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Introduction

Selon le dictionnaire de ’académie francaise, la rupture se définit par :

“Action par laquelle une chose est rompue; Etat d’une chose rompue sous entant deux
état : laction de la rupture (actif) et l’état (passif).”
Cette définition scinde le concept de rupture en deux aspects : soit elle est active soit
elle est passive. D’un point de vue mécanique, la distinction du concept de rupture en
deux notions existe. Il s’agit de la rupture selon une approche quasi-statique et de la
rupture selon une approche dynamique. A partir de ce concept “actif” ou “dynamique”
de la rupture, il existe différentes sous classes; ainsi la rupture pourra étre qualifiée de
“lente” ou “brutale”. Le travail que nous présentons a travers cette these, traite de la
rupture “dynamique” a la fois “brutale” et “lente”.

Ce travail a été effectué en partie dans un cadre industriel (Edf) et vise & comprendre
et a analyser quelques mécanismes liés a la rupture dynamique sous divers chargements.
Une des premieres problématiques qui nous est apparu est la rupture dynamique sous
chargement quasi-statique. Par “rupture dynamique”, on entend rupture brutale (vitesse
de fissuration élevée), qui s’oppose aux fissures se propageant a de faibles vitesses ; et par
“chargement quasi-statique”, on entend vitesse de chargement relativement lente. Ces
modes de fissuration peuvent étre envisagés sur des structures relativement importantes,
telles que des cuves de réacteur, par exemple, et ou le chargement évolue de fagon infini-
ment lente (bombardement neutronique, fatigue thermique ou mécanique...) permettant
a des réseaux de microfissures de se propager de facon stable. Ces structures peuvent
rester stable un certain temps, puis sous 'effet d’'un quelconque parametre, devenir in-
stable. Une phase d’instabilité se traduit généralement par une phase de propagation
brutale de quelques microfissures. D’une fagon plus particuliere on retrouve ce type de
configuration au sein des centrales d’Edf, puisque ce que 'on appelle “zone hétérogene”
(zone de ségrégation présente dans l'acier des cuves) ou “défaut sous revétement” (dé-
fauts générés dans la structure suite & un traitement de surface particulier) peuvent étre
initiateur de cette phase instable. D’autres domaines de la rupture dynamique ont été
investigués, il s’agit de la propagation de fissure sous chargement brutal. On retrouve ce
type de phénomene au niveau des cuves de centrale lorsque I’on envisage un chargement
accidentel. Il s’agit en fait d’une rupture de tuyauterie ayant pour conséquence de générer
une brusque variation de la pression. Suite a ce chargement violent, on peut s’attendre
a avoir des microfissures se propageant brutalement. Ces mécanismes de rupture sont
similaires a ceux qui apparaissent lorsqu’un bloc de verre est impacté violemment par un
projectile. En effet sous I'effet du chargement brutal, un réseau de fissures apparait et ce
de facon quasi instantanée. A ces considérations industrielles, s’ajoute quelques questions
académiques qui découlent de la problématique précédemment décrite. Il s’agit en fait
de comprendre le comportement d’une fissure lorsqu’elle traverse un ou plusieurs défauts
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(on entend par défaut des zones de ségrégation particuliére rendant le milieu hétérogene).
Ce type de considération peut, par exemple, s’appliquer aux matériaux composites.

L’objectif n’est pas de chercher a reproduire exactement la complexité des structures
et des trajets de fissuration comme le proposent les approches X-Fem en dynamique (cf
[Ret05]), mais de comprendre finement les mécanismes sous jacents. L’approche que nous
suivrons se fera en deux temps ; tout d’abord nous tenterons de comprendre ces différents
mécanismes de rupture dynamique en cherchant & les reproduire a ’aide de modeles
simplifiés. Puis nous essaierons de donner un sens aux différentes grandeurs couramment
utilisées dans ces domaines. L’idée générale est donc de chercher a comprendre, par le biais
de modeles simplifiés, les concepts qui pilotent de tels mécanismes. Plus particulierement,
nous montrerons l'importance des considérations énergétiques pour la compréhension de
ces phénomenes. Ainsi pour certain cas nous chercherons & montrer que I’évolution dy-
namique peut étre correctement traduite par certaines solutions quasi-statiques, tandis
que pour d’autres cas nous mettrons en avant la nécessité de modifier les propriétés du
matériau en introduisant des propriétés apparentes. Pour obtenir de tels résultats, nous
alternerons entre solution quasi-statique et solution dynamique (lorsque le chargement
est quasi-statique on recherchera la limite de la solution dynamique) et nous essaierons,
en fonction des cas, de construire des équivalences.

Ainsi ce travail s’articulera en cing chapitres. Dans un premier temps nous présen-
terons globalement les différentes problématiques rencontrées (définies en début d’intro-
duction) ainsi que quelques axes théoriques couramment utilisés pour de telles approches.
Dans un deuxiéme temps nous proposerons un modele simplifié basé sur le décollement
d’un film pour comprendre les mécanismes de la rupture brutale sous un chargement
quasi-statique. Dans un troisieme temps nous développerons un modele similaire pour
étudier 'influence d’un défaut sur la propagation d’une fissure lorsque le chargement est
quasi-statique, puis nous effectuerons une analogie avec un chargement brutal. Dans un
quatrieme temps, nous généraliserons le modele précédent en considérant un cas avec
un grand nombre de défauts; nous nous intéresserons tout particulierement au cas ou la
taille des défauts devient tres petite. Enfin, nous reviendrons sur I’étude de la propagation
brutale sous un chargement quasi-statique pour en donner une interprétation numérique.

Le premier modele qui sera présenté vise a comprendre les aspects de la propagation
brutale sous un chargement quasi-statique. Plus particulierement, ce chapitre a pour ob-
jectif de décrire de facon générale le phénomene étudié, puis de montrer que ’'on peut
s’affranchir du calcul dynamique direct. Pour cela nous avons utilisé un modele de décol-
lement de film. Il s’agit d’un film, inextensible et totalement flexible, initialement collé
contre une interface ayant une discontinuité de la ténacité. Un déplacement est imposé a
I'une de ses extrémités (on note € la vitesse du déplacement imposé), ce qui a pour consé-
quence de décoller progressivement le film. La discontinuité de ténacité peut étre choisie
de deux facons différentes. En effet, lorsque le film se décolle, celui-ci rencontre soit une
zone de faible ténacité, soit une zone de forte ténacité. Selon le cas de figure, on peut
s’attendre a obtenir des comportements différents. En effet, si au cours du décollement,
on rencontre une zone de plus forte ténacité, le décollement aura tendance a s’arréter;
tandis que dans le cas contraire, le décollement du film peut devenir brutal. Ainsi avec
une telle répartition de la ténacité, nous montrerons qu’une propagation brutale sous un
chargement quasi-statique peut étre obtenue. Plus particulierement, nous présenterons
cette étude en deux temps; tout d’abord nous construirons quelques solutions quasi-
statiques, puis nous expliciterons la solution dynamique. Pour ce qui est de la solution
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quasi-statique, nous introduirons deux approches différentes, une premiere (ULM) ba-
sée sur un principe de minimum local de I’énergie et sur une conservation de 1’énergie
totale, et une seconde (UGM) basée sur un principe de minimum global de ’énergie.
Les solutions de ces différentes approches seront construites et une solution particuliere
de lapproche (ULM) sera plus particulierement analysée (solution (ULM) métastable).
Il s’agit en fait de la solution qui reste “accrochée” & un minimum local le plus long-
temps possible. La solution dynamique pour une vitesse de chargement e quelconque sera
construite en déterminant 'intégralité des ondes de choc. Cette solution est construite en
considérant I'intégralité des allers-retours des ondes. Au final nous rechercherons la solu-
tion dynamique limite (lorsque € tend vers 0) et nous la comparerons avec les différentes
solutions quasi-statiques (en fait cette solution dynamique jouera un role de “filtre” parmi
toutes les solutions quasi-statiques).

Un second modele sera développé pour comprendre l'influence d'un défaut sur la
propagation d’une fissure. Pour cela nous réutiliserons le modele de film introduit dans le
chapitre précédent et la discontinuité de ténacité sera remplacée par un défaut de ténacité.
On entend par défaut de ténacité, une brusque variation de la ténacité sur une distance
L. Avec un tel modele, on s’attend a avoir une propagation brutale lorsque le film se
décolle a travers le défaut. Lorsqu’il se décollera en dehors du défaut, le comportement
du film deviendra plus complexe. De la méme facon nous chercherons a construire la
solution dynamique limite, puis a la comparer aux différentes solutions quasi-statiques.
Nous montrerons qu’a la différence du modele avec discontinuité de la ténacité, la solution
dynamique limite ne converge vers aucune solution quasi-statique. Cette non convergence
repose essentiellement sur le décollement du film en sortie du défaut (on montrera que
la solution évolue selon une certaine courbe limite qu’on reliera & un phénomene de
relaxation de I’énergie cinétique). De ce fait nous chercherons une interprétation de ce
mécanisme sous la forme d’une loi d’évolution particuliere basée sur le décollement du
film. Cette loi d’évolution sera ensuite interprétée d’un point de vue statique et dynamique
et nous ferons apparaitre des ténacités apparentes. Une analogie entre ce modele et celui
qui considere une interface homogene avec un chargement évoluant brutalement sera
développée.

Le quatrieme chapitre présente le modeéle précédent ou le défaut de ténacité a été rem-
placé par un grand nombre de défauts a travers 'interface. Le chapitre précédent présente
un mécanisme particulier 1ié au décollement du film a travers un défaut : il s’agit de la
relaxation de I’énergie cinétique. Toute la question est donc de savoir si ce phénomene est
toujours valable lorsque le nombre de défauts augmente et que la vitesse de chargement
€ tend vers zéro. En d’autres termes, comment 1’énergie cinétique évolue dans une telle
structure : a t-elle tendance a augmenter ou a converger autour d’une certaine valeur ?
Pour tenter de répondre a cette question, nous présenterons deux approches différentes ;
une premiere qui consiste a construire de fagon graphique la solution dynamique limite
défaut apres défaut, et une seconde qui consiste a construire numériquement la solution
dynamique pour une certaine valeur de la vitesse du chargement ¢, puis de faire tendre
numériquement e vers zéro. Cette deuxieme méthode nécessite de prendre en compte 1'in-
tégralité des allers-retours des ondes de choc. Au final, nous montrerons que I’évolution
du décollement du film a travers un grand nombre de défauts tend vers un comporte-
ment moyen que ’on assimilera & une ténacité effective. Il sera aussi question de la taille
des défauts et de leurs influences sur la solution dynamique limite. En particulier nous
souhaiterons savoir si les passages a la limite en € et en L commutent, ou L représente la
taille des défauts.
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Le dernier chapitre présente une version numérique des travaux effectués a travers le
deuxieme chapitre. Nous présentons le cas d’une fissure se propageant de facon brutale
a travers un milieu 2D soumis a un chargement quasi-statique. L’objectif de ce cha-
pitre est de comparer les résultats obtenus sur le modele de décollement de film avec
un modele 2D similaire. Il s’agit en fait d’'un modele de DCB (Double Cantilever Beam)
2D ayant un trajet de fissuration prédéterminé et a travers lequel la ténacité est dis-
continue pour une certaine position du front de fissure. Ainsi, ce modele numérique 2D
ressemble, dans les grandes lignes, au modele de décollement d’un film a travers une in-
terface ayant une discontinuité de ténacité. Ainsi nous présenterons la construction des
solutions quasi-statiques (UGM) et (ULM) et plus particulierement de la solution quasi-
statique (ULM) métastable. Ensuite la solution dynamique sera exhibée par le biais d’un
algorithme de type déboutonnage de noeuds. Cette approche consiste a rechercher la
vitesse de fissuration telle que le critere de Griffith soit vérifié en fin de procédure de dé-
boutonnage. Une étude précise de cette technique sera présentée et plus particulierement,
on recherchera ’énergie dissipée par cette méthode lorsqu’un schéma en temps de type
Newmark est utilisé. Cela nous permettra de comparer cette énergie dissipée par rapport
a I’énergie de fissuration. Au final, nous proposerons quelques précautions & prendre pour
éviter d’obtenir de trop grandes différences entre ces deux énergies. De la méme fagon
qu’au chapitre 2, on cherchera a comparer la solution dynamique limite avec les solutions
quasi-statiques. Cette comparaison, nous permettra de conclure sur le conservatisme de
certaines grandeurs de I’étude (en particulier la longueur de propagation) et d’introduire
quelques grandeurs couramment utilisées, comme la “ténacité a 'arrét”.
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résumé : Ce chapitre présente de facon générale les différents phénomenes en rupture
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éléments théoriques comme le taux de restitution d’énergie en statique et le flux de
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A Introduction

Ce chapitre a pour objectif d’aborder d’une part les différents phénomenes liés a la
fissuration auxquels nous nous sommes intéressés a travers cette these, et d’autre part de
présenter quelques approches théoriques.

L’analyse des phénomenes de fissuration s’articulera en trois points : présentation
générale de ce que 'on entend par rupture dynamique (on présentera quelques expériences
observables dans la vie de tous les jours), introduction des différentes problématiques que
rencontre Edf et présentation des enjeux autour des multicouches et des composites.
Nous nous focaliserons plus particulierement autour des enjeux liés au fonctionnement
des centrales d’Edf (chargement accidentel et phénomenes liés a la présence de “zones
hétérogenes” et de “défauts sous revétement”). Et pour finir on étudiera le comportement
d’une fissure se propageant & travers un matériau ayant une alternance de ses propriétés
mécaniques (par exemple ténacité périodique). En particulier nous présenterons deux
types de matériau présentant ces aspects : les multicouches et les matériaux composites.
En parallele a ces différents phénomenes nous introduirons les grandeurs qui leurs sont
couramment associées. En particulier nous aborderons les notions de ténacité a ’arrét et
de ténacité apparente. Ces différentes notions seront analysées dans les chapitres suivants.

Nous aborderons ensuite quelques aspects théoriques de la mécanique de la rupture
en dynamique nécessaires par la suite. En particulier, nous détaillerons la construction
du taux de restitution d’énergie en statique ainsi que le flux de 1’énergie totale (néces-
saire dans le cadre d’une approche dynamique). Le cas de Yoffé en mode II (fissure se
propageant en mode II & travers un milieu infini) sera abordé et permettra de détailler
quelques grandeurs couramment utilisées.
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B Expériences autour de la rupture dynamique

Tout d’abord nous allons présenter de fagon générale la rupture dynamique, en intro-
duisant quelques expériences. Puis dans un cadre industriel, nous détaillerons quelques
interrogations au sujet de la propagation brutale du front de fissure et de son arrét. Et
pour finir, nous parlerons des problemes de rupture des matériaux composites et des
multicouches.

B.1 Quelques phénomenes en fissuration dynamique

Notre quotidien est peuplé de diverses phénomenes de rupture en dynamique ou le
front de fissure se propage a des vitesses comparables a la célérité des ondes du milieu et
donc qui apparaissent comme quasi-instantané a notre échelle de temps.

Fic. .1 : Rupture d’une couche de glace sous un chargement dynamique cyclique

Ceci peut avoir lieu aussi bien sous chargement rapide (choc) que sous chargement lent.
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Expérience 1 : La figure 1.1 représente une couche de glace sur un lac sous l'effet d’un
chargement dynamique cyclique (un projectile impacte de fagon répétée la surface du
lac gelée). On observe qu’a chaque impact du projectile, un nouveau réseau de fissures
apparait. Apres le premier impact, le réseau de fissures est en forme d’étoile a 6 branches
puis sous les impacts suivants, des fissures transversales apparaissent. Ainsi sous ’effet
d’une succession de chocs, la structure (qui peut étre considérée comme un plan infini)
se stabilise choc apres choc, en créant brutalement de nouvelles surfaces fissurées.

FiGc. 1.2 : Quelques trajets de fissuration a travers un bloc de glace

D’un point de vue local, les formes des trajets de fissuration sont relativement complexes.
Par exemple la figure 1.2 présente des trajets de fissuration a travers un bloc de glace.
On observe que les trajets des fissures sont soit rectilignes, soit d’une extréme complexité
(similaire & une forme de type fractale).

Bilan : Sachant que toute nouvelle surface fissurée “cotite” une énergie de surface, la
question est de savoir le role des ondes (porteuses de 'information) dans la propagation,
le choix du trajet et 'arrét de la fissuration.
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Fic. 1.3 : Etat de fissuration sur une plaque de verre sous Ueffet d’un projectile

Des expériences similaires, mais sur des structures plus “petites” peuvent étre effectuées
pour mettre en évidence 'importance du retour des ondes.

Expérience 2 : La figure 1.5 présente le cas d’un projectile venant impacter une plaque
de verre. Plusieurs essais ont été effectués a partir de différentes formes de projectile ; les
deux figures du haut représentent les états de fissuration lorsque le projectile est soit a
bout sphérique, soit & bout plat. On observe que lorsque le bout du projectile est plat,
alors les propagations des fissures a partir du point d’impact sont rectilignes pendant un
certain temps puis deviennent “chaotiques”. Tandis que lorsque le projectile est a bout
sphérique, il n’y a pas de phase ou les propagations du front de fissure sont rectilignes.
D’apres [Fre98|, une bifurcation ou un arrét du front de fissure sont toujours liés
(en dynamique) & une collision entre une onde et le front de fissure. En effet, les ondes
transmettent des informations (modification des champs de contrainte et de déformation)
qui seront susceptibles de venir modifier le trajet de fissuration. Ainsi, on peut faire
I’hypothése qu’a chaque changement d’orientation du trajet de fissuration (cf Figure
1.5), correspond une onde venant impacter le front de fissure. De ce fait, le cas avec un
projectile a bout plat semble mettre en évidence ’absence de retour d’onde sur le front
de fissure durant un certain temps. En effet, le choc contre le verre d’un projectile a
bout plat est plus court (en terme de temps d’impact) que celui avec un bout sphérique.
Dans un cas (projectile & bout plat) I'initiation et la propagation des faisceaux de fissures
a lieu en méme temps que ’émission des différentes ondes dues & 'impact. Ainsi, lors
de I'impact, les ondes se propageront plus rapidement que les différentes fissures, puis
se réfléchiront contre les bords de la structure pour revenir vers les fissures et modifier
leurs trajets de fissuration (entre le temps d’impact initial et celui du retour des ondes,
les fronts de fissure sont libres et se propagent de facon rectiligne). Dans lautre cas
(projectile a bout sphérique), le choc du projectile contre la plaque de verre est moins
violent (en terme de temps d’impact) et des ondes sont générées a partir du moment ou
le projectile impacte le verre et ce durant un certain temps (le temps d’écrasement du




10 1. Etat de lart

projectile & bout sphérique est plus grand que celui du projectile a bout plat), de méme
pour linitiation des faisceaux de fissure. Ainsi, chaque front de fissure est perturbé, soit
par une onde générée au point d’impact a un temps supérieur a celui de la création de la
fissure, soit par une onde réfléchie contre les bords de la structure. Au final, on obtient
des facies de propagation qui ne présentent pas de phase rectiligne.

Fia. 14 : Fragmentation d’une bille aprés un choc thermique

Lorsque la plaque de verre est impactée par un projectile de type clou, alors les trajets
de fissuration sont différents (trois dernieres images de la Figure 1.5). En effet, la quantité
d’onde générée lors de 'impact initial est beaucoup plus faible et donc, la modification des
trajets de fissuration généré par le retour des ondes est lui aussi plus faible. Par exemple,
sur la figure au milieu & droite (cf Figure 1.5) on observe des propagations rectilignes a
travers toute la structure et une bifurcation du front de fissure suivie d’'un arrét de celle-ci.

Bilan : Cet exemple de perforation d’une plaque de verre par différents types de projec-
tile, semble mettre en évidence 'importance du trajet des ondes dans la structure pour
I’évaluation des différents facies de rupture. Cependant, la complexité des trajets de fis-
suration permet de se demander s’il est possible ou réaliste d’envisager la résolution du
probleme de fagon ondulatoire.

Apres avoir abordé des chargements de type mécanique (impact d’un projectile), on consi-
dere un chargement de type thermique.

Expérience 3 : Il s’agit de faire chauffer une bille en verre a différentes températures (de
l'ordre de 500 degrés) puis de 'immerger de fagon instantanée dans un liquide & tempé-
rature ambiante. On observe alors une fragmentation instantanée a la surface de la bille
et & travers une certaine épaisseur (cf Figure 1.4). De plus, le faciés de la fragmentation
(profondeur et distance moyenne entre deux fissures) semble dépendre de la température
initiale (avant le choc thermique). Ce phénomene de fragmentation s’explique par le fait
que lorsque la bille est portée a forte température, le volume se dilate, puis lorsqu’elle
est portée dans un liquide & température ambiante, la surface de la bille a tendance a se
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contracter, générant ainsi un réseau de fissure a travers une certaine épaisseur.

Bilan : A la différence des exemples précédents, le chargement est d’origine thermique
(choc thermique) et la structure est relativement petite (par rapport aux structures de
verre précédentes). Ainsi la compréhension et I’étude de ce phénomeéne par une approche
ondulatoire ne semble pas réaliste. Il faudra donc considérer des approches différentes
pour résoudre ce probleme.

B.2 Propagation brutale puis arrét du front de fissure

A travers cette partie, nous allons présenter une des problématiques que rencontre
Edf dans D’exploitation de ses centrales : la propagation brutale ou non d’une fissure
et son arrét dans une cuve REP (Réacteur a Eau Pressurisée). La propagation brutale
d’une fissure peut avoir diverses origines. Nous présenterons les cas ou la fissure traverse
un défaut de propriété du matériau (“zones hétérogenes” et “défauts sous revétement”)
et ou la cuve est soumise & un chargement de type accidentel (brusque variation de la
pression).

a) Origine de la fissuration dans une cuve REP

La cuve est I'un des composants essentiels d’'un réacteur a eau sous pression. En
effet, ce composant en acier ferritique au molybdene, d’'une hauteur de 14 metres et
d’un diametre de 4 metres pour une épaisseur de 20 centimetres, accueille le coeur du
réacteur ainsi que son instrumentation. Entierement remplie d’eau en fonctionnement
normal, la cuve, d'une masse de 300 tonnes, supporte une pression de 155 bar a une
température de 300°C. Le suivi régulier et précis de I’état de la cuve est essentiel pour
deux raisons : la cuve est un composant dont le remplacement n’est pas envisageable
(probleme de faisabilité et de cout), la rupture de la cuve est un accident inenvisageable
(les conséquences ne sont donc pas prises en compte dans l’évaluation de la streté du
réacteur). Ainsi la conception et l'utilisation d’un réacteur nécessitent des mesures de
suivi particulieres pour éviter un tel phénomene.

En fonctionnement normal, la cuve se dégrade lentement : en effet, le coeur des cen-
trales est le théatre d’intenses activités neutroniques fragilisant lentement le métal de la
cuve. Ce vieillissement de la cuve est susceptible de générer des microfissures (cf Figure
1.6). (On entend par microfissure, des fissures de quelques millimetres de profondeur). Ces
microfissures sont généralement de forme elliptique et dépendent de I’histoire du charge-
ment ainsi que des propriétés du matériau. En fonctionnement normal, ces microfissures
peuvent évoluer de fagon infiniment lente sous l'effet d’un chargement de type fatigue
mécanique ou thermique (cf [STGO7]).

D’un point de vue stireté du réacteur, deux approches différentes sont possibles : soit
le réacteur est dimensionné pour qu’il n’y ait pas de microfissures (une telle approche est
utopique), soit le dimensionnement tient compte du vieillissement du métal de la cuve et
de la présence de microfissures et dans ce cas on cherchera a étudier la stabilité de ces
microfissures. La seconde approche est celle que nous avons choisi pour la suite de I'étude.
Les enjeux qui entourent une telle approche, sont d’une part de montrer la stabilité de ces
microfissures au cours de 1'utilisation normale du réacteur et en particulier en présence
de défauts au sein du métal de la cuve, et d’autre part d’étudier le comportement des
microfissures lors d’un scénario accidentel, comme par exemple une rupture de tuyauterie.
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Fic. 1.5 : Etude de linfluence de la forme du projectile sur les trajets de fissuration a travers une
plaque de verre : en haut a gauche, avec un projectile a bout sphérique de diameétre 5
mm ; en haut a droite, avec un projectile a bout plat et de diamétre 5 mm ; au milieu a
gauche, avec un projectile & bout sphérique (5 mm) et dont la plaque est deux fois plus
épaisse (4 mm); au miliew o droite et les deux figures du bas, avec un projectile ayant
une section trés petite (clou) et en faisant varier la force d’impact.
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Fic. 1.6 : Section d’une cuve de réacteur avec son réseau de microfissures pour un scénario d’uti-
lisation normale

b) Les phénomenes liés a la présence de défauts

Tant que la fissure se propage a travers une zone saine (le matériau est homogene),
les seuls risques de propagation brutale viennent d’une potentielle perte de stabilité de la
structure. Lorsque cette méme fissure se propage & travers un milieu hétérogene (présence
d’un défaut dans le matériau), les choses sont plus complexes. En effet, lorsque la fissure
arrive dans une zone ayant une ténacité plus faible (défaut), on peut s’attendre a avoir
une propagation brutale du front de fissure. Toute la question est donc de savoir si une
propagation brutale aura lieu, et si oui, est-elle suivie d’un arrét du front de fissure.

Ces défauts peuvent se présenter sous la forme de zones de ségrégation a travers
I’acier 16MND5 constituant la cuve de la centrale. Ces zones de ségrégation sont des
zones enrichies en éléments d’alliage et en impuretés, communément appelées “zones
hétérogenes” (cf [Nau99]). (Le phosphore ségrégé aux joints de grains sous forme atomique
en est le principal constituant. De plus ces zones contiennent des inclusions de sulfure de
manganese de forme allongée dans le sens circonférentiel de la cuve, qui peuvent atteindre
1 mm de long). Ainsi ces “zones hétérogenes” peuvent étre modélisées par des zones
ayant des ténacités différentes. (Compte tenu des propriétés des “zones hétérogenes”, on
considérera que leur ténacité est beaucoup plus faible que celle du matériau sain, et que
leur épaisseur est tres faible par rapport aux différentes dimensions de la cuve).

La présence de défauts au sein de la centrale peut avoir une origine différente : les
défauts sous revétement. En effet, pour se prémunir contre les risques de corrosion, les
composants en acier noir (acier ferritique) du circuit primaire sont revétus d’une ou
plusieurs couches d’acier inoxydable, ou d’alliage & base de nickel (inconel). L’opération
de revétement est une opération classique du métier de chaudronnier, qui n’est pourtant
pas exempte de risque de créer une dégradation, que ce soit par fissuration a froid due
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a I'hydrogene ou par décohésion intergranulaire due au réchauffage. Les défauts alors
potentiellement créés sont situés dans le métal de base, juste sous la couche de métal
déposée : ce sont les défauts sous revétement. De la méme maniére que pour les “zones
hétérogenes”, ces défauts peuvent étre représentés par des zones ayant une tres faible
ténacité et ayant une épaisseur tres faible.

Ainsi d’un point de vue siureté nucléaire, différentes questions apparaissent : la pro-
pagation est-elle brutale lorsque la fissure pénetre un défaut ? Suite a une propagation
brutale, y a t-il un arrét du front de fissure? Et si oui, apparait-il dans le défaut ou
en dehors? En supposant que la fissure s’arréte en dehors du défaut, apparait-il des té-
nacités apparentes de redémarrage du front de fissure (modifiant de ce fait les analyses
quasi-statiques) ?

c) Influence d'un chargement accidentel

Une propagation brutale du front de fissure peut aussi apparaitre suite & un scénario
accidentel (chargement de type dynamique). En effet, suite & la rupture d’une tuyauterie
d’alimentation en eau du réacteur, la pression chute brutalement au sein du réacteur;
ainsi pour éviter un emballement de la réaction nucléaire une grande quantité d’eau a
température ambiante est injectée dans le réacteur. De ce fait, la structure (avec ses
microfissures) subit un double chargement brutal : un premier lors de la chute de la
pression et un second lors du choc thermique (injection d’eau).

Ainsi, suite a ces deux scénarios, on peut s’attendre a avoir une propagation brutale
suivie ou non d’un arrét, une propagation stable ou un arrét du front de fissure. D’un point
de vue stireté nucléaire, il est nécessaire d’assurer la non rupture de la cuve du réacteur.
De ce fait, on cherchera des méthodes permettant de quantifier la propagation ainsi que
larrét des microfissures (au final on souhaite que toutes les microfissures finissent par
s’arréter).

Pour étudier ces risques, Edf considere différents axes de recherche : approche directe
en effectuant un calcul numérique et en modélisant tous les phénomenes et approche plus
fine en étudiant séparément les différents phénomenes par des approches expérimentales
et théoriques. Par la suite, nous allons plutot nous focaliser sur la deuxieéme approche
et plus particulierement sur des considérations théoriques. Mais avant de développer
ces aspects qui seront introduits aux chapitres II et III, on présente deux expériences
permettant de mettre en évidence les différents phénomenes agissant sur les microfissures
présentes dans les centrales.

d) Quelques expériences en rupture dynamique

Il s’agit de présenter deux expériences différentes, couramment analysées a Edf, et per-
mettant de mettre en évidence certains phénomenes présentés a travers les paragraphes
précédents.

e La premiére expérience a été introduite par Kalthoff [KBW77] et traite le cas d’une
fissure se propageant & travers une éprouvette de type DCB (Double Cantilever Beam).
Il s’agit d’une fissure se propageant sous un chargement quasi-statique. En effet, a 1’ex-
trémité de 1’éprouvette (cf Figure 1.7) un coin est enfoncé a une vitesse constante relati-
vement lente. Ainsi le front de fissure est a 'arrét tant que le critére de propagation de
Griffith n’est pas vérifié ; ensuite, comme on 1’observe sur les deux graphiques de la figure
1.7, le front de fissure se propage de facon dynamique a vitesse constante puis s’arréte a
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une certaine longueur.

Evolution du front de fissure l

Temps

Vitesse du front de fissure

analyse quasi-statique modifiée

analyse quasi-statique

analyse dynamique

Evolution du front de fissure

Fi1a. 1.7 : Présentation de Uessai sur DCB (Double Cantilever Beam) de Kalthoff

Kalthoff présente cette expérience avec différentes formes d’entaille initiale et la figure
1.8 représente ’évolution du facteur d’intensité de contrainte en pointe de fissure pour
différents types d’entaille (la forme de I'entaille permet de jouer sur la quantité d’énergie
disponible initialement) en fonction de la position du front de fissure. Sur cette méme
figure est représentée la solution quasi-statique en faisant évoluer virtuellement le front
de fissure. On observe que la longueur d’arrét obtenue a partir de ’analyse quasi-statique
et en considérant un critére de propagation de type Griffith (la fissure est a l'arrét lorsque
le facteur d’intensité de contrainte est inférieur a une valeur critique K,.) est inférieur a
celle obtenue par I'expérience. Ainsi il introduit un K critique différent K, (ténacité a
larrét) pour que approche quasi-statique puisse donner la bonne longueur d’arrét. Cette
valeur correspond sur la figure 1.8 au point lorsque la courbe expérimentale intersecte la
courbe issue de ’approche statique.

Par la suite et plus particulierement au chapitre II nous proposerons une interpréta-
tion énergétique de ce phénomene et nous introduirons au chapitre V une méthode pour
obtenir numériquement une ténacité a l'arrét. La notion de ténacité a ’arrét découle
directement de ’approche énergétique. Une telle approche peut aussi étre utilisée lorsque
le chargement est accidentel. En effet, une analogie peut étre effectuée entre le modele a
entaille de Kalthoff et le modele qui consiste a faire varier brutalement la pression (char-
gement accidentel). Dans un cas, le modele accumule une certaine énergie par le biais de
I’entaille, tandis que pour 'autre, ’énergie est injectée initialement sous forme de choc.
Comme on le verra par la suite, la structure cherche a propager brutalement une fissure
pour garantir un certain bilan énergétique. Ainsi, ces phénomenes sont pilotés par des
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Fi1G. .8 : Facteurs d’intensité de contrainte au cours de l’évolution de la fissure a travers l’éprou-
vette DCB

aspects énergétiques et non par la facon dont ces énergies sont stockées (ce qui justifie
'analogie).

e La deuxieme expérience est liée a la stabilité de la fissure lors du choc thermique
[Gen&9]. Celle-ci étudie la propagation d’une fissure a travers un disque préfissuré (cf

Figure 1.9) soumis & un chargement thermique violent. Différentes études ont été par la
suite effectuées sur ce méme sujet [BMO02], [Bug05], [BJO1], [Gen89] et [Haj03].

Le disque est tout d’abord préfissuré en effectuant un chargement mécanique cyclique
sur un disque avec une entaille. Puis il est refroidi dans un bain d’azote liquide & —196°C.
Ensuite un inducteur est appliqué sur la surface €2, ce qui permet de créer un gradient
thermique & travers le diametre du disque. Ce gradient thermique & pour conséquence
de générer des contraintes de traction sur la peau externe du disque (au voisinage de
Q) et des contraintes de compression au voisinage de €2;. Les contraintes de traction
ont tendance a propager la fissure de facon dynamique a travers une certaine distance.
Lorsque la fissure se rapproche du centre, les contraintes de compression ont tendance a
arréter la propagation du front de fissure. Un second phénomene joue un role important,
il s’agit de 'influence de la température sur la ténacité. En effet, apres que I'inducteur
ait été appliqué sur la surface (2., la ténacité a tendance a étre plus élevée sur la frontiere
Q; que sur €, favorisant aussi I'arrét du front de fissure.
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Front de fissure fina

Fi1G. 1.9 : Présentation de la géométrie du disque préfissuré soumis a un chargement thermique

Ces différentes phases de propagation ont été observées expérimentalement et ce pour
différentes valeurs de choc thermique et de taille de fissure initiale. Globalement il a été
observé que l'arrét a lieu lorsque la température en pointe de fissure est de —60°C. Au
niveau des vitesses de propagation du front de fissure, une vitesse de 600 m.s~! a été
obtenue lors de la propagation brutale suivie d'une phase de décélération sur les 5 derniers
millimetres précédant I'arrét du front de fissure. Au final, ces différentes expériences ont
permis de mettre en évidence une fissure se propageant de fagon brutale suivi par un
arrét de la fissure. Cet arrét est caractérisé en définissant une ténacité a arrét (similaire
a I’étude de Kalthoff sur une DCB).

B.3 Propagation d’une fissure a travers des milieux ayant une ténacité
variable

A travers cette partie, on présente un mécanisme de rupture & travers un milieu ayant
une ténacité variable. Ce mécanisme sera introduit a partir de la rupture des multicouches
et des matériaux composites.

B.3.1 Rupture des multicouches

Les multicouches sont des structures composées par un empilement de couches ayant
une épaisseur de I'ordre du nonametre. Ces nouveaux matériaux sont élaborés par des
techniques de dépot sous vide et permettent d’obtenir des propriétés intéressantes dans
différents domaines. Par exemple en informatique, on retrouve les multicouches dans
les nouvelles technologies autour des systemes de stockage comme les disques optiques
multicouches d’IBM et les nouvelles fagons d’architecturer les microprocesseurs...

A la différence des matériaux composites, les multicouches sont présents dans les
structures, soit pour améliorer des propriétés liées a la réflexion des surfaces, soit pour
véhiculer des informations (microélectronique). Ainsi, les sollicitations mécaniques pré-
sentes au sein des multicouches, sont plutot générées par des phénomenes thermiques, de
corrosion ou de fatigue vibratoire [MKHO0]. Ces différentes sollicitations ont pour consé-
quence de créer des fissures de deux types : par délaminage ou par rupture transverse.
Le premier cas de figure correspond a une fissure se propageant a l'interface entre deux
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FiG. 1.10 : Présentation de la géométrie des multicouches

couches, tandis que le deuxiéme mode de rupture correspond a une fissure se propageant
a travers une couche. L’une des principales préoccupations est de proposer des méthodes
de conception de multicouches pour éviter ces modes de rupture [SLTJ97], [DLM9S8] et
[Tho96]. Dans cette optique [MKHO0], [SLTJ97] et [EH95] présentent une analyse des
différents phénomenes liés a l'initiation de ces fissures ainsi qu’a leurs propagations au
sein des multicouches. Par exemple [DLM98] explique que ’élévation de la température
au sein du multicouche génere une corrosion aux interfaces qui a pour conséquence de
diminuer la ténacité de l'interface. Ainsi une fissure par délaminage se propage.

Taille du défaut

Delaminage partiel

L L]

Delaminage to

% Taille de 'entaille

Fig. .11 : Influence de la taille du défaut et de 'entaille sur le trajet de fissuration

Des phénomenes similaires sont présentés dans [MKHO00] sur des multicouches consti-
tuées d’aluminium et de monazite. Ils expliquent que le chargement thermique modifie
les interfaces en introduisant des grains de taille différente qu’ils assimilent a des défauts.
Ainsi en introduisant des essais de type flexion 4 points sur le multicouche avec entaille
(Pentaille est perpendiculaire aux couches), ils obtiennent des trajets de fissuration qui
dépendent des conditions de chargement et qui sont des combinaisons entre des ruptures
par délaminage et des ruptures transverses des couches. En particulier ils expliquent
qu'un des parametres influents [KTH9S8] est la taille des défauts et la forme initiale de
Ientaille (cf Figure I1.11). Et pour finir des essais de type pelage sur des multicouches ont
été effectués par [Tho96] pour obtenir la ténacité de I'interface lors d’un délaminage.

Par la suite, on s’intéresse a des modes de rupture qui sont similaires au cas ou ’en-
taille est relativement grande. Ce mode de rupture correspond a des fissures tranversales
aux multicouches et ce, sans propagation par délaminage (cf Figure 1.11). Au chapitre
IV, on proposera différentes approches (a I'aide d’un modele de décollement de film)
pour obtenir une ténacité équivalente lorsque la fissure traverse un milieu ayant une té-
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nacité périodique (on suppose qu'il existe une certaine périodicité dans la construction
des multicouches).

B.3.2 Rupture des matériaux composites

Un matériau composite (cf Figure 1.12) est généralement constitué d’une matrice a
travers laquelle se trouve un renfort (fibre). L’objectif d’un tel matériau est de pouvoir
conjuguer les propriétés mécaniques (module d’Young, ténacité) de plusieurs matériaux
en un seul. De méme les propriétés du composite peuvent étre améliorées en modifiant
la géométrie de la matrice et du renfort ainsi que les propriétés d’interaction entre la
matrice et le renfort.
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rupture

transverse Rupture

de fibre
Matrice
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rupture
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Fic. 1.12 : Composite a fibres : a gauche la forme générale du composite, a droite les différents
modes de rupture
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Fic. 1.13 : A gauche : rupture du composite en alternant rupture des fibres et rupture de la matrice

et a droite : rupture du composite avec des phases de délaminage et d’arrachement

La rupture peut étre analysée de deux facons différentes : soit on recherche des criteres
de rupture globaux ou soit on cherche a décrire précisément 1’évolution d’un front de
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fissure a travers un matériau composite. Pour le premier aspect, I’approche selon la loi
des mélanges est couramment utilisée.

Par exemple, dans le cas d’un composite unidirectionnel (cf Figure 1.12) soumis a
une traction longitudinale (sens des fibres), la rupture a lieu lorsque la déformation du
composite est égale a la plus petite des déformations critiques de la fibre ef, et de la
matrice dans le sens transversale €,,,. Lorsque €f, < €pny, la rupture du composite est
couramment définie en introduisant la contrainte critique du composite telle que

Oew = 0lVy + (0m),,, (1= Vp) (L1)

ot V¢ est la fraction volumique des fibres du composite (0 < V; < 1) et ou1 oy, est la
contrainte associée a la déformation critique €y, et (o) €ru la contrainte dans la matrice
correspond a la déformation ef,. Lorsque €f, > €5, on introduit une relation du méme
type a partir de la contrainte critique o,,,, (contrainte associée a la déformation critique
emu de la matrice).

D’autres approches globales sont utilisées comme par exemple le critere de Hill [Hil48]
basé sur une approche généralisée du critere de Von Mises. On peut citer aussi le critere
de Tsai-Hill [TH80] qui propose une modification du critere précédent.

Lorsque I'on souhaite décrire la rupture d’un composite de fagon locale (évolution du
front de fissure en fonction du chargement), on commence par analyser les phénomeénes
qui agissent entre la fibre et la matrice puis on essaie de les généraliser pour obtenir une
évolution globale du front de fissure. Tout d’abord, on introduit deux notions différentes :
les microfissures et les macrofissures. Les premieres définissent des phénomeénes locaux
a la structure composite (cf Figure 1.12) et peuvent se résumer en quatre phénomenes :
rupture des fibres, rupture longitudinale dans la matrice, rupture transverse de la matrice
et rupture de l'interface fibre matrice. Les macrofissures sont définies comme étant un
ensemble de microfissures. Ainsi, lorsque le chargement évolue, la structure génere des
microfissures qui en fonction du modele et du chargement définissent des macrofissures.
La figure 1.13 présente deux exemples de macrofissure [Kel70], une premieére qui traverse
successivement les différents matériaux du composite (matrice et renfort) [MJW65] et
qui revient donc en une alternance de rupture de fibre et de rupture transversale de la
matrice. Une deuxiéme macrofissure est présentée et dont I’évolution se fait en combinant
les quatre types de microfissure.

Un essai de traction sur une éprouvette de composite a fibre unidirectionnel est pré-
senté sur les figures 1.14 et 1.15 (cf [Kel70]). La premiere figure représente 1’évolution
de la déformation globale de I’éprouvette en fonction du temps lorsque la contrainte est
imposée par palier. On observe que lorsque la contrainte appliquée augmente, alors la
déformation évolue (en fissurant le composite) pour se stabiliser autour d’une valeur. En
d’autres termes la structure relaxe 1’énergie injectée dans le systéme (brusque augmen-
tation de la contrainte) en un certain temps. La figure 1.15 représente ’évolution de la
contrainte en fonction de la déformation pour deux composites ayant des diametres de
fibre différents.

L’étude des matériaux composites présente des similitudes avec les multicouches au
niveau des mécanismes de rupture lorsque la fissure traverse successivement la matrice et
le renfort (similitude avec le mode de rupture présenté par la figure 1.11 lorsque la taille
de lentaille est grande). Par la suite, et plus précisément dans le chapitre IV, on étudiera
I'influence d’une ténacité périodique sur la propagation de la fissure (on s’intéressera au
cas ol la période de la ténacité devient tres petite). Cette étude permettra d’apporter une
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FiGc. .14 : Evolution de la déformation en fonction du temps pour un essai de traction sur une
éprouvette composite dans le sens des fibres avec une contrainte imposée augmentant
par palier.
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Fic. 1.15 : Evolution de la contrainte imposée en fonction de la déformation globale pour un essai
de traction et pour différents diamétres de fibre.

lecture particuliere de la rupture des matériaux composites en introduisant la notion de
ténacité apparente. Des éléments de réponse supplémentaires seront apportés au chapitre
IIT au sujet du phénomene introduit par la figure 1.14 (stabilisation de la déformation
autour d’une valeur). Pour cela on introduira un phénomene particulier : la relazation de
[’énergie cinétique.
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C Cadre théorique de la rupture dynamique

Cette partie vise a présenter les réponses apportées par les approches théoriques sur
les phénomenes précédemment introduits. En particulier on se focalisera sur le taux de
restitution d’énergie.

C.1 Approche énergétique de la mécanique de la rupture
C.1.1 Le taux de restitution d’énergie en statique

Nous allons tout d’abord commencer par quelques rappels en statique avec en par-
ticulier l'introduction du taux de restitution d’énergie GG, puis nous présenterons son
équivalent en dynamique G : le flux d’énergie.

Le cadre de ’étude se base sur une structure {2 élastique ayant une fissure Ty (cf
Figure 1.16). ¢ représente I’abscisse curviligne de la fissure I'g. En statique le taux de
restitution d’énergie s’interprete comme étant la variation de ’énergie potentielle lorsque
la longueur de la fissure varie. Ainsi G se présente sous la forme

d d
G=——F,=——
ac’ df(
ou E, représente 1’énergie potentielle, We,; le travail des forces extérieurs et Wejqs, I’éner-
gie élastique.

Wezt + Welas) (12)

Dans la théorie de Griffith, ’énergie de séparation des surfaces du milieu continue est
interprétée comme étant une énergie proportionnelle a l’aire fissurée. On a donc

dE, = —kdl (1.3)

ou k est I'énergie de surface caractéristique du matériau et d¢ représente l'aire totale de
la fissure. Au final, le critere de propagation se met sous la forme

G<k (>0, (G-k}{=0 (1.4)

Une écriture différente de G défini par (I.2) peut étre introduite. En utilisant le
théoreme des travaux virtuels et le fait que Wy = fQ %Jijeij on obtient

1 du; 1 dT;
G=-|[ Tf—‘ds— - b} L5
Z/ST’LdES Z/SUuZdES (1.5)

ou St et Sy correspondent a une partie de la frontiere de €2 ou respectivement des
conditions de type Dirichlet et des conditions de type Neumann sont imposées.

En utilisant le théoreme de réciprocité de Betti, (I.5) peut s’écrire sous la forme d’une
intégrale curviligne basée sur le contour I' fermé et entourant totalement la fissure I'y (cf

Figure 1.16)
= Ti— —ui— | d L
¢=3 /F< a de) i (L6)

Une telle expression est invariante par rapport au contour I'. Lorsque la fissure I'g dé-
bouche a travers 90 (cf Figure 1.17) les expressions de G sous la forme d’une intégrale
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Fi1G. 1.16 : Notations pour l'intégrale de contour

curviligne sont a redéfinir puisque I' est un contour ouvert. Ainsi on définit un invariant
que 'on nomme intégrale J (ou intégrale de Rice) tel que

8ui
J = /F (Wnl — Uiknkaxl) ds (L.7)

De méme cette intégrale est indépendante du contour d’intégration I' et on obtient que
pour le cas élastique, l'intégrale J est égale au taux de restitution d’énergie G. Lorsque
la fissure évolue en effectuant un branchement alors 1’égalité n’est plus vérifiée.

St

Su

Fic. 117 : Notations pour lintégrale de contour

C.1.2 Le flux de I’énergie totale en dynamique

Pour le cas dynamique 'expression du taux de restitution d’énergie G est modifiée

puisque 'on a
1 1 . 1
—ojjeijdw = | —=pljudw + = Tiu;ds (1.8)
Q2 o 2 2 Joa
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Ainsi le taux de restitution d’énergie en dynamique s’écrit

d [1 1 du;  dT,
G=— —plju;d — Ti— —u;i— | d 1.9
de/QQ‘)““ “’+2/3Q( al ud€>8 (L9)

qui ne peut plus se mettre sous la forme d’une intégrale curviligne indépendante du
contour puisque 1’énergie cinétique ne peut plus étre négligée.

L’expression du taux de restitution d’énergie en dynamique est construite a partir
de (I.2). Ainsi I'énergie cinétique n’apparait pas dans le calcul du taux de restitution
d’énergie. Pour palier ce manque, il est usuel d’utiliser une grandeur G construite a partir
de la variation de I’énergie totale et défini telle que

Gdl = —dW,gs — AWort — AWoin (I.10)

G est souvent appelé dans la littérature fluz de [’énergie totale pour une avancée unitaire
du front de fissure. Un critére de propagation a partir de G peut étre défini. Ce criteére
revient a rechercher 1’évolution du front de fissure vérifiant les trois équations suivantes

G<k (>0, (G—k){=0 (I1.11)
Pour définir G on part de I’équation du mouvement en dynamique
80’ji 82ui
— =0 1.12
8.%]' p 8t2 ( )
ou p représente la masse volumique du matériau. En multipliant (1.12) par du;/0t on
obtient 3 3 3
U;
— | oji— U+T)=0 1.13
x; (U” 8t> A (L13)
ou U est ’énergie élastique et T' I’énergie cinétique définies telles que
1 1 Ou; Ouy
U= goijuig, T = 5p 8; atl (L.14)

On considére un contour I'(t) (cf Figure 1.17) centré par rapport a la pointe de la fissure
£(t) ; ainsi lorsqu’on évolue dans un repere attaché a la pointe de la fissure, le contour T'()
est invariant. Pour un contour I'(¢f) donné, on définit un domaine intérieur Q7 (¢) et un
domaine extérieur Q1 () tels que Q = Q~ () UQT(t) et @~ (¢) N QT (t) = 0. On note aussi
C(t) = 00+ (t) \T'(¢). On introduit ensuite le volume V' de dimension 3 (2 dimensions en
espace et une en temps) tel que V' = U Q" (t). V correspond donc au volume généré
t1 <t<to
par 'ensemble des domaines Q%+ (¢) compris entre les plans ¢t = ¢ et t = 5. 7 est un
vecteur unitaire défini comme étant normal a la surface OV et extérieur au volume V.
Le vecteur 7' est défini par ses trois composantes vy, vs et vy (1 et 2 représentent les
deux directions de I’espace). De méme on introduit 7’ comme étant un vecteur unitaire
normal & 9QT(t) et orienté vers I'extérieur lorsqu’il se trouve sur C(t) et dans le sens
opposé du front de fissure lorsqu’il se trouve sur I'(t). Lorsque 1y = 0 on a v = —ny et
vg = —ng sur I'(¢).
En intégrant (I.13) sur le volume V' et en utilisant le théoreme de Stokes on a

/ / UﬂauldCdt / (U+T)dQ+/ (U + T)d2
t1 JO(t) QF(t2) QF(t1)

Ou;
= —/ |:O'ji81:;yj — (U + T)I/t:| dS
Tube

(L15)
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ou Tube = U I'(¢t). On suppose que le front de fissure se propage selon la direction x

t1<t<tz
avec une vitesse v, ainsi on a v; = —vvy sur la surface Tube. Le second membre de (I1.15)
se met donc sous la forme
6ui
— Oji— + (U + T)’Udlj Ude (1.16)
Tube ot
ou d;; est le symbole de Kronecker. Puis en remarquant que v;dS = —n;dsdt, (1.15) se

met sous la forme

to .
S odt = — 4 + +
o 2% 4o U + T)dQ U + T)d
Tt ot
t1 C(t) Q+(t1) Q+(t2)

t2 auz
+/ / [ajinj + (U + T)Un1:| dsdt
4 Jr ot

Le terme de gauche représente le travail des forces extérieures appliquées sur la frontiere
extérieure de €2 ainsi que sur les levres de la fissure entre les temps ¢; et t3. Les deux
premiers termes a droite de 1’égalité de I’équation (I.17) représentent 1’énergie totale aux
temps ty et to. Ainsi le dernier terme représente l'intégrale de I’énergie totale a travers le
contour I' entre les temps t1 et t5. De ce fait on définit

(L.17)

F(F) = / [Ujiaﬁuljnj + (U + T)Unl ds (1'18)
r

comme étant le flux de I’énergie totale a travers le contour I'. De plus, on peut démontrer
que F(T") est obtenue a partir d’une intégrale curviligne indépendante du contour I'. Si
on en revient a la définition de G on a

(1.19)

. 1 811,Z
= %E% {’U/F [szatn] + (U + T)vnl} dI‘}

puisque G est défini comme étant le flux d’énergie totale pour une avancée unitaire du
front de fissure.

C.1.3 Le flux d’énergie totale pour un cas 1D

On se propose de présenter le calcul du flux d’énergie pour un modele 1D particulier :
le décollement de film. Il s’agit d’un film completement collé sur une interface et qui se
décolle sous effet d'un déplacement imposé (cf Figure I1.1). Ce modele sera développé
par la suite a travers les chapitres II, III et IV. On suppose que le film se décolle selon
la direction 1 et qu’un déplacement est imposé selon la direction 2. L’expression du flux
d’énergie totale (I.19) peut se mettre sous la forme

aui

— i P2 — i 2
g_II*IE% g ((2u7t+W(e)> Ny — 04N, 8$1> ds (I.20)

en considérant que dx; = wvdt. W(e) représente ’énergie élastique du modele qui est

définie comme étant quadratique et égale a Eu% et ou N est une tension appliquée
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a lextrémité du film (cf chapitre II). La contrainte o est définie telle que o = Ne. Le
contour I' est défini, par exemple, par un cercle centré sur le front de décollement du film.
Appliqué au modele du film, ce contour se trouve réduit en deux points (intersection de
I avec le film) : un en amont du front de décollement du film et 'autre en aval. Ainsi la
construction du vecteur unitaire 7 est définie par deux valeurs : W = —n; pour le point
en amont (z = £~) et W = ny pour le point en aval (z = ¢*) du front de décollement du
film. Ainsi (1.20) devient

. . — N / / —
G = g (a2(eF) = a*() = 5 (u 2004y — (¢ )) (1.21)
qui se met sous la forme suivante
G = %[[U'Q]] — £1i] (L.22)

ou les crochets désignent les sauts. On appellera par la suite le flux d’énergie totale, le
taux de restitution d’énergie en dynamique.

C.2 Présentation de quelques solutions analytiques

On se propose a travers cette partie de présenter rapidement les différents champs
qui ont été investigués au sujet des solutions élastodynamiques en rupture. Rappelons
tout d’abord que les équations de I'élastodynamique peuvent s’écrire a partir de deux
fonctions de déplacement ¢ et i telles que

( U = (;va + 1/}7y
V=0y =t )
d),:m: + ¢,yy - T(b,tt =0 (123)
¢p
1
w,x;t + w,yy - Tw,tt =0
\ Cg

ou cp et cg définissent respectivement les célérités des ondes longitudinales et transver-

sales telles que
A+2
cp= |2 2H g = \/ﬁ (L.24)
P P

Dans le cas d’un régime stationnaire, c’est a dire lorsque le temps n’intervient pas expli-
citement, on souhaite écrire les équations de 1’élastodynamique dans un repere centré sur
le front de fissure et évoluant & une vitesse v selon la direction e,. On effectue ainsi le
changement de repere suivant : Y =y et X = x — vt; ce qui permet d’écrire (1.23) sous
la forme

{ azpxx +dyy =0 (1.25)

a; ) xx +Yyy =0

ot a, = /1 —0v2/c et ag = /1 —v?/c}

On se propose maintenant de présenter la solution de Yoffe [Yof51]. Ce probleme
consiste en une fissure de longueur constante 2a évoluant avec une vitesse v selon la
direction e, (cf Figure 1.18). Le modele original développé par Yoffe, introduit un char-
gement en contrainte a 'infini selon la direction e_?;. Ainsi la propagation de la fissure est
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2a

_-_— - - - - - - -~ -~ -~ ——~——

FiGg. 1.18 : Notations pour l'intégrale de contour

essentiellement pilotée par un mécanisme de rupture en mode I. La solution que nous
allons développer est celle introduite par Broberg [Bro99] et consiste & imposer a U'infini
des contraintes de cisaillement. Ainsi le mécanisme prépondérant pour la propagation de
la fissure est le mode II.

La résolution de ce probleme nécessite la connaissance d’un modele particulier. Il
s’agit d’un milieu semi infini ¥y > 0 ou une force ponctuelle en cisaillement Tgy définie
sur 'axe y = 0 évolue A vitesse v selon e,. La condition aux limites se présente sous la
forme Tgy =T6(x —vt) avec T' > 0. A cette condition, on ajoute oy = 0 pour y = 0. Les
solutions générales de (1.25) (cf [Ach75]) peuvent se mettre sous la forme

o= / Ala)e Y sin a X do
Yo (1.26)

Y= / Cla)e %Y cosaXda
0

En utilisant les conditions aux limites ainsi que (1.26) et (1.23) on obtient apres quelques

calculs 5 T Yu)
u TI 1
—_——=———— — X tY = 1.2
ox mu 21 —k2) X pour X # 0 e 0 (1.27)

ou k=cg/cp, B =v/cp et
_ 2yas(1l —af) _ 212
Yir(B) =2(1 — k*)—=——~ avec R(ap,ag) = 4dapags — (1 + ag) (1.28)
R(ap,as)

R(ap,ag) se trouve plus facilement dans la littérature sous la forme

R(B) = 4k*\/1 — B2\/k? — 32 — (2k* — 8°)* = k' R(ap, as) (1.29)

qui est la fonction de Rayleigh et qui s’annule lorsque la vitesse v est égale a la vitesse de
Rayleigh. Les fonctions de déplacement ¢ et 1 ne peuvent pas étre directement calculées
puisque les intégrales (1.26) ne convergent pas. La difficulté est contournée en calculant
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leurs dérivées secondes, ce qui permet avec 1’aide de (1.23) d’obtenir les champs élastody-
namiques pour y > 0 (cf [Bro99]). En comparant la solution dynamique obtenue dans le
repere (X,Y) avec la solution statique dans le repere (x,y) (la contrainte de cisaillement
est fixe), on obtient que la réponse dynamique (Ju/Jx) est obtenue en multipliant la
solution statique par Y77((3). Ainsi en utilisant le théoréme de superposition on obtient
que la solution dynamique du modele ol un chargement en cisaillement Tgy (X) est im-
posé sur y = 0 (on a toujours oy, = 0 sur cette méme frontiere) est égale a la solution
statique (ol une contrainte de cisaillement Tgy(x) est imposée sur y = 0) multipliée par
Y71(5). cette approche est toujours utilisable lorsqu’une fissure est présente sur la droite
y = 0. Ainsi, en se donnant une fissure de longueur 2a sur 'axe e, évoluant & une vitesse
v et en appliquant sur y = 0 une contrainte de cisaillement Tgy(X ) qui est exactement
la contrainte de cisaillement sur ¥y = 0 du modele de Yoffe en statique et en mode II
on obtient ce que ’on souhaite. En effet, d’apres ce qui précede, la solution de Yoffe en
dynamique est exactement la solution de Yoffe en statique multipliée par Y7;(5). Pour
y = 0 la solution se met sous la forme

S X+a
W\ X g

ou TogY1r(B) Ja+ X
— = our | X| <
Ox 2(1 = k) anpur| [<a
les expressions des champs élastodynamiques pour y > 0 sont présentés dans [Bro99] et
[Yof51].
A partir de ces champs, il est possible de calculer deux parametres caractérisant la

singularité de la pointe de fissure en dynamique : le facteur d’intensité dynamique K9,
et le facteur d’intensité cinématique K7; qui se définissent tels que

pour | X| > a
(1.30)

K7 = lin(l) (Vv 27T7"Tmy)y:0 = 2752\/ Ta
rTr—

(R JT _ . (1.31)
K= Vi3 }}i% ( T”) =Y (B) K7,

A partir de ces deux facteurs, une relation généralisée d’Irwin en dynamique est obtenue

K7, K7,
= — 1.32
g 41 — E?)p (132)

ou G est le flux d’énergie introduit précédemment.

La résolution de problemes plus complexes peuvent étre obtenue, comme par exemple
I’évolution transitoire du probleme précédent et ou la seconde pointe de fissure ne se
referme pas, mais se propage selon —e, avec une vitesse v. Une solution de ce probleme est
obtenue par Afanasev et Cherepanov (cf [Bui78]) en introduisant les variables complexes
de Smirnov et Sobolev.

La littérature est relativement abondante sur ces sujets et une multitude de problemes
sont présentés dans [Bui78], [Fre98] et [Bro99.
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D Conclusion

Ce chapitre a permis de présenter les différents mécanismes de rupture en dynamique
qui seront abordés par la suite. Nous avons montré que la nature présente de nombreux
cas de propagation brutale de fissure (a travers un bloc de glace et une plaque de verre). Il
a été obtenu que les conditions aux limites influent sur la forme des trajets de fissuration
et peuvent déterminer ’arrét ou non d’une fissure.

D’un point de vue industriel nous avons introduit quelques phénomenes de rupture
brutale présents au sein des centrales d’Edf. Plus particulierement nous avons montré
que la présence de zones hétérogenes et de défauts sous revétement pouvait entralner
une propagation brutale du front de fissure. Ensuite, quelques expériences couramment
interprétées chez Edf ont été introduites.

La problématique autour de la propagation d’une fissure a travers un milieu hété-
rogene a été abordée. Plus spécifiquement, nous nous sommes intéressés a des milieux
présentant des hétérogénéités ayant une certaine périodicité (périodicité de la ténacité)
comme les matériaux de type multicouche et composite.

Et pour finir nous avons développé quelques aspects théoriques comme le taux de
restitution d’énergie en statique et le flux d’énergie totale nécessaire pour une approche
dynamique. Le cas de Yoffé en mode II a par la suite été présenté.
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Chapitre 11

Modeles a discontinuité de
ténacité
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résumé : Ce chapitre présente le cas d’un film mince se décollant & travers une interface
ayant une discontinuité de la ténacité (lorsque le film se décolle, celui-ci recontre apres
le point de discontinuité : soit une ténacité plus forte soit une ténacité plus faible). Nous
présentons pour un tel modele différentes solutions quasi-statiques (approche (UGM) et
(ULM)) ainsi que la solution dynamique. L’objectif de cette étude est de montrer la
convergence ou non de la solution dynamique limite (lorsque la vitesse du chargement
tend vers 0) vers les différentes solutions quasi-statiques. Il a été obtenu que pour le cas
avec une augmentation de la ténacité, la convergence a lieu et ce vers toutes les solutions
quasi-statiques considérées. Tandis que pour le cas avec une diminution de la ténacité, la
solution dynamique limite converge vers une certaine solution quasi-statique : la solution

métastable.
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A Introduction

A travers ce chapitre nous présentons le cas du décollement d’un film mince collé sur
une interface ayant une discontinuité de la valeur de la ténacité. Initialement le film est
totalement collé, puis sous 'effet d’'un déplacement imposé (charge), celui-ci se décolle.
Nous considérerons différents types de discontinuité : soit le film se décolle a travers un
milieu ayant une ténacité plus forte ou soit il se décolle a travers un milieu ayant une
ténacité plus faible.

Tout d’abord, différentes approches quasi-statiques seront présentées. Plus particulie-
rement, nous introduirons les approches (UGM) (Unilateral Global Minimum) et (ULM)
(Unilateral Local Minimum). Nous montrerons que I’approche (UGM) admet une unique
solution tandis que 'approche (ULM) admet une infinité de solution lorsque le film ar-
rive sur une zone de plus faible ténacité. Parmi toutes les solutions (ULM) nous nous
focaliserons sur une solution particuliere : la solution métastable.

Ensuite, nous présenterons la construction de la solution dynamique. Nous montrerons
qu’elle peut se construire a partir d'une construction récurrente basée sur des domaines
dans le plan espace-charge. A partir de cette solution, nous introduirons la solution dy-
namique limite qui correspond a celle ou la vitesse de chargement tend vers zéro.

Ces différentes solutions nous permettront de conclure quant a la convergence ou non
de la solution dynamique limite vers une des solutions quasi-statiques. On prendra bien
soin de distinguer les deux types de répartition de la ténacité.
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B Présentation générale du modele

Le modele utilisé est un film 1D inextensible et infiniment flexible qui se décolle
sur une surface ayant des propriétés particulieres que 1'on précisera par la suite. Le
probleme considéré est représenté sur la figure (II.1). = et ¢ désignent respectivement
la coordonnée spatiale variant dans [0,+00) et la coordonnée temporelle variant dans
[0, +00). L’évolution du film est décrite par les champs de déplacement u et v, ou u et
v définissent respectivement la position du film par rapport au mode I et au mode II
d’ouverture. De plus on considere que la cinématique du film répond a ’hypothese des
petits déplacements et que la propagation du décollement du film est due au mode I. On
définit comme condition aux limites, un déplacement imposé © = T en x = 0 et une force
imposée en ce méme point selon la direction — 7 :

N
ul,_o =T = cet, 6>Oetc:1/? (I1.1)

ou ¢ est définie comme étant la vitesse de chargement sans dimension.

AY

k1

FiG. II.1 : Décollement du film a travers une interface discontinue en ténacité

Les différentes grandeurs de notre probleme seront définies a partir des variables T'
et x. En effet il est préférable d’utiliser T' a la place de t pour que 'on puisse comparer
les résultats du modele pour différentes valeurs de e. La dérivée spatiale sera notée avec
un prime, alors que la dérivée par rapport au niveau d’ouverture imposée par un point :

, Ou . Ou

L’état de décollement du film au niveau d’ouverture imposée T, noté I'(T"), correspond
aux points x ol u a pris au moins une fois une valeur non nulle (positive) & une charge
inférieure ou égale a T :

I(T)={z>0:35<T, u(z,S) >0} (11.3)

Pour simplifier la présentation, nous postulerons a priori que ’état de décollement du
film est a chaque niveau d’ouverture imposée sur un intervalle [0,4(T")), l'irréversibilité




34 II. Modéles a discontinuité de ténacité

de la fissuration se traduisant par la croissance de 'application T +— £(T)),
I(T) = [0,4(T)), ¢T) >0 (IL.4)
La suite de I’étude nécessite 'utilisation des différentes énergies. On définit ainsi les

énergies cinétique, de surface et le travail des forces extérieures :

«T)

K(T) = —- i pi(z, T)?dz, S(T):/OK(T)k:( )dz, P(T :—N/ v'de  (IL5)

On modifie le travail des forces extérieures en utilisant la condition d’inextensibilité :

do? = (1 +')%da? + u*da? (IL.6)
qui devient v = —u/?/2 en négligeant le terme v'2. Le travail des forces extérieurs se met
1 L(T)
ainsi sous la forme d’une énergie potentielle : P(T') = 3 Nu'’da.

Pour plus de simplicité dans la suite du calcul on adimensionnalise le probleme, ce
qui revient & considérer les variables T et T" adimensionnalisées telles que

T=ILT, vr=1% (IL.7)

ou 1 a la dimension d’une longueur et L est choisi égal a £;. De méme les autres champs
et variables sont adimensionnalisés tels quel

UT)=1.4T), k= Nk, u=Lu (I1.8)

Ce qui permet de considérer les énergies suivantes (pour plus de simplicité dans les
notations les variables T, T, u, k et ¢ se notent 1", x, u, k et {) :

2 o(T)
N / W2dx, S(T) = N / 2)dz, P(T) =~ / Wde - (I19)

On notera que, pour 'énergie de surface, on a adopté I’hypothese de Griffith, k(x) repré-
sentant la ténacité au point x. On supposera en outre que :

k1, ke 0< ky < k(x) < ky < 400, pour presque tout (I1.10)
L’énergie totale du milieu, au niveau de charge 7', est la somme des trois énergies :

E(T) = P(T) + K(T) + S(T). (IL11)
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C Réponses quasi-statiques

C.1 Formulation du probleme d’évolution

Dans 'approche quasi-statique, on néglige 1’énergie cinétique et on calcule 1’énergie
potentielle en supposant que la structure est en équilibre a chaque niveau de charge. En
vertu du théoreme de I’énergie potentielle, on a donc

o)
P(T) = min L / ol () 2de, (IL.12)
{we H'(0,6(T)):w(0)=T,w>0,w(¢(T))=0} 2 /g

le minimum étant atteint par la configuration d’équilibre u|p. Un calcul immédiat donne

N 2 2 o)
w(@, T) =T <1 - E(T)> P(T) = %T(T) E(T) = %T(T) +/0 k(z)de.  (T113)

11 reste a déterminer ¢(T"). Cela passe par la formulation de la loi d’évolution. On va
en envisager et en comparer deux, basées toutes deux sur des propriétés énergétiques et
faisant intervenir la fonction énergie [ — E(T, 1) définie pour [ > 0 par

E(T,l) = 1; + /l k(x)dx (I1.14)
0

(ULM) La premiére s’appuie sur l’approche variationnelle préconisée par [Mie04] et [FM04]
pour les lois indépendantes de la vitesse ou par [BFMO7] en rupture fragile. Elle se
traduit par trois conditions qui, outre la condition d’irréversibilité, consiste en une
condition dite de stabilité et une dite de conservation de ’énergie. Précisément, on
exige que, pour tout T > 0, /(T satisfasse

(Ir) T+ £(T) monotone croissant ;
(Lm) 3A(T) > 0 tel que Vi € [¢(T),4(T) + h(T)], E(T,UT)) < E(T,1);
T
S
Eb) &(T,6(T)) = ——dS;
©) Eram) = [ s
La condition (Lm) est une condition de minimum local unilatéral, le caractére uni-
latéral provenant du fait que ’on ne compare 1’énergie réelle du milieu qu’a celle
correspondant & une longueur de fissuration plus grande. La condition (Eb) traduit
bien la conservation de I’énergie puisque le deuxieme membre correspond au travail
de la force de réaction en z = 0 dans le déplacement imposé de cette extrémité.

(Cest aussi [ € /0T (S, £(5))dS.)

(UGM) La deuxieéme consiste simplement & conserver (Ir) et (Eb), et a remplacer la condi-
tion de minimum local unilatéral (Lm) par la condition de minimum global unila-
téral

(Gm) VI>UT), E(T,UT)) <E(T,1).
Ces deux formulations doivent étre complétées par la condition initiale £(0) = 0. On sera

amené en outre a utiliser des concepts classiques de la théorie de Griffith, cf [Bui7§],
[Ngu00] ou [Leb00].
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Définition 1 On appelle tauz de restitution d’énergie potentielle (au niveau de charge T
2

pour une longueur de fissure 1) la quantité % (égale a —0/0¢(T?/2l)). Cette grandeur
entre dans la définition de la loi de propagation de Griffith qui stipule que le taux de res-
titution d’énergie potentielle est égal a la ténacité lors des phases de propagation (stable)
de la fissure. Plus précisément, en supposant que T +— €(T') est absolument continue, la

loi de Griffith s’écrit : pour presque tout T,

T2

2 .
T k(U(T)), (%(T)? - k:(é(T))) UT) =0 (IL.15)

IN

C.2 Propriétés générales
Etablissons quelques propriétés générales relatives aux différentes formulations.

Proposition 1 Si ¢ un niveau de charge T la longueur de la fissure est discontinue,
alors les limites avant £~ (T) et aprés £1(T) sont reliées par

E(T, 0~ (T)) = E(T, ¢H(T)) (I1.16)
Preuve : 11 suffit d’utiliser (Eb) qui assure que T' +— E(T") est absolument continue.

Proposition 2 La formulation (UGM), i.e. celle correspondant aux conditions (Ir),
(Gm) et (Eb), est équivalente au probléme de minimisation suivant

(Min) Pour T >0, ¢(T) = argmin E(T, 1)
>0

FElle admet donc au moins une solution, solution qui est nécessairement a variation bor-
née, croissante de 0 a +00.

Preuve :
La démonstration est décomposée en 3 étapes.

Etape 1 : (Min) admet au moins une solution et toute solution est croissante de 0 d 0o

[ — E(T,1) est continue, positive (donc bornée inférieurement), et , en vertu de (II1.10),
tend vers 'infini & I'infini. Donc, pour tout T, le minimum existe. Soit ¢(7") un minimiseur.
On a évidemment £(0) = 0 puisque £(0,1) = fé k(x)dz, et, £(T) > 0 pour T' > 0 puisque
E(T,0) = o00. Soit 0 < Ty <T», on a

E(T, U(Th)) < E(T1,U(T2)), E(T2, U(T)) < E(T3,4(Th)) (IL.17)
En additionnant et en explicitant on obtient

T2 -T? T} T

2U(T) T 2(T) (L.18)

on en déduit immédiatement que ¢(77) < ¢(T3), d’ou la croissance de la solution. T' +—
¢(T) étant monotone, elle est & variation bornée. Montrons que limy_,o £(T) = +oo.
Sinon, appelons £, la limite finie. On aurait £(T, ((T)) < E(T, 2l ). En divisant par T>
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et en passant a la limite quand T" — oo, on obtiendrait 2/, < £

Etape 2 : Toute solution de (Min) vérifie (Ir),(Gm) et (Eb).

Toute solution de (Min) étant monotone vérifie (Ir). Elle vérifie évidemment (Gm). Reste
a vérifier (Eb). Montrons tout d’abord que T +— &£(T') est croissante. Soit 0 < T} < T,
on a

E(T1) = E(Th, 6(T1)) < E(T1, U(T)) < E(Ts, £(T2)) = E(T3) (I1.19)

Montrons maintenant que 7" +— &(T') est Lipchitz. Il suffit de montrer qu’il existe C' € R
tel que, pour tout T' > 0, lim sup,,_,q (E(T'+ h) — E(T))/h < C. Distinguons le cas T' = 0.
On a, pour [ > 0,

E(h) h 1 [t !
- 4 - < — — I1.2
: 2€(h)+h/o k() —21 /k \dz +l<:2h (I1.20)
D’ou £ "
. . (67 2 5
< J— J— = — .
llr]?jgp < min { 5 + " } 1V 2ks (I1.21)
Soit T > 0, on a
T2 1 1 LT+h) hT h2
T+h)—ET)=— - k(x)d
ET+h) = E(T) = 5 <€(T+h) E(T)) +/Z(T) @de + Gy * 2T+
(I1.22)

De la propriété d’optimalité E(T + h,£(T + h)) < E(T + h,£(T)), on en tire

T2 1 1 HT+h) hT h? hT P
— — k(x)d < I1.2
2 (f(T+ B e(:r))+ /Z(T) @det gy e v < vy Haey )
et donc ) T
limsup —(E(T+h) —E(T)) < —— 11.24
wsup 1T+ ) — (7)) < (1124
De E(T) < E(T,1) pour tout [ > 0, on tire
T 2/<:gl
— < T4z o 1.2
€ =7 / l T (11.25)
et donc
1
limsup —(£(T 4+ h) — E(T)) <m>151{oz+} = 2+/2ks (I1.26)
h—0 a
Comme T +— E(T) est Lipchitz, elle est absolument continue et (T fo S)dS. De

plus elle est dérivable presque partout. De méme T +— ¢(T") étant monotone est derlvable
presque partout. En se plagant aux points ou T +— E(T') et T +— £(T) sont toutes deux
dérivables (donc presque partout), la dérivée de T +— E(T) s’écrit

. o0& 1

E(T) = aT(T ouT)) + hm h(E(T,E(T +h)) = E(T,T)) (I1.27)
(On notera que 'on ne développe pas le deuxieme terme du membre de droite car [ —
E(T,1) n’est pas dérivable aux points ou la ténacité est discontinue.) En divisant les
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conditions d’optimalité E(T,¢(T £ h)) > E(T,4(T')) par h > 0 et en passant & la limite
quand h — 0, on obtient

lim %(5(11 UT + b)) — E(T, ((T))) = 0 (I1.28)

—

d’ott (Eb).

Etape 3 : Toute solution de (Ir), (Gm) et (Eb) est solution de (Min)

Notons T +— #(T") (resp. T + £.(T")) une solution de (Ir), (Gm) et (Eb) (resp. de (Min)).
Notons E(T') (resp. E«(T)) Iénergie associée. Remarquons que £(0) = £,(0) = 0 et que
£(0) = £.(0) = 0. Supposons que les deux solutions différent, il existe donc une charge
T; telle que £(T1) > E.(T1). D’apres (Eb), qui est vérifiée par les 2 solutions, T'— &(T)
et T — &.(T) sont absolument continues. Il existe donc une charge Ty < 717 telle que
E(Ty) = E(Tp) et E(T) > E.(T) pour tout T' € (Tp,T1). On a nécessairement £(T") >
0,(T) dans tout cet intervalle, car sinon en utilisant (Gm) avec [ = /¢,(T) on aurait
E(T) < E(T,L.(T)) = E.(T), ce qui est en contradiction avec notre hypothese. De (Eb)

on tire
: T T
0= = nw

*
En intégrant sur (7p,71) on aboutit a £(T1) < E.(T1), i.e. une contradiction.

= &.(T) (I1.29)

O

Corollaire 1 La formulation (ULM),i.e. celle correspondant aux conditions (Ir), (Lm)
et (Eb), admet au moins une solution.

Preuve : 11 suffit de remarquer que si 7'+ ¢(T") vérifie (Gm), alors il vérifie (Lm).

Proposition 3 Si la ténacité est une fonction monotone non décroissante de x, alors
les deux formulations sont équivalentes et admettent une unique solution.

Preuve :

Etape 1 : Unicité de la solution de (UGM).
Si & +— k(x) est croissante, alors [ — E(T,1) est strictement convexe, pour tout 7" > 0.

Donc la solution de (Min) est unique et en vertu de la Proposition 2 c’est aussi 'unique
solution de (UGM).

Etape 2 : Toute solution de (ULM) est solution de (UGM)
11 suffit de vérifier que (Lm) implique (Gm). Soit T+ ¢(T") une solution de (ULM) et
I > 4(T). Pour h > 0 et assez petit, on a E(T, U(T) + h(1 — 4(T))) > E(T) en vertu de
(Lm). Mais gréace a la convexité de | — E(T,1), on a donc

E(T,1) — E(T,U(T)) > =(E(T, (T) + h(l — £(T))) — E(T)) >0 (I1.30)

S

d’olt (Gm).
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C.3 Quelques exemples
C.3.1 Cas homogeéne

Placons-nous dans le cas ou la ténacité est constante, k(x) = k£ > 0. On est donc dans
la situation de la Proposition 3. Les formulations sont équivalentes et admettent une
unique solution qui est aussi solution de (Min). [ — &(T,1) étant dérivable, strictement
convexe et infinie en [ = 0, le minimum est atteint en un point ol la dérivée est nulle,
d’ou T

oT) NoT
La longueur de la fissure varie linéairement avec la charge. On notera que 1’évolution de
la fissuration suit la loi de Griffith, puisque (I1.31) est obtenue en écrivant que la dérivée
de I’énergie totale par rapport a la longueur de la fissure est nulle, ce qui revient a écrire
que le taux de restitution d’énergie potentielle est égal & la ténacité (alias le taux de
restitution d’énergie critique). Le calcul du déplacement et des énergies donne

(IL.31)

T
u(z, T) = (T — xvV2k)t, P(T) =S(T) = =V2k (11.32)
ou on peut noter I’équipartition entre énergie potentielle et énergie de surface.

C.3.2 Cas discontinu avec accroissement de la ténacité

Placons-nous dans le cas ou la répartition de ténacité est donnée par

B kh si0<zx< 61
k(z) = { ky sinon (I1.33)
avec ki < ko et posons
T T
Ty = U1/ 2ky, Ty = U1+\/2ka, 01(T) = —, (T) = (I1.34)

2k 2k

On est encore dans la situation de la proposition 3, les formulations sont équivalentes et
admettent une unique solution qui est aussi solution de (Min). La fonction [ — &E(T,1)
est donnée par

T? i
E(T,l) { k1l Slo<l<£[

U T k) kit sil>e

I1.
5] (I1.35)

elle est strictement convexe, mais pas dérivable en £;. Le minimum est atteint en £; si
0E/OU(T, 4;-) <0< 9E/OU(T, Lr+), en un point (différent de £;) ou la dérivée de ’énergie
est nulle sinon. On obtient donc

0(T) si0<T<Ty
UT) =1 4 ST <T<Ty (I1.36)
62 (T) siT Z TQ

On notera que l’évolution est réguliere (T +— £(T') est absolument continue) et suit
toujours la loi de Griffith : durant la premiere phase, le taux de restitution d’énergie
potentielle est égale a la ténacité kq ; lorsque la fissure arrive a I'interface ou intervient le
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saut de ténacité, la fissure n’évolue pas tant que le taux de restitution d’énergie poten-
tielle n’a pas atteint la nouvelle valeur critique ks ; puis, la fissure se propage, le taux de
restitution d’énergie potentielle restant alors toujours égal a la ténacité ke. D’un point
de vue énergétique, on a

0<T<T: PT)=8T)==/2k
T <T<Ty: P(T)= L S(T)=hity (11.37)

T>Ts: P(T) = =/2k, S(T):g\/%—(k?—k&)ff

T

l

154

Fic. I1.2 : Evolution de la fissuration avec la charge dans le cas d’une ténacité discontinue et
croissante

C.3.3 Cas discontinu avec diminution de la ténacité

Plagons-nous dans le cas ou la répartition de ténacité est donnée par

- ke si0<zxz</{;
k(z) = { ki sinon (11.38)

avec k1 < ko. Nous ne sommes plus dans la situation de la Proposition 3, les formulations
ne sont plus équivalentes, 1’énergie n’est plus une fonction convexe de la longueur et
I'unicité n’est plus assurée. La fonction | +— E(T,1) est donnée par

(I1.39)

T2 kol si0< </
21

S(T,l):7+ kl(l—gj)“erg[ sil >/

Conservons les définitions de T1, 1o, ¢1(T") et ¢3(T) données en (11.34) et commengons
par déterminer la solution de la formulation (UGM).
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Proposition 4 La solution T +— £, (T) de (Ir), (Gm) et (Eb) est donnée par

[ 6(T) si0<T<T, N+ T
E*(T)_{El(T) WT>T, T

(I11.40)

Autrement dit, I’évolution de la fissuration suit dans une premiére phase la loi de Griffith,
le taux de restitution d’énergie potentielle restant égal a la ténacité ko, puis au niveau
de charge Ty est discontinue, la longueur de la fissure sautant de (1 4+ \/k1/k2)lr/2 a
(1 + \/ka/k1)l1/2 de fagon a ce qu’il y ait conservation de l’énergie, et enfin suit de
nouveau la loi de Griffith, le taux de restitution d’énergie potentielle restant égal a la
ténacité k.

Preuve : D’apres la Proposition 2, il s’agit de déterminer le minimiseur global de [ —
E(T,1). Remarquons qu'’il ne peut pas étre en ¢y, car il faudrait que 9 /Ol(T,¢;-) < 0 <
0E/OU(T, Lr+) et donc que ko < k1, ce qui est contraire a notre hypotheése. Le minimum
se trouve donc en une valeur de [ ou la dérivée de I'énergie est nulle. Pour T' < 77, la
seule possibilité est | = ¢5(T), alors que pour T' > Tj, la seule possibilité est | = ¢1(T).
Entre ces deux valeurs de T, il existe deux valeurs de [ ou la dérivée est nulle, on trouve
la bonne en comparant directement leur énergie.

O

On notera que la valeur de ¢, (T%) n’est pas parfaitement déterminée, on peut aussi
bien choisir la limite avant ou la limite aprés. On remarquera aussi que le saut de fissu-
ration a lieu avant que la fissure atteigne I'interface.

Intéressons-nous maintenant aux solutions de la solution (ULM).

Proposition 5 La formulation (ULM) admet la famille de solutions suivante, indexée
par T, € [Ty, T5] :
6(T) si0<T<T,
UT) =< L. siT, <T <T¢ | (I1.41)
6(T) siT>T¢

ot la longueur £, de fissuration apreés le saut est 'unique solution de
E(Te b)) = E(Te, la(Te)), be > 01(Ty), (11.42)
et la charge de redémarrage T est donnée par
T¢ = \/2k L, (I1.43)
cf. Figure I1.3

Preuve

Etape 1 : (Lm) impose que ((T)\/2k(((T)) > T
En prenant | = ¢(T) + h dans (Lm), A > 0 suffisamment petit, et en passant a la limite
quand h — 0, on obtient I'inégalité

UT)\2k((T)) > T (IL.44)
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qui n’est rien d’autre que le critéere de Griffith exigeant que le taux de restitution d’énergie
soit inférieur a la ténacité. Notons qu’elle est vraie méme si ¢(T') = ¢; en vertu du choix
que k(¢1) = k.

Etape 2 : Pour T < T,, {(T) = ly(T)
En vertu de (Eb) et (I1.44) on a

; T
E(T) = —= < \/2ka, pour presque tout 7. (I1.45)

En intégrant, il vient £(T) < &£(T) pour T' < T,. D’ou le résultat puisque l2(T") est
I'unique minimiseur global pour T' < T.

Etape 8 : La solution quitte la branche | = lo(T) a un niveau de charge T, € [Ty, Ts)
en sautant.
On ne peut avoir (1) = ¢3(T) pour T > T3, car sinon (I11.44) donnerait k; > k2 ce qui
est contraire a notre hypothese. Posons T, = inf {T" : {(T') # ¢2(T)}. On a T, < Ty et
¢~(T.) = l5(T.). Montrons que ¢*(T.) > l2(T.) en distinguant le cas T, < Ty du cas
T, =1Ts.

Supposons que T, < Ty et que {1 (T,) = l2(T.). Comme £; = lo(Ty) > l2(T.), on
devrait avoir ¢(T') < ¢1 et donc k({(T)) = k2 pour h > 0 suffisamment petit et pour
T € (T;,T. + h). En vertu de (I1.44), on en déduirait ¢(T") > ¢5(T). Mais comme (Eb)
impose que & (T') = T/4(T) pour presque tout T, on aurait £ (T) < +/2ks pour presque
tout T' € (0,7, + h). En intégrant, on en déduirait que

E(T) < \/2kaT = E(T, 65(T)) = i E(T1) (IL.46)
€10,6r
et donc que ¢(T") = lo(T) sur tout l'intervalle (0,7, + h), puisque ¢2(T") est 'unique mi-
nimiseur de [ — E(T,1) sur [0, ¢;]. Ceci est en contradiction avec la définition de 7.

Supposons que T, = T5. Alors, comme ¢(T") > l5(T2) = 1, k({(T)) = k1 pour T > T.
En vertu de (I1.44), on a donc £(T) > ¢1(T), d’ou £1(Ty) > ¢1(Ts) > {;.

Etape 4 : La longueur de fissuration £. aprés le saut est l'unique solution de (I1.42).
Posons ¢, = (T (T.). En vertu de la Proposition 1, ¢, doit vérifier la condition de continuité
de Iénergie en T' = T,, E(T¢, l2(T,)) = E(T, L.). Comme £, > lo(T,) et comme lo(T,) est
I'unique minimiseur de | — &E(T¢,1) sur [0,¢;], on a £. > ¢; et donc, en vertu de (I1.44),
le > 01(Te). En explicitant, (I1.42) s’écrit

T2

20, + k(b — Lr) + kol = Ton/2ko (11.47)
Elle admet au moins une solution puisque £(7¢,#.) est supérieur ou égal au minimum
global de | — &£(T¢,1) qui se trouve en ¢1(T.). Il y a au plus deux solutions et il ne faut
retenir que celle qui est supérieure a ¢1(7;), cf Figure I1.3

Etape 5 : Pour T > T,, {(T) est le minimiseur de | — E(T,1) sur [, +00).

Comme ¢, > {1, | — E(T,1) est strictement convexe sur [(., +00). Il suffit alors d’adapter
les Propositions 2 et 3 pour conclure. (Le seul point qui differe dans les démonstrations
tient & la condition initiale qui s’écrit ici £T(T,) = £.)
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—\

N—

O (Te) 01(Te) Le

Fic. I1.8 : Détermination de £,

Etape 6 : Détermination de {(T) pour T > T,.
Le minimiseur de [ — E(T,1) sur [(1,+00) est £1(T). Il sera aussi le minimiseur sur
[lc, +00) des que £1(T) > L, i.e. des que T' > T°. Avant, /. est le minimiseur.

O

On peut distinguer deux solutions particuliéres dans la famille trouvée précédemment

(i)

(i)

Le minimum global. Elle correspond a T, = T, i.e. celle ou le saut intervient
le plus tot possible. C’est aussi celle ou le saut est le plus petit et ou il n’y a pas
d’arrét de la fissuration.

La solution métastable. C’est celle correspondant a 1, = 15, i.e. celle ou le saut
intervient le plus tard possible. C’est celle ou le saut est le plus grand et la phase
d’arrét la plus longue. La position de la fissure apres le saut £, et la charge de
redémarrage T sont données par

ks ks
0, =20, T = | -2T 1.4
kL ky 2 (IL.48)

Au moment du saut, I’énergie totale vaut 2kof;. Elle est conservée durant le saut,
mais sa répartition entre énergie potentielle et énergie de surface est modifiée durant
le saut. Il y a équipartition avant le saut, alors que la restitution d’énergie potentielle
durant le saut est intégralement transformée en énergie de surface. Précisément, on
a

E(Ty) = 2koly, P (Ta) = S (Ty) = koly, PT(Ty) = kily, ST(To) = (2ko — k1){;

(I1.49)
Au moment du redémarrage, & la charge T°¢, ’énergie potentielle du milieu est
exactement celle qu’il aurait s’il s’était propagé jusqu’en £, dans un milieu de té-
nacité kp, par contre I'énergie de surface est plus grande (a cause de la phase de
propagation dans le milieu de ténacité ks),

P(TC) = /ﬂgﬁ[ = ]ﬁgc, S(TC) = (2]{?2 — k1)€] > /ﬁgc (11.50)
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0o(Tx) €1(Ty) 4y £1(T3) Le

TC

12 (T*) /1 (T*) Ly le

F1G. I1.4 : Les deux solution extrémes de (ULM) : & gauche, le minimum global ; & droite, la solu-
tion métastable ; en haut, le graphe de l’énergie au moment du saut ; en bas, I’évolution
de la fissuration avec la charge

A ce moment-la, le taux de restitution d’énergie potentielle atteint la valeur critique
k1.

D Reéponse dynamique

D.1 Formulation du probleme de dynamique

Comme la réponse dynamique dépend de la vitesse de chargement e, toutes les gran-
deurs attachées a la réponse dynamique seront représentées par un symbole indexé par
€. Ainsi, le champ de déplacement du milieu et la position de la pointe de fissure se-
ront dénotés u. et {.. Rappelons que l'on travaille dans ’espace-charge (z,7") et non
dans l'espace-temps (z,t). En conséquence, étant donné que 9/t = €d/IT, les vitesses
ou célérités “réelles” (.i.e. dans I'espace-temps) sont dans le rapport e avec celles dans
I'espace-charge. L’évolution de la pointe est régie par la fonction T+ £(T'), la “vitesse”
de propagation de la fissure dans ’espace-charge est donc 0. = de, /dT. 11 s’avere préfé-
rable en pratique de prendre pour inconnues les déformations e, et les vitesses v, plutot
que les déplacements ou les positions :

Ce = UL, Ve = U (I1.51)

A priori ces champs sont seulement & variation bornée [EG92], i.e. e. et ve € BV (Q),
mais pour simplifier la présentation nous supposerons plus de régularité et considérerons
qu’ils sont réguliers par morceaux. Le déplacement u. est nécessairement continu, alors



D. Réponse dynamique 45

que e, et v, peuvent étre discontinus sur des sous-ensembles “unidimensionnels” de Q,
communément appelés ondes de choc et dénotés S,. C’est en particulier le cas sur le front
de propagation SO = {({.(T),T) : T > 0}. Les sauts de quantité & travers S, seront notés
avec un double crochet,

[fl = f* = f sur S, (IL52)

lorientation étant choisie de fagon a ce que le c6té + corresponde aux charges plus
grandes, i.e. les valeurs aprés passage de I'onde de choc. Ecrivons les équations de la
dynamique, en distinguant les ondes de choc S¢ et le domaine Q \ S, de I’espace-charge
ol les champs e, et v, sont réguliers.

(i) Equation de compatibilité cinématique d’Hadamard :
vl —éc = 0dans Q\ S, [ve] + c[ec] =0 sur S, (IL.53)

(ii) Bilan de quantité de mouvement :

el — €. = 0 dans Q\ S, [e] + ce*[v] = 0 sur S, \ S? (I1.54)
(iii) Condition a la limite :
ve lr (0) =1, VT >0 (IL55)
(iv) Condition initiale :
'Ue‘o = 66’0 =0 (11.56)

Dans (I1.53) et (II.54), ¢ représente la célérité locale de 'onde de choc (dans 'espace-
charge (z,T)). Notons que le bilan de la quantité de mouvement ne s’écrit pas sur le front
de propagation SV car c’est une onde de choc “non libre” au sens ot I'énergie de surface
engendre des forces concentrées. Pour compléter la formulation, il reste donc a préciser
la loi d’évolution dynamique de la fissure. Nous adoptons le point de vue de Griffith et la
formulons en terme du taux de restitution dynamique G¢. De fagon générale le taux de
restitution d’énergie dynamique est défini par une intégrale de contour avec un contour
tendant vers la pointe de la fissure, cf [Fre98]. En l'appliquant ici, G, s’écrit

Ge = 3121 - 5171, (IL57)

les sauts étant évalués sur SY. Finalement, la loi de Griffith s’écrit

be>0, Ge <k(l), (Ge—k(£))b. =0 (IL.58)

D.2 Propriétés générales

Notons tout d’abord que P'on tire de (IL.53) et (I1.54) que c?e? = 1 sur S, \ S, i.e.
que les ondes de choc “libres” se propagent toutes a la méme vitesse (en valeur absolue).
(Leur célérité dans I’espace-temps est égale a 1.) En considérant leur signe, on peut donc
diviser S, en 3 parties : les ondes de choc libres rétrogrades S= ot ¢ = —e ™!, les ondes
de choc libres directes ST olt ¢ = ¢! et le front de fissure S, S, = S~ USFUSY. Sur S
et SI, il ne reste plus qu’a vérifier la condition de compatibilité d’Hadamard qui devient

efve] — [ec] = 0 sur S=, e[ve] + [ec] = 0 sur S (I1.59)
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FiG. IL5 : Structure de I’évolution dynamique : les secteurs d’état constant Q! délimités par les
ondes de choc rétrogrades et directes (en maigre) et le front de fissuration (en gras).

Dans tous les cas que nous allons traiter, la ténacité sera constante par morceaux
(avec au plus 2 morceaux, i.e. au plus une discontinuité). Comme la condition & la limite
et les conditions initiales sont des constantes en terme de la déformation et de la vitesse,
on va chercher des solutions ou e, v, et ée sont constants par morceaux. Le bien-fondé de
cette hypothése a priori est renforcée par le fait qu’en dehors de la loi de propagation du
front de fissure, le probleme est linéaire et que toutes les ondes “libres” se propagent avec
une célérité valant +e~1. Il ne peut y avoir d’ondes de raréfaction (cf [Smo94]). (11 serait
évidemment intéressant de pouvoir s’appuyer sur un résultat d’unicité, mais une telle
entreprise sort largement du cadre de cette étude exploratoire.) Ce faisant, I’équation
de compatibilité et le bilan de quantité de mouvement sont automatiquement vérifiés. Il
reste a déterminer les domaines dits d’état constant et la valeur de ces états. En dehors
du cas ou la ténacité est constante dans tout le milieu et ou la seule onde de choc est
celle correspondant au front de propagation, des ondes de choc rétrogrades et directes se
propagent dans le milieu. La premiere onde de choc rétrograde est engendrée par le front
de propagation lorsqu’il arrive sur la discontinuité de ténacité. Cette onde se réfléchit au
bord x = 0 et se transforme en onde directe qui va rattraper le front de propagation.
Cette collision des deux ondes de choc modifie la vitesse de propagation de la fissure et
engendre une onde de choc rétrograde qui va a son tour se réfléchir au bord, le processus
continuant ainsi indéfiniment. Ce ballet des ondes délimite les secteurs d’état constant.
De facon générique sont représentés sur la figure IL5 les différents secteurs Qf, dont
I'indice i est croissant avec la charge, Q¥ correspondant au secteur o e, = v, = 0. Dans
le secteur Q! I'état constant est noté (el v?). La célérité de propagation de la fissure dans
le premier milieu, i.e. sur le segment de droite séparant Q¥ et Q! est notée fg et le taux
de restitution d’énergie GY. Dans le deuxieme milieu, la célérité de propagation de la
fissure sur le segment de droite séparant Q0 et Q% est notée Eff et le taux de restitution
d’énergie G. Comme € = 0 = 0, (I1.53) et (I1.57) donnent

€

€€ €

. 1 .
of = —lel, G = S(1- €20°%)e9” sur 9Q° N 9Q! (IL.60)
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et, pour ¢ > 1,

'U2i — _gl 21 Gl — 1 _ 62£é2)627‘2 sur 8Q8 m anl (1161)

€ 667 2(

Les niveaux de charge ou les ondes de choc rétrogrades se réfléchissent en z = 0 et se
transforment en ondes directes sont notés T2, i > 1. Les niveaux de charge et la position
de la pointe de la fissure ou les ondes de choc directes se réfléchissent sur le front de
propagation et se transforment en ondes rétrogrades sont notés T2~ ! et ¢!, i > 1. L’onde
de choc rétrograde S?~1 séparant Q%! de Q2 et I'onde de choc directe S?* séparant
Q% de Q%! ont pour équation

SETT =T —lfe, 0<1< £, ST =T +1fe, 0<1< 7 (I1.62)

ce qui permet de relier les niveaux de charge 7} aux positions de la pointe de la fissure
0
2i 2i—1 i 241 2i i+1
T — T =ell, THT -T2 = el (11.63)
Etablissons un résultat général permettant de calculer par récurrence les états et les
vitesses de propagation de la fissure.

Proposition 6 Soit i > 1. Dans Q*~!, la condition & la limite (II.55) impose que

v21 = 1 supposons connus €2 =1 et (L. En notant k la ténacité du milieu dans lequel
se propage la fissure, e2*, v et 01 sont donnés par
i L2 e =20t 5 2l o 2
625 -~ S ) eel = 67‘7 Ve a EZ7 (1164)

€ (e27t—e)2 42k 1+ el

Uexposant + désignant la partie positive, alors que e* 1 v2+1 et £+ sont donnés par
. Y 14 elt
2t = (1 —ell)e? — ¢, 0¥ =1, 1T = : égeg (I1.65)
— el

Les différentes énergies sont des fonctions affines par morceaux du niveau de charge. En
particulier les valeurs de [’énergie potentielle et de l’énergie cinétique auzr niveauz T} sont

données par
1 21— 12

P(TZZ 1) 2 e?

0, PAT) = —eX(1 + €ll) 0, (I1.66)

2 €

K (T 1 = —El K(T?) = Evez (1+el2)e, (I1.67)
Preuve : Le seul point demandant un peu d’attention est ’obtention de Kﬁ, les autres
relations étant des conséquences immédiates des conditions de compatibilité ou de la

condition & la limite. D’apres (IL.58), si G¢ < k alors Kﬁ = 0. Mais alors, en vertu de
(I1.61), | €% |< /2k. Par contre, si G¢ = k, alors, toujours en vertu de (I1.61), on a

| e |> /1 — e20i% | 2 |= V2k (I1.68)

11 suffit donc de comparer | eQZ | & v2k pour savoir si la fissure se propage ou pas et
obtenir /1. Mais comme (1 + eﬁl) 2i = 271 ¢ en vertu de (IL.59), | €% |> V2k est
équivalent a | e | e > V2k. 11 sufﬁt alors de remplacer l’expresmon de eQZ

de El et €2~ dans I’équation G = k pour obtenir El en fonction de e2~ 1.

en fonction

Les énergies sont des fonctions affines par morceaux du niveau de charge parce que
les états et la vitesse de propagation sont constants par morceaux. Il suffit alors d’utiliser
les définitions I1.9 et de remarquer que £ (T2%) = (1 + €f2)¢: pour obtenir (I1.66)-(I1.67).
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D.3 Cas homogene

Plagons-nous dans le cas ot la ténacité est constante, k(x) = k > 0. Dans ce cas, il n’y
a pas création d’ondes de choc rétrogrades et directes. Il n’existe que deux secteurs Q0 et
Q! séparés par le front de fissuration. La condition initiale (I1.56) donne €2 = v? = 0. La
condition & la limite (I1.55) donne v} = 1. En reportant dans ’équation de compatibilité
(I1.53), on en déduit e! = —1/°. D’on, d’apres (I1.60),

1/ 1
o_ 1+ _ 2
Ge = 5 <é92 € ) (I1.69)

La loi de Griffith (I1.58) impose donc que G? = k et finalement on obtient

. 1
O = —— el =—\V2%+e 0 =1 11.70
€ \/m € € ( )
D’ou N T
we(z, T :(fo\/%ﬂ?) O(T) = ——— .71
On notera que ES < €1, i.e. que la fissure se propage moins vite que les ondes libres, et
que la vitesse de propagation de la fissure tend vers cette vitesse (égale & 1 dans ’espace-

temps) quand la vitesse de chargement tend vers 'infini.

Le calcul des différentes énergies donne

T kT e T
PAT) = /2 + &, SAT) = ——r K(T)= "t .72
D=gvebed s =g=a M =3 5ra (72)

On notera que I'énergie cinétique reste toujours de ordre de €2. On voit immédiate-
ment que la solution dynamique converge vers la solution quasi-statique lorsque € — 0,
cf (I1.31) et (I1.32).

D.4 Cas discontinu avec augmentation de la ténacité

On se place dans le cadre de I'hypothese (I1.33). Comme la vitesse de chargement € est
destinée a tendre vers 0, on la supposera assez petite dans les raisonnements qui suivent
afin d’éliminer quelques cas particuliers. On distingue alors 3 phases dans I’évolution de
la fissuration, cf Figure II.6.

D.4.1 Phase de propagation dans le milieu a faible ténacité

La solution dynamique coincide avec celle trouvée dans le cas homogene tant que
la pointe de la fissure n’a pas atteint l'interface, i.e. tant que ¢ (T) < ¢;. Lorsqu’elle
I’atteint, une onde de choc rétrograde part et la vitesse de propagation de la fissure est
modifiée. Dans le secteur Qi, on a donc

. 1
M= el =2+ 0 =1 I1.73
T VT L )

la fissure atteint l'interface au niveau de charge 7! donné par

TY = 07/ 2k + €2 (I11.74)

A partir de cette charge, les évolutions sont régies par la Proposition 6 avec k = ko
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Fi1Gc. I1.6 : Les 3 phases de propagation dans le cas avec augmentation de la ténacité. Front de
propagation et ondes de choc pour k1 = 0.5, ko =2 et e = 0.075

D.4.2 Phase d’arrét a ’interface

Pour e assez petit, comme | e} | +¢ = /2k1 + €2 + € < /2ko, on déduit de (I1.64) que
(! = 0. La fissure est arrétée a interface durant l'intervalle de charge (T}, T + 2¢/;)
correspondant & l’aller retour de la premiere onde de choc. En reportant dans (I1.64) et
(I1.65), on en déduit les états dans Q? et Q3

=2k +e—¢ v2=0, ¢ 2k1 4+ €2 —2¢, v2 =1 (I1.75)

Montrons que la fissure reste bloquée a l'interface durant un nombre n, d’aller-retour
de 'onde de choc que 'on précisera. Plus précisément, montrons par récurrence que, si
1 <14 < ne, alors

(i=0, v =0, €2 = —/2k; + €2 — (20 — 1)e, v2 1 =1, 2 H = —\/2k1 + €2 — 2ie
(I1.76)
C’est vrai pour ¢ = 1. Supposons que ce soit vrai jusqu’a ¢ — 1 et établissons sous quelle
condition c’est vrai pour i. En s’aidant de I'hypotheése de récurrence, on a | €271 | +¢ =
V2k1 + €2 + (2i — 1)e. Par conséquent, d’apres (I1.64), si v/2k1 + €2 + (20 — 1)e < /2ko,

alors é’ = 0 et toutes les autres propriétés s’en déduisent. Donc, (I1.76) est vrai tant que

1 < ne avec
1
n€:<26(\/2 - 2k1+62+6)>, (IL.77)

(.) désignant la partie entiere. En terme de niveau de charge, cette phase d’arrét a lieu
entre T et T2n<t!
T2t = T 4 207en, (I1.78)

D.4.3 Phase de propagation dans le milieu a forte ténacité

A partir de T = T?"<*! la fissure redémarre et se propage dans la partie & forte
ténacité ko. La détermination de la solution s’appuie sur la Proposition 6 et le Lemme
suivant
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Lemme 1 Soitn et Xo tels que 0 < 1—2n < Xo < 1. Alors la suite {X;}i>0 définie par

1
Xit1

reste toujours entre 0 et 1, son élément générique X;, est donné par

(-1 1+n2—77)2i< : 1 )

=X+ 2 (I1.79)

1
Xi+n+/T+m2 21472 Xo+n+V1+1m2 21+

(11.80)
et converge, en oscillant vers \/1+n2? —n.

Preuve : Vérifions que la suite reste entre 0 et 1. C’est vrai par hypothese pour Xj.
Comme 1/X7 = X+ 2n > 1, c’est également vrai pour X;. Puis, par récurrence, on le
montre pour X; o en le supposant vrai pour X; en remarquant que
L. : +2n >
Xi+2 7XZ'+277 " 1+2?7
Etablissons la formule (I1.80). On commence par faire le changement de variable, Y; =
Xi + 1+ 10?2 + 7, ce qui permet de transformer la suite en une suite géométrico-

arithmétique :
1 1 (W1+nr-n)? (I1.82)
Yiri 1492+ Y; ’
la formule (I1.80) s’en déduisant facilement. Comme /1 + 1% + 1 < 1, le terme en puis-

sance ¢ dans (I1.80) tend vers 0 quand 7 tend vers 'infini. D’ott le résultat de convergence
annoncé. Les oscillations autour de la valeur limite sont dues & la présence du (—1)°.

+om>1 (IL81)

Posons, pour j > 0,

TR G T VR

Par construction de ne, on a v/2ky <| €27t | +e = 2k + €2+ (2nc+1)e < /2ka +2¢ et
donc, pour € assez petit, 0 < 1—2n. < (1+2n.)~! < X? < 1. De plus, comme é?f“ > 0,
on obtient & partir de (I1.64) et (I1.65), 1/X! = X0 + 25.. Comme 0 < X! < 1, on a
é?€+2 > 0 et on peut réitérer le procédé pour obtenir la relation de récurrence (II.79).
On peut donc utiliser le Lemme 1. A l'aide de (IL.64), (I1.65) et (I1.80), on en déduit

I’évolution de la fissuration pour T' > T2"<*1. En particulier, £ peut s’écrire
eéi _ 1— (Xé—n€—1)2
€ 1+ (Xé,—ne—l)Q

X (11.83)

(I1.84)

et on a le résultat de convergence

s e 1

Jm fe =7 = e
disant que la vitesse de fissuration tend vers celle correspondant au cas d’une propagation
dans un milieu homogene de ténacité ko. La vitesse de propagation fé oscille autour de
cette valeur limite et y tend exponentiellement (avec ). On peut y voir la un effet de
couche limite dii a la phase de propagation dans le premier milieu et & la phase d’arrét
a l'interface qui viennent modifier les conditions initiales du probléeme de propagation en
milieu homogene.

(11.85)
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Fic. I1.7 : Comparaison des solutions quasi-statique (en pointillé) et dynamique (en trait plein)
dans le cas discontinu convezxe : k1 = 0.5, kg = 2 et ¢ = 0.075.

D.4.4 Convergence

1l s’agit de vérifier que la solution dynamique converge vers la solution quasi-statique
quand la vitesse de chargement tend vers 0. De facon précise, on a la

Proposition 7 La solution T +— £.(T) converge vers T + ¢(T') donnée par (I11.36), uni-
formément sur tout compact. De méme, les énergies potentielle et de surface convergent
uniformément sur tout compact vers leur homologue quasi-statique cf (I1.34), l’énergie
cinétique convergeant vers 0.

Preuve :

Etape 1 : Convergence des phases de propagation dans le milieu a faible ténacité et
d’arrét o Uinterface.
On déduit immédiatement de (I1.74) que lim, o0 = 1/v/2k; et lime o T} = ¢;+/2k; =
Ty. De plus, comme (I1.77) donne lim,_.g 2en, = v/2ka — v/2k1, on déduit de (I1.78) que
lime o T2 = £1\/2ks = To.

Etape 2 : Convergence de la phase de propagation dans le milieu a forte ténacité.
C’est la partie la plus délicate de la démonstration, a cause des oscillations du front
de propagation. On sait d’apres le Lemme 1 que 6’6 oscille autour de la vitesse limite
(2kg + €2)~1/2 en y convergeant quand i — +o0. Introduisons la pente moyenne du front
de propagation durant une oscillation, i.e.

+2 7
7 ee — es

e= qaes a1 (21 (11.86)

p
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En utilisant (I1.65), (I1.84) et (I1.80), on obtient apres un long calcul qui ne présente pas

de difficulté )
o i 20> (X;'—”e—l + 1 —/1+ 773) s
€ DPe = (Xg'—nefl + 2775)2 + (Xélfnefl)g + 2 .

Comme | X!+ n. —+/T+ 1. | décroit quand i croit, & € fixé, (il tend vers 0 quand i — oo,)
on peut le majorer par | X2 4+ 9. — /T + 7 | qui est de I'ordre de €. Par conséquent, en
notant de fagon générique C, toute constante positive indépendante de €, on a

0 <™ —pl <Ce (I1.88)

De plus, comme 0 < (2kp)~1/2 — /2 < Ce? et | T?"~ 1 — T? |< Ce, on en déduit que
| £c(T) — £2(T) |< CeT pour T > Ts.

Etape 8 : Convergence des énergies.
Comme (. (T) — £(T'), on a aussi Sc(T') — S(T), uniformément sur tout compact. Pour
I’énergie potentielle et I’énergie cinétique, en s’aidant de (I1.63), (I1.66), (I1.74) et (I1.78),
il vient, quand 1 <¢ <2n.+1:
(T¢)?

Pe(T?) = 20, K(T}) = {

€*/26r, i1 impair i = ( 2% + €2 + (i — 1)6) l
0, si 4 pair €

(I1.89)
Comme T} — T4, que T2+ — Ty, que les T! sont équi-répartis entre T et T2"<*1 et que
les énergies sont affines par morceaux, on en déduit immédiatement la conve(61)rgence

uniforme de P, vers P donné par (I1.37) et de K¢ vers 0, dans l'intervalle de charge [0, T5].

Comme lim,_,g Xg = 1 pour tout j > 0 (avec convergence uniforme en j), on tire
de (IL.64), (IL.83) et (IL.84) que lim_gel! = 0, limcgev? ' = lim_gev? = 0 et
lim, g €21 = lim. g e = \/2ky, pour tout i > n. + 1 (avec convergence uniforme en
i). En reportant dans (I1.66) et (I1.67), on en déduit la convergence uniforme de P, vers

P donné par (I11.37) et de K vers 0 pour T' > T5.

O

D.5 Cas discontinu avec diminution de la ténacité

On se place dans le cadre de I'hypothese (I1.38), i.e. la fissure se propage d’abord dans
le milieu de forte ténacité. Dans les sous-sections qui suivent, la résolution est faite pour
une valeur arbitraire de € et les formules données sont exactes (sauf mention explicite
du contraire). Toutefois, on est amené a faire aussi des interprétations et des calculs en
considérant que € est un petit parametre. On donne en particulier ’ordre de grandeur
ou la limite de certains termes quand € tend vers 0, résultats intermédiaires qui serviront
a établir le résultat de convergence final. On distingue 4 phases dans 1’évolution de la
fissuration, cf Figure (II.8).

D.5.1 Phase de propagation dans le milieu a forte ténacité

La solution dynamique coincide avec celle trouvée dans le cas homogene tant que
la pointe de la fissure n’a pas atteint l'interface, i.e. tant que £(T) < ¢;. Lorsqu’elle
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FiGc. I1.8 : Les 4 phases de propagation dans le cas avec diminution de la ténacité. Front de
propagation et ondes de choc pour k1 = 0.5, ke = 2 et € = 0.05.

I’atteint, une onde de choc rétrograde part et la vitesse de propagation de la fissure est
modifiée. Dans le secteur Qi, on a donc

. 1
O = ———— el =2k + 2, vl =1, 11.90
€ \/m € 2 € ( )

la fissure atteint l'interface au niveau de charge 7! donné par

TY = 07\ 2k + €2 (I1.91)

A partir de cette charge, les évolutions sont régies par la Proposition 6 avec k = kj.

D.5.2 Phase de propagation “rapide” dans le milieu a faible ténacité

Comme | €! | +¢ = V2K, + €2 + € > /2k;, on déduit de (I1.64) que /' > 0 et est

donné par
; V2 N
p= W2kt e o —2h (I1.92)

€
© (V2ke + €2 +6)2 + 2k

On notera que eﬁi est de I’ordre de 1, ce qui signifie que la pointe de la fissure se propage a

une vitesse de 'ordre de la célérité du son qui reste une vitesse que 1’on ne peut dépasser.

De facon précise, on a

. ko — k1
lim ef! = 11.93
egr(l) NG ko + k1 ( )
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limite qui correspond & la vitesse de propagation de la fissure dans ’espace-temps. Elle
est d’autant plus proche de la célérité du son que le contraste de ténacité est grand. Dans
I’espace-charge, la propagation apparaitra d’autant plus brutale que € est petit. Durant
cette phase, 'onde de choc rétrograde, partie lorsque la fissure était arrivée a l'interface,
arrive en x = 0 au niveau de charge T2 = T + e/;. Alors, elle se réfléchit et rattrape le
front de propagation, inévitablement puisque les ondes libres se propagent plus vite que
le front de fissure. En utilisant (I1.63) et (I1.65) on trouve que la rencontre a lieu au point
(¢2,T3) de I'espace-charge donné par

14 el! 2¢l
B e . R B0 ) (IL.94)
1—ell 1—ell
et donc la limite .
lim €7 = ﬁzf, lim 7} = 1im 7 = v/2k¢; (I1.95)

Evaluons les énergies qui, rappelons-le, sont des fonctions affines par morceaux du niveau
de charge. En T}, T? et T2, I'énergie cinétique prend les valeurs

B i (e)2(V/2ky + €2 4 €)? e+ efl)

Ko (Tt lr, K(T?) = : Oy, K(T3) = ¢ 11.96
(T0) = 5 b RlT2) 2(1 + efl) n KdTE) 21— ell) ' (199
et donc a la limite en s’aidant de (I1.93)
lim Ko (T1) = lim K (T3) = 0, lim K (T?) = le (I1.97)
e—0 € e—0 € T €50 € 2(]{32 + kil)

L’énergie de surface prend successivement les valeurs suivantes

) 2¢f1
S(T}) = koly, S(T2) = (ko + ellhr)lr, S(T?) = <k2+ . d}l ’ﬂ) - (IL98)

et donc la limite en s’aidant de (I1.93)

ko — k1
ko + k1

lim S(T?) = (@ + k:1> (r, lim S (T3) = (2ko — k)41 (11.99)

L’énergie potentielle prend successivement les valeurs suivantes

2 (VI & + )2
PTY) = (ky + )01, PA(T2) = 9y 11.100
() = (et )tn, PUTD) = 220 (11100)
3 1(1—ell ’ 1+ el
P(T?) = = <(V2ky+e2+e€) +e </ I1.101
(Te) = 5 1+e€§( 2 ) ! ( )
et donc en s’aidant de (I1.93)
. 1 . 2 k2 + kl . 3
hn% P(T,) = kaly, hn% P(T?) = 5 lr, hH(l) PT?) = k14y (I1.102)
Pour ce qui est de ’énergie totale, on a a la limite
lim E(TH = lim E(T?) = lim & (T3) = 2kot;g (I1.103)

Si ’on compare ces valeurs a celles correspondant a la solution quasi-statique métastable,
on obtient le résultat fondamental suivant
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Proposition 8 Aprés que la fissure ait atteint l'interface, suit une phase de propagation
durant laquelle la fissure a une vitesse du méme ordre que la célérité du son. Cette phase
dure le temps que l'onde de choc rétrograde engendrée a l'interface se réfléchisse au
bord et rejoigne le front de propagation. Au début de cette phase, ’énergie cinétique
est négligeable et les énergies potentielle et de surface sont pratiquement celles données
par la solution quasi-statique métastable. L’énergie cinétique va augmenter rapidement
pour devenir maximale au moment ot l'onde de choc rétrograde se réfléchit au bord.
A ce moment-la, sa valeur est du méme ordre que les autres énergies. Elle va ensuite
diminuer rapidement pour redevenir négligeable lorsque l'onde de choc rejoint le front
de propagation, cf Figure I1.9. Durant cette période, une partie de l’énergie potentielle et
toute I’énergie cinétique sont transformées en énergie de surface. Au moment ot l’onde de
choc rejoint le front de propagation, la position de la pointe de la fissure et les différentes
énergies correspondent pratiquement a celles prédites par la solution quasi-statique juste
apres le saut.

T2

Fic. I1.9 : FEvolution de l’énergie cinétique en fonction du niveau de charge; k1 = 0.5, ko = 2 et
e =0.075

Preuve :

Il reste a comparer les valeurs limites de la solution dynamique a celles de la solution
métastable quasi-statique. En rapprochant (I1.48) et (11.49) de (I1.95), (11.102) et (11.99),
on voit que

=y, lim T =1, lim ST} =S~ (Ty), lim P(T)) =P (Tz) (I1.104)
et que

lim ¢ = ¢,, lim T3 =Ty, lim S(T3) = ST(Ty), lim P(T2) = P (Tp) (I1.105)

e—0

Comme lim¢_.o KCc(T}) = lime_o Kc(T2) = 0, on a bien le résultat annoncé.
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D.5.3 Phase d’arrét dans le milieu a faible ténacité

Lorsque 'onde de choc rattrape le front de propagation, la fissure s’arréte. En effet,

on a

2%k
3l ————+e (11.106)

V2ko + €2+ ¢

Par conséquent, pour € assez petit, comme | e3 | +e < /2k1, on déduit de (I1.64) que
2 = 0. De plus, en vertu de (I1.64) et (I1.65) on a

| e

4 2k1 5 2k

v, = 0, 64 = — 26, Ug = 1, € = *m — 3e (11107)

€ kst e te

En s’inspirant du raisonnement suivi en D.4.2, montrons que la pointe de la fissure va
rester bloquée & £? le temps que le taux de restitution d’énergie mécanique redevienne
égal a k1. Plus précisément, montrons par récurrence que si 2 < i < n,, n. restant a
préciser, alors Zé =0et

. ) 2% ) ) 2k

20 __ 20 __ 1 . 2i+1 __ 2i+1 _ 1 .

v =0,e = ——————-2(t—1)e, v)77 =1, " = ————=—— (21— 1)¢

¢ ¢ 2ko + €2+ € ( ) V2ks + €2+ ¢ (( ))
11.108

C’est vrai pour ¢ = 2. Supposons que ce soit vrai jusqu’a ¢ — 1. D’apres (I11.64), cela
restera vrai pour i si | €271 | +€ < /2k;. En s’aidant de I’hypothese de récurrence, on
en déduit que (I1.108) est vrai tant que 2 < i < n, avec

1 2k1
ce=(— | V2k - ———— +2 11.109
" <26 ( ! V2ko + €2+ ¢ €>> ( )

En terme de niveau de charge, cette charge d’arrét a lieu entre T3 et T27<+1,
T2t = T3 4 2en (2 (I1.110)

En passant a la limite, on obtient

k
lim 727! = \/kf?Tg (I1.111)

autrement dit, la phase d’arrét correspond a celle prévue par la solution métastable
quasi-statique.

D.5.4 Phase de propagation “progressive” dans le milieu a faible ténacité

A partir de T' = T??"<*! la fissure redémarre. En effet, posons, pour j > 0,

e — Tle =
v 2kq

| 62”5“1’14’2] ‘ +€’
Par construction de n,, on a \/2k; <| e2"<! | +-¢ < \/2k; + 2¢ et donc, pour € assez petit,
0<1-2n < (1+2n)t< X% < 1. De plus, comme (7! > 0, on obtient & partir
de (I1.64) et (I1.65), 1/X} = X2 + 2n.. Comme 0 < X! < 1, on a £%*2 > 0 et on peut
réitérer le procédé pour obtenir la relation de récurrence (I1.80). On peut donc utiliser le

(IL.112)



D. Réponse dynamique o7

Lemme 1. A T'aide de (I1.64), (I.65) et (I1.80), on en déduit I’évolution de la fissuration
pour T' > T2"<+1 En particulier, pour i > n + 1, £ peut s’écrire

1- (X

el = —— =
L (X2

(I1.113)

et on a le résultat de convergence

L 1
lim £ =/° = —— I1.114
M=t = ve (IL.114)
disant que la vitesse de fissuration tend vers celle correspondant au cas d’une propagation
dans un milieu homogene de ténacité k;. La vitesse de propagation ¢ oscille autour de
cette valeur limite et y tend exponentiellement (avec 7).

On peut reprendre les étapes 2 et 3 de la démonstration de la proposition 7 pour
obtenir des résultats de convergence uniforme, aussi bien pour 1’évolution de la fissure
que pour I’évolution des énergies durant cette phase, vers la solution métastable quand
e — 0.

D.5.5 Convergence vers la solution quasi-statique métastable

On peut résumer ’ensemble des résultats précédents dans la

Proposition 9 La solution dynamique converge vers la solution quasi-statique méta-
stable. Cette convergence n’est pas uniforme a cause de la phase de propagation rapide
durant laquelle la fissure “saute” de lVinterface a la position £, I’énergie cinétique ne pou-
vant alors étre négligée. Cependant les valeurs du saut et des énergies juste apres le saut
convergent bien vers celles de la solution métastable.

On peut comparer I’évolution de la fissuration donnée par la solution dynamique et par
la solution quasi-statique métastable sur la Figure I1.10.
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T°

Tt e

lr Le

F1a. I1.10 : Comparaison de la solution quasi-statique métastable (en pointillé) avec la solution
dynamique (en trait plein) dans le cas discontinu non conveze; ki = 0.5, kg = 2 et
e =0.075

E Conclusion

On peut retenir de ce probleme de rupture dynamique en milieu hétérogene sous vi-
tesse de chargement faible deux résultats majeurs

e Contrairement a une idée répandue, on peut traiter les phases de propagation
instables de la fissuration en ne considérant que des grandeurs quasi-statiques a
I’équilibre, I’énergie cinétique ne jouant qu’un role éphémere.

e La condition donnant la valeur du saut de la fissuration lors de ces phases de pro-
pagation instables n’est pas le critere de Griffith portant sur le taux de restitution
d’énergie critique, mais sur la conservation de I’énergie totale (sachant que 1’on peut
raisonner en quasi-statique, I’énergie cinétique étant négligeable avant et apres le
saut).

On peut rajouter en outre que la dynamique favorise la solution quasi-statique mé-
tastable, i.e. celle ou le saut de fissuration a lieu lorsque la fissure atteint le milieu de
moindre ténacité.
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Chapitre 111

Décollement d’un film a travers
un défaut de ténacité
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résumé : Ce chapitre présente un film se décollant a travers une interface ayant un défaut
de ténacité. A la différence du chapitre II, le role de ’énergie cinétique est important. En
effet le décollement du front de fissure évolue de fagon brutale a travers le défaut et s’arréte
en fond de défaut avec une énergie cinétique non nulle (la solution métastable n’est plus
valable dans ce cas). Ensuite lorsque la charge évolue, 1’énergie cinétique diminue et ce
grace a un phénomene de relaxation de ’énergie cinétique. Dans le plan espace-charge,
ce phénomene de relaxation décrit une courbe limite qui est confondue avec la solution
statique a partir d’une certaine longueur. Ces courbes limites sont ensuite généralisées
a l'aide d’une loi d’évolution “universelle” de type ¢ = F(¢). Et pour finir on montre
que 'on obtient ces mémes phénomenes de relaxation de ’énergie cinétique lorsque le
chargement est de type impulsionnel.
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A Introduction

A travers le chapitre II, nous avons montré que ’énergie cinétique joue un role négli-
geable par rapport & la propagation brutale du décollement du film. (La solution dyna-
mique limite lorsque € — 0 converge vers la solution quasi-statique métastable). On se
propose maintenant d’étudier un cas ou I’énergie cinétique joue un role important et dont
la solution dynamique limite ne converge plus vers la solution quasi-statique métastable.

Pour cela on considere un cas de décollement de film mince (cf chapitre II) ou I'inter-
face est matérialisée par un défaut de ténacité de taille L (cf Figure II1.1). Tant que le
front de décollement du film n’est pas arrivé en fond de défaut, (¢ = ;1) la solution est
identique avec celle obtenue avec le modele a discontinuité de ténacité. Puis lorsque celui-
ci intersecte le fond du défaut, alors une seconde onde de choc est générée et ’évolution
future du décollement du film est différente de celle obtenue avec le modele a une discon-
tinuité. Par la suite on se propose d’étudier 1’évolution du décollement du film lorsque la
vitesse de chargement e tend vers zéro (on prendra bien soin tout d’abord, d’expliciter les
solutions quasi-statiques (UGM) et (ULM) métastables). En particulier on recherchera
la solution sous forme de courbe limite dont on montrera l'indépendance de celle-ci par
rapport a l’histoire du chargement. A cette construction (courbe limite), s’ajoutera une
interprétation énergétique de ce phénomene. En particulier on présentera un mécanisme
particulier que 'on appelle relazation de [’énergie cinétique. Et pour finir nous présen-
terons une lecture particuliere de ces courbes limites sous la forme de loi d’évolution de
type l=F (¢) qui, comme on le montrera, s’interpréte en statique comme en dynamique
sous la forme d’une ténacité apparente.

Dans un deuxieme temps nous étudierons 'influence de la distribution du défaut sur
cette courbe limite. En particulier nous présenterons le cas d’un double défaut (le défaut
est constitué de deux ténacités différentes et inférieures a la ténacité de référence ko) et
nous développerons quelques propriétés au sujet d’'un défaut ayant une distribution de
la ténacité plus complexe. Et pour finir on introduira quelques résultats obtenus a partir
d’un chargement de type impulsionnel et on montrera que 1’énergie cinétique est régie de
la méme facon que celle présente dans le modele précédemment défini.

Ce chapitre s’articule en deux parties ; une premiere a travers laquelle est présentée les
principaux éléments, et une seconde qui présente quelques démonstrations trop longues
et non essentielles (en terme de raisonnement) a la bonne compréhension du chapitre (cf
annexe A).
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B Comportement d’une fissure par rapport a un défaut

On commence tout d’abord par présenter le modele utilisé par la suite.

B.1 Présentation du modele

Le modele que l'on considere est similaire & celui développé au cours du chapitre II. Il
s’agit d’un film se décollant sous 'effet d’un déplacement imposé a travers une interface
ayant une distribution de ténacité particuliere.

k1 ks

[/

R\\\\\\\%% SSSSSS

el
|
|

lr brr =4+ L

FiG. III.1 : Décollement du film a travers une interface avec défaut

La premiere partie de ’étude consiste a étudier un modele ayant une répartition de
la ténacité (cf Figure II1.2) donnée par

B ki sifr<zxz</{py
k(x) = { e (IIL1)
ko
k1 |
\ \ z
4 Lr1

Fra. 1.2 : Evolution de la ténacité x — k(x)

avec k1 < ka. Par la suite (cf B.6) on sera amené & introduire des distributions de
ténacité différentes qui seront présentées le moment venu.
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La construction de la solution quasi-statique nécessite de définir quelques grandeurs :

T T
Ty = 01\/2kg, Ty = L1772k, Ts = r1\/2k, £1(T) = —— , 05(T) = ,
1 2 2 2 22 1 1( ) \/% 2( ) \/%
gc:kjglv TCZEC\/zkl
1

(I11.2)
ou £, correspond a la longueur sautée de la solution métastable lors du cas de diminution
de ténacité, défini en (I1.48). On définit aussi :

T = ﬂ(\/l?ﬁ V), 0 = v (I11.3)

L’énergie totale du modele [ — E(T,1) n’est pas une fonction convexe, ainsi elle peut
présenter plusieurs minima locaux. £(7,1) se présente sous la forme

9 kol si0<ax</{f
E(T’Z):7l+ koly + k1 (1 —£g) sifly <z <{gp (I11.4)
k2€[+k1(£[[—61)4-]{72@—611) six > ¥lpr

B.2 Réponse quasi-statique

De fagon similaire qu’au chapitre II, différentes approches quasi-statiques peuvent
étre introduites (approches quasi-statiques (UGM) et (ULM)).

B.2.1 Solution quasi-statique (UGM)

L’évolution du front de fissure selon 'approche (UGM) peut se résumer dans la

Proposition 10 La solution T'— £4(T) de (Ir), (Gm) et (Eb) (cf page 35) dépend de
la longueur £* et est donnée par
OH(T) sio<T <T*etTh<T
e Si/t* <€H : EQ(T): El(T) st T <T<T3
i1 st I3 <T <Th
U(T) si0<T <TCetTo<T
11 stTe<T <1y
o€

avec T solution de E(T, 05) = E(TC, lr) , E(TC,E’Q‘) =0 avec 05 < {;.

La démonstration de cette proposition est introduite page 159 (la construction est simi-
laire & celle présentée au chapitre II).

e Si/t* > g[[ N gg(T) = {

Le calcul de T peut étre obtenu a partir de £(T7°,¢5) = E(T¢ L) qui se met sous la

forme

2

2051
et qui permet d’obtenir T°¢ = l;;v/2ko + \/2(]€2 — k1)€[1(f[} — f[).

+/€2€[+/€1(€H —51) = T°\/2ko (HI.5)

Remarque 1 T°¢ évolue en fonction des parameétres du modéle a travers lintervalle
[T*,T1]. Le cas particulier T =T} est obtenu pour un jeu de paramétre tel que ki /ke =
Cr/lrr. Ainsi dans ce cas de figure, £(T') évolue jusqu’a la position x = €1 de fagon stable
puis saute en x = L1 ou le front de fissure marquera un arrét jusqu’a ce qu’il ait accumulé
assez d’énergie pour redémarrer.
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1 1 1 1 E 1 1 1 Z
KT EI * Z][ Z; 21 EII Z*
T T
T [—
Ty [ 2
T3 TC -
T T
1 g é
Gt Al e o & 0

Fia. II1.3 : Evolution de £(T) en fonction des deux solutions de l’approche (UGM) : & gauche
lorsque £* < lr; et a droite lorsque £* > iy ; en haut l’énergie totale au moment du
saut et en bas la propagation de (T) dans le plan espace-charge.

B.2.2 Solution quasi-statique (ULM)

L’évolution du front de fissure selon ’approche (ULM) peut se résumer dans la

Proposition 11 La solution T +— £;(T) de (Ir), (Lm) et (Eb) dépend de la longueur
0* et est indexée par T, défini sur lintervalle [T¢,T]

. . _J(T) si0<T<T,etT>1Ty
o Sitli </ .EZ(T)—{Ex siT, <T<Ty
avec T, € [T¢,T1] et £y déterminés par E(Ty,y) = E(Ty,ly) et OE /O (Ty,y) = 0
avec y < lr.
o Sif* </t
6(T) si0<T <TyetT>T,
l st Ty, <T <T,
c ek _ z T B
» pour T, € [T¢,T*] : {,(T) = O(T) siTy<T<T,
g[] St T7<T<T,,7

avec T** défini tel que E(T**, lo(T**)) =

(T br), et Ty <Tp < Ty < T, dé-

finis tels que E(Ty, la(Ty)) = E(T, L2), 0E/0L(Tp,L,) =0, OE/O(Ty, Lr1) = 0,

OE JOI(T,y, 11) = 0,

0o(T)

» pour T, € [T**,T1] : {4(T) = { ’

si0<T <TyetT >T1T,
st T, <T <T,
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avec T, < T, ou T, et £, sont définis tels que E(Ty,l2(Ty)) = E(Tu,Ly),
0E/Ol(T,, L,) =0

Preuve :

Etape 1 : Construction de la solution lorsque £5; < £*

La solution quasi-statique (ULM) est indexée par T, € [T° Ty]. Le cas T, = T°
correspond a la solution quasi-statique (UGM) avec £;; < £* introduite a travers la pro-
position 10. Pour T, €|T¢ T1] alors £, €|l .| puisque OE/Ol(T,1) < 0 pour T > T et
1 €lr,br1], et DE/OU(T, 1) > 0 pour T > T, et | €]¢;7,00). Ainsi & la charge Ty, le front de
fissure saute de la position ¢o(T,.) & la position £,. Ensuite le front de fissure redémarrera
a la charge Ty en évoluant selon ¢5(7T") lorsque 9E/0l(Ty, {;) = 0.

& &
- L ¢t L ¢
Ly Lf Ly L1 0o(Ty) £ Oy by
T T
Ty +
T, |-
T b T, |
Ty [
Z 1 1 1 1 E
by Ly 129535 Lo(Te) £ Lr1 Ly

F1G. II1.4 : Evolution de £(T) en fonction des deux solutions de l’approche (ULM) : & gauche
lorsque * < Ly; et pour T, € [T, T**] et a droite lorsque £* > L1 ; en haut l’énergie
totale au moment du saut et en bas la propagation de £(T') dans le plan espace charge.

Etape 2 : Construction de la solution lorsque (* < U1

Lorsque T, € [T™*,T}], alors la solution est identique & la solution quasi-statique
(ULM) lorsque £;; < ¢*. En effet T** est défini tel que E(T™*, lo(T**)) = E(T**,411), ce
qui revient & dire que T = T ou T° a été défini pour la solution quasi-statique (UGM)
lorsque £* > f;;. Ensuite la démonstration développée a travers I’étape 1 reste valable.

Lorsque T, € [T¢,T*], le cas avec T, = T° correspond & la solution quasi-statique
(UGM) lorsque ¢* < fr;. Ce cas ne comporte pas d’arrét dans le défaut puisque la
longueur du saut est définie telle que E(T€, ¢2(T€)) = E(T¢,L,) ou £o(T°) < bf < L,
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et avec OE/0l(T¢,¢,) = 0, ainsi pour T" > T¢ le front de fissure se propage et évo-
lue selon ¢1(T). Pour T, €]T¢ T%**], la définition de ¢, est différente puisqu’on n’a plus
0E/OL(T*,L,) = 0, de ce fait il faut recharger le modele jusqu’a une charge critique T
telle que 0€/0l(13,¢,) = 0. Ensuite la solution évolue selon ¢1(T") et est similaire a la
solution quasi-statique (UGM) lorsque £* < (7.

0

Corollaire 2 De la méme facon qu’a travers le chapitre 11, on définit la solution quasi-
statique métastable comme étant la solution selon l'approche (ULM) qui part le plus
tard. Nous avons donc deuz solutions différentes en fonction de la valeur de £, par rapport
a lrr. Lorsque €. < Lrr, alors le front de fissure se propage brutalement a partir de la
position x = L jusqu’a x = L. pour ensuite s’arréter dans le défaut, repartir puis s’arréter
en x = fi; pour finalement redémarrer et suivre la méme solution quasi-statique que
lorsque © < l;. Le cas ou £, > lr; est légérement différent : le front de fissure saute
brutalement o partir de la position x = £ jusqu’a la position x = £, qui se trouve en
dehors du défaut. Ensuite ¢(T') marque un arrét, le temps que la structure réaccumule
suffisamment d’énergie pour repartir et évoluer comme la solution quasi-statique lorsque
x < L. Le fait qu’en sortie du défaut (ou plus généralement lorsque la solution redémarre
aprés avoir traversée le défaut), la solution évolue comme la solution quasi-statique avant
d’entrer dans le défaut, met en évidence l’absence d’effet de mémoire de la solution quasi-
statique par rapport au défaut.

Dans le cas ¢, > {11, £y est défini tel que E(T1,4r) = E(T1, ), ce qui nous donne :

E[(kil + ]{72) + E[[(k;g — ]{71) + \/(fjl(kg — kl) + f[(kl + kz))z — 45%]6%
by = o (111.6)

B.3 Réponse dynamique

On considere la répartition de ténacité k(z) définie par (III.1). La dimension du défaut
L = {7 — 01 est supposée étre plus petite que £, — ¢;. On recherche la solution dynamique
qui corresponde au cas ¢, > {;; du Corollaire 2, 'autre solution dynamique ({77 > £.)
se construit assez facilement & partir d’'une combinaison entre les solutions dynamiques
obtenues avec des ténacités variant de fagon monotone (cf chapitre II).

Le modele comporte 2 discontinuités de ténacité, ainsi les notations de la Proposition
6 ne sont plus totalement appropriées. Nous allons donc commencer par les adapter.

B.3.1 Notations et définitions

Initialement le film est totalement collé et on a ve = e. = 0, puis pour T > 0 les
champs évoluent dans le domaine régulier Q! du plan espace charge (z,7T). Lorsque le
front de fissure SY = QL NOQY arrive sur la premiere discontinuité de ténacité en z = 1
et & la charge T, une onde de choc rétrograde S! ™ est générée qui va ensuite se réfléchir
contre la condition aux limites en 7' = T3. Pendant ce temps, le nouveau front de fissure
S? rencontre & la charge T = T? la deuxiéme discontinuité de ténacité et génere une
seconde onde de choc rétrograde entre les domaines Q2 et Q2 notée S?~. On choisit £

tel que
ko — k1
L L I11.
< ( 2k ) " (IL.7)
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Ce choix permet de fixer les notations et est équivalent a T > T2. (Lorsque la condition
(IT1.7) n’est plus vraie, les notations et les calculs des énergies qui vont suivre ne sont
plus justes.)

Onde de choc

TR i
T. Front de fissure

FiG. IIL.5 : Notations retenues pour le décollement du film a travers un défaut

Ensuite 'onde de choc S} qui se réfléchit en x = 0 & la charge T = T2 géneére 'onde S §+
qui devient ensuite Séﬁ, tandis que 'onde de choc S?~ devient dans un premier temps
837 puis se réfléchit & la charge T = T® et devient 8P

Définition 2 On définit deux trains d’onde, notés I et 2, correspondant a toutes les
ondes de choc générées par la premiére et la deuxieme discontinuité de ténacité. Le train
d’onde I correspond donc a

ST u (U{s?’“ USi—27 g8y 55"‘}) (IIL.8)

=1

tandis que le train d’onde 2 correspond a

n
{851 U st st U sEIy (IIL9)
=1

Définition 3 L’espace charge (x,T) se subdivise en sous-domaines Q%, Vi > 0 que l’on
peut ranger par famille de 6 éléments que l'on appelle un pavage A,, n € N*. Il est
choisi tel que l'on puisse représenter tout le domaine espace charge (de la solution) a
partir d’une construction récurrente de A, et avec A1 = Qé U Q? U Qg U QZ U Q§ U Q?.

On considére donc comme n *¢"€ pavage

6
A = (@i 7%) (ITL.10)
j=1

A partir de la définition 2, on peut définir deux sous domaines ¥ et ¥¢ (cf Figure I11.7)
de lespace charge (z,T) tels que 'espace charge complet (jusqu’au rang n du pavage)
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Fic. II1.6 : Définition des domaines Ay et A,

soit représenté par % U¢. 1! est construit comme étant Pespace formé entre les trains
d’onde I et 2, tandis ¢ est construit comme étant ’espace entre les trains d’onde 2 et I.
On a bien entendu !, N # () et

n

g Nl = oF ! (I11.11)

=1

Fic. II1.7 : Définition des domaines 1% et ¢

Remarque 2 Par la suite (cf chapitre IV) on définit 1%, comme étant le premier “fais-
ceau” que l’on nomme Fi.

B.3.2 Phase de propagation lorsque ¢(T) < {;;

Pour ¢(T") < ¢; on se trouve dans la configuration du modele avec diminution de ténacité
lorsque ¢(T') se propage dans le milieu de forte ténacité (cf page 52). Ainsi ¢(T") évolue
de fagon stable et converge vers la solution quasi-statique métastable lorsque € — 0.
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Pour ¢;;7 > ¢(T) > 1 on se trouve dans la configuration du modele avec diminution de
ténacité lorsque ¢(T") se trouve dans le milieu de faible ténacité ki (cf page 53). Cependant
les conditions d’arrét du front de fissure sont différentes, car 'onde de choc S}~ générée
lorsque la fissure traverse le début du défaut n’est toujours pas revenue vers le front de
fissure SY lorsque ce dernier interagit avec la fin du défaut en T' = T2 défini par

ko + k
T2 =T! + Lekz J_“ ki lim T? = /2kst. (111.12)

L’énergie cinétique K(T') en x = {11 est de ce fait d’ordre 1 et vaut

Levko
V2

lorsque T3 > T2. Et dans le cas ot T2 < T2 on a

(ke — k1)(Urka — Lrrk)

KE(TE) =

L(k)g — /{71) +

€

1
 lim K (T?) = 5 Lka — k1) (I11.13)

N =

lim Ke(T2) = I11.14
lim K (T¢) o7 (IIL.14)
et le maximum d’énergie cinétique est obtenu lorsque 72 = T2
. lo(k1 — k2)?
2)) = 22\ )
oy (I K1) = =i, (119

Ces variations de I’énergie cinétique sont cohérentes avec ce que ’on trouve avec le modele
a décroissance monotone de ténacité (cf page 52), puisque I’énergie cinétique initialement
nulle passe par un maximum, pour ensuite décroitre vers zéro.

La construction de la solution ondulatoire nécessite de définir une longueur caracté-
ristique £ telle que

_k
(ﬁ][k)l — g[k)g)el ky + koL
—k1+ ko
Le sens physique de cette grandeur sera développé page 74.

= —

(I11.16)

B.3.3 Phase de propagation lorsque ¢;; < {(T) < (¢

Apres que le front de fissure a traversé la seconde discontinuité de ténacité, deux
ondes évoluent a travers le film décollé laissant apparaitre dans le plan (z,7), des do-
maines ou les champs sont constants. De ce fait, les variations des champs & travers le
film permettront au film soit de se décoller a une certaine vitesse soit de rester collé et
ce, durant un certain temps. Toute la question ici, est d’analyser le comportement du
décollement du film T+ ¢(T") lorsque la vitesse de chargement € tend vers 0. Il est donc
tout d’abord nécessaire de connaitre les champs a travers le film décollé. La valeur des
champs a travers le pavage A, peut se résumer avec la
Proposition 12 La solution dans le w-ieme pavage A, est donnée a € fixé, pour w
compris entre 0 et we et ou we dépend de €, par

: 1
6w—2 6w 6w—2 6w 2w—1
v, =v" =1, e = eV = —\/2ky + €2, (2 = — I11.17
2 V2ko + €2 ( )
6w—1 k1 — ko 6w—1 —ky — k1

p = +w, e = — we IT1.18
e(e +V2ky + €2) (e 4+ V2ky + €2) ( )

(%
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2k :
6w+1 __ 6w+1 __ 1 2w __
v =0, e = ————=— —2we, (=0 I11.19
: : T : (111.19)
ko — k —ko — k
6w-+2 2 1 6w-+2 2 1
V) = +1—w, e = —(14+w)e 111.20
‘ (e + V2ky + €2) ‘ (€ + 2k + €2) ( ) ( )
2k

p8WtS = 1, St = — (2w +1)e (I11.21)

V2t te

k1 + we(e + v/2kq + 62)>2
V2ky + € + ¢

La démonstration de cette proposition est introduite page 160

G2l = |y, G*¥ =2 < (I11.22)

Remarque 3 A e fizé et pour w assez petit on a G** < ko

(w+1)

Corollaire 3 Poure > 0 donné tel que 83 =0, alors E?l =0, Vi € N* queci < w+1.

Preuve :
En utilisant I11.21 et la relation € < v/2ka— | €53 | (cf démonstration de la proposition
12), on obtient que

- (ks — ki) dM . B
€E=€y < H(w) = m avec % < 0et wEI_EOOH(U)) =0 (11123)

Ainsi Ve > 0, il existe w tel que €, < H(w), et comme w — H(w) est une fonction
décroissante, positive et convergeant vers 0, alors €, < H(i), Vi < w. Ce qui garantit
2 =0, Vi <w+ 1.

O

Corollaire 4 Le domaine 9y}, NOQY correspond a l’ensemble des propagations de fissure
a vitesse nulle.

Preuve : Elle découle directement des Définitions 3 et 2 et du Corollaire 3
O

De ce fait la construction des différents champs dans le plan (z,7T) est possible et il a
été obtenu que le décollement du film alterne entre une phase de propagation et une
phase d’arrét. A partir de ces champs, il est possible d’obtenir un comportement limite
de T+ £(T) lorsque € — 0. Le résultat principal est énoncé dans la

Proposition 13 Lorsque ¢ — 0, tous les points appartenant au front de fissure dans le

plan espace charge, convergent vers la courbe £ — T (£) lorsque £ € [(r1,0%] (cf figure
(I111.9)) telle que

ko(lyr — ¢ ko(lyp — ¢ Lk1—k
T(0) = \/2ks <€1—€n+£+ 2llar — ) 1 kallir — &) + £l 2)) (I11.24)
ko — k1 Crrky — Lrks
et ayant les propriétés suivantes :
dT V2kolrr (ko — k1)
T(br1) = \/2kolr =T}, —— = I11.25
(¢r1) 2 =Tes ol o ( )

et
T(04) = \/2knt? = T, lel‘ 72k (II1.26)
X lz=
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Preuve :

On utilise pour obtenir la courbe limite, une récurrence indicée par rapport a n, numéro
du pavage A, et construite a partir des points (a,,T,) € A, correspondant aux couples
dans I’espace charge appartenant au front de fissure S? et ayant la plus grande charge (cf
figure (I11.8)). Ou autrement dit, un changement de notation est effectué et T° devient
T; (cela permet d’alléger les notations). Deux relations de récurrence sont construites
en introduisant une charge propre h. La premieére équation est obtenue en écrivant
la charge T,,+1 a partir de T}, et en suivant le trajet de 'onde de choc entre les points
(an, Ty) et (ant1,The1). La deuxieme équation est obtenue en écrivant la charge 7)1 a
partir de T3, et en suivant le trajet du front de fissure.

Tn+1 = TTL + G(an+1 + an) h— 2L€k2 (III 27)
TnJrl:Tn+h+(an+1_an)v2k2+€2 ’ ko — k1 '
T
Fia. II1.8 : Construction de la récurrence a partir du couple (an,T,)
En prenant la différence entre ces deux équations on a
V2k 2 h
i = Xan+Y, x=V22texe vy 0 (I11.28)
V2ky + €2 —¢ € — /2ky + €2
Ce qui permet de déterminer
n .
g1 =Y > X'+ X" ag, ag =y (I11.29)

=0

En injectant I11.29 dans la seconde relation de II1.27 et en remarquant que Y/(1 — X) =
h/2e on a

Tot1 =T +pX"+h, p=+2ka+ (X —1ap+Y) (II1.30)

qui peut se mettre sous la forme

n
T =pY X'+hin+1)+Ty, Th=T7 (I11.31)
=0
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Lorsque € évolue dans l'intervalle [0, €,41], ol €,4+1 définit la valeur critique de € telle
que Ve < €41 on a éz(nﬂ) = 0 (cf Corollaire 3), alors le couple (apy1, Ty +1) décrit une
courbe particuliere dans le plan espace charge. Ainsi il s’agit de trouver une relation qui
relie 'abscisse © = ap4+1 & l'ordonnée T = T,,4+1 (Vn > 0 et Ve < ¢,) en fonction du
parametre € ou du parametre n. Ainsi on utilise tout d’abord la relation I11.29 pour relier

les parameétres n et € a x fixé en effectuant un développement limité pour e proche de O :

ko — k )—Lk‘g 1 k‘g l‘(k‘g—k‘l)—Lk‘g
xntt = 2l — ko =24/ 21 ~1 1132
ao(kg—kl)—LkQ’ " € 2 nao(k‘g—kl)—LkQ ( 3 )

Ainsi en injectant I11.32 dans II1.31 et en effectuant un passage a la limite ¢ — 0 on
obtient la relation souhaitée.

O

Solution métastable

V2koty |

Solution dynamique

Ly lrr Ly VA

Fi1c. I11.9 : Evolution du front de fissure S? dans le plan espace-charge pour e — 0

En utilisant des constructions similaires, on montre de la méme facon que tous les points
du front de fissure d’un pavage A,, convergent vers ¢ — 7 (¢) lorsque € — 0.

Proposition 14 1I s’agit de présenter les évolutions des énergies cinétique et élastique
au cours du chargement pour x > £yy :

e Point de vue local : Entre les charges T,,_1 et T, les énergies se comportent
comme présentées sur la figure I11.10. Durant la phase de propagation ée(T) #0,
l’énergie cinétique est tout d’abord constante, puis passe par zéro avant de regagner
le niveau d’énergie précédemment atteint pour la maintenir constante jusqu’a la
charge TO"=2. A partir de cette charge le front de fissure s’arréte et l’énergie ciné-
tique décroit jusqu’a zéro et regagne ensuite son niveau constant. L’énergie élastique
évolue en fonction de la charge T comme étant le symétrique de I’énergie cinétique
par rapport a la direction de charge T'.
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e Point de wvue global : Lorsque le front de fissure £(T) évolue sur le domaine
[011,0%, les énergies cinétique et élastique oscillent en opposition de phase avec une
période aussi fine que € est petit, et avec une amplitude évoluant entre une courbe
limite inférieure et une courbe limite supérieure (cf Figure III.11). Les courbes
enveloppes inférieures et supérieures de l’énergie cinétique définies pour £ € [1g, 0%
sont respectivement

(= KLe) =0

L
0 K2(0) = ————

Tandis que celles de l’énergie potentielle sont respectivement

(k1 — kg + ko F(0))? (I11.33)

k
1 — 2 2 .
=P (0) = 20k — 1) (k1 + ko + ke F(€))* + P (2ka L + £(ky — k2))

)
I _
(koL o+ £k — k)

(- P20) = — (k1 + ko F(0))? +
2 — h]
(I11.34)
f(kﬁl — k?g) + koL

Crrky — Lrks

avec F({) = In

K, P
P(Ta) B

T

0 | | | | |
Tn_lTGG(”*l)JF?’ T, T6n TEGn—Z Tﬂ T,

€

Fic. II1.10 : Evolution des énergies cinétique et élastique en fonction de la charge T au cours de
la traversée du pavage A,

La démonstration de cette proposition est présentée page 161.

Remarque 4 D’un point de vue local (entre les charges T,,—1 et T,,) on peut calculer
laccroissement des énergies cinétique et potentielle (sans passage a la limite en €)

. B . _(f[—gjj)kze (2]()1 —2k2+(—3+2n)6 (6+\/2k2+62))
5ICE - ’CE(Tn) ]CE(Tn—l) - (_kl T kg) (6 + \/W)

(br — lr1)kae (2k‘1 + 2ko + (14 2n)e (6 + V2kg + 62))

(k‘l — k‘Q) (6 +v2ky + 62)

57)6 - Pe(Tn) - PE(Tn—l) =
(IT1.35)

et finalement
4(0y — 1) kae (kg +e€ (e + 2k + 62))
(kl — k‘g) (6 +/2ky + 62)

6Ke — 6P, = — (I11.36)
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Energie

Energie totale Energie de surface

™~

< ——Energie élastique

Energie cinétique

B 0
r Crr

Fia. II1.11 : Evolution des énergies en fonction de £(T')

An—1 Qn

Fia. II1.12 : Evolution ondulatoire entre Th_1 etT,

Corollaire 5 Dans l’espace charge (x,T'), l’énergie cinétique est non nulle lorsque € — 0
dans les domaines 6n — 1 et 6n + 2 Vn € N*| et nulle ailleurs.

Preuve :
Elle découle directement de la construction de I’énergie cinétique entre les charges
T,_1 et T,, présentée dans la preuve de la proposition 14.

O

Corollaire 6 La quantité d’énergie cinétique entre les charges T2 et T¢, définie par
d
YK = f;; Ke(T)dT, est une constante dépendant des propriétés du modele. A l'inverse la

quantité d’énergie cinétique par rapport au tempst (sur un intervalle en temps comparable
a celui en charge) tend vers linfini.

La démonstration de ce corollaire est présentée page 162.
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Remarque 5 En observant que la somme de ’énergie potentielle et de l’énergie cinétique
entre les charges T2 et T¢ peut étre donnée soit, par la courbe enveloppe supérieure de
l’énergie potentielle, soit par la somme entre la courbe enveloppe supérieure de K. et
la courbe enveloppe inférieure de P., on en déduit que la quantité d’énergie potentielle
définie par la zone hachurée (cf Figure I11.11) est égale a XK.

B.3.4 Phase de propagation lorsque /(T) > (¢

Précédemment, nous avons obtenu que le décollement du film entre les positions £
et £, cherche & supprimer son énergie cinétique pour regagner la solution statique (nous
reviendrons sur cet aspect par la suite). Ce paragraphe se propose donc d’étudier le
comportement de la solution lorsque £(T") rejoint la courbe statique ¢ — /2kof. Ce “rat-
trapage” est obtenu lorsque £ = % et correspond au point oti la courbe £ — T (£) rejoint
la courbe statique £ — /2ksf. Ainsi on déterminera ¢¢, puis nous montrerons que 1’évo-
lution du décollement du film converge bien vers la solution statique lorsque ¢ > ¢¢.

D’apres I'équation II1.23, pour un € > 0 fixé, il existe & > 0 tel que Ezk =0 et
l@wﬂ) > 0. On note N = k, qui représente le nombre de pavages A; i < N défini tel que
g?i = 0. De méme on redéfinit £¢ = an et T% = Ty. Une estimation de N est effectuée

en prenant k € N tel que € = /2ka— | €53 |, et on a
ko — ky
eV 2ko

D’autre part on peut obtenir une estimation de ¢ et de T en recherchant le point
d’intersection entre les droites T' = v/2kox et T' = 7 (¢). La recherche de ce point se met
sous la forme

N = (I11.37)

k ko(lrr —lr) + (k1 — k
0=(0r=tu) (1 ko —2k‘1 = — Eul;) - fz(k:zl 2)> (L38)
ainsi pour L # 0 on a
pi_ (ks k)T 4 boL i _ g (IL.39)
—k1 4+ ko
Lorsque L — 0, l'expression (I11.39) permet d’obtenir
lim ¢4 = ¢;7¢' 5 (I11.40)
L—0

qui est supérieure & £7; puisque ky > k1. Ainsi lorsque L — 0, £% tend vers une limite finie
différente de ¢;; et de lordre de ¢77. Les dérivées des courbes £ +— T (£) et £ +— /2kol au
point ¢4 sont différentes lorsque L # 0, et deviennent égales lorsque L — 0. On obtient les

mémes conclusions lorsque L est de taille finie et que £; — oo. Dans ce cas, la limite de
_k1
¢4 lorsque £; — oo est égale & / e 2 (identique a (II1.40)) et les dérivées des courbes

01— T(0) et £ — /2kof au point ¢¢ sont égales.

Remarque 6 On peut calculer un rapport v entre la longueur ¢4 — {7 et la taille du
défaut én — 61

(I11.41)

04—y lrrkr — Lrks 1-k1
v = 7l

= = TR 4]
brr =Ll (k1 +k2)(lrr — 41



B. Comportement d’une fissure par rapport a un défaut 75

On observe que v dépend fortement de la position du défaut €1, mettant en évidence un
effet d’échelle sur la longueur (¢ — C;; par rapport & ¢1. Dans Uexpression v, le terme
Lirk1 — Lrks est positif puisqu’il correspond a la condition que l’on s’est fixée en début de
chapitre : L. > lrr (avec b, = ko /ki€1). Cette condition a été fizée pour s’assurer que la
premiere onde de choc n’a pas eu le temps de rejoindre le front de fissure lorsque celui-ci
sort du défaut L. (Cela permet de s’assurer que la solution n’est pas une combinaison de
différentes solutions métastables.)

Proposition 15 L’évolution du front de fissure @ avec © > 2N converge vers la solution
quasi-statique métastable lo(T) (approche (ULM)) lorsque € — 0. De plus les énergies
cinétique et potentielle convergent vers leurs homologues quasi-statiques.

Preuve :
Etape 1 : Convergence des phases de propagation

La convergence dans les domaines QEI_Q avec i > N est immédiate, puisque la
construction de ¢?~! ne dépend pas du fait que £ > 0. En effet les champs du do-
maine QSi_Q dépendent du domaine QS(%U qui lui méme dépend du domaine Qg(lfl)f2
et ainsi de suite. De ce fait la reprise de la phase de propagation dans les domaines Q%!
avec i > N n’influe en aucun cas sur la vitesse de fissuration (2! = \/ﬁ

La convergence de I’évolution du front de fissure dans les domaines Q%*! a déja été
abordée a la page 50 a travers le Lemme 1

lim % = (> = !

1—00 vV 2ko + €2

E’tape 2 : Convergence des énergies

La démonstration est rapide puisque tous les domaines Q¢ avec i > 6N + 3 ont des
champs qui sont identiques lorsque € — 0 et qui sont égaux aux champs du domaine Q.
Ainsi les énergies cinétique ICc(T") et potentielle P (7") sont respectivement égales & zéro
et & la solution quasi-statique pour 7' > T,

(I11.42)

O

B.4 Influence de la vitesse de chargement sur la courbe ¢ — 7 ({)

Précédemment nous avons étudié le décollement du film T +— ¢(T) lorsque la vi-
tesse de chargement est constante (e constant). Nous avons obtenu que ’évolution du
décollement du film converge vers la courbe limite ¢ — 7 (¢) lorsque ¢ — 0. On peut se
demander maintenant si cette limite serait la méme lorsque la vitesse de chargement n’est
plus constante tout en restant infiniment petite. La figure I11.13(a) présente un exemple
de chargement non constant ayant une alternance entre des phases de propagation a
vitesse constante € et des phases d’arrét du chargement. D’autres types de chargement
plus complexes pourraient étre envisagés comme par exemple celui présenté sur la figure
I11.13(b).

Cependant la construction de I’évolution du décollement du film a partir de tels
chargements est loin d’étre trivial. Ainsi on se propose de présenter quelques cas de
chargement non constant. En particulier nous étudierons trois cas particuliers : lorsque
la vitesse de chargement passe par zéro puis revient a son niveau initial, lorsque suite a
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T T

‘\ € t t
(a) (b)

Fic. II1.13 : Exemples de chargement non constant

un arrét du chargement (¢ = 0) le niveau de charge décroit puis recroit & une vitesse ¢,
et pour finir lorsque la vitesse de chargement varie (initialement la vitesse de chargement
vaut € puis elle change pour étre égale a 3 tel que 3 < ¢).

B.4.1 Arrét puis reprise du chargement

On suppose que le film se décolle a travers une interface ayant une double discontinuité
de ténacité (défaut) a une vitesse de chargement € et que le front de fissure ¢(T") est
décollé au dela de la position & = £;7. On considere les notations des trains d’onde I et 2
introduites dans la définition 2. L’évolution “ondulatoire” du film se traduit dans le plan
espace-temps car, comme on considere un arrét du chargement, il est nécessaire de quitter
le plan espace-charge pour observer I’évolution ondulatoire durant la phase d’arrét. Ainsi
les différentes vitesses seront prises par rapport au temps ¢ et non par rapport a la charge
T, et on conservera les notations précédentes sans I'indice .. Au temps t{, la vitesse de
chargement est mise a zéro (cf figure A.1) et une onde de choc que I’on nomme, train
d’onde 3 est générée. Ensuite, a partir du temps ¢, la vitesse de chargement revient a son
niveau initial € en générant une quatrieme onde de choc que I’on nomme, train d’onde 4.
Le principal résultat de ce modele se résume dans la

Proposition 16 Lorsque € converge vers 0, alors I’évolution du front de fissure T — £(T)
converge vers la courbe limite (111.24) lorsque t > t§. Autrement dit, la phase d’arrét est
sans influence sur la réponse asymptotique.

La démonstration de la proposition 16 est présenté page 162

B.4.2 Décharge puis recharge de la charge T

Il s’agit d’étudier le comportement du modele lorsque le déplacement 1" décroit jusqu’a
zéro, puis recroit ensuite avec une vitesse de chargement €. On note 7" la charge maximale
atteinte (avant que T décroisse), et £" la longueur fissurée qui lui correspond (77 = 7 (¢")
et Ui < 0" < fd).

Le résultat principal s’énonce a travers la

Proposition 17 Lorsque T évolue selon la Figure II1.14, alors la position du front de
fissure est fize (U(T) = ") et ce, tant que T < T". Ensuite pour T > T", la fonction
T — U(T) est décrite par la fonction { — T (€) introduite dans (111.24). Autrement dit,
la phase de décharge puis de recharge est sans influence sur la réponse asymptotique.
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T" -

t1 ety ty

Fic. II1.14 : Evolution de la charge T

La démonstration de la proposition 17 est présentée page 165.

B.4.3 Arrét puis reprise avec une vitesse de chargement différente

On souhaite maintenant s’intéresser au cas ou la vitesse de chargement e change.
Dans le paragraphe précédent, nous avons remarqué que I’onde de choc générée lors de la
phase de mise & zéro de € disparait au cours du temps (cf démonstration page 162). Ainsi
on ne s’intéressera pas a cette phase d’arrét, et on considérera un modele ou la vitesse
de chargement change brutalement au temps t* > T2 /e (T2 est défini page 65) et passe
d’une valeur € a une valeur 8 en générant un train d’onde que ’on notera 3. On définit
k comme étant le rapport entre ces vitesses de chargement tel que k = (3/e. Le résultat
principal de ce modele se résume dans la

Proposition 18 Pour un 3 > 0 donné tel que 5 < €, alors pourt > t%, t — ((t) converge
vers la méme courbe limite que celle définie lorsque T?/e < t < t*. Autrement dit, le
changement de vitesse de chargement est sans influence sur la réponse asymptotique.

La démonstration de la proposition 18 est présentée page 171.

B.5 Interprétation des résultats

Nous allons tout d’abord présenter une lecture particuliere de la solution dynamique
lorsque £7; < ¢ < ¢4, Puis nous traduirons le phénomene précédemment décrit sous la
forme d’une loi d’évolution de type £ = f(¢) (on définira une ténacité apparente).

B.5.1 Analyse de la solution dynamique

Les résultats obtenus avec la courbe limite (II1.24) nous permettent d’introduire la

Définition 4 On introduit la notion de couche limite, comme étant le phénomene qui
agit sur la propagation du front de fissure T v+ £(T) lorsque £ € [€17,0%] et qui est défini
par la courbe £ — T (0) (cf (111.24)).

Remarque 7 La courbe limite (111.24) est la fonction inverse de T +— €(T') pour /2kal; <
T < 2kt
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La couche limite semblerait avoir un caractere “universel”, puisque les propositions 16,
17 et 18 montrent I'indépendance de la couche limite par rapport a des variations du char-
gement (modification de la vitesse de chargement, phase d’arrét...). En d’autres termes, il
semblerait que la couche limite ne varie pas lorsque le chargement est modifié (lorsque les
vitesses de chargement sont de l'ordre de €). Cependant cet aspect n’a pu qu’étre intuité
par le biais de quelques cas simples. Une étude plus approfondie permettrait de montrer
le caractere général de cette courbe limite.

Un cas particulier (cf proposition 17) a été mis en évidence : il s’agit de faire décroitre
le chargement (& vitesse —e) puis de le réaugmenter (& vitesse €). Ce cas permet de prédire
que lorsqu'une décharge aura lieu (cf Figure II1.15-(a)), alors la structure évoluera de
fagon élastique puis lorsque la charge réaugmentera alors le modele évoluera de facon
élastique jusqu’a la valeur précédemment atteinte. Ensuite, pour des charges plus élevées,

le modele évoluera sur la couche limite.
- e

2ko

S

Fic. II1.15 : Evolution de la force F' associée au déplacement imposé en x = 0 en fonction de la
charge T et de la position du décollement du film £.

On cherche maintenant a comprendre les mécanismes énergétiques qui pilotent la
couche limite. Le résultat principal s’énonce a travers la

Proposition 19 La notion de couche limite s’interprete d’un point de vue énergétique
comme un phénomene de relaxation de l’énergie cinétique. En cffet il faut injecter de
Uénergie au systéme (sous la forme d’une énergie potentielle) pour que l’énergie cinétique
oscillant dans le systeme diminue, et devienne quasiment nulle lorsque le front de fissure
sort de la couche limite.

Preuve :

La démonstration découle directement de la Proposition 14. En effet nous avons montré
qu’a chaque accroissement de 1’énergie potentielle (sous la forme d’évolution de la charge
T') correspond une augmentation de ’énergie de fissuration et une diminution de ’énergie
cinétique, le tout effectué en oscillant : I’énergie potentielle et 1’énergie cinétique oscillent
(la période est de l'ordre de €) en opposition de phase.

O
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Si maintenant, on en revient & la proposition 17 et a la figure I111.15-(a), on comprend
mieux le comportement du modele par rapport a une diminution puis un réaugmentation
de la charge. En effet lorsque 7' diminue, 1’énergie cinétique ne peut plus se relaxer (le
travail des forces extérieurs diminue) et donc, la structure piege cette énergie le temps de
la décharge ainsi que celui de la recharge jusqu’a un niveau d’énergie (énergie potentielle)
égal a celui atteint avant la décharge. Ensuite pour des niveaux de charge plus élevés,
I’énergie cinétique se relaxe et la charge évolue en fonction de ¢ selon la fonction £ — 7 (¢)
(cf Equation (II1.24))

T

k1 =0.4

Ly lrp 44

Fia. II1.16 : Evolution de la réponse asymptotique dans le plan (T,{) avec ko =¥y =1, {17 = 2.

Remarque 8 En effectuant une analogie avec la fatigue mécanique cyclique, on peut
calculer une wvitesse d’accroissement par cycle. Dans motre cas un cycle correspond a
un pavage (un aller-retour des ondes) et donc la quantité que l'on souhaite calculer est
0l/On. En utilisant (I11.32) on obtient

_ % _ eﬂ(klf —ko(ly — b1+ 0))
on (k‘l —k‘g)\/g

On redéfinit le nombre de cycle n par une grandeur N telle que N = en, ce qui permet
de construire une vitesse de décollement du film ¢ = 0¢/ON indépendante de €.

ely (I11.43)

Une autre vitesse peut étre générée, il s’agit de dériver ¢ par rapport au niveau de
charge T'. En raisonnant d’un point de vue ondulatoire a partir d’'un pavage quelconque
(cf Figure II1.9) on obtient

ol (—ki+ ko)l — koL
— = = F(¢ 111.44
oT Vi 2k2(—k1 + k2)€ ( ) ( )
qui est exactement la méme expression que celle obtenue a partir de ¢ — 7 (¢) (il suffit

de dériver 7 (¢) par rapport a ¢ puis de prendre 'inverse). (II1.44) permet d’énoncer le
résultat suivant

/

Proposition 20 La relation (= F(l) ne dépend que de ki, ko et L et est relativement
“universelle” puisqu’elle ne dépend pas de la position du défaut de ténacité. { = F(£)
permet de définir une loi d’évolution générique de la couche limite. Autrement dit, cette
loi d’évolution permet de construire la couche limite d’un quelconque défaut.




80 III. Décollement d’un film a travers un défaut de ténacité

Preuve :

Pour construire la courbe ¢ — 7 (¢) (équation de la couche limite) il suffit de résoudre
I’équation différentielle (I111.44) du premier ordre par rapport au niveau de charge 7. Au
final, la dépendance de ¢ — 7T ({) par rapport a la position du défaut, apparait au niveau
des conditions initiales nécessaires pour résoudre (III.44). (Ces conditions initiales sont

T|£:ZII =V 2k2£1-)
U

Dans la suite du travail, nous allons présenter une interprétation statique de la loi
(IT1.44) (cela nous permettra de construire une ténacité apparente). Ensuite nous montre-
rons que la solution dynamique construite a partir de cette ténacité donne une évolution
du décollement du film pilotée par la couche limite ¢ — 7 (¢).

B.5.2 Une interprétation statique de la loi / = F(¢)

On se propose a travers ce paragraphe, d’étudier le comportement de la solution d’un
point de vue statique lorsque le critere de Griffith est remplacé par une loi d’évolution
du type £ = F(£).

Comme il a été présenté page 77, la résolution de I’équation différentielle du premier
ordre par rapport a la charge T permet de construire la couche limite du probleme
0— T (L) (cf (II1.24)). Ainsi si 'on se fixe dans un cadre statique, I’énergie cinétique est
négligée et de ce fait on peut se proposer de construire le taux de restitution d’énergie
qui est lié & la solution statique qui considere ¢ = F (¢) comme loi d’évolution. Ainsi la
connaissance du taux de restitution d’énergie par rapport a £ permet de construire un
second modele. Ce nouveau probleme consiste a construire la solution statique en utilisant
le critere de Griffith avec comme ténacité, le taux de restitution d’énergie précédemment
calculé. La construction de ce modele peut se résumer a travers une ténacité statique
apparente telle que

Définition 5 On introduit une ténacité apparente k®(x) définie sur lintervalle x €
[0, 00), telle que la solution quasi-statique (ULM) métastable générée par k*(z), soit iden-
tique a la solution dynamique limite (€ — 0).

plus précisément k*(z) peut se résumer a travers la

Proposition 21 k%(x) prend la valeur de la ténacité de référence lorsque x € [0, 4rg| et
x € [(% 00), sinon elle est égale a

x—L koL koL + x(ky — kQ))Q (II1.45)

kK (x) =k
(.%') 2 ( X + (kg — kl)x 08 E]]kl — 6[]{32

Preuve :

Lorsque x € R* \ [¢;7, %] alors la solution dynamique limite converge vers les différentes

solutions quasi-statiques (cf page 69). Ainsi k%(x) est pris comme étant égal & la ténacité

de référence. Pour le cas contraire on calcule une ténacité apparente telle que la solution

quasi-statique évolue selon I’équation (I11.24). Sachant que le taux de restitution d’énergie
€

en statique est défini par G = 72 et que l'on souhaite que T — ¢(T) décrive la méme
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évolution que (II1.24) lorsque le critere de Griffith est vérifié G = k*(x) on prend comme
ténacité apparente celle du taux de restitution d’énergie avec

o= 1) (I11.46)

T

ce qui permet d’obtenir ’équation recherchée.
O

Sur un plan expérimental (si I’on considere une structure 2D ayant une fissure traversant
un défaut), il est courant de calculer la ténacité qui permet a la fissure de redémarrer.
Par analogie a cette problématique on se propose d’introduire la

Définition 6 On nomme ténacité de redémarrage, la valeur de k*(z) au point v =
Lrr telle que

E*(Lr7) = ko (I11.47)

ka

FiG. II1.17 : Evolution de la ténacité apparente k* en fonction de £ lorsque ko = 1, k1 = 0.1, L =
1 et g[ =1.

En utilisant (II1.44), k% peut se mettre sous la forme d’une fonction dépendant de ¢

arin _— ko B Mo Lkol
K = <\/§£(k2 fa) + Vka V(=220 (fofn(kz —k1)(1 - %@))

(T11.48)
avec /0 = ¢ ] 0=ty Cependant cette expression garde une dépendance vis a vis de £;7 et ne
peut donc pas étre considérée comme “universelle”. Une expression de k% a partir de la
vitesse /n peut étre obtenue £y — k:g(ﬁ ~) (Uexpression kg(ﬂ ~N) présente la méme lacune
que k¢ (8) : une dépendance par rapport a la position du défaut).

Remarque 9 Une expression “universelle” de k* peut étre obtenue sous la forme d’une
fonction dépendant de ¢ et de E?V avec 69\, = £N|€:€II'
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B.5.3 Une interprétation dynamique de la ténacité k°(z)

Précédemment nous avons obtenu que d’'un point de vue statique, la loi d’évolution
(=F (¢) pouvait s’interpréter par une ténacité apparente k%(x). Ainsi nous allons essayer
de construire la solution dynamique du modele de décollement du film lorsque la ténacité
ko (en sortie de défaut) est remplacée par la ténacité apparente k%(x).

Lorsque le film se décolle a travers une interface ayant une ténacité k*(z), alors la
nature des ondes est plus complexe & déterminer. De ce fait on considere un champ de
déplacement sous la forme

u(z,T) =

A

(F(T + eX) 4 g(T — X)) (I11.49)

En utilisant la condition & la limite w(0,7") = T" on obtient
f(T)+4(T)=¢€ (I11.50)
Ainsi les expressions des champs de vitesse et déformation se présentent sous la forme
v=141(f(T+ex)— f/(T — ex))
e=f'(T+ex)+ f'(T —ex)—e¢
En effectuant un développement limité de e et de v lorsque € est petit et pour x = £ on a
v=1+20f"(T)
e=2f(T)

(IT1.51)

(IT1.52)

en considérant la relation d’Hadamard sur le front de décollemeqt du film el +v = 0 et le
critere de décollement du film lorsque la vitesse de décollement £ est faible (2k%(x) = €?)

on obtient
<\/2ka(€)£). —1 (IIL.53)

ou l’indice ® représente la dérivée par rapport a la charge T

Comme ’équation (II1.53) est identique (sous une forme différente) a celle utilisée
pour construire la ténacité équivalente k%(x) en statique, alors I’évolution du film est
exactement définie par la courbe limite ¢ — 7 (¢).

B.6 Construction d’une ténacité apparente pour un défaut k(z) constant
par morceaux

On se propose dans cette partie d’étudier 'influence de la forme du défaut de ténacité
sur la couche limite. De ce fait, on considérera différentes distributions de k(z) pour
£ < x < Ly7. Les études qui suivent se présentent en deux temps : tout d’abord on
construit les couches limites par une approche similaire a celle qui a permis de construire
¢+ T (), puis on présentera les lois d’évolution qui apparaissent.

B.6.1 k(x) est constitué de trois discontinuités

On se place dans le cas ou k(z) admet deux valeurs différentes lorsque ¢ < z < {7.
k(x) se présente donc sous la forme

k1 lorsque {5 < x < Ly
k(x) =< ks lorsque {rrp <z < {lpg (IT1.54)
ko sinon

avec k1 < ks < kg et £yr > Ly > 4.
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Définition 7 On note M({, L, o, ka) (k2 joue uniquement un réle de facteur homothé-
tique sur la solution), la famille de courbes limites dans le plan (xz,T) de type (111.24)
générée par un défaut de taille L et un rapport de ténacité o = ki /ko < 1. Cette famille
est de la forme M(C, L, o, ko) = C(L, ) +/2ka f (£, L, &), ot la fonction f est totalement
définie par L et o, et C est déterminé par les conditions initiales.

f(£7L,a):€+

T In(L+ 41— a)) (ITI1.55)

Remarque 10 Pour un défaut défini tel que L = £ — {1, la constante C' se présente
sous la forme

C(L, a) = - 2k2L(1 + In (Z[[Oz — f[)) (111.56)

l—«

Proposition 22 La solution limite lorsque ¢ — 0 se présente sous la forme de deux
courbes limites Ty (£) et To(€) (cf Figure I11.19) définies respectivement sur [€r1, 4] et sur
[¢4, ¢3)

La démonstration de la proposition 22 est présentée page 175.
La suite de 1’étude nécessite d’introduire quelques notations :
L1 :f[[[—fj, LQZ[[[-E[[[ (111.57)
Dans le cas du modele & un défaut, une loi d’évolution ¢ = F(¢) a été introduite.
On se propose d’étendre cette analyse a notre modele actuel (double défaut). Le résultat
principal s’énonce a travers la
Proposition 23 D’un point de vue plus global, les couches limites T et To peuvent

s’interpréter & Uaide de deuz lois d’évolution : 0% pour (rp < £ < (% et £2 pour 19 < 0 < ¢4
définies telles que

: 1 ka(k1La + ksLy — ko(Lq + L2))>
= (1 I11.58
v/ 2ko U(ko — k1) (ko — k3) ( )
. 1 k?QLQ
2 = (1 + > I11.59
2k U(ks — k) ( )

De plus ces lois d’évolution sont indépendantes de la position du défaut.

Preuve :

La construction de ces lois d’évolution apparaissent directement en dérivant les expres-
sions T (¢) et T(¢) par rapport a ¢ puis en prenant l'inverse.
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T
Tn
th
Tnfl_
! ! ! z
f[ An—1 Qn
Fic. II1.18 : Pavage A, pour x > (¢
T
T o
I SR PRRRN
I ¢ = 1/10 !
Tt m—======3
Il L L . .
Ly Lrir b 4 2

Fi1a. I11.19 : Convergence de £(T) en fonction de € dans le plan (z,T)

B.6.2 Cas général

Dans cette partie on se propose de présenter quelques résultats généraux sur le lien
entre la forme de la courbe limite et la répartition de la ténacité dans le défaut. On
suppose que le défaut est défini pour = € [¢1,¢r7] et que la ténacité est constante par
morceaux. On note m le nombre de valeurs que prend la ténacité dans le défaut et ki
Vi € {1---m} lensemble de ces valeurs. De ce fait la ténacité peut se mettre sous la
forme

{ K lorsque x € [di,d"], Vi€ {1---m) (I11.60)

ko sinon
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T

Ts +

Tl_

4 lpp 040

Fia. II1.20 : Solution limite de £(T) dans le plan (x,T)

ott d* Vi € {1---m} définissent les m + 1 discontinuités de ténacité. On a d' = ¢ et
d™ =ty

Définition 8 Compte tenu de la construction précédente du modéle a 3 discontinuités,
on définit les courbes x — T'(x) avec i € {1---1} comme étant toutes les courbes limites
apparaissant dans 'ordre des i croissants lorsque x > lrr. Les courbes x — T"(x) sont

définis sur les intervalles [(3, 04, ] avec ¢ = {;.

Définition 9 On note x — T (x) la réunion des courbes limites x — T'(z) avec i €
{1---r} que lon définit comme étant la couche limite du modéle II1.60.

Proposition 24 L’ordre de rangement des m micro-défauts ne modifie pas la forme de
la couche limite.

La démonstration est présentée page 174

Corollaire 7 La forme de la couche limite x — T (x) dépend uniquement du nombre de
valeurs différentes que prend la ténacité lorsque €r; > x > {1, ainsi que de la contribution
énergétique (énergie de surface) de chacune de ces valeurs. Ainsi la couche limite est
insensible a des effets d’histoire ou d’alternance entre différentes ténacités.

Preuve :

La démonstration découle directement de la construction ondulatoire présentée dans
la proposition 24. D’une part la ténacité joue un réle important au niveau du critere
d’arrét du front de fissure (cf équation (A.64) page 174), ce qui détermine directement
les couples (¢4, T%) Vi € {1---r}. D’autre part la construction des courbes limites (cf
équation (A.65) page 175) est directement liée & 1’ensemble h’ avec i € {1---m}. On
peut cependant construire un nouvel ensemble H’ avec i € {1---R} ou les H' sont
définis tels que

H = (H(ki — k) + H(k — ki) = Dhi, avec H@) =1 o = =
j=0

m
{1 stz 200 g6y
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ce qui permet de construire les courbes limites & partir de ensemble H’ aveci € {1--- R}.
La construction est rendue possible puisque

m R
S hi=>"H, (I1L.62)
=0 =0

ainsi les suites (A.65) (cf page 175) ne sont pas modifiées, et par conséquent les courbes
limites. La construction des parametres H* permettent de compter I'influence, en terme
de longueur du micro-défaut, de chacune des R ténacités différentes du défaut. Ainsi on
peut parler d’une dépendance de type énergie de surface pour chacune des R ténacités.

Remarque 11 Un modéle dont la répartition de la ténacité k(x) est défini telle que

ki sixze [lr+ 2ip, 01 + (20 + 1)p]
— *+ —
Vo =2n, n €N, k(z) = { ks siw € [0+ (2i+ 1)p, & + (20 + 2)p]
(II1.63)

by — 4
% etie{l,---,n—1}

avec p =

a la méme couche limite x — T (x) qu’un modéle ayant une répartition de la ténacité
k(x) telle que
by —

2
brp — ¢
%<l‘<f[}

k1 lorsque 07 < x <

k(z) = (I11.64)

ks lorsque

ko sinon

C Analogie avec un chargement brutal

On se propose de présenter une analogie entre le modele précédemment développé et
celui ol 'interface est homogene et le chargement brutal. On se limitera a la présentation
des modeles et des réponses ondulatoires.

C.1 Influence du chargement

Un premier modele de décollement de film est présenté. Il s’agit d’un film se décollant
a travers une interface de ténacité k. Initialement, la vitesse de chargement € est relative-
ment faible, puis elle varie brusquement pour étre égale a 3 (e < (3) pendant 6¢t. Ensuite,
différents cas de figure sont possibles (cf Figure I11.21) que I'on nomme par Cas 1 et
Cas 2. A la différence du modele précédent (discontinuité de ténacité), le chargement
n’est plus considéré comme étant quasi-statique (i.e. I’énergie cinétique apportée par le
chargement ne tendra pas vers zéro lorsque € — 0).

Lorsque le modele subit respectivement un chargement de type Cas 1 ou de type
Cas 2, alors trois ou deux ondes de choc sont générées au point x = 0 (cf Figure A.9 et
A.10 page 178). Ces ondes de chocs se propageront a travers le film décollé pour venir
interagir avec le front de fissure, puis se réfléchir contre celui-ci pour se rediriger vers le
point d’application du déplacement imposé. Au final ces ondes de choc se réfléchissent
infiniment entre le point x = 0 et le front de fissure. Lorsque la premiere onde de choc
arrive sur le front de décollement du film, alors celui-ci se propage brutalement le temps
que la deuxieéme onde de choc (pour un chargement de type cas 1, le décollement du film



C. Analogie avec un chargement brutal 87

T T
ToF Tot
B
&)
T1 - T’1 -
€ €
L t L t
ty  tp + 26t ty ty + 6t
(a) Cas 1 (b) Cas 2

FiG. II1.21 : Evolution de la charge T suivant différentes configurations

n’évolue pas apres le passage de la deuxieme onde et ce jusqu’a 'arrivée de la troisieme
onde de choc) rencontre le front de décollement du film. Ensuite, (aprés que la seconde
onde de choc ait interagi avec le front de fissure) on observe que le décollement du film
évolue en alternant entre des phases de propagation et des phases d’arrét (similaire au
modele avec un défaut de ténacité). Lorsqu’on fait tendre (numériquement) la vitesse de
chargement € vers zéro, on obtient que le décollement du film évolue en générant dans le
plan espace-temps une courbe limite (similaire & ¢ — 7 (¢)) dépendant des parametres ¢
et 3 qui caractérisent le chargement “brutal” (cf Figure II1.22 pour le cas 1 et A.11 page
178 pour le cas 2).

T r

el 82
Fia. II1.22 : Evolution de la charge T en fonction de ¢ lorsque T évolue selon le Cas 1

On note {1 et ¢ les positions du front de décollement du film qui caractérisent la
propagation brutale : juste avant le passage de la premiere onde on a £ = ¢ et apres le
passage de la seconde onde on a ¢ = {5 (pour le cas 1, la valeur de ¢ est identique lors du
passage de la deuxieme et de la troisieme onde). Lorsque 'on observe les évolutions des
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énergies, on obtient que la propagation brutale est effectuée a énergie totale constante
(identique au cas a discontinuité de ténacité). Cependant I’énergie cinétique en début de
propagation brutale n’est pas nulle et vaut Ky (cf Figure I11.23 et A.17 page 181 : I’énergie
cinétique apparait comme étant la différence entre £ et P + §). Durant la propagation
brutale, I’énergie cinétique va augmenter pour arriver & un maximum puis diminuer pour,
en fin de propagation brutale, étre égale a la valeur initiale ;. Ainsi, si on se donne Ky,
la longueur du saut de fissure est donnée par la solution métastable (recherche du saut
de fissure tel que ’énergie potentielle P + S en ¢ = {5 soit égale a sa valeur en ¢ = /(7).

PtS, €
£

K

| / .
Joozze \ T

P+S K
¢
€1 €2

FiG. II1.23 : Evolution des énergies en fonction de £ lorsque T évolue selon le Cas 2

Apres que la propagation brutale ait eu lieu, la structure possede toujours une énergie
cinétique non nulle ;. Ainsi lorsque la charge T évolue, le modeéle relaxe son énergie
cinétique (cf Figure A.18 page 182). Le front de décollement du film évolue donc sur une
couche limite similaire & celles présentées précédemment.

C.2 Influence du chargement en présence d’une discontinuité de téna-
cité

On se propose maintenant d’étudier I'influence d’une variation du chargement (de
type cas 2) lorsque le front de décollement du film traverse une discontinuité de ténacité.
Plus précisément, on s’intéresse au cas ou une variation du chargement est imposée dans
la phase de recharge générée par une discontinuité de ténacité (phase qui apparait apres
la propagation brutale de ¢(7T") et qui se fait & énergie totale constante).

La figure I11.24 représente 1’évolution de la charge en fonction de £ pour un tel modele
(la discontinuité de ténacité se trouve en ¢ = 7). On obtient deux cas de figure : soit
I’énergie cinétique injectée par la brusque variation du chargement est relativement faible
(inférieur & une certaine borne K°) et dans ce cas le systéme cherche & relaxer cette énergie
(cf Figure A.19 page 182 et Figure I11.24 avec # = 0.1 et 8 = 0.18), soit I’énergie cinétique
est supérieure & cette borne KU et dans ce cas ¢(T') se propagera brutalement avant de
s’arréter avec une certaine énergie cinétique résiduelle pour ensuite la relaxer (cf Figure
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A.19 page 182 et Figure I11.24 avec § = 0.3 et § = 0.4). Dans les deux cas de figure
on observe que I’énergie cinétique ne se relaxe pas immédiatement (cf Figure A.19 page
182) : le systeéme cherche & accumuler suffisamment d’énergie potentielle avant de relaxer
I’énergie cinétique. Ce phénomene est similaire a celui décrit a travers la proposition 16
(diminution puis augmentation de la charge T').

T

B =0.18

Oy

FiG. II1.24 : Evolution de la charge T en fonction de £ lorsque le film traverse une discontinuité
de ténacité en x = L1 puis un chargement T sous forme d’une impulsion de type
Cas 2
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D Conclusion

La construction du modele de décollement du film a travers une interface ayant un
défaut de ténacité a permis de mettre en évidence deux “modes” de rupture différents.
Soit la dimension du défaut est relativement grande (I’'onde générée par le décollement du
film lorsqu’il entre dans le défaut arréte le front de décollement du film dans le défaut) et
dans ce cas la solution est une combinaison de deux solutions quasi-statiques métastables
(la solution métastable d’entrée dans le défaut suivie de celle de sortie du défaut), soit la
dimension du défaut est petite (lorsque le film se décolle brutalement a travers l'intégralité
du défaut) et dans ce cas le décollement du film évolue, en sortie de défaut, selon une
courbe limite. Nous avons obtenue que cette courbe limite regagne la solution statique
pour une certaine charge et que de petites variations du chargement ne modifient pas
cette courbe limite. Ainsi nous avons appelé couche limite cette courbe limite qui est
relativement générale pour un modele donné.

La couche limite obtenue ne correspond en aucun point a la solution quasi-statique
(ULM) métastable, ainsi le mécanisme de couche limite ne peut étre expliqué par une
conservation de I’énergie totale. En effet, lorsque le film s’arréte en fond de défaut (¢ =
lr1), le film possede une énergie cinétique non nulle pouvant influer sur ’évolution du film.
De ce fait une interprétation énergétique (qui se base sur le calcul direct) de cette couche
limite a été présentée : il s’agit d’'un phénomene de relazation de I’énergie cinétique par
rapport a la charge T'. Autrement dit, pour diminuer ’énergie cinétique, il faut augmenter
le chargement. Un caractere plus “universel” de la couche limite a été obtenu par le biais
d’une loi d’évolution de type ¢ = F (£) ou ¢ est la dérivée de ¢ par rapport & la charge 7.
En effet, cette loi permet de construire une couche limite et ce, quelque soit la position du
défaut. £ = F (¢) peut s’interpréter de facon statique et dynamique (lorsque 1’on remplace
en statique, le critere de Griffith par cette loi d’évolution) par une ténacité apparente.

D’autres aspects ont été investigués, il s’agit de considérer un défaut ayant une dis-
tribution particuliere de la ténacité. Par exemple le cas d’un défaut avec deux faibles
ténacités a été étudié, et il a été obtenu que la couche limite est constituée de deux
courbes limites. Quelques propriétés ont été obtenues, lorsque la distribution de la téna-
cité du défaut est plus complexe. Et pour finir, ces phénomenes de couche limite ont été
obtenus lorsque le film se décolle a travers une interface homogene et que le chargement
varie brutalement.
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Chapitre IV

Décollement d’un film a travers
une infinité de défauts
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résumé : Ce chapitre présente un film se décollant a travers une interface ayant une
infinité de défauts (la répartition des défauts est périodique). D’un point de vue quasi-
statique, il a été obtenu que la solution (UGM) (minimum global de Iénergie) évolue
(lorsque la taille des défauts tend vers 0) avec une ténacité apparente égale a la moyenne
arithmétique des ténacités, et que la solution métastable est une fonction en escalier
comprise entre deux droites particulieres. D’un point de vue dynamique, deux approches
différentes sont proposées : une premieére ou on cherche a construire directement la solu-
tion asymptotique (la vitesse de chargement tend vers zéro), et une seconde plus directe
ol on résout le probleme avec toutes les ondes (le passage a la limite est effectué numé-
riquement). Au final on obtient que les passages a la limite (sur la taille des défauts et la
vitesse du chargement) semblent commuter, et que la solution limite converge vers une
certaine limite différente des solutions quasi-statiques (1’énergie résiduelle dans le film
semble étre proportionnelle a la longueur de film décollée).




92 1V. Décollement d’un film a travers une infinité de défauts

A Introduction

Le chapitre précédent introduit la notion de couche limite (cf Figure II1.12) apres que
le film a traversé un défaut de ténacité. Ce phénomene de couche limite peut s’interpréter
d’un point de vue énergétique comme un phénomene de relaxation de I’énergie cinétique
(le chargement doit évoluer pour faire diminuer I’énergie cinétique).

Suite a cette étude, une des questions qui vient a lesprit est l’effet d’écrantage entre
plusieurs défauts. Autrement dit, le phénomene de relaxation de 1’énergie cinétique (qui
a lieu apres la traversée d'un défaut) peut ne pas étre totalement terminé (’énergie
cinétique n’est pas nulle) lorsque le film se décolle & travers le défaut suivant (et ainsi
de suite). On se propose, en utilisant le modele de décollement du film, de prendre une
interface ayant une infinité de défauts. L’une des questions qui semble importante est de
connaitre le comportement global de I’énergie cinétique lorsque la vitesse du chargement ¢
tend vers 0 et lorsque la taille des défauts tend vers 0 : a t-elle tendance a s’annuler (dans
ce cas on peut espérer que le modele converge vers une des solutions quasi-statiques) ou
alors a continuer de croitre (dans ce cas une ténacité apparente apparaitra) ?

Ainsi I’étude s’articulera en deux temps, tout d’abord nous construirons les solu-
tions quasi-statiques (UGM) et (ULM) métastable, puis nous présenterons différentes
approches pour obtenir la solution dynamique limite. Une premiere approche consistera,
pour une taille de défaut donnée, de construire la solution asymptotique a partir d’une
construction graphique se basant sur les équations des couches limites (cf Chapitre III),
tandis qu’une seconde approche consistera a construire la solution de fagon directe (on
construit la solution ondulatoire). A partir de ces approches on s’intéressera a la com-
mutativité entre les deux passages a la limite (sur la taille des défauts et la vitesse du
chargement) et recherchera s’il existe une loi d’évolution particuliere de ce milieu (cf
B.5.3).

L’étude portera donc sur le décollement du film a travers une interface ayant une
ténacité k(x) périodique définie telle que

k(z) = { ko lorsque x € [2(i — 1)L, (2¢ — 1)L] avec i € N* (IV.1)

k1 lorsque x € [(2i — 1)L, 2iL]

avec k1 < ko et ol L représente la taille des défauts de ténacité k.
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B Réponse quasi-statique

A travers cette section nous présentons les solutions quasi-statiques obtenues selon les
différentes approches considérées (cf Chapitre II et III).

B.1 Solution quasi-statique (UGM)

On s’intéresse tout d’abord & la solution selon I'approche (UGM). Le résultat principal
est introduit dans la

Proposition 25 Lorsque la ténacité a linterface k(x) est définie comme étant une fonc-
tion périodique de période % (n étant le nombre de défauts), alors la solution quasi-

Yyt
statique selon l'approche (UGM) a une ténacité équivalente égale a n/ k(z)dz qui
y

est la moyenne arithmétique des ténacités.

Preuve :
Compte tenu de 'hypothese faite autour de k(x), on définit k(x) tel que k(z) = g(nz) ol
x — g(x) est une fonction périodique de période 1 et telle que 0 < k1 < g(y) < kg < +o0,
vy € [0, 1].

D’apres la proposition 2, résoudre (UGM) est équivalent a chercher le minimum global
de I'énergie, a T fixé parmi les £ > 0, i.e.

0, (T) = argmin {&,(T,¢),¢ > 0} (IV.2)
avec &y (T, 0) = :g—z + f(fg(nx)da:

Etape 1:an etT firés il existe au moins un minimiseur a € — &, (T, 1)
La fonction ¢ — &,(T,{) est continue et tend vers 'infini quand ¢ tend vers U'infini (en
effet &,(T,¢) > g—; + k14, qui tend vers l'infini).

Montrons maintenant qu’il existe au moins un minimiseur a la fonction ¢ +— &, (T, /).
On omet la dépendance vis & vis de n et de T pour simplifier I’écriture. Soit e la borne
inférieure de I’énergie : e = inf;>¢£(¢). On a évidemment ici £ > 0. Tout le probleme
consiste & montrer que cette borne inférieure est atteinte en au moins un £, i.e. il existe
* tel que e = £(¢*). Par définition de la borne inférieure, on peut toujours construire
une suite minimisante, i.e. une suite {/;};en telle que lim; o £(¢;) = e > 0. Montrons
que cette suite est bornée. On a a partir d’un certain rang igp, £(¢;) < e+ 1. Mais comme
E(l;) > k1l;, on a donc 0 < ¢; < %, pour i assez grand. La suite étant bornée, on peut
en extraire une sous suite qui converge vers un certain £*. Mais comme ¢ +— E() est
continue, on a lim; ., £(¢;) = E(¢*) = e, d’on Pexistence.

Etape 2 : o T fizé, la suite des minimiseurs £,(T) est bornée (indépendamment de n)
Soit g > 0. On a £, (T, £n(T)) < En(T, lo) < Lz +kaly = C. Mais comme &, (T, £, (T)) >
k14, (T), on a donc £,(T) < %

E’tape 3 : Convergence des énergies
Comme la suite £,,(T") est bornée, on peut extraire une sous suite, toujours notée £, (7")
qui converge vers ¢*(T'). (A ce stade, on ne sait pas si £*(T) est unique et si toute la suite
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converge). Montrons que

T2
lim &,(T,0) =& (T,0) = % + k% (IV.3)
1
avec k™ = k(y)dy qui est la moyenne arithmétique des ténacités.

(C’est un régultat classique sur la convergence des fonctions périodiques lorsque la période
tend vers 0; redémontrons le dans notre cas). Soit £ > 0 (le cas £ = 0 est trivial). Posons
nl = E(nf) + 6(nf) ou E(.) représente la partie entiere et 6(.) le reste. On a donc
0<0(nl) <1

L /¢ nt 1 O(nk)
/ k(nx)dr = — / k(y)dy = k™0 + / k(y)dy (IV.4)
0 nt Jo nJo

Comme le deuxieme terme tend vers 0, on a le résultat.
Montrons ensuite que lim, .o &,(T, €,(T)) = EX(T, £*(T)).
Ceci tient a la continuité de &, par rapport a ¢. En effet

2 2 00 (T)
En(T, (1)) — (T, 0°(T)) = 5 Bf(T) -2 ;F(T) + /Z L, K (IV.5)

T2 T2 /En(T)
r — k(nx)dx
20,(T) 20%(T) o(T) (nz)

Donc lim &,(T, u(T)) = lim &,(T, ¢*(T)) = E(T, ¢*(T))

O

et

< kol (T) = £5(T)[ — 0.

Etape 4 : Probléme limite et détermination de 0*(T)
On peut passer & la limite dans I'inégalité

En(T tn(T)) < &E(T0)
l L, Y=0 (IV.6)
EX(T, *(T)) EX(T, 1)

Donc ¢*(T') est le minimiseur de £*(T,.). Mais comme ¢ — E*(T,{) est strictement
convexe (pour T' # 0). Donc le minimiseur est unique
T

rM= e (IV.7)

Etape 5 : Conclusion
On avait obtenu un résultat de convergence pour une sous suite de £, (7). Mais comme
la limite obtenue ¢*(7T") est unique, toute la suite converge.

O

On se propose maintenant de montrer la validité du résultat précédent, en introduisant
la construction pas a pas de la solution quasi-statique (UGM) lorsque la ténacité évolue
selon (IV.1) (cf Figure IV.1).

Lorsque le front de fissure évolue a travers la premiere zone de ténacité ks, la pro-
pagation est stable (T' — (1(T) = T/+/2ks). Ensuite, le décollement du film évolue en
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ko

kit

L 2L

F1a. IV.1 : Evolution de la ténacité k(x)

recherchant une position garantissant a ’énergie potentielle de rester a son niveau le plus
bas. Ainsi I’évolution de ¢(T') alterne entre propagation stable et propagation instable.
On rappelle les notations suivantes : £1(T") = T'//2ky et l2(T) = T /\/ 2k

Etape 1 : expression des énergies
Compte tenu de I’évolution de la ténacité k(x) (cf (IV.1)), on construit les expressions
des énergies potentielles en fonction de £ et de T'. Lorsque = € [2(i — 1)L, (2i — 1)L] on a

2

Ey(T,0) = % 4 (i — 1) (k1 + ko)L + ko(£ — 2(i — 1)L) (IV.8)

et pour z € [(2i — 1)L,2iL] on a

. T2
E{(T,¢) = o0 + (i —1)(k1 + ko)L + koL + k1 (£ — (20 — 1)L) (IV.9)
Pour la suite du calcul on définit le minimum de ’énergie potentielle pour certaine confi-
guration :
e Lorsque ¢ € [(2i — 1)L,2iL[ on a T = /2k1/ et le minimum se définit tel que

E{™(T) = /2l T +iL(ks — ky) (IV.10)
e Lorsque £ €]2(i — 1)L, (2i — 1)L] on a T = /2ks( et le minimum se définit tel que
Ei(T) = /2koT + (i — 1)L(kg — k1) (IV.11)

e Lorsque ¢(T') se trouve a l'interface en = 2iL le minimum se définit tel que
2

Eip(T) = H

=+ iL(kl + kg) (IV.12)
E’tape 2 : les différents faciés de propagation

On distingue deux types de propagation, soit la propagation est stable et la fonction
T — ((T) est strictement croissante ou soit la propagation est instable et il faut recher-
cher pour un niveau de charge T' donné, une nouvelle position du front de fissure ¢ telle
que le minimum global de la fonction [ — &(T,1) soit obtenu pour [ = ¢ (€ représente
I'énergie potentielle). Il existe 9 possibilités différentes d’envisager une propagation in-
stable du front de fissure (conservation de I’énergie potentielle) dont 3 sont physiquement
acceptables (cf Figure IV.2) :
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T . T
Ts - /—[ T. |- /l
k k k
LR L7 r 172 L z
(2r — 1)L 2sL (2r —1)L 2sL
T ,
k k
L™ Lt r
2rL 2sL

Fic. IV.2 : Evolution instable du front de fissure : en haut a gauche lorsque l'instabilité démarre
a la charge Tg (cf (IV.14)), en haut a droite lorsque linstabilité démarre @ la charge
To (cf (IV.13)), en bas lorsque linstabilité démarre a la charge T, (cf (IV.15))

e ((T) se trouve dans la pieme ;one de ténacité ko et saute jusqu’a la g-ieme (s>r)

zone de ténacité ki. On recherche donc Ty, tel que E5™ = EJ™ et on a

B L(l4+s—r)
To==—7— (VEa + Vk1) (IV.13)

e /(T) se trouve dans la 7~ zone de ténacité ks et saute jusqu’a 'interface entre
la s71€1M€ (s > 1) zone de ténacité ki et la (s + 1) ™€ zone de ténacité ko. On
recherche donc T tel que E5™ = Efp et on a

1
Ty = 25 <\/2k2 TN — ”z) (IV.14)

iéme

e ((T) se trouve & l'interface entre la 7M€ zone de ténacité ky et la (r + 1)7ieme
zone de ténacité ks et saute jusqu’a linterface entre la s7**™M€ zone de ténacité kq
et la s 4+ 17'M€ zone de ténacité ks. On recherche donc T tel que EI” = Efp et on

a
Ty = 2L\/?”8(k1 + kg) (IV.15)

E’tape 3 : construction de la solution quasi-statique
La solution est construite de fagon incrémentale et consiste & ordonner (par rapport a la
charge T') les charges critiques obtenues précédemment. Tout d’abord on remarque que
s+ T, s — Tg et s — T, sont des fonctions strictement croissantes et ce Vr € N*; on
prend donc s = r + 1. Autrement dit, la distance maximale selon = de la propagation
instable est 2L et toutes les charges critiques peuvent étre exprimées en fonction de 7.
On obtient qu’il existe un certain r* tel que I’évolution de ¢(T") a travers les r défauts
définis tels que r < r* est construite en combinant des phases de propagations stables et
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2L/2F:

2L 4L 6L 2L 4L 6L

Fi1G. IV.3 : Solution quasi-statique (UGM) pour deuz modéles différents

T T
k
L o
V 2k2 z \ Vka + ki z
1 T2 x3 T4

Fic. IV.4 : Courbe enveloppe de la solution quasi-statique (UGM) paramétrée en fonction de ki :
a gauche pour une valeur fizée de L, a droite lorsque L — 0

des phases de propagations instables définies par T, et par T (a travers cet intervalle
la charge critique T, est supérieure aux autres charges critiques). Ensuite lorsque ¢(T")
se propage a travers les défauts tels que r > r*, alors la propagation est uniquement
constituée de phases instables de type T}.

La solution asymptotique (L — 0) revient donc & considérer que la propagation du
décollement du film est uniquement constituée de phase instable décrite par la charge
critique T’,. En utilisant I'expression de T, (IV.15) on détermine (3, la pente moyenne

d’avancée du front de fissure entre la r~1CMe ¢t Ia (r+ 1)—ieme zone de ténacité kj :

RN e TV e BV (1v.16)

En remarquant que lim v/r + 1(v/r +2 —+/r) = 1, on obtient le comportement &
T—00
l'infini (z — o0) du modele et on a lim 5 = /k; + k2. Lorsque l'on se raméne a une
T—00

grandeur de type ténacité (lorsque x — o0), on obtient qu’elle est égale & la moyenne
k1 + ko

arithmétique des ténacités a savoir . La figure IV.4 représente ’évolution de la

courbe enveloppe (les propagations brutales et arréts sont lissées) de la solution quasi-
statique. Le graphique de gauche représente la solution lorsque L est fixé pour différentes
valeurs de k; (la figure IV.3 représente les mémes aspects), tandis que la figure de droite
correspond au cas limite (la taille des défauts tend vers 0).
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O

B.2 Solution quasi-statique (ULM)

On se propose maintenant de présenter les solutions obtenues selon 'approche (ULM).
Le résultat principal s’énonce a travers la

Proposition 26 Lorsque L — 0, l’ensemble des solutions quasi-statiques (ULM) est
défini comme étant une combinaison entre des fonctions en escalier comprises entre les
droites T = (k1+ko)x/(\/2ks) et T = \/2kox (cf Figure IV.5), et des segments des droites
T = (]{21 + kg)x/(\/%) et T = /2kox.

T
R VR
2ko ///////’,””
-7 - Tk + ko
e Vk2 z

F1g. IV.5 : Evolution de différentes solutions quasi-statiques (ULM) a k1 et ko fizés lorsque L —
0

Preuve :

Ce résultat découle de la construction des solutions quasi-statiques (UGM) et (ULM)
métastable (paragraphe suivant).

O

Au final on obtient que la solution (ULM) admet une infinité de solutions, dont
I’étude n’apporterait pas grand chose a la compréhension du probleme. Ainsi on se pro-
pose uniquement de détailler la construction de la solution (ULM) métastable. Cette
solution consiste a suivre le critere de Griffith tant que c’est possible, puis a considérer
une conservation d’énergie lorsqu’un saut de fissure doit étre envisagé. Si différentes lon-
gueurs de saut sont obtenues, alors il faut introduire le critére de stabilité pour qu’une
sélection puisse avoir lieu.

B.3 Solution quasi-statique métastable

On propose maintenant de présenter la solution quasi-statique métastable :
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Proposition 27 Lorsque L — 0, la solution quasi-statique métastable dans le plan es-
pace charge est une fonction en escalier évoluant entre les droites T = (k1 + ko)x/(v/2k2)
et T = \/2kox. L’intersection entre la solution métastable et les droites T = (ki +
ko)x/(\/2ks) et T = \/2kox définit deux suites (an,Ty) (cf Figure IV.6) telles que

an =AY B+ ryB" ki — ko 2ks
L= avec ag = 2Lrg, A= ——F—, B= V.17
{ T = /2kzan 0 0 2(k1 + ko) otk VD

qui permettent de construire b, et Uy, comme étant la moyenne géométrique respective-
ment des suites a,, et Tp, :

bn =/ anln+1, Un =\ TnTn+1 (IV18)

et ou l’ensemble des points (b, T),) et (an+t1,Up) appartiennent a la droite T = \/k1 + kox.

T 7
7
4 e
7 e
7 -
e e
L -
Tn+1 // Phd
Ant1 P VEs+ ki
P -
, I -
L7 P X s
P - -
- -
7 z _ _ _ _ _ _ //

5 L T
vV 2ks x

Fic. IV.6 : Solution quasi-statique métastable lorsque L — 0

Preuve :
Au chapitre 11, la solution quasi-statique métastable a été définie comme étant la solution
(ULM) particuliere qui part la derniére. Ainsi 'instabilité n’a pas lieu lorsque la charge
T est égale a une des charges critiques T,, T ou T, (approche (UGM)) mais lorsque
ieme

le front de fissure ¢(7T') se trouve a linterface entre la 7~ zone de ténacité ko et la

(r+ 1)—iéme zone de ténacité ki. La valeur de I’énergie potentielle qui correspond & cette

configuration est
E*(r) =ko(5r —3)L+ k1 (1 — 1)L (IV.19)

Ensuite on recherche la position du front de fissure £*(r) qui garantit la conservation de
I’énergie totale. Puisque ’énergie potentielle est différentiable par morceaux (cf (IV.8) et
(IV.9)) ,on a

0*(r) = min (arg min, |[E*(r) — E{(T*(r), )|, argmin, | E*(r) — E5(T™(r),¢) |)
(IV.20)
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avec T*(r) = \/2ka(2r — 1) L. s définit le nombre de défauts de ténacité k; et ko traversés
par le front de fissure apres I'instabilité. Au final, apres quelques calculs et lorsque L — 0
on a

arg;nin |E*(r) — E{(T*(r),0)| = arg;nin| E*(r) — E5(T*(r),£) | (IV.21)

qui permet d’obtenir
. kl — kg + 4/€2T

s =
2(k1 + kg)
L’équation précédente peut se mettre sous la forme s, = A + Bs,—1 avec A = (k1 —

k2)/(2(k1 + k2)) et B = 2ka/(k1 + ko) ; ce qui permet de construire la suite a,, telle que
an = 2s, L et d’obtenir le résultat. Ensuite la construction de la suite T, est évidente.

(IV.22)

L’ensemble des points (a1, Ty,) appartiennent a la droite T' = Sz (lorsque L — 0) ou
3 est défini tel que T}, = v/2koa, = Ba,y1. Au final on obtient que 3 = (ky + k2)//2ko,
ce qui garantit que la solution métastable est une fonction en escalier comprise entre les
droites T = (k1 + k2)x/(\/2k2) et T = /2ksx.

Et pour finir, la construction des suites b, et U, telles que b, = \/anan+1 et Uy, =

V141 donne
T
bp = ———, Uy, =V Ek1 + koay, V.23

Vot hy Un = VL Rt (1v.23)

en utilisant le fait que T,, = apy1 k\}% et T,, = v/2koa,. Cette construction assure que

les points (by,Ty,) et (an+1,U,) appartiennent a la droite T' = k1 + kox.

([l
s
T e T L7
iz iz
, i
7 7
7 7
z iz
iz iz
, _ - ,
Ve /,” // _
7 - 7 P
’ -~ NVkz + k1 i -
P s -~
£ V2ko s /,”/
b pa _ -
2ko T i 1\ ko + k1 T

Fic. IV.7 : Solution quasi-statique métastable : & gauche lorsque L est fixé, et a droite lorsque
L—0

C Réponse dynamique

On se propose maintenant de présenter la solution dynamique lorsque la vitesse de
chargement € tend vers 0. Dans un premier temps nous introduirons quelques notations
et définitions puis nous présenterons la construction de la solution dynamique. A par-
tir de cette solution nous développerons la solution dynamique limite en adoptant une
approche graphique se basant sur les résultats généralisés du chapitre I1I. Et pour finir
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nous proposerons une approche directe pour évaluer le comportement asymptotique du
milieu (L — 0) qui consiste a résoudre le probleme de fagon numérique en utilisant un
algorithme de type récursif.

C.1 Notations et définitions

Tout d’abord on se propose de définir les différentes notations utilisées par la suite :

* m est le numéro du défaut (cf définition 10)

* m est aussi le numéro du faisceau F;;,

* s est le nombre d’allers-retours du faisceau 7},

* M est le nombre de défauts (cf définition 10)

% i est le numéro du domaine Q! selon un ordre particulier (cf Figure IV.8)

* n est le numéro du pavage A} qui est réinitialisé a chaque traversée d’un nouveau
défaut

* Ny, est le nombre de pavages A" entre le défaut numéro m et le défaut numéro
m+1

* 0 est le numéro du train d’onde

* 2z est l'indice de la suite w, générée a partir du faisceau F;;, tel que z < s

* N est le nombre d’allers-retours des ondes au-dela duquel ¢(T") converge vers la
solution quasi-statique

*x P est le nombre de faisceaux actifs

On se propose d’introduire la

Définition 10 On définit par M le nombre de défauts total d travers le modéle.
Chaque défaut a un numéro m qui lui est propre et qui varie de 1 a M. L’ordre de
numérotation des défauts est celui décrivant tous les défauts de la gauche vers la droite
(selon Uaze x de la figure III1.1).

Initialement le film est totalement collé sur l'interface. Lorsque le chargement 1" évo-
lue, le film se décolle et traverse successivement les défauts présents a l'interface. La
traversée du premier défaut (la ténacité passe de ko a ki, puis de ki a ko) génere deux
ondes de choc qui oscillent & travers la partie décollée du film. A chaque aller-retour
des ondes, le décollement du film est modifié (cf chapitre III). Ainsi pour construire
cette solution différentes notations et définitions (cf définitions 2 et 3) sont introduites.
En particulier les deux ondes de choc générées par le premier défaut définissent dans le
plan espace-charge deux trains d’onde (cf définition 2). Ces trains d’onde sont notés par
les chiffres I et 2 (par ordre d’apparition). A cette définition s’ajoute la numérotation
des domaines dans le plan espace-charge. En effet, les allers-retours des ondes de choc
permettent de délimiter dans le plan espace-charge des domaines Q° ot i définit la nu-
mérotation de ces domaines (on les numérote de la droite vers la gauche en suivant les
ondes qui partent du front de décollement du film pour aller vers le point z = 0). Ces
différents aspects permettent d’introduire le pavage A,, (cf définition 3) comme étant une
“brique” élémentaire a la construction de la solution (la solution se construit en addition-
nant ces pavages comme le présente la figure I11.6). Et pour finir nous avons défini par
% I’ensemble des domaines Qi se trouvant entre les trains d’onde I et 2. Nous allons
maintenant généraliser ces notations lorsque plusieurs défauts sont traversés par ¢(T).
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Lorsque le front de fissure ¢(T) se propage a travers les défauts suivants, des ondes de
choc sont générées (deux ondes de choc sont générées par défaut) et vont osciller a travers
la partie décollée du film. A chaque aller-retour des ondes, I’évolution du décollement du
film est modifiée, générant dans le plan espace-charge, lorsque ¢ — 0, des courbes pouvant
s’apparenter a des couches limites. Pour permettre une construction géométrique simple
de la solution ondulatoire on introduit

Hypothese 1 On suppose qu’aucune onde de choc n'interagit avec le front du décolle-
ment du film lorsque celui-ci traverse une zone de faible ténacité ky.

Cette hypothese n’est pas trop déraisonnable puisque la vitesse de décollement du
film est du méme ordre que la célérité du son dans le film. (De plus, numériquement
on observe que lorsque cette hypothese n’est pas vérifiée alors la solution, dans le cas
limite, est inchangée). Ainsi selon cette hypothese, I’évolution de ¢(T") a travers plusieurs
défauts se décrit de la fagon suivante : lorsque ¢(7") se trouve dans une zone de ténacité
k1 alors ¢(T') est “libre” (pas de retour d’onde), tandis que lorsque £(T) évolue & travers
la zone de ténacité ko alors (1) avance au gré des allers-retours des ondes (cf Figure IV.8).

A chaque traversée de défauts, deux ondes de choc supplémentaires sont générées
venant s’additionner aux ondes générées par les défauts précédents. En généralisant la
définition 2 qui présente la notion de train d’onde, on définit pour chaque “création”
d’onde de choc un train d’onde numéroté par la lettre o. Puisque les trains d’onde sont
générés aux points de discontinuité de ténacité, alors on peut dire que le défaut numéro
m génere les trains d’onde 0 = 2m — 1 et 0 = 2m. Ainsi, comme on peut ’observer sur la
figure IV.8 (I’ensemble des droites d’'un méme motif de trait représente un train d’onde
particulier), le deuxieme défaut (m = 2) génere les trains d’onde o =3 et 0 = 4 et le troi-
sietme défaut (m = 3) génere les trains d’onde 0 =5 et 0 = 6. De la méme fagon que pour
le modele & un défaut, on numérote les domaines Q¢ & partir de I'indice i (cf Figure IV.8).

Pour la suite de la construction de la solution on propose de lire la solution ondulatoire
a partir de deux constructions différentes : une premiere qui se base sur des considérations
géométriques et qui consiste a construire la solution a partir de pavages A", et une
seconde qui se base sur les champs mécaniques et qui consiste a construire la solution a
partir de plusieurs faisceaux F;,,. La définition des pavages permettra de construire des
courbes limites lorsque ¢ — 0, tandis que les faisceaux permettront de déterminer les
intervalles sur lesquels ces courbes limites sont valides.

Le pavage A" est défini (cf Figure IV.9) a partir des indices n et m, ou m est le
numéro du défaut précédemment traversé et n le numéro du pavage (n est réinitialisé a 1
a chaque traversée de défaut). Un pavage représente en fait 'ensemble des domaines Q¢
“impliqués” au cours d’un aller-retour d’une onde (on peut donc définir autant de pavages
qu’il y a d’ondes, on choisira celle qui a été générée en sortie du précédent défaut traversé).
Ainsi l'indice n évolue (lorsque ¢(T") se trouve dans la zone de ténacité ks entre les défauts
m et m+ 1) entre les valeurs 1 et n,,, ot n,, est le numéro de 'ultime pavage avant que
le front de décollement du film traverse le défaut numéro m + 1. Lorsque ¢(T') a traversé
m défauts, les domaines Q! compris entre les pavages A:m_,ll et AT', n’interviennent pas
dans la définition des pavages (il s’agit des domaines non grisés sur la figure IV.9).

Le faisceau Fp, est défini (cf Figure IV.10) a partir de I'indice m qui représente le
numéro du défaut précédemment traversé et de 'indice s qui définit le nombre d’allers-
retours du faisceau. Il s’agit en fait de l’ensemble des domaines Q! compris entre les
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trains d’onde o = 2m — 1 et o = 2m lorsque les trains d’onde 2m — 1 et 2m ont effectué
s allers-retours. La figure IV.10 représente le faisceau Fi2 (zone grisée) et on observe
qu’il est généré a partir des domaines compris entre les trains d’onde I et 2 apres que
ces mémes trains d’onde ont effectué 12 allers-retours. De méme, la figure B.2 présente le
faisceau F17 qui lui aussi est généré & partir des domaines compris entre les trains d’onde
I et 2 apres que ces mémes trains d’onde ont effectué 17 allers-retours. On qualifiera le
faisceau F12 comme étant actif car le domaine Q' appartenant & Fi? et ayant la plus
grande charge a une vitesse de décollement qui est nulle, tandis que le faisceau ]-"117 sera
qualifié comme étant passif car le domaine Q! appartenant a F1* et ayant la plus grande
charge a une vitesse de décollement qui est non nulle.

C.2 Construction des champs mécaniques

Il s’agit maintenant de construire les évolutions des champs mécaniques et plus par-
ticulierement les vitesses de décollement du film. La connaissance de ce champ nous
permettra par la suite de construire I’évolution asymptotique du décollement du film
lorsque la vitesse de chargement € tend vers zéro. Tout d’abord introduisons une seconde
hypothese sur la construction ondulatoire

Hypothése 2 On suppose qu’aucun faisceau interagit avec le front de décollement du
film lorsque celui-ci traverse une zone de faible ténacité ki (cf Figure B.1 page 183).
L’hypothése 1 est incluse dans Uhypothese 2.

Lorsque le nombre s d’allers-retours du faisceau F;;, est grand (pour une charge don-
née, on ne peut pas distinguer s’il s’agit d’un faisceau actif ou passif), on supprime l'indice
s et on représente un faisceau avec la notation F,,. La figure B.1 (page 183) illustre 1'hy-
pothese 2 et les figures (a) et (b) représentent le cas ou le faisceau F; interagit avec le
front du décollement du film (I'hypothese 2 n’est pas vérifiée). Dans ce cas, on observe
que le faisceau F3 qui est généré par le défaut numéro 3 se trouve inclus dans le domaine
Fi1. Lorsque 'hypothese 2 est vérifiée (cf Figure B.1 (c) et (d) page 183) alors les faisceaux
sont générés les uns apres les autres comme on peut 'observer sur la figure IV.11.

Remarque 12 L’hypothése 2 permet juste d’obtenir une solution particuliére de motre
probléme ayant une construction ondulatoire simple. Lorsque [’hypothése n’est plus vé-
rifiée alors les démonstrations qui vont suivre sont plus complexes voire impossible a
expliciter. On se contentera donc juste de rappeler les démonstrations effectuées dans le
cadre d’un changement de la vitesse de chargement sur le modéle a un défaut (cf pages 165
et 162) en notant que celles nécessaires pour construire la solution, lorsque ’hypothése 2
n’est pas vérifiée, seraient du méme type.

A partir de la définition du faisceau F;,, on introduit le domaine w, (cf Figure B.4
page 186) avec z € {0...s}. Ce domaine w, permet d’introduire la

Proposition 28 Pour un faisceau F;;, donné, la construction des domaines w, dépend
du domaine initial wy et de l'indice z. Autrement dit, les défauts qui seront traversés par
la suite n’influent pas sur la construction de la suite w,.
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----- o train d’onde 6

train d’onde 5

train d’onde 4

______ train d’onde 3
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'''''''' 5

> 5 = 4
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i=1
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Fia. IV.8 : Présentation de la solution ondulatoire & partir des trains d’onde.
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T
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Fia. IV.9 : Définition des pavages A)*.
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L 2L 3L 4L 5L 6L

FiG. IV.10 : Présentation du faisceau Fi2.
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Preuve :

On note par (e, v, Ez) les champs du domaine w,. On obtient que lorsque € tend vers
zéro (en effectuant des développements limités pour e proche de zéro), alors tous les
domaines wy générés a partir des faisceaux F;5, Vm > 0 sont identiques. A partir de ces
valeurs, la construction des champs du domaine w; se déduit facilement (cf proposition 12)
a partir du domaine wy (en utilisant un domaine intermédiaire qui est celui appartenant
au faisceau en question et étant le plus proche du bord x = 0). On obtient que pour un
e suffisamment petit, alors la vitesse de décollement du film est nulle (61 = 0). De méme,
on construit les champs du domaine w, a partir de ceux du domaine w,_1 (encore une fois
on utilise un domaine intermédiaire similaire a celui décrit précédemment) et on obtient
que pour un € suffisamment petit

I
V2ko + €2 +¢

Au final, le raisonnement & adopter pour la construction de la solution est similaire
a celui développé au chapitre III pour la construction de la solution ondulatoire avec un
défaut (cf proposition 12) et qui est le suivant : pour un € > 0 fixé, il existe N > 0 tel
que Vz < N alors ¢, =0 et dans le cas contraire (z > N) les champs du domaine w, sont
définis (il s’agit de la solution lorsqu’il n’y a pas de défauts) par

. 1
v,=1 e, =—V2ks+ €, = —— V.25
s= b=y VT (IV:25)
Ainsi on retrouve bien la solution obtenue sur le modele & un défaut : une premiere
phase d’arréts et de reprises (z < N) caractérisant une couche limite, puis une phase de
“reprise” (z > N) ou I’évolution converge (lorsque € — 0) vers la solution quasi-statique.
On retiendra aussi (cf B.3.4) que N est caractérisé par

ko — k1
eV 2ks

—2z¢, £, =0 (IV.24)

’UZ:O, €r =

N = (IV.26)

O

Remarque 13 Le parametre N définit le passage d’'un faisceau F);, du statut actif au
statut passif.

Corollaire 8 La connaissance des champs mécaniques obtenus avec la suite w, générée
a partir du faisceau Fi permet de générer lintégralité de la solution ondulatoire.

Preuve :

La démonstration découle directement de la proposition précédente. En effet, puisque
tous les faisceaux F;, génerent un domaine initial wy ne dépendant pas de m, alors
pour construire la solution, il suffit uniquement de connaitre (pour une position de ¢(T")
donnée) la valeur de z (qui ne dépend pas de m). Cependant la position du front de
décollement du film £(T") peut se trouver entre deux faisceaux différents. Dans ce cas les
champs mécaniques sont donnés par (il s’agit de la solution lorsqu’il n’y a pas de défauts)

. 1
vo=1, 62 = -2yt €, b, = ——— V.27
2 ¢ \/2k2 +€2 ( )

O
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Fic. IV.11 : Evolution des faisceauz aprés la traversée du troisieme défaut de ténacité.

C.3 Construction des courbes limites

On se propose de construire I’évolution de ¢(7T") entre les défauts numéro m et m + 1.
Tout d’abord, comme le présente la partie précédente consacrée a l'introduction des
champs mécaniques liés aux faisceaux F3,, £(T) évolue entre les défauts m et m + 1 avec
une vitesse de décollement qui oscille entre les valeurs 0 et 1/v/2ks + €2. Lorsque £(T')
traverse le premier défaut, alors les pavages Al (n € {1...n1}) permettent de construire
(géométriquement) la solution et en utilisant les deux suites (II1.27) on obtient la courbe
limite £ +— 7 (¢) (cf (II1.24)). L’évolution de ¢(T") est décrite par cette courbe limite tant
que le nombre de pavage reste inférieur a V. Si la condition n; > n > N est vérifiée
(et ce, tant que ¢(T") < 3L) alors I’évolution du décollement du film regagne la solution
quasi-statique (le faisceau F7 est “actif” tant que s < N). (Ensuite lorsque ¢(T') traversera
le défaut suivant alors 1’évolution sera encore décrite a l'aide des suites (II1.27)).

Dans le cas contraire (n; < N) alors, en sortie du deuxieme défaut, 1’évolution du
décollement du film est pilotée & I’aide des pavages A2 (un second faisceau F5 est généré)
avec n € {1...ng} (cf Figure IV.9). Ces pavages présentent deux arréts de ¢(T) et en
utilisant une démarche similaire & celle utilisée pour construire (II1.27) on construit deux
suites

{ Tht1 =T, + €(ant1 — ap) 2eLko (IV 28)

Tn+1 =T, + 2h + (an+1 - an)m avec b = kz — kl
Ces suites permettent de construire une courbe limite similaire a (II1.27) (on présentera
par la suite la construction de cette courbe limite dans un cadre général) que 1'on note
¢ — T5(¢). A partir de cet instant, deux cas de figure sont & analyser : il s’agit des instants
ou les faisceaux F7j et F5 deviendront inactifs. Compte tenu de la construction, le faisceau
Fi deviendra inactif avant le faisceau F3. Lorsque le faisceau F7 devient inactif, alors
les pavages ne présentent plus qu'un arrét du décollement du film et dans ce cas ¢(T') est
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décrit par les suites (II1.27).

Ensuite, au fur et & mesure des défauts traversés, le nombre de faisceaux générés aug-
mente et avec la “taille” (par rapport & la charge T') du pavage Al". Supposons que 'on
vient juste de traverser le défaut numéro m. L’évolution de ¢(7T) est obtenue en compta-
bilisant le nombre de faisceaux “actif” (que l'on note P), ce qui permet de construire la
courbe limite lorsque € — 0. A partir de ce point, deux aspects sont & analyser : soit £(7")
a le temps de rejoindre le défaut numéro m + 1 ou soit un des faisceaux actifs devient
inactif. Dans ce cas, le nombre de faisceaux actifs est égal a P — 1 et I’évolution du dé-
collement du film est pilotée par une courbe limite différente. La connaissance du point
(dans le plan espace-charge) ol un des faisceaux passera du statut actif au statut inactif
est essentiel puisqu’il permet de donner les conditions initiales pour construire la courbe
limite suivante. De fagon générale, la construction de la courbe limite lorsque le nombre
de faisceaux “actifs” est P peut se mettre sous la forme

Proposition 29 Lorsque l’évolution du film est décrite par les pavages A" ayant P
arréts du front de décollement du film, alors I’évolution de £(T) est pilotée par les suites
(an, Ty) définies telles que

{ Toi1 = T + elans1 — an) 2¢Lk2 e Nt (1V.29)

h pu—
Tpi1 = Ty + Ph+ (ans1 — an)vV2ha - " T b~k

Lorsque € — 0, les points (an,T,) convergent dans le plan espace-charge vers les points
(¢, Tp(0)) définis tels que

Lky P

ko — k1) — PLk
Tp(m) =T+ +/ 2]432(58—(104- A A log x( 2 1) 2
2 — N

CLQ(]CQ — kl) — PL]{?Q

) (IV.30)

ot Ty et ag sont respectivement les conditions initiales des suites T, et a, (qui sont
déterminées soit lorsque £(T) sort d’un défaut ot soit lorsque un faisceau devient inactif ).

Preuve :

La construction de ces courbes limites est obtenue en effectuant un calcul similaire a celui
développé page 70 dans le cadre du modele de film & un défaut. Les suites T;, et a,, que
I’on considére, définissent une courbe enveloppe du méme type que celle présentée sur la
figure II1.8. La seule différence est sur la définition du pavage élémentaire A]". En effet
la suite que l'on introduit, possede P arréts du front de fissure par pavage (chaque arrét
nécessite un accroissement élémentaire h = (2eLksy)/(ko — k1) de la charge). Par exemple
la figure IV.12 représente un pavage élémentaire ayant 7 arréts de la charge.

0

Définition 11 D’une fagon plus générale on définit la fonction x — M(z, P,T,¢) telle
que

M(z, P,1,0) =7+ N(x,P) — N(p, P) (IV.31)
avec
Lko P
N(:L', P) = +/2ko <l‘ + — log (:U(k‘g — k’l) — PL/CQ)) (IV.32)

ot T et v représentent les conditions initiales de la courbe limite (ag = ¢ et Ty = 7).
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Corollaire 9 Soit 1 € RT et 11 € R, alors Vs € RY il existe 9 € R tel que
M(x, P,1,01) = M(z, P, 72, p2) pour x € [max (1, @2), +00).

Preuve :
I1 suffit de choisir 75 tel que

L]{)QP (pg(]{)g — ]{31) — PLkQ
= 2k — I IV.33
To =71 + v/ 2<<P2 <P1+k2_k1 og o1(bs — k1) = PLks ( )

et on obtient le résultat souhaité.

O

Remarque 14 Lorsque T wvarie, la courbe limite x — M(x, P, 1,¢) (c¢f (IV.31)) est
uniquement translatée selon l’axe des ordonnées.

T

Fia. IV.12 : Exemple de pavage ayant 7 arréts du front de fissure

Un dernier aspect important pour la construction de la solution asymptotique est de
pouvoir quantifier la charge T' ot un ou plusieurs faisceaux deviennent inactifs. Le résultat
suivant en apporte la réponse

Proposition 30 Soit un couple (T, a') appartenant & la courbe M(x, Py, T, 1), on dé-
finit par Q le nombre de pavages mécessaires pour que la solution a € fixé évolue de T
a TY. Ainsi la construction du couple (T?,a?) appartenant a la courbe M(x, Py, T, 2)
et tel que le nombre de pavages nécessaires pour décrire la solution entre les charges
T et T? soit Q, est obtenue graphiquement en prenant l'intersection entre la droite
x +— Rz, P, Py, 1, p2) et la courbe M(x, Pa,T,¢2). La droite © — R(x, P, P2, v1,¢2)
est définie comme étant tangente a la courbe x — S(x, Py, Py, 01, ¢2) au point (T, al)
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ot x — S(z, P, Pa, p1,p2) est défini tel que

85(‘7:7P17P27§017902) _ vV 2ko
85[? - x4+ kgLPg(—gol—i-.I)-l-(pg(kzLP1+k1m—k2m)
o1 (k1—ko)+ka LPy

(IV.34)

_ ko LP1+kix—kox
(p1(k1—k2)+p2(=ki+k)+ka L(P1—P2))(p1—x) + ko L(Py PQ)log[mkrmszrkzLPl]
g01(k51—k2)+k‘2LP1 k1—k2

et R(x, P1, P2, 01,2) = ag;x)

Preuve :

Il s’agit de montrer que la droite x — R(x, Pi, Ps, ¢1,¢2) (obtenue en dérivant x +—
S(x, Py, Py, p1,02) en x = a' et en faisant passer la droite x — R(z, P1, P, @1, p2) par le
point (T, a')) est identique & la droite passant par les points (T, a') et (T2, a?). D’aprés
la définition de n donnée précédemment et en notant a,, et T}, les deux suites qui génerent
M(z, Py, 7,p1), et by, et U, les deux suites qui génerent M (x, Py, T, p2) on obtient

an =a', T, =T, b, =d? U, =T> (IV.35)

Ainsi on définit 3 comme étant la pente de la droite passant par les points (T, a') et
(T2, a?) telle que
U, —T,

bn_an‘

8=

En utilisant la relation développée page 70 qui relie n et € :

k koLPy + kiz — k
(n—i—l)E:\/;log[ 2L+ 23;] (IV.37)

(IV.36)

p1k1 — 1k + ko LPy

ainsi que la relation
—koL Py + (—k‘l + k‘g)ﬂ?

01(—k1 + k2) — ko LPy

introduite pour la construction de la courbe limite x — M(z, P, T, ) on obtient :

Xt = (IV.38)

_ / _ _ Py Lko $(k‘1*]€2)+k‘2LP1
Tn1 =To + v2ke (x 0 = %=k log ap(k1—Fk2)+ka LP1
Gpt+1 =T

— (bO(kl_k?2)+k2LP2)(a0—) v 2k LPoka/2ko
Un+1 - UO + (lo(kg*kl)*k2LP1 + k2_k1
b _ koLPy(—ao+x)+bo(ka LP1+kiz—kox)

ntl = ao(k1—k2)+k2 LP1

1 .Z‘(kl—kg)-‘rk‘gLPl (IV39)
0g agp (kl 7k2)+k2 LP;

Ces équations nous permettent d’obtenir le résultat puisque 5 = 9S(x, P1, Pa, 1, 2) /0.
Ensuite la fonction x — S(z, Pi, P, @1, p2) est déterminée en intégrant analytiquement
(G par rapport a .

O

Méthode de construction :

on se propose de construire la solution asymptotique (¢ — 0) de fagon incrémentale : on
se donne la solution pour 7" € [0, 00) lorsque le modele comporte au total m — 1 défauts,
puis (en utilisant des considérations graphiques) on construit la solution lorsque le modele
comporte m défauts en transformant graphiquement la solution avec m — 1 défauts. Ainsi
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T5
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T1 F
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2L ¥3 4L p4 ¥5

Fi1a. IV.13 : Evolution de T +— £(T') lorsque le modéle comporte deuz défauts de ténacité
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I’étude qui suit, présente la construction asymptotique pas a pas (on construit d’abord
la solution m = 1 puis a partir de cette solution on construit celle avec m = 2 et ainsi de
suite).
Casm=1

Lorsque le modele comporte un défaut, la solution asymptotique dans le plan espace
charge est donnée par x — 7 (z) (cf Figure II1.12), qui est aussi représentée par la courbe
x— M(z,1,7,2L) de la figure 1V.13.

Cas m =2

11 s’agit de construire a partir de la courbe limite x — M(x, 1,7, 2L), 'évolution de
T — 4(T) pour x > 4L (cf Figure IV.13). Lorsque le front de fissure atteint le second
défaut alors un second faisceau Fo apparailt et oscille parallelement au faisceau Fi. Ainsi
le pavage de référence est modifié et ¢(T) évolue selon la courbe x +— M(z,2,7,4L).
Cette courbe est obtenue en déplagant verticalement la courbe x — M(x,2,7,¢) pour
la faire passer par le point (x = 4L,T = 73) (cf Figure IV.13). L’intersection entre la
droite T'v/2kaz et la courbe z — M(z,1,71,2L) donne le point (z = 3,7 = 73), et
on utilise la courbe = +— R(x,1,2,3L,4L) pour déplacer ce point sur la nouvelle couche
limite en (x = @4, T = 74). Ensuite lorsque ¢(T) > ¢4 le faisceau F; devient “inactif”
et donc, seul le faisceau Fs est “actif”. On se retrouve donc avec un pavage de référence
du type de celui de la figure I11.12 et dont ’évolution T" +— ¢(T") est régie par la courbe
x — M(z,1,74,p4). Cette nouvelle couche limite prend fin lorsqu’elle rencontre la droite
T = \/2kox au point (z = ¢35, T = 75).

Cas m=3

La construction de la solution asymptotique avec 3 défauts se base sur celle avec 2
défauts (cf Figure IV.14). Tout d’abord, lorsque le front de fissure arrive sur le troisieme
défaut en (z = 5L,T = 73) alors la propagation de T' +— ¢(T) est instable et un faisceau
F3 est généré. Puisque le pavage est constitué de trois faisceaux dont un inactif, alors
I’évolution du front de fissure se fait selon la courbe z — M(x,2,76,6L). Cependant la
fin de la couche limite du modele a deux défauts en (x = ¢5,T = 75) doit étre reportée
dans celui a 3 défauts. On utilise pour cela la courbe x — S(z,1,2,5L,6L) (qui passe
par le point (z = ¢5,7 = 75)) et on obtient le point (x = p7,T = 77). Ensuite lorsque
U(T) > o7 alors le faisceau Fy devient inactif et donc le pavage de référence est consti-
tué d’un seul faisceau actif. De ce fait la solution asymptotique est une courbe de type
x +— M(z, 1,7, ) passant par le point (z = ¢7,T = 77) que 'on note x — M(z, 1, 77, 7).
Puis cette courbe rencontre la droite T' = \/2ksz au point (z = g, T = 73).

Cas m=6

Pour un nombre de défauts supérieur, la construction reste la méme. On présente par
exemple avec la figure IV.15 la solution asymptotique pour m = 6. Lorsque le front de
fissure évolue entre les défauts 3 et 4, nous avons vu précédemment que 7' +— £(T") évolue
tout d’abord selon la courbe z +— M(z,2,76,6L). Puis ¢(T) se propage brutalement
dans le quatrieme défaut au point (z = 7L,T = 79) et génere le faisceau Fy. De ce
fait, nous avons 4 faisceaux dont 3 actifs et donc T — £((T) évolue selon la courbe
x — M(z,3,79,8L). Ensuite, au cinquieme défaut le faisceau F5 est généré et nous avons
4 faisceaux actifs. Ainsi T'+— ¢(T') évolue selon la courbe z — M (x,4, 119, 10L) jusqu’au
point (z = 14,7 = T14) qui correspond & la fin de la couche limite du modele avec 2
défauts. Apres ce point, le faisceau F» devient inactif et le nouveau pavage donne une
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Fia. IV.14 : Evolution de T — ((T) lorsque le modéle comporte trois défauts de ténacité
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évolution de T + £(T') obtenue par la courbe x +— M(x, 3, T14, P14).

Remarque 15 Une implémentation numérique de la construction de la solution asymp-
totique pourrait étre envisagée

C.4 Approche numérique de la solution dynamique

Le calcul de la solution asymptotique peut étre obtenu d’une facon différente. Il s’agit
de considérer l'intégralité des allers-retours des ondes et de construire 1’évolution du
décollement du film associée. Ensuite, la solution asymptotique est obtenue en faisant
tendre numériquement € vers 0. La construction de la solution ondulatoire est obtenue
en développant un algorithme de type récursif sous Python. En fait, a chaque interaction
entre deux ondes ou entre une onde et le front de décollement du film ou encore entre ¢(T")
et une discontinuité de ténacité, 'algorithme calcule les champs mécaniques a travers les
domaines générés juste apres cette interaction, puis a partir de ces nouveaux champs, il
recherche l'interaction (entre deux ondes ...) suivante et ainsi de suite. Le calcul devient
rapidement exhaustif, ainsi différentes techniques de stockage (en fonction du résultat
que 'on souhaite obtenir) des champs mécaniques sont développées. En particulier on
utilise une approche qui consiste a conserver uniquement la valeur des champs au voisi-
nage du décollement du film (cela permet d’obtenir des résultats avec un grand nombre
de défauts) et une autre qui consiste a conserver toutes les ondes et différents champs
mécaniques (cette approche permet par la suite d’obtenir les évolutions des énergies au
cours de la propagation du décollement du film).

Dans la suite de la présentation nous considererons des évolutions de ténacité décrites
par (IV.40). En particulier, cette ténacité permet (pour un jeu de parametres correcte-
ment choisit) d’obtenir une solution quasi-statique métastable relativement bien décrite
dans le plan espace-charge (les deux droites enveloppes de la solution métastable ont des
pentes qui sont significativement différentes). En effet le parametre 6 permet de régler la
proportion entre les zones de ténacité ki et les zones de ténacité ks.

k(x) = { ke lorsque w € [(P = 1)L, il = 61] avec 1 € N* et 0 €0, 1] (IV.40)

k1 lorsque x € [iL — 0L,iL]

La figure IV.16 représente 1’évolution du décollement du film dans le plan espace-
charge pour différentes valeurs de € et de 6. Il semblerait a premiere vue que 1’évolution de
{(T) ne converge pas vers la solution quasi-statique (UGM) (£ +— /2((1 — 0)ka + 0k1)0)
ni vers aucune autre solution quasi-statique (la droite £ — /2kyf représente la courbe en-
veloppe supérieure de la solution métastable). On observe que pour un jeu de parametre
donné, la solution converge lorsque € — 0 vers une certaine limite. (On observe que 1’écart
entre la solution limite et la solution quasi-statique (UGM) varie en fonction des para-
metres du modele). Ainsi ces résultats sembleraient mettre en avant le fait qu'une énergie
cinétique résiduelle est piégée par le modele (cf Figure B.5). Plus particulierement chaque
défaut (zone de ténacité k1) génere une énergie cinétique qui sera totalement ou partiel-
lement relaxée dans la zone suivante de forte ténacité (zone de ténacité ko). Ensuite, lors
de la traversée du défaut suivant, une énergie cinétique sera créée venant s’additionner
a I'énergie cinétique résiduelle déja présente dans le modele, puis cette énergie tentera a
nouveau de se relaxer dans la zone suivante de ténacité k2. D’un point de vue global (cf
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Figure B.6 et B.7) on observe que ces phases de “création” d’énergie cinétique et “relaxa-
tion” de I’énergie cinétique, font globalement augmenter 1’énergie cinétique. Lorsque 1’on
se place suffisamment loin (L — 0) I’énergie cinétique semblerait croitre selon une droite.

T
e=20.5
10} 10 e=0.1
e=1
2ko iy e =0.01
V2((1 — 0)ka + 0k1) N V2((1 = 0)ka + 0k1) Y,
8 8
(a) 6 =0.95 (b) = 0.85
T
e=0.5
e=1
=05 \ ‘ <
10+ 10
e =0.01
e =0.01
2ko 2ko
N 2((1 — 0)k2 +H Oky) N 2((1 — O)ko + OK}p) )
8 8
(c) 6 =0.5 (d) 6 =02

FiG. IV.16 : Evolution du décollement du film dans le plan espace-charge pour différentes vitesses
de chargement € et pour différentes valeurs de @ avec L = 1074, k1 = 0.05 et ky =1

Ces différents résultats militent en faveur d’une évolution du front de fissure qui est
linéaire dans le plan espace-charge. On peut donc avancer que le décollement du film
est piloté par une loi d’évolution (cf B.5.3) de type {r = A ot A est une constante dé-
pendante des parametres du modele. Lorsque la vitesse de chargement est de ’ordre de
1 (e = 1) alors deux comportements différents sont a observer : pour § < 0.5 alors la
ténacité apparente de la solution dynamique est supérieure a celle lorsqu’il n’y a pas de
défauts, alors que lorsque 6 > 0.5 c’est 'inverse.

Les calculs numériques précédemment effectués, présentent le passage a la limite en
e (lorsque € — 0) avec une taille de défaut L fixée. Lorsque 'on effectue le passage a la
limite en L pour un € fixé alors le résultat est présenté sur la figure IV.17. On observe
que la variation de L ne modifie la solution qu’a un rapport homothétique pres. Ainsi
ces différents aspects militent en faveur de la commutativité au niveau des passages a la
limite sur la taille des défauts et la vitesse du chargement.
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Vo + ki
v/ 2ko

FiGc. IV.17 : Evolution de la solution dynamique avec € = 0.01c, ko = 1 et k1 = 0.1 pour diffé-
rentes valeurs de L
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D Conclusion

Les solutions quasi-statiques (UGM) et (ULM) métastables ont été construites, et
il a été obtenu que la solution quasi-statique (UGM) présente une ténacité apparente
(lorsque la taille des défauts tend vers 0) égale a la moyenne arithmétique des ténacités.
Au niveau de la solution (ULM) métastable, nous avons trouvé une fonction en escalier
évoluant entre deux droites particulieres et dont la moyenne géométrique de certains
points de cette solution permet de retrouver la solution (UGM).

D’un point de vue dynamique, différentes constructions ont été présentées. Plus par-
ticulierement, nous avons montré que sous certaines hypothéses, une solution asympto-
tique pour une taille de défaut donnée peut étre obtenue. Nous avons ensuite présenté une
méthode pour construire cette solution asymptotique (¢ — 0) & partir d’'une approche
graphique. Une autre approche a été développée, il s’agit de construire la solution ondu-
latoire a ’aide d’un algorithme de type récursif. Les différents passages a la limite sont
donc effectués numériquement. Nous avons obtenu que lorsque la taille des défauts et la
vitesse du chargement tendent vers 0 alors la solution limite présente une ténacité ap-
parente particuliere (différente de celle obtenue avec la solution quasi-statique (UGM)).
Autrement dit, ’énergie cinétique a tendance a augmenter et ce de facon proportionnelle
a la longueur de film décollée. D’autre part il semblerait que les passages a la limite
commutent.

T y
7
Solution (UGM) ,~
7
7
7
7
7
Solution (ULM) métastgble -
s d _- -
7 -
7 - -
7 - -
7 -
7 _ -
7 -
’ P
4 P
7 _ -
7 -
7 P
7 _ -
7/ - - g
7 — -
7 _ -
7 -
A - €T

Fia. IV.18 : Evolution quasi-statique (UGM) et (ULM) métastable
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Chapitre V

Propagation brutale a travers un
milieu 2D
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résumé : Ce chapitre présente une fissure se propageant a travers un milieu 2D (DCB).

Le

chargement est quasi-statique et le trajet de fissuration est connu et possede une disconti-
nuité de ténacité. Les mécanismes de propagation du front de fissure sont donc similaires
a ceux décris au chapitre II. Nous présenterons les solutions quasi-statiques (UGM) et
(ULM) métastable ainsi que la solution dynamique. Les solutions quasi-statiques seront
obtenues en faisant varier virtuellement la position du front de fissure, tandis que la solu-
tion dynamique sera construite & partir d’une technique de déboutonnage de noeuds. Au
final on montrera que la longueur de saut donnée par la solution (ULM) métastable est su-
périeure a celle obtenue avec 'approche dynamique. Ainsi la solution (ULM) métastable

permettra de construire une ténacité a l’arrét.
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A introduction

A travers le chapitre II, nous avons traité le cas d’un film mince se décollant & travers
une surface ayant une discontinuité de ténacité. Une approche particuliere (ULM) pour
obtenir la solution quasi-statique basée sur une conservation de 1’énergie totale, a été
présentée et comparée avec la solution dynamique limite. Au final nous avons obtenu
que cette solution dynamique converge vers une des solutions particulieres obtenue avec
l’approche (ULM) que I’on appelle solution métastable. En parallele nous avons comparé
les solutions obtenues par Iapproche (ULM) avec la solution qui satisfait un principe de
minimum global de I’énergie totale (approche (UGM)).

D’un point de vue industriel, les considérations qui nous intéressent sont plutot 2D.
Ainsi & travers ce chapitre, nous allons étudier selon une démarche similaire & celle effec-
tuée au chapitre II, le cas d’une propagation brutale d’une fissure a travers un milieu 2D
soumise a un chargement quasi-statique. Le modele 2D que l'on considere est une DCB
(Double Cantilever Beam) ayant une discontinuité de ses propriétés matériaux a une cer-
taine position du trajet de fissuration. Dans un premier temps nous allons présenter les
différentes solutions quasi-statiques (UGM) et (ULM), puis les comparer avec la solu-
tion dynamique. Pour cela nous introduirons une technique particuliere pour propager la
fissure de fagon dynamique, qui sera dans un premier temps analysée puis discutée.
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B Présentation générale du modele

On considere une DCB (cf figure V.1) soumise & un déplacement imposé T' = et en
z = 0 et présentant une discontinuité de ténacité en x = £;. Lorsque x < £, la ténacité
vaut ko tandis que dans le cas contraire, elle vaut ki avec ko > k1. On suppose que le
trajet de fissuration est prédéterminé (droite défini par y = 0), et on recherche ’évolution
du front de fissure T +— ¢(T"). Compte tenu de la géométrie de la DCB et du trajet de
fissuration, on sera amené par la suite a considérer 'axe y = 0 comme axe de symétrie
du modele. Ainsi le domaine d’étude Q (cf figure V.2) est défini comme étant la partie
supérieure de la DCB, ou ¢, est la longueur et ¢, la demi largeur de la DCB réelle.

T =€t

zone de ténacité ko

Discontinuité de ténacité zone de ténacité ki

0 5 /

Trajet de fissuration

Fic. V.1 : Présentation du modéle DCB wutilisé

La résolution du probleme nécessite 'utilisation d’une approche numérique de type
éléments finis. Ainsi on discrétise spatialement le domaine © que I'on nomme Q¢ (cf
figure V.3) en utilisant des éléments linéaires de type quadrangle et de taille égale dl. Les
champs de déplacement du probléeme seront donc approximés par des champs continus
et dérivables par morceaux. La position du front de fissure ¢(T') sera elle, approximée
par une fonction 7'+ ¢4(T) dont I'image admet un nombre fini de valeurs dépendant de
la taille des mailles 6l. En effet, la définition du front de fissure £4(T) se base & partir
d’une condition aux limites de type bord libre sur ’ensemble des positions passées du
front de fissure [0, 4(T")[. De plus, comme on consideére le plan de fissuration comme axe
de symétrie, alors il faut introduire une condition aux limites supplémentaire et on a :
un bord libre 9 lorsque = < ¢4(T), et un bord semi-encastré 9§ lorsque z > ¢4(T).
Ainsi ¢(T) se discrétise, pour un maillage donné Q¢, sous la forme ¢*(T) = m(T)él avec
m(T) € N*.

O£, est défini comme étant le bord de 2 ot on impose un déplacement imposé T = et.
0y et 0y définissent respectivement les positions du front de fissure £¢(T") envisageable
a travers les zones de ténacité ko et ky; et 02, définit la frontiére ou on impose une
condition aux limites de type encastrement pour bloquer les mouvements de corps rigide.
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Lla

0 Q Qe
2,92} o

T 9% I 90,

Fig. V.2 : Représentation des surfaces utilisées

D’un point de vue numérique, la propagation du front de fissure revient a faire évoluer
la variable discréte ¢4(T) & travers le trajet de fissuration envisagé (pour linstant le
modele discrétisé est de la forme Q4(T)). Ainsi 'évolution de T +— ¢4(T) est défini en
modifiant les frontieres 0 et 9 telles que 9 N IRy = ¢4(T). (Cette technique est
équivalent & une méthode de déboutonnage de noeuds). D’autre part, on souhaite effectuer
des calculs dynamiques a partir de ce modele ainsi pour éviter les problemes générés par
les maillages évolutifs en temps (méthodes dissipatives en énergie et dépendantes de la
technique de projection des champs) on utilise le méme maillage 0% au cours du temps.
Ainsi, le choix d’un maillage fixe et le fait que I'on souhaite que la fonction T' — ¢4(T')
soit défini avec la méme précision sur 'intervalle [0, £,] justifie I'utilisation d’un maillage
réglé dont les tailles des mailles sont identiques (les mailles sont carrées).

Apres avoir défini les domaines de définition de la fonction T+ ¢4(T), il faut définir
I’évolution méme de cette fonction. Pour cela on considere différents principes d’évo-
lution : approche (ULM) et approche (UGM) (cf chapitre II), pour décrire ’évolution
de ¢% en fonction de T. Ces deux approches reviennent, pour les cas stables, & recher-
cher des positions d’équilibre qui sont des minima locaux ou globaux de I’énergie totale
¢ — E(T,0). La recherche de ces minima revient, pour une charge donnée 7', a obtenir
une longueur de fissuration ¢ telle qu’en x = ¢ on ait G = k; avec i € {1,2} et G étant
le taux de restitution d’énergie en fond de fissure. Ces conditions sur G se résument a
travers le critere de Griffith :

(4T) >0, G < ki, (G—Fk)l?=0 avecie{1,2} (V.1)

ot £ définit la vitesse du front de fissure par rapport a la charge T'. Cette approche qui
consiste & coupler une technique numérique de propagation de ¢ avec le critere de Griffith
est connue dans la littérature sous le nom de technique de déboutonnage de noeuds. A
travers I’étude qui suit, nous considérons que le front de fissure évolue par incrément
de longueur Aa avec Aa = idl et i € N*T. Il est donc nécessaire d’introduire n(T") pour
définir la position du front de fissure tel que £4(T") = n(T)Aa = n(T)idl et m(T) = n(T)i.
Par la suite nous noterons n(7") par n.

Remarque 16 Les vitesses de fissuration étant trés grandes par rapport a l’évolution
de la charge T, on représentera donc, dans la suite du travail et en particulier lors de
Uintroduction des approches dynamiques, les différentes variables (¢4, ¢4) par rapport au
temps t.

Les grandeurs numériques du modele considérées sont les suivantes : ¢, = 0.1m,
fy, = 0.0lm et £; = 0.0lm. La discrétisation retenue a 10d éléments selon ¢, et 100d

Oy
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éléments selon /,, avec d le parametre de raffinement du maillage défini tel que d = 1
pour le maillage de référence et d = 2N avec N € N* pour des maillages plus fins
(ce choix de d garantit un noeud au point de discontinuité de ténacité en = = ¢1). Le
matériau retenu pour le domaine Q¢ est un acier ayant un comportement élastique avec
un module d’Young E = 200 000 MPa, un coefficient de Poisson v = 0.3 et une masse
volumique p = 7800m.kg 3. On considere pour le modele de rupture, des ténacités telles
que ko = 100 MPa.mm et k; = 50 MPa.mm. On considerera aussi dans la suite du travail
des ténacités kq plus faible.

AT=c
!
B
X 21 LOpNE v
N\ "
Frontiére libre Frontiére semi encastrée dy = 0

Fic. V.8 : Modéle numérique utilisé

C Approche quasi-statique

Nous adoptons une approche similaire a celle effectuée a travers le chapitre II, a savoir :
présentation de la solution quasi-statique en adoptant différents principes d’évolution
(approches (ULM) et (UGM)).

C.1 Solution quasi-statique (UGM)

On souhaite obtenir I’évolution du front de fissure ¢ selon I'approche (UGM) a travers
01 U 09 lorsque le chargement 1" croit.

Proposition 31 L’évolution du front de fissure T +— £(T') selon Uapproche (UGM) est
définie par :
0 <UT) < Ly lorsque T < Tt
lg < U(T) lorsque T > T"!

[0,

TY et sur]T!, c0).

3T > 0 tel que { (V.2)

avec by < Up < g et T — L(T) continue sur

Preuve numérique :
Cette approche consiste a rechercher la solution statique selon un principe de minimum
global (cf page 35). La détermination de T' +— ¢(T') se fait en deux temps; tout d’abord
on recherche pour une charge 7" donnée la position du front de fissure £ telle que £ réalise
le minimum de la fonction ¢ — E(T, /). La recherche de ce minimum est effectuée par
une méthode de type dichotomie, et a chaque pas de la méthode, I’énergie totale de 2
est calculée a partir des champs de déplacement a 1’équilibre.

Ensuite lorsque le minimum ¢ pour une charge 1" donnée est obtenue, on fait croitre la
charge T" d’un incrément d7" et on réitere la méthode précédente. La figure V.4 représente
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(T, 0)

Evolution de T'

E(T 0a) | AN\ N\ T

Ea KI 65 Z

F1G. V.4 : Evolution de U'énergie totale E(T, L) pour Uapproche (UGM) en fonction de ¢ et paramétré
selon la charge T

I’évolution de E(T,¢) en fonction de ¢ paramétrée par la charge T'. Pour une charge T'
donnée, on représente par un cercle le minimum obtenue suite a la minimisation en
fonction de /.

Cependant, pour le cas d’une fissure se propageant a travers un bimatériau ayant deux
ténacités différentes ky et ko, I’énergie totale £ — E(T, ) n’est pas une fonction convexe.
Ainsi a partir d’une certaine charge 7T, la fonction admet deux minima locaux. Ainsi selon
I’approche que I'on considere, on recherche uniquement le plus petit (minimum global).
Dans un premier temps, lorsque 7' < T, le minimum global se trouve & gauche du point
de discontinuité de ténacité ¢;, puis lorsque 7' = T, les deux minima locaux sont égaux
ainsi le front de fissure saute de x = £, a = £g. Ensuite lorsque le chargement 1" évolue
avec T > T, le minimum évolue & travers l'intervalle {3, c0).

Ainsi comme on l'observe sur la figure V.4, la solution quasi-statique (UGM) évolue
de facon stable lorsque 7' < T, puis devient instable pour T = T'! et saute sur une
longueur §¢ = f3 — {,. La configuration d’amorcage de l'instabilité correspond & une
position du front de fissure telle que ¢ < ¢1, et la position de ¢ apres U'instabilité (saut du
front de fissure) est défini telle que ¢ > ¢;. Ensuite ’évolution de ¢ redevient stable.

O

C.2 Solution quasi-statique (ULM) métastable

On souhaite maintenant obtenir 1’évolution du front de fissure ¢ en fonction de la
charge T selon une approche quasi-statique métastable (ULM). L’approche (ULM) a
été présentée page 35 et a travers le probleme du décollement du film, on obtient que
I'approche (ULM) admet une infinité de solutions dont un choix peut étre effectué avec la
solution dynamique. En effet on obtient que la solution dynamique limite (lorsque € — 0)
converge vers la solution (ULM) qui saute la plus tard (solution métastable).
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T}

“
F1g. V.5 : Evolution du front de fissure en fonction de la charge T' pour la solution (UGM)

Proposition 32 L’évolution du front de fissure T +— ((T') pour la solution quasi-statique
métastable est définie par :

0<{T) <ty pourT <T?
UT) =L, pour T?> < T < T3 (V.3)
e < U(T) pour T > T3

avec T+ U(T) continue sur [0, T?[ et sur |T?,o0)

Preuve numérique :
La recherche de la solution revient a utiliser une méthode similaire a celle adoptée lors

&(T,0)

Evolution de T'

Lo T S W 0 VO N N

QOO0 O

o5 TN N W W W ST

12 Le
F1G. V.6 : Evolution de l'énergie totale E(T,C) pour lapproche (ULM) en fonction de £ et paramétré
selon la charge T

de lapproche (UGM) (alternance de la propagation numérique de 7" et de ¢). La seule
différence porte sur le critére de propagation du front de fissure. Selon I’approche (ULM),
on recherche ¢(T) tel que le couple (7', ¢) soit un minimum local de I’énergie totale et tel
que si il y a une instabilité, alors elle se propage brutalement & énergie totale constante.

La figure V.6 représente ’évolution de ’énergie totale pour une charge T fixée en
fonction de la position du front de fissure £ ; et les petits cercles représentent pour chacune
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des charges considérées, la solution quasi-statique issue de ’approche (ULM). On observe
ainsi (comme pour le cas du décollement d’un film mince), que la propagation de ¢ est
stable lorsque ¢ < /7, puis lorsque T = T? (défini tel que & = E(T?,¢;)) la propagation
devient brutale et le front de fissure saute jusqu’a une position z = ¢, (défini telle que
& = E(T?,4.)). Ensuite le front de fissure ¢ s’arréte a la longueur /. le temps que la
position z = /¢, redevienne un minimum local de ’énergie totale. Ou autrement dit, le
temps que la structure réaccumule suffisamment d’énergie pour que ¢ puisse repartir.
Cette charge de redémarrage correspond & 72 défini telle que la fonction £ — &(T3,¢)
admette comme minimum la position ¢ = £.. Pour une charge 7' > T3, le front de fissure
£ évolue de fagon stable.

O

T3

lr le
F1G. V.7 : Evolution du front de fissure en fonction de la charge T pour la solution (ULM) métastable

Remarque 17 Une approche plus formelle pourrait étre effectué en assimilant la DCB
a une poutre de Bernoulli. Ainsi, l'expression de l’énergie potentielle serait connue ana-
lytiquement.

D Approche dynamique

Apres avoir introduit les solutions quasi-statiques selon les approches (UGM) et
(ULM), on présente la construction de la solution dynamique. On utilise le méme modele
numérique que précédemment et on adopte une stratégie de type déboutonnage de noeud
en dynamique, qui revient a rechercher la vitesse de fissuration telle que le critére de pro-
pagation soit vérifié en tous points du trajet de fissuration. Ainsi nous aborderons cette
partie en trois points, tout d’abord on présentera les techniques numériques utilisées, puis
on analysera et comparera les résultats obtenus, et pour finir, nous introduirons & partir
des résultats précédents, une grandeur couramment utilisée dans l'industrie : la ténacité
a larrét.

D.1 Introduction des techniques numériques en dynamique

D.1.1 Quelques éléments numériques important

Commencons tout d’abord par présenter quelques éléments numériques nécessaires a
la technique de déboutonnage de noeuds : la discrétisation en temps, la notion de stabilité
et son interprétation énergétique.
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a) Algorithme de résolution en temps

Le but de ce paragraphe est de présenter la discrétisation en temps retenue pour ce
probleme de fissuration en dynamique avec ses avantages et inconvénients. Le champ
de déplacement représenté sur la structure discrétisée au temps t, se présente sous la
forme U(t,) (vecteur dont la dimension est le nombre de ddl du maillage) et on souhaite
construire la solution au temps t,11 = t, + 0t notée U(t,+1). Pour plus de simplicité
dans la notation on notera ces vecteurs U, et U,41 et de la méme facon on définit les
vi:cessg?s et les accélérations aux temps t, et t,41 par respectivement (Un, Un+1) et par
(Un, Upt1)-

Le schéma en temps retenu est de type Newmark, ce qui veut dire que ’on considere
respectivement des déplacements et des vitesses sous la forme d’un développement limité
au deuxieme et premier ordre. On considere que les contributions aux ordres supérieurs
peuvent étre représentées par un terme proportionnel a la différence des accélérations

(Up+1 — Uy,) au temps ¢, et t,41. Ces deux termes se présentent ainsi sous la forme :

. At? .. .
Un+1 =Un+ At((1 - V)Un + VUnnLl) (V.5)

ou [ et v sont les parametres du schéma numérique. Pour un schéma implicite (sans
, ope 52 . .. N 1 1 ,
déperdition d 1energle) on choisira comme parametre v = 5 et 8 = 7, et pour un schéma
explicite v = 5 et 8= 0.
Pour des raisons de simplicité, on discrétise les équations dynamiques en fonction de
deux nouvelles variables :

[U] = Unyr — Uy (V.6)

(U) = %(Unﬂ + Up) (V.7)

Ainsi (V.4) peut se mettre sous la forme :

At . At . AN
5 Un+ 5 Un+ At?B[U] + — Un

v]=5

qui devient en utilisant (V.5) :
(U] = AT) + A28 - (U] (V-8)

De la méme fagon on obtient a partir de (V.5) :

(0] = AKD) + Aty — 2)[D] (v.9)

b) Notion de stabilité du schéma :

On souhaite maintenant regarder la stabilité d’un tel schéma sur un probléeme dyna-
mique linéaire.
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Proposition 33 Le choix des parametres B et v conditionne la stabilité du schéma d’in-
tégration en temps :

% <~y <206 alors le schéma est inconditionnellement stable
1
% <~vety>28 alorsle schéma est stable si At < ———= (V.10)
v
wpy/5 =B

avec wy, défini comme étant la plus grande racine de det (K — Ww?M) =0

La démonstration de la proposition 33 est présentée page 191.

Remarque 18 Un schéma implicite est toujours stable puisque v = % et B = %, alors

que pour un schéma explicite il faut que le pas de temps du schéma soit choisi tel que
At < —A—.

T w36
Remarque 19 En modiﬁqnt léquation (C.2) on peut la mettre sous la forme d’une
puissance injectée ([UT MU +UT KU]) par le schéma au cours du pas de temps At. Pour
un schéma implicite, on observe que la puissance injectée est nulle.

c) Bilan d’énergie du schéma retenu

Il peut étre intéressant de connaitre I’énergie dissipée par le schéma entre les temps
tn et tn+l-

Proposition 34 La variation d’énergie dissipée entre les temps t,, et t,y1 se met sous
la forme :

)" M(U)
)UK (U]

[UTMU + UTKU) = Wear — A(8

—(y = ALZ(B - U M[U] - (v
avec Wear = (v — 3)[UIT[F] + [U]T(F)

_
2 (V.11)
2

La démonstration de la proposition 34 est présentée page 192.

Remarque 20 Pour un schéma implicite on observe qu’il n’y a pas de dissipation d’éner-
gie (([UTMU + UTKU] = Wey), tandis que pour un schéma explicite on trouve une
énergie dissipée au cours de At égale a AT’fg[U]TM<U) (qui peut donc étre positive ou

négative).

D.1.2 Propagation de la fissure en dynamique par une technique numérique

Dans cette partie nous allons présenter une approche numérique pour faire propager
le front de fissure a travers la DCB. La résolution se fait en deux temps, tout d’abord pour
des positions du front de fissure telles que £(t) < ¢; (la propagation est stable) on utilise
une approche statique (on montre que I'approche dynamique donne les mémes résultats),
puis lorsque le front de fissure arrive sur la discontinuité de ténacité en ¢(t) > ¢; (la
propagation devient instable) on utilise une approche dynamique. Dans le cas stable,
la propagation du front de fissure revient a rechercher pour toutes éventuelles positions
du front de fissure (ensemble des configurations pour représenter une propagation de
fissure) la valeur des conditions aux limites qui garantit le critere de Griffith G = k; en
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pointe de fissure. Ensuite lorsque la propagation devient instable, il n’est plus possible
de procéder de cette fagon car la vitesse du front de fissure devient un parametre du
critere de Griffith G(£(t)) = k;. Ainsi on considére un algorithme, que nous appellerons
technique de déboutonnage de noeud en dynamique, pour propager le front de fissure
instable. Cet algorithme nous permettra d’obtenir une propagation brutale du front de
fissure. (Le chargement 7' devient fixe au moment de la propagation brutale).

Dans les parties qui suivent nous présentons I'algorithme utilisé ainsi qu’une inter-
prétation de cette technique d’un point de vue énergétique.

a) Le déboutonnage dynamique

Comme présenté en introduction notre modele numérique revient a considérer que le
front de fissure peut prendre un nombre fini de position ¢(t,) = nAa, ou ¢(t,) représente
la position du front de fissure selon l'axe = (qui est le trajet de fissuration), Aa repré-
sente I'incrément d’avancement de la fissure, n est un entier et ¢, représente le temps
pour lequel le critere de Griffith (V.13) est vérifié en x = nAa. L’objectif de ce calcul est
de pouvoir faire évoluer (dans un contexte dynamique) le front de fissure d’une position
{(t,,) = nAa a une autre position ¢(t,, + 6t) = (n + 1)Aa selon le critere de Griffith.

Cette méthode revient a se donner le critere de Griffith (G = k;) et a le discrétiser par
rapport au trajet de fissuration. Plus précisément, on cherche a ce qu’il soit vérifié pour
toutes les positions du front de fissure z = nAa lorsque le chargement évolue. Ainsi pour
une position du front de fissure ¢(¢,) = nAa donnée, on recherche dt tel que le critere de
Griffith soit vérifié en ¢(t,, + dt) = (n+ 1)Aa (nouvelle position du front de fissure). Pour
cela on procede de la fagon suivante (cf Figure V.8) :

e On prend comme configuration initiale, la structure au temps t, ou le front de

fissure se trouve en {(t,) = nAa.

e A partir de cette configuration, on écrit les équations du mouvement sur la structure

lorsque le front de fissure est x = (n + 1)Aa.

e On résout I’équation non linéaire du critere de Griffith G = k; en recherchant 6t (les

techniques de résolution sont présentées par la suite) et on obtient t,,11 = t,, + dt.

e On réitere la démarche pour caculer t, o en prenant la structure au temps t,41

comme configuration initiale.

Nous allons par la suite, présenter la résolution de I’équation non linéaire G = ki par
rapport a dt et ce, pour deux cas différents ( qui dépend de la discrétisation en temps de
dt). Mais avant de développer ces aspects, on introduit quelques remarques et définitions
nécessaires pour la suite.

Remarque 21 Cette méthode fonctionne tant que 0> 0. Dans le cas contraire (lorsque
0t devient trés grand) le front de fissure est a l'arrét (I’algorithme précédent ne fonctionne
plus) et ce, tant que le taur de restitution d’énergie G est inférieur a la ténacité ky.

Au final la structure vérifie le critere de Griffith en un nombre fini de position (¢(t) €
{nAa,n € N}) et dont chaque position correspond & un temps t, particulier. Cela nous
amene donc a définir la vitesse du front de fissure par des accroissements :

Kn—i—l - En - Aa

0, = =
"ty —t, Ot

(V.12)
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T N —nae

(a) Structure au temps ¢ avant le déboutonnage

% \ (t5) = (n+1)Aa

(b) Structure au temps ¢ apres le déboutonnage

q
L1

|
I

|

I

1

% \ I(tn +6t) = (n+1)Aa

(c) Structure au temps t + dt

Fic. V.8 : Présentation de la technique de déboutonnage
Le critere de Griffith (cf équation V.1) peut se mettre sous la forme :

{ i@ <k = £=0 avec i € {1,2} (V.13)

Sil>0 = G=k
ou k; représente la ténacité du matériau (valant dans notre cas soit ky lorsque x > ¢; ou

soit kg lorsque z < ¢1), G le taux de restitution d’énergie et { 1a vitesse de propagation
de la fissure.



D. Approche dynamique 133

A Taux de restition d’énergie

Evolution de G lorsque I(t) = (n + 3)Aa

on de G lorsque I(t) = (n + 1)Aa \

I I
Evolution de IG lorsque [(t) = nAa
I
I
I
I
I
I

|
|
|
Evolutlﬁ
|
|
|
|

Evolution de G lorsque I(t) = (n + 2)Aa

-

>
tn tn+1 tn+2 tn+3 Temps

Fic. V.9 : Evolution du taux de restitution d’énergie au cours du temps

La figure V.9 représente I’évolution du taux de restitution d’énergie lorsque la fissure
évolue a travers un nombre fini de position (¢(t) = nAa, n € N*) et permet de mettre en
évidence la non linéarité dans la résolution de G = k1. Pour chaque position du front de
fissure on observe que le taux de restitution d’énergie évolue au cours de l'intervalle de
temps dt d’une fagon qui lui est propre (4t est obtenu en résolvant G = k;). Par exemple
lorsque le front de fissure se trouve en ¢(t,12) = (n + 2)Aa on recherche t,43 tel que le
critere (V.13) soit vérifié sur la structure actuelle. On observe qu’il faut dans ce cas tenir
en compte de ’histoire au cours du temps du taux de restitution d’énergie pour obtenir
tn+s (on peut trouver un autre temps t > t,13 qui vérifie le critéere de Griffith mais qui
n’est pas juste).

Remarque 22 Le paramétre 6t est discrétisé par le biais d’un schéma de Newmark en un
nombre fini de pas de temps dty, tel que dt = hdty avec h € N*. On étudiera l'influence de
cette discrétisation dans la partie suivante et on montrera que h = 1 donne des résultats
plus juste que h > 1. De méme, on rappelle que Aa est défini tel que Aa = 16l avec i € N*
et 0l la dimension d’une maille. L’influence de i sera aussi étudié par la suite.

Dans le cas ou h > 1 I’algorithme de résolution du probleme se décompose en deux parties,
la premieére qui permet d’avoir une estimation de ¢ et une seconde ou on recherche par
le biais d’un algorithme de Newton la valeur de §t vérifiant le critere de Griffith (la
deuxieéme phase se base sur 'estimation faite de d¢ pour initialiser le Newton). La premiere
phase consiste & faire évoluer le modele au cours du temps t € [t,,t,+1] et d’observer
(en discrétisant dt en h pas de temps de taille égale) 1’évolution du taux de restitution
d’énergie. Ensuite on recherche le temps le plus petit qui vérifie le critere de Griffith et
on obtient notre estimateur. La deuxieéme phase consiste a optimiser la valeur de dt qui
permet de vérifier le critéere de Griffith en ¢,11 = t,, + dt en utilisant un algorithme de
Newton (développement au premier ordre du critére de Griffith en fonction du temps).
Pour cela on construit le vecteur tangent du probleme et on arréte le calcul lorsque le
critere de Griffith est vérifié a une certaine erreur fixée.

Dans le cas ot h = 1 'algorithme précédent peut étre utilisé. Cependant pour dimi-
nuer les temps de calcul, on recherche §t par dichotomie et on arréte le processus lorsque
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le critere de Griffith est vérifié (& une certaine erreur fixée). Cependant il faut bien choi-
sir les valeurs initiales de la dichotomie pour éviter de passer a coté de la solution en
trouvant un temps ¢, qui vérifie le critere de Griffith et qui soit supérieur au temps
tn+1 exact qui vérifie le méme critere.

Remarque 23 Dans le cadre de l’algorithme de Newton le développement limité du cri-
tére de Griffith G(t) = k; permet par le biais de la dérivée de G de connaitre les directions
de descente. Tandis que pour la recherche par dichotomie il faut orienter la minimisation
sous forme d’un critére. Ainsi pour obtenir G = k; on utilise la remarque suivante pour
la prédiction de ot :

G >k = 0t

{ G< k= ot~
La résolution numérique du modele est effectuée sous Code_Aster sous la forme d’une
macro commande. La construction de la solution dynamique (voir la construction ma-
tricielle dans la section suivante) est discrétisée en temps selon un schéma de Newmark
(existant dans Code_Aster). Le taux de restitution d’énergie est obtenu par la méthode
G-0 implémenté dans Code_Aster et 1’évolution des conditions aux limites est effectuée

par un pilotage du modele sous Python.

Remarque 24 La solution est calculée en deux temps : une phase de propagation stable
dans la partie de ténacité ko (une approche statique suffit), et une phase de propagation
brutale dans la partie de ténacité ki (nécessite un calcul dynamique). Dans la premiére
phase la seule chose qui nous intéresse est la derniére configuration stable de la DCB
(juste avant que la propagation devienne instable). Une analyse de stabilité permet de
mettre en évidence le fait que la structure perd sa stabilité lorsque le front de rupture
se trouve sur la discontinuité de ténacité (C(t) = £1). Ainsi nous recherchons la charge
T = et telle que £(t) = {1 et telle que le critere de Griffith G = ko soit vérifié en pointe de
fissure. A partir de cette configuration un simple accroissement du chargement propagera
le front de rupture dans la zone de ténacité k1 ou la propagation sera instable (on utilisera
notre algorithme de déboutonnage de noeud).

b) Interprétation énergétique de I’algorithme de déboutonnage

A travers cette partie on cherche a présenter ’algorithme de déboutonnage d’un point
de vue numérique en présentant 1’évolution des énergies a travers le modele discrétisé en
espace et en temps. Dans un premier temps on présentera 1’énergie dissipée au cours du
temps pour un modele ayant une rigidité qui potentiellement peut évoluer (Approche
similaire & celle introduite par Rethore [Ret05]). Puis nous nous focaliserons sur le cas
du déboutonnage de noeuds.

On définit les notations suivantes : 'indice ,, représente le temps et I'indice " le modeéle
associé a une certaine position du front de fissure. Par exemple le vecteur Ugj:ll représente
le champ des déplacements au temps ¢,,1 dans la configuration Q"+1.
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Proposition 35 L’énergie dissipée entre les temps t, et tp+1 pour un modéle tel que
[M] #0 et [K] # 0 se met sous la forme :
SIUTMU +UTKU] = Wew — (v = 1/2)[U)T K U] )
—AL (5 —/2)[UIMyH (U) + (v = 1/2)[U]) (V.14)
—(v = DIUVI(K]U; + [M]UR)

avec Wewr = (v — 1/2)[U][F] + [UF)
La démonstration de la proposition 35 est présentée page 192.

Remarque 25 Dans le cas d’un maillage fize et en utilisant un schéma implicite on
obtient la méme équation obtenue en début de chapitre : %[UTMU + UTKU] = Weat

Proposition 36 Dans le cadre d’un déboutonnage de noeud, l’énergie dissipée entre les
temps t,, et thy1 se met sous la forme :

Lo r T 1 1 1 1 1 1

U MU + U KU = =5 (U), (U3 ™), = =5 (wiih) (), (V.15)
ou lindice 4 représente le noeud qui sera déboutonné sur l'intervalle [t,,tn41]. (wZﬂ)g
et (/\Z“)g représentent respectivement le déplacement au temps t, 1 et la force au temps
t, du noeud en question.

Preuve :

Dans le cas d’une propagation de fissure par déboutonnage de noeud on a [M] = 0 et [K]
qui est déterminé analytiquement. Si on considere que le systéeme mécanique se met sous
la forme (C.11) alors [K] peut se mettre sous la forme (on peut toujours se ramener a ce
résultat en effectuant une renumérotation particuliere) :

0
O 0 (K] (4,5) — —0in0jp = Oipdjn
[K] = -1 , ol 0;; = 1 lorsque @ = j
0 avee 0;; = 0 lorsque @ # j
0 0 -1 0 0

(V.16)
La différence d’énergie (V.14) dans le cas du déboutonnage de noeud et en utilisant une
discrétisation en temps de type implicite, se met sous la forme :

HOTMU +UTKU] = Wew + AU]K]UR (V.17)
On note (UP); la i®™¢ composante du vecteur U/. De ce fait le bilan (V.17) devient :

1 . . 1 1

U MU +UTKU] = =5 (Uz), = (U ),) (U ), = 5 (U, = (U ), (U ),
(V.18)

et d’apres (C.11) on observe que (Uﬁ*l)p correspond au déplacement du noeud débou-

tonné au temps t, ce qui permet de dire que (Uﬁ“)p = 0. D’autre part (U?T1!)  cor-

respond au multiplicateur de Lagrange au temps t, associé au noeud déboutonné sur
I'intervalle de temps [t,, tp+1]. Ainsi (V.18) permet d’obtenir le résultat souhaité.
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O

Remarque 26 L’équation (V.15) représente une énergie dissipée par la technique de
déboutonnage de noeud. Pour linstant cette énergie n’est absolument pas relié a l’énergie
de fissuration k;Aa (nous présentons dans la partie suivante les conditions a respecter
pour que cela soit vraie).

Remarque 27 Si le temps 6t durant lequel le déboutonnage est effectué est subdivisé en
n € N intervalles alors l’énergie dissipée (V.15) sera modifié. En effet l’énergie dissipée
n’apparait qu’au cours du premier intervalle 6t/n et ensuite durant les n — 1 intervalles
restant [’évolution se fait a énergie mécanique constante (le modéle n’évolue pas durant
ces instants). Et on remarque ainsi que :

St
n

1 . .
lim (2[UTMU - UTKU]) =0

D.2 Résultats et comparaisons

Comme introduit précédemment nous allons présenter les calculs numériques effectués
sur la DCB avec un algorithme de déboutonnage de noeud. Compte tenu des résultats
obtenus précédemment, on considérera comme parametre h, le nombre de pas de temps
de dt servant a la discrétisation en temps lors du déboutonnage d’une longueur Aa. On
étudiera aussi 'influence du nombre de maille 7 sur I'incrément de propagation de la fissure
Aa (tel que Aa = 0l ou 0l est la longueur d’une maille). D’autre part nous comparerons
les résultats numériques avec ceux obtenus par les approches (ULM) et (UGM).

D.2.1 Résultats numériques avec h=1et i =1

Il s’agit dans cette partie de présenter les résultats obtenus avec h = 1 et de montrer
I'influence du raffinement du maillage (6] — 0 et d — +00).

On considere le modele numérique présenté précédemment ou on effectue au préa-
lable un calcul statique pour déterminer la configuration & partir de laquelle le modele
sera instable. Ensuite on poursuit le calcul de facon dynamique par une technique de
déboutonnage de noeud présentée précédemment. La figure V.10 représente pour diffé-
rentes valeurs du parametre d (raffinement du maillage) 1’évolution de la vitesse du front
de fissure en fonction de ’abscisse curviligne x. On observe une convergence lorsque d
augmente sur la hauteur du pic initial et sur la longueur propagée. Les ondulations qu’on
observe sur les vitesses sont dus aux allers retours des ondes de compression dans la
largueur ¢, de la poutre. Par exemple, la courbe de la vitesse E(t) du front de fissure,
ou /, est maillé avec 600 éléments (d = 6) (figure (V.10)) on observe deux grandes os-
cillations qui correspondent au retour des ondes de compression sur le front de fissure
et un arrét du front de fissure qui correspond au troisieme aller retour de cette méme onde.

Remarque 28 On observe que la valeur de la vitesse de fissuration au moment de traver-
ser la discontinuité de ténacité (x = L1) est trés élevée sur le premier noeud déboutonné
puis ensuite se stabilise a une valeur inférieur. Il s’agit en fait de I’énergie dissipée par le
déboutonnage du premier noeud qui n’est pas réaliste. En effet lorsque l’on regarde (V.15)
on remarque que le terme (/\Z“)g est obtenue sur la configuration ("1 t,) lorsque la



D. Approche dynamique 137

4000 | /(t) en m.s~1

3000 [—

2000 [—

1000 —

Fic. V.10 : Evolution de la vitesse du front de fissure pour différents maillages

ténacité vaut ko (on utilise les champs de la configuration (Q"t,)) alors que le terme
(wZIi)g est obtenue a partir de la configuration (" t,,1) qui considére une ténacité
k1. De ce fait on surestime l’énergie dissipée ce qui se traduit par un pic au niveau de la

vitesse de fissuration. Cette observation reste vraie lorsque la taille du maillage diminue.

En utilisant (V.15) on peut construire ’énergie dissipée du modele au cours de I’évolu-
tion. On peut aussi calculer cette énergie en considérant que le systéme est conservatif et
que le travail extérieur est nul. Ainsi la figure (V.12) représente les évolutions des énergies
de dissipation et de fissuration en fonction de la position du front de fissure (I’énergie de
fissuration est obtenue en multipliant la ténacité avec la position du front de fissure). En
notant "ténacité apparente” la pente de ’énergie de dissipation, on observe une différence
entre la ténacité réelle et cette ténacité apparente. La figure (V.11) présente ’évolution
de cette différence de ténacité en fonction de la taille du maillage et met en évidence
la faible dépendance au raffinement d. Cependant lorsqu’on étudie I'influence des para-
metres du modele sur cette différence, on observe sur la figure (V.13), une dépendance
au rapport des ténacités o = ki /ko sur la différence entre ces ténacités (l'erreur entre
les deux ténacités est calculée au voisinage de x = ¢5). De méme la différence augmente
lorsque le parametre de la largueur de la DCB ¢, augmente.

Observation : La différence entre les énergies dissipées et de fissuration dépend peu
du parametre maillage d mais plus des parametres du modele tels que le rapport de
ténacité a et de la largueur de la DCB ¢,.

La figure (V.14) représente ’évolution des différentes énergies au cours de la propaga-
tion dynamique du front de fissure. Durant cette propagation les conditions aux limites
en déplacement imposé n’évoluent pas, ainsi le travail des forces extérieurs est nul et
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Ténacité du matériau
Energie dissipée
265 - longueur fissurée
260 - E/E,/B\E\/E/E
255 —
ki o0—o = e o
245
I d
240 1 | 1 | 1 | 1 | 1 |
0 2 4 6 8 10
Fia. V.11 : Comparaison entre les ténacités apparentes et réelles en fonction de d pour o =1/2

6,5

5,5

Energie en J

Energie dissipée

o)

0,011 0,012 0,013 0,014 0,015

Fic. V.12 : Evolution de l’énergie dissipée et de ’énergie de fissuration en fonction de la propa-
gation du front de fissure

I’énergie totale est constante. L’évolution de 1’énergie de fissuration est une droite dont
la valeur initiale correspond a l’énergie de fissuration nécessaire pour fissurer sur une
longueur ¢; le matériau de ténacité ko. Au niveau de I’énergie cinétique, on remarque que
durant la phase de la propagation brutale, ’énergie passe par un maximum puis diminue
pour arriver & un minimum correspondant & l'arrét du front de fissure. De ce fait 1’énergie
cinétique peut étre vue comme une quantité permettant de propager le front de fissure
en rendant constante ’énergie totale. Au final I’énergie ne retombe pas & zéro, ce qui
laisse penser que le modele de DCB, au cours de la propagation dynamique, a piégé de
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Ecart entre les ténacités en %
20
15
10
5 —
0 . ! . ! . ! . ! . @
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Fig. V.13 : Evolution de l'erreur sur la ténacité en fonction de o pour d =1

Energie en J

e N

Energie totale Energie potentielle

N

Energie dissipée

Energie élastique

Energie cinétique
1 I 1 1 I E ( t)

Lr 0,012 0,014 0,016 0,018

o

Fic. V.14 : Evolution des énergies en fonction de £(t)

I’énergie qui ne sert pas & la propagation (on peut imaginer cette énergie piégée a travers
des modes ne sollicitant pas le modele en mode I de rupture).

Remarque 29 Différents calculs ont été effectués en modifiant les parameétres du modéle
(largueur de la DCB £, et rapport de ténacité o). Cependant il est difficile d’avoir un
calcul juste (qui tient compte des allers retours des ondes) lorsque £, /" et o \,.

Remarque 30 Dans le chapitre précédent nous avons développé un modéle de décolle-
ment de film a travers une interface ayant un grand nombre de défauts. Si on souhaite
construire cette solution d’un point de vue numérique, deur problemes majeurs se pose-
ront : tout d’abord ’erreur sur l’énergie lors du passage d’une discontinuité puis l'erreur
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entre ’énergie dissipée et ’énergie de fissuration (qui augmente dans le cas ot les défauts
ont une ténacité faible).

On rappelle pour la suite, que le parametre h correspond a la discrétisation de 6§t
(cf algorithme de déboutonnage) et que le parametre ¢ correspond au nombre de mailles
traversées a chaque avancée du front de fissure.

D.2.2 Etude de l’influence des parametres h et de i

a) Influence du parametre h :

On souhaite maintenant étudier 'influence du parametre A sur le calcul du débouton-
nage dynamique. L’équation (V.15) détermine I’énergie dissipée entre les configurations
(", t,) et (2T ¢,.1) lorsque I’évolution entre ces deux configurations se fait en un pas
de temps (h = 1). Sinon lorsque le pas de temps 6t est discrétisé en h sous pas de temps
alors I’équation (V.15) détermine ’énergie dissipée par le mécanisme de déboutonnage au
cours du premier pas de temps (d’'une durée 6¢/h). Ainsi (comme présenté en remarque a
travers la partie d’interprétation énergétique) I’énergie dissipée diminue jusqu’a devenir
négligeable lorsque h augmente.

1

£(t) en m.s~

4000

3000

2000

1000

Fia. V.15 : Evolution des vitesses de fissuration en fonction de £(t)

La figure (V.16) présente les évolutions des énergies dissipées pour différents h en
fonction du front de fissure. On observe que lorsque h = 4 le modele dissipe beaucoup
moins d’énergie que lorsque h = 1 (en accord avec les considérations présentées précé-
demment) ainsi le processus de transfert énergétique entre I’énergie cinétique du modele
et I’énergie dissipée prendra plus de temps (ces transferts d’énergie sont de méme nature
que ceux observés avec le film mince). La figure (V.15) montre l'influence de h sur la ré-
ponse ondulatoire. En effet on observe que le paramétre A modifie fortement 1’évolution
du front de fissure et que la solution en vitesse semble devenir chaotique lorsque h .

Remarque 31 Si on souhaite propager une fissure en dynamique par une technique de
déboutonnage de noeud, alors il faut considérer une discrétisation en temps telle que
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7 | Energie en J

Energie dissipée avec n/Z 1 Energie de fissuration

6.5

Energie dissipée avec n = 2

<—— Energie dissipée avec n =4

5.5
£(t)
5 L | L
0.01 0.015 0.02 0.025

F1G. V.16 : Evolution des énergies dissipées en fonction de £(t)

h = 1. Dans le cas contraire, on risque de s’éloigner trés fortement de la solution puisque
les mécanismes de dissipation d’énergie évoluent différemment au cours du temps (lorsque

)

Remarque 32 Pour faire un calcul dynamique cohérent (énergie dissipée = énergie de
fissuration) il faut donc considérer des techniques numériques différentes qui permettent
de modifier artificiellement [’histoire de la dissipation. On notera par exemple des tech-
niques telles que le rééquilibrage dynamique [RGCO4] et les techniques qui consistent a
mettre une force d’interaction entre les noeuds déboutonnés [Nis97].

b) Influence du parametre i :

On se propose maintenant d’étudier I'influence du parametre ¢ (nombre de maille re-
lachées a chaque processus de déboutonnage) sur la solution. Deux stratégies différentes
peuvent étre utilisées pour ’étude de ce parametre : soit on fait évoluer ¢ a maillage fixe
(le parametre d du maillage est fixe) ou soit on fait évoluer d et ¢ en prenant Aa fixe
(sous la condition que les maillages soient définis en subdivisant le maillage de référence).
La figure (V.17) représente les ténacités apparentes et réelles en fonction de i (premiere
approche). On observe que lorsque i augmente, I’énergie dissipée converge vers 1’éner-
gie de fissuration. Cependant I’histoire du probléme dynamique évolue en fonction de
i,(U'interaction des ondes avec le front de fissure est mal pris en compte lorsque i /') on
trouve ainsi des longueurs d’arrét qui varient sans pour autant converger vers une limite.
Le cas ou d évolue a i constant n’est pas étudié puisqu’il correspond (& un changement
d’échelle pres) au cas précédent.

La figure (V.18) représente 1’évolution des ténacités apparente et réelle en fonction
du parametre d dans le cadre de la deuxieme approche (Aa constant). On observe que
la ténacité apparente ne converge pas vers la ténacité réelle lorsque d . Cependant on
observe une bonne convergence sur les longueurs de saut de fissure (I’évolution ondulatoire
est décrit plus finement lorsque d 7).

Remarque 33 Pour un modéle donné, la convergence de la longueur sautée et de l’éner-
gie de dissipation, est obtenue en faisant converger le maillage Qg d’une certaine facon.
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En effet, il faut combiner les deux approches précédente (i / a dl fize, et d / a Aa fize)
pour obtenir le résultat souhaité ; puisque la premiére permet une convergence de l’éner-
gie mais pas de la longueur sautée, tandis que la deuxieme approche permet le contraire.
Ainsi en raffinant le modéle de facon alternative suri et sur d, on garantit la convergence

de l’énergie de fissu

ration et de la longueur sautée.

Ténacité en J.m ™!

140
Ténacité apparente
1351
1301
Ténacité réelle
125
Evolution de n,
120 . ! . ! . ! . ! .
0 2 4 6 8 10
Fia. V.17 : Evolution des ténacités en fonction de i 4 Aa constant
140 Ténacité en Jm ™!
135+ Ténacité apparente
130 -
Ténacité réelle
125
d
120 P TR H U N R SR S
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Fia. V.18 : FEvolution des ténacités en fonction de d a ¢ constant

D.2.3 Comparaison des solutions dynamiques et quasi-statiques

On souhaite comparer les solutions dynamiques avec celles obtenues par les approches
(ULM) et (UGM). L’étude portera plus particulierement sur la comparaison des longueurs
sautées entre les différentes approches.

Proposition 37 La solution dynamique a les mémes criteres d’amorgage que la solution
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quasi-statique métastable. Tandis que la solution quasi-statique selon ’approche (UGM)
donne un critére d’amorcage différent.

Preuve :

La démonstration découle directement de la construction des solutions quasi-statiques et
de la solution dynamique. En effet 'amorcage de la solution quasi-statique métastable est
la méme pour la solution dynamique et a lieu lorsque ¢(7") = ¢;. Tandis que 'amorcage
de la solution quasi-statique (UGM) & lieux pour une distance de fissuration plus courte.

O

Définition 12 Un modéle est dit conservatif lorsqu’il prédit une situation plus dange-
reuse que la réalité.

Proposition 38 Le modéle DCB ayant une discontinuité de ténacité o = k1/ka a une
solution quasi-statique métastable conservative au niveau du saut de fissure par rapport
au modeéle dynamique.

Preuve :

La démonstration se base sur des arguments numériques, et découle directement des cal-
culs précédents. Pour un modele donné (cf figure V.19) on observe en tragant ’évolution
des énergies potentielles pour un niveau de chargement critique T, que le saut obtenu
selon I’approche dynamique ¢4 est inférieur & celui obtenue avec I'approche (ULM) mé-
tastable /5. La différence entre les énergies Pf et P{ s’explique par le résidu d’énergie
cinétique de la solution dynamique en fin de propagation brutale.

Pf o mmmmmmmmmmmmmmmm e m e mgmemmm s

P b\ N

dynamique

(ULM) métastable

0 Vs ¢

0o

F1G. V.19 : Evolution des énergies potentielles pour un niveau de charge T' en fonction de £

En faisant varier certains parametres comme le rapport de ténacité « et la largeur £,
on obtient que la solution quasi-statique métastable reste conservative par rapport a la
solution dynamique au niveau de la longueur sautée. Les figures V.20 et V.21 comparent
les longueurs de saut en fonction de respectivement « et £, et permet de montrer notre
résultat.
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O

Saut de la fissure

0,081

0,06 —
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0,02~
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Fig. V.2
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0 : Comparaison entre les deux méthodes en fonction de «
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Fia. V.21 : Comparaison entre les deux approches en fonction de £y,

Remarque 34 A travers le modéle 1D de décollement du film mince, on obtient que la
solution quasi-statique métastable permet de retrouver exactement la longueur sautée ob-
tenue par le calcul dynamique limite (€ — 0). En fait, dans le cas 1D, I’énergie cinétique
sert uniquement de vecteur pour la propagation brutale. Pour le cas 2D (DCB), l'idée

reste la méme sur le

role de l'énergie cinétique, cependant elle n’est pas totalement re-

convertie en énergie de fissuration puisqu’une partie est piégée par la structure. En effet,
la propagation brutale dans le cas 2D sollicite certains modes de vibration, qui capteront

une partie de l’énergi

e cinétique qui ne sera pas restituée a la structure.

Remarque 35 Intuitivement, on peut valider la proposition précédente, en disant que
le mécanisme de propagation de la fissure dans le cas quasi-statique métastable peut étre
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assimilé a un cas qui a totalement transformé l'énergie cinétique (générée en début de
propagation brutale) en énergie de surface. Ainsi tout autre mécanisme qui aurait un taus
de conversion entre ’énergie cinétique et l’énergie de surface plus faible, aurait au final
une énergie de surface plus faible, et donc une longueur de saut plus faible.

D.3 Analogie industrielle

La partie précédente a mis en évidence le caractere conservatif de la solution méta-
stable au niveau du saut de fissure par rapport a la solution dynamique. Ainsi compte
tenu de ce résultat on se propose de donner une définition de la ténacité a I’arrét introduit
par Kalthoff [KBWT77] et présenté au chapitre I.

Définition 13 On définit la ténacité a Uarrét G, comme étant la ténacité apparente
de la solution (ULM) métastable aprés que le front de fissure se soit propagé de facon
instable (((T') = ¢3). En d’autres mots, cette ténacité apparente est défini telle que le
critére de Griffith G = G, soit vérifié lorsque le chargement est égal a T' et que la pointe
de la fissure soit £5.
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E Conclusion

Ce chapitre a permis de présenter la construction des solutions quasi-statiques (ULM)
métastable et (UGM) pour un modele 2D de type DCB ayant une discontinuité de té-
nacité. Les évolutions du front de fissure sont similaires a celles obtenues avec le film au
chapitre II a savoir : une propagation brutale lorsque la fissure arrive sur la discontinuité
de ténacité puis un arrét suivi d’une reprise pour la solution métastable, et une propaga-
tion brutale avant que la fissure ne soit arrivée sur la discontinuité de ténacité puis une
reprise de la propagation pour la solution (UGM).

Ensuite une technique numérique pour la propagation de la fissure en dynamique a
été présentée puis adaptée au cas de la DCB. Nous avons obtenu que la fissure se propage
de facon stable tant qu’elle n’est pas arrivée au point de discontinuité de ténacité, puis
de fagon instable apres 'avoir traversée avant de s’arréter a une certaine longueur. Cette
méthode plus connue sous le nom de déboutonnage de noeud a été discutée a travers
des considérations énergétiques. En particulier nous avons montré qu’il est important
d’adapter la discrétisation en temps par rapport a l’évolution du front de fissure. En
effet, ’énergie dissipée par la méthode de déboutonnage correspond (& une erreur pres)
a ’énergie de fissuration lorsque respectivement chaque élément de la suite ¢, (n € N),
définissant ’évolution dynamique du probleme, est associée a une position différente de
la suite ¢,, définissant le front de fissure (¢, 11 — £, = C > 0, Vn € N*). De méme, nous
avons obtenu une convergence de la longueur de la propagation instable (saut de fissure)
lorsque la taille du maillage diminue et lorsque le choix de la suite £,, est inchangée.

La comparaison entre la solution dynamique et la solution quasi-statique métastable
a permis de montrer que le saut de fissure obtenu par la solution métastable est conser-
vatif (supérieur) par rapport a celui obtenu avec la solution dynamique. Ainsi nous nous
sommes basés sur la configuration métastable (juste apres U'instabilité) pour définir une
ténacité a l'arrét.
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Conclusion

A travers cette these, différents aspects de la mécanique de la rupture en dynamique
ont été étudiés. D’une facon plus particuliere, une interprétation des quelques phéno-
menes énoncés a travers le premier chapitre est donnée. Ces phénomenes se classent en
trois grandes familles : la propagation brutale du front de fissure sous chargement quasi-
statique, I'influence d’un chargement brutal sur la propagation d’une fissure et I'influence
d’un milieu hétérogene sur la propagation d’une fissure. La premiere famille recouvre les
phénomenes liés a la présence de zones hétérogenes dans les centrales d’Edf, la deuxieme
famille vise & analyser les scénarios accidentels sur les cuves des centrales et la derniere
famille traite du cas de la propagation d’une fissure a travers un matériau composite
(nous n’avons énoncé bien stur qu’une partie des phénomenes décrits a travers le chapitre
1). L’étude de ces différents phénomenes est développée au cours des quatre chapitres
suivants. Les chapitres traitant du décollement du film & travers une interface et de la
propagation d’une fissure dans un milieu 2D visent a analyser les aspects liés a la propaga-
tion brutale sous chargement quasi-statique. Les phénomenes liés a la propagation d’une
fissure sous un chargement brutal sont analysés par le biais du modele de décollement de
film & travers un défaut. En effet, nous avons montré qu’il existe une analogie entre le
modele de film avec un défaut et le modele de film sans défaut soumis a un chargement
brutal (impulsion). Pour finir, le chapitre traitant du décollement du film & travers un
grand nombre de défauts vise a comprendre les phénomenes liés a la propagation d’une
fissure dans un milieu hétérogene.

L’étude du modele de décollement de film a travers une interface ayant une disconti-
nuité de ténacité nous a permis de mettre en évidence un “mode” de propagation brutale
sous un chargement quasi-statique (un second “mode” est présenté avec le modele a un
défaut). Nous avons obtenu les solutions quasi-statiques et dynamiques du modele pour
les deux types de répartitions de la ténacité (la ténacité est plus élevée apres le point
de discontinuité ou l'inverse). Lorsque la ténacité est plus élevée apres le point de dis-
continuité, nous avons obtenu que les solutions quasi-statiques (UGM) et (ULM) sont
identiques. En effet, lorsque le déplacement imposé évolue, le film se décolle & travers
une zone saine, puis lorsqu’il arrive contre la discontinuité de ténacité les deux solutions
quasi-statiques présentent un arrét du front de fissure. Ensuite, une fois que la charge
a évolué suffisamment longtemps, le film se décolle de nouveau. La solution dynamique
met en évidence une premiere onde de choc qui est générée lorsque le front de décolle-
ment du film arrive contre la discontinuité de ténacité. Ainsi, cette onde se propage a
travers le film décollé puis vient se réfléchir contre la condition & la limite en x = 0 pour
finalement retourner vers le front de décollement du film. Lorsque l'onde arrive sur le
front de décollement du film, la vitesse de décollement du film est modifiée et 'onde est
redirigée vers le point x = 0. Ce mécanisme est ensuite infiniment répété donnant au
décollement du film une évolution particuliere. Lorsque la vitesse de chargement € tend
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vers 0, nous avons obtenu que la solution dynamique converge en tous points vers les so-
lutions quasi-statiques. Lorsque la ténacité est plus faible apres le point de discontinuité,
les solutions quasi-statiques (UGM) et (ULM) sont différentes. La solution quasi-statique
(UGM) présente un saut du front du décollement du film avant que celui-ci ne soit arrivé
sur la discontinuité. Ensuite, le décollement du film ne marque pas d’arrét et continue a
se décoller. La solution quasi-statique (ULM) est différente de la précédente dans la me-
sure ol le film commence par se décoller brutalement puis s’arréte un certain temps. (Le
déclenchement de la propagation brutale a lieu pour une position du front de décollement
comprise entre celle ou la solution (UGM) devient instable et la position de la disconti-
nuité). Ensuite lorsque la charge atteint un niveau suffisamment élevé le film se décolle
a nouveau. (Cette charge de redémarrage correspond a la charge ou la solution (ULM)
intersecte la solution (UGM)). La solution quasi-statique (ULM) métastable correspond a
la solution ou le déclenchement de I'instabilité est le point de discontinuité de la ténacité
(le saut de cette solution est supérieur a celui obtenu avec la solution (UGM)). Lorsque
I'on construit la solution dynamique et que l'on fait tendre € vers 0, on montre que la
solution converge en tous points vers la solution quasi-statique métastable. D’un point
de vue énergétique, la solution dynamique limite a une énergie totale qui est constante
au cours de la propagation brutale (ce qui est cohérent avec le fait que cette solution
converge vers la solution métastable). De plus on obtient que la solution dynamique li-
mite a une énergie cinétique nulle en début et en fin de propagation brutale. Ensuite, la
phase d’arrét du décollement du film est interprétée comme une phase d’accumulation
de I’énergie, puis lorsque le systeme a accumulé suffisamment d’énergie, le film se décolle
en évoluant selon la solution quasi-statique (UGM). En conclusion, on peut s’affranchir
du calcul dynamique (lorsque le chargement est quasi-statique) et ne s’intéresser qu’a la
solution quasi-statique métastable. L’énergie cinétique joue un réle négligeable dans le
décollement brutal du film.

Un second “mode” de propagation avec un chargement quasi-statique est présenté a
travers le modele de décollement du film ou l'interface posseéde un défaut de ténacité.
Tout d’abord, nous obtenons deux cas de figure différents : soit la taille du défaut est
relativement grande par rapport a la structure et dans ce cas les solutions quasi-statiques
et dynamiques sont des combinaisons des solutions précédemment obtenues, soit la taille
du défaut est petite et dans ce cas un comportement particulier est obtenu. La construc-
tion de la solution dynamique présente quelques points particuliers. En effet, lorsque le
front du décollement du film pénetre dans le défaut, une premiere onde de choc est gé-
nérée puis, lorsqu’il en sort, une seconde. Ces deux ondes effectuent des allers-retours
a travers le film décollé tout en modifiant la vitesse de décollement du film a chaque
interaction entre une onde et le front de décollement du film. On obtient que lorsque la
taille du défaut est suffisamment petite et que € tend vers 0, alors le film se décolle bruta-
lement a travers la totalité du défaut. Ensuite le décollement du film évolue, en sortie de
défaut, selon une courbe limite particuliere que ’on nomme “couche limite” (courbe loga-
rithmique). Puis & partir d’une charge suffisamment grande, I’évolution du décollement
du film atteint de nouveau la solution quasi-statique. La couche limite que nous avons
obtenue dépend des différents parametres du modele et en particulier de la position du
défaut. Ainsi nous avons plutot privilégié une définition de cette couche limite sous la
forme d’une loi d’évolution ¢ = F(¢) (dérivée de la courbe limite par rapport & la charge)
ne dépendant que des parametres du défaut (la taille du défaut et sa ténacité). D’un
point de vue énergétique, on obtient qu’en fin de propagation brutale a travers le défaut,
une énergie cinétique résiduelle non nulle est présente dans le film. Ainsi la phase qui suit
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(évolution du décollement du film selon une couche limite) correspond & un mécanisme
de relaxation de I’énergie cinétique (il faut augmenter la charge pour diminuer 1’énergie
cinétique). En effet, le systéme cherche a faire “disparaitre” 1’énergie cinétique résiduelle
présente en sortie du défaut. Lorsque toute 1’énergie cinétique a été relaxée, ’évolution
regagne la solution quasi-statique. Cette solution dynamique limite a été comparée avec
les différentes solutions quasi-statiques et il n’a pas été établie de lien entre ces solutions
(on remarque que la solution métastable présente une propagation brutale qui traverse
entierement le défaut et s’arréte au dela de la fin du défaut). Cependant, un lien appa-
rait lorsque ’on considére une solution quasi-statique particuliere. Il s’agit en fait de la
solution quasi-statique (ULM) ayant une ténacité apparente particuliere. Cette ténacité
apparente est construite a partir de la solution quasi-statique du modele de décollement
du film, ot le critere de Griffith a été remplacé par la loi d’évolution ¢/ = F (¢). Ainsi, sans
la connaissance de cette ténacité apparente, le mécanisme lié a la couche limite, ne peut
pas étre uniquement décrit par une approche quasi-statique. En effet, il faut prendre en
compte le phénomene de relaxation de 1’énergie cinétique. Une analogie a été effectuée
avec un modele ayant une ténacité homogene et un chargement brutal. On obtient des
évolutions du décollement du film qui sont similaires (& une constante pres) aux évolu-
tions obtenues avec le modele de film avec un défaut. La seule différence réside dans la
phase de propagation brutale. En effet, en début de propagation brutale, la structure
possede une énergie cinétique résiduelle qui sera identique a celle présente dans la struc-
ture en fin de propagation brutale. Ensuite, cette énergie est relaxée par un mécanisme
similaire & celui présenté précédemment. Ainsi cette étude permet de faire le lien entre
deux modeles (le film avec défaut et celui avec un chargement brutal) et de conclure que
la solution ne dépend pas de la facon dont I’énergie cinétique résiduelle est créée (choc
ou défaut) mais de sa valeur (le mécanisme de relaxation de I’énergie cinétique dépend
de la quantité d’énergie cinétique résiduelle).

Apres avoir montré I'importance de ’énergie cinétique sur le décollement du film,
nous nous sommes intéressés a un modele présentant un grand nombre de défauts. Il
s’agit en fait d’un film se décollant & travers une infinité de défauts. L’idée générale est
de construire une ténacité équivalente d’un tel milieu selon des approches a la fois quasi-
statique et dynamique. Nous avons tout d’abord commencé par présenter la solution
quasi-statique (UGM) lorsque la taille des défauts tend vers 0. (La ténacité du milieu
alterne entre des zones de valeur k9 et des zones de valeur k; et les tailles de ces zones
tendent vers 0). Deux approches différentes ont été menées pour construire ’évolution du
décollement du film : une premieére ot on recherche la solution comme étant le minimum
global d’une fonctionnelle particuliere correspondant a l’énergie potentielle du modele,
lorsque la taille des défauts tend vers 0. Une deuxieme approche a été présentée et consiste
a construire la solution défaut apres défaut, puis d’effectuer un passage a la limite sur
la taille des défauts. Au final, on obtient une ténacité moyenne du milieu qui correspond
a la moyenne arithmétique des ténacités a l'interface. La solution quasi-statique (ULM)
métastable a aussi été explicitée, et on obtient que I’évolution du décollement du film en
fonction de la charge correspond & une fonction en escalier (dans le plan charge, position
du front de décollement du film) compris entre deux droites passant par l'origine. La
solution métastable ne présente que des phases d’arrét et de propagation brutale. La so-
lution dynamique a été construite et nous avons proposé deux approches différentes pour
déterminer 1’évolution du front de décollement du film par rapport a la charge lorsque
la vitesse de chargement e tend vers 0. Une premiere approche consiste a généraliser le
concept de couche limite précédemment développé. En effet, chacune des micro-zones
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saines (celles qui ont la ténacité la plus élevée) présente une propagation du front de
décollement du film qui est pilotée par un mécanisme de relaxation de I’énergie cinétique.
De ce fait, nous avons proposé une méthode graphique visant a construire défaut apres
défaut les évolutions de ces couches limites. Cependant, cette approche est relativement
couteuse en temps de calcul et ne permet pas d’obtenir une propagation du film a tra-
vers un grand nombre de défauts. Ainsi nous avons développé une deuxieéme méthode qui
consiste a construire, dans le plan espace-charge, I'intégralité des allers-retours des ondes
de choc (& chaque traversée d'un nouveau défaut, deux ondes de choc sont générées).
Ensuite, les passages a la limite par rapport a € et a la taille des défauts ont été calculés
numériquement. Cette deuxiéme approche nous a permis d’obtenir (numériquement) des
ténacités apparentes du milieu. Nous avons obtenu que la solution dynamique limite est
différente des solutions quasi-statiques (UGM) et (ULM) et que le modele présente une
énergie cinétique qui ne cesse d’évoluer. Cette remarque semble mettre en évidence le
fait qu’il existe une compétition entre les mécanismes de “création” de I’énergie cinétique
(zones de faible ténacité) et les mécanismes de “relaxation” de 1’énergie cinétique (zones
de forte ténacité). Dans les cas de figure envisagés nous n’avons obtenu que des évolutions
ou la quantité d’énergie cinétique créée est plus importante que celle relaxée (’énergie
cinétique croit linéairement avec la charge). De plus il semblerait que les passages a la
limite par rapport a la vitesse du chargement et & la taille des défauts commutent.

Un dernier aspect a été abordé, il s’agit de ’approche numérique 2D d’un cas de pro-
pagation brutal sous chargement quasi-statique. Les phénomenes mis en évidence sont
similaires a ceux présentés avec le modele de décollement de film a travers une interface
ayant une discontinuité de ténacité. Le modele numérique que nous avons développé est
une DCB (Double Cantiveler Beam) ayant une discontinuité de la ténacité a travers un
trajet de fissuration prédéterminé. Les solutions quasi-statiques (UGM) et (ULM) méta-
stable ont été construites en faisant varier virtuellement la position du front de fissure.
Les comportements obtenus sont similaires a ceux que présente le modele de film, & sa-
voir : une propagation brutale puis un arrét suivi d’une reprise du front de fissure pour
la solution métastable, et une propagation brutale suivi d’une reprise du front de fissure
pour la solution quasi-statique (UGM). Une solution dynamique a été développée a partir
d’une méthode de déboutonnage de noeuds en dynamique et en utilisant un schéma de
type Newmark. Cette méthode consiste a rechercher la vitesse de propagation du front de
fissure pour un incrément d’avancement du front de fissure fixé. Au final, cette approche
permet d’obtenir une évolution du front de fissure similaire & la solution métastable (pro-
pagation brutale du front de fissure suivie d’un arrét). La technique de déboutonnage de
noeuds a été analysée et il a été obtenu que I’énergie dissipée par cette technique corres-
ponde, a une erreur pres, a ’énergie de fissuration. Cette erreur est la plus faible lorsqu’il
est choisi de discrétiser avec un seul pas de temps (schéma de Newmark), un incrément
de déboutonnage du front de fissure. De plus, nous avons obtenu que la position de ’arrét
du front de fissure converge vers une certaine valeur lorsque la taille du maillage tend
vers 0 et que la liste utilisée pour discrétiser les positions du front de fissure lors du
déboutonnage est fixe. Suite & ces résultats, une comparaison entre la solution (ULM)
métastable et la solution dynamique limite a été effectuée. A la différence du modele de
film, la solution métastable donne une longueur de saut supérieure a celle obtenue par
la dynamique. Cela est du au fait que le mécanisme de propagation brutale ne convertit
pas lintégralité de I’énergie cinétique en énergie de fissuration. En effet, il existe en fin
de propagation brutale un résidu d’énergie cinétique qui pourra disparaitre lorsque la
charge évoluera par un mécanisme de relaxation de I’énergie cinétique. Cependant, ces
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résultats sont intéressants d’un point de vue industriel puisque la solution quasi-statique
métastable est conservative (la longueur de saut est supérieure) par rapport a la solu-
tion dynamique. Ainsi, on peut s’affranchir de la solution dynamique puisque la solution
métastable donne une borne supérieure au saut de la fissure. Cette solution métastable
nous a permis de définir la notion de “ténacité d’arrét”.

Suite a ce travail, quelques questions restent ouvertes. Au chapitre V il a été obtenu
que la solution métastable donne une borne supérieure au saut du front de fissure. Il
pourrait étre intéressant d’envisager d’autres approches quasi-statiques permettant de
mieux rendre compte de la solution dynamique. Une des approches possibles serait de
construire une solution quasi-statique a ’aide d’une décomposition modale. En effet,
une hypotheése de conservation de 1’énergie mode par mode (analogie avec le principal
résultat du chapitre II) permettrait d’obtenir une évaluation plus fine de la propagation
brutale de la fissure. Cela permettrait aussi d’obtenir une évaluation de I’énergie cinétique
résiduelle présente en fin de propagation brutale. D’autre part, il serait intéressant, a
partir du travail effectué autour des “couches limites” lorsque le film se décolle a travers
un défaut, de présenter une construction numérique d’une couche limite & travers une
structure 2D. En effet, on peut s’attendre & avoir un mécanisme de relaxation de I’énergie
cinétique (et donc une couche limite) lorsqu’un résidu d’énergie cinétique est présent dans
la structure (ce qui est le cas apres une propagation brutale du front de fissure). Au final,
la construction des couches limites permettrait de répondre a la question suivante : existe-
il une loi d’évolution “universelle” ne dépendant pas de la position du défaut ou de la
discontinuité de ténacité ?

Par rapport aux différents modeles de film développés, il serait intéressant de continuer
I'étude sur le film se décollant & travers une infinité de défauts (cf chapitre IV). En
effet, le comportement de ’énergie cinétique (qui est directement lié a la valeur de la
ténacité apparente) reste un probléme ouvert : comment déterminer la répartition entre
les mécanismes de “création” et ceux de “relaxation” de I’énergie cinétique 7 D’autre part,
la solution quasi-statique (ULM) métastable a une évolution particuliere, ainsi, existe-il
une configuration du modele (répartition des défauts) qui permette d’obtenir une telle
solution 7
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Annexe A

A Démonstrations et figures complémentaires pour le cha-
pitre II1

Nous présentons a travers cette annexe les démonstrations des différentes propositions
du chapitre III. Elles ne sont pas essentiels a la compréhension de la these, mais sont
présentées pour le lecteur qui souhaiterait avoir une lecture plus approfondie.

A.1 Solution quasi-statique

a) Preuve de la proposition 10
E’tape 1 : Solution quasi-statique lorsque £* < Lpy
La longueur ¢* correspond au saut de la solution quasi-statique (UGM) du modele

de film & une discontinuité de ténacité (cf chapitre II). Ainsi £* est défini par E(T*,¢7) =
o€

E(T™,0%), E(T*’ 1) =0et %‘;‘(T*,E*) = 0. /7 représente la position du front de fissure
lorsque T+ £(T') devient instable et est défini telle que ¢} < ¢;.

Lorsque T' < T, alors le minimum global de | — E(T,1) est exactement T' +— lo(T).
Ensuite lorsque T'=T*, | — &(T,1) admet deux minima globaux. (La condition de mini-
mum global unilatéral (Gm) de ’approche (UGM) assure que le nouvel état d’équilibre
se trouve en x = £*.) Ainsi pour 7% < T < T3 on a £y(T) = £1(T) et T + £(T) évolue de
la position x = £* a la position x = £;;.

Pour T3 < T < T2, le minimum global se trouve en 2 = £;; puisque T~ ¢(T) est
strictement croissant et 9E /Al > 0 pour | > {11 et T' < Ty. Ensuite pour T' = T3, le mini-
mum global de 'énergie totale se trouve en « = £17 et pour 7' > T3 on a £y4(T') = €o(T).

E’tape 2 : Solution quasi-statique lorsque £* > frp

Lorsque T' < T, la solution quasi-statique est identique au cas ou £* < £;7. Cependant
lorsque T' = T, la position x = ¢; reste 'unique minimum de [ — £(T,1) car | — 90E /0l <
0 sur [¢r,lrr], I — O0E/Ol > 0 sur [lr1,+00) et E(T™,07) < E(T*, Lrr). Ainsi le front de
fissure ne saute pas lorsque 7' = T* mais pour une charge supérieure 7 ou deux minima
locaux de [ +— &(T, 1) apparaitront.

La charge T' = T est définie telle que (T, 05) = E(T°, 1) ou £ est défini tel que
05 < Lr et 0E/0l1(T°,03) = 0. Ainsi la solution quasi-statique (UGM) saute a la position
x = Lr7. La position z = £;; est un minimiseur de [ — E(T,1) tant que T¢ < T < Th
car [ — 0E/Ol > 0 sur [{11,+00) pour T¢ < T < T,. Ensuite en x = ¢ la dérivée de
I’énergie totale par rapport a l pour T' = T3 devient nulle et le front de fissure £(7T") évolue
selon ¢5(T) pour T > Tb.
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A.2 Solution dynamique

b) Preuve de la proposition 12

La démonstration s’effectue par récurrence, a savoir, on suppose vraie la proposition au
rang w et on montre qu’elle est toujours vraie au rang w + 1. Au rang w = 1 'hypothése
de récurrence se montre facilement, tandis que pour la deuxieme partie de la démonstra-
tion, quelques calculs sont nécessaires.

Etape 1 : calcul des champs dans les domaines Q6 (w+1)-2 et QS(wH)

6(w+1)—2 6(w+1)— 2 e 6(w+1)—2 éQ(w—i—l)—l

a 3 inconnues v a déterminer. En

(w+1)—2

Le domaine Q¢

utilisant les domaines ng et QE on peut écrire

e(vg(“”rl)*2 ) I i ef(uﬂrl)*2 =0 (A1)
qui permet avec I'aide des 2 équations de 11.61 de déterminer les 3 inconnues.

S(w+D) 6lwtl) ot eg(wﬂ). On

De méme, la résolution du domaine Qe demande de trouver Ve

Ve G(w+1) _ = 1 et une équation qui relie QE et QE (w+1)—

e(8tD=2 _ Slwth)y 4 Slwt)=2 _ Swtl) = (A2)

ce qui permet de trouver les inconnues.

(D=1 y o8 w+1)+1
6(w+1)—

Etape 2 : calcul des champs dans les domames Q€

6(w+1)—1 et 6‘2(“’“) du domaine O se construisent rapi-
dement a partir des deux équations de couplage qui relient les domaines QS(wH)*l et

?(w+1)—2 (w+1)—1 ot Q?w+3

Les deux champs ve

. 6
, et les domaines Q¢

(w+1)+1

Le calcul des champs dans le domaine QE est similaire au calcul précédent.

(w+1)+1 th(w+1)+3
6(w+1)+1 e6(w+1)+1
€

Etape 3 : calcul des champs dans les domaines Q6

6(w+1)+1
(WHDFL Lovient & trouver les champs v et

1)+1 o
(w i)+ et Q0W+3 ainsi

Le calcul dans le domaine O,
Ze(w+1). En utilisant I’équation de couplage entre les domaines QE

que les deux équations de I1.61, on trouve

1 ((e§w+3 _ 6)2 _ 2k2)+

2lotl) — 2 A3
‘ € (83— €)2 4 2k (A-3)
Il suffit de choisir & € fixé, w tel que | e®**3 — € |< /2ks pour que I'on ait ZQ(WH) =0.

En observant que €83 < 0, on peut choisir w tel que € < v/2ky— | 8%13 |.

(WHD+3 $ohtient rapidement en observant que

6(w+1)+3 ¢ QB+

La résolution des champs du domaine Q6

Ve S(w+)+3 _ =1 et en construisant la relation de couplage entre O

Les expressions des taux de restitution d’énergie I11.22 en x = ¢(T") dans les domaines

QS(wH)*z et Qf(wH)H sont obtenues a partir des relations suivantes :

Gt = 3 (1 —€ (62(“’“) )2) (ef(w+1)*2)2
2w+1) 1 ( 2(w+1)> ) (eg(wﬂ)ﬂ)z

(A.4)
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(D)=L ot Gg(wﬂ) aux champs de déformation et de vitesse du front de

w+1)—2 ot Q?(w—l—l)—&-l.

qui relient Gg
fissure des domaines QS(

¢) Démonstration de la proposition 14

On se propose de calculer 1’évolution des énergies entre les charges T,,—1 = Te6 (n=1)+1

et T,, = TO""1. Puisque les champs v, e. et . sont constants par morceaux alors les
énergies sont linéaires en fonction de 7' et donc, seul le calcul des énergies aux points de
changement de pente est nécessaire. Ces points sont, dans notre cas, T,,_1 < TE6 (n=D+3
T, < TS" < T2 < Ty < T,. En faisant ce choix, au niveau de l'ordre des points,
nous avons fait I’hypothese que T2 > T ce qui revient a dire que ea, > h. Et
comme la fonction n +— €ea,, est croissante et non bornée, alors il existe m tel que Vn > m
on ait ea, > h. Pour éviter de prendre en compte ce changement dans la construction
ondulatoire, on se propose de considérer les modeles tels que eag > h. Ce qui revient a
dire que T2 < T2, qui est ’hypothese de construction IIL.7

En considérant une telle configuration, le calcul des différentes énergies en découle
rapidement. A la charge T,,_1 les énergies sont calculées en introduisant les expressions

suivantes ) )
£ 2, 6(n—1) an_1 2 6(n—1)+2
0 2 0, 2

0, 6(n—1)2

an_1 6(n—1)+22 A5
0 A

avec by = ap—1 — —
€
qui deviennent en utilisant II1.32 et en effectuant un passage a la limite en €

L

s ) (k1 — ko + ko F(x))?,

hH(l] K:E (Tn,1 ) =

ko
k1 — ko

lim P (T,, 1) = ) (k1 + kg + ko F(2))? + (2ko L + x(ky — k),

x(k:l — ]CQ) + koL

t x>/
lrrky — Lrks =t

avec F(z) =In

(A.6)
A la charge Tf(nfl)”’ on a

lim K (TSM=D+3) — lim K (T,1) et lim P (TS=D+3) = lim Pe(T-1) (A7)
€— €— €—> €E—

puisque les domaines 6(n — 1) et 6n — 2 ont des champs de vitesse et de déformation
égaux.

A la charge T, on a

lim C(T,) = 0,
ko (A.8)
(kQL + x(kl — k‘g)),
k1 — ko

lim Pe(T,) = (k1 + ko F(2))” +

ko — Ky
A la charge T5" on a

lim K (T = lim Ke(T-1), lim P(TS) = lim Pe(Tp-1), (A.9)
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De méme & la charge T9"2 on a

lim Ko (T57"72) = lim Ke(Tp,—1), lim Pe(TE"2) = lim P.(T},_1), (A.10)
e—0 e—0 e—0 e—0

puisque les domaines 6n — 2 et 6n ont les mémes champs.

A la charge Tj3 on a

lim K (T5) = lim Ko(To), lim P (7)) = lim Pe(T2), (A.11)

Ainsi en remarquant d’une part que lin% Ke(Tp—1) > 0 et que liH(l] Pe(Th-1) < hHElJ P(Ty),
€—> €—> €—!
et d’autre part, que les énergies sont linéaires par morceaux en fonction de la charge

T avec comme point de discontinuité les charges précédemment calculées, on obtient le
premier résultat souhaité (point de vue local).

La justification du deuxieéme point est immédiate puisque, les deux équations A.6 sont res-
pectivement la courbe enveloppe supérieure de I’énergie cinétique et la courbe enveloppe
inférieure de ’énergie potentielle. De méme les deux équations A.8 sont respectivement
la courbe enveloppe inférieure de ’énergie cinétique et la courbe enveloppe supérieure de
I’énergie potentielle.

d) Démonstration du corollaire 6

On se base sur le Corollaire 5 pour construire XX comme étant la somme de toutes les
surfaces des domaines 6n — 1 et 6n + 2 Vn € N* dans le plan (z,7") pondérées par la
moitié de leurs vitesses au carré et multipliées par €2 :

N 2
YK = Z i(AGn_lvgnfﬂ + A6n+2vgn+22) (A.12)

[\]

ot Agp—1 et Agnto représentent respectivement les surfaces dans le plan (z,7) des do-
maines 6n — 1 et 6n + 2. N est définit tel que ay = ¢¢; ainsi il peut étre vu comme le
nombre total de pavages A, nécessaire au film pour passer de la configuration ¢(T') = {11
a la configuration ¢(T) = ¢. Puis en remarquant que Ag,_1 = Agnio = anh — h; (cf
Figure II1.12) on peut déterminer 1’expression analytique de £/. Ensuite on effectue une
estimation de N (cf Page 74) qui dépend de € et finalement on effectue un passage a la
limite € — 0 de XK et on a

_k1
limyk = ¢ R (0 — Lr1)Vka(6ek3 11kt — L1ks))
e—0 3\/§(k1 _ k2)2

(f[ — E[[)\/E ((5[} (—4]4?% + 15141%]{52 — 18](31/{3% + k%) + 45 (k:l)’ — 9/431]{1% + 14]{%)))

3v2(ky — k)2
(A.13)
qui est bien constant pour un modele donné.

e) Démonstration de la proposition 16

E’tape 1 : étude de la phase d’arrét
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La mise a zéro de la vitesse de chargement e au temps t{ nécessite de distinguer deux
cas différents : soit 'onde de choc 3 se trouve entre les trains d’onde I et 2 ou soit elle se
trouve entre les trains d’onde 2 et . La figure A.1 et la figure A.2 de gauche représentent
le deuxieme cas de figure, tandis que la figure A.2 de droite représente le premier cas de
figure. Apres 'apparition de I'onde de choc 3, on définit un pavage de référence Aj conte-
nant 12 domaines différents (cf figure A.1), ensuite I’évolution ondulatoire se construit
en superposant ces différents pavages Ag.

On souhaite dans un premier temps présenter I’évolution des champs de déformation et
de vitesse lorsque ¢ > t{. On se place tout d’abord dans le cas ou le train d’onde 3 se
trouve initialement entre les trains d’ondes 2 et . Le calcul des champs du domaine Q'%4,
qui sont la vitesse v'29 et la déformation e'?¢, se construisent & partir du domaine Q%%—2,
ce qui nous permet d’écrire les équations suivantes

V120 — 0, (612q . €6w—2) + (1;12‘1 _ v6w—2) =0, (A.14)

et on a e'24 = ¢ — /2ky + €2. On note (a) le couple (v'24, €!29). Les champs du domaine
Q124+4 ge construisent de la méme maniére & partir des champs du domaine Q%¥*1 et
on a v120t4 = 0 et e!20t4 = Wl — _9pe — 2K De méme on note (b) le couple

v/ 2ko+€24-€

(v'2a+4) e120+4) Pour le domaine Q2918 on construit les champs & partir du domaine
Q8(w+1)=2 ot on obtient les mémes valeurs que pour le couple (a) (cf Figure A.1). Ensuite,
en remarquant que le front de fissure £(¢) est a 'arrét, les champs des domaines se trouvant
aux frontieres (x = 0 et x = £(t)) se construisent facilement puisque les domaines Q'29,
Q124+3  Q12¢+8 of Q124+l gont identiques, et que les domaines Q2914 et Q124+7 sont
aussi identiques. Le domaine Q12a+1 g6 construit a partir des domaines Q'2q o Ql2q+4
et on a

12001 ko — ki —we(e+V2k +€2) ko + k1 4 we (e + V2ks + €2)
pr2atl — e g+l _
6+\/2k2+62 6+\/2k‘2+62 ( )
A.15

On note par (c) la valeur des champs du domaine Q'2¢*!, Les champs du domaine Q'24+2
sont obtenus a partir des domaines 0124 ot Q12418 ¢t on trouve comme solution, le couple
(a). Pour le domaine Q'2%? on obtient avec les domaines Q'29+% et Q12¢+8

U12q+5 _ _v12q+17 612q+5 — 612q+1 (A16)

On note (d) la valeur des champs de ce domaine. On trouve que les champs du domaine
Q12446 gont identiques & ceux du domaine précédent. Et pour finir on trouve que les
champs du domaine Q12419 gont égaux a (a) et que ceux du domaines Q124+10 gony,
égaux a (c). La figure A.2 de gauche représente pour plusieurs pavages, I’évolution de ces
champs. De la méme facon, on construit les champs dans le plan espace-temps lorsque le
train d’onde 3 est généré entre les trains d’onde I et 2 (cf Figure A.2 de droite).

On observe que les champs de part et d’autre du train d’onde 3 sont identiques (cf
Figure A.2), ainsi 'influence de 'onde de choc sur I’évolution ondulatoire est nulle et on
peut considérer un pavage de référence de 6 éléments avec deux trains d’onde I et 2 (cf
Figure A.3). De ce fait on ramene les deux configurations initiales que I'on avait (au ni-
veau du choix du déclenchement du train d’onde 3) en une seule construction ondulatoire.

E’tape 2 : construction de la solution pourt > t5
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Fic. A.1 : Evolution de la solution ondulatoire avec t§ qui correspond & un instant de mise a
zéro de la vitesse de chargement et t a un instant de redémarrage de la vitesse de
chargement €. Le domaine espace-temps est subdivisé en domaine A, Ag et Af.

Lorsque la solution arrive au temps t = t§, alors la vitesse du chargement repasse par sa
valeur initiale €, et le train d’onde 4 est généré. Ainsi, compte tenu de la construction
ondulatoire lorsque le front de fissure est a ’arrét, deux configurations sont possibles :
soit le train d’onde 4 est généré entre les trains d’onde I et 2, ou soit entre les trains
d’onde 2 et I. La figure A.1 correspond au premier cas.

On se place tout d’abord dans le cas de la Figure A.1 et on recherche la valeur des champs
du domaine Q7. Puisque les champs du domaine qui lui sont tangents sont égaux a (b),

alors v7 =eet €7 = —(2w + 1)e — ﬁ On remarque, en utilisant (I11.21), que ces
o+e2+€
champs sont égaux & ceux du domaine Q%**3. Ainsi le domaine Q'?* est identique au

. 6(w+1)+1 . . .
domaine Qe(w+ I+ Sous réserve que la vitesse de chargement € est suffisamment petite

pour que le front de fissure du domaine Q% soit & l’arrét. De méme par un raisonnement
similaire, on obtient que le domaine Q'?**® est identique au domaine QS(wH)H. Puis
on obtient assez facilement que le domaine Q1274 est identique au domaine Q8(w+1)-2,
Ainsi a travers le pavage A’ nous avons exactement reconstruit les champs du pavage
Ayp+1 qui est le pavage qui suit Ay, pour la construction de la courbe limite (II1.24).
Lorsque le train d’onde 4 apparait entre les trains d’onde 2 et I, alors la conclusion est

la méme a une permutation prés des domaines du pavage A’.
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Fic. A.2 : Présentation des deux cas de figure lors de ’arrét du chargement ; a gauche : le train
d’onde 3 est généré entre les trains d’onde 2 et 1, a droite : le train d’onde 3 est généré
entre les trains d’onde I et 2

Fig. A.3 : Solution ondulatoire avec une vitesse de chargement nulle apres suppression du trains
d’onde 3

Etape 3 : convergence de T — ((T) vers la courbe limite (I11.24)

Le résultat précédent nous assure que la construction ondulatoire pour ¢ > t§ s’effectue a
partir de pavages similaires (& un permutation des domaines prés) aux pavages A,, avec
n > w. Lorsque l'on reconstruit les suites nécessaires a I’élaboration de la courbe limite
(IT1.24), on obtient des suites identiques & celles introduites en page 70. Cependant, une
différence apparailt au niveau des conditions initiales de ces suites, puisque lors de I'arrét
du chargement en t = t§, soit le pavage A1 ou soit le pavage A,, (en fonction des deux
cas de figure possible) n’a pas été totalement construit. Cela se traduit par un décalage
des conditions initiales dans le plan espace-charge. Ainsi le résultat de convergence est
obtenu lorsque € — 0. (Tel que la perturbation de la condition initiale tende vers zéro
lorsque € — 0.)

f) Démonstration de la proposition 17
On commence tout d’abord par présenter un résultat qui sera nécessaire par la suite.
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Lemme 2 Lorsque le pavage Ay, (cf Figure I11.8) est construit en considérant les deux
suites (IT1.27), et ot la vitesse du front de fissure (2~ = 1/y/2kq + €2 a été remplacée
par le terme d’ordre 0 de son développement limité lorsque € est proche de zéro, alors
lévolution du décollement du film converge vers la réponse asymptotique (111.24) lorsque
e— 0.

Preuve :
Les termes (ay, T;,) qui sont défini & partir du pavage A,, peuvent se mettre sous la forme

{ Tt = Ty + €(ans1 + an) 2Leks (A.17)

h= 02
Tn+1 - Tn +h+ (an+1 - an)\/% ’ k2 - kl

Ensuite en adoptant une approche similaire a celle développée page 70 on obtient le
résultat souhaité a savoir

(f[[ —51) 1n k:g(f[[ —51) +x(k:1 — kz)
kg—k’l gllkl_gll@

T(x) = /2ka(lr — Lr7 + 2+ 2 ) (A.18)

O

Le lemme (2) a permis de mettre en évidence la convergence vers la courbe (II1.24)
dans un certain cas de figure. En fait cette configuration sera celle obtenue au cours de
la démonstration de la proposition 17.

Preuve de la proposition 17 :

La construction de la solution se décompose en plusieurs parties : une phase d’arrét
lorsque t{ < t < tg, une phase de décharge lorsque t§ < t < t§, une phase de recharge
lorsque t§ < t < t§ et une phase de propagation lorsque ¢ > t4. La premieére phase a
deja été abordée (cf Page 165) et on obtient que le front de fissure est a l'arrét lorsque
la vitesse de chargement devient nulle. De plus, le train d’onde 3 généré au temps ¢t = t§
disparait lorsque ¢t > t{. On considerera donc, comme condition initiale a la deuxieme
phase du chargement, les champs présentés a travers la Figure A.3.

Etape 1 : Construction de la solution pour g <t<t§:

En ¢ = t4, un train d’onde que 'on note 4 apparait, ainsi le pavage de référence doit étre
redéfini et on note Af le nouveau pavage constitué de 12 éléments. Comme précédemment,
une discussion s’impose au niveau de la position du train d’onde 4 par rapport aux autres
trains d’onde existants (cf Figure A.2). On suppose tout d’abord que le train d’onde 4 est
généré entre les trains d’onde 2 et I. De ce fait on peut construire la solution ondulatoire
(cf Figure A.4) et on obtient les valeurs des champs du pavage Aj (apres avoir effectué
un développement limité en € autour de zéro)

e = (2¢ 4 1)e — /2ky, v'*1 =0 (A.19)
Q20+l — _ k2 <4Q+ 1 ﬂ _ w) .
k 1 k
pl20+1 — 2 - _ M
«/214:2 2t <2 2ks +“’> ‘
el2a+2 — 612‘1, 22 — (A.21)

12013 = 9(q + 1)e — \/2ka, v120H3 = ¢ (A.22)
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Fi1G. A.4 : Evolution de la charge T

12¢g+4 _ ﬁkl k1 12g+4 _
e =———=+ 2+ — —2w)e, v =0 A.23
U5 Tty ) (A.23)
k k 1k
12¢+5 _ 12¢+1 12¢+5 _ _ K1 2 oM A.24
e e , U \/%—f— 2+< 2+2k:2 w>e (A.24)
612Q+6:_i_ ]€2+<4((]+1)—1+k‘1_w>6
V2ky 2 2 Zks (A.25)
v12q+6:_ kl + @_i_ _§+ﬂ_w €
2k 2 2 " 2k
12q+7 _ \@kl k1 12¢+7 _
e =— +(2¢+ 14— —2w)e, v = —¢ A.26
et eat 1 2w (4.26)
el2at8 — o120 12448 _ (A.27)
Q12049 _ 12043 12049 _ (A.28)
k k 1k
12¢+10 _ 12¢+6  12¢+10 _ _ K1 [FK2 M A.29
e e ;U Voks 2+(2 2k2+w>e (A.29)
Q120+ _ (12043 12011 (A.30)

Cette construction des champs du pavage Ag, nous assure que le front de fissure oT)

est a l'arrét lorsque la charge passe de la valeur 7" a la valeur nulle. De plus, le fait
que les vitesses ne dépendent pas de I'indice ¢ du pavage Ag, nous assure que la quantité
d’énergie cinétique qui oscille dans le film est constante au cours du temps. Ainsi I’énergie
injectée dans le modele par le déplacement imposé sert uniquement a modifier la déformée
générale du film, en d’autres mots il n’y a pas de transfert entre une partie de 1’énergie
potentielle et Iénergie cinétique (cf Proposition 14).

Remarque 36 Lorsque ¢ — 0 on obtient que les domaines Q2472 et Q2943 ont des
champs identiques, de méme pour les domaines Q2415 et Q12976 ot pour les domaines
Q12a+8 ot Q12949 Ainsi linfluence du train d’onde 4 peut étre négligé dans le plan espace-
temps (et non dans le plan espace-charge) lors d’un passage a la limite en .
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Etape 2 : Construction de la solution pour i3 <t<ty:

Lorsque t§ < t < t§ la solution ondulatoire se construit a partir d’une superposition des
pavages Ag (constitué de 12 domaines). En t = t4, la vitesse de chargement change et
passe de —e€ a €, ainsi un train d’onde est généré (que l'on note $) et vient modifier la
solution ondulatoire. L’apparition du train d’onde 5 doit étre analysé en fonction de sa
position par rapport aux trains d’onde I, 2 et 4. En effet le train d’onde 5 peut se trouver
soit entre les trains d’onde 2 et 4, soit entre les trains d’onde 4 et I ou soit entre les trains
d’onde I et 2 (sachant qu’a travers ’étape 1 nous avons fait le choix du train d’onde 4
entre 2 et [).

La solution ondulatoire pour ¢t > t§ peut étre construit comme précédemment a l’aide
d’un pavage de référence et en considérant que le train d’onde 5 apparait entre les trains
d’onde I et 2. Dans notre cas, il faut considérer un pavage A’ ayant 20 domaines (cf
Figure A.5). Ensuite de fagon similaire & la construction des domaines précédents (cf
Page 69) on obtient les champs solutions des 20 domaines du pavage (A.31).

Fic. A.5 : Evolution de la charge T

205 V2K ki 205
e = — + (=25 + — + 2q — 2w)e, v =0 A.31
e 2 2 2) (A31)
k k 4s —1 k
20s+1 __ 1 2 1
e = — At |5t t2q—w]e
V2K 2 2 ok 1 ) (A.32)
205+l — ki + 2} 4 <_1 4 LI ) ¢
V2ko 2 2 2k

k [k As—1)+1 ki >
20s+2 1 2
e =— =t | ————— 4+ +2¢—w]e
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20s+3 \/le ki > 020543
S i 25+ 1+ — +2¢—2 = - A.34
‘ e BT B
20s+4 _ V2ky < k1 ) p20s+4 _
e =— + 25 — 1+ — 4 2¢ — 2w =c A.35
vk B A
2055 = —\/2ky + (—25 + 1+ 29)e, v** T =0 (A.36)
20516 _ 2ks ( (S — 1) + 2(])6 p20st6 — ¢ (A37)
—1)+1
e205+7 — _ \/> < As-D+1 + 2]% +2q — w>
2 (A.38)
20s+7 _ r2 _-_ M
v \/; ( 2k2 - w) ‘
k 4s+1 k >
20548 _ 1 ko !
— =+ (- + —4+2q—w e
V2ks 2 ( 2 2y (A.39)
p205+8 _ ki ]€2+<3_k1+w>e
ke V2 T 27 2k
2059 — /2y + (=254 2q)e, v = ¢ (A.40)
20510 — .\ /2ky + (=25 + 34 2¢)e, v25H10 =0 (A.41)
k k —4s+5 k >
20s+11 1 2 1
e = — — - + a1 + 2 w
V2ks 2 ( 2 2ky (A.42)
p2ost11 _ kL ke (1 b )e
o 2 "2 oy
k k 4 -1 k
205412 _ _ 1 ?2 5 +2£+2q—w>6
> 2 (A.43)
p205+12 _ [52 (2 M
21<: 2 ( 2162 * w) ‘
X0 = —\/2ky + (=25 + 1+ 2q)e, 0?1 = 2¢ (A-44)
p205+14 _ 2k + (—=2(s — 1) + 2q)e, 205 T4 = ¢ (A.45)
205415 V2k ki p205+15
e =— +(=2(s — 1) + — 4 2¢ — 2w =0 A.46
T T (A D+ 20— 2w, (A.46)
205116 _ _ V2k1 ki p205+16 _
e =— +(—254 2 +2¢— 2w = 2¢ A .47
Vka . PR ) D
k k 4s — k
205417 1 2 !
V2ky 2 < T2 ok ) (A.48)
L20s+17 _ k1 +\/k>2+<3_|_k1_w>6
vV 2]{32 2 2k32
k 2 Als—1)+1 & >
205+18 1 2 !
e - _ /= -+ — 42— w
V2ky 2 ( 2 2hy (A.49)
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20519 — V2 + <—25 +1+ il +2q — 2w> e, V20519 — ¢ (A.50)
Vs ko

On observe que lorsque t < t{ alors la fonction 7" +— ¢(T") n’évolue pas puisque les
vitesses de fissuration que ’'on obtient sur les domaines Q205, Q20515 Q20s+10 o 20s+15
sont négatives (on les fixes donc a zéro). L’arrét du front de fissure a travers un pavage
Ab peut étre généré par deux aspects, soit € est suffisamment petit, ce qui garanti I'arrét
de la fissure (domaines Q20s e Q203+15). Ou soit le film n’a pas accumulé suffisamment
d’énergie pour que le front de fissure ¢(7) évolue (on reviendra sur cet aspect dans ’étape
suivante).

Etape 3 : Construction de la solution pour t > tj :

On s’intéresse maintenant aux conditions de propagation des 4 fronts de fissure du pavage
AZ. Le calcul de la vitesse de fissuration du domaine Q298 (le front de fissure est a arrét
pour les domaines antérieurs a QQOS) donne

EQOS _ k‘% — k‘% B 2/{3/2 (\/ﬁk% + 2\/§k1k2q — 2\&]{51]{}28 — 2\@]{1]{}2111) € (A 51)
1.2 2 2 :
ki + k3 (k? + k3)

qui est négatif pour un e suffisamment petit. Ensuite a e fixé, s évolue et peut pour de
grandes valeurs, donner une vitesse §20s positive. Ce redémarrage correspond a la fin
de la couche limite (cf (B.3.4)) et on retiendra qu'il intervient lorsque s +w — ¢q est de
I’ordre de % Puisque 1'on s’intéresse aux effets de redémarrage lorsque £77 < £(T) < ¢4,
on considére que 2% = 0. Ainsi le calcul de la vitesse du front de fissure du domaine
Q20s+5 donne

josts _ 25— 12

V2ky

puis le calcul de la vitesse du front de fissure du domaine suivant Q2%+10 (le résultat est
identique lorsque 1’on considére /20575 = ( ou (2955 > ()

(A.52)

jos+10 _ 25 =329

NI (A.53)

A travers les expressions (A.52) et (A.53) on obtient que (29545 > (0 pour s > ¢+1 et que
(205410 5 pour s > g+ 2. Lors de I’évolution de s, les fronts de fissure sont a ’arrét pour
s < q+1, puis lorsque s = ¢+ 1, on a 295+5 > ( et (205710 — ( Ensuite pour le domaine
Q?95+15 on retrouve une vitesse de fissuration du méme type que pour le domaine Q2%

jonis _ B — k3 2% (V2K2 4 2v/2k1ky + 2v/2k1 kag — 2v/2kkas — 22k kow) €
KE + k3 (k3 + K3)?

(A.54)
Sur les pavages suivants, on obtient que les domaines Q205%5 et Q205+10 ayec § > s,
ont des vitesses de fissuration identiques et égales a €//2ks. Cette valeur correspond au
terme d’ordre 0 du développement limité de tfgw—l lorsque € est proche de zéro. Ainsi, en
effectuant un redécoupage du pavage A’ pour obtenir un pavage du type A, (cf Figure
I11.8), et en utilisant le Lemme 2, on obtient que 1’ensemble des points du front de fissure
(T, ¢(T)) converge vers la courbe limite x — 7 (x) lorsque € — 0.
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g) Démonstration de la proposition 18

Puisque les vitesses de chargement changent, alors ’évolution du front de fissure sera
considérée dans le plan espace-temps. Cependant les résultats que 1'on recherche au ni-
veau du comportement asymptotique du front de fissure seront & analyser dans le plan
espace-charge (le changement de plan sera effectué en fin de démonstration et consistera
en des transformations homothétiques par morceaux).

E’tape 0 : plan de la démonstration

La construction de la solution ondulatoire nécessite de distinguer deux cas : soit le train
d’onde 3 est généré entre les trains d’onde I et 2, ou soit le train d’onde 3 est généré entre
les trains d’onde 2 et I (cf Figure A.6). On présente ainsi la construction de la solution
ondulatoire selon les deux cas de figure, puis on montre la convergence du décollement
du film vers la courbe (I11.24).

Etape 1 : construction de la solution ondulatoire lorsque t* se trouve entre les trains
d’onde 2 et ]

Fig. A.6 : Solution ondulatoire lorsque la vitesse de chargement passe de € a 3 et que le train
d’onde 3 se trouve entre les trains d’onde 2 et I.

On commence tout d’abord par calculer les champs dans le domaine QIQ(‘?_IH?’ A partir
du domaine Q% on obtient v12(0~D+3 = 3 et 12(¢=D+3 — _ /2%, + 2 4+ ¢ — (. Ainsi, de
ce domaine on construit les champs du domaine 024 ¢t on a

2—k — R)e
2 — ¢ (22, e'% = —\/2ky, (129 =212 A.55
v ( K > ’ m (4.55)

apres avoir effectué un développement limité autour de € proche de zéro. Ensuite on
s'intéresse au domaine Q'2(¢=D+7 qui se construit & partir de Q%+ et on a v12(¢-D+7 = 3
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ot e120—D+7 — ____ 2k
v/ 2ko+e2+e

domaine Q297 et en particulier la vitesse du front de fissure :

— 2we — (3. De ce domaine on obtient les champs a travers le

é12q+4 o k% — ]{7% 2\/§k1k’23/2(—kllﬁi + 2k2(1 + Rw))e
RN (k4 k3)%k

(A.56)

qui, pour une € suffisamment petit €, peut devenir négatif. Ainsi, pour € < €°, la vitesse
du front de fissure est mise & zéro et les champs du domaine Q'2a+4 go mettent sous la
forme

Patd = pl2atd = 120+ = —kl\/i + ko _2_ 2w | € (A.57)
’ ’ Vs \k2 &
De méme on construit les champs du domaine Q2978 & partir du domaine Q12(g—1)+11
et on a
P12 DHL g 120D o (A.58)
0120t8 — g Q12048 — _ | ok, 1208 — £ (A.59)

V2ko

Ensuite on obtient que les domaines 912(q+1) et Q12418 gont identiques. La construction
des champs du domaine Q241 est obtenue & partir des champs du domaine Q'2¢+3,
Pour le domaine Q'2(¢t1)+4 on obtient que pour un e suffisamment petit, la vitesse du
décollement du film est nulle. Puis en se basant sur le domaine Q12q+11, on construit
le domaine Q2(@+)+8 et on trouve que ses champs sont identiques & ceux du domaine
Q'24, Un pavage Af est ensuite défini & partir des 12 domaines grisés de la Figure A.6.
Compte tenu de la construction des différents domaines, les pavages Ay et Af,; ne sont
pas identiques au niveau de la valeur des champs, tandis que les pavages qu Lpavecqg € N
sont identiques et de méme pour les pavages qu 49 avec ¢ € N. On en déduit donc que
si 'on souhaite construire une suite pour décrire 1’évolution de T' +— £(T"), alors il faut
considérer une suite basée sur un couple de deux pavages successifs Ay et Af, ;. Ainsi
on construit les suites ay, et T}, tel que ay, = an, ay, 1 = apy2, Ty, = Tp et T = Thpo.

E’tape 2 : construction de la solution ondulatoire lorsque t® se trouve entre les trains
d’onde I et 2

On construit la solution dynamique en utilisant des techniques similaires a celles
utilisées précédemment, et on obtient la construction présentée sur la Figure A.7. Comme
précédemment, 'utilisation de deux pavages successifs est nécessaire pour construire une
récurrence sur a,, et T . La seule différence se trouve au niveau de la condition initiale
(ap, to) par rapport au train d’onde 3. En effet, soit le couple (ag, tg) se trouve sur le train
d’onde 3 ou soit il se trouve a une distance de 'ordre de € de ce train d’onde. En définitive
on supposera que lorsque € — 0, cette distance est proche de zéro.

E’tape 3 : résultat de convergence a4 partir d’un raisonnement par récurrence

Il s’agit maintenant de montrer que I’évolution du front de fissure T — ¢(T') converge
vers la courbe limite (I11.24). Commencons tout d’abord par présenter la construction des
deux suites (ay, t,) qui permettent de construire 1’évolution de T — ¢(T'). Les suites sont
construites en utilisant une approche similaire & (I11.27) et compte tenu de la construction,
on obtient quatre suites différentes : deux a travers le pavage Ay et deux a travers le
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Fic. A.7 : Solution ondulatoire lorsque la vitesse de chargement passe de € a 3 et que le train
d’onde 3 se trouve entre les trains d’onde I et 2.

pavage Ag. .

( h V2ko

Tn+1 =T,+—+ (an+1 - an)T

Toy1 =Ty + —(an + any1) 2eko(Lrr — 1)
K = 7 A
Bk, ° Avec h fr— (A.60)

2—kK

h
Thyo =Tnt1 + P + (an+2 — an+1)

€
Thyo =Thy1 + E(anJrl + an42)

avec Ty, =Ty, Tpy, 1 = Thy2, ay, = ap et aj, 1 = apt2. Ce qui nous permet, en effectuant
un développement limité en € a 'ordre 1, d’obtenir deux suites :

Toyo =T, + ﬁany an+42 = \/EK il 2\/§€an + 2\/%(61 — 611)6
K VEak (k2 — k1)K
Nous allons ainsi montrer par récurrence que le couple (a},, 5t*,) avec m € N appar-
tient & la courbe limite (I11.24).
Au rang m = 0 on considere que le couple (aj, T = €tp) appartient a la courbe
(I11.24). On a donc afy, = ¢;1 et T; = \/2kol;. En utilisant (A.61) on obtient, en effectuant
un développement limité en e¢ proche de 0 a l'ordre 1 :

* 2\/56 (kQEI — k]_gjj) % 46[[6
a; =L+ \/Eﬂ(kg—]ﬁ) , 17T = \/%ﬁ[-i- - (A.62)
et on a l’égalité suivante 7 (a}) = T} ou x +— 7T (z) définit la courbe limite (II1.24). Ainsi
au rang m = 0, la relation de récurrence est vraie.

Au rang m, on suppose que le couple (a’,, 5t ) appartient a la courbe (II1.24) et
on souhaite montrer que le couple (ay, 1,0, ;) appartient aussi a cette courbe. En
utilisant les expressions (A.61) puis en les injectants dans la relation (II1.24), on obtient
immédiatement notre résultat : 7 (a}, ;) = T}y, ;- Ainsi la relation de récurrence est aussi
vraie au rang m, et donc tout couple (a},, T, ) avec m € N et pour € convergeant vers 0,
appartient a la courbe limite (II1.24).

(A.61)
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A.3 Solution dynamique pour un défaut constitué de plusieurs ténaci-
tés

h) Démonstration de la proposition 24

La démonstration se présente sous la forme d’un raisonnement par récurrence, ot l'indice
de récurrence est défini comme étant I'indice ¢ de la construction des courbes limites.
Ainsi on suppose au rang i que la couche limite formée par ’ensemble des courbes limites
x — T*(x) avec k < 4, est indépendante des permutations des micro-défauts, et on sou-
haite montrer qu’elle le reste pour la nouvelle couche limite formée par 2 +— T*(x) avec
k < i+1. Cette démonstration par récurrence nécessite aussi, en parallele, la construction
pas a pas de la couche limite. Pour cela on imbriquera dans le raisonnement précédent un
second raisonnement par récurrence basé sur les mémes indices i : on suppose au rang i
que I’on connait la courbe limite z +— T%~!(z) ainsi que le couple (ﬁf, Tid), et on recherche
z — T*(x) ainsi que le couple (¢4, ,, T2 ).

Etape 1 : Récurrence au rang i = 1

A la premiere étape de la construction de la couche limite, x + T9(x) n’est pas défini.
Cependant on sait que € a été choisi tel que le front de fissure, au cours du pavage Ay,
s’arréte m fois. Cette information nous permet de construire les deux suites nécessaire a
la construction de z +— T (x)

Thi1 =T, + E(an+1 + an)
ek (diTt — d?) (A.63)

m
Toy1 =T+ Z Rt + \/2koy + €2(ant1 — ap), avec Bt = R
1

i=1

La courbe limite x — T!(x) sera obtenue par passage a la limite lorsque ¢ — 0 (cf
page 70). On observe qu’une permutation parmi les m défauts entraine uniquement une
permutation dans la sommation des termes h’, ce qui ne modifie en rien la courbe limite
x +— T'(z) et ce qui valide I’hypothese de la premiere récurrence au rang i = 1.

La construction du pavage Ay suppose 'arrét du front de fissure m fois, ainsi le critére
d’arrét peut se mettre sous la forme (cf équation A.67)

V/2ka(ky — k)
2kky — ki

(A.64)
Lorsque I'un ou plusieurs des m critéres € < H'(k) ne sont plus valide (par exemple les
indices p, q), alors la construction du pavage Ay doit étre modifié et un point de raccord
(¢4, T§) doit étre calculé. Ce point est obtenue en utilisant la relation p = (k2 —k%)/v/2kae
(ou q = (ko — k¥)/\/2ka€), qui est obtenue en effectuant un développement limité autour
du critere d’arrét violé e < HP(k) (ou € < H4(k)). Cette relation nous permet ensuite de
déterminer le couple (¢4, T¢) en utilisant les suites A.63 (cf page 70). Ainsi 'hypothese
de la seconde récurrence est vérifiée au rang i = 1.

pour un € fixé Ik € N tel que , € < H'(k) Vi € {1---m} avec H'(k) =

Remarque 37 Lorsqu’un nombre fini de critere d’arrét sont violés en méme temps,
alors les ténacités des micro-défauts dont ils dépendent sont identiques. Par exemple,
dans notre démonstration nous avons kjl’ = k:(ll.

Etape 2 : Récurrence au rang 1
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On suppose que la couche limite est formée de ¢ — 1 courbes limites et que 1'on
connait le couple (£¢, 7). La connaissance de ces deux aspects nous informe sur la forme
du pavage Ay sur l'intervalle [E?, églﬂ], ce qui nous permet de construire

Thi1 =T, + 6(@n+1 + an)
ek (dH — d) (A.65)

J
Toy1 =T+ Z ht + \/2ky + €2(apt1 — ap), avec Bt = R
1

=1

ou j est défini comme étant le nombre de micro-défauts vérifiant le critere d’arrét du
front de fissure. Ces deux suites permettent de générer une famille de courbes limite
M(L, a, ko) sur Uintervalle [Ef,ﬁ‘iiﬂ]. On retient la courbe limite qui vérifie la relation
T'(¢¢) = T{. Puis on recherche le couple (¢¢,,,T¢ ) & partir des fonctions H'(k) qui ne
vérifient plus le critere d’arrét de ¢(T") (cf récurrence au rang @ = 1). Ainsi les hypotheses
des deux récurrences sont vérifiées puisque d’une part les suites A.65 sont insensibles
aux permutations des micro-défauts de ténacité, et d’autre part nous avons construit
x — T*(x) ainsi que le couple (¢, ,, T4 ).

i) Démonstration de la proposition 22
Etape 1 : construction de la courbe limite pour € € [£r1, (%]

On utilise une approche similaire a celle présentée a la page 70, lors de I’étude du
modele a un défaut. La figure A.8 représente, par la zone grisée, le pavage de référence
A}, que I'on considere. Il posséde 12 domaines élémentaires de type Q¢ et la numérotation
des domaines et du front de fissure utilise la méme convention que le modele a un défaut.

12
Ay = | Qi (A.66)

i=1

Ainsi chacune des trois discontinuités génere respectivement les trains d’onde I, 2 et 3.
Sur chaque pavage Ay le front de fissure est a l'arrét entre les trains d’onde I et 2, et
entre les trains d’onde 2 et 3; entre les trains d’onde 3 et I le front de fissure se propage
a la méme vitesse que lorsque ¢(7T") < ;. De ce fait, pour garder les mémes notations,

le front de fissure s’arréte dans les domaines Qi%_l et Qizk’*?’ avec k € N* et tel que
Bk+2 — () et 3K3 =
€ € *

A partir d’'une construction des domaines de fagon similaire & celle présentée par 1’équa-
tion A.3, on observe que les domaines Q?*~! et Q1243 dépendent respectivement de k;
et de k3. Cet aspect se démontre par une récurrence simple et on présente ici la démons-
tration au premier ordre k = 1. La construction des champs de Q! nécessite uniquement
la connaissance des champs de Q% qui eux méme dépendent uniquement du domaine Q?,
on effectue le méme type de raisonnement pour montrer que Q! dépend uniquement de
Q? (bien entendu les champs des domaines Qi%*l et Q?k” ont une dépendance par
rapport a k, indice du pavage Ag).

En utilisant la relation II1.23 et en 'adaptant & notre probléme on a : pour un € fixé,
V2ka (ke — k1) V2ka (ke — k3)
3 1 — Y Iorewe v _ vame\t2 M
ke N tel que € < H(k) e < G(k) avec H(k) ST m— et G(k) ST —
Alors (2642 = 0 et £3F43 = 0, V& > 1.
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De ce fait on définit 6‘11 tel que
= lg% aj(e) o k(e) est solution de 7(k) =0 (A.67)

ou ay est un élément de la suite nécessaire a la construction de la courbe limite (cf
(I11.27)) et 7(k) = (e — min (H(k),G(k))). £¢ apparait donc comme la distance & partir
de laquelle le front de fissure du domaine Q!%*~1 ou du domaine Q!?**3 a une vitesse
de fissuration non nulle. Comme présenté par le Lemme 1, cette vitesse de fissuration
correspond a la solution statique I11.42 lorsque € — 0.

T
17
16 ay
14 16 Ty
13 15 | | he
10 12
9 11 I h1
6 8
5 7
3 4 ao
2 To
1
l l l z
Ly Lrrr Lrr

Fia. A.8 : Définition du pavage Ay

Ainsi on construit une récurrence basée sur deux suites

Thy1=Tn + e(an—i—l + an)
Toi1 =T+ hi + ha + (ant1 — an)V2ka + €2

N _ 26’62(@]1]7@[) _ 26]62(@[[7@[[[)
ou h1 = B e et @2 e Py
présentée page 70 on obtient

(A.68)

. En effectuant une approche similaire a celle

B ko(Lrr(ko — k1) + Lrrr (k1 — k3) + €1 (ks — k2))
Ti(0) = 2ke(br — lrr + 0+ (o — ) (s — k)

n (f(lﬁ — k1)(ka — k3) + ko(Lrrr(ks — k1) + Lrr(ky — ko) + £r (ke — k‘3))))
lrko(ko — k3) + Lrrks (k1 — ko) + Crrrka(ks — k1)

(A.69)
Une expression de 651 est obtenue en utilisant I’équation A.67, et dans le cas ou le minimum
de la fonction 7(k) est atteint par la fonction H(k) on a

ko(lrr(ke — k1) + Lrrr(k1 — k3) + Cr (ks — k2))
(kg — k1)(k2 — k3) (A.70)
ka <€1k2(kzg — k3) + Lrrks(ki — k2) + Lrrrka(ks — kl))

(k2 — k1) (k2 — k3)

=

+e

Le calcul de Tld est obtenue en utilisant I’équation A.69 et se présente sous la forme
T =Ty (4])
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Etape 2 : construction de la courbe limite pour { € (¢4, 04]

Lorsque Eg > 0> Zil, le pavage A présente deux fronts de fissure se propageant et un a
l'arrét. De ce fait la courbe limite est une courbe appartenant a la famille M(¢, L, o, k2)
avec L = Ui — U1 et a = ki /ko. La constante C' permettant de définir M(¢, L, o, k2)
dans la définition 7 est déterminée en utilisant comme condition initiale T»(¢{) = T¢. Au
final on obtient

To(0) = T + \/2ko (0 — 04 +

ka(lrr —Lrrr) In ( ko(lrr — Lrrr) + (ks — ko)

A7l
ko — ks ko(Crr — Lrrr) + 04 (ks — k‘2))) ( )

La recherche du point £4 est obtenue facilement en recherchant ¢ tel que T5(£) = v/2k2f.

A.4 Figures pour les études complémentaires

Nous présentons a travers cette partie quelques figures complémentaires introduites
lors de 'analogie entre le modele de décollement de film avec un défaut et celui sans
défaut avec un chargement brutal.

t

ty + 0t

4 lo

F1G. A.9 : Evolution des ondes dans le plan (t,£) lorsque T évolue selon le Cas 2
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~

i

ty + 20t

F1G. A.10 : Evolution des ondes dans le plan (t,£) lorsque T évolue selon le Cas 1

Fic. A.11 : Evolution de la charge T en fonction de £ lorsque T évolue selon le Cas 2 et pour
différentes valeurs de (8
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FiG. A.12 : Evolution de l’énergie cinétique en fonction de £ lorsque T évolue selon le Cas 2

E K+P

K+P

tp

Fic. A.13 : Evolution des énergies en fonction de t lorsque T évolue selon le Cas 2
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fl 62

Fic. A.14 : Evolution de l’énergie cinétique IKC au voisinage de l’instabilité en fonction de £ lorsque
T évolue selon le Cas 1

E P+S

sans défaut

avec défaut

e[ KII

Fig. A.15 : Comparaison entre les énergies lorsque la propagation instable traverse un défaut
(Cas 2)
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VA

Fia. A.16 : Evolution du front de fissure dans le plan (T, x) lorsque le chargement est une double
impulsion de type Cas 2

E P+S

K1

Fia. A.17 : Evolution des énergies en fonction de £ lorsque T évolue selon le Cas 1
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K|l

01 0o

Fic. A.18 : Evolution de l’énergie cinétique KC en fonction de £ lorsque T évolue selon le Cas 1

(a) B=0.1 (b) B=0.18

propagations brutales
mise en charge couche limite

st |/
_ ! \

(c)3=03 (d)B=04

t

Fic. A.19 : Evolution de l’énergie cinétique KC en fonction du temps t lorsque le film traverse une
discontinuité de ténacité puis un chargement T' sous forme d’une impulsion de type
Cas 2
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Annexe B

A Figures complémentaires du chapitre IV

1 T L | T
5L 6L 5L 6L
(c)-faisceau Fy vérifiant ’hypothese 2

xT xT

| 1 1 1
5L 6L 5L 6L
(b)-faisceaux Fi et F3 ne vérifiant pas ’hypotheése 2 (d)-faisceaux Fi et F3 vérifiant ’hypothese 2

Fic. B.1 : Lllustration de U’hypothése 2.
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(40

L 2L 3L 4L 5L 6L

FiG. B.2 : Présentation du faisceau JFi'.
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A. Figures complémentaires du chapitre IV

N T A S T
f i ,,wﬂm...,,,g L |
._\\ | ,/.} \,,/ _z ,,\,z /.\ ?., \ \\t § \; ,,:
I A W i
AN 1 AN 1
AR A RN
\,/, s,,.\ \,..',.,\\s.., ?, I \ \...g..,‘ ,.,,
A e
(N i
L i ;\.
b N
N A
A o I
HH IR
TR AL S
i t I DR :
SR
}\{ ..,. '/, \\ ‘ ,,,,, \_,,\..\,. .' " ',.s ..". o/' \\ "
. %\.,,..‘ \\ % i .0,.,\. . \? \.,,...s §.§ |\

N

F1G. B.3 : Solution dynamique ondulatoire lors de la traversée du 177*¢™€ défaut avec € = 0.01c,

1

0.5 et ]{12

1, k1

L
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Wy
w3
w2

w1

wWo

w17

wie

L 2L 3L

FiG. B.J : Construction des domaines ws du faisceau Fi7.

4L

5L

6L
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K. K.
X X
0 L 2L o, 3L 4L
K. K.
4L 5L 6L 6L 7L 8L
K. Ke
8L 9L 10L  10L 11L 12L

F1G. B.5 : Fvolution de l’énergie cinétique a travers les 6 premiers défauts en fonction de ¢(T)
pour e =0.0lc, L=1,k =05 et ks, =1
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Ke
1k
(T)
Pe
30 |
«T)
Se
30 |
UT)
Ee
70
oT)

Fi1G. B.6 : Evolution des différentes énergies en fonction de la position du front de fissure avec
e=00lc, L=1,k =05etky =1
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30

30

70

Fi1G. B.7 : Evolution des différentes énergies

Ke
T
Pe
T
Se
T
Ee
T

]{31:05 etkgil

en fonction de la charge T avec € = 0.0l¢, L =1,
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Annexe C

A Démonstrations autour du chapitre V

j) Preuve de la proposition 33
Les systemes a résoudre aux temps t, et t,41 peuvent se mettre sous la forme :

{ MU, + KU, =0 (C.1)

My Upit 4+ Kni1Upig =0

Le calcul de la stabilité du systeme mécanique s’applique sur le systeme d’équation (C.1)
sans second membre de type force. En multipliant par [U] les équations (C.1) et en
prenant la différence, on obtient (en prenant M, = M1 et K,, = K,11) :

[UI"M[U] + [UI"K[U] = 0

qui se met sous la forme en utilisant (V.4) et (V.5) :

(AHUYT + Atly = J)[UI")MIU] + [U]T K (AHU) + [U1A2(8 = 2)) = 0

[UTAU + UTKU) = —(v — 2)[U]” A[U] (C.2)

1
2 2

avec A qui est de la forme :
A=M+KA(3— %)

En utilisant un théoréme développé dans [HB0O], on obtient que sous les conditions que
A est défini positive et v > % alors Un+1 et Un+1 sont bornés.

On consideére que w est défini tel que —w?M + K = 0. De ce fait la condition de A
défini positive peut se mettre sous la forme (n représente la dimension de U,) :

2T Az >0, Vo € R”

et en utilisant la relation précédente :

2T M1+ w2AL2(B — %)) >0, Vo € R™

Ainsi comme M est défini positive on a :

1+ w?A2(3 — %) >0 (C.3)

ce qui nous donne les conditions de stabilité du schéma.
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k) Preuve de la proposition 34
Pour cela on considere maintenant un systeme dynamique discrétisé avec son second
membre :

Mn+1Un+1 + Kn+1Un+1 = Fn+1
et on cherche a calculer la différence des énergies totales entre les instants t,, et t,4+1. En
multipliant les équations (C.4) par [U] et en prenant la différence on a :

[U1"(M[U] + K[U]) = [U[F]

qui devient en injectant (V.4) dans I’équation précédente :

(AHU)T + (017 A8 = 2)MU] + [U]TK[U) = [U)T[F]

En injectant (V.5) on a :
(0 MUU] =~ AE)) + A2 (8~ DT M) + U] K (U] = 077161
T2

puis en développant :

()T MIT] = (v ) (U1 ] = AR5~ D)1 MID) - [U]T K[U1) + A) M) (C.5)

D’autre part si on multiplie les équations (C.4) par [U] puis on les additionne on obtient
par une démarche similaire que précédemment :

(U)TK[U] = [U](F) = AKU) M(U) — A*(5 — %)[U}TM<U> (C.6)
puis en additionnant (C.5) et (C.6) on obtient :

({U)"M[U) + (U)'K[U] = (v - 3)[U)"[F] + [U)"(F)

KU 2 " (C.7)
AP (B = PUTTMU) - (v = 3)AL%(B = PIUITM[U] - (v = §)[UI" KU

Ainsi en considérant (U)T M[U] + (U)TK[U] = [UT MU + UT KU], on obtient le résultat
souhaité.

1) Preuve de la proposition 35

On considere 2 comme étant le domaine sein et Q" le domaine ayant n éléments débou-
tonnés. On suppose que le modele est soumis uniquement a des conditions aux limites de
type Dirichlet. La résolution du probléeme dynamique revient a rechercher le champ de
déplacement u tel que :

IM(u,t,Q)ou =0, Vou € CA

avec M(v,t,) / /L’dﬂdt / / (— p(v)? + ¢(e(v ))> dQdt (C.8)

et CA={ve H' :v =T sur 9Q4,v = 0 sur 9}

ou L représente le lagrangien du systeme, et étant égal a la différence entre 1’énergie
élastique () et I’énergie cinétique. M représente 'intégrale du lagrangien sur le domaine
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[0, t]*£2. Ainsi trouver la solution du probléme revient a chercher le champ de déplacement
admissible qui rend la fonctionnelle M stationnaire. Dans notre cas on ne consideére que
des conditions aux limites de type Dirichlet, ainsi cette condition peut étre intégrée dans
le lagrangien sous la forme d’une énergie introduite par un multiplicateur de lagrange :

OM(u, A\, t,Q)ou =0, You € CA

avec M(v, \,t,Q) = /Ot </Q <—;p(v)2 + w(s(v))> dQ + /(m AMu — T)ds) dt
et CA={ve H' :v=0sur 0Q;} ’

(C.9)
Le calcul de la variation premiere de la fonctionnelle M(u, A, ¢, 2) donne :
t
SM(u, \) = / </ (-;mau + wée(u)) dv +/ (GA(u—T) + /\(5u)ds> dt = 0
0o \Jo Oz(u) ey
(C.10)

On remarque que dans notre cas élastique linéaire on a @ = 0Y(e)/0Je ou @ représente
le tenseur des contraintes et qui est relié au tenseur des contraintes par la relation de
Hook : @ = E €. En discrétisant le champ de déplacement u = NU et le champ des
déformations e = BU avec B = OU ou N représente les fonctions de forme nécessaires a
la discrétisation et U le vecteur nodal des déplacements on obtient :

EOOEDO) e

On notera dans la suite de ’étude :

w (MO . (K CT w (U w (0
= (o) = (e G )om=(5) m= ()

Ce qui nous permet de mettre (C.11) sous la forme :

MU + KU = F° (C.12)

ou les indices ,, représente le temps et les indices ™ le modele associé a une certaine position
du front de fissure. Par exemple le vecteur U;Zill représente le champ des déplacements
au temps t,41 dans la configuration Q"+l La matrice de masse M reste fixe au cours
du temps mais évolue en fonction du modele considéré. En effet on a M?T! = ngrrll et
M # M et comme il s’agit d'un modele dont uniquement les conditions aux limites
évoluent alors M, change uniquement de dimension (le noyau de M reste le méme et
on complete avec des zéros). Au niveau de la matrice de rigidité K', le noyau K reste
constant au cours des transformations du modeéle et la matrice C' change pour faire évoluer
les conditions aux limites.

Maintenant on revient au calcul du bilan d’énergie de ce modele lors du déboutonnage
du front de fissure d’une longueur Aa. On construit pour cela une équation similaire &
(V.11) mais en prenant en compte des termes liés au saut des matrices de masse [M] et
de rigidité [K]. Tout d’abord le systéme mécanique peut se mettre pour les configurations
(", t,) et (Q"FL, t,.11) sous la forme :

MU + KnUm = F" (C.13)
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MO + KUz = P (c1)

On note pour la suite :
[M] = M — M) (C.15)
(K] =K't — K} (C.16)

et on remarque que :
[MU] = My U]+ [M]Uy (C.17)
.. 1 1 .

<MU> = Mnill <U> - i[M]Un (C'18)

Ainsi en effectuant comme manipulation [U]((C.14)-(C.13)) on obtient :
U1 ((MU] + [KU)) = [U][F] (C.19)

en utilisant (C.17), équation précédente devient :

U1 (M U]+ MU + K (U] + [K]UR) = (U [F) (C.20)

puis en utilisant (V.8) et (V.9) on a :

(AHU)T + A2(6 — 5/2)[U)]") My U] = [U]"[F]

]
U - O K] - O 20
qui peut encore se mettre sous la forme :
UM (U) = (v = Y2)[U)[F] — (v = 1/2)[U]T K U]
~(y ~ DT KIUZ + A0 M (0 )
—A(y —1/2)(8 — 7/2)[U)T My [U] '
~(v = U [MU
De méme a partir de [U]((C.14)+(C.13)) on obtient :
OIT KUY = [UFAF) + U] [KIUR = AKD)TME(D) (.23

+3 U] MU — A2 (8 —~/2)[U]" My ()

En additionnant (C.22) et (C.23) on a :

(U1 My (U) + UITKR T U) = (v = 1Y2)[UNF] + [UKF) = (v = 1/2)[U)T K371 [U]
—AL( —5/2)[UIMH (U) + (v = 1/2)[U])

~(y = DIWI(K]U + [M]Uy)

)
(

(C.24)
Le bilan d’énergie de la structure au cours d’'un déboutonnage de noeud correspond
a [UTMU + UTKU] et peut s’écrire sous la forme :

17m+1T 3 1741
=U. MY U
2Yn+1 n+1~n+1 (C.25)

n+1T rnt1ym+1 Lyt 3 rngn nT onymn
+Un+1 Kn+1Un+1 - §Un Mn Un + Un KnUn

HUTMU +UTKU] =
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D’autre part on a continuité des énergies lors de la premiere phase que l'on pourrait
appeler projection des champs sur le nouveau modele :

17 T . 17 T .
{ S0 MOy = S0 (.26

1rmT rnrm — lrm+1T rntl7m+1
§Un KnUn—EUn Ky Uy,

Ainsi la différence d’énergie totale au cours d’'un déboutonnage de noeud se met sous la
forme :

1 . . ) . . .
5 UM MU + U KU] = (U] M5 U) + (U] K (O)
et ainsi on obtient notre résultat.




