
HAL Id: tel-00356821
https://pastel.hal.science/tel-00356821

Submitted on 28 Jan 2009

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

DÉVELOPPEMENT D’UNE MÉTHODE IMPLICITE
SANS MATRICE POUR LA SIMULATION 2D-3D

DES ÉCOULEMENTS COMPRESSIBLES ET
FAIBLEMENT COMPRESSIBLES EN MAILLAGES

NON-STRUCTURÉS
Thibaud Kloczko

To cite this version:
Thibaud Kloczko. DÉVELOPPEMENT D’UNE MÉTHODE IMPLICITE SANS MATRICE POUR
LA SIMULATION 2D-3D DES ÉCOULEMENTS COMPRESSIBLES ET FAIBLEMENT COM-
PRESSIBLES EN MAILLAGES NON-STRUCTURÉS. Modélisation et simulation. Arts et Métiers
ParisTech, 2006. Français. �NNT : 2006ENAM0007�. �tel-00356821�

https://pastel.hal.science/tel-00356821
https://hal.archives-ouvertes.fr


N° : 2006 ENSAM 0007

École Doctorale n°432 : Science des Métiers de l'Ingénieur

THÈSE
pour obtenir le grade de 

Docteur
de

l’École Nationale Supérieure d'Arts et Métiers

Spécialité ''Mécanique''

présentée et soutenue publiquement
par

Thibaud KLOCZKO

le 15 mars 2006

Directeur de thèse : Alain LERAT
Codirecteur de thèse : Christophe CORRE

Jury :

Hervé GUILLARD, Directeur de recherche, SMASH, INRIA Sophia-Antipolis ............ Président
Erik DICK, Professeur, Université de Ghent (Belgique) .................................................. Rapporteur
Bruno DUBROCA, Professeur associé, MAB, Université Bordeaux I ............................ Rapporteur
Alberto BECCANTINI, Ingénieur, LTMF, CEA Saclay ................................................. Examinateur
Christophe CORRE, Maître de Conférences, SINUMEF, ENSAM Paris ....................... Examinateur
Alain LERAT, Professeur, SINUMEF, ENSAM Paris ..................................................... Examinateur

Laboratoire de Simulation Numérique en Mécanique des Fluides
ENSAM, CER de Paris

L’ENSAM est un Grand Établissement dépendant du Ministère de l’Éducation Nationale, composé de huit centres : 
AIX-EN-PROVENCE  ANGERS  BORDEAUX  CHÂLONS-EN-CHAMPAGNE  CLUNY  LILLE  METZ  PARIS

DÉVELOPPEMENT D’UNE MÉTHODE IMPLICITE SANS MATRICE

POUR LA SIMULATION 2D-3D DES ÉCOULEMENTS COMPRESSIBLES

ET FAIBLEMENT COMPRESSIBLES EN MAILLAGES NON-STRUCTURÉS



���������	��

�
�

�������������	���������������





� ��� �����	�
��� ����
��

��������������������� ����!"��#$#%�'&(!��)��&+*-,�� . .����
1999

. ���/��01,2�435*-,2������687469&:�<;�������,�����&�� �<.>=?���/69.@;��A#B69����;C,
!"��&2!"��,����@;D=?��&:����E"�GFH.>=?IKJMLONQP)3�*-�B��,����SR(6����/E%;���7�69&:�T.U6HRV�������B;C,�.U69WV���/69����� ���HLOXYJQZ[P\IK]5^_I`. .��B�/�
RV��,�����,�� �M01,a69&2;bF%.U6%c2&b;��T#B6d;���,CeC��f�#%�$69&�&2E"�43O*-�Sgh,2�i6�;C#$���i��&kj[IKNlR(69�[,�&b!"�����/69� &bR����9gm�"������,��
n ���/69�83o���S0:,(69&2;�69,A#%��#%��&:�T;��$!/�2������� �p.��$qK]
I�687r�"!$#%��&�69#$��L:sO. 7�69� &_3t&2��,2�T687r��&2�p��R���E$RV��,��S.��
��,�*����B.��uR�. ,2�d� &2!"��#$R���E��2�"&2��� W�.��b0:,��QR(69��.U69� �v;��Hwx�/69&2�d#B69������!"�'y<���%wx;D= � #$R�.�E�#%��&O�/69������&�y/^ n 6���,�� ���
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� ������� �"!$#%!'&)(+*,�%�-!$!$#%./���0�21435�%#%.6#87:9<;67�=�&?>�! @?A
� BDCFE6G�G��F��EHCI��JLK�C8���M�N�+O'K-PQ�8���SR��2TVUMJWU XHY

Z ^ Z �i��71����&�� &��BIK0:,(69������&2��^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ ·
Z ^ Z ^ Z Ji687O�����-�YL:�����r�"���"01,(69������&2�zgh����6�RV���-gh�"!��z�16��]\(��^ ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ ·
Z ^ Z ^_[ J[��&C��;C� #%��&2������&(69._gm����# ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`

Z ^_[ L:�/69&2;269��;u��.��:!/�vXx#$R�. ��!�� �[LO!/�2��#%�p^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ba
Z ^_[C^ Z I`,2. ����� #$R�. ��!�� �Q��!/�2��#%� ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ba
Z ^_[C^_[ �Q� �4�C������;����Q�'eO����&2������&�^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ · [
Z ^_[C^ · I
eC����&2������&u���$Ji687O� ���-�YLO�����r�"���"01,(69������&2�T^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ ·bc

Z ^ · n ��^5��Pb6�!/�<JQ,�#TWV����]o.���^z�­^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ ·bd
Z ^ · ^ Z ����&:���'eC�®^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ ·bd
Z ^ · ^_[ n ��^5��P\6�!/�uR����"!"��&2;C� ������&�� &2�%gm���z!"��&2������7469��� 71�S��sO������# ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ `fe
Z ^ · ^ · q`�/��!"��&2;��¥������&2�";u,�RM^|� &2;u��!/�2��#%� ^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ `b`

Z ^ ` ZQ&2�����86�;Csv]o.���^z�G^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ `Mg
Z ^ `2^ Z j[,(69.¥�>��� #%�Mgh�/69#%�h^�������^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ `Mg
Z ^ `2^_[ ZQ&2�����86�;CsG.���^5��Pb6�!/�~&:,�#TWV���i\(��^z�@^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ c e

Z ^ c ����&2!�. ,2������&2�l^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ c/Z
X ��JLKjC8�F�f���lk5�
UME/��JLUM�-��G mHY

[C^ Z NQR�R����8eC� #B69���S]a6�!�������� ´�69������&<P\�����2�:;�� ^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ c `
[C^ Z ^ Z NQ. ������&(69��� &��dj[� ���"!�������&uXx#$R�. ��!�� ��P\�����2�:; ^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ c `
[C^ Z ^_[ P\�:;C�¥c(�";~NQR�R����8eC� #B69���S]a6�!�������� ´�69������&\P<�����2�:; ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ cbc
[C^ Z ^ · Xx�����/69��� 71�M!"�������"!�������&\�9g¬g>6�!�������� ´�69������&<���������k^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ c a

[C^_[ �Q��.U6�e�69������&uP\�����2�:;�� ^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ c g
[C^_[C^ Z q`���¥&(!'� R�.��"�i69&2;HR�����RV���������"�z^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ cbn
[C^_[C^_[ NQ. ������&(69���'� n � &2� � 6�!"��W��t����.U6�e269������&~R����:!"�";C,���� ^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ cbd
[C^_[C^ · NQ. ������&(69���'� n � &2���M69,2�����YLO����;���._����.U6�e�69������&uR����:!"�";C,�����^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ abe
[C^_[C^ ` q
���¥&O� � 6�!"��W��t����.U6�e269������&~R����:!"�";C,����$^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ abe
[C^_[C^ c L:sO#$#%��������!pqo��� &:�[�S69,2���-�YLO����;���._����.U6�e269������&uR����:!"��;�,����v^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ a Z

[C^ · ����&2!�. ,2������&2�l^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ ab[
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� �f�FU������ 	��0��JLK�CF�F�f����� CF	���� R-�$TVUMJWUfG � Y
· ^ Z Xx&:�����:;C,2!�������&\69&2;~��WC*���!���� 71�"� ^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ a ·
· ^_[ n � &2�869��� ´�69���U��&\�9go���2�M� #$R�. ��!�� ��,�RM^|� &2;~�/!/�2��#%��^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ a2`
· ^ · ](��,�������� � �/69&2��gh����# ^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ a c
· ^ ` NQ#$R�. �¥c(!869������&~g>6�!������ ^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ aba
· ^ c NQ&(69. sO�����|�9g
���2�SjQ� ���"!��Q��!/�2��#%��^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ a�g

· ^ c ^ Z I��D�"!������9g
� &2!"��&2����������&2!�svWV��� ^��"��&~� #$R�. ��!�� �[69&2;~�'eCR�. ��!�� �����/69�r�"�¯^S^M^S^S^M^S^S^ a d
· ^ c ^_[ n ��^�P\6�!/�~&:,�#TWV���Q��� �"!���� ^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ g$e

· ^_a NQ&(69. sO�����|�9gK69R�R����8eC� #B69���S� �����/69��� 7r�S� #$R�. � !�� �������869��#%��&:� ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ g ·
· ^ g NQ. ������&(69���Sj[� ���"!�������&<X�#$R�. ��!�� �QP<�����2�:; ^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ g$a

· ^ gO^ Z �i.���W(69.¬69&(69. sO������^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ gbg
· ^ gO^_[ n �:!"69.o69&(69. sC�����%^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ gbg

· ^ n P\�:;C�¥c(�";~NQR�R����8eC�¥#B69�/�S]a6�!�������� ´�69������&<P\�����2�:; ^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ n e
· ^ n ^ Z �i.���W(69.¬69&(69. sO������^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ n e
· ^ n ^_[ n �:!"69.o69&(69. sC�����%^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ n/Z

· ^ d NQ. ������&(69���'� n � &2� � 6�!"��W��t����.U6�e�69������&uR����:!"�";C,����M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ n [
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���2�M���"���-��!86����)^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z g d
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Z eC^ Z Xx&:�����:;C,2!�������&�^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�dbc
Z eC^_[¢]o.���^���71�'�Q6���� &2�MW�,�#$R ^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�dbc

Z eC^_[C^ Z q
�4��� ������&u�9g
���2�MR�����W�.���# ^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�dbc
Z eC^_[C^_[®q`,2��RV�4���®^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�d a
Z eC^_[C^ · JQ,�#%������!869.t���"��,�. ����69�

M = 0.1
^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^ Z�d g

Z eC^_[C^ `��569&2!"��. .U69������&\���������zR�����W�.���# ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�dbn
Z eC^_[C^ c JQ,�#%������!869.t���"��,�. ����69�

M = 10−4 ^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [be Z
Z eC^_[C^_a®JQ,�#%������!869.t���"��,�. ����69�

M = 0.5
^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^ [be ·

Z eC^_[C^ g¯����&2!�. ,2������&2� ^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [be2`
Z eC^ · · j�Xx&:7O����!���;uL:� &2��W�,�#$Rb���(69&�&2��.�^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [be c
Z eC^ `§����&2!�. ,2������&2�l^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [be n
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ZbZ ^ Z Xx&:�����:;C,2!�������&�^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ ZbZ
ZbZ ^_[ � �2�S�����86�;CsGR�����W�.���# ^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z [
ZbZ ^ · �i��71����&�� &��B�"0:,(69������&2��^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z [
ZbZ ^ `�JQ,�#%������!869.¬69R2R����r6�!/�2�"� ^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z�c

ZbZ ^ `2^ Z ]2,�. . sv!"��#$R����"����� W�.��p����. 71���i^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z�c
ZbZ ^ `2^_[ n ��^5��P\6�!/�\6���sO#$R���������!S!"��#$R����"����� W�.��p����. 71����^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z�c

ZbZ ^ c JQ,�#%������!869.t�/��. ,�������&2�Q^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z a
ZbZ ^ c ^ Z ����&:71�����r��&2!"�T69&(69. sC�����G^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z a
ZbZ ^ c ^_[®N[��sO#$R���������!iR����"�/��,����'�>W(6����";~�/��. 7r���|7C�z;���&2��� �xs1�>W(6��/�";~����. 71���T^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [b[be

ZbZ ^_a¢J[��&C�����/69������&(69��sH!86����i^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [b[b[
ZbZ ^_aC^ Z ji�"��!���� R�������&<�9g
���2�iR�����W�.���# ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [b[b[
ZbZ ^_aC^_[®JQ,�#%������!869.¬����. ,�������&2� ^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [b[ ·
ZbZ ^_aC^ · ji��&2��� �xs:�>W(6����";~����. 71���|7C�z6���sO#$R���������!MR����"�/��,����'�>W(6����";~�/��. 7r���B^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [b[ c

ZbZ ^ g ����&2!�. ,2������&2�l^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ · e
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NT^ Z I`,�.����QIK0:,(69������&2�S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ · g
N@^ Z ^ Z � 6�!"��W��U69&\P\69������!"�"�|gm���|���2�M� &:7O� �/!���;,\2,Ce��"��� ·/Z
	 ^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ · g
N@^ Z ^_[ � �/69&2��gh����#B69������&u#B69������!"�"��� ·/Z�	 ^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ ·bn

NT^_[­Ji687:�����-�YL:�����1�"���"01,(69������&2� ^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ ·bd
N@^_[C^ Z ±[����!"��,2� � 6�!"��W��U69&<#B69������!"�"�A^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ ·bd
N@^_[C^_[ ±[����!"��,2�z��RV�"!����/69.t�/6�;C� ,2�@^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`fe
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�[^ Z Xx&:�����:;C,2!�������&�^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` Z
�[^_[ �|6�����!MR���� &2!�� R�.��"�¢^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` Z

�i^_[C^ Z n � &2�869����!869.U69�Q6�;C71�"!�������&u�"0:,(69������& ^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` Z
�i^_[C^_[ ](��,��������[LO�������"� ^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`f[
�i^_[C^ · NQ#$R�. �¥c(!869������&~g>6�!������ ^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` ·

�[^ · L:sC������#��9g`�"0:,(69������&2� ^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`b`
�i^ · ^ Z n � &2�869��� ´869������&\�9go���2�S��sC������# ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`b`
�i^ · ^_[ ](��,��������z����69&2�-gh����#³^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` c
�i^ · ^ · NQ#$R�. �¥c(!869������&~g>6�!������ ^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` c

�[^ ` NQ&(69. sO�����|�9g
���2�p69#$R�. �¥c(!869������&ugm6�!�������^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`fa
�i^ `2^ Z NQ&~�'e269#$R�.��%}
���2�p69#$R�. �¥c(!869������&ug>6�!������z�9g
���2�Sj[� ���"!��[LO��. 7r����^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`fa
�i^ `2^_[ n � &��,^|� ���~���2�S!"��&:71�'���r�'&(!��S�/69���³^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`Mg
�i^ `2^ · I��D�"!����9g
���2�M#%�"���~��� ´8��^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` n
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Cost per point
per iteration

(to minimize)

exact solver

approximate solver
(factorization, relaxation)

Chapters 1 and 2

Chapter 3

Chapter 8

bloc implicit stage

Intrinsic Efficiency
(to maximize)
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Cost per point
per iteration

(to minimize)

Intrinsic Efficiency

Chapter 8
Matrix−Free implicit treatment

Chapter 4

Chapters 5, 6 and 7

(to maximize)
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Chapter 8 (structured)

Intrinsic Efficiency
(to maximize)

Memory Storage
(to minimize)
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Cost per point
per iteration

Chapter 9 (unstructured)
Chapter 4 (structured)

Chapters 10 and 11 (unstructured)

bloc implicit treatment

implicit treatment
Matrix−Free
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∂ρ̃

∂t̃
+ ~̃∇ · (ρ̃~̃u) = 0 ,

� Z ^ Z ^ Z 6r�

∂ρ̃~̃u

∂t̃
+ ~̃∇ · (ρ̃~̃u ~̃u) + ~̃∇p̃ = ~̃∇ · τ̃7 + ρ̃~̃g ,

� Z ^ Z ^ Z Wa�

∂ρ̃Ẽ

∂t̃
+ ~̃∇ · (ρ̃~̃uH̃) = ~̃∇ · (λ̃ ~̃∇T̃ ) + ~̃∇ · (τ̃7 · ~̃u) + ρ̃~̃g · ~̃u . � Z ^ Z ^ Z !��
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ρ̃
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p̃

���Q���(�T���/69����!TR����"����,����43D69&2;
Ẽ

69&2;
H̃

69���i���(�M��RV��!��¥c(!S�����/69.t��&2�����4sH69&2;~��RV�"!��¥c(!S�����/69.t��&:���(69. R:sr32����.U69���";HW:sG���2�igh��. .���^|� &��d�"0:,(69������&_3

H̃ = Ẽ +
p̃

ρ̃

^ � Z ^ Z ^_[r�
Xx&@���2����� �4�:�-�>�(69&2;O������;��p�h���ML��t�9go� Z ^ Z ^ Z Wa�'3a� Z ^ Z ^ Z !��'3

T̃
���o���2������#$RV���/69��,����43

λ̃
���2�����2����#B69.2!"��&2;C,2!���� 7:�
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τ̃7 ;���&2�����"�����2�����2�869���������"��������&2�����5^|����!/�_31gh����6SJ[�h^|����&��U69&

\2,���;D3����|�4� 71��&~W:s\}

τ̃7 = µ̃
(
~̃∇~̃u+ ( ~̃∇~̃u)T

)
− 2

3
µ̃( ~̃∇ · ~̃u)I7 � Z ^ Z ^ · �

^|�2�����
µ̃

���p���2�B;CsO&(69#$��!B7:���/!"�4��� �xs+�F^|�2��&����2�%7O����!"��,2�T���D�"!����@69���%&2���4. � �4� W�.��43K��&2�B!869&��/69�r�
µ̃ = 069&2;~��&2�M���"!"��7r�����z���2�M�:sORV����WV��. ��!S��sO������#��9g
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p̃ = ρ̃R̃T̃ = (γ − 1)ρ̃

(
Ẽ − 1

2
|~̃u|2
)

= (γ − 1)ρ̃ẽ
� Z ^ Z ^ `:�

^|�2�����
ẽ

�������2�[��RV�"!��¥c(!Q� &:������&(69.D��&2�����4s13
R̃
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γ
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γ =
Cp

Cv

3¬�"01,(69.����
1.4

gm���T69� �@69�p#%�:;����/69���B����#$RV���/69��,����"��^vI`71��&:��,(69. . s13¬���2�B����,�&2;���RV�"�";A���
�4� 71��&HW:sb}

c̃ 2 = γ R̃ T̃ =
γ p̃

ρ̃

� Z ^ Z ^ c �
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� �2�|�"01,(69������&2��� Z ^ Z ^ Z 6r�¬���$� Z ^ Z ^ `:�
69���5#B6�;��5&2��&C��;C� #%��&2������&(69.2W:sp,2��� &��i���'gh������&2!"�|0:,(69&:��� �����"�K;���&2�����";
W:sH���2�p��,2W2��!���� R�� ∞ 3 ����� � gh���"�p�������869# !"��&2;C� ������&2�83 69&(;<6%.���&��4���\��!869.��

L̃
��RV�"!��¥c(!p���B���2�T!"��&2����;������";
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~r =
~̃r

L̃
, ρ =

ρ̃

ρ̃∞
, T =

T̃

T̃∞
, µ =

µ̃

µ̃∞
, λ =

λ̃

λ̃∞
, ~eg =

~̃g

g̃
,

� Z ^ Z ^_ar�
69&2;$�������`c2�����K�/���K�9g ���'gh������&2!"�z7�69. ,2�"��!869&%WV�|,2���";$���M;��'c2&2�z&2�'eO��6i���'gh������&2!"�z7r��.��:!�� �xs13rR����"����,����43r���¥#%�
69&2;~��&2�����4sH6��|gh��. .���^z�p}

~u =
~̃u√
R̃T̃∞

=
~̃u

ũ∞
, p =

p̃

ρ̃∞ũ2
∞

, t =
t

L̃/ũ∞
, E =

Ẽ

ũ2
∞

, H =
H̃

ũ2
∞

.
� Z ^ Z ^ g4�
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���2�S��sO������#�}

∂ρ

∂t
+ ~∇ · (ρ~u) = 0 ,

� Z ^ Z ^ n 6r�

∂ρ~u

∂t
+ ~∇ · (ρ~u ~u) + ~∇p =

1

Re
(~∇ · τ7 ) +

1

Fr
ρ~eg ,

� Z ^ Z ^ n Wa�

∂ρE

∂t
+ ~∇ · (ρ~uH) =

γ

(γ − 1) Pr Re
~∇ · (µ~∇T ) +

1

Fr
ρ~eg · ~u+

1

Re
~∇ · (τ7 · ~u) , � Z ^ Z ^ n !��
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Re =
ρ̃∞ũ∞L̃

µ̃∞
, F r =

ũ2
∞

g̃L̃
, P r =

C̃pµ̃∞

λ̃∞
.

� Z ^ Z ^ d �
� �2�M&2��&C��;C� #%��&2������&(69.tgm����#��9g
���2�S�"01,(69������&<�9g
���/69���M���86�;��p}

p = ρT = (γ − 1)ρ

(
E − 1

2
|~u|2
)

= (γ − 1)ρe .
� Z ^ Z ^ Z er�

69&2;H���2�S;C� #%��&2������&�.��"���Q����,�&2;~��RV�"�";v���p}
c2 = γ · T =

γ · p
ρ

� Z ^ Z ^ ZbZ �
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R����"�/��&:�/69������&<��� #$R�. ��!�� �xs1^�J[�����M�2��^���7r���
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wt + (fE(w) − fV (w,wx, wy))x + (gE(w) − gV (w,wx, wy))y = 0
� Z ^ Z ^ Z [r�

^|�2�����
t

���z���2�M��� #%�43
x

69&2;
y

69���S���2�p��R(6�!"�S!"�:����;C� &(69���"��3
w = w(x, y, t)

���z���2�M71�"!������Q�9g`!"��&2�/�'��7r�";
7469���U69W�.��"�83

fE 69&2;
gE 69���@���2�T� &:7O����!���; \2,Ce<71�"!������Qgh,�&2!�������&2�M69&2;

fV 69&2;
gV 69���@���2�T7O����!"��,2� \2,Ce

71�"!������5gh,�&2!�������&2�p}

w =




ρ

ρu

ρv

ρE


 , fE =




ρu

ρu2 + p

ρuv

ρuH


 , gE =




ρv

ρuv

ρv2 + p

ρvH


 ,

fV =
1

Re




0

τxx = 4
3µux − 2

3µvy

τxy = µ(uy + vx)

uτxx + vτxy + γµ
Prex




, gV =
1

Re




0

τyx = µ(uy + vx)

τyy = 4
3µvy − 2

3µux

uτyx + vτyy + γµ
Prey




.

� Z ^ Z ^ Z8· �

n ���i,2�M69.����d� &:�����:;C,(!������2� � 6�!"��W��U69&k#B69������!"�"�M�9g����2�T� &:7O����!���;b69&2;\7O����!"��,2� \2,Ce~gh,�&2!�������&2�i���(69� ^|� . .
WV�M&2�"�";��";H.U69��������&_36^|�2��&u;������ 7O� &��d69&~� #$R�. ��!�� �Q��!/�2��#%�igm���z����. 7:� &��B��sC������# � Z ^ Z ^ Z [r�M}

AE(w) =
dfE

dw
(w) , BE(w) =

dgE

dw
(w) ,

AV
0 (w,wx, wy) =

∂fV

∂w
(w,wx, wy) , BV

0 (w,wx, wy) =
∂gV

∂w
(w,wx, wy) ,

AV
1 (w,wx, wy) =

∂fV

∂wx
(w,wx, wy) , BV

1 (w,wx, wy) =
∂gV

∂wx
(w,wx, wy) ,

AV
2 (w,wx, wy) =

∂fV

∂wy
(w,wx, wy) , BV

2 (w,wx, wy) =
∂gV

∂wy
(w,wx, wy) .

� Z ^ Z ^ Z `:�
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� �2�B�F^���. .¥�>�O&2��^|&a�|�'eOR����"�/������&2�z�9g
���2�"���M#B69������!"���[69���S��,�#$#B69��� ´8�";~� &uN�R�RV��&2;C�¥e~NT^

�
��� � #%"
����"
�����	����
���
������&��
 � #���
������ �
n ���o,2�¬&2��^)���"!869. .O���2�����/69&2;269��;@������R2�¬���QW�,�� .�;�6zW�.��:!/�S� #$R�. ��!�� �`��!/�2��#%��gh���o����. 7O� &��Q���2��Ji687:�����-�YL:�����1�"�
�"0:,(69������&2�8^KL:� &2!"�z��,��K� &:�������"���"^|� . .�WV�|���"��������!����";%���M;C����!�������� ´�69������&d�/!/�2��#%�"�`���(69�K�����869������R(69�/69����. s����2�
!"��&:71�"!���� 7r�$69&2;b;C� �V,2��� 71�TR��:sC����!869.V\2,Ce��"�M69&2;\��� &2!"�43 #%�����"��7r���83 ���(�T7O����!"��,2� \2,CeC�"�i;C����!�������� ´�69������&k���
�����/69� �4�:�-gm��� ^569��;~WV�"!869,2�/�MR�,�����. sH!"��&:�������";D3 ^�� ^|� . ._c2������!"��&2����;��������2�S;������ 7469������&<�9gK6�W�.��:!/�v� #$R�. ��!�� �
,�RM^|� &2;u��!/�2��#%�igh���z���2�MIK,�.������"0:,(69������&2�zWV�'gm�����iR����:!"�"�";C� &��d�������2�MJi687O�����-�YL:�����r�"��!86����4^

A*)�@ )%A � 2��%; # # 1 3I�%# .6# 7'!$.f=�; 14;
� �2�M� ^��9��;C� #%��&2������&(69.oI`,�.����Q�"01,(69��� ��&(�i^|��� ������&~� &u!"��&2������7469��� 7r�igm����#����86�;A}

wt + fE(w)x + gE(w)y = 0
� Z ^_[C^ Z �

n ���
φi,j

WV�~6\#%�"����gh,�&2!�������&+;��'c2&2�";+��& 6\,�&��¥gh����# �569�����"���U69&+�4����;��
xi = iδx

3
yj = jδy

�'3�^|� ���
!"��&2���/69&:�K������R2�

δx
69&2;

δy
69&2;@.����
,2�
�¥&O�����:;C,2!"�5���2��gh��. .���^|� &��MW(6�����!5;C� �D������&2!"�z69&2;$687r���/69�r�|��RV���/69�������

6�!���� &��%� &u�86�!/�~�4����;~;C� ���"!�������&�}

(δ1φ)i+ 1

2
,j = φi+1,j − φi,j , (δ2φ)i,j+ 1

2

= φi,j+1 − φi,j ,

(µ1φ)i+ 1

2
,j = 1

2(φi+1,j + φi,j) , (µ2φ)i,j+ 1

2

= 1
2(φi,j+1 + φi,j) .

� Z ^_[C^_[r�

� �2�[��� #%�i������Rv,2���";dgh������� #%�i� &:�����4�/69������&'^|� . . WV�i;���&2�����";
∆t

69&2;G���2�[�/69�����@WV��� ^��"��&H�������5��� #%�i������R
69&2;H���2�S��R(6�!"�S������RH� &u�86�!/�u;C� ���"!�������& ^|��� ���"�p}

σ1 =
∆t

δx

3
σ2 = ∆t

δy

^



))KjC8�F�f���+G���E�
 U
� �2���'e�6�!�������. ,�������&d�9g_��sC������#�� Z ^_[C^ Z �`!869&BWV��69R�R����8eC� #B69���";BW:s%69&B�'eCR�. ��!�� ����!/�2��#%�|gm����#B69. . s ^|��� ������&
6��5gm��. .���^z�S}

wn+1
i,j − wn

i,j

∆t
+ E(wn) = 0

� Z ^_[C^ · �
^|�2�����

wn
i,j

;���&2�����"�@���2�B&:,�#%������!869.|����. ,�������&�69�@��� #%�
n∆t

69&2;�#%�"����RV��� &:�H�
x = iδx , y = jδy

�'3
E � �|���2�M��R(6�!"�i��RV���/69������;��'c2&�� &��%���2�M;C����!�������� ´�69������&<��!/�2��#%�4^KX�&v���2�M!86����M�9g
6�!"��&2������7469��� 7r�M��!/�2��#%�43
��RV���/69����� E !869&~WV�S�'eCR����"�����";v� &~���2�igh����# }

E(wn) =

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n

i,j

=
1

δxδy

(
(Fi+ 1

2
,j − Fi− 1

2
,j) δx + (Gi,j+ 1

2

−Gi,j− 1

2

) δy
)n � Z ^_[C^ `:�

^|�2�����\���2�b�"0:,�� 7�69.���&2!"�bWV��� ^��"��&	6)!"��&2������7�69��� 71�<c2&�� ���'��;C� �D������&2!"�b�����869��#%��&:�u69&(;¦6�c2&�� ���'�>7r��. ,�#%�
gm����#T,�.U69������&d��&d6p�569�����"���U69&B�4����;%�(6��`WV�"��&d��#$R��(6���� ´8�";D^ � �2�z0:,(69&:��� �����"�

F
69&2;

G
69���|���2�|&:,�#%������!869.

\2,Ce��"�d69R�R����8eC� #B69��� &������2�~� &:7O����!���; \2,CeC�"�
fE 69&2;

gE 69�B���2�Hgm6�!"�"�d�9gi���2�u!"��&:������.[!"��. .
(i, j)

� 
 ���
c2�4,���� Z ^_[C^ Z �'^�Xx&����2�\#%�4���v��� #$R�.��k69R�R����r6�!/�_3[���2�"���<&O,�#%������!"69. \2,CeC�"�H!869&¦WV�\��� #$R�. s ��7469. ,(69���";



��
 � 
 	 � ���������
��� � � ��� ��� � � � ��� � 	 � � 	 � 	 [�g

Fi−1/2,j

Gi,j−1/2

Gi,j+1/2

Fi+1/2,j

face i+1/2,jface i,j−1/2

δy

δx

i,j i

j

]¬� �4,���� Z ^_[C^ Z }�����&:������.¬!"��. .D,2�/�";v���+^|��� ���M���2�S��!/�2��#%�

69���86�!/��g>6�!"�dW:sA,2��� &��\���2�dR��:sC����!869.5����69���"�T� &)���2�v!���. .���.��:!869���";���&��86�!/������;��G�9g[6u�4� 71��&�gm6�!"�b� 
 ���
c2�4,���� Z ^_[C^_[r�M}

Fi+ 1

2
,j = F (wL

i+ 1

2
,j
, wR

i+ 1

2
,j
)

^|� ���
wL

i+ 1

2
,j

= wi,j , wR
i+ 1

2
,j

= wi+1,j ,

Gi,j− 1

2

= G(wL
i,j− 1

2

, wR
i,j− 1

2

)
^|� ���

wL
i,j− 1

2

= wi,j−1 , wR
i,j− 1

2

= wi,j .

� Z ^_[C^ c �

](����6�.U69���r�S!�.U6����z�9g`��!/�2��#%�"�83����2�"���M&:,�#%������!869.)\2,Ce��"�z!869&~WV�S!86����|� &:���$���2�igm����#�}
Fn

i+ 1

2
,j

= ((µ1f
E)n − d1(w

n))i+ 1

2
,j

Gn
i,j− 1

2

= ((µ2g
E)n − d2(w

n))i,j− 1

2

� Z ^_[C^_ar�

^|�2�����
µ1f

E 3
µ2g

E !"�������"��RV��&2;<���G6%��� #$R�. s~!"��&:�������";b69R�R����8eO� #B69������&2�M�9g`���2�p� &:7:����!���;:\2,Ce��"�83H^|��� .��
d1(w

n)
3
d2(w

n)
;���&2���������2�@&:,�#%������!869.�;C������� R(69������& \2,CeC�"��^SPb69&:s<!/�2����!"�"�M�9g�&:,�#%������!869.�;C������� R(69������&

69����687�69� .U69W�.����¥&T���2��. � �����/69��,�����W�,��t���2��sS!869&TWV�K����,2�4��. sS!869�����r����� ´8�";T� &:���Q��!869.U69�o���¬#B69�����¥ep;C������� R(69������&
� g
` 	 ^ � �:,2�z���2�M&:,�#%������!869.¬;C������� R(69������&:\2,CeC�"�z�/69�r�S��7r��&:��,(69. . sv���2�igh����# }

d1(w) = D1(w)δ1w , d2(w) = D2(w)δ2w ,
� Z ^_[C^ g4�

^|�2�����
D1(w)

69&2;
D2(w)

69���T���2�T&:,�#%������!869.K;C������� R(69������&��h��� ���2���M��!869.U69�i���[#B69�����¥e(��!"�:�	�B!�����&:���8^MX�&
���2�S!86����M�9g
���2�S���:�M�/!/�2��#%� �_a�g 	 3����2�"���M!"�:�	�B!�����&:���i69���i#B69������!"�"�Q;��'c2&2�";~W:s\}

D1(w) = 1
2 |AE

R| , D2(w) = 1
2 |BE

R | ,
� Z ^_[C^ n �

^|�2�����
AE

R

�¨���"��R_^
BE

R

��;���&2�����"�����2�[���:�[6871���/69�r�Q�9gt���2� � 6�!"��W��U69&
AE �¨���"��R_^

BE �'^`]2�������2�[�z,2�/69&2��7
��!/�2��#%� �_a d 	 3C���2�S!"�:�	�B!�����&:���

Di
69���M�/!869.�69�/�S}

D1(w) = 1
2ρ(A

E) , D2(w) = 1
2ρ(B

E) ,
� Z ^_[C^ d �



[ n ��� ����� ���
	���
 ��� ������� �
� � ��� � � � ��� � � ����� ��� 	 � � 	 � 	

face i+1/2,j

wi+1/2,j
R

wi+1/2,j
L

face i,j−1/2

wR
i,j−1/2

wL
i,j−1/2

i,ji−1,j i+1,j

i,j−1

i,j+1

]o� �4,���� Z ^_[C^_[C}���.U6��/����!869.t������&2!�� .Dgh���Q6Tc2�����-������;����Q��R(6�!"�p6�!"!�,��/69���S,�RM^|� &2;~�/!/�2�'#%�

^|�2�����
ρ(AE)

�¨���"��R_^
ρ(BE)

��;���&2�����"�����2�S��RV�"!����/69._�/6�;C� ,2���9g
���2� � 6�!"��W��U69&
AE �¨���"��R_^

BE �'^
��JLK�C8���M�N�+G���E�
 U
� �2�z�'eOR�. ��!�� ����!/�2��#%�p� Z ^_[C^ · �o���K��,�W�#$� �����";$���p6[���"��������!���� 71�z���9��!869. .��";d��] n !"��&2;C� ������&d��&%���2�|��� #%�'��������R
���(69�5!869&GWV�Q,2���";B� &G���2�[!"��&:7r�����r��&2!"�[R����:!"�"��������6p�����86�;Cs:�����/69���4^`NQ&d� #$R�. ��!�� �57r����������&G�9gt���2�Q�/!/�2��#%�
!869&�WV�H;���7r��.���RV�"; ^|����!/�¢69. .���^z�$���\�r��������;��9gi69&:s)���/69W�� . � �xs����"��������!�������&+��&����2�H!/�2����!"�H�9g

∆t
�£gh���

. � &2�869�SR�����W�.���#%�T69�M.��86������'^$P\69�O� &��H���2�$��!/�2��#%�$� #$R�. ��!�� � ^|� ���A���"��RV�"!��S���v��� #%�
t

!"��#%�"�S���v����R�.U6�!"�
���2�p&:,�#%������!869.j\2,Ce

Fn �h���"��R_^
Gn �]^|� ���<� ���[��7�69. ,(69������&

Fn+1 �¨���"��R_^
Gn+1 ��69�Q���2�p&2�h^���� #%�'�>.���71��.>3

.��86�;C� &��B���H}
wn+1

i,j − wn
i,j

∆t
+

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n+1

i,j

= 0
� Z ^_[C^ Z er�

Xx&:�����:;C,2!�� &��B���2�i� &2!�����#%��&:�
∆wn = wn+1 − wn 3C���2�M&:,�#%������!869.�\2,CeC�"�Q69�|��� #%�M.���71��.

(n+ 1)
!869&~WV�

�'eCR����"�����";~6��|gh��. .���^z�p}
Fn+1 = (µ1f

E)n+1 − d1(w
n+1)

= µ1f
E(wn + ∆wn) − d1(w

n + ∆wn) , � Z ^_[C^ ZbZ �
Gn+1 = (µ2g

E)n+1 − d2(w
n+1)

= µ2g
E(wn + ∆wn) − d2(w

n + ∆wn) .
Z[��� &��b&2��^¯���2� � 6�!"��W��U69&+#B69������!"�"�

AE 3
BE 69&2;�. � &2�869��� ´"� &��A���2�H69WV��71�v�'eCR����"��������&2�%69����,�&2;����¥#%�

.���71��.
n

s:����.�;��p}
Fn+1 ≈ µ1(f

E)n + (AE)nµ1∆w
n − d1(w

n) −Dn
1 δ1∆w

n , � Z ^_[C^ Z [r�
Gn+1 ≈ µ2(g

E)n + (BE)nµ2∆w
n − d2(w

n) −Dn
2 δ2∆w

n .
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^|�2�����|���2�z;C������� R(69������&%#B69������!"�"�
D1

69&2;
D2

69�/� ��gh����´8��& �z69�`��� #%�|.���71��.
n

^
I`71�'&O��,(69. . sr31���2�5. � &2�869��� ´8�";
&:,�#%������!869.)\2,Ce��"��69���M�4� 71��&HW:sb}

Fn+1 ≈ Fn + (AE)nµ1∆w
n −Dn

1 δ1∆w
n , � Z ^_[C^ Z8· �

Gn+1 ≈ Gn + (BE)nµ2∆w
n −Dn

2 δ2∆w
n .Xx&2��������� &��%���2�"���M�'eCR����"��������&2�z� &:���$���2�M� #$R�. ��!'� �Q���/69�r�%� Z ^_[C^ Z er�5sO����.�;��S}

H · ∆wn
i,j = −∆t · Rn

i,j ,
� Z ^_[C^ Z `:�

^|�2�����Q���2�Q��� �4�:���(69&2;G��� ;2� Rn
i,j

69&2;B���(�Q��RV���/69����� H 6����/�:!��U69���"; ^|� ���G���2�Q� #$R�. ��!��¥�|���/69�r�[69���[;��'c2&2�";
W:sb}





Rn
i,j =

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n

i,j

,

H =
(
Id+ σ1δ1(A

E)nµ1 + σ2δ2(B
E)nµ2 − σ1δ1D

n
1 δ1 − σ2δ2D

n
2 δ2
)
,

� Z ^_[C^ Z�c �

^|� ���
Id

���2�d��;���&:��� �xs���RV���/69�����8^ � �2�d.��'g¨�@�(69&2;)����;��G�9gQ�"01,(69������&	� Z ^_[C^ Z `:�T!869&�69.����<WV�Q^|��� ������&+6��
gm��. .���^z�S}

H · ∆wn
i,j = C0∆w

n
i,j + C−

1 ∆wn
i−1,j + C+

1 ∆wn
i+1,j + C−

2 ∆wn
i,j−1 + C+

2 ∆wn
i,j+1 .

� Z ^_[C^ Z ar�
^|�2�����M���2�S!"�:�	�B!�����&:���

C±
p

3
C0

69���M�4�¥71��&~W:s\}




C−

1 = −σ1

(
1
2A

E +D1

)n
i− 1

2
,j

= −σ1 (A+)
n
i− 1

2
,j

C+
1 = σ1

(
1
2A

E −D1

)n
i+ 1

2
,j

= σ1 (A−)
n
i+ 1

2
,j

C−

2 = −σ2

(
1
2B

E +D2

)n
i,j− 1

2

= −σ2 (B+)
n
i,j− 1

2

C+
2 = σ2

(
1
2B

E −D2

)n
i,j+ 1

2
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^������ ^HJ[�����G69.����u����71���/69.�!/�2����!"�"�$69���%RV�4�/��� W�.��$gm���p���2�B71�"!������@�9g|7469���U69W�.��"�@��&W^|����!/�)���<69R�R�. sA���2�
���"!"��&2������,2!�������&<R����:!"�"���8^KX�&HR��/6�!�����!"�432���2�S�����z�9g
R���� #$� ��� 71�M7469���U69W�.����

(ρ, u, v, p)T ���|�xsOR���!869. . sG,2���";
�/69���2���z���(69&u���2�M�/���z�9g
!"��&2�/�'��7�69��� 71�M7�69���U69W�.��"�

(ρ, ρu, ρv, ρE)T ^

A*)�@ )*% � � 7$; ��!$# &�� 7$& ,W�.-"#%; #�� �j7b&+/); !:;10�2"��7�# &V��!
����&2����;�����&2��^	���2�i� ^5�9��;C� #%��&2������&(69.oJ[687O�����-�YL:�����r�"���"0:,(69������&2�p}

wt + (fE(w) − fV (w,wx, wy))x + (gE(w) − gV (w,wx, wy))y = 0
� Z ^_[C^ ·/Z �

^|�2�����%���2�$&2���/69������&2�p,2���";bgm���
fV 69&2;

gV �'#$R2�(6���� ´8�%���2�$7O����!"��,2� \2,Ce��"�p;���RV��&2;A&2���p��&�. sk��&A���2�
!"��&2������7469��� 7r�@7�69���U69W�.��"�

w
W�,��M69.����G��&\���2��� �i�4�/6�;C����&:���8^MNQ. .o���2�@��!/�2��#%�"�i!"��&2����;������";\� &\���2�TR����"�/��&:�

^������B����. sB��&~6T����R(69�/69���[�����869��#%��&:�5gm�������2�[� &:7O����!���;v69&2;G7:����!"��,2�5\2,Ce��"�8^`J[69#%��. s13:���2�i;C����!�������� ´�69������&
�9g`���2�M� &:7O����!���;'\2,CeC�"������!869�������";u��,���� &u���2� ^568sH;��"��!���� WV�";~� &u���2�SR�����7:����,2�Q���"!�������&_^ � �(�M&:,�#%������!869.
69R�R����8eC� #B69������&\�9g`���2�S7:���/!"��,2�]\2,CeC�"�����zR�,�����. s~!"��&:�������";\69&2;u���"!"��&2;O������;����i6�!"!�,��/69���4�a� �z���Q��W��/69� &2�";
gh����#����2�$gh��. .���^|� &��<������R2�8^(� �2��&�;C����!�������� ´"� &���� Z ^_[C^ ·/Z �S69�SRV��� &:�

(i, j)
�9gz6G�����4,�.U69���569�����"���U69&��4����;

^|� ������R(6�!"�$������R2�
δx

69&2;
δy

�h�9g����2�$��69#%�$����;����
h

�'3D���2�$&:,�#%������!869.�69R�R����8eC� #B69������&��9g
fV 69&2;

gV���"0:,�� ���"�����p��7�69. ,(69�������2��7r�"!������
w

69&2;%���2�Q��R(6�!"��;������ 7469��� 7r�"�
wx

69&2;
wy

��&d�86�!/�%g>6�!"���9gD���2��!"��&:������.
!"��. .��h�/�"�S]o� �2^ Z ^_[C^ `:�'^|Xx&u�����2��� ^�����;��83(���2�S7O����!"��,2��&:,�#%������!869.�\2,Ce��"�

F V 69&2;
GV !869&uWV�p�'eCR����"�����";

6��S}

F V
i+ 1

2
,j

= fV (wi+ 1

2
,j , (wx)i+ 1

2
,j , (wy)i+ 1

2
,j)

GV
i,j− 1

2

= gV (wi,j− 1

2

, (wx)i,j− 1

2

, (wy)i,j− 1

2

)

^|�2�����$� �S����#B69� &2�S���~�'7469. ,(69���$���2�%0:,(69&:��� �����"�
wi+ 1

2
,j

3
(wx)i+ 1

2
,j

3
(wy)i+ 1

2
,j

69&2;
wi,j− 1

2

3
(wx)i,j− 1

2

3
(wy)i,j− 1

2

)
^ � �����o�'7469. ,(69������&T���tRV���-gh����#%�";T,2��� &��Q��� #$R�.������"!"��&2;O������;����o!"��&:�/�'�/��;�69R�R����8eC� #B69������&v�m��� &2!"�

���2�|������������R:s��9gV���2�z;C� � ,2������&$R��2��&2��#%��&(6p;��:�"�`&2����!869. .�gh����69&:s@�O� &2;$�9gV,�RM^|� &2;C� &��:�'^ n ���K,2�K!"��&2����;����
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gm���|� &2���/69&2!"�M���2�ig>6�!"�
(i+ 1/2, j)

^|�2�����M���2�S��7�69. ,(69������&u���z!869�������";u��,��Q6��5gh��. .���^z�p}

(w)i+1/2,j =
wi,j + wi+1,j

2
+O(h2)

(wx)i+1/2,j =
∂w

∂x

∣∣∣∣
i+1/2,j

=
wi,j − wi+1,j

δx
+O(h2)

� Z ^_[C^ · [r�

(wy)i+1/2,j =
∂w

∂y

∣∣∣∣
i+1/2,j

=
wi+1/2,j+1/2 − wi+1/2,j−1/2

δy
+O(h2)

Xx&����2�5.U6����
gm����#T,�.U6C34���2�5���/69���"�
&2�"�";��";B69�`&2�:;��"�
(i+1/2, j+1/2)

69&2;
(i+1/2, j−1/2)

���i!"��#$R�,��/�

FV
i+1/2,j

i−1,j i,j
i+1,j

i−1,j+1 i,j+1 i+1,j+1

i,j−1 i+1,j−1i−1,j−1

i+1/2,j−1/2

i+1/2,j+1/2

GVi,j−1/2

i−1/2,j−1/2

]¬� �4,���� Z ^ [C^ `2}�L:����&2!�� ._gh���|���2�S;C����!�������� ´�69������&\�9go���2�M7O����!"��,2� \2,Ce��"�8^

���2�M��R(6�!"�M;������ 7469��� 7r�
wy

��&H���2�[g>6�!"�
(i+ 1

2 , j)
69���M��W��/69� &2�";HW:sd�/69�O� &��$���2�S6871���/69�r�M�9go���2�M���/69���"�|� &

���2�igh��,��z&2��� �4�:WV����� &��d!"��. .��T� 
 ��� c2�4,���� Z ^_[C^ `:�i}

(w)i+1/2,j+1/2 =
wi,j + wi+1,j + wi+1,j+1 + wi,j+1

4
+O(h2) = (µ1µ2w)i+1/2,j+1/2 +O(h2)

� �:,2�[���2�T71�"!������
w

69&2;<���2�@��R(6�!"�@;������ 7�69��� 71�"�
wx

69&2;
wy

��7469. ,(69���";b��&\���2�pgm6�!"�
(i + 1/2, j)

���86�;
c2&(69. . sb}

(w)i+1/2,j = (µ1w)i+1/2,j +O(h2)

(wx)i+1/2,j = (
δ1w

δx
)i+1/2,j +O(h2)

� Z ^_[C^ ·4· �

(wy)i+1/2,j = (
δ2µ1µ2w

δy
)i+1/2,j +O(h2)
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� �2�S�'eOR2���"��������&~�9g
���2�M&:,�#%������!869.t7O����!"��,2� \2,Ce��"�
F V 69&2;

GV !869&~WV�S��,�#$#B69��� ´8�";<6��S}

F V
i+1/2,j = fV ((µ1w)i+1/2,j , (

δ1w

δx
)i+1/2,j , (

δ2µ2µ1w

δy
)i+1/2,j)

� Z ^_[C^ · `:�
GV

i,j−1/2 = gV ((µ2w)i,j−1/2, (
δ1µ1µ2w

δx
)i,j−1/2, (

δ2w

δy
)i,j−1/2)

]o� &(69. . sr34���2��gh,�. .O&:,�#%������!869./\2,Ce��"�|�¨� &2!�. ,2;C� &��S���2��� &:7:���/!'��;$69&2;@7O����!"��,2�
!"��&:����� W�,�������&(���o!869&�WV�I^|��� ������&
6��5gm��. .���^z�S}

Fi+1/2,j = FE(wL
i+1/2,j , w

R
i+1/2,j) − fV ((µ1w)i+1/2,j ,

(δ1w)i+1/2,j

δx
,
(δ2µ1µ2w)i+1/2,j

δy
)
� Z ^_[C^ ·bc �

Gi,j−1/2 = GE(wL
i,j−1/2, w

R
i,j−1/2) − gV ((µ2w)i,j−1/2,

(δ1µ2µ1w)i,j−1/2

δx
,
(δ2w)i,j−1/2

δy
)

^|�2�����T���2�@�'e26�!��i��eCR����"����� ��&b�9g
FE 69&2;

GE ;���RV��&2;��M��&<���2�@!/�2����!"���9gK���2�T� &:7O����!���;u&:,�#%������!869.�\2,Ce
gm����#T,�.U6~�h���:�432�z,2�/69&2��7 3�N|ZMLOP � 3

. . .
�

��JLK�C8���M�N� ���
UME/��JLU����
ji����� 7:� &��d69&~� #$R�. ��!�� ��71����������&~�9g
���2�S��!/�2��#%�S;��'c2&2�";HW:sG���2�S�'eCR�. � !�� �Q���/69�r�%}

∆wexp
i,j = −∆t(

δ1F

δx
+
δ2G

δy
)i,j

^|� ���
F

69&2;
G

�4� 7r��&%W:sv� Z ^_[C^ ·bc �`��,�R�RV�4�/�"�`���iW�,�� .�;B69&d69R�R����8eC� #B69������&d�9gV���2�|7O����!"��,2��\2,CeC�"�
F V 3

GV69�����2��&2�h^ ��� #%��.���71��.o�
n+1

�'^
q
���-gh����#$� &��$6 � 68sO.�����;���7r��.���R�#%��&:�|�9gD���2�"�/�]\2,Ce��"��69����,�&(;
(n+1)∆t69&2;~#B69�:� &��B,2���p�9g
���2� � 6�!"��W��U69&<#B69������!"�"�

AV
0

3
AV

1

3
AV

2

69&2;
BV

0

3
BV

1

3
BV

2

� &:�����:;C,2!"�";u� &~���2�Mc2�����
���"!�������&u�9g
�������z!/�(69R������@�h���"�B� Z ^ Z ^ Z `:���5.��86�;��|���~}

(F V )n+1 = (F V )n + ∆t AV
0

∂w

∂t
+ ∆t AV

1

∂wx

∂t
+ ∆t AV

2

∂wy

∂t
+O(∆t2)

� Z ^_[C^ · ar�
(GV )n+1 = (GV )n + ∆t BV

0

∂w

∂t
+ ∆t BV

1

∂wx

∂t
+ ∆t BV

2

∂wy

∂t
+O(∆t2)

���v���(69�T6H!"��&:�������";�69R�R����8eO� #B69������&)�9g5���2�$������#%�p69R�RV�869��� &��<� &k���2�"�/�$;���71��.���R�#%��&:���ps:����.�;��S���2��gh��.¥�
.���^|� &��B;C���/!��������igh����#@,�.U6��S}

(F V )n+1
i+ 1

2
,j

= (F V )n
i+ 1

2
,j

+ (AV
0 )i+ 1

2
,j µ1∆w

n
i+ 1

2
,j

+ (AV
1 )i+ 1

2
,j

δ1∆w
n
i+ 1

2
,j

δx

+ (AV
2 )i+ 1

2
,j

δ2µ2µ1∆w
n
i+ 1

2
,j

δy
+O(∆t2, h2)

� Z ^_[C^ · g4�
(GV )n+1

i,j− 1

2

= (GV )n
i,j− 1

2

+ (BV
0 )i,j− 1

2

µ2∆w
n
i,j− 1

2

+ (BV
1 )i,j− 1

2

δ1µ1µ2∆w
n
i,j− 1

2

δx

+ (BV
2 )i,j− 1

2

δ2∆w
n
i,j− 1

2

δy
+O(∆t2, h2)
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;���71��.���R�#%��&:�����|�����/69� &2�";�}

(F V )n+1
i+1/2,j ≈ (F V )n

i+1/2,j + (AV
1 )n

i+1/2,j

(δ1∆w)n
i+1/2,j

δx � Z ^_[C^ ·bn �
(GV )n+1

i,j−1/2 ≈ (GV )n
i,j−1/2 + (BV

2 )n
i,j−1/2

(δ2∆w)n
i,j−1/2

δy

� �2�~������#%�B!"��&:�/69� &�� &������2�~7:����!"��,2� � 6�!"��W��U69& #B69������!"�"�
AV

2

69&2;
BV

1

69���~;C����!869��;��";¢WV�"!"69,(���~���2��s
��&�.U69���r�M���2�S������&2!�� ._�9go���2�M� #$R�. ��!�� �����/69�r� ^|� ���H���"��RV��!��z���%6@W(6�����!

3
�>RV��� &:�zRV���z;C� ���"!�������&<��,�R�RV�����8�(6��

gm���
���2�5������#%�K!���&O�/69� &�� &��S���2�57:����!"��,2� � 6�!"��W��U69&%#B69������!"�"�
AV

0

3
BV

0

���2��s�69���5&2���`�����/69� &2�";�WV�"!869,2�/�5���2�
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w
^`]¬� &(69. . s13O���2�QW�.��:!/�1�>� #$R�. ��!�� �|,�RM^|� &2;v��!/�2��#%�[,2���";d����69R�R����8eC�¥#B69�/�[���2�[Ji687:�����-�YL:�����1�"�

�"0:,(69������&2�z����#B69� &2�|gm����#B69. . sG,�&2!/�(69&��r�";:^|� ���~���"��RV�"!��z�������2�S!86����S�9go���2�SI`,�.����Q�"0:,(69������&2�p}

H · ∆wn
i,j = −∆t · Rn

i,j ,

^|� ���




Rn
i,j =

(
δ1(F

E − F V )

δx
+
δ2(G

E −GV )

δy

)n

i,j

,

H =

(
Id+ σ1δ1(A

E)nµ1 + σ2δ2(B
E)nµ2 − σ1δ1(D1 +

AV
1

δx
)nδ1 − σ2δ2(D2 +

BV
2

δy
)nδ2

)
.

� Z ^_[C^ ·bd �
� �2� n �MLG�9g`�"0:,(69������&�� Z ^_[C^ ·bd �|!869&<69.�����WV�S�'eORa69&2;��";u6��5gm��. .���^z�S}

H · ∆wn
i,j = C0∆w

n
i,j + C−

1 ∆wn
i−1,j + C+

1 ∆wn
i+1,j + C−

2 ∆wn
i,j−1 + C+

2 ∆wn
i,j+1 ,

� Z ^_[C^ `fer�
^|�2�����M���2�M#B69�����¥e~!"�:�	�B!�����&:���

C±
p

3
C0

&2��^	� &2!�. ,2;��T6@7O����!"��,2�z!"��&:����� W�,�������&)}




C−

1 = −σ1

(
1
2A

E +D1 + 1
δxA

V
1

)n
i− 1

2
,j

= −σ1 (A+)
n
i− 1

2
,j

C+
1 = σ1

(
1
2A

E −D1 − 1
δxA

V
1

)n
i+ 1

2
,j

= σ1 (A−)
n
i+ 1

2
,j

C−

2 = −σ2

(
1
2B

E +D2 + 1
δyB

V
2

)n

i,j− 1

2

= −σ2 (B+)
n
i,j− 1

2

C+
2 = σ2

(
1
2B

E −D2 − 1
δyB

V
2

)n

i,j+ 1

2

= σ2 (B−)
n
i,j+ 1

2

C0 = Id+ σ1 (A+)
n
i+ 1

2
,j − σ1 (A−)

n
i− 1

2
,j + σ2 (B+)

n
i,j+ 1

2

− σ2 (B−)
n
i,j− 1

2

� Z ^_[C^ ` Z �
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M
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V = (p, u, v, S)T �F^|� ���
S = ln(p/ργ)

�'^QX�&\0:,(6����¥�>. � &2�869�Qgh����#~3a���2� �i��sC������#
�/69�1�"�|���2�igh��. .���^|� &��%gh����# }

P−1
e · Vt +Ae · Vx +Be · Vy = 0

� Z ^ · ^ Z �
^|�2�����

Ae =
dfE

dV
=




u ρc2 0 0

1/ρ u 0 0

0 0 u 0

0 0 0 u


 , Be =

dgE

dV
=




v 0 ρc2 0

0 v 0 0

1/ρ 0 v 0

0 0 0 v




^|� ���
c
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Pe
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Pe =




β2 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




� �2��R(69�/69#%�������
β2 ���
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β2 = min(max(M2,M2
∞), 1)

� Z ^ · ^_[r�
^|�2�����

M∞
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M > 1
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β
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β2 = min(max(M2,M2
p ), 1)

^|� ���

M2
p =

|δp|
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^z�$���b��!869.��v#%�����vR�����RV����. s)���2�G&:,�#%������!869.
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β2 = min(max(M2, β2
v , β
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u), 1)
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^|�2�����
βv

69&2;
βu

;���&2���/�d����#%�%7O����!"��,2�T69&2;�,�&2�����86�;CsA!�,��-�����+���"��RV�"!���� 71��. s1^vXx&�!/�a69R�������� au69&2; gO3
���2�S;��'c2&�� ������&<�9g
���2�"���i&2�h^	R(69�/69#%���������0^|� . ._WV�S;����/69� .��";<69&2;H���2��� ���	�B!�����&2!�s ^|� . ._WV�S����,2;C���";D^
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wt + f(w)x + g(w)y = 0 ,

���2�K���/69&2�-gh����#B69������&@#B69������!"�"�
69. .���^|� &��[����� ^|� ��!/�pg¨����#���&:������R2� !�7�69���U69W�.��"�
V

����!"��&2������7469��� 7r��7469���U69W�.����
w = (ρ, ρu, ρv, ρE)T 69���M&2�"�";��";�}

∂w

∂V
=




1/c2 0 0 −ρ/γ
u/c2 ρ 0 −ρu/γ
v/c2 0 ρ −ρv/γ
H/c2 ρu ρv −ρq2/2γ


 ,

∂V

∂w
=




(γ − 1)q2/2 −u(γ − 1) −v(γ − 1) γ − 1

−u/ρ 1/ρ 0 0

−v/ρ 0 1/ρ 0
(γ−1)q2

2p − γ
ρ −u(γ−1)

p −v(γ−1)
p

(γ−1)
p




^|�2�����
q2 = u2 + v2 ^KX�&:�����:;C,2!�� &��B���2�"���M���/69&2�-gm����#B69������&2��� &:���%�"01,(69������&)� Z ^ · ^ Z ��sO����.�;��S}

P−1
e · ∂V

∂w
· wt +Ae ·

∂V

∂w
· wx +Be ·

∂V

∂w
· wy = 0

� Z ^ · ^ · �

69&2;H.��'g¨�-�>#@,�. ��� R�. s:� &��BW:s ∂w

∂V

.��86�;��z���H}

∂w

∂V
· Pe ·

∂V

∂w
· wt +

∂w

∂V
·Ae ·

∂V

∂w
· wx +

∂w

∂V
·Be ·

∂V

∂w
· wy = 0

� Z ^ · ^ `:�
� �2�����'gm�����43t���2�$R����"!"��&2;C� ������&�� &2�<#B69�����¥e\gm���M���2�%I`,�.����T�"0:,(69������&2�S� &�!"��&2������7�69��� 71�$7469���U69W�.��"�p!869&AWV�
;��'c2&2�";<6��S}

Pw =
∂w

∂v
· Pe ·

∂v

∂w

� Z ^ · ^ c �
^|��� .��M���2�M,2��,(69.��h!"��&2������7469��� 7r��� � 6�!"��W��U69&u#B69������!"�"�Q�9go���2�S!"��&:71�"!���� 7r� \2,Ce��"��69���M���"!"��71�����";HW:sb}

AE =
dfE

dw
= Aw =

∂w

∂V
·Ae ·

∂V

∂w
=
∂f

∂w
, BE =

dgE

dw
= Bw =

∂w

∂V
·Be ·

∂V

∂w
=
∂g

∂w
.

� Z ^ · ^_ar�
� �:,2�83����2�~0:,(6����¥�>. � &2�869�$gm����# �9g[���2�~IK,�.����B�"0:,(69������&2�l^|��� ������&¢� &+������#%�B�9gi!"��&2�/����7�69��� 71�H7469���U69W�.��"�
���86�;��p}

P−1
w · wt +Aw · wx +Bw · wy = 0 ,

� Z ^ · ^ g4�
^|����!/�u��71��&:��,(69. . sv.��86�;��zW(6�!/�G�������2�S!"��&2������7469��� 7r�igm����# }

P−1
w · wt + fE(w)x + gE(w)y = 0 .

� Z ^ · ^ n �



`f[ ��� ����� ���
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� �2	 K"UM�����FUfGl	��i��T�U JWE/���2�*)
Pw

� �2� � ,����1��.a.���^5��P\6�!/�GR����"!"��&2;C� ������&2��� ^|��� ������&G� &d������#%���9g_��&:������R���!Q7469���U69W�.��"��!869&v69.����pWV���'eCR����"�����";
6��5gm��. .���^z�S}

Pe = Id+ (β2 − 1)Qe
^|� ���

Qe =
j[�U69�

[1, 0, 0, 0]
� Z ^ · ^ d �

^|�2������� �M��� ^��������k&2������!�� &��~#B69�����¥e
Qe

� �i��;���#$RV������&:��3 � ��� �
Q2

e = Qe
�t!"��&2���"0:,2��&:��. s<���2��� &:71���������9g

���2�MR����"!"��&2;C� ������&�� &2�B#B69�����¥eH���z��� #$R�. sv!"��#$R�,����";<6��S}

P−1
e = Id+ (

1

β2
− 1)Qe

� Z ^ · ^ Z er�

L:� &2!"�@���2�@!"��&2�/����7�69��� 71�T71����������&b�9g����(�TR����"!"��&2;C� ������&2���S���i��,2!/�\���(69�
Pw =

∂w

∂V
· Pe ·

∂V

∂w

3V� �Qgm��. .���^z�
���(69�p}

Pw = Id+ (β2 − 1)
∂w

∂V
·Qe ·

∂V

∂w
= Id+ (β2 − 1)Qw

� Z ^ · ^ ZbZ �
69&2;~��� #$R�.��S!869.�!�,�.U69������&2��sO����.�;k}

Qw =
∂w

∂V
·Qe ·

∂V

∂w
=
γ − 1

c2







1

u

v

H


 ·

(
q2

2
; −u ; −v ; 1

)

 .

� Z ^ · ^ Z [r�

0 W:7O����,2��. sr3o���2�B#B69�����¥e
Qw

���@69.����u��;���#$RV������&:�~�
Q2

w = Qw
�S���~���(69�

P−1
w = Id + (1/β2 − 1)Qw

�
#%�����"��71���83a���2�pR(69������!�,�.U69�Qgm����# �9g`�������Q#B69�����¥e

Qw
��&(69W�.��"�[���d!"��#$R�,����T���2�p#B69�����¥e:�>71�"!������[R����:;C,2!��

Qw ·X 71����sG�86���� . s1326���69. ���86�;CsvRV��� &:���";u��,��z� & � g$a 	 }

Qw ·




X1

X2

X3

X4


 =

γ − 1

c2
·
(
q2

2
X1 − uX2 − vX3 +X4

)
·




1

u

v

H




� Z ^ · ^ Z8· �

� �2�"����R�����RV���������"� ^|� . .aR�����71�Q���:��&d71����s$,2���'g¨,�. ^|�2��&v��R���� #$� ´"� &������2�Q!"�4�����9g¬69&d� #$R�. ��!�� �5Pb69�����¥eO��]2���"�
�����869��#%��&:�Mgm���S69. .K��RV�"�"; \(��^z�M� &����(69R��/�'� `2^@J[�����@���(69�igh����#�&2��^l��&b���(����� #$R�.���&2���/69������&2�

P
3
Q^|� . ._WV�M,2���";v���%;���&2�����M���2�S!"��&2������7469��� 71�MR����"!"��&2;C� ������&2���

Pw
69&2;H� ����6������:!��U69���";~#B69�����¥e

Qw
^

� �2Uf��	����������F	 ��UM� U�� 
 UM�VG �)G���U�J
q`���'�>#T,�. ��� R�.�s:� &��\���2�$��� #%�'��;������ 7469��� 71�B������# �9g5���2�BI`,�.����T�"0:,(69������&2�pW:sb���2�$#B69�����¥e

P−1 .��86�;��p���u6
&2�h^���� �r��&2��sC������#���� &2!"�S�"01,(69������&)� Z ^ · ^ g4�5!869&~WV�M���'� ^|��� ������&\6��5gm��. .���^z�S}

wt + Ã · wx + B̃ · wy = 0
� Z ^ · ^ Z `:�

^|�2�����%���2�$R����"!"��&2;C� ������&(�"; � 6�!"��W��U69&�#B69������!"�"�
Ã = P · A 69&(;

B̃ = P · B �(687r�$WV�"��&�� &:�����:;C,2!"�";D^
Xx& ����;����G���)!"��#$R�,����\���2�<��� �r��&:71�"!��������H69&2;���� �r��&:7469. ,2�"�v�9gS���2�"�/�uR����"!"��&2;C� ������&2�";¦#B69������!"�"�83z� �d���
���"!"��#$#%��&2;��";�� n4· 3 n ` 	 ���S���/69���`gh����#l���2�z��&:������R���!zR����"!"��&2;C� ������&2�"; � 6�!"��W��U69&d#B69������!"�"�

Pe ·Ae
3
Pe ·Be69&2;����b,2���v&2�'eC������.U69������&�� Z ^ · ^ c �T���b���"!"��71���$���2�~!"��&2������7�69��� 71�v#B69������!"�"�8^ � �2�H��� �r��&:7469. ,2�"�B�9g[���2�
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R����"!"��&2;C� ������&2�"; � 6�!"��W��U69&
J̃ = Ãnx + B̃ny

�F^|� ���
nx

69&2;
ny

���2�S!"��#$RV��&2��&:���Q�9g
���2�M&2����#B69._71�"!������
~n

�|69���i�4� 71��&~W:s\}

λ̃(1) = unx + vny = Vn

λ̃(2) = Vn

λ̃(3) =
1

2
(1 + β2)Vn +

√
β2c2 +

1

4
(β2 − 1)2V 2

n

λ̃(4) =
1

2
(1 + β2)Vn −

√
β2c2 +

1

4
(β2 − 1)2V 2

n

� Z ^ · ^ Z�c �

Xx&'^|�(69�|gm��. .���^z�83
Λ̃(nx, ny)

;���&2�����"�z���2�S;C�U69�r��&(69.t#B69�����¥e~j[��69�
[λ̃(i)]

!"��&:�/69� &�� &��B���2�MR����"!"��&2;C� ������&(�";
��� �r��&:7469. ,2�"�8^~J[�����B���(69�D^|�2��&

β
���T�9g|���2�d�/69#%�d����;����T���(69&����2�BPb6�!/��&:,�#TWV����69&2;��������T.U69�������T���

��#B69. .>3169. .����2�5R����"!"��&2;C� ������&2�";B��� �r��&:7�69. ,2�"��69���5�9gV���2�5�/69#%�|����;����`���(69&$���2�5R(69������!�.��571��.��:!�� �xs
Vn

^ � �����
#%�869&2�T���2�B��sC������# � �p&2�~.���&��r���@� . . ��!"��&2;��¥��� �4&2�";�gm���p.���^���RV�"�";L\(��^z�8^ � �2�%R����"!"��&2;C� ������&2�8;�#B69�����¥e
Pe · (Ãenx + B̃eny)

!869&~WV�M�'eCR����"�����";H,2��� &��
Λ̃

6��|gh��. .���^z�p}

Pe · (Ãenx + B̃eny) = J̃e(nx, ny) = T̃e(nx, ny) · Λ̃(nx, ny) · T̃−1
e (nx, ny)

� Z ^ · ^ Z ar�
^|�2�����M���2�S��� �r��&:71�"!�������#B69������!"�"�

T̃e
69&2;

T̃−1
e

69���i�4� 71��&~� & � n ` 	 69&2;H����R����:;C,2!"�";u�2�����%}

T̃e =




0 0 1 1

0 −ny
r nx

ρ β2 c2
s nx

ρ β2 c2

0 nx
r ny

ρ β2 c2
s ny

ρ β2 c2

1 0 0 0




, T̃−1
e =




0 0 0 1

0 −ny nx 0

s

2 t
−ρ β

2 c2

2 t
nx −ρ β

2 c2

2 t
ny 0

− r

2 t

ρ β2 c2

2 t
nx

ρ β2 c2

2 t
ny 0




� Z ^ · ^ Z g4�
^|� ���

r = λ̃(3) − Vnβ
2 , s = λ̃(4) − Vnβ

2 , t =
λ̃(4) − λ̃(3)

2
.

� Z ^ · ^ Z�n �
Xx&k���2�%��69#%�$#B69&�&2���83¬���2�$R����"!"��&2;C� ������&2�"; � 6�!"��W��U69&)�'eOR����"�/���";k� &A������#%�p�9g|!"��&2������7469��� 71�$7469���U69W�.��"�
!869&<69.�����WV�M#B6�;��S;C�U69�r��&(69.�}

P · (Ãnx + B̃ny) = J̃(nx, ny) = T̃ (nx, ny) · Λ̃(nx, ny) · T̃−1(nx, ny)
� Z ^ · ^ Z�d �

Z[��� &��<���2�d���/69&2�-gm����#B69������&�����.U69������&2��WV��� ^��"��&���&:������R���!H69&2;)!"��&2�/����7�69��� 71�d7469���U69W�.��"�83
������� � 6�!"��W��U69&
�/69�1�"��69.��������(�[gm��. .���^|� &��$gm����#�}

J̃ =
∂w

∂V
· J̃e ·

∂V

∂w
=
∂w

∂V
· T̃e

︸ ︷︷ ︸
= T̃

·Λ̃ · T̃−1
e · ∂V

∂w︸ ︷︷ ︸
= T̃−1

.
� Z ^ · ^_[ber�

NQ. .a���2�[69WV��71�Q�'eCR����"��������&2�5^|� . .VWV��,2���";d� &d���2��&2�'eC�����"!�������&,^|�2��&GW�,�� .�;C� &������2�[69�����¥c(!��U69.D;C������� R(69������&
�9gK6@R����"!"��&2;C� ������&2�";u,�RM^|� &2;u��!/�2��#%�4^
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A*)*% )*% � #�; ./&���>5# 7�# &��"; > 2�3 � # ��> !2.M="; 14;
�[,�� . .U69��;)69&2;k±[����´�69�T���2��^��";A� & � n4· 3 n `23V[ n 	 �2��^����~W�,�� .�;�6v71����������&��9g|���2�%�Q�:�%��!/�2��#%�d6�;269R����";
�������2�~R����"!"��&2;C� ������&2�8;���sC������# � Z ^ · ^ n �'�i��,2!/��6A�/!/�2��#%�u� �d!/����� ������&2�"; �Q�:�'� � ,����r��.[��!/�2��#%�u� & � n4· 	
W:s����'gh������&2!"�H���\���2�G,2�/�v�9g � ,����r��.|R����"!"��&2;C� ������&�� &2�2^ � �����%���"!�������&+��,�#$#B69��� ´8�"�%���2�H;������ 7�69������&¢�9g
���2�~�Q�:�'� � ,����r��.Q��!/�2��#%�H� &:�����:;C,2!"�";¢� & � n4· 	 ^|� ���¢���2�H&2���/69������&2�B,2���";�� &+���2�HR����"�/��&:�l^������ ^ 0 ,��
���/69����� &��uRV��� &:�p���S���2�B01,(6���� �>. � &2�869�@��sO������# � Z ^ · ^ Z `:�'3
��R(6�!"�'��;C����!�������� ´8�";�,2��� &��\6Gc2�����-������;�����6�!"!�,��/69���
���:�M�/!/�2��#%�%}

wt + Ã · wx + B̃ · wy =
δx

2
(|Ã|wx)x +

δy

2
(|B̃|wy)y

� Z ^ · ^_[ Z �

^|�2�����T� ��#T,2���QWV�p,�&2;����������:�:;b69. .¬���2�T��R(6�!"�'��;������ 7469��� 7r�"�M69���T;C����!�������� ´8�";<,2��� &��G��� #$R�.��T���"!"��&2;O������;����
6�!"!�,��/69���B!"��&:�������";kgh����#T,�.U6��8^ n �'g¨�-�>#T,�. ��� R�. sO� &��<�������S�'eCR����"��������&kW:s

P−1 69&2;k�r��� &��~W(6�!/�\���~6H!"��&C�
������7469��� 7r��gm����#�gh�������2�0\2,CedW(69.U69&2!"�[sO����.�;������2��gm��. . �
^|� &����/��#$�¥��;C����!��������Qgm����#�gh�������2�QR����"!"��&2;C� ������&(�";
���:�M�/!/�2��#%�%}

P−1 · wt + fx + gy =
δx

2
(P−1|P ·A|wx)x +

δy

2
(P−1|P ·B|wy)y

� Z ^ · ^_[b[r�

�[,�� . .U69��;)69&2;A±[����´�69���_[ n 	 R�����71�";A���(69�83tgm���T6H.���^�P\6�!/��&:,�#TWV��� \(��^S3
69. .����(�%!"��#$RV��&2��&O���@�9g|���2�
69WV��71��&:,�#%������!869.2;C���/��� R(69������& \2,Ce��"�o����#B69� &$�9ga���2�5�/69#%������;����`�9ga#B69�4&�� ��,2;��5���(69&����2�5!"�������"��RV��&2;C� &��
&2��&C��;C������� R(69��� 71��R(69�����i�9g����2�@&:,�#%������!869.�\2,Ce��"�83�^|����!/�A��&(69W�.��"�i���GR����"������7r�$6�!"!�,��/6�!�sugm���[.���^���RV�"�";
\(��^z�8^¦X�& ����;����B������7�69. ,(69�/�~�������BR����"!"��&2;C� ������&2�";�;C���/��� R(69������&¢� &�6A��� #$R�.��~#B69&�&2���83|���2�u;C� � ������&:�
�'eCR����"��������&2�z;��'c2&2�";~� &~���2�iR�����7O����,2�����"!�������&<69���M&2��^	,2���";A}

P−1 · |P ·Anx + P ·Bny| = (P−1 · ∂w
∂V

· T̃e) · |Λ̃| · (T̃−1
e · ∂V

∂w
) = T̃ g · |Λ̃| · T̃ d � Z ^ · ^_[ · �

Pb69������!"�"�
T̃ g 69&2;

T̃ d 69���S�86���� . sv!"��#$R�,����";Hgh����#�#B69������!"�"�
T̃e

3
T̃−1

e

3 ∂V
∂w

69&2;
P−1 ��� &2!"�$}

T̃ g(nx, ny) = P−1 · T̃ =
∂w

∂V
· P−1

e · T̃e � Z ^ · ^_[2`:�
T̃ d(nx, ny) = T̃−1 = T̃−1

e · ∂V
∂w

69&2;H���2��� �z���"��RV�"!���� 71�S�'eCR�. ��!'� �Q�'eOR����"��������&H���86�;��p}

T̃ g =




1 0
1

2 β2 c2
1

2 β2 c2

u ny
u + r nx

2 β2 c2
u + s nx

2 β2 c2

v −nx
v + r ny

2 β2 c2
v + s ny

2 β2 c2

q2 −Vt
H + r Vn

2 β2 c2
H + s Vn

2 β2 c2




� Z ^ · ^_[ c �
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69&2;

T̃ d =




1 − γ − 1

c2
q2

γ − 1

c2
u

γ − 1

c2
v −γ − 1

c2

Vt ny −nx 0

sq2(γ − 1) + β2c2Vn

t
−su(γ − 1) + β2c2nx

t
−sv(γ − 1) + β2c2ny

t

s(γ − 1)

t

−rq
2(γ − 1) + β2c2Vn

t

ru(γ − 1) + β2c2nx

t

rv(γ − 1) + β2c2ny

t
−r(γ − 1)

t




� Z ^ · ^_[bar�
^|�2�����

Vt = −uny + vnx
3
q2 = 1

2(u2 + v2)
3
H = E + p

ρ

3
E = e+ q2

^|� ���
p = (γ − 1)ρe

69&2;
r

3
s

3
t
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β2 = 1

sO����.�;��
r = c

3
s = −c 69&2;

t = −c ���u���(69�@���2�B#B69������!"�"���4� 7r��&)W:s¢� Z ^ · ^_[ c �@69&2;¦� Z ^ · ^_[bar�
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(Anx +Bny)
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P−1
∆wn

i,j

∆t
+ (

δ1F

δx
+
δ2G

δy
)i,j = 0

� Z ^ · ^_[�g4�
^|� ���~&:,�#%������!869.)\2,Ce��"�z;��'c2&2�";~W:sb}

Fi+ 1

2
,j = (µ1f − 1

2P
−1 · |P ·A| · δ1w)i+ 1

2
,j = (µ1f − 1

2 T̃
g(1, 0) · |Λ̃(1, 0)| · T̃ d(1, 0) · δ1w)i+ 1

2
,j

Gi,j− 1

2

= (µ2g − 1
2P

−1 · |P ·B| · δ2w)i,j− 1

2

= (µ2g − 1
2 T̃

g(0, 1) · |Λ̃(0, 1)| · T̃ d(0, 1) · δ2w)i,j− 1

2� Z ^ · ^_[ n �
I
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Fi+ 1

2
,j =

1

2
(f(wL

i+ 1

2
,j
) + f(wR

i+ 1

2
,j
)) − 1

2
P−1

i+ 1

2
,j
· |Pi+ 1

2
,j ·Ai+ 1

2
,j | · (wR

i+ 1

2
,j
− wL

i+ 1

2
,j
)

Gi,j− 1

2

=
1

2
(g(wL

i,j− 1

2

) + g(wR
i,j− 1

2

)) − 1

2
P−1

i,j− 1

2

· |Pi,j− 1

2

·Bi,j− 1

2

| · (wR
i,j− 1

2

− wL
i,j− 1

2

)

^|�2�����M���2�S���/69���"�
wR 69&2;

wL 69���M���"!"��&2������,2!����";~,2��� &��$����.U69������&2�Q;��'c2&2�";H� &u���"!�������& Z ^_[C^_[C^
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Fi+ 1

2
,j =

1

2
(f(wL

i+ 1

2
,j
) + f(wR

i+ 1

2
,j
)) − 1

2
ρ(PA)P−1 · (wR

i+ 1

2
,j
− wL

i+ 1

2
,j
)

Gi,j− 1

2

=
1

2
(g(wL

i,j− 1

2

) + g(wR
i,j− 1

2

)) − 1

2
ρ(PB)P−1 · (wR

i,j− 1

2

− wL
i,j− 1

2

)

��� &2!"�
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D̃1
69&2;

D̃2
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F̃E
i+ 1

2
,j

=
1

2
(fE(wL

i+ 1

2
,j
) + fE(wR

i+ 1

2
,j
)) − D̃1 · (wR

i+ 1

2
,j
− wL

i+ 1

2
,j
)

G̃E
i,j− 1

2

=
1

2
(gE(wL

i,j− 1

2

) + gE(wR
i,j− 1

2

)) − D̃2 · (wR
i,j− 1

2

− wL
i,j− 1

2

)

� Z ^ · ^_[ d �

^|� ���




D̃1 = 1
2P

−1|P A| = 1
2 T̃

g(1, 0) · | ˜Λ(1, 0)| · T̃ d(1, 0)

D̃2 = 1
2P

−1|P B| = 1
2 T̃

g(0, 1) · | ˜Λ(0, 1)| · T̃ d(0, 1)

� Z ^ · ^ · er�
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



D̃1 = 1
2ρ(P A)P−1

D̃2 = 1
2ρ(P B)P−1

� Z ^ · ^ ·/Z �
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P−1 · wt + (fE(w) − fV (w,wx, wy))x + (gE(w) − gV (w,wx, wy))y = 0
� Z ^ · ^ · [r�

69���p69R�R����8eC�¥#B69�/��;uW:sd���2�S!"��&2������7469��� 71�S��!/�2��#%�

(P−1)n
i,j ·

∆wn
i,j

∆t
+

(
δ1(F̃

E − F V )

δx
+
δ2(G̃

E −GV )

δy

)n

i,j

= 0
� Z ^ · ^ ·4· �
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H · ∆wn
i,j = −∆t · Rn

i,j ,
� Z ^ · ^ · `:�

^|� ���




Rn
i,j =

(
δ1(F̃

E − F V )

δx
+
δ2(G̃

E −GV )

δy

)n

i,j

,

H =

(
(P−1)n + σ1δ1(A

E)nµ1 + σ2δ2(B
E)nµ2 − σ1δ1(D̃1 +

AV
1

δx
)nδ1 − σ2δ2(D̃2 +

BV
2

δy
)nδ2

)
.

� Z ^ · ^ ·bc �
� �2� n �MLG�9g`�"0:,(69������&�� Z ^ · ^ · `:�|!869&~WV�S69.����%�'eORa69&2;��";u6��S}

H · ∆wn
i,j = C0∆w

n
i,j + C−

1 ∆wn
i−1,j + C+

1 ∆wn
i+1,j + C−

2 ∆wn
i,j−1 + C+

2 ∆wn
i,j+1 ,

� Z ^ · ^ · ar�
^|�2�����%���2�%!"�:�	�B!�����&:���

C±
p
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
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C−

1 = −σ1

(
1
2A

E + D̃1 + 1
δxA

V
1

)n

i− 1

2
,j

= −σ1 (A+)
n
i− 1

2
,j

C+
1 = σ1

(
1
2A

E − D̃1 − 1
δxA

V
1

)n

i+ 1

2
,j

= σ1 (A−)
n
i+ 1

2
,j

C−

2 = −σ2

(
1
2B

E + D̃2 + 1
δyB

V
2

)n

i,j− 1

2

= −σ2 (B+)
n
i,j− 1

2

C+
2 = σ2

(
1
2B

E − D̃2 − 1
δyB

V
2

)n

i,j+ 1

2

= σ2 (B−)
n
i,j+ 1

2

C0 = (P−1)n
i,j + σ1 (A+)

n
i+ 1

2
,j − σ1 (A−)

n
i− 1

2
,j + σ2 (B+)

n
i,j+ 1

2

− σ2 (B−)
n
i,j− 1

2
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∂w

∂t
+ (fE − fV )x + (gE − gV )y = 0
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wn+1
i,j − wn

i,j

∆t
+

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n

i,j

= 0
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3wn+1
i,j − 4wn

i,j + wn−1
i,j

2∆t
+

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n+1

i,j

= 0
� Z ^ `2^_[r�

NQ&v� #$#%�";C�U69��� � 68sO.����-��;���7r��.���R�#%��&O�[69����,�&2;v���2�i&2�h^§��� #%�'�>.���71��.
(n+ 1)

���2��^z�5���(69�z�/!/�2��#%�%� Z ^ `2^_[r�
R�����7O��;��"�z6T���"!"��&2;O������;2�'�Q6�!"!�,��/69���S69R�R����8eC� #B69������&~�9g¬���2�[,�&2�����86�;CsGJ[687O�����-�YL:�����1�"�|�"01,(69������&2�8�C#%�����'�
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� KVKj�
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wn+1��������R�.U6�!"�";uWOs~6$R�����7O��������&(69.o���/69���
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(n, k)
^|����!/�~.��86�;��z���$���2�igh��. .���^|� &��B� �����/69��� 7r�S�¥#$R2.¥��!�� �Q�/!/�2��#%�%}

H · ∆wn,k
i,j = −∆t · Rn,k

i,j ,

^|� ���




∆wn,k
i,j = wn,k+1

i,j − wn,k
i,j ,

Rn,k
i,j =

3wn,k
i,j − 4wn

i,j + wn−1
i,j

2∆t
+

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n,k

i,j

,

H =

(
3

2
Id+ σ1δ1(A

E)µ1 + σ2δ2(B
E)µ2 − σ1δ1(D1 +

AV
1

δx
)δ1 − σ2δ2(D2 +

BV
2

δy
)δ2

)n,k

.

� Z ^ `2^ · �
N|�o���2��c2�����`��,�WC�>� �����/69������&_3

wn,0 ���
�/���
�"0:,(69.C���
wn 69&2;���&2!"�5���2�5��,�WC�>� �����/69��� 71�5R����:!"���/�
�(6��
!"��&:71�����r�";

� � �����
∆wn,∞ = 0

�'3t���2�%,�&2�����86�;CsA��0:,(69������&2�@69���B!�.��869��. sA�/69�����-c(�";D^ � �2�B����. ,�������&�69�S���2�%��� #%�%.���71��.
(n+ 1)

���|���2��&~�4� 71��&HWOs
wn+1 = wn,∞ ^
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wn+1 ���|!"��#$R�,����";u6��z6@�����86�;Cs:�����/69��� ^|� ���H���"��RV�"!��|���$6TR2����,2;��9�>��� #%�

τ
�h���|;C,(69.¥�>��� #%���'^�Xx&vR��/6�!�����!"�43

69&�69�����¥c(!��U69.S�h���@;�,(69.£�M��� #%�'��;������ 7469��� 71�d���T� &:�����:;C,2!"�";)� &�6�;�;C� ������&)���<���2�BR��:sC����!869.���� #%�'��;������ 7469��� 7r�
.��86�;C� &��B�������2�igm��. .���^|� &��B;C����!�������� ´�69������&)}

wn,m+1
i,j − wn

i,j

∆τ
+

3wn,m+1
i,j − 4wn

i,j + wn−1
i,j

2∆t
+

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n,m+1

i,j

= 0
� Z ^ `2^ `:�

^|�2�����
∆τ

���i���(�@R2����,2;2�9�>��� #%�$������RA69&2;
wn,m+1 ;���&2�����"�M���(�����/69�/�$69�MR2����,2;��9�>��� #%�

(m + 1)∆τ
�¥&

���2�G!"��&:71�����r��&2!"�GR����:!"�"���Tgh����# ���2�dR��:sC����!869.5���/69���v69�@��� #%�
(n∆t)

���<���2�G��&2�H69�T���¥#%�
(n + 1)∆t

^
n � &2�869��� ´"� &��d���2�M&:,�#%������!869.)\2,Ce��"��69����,�&2;~���2�iR2�/��,2;��9�>��� #%�S.���7r��.

(n,m)
sO����.�;��S}

H · ∆wn,m
i,j = −∆τ · Rn,m

i,j ,
� Z ^ `2^ c �

^|� ���




∆wn,m
i,j = wn,m+1

i,j − wn,m
i,j ,

Rn,m
i,j =

3wn,m
i,j − 4wn

i,j + wn−1
i,j

2∆t
+

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n,m

i,j

,

H =

(
(1 +

3

2
λ)Id+ σ1δ1A

Eµ1 + σ2δ2B
Eµ2 − σ1δ1(D1 +

AV
1

δx
)δ1 − σ2δ2(D2 +

BV
2

δy
)δ2

)n,m

,

� Z ^ `2^_ar�
^|�2�����@���2�@R(69�/69#%�������

λ = ∆τ
∆t

�(6��iWV�"��&b� &:�����:;C,2!"�";A69&2;\���2��01,(69&:��� �xs
σ1

�¨���"��R_^
σ2

��;���&2�����"�M&2��^
���2���/69�����vWV��� ^��"��&A���(��R2����,2;��9�>��� #%�%������R�69&2;b���2�$��R(6�!"�$������Rk� &k���2�

x
�¨���"��R_^

y
�[��R(6�!"�'��;C� ���"!�������& }

σ1 = ∆τ
δx

3
σ2 = ∆τ

δy

^
N[�S� &����2�G69R�R����8eC� #B69���'��JQ�h^|���4&���!/�2��#%�43o���2�%c2�����TR2����,2;��9�����/69���

wm+1,0 ���T�����@�"01,(69.����
wn 3`69&2;D3

^|�2��&\���2�pR2����,2;��9��!"��&:71�����r��&2!"�@R����:!"�"���Q���i6�!/������7r�";D3 � �����
∆wn,∞ = 0

3(���2� n �iL~�9g��"0:,(69������&�� Z ^ `2^ c �
7469&������2�"�8^ � �2�v,�&2�����86�;Cs)�"01,(69������&2�B69���G���2�����'gm�����v��69�����-c(�";§�F^|� �����/�"!"��&2;O������;����B6�!"!�,��/6�!�s)� &)���¥#%�
69&2;G6p��R(6�!"�'�x6�!"!�,��/6�!�sd;���RV��&2;C� &�����&d���2�Q!/�2����!"�[�9g_���2�z&O,�#%������!869. \2,Ce��"�Kgm����#T,�.U6�����69&2;B���2�Q����. ,�������&
69�SR��:sO����!869.¥�>��� #%�%.���71��.

(n + 1)
���M�4� 71��&kW:s

wn+1 = wn,∞ ^ 0 &2�%!869&A&2������!"�$���a69�M�/69�O� &��
∆τ = ∞#B69�1�"�$���2�~;C,(69.¥�>��� #%�<������R�R�� &�����!/�2��#%�~��;���&:����!869.����b���2�~69R2R����8eO� #B69���'��J[�h^|����&���&2�4^¢X�&�g>6�!��83����2�

69R�R����8eC� #B69���'��JQ�h^|���4&�#%�����2�:;�!869&@WV�����"��&$6��
6zR(69������!�,�.U69�K!"6��/���9g(���2��;C,(69.¥�>��� #%�5������R�R�� &��M69R�R����r6�!/�_^
� �2�v;��"!������ 71�d� &:�������"���$�9gQ���2�v;C,(69.¥�>��� #%�H������R�R�� &��k��!/�2��#%�G���@���(69��� �%69. .���^z�%6<;C� ���"!������'�>,2�/�G�9gQ���2�
!"��&:71�����r��&2!"�p��RV�"�";C,�R<�����/69�����4���"�Q����;C� &(69��� . su69R�R�. ���";Hgm���������86�;Cs,\(��^�!869.�!�,�.U69������&2�8^5X�&2;��"�";D32���(� n �ML
�9g`�"01,(69������&)� Z ^ `2^ c �5!869&<69.����$WV�M�'eCR����"�����";u6��5gh��. .���^z�p}

H · ∆wn,m
i,j = C0∆w

n,m
i,j + C−

1 ∆wn,m
i−1,j + C+

1 ∆wn,m
i+1,j + C−

2 ∆wn,m
i,j−1 + C+

2 ∆wn,m
i,j+1 ,

� Z ^ `2^ g4�
^|�2�����S���2�S!"�:�	�B!�����&:���

C±

i

69���igm����#B69. . sG,�&2!/�(69&��r�"; ^|� ���~���"��RV�"!'�����$���2�S�����86�;Csv!86����B�¨W�,��z&2�����S���2�
;��'c2&�� ������&<�9g

σp
���|&2��^§W(6����";H��&H���2�S;C,(69.D��� #%�'��������Ra�|69&2;

C0
���z��. � �4�:��. sG#%�:;C�¥c(�";~��� &2!"�i� �|� &2!�. ,2;��"�
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&2��^	���2�M�/69�����
λ

WV��� ^��"��&u���2�iR��OsO����!869.¬69&2;~;C,(69._��� #%�'��������R2�p}




C−

1 = −σ1

(
1
2A

E +D1 + 1
δxA

V
1

)n,m

i− 1

2
,j

= −σ1 (A+)
n,m

i− 1

2
,j

C+
1 = σ1

(
1
2A

E −D1 − 1
δxA

V
1

)n,m

i+ 1

2
,j

= σ1 (A−)
n,m

i+ 1

2
,j

C−

2 = −σ2

(
1
2B

E +D2 + 1
δyB

V
2

)n,m

i,j− 1

2

= −σ2 (B+)
n,m

i,j− 1

2

C+
2 = σ2

(
1
2B

E −D2 − 1
δyB

V
2

)n,m

i,j+ 1

2

= σ2 (B−)
n,m

i,j+ 1

2

C0 = (1 + 3
2λ)Id+ σ1 (A+)

n,m

i+ 1

2
,j
− σ1 (A−)

n,m

i− 1

2
,j

+ σ2 (B+)
n,m

i,j+ 1

2

− σ2 (B−)
n,m

i,j− 1

2

� Z ^ `2^ n �

NQR�R�. s:� &��v���2�@��� #%�'�x6�!"!�,��/69�/�$� #$R�. ��!�� �M,�RM^|� &2;k��!/�2��#%�H� Z ^ `2^ c �i69�M�86�!/�bRV��� &:�S�9g����2��!"��#$R�,��/69��� ��&a69.
;���#B69� &_3D��&2�@��W��/69� &2�S6B. � &2�869�iW�.��:!/�u��sO������# ��� #$� .U69�[���d���2����&2�@�'eOR��/���/���";<� &�� Z ^_[C^ Z�n �'^M�[�'&(!��43D��&2�
!869&�,2���v���2�H�/69#%�G���/�"69��#%�'&O���B��#$R�.���sr�";�gh���%�����86�;Cs)!86����"��� &+����;����%���b�/��.¥71�G���2�v��� #%�'��;���RV��&2;��"&:�
��sC������#~^
A*)	��)�@ �L�5!�7b;H��>"� �%&�����9<��.f= � 251��]; #45I&�� !
� �2�i;C,(69.¥�>��� #%�S������R�R�� &��@gm����#T,�.U69������&H#B69�1�"�5���2�[� #$R�.���#%��&:�/69������&<�9gt���2�i. �
^§P\6�!/�vR����"!"��&2;C� ������&���&��
71����sd�86���s1^
Xx&2;��"�";D3269R�R�. sO� &��$���2�[R����"!"��&2;C� ������&2� &��B#B69�����¥eG���@���2�iR2����,2;��9�>��� #%�S;������ 7�69��� 71�M��&(69W�.��"�|���
R����"������71�z���2�z���¥#%�'��!"��&2����������&2!�sl^|��� .������2��!"��&:71�����r��&2!"���/69���Q�9gD���2��;C,(69.¥�>R��/�1!"�"�/������� #$R�����7r�";G69&2;B���2�
6�!"!�,��/6�!�s\�9g����2��!"��#$R�,��/69������&A���i��&2��,����";\W:su���2�TR����"!"��&2;C� ������&(�";b&:,2#%�'��� !869.�;C������� R(69������&_^ � �:,2�i���2�
gm����#��9g
���2�M��� #%�'�x6�!�!�,���69���p� #$R�. ��!'� �Q��!/�(�'#%�S����#B69� &2�z���2�S�/69#%�%}

H · ∆wn,m
i,j = −∆τ · Rn,m

i,j ,
� Z ^ `2^ d �

^|� ���




∆wn,m
i,j = wn,m+1

i,j − wn,m
i,j ,

Rn,m
i,j =

3wn,m
i,j − 4wn

i,j + wn−1
i,j

2∆t
+

(
δ1(F̃

E − F V )

δx
+
δ2(G̃

E −GV )

δy

)n,m

i,j

,

H =

(
P−1 +

3

2
λId+ σ1δ1A

Eµ1 + σ2δ2B
Eµ2 − σ1δ1(D̃1 +

AV
1

δx
)δ1 − σ2δ2(D̃2 +

BV
2

δy
)δ2

)n,m

,

� Z ^ `2^ Z er�
^|�2����� ^��M���"!869. ._���(69�

F̃E 69&2;
G̃E 69���M���2�MR����"!"��&2;C� ������&2�";<!"��&:71�"!���� 7r� \2,Ce��"�p�£gh����#����2�S���:�'� � ,����1��.
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D̃1

69&2;
D̃2
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β
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H · ∆wn,m
i,j = −∆τ · Rn,m

i,j ,
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H · ∆wn,m
i,j = C0∆w

n,m
i,j + C−

1 ∆wn,m
i−1,j + C+

1 ∆wn,m
i+1,j + C−

2 ∆wn,m
i,j−1 + C+

2 ∆wn,m
i,j+1 ,
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C±
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C0
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4 × 4
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M
�9gK���2�T. � &2�869�i��sC������#­� Z ^_[C^ Z�n �z���

69R�R����r6�!/�2�";uW:sd���2�iR2���:;C,2!����9g
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M ≈M1 ·D−1 ·M2
� [C^ Z ^ Z �

^|� ���

M1 =




x x · · · · ·
x x x · · · ·
· x x x · · ·
· · C−

1 C0
1 C+

1 · ·
· · · x x x ·
· · · · x x x

· · · · · x x




, M2 =




x · x · · · ·
· x · x · · ·
x · x · x · ·
· C−

2 · C0
2 · C+

2 ·
· · x · x · x

· · · x · x ·
· · · · x · x




,
� [C^ Z ^_[r�

69&2;

D =




x · · · · · ·
· x · · · · ·
· · x · · · ·
· · · C0

0 · · ·
· · · · x · ·
· · · · · x ·
· · · · · · x




,
� [C^ Z ^ · �
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^|�2�����M���2�S;C�U69�r��&(69.¬!"�:�	�B!�����&:���
C0

1

3
C0

2

69&2;
C0

0

69���S;��'c2&2�";~W:s\}





C0
1 = P−1 + σ1

(
1
2A

E + D̃1

)
i+ 1

2
,j
− σ1

(
1
2A

E − D̃1

)
i− 1

2
,j

,

C0
2 = P−1 + σ2

(
1
2B

E + D̃2

)
i,j+ 1

2

− σ2

(
1
2B

E − D̃2

)
i,j− 1

2

,

C0
0 = P−1 .

0 &2��!869&\&2������!"�@���(69�[gm���[!"��#$R����"�/��� W�.��D\(��^z�i���2�TR����"!"��&2;C� ������&�� &2�H#B69�����¥e
P

WV�"!"��#%�"�M�"0:,(69.o���G���2�
��;���&:��� �xs+#B69�����¥e¢���A���(69�G��&2�~���"!"��71�����d���2�u���/69&(;269��; NQjiXTgm6�!�������� ´�69������&_^ 0 &2!"�u���2�~gm6�!�������� ´�69������&
RV���-gm����#%�";D3����(�i. � &2�869�Q��sO������#�!869&~WV�S����. 71�";v� &~�������"�S������R2��6��5gm��. .���^z�p}

M1 · [∆w∗] = [Rn] ,

[∆w∗∗] = D · [∆w∗] ,
� [C^ Z ^ `:�

M2 · [∆wn] = [∆w∗∗] ,

^|�2�����
∆w∗

69&2;
∆w∗∗
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M ≈M ′
1 ·D−1 ·M ′

2

� [C^ Z ^ c �
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M ′
1 =




x x · · · · ·
x x x · · · ·
· x x x · · ·
· · C−

1 C0 C+
1 · ·

· · · x x x ·
· · · · x x x

· · · · · x x




, M ′
2 =




x · x · · · ·
· x · x · · ·
x · x · x · ·
· C−

2 · C0 · C+
2 ·

· · x · x · x

· · · x · x ·
· · · · x · x




,

D =




x · · · · · ·
· x · · · · ·
· · x · · · ·
· · · C0 · · ·
· · · · x · ·
· · · · · x ·
· · · · · · x




.
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M ′
1 · [∆w∗] = [Rn] ,

[∆w∗∗] = D · [∆w∗] ,
� [C^ Z ^ g4�

M ′
2 · [∆wn] = [∆w∗∗] .

� �2�|P\N[]<#%�'���2�:;$���K69.����M!869. .��";%jij�NQjiXt#%�����2�:;$���M��#$R��(6���� ´8�|���2��g>6�!��`���(69�`���2�|#B69������!"�"�K� &:7r��. 71�";
� &k���2�@gm6�!�������� ´�69������&�R����:!"�"���p69���$;C�U69�r��&(69.�;���#$� &(69&:��� Z [ 	 ^ � �2��±���&kJ[��,�#B69&�&�69&(69. sO�����MR����"����&:���";
� &B���2��&2�'eC��!/�(69R������5^|� . .V;���#%��&2�����/69���Q���2�QP<N[]A69R�R����r6�!/�GR�����7:��;��"�56MWV����������!"��&:71�����r��&2!"�Q�/69���z���a69&
���2�BW(6�����!dN[]	���@NQjiXS69R�R����r6�!/�_3
���2��,��4������� . .�g>69�Sgh����# ���2�B� &:����� &2����!d�	�B!�����&2!�s)6������:!��U69���"; ^|� ����6
;C� ���"!����/��. ,�������&u�9go���2�M� #$R�. ��!�� �Q���/69�r�4^

@�)%A+)*% ��7b; #���7�# -�; ./&&# #�; .�7�# &�� &�( ( ��.�7b&&#f#��6� 7�#%&�� ; # #�& #
N[j[X�69&(;HP\N[]�#%�����2�:;��z� &O�����:;C,2!"�T6Tg>6�!�������� ´�69������&<���������i^|����!/�u!869&~WV�S�'eOR2���"�����";~6��5gm��. .���^z�p}

M1 ·D−1 ·M2 = M + PADI ,

M ′
1 ·D−1 ·M ′

2 = M + PMAF .

Xx&B�����2����������#%�831���2�Q6�!���,(69.a��sC������#�����. 71�";+^|�2��&B,2��� &��T6igm6�!�������� ´�69������&G#%�����2�:;%���K���2�5gm��. .���^|� &��T��&2�p}

M · [∆wn] + P · [∆wn] = [Rn] .
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Xx&~����;����z���$��. � #$� &(69���S�������5g>6�!�������� ´�69������&<���������83(6$��,�WC�>� �����/69��� 71�MR����:!"�"����!869&~WV�S�'#$R2. ��sr�";�}
[∆w(0)] = 0

l = 0, p

M · [∆w(l+1)] + P · [∆w(l+1)] = [Rn] + P · [∆w(l)]
� [C^ Z ^ n �

[∆wn] = [∆w(p)]

^|�2�����
∆w(l) = w(l) − wn ^
� �2��&~���2�M#%�����2�:;~�(6��z!"��&:71�����r�";D3 � ����� ^|�2��&

w(l+1) = w(l) 3C���2�ig>6�!������-�
� ´�69������&%���������
7469&������2�"�`69&(;@���2�5�'e�6�!��`����. ,�������&%�9g(���2��. � &2�869�K��sC������#�� Z ^_[C^ Z�n �¬���
��W��/69� &2�";D^`X�&�R��/6�!�����!"�43
���2��R�����7:����,2�p69. �r����� ����#���� ^|��� ������&k� &�6G;C� �D������&:� ^568s13D���H6��i���~687r����;b���2���'eCRV��&2��� 71����7�69. ,(69������&��9g
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P
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[∆w(0)] = 0

l = 0, p

M ′
1 ·D−1 ·M ′

2 · [w(l+1) − w(l)] = [Rn] −M · [w(l) − wn]
� [C^ Z ^ d �

[∆wn] = [w(p) − wn]
������7r��&~#%�����S�'eOR�. ��!�� ��. sk}

[∆w(0)] = 0

l = 0, p

M ′
1 · [w∗ − w(l)] = [Rn] −M · [w(l) − wn]

[w∗∗ − w∗] = D · [w∗ − w(l)]
� [C^ Z ^ Z er�

M ′
2 · [w(l+1) − w(l)] = [w∗∗ − w∗]

[∆wn] = [w(p) − wn]
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M · [∆wn] = [Rn] ,
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M ′ · [∆w(l+1)] = [Rn] − (M −M ′) · [∆w(l)] ,
� [C^_[C^ Z �
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∆w(l) = w(l) − wn 69&2;
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M ′
1 · [∆w∗] = [Rn] − (M −M ′

1) · [∆w(l)] , � [C^_[C^_[r�
M ′

2 · [∆w(l+1)] = [Rn] − (M −M ′
2) · [∆w∗] ,
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∆w∗
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M ′
1 ·M ′′−1 ·M ′

2 · [w(l+1) − w(l)] = [Rn] −M · [w(l) − wn] ,
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M = D + L1 + U1 + L2 + U2
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L1 =




· · · · · · ·
x · · · · · ·
· x · · · · ·
· · C−

1 · · · ·
· · · x · · ·
· · · · x · ·
· · · · · x ·




, U1 =




· x · · · · ·
· · x · · · ·
· · · x · · ·
· · · · C+

1 · ·
· · · · · x ·
· · · · · · x

· · · · · · ·




,

L2 =




· · · · · · ·
· · · · · · ·
x · · · · · ·
· C−

2 · · · · ·
· · x · · · ·
· · · x · · ·
· · · · x · ·




, U2 =




· · x · · · ·
· · · x · · ·
· · · · x · ·
· · · · · C+

2 ·
· · · · · · x

· · · · · · ·
· · · · · · ·




.
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[∆w(0)] = 0

l = 0, p
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[∆w(0)] = 0

l = 0, p

(M ′
1 + L2) · [∆w∗] = [Rn] − U2 · [∆w(l)]

(M ′
1 + U2) · [∆w∗∗] = [Rn] − L2 · [∆w∗] � [C^_[C^ g4�

(M ′
2 + L1) · [∆w∗∗∗] = [Rn] − U1 · [∆w∗∗]

(M ′
2 + U1) · [∆w(l+1)] = [Rn] − L1 · [∆w∗∗∗]

[∆wn] = [∆w(p)]
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�9gi��,�WC�>� �����/69������&2�8�5���2�GR�����!"�v���\R(68s�gh���$��,2!/�+6

��� �4�\� &:�����¥&(����!@�	�B!�����&2!�s<���Q���2�@&2�"�";<���d� &:71�����
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������;C�U69�r��&(69.K��sC������#%�Q� &�� [C^_[C^ g4�[69�i�86�!/�\&2��&C�>. � &2�869�
� �����/69������&_^<NQ&)69. ������&(69���¥71�G������69�����4s�^���,�.�;�WV�B���u,2���G6H�/�'.U6�e269������&)#%�����2�:;����(69��;��:�"�T&2���T���"0:,�� ���
69&:sd��sC������#®� &:7r����������&_3269�����2�i�'eCRV��&2���[�9g
6pR�����W(69W�. sd#T,2!/�v.���^����|� &:����� &2����!i�	�B!�����&2!�s13���7r��&Ggh����.U69���r�
7469. ,2�"�5�9g

p
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�9g
���2�S69R�R����r6�!/�u#B68sG.��86�;H���B6@�4.���W(69. . sH�	�B!�����&:�Q�����/69�����4s1^
@�)�@ )	� � &V#%�V7 �V��./& �I#
#f; � � � ��7b#%&�� 3 #f&?./; >�2 #�;
� �2�Sq
��� &:� � 6�!"��W��¬����q � ����.U6�e�69������&u#%�����2�:;u���|R����"!����/��.¥sH���2�S��� #$R�.��"���Q!���&(!���� 7469W�.��p����.U6�e�69������&u���"!/�C�
&���0:,2�z��� &2!"�|� �K�����/69� &2����&�. s$;C�U69�r��&(69.(������#%��69�K���2�|&2�h^¢.���7r��.

(l+1)
� &%���2� n �iLV�r���2�5gm��. .���^|� &��T!/�2����!"�

gm���|#B69�����¥e
M ′

}

M ′ = D ,
� [C^_[C^ n �

.��86�;��z�������(�iRV��� &:� � 6�!"��W��¬69. �r����� ����#­�hq � �
p
���M}

[∆w(0)] = 0

l = 0, p

D · [∆w(l+1)] = [Rn] − (L2 + L1 + U1 + U2) · [∆w(l)]
� [C^_[C^ d �

[∆wn] = [∆w(p)]

Ji69��,��/69. . sr3(���2�SRV��� &:� � 6�!"��W��
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ALGS(p)
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� �2�@qo��� &:� � 6�!"��W��K69. �r����� ����#�!869&k69. �/�BWV�T� #$R�����7r�";\,2��� &��H6G�M69,2���-�YLC�'��;���.
�xs:RV�TR����:!"�";C,����v}|���/69���"�
��7469. ,(69���";�;C,���� &��\6~� ^��"��R)69���$� #$#%�";C�U69����. sA,2���";A���~!"��#$R�,����B���2�%&2�'eO�T��&2�"�8�o#%�����"��71���@6v����71�������
� ^��"��R�����RV���-gh����#%�";����\� &2!����86����v���2�H�	�B!�����&2!�s��9gQ���2�v#%�����2�:;D^�����&2�/�"01,2��&:��. s13����2�v!/�2����!"�H�9g[���2�
#B69������!"�"�[6������:!��U69���";'^|� ���u��,2!/�<6@R����:!"�";C,����S���z���2�[gm��. .���^|� &��B��&2�%}

M ′
1 = L2 + L1 +D , � [C^_[C^ Z er�

M ′
2 = D + U1 + U2 ,

^|����!/�~.��86�;��z���$���2�S��s:#$#%��������!SRV��� &:�[�M69,2���-�YLO����;���.o69. �r����� ����# �>L��SL �
p
���i}

[∆w(0)] = 0

l = 0, p

M ′
1 · [∆w∗] = [Rn] − (U1 + U2) · [∆w(l)] � [C^_[C^ ZbZ �

M ′
2 · [∆w(l+1)] = [Rn] − (L1 + L2) · [∆w∗]

[∆wn] = [∆w(p)]

Xx�5#T,2���|WV� ^���. .D,�&2;����������:�:;H���(69�z���2�p69WV��71�S69. �r����� ����#�;��:�"�z&2���|� &:���/�1;�,2!"�p69&Osv6�!���,(69._� &O7r����������&u�9g
������;C�U69�r��&(69.¬��sO������#%�Sµ`Xx�z!"��,�.�;u69.����$WV� ^|��� ���/�'&\6��S}

[∆w(0)] = 0

l = 0, p

D · [∆w∗] = [Rn] − (L1 + L2) · [∆w∗] − (U1 + U2) · [∆w(l)] � [C^_[C^ Z [r�
D · [∆w(l+1)] = [Rn] − (U1 + U2) · [∆w(l+1)] − (L1 + L2) · [∆w∗]

[∆wn] = [∆w(p)]

� & ����;����d���A#B69�r�u!�.��869�����d���2�Hg>6�!��B���(69�B���2�u0:,(69&:��� �xs
(L1 + L2) · [∆w∗]

� &¢���2�Hc2�����B� ^��"��R !869&
WV�p!"��#$R�,����";<,2��� &��B���2�p&2�h^����/69�/���

∆w∗
W:sH��� #$R�. sH�/69�O� &��G6�;C7469&:�/69�r�T�9gK� #$#%�";C�U69����6�!���,(69. � ´�69������&

^|� ����� &u���2�S� ^��"��R_�2���2�S�/69#%�S!"��#$#%��&:���2��.�;��Q!"��&2!"����&�� &��B���2�p01,(69&:��� �xs
(U1 + U2) · [∆w(l+1)]

� &~���2�
���"!"��&2;~� ^��"��R_^
L:� &2!"�i���2�[c2�����5#B69�����¥ev,2���";G� & [C^_[C^ ZbZ ���z6T.���^����|�����U69&��4,�.U69�z#B69�����¥e~69&2;G���2�M���"!"��&2;H��&2�i���z69&v,�R�RV���
�����U69&��4,�.U69�[#B69�����¥e 3(�������[69. �r����� ����# ��������#%����� #%�"�Q���'gm�������";~���d6�� n Z��YL��SLV^aZQ��� &��d�'eCR����"��������&)� [C^_[C^ · �'3
���2�p69WV��7r�TL��SLG����.U6�e�69��� ��&uR����:!"�";C,����T69.��/�����86�;��p}

M ′
1 ·D−1 ·M ′

2 · [w(l+1) − w(l)] = [Rn] −M · [w(l) − wn]

^|� ���<69&<6������:!��U69���";u69. �r����� ����#����(69��!869&~WV�S�'eCR����"�����";~6��p}

[∆w(0)] = 0

l = 0, p

M ′
1 · [w∗ − w(l)] = [Rn] −M · [w(l) − wn]

[w∗∗ − w∗] = D · [w∗ − w(l)]
� [C^_[C^ Z8· �

M ′
2 · [w(l+1) − w(l)] = [w∗∗ − w∗]

[∆wn] = [w(p) − wn]
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���2�z� #$R�. ��!�� �������869��#%��&:����R����"����&:���";B� &d!/�(69R������ [C3�^z�2��&B,2���";%���p����. 71�|���2�zW�.��:!/�:�>� #$R�. ��!�� �5���/69�r���9gD���2�
���:��,�RM^|� &2;G��!/�2��#%�QR����"����&:���";d� &d���2�zc2������!/�(69R������5�9g_���2�Q���2�"������� &d���2�Q!86����Q�9g_���2��. � &2�869��� ´8�";vI`,�.����
�"0:,(69������&2�8^ � �2���r�r69.`�9g��������iR�����. � #$� &(69��sb����,2;Cs<���[���v��;���&:���¥g¨s<���2��&:,�#%������!869.K�����869��#%��&:�MR�����7O��;C� &��
���2�~WV�"���B�4.���W(69.Q�	�B!�����&2!�s�gm���d69. .¥����RV�"�"; \(��^z�83������169��;C.��"���G�9gi#%��#%����s:���������/69�r�u���/��,2�vgh���B���2�H���¥#%�
WV��� &��2^ � �2�v����.��"!���W�.��:!/�:�>� #$R�. ��!�� �$�����869��#%��&:�+^|� . .|����69&2;�6��$6<���'gh������&2!"�vRV��� &:��gh�������2�G#B69�����¥eO�mg¨���"�
� #$R�. ��!�� �[�����869��#%��&:�[� &:�����:;C,2!"�";\� &<���2�p&2�'eO�[!/�(69R������8^�Xx&u���2�pR����"����&:�[!/�(69R2�����83a���2�pR���� &2!�� R�.��"�i�9gK���2�
±���&$JQ��,�#B69&�&B69&(69. sC�����K69����c2�����
W������ \2s@��,���. � &2�";D�1�������K69&(69. sC�����
���
���2��&%69R2R�. � �";$���[���2�5W�.��:!/�1�>� #$R�. ��!�� �
���:�'�>�xsORV�z,�RM^|� &2;G��!/�2��#%�[69&2;B�4.���W(69. 69&2;B.��:!869.V���/69W�� . � �xs�
M�	�B!�����&2!�s%���"��,�. ���569���zR����"�/��&:���";BWV�����Bgh���
���2�M���'gh������&2!"�p;C� ���"!�������. 71����69&2;H���2�M� �����/69��� 71�M#%�����2�:;��z� &:�����:;C,2!"�";~� &H���2�MR�����7O����,2��!/�(69R������8^

a ·
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� ��� 
 �&��� " ����� "$#%�&�
� ��� # ��� � �����&� 
 � #  � � �&� � ( 
������ �
n ���@,2�@!"��&2����;����@���2�d� #$R�. ��!�� �@,�RM^|� &2;���!/�2��#%�%gm���T.���^5��Pb6�!/�),�&2�����86�;Cs�\(��^z�H� Z ^ `2^ d �S���(69� ^56��@;��'�
��!���� WV�";)69�p���2�d��&2;��9gz���2�$c2�����T!/�(69R������8^~N�. .������2���@!86����"�G�h�����86�;Csk� &:7O����!���;�\(��^z��69&2;��/�~��&a�'3`69.����
;��"��!���� WV�";¢� & !/�(69R������ Z 3|!869&¢WV�u;������ 71�";�gh����# �������d��!/�2��#%�<6�gh�����d;C� � ������&:�G��� #$R�. �¥c(!869������&2�8^ � �����
��!/�2��#%�M���86�;��83�,2��� &��%���2�M&2���/69������&2��� &:�����:;C,2!"�";~� &u!/�(69R������ Z }

H · ∆wn,m
i,j = −∆τ · Rn,m

i,j ,

^|� ���




∆wn,m
i,j = wn,m+1

i,j − wn,m
i,j ,

Rn,m
i,j =

3wn,m
i,j − 4wn

i,j + wn−1
i,j

2∆t
+

(
δ1(F̃

E − F V )

δx
+
δ2(G̃

E −GV )

δy

)n,m

i,j

,

H =

(
P−1 +

3

2
λId+ σ1δ1A

Eµ1 + σ2δ2B
Eµ2 − σ1δ1(D̃1 +

AV
1

δx
)δ1 − σ2δ2(D̃2 +

BV
2

δy
)δ2

)n,m

,

^|�2�����

λ =
∆τ

∆t
, σ1 =

∆τ

δx
, σ2 =

∆τ

δy
.

Xx&+����;����%���A69R�R�. s�±K��&¢JQ��,�#B69&�&�69&(69. sO�����83�^��H�(687r�H���b. � &2�869��� ´8�~�������B��sC������#~^ � �����%���%;���&2�HW:s
��gh���"��´"�¥&2� �M69��6@!"��&2���/69&:�z���/69���i���2� � 6�!"��W��U69&~#B69������!"�"���9g¬���2�i� &:7O����!���;H69&2;v7O����!"��,2�I\2,Ce��"�z6�� ^���. .t6��
���2�$;C������� R(69������&k#B69������!"�"�83t���G���(69�p69. .`���2�"���@#B69������!"�"�p;��G&2���S;���RV��&2;A��&k��R(6�!"��&2���M��� #%�%69&:s:#%�����4^
Xx&~��,2!/�u6$!86����43C���2�MR��:sC����!869._� &:7:���/!'��; \2,Ce��"�z��� #$R�. sG���86�;A}

(fE)n,m = AE · wn,m , � · ^_[C^ Z �
(gE)n,m = BE · wn,m .

����&2����;������ &��B��� �4�2���-������;����[�'eC����&2������&_3����2�M&:,�#%������!869.t� &:7O� �/!���;,\2,Ce��"��69���M. � &2�869��� ´8�";<6��5gm��. .���^z�p}

δ1(F
E)n,m

i,j =
[
AE
(
δ1µ1 −

ε

4
(1 − κ)δ3

1µ1

)
+ D̃1

(
(1 − ε)δ21 − ε

4
(1 − κ)δ4

1

)]
· wn,m

i,j ,
� · ^_[C^_[r�

δ2(G
E)n,m

i,j =
[
BE

(
δ2µ2 −

ε

4
(1 − κ)δ3

2µ2

)
+ D̃2

(
(1 − ε)δ22 − ε

4
(1 − κ)δ4

2

)]
· wn,m

i,j ,

^|��� .��M���2�M&:,�#%������!869.t7O����!"��,2� \2,Ce��"�|���86�;A}

δ1(F
V )n,m

i,j ≈
[
AV

1 · δ
2
1

δx
+AV

2 · δ1δ2µ1µ2

δy

]
· wn,m

i,j ,

� · ^_[C^ · �
δ2(G

V ),m
i,j ≈

[
BV

1 · δ2δ1µ2µ1

δx
+BV

2 · δ
2
2

δy

]
· wn,m

i,j .

Z[��� &��$���2�"���S�'eOR����"�/������&2�83C���2�M. � &2�869��� ´8�";u��sC������#�!869&~WV� ^|��� ������&~,�&2;��������2�[gm��. .���^|� &��$gm����# }

H · ∆wn,m
i,j = −K · wn,m

i,j +
3λ

2
wn

i,j +
λ

2
∆wn−1

i,j .
� · ^_[C^ `:�
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^|� ���




K = KIII =
3

2
λId+ ȦE(δ1µ1 −

ε

4
(1 − κ)δ3

1µ1) − ((1 − ε) ˙̃D1 + ȦV
1 )δ21 − ˙̃D1

ε

4
(1 − κ)δ4

1

+ḂE(δ2µ2 −
ε

4
(1 − κ)δ3

2µ2) − ((1 − ε) ˙̃D2 + ḂV
2 )δ22 − ˙̃D2

ε

4
(1 − κ)δ4

2

−ṠV δ1µ1δ2µ2

H = P−1 + 3
2λId+ ȦEδ1µ1 + ḂEδ2µ2 − ( ˙̃D1 + ȦV

1 )δ21 − ( ˙̃D2 + ḂV
2 )δ22 � · ^_[C^ c �

^|�2�����M���2�igm��. .���^|� &��%&2���/69������&2�0^������M,2���";A}

ȦE = σ1A
E , ȦV

1 = σ1
AV

1

δx
, ȦV

2 = σ1
AV

2

δy
,

ḂE = σ2B
E , ḂV

1 = σ2
BV

1

δx
, ḂV

2 = σ2
BV

2

δy
,

ṠV = ȦV
2 + ḂV

1 .

X�g(���2��c2�����-������;����K,�RM^|� &2;$�/!/�2��#%�5���
,2���";D34���2��. � &2�869��� ´8�";B�'eOR�. ��!�� �K��RV���/69����� K �/69�r�"�
���2�5��� #$R�.���gm����#�}

K = KI =
3

2
λId+ ȦEδ1µ1 + ḂEδ2µ2 − ( ˙̃D1 + ȦV

1 )δ21 − ( ˙̃D2 + ḂV
2 )δ22 − ṠV δ1µ1δ2µ2

Xx&$���2�|����#B69� &2;������9g �������K!/�(69R2�����83f^��]^|� . .2#B69� &�. s@gm�:!',(�K��&%���2�|����� ��;O������;������'eCR�. ��!�� �����/69�r� KIII
��� &2!"�

� ���������2�i��&2�Q,2���";d� &GR��/6�!�����!"�4�C�2��^���71���83O���2�Q� #$R�. ��!�� �|��RV���/69����� H ^|� . . WV�Q���2�[��&2�[;��";C,2!"�";dgh����#®���2�
c2�����-������;�����,�RM^|� &2;d�/!/�2��#%�@�h���"� · ^_[C^ c �'31gm����!"�4�������86�����&v6����'eOR2.�69� &2�";d� &G!/�(69R������ Z ^`N gh�h^ ^�����;��5^|� . .
WV�%��69��;�69WV��,��p���2�%� #$R(6�!��T�9g|�������p!/�2����!"�43V^|� �������'gm�'�/�'&(!��B���H���2�B!86����+^|�2�����B���2�$� #$R�. ��!�� �@���/69�r�$���
!"��&2����������&:�i^|� ���\6Tc2�����-������;����Q�'eOR�. ��!�� �Q���/69�r�M;��'c2&2�";~W:s KIII

^

� ��� ���
 �� �&����� ��"
��( � � � �
Xx&�����;����@���<RV���-gh����#³6u±K��&)J[��,�#B69&�&�69&(69. sC�����@�9gz���2�d�r��&2���/69.�. � &2�869���/!/�2��#%�\� · ^_[C^ `:�'3`� �T#T,2���TWV�
���/69&2�-gm����#%�";�� &O���k���2�~](��,��������B��Ra6�!��4^ � �2�u69R�RV��&2;C�¥e¢��69�%���2�~��&2;+�9gi���2�H���2�"�����%R�����7:��;��"�%#%�����
;����/69� .��M��&\���2�@](��,��������i���/69&2��gh����# gh���[���2�T� &O�������"�����";\���86�;����8^ � �2�@R����"����&:�M���"!�������&b�r�:�"�i�����/69� �4�:�i���
���2�SRV��� &:�Q�9g`�4� 7O� &��B���2�p](��,������������/69&2��gh����#��9g`���2�S�r��&2���/69.o��!/�2��#%�d� · ^_[C^ `:����� · ^_[C^ c �z���(69�0^|� . .tWV�S,2���";
�2�����86�gh�����5�¥&v���2�Q±���&GJ[��,�#B69&�&~69&(69. sC�����8^
NQ&H69&��4.��[�9gtR��(6��/�[�������";C,2!"�";,^56871��&:,�#TWV���5���|6����/�1!��U69���";
^|� ���u�86�!/�~�r�"��#%��������!p;C� ���"!�������&�}

ξ =
2π

λx
· δx , η =

2π

λy
· δy , � · ^ · ^ Z �

^|�2�����
λx

69&2;
λy

;���&2�����Q���2�0^56871�'.���&��4���(��� &G�86�!/�G;C� ���"!�������&_^
���2��&v69R�R�. ���";d�/�p���2�Q��R(6�!"�Q;C� �D������&2!"�
��RV���/69�������832���2�S](��,��������z���/69&2�-gm����#B69������&u.��86�;��z���H}

δ̂1µ1 =
�7 s1 , δ̂2µ2 =

�7 s2 , δ̂1
2

= −2z1 , δ̂2
2

= −2z2 ,
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^|�2�����

s1 = sin(ξ) , s2 = sin(η) , z1 = (1 − cos(ξ)) , z2 = (1 − cos(η)) .

L:� &2!"�<!"��&2���/69&:�Bgh,�&2!�������&2�v69���u&2���d����R����"����&:���"; � & ���2�<](��,��������v��R(6�!"�435���2�<!"��&:����� W�,�������&§�9gp���/69���"�
wn 69&2;

wn−1 36^|����!/�~����#B69� &<!"��&2���/69&:��;�,���� &��%���2�S!"��&:71�����r��&2!"�p�9go���(�M;C,(69.¥�>��� #%�T������R�R�� &��B��!/�2��#%�43
7469&������_^`��sd����69&2�-gh����#$� &��d�86�!/�u����;��S�9g
�"0:,(69������&�� · ^_[C^ `:� ^��M��71��&:��,(69. . sH��W��/69� &�}

H · ∆ŵn,m
i,j = −K · ŵn,m

i,j ,
� · ^ · ^_[r�

^|�2�����
H

3
K

69&2;
ŵn,m ;���&2�����p���2�S����69&2�-gh����#%�";~gh,�&2!�������&2�Q�9g H 3 K 69&2;

wn,m ���"��RV�"!���� 7r��. s1^|X�&u���2�
R����"����&:��!86����S�9go���2�S;C,(69.¥�>��� #%�S� #$R�. ��!�� �Q��!/�2��#%�43(��RV���/69�������

H
69&2;

K
���86�;A}





K =
3

2
λId + 2

(
(1 − ε) ˙̃D1 + ȦV

1

)
z1 + 2

(
(1 − ε) ˙̃D2 + ḂV

2

)
z2

+ ε (1 − κ) ˙̃D1 z
2
1 + ε (1 − κ) ˙̃D2 z

2
2 − ṠV s1s2

+
�7 (ȦE s1

(
1 +

ε

2
(1 − κ) z1

)
+ ḂE s2

(
1 +

ε

2
(1 − κ) z2

))

H = P−1 +
3

2
λId + 2

(
˙̃D1 + ȦV

1

)
z1 + 2

(
˙̃D2 + ḂV

2

)
z2 +

�7 (ȦEs1 + ḂEs2

)

� · ^ · ^ · �
X�gz���2�Bc2�����-������;�����,�RM^|� &2;���!/�2��#%�G���T,2���";D3`���2�G](��,������������/69&2�-gm����#­�9g����2�v�'eOR�. ��!�� �$��RV���/69�����

KI ���
�4� 71��&HW:sb}

K =
3

2
λId+ 2 ( ˙̃D1 + ȦV

1 ) z1 + 2 ( ˙̃D2 + ḂV
2 ) z2 − ṠV s1s2 +

�7 (ȦEs1 + ḂEs2)

� ��� � �����&����
 " #%�&�
� � " 
 #%� �
Xx&b����;����i���v����,2;Csu���2�����/69W�� . � �xsuR��/��RV�'���������p�9g����2�@� #$R�. ��!�� �M,�RM^|� &2;k��!/�2��#%�43-^��@�(6871�T���v;��'c2&2�����2�
69#$R�. �¥c(!869������&)g>6�!������8^u]2����69&:sAR2����,2;��9�>��� #%�d.���71��.

(n,m)
3¬���2�%gh��. .���^|� &��\����.U69������&)WV��� ^��"��&

ŵn,m+169&2;
ŵn,m !869&~WV� ^|��� ���/�'&�}

ŵn,m+1(ξ, η) = G(ξ, η) · ŵn,m(ξ, η)
� · ^ `2^ Z �

^|�2�����
G

;���&2�����"�|���2�M69#$R�. �¥c(!869������&~#B69�����¥e ^|����!/�~;���RV��&2;��|��& ^56871��&:,�#TWV�����
ξ

3
η

6�� ^���. ._6��5��&v���2�
� 6�!"��W��U69&d#B69������!"�"��69&2;B;C������� R(69������&B#B69������!"�"�8^ � �2�z. �¥&(�"69�����/69W�� . � �xs$�9g ���2�z��!/�(�'#%�z���K�O&2��^|&$gh����#l���2�
69#$R�. �¥c(!869������&Agm6�!������ ^|����!/�k���i���2����RV�"!����/69.`�/6�;C� ,2�

ρ(G)
�9g��������S69#$R�. �¥c(!869������&�#B69�����¥e

G
}Q&(69#%��. sr3

�¥g
ρ(G) < 1

���2�%�����������S� &k���2�%��sC������# 69���$;269#$RV�";L^|�2�����86��S�¥g
ρ(G) > 1

���2�%�����������T69���B69#$R�. �¥c(�";
.��86�;C� &��A���k� &2���/69W�� . � �xs1^�P\�����v� #$RV�����/69&:��. s13����2�v#B69�4&�� ��,2;��u�9gi���2�~69#$R�. �¥c(!869������&¢g>6�!������B69. .���^z�%���
�"����� #B69���p���2�p!"��&:71�����r��&2!"�T�/69���T�9g`���2�p&:,�#%������!869.
��!/�2��#%�4^zXx&2;��"�";D3(�¥g

ρ(G) → 0
3V6�g>6����Q;269#$R�� &��v�9g

69. .����2�G���������@#%�:;��"��!869&�WV�d�'eCRV�"!����";�69&2;)!"��&2���"01,(�'&O��. s�6Hgm6����T!"��&:71�����r��&2!"�43?^|��� .��d�¥g
ρ(G) → 1

3
6uRV�:���%;269#$R�� &���69&2;)�2��&2!"�H6<RV�1���%!"��&:7r�����r��&2!"�v�/69���G����WV��,�&2;)���\WV�G��W��/69� &2�";D^�X�&)R���6�!'��� !"�43����
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D0 = P−1 +
3

2
λId ,

T1 = σ1

(
δ1A

Eµ1 − δ1(D̃1 +
AV

1

δx
)δ1

)
,

T2 = σ2

(
δ2B

Eµ2 − δ2(D̃2 +
BV

2

δy
)δ2

)
.
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T1 = ȦEδ1µ1 − ( ˙̃D1 + ȦV
1 )δ21 ,

T2 = ḂEδ2µ2 − ( ˙̃D2 + ḂV
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D = C0 ,

S1 · ∆wn,m
i,j = C+

1 · ∆wn,m
i+1,j + C−

1 · ∆wn,m
i−1,j ,

S2 · ∆wn,m
i,j = C+

2 · ∆wn,m
i,j+1 + C−

2 · ∆wn,m
i,j−1 ,^|� ���
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C+
1 = (

1

2
ȦE − ( ˙̃D1 + ȦV

1 ))i+ 1

2
,j = Ȧ−

i+ 1

2
,j
,

C−

1 = −(
1
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ȦE + ( ˙̃D1 + ȦV

1 ))i− 1

2
,j = −Ȧ+

i− 1

2
,j
,

C+
2 = (

1

2
ḂE − ( ˙̃D2 + ḂV

2 ))i,j+ 1

2

= Ḃ−

i,j+ 1

2

,

C−

2 = −(
1

2
ḂE + ( ˙̃D2 + ḂV

2 ))i,j− 1

2

= −Ḃ+
i,j− 1

2

,

C0 = P−1 +
3

2
λId+ (Ȧ+

i+ 1

2
,j
− Ȧ−

i− 1

2
,j
) + (Ḃ+

i,j+ 1

2

− Ḃ−

i,j− 1

2

) .
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

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D = P−1 +
3

2
λId+ 2( ˙̃D1 + ȦV

1 ) + 2( ˙̃D2 + ḂV
2 ) ,

S1 = Ȧ−E+
1 − Ȧ+E−

1 ,

S2 = Ḃ−E+
2 − Ḃ+E−

2 ,
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
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E±

1 · ∆wi,j = ∆wi±1,j ,

E±

2 · ∆wi,j = ∆wi,j±1 .
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H = D0 + T1 + T2 = D + S1 + S2
� · ^_aC^ · �

Pb69�:� &��%,2���i� &~R(69������!�,�.U69�Q�9go���2�M](��,��������z���/69&(�-gh����#B69������&<�9g
���2�S;C� � ������&2!"�p��RV���/69������� E±
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E±

1 = e±
�7 ξ ,

E±

2 = e±
�7 η .
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


T1 = 2 ( ˙̃D1 + ȦV
1 ))z1 +

�7 ȦEs1 ,

T2 = 2 ( ˙̃D2 + ḂV
2 ))z2 +

�7 ḂEs2 ,

S1 = −( ˙̃D1 + ȦV
1 )) cos(ξ) +

�7 ȦEs1 ,

S2 = −( ˙̃D2 + ḂV
2 )) cos(η) +

�7 ḂEs2 .

^|� ���

z1 = (1 − cos(ξ)) , z2 = (1 − cos(η)) , s1 = sin(ξ) , s2 = sin(η) .
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ALJ(p)
3
ALGS(p)

3
PJ(p)
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SGS(p)
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AF (p)
3
MAF (p)
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Hα · ∆w(l+1)
i,j = −∆τRn,m

i,j − (H−Hα) · ∆w(l)
i,j

� · ^_aC^ `:�
^|�2�����

∆w(l+1) = w(l+1) − wn,m 69&2; Hα
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α = 1, N

Hα · ∆w(lN+α)
i,j = −∆τ · Rn,m

i,j − (H−Hα) · ∆w(lN+α−1)
i,j

� · ^_aC^ c �
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



∆w
(0)
i,j = 0

l = 0, p− 1

α = 1, N

Hα · ∆w(lN+α)
i,j = −∆τ · Rn,m

i,j − (H−Hα) · ∆w(lN+α−1)
i,j

∆wn,m
i,j = ∆w

(pN)
i,j

� · ^_aC^_ar�

� �2�i�'eCR����"��������&H�9g¬��RV���/69������� Hα
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



∆τ · R̂n,m = K · ŵn,m

∆ŵ(0) = 0

l = 0, p− 1

α = 1, N

Hα · ∆ŵ(lN+α) = −K · ŵn,m − (H −Hα) · ∆ŵ(lN+α−1)

∆ŵn,m = ∆ŵ(pN)

� · ^_aC^ g4�

N|�z�86�!/�u������R~�9g
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∀i ∈ [|0 , pN |] ŵ(i) = Gi · ŵn,m

0 W:7O����,2��. sr3C���2�M!/�2����!"�
∆w(0) = 0

s:����.�;��
G0 = Id

69&2;G���2�S69#$R�. �¥c(!869������&u#B69�����¥eG���"��,�. ��� &��$g¨����#����2�
�4.���W(69.¬69. �r����� ����#����S}

G = GpN

���i^569&:�����T�'eCR����"������������#B69�����¥eG6��56Mg¨,�&2!�������&v�9g_���2�[]2��,��������5��sO#TWV��.��
H

3
K

69&2;
Hα

^H�A�0^|� . .V&2��^
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Gi
}

Hα (GlN+α − Id) = −K − (H −Hα) (GlN+α−1 − Id)

J[��^ .����	,2�§� &:�����:;C,2!"�l� &�����������eCR����"����� ��&����2��69#$R�. �¥c(!869������& #B69�����¥e��9g)���2�lj[� ���"!���LO!/�2��#%�
G∗ = Id − H−1 ·K �C� #$#%�";C�U69���p!869.�!�,�.U69������&2�Qs:����.�;A}

GlN+α = GlN+α−1 −H−1
α H GlN+α−1 +H−1

α H G∗
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L:,�W����/6�!���� &��
G∗

g¨����#����2� n �MLv69&2;~�Q�iLd.��86�;��z���H}
(GlN+α −G∗) = (Id−H−1

α H) (GlN+α−1 −G∗)���2��&
α

7�69�����"�|g¨����# Z ���
N

36^��M��W��/69� &�}

(G(l+1)N −G∗) =
N∏

α=1

(Id−H−1
α H) (GlN −G∗)

I`71��&:��,(69. . sr3H^|�2��&~���2�S��,�WC�>� �����/69��� 71�MR2���:!��"�/�|���z!"��#$R�.������";\6�g¨�����
p

� �����/69������&2�83H^��M�(687r�%}

(GpN −G∗) =

[
N∏

α=1

(Id−H−1
α H)

]p

(Id−G∗)

� �2�p69#$R�. �¥c(!869������&<#B69�����¥eH�9g
���2�M�r��&2���/69.t�¥�/�'��69��� 7r�S�/!/�2��#%�M���|���2�����'gh�����p;��'c2&2�";HW:sb}


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G = G∗ + V p (Id−G∗)

V =
N∏

α=1

(Id−H−1
α H)

� · ^_aC^ n �
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69&2;$�9gV���2�|](��,��������K���/69&2�-gm����#u�h���
Hα

��RV�"!��¥c(!5���i���2�|!/�2�4�/��&B69R�R����8eC� #B69���
�����869��#%��&:�8^ � �����i!"�:�	�B!�����&:�

V
���2��,�.�;uWV�@6��[��#B69. .
6��QRV�4����� W�.��T�/�d6��Q���BR�����7:��;��T���2�pWV�"���i;269#$R�� &��
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Hα = H
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V = 0
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1 − Ḃ+E−1

2 )

H2 = (D + Ȧ−E+1
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� ��� � " #1� � � ��� � � � � �����&��
 � # #1� � " #�� � � #
� )�@ )%A � ; �"; #���� 3 #f#%�5.6# 3I� ; !
n ���5,2��c2������;��"�/!���� WV�Q���2�i;��"��� �4&GR���� &2!�� R�.��"�|�9gt���2�[Pb69�����¥eO��]2���"�Q� #$R�. ��!�� �5�����869��#%��&:�5gh�������2� [�j�I`,�.����
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69���S;��'c2&2�";u6��|gh��. .���^z�p}

Fn
i+ 1

2
,j

=
(
(µ1f

E)n −D1δ1w
n
)
i+ 1

2
,j

Gn
i,j+ 1

2

=
(
(µ2g

E)n −D2δ2w
n
)
i,j+ 1

2

^|�2�����
D1

69&2;
D2

69���M#B69������!"�"���9g
&:,�#%������!869.¬;C������� R(69������&_^ � �2�M� #$R�. ��!�� �Q���/69�r�i���86�;��p}

wn+1
i,j − wn

i,j

∆t
+

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n+1

i,j

= 0
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R(69��� 71�iR(69���/�z�9g
���2�M&:,�#%������!869.)\2,Ce��"��69���M. � &2�869��� ´8�";<69����,�&2;H��� #%�S.���7r��.

(n+ 1)
}

[D1δ1w]n+1 = Dn
1 δ1w

n + ∆ [D1δ1w]n ≈ Dn
1 δ1w

n +Dn
1 δ1∆w

n ,

[D2δ2w]n+1 = Dn
2 δ2w

n + ∆ [D2δ2w]n ≈ Dn
2 δ2w

n +Dn
2 δ2∆w

n ,
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� &2!�����#%��&:�

∆φn = φn+1 − φn }
µ1(f

E)n+1 = µ1(f
E)n + µ1∆(fE)n , µ2(g

E)n+1 = µ2(g
E)n + µ2∆(gE)n .

�F`2^_[C^ · �
�[��&2!"�43����2�i&:,�#%������!869.�\2,CeC�"�Q69�|��� #%�M.���71��.

(n+ 1)
&2��^	���86�;A}

Fn+1 ≈ Fn + µ1∆(fE)n −Dn
1 δ1∆w

n ,

Gn+1 ≈ Gn + µ2∆(gE)n −Dn
2 δ2∆w

n .
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� �2�z���"!"��&2;%������R%!"��&2���������`� &%����R�.U6�!�� &��p���2�z;C������� R(69������&B#B69������!"�"�
D1

69&2;
D2

WOsT���2�|&:,�#%������!869.V��!869.U69�
;C������� R(69������&<�9go���2�S�z,2��69&2��7G��!/�2��#%�%}

D1 −→ 1
2ρ(A

E)Id = 1
2ρ

E
1 Id

D2 −→ 1
2ρ(B

E)Id = 1
2ρ

E
2 Id
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.���71��.

(n+ 1)
69���ic2&(69. . sH69R�R2���8eO� #B69���";<6��|gh��. .���^z�p}

Fn+1 ≈ Fn + µ1∆(fE)n − 1
2(ρE

1 )nδ1∆w
n ,

Gn+1 ≈ Gn + µ2∆(gE)n − 1
2(ρE

2 )nδ2∆w
n .
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C0∆w

n
i,j + C−

1 ∆wn
i−1,j + C+

1 ∆wn
i+1,j + C−

2 ∆wn
i,j−1 + C+

2 ∆wn
i,j+1

= −∆t · Rn
i,j − σ1δ1µ1∆(fE)n

i,j − σ2δ2µ2∆(gE)n
i,j

�F`2^_[C^ g4�

^|�2�����M���2�S�'eCR�. ��!�� �z���"����;C,(69. Rn
i,j

���z;��'c2&2�";<6��5gm��. .���^z�S}

Rn
i,j =

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n

i,j

,

69&2;'^|�2�����M���2�S!"�:�	�B!�����&:���
C

69���M&2��^	�4� 7r��&~W:sb}




C−

1 = −1
2σ1

(
ρE
1

)n
i− 1

2
,j

C+
1 = −1

2σ1

(
ρE
1

)n
i+ 1

2
,j

C−

2 = −1
2σ2

(
ρE
2

)n
i,j− 1

2

C+
2 = −1

2σ2

(
ρE
2

)n
i,j+ 1

2

C0 = 1 − C−

1 − C+
1 − C−

2 − C+
2
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��&�. sS���"01,�� ������� #$R�. �¥c(!869������&2�K69&2;�69R�R����8eC� #B69������&2�`��71���¬���2��;C������� R(69��� 71��������#%�
;������ 71�";
gh����#����2�T. � &2�869��� ´�69������&_^ � �2�@��!/�2��#%�v�F`2^_[C^ g4��� &:71��. 7:� &��G� &2!�����#%��&:�i71�"!������

∆wn 69&2; \2,Ceu� &2!�����#%��&:�
71�"!��������

∆(fE)n 69&2;
∆(gE)n �(6��|&2��^	���$WV�S����. 7r�";D^

�,UMJLE6�����
N�&:,�#TWV���%�9gQ7:���h^|RV��� &:�/�%69���v��&2!"��,�&O�������";�� &����2�G. � �����/69��,���� ^|�2��&�� �$!"��#%�"�����\���2�v;������ 7469������&+�9g
���2�iR�����7O����,2�5#B69�����¥e:�mgh���"�i� #$R�. ��!�� �����/69�r�4�C���2��sv69���iW������ \2sG����7O� �h^5��;H�2�����[gm���5���2�M�/69�1�[�9g`6�!"��#$R�.������
���'gm������&2!"�i�����'eO������� &��+^������O��^
](��. .���^|� &��%���2�[7O� �h^|RV��� &O��6�;���R����";vW:svL:�(69����7v69&2;HJ[69�469�(6������ � g Z
	 69&2;
.U69�����z,2���";vW:s n�� ��&2��� � ��� � � � & � ` n 	 326����/69����� &��%RV��� &:�|gh���|���2�i#B69�����¥eO�mg¨�/���M�����869��#%��&:�Q;������ 7�69��� ��& ^|� . .
WV�M���2�S!'.U6��/����!869._. � &2�869��� ´869��� �4&<�9g
���2�M&:,�#%������!869.)\2,Ce��"��69����,�&2;~��� #%�M.���7r��.

(n+ 1)
}

Fn+1 ≈ Fn + (AE)nµ1∆w
n −Dn

1 δ1∆w
n ,

Gn+1 ≈ Gn + (BE)nµ2∆w
n −Dn

2 δ2∆w
n .

� �2��&_3�RV���-gm����#$� &��G6���RV�"!����/69.t�/6�;C� ,2����� #$R�. �¥c(!869������&<��71���|���2�S;C������� R(69��� 7r�M������#%�z.��86�;��z���H}

Fn+1 ≈ Fn + (AE)nµ1∆w
n − 1

2(ρE
1 )nδ1∆w

n ,

Gn+1 ≈ Gn + (BE)nµ2∆w
n − 1

2(ρE
2 )nδ2∆w

n .

Xx&2��������� &��%���2�"���M�'eCR����"��������&2�z� &:���$���2�M� #$R�. ��!'� �Q���/69�r�isO����.�;��S}

∆wn
i,j + σ1δ1((A

E)nµ1∆w
n)i,j − 1

2σ1δ1
(
(ρE

1 )nδ1∆w
n
)
i,j

+ σ2δ2((B
E)nµ2∆w

n)i,j − 1
2σ2δ2

(
(ρE

2 )nδ2∆w
n
)
i,j

= −∆t · Rn
i,j
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N|���������5RV��� &O�83C� �5���5&2������!"�869W�.��M���(69�83269. ���2��,��4�u6@��RV�"!����/69.D�/6�;C� ,2�z��� #$R�. �¥c(!869������&:^56��5� &:�����:;C,2!"�";D32���2�
n �ML~����� . .o!"��&:�/69� &2� � 6�!"��W��U69&b#B69������!"�"�

AE 69&2;
BE ^Q�[��&2!"�43V���2�p�/���/��. ,�������&b�9g����2�T��sO���/�'#�����#B69� &2�

�'eCRV��&2��� 7r�M69&2;G���2�[������,2�"������.U69���";v���@#%��#%����sd���"01,2�¥�/�'#%��&O����69���Q&(���|����. 7r�";D^`Xx&v����;����5����!�� ��!�,�#T71��&:�
�������Q;C�X�B!�,�. �xs13(���2�SR����:;C,2!��i�9g`���2� � 6�!"��W��U69&\#B69�����¥e<69&2;~� &2!�����#%��&:�/69.o71�"!������Q!869&uWV�@69R�R����8eO� #B69���";
W:sG���2�i� &2!�����#%��&:�[�9go���2� \2,Cev71�"!������p}

AE · µ1∆w
n ≈ µ1∆(fE)n = µ1

(
(fE)n+1 − (fE)n

)

BE · µ2∆w
n ≈ µ2∆(gE)n = µ2

(
(gE)n+1 − (gE)n

)
�F`2^_[C^ Z er�

Xx&2��������� &��%���2�"���i����.U69������&2��� &��F`2^_[C^ d ��sO����.�;��S}

C0∆w
n
i,j + C−

1 ∆wn
i−1,j + C+

1 ∆wn
i+1,j + C−

2 ∆wn
i,j−1 + C+

2 ∆wn
i,j+1

= −∆t · Rn
i,j − σ1δ1µ1∆(fE)n

i,j − σ2δ2µ2∆(gE)n
i,j

^|�2�����B�F`2^_[C^ g4�5���|���"!"��71�����";D36^|� ���~���2�S!"�:�	�B!�����&:���
C±

p
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(F V )n+1
i+1/2,j ≈ (F V )n

i+1/2,j + (AV
1 )n

i+1/2,j

(δ1∆w)n
i+1/2,j

δx

(GV )n+1
i,j−1/2 ≈ (GV )n

i,j−1/2 + (BV
2 )n

i,j−1/2

(δ2∆w)n
i,j−1/2

δy
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AV

1 =
∂fV

∂wx
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BV

2 =
∂gV

∂wy
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AV
1
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BV
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ρ(AV
1 ) = ρ(BV

2 ) = ρV =
γ µ

Pr Re ρ
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ρV
1 = ρ

(
AV

1

δx

) 69&2;
ρV

2 = ρ

(
BV

2

δy
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(F V )n+1
i+1/2,j ≈ (F V )n

i+1/2,j + (ρV
1 )n

i+1/2,j(δ1∆w)n
i+1/2,j

(GV )n+1
i,j−1/2 ≈ (GV )n

i,j−1/2 + (ρV
2 )n

i,j−1/2(δ2∆w)n
i,j−1/2Xx&2��������� &��%���2�"���M�'eCR����"��������&2�z� &:���$���2�M� #$R�. ��!'� �Q���/69�r�isO����.�;��S}

C0∆w
n
i,j + C−

1 ∆wn
i−1,j + C+

1 ∆wn
i+1,j + C−

2 ∆wn
i,j−1 + C+

2 ∆wn
i,j+1

= −∆t · Rn
i,j − σ1δ1µ1∆(fE)n

i,j − σ2δ2µ2∆(gE)n
i,j^|�2�����M���2�S!"�:�	�B!�����&:���

C
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C−

1 = −σ1

(
1
2ρ

E
1 + ρV

1

)n
i− 1

2
,j

C+
1 = −σ1

(
1
2ρ

E
1 + ρV

1

)n
i+ 1

2
,j

C−

2 = −σ2

(
1
2ρ

E
2 + ρV

2

)n
i,j− 1

2

C+
2 = −σ2

(
1
2ρ

E
2 + ρV

2

)n
i,j+ 1

2

C0 = 1 − C−

1 − C+
1 − C−

2 − C+
2
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Rn
i,j =

(
δ1(F

E − F V )

δx
+
δ2(G

E −GV )

δy

)n

i,j

.
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wn,m+1
i,j − wn

i,j

∆τ
+

3wn,m+1
i,j − 4wn

i,j + wn−1
i,j

2∆t
+

(
δ1(F

E − F V )

δx
+
δ2(G

E −GV )

δy

)n,m+1

i,j

= 0
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(m+1)∆τ
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(n+1)∆t
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(n,m)
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(FE)n,m+1 ≈ (FE)n,m + µ1∆(fE)n,m − 1
2(ρE

1 )n,mδ1∆w
n,m ,

(GE)n,m+1 ≈ (GE)n,m + µ2∆(gE)n,m − 1
2(ρE

2 )n,mδ2∆w
n,m .
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(F V )n,m+1 ≈ (F V )n,m + (ρV
1 )n,mδ1∆w

n,m ,

(GV )n,m+1 ≈ (GV )n,m + (ρV
2 )n,mδ2∆w

n,m .
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C0∆w
n,m
i,j + C−

1 ∆wn,m
i−1,j + C+

1 ∆wn,m
i+1,j + C−

2 ∆wn,m
i,j−1 + C+

2 ∆wn,m
i,j+1

= −∆τ · Rn,m
i,j − σ1δ1µ1∆(fE)n,m

i,j − σ2δ2µ2∆(gE)n,m
i,j
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C−

1 = −σ1

(
1
2ρ

E
1 + ρV

1

)n,m

i− 1

2
,j

C+
1 = −σ1

(
1
2ρ

E
1 + ρV

1

)n,m

i+ 1

2
,j

C−

2 = −σ2

(
1
2ρ

E
2 + ρV

2

)n,m

i,j− 1

2

C+
2 = −σ2

(
1
2ρ

E
2 + ρV

2

)n,m

i,j+ 1

2

C0 = (1 + 3
2λ) − C−

1 − C+
1 − C−

2 − C+
2

�F`2^_[C^_[ber�
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λ =
∆τ

∆t
, σ1 =

∆τ

δx
, σ2 =

∆τ

δy
.

� �2�S��RV���/69����� Rn,m
i,j
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Rn,m
i,j =

3wn,m
i,j − 4wn

i,j + wn−1
i,j

2∆t
+

(
δ1(F

E − F V )

δx
+
δ2(G

E −GV )

δy

)n,m

i,j
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F̃Rus
i+ 1

2
,j

= (µ1(f
E) − 1

2ρ(PA
E)P−1 · δ1w)i+ 1

2
,j = (µ1(f

E) − 1
2 ρ̃

E
1 P

−1 · δ1w)i+ 1

2
,j

G̃Rus
i,j− 1

2

= (µ2(g
E) − 1

2ρ(PB
E)P−1 · δ2w)i,j− 1

2

= (µ2(g
E) − 1

2 ρ̃
E
2 P

−1 · δ2w)i,j− 1

2
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;C� ������&2�";u!86����%}

(F̃E)n,m+1 ≈ (F̃E)n,m + µ1(∆f
E)n,m − 1

2 ρ̃
E
1 P

−1 · δ1∆wn,m ,

(G̃E)n,m+1 ≈ (G̃E)n,m + µ2(∆g
E)n,m − 1

2 ρ̃
E
2 P

−1 · δ2∆wn,m ,
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C0∆w
n,m
i,j + C−

1 ∆wn,m
i−1,j + C+

1 ∆wn,m
i+1,j + C−

2 ∆wn,m
i,j−1 + C+

2 ∆wn,m
i,j+1

= −∆τ · Rn,m
i,j − σ1δ1µ1∆(fE)n,m

i,j − σ2δ2µ2∆(gE)n,m
i,j
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Rn,m
i,j =

3wn,m
i,j − 4wn

i,j + wn−1
i,j

2∆t
+

(
δ1(F̃

E − F V )

δx
+
δ2(G̃

E −GV )

δy

)n,m

i,j
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C−

1 = −σ1

(
1
2 ρ̃

E
1 P

−1 + ρV
1 Id

)n,m

i− 1

2
,j

C+
1 = −σ1

(
1
2 ρ̃

E
1 P

−1 + ρV
1 Id

)n,m

i+ 1

2
,j

C−

2 = −σ2

(
1
2 ρ̃

E
2 P

−1 + ρV
2 Id

)n,m

i,j− 1

2

C+
2 = −σ2

(
1
2 ρ̃

E
2 P

−1 + ρV
2 Id

)n,m

i,j+ 1

2

C0 = P−1 + 3
2λId− C−

1 − C+
1 − C−

2 − C+
2
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^|� ���
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HB = H∞ ; SB = S∞ ;
(Vt)B

(Vn)B

= α∞ ; pB = pI .
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∆p
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B = ∆p
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∆ρ
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)(γ−1)/γ

S
1/γ
∞

−
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(∆Vt)
(l)
B = α∞ · (∆Vn)
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B
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ρB = ρ∞ ; uB = u∞ ; vB = v∞ ; pB = pI .
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∆ρ
(l)
B = 0 ; ∆u

(l)
B = 0 ; ∆v

(l)
B = 0 ; ∆p

(l)
B = ∆p
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I .
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ρB = ρI ; uB = uI ; vB = vI ; pB = p∞ .
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∆ρ
(l)
B = ∆ρ

(l)
I ; ∆u

(l)
B = ∆u

(l)
I ; ∆v
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B = ∆v
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I ; ∆p
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B = 0 .
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TB = T � &�* ; ṁB = ṁ � &�* ; (Vt)B = 0 ; pB = pI .
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q
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C0∆w
n
i,j + C−

1 ∆wn
i−1,j + C+

1 ∆wn
i+1,j + C−

2 ∆wn
i,j−1 + C+

2 ∆wn
i,j+1

= −∆t · Rn
i,j − σ1δ1µ1∆(fE)n

i,j − σ2δ2µ2∆(gE)n
i,j

^|� ��� R ���2�S�'eCR�. ��!�� �z���"����;C,(69.¬69&2;H���2�S��!869.U69�z� #$R�. ��!�� �Q!"�:�	�B!�����&:�����4� 71��&HW:sb}

C±

1 = −1
2σ1

(
ρE

1

)n
i± 1

2
,j

, C±

2 = −1
2σ2

(
ρE
2

)n
i,j± 1

2

, C0 = 1 − C−

1 − C+
1 − C−

2 − C+
2 .
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AE = constant
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δ1µ1∆(fE) = AEδ1µ1∆w
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AEδ1µ1∆w
n 3
BEδ2µ2∆w
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MF-SGS(40)
MF - Direct Scheme

M = 10-3 CFL = 103 AR = 10-4
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MF-SGS(40)
MF - Direct Scheme

M = 10-3 CFL = 103 AR = 10-4
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Point Jacobi (100)
Direct Scheme

M = 10-3 CFL = 102 AR = 10-4
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Point Jacobi (1000)
Direct Scheme

M = 10-3 CFL = 106 AR = 10-4
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����sO&2��.�;��%69&2;)���2�Hq`�/69&2;C��.z&:,�#TWV�����$� &+6�;�;C� ������&_^�����&:71��!���� 71�~69&2;�;C� � ,2��� 71�dR��(�'&(��#%�'&a6\RV�4�/���"���
���2��� �z���"��RV�"!���� 71�S!/�(69�/6�!���������������!p��� #%�'��������R:^|����!/�<!869&~WV�M;��'c2&2�";<6��5gm��. .���^z�S}





∆tE = min(
δx

λ+
1

,
δy

λ+
2

)

∆tV = min(
δx2

ρV
,
δy2

ρV
)

^|�2�����
λ+

1

69&2;
λ+

2

69���B���2�B��RV�"!����/69.��/6�;C� ,2�T�9g|���2�B��� �r��&2��sC������# � &��86�!/��;C� ���"!�������& ^z��� . �
ρV ���p���2�

7O����!"��,2�z��RV�"!����/69._�/6�;C� ,2�i^|����!/�_3�gh���z���2�S69� �83����86�;��p}

ρV =
γµ

PrReρ���T!869&b!/�2�:�4���@���2�T��� #%�'��������RA6��Q���2�T#$� &�� #T,�#�WV��� ^��"��&b���2�@!"��&:71�"!���� 7r�$69&2;<���2�@;C� � ,2��� 7r�@!/�(69�/6�!'�
��������������!M��� #%�M#T,�. ��� R�. ���";uW:sv6$�/6�gm�'�YsBgm6�!������

χ
}

∆t = χ · min(∆tE ,∆tV )

���2��&b!"��&:7r�"!���� 71����� �"!����M69����;���#$� &(69&:�83 �xsOR���!869. . s~gm69�Qg¨����# ���2� ^569. .��83�^��T�(6871�
∆tE << ∆tV

3V���2�
��� #%�'��������Ru���|���2�����'gh�����S�4� 7r��&~W:sb}

∆t = χ · ∆tE
69&2;%���2��!"�:�	�B!�����&:�

χ
^���,�.�;B!"�������"��RV��&2;B���S���2�

CFL
&:,�#TWV���8^ 0 &B���2�������2�����(69&2;D3f^��z�r���

∆tV <<
∆tE

^|�2��& 7O����!"��,2�d���D��!����v69���uR�����RV��&2;����/69&:�83z���(69�d���B� & ���2�u���2�869�B.U68s1���835���2�u��� #%�'��������R ���B���2��&
;��'c2&2�";~W:s\}

∆t = χ · ∆tV
69&2;v���2�M!"�:�	�B!�����&:�

χ
^���,�.�;H!"�������"��RV��&2;H�������2�

V NN
&:,�#TWV���8^KXx&H����;����|����.��86�;H���/69W�� . � �xsv69&(69. sC���"�

gm���z���2�pJi687:�����-�YL:�����1�"�Q�"0:,(69������&2�83H^��S&2�"�";\6$��� �4&��¥c(!869&:�QR(69�/69#%�������Q� &<����;��������B;���������#$� &2�D^|�2�����2���
���2�0\(��^�����;���#$� &(69�/��;vW:s%���2�[!"��&:7r�"!���� 71�[���D�"!��������I^|�2�����2���5� ������;���#$� &(69���";vW:s$���2�Q7O����!"��,2�����D�"!����8^
Xx&~�86�!/�u;C� ���"!�������&_3(��&2�S!869&u;��'c2&2�p6�!"��. .t�Q��s:&2��.�;��|&:,2#TWV���Q6��5gm��. .���^z�p}

Rex =
u · δx
ρV

, Rey =
v · δy
ρV

� �2�S!"��. .t����sO&2��.�;��|&:,�#TWV�������|���2��&u;��'c2&2�";<6��|���2�M#$� &�� #T,�#�WV��� ^��"��&u���2�"���i� ^��$7469. ,2�"�S}

Rem = min(Rex, Rey) =
u · δx
ρV

· min(1,
AR

v/u
)

X�g)^��i��,�R�RV�4���Q���(69�5���2� \(��^	69&��4.��[�����"0:,(69.V���
45

;����4���"�"�83O���2��&v���2�[�/69�����
v/u

���5�"0:,(69.V���T,�&�� �xsG69&2;
���2�S!"��. .t����sO&2��.�;��|&:,�#TWV�������86�;��S}

Rem =
u · δx
ρV

· min(1, AR)
� aC^_[C^ Z �

� �����S!"��. .�����sO&2��.�;��M&:,�#TWV���p��&(69W�.��"�S,2�M���H��7469. ,(69���$���2���/69�����HWV��� ^��"��&A���2�$7:���/!"��,2�i��� #%�'��������R)69&2;
���2�S!"��&:7r�"!���� 71�M��� #%�'��������R_^�Xx&2;��"�";D36^��i�(6871�%}

∆tV

∆tE
=
λ+

1 · δx
ρV

· min(1, AR2) ·
[
min(1,

AR

λ+
2 /λ

+
1

)

]−1
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^|����!/�_3�� &~���2�S!86����S�9g`6
45

;����4���"� \(��^�69&��4.��43����";C,(!��"�����H}

∆tV

∆tE
=
λ+

1 · δx
ρV

· min(1, AR) =
λ+

1

u
·Rem = Θ

� aC^_[C^_[r�
� �2�S�/69�����%WV��� ^��"��&u���2�S� ^��%��� #%�'��������R2������. ���"����&u���2�S!"��. .¬�Q��s:&2��.�;��z&:,�#TWV���i69&2;H���2�S�/69�����%WV��� ^��"��&
���2�pW�� �4�r�"���[��� �r��&:7469.¥,(�@69&2;u���2�pR(69������!�.��T7r��.��:!�� �xs1^|Xx&u���2�T!86����p�9gK���2�S� &:7O����!���;uR����"!"��&2;C� ������&�� &��(3V���2�
;��'c2&�� ������&<�9g
���2�MR����"!"��&2;C� ������&2�";<��� �r��&:7�69. ,2�SsO����.�;��S}

λ+
1 ≈ u

^|����!/�~.��86�;��z���~}
∆tV

∆tE
= Rem

�[��^���7r���835^�� ^|� . .����"�v���(69�%���2�~;��'c2&�� ������& �9g[���2�HR����"!"��&2;C� ������&�� &��)���2��,�.�;�WV�v#%�:;C�¥ghs)�¥&¢����;����%���
����#B69� &§��� �"!���� 71�ugh���G���2�<7:����!"��,2�v;���#$� &(69���"; \(��^z�8^�LO,2!/�§6A#%�:;C�¥c(!869������&§#B69�1�"�d���2�\��� �r��&:7469. ,2�
λ+

1

;C� �D������&:�Sg¨����#����2�%R(69������!�.��%71��.��:!�� �xsr^d](���S�������S���86�����&L^��l^|� . .�;���&2�����%���2�%�/69�����~�9g5���2�%7:���/!���,(�
��� #%�'��������R ^|� ���~���"��RV�"!��z���$���2�S!���&O7r�"!���� 71�M��� #%�'��������RuW:s

Θ
}

∆t = χ · ∆tE · min(1,Θ) = χ · ∆tV · min(1, 1/Θ)

J[��^S^��S!869&u�86���� . sv;���������#$� &2�T69. .D���2� � 6�!���W2��69&(�Q�9go���2�MR�����W�.���# 6��5gm��. .���^z�S}




ȦE = ∆t
δxA

E = χ · min( 1
ρ(AE)

, AR
ρ(BE)

) · min(1,Θ) ·AE(v/u,M, γ)

ḂE = ∆t
δyB

E = χ · min( 1/AR
ρ(AE)

, 1
ρ(BE)

) · min(1,Θ) ·BE(v/u,M, γ)

ȦV = ∆t
δx2A

V = χ · Pr
γ · min(1, AR2) · min(1, 1/Θ) · ĀV (v/u,M, γ, Pr)

ḂV = ∆t
δy2B

V = χ · Pr
γ · min(1, 1/AR2) · min(1, 1/Θ) · B̄V (v/u,M, γ, Pr)

ṠV = ∆t
δxδyS

V = 1
3 · χ · Pr

γ · min(AR, 1/AR) · min(1, 1/Θ) · S̄V (v/u,M)

� aC^_[C^ · �

^|�2�����
ĀV 3

B̄V 69&2;
S̄V 69���i�4� 71��&~� &u69R�RV��&2;C�¥eD^

]o� &(69. . sr3<���2�	���"01,�� ���";�R(69�/69#%��������� ^|����!/��;��'c2&2�	���2�S^|�2��.���7:����!"��,2�¢R�����W�.���# 69���	���2�§gm��. . �
^5�
� &��u}

v/u
3
M

3
γ

3
χ

3
AR

3
Pr

69&2;
Rem

^

� )�@ )%A �i& ���h9<��.f= 3��,#���1 ;H7b; #
NQ&�6�;�;C� ������&(69.�R(69�/69#%�������T���p&2�"!"�"���/69��sk���u!869����sk��,��@����,2;C���"�@69�T��#B69. .�Pb6�!/��&:,�#TWV���83o&(69#%��. sk���2�
.���^5��Pb6�!/�AR(69�/69#%�������

β
���(69� ^��$� &:���/�1;�,2!"��;�� &�!/�(69R������ Z ^B](���S� &:7:����!���; \(��^z��3_� �S���p!�,2������#B69��sb���

�/69�1�i� ����0:,(69._�������2�SPb6�!/�~&:,�#TWV���p}

β2 = min[M2, 1]

�[��^���7r���83(��,2!/�\6$;��'c2&�� ������& ^56��Q���2��^|&u���$WV�S,�&(6�;269R����";u���$7O����!"��,2�]\(��^z��� Z ` 	 3(��RV�"!��U69. . s'^|�2��&u���2�
����sO&2��.�;��M&:,�#TWV���S���i71����s\��#B69. .>^�X�&A����;����M�/�v��#$R��(6���� ´8�$���2��������,2�$;C,2�����v���2��,2���$�9g����2��� &:7O����!���;
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;��'c2&�� ������&_3_.����M,2�M!"��&2����;����p6G.���^5��P\6�!/�k7O����!"��,2�M;���#$� &(69���"; \(��^�69�
M << 1

69&2;
Rem << 1

69&2;
.����z,2�z����,2;CsG���2�T��] n 69&2;H���2�M±[J[J�&:,�#TWV�����p}

CFLx =
λ+

1 · ∆t
δx

V NNx =
ρV · ∆t
δx2

Z[��� &��$���2�M� &:7:���/!�� ;HR����"!"��&2;C� ������&���&��ds:����.�;��
λ+

1 ≈ u
69&2;u6��

Rem << 1
� �|gh��. .���^z�z���(69�p}

CFLx =
λ+

1 · ∆t
δx

≈ u · ∆t
δx

<<
ρV · ∆t
δx2

= V NNx

](���[7:����!"��,2�i;���#$� &(69���"; \(��^z�83V���2�TR(69�/69#%�������
χ

��&(69W�.��"�i���d��R���� #$� ´8�����2�T±[J[J�&:,�#TWV���M��&�. sr^ � �2�
� &:7O����!���;TR����"!"��&2;C� ������&�� &2�S;��:�"�o&2���`��&2��,��������(69�
���2�|��] n &:,�#TWV����^���,�.�;@WV�5�����`69�o� ���
��R���� #T,�#�7469. ,2�4^
Xx&u����;����[���B!�� ��!�,�#T71��&:�Q�������Q������,2�43(±K��&��469���"� ^569�/69& � � � � � R2����RV�4���";u� & � n/Z
	 6$&(� ^�;��'c2&�� ������&b�9gK���2�
.���^5��Pb6�!/�~R(69�/69#%�������T}

β2
v = max

(
α1 (α1 − 1)

α1 − 1 + c2/u2
,

α2 (α2 − 1)

α2 − 1 + c2/v2

) � aC^_[C^ `:�
^|� ���

α1 =
1

Rex
=

ρV

uδx
, α2 =

1

Rey
=

ρV

vδy
.

� aC^_[C^ c �
](���|���2�S!86����M���(69�i^��S!"��&2����;������";D3(��� #$R�.��S!869.�!�,�.U69������&2��sO����. ;2�S}

βv ≈ ρV /δx

c
�������(69�z���2�S��� �r��&:7469. ,2�M���z&2��^	�"0:,(69._���

λ+
1 ≈ ρV /δx

^|����!/�u.��86�;��|���~}

CFLx =
λ+

1 · ∆t
δx

≈ ρV /δx · ∆t
δx

= V NNx

����&2���"0:,2��&:��. sr3����2�v7O����!"��,2��R����"!"��&2;C� ������&2� &��)69. .���^z�%���k��R���� #$� ´8�H���2�v±iJ[J�&:,�#TWV���d69&2;����2�<��] n
&:,�#TWV���G69�%���2�~�/69#%�H��� #%�4^ � �2�~;��'c2&�� ������&��9g[���2�H.���^|��P\6�!/�¢R(69�/69#%�������%gm���$���2�~7:����!"��,2�B!86����v���
���2�����'gm�����M���2�igh��. .���^|� &��<}

β2 = min[max[M2, β2
v ], 1]

����!869&$&2������!"�5���(69�`���2�����5���
&2�[&2�"�";$�9g 6�;�;C� ������&(69.(;269�/6[� &$����;����`���M;��'c2&2�5���2��.���^5��Pb6�!/�$R(69�/69#%�������8^
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�"0:,(69������&2�83�^��z;C������� &��4,������%gh��,��K�xs:RV�"���9g � #$R�. � !�� �����/69�r�"�8^ � �2�5c2�����K��&2�|���`���2�z!�.U6�������!869.2��.��:!/���/!/�2��#%�
gm���]^z����!/�u� &:7:����!���;<69&2;H7O����!"��,2�z������#%�Q69���p��7�69. ,(69�/��;u,2��� &��%W�.��:!/� � 6�!"��W��U69&2�8^ � �2�p���"!"��&2;u��&2�M���Q69&
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ξ / π = η / π

ρ(
G

)

0 0.25 0.5 0.75 10
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0.75
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Inviscid Block / Viscous Block
Inviscid Matrix-Free / Viscous Block
Inviscid Block / Viscous Spectral Radius
Inviscid Matrix-Free / Viscous Spectral Radius

M = 0.5 , χ = 106 , Rem = 10 , AR = 1

ξ / π = η / π

ρ(
G

)

0 0.25 0.5 0.75 10

0.25

0.5

0.75

1

Inviscid Block / Viscous Block
Inviscid Matrix-Free / Viscous Block
Inviscid Block / Viscous Spectral Radius
Inviscid Matrix-Free / Viscous Spectral Radius

M = 0.5 , χ = 106 , Rem = 10-1 , AR = 1

ξ / π = η / π
ρ(

G
)

0 0.25 0.5 0.75 10

0.25

0.5

0.75

1

Inviscid Block / Viscous Block
Inviscid Matrix-Free / Viscous Block
Inviscid Block / Viscous Spectral Radius
Inviscid Matrix-Free / Viscous Spectral Radius

M = 0.5 , χ = 106 , Rem = 1 , AR = 1

ξ / π = η / π

ρ(
G

)

0 0.25 0.5 0.75 10

0.25

0.5

0.75

1

Inviscid Block / Viscous Block
Inviscid Matrix-Free / Viscous Block
Inviscid Block / Viscous Spectral Radius
Inviscid Matrix-Free / Viscous Spectral Radius

M = 5.10-2 , χ = 106 , Rem = 10-1 , AR = 1

]o� �4,����5aC^ · ^ Z }tNQ#$R�. �¥c(!869������&Tgm6�!������tR����9c(. �"�
69.���&��[;C�U69�r��&(69.C6�eO���_gh���t���2�`gm��,��t;C� �D������&:�¬� #$R�. ��!�� �o���/69�r�"�8^
� ��RC� n �'gh�v}

M = 0.5
3
Rem = 10

^ � ��RC����� �4�:�v}
M = 0.5

3
Rem = 1

^u�5��������#�� n �'gh�v}
M = 0.5

3
Rem = 0.1

^`�5��������#����z� �4�:�T}
M = 0.05

3
Rem = 0.1

�:sOW�����;b���/69�r�@gh��� ^|����!/�k���2�@� &:7O����!���;\������#%�p69������� #$R�. �¥c(�";b,2��� &��H��RV�"!����/69.`�/6�;C� ,2� ^z��� . �����2��7:���/!���,(�
������#%�p69���������869���";k. � �1�@���2�$��.��:!/�b��!/�2��#%�4^ � �2������� ��;k���/69�r�����iW�,�� . �M,2��� &��v� &O7:����!���; � 6�!"��W��U69&2�@69&2;
7O����!"��,2�p��RV�"!����/69.��/6�;C� ,2�8^ � �2��&_3¬���2�B.U6����T��&2�%���T��,��@P\69�����¥eO��]2���"�B�/!/�2��#%�$gm��� ^|����!/��WV������� &:7O����!���;
69&2;G7O����!"��,2�5������#%�z69���i��7469. ,(69���";v���(69&��C���/����RV�"!����/69. �/6�;C� ,2��^`Xx&GR��/6�!�����!"�43����2�i���"!"��&2;~69&2;G���2�[����� ��;
��!/�2��#%�"�T69�/�$&2���S���869. . sb� &:�������"����� &��uWV�"!869,2���%���2��sA69���%�'eCRV��!����";A���HR��/��7:��;��%.��"���S�	�B!�����&2!�s�^|� ���2��,��
���";C,2!�� &��B���2�M#%��#%����sH�������/69�r�4^KJ[��&2�����2��.��"���83�,2��� &��%���2�"���"�|gh��,��z� #$R�. ��!�� �Q���/69�r�"�z��&(69W�.��"��,2�|�����O&2��^
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���:,2�@�169� &�� &���6�!"!"�"���@���b6<R�����. � #$�¥&a69��s�6������"�/��#%��&:�@�9gQ���2�d�4.���W(69.z�	�B!�����&2!�s�R�����7:��;��";)W:s����2�
#B69�����¥e:�mgh���"�p69R�R����r6�!/�_^

� �2�T,2�/�T�9g�6B#%�:;���.`!"�1;2�D^56��[�����/69� &2�";<gm���0\(�'eC� W�� . � �xsu���86�����&�}|�������i!"�:;�������.���. su;���71��.���RV�";<gh���i��,��
��^|&bR�,���RV�4�/�@R�����71�";\���GWV�$6B71����su,2���'g¨,�.
&:,�#%������!869.`R�.U69�-gm����# gh���M!869����s:� &��~��,��S6d.U69���r�@&:,�#TWV���S�9g
&:,�#%������!869.t�'eCRV����� #%��&:���]^|� ���~�/��7r���/69.D7�69���U69&:���z�9go���2�[� #$R�. ��!�� ����!/�2��#%�"�|,�&2;����z����,2;CsBWV�'gm�����S6�!���,(69. . s
� #$R�.���#%��&:��� &��+� &���IKN@=?�u��NiL � · P �r��&2���/69.¥�>R�,���RV�4�/�bR�.U69�-gm����# ���2�\WV�"���H!/�2����!"�b��;���&:���¥c(�";	69�v���2�
!"��&2!�. ,2������&B�9ga�������
R�����. � #$� &(69��s�����,2;Csr^ � �2�5#%�:;���.2!"�:;��5���j^|��� ������&%,2��� &��S6�c2&�� ���'��;C� �D������&2!"�Q69R�R����r6�!/�
��&H�569�����"���U69&G�4����;��8^
Xx������69R�R�. ���";d���p�������"�����"���-��!86����"�83O;��"��� �4&2�";G���T6������@69. .���^ ���2��� &:71�"����� �169������&v�9gt6
^|��;��M�/69&��r�S�9g
!"��&Cc2�4,��/69������&2�T}
&(69#%��. sH69&~� &:7:����!���;~�����86�;CsdR�����W�.���#~32WV�����H� &~���2�M!"��#$R����"����� W�.��T69&2;
.���^5��Pb6�!/�\�����4� #%�v��\(��^���71���i6d��� &2�'�>W�,�#$Ra�'3D6B7:����!"��,2�Q.���^5��Pb6�!/�b�����86�;CsHR�����W�.���# �hqo�����/�',2�¥. .��D\(��^[�
69&2;�6v7O����!"��,2�S.���^5��Pb6�!/��,�&2�����86�;CsbR�����W�.���# ��\(��^®��7r���@69&��4�/!�� .¥.U69��� &�� \a69�pR�.U69�����'^v](���T�86�!/��!86����43
^��D^569&O�[���v��,���. � &2�@���2��;C� � ������&:�iR�����RV���������"�S�9g����2��P\69�����¥eO��]2���"�@#%�'���2�:;D3 #B69� &�. su���2��!"��&:71�����r��&2!"�
�/69���u69&2;����2�v#%��#%����s��������/69�r�H���"0:,�� ���";D3569&2;���� ��,(69���v���2�"���vR�����RV���������"�Q^|� ���+���"��RV�"!��%���b���2�~��&2�"�
R�����7O��;��";+W:s����/69&2;269��;+W�.��:!/�1�>� #$R�. ��!�� �d�����869��#%��&O���\�¨����R����"����&:�/69��� 71�u�9gM���2�u687469� .U69W�.��~W�.��:!/�1�>� #$R�. ��!�� �
�����869��#%��&:��� &\��NML � · Pk�'^ � �2�M���"��,�. ���z���(69�i^��p69���p69WV��,������%!"��#$#%��&:�0^|� . .t��&(69W�.��S,2�z���[*-,2�����¥ghsb�h���
&2���8µ �S���2��7�69. ,(69W�.���&2�"�/�o�9g(��,��t#%�����(�1;T� &@����;����¬����� #$R�.���#%��&:�o� �¬� &:�������2�5��NML � · P�!"�:;����9g2���2�5��IKN@^
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� ��� � ����� � ���&"$# � � � � � ��" � � � �
� �
n ���p,2�MR2���"����&:�S���2�$�r��7r����&�� &��<�"0:,(69������&2�T69&2;A���2�$&2��&C��;C� #%��&2������&(69.�� ´�69�����4&����(69� ^��d69R�R�. ���";A� &A���2�
#%�:;���.�R������4�/69#~^dZ�&�. � �1�$���2�$R����:!"�"���S���(69� ^��%;��"�/!���� WV�";k� &�!/�(69R������ Z 3�^��%!/�2�:�4���$���2�$g¨���"�'���������869#
71��.��:!��¥�YsH6��|���2�M���'gh������&2!"�p��RV�"�";D^KXx��gm��. .���^z�z���(69�z&2��&C��;C� #%��&2������&(69.o01,a69&:��� �����"�Q69���S;��'c2&2�";HW:sb}

t~r =
~̃r

L̃
, ρ =

ρ̃

ρ̃∞
, ~u =

~̃u

ũ∞
, T =

T̃

T̃∞
, p =

p̃

ρ̃∞ũ2
∞

,

µ =
µ̃

µ̃∞
, λ =

λ̃

λ̃∞
, t =

t

L̃/ũ∞
, E =

Ẽ

ũ2
∞

, H =
H̃

ũ2
∞

,

^|�2�����S��,�W2��!���� R�� ∞ ;���&2�����"�z���2�i���'gm������&2!"�S0:,(69&:��� �����"�8^
���i!869&<69.����$;��'c2&2�p6@���'gm������&2!"�S����,�&2;~��RV�"�";
� &u����;����z���$;���������#$� &2�p���2�M���'gh������&2!"�pP\6�!/�~&:,�#TWV���p}

c2∞ = γRT∞ ⇒ M2
∞ =

u2
∞

γRT∞
L:,2!/�u!/�2����!"�"�z.��86�;H���$���2�igh��. .���^|� &��d;C� #%��&2������&�.��"���Q�"01,(69������&<�9g
���/69���%}

p =
1

γM2
∞

ρT

� �2�d;C� #%��&2������&�.��"����Ji687:�����-�YL:�����1�"�@�"01,(69������&2�T���(69� ^��%� #$R�.���#%��&:���";)� &)��,��TR������4�/69#³69���B���2��&����2�
gm��. .���^|� &��u}





∂ρ

∂t
+ ~∇ · (ρ~u) = 0

∂ρ~u

∂t
+ ~∇ · (ρ~u ~u) + ~∇p =

1

Re
(~∇ · τ7 )

∂ρE

∂t
+ ~∇ · (ρ~uH) =

1

Ec Pr Re
~∇ · (µ~∇T ) +

1

Re
~∇ · (τ7 · ~u)

^|�2�����M���2�MR���� #B69��sH;C� #%��&2������&�.��"����R(69�/69#%���������[69���M�4� 7r��&~W:sb}

Re =
ρ∞u∞L

µ∞
, P r =

µ∞Cp

λ∞
, Ec =

u2
∞

CpT∞
= (γ − 1) M2

∞ .

Xx&)����;������/�<R�����71��&:�@���(�d����,�&2;O�����¦����������� ^|����!/��!869&��:!"!�,��%69�@71����sA.���^5��Pb6�!/��&:,�#TWV���83"^��v��R�. � �83
� &k���2�$#B69&�&2���T�9g � Z ` 	 3D���2��R����"����,������ &:���H� ^��HR(69�����83_&(69#%��. sk6v���2����#%�:;Cs:&(69#$��!BR����"����,����%�9g5����;����
O(1/M2)

^|����!/�\����#B69� &2�M!"��&2���/69&:� ^|� ���\���"��RV�"!��[���d���2�@��R(6�!��@;C� #%��&2������&k69&(;b6B;CsO&(69#$��!TR2���"����,����
�9g`����;����

O(1)
^|����!/�u7�69�����"�z� &H��� #%�p69&2;H� &u��R(6�!"�4^K�[��&2!"� ^��M�(6871�$}

p(t, x) = P0(t) + p′(t, x)

^|�2�����
p

���5���2�M�����/69.DR����"�/��,����43
P0

���|���2�i���2����#%�:;CsO&(69#$��!SR����"����,����S69&2;
p′

���|���2�M;CsO&(69#$��!iR����"�/��,����4^
q`�/6�!�����!869.p� #$R�.���#%��&:�/69������&�� &	���2� �'#B6�0:,2���������k���v� &2��R�� ���";§W:s ���2��^������¦�9g%LO�:!/�r��.�� g · 	 ^¯Xx&§���2�
gm��. .���^|� &��%���"���-��!86����"��3C���2�M���2����#%�:;CsO&(69#$��!SR����"�/��,����i����!"��&2���/69&:�Q69&2;~�"0:,(69.D���$���2�M� &�� ���U69._R����"����,����$}

P0(t) = p0 =
1

γM2
∞
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Xx�5gh��. .���^z�z���(69�p}

p′ = p− 1

γM2
∞� �2�S;���&2��� �xsG���z��W��/69� &2�";~��������,��4�u���2�S�"0:,(69������&u�9g
���/69���$}

ρ = (1 + p′/p) / T

^|��� .��M���2�M�����/69.t��&2�����4sv���86�;��p}

ρE =
p0 + p′

γ − 1
+

1

2
ρ(u2 + v2)

�[��&2!"�436^��M!869&<69.����%;��'c2&2�p6����";C,2!"�";~��&2�����4sk}

e′ =
p′

γ − 1
+

1

2
ρ(u2 + v2)

N[�z6����"��,�. �z���2�i&2�h^��/���z�9g
!"��&2�/����7�69��� 71�M7�69���U69W�.��"�z���|���2�igm��. .���^|� &��u}

w = (ρ, ρu, ρv, e′)T

Xx& � `fe 	 3V^��$R2����7r�";A���(69�T��,2!/�)6~!"�������"!�������&)��&(69W�.��"�p���2�B!"�:;��B���H���86�!/�����2�%#B6�!/��� &2�B´"�����<��7r��&Agh���
Pb6�!/�H&:,�#TWV�����Q!�.��4���M���

10−8 ^KP<�����"��71���83����2�S01,(69. � �xsv�9g
���2�S����. ,�������&u!869&~WV�p69.�����R����"�/����7r�";D^
n ���¢,2�+&2��^ ;��"��!���� WV������#%�¦gm�869��,����"�+���(69��69���	!"��#$#%��&�����69. .u���"���-��!86����"�8^ ]o� �����¢�9gA69. .>3 ^��
��&�. s�;��869.5^|� ���)���2�G���:�'� � ,����1��.���!/�2��#%�G�'eC����&2;��";����u��� �4�2���$6�!"!�,��/6�!�s����(69&��O�T���<���2�B&2��&C�>. � #$� ���";
P\ZiL�� n �'eO���/69RV��.U69������&_^�LO�"!"��&2;D3�^�����7�69. ,(69�/�z���2��7:���/!"��,2�?\2,Ce��"�����(69&��C�����T6S���"!"��&2;O������;����5!"��&:�������";
gm����#T,�.U6C^SI
eOR2.¥��!�� �MWV��,�&2;269��s\!"��&2;C� ������&2�p69���@,2���";<W:s<;��'gm69,�. �iW�,��83 � &k����#%�@!86��/�43�^�� ^|� . .
�����869�i���2�
WV��,�&2;269��sH!"��&2;C� ������&2��� #$R�. ��!�� ��. sr^

� ��� � �&��� ���'��� " (1�&��� �� ����
��)*% )%A 
�; !$. #f#%3"7�# &��
NQ&%� &:7:���/!���; \(��^¢� &G6S!/�(69&�&2��.a� ��!"��#$R�,����";D^ � �(�z�r�"��#%�'����s%�9g ���2��!/�(69&�&2��.V!"��&2�����������9gt6i���"!��/69&��4,�.U69�
;���#B69� &

(x, y) ∈ [0; 4] × [0; 1]
3i^|� ���	6������/69� �4�:�v,�R�RV��� ^569. .S69&2;§6�!�,���71�"; .���^5��� ^569. .>30^|�2�4���

!"�:����;C� &(69���"�[69���M�4� 71��&HW:sb}




x < 1 y = 0

1 ≥ x ≥ 3 y = 0.1 (1 − cos[(x− 1)π])

x > 3 y = 0

Xx&d����;��������@6�;269R������������r�"��#%������sB���T��,��|�|69�����"���U69&G�4����;D3:���2�Q.���^����I^569. .a����#B69� &2�5�����/69� �4�:��W�,��83M^|�2��&
x ∈ [1; 3]

3C���2�M&2����#B69._���$���2� ^569. ._���z!"��#$R�,����";<6��5gm��. .���^z�S}
{
nx = −0.1 · π · sin[(x− 1)π]

ny = 1
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� �����"�[�4����;��|69���[��#$R�.���s1�";d���@!869����sd��,������2�[����,2;C���"�83:&(69#%��. sG6T!"�r69�����[��&2���
81× 21

�'3C6p#%�";C� ,�#���&2�
�
121×31

��69&2;d6ic(&2����&2�@�
161×41

�'^`]2�����86�!/�d�4����;D3f^��Q����. 7r�z���2�QI`,�.������"0:,(69������&2��gh����69&d��;��869.a�16��83
^|� ���

γ = 1.4
^�](���

M∞ ≤ 0.5
���2� \(��^l����#B69� &2�p��,�W2����&���!43¬69&2;k�2��&2!"�$������&:������R���!B69&2;k� �������/69������&(69.

�¨WV�"!869,2���|gm���`��� �4�2����Pb6�!/�%&:,�#TWV��������&2�|�r������6i���/69&2����&���!]\(��^ ^|� ���G6M���2�:!/����3169&2;%���2�zPb6�!/�%������. � &2�"�
69���%�'eCRV�"!����";k���HWV�%!"��#$R�.�������. sA��sO#$#%��������!869."^|� �������"��RV�"!��S���H���2�$�r�"��#%������s+� � ����� RV������&:���U69."\(��^Q�'^
J[��&C��;C� #%��&2������&(69.V7�69. ,2�"��69���z�/69�1��&G6��Kgh��. .���^z�Q}

ρ0 = 1
3
u0 = 1

3
v0 = 0

3
P0 = 1/γM2

∞

^
](����&2��&C�>.���^
Pb6�!/�H&:,�#TWV���i\(��^z�83����(69�z���]^|�2��&

M∞ > 0.1
36^��M!"��&2��� ;2�'�Q��,�W2����&���!MWV��,�&2;269��sH!"��&2;C� ������&2�T}

• 69�5���2�i� &�.��'�p�¨.��'gh����^��[� #$RV�4���i���2�i�'eC������&(69. �����/69._��&:���(69. R:s13C���2�i�'eC������&(69._��&:������R:sv69&2;G���2� \(�
^
69&��4.�� ^|��� .�� ^��S�'eO���/69RV��.U69���M���2�iR����"�/��,����[gh����#�� &2����;��4�

• 69�p���2�B��,���.����G�¨��� �4�:��� ^��%�¥#$RV�4�/�%���2�B���/69����!%R����"����,����l^|��� .��l^��B�'eO���/69RV��.U69���B���2�B;���&2��� �xs�69&2;
���2�M7r��.��:!�� �xsdgh����#�� &2����;��4^

0 &G���2�[�����2�����(69&2;D3�^|�2��&v���2�[P\6�!/�G&:,�#TWV���5������#B69. .`�
M∞ ≤ 0.1

�'3�^���#%�:;C�¥ghs%���2�Q� &�.����5!"��&2;C� ������&2�
W:s\!"��&2����;������ &�� �'� &2!"��#$R����"�/��� W�.����$� &�.����S!"��&2;C� ������&2�8^<���@� #$RV�4���$���2�$�'eO������&(69.�;���&2��� �xsk69&2;b7r��.��:!�� �xs
^|��� .�� ^��\�'eC���/69RV��.U69���\���2�\R����"����,����ugh����# � &2����;��4^�X�& g>6�!��83i^�� ^569&:�v����,2���<���2�\�/69#%�<WV��,�&(;269��s
!"��&2;C� ������&2�Sgh���

M∞ = 0.1
69&2;

M∞ = 10−5 ���v���(69�S���2�%!"��#$R(69��������&2�SWV��� ^5�"�'&�!"��&:71�����r��&2!"�%�/69���"�
69���S&2���z� &/\2,2��&2!"�";uW:sv���2�MWV��,�&2;269��s~���D�"!����8^ � �2�p!/�2����!"�p�9g
���2�S� &2!"��#$R����"����� W�.��T!"��&2;C� ������&2�Q���|����,2.¥s
*-,2�����¥c(�";Hgh���

M∞ = 10−5 W�,������z�����9gK!"��,������p;���W(69�/69W�.��Sgm���
M∞ = 0.1

^�N|�Q69&:sH!86����43(��,��Q��WC*��"!���� 7r�
� &H���2� ��!/�(69R�������!"��&2!"����&2��#%�����M���2�iRV���-gm����#B69&2!"�SR�����RV���������"�Q�9g
��,�����!/�2��#%�M�/69���2���z���(69&~���2�S0:,(69. � �xs
�9g
���2�M�/��. ,�������&_^

��)*% )�@ � ���
; .�7b# -�; !'&)( 7�=�; !�7 25>?�
�[�����43�^���c2����� ^569&:�p���~����,2;Csb���2�$� #$R(6�!��@�9g|��,��TP\69�����¥eO��]2���"��gh�/69#%�h^������k� &A������#%�T�9g���qKZ®��� #%�4^
Xx&2;��"�";D3 ���2�T±���&bJ[��,�#B69&�&A69&(69. sC�����i!869&b����. .
,2�[�2��^����2����RV�"!����/69.
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�5�"����;��"�83 ^��S^569&:�¢���l��#$R��(6���� ´"�����2�§� #$R(6�!����9gb���2�§.���^5��Pb6�!/��R����"!"��&2;C� ������&���&���� &�������#%� �9g
�	�B!�����&2!�sb69&2;k6�!"!�,��/6�!�s1^A�A���"��RV�"!��U69. . s<�¥&(�������i��&b���2�@� &2;���RV��&2;���&2!"�%�9g����2��!"��&:7r�����r��&2!"���/69��� ^z�¥���
���"��RV�"!������u���2�GPb6�!/�)&:,�#TWV��� ^|�2��&)���(�d� &:7:����!���;�R����"!"��&2;C� ������&���&��k���@��#$R�.���s1�";D^AL:,2!/�����"��,�. ���$69���
^���. .¥���"���/69W�. �����2�";�&2��^lgh���S���2�%W�.��:!/�k��!/�2��#%�"�SW�,��p���2��sb�(687r�$���~WV�%!"��&Cc2��#%�";Agh���S���2�%Pb69�����¥eO��]2���"�
#%�����2�:;D^ 0 ,��<���'gm������&2!"��#%�����2�:; ^|� . .TWV�A���2��W�.��:!/�:��N n �SL � Z �u��!/�2��#%�W^|����!/����� ^���. . �>�O&2��^|&����
RV�4�����"�/�@71����s��r�:�:;�!"��&:71�����r��&2!"�HR�����RV���������"�8^ ���,^|� . .|.��86�;���sC������#B69����!v!"��#$R(69�����/��&2�$WV��� ^��"��&+�������
��!/�2��#%�Q69&(;B��,���P\69�����¥eO��]2���"�zR����:!"�";C,�����gh����6M��,�W2����&���!�!86����Q69�

M∞ = 0.5
69&2;$gm����6M7r����s�.���^5��Pb6�!/�

!86����p69�
M∞ = 10−5 ^ � �2�SP<]���!/�2��#%� ^|� . ._WV�S!"��,�R�.��";:^|� ���<6%L��SLv���Q6�q � ����.U6�e�69������&uR����:!"�";C,����4^



� 
 � 
�	 � � � ��� 	�� � ��� ��	 � 
 � � Z a Z

��)*% )*% ���"��� �"!$# ! &)( 7�="; 9<��7�#f# � ��� #�;H; ( #���14; �,& # /
n ���%,2�%!"��&2����;����G6b��,�W2����&���! \(��^�69�

M∞ = 0.5
^�NQ�$#%��&:������&2�";+� &����2�HR�����7O����,2�$R(69�/69�4�/69R��_3 ^��

;��869.�^|� ����6G�[L~� #$R�. ��!�� �p���/69�r�$69&2;\���2��Pb69�����¥eO��]��/����� #$R�. ��!�� �S���/69�r�4^p�5�����b#%�����2�:;��p69�����/��. 7r�";\W:s
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Point Jacobi relaxation procedure (20 inner-iterations)
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��)*% )	� * &�143��,#f# !2&����'�%&?. / !$.f=�; 14;�� 9 � !$.f=�; 14; ( &&# ! 2 �5!2&V��#%.�5I&��
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C = N · Ic
^|�2�����

C
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N
�������2��&:,�#TWV���5�9g_� �����/69������&2�|69&2;

Ic
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(ρ(G))N = ε

^|�2�����
ρ(G)

���o���2�|69#$R�. �¥c(!869������&$gm6�!������K69&2;
ε

���o���2��.���7r��.��9gV!"��&:7r�����r��&2!"�|���86�!/�2�";$6�gh�����
N

� �����/69������&2��^
� �:,2�83a��&2�p!869&<R����";C��!��Q���2�S�169RuWV��� ^��"��&\� ^��%#%�����2�:;�� ^|����!/�<���86�!/�<���2�p�/69#%�S.���71��.¬�9gK!"��&:71�����r��&2!"�
6��5gm��. .���^z�S}

log(ρ(G1))

log(ρ(G2))
=
N2

N1� �����igm����#T,�.U6G���M����,2�@gm���M��&2�%���������M#%�:;��$� &k���2�$](��,��������p��R(6�!"�4^�X�&A����;����M���v�r���T69&A�"����� #B69������&��9g
���2�M�169RHgh����69. ._���2�M#%�:;��"�836^��S!869&~#B69�r�p69&<687r���/69�r�S�9g
���2�p69#$R�. �¥c(!869������&ugm6�!������p}

ρ(G)ave =
1

π2

∫ π

0

∫ π

0
ρ(G(ξ, η)) dξ dη

Xx&H�/69W�.�� n ^ · ^ Z 3H^��MR����"����&:�����2�p6871���/69�r�T69#$R�. � ca!"69��� �4&ugm6�!������[69�
M∞ = 0.5

�9g
���2�M#%�����2�:;������(69�0^��
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2.5
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2.5

��� #%�"�z.��"�/�z�'eORV��&C�
��� 71�@���(69&A���2�$� n ��N n �SL � Z �i�/!/�2��#%�4=?�S��&2�4^ � �����M#%�����2�:;k���5*Y,2���p6v01,(69. � �/69��� 71�$���:��.K��� &2!"�����2�$±K��&

P\�����2�:; � n ��N n �SL � Z � P\]¬�YL��SL � Z er� P<]¬��q � � · er�

ρ(G)ave
eC^ c ` eC^ g n eC^ n e

Ni/Nref
Z [C^ c [C^ n

� 69W�.�� n ^ · ^ Z }¬N¬7r���/69�r�569#$R2.¥�¥c(!869�����4&�g>6�!������
�9ga����71���/69.O#%�����2�:;��K69�
M∞ = 0.5

}t� n ��N n �SL � Z �o��!/�2��#%�43
P\]t�YL��pL � Z er�`��!/�2��#%�Q69&2;%P\]¬��q � � · er�K��!/�2��#%�4^ � �2�|���2�"����������!869.V�/69�����p�9g � �����/69������&dWV��� ^��"��&G69. .(���2�"���
#%�����2�:;��z���Q69.�����R�����7O��;��";D32� n ��N n �SL � Z �|��!/�2��#%�S� ��!/�2�4����&<6��|���2�M���'gh������&2!"�4^
J[��,�#B69&�&<69&(69. sO�����z;��:�"�|&2���z�/69�r�M� &:���%6�!"!"��,�&:�����2�S��� �"!����z�9g
���2�iWV��,�&2;(69��sv!"��&2;C� ������&2��^KP\�����"��71���83
^��[�:&2��^¦���(69�5���2�[!"��&:71�����r��&2!"�i�/69���[����#B69� &�. sd;C��� 71��&GW:sB���2�[RV���-gh����#B69&2!"�S69�5.���^4^|687r��&:,�#TWV�����83��/�
^������2��,�.�;%� &2!����86����z���2�i^���� �4�:���9gD���2�|.���^5�mgh���"0:,2��&2!�s�� &d����;��������MWV�z#%�����zR����"!������4^`JQ��71�������2��.��"���831���2�
�"����� #B69������&B�4� 7r��&%W:sT��������69&(69. sO��� �KRV��� &:���K��,��K���2�z��� �����K���(69�K#T,2���`WV�|#B6�;��z���i���(69�K���2�|Pb69�����¥eO��]2���"�
#%�����2�:;~���z!"��#$RV����� ��� 7r�4^
Xx&+c2�4,���� n ^ · ^_[C3]^5�~R����"�/��&:�d���2�<;C�U69�r��&(69.[R����9c2.��\�9gS���2�\69#$R�. �¥c(!869������&�gm6�!��������G�9gS���2�"���u#%�����2�:;��
69&2;����2�H!"��&:71�����r��&2!"�~������������s��9g[���2�H���"����;C,(69.��%��&+���2�Gc2&(�v�4����;��8^ ���v&2������!"�H���(69�%���2�v�2� ���/69�/!/�:s
R�����7O��;��";uW:sv���2�p±���&<J[��,�#B69&�&b69&(69. sO����������#B69� &2�Q���2�T�/69#%�Mgm�������2�p&:,�#%������!869.o���"���-��!86����d}����2�T� n �
N n �SL � Z ����!/�2��#%�[�������2�[#%�4���5�	�B!�����&:�83C� �5���"01,�� ���"�

N1 = 720
� �����/69������&2�5���@���86�!/�v���2�Q´8�����@#B6�!/��� &2�4�

� ���/69�r�"�
N2 = 1320

� �����/69������&2��gm���K���2��P\]¬�YL��SL � Z er�`��!/�2��#%�����M���86�!/�d���2���/69#%�z.���7r��.V69&2;
N3 = 1400� �����/69������&2�zgh���z���2�MP\]¬��q � � · er�|��!/�2��#%�4^C�A�i�(6871�M���2��&~���2�[gm��. .���^|� &��B����.�69���¥71�S�	�B!�����&2!�sk}

N2

N1
= 1.83 ,

N3

N1
= 1.94 .
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(x, y) ∈ [0; 10] × [−1; 1]
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P0 = 1/γM2
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• 21 × 41
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AR = δx/δy = 10
�

• 21 × 81
^|� ���

AR = δx/δy = 20
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• 21 × 41
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ARmax = δx/δymin = 50
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ARmin = δx/δymax = 2
^

����&:71�����r��&2!"�H���������������"�%�9g[���2�v���"����;C,(69.z��W��/69� &2�";+��&+�86�!/���4����;¢69���GR2���"����&:���";�� &�c2�4,���� n ^ `2^ `2^�N[�
�'eCRV�"!����";D35���2�u�	�B!�����&2!�s+�9gM���2�uP\]¬�YL��SL���!/�2��#%�u;��"!����86����\6��%���2�<6���RV�"!��B�/69�����AWV�"!"��#%�"�dW�� �4�r���8^
� ������.��4�/���9g_� &:����� &2����!Q�	�B!�����&2!�sB!869&�&2����WV�zW(69.U69&2!"�";dW:s����2��.���^�!"�4����RV����� �����/69������&v�9gD���2��#%�����2�:;G6��
� �[���i���2��^|&\� & � 69W�.�� n ^ `2^ [C^S�Q��&2!"�43 ���2�@Pb69�����¥e:��]2���"�@� #$R�. ��!�� �M��!/�(�'#%�@���[&2���M6B�r�:�:;k69. ������&(69��� 71�@� &
��,2!/�H!86����"��^ 0 &H���2�i�����2���|�(69&2;D3C���2�i� n ��N n �SLG��!/�2��#%�i����#B69� &2�z�	�B!����'&O�5gm���|69. ._6���RV�"!��5�/69�������4����;��83



Z g
` � � ����� ���
	 � 
 ������� � � 
 � 	���� �
� ��� � ��	��
� � 	��
���

ξ / π = η / π

ρ(
G

)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.25

0.5

0.75

1

BL-ALGS(1) scheme
MF-SGS(10) scheme
MF-PJ(40) scheme

M = 10-5 CFL = 106Rem = 0.25

Iterations

Lo
g(

Re
sid

ua
l)

0 500 1000 1500 2000 2500 3000-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2
BL-ALGS(1) scheme
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$��!����&%	 ��	)'��+$���(!	 � 	)� �!��"*�,$��!����&!	 ��	)'��+$���(!	
- �/.10 �
��2)	 - �/.10 ����2)	 - �/.10 ����2�	

354�6 '���78��$9��7�:�	)� 	
3.8 1 15.3 1 33.8 1

�/�<;>=@? ��7�:�	��A	 5.8 1.53 23.7 1.55 52.6 1.56

�/�<;,B � B ��7�:�	)� 	 6 1.58 24.5 1.6 54.3 1.61

.DCE;GF9C � B ��7�:�	��A	 8.4 2.21 32.2 2.10 71.5 2.11
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ũ(t̃) = ũ∞ cos(ωt̃)

^ � �����@#%��������&�� &:71��. 7r�"�������86�;Cs��4�/!�� . .U69������&2�@���a69��!869&)WV�G!869.�!�,�.U69���";+69&(69. s:���¥�
!869. . sb}

ũ(ỹ, t̃) = ũ∞ · exp(−ỹ
√

ω

2ν̃
) · cos(ωt̃− ỹ

√
ω

2ν̃
)

Xx&%����;��������M&2��&2;C� #%��&2������&(69. � ´8�����2�zR�����W�.���#~3O6i���'gh������&2!"�z.���&��4���d��!869.��|�(6��K���MWV�z;��'c2&2�";D^ � �p6�!/������7r�
�������832��&2�S!869&H,2�/�i���2�M7r��.��:!�� �xs

ũ∞
69&2;H���2�MR�,�.��/69������&

ω
}

L∞ =
ũ∞
ω

� �2��&~,2��� &��%���2�igh��. .���^|� &��d����sO&2��.�;��|&:,�#TWV���Q;��'c2&�� ������&_3
Re =

ũ∞L∞

ν̃
=
ũ2
∞

ν̃ ω

32��&2�M��W��/69� &2�T}

u(y, t) =
ũ(ỹ, t̃)

ũ∞
= exp(−y

√
Re

2
) · cos(t− y

√
Re

2
)

���z!869&G;��'c2&2�����2�z������!/�O&2�"���
δ̃
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ũ∞
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exp(−δ
√
Re

2
) = 0.01 = e−4.6

���

δ ≈ 3.5 ·
√
Re

2
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L = H ≥ 2 · δ
LO������� &��d���2�T����sO&2��.�;���&:,�#TWV���i69�
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δ = 2
3(���l^��T!"69&\!/�2�:�4���

L = H = 4
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LO�¦6��\����;���������#$� &2�����2��6�!"!�,��/6�!�s��9gG�86�!/��#%�����2�:;��83 ^��)!869&�!"��#$R�,����)���2�����O� &�gh����!�������&�!"�:�'g¨�
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Cw =
2 · τw
ρ̃ · ũ2

∞

=
2 · µ̃

ρ̃ · ũ∞ · L∞

· ∂u
∂y

∣∣∣∣
w

=
2

Re
· ∂u
∂y

∣∣∣∣
w� �2�p69&(69. sO����!"69.t7469. ,2�M�9g
��������!"�:�	�B!'����&:�Q���|�4� 71��&HW:sb}

Cw =
2√
Re

· sin(t− π

4
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I`�������
=

√√√√ 1

2π

2π∑

0

(Cw − Cnum)2

^|�2�����M���2�M&:,�#%������!869.¬���:� &vgh����!�������&u!"�:�	�B!�����&:�����z!869.�!�,�.U69���";~,2��� &��B6$���"!"��&2;O������;����zgm����#T,�.U6H}

Cnum =
2

Re
· −u(jw + 2) + 4u(jw + 1) − 3u(jw)

2(y(jw + 1) − y(jw))

^|� ���
jw

���2�M7�69. ,2�S�9g
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J[��&C��;C� #%��&2������&(69.H� &�� ���U69.H7469. ,2�"��69�����/69�1��&�6���gm��. . �
^z�¦}

M∞ = 10−3 3
Re = 10

3
ρ0 = 1

3
u0 = 0

3
v0 = 0

3
P0 = 1/γM2

∞
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���2�v� &2!"��#$R����"����� W�.��u!"��&2;C� ������&2�d69���H!"��&2����;������";�gm���%69. .|���2�H�����2�����%WV��,�&2;269�����"�83����(69�$��� ^��v� #$RV�4�/�
���2�G���/69����!dR����"����,����v69&2;W^5�d�'eC���/69RV��.U69���G���2�d;���&2��� �Ys�69&(;����2�d71��.��:!��¥�Ysr^\X�&)����;����@���\!"��#$R�,����G���2�
,�&2�����86�;Cs \(�
^z�83 ^��~,2�/�<6A;C,(69.¥�>��� #%�'��������R�R���&���gh�/69#%�h^������ 3 ^|�2������� &����2�uR��:sO����!869.[;������ 7�69��� 71�"�v69���
��#$R�.���s1�";~���$gh��. .���^����2�SR��:sC����!869.t���/69&2������&:���[69&2;~���2�SR2����,2;��9�>���¥#%�@;������ 7�69��� 71�"�Q������71�p6��Q69&u� �����/69��� 7r�
;���7O��!"�4^@����#$R�,��/69������&2�T69����;���&2��,2��� &��v� ^��v;C� �D������&:�M�4����;��83 &(69#%��. sb6G!"�r69��������&2�H�

21 × 81
�Q69&2;A6

c2&2�S��&2�B�
41 × 161
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; .�7b# -�; !'&)( 7�=�; 7$; !�7���./��!
;
Xx&B!/�(69R������ gO3f^�����,���. � &2�";G6i&2�h^ ;��'c2&�� ������&G�9gD���2�z,�&2�����86�;Cs�.���^|��P\6�!/�dR(69�/69#%�������8^V���z���(��^��";%���(69�
��,2!/�\6$;��'c2&�� ������&\��&(69W�.��"�Q���2�MR����"!"��&2;C� ������&(�";\��!/�2��#%�S���$R�����7:��;��S�r�:�:;u;269#$R�� &��Bgm���zWV�����\6�!"��,2������!
69&2;d#B69�������U69. R�����W�.���#%�8^`Xx&d��������R(69�/69�4��69R��_3�^�� ^569&:�����T!"��&Cc2��#®���(69�����2�Q,�&2�����86�;Cs%R����"!"��&2;C� ������&(�";
��!/�2��#%�5���
71�����/69��� .��|��&2��,��4�$gh���K��7r����sT�xsORV�5�9gVR�����W�.���#%�8^H���I^|� . .2����,2;Cs�69.����i���2�5RV�'��gh����#B69&2!"�"���9gV���2�
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� #$R�. ��!�� �M#%�����2�:;��M���(69� ^��@�(6871�$69. ���86�;Cs\��#$R�.���s1�";b���v!"��#$R�,����$�����86�;Cs:\(��^z�8^ � �2�@±���&bJ[��,�#B69&�&
69&(69. sC��������#$R��(6���� ´8�";G���(69�5Pb69�����¥e:��]2���"�[��!/�2��#%�"�5���2��,�.�;dWV�Q71����s%!"��#$RV����� ��� 71�i!"��#$R(69���Q���T���2�[��.��1!/�
��!/�2��#%�4^
��) � )*% �L�5!�7b;H��>"� 3 #�; ./&��5>�# 7�# &��5# ��3
Xx&k!/�(69R������ gO3)^��$��,���. � &2�";�6G&2�h^l;��'c2&�� ������&��9g����2��,�&2�����86�;Cs\.���^5��Pb6�!/�AR(69�/69#%������� ^z����!/�A��&(69W�.��"�
,2�|���B687r����;H���2�M������!/�OsG!/�2����!"�p�9g`6�R�����RV���z.���&��4���<��!869.��4^
�A�i�/��!869. .t�������|&2�h^�;��'c2&�� ������&�}

βu = min

[
δx ·

√
CFLu+c

∆t · c · π ,
δy ·

√
CFLv+c

∆t · c · π

]

� �2��&_3����2�M.���^5��Pb6�!/�~R(69�/69#%�������Q���z!�.U6�������!869. . sv;��'c2&2�";<6��5gm��. .���^z�S}

β = min [max(βs, βu), 1]

^|�2�����
βs

���S���2�B���/�"6�;�sb.���^5��P\6�!/��R(69�/69#%�������8^HXx&A�������pR(69�/69�4�/69R��_3
��,��T��WC*��"!���� 7r�B���S���u��#$R��(6���� ´8�
���2�$�r�:�:;�!"��&:71�'���r�'&(!��B�/69���$R�����7O��;��";AW:s\���2�$,�&2�����86�;CsbR����"!"��&2;C� ������&2�8;���!/�2��#%��gm���S��71����s\R��:sC����!869.
��� #%�'��������R_^)LO�k6������\����,2;CsA� ����R�����RV���������"�83�^��G!"��&2����;��������2�vP\]¬�YL��SL � Z er�T��!/�2��#%� ^|� ���+6uR2�/��,2;��
��] n &:,�#TWV���S�����S69�

106 ^A���@!"��#$R�,2���$��&2��R��:sO����!869.
� �����/69������&A��71���i���2�@c2&2�@�4����;A69&2; ^5�$69. ������&(6��
��� 71��. s%!/�2�:�4�������2�Q&2�9�>R����"!"��&2;C� ������&2�8;v��!/�2��#%�43:���2�[�����86�;Cs$R����"!"��&2;C� ������&2�8;v��!/�2��#%�[69&2;d���2��,�&2�����86�;Cs
R����"!"��&2;C� ������&2�"; ��!/�2��#%�4^ � �2�H��,�WC�>� �����/69������& !"��&:7r�����r��&2!"�~���%����,2;C���";�gm���%����7r���/69.z��� #%�'��������R2�8^ � �2�
��� #%�'��������Rb!869&<WV�p!/�(69�/6�!�������� ´8�";\W:s

CFLu = u∆t/δx
69&2;D3a��;��869. . sr3(gm���Q�	�B!�����&:�[��� #%�'�>#B69��!/��� &��H���9�

. ,�������&_32�������Q��] n &:,�#TWV���Q���2��,�.�;HWV�S�9g
����;����z,2&�� �xsr^
]o� �4,���� n ^ c ^_[k���2��^z�$���2�H���"��,�. ���$gm���

M∞ = 0.001
69&2;

Re = 10
3569&2;�gm����gm��,��$7469. ,2�"�%�9g

CFLu
^

N|����,2!/�+6\��RV�"�";D3`gh����.���^¯7469. ,2�"���9g
CFLu

���2�v�����86�;Cs�R����"!"��&2;C� ������&2���B;��:�"��&2���%!"��&:7r�����r�v� &����2�
;C,(69.`� �����/69������&_^ � �2��,�&2�����86�;Cs\R����"!"��&2;C� ������&2���T��,���RV���-gm����#%�S���2�@&(�9&��>R����"!"��&2;C� ������&(�";�!86����$��7r��&bgh���
CFLu = 10−3 ^BN|�

CFLu = 1
3t���2�%&2��&C�>R����"!"��&2;C� �����4&2�";)!86����%;C� 71�����r�"� ^|��� .��%���2�B�����86�;CsbR����"!"��&C�

;C� ������&2���pR�����7O��;��"�T6H0:,�� ���$�r�:�1;�!"��&:71�����r��&2!"�%�/69���4^d�Q��^���71���83t���2�$,�&2�����86�;CsbR����"!"��&2;C� ������&2���T���p����� . .
���2�%#%�4���T�	�B!�����&:�8^HN|�p��71��&���� �4�2���

CFLu = 10
3t���2�B�����86�;CsbR����"!"��&2;C� ������&2���@RV���-gm����#%�@6�� ^���. .�6��

� ����,�&2�����86�;CsG!"��,�&:������R(69���8^�X����������:,2�5!�.��869�|���(69��� &~69. . !86��/�"�����2�Q,�&2�����86�;CsBR����"!"��&2;C� ������&�� &2�$R�����7O��;��"�
��R���� #B69._RV���-gm����#B69&2!"�S�9go���2�iR2����,2;��9�>��� #%�p!"��&:7r�����r��&2!"�4^ � �2�"���i���"��,�. ����69���i� &H�r�1�:;u69�4���"��#%��&:�i^z�¥���
���2�M±K��&uJQ��,�#B69&�&\69&(69. sO�/�"�z�9g`!/�(69R������ gO^
� �2��;C,(69.¥�>� �����/69������&%!"��&:71�'���r�'&(!������¬� #$RV�����/69&O�
WV�"!869,2����� �o;C��� 71�"�¬���2�56�!"!�,��/6�!�sT�9g2���2������. ,�������&v}¬6�&2���-�
!"��&:71�����r�";HR����:!"�"���i^���,�.�;H.��86�;H���B69&~� &(6�!"!�,��/69���p����. ,�������&_^KXx&HR��/6�!�����!"�432� �|���z&2���|&2�"!"�"�/�/69��sG�������86�!/�
#B6�!/��� &2�p´8�����d69���86�!/�uR��:sC����!869._��� #%�'��������R_3 ^��S���2�����'gh�����T!/�2�:�4���p6%!"�����/69� &u.���71��.t�9g`���"����;C,(69.t���$���86�!/�
���~6��M���~�'&(��,����$�	�B!�����&2!�sA69&2;�6�!"!�,��/6�!�s1^ 0 g5!"��,����/�43¬6�!"!�,��/6�!�sb����. ���"�p69.��/�H��&k���2�$&:,�#%������!869.�;C�������¥�
R(69������&_3O�2��&2!"�4326S&2�9�>R����"!"��&2;C� ������&2�";H�/!/�2��#%� ^���,�.�;d�r��&2���/69���i�'e�!"�"����� 71�[69�����¥c(!��U69.D;C������� R(69������&v.��86�;C� &��
���v6Q^|����&��v�/��. ,�������&_^SL:,2!/�k69&\���/��,2�T!869&k69.����G�:!"!�,�� ^|�2��&b��&2�T,(���"�Q���2�T,�&2�����86�;CsuR����"!"��&2;C� ������&���&��
^|� ����6u��#B69. .���� #%�'��������R_��� &2;��"�";D3
� &)�������@!"��&Cc2�4,��/69������&t3`���2�d,�&2�����86�;CsAR����"!"��&2;C� ������&2� &��k� �@!�.��4�/�B���
���2�Q&2�9�>R����"!"��&2;C� ������&(�";H!86����[69&2;d� ��!869&G���2�����'gm�����QR�����7O��;��i69&G� &(6�!"!�,��/69���i����. ,�������&_^`�[��^���71���831gm�������2�
R�����W�.���#����(69� ^��$69���@� &:�������"�����";b� &_3 ���2�@��� #%�'��������R2�M!"�������"��RV��&2;b���

CFLu ≈ 1
3 ���:,2�i���2��,�&2�����86�;Cs

R����"!"��&2;C� ������&2�";~��!/�2��#%�[�����'eCRV�"!����";G���TWV�i6��|6�!"!�,��/69���M6������2�[�����86�;Cs%R����"!"��&2;C� ������&2�8;H��&2�4^V���Q!"��#��
R�,����";u���2�p�����86�;Cs~�4��!�� . .U69������&2�[;C,���� &�� `BRV�������:;��[��7r�������2�T!"�r69�����S�4����;~gh���Q�86�!/�u#%�����2�:;D^��A�S,2���";<6
��� #%�'��������R~�"0:,(69. ���

π/20
^|����!/�~!"�������"��RV��&2;��|���

CFLu ≈ π/4
^`]o� �4,���� n ^ c ^ · ���2��^z�5���2�i��71��. ,�������&~�9g

���2�z���O� &�g¨����!�������&B!"�:�	�B!�����&:��gh���K���2�|.U6����`RV�������:;B!"��#$R�,����";d69&2;$���2�z���������K#B6�;��zW:s��86�!/�%#%�����2�:;B��7r���
���2�p�/69#%�MRV�������:;D^��A�S��W��/69� &<���2�S��69#%�p6�!"!�,��/6�!�s'^|� ���uWV�����<�����86�;Cs~69&2;~,�&2�����86�;CsvR����"!"��&2;C� ������&���&��
���"!/��&���0:,2�"�G}T���2�B���������@!"��#$#$� �����";�W:sA�86�!/���/!/�2��#%�%���T�9gz���2�B����;����@�9gz���2�%RV����!"��&:����&����2�d!"�r69�����
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]o� �4,���� n ^ c ^_[C}`����#$R(69��������&2���9gV���"����;C,(69.2!"��&:71�����r��&2!"�]^|� ���B69&2; ^|� ���2��,��K,�&2�����86�;Cs@R����"!"��&2;C� ������&�� &��@69�
M∞ = 10−3 69&2;

Re = 10
69&2;d��&B���2�|c2&2���4����;\�

41×161
�'^ � ��RC� n �'g¨�i}

CFLu = 10−3 ^ � ��RC���z� �4�:�[}
CFLu = 10−2 ^`�5��������#�� n �'gh�T}

CFLu = 1
^`�5��������#����z� �4�:�T}

CFLu = 10
^

�4����;D^ � �2�$,�&2�����86�;Cs<R2���"!���&(;C� ������&�� &��<��&(69W�.��"�S���H��!869.���R�����RV����. s\���2�%69�����¥c(!���69.�;C������� R(69������&kgh���S��,2!/�
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Z�n [ � � ����� ���
	 � 
 ������� � � 
 � 	���� �
� ��� � ��	��
� � 	��
���

t / π

sk
in

fri
ct

io
n

co
ef

fic
ie

nt

0 0.5 1 1.5 2

-0.5

0

0.5

Unsteady preconditioning
Steady preconditioning
Analytical solution

M = 0.001

Re = 10

∆t = π/20

Mesh : 21 x 81

qK���"!"��&2;C� ������&�� &2� I`�������
L:���86�;Cs

1.17 · 10−2

Z�&2�����86�;Cs
1.17 · 10−2

]o� �4,���� n ^ c ^ · } n �'g¨�M}KL:�:� &dgh����!�������&H!"�:�	�B!�� ��&O��gm�������2�Q.U6�����RV�������:;v!"��#$R�,����";D^
M∞ = 10−3 3

Re = 10
3

∆t = π/20
69&2;H#%�"���

21 × 81
^`��� �4�:�S} � 69W�.��p��,�#$#B69��� ´"� &��B���2�S���������|gm���z�86�!/�~#%�����2�:;D^

���2�i���"����;C,(69.t6�g¨�����z��&2�iR��:sO����!869.D� �����/69������&Hgh���|� n ��N n �SL � Z �5��!/�2��#%�43�P\]¬�YL��SL � Z er����!/�(�'#%�S69&2;HP\]¬�
q � � · er�z��!/�2��#%�p69�

M∞ = 10−3 3
Re = 10

3
∆t = π/20
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CFLτ = 106 Unsteady preconditioning
���"����;C,(69. P\�����2�:; jQ,(69.tXx�����/69������&2�

n � n ��N n �SL � Z � / m
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]o� �4,���� n ^ c ^ `2} n �'gh�M}`j[,(69.¥�>��� #%�S!"��&:71�����r��&2!"�M������������sG�9go���2�i���"����;C,(69.t6�gh�����z��&2�[R��OsO����!869.D� �����/69������&<69�
M∞ = 10−3 3

Re = 10
3
∆t = π/20

69&2;k��&k���2�Tc2&2���4����;D^T��� �4�:�$} � 69W�.��$���2��^|� &��H���2�%69#%��,�&:�S�9g
;C,(69.¥�>� �����/69������&(�����"01,�� ���";~�������86�!/�\6�!"�����/69� &<����;������9g
!"��&O7r�����r��&2!"�Mgm���z�86�!/�~#%�����2�:;D^
������W2������71�����(69�pP\69�����¥eO��]2���"�$��!/�2��#%�"�S���"01,�� ���B69WV��,��

2.7
��� #%�"�T6��M#B69&:s<� �����/69������&2�@6��i���2�%��.��:!/�

��!/�2��#%�B���H���86�!/��#B6�!/��� &2�B´8������^ 0 &����2�B�����2���T�(69&2;D3¬���2� �Sc2�4,����d;��"!����86����"�T���
2

���~���86�!/� n ������;����
!"��&:71�����r��&2!"�A69&2;§69WV��,��

4/3
���)���86�!/� `������/;����~!"��&:7r�����r��&2!"�4^��[��&2!"�43[6�!"!"����;C� &��+���)���2�b����;����~�9g

!"��&:71�����r��&2!"�i^|����!/�B���`�/69���r�����";D3:���2�|RV���-gh����#B69&2!"�Q�9g ���2�zP\69�����¥e$]2���"�z��!/�2��#%�"��!869&%WV�|71����s�;C� � ������&:�8^
� �d��#$R��(6���� ´8�T���(69�83 ^5�T!"��#$R�,����@��,2!"!"�"����� 71��. svgh��,��QRV�������:;��i�9gK���2�T�����86�;Cs~�4�/!�� .¥.U69������&2�Qgm���[;C� � ������&:�
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�������2��� �G.���^5��!"�4���GRV���G� �����/69������&¦���2�\P\69�����¥eO��]2���"�\��!/�2��#%�"�83��"��RV�"!��U69. . s+���2�\P\]¬�YL��SL+��&2�43z����#B69� &
!"��#$RV����� ��� 71�4^ 0 &����2�v�����2�����(69&2;D3"^|�2��&���&�. sW`�������;����%!"��&:71�����r��&2!"�v���@���"0:,�� ���";D3K���2�GPb69�����¥eO��]2���"�
��!/�2��#%�"��WV�"!���#%�p7r����sv�	�B!�����&:�Q� &~������#%���9g
� �����/69������&2�[69&(;<��qKZ���� #%�4^��5�"����;��"�836^��M&2������!"�S���(69�����2�
6�!"!�,��/6�!�sT;��:�"�¬&2���
;��������������/69���4^
Xx&Sg>6�!��8346�!"!�,��/6�!�sp���t#B69� &�. sT;C��� 7r��&@W:sM���2����� #%�'��������R���� ´8���/69���2���o���a69&
���2�@����;����i�9g�!"��&:71�����r��&2!"�4^ 0 g�!"��,����/�43 6%���:�G��#B69. .o����;����i�9g�!"��&:7r�����r��&2!"� ^���,�.�;<.��86�;<���B� &(6�!"!�,��/69���
����. ,�������&_^�Xx&uR��/6�!�����!"�43�`G��� c ������;����i!"��&:7r�����r��&2!"�T���Q���"0:,�� ���";u���d��&2��,����@6�!"!�,��/6�!�s1^ � �2�TPb69�����¥eO��]2���"�
� #$R�. ��!�� ��#%�����2�:;~���|���2�����'gh�����S7r����sG� &:�������"����� &��B���$!"��#$R�,����S,�&2�����86�;CsG.���^5��Pb6�!/�'\(��^z�8^

P<�"��� P\�����2�:; ��] n j[,(69.tX������/69������&2� ��qKZ ��qKX ��qKq�qKX I`�������

21 × 81
� n ��N n �SL � Z �

106 � �/Y �
981

��^
0.138 8.1 · 10−5

P\]¬�YL��SL � Z er�
106 16305

/ � m�G��
0.056

Y � Y ·10−5 1.17 · 10−2

P\]¬��q � � · er�
106 16545 1106

�8^
0.067 3.9 · 10−5

41 × 161
� n ��N n �SL � Z �

106 ��Y �/� �
8265

�8^
0.6 9.1 · 10−5

P\]¬�YL��SL � Z er�
106 25465

� � Y�X G �
0.3

' �Nm ·10−5 5.8 · 10−3

P\]¬��q � � · er�
106 26425 9572

�8^
0.36 5.5 · 10−5

� 69W�.�� n ^ c ^ Z }o±Q���/!"��,2�?\(��^ ��71����69&d�4��!�� . .U69��� &�� \a69��R�.U69���[69�
M∞ = 10−3 69&2;

Re = 10
^ � �2��R��:sO����!869.

��� #%�'��������R<���Q�"01,(69.t���
π/20

� &<��71����sH!86���� ^|��� .��p���2�SR2����,2;��9�Y��] n &:,2#TWV���Q� �Q�����[69�
106 ^ � �2�p����;����

�9g`!"��&:7r�����r��&2!"�S���"0:,�� ���";vgm���z�86�!/�~R��:sC����!869.D��� #%�'��������R~���z�����Q69�
8

^

��) � ) � * &��5.6� 25!2#%&��5!
Xx&~�������Q���"���-��!86����43 ^��T����,2;C���";u���2�S#%�:;C�¥c(!869�����4&b�9g`���2�p,�&2�����86�;CsHR��/��!"��&2;��¥��� ��&2� &��H����.��"!�������&<���(69� ^��
��,���. � &2�";+� & !/�(69R������ gO^�L:,2!/��6b#%�:;C�¥c(!869������&���� �4&��¥c(!869&:��. s���&��(69&2!"�"�d���2�~!869R(69W�� . � �xs+�9gi���2�~;C,(69.¥�
��� #%�M��!/�2��#%�432��&(69W�. � &��$� �|���@�(69&2;C.��M,�&2�����86�;CsQ\(��^z�z��71���z6D^|��;��i�/69&��r�S�9goPb6�!/�v&:,�#TWV�����Q69&2;G���¥#%�
��!869.��"�8^SL:RV�"!'�¥c(!869. . s13 ���2�T&2�h^�;��'c2&�� ������&k�9g����2�T,�&2�����86�;Csu.���^5��P\6�!/�bR(69�/69#%�������M� #$R�����7r�"�i�	�B!�����&2!�s
W:s$��R���� #$� ´"� &��@���2��&:,�#TWV�����9g_;C,(69.¥�>� �����/69������&(�����"01,�� ���";G69���86�!/�dR��:sC����!869.(��� #%�'��������R ^|� ���2��,��5;��'c2&�� &��
6d��RV�"!��¥c(!@.���&��4���k��!869.��4^S�5�"����;��"�83 ���2�@R����"!"��&2;C� ������&2�";A;C,(69.¥�>��� #%�$Pb69�����¥eO��]����"���/!/�2��#%�"� ^������$���2��^|&
���BWV�S71����s~!���#$RV����� ��� 71�D^|� ���<���"��RV�"!��Q���B!�.U6��/����!869.o��.��:!/�vgm����#T,�.U69������&_^)���2��&<���2�p���"01,�� ���";\����;����[�9g
!"��&:71�����r��&2!"�@���Q&2���Q���:�d.U69���r�43V���2�@P\69�����¥eO��]2���"�T#%�����2�:;\!�.��869��. s<��,���RV���-gh����#%�i���2�@��.��:!/�<69. �r����� ����#~^
]2,������2����#%�����432���2�[���";C,2!�������&u�9go#%��#%����sG���"01,�� ����#%��&:���z���(69�]^��M�'#$R2�(6���� ´8�";vgh���|�����86�;CsQ\(��^z�|���|����� . .
7469. ��;D3C#B69�O� &��B��,���P\69�����¥e:��]2���"�igh����#T,�.U69������&u7r����sG� &:�������"����� &��B���$!"��#$R�,����S,�&2�����86�;Cs,\(��^z�8^
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P<�"��� P\�����2�:; ��] n j[,(69.tX������/69������&2� ��qKZ ��qKX ��qKq�qKX I`�������

21 × 81
� n ��N n �SL � Z �

106 Y Y)�/m
460

��^
0.138 8.1 · 10−5

P\]¬�YL��SL � Z er�
106 4795

X � � G �
0.056

Y � Y ·10−5 1.17 · 10−2

P\]¬��q � � · er�
106 5000 335

�8^
0.067 3.9 · 10−5

41 × 161
� n ��N n �SL � Z �

106 mHY�XH�
3075

�8^
0.58 8.8 · 10−5

P\]¬�YL��SL � Z er�
106 7665

XHY � ��G �
0.31

' �Nm ·10−5 5.8 · 10−3

P\]¬��q � � · er�
106 8885 3229

�8^
0.36 5.5 · 10−5

� 69W�.�� n ^ c ^_[C}o±Q���/!"��,2�?\(��^ ��71����69&d�4��!�� . .U69��� &�� \a69��R�.U69���[69�
M∞ = 10−3 69&2;

Re = 10
^ � �2��R��:sO����!869.

��� #%�'��������R<���Q�"01,(69.t���
π/20

� &<��71����sH!86���� ^|��� .��p���2�SR2����,2;��9�Y��] n &:,2#TWV���Q� �Q�����[69�
106 ^ � �2�p����;����

�9g`!"��&:7r�����r��&2!"�S���"0:,�� ���";vgm���z�86�!/�~R��:sC����!869.D��� #%�'��������R~���z�����Q69�
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j[,���� &���!�������69�¥&vRV�4����,�.U69���";v6�!"!���;���&:���83O�:sC;C�����r��&d#B68s%WV������.��86����";G�����r��&2���/69���";d� &:���T&:,2!�.��869�����86�!������
!"��&:�/69� &�#%��&:���832������69#B69�d746�!�,�,�#¯71�"������.��|69&2;v#%�����i�r��&2���/69. . sd� &:����� &2;C,2�������U69.D,�&�� ���]^|�2�����i�:sO;C�����r��&
�������B69&(69. sC�������(6������TWV���/69�r��&d� &O���@6�!"!"��,�&:�8^KNQ��!���#@W�,2����� W�.��[0:,(69&:��� �����"�5�9g_�:sO;C�����r��&_3�69� �569&2;G�����869#
#B68sMgh����#�.��:!869. . sr3�� �¬���¬&2�"!"�"����69��sM���QR����";C��!��`6�!"!�,��/69����. sp���2��;C��������� W�,�������&$�9g2���2��;C� �D������&:�o�16����"�V^|� ����� &
���2�%�r�"��#%������sk� &�����;����p���~��� #T,�.U69���%���2�%!"��#TW�,2��������&��9g|���2�$�:sC;C�����r��&_^GXx&2;��"�";D3¬;���RV��&2;C� &��\��&����2�
.��:!869.(!"��&2!"��&:���/69������&v69&2; 
9���K���2�|R����"����&2!"��69&2;B6�!���� 7�69������&d�9gV#$� ��� �169������&d;���7O��!"�"�83r�:sO;C�/���r�'&B#B68sTW�,���&
gm��. .���^|� &��G;C� �D������&:�[#%�:;��"���h;C� � ,2������& \a69#%�"�83a.��:!869.
���Q�4.���W(69.
;�� \a69�4�/69������&_3_6�!�!"��.����/69���"; \a69#%�"��3V;����-�
��&(69������&a�'32���5#B68sB&2���|W�,���&~69�z69. .>^`�[��^���71���83O���2�M��� #T,�.U69������&~�9g

H2
;C��������� W�,�������&u69&2;v!"��#TW�,(��������&H� &

��,2!/�@�r�"��#%���������"�`���
6Q!/�(69. .���&��4� &��M�/6����Mg¨����#����2��RV��� &:�
�9ga7:���h^��9g(&:,�#%������!869.2��� #T,�.U69������&_316��o� �o� &:71��. 7r�"�
0:,�� ���S;C����R(69�/69���S.���&��4���\69&2;~��� #%�"�Q��!869.��"�836^|����!/�u&2�"�";~���$WV�S���"����. 71�";u69R�R�����R����U69����. s<69&2;~�	�B!�����&:��. s1^
� �2�[]2����&2!/�vN|����#$��![I`&(�'���4sv����#$#$����������&A�>��IKNM�K����� &:71��. 71�";B� &G���2�[;���71��.���R�#%��&:�z69&2;G7�69. ��;269������&H�9g
!"�:;��"�Q���%#%�:;���.o��,2!/�<R�����W�.���#%�83(gh���Q�'eC������&(69.o!�. ����&:���[��,2!/�\6��QXY�[LOJ@3 � I����[JQX���N � 0 P\Iz3a����gh����� ���
��^|&b�/6�gm���xs~����,2;C���"�8^QNQ. .¬���2�"���T!"�:;��"�M69���p� #$R�.���#%��&:���8;k69&2;\;���7r��.���RV�";\� &<���2�@�/69#%�T!"��#$R�,��/69��� ��&a69.
R�.U69�-gm����#~3����2�T��NML � · P !"�:;��4^
� �2�~��NiL � · P !"�:;��G� &2!"����RV���/69���"�$WV������. ,�#$RV�";O�>R(69�/69#%�"�����B69&2;)#T,�. ���¥��;C� #%��&2������&a69.5gm����#T,�.U69������&2�8^
� �2�z. ,�#$RV�";O�>R(69�/69#B�������|69R�R����r6�!/�G��&(69W�.��"�����S����R����"����&:�����2�|#B69� &Q\(��^¢�9gD���2�z#$�¥eO��,����Q69&2;%���2�z!"��#��
R(69����#%��&:��6871���/69�r�B;C��������� W�,�������&�gh���S���2�B;C� � ������&O�p#$�¥eO��,����B��RV�"!����"� ^|� ���)6v����.U69��� 71��. sk��#B69. .�&:,�#TWV���
�9g`!"��#$R(69����#%��&:���[69&2;�*-,�&2!�������&2�zWV��� ^��"��&u���2��#~^K�[��&2!"�43����2�S��� #T,�.U69������&<!869&u!"��7r��������71���/69.D�2��,������9g
R��:sC����!869.���� #%�G69�@6~����.U69��� 7r��. sA.���^���qKZ�!"�4���8^H�[��^���71���83o;C,2�B���u���2�B. � #$� �/69������&2���9gz���2�d69R�R����r6�!/�_3
#T,�. ���¥��;C� #%��&2������&a69.
���D�"!����Q��,2!/�b6���.��:!869.¬�2�869�Q���/69&2�-gm���Q!869&�&2���QWV�p#%�:;���.��";D^zP<,�. ���¥��;C� #%��&2������&(69.K69RC�
R����r6�!/�@�(6��¬�/�Q;��869.�^|� ����60^|��;����/69&��r�5�9g(��R(69���U69.�69&2;p��� #%����!869.��"��^ � �2������.��86����569&2;p#$�¥eC� &��i�9g2�16����"�¬� &
!86����M�9g
�����/69���¥c(!869������&~����6T.���&��$R����:!"�"�/�83/^|��� .��i���2�M!"��#TW�,2����� ��&uR��(6����i���z6����2�����-�>. � 7r�";HR��2��&2��#%��&2��&_^
]2,������2����#%�����43O���2�zW�,���&�� &��T#%�1;2�����9g

H2
�/69&��r�|gh����#�&2�869��. s�� &2!"��#$R����"�/��� W�.��@�h;�� \a69�4�/69������&a�K���S��� �4��. s

!"��#$R����"����� W�.��d�h;�������&(69������&a�'^
N�RV�4�/��� W�.��$��R2������&A���~!"��RV�+^|� ���A�������S!/�(69. .���&��4� &��\��� #T,�.U69������&2�p���M���H;���71��.���Rkgm���S�86�!/�A�xsORV�$�9gI\(��^
���2�S#%�4���Q��,�� �/69W�.��S&:,�#%������!869.o#%�����2�:;D^ � �:,2�83(���2�@��NiL � · P³!"�:;��Sgh�869��,����"�[6$R����"����,����'�>W(6����";<����. 7r���
���k6��@���k!869����s���,��%;C��������� W�,�������&¢!869.�!',2.�69��� ��&(�B69&2;+6\;���&2��� �xs:�>W(6����";��/��. 7r����� &�����;����$���b����. 71�G!"��#��
W�,2��������&<!869.�!�,�.U69������&_^ � �2�MR����"�/��,����'�>W(6����";<69R�R����r6�!/�<����. ���"����&\69&<6���sO#$R���������!T69R�R����8eO� #B69������&\�9g`���2�
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��� " (%�&��� �� ����
A � )F@�)%A � &�!$# 7�# &�� &)( 7�=�; 3 #�& �I� ; 1
NQ&%� &:7:���/!���; \(��^¢� &G6S!/�(69&�&2��.a� ��!"��#$R�,����";D^ � �(�z�r�"��#%�'����s%�9g ���2��!/�(69&�&2��.V!"��&2�����������9gt6i���"!��/69&��4,�.U69�
;���#B69� &

(x, y) ∈ [0; 4] × [0; 1]
3i^|� ���	6������/69� �4�:�v,�R�RV��� ^569. .S69&2;§6�!�,���71�"; .���^5��� ^569. .>30^|�2�4���

!"�:����;C� &(69���"�[69���M�4� 71��&HW:sb}




x < 1 y = 0

1 ≥ x ≥ 3 y = 0.1 (1 − cos[(x− 1)π])

x > 3 y = 0

](��,��z� �������4,�.U69���4����;��Q69���M��#$R�.���s1�";H���%!869����sv��,��z���2�S����,2;C���"�p}

• 6$!"�r69�����M�4����;'^|� ��� n g n �����U69&��4,�.U69�Q��.���#%��&:���T� 
 � � c2�4,���� Z eC^_[C^ Z �'�
• 6�#%�";C� ,�#��4����;'^|� ��� · `fa n �����U69&��4,�.U69�Q��.���#%��&:���8�

Z�dbc
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• 6@c2&2�i�4��� ;:^|� ��� g nbdbn �����U69&��4,�.U69�Q��.���#%��&:���8�

• 6�7r����sdc2&2�M�4����;'^|� ��� Z ` Z e2`%�����U69&��4,�.U69�Q��.���#%��&:���8^
](���Q�86�!/�<�4����;D3(���2�pI`,�.����i�"01,(69������&2�i69���T����. 71�";Hgh���[69&<��;��869.¬�16��83 ^|� ���

γ = 1.4
^|](���

M∞ ≤ 0.5
���2�

\(��^�����#B69� &2�[��,�W2����&���!43V69&2;~�2��&2!"�S������&:������R2� !@69&2;~� �������/69������&(69.|�¨WV�"!869,2���Sgm���z��� �4�2���[P\6�!/�u&:,�#TWV�����
��&2�B�r�����@6H���/69&2�/��&���!l\(��^ ^|� ����6~���2�:!/�2�'3
69&2;A���2�BPb6�!/��������. � &2�"��69���d��eCRV�"!����";����uWV�B!"��#$R�.�������. s
��sO#$#%��������!869./^|� �������"��RV�"!��
���Q���2���r�"��#%������sv� � ����� RV������&:���U69.�\(��^Q��^oJ[��&C��;C� #%��&2������&(69.�7469. ,2�"�`69�����/69�1��&
6��5gm��. .���^z�S}

ρ0 = 1.4
3
u0 = M∞

3
v0 = 0

3
P0 = 1

^�L:,�W2����&���!MWV��,�&2;269��sH!"��&2;C� ������&2�[69���S!"��&2����;������";�}

• 69�5���2�i� &�.��'�p�¨.��'gh����^��[� #$RV�4���i���2�i�'eC������&(69. �����/69._��&:���(69. R:s13C���2�i�'eC������&(69._��&:������R:sv69&2;G���2� \(�
^
69&��4.�� ^|��� .�� ^��S�'eO���/69RV��.U69���M���2�iR����"�/��,����[gh����#�� &2����;��4�

• 69�p���2�B��,���.����G�¨��� �4�:��� ^��%�¥#$RV�4�/�%���2�B���/69����!%R����"����,����l^|��� .��l^��B�'eO���/69RV��.U69���B���2�B;���&2��� �xs�69&2;
���2�M7r��.��:!�� �xsdgh����#�� &2����;��4�
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A � )F@�)�@ � 2 #�3]&V!
;
� �����"�S;C� �D������&:�z7�69. ,2�"�z�9go���2�M� &�.����zPb6�!/�H&:,�#TWV���Q69�/�M!"��&2����;������";D32&(69#%��. s

M∞ = 0.1
3
M∞ = 10−469&2;

M = 0.5
^ 0 ,���R�,���RV�4���M���|���%��7�69. ,(69���M� &~������#%���9g���qKZ���� #%�M���2�igm��. .���^|� &��d69R�R����r6�!/�2�"�T}

• ���2��qo��� &:� � 6�!"��W��OP\69�����¥eO��]2���"�K#%�����2�:; ^|� ���
α

� &�&2���-�>� �����/69������&2�o���(69��^��?^|� . .:;���&2������P<]¬��q � �
α

�'�

• ���2��L:s:#$#%��������!��S69,2���-�YLO����;���.:P\69�����¥eO��]2���"�`#%�����2�:; ^|� ���
α

� &�&2���-�>� �����/69������&(�¬���(69�)^��?^|� . .:;���&2�����
P<]¬�YL��SL �

α
�'�

• ���2��J[�h^|����&C��«i��s:.���7@69. �r����� ����#����iP<�QI�L ^|� ����X n Z � R����"!"��&2;C� ������&2����3r«i��sO.���7p��R(6�!"��;C� #%��&2������&
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10−α �mJQ«%�

α
���'^

���i;C� ���"!���. sv����. 71�[���2�M���/69������&(69��svI`,�.������"01,(69������&2��69&2;'^��[,2�/�[���2�MN|ZMLOP � �hq�����!/�2��#%�i� &:�����:;C,2!"�";
W:s\IK;/^569��;�� � n ����, �_[ c 	 69&2;k!"��,�R�.��";�^|� ����6G&2��&C�>. � #$� ���";A. � &2�869��. sb�'e�6�!��M���"!"��&2������,2!�������&_^%N�. .`���2�
gm��. .���^|� &��B!"��#$R�,��/69������&2� ^������MRV���-gh����#%�";~,2��� &��BX�&:�/�'.��i�"��& · �i��´ ^|� ��� [B�i�¦��N[P P<��#%����s1^
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A � )F@�)*% , 2�14; #f# ./�-� #�; ! 25� 7�! ��7
M = 0.1

N|�¬��,2!/��6�P\6�!/�T&:,�#TWV���83����2��NzZiLOP � �hq��_��!/�2��#%��R�����7:��;��"�`6|71����sM!"�������"!��
�/��.¥,2�����9&���� &2!"�4346��o��&2��!869&
���"�i� &~���2�ic2�4,���� Z eC^_[C^ · 32���2�M������. � &2�"���9go���2�SPb6�!/�~��W��/69� &2�";u��&~���2�ic2&2�"���z�4����;H����#B69� &u��sO#$#%��������!869.
^|� ���~���"��RV�"!��z���$���2�S��� &2��W�,�#$R_^

0.085 0.1 0.115 0.13 0.145
∆ M = 0.0015

]o� �4,���� Z eC^_[C^_[C}vL:�/69������&(69��sW\(��^¯��71���$6u��� &2�BW�,�#$R+69�
M∞ = 0.1

^\XY����. � &2�"���9g����2�GPb6�!/�)&:,�#TWV���
��W��/69� &2�";u��&~���2�[c2&(�����|�4����;D^
Xx&k����;����M���GRV���-gm����#�!"��#$R(69��������&2�SWV��� ^��"��&A���2�$;C� � ������&:�S#%�����2�:;��S;��"��!���� WV�";A�869��. �����83_���2�$!���� ����������&
^|����!/�b���[,2���";<���G;���������#$� &2�����2��!"��&:7r�����r��&2!"���/69���@����c2�����i;��'c2&2�";D^ ���T�����/69� &b���2�

L2
&2����#��9g����2�

���"����;C,(69.�}

Res(n) =
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√√√√
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���2�S��&2�����4sr^
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eCRV��&2��� 71�
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� &~���2�S!86����S�9g
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��&<���2�T�����2����c2&2���Q�4����;��8^ � �2�p���86�����&2�[�9g���,2!/�\6%WV���(687O����,��i69���p&2��� ^���. .
,�&2;����������:�:;D^`N|��69&:s�!86��/�43r���2�zJQ«	��!/�2��#%�|R�����7O��;��"��6[71����s@�r�:�:;$� &:����� &2����!��	�B!�����&2!�sr3:�2��^���7r���83O6��`� ���
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��!/�2��#%��gm���56p���";C,2!"�";v!���#$R2,��/69������&(69._!"�4���8^`NQ�56S���"��,�. �83M^��[;C��;d&2����RV���-gh����#¯���2�[!"��#$R�,��/69������& ^z�¥���
���2�SJQ«%� Z er�5�/!/�2��#%�S��&H���2�ic2&2�"���z�4����;D^
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]o� �4,���� Z eC^_[C^ · }�L:�/69������&(69��sl\(��^¦��71���56p��� &2��W2,�#$RH69�
M∞ = 0.1

^K����&O7r�����r��&2!"�[������������sl^|� ���G���"��RV�"!��
���%���2�p&:,�#TWV���[�9g`&2��&C�>. � &2�869�[� �����/69������&2��� n �'gh���z69&(;:^|� ���<���"��RV�"!������B���2�@��qKZ���� #%�G�h�z� �4�:����gm�������2�
c2&2�"���z�4����;D^

A � )F@�)	� * ���5./; �%�%� 7�# &V� ; # #�& # 3 #f& �5�%; 1
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�
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� 69W�.�� Z eC^_[C^_[C}iL:�/69������&(69��s \(��^���71���M6d��� &2�TW�,�#$R_^
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eCRV��&2��� 7r� 0 RV���/69��������^AJ[IKP #%�869&2�$JQ���
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M = 0.5
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�

P\]¬�YL��SL � Z�c �
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�
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0.4 46 · 10−5 60

�
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0.45 12.9 · 10−5 90

�
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�
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�
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���2�Qc2&2�"���5#%�"���~69�
M = 0.1

3O� �5���86�!/�2�"�
8.1

69�
M = 0.5

^`�Q��^���71���83O���2�"�/�[.��4���5�9go� &:����� &2����!M�	�B!'����&2!�s
���
*-,2���z��, �B!�����&:�z���$#B69�1�i���2�SJ[«l69R�R����r6�!/�\6��z!"��#$RV����� ��� 71�T6��|� ���zPb69�����¥e:��]2���"�S!"��,�&:������R(69������^
� �2��c2�4,���� Z eC^_[C^_aTR����"����&:�������2�Q������7469. ,2�"�5�9gt���2�[Pb6�!/�d&O,�#TWV����gh��������������,�W2����&���![!86����4^ � �2�[����. ,�������&
���z����� . .t��s:#$#%��������!p��� &2!"�i���2�SPb6�!/�~&:,�#TWV���z����#B69� &2�Q��#B69. .����z���(69&~,�&�� �xsH69�z���2�M&2��´"´".��4^

0.42 0.675 0.93
∆M = 0.015

]o� �4,���� Z eC^_[C^_aC}vL:�/69������&(69��sW\(��^¯��71���$6u��� &2�BW�,�#$R+69�
M∞ = 0.5

^\XY����. � &2�"���9g����2�GPb6�!/�)&:,�#TWV���
��W��/69� &2�";u��&~���2�[c2&(�����|�4����;D^
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,�&2������,2!���,����";T�4����;��V^56��¬���2��^|&p����WV��6��¬�	�B!�����&:�`6��t� ���
�569�����"���U69&T71����������&_^ � �����¬&2�h^��¥#$R2.¥��!�� �
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��. � #$� &(69���H�	�B!�����&:��. s�69. .5���2�v����������#%�:;��"��^A�[��^���7r���83K���2�d.U69���/�'�$����#B69� &2�%6\!"��#$RV����� ��� 7r�u69.¥�/�'��&(69���
69R�R����r6�!/�~gm���z!"��#$R�,���� &��G69. .t��RV�"�"; \(��^z����7r���z,�&2������,2!���,����";~�4����;��8^�����&:71�����r��&2!"�SRV���-gm����#B69&2!"�"�0^|� . .
WV�Q&2��^¦����,2;C���";Bgm��� · j�!"��&Cc2�4,��/69������&2�5gh���5^|����!/�v���2�[0:,2�"��������&v�9g_���2�Q#%��#%����sB���"0:,�� ����#%��&:��� ^|� . .VWV�
6B!���,2!��U69.o������,2�4^ � �2�T&2�'eC�[���"!�������& ^|� . .`69� # 69�[��,2��. �¥&2�¥&2�,^|�2�����2���i���2�TP\69�����¥e:��]2���"�@��!/�2��#%�"�[��&(69W�.��
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6z�������"�'��;C� #%��&2������&(69.���� #T,�.U69������&��9g(6z� ^��9��;C� #%��&2��� ��&a69.�\(��^S^oX��t���¬,2���";p���Q��#$R��(6���� ´8�
���2�H�	�B!�����&2!�s�69&2;����2�v����W�,2����&2�"���%�9g[���2�v&2�h^�P\69�����¥eO��]2���"�v� #$R�. ��!�� �%�����869��#%��&:�8^ � �2�v� &�� ���U69.Q69&2;
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&2��^�6dR(69�/69. .���.���R�� RV�";

(x, y, z) ∈ [0; 4] × [0; 0.5] × [0; 1]
^|� ����6G�����/69� �4�:�M,�R�RV��� ^569. .K69&2;A6G!�,���71�

.���^����i^569. .�}




x < 1 z = 0

1 ≥ x ≥ 3 z = 0.1 (1 − cos[(x− 1)π])

x > 3 z = 0

� �2�u.U69�����/69. ^569. .��G�9gM���2�<!"��#$R�,��/69������&(69.i;2��#B69�¥&¦!"�������"��RV��&2; ���A���2�<��,��-g>6�!"�u�9gM���2� [�j�;���#B69� &_^
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34, 780
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69&2;
91, 428
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118, 470
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34, 780
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69&2;k#%��#%��&:��,�#
m̃H

69&2;k���2�$� &�.������ ^|� ���A����#$RV���/69��,����
TC

69&2;k#%��#%��&:��,�#
m̃C

^ � �2�$� &�.����
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m̃H(s) =
6 ¯̃mH

d2

(
d2

4
− s2

)
, m̃C(s) =

6 ¯̃mC

d2

(
d2

4
− s2

)
,

s
WV��� &��<���2�B;C�����/69&2!"�Q^|� �������"��RV�"!��p���~���2�%��,�WV�d6�eC���83 ¯̃mH
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



∂ρ̃

∂t̃
+ ~̃∇ · (ρ̃~̃u) = 0

∂ρ̃~̃u

∂t̃
+ ~̃∇ · (ρ̃~̃u⊗ ~̃u+ p̃I7 ) = ρ̃~̃g + ~̃∇ · τ̃7

∂ρ̃Ẽ

∂t̃
+ ~̃∇ · (ρ̃~̃uH̃) = ρ̃~̃g · ~̃u+ ~̃∇ · (τ̃7 · ~̃u) + ~̃∇ · (λ̃ ~̃∇T̃ )

p̃ = ρ̃RT̃ = (γ − 1)ρ̃

(
Ẽ − 1

2
~̃u · ~̃u

)

� ZbZ ^ · ^ Z �

^|�2�����

τ̃7 = µ̃

(
~̃∇⊗ ~̃u+

(
~̃∇⊗ ~̃u

)T

− 2

3

(
~̃∇ · ~̃u

)
I7
)

n ���|,2�z!869����sG��,��|���2�[&2��&���;C� #%�'&(������&(69. � ´�6�������&<�9go���2�i�"0:,(69������&2�p� ZbZ ^ · ^ Z �'^�]o� �����|�9g`69. .>3/^��i;��'c2&2�M���2�
gm��. .���^|� &��B!"�:�	�B!�����&:���T}

∆T̃ = T̃H − T̃C , ¯̃T =
T̃H + T̃C

2
, ε =

∆T̃

2 ¯̃T
, ¯̃mt = ¯̃mH + ¯̃mC , αH =

¯̃mH

¯̃mt
.
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l̃ref = d , P̃ref = P̃0 , ρ̃ref =
P̃0

R ¯̃T
, ũref =

¯̃mt

ρ̃ref
, t̃ref =

d

ũref
,

λ̃ref = λ̃(ρ̃ref , P̃ref ) , µ̃ref = µ̃(ρ̃ref , P̃ref ) .

� ZbZ ^ · ^ · �

Xx&H���2�M��sO������# � ZbZ ^ · ^ Z �'3(;C� #%��&2������&(69.t7469. ,2�"��69���M����R�.U6�!"�";~W:sb}

~r =
~̃r

l̃ref

, t =
ũref

l̃ref

t̃ , u =
ũ

ũref
, p =

p̃

P̃ref

, ρ =
ρ̃

ρ̃ref
, ρet =

ρ̃ẽt

P̃ref

,

T =
T̃ − ¯̃T

∆T̃
, λ =

λ̃

λ̃ref

, µ =
µ̃

µ̃ref
, τ =

l̃ref

µ̃ref ũref
τ̃ .
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N�g¨�����z�����/69� �4�O�-gh��� ^569��;u!869.�!�,�.U69������&2�83(���2�[gm��. .���^|� &��d��sO������#��9g`�"01,(69������&2�����5gh��,�&2;A}




∂ρ

∂t
+ ~∇ · (ρ~u) = 0

∂ρ~u

∂t
+ ~∇ · (ρ~u⊗ ~u) +

1

γM2
∞

~∇ · (pI7 ) =
1

Fr
ρ~eg +

1

Re
(~∇ · τ7 )

∂ρE

∂t
+ ~∇ · (ρ~uH) =

γM2
∞

Fr
ρ~eg · ~u+

γM2
∞

Re
~∇ · (τ7 · ~u) + 2ε

γ

γ − 1

1

Pr Re
~∇ · (λ~∇T )

p = ρ(1 + 2εT ) = (γ − 1)ρ

(
E − γM2

∞

2
~u · ~u

)

� ZbZ ^ · ^ c �

^|�2�����

M2
∞ =

ρ̃ref ũ
2
ref

γP̃ref

=
¯̃m2

t

γP̃ 2
ref

R ¯̃T , Pr =
µ̃ref

λ̃ref

γ

γ − 1
R , Re =

¯̃mt l̃ref

µ̃ref
, F r =

(
¯̃mtR

¯̃T

P̃ref

)2
1

gl̃ref

.

� ZbZ ^ · ^_ar�
n ���M,2�[� &:�����:;C,2!"�����2�@WV��,�&2;269��sb!"��&2;C� ������&2�M,�&2;����M;C� #%��&2������&�.��"�/�[gm����#~^SN[�[���2����sO������# ���i��RV��&2�";D3
P (t)

���%�4� 71��&+W:s����2�HWV��,�&2;269��s+!"��&2;C� ������&2�d� &+���2�u��,���.���� 0 3 � ��� �
P (t) = P̃O(t)/P̃0

^ � �2�H� &�.����
����#$RV���/69��,����"�i69���$}

TH =
T̃H − ¯̃T

∆T̃
=

T̃H − T̃C

2(T̃H − T̃C)
= 0.5 , TC =

T̃C − ¯̃T

∆T̃
=

T̃C − T̃H

2(T̃H − T̃C)
= −0.5 .

� �2�M� &�.����Q6871���/69�r�S;C� #%��&2������&�.��"����#%��#%��&:��,�# 69���M�4� 7r��&~W:sb}

m̄H = ρ̄H · ūH = αH · ¯̃mt , m̄C = ρ̄C · ūC = (1 − αH) · ¯̃mt .

� �2�[&2��&C��;C� #%��&2������&(69.t����. ,�������&H�9g¬��������R�����W�.���#�;���RV��&2;��|��&G���2�Qgm��. .���^|� &���&2��&C��;C� #%��&2������&(69._R(69�/69#��
���������8}

L1/d
3
L2/d

3C69&2;
L3/d

�F^|����!/�H69����&2��&v����&2��� W�. s$� &/\2,2��&:��� &d���2��#$�¥eC� &��T�����4����&G�¥g_���2��sB69���QW�� �
��&2��,��4�a�'3O���2�Q��RV�"!��¥c(!Q�2�869���/69�����

γ
31���2�Q�Q�'sO&2��.�;���&:,�#TWV���

Re
31���2�Qq`�/69&2;���.V&:,�#TWV���

Pr
31���2�Q]2����,2;��

&:,�#TWV���
Fr

3����2�5Pb6�!/��&:,�#TWV���83r���2���/69�����4�
αH

69&2;
ε
^oX��ogh��. .���^z�`���(69�834�¥g ^����/69�1�|6��o&2��&C��;C� #%��&2������&(69.

R(69�/69#%���������
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L1/d L2/d L3/d γ ε αH
q`� �Q� P ]��

Z [ d g Z ^ ` eC^_[ eC^ n eC^ g Z ebe Z 
 · ebe Z 
 d
69&2;'^��ic�eG���2�M&:,�#%������!869.t7469. ,2�"�

d = 1
#
, ρ̄ =

P0

RT̄
= 1

�O�$#
−3 , m̄t = 1

�O�$#
−2 �

−1 , R = 288
� �O�

−1 «
−1 ,

^��S!869&u!"��#$R�,����p69. ._���2�S;C� #%��&2������&(69.¬0:,(69&:��� �����"�z� &:71��. 7r�";H� &~���2�iR�����W2. ��# �>LOX�,�&�� �����'}

L1 L2 L3 ū P0 T̄ TH TC m̄H m̄C µ0 λ0Z [ d g Z a2`f[ d e [b[ · ^_[ [ba�gO^ n Z g n ^_a eC^ n eC^_[ eC^_e Z Z `2^ `
B 	 �VG�UM� 	6E/���F	 � Kj�2	 K"Uf�
���FUfG
� �2�S���/69������&(69��sH����. ,�������&u�9g
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~̃∇ ·
(
ρ̃~̃v
)

= 0 .
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X�g)^��[&2���4.��"!��|���2�[!"��&:����� W�,�������&u�9gt���2�[�2�869�|;C� � ,2������&~69�����2�[� &�.����z69&2;H69�����2�i��,���.����S�m69R�R����8eC� #B69������&
^|����!/�~���z!"�����/��!����¥g
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∫

H

;
S̃
(
ρ̃H̃~̃v · ~̃n

)
+

∫

C

;
S̃
(
ρ̃H̃~̃v · ~̃n

)
= −

∫

O

;
S̃
(
ρ̃H̃~̃v · ~̃n

)
,
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∫

H

;
S̃
(
ρh̃~̃v · ~̃n

)
+

∫

C

;
S̃
(
ρh̃~̃v · ~̃n

)
= −

∫

O

;
S̃
(
ρh̃~̃v · ~̃n

)
.
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∫

H

;
S̃
(
~̃v · ~̃n

)
+

∫

C

;
S̃
(
~̃v · ~̃n

)
= −

∫

O

;
S̃
(
~̃v · ~̃n

)
,
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∫ ;

Ṽ
(
~̃∇ · ~̃u

)
= 0 .
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m̃H T̃H S̃H + m̃C T̃C S̃C = −
∫

O

;
S̃
(
ρ̃H̃~̃v · ~̃n

)
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T̃O =
m̃H S̃H

m̃OS̃O

T̃H +
m̃C S̃C

m̃OS̃O

T̃C = αH T̃H + (1 − αH)T̃C = 250
«
.
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P̃ (t̃)
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



1

γP̃

;
P̃;
t̃

+
(
~̃∇ · ~̃u

)
=
γ − 1

γP̃

~̃∇ ·
(
λ̃ ~̃∇T̃

)

∂~̃u

∂t̃
+
(
~̃u · ~̃∇

)
~̃u =

RT̃

P̃

(
− ~̃∇p̃′ + ~̃∇ · τ̃

)
+ ~g

∂T̃

∂t̃
+
(
~̃u · ~̃∇

)
T̃ =

γ − 1

γ

T̃

P̃

( ;
P̃;
t̃

+ ~̃∇ ·
(
λ̃ ~̃∇T̃

))
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1

γP̃n

( ;
P̃;
t̃

)n

+
(
~̃∇ · ~̃u n+1

)
=
γ − 1

γP̃n

~̃∇ ·
(
λ̃ ~̃∇T̃n

)

(
∂~̃u

∂t̃

)n

+
(
~̃u n · ~̃∇

)
~̃u n+1 =

RT̃n

P̃n

(
− ~̃∇p̃′ n+1 + ~̃∇ · τ̃ n+1

)
+ ~g

(
∂T̃

∂t̃

)n

+
(
~̃un · ~̃∇

)
T̃ n+1 =

γ − 1

γ

T̃n

P̃n

(( ;
P̃;
t̃

)n

+ ~̃∇ ·
(
λ̃ ~̃∇T̃ n+1
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ūH =
¯̃uH

ũref
=
αH

¯̃mt

ρ̃H

ρ̃ref

¯̃mt
= αH(1 + 2εTH)

1

P
= αH(1 + ε)

1

P
,

ūC = (1 − αH)(1 − ε)
1

P
.
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A)A*) � )%A 
�; !2. #M# 3"7�# &V� &)( 7�="; 3 #f& �5�%; 1
n ���~,2�~&2��^ ����,2;Cs§6)&2��&C�����/69������&(69��s§71����������&	�9g����2�k���"�v*Y,�&2!�������&�R�����W�.���#~^ L:�/69����� &��+g¨����# ���2�
���/69������&(69��sM����. ,�������&pR�����7O����,2��. si!"��#$R�,����";D32^��`#%�:;C�¥ghs[���2�`WV��,�&2;269��sS!"��&2;C� ������&2�_gh���_���2�`� &�.����t�@^"P\�����
R����"!�������. s13V^��B!"��&2����;����T���2�B�/69#%�%#%��#%��&:��,�#

m̃H
69&2;L^��B!/�2�:�4���d6H��� #%�'��;���RV��&2;��"&:�@����#$RV���/69��,����

T̃H
6��5gh��. .���^z�p}
T̃H(t) = T̃H(t̃ = 0)(1 +A sin(ωt̃))

^|�2�����
A

69&2;
ω

;���&2�����S���"��RV�"!���� 7r��. sv���2�p69#$R�. � ��,2;��T69&2;H���2�MR�,�.��/69������&<�9go���2� \2,2!���,(69������&2�8^
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T̃H

6��
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1
#~3C���2�S!/�(69�/6�!���������������!S��� #%�igm���|���2�M����#$RV�'��69��,����p!"��&:71�"!�������&

!869&~WV�M�'eCR����"�����";u6��5gm��. .���^z�S}

t̃con,ref =
d
¯̃u

= 1
�

� �:,2�83�� �o�/69�1�"�
��&2�����"!"��&2;Tgh���`6i\2,���;���.���#%��&:�
���Q��,2&���&2��;C�U69#%�������8^�LO�"!"��&2;D34���2��;C� � ,2������&�!"�:�	�B!�����&:�
gm���|���2�M����#$RV���/69��,����S���86�;��p}

αref =
λ̃ref

¯̃ρ cp
= 14.4 · 0.4

1.4 · 288 = 0.0143
# 2 �

−1

�[��&2!"�43����2�M!/�(69�/6�!���������������!S��� #%�igm���|���2�M����#$RV���/69��,����p;C� � ,2������&u!869&~���86�;A}

t̃dif,ref =
d2

αref
= 70

�
I`71��&:��,(69. . sr3a6�!"��,2������! ^|687r�"�|���/6�7r��.¬69�z�/��,�&2;H��RV�"�";D3C&(69#%��. s

c̃ref =

√
γ
P̃0

¯̃ρ
= 300

#��
−1 .
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t̃ac,ref =
d

c̃ref
= 3.33 · 10−3 �

� 69W�.�� ZbZ ^_aC^ Z ���"��,�#%�"�o���2�"����!/�(69�/6�!���������������!���� #%�"�
69&(;p���2��� �`6������:!��U69���";TR�,�.��/69��� ��&(�5�
2π/t̃

�'^oX�&@����;����o���
��W2������71�i��� �4&��¥c(!869&:�z����#$RV���/69��,����M7469���U69������&2�|� &v���2� \(��^�c(��.�;H;C,���� &��B��&2�[RV�������:;D36^��[�(6871�[����!/�2�:�4�/�
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7469. ,2�"�S}

A = 0.1 , ω = 0.1
�
−1

� �2�|RV�������:;%�9gV���2�|����#$RV���/69��,����]\2,2!���,(69������&G69�K���2�5� &�.������¢���`���2��&
2π/0.1 = 62.8
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T̃H
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t̃ref
�h���

2π/t̃ref
�h�Q´��

Nz!"��,2������!
3.33 · 10−3 1890
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ũx

69&2;
ũy
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ũy

��RV�"�";D^
n ���5,2�5&2��^§!"��#$R(69���[���2�[�/��. ,�������&2�z69�

t̃ = 7.85
�M�¨.U69WV��.)[r��69&2;H69�

t̃ = 15.7
�M�¨.U69WV��. · �'^`NQ�����2� \2,���;

��.���#%��&:���[!"��#$� &��Bgh����#����2�S�2����� &�.����Q�(687r�S���86�!/�2�";u���(�p���"!�������&)� 
 � � c2�4,���� ZbZ ^_aC^_[%����Ru��� �4�:��g¨�/69#%���'3
���2��7�69���U69������&��9g����2�@����#$RV���/69��,2���$���i71����su� #$RV�����/69&:�8^�JQ������!"�����(69�M���2�@� &2!����86����%�9g�����#$RV���/69��,����$���
��� �4�2���M� &b���2��#$��;�;C.��$�9g����2����,�WV� ^|�2���������2����RV�"�";b���[���2��.U69���r�"���83 � ����� ^|�2���������2�@�2�869�S�'eC!/�(69&��r�"�
W:sb!"��&:7r�"!�������&)69���$���2��#%�4���M� #$RV�����/69&:�8^d���"����;��"��3_���2�$��RV�"�";A69.���&��

x
�(6��M� &2!����86����";�6�� ^���. .�6��M� ���

y
��!"��#$RV��&2��&:�8^ � �2��� &2!����86������9g

ũy
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• ���2�B#B69�����¥eO�mgh���"�d�����869��#%��&:��R����"����&:���";)�¥&)�������T���2�"�����T�(6���69.����<WV�"��&�69R�R�. ���";����<� &:������&(69.5\(�
^
R�����W�.���#%�83¬��,2!/��6��M���2�$;C� �D������&:���U69. . sb�2�869���";A��0:,(69���$!8687O� �xs\���p69&A� &�*-�"!�������&AR�����W�.���# �_a Z
	 ^�Xx�
69R�RV�869���i���(69��3Vgm���[�������i�xsORV���9g�R�����W�.���#%�83D���2���	�B!�����&2!�sb�9g����2��.���^5��!"�4���i���/�"69��#%�'&O�S;����4�/6�;��"�
� &d��,2!/�G6SR�����RV����������&v���2��#%�����2�:;d��71��&:��,(69. . s%WV�"!"��#%�"�M�¨#T,2!/�a�K. �"�/���	�B!�����&:�����(69&d���2�Q�'eC������� &��
W�.��:!/�1�>� #$R�. ��!�� �k69R�R����r6�!/�_^�Xx�~���uRV�4����,�.U69���";��������u.U6�!/�§�9gB�	�B!'����&2!�s�!869&�WV�A����.U69���";����+���2�
�����869��#%��&:�5�9g_WV��,�&2;269��sB!"��&2;C� ������&2�5W�,���g¨,������2���5����,2;C���"�569���Q��������&��4. s$&2�"�";��";d� &G����;��������S#B69�1�
���2�M.���^5��!"�4���z�����869��#%��&:���4.���W(69. . sH�	�B!�����&:�zgh������,2!/�~!"��&Cc2�4,��/69�����4&2�8^

• ��&�. s�6k��� &��4.��'����RV�"!����"�B71����������&¢�9gi���2�vgh���"�'�>#B69�����¥e����/�"69��#%�'&O�B�(6��%WV�"��&¢� #$R�.���#%��&:���"; ^|� ����� &
��NiL � · P)^ � �2�¢�¨����,�. s¦�����/69� �4�:�-gh��� ^569��;(�~�'eO����&2������&��9g����2��69R�R����r6�!/������#T,�. ���¥����RV�"!����"�:\(��^
R�����W�.���#%�i���[�9g�!"��,������T&2�"�";��";<gm���Q�/6�!/�O. � &��G�:sC;C�����r��&k!"��#TW�,2��������&bR�����W�.���#%�S69&2;\��,2!/�k6B�/6����
���2��,�.�;HR�����W(69W�. svWV�i���2�[c2�����z������R~�����/69�1�[gm��. .���^|� &��%���2�S!"��&2!�. ,2������&<�9g
���2�iR��/���/��&:�z���2�"�����8^

• ��7r��&:��,(69. . s13 ^��'^569&O�B���A�������"���%���(69�B� �B���B����� . .[6k!/�(69. .���&��4� &��)�/6���������69R�R�. s�R����"!"��&2;C� ������&2�8;
!"��#$R����"����� W�.���,�RM^|� &2;B����. 71�����K���M���2�z���"����. ,�������&d�9gD,�&2�����86�;Cs�.���^5��Pb6�!/�B&:,�#TWV����\(��^z�8^
Xx&2;��"�";D3
���2�M&2�h^�;��'c2&�� ������&<�9g
���2�M,�&2�����86�;CsH!�,��-�����A;��"��� �4&2�";vgm���|���2�SPb69�����¥e:��]2���"�M� #$R�. ��!�� �������869��#%��&:�
!869&�&2���|��&2��,����i��� #T,�. �/69&2�"��,2��. sG�	�B!�����&2!�sH69&2;H6�!"!�,��/6�!�sG;���#B69&2;���^ � �:,2��3C��.U69WV���/69���M�����/69�/�'�4���"�
�(687r�|���MWV�z;���71��.���RV�";$gh�����86�!/�B!86��/�|�/�S6��K���M,�&��¥g¨s@���2�"���|WV�����B���"01,�� ����#%��&:�/�8^`N¢. � �1��. s�����. ,�������&
���v!�� ��!�,�#T7r��&:�S��,2!/�\������,2�"�83�^���,�.�;bWV�@���G�/��R(69�/69���@���2�@R����"!"��&2;C� ������&2� &��Hgm����#T,�.U69������&k,2���";<gh���
���2�p��� #%�'��;������ 7�69��� 71�v�F^|����!/�\�������"��RV��&2��� W�.��Sgm���Q!"��&:71�����r��&2!"�@�	�B!�����&2!�s��[69&2;u���(69�Q,2���";~gh���Q���2�
69�����¥c(!��U69.5;C������� R(69������&�������#%�H�F^|����!/��!"��&:������.|6�!"!�,��/6�!�s��'^kL:,2!/��6~R�����#$����� &��\gh����#T,�.U69������&�#B68s
WV�i� #$R�.���#%��&:���"; ^|� ����� &<6@#@,�. ��� R�.��MR2�/�',(;��9�>��� #%�igh�/69#%�h^������ � n [ 	 69&2;'^���,�.�;HWV�S!"�����/69� &�. sv���2�
��,�WC*��"!'���9gog¨,���,����S;���71��.���R�#%��&:���8^
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��)%A*) A �j��./& �5#%�-� 9<��7�#f#%./; ! ( &&# 7�=�; #%� -"#%!$.6#%> 5 2 � ; !
	 Y)���
� �2�S;C� #%��&2������&�.��"���Q��sC������#��9go���2�SI`,�.����Q�"01,(69������&2��!869&~WV� ^|��� ������&u,�&2;����z���2�igh��. .���^|� &��%gh����# }

wt + (fE(w))x + (gE(w))y = 0
�hNT^ Z ^ Z �

^|�2�����
t

�������2�[;C� #%�"������&�.��"���5��� #%��3
x

69&2;
y

69�/�����2�[��R(6�!��U69. !"�:����;C� &(69���"��3
w = w(x, y, t)

�������2�Q7r�"!������
�9g`!"��&2������7r�";H7469���U69W�.��"�83(69&2;

fE 69&2;
gE 69���M���2�M� &:7O����!���;,\(,CeG71�"!������|g¨,�&2!�������&2��3

w =




ρ

ρu

ρv

ρE


 , fE =




ρu

ρu2 + p

ρuv

ρuH


 , gE =




ρv

ρuv

ρv2 + p

ρvH


 .

�hN@^ Z ^_[r�

^|�2�����Q69. .(���2�z;C� #%��&2������&�.��"����01,(69&:��� �����"���(6871�|WV�"��&G69. ���86�;Cs$;��'c2&2�";B� &%���2�|c2������!/�(69R������8^ � �2����sC������#
���z!�.��4���";HW:sG���2�S;C� #%��&2������&�.��"�����"0:,(69������&u�9g`���/69���%}

p = ρT = (γ − 1)ρ

(
E − 1

2
|~u|2
)

= (γ − 1)ρe .
�mNT^ Z ^ · �

� �2�S;C� #%��&2������&�.��"���Q����,�&2;~��RV�"�";H���z;��'c2&2�";u6��|gh��. .���^z�p}

c =
√
γ T =

√
γ p

ρ

� �2�S��RV�"!��¥c(!M�����/69.t��&2�����4s~69&2;~��&:���(69. R:sH!869&~���2��&~WV�M;2��c(&2�";u6��S}

E =
c2

γ(γ − 1)
+

1

2
(u2 + v2) , H =

c2

(γ − 1)
+

1

2
(u2 + v2) .

[ · g
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J[��^S3/^��S!869&u�86���� . sv!"��#$R�,����S���2�i� &:7O����!���; � 6�!"��W��U69&u#B69������!"�"�T}

AE =




0 1 0 0

γ−3
2 u2 + γ−1

2 v2 (3 − γ)u −(γ − 1)v γ − 1

−uv v u 0

−γuE + (γ − 1)u(u2 + v2) γE − γ−1
2 (v2 + 3u2) −(γ − 1)uv γu




�hN@^ Z ^ `:�

BE =




0 0 1 0

−uv v u 0

γ−3
2 v2 + γ−1

2 u2 −(γ − 1)u (3 − γ)v γ − 1

−γvE + (γ − 1)v(u2 + v2) −(γ − 1)uv γE − γ−1
2 (u2 + 3v2) γv




�hN@^ Z ^ c �

��)%A*)F@ !
#f�-�5!2( & #f14� 7�#%&�� 1 ��7�#f# ./; ! 	 Y)���
Xx&%����;��������p��W��/69� &B���2�z��� �r��&2��sO������#�;������ 71�";�gh����#l���2��I`,�.������"0:,(69������&2�83f^��|&2�"�";%���2�z���/69&2�-gm����#B69������&
#B69������!"�"�Q��,2!/�H���(69�z���2� � 6�!"��W��U69&

AE ���z;C�U69�r��&(69. � ´8�";\6��5gm��. .���^z�S}

P−1
A ·AE · PA =




u

· u

· · u+ c

· · · u− c




� �2�M�r��&2���/69.¬�'eOR����"��������&~�9g
���2�"���M���/69&2�-gh����#B69������&u#B69����� !"�"�����|�4� 71��&HW:sb}

Pκ =




1 0 ρ
2c

ρ
2c

u ρκ̂y
ρ
2c(u+ cκ̂x) ρ

2c(u− cκ̂x)

v −ρκ̂x
ρ
2c(v + cκ̂y)

ρ
2c(v − cκ̂y)

u2+v2

2 ρ(uκ̂y + vκ̂x) ρ
2c(H + c~V ·~1κ) ρ

2c(H − c~V ·~1κ)




69&2;

P−1
κ =




1 − γ−1
2 M2 (γ − 1) u

c2
(γ − 1) v

c2
−γ−1

c2

1
ρ(vκ̂x − uκ̂y)

κy

ρ −κx

ρ 0

c
ρ(γ−1

2 M2 − ~V ·~1κ

c ) 1
ρ(κ̂x − (γ − 1)u

c ) 1
ρ(κ̂y − (γ − 1) v

c ) γ−1
ρc

c
ρ(γ−1

2 M2 +
~V ·~1κ

c ) − 1
ρ(κ̂x + (γ − 1)u

c ) − 1
ρ(κ̂y + (γ − 1) v

c ) γ−1
ρc



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���2��&
κ = A

���2��&
κ̂x = 1

3
κ̂y = 0

69&2; ~1κ = ~1x
^ 0 &\���2�T�����2���[�(69&2;D3�^|�2��&

κ = B
���2��&

κ̂x = 0
3

κ̂y = 1
69&2; ~1κ = ~1y

^

� � � � "�� �&��� ��� #%� �'� ( � �! �"$#%�&�
��(
��)�@�) A �W# !2./& 2�! �V��./& �I# ��� 14��7�#f#%./; !
� �2�u;C� #%��&2������&�.��"���d��sC������# �9gi���2�uJ[687O�����-�YL:�����1���d�"0:,(69������&2�B!869&¢WV�'^z��� ������&¢,�&2;����B���2�Hgh��. .���^|� &��
gm����#�}

wt + (fE(w) − fV (w,wx, wy))x + (gE(w) − gV (w,wx, wy))y = 0
�hNT^_[C^ Z �

^|�2�����
fV 69&2;

gV ;���&2�����M���(�i7O����!"��,2� \2,Ce��"�83

fV =
1

Re




0

τxx = 4
3µux − 2

3µvy

τxy = µ(uy + vx)

uτxx + vτxy + γµ
Prex




, gV =
1

Re




0

τyx = µ(uy + vx)

τyy = 4
3µvy − 2

3µux

uτyx + vτyy + γµ
Prey




.
�hN@^_[C^_[r�

NQ. .����2�d;C� #%��&2������&�.��"����0:,(69&:��� �����"�$69���d;��'c2&2�";)� &����(69R������ Z ^ � �2�d7O� �/!"��,2� � 6�!"��W��U69&�#B69������!"�"�$69���
�'eCR����"�����";~6��|gh��. .���^z�p}

AV
0 (w,wx, wy) =

∂fV

∂w
(w,wx, wy) ; BV

0 (w,wx, wy) =
∂gV

∂w
(w,wx, wy)

AV
1 (w,wx, wy) =

∂fV

∂wx
(w,wx, wy) ; BV

1 (w,wx, wy) =
∂gV

∂wx
(w,wx, wy)

AV
2 (w,wx, wy) =

∂fV

∂wy
(w,wx, wy) ; BV

2 (w,wx, wy) =
∂gV

∂wy
(w,wx, wy)

Xx& ����;����d�/����&2��,����u���2�<;C�U69�r��&(69.i;���#$� &(69&2!"�b�9gS���2�u� #$R�. ��!�� �G,�RM^|� &2;���!/�2��#%�43]^��u&2���4.��"!����";����2�
!"��&:����� W�,�������&u�9go���2�[�/69&��r��&:���U69. � 6�!"��W��U69&2�z� &v���2�i� #$R�. ��!�� �z��RV���/69�����T� 
 ��� ���(69R������ Z �'3C#%�����iR����"!�������. s
� &%���2�

x
��;C� ���"!�������& ^�����&�. s������/69� &2�";B���2� � 6�!"��W��U69&

AV
1

^|��� .��z� &%���2�
y
��;C� ���"!�������& ^��z�����/69� &2�";

BV
2

�h���"�
69.���� � Z a 	 �'^ � �2�"��� � 6�!"��W��U69&u#B69������!"�"�Q!869&~WV� ^|��� ���/�'&\6��5gm��. .���^z�p}

AV
1 =

µ

Re ρ
ĀV

1 =
µ

Re ρ




0 0 0 0

−4
3u

4
3 0 0

−v 0 1 0

−αu2 − βv2 − γ
PrE αu βv γ

Pr



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BV
2 =

µ

Re ρ
B̄V

2 =
µ

Re ρ




0 0 0 0

−u 1 0 0

−4
3v 0 4

3 0

−αv2 − βu2 − γ
PrE βu αv γ

Pr




^|� ���

α =
4

3
− γ

Pr

69&2;
β = 1 − γ

Pr

� �%;��'c2&2�M���2�S�'eCR�. ��!'� �Q��RV���/69�����83H^��S69.��/��&2�"�";H���2�M#B69�����¥e
SV ^|����!/�~���|�4� 71��&~W:s\}

SV = AV
2 +BV

1 =
µ

3Re ρ
S̄V =

µ

3Re ρ




0 0 0 0

−v 0 1 0

−u 1 0 0

−2uv v u 0




��)�@�)F@ �W# !2./& 2�!:!
3i; .�7�#����
#���>�# 2�!
N[�

AV
1

69&2;
BV

2

69���[.���^����5�����U69&��4,�.U69�|#B69������!"�"�83C���2��� �|��RV�"!����/69. �/6�;C� ,2�|!869&vWV�[!"��#$R�,����";H�����/69� �4�:�-gh���-�
^569��;C. s1^%P<�����"��71���S���2��sb���(69�������2�%�/69#%�%;C�U69�r��&(69.�������#%�83_� &:71��. 7:� &��~���(69�S���2��� �S���"��RV�"!'���¥71�%��RV�"!����/69.
�/6�;C� ,2�Q69���S�"01,(69.>^ � ��������RV�"!����/69._��6�;C� ,2�|���z�4� 7r��&~W:sb}

ρV =
µ

Re ρ
· max

[
γ

Pr
,
4

3

]

](���|���2�p69� �Q69�z#%�1;2�'��69���S����#$RV���/69��,����43 ^��i���2��&~�(6871�$}

ρV =
µ

Re ρ
· γ

Pr
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#%�4���z�9go���2�"�/�i#%�����2�:;��832��&2�i&2���4.��"!����z���2�S��� �"!����9go���2�iWV��,�&2;269��sH!"��&2;C� ������&2�zW:sv6��/��,�#$� &��$���(69�z���2�
!"��#$R�,��/69������&(69._;���#B69� &v����. � #$� ��.��"���|����W:s%,2��� &��@RV�������:;C��![WV��,�&2;269��sd!"��&2;C� ������&2�8^ � �2�Q±���&GJ[��,�#B69&�&
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∂u

∂t
+ a · ∂u

∂x
= 0
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i = ūn

i + εni
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xi = i · δx ^ � �O,2�83D���(�
!"��&:�������";u��!/�2��#%�M���86�;��p}

ūn+1
i − ūn

i

∆t
+
εn+1
i − εni

∆t
= − a

2δx
· (ūn

i+1 − ūn
i−1) −

a

2δx
· (εni+1 − εni−1)

�h�i^_[C^ · �
���

εn+1
i − εni

∆t
= − a

2δx
· (εni+1 − εni−1)
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λmax = 2L
�h�i^_[C^ c �

min xδ= 2

max = 2L

xδ

L0

−L
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δx
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λmin = 2δx
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k =
2π

λ

�h�[^_[C^ g4�
�[��&2!"�432��&2�i�r������}

kmin =
π

L

kmax =
π

δx
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kj = j · kmin = j · π
L

∀j ∈ [|0;N |] �h�i^_[C^ n �
� �2�S���������

εni
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εni =
N∑

j=−N

En
j exp(ı · kj · iδx)
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kj · δx
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φ = kj · δx
�h�i^_[C^ Z er�
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εni =
N∑

j=−N

En
j exp(ı · iφ)
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φmin =
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· π

φmax = π
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En+1 − En

∆t
· exp(ı iφ) +

a

2δx
· (En exp(ı (i+ 1)φ) − En exp(ı (i− 1)φ)) = 0

�h�i^_[C^ Z [r�
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exp(ı iφ)
.��86�;��z���~}

En+1 − En +
σ
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En(exp(ı φ) − exp(−ı φ)) = 0
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δx

^
� �����/69W�� . � �xs !"��&2;C� ������&����§�/69�����-c(�"; �¥g)���2��69#$R�. � ��,2;��l�9g�69&:s����������§�(69��#%��&���!

En ;��:�"�§&2���
�4����^	� &~��� #%�43����(69�z���83C���2�M�/69�����

|G| =
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En+1
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∆t
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φ
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δx
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G = 1 − ı σ sin(φ)
�h�[^_[C^ Z�c �
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G

���83C� &~�������z!86��/�43C�4���869���������(69& Z gm����69. ._���";C,2!"�";:^5687r��&:,�#TWV�����T}

|G|2 = 1 + σ2 sin2(φ) ≥ 1 ∀φ �h�i^_[C^ Z ar�
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wt + f(w)x = 0
�h�i^ · ^ Z �

^|�2�����
w(x, t)
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m
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f
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A = ∂f/∂w
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wn+1
i − wn

i = −∆t

δx

(
δµfn

i − 1

2
δ(|An|δwn)i

) �h�[^ · ^_[r�
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δ[ψ(x)] = ψ(x+
δx

2
) − ψ(x− δx

2
) , µ[ψ(x)] =

1

2
ψ(x+

δx

2
) +

1

2
ψ(x− δx

2
)

�h�[^ · ^ · �
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ψ
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xi = i · δx 69&2;
δx
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f(w) = A · w �h�i^ · ^ `:�
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∀n ∈ N H · ∆wn = −K · wn �h�[^ · ^ c �
^|�2����� H 69&2; K 69���M. � &2�869�Q��RV���/69��������;��'c2&2�";<6��S}

∀i ∈ Z





H · ∆wn
i = (Id+ Ȧ µδ − 1

2
|Ȧ| δ2)∆wn

i

K · wn
i = (Ȧ µδ − 1

2
|Ȧ| δ2)wn

i

^|� ���
Ȧ =

∆t

δx
A

69&2;
δ2 = δ ◦ δ

^
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x = i ·δx 34W�,��
gh����69. .

x ∈ R
^
]2���

ψ ∈ L2(R)m 34.����
ψ̂ = Φ(ψ)

;���&2�����|���2�|��R(69���U69.2](��,��������`���/69&2�-gm����#~3
���(69�z���|���2�igh,�&2!�������&u�9g

L2(R)m ;��'c2&2�";<6��S}

Φ(ψ) = ψ̂(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞

exp(− �7 ξ

δx
x) ψ(x) dx .

�h�i^ · ^ g4�
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ξ
;���&2�����"�[���2�S���";C,2!"�"; ^56871�S&:,�#TWV���M69&2;u�7 2 = −1
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&(69������&2���9g`��R(6�!"�S;C� � ������&2!"�p��RV���/69�����������86�;A}

(δµψ)(x) =
ψ(x+ δx) − ψ(x− δx)

2
,

(δ2ψ)(x) = ψ(x+ δx) − 2ψ(x) + ψ(x− δx) ,
NQR�R�. s:� &��%���2�S](��,��������z���/69&2�-gm����#��������2�"�/�[gh,�&2!�������&2�z.��86�;��z���H}

Φ(δ1µ1ψ)(ξ) =
�7 sin(ξ)ψ̂ ,

Φ(δ21φ)(ξ) = −2(1 − cos(ξ))ψ̂ ,
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H · ∆ŵn+1
i = −K · ŵn+1

i ,
�h�[^ · ^ n �

^|�2�����
H

3
K

69&2;
ŵn+1 ;���&2�����%���2�$���/69&2�-gm����#%�";bgh,�&2!�������&2�p�9g H 3 K 69&2;

wn+1 ���"��RV�"!���� 7r��. s1^ � �2�
��RV���/69�������

H
69&2;

K
���86�;A}





K = |Ȧ|(1 − cos(ξ)) +
�7 Ȧ sin(ξ)

H = Id+ |Ȧ|(1 − cos(ξ)) +
�7 Ȧ sin(ξ)
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^z�S}

∀n ∈ N ŵn+1 = G · ŵn �h�[^ · ^ d �
Xx&H���2�iR����"�/��&:��!86����43���&(�i�r�����p}

G = Id−H−1 ·K �h�i^ · ^ Z er�
� �2�M±���&~JQ��,�#B69&2&u���/69W�� . � �xsv!"��&2;C� ������&<���z;��'c2&2�";HW:sb}

∀ ξ ∈ [−π, π] ρ(G(ξ)) ≤ 1
�h�i^ · ^ ZbZ �

^|�2�����
ρ(G)
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&:,�#%������!869._����,2;CsB,2��� &��$� ^��"��R2�|��7r���5���2�i��R(6�!"�i�9g¬���2�[R(69�/69#%���������|�������"0:,��������";D^ � �2� ^568sB���$69&(69. sC���
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](���
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ξ
� &G���2�

x
��;C� ���"!�������&u69&2;

η
� &G���2�

y
��;C� ���"!�������&_^

N�g¨�����|���2�S](��,��������z���/69&2�-gm����#~3����2�M. � &2�869�z� #$R�. ��!�� �Q��!/�2��#%�M���86�;��p}

H · ∆ŵn+1
i,j = −K · ŵn+1

i,j ,
�h�[^ `2^ Z �

^|� ���




K =
2

3

(
Ḋ1 · z1 + Ḋ2 · z2

)
+

�7
(
ȦE s1 (1 − 1

3
z1) + ḂE s2 (1 − 3

2
z2)

)

H = Id + 2
(
Ḋ1 · z1 + Ḋ2 · z2

)
+

�7 (ȦEs1 + ḂEs2

)

� �:,2�z���2�p69#$R�. �¥c(!869������&u#B69�����¥e~6����/�1!��U69���";:^|� ���~���2�SjQ� ���"!��[LO��. 71���z���86�;��p}

G∗ = Id−H−1 ·K �h�i^ `2^_[r�
� �2�%±���&�J[��,�#B69&�&)69&(69. sC�����p� �pW(6����";���&A���2�B����,2;Csb�9g|���2�B��RV�"!����/69.��/6�;C� ,2�T�9g|�������@69#$R�. �¥c(!869������&
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ρ(G) < 1
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ρ(G) > 1
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ξ = η
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� )	� ) % ���i; .�7 &)( 7�=�; 14; !$= !$#��6;
n ����,2��!"��&2����;�����6S;���#B69� & ^|� ���v6M.���&��4���G�9g

2L
69&2;d6S!"��&2���/69&:��#%�"���d��� ´8�

δx
^H���z���(��^��";%� &d���"!�������&

�i^_[%���(69�[���2� ^56871��.���&��4���2� ^|����!/�b!869&<WV�T!869R���,2���";\��&\��,2!/�b6d;���#B69� &\�/69&��r�pg¨����#
2δx

���
2L

^ � �2�
!"�������"��RV��&2;C� &��k���";C,2!"�"; ^56871��&:,�#TWV�������/69&��r�dgh����#

πδx/L
���
π

^ � �:,2�83`���2�G��� ´8�G�9g����2�v��RV�"!�����,�#
����. ���"�@��&����2�B#%�"������� ´8�4^ ���B�/6�^����(69�T���2�%�����4����&�69����,�&2;

π
���p����.U69���";����~���2�d���2����� ^56871��.���&��4���2�

^|��� .��v���2�G�����4����&¢69����,�&2;
0

����R����"����&:�������(�G.���&�� ^56871��.���&��4���2�8^ n ����,2��R����"!������G�(��^¯���2�G&2��������&+�9g
���2���������|.���&��l^|687r��.���&��4���u���|#%�"���u;���RV��&2;���&:�8^
n ���¢,2�¢!"��&2����;����¢�������"�§#%�"���2�"�83\6�!��r69�/���§#%�"���_3\6�#%�";C� ,�# #%�"����69&2;�6�c2&2�	#%�"����;��'c2&2�";
6��S}

δxc = 2 · δxm = 4 · δxf
�h�[^ `2^ · �

� �2�M#$� &�� #T,�# ^56871��&:,�#TWV���@�
k = 2π/λ

����W��/69� &2�";u��&~���2�"���M�������"�M#%�"���2�"�z���|���2�S�/69#%�43�&(69#%��. sb}

kmin
c = kmin

m = kmin
f =

π

L
.

�h�[^ `2^ `:�
0 &~���2�S�����2���z�(69&2;D3����2�M#B6�eC� #T,�# ^56871��&:,�#TWV�����[69���$}

kmax
c =

π

δxc
, kmax

m =
2 · π
δxc

, kmax
f =

4 · π
δxc

.
�h�[^ `2^ c �

J[��^S3C.����z,2�z!"��&2����;��������2�i���";C,2!"�";:^56871��&:,�#TWV���0^|�2�4���S;��'c2&�� ������&u���|�4� 71��&HW:sb}
φ = k · δx �h�i^ `2^_ar�

Xx��69R�RV�869���[!�.��869��. sv���(69�����2�S���";C,2!"�";:^56871��&:,�#TWV���
π

^���,�.�;u!"�������"��RV��&2;~���d6$;C� �D������&:�0^56871��&:,�#TWV���
^|� ���~���"��RV�"!��z���$���2�M#%�"���u��� ´8�4^`](���z���2�[c2&(�����|#%�"���_3/^��M�(6871�$}

kmax
c · δxf =

π

4
, kmax

m · δxf =
π

2
, kmax

f · δxf = π ,
�h�i^ `2^ g4�

^|��� .��igm���|���2�S!"�r69�����M#%�"���_3
kmax

m

69&2;
kmax

f

69���i&2���z����R����"�/�'&O���";~�/� ^��i�(6871�$}
kmax

c · δxc = π .
�h�i^ `2^ n �

� �:,2�831gm�������2�[!"�r69������#%�"���_3:���2� ^5687r��&:,�#TWV���
kmax

c

WV��.���&��r�����p���2����� �4�dg¨���"0:,2��&2!�sB69�/�"6 ^|�2�����86���gh���
���2�|c2&2�|#%�"���t3r� �KWV��.���&��r�����M���2�z.���^5�mg¨���"0:,2��&2!�s%69���86C^ � �2�����z����6M�����¥gh�K����^569��;������2�z.���^5�mg¨���"0:,2��&2!�s%6��
���2�5#%�"���%��� ´8�|;C� #$� &������2�"�8^ � �2�5��� �4�$gh���"01,2��&2!����"���9gD6i!"�r69�����|#%�"���$#%��71�";����i���2�|.���^5�mg¨�/��0:,2��&2!�s�R(69���
�9g¬���2�M��RV�"!�����,�# � 
 ��� c2�4,����M�i^ `2^ · ��^|�2��&H���2�[#%�"���H��� ´8�Qg>69. .��5���`^`NQ�|6T���"��,�. �83O���2�M�/69#%� ^56871��.���&��4���
^���,�.�;\WV�@;269#$RV�";b;�� �D������&:��. s ^|� ���b���"��RV�"!��i���d���2�T#%�"���k��� ´8�4^i](���[� &2���/69&2!"�43Vgh���[���2��jQ� ���"!��pLO��. 71���
��!/�2��#%�G,2��� &��

CFL = 103 3
���2�,^5687r��.���&��4��������.U69���";)���
kmax

c

^���,�.�;)WV�G;269#$RV�";+6�!"!����/;C� &��b�������"�
;C� �D������&:�Q69#$R�. �¥c(!869������&ugm6�!��������p}

ρ (G(kmax
c ))|c = ρ (G(π)) = 0.33 ,

ρ (G(kmax
c ))|m = ρ (G(π/2)) = 0.6 ,

ρ (G(kmax
c ))|f = ρ (G(π/4)) = 0.57 .



� 
 � 
 � ��� � ����� � � � � � 	 � � � � � � � �
� ��� � � � �
� � � � [2` d

φ / π

A
m

pl
ifi

ca
tio

n
Fa

ct
or

0 0.25 0.5 0.75 10

0.25

0.5

0.75

1

Shift towards the low frequencies

as δx diminishes

]o� �4,����S�i^ `2^ · } n ��^5�mgh���"0:,2��&2!�sH�����¥gh�

� �2�v�����2���$���D�"!��$�9g����2�G#%�"������� ´8�d���@����.U69���";����\���2�v6�!"!�,��/6�!�s1^�NQ�@���2�G#%�"����WV�"!���#%�"��c2&2���83K���2�
����R����"����&:�/69������&%�9g(���2��.���&��r�"����^5687r��.���&��4���$���o#%�����56�!"!�,��/69���z69&2;T���(��#$� &�� #T,�#����";C,2!"�"; ^56871��&:,�#TWV���
WV�"!"��#%�"�[71����s~!�.��4���p���B´8������^ � �2�T#%�����2�:;<WV�"!"��#%�"�[.��"���[�	�B!�����&:�[WV�"!869,2���T���2��69#$R�. �¥c(!869������&\g>6�!������
����&2;��@���<,�&�� �xskgm���@��,2!/�)���";C,2!"�"; ^56871��&:,�#TWV�����8^bP\�����"��7r���83?^��G���2��^��";����(69�@���2�G�	�B!�����&2!�s�,�RV��&
.���^5�mgh���"01,2��&2!�s)69���86<#B69� &�. s�;C��� 7r�"�@���2�G!"��&:71�����r��&2!"�G�/69���43`�2��&2!"�43�6<��.���^z;���^|&��9g����2�G!"��&:71�����r��&2!"�
�/69���,^���,�.�;)WV�v�'eORV�"!����";+6��@���2�G#%�"������� ´8�dWV�"!"��#%�"�@c2&2���8^�X�&)R��/6�!�����!"�43K��������R��2��&2��#%��&(6\���@����,2.¥s
��W2������71�";D^





� � ���`� � � ��	 ��� 


� Z�	 � ^(NQ#B69.U6�;26��Q69&2;u�@^�«S69#B69���_^�Xx#$R�. ��!�� �Q69&(;H#T,�. ��� �4����;uR����:!"�";C,����"��gh���������86�;Cs:�����/69���S!"��#$R�,2�/6��
������&2�i^|� ���~,�RM^|� &2;<69. �r����� ����#%�8^�� �	����	 � � � 
�� � �
	 ����
 3H[ n } Z�n g���[ Z [C3 Z�dbdbd ^

�_[ 	 � ^O�|69�����H69&2;Gj�^ � �"��RV��������&_^ � �2�[;��"��� �4&H69&2;v69R�R�. ��!869������&H�9gt,�RM^|� &2;v��!/�2��#%�"����&G,�&2������,2!���,2���";
#%�"���2�"��^����	�
��� � � � � 3�R(69�r�"� nbd ��e · abaC3 Z�dbnbd ^

� · 	 �T^��5�869#�69&2;%�p^#��69��#$� &��2^ 0 &%���2�|!"��&2������,2!�������&G69&2;B69R�R�. ��!869������&d�9gV� #$R�. ��!�� �`g>6�!��������";%��!/�2��#%�"�
gm���z!"��&2������7469������&~.U6�^z��^�
��	����������
�� � � 
 � � �	��� ��
 3 ZbZ } nbc � Z [ d 3 Z�d g n ^

� ` 	 N@^����"!"!869&:��� &��>3(]5^�jM69W�WV��&2�43aLV^�«i,2;C���U69�1��7V3 � ^2P\69�4&(69,2;_32�T^�q
69� . .������43a69&2;HI�^(L:��,2;����8^�L:� #T,�.U6��
������&H�9g_�:sC;C�����r��&v����.��86����i69&2;G!"��#TW�,2��������&v� &G.U69���r�i��!869.��Q�r�"��#%���������"�8}`P\�:;���.��|69&2;d#%�����2�:;��8^¬Xx&
� � � � � �	����� �	� 
 	 � � � 
 �	����	 � ��� � ����� 	 
���� � � � � � � � 
 � � � �	� 32q
69�����832]2�/69&2!"�43VLO��R��8^ [b[���[2` [bebe · ^

� c 	 N@^1�5�"!"!869&:��� &��D69&2;d«$^CLV^DZ�&2������,2!���,����";%c2&2�¥�/��7r��. ,�#%�Q�/!/�2��#%�"��gh�������(�z.���^ #B6�!/�G&:,�#TWV����!"��#��
R����"�/��� W�.��BJi687:�����-�YL:�����1�"�T�"0:,(69������&2�8^vXx&:������&(69.�����RV�����@�9gzjiP [rL�LO]
P\I 
 nO� P\] 
9� � 
$eb[�� e2` n 
�NT3
��IKN@3aLC6�!�.U68s132]��/69&(!��43 [bebeb[C^

�_a 	 N@^1����&:�/69°mWt3 � ^r±���&2;���.>3O�T^OL:� #%��&_3 n ^1��. ,�#%��&Cgm��.�;D3OX'^ � �469����!/�2��&��1��3O69&2;d�@^rq`69� . . f����4^tN�� �-�������869#
���"���/��� &G���2�Q#$�������/6Sg>6�!�� . � �xsu}
I
eCRV����� #%��&:�/69.D���"��,�. ���|69&2;d7�69. ��;269������&H�9gt���2�Q. ,�#$RV�";O�>R(69�/69#B������� 

!'gm;G����&:,2�|!"�:;��4^oXx&�������
����������! #"$� 	 � � � � �	� � �&%�� � � � �
��� ��� � �	� 
 �'% � � � � 
 
 ��� ��� � � � 
 �)(�� 
 � 3
NQ�¥e:����&C��qK����7r��&2!"�43a]��/69&2!"�43(JQ��7 ^ Z `�� Z al[bebe c ^

� g 	 �@^O��� *Y.D69&(;Gq
^ �A�"���/��. �¥&2�2^¬N§,2&��¥c(�";G#%�����2�:;Ggh���|!"��#$R�,���� &��$� &2!"��#$R����"����� W�.��p69&2;v!"��#$R����"����� W�.��
\(��^z��� &BWV��,�&2;269��s:�mc2�����";G!"�:����;C� &(69���"�8^+* � 	 �-,.(!/ �	0 � �!1 � 	�23(!2�4 �5,.(5/ � � ��
'4�6 
 3 Z ` Z } Z�c4· � Z g · 3 Z�dbdbn ^

� n 	 ��^(����� .���su69&2;<�T^(P<!"ji��&(69.�;D^�LO��. ,�������&b�9g`���2�S#T,2.¥��� ;��¥#%��&2������&(69.
!"��#$R����"�/��� W�.��TJi687:�����-�YL:�����1�"�
�"0:,(69������&2��W:sB6S�r�'&(�'��69.¥� ´8�";v�¥#$R2.¥��!�� �5#%�����2�:;D^�* � 	 �',.(5/ �70 � �51���	�23(!2�4 �5,.(5/ � � ��
-486 
 3/[2`2} · g$[�� ·bd gO3
Z�d gbgO^

� d 	 ��^|����� .���s§69&2;	�T^|P<!"ji��&(69.�;D^�NQ&§��71����7O���h^ 69&2;¦�r��&2���/69. � ´�69�����4&��9g@� #$R�. ��!�� �u&(687:�����-���������1�"�
69. �r����� ����#%�[69&2;u69R�R����8eC� #B69���Mg>6�!'�/����� ´869��� ��&t^�� �51���	�2:9 � 
�� � /
	�4���
 3 · eC} n e�g�� n [ n 3�[bebe Z ^

� Z e 	 qo^t��,2��.���^S3¬j�^¬LO!/�M^����83 � ^t]2��&��23
69&2;��[^_P\�����O.��4^BN�R����"!"��&2;C� ������&2�";�;C,(69.¥�>��� #%�43
;C�U69�r��&(69. � ´8�";
6�;C�t��!/�2��#%�igm���|,�&2�����86�;CsH!"��#$R�,��/69������&2�8^����	�
��� ( �;9 � 3�R(69�r�"� d g���[ Z e Z 3 Z�dbd gO^

� ZbZ�	 qo^(��,2��.���^S3VLV^�±K��&��469���"� ^569�/69&_3a69&2;<�[^2P\�����O.��4^KI��D�"!��Q�9g`6���RV�"!��z�/69�����B��&u!"��&:7r�����r��&2!"�4^<���	�
�
* � 	 �',.(5/ 3 · [C}_[2`fe Z ��[2`fe n 3 Z�dbd `2^

� Z [ 	 qo^C��,2��.���^S32LV^:±���&���69���"� ^569�/69&_3269&2;H�[^OP\�����:.��4^
L:�/69W�� . � �xsG69&2;G!"��&:71�����r��&2!"�M69&(69. sC�����5�9gt� #$R�. ��!�� �
,�RM^|� &2;u��!/�2��#%�"�8^=� �51���	�2:9 � 
�� � / 	�4�� 
 3 · eC} d a Z � dbnbn 3�[bebe Z ^

[ c/Z



[ c [
� � � � � � � � � �����

� Z8· 	 LV^S���(69R�,�. �����83d�[^S�i��,���;C� &_3 � ^iq`68sr��&_3 � ^iPb69�4&(69,2;D3$69&2;�N@^[P\��&(6871��&_^ �QsO;C�/�9�>���2����#B69.¥�
#%�"!/�(69&���!869.z69&(69. sO�����@�9g|���2����#B69.�gm69��� �4,2�B� &�6H#$�¥eO� &��<���"�4^ � 	�6 / 9)(�� � , �54 , 9 9 �'4 , � (5, ����9 
-4 �5, 3
·bd }_a Z g��a3 [bebe c ^

� Z ` 	 ¶$^ ���@^a���2���o69&(;\�[^(P<�����O.��4^ � �2�T69R�R�. ��!869������&b�9g`R����"!"��&2;C� ������&�� &2�G� &u7:���/!"��,2�]\(��^z�8^�* � 	 �',.(5/ �70
� �51���	�23(!2�4 �5,.(5/ � � ��
-4�6 
 3 Z e c }_[be�g���[b[ · 3 Z�dbd4· ^

� Z�c 	 N@^����2����� &_^rN�&:,�#%������!869.1#%�����2�:;Mgm���_����. 7O� &��z���2�`� &2!"��#$R����"����� W�.���7:����!"��,2��\(��^AR�����W�.���#%�8^;* � 	 �',.(5/
�70 � �51���	�23( 2�4 �5,.(!/ � � ��
-486 
 3 [C} Z [C3 Z�d a�gO^

� Z a 	 �[^r���������4^ ��� 2 � � � 9 � 9 �)9'/ (	� (!2�4 �5, � (��</ 4 �5, 9 
 � � 	 � � 9 
 
 6�� � 1 (�
 4 1��./ 4�6 4 2:9 
 ��9 2 � �;9�
 (	� �
� 9', ��� ���
9&, ( � ��� � �5, (51 4�� 	;9 
'23(!2�4 �5,;,.(54 �)9 ^pq`�2;k���2�"�����83DIK!"��.��%J[69��� ��&a69. �dL:,�RVE�������,����%;D=?NQ�����M���MP\E����������83
q
69��� ��32]2�/69&2!"�43 Z�dbdbc ^

� Z g 	 �[^[���������4^ � �5, 2 �'4 � 	�2�4 �5,�� / ( 
 4 1 	�/ (!2�4 �5, 9&2�� /�� � , (5/ ��
�9 � 9 
�� 6 � 	 / 9'1 9',.2 
 � �51����)9 
 
-4 � / 9 
��
�����! #"�$&%('*) +-,/.!�� ���01,/0��#2�3546'7��8���9:%;8<'!%>=?8@%>A1+B%;8@A1+B%>=DC�EF3!��G�%;8@=���0@H�IJ�#%;8�8@%(%;0�K�,/8��#%ML�N!8��#%PO�IQ,/8��#=
RTS�U�C7IQ,/8��#=DCBVB81,/3BA>%WC-XWYWY/Z �

[�\	]
^ L � L_2�8�8@%WCa` � `T+-,/ cbd,/ � e,/+fCg,/3B'ih �kj %;81,/0 �lj ��3B%�mn8@%; e,
o!,/0��#2W3p$&%;0�+B2q'!=rbd2�8?,sA; #,�=1=�2/btA>%;3q0@%;8@%>'
=@A1+-%�$&%>= � �Ju 1 �wv�2:9 ��x�/yv 4dz{�}|5,.(!1 486�~ *qu v �',.(5/ C-�7��X \	� � X/Z��7C \	�W� � �

[�\	�
^ L � L_2�8�8@%WCT` � `T+-,/ cbn,/ � e,/+fC},/3B'�h ��j %;81,/0 ��j ��3B%�mn8@%; e,
oB,/0��#2�3l$&%;0�+B2q'!=�bd2�8<,�A; e,�=@=�2/b{A>%;3q0�8@%>'
=@A1+-%�$&%>= � �Ju 1 �wv�23(!2�4 u ,.(5/�x�/yv 4dz{��|5,.(51 4�6;~ *qu v �',.(5/ C-�7��X \	� � X/Z��7C \	�W� � �

[ XWY ^ L � L_2�8�81%�,/3B'(` � `T #2�A;�>��2 �{� A1+BH;$r,�=}��$��! ��#A���0@%>=t%��rA	,�A>%>=}�w2�N!8T0@2�N!0}8@H;9W��$&%�'*)�H>A>2�N! #%;$&%;3q0 � S�3
� � ��� � ��� �;�s�q��� 1 9 �Ju , � � � ~=� (!2�4 u ,.(5/�z�� � ,.(5/y|/~ 9=�}v 1 � �'4��>v 9 CQ�g.w%;8�3-,/�nCfVB81,/3BA>%WC �7\ $r,/��m�Z
� N!��3�XWYWY/Z �

[ X \�^ L � L_2�8�8@%(,/3B'�h �_j %;81,/0 �¡  �rA;�#%;3q0<A	,/ #A;N! e,/0��#2�3¢2/b � m£�¤0�81,/3B=@2�3!�#A�¥-2D¦a= �§
$9	6�2�v �)9�~�� u 2:9¨~ 4 ,
� �q|
~'4�6;~ CB� \ �7C \	�W�W] �

[ XWX ^ L � L_2�8�8@%�,/3B'�h �7j %;81,/0 �k� 01,/.!�� ���0�©�,/3B'�%��rA;�#%;3BA;©�2/bª��$��! ��#A;��0a8@%>=��#'7N-,/ cmn.-,�=1%>'<A>2�$��-,�A;0a=1A1+B%;$&%>= �
S�3�K �7« ,
b�%;��,/3B'<� � L�,/N!9W+B%;©�C!%>'7��0@2�8@=	C �Ju 1���v�2�4 , � 2 � 9gx*v�2�v �)9 �7¬ � x � u ,.2�489 �¨~ u 0 � x�� �<��� �;� C
XWYWYW� �

[ X �
^ � � �},/8�$&2/bd,/ w,/3B'r` �q� ��N � hi8@2�.!NB=�0k #2�A	,/ � �©��!8@%>A>2�3B'7��0��#2�3!3B%>'�$­N! �0���9W8��#'�,/ �9:2�8���0�+!$§bd2�8J0�+B%   N! #%;8
%>®qN-,/0��#2�3B= � ���	�
��� ( �;9 � C \	�W�W] �

[ X/Z ^ � � �g8����W,/�¯��=�,/3B'i° �_± �#'!%;8 �¡²�4 � � � 9¨~ u /yv�2�4 u , � 9&2 � u z/~=0 u � � ,.6 u 1����)9�~1~-4n³'/ 9 (5,�zM
 u � 
 �;9 9�z
x�/ u �Q~��k� �!8���3!9:%;8FRk%;8� e,/9BC-XWYWY/Z �

[ XW� ^­´ �J  '7¦�,/8@'!=r,/3B'PK � m �w�Jj �#2�N �sj 2D¦�m£'7�cµwNB=@�#2�3�¥BN7o¯m£=��! ���0�0���3!9($&%;0�+B2q'!={bd2�8­¥-2D¦a=&,/0r,/ � �=��w%>%>'!= �
���	�
� *qu v �',.(5/ C � �7� \ � \ Y � \ � \D¶ C \	�W�W] �

[ XW� ^ �w�-· 8@2W=F,/3B'�¸ � `T #2qA;�>�:2 � S�$��! ��#A;��01,/0��#2�3�'7N<=@A1+BH;$r,�h�E � K(¹l�-,/8�N!3B%T$&H;0�+B2q'!%�=1,/3B=�$r,/0�8��#A>%Tm
,/�!�! ��#A	,/0��#2�3r,/N7o­H>A>2�N! #%;$&%;3q0@=�A>2�$��!8@%>=@=���.! #%>=J=�01,/0��#2�3!3-,/��8@%>=k4�bn,/��.! #%>=�3B2�$­.!8@%>=J'!%_Kº,�A1+ � S£3q0@%;8�3-,/ 
8@%;�w2�8�0g2/bQ�TK�X ��� VQK  �»/j ¸�KºV »/± ¸ » Y � m�Y �W� » h­C¼L   h­C � ,�A; e,	©�CBVB81,/3BA>%WC-XWYWY � �

[ X ¶D^ «½�J· N!�� � e,/8@'P,/3B' ±­� hg.!9W81,/ � � �ºu z � / 4¾~&( 2�4 u , ,Bv�1 � �'4��;v;9�z�9¨~�¿�v�4dz�9¨~�6 u 1gÀ��)9¨~1~'4d³&/ 9¨~;�Á� %;8��#%>={��3
hg�!�! ��#%>'<K�,/0�+B%;$r,/0��#A>=	C · ,/N!0�+!�#%;8�mnR��c � e,/8@=DC-IQ,/8��#=	C-XWYWY \ �

[ X ]
^ «½�¼· N!�� � e,/8@'�,/3B'(L � R��#2��D,/0 � �g3�0�+B%­.w%;+-,	G¯�#2�N!8T2/b�N!�q¦���3B'�=@A1+B%;$&%>=g��3º0�+B%t #2D¦Â$r,�A1+º3qN!$­.w%;8
 ���$���0 � �Ju 1gÀ�v�2:9 �1~ �¢x�/yv 4dz/~ C-X ] O \ U���� � � ] �7C \	�W�W� �



�����������
	�� � ���:� XW� �

[ X �
^ V ��« ,/8� #2D¦ ,/3B'�h � hg8�$&=@'!%;3 � h 3qN!$&%;8��#A	,/ �¥BN!�#'�'7©q3-,/$��#A>=�A	,/ #A;N! e,/0��#2�3 $&%;0�+B2q'Ábd2�8�,/ � _¥-2D¦
=��w%>%>'!= � *¯u v �',.(5/ u 0 �Ju 1gÀ�v�23(!2�4 u , (5/ ��
 |/~-486�~ C ] � \	�:¶ C \	�:¶¯\ �

[�� Y ^ ·���« ,/N!��%?,/3B'Á¸ ��« N!9W+B%>= � h A>2�$��-,/81,/8�0���G:%�=@0�NB'7©M2/bF'7�cµ*%;8@%;3q0{=@%;0@=½2/baGW,/8��e,/.! #%>=­b�2�8½=12� cG¯��3!9
A>2�$��!8@%>=@=@��.! #%(,/3B'i��3BA>2�$��!8@%>=@=@��.! #%�¥-2D¦a= � �Ju 1gÀ�v�2:9 � � 9&2 
7u z/~ � À:À./�� � 9)6 
 � � ,���� C \ � � � \ � ZWZBC
\	�W�W] �

[��7\�^ L �q« ��8@=@A1+ � �}v 1 9 �'4�6 (5/ ��u 1gÀ�v�23(!2�4 u , u 0 � , 2:9 �',.(5/ (5,�z � �!2:9 �',.(5/-x / u �Q~ " % u /�������x*v ,wz (51 9', 23(5/ ~ u 0
�}v 1 9 �'486)(5/¼� 4e~&6 �)9&2�4���(!2�4 u ,-� °��� #%;©:C \	�W]W� �

[�� X ^ jk� mn° �D« NfC ´ �Dj %>%WC�I �/� ,/+-,7C�,/3B'tK � `�,/�>��$�� � ¸�+B%;8�$r,/ ¯=�0�8����!�!��3!9g��3t �¦�8��!���!��3!9g=�©7=�0@%;$ � ¸ª%>A1+!3!�#A	,/ 
± %;�w2�8�0­KºS ¸_m�� � IQm£¸ ± m�Y \D¶ C�L_%;3q0@%;8­b�2�8­ha'7GW,/3BA>%>'��gNBA; #%	,/8   3B%;8�9W© � ©7=�0@%;$&=?OnL_h��  �� U;CªK�h½C
E � h½C!XWYWY � �

[��W�
^ jk� mn° ��« NfCª` � ��,/9�,�=1,D¦�,7CªI ��« % � �> e,/8	C�,/3B'sK � `�,/�>��$�� � ¸�+B%;8�$r,/ _=�0�8����!��3!9���3s �¦�8t�!���!��3!9�=@©¯=�m
0@%;$&= � ¸ª%>A1+!3!�#A	,/ ± %;�w2�8�0�K�S ¸_m�� � IQm£¸ ± m�YWY ¶ CQL_%;3q0@%;8}b�2�8�ha'7G�,/3BA>%>'��FNBA; #%	,/8   3B%;8�9W© � ©¯=�0@%;$&=
OnL_h��  �� U�CBKºh­C!E � h­CBXWYWY \ �

[�� Z ^ h � ´ ,/$&%>=@2�3 � ¸���$&%�m£'!%;�w%;3B'!%;3¯0�A	,/ #A;N! e,/0��#2�3B=&NB=@��3!9($­N! �0���9W8��#'*C�¦���0�+i,/�!�! ��#A	,/0��#2�3 0@2�N!3B=�0@%	,�'7©
¥-2D¦¢�-,�=@0F,/��8�bd2��� �=g,/3B'�¦���3!9:= � ���	�
��� (¨À;9 � C!�-,/9:%>= �7\ � \ �W� � C \	�W�7\ �

[�� � ^ h � ´ ,/$&%>=@2�3�,/3B'&¸ ��� ,/��%;8 �w� 2� �N!0��#2�3�2/bw0�+B%�%;N! #%;8k%>®qN-,/0��#2�3B=Qbd2�8�A>2�$��! #%�o�A>2�3��B9WN!81,/0��#2�3B= � h�S hgh
IQ,/�w%;8 �

[�� � ^ h � ´ ,/$&%;=12�3P,/3B'Á� � L�,/N!9W+B%;© ��« 2D¦ $r,/3q©s=�0@%;�B={,/8@%r8@%>®qN!��8@%>'s0@2�=@2� �G�%&0�+B%   N! #%;8{%>®�N-,/0��#2�3B=
2/b�=@0@%	,�'7©:CfA>2�$��!8@%>=1=���.! #%{¥-2D¦��}S£3M=@%	,/8@A1+M2/ba,rbn,�=�0}=@2� �N!0@��2�3Á,/ �9:2�8���0�+!$ � �
�	�
��� C�OdXWYWY \ m�XW� ¶�� U�C
XWYWY \ �

[��:¶D^ h � ´ ,/$&%>=@2�3fC:° �:� A1+!$��#'70	Cq,/3B'  a� ¸�N!8���%; � �FN!$&%;8��#A	,/ -=@2� �N!0��#2�3B=�2/b�0�+B%�%;N! #%;8�%>®qN-,/0��#2�3B=J.q© �B3!��0@%
G�2� �N!$&%}$&%;0�+B2q'!=aNB=@��3!9�8�N!3!9:%�mn�¯N!0�01,�0���$&%�m£=�0@%;�!�!��3!9?=@A1+B%;$&%>= � hgS h�hlIQ,/�w%;8 �

[��W]
^ h � ´ ,/$&%>=@2�3Á,/3B' �w�"! 2q2�3 �­j 2D¦_%;8�mnN!�!�w%;8t��$��! ��#A;��0t=@A1+B%;$&%>=T¦a�c0@+($­N! �0����! #%�9W8��#'!=�bd2�8T0�+B%   N! #%;8
%>®qN-,/0��#2�3B= � ���	�
� *qu v �',.(5/ C-XW�7C \	�W]:¶ �

[��W�
^ ` � `T+-,/ cbd,/ � e,/+fC ·{��j ,�A>2�$­.w%WC�,/3B'sh ��j %;81,/0 � hg3-,/ �©¯=@�#=t2/b���$��! ��#A;��0½0�8@%	,/0�$&%;3q0@=tbd2�8½,<A>%;3q0@%;8@%>'
  N! #%;8g=@2� �G�%;8 � �Ju 1gÀ�v�2:9 �¨~��lx�/ v�4�z�~ CBXWX7� �W]7\ � Z�YW�7C \	�W�W� �

[ Z�Y ^ ¸ � `T #2�A;�>��2 ��  µ¼%;0@=�'7N�A1+B2��co?'!%>=_GW,/8��e,/.! #%>=_�w2�N!8� e,t$&H;0�+B2q'!%}=1,/3B=_$r,/0�8��#A>%T%;0�'!%� d) ��3q0@8@2q'7NBA;0��#2�3
'*) N!3B%��!8@%>=1=��#2�3M'!% � ,/N!9:%��w2�N!8} #%>=�H>A>2�N! #%;$&%;3q0@=�bn,/��.! #%;$&%;3q0tA>2�$��!8@%>=1=���.! #%>= � S�3q0@%;8�3-,/ �8@%;�w2�8�0t2/b
�TK�X ��� VQK  �»/j ¸�KºV »/± ¸ » YW�
m�Y � � » h­C¼L   h­C � ,�A; e,	©�CBVB81,/3BA>%WC-XWYWYW� �

[ Z \�^ ¸ � `T �2qA;�>��2(,/3B'PL � L_2�8�8@% � K�H;0�+B2q'!%>={��$��! ��#A;��0@%>=�%��rA	,�A>%>={�w2�N!8{0@2�N!0{8@H;9W��$&%�'*)�H>A>2�N! #%;$&%;3q0@= �
S�3q0@%;8�3-,/ f8@%;�w2�8�0g2/bQ�TK�X ��� VQK  �»/j ¸�KºV »/± ¸ » Y/Z�m�Y � Y » h½CwL   h­C � ,�A; e,	©�CBVB81,/3BA>%WC-XWYWY/Z �

[ Z�X ^ � � `F¦�,/�¼C�L � `T��8��#=	C-,/3B'ºL � `T��$ � L_2�$��!N!01,/0��#2�3�,/ �A1+-,/ � #%;3!9:%>=�2/bQG¯�#=@A>2�NB=a�c3-A;2�$��B8@%>=@=���.! #%�¥-2D¦a= �
�Ju 1gÀ�v�2:9 �¨~��lx�/yv 4dz/~ C � ZB��X ]W� � X �W� C�XWYWYW� �

[ Z �
^ h ��j %;81,/0�,/3B'&L � L_2�8�8@% � h 8@%>=@�#'7N-,/ cmn.-,�=@%>'&A>2�$��-,�A;0�=1A1+B%;$&%_b�2�8Q0�+B%�A>2�$��!8@%>=@=���.! #%#�T,	Gq�#%;8�m � 0@2���%>=
%>®qN-,/0��#2�3B= � *¯u v �',.(5/ u 0 �Ju 1gÀ�v�23(!2�4 u ,.(5/ ��
 |/~-486�~ C \D¶ Y7���/Z�X � � ¶ �7CwXWYWY \ �

[ ZWZ ^ h �Dj %;81,/0J,/3B'{L � L_2�8�8@% �¯± %>=��#'7N-,/ cmn.-,�=1%>'­A>2�$��-,�A;0J=@A1+B%;$&%>=�bd2�8�0�+B%k$­NB c0@��'!�c$&%;3B=@�#2�3-,/ 7+q©¯�w%;8�.w2� ��#A
=�©7=�0@%;$&=a2/bQA>2�3B=1%;8�G�,/0��#2�3� e,	¦a= � �Ju 1gÀ�v�2:9 �1~ �¢x�/yv 4dz/~ C �7\ ��� �W� � �W� \ C�XWYWYWX �



XW�/Z ������� � ��	�� � �����

[ Z�� ^ h ��j %;81,/0	C ´ ��� �#'!%>=	C�,/3B'6R � �},/8�N � hF3���$��! ��#A���0 �B3!��0@%�mnG:2� �N!$&%�$&%;0�+B2q'6b�2�8�=@2� �G¯��3!9º0�+B%�%;N! #%;8
%>®qN-,/0��#2�3B= ��j %>A;0�N!8@% ��2�0@%>=���3�IJ+q©7=��#A>=	C \D¶ � � Z � � � Z � C \	�W] X �

[ Z�� ^ K � m �w��j �#2�N6,/3-' ´ ��  '7¦�,/8@'!= � haE � K =@A1+B%;$&%>=½,/3B's%�o70@%;3B=��#2�3Mbd2�8� #2D¦ K�,�A1+Á,/3-'M$­N! �0����!+-,�=@%
¥-2D¦a= � ¸ª%>A1+!3!�#A	,/ ± %;�w2�8�0 \	�W�W� m�Y � CBRT`}S j %;A;0�NB8@% � %�8@��%>=DC \	�W�W� �

[ Z ¶D^ «½�Jj 2�$r,
o*C_¸ � IJN! � ��e,/$<C�,/3B' � � ����3!9W9 �ix*v ,wz (51 9', 23(5/ ~ u 0 �Ju 1gÀ�v�23(!2�4 u ,.(!/�x�/yv�4�zº��|5,.(51 4�6;~��
� �!8���3!9:%;8	C � %;8� ���3 �

[ Z ]
^ «½�:j NB2!C ´ ��� ,/N!$<C¯,/3B' ±t�:j�� +!3B%;8 � hibd,�=@0	C:$r,/0�8��coqmdb�8@%>%F��$��! ��#A;��0�$&%;0�+B2q'&bd2�8kA>2�$��!8@%>=1=���.! #%a¥-2D¦a=
2�3<N!3B=�0�8�NBA;0�N!8@%>'<9W8��#'!= � *¯u v �-,.(!/ u 0 �Ju 1gÀ�v�23(!2�4 u ,.(5/ ��
 |/~'4�6�~ C \ Z��7���W�/Z � � � Y7C \	�W�W] �

[ Z �
^ «½��j NB2!C ´ � � ,/N!$<C*,/3B' ±­�-j�� +!3B%;8 � hg3�,�A>A;N!81,/0@%WCwbd,�=�0	C�$r,/0�8��co¯mdb 8@%>%­��$��! ��#A;��0T$&%;0�+B2q'�b�2�8�A>2�${m
�!N!0���3!9rN!3B=�0@%	,�'7©�¥-2D¦F=a2�3<N!3B=�0�8�NBA;0�N!8@%>'<9W8��#'!= � �Ju 1gÀ�v�2:9 �¨~��lx�/ v�4dz/~ C � Y7� \	�:¶ � \ � � CwXWYWY \ �

[ �WY ^ «½�wj NB2!C ´ � � ,/N!$<C�,/3B' ±t�wj�� +!3B%;8 � h�bn,�=�0	Cw$r,/0�8��co¯mdb�8@%>%½��$��! ��#A;��0}$&%;0�+B2q'ºbd2�8TA>2�$��!N!0���3!9< �2
¦�m
K�,�A1+s3qN!$­.w%;8t¥-2D¦F=­2�3sN!3B=�0�8�NBA;0�NB8@%>'s9W8��#'!= � � , 2:9 �',.(!2�4 u ,.(5/ *qu v �',.(5/ u 0 �Ju 1gÀ�v�23( 2�4 u ,.(!/�x /yv�4�z
��|5,.(51 486�~ C \ ZB� \	�W� � \ � ¶ C�XWYWY \ �

[ � \�^ «½�¯j NB2!C ´ ��� ,/N!$<CB,/3B' ±t�¯j�� +!3B%;8 �Q  o70@%;3B=��#2�3<2/b « ,/8�0@%;37m j ,
o¯mnG�,/3 j %>%;8�=@A1+B%;$&%gbd2�8�¥-2D¦a=a,/0a,/ � 
=��w%>%>'!= � ���	�
� *qu v �',.(5/ C!Z � � \W\ �WY � \W\ �W�7CwXWYWYW� �

[ �WX ^ ±­� K�,�ADL_2�8�$r,�A1� � L�N!8�8@%;3q0�=�0¨,/0�NB=�2/bt3qN!$&%;8��#A	,/ �=@2� �N!0��#2�3B=�2/bt0�+B% �T,	G¯�#%;8�m � 0@2��:%>=�%>®�N-,/0��#2�3B= �
���	�
��� (¨À;9 � C!�-,/9:%>= ] � � YWY � X7C \	�W] � �

[ � �
^ ±­� Kº,�ADL_2�8@$r,�A1� � ¸�+B%g=@2� �N!0��#2�3�2/bf0�+B% �T,	G¯��%;8�m � 0@2��:%>=_%>®qN-,/0��#2�3B=�N-=���3!9 · ,/NB=@=�m � %;�#'!%; w ���3B%F8@%; e,
o¯m
,/0��#2�3 � �Ju 1gÀ�v�2:9 �1~ �¢x�/yv 4dz/~ C \D¶ � \	� � � \ �WY7C \	�W]W� �

[ �/Z ^ ±­� Kº,�ADL_2�8�$r,�A1� �ª  �rA;�#%;3q0�$r,/0�8��co?'!%>A>2�$��w2W=���0��#2�3�bd2�8���$��! ��#A;��0a,/ �9:2�8���0�+!$&= � S£3 �  ���� � , 2�/�� �Ju ,�0��
u , �Tv�1 � � 9 2 
 � 4 ,rx�/ v�4dz}��|5,.(51 4�6;~ C:3qN!$­.w%;8kZ � Y7Cq�-,/9:%>=_X �:¶ � X/Z�X7C¯K�2�3q0@%;8@%;©�C7L_h{O�E � h}U�C \	�W� � �
j %;A;0�NB8@% ��2�0@%>=���3�IJ+q©7=��#A>= �

[ �W� ^ ±­� K�,�ADL_2�8�$r,�A1� � h 3B%;¦P��$��! ��#A;��0�,/ �9:2�8���0�+!$�bd2�8�¥BN!�#'½¥-2D¦ � ���	�
� � (¨À;9 � C:�-,/9:%>= �:¶ � X \ YWY7C \	�W�:¶ �
[ �W� ^ ±­� Kº,�ADL_2�8�$r,�A1� � S£0@%;81,/0���G�%k$&2q'7���-%>'{,/�!�!8@2	o7��$r,/0@%kbn,�A;0@2�8����D,/0��#2�3 � �Ju 1gÀ�v�2:9 �¨~ ��x�/yv 4dz/~ C � Y7� �7\D¶ �

� XW�7C-XWYWY \ �
[ � ¶D^ ±­� K�,�ADL_2�8�$r,�A1�º,/3B' ·{� L�,/3B'7 #%;8 � ¸�+B%½=12� �N!0��#2�3�2/b�0�+B%­3-,	G¯�#%;8�m£=�0@2���%>=�%>®qN-,/0��#2�3B=�NB=���3!9?9�,/NB=@=�m

=@%;�#'!%; f ���3B%�mn8@%; e,
oB,/0��#2�3 � �Ju 1gÀ�v�2:9 �1~ �¢x�/yv 4dz/~ C \D¶ O \ U�� \	� � � \ �WY7C \	�W]W� �
[ � ]
^ �T� K �  � #%;8 �<j 2D¦ K�,�A1+s3qN!$­.w%;8�,�=�©¯$��!0@2�0��#A>=½2/b�0�+-% �T,	Gq�#%;8�m � 012��:%>=½%>®�N-,/0��#2�3B={,/3-'M3qN!$&%;8��#A	,/ 

��$��! ��#A	,/0��#2�3B= � ¸ª%>A1+!3!�#A	,/ ± %;�w2�8�0 \	�W�W� m�Y � CBR�`}S j %>A;0�N!8@% � %;8��#%>=	C \	�W�W� �
[ � �
^ ` � ��%;8���3BA1��o*C ´ � Rg�#%;8@%;3B'!%>%; #=	C:,/3B'  a� ���#A1� � Kº,�A1+!mnN!3!�cb�2�8�$���0�©t0�+!8@2�N!9W+½0�+B%kA>2�N!�B �%>'­�B8@%>=@=�N!8@%_,/3B'

0@%;$��w%;81,/0�N!8@%­A>2�8�8@%>A;0��#2�3º,/ �9:2�8���0�+!$ � *qu v �-, (5/ u 0 �Ju 1gÀ�v�23(!2�4 u ,.(5/ ��
 |
~'4�6;~ CBXWYW�7��� �:¶ � �WX � CwXWYWYW� �
[ �WY ^ ° � �g2�+ � L  �j �/,a0���$&%�m£'!%;�w%;3B'-,/3q0J0�¦_2/m£=��-,�A>%_'7��$&%;3B=@��2�3�,/ 7A>2�N!�! #%>'   N! #%;8��e,/37m j ,/9W81,�3!9W�e,�3rL_2q'!% �

� 9 2 
¯u z 4 , �Ju 1gÀ�v�23(!2�4 u ,.(5/ ��
 |/~-486�~ C7�-,/9:%>= \W\D¶ � \D¶�� C \	� �/Z �
[ � \�^ «½� IJ,/�� � 
	�81%�C�I ��j���� N-H�81H�CFL � °M%;�#=@$r,/3fC ´ � Rg�#%;8@%;3B'!%>%; #=	C  a� ���#A1�wC_K � � 81,W,�A1�¼C_V � �},/.!.w%;3B%WC

h � � %>A>A	,/3q0���3!�nC  a��� 0�NB'!%;8	CQ¸ � `T #2qA;�>��2!C�L � L_2�8�8@%WC�R ��« %;N!G�%; ���3B%WC�K � �},/8�.-,/3B'7�nC�,/3B' �w��« 2W=�m
=@%;��3!���D,�'!%;+ � K�2q'!%; � ���3!9Á2/bT3-,/0�N!81,/ gA>2�3qG:%>A;0��#2�3 ¥-2D¦a=&¦���0�+  e,/8�9:%<0@%;$��w%;81,/0�N!8@%�'7�cµ¼%;8@%;3BA>%>=	��h
.w%;3BA1+!$r,/8��&�!8@2�.! #%;$ �B8@2�.! #%;$§b�2�8k #2D¦iK�,�A1+r3qN!$­.w%;8_=@2� �G�%;8@= � �-,/8�0_X � A>2�3q0�8���.!N!0��#2�3B=_0@2�0�+B% � N!3B%



�����������
	�� � ���:� XW�W�

XWYWY/ZºA>2�37b�%;8@%;3BA>% � � � 
 �
� � � � (!2 
 9'1 (!2�486)(!/ �ºu z�9'/ / 4 ,�� (5,�z��Tv�1 9 �'4�6 (5/ � ,.(5/y|/~-4¾~ C �W� ��� \D¶ � �WX \ C
XWYWYW� �

[ �WX ^ �w� IQ,/3B'7©q,7C �w� Rk%;3!�W,/0@%>=�¦�,/81,/3fC!,/3B'?¸ � IJN! � ��e,/$ � S�$��! #%;$&%;3q01,/0��#2�3<2/bf�!8@%>A>2�3B'7��0��#2�3B%	'�'7N�,/ ymn0@�c$&%
�!8@2qA>%>'7N!8@%>=F��3º��R  k± V j ��° � �
�	�
��� (¨À 9 � CB�-,/9:%>=gXWYWY � � YWY ¶ X7C�XWYWY � �

[ � �
^ ±­� IQ%;©q8@%;0g,/3B'<¸ � ¸�,	©¯ #2�8 � L_2�$��!N!01,/0��#2�3-,/ ª$&%;0�+B2q'!=�bd2�8�¥BN!�#'�¥-2D¦a=DC \	�W]W� �
[ �/Z ^ ±­� IJN! � ��e,/$<Cf¸ ��«½� K�,�ADL_2�8�$r,�A1��,/3B' �w� R�%;3!�W,/0@%>=�¦�,/81,/3 � L_2�3qG�%;8�9:%;3BA>%�A1+-,/81,�A;0@%;8��#=�0��#A>=�2/b�=@%;Gqm

%;81,/ J,/�!�!8@2	o7��$r,/0@%­bn,�A�012�8����	,/0@��2�3($&%;0�+B2q'!= � S�3 �5� � � ��x���� "
16th � , 2:9 �',.(!2�4 u ,.(5/ �Ju ,�0 9 �)9',.6-9 u ,

�}v 1 9 �'486)(5/ � 9&2 
¯u z 4 ,&x�/yv 4dz��}|5,.(!1 486�~ CW3qN!$­.w%;8�� \ �7C��-,/9:%>=kZ�Y � � Z \ ZBC7hF8@A	,�A1+B2�3fC¯VB81,/3BA>%WC \	�W�W] �
j %;A;0�NB8@% ��2�0@%>=���3�IJ+q©7=��#A>= �

[ �W� ^ ¸ � IJN! � ��e,/$ ,/3B'�� � L�+-,/NB=@=1H>% � h '7�e,/9:2�3-,/ gbd2�8�$ 2/b­,/3���$��! ��#A;��0�,/�!�B8@2	o¯��$r,/0@%�mdbn,�A;0@2�8��#=1,/0��e2�3
,/ �9:2�8���0�+!$ � *qu v �-, (5/ u 0 �Ju 1gÀ�v�23(!2�4 u ,.(5/ ��
 |
~'4�6;~ C �W� � � Z ¶ � � � � C \	�W]7\ �

[ �W� ^ L �B±t� �(� 6 (5, 4��;v;9 9��¨À � �'4 1 9 23(5/ 9�z�9¨~�x�/ v�4dz�9¨~ " 2 u 1 9 � ����|#, (51 4��;v;9¨~­z�9¨~�x�/ v�4dz�9¨~ � � 9'/ ~�� Kº,�=@=12�3fC
IQ,/8@��= �

[ � ¶D^ I �7j��¯± 2q% � hg�!�!8@2	o¯��$r,/0@% ± �#%;$r,/3!3�=@2� �G�%;8@=	Cq�-,/81,/$&%;0@%;8@=�G:%>A;0@2�8@=�,/3-'?'7�cµ*%;8@%;3BA>%T=@A1+B%;$&%>= � *.� � C
Z � � � � ¶ � �:¶ X7C \	�W]7\ �

[ � ]
^ L ��± 2W=@=@2D¦ � h .! #%;3B'!%>'{�!8@%>=@=�N!8@% » '!%;3B=���0�©­.-,�=@%>'½$&%;0�+-2�'½bd2�8�0�+B%�A>2�$��!N!01,/0@��2�3r2/b���3BA>2�$��!8@%>=@=@��.! #%
,/3B'<A>2�$��!8@%>=@=@��.! #%T¥-2D¦a= � *¯u v �',.(5/ u 0 �Ju 1gÀ�v�23(!2�4 u , (5/ ��
 |/~-486�~ C \	] �7� �:¶ � � �W�W] CwXWYWY � �

[ � �
^ R ��± NB=1,/3B2DG � L�,/ #A;N! e,/0��#2�3 2/bF��3q0@%;81,�A;0��#2�3 2/bg3B2�37m£=�0@%	,�'7©Á=�+B2qA1�s¦�,	G:%>=½¦���0�+P2�.B=�01,�A; #%>= ��� 
 v����
¬ |!6 
 � � (!2��*x 4�� � C \ ��XW� ¶ � X ¶�� C \	� � \ �

[ ¶ Y ^­´ ��� %>=�0@%;8�+B%;3!3fC �T� K �  � #%;8	C�,/3B' «½� ¸�+B2�$r,/3!3 � �g3 0�+B%<A	,/3BA>%� � e,/0��#2�3i�!8@2�.! #%;$ ��3 A	,/ #A;N! e,/0���3!9
A>2�$��!8@%>=@=@��.! #%_ #2D¦PKº,�A1+{3qN!$­.w%;8�¥-2D¦a= � *qu v��-, (5/ u 0 �Ju 1gÀ�v�23(!2�4 u ,.(5/ ��
 |/~-486�~ C \ � \ ��� �:¶ � � \ �7C \	�W�W� �

[ ¶¯\�^ � ��� +-,/8@2DGÁ,/3B'Á` � �T,/��,/+-,�=�+B� ��± %>2�8@'!%;8���3!9º2/b � m£'M+q©¯.!8��#'sN!3B=�0�8�NBA;0�N!8@%>'Á9W8��#'!=tb�2�8tG�%>A;0@2�8����	%>'
j Eam �!·�� �T,	G¯�#%;8�m � 0@2��:%>=FA>2�$��!N!01,/0��#2�3B= � �
�	�
��� (�À 9�� C!��,/9:%;= �:¶ � YW� \D¶ C \	�W�:¶ �

[ ¶ X ^ � �/� +B%;3B'!%WCW` � hF8@2�81,7CW,/3B' � � � ,/ e,/�q8��#=@+!3-,/3 � L_2�3qG�%;8�9:%;3BA>%�,�A>A>%; #%;81,/0��#2�3{NB=���3!9g��$� ��#A;�c0�8@%; e,
oB,/0��#2�3
�!8@2qA>%>'7N!8@%>=­b�2�8­A>%; � �A>%;3q0�8@%?,/3B'sA>%; � �G:%;8�0@%�o �B3!��0@%rG�2� �N!$&%r=@A1+B%;$&%>= � V� �N!�#'sKº%>A1+-,/3!�#A>= ± %;�w2�8�0
XWYWY \ VQK�Y � CBS�3B'7�e,/3�S£3B=@0���0�N!0@%}2/b � A;�#%;3BA>%WC � ,/3!9�,/ #2�8@%WC�S£3B'7�e,7C-XWYWY \ �

[ ¶��
^ I �¼� 2qA1��2� � K�N! �0���9W8��#'º=@2� �N!0��#2�3º2/bJ0�+B% ��,	G¯�#%;8�m � 0@2���%>=g%>®qN-,/0��#2�3B=�,/0g #2D¦5=@�w%;%>'!=g¦���0�+� e,/8�9:%�0@%;${m
�w%;81,/0�N!8@%�GW,/8��e,/0��#2�3B= � *¯u v	�',.(5/ u 0 �Ju 1gÀ�v�23(!2�4 u ,.(5/ ��
 |/~-486�~ C \	� X7��� ¶ Y � � � X7CwXWYWY � �

[ ¶ Z ^ ±­�-� ¦�,/3B=12�3º,/3B'  a� ¸�N!8��:%; � �g3�A>%;3q0�81,/ ª'7�cµ*%;8@%;3BA>%­,/3B'<N!�q¦���3B'�=@A1+B%;$&%>= � *qu v��-, (5/ u 0 �Ju 1gÀ�v �
23(!2�4 u ,.(!/ ��
 |/~-486�~ C \ Y \ ��X � X � � YW�7C \	�W� X �

[ ¶ � ^  a� ¸�NB8��:%; � IJ8@%>A>2�3B'7��0��#2�3B%	'�$&%;0�+B2q'!=fbd2�8f=@2� �G¯�c3B9�0�+B%J��3BA>2�$��!8@%>=@=���.! #%�,/3B'} #2D¦sK�,�A1+tA>2�$��!8@%>=@=���.! #%
%>®qN-,/0��#2�3B= � *¯u v	�',.(5/ u 0 �Ju 1gÀ�v�23(!2�4 u ,.(5/ ��
 |/~-486�~ C ¶ X7��X ¶W¶ � X �W] C \	�W]:¶ �

[ ¶ � ^  a� ¸ªN!8��:%; � IJ8@%>A>2�3B'7��0��#2W3!��3!9�0@%>A1+!3!�#®qNB%>=���3�A>2�$��!N!01,/0��#2�3-,/ Q¥BN!�#'º'7©¯3-,/$��#A>= � � ,;,-v � � 9&% ��x /yv�4�z
� 9)6 
 � C �7\ � �W] � � Z \ �7C \	�W�W� �

[ ¶W¶D^  a� ¸�N!8���%; nC ±­�!± ,�'!%>=��!�#%; nC�,/3B' � � `T8@2� � � h�=@=@%>=@=@$&%;3q0a2/bQ�!8@%>A>2�3B'7��0��#2�3!��3!9?$&%;0�+B2q'!=�bd2�8a$­N! �0��#'7�cm
$&%;3B=��#2�3-,/ �,�%;8@2q'7©¯3-,/$��#A>= � �Ju 1gÀ�v�2:9
�1~ �lx /yv�4�z/~ CBXW�!Od�:U���� \	� � � � Z-C \	�W�:¶ �



XW�W� ������� � ��	���� �����

[ ¶�]
^ �T� Rk,/3 j %>%;8 � ¸ª2D¦�,/8@'!=�0�+B%�N! �0���$r,/0@%}A>2�3B=1%;8�G�,/0���G�%T'7�cµ*%;8@%;3BA>%T=1A1+B%;$&%WC¯G � ,½=@%>A>2�3B'�2�8@'!%;8a=@%>®�NB%; 
0@2�9:2q'7N!3B2DG¼)�=a$&%;0�+B2q' � *qu v��-, (5/ u 0 �Ju 1gÀ�v�23(!2�4 u ,.(5/ ��
 |
~'4�6;~ C � X7� \ Y \ � \	� �7C \	�:¶�� �

[ ¶��
^ �T� R�,/3 j %>%;8 � V� �N7o�G�%>A;0@2�8�=��! ���0�0���3!9{bd2�8�0�+B%T%;N! #%;8a%>®�N-,/0��#2�3B= � S�3 � �!8���3!9:%;8�mnRk%;8� e,/9BC-%>'7��0@2�8	C � � u 6 �
� 2 
 � , 2:9
�',.(!2�4 u ,.(5/ �Ju ,�0�9
�)9', 6 9 u ,��Tv�1 9
�-486 (5/ � 9&2 
¯u z/~ 4 ,�x�/yv 4dz{��|5,.(51 4�6;~ C � %;8� ���3fC \	�W]7\ �

[�] Y ^ �T� R�,/3 j %>%;8	C-° �-j %>%WC¼,/3B'�I ��± 2q% � L�+-,/81,�A;0@%;8��#=�0��#A­0���$&%�m£=�0@%;�!�B�c3B9�2�8F #2qA	,/ ��!8@%>A>2�3B'7��0��#2�3!��3!9�2/b
0�+B%   N! #%;8g%>®�N�,/0��#2�3B=�¥BN!�#'<'7©q3-,/$��#A>= � �
�	�
��� (�À 9�� CB�-,/9:%>= �7\ � \ �W�WX7C \	�W�7\ �

[�]7\�^ �w� Rk%;3!��,/0@%>=@¦�,/81,/3&,/3B'rL � K�%;8��¯ #% � hF3-,/ �©7=��#=Q2/b��!8@%>A>2�3B'7��0��#2�3!��3B9�$&%;0�+B2q'!=Qb�2�8   N! #%;8k,/3B' �T,	Gq�#%;8�m
� 0@2���%>=a%>®qN-,/0��#2�3 � ¸ª%>A1+!3!�#A	,/ ± %;�w2�8�0 \	�W�W� m�Y � CBR�`}S j %>A;0�N!8@% � %;8��#%>=	C \	�W�W� �

[�] X ^ �w� Rk%;3!��,/0@%>=�¦�,/81,/3fCwL � K�%;8��¯ #%WC�� � �w%;3!9BC-,/3B'<� �!j � � S£37¥BNB%;3BA>%t2/b� e,/8�9:%�=1A>,/ #%}�!8@%>=@=@N!8@%}A1+-,/3!9:%>=
2�3<�!8@%>A>2�3B'7��0��#2�3B%>'�=@2� �N!0��#2�3B=g,/0a #2D¦l=��w%>%>'!= � �
�	��� *¯u v��-,.(!/ C!Z�X7��X/Z � Y � X/Z �:] C�XWYWY/Z �

[�]W�
^ L � R��#2��D,/0 � S�$��! ��#A;��0gN!�q¦���3B'º=@A1+B%;$&%>=gb�2�8g #2D¦ÂK�,�A1+�3qN!$­.w%;8TA>2�$��!8@%>=@=���.! #%t¥-2D¦a= �F± ,/�!�w2�8�0�'!%
± %>A1+B%;8@A1+B% � Y ] ZBCBS � ± S h­C \	�W�:¶ �

[�] Z ^ L � Rg�#2��D,/0 � � (5/ 6;v /�z�� � 6 u v / 9'1 9', 2 ~t~'23(!2�4 u ,;, (54 �)9�~�9&2 4 ,!~'23(!2�4 u ,;,.(!4 �)9�~���À 9 2�4 2 ~ , u 1&³��)9¨~­z�9 � ( 6 
�"
9 2 9', 1 (54 / / ( ��9¨~ � 2�4 � � ~�� IJ+B's0�+B%>=��#=	C�Eg3!��G:%;8@=@�c01Hr'!% �F�#A>% � 2��!+B�#,
m£hg3q0����w2� ��#=	C � 2��!+!�e,
m£hg3q0����w2� ��#=	C
VB81,/3BA>%WC \	�W�W] �

[�] � ^­´ � °s%;��=1=�,/3B'�° ��� $���0�+ � IJ8@%>A>2�3B'7��0��#2�3B��3!9Á,/�!�! ��#%>'P0@2ºG�,/8��e,/.! #%<,/3B'PA>2�3B=�01,/3q0&'!%;3B=���0�©s¥-2D¦a= �
���	�
� *qu v	�',.(5/ C �W� ��XWYW�WY � XWYW� ¶ C \	�W� � �




