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Introduction

La modélisation et la simulation numérique de problémes de diffraction d’ondes
sont au coeur de nombreuses applications qui peuvent étre industrielles (citons par
exemple I'aéronautique, I’exploration pétroliére) mais aussi liées a la défense ou au
secteur médical. Le plus souvent, le domaine de propagation est soit infini dans une
direction, soit trés grand par rapport a la longueur d’onde des signaux que 1’on
veut reproduire. On est alors confronté au probléme de résoudre numériquement un
systéme d’équations aux dérivées partielles posé dans un domaine non borné.

Une premiére approche consiste a exploiter les solutions fondamentales de I’équa-
tion des ondes pour en écrire une formulation intégrale impliquant des potentiels (de
simple et double couche) définis sur une surface bornée. Le cadre d’application le plus
fréquent de cette méthode est celui de la diffraction par un obstacle (avion, sous-
marin par exemple) et 1’équation intégrale est posée sur la surface, cette fois bornée,
de l'obstacle. On peut alors appliquer une méthode d’éléments finis pour la discré-
tisation qui conduit a l'inversion d’une matrice pleine. La méthode des équations
intégrales [12, 13| est une approche trés robuste fournissant au final une solution trés
précise de I’équation des ondes mais, et tout particuliérement a haute fréquence, elle
induit des cotits de calcul qui peuvent devenir trés vite prohibitifs, malgré les progres
trés considérables qui ont été réalisés pour accélérer les produits matrice/vecteurs
(voir [16] et sa bibliographie). De plus, elle n’est pas évidente & mettre en place dans
le cas ou I'obstacle et/ou le milieu extérieur est hétérogéne.

Une autre approche s’appuie sur le fait qu’il est suffisant de représenter le champ
d’onde dans un proche voisinage de 'origine du phénoméne (par exemple, 'obstacle
en scattering, la source en imagerie sismique ou médicale). C’est pourquoi, dans I’ob-
jectif de simuler numériquement le phénomeéne, on peut définir une boite de calcul a
I'intérieur de laquelle on se contente de représenter le champ d’onde via ’application
d’une méthode d’éléments finis. Les bords extérieurs de la boite sont artificiels pour
le probléme physique considéré et ne doivent donc pas générer des réflexions parasites
a l'intérieur du domaine de calcul. Pour la mise en oeuvre numérique, la principale
difficulté est de modéliser les bords artificiels. On peut les représenter par 'opérateur
Dirichlet-to-Neumann (DtN) qui va exprimer de facon exacte le passage parfait de
I'onde de Uintérieur de la boite vers son extérieur (ce qui exprime que le bord n’a
aucune influence sur le champ intérieur). Mais comme l'opérateur DtN est global,
il va casser la structure a priori creuse de la matrice de discrétisation par éléments
finis, ce qui va engendrer des coiits numériques équivalents a ceux inhérents a la
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méthode d’équations intégrales. C’est pourquoi on cherche a remplacer la condition
DtN par une condition approchée qui va préserver la structure creuse de la matrice
de discrétisation, la difficulté résidant alors dans le choix de la condition qui ne doit
pas détériorer la précision de la solution numérique. Dans la littérature, on parle
de conditions aux limites absorbantes ou artificielles, parfois aussi de radiation. On
peut parfois faire le distingo entre les adjectifs absorbant et artificiel en imposant
aux conditions absorbantes d’étre locales alors que les conditions artificielles font
intervenir des opérateurs globaux et sont construites apres troncature du symbole de
I'opérateur exact. C’est ce que nous proposons de faire dans ce manuscrit. Le niveau
de performance des conditions artificielles (et donc globales |27, 31, 32, 45, 58, 59]|)
peut étre facilement amélioré mais, en pratique, ces conditions ne peuvent s’écrire
que sur des surfaces dont la géométrie est trés simple. De plus, dans un contexte
éléments finis, les degrés de liberté sont tous couplés sur la surface artificielle, ce qui
affecte les cotits numériques de facon trés considérable et complique toute procédure
de parallélisation. L’effet de troncature de la condition exacte a aussi été analysé
[31, 39] mais dans ce manuscrit, nous nous limiterons a ’étude de conditions ab-
sorbantes et cette approche ne sera donc pas considérée. Les conditions aux limites
absorbantes sont elles écrites a partir d’un opérateur différentiel exprimant le champ
d’onde sur la surface artificielle en fonction de ses dérivées. Cet opérateur peut s’ob-
tenir via la micro-localisation de 'opérateur global DtN. C’est I’approche retenue par
Engquist et Majda [18, 19] pour les systémes strictement hyperboliques : 'opérateur
DtN exact est construit a partir de la représentation de la solution par superposition
d’ondes planes, ce qui revient a écrire 1’équation des ondes comme une composi-
tion d’équations one-way. Les auteurs en déduisent des conditions absorbantes via la
micro-localisation de la condition DtN exacte. La localisation est réalisée en appli-
quant une approximation du type Taylor du symbole de DtN qui est justifiée si les
ondes se propagent avec une incidence proche de la normale a la frontiére artificielle.
A la méme époque, Bayliss, Guntzbiirger et Turkel [9] ont construit des conditions
pour la sphére utilisant des dérivées d’ordre élevé de la solution en considérant un
développement haute fréquence de la solution de I'équation d’Helmholtz. Dans un
contexte éléments finis, ces conditions sont réputées étre performantes a haute fré-
quence mais difficiles & mettre en oeuvre numériquement pour les ordres supérieurs
a deux. En effet, les conditions d’ordre supérieur a deux nécessitent d’introduire des
variables auxiliaires (voir Givoli [30] et sa bibliographie) ce qui entrainent des sur-
cotits numériques. Notons que depuis les années 70, la littérature sur la construction
de conditions aux limites absorbantes ne cesse de s’enrichir et ne se limite pas a
I'équation des ondes acoustiques. Citons par exemple Gustafsson [33] et Halpern [37]
qui s’intéressent respectivement a des systémes du type hyperbolique et parabolique,
Givoli et Keller [23| qui travaillent sur 'équation des ondes élastiques.

Dans ce manuscrit on ne va s’intéresser qu’a I’équation d’Helmholtz, ce qui ex-
plique que la bibliographie proposée est essentiellement orientée vers 1’équation des
ondes. On citera cependant I’article de Tsynkov [65] qui fait état d’une revue détaillée
sur le sujet des conditions aux limites absorbantes pour différents problémes.

Cette these est consacrée a la construction et a 1’étude de performance d’une
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nouvelle classe de conditions aux limites absorbantes approchées de type Dirichlet-
to-Neumann (DtN) ou Robin ajusté a utiliser pour des frontiéres artificielles de forme
elliptique (2D) ou sphéroidale prolate (3D), c’est-a-dire adaptées a des obstacles de
forme allongée tels que les sous-marins. L’idée de construire de telles conditions est
motivée par trois raisons principales. Premiérement, les conditions d’ordre 2 (BGT?2)
construites par Bayliss, Gunzbiirger et Turkel pour des frontiéres de formes circu-
laires (2D) et sphériques (3D) dans [9] ne sont pas trés performantes, en régime
basse fréquence, lorsqu’elles sont exprimées en coordonnées elliptiques et appliquées
a des frontiéres de forme elliptiques (2D) ou sphéroidales prolates (3D), et il faut
mentionner qu’elles sont trés utilisées. Comme 'ont montré les travaux de Reiner
et al. [54], leur précision se détériore particuliérement lorsque la frontiére artificielle
est trés allongée. L'effet de damping introduit pour cette classe de conditions [55]
n’améliore leur performance que pour des petites valeurs d’excentricités. En effet,
la condition BGT2 n’est plus assez précise lorsque 'excentricité e est supérieure ou
égale a 0.6 en régime basse fréquence (cf Figs 6 et 15 dans [55]). Il y a donc un besoin
de construire une classe de conditions aux limites absorbantes qui assurent un niveau
de performance satisfaisant pour toutes les valeurs d’excentricités. Deuxiémement,
les conditions approchées bi-dimensionnelles locales de type DtN construites pour
des frontiéres circulaires et sphériques [24] sont significativement plus précises que
les conditions BGT, en particulier pour de petits nombres d’onde (i.e. dans le ré-
gime basse fréquence) comme cela est illustré dans [41] au niveau modal et quand la
solution du probléme approché est calculée comme la solution exacte a partir d’une
série de Mie. On se propose donc d’étendre ce résultat au cas des frontiéres de forme
allongée. On contribuerait ainsi & améliorer la précision des méthodes numériques
tout en limitant les cotits numériques. En effet, I'utilisation de conditions aux limites
absorbantes pour des frontiéres de forme circulaire (2D) ou sphérique (3D), dans le
cas de la résolution d’un probléme de scattering par un obstacle de forme allongé,
entraine toujours la prise en compte d'un domaine de calcul bien plus grand que
nécessaire. Cela augmente donc inutilement les cotits de calcul et est néfaste pour
Iefficacité de la méthode utilisée lors de cette résolution. Une étude de Farhat et
al. |17, 63] montre par exemple que l’on peut diminuer le nombre de degrés de li-
berté nécessaire pour une résolution précise et que ’'on peut diviser le temps CPU
par un facteur compris entre 2 et 5 pour un probléme de scattering acoustique 2D
[17] et entre 3 et 8 pour un probléme similaire tridimensionnel [63] en utilisant des
frontiéres artificielles adaptées aux obstacles de forme allongée. Dans le méme ordre
d’idée, Kallivokas et Lee [44] ont aussi démontré qu’en appliquant des conditions
d’ordre deux a des frontiéres artificielles de géométrie ellipsoidale plutot que sphé-
rique —dans le cas d’obstacle allongés— permet de réduire les cotits numériques en
optimisant la taille du domaine de calcul. Les mémes auteurs ont aussi considéré le
cas du probléme temporel [43] et ont montré qu’on peut appliquer des conditions
d’ordre deux et trois en veillant a bien positionner la frontyiére artificielle.

Le premier chapitre est une introduction consacrée aux deux familles de fonctions
spéciales qui seront utilisées tout le long de ce travail : les fonctions de Mathieu et
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les fonctions sphéroidales. Ces fonctions sont respectivement utilisées dans la des-
cription des phénoménes de propagations d’ondes en coordonnées elliptiques (2D) et
sphéroidales prolates (3D) que nous allons étudier. Etant trés peu utilisées dans la
littérature, il nous semblait nécessaire d’introduire quelques notations et de rappeler
les principales propriétés les concernant. Ces propriétés ont été collectées dans des
ouvrages de référence |1, 20, 49, 51].

Dans le deuxiéme chapitre de cette thése, nous abordons la construction d’une
nouvelle classe d’opérateurs du type Dirichlet-to-Neumann (DtN) locaux ou Robin
ajusté adaptés a des frontiéres artificielle de géométrie elliptique. Pour ce faire, nous
allons utiliser la décomposition modale de I'onde u en coordonnées elliptiques. On
considére des conditions de type Robin a coefficients inconnus, ces coefficients étant
obtenus en posant les conditions exactes pour les premiers modes. Notre but est
d’analyser I'impact du nombre d’onde ka et de ’excentricité e, paramétre qui mesure
le degré d’élongation de l'ellipse ou ellipsoide représentant la frontiére artificielle,
sur la performance des conditions construites. Cette analyse est faite en plusieurs
étapes. Tout d’abord nous nous intéressons au probléme modal, c¢’est-a-dire que 1’on
étudie la précision des conditions DtN pour un seul mode. Puis nous étudions dans
un second temps le probléme de scattering. Nous nous placons alors dans le cadre
d’une formulation On-Surface Radiation Condition (OSRC) [46]. Dans ce contexte
1a, on considére que la frontiére artificielle est posée directement sur la surface de
I'obstacle de diffraction. Pour chacun des deux modéles (modal et scattering), nous
procédons a une analyse mathématique puis & des tests numériques pour évaluer la
performance des conditions. Pour le probléme modal, les tests numériques confirment
ce que laisse prévoir I’évaluation des comportements asymptotiques a savoir qu’en
basse fréquence les conditions ne sont précises que pour les premiers modes et que
cette précision dégéneére vite lorsqu’on teste des modes plus élevés. Pour le probléme
de scattering, la condition DtN d’ordre 2 montre, numériquement, une trés bonne
performance en régime basse fréquence comme le laissait présager ’étude analytique.
On montre aussi que contrairement a la condition BGT2 (étudiée par Reiner et al.
[54]) qui dégénérait particuliérement pour de grandes excentricités, la condition DtN2
conserve sa précision quel que soit 'allongement de la frontiére artificielle elliptique.
En revanche, si on teste des fréquences plus élevées, le cadre OSRC, appliqué avec
des conditions différentielles d’ordre deux, n’est manifestement pas adapté pour le
probléme de scattering comme 1'ont déja montré des travaux antérieurs [4, 6, 41, 54].

Le troisiéme chapitre est consacré a la construction d’une nouvelle famille d’opéra-
teurs DtN adaptée a des frontiéres artificielles sphéroidales prolates pour le probléme
de scattering tridimensionnel. Ces conditions sont construites pour le probléme tri-
dimensionnel suivant la méme méthode que celle utilisée dans le chapitre précédent.
Une fois les conditions DtN construites, nous procédons a une analyse de performance
similaire & celle faite pour le probléme 2D. Pour le probléme modal, on observe ana-
lytiquement et numériquement qu’a basse fréquence, passés les tout premiers modes
pour lesquels nos conditions sont performantes, la précision des conditions DtN se
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dégrade a mesure que les modes augmentent. Par contre, toujours en régime basse
fréquence, quand il s’agit de résoudre le probléme de scattering, les conditions DtN
construites révelent un excellent niveau de précision, quel que soit 1’allongement e
du sphéroide prolate formant la frontiére artificielle. La condition DtN d’ordre 2 est
donc bien plus performante que la condition BGT2 [54] étudiée dans ce méme cadre.
En effet, cette derniére est précise pour de petites excentricités e puis dégénére a
mesure que le sphéroide s’allonge. De la méme maniére que pour le probléme bi-
dimensionnel, en haute fréquence, la condition DtN2 est assez performante pour le
probléme modal mais pas pour le probléme de scattering. On considére ensuite le
régime haute fréquence et on réalise les mémes expériences. Il s’avére que dans ce
cas 13, la condition DtN2 est assez performante au niveau modal mais elle ne donne
pas de bons résultats pour le probléme de scattering. On voit ici encore les limita-
tions du cadre OSRC dans le régime haute fréquence quand on utilise une condition
différentielle d’ordre deux.

Les chapitres 4 et 5 sont consacrés au probléme volumique. Il s’agit d’appliquer
les conditions absorbantes DtN sur une surface qui, cette fois, entoure 1’obstacle.
Les cas 2D (chapitre 4) et 3D (chapitre 5) sont envisagés. On commence par don-
ner une solution analytique du probléme en volume via une décomposition modale
du champ d’onde reprenant les modes décrits aux chapitres 2 et 3 respectivement.
On se raméne a résoudre un systéme dont la condition d’inversibilité est exprimée a
partir d’'un Wronskien généralisé liant les données sur la surface de I'obstacle et sur
la surface artificielle. En 2D, on observe des instabilités numériques qui s’expliquent
par les difficultés déja connues [34] qui existent pour représenter numériquement les
fonctions de Mathieu. Par contre a 3D, les résultats numériques sont exploitables, les
fonctions sphéroidales étant stables numériquement. On présente une série de tests
numériques (& 2D au chapitre 4 et a 3D au chapitre 5) qui illustrent l'influence de
la taille du domaine de calcul sur la solution approchée (solution du probléme posé
dans le domaine borné limité par la frontiére artificielle). En considérant la frontiére
artificielle comme une dilatation de la frontiére de I'obstacle, on exprime la solution
en fonction d’un paramétre A > 1 (A = 1 correspond au cas OSRC : plus A croit,
plus la frontiére artificielle est éloignée). Comme on pouvait s’y attendre, on observe
que plus A croit, plus la solution approchée est précise. On observe cependant qu’il
n’est pas nécessaire de trop éloigner la frontiére pour avoir un bon niveau de préci-
sion, et tout particuliérement pour la condition d’ordre 2. On montre aussi que la
condition absorbante DtN d’ordre 2 est plus performante que la condition BGT2.
Afin de compléter cette étude numeérique, nous avons ensuite réalisé une analyse
haute-fréquence du coefficient de réflexion pour les conditions d’ordre 1 et 2. Nous
ne pouvons conclure que pour une partie des modes propagatifs : on démontre que
le coefficient de réflexion tend vers 0 avec la fréquence. Il faut toutefois préciser que
notre approche consiste a estimer a priori le coefficient de réflexion en utilisant des
propriétés asymptotiques connues des fonctions de Mathieu et des fonctions sphéroi-
dales. Afin de considérer I'ensemble des modes, il serait nécessaire d’établir d’autres
propriétés, ce qui n’a pas été fait ici par manque de temps mais pourrait étre fait
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dans un autre travail. On trouvera tout de méme en annexe une étude concernant
certains modes du type évanescent ou rampant pour laquelle on obtient des résultats
plus fins que dans le cas propagatif et qui peuvent laisser penser que les résultats des
chapitres 4 et 5 pourraient étre améliorés et étendus a d’autres modes.
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Chapitre 1

Fonctions spéciales

Sommaire
1 Les fonctions de Mathieu . . . . . . . . ... ... ... .. 15
2 Les fonctions sphéroidales . . ... ... .......... 28

Ce chapitre est consacré a I'introduction de fonctions spéciales, qui sont adaptées
a la résolution de I’équation des ondes dans des domaines de forme allongée, et a
quelques unes de leurs propriétés qui seront utilisées tout le long de cette thése. Il est
divisé en deux parties principales, I'une est dédiée aux fonctions de Mathieu, I'autre
est consacrée aux fonctions d’ondes sphéroidales prolates. Les résultats présentés sont
extraits d’ouvrages de référence (cf [1, 34, 49, 51, 60| pour les fonctions de Mathieu
et [1, 10, 20, 51, 60] pour les fonctions sphéroidales).

1 Les fonctions de Mathieu

Les fonctions de Mathieu ont été introduites par Emile Mathieu en 1868 pour
I'analyse du mouvement vibratoire d’'une membrane de forme elliptique [48]. Dés
lors, elles ont été utilisées pour 1’étude de nombreux autres phénoménes physiques et
astronomiques. Cependant, ces fonctions ont bien moins d’applications que d’autres
fonctions issues de la physique mathématique comme les fonctions de Bessel ou les
fonctions hypergéométriques. Ceci est trés certainement dia a la complexité de leur
détermination et a 'impossibilité de les représenter analytiquement de facon simple.

La forme originelle (forme canonique) de I’équation différentielle de Mathieu est :
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d?y B
w—i—(c—Qqcost)y—O (1.1)
ou ¢ et ¢ sont des parameétres réels et v peut étre complexe.

Cette équation est aussi appelée "équation de Mathieu angulaire”. Cette déno-
mination provient du fait que (1.1) décrit la dépendance angulaire d’une quantité
physique (champ électrique ou magnétique). Dans le paragraphe (1.4), nous verrons
que cette équation admet deux familles distinctes de solutions dont les fonctions

périodiques cosinus elliptique ce,, (v, q) et sinus elliptique se,, (v, q).

L’équation différentielle de Mathieu modifiée s’écrit :

d*y
T2 + (¢ —2qcosh2u)y =0 (1.2)
Cette derniére équation est obtenue en prenant : v = iu dans (1.1) et y reste
inchangé. Elle porte aussi le nom de "équation de Mathieu radiale”.
Dans toute la suite, le paramétre ¢ est défini par les équations (1.1) et (1.2). Il

est appelé valeur caractéristique et on peut le classer en deux catégories :

¢ = a,,, associé aux solutions de période paire

., . L . . (1.3)
¢ = b,,, associé aux solutions de période impaire

1.1 Equation de Mathieu et équation des ondes acoustiques
en coordonnées elliptiques

Les coordonnées elliptiques sont liées aux coordonnées cartésiennes (z,y) par les

relations :
T =acost

y = bsin 6

ouf € [0,2x], z € R, a est le grand rayon de ellipse et b le petit rayon de Pellipse
qui sont définis par :
a = fcosh¢&
b= fsinh¢

Le nombre £ est un réel strictement positif et f est la distance interfocale de

Iellipse qui vérifie :
f=vVaZ -1

Une ellipse donnée est paramétrée par {{ = constante}. On définit alors ’excen-

tricité e en & = &, par :
1 /1 b?
e = = _——
cosh & a?

L’excentricité e caractérise ’allongement de la frontiére. Elle satisfait 0 < e < 1.
Lorsque e — 0, l'ellipse dégénére en un cercle et lorsque e — 1, 'ellipse dégénére en
un segment de longueur 2f.
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FiG. 1.1: Géométrie des coordonnées elliptiques

Les équations de Mathieu interviennent pour la recherche de solutions analy-
tiques de I’équation d’Helmholtz dans un systéme de coordonnées elliptiques. Soit
W := W (x,y, z) une solution de ’équation d’Helmholtz en coordonnées cartésiennes
(x,y, z). On introduit le systéme (&, 0, z) de coordonnées elliptiques via le changement

de variables :

x = fcosh&cosh, y= fsinh&sinf (1.4)
ou f est une constante positive représentant la distance interfocale de 'ellipse para-
métrée par {£ = & }.

On pose alors W (€,6, z) = W (x,y, z) et W est solution de 1’équation :

PW N 1 PW N PW
022 2f?(cosh 2 — cos20) \ 0&? 002

) + kW =0 (1.5)

Nous renvoyons a 'annexe A pour les détails des calculs conduisant & 'Eq.(1.5).
On suppose maintenant que W est de la forme W = ¢(2)¥;(§)W2(0). L'équation
(1.5) devient donc :
182@ 4 2 1 82@1 4 1 82\112
w022 f2(cosh2€ —cos20) | Wy 92 Wy 062
On en déduit d’abord que :

} +k =0 (1.6)

0 [10%] 0
0z @022 |
ce qui entraine que ¢ est solution de I’équation différentielle ordinaire :
92
72y ap =0 (1.7)

022
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ol a est une fonction constante.
En injectant (1.7) dans (1.6), on obtient ensuite que ¥y et Wy vérifient :

2 LU, 1P,
f2(cosh 2§ —cos20) \ Wy 92 Wy 062 -

soit

1L OP0, 1 PV,  K°f?(cosh2{ —cos20)  af?(cosh2{ — cos20)

T, 02 T, op 2 - 2
Alnsi :
1020, | (a+K)f*(cosh2f) 1 Py (o + k) f? (cos20)
vy 082 2 Uy, 062 2

et on en déduit que :

J 1100,  (a+k?)f?(cosh2) 0
3 [ o 2 |-

et

9 _L82W2+ (a0 + k?)f? (cos 26) 0
90 | Wy 062 2 B

et ces deux propriétés entrainent que W, est une solution de :

Uy [(a+ k?)f? cosh 2¢
(%2*[ 2 _51]‘1’1:0
et Wy est une solution de :
o k?) f? cos 20
8022+{ﬁ2_(a+ )f? cos }‘112:0

(1.8)

(1.9)

On voit donc qu’une solution W de I’équation d’Helmholtz s’obtient comme su-
perposition d’une solution ¢ de I’équation d’Helmholtz 1D, d’une solution ¥; de
I’équation de Mathieu modifiée et d’une solution ¥, de I’équation de Mathieu clas-

sique.

Certaines solutions physiques de (1.9) sont telles que W5 est périodique, de période
7 ou 27. Il est montré dans |1, 34| qu’il existe une infinité de valeurs caractéristiques
am,m(q) qui décrivent les solutions de période paire de (1.1) ainsi qu’une infinité de
valeurs caractéristiques b,,(q) décrivant les solutions de période impaire de (1.1).
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1.2 Deétermination des valeurs caractéristiques des fonctions
de Mathieu

Une solution de (1.1) de période 7 ou 27 est de la forme :

Yy = Z(Am cos mv + By, sinmu)

m=0

avec By = 0. Les coefficients A,, et B, sont appelés coefficients de Fourier associés
aux solutions de I’équation de Mathieu.
En remplagant dans (1.1), on obtient :
ano:—z[(c - mQ)Am — (A2 + Apy2)] cosmo
(1.10)
+ > Ll(c—=m?)By, — ¢(Bim—2 + Bpio)]sinmu =0

en imposant A,, = B,, = 0 si m < 0.
L’expression (1.10) peut étre réduite a I'une des quatre formes simplifiées présen-

tées ci-dessous :
yeg = Y o_y Aoy, cOS 2mu

yey =y oy Ao cos(2m + 1)
(1.11)
Yoo = Yo Bop, sin 2mu

yor =Y oy Bopy1 sin(2m + 1)v

oll yeqy et yop sont des solutions de période 7 tandis que ye; et yo; sont des solutions
de période 27.

On notera par la suite yeg = ce,, (v, ¢) avec m pair, ye; = cep, (v, ¢) avec m impair,
yog = sen(v,q) avec m pair et enfin yo; = se,,(v,q) avec m impair. Les fonctions
cem (v, q) et sen(v,q) sont appelées fonctions de Mathieu périodiques.

En utilisant (1.11), il est montré dans |1, 34| qu’il existe des relations de récurrence
entre les coefficients A,, et B,,. On obtient :
— pour les solutions paires de période m (A,,, avec m pair) :

CAO — QAQ =0
(c—=m?*) A, —q(Apo — Apia) =0 (m > 3)

— pour les solutions paires de période 27 (A,,, avec m impair) :

(c—1)A; —q(A1 + A3) =0

(c—m*)Ap — q(Ap_o — Apia) =0, (m >3) (1.13)
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— pour les solutions impaires de période 7 (B,,, avec m pair) :

(¢c—4)By —qBy =0

(C — mQ)Bm - Q(Bm_g — Bm+2) =0 ; (m > 3) (114)
— pour les solutions impaires de période 27 (B,,, avec m impair) :
(c=1)B1 +q(By — Bs) (1.15)

(¢ =m®)By — q(Bm—2 — Buy2) =0, (m > 3)
On pose alors :

Am Bm (C B m2)
Ge,, = i Goy, = o V= —m=
Aps B q

Dans le cas ol une propriété est vérifiée a la fois dans le cas pair et impair, on
utilise la notation, plus simple, G,,.
On obtient alors que les équations (1.12), (1.13), (1.14), (1.15) peuvent s’écrire :

2
Gea=Vy ; Geg=Vi—1 ; G€4=V2—§;
2
1
G03:1+‘/1 X GO4:‘/2 X Gm:W,(mzi’))
m ~ YUm+42
La derniére égalité implique :
1 1 1
G pr— pr— p—
" (Vm - Gm+2) V - 1 V o 1
( mn (Vm+2 - Gm—|—4)) " Vm+2 _ 1
Vinaa — -
Or,
2 2 1
Gey=Vo——=Vo— — =
€4 2 Ges 2 Ve » 1
1 1
Ve —
6 Ve =
On en déduit donc que :
2
Vo = 1 (1.16)
V2 1
Vi, —
V-

Cette fraction infinie est une “équation” pour ¢ (donnée par (1.3)), c’est-a-dire
que ses racines sont les valeurs caractéristiques as, associées aux fonctions ces, (i.e
Céy, avec m pair).
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De la méme maniére, les fractions infinies suivantes ont respectivement pour
racines les valeurs caractéristiques as, 11, boni1, bonio associées aux fonctions cegy, 1,
S€2n, S€on41 -

Vi—1= i (les a1 sont racines)
Vs — 1 (1.17)
Vi —
A
1 :
Vi+l= i (les ba, 1 sont racines)
Vi — 1 (1.18)
Vi —
VA
1 .
Vo = 1 (les by, 12 sont racines)
Vi - (1.19)
Vi —
V- .

Les valeurs caractéristiques sont déterminées en calculant les valeurs propres
d’une matrice tridiagonale infinie. Une fois les valeurs caractéristiques obtenues en
résolvant les équations (1.16), (1.17), (1.18), (1.19), on peut calculer les coefficients de
Fourier A,, et B,, grace aux équations (1.12), (1.13), (1.14), (1.15). Puis en utilisant
les séries (1.11), on obtient les fonctions de Mathieu.

1.3 Quelques propriétés des valeurs caractéristiques

Si on prend en compte le caractére physique des solutions de (1.1), celles-ci sont
périodiques de période 7 ou 27. Les valeurs de c associées a ces solutions sont appelées
valeurs caractéristiques. 11 existe une infinité de ces valeurs réelles. Comme dit pré-
cédemment, on différencie les valeurs caractéristiques associées respectivement aux
solutions de périodes paires de (1.1) notées a,,(q) (m > 0) et de périodes impaires
notées b,,(q) (m > 1). Ces valeurs caractéristiques jouent un role important dans
la stabilité des solutions. De plus, elles possédent quelques propriétés intéressantes
[1, 34, 51] :

1- Pour un paramétre ¢ fixé (¢ # 0), les valeurs caractéristiques a,, et b,, sont
distinctes, réelles et telles que :

ag < by <ap <by<ay<by<az<.. ,sig>0
ag < a1 <by <by<ay<az<by<.. ,sig<0

2

2- Si ¢ =0, a,, = b,, = m* (on se raméne au cas circulaire).

3- Une solution de (1.1) associée a a,,(q) ou b,,(q) admet m zéros dans I'intervalle
0 <z <, avec q réel.
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4- Les courbes as,(q) et bay,i2(q) sont symétriques par rapport a l'axe ¢ = 0,
donc :

a2, (q) = a2, (—q) et bonia(q) = boni2(—q), pour tout n € N.

5- Les courbes ag,1+1(q) et ba,11(q) sont telles que :

an+1(q) = bany1(—q), pour tout n € N.

On connait aussi quelques comportements asymptotiques des valeurs caractéris-
tiques des fonctions de Mathieu, qui nous seront trés utiles par la suite :

Proposition 1.1 ~ Siq >0, an(q) et by(q) approchent m? de la méme fagon
que q approche 0, c’est-a-dire, lorsque ¢ — 0 :

am(Q) ~ bm(Q) ~ mZ,m >1

q2

ao(q) ~ )

— Lorsque q¢ > 0 et q assez grand, les courbes a,,(q) et by1(q) sont équivalentes
et mutuellement asymptotiques. Plus précisément, quand q — oo, on a les
equivalents suivants :

om+ 1) +1
am(q) ~ bpy1(q) ~ —2¢+2(2m +1)/q — %
—4./q
bm — Wm "\J24WL+5\/j %+%e
+1(q) — am(q) —q —

— Lorsque q < 0 et q assez grand, ag, ~ Aopirq €t bopi1 ~ bopio.

La proposition (1.1) est extraite de [1].

Un algorithme développé par J. C Gutiérrez Vega et al. [34] permet de tracer les
courbes des valeurs caractéristiques a,, et b,, en fonction de ¢ :
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1.4 Solutions de I’équation de Mathieu

A chacune des solutions caractéristiques présentées, on associe une solution pé-
riodique de (1.1) que 'on va introduire ci-dessous. L’équation de Mathieu (1.1) est
une équation différentielle du second ordre qui admet donc deux familles de solu-
tions indépendantes dont une est formée de fonctions périodiques paires ou impaires
respectivement notées ce,,(v,q) (pour cosinus elliptique) et se,,(v,q) (pour sinus
elliptique). En effet, cette équation décrit la dépendance angulaire de quantités phy-
siques dans la plupart des problémes qu’elle représente. Ses solutions doivent donc
étre, dans ces cas-la, périodiques de période m ou 27. Nous nous intéresserons prin-
cipalement aux solutions ce,, (v, q) et se,, (v, q).

Les solutions périodiques ce,,(v, q) et se,(v,q) sont des fonctions orthogonales
qui vérifient la normalisation de McLachlan [49], i.e :

2m 2 .
T o, sim=p

cem (v, q)ce,(v,q) dv = sem(v, q)se,(v,q) dv = )
| centveareestviay do= [ sentvapsenfviay o ={ 505

Les relations (1.11) nous donnent aussi des relations de normalisation pour les
coefficients de Fourier de cey, (v, q), ceani1(v,q), seani1(v,q), seania(v,q), (n > 0)
qui s’écrivent respectivement :

245+ ) (A3)* = (Agj1)* = D (Bojr1)* =) (Bajua)’ =1
j=1 =0 =0 7=0

Chaque équation entraine que chacun des coefficients est borné et vérifie :

Al <1 et |Bj[ <1
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Les fonctions ce,, (v, q) et se,, (v, q), solutions de I’équations de Mathieu, vérifient
I’équation différentielle :

2
Teenl:D) | (a,,(q) - 2 c0s 20) ce(v,q) = 0
ov?
(1.20)
2
Foenl0:0) . (1, (q) — 2 c0520) se(v,q) = 0
ov?

1.5 Relations entre les coefficients de Fourier et les différentes
solutions de I’équation de Mathieu

Pour tout ordre m, les coefficients A" et B]" peuvent s’écrire en fonction des
solutions périodiques de ’équation de Mathieu (1.1) :

1 2
o= cem(v,q) dv
0 o J, (v, q)
1 2m
A = —/ cem(v,q)cosnv dv , n € N*
T Jo
1 21
B" = —/ sem(v,q)sinnv dv , n € N
T Jo

Il existe aussi plusieurs fagons d’exprimer les solutions ce,, (v, q) et se,, (v, q), par
exemple [1] :

jus

2
cem(v,q) = pm/ cos <2\/§cosvcost — p%) cenm(t,q) dt
0

jus

2
sem(v,q) = pm/ sin (2\/§cosvcost —i—pg) sinvsint se,,(t,q) dt
0

avec: m=2s+poup=0oup=1

—2cel z.
,sip=0 et p, = 2ol (2 q) , si p=1; pour les fonctions ce,,(v, q)

T /aAT T (q)

 2ces (5,9)
Pm = "2 42(q)

_ ! ™ ™
Pm = 48623<2aQ)’ Slp:() ot pm:48625+1<2aQ)

/B3 (q) mB*(q)
Nous avons adopté ici les notations de [1] i.e pour tout mode m € N (resp. m € N¥),
dcem (v, q) dsen, (v,q)
o (resp. 9 ).

, si p=1; pour les fonctions se,,(v, q)

cel (v,q) (resp. sel. (v,q)) représente
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1.6 Solutions de I’équation de Mathieu modifiée

[’équation de Mathieu modifiée (1.2) admet cinq sortes de solutions qui sont :
e Lorsque q > 0,
1- les solutions du 1¢ ordre de I'équation de Bessel : Mc\ (2, q) et Ms (2, q)

(ces quantités peuvent aussi étre notées Je et Jo),

2- les solutions du 2°™¢ ordre de I’équation de Bessel : Mcg)(z, q) et Ms')

(ces quantités peuvent aussi étre notées Ne et No),

(2,9)

3- les fonctions de Mathieu-Hankel : Mcly (z, q) et Ms (2, q).

Ces solutions de ’équation de Mathieu modifiée vérifient I’équation différentielle,
pour j =1,2,3:

P Mc) (2, q)

5.7 + (am(q) — 2q cosh 2z) Mc%)(z, q)=0
2

(1.21)
0*Msi (2, q)

022 + (bm(q) — 2q cosh 22) Msi7)(2,q) = 0

e Lorsque q < 0,

— les solutions du 1" ordre de I’équation de Bessel modifiée souvent notées Ie et
Io,

— les solutions du 2°™¢ ordre de I’équation de Bessel modifiée souvent notées Ke
et Ko.

Etant donné que nous nous intéressons a des problémes de propagation d’onde,
nous prendrons plus particuliérement en compte les solutions de Mathieu-Hankel. En
effet, les fonctions de Mathieu-Hankel sont utilisées pour la représentation des ondes
entrantes et sortantes dans les problémes de propagation d’ondes.

On notera ces fonctions M 07(7?{) pour les solutions paires et M s,(q?{) pour les solutions

impaires ; de plus, on sait que :

Les solutions de Mathieu-Hankel s’écrivent donc en fonction des solutions du 1
et du 2°™¢ ordre de I’équation de Bessel que ’on peut, a leur tour, exprimer en
fonction des solutions de 1’équation de Mathieu (1.1) :
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—1)s [z
M (z.q) = ¢ AQ)s / cos(2y/q cosh z cos v — p)cen (v, q)dv
40" Jo 2

2 (_1)52 z 2
M) (z,q) = —— W) / ZP (W) cem (v, q)dv
m 9 0
2) (—1)8y/gcosh z [2 Zf2)(u) cos v
MchJrl(Z?q) = 2541 0625+1(’U,q)dv
TAG 0 u

s

4 -1 s+1 5
Msgls)(z,q) = —\/5L /2 sin (24/g cosh z cos v) (sinh zsinv seqs (v, q)) dv
m 86,28(07 Q) 0

2 —1)s Ea o
Msés)ﬂ(z q) = #()q)/o sin (24/gsinh z sin v) seas11 (v, ¢)dv
s PR

MsP(z,q) =

(—1)¥*'8¢sinh 2z /% 73 (u) sin 20
0

BT seas(v, q)dv

u?

—_1)5+18 /gsinhz (3 Z®(u)si
MS(Z) ( ) \/a / ! (U) Y 5€25+1 (U> Q)dv
0

25+1(Za q) = ﬂ_B%S-I—l w

ol : u = /2¢g(cosh 2z + cos 2v) et Zf),p € N, sont les fonctions de Bessel de 2éme
espece.

Remarque 1.2 ] existe d’autres solutions de premiére espéce de (1.1) proportion-

nelles & Mc'y) et MstV que l'on note Ce,,(2,q) (pour cosinus hyperbolique elliptique)
et Sen(z,q) (pour sinus hyperbolique elliptique). Ces solutions s’écrivent aussi en
fonction des solutions de ['équation de Mathieu (1.1) ce,,(v,q) et se,(v,q). Elles
sont données par [1] :

C€2s+p(UaQ) = C€25+p(w Q)

= Z Agif; ) cosh(2k + p)v

Sesvin(0:0) = —iseassy(iv,)

= Z ngip ) sinh(2k + p)

Sip=20, on a aussi :
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Cer(%? Q)CGZS (Oa Q)

Sy M (9)

0628(27 Q> -

sehy(5,q)seh,(0,q)
(=1)rqB3*

et Sess(z,q) = Mséls)(z,q).
Sip=1:

66,25+1 (% ) Q)662s+1 (07 Q>

(_1)r+1 \/aA%erl

0628+1(Z7 Q) - Mcgls)—l—l (27 Q>

S§€25+1 (%7 Q)Seés(oa Q)

(1)
(_1)r\/aB2s+1 MSZerl(Z?(J)'
1

et Seasi1(z,q) =

oum=2s+p (p=0 oul) et en notant Agif;(q) = Aojyp €t Bng;(q) = Bojip-

Cen(z,q) est associé @ a,,(q) et Sem(z,q) a by(q).

1.7 Notations comparatives des fonctions de Mathieu

Il existe plusieurs fagons de noter les fonctions de Mathieu. Dans la littérature,
“deux familles” de notations se dégagent : les notations d’Abramovitz [1| que 1'on
a utilisées ici (données a gauche) et les notations de Meixner et Schifke [51], [60]
(données a droite). Il existe des correspondances entre ces deux familles :

Pour j € {1,2,3,4} :

. 9 .
McY) (z,q9) = \/j ReY (2\/5, cosh z)
T

(1.22)
. 9 .
Ms¥ (z,q9) = \/j RoY) (2\/5, cosh z)
T
T
cen (v,q) = /W Se,, (2\/5, cosv)
(1.23)

T
se, (v,q) = /W So, (2\/6, cosv)

ou fo) et NT(ZO) sont des coefficients de normalisation respectivement associés aux
fonctions Se,, et So, définis dans [60] par :

2T 2T
/ Sep (2y/g,cosv)dv = NI et / So? (24/q, cosv) dv = NI©  (1.24)
0 0
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Lorsqu’il ne sera pas nécessaire de distinguer les cas pairs des cas impairs, nous
pourrons utiliser les notations plus concises suivantes. Pour j =1,2,3,4:

Rel (kf,cosh§) sim >0
RY) (kf,cosh &) = | (1.25)
Roffrz| (kf,cosh¢) sim <0,

Sem (kf,cosf) sim>0
S (kf,cos0) = (1.26)
Sopm| (kf,cos) sim <0

2
Ne,, :/ (Sem (kf,cos0))>dd sim >0
0
N,, = (1.27)
2
NOjpm| = / (S0 (kf,cos8))°do  sim <0
0

2 Les fonctions sphéroidales

L’objectif de cette partie est de rappeler quelques définitions et propriétés ca-
ractéristiques des fonctions d’ondes sphéroidales. Nous nous intéresserons plus par-
ticulierement aux fonctions d’ondes sphéroidales prolates qui interviennent dans les
problémes que nous allons étudier.

Tout d’abord, on rappelle qu’'un sphéroide est un ellipsoide obtenu par la révo-
lution d’une ellipse autour de 'un de ses axes. On parle de sphéroide prolate (ou
allongé) si lellipse tourne autour de son axe principal et de sphéroide oblate (ou ap-
plati) si ellipse tourne autour de son axe secondaire. Dans le cadre de notre étude
on s’intéressera particuliérement aux sphéroides prolates.

2.1 Définition des coordonnées sphéroidales prolates

Dans un premier temps, nous allons rappeler la définition des coordonnées sphé-
roidales prolates (£, p,#). Ces coordonnées sont liées aux coordonnées cartésiennes
par les relations suivantes :

x =b sinyp cosf
y=>b sinp sinf (2.28)
Z=a cosy
ou ¢ € [0,7[, # € [0,27[, a et b représentent respectivement le demi-axe principal et
le demi-axe secondaire du sphéroide qui sont définis par :

a=f cosh&
b= f sinh¢

et f est la distance interfocale du sphéroide et & un nombre réel positif non nul.
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$ =const.

F1G. 1.2: Géométrie des coordonnées sphéroidales prolates.

Comme en 2D, on peut construire des solutions analytiques de I’équation d’Helm-
holtz dans un systéme de coordonnées sphéroidales prolates, par séparation de va-
riables. Soit W := W (x,y, z) une solution de I’équation d’Helmholtz en coordonnées
cartésiennes (z,y, z). On introduit le systéme (£, ¢, 0) de coordonnées sphéroidales
prolates via le changement de variables :

xr = fsinh&sinpcosh, y= fsinh&sinpsing, z = fcoshécosyp

ou f est une constante positive représentant la distance interfocale du sphéroide

paramétrée par {§ = §o}. )
On pose alors W := W (£, p,0) = W (z,y, z) et W est solution de I’équation :

L o sinhfﬁ + L 9 sin @
sinh & 0¢ 0& sin p g 7 Op

cosh? € — cos? o PW
sinh? £sin ¢ 062

(2.29)

+ k2 f? (cosh® £ — cos? ) W =0
Nous renvoyons a 'annexe B pour les détails de calcul conduisant a I'Eq.(2.29).

On suppose maintenant que W est de la forme W = W, (£)WUy(0) U3(0). L'équation
(1.5) devient donc :

71 2 sinhfaqj1 + ! i sin %

Wy sinh & O¢ o€ Uy sin p Oy 7 Op
cosh? € — cos? ¢ 9>V
Wy sinh? Esin? ¢ 062

(2.30)

+ k2 f? (cosh? € — cos? ) =0

On en déduit d’abord que :

9 { 1 82\113] .
90 | Wy sinh?¢sin®p 002 |
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ce qui entraine que W3 est solution de I’équation différentielle ordinaire :

1 0* W,
U, sinh? €sin? ¢ 062

— Uy =0 (2.31)

ol v est une fonction constante.
En injectant (2.31) dans (2.30), on obtient ensuite ¥, et Wy vérifient :

71 2 sinhfa‘lj1 + ! g sin %
Wy sinh € 0 o€ Wy sin g dp 7 Op

+ (cosh® € — cos? ) (v + k*f?) = 0

On en déduit donc que :

! 0 (sinhg%) + (v + k%f?) cosh® &

U, sinh & 9€ o€
1 0 0V,
Uy sin p Op (smgp Oy ) TR cosy
et comme Wy := W(&) et Uy := Wy(ep), on peut donc affirmer qu’il existe une

constante ¢ telle que W, vérifie I’équation différentielle ordinaire :

ov ov
sinlhga—gl (Smh5—1) + (v +Ef*)cos* o —6) U3 =0 (2.32)

et Wy est solution de :

10U, (. OV, Yo B
o Op (Slmpagp) (v + K f?) cos’ o +6) Uy =0 (2.33)

2.2 Fonctions d’ondes sphéroidales prolates

Dans le cadre de notre étude, nous allons nous intéresser a trois types de fonctions
qui sont imposées quand on résout ’équation (2.29) en séparant les variables :

e les fonctions d’ondes sphéroidales prolates radiales d’ordre mn et de M€ espéce
notées R,(%L(kf, cosh §) qui sont solutions de (2.32),

e les fonctions d’ondes sphéroidales prolates angulaires d’ordre mn notées S,,,, (k f, cos @)
qui sont solutions de (2.33),

e les fonctions A,,, qui sont appelées “valeur propre sphéroidale prolate” et asso-
ciées aux fonctions S, (kf, cos ¢) et qui correspondent & la constante de séparation
notée de facon générique 6.
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Les fonctions d’ondes sphéroidales prolates radiales d’ordre mn et d’espéce j,
notées R,(%zl(k f,cosh &), vérifient donc I’équation différentielle :

m2

sinh? &

()
9 (Sinh ¢ ORn(kf, cosh)

26 o6 ) —sinh & (/\mn — (kf)?cosh?¢ —

) RY) (kf, cosh€&) =0

(2.34)
Les fonctions d’ondes sphéroidales prolates angulaires S, (kf,cosp) vérifient
I’équation différentielle :

0 (Siw OS,un(kf, cosp)

dp D

2

)+sing0 ()\mn — (kf)? cos*p — ) Son(kf, cosp) =0

(2.35)

sin?e
Le paramétre \,,, est appelé valeur propre sphéroidale prolate.

Dans la suite, la solution de I’équation d’Helmholtz sera donc décomposée sur
I’ensemble des modes u,,, de la facon suivante :

U = RE) (kf, cosh €) Sy (K f, cos @) cos mf

2.3 Comportements asymptotiques

Nous allons donner ici quelques comportements asymptotiques qui nous seront
utiles par la suite :

Définition 2.1 Les fonctions de Hankel sphériques de 1°™ espéce (aussi appelées
fonctions de Bessel sphériques de 3°™¢ espéce) sont également appelées fonctions de

Hankel d’ordre fractionnaire, en effet (cf p. 435-442 dans [1]) :

m
A (ka) = %Hg%(ka) (2.36)

ot les fonctions HY" (ka) sont les fonctions de Hankel d’ordre 1 (cf pp 358-437 dans

[1])-

On sait aussi que :

h{Y (ka) = —i e (2.37)
ka
et on dispose d’une relation entre hg)(ka) et sa dérivée :
n
B (ka) = ——hi (ka) — il (ka) (2.38)

Les comportements asymptotiques en 0 et a I'infini des fonctions hg)(ka) sont,
aussi étudiés dans [1] :
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Proposition 2.2 Lorsque ka — 0 :

1 ka)™ (2n 4+ 1!
! (ka) ~ (27(1 +)1)u - 1((ka)”+)1 (239)

ot la double factorielle est définie par :
1.3.5...(n—=2)n  pour n >0 impair
nll =< 24.6..(n—2)n  pourn >0 pair
1 pour n = —1,0

Lorsque ka — 400 :

B () ~ (—=1)" (n(n +1) i) ei(ka+n77r> (2.40)

ka 2ka

Proposition 2.3 D’apres [20] (c¢f Chap. 4), lorsque ka — 0 ou lorsque ka — +oo,
a=¢& (i.e kf =eka) :

eka R,(g%(eka, e!) h (ka)
RS (eka,e™1) it (ka)

(2.41)

2.4 Comportements asymptotiques des valeurs propres asso-
ciées aux fonctions d’ondes sphéroidales angulaires

D’aprés [1], on sait que :
Proposition 2.4 Lorsque ka — 0 :
A, ~ n(n + 1) (2.42)

Lorsque ka — 400 :
Amn ~ (2n —2m + 1)eka (2.43)

Les deux familles de fonctions spéciales (les fonctions de Mathieu et les fonctions
sphéroidales prolates) vont intervenir dans toute la suite de ce travail. Ce premier
chapitre n’est qu'une simple présentation de ces fonctions qui sont peu utilisées dans
la littérature. D’autres résultats les concernant seront donnés, lorsque nécessaire, au
fur et & mesure.
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1 Introduction

L’objectif de cette thése est de contribuer a la résolution de I’équation d’Helmholtz
dans un domaine borné () dont la frontiére intérieure I' représente le bord d’un
obstacle diffractant et la frontiére extérieure > est absorbante. On s’intéresse donc
au probléme mixte suivant :

Au+ k*u=0 dans ()

u = —u'me sur I'
ou

— =T pY
o U sur

Comme d’habitude, A désigne le Laplacien, k le nombre d’onde et n la normale
unitaire extérieure a 2. Sur I', le champ incident u est donné, 'opérateur 7" caractérise
la condition aux limites absorbante posée sur .

Les conditions absorbantes les plus utilisées dans le secteur industriel sont les
conditions de type Bayliss-Gunzbiirger-Turkel (BGT) [9]. Ces conditions appliquées
sur des frontiéres de forme elliptique ont été étudiées par Reiner et al. [54]. Elles
s’écrivent comme suit :

e La condition bidimensionnelle de Bayliss-Gunzbiirger-Turkel du 1 ordre (BGT1),
exprimée en coordonnées elliptiques, sur la surface {& = &y}, est donnée par :

0 1

a—z —Vi-é (ika—i)u (1.1)
e La condition bidimensionnelle de Bayliss-Gunzbiirger-Turkel de 2°™¢ ordre (BGT?2),

exprimée en coordonnées elliptiques, sur la surface {& = £y}, est donnée par :

2
g—z:\/l—e?Kika—lJr wt L g (1.2)

2 8(1— z'lm)) 2 (1 —ika) 062
Le paramétre e représente l'excentricité de 'ellipse et ¢ la variable radiale (cf
section (2) de ce chapitre).

Remarque 1.1 On peut remarquer que pour e = 0, les deux conditions (1.1) et
(1.2) correspondent respectivement aux conditions BGT1 et BGT2 dans le cas du
cercle.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous allons détailler la construction de
nouvelles conditions aux limites de type Dirichlet-to-Neumann locales, pour des fron-
tieres de forme elliptique i.e adaptées a des obstacles de forme elliptique. Nous fe-
rons, par la suite, une analyse de performance mathématique puis numérique de ces
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conditions pour le probléme modal dans un premier temps puis pour le probléme
de scattering. Toute cette étude se fera dans un cadre OSRC [46]. Notre objec-
tif est d’évaluer l'effet du nombre d’onde et de l'allongement de la frontiére sur la
performance des conditions construites. Les tests de performance seront réalisés en
comparant les résultats obtenus a ceux calculés en appliquant les conditions BGT.

2 Préliminaires

Soit I" une surface de forme elliptique décrivant éventuellement la surface d’un
obstacle. Dans le systéme de coordonnées elliptiques (£, ), la frontiére I" est repérée
par {£ = &}. Ces coordonnées sont lices aux coordonnées cartésiennes (z,y) par les

relations :
T = acost

y = bsin 6 (2.3)

ou 6 € [0,27[, a est le grand rayon de 'ellipse et b le petit rayon de Iellipse qui sont
définis par :
a = fcosh¢&
b= fsinh¢
Le nombre £ est un réel strictement positif décrivant la variable radiale et f est la
distance interfocale de l'ellipse qui vérifie :

f=vVa@—p (2.5)

On définit 'excentricité e de 'ellipse {{ = &y} par :

1 b2
e_coshgo_‘/l_ﬁ (2.6)

L’excentricité e caractérise ’allongement de la frontiére. Elle satisfait 0 < e < 1.
Lorsque e — 0, l'ellipse dégénére en un cercle et lorsque e — 1, 'ellipse dégénére en
un segment de longueur 2f.

(2.4)
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-]

~
N —

~F

N p
N .
PN g
R Rloe .
(:—E 0 = constant ~ e s T
=G Yoo s M € = constant
h S - o ~ CJ
Goop e T T el e R
MR £ 8, \I ! X
6=m \ ' ! )
. .- i
b 1 T
B [ o] 4
a e e e .
X ¥
L
.
Fd - 2f —=
B

FiG. 2.1: Géométrie des coordonnées elliptiques

Nous rappelons maintenant que le n'®™¢ mode elliptique cylindrique u,, est donné
par [57] :

Un.even = RelD (Ef, cosh €)Se, (kf,cos),  n > 0(modes pairs)
Uy = (2.7)
Un,odd = Ro,(f’)(kf, cosh §)So,(kf,cosb), n > 1 (modes impairs)

ou Se,, (resp. So,,) sont les fonctions de Mathieu périodiques paires (resp. impaires),
et Re!® (resp. Ro'¥) sont les fonctions de Mathieu radiales paires (resp. impaires)
de troisiéme espéce (cf p. 376 in [60]).

Enfin, nous introduisons les coefficients «,, et 3, qui dépendent respectivement
des fonctions de Mathieu radiales de troisiéme espéce paires Ref) et impaires Roflg),
du nombre d’onde ka et de I'excentricité e :

Le coefficient «,, est défini par :

ORe®)
;" (eka,e™ 1)
p—. ; n=>0 (2.8)
Re'® (eka, e~1)
Le coefficient (3, est donné par :
ORo®)
8(2” (eka,e™ 1)
& Ro® (eka,e1) (2.9
Re®)
Afin d’alléger les expressions, nous désignerons dans tout ce qui suit " (eka,e™ 1)

23
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ORo®

par Rel (eka,e™!) et (eka,e™') par Ro® (eka,e).

3 Dérivation des nouvelles conditions aux limites
absorbantes de type DtN locales

Notre but est de construire de nouvelles conditions aux limites absorbantes de
type DtN locales en coordonnées elliptiques. L’idée de construire des conditions aux
limites absorbantes de type DtN locales n’est pas nouvelle. En effet, de telles condi-
tions ont déja été dérivées pour des frontiéres de forme sphérique dans [39]. Le mode
de construction adopté par [39] est basé sur la localisation de la condition aux limites
DtN globale tronquée [29]. Les ingrédients clés de cette méthode sont les identités
trigonométriques qui expriment des dérivées d’ordre élevé des fonctions sinus et co-
sinus (cf par exemple Eq. (A4) p. 276 dans [24]). Cependant, ces propriétés ne sont
pas satisfaites par les fonctions de Mathieu angulaires (cf Chap. 1), et donc, la pro-
cédure utilisée par [39] ne peut étre appliquée a l'opérateur DtN global tronqué
[31, 29| lorsqu’il est exprimé en coordonnées elliptiques. L’approche que nous pro-
posons pour la construction de ces conditions approchées DtN locales dans le cas de
frontiéres elliptiques peut étre vue comme une méthode inverse. Plus précisément,
nous partons d’une condition aux limites de type Robin avec des coefficients incon-
nus. Ces coefficients dépendent des valeurs caractéristiques elliptiques. De plus, nous
voulons que les conditions en question soient exactes pour les premiers modes u,,. En
conséquence, les coefficients recherchés sont I'unique solution d’un systéme linéaire
algébrique. Dans un premier temps nous allons construire une condition d’ordre un
Eq. (3.10) puis trois conditions d’ordre deux Egs. (3.13)-(3.21)-(3.29).

3.1 La condition DtN d’ordre 1 (DtIN1)

La condition approchée de type DtN locale du 1°" ordre est construite a partir
d’une condition de Robin que I'on impose exacte pour le 1 mode uq.

Proposition 3.1 La condition aux ltmites locale de type Dirichlet-to-Neumann d’ordre
un (DtN1), définie sur la surface elliptique {£ = &}, est donnée par :

du V1—¢e? (3.10)
— =—0u .
o€ e 0

Démonstration :

Nous considérons une condition de type Robin qui est exacte pour le premier
mode elliptique uy donné par Eq. (2.7). Nous posons :

ou

a—ngu
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ol la constante A satisfait :

3Re(()3)
23

sinh € (kf, cosh €) Se(kf,cos0) = A (Reff’)(k £, cosh €) Seo(kf, cose))

(3.11)
Puis, nous injectons, sur {{ = &}, les Egs. (2.4), (2.5), (2.6) dans Eq. (3.11), et
nous en déduisons :

_ p2
_vi-e (3.12)
e

ol « est défini ci-dessus par Eq. (2.8) pour n = 0.

3.2 Les conditions DtN d’ordre 2 (DtN2)

Pour construire la condition d’ordre 2 DtN2, nous considérons une condition de
type Robin qui est, cette fois-ci, exacte pour les deux premiers modes u,. Le fait
qu’il existe un mode uy pair (U epen) €t impair (ugoqq) (cf (2.7)) va conduire a la
construction de trois conditions différentes DtN2 : une condition exacte pour les
modes ug et Uy een, appelée DtN2e | une exacte pour les modes ug et u; 440 appelée
DtN2o et enfin une troisiéme, construite au sens des moindres carrés, exacte pour
les modes ug, Uj cpen €t U1 0qq €t appelée DIN2ae.

Proposition 3.2 La condition aux limites locale de type Dirichlet-to-Neumann d’or-
dre deux exacte pour les modes ug et Uy even, (DIN2e) et définie sur la surface elliptique
{& =&}, est donnée par :

0 V1—e? ka)? 0?
a—z = m |:(CLOO[1 — a1 g — (Oéo — Oél) (6 ¢ COS 2‘9) U+ (Oél — Oé())a—;; (313)

ou le coefficient cv, a été défini par Eq. (2.8)

Démonstration :

Nous considérons une condition de type Robin qui est exacte pour les deux pre-
miers modes elliptiques ug et u epen (¢f Eq. (2.7)). Nous lui imposons aussi d’étre de
la forme :

062 2

8_6 = Ae u + Be

ou A, et B, sont des coefficients constants (indépendants de #) a déterminer.
Par contre, il est a noter que contrairement aux conditions aux limites DtN2
pour des frontiéres de forme circulaire [41], la condition Dt N2e dépend de la variable
angulaire #. Une telle dépendance est nécessaire pour construire une condition aux

Ou ( & (cha)” cos29) u (3.14)
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limites symétrique en raison des propriétés des fonctions de Mathieu angulaires paires
Se,, (cf. Chap 1).

En utilisant les Egs. (1.20)-(1.22)-(1.23) du Chap. 1 et Eq. (2.7) de ce chapitre, il
est alors facile de vérifier que, pour tous les modes pairs de u,, (U even), NOUS aVONS

2 2
Oun _ <—an + (el;a) cos 29) Un, (3.15)

06?

Afin de déterminer les coefficients constants A, et B., nous supposons que, pour
{& = &0}, la condition est exacte pour les modes ugy et Uy ¢pen,. Nous avons alors :

¢ 2 2
% = A.uo + B, (0_ — (MCOSQH)) Uo

o€ 962 P
et (3.16)
aul,even o 82 (€]€&)2

\ 85 - Ae ul,even + Be (W - ( 9 COs 29 ul,even

En utilisant Eq. (3.15), il vient que (A, B.) est I'unique solution du systéme
linéaire 2 x 2 suivant :

ou
a—; - (Ae - aOBe)uO
(3.17)
au even
55 - (Ae - alBe)ul,even
Ce systéme est équivalent a :
1
Rel? (eka, e~1)Seq(eka, cos 0) = (A, — agB.)Rel (eka, e1)Seq(eka, cos 0)
m 0 ’ ’ € e 0 ) )
1

Rel™ (eka, e=1)Sey (eka, cos ) = (A. — ay B.)Re\? (eka, e 1) Ses (eka, cos 6)

V1 —e?

(3.18)
Apreés simplifications, nous obtenons :
V1 = 2
Ae - Be ag = ‘ Qg
e
(3.19)
V1 — 2
Ae - Be a1 = ‘ aq
e

ou le coefficient «, a été défini par Eq. (2.8).
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La résolution de ce systéme nous donne comme solution le couple (A, B.) :

V1—e? qpoqg — a1y

A, =
(& ag — aq
(3.20)
B — Vv1—e2 a; —
‘“ € ag — ap

La condition DtN2 paire notée DtN2e est alors construite en remplacant les
coefficients A, et B, dans Eq. (3.14) par leur expression donnée par (3.20).

O

Suivant le méme principe, nous allons maintenant construire une condition DtN
locale d’ordre 2 exacte pour les modes ug et 1 o4q-

Proposition 3.3 La condition aux limites locale de type Dirichlet-to-Neumann d’or-
dre deux exacte pour les modes ug et uy oqq (DtN20) et définie sur la surface elliptique
{€& =&}, est donnée par :

) V1=¢2 ka)? 0?
e Kﬁ ~ by — (00— 1) B2 cos 29) ut (5 — o) | (321)

ou les coefficients o, et B, ont été définis par Eq. (2.8)-(2.9).

Démonstration :

Nous considérons, comme précédemment, une condition de type Robin qui est
exacte pour les deux premiers modes elliptiques ug et 41 g0 (¢f Eq. (2.7)). Nous lui
imposons aussi d’étre de la forme :

06? 2

— =A,u+ B,

ou 9*  (eka)?
: (

cos 2«9) u (3.22)

ou A, et B, sont des coefficients constants (indépendants de 6) a déterminer.

De la méme facon que lors de la construction de la condition DtN2e, en utilisant,
les Eqgs. (1.20)-(1.22)-(1.23) du Chap. 1 et Eq. (2.7) de ce chapitre, on peut aisément
vérifier que, pour tous les modes impairs de u,, (uy 0dd), DOUS avons

0?u,, (eka)?
oz (_b” 2

cos 20) U, (3.23)

Afin de déterminer les coefficients constants A, et B,, nous utilisons le fait que
la condition est supposée exacte pour les deux modes ug et u; oq4q lorsque {& = &o}.
Nous avons alors :
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5 oz~
N (3.24)
Oy, 02 eka)?

\ a1,€dd — Ay 1044 + Bo (% — <( 5 ) cos 29)) U1 odd

En utilisant Eqs. (3.15)-(3.23), on obtient que (A,, B,) est 'unique solution du
systéme linéaire 2 x 2 suivant :

ou
8—50 - (Ao - aOBo)uO
(3.25)
ouq,
alé.dd == (Ao - blBo)ul,odd

Ce systeéme est équivalent a :

1
Rel? (eka, e=1)Seq(eka, cos 0) = (A, — agB,)Rel (eka, e=1)Seq(eka, cos )
Vi—ez ; > 0 /70 ’ ’
1

Ro\ (eka, e=1)Soy (eka, cos ) = (A, — by B,)Ro\” (eka, e~1)So; (eka, cos )
Vi—er ’ ’ 0 0/7H ' '

(3.26)
Nous obtenons aprés simplification :
/T _ 2
AO — BO ag — ¢ (7))
e
(3.27)
/T 2
Ao - Bo a1 = ‘ ﬂl
e

ou les coefficients ay, et (3, ont respectivement été définis par Eq. (2.8) et (2.9).
La résolution du systéme (3.27) nous donne alors ’expression du couple (A,, B,) :

vV 1 — e2 aoﬁl - blOé()

A, =
€ ag — b1
(3.28)
s V1= Bi—a
o (& ag — b1

La condition DtN2 impaire notée DtN2o0 est obtenue en remplacant les coeffi-
cients A, et B, dans Eq. (3.22) par leur expression donnée par (3.28).
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Pour compléter la construction des différentes conditions aux limites locales de
type Dirichlet-to-Neumann d’ordre deux, nous allons donner une troisiéme condition,
notée DtN2ae, vérifiée au sens des moindres carrés par les modes g, U1 even €t U1 odd-

Proposition 3.4 La condition locale DtN2ae, vérifiée au sens des moindres carrés
par les modes Uy, Uy even, €t U1 oda, définie sur la surface elliptique {§ = &}, est donnée
par :

ou 1 —e? O*u  (eka)?
— = A B | — — 2 2
o€ 5 { we W+ B, (892 5 Cos Gu)} (3.29)
ot le coefficient © est donné par :
O = 2(a(2) -+ &% -+ b% — Qo1 — &Obl — &1b1) (330)

et Al et B, sont définis par :
Abe = [(ag + ap +07) (@0 + 1 + 1) = (a0 + a1+ b1) (00 + @101 + b1 fy)]

BZG - [(@0 +a; + b1) (Oéo + o + ﬁ1) -3 (&0040 + a0 + blﬂl)]
(3.31)
Les coefficients o, et [3,, ont respectivement été définis par Eqgs. (2.8)-(2.9).

Démonstration :

Comme dans les deux cas précédents, nous considérons une condition de type
Robin qui est exacte pour les trois premiers modes elliptiques g, U1 epen €6 U1 paq (cf
Eq. (2.7)). Nous lui imposons aussi d’étre de la forme :

3_5 = Aae u + Bae w - 9
ot A, et By sont des coefficients constants (indépendants de 0) a déterminer.

Nous imposons aussi que, pour £ = &g, la condition est exacte pour les trois modes
UQ, Ul even €6 Up odq- NOUs avons donc :

4 2 2
% = Age ug + Bae (8 — ((eka) COSQH)) U

ou < O (cka)® ze) “ (3.32)

o€ 062 2
et
aul,even o 82 (eka)2
< Tf - Aae ul,even + Bae (W - ( 2 COSs 26 ul,even (333)
et

Oy, 0? eka)?
\ alé_dd = Aae U1, 0dd + Bae (w - (( ) oS 29)) U1,0dd
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Or, comme lors des deux démonstrations précédentes, en utilisant, les Egs. (1.20)-
(1.22)-(1.23) du Chap. 1 et Eq. (2.7) de ce chapitre, il vient que (A, Bae) est 'unique
solution du systéme suivant :

( Ou
a—; - (Aae - aOBae)UO
ou even
< gf - (Aae - &1Bae)u1,even (334)
ouy o
\ alédd — (Aae - blBae)ul,odd

D’aprés les deux démonstrations précédentes, en couplant Eq. (3.19) et Eq. (3.27),
on aboutit au systéme suivant :

( V1 —e?

Aae_BaeCLO - (&%)
e
1_ 2
A, —B.a = Y-, (3.35)
e
1/1_ 2
Aae_Bebl - ‘ ﬁl
\ e

ou les coefficients ag, a; et §; ont été définis par Egs. (2.8) et (2.9).
Le systéme (3.35) équivaut au systéme matriciel :

Lo (Aae) Ji—er [

1 —Qaq == (03] (336)
1 _bl Bae € ﬁl
1 —ayg
Onnote F=| 1 —a; | et on multiplie le systéme (3.36) par la transposée de F
1 —b

notée 'F'. On obtient ainsi :

V1—eé2 o
CFﬂ(g“): “ip | (3.37)

‘ B
3 —ao—al—bl
—ao—al—bl CL%‘}‘CL%"‘[)%

Or, la matrice (‘F F) = ( ) est inversible, et son

inverse est défini par :

_ 1 (a2+a?+b> ag+a,+b
¢ 1 0 1T01 ao 1+ 01
(‘F F) _—(% e ; (3.38)

avec © = det(tF F) = 2(@3 + CL% + b% — Qg1 — a0b1 — albl)
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Il ne reste donc plus qu’a multiplier le systéme (3.37) par (‘F F)~!

VI—e? o
( Ace ) VTS tppyitp | o (3.39)
Bae e
b
On obtient alors deux coefficients notés A,. et By, :
L—e 5 5
Aae = W [(&0 -+ ai + bl) (Oé(] + (03] + ﬂl) - (ao + aq + bl) (afoao + a1y + blﬂl)]
V1—e?
Boe = —5— [(a0 + a1+ b1) (ao + a1 + B1) — 3 (aoao + a1 + b1 B1)]
(3.40)
— 2
En mettant en facteur le coefficient Y~ dans la condition (3.29) on obtient
e
bien le couple de coefficients (A*,, BX.).
0

Avant de passer a 'analyse mathématique des nouvelles conditions, il est impor-
tant de s’attarder sur certains points particuliers :

e Les conditions aux limites (3.10), (3.13), (3.21) et (3.29) sont appelées condi-
tions DtN [ocales car elles résultent d’un processus de localisation (par troncature)
de opérateur DtN global défini dans [31, 29]. Dans [31] (cf [45] pour le cas du cercle),
I'opérateur DtN exact est construit dans le cas de Dellipse. C’est une condition aux
limites non réfléchissante, qui en coordonnées elliptiques (€, 0) s’écrit sur la frontiére

artificielle en {£ = &} :

[ — Mcsn) / / !
- Zm 0 M 5 q) Cem(‘g q) f (507 0 )Cem(e 7Q)d9

(3.41)

+dL = D O%éj’q)seme q fo (&0, 0")se, (0, q)do’

Les fonctions Mc® (€, ¢q), Ms'® (€, q), cem (0,q) et sen(6,q) ont été introduites au
. _ (kf)?
chapitre 1 et ¢ = =,

Le caractére local de ces conditions est trés intéressant notamment d’un point de
vue numérique. En effet, 'incorporation de ces conditions dans un code d’éléments
finis fait seulement apparaitre des matrices de masse et de rigidité définies sur la
frontiére extérieure. De plus, les coefficients a,,, b,, a, et (3, peuvent étre calculés

une fois pour toute au début des calculs.

e Il faut noter que lorsque e — 0 (Uellipse devient un cercle), les conditions
(3.10), (3.13), (3.21) et (3.29) sont identiques aux conditions DtN bidimensionnelles
construites pour des frontiéres de forme circulaire de rayon R [39, 41|, qui sont
données par :
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(1)
e Pour la condition DtN1 : % =k HOT(]{R),
or oy (kR)

e Pour la condition DtN2 :

o HY' (kR) HY'(kR)  HY'(KR)\ 6%u
i ey prsmeetC gl ey Gy 2
or H" (kR) H\V(kR) H"(kR)) 00

En effet, en utilisant les comportements asymptotiques des fonctions de Mathieu
radiales de troisiéme espéce paires (Re'®) et impaires (Ro®) ainsi que celui des
valeurs caractéristiques paires a, et impaires b, (cf [1], [51]) lorsque e — 0, on a :
— ap(eka) — 0, ay(eka) — 1 et by(eka) — 1 (cf Prop. (1.1) du chapitre 1),

' (kR . ' (kR
&% et Vn € N*, ﬁ— ~ k&%

Hy, e Hy'(kR)
détails cf. Eqgs. (4.43) et (4.48) ultérieurement dans ce chapitre).

k 2
De plus, lorsque e — 0, il est évident que 1 —e? — 1, (e ;) cos260 — 0 et

enfin, le demi axe principal a de l'ellipse tend vers le rayon R d’un cercle.
On obtient finalement que lorsque e — 0, les différentes conditions DtN (3.10),
(3.13), (3.21) et (3.29) sont respectivement équivalentes aux conditions suivantes :

H(l)/
e Pour la condition DtN1 : % =kR W’
o Hy(kR)

e Pour les trois conditions DtN2 (DtN2e, DtN2o, DtN2ae) :

- Vn € N, Ok (pour plus de
e

du 1Y (kR) H"(kR)  HY'(kR)\ 0%u
T R Ul Wy e oy 2
23 Hy"(kR) H"(kR)  H"(kR) ) 00
0 1 0 . .
Or, comme — = — —, on retrouve bien que lorsque e — 0, la condition DtN1
or R 0¢

construite (resp. les trois conditions DtN2 construites) pour des frontiéres elliptiques
est équivalente (resp. sont équivalentes) a la condition DtN1 (resp. DtN2) construite
pour des frontiéres circulaires.

e L’utilisation de conditions aux limites DtN locales approchées d’ordre supérieur
a deux est inappropriée dans le cadre d’'une méthode d’éléments finis classiques car
elles nécessitent une régularité supérieure & C°. En conséquence, nous n’avons pas
cherché & construire des conditions DtN d’ordre plus grand que deux.

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons analyser mathématiquement puis
numériquement la performance des conditions Dirichlet-to-Neumann (3.10), (3.13),
(3.21) et (3.29) que nous venons de construire. Nous allons dans un premier temps
effectuer ces analyses pour le probléme modal (dit probléme du radiateur) puis pour
le probléme de scattering. Plus précisément, nous voulons analyser ’effet du nombre
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d’onde ka et celui de I'excentricité e de l'ellipse sur la performance des conditions
DtN1 (3.10), DtN2e (3.13), DtN2o0 (3.21) et DtN2ae (3.29).

Pour effectuer cette analyse, nous nous plagons dans un cadre OSRC [46] qui est
adapté au régime basse fréquence [2]|. Afin d’évaluer la performance des conditions
construites, nous allons nous servir d’un outil fréquemment utilisé pour mesurer
Iefficacité de conditions aux limites absorbantes : [“impédance spécifique modifiée.
Cette quantité physique adimensionnelle qui caractérise le milieu physique tronqué
de propagation est un bon indicateur de performance des conditions approchées.

Dans le systéme de coordonnées elliptiques (£, ), cette impédance spécifique s’écrit
[54]

V1 —e?2kau
= T ’5=§0
¢

Z (3.42)

4 Analyse mathématique de performance pour les
nouvelles conditions aux limites absorbantes de
type DtN locales - Probléme modal

Nous allons procéder a ’analyse mathématique de performance des conditions
aux limites DtN locales que nous avons précédemment construites dans le cas du
probléme modal, c’est-a-dire mode par mode. Pour cela, nous exprimons tout d’abord
I'impédance spécifique (3.42) pour un mode u, a la surface de lellipse { = &} (cf
Eq. (13), p. 3626 dans [54]) :

_iVT—e®kaRel (eka,e™)  ieka

Zen = ; (R o, hg)) = si u, est un mode pair
e cos n
ag ’5250
- iv1 — e2kaRo?) (eka, e 1) ieka _ , _
VAN o : =3 si U, est un mode impair
0 <R0n kf cosh & ) n
af §=¢o

(4.43)
ou les coefficients «, et [, ont été respectivement définis par (2.8) et (2.9). Les
expressions (4.43) résultent du remplacement de u par u,, dans (3.42).

Nous commengons par donner le comportement basse fréquence de 'impédance
exacte ainsi que celui a haute fréquence. Ces deux résultats seront utilisés ensuite
comme référence lors de I'analyse de 'impédance spécifique modale.

Proposition 4.1 Le comportement asymptotique de Z%* (que u,, soit un mode pair
ou impair) lorsque ka — 0 est donné par (c¢f Eq. (17), p. 3627 de [54]) :
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k
W?ajtikaln(ka) sin =0

7%~ (4.44)

47 ka\ ®ntY ka )
— | = —1— sin>1
(n!) 2 n

De méme, lorsque ka — +o0o (cf Eq. (25), p. 3629 de [54]), Z&2 (que u, soit un
mode pair ou impair) vérifie :

7% 1 — iﬁ (4.45)
Démonstration :
e Pour ka — 0
Ce résultat a déja été démontré dans [54] mais il est bon de le rappeler car on
introduit des résultats qui nous seront utiles par la suite.
Dans le chapitre introductif sur les fonctions de Mathieu, nous avons déja men-
tionné que :

Reﬁf’)(kf,coshf):\/gMcf)(f, IV et Rl (ks cosh &) = \f M
446

On déduit des équations (4.43) et (4.46) que I'impédance spécifique exacte pour
un mode pair par exemple, est égale & (cf (4.43)) :

eka V11— eraMc(3)( —(kf)2)

7o = 0 = : (4.47)
" Q, 0 kf
2 (e M0 ) e
Or, lorsque ka — 0, on sait d’aprés [51] que :
V1= eZkaMP (¢, (kf) —) 2" (ka)
> (4.48)

0 (.. (kf) " HY (ka
5 (e >) g T (k)

ot Hy" (ka) désigne la fonction de Hankel de premiére espéce (cf chap. 9 dans [1]).
Ainsi, en utilisant les propriétés de récurrence des fonctions de Hankel (cf [1]),
on en déduit que :

iH (ka) i
H (ka) — n HY)\(ka)
ka  HY (ka)

(4.49)
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Mais on connait aussi le comportement des fonctions de Hankel (cf chap. 9 [1])

2
1+ i—In(ka)
7r
HWY (ka) ~

i(@)”_i(n—m (3)11 o (4.50)
nl \ 2 ‘>

™

En injectant (4.49) dans (4.48) et en appliquant (4.50), on obtient finalement :

7T7a +ikaln(ka)

in =20
752 (4.51)
Ar (ka\""" ka
— —i1— n>1
(n!)? \ 2 n
e Pour ka — +o00 :
Comme lorsque ka — 0, nous avons [51] :
: (kf)
L VI @kaMEP(65) O () i
S (k) ~ T o (4.52)
- MC(?))(§ ) ‘575 H, (/{JCL) ﬁ B Hn+1(k;a)
o m g — ka

H,Sl)(/m)
(Nous avons pris, ici aussi, I’exemple d’une fonction de Mathieu paire et le résultat
est identique avec une fonction impaire)

Lorsque ka — +00, le comportement des fonctions de Hankel est donné par (p
346 dans [1]) :

(4ka — (2n+ 1)m
(1) 2 (4n? —1)(4n*—9)  4n*—17 ° 4
Hy' (ka) ~ i {1 - 2(Bka)? +1 e

8ka
Il vient donc que lorsque ka — +o00 :

(4.53)
(1) 1
H. (k + 35
”g)l( Q. nts_, (4.54)
Hy ' (ka) ka
On obtient ainsi le résultat (4.45) :
{ 1
Zea:2 ~ ~ 1 i
" n n+ % ) ZQka

ka ko
1

en injectant (4.54) dans (4.52) et en faisant un développement limité d’ordre 1 en
%-
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Nous passons maintenant a I’analyse mathématique des nouvelles conditions dans
le cadre OSRC. Nous commencons par définir les impédances approchées calculées a
partir des conditions DtN.

4.1 Définition des impédances spécifiques modales approchées

Afin d’analyser la performance des différents conditions aux limites absorbantes

DtN, nous allons calculer les impédances spécifiques approchées qui leur corres-

U
pondent. Pour ce faire, il suffit de remplacer % grace a une des conditions DtN

(3.10), (3.13), (3.21) ou (3.29) dans l’expression (3.42) et d’appliquer cette impé-
dance a u,, au lieu de u.

ieme

Proposition 4.2 Pourlen mode elliptique, sur la surface de l’ellipse paramétrée
par & = &, les impédances spécifiques approchées DtN sont données par :

zpap _ leka (4.55)

(&%)

" (apa; — ara) — ¢ (1 — ) '

ieka (ag — by)
ZDtNQO,QD _ 1€ 0 4.57
" (%51 - 51040) — Cn (51 - 040) ( )

icka (CL() - bl) ©
7 DtN2ae2D _ 1€ 4.58
" (AZe - CHBZe) ( )
ou les parameétres A%, et B, ont été définis par (3.31) et le coefficient ¢, est donné
par :
(4.59)

an, st u, est un mode pair
Cp = . . .
" b, st U, est un mode impair

Démonstration :

w
Pour le probléme modal, on remplace — par une des conditions DtN dans I’ex-

o€
pression (3.42) et on I'applique a un mode elliptique u,, afin de calculer les différentes
impédances approchées DtN. On obtient ainsi les résultats suivants :

e Pour la condition DtN1 :



50 Chapitre 2 Nouvelles conditions DtN pour des frontiéres elliptiques.

La condition DtN1 posée sur {& = &}, appliquée au mode elliptique u,, est
donnée (cf Eq.(3.10)) par :

du, V1—e2

- Qp U,

0& e

Donc, lorsque & = &y, on a :

. T .
ZDIN12D _ iv1l —e* kau, _ ieka

n
V1 —e? Qg

Qg Up,
e

e Pour la condition DtN2e :

En £ = &, la condition DtN2e appliquée a u,, est donnée par (3.13)

ou,  V1-—e? Pu,  (eka)?

5% — o —a)e (apa; — ajag) uy, + (g — ) ( 52 T 3 cos 26 un)}
Et comme :

Pu,,  (eka)?
52 " o cos 20 u, = —cpuy, (4.60)

ou ¢, est donné par Eq. (4.59), on a :

7 DiN%e,2D _ i1 —e*kau, _ ieka (ag — ay)
" V1 — e? (apory — arcv) — ¢ (1 — )

Tae —anye (@001 = @100) s = e (a0 — ar) w]

e Pour la condition DtN2o :

La démonstration est la méme que pour DtN2e avec la condition donnée par
(3.21) appliquée, en £ = & a uy, :

ou,, 1—e? Pu,,  (eka)?

o~ Tan—br)e [(aoﬂl 100) Uy, + (09 — 1) ( 50 5 cos20u )]

et on utilise la propriété donnée par Eq. (4.60).

e Pour la condition DtN2ae :

La démonstration est identique aux deux précédentes pour DiN2e et DtN2o et
on utilise cette fois la condition donnée par (3.29) appliquée a u,, en § = &y :

ou, V1—¢e? 0?u,, ka)?

U ‘ Al un + By, un _ (cka) cos 20 u,

0& Oe 00? 2

ou A*, et B, ont été donnés (3.31). Puis, on utilise la propriété donnée par Eq.
(4.60).
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Remarque 4.3 Les différentes impédances approchées (4.55), (4.56), (4.57) et (4.58)
peuvent s’écrire en fonction de ["impédance exacte modale donnée par (4.43). On a :

thNl’ZD — ZSQ:Q (461)
1
ZDtNQe,QD _ 4.62
" 1 4 apg — Cp, 1 1 ( )
7% o |2, 40
ZnDtNQO,QD — 1 (463)
1 ag — Cp, 1 1

Z8X2 ag — bl

ex2 ex2
Zl,odd ZO

1
DtN2ae,2D __
o L R TN o
Zg2 TN Zgr TR, 2R,

ot © a déja été défini en (3.29), ¢, a été donné par (4.59) et :

—2@% — CL% - b% + apaq + a0b1 + 2@1()1 + 5(2@0 — Ay — bl)

Al - @
2 2
— 2 — — —
A2 _ ao + bl + (S( aO + a@l bl) &1&0 albl (465)
A3 _ CL(Q) + CL% + 5(—@0 —ay + 2b1) - b1a0 — a1b1

©

et
A = cosfcosby+ /1 —e2sinfsinb,

2 2 (4.66)
5= (5 cos(20) + (g—g) > (ka)? + ikaA

Remarque 4.4 Nous avons déja noté dans le paragraphe précédent que lorsque
e — 0 (on est dans le cas d’un cercle et non plus d’une ellipse), les conditions obte-
nues sont équivalentes a celles obtenues dans le cas d’une frontiére circulaire [41]. Si
on regarde les différentes impédances spécifiques approchées, lorsque e — 0, les trois
impédances DtN2 (4.56), (4.57) et (4.58) sont équivalentes (puisque les trois condi-
tions sont équivalentes). De plus, on obtient ['impédance DtN1 (resp. les impédances
DtN2) est équivalente (resp. sont équivalentes) a l'impédance DtN1 (resp. DtN2) ob-
tenue dans le cas d’une frontiére circulaire par [{1]. On rappelle que ces impédances
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sont données, pour le n**™ mode cylindrique, sur la surface d’un cylindre de rayon

R, par :
e Pour la condition DINI : Zy cercie = 252,

1
e Pour la condition DIN2 : Z, cercie =

1 [ 1 1
ZS:BQ +n Zle;r2 B Z5$2

Remarque 4.5 Pour les trois impédances DtN2 (4.56), (4.57) et (4.58), on observe

que pour le mode n = 0, elles coincident avec Z§™, de méme ZPIN2e = ZPH20e —

gz et ZDi20 = ZDilN2ee — 7ex2 - de par le mode de construction adopté pour ces

conditions.

Maintenant, afin d’analyser les performances des conditions aux limites DtN
construites, nous allons procéder a ’analyse asymptotique des impédances spécifiques
approchées afin de les comparer aux résultats obtenus pour I'impédance spécifique
exacte lorsque ka — 0 (régime basse fréquence) (cf (4.44)) et lorsque ka — +oo
(régime haute fréquence) (cf (4.45)).

4.2 Analyse asymptotique lorsque ka — 0

Le comportement asymptotique des différentes impédances spécifiques appro-
chées DtN a basse fréquence (ka — 0) est donné par la proposition qui suit :

Proposition 4.6 Le comportement asymptotique des impédances spécifiques appro-
chées DtN pour le n"*™¢ mode elliptique (qu’il soit pair ou impair), lorsque ka — 0,
est donné par :

k
ZPIN12D _ gex2 w?a +ikaln (ka) , pour n > 0 (4.67)
( k
75" ~ 7'(7& +ikaln(ka) , pourn =0
k 3
ZDiN22D" 7572 ~ 7r—( g) —ika , pourn =1 (4.68)
k
\ 2in2(ka)3_in_z , pour n > 2

ot ZPIN22D qésigne indifféremment 'une des trois impédances spécifiques approchées
ZnDtNZE’QD, ZnDtNZO,QD ou ZnDtNZae,QD.

Démonstration : Pour chacune des conditions DtN, nous allons donner suc-
cessivement la méthode pour obtenir le comportement des impédances spécifiques
approchées correspondantes lorsque ka — 0.

e Pour la condition DtN1
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Nous avons déja indiqué que ZPN12P = 7Zex2 (of Eq. (4.61)), si bien qu’en utili-
sant le comportement de Z¢*? pour n = 0 lorsque ka — 0 donné par Eq. (4.44), on
obtient le résultat recherché.

e Pour la condition DtN2e

Nous savons que, par construction, ZPN2e = 7e2 of zPN2e — 7zee2 " oy le
résultat pour n = 0 et n = 1 en utilisant (4.44).

Etudions a présent le cas ot n > 2. On sait (cf Eq. (4.62)) que :

DtN2e2D __ 1
Z, =
1 ap — Cp, [ 1 1 ]
ex2 ex2 - ex2
ZO ap — ay Zl,even ZO

En utilisant les comportements asymptotiques de Z§* et Z{%,,,, donnés par (4.44)
et sachant que (cf Eq. (36) p. 120 dans [51]) :

(eka)*

ag ~ — lorsque ka — 0 (4.69)

an (0) = b,(0) = n* pour n > 1, (4.70)

on obtient que l'impédance spécifique approchée se comporte comme une fonction
de ka, pour n > 2, définie par :

1
¢ (ka) =
_(eka)4 2
1 L 39 1 1
k 4 0 gk
7r7& +ikaln (ka) —(egg) -1 5(/{:@)3 — ika ’/T?a +ikaln (ka)

(4.71)
Nous nous sommes servis du logiciel Mathematica afin d’écrire ¢(ka) sous la forme
d’une série de Taylor lorsque ka — 0 que nous avons tronquée afin d’obtenir le
résultat de la Proposition (4.6).

e Pour la condition DtN2o
Par construction ZP™N? = Z¢22 ot ZPN20 = 722 on obtient donc immeédiate-
ment le résultat annoncé pour n =0 et n = 1 en utilisant (4.44).
Pour n > 2, le processus de démonstration est le méme que pour ZP¥N2e2D Ep
effet, nous venons de rappeler dans Eq. (4.70) que a;(0) = b;(0). Cela implique que
1

ZDiN20.2D — se comporte en 0 de la méme fagon

1 1

ex2 ex2
Zl ,odd Z, 0

1 ag — Cp,

Z&2 T ag— Iy

que ZDtN2e2D - on le résultat.
e Pour la condition DtN2ae :

Comme précédemment, pour n = 0 et n = 1, on sait que ZPN?¢ = Zeo2 of
ZDtN2ae — 7¢x2 o qui donne le résultat immédiatement.
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DtN2ae,2D
Zn

Puis, pour le cas n > 2, on rappelle tout d’abord que peut s’écrire

sous la forme : .
7 DtN2ae2D _ ieka (ag — b1) ©
(Azkw - CnBze)

avec A*

ae’

AZe = [(a§ + a3 + b]) (o + a1 + (1) — (ag + ay + b1) (apaparonby )]

. et O tels que :

By, = [(ag + a1 + b1) (o + a1 + B1) — 3 (apag + araq + b1 3y)]

et © = 2(@3 + CL% + b% — ag] — a061 — albl)
On peut alors écrire, en utilisant (4.47) et (4.48), que ZPtN2a2D g6 comporte
comme une fonction de ka définie par :

21(&% + CL% + b% — Qo1 — a061 — albl)
1Y (ka) QH(I '(ka)
8 (ka) H“ (ka)

(1)
+(3Cn—a0—a1 _bl) (aOM+(@1+b1) (ka))]

U(ka) =

(a2 + a2 + 02 — cpap +ay +by)) (

1Y (ka) W (ka)

21(@3 + CL% + b% — Qg1 — a0b1 — albl)

HyY' (k
(a? 4+ b? — cpay — cuby + 2a9c, — apay — aobl)%
Hy' (ka)
H{"" (ka)
+(2a8 + a% + b% — Qo1 — @Obl — 2&1b1 — 2&()0” + ajc, + blCn)i
HY (ka)
1

iH" (ka)

HY (ka)
comportement de 'impédance exacte lorsque ka — 0 donné par 'Eq. (4.44), et les
comportements des valeurs caractéristiques donnés par les Eqs. (4.69) et (4.70), que
ZDtN2ae.2D g6 comporte comme une fonction de ka définie par :

(eka)® N (eka)?

Or d’aprés (4.47) et (4.48), Z&*act ~ . On sait alors, en utilisant les

2 1
U (ka) = s TR (4.72)
(eka)? 1
2(1—n?)(1+ )
52 W@ +iln(ka)
2
+ (2 (652? - (el;:;) (1+n2) + 2n2) !

k‘ 3
W%—ika

On utilise alors le logiciel Mathematica pour obtenir une expression de V*(ka)
sous forme de série de Taylor que ’on tronque afin d’arriver au résultat annoncé.
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On peut remarquer que, lorsque ka — 0, I'impédance spécifique approchée cor-
respondant a la condition DtN1 est indépendante du mode n contrairement a 'impé-
dance exacte. La condition est exacte pour le mode n = 0 mais lorsque n augmente,
on peut prévoir que la condition va trés rapidement perdre de sa précision. On peut,
de plus, observer que la partie réelle de ZP*™NV! est d’ordre ka alors que celle de I'im-
pédance spécifique exacte est d’ordre (ka) , ce qui laisse aussi présager une perte
rapide de performance.

En ce qui concerne les trois conditions DtN2 (3.13), (3.21) et (3.29), on remarque
tout d’abord qu’elles ont toutes trois le méme comportement asymptotique. A basse
fréquence, il semble donc inutile de les considérer séparément. Les impédances ap-
prochées de ces conditions d’ordre 2 se comportent comme 'impédance exacte pour
les modes n = 0 et n = 1, ce qui est di a leur construction. Par contre, lorsque
n > 2, les conditions DtN2 vont étre moins performantes a mesure que le mode n
augmentera. On observe par exemple que la partie réelle de 'impédance approchée
DtN2 est d’ordre (ka)?, alors que celle de 'impédance exacte est d’ordre (ka)?"*!.
Cela permet de prévoir une perte rapide de performance pour les modes n > 2.

2n+1

4.3 Comportements asymptotiques lorsque ka — +oo

La proposition suivante donne le comportement asymptotique des différentes im-
pédances spécifiques approchées DtN a haute fréquence (ka — 400) :

Proposition 4.7 Le comportement asymptotique des impédances spécifiques appro-
chées DEN pour le n**™ mode elliptique (qu’il soit pair ou impair), lorsque ka — +o0,
est donné par :

1
ZDINLID g DIN22D  gex ] i% , pourn >0 (4.73)

ot ZPIN22D désigne indifféremment l'une des trois impédances spécifiques approchées
ZnDtNZE’QD, ZnDtNZO,ZD ou ZnDtNZae,ZD'

Démonstration : Nous allons commencer par démontrer le résultat pour DtN1
puis ceux correpondant aux trois conditions d’ordre deux (DtN2e, DtN2o, DtN2ae).

e L’impédance spécifique approchée ZDPtN1,2P
Par définition (cf Eq. (4.61)), on a ZPN12D = 7€22 Connaissant le comportement
de Z&"* lorsque ka — +o0o (cf Eq. (4.45)), le résultat est immédiat.

e Les impédances spécifiques approchées ZDtN2e.2D | 7DIN202D of 7 DiN2ae,2D
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D’aprés les résultats (4.62), (4.63), (4.64) et (4.52), on a pour n > 2 :

7 DtN2e,2D i(ap — ay)
n 1y (1)
H k H k
(ap — cn)# + (cn — al)#
H,"” (ka) Hy” (ka)
7 DtN20,2D i(ap — b1)
' o HY (k) o HY (ka)
(a0 = en) 5 (en = 1) — 55
H;" (ka) Hy" (ka)

21 (a% + &% + b% — Qo] — &le — &1b1)
3 (ka)  H;" (ka)

az+a?+b—cp(ag+a +0b
( 0 1 1 ( 0 1 1)) H(()l)(ka) Hl(l)(/{:a)

H (ka) fﬁ”@@)]

Z}Z?tNQaeQD ~

+ (a1 +b
"HY (ka) (o 1)H1(1)(ka

Connaissant le comportement des fonctions de Hankel lorsque ka — 400 (cf. Eq.
(4.52), (4.54)), on a, Vn € N :

+ (BCn—ao — aq —bl) (&

iH" (ka) i

HY (ka)  2ka

On obtient immédiatement que, lorsque ka — +o0o, les impédances approchées
ZDiN2e " 7DiN20 of 7 DiN2ae2D oo comportent respectivement de la méme fagon que

les fonctions de ka suivantes :

D,(ka) = Cwow) L
(&O—Cn‘i‘cn—&l)ii a
 2ka
®,(ka) = (ag = by) — =15
(ao—cn+cn—bl)7i a
1— —
2ka
2(@%"‘@%“—()% — Qpaq _&Obl —albl) i
P = N
ac (k) 1 2ka

(203 + 20} + 257 — 2a0a; — 2a0by — 2a1by)
1__
2ka

La proposition précédente (Eq. (4.7)) montre que, lorsque ka — 400, les impé-
dances spécifiques exacte et approchées (DtN1 et DtN2) ont le méme comportement
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asymptotique qui est indépendant du mode n. Ce résultat laisse augurer une bonne
performance des conditions approchées DtN d’ordre 1 et 2 pour le probléme modal
2D en régime haute fréquence.

5 Analyse numérique de performance pour les nou-
velles conditions aux limites absorbantes de type
DtN locales - Probléme modal

De fagon a évaluer numériquement l'incidence du nombre d’onde et de ’allon-
gement de l'ellipse modélisant la frontiere artificielle sur la performance de nos
conditions Dirichlet-to-Neumann, nous avons procédé a une série de tests mode par
mode. L’objectif de ces tests est de comparer nos résultats avec les conditions DtN
construites (3.10), (3.13), (3.21), (3.29) a ceux déja obtenus avec les conditions BGT
d’ordre 1 (1.1) et 2 (1.2) appliquées a des frontiéres elliptiques (cf Figs.(2) a (8) dans
[54]). Nous avons effectué les tests pour trois modes pairs différents n = 1, n = 2,
n = 3. Les résultats obtenus pour les modes impairs ne sont pas répertoriés car
ils sont équivalents pour un méme n a ceux des modes pairs, d’aprés 'analyse des
comportements asymptotiques aux paragraphes 4.2 et 4.3. Nous n’avons pas effectué
de test numérique pour le mode n = 0 puisque les conditions DtN d’ordre 1 et 2
construites sont toutes exactes pour ce mode. Pour chacun des modes évalués, nous
avons étudié six valeurs de l'excentricité e allant de e = 0.1 ou 'ellipse est proche
d’un cercle, & e = 0.9 ou l'ellipse est trés allongée. Enfin, trois valeurs de ka ont été
testées : ka = 0.1, ka = 1 et ka = 10. Les deux premiéres valeurs de ka correspondent
a un régime basse fréquence alors que ka = 10 est considéré comme un régime haute
fréquence.

Pour chacune des figures ,nous avons représenté la valeur absolue des diffé-
rentes impédances puis les erreurs relatives correspondantes a savoir la quantité
‘Zrele o ngp,ZD‘

Kol

Pour le mode w1, nous avons comparé les deux conditions d’ordre 1 DtN1 et BGT1
(1.1), les trois conditions DtN2 étant exactes pour ce mode. Pour les modes uy et us,
nous avons évalué les performances des deux classes de conditions d’ordre 2 DtN2 et
BGT2 (1.2). Nous avons vu dans la section précédente que les trois conditions DtN2
ont des comportements similaires. C’est pourquoi, par la suite, nous désignerons
indifferemment par DtN2 'une des trois conditions approchées (3.13), (3.21), (3.29).

, oul Z%P2D yeprésente une des impédances approchées DtN ou BGT.

Pour le mode uy, (cf Fig. (2.2)-(2.3)), on remarque que les deux conditions DtN1
et BGT1 n’ont pas un niveau de performance trés satisfaisant, méme s’il devient
plus acceptable autour de ka = 1. On observe aussi que la valeur de I'excentricité
e de Dellipse n’influe pas sur la performance de la condition DtN1. A l'inverse, la
performance de la condition BGT1 se détériore particuliérement pour ka compris
entre 1 et 10 (zone ou elle est la plus précise) lorsque e — 1.
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Pour le mode us, la condition BGT2 dépendant de I'angle d’observation 6 €
[0, 27[, nous représentons les résultats en fonction de cet angle, pour trois valeurs de
ka : 0.1, 1 et 10 et pour chacune des six valeurs de e déja choisies.

Lorsque ka = 0.1 (Fig. (2.4)-(2.5)), la précision des deux conditions DtN2 et
BGT2 n’évolue pas lorsque 'excentricité augmente de 0.1 & 0.9. Le niveau de per-
formance des conditions n’est pas particulierement satisfaisant, les erreurs relatives
(cf Fig. (2.5)) étant toutes supérieures a 15%.

Pour ka = 1 (Fig. (2.6)-(2.7)), lorsque ’ellipse représentant la frontiére artificielle
est proche d’un cercle (e = 0.1), la condition BGT2 est un peu plus précise que la
condition DtN2. Par contre, plus ’excentricité e augmente et tend vers 1, plus la
condition DtN2 est performante tandis que la condition BGT2 perd en précision.

Enfin, pour ka = 10 (Fig. (2.8)-(2.9)), lorsque 'ellipse représentant la frontiére
artificielle a une géométrie proche de la sphére (e = 0.1), les deux conditions d’ordre
2 sont trés performantes. Puis lorsque e — 1, la condition DtN2 garde un trés bon
niveau de précision (erreur relative < 2% pour toutes les excentricités). La proposi-
tion (4.7) permettait d’entrevoir le bon degré de performance de la condition DtN2
puisqu’elle montre que I'impédance modale approchée DtN2 se comporte, a haute
fréquence, de la méme fagon que 'impédance modale exacte. Par contre, le niveau
de performance de la condition BGT2 se détériore considérablement lorsque e — 1
et en particulier pour certaines valeurs de 6. Ceci provient du fait que I'impédance
modale approchée BGT2 a un comportement asymptotique & haute fréquence qui
dépend de l'excentricité e et de 'angle 6 (cf Eq. (27) p. 3629 dans [54]).

Pour le mode u3, on compare toujours la performance des deux conditions d’ordre
2, DtN2 et BGT2; les résultats sont donnés en fonction de I'angle d’observation
0 € [0, 27| pour les mémes valeurs de ka et e déja considérées. Comme le laissaient
entrevoir les résultats obtenues pour ZP™V22P Jorsque ka — 0 (4.68), cette condition
perd en précision lorsque n augmente.

Lorsque ka = 0.1 (Fig. (2.10)-(2.11)), la condition BGT2 est plus précise que la
condition DtN2 mais leur degré de précision n’est pas satisfaisant, pour 'une comme
pour l'autre.

Pour ka = 1 (Fig. (2.12)-(2.13)), la précision des deux conditions d’ordre 2 s’amé-
liore mais dans ce cas la, c’est la performance de la condition DtN2 qui diminue
lorsque e — 1.

Enfin, lorsque ka = 10 (Fig. (2.14)-(2.15)), si la valeur de e est petite, les deux
conditions sont performantes. Puis, lorsque l'ellipse formant la frontiére artificielle
s’allonge, seule la condition DtN2 garde un trés bon niveau de précision, comme le
laissait présager le résultat donné a 'Eq. (4.7).

Pour n =1 et n = 2 en particulier, la condition DtN est plus performante que la
condition BGT du méme ordre pour des frontiéres allongées. Il faut noter aussi que
plus I'excentricité e est proche de 1 plus la performance de la condition BGT2 se
détériore et plus la dépendance en fonction de 6 apparait. Par contre, I'allongement
de I’ellipse ne semble pas perturber la bonne performance de la condition DtN2 dans
ces cas la.
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Il est important de mentionner que nous avons rencontré des problémes d’in-
stabilités liés a l'utilisation des fonctions de Mathieu. Il convient de prendre des
précaution lors de l'utilisation de ces derniéres. Pour certaines valeurs de z ou de
q, on peut observer ponctuellement d’importants pics reproduisant des phénoménes
d’instabilités. Il faut donc éviter de prendre en compte ces points la en choisissant,
par exemple lors d’un balayage sur une des deux variables, une discrétisation bien
adaptée. Comme nous avons voulu comparer nos conditions aux conditions BGT
étudiées par Reiner et al. [54], nous avons adopté le méme balayage que dans |54] sur
la variable ¢. En utilisant le méme pas de discrétisation de 1073+ (pour j compris
entre 20 et 80), on balaie des valeurs de ka comprises entre 1072 et 10. Nous en
avons essayé d’autres mais ces choix se sont avérés infructueux car ils conduisaient
a beaucoup d’instabilité.
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6 Analyse mathématique de performance pour les
nouvelles conditions aux limites absorbantes de
type DtN locales - Probléme de scattering

A présent, nous allons procéder a I'analyse mathématique de performance des
conditions aux limites Dirichlet-to-Neumann locales d’ordre un (DtN1) et deux
(DtN2e, DtN2o, DtN2ae) données respectivement par les équations (3.10), (3.13),
(3.21) et (3.29) lorsqu’elles sont appliquées dans le cas d’un probléme de scattering bi-
dimensionnel par un obstacle de forme elliptique. Pour procéder a cette analyse, nous
nous plagons dans le cadre d’une formulation OSRC (On-Surface Radiation Condi-
tion) [46], ce qui signifie que la frontiére artificielle ot 'on pose I'une des conditions
DtN est posée sur le bord de I'obstacle I'. Cette méthode permet de coupler sur le
bord de 'obstacle I' une condition de bord et une condition non réfléchissante. On
résout, alors un probléme du type :

Au+k*u=0 dans

U U sur I' (6.74)
ou

—=Tu sur I'

on

ou (2 est le domaine de calcul. ,
wmec

= T sur I'. Nous savons, d’aprés les

Ce cadre nous permet d’écrire que

travaux de X. Antoine [2|, que ce cadre egt adapté au régime basse fréquence.

De la méme fagon que pour l'analyse de performance modale (cf paragraphes 4 et
5), nous allons évaluer la précision des conditions DtN d’ordre 1 et 2 construites en
comparant leurs impédances spécifiques approchées a I'impédance spécifique exacte
pour le probléme de scattering.

On rappelle (cf Eq. (33), p. 3635 dans [54]), que I'impédance spécifique exacte
72 gur la surface de 'ellipse {£ = &} est donnée par :

iv1— e2kau™

7% = 5 (6.75)
8_5 (uscat)‘gzgo
ol u'™ est 'onde plane incidente, d’angle d’incidence 6, définie par :
uinc _ eikf cosh &(cos 6 cos 0p+tanh € sin 6 sin Hp) (676)

et u5® est le champ acoustique diffracté par I'obstacle de forme elliptique i.e la
solution du probléme extérieur :

[ Auseat 4 k2500 = () dans QF
< uscat — _uinc sur I
. x .
‘ ‘hm | |'/2 h Vs — iku*™| =0
\ |z][—+o0 xr
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D’aprés [10], u5®* peut étre représenté par le développement en fonctions de
Mathieu suivant :

uscat — 4 /87T <Z§:0 1mK€mR6£2) (kf, COSh f)Sem(kfu COS 0)

@) (6.77)
+ 5% i K o, Ro (kf, cosh €)Sop(k f, cos 9))
ou )
Ke — 1 Rel)(eka,e 1)Se,,(eka, cos by)
"N Re® (eka, e1)
(6.78)
Kon — 1 RoW(eka, e )Se,n (eka, cos b)
L "N Ro® (eka, e1)

Les fonctions Re® (eka, e™1), Ro® (eka, e™1), Se,n(eka, cosby) et Sop, (eka, cos by)
ont été définies au chapitre 1, et N (resp. N,Sf)) représentent les facteurs de nor-
malisation associés respectivement aux fonctions de Mathieu angulaires paires et
impaires (cf Eq. (18), p. 377 dans [60]).

Dans le cadre de ce travail, le champ u correspond & une approximation du champ
exact u* par la méthode OSRC.

On rappelle (cf Eq. (38), p. 3637 dans [54]) que le comportement asymptotique
de I'impédance spécifique exacte Z2 | lorsque ka — 0, est donné par :

k
22, 72 7r7& +ikaln(ka) ; ka — 0 (6.79)

ot Z&* est défini par équation (4.43) pour n = 0.

Par contre, on ne peut déterminer le comportement asymptotique de Z%? lorsque
ka — +oco en raison de la divergence des séries qui entrent en compte.

6.1 Définition des impédances spécifiques approchées pour le
probléme de scattering

Afin d’analyser la performance des différentes conditions aux limites absorbantes
DtN, de la méme facon que pour le probléme modal, nous allons calculer les im-
pédances spécifiques approchées qui leur correspondent. On définit une impédance

spécifique approchée :
72D _ iv1 — e2kau™
T Ou
a_é‘ ‘§=§0

(6.80)

ou u est solution du probléme (6.74).
Le contexte OSRC dans lequel nous nous sommes placés, nous permet d’écrire
que © = —u™. Pour calculer les impédances spécifiques approchées, il suffit donc
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d’appliquer les conditions absorbantes construites (3.10), (3.13), (3.21), (3.29) a u™¢

, , du Qu'me
donnée par (6.76) et de substituer cette expression & — = —

23 23
Eq. (6.80).
Nous obtenons alors, pour chacune des conditions DtN (3.10), (3.13), (3.21) et
(3.29), les résultats suivants :

en £ = &, dans

Proposition 6.1 L’impédance spécifique approchée ZPNV2P correspondant a la condi-

tion Dirichlet-to-Neumann d’ordre 1 (DtN1), est donnée, en & = &, par :

ZDtNl,QD — ZSXZ (681)

Les impédances spécifiques approchées ZPHN2e2D - 7DIN202D o 7DIN20e2D coppeg.

pondant auz conditions Dirichlet-to-Neumann d’ordre 2 (DtN2e, DtN2o, DtN2ae),
sont données, en & = &, par :

7 DtN2e2D _ ikav/1 —e?(ag — ay)

2
(apory — a1c) — (1 — o) (ikaA + (ka)? (2_10\) + eQ(I;G)Q cos(29)>
(6.82)
7 DtN202D _ ikav1l —e?(ag — by)
2
(aoBr — a1cw) — (B1 — ) (ikaA + (ka)? (2_10\) + eQ(l;a)Q Cos(29))
(6.83)
7 DiN2ae2D _ ikayv1 —e*© (6.84)

Ax, — Br, (ika/\ + (ka)? (%)2 + 62(];@)2 Cos(29)>
ou A%, et B, sont, on le rappelle, définis par :
f‘fw = [(ag + a? + b}) (a0 + a1 + B1) + (a0 + a1 + b1) (—aoao — a1 — b1 )]
e
By, = [(ao + a1 + b1) (ap + o1 + B1) — 3 (a0 + aran + b1 1))
et © est donné par Eq. (3.30) : © = 2(ad + a* + b} — aga; — apby — ayby)
Enfin, le coefficient A est défini par :

A = cosfcosbty + V1 — e?sinfsin by (6.85)
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Démonstration : Pour I'impédance Dt N1, la démonstration est immédiate. On
utilise la définition de cette condition donnée par (3.10) et appliquée a u™<, elle

donne : ‘
= o U
o0& e 0
) . auinc auscat . )
Enfin la méthode OSRC nous permet d’écrire que : oe = — 5 d’otu le résultat

en substituant dans (6.75).

On note (A, B) le couple de coefficients (qui représentent suivant le cas le couple
(Ae, Be), (Ay, B,) ou (Age, Bye)) correspondant aux différentes conditions DtN d’ordre
2. Par définition, ces conditions, lorsqu’elles sont appliquées a u'™¢, s’écrivent :

ou'ne 4 0? (eka)? .
— A mec B o 2 mc
o€ w4 (—892 5 cos 9) U
Or :
82 uinc (eka)Z mnc . 2 aA ? GZ(I{ZCL)Q mnc
507 g5 o8 200" = (zkaA + (ka) (%) + 5 cos(20) | u
Ainsi,
ou'ne OA\? 2 (ka)? ,
= |A+ B| ikaA 2= 2 e
o€ + <zka + (ka) (80) +—3 cos( 9)) u

Pour chacune des trois conditions DtN2e, DtN2o et DtNZ2ae, on remplace res-
pectivement (A, B) par le couple (A, B.) (3.20), (A,, B,) (3.28) ou (Ague, Bae) (3.40)
et on obtient I'impédance spécifique approchée correspondante en remplacant dans

inc scat 2 2 2
I'Eq.(6.76) Ou (z _Gu ) par [A +B (ikaA + (ka)? (@) + £ (ka) Cos(20)>] u'™e,

o3 o3 Bl 2

O

De la méme facon que dans le cas du probléme modal, nous pouvons exprimer ces
différentes impédances approchées en fonction des impédances exactes modales pour
n =0, n = 1 dans le cas pair et/ou n = 1 dans le cas impair suivant la condition
DtN. Cela met en évidence les modes pour lesquels, chacune des conditions, a été
construite pour étre exacte.

Remarque 6.2 Les impédances spécifiques approchées DN s’expriment en fonction
de l"impédance spécifique exacte de la fagon suivante :

ZDtNQe,QD — 1 (686)

L (a0 5 1 1
Zg? " \ao—ar )\ 712, Z®
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ZDtNQO,QD — 1 (687)
L (w0 5 1 1
Z5w Nao—bi ) \ Zicaa 26"
1
DtN2ae,2D __
5 [N N 059
ex 177ex 2 77ex 3 7ex
ZO 2 ZO 2 Zl,eQUen Zl,02dd
ot
Al _ —Qa% — &% — b% “+ aga; + a061 -+ 2a1b1 -+ (5(2@0 — a1 — bl)
)
AQ _ CL(Q) + b% + 5(—@0 + 2@1 - bl) — a1y — a1b1 (689)
S}
A — CL% + CL% + 5(-@0 —ay + 2b1) - blao — a1b1
3=

O
© est défini par Eq. (3.30), et :

A = cosfcosby+ /1 —e2sinfsinb,
6.90)
e? oA\ > . (
d= (5 cos(20) + (%) > (ka)* + ikaA

6.2 Analyse asymptotique lorsque ka — 0

Nous allons étudier le comportement en régime basse fréquence des impédances
spécifiques DN ZPINL2D (6.81)  ZPiN2e2D (6 .86), 7PtN202D (6.87) ou zZPiN2ae2D
(6.88), c¢’est-a-dire lorsque ka — 0. Notre but est de comparer les résultats obtenus
a ceux connus de 'impédance exacte (6.79) de fagon a évaluer la performance des
conditions DtN dans un contexte OSRC.

Proposition 6.3 Le comportement asymptotique des impédances spécifiques appro-
chées DtN, lorsque ka — 0, est donné par :

k
ZDtN12D | gDIN22D |, ges? W?a + ikaln(ka) (6.91)

o ZPIN22D désigne indifféremment l'une des trois impédances spécifiques approchées
DtN2e,2D DtN20,2D DtN2ae,2D
A , 4 ou 4 .
Démonstration :
e Pour I'impédance spécifique approchée ZPtV1.2D
On sait que par définition ZPN12D = 7ex2 (6.81)

e Pour les impédances spécifiques approchées ZPtNV?e.2D - 7DtN202D ot 7 DtN2ae,2D
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On commence par la démonstration pour les deux conditions d’ordre 2 DtN2e
(6.86) et DEN20 (6.87) :
Les équations (6.86) et (6.87) nous permettent d’écrire :

1

DtN2e,2D __ r7ex2
Z = 78

Qo -+ 0 [ Z8X2
1 -1
- ap — ay _ZierUen
(6.92)
ZDtN20,2D — Z8X2 1_
(5 Zex2
i 01
ap — by _Zl,odd
Par définition de ¢, nous avons :
§ = —tkaV,(ka) avec Vy(ka) — A lorsque ka — 0 (6.93)
ce qui implique, en utilisant (4.69), que :
ap + 6 = —ikaVy(ka) avec Wy(ka) — A lorsque ka — 0 (6.94)
Puis, (4.70) et (4.69) impliquent que :
a; —ag — 1 lorsque ka — 0
by —ag — 1 lorsque ka — 0 (6.95)
Enfin, en utilisant (6.86) (resp. (6.87)), on obtient que lorsque ka — 0,
Zex2 Zex2
20— —1 [ resp. ——— — 1| se comporte comme V5(ka) avec :
Zl,even Zl,odd
Uy (ka) = In (ka) + ig (6.96)
Ainsi, d’aprés (6.94), (6.95) et (6.96) on déduit que :
(5 Zex2
Go + [ 02 —1] — 0 lorsque ka — 0
ap — fo(even
(6.97)
5 Zex2
Go + e(j(Q — 1| — 0 lorsque ka — 0
ap — by | 2744
et on en conclut que :
ZDtNQe,QD ~ ZDtNQO,QD ~ ZSXQ (698)

Passons maintenant a la démonstration pour (6.88). On va donner une démons-
tration un peu moins détaillée car elle est assez similaire aux deux précédentes. On
peut écrire (6.88) sous la forme :

1

ZDtNQa@,QD — ZSXZ Zex2 Zer (699)
14+ Ap) + Ay—20 Az
Ut A+ dogea +Aozea,
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ex2
1,even

Sachant que lorsque ka — 0, Z ~ Z'fffdd, on peut écrire :
1

(14 Ap) + (A2 + As)

ZDtN2ae,2D — ZSXQ

6.100
Z8x2 ( )

ex2
Z 1

En utilisant le comportement des valeurs caractéristiques des fonctions de Ma-
thieu en 0 données par (Egs. (4.69)-(4.70)), nous pouvons démontrer que lorsque
ka — 0 :

A —0, Ay —0 et A3 —0.

On peut alors en conclure que lorsque ka — 0, ZPHV2ae2D  7ex2

O

Le résultat donné par Eq. (6.3) laisse présager une trés bonne performance des
conditions approchées DtN d’ordre 1 et 2 en régime basse fréquence pour le probléme
de scattering bidimensionnel. On peut aussi supposer que la condition d’ordre 2 qui
est exacte pour les deux premiers modes sera encore plus précise que la condition
d’ordre 1 qui n’est exacte que pour n = 0. Les résultats numériques obtenus au
paragraphe 7 en seront une illustration.

Remarque 6.4 On peut remarquer que toutes les impédances spécifiques DEN appro-
chées se comportent de la méme facon que l'impédance spécifique exacte. Cela n’est
pas le cas pour limpédance spécifique approchée BGT2 (cf Eq. (40), p. 3637 dans
[54]) qui, elle, dépend de l’excentricité e et de l’angle d’observation 0y. Ce résultat
permet de prédire a basse fréquence une meilleure précision des conditions DtN, in-

dépendemment de ['allongement de la frontiére artificielle, comparé a la condition
BGT2.

Remarque 6.5 On peut noter que lorsque e =0 (cas du cercle) les comportements
asymptotiques de ZPWNL2D  7DIN22D - (gyelle que soit la condition d’ordre2) sont
identiques a ceuz du cercle [41]. On a donc construit des conditions qui, dans le cas
d’une frontiere artificielle circulaire, correspondent auz conditions déja connues.

6.3 Analyse asymptotique lorsque ka — 400

Dans cette partie, nous allons donner le comportement & haute fréquence des im-
pédances spécifiques approchées correspondant aux différentes conditions aux limites
de type Dirichlet-to-Neumann que nous avons construites. Nous ne pourrons, hélas,
pas comparer les résultats obtenus a ceux de I'impédance exacte puisque le compor-
tement asymptotique a 'infini ne peut étre étudié. Ces résultats sont donnés a titre
indicatif car nous savons aussi que le cadre OSRC dans lequel nous nous sommes
placés dans cette partie n’est pas adapté au régime haute fréquence [2].
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Proposition 6.6 Lorsque ka — +o0, le comportement asymptotique des différentes

impédances spécifiques approchées est donné par :

o1
ZDIN12D | _

e2 1 /0A\?\ 1
ZDtNQe,QD ~ 1 _3 6_ 1 2 - iy =
+< 2—|—8( + cos(20)) 1\ 3 .

1

—e? oA\
Jer (76(1 + cos(20)) + (%) )
ZDtN20,2D ~ 1= + 1
2ka 32e2 exp(2eka) (Im)%

2 1 /OA\?\ 1
ZDtN2ae,2D ~ 1 _E € 1 20)) — = [ =— _
+ 2—1——16( + cos(26)) <

ou A est, on le rappelle donné par Eq. (6.85).

Démonstration :

e Pour I'impédance spécifique approchée ZPtN1.2D

(6.101)

(6.102)

(6.103)

(6.104)

D’aprés I'Eq. (6.81), ZPIN12D = Zex2 Fn utilisant, 'équation (4.44) pour n = 0,

on a immédiatement le résultat annoncé.

e Pour les impédances spécifiques approchées ZPtV2e2D - 7DtN202D ot 7 DtN2ae,2D
On utilise pour ces impédances leurs écritures respectives données par (6.86),

(6.87) et (6.88).
On a déja vu que :

2 ,Hél)(k;a)
207~ T m
H,”’ (ka)
et .
L Lt~ ——
,even ,0 1 Hél)(ka)
( ka  HY(ka)

D’aprés un résultat d’Abramovitz et al. (Eq. (9.1.27) dans [1]), on a :

2
= HY (ka) — H" (ka)

;" (ka) = -
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ce qui implique :

1 1 i HY(ka)
~Y ~N — — 7/7
Zieven  Zioda ko HY(ka)
On obtient alors :
1

7 DtN2e2D

7DtN20.2D

M) (1 o — 1) (1, M) (1
H1<k>+.( 6)(;_Ho<k>_Hl<k>>

7 7
HY (ka) ap—bi) \ka  HY(ka) H(ka)
ZDtNZae,QD ~ 1
H(l) L . H(l) k
(1+A1)i#+(A2+A3) - —i%a)
Hy" (ka) ka  HY(ka)

On rappelle que les coefficients A;, Ay et A3 sont donnés par Eq. (6.89).
D’aprés les comportements a I'infini donnés dans [1], on sait que :

1+ 31 . 15
HY (ka) _,_ 8ka_ 2(8ka)’
Hy'(ka) L __ Y
8ka  2(8ka)?
et,
e?(ka)? 1
ag ~ bl ~ — 5 + ka — Z
e?(ka)? D
ay ~ — (2 ) +3ka—1
Enfin, d’aprés [51], lorsque ka — +o0
3

2 (e*(ka)*\ 4
by — ag ~ 25\/j (6 (ka) )4 exp(—2eka)
T 4

Grace a tous ces éléments, on écrit les impédances ZPtN26:2D - 7 DiN202D ot 7DtN2ae,2D

comme des fonctions de ka puis sous la forme de séries de Taylor, a ’aide du logiciel
Mathematica. On obtient les comportements asymptotiques aprés une troncature
adaptée des séries de Taylor obtenues.
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On peut observer que lorsque ka — +00, le comportement asymptotique des
trois impédances spécifiques approchées correspondant aux conditions DtN2 (3.13),

(3.21), (3.29) ne sont pas égaux. On peut noter qu’ils ont une partie commune 1—#
a

puis que chacune des impédances a une partie qui lui est propre d’ordre T
a

7 Analyse numérique de performance pour les nou-
velles conditions aux limites absorbantes de type
DtN locales - Probléme de scattering

Nous avons voulu tester numériquement la performance des conditions DtN cons-
truites en les comparant a la condition BGT d’ordre 2 en coordonnées elliptiques étu-
diée dans [54], lorsque ces conditions sont appliquées a la résolution d’un probléme
de scattering pour un obstacle elliptique, dans un contexte OSRC. Nous souhaitons
connaitre 'influence du nombre d’onde ka, de 'excentricité e et de ’angle d’incidence
Oy sur ces performances. Comme les impédances spécifiques approchées DtN1, DtN2
et BGT2 dépendent de I'angle 6 € [0, 27] les résultats sont représentés en coordon-
nées polaires, en fonction de cette variable. Nous avons testé trois valeurs de ka : 0.1,
1 et 10, six valeurs de e allant de 0.1 (cas proche du cercle) a 0.9 (ellipse allongée)

T
et enfin trois angles d’incidence 6y : 0, — et 5 La comparaison entre les conditions

approchées se fait de deux facon différentes. Pour chaque test, on a représenté les

valeurs absolues des différentes impédances approchées testées ainsi que ’erreur re-
}Ze$2 o Zapp,2D}

‘Ze$2| ; Ou

latrive correspondant a chaque condition a travers la quantité

Z%P2D ot I'une des impédances approchées DtN ou BGT.

A Tinverse du probléme du radiateur (probléme modal), la condition DtN2 montre
un excellent niveau de précision pour la résolution de probléme acoustique en régime
basse fréquence (ka = 0.1 et ka = 1), comme le laissait entrevoir la proposition
(6.91). De plus, les figures (Figs (2.16)-(2.27)) montrent clairement que ce bon niveau
de performance ne dépend pas de 'excentricité e. Ces résultats suggérent donc, en
particulier, que les conditions DtN2 données par les équations (3.13)-(3.21)-(3.29)
sont adaptées a des frontiéres artificielles allongées, dans un cadre OSRC, a basse
fréquence.

La condition DtN2 est clairement plus performante que la condition BGT2 par-
ticuliérement pour des grandes valeurs d’excentricité. En effet, la condition BGT2
perd significativement en précision lorsque e > 0.6 (I’erreur relative de la condition
BGT2 est supérieure a 40% alors que celle de DtN2 reste en dessous de 2% pour
ka = 0.1). Cela montre que la condition DtN2 étend le domaine de performance
satisfaisante a toutes les valeurs d’excentricité en régime basse fréquence. Lorsque
ka = 1 les deux conditions d’ordre 2 DtN2 et BGT2 sont équivalentes pour de petites
excentricités avec un niveau de performance assez bon (I’erreur relative est inférieure
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ou égale a 13%). Par contre, lorsque la frontiére artificielle est plus allongée, le niveau
de précision de la condition DtN2 s’améliore alors que celui de BGT2 se détériore
considérablement (pour certaines valeurs de 6 en particulier).

Pour certaines valeurs de l'angle d’observation 6, la condition DtN1 est éton-
namment plus performante que la condition d’ordre 2 DtN2. Cependant, I’erreur
relative totale (i.e 'erreur relative moyenne pour tous les angles d’observation 6) de
la condition absorbante DtN1 est significativement supérieure a celle de la condition
DtN2.

De la méme maniére, on peut observer que pour certaines valeurs de 6, la condition
DtN1 est aussi plus performante que la condition BGT2. Cela est particuliérement
visible pour le cas e = 0.9 et ka = 1 (cf Figs (2.25)-(2.27)).

Par contre si I’'on augmente la fréquence, soit ka = 10, la performance des condi-
tions étudiées n’est pas vraiment satisfaisante comme ’on pouvait s’y attendre en se
placant dans un cadre OSRC. Le niveau de précision des conditions DtN2 et BGT2
est équivalent pour de petites valeurs d’excentricité, il est méme bon pour des valeurs

de § € V(0y)UV <«90 + g) Lorsque e — 1, la performance de la condition DtN2 reste

satisfaisante si 0 € V(0y) UV <90 + g) mais l'erreur relative de DtN2 peut atteindre

35% dans le plus mauvais cas (cf Fig (2.32)). L’erreur relative pour la condition
BGT?2 peut atteindre jusqu’a 65%. Pour ce régime de fréquence et de grandes va-
leurs de e, la performance de BGT2 est a peu prés équivalente a la performance de
DtN1, cela est particuliérement visible a la Fig (2.33).
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ka = 0.1

e=04 e=0.6

F1G. 2.16: Valeurs absolues des impédances spécifiques exacte (—), DtN2 (x x x),
BGT2 (— — — ) pour I'angle d’incidence 6, = 0.
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F1G. 2.17: Valeurs absolues des impédances spécifiques exacte (—), DtN2 (x x x),
BGT2 (— — — ) pour l'angle d’incidence 6 = Z
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F1G. 2.18: Valeurs absolues des impédances spécifiques exacte (—), DtN2 (x x x),
BGT2 (— — — ) pour l'angle d’incidence 6 = g



88 Chapitre 2 Nouvelles conditions DtN pour des frontiéres elliptiques.
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F1G. 2.19: Erreur relative des valeurs absolues des impédances spécifiques DtN1 (
), DtN2 (x x x), BGT2 (— — — ) pour 'angle d’incidence 6, = 0.
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F1G. 2.20: Erreur relative des valeurs absolues des impédances spécifiques DtN1 (
), DtN2 (x x x), BGT2 (— — — ) pour l'angle d’incidence 6§, = Z
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