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Abstract

In this thesis we define and study some notions in the context of Arakelov geometry
that have an intrinsic interest and should find applications in diophantine approximation
theory.

Most of the text is devoted to the elaboration of a theory of heights for subschemes
and to the proof of “Hilbert-Samuel formulae” for these heights. For two important classes
of subschemes (integral subschemes and “smooth with multiplicities” subschemes) we show
that the height of the subscheme relative to a high power of a positive line bundle is asymp-
totically determined by the height of the associated cycle. The proof essentially uses the
“arithmetic Hilbert-Samuel theorem” of Gillet and Soulé, and reduces to it using techniques
from hermitian analytic geometry. Then we give a finer analysis of the asymptotic expan-
sion of heights of certain particular subschemes. Notably, in the case of relative dimension
zero, we express the constant term of the asymptotic expansion by means of the ramifi-
cation of the subscheme, which solves a question of Michel Laurent concerning heights of
interpolation matrices.

Finally, as an independant part, we show some applications of arakelovian methods
to diophantine approximation problems. In particular, we give a new proof of a classical
criterion for algebraic independance. The originality of this proof is that it does not use any
elimination theory but only arguments from arithmetic intersection theory.

Keywords : Arakelov geometry, diophantine approximation, heights, arithmetic Hilbert-
Samuel formula, algebraic independance criterion.
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Introduction

Le but de cette thése est de définir et d’étudier un certain nombre de notions dans le
cadre de la géométrie d’Arakelov qui, d’une part, possédent un intérét intrinseéque et, d’autre
part, sont susceptibles d’applications & la théorie de I'approximation diophantienne.

Les trois premiers quarts environ de cette these sont consacrés a 1’élaboration d’une
théorie des hauteurs pour les sous-schémas. L’intuition de la notion de hauteur est tres
ancienne — on peut la voir transparaitre par exemple dans la méthode de «descente infinie»
de Fermat — cependant elle n’a été mise en lumiere et précisée qu’au début du vingtieme
siecle par Mordell, Northcott et Weil, & 'occasion notamment de la preuve de la finitude du
rang du groupe des points rationnels d’une courbe elliptique (ou plus généralement d’une
variété abélienne) sur un corps de nombres.

La hauteur d’un objet arithmétique peut s’interpréter comme une mesure de sa com-
plexité, c’est-a-dire de la quantité d’information nécessaire pour le décrire. On dispose ac-
tuellement de nombreux points de vue sur la théorie des hauteurs, tous a peu pres équi-
valents. Une définition «arakelovienne» des hauteurs a été introduite en 1983 par Faltings
pour les variétés abéliennes, dans le cadre de la preuve des conjectures de Mordell et de
Shafarevich. Plus généralement, la théorie de I’intersection arithmétique développée il y a
une dizaine d’années par Gillet et Soulé fournit une théorie des hauteurs, admettant une
définition géométrique intrinséque, pour les cycles sur une variété arithmétique. Dans cette
thése on va montrer que la géométrie d’Arakelov fournit une notion tout aussi naturelle
de hauteur pour les sous-schémas d’une variété arithmétique et en étudier les principales
propriétés.

L’organisation du texte est la suivante.

Le premier chapitre renferme divers lemmes, définitions, conventions et calculs prélimi-
naires qui seront utilisés par la suite.

C’est dans le deuxiéme chapitre que sont définies les hauteurs de sous-schémas. Soit
X une variété arithmétique projective munie d’un fibré en droites hermitien positif £ et
d’une forme volume. Si ¥ est un sous-schéma de X', on souhaite définir la hauteur d’ordre
n de ¥, notée h(™ (%), comme le degré d’Arakelov du Og-module T'(Z, £L2"|5) (du moins,
pour n assez grand) muni de métriques hermitiennes convenables. Il ne semble pas trés
intéressant de considérer les métriques hermitiennes restreintes sur les fibres de L|x en
les points complexes de 3, car celles-ci ne rendent pas compte de la présence éventuelle
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d’éléments nilpotents dans le faisceau structural de ¥. On préfere construire les métriques
directement sur Pensemble des sections globales I'(2, L%"|y;), par passage au quotient par
l’application naturelle de restriction (du moins, lorsque celle-ci est génériquement surjective)
des métriques L? sur 'ensemble I'(X, £LZ") des sections de £Z" sur la variété ambiante X.
A un choix de normalisation pres, une construction similaire avait déja été proposée en 1990
par M. Laurent sous le nom de «fonction de Hilbert-Samuel arithmétique». Une particularité
géométrique importante de ces hauteurs de sous-schémas est la suivante : si ¥ est plat sur
Spec Ok et si l’entier n est assez grand, la hauteur h(”)(E) s’interpréte comme la hauteur
du point de Hilbert associé a X, relativement & un fibré en droites hermitien naturel sur le
schéma, de Hilbert correspondant. Autrement dit, on s’attend & ce que ces hauteurs aient
un comportement agréable lorsque I'on considére des familles de sous-schémas.

Malgré le naturel de leur définition, on connait peu de propriétés des hauteurs de sous-
schémas. Par analogie avec la situation géométrique, on est conduit & conjecturer que ces
hauteurs admettent un développement asymptotique dont le terme dominant devrait étre
polynomial en n et donné essentiellement par la hauteur du cycle associé & 3. Ceci a été
démontré par M. Laurent pour les sous-schémas réduits de dimension générique nulle de
I’espace projectif standard, avec le formalisme des matrices d’interpolation. Peu d’autres cas
étaient connus jusqu’a ce jour. Evidemment, lorsque X est munie d’une métrique kihlérienne
et que le sous-schéma, . est égal a la variété X tout entiere, ce «théoreme de Hilbert-Samuel
arithmétique pour les sous-schémas» n’est autre que le «théoréme de Hilbert-Samuel arith-
métique pour les variétés» démontré, dans le cas lisse, par Gillet et Soulé au moyen de leur
théoréeme de Riemann-Roch arithmétique (et redémontré ensuite par Abbes et Bouche par
une méthode directe). Plus généralement, lorsque ¥ est un sous-schéma intégre générique-
ment lisse, il n’est pas difficile de se ramener au cas précédent : il faut alors comparer les
métriques quotient sur I'(X, £L"|x) et les métriques L? obtenues par intégration des mé-
triques restreintes sur les fibres de £L%"|x, en les points complexes de ¥ ; une inégalité dans
un sens s’obtient au moyen des estimations de Cauchy et dans I'autre sens, au moyen d’un
théoreme d’extension L?. La méme méthode semble se généraliser au cas ot ¥ est un sous-
schéma réduit mais de fibre générique éventuellement singuliére. On doit alors remplacer
le théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique de Gillet et Soulé par sa généralisation au cas
singulier obtenue par Zhang, et on dispose encore d'une version singuliére d’un théoréme
d’extension avec controle de normes, selon une méthode suggérée a I'auteur par J.-B. Bost,
utilisant la théorie des espaces de Stein. On trouvera ce résultat démontré dans I’annexe A.2
pour le cas des sous-schémas integres de ’espace projectif. La situation devient en revanche
plus compliquée dés que X n’est plus réduit.

L’auteur n’est pas parvenu dans cette thése & étendre ce théoréme de Hilbert-Samuel
arithmétique au cas des sous-schémas non réduits en toute généralité. Cependant, dans le
troisieme chapitre, on démontre le résultat espéré, sous I’hypothese additionnelle que les
composantes multiples de ¥ vérifient une certaine condition généralisant la notion de lissité
(théoréme 3.1.16). Cette hypotheése permet, d’une part, d’appliquer le théoréme de Hilbert-
Samuel arithmétique aux faisceaux de jets sur le sous-schéma réduit £ et d’autre part,
de démontrer un théoreme de relevement de jets le long de X & la variété X tout entiere
avec controle des normes L? (théoréme 3.1.10). A la fin du troisiéme chapitre, on raffine ce
résultat en donnant une estimation du terme d’erreur (proposition 3.2.3), sous ’hypothése
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que 'immersion de ¥ dans X est (génériquement) réguliére et définie par ’annulation d’une
section globale d’un fibré vectoriel sur X.

Apres ce calcul du terme principal du développement asymptotique des hauteurs des
sous-schémas integres et des sous-schémas «lisses avec multiplicités», on s’est restreint a
I’étude de certains sous-schémas tres particuliers, en cherchant & établir un développement
asymptotique de leurs hauteurs & un ordre plus élevé. Dans le quatriéme chapitre on consi-
dére le cas, d’abord, d’un sous-espace linéaire d’un espace projectif, puis d’une réunion
de deux sous-espaces linéaires. On montre (corollaire 4.3.6) que les hauteurs de ces sous-
schémas admettent un développement asymptotique a un ordre arbitrairement grand, en
s’attachant notamment & indiquer la nature arithmétique des constantes impliquées dans
ce développement asymptotique; on verra ainsi apparaitre les valeurs aux entiers négatifs
(aussi bien pairs qu’impairs) de la dérivée de la fonction zéta de Riemann. On montre en-
fin que les hauteurs d’un sous-schéma réunion de deux sous-espaces linéaires s’expriment
essentiellement comme somme des hauteurs de chacun des sous-espaces linéaires et d’un cer-
tain nombre de termes correctifs (théoréme 4.3.4 et corollaire 4.3.5). Aux places finies, ces
termes correctifs résultent de ’apparition de composantes dégénérées dans le sous-schéma
intersection des deux sous-espaces linéaires. Aux places infinies, ils traduisent le défaut d’or-
thogonalité de ces deux sous-espaces linéaires. Une particularité remarquable est que ces
termes correctifs aux places finies et aux places infinies ont un comportement analogue,
de telle sorte que, d’'une certaine fagon, on peut considérer le défaut d’orthogonalité de
deux sous-espaces linéaires comme 1’analogue métrique de I'apparition d’une composante
essentielle immergée dans l'intersection de ces deux sous-espaces.

Dans le cinquieme chapitre, on s’intéresse au cas des sous-schémas de dimension gé-
nérique nulle d’un espace projectif. On montre que les hauteurs de ces sous-schémas ad-
mettent un développement asymptotique dont on calcule explicitement les trois premiers
termes (théoréme 5.2.2). Le terme principal de ce développement asymptotique est linéaire
et s’exprime en fonction de la hauteur du cycle associé au sous-schéma ; le terme suivant
est logarithmique et ne dépend que des multiplicités du sous-schéma en ses points a l’in-
fini; enfin le terme constant s’exprime essentiellement (apres éventuelle extension du corps
de base) en fonction de la ramification et d’une hauteur pour le «cone tangent total> du
sous-schéma. On donne ensuite diverses applications, en expliquant notamment comment ce
théoréme répond & une question laissée ouverte par M. Laurent & propos du terme constant
du développement asymptotique des hauteurs de matrices d’interpolation.

En annexe, on formule quelques conjectures généralisant les résultats démontrés dans
ces trois chapitres, en proposant quelques approches possibles.

Les deux derniers chapitres (dont la lecture est indépendante de celle des quatre pré-
cédents) donnent quelques exemples d’utilisation de méthodes arakeloviennes en théorie de
I'approximation diophantienne. Dans le chapitre six, on redémontre le théoreme dit «des six
exponentielles» par la méthode des pentes de J.-B. Bost!. Sortie de son contexte, cette tra-
duction n’est qu’un exercice de routine. Il serait intéressant cependant d’aller plus loin dans
cette direction et d’essayer par exemple de démontrer un résultat d’indépendance algébrique
en dimension supérieure par des arguments arakeloviens utilisant la géométrie intrinseque

'une démonstration de ce méme théoréme par la méme méthode vient d’étre donnée indépendamment
par E.Gaudron.
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des données du probléme.

On peut voir le chapitre sept comme une premiére étape en ce sens, quoique d’utilité
et de portée encore assez limitées. On y (re-)démontre un critére pour l'indépendance al-
gébrique semblable a celui publié par P. Philippon en 1986. Le point nouveau ici est que
la démonstration, dont le plan s’inspire directement de celle d’un résultat analogue di a
M. Laurent et D. Roy, ne fait plus appel nulle part & la théorie de I’élimination, mais unique-
ment & la théorie de l'intersection arithmétique, appliquée & des fibrés en droites munis de
métriques déformées au voisinage du point dont on veut estimer le degré de transcendance.

Remarquons que, bien qu’elle soit consacrée a plusieurs sujets relativement indépen-
dants, cette these présente néanmoins une certaine unité. D’abord, il convient de signaler
que de nombreuses méthodes sont communes dans I’approche qui a été faite de ces différents
problemes. Ensuite, il n’est pas exclu de trouver des liens plus profonds entre les différentes
questions étudiées ici. Notamment, dans la mesure ou les hauteurs de sous-schémas ont
été introduites en vue d’applications & la théorie de I’approximation diophantienne, il n’y
aurait rien de surprenant a ce qu’on puisse reformuler ou utiliser le critére d’indépendance
algébrique dans un contexte ou apparaitraient naturellement des hauteurs de sous-schémas.
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Généralités
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Chapitre 1

Conventions et résultats
préliminaires

1.1 Conventions
Soient A un anneau commutatif et £ un A-module. Pour tout entier naturel n, on note
n
E®" (resp. S"E, resp. /\ E)

la n-iéme puissance tensorielle (resp. symétrique, resp. extérieure) de E. Conformément &
[Bourbaki] A ch. III, S"E et A" E sont des quotients de E®™.

Les sommes directes TE = @,, E®", SE = @,, S"E et ANE = @,, \" E sont munies
naturellement d’une structure de A-algebre.

Plus généralement, si X est un schéma et F un Ox-module quasi-cohérent, on note
TF = @, F®" lalgtbre tensorielle de F. Les algebres symétrique SF = @, S"F et
extérieure A F = €@,, A" F sont encore des quotients gradués de T'F.

Parfois on écrira aussi Sym™F pour S™F.

Dans ce texte, les espaces euclidiens ou hermitiens seront par définition toujours supposés
de dimension finie. Les produits scalaires hermitiens seront antilinéaires par rapport a la
premiere variable et linéaires par rapport a la deuxieme.

Définition 1.1.1 Soient E et F deux espaces euclidiens ou hermitiens, u : E — F une
application linéaire et A > 0 un réel. On dira que u est une similitude de rapport A si u est
bijective et si pour tous e1,es € E on a

< uler),u(er) >p= A < ey, es >p .

On dira que u est une similitude partielle de rapport X\ si Uapplication de E/ker(u) sur
Im(u) induite par u est une similitude de rapport X. On appellera isométrie (resp. isométrie
partielle) une similitude (resp. une similitude partielle) de rapport 1.
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Si E est un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie muni d’un produit
scalaire euclidien ou hermitien noté < .,. >, et si n est un entier, 'espace E®™ est muni
d’un produit scalaire défini comme suit : si eq,...,e, et fi,..., f, sont des éléments de F,
le produit scalaire des tenseurs élémentaires e1 ® ... ® e, et f1 Q... R f, vaut

n

<e1®...0en, [1®...0 fn>pen= [ <eifi>.
=1

Les puissances symétriques de E sont munies du produit scalaire quotient, de telle sorte
que :

1 n
<ep.rorep, froo fn Senp= s Z H < €y foi) > - (1.1.1)

f0eG, i=1

Les deux lemmes suivants sont des conséquences immédiates de la formule (1.1.1).

Lemme 1.1.2 Soient E un espace euclidien ou hermitien et e, ..., e, une base orthonor-
male de E. Pour tout entier d et pour tout multi-indice I = (i1y---,%n) € N de poids
d=|I| =i+ +ipn, notons el = ¢€''.--- .ein € SUE. Alors les ¢! forment une base

orthogonale de S®E et le carré de leur norme est linverse du coefficient multinomial cor-
respondant :
i1l !

12
e ||5dE = dl

Lemme 1.1.3 Soit E un espace euclidien ou hermitien muni d’une décomposition

1 1

en somme directe orthogonale de certains de ses sous-espaces. Soient dy,...,dy des entiers
etd=dy +---+di. Alors Dapplication naturelle

SU"E ®...0 S*E, — S'E

est injective et définit une similitude sur son image, de rapport

dil...dg\ 2
(%)

Les puissances extérieures de E seront munies du produit scalaire suivant :

<etA-ANen, fi Ao A f >pnp=det <e;, fj > (1.1.2)
Z7]

On notera que ce produit scalaire differe du produit scalaire quotient de celui de E®™ par
un facteur n!.

Plus généralement, si X est un schéma et £ un Ox-module localement libre, alors pour
tout entier n, la n-iéme puissance extérieure du dual de £ s’identifie au dual de la n-ieme
puissance extérieure de £ grace & I’accouplement

<> /\né' X /\n(é'*) — Ox
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donné localement par la formule

<er N Aep,li Ao ANl >=det < 1;,ej > (1.1.3)
2y}

ol les e; et I sont des sections locales de £ et £*, respectivement. Lorsque X = SpecR (resp.
SpecC) et que £ = E est un espace euclidien (resp. hermitien), on vérifie immédiatement
que l'unique produit scalaire sur A" E qui rende cet accouplement compatible avec les
isomorphismes (anti-)linéaires canoniques de E sur E* et de A" E sur (A" E)* est celui
donné par la formule (1.1.2).

Si X est une variété différentielle (réelle ou complexe) compacte munie d’une forme
volume dy et E un fibré vectoriel sur X muni d’une métrique hermitienne continue, on
définit le produit scalaire L? sur I’espace des sections globales localement de carré sommable
de E comme étant donné par la formule suivante :

< s,t >L2=/ < s,t>du (1.1.4)
X

ou s et t sont des sections de E, et < .,. > le produit hermitien sur E.
Soit X une variété analytique complexe. On rappelle que le complexifié du fibré tangent
réel de X admet une décomposition en somme directe
(TeX)c=T""X @ T"'X

o T'9X est l'espace propre associé & la valeur propre i pour action de la structure
complexe, et TO'X = T1.0X. En outre, T':°X s’identifie naturellement au fibré tangent
complexe de X. On note aussi

(TRX)(*C — Tl,OX* D TO,IX*

la décomposition duale du fibré cotangent.

Supposons maintenant que X est une variété kahlérienne de dimension n. On appelle
2-forme associée & la métrique kdhlérienne de X la forme définie localement par

. n
? _
w= o Elgoj/\goj (1.1.5)
J:

ou les ¢; forment une base unitaire du fibré cotangent T10X*. On vérifie que cette expression
ne dépend pas du choix de la base. En outre, si z et y sont deux sections locales de 719X,
le produit scalaire de z et y défini par la structure kihlérienne est égal a

2T <TAy,w > (1.1.6)

ol le crochet représente la dualité entre A%(TrX)c et A2(Te X )¢~ Inversement, cette cons-
truction met en bijection I'ensemble des formes w fermées réelles de type (1,1) et définies
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positives (i.e. telles que la forme sesquilinéaire donnée par (1.1.6) définisse un produit
scalaire hermitien) et 'ensemble des structures hermitiennes sur X qui en font une variété
kahlérienne.

Si maintenant une telle structure est donnée, on définit la forme volume associée par la
formule

dp = w". (1.1.7)

Remarque 1.1.4 Sous les hypothéeses précédentes, la partie réelle de la métrique hermi-
tienne sur X définit une métrique riemannienne sur la variété réelle de dimension 2n sous-
jacente. Notons dVRjem la forme volume associée & cette métrique riemannienne. Alors les
conventions (1.1.5) et (1.1.7) impliquent

1
Voleyel (B2 (1))

n!
dp = ﬁdVRiem = dVRiem-

1.2 Quelques notions de géométrie hermitienne élémentaire

1.2.1 Décomposition polaire
Proposition 1.2.1 (Décomposition polaire) Soient E et F' deux espaces hermitiens et

u:FE—F

une application linéaire. Alors il existe un unique entier e, une unique suite finie strictement
croissante de réels strictements positifs

AL <o < Ae
et une unique décomposition de E et de F' en somme directe orthogonale

n 1
1€{1,...,e}

. L
F=Ro P F
i€{1, e}
tels que
1. By = keru
1. la projection orthogonale F — Fy identifie Fy au conoyau coker u.
iti. pour tout i € {1,...,e}, u induit une similitude de rapport \; de E; sur F;.

DEMONSTRATION : Soit u* : F — FE 1’adjoint de u. On prend pour ); les racines carrées
des valeurs propres non nulles de u*u, et F; les espaces propres associés. On pose F; = u(E;),
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Ey = keru*u = keru, et Fy = (P, F;)*. Alors par le théoréme de décomposition spectrale
des opérateurs auto-adjoints, on a bien

N 1
E=E& P E.
i€{l,...,.e}

En outre, si x,y € E;, on a

(u(@), u(y)) = (u*u(z),y) = N (z,y),

tandis que si z; € E;, z; € E;j avec i # j, on a

(u(zi), u(z;)) = (u'u(zi), z;) = 0,
i.e. F; 1 F;. Ceci donne la décomposition souhaitée de E et de F.

Inversement, si £/ et F' admettent une telle décomposition, il résulte immédiatement de
I’énoncé de la proposition que les F; sont les espaces propres de u*u associés aux valeurs
propres A?. 0

Définition 1.2.2 Awvec les notations de la proposition, on dira que les réels A1 < -+ < A¢
sont les valeurs caractéristiqgues non nulles de u. Si keru n’est pas réduit a zéro, on dira
que 0 = Xy est aussi valeur caractéristique de u.

Le sous-espace E; est appelé espace caractéristique associé a la valeur caractéristique \;,
et l’entier
m; = dim Ez'
est appelé multiplicité de \;.
On appelle suite des valeurs caractéristiques de u avec multiplicités la suite (Nj)je{l,...,dim E}
définie par
i =X st mog+--+mi—1 <j<mg+---+m;.

La proposition peut se reformuler ainsi :
Corollaire 1.2.3 Soient E et F' deux espaces hermitiens et
u:E —F

une application linéaire. Alors il existe une unique décomposition en somme directe ortho-
gonale de E et de F : E = Ey é_a E'  F = F, é_a F', une unique isométrie
p:E = F'
et un unique endomorphisme auto-adjoint défini positif h (resp. k) de E' (resp. F') tels que
u=t0pohop=tokoponp, (1.2.1)

ot i est linclusion de F' dans F et p la projection orthogonale de E sur E'. Les en-
domorphismes h et k ont mémes valeurs propres (avec multiplicités), égales aux valeurs
caractéristiques non nulles de u.
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Toujours avec les mémes notations, on a la

Proposition 1.2.4 L’adjoint
u:F - E
de u a mémes valeurs caractéristiques non nulles avec multiplicités que u.

En outre, 0 est valeur caractéristique de u si et seulement si u n’est pas injective, et est
valeur caractéristique de u* si et seulement si u n’est pas surjective.

L’espace caractéristique de u* associé a la valeur caractéristique \; est F; (ceci est valable
aussi pour i = 0) et s’envoie par u* dans E;.

DEMONSTRATION : Cela résulte immédiatement de la définition de ’adjoint et des
propriétés de la décomposition polaire (on peut aussi 'obtenir directement en passant &
l’adjoint dans la formule (1.2.1)). O

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la construction de la décomposi-
tion polaire telle qu’elle a été faite dans la démonstration de la proposition 1.2.1 :

Proposition 1.2.5 Soient a et b deux réels. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i. les valeurs caractéristiques de u sont toutes comprises dans 'intervalle [a, b]
4. pour tout x dans E, on a
allz|| < |lu(z)l| < bl|x].

En particulier, la norme de u est égale a sa plus grande valeur caractéristique

[ull = pdim -

Plus généralement, si k£ est un entier et si on note /\Ic u: /\lc E — /\’C F la k-ieme puissance

extérieure de u, on a
dim E

INu= I

j=dim E—k+1

On aurait pu se servir de cette propriété pour définir les valeurs caractéristiques.

Corollaire 1.2.6 Soient u : E — F' une application linéaire entre deux espaces hermitiens
et a et b deuz réels. Supposons que toutes les valeurs caractéristiques de u appartiennent a
Uintervalle [a,b]. Soient F' un sous-espace de F, E' I’image réciproque de F' par u,

W :E — F'

la restriction de u a E' et

u:E/E — F/F

Dapplication obtenue par passage au quotient. Alors les valeurs caractéristiques de u' (resp.
de w) appartiennent aussi a l'intervalle [a, b].
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DEMONSTRATION : L’assertion sur u' est une conséquence immédiate de la proposition
précédente. L’assertion sur u en résulte par passage a 1’adjoint, au moyen de la proposition
1.2.4. O

1.2.2 Position relative de deux sous-espaces

1.2.2.1 Invariants du probléme et lien avec les représentations unitaires du
groupe diédral

Dans cette partie on se donne E un espace hermitien de produit scalaire < .,. >, et A
et B deux sous-espaces vectoriels de E. On note respectivement p4 et pp les projections
orthogonales sur A et B, et pa|p et pp|a les restrictions de py & B et de pp & A. Le
résultat principal de cette section (théoréme 1.2.11 et ses corollaires) énonce que la donnée
d’un tel triplet (E, A, B) équivaut & la donnée d’une représentation unitaire du groupe
diédral (définition 1.2.9), et que ces objets sont classifiés essentiellement par les valeurs
caractéristiques de la projection p4|p (ou ppla)-

On retrouve ainsi les résultats de [53], partie II. En particulier, on notera que les in-
variants v introduits dans cette référence sont les valeurs caractéristiques du projecteur

pBla-

Lemme 1.2.7 Les applications pa|p et pp|a ont mémes valeurs caractéristiques non nulles
avec multiplicités, et elles échangent leurs sous-espaces caractéristiques associés.

En particulier, on a : ||pa|sll = |lpB|all-

DEMONSTRATION : Par définition des projections orthogonales, on a pour tous a € A
et b € B la relation suivante :

<ppla),b >=<a,b>=<a,ps(b) >.

Ainsi ps|p et pp|a sont adjointes I'une de 'autre. Le lemme est alors une conséquence
immédiate de la proposition 1.2.4. O

11 est évident que les valeurs caractéristiques d’une projection sont toutes inférieures ou
égales & 1. Par ailleurs, compte tenu de la définition de la décomposition polaire, on vérifie
facilement la

Proposition 1.2.8 Les assertions suivantes sont équivalentes :

i. les sous-espaces A/(AN B) et B/(AN B) de l’espace hermitien E/(A N B) sont or-
thogonauz

ii. les valeurs caractéristiques de Uapplication pa|p (resp. pla) appartiennent a l’en-
semble {0,1}.

Si A et B vérifient ces deux assertions équivalentes, on dira qu’ils sont orthogonaux (au
sens large).
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Définition 1.2.9 On appelle groupe diédral, noté D, le groupe défini par générateurs
€a; €y

et relations

I
D
SN

N
I
Q

(ot e désigne l’élément neutre de D).

Si E est un espace hermitien et A et B deux sous-espaces de E, onnote ps p: D — U(E)
la représentation de D dans le groupe unitaire de E envoyant e, (resp. ep) sur la symétrie
orthogonale par rapport & A (resp. B).

Proposition 1.2.10 Toute représentation p de D dans U(E) est de la forme pa g pour
des sous-espaces A et B uniquement déterminés.

DEMONSTRATION : Notons s, = p(e,). Puisque €2 = e, on a s2 = idg, et comme p est
unitaire, ceci implique que s, est une symétrie orthogonale. On doit alors nécessairement
avoir A = ker(id — s,), et avec les notations analogues B = ker(id — sp). Inversement, avec
ce choix de A et B on vérifie facilement qu’on a bien p = p4 g. O

Si n est un entier naturel, on notera U(n) le groupe unitaire de I'espace C" muni du
produit scalaire hermitien standard.

Pour tout v dans I'intervalle ouvert 0, 1] notons E(v) la représentation de D dans U(2)
de la forme pa(,) 5, ott A(v) = C.(1,0) C C? et B(v) = C.(v,vV/1—1?%) C C%.

On note R, (resp. Ry) la représentation de D dans U(1) qui envoie e, sur idc et e sur
—idc (resp. e, sur —idc et e, sur ide).

On note S la représentation de D dans U(1) qui envoie e, et e, sur —idc.

On note enfin T' la représentation triviale, i.e. la représentation de D dans U(1) qui
envoie e, et e, sur idc.

Théoréme 1.2.11 Soient E un espace hermitien et A et B deuzr sous-espaces de E. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

i. Ona
dimAN(BY) =r,, dim(AY)NB=r, dim(A+B)t=s, dimANB=t
et les valeurs caractéristiques de pa|p (et de ppla) différentes de 0 et 1 sont
AL << Ae

avec multiplicités respectives
miy...,Me-

1. Le sous-espace A+ B est de codimension s dans E, et il existe des vecteurs
aoj (1<j<ry) dans AN (Bh),
a;j (1<i<e, 1<j<m;) dans A,
boj (1<j<m) dans (At)N B,
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bij 1<i<e, 1<j<m;)dans B et

¢; (1<j<t)dans ANB
tels que la famille formée des (ao j)1<j<r,, des (aij)i<i<e,1<j<m; €t des (cj)i1<j<t (resp.
la famille formée des (bo,j)1<j<ry, des (bij)i<i<e,1<j<m; €t des (cj)i<j<t) forme une
base orthonormale de A (resp. de B) et que pour tout couple (i,1') d’éléments de
{1,...,¢e} et pour tous 1 < j <my; et 1 < j' < my on ait

< @4, bir jr >= Ni -6y (it 1)+ (1.2.2)

iii. La représentation pap de D dans U(E) est isomorphe a la représentation somme
directe orthogonale

1 L L 1 L
R e R S¥ 0T o @ E(N)™. (1.2.3)
1<i<e

DEMONSTRATION : i. = 3. Pour 1 <i < e, notons A; (resp. B;) le sous-espace ca-
ractéristique de pp|4 (resp. pa|p) pour la valeur caractéristique \;, supposée par hypothése
différente de 0 ou 1. Lorsqu’il n’est pas réduit au sous-espace nul, on vérifie aisément que
AN (BY) (resp. (A1) N B) est le sous-espace caractéristique de pp|a (resp. pa|g) pour la
valeur caractéristique 0 et que A N B est le sous-espace caractéristique de pp|4 et de palp
pour la valeur caractéristique 1. Choisissons (ag j)1<j<r, (resp. (bo,j)1<j<ry, resp. (¢j)i<j<t)
une base orthonormale de AN (B*) (resp. (A+)N B, resp. AN B) et pour tout i € {1,..., e},
(@4,4)1<j<m,; une base orthonormale de A;. Alors si ’on pose

bij = A 'palaiy),

on vérifie facilement que pour tout i € {1,...,e}, (bij)1<j<m; est une base orthonormale
de B; et que les relations (1.2.2) sont satisfaites.

i1. = 444. Sous les hypotheses de ii., on obtient un isomorphisme de E sur la
représentation donnée par (1.2.3) en identifiant chaque droite C.ag; (resp. C.bg;, resp.
C.c;) & une copie de R, (resp. Ry, resp. T), en identifiant (A + B)L a la représentation S®°
et, pour tous 1 <7 <eet 1< j <m;, en envoyant a;; (resp. b; ;) sur le vecteur (1,0) (resp.

(Ai,4/1 = A2)) d’une copie de E()\;).

#4i. = 4. On ne perd pas de généralité en supposant que la représentation (E, p) est
égale a la somme directe (1.2.3). Alors, puisque p(e,) (resp. p(ep)) laisse stable la décom-
position (1.2.3), le sous-espace A = ker(id — p(e,)) (resp. B = ker(id — p(ep))) est égal a la
somme directe orthogonale de ses intersections avec chacun des sommants de cette décom-
position (on prendra garde au fait que ceci n’aurait pas été vrai en général pour n’importe
quel sous-espace de E). On vérifie alors par un calcul immédiat que 'on obtient ainsi la
décomposition de A (resp. B) selon les sous-espaces caractéristiques de pg|a (resp. pa|p)
et que les valeurs caractéristiques associées sont bien celles données dans le point 7. [

Définition 1.2.12 Awvec les notations du théoréme, si E est un espace hermitien et A et
B deuz sous-espaces de E, on appelle invariants du triplet (E, A, B) la donnée des entiers
Ta, Th, S €t t et des valeurs caractéristiques Ay < --- < A (dans ]0,1]) avec multiplicités
miy...,Me.
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On notera que ces données permettent facilement de retrouver les dimensions de E, A
et B grace aux relations

e
rgppla =rgpalp =t+ Z:mZ =dimA—-7r,=dimB -7
=1
et
dimFE =dimA +dimB + s — &.

Corollaire 1.2.13 Soient E (resp. E') un espace hermitien et A et B (resp. A' et B') des
sous-espaces de E (resp. E'). Alors il ezxiste une isométrie de E sur E' envoyant A sur A’
et B sur B' si et seulement si les triplets (E, A, B) et (E', A', B') ont mémes invariants.

DEMONSTRATION : Ceci résulte de I’équivalence entre i. et 4. dans le théoréme 1.2.11.
O

Corollaire 1.2.14 A isomorphisme prés, les représentations unitaires irréductibles de D
sont Ry, Ry, S, T et les E(v) pour v €]0,1].

Toute représentation unitaire de D se décompose de fagon essentiellement unique en
somme directe orthogonale de représentations irréductibles.

DEMONSTRATION : Ceci est une conséquence de la proposition 1.2.10 et de ’équivalence
entre i. et 441. dans le théoreme 1.2.11. O

1.2.2.2 Comportement par dualité

Conservons les notations du paragraphe précédent. Notamment, on se donne une espace
hermitien E et deux sous-espaces A et B.

Proposition 1.2.15 Si les invariants du triplet (E, A, B) sont rq,7p,8,t et A1 < -+ < A¢
avec multiplicités mq, ..., me, alors Uapplication composée

SA0SB

des symétries orthogonales par rapport a A et & B est une transformation unitaire dont les
valeurs caractéristiques sont :

1 avec multiplicité s + t,

—1 avec multiplicité rq + 14,

et les
(\j £iy/1 = X\))? avec multiplicités m; (pour 1 < j <e).

DEMONSTRATION : Par le théoréme 1.2.11 (ou par le dernier corollaire) il suffit de traiter
les cas ou la représentation du groupe diédral associée a (E, A, B) est de la forme R,, Ry,
S, T ou E(v). Alors, dans chacun de ces cas, la proposition se vérifie au moyen d’un calcul
immédiat (pour le cas E(v), on peut aussi remarquer que s4 o sp est la complexification de
lapplication composée de deux symétries orthogonales suivant des droites (réelles) d’angle
arccos(v), donc est la complexification d’une rotation (réelle) d’angle 2 arccos(v)). O
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Corollaire 1.2.16 Si les invariants du triplet (E, A, B) sont

Ta>Th,y S,t
et
AL <o < Ae
avec multiplicités
M1y ., Me,

alors les invariants du triplet (E, A, B1) sont

Th,Tayt, S
et
AL << e
avec multiplicités
mi,...,Me-

Notamment les valeurs caractéristiques différentes de 0 et de 1 de pa,B, PB,A, PaL Bl et
ppL _aL sont les mémes avec mémes multiplicités.

DEMONSTRATION : Cela résulte de la définition des invariants, de la proposition pré-
cédente, et du fait que

spLo8gL = (—s4)0(—sB) =s408pB.

1.2.2.3 Applications

Comme précédemment, soient E un espace hermitien et A et B deux sous-espaces de

E. Notons
A< < A

les valeurs caractéristiques de p4|p (et de pp|a) comprises dans l'intervalle ouvert ]0, 1], et
miy...,Me

leurs multiplicités.

On munit le produit direct
A/(ANB) x B/(ANB)

du produit scalaire somme directe orthogonale des produits scalaires quotient sur A/(ANB)
et B/(AN B). On note a = a4 g I'application naturelle

a:A/(ANB) x B/(ANB) = (A+ B)/(AN B),
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et

das=I/\"" el (1.2.4)

la norme de son déterminant. De facon équivalente, d4 p est la norme de I'isomorphisme
(naturel au choix dun signe pres)

/\max A ® /\max B l) /\max(A n B) ® /\rna.x(A _|_ B)’

ou 'on a choisi une identification de A N B au noyau de la surjection A ® B - A + B.
Notons enfin A = A/(ANB) et B=B/(ANB), et R=1gpz|7 =Y 1cicomi-

Proposition 1.2.17 Avec ces notations, les valeurs caractéristiques de a différentes de 1
sont les (1 + X;)'/? et les (1 — \;)'/2, chacune avec multiplicité m;.

DEMONSTRATION : On ne perd pas de généralité en remplacant FE par A + B et en
quotientant le tout par AN B, de telle sorte qu’on peut supposer A = A et B = B. Sous ces
hypotheses, considérons les bases orthonormales (a; j)1<i<e,1<j<m; de A et (bij)1<i<e,1<j<m;
de B introduites dans le théoréme 1.2.11.7:., et définissons dans A x B les sous-espaces

Xi = Vect {(ai,j, ;) | j € {L,...,mi} }
Y; = Vect {(ai,j, —bz’,j) ‘] € {1, - ,mi} }

7 = (ker pp|a x {0}) + ({0} x kerpa|p).

Compte tenu de (1.2.2), on vérifie aisément, d’une part, que les X;, les Y; et Z sont
deux & deux orthogonaux ; d’autre part, que la restriction de a & X; (resp. Y;, resp. Z) est
une similitude de rapport (1 + X;)1/? (resp. (1 — X\;)'/2, resp. 1). Ceci détermine donc la
décomposition polaire de «, et démontre la proposition. O

Corollaire 1.2.18 Avec les notations précédentes :

i. on a
2 _ 2 _ 2\m;
dap” =dzp" = IT =™
i, A<l

7. les valeurs caractéristiques de o sont toutes comprises dans l'intervalle

(=) "= )

de facon équivalente, pour tout x dans A X B, on a

——\ 1/2 ——\1/2
(1-\1=@5) " Nl < la@l < (1+/1-d45) " lal
1i1. on o les inégalités
1> dA,B > (1 _ ||p§|ﬁ||2)R/2 > (1 o ||p§|g||2)1/2.min(dimA,dimB)

et da,p =1 si et seulement si A et B sont orthogonauz (au sens large), ou encore si
et seulement si pz|; = 0.
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DEMONSTRATION : L’assertion 4. résulte de la proposition et du fait que la norme
du déterminant d’une application linéaire est égale au produit de ses valeurs caracté-
ristiques. Du fait que les A; sont toutes dans l'intervalle [0,1], 1'égalité 7. implique que
pour tout ¢ € {1,...,e}, on a /\12 <1- di’B; compte tenu de la proposition, ’asser-
tion %i. en découle aussitdot (’équivalence entre les deux formulations de #i. constitue le
corollaire 1.2.5). L’assertion i7i. se démontre de fagon analogue, en utilisant le fait que
Ipal 5l = max{X | A < 1). 0

Remarque 1.2.19 Compte tenu du corollaire, on peut considérer que d4 p constitue une
mesure de l'orthogonalité de A et B. En outre, on voit que I’encadrement 1.2.18.7i. peut
s’interpréter comme exprimant que, si d4 g est proche de 1, I'application « est presque une
isométrie.

I1 est facile maintenant de déterminer comment d4 g se comporte par dualité.

Corollaire 1.2.20 Sous les hypothéses précédentes, notons A (resp. B*) lorthogonal de
A (resp. B) dans E. Alors on a
dAJ_,BJ_ - dA,B-

DEMONSTRATION : Cela résulte immédiatement des corollaires 1.2.16 et 1.2.18. O
I1 est possible aussi de faire jouer & A et B des roles non symétriques. Notons 8 = 4,8
I'isomorphisme naturel de C-espaces vectoriels
B:A/(ANB) — (A+ B)/B.
Alors

Proposition 1.2.21 Les valeurs caractéristiques de 3 sont les (1 — )\22)1/2 avec multiplicité
m;. En particulier, on a || det B|| = da B, et les valeurs caractéristiques de 8 sont toutes
dans Uintervalle [da,p, 1].

DEMONSTRATION : Comme dans la démonstration de la proposition précédente, on
peut supposer que AN B = 0; on note encore a; ; et b; ; les bases unitaires de A et B qui
y ont été introduites. Alors (A + B)/B s’identifie naturellement & I'orthogonal de B dans
A + B et, avec cette identification, on a

Blaij) = aij — pBlai;) = aij — Aibg ;.
Ainsi, compte tenu de (1.2.2), les $(a; ;) sont deux & deux orthogonaux et de norme

(1 — A?)'/2, ce qui implique la proposition. O

1.2.3 Cas de plusieurs sous-espaces

Les résultats du paragraphe précédent permettent d’obtenir certaines estimations sur
la position d’'un nombre quelconque de sous-espaces, a partir seulement des normes des

29



projections de I'un sur l'autre deux & deux. Plus précisément, on montre que si des sous-
espaces d’un espace hermitien sont «deux & deux presque orthogonaux», dans le sens ou
les projections de I'un sur I'autre sont de norme petite, alors ils sont «globalement presque
orthogonaux», dans le sens ou I'application naturelle du produit direct de ces sous-espaces

sur leur somme est presque une isométrie, i.e. a toutes ses valeurs caractéristiques proches
de 1.

Lemme 1.2.22 Soit H un espace hermitien qui est somme directe de certains de ses sous-
espaces Hq,. .., Hy,. Munissons le produit direct Hi X --- X H,, du produit scalaire somme
directe orthogonale des produits scalaires restreints. On a deux applications linéaires inver-
sibles naturelles

o =0QCQH,,. H,: H1X---><Hm — H
('Tla"'axm) — T1+ Ty

et
— Hi x---x Hp,
— (pH1($)""apHm($))'

Alors a et v sont adjointes l'une de lautre.

Y =YHy,.,Hy : H
x

DEMONSTRATION : Soient z € H et y = (y1,..-,Ym) € Hy X -+ X Hy,. Alors on a bien

<z,a(y) >=<z,91 >+ + < T,Ym >
=<pm(),y1 >+ + < PHH (), Ym >
=<v(z),y > .
O

Proposition 1.2.23 Soient A et B deuz sous-espaces d’un espace hermitien E avec ANB =
0, et \; les valeurs caractéristiques de palp avec multiplicité m;. Considérons l'application

v: A+B — Ax B
r  +— (palz),pp(2))

dont les composantes sont les projections orthogonales sur A et B. Alors les valeurs caracté-
ristiques de y différentes de 1 sont les (14 X;)Y/? et les (1—X;)'/?, chacune avec multiplicité
m;. En particulier, on a

Iy HIP = (1 = llpalsl) ™"

DEMONSTRATION : C’est une conséquence immédiate du lemme précédent (dans le cas
m = 2) et des propositions 1.2.4 et 1.2.17. La derniére assertion résulte du fait que la norme
d’une application linéaire est égale & sa plus grande valeur caractéristique. O

Corollaire 1.2.24 Soient A, B et C trois sous-espaces d’un espace hermitien tels que la
somme A+ B + C soit directe. Alors on a l’inégalité

lpalel” + llpslcll?

2
pa+rB)lcl” <
Ipcasmlel T—Tpalsl

30



DEMONSTRATION : Par transitivité des projections orthogonales sur des sous-espaces
emboités, on a palc = pal(at+) © P(at)lc et pBlc = PBl(a+B) © Pa+B)lc, Ao
-1
Pa+s)lc =7 o (pale,pslo),
avec ¥ = (pal(a+B),PBl(a+B)) : A+B — AxB. Le corollaire résulte alors de la proposition

précédente. O

Corollaire 1.2.25 Soit n un entier. Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, si Ag,..., Ay
sont n + 1 sous-espaces en somme directe dans un espace hermitien, et si

M = HZH’]LX ||pAi|Aj ||2 <,
alors
2
||p(A1+---—|—An)|A0|| <(n+e€¢M.

DEMONSTRATION : On proceéde par récurrence sur n, le cas n = 1 étant évident.
Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1. Le corollaire précédent donne :

I I

1Py +ta,)]A
(A1 )14o 1= Ip(as 4+ an-1) 4

Par définition on a ||pa,|a,||> < M, et en appliquant ’hypothése de récurrence d’une part
a Ag,...,A, 1, d’autre part & Aq,..., Ay, on trouve, si M est assez petit :

Ip(as+tAnp) a0 l* < (=1 +€/2)M

et

1—vV(n—1+€¢/2)M<1— 1P(AL+t A |an |l < 1.

En insérant ces deux estimations dans l'inégalité précédente, quitte & prendre M encore
plus petit, on trouve le résultat souhaité. O

Soient E un espace hermitien et Ai,...,A,, m sous-espaces de E en somme directe.
L’application linéaire naturelle

aAl,...,Am3A1X---XAm—>A1_|_...+Am

est bijective, mais n’est en général pas une isométrie. On note da, .. a,, = ||detaa, . a,.| la
norme de son déterminant. Autrement dit, d4, ... 4,, est le rapport de la similitude naturelle
entre espaces hermitiens de dimension 1

/\maxAl ®...®/\maXAm AN /\mx(A1 bt Ap).

On remarquera que ces notations sont compatibles avec celles introduites dans le paragraphe
précédent, dans le cas m = 2.
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Proposition 1.2.26 On a

AAyyAm = QA1 A2 QA+ 45), A5+ (A 4t Ay 1) A < 10

Les valeurs caractéristiques de aa, ... A,, sont toutes comprises dans l’intervalle

[N M (RS - R

DEMONSTRATION : On procede par récurrence sur m, en remarquant que « Aty Ay S€
factorise en

Al X oo X A1 X Ay ——= (A1 4+ A1) X Ay —— A1+ + A

avec U = QA;,.. A x Ida,, et v= QA 4ot A1)y A On trouve ainsi

m—1
day,..A, = |l detull.||det v|| = day,.. Ap_1- A+t A1), Am

et en appliquant ’hypothese de récurrence a da, ... a,,_,, on prouve la premiere assertion.
L’application u admet pour valeurs caractéristiques celles de aa, .. A,,_,, auxquelles on a
adjoint la valeur caractéristique 1 avec multiplicité dim A,,. Par hypothése de récurrence,
les valeurs caractéristiques de a4, sont toutes dans 'intervalle

m—1

(== Bn) ™ (=) ™),

et il en est donc de méme des valeurs caractéristiques de u. Autrement dit (corollaire 1.2.5),
pour tout z dans Ay X -+ X A1 X Ay, On a

(m—2

)/2 (m—2)/2
(1-1-& a ) loll < lu(@)l < (1+/1- &, 4., Jel.

Par ailleurs, le corollaire 1.2.18.4i. implique que pour tout y dans (A; +---+ Ap—1) X Ap,
on a

(= = @arsemonn) Wl @I < (1 1= @asia ) Il

En combinant ces deux encadrements, et en utilisant le fait que

dAy,sAm = AAy A1 -G Ay ot A1), A <TI0 dAL A 15 (A ot A1), A

on trouve, pour tout z dans Ay X --- X Ay 1 X Ay :

(m-1)/2
(1-V1-&a,) sl <

< (1 . J1- dih,___,Am_l)(m_w2 (1 - \/1 — d%A1+,,,+Am_1),Am)l/2 [l

< lv(u@) = llaa,...a. (@]
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et

loay,...am (@) = [[o(u(z))]] <
1/2

< (1 +4/1— dﬁh’___,Am_l)(m_w2 (1 + \/1 — d%A1+...+Am_1),Am) ]| <

(m—1)/2
<(1+1-&, 4) Iz,

ce qu’il fallait démontrer. O

Corollaire 1.2.27 Soit d un entier. Il existe deuz constantes ¢ et n > 0 (dépendant de d)
telles que, pour tout espace hermitien E de dimension au plus d et pour tous sous-espaces
Aq,..., A, en somme directe dans E tels que

M = 14112V <
lsrifggm{llpmlA] 17} <,

on ait

1>da,,. 4, >1—cM.

DEMONSTRATION : On ne perd pas de généralité en supposant que les A; sont tous non
nuls. Alors, puisque ces sous-espaces sont en somme directe, on a nécessairement m < d.
Par la proposition précédente on a

AAyyyAp = QA1 Ay QA1+ Ay) A5 (A4t A1), A

Pour démontrer le corollaire, il suffit donc de minorer chacun des termes de ce produit. Si M
est assez petit, la minoration voulue est fournie par les corollaires 1.2.18.447. et 1.2.25. O

1.2.4 Un résultat technique

Proposition 1.2.28 Soient
1L
Hy =Yy %

un espace hermitien somme directe orthogonale de deux sous-espaces et Ty un sous-espace
de Hy tel que Ty N Yy = {0}.

Alors il ezxiste une constante kg > 0 telle que, pour toute donnée d’un espace hermitien

L
H =Yo7
somme directe orthogonale de deuz sous-espaces et pour tout sous-espace T7 de Hy tel que
T1NY1 = {0}, pour toute application linéaire ¢ : Hy — H vérifiant les conditions suivantes :
i. @ est bijective

i. p(Yo) = Y1, (Zo) = Z1, p(To) =Th

iii. il existe n, > 0 tel que ||o(yo)|| < nyllyoll pour tout yo € Yy

iv. il existe C, > 0 tel que ||p(20)] > Coll20|| pour tout 2o € Zy,
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on ait :

¢ ~1/2
||pY1|T1|| < (1 +K2nw> .

©
DEMONSTRATION : On a
ker pz,|1, = To Nkerpz, = To N Yy = {0}.

Ainsi pz, |1, est injective ; choisissons pour kg la plus petite valeur caractéristique de pz, | .
On a alors bien k¢ > 0 et, pour tout g € Ty, on aura 'inégalité

lpzo (to) || > Kolltol|-

Les hypotheses de la proposition impliquent que py; o = popy, et que pz, op = popgz,.
Soit maintenant t; € T4, t; # 0. Puisque T1 = (7)), on peut écrire t1 = ¢(ty), to € Tp.
Alors

lpva ()11 _ [Iya (¢1)1”
12412 [py; (G117 + [Pz, (£1)]12
_ (P, (t0))1?
[o(Pys (2o))II* + ||90(pzo (t0))II?
2
_ 1+ ||<P(on(t0))||2)
[o(Pys (o))l
-1
< Cw lp2o (o) I
n@ lIpvs (to) 2
—1
<1+ Csa [Ipzo (t0)II*
o l®
< (1 2C9">
ce qu’il fallait démontrer. O

Sous les hypotheses précédentes, soit dy; 7, la norme du déterminant de I’isomorphisme
naturel
Y1 XT1 2Y1+T1.

Alors :

Corollaire 1.2.29 On a ’encadrement

-1
1>dy, 7, > 1—(1+ 22")

®»

1/2. min(dim Y7 ,dim T1)

DEMONSTRATION : C’est une conséquence immédiate du corollaire 1.2.18.7i3. et de la
proposition 1.2.28. O
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1.3 Quelques résultats de géométrie hermitienne projective

1.3.1 Un calcul de normes

Soient N un entier et £ un espace hermitien de dimension N + 1. On note
Pgr = Proj(Sym'E)

l’espace projectif dont les points paramétrisent les hyperplans de E. On munit Pg(C) de
I'unique métrique kahlérienne invariante sous I'action du groupe unitaire de E et qui en fait
un espace de volume 1 pour la mesure dy associée (avec les conventions exposées au début
de ce texte). Notons encore w = wrg la 2-forme associée a cette métrique, appelée forme de
Fubini-Study. On rappelle que par (1.1.7), on a dy = w™.

Le fibré en droites universel O(1) = Og(1) est muni de la métrique ||.||rs dite métrique
standard ou de Fubini-Study : c’est la métrique quotient définie par la surjection canonique

' E — O(1),

ou 7 : P — SpecC est le morphisme structurel. Alors, avec nos conventions, la premiére
forme de Chern de ||.||rs est égale & wpg. Notons O(n) = O(1)®" la n-iéme puissance ten-
sorielle du fibré en droites universel, et munissons I’espace des sections globales I'(Pg, O(n))
de la norme L? définie en (1.1.4).

Dans le cas particulier ou E est Pespace CV*! muni du produit hermitien standard, on
notera
Pr = PY = Proj C[Xo,...,Xn]

et on 'appellera 1'espace projectif standard sur C de dimension N. On se propose ici de
calculer les normes L? (introduites ci-dessus) sur I'(BY, O(n)). L’espace I'(PY, O(n)) s’iden-

tifie & 'espace des polynéomes homogénes de degré n en N + 1 variables Xy, ..., Xy. Il est
de ran nt+ N
g N .
Si I = (ig,...,in) est un multi-indice de poids n = |I| = ig + -+ + ix on note X! =
X°.--- XV, et pour tout entier i > n on pose

(?):(Léin>:mw¢$@—mr

Lemme 1.3.1 Les (XI)|[|:H forment une base orthogonale de T(PY,O(n)) (pour la norme
L?).

DEMONSTRATION : Soient ug,...,uy des nombres complexes de module 1, et u la
matrice diagonale Diag(ug,...,uy). C’est un élément du groupe unitaire U(N + 1). Par
invariance de la forme volume du sous I'action de u, on obtient, pour tous multi-indices I
et J de poids n, ’égalité

< X1 X7 > =< @X), (@X)? > =l BN < X X > s
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Si I # J, on peut trouver des u; tels que u%o_io. ‘- .ug\’,v_iN # 1, de telle sorte que
<X, X7 >..=0,
ce qu’il fallait démontrer. O

Avec les mémes notations, on a encore le

Lemme 1.3.2 Si I est un multi-indice de poids n, la norme L? de X! vaut

—1/2 Lo i IV L2
||XI||L2 _ n+ N _ ol --inIN! .
1 (n+ N)!

Il s’agit du lemme 4.3.6 de [11]. Par commodité pour le lecteur, en voici une autre preuve.

DEMONSTRATION : Par invariance de du sous l'action du groupe unitaire, il existe une
constante C = C(n,d) telle que pour tout ¢ = (¢o,...,tx) on ait

n
I(toXo + -+ + tnXN)"[[72 = C.(Jto]* + -+ + [tn[?)" = C. > ( T ) [t1]2.
[I|l=n

Mais d’autre part on a (toXo + -+ + tNXN)" = 32, ( TIL )tIXI donc par le lemme

précédent,

2
n n
I(aXo -+ en X2 = 3 () W21
[T|=n

En identifiant les coefficients de ¢/ dans ces deux relations, on trouve

-1
n
X7, = C.( T ) :

Par ailleurs, en intégrant sur PV(C) la relation

L= (Kolbsta) + -+ IXnlEst@) = (] ) IXIsta)
[Il=n

1:”'2:;”(?)”)(1“%2:2 (3)e(5) (")

[T|l=n

on trouve

1
c’est-a-dire C = ( n+N ) et

N
—1 —1
||XI||2 _ n-I-N n
L2 N . I 3

ce qu’il fallait démontrer. O
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Lemme 1.3.3 Soient ay,...,a, des nombres complezes, et posons
st = (@Xo+ - +anXn)" € T(PY,0(n)).

Si P € T(PY,0(n)) est un polynéme homogéne de degré n, on a alors

-1
<$£>H:(”}N> P(a).

DEMONSTRATION : la forme volume sur PV étant invariante sous I’action du groupe
unitaire, on peut supposer a; = --- = any = 0, auquel cas s} = ag" X{. Le résultat est alors
une conséquence immédiate du lemme précédent. O

Revenons au cas général. Si E est un espace hermitien de dimension N + 1, on a un
isomorphisme canonique
[(Pg,O(n)) ~ S"E.
Cet isomorphisme n’est pas isométrique (lorsque I'(Pg, O(n)) est muni de la norme L? et
que S™E est muni de la norme puissance symétrique de celle de E). Cependant, avec les
conventions du paragraphe précédent, on a le

Lemme 1.3.4 L’isomorphisme canonique I'(Pg, O(n)) — S™E est une similitude de rap-

1/2
port ( n —];N ) , i.e. on a lidentité

—1
n+ N
B epomnar = ("N ) s

DEMONSTRATION : Le choix d’une base unitaire de E permet d’identifier Pr; & 'espace
projectif IP’g . 11 suffit alors de vérifier le lemme sur la base orthogonale formée des monémes

X1 ou |I| = n. Or compte tenu de (1.1.1), on a
dol.+ -+ Lin!

12 —
X7 2 osonyey = 2

En comparant avec le lemme 1.3.2, on trouve le résultat souhaité. O

1.3.2 Un calcul de décomposition polaire

Soient F un espace hermitien de dimension N + 1 et Pg I'espace projectif défini au para-
graphe précédent. Soient P un point de Py, F' I'hyperplan de E défini par P, A 'orthogonal
de F dans E, et § un vecteur unitaire de A. Par l'identification naturelle

E ~ (P, O(1))

on peut voir § comme un élément de I'(Pg, O(1)) et, avec cette identification, le lemme 1.3.4
donne

16/lr@ oy = (N + 1)
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Sin et d sont des entiers, la multiplication par 6®¢ définit une application linéaire
Meged : F(]P’E, (’)(n)) — F(]P’E, (’)(n + d))

On se propose ici de déterminer la décomposition polaire de m.

Pour alléger les notations, on notera

A(n) = T(Pg, O(n)).

1
La décomposition £ = F @& A induit pour tout n une décomposition en somme directe

orthogonale
1

S"E = @ S'F @ A®" 1,
t=0...n

On définit A(n); comme étant 'image de ’application composée
S'F @ A"t SPE 5 A(n).
Ainsi on a une décomposition

1
An)= P An):.

t=0...n

On remarquera que si P est le point de Pg représentant I’hyperplan F', la filtration
associée & cette décomposition est la filtration sur A(n) définie par la multiplicité du zéro
en P. Autrement dit, si s € A(n) = I'(Pg,O(n)), on a s € Fil* A(n) = ®é_:kn A(n)y si et

seulement si s s’annule au moins a 'ordre k en P.
Proposition 1.3.5 L’application
meed : A(n) — A(n + d)

admet pour valeurs caractéristiques les

_( (n+N).(n+N—1)...(n—t+1) )1/2
T\ d Nt d N D)t d-t4D))

avec pour espaces caractéristiques associés respectifs les A(n)¢.

DEMONSTRATION : On a un diagramme commutatif

StF ® A®n7t _J_) SR _’_> A(n)

.

StF @ A®n+d—t _ I gnidp 7 An + d)
qui prouve que m envoie A(n); bijectivement sur A(n + d);.
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Soit maintenant z € S'F ® A®"~t, Par le lemme 1.3.4, i est une similitude de rapport

—-1/2 z
("}LVN ) / , et par le lemme 1.1.3, 7 est une similitude sur son image, de rapport (?) 172
On a donc

-1/2 —-1/2
n n+ N

j o j = . 1.3.1
ioii=(7)  ("%") el (131)
De la, méme facon,

. n+d\ " (n+d+ N\
ogwal=("TY) T ("TRTY) e

n+d\ Y (n+d+ N\ V2
= (" . .

Ainsi si y € A(n);, on peut écrire y = i o j(z), de telle sorte que m(y) = i’ o 5'(2.6%?) et

lm(y)| = Aellyll ot
a2+ N\ (n+d\ " (n+d+ N\ 2
¢ N ¢ N

(n+ N)(n+d—t)\/?

((n—t)!(n+d+N)!>

( (n+N).(n+N—1)...(n—t+1) >1/2
(n+d+N).(n+d+N—-1)...(n+d—t+1)

At

O

Remarque 1.3.6 En particulier, lorsque n et ¢ sont fixés et que d tend vers l’infini, on
retiendra que la proposition fournit ’équivalent

/
At = Ai(d) ~ds00 (%)1 ’ AN+t (1.3.2)

1.4 Petits rappels de géométrie d’Arakelov

Dans cette these, on utilisera librement le langage de la géométrie d’Arakelov, pour lequel
on renvoie principalement & [57]. Le lecteur pourra aussi consulter [3], [8], [11], [21], [24],
[25], [27] et [37]. On se propose cependant ici de rappeler quelques définitions élémentaires
et de préciser certaines conventions qui seront utilisées dans la suite du texte.

1.4.1 Modules hermitiens et théorie des pentes

Pour cette partie, on pourra consulter [9], [37] et [58].

Soit K un corps de nombres d’anneau d’entiers Og. Pour tout idéal premier p de Ok,
la valeur absolue |.|; sur le complété K, de K en p sera normalisée de telle sorte que si wy
est une uniformisante en p, on ait

[@plp = (Ngsop)) ' = (#ky)
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ou ky est le corps résiduel en p. Avec ces normalisations, la formule du produit s’énonce
ainsi : pour tout élément non nul z de K on a

> loglzly+ Y loglo(z)| =0,

peSpec Ok o:K—C

ou |.| est la valeur absolue usuelle sur C.

On appelle module hermitien sur O un Og-module de type fini M tel que, pour tout
plongement o de K dans C, le C-espace vectoriel M, = M ®o, - C est muni d’un produit
scalaire hermitien, ces données étant compatibles 3 la conjugaison complexe. On notera M
le Og-module hermitien ainsi défini.

Soient L une extension finie de K, et O, 'anneau des entiers de L. Si 7 est un plongement
de L dans C et si o est la restriction de 7 & K, les C-espaces vectoriels M, = M Qo+ C
et (Mo, )r = (M Qo, OL) ®o,,r C sont naturellement isomorphes, ce qui permet de munir
Mp, d’une structure de Or-module hermitien. On dira que c’est le Or-module hermitien
déduit de M par extension des scalaires de K & L.

Si M est un Og-module hermitien et si si,...,s, sont des éléments de M dont les
images dans le K-espace vectoriel Mg forment une base de cet espace, on définit le degré
arakelovien (ou degré d’Arakelov) normalisé de M comme étant le nombre réel

— 1
degM = ——— | log # M/(s1,...,5,) — Z log [[s1 A=+ AsellAm
[KQ] 0:K—C

(en cas d’ambiguité sur I’anneau de base, on pourra préciser d/eTg M au lieu de d/e\gM)

On vérifie aisément que cette expression ne dépend pas des choix faits, et qu’elle est
invariante par extension finie de K : avec les notations précédentes, on a

d/e\gKM = ge\gLM(’)L‘

En outre, puisque M est un module de type fini sur un anneau de Dedekind, il revient
au méme de dire que M est sans torsion, que c’est un Og-module projectif, qu’il est plat,
ou encore que c'est un Ox-module localement libre. Sous cette hypothése on dira que M
est un Og-fibré vectoriel hermitien, de rang égal par définition & dimg Mg. Alors, si M
n’est pas nul, on définit la pente de M par la formule
i deg M
pM) = — T

On dira que L o
0—-M —-M—M"—0

est une suite exacte courte de Og-modules hermitiens si la suite des Og-modules sous-
jacents est exacte et si les métriques sur M’ (resp. M") sont celles induites (resp. quotient)
par celles de M. Alors, sous ces conditions, on a

deg M = deg M’ + deg M".
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En particulier, pour tout Ox-module hermitien M, le Og-module de type fini M/M;qs est
projectif et muni naturellement d’une structure de Og-fibré vectoriel hermitien. On a alors
la relation

1
(K : Q]

deg M = log #Miors + deg M/ Miors. (1.4.1)

Soit maintenant E un O g-fibré vectoriel hermitien non nul. On définit la pente maximale
de F comme étant la borne supérieure des pentes de ses sous-modules non nuls :

fimax(E) = sup{fi(F) | 0 # F C E}.

Le fibré hermitien E sera dit semi-stable si

ﬁmaX(E) = ﬁ(E)

Par exemple, le fibré libre (Ox)" de rang 7 > 0, muni des métriques standard définies par
la base canonique, est semi-stable de pente nulle.

Soient E et F deux Og-fibrés vectoriels hermitiens et ¢ : Ex — Fi une application
K —linéaire non nulle. Pour tout plongement o : K — C, on note ||¢||, la norme de I’ap-
plication C—linéaire ¢, relativement aux normes de E,; et F,;. De méme, si p est un idéal
premier de Ok et si K est le complété de K relativement & p, on note |/¢||, la norme
de I'application K,—linéaire ¢k, : Bk, — Fk, ; plus précisément, avec les normalisations
choisies, on a
log [ ¢lly = inf{n € Z | p(wf B) C F}.log Ng/qls),

ol wy est une uniformisante de K. On définit alors la hauteur (normalisée) de ¢ comme
suit :

h(e) = h(p, B, F) = m@log el + 3" 1og lell)- (1.4.2)
p o

Il résulte immédiatement des définitions que si E et F' sont de rang un, alors d/e\gF =
degF + h(p) d’ol, plus généralement :

Lemme 1.4.1 Soient E et F deuz O -fibrés vectoriels hermitiens de méme rang et ¢ : Ex = Fi
un isomorphisme de K-espaces vectoriels. Alors

degE = degF + h(/\" ¢).
Plus loin dans le texte, on utilisera ’inégalité de pentes suivante.

Proposition 1.4.2 Soient E et F deux Og-fibrés vectoriels hermitiens et ¢ : Ex — Fi
une application K-linéaire injective. Alors on a

ﬁmaX(E) < ﬁmaX(F) + k().
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DEMONSTRATION : Soit E' un sous-fibré vectoriel non nul de E. Notons

0(E")sas = @(E )k N F.
11 découle facilement des définitions qu’on a,

1 rg B’ rg B rgB o o
o E h (/\ 2Ry AN YA\ w(E’)m> < Mol , B, ¢(E)g,) < h(p,E,F)

d’ou, par le lemme 1.4.1

A(E") < B(p(E)ga) + h(e)-

Pour terminer la démonstration, il suffit alors de faire varier E’ dans cette inégalité et de
passer a la borne supérieure. O

Le lecteur intéressé trouvera une présentation bien plus approfondie de la théorie des
pentes dans [9] appendice A, ou dans [10] section 4.1.

1.4.2 Quelques conventions en dimension supérieure

On commence par donner quelques définitions non standard qui seront utilisées dans la
suite du texte.

Définition 1.4.3 Soient K un corps de nombres et Ok U'anneau des entiers de K. On
appelle pré-variété arithmétique sur Og un schéma X projectif sur Spec Ok dont la fibre
générique Xk est lisse.

Si en outre X est plat sur Spec Ok, on dira que c’est une variété arithmétique.

Définition 1.4.4 Une pré-variété arithmétique X sur Ok sera dite mesurée si [’ensemble
des points complezes X(C) est muni d’une mesure strictement positive invariante sous l’ac-
tion de la conjugaison compleze.

Une pré-variété arithmétique X sur Ok sera dite kahlérienne si [’ensemble des points
complezes X(C) est muni d’une structure kahlérienne invariante sous laction de la conju-
gaison compleze.

Au moyen de la convention (1.1.7), toute pré-variété arithmétique kahlérienne est munie
d’une structure de pré-variété arithmétique mesurée.

Définition 1.4.5 Si X est une pré-variété arithmétique sur Ok, un fibré vectoriel hermi-
tien £ sur X est un Ox-module localement libre £ tel que, pour tout plongement o de K
dans C, le fibré &, sur X,(C) est un muni d’une métrique hermitienne C*, ces données
étant invariantes sous 'action de la conjugaison complexe.

On vérifie aisément que dans le cas particulier on X = Spec Ok, on retrouve la notion
de Og-fibré vectoriel hermitien définie précédemment.

Le rang de £ est par définition le rang du fibré sous-jacent £ (c’est une fonction loca-
lement constante sur X). Si £ est de rang constant égal & 1, on dira que c’est un fibré en
droites (ou un faisceau inversible) hermitien.

42



Définition 1.4.6 Un fibré en droites hermitien £ sur une pré-variété arithmétique X sera
dit positif si L est ample et si la forme de courbure de L est définie positive sur X(C).

Sim: X — SpecOg est une pré-variété arithmétique mesurée sur ’anneau des entiers
Ok d’un corps de nombres K et £ est un fibré vectoriel hermitien sur X, la construction
(1.1.4) permet pour tout plongement o de K dans C de définir un produit scalaire < .,. >p2 ,
sur I'(X,(C),&,) =T'(X,E), et ainsi de munir I'(X, £) d’une structure de module hermitien
sur Ok. Si en outre X est plat sur Spec Ok, ['(X, E) est un Ok-fibré vectoriel hermitien.

Un exemple important de variété arithmétique mesurée est ’espace projectif des quo-
tients localement libres de rang un d’un Og-fibré vectoriel hermitien, défini comme suit.

Soit E un Og-fibré vectoriel hermitien de rang N + 1. On pose
Pr = Proj(Sym E).

C’est une variété arithmétique sur O, au sens de la définition 1.4.3. Pour tout plongement
o de K dans C, le C-espace vectoriel E, est muni d’un produit scalaire hermitien, et le
schéma (Pg), déduit de Pg par changement de base via o s’identifie naturellement au
schéma Pg_ associé & E, au début du paragraphe 1.3.1. Ainsi (Pg),(C) est muni de la
structure kahlérienne définie au paragraphe 1.3.1, et de la forme volume associée. Ceci fait
de Py une variété arithmétique mesurée.

Le fibré en droites universel O(1) sur Pg est encore muni & I'infini des métriques hermi-

tiennes définies au paragraphe 1.3.1; de méme pour ses puissances tensorielles. Pour tout n
on a alors un morphisme naturel de Og-fibrés vectoriels hermitiens

¢on : S"E — T'(Pg, O(n)),

qui est un isomorphisme sur les Ox-modules sous-jacents et tel que, par le lemme 1.3.4,

pour tout plongement o de K dans C, application C-linéaire (¢, ), est une similitude de

rapport (N;") 12
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Chapitre 2

Hauteurs de sous-schémas et lien

avec la géométrie d’Arakelov des
schémas de Hilbert

Dans ce chapitre on montre comment il est possible d’associer naturellement a tout
sous-schéma, d’une pré-variété arithmétique mesurée munie d’un fibré en droites hermitien
positif (avec les définitions du paragraphe 1.4.2) une famille de hauteurs, indexées par un
entier n € N. Lorsque l'on fait varier n, ces hauteurs se comportent essentiellement comme
la «fonction de Hilbert-Samuel arithmétique» du sous-schéma, au sens de [38].

2.1 Meétrisation des schémas de Hilbert

On utilisera librement dans ce texte les deux théorémes suivants relatifs 4 la construction
des schémas de Hilbert, dont on trouvera une démonstration dans [29] ou dans [36].

Soient S un schéma noethérien, X un schéma projectif sur S muni d’un fibré trés ample
noté Ox (1), m: X — S le morphisme structural de X, et P un polynéme numérique!. On
note H ilb§ /s le foncteur qui, & tout S-schéma T, associe ’ensemble des sous-schémas fermés
de X7 = X xg T plats sur T dont le polynéme de Hilbert (en chaque fibre) relativement &
Ox(1) est égal & P.

Alors, sous ces hypothéses, on a le

Théoréme 2.1.1 (Grothendieck) Le foncteur Hilb;}/s est représentable par un S-schéma
projectif.

On notera désormais Hilbf( /s le S-schéma projectif représentant le foncteur H z'lb§ /8

dont I’existence est assurée par le théoréme 2.1.1.

Soient maintenant 7" un S-schéma et Y un sous-schéma fermé de X7 plat sur T et de
polynéme de Hilbert P. Notons [Y]y le T-point de Hilb% /s Teprésentant Y. Sin est un

!cest-a-dire, un polynéme (3 coefficients rationnels) dont les valeurs aux entiers suffisamment grands
sont entiéres positives.
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entier, on dira que Y satisfait & la condition (%) si le morphisme de restriction

(Tx7/7)+Ox 7 (n) = (7y/7)+(Ox7(n)|y)

est surjectif et fait de (my/7)«(Ox,(n)|y) un quotient localement libre de rang P(n) de
(mx7/7)+Oxy(n). Ainsi, si cette condition (*,) est vérifiée, (my/r)«(Ox(n)ly) définit un
T-point (noté [Y]g) de la grassmannienne G p,)(m+Ox (n)) des quotients localement libres
de rang P(n) de m.Ox(n).

Avec ces notations, on a alors le

Théoréme 2.1.2 [] existe un entier ng tel que, pour tout n supérieur ou €égal a ng et pour
tout S-schéma T, tout sous-schéma ferméY de Xt plat sur T de polynome de Hilbert P
vérifie la condition (*,). En outre, le morphisme de schémas

Nn Hilb)P;/S — GP(n) (ﬂ-*OX(n))

représentant la transformation naturelle du foncteur de Hilbert vers le foncteur grassman-
nien qui envoie [Y g sur [Y]q, est une immersion fermée.

Remarque 2.1.3 Une condition suffisante pour qu’un entier ng vérifie la condition énoncée
dans le théoréme 2.1.2 est que ng soit régulier au sens de Castelnuovo-Mumford relativement
au morphisme 7 : X — S, au faisceau Ox (1) et au polynéme P. Pour une discussion de
cette notion on pourra consulter [45], chapitre 14.

On notera M,, I'image inverse du fibré en droites universel sur la grassmannienne par
le plongement 7, défini dans le théoréme 2.1.2. Par construction, si [Y]g est un T-point du
schéma de Hilbert représentant un sous-schéma Y de X7, la fibre en [Y]gy de M,, s’identifie
canoniquement au Op-module

A"y 1) (Oxa(m) ).

Les constructions et théorémes précédents restent valables lorsque ’on remplace le fais-
ceau tres ample Ox (1) par un faisceau £ ample relativement & .

Soient maintenant K un corps de nombres, O l’anneau des entiers de K, 7 : X —
Spec Ok une pré-variété arithmétique (au sens de la définition 1.4.3) munie d’un fibré en
droite hermitien £ ample relativement & 7, et P un polynéme numérique. On applique
les résultats précédents avec X = X, S = SpecOg. On note H = HilbI;/S le schéma, de
Hilbert correspondant. On va montrer que les faisceaux M, définis sur H peuvent étre
munis naturellement d’une structure hermitienne.

Soient ng ’entier défini dans le théoréme 2.1.1 et n un entier supérieur ou égal & nyg.
Notons :

= Gn = Gpn)(mL®") la grassmannienne des quotients localement libres de rang P(n)
de m, L®",

- g, : Gn — S et my : H — S les projections canoniques,

— Og, (1) le fibré en droites universel sur G, et

— N+ H — Gp le plongement grassmannien défini par le théoreme 2.1.2.
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Par définition de Og, (1) on a une surjection canonique

" P(n)
75 (N mLEm) - Og, (1)

qui se restreint via 7, en une surjection
P(n)
(N L") > M.

Avec les conventions et définitions du paragraphe 1.4.2, supposons que X est mesurée.
Alors m,LZ" est muni des normes L?, et /\P(") T L®" est muni des normes puissance exté-
rieure. Ainsi, en munissant M,, des normes quotient via la surjection précédente, on obtient
sur A un fibré en droites hermitien, qu’on notera M,,.

2.2 Définition des hauteurs de sous-schémas

Avec les notations de la section précédente, soit 3 un sous-schéma de X, plat sur Ok,
de polynome de Hilbert P. Au sous-schéma ¥ correspond un Og-point [X]g du schéma de
Hilbert H, c’est-a-dire une section

i[E]H :SpecOr — H.

Si n > ng on définit la n-iéme hauteur (normalisée) A{™ (%) du sous-schéma ¥ comme la
hauteur (cf. [11] et [57]) du point [E]g relativement au fibré hermitien Og, (1) sur G,, ou,
ce qui revient au méme, comme la hauteur du point [2]x relativement au fibré hermitien
M, sur ‘H : /\

hM(5) = hogm(Fle) = hag ([Blu) = degifs), " Man.

Compte tenu de la définition des métriques sur M,,, ceci peut se réécrire comme suit.
Pour tout plongement o de K dans C, soit ||.||¢,¢ la métrique sur I'(X, £L¥"|5), obtenue par
passage au quotient de la métrique L2 sur T'(X, L"), via la surjection

D(X,L8™)y - T(Z, L2"x),-
Alors on a 1’égalité

™ (3) = deg(T(3, L5|x), [1]lo)- (2.2.1)

Plus généralement, soit 3 un sous-schéma fermé quelconque de X, sans condition de
platitude, défini par un faisceau d’idéaux Jy.. Pour tout entier n, notons

restry, : ['(X, L®") — T'(Z, LZ"]x) (2.2.2)

Papplication de restriction. L’image Im(restr,) de cette application de restriction est un
quotient du Og-module T'(X, L®"), et peut étre munie des métriques quotient des métriques
L? sur T'(X, £%™). On obtient ainsi un Ox-module hermitien, noté Im(restr;,).
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Définition 2.2.1 La n-iéme hauteur du sous-schéma X (relativement a L) est le degré
d’Arakelov normalisé du Og-module hermitien Im(restry) :

h(™ (%) = deg Im(restry,).

Dans la suite du texte, on utilisera indiféremment les termes «hauteur schématique» et
«hauteur de sous-schémay.

Remarque 2.2.2 Puisque £ est ample, application de restriction restr,, donnée par (2.2.2)
est surjective pour tout entier n assez grand. Autrement dit on a

Im(restr,) = (%, £L%"|x)
et la définition 2.2.1 des hauteurs schématiques redonne bien la formule (2.2.1).

Remarque 2.2.3 Comme on vient de le voir, les hauteurs du sous-schéma ¥ sont définies
pour tout entier n. Parfois cependant, pour obtenir certaines propriétés sur ces hauteurs,
on devra faire une hypotheése plus forte sur I'entier n, par exemple que l'application de
restriction est surjective sur la fibre générique, i.e.

Im(restr, )k =T (Zk, L5, ),

voire éventuellement que n est régulier au sens de Castelnuovo-Mumford relativement au
polynoéme de Hilbert de Y.

La notion de hauteur définie précédemment s’appliquait aux sous-schémas fermés de
X. On va maintenant définir une notion analogue pour les sous-schémas fermés de la fibre
générique Xx. Supposons donc que X est un sous-schéma fermé de la fibre générique Xk .
On définit alors la n-ieme hauteur schématique de ¥ comme étant la n-ieme hauteur sché-
matique de ’'adhérence schématique ¥ de ¥ dans X :

M (5) = KM (). (2.2.3)

Exemple 2.2.4 Soient X = P¥ l'espace projectif standard sur Z, O(1) le fibré en droites
universel sur X muni des métriques standard et p un point de X(Q) de coordonnées ho-
mogenes (ag : ... : ay) entiéres. Alors, pour tout entier n > 1, les lemmes 1.1.3 et 1.3.4
impliquent que ’application naturelle de restriction

T(PY,0(n)) — O(n)l,
est une similitude partielle de norme (" ) Y2 Ainsion a
2

1 N4+n ag+---+ak  q N +n
(™) () = nhorvs ~1 =n.l R :
ht™ (p) = n.hgy(p) + 2 og( ) "8 Decd(ao, .., an) T2\ N
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2.3 Propriétés élémentaires des hauteurs de sous-schémas

2.3.1 Invariance par extension du corps de base

Soient K un corps de nombres et L une extension finie de K. Soit X une pré-variété
arithmétique sur Ox munie d’un fibré en droites hermitien ample £. Alors :
Lemme 2.3.1 Pour tout sous-schéma fermé X de la fibre générique Xk, l'adhérence m
dans Xo, = X Qo, Or du sous-schéma fermé X1, de X, déduit de ¥ par extension des
scalaires de K a L, et le sous-schéma (3)o, de Xo, déduit de I’adhérence & de ¥ dans X
par extension de 'anneau de base de Ok a Of, sont égauz.

DEMONSTRATION : L’énoncé se démontrant localement, on peut remplacer X par un
schéma affine Spec A4, o1 A est une Og-algébre de type fini, et supposer que ¥ est le sous-
schéma fermé de Spec Ax défini par I'idéal J de Ak. Notons f : A — Ag/J V'application
naturelle. Alors ($7,) est le sous-schéma de Spec Ap, défini par I'idéal ker(fo,), tandis

que (X)p, est le sous-schéma défini par I'idéal (ker f)o, ; ces deux idéaux sont égaux par
platitude de Of, sur Og. O

Proposition 2.3.2 i. Pour tout sous-schéma fermé X de X, X, est un sous-schéma
fermé de Xo, , et pour tout entier n > 0 on a

™ (20,) = K™ (D).

1. Pour tout sous-schéma fermé X de la fibre générique Xg, Xr est un sous-schéma
fermé de Xr,, et pour tout entier n >0 on a

RM(SL) = hM(E).

DEMONSTRATION : La premiére assertion résulte de I'invariance du degré arakelovien
par extension du corps de base (au sens de la partie 1.4) et du fait que, par platitude de
Ot sur Ok, les fleches verticales du diagramme commutatif naturel

P(X, £®n)@L _— F(E, £®"|2)(9L

E :

P(XOL’E%Z) E— F(EOL"C%Z|EOL)

sont des isomorphismes, de telle sorte que
(Im(restry,))o, = Im((restr,)o, ).
La seconde assertion résulte de la premiére, et du fait que 'opération d’adhérence sché-

matique commute & I’extension de la base de 'anneau des entiers d’un corps de nombres &
I’anneau des entiers d’une extension finie, comme cela est démontré dans le lemme. [
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2.3.2 Propriété de hauteur

Soient K un corps de nombres et X' une pré-variété arithmétique mesurée sur O munie

d’un fibré en droites hermitien ample L.

Pour tout morphisme

Y

! Z
L
X
de X-schémas on note
restry, zy : ['(Z, 95 L%") — T(Y, g3 L®)

Papplication déduite naturellement de f.

Lemme 2.3.3 Soient
Ycxu

deuz sous-schémas fermés de X égauzx sur la fibre générique :
/
EK = EK.

Alors
— pour tout entier n, on a

R (8) < A (D)

et
1
A () > h(T) — g et T(Z, £2"5)sors
— si l’application de restriction restr, x s est surjective, alors
1
() < WOV () — ey (108 # T (3%, L7 rors — Tog # T (', £ 5 )rom)

— s1 lapplication de restriction restr, x s est surjective, alors

1
A () 2 W () = g 108 #T(E, £ s — log # T (X, £ |5 o).
DEMONSTRATION : On a

restr, y sy = restr, s sy orestry x »

donc
Im(restr,, x sv) = restr, s sy (Im(restr, x x)).
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Ainsi Im(restr, x x) s’envoie surjectivement sur Im(restr, x s). Par ailleurs, par platitude
de K sur Ok on a
Im(restr,, x,v) k = Im(restr,, x, s )
= Im(restr, vy x5 )

= Im(restrn,x,g)K.

Ces deux faits impliquent que restr, . s induit par passage au quotient un isomorphisme
naturel

Im(restry, x,x)/ Im(restry x v )tors = Im(restry, x sv)/Im(restry, x 5)tors (2.3.1)
et que
# Im(restr, x 5)tors > # Im(restr,, x )tors- (2.3.2)

De la définition 2.2.1 et des formules (1.4.1) et (2.3.1) on déduit I’égalité

1
() = (%) — m(log # Im(restr, v 5 )tors — log # Im(restr,, x s )tors)
qui, jointe & (2.3.2), fournit la premiére inégalité énoncée dans le lemme. Les autres inégalités
résultent du fait que, puisque Im(restr, x x) (resp. Im(restr, x sv)) est un sous-module de
(2, L®™]y;) (resp. de ['(X, £L%"|sy)), on a # Im(restry, x x)tors < # L(Z, LZ"]5)tors (resp.
# Im(reStrn,X,E’)tors <# F(Zla £®n|2’)tors)- 0

Exemple 2.3.4 Si X = () est le sous-schéma vide de X, Im(restr,) est le Ox-module nul,
de telle sorte que

R () = 0.

Plus généralement, si ¥ est un sous-schéma de X génériquement vide, i.e.
2I( = @,

alors pour tout entier n on a
R (5) > 0.

On va maintenant montrer que, sous certaines hypotheses, les hauteurs de sous-schémas
vérifient une propriété de finitude analogue a celle vérifiée par les différentes notions de
hauteurs introduites dans d’autres contextes.

Soient donc P un polynéme numérique et n un entier. On suppose n régulier au sens de
Castelnuovo-Mumford relativement & P. Alors :

Proposition 2.3.5 i. Il existe un réel C = C(X,L,n, P) tel que, pour toute extension
finie L de K et pour tout sous-schéma fermé ¥ de Xp, tel que le polynéme de Hilbert
de la fibre générique Xy, soit égal & P, on ait h(™(Z) > C.
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ii. Pour tous réels C' et C" il n’existe qu’un nombre fini de couples (L,X) ou L est une
extension de K de degré majoré par C' et ¥ un sous-schéma fermé de Xo, plat sur
Spec O1,, de polynéme de Hilbert égal & P et vérifiant Uinégalité h(™ (%) < C".

DEMONSTRATION : En appliquant le lemme 2.3.3 avec &' = %, 'adhérence dans Xp,
de la fibre générique X7, de X, on voit que, pour démontrer la premiere assertion, il suffit de
démontrer I’énoncé analogue avec I’hypothése supplémentaire que X est plat sur Spec Of.
Mais alors le résultat provient de ce que, sous cette hypothése, du fait que n est régulier
relativement & P, la hauteur de X est égale & la hauteur de son point de Hilbert, qui est
définie par restriction d’une hauteur sur une grassmannienne dont on sait déja qu’elle vérifie
cette propriété. Ce dernier argument démontre aussi immédiatement la deuxiéme assertion.

O

2.3.3 Une inégalité remarquable

Soit X une pré-variété arithmétique mesurée sur Ok munie d’un fibré en droites hermi-
tien ample L.

Lemme 2.3.6 Soit X un sous-schéma fermé de X défini par le faisceau d’idéauz J. Pour
tout entier n, munissons le O -module T'(X,JLB™) des métriques obtenues par restriction
des métriques L? sur T'(X, L®™). Alors on a

R () = degD (X, LO7) — degD (X, JLEM)
= W™ (X) — degT' (X, 3L®7)
ot k™ (X) est la hauteur de X considéré comme sous-schéma de lui-méme.

Remarque 2.3.7 On notera que ce lemme est valable pour tout entier n, et pas seulement
a partir d’un certain rang.

DEMONSTRATION : Cela résulte immédiatement du fait qu’avec les notations de la
définition 2.2.1, la suite

0 — I'(X,3L8") — (X, LE") — Im(restr,) — 0

est une suite exacte de Og-modules hermitiens, au sens de la section 1.4.1. [l

Si 31 et Yo sont deux sous-schémas fermés de X’ définis par des faisceaux d’idéaux J; et
Jo, on note X1 U Xy (resp. X1 N Xs) le sous-schéma réunion (resp intersection) de X1 et Yo,
i.e. le sous-schéma fermé de X' défini par le faisceau d’idéaux J; N Ty (resp. J1 +J2). Comme
dans le lemme, munissons les T'(X', 3;£%") des métriques L2. Alors pour tout plongement o
de K dans C, notons

dm = dr(x 3, c87), T(X,3:07), €]0,1]

la quantité associée au triplet (T'(X, LZ"),,T(X,31 L"), T(X,T2LE™),) définie par (1.2.4)
(ou par le corollaire 1.2.18). Remarquons qu’au moyen des structures hermitiennes on peut
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identifier naturellement le quotient Im(restr, v ;) et & un sous-espace de ['(X, L%"),, plus
précisément 3 I'orthogonal de T'(X,J3;L%"),, de telle sorte que par le corollaire 1.2.20 on
trouve

dt(fn) = dIm(restrn,X,gl)U,Im(restrn,x,)32)o-
Proposition 2.3.8 Avec les notations précédentes, pour tout entier n assez grand, les hau-
teurs schématiques h(™ (1), h(™(Xy), AW (2, US,) et M (S N Xy) vérifient

R (21 U Sg) 4+ A (2N Dy) = M (21) + R (2y) + L > logd(™.
[K : Q] o:K—C

DEMONSTRATION : Considérons la suite exacte de O y-modules cohérents
0—31NJy—TF18To — T +To — 0,
naturelle & un choix de signe pres. Quitte a choisir n assez grand, on peut supposer
HY(X, (3 NT)LE) = 0.
Alors la suite
0 — T(X, (31 NT2)LE™) — T(X, 51 LE™) @ T(X,ToLE™) — T(X, (31 + To)L®") — 0

est exacte et induit pour tout plongement ¢ : K < C un isomorphisme de C-espaces
vectoriels de dimension un

/\maX L'(X,3.£%"), ® /\max T(X,32L%™),
5 AT (3452, @ AT T(X, (30 N1 T2) L2,

(

dont la norme est par définition la quantité dan). On a alors

degl' (X, 31 L%") + degl'(X, JoLOM)

— deaT (X, (31  32) L) + degT (X, (B3r N 32 L) + —— 3 logd™
[K : Q] o:K—C

et on conclut en appliquant le lemme 2.3.6 aux quatre sous-schémas 31, g, 31 N X9 et
¥ U Y. O

Corollaire 2.3.9 Sous les hypothéses de la proposition, supposons que l'un des deuz sous-
schémas soit génériquement vide, par exemple

Yok = 0.
Alors pour tout n assez grand on a [’égalité

R (35 U S,) = M (2)) 4+ bW (39) — B (2 N 5y).
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DEMONSTRATION : Si g k est vide, Im(restry, v 5,)s C (22, L2"|x,)s est nul pour
tout o, de telle sorte que
dm =1,

ce qu’il fallait démontrer. O

Remarque 2.3.10 Soit ¥ un sous-schéma, fermé de X. On va appliquer & ¥ la théorie des
cycles premiers associés et de la décomposition primaire, pour laquelle on renvoie & [EGA]
IV §3 (ainsi qu’a [Bourbaki] AC ch. IV ou [41] §6 pour le cas affine). Notons

Ass(X) = Ass(Ox) ={Z1,..., Zr1s}

I’ensemble des cycles premiers associés a 3., c’est-a-dire I’ensemble des sous-schémas integres
Z; de X tels que I'idéal maximal de ’anneau local Oy, z, annule un élément non trivial de cet
anneau (cf. [EGA] IV 3.1.1 et les références associées). Par [31] III prop. 9.7, on peut suppo-
ser que Z1,...,Z, s’envoient sur des points fermés de Spec Ok et que Zy41,..., Zrts sont
plats sur Spec Ok. On dira que Z1,...,Z, sont les composantes essentielles verticales de
3 et que Zy41,...,Zr4+s sont ses composantes essentielles horizontales. Considérons main-
tenant une décomposition irredondante minimale (ou «réduite») de X, c’est-a-dire ([EGA]
IV 3.2.5 et 3.2.6) la donnée de sous-schémas fermés () (1 < i < 7+ s) de ¥ tels que
Ass(2®)) = {Z;} et que ¥ soit égal & la réunion schématique des X(*) :

r+s
== (2.3.3)
=1

Notant J; I'idéal de Oy, définissant X(9, cela revient & dire que les J; forment une dé-
composition primaire minimale de I'idéal nul de Oy. Par [31] III prop. 9.7, les »@ pour
r+1 <4 <r+ s sont plats sur Spec Ok (on dira aussi qu’ils sont horizontaux). En outre,

par compatibilité a la localisation de la formation des cycles premiers associés, les Z(I?
(r+1<i <7+ s) forment une décomposition irredondante minimale de ¥, alors que
(@)

pour 1 <4 <7, ¥ est vide. Ainsi, dans le diagramme commutatif suivant

f r+s
O —— DiZr1 050

| |

f
Os K_, @Zi‘:jd Ozﬁ?
les fleches naturelles fx et h sont injectives. On a donc
kerg=ker f =J,41N---NJpqps.

De fagon équivalente, si 'on note H le sous-schéma fermé de ¥ défini par I’idéal J = ker g
(autrement dit,

H =%k
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est I’adhérence de la fibre générique de X), alors H est égal & la réunion des (%) horizontaux :

r+s
H= () =%

t=r+1

Remarquons que, par [31] III prop. 9.7, H est alors aussi le plus grand sous-schéma fermé
de ¥ plat sur Spec Ok . Notons maintenant g1, ..., p; les points fermés de Spec O images
d’une composante essentielle verticale de 3; pour 1 < j < t notons ¢; = #k(gp;) et V; le
sous-schéma fermé de ¥ réunion de ceux des ¥ qui ont méme image p; dans Spec Ok
(on prendra garde que V; n’est pas nécessairement un k(gp;)-schéma ; il se peut en effet que
I'image schématique d’un de ces $() ne soit pas réduite). Regroupant de cette facon les
termes de la réunion (2.3.3), on obtient finalement une décomposition

S=HUWU---UV (2.3.4)

de ¥ comme réunion de son plus grand sous-schéma horizontal et d’un nombre fini de sous-
schémas verticaux deux & deux disjoints. Par application répétée du corollaire précédent,
on trouve alors, pour tout entier n assez grand :

AOI(S) = KO (H) + 3 (O (V) — B (H N V).
1<i<t
Sin est assez grand, on a W™ (V) = gy log #T'(V;, L%"|y;) et par le théoréme de Hilbert-
Samuel usuel, quitte & prendre n encore plus grand, on trouve h(™(V;) = mPVz (n)logq;
ou Py, est le polynéme de Hilbert-Samuel de V; relativement & £. Le méme raisonnement
appliqué & H NV; montre que pour tout n assez grand on a

™ (5) = K™ () + ﬁ 1;@(13% (n) — Prov; (n)) log ¢ (2.3.5)

ot notamment Py, et Ppny; sont des polynomes numériques de degrés respectifs dim(V;)
et dim(H NV;), tels qu’en outre Py, (n) — Py, (n) soit positif pour n assez grand. Ainsi le
calcul de h{™) (%) se rameéne & celui de h{™) (H). Plus généralement, on pourra se restreindre
dans I’étude du comportement asymptotique des hauteurs des sous-schémas de X au cas
des sous-schémas plats sur la base.

Poursuivons maintenant I’énumération de corollaires de la proposition.

Corollaire 2.3.11 Soient X1 et 3o deuz sous-schémas fermés de X. Alors, pour tout entier
n assez grand, on a

R (51U %) + M (2 N 55) < hM(8)) + AW ().

DEMONSTRATION : Cela résulte immédiatement de la proposition 2.3.8 et du fait que
par construction, 0 < d((,n) <1 O
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Corollaire 2.3.12 Soient X1 et Yo deuzx sous-schémas fermés de X tels que intersection
31 N 3s soit génériquement vide, i.e.

(Z1NEe)rx =31,k NS = 0.

Alors on a
A (1 U Bp) < A (1) + A (3,).

DEMONSTRATION : C’est une conséquence directe du corollaire précédent et de ’exemple
2.3.4. O

On dispose enfin d’une extension du corollaire 2.3.11 au cas des sous-schémas de la fibre
générique :

Corollaire 2.3.13 Soient X1 et Yo deux sous-schémas fermés de la fibre générique Xk .
Alors, pour tout entier n assez grand, on a

R (21 US,) + A (S N 8e) < ™ (1) + hM(5,).

DEMONSTRATION : Notons ¥ le sous-schéma adhérence dans X d’un sous-schéma ¥ de
Xk . On vérifie aisément qu’on a Y1 U 39 = 31 UX,. Par ailleurs, 31 N Y9 est un sous-schéma,
fermé de X1 N Y9 et ces deux objets coincident sur la fibre générique. Par le lemme 2.3.3 on

a donc
h(Z1 N Ts) > M (SN 5y).

Alors, en appliquant le corollaire 2.3.11 et la définition des hauteurs des sous-schémas de la
fibre générique, on trouve

ce qu'’il fallait démontrer. O
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Deuxieéeme partie

Etude dans quelques cas
particuliers du comportement
asymptotique des hauteurs de

sous-schémas
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Dans les trois prochains chapitres on se propose d’étudier le comportement asymptotique
des hauteurs de sous-schémas. On dispose de plusieurs motivations pour cela. Il s’agit, a
la fois, de généraliser un «théoreme de Hilbert-Samuel relatif»> valable dans une situation
géométrique analogue & la situation arithmétique considérée ici (cf. section A.1), et d’étendre
au cas des sous-schémas le théoréeme de Hilbert-Samuel pour les variétés arithmétiques
(cf. [1], [8], [27], [57] et [68]).

Lorsque le sous-schéma, considéré est un sous-schéma integre génériquement lisse, 1’exis-
tence du terme dominant du développement asymptotique de ses hauteurs se rameéne fa-
cilement au théoreme de Hilbert-Samuel pour les variétés arithmétiques, au moyen d’un
théoréme d’extension L? qui n’est qu’un cas particulier élémentaire de ceux qui seront
développés dans la suite du texte. Lorsque I'on passe & des sous-schémas plus généraux,
on est confronté & deux difficultés : d’une part, ’apparition de singularités, d’autre part
I’apparition de composantes non réduites. Le premier cas, celui des sous-schémas integres
éventuellement singuliers, est traité au début de 'annexe A.2 (lorsque la variété ambiante
est I’espace projectif). Le second cas fait I’objet du chapitre trois; on y introduit une notion
de «lissité avec multiplicité» et on montre que le terme principal du développement asymp-
totique des hauteurs d’un sous-schéma vérifiant cette condition est bien égal & ce & quoi on
s’attendait.

En revanche, on n’est pas parvenu & établir ce «théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique»
pour les sous-schémas présentant & la fois des multiplicités et des singularités. On s’est alors
restreint & I’étude de sous-schémas trés particuliers, cherchant & établir un développement
asymptotique de leurs hauteurs & un ordre plus élevé. Dans le chapitre quatre on traite
le cas d’abord d’un sous-espace linéaire d’un espace projectif, puis d’une réunion de deux
tels sous-espaces linéaires, tandis que dans le chapitre cinq on étudie les hauteurs des sous-
schémas de dimension générique nulle d’un espace projectif, qui généralisent les matrices
d’interpolation de M. Laurent ([38]).

59






Chapitre 3

Sous-schémas lisses et certains de
leurs épaississements

3.1 Sous-schéma «lisse avec multiplicité»

3.1.1 Un théoréme d’extension L2

On se propose ici de démontrer un théoreme d’extension de jets de sections d’une grande
puissance d’un fibré en droites positif le long d’un sous-schéma d’une variété projective
complexe A la variété tout entiere avec contréle des normes L%, moyennant une hypothése
de «lissité avec multiplicité» (définie ci-dessous) sur le sous-schéma. Ce théoréme renforce
un résultat de Zhang ([68], th 2.2), dont il est d’ailleurs inspiré. La démonstration procede
en deux temps : on construit d’abord une extension C'*° sur un voisinage de la sous-variété
vérifiant certaines conditions convenables; on peut alors obtenir une extension & la variété
tout entiere au moyen des estimées L? de Hérmander (via la formule de Bochner-Kodaira-
Nakano) et de la méthode de Hérmander-Bombieri-Skoda.

Définition 3.1.1 Soient k un corps et X un k-schéma algébrique. On dira que X est lisse
avec multiplicité si le sous-schéma réduit X 4 est lisse sur k et si le cone tangent Cyrea X
a X le long de X™9 est plat sur X4,

Notons R le nilradical de Ox, c’est-a-dire le faisceau d’idéaux (nilpotent) définissant le
sous-schéma fermé X 4 de X. Par définition on a

CxreaX = Spec @ R /R
>0

Ainsi, dire que X est lisse avec multiplicité revient & dire que X9 est lisse et que chacun
des faisceaux de jets M! /M1 est un fibré vectoriel (i.e. est localement libre) sur X™¢ (ceci
résulte par exemple de [31] III prop. 9.2 (e) et du fait qu'une somme directe finie de faisceaux
cohérents est plate si et seulement si chacun de ces faisceaux est plat).

Remarquons que cette condition implique en particulier que X n’a pas de compo-
sante essentielle immergée. L’implication réciproque n’est cependant pas vérifiée. Posons
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par exemple
X = Spec(k[U, V,u,v]/(Uv — Vu,u?,v?, uv)) ~ Spec(A ® I)

ott A= k[U,V] et I est I'idéal de A engendré par U et V. Alors X4 = Spec A = AZ est
lisse sur k et X est sans composante immergée car I est sans torsion. Cependant I n’est
pas localement libre sur A (la fibre de I en l'origine étant de rang 2), donc X n’est pas lisse
avec multiplicité.

Donnons maintenant un exemple important de sous-schéma lisse avec multiplicité :

Exemple 3.1.2 Soient X un k-schéma algébrique lisse et % un sous-schéma fermé lisse
de X défini par un faisceau d’idéaux J. Pour tout entier n > 1 notons ¥<"> le voisinage
infinitésimal d’ordre n de 3, c’est-a-dire le sous-schéma fermé de X défini par le faisceau
d’idéaux J". Alors X<"> est lisse avec multiplicité. En effet, sous ces hypotheéses 'immersion
de ¥ dans X est réguliere (cf. [EGA] IV 17.12.1 ou [22] App. B.7) et pour tout ¢ on a
un isomorphisme naturel J*/3! = Sym’(3/3?) qui fait de J*/3**! un fibré vectoriel sur
Y = (E<n>)réd.

Plus loin dans le texte on aura besoin de pouvoir contréler la norme uniforme des dérivées
d’une section holomorphe d’un fibré vectoriel sur une variété analytique complexe compacte
hermitienne en fonction de sa norme L?. Ceci fera ’'objet de la proposition 3.1.5 qui est une
généralisation directe de [27], lemme 30 (on pourra aussi comparer avec [11], proposition
1.4.2, et avec les références qui y sont citées). La démonstration, directement adaptée de
celle donnée dans [27] (ol la méthode y est attribuée & Gromov), repose essentiellement sur
les inégalités de Cauchy sous la forme des deux lemmes suivants.

Lemme 3.1.3 Soient d > 0 un entier et I = (i1,...,iq) € N¢ un multi-indice. Notons
S%=1(r) la sphére de rayon T centrée en lorigine dans ’espace euclidien standard RY et
o = 0ga-1(;y la mesure euclidienne sur Se=1(r). Alors il existe une constante c; > 0 telle
que pour toute fonction harmonique u a valeurs complexes définie sur un voisinage de la
boule unité de RY et pour tout réel r €]0,1[ on ait

2
Ay

ozr!

—2[1|
Ccrr 2
P e —
= Yol(S41(r)) /Sd_l(,) [ul"do
_ o —2I|—d+1 cr 2
" vol(S4-1(1)) /Sd_l(,) [ul*do

DEMONSTRATION : Pour tout z dans la boule unité ouverte de R? on a
u@ = [ Pu)e)
Sd=1(1)

62



ou P est le noyau de Poisson. Dérivant sous le signe somme et utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on trouve

2" 2
oxI

||
/S PP 0, yyuly)do(y)

d— 1(1) 6.’1)1

Cr

< T Jouy MO

avec ¢r = vol(S§471(1)) fsd—l(l) |01 P8z (0,y)|?do(y). On conclut en remplacant dans cette
formule la fonction u par la fonction u, définie par u,(z) = u(rz). O

Lemme 3.1.4 Soient N > 0, t > 0 et e > 1 trois entiers. Notons B = B(0,3) la boule
ouverte de rayon 3 dans CN (muni de la métrique hermitienne standard). On se donne :
- g et p deuz fonctions C® sur B a valeurs réelles strictement positives,
— hij (1 <i,j <e) des fonctions C* sur B a valeurs complezes formant en tout point
une matrice hermitienne définie positive de taille e X e,
- D;j = Z\I\gt a”j% (1 <i,j <e)des opérateurs différentiels de degré t a coefficients
complezes C'*®° sur B.
Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout entier n > 1, pour tout w € B de
norme strictement inférieure a 1 et pour toutes fonctions holomorphes f1,..., fe de B dans
C, on ait

Z hij(w Z Dig fr(w Z Djy fi(w ) p(w)"

ot pen est la mesure de Lebesque usuelle sur CN = R2V

DEMONSTRATION : Notons m(h) (resp. M (h)) la plus petite (resp. plus grande) valeur
propre de h sur la boule [z| <2, go = inf|; /<3 g(2), ¢’ = (sup|, <z [|dp(2)|])/(inf|; <2 p(2)) et
¢ = max(c’, 1) de telle sorte que

p(z) 2 p(w)(1 — c[z — w])
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pour |w| <1 et |z —w| < 1. On a alors

[ ha ARG g 2
>may [ (S AP ducs (2
|[z—w|<1
> m(B)gp(w)” [ (S IAPE)A =l = s 2

lz—w|<1/c

1/c
~mBgp(w)” [ (=) /| OB ()

Par ailleurs, par le lemme 3.1.3, pour tous 7 et k on a

| Dig fr(w)* = Y ariw(w w)[?
7)<t
t+N 2 1 —2|I|-2N+1 / 2
< )
= ( N ) |I|Z<t‘a1zk(w)| vo](SZN’I(l))T |Z_w|:T|fk:‘

soit

/| _ | fil?(2)dos ., (2) = Ar? 2NN Dy £ (w)

-1
avec \ = ((tTVN) (SUP ik, |w|<2 lazik(w)]*) >o; m)) . Injectant ceci dans (3.1.1) on
trouve

/|/z wi<1 Zh (2))p(2)"g(2)dpcn (2)

tj

m
> AMGoPW) 9010 Z | Dix fk / p 22N~ 1( )n dr
0

1
QOP Z | ZDzkfk 2t—2N/O p2t+2N—1(1 — p)dp ;

enfin on a

1
(2t + 2N)T(n + 1)
JH2N=1 "dp = B(2t + 2N 1
/0” (L=p)"dp =Bt +2Nn+1) = [0 o0

1 (2t +2N)...1 S 1
264+ 2N \(n+2t+2N)...(n+1)) = (2t + 2N)(2n)2+2N’

2 M (h)(21+2N)(2¢)%+2N )

ce qui termine la démonstration (on peut prendre par exemple C' = \/ >mh)g0
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Proposition 3.1.5 Soient X une variété analytique compleze compacte hermitienne de
dimension N munie d’un fibré vectoriel holomorphe hermitien E, d’un fibré en droites
holomorphe hermitien L et d’une forme volume u. Soient t > 0 un entier et &1, ...,& des
champs de vecteurs C* sur X. Alors il existe une constante C telle que pour tout entier
n > 1 et pour toute section holomorphe globale s de E ® L™ sur X, on ait

t+N
Ve, .- Ve, sl < CntN| |2
ot V est la connezion sur E @ L®" compatible aux structures compleze et hermitienne.

DEMONSTRATION : Pour tout z € X, soit ¢, : Bew (0,3) — Q, un isomorphisme
biholomorphe de la boule de rayon 3 sur un voisinage de . Soit A un ensemble fini de points
de X tel que les @ (Bcv (0,1)) (pour a € A) recouvrent X. Choisissons des trivialisations
lo de @LL et (€105 erg E,0) de @4 E. Notons po, = 0hlllall?, hije = ¢h < €ia:€ja > €t ga
la fonction sur Bew (0, 3) telle qu’on ait ¢} p = gaftey ol pen est la mesure de Lebesgue sur
CN . Remarquons que, par la formule de Leibniz, pour tout entier n, pour toute fonction f,
pour toutes sections e de E et [ de L de classe C'° sur (2,, et pour tout champ de vecteurs
¢ de classe C* sur X, on a

Ve(fel®) = ((€.f)e+ fVee)l®" + n fel®m DV,

Appliquant cette formule £ fois, on trouve des opérateurs différentiels D;tg “> de degré t —u
a coefficients complexes C* tels que, pour tout n et pour toute section s de E ® L®" sur

Q, s’écrivant

s = Z fiei ol
i

on ait

t
V§1 P V&S == Z (Z n" Z(kaf;u>fk)> 6i,al§n.

i u=0 k

Ainsi pour tous a et u les fonctions p,, hijo et g, et les opérateurs différentiels D;,t(; u>
vérifient les hypotheses du lemme précédent (en remplacant ¢ par ¢ — u). Notons Cy o les
constantes obtenues en appliquant le lemme & ces données et C' = maxo<y<t,aca Cu,a- Alors,
si ||V, ... Vg,s| atteint son maximum en z = @q(w) € @a(Ben (0,1)) on trouve, avec les
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notations précédentes :

||V§1 . VgtS”%oo = ||V§1 e V§t3($)||2

— Z hij,a(w)(z nuD;tau> Z nvD]<lta v> l w)) Do (w)n

i u,k

t
E+1)Y 0 [ D hijalw) O D" few) (Y D5y ™ fiw) | pa(w)™
u=0 i

k l

IN

t
<(t+1) Zn2u02n2t_2u+2N/ Z hzg, f]( ) | Pa(2)"ga(2)ducn (2)

u=0 |[z—w|<1 i

< (t‘|‘ 1)202n2t+2N/ ||3||2 < (t T 1)202n2t+2NH8H%2
©a(B(0,2))

ce qu’il fallait démontrer (quitte & remplacer C par (¢ + 1)C). O

Lemme 3.1.6 Soient p et N deuz entiers naturels, avec p < N. Notons zi,...,zN des
coordonnées sur CN. Soient s > 0 un réel et f une fonction de classe C™ définie sur
un ouvert de CN. Alors la fonction |f(z)|2(zp<z-§N |zi|2) =% est localement intégrable si et
seulement si f s’annule a Uordre |s] +p — N + 1 le long de la sous-variété z,.1 = --- =
zy = 0.

DEMONSTRATION : Soient z un point de la sous-variété zp+1 = --- = zy = 0 et A le plus
petit ordre d’un jet non nul de f en z. Posant p = (|zp41|>+- - -+|2n|?)*/?, remplagant f par
son développement de Taylor et utilisant le théoreme de Fubini, on se raméne & déterminer
une condition sur A pour que l'intégrale

[ vol(sH P @) ap = [ 0oV

soit localement convergente. On trouve bien A > s+p— N, soit A > |s] +p—N+1. O

Soient X une variété projective complexe lisse, L un fibré en droites holomorphe ample
et J un faisceau d’idéaux sur X,

SpecC

Iéclaté de X le long du sous-schéma, défini par J, E C X le diviseur exceptionnel et £ un
entier tel que JL®* soit engendré par I’ensemble V = I'(X, JL®*) de ses sections globales.
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Par [EGA] IT 3.1.8 (iii), on a un isomorphisme canonique

p: X =Proj P 3" = Proj (P I'LE* = P.
>0 >0

D’autre part, pour tout ¢ on déduit de la surjection canonique ¢*V — JL®* une surjection
¢* Sym! V' — 3*L®%* donc, par [EGA] II 3.6.2 (i), une immersion

i: P =Proj 3L < Proj P ¢* Sym' V = X x Py,
>0 >0

cette derniere égalité résultant de [EGA] II 3.5.3. Composant tout ceci avec la seconde
projection pry : X x Py — Py on obtient un morphisme naturel

g=praoiop: X — Py. (3.1.2)

D’autre part, par [EGA] II 3.5.2 (ii) on a un isomorphisme naturel i*pr3Op, (1) = Op(1)
et, par [EGA] II 3.2.10, ¢*Op(1) = n*L®* ® O (1), d’out Pon déduit finalement par [EGA]
IT 8.1.7 une identification naturelle

g*Op, (1) = " LE*(—E). (3.1.3)

Lemme 3.1.7 Placons-nous sous les hypothéses précédentes et supposons en outre L muni
d’une métrique hermitienne C*°, notée ||.||.. Choisissons alors un produit scalaire hermitien
sur Vet munissons le fibré en droites universel Op,(1) de la métrique de Fubini-Study
associée, puis O (E) de la métrique qui rende isométrique l’isomorphisme naturel (3.1.3).

Alors, si (s1,...,84) est une base orthonormale de V, en tout point T de X la norme de la
section canonique 1 de O (E) vaut

oz (@) = (Isllfer (@) + - + llsallfer (w(@))) 2.

Remarque 3.1.8 On notera qu’on s’autorise ici n’importe quel produit scalaire hermitien
sur V. En pratique, si X est munie d’une forme volume (par exemple si X a une structure
kiihlérienne) on aura souvent intérét & choisir sur V' le produit scalaire L? d’intégration sur
X. Alors, si en outre J = Ox est I'idéal unité (définissant le sous-schéma vide), on retrouve
dans la quantité (||sy]|? g + -+ + ||sd||%®k)1/ 2 essentiellement le facteur de distorsion de la
métrique de Bergman, étudié par exemple dans [13], [33], [60] ou [67].

DEMONSTRATION : Remarquons quesi f : H — H' est une application C-linéaire entre
deux espaces hermitiens, le réel Y, || f (h;)||? ne dépend pas du choix de la base orthonormale
(hi); de H (elle est égale a la trace de 'endomorphisme autoadjoint f* f, ou encore & somme
des carrés des valeurs caractéristiques de f). Ainsi la fonction (|[s1]|2g, +--- + ||3d||%®k)1/2
sur X ne dépend pas du choix de la base orthonormale de V. Si T n’appartient pas a
E, on peut donc supposer par exemple que (so,...,S4) forme une base orthonormale de
I’hyperplan de V formé des sections s’annulant en z, de telle sorte que s; sera orthogonal &
cet hyperplan et de norme 1. Par définition de la norme de Fubini-Study, on a donc

7% 81| x= Lok (— ) (Z) = ||51||(9PV(1)(9(33)) =1
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de telle sorte que

IHlog @) = 7" sl per (@) = lls1] 7ok (7(2))

= (Is1llfex (7(@)) + - + llsall for (n(@))) /2

ce qu’il fallait démontrer. O

Proposition 3.1.9 Soient X une variété projective complexe lisse munie d’une métrique
kahlérienne et d’un fibré en droites holomorphe hermitien positif (L, ||.||), Yo un sous-schéma
fermé lisse de X et t un entier naturel. Alors il existe une constante k telle que, pour tout
entier n assez grand et pour toute section w de classe C® de T%' X* @ L®" sur X, O-fermée
et nulle a lordre t+ 1 sur Yy (ainsi dist(., Yo) ™" 1w reste bornée sur X \Yy), il existe une
section u de classe C*® de L®" sur X wvérifiant les conditions suivantes :

— u s’annulle a ordre t + 1 sur Y)

- OJu=w .

~ula iy < SIS, Vo) 0B vy

DEMONSTRATION : On reprend en grande partie les arguments de [68], section 2. Notons
N =dim X, Iy, le faisceau d’idéaux définissant Y,

f:)?—)X

I'éclatement de X le long de Yy et E C X le diviseur exceptionnel. Soit m un entier assez
grand, de telle sorte que Iy, L®™ soit engendré par ses sections globales. Notons alors

g:)?—)]P’V

le morphisme qui s’en déduit naturellement, défini en (3.1.2). Munissons V' du produit
scalaire L? sur X et Oy (1) de la métrique de Fubini-Study associée. Ceci permet de munir

O3 (E) de I'unique métrique |.|[z qui rende I'isomorphisme naturel

g Oy(1) = f*L®"(—E) (3.1.4)
(défini en (3.1.3)) isométrique. On définit alors une fonction p sur X par la formule
fre=11ge

ot 1 désigne la section canonique de O ;(E). Le lemme 3.1.7 montre que si (s1,...,5q) est
une base unitaire de V', on a en tout point z € X

p@) = (ls1(@)I* + -+ + llsa(=) |*) /2 (3.1.5)

(ou ||| est la métrique sur la fibre de L™ en z). En outre par compabilité des métriques
a(3.14) on a

f*ddlog p* = dd°log||1|[; = 05 — er(||-|p)
=0+ g cll-loy ) —mfre(llllz)
> —mfrer(]llz)
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d’oti, par [18] III prop. (1.17.a), en utilisant le fait que f est propre et birationnel :

dd®log p* > —mei(||.]|1)- (3.1.6)
Notons duy = w™ la mesure associée a la métrique kahlérienne sur X et Yo(l), . ,Yo(e)
les composantes connexes du sous-schéma lisse Y. Pour tout ¢ € {1,...,e} choisissons un

voisinage U; de Yo(i) dans X (pour la topologie complexe), de facon que les U; soient deux
a deux disjoints. Pour tout ¢ construisons une fonction ; > 0 de classe C* & support
compact inclus dans U; identiquement égale & 1 sur un voisinage ouvert V; de Yo(i), et W; un
voisinage de Yo(i) d’adhérence compacte incluse dans V;. Choisissons aussi des réels o; > 0
et posons

o =0o1th1 + - + oetpe.

Considérons le fibré en droites M, = (A" T'°X) ® L®" muni de la métrique (singuliére)
-llazr, = p_"||.||/\NT1,0X||.||2 (voir par exemple I'introduction de [17] pour une discussion
rapide des fibrés vectoriels & métrique singuliére). La courbure de ce fibré est donnée par

c1(|l-laz,) = dd®(olog p°) + ex ([l A~ gr0x) + necr(ll-]lz)-

Remarquons que, hors de la réunion des Wj;, la forme dd(o log p?) est C* et que, dans V;,
on a dd(o log p?) = 0;dd® log p?> > —ma;ci (||-||L) par (3.1.6). Ainsi dd°(o log p?) est minorée
par une forme C* globalement sur X. Choisissant alors une constante c¢ strictement plus
grande en tout point que 'inverse de la plus petite valeur propre de la forme de Chern de
|lll (relativement & la forme de Kéhler w) on trouve, pour tout n assez grand :

ci(ll-lar,) > —w,

oS

et une application du corollaire 14.3 de [17] démontre le fait suivant :

Fait (estimées L? de Hérmander et méthode de Hormander-Bombieri-Skoda).
Pour tout entier n assez grand et pour toute section w de classe C™ de T®' X* @ L®™ sur X,

0-fermée et telle que l’intégrale Ix |lw||?p=2du converge, il existe une section u de classe
C™® de L®" sur X telle que

ou =w
et que
_ c _
[ e odn < £ [ it ds (3.1.7)
X nJjx
On applique ce résultat avec
g; = t+ N — Pi

p; = dim Yo(i).
Par (3.1.5), il existe des constantes k; et k2 telles que pour tout z € X on ait

k1.dist(z,Yy) < p(z) < Ko.dist(z, Yp).
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Alors, pour toute fonction ¢ de classe C*° sur X, puisque Yo(i est lisse de dimension p;

et que o est constante égale & o; au voisinage de YO(Z), le lemme 3.1.6 implique que la
fonction |p|2p2% est localement intégrable si et seulement si pour tout i, ¢ s’annule &
Vordre |o;| +pi— N+ 1 =1t+1 en tout point de YO(Z), i.e. si et seulement si ¢ s’annule
4 Vordre ¢t + 1 sur Y. Soit maintenant w une section de classe C® de T X* @ L®" sur
X, O-fermée et nulle & Tordre t + 1 sur Yy, de telle sorte que Vintégrale [y |lw||*p~2°dp
converge. Par le fait mentionné ci-dessus, il existe une section u de classe C*® de L®" sur
X telle que
ou =w

et que

_ C _
/ [[ull?p™27dp < —/ [[wl|? o2 dy.
X nJx

Par la discussion qui précede, ceci implique que u s’annule & 'ordre ¢ + 1 sur Y. D’autre
part, on a

lull3e ey < ||p”||%w(X)/X ul|2p27 dy

/X||w||2pQJdMSHdiSt(-aYO)t1w||%oo(x\y0)/x|dist(,,Y{))|2(t+1)p20du’

et la proposition est démontrée avec k = CHPOH%‘”(X) [y |dist(., Yo)[2t+D p=20 . a

On est maintenant en mesure d’énoncer le théoréeme d’extension I2.

Soient X une variété projective complexe lisse munie d’une métrique kihlérienne et d’un
fibré en droites hermitien positif (L, ||.||), et Y un sous-schéma fermé de X. On suppose que
Y est lisse avec multiplicité sur C. Notons Yy = Y™ le sous-schéma réduit sous-jacent, Jy
(resp. Jy, = v/Jy) le faisceau d’idéaux de Ox définissant YV (resp. Yp) comme sous-schéma
de X et | = Ty, /Ty le faisceau d’idéaux de Oy définissant Yy comme sous-schéma de Y.
Par définition de la lissité avec multiplicité, le schéma réduit Yj est lisse sur C, de telle sorte
que I'immersion de Yy dans X est réguliére et qu’on a une injection naturelle

on/j%/o - Q%(/(C|Y0'

Ceci permet de munir Jy, / 3%,0 de la métrique restreinte de la métrique sur Q% /C définie par
la structure kahlérienne et, pour tout entier ¢,

jgfo /jgf_'gl = Symt(jYO /j%/())

de la métrique puissance symétrique de celle-ci. Alors, & nouveau par définition de la lissité
avec multiplicité, le faisceau de jets

1 1
RY/RT = (3%, + Tv) /(3L + Ty)
est un fibré vectoriel quotient de 3%,0 / 3§,+01 et peut étre muni de la métrique quotient. Mu-
nissant alors Yy de la structure kahlérienne restreinte de celle de X, et de la forme volume

associée, on peut ainsi définir une métrique L? sur I’espace des sections globales sur Y, de
R /ML (et des fibrés qui s’en déduisent apres tensorisation par le fibré en droites L).
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Théoréme 3.1.10 Avec les notations précédentes, pour tout € > 0, il existe un entier
ne tel que, pour tout n > ne, pour tout entier t et pour toute section holomorphe s de
(R /RT) @ LE|y, sur Yo, il existe une section holomorphe S de 3% L®" sur X relevant s
et vérifiant

151 z2(xy < €"l[sllL2(vp)-

DEMONSTRATION : Soit € > 0. Notons N = dim X et J; lapplication naturelle de
3% v, dans /R, Par des arguments standard, on construit une famille finie (U;)ics
d’ouverts de X tels que, pour tout ¢ € I, U; rencontre au plus une composante connexe de
Yy et, pour tout ¢ € I, une section holomorphe I; de L sur U; et des fonctions holomorphes

h(t) : h(t)

IRERRRRECRIP
a Vordre ¢ le long de Yy N U; (autrement dit, hz(-t,)c e I'(U;, Jg,o)), qui vérifient les conditions
suivantes :

sur U; (ot e;; est le rang du fibré vectoriel R’ /R sur Yy N U;) s’annulant

(a) pour tout 4, la section /; définit une trivialisation de L sur U; :
Ly, = Op,.li ;

(b) pour tout %, on a
e < il < ef

en tout point de U;, et VI; reste bornée sur U; ;

(c) les Jth(t) ., Jth(t) ~forment une base de la fibre de R! /P! en tout point de Yy NU;,

3,177 " i,et,
base dont la matrice de Gram! admet toutes ses valeurs caractéristiques (qui sont

aussi ses valeurs propres) dans l'intervalle [e ¢, €] (autrement dit, les jets d’ordre ¢ de
B® ’ B®

i Pig, le long de Y forment une base «presque orthonormale» de ! /R!*1);

(d) les hgt,)c sont bornées uniformément, ainsi que toutes leurs dérivées ; autrement dit, pour
tout entier u et pour tous champs de vecteurs &1, .. ., &, de classe C* définis globalement
sur X, la fonction & ... fu.hz(-t,)c reste bornée sur U; ;

(e) la réunion des (U;)ier contient Yy ;

(f) sion note By la boule unité de CV (pour la métrique standard) et si on considére CP
comme le sous-espace de CV défini par annulation des N — p derniéres coordonnées,
on a pour tout ¢ un isomorphisme U; ~ Bcnv dont la restriction & Yj identifie Yo N U; a
C N Bew , et qui est borné uniformément sur Bew , ainsi que toutes ses dérivées.

On note m; : U; — Yy N U; la projection déduite de la restriction & Boy de la projection
naturelle C¥ — CP par I'isomorphisme précédent.

Pour tous ¢ et j dans I, on définit une fonction g;; holomorphe et partout non nulle sur
U; NU; par la formule

l; = gijlj.

'rappelons que si (e1,.-.,en) est une base d’un espace hermitien E, sa matrice de Gram est la matrice
(< eiyej >)i<i,j<n ; C'est aussi la matrice dans la base canonique de C* de l'application f*f,ou f: C* — E
est Papplication C-linéaire canoniquement définie par (e1,...,en).
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De la condition (b) on déduit I'encadrement
e™% < gij| < e* (3.1.8)
en tout point de U; N Uj.
Pour alléger les notations, notons

w" e M,, .1 (T(U;,3%;))

le vecteur colonne dont les coordonnées sont les hg,?. Si Yy N U; N Uj est non vide on note
et = e;; = e;; et on définit une matrice de changement de base

Bi]' € My e, (C(YonU; N Uj, OYO))X
par la formule
Jib{? = Py . (3.1.9)

L’hypotheése (c) et la proposition 1.2.5 impliquent qu’en tout point de Yy N U; N Uj, les
valeurs caractéristiques de la matrice P;; sont toutes dans I'intervalle [e™ Ze e%).

Clairement les g;; et les P;; verlﬁent une relation de cocycle : g = gijgjx et Py =

P;; Py, sur Yo NU; N U; N U. Remarquons aussi que par définition des P;;, la fonction

ﬁ( ) —(Pj;0 wj)h( ), définie sur U; N U; et a valeurs dans M,, 1(C), s’annule & l'ordre ¢ + 1
le long de Yy. D’autre part par (d) et (f), les dérivées a tout ordre de cette fonction sont
uniformément bornées sur U; NUj, d’ou 'on déduit I'existence d’une constante C'y telle que
pour tout x dans U; N U; on ait

1 (@) = Py (mj (@)1 )| < Crdlist(z,¥o) (3.1.10)

ol ||.|| est la norme usuelle sur M, ;(C) = C*. De la méme fagon il existe des constantes
Cy et Cjs telles que pour tout z dans U; on ait

1539 (z)|| < Codist(z, Yo)? (3.1.11)
et
dist(z, m;(x)) < Csdist(z, Yp). (3.1.12)

Remarquons aussi que, par (b), la différentielle de g;; est unifomément bornée sur U; N U;.
Appliquant (3.1.8), (3.1.12) et I'inégalité des accroissements finis, on trouve, pour tout n
assez grand et pour tout z dans U; N Uj :

gij (@)™ = gij(mi(z))" < C4e3"€dist(:v, Yo) (3.1.13)

pour une constante Cj; convenable.

Enfin, par les méthodes usuelles de partition de I'unité, on construit un voisinage U de
Y dans X et, pour tout 7, une fonction ¢; réelle positive C*° sur X a support compact
K; C U;, de telle sorte que la somme ). ¢; soit identiquement égale & 1 dans U.
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Soit maintenant s € T'(Yp, (R /RH1) ® L¥"|y,). Pour tout i € I, il existe e; fonctions
(oulon a posé e; = et;) fi1,---, fie, holomorphes sur Yy N U; telles que, si l’on note

f; € My, (T(Yo N U;, Oy,))
le vecteur ligne dont les coordonnées sont les ﬁ;c, on ait
slvonus = f,Jih; (t)joon. (3.1.14)

On définit alors f_ sur U; par la formule f (z) = fz(m(a:)) et on pose

v=""gif B{V1E". (3.1.15)

el

Soit maintenant z un point de U. Par définition, U est contenu dans la réunion des
supports K; des ;. Soit donc 39 € I tel que z € K;,. Puisque la somme des ¢; vaut
identiquement 1 sur U, on a ) ;. ; dp; = 0 sur U et on peut écrire

z) =3 Bpi.f hI1E" ()
el (3.1.16)
= Zasoz Den _ £, @ZO I£7) (@)

el

Par ailleurs, pour tout ¢ on a
FIhPiEn = s = [ nhign

= f P, Jth(t)gzml‘@n

= 40t

sur Yo N U;, NU;, soit
fi= ggoiiiozioi
ou encore

£(@) = (ghif; Pioi) (mi())

1

si z € U;, NU;. On trouve alors

(£ p1Em — £, BDIE™) ()
= Gios (mi (@), (m(2)) Pyoi(mi ()b (@)IE" (2) — £, (2)B) (@)I2" ()

=f (milz mi(z)B (2 79%(20) n®":1:—~7r-x @) (2)18 (&
= I (o) Pag e (o) (22D g0n) - T (a1 15 0
= —(a1(2) + ag(z) + az(2))I3" ()

(3.1.17)

avec

ai(z) = (f, (mio(x)) — f. (mi(2)h (z), (3.1.18)



aae) = I, (m(a)i) (o) (1 - (28" (3.1.19)

et

as(z) = £, (mi(@)) (%) (2D (@) = Pigi(mi(@)h () ) (3.1.20)

On se propose de majorer ces trois quantités. On a d’abord

If;, (o (@) = £, (mi@)I| < 14f, o= (vortrg dist(miq (), i ()
< [ldf, o (vorwg) (dist (g (2), @) + dist(w, mi(x)))
< 2C3ldf ;|0 vor) dist(, Yo)

par (3.1.12). Par ailleurs sur Yy N U, on a

s=1, Foanen

tleg, Y40
ce qui par (b) et (c) implique en tout point ’encadrement
e~ (5] < ||£;|| < e, (3.1.21)
et ~ ~
Vs =df, JhIE" + F, VIRDIE" + nf, JhDIE 1V,

—’l() 20 —20 %0 —20 1?0
ce qui, par (b), (c), (d), (f) et (3.1.21) implique
| f ML) < e(n+1)€(||vs||L°°(YomUi0) + £, VJtQEO 1 | Lo (vorws, )
Jr””f Jt_zo l%n 1Vl%0||L°°(YoﬂUi0))

< C5€™ (18]l o (vonwy) + 11V 8l 2o (vonsy )

ou C5 est une constante ne dépendant que des Q,Et), des [; et de leurs dérivées. Combinant
tout ceci & (3.1.11) et & la proposition 3.1.5, on trouve

levt [l () < Coe™™|Is| L2y dist (2, Yo) '

pour tout = dans U; NUj;,, ou Cp est une constante ne dépendant pas de n ni de s. Ceci est
la premiere majoration souhaitée.

Remarquons ensuite que par (3.1.8) et par (3.1.13) on a

‘1 - (%)n‘ < Cre<dist(z, Yp)

pour tout z dans U; N Uj,. Joint & (3.1.11), & (3.1.21) et & la proposition 3.1.5 (appliquée
avec t = 0), ceci implique

llaz | (z) < Coe®™|ls | L2 (vp) dist(z, Yo) H.
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Enfin, par (3.1.8), (3.1.10), (3.1.21) et la proposition 3.1.5, on a aussi

lesll(2) < Coe®™ s 12 vy dist(, Yo) .

En injectant ces trois majorations dans (3.1.17) puis dans (3.1.16), et en utilisant (b) et
la finitude de I, on en déduit une constante C, indépendante de n et de s, telle que

|ov]|(z) < Cesm||s||L2(Y0)dist(a:,Yo)t+1 (3.1.22)

pour tout z dans la réunion des U;. Puisque par construction 0v est nulle hors de cette
réunion, la majoration (3.1.22) est en fait valable pour tout z dans X.

Grace a la proposition 3.1.9, on en déduit I'existence d’une section u de classe C* de
L®" sur X vérifiant les conditions suivantes :

— u est nulle & 'ordre ¢ + 1 le long de Yy (donc Jyu = 0)

— Ou = 0v sur X (i.e. v — u est holomorphe)

= [lullz2xy < C'e®™|s]| 12w
ou C' est une constante ne dépendant pas de n.

D’autre part, en injectant (b), (d) et (3.1.21) dans (3.1.15) et en utilisant la proposition
3.1.5 (avec t = 0), on trouve une constante C” (ne dépendant pas de n) telle qu’on ait

[0llr2(x) < C" €™ Is| oo (vg) < C"e®™|Isl 12(vp)

(t)

i

Jw =Y Teif BOIEN =37 oif JROIE" = 5

i€l el

pour n assez grand. Enfin, puisque les h;’ s’annulent & 'ordre ¢ le long de Yy on a

et, quitte & remplacer € par €/12 et & supposer n assez grand, on peut conclure la démons-
tration du théoréme en posant
S=v—u.

3.1.2 Comparaison de normes

On commence par énoncer un lemme.

Lemme 3.1.11 Soient
f:E—F

une application C-linéaire entre deuz espaces hermitiens et E' un sous-espace de E. Sup-
posons que lapplication restreinte f|g : E' — F soit surjective (ce qui implique a fortiori
que f est surjective). Soient m < M deux réels strictement positifs. Alors

i. la plus grande valeur caractéristique de f est inférieure ou égale & M si et seulement
si pour tout  dans E on a || f(z)| < M||z]| ;

ii. la plus petite valeur caractéristique non nulle de f|g: est supérieure ou égale ¢ m si et
seulement si pour tout y dans F il existe =’ dans E' tel quey = f(z') et ||z'|| < |yl ;
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iti. la plus grande valeur caractéristique (resp. la plus petite valeur caractéristique non
nulle) de f est supérieure ou égale a la plus grande valeur caractéristique (resp. la
plus petite valeur caractéristique non nulle) de f|pg:.

DEMONSTRATION : Les deux premiers points résultent directement des définitions et
le troisiéme est une conséquence directe des deux premiers. O

Ainsi, sous 'hypothése que f|g est surjective, pour borner simultanément les valeurs
caractéristiques non nulles de f et de f|g, il suffit de majorer celles de f et de minorer
celles de f|p.

On reprend maintenant les hypothéses et notations introduites dans 1’énoncé du théo-
réeme 3.1.10 : X est une variété projective complexe lisse munie d’une métrique kiahlérienne
et d’un fibré en droites hermitien positif (L, ||.||), ¥ un sous-schéma fermé de X lisse avec
multiplicité, Yy = Y™ le sous-schéma réduit (lisse) sous-jacent et 9 le nilradical de Oy-.
Rappelons qu’on a pour tout ¢ une identification canonique de faisceaux de Oy,-modules
localement libres

KR = (35, + Ty)/ (3 + Ty)

= 0%, /(O + 3% n3y)
d’ol 'on déduit par passage aux sections globales des applications de «restriction»
Ry : (X, (3% + Jy)L®") — T(Yy, (R /R @ L®"|y,) (3.1.23)
et de «jet»
Jp : T(X, 3%, L®™) — T(Yo, (RY/R'H1) @ L¥|y,) (3.1.24)

qui sont surjectives pour n assez grand. En outre, J; s’obtient en composant R; avec l'in-
jection naturelle de T'(X, 3%, L®") dans T'(X, (34, + Jy)L®"). Ces espaces sont tous munis
de structures hermitiennes au moyen des normes L2

Lemme 3.1.12 [ existe une constante C > 0 telle que, pour tout entier t > 0 et tout entier
n assez grand, Uapplication R; soit de norme inférieure & Cn'tV.

DEMONSTRATION : En relevant localement des bases de I'espace tangent & X au voi-
sinage de points de Yy, et en les étendant de facon C* & X tout entier, on construit des
champs de vecteurs &11,.-.,&14,---,&m1,---,&me de classe C*° définis globalement sur X
tels que, pour tout s € I'(X, (3’;,0 + Jy)L®™) et pour tout y € Y, on ait

[ Resl(y) < Z IVeir - - Ve sll()-

Apres utilisation de la proposition 3.1.5 et intégration sur Yy, on obtient le résultat souhaité.
O
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Considérons maintenant la filtration décroissante finie du C-espace vectoriel I'(Y, L&"|y)
donnée par les
Fil'T(Y, L®"|y) = T (Y, R' L& y).

Passant aux sections globales dans la suite exacte courte de faisceaux de Oy-modules
0 — RLE"|y — KLy — (RY/RT) @ L¥" |y, — 0
et utilisant ’amplitude de L, on obtient, si n est assez grand, un isomorphisme naturel
L(Y, R L2y ) /T(Y, R L¥"|y) = T(Yo, (RY/RT) @ L2y,). (3.1.25)

Supposons donc que 7 soit assez grand pour que cette identification soit valable et, en outre,
que 'application naturelle de restriction

restr : ['(X, L®") — T'(Y, L®"|y)

soit surjective, de telle sorte qu’on puisse munir T'(Y, L®"|y) de la métrique quotient de la
métrique L2 sur T'(X, L®"). On s’intéresse alors aux trois métriques sur I'(Yp, (Rt/RIH) ®
L®"|y,) définies comme suit :

— d’une part, la métrique ||.||gr, obtenue en considérant par (3.1.25) que I'(Yp, (Rt /R ®
L%y, ) est le gradué associé a la filtration de I'(Y, L®"|y ), et donc muni de la métrique
de sous-quotient correspondant ;

— d’autre part, la métrique |.|z2(y,) associée & la structure hermitienne sur le fibré
vectoriel (R!/RITL) @ LO"|y, héritée de la structure kihlérienne sur X (suivant la
discussion qui précede le théoréme 3.1.10) ;

— enfin, la métrique |[|.|[4(s,) obtenue par passage au quotient par J; de la métrique L*(X)
sur (X, 7% L®") C D(X, L®").

Remarque 3.1.13 On pourrait encore considérer une quatrieme métrique, définie par pas-
sage au quotient de ’application naturelle

(Yo, S* Ny, ® L®"y,) — (Yo, (RY/RT) @ L9"y,),

ou Ny, = Jy,/ 3%/0 C Q4 |y, est muni de la métrique définie par la structure kithlérienne et
['(Yo, S'Ny, ® L¥"|y,) de la métrique L2. Cependant, nous ne nous servirons pas de cette
métrique dans la suite du texte.

Notons
on 1 (C(Yo, (RY/R™Y) @ L¥"|y,), II-llgr) — (T(Yo, (R /R @ L& | ), - L2(v))s

P+ (D(Yo, (R /R © LE|v,), [-llg(ay) — (C(Yo, (RY/R™) @ L¥"|yy), [I-ll22(3))
et

Xn * (D(Yo, (R /R @ L"), [l llgr) — (C(Yo, (R /R @ L7 |x;), |- llgn)

les applications linéaires entre espaces hermitiens qui coincident avec I’identité sur les es-
paces vectoriels sous-jacents, et fixons un réel e strictement positif.
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Proposition 3.1.14 Avec ces notations, lorsque n est assez grand, les valeurs caractéris-
tiques des applications @n, 1y, et xn sont toutes dans Uintervalle [e™ ™, e"€].

DEMONSTRATION : Par transitivité des normes de sous-quotient, si n est assez grand, la
métrique ||.||gr sur D(Yp, (R'/R'T!) @ L#"|y,) s’identifie & la métrique ||.|4g,) obtenue par
passage au quotient par Ry (cf. (3.1.23)) de la métrique L*(X) sur T'(X, (3%, + Jy)L®") C
['(X, L®"). Les valeurs caractéristiques de ¢, et de 1, sont donc exactement les valeurs
caractéristiques non nulles de R; et de .J;, respectivement. Pour encadrer ces dernieres il
suffit, par le lemme 3.1.11, de majorer celles de R;, ce qui est fait dans le lemme 3.1.12 et
de minorer celles de J;, ce qui constitue exactement le résultat du théoréme 3.1.10.

Enfin, I'assertion sur les valeurs caractéristiques de x, résulte de celles sur ¢, et ¥, en
remarquant que X, = (%) o ¢, et en remplacant € par €/2. O

3.1.3 Hauteur d’un sous-schéma lisse avec multiplicité et hauteur du cycle
associé

Soient Ok anneau des entiers d’un corps de nombres K, m : X — Spec Ok une pré-
variété arithmétique kihlérienne?, £ un fibré en droites hermitien positif® sur X. On va
d’abord donner ici sous la forme d'un lemme une variante du théoréme 8 de [27]%.

Lemme 3.1.15 (Théoréme de Hilbert-Samuel «tordu» pour les pré-variétés arith-
métiques) Soit F un faisceau cohérent sur X, localement libre sur la fibre générique Xk et
muni d’une métrique hermitienne C'*° invariante sous l’action de la conjugaison compleze.
Si F n’est pas le faisceau nul, notons p+1 la dimension du support |F| de F (avecp > —1)
et
Fl= Y g, (F)IZ € ZnX
Z={z}€Assp+1(F)

le cycle de dimension mazimale associé a F. Alors pour n tendant vers l’infini on a le
développement asymptotique

deg(T(X, F @ LE), ||.|l2(x)) = @@ ) o

+ O(n? logn).

DEMONSTRATION : La preuve utilisera des arguments similaires & ceux de la remarque
2.3.10; on renvoie a nouveau a [EGA] IV §3 pour la théorie des cycles premiers associés et
de la décomposition primaire, ainsi qu’a [Bourbaki] AC ch. IV ou & [41] §6 pour la version
affine de cette théorie. Notons

Ass(F)=A{Z1,...,Zr4s}

%j.e. un schéma projectif sur Spec Ok de fibre générique lisse dont ’ensemble des points complexes est
muni d’une structure kdhlérienne invariante sous laction de la conjugaison complexe (déf. 1.4.3 et 1.4.4).

34.e. un fibré en droites ample muni d’une métrique hermitienne C* de courbure positive invariante sous
Paction de la conjugaison complexe (déf 1.4.6).

43 propos de ce «théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique» on pourra aussi consulter par exemple [1], [8]
ou [57]; on trouvera aussi une généralisation du théoréme au cas singulier dans [68], mais nous n’en aurons
pas lutilité ici.
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I’ensemble des cycles premiers associés & F. On supposera que Zi, ..., Z, sont maximaux
et que Zy41,...,Zr+s sont immergés. Considérons une décomposition irredondante réduite
de F, c’est-a-dire ([EGA] IV 3.2.5 et 3.2.6) la donnée de quotients F; de F (1 <i<r+s)
tels que pour tout ¢ on ait
Ass(F;) = {Z;}
et que ’homomorphisme naturel
r+s
f:F—@PF (3.1.26)
i=1
soit injectif. Rappelons aussi ([EGA] IV 3.2.6) que si Z; est une composante maximale de
| F|, i.e. si Z; n’est pas immergée, alors F; ne dépend pas du choix de la décomposition
primaire; plus précisément, notant z; le point générique de Z; et i,, 'injection de z; dans
X, on a

Fi = Im(}— — (Zzz)*(ZZ7,)*f) (3'1'27)

pour i < r. Par compatibilité de la formation des cycles premiers associés a la localisation, les
cycles premiers horizontaux de F sont canoniquement en bijection avec les cycles premiers
associés au faisceau Fx sur la fibre générique Xx qui, étant par hypothese lisse, est réunion
disjointe

a

g = [[(xx)* (3.1.28)

a=1

de ses composantes connexes (Xx )% (qui sont sont des K-schémas projectifs integres lisses).
De (3.1.28) on déduit naturellement la décomposition en somme directe

Fr = @ Fi|(xx)e

a=1

et, puisque Fk est localement libre, ses cycles premiers associés sont les (X )* sur lesquels
FKk n’est pas nul. Ainsi aucun d’entre eux n’est immergé, et il en est de méme pour les
cycles premiers horizontaux associés a F. Quitte & changer l'ordre des numérotations, on
pourra donc supposer que les cycles premiers horizontaux de F sont Z1,..., Z. avec r’ <r,
et que les cycles premiers associés 3 Fg sont les (Xx)* (1 <14 < r') avec

(Xk)' = (Zi)k-

Remarquons alors que la décomposition

r! !
Fr = D Frloney = D Frlizow (3.1.29)
=1 i=1

est une décomposition irredondante de Fx et, puisque tous les cycles premiers associés a
Fk sont maximaux, une telle décomposition est unique; comparant avec la, décomposition
irredondante de Fi obtenue en localisant celle de F donnée par les F;, on trouve

Frlzyx = (Fi)k
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pour 1 <i < 7', d’ou
(Fi)k = (Fi)kl(z)x-

Ainsi le noyau {; de la surjection canonique

est génériquement nul; mais on a aussi Ass(R;) C Ass(F;) = {Z;}, d’ou & = 0, de telle
sorte que
Fi = Filz

est naturellement muni d’une structure de Oz;-module.

Pour 1 <4 < 7/, munissons Z; de sa structure de variété arithmétique kihlérienne (cf.
déf. 1.4.3 et 1.4.4; on rappelle que Z; est plat sur Spec Ok ) héritée de la structure de pré-
variété arithmétique kdhlérienne de X' ; rappelons aussi que par hypothese, le Oz -module
Fi = Fi|z, est localement libre sur la fibre générique (Z;)k (et de rang constant puisque
(Z;) Kk est integre). Munissant F; et L|z, des métriques restreintes de celles de F et de L,
on est alors dans les conditions d’application du théoréme 8 de [27] : avec les définitions
de [27], sections 2.1 et 2.5.1, Z; est une variété arithmétique projective intégre et F; un
faisceau cohérent hermitien sur Z; et, notant p; +1 > 1 la dimension de Z; et ¢; > 1 le rang
de (Fi)k, on a pour n tendant vers I'infini

deg(D(Zi, Fi @ L), |l p2(z) = 6i(a(z)pi+l-[zi])m

+ O(nP"logn). (3.1.30)

Par ailleurs, pour 4 > 7', notant ¢; le cardinal du corps résiduel du point fermé p; de
Spec Ok image de Z;, on trouve, au moyen du théoréeme de Hilbert-Samuel (géométrique) :

degD'(X, F; ® L") = [Kl, jlog #T(X, @ L)
— 1 g Qn .
=& Q 180, .. (C(X, Fi ® LZ) log ¢; (3.1.31)
= 1g(Fi)z (G (L) z])m + O(nP?)

ou z; est le point générique de Z; et p; + 1 > 0 la dimension de Z;.

Localisant sur la fibre générique ’homomorphisme f donné par (3.1.26), on retrouve
la décomposition (3.1.29) de Fxk; en particulier, on voit que fx est un isomorphisme.
Remarquons aussi que, puisque les (Z;)x (1 <1i < 7') sont des composantes connexes deux
a deux disjointes de X, pour tout plongement o de K dans C les r’ espaces hermitiens
(T(Zi, Fi ® LZ) g, |-l 12 2;.,(C))) forment une décompostion en somme directe orthogonale
de (T(X,F ® L®),,||.IlL2(x, (¢))) qui correspond & la décomposition donnée par f, :

€1

(X, F & L), 2o (@) = P T(Zi Fi ® L5, |- lI22(2,.0 c))- (3.1.32)
1<i<r!

Notons K = ker f et C = coker f. Par la discussion qui précéde, on a K = Cx = 0. En
outre, pour 1 <4 < r (i.e. lorsque Z; n’est pas immergée), notons z; le point générique de

80



Z;. Par (3.1.27) on a F,, = (F;),, ; d’autre part, pour j # i, 1 < j <7+ s, F; est supporté
par la partie fermée Z; de X qui ne contient pas z;, d’ou1 (F;),, = 0. Ainsi ’homomorphisme
localisé f,, est un isomorphisme et le support de K (resp. de C) ne contient aucun point
générique d’un cycle associé maximal de F, donc a fortiori ne contient aucun point générique
d’un cycle associé de dimension maximale p + 1. Autrement dit K et C sont supportés par
des fermés génériquement vides et de dimension au plus p, de telle sorte que par le théoréme
de Hilbert-Samuel (géométrique) on a

degk = O(n?) et degC = O(n?). (3.1.33)
Mettant ensemble (3.1.26), (3.1.30), (3.1.31), (3.1.32) et (3.1.33) on trouve

deg(D(X,F @ L), |l llz2x) = Y. deg(T(Zi, Fi ® L5™), |-l 12(z:))

1<i<r!
+ Z degDl(X, F; ® LZ™) + O(nP)
r'<i<r+s
_ nPitl
= Y rg(F)L(@E)rrz ])m + O(n”logn).
1<i<r+s Pi )

Ne conservant dans cette derniére somme que les termes correspondant aux cycles de dimen-
sion maximale (i.e. tels que p; = p) et intégrant les autres dans le O(n? logn), on obtient
le résultat souhaité. 0

On peut maintenant énoncer le théoréme. Comme précédemment on considére une pré-
variété arithmétique kahlérienne X munie d’un fibré en droites hermitien positif; on se
donne alors un sous-schéma fermé 3. de X plat sur Spec Ok dont la fibre générique X est
lisse avec multiplicité. Notons (74)() (1 < i < f) les composantes irréductibles de X ;
on supposera (Eréd)(i) de dimension générique égale & p pour 1 < i < f’ et strictement
inférieure & p pour f' < ¢ < f. Par hypothese le cone C’E?ng K est défini sur El}gd par un
faisceau d’algébres localement libres, dont le rang sur (Eréd)(i) sera noté e;. Notons enfin
2] = Ezf;l e[ D] € Z,11(X) le cycle de dimension maximale associé & .

Théoréme 3.1.16 Sous ces hypothéses, lorsque n tend vers Uinfini, on a

fl
n _ €; ~ RN réd\ (¢
hm(5) = ;:1 CES] 1)!(01(/3 P D)) + o(nP )
_ nPt h—=(I p+1
- (p—l—l)!. Z([ ]) +o(nP™).

(3.1.34)

DEMONSTRATION : Notons R le nilradical de Os.. On a une filtration décroissante finie
du Og-module T'(Z, L®"|5) donnée par les T'(Z, R!LZ"|y). Par (3.1.25), si n est assez grand,
les gradués associés admettent 'identification naturelle

(2, RLEy) /T(Z, RTLLE ) = T(Z™, (RY/RITL) @ L57|swea).
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Quitte a supposer n encore plus grand, on peut supposer ’application de restriction
(X, L%") — T(Z, L%"]x)

surjective, munir T'(3, L%"|x) des métriques quotient, et T'(34, (R /RIH1) @ LO|5rea) des
métriques de sous-quotient correspondantes, que nous noterons ||.||gr. Alors, par définition
des hauteurs de sous-schéma et par additivité du degré d’Arakelov, on a

h(2) = Y deg(T(Z™, (R /R @ L% [seea), ||-[lgr)- (3.1.35)
>0

Par ailleurs, la restriction & ™4 des structures hermitiennes de X fait de ¥ une pré-
variété arithmétique (au sens de la définition 1.4.3). En outre, pour tout plongement o de
K dans C, par les constructions analogues a celles précédant ’énoncé du théoréeme 3.1.10
appliquées & X = X, et Y = %, le fibré vectoriel ((R*/RH1) @ LE|grea), sur TE dispose
naturellement d’une métrique hermitienne. Ceci permet alors de munir I'(X"¢4, (3* /R ®
LE"|5rea) s de la métrique ||.|| £2(sred) obtenue par intégration sur yred,

Notons

éd 1

o=@ (DE (RY/RH) @ L2s0sa), |- r)

— (D(E, (BRI © L5 |seea), |- p2 ()
I’application entre Ox-modules hermitiens qui est égale a l'identité sur les Og-modules
sous-jacents. On a alors

deg(T(Z", (R /RH) © LEnsa), |-l gr)
— & 1 max
= deg(]_“(z ed, (ﬂ%t/f)f{t—kl) ® £®n‘2réd), ||.||L2(Eréd)) + m Zlog || /\ cng.
o
(3.1.36)

Par la proposition 3.1.14, pour tout € > 0, il existe un entier n, tel que pour tout n > n.
les valeurs caractéristiques de ¢, soient toutes dans l'intervalle [e™"¢, €"¢]. On a alors

max
g | A" sl

Par ailleurs, par le théoréme de Hilbert-Samuel classique, rg T'(X™4, (R /RH!) @ LO7|5rea)
est un polynoéme en n de degré (au plus) p. Ceci montre que

max
log |\ @oll = o(n”™). (3.1.37)

< enrg DT (KRR @ LOgrea).

Appliquant le lemme 3.1.15 on trouve alors

deg(D(S, (R /RH) © L7 sea), ||| 2 (re))

fl
_ Cti  (a (FPMyp+L [(yréd) (i) p+1
Hm; (p+1)!(61(£ PPEIER)™]) 4 o(nPT)
ol ey ; est le rang du fibré vectoriel (?/RH1) g sur (£7%4)(D). Combiné avec (3.1.35), (3.1.36)
et (3.1.37), ceci termine la démonstration du théoréme. O
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3.2 Sous-schéma défini par annulation d’une section d’un
fibré vectoriel transverse a la section nulle

En restreignant les hypotheses du théoreme 3.1.16 on peut obtenir un meilleur controle
du terme d’erreur o(n?*1) dans la formule (3.1.34).

Pour ce faire, on utilisera le théoréeme d’extension L? d’Ohsawa-Takegoshi-Manivel, au
sujet duquel on pourra consulter [19] et [40], sous la forme suivante.

Lemme 3.2.1 Soient X une variété analytique complexe projective lisse de dimension N
munie d’une forme de Kdhler w, (L, ||.||) un fibré en droites hermitien positif sur X, et Y
une sous-variété de X définie par 'annulation d’une section globale s partout transverse a
la section nulle d’un fibré vectoriel E de rang N —p sur X (ceci implique en particulier que
Y est lisse de dimension p). Alors il existe une constante M > 0 telle que, pour tout entier
n assez grand et pour toute section h € T'(Y, L®"|y), il existe une section H € T'(X, L®")
telle que
h=Hl|y

et
|H|lz2(x) < MR 22(v)-

DEMONSTRATION : On cherche & se mettre dans les conditions d’application du théo-
réme 1 de [40]. Choisissons une métrique hermitienne sur E. Notons P = ProjSym EV le
fibré en espace projectif des droites de E, w : P — X la projection naturelle et ¢ la section
du fibré en droites tautologique Ogv(—1) définie par s au-dessus de Pouvert 7 (X \Y)
de P. Notons aussi Ky = det TX" et Ky = det TY" les fibrés en droites canoniques sur X
et Y, respectivement. Le fibré Opv(—1) étant muni des métriques héritées de EV, la forme
¢1(Opv(—1)) est négative sur les fibres de 7, de telle sorte que, puisque w est positive, quitte
4 multiplier w par une constante (ce qui ne change pas la conclusion du lemme), on peut
supposer

m™w > ¢1(Opv(-1)).

Par ailleurs, si @ > 0 est un réel suffisamment petit, la forme an*w + ¢;(Opv(—1)) est
négative sur les fibres de 7, de telle sorte que pour tout entier n assez grand, par ’hypothese
de positivité sur L on a

7*c1 (L @ KY) > an*w + ¢1(Opv (—1)).

Enfin soit X' le complémentaire dans X d’un diviseur ample transverse & Y. On peut alors
appliquer le théoréme 1 de [40] (avec X = X' et L = L®" Q@ KY,).
Soient donc h € T'(Y, L®"|y) et g € T'(Y, Ky ® (det E) ! ® K,.' ® L®"|y) tel que

h=g®AY"Pds
(comparer avec le paragraphe 1.2 de [40]). On a alors
lgllz2vy < Cillhll L2 vy
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avec C; = (infy || ANP ds||)~L. Par le théoréme 1 de [40] il existe une section H de L®"
holomorphe sur X’ telle que

1|2 [
dux <M gl duy
I8 TP 5D (1 ¥ o 22 s

ou M’ est une constante ne dépendant pas de n. Puisque X est normale, la section H

se prolonge naturellement de X’ & X tout enti¢re, et le lemme est démontré avec M =
N-p—1

oAl (1 + o2 ) O VAL O

Remarque 3.2.2 Il n’est pas vrai en général qu’une sous-variété lisse d’une variété lisse
sur C est le schéma des zéros d’une section d’un fibré vectoriel transverse a la section nulle.
On va donner un contre-exemple reposant sur la notion de sous-canonicité, introduite par
Serre (a ce sujet voir par exemple [4] section 4.(a)). Soient X un schéma et ¥ un sous-
schéma, défini par I’annulation d’une section s d’un fibré vectoriel £ sur X. Par définition
le faisceau d’idéaux Jy définissant Y est I'image de Papplication s : EY — Ox. On a donc
une surjection EY — Jy dont la restriction 4 Y donne une surjection

EVly = 3y /3% = Ny x.

Dire que s est transverse & la section nulle signifie que cette derniére surjection est un
isomorphisme. Faisons maintenant ’hypothése supplémentaire que X et Y sont des variétés
lisses sur un corps k. Sur Y on a la suite exacte de fibrés vectoriels

0 — Ny x — (Tx)ly — Ty — 0,
de telle sorte que

Ky = det Ty ~ (det T¥|y) ® (det Ni\éx)f1
~ ((detT¥) ® (det BY) ™) |y

se prolonge en un fibré en droites sur X (on dit alors que Y est sous-canonique).
Considérons par exemple k = C, X = P3 et Y la cubique gauche, c’est-a-dire I'image du
plongement de Veronese
Pt — P3.

OnaY ~ P! donc degy Ky = 2gy —2 = —2. Or si Ky se prolongeait en un fibré en droites
L sur X, degy Ky = degy L|y = (c1(L).[Y]) serait multiple de deg[Y] = 3. Ainsi Y n’est
pas sous-canonique donc, a fortiori, la cubique gauche dans P? n’est pas le schéma des zéros
d’une section globale d’un fibré vectoriel de rang 2.

Revenons maintenant au calcul de hauteurs de sous-schémas. On supposera que X est
une pré-variété arithmétique de dimension relative N sur Spec O munie de métriques
kihlériennes et d’un fibré en droites hermitien positif £. Soit ¥ un sous-schéma réduit de
X, plat sur Spec Ok, dont la fibre générique ¥ i est définie par ’annulation d’une section
globale s partout transverse a la section nulle d’un fibré vectoriel £ de rang N — p sur Xk.
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Proposition 3.2.3 Sous ces hypothéses, pour tout entier n assez grand, on a ’encadrement

p/4.%np logn + O(nf) <
p+1
Wy~
< (N +p/®%n” logn + O(n?).

ot hz([Z]) = (G (L)PH.[2]) et deg(Lley) = (e1(Lx)P-[Bk]).

DEMONSTRATION : Pour tout plongement o de K dans C, on dispose de deux métriques
sur I'(Z, £%"|5),-
— D’une part, la restriction & ¥ des structures hermitiennes de X fait de 3 une pré-
variété arithmétique (au sens de la définition 1.4.3), et on peut munir T'(Z, L®|5),
de la métrique ||.|| 2(x,)-
— D’autre part, si n est assez grand, I’application de restriction

(X, L%™) — T(%, L%"|x)

est surjective, et on peut munir I'(X, £L%"|5), de la métrique ||.||q,» obtenue par passage
au quotient de la métrique ||.|| >(x, ) sur T(X, L"),
Notons
@2 (D2, L9"5), [lllg) — @, L%"2), l-lz2(s))

I’application entre Ox-modules hermitiens qui est égale a l'identité sur les Ox-modules
sous-jacents.

Par définition des hauteurs de sous-schémas, on a
h(S) = deg,, (T(S, £2"[5), [1l¢)

— 1 max
— 368 (O, L7 o) + g S log I A™ ol

Par le théoréme 8 de [27] (ou par le lemme 3.1.15) on a

deg n nPt! deg(L
deg,, (T(Z, L |n), [l-ll2s)) = M'hz([ﬁ]) + %

nPlogn + O(nP).
Par le lemme 3.1.12 appliqué avec ¢ = 0, il existe une constante C telle que, pour tout
entier n assez grand, les valeurs caractéristiques de ¢, soient toutes inférieures & Cn'.
: A .. deg(L
Puisque le rang de I'(%, £LZ"|x) est un polynoéme de terme principal %
bien

n?, on trouve

%n” logn + O(n?)

ﬁ S togl A" wall < N.

ce qui démontre I'une des inégalités cherchées.
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Par ailleurs, par le lemme 3.2.1, il existe une constante M telle que, pour tout entier
n assez grand, les valeurs caractéristiques non nulles de ¢, soient toutes supérieures a M.
Comme précédemment ceci implique

T DI A" el = 00,

ce qui démontre ’autre inégalité. O
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Chapitre 4

Réunion de deux sous-espaces
linéaires d’un espace projectif

4.1 Préliminaires

4.1.1 Rappels sur les nombres de Bernoulli et la formule sommatoire
d’Euler-Maclaurin

Pour un exposé plus complet de tout ce qui est traité dans ce paragraphe, on pourra
consulter [Bourbaki] FVR ch. VI.

On définit une suite de polynémes a coefficients rationnels, appelés polynémes de Ber-
noulli, par la relation de récurrence suivante : By est le polynéme constant égal a 1, et pour
tout n > 1, B,_1 étant connu, B, est I'unique polynéme vérifiant

B, =nB,_; (4.1.1)
et

/1 B, = 0. (4.1.2)
0

On vérifie aisément qu’alors, pour tout n, le polynéme B, est de degré n et de coefficient
dominant égal & 1. Par exemple, on a

1 1
By(X)=1, BiX)=X-3, ByX)= X2 - X+ 5
3 1 1

On définit le n-ieme nombre de Bernoulli comme le terme constant du n-i€éme polyndéme
de Bernoulli :

bn = Bn(o) €Q
Alors, on déduit de (4.1.1) 1’égalité
n n 3
Ba(X) = ( )me" m (4.1.3)
m=0 m



valable pour tout 7, et la condition (4.1.2) se traduit par la relation

1 < (n+1
b"__n+1z( L )bk (4.1.4)

k=0

qui permet de calculer les nombres de Bernoulli par récurrence.

On remarquera que les polynémes Cy,(X) = (—1)"B, (1 — X) vérifient les mémes condi-
tions de récurrence que les polynémes de Bernoulli. Ces deux suites de polynémes sont donc
égales ; notamment, pour tout n on a

B,(0) = (-1)"B,(1).
Par ailleurs, la condition (4.1.2) implique qu’on doit avoir
B,(0) = B,(1) (pour tout n > 2). (4.1.5)

Ceci implique que b, = B,,(0) est nul pour n impair supérieur ou égal a 3.

Soit maintenant f une fonction de classe C* sur 'intervalle [0,1]. La relation (4.1.1)
permet d’effectuer des intégrations par parties successives pour calculer 'intégrale fol f-On

trouve en effet
1 1
/ f= / By f
0 0

1
:[Blf](l)_/o By f!

1 1 [t
~(Bif ~ 3Baf B+ 5 | Bar”
0

soit, pour tout entier n > 1 (en utilisant 'annulation des nombres de Bernoulli d’indice
impair)

! 1 o by 2%k—1 2%k—1 1 ! 2m+1
/0f=§(f(0)+f(1))—;(2kk)!(f(’“ (1) - )(0))_m/o Bomr f ™.

Pour tout entier n > 2 notons désormais E;L I'unique fonction réelle 1-périodique égale &
By, sur l'intervalle [0, 1] (remarquons que By, est bien définie et continue par (4.1.5)). Soient
alors p < v deux entiers relatifs et f une fonction C* sur I'intervalle [y, v]. En sommant
les égalités obtenues par application du calcul d’intégrales précédent aux translatées de f,
on trouve (formule sommatoire d’Euler-Maclaurin) :

S 16) = [ s+ 50+ 10 +
j=n s

1
(2m + 1)!

o~ Dok k1)) pok-) B omt)
+ 30 0 - 1)+ || Bongre

(4.1.6)
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4.1.2 Un calcul de série

L’objet de ce paragraphe est d’établir le lemme suivant.

Lemme 4.1.1 Soient p > 0 et m > /2 deuz entiers. Alors on a le développement asymp-
totique

1
5 it 4 in" logn

n
1
i#logj = ’I’Lu+110 n— —.—
E J g]n g (b +1)

= —oo pu+1

o bog 7 2%+1 (- jZ 2%+1
92k p— _ =
+; 2% (2k-1>” logn — > (2k—1—d>”

d=1
— ¢'(=) + O 2m)

ot ('(—p) est la valeur en —p du prolongement analytique de la dérivée de la fonction zéta
de Riemann.

Remarque 4.1.2 On notera que le coefficient (Qk“_ 1) est nul pour 2k — 1 > yu. Le dévelop-
pement asymptotique ne comporte donc pas de terme en n'logn pour I < 0.

Remarque 4.1.3 De par ce lemme on verra apparaitre les valeurs aux entiers négatifs de
la dérivée de la fonction zéta dans les développements asymptotiques de hauteurs de sous-
espaces linéaires. Il pourra étre intéressant de comparer comment ces nombres interviennent
aussi dans le théoréme de Riemann-Roch arithmétique de [27], via les calculs de [26] et [63].
Toutefois, on remarquera que seules figurent dans [27] les valeurs aux entiers impairs, alors
qu’ici on pourra aussi voir apparaitre les valeurs aux entiers pairs, comme le montrera le
calcul de h(™ (P?) donné dans ’exemple 4.2.7.

DEMONSTRATION : Pour tout nombre complexe s définissons une fonction

fs . R>0 — (C
par
fs(z) = z°logz = e*1°8% log .
On vérifie immédiatement que
T
I o 1 1 1
- 1 YL e o T 4.1.7
/1 b= 33 o8- e® Yoy (4-1.7)

et, par la formule du binéme, que pour tout [

%fs(l) (z) = (;) 2 logx — zl: (_;)d (l j d) L (4.1.8)

d=1
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En insérant (4.1.7) dans la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin (4.1.6) on trouve

N T 1 1
— s+l _ s+1
D Jsli) = g™ logn — g
m

1
+ ins logn +

. 1
(f#=V(n) — f* 1)(1))+m/1 Bomy1 f&mHY

(4.1.9)

ceci étant valable pour tout s.
Pour Ret > 1o0n a

t) — Zj—t — Ze—tlogj

j>1 j>1
et

d’ou pour Res < —1

> 1s(5) = =¢'(—s).

i>1

Ainsi, supposons Re s < —1 et faisons tendre n vers U'infini dans (4.1.9). Par (4.1.8), les

termes fs(l) (n) tendent vers 0. En outre, la fontion By,,11 est continue et 1-périodique donc

bornée, d’ott I'on déduit, encore par (4.1.8), que l'intégrale [ Bami1 fs(2m+1)

trouve alors finalement

converge. On

m 1 o
F 7 SamnoT( | p— s S CL O 4.1.1
’; O+ Gy )| B (1110

—({'(~s5) =
Remarquons (3 nouveau par (4.1.8)) que l'intégrale [ Bami1 fs(2m+1) est encore conver-
gente pour Re s < 2m, et qu’alors, par unicité du prolongement analytique, ’égalité (4.1.10)
reste valable pour Re s < 2m.

On peut alors prendre s = y et terminer la démonstration du lemme en injectant (4.1.8)

et (4.1.10) dans (4.1.9) et en remarquant, grace a (4.1.8) et & ’annulation de (2n¢+1)’ qu’on
a bien
oo n o ___ 0~
/ Bom1 fEm —/ Bom1 [ = / Bomr fF™TY = O(n# ™).
1 1 n n—oo
O

Remarque 4.1.4 Pour g = 0, le lemme 4.1.1 donne
. 1
E log j = nlogn —n+ - logn—C(O)+O(n_1).
, n

En comparant ceci avec la formule de Stirling on retrouve la relation bien connue

¢'(0) = — log(2n)
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4.2 Hauteurs schématiques d’un sous-espace linéaire

On se propose ici de donner un développement asymptotique des hauteurs schématiques
d’un sous-espace linéaire d’un espace projectif. Pour ce faire, on commence (au premier
paragraphe) par donner un tel développement asymptotique dans le cas particulier des
hauteurs de I’espace projectif standard considéré comme sous-schéma, de lui-méme, c’est-a-
dire pour le degré d’Arakelov des T'(PY,O(n)) munis des métriques L?. L’existence de ce
développement asymptotique peut étre établie essentiellement de deux fagons. La premiere
méthode consisterait & utiliser le théoréme de Riemann-Roch arithmétique de [27] et & déve-
lopper ’expression de la torsion analytique, suivant par exemple [7]. La deuxiéme méthode,
celle qui sera utilisée ici, procéde par un calcul élémentaire direct. Il s’agit essentiellement
d’approfondir les formules obtenues dans [38] proposition 3.

4.2.1 Hauteurs de ’espace projectif standard considéré comme sous-schéma
de lui-méme

Notons PV I’espace projectif standard de dimension relative N sur Z muni de sa structure
de variété arithmétique mesurée usuelle, et O(1) le fibré en droites universel sur PY muni
des métriques standard. Plus précisément, PV est I’espace projectif des quotients localement
libres de rang un du Z-fibré vectoriel hermitien libre ZN+1, dont la construction est donnée
4 la fin du paragraphe 1.4.2. Considérant P comme sous-schéma de lui-méme, on note

ny = " (BY) (4.2.1)

sa n-iéme hauteur schématique, relativement au fibré O(1).

Lemme 4.2.1 On a

2.0\ = (" jVN ) (log(n + N)! —log N!) — (N + 1)S

n s N
S:Z}(n ?\/:{_ )logj.
J:

DEMONSTRATION : Par définition des hauteurs de sous-schémas, PV considéré comme
sous-schéma de lui-méme étant défini par le faisceau d’idéaux nul, on a

KM (PN) = deg(T(@Y, 0(n)), |.[122).

Par les résultats des paragraphes 1.3.1 et 1.4.2, T'(PY,O(n)) s’identifie au Z-module libre
des polynomes homogeénes de degré n en les variables Xg,..., Xn et, aprés plongement de
Z dans C, les monémes X' (pour |I| = n) forment une base orthogonale de T'(PY, O(n))c.
Par le lemme 1.3.2 on a alors

iol .. inl.N!
21y = — d log|xX|P=— Y log NG

|I|=n io+tin=n
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Remarquons que pour tout k € {1,...,n} et pour tout [ € {0,..., N} le nombre de (N +1)-
uplets (zg,...,in) tels que i = k et i+ --- + iy = n est égal & ("_fvt]\{_l), d’ou

2%@:(n;Nybgn+Nﬂ—bywy%N+lﬁ

S = Z ( —kAN - ) log k!.
n—k+N—1 n—j+N

En écrivant logk! = Zle log j et en utilisant la relation  p_, (") = ("AY), on
trouve ’expression souhaitée. [l

avec

Introduisons maintenant les nombres harmoniques
H, -1
n g;k
et les nombres de Stoll

SR WS D IS WOSIRET

n_l n=1k=1 k=1
N+1 N
— Hry — — 4.2.2
) (4.2.2)
N+1
= T(HN+1 —1). (4.2.3)

I1 est bien connu (voir p. ex. [11] lemme 3.3.1) qu’on a

oN = mnmN) (4.2.4)
Lemme 4.2.2 On a
N
(—D“(N) 1
> = (4.2.5)
o M +1\p N +1
et
ﬁé(_QZ.N _ Hyw (4.2.6)
= (12 \n N+1 o

DEMONSTRATION (simplifiée par rapport & la preuve originale de auteur grace & une
remarque de C. Soulé) : La premiére somme peut aussi s’écrire

/01(1 —z)Ndz,
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De la méme fagon la deuxiéme somme vaut

1o 11— —g)Nt!
t 1— ) =
/037/0( y) dydx N+1/0 - dz
1

11_tN+1
= / dt
N+1 /g 1—1

1 1
= 1+t+---+tV)dt
ey MCSEERERA

(ouVon a posé t =1 — z), ce qui démontre (4.2.6). O
On peut alors énoncer le résultat suivant :

Proposition 4.2.3 Pour tout entier r > 0, les hauteurs schématiques de PV admettent un
développement asymptotique

e = ani 1™+ byn logn 4+ ayn®™ +by_1nN"tlogn +--- + bologn +ag +
n o0

+e_n P Hceon 4o den TH+OM T

avec
ON
aN+1 = m (427)
1
by = ——— 4.2.
NN =) (42.8)
= L (V4 Doy —1og N = Y 1og 2m) (4.2.9)
aN = 5o oN —log NI — - log 2m 2.
et plus généralement, pour 0 <i < N :
a; € Q+ Qlog N'+ Q¢'(0) +--- + Q¢'(—N +1) (4.2.10)
b €Q (4.2.11)
et enfin, pour tout i >0 :
c_; €Q (4.2.12)

DEMONSTRATION : Introduisons les nombres de Stirling de premiére espece
Spk €L (n>0,0<k<n)

définis par la formule (cf. [2] §III.2)

[ac]n:n!<$) —z(z—1)...(x—n+1)

n

n
E : k

= Sn,kT -
k=0
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En particulier on a

sn0 =0,  sp1=(=1)""Yn-1), (4.2.13)
sn2 = (—=1)"(n — 1) H,_4, (4.2.14)
-1
Smp1 = —% (4.2.15)
et
S = 1. (4.2.16)
Par le lemme 4.2.1 on a

2N = [n + Ny (log(n + N)! —log N) — (N + 1)IS (4.2.17)

avec

n
N!S:Z[n—j-i-N]Nlogj

j=1
n N
=YY swaln—i+N) logj (4.2.18)
j=1 =0
_ . A—p— . .
=22 D (s Ty N D i log

En utilisant le lemme 4.1.1 dans (4.2.18), en reportant cette expression dans (4.2.17) et en
utilisant la formule de Stirling pour développer le terme log(n + N)! de (4.2.17), on obtient
immédiatement (4.2.10), (4.2.11) et (4.2.12).

Pour obtenir (4.2.7), (4.2.8) et (4.2.9), il faut calculer explicitement les premiers termes
du développement de (4.2.17), modulo O(n"~!logn).

On a

n
WY j#log j = O(n*~"+ logn)
i=1

donc on peut ne conserver dans (4.2.18) que les termes
A: A=N, v=0

B: A=N, v=1

et
C: A=N-1, v=0,

autrement dit
NIS=A+ B+ C+0(nY tlogn)

94



avec, compte tenu de (4.2.15) et (4.2.16) :
N N n
A= Z(—l)“ (H)nN_“ Zj" log j
j=1

_ i(—nu (N> N H(— L logm —

1
I R |
P (ﬂ+1)2n +gn ogn)

—nN¢'(0) + O(nN "t ogn),

et
N-1 n
N(N—-1)(N -1
C = ( 1)/H—1 ( 5 )( )nN—u IZJMIOgJ
u=0 H j=1
_ N_l( 1)u+1N(N_ 1) N-1 N—u—l( u—l—l] 1 u+1 0 N—l]
_u:O 5 y " logn ( +1)2n )+ O(n ogn)
Ainsi on trouve
NIS = an™*logn + AnN 1 + 4n™N logn + dn™ + O(nV "' logn) (4.2.19)
avec, compte tenu du lemme 4.2.2 :
per +1\p N+1
N
(=)~ (N) 1
= -——8H
o go(ml)? m N1
(e N N1 N+l
7 u:0u+1/1!(n—,u—1)! 2 2



et

(e N! N+1

+1)2p(N—p—-1)! 2

=0

N—-1
NN+1 N-1 N+1
=—¢'(0 “log2r — ——H
¢'(0) - E u+1 ( ) 0g2m — —5—Hy.

=

u=0 H
Par ailleurs on a NN+ 1
+ _
[n+ Ny =n" + (2 ) N1 02
et 1
log(n+ N)! = (n+ N + )log(n+N) (n+N)+ 510g27r+ o(n™)
avec
log(n 4+ N) =logn + N.n=t + O(n™?)
d’ou
[n+ N]n(log(n + N)! —log N!) = pn™ Tl logn 4+ on™¥ ! 4 (4.2.20)
+ 70N logn 4+ vn®™ 4+ O(nN "1 logn), o
avec
p=1
o=-—1
1 nn+1) N24+3N+1
= N — =
TENTR T TS 2
o N(N +1 1
v = —g + —log 2w —log N\
2 2
En injectant (4.2.19) et (4.2.20) dans (4.2.17), on trouve bien, puisque p — (N + 1)a = 0,

que le développement asymptotique de 775\7;) ne comporte pas de terme en n

les coefficients suivants sont donnés par

N+llogn, et que

1
—(N+1 = —
aAN+1 = 2N'(U (N +1)B) S
(ou l'on a utilisé (4.2.3)),
by = (= (N 1)) =
N=aoNt\T VT AN 1)
et (en utilisant (4.2.2))
(N4 1)8) = (N + Dow — log N1 — > log2n)
ay = 5am (v SN og N! — =~ log 2),
ce qu’il fallait démontrer. O
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Remarque 4.2.4 Considérant le terme A = y = N, v = 0 de la somme (4.2.18), on voit que

le terme ¢'(—N) apparait avec un coefficient non nul (plus précisément, égal a (—1)VIt1)

dans le terme constant du développement asymptotique de (™) (PN) en puissances de n
et logn pour n tendant vers l'infini. Notons que les valeurs aux entiers pairs strictement
négatifs de la dérivée de la fonction zéta sont reliées aux valeurs aux entiers impairs positifs
de cette méme fonction zéta par la formule suivante : pour N = 2k, on a

¢'(—2k) = (—1)’“% C(2k +1).

On obtient cette égalité par exemple en dérivant I’équation fonctionnelle
TS
((s) = 2°7° sin 7I‘(1 —5)((1—s)

([59] § 1T 3.3, th. 3; voir aussi [50] ou [62]) de la fontion zéta et en Pévaluant en s = —2k.

4.2.2 Application : un calcul de torsion analytique
Soit E un fibré vectoriel hermitien sur PV (C). Pour tout entier ¢ notons
9: A% PN E) — AYTL(PN E)
Popérateur de Cauchy-Riemann usuel, 8" son adjoint formel et
A,=30 +3°9: APV E) — APV E)
le laplacien associé. La fonction
Cals) = Te(A;  ker(A,) )

est définie pour Res assez grande et admet un prolongement analytique holomorphe au
voisinage de s = 0. Suivant [49] la torsion analytique de E est définie comme

N
T(PN(C), B) =Y (~1)"q(0).
q=0

Corollaire 4.2.5 Avec ces notations, la torsion analytique T(PY (C),O(n)) admet pour n
tendant vers l'infini un développement asymptotique a tout ordre r, de la forme

T(PV(C),0(n)) = BynN logn + ann™ + By 1n™"logn + -+ + fologn + ag +
+y_in Tty T4y n T+ O

avec



et plus généralement, pour 0 <i < N :

€ Q+Q(0) + -+ + Q' (—N +14)

Bi €Q
et enfin, pour tout i > 0 :
¥-i € Q

DEMONSTRATION : Notons (A(O(n)),hg) le fibré déterminant de O(n) muni de la
métrique de Quillen (cf. [6] et [27]). Par définition on a

ho = I ENQ,0m) p,

ol hz2 est la métrique hermitienne sur A(O(n)) définie par le produit scalaire L? relative-
ment & la forme volume w? /N! sur PV (C). Remarquons que cette forme volume différe par
un facteur 1/N! de celle fournie par la convention (1.1.7), de telle sorte qu’on trouve

W (BN) = deg(A\(O(n)), hy2)) — %rg(F(PN, O(n)) log N!

d’ou
T(PN(C), O(n)) =2 (h(")(]P’N) _@(A(O(n)),hcz)) + (” ;FVN ) log NI,  (4.2.21)

Considérons les séries formelles suivantes :

X kbk k
Td(X) = T X~ > (-1 X
k>0

_ 2 1 4y
=1+ X—I—12X 720X

ou les by sont les nombres de Bernoulli,

Ly(X) = (1 _fi_x)N“ /1 $X) 4.0,

ot (t, X) = 7% — % — k>0 Z’:‘f tk X* de telle sorte que
1., N+1_,
Iy X)=——X - ——X

et 1 1 Xxm

f— I —_ —_ LRI e — _— [

R(X)= > (2" (=m)+ 1+ 5+ + —)C(=m)) "
m>1
impair
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Suivant [26] et [27], & tout fibré vectoriel holomorphe E sur une variété complexe on attache
une classe caractéristique R(FE) dans la cohomologie paire de cette variété, définie unique-
ment par les conditions suivantes : R commute & 1’image inverse, est additive dans les suites
exactes courtes et, pour tout fibré en droites L, vérifie

R(L) = R(c1(L)).

Munissons le fibré tangent TPV de la métrique hermitienne héritée de la suite exacte
courte
En: 00— 0 — 010+ 5 PN 0.

Par le théoréme de Riemann-Roch arithmétique on a (cf. [27])

deg(A(O(n)). hq)) = ((ch(O[) TATPY) — a(eh(O(n)c) TATRY) R(TBY) ) [BV]).
(4.2.22)

Notons 7 = ¢1(0(1)) et w = wrs = c1(||-loq))- Par [26] § 2.2, utilisant la suite £y, on
trouve :

ch(O(n)) = exp(nZ),

TA(TPY) = Td@)V ! + o(Td(En)
=Td@"" + a(ly(w))
(ou ﬁ(é’ ~n) est la classe caractéristique secondaire de Bott-Chern associée a Ey ; cf. [12]),
ch(O(n)c) = exp(nw),
TA(TPY) = Td(w)

et
R(TP{) = (N + 1)R(w).

Injectant tout ceci dans (4.2.22) puis dans (4.2.21), utilisant qu’on a
@LPY) =ov €Q

et, pour tout 0 <k < N,
@ Ha(@h).[PY]) = (a@") [BY]) = 5 € @

on trouve le résultat souhaité; remarquons notamment, d’une part, que d/eTg(/\(O(n)), hq)
est un polynome en n dont les deux termes de plus haut degré, provenant uniquement du
produit ch(O(n))Td(TPY), sont donnés par

(N 1)1+ (N 4+ 1)/2. 08 (NDRVHLPY] = 2 S

compensant ainsi certains des termes donnés par (4.2.7) et (4.2.9) et, d’autre part, que le
terme en log N! présent dans (4.2.21) compense exactement celui fourni par (4.2.17). O
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Exemple 4.2.6 Pour N =1on a

la différence entre h(™(P!) et Pexpression donnée ci-dessus prenant les valeurs suivantes :

pour n=1: 0,1549979...
n =10 : 0,0200684 ...
n =100 : 0,0020753...
n = 1000 : 0,0002082... .

Par ailleurs, par le théoréme de Riemann-Roch arithmétique, on a, avec les notations de la
démonstration du corollaire :

— n?
deg(\(Op1 (n)), hq)) = (((1 e+ TE) (1 + Sa 1

[\V]

n
4
d’ou 'on déduit

n—oo 2 3

T(P(C),0(m) = inlogn + ¢'(0)n + ~logn + (% +¢'(0) +2<’<—1)) + oY),

Exemple 4.2.7 Pour N =2 on a

n n—i

) (p2) 2410~
) = 1> S XL

zO]O

5 1, 15 1 1, \
= 2 “n?l =2 log2+ =¢'(0
nSeo 247 togmosm <16 7log2+5¢(0) )

7 85 3 3 3,
+ gnlogn + <_48 ~1 log 2 + 5{'(0) — —C (—1)) n
7
+ % logn + (i_ﬁ - %logQ +¢'(0) — —C (-1)+ iC'(—2))

+ O™,
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la différence entre h(™) (P?) et Iexpression donnée ci-dessus prenant les valeurs suivantes :

pour n=1: 0,2427951...
n =10 : 0,0291442...
n =100 : 0,0029666 ...
n = 1000 : 0,0002971... .

Par ailleurs, par le théoreme de Riemann-Roch arithmétique, on a

— ’I’L2 n3
deg(A\(Op2(n)), hg)) = (((1 i+ 4+ T3)(1+ 58+ 7582 +a((1+ 3 ) (—~w)))

= 25—4713 + %nQ + (% - 3C'(—1)> n + (E - gC'(—l))

d’ou I'on déduit

TE(0),000) = 21D () - TN Opelo)) o)) + (" § ) g2

1
= §n210gn +  (0).n? + anogn

n—oo

+ (g+3¢'(0)+3c'(—1))n by logn

+ (%Jrzg'm)+gc'(—1)+%g'(—2)> L O

Le lecteur intéressé pourra aussi consulter [66] qui contient des calculs trés proches de
ceux effectués ici. Mieux, on pourra trouver dans [35] 'expression de la torsion analytique
pour les fibrés vectoriels hermitiens sur les espaces symétriques en toute généralité.

4.2.3 Hauteurs d’un sous-espace linéaire d’un espace projectif

Soient E un Og-fibré vectoriel hermitien de rang N + 1, Pg = Proj(Sym E) l'espace
projectif associé &4 E muni des structures & Iinfini définies au paragraphe 1.4.2 et A un
sous-espace linéaire de Pg de codimension N — M. Par définition d’un sous-espace linéaire,
il existe une suite exacte courte de Og-fibrés vectoriels

0—F —FE—Q—0

avecrg FF =N — M, rg@Q = M + 1 et telle que A soit défini par 1’idéal homogéne F.Sym E
de Sym E. On a alors un isomorphisme naturel de schémas

A = Pg (4.2.23)
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et pour tout n > 0 un diagramme commutatif naturel

0 —— FSY'E —— S"E — S"Q — 0

- - al-

0 —— TI'(Pg,37A0(n)) —— T'(Pg,O(n)) festr, I'(A,O(n)|]a) —— 0.

Proposition 4.2.8 Sous ces hypothéses, on a

n+M\—— 1/n+M n+ N 1/n+M n+ M
h(")(A):ng\Z)—i—(M_}_l)degQ—i—i( M >log< N )—5( M )log( M )

n M\—— 1 M N)... M +1
=77§w)+(n+ 1>degQ+ <n+ >log(n+ )---(n+M+1)

M + 2\ M N...(M+1)

ou, conformément au paragraphe précédent, on a posé 775\2) = () (PM),

DEMONSTRATION : Quitte & remplacer K par une extension finie, on peut supposer
que @ est libre (par [43] ch. 1 lemme 1.5, il suffit de montrer que tout idéal de Ok devient
principal dans une extension convenable ; ceci peut se démontrer élémentairement, mais on
peut aussi remarquer qu’il s’agit d’une propriété bien connue du corps de classes de Hilbert).
Le choix d’une base de @ détermine alors un isomorphisme (non canonique)

q:O;\(/H1 = Q.

Notons alors 1), I'isomorphisme naturel de T'(PM™, O(n)) sur S*(OX ™) et considérons I’ap-
plication composée

T(PM,0(n)) —22s sr(OMH) 20, gng 90y TR, O(n)|s)

(chacune de ces fleches étant un isomorphisme sur les Ox-modules sous-jacents), ou l'on
a muni T(PM, O(n)) des normes L*(PM), S*(OX ™) des normes puissance symétrique des
normes standard, S™Q des normes puissance symétrique des normes quotient de celles de
E et T(A,O(n),) des normes quotient des normes L?(Pg) sur I'(Pg, O(n)). Par définition
on a

deg (P, 0(n)) = 1y

Par ailleurs, par le lemme 1.3.4, pour tout plongement o de K dans C, (1,), est une
1/2 . — .
("LM) / , tandis que (@), est obtenue par passage au quotient de
(n—I—N)_l/

N

similitude de rapport

. .. 2 N P
(¢n)s qui est une similtude de rapport , donc est de méme. On en déduit

h(/\maan) _ %(n LM) log (n LM>

h(/\max@) :_%<nLM> log (n;N)
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D’autre part le lemme 1.4.1 donne

WA ) = degO)l T — degQ = —degQ

d’ou, par le lemme 4.2.10 ci-apres,

h(/\maX an) - _ (’;lw‘:_]\{) degQ

Une nouvelle utilisation du lemme 1.4.1 donne alors
—_— —_——~—————— max max max ___
degT(A,O(n)[a) = deg T(PM,0(n)) —h(\ "~ n) —R(\ ~ S"0) —h(/\ ~ &n),

ce qu'’il fallait démontrer. O

Remarque 4.2.9 Par la proposition 4.2.3, le terme principal du développement asympto-
tique des hauteurs 2" (A) est donc

oM +d/f%§ M+1
(M +1)! '

On retrouve ainsi, au moyen du théoréme 3.1.16 (un sous-espace linéaire est évidemment
«génériquement lisse avec multiplicité»), le fait bien connu que la hauteur du cycle associé
a A est

haay([A)) = ou + degQ.

Lemme 4.2.10 Soient E et F deuz O -fibrés vectoriels hermitiens de méme rang M + 1
et p: Ex = Fg un isomorphisme de K -espaces vectoriels. Alors pour tout entier n on a

h(/\max 1) — (';lw‘:_]\{)h(/\max 0.

DEMONSTRATION : Il suffit de montrer que pour toute place v (finie ou infinie) et pour
tout K,-isomorphisme 1 : E, — F, on a

LA™ smply = | A" ) ).

Pour ce faire, au moyen de la théorie des diviseurs élémentaires (si v est finie) ou de la théorie
des valeurs caractéristiques (si v est infinie), on se raméne au cas ot E, = F, = KM+! et
ou 1 est donnée par une matrice diagonale Diag(Ag, ..., Ay ). Alors S™p est donnée par
la matrice diagonale dont les termes sont les mondmes de degré n en les A;. Si 'on fait le
produit de tous ces monomes, chaque A; apparait avec multiplicité ("LM ) = (?\}'ﬁ), ce
qu’il fallait démontrer. O

M+1
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4.3 Hauteurs d’un sous-schéma réunion de deux sous-espaces
linéaires

On commence par établir quelques lemmes qui s’inscrivent dans la lignée des résultats
de la section 1.2.

Lemme 4.3.1 Soient E un espace hermitien et A un sous-espace de E. Pour tout entier
n > 1, la puissance symétriqgue S™A s’identifie naturellement a un sous-espace de S"™E.
Alors la projection orthogonale sur S™A est la puissance symétrique n-iéme de la projection
orthogonale sur A :

psna = S"pa.

DEMONSTRATION : On a clairement S"p4(x) = z si = appartient & S™A et S"p4(y) =0
si y appartient & (A1.S"1E) = ker psn 4, ce qu'il fallait démontrer. O

Lemme 4.3.2 Soient E un espace hermitien et A et B deuz sous-espaces de E. Notons

p1 <o+ < ldim A

les valeurs caractéristiques de la projection pgla de A sur B, comptées avec leurs multipli-
cités. Alors, pour tout entier n > 1, les valeurs caractéristiques (avec multiplicités) de la
projection pgnp|sna sont exactement les monomes de degré n en les ;.

DEMONSTRATION : Cela résulte du lemme précédent et du calcul des valeurs caracté-

ristiques d’une puissance symétrique. O

Si m est un entier, on définit maintenant une série formelle P,, en m indéterminées par
la formule suivante :

Po(X1,...,Xm) = 11 (1—X> . Xam)-1
(a1,...,am ) ENT™ {0} (431)
= Z Pm(n1, .., ng) X7 X m
nl,...,nmzo
ol Py (N1, . .., Ny, est le nombre de décompositions du m-uplet (n1, ..., n,,) en somme de m-

uplets d’entiers non tous nuls. Par exemple pour m = 1, p1(n) est le nombre de partitions de
Pentier n (cf. [32] ch. XIX). Remarquons aussi que sim’ > mon a Py (X1,...,X5,0,...,0) =
P, (X1,...,Xm). On notera donc plus simplement P(X1,...,X,,) cette quantité.

Soient alors FE un espace hermitien et A et B deux sous-espaces de E. Notons 74,73, S, t
et A1 < -+ < A (avec multiplicités m, ..., me) les invariants du triplet (E, A, B) et posons
m =mji + -+ + me. Pour tout entier n posons

d™ = dgna snp,

la mesure d’orthogonalité des sous-espaces S™A et S™B de S™E, comme définie par (1.2.4).
Enfin soit € un réel dans 'intervalle ouvert A, 1[.
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Proposition 4.3.3 Sous ces hypothéses, il existe des réels cg,cy,--.,ci—1 tels qu’on ait le
développement asymptotique

log d™ = q_n '+ tentc+ O(e")
n—0o0
(rappelons que t = dim AN B). En outre on a

Cio1 = — log P(A2,.., A2, 02,0 02).
——— ——

my fois me fois

2.t — 1)

DEMONSTRATION : Par définition des invariants on a rg pp|4 = rgpa|p = m—+t. Notons
Vl,...,Vm+t les valeurs caractéristiques non nulles de pp|4 (ou de p4|p) comptées avec leurs
multiplicités. Autrement dit

vi=Ai st miteo4miai<j<mit+---+m
et
vi=1 si m<j<m-+t.

Par le lemme précédent, les valeurs caractéristiques non nulles de pgn 4| sn» g sont les mondmes
en les v;. Par le corollaire 1.2.18, on trouve alors

1
log d™ = 3 Z log(1 — (V.. vpmtt)?)
ai+-tam4t=n
a4+, >0

> (”_“”‘1)log<1—<uf1...ufnm)2>

t—1
0<a=a1++amp<n

:Sn_gn

1
2

avec

1 n—a+t—1 o
S, = 3 Z ( >log(1—(1/1a1...l/mm)2)

t—1
a=a1+-+am>0
et

1 n—a+t—1
&, = 3 Z ( >log(1 — W pem)?),

t—1
a=a1+-t+am>n

Utilisant le fait que les log(1 — (v ...v%m)2) décroissent en (A¢)* on obtient 'estimation
En = O(€™). On termine alors la démonstration on décomposant les coefficients bindémiaux

("_?flt_l) intervenant dans l’expression de S,, suivant les puissances de n et en regroupant
les termes de fagon & exprimer S, comme un polynéme en 7. O

Théoréme 4.3.4 Soient E un O -fibré vectoriel hermitien de rang N +1 et Ay (resp. As)
un sous-espace linéaire de Pg de codimension N — My (resp. N — My), donc de dimension
générique My (resp. Ms). Notons M la dimension générique de Ay N As (en convenant que
le schéma vide est de dimension strictement négative). Notons aussi

0—F —F—Q1—0 e 0—Fy—FE—Qs—0
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les suites exactes courtes de Ox-modules projectifs définissant A1 et Ay. Alors il existe
€ €]0,1] et des réels cy, ... ,cpr tels qu'on ait le développement asymptotique

R (A1 U Ag) + R (A N Ag) — R (A)) — B (A) = eun™ 4+ e+ O(e).

En particulier on a

em =~ 2M| Z 10%P>\1aa >‘1m ’\gaa’ ’\zw")

o:K—C g
mi,e fozs Meg,o fO1S

ou les N, (avec multiplicités m; 5) sont les valeurs caractéristiques différentes de 0 et de 1
des projections pr, ,|r,, dans E;.

Enfin, pour tout entier n > 1, on a h(™ (A; U Ay) + (™ (A; N Ag) — M (Ay) — M (Ag) =0
si et seulement si pour tout o les sous-espaces linéaires A1 5(C) et Ay »(C) de Pgo(C) sont
orthogonauz (au sens large).

DEMONSTRATION : Au moyen des structures hermitiennes on identifie I'(A1, O(n)|a, ) s
et I'(A2, O(n)|a,)o & des sous-espaces de I'(Pg, O(n))q, et Q1,» et Q2,, & des sous-espaces de
E,. Puisque 'application naturelle S"E, — I'(Pg, O(n)), est une similitude, les triplets

(F(PEa O(n))m F(Al’ O(n)|A1 )Ua F(AZa O(n) |A2)U)

et
(SnEaa San,oa SnQ2,a)

ont mémes invariants. Alors le théoréme résulte de la proposition 2.3.8, du corollaire 1.2.20,
de la proposition précédente, et du fait que (A1 N A2)x est le sous-espace linéaire de (Pg)x
défini par le sous-espace (F; +Fy) i de Ek, de telle sorte que (Q1,,NQ2,) = (Fi o+ F2 )t C
E,, est bien de dimension M + 1. O

Rappelons que si X est une variété arithmétique et % un sous-schéma de la fibre géné-
rique Xk, on note ¥ I'adhérence schématique de 3 dans X. Alors :

Corollaire 4.3.5 Soient E un Og-fibré vectoriel hermitien de rang N +1 et A1 (resp. Ag)
un sous-espace linéaire de la fibre générique (Pg)k de codimension N — M (resp. N — M),
donc de dimension My (resp. My). Notons M la dimension du sous-espace linéaire A1 N Ao
de (Pg)k. Notons aussi @1,...,p, les points fermés de Spec Ok images de composantes
essentielles verticales de (A1) N (Ag). Pouri € {1,...,r} notons q; = #k(gp;) le cardinal du
corps résiduel en @; et d; la dimension de la fibre (A1) N (A2)),,. Alors il existe un réel
e €]0,1[, un polynéme Q de degré inférieur ou égal ¢ M a coefficients réels et, pour tout
i€ {1,...,7}, un polynome numérique P; de degré inférieur ou égal a d; tels qu’on ait le
développement asymptotique

R (AL UA2) = h™ (A1) + 5 (As)
s

_h(n)(AlmA2)+Q(n) [KlQ]Z 5(n) log g; + O(€").

106



DEMONSTRATION : Le plus grand sous-schéma plat de ¥ = (A1) N (Az) est

H = ((A) N (A2))x = (A1) x N (A2)k
= A1 N As.

Le corollaire se démontre alors en insérant dans le théoréeme la définition des hauteurs de
sous-schémas de la fibre générique et en utilisant la remarque 2.3.10 relative & la décom-
position du sous-schéma 3 de X comme réunion de son plus grand sous-schéma plat H et
de sous-schémas primaires verticaux V;. Avec ces notations et compte tenu de la remarque
2.3.10, le corollaire est vérifié en prenant Q(n) = cyn™ + --- + ¢y le polynéme fourni
par le théoréme précédent, et P, = Py, — Py,v, ou Py (resp. Pg,y;) est le polynéme de
Hilbert-Samuel de V; (resp. HnV;) relativement & O(1). O

I1 convient d’essayer de donner une interprétation aux termes du développement asymp-
totique donné par le théoréme. On peut considérer que le terme A (A;)+h(™ (A3) constitue
d’une certaine fagon le terme principal du développement asymptotique de £ (A; U Ag) et
que le terme —h(™ (A N Ag) est un terme correctif naturel. Les autres termes, quant & eux,
peuvent s’interpréter comme mesurant une «dégénérescence» de l'intersection de A; et Ag.

Plus précisément, avec les choix faits & la fin de la démonstration du corollaire, chaque
terme ﬁPZ(n) log g; traduit la présence de composantes essentielles de ¥ = (A7) N (Ag)
supportées par sa fibre au-dessus de p;. Remarquons qu’a priori la seule borne dont on dis-
pose sur la dimension d; de X, est d; < max(M;, My) (cette inégalité résulte de la platitude
de A7 et Ay). Puisque par ailleurs, par les propositions 4.2.3 et 4.2.8, h{™(A; N Ay) est un
O(n™M*1), il n’est pas exclu qu'un des termes «de dégénérescence» ﬁ]’z(n) log ¢; puisse
apporter une contribution d’ordre égal ou supérieur & celle du terme correctif «naturel»
—h(n) (A1 N Ag). Une condition suffisante pour cela est que parmi les composantes essen-
tielles de ¥ apparaissant aux places finies, il y en ait une qui ne soit pas immergée. Si en
outre la hauteur (usuelle) hm([Al N Ag]) du cycle [A; N Ag] est non nulle, cette condition
suffisante est aussi nécessaire.

Quant au terme Q(n), comme cela résulte des constructions, il traduit le défaut d’ortho-
gonalité des sous-espaces linéaires A; ,(C) et Ay ;(C) de Pg 4(C). II est tentant de vouloir
attribuer & ce terme une signification géométrique analogue a celle des termes de dégénéres-
cence précédents, c’est-a-dire de considérer ce défaut d’orthogonalité comme une dégénéres-
cence de I'intersection de A; et Ay aux places infinies. Plus précisément, il est frappant de
remarquer que cette contribution archimédienne en O(n™) est du méme ordre de grandeur
que celle qu’apporterait une composante essentielle immergée de (A1) N (As).

Voici un dernier corollaire qui constitue une généralisation (dans un cas singulier) du
théoréeme 3.1.16.

Corollaire 4.3.6 Soient E un Og-fibré vectoriel hermitien et A1 et Ay deuz sous-espaces
linéaires de Pg. Notons d + 1 la dimension (absolue) du sous-schéma réunion A1 U Ao de
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Pg. Notons [A1 U Ag] le cycle de dimension mazimale associé a A1 U Ag, ie.

[A1] + [Az] st dimA; =dimAs =d+1 et A1 # Ao,
[A1 U AQ] = [Az] si dimA; =d+ 1> dimAs_;,
[Al] ) A1 = AQ.

Alors pour tout entier r > 1 les hauteurs du sous-schéma A1 U Ay admettent un développe-
ment asymptotique de la forme

B(™ (A1 UA) = ad+1nd+1 + bgnlogn + agn® + bg_1n®tlogn + - -- + by logn + ag +

—00

+e_in t4eon 4 den T+OMTTY

avec en particulier

(E(OM)HLIAL UAy))  hom (A1 U Az)
(

d+1)! B (d+1)!

ad4+1 =

DEMONSTRATION : Cela résulte directement du théoréme, compte tenu des propositions
4.2.3 et 4.2.8. O
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Chapitre 5

Sous-schéma de dimension
générique nulle d’un espace
projectif

Dans toute cette partie, on se donne K un corps de nombres, O 'anneau des entiers
de K, E un Ok-fibré hermitien localement libre de rang N + 1, Py = Proj Symy, FE

Pespace projectif des quotients de E localement libres de rang 1, et O(1) le faisceau en
droites universel sur Pr muni des métriques de Fubini-Study.

Notre objectif est de donner un développement asymptotique des hauteurs d’un sous-
schéma . de Pg, plat de dimension relative nulle sur la base S = Spec Og.

5.1 Résultats et définitions préliminaires

5.1.1 Décomposition du sous-schéma en réunion de sous-schémas dont le
support est une section

Soit ¥ un sous-schéma, fermé de Pg, plat de dimension relative O sur Spec Ok . Le schéma,
¥ est projectif et quasi-fini sur Spec Ok, donc fini ([EGA] III 4.4.2), donc affine ([EGA] II
6.1.4), i.e. ¥ = Spec A ou A =T'(%,Oyx). L’anneau A est fini et plat sur Og. Le polynéme
de Hilbert de ¥ relativement & O(1) est alors constant, égal & la longueur

l= ISox (A)

de .
Fixons un plongement K < K de K dans sa cloture algébrique. Soient

Ply---yPe E]PE(K)

les points géométriques de la fibre générique de Y. On supposera dans ce paragraphe que
les points p1,...,p. sont définis sur K.
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Algébriquement, les points pi,...,p. correspondent aux idéaux premiers (maximaux)
My,..., M. de Ak. Ainsi, pour tout ¢ € {1,...,e}, le localisé ¥, est le spectre de "anneau
local Ak on;, qui est une K-algebre de dimension finie. Pour tout entier ¢, on définit la
longueur (sur K) du t-iéme jet de ¥ en p; comme étant P’entier

Tep: = Ttp;(3) = dimg M /MM

En particulier ¢ p, (3) = 0 si ¢ est assez grand.

On définit la multiplicité de ¥ en p; comme étant 1’entier

myp, = dimg Ag,om; = § :Tt,pi'
t

Ainsi on a la relation

1=1g(2) = my, =Y rip,.
i it

Notons Pi,..., P, les fermetures dans Py (ou, ce qui revient au méme, dans ¥) de
P1,- -, Pe, TESpectivement, et décrivons comment ceci se traduit algébriquement.

Comme tout anneau artinien, Ax se décompose en produit de ses localisés :
[
AK = H AK,WL;
=1

et, par hypothése, pour tout ¢ € {1...e}, le point p; de la fibre générique de ¥ est un
schéma affine d’anneau Ag /9; ~ K. Notons

p; = ker(A — A /M)
I'idéal premier de A relevant 9;, de telle sorte qu'on a des identifications naturelles

Ag.m; = Ag,
et

Alors la fermeture P; de p; dans 3 = Spec A est le sous-schéma fermé défini par ;. Autre-
ment dit, P; est un schéma affine d’anneau A/g; ; on a en outre un isomorphisme canonique
A/ ~ Ok (ceci résulte du fait que A/p; est un sous-anneau de Ay, /p; A, ~ K et est fini

sur Ok). Ainsi P, ..., P, sont les images de sections Spec Ox — Pg.
Le lemme suivant montre que g1,...,pe sont les idéaux premiers minimaux de A;
autrement dit Pp,..., P, sont les supports des composantes irréductibles de X, de telle

sorte que le cycle associé a 3 est

%)= 3" my, [P] € Z1(Pr).
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Lemme 5.1.1 Soient K un corps, R un anneau intégre noethérien de corps de fractions K,
et A un anneau fini et plat sur R. Alors un idéal premier de A est minimal si et seulement
s’il est au-dessus de l’idéal nul de R. Autrement dit, les idéaux premiers minimauz de A
s’identifient naturellement auz idéauz premiers (mazximauz) de l'anneau artinien Ag.

DEMONSTRATION : Soit 4 : R — A le morphisme canonique. Soit z € R non nul.
Comme R est intégre, la multiplication par z est injective dans R donc, puisque A est
plat sur R, elle est injective dans A. Ceci implique que 7 est une injection. On peut alors
appliquer le premier théoréeme de Cohen-Seidenberg ([41] th 9.3.ii, ou [55] ch III prn 2), qui
implique que tout idéal premier de A au-dessus de I'idéal nul de R est minimal. Inversement,
soit g un idéal premier minimal de A. Alors g est un idéal premier associé du A-module
A ([41] th 6.5.iii), i.e. il existe a € A non nul tel que p = Anng(a). En particulier, si
T € p N R, la multiplication par x n’est pas injective sur A. Ceci implique z = 0, ce qu’il
fallait démontrer. O

Enfin on notera £ la fermeture dans ¥ du localisé ¥p;- Le schéma () est fini et plat
sur Spec Ok et son support est P;.

Algébriquement, (%) est le sous-schéma fermé de ¥ = Spec A défini par le noyau du
morphisme
Autrement dit, (9 est un schéma affine d’anneau A®, ot A est I'image de A dans Ag,-

On obtient ainsi une décomposition de ¥ comme réunion schématique des () :

Y= U »),

i=1...e

5.1.2 Meétrisation des cones tangents

On fera dans ce paragraphe 1’hypothése supplémentaire que le support de 3 est I'image
P d’une section de Spec Ok dans Pg (par exemple, ¥ est I'un des () introduits dans le
paragraphe précédent).

Soient Jpx et Jpp, les faisceaux d’idéaux définissant P comme sous-schéma, fermé de
Y et de Pg, respectivement. Si t est assez grand, on a 33372 =0.

Le schéma P étant affine d’anneau I'(P, Op) = I'(Pg, Op,/Ipp,) = Ok, on confondra
indifféremment faisceaux cohérents sur P et Ox-modules de type fini.

On définit les cones tangents en P & ¥ et & Pg respectivement comme les P-schémas
affines

Cp% = Spec EB (P, 533,2/3?:21)
>0
et
CpPy = Spec PT(P, Tpp el IoE,)-
>0

On utilisera le lemme suivant, qui est en fait une conséquence de la lissité des espaces
projectifs le long de leurs sections.
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Lemme 5.1.2 Soient S un schéma noethérien et € un fibré vectoriel sur S. Notons P =
Proj Symp E. Soient P limage schématique d’une section S —> IF’ et Jpp le faisceau
d’idéauz définissant P. Alors pour tout entier t, le S-faisceau Jt IF,/ P est localement libre,
et on a un isomorphisme naturel

jltP,IP/ 3’?}; = Symzos jP,lP’/ 7?9,1?-

DEMONSTRATION : Le résultat & prouver étant local sur S, on peut supposer que & est
le fibré trivial de rang N + 1. En recouvrant PV par des ouverts principaux, on se raméne
au cas oll P est I"image de la section nulle de I'espace affine AV, et alors le résultat est
évident. O

En outre, on remarquera que, par [EGA] IV.17.2.5.1, J p,pE/SQRPE s’identifie naturel-
lement a Q]%,,E /0K| p, la fibre en P du faisceau des différentielles de Pr. Pour alléger les
notations, on notera 2 le Og-module

Q=T(P,%,/0,|P)-

Si o est un plongement de K dans C, €2, est ’espace cotangent & la variété complexe
(Pg)s(C) en P,. Il peut donc étre muni du produit scalaire hermitien défini par la structure
kihlérienne sur (Pg),(C). Ceci définit sur 2 une structure de Ox-module hermitien, noté
Q.

Compte tenu du lemme précédent, on peut faire I'identification

1
et munir J}’PE / J?II;E des métriques puissance symétrique induites. On obtient ainsi un fibré
vectoriel hermitien 3%, / j?LI;E sur P.

On munit alors 3 Py / 3“’1 des métriques quotient induites par la surjection

1 1
PPE/j?_PE 2/3t+

Définition 5.1.3 Avec les conventions précédentes, la hauteur (normalisée) du cone tan-
gent a X en P est

h(CpE) =Y degl(P,3b 5 /3H1).
>0

5.2 Enoncé du théoreme

On revient maintenant & la situation générale : 3 est un sous-schéma fermé de Pg plat
de dimension relative nulle sur Spec Ok. Fixons un plongement K — K de K dans sa
cloture algébrique. Soient

P1y---,Pe € ]P)E(F)
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les points géométriques de la fibre générique de 3.

Il existe une extension finie L de K telle que les points p1,...,p. soient définis sur L.
On peut alors utiliser les notations du paragraphe 5.1.1 pour le sous-schéma Yo, de Pg o,
déduit de 3 par extension de I'anneau de base. Remarquons déja que les entiers

mp; = mp,(Xo,) = mpi(zof)
et
Tt = Tepi(B0,) = rep;(Zog)
ne dépendent pas du choix de L.
Le schéma Yo, est réunion schématique

_ (%)
Yo, = | Zo,
i=1...e
des fermetures des localisés de sa fibre générique. Les supports des ZOS)
posantes irréductibles P; du support de Xp,, qui sont donc par hypothese les images de
sections de SpecOf.

sont les com-

On peut alors appliquer les constructions du paragraphe 5.1.2 et munir les cones tangents
(i) o
C’pZOL de structures hermitiennes.

2

()

Remarque 5.2.1 On prendra bien garde a ne pas confondre CpiEOL avec le cone tangent
Cp,Xp, de Yo, le long de P;. En effet, bien qu’ils coincident sur la fibre générique, le
premier est en général seulement un sous-schéma fermé du second.

On vérifie facilement que la quantité

h(Cior %) Zh CrZe

ne dépend pas du choix de L. On Iappelle hauteur (normalisée, sur K) du cone tangent

total de 3.
Notons enfin ¥p, =[], EO(LZ) le schéma réunion disjointe des ZO(LZ) et v: Yo, — Yoy
le morphisme naturel. On vérifie aisément que v induit un isomorphisme naturel (X, ) =

—~—réd .
Y1 et, par ailleurs, que EoLre est la normalisation de E?Si. En particulier, (’)EOL est
naturellement un sous-faisceau d’anneaux de v, 02’5 , et ces deux objets sont égaux sur la
L
fibre générique ; autrement dit, 1/*02’]'(;-’ / OZoL est un faisceau de torsion sur Xp, .
L

On vérifie aisément que le réel

ramif'%8 (¥) = log #T'(Zo,, 1Og5 /050, )

L:qQ Q]

ne dépend pas du choix de L. On 'appellera ramification logarithmique normalisée de 2.
(sur K).

On peut alors énoncer le
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Théoréme 5.2.2 Soit 32 un sous-schéma fermé de Pg plat de dimension relative nulle et
de longueur [ sur Spec Ok . Alors, avec les notations précédentes, les hauteurs (normalisées)
du sous-schéma X admettent le développement asymptotique

RM(E) = an + blogn + ¢ + On™)

n—oo

ou

o = o) = T )
b = Eizt(N—{-t).’l‘t,pi = E.N—i—i;t.ﬂg,pi

et

l 1
¢ = h(Ciy¥) — ramifl®s (%) — §logN! — Ezrt,prbgt!'
it

Indiquons les grandes lignes de la démonstration du théoreme. Les hauteurs de sous-
schémas étant invariantes par extension de ’anneau de base, on peut supposer que les points
géométriques p1, .. .,p. de ¥ sont définis sur K, de telle sorte que h(Cypt ) = 3, h(Cp,E®)
et ramifl°8 () = m log #I'(%, v.05 /Ox).

Le morphisme
v:5=[]3% —-s=Jz0
% %

induit un morphisme de Og-modules

I'(%,0(n)]x) —>@T n)lsw) = T(Z,1°0(n))

obtenu en prenant la somme directe des morphismes de restriction.

Par construction, si I'on se restreint & la fibre générique, la réunion
— (Z
k=[] = S,
i=1...e i=1l...e

est disjointe, de telle sorte que le morphisme 4, x est un isomorphisme de K-espaces vec-
toriels.

Par le lemme 1.4.1 on peut donc écrire
K (S) = degl'(3, 0<n>|z)
1
= Z degT(Z0, 0(n)l0) + gy (D108 [Wnllo + > _log nllo),  (5:2.1)
p o

ou p parcourt les idéaux premiers de Ok et o parcourt les plongements de K dans C.

Compte tenu de la définition des hauteurs de sous-schémas, on a

degl'(%0), O(n)|5)) = B (2).
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Ainsi, pour démontrer le théoréme 5.2.2, il suffit, d’'une part de savoir le démontrer pour les
»@, ou, plus généralement, de savoir démontrer le théoreme sous ’hypothése supplémen-
taire que le support de ¥ est une section, ce qui fait I’objet de la proposition 5.2.3 ; d’autre
part, de savoir estimer les normes de 1, (ou, en fait, certaines de leurs sommes) aux places
finies et infinies, ce qui fait 'objet des propositions 5.2.4 et 5.2.5.

Proposition 5.2.3 Sous les hypothéses du théoréme 5.2.2, si l’on suppose en outre que le
support de X est une section P de Spec Ok, les hauteurs schématiques de ¥ admetient le
développement asymptotique

R(S) = an + blogn + ¢ + O(n™Y)

1 l 1
= — N . == _.N - .
b 5 Et (N +1t).rp 5 +2 Et t.ryp
et
l 1
¢ = h(CpX) — ilogN! -3 Et re,p. logtl.

Proposition 5.2.4 Avec les notations introduites aprés I’énoncé du théoréme 5.2.2, on a,
pour tout idéal premier p de Ok :

log ||¢n||p = _log#(V*OE/OE)p-

En particulier, cette quantité est nulle pour presque tout p.

Proposition 5.2.5 Avec les notations précédentes, il existe un réel e < 1 tel que, pour tout
o, on ait
log|[¢hnlle = O(").

— 00

Compte tenu de (5.2.1), on vérifie bien que ces propositions impliquent le théoréme
5.2.2. La démonstration de ces trois propositions fait I'objet des deux sections suivantes.

5.3 Cas ou le support est une section

Le but de cette partie est de démontrer la proposition 5.2.3.

5.3.1 Filtration

On suppose ici que le support de ¥ est un sous-schéma P, image d’une section de
Spec Ok dans Pg. Cette section détermine un sous-fibré F' de E, localement libre de rang
N, et tel que E/F soit localement libre de rang 1.

Si n est un entier assez grand, on munit les modules I'(Z, O(n)|x) et I'(Pg, O(n)) des
filtrations
FillT(S, O(n)]s) = T(%, 350(n) )
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et
Fil'T(Pg, O(n)) = T'(Pg, 3%0(n)).

Les gradués associés gr- seront munis des métriques de sous-quotients (on remarquera que,
par transitivité des métriques de sous-quotients lors du passage a des sous-quotients emboi-
tés, puisque le Og-module I'(Z, O(n)|x) est déja muni des métriques quotient de celles de
['(Pg,O(n)), on peut considérer indifféremment Fil'T'(3, O(n)|y) comme un sous-quotient
de T'(Z,O(n)|x) ou de T'(Pg, O(n))).

Avec les notations de la partie précédente, puisque le schéma X est affine et que le fibré
O(1) est inversible, on a

r(8) = 11,p(2) = 180, gr'T (S, O(n)]5).
Cette derniere quantité ne dépend donc pas de n.

Lemme 5.3.1 On a

KO(E) = Y deg (97T (S, O()l)) -

>0
DEMONSTRATION : C’est une conséquence immédiate de la définition des hauteurs des
sous-schémas, et de ’additivité du degré arakelovien. 0
5.3.2 Un théoréme de presque-isométrie
Pour tout ¢ on a une surjection naturelle
gr'T(Pg,O(n)) — gr'T(%, O(n)|s).

On note K;(n) le noyau de cette surjection, et on munit gr'T'(Pg, O(n))/Ki(n) des métriques
quotient. Ainsi on a un isomorphisme de Og-modules projectifs de type fini

B gr'T (P, O(n))/Ki(n) — gr'T(,0(n)]x)

qui n’est en général pas isométrique.

On a alors

deg (9T (S, 0()]y))
1

= deg (9T, OW)/Ki(0)) — g 2 loglldet fudlle: (33.1)
) 0:K—C

On se propose maintenant d’estimer ces || det 3, 4||,. Ayant fixé un plongement o de K
dans C, on obtient un probléme purement archimédien. On pourra donc supposer que E
est un espace hermitien de dimension N + 1, que X est un sous-schéma fermé de ’espace
projectif complexe Pr dont le support est un point, et faire les constructions analogues a
celles qui précedent.
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Théoréme 5.3.2 Sous ces hypothéses, pour tout t fizé, on a quand n tend vers l'infini :
| det Byl =1 —O(n™H).

DEMONSTRATION : Soient A l'orthogonal de F' dans E (ou F est 'hyperplan de E
défini par P), et § un générateur unitaire de A. D’apres la proposition 1.3.5, ’espace A(n) =
I'(Pg, O(n)) admet une décomposition en somme directe orthogonale

1
) = @ A,

0<s<n
ou A(n)s est 'image de Papplication composée
S5F @ A®" 5 s S"E =5 A(n).

En outre, 1’égalité
1L

Fil'A(n) = @ An),
t<s<n

induit des identifications naturelles isométriques valables pour tout n assez grand

1
[(Pg, O(n))/T(Pg, 3 0(n)) = A(n)/Fil"t A(n) = €D A(n),
0<s<t
et
A(n)s = gr°’T(Pg, O(n)).
On note

IE(TL) = F(PE,jEO(n)) C A(n)

Posons alors
Hy = A(n) / (Fil!A(n) N Is(n)) + Filt™ A(n))
Yy = FiltA(n) / (FiltA(n) N Ix(n)) + Filt*1 A(n))
Zo = A(n) | Fil'A(n) = (Fil'A(n))*
To = (Ig(n) + Fil'** A(n)) / ((Fil'A(n) N Is(n)) + Fil'*t A(n)).

On a ainsi par construction

1L
Hy=Yy® %
et
ToNYy ZZ{O}.
En outre, on a des isomorphismes isométriques naturels
gr'T(Pp, O(n))/Ki(n) = Yo
et

gr'T(3,0(n)]s) = (Yo + To)/To.
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Ainsi la quantité || det 3, || & estimer est égale & la norme du déterminant de I'isomor-
phisme
Yo — (Yo + To)/To,

ou encore :
|| det IBnytH = dY07T0

ou dy; 1, est la norme du déterminant de 'isomorphisme
Yy x Ty = Yo+ Tp

défini dans la section 1.2.2.

Soit d un entier (qu’on fera ensuite tendre vers 'infini). De la méme fagon que précé-
demment, posons

Hy=A(n+d) / (Fil!'A(n + d) N Ig(n + d)) + Fil'*' A(n + d))

Y] = Fil!A(n +d) / (Fil'A(n + d) N Ig(n + d)) + Fil'* ' A(n + d))

Zy = A(n+d) | Fil'A(n+d)

Ty = (Is(n +d) + Fil' VY A(n + d)) / (Fil'A(n + d) N Ix(n + d)) + Fil't1 A(n + d)),
et considérons ’application

QY : H() — H1

induite par I’application mses de multiplication par 6%¢ sur A(n).

L’application msea envoie A(n) dans A(n + d), préserve les filtrations de ces espaces et
envoie Ix(n) dans In,(n + d). En outre, elle envoie bijectivement I'(Pg, O(n) /341 O(n)) sur
I'(Pg, O(n +d)/35O(n + d)). Ceci implique que ¢ est bijective, et vérifie :
o(Yo) = Y1, o(Zo) = Z1, ¢(Tp) = T1-

L’espace Z; est somme directe orthogonale

0<s<t—1

de sous-espaces caractéristiques de mseq, de valeurs caractéristiques associées

_( (n+N).(n+N—-1)...(n—s+1) )1/2
ST \(n+d+N).(n+d+N—-1)...(n+d—s+1)

(cf. proposition 1.3.5). On remarque que la suite des \; est décroissante, de telle sorte qu’en
posant

4(,0 = At—la
on a
le(zo)ll = Gollzoll

pour tout zy € Zp.

Par ailleurs Y est un quotient de I’espace caractéristique A(n);, sur lequel mseq est une
similitude de rapport A;. Ainsi, en posant

Ny = )‘ta
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on a
le(wo)ll = npllyoll
pour tout yg € Y.

Les hypothéses de la proposition 1.2.28 sont toutes vérifiées, et ’on peut appliquer le
corollaire 1.2.29 et Pestimation (1.3.2) qui donnent

1/2. min(dim Y7,dim 77 )

-1
1> || det Bptapll = dviry > [ 1— (1 +’$g%> =...
©
, )\%_1 1\ 1/2.min(dimY7,dimT}) B
-z(l—(l—l—fio/\—%) ) d_:mol—O(d )
ce qu’il fallait démontrer. O

Remarque 5.3.3 Compte tenu de la proposition 1.2.21, on obtient un résultat plus fin :
pour t fixé, toutes les valeurs caractéristiques de (3, ; sont dans un intervalle de la forme
[1 — O(n™!),1] lorsque n tend vers l'infini. Ainsi on peut considérer d’une certaine fagon
que f3,; «tend» & devenir une isométrie.

On notera donc que, dans le cas particulier étudié ici, le théoréme constitue une version
considérablement renforcée de la proposition 3.1.14.

5.3.3 Conclusion

11 s’agit maintenant d’estimer le terme deggr'T' (P, O(n))/Ki(n) de la formule (5.3.1).

Proposition 5.3.4 On a

deggr'T'(Pg, O(n))/Ky(n)

deo r n+ N)!
= nrihgpy(P) + degD(P, 30 /35) + 5 - log ( e ) )

N'tl(n —t)!

ot j}z/ﬁgé, considéré comme Ok -module métrisé, est la t-ieme composante de l’algebre
b b
du cone tangent a 3 en P, munie des métriques utilisées dans la définition 5.1.8, et ou 74

est le rang de 3}72/3351:21.

DEMONSTRATION : Notons Q le @x-module hermitien

Q= QIIP’E/(’)K|P =T(P, jP,PE/jQP,PE)

muni & 'infini des produits scalaires hermitiens définis par la métrique kahlérienne sur le
fibré cotangent de Pg(C), comme cela a été indiqué dans le paragraphe 5.1.2.

Le schéma P étant affine et canoniquement isomorphe & Spec O, on considérera indif-
féremment tous les objets en jeu soit comme des faisceaux cohérents sur P, soit comme des
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Ogk-modules de type fini. On a alors des isomorphismes naturels valables pour tout entier
n assez grand :

r'T(Pg,0(n)) = Iop,/I5E, ® O(n)|p = S'Q® O(n)|p

et
gr'T(8,0(n)lx) = Ipx/Ip5 © O(n)|p

qui induisent un diagramme commutatif

0 —— Ki(n) —— gr'l(Pg,0(n)) —— gr'T(Z,0(n)ls) —— 0

- -
S'Q®O(n)|lp —— Jhby/THs @ O(n)lp —— 0
d’olt un isomorphisme (non isométrique en général)
g:9r'T(Pg, O(n))/Ki(n) = Ipx/Tis ® O(n)|p
induit par f. On en déduit 1’égalité
deggr'T (Pg, O(n)) /Ky (n)
= degF(P J}E/ﬁtﬂ ® O(n)) + Zlog || det gl|»

:Tt.EcEP(P,O(n))+<TeEP(P,JtP,E/ﬂt“ [K g Zlogndetgn,,

= n.r.hgy(P) + degT(P, 3 /IE) + Zlog | det g||o-

[KQ

Pour terminer la démonstration de la proposition, il faut calculer les || det g||,. Fixons
donc une place o, et munissons tous les objets des structures hermitiennes associées.

Le point P définit un hyperplan F de E, et on a un isomorphisme de C-espaces vectoriels
K T]?(CPE =0 = IP,PE/IIQD’PE ~FQ® O(—1)|P

Le terme de gauche de cet isomorphisme est muni du produit scalaire défini par la métrique
kahlérienne, tandis que le terme de droite est muni du produit scalaire induit par celui de
E et par la métrique de Fubini-Study.

Lemme 5.3.5 L’isomorphisme k est une isométrie.

DEMONSTRATION : Quitte & choisir une base orthonormale de E, on peut supposer que
Pg; est Iespace projectif standard PV . Par invariance du probléme sous les transformations
unitaires, on peut supposer que P est le point de coordonnées homogenes (1 : 0 : ... : 0).
Alors F ® O(—1)|p s’identifie & I'espace C¥ muni du produit scalaire canonique, tandis
que, si 'on note (dz;); les coordonnés sur CN, le produit scalaire sur T;;,CPE est donné

par la 2-forme 1/2m. 37, dz; A dzj. Compte tenu des conventions (1.1.5) et (1.1.6), ces deux
métriques sont égales. O
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Lemme 5.3.6 L’isomorphisme

f:gr'T(Pg,0(n)) = S'Q® O(n)|p

(o)™

DEMONSTRATION : On utilise la factorisation de f en

est une similitude de rapport

t —1
gr'T(Pg, O(n)) —— S'F @ O(n —1)|p S22, 510 @ O(n)|p.
o . (n+N)! \'?
Par la formule (1.3.1), la premiére fleche est une similitude de rapport m ,
1t(n —t)!

tandis que par le lemme précédent, S’k ® 1 est une isométrie, ce qui donne le résultat. [J

Terminons maintenant la démonstration de la proposition. La métrique sur 3},2 / 33;}% ®

O(n)|p étant la métrique quotient induite par 7, on trouve que g est définie par passage au
quotient de la similitude f. Ainsi g est une similitude de méme rapport, et on a

(n+ N)! >:rt.log( (n + N)! )

1
1 = . .1 VT — ) N'tl(n — )
og || det g]| 2 rg(g)- log (N!t!(n—t)! 2 Nt!(n —t)!

ce qu’il fallait démontrer. O

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition 5.2.3. En mettant bout & bout
le lemme 5.3.1, la formule (5.3.1), le théoréme 5.3.2 et la proposition 5.3.4, on trouve

WO () = 3 deg (97'T(E, O(n)s) )

>0
= > deg (9T (Pe, O(m)/Ke(m)) + O(n™")
>0

= Z (n.re.hgay(P) +

>0

— + N)!
+ degT (P, 3.5, /3H3) + . log ( n+ N)

5 !) +0(n™Y)).

Nt#l(n —t)!

En utilisant I’identité

log % = (N +1t).logn+O(n 1)

on trouve
R(S) = an + b.logn + ¢ +0(n ")

avec :
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a = Zrt.hm(P) = Lhggy(P) = hggy([ED),

t>0
1 ! 1
b = EZ(N‘i‘t).'rt = §.N+§Zt’rt
t>0 t>0
et
¢ = Y degl'(P,3}y/34L) — Z%log(N!t!)
t>0 t>0
1
= h(CpE) — élogN! — §Zrt.logt!.
t>0

Ceci démontre la proposition 5.2.3.

5.4 Déduction du cas général

5.4.1 FEtude aux places non-archimédiennes

On se propose ici de démontrer la proposition 5.2.4. On reprend donc les notations du
paragraphe 5.2 et on se donne p un point fermé de Spec Of.

Définition 5.4.1 On appelle anneau semi-local un anneau n’ayant qu’un nombre fini d’idé-
auz mazimauz. Un schéma X sera dit semi-local si X est le spectre d’un anneau semi-local.
1l revient au méme de dire que X est affine et n’a qu’un nombre fini de points fermeés.

Ainsi, tout schéma fini sur le spectre d’un anneau local est semi-local. En particulier,
Yp = X Qo Ok p est semi-local.

Proposition 5.4.2 Soit X un schéma semi-local. Alors tout fibré en droites L sur X est
trivial.

DEMONSTRATION : Notons z1,...,z, les points fermés de X. Par le théoréme chinois,
pour tout i, il existe f; € I'(X, Ox) telle que pour tout j, on ait f;j(z;) = é;; dans le corps
résiduel de ;. Par ailleurs, puisque X est affine, en tout point £ est engendré par ses sections
globales. Alors si [; est une section globale de £ engendrant £ en z;, | = z1ly + --- + z,l,
est une section globale de £ 1’engendrant en tout point. Ceci démontre que £ = Ox.l est
trivial. O

On est maintenant en mesure de prouver la proposition 5.2.4. Puisque X est affine sur
Spec Ok, pour tout fibré en droites £ sur 3, on a un isomorphisme naturel

L(%, L)p = (S, £),
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et il en est de méme pour ¥. Soit maintenant I une section de I'(3y,0(n)) qui trivialise
O(n) sur Zy. Alors v*[ trivialise v*O(n) sur %, et le diagramme suivant est commutatif :

T(Sy 05,) —2  T(5,,05)

lJ/ﬁ u*lJ/ﬁ
T(Sp, 0(n) "2 T(S,,1°0(n)).

Or 1) s’identifie canoniquement & I'injection naturelle Osx,, — V*in. Ainsi 9y p et Ppp
sont toutes deux injectives et ont des conoyaux isomorphes, de telle sorte que

lnlp = #(coker 9hnp) ™ = #(coker ¢hop) ! = # (105 / Ox)p 7,

ce qu'’il fallait démontrer.

5.4.2 Etude aux places archimédiennes

On se propose ici de démontrer la proposition 5.2.5. En fait, le probléme étant purement
archimédien, on va, démontrer le résultat suivant, un peu plus général :

Proposition 5.4.3 Soient E un espace hermitien de dimension N+1 et ¥ un sous-schéma
fermé de Pg qui est réunion (disjointe) d’un nombre fini de sous-schémas ¥1,...,% dont
les supports respectifs sont des points p1,...,pe (ainsi X est de dimension 0). Pour tout
entier n assez grand, munissons I'(3,O(n)) ainsi que les T'(X;,O(n)) des normes quotient
de la norme L? sur T'(Pg,O(n)). Alors il existe un réel € € [0,1] tel que, pour tout n assez
grand, la norme du déterminant de l’application naturelle

1
o :T(2,0(n)) — [ T(S:0(n))

1<<e

soit dans lintervalle [1 — €, 1].

Pour démontrer cette proposition, il nous faut établir quelques lemmes et résultats
préliminaires. Pour tout i, notons F; I’hyperplan de E représenté par p; et A; orthogonal
de F;. Choisissons un élément s; de norme 1 dans A;. Alors, grace & ’isomorphisme naturel
E ~ I'(Pg,0O(1)), on peut considérer s; comme une section globale de O(1), de norme
(N 4+1)=1/2 (cf. lemme 1.3.4). On a alors ||s;]|(p;) = 1 et ||s;]|(p) < 1 sip # p;. En outre, les
p; étant deux & deux distincts, on peut trouver des voisinages U; de p; (pour la topologie
complexe) deux & deux disjoints. Il existe alors un réel n < 1 tel que, pour tout 7, on ait
|Isi||(p) < n pour tout p ¢ U;. Ceci implique que pour tout couple d’indices (7, j) avec i # 7,
et pour tout p € Py, on a

| < 84,85 >FS (p)| <n. (5.4.1)

Soit [ la longueur de X. Notons J,, le faisceau d’idéaux définissant p; comme sous-
schéma, fermé de Py et pi<l> le sous-schéma obtenu en épaississant p; a I'ordre [, c’est-a-dire
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le sous-schéma, fermé de Pg défini par le faisceau d’idéaux Jéi. Alors pour tout %, 3; est un
sous-schéma, fermé de p<l>

Soit 7 un entier assez grand. La présence du produit scalaire L? sur I'(Pg, O(n)) permet
d’identifier T'(Z, O(n)) ainsi que les ['(Z;, O(n)) et les T'(ps'>, 0O(n)) & des sous-espaces de
['(Pg, O(n)), plus précisément aux orthogonaux des noyaux des surjections correspondantes.
En outre, par transitivité des normes quotient, cette identification fait de I'(%;, O(n)) un
sous-espace de I'(Z, O(n)) et de '(ps'>, O(n)).

Si I'on note A(n) = I'(Pg, O(n)), conformément aux notations du paragraphe 1.3.2 on
obtient pour tout 7 une filtration décroissante

Fill A(n) = T(Pg, 3, O(n))

sur A(n) définie par 'ordre d’annulation en p;, et pour chaque ¢, le gradué associé A(n);; =
Filt A(n)/Fil*' A(n) s’identifie canoniquement & 1'image de 'application composée natu-
relle

S'F; @ AP"t — S"E =5 A(n).

Ceci implique notamment que, pour [ > 1,

T(pFt>,0(n)) = FiltA(n EB A(n

0<k<l

s’identifie canoniquement & l'image de 1'application composée naturelle
STIE@ AP 5 SR s A(n).

Autrement dit, si on note
mn-141: Al — 1) — A(n)

Papplication définie par la multiplication par 3?*l+1 €An—1+1),ona

D(pF'>, 0(n)) = mp-rs1 (A(L ~1)).
Lemme 5.4.4 Sii # j, il existe un réel € < 1 tel que, si n est assez grand, en considérant
T(p>,0(n)) et I‘(p<l> O(n)) comme des sous-espaces de A(n), la norme de la projection

orthogonale de F( <t ,0(n)) sur T(pF!>,0(n)) vérifie la majoration suivante :
IPr > 0y lrps> 0@yl < €

DEMONSTRATION : Par la proposition 1.3.5 et par la remarque qui la suit, les A(I—1);

pour 0 < k < [ sont les espaces caractéristiques de ’application de multlphcatlon par s; i+1

1 !
Mgn-it1 : I‘(pi< Z,0(1—1)) — F(pi< >,0(n))
et la plus petite des valeurs caractéristiques A(n)y,; associées vérifie une minoration de la
forme

1
An)i—1; > cn~z(NH=1),
n—o0

124



Ainsi il existe une constante ¢ > 0 telle que si n est assez grand, tout élément
l
t; € F(pf >,(’)(n))

s’écrive de facon unique

pour u; € T(p<">,0(1 — 1)), et on a
ltall > e 3D .
D’autre part, considérons

tj = s?_l"'l.u]- € F(pj<l>, O(n)).

Appliquant (5.4.1) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve :

|<tiatj>|:

/ < ti,t; >rs (p)dp(p)
Pg

/ < ui,uj >ps (p)(< siy s >rs ()"~ du(p)
Pg

< /P | < i, uj >ps (p)| 7 du(p)
FE

< [l g o~

Alors, pour tout choix de e dans 'intervalle ]n, 1, on a, grace aux inégalités précédentes et
si n est assez grand :

<t t; >

min
teT <> ,0(m))~ 0} IItall-I1%]]
t; €T (ps'>,0(n))~{0}

lPr s> om) Irps> 0m | =

< | [~

= wer(pe> 00)~{0} [[uill-[luj[|.c2.n~ (N
uj €(ps">,0(1)~{0}

< "

— bl

ce qu’il fallait démontrer. O

Lemme 5.4.5 Sii # j, il existe un réel € < 1 tel que, si n est assez grand, en considérant
I['(%;,0(n)) et I'(24,0(n)) comme des sous-espaces de A(n), la norme de la projection
orthogonale de T'(3;,O(n)) sur ['(3;, O(n)) vérifie la majoration suivante :

IPrs:Lom)lre;,omyll < €
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DEMONSTRATION : Puisque pour tout &, I'(Sg, O(n)) est un sous-espace de T'(p>, O(n)),
on a

||pF(E¢,(9(n))|F(Zj,C’)(n))“ < ||Pr(pi<l>,o(n))|p(pj<l>,@(n))||-

On conclut alors en appliquant le lemme précédent. O

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition. En posant H = I'(X, O(n))
et H; = T'(3;,O(n)), Papplication v, est égale & 'application

YH:,.,H. : H — H  x---x H,
r +— (pE,(%),--.,pmH. (7))

dont les composantes sont les projections orthogonales sur Hy, ..., H.. Par le lemme 1.2.22 et
la proposition 1.2.4, la norme du déterminant de vy est égale a la quantité dy, ... g, introduite
au paragraphe 1.2.3. Alors 'encadrement souhaité sur dg, .. g, est fourni directement par
le corollaire 1.2.27 & partir du lemme précédent.

5.5 Applications

5.5.1 Hauteurs des matrices d’interpolation

Le but de cette partie est de résoudre une question posée par Michel LAURENT dans [38]
a propos du terme constant du développement asymptotique des hauteurs de matrices d’in-
terpolation. On montre que ces hauteurs s’interprétent naturellement en termes de hauteurs
de sous-schémas, auxquelles on peut alors appliquer le théoréme 5.2.2. On donne ensuite
diverses interprétations de ce terme constant en fonction de la géométrie des sous-schémas
mis en jeu.

Soient K un corps de nombres et Ok l'anneau des entiers de K. Soient [ et N deux
entiers, et a,, (1 < p < 1) des points de PV (K) deux & deux distincts. Notons Z I'adhérence
de la réunion des o, dans PgK. C’est un sous-schéma fermé, plat de dimension relative zéro
sur Spec Ok, et de longueur /.

Pour tout p € {1,...,1}, choisissons des coordonnées homogénes

(Qpo ...t aunN)

de o, & valeurs dans K. Pour tout entier n, ceci permet de définir une application «d’évaluation»

An: K[Xoy--s XN]n — K!
L = (Plapos - oN))1<pust
ou K[Xo,...,Xn]n est le K-espace vectoriel des polynémes homogeénes de degré n en les va-
riables Xy, ..., Xn. Pour tout plongement o de K dans C, on identifie K[Xy,..., Xn],®;C
au produit symétrique Sym™ (C¥*!) au moyen de la base formée des monémes en X, ..., Xy,

et on le munit du produit scalaire hermitien puissance symétrique n-iéme du produit scalaire

126



hermitien standard sur C¥*'. On munit aussi K! ®, C = C' du produit scalaire hermitien
standard.

Dans [38] on définit la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique fz de Z par la formule

fz(n) = h(An)

ou h(Ay) est la hauteur (normalisée) de I'application linéaire A, c’est-a-dire

h(An)=m< S togl A dule+ 3 togl A Aally)

o:K—C peSpec Ok

(pour que ceci ait un sens il faut supposer que A,, est de rang maximal, ce qui est le cas
dés que n est assez grand). Par la formule du produit, cette expression ne dépend bien que
du sous-schéma Z, et pas des choix des coordonnées projectives des points.

11 est démontré dans [38] qu’il existe une constante, notée x(Oz) (par analogie avec le
théoréme de Hilbert-Samuel «classique» pour les courbes algébriques), telle que la fonction
fz admette le développement asymptotique

fz(n) = _nh([Z]) +x(Oz) + o(1),

n—oo

ou h([Z]) = hm([Z]) = (61(0(1))N.[Z]) est la hauteur du cycle associé & Z. Il y est

demandé d’interpréter cette constante en fonction de la ramification de Z sur Spec Ok,
notamment en fonction du faisceau des différentielles relatives {0z, gpec 0, - On se propose
ici, dans un premier temps, de relier la fonction fz aux hauteurs du sous-schéma Z et, dans
un second temps, de fournir 'interprétation souhaitée de ce terme constant x(Oz).

Proposition 5.5.1 Sous les hypothéses précédentes, on a, pour tout n assez grand :
l N+n
fal) =1(2) - 105 (V4.

ot h(")(Z) est la hauteur du sous-schéma Z de ’espace projectif PgK relativement au fibré
O(n) muni de la métrique de Fubini-Study.

DEMONSTRATION : Notons E,, le Og-module hermitien I‘(]P’gK, O(n)) muni des normes
|-l 2py- Notons F,, le Og-module hermitien Sym™(OX ) tel que, pour tout plongement
o : K — C, le C-espace vectoriel Sym”™(OX ), = Sym™(C¥+1) soit muni de la norme puis-
sance symétrique de la norme standard de CNV*!. Notons enfin G le Og-module hermitien
(Ok)! muni des normes standard. Soit

0:E, — F,

Iisomorphisme de Ox-modules déterminé par la base Xy,..., Xy de F(Pg}{,@(l)). Par
définition, A,, définit une application K-linéaire

An : (Fn)K — GK
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qui s’insére dans un diagramme commutatif

(restr, z )k l lAn

P(Z, O(’n)lz)]{ — Gk
ol restry, 7 : I‘(]P’gK, O(n)) — I'(Z,0(n)|z) est Papplication de restriction.

Notons J, = F, Nker A, et I, = ¢~ '(J,). Si I'on munit F,/J, des normes quotient
de celles de F,, et si 'on suppose n assez grand, A, induit par passage au quotient un
isomorphisme de K-espaces vectoriels

An: (Fu)Jn)k = Gk
d’olu 'on déduit 1’égalité
degF, F/Jn = h(Ay) + degG

b, (5.5.1)

Par ailleurs, n étant toujours supposé assez grand, on a I, = kerrestr, 7 et donc, par
définition des hauteurs schématiques,
degEn /I, = h™(Z). (5.5.2)
e (5.5.1) et (5.5.2) on déduit I’égalité

h(An) = h™(Z) - h(\' @)

otl, conformément & (1.4.2)

MNP = g X el N @+ Y gl A'Gl)

0:K—C peSpec Ok

- g L lEl Al

0:K—C

est la hauteur de I'isomorphisme ¢ : E,/I,, — F,/J, induit de ¢ par passage au quotient.
Or, pour tout plongement o : K < C, le lemme 1.3.4 indique que ¢, est une similitude de
rapport ("+N ) 12 . Il en est donc de méme pour ., et ceci termine la démonstration de la
proposition. O

Corollaire 5.5.2 Sous les hypothéses précédentes, pour tout pn € {1,...,l}, notons Z,

l’adhérence schématique de oy, dans ng (ou, ce qui revient au méme, dans Z). Soient Z
le schéma réunion disjointe de Z1,...,2;, et

v:Z — 7
le morphisme dont les composantes sont les inclusions naturelles. Alors on a

x(Oz) = —ramif'*8 (Z) = log #I'(Z,1,05/0z). (5.5.3)

[K Q
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DEMONSTRATION : On applique le théoréme 5.2.2 avec ¥ = Z. Dans la discussion pré-
cédant le théoréme 5.2.2, on peut prendre L = K et & = Z, de telle sorte que ramif'°® (Z) =
m log #(v+O05/0z). Pour tout u € {1,...,I} on a I'égalité ») = P, = Z,, de telle sorte
que le cone tangent CPME(“) s’identifie & Spec Ok et est muni des métriques triviales; en
particulier, on a h(Cys¥) =0, 7op, = 1 et 7y p, = 0 si ¢ > 1. On trouve donc

IN l 1
(n) _ i _ V- _
h"(Z) = nh([Z]) + 5 logn 5 log N! K0 log #(v+05/07z).

Compte tenu de l'estimation

N n—00

N
log( +n> = Nlogn —logN!'+O(n™ 1),

le corollaire se déduit en comparant le développement asymptotique précédent et celui donné
a la proposition 5.5.1. g

Pour la suite, on rappelle quelques notions sur les réseaux et les discriminants, d’apres
[54], chapitres I et III.

Soient R un anneau de Dedekind et K le corps des fractions de R. Si M est un R-module
de longueur finie, on sait (théoréme de Jordan-Holder) qu’il existe une filtration décroissante
M =My > M D---D M, =0de M et une suite (p1,...,pn) didéaux maximaux de
R telles que, pour tout i, le quotient M;_1/M; soit isomorphe au R-module simple R/p; et
que, & permutation pres, la suite (p1,...,pmn) ne dépend pas du choix de la filtration. On
définit alors la caractéristique d’Euler-Poincaré de M, notée x (M), comme 1’idéal

xr(M) =[] pi, (5.5.4)
i=1

de R, qui ne dépend pas des choix faits.

Si V est un K-espace vectoriel de dimension n, on appelle réseau (ou R-réseau) de V un
sous- R-module X de V' qui engendre V et est de type fini sur R. Si X et X' sont deux réseaux
de V, les puissances extérieures maximales A" X et A" X’ s’identifient naturellement & des
réseaux du K-espace vectoriel de dimension un A" V. On définit la caractéristique d’Euler-
Poincaré relative xg(X : X') comme 'unique idéal fractionnaire vérifiant

A X' =xe(X:X)\"X. (5.5.5)

En particulier, si X’ est inclus dans X, le R-module X/X' est de longueur finie et on a
xr(X : X') = xr(X/X).

Au moyen de la théorie des diviseurs élémentaires, on montre que si u est un K-
automorphisme de V, et si X est un réseau de V', on a

Xr(X 1 uX) = (det u). (5.5.6)

Supposons maintenant que V' est muni d’'une forme K-bilinéaire non dégénérée T. La
forme 7" définit un isomorphisme K-linéaire de V' sur son dual, d’ou 'on déduit par (1.1.3)
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un isomorphisme de A" V' sur son dual, ou, ce qui revient au méme, un isomorphisme (que
nous noterons encore T') entre K-espaces vectoriels de dimension un

T:N'vex \'V-> K
Si X est un réseau de V, le discriminant
aR(*Xva T)

de X par rapport & T est par définition Iidéal fractionnaire de K image de A" X @ g A" X
par cet isomorphisme T'.

Indiquons quelques propriétés du discriminant ([54], III §2, propositions 3, 4 et 5) :

Lemme 5.5.3 i. Si X est un R-module libre de base (e1,...,en), on a
DR()(, T) = (IS%SEnT(ei’ej)).

ii. S1 XV est ensemble des y € V tels que pour tout x € X on ait T(z,y) € R, alors
(X, T) = xr(X", X).
iti. 81 X et X' sont deuz réseauz de V, on a
0r(X',T) = xr(X, X")0R(X,T).
Plus loin dans le texte, on utilisera le résultat suivant :

Lemme 5.5.4 Soient Ty et Ty deuz formes K -bilinéaires non dégénérées sur V. Il existe un
unique automorphisme K-linéaire t de V' tel que pour tous = ety dans V on ait To(z,y) =
Ti(tz,y), et alors pour tout réseau X de V on a

Wr(X,Ty) = (det t)oR(X,Th).

DEMONSTRATION : Apreés localisation, c’est une conséquence directe du lemme 5.5.3.5.

Soit A une K-algebre (commutative) de dimension finie. On appelle ordre (ou R-ordre)
de A un sous-R-anneau de A qui est un réseau de A. On note try,x P'application trace de
A sur K, c’est-a-dire 'application K-linéaire de A dans K qui associe a tout élément a de
A la trace de I'endomorphisme de multiplication par a dans A.

On dira que A est séparable si la forme K-bilinéaire «trace»
AxA — K
(z,y) =  trax(zy)

est non-dégénérée. Si K est de caractéristique nulle, une telle K-algébre A est séparable si
et seulement si elle est réduite.

(5.5.7)

Sous ces hypotheses, si O est un ordre de A, on appelle discriminant de O, noté
0R((Q)a

le discriminant du réseau O de A relativement & la forme trace (5.5.7).
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Remarque 5.5.5 Puisque 'application tr,x envoie O dans R, le discriminant d r(O) est
un idéal effectif de R.

Soient K’ est une extension séparable finie de K et R’ la fermeture intégrale de R dans
K'. Si M est un R-module de longueur finie, on a clairement

xr (Mg) = xr(M)R'.

Si V est un K-espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme K-bilinéaire T" non
dégénérée, notons T" la forme K'-bilinéaire sur Vi déduite de T' par extension des scalaires.
Pour tout R-réseau X de V, le R'-module X s’identifie naturellement & un R'-réseau de
Vi, et on a

W (Xgr, TI) =0g(X, T)RI.

De ceci et du fait que la trace d’une application linéaire est invariante par extension des
scalaires, on déduit que si A est une K-algebre finie séparable et O un R-ordre de A, OQgR’
s’identifie naturellement & un R’-ordre de la K'-algebre séparable A @ x K', et on a

(O ®r R,) = UR(O)R,. (5.5.8)

Notons désormais S = Spec R, et soit ¥ un schéma fini et plat de longueur [ sur S. On
suppose que Y est réunion schématique de sous-schémas fermés %% (1 <4 <) qui sont
des sections de S deux a deux distinctes. Notons ¥ le schéma réunion disjointe des Z() et
v : % —» 3 le morphisme naturel. Notons A la K-algébre séparable

A=T(Z,02)k =T(Z,053)«.
On dispose de deux ordres de A :

0=T(Z,0z)

0 =1(Z,05) =T(Z,1.05).
Proposition 5.5.6 Sous ces hypothéses, on a

0R(0) = xr(0/0)%.

DEMONSTRATION : Notons p; le point générique de £(). On a un isomorphisme naturel
«d’évaluation» entre K-algebres séparables
ev: A = K!
[ = (f(pu))ue{l,...,l}-
Du fait que ¥ est réunion disjointe de copies de Spec R, 'image de O par l’application ev

est lordre canonique R! de K, de R-base €1,..., ¢, ol les ¢ sont les idempotents de rang
1 de la K-algeébre K. Ceci implique que

oR(0) = ( det_ tr(eey)) = ( det 5) = (1)
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et la proposition découle du lemme 5.5.3.41. g

Dans le cas particulier ou K est un corps de nombres et ou R est un localisé de I'anneau
des entiers Ok de K, on dispose naturellement d’une application norme, notée N, définie
sur le groupe des idéaux fractionnaires de K et a valeurs dans Q% . Si M est un R-module
de longueur finie, alors M est de cardinal fini et on a

#M = N(xr(M)). (5.5.9)

Définition 5.5.7 Sous ces hypothéses, soit A une K -algébre finie séparable et O un ordre de
A. On définit le discriminant logarithmique normalisé de O, noté discrll.gg (O) (ou discr'®® (O)
s’il n’y a pas d’ambiguité) comme le réel

1
[K:Q

discr'°8 (0) log N(dg(O)).

Si K’ est une extension finie de K, et si R’ est la fermeture intégrale de R dans K', pour
tout idéal fractionnaire J de R on a

N(IR') = N(3)K K],

De ceci et de (5.5.8) on déduit que le discriminant logarithmique normalisé est invariant
par extension des scalaires :

discrllg,g (O®grR) = discrll.t?g (0).

Théoréme 5.5.8 Soient E un Og-fibré vectoriel hermitien de rang N + 1 et Z un sous-
schéma réduit de Pg plat de dimension relative zéro sur Spec Ox. On a alors
le Z N
KW (2) = nh((Z]) + 22 log ( ;\;”

n—»00 2

1
) -3 discr'®® (0z) + O(n™Y).

DEMONSTRATION : C’est une conséquence immédiate du théoréme 5.2.2, de la propo-
sition 5.5.6 et de la formule (5.5.9). O

Corollaire 5.5.9 Sous les hypothéses de la proposition 5.5.1 et du corollaire 5.5.2, si Z est
le sous-schéma associé a une matrice d’interpolation, la K-algébre Oz ®p, K est séparable,
et on a

x(0z) = —% discr'®® (0).

DEMONSTRATION : Cela découle du théoréme précédent et de la proposition 5.5.1.

Sous les hypothéses du théoréme précédent, si ’on suppose en outre que Z est localement
intersection compléte. il est possible, au moyen de la théorie des résidus et de la dualité de
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Grothendieck (cf. [30] et [16]), d’exprimer la valeur de la constante x(Oz) en fonction du
module des différentielles relatives de Z sur O . Pour ce faire, on commence par démontrer
un résultat local.

Soit R un anneau de valuation discrete d’idéal maximal m, de corps des fractions K et
de corps résiduel k. Notons v la valuation normalisée de R et w une uniformisante.

Posons S = Spec R, et soit 2 un schéma fini et plat de longueur [ sur S. On suppose que
Y. est local, est intersection compléte, et est réunion schématique de sous-schémas fermés
»(® (1 < i <) qui sont des sections de S deux & deux distinctes (ceci implique notamment
que les anneaux locaux R et Ox ont méme corps résiduel). Notons 3 le schéma réunion
disjointe des () et v : Y—Sle morphisme naturel.

Proposition 5.5.10 Sous ces hypothéses, on a
Xr(%5) = (0x) = xr(1:05/0x).

DEMONSTRATION : La deuxiéme égalité n’est autre que la proposition 5.5.6. Montrons
la premiere égalité. Puisque X est local et intersection compléte, on peut supposer que
¥ est le sous-schéma de 'espace affine A% = Spec R[z1,...,z,] défini par un idéal I C
(w,z1,...,2,)? engendré par une suite réguliere (f1,..., f,). On dispose sur ¥ de la suite
exacte conormale

/12 =5 Qfy gls — Qg — 0.

Par hypothése, I/I? est un Ox-module libre de rang 7, de base formée des classes résiduelles

fiy-eesfn de fi,..., fn. En outre, ng/s\g est aussi un Og-module libre de rang n, de
base dz1,...,dz,. Dans ces bases, ¢ est I'application linéaire de matrice (0f;/0;)1<i j<n-

Remarquons en particulier que § est une application Oyx-linéaire entre Ox-modules libres
de méme rang, donc, puisque par hypothése Oy, est un R-module libre de rang [, § est aussi
une application R-linéaire entre R-modules libres de méme rang; puisque son conoyau est
de torsion, ¢ est injective.

Par un résultat bien connu (cf. [22], appendice A, lemme A.2.6 ou exemple A.2.3, ap-
pliqué pour anneau A = Oy), on a

lgo,. (coker §) = g, (coker /\:; d).

P

Puisque R est de valuation discrete et que R et Ox ont méme corps résiduel, un Og-module
M est de longueur finie si et seulement si il est de longueur finie en tant que R-module, et
alors sa longueur sur R est égale & sa longueur sur O ; on a alors xg(M) = m8 M L’égalité
précédente implique donc, en posant

n n
w = Homoy(\}) 1/I% N\, Qg sls).

que

Xr(Qys) = xr(W/ /\Z)E 8). (5.5.10)
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Par [30] chapitre III §9 et proposition 8.2, w est un faisceau dualisant pour le morphisme
structural ¥ — S, et on a un isomorphisme de dualité

¢ : w = Homp, (Os,w) — Homg(Os, R).

Pour tout R-anneau O, le R-module Hompg(O, R) est naturellement muni d’une struc-
ture de O-module de la fagon suivante : si f € Homg(O,R) et £ € O, on définit zf €
Homp (O, R) par la formule (zf)(y) = f(zy) pour tout y € O. Dans le cas particulier
O = Oy, la fonctorialité de la dualité de Grothendieck implique que l'isomorphisme ¢ est
compatible & cette structure de Ox-module, i.e. que ¢ est un isomorphisme de Oyx-modules.
Remarquons que w est un Osx-module libre de rang un; un générateur de w est donné par
Pélément o de w = Homoy, (Ag, 1/17, Ao, Q}%g /S|g) qui envoie le générateur fi A--- A fy,
de Ao, I/1? sur le générateur dzy A--- Adz, de g, Q}%’g /slz. Alors Hompg(Os, R) est un
Oyx-module libre de rang un, engendré par p(a).

Par définition, Ag,_ & est I'élément de w = Homoy (Ao, I/1%, A, Q}_&g / s|®) qui envoie
le générateur fi A--- A f, de N I/I? sur Pélément dfy A -+ Adf, de A\, Q}&g /S|§]. Par
la propriété (R6) des résidus, énoncée dans [30] chapitre III §9, et dont on pourra trouver
une démonstration dans [16] appendice A (la preuve repose sur des calculs diis & Tate et
publiés dans [42], appendice), I'image de A, d par ¢ est application trace de Oy sur R.

/\Z) 0 =ta
P

t= det af]/BCIZZ € Os.

1<i,j<n

Notons qu’on a 1’égalité

avec

Ceci implique, d’une part, que

xr(w/ /\:;E 8) = xr(Os/t), (5.5.11)

et d’autre part, par Ox-linéarité de ¢ et par la propriété des résidus énoncée ci-dessus, que
tros/r = tw(a), i.e. pour tout z € Oy on a

trog/r(z) = (¢(@))(tz).
On définit une forme K-bilinéaire T} sur Oy Qg K par la formule

Ti(z,y) = (p()) x (zy)

pour z,y € Ox ®g K. Dire que p(a) est un générateur du Ox-module Homp(Os, R) signifie
que le morphisme de Oyx-modules

Oy — HomR((’)g,R)
z = ap(a) = (p(e)(z.)

est un isomorphisme, ou encore, que Oy, considéré comme un R-réseau de Ox. Qpr K, est
auto-dual pour 77, soit, par le lemme 5.5.3.77, que

DR(Oz, Tl) = (1)
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Par abus de notation, notons encore ¢ ’endomorphisme K-linéaire de multiplication par ¢
dans le K-espace vectoriel Oy, ® g K, et soit Ty la forme bilinéaire trace sur Oy @ g K. Alors
pour tous z et y dans Oy, g K on a Ty(z,y) = Ti(tz,y), et du lemme 5.5.4 et de (5.5.6)
on déduit

Vr(0Ox) =0r(0x,T) = (detx t) = xr(Ox/tOx).
La proposition découle alors de cette derniére égalité et de (5.5.10) et (5.5.11). O

Proposition 5.5.11 Soient R un anneau de Dedekind et X un schéma fini et plat sur
S = SpecR. On suppose que X est séparable sur R et localement intersection compléte.
Alors on a

Xr(2y/5) = 0r(Ox).

DEMONSTRATION : Quitte & faire une extension séparable finie de la base, on peut sup-

poser que % est est réunion de sections Py,..., P, de S. Notons v : 3 — ¥ le morphisme de
normalisation, ou ¥ s’identifie au schéma réunion disjointe de Py, ..., P;. Par la proposition
5.5.6, on a

R(0x) = XR(V*OE/OE)Q.

11 suffit donc de montrer que

Xr(Qs)s) = xr(105/0x)”.

Pour ce faire, il suffit de montrer que pour tout point fermé x de X on a

Xy (3/5)2) = xR, (1:05/Ox))? (5.5.12)

ou p est 'image de z dans S.
Par compatibilité de la formation du faisceau des différentielles relatives au changement
de base, on a (le /S)m = lem /Sy Par ailleurs, notons %! le schéma réunion disjointe des

composantes de ¥ qui passent par z. C’est un sous-schéma (ouvert et fermé) de i, et on a
clairement

(1:05/0s5)s = (V*O(i[m])/oﬂ)m = V*O(i[m]),p/oﬁ,m-

Enfin (i[“])p s’identifie naturellement & la normalisation £, de g, et la formule (5.5.12)
n’est alors autre que la proposition 5.5.10. [l

Corollaire 5.5.12 Soient K un corps de nombres, E un QOg-fibré vectoriel hermitien de

rang N + 1 et Z un sous-schéma de Pg plat de dimension relative zéro sur Spec Ok . Sup-
posons Z réduit et localement intersection compléte. Alors on a

h™(Z) = n.h([Z]) + % log (N; n) - 2[;7@ log #(QIZ/OK) +0(n™Y).

DEMONSTRATION : Cela résulte de la proposition précédente, du théoréme 5.5.8 et de
la définition de discr'®® (Oz). O
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Remarque 5.5.13 On serait tenté de vouloir généraliser le résultat précédent en faisant
I'hypothése, a priori plus faible, que Z n’est pas localement intersection compléte mais
le devient aprés extension des scalaires & ’anneau des entiers d’une extension finie de K.
Cependant, ceci n’apporte aucune généralité supplémentaire. En effet, si cette condition
est vérifiée, alors, par ([EGA] IV 19.1.5 (ii)), c’est que Z lui-méme est déja localement
intersection compléte.

5.5.2 Cones infinitésimaux

Soient S un schéma noethérien, £ un Og-module localement libre de rang N + 1, Pg =
Proj Symy, £ 'espace projectif des quotients de £ localement libres de rang un, w : Pp —
S le morphisme structural, et (1) le fibré en droites universel sur Pg.

Soit P un sous-schéma fermé de Pg, image d’une section
ip: S — ]P’E.
Notons F I'<hyperplan» de &£ représenté par P, i.e.
F =ipker(r*E - O(1)),
de telle sorte qu’on a une suite exacte courte de Og-modules localement libres
0 —F —€&—ip0O(1) —0,
et que dans la suite du texte on fera I’identification
ipO(1) =&/ F.
Par construction, la surjection 7*€ — O(1) envoie 7*F C n*€ dans JpO(1) C O(1), ou
Jp est le faisceau d’idéaux définissant P comme sous-schéma de Pg. La Og-algebre Sym- &
est munie de la filtration (F.Sym- £)-adique, de telle sorte que pour tout ¢ on a :
Fil* Sym' £ = F*.£7% = Im(F®* @04 £¥7° — Sym' &), (0<s<t).
En particulier, on a Fil' Sym! £ = Sym! F. On déduit de ce qui précéde une fleche naturelle
7 (Fil* Sym’ ) — 3%0(t) et, par adjonction, un morphisme de Og-modules, dont on
vérifie aisément que c’est un isomorphisme :
asy: Fil®* Sym' € 5 m,(350(t)) (5.5.13)
(cet énoncé étant local sur S, on se rameéne au cas out S = Spec R est affine, ou Py est 'espace
projectif standard sur R, et o P est le point de coordonnées homogenes (1:0:...:0), et
on conclut au moyen d’un calcul explicite). Plus généralement, la collection des «. . fournit

un isomorphisme de Og-algebres filtrées de Sym' £ sur @), 7(O(t)), cette derniére étant
munie de la filtration déterminée par I’ordre d’annulation en P.
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Par ailleurs, pour tout Op,-module quasi-cohérent M on a un diagramme commutatif
naturel

M 22 1, (M/IpM)
H H 6514
ipTr T M L IR ipM,

d’ou, pour M = J}O(t), un morphisme naturel de Og-modules, dont on vérifie aisément,
& nouveau par un calcul local sur S, que c¢’est un isomorphisme :

By : T (3L0(1)) = i (3LO(1)). (5.5.15)
Ainsi on déduit de (5.5.13), (5.5.14) et (5.5.15) l'identification naturelle

Sym’ F = m,(3% /3451 ®0, ipO(2). (5.5.16)

Soit maintenant Y un sous-schéma fermé de Pg défini par un faisceau d’idéaux Jy.
Notons

Iy = P m(30®) C P (0F) =Sym'€

>0 >0
I’idéal homogene saturé définissant .

Compte tenu de (5.5.16), on définit aussi un idéal homogeéne Jy, de la Og-algébre Sym' F
comme suit : pour tout ¢, la composante homogene de degré t de Jy, est

I N 333
Iy, NI

(Js)i = m ( ) ®os ipO(t)

(5.5.17)

jt
C Ty (jt——fl) ®os ipO(t) = Sym' F.
P

Définition 5.5.14 Avec ces notations, on appelle cone tangent plongé de . en P le sous-
schéma fermé KpY. de Py défini par l’idéal homogéne (Jx.Sym' E) de Sym' E.

Plus généralement :

Définition 5.5.15 Soit & un sous-schéma fermé de Pg.
On dira que R est un cone de sommet P si l’idéal homogéne saturé de Sym' € définissant
R est engendré par des éléments (homogénes) de la sous-Og-algébre Sym' F de Sym' £.

On dira qu’un cone K de sommet P est infinitésimal si son support est égal a P.

Si R est un cone de sommet P et I I'idéal homogene saturé de Sym- £ définissant & comme
sous-schéma fermé de Pg, on dira que 1’idéal homogene J = INSym' F de Sym' F est 'idéal
associé a K (ou, inversement, que K est le cone associé & J). On a alors I = (J.Sym' ).
Ainsi si ¥ est un sous-schéma fermé de Py (on ne suppose pas que ¥ est un cone), ’idéal
Jy, de Sym' F défini par (5.5.17) est 'idéal associé au cone tangent plongé KpX.
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Remarque 5.5.16 Un idéal homogéne J de Sym' F définit un sous-schéma fermé de Prp =
Proj Sym' F dont I'image inverse par la projection naturelle (Pg~\ {P}) — Pp est la trace
sur (Pg ~ {P}) du coéne K associé a J. Cependant I’adhérence de cette image inverse est en
général seulement un sous-schéma, fermé de R : si 'idéal J de Sym' F n’est pas saturé, il
se peut que P apparaisse dans £ avec une multiplicité plus grande. En revanche, on vérifie
(au moyen d’un calcul local sur S) que I'idéal (J. Sym' £) de Sym' £ est toujours saturé.

Remarque 5.5.17 Supposons qu’il existe un sous-Og-module inversible £ de £ qui four-
nisse un scindage

E=FaL (5.5.18)

(c’est le cas par exemple dés que S est affine). Cette donnée détermine un isomorphisme ¢
du cone tangent (usuel) & Pg en P, CpPgr = Spec Sym'(F ® L), sur ouvert D(L) de Pg
dont les points représentent les hyperplans de £ supplémentaires de £ ; cet isomorphisme ¢
envoie la section nulle de CpPg sur P. Alors si C est un sous-schéma fermé de CpPp défini
par un idéal homogéne J = @, (J): de Sym (F® L), le cone K associé a I'idéal homogene
J=@®,50(J): ® L2 de Sym' F est Padhérence dans P de ¢(C). En particulier, si & est
un sous-schéma fermé de Py contenant P, le cone tangent C'pY s’identifie naturellement au
sous-schéma fermé de CpPg défini par 1'idéal homogéne @), 7 ((Iz NI%)/(I=NTE 1)) de
D50 (35 /I5) = Sym (F® LY) et on a

KPE == (p(CPE)

En particulier, si le support de X est égal & P, le cone tangent plongé Kp3: est infinitésimal
et les schémas CpX. et KpX. sont isomorphes; cependant on prendra garde au fait qu’en
général, cet isomorphisme dépend du choix du scindage (5.5.18).

Revenons maintenant & la situation générale (on ne suppose pas F facteur direct de £).

Lemme 5.5.18 Soit C_un sous-schéma fermé de CpPr = SpecSym'(F @ (£/F)V) défini
par un idéal homogene J de Sym (FQ(E/F)V). Alors il existe un unique sous-schéma fermé
R de Pg qui soit un céne de sommet P et dont le cone tangent (usuel) CpR, considéré
comme sous-schéma fermé de CpPg, soit égal a C.

DEMONSTRATION :  Notons (J); = J N Sym'(F @ (E/F)Y), de telle sorte que, par
hypothese, on a J = @,((J):. Posons alors J = @,q(J): ® (£/F)®* C Sym' F, et soit
R C Pg le cone associé & J. Le fait que & vérifie les conditions demandées et est unique
pour cette propriété peut se démontrer localement sur S'; ainsi on peut supposer que S est
affine et que F est facteur direct de £. Alors le lemme résulte de la remarque 5.5.17 et du
fait que le cone tangent (usuel) & C en l'origine s’identifie & C' lui-méme. O

On en déduit immédiatement :
Proposition 5.5.19 Si Y est un sous-schéma fermé de P, Kp3 est l'unique sous-schéma

fermé de Pg qui soit un cone de sommet P et dont le cone tangent en P soit égal o celui
de .
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On aboutit enfin & la caractérisation suivante des cones :

Proposition 5.5.20 Soit & un sous-schéma fermé de Pg, défini par l’idéal homogéne sa-
turé Ig = @~ T (IgO(t)) de Sym € = @~ 7 (O(t)). Notons encore Jg l'idéal de Sym F
associé au cone tangent plongé Kp&, comme défini par (5.5.17). Alors, les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

i. le sous-schéma K de Pg est un cone de sommet P ;
7. les sous-schémas R et KpR de Pg sont égaur;
1. on a Jg = Ig N Sym' F.
DEMONSTRATION : L’équivalence de i et 44 résulte de la proposition 5.5.19, et 47 implique
149 par définition. Remarquons ensuite que, pour tout sous-schéma K de Pg, on a une fleche

naturelle
P : IgNSym F — Jg

dont la composante homogene de degré ¢ est donnée par le diagramme commutatif

IgNSym! F LN (Ja)t

H

(g NIL)O) —2% o, (( I, ) ®0r, (’)(t)) .

|
jﬁﬂjp

Le noyau de 1, est
ker ¢y = m.((Jg N3G HO(t)) C m.(IFO(1)) = 0.

Ainsi 9 est toujours injective, et il s’agit de montrer que si ¥ est surjective, & est un
cone. Pour ce faire, on peut supposer que S est affine d’anneau Og et que F admet un
supplémentaire trivial dans £, engendré par un élément T € £ :

E=F@0g.T.

Soit « € Ig homogene de degré n. On peut alors écrire

n
T = E Ty T
m=0

avec Z,, € Sym™ F. Supposons qu’on ait montré z,, € Ig pour m < mg. Alors
n
=z — Z T I = Z Ty I
m<mg m=mg

appartient & Ig et 2. 7~("~™0) définit une section de (Jg N I%°)O(my) sur I'ouvert D(T)
de Pg, ouvert qui contient P. Par construction, 'image de cette section dans (Jg)m, =
m(((ﬁﬁﬂﬁgo)/(ﬁﬁﬂﬁgﬁl)) ®0O(my)) est égale a zp, et, par surjectivité de 1, ceci implique
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ZTm, € Ig. Ainsi, par récurrence sur m, tous les z,, appartiennent a Ig, ce qui signifie bien
que Ig est engendré par son intersection avec Sym' F, et montre que ¢t implique 7. [

On va maintenant donner un complément au théoréeme 5.3.2. On suppose S = Spec C et
on se donne un espace vectoriel hermitien £ de dimension N +1. Le fibré en droites universel
O(1) sur Pg est muni des métriques quotient de la surjection 7*E — (1), et pour tout n
le C-espace vectoriel I'(Pz, O(n)) est muni des métriques L? relativement & la forme volume
canonique. On se donne P l'image d’une section ip : SpecC — Pg, et & un sous-schéma,
fermé de Py contenant P. Sin est assez grand, ’application de restriction I'(Pg, O(n)) —
T'(R,O(n)|g) est surjective, et on munit I'(R, O(n)|g) des métriques quotient.

On munit I'(Pg, O(n)) et ['(R, O(n)|g) des filtrations données par 1'ordre d’annulation
en P

Fil'T(Pg, O(n)) = T'(Pg, 3%0(n))
et

Fil'T(],0(n)|g) = T(&3p0(n)|a)
et on munit les gradués associés des métriques de sous-quotient.

Pour tout ¢, on a alors une surjection naturelle
bnt : gr'T (P, O(n)) — gr'T(K, O(n)|a),
et :

Proposition 5.5.21 Sous ces hypothéses, si R est un cone de sommet P, lapplication
linéaire by, ; est une isométrie partielle.

DEMONSTRATION : Notons F I’hyperplan de E défini par P et A I'orthogonal de F
dans E. Au moyen de la structure hermitienne, on peut identifier gr'T'(Pg, O(n)) & un
sous-espace vectoriel de I'(Pg, O(n)). Ceci fournit une décomposition

1L
I (Pg, O(n)) = €D gr'T(Ps, O(n))
t
dont I'image par la similitude du lemme 1.3.4 est la décomposition
1L
Sym" E = @ A®( =) Qymt F
t

de Sym"™ E. L’hypothése que K est un cone signifie que le noyau K,, de 'application de
restriction I'(Pg, O(n)) — I'(R, O(n)|g) est compatible a cette décomposition, i.e.

4

K, = P&, N gr'T(Pg, O(n))).

Ceci implique que la métrique sur gr'T'(&, O(n)|g) considéré comme sous-quotient du quo-
tient T'(R, O(n)|g) de T'(Pg,O(n)) est égale & sa métrique en tant que quotient du sous-
quotient gr'T'(Pg, O(n)) de I'(Pg, O(n)), ce qu’il fallait démontrer. O
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On revient maintenant aux hauteurs de sous-schémas. On a S = Spec Ok, on se donne
E un Og-module hermitien localement libre de rang N + 1, et on munit Pg des structures
hermitiennes définies au début de ce chapitre.

En remplacant le théoreme de presque-isométrie partielle 5.3.2 par la proposition 5.5.21
dans la démonstration de la proposition 5.2.3 (et en utilisant le fait que la propriété pour
un sous-schéma de Py d’étre un cone est conservée par changement de base), on trouve :

Corollaire 5.5.22 Soit & un sous-schéma fermé de Py plat de dimension relative zéro sur
Spec Ok . On suppose que R est un cone infinitésimal de sommet P. Alors, avec les notations
du théoreme 5.2.2, pour tout entier n tel que 'application naturelle de restriction

I'(Pg,O0(n)) — T'(R,0(n)a)

soit surjective, la n-iéme hauteur schématique de K est donnée par la formule suivante :

K™ (&) = n.h([8]) + Z%.log (%) + h(CpR).

Ceci peut encore s’écrire de la fagon suivante :

Corollaire 5.5.23 Sous les hypothéses du corollaire précédent, notons J C Sym' F' [’idéal
associé au cone K. Alors on a

T ¢ n ! —
h™(R) = n.rg(S'F/J).h(P) + > :M.log ( ( N(H; (JZ )l t)!> + ) deg(S'F/ 7).
t>0 t>0

DEMONSTRATION : Ceci résulte du corollaire précédent et du lemme 5.3.6 appliqué avec
n = t. O

Remarquons que I'isomorphisme de F ® (E/F') sur l'espace cotangent TplP}, permet de
décrire un cone K comme le sous-schéma, défini par 1’idéal formé des fonctions dont les jets
s’annulent suivant une certaine sous-algébre de Sym' TplPg. Ainsi les corollaires précédents
permettent de calculer exactement les hauteurs de K en termes de cette sous-algebre.

Enfin, il convient de signaler le résultat suivant :

Proposition 5.5.24 Soit 3 un sous-schéma fermé de Pg plat de dimension relative zéro
sur Spec Ok et de support égal a P. Notons Kp3l le cone tangent plongé de 3. Alors on a

hM (%) = K (KpS) 4+ O(n™h).

n—

DEMONSTRATION : Cela résulte du théoréme 5.2.2 (ou, plus simplement, de la proposi-
tion 5.2.3), et du fait que ¥ et Kp3 ont méme coéne tangent (usuel) en P, comme affirme
la proposition 5.5.19. g
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Annexe a la partie II : bilan et
comparaison des cas arithmétique
et géométrique

On va rassembler ici les résultats disparates obtenus dans les divers cas particuliers
étudiés dans la partie II de cette these. On va notamment essayer de leur trouver une
structure commune susceptible de relever d’un énoncé conjectural plus général, un tel énoncé
étant d’autant plus intéressant qu’il s’avérerait étre 1’analogue arithmétique d’un résultat
bien connu dans la situation géométrique correspondante.

A.1 La situation géométrique

Le principe de la géométrie d’Arakelov est de développer une théorie de I'intersection
pour les variétés définies sur 'anneau des entiers d’un corps de nombres analogue a celle
dont on dispose pour les variétés fibrées sur une courbe compléte définie sur un corps; le
role des constructions hermitiennes effectuées aux places infinies dans le cadre arithmétique
est de fournir un analogue de ’hypothése de complétude du cas géométrique.

On se propose ici de procéder en sens inverse. Soient donc & un corps, S une courbe lisse
projective sur k, 7 : X — S un morphisme projectif dominant et £ un fibré en droites sur
X ample relativement & w. Par analogie avec la définition d’une pré-variété arithmétique,
on supposera que la fibre de X au-dessus du point générique de S est lisse; cependant, il
apparaitra clairement dans la suite qu’on ne se sert nulle part de cette hypothese.

Pour le probleme qui nous intéresse, la situation géométrique est en un sens beaucoup
plus simple que dans le cas arithmétique. En effet, alors que dans le cas arithmétique il
ne semble pas y avoir de moyen naturel de munir un sous-schéma fermé général d'une pré-
variété arithmétique de structures hermitiennes, dans le cas géométrique en revanche, un
sous-schéma fermé de X est automatiquement projectif sur S.

On va maintenant décrire le probléme géométrique analogue au probléme arithmétique
du calcul des hauteurs d’un sous-schéma. La principale référence dont on se servira ici est
[22], notamment les chapitres 15 et 18. La courbe S étant lisse, le groupe de Grothendieck
K, S des faisceaux cohérents sur S est naturellement isomorphe au groupe de Grothendieck
K°S des fibrés vectoriels sur S. On dispose en outre d’un homomorphisme d’anneaux

ch: K°S — A(S5),
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appelé caractére de Chern, & valeurs dans I’anneau de Chow de S. Si E est un fibré vectoriel
sur S, on a
ch(E) = rg(E)[S] + 1 (E)

ou rg(E) est le rang de E, [S] € A1(S) est la classe fondamentale de S et ¢1(E) € Ay(S)
la premiere classe de Chern de E. On dispose enfin d’un morphisme naturel, noté fs’ de
Ap(S) dans Z. Tout ceci permet de définir une application degré sur K, S, notée deg, comme
I’application composée

deg : K8 5 K°S <15 A(S) 2% 4(S) 25 2.
La question est alors la suivante : étant donné un sous-schéma fermé ¥ de X, comment se
comporte Uentier deg((m|x)«(L®"|x)) lorsque n tend vers Uinfini ¢

On supposera ici ¥ de dimension strictement positive, notée d + 1. On note [X] le cycle
de dimension maximale associé a Y. Autrement dit, si 31,...,%, sont les supports des
composantes irréductibles de dimension d 4+ 1 de X, on pose

2] =) 1g(0s,5)[%4] € Za1S C Zap1 X.
i
Notons enfin iy, I'inclusion de ¥ dans X et K le corps des fonctions rationnelles sur S.

Théoreme A.1.1 Sous ces hypothéses, il existe un polynéme numérique P de degré d+ 1,
P(X) = ad+1Xd+1 +ag X%+ -+ ag, tel que pour tout entier n assez grand on ait

deg((m]5)+(L¥"]5)) = agy1n®™ + agn® + - - + aq.
Le coefficient de degré mazximal de ce polynome est

(e (L) .[5])

@+ (A.1.1)

ad+1 =

ot Uon a noté (¢ (L)*1.[]) Uimage naturelle dans Z de ¢1(L)! N [S] € Ag(X) par [,
Le coefficient sous-dominant de ce polynome est

- % ()" Td(2)a) + (9 = V(e (L) 15]x) ) (A.1.2)

ot g est le genre de S et Td(X)y la composante d-dimensionnelle de la classe de Todd
généralisée de X, définie dans [22] § 18.5.

a4

DEMONSTRATION : Remarquons d’abord que, par amplitude de £, pour n assez grand,
la classe dans K, S de (7|x).(L®"|s) coincide avec I'image directe par 7|y de la classe de
L®"|y dans K, Y, telle que définie dans [22] §18.1. On applique alors le théoréme 18.3 de
[22] & X = 3. Avec les notations de ce théoréme, puisque S est une courbe lisse, pour tout
a dans K°S on a

Ts(a) = ch(a) N'Td(S)

ot Td(S) = 75(0s) = td(Ts) = [S] + 1c1(Ts) est la classe de Todd (usuelle) de S. En
particulier on a [¢¢1(Ts) = 2 —2g (cf. [22] ex. 15.2.1).
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On a donc

deg((7|z)« (L5"]5)) Z/Sch((ﬂ\z)*(ﬁ®”lz))o
=/S(Td(S)_ITs((WIE)*(C®"Iz)))o

=/(TS((7T|E)*(E®"|E)))0— %/Cl(TS)ﬂ(TS((W|E)*(C®"|E)))1
S S
(A.1.3)

7s((m]5)+ (L9 [2)) = (7]2)7s(L5"]x)
= (7|2).(ch(£)" N Td(E))

ou Td(X) = 75(0x) € A(X)q est la classe de Todd (généralisée) de X. Par la propriété (5)
du théoréme 18.3 de [22] on a

Td(Z) = Td(E)g41 + Td(D)g + - -+ + Td()o
avec pour tout 7, Td(X); € 4;(X)g et
Td(2)g+1 = [E] € Ag41(%).

(A.1.4)

Par ailleurs on a
d d+1

ch(L)" =1+---+ n—cl([,)d +

dl d+ 1)!“1(‘C)d+1+""

Ainsi on trouve
(ch(£)" N TA(Z))o = rgs1n®' +rgn® + -+ + 10 € Ag()g
avec r; = $¢1(L)* N Td(X);, d’ott notamment

1

ran = e NPl

Par le méme raisonnement
(ch(£)* NTA(S))1 = sqn® + -+ + s € 41(Z)g
avec s; = 5¢1(£)° N Td(E)i41, d’olt notamment

sa = %cl(ﬁ)d D)

de telle sorte que (7|x)«sq = €q[S] € A1(S)qg avec
1

(e (Lx)[Z)k)-

A.1.4) puis dans (A.1.3). O

€4 =

—~ K,

On conclut en injectant tout ceci dans

Remarque A.1.2 On trouvera dans [34], théoréme 4, un résultat un peu plus fin. On
construit dans [34] une application Div définie sur K,S & valeurs dans le groupe de Picard de
S, étendant naturellement ’application «puissance extérieure maximale» pour les fibrés vec-
toriels. Alors, avec les notations précédentes, pour n assez grand, I’élément Div((7|x)«(L%"|x))
de Pic(S) dépend polynomialement de n.
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A.2 Terme dominant du développement asymptotique des
hauteurs de sous-schémas

Comparant les théorémes et corollaire 3.1.16, 4.3.6, 5.2.2 et A.1.1, on est naturellement
conduit a se poser la question suivante :

Question A.2.1 Soient K un corps de nombres d’anneau d’entiers Ok, X une pré-variété
arithmétique mesurée sur Spec Ok munie d’un fibré en droites hermitien positif L. Soit ¥
un sous-schéma fermé de X de dimension (absolue) d+ 1. Notons [E] € Zy11 X le cycle de
dimension mazimale associé a 3, i.e.

[X] = Zlg(oz,zi)[zi]

o X1,...,%e sont les supports des composantes irréductibles de dimension d + 1 de .
Est-il vrai que les hauteurs (normalisées) de ¥ admettent pour n tendant vers Uinfini le
développement asymptotique

(D) = a.n®t! 4 o(n®t)

avec o = GO

Outre les cas déja traités dans la partie IT (dont le plus général est sans doute celui des
sous-schémas lisses avec multiplicité), on dispose encore d’une classe importante de sous-
schémas pour lesquels la réponse & la question A.2.1 est positive : les sous-schémas integres
(éventuellement singuliers). On traite ici le cas ou la variété ambiante est ’espace projectif,
cependant le cas général ne semble pas devoir poser de réelle difficulté supplémentaire.

Théoréme A.2.2 Soit ¥ un sous-schéma fermé intégre de dimension d+1 de ’espace pro-
jectif standard PN sur Spec O qu’on munit du fibré en droites hermitien positif O(1) usuel.
Alors pour n tendant vers linfini les hauteurs du sous-schéma % admettent le développement
asymptotique ;
~ AvdLL
h(n)(z) — (01 ((§)+ 1)'![2])nd+1 + O(nd+1)_

DEMONSTRATION : On dispose sur le Ox-module T'(3, £L%"|y) de deux structures her-
mitiennes : la norme ||.||z2(x) obtenue par intégration de la métrique restreinte, et la norme
||-|l; obtenue par passage au quotient de la norme L? sur PV. Par le théoréme de Hilbert-
Samuel arithmétique singulier de Zhang ([68] th. 1.4), le degré d’Arakelov du Og-module
hermitien (I'(X, £L&"|x), ||.l|2(x)) admet un développement asymptotique dont le terme do-
minant est égal a celui énoncé dans le théoréme. Raisonnant alors comme & la fin de la
démonstration du théoréeme 3.1.16, on voit qu’il ne reste plus qu’a montrer que pour tout
€ > 0, ’homomorphisme canonique entre les Og-modules hermitiens (I'(Z, £L®"|x), ||.|l4)
et (T'(Z, £L%"]2), [l-Ilr2(x)) admet toutes ses valeurs caractéristiques (pour tout plongement
de K dans C) dans l'intervalle [e~"¢, "] pour n assez grand. On s’est ainsi ramené & un
énoncé purement complexe. Alors, de la méme facon que dans la preuve de la proposition
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3.1.14, la majoration de ces valeurs caractéristiques est une conséquence de la proposition
3.1.5 (appliquée avec t = 0), tandis que la minoration résulte d’un énoncé de relévement de
sections de £%" de ¥ & PV avec contrdle des normes L? ou, ce qui revient au méme grace
a la proposition 3.1.5, avec controle des normes L, grace au lemme suivant. O

Lemme A.2.3 Soient PV DUespace projectif compleze standard muni du fibré en droites
hermitien positif O(1), & un sous-schéma fermé intégre de PN et € un réel strictement
positif. Alors il existe un entier ng tel que pour tout n > ng et pour toute section s €
(%, L®"|%), il existe S € T(PN, L®") vérifiant s = S|y et 15| oo vy < €™l 8]| oo sy

DEMONSTRATION (suivant une méthode suggérée a l'auteur par J.-B. Bost) : Consi-
dérons ’espace affine AN*1(C) = CN*! comme le cone C sur PV (C), ou encore comme
lespace total du fibré O(—1) dans lequel on aurait contracté la section nulle («blow-down»)
en un point. Par construction, la métrique de Fubini-Study sur les fibres de O(—1) induit
la métrique standard sur CV*!. Notons Csy; C AN*! le céne sur %, c’est-a-dire le sous-
ensemble analytique de C = CN*! défini par I'idéal homogene saturé I = @, I de
¥ dans C[Xy,...,Xn] = @, (P",0(n)). Notons Q la boule unité de C' = CNH1 et
Ny = QN Cx. Ce sont des espaces de Stein. En outre  (resp. §2x) s’identifie naturelle-
ment au fibré en disque de O(—1) (resp. de O(—1)|x) dans lequel la section nulle aurait été
contractée en un point, et la frontiere 9Q (resp. 9Qy) s’identifie naturellement au fibré en
cercle de O(—1) (resp. de O(—1)|x). Notons O(2) et O(Q2x) les anneaux des fonctions holo-
morphes sur € et sur {25, respectivement ; ce sont des espaces de Fréchet pour la topologie de
la convergence uniforme sur les compacts. Plus précisément, pour tout réel r €]0, 1| notons
K (r) laboule fermée de rayon r dans C, Kx(r) = K(r)NCsx, et ||.||x(r) €t ||| xx(r) les normes
uniformes sur K (r) et sur Kx(r), respectivement. Alors, pour tout entier 7, un élément de
T'(PV,0(n)) (resp. du quotient T'(PY,O(n))/I,) définit une fonction homogene de degré n
sur €2 (resp. sur Qy), et O(Q) (resp. O(Qy)) est le complété de Panneau @), , T(PY, O(n))
(resp. @,5o (PN, 0(n))/I,) relativement a la famille des normes ||.|| () (resp. [l k@)
pour 7 €]0, 1[. Ainsi, par la version pour les espaces de Fréchet du théoréeme de Banach de
I’application ouverte, ’application naturelle de restriction

qui est surjective puisque (2 est de Stein, est ouverte ; autrement dit, pour tout r €]0, 1] il
existe p €]0, 1] et @ > 0 tels que 'image de la boule unité de (O(), [|.||x(r)) par I'application
de restriction contienne la boule de rayon o de (O(Qs), [|-[ x5 (p)); ou encore, pour toute
s € O(Qy), il existe S € O(Q) vérifiant s = S|q,, et

1Sy < a_1||s||Kz(p)- (A.2.1)

Choisissons par exemple r = e~¢/2. Soient n un entier et s € I'(Z,O(n)|x). Si n est assez
grand, on a une identification naturelle T'(2,O(n)|s) = T(PY,0(n))/I, et s définit un
élément de O({2x:) homogene d’ordre n. Notant ||.|| o () 1a norme uniforme sur I'(%, O(n)|x)
on a donc

sl ks(o) = P" 8]l oo (x)-
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Soit alors S' € O(Q) relevant s et vérifiant la majoration (A.2.1). Par les estimations de
Cauchy, si I'on note S la composante homogene de degré n de S', on a ||S|| g ) < 15[ k()5
donc a fortiori S vérifie aussi la majoration (A.2.1). Ainsi on a bien trouvé S € T'(PN, O(n))
relevant s et vérifiant

ISl ooy = r ™IS llk(r) = €ISl r)

< a7 e ||s|| () = o€ P15 Lo (5

< a te"2||s| oo (x)

ce qu’il fallait démontrer. O

Formulons maintenant quelques remarques permettant d’effectuer certaines réductions
dans ’énoncé de la quetion A.2.1.

D’abord, grace & la remarque 2.3.10, on voit que pour répondre positivement a la ques-
tion A.2.1 dans le cas général, il suffit de savoir le faire sous I’hypothése supplémentaire que
> est plat sur Spec Og.

Ensuite, dans le cas kahlérien, le terme principal du développement asymptotique de
h(")(Z) ne devrait pas dépendre de la pré-variété X dans laquelle 3. se plonge. Plus préci-
sément :

Proposition A.2.4 Soient X une pré-variété arithmétique kihlérienne sur Spec Ok et L
un fibré en droites hermitien positif sur X. Soit Y un sous-schéma fermé génériqguement
lisse de X. Munissons Y de la structure de pré-variété arithmétique kahlérienne héritée de
X. Si ¥ est un sous-schéma fermé de Y (donc aussi de X) de dimension d + 1, pour tout
entier n. on notera h()?)(E) et hg?)(E) les hauteurs de X relativement a (X, L) et a (Y, L]|y),
respectivement. Alors lorsque n tend vers l’infini on a

B () = B (2) + o).

DEMONSTRATION : Supposons n assez grand, de telle sorte que toutes les applications
de restriction que l'on aura & considérer soient surjectives. Notons |.[z2(x) et ||llz2¢y)
les normes L? de l'espace des sections de £®" sur X et sur ), respectivement, (BIPS
et ||llqz,y) les normes sur T'(%, £L¥"|s) quotient respectivement des normes ||.[|12(x) et
I-1l23)s €t ||-llg,x) la norme sur T'(Y, LE"|y) quotient de ||.||z2(x). Notons

o (D, L2"2), [l llgs,2) — (T, L7"]5), [ lg(z)

et
P+ (D LZM9)s [-llg,x)) — OO, L), 22 )

les morphismes de O g-modules hermitiens qui coincident avec I'identité sur les Ox-modules
sous-jacents. Par la proposition 3.1.14 (appliquée avec t = 0), pour tout € > 0, les valeurs
caractéristiques des 1, , restent dans I'intervalle [e™"¢, "] si n est choisi assez grand. Par
transitivité des normes quotient, ||.||y(x x) est la norme quotient de ||.||4(y,x) par I'applica-
tion de restriction de Y & 32, de telle sorte que ¢, est ’application déduite de 1), par passage
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au quotient par cette méme application de restriction. Par le corollaire 1.2.6, les valeurs ca-
ractéristiques des ¢, , restent donc elles aussi dans I'intervalle [e™"¢, e"¢] quand n tend vers
I'infini. D’autre part, puisque par le théoreme de Hilbert-Samuel (géométrique) la dimension
des C-espaces vectoriels T'(X, LZ"]y,),, est (3 partir d'un certain rang) un polynéme en n de
degré d, ceci implique I'estimation

max
105 11 A™ ulo

pour n assez grand. Puisque par le lemme 1.4.1 on a

< 6nd+1

n n 1 max
W) —hY (D) = e 2 loe AT wnlle:

ceci termine la démonstration. O

Enfin, par des arguments analogues, on montre que le terme dominant du développement
asymptotique des hauteurs d’un sous-schéma 3 d’une pré-variété arithmétique mesurée X
ne dépend pas de la mesure sur X'(C). Ainsi dans ’étude de la question A.2.1, on ne perd
pas de généralité en supposant X munie d’une structure kahlérienne.

Indiquons maintenant quelques méthodes envisageables pour aborder la question A.2.1.

A.2.a. Une premiere approche serait de généraliser les méthodes du chapitre 3, visant
au moyen d’un théoréme de relévement L? de jets & se ramener au théoréme de Hilbert-
Samuel pour les variétés arithmétiques. La principale difficulté est que les faisceaux de jets
qui apparaissent dans le cas général sont seulement des sous-quotients du fibré cotangent
a X qui n’ont aucune raison a priori d’étre localement libres sur la fibre générique. Peut-
étre est-il envisageable d’approximer d’une certaine facon ces faisceaux cohérents par des
fibrés vectoriels; par exemple, en remarquant que ces faisceaux cohérents sont localement
libres sur un ouvert du sous-schéma, et en procédant par une récurrence sur la dimension ?
Remarquons que, puisqu’un sous-schéma de dimension générique nulle est automatiquement
«génériquement lisse avec multiplicité», une telle récurrence sur la dimension serait bien
initiée, grace au théoréeme 3.1.16.

Quoi qu’il en soit, on peut remarquer que la discussion précédente améne naturellement
a généraliser la question A.2.1 sous la forme «tordue» suivante : étant donné un faisceau
cohérent M sur le schéma réduit ¥, supposant que M s’exprime comme sous-quotient
d’un fibré vectoriel hermitien £ sur ', calculer le degré d’Arakelov de T'(X"4, M ® L®7)

lorsque ce Ox-module est muni des métriques de sous-quotient héritées des métriques L?
sur T(ZH £ @ L&),

A.2.b. Une deuxiéme approche s’inspirerait directement de la démonstration donnée
par Abbes et Bouche dans [1] du théoréeme de Hilbert-Samuel arithmétique. Pour simplifier
on supposera que L est tres ample et admet une section globale s € T'(X, £) dont le diviseur
associé ) rencontre proprement ¥ (du moins, sur la fibre générique), et que X’ est muni des
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structures kahlériennes définies par la forme de Chern de £. On procede alors par récurrence
sur la dimension de Y. Si n est un entier assez grand, on a une suite exacte de Og-modules

0 — I(%, L2 g) 2% I(Z, £2™g) — T(ENY, L2 gqy) — 0 (A.2.2)

ot1 'on a noté s, 'application de multiplication par s de I'(X, £&" !|x) dans ['(Z, LZ"|x), et
ot I'(%, L®"|5) est muni des métriques quotient des métriques L? sur I'(X, L2") ; on munit
alors T'(2NY, L%"|5ny) des métriques quotient de ces métriques par la suite exacte (A.2.2).
Une observation fondamentale est que, par transitivité des métriques quotient, ces métriques
sur T'(Z NY, LO|5ny) sont aussi les métriques quotient des métriques L2 sur T'(X, LO7);
autrement dit, ce sont les métriques servant & définir les hauteurs du sous-schéma > N ).
Ainsi on a

degT(3, L8"x) = h™ (%)
et

deg T(TZ N Y, LE5ny) = h™(ZNY).

On munit aussi ['(Z, £L2" !|x) des métriques quotient des métriques L? sur T'(X, L7 1),
de telle sorte que par additivité du degré d’Arakelov dans les suites exactes courtes et par
le lemme 1.4.1 on trouve

—_— — —_— ]_ max
degT'(%, L& |5)—deg (X N Y, LB |sny) = degP(E,E®”_1|Z)+m Zlog I /\ : snlo-
: o

Autrement dit, si ng est un entier suffisamment grand, il existe une constante Cy,, telle que
pour tout n > ng on ait

n _ n 1 max
WM () = Cpy + > (h()(zﬁy)‘Fm;lOgH/\ 8n||a>-

no<k<n

Supposons la réponse a la question A.2.1 positive pour ¥ N Y, autrement dit, supposons
qu’on ait le développement asymptotique

(a(Z)d[E n y])nd T o(nd).

(n) -

AY(ENY) il 7

Alors répondre a la question A.2.1 pour ¥ équivaut & résoudre le probléme analytique
suivant :

Question A.2.5 Soient X wune vari€té projective complexe munie d’un fibré en droites
hermitien positif trés ample £, ¥ un sous-schéma fermé de X de dimension d et s une
section globale de L dont le diviseur rencontre proprement . Pour tout n assez grand,
munissons les C-espaces vectoriels T'(%, LZ"|s) des normes quotient des normes L? sur
(X, L%®™) et notons

sp:D(Z, L8 yg) — T(, LO"x)

DUapplication de multiplication par s. Est-il vrai que, lorsque n tend vers l'infini, le rapport

log || A™* snl
nd
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tend vers une limite finie égale a

- / log [6s?
X

ot 5[E]wd est le courant d’intégration (relativement d la forme volume héritée de la structure
kahlérienne) sur le cycle de dimension d associé a ¥ ¢

Remarquons qu’on sait répondre positivement & cette question (et donc aussi & la question
A.2.1) lorsque ¥ = X est le sous-schéma défini par le faisceau d’idéaux nul. Evidemment,
grace aux résultats d’extension L? développés dans le chapitre 3 de cette these, il est facile
de voir que ceci implique que la réponse a la question A.2.5 est encore positive lorsque X est
supposé lisse avec multiplicité. On dispose d’au moins deux démonstrations de ce résultat
dans le cas particulier ¥ = X. La premiére, dans [1], th. 3.7, repose sur des méthodes de
noyau de la chaleur. La seconde, dans [14], th. 13.13, utilise des techniques d’analyse micro-
locale. 11 serait intéressant d’examiner si I’'une de ces démonstrations n’est pas susceptible
de se généraliser au cas d’un sous-schéma quelconque.

A.2.c. A défaut de pouvoir répondre entierement a la question A.2.1, on serait déja
assez satisfait de montrer que le rapport
R ()
nd+1
tend vers une limite finie (sans chercher & interpréter cette limite en termes de théorie de
I'intersection arithmétique). Il semble raisonnable de vouloir aborder ce probléme au moyen
d’arguments de théorie de la capacité, en généralisant les résultats de [51] et [52].

Si X est une variété projective sur Spec Ok équidimensionnelle et géométriquement
réduite, si £ un fibré en droites trés ample sur X, et si 'on munit les T'(X, L") de mé-
triques hermitiennes vérifiant certaines conditions de compatibilité, I’existence de la capacité
sectionnelle démontrée dans [52] signifie que les T'(X, L&7) vérifient un théoréme de Hilbert-
Samuel analogue a celui conjecturé ici. Il serait intéressant de voir dans quelle mesure on
peut généraliser les méthodes de [52], ou bien en s’affranchissant de I’hypothése de réduction
faite sur X, ou bien en ne considérant non plus seulement les Ox-modules T'(X, £L®™), mais
aussi des modules «tordus» T'(X, M®L®™) pour M un faisceau cohérent sur X suffisamment
général.

A.3 Termes suivants

A.3.a. Les proposition 4.2.8, corollaire 4.3.6 et théoréme 5.2.2 semblent indiquer que la
généralisation suivante de la question A.2.1 devrait avoir une réponse positive :

Question A.3.1 Soit X un sous-schéma fermé de dimension d+1 d’une pré-variété arith-
métique mesurée X sur Spec Ok de dimension N + 1 munie d’un fibré en droites hermitien
positif L. Existe-t-il deuz réels a et b tels que, pour n tendant vers l’infini, les hauteurs du
sous-schéma % admettent le développement asymptotique suivant :

M () = a.n®t! + bnlogn + o(nlogn) ?
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Ou, plus généralement, sous les mémes hypotheses :

Question A.3.2 Les hauteurs de Y. admettent-elles un développement asymptotique de la
forme

h(")(E) = agr1n®tt + bgntlogn + agn + by_1n? tlogn + --- + by logn + ag +

—00

ten e om0

a tout ordre r ?

Il est raisonnable de conjecturer que la constante b introduite dans la question A.3.1 devrait
pouvoir s’exprimer uniquement en fonction de la géométrie de ¥ aux places a I'infini. La
proposition 3.2.3 fournit un encadrement de cette constante b lorsque la fibre générique X
est définie par 'annulation d’une section globale d’un fibré vectoriel sur Xx transverse a la
section nulle. On a alors

deg(Lk|xy)

d/4.w Sb< (N +d/4)——

- . (A.3.1)

Remarquons que la borne inférieure b = d/4. est atteinte dans le cas ou X est
Pespace projectif standard considéré comme sous-schéma de lui-méme (proposition 4.2.3)

deg(Lx|sg)
d!

cependant que la borne supérieure b = (N + d/4)% n’a été atteinte dans les cas
étudiés ici que sous 'hypothese triviale N = d = 0. Par exemple, dans le cas o X est un sous-
espace linéaire de I’espace projectif, la proposition 4.2.8 donne b = (N/2—d/4) %. 11
est possible que la démonstration de 'encadrement (A.3.1) donnée ici n’ait pas été optimale.
Remarquons par exemple que la borne supérieure b < (N + d/4)% a été établie
au moyen du lemme 3.1.5, fournissant une borne sur la norme L* de la restriction d’une
section globale de £ & la sous-variété ¥ en fonction de sa norme L? sur la variété tout
entiére, puis en intégrant sur ¥ cette borne sur la norme L° pour obtenir une borne sur
la norme L? de cette restriction. Peut-étre ceci pourrait-il étre amélioré, en établissant une
variante du lemme 3.1.5 directement pour la norme L? de la restriction, sans passer par la
norme L°. Il est probable que ceci permette d’améliorer la borne supérieure sur b, sous la
forme b < (N — 3d/4)%. Cependant, & ce jour, 'auteur n’envisage pas de méthode
susceptible de permettre de calculer explicitement cette constante b en toute généralité.

A.3.b. On constate un autre phénoméne remarquable lorsque I’on compare les termes
constants donnés par les théoréeme 5.2.2 et corollaire 5.5.12 avec leurs analogues géomé-
triques.

Soient S une courbe projective lisse sur un corps algébriquement clos k et 3 un k-schéma
projectif réduit de dimension 1 muni d’un morphisme fini et plat 7 : X — S et d’un fibré
en droites £ ample relativement & 7. On fera I’hypothése que X est réunion de sous-schémas
fermés @ (i € {1,...,1}) deux & deux distincts qui sont des courbes projectives lisses,
images de sections

ai:SQE(i)CE.
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Notons
Vs %

le morphisme de normalisation et 7 = 7o v : 5 — 5. Par [22] exemples 18.3.3 et 18.3.4.a
on a

Td(Y) = v, Td(S) - Y p[P]
Pey(k)sing

avec
513 = ]g(V*Oi/Og)P.

Appliquant alors les formules (A.1.3) et (A.1.4) & = et & 3, on déduit de ce qui précéde la
relation

deg(m. (LE™)) = deg (7. (v* LE™)) Zap = deg(T, (v LE")) — dimy (2, 1,05/ Ox).

En outre, par les hypothéses faites précédemment, 3 s’identifie & la réunion disjointe de [
copies de S et on a

l

deg (7, (v* L®™)) Zdeg or LO™) = nZdeg (o7 L) = Z
=1

d’ou, finalement :
deg(m,(LE™)) = n.(c1(L).[E]) — dimy T(Z, 1,05/ Ox). (A.3.2)

On remarquera que le terme constant de ce polyndéme est ’analogue du terme de ramification
fourni par le théoréme 5.2.2. Plus précisément, par le théoréme 5.2.2 (ou encore, par le
théoréme 5.5.8 et la discussion qui le précede), si X est un sous-schéma réduit de ]P’gK qui
est réunion de [ sections de Spec Ok, on a

N +n

N ) [K 3 log #I'(2, 1,05 /0x) + O(n™1).

(A.3.3)

n—0o0

RM(E) = n.h([Z])—l—élog(

Considérons maintenant la situation légérement différente suivante. Soient S une courbe
projective lisse sur un corps algébriquement clos k et ¥ un k-schéma projectif réduit de
dimension 1 muni d’un morphisme fini et plat 7 : 3 — S et d’un fibré en droites £ ample
relativement & 7. On fera I’hypothése que ¥ est localement intersection compléte. Alors,
par [22], corollaire 18.3.1.b, on a

Td(S) = td(Tx) = [Z] + %cl (T%)
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ou conformément aux notations de [22], Tx, est le fibré tangent virtuel de 3. Injectant ceci
dans le théoréeme A.1.1 (ou, directement, dans (A.1.3) et (A.1.4)) on trouve

deg(m, (L") = n.(ex (£) [5) + 3 (e1(To).[5]) — 51 (Ts)m[5)
= n.(en(£).[5]) + g (er(Ts) — 71 (T)).[5) (A3.4)
= n(e1(£)[5) — g er(TY5)-15)).

A nouveau, le terme constant obtenu dans le cas géométrique est 1’analogue du terme
constant obtenu dans la situation arithmétique correspondante. En effet, par le corollaire
5.5.12, si X est un sous-schéma réduit de ]P’gK fini et plat sur Spec Ok, sous ’hypothese que
. est localement intersection compléte on a

(D) = nh(S) + 1%2 og (N M ”) - m log #(0L 0, ) + O(n™").  (A.3.5)

11 est frappant que (A.3.2) et (A.3.4) présentent des termes constants analogues & ceux
de (A.3.3) et (A.3.5) respectivement, alors que ces derniers présentent en outre un terme
d’ordre logarithmique. On peut se demander si ce phénomene ne témoignerait pas, pour tout
sous-schéma, fermé 3 d’une variété arithmétique X, de I'existence d’une métrique naturelle
sur les T'(2, £L®"|5), ou, du moins, sur leur puissance extérieure maximale, qui généraliserait
la métrique de Quillen utilisée dans I’énoncé du théoréme de Riemann-Roch arithmétique,
de telle sorte que les termes logarithmiques (entre autres) proviennent de la différence entre
cette métrique et celle utilisée dans la définition des hauteurs de sous-schémas. Remarquons
cependant que, compte tenu de ’expression du terme logarithmique donnée dans le théoréme
5.2.2, il est peu vraisemblable qu’une telle métrique se comporte contintiment dans les
familles plates de sous-schémas.

A.3.c. Une derniere question naturelle est la suivante, motivée par les proposition 2.3.8
et théoréme 4.3.4.

Question A.3.3 Soient Y7 et Yo deuz sous-schémas d’une variété analytique complexe pro-
jective X munie d’une forme volume et d’un fibré en droites hermitien positif L. Comment
le réel

dm) — dr(yv;,£8n |y, ), (Y2,£97y,)

mesurant l’orthogonalité des quotients T'(Y1, LZ"|y,) et T'(Ya, LOM]y,) de T'(X, L®") se com-
porte-t-il lorsque n tend vers l'infini ¢ En particulier, si l’'on note M la dimension de l’in-
tersection Y1 NYs, le rapport
log d(™
nM

tend-il vers une limite finie, calculable en fonction de la géométrie de Y1 et Yo au voisinage
deYiNY, ?
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Supposons qu’on dispose, en réponse a la question A.3.3, de I'estimation (relativement
faible) suivante :

log d(n) — O(nmax(dimYl,dimYz)). (A36)
n—00

Soient alors ¥; et ¥y deux sous-schémas d’une pré-variété arithmétique mesurée munie
d’un fibré en droites hermitien positif. Alors, compte tenu de la proposition 2.3.8 et de
lestimation (A.3.6), pour que la réponse & la question A.2.1 soit positive pour le sous-
schéma, Y1 U Xy, il suffirait qu’elle le soit pour chacun des sous-schémas Y1, Y9 et 31 N Xo.
Ainsi, au moyen d’une récurrence sur la dimension, une réponse du type (A.3.6) a la question
A 3.3 permettrait, dans 1’étude de la question A.2.1, de se ramener au cas des sous-schémas
de support irréductible.
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Troisieme partie

Deux exemples d’utilisation de
méthodes arakeloviennes en théorie
de 'approximation diophantienne
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Chapitre 6

Une preuve du théoreme des six
exponentielles par la méthode des
pentes

6.1 Introduction

On se propose ici de donner une démonstration par la méthode des pentes (voir le
paragraphe 1.4.1, ainsi que [9] appendice A) du résultat suivant :

Théoréme 6.1.1 Soient a1, as deur nombres complezes linéairement indépendants sur Q
et by, b, b3 trois nombres complexes linéairement indépendants sur Q. Alors l'un au moins
des siz nombres

exp(a;b;) (1<i<2,1<5<3)

est transcendant.

Une démonstration similaire & la notre a été obtenue indépendamment par E. Gaudron
dans [23], annexe & la partie 2. On pourra aussi trouver une démonstration élémentaire du
théoréme 6.1.1, reposant sur la construction d’une fonction auxiliaire, dans [64]. Le lecteur
pourra consulter [65] pour obtenir de nombreuses généralisations de ce théoréme, ainsi que
des compléments historiques.

6.2 Choix des fibrés hermitiens
Pour démontrer le théoréeme 6.1.1, on raisonne par I’absurde en supposant que le corps

K = Q((e"")1<i<2,1<j<3)

est algébrique. On note Ok l'anneau des entiers de K.

Les nombres complexes a; et as étant linéairement indépendants sur QQ, les fonctions
f1(z) = exp(a12) et fo(z) = exp(azz) sont algébriquement indépendantes.
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On choisit deux entiers r et s et on pose
_r? _ s

qu’on munit des métriques hermitiennes naturelles.

On définit une application K-linéaire ¢ de Ex dans Fx comme suit : en identifiant
FEx au K-espace vectoriel des polynomes en f; et fy de degré strictement inférieur & r par
rapport & chaque variable, ¢ est Pévaluation d’un tel polynome en les s® points de la forme
B1b1 + Baba + P3bs pour 0 < B1, P2, B3 < s (ces points sont tous distincts puisque by, be et b3
sont linéairement indépendants sur Q). Autrement dit, pour [pa; as]0<a;,a0<r € Ek, 0n a :

@([Pas,anlar,cncr) = [ D Paysan {1 £52) (Brby + Bab + Bsbs)] 1 a,85<s

a1,02<T
ibivaiBi
= [ Z pa17a2 H (ea ])a ﬁj]ﬂl;ﬂ2aﬂ3<3 (6-2.1)
ar,az<r 1<i<2,1<j<3
€ K% = Fyg.

Lemme 6.2.1 I] eziste une constante X telle que, si s > \r2/3, Uapplication ©p est injective.

DEMONSTRATION : Notons a = max(|ay, |az|) et b = max(|b1|, |b2],|b3|). Par le lemme
de Tijdeman ([61], corollaire au théoreme 1), si P(X;,X>2) est un polynéme non nul &
coefficients complexes de degré < r en X; et Xy, la fonction f(z) = P(f1(z), f2(2)) a au
plus 372 + 8ar R zéros dans tout disque de rayon R. Supposons ¢ non injective, et soit P un
élément non nul du noyau de . Alors la fonction f(z) = P(f1(2), f2(z)) admet s3 zéros dans
un disque de rayon R = 3bs. Ainsi, si ¢ n’est pas injective, on a I'inégalité s3 < 312+ 24abrs.
Ceci démontre le lemme, avec par exemple A = 3 + 3ab. O

Pour tout entier ¢, on note F} le sous-Ox-module de F, de rang s> — t3, défini comme
suit :

Fy = {(qﬂl,ﬂ2,53)ﬁ1,ﬂ2,ﬂ3<s | 4B1,82,85 = 0 si B1, B2, B3 < t}'

Ceci définit une filtration

F=FyDF, D>--+-DF;=0.

On note E; = E N ¢ 1(F; k). Ceci définit une filtration de E, et on note ¢; 'application
(injective) induite par ¢ sur les gradués associés :

o (Br/Erp1)k — (Fr/Fi1)k-

Alors, de V'inégalité de pentes énoncée dans la proposition 1.4.2 on déduit 1’'inégalité
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suivante :

0 = degFE = > degEy/Ey1
t

< (rg By — rg By 1) fimax (By /By 11)
t

(6.2.2)
< Z(rg Ey —1g Eyy1) (h(pt) + Hmax (Ft/ Fii1))
t

— Z(rg E; —rg Eyp1)h(er)
7

la derniére égalité venant du fait que F;/F;, 1 s’identifie au fibré libre de rang (¢ + 1)3 — ¢3
muni des métriques triviales.

6.3 Evaluation des normes

Soit p un idéal premier de O. De la relation (6.2.1) on déduit I’existence d’une constante
C(p) telle que, pour tout ¢, on ait I'inégalité

Log It} < C(p)-rs. (6:3.1)

Plus précisément, on peut prendre C(p) = >_; ;log|exp(a;b;)|y. En particulier, on peut
supposer C'(p) = 0 pour presque tout p.

De la méme fagon, pour tout plongement o de K dans C, on déduit de (6.2.1) Pexistence
d’une constante C(o) telle que, pour tout ¢, on ait 'inégalité

log ||etlle < C(o).rs. (6.3.2)

Cependant, si ¢ est assez grand, on peut au moyen d’un lemme de Schwarz obtenir une
inégalité plus fine sur log||¢¢||s, en procédant comme suit.

Fixons le plongement ¢, et considérons K comme un sous-corps de C. Soient ¢ > 1 un
entier et p = (Pa;,a,) € Et- On note

F(z)= ) Paefifs?(2)

a1,02<r

et
Q)= [ (2—Bibi— Pabs — Bsba).
B1,62,83<t

Par définition de E, la fonction F'(z)/Q(z) est entiére.
Si R est un réel > 0 et f une fonction entiére, on notera |f|r = sup,_g |f(2)|.

Posons

R(t) = tlogt. (6.3.3)
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Alors si t est assez grand, on a

R(t) > 2. sup {|51b1 + 52[)2 + 53b3|}. (634)
B1,B2,83<t+1

Si z est un complexe de module R(t), 'inégalité (6.3.4) implique que, pour tous S1, 82, f3 < t,
on a |z — B1b1 — Baby — PB3bs| > R(t)/2, d’ou

Q(2)] > (R(1)/2)"". (6.3.5)

Soient alors 1, 2, v3 trois entiers < t + 1, et 29 = y1b1 + v2b2 + y3b3. Posons b =
max{1, |b1], |b2]|, |b3|}. Alors on a trivialement l'inégalité

1Q(20)] < (6bt)". (6.3.6)

De plus, par (6.3.4), on a |zg| < R(¢). En appliquant le principe du maximum et les
inégalités (6.3.5) et (6.3.6), on trouve

|me=ummﬂgww

F
< |Q(=0)| ‘ 0

R(t)

¢ \" ¢\
< _ < C"I‘R(t) _
-—GR@)'HMQ—WW GR@)

ol ¢ et ¢ sont des constantes convenables. On en déduit :

log [[¢lls < ¢'rR(t) —t*(log c + log @). (6.3.7)

6.4 Conclusion

Soit maintenant m un entier assez grand, de telle sorte que (6.3.4) soit satisfaite pour
tout ¢ > m. Supposons qu’on ait s > m et que s vérifie la condition du lemme 6.2.1 (de telle
sorte que ¢ soit injective). Alors en combinant 'inégalité (6.2.2) et les majorations (6.3.1),
(6.3.2) et (6.3.7), on trouve

0 < (1 —rgEn/rg E)sup h(ps) + (rg B/ 1g E) sup h(p1)
t<m tzm (6.4.1)
< Crs+ (rg B/ rg E)(CrR(t) — t3(C + log(R(t) /1))
pour un certain ¢ > m et pour une certaine constante C.

Par injectivité de ¢, on a 1g E,, > r? —m3, donc rg E,,/1g E > 1 — m3/r?. En prenant
m = r®8 et s & Ar?/3 (ou1 X est la constante donnée par le lemme 6.2.1), en remplagant R
par son expression (6.3.3), et en utilisant dans (6.4.1) ’encadrement m < t < s, on trouve

0 < Crs+ (rg Ep/1g E)(CrR(s) — m*(C + log(R(m)/m)))
< C'rd/3 logr — C"yp15/8

pour des constantes positives C’ et C" adéquates. Il suffit alors de choisir r assez grand
pour obtenir la contradiction initialement souhaitée.
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Chapitre 7

Un critere d’indépendance
algébrique arakelovien

La plupart des démonstrations de résultats d’indépendance algébrique, que ce soit en
petit ou en grand degré de transcendance (cf. [46]) reposent sur un critére dont le proto-
type est celui démontré par P. Philippon dans [47]. Les outils utilisés principalement pour
démontrer un tel critére relevent en général de la théorie de I’élimination. Cependant, dans
[56], C. Soulé a expliqué comment le mécanisme des hauteurs, qui joue un role crucial
dans la démonstration du critére (voir par exemple [47] ou [48]), s’interprétait en termes de
géométrie d’Arakelov’.

Dans cette optique, on se propose ici de donner une démonstration d’un critére pour
I'indépendance algébrique, dans laquelle tous les arguments de théorie de 1’élimination ont
été remplacés par des raisonnements faisant appel a la théorie de ’'intersection arithmétique.
Dans ses grandes lignes, la preuve suit celle donnée par M. Laurent et D. Roy dans [39]
d’un critere pour l'indépendance algébrique avec multiplicités. La traduction en langage
arakelovien des arguments permettant de prendre en compte les multiplicités ne semble pas
devoir poser de probléme mais, par souci de simplicité, on a donné ici une version sans
multiplicités de ce critere.

Toutefois, on notera que le critére «arakelovien» ainsi obtenu ne présente, en lui-méme,
pas grand intérét. D’abord, il n’est valable que sur le corps des nombres complexes, alors
que les criteres démontrés au moyen de la théorie de 1’élimination peuvent en général aussi
s’appliquer au cas p-adique. Ensuite, méme sur C, le critére énoncé ici est un peu moins fin
que celui de [47]. Peut-étre ce dernier point peut-il étre amélioré.

Techniquement, la preuve repose sur I'introduction de métriques déformées sur les puis-
sances du fibré en droites universel sur 1’espace projectif. La construction de ces métriques
déformées fait I’objet de la premiére section de ce chapitre.

'la théorie des hauteurs du point de vue arakelovien ayant été auparavant introduite (et appliquée avec
succes & d’autres problémes) dans [20].
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7.1 Notations et constructions préliminaires

7.1.1 Construction de métriques déformées

Soient m un entier, F un C-espace vectoriel hermitien de dimension m+1 et Pg 1'espace
projectif des hyperplans de E muni de la structure kahlérienne définie au paragraphe 1.3.1.
Si 7 et ¥ sont des éléments de EV et z et y les éléments de Pg(C) qu’ils engendrent, on pose

1z A §||/\2 EV

dx,y = T=1 n~n
@ 9) = E o Tler

avec la normalisation (1.1.2) pour la norme puissance extérieure. De fagon équivalente,

) = 1 M)w.

1215 1711

Cette expression ne dépend pas du choix des représentants z et y de x et y. Elle est en outre
invariante sous I’action naturelle du groupe unitaire U(E) sur Pg(C). Remarquons que le
choix d’une base unitaire de E détermine un isomorphisme isométrique de Pz sur I'espace
projectif standard P™. Apres action d’une transformation unitaire, on peut supposer que

cet isomorphisme envoie z sur le point de coordonnées homogénes (1 : 0: ... :0) et y sur
(cosp :sing:0:...:0) pour un unique ¢ € [0, 7/2] convenablement choisi; on a alors
d(z,y) = sin.

Le plus court segment de géodésique joignant ces deux points est la courbe
t€[0,¢] — (cost:sint:0:...:0)
dont la longueur est précisément
distgeoa (2, y) = ¢ € [0,7/2]

(ceci résulte de la normalisation choisie pour la forme de Kahler sur P ; voir par exemple
le lemme 5.3.5). Pour tous z et y dans Pg(C) on a donc

d(.’L‘, y) = Sin(diStgéod(xa y))

Par le fait que pour tous réels a et b dans I'intervalle [0, 7/2] on ait sin(a+b) < sina +sinb
sia+b<7/2 et sina+sinb > 1 sinon, ceci implique que d définit bien une distance sur

Py(C).

Notons |.||g,0 = ||-||g 1a norme hermitienne sur E et = : Py — SpecC le morphisme
structural. Rappelons que suivant les constructions du paragraphe 1.3.1, le fibré en droites
universel Op (1) sur Pg est muni de la métrique ||'||(’)1PE(1),0 définie par passage au quotient
de la norme ||.||g, par la surjection naturelle 7*E — Op,(1). On notera parfois aussi
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I-lrs = ll-llos ,(1),0 €t on dira qu'il s’agit de la métrique de Fubini-Study. Par définition la
forme de Fubini-Study sur Pg est la premiere forme de Chern de cette métrique :
wrs = ci1(||-lFs)-

Fixons alors 6 un élément de Pg(C) et notons [y une forme linéaire sur E de norme 1
représentant 6 (ainsi ly est uniquement déterminée & multiplication par un complexe de
module 1 pres). Pour tout réel U > 0 on définit une norme hermitienne |||, sur E par la
formule suivante :

25,0 = llzllE,0 + (€2 = 1)llg(x)[?

pour z € E. De facon équivalente, on a ||z||g,v = || Av(z)|E,0 ot Ay est I'endomorphisme
autoadjoint de E égal & I'identité sur le noyau Hy de Iy et & la multiplication par eV sur
I'orthogonal de Hy.

Définition 7.1.1 Avec ces notations, la métrique déformée d’amplitude U (centrée en 6)
sur Op,(1) est la métrique ||.||OPE(1)’U définie par passage au quotient de la norme hermi-
tienne ||.||g,u par la surjection naturelle 7*E — Op,(1).

Remarquons que pour U = 0 on retrouve ainsi la métrique de Fubini-Study.
Proposition 7.1.2 Avec ces notations, on a
-lop j1),0 = €Vl rs
ou @y est la fonction définie par
pu(a) = — 3 Tog(e U (1~ d(a,6)%) + d(a, 6)?)
pour a € Pg(C).

DEMONSTRATION : Soient o un point de P (C) et & un élément non nul de EV re-
levant «. Considérons un élément s de E et notons encore s son image naturelle dans
I'(Pg, Op,(1)). Par construction on a

|a(s)|

||5||O]PE(1),U(a) =

ey o
donc
16 0, v
s %~ Tal,
el
CINE@ N1
B &%y o
el + (€72 = D|(@ lg) v ol
1

T14 (e 1)1 - d(e, 0)2)
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ce qu’il fallait démontrer. O

Remarquons en particulier qu’en tout point, ¢y est positive ou nulle et qu’elle atteint son
maximum, égal & U, en a = 6. On notera wy la forme de Chern de la métrique ||'||O]P’E(1),U'
On a donc

wy = wrs — 2dd py.

Il convient de signaler que, par construction, la forme wy est encore positive.

Remarque 7.1.3 On a construit les métriques déformées sur Op,(1) & partir de normes
hermitiennes sur E obtenues en dilatant la norme hermitienne initiale. On aurait aussi pu
faire une construction analogue avec des normes non hermitiennes, de la facon suivante.

A toute norme N sur un espace vectoriel £ de dimension m + 1 sur C on associe une
métrique (continue) |.|| sur le fibré en droites universel Op (1) sur I'espace projectif Px des
hyperplans de E, définie comme suit : en tout point a de Pg, ||.||(«) est la norme quotient
de N pour la projection canonique de E sur la fibre de Op (1) en a.

La métrique ainsi définie sur Op,(1) est positive. En effet, en dualisant, il suffit de
montrer que si s est une section locale de Op,(—1) ne s’annulant pas, alors log ||s||(z) est
une fonction plurisousharmonique de z (o 'on a muni Op,(—1) de la métrique duale).
Une fonction de plusieurs variables est plurisousharmonique si et seulement sa restriction
chaque droite affine (complexe) 1’est. On se raméne donc au probléme unidimensionnel qui
suit.

Soient E = C? muni d’une norme N, EV muni de la norme duale, X = Pg(C) = P}(C),
m : X — SpecC la projection canonique, (1 : z) une coordonnée locale holomorphe sur
X au voisinage de (1 : 0), et u(z) une section locale de Op,(—1) ne s’annulant pas. Par
compatibilité des normes quotient & la dualité, Op,(—1) est muni de la métrique ||.|| induite
par linclusion i : Op,(—1) < 7*EY, et on veut montrer que log||u(z)| est une fonction
sousharmonique de z. Par [18] ch. I exemple (7.4.b), il suffit de montrer que I’ensemble des
couples

{(w,z) € C x B | log|w| + log ||u(z)| < 0}

est pseudoconvexe, ou B est un ouvert pseudo-convexe de X. Or cet ensemble s’identifie
au fibré en disques unitaires de Op,(—1), via la trivialisation définie par u, et il est bien
pseudoconvexe, car image inverse par 1’application holomorphe ¢ du fibré en disques unitaires
de 7*EV qui est convexe, donc pseudoconvexe.

Ceci étant fait, pour s € I'(Pg, Op,(1)), posons

[[sllzee = sup ||s]|(z).
EAS 5]

Alors, par le théoreme de Hahn-Banach, ceci permet de retrouver la norme initiale sur F :
on a

[l = N (s),

ou l'on a fait I'identification canonique E = I'(Pg, Op,(1)).
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On va donner maintenant un autre moyen de construction des métriques déformées sur
Op,(1). Notons M le schéma de déformation au cone normal du sous-schéma {6} de P, i.e.
’éclaté de Py x P! en le sous-schéma {6} x {oo}. Notons 7y : M — P x P! la projection
naturelle. Si p et g sont deux entiers, notons Op _,p1(p,q) = priOp,(p) ® pr5Op1(q) le fibré
en droites naturel de bidegré (p, q) sur P xP1. On notera aussi O (p, q) = TrrOp pxpt (P, )-
Remarquons que ce faisceau est muni d’une métrique naturelle (provenant des métriques
de Fubini-Study sur chacun des facteurs).

Le faisceau d’idéaux J définissant {0} x {co} comme sous-schéma de P x P! est engendré
par ses sections globales de bidegré (1,1). On en déduit (par (3.1.2)) un morphisme naturel

fM—)]PH

ou H =T'(Pg x P!,30p . p1(1,1)). Notons D le diviseur exceptionnel sur M (c’est-a-dire
'image inverse par 7y, du sous-schéma {6} x {0} de Pg x P!). On a alors (cf. (3.1.3)) une
identification naturelle
fOp,(1) = On(1,1)(—D).

Remarquons que H est naturellement muni des normes L? sur Pr x P! (pour la me-
sure produit), de telle sorte que Op, (1), puis Op(1,1)(—D) et plus généralement tous
les Onr(p,q)(nD) (via Pégalité Opr(p,q)(nD) = Opn(1,1)(—D)®™™ @ Opr(p + n,q + 1))
héritent de métriques naturelles.

Identifions 'ouvert P! (C)~{oo} de P}(C) & C et, pour tout réel U > 0, notons ay le point
de coordonnée ve2U — 1. Puisque 7, est un isomorphisme hors du diviseur exceptionnel,
Iinclusion naturelle de Py = Py x {ay} dans Pr x P! se reléve en une inclusion

iv Py M
et on a un isomorphisme naturel 7,0 (1,0)(—D) = Op,(1).
Proposition 7.1.4 Sous ces hypothéses, notons ||'||IO]PE(1),U la métrique sur Op (1) déduite

par restriction par iy de la métriqgue naturelle sur Opr(1,0)(—D). Alors on a

1

m H'HOPE(I),U

!
H'HOPE(I),U =
ot ||.||OPE(]‘)’U est la métrique déformée définie au début de ce chapitre.
DEMONSTRATION : Notons p = |[1]|lo,,(p) ol 1 est la section canonique du faisceau

On (D). Par définition, pour tout point (z,y) € M(C) s’envoyant par my sur (z,y) €
Pg x PL(C), on a

-0 (1,0)(=0) (@) = [l-llop (1) (#) /p(2,Y)
donc, spécialisant en y = ay,
I-lop )0 (@) = [llloe 1) @)/ pliv (). (7.1.1)
Par ailleurs, par le lemme 3.1.7, pour toute base orthonormale (hi,...,hq) de H, on a
p= (||h1||%,)M(1 pto Tt ||hal||?,)M(1 1))1/2. Choisissons une base orthonormale (eq,...,ep)
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de 'hyperplan de E défini par € et complétons-la en une base orthonormale (e, ..., e.,) de
E. Notons aussi (X, X1) la base canonique de I'(P!, Op1(1)), ordonnée de telle sorte que
le point co admette pour coordonnées homogenes (0 : 1). Alors (eg ® Xy, - .. ,em ® Xo,€0 ®
X1,...,em ® X1) est une base orthogonale de I'(Pg x P!, Op . p1(1,1)) ='(Pg, Op,(1)) ®
['(P!, Op1(1)) et par le lemme 1.3.4, pour tous i et j, les normes L? des éléments de cette
base vérifient

1
2 2 2
||€i ® Xj||OPE><P1(1’1)7L2(]PEXP1) = ||ei||0PE(1),L2(PE)||Xj||OP1(1),L2(]})1) = m

D’autre part, en tout point de Pz x P! on a

Z ||€i®Xj||?9PExP1(1,1) = ( Z ||€i||?9PE(1))( Z ||Xj||?9][,,1(1)) =1

0<i<m 0<i<m 0<j<1
0<j<1

donc, puisque H est ’hyperplan de I'(Pg x Pl,OPEXp1(1, 1))) orthogonal & ey ® X7, on

trouve
p=(2m+1)(1~ [l ® X1|3, (1.1)) %

Maintenant, en z € Pg(C), on a ||eo||?,)P (1)(55) =1—-d(z,0)?etenay =(1:ve2lU —1) ¢
E

2U _ _
PY(C), on a ||X1||?9P1(1)(05U) = l-T—TUil =1-¢2V, donc

pliv(@)) = 2(m +1)(1 — (1 — e ?)(1 — d(2,6)%))"/? = (2(m + 1)) /290

On conclut en injectant ceci dans (7.1.1) et comparant avec la proposition 7.1.2. O

On retiendra de ceci que les métriques déformées ||'||O]PE(1)7U se recollent pour redonner
(& une constante multiplicative prés) la métrique naturelle sur le fibré Ops(1,0)(—D) sur le
schéma, M de réduction au cone normal de € dans Pg.

7.1.2 Rappels sur les nombres de Lelong généralisés

Pour toute cette partie, on renvoie & [18], chapitre III.

Soit X une variété analytique complexe hermitienne. Une forme de bidegré (p,p) sur
X est dite fortement positive si elle est localement combinaison linéaire a coefficients réels
positifs de formes
(tan Nax) A=+ A (i AN ag)

ou les ¢; sont des 1-formes. Un courant est dit positif s’il est localement dans le cone dual du
cone des formes fortement positives. Une forme est dite positive si elle est positive en tant que
courant. Enfin un courant est dit fortement positif s’il est localement dans le cone dual du
cone des formes positives. Ceci implique qu’une forme est fortement positive si et seulement
si elle l'est en tant que courant. En bidegré et en bidimension (0,0) ou (1, 1), les notions
de positivité et de positivité forte coincident. Si u est une fonction plurisousharmonique,
dd‘u est un courant positif. Si Z est un sous-ensemble analytique de X équidimensionnel,
le courant d’intégration sur Z est positif.
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Suivant [5], si u est une fonction plurisousharmonique localement bornée et T un courant
positif fermé, on pose

(dd°u) AT = dd°(uT), (7.1.2)

avec la convention usuelle dd¢ = %85; on prendra garde que cette convention differe par
un facteur 1/2 de celle de [18].

Le courant (dd‘u) AT est encore un courant positif fermé.

On va maintenant définir les nombres de Lelong généralisés, suivant [18] section IIL.5.

Supposons X de Stein et soit ¢ : X —» [—00,00[ une fonction d’exhaustion strictement
plurisousharmonique. On pose

S(r)y={zeX |px)=r} et B(r)={zecX|pl)<r}

Définition 7.1.5 Soient T un courant positif fermé de bidimension (p,p) et R un réel tel
que B(R) N SuppT soit d’adhérence compacte dans X. La mesure T A (dd®p)?P étant définie
par applications successives de (7.1.2), pour tout r €] — oo, R| on pose

v(T,p,r) = /B( )T/\ (dd°p)P.

C’est une fonction positive croissante de r et on définit le nombre de Lelong généralisé de
T relativement au poids ¢ comme
v(T,p) = lim v(T,¢,r)>0.
r——00
Un calcul rapide utilisant essentiellement la formule de Stokes (et & propos duquel on

peut consulter [18] ch. IIT (5.5)) montre que si x : R — R est une fonction convexe
croissante C', alors

/B( | T A (dd(x o @))? = X'(r)Pv(T, @,7). (7.1.3)

On utilisera cette formule dans la situation suivante :

-X=C"

— T = 6z est le courant d’intégration sur un cycle effectif Z de dimension complexe p
(i.e. combinaison linéaire & coefficients entiers positifs de sous-ensembles analytiques
fermés purement de dimension p)

— p(z) =log||z||? ot z = (21,...,2m) € C™ et ||2]|? = |21+ -+ + |2m|?

— x est la fonction exponentielle.

En posant r = log p? on trouve

v(T, p,log p°) = v(T,,T)
= X(r)? / T A (dd°(x 0 0))"
B(r)

=p 7 / 8z A (dd*(x 0 )"
llzll<p
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Mais
dd(x o ) = dd°(|z|* + -+ + |zm|?)
_ %(dzl/\dil+---+dzm/\d2m)
= %(dwl ANdyr + - - +dzm A dym)

est la 2-forme associée a la métrique hermitienne standard sur C™ dont la partie réelle est
la métrique euclidienne usuelle sur R?™, de telle sorte que, par le théoréme de Wirtinger
(cf. [28] p. 31 ou [18] section III.1.D.) et par la remarque 1.1.4, on trouve

!
/ (52 A (ddc(X o QD))p = p_pVOIeucl(Z N B(C”” (P))
llzll<p g

ot Bon (p) est la boule de rayon p pour la métrique euclidienne standard sur C™ = R?™ et
Voleuet (ZNBem (p)) est le volume de ZNBem (p) pour la mesure sur Z déduite naturellement
de cette structure euclidienne. On trouve donc finalement

VOleucl(Z N Bem (P))
VOleucl(BCP (p))

Faisant tendre p vers 0, on retrouve les propriétés des nombres de Lelong usuels : v(dz, @)
est la multiplicité de Z en l'origine. Une autre conséquence importante de la formule (7.1.4)
est que le rapport

v(6z,p,logp°) = (7.1.4)

Volewe1 (Z N Bem (p))
p%P

est une fonction croissante de p. Pour tout ceci, on peut consulter [18], formules ITI.(5.6) &
1L (5.9).

On va maintenant établir une version projective de cet énoncé affine. Pour ce faire, on
utilisera essentiellement la proposition suivante :

Proposition 7.1.6 Soient P™(C) [’espace projectif standard muni de la distance d défi-
nie au début de ce chapitre, wrg la forme de Fubini-Study et o le point de coordonnées
homogénes (1:0:...:0). Notons

f: cm — P™(C)
(215 -es2m) = (Lizi:i...:zp)

le plongement usuel. Pour r € [0,1] notons Bpm(r) la boule de P™(C) centrée en o et de
rayon v (pour la distance d). Donnons-nous Z un cycle effectif de P™(C) de dimension p
et notons

Volpg(Z N Bpm(r)) = / ol 2(8) = / 570,
Zn{d(asp)<r) Bem(r)

Alors si p = +/r2/(1 —12) (donc r?> = p?/(1 + p?)), on a
Volps(Z N Bpm(r)) = r?v(8+ 7, ¢, log p?)

otl, comme précédemment, on a noté ¢ la fonction o(z) = log||z||*> pour z € C™.
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DEMONSTRATION : Sur C™ définissons une fonction
P(z) =log(1+ (|z1]* + - - + |zm[*)) = log(1 + ||z]|).

Alors v est plurisousharmonique et on a

ddclb = f*wFs.
D’autre part, si 8 = (1 : 21 : ... : z) = f(2) € P*(C), on a d(a,[)? = 4”_T‘H2||2 < r?si
et seulement si ||z]|? < p? = %, ou encore si et seulement si 1(z) < log(1 + p?). Ceci
implique
Volps(Z N Bpm(r / dzads(1(2)
d(e,f(2))<
- / Spz-(f*wrs)?
P<log(1+p?)
_ / 8. (dd)P
P<log(l+p?)
= (32, %, log(1 + p?)).
De plus on a par définition
$ = log(1 + ¢#)
de sorte que
ddc(e¥) = dd°(e®)
et, en utilisant deux fois (7.1.3) avec x(z) = €®, on trouve
(572, J08(1+ ) = 55 | Sy-7-(dd ()"
d (1+p%)P Jy<tog+s?) !
)
= O+ z.(dd(e?))P
(1 _|_p2)p p<log p2 1z ( ( ))
P\ 2
= <1+P2) V((Sf*z,(P,lng )
ce qu'’il fallait démontrer. O

Corollaire 7.1.7 Avec les notations de la proposition 7.1.6, le rapport

VO]FS(Z N B]}nm(’l‘))
r2p

est une fonction croissante de r.

DEMONSTRATION : Par la proposition on a

Volgps(Z N Bpm(r
( ,’,,Qp ( )) =1/(<5f*z,<p,logp2),

ou p = 4/r?/(1 —r?) est une fonction croissante de r. Mais le courant ds-z A (dd°p)? est
positif, ce qui fait que v(dsz, p,log p?) est une fonction croissante de p, et termine la
démonstration. O
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Corollaire 7.1.8 Avec les notations de la proposition 7.1.6, on a
VO]FS(BH»m(’f‘)) = 7‘2m.

DEMONSTRATION : Cela résulte immédiatement de la proposition, en prenant Z = P™,
puis en appliquant (7.1.4). Remarquons qu’on aurait aussi pu établir aisément cette formule
au moyen d’un calcul direct. O

Ceci permet de reformuler un peu plus élégamment les résultats de la proposition, sous
la forme qui suit : si Z est un cycle effectif de P (C) de dimension p et si p = 1/72/(1 —r?)
(de telle sorte que f*Bpm(r) = Bem (p)), on a

V(6 7,%,10g(1 + p*)) = Volps(Z N Bpm(r)), (7.1.5)
9y Volpg(Z N Bpm(r))  Voleya(f*Z N Bem (p))
V079108 P°) = LB T Volesa (B () (7.1.6)
et
VO]FS(Z N BP""(T)) _ p—'(l o r?)p’ (717)

Volewa (f*(Z N Bpm(r))) «P

oil ¢ et 1) sont les fonctions sur C™ définies par ¢(z) = log||z||? et 1(z) = log(1 + ||2||?).

Corollaire 7.1.9 Soient Z1 et Zs deux cycles effectifs de P™(C) de méme dimension. Soit
f:C" — P™QO), f(#1,-+-y2m) =1 :21:...: 2p) le plongement usuel, envoyant lorigine
sura=(1:0:...:0). Alors si B est une boule de P"™(C) centrée en o dont l’intersection
avec Zo est relativement d’intérieur non vide, on a

Volps(Z1 N B) _ Volewa(f*(Z1N B))
V01F5(Z2 N B) Voleucl(f*(Z2 N B)) )

DEMONSTRATION : C’est une conséquence immédiate de (7.1.7). O

7.2 Enoncé et principe de la démonstration du théoréme

Soit K un corps de nombres d’anneau d’entiers O . Quitte & remplacer K par K[i], on
supposera K totalement imaginaire. Soit £ un Og-fibré vectoriel hermitien de rang m+1. Le

schéma P et les fibrés Op,(n) sont munis des structures hermitiennes habituelles, définies
au paragraphe 1.4.2. Notons ,\&?&X le plus grand des minima, successifs 2 de E, c’est-a-dire
le plus petit réel tel qu’il existe des éléments Xy, ..., X,, de E qui forment une base de
Ex et tels que pour tout 7 et pour tout plongement 7 de K dans C on ait || X;||; < A9

Choisissons donc une telle base, et posons enfin Ay, = max(1, /\H?ax).

%yoir [15] ou [44] pour une définition générale des minima successifs.
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Fixons maintenant ¢ un plongement de K dans C, et 6 un point de Pg ,(C). Appliquons
alors les constructions du paragraphe 7.1.1 & l’espace hermitien E, et au point 6. Plus
précisément, dans cette situation, pour tout réel U > 0, notons encore ¢y la fonction dont
I’expression est donnée dans I’énoncé de la proposition 7.1.2. On note alors Ly le fibré trivial
de rang 1 sur P muni de la métrique ||.||y définie comme suit : pour tout plongement 7 de
K dans C et pour tout point a de Pg -(C), la norme en « de la section canonique 1 de Ly
vaut

e?v(®) gir=¢
Hv(@) =4 ev@® sir=7
1 Stnon.

Plus généralement, on pose

Ly(n) = ZU &® 5(72)

et on note encore |||y la métrique sur L7(n). En particulier, pour n = 1 et au plongement
o, on retrouve la métrique déformée d’amplitude U définie au début de ce chapitre ; tandis
que pour tout 7 et pour tout plongement différent de o et @, la métrique ||.||y coincide avec
la métrique standard sur Op,(n).

On prendra garde toutefois que la métrique sur Ly(n) n’est pas la n-iéme puissance
tensorielle de la métrique sur Ly (1).

Si U est un réel positif ou nul et n un entier strictement positif, pour tout sous-schéma
integre W de Pg de dimension e + 1 tel que Wi soit non vide, on pose

(@ (Ly(n) . W)
n¢deg Wk

pU,n(W) -

et
=d(0, |W = inf d(6 .
W ( a| UD e|1 1(© ( aw)

Ceci étant fait, on peut maintenant énoncer le théoréeme.

Théoréme 7.2.1 Soit p > 0 un entier naturel. Supposons qu’il existe deux suites crois-
santes (Vi)ken et (Tk)ken de réels strictement positifs et une suite (Fi)ren de parties de
[(Pg, Op,(k)) telles que
Vi k
et ——
kptl T kP,
ii. pour tout @ dans Fy, on ait log||Q||v, L < Tk ;

i. les rapports tendent vers Uinfini quand k tend vers linfini ;

iii. les Q € Fy n'aient pas de zéro commun dans la boule B(0,e~Vs=1) (pour la distance
d définie au début de ce chapitre).

Alors le degré de transcendance sur K du corps K(0) est strictement supérieur d p.

On trouvera un exemple typique d’utilisation d’un critére analogue & celui-ci dans [47].

La démonstration du théoréme repose sur les quatre lemmes suivants.
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Lemme 7.2.2 Soient U un réel positif ou nul, d > 0 un entier et Z un sous-schéma intégre
de Py de dimension d + 1 dont la fibre générique Zy est non vide. Supposons py < e~ V.

Alors
2

[K:Q
) _1 deg Zx 1 1 1 1
ot C(d,m,deg Zg) = 5log2 + =K (d.(1+ 5+ -+ =)+ 1+ 5+ +3)).

(E(Ly ()™ =& (01)").2) < - (U = C(d, m, deg Zk))

Lemme 7.2.3 Pour tout réel U > 0, tous entiers d > 0 et n > 1, et tout cycle effectif
Z € Zg11(Pg), on a

(@ (Ly )™ = n1&@(01)"h).2) < (G (Lo ()™ - & (0(1)*).2).

Lemme 7.2.4 Soient U etV des réels positifs ou nuls, n > 1 un entier, W un sous-schéma
intégre de Pg de dimension e +1 > 1 dont la fibre générique Wi est non vide, et P un
élément de T'(Pg, Op(n)) non identiquement nul sur W. Supposons V' > min(U, — log pw).
Alors :
— sie > 0, il existe un sous-schéma intégre W' C W de dimension e et de fibre générique
non vide, tel que

pun(W') < pun(W) +log || Plly, Lo (e () [K ] log2;

-sie=0,o0na

pun(W) > —(log || Pllv,Le P 5(C)) log 2).

[K Q

Lemme 7.2.5 Soient U un réel positif, n > 1 un entier et W un sous-schéma intégre de
dimension e + 1 dont la fibre générique est non vide. Alors

pun(W) > (e + 1)(@ log pw — n10g Amax)-

Montrons comment ces lemmes impliquent le théoreme.

Par I’absurde, on suppose qu’il existe un entier naturel d < p et un sous-schéma integre
Z de Pg, de dimension générique d, donc de dimension absolue d + 1, tel que 0 € |Z;|(C).
Alors pour tout n on a pz = 0 < e~ ", et on peut appliquer les lemmes 7.2.2 et 7.2.3 &
U = V,,. Apres division par ndeg Zx, on trouve :

GEEnm)™z) 2 W
nddeg Zx — [K:Qldeg Zg n?

Pvan(Z) = O(n). (7.2.1)

Fixons maintenant un entier ng et montrons que pour tout n > ng on a

Pv,n(Z) > —(d+ 1)(Ty + nlog Amax + ——= 1082 + ———=Vp). (7.2.2)

2
[K Q K :Q

Compte tenu de I'inégalité (7.2.1) et du fait que d < p, ceci contredira ’hypothese i. du
théoréme et terminera la démonstration.
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Raisonnons par ’absurde et supposons donc que (7.2.2) n’est pas vérifiée. Il existe alors
un sous-schéma inteégre W de Z génériquement non vide et de dimension absolue e +1 > 1
minimale, tel que

2
log2 4+ ———=Vp,)- (7.2.3)

an,TL(W) < _(e + 1)(Tn + nlOg Amax + [K . Q] no

[K Ql

Par le lemme 7.2.5 on a donc

(e + 1)(

2
K:Q logpw — nlog Amax) < pv, n(W)

—(6 + 1)(Tn + nlog )\max + 10g2 + Vno)

2
[K Q K :Q
2(e+1)
_(6 + l)nlog Amax — mvno
d’oul
log pw < —Viy-

Soit alors £ < n maximal tel que log pyw < —Vji_1. Alors, si k < n, on a logpw > —Vj,
et sinon, k = n donc Vi = V,,. Dans tous les cas, on a Vi > min(V,,, — log pw ).

Par ailleurs, puisque log pyy < —Vj_1 et que par ’hypothese #i:. les éléments de Fj n’ont
pas de zéro commun dans B(,e~Vs-1), il existe Q € F non identiquement nul sur W. En
choisissant convenablement i € {0,...,m}, I’élément P = Xi"_kQ de I'(Pg, Op,(n)) est lui
aussi non identiquement nul sur W. On peut donc appliquer le lemme 7.2.4 & W et P avec
U=V, etV =V, Remarquons qu’on a

k T;
||P||Vk7L°° AﬁlaXHQHVk,L(’O < A:Lnauxe *,
par ’hypothese 3.

Alors, si e > 0, le premier cas du lemme 7.2.4 fournit W’ C W de dimension e et de
fibre générique non vide, vérifiant

PrnW') < v (V) + 108 | Pl + o 082
—(e+ 1)(T}, + nlog Amax + [K2 9 log2 + [K2 ] Vo)
+ T} + nlog Amax + ﬁlogQ
< —e (T, + nlog Amax + —— [K ) log2 + [K2Q] Vo)

ce qui contredit la minimalité de e dans (7.2.3). Et de la méme fagon, si e = 0, par le second
cas du lemme on a

2
PV (W) 2 —(10g || P|lv;, Lo @ n(c)) [K ] log 2)
_(Tk + nlog Amax + 57 [K Q] log 2)

contredisant & nouveau (7.2.3). Ceci achéve la démonstration du théoréme.
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7.3 Démonstration des lemmes

7.3.1 Démonstration du lemme 7.2.2

Rappelons qu’on avait noté wy = wrg — 2dd°py la forme de courbure de Li7(1), qui est
positive. Par hypothése, il existe a € |Z|,(C) avec d(,a) < e Y.

De [11] formule (3.2.3) et du fait que les fibrés hermitiens O(1) et Ly (1) coincident
partout excepté aux plongements o et &, on déduit

(@ (Ly ()™ =a(01))*).2)

= m /Z (—¢v) Z w%sw{]‘l‘/z (—ev) Z W%Sw{]

4 i+j=d v i+j=d

(on a noté |. . le courant d’intégration contre le cycle Z, ; remarquer aussi le facteur m,
qui n’est pas présent dans [11], et qui ici vient de ce que, d’apreés les conventions de la
section 1.4.1, on consideére toujours dans cette thése des degrés d’Arakelov normalisés).

Ainsi la démonstration du lemme 7.2.2 se raméne & ’énoncé sur C suivant :

Lemme 7.3.1 Soient E un espace hermitien de dimension m+ 1, 6 un point de Pg, U un
réel positif et Z un cycle effectif de dimension d. On suppose qu’il existe un point « € |Z|
tel que d(0,a) < e~V. Alors on a

/ YU Z w%sw?] >U — C(d,m,deg Z). (7.3.1)
Z  itj=d

DEMONSTRATION : On procéde par récurrence sur la dimension d de Z. Si d = 0,
I’hypothése sur a et la positivité de ¢y impliquent

o 1
[ 3 whswly = [ o0z pule) = —5logle™ + (1-*)(0,0)?)
Z itj=d z

1
> 3 log(e 2V 4+ (1 — e72V)e™?Y)

1 1
> —§log(2e_2U) =U - 510g2 =U—C(0,m,deg Z).

Supposons maintenant ’inégalité (7.3.1) établie en dimension d—1. Soit s € I'(Pg, Op (1))
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telle que ¥ = divs rencontre proprement Z. On a wrgs = dd*(—log ||s||%¢) + 5, et

[0 3 whss = [ owst+ [ poda=toglslrs) +6x) Y whsw

i+j=d itj=d—1

= /(pr[d]—I-/log||s||ps.(—2ddc<pU) Z w%sw{]—k/éyp(] Z w%sw{]
Z Z itj=d—1 z itj=d—1

_ / " / logllsllis-(w —wrs) 3wty + / or Y whwl,
7 VA

itj=d—1 2 itj=d—1

- / puel + / log |15l sl — / log |15l mswibs + / or Y whswl
7 VA VA 7.3

itj=d—1

/ log |lsfluewd — / log |15l mswibs + / or Y whswly
7 7 /)

i+j=d—1

En supposant s(a) = 0, on a a € |Z| N |X|, donc on peut appliquer I'hypotheése de
récurrence pour minorer le dernier terme de cette somme :

/ wu Z w%su%ZU—C(d—l,m,degZ)
ZE - ipj=d-1

(remarquer que deg(Z.X) = deg Z). D’autre part, on peut choisir s dans la spheére unité de
||.||7, o, de telle sorte qu’en tout point log|/s||rs < log||s||z < 0. De tout ceci on déduit la
minoration

/ng D whewl; > U—C(d—l,m,degZ)—I—/ log ||s||r-w-
Z itj=d z

Cette derniere inégalité est vérifiée pour presque toute s dans la sphére unité S de
I'hyperplan H de ['(Pg, Op,(1)) annulateur de o muni de la norme ||.||y7 . Faisant varier
s dans S et moyennant par rapport & la mesure de probabilité u sur S invariante sous
l'action du groupe unitaire de la norme ||.||y7ze sur #, on trouve finalement

/(pU Z w%sw{}ZU—C(d—l,m,degZ)—F//log||s||Uw?]du(s).
Z  itj=d Sz

Pour terminer la démonstration, il suffit de montrer que pour tout cycle effectif Z C Pg
de dimension d, on a

deg Z 1 1 deg Z
//10g||s||Uw(d]du(s)2— LS 1 (7.3.2)
<), 2 2 2d

m—1

Remarquons que cette derniére intégrale double ne fait intervenir que la métrique déformée
lll, et pas la métrique initiale. Ainsi, en choisissant une base de E orthonormale pour
la norme déformée |||z, on peut calculer cette intégrale double en remplacant Pg par
Pespace projectif standard, la métrique ||.||y par la métrique standard, et la forme wy
par la forme de Fubini-Study; on peut aussi supposer que «a est le point de coordonnées
homogeénes (1:0:...:0). L’inégalité (7.3.2) est alors un cas particulier du lemme suivant :
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Lemme 7.3.2 Soit Z un cycle effectif de dimension d dans ’espace projectif standard P™
sur C. Notons a le point de coordonnées homogénes (1:0:...:0) de P™, S la sphére unité
(pour la norme ||.|Fs,r) de Uhyperplan de T'(P™,O0(1)) annulateur de o, p la mesure de
probabilité sur S invariante sous laction du groupe unitaire, H, 1 =1+ % +o g e
(m — 1)-iéme nombre harmonique, deg(Z) € N le degré de Z et v(Z) € N la multzphczte
de Z en a, c’est-a-dire (avec les notations la définition 7.1.5 et de la proposition 7.1.6)
v(Z) =v(dpz,p). Alors on a

deg deg v(Z
Do [ [ oglsliosauts) + B, 1 < -2
2d
DEMONSTRATION : Pour tout 8 € |Z| de coordonnées homogenes (Bp : 81 : ... : Bm)

normalisées de telle sorte que |By|2 + |B1|> + -+ +|Bm/? =1, on a

/ log [s(8)lldu(s) = / log [B151 + - + Bommdpa(s)
S [$1]24-+]|sm|?=1

= /52 _110g|21|dN52m—1(Z)+log VIBIE+ -+ |Bm]?

1 1 1
= (14—t —— Y41
2( +ot +m_1)+ ogd(a, B)
(on trouvera ce dernier calcul d’intégrale détaillé par exemple dans [38], prop. 5) de telle

sorte que, en inversant 1'ordre d’intégration dans I'intégrale double, on trouve

/ / tog sl sdn(s) =~ B B, /Z logd(a, fubs(B).  (7.33)

Posons

o(r) = / 5 puihs = / Who(B).
Bpm(r) Zn{d(a,B)<r}

Par la théorie des nombres de Lelon§ généralisés, et plus précisément par les proposition
7.1.6 et corollaire 7.1.7, le rapport est une fonction croissante de r dont la limite pour r
tendant vers 0 vaut v(Z). Puisque par ailleurs on a v(1) = deg(Z), ceci implique pour tout
r € [0,1] Pencadrement

v(Z)r** < w(r) < deg(Z)r*

et ainsi on dispose pour la quantité

r

— ' d o)
_Llogd(a,ﬁ)w%s(ﬂ) = —/0 IOg(r)JU(T)dT_/O ha A

de I'encadrement

v(Z) ! _ deg(Z)
) _ /0 V(22 < —/Zlogd( Joths (8 / deg(Z)r*¢1dr = <E 2,
ce qui, compte tenu de (7.3.3), termine la démonstration du lemme 7.3.2. O
Ceci termine la démonstration du lemme 7.3.1. O

Ceci termine la démonstration du lemme 7.2.2.
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7.3.2 Démonstration du lemme 7.2.3

Puisque |||z = €Y ||.||Fs, on a, avec les notations de [11],

éi(Lu(1)) - €1(0(1)) = a(—2¢v)

d’ott 'on déduit pour tout j (voir par exemple le début de la preuve de la proposition 3.2.2
de [11])

ALy —aOW)y =a(-200 Y whwis)-
r+s=j—1

On trouve alors

@O E(Ly(1).2) = (@(0)™.2) = 2@ O0W) ™ Talpy Y whwhs)-Z)

r+s=j—1
= (@(0(1))*.2) — 2(a(pywig Z WHWEs)-
r4+s=j—1
~ 7 1 d+1—j
— (@@)*.7) - R s
(K : Q] Jpy ) e +§j_1

< (@(0(1))**.2)

puisque @y est positive, que Z est effectif et que les formes wy et wpg sont positives.

Appliquant cette inégalité, on obtient finalement
(c1 (ZU(n))d-Fl.Z) ((a (Z (1)) + (n — 1)a(@(1)))d+1_z)

d
= (GEo()™.2)+ 3 d}rl ) (n=DTEOM) " a(Lu(1).2)

J
= ((@CLe@)*™* + (' - 1)a(01)*h).2),

ce qu’il fallait démontrer.

7.3.3 Démonstration du lemme 7.2.4

On pose W.divP = ) . n;W;, ou les W; sont intégres de dimension e. On a donc
Zi n; deg Wz’,K = ndeg Wk.
Par [11] formule (3.2.2) on a

(e1 (ZU(n))e.(WdivP)) = (c’i(ZU(n))eH

g 2 [, vellPloa @)

T:K—C
(7.3.4)
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Par ailleurs, de I’encadrement
max(d?, e V) < d? + e — d%e7?Y < 2max(d?, e~ %),
valable pour d? et 72U dans l'intervalle [0, 1], on déduit les inégalités

eV = (d(6,.)% + e 2V —d(s,.)%e V) 1/2

< min(e¥,1/d(6,.)) (7:3.9)
et
e’V = (d(6,.)2 +e 2 —d(6,.)%e2) /2
> %min(ev, 1/d(6,.)). (7:3.6)

L’hypothése V' > min(U, — log py) équivalant & I'inégalité €' > min(eV,1/d(0,.)) en tout
point de W, on déduit de (7.3.5) et (7.3.6) la majoration

|-l

= ePU PV <2
Il

sur W,. Par invariance sous ’action de la conjugaison complexe, cette majoration est aussi
valable sur W%. Enfin on a toujours ||.||[z = [|-][v (= ||-|lo) aux plongements différents de o
et 0.

Ainsi, en tout point de W, on trouve

log || P||v,zec +1og2 siTestégalaooud

log ||P|lv <
&l HU_{logHPHV,Loo sinon

d’ou
. log || Pl[tr.c1 (Lo (n))° < (n deg W) (log || P 2 10g9). (137
K Q) E/WT og ||P||z.c1(Ly(n))® < (n®deg W) (log || Plv,ze +m 0g2). (7.3.7)

Combinant (7.3.4) et (7.3.7) on trouve

Y nntldeg Wik pua(Wi) = Y ni(@(Lu(n))*-Wy)
i, Wi,k #0 i, Wi, k #0

< Zni(ﬁ(fu(n))e-m) = (&1 (Ly(n))*.(W.divP))

= @EN I+ g [ s Pl @)’

< (@(Lu(n) W) + (n° deg Wic) (log || Pllv,ze= + log 2).

2
(K : Q]
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m“"l deg Wi,K

Autrement dit, posant \; = = nedeg Wi~ Pour i tel que W; i soit non vide, on a

> Xipua(Wi) < pun(W) +log||Pllv,ce + log 2. (7.3.8)

2
i, Wi k #0 K Q
On distingue alors deux cas.

Si e = 0, Wk est un point et pour tout ¢, W; x est vide. Ainsi dans (7.3.8) la somme
Zi,wi,mé@ i pu,n(W;) est nulle, ce qui fournit la minoration de py,, (W) souhaitée.

Si e > 0, pour tout 4 tel que W; i soit non vide on a A; > 0; en outre, la somme des );
vaut Zi,Wi,K 2pAi = 1. On déduit alors de (7.3.8) par un argument de convexité élémentaire
qu’il existe un ¢ tel que W; i soit non vide et que

2
pun(Wi) < pun(W) +log||P|lv,c + Wlog 2,

ce qu’il fallait démontrer.

7.3.4 Démonstration du lemme 7.2.5

11 s’agit de montrer que si W est un sous-schéma integre de dimension e + 1 de Pg dont
la fibre générique Wi est non vide, on a

_ 21
ci(Ly(n . > (e + 1)ndeg Wi 208Pw —nlog Amax | - 7.3.9
Ly (n))H W 1)n° deg W. K. Q
Remarquons d’abord qu’il existe j € {0,...,m} tel que X; ne soit pas identiquement

nul sur W. On pose alors L = X7 € I'(Pg, Op,(n)). Notons

W.divL = ZniWi € Z,Pg

2

le cycle d’intersection de W et de divL, ou les n; sont des entiers strictement positifs et les
W; des sous-schémas de Pg intégres de dimension e.

Par construction, on a

[ Lllo,ze < An

max*
D’autre part, en tout point de W, on a ¢y < —logd(0,.) < —logpw (cf. (7.3.5)). Ainsi,

en tout point de W, on a

—logpw + nlogAmax siTestégaldooud

n10g Amax sinon.

log || Lflv < {
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Compte tenu de [11], formule (3.2.2), ceci implique

(@(Ly(n)* W) = (é(Lu(n)*-(W.divL)) [K 9 Z/ log || Lllvr-e1(Lu (n)*

> (@(Eo ()" (WdivE)) — "2 E (2og o -+ nlK : Q108 A
> Y ni(@(Lu(n)*Wi) +n® deg Wk (210g PW. — nlog )‘max) :
i, Wi k70 K Q)

(7.3.10)

On procede alors a la démonstration de (7.3.9) par récurrence sur e.

Sie =0, Wik est vide pour tout ¢ donc la somme >, . ni(é1(Ly(n))e.W;) est
nulle, et (7.3.10) se réduit bien & (7.3.9).

Supposons maintenant e > 0 et (7.3.9) démontrée pour tout sous-schéma intégre de di-

mension e de fibre générique non vide. On peut alors dans (7.3.10) appliquer cette hypothése
de récurrence aux W; et on trouve

ELom) W) > Y (@ (Lu(n)°.W;) +nf deg Wi (21°ng nlog/\max)

K :
_ 2log pw;
> - et ] - —nl )‘m X
_.Z n;.en degWZ’K([K:Q] n log a)
1, W’L,K#(D

21
+ nt deg WK ( [I?g ﬁ)QV]V - nlOg )\max)

2 log pw
> (e+ 1)n®deg Wi ( KO —nlog )\max> ,

puisque pw; > pw et 33, . 1 deg Wi x = deg(W.divL)x = ndeg Wk.
Ceci termine la démonstration du lemme.
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Résumé

Dans cette thése on définit et étudie un certain nombre de notions dans le cadre de la
géométrie d’Arakelov qui, d’une part, possedent un intérét intrinseque et, d’autre part, sont
susceptibles d’applications & la théorie de I’approximation diophantienne.

La plus grande partie du texte est consacrée & I’élaboration d’une théorie des hau-
teurs pour les sous-schémas et & la preuve de «formules de Hilbert-Samuel» pour ces hau-
teurs. Pour deux classes importantes de sous-schémas (les sous-schémas intégres et les sous-
schémas «lisses avec multiplicités») on montre que la hauteur du sous-schéma relativement
a une grande puissance d’un fibré en droites positif est asymptotiquement déterminée par
la hauteur du cycle associé. La démonstration repose essentiellement sur le «théoréme de
Hilbert-Samuel arithmétique» de Gillet et Soulé, auquel elle se ramene par I'utilisation de
techniques de géométrie analytique hermitienne. On fait ensuite une analyse plus fine du dé-
veloppement asymptotique des hauteurs de certains sous-schémas particuliers. Notamment,
dans le cas de la dimension relative zéro, on exprime le terme constant du développement
asymptotique en fonction de la ramification du sous-schéma, ce qui résout une question de
Michel Laurent sur les hauteurs des matrices d’interpolation.

Enfin, dans une partie indépendante, on expose diverses applications de méthodes ara-
keloviennes & des problémes d’approximation diophantienne. En particulier on donne une
nouvelle démonstration d’un critere classique d’indépendance algébrique dont l'originalité
est qu’elle n’utilise plus de théorie de I’élimination mais uniquement des techniques de
théorie de I'intersection arithmétique.

Mots-clés : géométrie d’Arakelov, approximation diophantienne, hauteurs, formule de
Hilbert-Samuel arithmétique, critere d’indépendance algébrique.



