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1 Introduction

L’algebre de Hecke joue un role central dans la théorie des formes modulaires. Classique-
ment, on en construit des représentations dans ’espace des endomorphismes d'un espace
de formes modulaires. Du point de vue géométrique, les opérateurs de Hecke définissent
des correspondances sur les courbes modulaires.

La théorie d’Arakelov fournit des invariants pour les courbes algébriques définies sur
un corps de nombres. La courbe Xy(N) admet un modele projectif sur @, ce qui nous a
conduit a étudier le comportement des invariants Arakéloviens sous l'action de 'algebre
de Hecke.

Cette these s’inscrit dans 1’étude des correspondances de Hecke sur les courbes modu-
laires Xo(N). D’une part, nous étudions la relation entre I’algebre de Hecke et la théorie
d’Arakelov ; d’autre part, nous entreprenons un début d’étude de la dynamique de ’action
des opérateurs de Hecke sur I’ensemble des courbes elliptiques supersingulieres.

1.1 Opérateurs de Hecke et théorie d’Arakelov

Les courbes modulaires Xo(N) admettent un modele projectif défini sur @, que I'on
note Xo(N)g. Soit N un entier sans facteurs carrés. Pour un tel entier IV, on note Xy(N) le
modele sur Z de Xo(N)g donné par I'interprétation modulaire étudiée par Deligne et Rap-
poport ([De-Ral). Ainsi, Xy(N) peut étre considéré comme une surface arithmétique et les
correspondances de Hecke comme des endomorphismes du groupe de Chow CH!(X,(N)).

1

Soit CH (X (N)) le groupe de Chow arithmétique défini par Gillet et Soulé ([Gi-So).
Ses éléments sont représentés par des diviseurs compactifiés (D, g) ou g est une distribution
réelle telle que

ddcg + 5D®(C

est une forme C'.!

Dans ce texte Xo(/V) désigne la surface de Riemann associée a Xy(NV)(C). Cette surface,
a un nombre fini de points pres, est un quotient du demi-plan de Poincaré par un groupe
de congruences (cf. section 2.1). Via cette uniformisation, g peut étre considéré comme
une fonction généralisée sur H := {z € C t.q. Im(z) > 0}. Soit [ un nombre premier ne
[0

01 )¢

divisant pas N. On pose v; = (

!
Tig(z) ==Y glayz), z€H, (1.1)
=0
ou {ap,...,qq} est un systeme de représentants pour laction a gauche de I'g(N) sur
F()(N)'UZF()(N).
Il se trouve que

1. Dans [Gi-So], g est appelé < courant de Green ». Dans ce texte nous adopterons la terminologie de
[Bo], qui appelle g une < fonction de Green .



dd*(Tig) + d(zypyec
n’est pas, en général, une forme C*° (cf. Remarque 4.5, 1 et Remarque 4.11 dans le texte),

_—1
donc la formule (1.1) n’induit pas un endomorphisme de C'H ;¢(Xy(N)). Ce manque de
fonctorialité de la théorie d’Arakelov empéche d’envisager une représentation de ’algebre

de Hecke dans End(él\{éS(Xo(N))).

Le demi-plan de Poincaré porte une (1,1) forme invariante sous I'action de GLj (R), &
savoir

_dx ANdy
N

Cette forme induit par passage au quotient une mesure de volume total fini sur Xy (V).
On note py la (1,1) forme normalisée induite par pu sur Xo(N). Dans ce travail, on considere

1(2) , z=x+iy.

un groupe de Chow arithmétique, noté CH (N), obtenu a partir des diviseurs compactifiés
(D, g) ou g est une fonction de Green L? pour D, admissible par rapport a puy. Nous
renvoyons a la définition 3.6 dans le texte pour une description précise de < fonction de
Green L? admissible ». En particulier, g satisfait 1’égalité de courants

dd°g + dpgc = deg(D ® C)uy.
De fagon similaire a (1.1), on pose

l

Tipn(2) =Y pwvla;2).

=0

Dt & linvariance de py sous GLj (R), on trouve

Cette propriété suggere de considérer la forme puy comme un choix compatible avec
I'action_des correspondances de Hecke, de facon a en obtenir une représentation dans
End(CH(N)).

La forme py présente des singularités aux pointes et aux points elliptiques. Ces singu-
larités rendent divergente la formule d’intersection d’Arakelov. J.-B. Bost et U. Kiihn ont,
indépendamment, développé une théorie de l'intersection arithmétique adéquate pour des
situations ot la métrique choisie présente des singularités d’un certain type ([Bo|, [Kii]). La
théorie de Bost, plus générale, s’applique aux surfaces arithmétiques normales et permet
d’utiliser des diviseurs compactifiés (D, g) olt g peut avoir des singularités < de type L? >(
cf. définition 3.6 dans le texte). La théorie de Kiihn s’applique aux surfaces arithmétiques
régulieres et a des fibrés en droites munis des métriques singulieres d’un type plus restric-
tif que L?. Ces théories sont équivalentes dans le cas olt Xy(NN) est régulier et que 1'on
considere un groupe de Chow arithmétique admissible par rapport a uy. Nous obtenons



Théoreme 1.1 On suppose N sans facteurs carrés. Soit I un nombre premier ne divisant
pas N.

1. La formule X
7D, g) := (T,D, Tig)

définit un endomorphisme de C/'E(N)

2. Ty est auto-adjoint par rapport a la forme d’intersection de Bost-Kihn.

Soit Jy(IN) le modele de Néron de la Jacobienne de Xo(N)g. Les opérateurs de Hecke
agissent sur Jo(N) ([R]). De plus, Jo(NN) est muni de I’accouplement de Néron-Tate. Nous
définissons un plongement

i = Jo(N)(Q) — CH(N).

Nous obtenons le corollaire suivant

Corollaire 1.2 1. L’action de l’algébre de Hecke sur Jo(N) est compatible avec le plon-
gement i et l'action des opérateurs 1) sur CH(N).

2. Les opérateurs de Hecke sont auto-adjoints par rapport a l’accouplement de Néron-
Tate.

Ensuite, nous considérons une version a coefficients réels et a équivalence numérique
pres de @(N), que ’on note C/'l?lﬂzum(]\/') On note Doy = (Do, goo ), 011 Do est Padhérence
de Zariski de la pointe I'o(IN)oo dans Xy(N) et g, un courant de Green admissible. Le
théoreme de l'indice de Hodge dans ce contexte permet de décomposer :

——num A

CHp (N) = Caeg®bH,
ol Cyeg est un R-espace vectoriel de dimension 2+4-e(N), ot e(N) est le nombre de diviseurs
premiers de N et H est un espace vectoriel isomorphe a Jy(IV)(Q) @ R. L’espace Ceg €st
engendré par les fibres verticales, par ses composantes irréductibles et par De.

On note Ty la sous-algebre de End(al\{ %um(N )) engendrée par les opérateurs 7. Les
sous espaces Cgeg et H sont stables sous l'action de ']T'N. L’algebre ']TN n’est pas diagona-
lisable, dt au fait que Cgeg contient des éléments d’auto-intersection nulle. Par contre, la
restriction de Ty & H est diagonalisable, grace au théoreme 1.1. On dispose donc d’une
décomposition en sous-espace propres pour Ty :

H =@, Hy,
ou f parcourt une base de formes propres dans S»(I'g(/N)). Les espaces Hy sont non nuls

et dim H; = 1 si f est une forme nouvelle au sens de la théorie d’Atkin-Lehner.

Soit @ le faisceau dualisant relatif de Xy(V). Ce faisceau en droites induit une classe
d’équivalence rationnelle. On note w un diviseur dans cette classe. Dans ce travail nous
considérons



&= (w,g) € CHy  (N),

olt g, est une fonction de Green L? admissible choisie de fagon adéquate (dans la section
5.2 on explique notre normalisation). Nous écrivons

W = Wdeg +Wo
Wy — E w fs
f
avee Wyeg € Caeg, wo € H et Wy € Hy. On s’intéresse aux auto-intersections de ces diviseurs
pour la théorie de Bost-Kiihn, que I'on note &3,,, o5 et ©7. Nous obtenons :

Proposition 1.3 Soit N un entier sans facteurs carrés et soit g le genre de Xo(N). Pour
tout p divisant N, on note g, le genre de Xo(N/p). Alors

dﬂeg . 576 1 , lng
(9 = 12~ [To(1) : To(V)] (55(_1) +¢(-1) - ;; PR (1.2)

ot ((-) est la fonction zéta de Riemann.

Ce résultat est essentiellement dt a U. Kithn ([Kii]). Nous avons seulement eu a nous
occuper du calcul d’intersection des fibres a mauvaise réduction.
Il est & noter que si Xo(N) n’a pas des points elliptiques, alors :

W = Wdeg, wo = 0.

Il y a une infinité de valeurs de N pour lesquelles c’est le cas, a savoir tout N qui est
divisible par des premiers p,q ¢ {2, 3} tels que p = 3 mod 4 et ¢ = 2 mod 3.

Nous ne savons pas calculer &g ni d)? quand ils ne sont pas nuls. Le diviseur wg est une
somme de points de Heegner. Nous présumons que la méthode de Gross et Zagier pour
calculer la hauteur de Néron-Tate des points de Heegner ([Gro-Za]) peut étre adaptée pour
calculer @ et d)]% Les travaux de P. Michel et E. Ullmo, s’appuyant sur les formules de
Gross et Zagier, permettent de trouver la majoration ([Mi-Ul], section 1.2, —©2 = h dans
leur notation)

0F = O.(N?).

La relation entre wy et les points de Heegner est expliquée dans la section 5.1.

La section 2 est consacrée aux rappels concernant les courbes modulaires, en tant
que surfaces de Riemann ainsi qu’en tant qu’espaces de modules. Nous y définissons les
correspondances de Hecke sur Z, au moyen de l'interprétation modulaire.

Dans la section 3 nous suivons le formalisme de Bost pour construire CH(N) et la forme

—

d’intersection. Nous y expliquons aussi la construction de CHp ~ (N) et du plongement

oo



La section 4 contient les énoncés et démonstrations detaillés du théoreme 1.1 et son
corollaire.

Dans la section 5 nous démontrons la Proposition 1.3 et nous expliquons comment
utiliser les résultats de Kiithn pour faire ce calcul.

1.2 Opérateurs de Hecke et courbes elliptiques supersingulieres

On fixe un nombre premier p et on considere I’ensemble fini des des classes d’isomorphie
de courbes elliptiques supersingulieres sur F,, que l'on note E = {E}, ..., E,}. Le groupe
des automorphismes de chaque F; est fini. On pose

n

1
w; = |Aut(E;) {1}, W:= —.
W
i=1
Pour tout ¢ = 1,...,n, on note dg, la mesure de Dirac suportée sur F;. On définit

11

de sorte que O est une mesure de probabilité sur E.
Soit Div(E) le groupe abélien libre engendré par les éléments de E. On définit

Sti= {Z%‘Ei € Div(E) tel que a; > 0} — {0}.
i=1

Pour tout D = >""  a,E; € S*, on note

1 n
= a;0g,,
b deg D ; Ei
avec deg D = > | a;. Ainsi, ©p définit une mesure de probabilité sur E.

On dispose d'une action des opérateurs de Hecke sur S, définie par

Tu(E) =) [E:/C],

c
ou C parcourt les sous-schémas en groupes de E; de rang m. Cette définition s’étend par
linéarité a S*.

Nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 1.4 Pour tout i = 1,...,n, la suite de mesures {Or, g}, ot m varie parmi
les entiers mon divisibles par p, s’équidistribue par rapport a ©.



Dans la section 6 nous démontrons des énoncés plus précis que celui-ci (théoremes 6.1
et 6.2). En particulier, nous obtenons W = 2= (formule de masse de Deuring et Eichler).

Le théoreme 1.4 a ét¢ motivé par 'étude de la dynamique des opérateurs de Hecke
agissant sur la fibre en p des courbes modulaires Xy(N) @ F,, avec p ne divisant pas N.



2 Les courbes modulaires Xy(N)

2.1 Courbes modulaires comme surfaces de Riemann

Le groupe GL3 (R) agit sur le demi-plan de Poincaré

H = {z € C tel que Im(z) > 0},

par

2=z =

az+b a b
= GL7 (R).
cz+d’ < d)e 2 (R)

On remarque que la matrice —Idyyo agit trivialement, de sorte que les matrices v et
—~ définissent le méme endomorphisme de H.
Soit N > 1 un entier. On pose

To(N) = {(Z g) € SL(2,Z) avec ¢ = 0 mod N}.

Ce groupe agit de fagon proprement discontinue sur H. L’action de I'y(N) se prolonge
a H* := HUP!(Q). Le quotient

Xo(N) i= To(N)\HI

est appelé courbe modulaire de niveau N. La courbe Xy(N) est une surface de Riemann
compacte. Des cartes locales peuvent étre données de la maniere suivante : pour un point
P =Ty(N)z € Xo(N), on pose

1
ordre(P) := §|FiXF0(N)Z| € {1,2,3,00}.

L’ordre de P est indépendant du choix de z. Le point P (ou z) est, par définition,
ordinaire, elliptique ou une pointe selon que 1’on a respectivement ordre(P) = 1, ordre(P) €
{2,3} ou ordre(P) = co.

Soit zg € H*. Si 2 est un point ordinaire ou elliptique d’ordre n, la formule

Z— 20 "
= 2.3
T (Z — ZQ> ( )
définit une carte locale autour de I'g (V) zo. Si 2o est une pointe, on choisit o € I'y(1) tel que

02y = 00. Le groupe I'o(N) N o(Fixr,(n)zo)o ! est cyclique, engendré par une matrice de

1 s
la forme ( 0 1

> , avec s un entier strictement positif. On obtient une carte locale autour

de zp par

qg= e(27ricrz)/s. (24>



La relation suivante sera utile dans la suite. On pose z = x + iy € H. Alors y est relié
a q par

y = —(loglal)5-1ir (=), (2.5)

4 in(2) = uz+vsio= koK
ol jo(2) =uz+vsio={ |

On dispose d’un courant positif de type (1,1) sur H, invariant sous I’action de GLj (R),

dr Ndy 1dzNdz w
= =——, z=o+1y.
y? 2 (Imz)%’ Y
Le courant g induit une mesure finie sur Xo(N) ([Shi], p. 41). Son volume est Vy =
Fo(1) : To(N)]w/3. On note puy le courant normalisé induit sur Xo(NV). II est C*° en
dehors des points elliptiques et des pointes. Le développement local de py en termes des

parametres définis ci-dessus est

1 22 dr NdT

= = 2.6
TV [P e 20
autour d’un point elliptique d’ordre n et
1 .. dgndg
ix = 10 (2.7)

— Z—
Vv lg*(log q|?)?
au voisinage d’une pointe.

Soit Yo(N) := T'o(N)\H. La courbe Y, (V) est un ouvert de Xo(V) et son complémentaire
est I’ensemble (fini) des pointes. Les points de Y,(NV) sont en bijection avec ’ensemble de
classes d’isomorphie de couples (E, ), ou E est une courbe elliptique définie sur C et C
est un sous-groupe cyclique d’ordre N. Deux couples (E,C), (E’,C") sont isomorphes s’il
existe un isomorphisme ¢ : £ — E’ tel que ¢(C) = C’. On note Aut(E, C) 'ensemble
des automorphismes du couple (E, C).

La bijection mentionnée ci-dessus peut étre décrite de la maniere suivante : pour 7 € H,
on pose E. = C/7Z & Z. On associe a 7 la classe d’isomorphie du couple

(E;,<1/N >), (2.8)

ou < 1/N > est le sous-groupe de E, engendré par 1/N. Cette classe ne dépend que de
l'orbite I'y(N)7 et tout couple (E, C') est isomorphe a un couple de cette forme.

Lemme 2.1 Soit P € Yy(N) et (E,C) la courbe elliptique munie d’un sous-groupe cyclique
qu’il représente. Alors

%\Aut(E,C)\ = ordre(P).



Démonstration : Soit P = I'y(N)7. On va établir une bijection
¢ Aut(E,C) — Fixpyw)T.

On écrit £ = C/A avec A = Z + Z7 et C = <1/N>. Un élément e €Aut(F,C)
s’identifie avec un nombre complexe tel que

eA=A (2.9)
e<l/N>=<1/N>. (2.10)
Par (2.9), il existe des entiers relatifs a, b, ¢, d tels que ad — bc = 1 et
e-1=a+br (2.11)
e-17=c+dr. (2.12)
La condition (2.10) entraine b = 0 mod N. On déduit par élimination de e dans (2.11)

et (2.12) légalité 7 = (dr+c¢) /(b +a), donc ®(e) := ( d

b CCI, ) €Fixp,(v)7. Cette fonction

est une bijection dont I'inverse est

d . . .
( ) Z ) —— lautomorphisme induit par a + b7. W

On dispose d’une fonction biholomorphe

Jj:Y(1)~C

qui associe a chaque point de Yy(1) linvariant j de la courbe elliptique qu’il représente.
Cette fonction s’étend en une fonction méromorphe sur Xy(1) qui a un pole simple sur
I'unique pointe de cette surface,

j: Xo(1) ~ PH(C).

Le développement de Laurent de 7 autour du pole est du type

JO) = T and", q=¢ a0, €L
n=1
Pour chaque entier N, l'inclusion I'g(N) C I'g(1) induit un revétement canonique de
Xo(1) de degré [Tg(1) : To(N)] donné par

Xo(N) — Xo(1) (2.13)

Il est non ramifié en dehors des points de Xy(/N) au-dessus des points d'invariant j égal
a 0,1728 ou oo.



2.2 Courbes modulaires comme surfaces arithmétiques

La courbe Xo(N) est I'espace analytique associé a une courbe projective et lisse définie
sur Q ([Shi], Prop. 2.10 et Prop. 6.27), que ’on notera Xo(N)g. De plus, 'invariant j induit
un isomorphisme

j: Xo(1)g ~ Py (2.14)

Le revétement canonique (2.13) induit un morphisme fini

Xo(N)g — Xo(1)g. (2.15)

On choisit un modele de Xo(N)g sur Z de la maniere suivante : on pose Yy(1) :=

Spec(Z[j]) et on définit Xy(1) comme la droite projective associée. Donc on a Xy(1) = P},

et d’apres (2.14),
Xo(1) ® Q =~ Xo(1)qg.
On définit Xy(N) comme la normalisation de Xp(1) dans le corps de fonctions de Xo(N)g
via (2.15). Le morphisme structural
Xo(N) — Spec(Z) (2.16)
est propre et plat ([De-Ral, IV.3.10). Par construction sa fibre générique est isomorphe a
Xo(N)g. Le morphisme
Xo(N) ® Z[1/N] — Spec(Z[1/N]) (2.17)
est un morphisme lisse ([De-Ra], VI1.6.7).
Le schéma Xy(N) a mauvaise réduction aux premiers p divisant N. On rappellera dans

la section suivante la description de la fibre en p, lorsque N est sans facteurs carrés, due a
Deligne et Rapoport.

2.2.1 Interprétation modulaire

On fait les rappels nécessaires pour formuler 'interprétation modulaire de Xy(N') donnée
dans [De-Ra, lorsque N est sans facteurs carrés.

Soit m un entier positif arbitraire et soit E,, = PL x Z/mZ, la réunion disjointe de m
copies de P} indexée par Z/mZ. On note E,, le schéma obtenu apres identification de la
section 0 de la i-eme copie de P} avec la section co de la i + 1-eme copie.

Le schéma FE,, est une courbe de genre 1. De plus, le lieu lisse E]'° est un schéma
en groupes commutatif. La loi d’addition peut étre décrite de la manieére suivante : soit
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v : E,, — E,, le morphisme canonique. Aprés identification de v (E"*) avec G,, X Z/mZ,
on dispose d’une action

v Y EY) x B, — [, (2.18)
((a, i), (b,])) —  (ab,i+ 7).

Cette action passe au quotient, laisse £’ stable et fournit la loi de groupe commutatif,
d’élément neutre 'image de (1, 0).

Définition 2.2 1. (Polygone de Néron). Soit S un schéma. Un polygone de Néron stan-
dard a m cotés sur S est un schéma de la forme E,, XzS, dont le lieu lisse est muni de
la loi de groupe déduite de (2.18). Si k est un corps algébriquement clos, un polygone
de Néron sur k est une courbe C sur k isomorphe au polygone de Néron standard a
m cotés sur Spec(k), pour un entier m déterminé par C, dont le lieu lisse est muni
de la loi de groupe déduite de (2.18).

2. (Courbe elliptique généralisée) Soit S un schéma. Une courbe elliptique généralisée
sur S est un schéma E — S propre et plat de présentation finie de dimension relative
1, tel que E™ est un schéma en groupes commutatifs, muni d’un morphisme

E"¥ xgE — FE (2.19)
qui satisfait aux propriétés suivantes :

(a) la restriction de (2.19) a E™ xg E™ coincide avec la loi de groupe.

(b) pour tout point géométrique Spec(k) — S, le schéma E X gk est soit une courbe
elliptique sur k, soit un polygone de Néron sur k.

Remarques 2.3 1. Si F — S est lisse, alors F est un S-schéma en courbes elliptiques.

2. Soit K un corps de nombres et soit F une courbe elliptique a réduction semi-stable
définie sur K. Alors le modele minimal régulier de E sur Spec(Og) est une courbe
elliptique généralisée sur Spec(Of).

Soit £ — S une courbe elliptique généralisée et soit d un entier. On note [d] : E™ —
E™ le morphisme de < multiplication par d ». On pose

E[d] := ker([d]).

Le sous-groupe E[d] est plat sur S, de rang d*.
Soit k£ un corps algébriquement clos de caractéristique p. On note ¢, le groupe algébrique
des racines n-iemes de I'unité sur Spec(k) et on note

o, = Spec(k[t]/(t7)).
On considere o, comme un sous-groupe de G, ® k. Lorsque S =Spec(k) on dispose de la
classification suivante :

11



— Si E est une courbe elliptique et p t d, alors Eld] = Z/dZ x Z/dZ.

— Si E est une courbe elliptique ordinaire et d = p, alors E[p|] = ¢, x Z/pZ.

— Si E est une courbe elliptique supersinguliere et d = p, alors E[p] est de rang p? et
n’a qu'un seul point géométrique (1’élément neutre). Plus précisement, on a une suite
exacte

0— o, — Elp]| = o, — 0.

Si E est un polygone de Néron a m cotés, alors E[d] = (4 x Z/(d, m)Z ([De-Ra],
11.1.18).

Soit N un entier sans facteurs carrés. Soit Sch la catégorie des schémas. On considere
le foncteur

Fy : Sch — Ens

qui a un schéma S associe ’ensemble des classes d’isomorphie de couples (E,C), ou £ — S
est une courbe elliptique généralisée et C' est un sous-schéma en groupes localement libre
de rang N qui rencontre chaque composante irréductible de chaque fibre géométrique de
E — S.Si f: S — Sy est un morphisme de schémas, Fy(f) : Fy(S2) — Fn(S1)
correspond a l'opération de changement de base induite par f.

Remarques 2.4 1. Soit d un diviseur de N. Si F — S est un polygone de Néron a d

cOtés, on peut obtenir un couple (E,C) comme ci-dessus de la fagon suivante : soit
¢ € (n(S) un générateur et soit C' le groupe engendré par le S-point de Ey; Xz S
induit par (¢,1). Si N est sans facteurs carrés, C' est localement libre de rang N et
il rencontre toutes les composantes irréductibles de toutes les fibres géométriques de
E N X7 S.
Réciproquement, soit (E, C') un couple comme ci-dessus avec E un polygone de Néron
a m cotés. Le sous-groupe C' est engendré par un élément de la forme P = ((,1).
Comme C' doit rencontrer toutes les composantes irréductibles de F, on déduit que les
résidus mod m de 'ensemble {0,14,2i, ..., (N —1)i} engendrent Z/mZ, d’ou (m, i) =
1. De plus, P est annulé par N, donc Ni = 0 mod m. On conclut que m est un
diviseur de N.

2. Soit d un diviseur de N. Le polygone de Néron E, sur Z a d cotés satisfait Ey[N] =
(N X Z/dZ. On considere le sous-groupe Cy qui s’identifie a (y x {1}. La classe
d’isomorphie du couple (Ey, Cy) définit un Z-point de Fy. Les points de 'ensemble
{(Eq,Cq)}an sont appelés points a Uinfini.

Soit (E,C) un couple comme ci-dessus. On considere une factorisation N = M N'. Le
groupe C' se décompose de maniére unique comme C' = Cy;Cyr, ot Cyy (resp. Cy/) est un
sous-groupe de rang M (resp. de rang N’). Alors il existe un unique morphisme de courbes
elliptiques généralisées sur S, u : E — FE’, qui satisfait aux propriétés suivantes ([De-Ra],
IV.1.3) :
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— Soit s un point géométrique de S. On note E (resp. E.) la fibre de E (resp.
E'’) au-dessus de s. Alors E’ s’obtient en contractant en un point les composantes
irréductibles de Ej, via u, qui ne rencontrent pas Cjys.

— Le sous-groupe u(Cy;) C E’ est de rang M et rencontre toutes les composantes
irréductibles de E.

L’application (E,C) +— (E’,u(C)s)) définit un morphisme de foncteurs

Lorsque M =1, on note E' = ¢(E).
Exemple 2.5 Si E — S est une courbe elliptique lisse (i.e. sans mauvaise réduction),

alors le morphisme (2.20) correspond a (F,C) — (E,C)y). En particulier, si M =1, on a
c(E)=F.

Théoréme 2.6 ([De-Raj, V.1.6 et V.1.14.2) Supposons que N soit sans facteurs carrés.
Alors le schéma Xy(N) est un espace de modules grossier pour Fy.

Remarque 2.7 Pour un schéma X, on note hx = Homge (-, X). De méme, pour un
morphisme de schémas f : X; — X, on note h(f) : hx, — hx, le morphisme de foncteurs
obtenu par le lemme de Yoneda. Le théoreme signifie qu’il existe un morphisme de foncteurs

(I)N : FN — hXO(N)
tel que

1. pour tout schéma X et tout morphisme de foncteurs ¢ : Fy — hyx, il existe un
unique morphisme de schémas f : Xy(N) — X tel que ¢ = h(f) o Dy.

2. pour tout corps k algébriquement clos, ®y(Spec(k)) est bijective.

Exemples 2.8 1. Soit 7y : Fy — F) défini par la regle (E,C) — ¢(E). Alors la
propriété 1 appliquée a 1 := &, o my fournit un morphisme de schémas

qui étend le morphisme (2.15) (cf. (2.24)).

2. Soit wy : Fy — Fy défini par (E,C) — (E/C,E[N]/C). On obtient un isomor-
phisme
wy : X(N) — Ap(N),

qui satisfait wy o wy =Id ([De-Ral, IV.3.19, K = T'o(N) et g = ( ](\)[ _01 ) dans

leur notation).

3. Les points a l'infini de Fiy (cf. remarque 2.4, 2) induisent des Z-points de Xy(NV). Ces
points fournissent 'interprétation modulaire des pointes.
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Définition 2.9 On définit Yo(N) comme le complémentaire dans Xo(N) du sous-schéma
fini formé par les pointes.

Le schéma Yy (NV) est un ouvert dense de Xy(/N). Si k est un corps algébriquement clos,
Yo(N) (k) parametre les couples (E, C') ou E est une courbe elliptique sur & (en particulier
lisse) et C' un sous-groupe de rang N. Ainsi, Vy(N)(C) s’identifie avec Yy(V).

2.2.2 Description des fibres de mauvaise réduction

On rappelle la description des fibres géométriques en p donnée dans [De-Ral, VI.6.9.
On suppose N sans facteurs carrés.

Définition 2.10 Un point supersingulier est un élément x € Xo(N)(F,), ou p|N, qui
représente un couple (E,C) avec E une courbe elliptique supersinguliére. On note Aut(x)
(ou Aut(E,C')) le groupe des automorphismes ¢ : E — E tels que o(C) = C.

1. Pour un entier M on pose

X, (M) = Xy (M) @ F,.

La fibre X,(IN) est formée de deux copies de X,(N/p) (donc integres par (2.17)) qui
se coupent en 'ensemble fini des points supersinguliers. En particulier, Xy(N) est
réduit.

2. Soit S I'ensemble des points supersinguliers dont l'invariant j de la courbe elliptique
sous-jacente est 0 ou 1728. Le lieu régulier de Xy(N) est le complémentaire de S. En
particulier, les points supersinguliers n’appartenant pas a S sont des points doubles
ordinaires (i.e. d’équation locale zy = 0). Le complété formel de I'anneau local d’un
point de z € S au-dessus de p est W (F,)[[z,y]]/(zy —p*), ou k = 1|Aut(z)| et W (F,)
est anneau des vecteurs de Witt de F,,.

3. Soit Xy(N)™ le modele régulier minimal de Xy(V). Il est obtenu en éclatant les points
de S. Soit x € S, au-dessus de p|N et tel que p # 2, 3. Alors le diviseur exceptionnel
au-dessus de x est une copie de P! (resp. deux copies de P!) d’auto-intersection -2 si
I'invariant j de x est 1728 (resp. 0). Ainsi, Xy(IV)™ est a réduction semi-stable.

4. On explicite la description des fibres de mauvaise réduction de la maniere suivante :
soit I/ une courbe elliptique sur IF,,. On note F': £ — E® T'isogénie de Frobenius et
V : E® — F l'isogénie duale. On consideére

définis au niveau de foncteurs par

ir(E,C) = (E, (ker F)C); iy(E,C) = (EP, (ker V)F(C)).

Ces morphismes sont des plongements fermés. Leurs images sont les composantes
irréductibles de X,(N).
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Lemme 2.11 Le diagramme suivant est commutatif :

X,(N/p) £ X, (N)

le/p iwz\r

Xp(N/p) = X,(N)

Démonstration : pour un entier M on note Y,(M) = Vy(M) ® F,. Soit 2 un point fermé
de Y,(N/p). On va vérifier

wy 0 ip(r) =iy o wnyp(T). (2.22)

Vu que Y, (M) est dense dans X, (M), ceci suffit pour démontrer 1'énoncé. Soit (£, C)
le couple représenté par x. On note

F:E— EW

I'isogénie de Frobenius et V' l'isogénie duale. De méme, on note

F:E/C — (E/C)®
I’isogénie de Frobenius et V Iisogénie duale.
L’égalité (2.22) est équivalente a
(E/(Cker F), EIN]/(Cker F)) = ((E/C)®, F(E[N/p]/C) ker V). (2.23)

Soit v : ' — FE/C' le morphisme canonique. On vérifie

v(Ker(F)) = Ker(F).
(E/C)(p) ~ E(p)/F(C).

D’ott on peut déduire que F o v réalise isomorphisme (2.23) 1

On note eq, 5 € Xo(N) les pointes correspondant aux polygones de Néron a 1 coté et a
N cotés, respectivement. D’apres le lemme, I'involution wy échange les deux composantes
irréductibles de X,(N). On a wy(ey) = e, d'olt on conclut que ey @ F, et e, ® F,
appartiennent a des composantes différentes.

Définition 2.12 On note X°(N) (resp. X)(N)) la composante irréductible de X,(N)
contenant e, & Fp (resp. eq ®Fp). Nous utiliserons aussi les notations

X2 =X>2(N), X):=X)N), X,:=X,(N),

pour les situations ou le niveau N est fixé.
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2.3 Opérateurs de Hecke comme correspondances

Soit [ un nombre premier qui ne divise pas N. On a deux revétements de degré [ + 1

a,: XO(ZN) - XO(N)>

donnés sur T'o(IN)\H* par les formules

a(lo(IN)z) = To(N)z
B(Lo(IN)z) = Lo(N)uz,

l
01
bien défini. Au niveau modulaire, avec la notation (cf. (2.8)), on a

ol v, = . Légalité To(IN) = T'h(N) N vl_lFo(N)vl permet de vérifier que 3 est

a(E,, < 1/(NI) >) (E,,<1/N >) (2.24)
B(E.,<1/(Nl)>) = (E.,<1/N>),
&~ (E,/<1/l><1/(IN)>/<1/l>).

Ces applications induisent des morphismes de groupes de Chow

o, 3" : CHY(Xo(N)) — CH'(Xo(IN)),
Q, B - CHY (Xo(IN)) — CHY(X((N)).

On définit la correspondance de Hecke d’indice [ par

T) := B.a* € End(CH'(Xo(N))).

Pour tout P € Xy(N), on note [P] le diviseur de X((N) correspondant. On déduit de
la définition de 7T} que

Ti([To(N)2]) = Z[FO(N)UWJ‘ZL (2.25)

J

ou {70, 7,---,7} est un systéme de représentants de T'o(IN) \ To(N).
Par ailleurs, le groupe I'o(N) agit par multiplication a gauche sur la double classe
Lo(N)ul'g(N). On vérifie que cette action se décompose comme

Lo(N)uLo(N) = | | To(N)vry;.

Jj=0

On conclut que a toute décomposition
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correspond une formule

Ti([To(N)2]) = Z[Fo(N)Oéjz]-

J

Par exemple, on peut prendre ([Shi], Proposition 3.36)

(é ?) si0<j<i—1

;= (2.26)

[ 0 i
0 1 sij=I.

Les lemmes suivants fournissent d’autres choix du systéeme {ay, . .., o} qui seront utiles
dans la suite.

Lemme 2.13 Soit

Lo(N, 1) := ylo(IN)v; = {< Z Z ) € I'y(N) avec b =0 mod l}.

Soit {0¢,01,...,0,} un systéme de représentants pour I'o(N,l1) \ I'o(N) et soit v, =
vyt € My(Z). Alors,

1. T, = @*5*

2 TH{([To(N)z]) = X5 To(N)ed;2).

Démonstration : notons provisoirement V' = «a.,.5*. Le c6té droit de 2. est égal a V (I'o(NV)z).
Le groupe I'g(N) agit par multiplication a gauche sur la double classe I'o(N)v;To(N). On
vérifie que I'on a la décomposition

Lo(N)vTo(N) = |_| Lo(N)u,d;.

Le fait que To(N)uLo(N) = To(N)v)T'o(N)? entraine V = T}, ce qui montre 1. et 2. B

2. Par exemple parce que v; = ( _ZN gyc )vl’ ( % —1y ) silr+ Ny =1.
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Lemme 2.14 Soit c € PY(Q) une pointe, et 0 € Ty(1) tel que oc = co. Alors il existe une
décomposition

!
Lo(N)uTo(N) = | | To(N)5; (2.27)
j=0
et des entiers cy, ..., ¢ tels que
1. Bjc=c pour tout 0 < j <.

2. On a
1Cj . .
j:(o l) si0<73<l—-1

lCl .o
j:(o 1) si g =1L

Démonstration : Soient «y, ..., a; comme dans la formule (2.26). D’apres le lemme 2.15,
il existe Yo, ...,V € I'o(N) tels que ajc = yjc. On pose f3; := fyj’lozj (qui satisfait B¢ = ¢).
Les (3; satisfont (2.27) parce que chaque [3; est dans la méme classe a gauche que «;.

D’apres la forme explicite des matrices a; (cf. 2.26), on peut voir que le coefficient
(2,2) de o3j0~* est divisible par [ si 0 < j <1—1 et que le coefficient (1,1) de o0 est
divisible par [. Ceci joint aux égalités

Uﬁja_l =

aﬂjafloo = 00, det Jﬁja’l =1,

permet de conclure que les matrices o3;0~! sont de la forme

1 Cj . . lCl <.
j:(o l>510§]§l—1et j:(o 1),31]-[,

avec cg,...,c; € Z. 1B

Lemme 2.15 Soit N un entier sans facteurs carrés. Pour toute pointe P € Xo(N), on a
[P = (+1)[P].

Remarque 2.16 Si N possede des facteurs carrés, 7; peut échanger les pointes. Par
exemple, si p est un nombre premier et N = p?, un systéme de représentants pour l’en-
semble des pointes est ([Shi], p.25)

{ 1 12 p—1 1}
p27 p? p? AR p ) *
Donc, si [ # 1mod p, Uorbite de ]% est différente de celle de %.
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Démonstration : lorsque N est sans facteurs carrés, 'ensemble {1/d, avec d|N} est un

systéme de représentants pour ’ensemble des pointes. On fixe une pointe ¢y = To(N )%

Soit ¢; € |Tjco|, représenté par dil. On utilise la formule (2.26). On a
1 1

LTy 2.2
Oé] do ’Ydl ( 8)

pour j € {0,1,...,1l} et v = ( é f) ) € [y(N). Sia; = ( (1) ? ), alors (2.28) devient

Cette équation réduite modulo dy entraine Dd; = 0 mod dy. Mais (D,N) = 1 =
(D,dy) = 1, donc dy|d,. La réduction de (2.28) modulo d; donne 0 = Aldy mod d;. Or,

(Al,dy) =1 et donc dy|dy. La conclusion est ¢y = ¢;. Le cas o = ( (l) (1] ) est similaire. l

La description de T; en termes de courbes elliptiques sur C munies d’un sous-groupe
cyclique est la suivante : si P € Yy(INV) représente le couple (E,C), alors

T(P) =) (E/H,vu(C))

H

ou H parcourt les sous-groupes de E d’ordre [ et vy : E — E/H est le morphisme cano-
nique. On remarque que (I, N) = 1 entraine H N C = 0.

On suppose que N est sans facteurs carrés. On se propose d’étendre 7; en une corres-
pondance sur Xp(/N) au moyen de I'interprétation modulaire. On dispose d’un morphisme
de foncteurs

FNl —>FN

donné par la construction (2.20). On définit

(07 Xo(lN) I Xo(N)

comme le morphisme induit sur les schémas de modules. De méme, on définit

B:X(IN) — X(N)

de la manieére suivante : soit (£, C) une courbe elliptique généralisée, munie d’un sous-
groupe de rang N[. On décompose

C = Oy, (2.29)

avec Cy = E[N]NC et C; = E[l]NC, de sorte que Cy est de rang N et C; est de rang [.
Alors, au niveau modulaire, on a

B(E,C) = (E/C, C/C).
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Remarque 2.17 En comparant cette expression avec (2.24), on vérifie que v et § induisent
sur C les morphismes que ’on avait noté a et § précédemment. On ne fera pas de distinction
au niveau de notation entre ces morphismes considérés sur Z et ces morphismes considérés
sur C.

Lemme 2.18 Le diagramme suivant est commutatif :

X (IN) 2= X, ()

o

Xo(IN) == X (N)

Démonstration : vu que Yy(IN) est dense dans Xy(V), il suffit de vérifier I'identité
wy o B(x) = aowy(z) pour z un point de YVy(IN). On travaille au niveau des foncteurs.
Soit S un schéma et (E,C) € Fin(S). On écrit C = CyC; comme dans (2.29). Alors on
est conduit a vérifier

(E/Cz (£/C)[N]
c/C CJC,

L’inclusion C; C C' permet de considérer le morphisme canonique

) ~ (E/C, (E[IN]/C)[N)). (2.30)

v:E/C,— E/C.

Ce morphisme induit I'isomorphisme (2.30). B

Lemme 2.19 « et 3 sont des morphismes finis et plats.

Démonstration : les involutions wy; et wy sont des isomorphismes, donc d’apres le lemme
2.18 il suffit de démontrer I’énoncé pour «. Le morphisme structural (2.16) est propre pour
tout niveau N, d’ott on déduit que « est propre ([Ha|, 11.4.8). Alors, pour montrer que «
est fini, il suffit de vérifier que ses fibres géométriques sont finies ([EGA III], 4.4.2).

Soit k un corps algébriquement clos. On fixe un point P = (E,Cy) € Xy(N)(k). Soit
Schy la catégorie des schémas sur k et soit Fp le foncteur

Sch, — Ens

S +— {C sous-schéma en groupes de E x S localement libre de rang [}.

Si C € Fp(S), alors on peut décomposer C' = CxC; comme dans (2.29). On déduit du
théoreme 2.6 que le k-schéma o ~!(P) représente Fp.

Si E est n’est pas une courbe elliptique supersinguliere, alors Fp est isomorphe a la
réunion disjointe Spec(k) U ¢, ([De-Ra], démonstration de V.1.13). On conclut que a ® k
est fini de rang [ + 1 au-dessus de P.
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Si E est une courbe elliptique supersinguliere, alors Fp est isomorphe & Spec(k[t] /t+1)
([De-Ra], démonstation de V.1.13). Donc, a ® k est fini de rang [ 4+ 1 au-dessus de P. On
conclut que « est fini.

Le schéma Xy(N) est réduit, donc pour vérifier que a est plat il suffit de démontrer
que le rang de ses fibres géométriques est constant ([De-Ra], V.1.12), ce qu'on a fait dans
I’argument précédent. B

D’apres le lemme 2.19, on dispose des morphismes de Groupes de Chow

o, 3 CHY(X)(N)) — CHY(X,(IN)),
Qx, B : CHY(X(IN)) — CH'(Xy(N)).

On pose

T} == B.a* € End(CH(Xy(N)))

la correspondance de Hecke associée a [.

Au niveau modulaire, on a

Ti(E,C) =) (E/H,vy(C)) (2.31)

ou H parcourt les sous-groupes de E de rang | et vy : E — E/H est le morphisme
canonique.

Remarques 2.20 1. La correspondance 7 induit une correspondance sur Xy(N) @ F,,.
Soit x = (£, C') un point supersingulier au-dessus d’un nombre premier p. De (2.31),
on déduit que les courbes elliptiques sous-jacentes aux points dans le support de
Tz sont isogenes a E. En particulier, 7] préserve les points supersinguliers. Ceci sera
étudié d'un point de vue dynamique dans la section 6, en dehors des premiers divisant
le niveau.

De méme, si x est une pointe, le diviseur T;z est supporté aux pointes.

2. Par la propriété universelle des modeles minimaux réguliers, on dispose d’un mor-
phisme & : Xy(IN)~ — Xp(N)™ qui fait commuter le diagramme

Xo(IN)™ —= Xo(IN)

l& l

Xo(N)~ —— &y(N)

De méme, on aussi un diagramme commutatif
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Xo(N)™ —— &p(N)

Les morphismes & et B sont propres et surjectifs, mais ils ne sont pas plats. De plus,
la restriction de Xy(N)~ — Xp(N) a la préimage de S est un isomorphisme (cf. point
3 de la section 2.2.2). Or, si D est un diviseur de Weil de Xy(V) qui ne rencontre pas
les points supersinguliers, alors 7} D est contenu dans le lieu régulier de Xy(N) et il
s'identifie au diviseur S.a*D.

Lemme 2.21 Soit B

X(N)@F, =X UX)
la décomposition en composantes irréductibles de la fibre géométrique de Xo(N) en p|N,
selon la définition 2.12. Alors

T(XX)=(1+1)X>, T(X)=(1+1)X). (2.32)
Démonstration : du lemme 2.15 on déduit

Tieoo = (L 4+ 1)ew +V, Tieg= (14 1)eg+ V',

ou V, V' sont des diviseurs verticaux contenus dans les fibres de mauvaise réduction. Mais
a et [ sont des morphismes finis (lemme 2.19), donc V = V' = 0. Ceci montre que 7}
préserve les composantes X ° et XS. [

Théoréme 2.22 Pour tout D € Div(Xy(N)),
T,D = p,a"D = o, 3" D.

Démonstration : on peut supposer que D est un diviseur integre. Si D est vertical, on
déduit 1'énoncé du lemme 2.21 et de la description (2.21). Si D est horizontal, alors du
lemme 2.13, 1, on déduit que

T.D=a,3"D+YV,

ou V est un diviseur vertical, de support contenu dans les fibres de mauvaise réduction.
Posons
V=> "V, V,CX(N)eF,
pIN
On fixe p|N. Si D ® Fp n’est pas une pointe, de la platitude de o et 8 (lemme 2.19)

on déduit V,, = 0. Si x = D ® [F,, est une pointe, alors Tjx est supporté aux pointes, donc
V,=0. R
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3 Groupe de Chow arithmétique

3.1 Les opérateurs d, d° et dd°

Notre normalisation concernant ces opérateurs est donnée de la maniere suivante : on
utilise z = x + iy pour z € H. On pose

o _1fo 0N o9 _1(9 .0
0z 2\o0x oy) 0z 2\0r oy)’

de sorte que, pour une fonction f de clase C!, on a % f = 0 si et seulement si f est
holomorphe.
On pose aussi

_of ~, Of _
of = —azdz, of := azdz’
_ . —1 5
d:=0+0, d° = —4m_(8 d). (3.33)

Alors

2w C4n

= _—185 ! <8_2 - a—2)da:/\dy.

dd°
ox?  Oy?

Exemples 3.1 1. Soit h : H — C une fonction holomorphe. On a

ddlog |h| = 0
“ dx A d
LA ay H1
ddlogy = — =2
ik dmy? 12

L’opérateur dd® est invariant sous G Lo(R) au sens suivant :

Lemme 3.2 Soient z € H,v € GLy(R) et f une fonction de classe C* autour de z. On a

VH(dd f)(2) = dd*(y" f)(2).
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Démonstration : on pose v = ( Z 2 ) On a

—2miy* (dd°f)(z) = +* (88z(:)fz (2)dz N dZ)
= L (2t ndr2)

020%
O det(7)”
020z (2) lcz + d|?

2

0
= 5.5 (f(vz))dz A dz

= =2midd°(v* f)(z).1

dz Ndz

3.2 Fonctions de Green L}

Soient X une surface de Riemann. Pour tout P € X, on note dp la distribution de
Dirac supportée en P. Plus généralement, pour tout diviseur D = ), ap[P] €Div(X), on
note

5D = ZCLP(SP.

P
On définit le support de D par

|D| :={P € X tel que ap # 0}.

Définition 3.3 Soit D = ) ap[P] € Div(X) un diviseur a coefficients réels. Une fonction
de Green g pour D est une distribution sur X, a valeurs réelles, telle que

ddg + dp (3.34)

est un courant C™3.
L’opérateur dd° est elliptique. Or, (3.34) entraine que g est C*° en dehors de |D|. Par
ailleurs, du fait que log |- |72, considéré comme distribution, est une solution fondamentale

de dd°f = §y sur C, on peut déduire le développement local suivant : pour tout P € |D| et
pour toute carte locale (U, ) centrée en P, on a

g=uaplog|0(:)|2+b (3.35)
o b € C>(U).

3. Selon la terminologie de [Gi-So|, g est un courant de Green pour D. Ici nous suivons la terminologie
adoptée dans [Bo], section 3.1.3.
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Remarques 3.4 1. Ce raisonnement peut étre inversé pour obtenir la caractérisation
suivante : g est une fonction de Green pour D si et seulement si g est C* en dehors
de |D| et pour tout P € |D| on a un développement du type (3.35).

2. Si (3.35) est satisfait pour une carte locale centrée en P, alors il est satisfait pour
toute autre. Plus précisement, un changement de coordonées biholomorphe s’annule
a l'ordre 1 en 0 et donc n’a d’effet que sur la fonction b.

On suppose que X est une surface de Riemann compacte. Soit v une (1,1) forme continue
et strictement positive sur X, c’est-a-dire localement représentée par une forme v = hidz A
dz, ou h est une fonction continue et strictement positive. La forme v induit une mesure sur
X, permettant de considérer 'espace L?(X ). D’apres la compacité de X, cet espace vectoriel
topologique ne dépend pas du choix de v. L’espace L3(X) est défini comme l'espace des
distributions f € L?(X) dont le courant O f est de carré intégrable. Cette derniere condition
signifie que 'intégrale

/Xaan_f

est convergente. On remarque que cette condition entralne aussi que af est de carré
intégrable.

De méme, si U C X est un ouvert, on note L3(U);,. l'espace des distributions f €
L2(U)e telles que Of est localement de carré intégrable. On a L3(X ). = L3(X) car X

est compacte.

Exemple 3.5 Soit 0 < a < 1 un nombre réel et soit D° = {z € C tel que |z| < a}. Alors
la fonction z — log(—log|z|) induit un élément de L3(D2),c.

Définition 3.6 Une fonction de Green L? ([Bo], section 3.1.3) pour D est une distribution
g a valeurs réelles telle que :

1. pour tout P € |D|, on a un développement du type (3.35) avec b € L3 (U)o
2. pour tout ouvert U tel que U N |D| =0, la restriction de g a U est dans L3(U)pe-

Nous appellerons < fonction de Green C* =la fonction de Green telle qu’elle a été
donnée dans la définition 3.3 afin de la distinguer de la fonction de Green L?. Cette derniere
peut étre décomposée comme suit :

g=h+, (3.36)
ol h est une fonction de Green C* pour D et 1) € L3(X).

On se place dans le cas X = Xy(N). Cette surface est munie de la (1,1) forme uy
définie dans la section 2.1.
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Définition 3.7 Soit g une fonction de Green L3 pour D. Elle est dite admissible si elle
satisfait [’égalité de courants

dd°g+ 6p = (deg D)y . (3.37)

Remarques 3.8 1. Pour tout diviseur D, une fonction de Green L? admissible existe.
Nous expliquerons une construction explicite plus bas (section 3.2.1).

2. Sideg D = 0, alors g est une fonction de Green.

3. Le courant py est C™ en dehors des points elliptiques et des pointes. Vu que dd€ est
un opérateur elliptique, g aussi est C'° en dehors des points elliptiques, des pointes
et du support de D. Le courant uy est LP au voisinage d’un point elliptique d’ordre
n, pour tout 1 < p < (1 —1/n)~! (cf. (2.6)). On peut en déduire que b de (3.35) est
continu en U (cf. [Bo|, Lemma 5.2 et la note en bas de page). Au voisinage d’une
pointe, uy est L' et n’est pas LP, pour aucun p > 1. On donnera des renseignements
sur b au voisinage d’une pointe au moyen d’une construction explicite des fonctions
de Green L? (cf. lemme 3.11 et lemme 3.15).

4. De méme, par rapport a la décomposition (3.36), ¢ est C*° en dehors des points
elliptiques et des pointes.

5. Soient gy, go des fonctions de Green L? admissibles pour D et posons h = g; — ge.
Alors dd°h = 0, d’ou h est une fonction C'* et harmonique sur une surface compacte
et connexe, donc constante. On conclut que deux fonctions de Green L? admissibles
pour le méme diviseur ne different que d’une constante.

6. Soient g, ¢’ deux fonctions de Green L? admissibles pour D, D’. On déduit directe-
ment de la définition que g+ ¢’ est une fonction de Green L? admissible pour D+ D'.

3.2.1 Construction des fonctions de Green L? admissibles sur Xy(N)

Il suffit de construire une fonction de Green L? admissible pour chaque diviseur de la
forme [P], ou P € Xo(N), car si D =), ap[P] et que I'on note gp la fonction correspon-
dante a [P], alors gp := Y papgp est une fonction de Green L admissible pour D. On
divise la construction en fonction de P selon que P est une pointe ou non.

Cas ou P est une pointe

Lemme 3.9 Soit C € Xo(N) une pointe et soit {C; = C,Cy,...,Cp} Uensemble des
pointes de Xo(N). Alors il existe une forme modulaire f holomorphe, de poids k € 12N
telle que

4. Le lemme en question a comme hypotheése que le diviseur est effectif, mais cette partie de 1’énoncé
est valable en général.
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1. f(C)=0
2. f(C))#0sii=2,...,m
3. f(2) # 0 pour tout z € H

4. sir est lordre d’annulation de f en C, alors k/r =12/[[o(1) : To(N)].

De plus, si fi est une forme modulaire de poids pair satisfaisant aux trois premiéres
conditions, alors elle satisfait aussi a la quatrieme et il existe une constante A € C telle
que

=AM, (3.38)

ou r1 est Uordre d’annulation de fi en C.

Démonstration : si N = 1, on dispose de la fonction discriminant

oo

A(Z) _ QH(l _ qn>24’ q= e27riz7
n=1
qui est une forme modulaire de poids 12 qui s’annule & 'ordre 1 en z = iocc et n’a pas
d’autre zéro.
Si N > 1, on considere A comme une forme modulaire pour I'o(V). On note 7y le
revétement canonique (2.13) et dy son degré. On a

div(A) = 7xy[o0]

olt a; > 0 pour tout i =1,...,met > /" a; =dy = [To(1) : To(N)]. Le diviseur

div(A) — dy[C1]

est de degré zéro et il est supporté aux pointes. Par le théoreme de Manin-Drinfeld ([Dr],
[El]), on sait qu'il existe une fonction méromorphe g sur Xo(N) et un entier positif n tels
que

div(g) = n(div(A) — dy[Ch]).

Or, la forme modulaire (pour I'g(N)) de poids k = 12n donnée par f := A"/g est
holomorphe et satisfait aux trois premieres conditions de I’énoncé. Puis
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div(f) = nzai[C] = n[lo(1) : Do(N)][C],
dott r = n[To(1) : To(N)] et k/r = 12/[To(1) : To(N)].

Soit f; une forme modulaire de poids k; et d’ordre d’annulation r; en C', qui n’a pas
d’autres zéros. Alors

i

fm
est une forme modulaire holomorphe sur Xy(/N), qui n’a pas des zéros. On conclut qu’elle
est de poids 0, donc constante et ky/ry = k/r = 12/[[(1) : To(N)]. B

On construit un courant de Green L? admissible gp de la maniere suivante : soit f
une forme modulaire holomorphe du type donné par le lemme 3.9, de sorte que f(P) =0,
f(Q) # 0 pour toute autre pointe @ # P et f(z) # 0 pour tout z € H. On pose

go(2) 1= log | (=4, (3.39)

ou r est 'ordre d’annulation de f en P et k est le poids de f.

Remarques 3.10 1. La propriété (3.38) dans le lemme 3.9 assure qu’un autre choix de
f ne fait que changer gp d’une constante additive. Ceci est compatible au fait qu'une
fonction de Green L? admissible est unique & une constante additive pres.

2. Soit f une forme modulaire qui s’annule a l'ordre r en P. On note a(f) le coefficient
de ¢" dans le g-développement de f en P. Soit M° I'ensemble des formes modulaires f
satisfaisant aux conditions énoncés dans le lemme 3.9 et a la condition supplémentaire
a(f) =1.Si f, fi € M°, alors A =1 dans (3.38). On déduit que la définition (3.39)
ne dépend pas du choix de f € M.

Lemme 3.11 1. gp est une fonction de Green L? admissible pour [P].
2. Pour c € PY(Q), on pose Q =Ty(N)c. On a

gr(z) = —dpgloglgl* — by log(—1log(lg])) + b, z— ¢,

ot q est la carte locale autour de ¢ donnée dans (2.4), b est une fonction C™ et
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Démonstration : soit zg = x¢ + iyy € H un point d’ordre n. De la formule pour la carte
locale T en zg donnée par (2.3) on déduit

1—|7)?/" :
y:y0| zZ=T+1y.

1— 7-l/n|2’

Ceci montre que gp\yo(N) est C™ en zq si 2o est un point ordinaire (n = 1 dans ce cas).
Sin > 1, alors gp est continu en z, et de classe L?. D’apres les exemples 3.1

k
ddgp(z) = —;aldc logy

- _[r0<1)1;2ro(1v)]<_%>
= HUN-

Soit o € T'y(1) tel que oc = co. Alors f admet un développement autour de @ en termes
de la carte locale donnée dans (2.4) de la forme

f|k0(z) = ja(z)kf<z) = Z anqn7 Qrg 7£ 07

n=rq

ol ¢ est 'ordre d’annulation de f en (). D’apres la relation (2.5), on peut écrire

Y1 f(2)]* = (= loglal)*lal|h(q) *,

avec h une fonction holomorphe définie sur un disque contenant 1’origine et telle que h(0) #
0. Donc

k 1
gp(z) = —épqloglql* — —log(~ log|q|) — — log |h(q)|”
rQ rQ
et by = k/r¢g par le lemme 3.9. B

Exemple 3.12 Sur X,(1), prenons P = I'y(1)oo. Dans ce cas une fonction de Green L?
est donnée par

g(z) = —log|A(z)*y"?.

Définition 3.13 Posons P =T'o(N)c, avec ¢ € P1(Q). On définit la valeur régularisée de
gp en P par

gp(P) == lim gp(z) +log |q|* + by log(—log|q]).

La limite existe par le lemme 3.11.
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Soit @ > 0. On pose

gralz) = — log | F(2) ()"

La valeur régularisée de gp, en P peut étre calculée en termes du g—développement de

f.
Lemme 3.14 On considéere le développement de f en P

Jo(2) f(2) = arq" + arad™ .., a, £0, r>1 (3.40)
Alors

B B as 1 9
gra(P) = —bylog (%> ;log\ar| )

Démonstration : d’apres (3.40), on peut écrire

o (2)" F(2)* = lard" [PR(q),
ou h est définie au voisinage de 0, positive, continue et h(0) = 1. On déduit I’énoncé de
cette expression, de (2.5) et de la définition 3.13. W

Cas ou P n’est pas une pointe

Si N =1, la fonction

g(z1, 22) = —log((112) | A(21) A22) ((21) — j(22))*), 21,22 € H, (3.41)
)

induit une distribution a valeurs réelles sur X,(1) x Xo(1). Pour z, fixé, ¢’est une fonction
de Green L? admissible pour [T'g(1)zs].

Lorsque N > 1, on ne dispose pas d’'une expression pour les fonctions de Green L3
admissibles du type (3.41), c’est-a-~dire en termes de formes modulaires élémentaires. On
doit procéder de la maniere suivante : on considere la fonction de Legendre de deuxieme
espece, donnée par la formule

Qs 1(t) = /oo(t + Vt? — 1cosh(v)) *dv, Re(s)>0ett> 1. (3.42)

0
On a aussi

CT(s)? r 2 e o1
Qs—l(t) = m(m) F(S, S; 28, 1—+t>’ seCett> 17 (343)

ou F(a,b;c;z) est la fonction hypergéométrique. Cette fonction vérifie les propriétés sui-
vantes :
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1. Qs—1(t) =O(t~*) pour t — oo.
2. Qs-1(t) = —1log(t — 1)+0O(1) pour ¢ > 1 et au voisinage de t = 1.
La propriété 1. est une conséquence directe de la formule 3.42. La propriété 2. est une

conséquence de la formule (3.43) et de [He] (6.2), p. 31.
Soient z, 2z’ € H. On pose

|z — 2P

2yy’

Soit p(z,2’) la distance hyperbolique entre z et 2. On a la relation

w(z,2) =1+ , Im(z) =y, Im(2") =4 (3.44)

cosh (p(z,2")) = u(z, 2'),

donc

u(yz,v2") = u(z, 2') pout tout v € GL (R). (3.45)
On pose

9s(2,2") = 2Qs-1 (u(z, 7).

On déduit de (3.44) que gs(z, 2") = gs(#', 2).
Le noyau automorphe pour T'o(N) est défini par

Gs(z,2') = Z gs(z,72").
Y€To(N)

Cette somme est absolument convergente pour Re(s) > 1 ([He], Proposition 6.2, p. 31).
Elle définit une fonction C* sur Yy(NV) x Yo(N) privé de la diagonale ([Hel, 6.5 (c), p. 33).
Pour 2’ fixé, on a le développement ([He|, Proposition 6.5 (e),(f), p.33)

Gy(2,72') = —ordre(To(N)Z) log |z — 2|+ O(1), =z — 2.
D’apres la symétrie de g et la propriété (3.45), on déduit

Gs(z,2) =G, (7, 2). (3.46)
La fonction GG, admet un développement par rapport a s de la forme

12 1
[Co(N) : To(1)] s(s —1)

ou le terme O(s — 1) est C*° par rapport a (z, z’) ([He], Theorem 3.5, p. 250).
D’apres (3.46), on a

Gy(z,2) = +9(z,2") + O(s — 1),

g(z,2")=g(7, 2). (3.47)

31



Lemme 3.15 (U. Kiihn) 5 On fize 2’ € H et on pose P = To(N)z',  gp(z) = g(z, 7).
Alors g(2) est une fonction de Green L3 admissible pour [P]. De plus, si zy est une pointe,
on a le développement

gp(z) = log(—loglq|) +b(2), =z — 2,

ot q est la carte locale donnée par (2.4) et b est une fonction C*.
Démonstration : Soit k = 47/Vy = 12/['¢(1) : I'x(N)]. On peut écrire

9(z,2") = —log(|P(z,2)]*(yy)"),
ou P(z,2') est une forme modulaire de poids k avec la propriété suivante : P(z,z') =
0 si et seulement si I'o(N)z = T'o(N)z" ([Fay], theorem 2.3). L’admissibilité de gp est
déduite des exemples 3.1. Le développement autour des pointes vient du fait que logy =
log(—1log(|q])) + O(1) quand z — z,. W

Corollaire 3.16 1. gp est intégrable par rapport a .

/ gpUN
Xo(N)

Remarques 3.17 1. Lorsque P est une pointe, le développement (2.7) montre qu’'une
fonction de Green L? admissible gp n’est pas intégrable par rapport & py.

2. L’intégrale

est indépendante de P.

2. Dans [Fay], p. 163, il est montré que

/ gpiin =0,
Xo(N)

pour tout P € Xy(N).

5. Ce lemme et sa démonstration font partie d’'un manuscrit non publié d’Ulf Kihn.

32



Démonstration su corollaire 3.16 : pour 1. il suffit de comparer le développement de py
aux pointes donné dans (2.7) avec celui de gp. La démonstration de 2. est une adaptation
de [La], Theorem 1.2, p. 24. Soient P,Q € Yy(N) avec P # Q. En dehors de I'ensemble
{P,Q}, on peut écrire 1’'égalité de courants

grin — goin = grdd‘gq — godd gp = d(grpdgq — godgp) =: dw.
C’est aussi grace aux développements donnés par (2.7) et par le lemme 3.15 que I'on
peut considérer ce produit de courants. Alors
>

/ dw = —(/ +/
Xe Ce(P) Ce(Q) pointe

X = Xo(N) — (B(P) U Bd(Q) Uy pointe Be(k)), C.(-) = OBe()

et B.(T) est la préimage par une carte locale centrée en T (cf. section 2.1) d’un disque
contenant 1'origine et de rayon e.
Montrons que

avec

lim w = go(P). (3.48)
e—0 Ce(P)

On a

g, = —loge® +b,

sur C(P), avec b de classe C*. Par ailleurs, 'opérateur d° en coordonnées polaires s’écrit

. €0
d° = 47?87"618 sur C(P).

On trouve

€ 2 89@
gpd<qg :—/ —log €* + b)—==d0.
/ce(P) PRI Ty 0 ( Sor or

. : 0 L .
Cette expression s’annule si € — 0 car % est intégrable. De méme, on a

8gp . 2 ob

o~ o

1 27 27
d°gp = —— df + — d9
/6( )QQ gp = 27T/O goat + / gQa

La premiere intégrale tend vers —gg(P) et la deuxieme vers 0. Ceci montre (3.48). Par
symétrie on déduit

sur C(P), d’ou
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lim w=—gp(Q). (3.49)
“—0Jc@

En utilisant (3.48) et (3.49) on trouve

dv = ([ +/ " /
/XO(N)W EIE%( (P) e Z

K pointe
— 9(Q) ~ gg(P) ~lm Y /
K pointe 5
= —lim Zt / (3.50)
K pointe

La derniere ligne est justifiée par la symétrie de g(z,2’) (3.47). On fixe une pointe k.
L’opérateur d° en coordonnées polaires s’écrit

. €0
d° = Eade sur Ce(K).

Par le lemme 3.15, on dispose des développements

gp(z) =log (—log(lgl)) +b, go(z) =log (—log(lq])) +c, z— =~

ou b et ¢ sont des fonctions C*°. On trouve

2m 86
c _ _ _ -1
/ce(n) gpdgg = /0 (10g( loge) + b) ( (4mlog(e)) ™ + 6_87’>d0

et cette expression s’annule en prenant la limite € — 0. Ceci permet de conclure a ’annu-
lation de la limite (3.50). W

3.3 Groupe de Chow arithmétique de X)(N) et théorie d’Arake-
lov

On note Div(&p(N)) le Z-module libre engendré par les diviseurs de Weil integres. Soit
D e€Div(Xy(N)). On note |D| le support de D et D¢ le diviseur induit sur Xy (V).

Définition 3.18 Un diviseur compactifié est un couple (D, g), ot D est un diviseur de
Weil (a coefficients entiers) sur Xo(N) et g une fonction de Green L3 pour Dc, admissible.
L’ensemble des diviseurs compactifiés possede une structure de groupe abélien, donnée par
(D,g)+ (D', ¢") :=(D+ D',g+¢), délément neutre (0,0) (le diviseur vide muni de la
fonction nulle).
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Soit f une fonction rationnelle non nulle sur Xy(N). Elle induit un diviseur div(f) sur
Xo(N) et une fonction méromorphe fc sur Xo(N). Grace a 'équation de Poincaré-Lelong
([Gri-Ha], p. 388), on a ’égalité de courants

ddlog | fc|? = daiv(se)-

En conséquence, le couple (div(f), —log|fc|?) est un diviseur compactifié. On appellera
diviseur principal un diviseur qui a cette forme. L’ensemble des diviseurs principaux est
un sous-groupe des diviseurs compactifiés.

Définition 3.19 Le groupe de Chow arithmétique (de degré 1) C/’E(N) est le quotient du
groupe des diviseurs compactifiés de Xo(N) par le groupe des diviseurs principaut.

La théorie d’Arakelov classique ([Ar]) ne s’applique pas a Xo(/N), munie de la mesure
de Poincaré, a cause des singularités de cette mesure (cf. (2.6) et (2.7)). Par ailleurs, pour
une infinité de valeurs de N, le schéma Xy(N) n’est pas régulier. A savoir, tout N qui est
divisible par 2 ou 3 ou par un nombre premier p > 5 tel que p = —1 mod 6 ou p = —1
mod 4 (cf. [De-Ra|, VI.6.16). J.-B. Bost ([Bo]) et U. Kiithn ([Ki]) ont, indépendamment,
développé une théorie de l'intersection arithmétique adéquate pour des situations ou la
métrique choisie a des singularités de type convenable. La théorie de Bost permet de tra-
vailler avec une surface arithmétique qui est supposée seulement normale. Ces théories sont
équivalentes dans notre cadre admissible si on consideére N tel que Xy(V) est régulier ([Kii],
section 7). Nous utiliserons la théorie de Bost, dont on fait les rappels nécessaires, suivant
[Bo], section 5.3.

Soit

v:AXy(N)~ — A(N) (3.51)

le modele régulier minimal de Xy (V) (cf. point 3 de la section 2.2.2). Soient E;, Fy €Div(Xy(N)™),
sans composante irréductible commune. Soit  un point fermé de Xy(V). On considere des
équations locales fi, fo pour Eq, E5 au voisinage de . On pose

Ng 1= Z(Om,XO(N)/(fl,x7 f2,x))7

ot [(M) désigne la longueur du O, x,(n)-module M. On a n, = 0 sauf pour un nombre fini
de points. On définit le 0-cycle d’intersection ([Lal, p.55)

E1 . EQ = ZTL;E[[E]

On note N(x) le cardinal du corps résiduel de x. On pose

<FEy, Ey> = an log N(x).

Ce nombre d’intersection est & valeurs dans P, Z log p.
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Maintenant on va définir des nombres d’intersection sur le schéma Xy(N) (qui est non-
régulier pour une infinité de valeurs de N), suivant [Mu], I (b). Soit {C},Cy,...,Ck}
'ensemble des diviseurs exceptionnels de (3.51) et soit D €Div(Xy(NV)). On note ¢(D) le
diviseur de Xy(N)™~ défini par

k
t(D) :=v"D+ Z riCi,
i=1

ou les nombres rationnels ry, ..., r; sont choisis de sorte que <t(D),C;> = 0 pour tout
1 =1,...,k. Il existe un unique choix de ces coefficients car la matrice (<C’,~, Cj>)ij est

définie négative, en particulier inversible ([Mu], p. 230). On remarque que si D ne rencontre
pas le lieu singulier, alors r; = 0 pour tout .

Soient Dy, Dy €Div(Xy(N)). On pose

k
t(Dy) = V*D1+Z7’i,10z

=1
K

t(D2) = v'Da+ Y riaCi
=1

On définit

k
<D1, D> = <V*D1, V*D2> + Z Ti’1<Ci, V*D2> (352)
=1
k
= <V*D1,I/*D2> + ZTi’2<V*D1,CZ’>.

i=1

Ce nombre d’intersection est a valeurs dans @p Qlogp.

Solent x1, Ty € CH (N), représentés par (D1, g1), (D2, g2), choisis de sorte que les divi-
seurs n’ont pas de composante irréductible commune. Soit

gz:hm”% i:1727

une décomposition du type donnée dans (3.36). On note w; = dd°h; + dp, ., de sorte que

w; + dd“p; = (deg D;)pun.
On définit
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1 1 )
<g1,92> = —(/ h1*h2+/ ¢1U12+/ Yowy +— 81D1/\8¢2>, (3.53)
2\ Jxov) Xo(N) Xo(N) 210 xo ()

ott hy * hy = hywy +hyép, . Ces intégrales sont absolument convergentes ([Bo], section 5.1)
et cette définition ne dépend pas de la décomposition du type (3.36) choisie.

On définit

<T1,T2> = <Dy, Dy>+ <41, g2>. (354)

La somme (3.54) ne dépend pas du choix des représentants (D1, g1), (D2, g2). Ceci définit
une forme bilinéaire

< , >:CH(N)x CH(N) — R,
Remarques 3.20 1. On a

<(D,9), (0,¢)> = 5 deg De.

En particulier, (D, g) est orthogonal a (0, c) si et seulement si deg D¢ = 0.

2. Supposons que deg D; ¢ = deg Dy = 0. Alors I'expression <z, 22> ne dépend pas
du choix des fonctions de Green L? admissibles g1, ¢g». En effet, si on pose z| =
x1+(0,¢1), b =m9+(0,c), 0n a

<xl,1h> = <w1, 19> + <(0,¢1), 25> + <(0, ¢a), 27> + <(0, ¢1), (0, ca)>.

Les derniers trois termes sont nuls d’apres la remarque 3.20, 1. Par ailleurs, dans ce
cas g et g, sont des fonctions de Green C'* (cf. remarque 3.8, 2). La formule (3.53)

se réduit a
/ g1 * go
Xo(N)

= ~g(D
292( 176)7

<91792> -

— N

qui est la formule classique de la théorie d’Arakelov pour l'intersection a l'infini.
Supposons que D; ou Dy est orthogonal a tout diviseur vertical. Alors, on dispose d'un
lien avec I'accouplement de Néron-Tate sur Jy(N)g, a savoir la formule de Faltings-
Hriljac ([Fal], [MoBa], 6.15)

<T1, T3> = —<D ® Q, Dy @ Q> nr
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3. Supposons que | D c| U |Dsc| ne contient pas de pointes. On pose d; := deg D; c. De
I’admissibilité de g; on obtient

Si 'on remplace ceci dans (3.53), on obtient

2<g1, 92> = dz/

JIN — / g1ddpg + ho(Dy) + dy / Yapin .
Xo(N) Xo(N) X

o(IN)

L’intégrale fXO(N) g1ty est convergente grace au corollaire 3.16, 1. De meéme, ce
corollaire et la relation (3.55) justifient la convergence de [ Xo(N) g1dd“)y. Enfin, le

développement aux pointes de go (lemme 3.15) montre que [ Xo(V) YopuN converge.

Soit Jo(N) la composante neutre du modele de Néron sur Z de Jy(N)q, la jacobienne
de Xo(N)g. Le groupe abélien Jyo(N)(Q) s’identifie a I'ensemble des classes d’équivalence
rationnelle de diviseurs D €Div(Xy(N)) satisfaisant aux conditions

1. degD®Q =0
2. <D{,V> =0, pour tout diviseur vertical V.

Soit E €Div(Xy(N)) tel que deg E¢ > 0. On choisit une fonction de Green L? admissible
ge pour E. On note F = (E, gg) € CH(N). On définit

i Jo(N)(Q) — CH(N) (3.56)
D — (D,gp)

oll gp est une fonction de Green L? admissible pour D, normalisée par la condition

<(D,gp), E>=0. (3.57)

Si D = div(f) est un diviseur principal, alors (div(f), —log | f|?) satisfait (3.57), ce qui
montre que ig est bien défini. On déduit directement des définitions données précédemment
que ig est un homomorphisme injectif.

Remarque 3.21 Le morphisme ip dépend de E et de la mesure py mais il ne dépend
pas du choix de gg. Pour vérifier ceci, soit ¢ une constante réelle et £’ = E + (0, ¢). Soit
D € Jy(N)(Q) et (D,gp) =ig(D). Alors

<ip(D), E'> = <ip(D), E> + <ig(D), (0,¢)> = 0,

car deg D¢ = 0 (cf. remarque 3.20 ,1).
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3.4 Théoreme de I’indice de Hodge

On spécialise [MoBal, p. 85 & notre situation. Soit @R(N ) le R—espace vectoriel des
couples (D, g), ou D est un diviseur de Weil sur Xy(N) a coefficients réels et g est une
fonction de Green L? admissible pour Dc. Soit Pr(N) le sous-espace engendré par les
diviseurs principaux. On définit

CHg(N) := Divg(N)/Pr(N).

Remarques 3.22 1. La forme <, > s’étend par bilinéarité a C/'ER(N) X C/'ER(N).

2. @R(N) n’est pas isomorphe & C/’?I(N) ®z R. La raison est que C/']T[(N) contient
le R-espace vectoriel de dimension 1 engendré par (0,1) et que R ®7 R n’est pas
isomorphe & R (cf. [Bo], section 5.5.).

3. Le noyau de I'application naturelle C H (N) — CH r(N) est le sous-groupe de tor-
sion CH (N )iors ([Bo], Theorem 5.5, 1)).

Définition 3.23 Soit

Ky = {z € CHg(N)|<z,y> = 0,y € CHp(N)}.
On définit le groupe de Chow arithmétique a équivalence numérique pres par
CHy (N):=CHg(N)/Ky
Soit p un nombre premier. On pose
X, = X(N)®F,.

Soit F C CH %um(N ) I'espace engendré par les classes des diviseurs de la forme (X, 0)
et (0,c¢), avec ¢ € R (“espace des fibres”).

Lemme 3.24 F' est un R-espace vectoriel de dimension 1.

Démonstration : de 1’égalité

(X,0) — (0,log p*) = (div(p), — log p?)

on déduit que F' est engendré par les images de {(0, ¢),c € R}. De la remarque 3.20, 1, on
déduit que (0, c) n’est pas numériquement équivalent a zéro si ¢ #0. W

On suppose N sans facteurs carrés. Si p est un diviseur de IV, on pose
X, =XU Xg
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selon la définition 2.12. On définit Xg" (resp. Xg) comme I'image de (X°,0) (resp. (X},0))
dans ﬁlﬂzum(]\f)

La pointe I'g(N)oo € Xo(N) induit un Q-point de Xo(N)g. On note D, son adhérence
de Zariski dans Xy(N). Soit Dy := (Duo, oo ), avec goo une fonction de Green L? admissible
pour Dq.

Remarques 3.25 1. D’apres les définitions, on a

<Dy, X;°> = logp
<Dy, X)> = 0.

2. Le diviseur compactifié X;,’o — XI? est orthogonal a tout diviseur vertical (cf. (3.59)
et (3.60) plus bas).

On note H l'espace orthogonal a

(F&RDy) & (@yn R(X® — X0))

dans C/’Plﬂzum(]\/ ). La version suivante du théoreme de I'indice de Hodge nous sera utile
dans la suite.

Théoreme 3.26 On suppose N sans facteurs carrés. Soit ép = X;’O — )2'3. On dispose
d’une décomposition
——num

Hy (N)= ((F SRD) @ ( éPW Rép)) T H,

L
ot le symbole @ est placé entre sous-espaces orthogonau.
On considére Jo(N)(Q)®@R munie de l'accouplement de Néron-Tate. Alors le morphisme

(D,g) — D
induit un isomorphisme d’espaces vectoriels H = Jo(N)(Q) @ R tel que

<(Dag)7(D/7g/)> :_<D7D/>NT- (358)

En particulier, la restriction de la forme d’intersection a H x H est définie négative.

Remarques 3.27 1. L'espace F ® RD,, ne dépend pas du choix de la fonction de
Green L? admissible g...

2. Une version de ce théoreme est valable dans le cadre plus général de la théorie de
Bost, ott on utilise des fonctions de Green L? sans imposer de condition d’admissibilité
([Bo], Theorem 5.5).
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Démonstration : on pose

E=F®RD,, M =a,nRG,

ol ép = (Gp,0). Si p # ¢, les espaces RG), et RG, sont orthogonaux car G, et G, sont
contenus dans des fibres différentes.

L
Vérifions que <-,-> est non dégénérée sur £ @ M : le diviseur compactifié

(X;° + X, —logp?) = (div(p), —logp*)

est principal, d’ou

0 = <X (X2 + X, —logp)>
= (X)) +<X°, X)>.

On déduit

(X)) = —< X0, X)>. (3.59)
De méme,

(X))? = —<X°, X)>. (3.60)
On a

O 00 -0\2 0 0\2
(Xp _Xp) - (Xp _Xp)
= (X)) + (X)) —2<X°, X)>
= —4<X? X)>

et cette intersection est non nulle car [X;°| N |X£| correspond a ’ensemble non vide des
points supersinguliers au-dessus de p.
Par ailleurs, d’apres la remarque 3.20, 1

<(0,1), Doo>=1/2 # 0.
On conclut
CH"(N) = (E@ M) & H,
ce qui démontre la premiere partie de ’énoncé.
Soit D = (D, g) € H. Par définition, <D, (X;,’o - X£)> =0, d’ou

[e's) _ 0
<D, X)>=<D,X,>.
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Par ailleurs

B oo 0 2
0 = <D,(X;7+X,,—logp~)>
<D, X;°+ X£> + <D, (0, —log p*)>

— o0 0

= <D, X)>+<D,X,>. (3.61)
L’égalité (3.61) est justifiée parce que (0, —log p?) est un élément de F et D est ortho-

gonal a cet espace. On conclut
<D, X>=<D,X)>=0.

Ainsi, D induit un élément de Jo(N)(Q) @ R.

Supposons que D soit numériquement équivalent a zéro. Alors hyr(D) = —D? =0
(remarque 3.20, 2), d’ou on déduit que D = 0 dans Jo(N)(Q) ® R. Ceci montre que le
morphisme

H — Jh(N)(Q®R (3.62)
(D,g) +— D

est bien défini. Vérifions qu'il est surjectif. Soit D € Jo(N)(Q) ® R, représenté par un
diviseur D. On note gp I'unique fonction de Green L? admissible pour D telle que

<<D, gD), boo> =0.

Avec ce choix, D= (D, g) est orthogonal a E'® M, donc c’est un antécédent de D.
Vérifions que (3.62) est injectif. Soit D = (D, g) € H tel que D = 0 dans Jy(N)(Q) ®R.
Alors

D =) Ndiv(f), A\€ER

De l'unicité des fonctions de Green L? admissibles & une constante pres, on déduit qu'il
existe ¢ € R tel que

g:—Z)\ilog|fi|2—|—c.

Alors D = (0, ¢) dans ﬁ[%um(N) De <D, Do>=0o0nac=0,dou D=0 dans H.
L’application (3.62) satisfait (3.58) par la remarque 3.20, 2. La restriction

<,>:HxH—R

est définie négative car I'accouplement de Néron-Tate est défini positif. Il
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4 Opérateurs de Hecke comme endomorphismes du
groupe de Chow arithmétique

Soit (D, g) un diviseur compactifié de Xy(N) et soit Sy I'ensemble des pointes et des
points elliptiques de Xy(N). Par la remarque 3.8, 3, on sait que g est C* en dehors de
I’ensemble

SD = So U |D(C| (463)

Soit [ un nombre premier qui ne divise pas N. On pose

Spy:={P € Xo(N) tel que |T;P| N Sp # 0}.
Pour tout P € X((/N) n’appartenant pas a Sp,, on définit

Tig(P) == g(Ti P), (4.64)
ou on utilise la notation

f(E) ::/X(N)f(SE: Z ap f(P)

Pe|E|
si £ =) ap|P] est un diviseur de X((V) et f une fonction.

On verra plus bas (remarque 4.9) que l'on a ’égalité

Spa = |T1Sp|. (4.65)
On obtient ainsi une fonction 7;¢ définie sur Xo(N) — |T;5p|.

Théoréme 4.1 1. Soit (D, g) un diviseur compactifié de Xo(N). La fonction T,g induit
une fonction de Green L? admissible pour T;D.
2. La formule )
(D, g) == (T\D, Tig)

définit un endomorphisme de 51?[(]\7)
3. Ty est auto-adjoint par rapport a la forme <,> définie dans (3.54) .

Avant de démontrer ce théoreme, nous allons déduire quelques conséquences.

Corollaire 4.2 On note iy, le morphisme obtenu en posant E = Do, dans (3.56). Alors,
le diagramme



est commutatif.

Démonstration : soit D € Jy(N)(Q). Avec les notations de (3.56), I'énoncé revient a
montrer que Tjgp = grp, ¢'est-a-dire que Dy, et Tj(D, gp) sont orthogonaux. On a

Ti(Dao) = (1 4+ 1) Doo, Tygoo ) -

D’apres la partie 1 du théoréme 4.1, Tjg., est une fonction de Green L? admissible pour
(I +1)Dy, d’ott on déduit qu’il existe une constante c telle que

Tig=(l+1)ge + c.

Nous n’avons pas besoin de connaitre la valeur de ¢ dans cette démonstration. Elle sera
toutefois calculée plus bas (Proposition 4.17, 2). On a

A A

<DoovT’l<D>gD)> = <T‘lDooa(DagD)>
= <l+1)<Dooa(DugD)> + <(07c)7(DagD)>
- 0 + 0,

d’apres la définition de gp et du fait que deg D¢ = 0 (remarque 3.20, 1). B

Corollaire 4.3 La correspondance de Hecke T} : Jo(N)g — Jo(N)g, pour | premier a N,
est auto-adjointe par rapport a l’accouplement de Néron-Tate.

Remarque 4.4 Ce corollaire est bien connu des spécialistes et peut étre déduit des pro-
priétés classiques de l'algebre de Hecke, sans faire appel au théoreme 4.1.

Démonstration : soient A, B € Jo(N)(Q). On note D4 un diviseur sur Xy(NV), orthogonal
a toute fibre verticale, tel que Dy ® Q = A, et Dp est choisi de facon similaire. On pose

DA =is(D4), Dg=ix(Dp).

D’apres la remarque 3.20, 2,

<TIA,B>nr = —<ioo(T1D4),ico(Dp)>
= —<T}D4, Dg> (4.66)
= —<Du,T,Dg> (4.67)
= —<iw(Da),i(TiDp)> (4.68)
= <A, TB>pnT.

On a utilisé la partie 3 du théoreme 4.1 dans (4.67) et le corollaire 4.2 dans (4.66) et
(4.68). W
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Démonstration du théoreme 4.1, 2 : on suppose la partie 1 de I’énoncé. Il suffit de montrer
que I'image par 7T; d’un diviseur principal I’est aussi. On reprend les notations de la section
2.3, p. 16. Le corps de fonctions k(Xy(IN)) est une k(Xy(NN))-Algebre, via le morphisme
a1 k(X(N)) — k(X (IN)). L'extension de corps Q(Xo(N)g) — Q(Xo(IN)g) est finie,
de degré [ + 1. Le schéma Xy(N) est normal, donc I'application norme donnée par cette
extension induit une application multiplicative N, : a,.Oxyn)y — Oxyvy ([EGA 11], 6.5).
Au niveau de la fibre générique, cette application peut s’exprimer de la maniere suivante :

soit h € Q(Xo(IN)g), on a

Na(h)(To(N)2) = | | MTo(IN)viz),

—

Il
o

J

ot {70, .. .,} est un systeme de représentants pour I'o(IN)\T'o(N).
Soit f € k(Xy(N)). On pose g := N,(6*f). Sur C on a

I
9(To(N)z) = [ ] F(To(N)viv;2).
=0
En comparant avec le lemme 2.13 (2.25), on obtient

Ti(div(f). —log|fc|*) = (div(g), —log|gc/*). W

On donnera une démonstration de la partie 1 du théoreme 4.1 dans la section 4.3, p.
54, et une démonstration de la partie 3 a la fin de la section 4.4, p. 58.

Remarques 4.5 1. Soit p € C°(X(N)). On définit

Tip(P) := o(Ti(P)).

Cette fonction est définie sur Xo(/N) mais elle n’est pas forcement C'*°. La raison est

que 'opérateur de Hecke peut introduire des singularités aux pointes et aux points
elliptiques. On illustre la cas de la maniére suivante : dire que ¢ est C* en I'g(N)oo
signifie qu’il existe une fonction h, définie et C'>° sur un disque contenant l’origine,
telle que ¢(I'g(N)z) = h(q) (cf. (2.4)) pour Im(z) suffisamment grande. On utilise la
formule (2.26) ;

-1

Tip(To(N)2) = hig)) + 3 h(g"'eil).

Jj=0

Si h est holomorphe, les puissances fractionnaires de ¢ s’annulent dans le développement
de Laurent. C’est ainsi qu’on démontre le fait classique que les opérateurs de Hecke
préservent < I’holomorphie a I'infini ». Par contre, il est possible de donner une fonc-
tion h qui est C™® en ¢ = 0 et telle que la somme Z;;B h(q"/'e* /!y ne l'est pas (par
exemple [ = 2, N impair, h(q) = (Re(q))?).
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2. Soit f une distribution sur Xy(N). La remarque ci-dessus exclut la possibilité de
définir une distribution 7} f par

Tif () = f(Tip).

Dans ce travail, nous utilisons les propriétés de régularité des fonctions de Green L2
admissibles pour définir une action sur ces distributions (cf. théoreme 4.1, 1).

4.1 Multiplicité des points de Hecke
Soit P € Xo(N) = Xp(N)(C). On écrit T; P sous la forme

fmmzzpmm Qi € Xo(N),

ou Q; # @, sii # j et les a; sont des entiers strictement positifs. La représentation est
ainsi uniquement déterminée.

Définition 4.6 Soient P,Q € Xo(N). On définit
_J 0 siQ¢|TP|
m@={ o 50L0 emp
On appelle mp(Q) la multiplicité de Q dans T;P.6

Dans I’Annexe A on calcule, dans le cas N = 1, les multiplicités associées aux points
elliptiques (Proposition A.1). On ne se servira pas de ce calcul dans cette these.

Le but de cette section est d’établir les propriétés de la multiplicité dont on aura besoin
dans la suite, notamment la Proposition ci-dessous, qui sera utilisée pour démontrer la
Proposition 4.10 de la section suivante, qui représente le cceur technique de la partie 1 du
théoreme 4.1.

Proposition 4.7 Soient P,Q € Yy(N). Alors,
mq(P)(ordre de P) = mp(Q)(ordre de Q).
La démonstration de la Proposition découle du lemme suivant.

Lemme 4.8 1. Soient P,Q € Yo(N). Alors Q € |T)(P)| si et seulement si P € |T;(Q)|.
2. On a

[Aut(Q)|mp(Q) = [Aut(P)[mqo(P). (4.69)
Remarque 4.9 L’affirmation (4.65) peut se déduire du lemme 4.8, 1.

6. Ce nombre dépend de I mais on n’a pas inclus cette dépendence dans la notation. Nous espérons que
ceci ne pose pas de problemes de compréhension car [ restera fixé.
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Démonstration : soit (E, C') le couple représentée par P. Un point R € |T;P| correspond
a un couple (E', C") et a une isogénie ¢ : E — E’ de degré [ telle que p(C) = C’. L’isogénie
duale ¢ : E' — E est de degré [ et ¢(C") = C, de sorte que R € |T;P|. Ceci montre la
partie 1.

Pour montrer (4.69), on peut supposer @ € |T;P|. Soit (E*, C*) le couple qu’il représente
et soit

Mp(Q) = {p|ep : E — E* isogénie de degré [ t. q. ¢(C) = C*}.

De méme, on pose

Mg(P) = {p|p : E* — E isogénie de degré [ t. q. (C*) = C}.

On déduit mp(Q) = |Mp(Q)| et mg(P) = |Mg(P)|. La construction précédente au
moyen de l'isogénie duale définit une application

§: Mp(Q) — Mq(P). (4.70)

On introduit une relation d’équivalence dans Mp(Q). On pose p; ~ s s’il existe
¢ €Aut(E,C) et ¢* €eAut(E*, C*) tels que

¢* 0 p2=p100. (4.71)

On a [Mp(Q)/ ~ | = mp(Q)/Aut(P). De facon analogue on définit une relation
d’équivalence ~* sur Mg (P) de sorte que |[Mg(P)/ ~* | = mg(P)/Aut(Q).
L’égalité (4.71) entraine

P20¢" =¢o .
Ceci permet de vérifier que 'application ¢ respecte les relations d’équivalence intro-

duites. On obtient donc une application Mp(Q)/ ~— Mq(P)/ ~*. On vérifie de méme
que cette application est injective. On conclut

mP(Q)
Aut(P)

Puis on déduit 1'égalité par symétrie. B

mq(P)
Aut(Q)

<

Démonstration de la Proposition 4.7 : on déduit I’énoncé du lemme 2.1 et du lemme 4.8,
2.0
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4.2 Action des opérateurs de Hecke sur les fonctions de Green
L? admissibles

Dans toute cette section N est supposé sans facteurs carrés. Le but de cette section est
de démontrer la

Proposition 4.10 Soit D un diviseur a coefficients réels sur Xo(N) et g une fonction de
Green L? admissible pour D. Alors,

1. Tig est C* en dehors de |T;(Sp)| (cf. (4.63)).

2. Soient P € Xo(N) et m sa multiplicité dans T)D. Il eziste un voisinage U de P et
une carte locale 0 centrée en P tels que

Tig = —mlog |0(-)|* +b sur U, (4.72)

ou b € L2(U)jpe €t b est C en dehors de P.
3. Il est possible de choisir une décomposition du type donné dans (3.36)

g=nh+1,

ou h est une fonction de Green C™ et ¢ € L3(Xo(N)), de fagon a ce qu’'une
décomposition du méme type pour Tig soit

Tig = Tih + T,

Remarque 4.11 Si 'on modifie 'hypothese par < g est une fonction de Green C* >,
il n’est pas vrai en général que T;g est une fonction de Green C* pour T;D (ce qui est
équivalent a b € C*°(U) pour tout développement du type (4.72), cf. remarque 3.4, 1),
d’apres ce qui a été expliqué dans la remarque 4.5, 1. Autrement dit, les opérateurs de
Hecke ne préservent pas < I’espace des fonctions de Green C* ». Ceci exclut la possiblité
de considérer une action de ces opérateurs sur le groupe de Chow arithmétique de Gillet-
Soulé ([Gi-So]). De méme, la conclusion de la partie 3 de la Proposition n’est pas valable
pour toute décomposition du type donné dans (3.36).

On établit deux résultats préliminaires.
Lemme 4.12 Soit D = {z € C avec |z| < 1}. Soit b: D — C une fonction C*> en dehors

de 0, continue en 0 et appartenant o L3(D). On pose f(z) = b(2"C), ot n est un rationnel
positif et ¢ € C satisfait |(| = 1. Alors f € L?(D).
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Démonstration :
1. f € L*(D) : comme b est continue en 0, f est bornée.

2. 0f € L*(D) : on a

2

of|” i 0 (i _
/D& dzNdzZ = / 82(( C)) dz N\ dz
= n / gb( ) >"2dz A dz
2
= —2in? rel ”9+C)) " dr A df,

ol on a utilisé des coordonnées polaires z = re® et on a écrit ¢ = € avec 0 < ¢ < 2.
On fait les changements de variable r = u!/™ puis § = (o — ¢)/n et on obtient

J

2
dzNdz = —2in

2

of udu N df

0z

z (nb+-c) )

271'n+c

= —2 udu A da.

Soit T le plus petit entier positif tel que T' > n + 1. La fonction sous l'intégrale est
invariante par o — « + 27m, pout tout entier m, donc on a la majoration

[

Cette derniere intégrale converge par hypothese. l

ue udu Ndo <T udu A da.

Lemme 4.13 Soit
m:H — Yy(N)

le morphisme canonique. Soient U C Yo(N) un ouvert et p € H, un point qui n’est pas
elliptique, tel que w(p) € U. Soit ¢ : U — C une fonction. Alors ¢ est C* en w(p) si et
seulement si T est C'™° en p.

Démonstration : I’énoncé est une conséquence directe du fait que, si p n’est pas un point
elliptique, la carte locale donnée dans (2.3) est un difféomorphisme C*° entre un voisinage
de p et un disque. B
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Démonstration de la Proposition 4.10 : on peut se réduire au cas D = [Q)], Q € Xo(N).
On commence par vérifier la partie 1. Soit E I’ensemble des points elliptiques. Soit () =
[o(N)zp € Yo(N) n’appartenant ni & |T;Q| ni & |T;(F)|. Pour z au voisinage de z, on a

T Tg(z) = Z 9(To(N)a;z)

I
= Z T g(e;2).
j=1

Aucun des points de I'ensemble {agz,. .., au20} n’appartient a |T;E| U |T;Q| (lemme
4.8, 1). Donc, au voisinage de zp, les fonctions 7*g(a;-) sont C*°. Le lemme 4.13 permet de
conclure que Tjg est C'*° en Q.

Maintenant on montre (2). Soient P € Xy(N) et m la multiplicité de P dans 7;Q. On
divise la démonstration en quatre cas.

Cas 1. Q n’est pas une pointe et P n’est pas une pointe : soit {«p, ..., q;} un systéme
de représentants pour I'g(N)\I'o(N)v,I'g(N), choisi de sorte que 'on a

Ti([Fo(N)2]) = Y [To(N)ayz], =z € H.

J=0

On choisit ¢, p € H tels que

Q=To(N)gq, P =TuN)p.

Soient I = {j tel que T'o(N)a;p = T'o(N)q} et J = {j tel que T'o(N)a;p # T'o(N)q}.
Or, |I| = multiplicité de @ dans T;P. L’ensemble I est vide si et seulement si P ¢ |T;Q)
(lemme 4.8, 1).

Nous faisons I’hypothese additionnelle que le systeme {ay, ..., o} a été choisi de sorte
que a;p = g pour tout j € I.
On a
Tig(To(N)2) = 3 g(To(N)ay2) + 3 g(To(N)ay2). (4.73)
jeI jed

Dans un voisinage U de ) on a

g=—log|0(-)]*+b

avec b € L2(U), de classe C* en dehors de @, continue en @ et 6 une carte locale centrée
en (). Pour chaque j € {0,...,l}, on note n; I'ordre de a;p et 7; la carte locale autour de
a;p donnée par (2.3). On pose aussi n, = ordre(Q)) et n, = ordre(P). On étudie la premiere
somme de (4.73) pour z proche de p avec le développement ci-dessus :
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Z g(ajz) = — Z log |7;(aj2) > + Z b(7j(c2)

jel jel jel
On a
U\ — a]p)njnp
Tj(yz) <oz]z —a;p
- ( 7)%’ (4.74)
= T,(2)" (4.75)

L’égalité (4.74) est une conséquence du fait que le birapport est invariant sous ’action
des transformations de Mobius (ce n’est pas une < simplification par o >). Pour tout j € I,
on a

Tp(2)" = Ty(2)".

Par la Proposition 4.7, on a

ng/ny, = m/|1]. (4.76)

Si ng/n, n'est pas un entier, on interpréte 7,(z)"/™ = exp((ng/n,)log 74(2)) avec log
la détermination principale du logarithme. On a

ZQ(ajZ) = - Z log |7,(2 |2”<1/”p 4 Z b(+ nq/np

Jjel jeI jel
= —|I|Tog |y (2) ™M + | I|b(7y(2)"a/")
= —mlog|ry(2)[* + [1]b(7y(2)"/™)

On obtient

Tig(z) = —mlog |7,(2)[* + b(2),
o b(z) = [ 1]b(74(2)"e M) + >jes 9(az).

Pour chaque j € J, il existe une fonction b; définie sur un disque contenant 1’origine,
de classe C* en dehors de 0, continue en 0 et appartenant & L?, telle que

9(z) = bj(7;2)

au voisinage de a;p. Alors,

Zb ”q/np +Zb "J/”p

JjeI jeJ
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On conclut par le lemme 4.12.

Cas 2. Q # P et P est une pointe : dans ce cas P ¢ |T;Q| (lemme 2.15). Or, m = 0
et on doit montrer que Tjg est L? au voisinage de P. Soit ¢ la carte locale autour de P
donnée par (2.4). On dispose du développement

g =log(—loglq]) +b, ¢q—0,

avec b de classe C'°. Ceci est justifié par le lemme 3.15 si ) n’est pas une pointe, et par le
lemme 3.11 si () est une pointe.

On utilise une décomposition de I'o(N)y,I'g(N) de la forme donnée par le lemme 2.14.
Alors, o3; agit par

- (oz+¢)/l si0<j<Il-—-1
loz+ ¢ sij =L

Cecl entraine

' B q(z)l/le27ricj/l si 0 S ] S I —1
q(B;z) = { q(z)! sij=1, (4.77)
avec q(z)/! = e?m92)/(8) (cf. 1a notation de (2.4)).

On a

l

Tig = Zlog(—log(\Q(@Z)l))+Zb(q(ﬁj2))

j=0
-1

= (Zlog(—log Iql/l\)> +log(—log |q'|) + (Zb(q”le?ﬂ%/l)> +b(q)

Jj=0

On conclut par 'exemple 3.5 et le lemme 4.12.

Cas 3. ) est une pointe et P = @ : dans ce cas m = [ + 1 (lemme 2.15). On pose
Q =Ty(N)c, avec ¢ € P1(Q). Soit ¢ la carte locale autour de ¢ donnée par (2.4). On a

g=—loglg(")?+b

au voisinage de @, avec b de type L? et de classe C* en dehors de Q). On peut écrire

Tig = T log |q(-)|* + Tob.

On choisit une décomposition de la double classe I'g (N )v,'g(N) de la forme donnée par
le lemme 2.14. En utilisant (4.77) on déduit
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Tiloglg(z)* = Zlog(qwjz)}?

= log| HQ(ﬂjZ)}Q

-1
_ 10g|quq1/l€2mcj/1}2

3=0
_ log|ql+l|2
= (l+1)log’q’2.

Maintenant on montre que T;b est dans L?(U’);e.. Par ce qui a été démontré jusqu’a
ici, on sait que Tjb est C°° sur U’ — Q. 1l ne reste alors qu’a montrer que T;b est L? au
voisinage de (). On a (lemme 3.11)

b(z) = log(—log q) + br(2),
ou by est C*°. On conclut comme dans le Cas 2.
Cas 4. () est une pointe et P n’est pas une pointe : dans ce cas P ¢ |T;Q)| (lemme 2.15).
Or, m = 0 et on doit montrer que Tjg est L? au voisinage de P. On pose P = I'o(N)p ot

p € H. Pour chaque 0 < j <, on note 7; comme dans le Cas 1. () est une pointe, donc on
peut écrire

9(2) = bj(1;2), 2 — ayp,
ou b; est une fonction défini sur un disque contenant 'origine, de classe C'*° en dehors de
0, continue en 0 et de classe L?. Pour z proche de p, on a

Tig(z) = Z!J(Oéjz)
= ij(%’ajz)

= Z: b ((7,2)" /")

par (4.75). On conclut par le lemme 4.12.
Maintenant on montre la partie 3 de la Proposition 4.10. Il suffit de décomposer
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de sorte que

g=nh+1,

1. la fonction h s’annule au voisinage de tout point elliptique différent de @) et de toute

pointe différente de Q).

2. soit 0 la carte locale autour de @@ donnée dans (2.4) si @) est une pointe ou celle

donnée dans (2.3) sinon. Alors

au voisinage de Q.

h = —log|0(-)[*

Soit P € |T;(Q)|, de multiplicité m. Par ce qui a été montré, on a

Tih = —mlog |0(-)]%,

au vosinage de P et Tjh est C™° en dehors de T;Q), d’ou T;h est une fonction de Green pour

nQ n

4.3 Admissibilité

Dans cette section on démontre la partie 1 du théoreme 4.1. Vue la définition 3.6 et la
Proposition 4.10, il reste seulement a vérifier que T;g est admissible. Comme précédemment,
on se réduit au cas D = [@]. Soit S = |T;Q| U |T;(E)| U { pointes }. Or, Tjg est C* en
dehors de S, donc au voisinage d'un point z ¢ S, on a

dd*(Tyg)(z)

(4.78)

(4.79)
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En (4.78) on a utilisé le lemme 3.2. Soit € > 0. On définit

Se = U B(s,€),

seSs

ou B(s,€) est la préimage par une carte locale autour de s d'un disque de rayon e. Soit
v € C°(Xo(N)). On a

dd*(Tig)(p) = (Tig)(dd“p)

= / (Tig)dd e
Xo(N)

= lim(/ (Tlg)ddcgp—l—/ (ﬂg)dd%p).
=0\ Jxo(N)-S. S.

En utilisant (4.79) on a

lim Tigdd‘e = lim wdd“Tg
=0 J Xo(N)—S. =0 J Xo(N)—S.
= ([+1)lim OIN

€0 J Xo(N)—S.

- (+1) / it
Xo(N)

Pour chaque s € S, notons m, la multiplicité de s dans T;(Q). En utilisant le développement
donné par la Proposition 4.10 (2), on a

lim Tigddp = —mslim/ 10g|¢(-)|2ddcg0+lim/ bddp
e—0 B(s,e) e—0 B(s,e)

e—0 B(s,e)
= _m890<3)7
par 'équation de Poincaré-Lelong ([Gri-Ha], p. 388) et parce que b est L? en s. Ceci montre
I’égalité de courants

dd“Tig + 5TlQ = (l + 1),&]\7

et acheve la démonstration. W

4.4 Autoadjonction

Proposition 4.14 1. On suppose N sans facteurs carrés. Soient Dy, Dy € Div (Xo(IN))
tels que |Dy| N |TiDy| = 0. Soient g1, go des fonctions de Green L3 admissibles pour
D+, Dy. Alors

<Tig1, 92> = <g1, T192>. (4.80)
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2. Soit D un diviseur sur Xo(N) qui ne contient pas de pointes et g une fonction de
Green L? admissible pour D. Alors,

/ Tigun = (I + 1)/ guN-
Xo(N) Xo(N)

Démonstration : on commence par la démonstration de (2). Soit F' un domaine fonda-
mental pour 'action de I'o(N) sur H. On reprend les notations du lemme 2.13, (2.25) et
(2). Alors,

/XO(N)(TZQ)MN = iO/Fg(mjz)uN(z)

- Z / gt

On a utilisé que py est invariant sous l'action de I'g(N). En revanche, la fonction
g(v;+) n’est pas invariante par I'g(N), donc on doit tenir compte dans nos calculs du choix
du domaine fondamental. L’ensemble F’ = Ué’:o 7; I est un domaine fondamental pour
Fo(IN). La réunion qui définit F” est disjointe, & un ensemble de mesure nulle prés. On
obtient

> [ st = [ s

= [ oot

On a utilisé que py est invariant sous GLJ (R). L’ensemble v, F’ est un domaine fonda-
mental pour v;T(IN)v; ' = To(N,1). Or, g étant invariant par 'action de T'y(IV, 1), on peut
remplacer le domaine d’intégration v;F” par un domaine fondamental F” pour I'action de
I'o(N,1) quelconque. On choisit F” = Ué‘:o 9;F. On obtient

/vlpfg<z)“N(Z) = ///g(Z)UN(Z)

l

-3 Ang(Z)uN(Z)
- Z /F 9(:)in (2)
= (1) [ o
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ce qui montre (2).

Maintenant montrons (1) : on remarque que l'on a |T;D1| N |Dy| = ) (lemme 4.8, 1
et lemme 2.15), de sorte que les deux cotés de (4.80) sont bien définis. On choisit des
décompositions g; = h; + 1; de la forme donnée dans la Proposition 4.10 (3). On rappelle

la notation w; := ddg; + dp, et on pose w(T;h;) := dd“T}h; + dr,p,, qui est un courant C*°.
On va montrer que

Xo(V) Xo(N)
Tout d’abord, on a

Tihi6p, = hidp, (4.82)

par la définition de T;. Puis on fixe un domaine fondamental F' pour l'action de I'o(N) sur
H. On a

/ Tihiddhe = / Tihiddhs
Xo(N) F

!
= Z/hl(vl’j/jZ)ddchg(Z)
j=0 VI
!

- / ()0 (ddhe) (2

l
= Z/F hi(v2)dd hsy(2) (4.83)

_ / b (002 ddhs (=),
Frgan

Pour I'égalité (4.83) on a utilisé le lemme 3.2 et le fait que hy est invariante sous 'action
de I'o(N). On a défini Fr,qn) = Ué:o v;F', qui est un domaine fondamental pour 'action
de Ty(IN) sur H. On pose v, = lv; ' € My(Z). On a

/ hy(v2)ddhy(z) = / hi(2)(v))*ddhy(2)
Froan v Fryan)

— / hi (2)dde (ha(vj2)).
v Frgan)

L’ensemble v;Fr ) est un domaine fondamental pour I'action de Lo(N, 1) sur H. Par
ailleurs, le courant hy(-)dd(hs(v]-)) est invariant sous I'action de o(N) N v lo(N)v; ' =
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Co(N,1). On peut donc remplacer le domaine d’intégration par un autre domaine fonda-
mental pour ce groupe. On choisit F’ := Ué’:o 9;F. On obtient

/ hi(z)dde (ho(vjz)) = / hi(z)dd® (ha(vj2))
v Fryan) !
l

= > /5 . ha(2)dd® (ha(v]2)).

J=0

On fait le changement de variable z = d;w et on obtient

Z /5 ~ hi(2)ddC (ha(vjz)) = Z /F ha (8;w)83dde (ha(vjw))
= Z/Fhl(w)ddc(hz(vﬁjw)) (4.84)

_ /F s (w)dd® (Tiha(w)).

L’égalité (4.84) est justifiée par l'invariance de hy sous I'o(IV) et par le lemme 3.2.
Combinée avec (4.82), la derniere égalité montre (4.81). La méme méthode permet de
montrer que

/ Tibyws = / Grw(Tihy),
Xo(N) Xo(N)

/ Yow(Tihy) = / Tipowy,

Xo(N) Xo(N)

| omu)nove = [ ouno(mv)
Xo(N) Xo(N)

Ces égalités et la définition de <Tjg1, go> et de <gi,T;g2> donnée dans (3.53) per-
mettent de conclure. W

Démonstration du théoréme 4.1, 3 : Soient (D1, ¢1), (D2, g2) deux diviseurs compactifiés.
D’apres la Proposition 4.14, il reste seulement a vérifier que

<T‘ZD1,D2> = <D1,T}D2>. (485)

On peut supposer que D; et D, sont integres. On distingue deux cas.

Cas 1. D; ou D, est une composante irréductible de la fibre au-dessus de p|N : dans
ce cas, un des diviseurs est vertical et propre pour I'action de 7; (lemme 2.21), d’ou on
déduit (4.85).
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Cas 2. D; et D, sont horizontaux : on utilise la formule de projection ([Fu], Proposition
2.3).

<T}D1,D2> = <ﬁ*Oé*D1,D2>
= ({+1)<a*Dy, " Dy>
<D1,0K*6*D2>.

On conclut par le théoreme 2.22. W

——==num

4.5 Algebre de Hecke arithmétique et décomposition de CHp (N)
en sous-espaces propres

Définition 4.15 L’algebre de Hecke arithmétique Ty est la sous-algébre de End(ﬁl(]\f))
engendrée par les endomorphismes T} avec | ne divisant pas N .

Lemme 4.16 La Z-algebre Ty est commutative.

Démonstration : soient [, !’ deux nombres premiers différents ne divisant pas N. Pour un
point P =Tg(N)z € Xo(N), la correspondance 7; o T est donnée par

(I41) (I +1)
TioTy[Pl= Y [[o(N)ayzl, (4.86)
j=1
ou
H+1)(E'+1)
Lo(N)owTo(N) = | | To(N)ey

J=1

est la décomposition de la classe double T'o(N)vup'o(IV) sous laction gauche de T'g(NV)
([Shi], Proposition 3.16, p.57). Puis on a I'y(N)vjupLo(N) = To(N)vpv,To(N) ([Shi], Pro-
position 3.32, (1)), d’on

(I+1)('+1)
TyoTi[Pl= > [[o(N)asz]. (4.87)

J=1

On déduit que pour tout diviseur D integre horizontal
E o E/(D) = jjl/ @) E(D), (488)

car les deux cOtés de cette égalité coincident sur la fibre générique. Puis 'égalité (4.88) est
aussi valable si D est une composante irréductible d’une fibre finie, car dans ce cas D est
un diviseur propre (lemme 2.21). On conclut 7; 07 = Ty 0T} en tant que correspondances.
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Soit (D, g) un diviseur compactifié. Vu (4.88), (T;0Ty)g et (T oT;)g sont des fonctions
de Green L? admissibles pour (7; o Ty) D¢ (théoréme 4.1, 1), d’oti il existe une constante c
telle que

(Tyo Th)g = (T 0 Th)g +c.

Pour montrer que ¢ = 0, il suffit d’évaluer 1’égalité ci-dessus dans un point P =
F'o(N)z € Xo(N) tel que ses deux cotés soient des fonctions C*. D’apres (4.86) et (4.87),
on a

(TioTy)g(P) = g(Lo(N)a2)

d’ott on conclut Ty o Ty(D, g) = Ty o Ty(D, g). M

Proposition 4.17 On suppose N sans facteurs carrés et on reprend les notations de la
section 3.4.

1. L’espace F' et les espaces RXZ?O, R)A(]?, pour p premier divisant N, sont propres pour
Ty de valeur propre (1 +1).
2. L’espace F' & RD., est stable sous T;. Plus précisément,

A

73(0,¢) = 1+ 1)(0,¢), TiDw = (I+ 1)Dse + (0, civy),
12(1—1
avec ¢y = m log(1).

Démonstration : on déduit 1 du lemme 2.21 et de 'identité

T3(0,¢) = (1+1)(0,¢),

qui est une conséquence directe des définitions.

D’apres le lemme 2.15, les diviseurs T; D, et (I+ 1) Dy, coincident sur la fibre générique,
d’ou il existe un diviseur vertical V' tel que

TiDo = (l+1)Dy + V.

D’apres la platitude des morphismes « et [ utilisés pour définir 7; (lemme 2.19), on a
V =0, dou

TiDoo = (I +1)D.
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D’apres le théoréme 4.1, 2, T;g., est une fonction de Green L? admissible pour (I+1) Dy.
Mais (I + 1)go 'est aussi, donc d’apres la Remarque 3.8, 5, il existe une constante ¢ telle
que

~

TiDe = (1+1)Dy + (0, ¢). (4.89)
On reprend lexpression goo(z) = —1log |y* f(2)?| de (3.39). Alors I'égalité (4.89) en-
traine
[+1
Tigeo(2) = ———log [y f ()| + ¢ (4.90)

Pour montrer la partie 2 il faut évaluer c. On le fera en calculant la valeur réguliere ”
de T1go en I'g(N)oo séparément a partir de (4.90) et de (4.91) ci-dessous. Soit ¢ la carte
locale autour de I'y(N)oo donnée dans (2.4). On considere le développement a U'infini de f

f)=aq¢ +and ™ +...,  a #0, r>1
On note by = 12/[I'g(1) : T'o(NV)]. Du lemme 3.14 et de 4.90, on a

[+1

Tig..(00) = (I + 1)bylog(2m) — . log |a,.|* + c.
On déduit de la définition de T
1 : k
Tigee(z) = — 3 log | (Im(a;2)) " (02| (4.91)
j=0

On utilise ay, . .., comme dans (2.26). Alors
—olog(lg) si0<j<I-1
T sij=L
Par ailleurs
S lagMhi(g) si0<j<i-—1
’f(ajz)| - { |arqu‘hl<Q) Sij —7

Les fonctions hg, ..., h; sont définies au voisinage de 0, positives, continues et satisfont
h;(0) = 1. On trouve

Tigoo(00) = lim Tigeo(2) + (I + 1)log|ql* + (I + 1)by log(—log|ql)

I+1
_ *7: log |a,|” + (I + 1)by log(27) + by (I — 1) log(1).

On déduit ¢ = by log(I'"1). W

7. cf. définition 3.13
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Remarque 4.18 Le calcul de cy; a été fait par d’autres auteurs avant la rédaction de ce
memoir (cf. [Au], lemme 2.2, [K&], lemma 7.0).

L’action de Ty s’étend par R—linéarité sur EﬁR(N ) (cf. 3.4). Elle préserve l'espace
engendré par les diviseurs principaux. On déduit du théoreme 4.1, 3 que Ty respecte
Déquivalence numérique. On dispose donc d’une action auto-adjointe de Ty sur CH qum(N ).
Le sous-espace H C CH %um(N ) est stable sous Ty, car il est défini comme 1'orthogonal
d’un espace stable sous Ty et les opérateurs T} sont auto-adjoints.

Lemme 4.19 On suppose N sans facteurs carrés.
1. Laction de Ty sur H est diagonalisable.

2. L’espace H se décompose en sous-espaces propres pour l’action de Ty selon
H=pH;, (4.92)
f
ot f parcourt une base de Sa(I'o(N)) formée de formes propres.

Démonstration : soit T, la sous-algebre de End(Jy(N)) engendrée par les opérateurs de
Hecke T; avec [ ne divisant pas N et par les involutions d’Atkin w, avec d|N. L’entier N
étant sans facteurs carrés, lalgebre T% est réduite ([C-E], Corollary 4.3). Nous avons que
H est isomorphe & Jo(N)(Q) ® R (théoreme 3.26), de sorte que Paction de Ty sur H est
compatible avec I'action de T% sur Jo(N) (corollaire 4.2). Soit Ty la restriction de Ty
a H. On conclut que TN, m se plonge dans T%;, d’ou il résulte que TM g est une algebre
réduite.

D’apres le théoreme 3.26, la forme d’intersection <, > est définie négative sur H.

On conclut que T ~.u est réduite, commutative et autoadjointe par rapport a une forme
définie négative, donc diagonalisable, ce qui montre la premiere partie de 1’énoncé. La
deuxieme partie découle du fait que ’IAFN, r se plonge dans T%;, car dans ce cas les valeurs
propres de ces algebres sont les mémes. W

Remarques 4.20 1. Vu que ']AI'N7 i se plonge dans T%,, les espaces H; sont non nuls.
Par le théoréme de multiplicité 1 de la théorie d’Atkin-Lehner, la dimension de H
est 1 si f est une forme nouvelle.

2. Pour chaque forme f dans (4.92), on note a;(f) le coefficient de ¢! dans le g-développement
de f a l'infini. Alors

H; ={D € H|T\D = a/(f)D},

ot D est I'image du diviseur D dans CH ;éum(N ).
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5 Nombres d’intersection

5.1 Dualisant relatif
Soit @ le faisceau dualisant relatif de Ay(V). Ce faisceau induit une classe d’équivalence

rationnelle sur X5(N). On note w un diviseur dans cette classe. Nous avons

wy =W Q = KXQ(N)Q7

ot Kx,(n), est un diviseur canonique de Xo(N)q.

Nous allons étudier la classe d’équivalence rationnelle de w. Soit i (resp. p) le point
elliptique d’ordre 2 (resp. d’ordre 3) de X((1). Le symbol oo représente soit I'unique pointe
de Xy(1), soit la pointe I'y(N)oo de Xo(N). Soit

™ Xo(N) — Xo(]_)
le morphisme canonique. Pour tout point P, on pose
cr = [P] ~ [o0]

et on note ep 'indice de ramification de 7w en P. On définit

N; = {P € Xo(N) tel que m(P) =ietep=1}
N, = {P € Xo(N) tel que n(P) =petep=1}
HZO = Z Cp

PeN;
®oo- Y

PeN,

n; = |Ni, np = |Np|~

Les points dans NV; (resp. dans N,) sont les points de Heegner de discriminant -4 (resp.
-3) ([Mi-Ul], lemme 6.2). Ceci joint au lemme suivant fournissent un lien entre les points
de Heegner et le diviseur canonique.

Lemme 5.1 1. On a

5 12 1o 2.4
WQ ~orat T ( 6[00]) + (g: <€p 1)[P] (57’% + gnp> [OO] §Hz gHP (593)
2. Soit g le genre de Xo(N). Alors
1 2
g = (29— Dloc] — S HY — I (5.94)

dans CH'(Xo(N)g) ® Q.
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Démonstration : le théoreme de Manin-Drinfeld ([Dr], [El]) entraine que la différence
entre deux pointes de X¢(V) est un élément de torsion dans C'Hy(Xo(N)g). Ceci permet
de déduire (5.94) de (5.93) et de la formule
[Co(1) : Po(V)] 1 2 )
p >

2—2:( —m—in— =
g 6 Mot g

ou m est le nombre de pointes de Xo(N) ([Shi], Proposition 1.43).
Pour démontrer (5.93), on utilise la formule de Hurwitz. Le diviseur canonique de X(1)
est —2[o0], donc

wo ~rat T(=2[00)) + Y (ep— D[P+ D (ep—1)[P).

m(P)=00 m(P)€efi,p}

On déduit

(P)elis} =iep=2 Pen: PeN:
+§ <W(P);ep—33[P] " P;V [P]) : gpg .
SO OES PIGEE DI
1 % 2 " 1 0 1 2 0 2
= 57 () + 57 () = 3H0 = Gmilod] = SHE = 2[00

Le groupe de Picard de Xg(1) est trivial, donc [i] et [p] sont rationnellement équivalents
a [00], ce qui permet de conclure. B

Pour tout diviseur E €Div(Xy(N)g), on note Dg son adhérence de Zariski dans Xy (N).
Du lemme 5.1, 2, on déduit

1 2
w= (29 —2)Dy — 5Dy — §DH3 +V dans CH'(Xy(N)) ® Q,
ou V est un diviseur vertical, de support contenu dans les fibres de mauvaise réduction.
Ceci est justifié par le fait que les deux cotés de 1’égalité coincident sur la fibre générique.

Remarque 5.2 Si N est sans facteurs carrés et il y a deux diviseurs premiers p,q de N,
tels que p,q ¢ {2,3}, p =3 mod 4 et ¢ = 2 mod 3, alors il n’y a pas des points non-ramifiés
au dessus de i ou de p ([Shi], Proposition 1.43). Dans ce cas, les diviseurs Dyo et Dyo sont
vides.
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5.2 Dualisant relatif comme élément du groupe de Chow arithmétique
Le diviseur w — (29 — 2) D, est de degré zéro sur la fibre générique, donc on peut choisir
un diviseur vertical W tel que
w—1(29 —2)Doo + W =wy € Jo(N)(Q). (5.95)
Alors

W = Wdeg T Wo,

avec

Wdeg := (29 — 2)Do — W.

Soit e = Jo(N)(Q) — C/'I?I;;m(]\]) le plongement défini en posant E = D, dans (3.56).
On définit

CAUO = ioo(a)o) € HC C/,?[H’;UW(N)

Le diviseur W n’est pas uniquement déterminé, car on peut en rajouter une somme
finie de diviseurs de la forme AX,,, pour tout p premier et A réel, sans changer la propriété
(5.95). Néanmoins, wy ne dépend pas du choix de W car X, est un diviseur principal dans
Div(AX,(V)), donce il est d'image nulle par 7.

Soit D, C CH'(X,(N))®R le sous-espace vectoriel engendré par les diviseurs verticaux.
Le domaine de définition de I'application i, peut étre étendu a

ino : Dy & (Jo(N)(Q) @ R) — CHp  (N)

en posant, pour un diviseur vertical 7,

Z-<><>(Z) = (Z’ C),
ou c est un réel choisi de sorte que
<Deo,ing(Z)> = 0. (5.96)
On utilise ceci pour définir
W = ioe (W).

La propriété (5.96) assure que W ne dépend que de la classe d’équivalence rationnelle
de W.

On munit D, d’une fonction de Green L? admissible g, normalisée par la condition

_ _ 12log(2)
902 = ) r (P

(5.97)

65



Nous avons choisi cette normalisation pour utiliser les résultats de [Kii] et obtenir des
formules simples (cf. (5.100)). Voir la Remarque 5.6 ci-dessous.
A A ——num
Les diviseurs compactifiés W et D, définissent un élément wyeg, € CHp (V).
On pose

~ N N ——num
W= Waeg +wo € CHp  (N).
Le diviseur compactifié wqe, appartient a ’espace stable sous Ty contenant D.. On a

Tiaeg = (1 + 1)daeg + (0, (29 — 2)eny),

avec cy,; donné par la Proposition 4.17, 2.
D’apres le lemme 4.19, 2, le diviseur @y peut étre décomposé selon (4.92) en somme de
diviseurs propres

Qo= @y
!
Sous les hypotheses de la Remarque 5.2, on a

Wy =0, W= Wdeg-

Dans ce cas, w ne se décompose pas de facon non-triviale en somme de diviseurs propres.

5.3 Calcul des nombres d’intersection

Dans cette section on calcule auto-intersection @3, et on fait quelques commentaires
sur les nombres W7

Proposition 5.3 Soit g le genre de Xo(N). Pour tout p divisant N, on note g, le genre
de Xo(N/p). Alors

d}?{eg B 576 <1
(g — 1) [To(1) : To (V)]

DY) - B ()

2 o g—2g,+1
ot ((-) est la fonction zéta de Riemann. On a

g—2g,+1 = pl;le(q—Fl)jLi(l—(_—l)) I1 (1+<_71)) (5.99)

q|N/p q|N/p

AE )

a|N/p

3

ot q parcourt les diviseurs premiers de N/p et nous utilisons les symboles quadratiques
étendus
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1 0 sig=2 _3 0 sig=3
(_>: 1 sig=1mod4 , (_>: 1 sig=1mod3 .
q -1 siqg=3 mod4 q —1 siqg=2mod3

Remarques 5.4 1. L’expression g — 2g, + 1 est positive, comme on le voit soit de la
formule donnée ci-dessus, soit de (5.105) ci-dessous. Le terme

1
5¢(=1) + ¢'(=1) = ~0,20708780325...

est négatif, donc

Wieg < 0.
2. Si N est un nombre premier tel que N = 1 mod 12, la formule (5.98) devient

(N — 25)2 <1 > (N — 25)2

e CI SRR ) oV —1) o8

~2
Wi, =4
deg 2

La formule (5.99) est déduite des formules connues pour le genre de X,(N) ([Shi], Pro-
position 1.43).

On a

Gie = (29 — 2)2D2 + W2,
La Proposition 5.3 découle du lemme suivant, ou on calcule chaque terme de cette

expression. Le calcul de Dgo est dit a U. Kihn.

Lemme 5.5 On a

D2 = [ro(l)ljlf:o(zv)] (%c(—1)+g’(—1)). (5.100)
W o _(9_1)229_1‘;—359“. (5.101)

p|N
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Démonstration : soit M = (M13(To(N)), ||-||pet) le fibré en droites sur Xy(N) des formes
modulaires de poids 12 pour I'o(/N) muni de la métrique de Petersson, comme définie dans
[Kii]. Si f est une section de ce fibré, alors

|| fe()||5e = | fc(2)P(4ny)?, 2= +iy € H.

On considere la fonction discriminant A comme une forme modulaire pour I'y (V). Alors,
A définit une section de Mi2(I'g(NN)). Le diviseur div(A) est supporté aux pointes et la
fonction — log ||Al[%,, définit une fonction de Green L? admissible pour div(A) (lemme
3.11, 1). On conclut que le couple

E = (div(A), —log||A|[3.,)

est un diviseur compactifié. U. Kithn définit et calcule un nombre d’auto-intersection M
En effet, il obtient ([Kii], Corollary 6.2.)

M =144l (1) To(W))(5¢(-1) + ¢(-1).

D’apres [Kii], Proposition 7.4, ce nombre coincide avec E2
D’apres le théoreme de Manin-Drinfeld ([Dr], [El]), toutes les pointes sont rationnelle-
ment équivalentes sur la fibre générique, modulo torsion. Nous avons donc

div(A) = [[o(1) : To(N)]Dso + V' dans CH' (X,(N)) ® Q,

avec V un diviseur vertical. Alors,

[Co(1) : To(N)]| Do = E + (0,¢)  dans CHy  (N). (5.102)
D’apres le lemme 3.14, on a
12
—log [|A|[fe(00) = — log(2)

[To(1) : To(N)]
En comparant avec (5.97), on obtient ¢ = 0. On conclut

——num

D? =[[o(1) : To(N)]2E* dans CHy (N),
ce qui montre (5.100).

Remarque 5.6 Nous avons choisi la normalisation de g, donnée dans (5.97) de facon a
obtenir ¢ = 0 dans 'égalité (5.102). Bien entendu, les arguments ci-dessus permettent de
déterminer explicitement la dépendance de D>, par rapport a tout autre choiz de c.

Pour démontrer (5.101), on établit d’abord le
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Lemme 5.7 On a
0o 0 _
<W,X;°>=(g9—1)logp, <W-X,;>=(1-g)logp.

Démonstration : le diviseur compactifié (X° + X)), —logp?) s’identifie a div(p), pour
tout p divisant N. Alors

_ (- 00 0o 0 2
0 = <X (X)°+X,,—logp”)>

= <X, XX+ X)>

= (X0 +<X7, X)>.

De méme,
_ >0 (o0 0 2
0 = <X, (X;°+ X, —logp)>
_ 0 00 0y2
= <X, X;°>+ (X))~
On pose

W=> W, [W|CX%N) aF,

p|N

On utilise la formule d’adjonction ([Liu|, Chapter 9, Theorem 1.37) :

29y —2)1logp = <w, X >+ (X°)?
= <Wdeg; X°> + (X°)?
= (29— 2)<Doo, X;°> — <W,, X°> + (X°)?
= (29— 2)<Dso, X°> — <W,, X°> — <X X)>.  (5.103)

De méme

(29, — 2)logp = (29 — 2)<DOO,X£> - <Wp,X£> — <X;’°,X£>.

De la définition 2.12 et du fait que Dy, est un Z-point, on a <D, X;°> = logp et
<DOO,X29> = 0. Alors

<Wp, X°> = 2(logp)(g — gp) — <X°, X))>, (5.104)
<W,, X)> = —(logp)(2g, —2) — <X °, X)>.

Pour calculer <X°, Xz? >, on utilise 1’égalité
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0 = <(W,,0),(X;°+ X, —logp*)>
= <W,, X7+ X)>
= <W,, X°> + <W,, X)>.

D’apres (5.104), on obtient

<X°, X)> = (9 — 29, + 1) logp. (5.105)

On insere ce résultat dans (5.104) et on obtient ’énoncé du lemme. H

Corollaire 5.8 On a l’égalité suivante dans C/'l?lﬂzum(]\/' )

. —1 .
= -5 2, 4+1)7G, + 0.0,
pIN

ou ¢ est une constante réelle.

Remarque 5.9 La constante ¢ peut étre déterminée en faisant Z = W dans (5.96). On
n’aura pas besoin de ce calcul dans la suite.

Démonstration : le diviseur W est supporté par les composantes des fibres de mauvaise
réduction, donc

W= Zapép +(0,¢).

p|N

D’apres le lemme,

(9—1logp = <W,X°>
= <W,X>>
= ap,<F,, X;°>
ap ((X;°)? — <X, X>°>)
= —2a,<X,), X°>
—2a,(g — 2g, + 1) log p.

D’apres le corollaire, on a
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Puis

G2 = (X)) + (X)) —2<X°, X0>)
= —4<X® X)>
= —4(9—2g, +1)logp,

d’out on obtient (5.101). W
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6 Opérateurs de Hecke et courbes elliptiques super-
singulieres

Nous nous proposons de démontrer des résultats autour du théoreme 1.4, annoncé dans
I'Introduction.

On rappelle le lien entre 'arithmétique des algebres de quaternions et les courbes ellip-
tiques supersingulieres. On suit la présentation de [Gro] 1) et 2).

Soit. B l'algebre de quaternions définie sur Q de discriminant premier p. On note n le
nombre de classes de B. Soit Ei,..., E, I'ensemble des classes d’isomorphie de courbes
elliptiques supersingulieres sur [F),.

Pour tout i, I'anneau des endomorphismes de FE; est un ordre maximal O; de B. Le
groupe des unités de O; est fini. On pose

w; = |0 {£1}] = [Aut(E,)/{£1}].

On considere S =Div({E1,. .., E,}), le groupe abélien libre engendré par ces courbes.
On dispose d’une action des opérateurs de Hecke sur S, définie par

T.(E) = Y |E/C).

c

ou C parcourt les sous-schémas en groupes de E; de rang m. Il y a deg(7},) tels sous
groupes, déterminé par

1. deg(T,,) = o(m) sipfm

2. deg(T;,) = 1 si m = p*, k un entier positif

3. deg(Tinn) = deg(T,) deg(T},) si (m,n) = 1.

og(m) = Z d.

dlm

On a utilisé

Pour un entier m > 1 on définit :

Ceci correspond a la multiplicité de E; dans le diviseur 7}, F;. On étudie la fréquence
asymptotique de ces multiplicités, ¢’est-a-dire le comportement du quotient B; ;(m)/ deg(71},)
lorsque m varie. On démontre :

Théoréme 6.1

lim Bis(m) = 12 .
m—o0,ptm deg Tm wj(p — 1)
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On déduit cet énoncé des bornes connues pour une suite a, de coefficients du ¢-
développement d’une forme modulaire parabolique pour I'g(p) de poids 2. La borne (dite
< triviale ») a,, = O(n) ne nous permet pas d’achever notre démonstration, mais toute
borne meilleure que celle-ci suffit pour ce propos.

En revanche, si on utilise la borne optimale a,, = O(n'/?*¢) (conjecture de Ramanujan,
démontrée par Deligne), on obtient un énoncé plus précis, a savoir :

Théoréme 6.2 Pour tout e > 0

B”(m) 12 _1
> — O +e
degT,, wj(p—1) +O0(m==7),

lorsque m varie parmi les entiers non divisibles par p.

La démonstration de ces énoncés se trouve dans la section 6.2.

Remarques 6.3 1. Supposons p # 2. Une version du théoréme 6.2 ot on considére les
nombres d’incidence associés a (T3)™ permettrait de mesurer précisement la vitesse
de convergence de la méthode des graphes de Mestre et Oesterlé (cf. [Me], section
2.5). Nous espérons retourner a cette question.

2. L’égalité

Z degT L

combinée avec le théoreme 6.1 entraine la formule de masse de Deuring et Eichler :

ii _p—1
= U)j ]_2

3. Pour tout £k > 1et¢=1,...,n, la courbe E; n’a qu'un seul sous-schéma en groupes
de rang p*. Alors

Bi;(p") _5

= ;:, pour tout k > 1.
deg T J P

Le théoreme 1.4 annoncé dans l'introduction se déduit du théoreme 6.1 de la maniere
suivante : soit C°(E) I'espace des fonctions continues a valeurs complexes sur £, ol on a
muni F de la topologie discrete. Bien entendu, C°(E) = CF =2 C". Avec les notations de
I'Introduction, on a, pour tout f € C°(E),

O1,.5: Z degT (E5):
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D’apres le théoreme 6.1,
i, 3 G5 =3 s )
m— 00 p’(m deg = W (p — 1)

Cette derniere expression est ©O(f) d’apres la Remarque 6.3, 2.

6.1 Séries d’Eisenstein de poids 2 pour ['y(p)

La courbe modulaire X(p) comporte deux pointes, représentées par 0 et co. On note I',
(resp. ['g) le stabilisateur de oo (resp. 0). Les séries d'Eisenstein de poids 2 correspondantes
sont définies par

1. . o _9e
Ew(2) = lim > () %5 (2)
7€l \T'o(p)
1 . o _
Ep(z) = g lm Y oo, (2) i ()7,
v€lo\lo(p)

oﬁaoz(o _1/\/]_)).
VP 0
E et Ey sont des formes modulaires non holomorphes de poids 2 pour I'y(p), propres

pour les opérateurs de Hecke. Leur développements de Fourier a la pointe ioco sont ([Miy],
Theorem 7.2.12, p. 288)

EOO(Z) = 1- 5 ibnq

my(p+1) p —1

o0

3 24p
EO(Z) = - anq 9
my(p+1) E:
ou les suites a,, et b, sont définies par :
— Siptn, alors a, = b, = o(n)
— Sik > 1, alors by =p+1—phtlet Ay =pF
— Siptmet k> 1, alors by, = —byiby, et ape,, = apran,.

Au moyen d’une combinaison linéaire, on obtient une forme modulaire holomorphe en
100 et non parabolique,
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fo(2) = Bz ) Eo(2)

o0

+ b,)q".

Nous avons

Eulog(z) = Eo(z)
Eoloy(2) = Euxl(2),

d’ou on vérifie que f est holomorphe en la pointe I'g(p)0 aussi.
La forme f est holomorphe, non nulle et n’appartient pas a So(I'o(p)). Nous avons

Nous disposons donc d’une décomposition

My (To(p)) = S2(To(p)) @ Cfo. (6.106)

6.2 Démonstration des énoncés.

Notre méthode repose sur l'interprétation des multiplicités B; ;(m) comme des coeffi-
cients de Fourier d’'une forme modulaire.

Théoréme 6.4 (/Gro], Proposition 2.3 et [Ei], Chapter II, Theorem 1) Pour tout 0 <
i,j < n, il existe une forme modulaire f;; de poids 2 pour I'¢(p) dont le développement a
Iinfine est donné par

o0

1 2miz
6= g+ 3B =
D’apres (6.106), on peut décomposer
fij=9+cfo, geS(lo(p), ceC.

En comparant les g-développements, on obtient
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m=1
ol
12
cm = B; i(m A, + by ).
,]( ) wj(p2_1)<p )
Si p {1 m, alors deg(7T,,) = o(m) et
12
cm = B j(m) — o(m
Jm) = s tm)
Donc
B;;j(m) 12 el
degT,, wi(p—1)1 — o(m)
- el
i m .

D’apres la conjecture de Ramanujan démontrée par Deligne ([De], théoreme 8.2), on a
Cm = O(m*?),

ce qui permet de conclure. W
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A Multiplicité des points elliptiques sur X;(1)

Dans cet annexe on calcule explicitement les multiplicités, définies dans la section 4.1,
associées aux points elliptiques de X(1). Nous obtenons

Proposition A.1 Soit P € Xo(1) un point elliptique d’ordre n. Alors,

T(P) =) nlP)) +alP], avec P # Pi# P; sii# ]

j=1

ou, sin =2,

(1,1) sil=2
(t,a) =< ((I1+1)/2,0) sil=3mod4
(1—-1)/2,2) sil=1 mod4
et sin =3,
(1,1) sil=3

1+1)/3,0) sil=2 mod3
1—1)/3,2) sil=1 mod3

Cette Proposition admet la conséquence suivante.

Corollaire A.2 L’image d’un point elliptique w par T; atteint tous les points CM qui ont
Z + 1Z|w] comme anneau d’endomorphismes.

Démonstration : I’énoncé découle de la comparaison entre la Proposition A.1 et le nombre
de classes de Z + [Z]w] ([Cox], p.146). B

Avant de démontrer la Proposition A.1, on établit le lemme suivant.

Lemme A.3 Soient Py € Xo(1) un point CM, P, € |T)Py| et m sa multiplicité. On note
O; =End(P;). Sil reste premier dans Oq et si Py # Py, on a

m = [OS : (O(] N 01)*]
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Démonstration : On identifie les points de Xy(1) aux classes d’homothétie des sous-
réseaux de C. Soient A le réseau correspondant a Py et A’ C A le réseau d’indice [ corres-
pondant & P;. Soit A” C A un réseau d’indice [ homothétique a A’, A” = AA’. Si 'on note
N(-) := Noyeg/ol(-), on al = [A: A"] = [INN)|[A : A'] = [N(N)|l, donc [N(N)| = 1. Par
ailleurs, a := [\ et b := [/ ) induisent des endomorphismes de Fy, car NIA C AN = A" C A
et A\"HA C A TA” = A C A. On conclut que a,b € Op. En plus

ab=1%, N(a)=N(b) =1

Ces conditions déterminent que a et b sont associés a [, i.e. A € Of (I reste premier
dans Op). On obtient la conclusion énoncée en remarquant que AN’ = A’ entraine A € O;.1

Démonstration de la Proposition A.1 : Pour [ = 2 ou 3 un calcul direct montre I’énoncé.
On suppose alors [ # 2,3 et on écrit P = I'o(1)w avec w € {i,p} et p = (1 ++/—=3)/2.
On identifie P avec la classe d’homothétie du réseau Z[w]. La courbe elliptique C/Z[w] a
multiplication par Z[w], qui est 'anneau d’entiers de Q(w). Les points de T;(P) s’identifient
aux [ + 1 sous-réseaux de Z[w] suivants

A — 17+ wZ sigj=I
Tl U+ jw)Z+wZ si0<j<Il-1.

On trouve alors que si w = i,

End(C/A;) = { Z +1Z[i] sinon.

et que st w = p,

| Zp] sij24+j+1=0mod]I
End(C/A;) = { Z +1Z[p] sinon.

L’ensemble des classes d’isomorphie de C—courbes elliptiques avec multiplication par
Z[w] est en bijection avec le groupe de classes de Z[w], qui est trivial. Donc, C/Z[w] est
la seule C-courbe elliptique avec multiplication par Z[w]. Alors, pour justifier les valeurs
de a dans I’énoncé, on remarque que la congruence j? = —1 mod [ (resp. j2+j+1=0
mod ) est résoluble si et seulement si [ se décompose dans Z[i] (resp. Z[p]). Ceci dépend
du résidu de [ mod 4 (resp. mod 3) comme 1’énoncé I'indique.

D’apres le lemme A.3, la multiplicité de points différents de C/Z[w] est n, car [ reste
premier dans Z + [Z[w] et

Z[i]* = {1,-1,i,—i}, (Z +1Z]i])* = {1, -1}
Zlp]* ={1,=1,p,—p,p*, —p*}, (Z+1Z[p])* ={1,—-1}.
Plus explicitement, si w = 1,

iN; = Ay, avec jj' = —1 mod [
7/-A0 - Al
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et si w = p,

pAj = Ay, avec jj'+j+1=0mod !
p2Aj = Aj//, avec j/,j +j// + 1 =0 mod [.
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Résumé de these : Nombres d’intersection arithmétiques et opérateurs de
Hecke sur les courbes modulaires X(N)
Ricardo Menares

Cette these s’inscrit dans I’étude des opérateurs de Hecke en tant que correspondances
sur les courbes modulaires Xy(/N). D'une part, nous étudions la relation entre 1’algebre
de Hecke et la théorie d’Arakelov; d’autre part, nous entreprenons un début d’étude de
la dynamique de 'action des opérateurs de Hecke sur ’ensemble des courbes elliptiques
supersingulieres.

On considere la courbe modulaire Xy (V) munie de la métrique de Poincaré (métrique
hyperbolique). Cette métrique présente des singularités aux points elliptiques et pointes.
On suppose que N est sans facteurs carrés. On note Xy(N) le modele entier de cette
courbe donné par l'interprétation modulaire étudiée par Deligne et Rapoport. On définit
un groupe de Chow arihmétique généralisé CH (N) tel que ses éléments sont représentés
par des couples (D, g) avec D un diviseur de Weil sur Xy(N) et g un courant de Green
admissible pour la métrique de Poincaré. J.-B. Bost et U. Kiihn ont développé, de maniere
indépendante, des généralisations de la théorie d’intersection arithmétique d’Arakelov qui
fournissent une forme bilinéaire & valeurs réelles sur CH (N) x CH (N) dans ce cadre ou
la métrique est smguhere On étudie aussi _une Versmn a coefficients réels et a équivalence
numérique pres de C’H( ), que l'on note C’HR (N)

Nous montrons dans cette these que les correspondances de Hecke agissent sur CH(N (N)
et que cette action est autoadjointe par rapport a la forme bilinéaire de Bost-Kiihn. Ceci
permet de diagonaliser cette action sur C’H m(N ) et de définir ses sous-espaces propres.
Ensuite nous étudions le faisceau dualisant relatif, considéré comme un élément de CH (N),
ainsi que sa décomposition selon les sous-espaces propres. Nous calculons I’auto-intersection

de la composante propre correspondante a la pointe a I'infini en utilisant des résultats d’Ulf
Kiihn.

L’action des opérateurs de Hecke sur les fibres spéciales de Xy(N) définit une dyna-
mique qui preserve les points supersinguliers. Nous nous intéressons a étudier cette action
sur les points supersinguliers des fibres de bonne réduction et nous calculons, a 1’aide des
résultats de Deuring et Eichler, la fréquence asymptotique avec laquelle un point supersin-
gulier donné visite un autre point du méme type.

Mots clés : courbes modulaires, théorie d’Arakelov, correspondances de Hecke, courbes
elliptiques supersingulieres.

MSC : 11G18, 14G40, 11F25, 11F32 et 14H52



Arithmetic intersection numbers and Hecke operators on the modular curves
Xo(N)

Ricardo Menares

The theme of this thesis is the action of the Hecke operators as correspondances on the
modular curves Xy(/V). On one hand, we study the relation between the Hecke algebra
and Arakelov theory; on the other hand, we make an attemp to study the dynamics of the
action of the Hecke operators on the set of supersingular elliptic curves.

We consider the modular curve Xy(/N) endowed with the Poincaré metric (hyperbolic
metric). This metric is singular at the elliptic points and at the cusps. We suppose N
squarefree. Let Xy(NN) be the model of this curve over Spec(Z) given by the modular
interpretation obtained by Deligne and Rapoport. We define a generalized arithmetic Chow
group C'H(N) such that its elements are classes of pairs (D, g) where D is a Weil divisor
on Ay(N) and g an admissible Green’s current with respect to the Poincaré metric. J.-
B. Bost and U. Kiithn have generalized, independently, Arakelov’s arithmetic intersection
theory in such a way that a real valued bilinear form is defined on CH(N) x CH(N) in

this framework where the metric is singular. We study aswell a version of CH (N) with

—

real coefficients and up to numeric equivalence which is denoted C'H %u (N).

We show that Hecke correspondences act on CH (N) and that this action is self-adjoint
with respect to the Bost-Kiihn bilinear form. This allows to diagonalize the action on
CH qum(N ) and to define its eigenspaces. As an application we study the relative dualizing
sheaf, seen as an element in CH (N), and its decomposition in eigencomponents. We com-

pute the self-intersection of the eigencomponent associated to the cusp at infinity using a
calculation by Ulf Kiihn.

The action of Hecke operators on the special fibers of Xy(IV) defines a dynamic, and
this dynamic preserves supersingular points. We study this action on the supersingular
points inside the fibers of good reduction and we compute, using results by Deuring and
Eichler, the asympotic frequence with which a given supersingular point visits another
supersingular point.

Key words : modular curves, Arakelov theory, Hecke correspondences, supersingular el-
liptic curves.

MSC : 11G18, 14G40, 11F25, 11F32 and 14H52



