N

N

Analyse et mise en oeuvre de nouveaux algorithmes en
méthodes spectrales
Driss Yakoubi

» To cite this version:

Driss Yakoubi. Analyse et mise en oeuvre de nouveaux algorithmes en méthodes spectrales. Modélisa-
tion et simulation. Université Pierre et Marie Curie - Paris VI, 2007. Francais. NNT: . tel-00361368

HAL Id: tel-00361368
https://theses.hal.science/tel-00361368
Submitted on 13 Feb 2009

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00361368
https://hal.archives-ouvertes.fr

Université Pierre et Marie Curie — Paris VI

Laboratoire Jacques-Louis Lions

Analyse et mise en ceuvre de nouveaux
algorithmes en méthodes spectrales.

THESE

présentée et soutenue publiquement le 19 Décembre 2007

pour I'obtention du grade du

Docteur de ’Université Pierre et Marie Curie-Paris VI
(spécialité Mathématiques Appliquées)

par

Driss YAKOUBI

Composition du jury

Rapporteurs : claudio CANUTO
Alexandre ERN

Examinateurs :  Christine BERNARDI (Directrice)
Jean-Paul CHEHAB
Fréderic COQUEL
Stéphane DEL PINO (co-Directeur)
Benoit DESJARDINS
Fréderic HECHT
Fréderic NATAF

Laboratoire Jacques-Louis Lions — UMR 7598



Mis en page avec la classe thloria.



A ma sceur Nezha,

A mes parents,

a mes fréres et sceurs,
a Angélique.



i



Table des matieres

Introduction générale 1

Notations et quelques rappels 9

I Un algorithme pour un modele de fluides couplés et turbu-

lents

1

11

Cas d’un seul fluide turbulent, ’océan par exemple 15
1.1 Position du probleme . . . . . . ... 15
1.2 Cas homogene : k£ =0 a la surface de l'océan . . . . . . . ... ... .. 16
1.2.1  Schéma itératif et principaux résultats . . . . . .. ... .. .. 17

1.2.2 Passage ala limite. . . . . . . . .. .. ... oL 27

1.3 Cas non homogene : k = Aul? a la surface de I'océan . . . . . . .. .. 32
1.3.1 Schéma itératif et principaux résultats . . . . . . . ... .. .. 33

1.3.2  Majoration des quantités [;, pour 1 <7 <7.. .. .. ... ... 36
1.3.3 Conclusion : . . . . . ... 45
Couplage de deux fluides turbulents : océan/atmospheére 47
2.1 Position du probleme . . . . . . ... 47
2.2 Schéma itératif et principaux résultats . . . . . . . .. ... ... ... 49
2.2.1  Schéma itératif . . . . . . ... 49
2.2.2  Principaux résultats . . . .. .. ..o 50
2.2.3 Passage alalimite . . . . . .. ... ... L. 69
224 Unicité . . . . . .. 76

2.2.5 Conclusion . . . . . . . 80

il



iv Table des matiéres

II Résolution des EDP par un code spectral 81

3 Une méthode spectrale dans des domaines a géométries complexes 83

3.1 Rappels sur la méthode spectrale . . . . .. ... ... ... ... ... 83
3.1.1 Rappels sur les polynomes de Legendre . . . . . . . .. .. ... 83

3.1.2  Intégration numérique . . . . . . ... 84

3.1.3 Erreur d’approximation polynomiale . . . . . .. ... ... .. 85

3.2  Méthode spectrale dans des domaines a géométries complexes . . . . . 86
3.2.1 Description de la méthode . . . . . . .. ... ... ... 86

3.2.2 Conditions aux limites naturelles . . . . . .. ... ... .... 87

3.3 Estimations d’erreurs a priori . . . . ... .o 88
3.3.1 Erreur d’approximation polynomiale . . . . . .. ... ... .. 88

3.3.2 Estimations a priori . . . . . . ... 89

3.4 Probleme aux limites de type DIRICHLET . . . . . . .. ... ... .. 93
3.4.1 Pénalisation . . . . . ... ... L 93

3.4.2 Probleme abstrait . . ... .. ... ... L. 93

3.4.3 Estimations d’erreurs . . . . . . . .. ... 94

3.4.4 Evaluation des intégrales numériques . . . . . .. ... 100

4 Validation et implémentation 103
4.1 Domaines tensoriels . . . . . . . . ... 103
4.1.1 Equations de Laplace . . . . .. .. ... .. ... ....... 103

4.1.2 Equation de Stokes . . . . ... 107

4.1.3 Systeme de l'élasticité linéarisée . . . . . . . . ... ... 113

4.2 Domaines non tensoriels . . . . . . . ... ... L. 117
4.3 Implémentation . . . . . . ... ... 119
4.3.1 Détails de la mise en ceuvre . . . . . . . ... 120

4.3.2 Conclusion et futurs développements . . . . . .. ... ... .. 126

5 Simulation numérique du couplage océan/atmosphere 131
A Une borne inférieure pour la constante de la condition inf-sup 141

A.1 Une borne inférieure pour la constante de la condition inf-sup sur

lopérateur de divergence . . . . . . . . . . ... ... 142



A.2 Une borne inférieure pour la constante de la condition inf-sup . . . . .
A.2.1 Premiere étape : calcul de bo(va,qq). - - . . . . . . ...
A.2.2 Deuxieéme étape : minoration de S(w) . . . . . . . . ... ...
A.2.3 Troisisieme étape : caractérisation de la constante ¢. . . . . . .

A.3 Une remarque sur la condition inf-sup en utilisant la semi-norme . . . .
B Une condition de type inf-sup

Bibliographie

142
143
145
145
145

147

153



vi

Table des matiéres




Introduction générale

Ce mémoire comporte deux parties et deux annexes.

Dans la premiere partie, nous nous intéressons a la résolution d'un probleme de cou-
plage océan/atmosphere, dont le modele a été proposé par LIONS-TEMAM-WANG [52]. A
ces fins, nous proposons un algorithme itératif, permettant d’approcher ce modele. La
seconde partie est consacrée a l'analyse et a la mise en ceuvre d’une nouvelle méthode

spectrale dans des domaines a géométrie complexe.

Dans 'annexe A, nous donnons une caractérisation de la constante de condition inf-
sup pour l'opérateur divergence. Enfin, en annexe B, nous montrerons une variante de la
condition inf-sup.

Premiére partie : un premier modele de couplage océan/atmosphere

Les problemes d’océanographie étudiés dans cette these sont posés aux échelles clima-
tiques, c¢’est-a-dire de tres grandes échelles de temps et d’espace. Comme 'océan constitue
une couche d’eau mince entourant la planete, les phénomenes considérés sont anisotropes.
On distingue les grandes échelles horizontales et les petites échelles verticales, qui ont
deux conséquences tres importantes :

e on suppose que 'océan est constitué d’un fluide hydrostatique, et
e on parametre les échanges turbulents verticaux dans l'océan par les seules viscosités
turbulentes verticales.

On fait I’hypothese du toit rigide qui suppose que la surface de I'océan est fixe. L’influence
de I'atmosphere sur 'océan est prise en compte par les conditions aux limites en surface
qui ne dépendent que de la vitesse du vent, que ’on suppose donnée.

Les équations considérées sont non linéaires. Parmi les non linéarités rencontrées, on
en distingue deux principales :

e les termes de couplage issus des viscosités turbulentes, et
e le terme de production d’énergie de la turbulence, couplant la vitesse a 'énergie
cinétique turbulente.

Notons qu’en général, les viscosités turbulentes ne sont pas des fonctions bornées.
En revanche, dans cette these, on suppose qu’elles sont soit bornées, soit de la forme
v+ cvk 4 7 (voir [46], [60] et [20]). Pour l'analyse théorique, on se limite au cas ou ces
viscosités et leurs dérivées sont bornées.
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Présentation du modéle

Pour modéliser le couplage océan/atmosphere, on utilise le systeme d’équations sui-
vant, voir par exemple [7], [9], [10], [11],[47], [52], et [60].

—V - (ai(k;)Vu;) + grad p; = f; dans Q;,
V-u; = 0 dans (),
—V - (yi(ki)Vk) = a;(k;)|Vu]? dans Q;,

u, = Osurly, (1)
ki = Osurl}y,

a;(k;)On,u; — pin; + Kijuw; —ujl(w; —u;) = Osur L,
ki = Au —upl? sur T

Ce modele de turbulence est issu des équations de Navier-Stokes [70], et appelé : modele
de Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS). Pour 1 < i < 2, u; désigne la vitesse du
fluide F}, p; est sa pression, et k; est 1’énergie cinétique turbulente (ect). a; et ~; sont
respectivement les viscosités et coefficients de diffusions turbulents des fluides Fj. X\ et
k; sont deux constantes strictement positives. Le domaine €2; représente l'océan, et )y
I’atmosphere. Les deux premiere lignes sont le systeme de Stokes dans le domaine §2;. La
troisieme ligne

—V - (i(k:) VE;) = (ki) [V,

est une équation scalaire, elle permet de calculer 1’énergie cinétique turbulente k;.
Notons que dans notre modele, nous n’avons pas tenu compte de

e la force de Coriolis,

e le terme de convection u; - Vk; dans 1’équation de I'enérgie cinétique turbulente,
e le terme de dissipation turbulente ¢ = C%E, (ou ¢ est la longueur de mélange
vertical) dans I’équation de I'enérgie cinétique turbulente,

e la variation de la densité dans la direction verticale, surtout pour l'atmosphere,

mais aussi dans certaines zones comme les eaux tropicales.
Pour la prise en compte de tous ces termes, on pourra consulter [44].

L’originalité du modele proposé dans cette these est le couplage de deux fluides turbu-
lents (ce qui est & ma connaissance, rare dans la litérature), et aussi le traitement conjoint
de toutes les non-linéarités duent aux effets de la turbulence (qui sont bien modélisés) :

e diffusion et viscosité turbulente : a; et ;,
e termes de production de I’enérgie cinétique turbulente k;,
e conditions aux limites a l'interface.

La principale difficulté mathématique de ce systeme vient du fait que son second
membre est seulement intégrable.

Pour approcher la solution de (1), nous proposons le schéma itératif suivant : connais-



sant (ul, pf, k'), trouvons (uf™, pi* k), la solution de

n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 _
/ a; (k)Vu; .Vvi—/ V-vip} +/ii/|ui —u (T —u ) v = / f; v,
Q; Q r Q;

ti c LQ(QZ), —/ V- u?“ q; = 0,
Q;
(2)
et,
Pt =0,  sur [kt = Autt —uy? sur T
et / Yk VE T Vi = / a; (K1) V2 ;. (3)
Qi Qi

Ce schéma est inspiré de 1’algorithme proposé par BERNARDI et AL dans [7] (méthode des
éléments finis), et [11] (méthode spectrale).

Analyse du schéma itératif

Cette premiere partie est composée de deux chapitres. Nous commencgons par 1’étude
d’un systeme d’équations modélisant I’écoulement d’un fluide turbulent. Ce modele a été
considéré au départ par MOHAMMADI-PIRONNEAU [60] d’une part, et par LEWANDOWSKI
[47] d’autre part. 11 s’écrit

-V - (a(k)Vu)+ grad p = f dans (,
V-u = 0dans,
—V - (v(k)VE) = a(k)|Vul* dans Q,

u = O0surly, (4)
k = 0sur I,
a(k)Opu — pn + kuju| = Osur [,

k= Au*sur .

Ce type de systeme est tres souvent utilisé en ingénierie ou en géophysique, voir par
exemple [25], [47] et [60].
Le schéma que nous proposons est : connaissant (u™, p, k™), trouvons (u™*!, p+1 gntl)

solution de
/a(k")Vu"H~Vv—/V-Vp”“—i—/i/]u"+1|u"“V:/fv,
Q Q r Q

Vq € L*(Q), —/V-u”+1q:0,
Q

et,

E" =0 sur T,

Ett = Au"™? sur T,
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ot /ﬁwwvmﬂvwz/awwwmﬂﬁg (6)
Q

Q
La convergence du schéma proposé est prouvée pour des solutions assez régulieres, quand
la viscosité turbulente v est suffisamment grande. Ainsi, en supposant que les suites (u"),,
et (k"), appartiennent respectivement, & W13t¢(Q)? (¢ > 0) et & W'3(Q), et y sont
bornées, on montre que le schéma est contractant en un certain sens. Notons que dans la
premiere section de ce premier chapitre, on montrera que dans le cas d’absence de tension
de vent a la surface, c’est-a-dire k|r = 0 sur 09, il suffit que la suite (u"),, soit bornée
dans WH3(Q)? (voir Théoreme 1). En effet, en utilisant la transformation de Kirchoff, les
troisieme et derniere lignes du probleme (4)

~V - (v(k)VE) = a(k)|Vu|* dans Q,
k=0 sur 0,

s’écrivent sous la forme

—~Al=a(0)|Vul? € Lz (),
= 0 sur 0.

On en déduit que la suite (k™),, est dans W'3(Q), et
1 @) < el 0l e
Dans le cas non homogene, le terme de production de I’énergie cinétique turbulente
k= Aul* surT,

pose probleme. Pour le traiter, on introduit un relevement harmonique R, et on choisit
k™ — R(k™) comme fonction test dans (6). Ceci permet de montrer que le suite (k"),, est
contractante.

Ensuite, on montre la convergence de (u"),, a partir de la relation

||11n+1 — u”||H1(Q) S C||/{5n - k’n_lHHl(Q).

Enfin, une condition de type inf-sup (montrée en Annexe B), montre que la suite (p"),
est convergente.

Le second chapitre traite le modele (1) du couplage océan/atmosphere. On montre que
le schéma (2)-(3) converge vers la solution attendue. Pour ce faire, on choisit v; = u*! —u?
comme fonction test dans (2). Ensuite, on fait la somme sur ¢ = 1,2. On supprime ainsi
la dépendance au terme de couplage a l'interface, a savoir

2
3 / (™ — ™) (i — ) u?| (uf - w) (i —up), VI<i# <2,
=1

voir Lemme 2. C’est la raison principale qui nous a conduit a considérer cet algorithme,
car le terme qui provient du couplage a l'interface dans le schéma proposé par BERNARDI
et AL dans [11], fait apparaitre aussi I'itérée u?’ ', c’est & dire

7

2
E:/XW?—uﬂﬁﬁH—UTW—hﬁA—uyﬂﬁﬁ—u@)OﬁH—uﬁ,V1§i%j§Z
i=1 /T



cette quantité est tres difficile a traiter.
En considérant notre algorithme, nous obtenons une relation de type

2 2
I =) < e YR = F 7 e
i=1 i=1

L’étape suivante consiste a montrer que la suite (k['),, est contractante. On introduit
alors 'opérateur de relevement harmonique R;, définit comme suit, pour tout ¢ = 1,2

Ry Hip(T) — H'(2)
n— R, et vérifie
—AR; =0 dans €,
R, =n sur I';,
R, =0 sur I'.

Ensuite, pour tout 7 = 1,2, on choisit ¢; = k'"t* — kP — R;(k"*! — k') comme fonction test
dans I’équation (3). En raison du terme de production de ’énergie cinétique turbulente a
I'interface k; = A |u; — uz|2 sur I', il est necéssaire d’estimer la quantité

On utilise alors le Théoreme 7, voir par exemple V.GIRAULT-P.-A.RAVIART [39], Corol-
laire 1.1 et aussi P.GRISVARD [41].

Enfin, on montre que la suite (p}'), est de Cauchy, en utilisant une variante de la
condition inf-sup (voir annexe B). De plus, pour tout n,m € N, on a

2
B en fonction de Z ||k — ]C?_lHHl(Qi)-
HOQO(F) =1

n+1 n+1|2

luf™ —uy - |u71‘—u’2’|2

2 2
Dol —prt ey {HUQ"“ = e + K = B @)
i=1 i=1

+ || Juf u =t et

2
L3/2(F):| '

On montre aussi que la limite obtenue est une solution du probleme de départ, voir
Théoreme 11. Pour finir ce chapitre, on vérifie que sous les hypotheses du Théoreme 9, la
solution est unique, voir Théoreme 12.

Conclusion : On conclut que le schéma que nous proposons dans cette these

e converge exponentiellement pour des viscosités assez grandes, car (kI'),, est contrac-

tante,

e converge vers l'unique solution du probleme de départ, pour des viscosités assez
grandes,

e la convergence ne dépend pas de la méthode choisie : éléments finis ou spectrale par
exemple,

e est tridimensionnel. Sachant qu’en 2D, on a besoin de moins d’hypotheses pour qu’il
converge.
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Dans la seconde partie, nous mettons en ceuvre cet algorithme en deux méthodes
numériques
e méthode des éléments finis, en utilisant le logiciel freefem3d,
voir http://www.freefem.org/f£3d,
e une nouvelle méthode spectrale, basée sur une technique de domaines fictifs utilisée
dans [30], que nous avons mise en ceuvre, et ensuite implémentée dans le logiciel
freefem3d.

Seconde partie : nouvelle méthode spectrale

On rappelle les principales propriétés de la méthode spectrale dans des domaines ten-
soriels : la base utilisée est la famille formée par les polynomes de Legendre. On propose
une nouvelle approche de cette méthode dans des domaines en géométrie plus complexe
(non tensorielle). Cette méthode s’appuie sur deux idées : un traitement des conditions aux
limites de Dirichlet par pénalisation, et une approximation de la géométrie du domaine {2
par un pavage en parallélépipedes.

e Premiére idée : traitement des conditions aux limites. On remplace la condi-
tion de Dirichlet © = ¢ sur le bord 02, par les conditions de Robin. Cette méthode
est due & NITSCHE [63], (on pourra aussi consulter [45]). Dans le cas du Laplacien,
on écrit

lu—i-a—u = 1g sur Of).
£ on ¢
— Nous utilisons le Théoreme 18 qui montre que le nouveau probleme converge
fortement vers le probleme initial et
— nous effectuons une intégration numérique sur des maillages de la surface.

e Seconde idée : approximation de la géométrie. Cette idée consiste a approcher
I'intégrale d'une fonction f sur €2, par une somme finie des intégrales de f sur des
pavés de €, c¢’est-a-dire

M
on approche /Qf(x) dr par Z/D f(z)dx,
j j

ot les D; sont des pavés de R? tels que Q = U372, Dj, approchée par {2y = Ujﬂile.
Nous avons mis en ceuvre dans cette these des techniques de type octree , voir
figure 1.
On prouve que si les intégrales sont exactes, la méthode conserve les propriétés spectrales :
on prouve en effet les estimations d’erreurs suivantes

—m ou

lu — us|[mr) < N[ f]|rm-2(0) + \/5||%||L2(BQ))7 et
m ou

l[u — usl|r2) < (N fl|zm—2(0) + 5||%||L2(80))-

Pour montrer ces inégalités, nous avons prouvé les résultats intermédiaires suivants



Fic. 1 — Exemple de partition d’'un domaine €2 a l'aide d’un algorithme de type octree.

e les erreurs d’approximation polynomiale (Théoréme 13) dans des pavés de R? (voir
[14], chapitre III, Théoreme 1.2 pour d = 1, et chapitre III, Théoremes 2.4 et 2.9
pour d > 1), restent valable dans un domaine 2 quelconque (voir Théoreme 15).
Pour ce faire, nous avons utilisé le Théoreme 14 d’extension linéaire . Ce qui permet
de faire apparaitre le terme en N7~"|| f||gm-2(q), 0 = 0,1,
e le terme en /¢ dans la premiere inégalité, provient du Théoreme 19 dont la preuve
est une conjonction des idées de BABUSKA [5], et du Théoreme 18 (voir par exemple
[19], [50], et [57]),
e cnfin, estimation d’erreur en norme L2, s’obtient en utilisant 'argument de dualité
d’AUBIN-NITSCHE [62].
Ceci acheve 'analyse théorique de cette nouvelle méthode. La suite de cette partie est
consacrée a la vérification numérique du code spectral tridimensionnel que nous avons
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écrit en c++ [69].

En 'absence d’un outil de calcul tridimensionnel (et méme bidimensionnel), permet-
tant la résolution numérique des équations aux dérivées partielles elliptiques par les mé-
thodes spectrales en générale, et particulierement dans des domaines non tensoriels, nous
avons commencé par développer un code spectral en une dimension d’espace. Profitant de
I’aspect tensoriel des méthodes spectrales standard, telles qu’introduites par D. GOTTLIEB
et S. ORSZAG [40] [65], (& savoir, dans des pavés), le code bidimensionnel et tridimension-
nel est réalisé dans ce cas. Ensuite, nous avons généralisé ce code de calcul pour résoudre
des équations aux dérivées partielles dans des domaines a géométrie complexe. Les détails
d’implémentation liés a l'architecture du code, tels que 1'octree sont présentés dans la
section 4.3 de ce chapitre.

Simulations numériques du modéle de couplage océan/atmosphere.

Dans ce dernier chapitre, nous présentons les résultats numériques du couplage océan /at-
mosphere, par la méthode spectrale, et nous les comparons a ceux que nous obtenons par la
méthode des éléments finis. Les grandeures physiques utilisées pour ces tests sont réalistes
et elles sont données dans [7] et [8].

Annexe A : une borne inférieure pour la constante de la condition inf-sup sur
Popérateur de divergence

Le travail fourni dans cette annexe a fait ’'objet d’'un papier soumis aux Comptes Ren-
dus de I’Académie des Sciences [33], en collaboration avec S. DEL PINO et U. RAZAFISON.
Nous nous sommes intéressés a la caractérisation de la constante de la condition inf-sup
de type BABUSKA-BREZZI pour 'opérateur de divergence, voir par exemple V.GIRAULT-
P.-A.RAVIART [39], BABUSKA [4], et F. BREZZI [18]. Nous avons donné un encadrement
de cette constante en fonction des normes des relevements harmoniques. La preuve est
technique, et repose sur une construction particuliere

e d’une fonction ¢ a moyenne nulle dans un domaine €2;, contenant strictement €2, et

e d’un vecteur v appartenant a H{ ().

Annexe B : une condition de type inf-sup

Dans cette annexe, on montre une condition de type inf-sup de 'opérateur divergence.
En effet, on prouve cette condition pour des pressions qui ne sont pas & moyennes nulles
dans un ouvert €2, connexe, borné et & frontiere lipschitzienne de R?, et des champs de
vecteurs vitesses, qui ne sont pas nuls sur le bord 02.

/ V-v(z)q(x)dx
inf  sup 2

L2 verri) VI @) llall2@)

= 6'(),

ot 31(€2) est une constante strictement positive ne dépendant que de €.



Notations et quelques rappels

Nous précisons ici les notations qui seront utilisées dans cette these. Pour plus de
détails sur les définitions et les propriétés des espaces de Sobolev on renvoie le lecteur a
[1], [51], [17]. Les espaces de fonctions a valeurs vectorielles ainsi que les champs vectoriels
seront notés en caracteres gras. Par exemple

H'(Q) = {u = (u1,us,u3); Vi€ {1,2,3}, u; € H(Q)}.

Géométrie

d : dimension de 'espace.

Q : ouvert borné & frontiere lipschitzienne de R?.

n : vecteur normal, unitaire extérieure a ).

X : point générique de €, et (x1,...,24) ses coordonnées.

Espaces fonctionnels

Soient p et s deux réels tels que 1 < p < 00, et s = m + o, avec m un entier positif et

1 1
0 <o < 1. Soit p' € R, tel que — + — = 1. On définit les espaces suivants :
p p

e D(Q2) = { fonctions indéfiniment différentiables a support compacts dans (2},
e D(Q) = {flo, telleque fe€DRY},

LP(Q2) = {f : Q — R mesurable, telle que / |fIP dx < —l—oo} , p < 400,
Q

L>(Q) = {f : Q — RY mesurable, telle que sup ess|f(x)| < +oo},
xeN

L3(Q) = {f € L2(Q), telle que /Qf(x)dx = o},

o WmP(Q) = {f e LP(Q); Ya e N |a| <m, 0°f € LP(Q)},
o W "(Q) est 'adhérence de I'espace D(2) dans W™?(Q),
o W*P(Q), 1< p<+oc0 est l'espace des distributions f définies dans (2, telles que,

fewmr(Q) et /Q/Q |0a]|0|§£)__ aaf(y)lpdm dy < +o0, Via| =m

y”d-i-ap
We(Q) est I'espace des fonctions f € W™>(Q) telles que,
|0°f () — 0°f (y)]

max ess sup < 400
lal=m  syeq,,,  llz—yll
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Notations et quelques rappels

o WP (Q) = (WP (Q)) est le dual de 'espace W"?(Q),
. W’”Q(Q) H™(Q),

Hz(09Q) ={f € L?(0Q), Fue H(Q), tel que uy,, = [},
H=2(8Q)= le dual de Hz(0).
Définition de I’espace HO%O(F n) : on désigne par I, et I, deux parties de 082, de
mesures positives dans 02, telles que
oN=T,uUl,, et
r.nr, =0.

1
On définit Vespace H2(T',) comme étant le sous-espace des fonctions de Hz(I,)
dont le prolongement par 0 a 92 appartient a H %(E)Q).

Produits scalaires et normes

Dans toute la suite 1 < p < +00.

Vue LP(Q), ||ul|lir) = (/ |u(x)|pdx) , et ||ul|so) = sup ess|u(x)],
Q

x€e
Yu,v € L*(Q), ullo = [ull 2@ et (u,v) = / u(x)v(x)dx,
o)
Vu, v e H™(Q), (U, v) gy = / Z (0%u) v)(x) dx,
am
Yu e WP(Q),  |Jullwme@ (/ > |oru)P dx) , et
|| <m
[ullwm.(o @) = SUp ess Igfg;g@"‘ u(x)],
oo f oo f ,
v e W), ulwesiy = (Il + 35 [ [ =0 gy ),
la|=m
Yu € W™P(Q), |ulwmr@) (/ Z |0%u(x)|P dx) (semi-norme de u dans
laj=m
wmr(§)),
Ve WP (Q), HfHW,m,p/(Q) = sup ﬂ, ou < -,- > désigne le

vew (@) w0 [Vlwma @)
produit de dualité entre W= (Q) et W;™"(Q),
définition de ||f|| pour tout 1 < p < 400 : soit I' une partie ouverte de

99, de classe C™ b1, L’'image de W™P(§)) par opérateur trace v sur I est notée
1
W™ »P(T"). Et sa norme est

by = 8 {lollwmsy 0 € WP(Q) et A(u) = f} .

Dans le cas particuler ot m =1 et p = 2, on a
1113 0 = it el v € H'().ct 4(0) = f}

W)



Premiere partie

Un algorithme pour un modele de
fluides couplés et turbulents
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Un modeéle de couplage Océan/Atmosphére

On s’intéresse dans cette partie de la these au systeme d’équations suivant

=V - (ai(k:)Vu;) +grad p; = f; dans €,
Vou, = 0 dans €,
=V (yi(ki))VE) = a;(k;)|Vu,)? dans €,
u = 0 sur I';, (1)
ki =0 sur Ty,
a;(k;)On,u; — pin; + k(w; —uy)|u; —u;| = 0 sur ') 1 <i#£j <2,
ki = Aug —uy)? sur I,

ou le triplet (w;, p;, k;) est défini dans le domaine €2;, 1 <1i < 2, et

' =00 N 0Ny,
Fl = 891\F, et
Ty = 00,\T.

Le systeme (1) est un modele tres simplifié représentant le couplage de deux fluides tur-
bulents F;, (i = 1,2), par exemple le couplage océan/atmospheére, qui a été proposé
par LIONS-TEMAM-WANG, on réfere aux [52], [53], [54] et [55], ou dans le cas des fluides
stratifiés (voir LEWANDOWSKI [47]). Ces deux fluides F; sont couplés par la condition a
I'interface I, & savoir la sixieme équation du systeme (1)

a;(k;)On,u; — pin; + k(w; —uj)jw; —uy| =0 sur [, 1<i#j<2

Cette interface air-mer est supposée satisfaire I’hypothese du toit rigide : la hauteur
des vagues est supposée négligeable par rapport a la largeur de 'océan, et les équations
sont intégrées le long des vagues. Cette hypothese est standard en géophysique et en
océanographie. Nous allons maintenant, donner un sens aux équations qui forment le
systeme (1)

e Les deux premieres lignes de (1) sont les équations de Stokes dans €2;,

e la troisieme ligne est une équation scalaire qui permet de calculer I’énergie cinétique

turbulente k;
D’apres J-L. LIONS [50], on peut écrire une formulation faible mixte des deux premieres
lignes, (voir aussi [52] dans le cas de couplage océan/atmosphere en ’absence de turbu-
lence). La troisieme ligne et les conditions aux limites correspondantes sont tres complexes.
En effet, la difficulté principale vient du fait que le terme de droite a;(k;)|Vu,|* appartient
seulement & L'(€;). Dans le cas d’un seul fluide turbulent avec des frontieres homogenes,
des études sont faites dans [15], [37], [47] et [48]. Dans ces références, I'équation pour ’éner-
gie cinétique turbulente est prise dans le sens renormalisée de P-L. LIONS et F.MURAT,
(voir [61]), ou dans le sens équivalent d’entropie de BENILAN et AL, (voir [6]), et des esti-
mations a priori de type BOCCARDO-GALLOUET [16] sont employées. Cependant, en raison
des conditions aux limites a l'interface I', cette renormalisation ne semble pas une maniere
facile d’étude de I’équation de 1’énergie cinétique turbulente dans le probleme actuel, et
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on ne peut pas espérer employer directement les résultats de BOCCARDO-GALLOUET [16].
Pour cette raison, C. BERNARDI et AL, (voir [10]) ont effectué la transformation de Kir-
choff de I'inconnu afin de remplacer 'opérateur (V - v;(k;)V) par opérateur de Laplace
A. Ainsi ils obtiennent la nouvelle équation correspondante dans le sens de la transposi-
tion, (voir STAMPACCHIA [68] et LIONS-MAGENES [51]). Ceci permet de prouver l'existence
d’une solution du systeéme (1), (voir Corrolaire 5.3, [10]). De plus, s’il existe une solution
U; = (u;, ps, ki), telle que la vitesse u; appartienne a W1hP(€2,;)%, ol p est un réel vérifiant
p > 2d, pour v assez grand, alors (Uy, Uy) est 'unique solution de (1) dans un sens faible,
(voir Théoreme 6.3, [10]).

Cette partie de la these est composée de deux chapitres. On commencera dans un
premier temps par le cas d'un seul fluide turbulent. Nous utilisons un modele simple,
considéré au début par MOHAMMADI-PIRONNEAU [60], et aussi par LEWANDOWSKI [47].



Chapitre 1

Cas d’un seul fluide turbulent,
’océan par exemple

1.1 Position du probleme

Nous considérons un systeme d’équations modélisant ’écoulement stationnaire d’un
fluide turbulent sur un domaine borné de R%, ot d = 2,3. Les équations sont couplées
par des termes non linéaires qui sont soit le coefficient de diffusion soit le second membre.
Nous proposons un schéma numérique itératif. La convergence de la méthode est prouvée
pour des viscosités assez grandes, et en supposant que la vitesse et 'énergie sont assez
régulieres. L’unicité de la solution est aussi prouvée sous cette condition. Le modele que
nous utilisons a été considéré en particulier par B. MOHAMMADI, O. PIRONNEAU dans [60]
et par R. LEWANDOWSKI dans [47]. On se place dans un ouvert €2, convexe ou de classe
CH borné de R, (d = 2 ou 3). On partitionne sa frontiere 9 en deux, qu’on note : Iy
et I', ou

e [y est la frontiere de non-glissement, elle est composée de deux parties, une partie

qui représente le fond de I'océan, et 'autre qui désigne les parois latérales.

e [ est la frontiere de glissement avec friction, elle désigne la surface de 'océan.

Les deux frontieres sont de mesures strictement positives. On suppose que I’y et 91" sont
des sous-variétés lipschitziennes de 0€2. Le modele s’écrit

—V - (a(k)Vu) + grad p = f dans Q,
V-u = 0dans?,
—V - (v(k)VE) = a(k)|Vu|* dans Q,

u = 0surl, (1.1)
k = 0sur I,
a(k)Opu —pn+ kuju| = Osur T,

k= Auf*surT.

Pour plus de détails, on réfere aux articles [9] et [10] (par exemple), ou 'existence de
la solution, ainsi que l'unicité sont prouvées. Dans toute la suite de ce travail, le point
générique sera noté x = (x, z) dans R?, et x = (z,y, 2) dans R?. Et le champ de vecteurs u

15
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désigne la vitesse du fluide turbulent dans €2, p est sa pression et k est ’énergie cinétique
turbulente. On note que la turbulence est négligée sur le fond et les parois latérales I',
et on impose a ’énergie cinétique turbulente k, une valeur prescrite positive. Pour des
raisons techniques, on la prendra nulle. Cela ne change en rien la structure mathématique
du probleme. En surface, on fait I'hypothese que ’énergie cinétique turbulente dépend
uniquement de la tension du vent. Le coefficient A est sans dimension. Il est calculé a
partir de données expérimentales, et il génere la condition de tourbillon a la frontiere.
La friction est modélisée par le coefficient x. Il est constant, strictement positif et sans
dimension. La fonction f représente une force extérieure donnée et appartient a L?(2)¢. On
désigne par a(k) la viscosité et par (k) le coefficient de diffusion. Dans cette these, nous
ne traiterons que le cas ou les viscosités, ainsi que leur dérivées sont supposées bornées.
Ainsi, nous supposons qu’elles vérifient I’hypothese suivante

{ al-) € Whe(9Q), y(-) € Wh=(Q) et

1.2
VleR, al)>v et (k) >, (1.2)

ol v est une constante strictement positive qui représente une viscosité turbulente. Enfin
r et r’ sont deux réels strictement positifs, tels que

1 1
-+ = =1 avec r > d.
ror

Dans toute la suite de ce chapitre, nous désignons par X, le sous-espace de H'(Q), défini
par

X ={veH(Q)% v=0 sur It}

Le but de ce chapitre est de proposer un schéma numérique bien posé, convergent. Ensuite,
on prouve que la limite n’est autre que la solution du probleme initial, a savoir le modele
(1.1). Commengons alors par le cas homogene.

1.2 Cas homogene : k£ =0 a la surface de ’océan

Dans cette partie, nous nous intéresserons au cas ou l’énergie cinétique turbulente
n’intervient pas sur 'interface I', ¢’est-a-dire qu’il n’y a pas de tension de vent a la surface.
Le probleme s’écrit alors

—V - (a(k)Vu) + grad p = f dans Q,
V-u = 0dans,
—V - (v(k)VEk) = a(k)|Vu|* dans Q,

1.3
u = 0surl, (13)
a(k)Opu —pn + kujul = Osur [,
k= 0 sur 0f.

Le systeme (1.3) admet la formulation variationnelle suivante

Trouver (u,p, k) € X x L3(Q) x W2 (Q)  tel que
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Y e X, alkimv) +b(v.p) + w(ufu v = (EV)o ",
Vg€ L*(Q), b(u,q) =0, '
et
Vo e WYT(R), Clhikig) = [ alBIVal ¢ dx (1)
Q
ou les formes a(+;-,-), b(+,), (+,-)r et ¢(+;-,-) sont définies par
(
a(k;u,v) = (a(k)Vu,Vv) = /a(k)Vu.Vvdx,
b(V,q) = —<VV,(]) = _jv'quxa
Q (1.6)

Cll;k, ) = (VOVE, Vo = /QWWWsO dx,
(w,v)r = /FU(T)V(T)CZT.

Le choix de r > d, dans la formulation (1.5) est necéssaire, puisque la quantité a(k)|Vu/?
est seulement intégrable dans Q. Comme l'espace W' (Q) s’injecte dans L>(12), le terme

/ a(k)|Vul? ¢ a un sens.
Q

La preuve de l'existence d’une solution du probleme (1.4)-(1.5) est basée sur le Théo-
reme du point fixe. On réfere a [47] (voir chapitre 5).

\

1.2.1 Schéma itératif et principaux résultats

Dans cette partie, nous proposons un schéma itératif non linéaire. Nous montrerons
la convergence quand la vitesse est assez réguliere, et en ne considérant que des viscosités
turbulentes assez grandes. Enfin, et sous les mémes conditions, nous prouverons que la
solution de notre probleme est unique. Ceci impliquera que le schéma proposé, converge
bien vers la solution désirée.

Schéma itératif
On fixe kg, et on associe au probleme (1.4)-(1.5) le schéma :

Trouver (u™!,p"t kntl) € X x L2(Q) x Wi (), tel que
Vv eX, (a™)Vu™, Vv) +b(v,p") + k(ju"™u" v)r = (f,v), (L)
Vq € L*(9), b(u™tt, q) =0,
et
Vo € W (Q)  e(k5 K ) = (a(k)[Vur ). (18)
Dans [7] et [11], C. BERNARDI et AL ont considéré un schéma semblable a celui proposé

ci-dessus, la différence se trouve dans I’équation (1.7), notamment le terme a l'interface
r

<|un|un+17v)r'



18 Chapitre 1. Cas d’un seul fluide turbulent, I'océan par exemple

Principaux résultats

Dans toute la suite, on considere seulement le cas tridimensionnel, ou l'injection de
H'(Q) dans L5(2)? est continue, voir par exemple [1] et [17] (chapitres VIII et IX). 11
existe alors une constante ¢y, ne dépendant que du domaine 2 telle que

YWweHN (Q),  [[vlms@e < coll VI (1.9)
De méme, on notera par ¢, la constante de Poincaré-Friedrichs,
Vv € X, V][ @) < ]|V Vo (1.10)

On va montrer tout d’abord que les suites (u™),, et (k"),, convergent et sont “contractante”,
sous des hypotheses que 1’on précise dans le Théoreme suivant.

Théoréme 1 (Convergence). Soit f € L2(2)4. On suppose qu’il existe une constante M,
strictement positive telle que la suite (u™),, vérifie

Vn € N, Hunle,S(Q)d < M.

Alors, il existe une constante ¢ ne dépendant que du domaine €, de «, de 7y et de M, telle
que, si v > c, les suites (u™), et (k™), convergent. En plus elles sont contractantes dans
le sens suivant

V(™ —u)[lo < K[[V(E" = £"H)llo, et
IV (EE =kl < K[V (E" = E")lo,

. c
ou K = — < 1.
v

Démonstration. La preuve de ce Théoreme se fait en plusieurs étapes. Pour commencer
nous allons montrer un résultat liant les normes de (u"),, et (k™),.
Premiere étape

Lemme 1. Soit f € L*(Q)? et soit U = (u,p, k) une solution du probléme (1.3). Si
u € WH3(Q)4, alors il existe une constante ¢ qui ne dépend que du domaine Q, de o et
de v telle que k € W3(Q) et

k] lwrs) < cllullfys gy

Preuve du Lemme. Commengons par transformer le systeme (1.7)-(1.8). Pour cela, nous
utilisons la transformation de Kirchoff : soit G définie par

VseR, G(s)= /OS y(7) dr.
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D’apres I'hypothese (1.2), G est de classe C! et croissante. Elle est donc bijective sur R,
soit G~! son inverse.
Ainsi, la fonction @ = oo G~! vérifie
aceWh(R)et VI €R, a(l) >v.
Introduisons une nouvelle inconnue ¢ définie par ¢ = G(k).
Comme V/{ = v(k)Vk, le systeme (1.3) s’écrit

([ —V - (@(()Vu)+ gradp = f dans Q,
V-u = 0dans(,
—A ¢ = @)|Vul* dans Q,

(1.11)
u = Osurly,
@(l)0qu — pn + kulu| = Osur I,
¢ = 0 sur 0f.

\
Pour tout u € W3(Q)9, la formulation variationnelle associée & '’équation de I’énergie
cinétique turbulente s’écrit

Vo e Wol’%(Q), —/ﬁAcpdx—/@(EﬂVngpdx, (1.12)
0 Q
donc

- / (Apde = / a(0)Vul? ¢ dr < [[al]l [Vulsqye 1l

3
Comme l'injection de I/VO1 '2(Q) dans L3(2) est continue, il existe une constante ¢’ positive
qui ne dépend que de (2, telle que

- [eagds < flallulVulBay [,
Q 0

La formulation (1.12) implique

©)

l,% 2
W, 2(Q), — | L Apdx <cl||V :
Vo € Wy (Q), /Q ¢ dr < c||Vul[sgu HSOHWOL%(Q)

Comme (Wy3(Q)) = W12(Q), alors
lllwra@ < cllVullfaq.
Finalement, puisque |k| < v71|{] et |VE| < vV, alors
c
k] [ws@) < ;||Vu||%3(mda
d’ou le Lemme 1. O

Remarque 1. Sous les hypothéses du Théoréeme 1, la suite (k™),, est aussi uniformément
bornée dans W'3(Q). De plus

Vn eN, K™ [wso) < ellu[[fra) < eM?,
ot ¢ est une constante strictement positive ne dépendant que de €2, de « et de 7.

La prochaine étape consiste & estimer ||V (u"™! —u")||y en fonction de ||V (K" —k"~1)||o.
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Deuxiéme étape : Estimation de ||V (u"™ —u")||,.

En prenant v = u™™ dans (1.7), on obtient
/ a(k™)|[Vu" ™ Pdx + /i/ lu"tPdr = / fu"dx.
Q r 0

La quantité k / [u" ™ |2 dr étant positive, en utilisant I'inégalité de Poincaré-Friedrichs et

r
I'hypothese (1.2), on trouve
¢
[Vu o < Z[[£]lo- (1.13)

Choisissons maintenant v = u"™! — u", et injectons-le dans (1.7) aux étapes n et n + 1.
La différence des deux équations ainsi obtenues est

(a(k")V (™! —u), V(" —u"))
+ ((a(k™) — a(k"1))Vu™, V(u" ™ —u™)) (1.14)
+K (|un+1|un+1 - |un|un’ un+1 . un)r —
Lemme 2. Pour tout n € N, on a
I{(|un+1|un+1 _ |un|un7un+1 _ un) > ().
r

Démonstration. Soient a et b deux vecteurs quelconques de R?, oll d peut étre n’importe
quel entier naturel non nul dans cette démonstration.

On pose a = (aj, s, ...,a4) et b = (by, by, ..., by), on choisit le produit scalaire euclidien
de R?, et on note par || - ||g« la norme euclidienne. On a

(Jafa — [b[b) - ((Z\aﬁ) a—(Z|b|2) b)-(a-).

i=d

Z{ (Zlaﬁ) ai” (Z b |2) [byf?

=1

- ( (ij|aj|2>é+<ij\bj’2)% )aj b; },
(L) +(Xme)

j=d 1 j=d 1\ i=d
(k) (k) ) T
j=1 j=1 i=1
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Comme
i=d

a-b= Zaibi < ||a|[ga - ||b||ra

i=1
i=d % i=d %
<(Zwr) (Zmr)
i=1 1=1

alors on peut écrire

uaa—wwwcr4nz(Z?mﬁf+(§ﬁmf)

=1

) ( (i‘a’ﬁ)i(g ’bf’2>%)'(§!a¢\2)é(gwbﬁ);.

Il suffit donc de montrer que le terme de droite est positif. Pour cela posons

i=d L i=d 1
x = (Z |ai|2) et A= (Z |b,»|2> ,
i=1 i=1
et considérons maintenant la fonction fy, définie sur R™ par
VA € RY fixé, @) =22 + X% = do(z + N).

La fonction f) est croissante sur [\, +00] et décroissante sur [0, A, elle atteint son minimum
en \. Donc pour tout = > 0

I(z) > f(A) =0.

On conclut alors que pour tout n € N,

E(|un+l‘un+l o ’un‘un7un+1 o un) > 0.
r

Ceci termine la preuve du Lemme 2. O

La formule (1.14) et le Lemme 2 impliquent que

<a(k”)V(un+1 —u"),V(u" - u”)) ‘g ‘ ((a(k”) —a(k"H)Vu", V(u"tt - u")) ‘

D’apres I'hypothese (1.2), et comme k" € H'(Q), alors a(k™) € H'(Q) C L5(Q). En
utilisant I'inégalité de Holder, on a

WNMM—MMS(mmww“ﬂMNMM—MQL

< (|a(k:") —a(k" Y| |Vu",|V(u" — u”)l),

< la(k") = a (k") sV [] 13 gy [[V (™ = u™)fo.
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Or [[u”||w1s(0) < M, et en appliquant le Théoreme des accroissements finis a la fonction
o, on a

V[V —un)[[§ < Mlfa(k") = a(k" )]sV @™ = "),
< Mo/ [[ool[E" = K" || ooy ||V (@™ = u")] o

En utilisant injection continue de H'(Q) dans L°(Q) et la relation (1.9), on obtient

1V (™ —u")[lo 16" = K"l o).

_ coM]lo/||
14

Comme k™ — k"1 € H}(Q), d’aprés I'inégalité de Poincaré, il existe une constante, que
I’on note encore ¢, telle que

/
IV (u+t —um)||o < cocpM |||

IV (k" = k). (1.15)

14

Troisiéme étape : Estimation de [|V(£"™! — £™)||o.

Pour montrer que la suite (u"),, est convergente, il suffit de prouver que la suite (£"),,
est contractante. Nous allons donc chercher des conditions suffisantes pour que la suite
(k™),, soit contractante. Pour cela prenons ¢ = k"' — k™ comme fonction test et injectons
la dans 1’équation d’énergie cinétique turbulente (1.8), aux étapes n et n + 1, ce qui se
traduit par

A Détape n — 1, (v(k”_l)Vk:", vk — k:”)) :<a(k"_1)|Vu"|2, rtt — gn

)
et a I'étape n, ('y(k”)Vk”“, V (k" — k”)) <a(k”)|vu”+l|2, gt — k”)
La différence des deux équations, donne
(v(k”)Vk”H — (k" HVE", V(K" — k”))
= (a(k”)\Vu"“\z —a(k" H|Vu™ ], Emt — k”)

Faisant apparaitre le terme ((y(k") — v(k"~!)) V&" dans le membre de gauche et le terme
(a(k™) — a(k™1)) [Vu"|? dans celui de droite, on obtient

(2t =k, st = ) ) (2 (k7) = ) VR T = k)

-~ ((a(k") — a(k™ ) [Vur 2, k- k”)+(a(k") (Va2 — [Vur ) k- k”)

(1.16)
D’apres (1.2), on peut écrire

V||V (k" — k|2 < (fy(k”)V(k”“ — k"), V(K — k")) <L+l+1I, (117



1.2. Cas homogeéne : k = 0 a la surface de I'océan 23

avec

)

Il — (Oé(kn) (|Vun+1|2 - ‘VUHP), knJrl . kn)

L= ((a(k:”) —a(k") [Vur A, BT - k)

Y

= (600 = ) T v - )|

L’idée est de faire apparaitre le produit ||V (k™ — k" H||o ||V (k"™ — k™)||o dans chaque
estimation de ces trois intégrales, comme le montre le Lemme suivant

Lemme 3. Sous les hypothéses du Théoreme 1, il existe trois constantes positives ¢y, co
et c3, qui ne dépendent que du domaine €2, de «, de v et de M telles que, pour j = 1,2, 3,
on at ..

L < IV ET = E) ol [V (R = &l o-

Preuve du Lemme. Majoration de I;.

)

I = ‘ <oz(k”)(|Vu”+1|2 —|Vu"?), k" — k:”>

< HaHoo/ V(" —u®)| (V™ + [Vat]) B — k7 dx.
Q
En utilisant I'inégalité de Hoélder, on trouve
L< ool V(a™ = u")l\o(l\un“llwwm)d + Hunl|w1,3<md) 1K™ = k"o

Les relations (1.9) et (1.10), impliquent

||kn+1 - anLG(Q) S COHknJrl - anHl(Q);
< cocpl[V(E™ = &™) o,

et d’apres (1.15) on a

2c5es M| [[ oo oo
1 <

[V E = E) oIV (&" = &)l fo.

Soit ¢1 = 2¢§c2M?||||oo]|at]|os, om &

C
B < 900 = K)oV — k) o (119
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Majoration de Is.

Afin de majorer Iy, on applique le Théoreme des accroissements finis a la fonction «,
I'inégalité de Holder, et I'injection continue de H'(2) dans L°(©2). On obtient

)

L= ‘ ((a(k‘”) — a(k") | VP R - k”>

< (|a<k"> (k)| [V, e k"|),

< ||Vu"||i3(md2||a(k’”) —a(k" Y|l [E" — k*||rs), (Inégalité de Holder).

HVu”Hi?,(Q)dg < M?, (par hypothese).

En utilisant les relations (1.9) et (1.10), on a
1B = K |po) < cocpl[VE™T = K™ o-

Le Théoreme des accroissements finis appliqué une autre fois a la fonction «f(-), et les
relations (1.9) et (1.10), entrainenent

(k™) — a(k" Dlzs@) < [l lloollF™ = £ | o).
< [lo"lswcocy [V (£ = E"~1)]fo.

En conclusion
Iy < MP?||o |Gl [V (K" = EM) o]V (K™ — " )]]o.

On pose ¢ = ||o||cM?cicl v, donc

C
B < 290 = K)ol VG = k) o (1.19)

Majoration de I3.

Pour terminer la démonstration du Lemme 3, il ne nous reste qu’a majorer I3. Pour
cela nous allons utiliser l'injection continue de H'(Q) dans L°(Q), la Remarque 1, le
Théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction ~, et les relations (1.9) et (1.10).
Ce qui implique

= (60) = 2y v )|

< ||7’||oo(|k" e [V, [V — k">|),

< [V llsococy [V (™ = E" o [[E™ [lwr.aoy IV (K" = E™)]lo-



1.2. Cas homogeéne : k = 0 a la surface de I'océan 25

D’apres la Remarque 1, on a
||kn||W1,3(Q) < eM?.

Donc
Iy < |1y llsoCocpeM* [V (K" = K" )[[o [V ("1 = &™) o
Soit 3 = ||7/||ecCocpcM?y , la majoration de I3 s’écrit
Iy < 2V = k)Y (" =k D)]lo (1.20)
Ceci termine la preuve du lemme 3. O

D’apres la relation (1.17) et les estimations (1.18)-(1.19)-(1.20), on conclut qu’il existe
une constante ¢, qui ne dépend que du domaine €2, de «, de v et de M telle que

c n n—
V(R = kM)l < IV = E")]lo- (1.21)

Quatriéme étape : convergence des suites (u"), et (k"),.

D’apres les hypotheses du Théoreme 1, et la relation (1.21), la suite (k™),, est contrac-
tante dans 'espace H'(), donc elle y converge fortement vers une limite, notée k.
Nous avons montré que la suite (u”™),, vérifie la relation suivante, Vn € N,

IV (™ —a")lo < K[|V (E" = &) |o.

Grace a cette majoration, nous allons montrer que (u"),, est une suite de Cauchy dans
H'(Q). Soient n et m deux entiers naturels, avec m > n, donc

V™ —u)llo < D IV =),

j=n+1

m—1
<K IV =&Y,
j=n

1 - Km—n
< n _ pn—1 )
K== IV (" = k")l

Comme 0 < K < 1, alors,

vn,m € N, (m > n), V(™ —u)lo < —lIV(E" = &*)o-

De plus, puisque la suite (k™),, converge dans H'(Q) fort, alors la quantité ||V (k" —&""1)||o
tend vers 0, quand n tend vers +o0o. On en déduit alors que la suite (u™),, est de Cauchy,
elle converge donc fortement dans H' (). Notons u sa limite. Ceci achéve la démonstration
du Théoreme 1. O]
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Pour conclure que le schéma (1.7)- (1.8) converge, il faut montrer que la suite (p"),
est convergente. Pour cela nous utilisons une variante de la condition inf-sup standard, de
type BABUSKA et BREZZI, voir [39] Lemme 4.1, chapitre 1. Nous utilisons le résultat de la
condition inf-sup suivant, que nous montrerons dans I’annexe B.

Théoréme 2 (inf-sup). Soit 2 un ouvert connexe, borné et a frontiére lipschitzienne de
R?, alors il existe une constante 3'(2) > 0, telle que

b(v,q)

Vg€ L*(Q),  sup - > 81 (gl 2

vex ||V||H1(Q)

Grace a cette condition inf-sup, nous allons prouver que la suite (p"),, est de Cauchy
dans L*(Q).

Théoréme 3 (pression). Soit f € L*(Q)?. On suppose qu’il existe une constante M,
strictement positive telle que la suite (u™),, vérifie

Vn € N, |u”||W1,3(Q)d < M,

alors il existe une constante ¢ ne dépendant que du domaine §2, de «, de v et de M, telle
que si v > ¢, la suite (p"), est de Cauchy dans L*(2). De plus on a

It = pllo < KO = k" )lo + [ ! — [ || g

c
ot K=-<1.
v

Démonstration. La suite (p"), est de Cauchy
D’apres la formulation (1.7), on a
Vv e X, (") Vu™™, V) +b(v,p" ) + s(Ju™ | u" V) = (£, V).

Soient m et n deux entiers naturels tels que n < m. Ecrivons I’équation (1.7), aux étapes
m et n. La différence des deux équations obtenues donne, Vv € X (v # 0).

b m+1 _  n+l \V4
(V, p b ) — _(a(km)vum—l—l . a(kn>vun+17 Vv )
||V||H1(Q)d ||V||H1(Q)d
m m n n v
_ li(|u +1|u +1 |u +1’u +17 ||V||H1(Q)d)
r

= —(a(k’”)V(um“—u”“) A ) - ((oz(km)—a(k”))Vu”“ Vv )

bl )
HVHHl(Q)d HVHHl(Q)d

v
o K(|um+1|um+1 _ |un+1’un+1’ ) ,
[Vl /¢

IVvllo

< (||a||oo||v<um+1 . un+1)||0 + ||O/||ooM||k:m — ]{;n||L6(Q)> ||V||H1(Q)d

-

|um+1|um+1 . |un+1|un+1 \4

dr.

||V||H1(Q)d
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Comme v € H(Q2)4, sa trace sur I' est dans H%(F)d, qui s’injecte de facon compacte
dans L3(I')<.

En utilisant 'injection continue de H'(2) dans L5(2), la relation (1.22) et le Théoreme 1,
on peut écrire pour tout v € X et pour tout entier naturel m > n,

b(V, pm+1 _anrl) ||VV||0

<
|[VI[ () V] |e2 (0

(el Pt = a5l + 10 " = K )

+ HVHL?’(F)d ’um+1|um+1 . |un+1|un+1

Y

L3 (r)d

||V||H1(Q)d

< <||a||oo||v<um“ — )l + ([l M][E" — k"nm(m)

Ny |um+1|um+1 . |un+1|un+1 HVHH%(F)d

)

L3 () V][ a2 ()

< K
- 1-K

IV(E" ™ —EM)|lo + ¢

‘um-l-l ’um—&-l _ ’un-i-l ‘un-&-l

AL
D’apres le Lemme 5, et en passant au Sup sur tous les champs de vecteurs v € X, dans

I’écriture précédente, il existe une constante (3, strictement positive et ne dépendant que
de la géométrie du domaine (2, telle que

b v, pm+1 _ pn+1
5||pm+1 . pn+1||0 S sup ( )
vex ||V||H1(Q)d

(1.23)

|um+1|um+1 _ |un+1|un+1

K
< C”(mllv(k”+1 —k")llo + ‘

Lg(r)d> 7
ou ¢’ est une constante qui dépend que de €2, « et M.
1
Grace a l'injection compacte de H2(T') dans L3(T'), et a la convergence de la suite
(u"), vers u dans H'(2), la quantité

Il en est de méme pour ||[V(k"™ — k™)||o qui tend vers 0, quand n tend vers +oo, car
la suite (k™),, est fortement convergente dans H'(€2). On conclut alors que la suite (p™),,
est de Cauchy dans L*(Q), donc elle converge fortement dans L*({2), vers une fonction
notée p. O

lu™Hu™ — ju et tend vers 0 quand n tend vers +1'infini.

L3 ()4

1.2.2 Passage a la limite.

Nous allons vérifier que la limite (u,p, k) , de la suite (u™,p", k™), est solution du
probleme (1.4)-(1.5).



28 Chapitre 1. Cas d’un seul fluide turbulent, I'océan par exemple

Théoréme 4 (Passage a la limite). Sous les conditions du Théoréme 1, la limite (u,p, k),
de la suite (u",p™, k™), est une solution du probléme (1.4) — (1.5).

Démonstration. Soit v € X, en utilisant 'inégalité triangulaire, on obtient

a(kjn’ un+17 V) — CL(]{I, u, V) < a(k”, u"+1, V) — CL(k’, u”“, V) + a(/{:, un+17 V) - (l(l{}, u, V) :

Vérifions que les deux termes de droite tendent vers 0, quand n — 4o00. Pour cela,
appliquons le Théoreme des accroissements finis a la fonction «, et I'inégalité de Holder.
On obtient

a(k™;u"t v) — a(k,u"t v)

< e/ [ool[E™ = El| oo [l VO™ ] 230y V¥ o-

D’apres les hypothéses du Théoréme 1, la suite (u"), est bornée dans Wh3(Q)¢ par M,
et comme l'injection canonique de H'(2) dans L5(£2) est continue, alors

a(k";u™,v) —a(k,u", V)| < coM||o]|oc] K" = Bl [V Vo,

De plus, la suite (k™), tend vers k, fortement dans H'(2), donc

a(k™;u"™ v) —a(k,u"™ v)|— 0 quand n — +o0.

Il reste a prouver que le terme (()g(kz)]V(u”Jrl —u)|, ]Vv\) tend vers 0. Pour ce faire, il

suffit de majorer (k) par |||, ensuite utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ce qui
donne

(a<k>|v<u"“ ), |Vv|) < NlallllT @™ = )l 7v]lo
< llallollu™" = wl szl ¥ sz1 e

Comme u" — u, quand n — 400, alors
(Oz(k:)|V(u”Jrl —u)l, |Vv|)—> 0, quand n — +o0.
On conclut alors que
Vv € X, a(k™;u"™ v) — a(k;u,v), quand n — +oo.

De méme, la suite (p"), tend vers p, fortement dans L?(Q2), donc

Vv eX, bv,p"™) tend vers b(v,p).
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Comme la trace de u™ sur I est dans H2(I)?, qui s'injecte dans L3(I')%, de facon
compacte, alors la suite (u"), tend vers u fortement dans L3(T")%, et donc la suite
(Ju"[u"*1),, tend vers |uju fortement dans L2 (I)%, ce qui implique

Vv eX /|u”|u”Jrl vdr tend vers /|u|u vdr,
r r

car la trace de v est dans L3(I")%.
Soit maintenant ¢ € L*(Q2), on a (V - u"), tend vers V - u, fortement dans L?*(Q)¢, donc

b(u"™,q) =0 tend vers b(u,q) =0; Vqec L*(Q).

On déduit alors, que la limite (u,p, k) de la suite (u", p™, k™), satisfait la premiere par-
tie de la formulation variationnelle (1.4), celle qui correspond au probléme de Stokes. Il
reste maintenant a vérifier la seconde équation, celle qui correspond a ’énergie cinétique
turbulente. On écrit

Vo € D(Q),
(0 =07k, T0) = (5T = 0, 9 )+ (00 = 2 () V8 T ).
D’apres l'inégalité le Cauchy-Schwarz, on a

|(V &V (E = k), Vo) | < [[VE = F)llo [[7(E") Veello
< | llso [IVello [V (E™ = E)lfo.

Or, la suite (k"), converge fortement vers k dans H'(2), donc la quantité de droite dans
I'inégalité au-dessus tend vers 0 quand n tend vers +o0o0. Par conséquence

(V(k")V(k;"“ — k), V<p>—> 0, quand n — +00.

Ensuite

\(mk”) —v(k))Vk,W)‘ < VRl Il 17 Tl IR = Kl

cette quantité tend vers 0, car k" — k, dans L?(Q) fort.
Par densité de D(Q) dans W, (Q),
Vi € Wy (Q), <7(’<¢")V’€”+1 —7( k)VE, Vw>—> 0.

De méme,

(alEIvar Pal Tl o) = (@) (902 [9uP). i )+ (@) oI Ta. ).
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Le terme de droite tend vers 0, en effet
((a(k™) = a(k) [Vul, @) < llo ||l [al [fy1al K" = K| 3] ]o-

On utilise alors I'injection continue de H'(2) dans L3(f2) et la convergence de (k™), vers
k dans H'(Q) fort. Ceci implique

lim ((a(k") —a(k))|Vul’,¢) =0, Ve € D(Q).

n—-+4oo

Le terme de gauche est inférieur a
/ a(k™) (1Y + |V ul) V(™ — w)| || da
(9]
< llall (HVUHHHLS(QW ; HVUHLS(Q)d) 19 = w)llollllzo.

Comme u” est bornée dans W1?3(Q)%, ce terme tend vers 0.

(u, p, k) satisfait I’équation (1.5), associée a ’énergie cinétique turbulente. On conclut
enfin, que (u, p, k) est une solution du probleme variationnel (1.4)-(1.5). Il reste a vérifier
que cette solution est unique sous des conditions adéquates. O

Théoréme 5 (Unicité). Soit f € L2(Q)? et soit U = (u,p, k) une solution du probléme
(1.4) — (1.5).

Si U e WH3(Q)? x L2(Q2) x W13(Q) et si il existe une constante strictement positive
¢, qui ne dépend que de ), «, v, et k, telle que

K = ¢ <1,
v
alors U = (u,p, k) est l'unique solution du probléme (1.4) —(1.5) dans W3(Q)? x L?(Q) x
Wh3(Q).

Démonstration. Supposons qu'il existe une autre solution U = (i1, p, k) du probléme (1.4)-
(1.5) et qui appartienne & I'espace W13(Q)4 x L2(Q) x W13(Q).

Dans I"équation (1.4), prenons comme fonction test le champ de vecteurs v =u — u, la
différence des deux équations obtenues s’écrit

(oz(l_c)V(u —u),V(a-— u)) + ((a(l%) —a(k))Vu, V(a — u)) Jm(\u\u — |uju,u - u)r: 0,

d’apres le Lemme 2, la quantité m(|u|u — |uju,u — u> est positive, donc
r

Y

A= wik < |((@ - at)vu, V- w)

< llo/[lsscocp IV (k = K)ol hul lw.(0)a [V (@ = w)]fo,
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comme ||ul|y13e < M, alors

IV (u—m)lo <

o |socoCy M .
lelleeCo M5 oy (129

Considérons maintenant ’équation de I’énergie cinétique turbulente pour U et U,
avec ¢ = k — k comme fonction test. Apres avoir effectuer la différence des équations
obtenues, on peut écrire

v|[V(k =Kl <

(atoyiuf = vaP). k- )|
4 ‘ ((a(k) — a(B)|Va?, k — /2) '

#| (60w = @vr V- )

Comme dans la preuve du Lemme 3, on a des majorations de ces trois termes qui ressem-
belent aux relations (1.18), (1.19) et (1.20), donc

L [ LV O Ve

IV 0= Bl < (272

)||v<k—%>r|o,

14 v

C _
< SV (k= B)lo

_ 265611 [losl ] oo

” +lo[loe M2 c5e, + ]| Mencyc,
qu’on peut supposer inférieure & la viscosité turbulente v. Ceci implique que k = k, et
d’apres la relation (1.24), on conclut aussi que u = u.

Il reste a vérifier que p = p, pour cela écrivons pour p et p, les équations (1.4) associées,

ensuite remplacons u par u et k par k, ce qui se traduit par
YwveX, bv,p—p) =0,
d’apres le Théoreme 5, on a
0= sup L2 D) gy g,
veX ||V||H1(Q)d
d’ou p = p. O

Nous avons montré dans cette partie que le schéma itératif (1.7)-(1.8), que nous avons
proposé converge bien vers la seule solution du probleme de départ (1.3), sous I'hypothese
que la viscosité est suffisamment grande.

Dans la partie qui suit, nous proposons un modele de fluide turbulent sur un domaine
borné, la viscosité et le coefficient de diffusion vérifient I'hypothese (1.2), a savoir

al) € Whe(Q), v(-) € WH(Q) et
VEeR, alk)>v et vy(k)>v.

De plus, nous imposons une condition non nulle sur 'interface I', afin de générer 1’énergie
cinétique turbulente k.
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1.3 Cas non homogene : k = \|u|> & la surface de
I’océan

Dans cette partie, nous nous intéresserons au probleme de départ, a savoir (1.1),

( —V - (a(k)Vu) + grad p = f dans Q,
V-u = 0dans ¥,
—V - (v(k)VEk) = «(k)|Vu* dans Q,

u = Osurly,
k= 0sur [y,
a(k)Opu —pn + kuju| = 0Osur [,
L k= Auf*surT.

Rappelons que € est un ouvert borné de R?, convexe ou de classe C1! et 90 = I' U Iy,
ou I' est la frontiere de glissement avec friction et ['y celle de non-glissement. Les deux
frontieres sont de mesures strictement positives. A > 0 est un coefficient petit introduit
pour modéliser la génération de I’énergie cinétique turbulente a la frontiere I'. kK > 0 est
le coefficient de friction et la fonction f est donnée dans L?(2)<.

Comme dans la section 1.2, nous associons au probleme (1.1) un schéma itératif non-
linéaire. La convergence est prouvée sous des conditions semblables a celles supposées dans
le cas ou I'énergie cinétique turbulente est nulle sur toute la frontiere 2. Le systeme (1.1)
admet la formulation variationnelle suivante

Trouver (u,p) € X x L*(), tel que

Vv eX, (ak)Vu,Vv)+b(v,p)+ &(|lulu,v)r = (f,v),

)
et Vqge L*(Q), b(u,q)=0. (1.25)

Trouver k € L*(Q), telle que

Vo € H*(Q) N H (), —/G(k)A(pdx = /\/G(|u|2)8ngp dr + /oz(k:)|Vu|2(pdx,
Q r Q
(1.26)
ou la fonction G(-) est définie dans la section 1.2, par

Vs € R, G(s) = /05 ~(7)dr.

La preuve de 'existence d’une solution du probleme (1.25)-(1.26), est due & C. BERNARDI
et AL, dans [10]. De plus Iénergie cinétique turbulente k est positive et appartient a
I'espace H*(2), pour tout s < %



1.3. Cas non homogéne : k = A|u|? a la surface de I'océan 33

1.3.1 Schéma itératif et principaux résultats

Considérons deux réels r et r’, strictement positifs, tels que % +1i =1etr>d Le

schéma itératif considéré s’écrit '
Trouver — (u™*! pntl k1) € X x L2(Q) x W' (Q), tel que
Vv € X, (a(k")Vu™™, Vv) + b(v,p"*) + s(ju"Huaov)e = (f,v),

(1.27)
Vq € L*(Q), b(u*,q) =0,
et
kmtt =0, sur Iy et Ertt = Au™ 2, sur T, (1.28)
Vo e We (), (y(k") VK, V) = (a(k™) Va2, o). .

L’existence d'une solution du probleme (1.27)-(1.28) est due & R. LEWANDOWSKI, dans
[47].

Nous allons montrer que le schéma (1.27)-(1.28) converge, et plus précisément, nous prou-
verons que la suite (k™),, est contractante, que la suite (u"),, satisfait

V(™ —u)lo < K[[V(E" = E")llo,

et enfin, que la suite (p"),, est convergente.
Pour la convergence de ce schéma, nous supposerons en plus que la suite (u™),, appartient
a l'espace W13(Q)4, pour £ > 0 assez petit.

Théoréme 6 (Convergence). Soit f € L?(2)4. On suppose qu’il existe une constante M,
strictement positive telle que les suites (u™),, et (k™), vérifient,

vneN, u"e W Q)T et
| [wisrepe < M et (B |lwrs@y < M.

Alors, il existe une constante ¢ ne dépendant que du domaine ), «, v, et de M telle que
c

si K = — < 1, les suites (k") et (u™),, convergent. De plus ¥n € N*,
v

V(™ —u")lo < K[|[V(E" = &")|lo, et

IVET =)l < K[|V (E" = &) lo-

Démonstration. La preuve s’effectue en plusieurs étapes. L’estimation de la quantité
||V (u"™ — u")||p se fait de la méme maniére que dans la section 1.2. Rappelons que
la constante ¢y est celle de la continuité de H' dans LS, et ¢, est la constante de Poincaré-
Friedrichs. Nous avons alors

cocpM|la]0

IV —u)lo < IV (E" =& )lo, (1.29)

v

et on a aussli c
[[Vu™|lo < ;p||f||o~ (1.30)

Ceci nous conduit & estimer la quantité ||V (k™ — k" 1)]]o.
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Premiére étape : Estimation de ||V (k" — k")||o.
Pour cela, on choisira une fonction test ¢ qui s’annule sur 0f2, mais comme la quantité
k™t — k™ n’est pas forcément nulle sur tout 9, on introduit I'opérateur de relevement

1
R suivant : soit R l'opérateur de relévement harmonique continu de HZ(T') dans H'(Q),
défini comme la solution de I’équation aux dérivées partielles suivante

—ARn =0 dans €2,
Rn =n sur I, (1.31)
Rn =0 sur I'p.

1
Soit cg la constante de continuité de 'opérateur R(-) de HZ(T') vers H'(Q), elle ne dépend
que du domaine €2,

1
Vn € Hg (1), 1Bl e, < crllnl| (1.32)

1.
H020 (F)

Remarque 2. Si on suppose que pour tout n € N, k" € W13(Q), alors la trace de |[u™|*

sur I appartient o W33(T).

En effet, Aju™™ 2 = k" € W3(Q), sa trace sur I’ est dans W33(I'), qui s'injecte dans
H %(F). Et puisque k" = 0 sur Ty, alors les trace de k™ et de |u"|? sur I' appartiennent
1
Heo ().
Prenons ¢ = (k"' — k") — R(k"™' — k™) comme fonction test. Injectons la dans
I’équation d’énergie cinétique (1.28) a I’étape n, puis a I'étape n + 1, ce qui donne

(2T T k) - R )

— (O{(kjn)|vun—i-1|27 (k,n—i-l o k,n) o R(kn+1 o k,n))7

(2 wr T = k) = R )
= (a(k”_l)wu"\z, (K"t — k") — R(k"T — k”)).
Faisons la différence des deux équations obtenues. En développant un peu, on obtient
(v(k")Vk"“ — (k" HVE", V (k" — k"))
- (fy(k;”)Vk”“ — (K" VE", VR(E" — k”))
= <a(k”)|Vu”+1\2 —a(k"H|Vu™?, Bt — k”)

o (a<kn>|vun+1|2 _ a(knfl)‘vun|27R<k,n+1 _ kn))
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Ensuite, faisons apparaitre les termes a(k") — (k") et y(k™) — v(k"!), dans D'écriture
ci-dessus. On trouve

(fy(k:”)V(k:"“ — k"), V(K — k:”))
= — (»y(k")V(Wl — k"), VR(K" — k”))
= (60 = van g i)
- ((7(1{:”) — (K1) VR, VR — k"))
+ (a(k”)(|Vu”+1|2 — [Vu"[?), k" — k”)

+ (a(k”)(|Vu"+1|2 — |[Vu"]?), R(k"™! — k"))

- ((a(k”) — a(k" )| Va2 k- k:”)

+ ((a(k") —a(k" 1) |[Vu"?, R(k" — k”)).

Comme (k™) > v, alors

V[[VE = kM < h+ L+ I3+ 1+ I + I + I, (1.33)
ol

I = (v V(" — k"), VR(K"H —k”)) :

I, = < YK VE", V(K" — )

Iy = < (K" VEY, VR(K™T —

I = (a (E")(|Vu" ™ 2 — [Va™ ), k"t — kz”) :

I; = (a (E")(|Va" 1?2 — |[Va"?), R(E"T — k:”)) ’

1= (@) = e v e - )|

1= (et knwwa<MH—WQL

Nous allons montrer que chaque intégrale I; est majorée par une quantité de la forme
suivante

V] € {17 ES) 7}’ Ij < Cj||v(kn+l - kn)HO ||V(kn - kn_l)HO‘
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1.3.2 Majoration des quantités /;, pour 1 < j <7.
Majoration de I;.

Pour I'estimation de I, nous avons besoin du Théoreme suivant, voir V.GIRAULT-P.-
A.RAVIART [39], (Corollaire 1.1, chapitre 1), et aussi P.GRISVARD [41],

Théoréme 7. Soit Q un domaine borné de R? et a frontiére lipschitzienne.
Sotent s1 > s et s > s, tels que si l'une des deux conditions suivantes est satisfaite

sitsp—s>dp-+ oo — ) ets—s>d(— 1), j=12, (1.34)
ou bien
sl—|—32—s>d(pi1+piz—%)etsj—SZd(pij—%),j:1,2, (1.35)

alors la forme bilinéaire suivante est continue

Yo WEe Q) x e (Q)d s se(Q)

(u,v) — u-v.

(1.36)

On a

)

I = ’ (W“)WW — k"), VR(K" — k"))

d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz

L < oo [V (R = E") o [IVR(E™ = K)o

< ||7||oo||v(k5wrl — k"o ||R(/€Wr1 - kn)”Hl(Q),

La relation (1.32), implique qu’il existe une constante ¢, qui ne dépend que de €, telle
que

I < el IV (™ = B0 [[675F — &7

i )
H020(F)
or R =k 4 = A 0T =t ]y
Hg(T) Hgy(T)
_ n+l _ ..n\ | n+1 n
A ) @)
donc
I < eyl V(R = E2)[[o || (! —u”) - (0" +u”) HH%(U' (1.37)
00

Comme u™ € W13t(Q)4, sa trace sur I' appartient & Wlfi%l?’?’%(lj). En appliquant le
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Théoreme 7 en dimension d = 2, et en prenant

L 2
S = — =
2729 )
1
31—57])1:27
1 ! 3+
S9=1——— = g, ona
2 3+€7p2 )

ut —uwt =ue H:(I) = W22([) = WP (T), et
i wt=v e W1—3—_L,3+6(F) = W*2P2(T).
Pour un € > 0 assez petit, on a sy > s.
La condition (1.35) du Theoréme 7 est vérifiée car
I 2+4¢

= , et
34+ 3+¢

S1+Sy—s=8=1—

donc
1 1 1
S1+8—s>2(—+——-], Ve>0
b1 D2
On a aussi
1 1
sl—s:O>2<———):O,
D1 p
1 1 2 1 ;
Sg—s=1— — == — = e
2 3+e 2 34+ 2
(1 1) 2
2l —— = | = -1,
P2 P 3+¢
donc

1 1
Sg—s>2(———-).
b2 P

Ce qui implique
H (unJrl _ un) X (un+1 + un) H

SHunJrl_unH Hun+1+unH )

1 . P .
He,(1) Wy

D’apres 'inégalité (1.37), on a

n+l _ L.n n+l _ ;n n+1 n
I < Ayl IV (K K)o [Ju u “Ho%omd““ FW s e (1.38)

1
Or, l'opérateur trace est continu de H*()? dans Hz(T"), et de X dans HE(T)? | il existe
donc une constante ¢q, qui ne dépend que du domaine {2, telle que

L L
00
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n+1l _

et comme u u” = 0 sur I'y, on a, d’apres 'inégalité de Poincaré-Friedrichs,

n+1 nH

[[u"*t —u < offu™ = u"| (o)

1
H02O (F)

< &IV —u")l,
ou C~1 = C1Cp.
De méme, I'opérateur trace est continu de W13+¢(Q)? dans Wl_?’*}rf"g“(f‘), il existe donc

une constante positive ¢z, qui ne dépend que du domaine €2, telle que

[[u" ™ + u'|| < ool [u™ !+ u"|[yrst ),

—3}r5 ’3+5(F)
<, (||u"+1||W1,3+e<md ; ||u”||W1,3+s<md),
S 2MCQ.

D’apres la relation (1.38) et les deux inégalités qui proviennent de la continuité de 1'opé-
rateur trace, il existe une constante notée encore ¢, qui ne dépend que du domaine €2, telle
que

n+l _ 1.n n+l _ _.n L n+1 n 1
I < e[yl [V (K )0 [[u ] gy I 00 ey
< e M| [V (R = EM)o [|V (0" —u™)fo.
En utilisant I'inégalité (1.29), on trouve
L < CuIVES =Bl [[V (K™ = & H)]fo, (1.39)

cCopC1eaAM ([ oo [0 oo

Oflclz

v

Majoration de I5.
On a
= (06 =) wre, v )|

on applique le Théoreme des accroissements finis a la fonction (-) entre k"' et k™,
obtient

I < wuoo(rkn—k”*r VR, [V r)

Or |k" — k"1 € H(Q) qui s’injecte de maniere continue dans L%(2), et comme la suite
(k™),, est supposée appartenir et étre bornée dans 'espace W13(2), en utﬂisant I'inégalité
de Holder on trouve

L < 11 ool K" = £ H|1o(@) [[VE" || ooy V(B = &™) lo-
D’apres la relation (1.9) et

IVE"|||Ls) < [|E"|lwrs@) < M,
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on a
L < oM ||oo|IK" = K"~ |1 o) [[ V(R = &™) fo-
Mais |k — k"1 = 0 sur [y, donc en utilisant I'inégalité de Poincaré-Friedrichs, on
écrit

I < cocy MY [|oo [V (E™ = E™)lo [[V (K" — E*)lo-
En posant Cy = coc, M ||7|]0o, on a estimation suivante

I < G|V (™1 = k)l [V (k™ = kD)o (1.40)

Majoration de I3.
On a
o= () =)y van VRE - )|
L’estimation de I3 se fait de la méme maniere que I». Rappelons que R(k" ™ —k™) € HY(Q),
et est nul sur I'y. En utilisant le Théoreme des accroissements finis, 'inégalité de Holder,

I'injection continue de H'(Q2) dans L°(€2), et I'hypothese ||k"||w1.3(q) < M, on obtient

Is < [[V]loc 1K™ = £l o IV (™) 130 IV R(E™ = K)o,
< coM |1y lloo [[E" = K" [ 1120 [IVR(E™ = E")] o,
< cocpM |17 loo [IV (K" = K" o [|R(E™ = &™) |2

comme l'opérateur R(-) est continue de HZ(T') dans H'(2), et d’apres la relation (1.32),
on a

Iy < cocyer MY [l [V (K™ = K" )[[o 1K™ = k"] 4
HZ/(T)
L opérateur trace est continu de H'(Q) dans Hz(T'), donc
Iy < cocper MY lloo IV (™ = ")l [K™ = &7l .
Encore une fois, on applique 'inégalité de Poincaré-Friedrichs & k"' — k", on trouve
Iy < cocrey MY [l IV (K™ = B0 [V (R = &™) o-

On pose Cs = cocrcz M ||y ||, alors

Iy < Cs [[V(E" = k"Dl [[V(E™ = E")lo. (1.41)
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Majoration de I,.

On a

I, = ‘(a<k,n)(|vun+l|2 _ |Vu”|2), kn-{—l _ kn>

En écrivant
|vun+1|2 - \Vu”\z _ |v(un+1 . un)| |V(lln+l 4 un)’7

et en utilisant ’hypothese (1.2), on a
I < ||Oz||oo(!V(u"Jrl —u")| V(" +u"), |F" - k”])

Comme |V(u™*! + u")| est supposée dans L3(Q2)%, I'inégalité de Hélder donne

Iy < o || [V (™ = u™) o IV (™ + u®) [ gagaya [[E"F = K" o).
< el (V" || s0ya + [[VU"[| p3(eya) [V (@™ —a®) o [|K"F — &[] 250
< ||O‘||w<||un+l|HW1’3(Q)d + HunHWLS(Q)d) HV(unH —u")|[o Han - anLG(Q)a
< 2M| o | [V (u™ = u")[[o [|" = B[ 150,
< 2Meo||al|oo [[V (0™ —u™)lo [[E"" = &"[| 1 (),

< 2Megcyllallo [V = u")[lo [[V(E" = &")]lo-
La relation (1.29), a savoir

cocpM [0

V(™ —u)[ly < ” IV (E" = &"H)]lo,
implique que
2¢5e; M| oo |0 ||
L < ——— IV (" =KDl IV (B = K)o

2c22 M?||a o
on e ¢ 288l
v

on obtient 'estimation

I < Cyl[V (k" = k"o [[V(E" = k")]fo. (1.42)
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Majoration de I5.

On a
I5 — ‘(a(kn)(|vun+l|2 _ ‘Vlln|2), R(kn+1 _ kn)) ‘

De la méme fagon que dans la majoration de I, on a
Is < 2Meocy||al ]| [V (0™ —u)[|o [[R(E™ = &™)|| 1 0)-
Les inégalités (1.29) et (1.32), entrainent que

265 M2|aflol|o/ll
5 =

IV (E" = & Do [[RE™ = £ (@),

23 en Mo e 1o
< =% I

T
v Hgp (D)

1
On utilise maintenant la continuité de 'opérateur trace de X dans Hg (') et I'inégalité
de Poincaré-Friedrichs. On obtient

2cc2enM?||a ool [0 oc
S — ) IV (" = k)oK = k{10,

2¢5¢5crM?| ||l []oo

IV(E" = E" Do IV (& = £")o-

14

2c2cccp M?||a o
En posant Cy = —~2 Mo || HOO, on a l'estimation suivante
v

I5 < G|V (k™ = k=)o [V (k™ — k7)o (1.43)

Majoration de I;.
On a
Is = ' ((a(k") —a(k™ ) [Vu"?, kT — k”) ‘

On applique le Théoreme des accroissements finis a la fonction «(-) entre k" et k"', on
trouve

s < ||a'||oo(|k" e [V, [ m).

Comme la suite (u™),, est supposée appartenir a 'espace W3(2)? et y étre bornée, alors
IVu|? € Lz(Q)%.
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On applique 'inégalité de Holder et I'injection continue de H'(§2) dans L(f2), on a

Is < || ||ool| [VU"[? 113 @ [1K" = K oo K™ = K[ s (),
< cha/HooH \|Vun||%3(9) |[k" — knilHHl(Q) an+1 - anHl(Q)7
< gl ool ™ [fy1a (e [1E" = B 1o A" = B |1

< M| oo |IK™ = K" Yoy 1" = K| 1 0
Et d’apres I'inégalité de Poincaré-Friedrichs, on trouve

Is < coep M2 || IV (K" = E" D)o [[V (£ = £")]fo.

On pose Cs = ¢z M?||o]|, et on a donc I'estimation suivante
I < Co| IV (E" = k"= H)[o [V (E" = &) |o- (1.44)
Majoration de I;.

On a
I = ’ ((a(k;") — a(k" ) [Vu A, R(E™H — k”)> '

De la méme maniere, on a
Iy < coM2|[a | 1" = K"y [|ROE™ = k)10

D’apres (1.32), I'inégalité de Poincaré-Friedrichs et la continuité de l'opérateur trace de
HY() dans Hz(T'), on peut écrire

Iy < coer Moo 6" = Bl |67 = B2y 1

< cocrM||e || 1K™ = &Ml 1K™ = K" || 0,
< cocrey M2 ||oo [[V (K" = ") [o [[V ("1 = &™) o
Soit C7 = cocrciM?||0||oo. Ainsi, la derniere inégalité devient,

I < G|V (E" = k"= D)[o [V (E™ = &™) |o- (1.45)
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Conclusion

Nous avons montré jusqu’a présent que chaque quantité I;, pour 1 < 5 < 7 est majorée
par

I < GilIV (K" = k" D)l [IV (K" = E™)]lo,

ou Cj est une constante strictement positive, ne dépendant que du domaine €2 et des
données a, v, M, v et \.

La relation (1.33), c’est a dire

VIV =k < L+ L+ s+ I+ I + I + I,

J=7

implique qu’il existe une constante ¢ = Z C};, strictement positive et ne dépend que du
j=1

domaine ) et des données «, v, M, v et A, telle que

C
[VE = EN)llo < —[IV(E" = &l fo.

Convergence

c
D’apres 'hypothese du Théoreme 6, a savoir K = — < 1, la suite (k"), est donc

v
contractante dans H'(Q), elle converge fortement dans H'(Q) vers une limite, notée k.
Concernant les suites (u”),, et (p"),, leur convergence est prouvée de la méme fagon que
dans la partie précédente.

Lemme 4. Sous les hypotheses du Théoréeme 6, nous avons
2
)\|u||F = kl‘l“

Démonstration. Vérifions que sur I'; Aju” ‘QF, la trace de la suite (Alu™[?),, converge vers
)\|11|‘2F = kZ|F.

(k™),, converge fortement vers k dans H'()). La trace étant continue de H'(2) dans
H2(T), donc k[ converge fortement vers k. dans H 3(I).
Comme k! = Alu” fr, on a aussi la convergence de )\]u”MQF vers k. dans H 2(T) fort. 1
reste a montrer que k. = )\|u|‘2r. On a

TP = Fl]3 gy < AR = KLy g+ IR = Ml

r
Montrons que le membre de droite tend vers 0 quand n tend vers 4o0.
Il est clair que le terme

[[Af™* — ]|

g 0, quand n — oo.
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Pour l'autre quantité, on a
n|2 2 n n
A" = Aul[ 3 ) < All(u® =) - (" + )]y

Utilisons le Théoreme 7, en prenant

1
= — :2
S 27p )
1
81_57]91:2’
1 —1 3+
So = 1 — , = g,
2 31 - P2 =

' —u=ue H?(F) = W%’Q(F) = WsPH(T), et
Wt fu=ve W e ’3+E(F) = W#2P2(T),

alors

N = Auf?l] 3 ) < Ml =) (w0

<A —ulff 4 u® ]

H2(T) T8 (1)’
L’opérateur trace est continue de W137¢(Q) dans Wl_ﬁ’%s(f‘), donc il existe une constante
c3, strictement positive, ne dépendant que du domaine 2 telle que
A" = Auaf?]]
H

by < A =l - o e @),

< 2MegA|ju™ — uHHz(r

La convergence forte de (u"), vers u dans H'(Q2) et la continuité de la trace de H'(£2)
dans H%(F), impliquent que la quantité

n|2 2
[|A[u"]* — Alu] ||H%(F) — 0, quand n — +o0.
Ceci acheve la preuve du Lemme 4. O

On peut conclure maintenant que la limite de la suite (u™, p", k™),, est une solution du
probleme (1.1). Ceci achéve la preuve du Théoreme de convergence 6. O

Jusqu’a maintenant nous avons montré que le schéma proposé (1.27)-(1.28), converge
vers une limite qui est solution du probleme 1.1. Il reste a voir si cette limite est la bonne
seule solution de (1.1), afin de s’assurer que notre schéma converge bien vers la solution
attendue. Pour cela nous annongons le Théoreme d’unicité suivant.
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Théoréme 8 (Unicité). Soit f € L2(Q)? et soit U = (u,p, k) une solution du probléme
(1.1).

Si U € Wh3te(Q)? x L?(Q) x W3(Q) et si v est assez grand, dans le sens ou pour
une certaine constante ¢, qui ne dépend que de ), «, v et M, la condition suivante est
satisfaite K = £ <1,
alors U = (u,p, k) est l'unique solution du probleme (1.1).

Démonstration. La preuve du Théoreme 8 se fait de la méme maniere que la preuve du
Théoreme de convergence 6.
Si on suppose qu’il existe une autre solution

U= (u,p k) € W3=(Q)? x L*(Q) x WH3(Q),
alors on a les inégalités suivantes

IV(u—a)llo < K||V(k = E)llo,
V(& = K)llo < K|[V(E—&)|lo,

1D = Pllo < K|V (k= K)o + || [ufu — [afa || .,

Comme K < 1, alors la seconde inégalité implique que k = k. On en déduit d’apres la
premiere inéquation que u = u. Enfin, la derniere inégalité prouve que p = p. O

1.3.3 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons pu approcher la solution du probleme (1.1) modélisant
I’écoulement d’un fluide turbulent stationnaire et possédant une viscosité assez grande
(océan par exemple), par une suite de solutions du schéma que nous avons proposé. Nous
avons montré que la convergence est exponentielle, puisque la suite (k™),, est une contrac-
tion. Nous avons pu aussi vérifier que pour des viscosités assez grandes, le probleme (1.1)
admet une unique solution dans I'espace W13¢(Q)? x L%(Q) x W3(Q), oti € est un réel
strictement positif.

Dans le chapitre suivant, nous traiterons le cas du couplage océan/atmosphere. Nous
tirons parti du travail fourni dans le premier chapitre, afin de généraliser les résultats
obtenus.
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Chapitre 2

Couplage de deux fluides
turbulents : océan/atmosphere

2.1 Position du probleme

Dans le chapitre précedent, nous avons étudié le cas d'un seul fluide, et nous avons
en quelque sorte considéré un modele “tres simple” de 'océan. Ce dernier est forcé par
I’atmosphere qui joue un role tres important. L’hypothese de base concernant I'interface
air-mer est I’hypothese du toit rigide, qui suppose en un certain sens que la surface de
I'océan est fixe. On notera par F) le fluide de l'océan et Fy celui de 'atmosphere, et on
supposera qu’ils sont stationnaires. Chaque fluide est défini dans un domaine §2; borné
de R?, les deux domaines sont disjoints. Nous considérons donc un systeme d’équations
modélisant ’écoulement stationnaire de ces deux fluides turbulents F} et Fy. Les équations
sont couplées par des termes non linéaires qui sont soit le coefficient de diffusion soit le
second membre. Nous proposons un schéma numérique itératif, pour lequel la convergence
est prouvée quand le quotient force/viscosité est assez petit. L’'unicité de la solution est
aussi établie sous cette condition avec I’hypothese supplémentaire que la vitesse et 1’énergie
cinétique du fluide sont assez régulieres. Le modele est décrit par le systeme d’équations
suivant (voir par exemple [10] et [9] pour plus de détails).

-V (az(kz)VuZ) + grad pi = fz dans Qi,

V-u = 0dans
—V - (i(ki)VEk) = ai(k;)|Vu,|* dans Q,

u, = Osurly, (2.1)
k; = Osurl}y,

a;(k;)On,u; — pin; + k(w; —uj)jw; —uy| = Osuwr I, 1 <i#j5 <2,
ki = Muy —uy? sur I

Dans toute la suite 'entier i appartient a {1,2}. Rappelons que toutes les quantités et

inconnues de ce systeme concernent 'océan Fi pour ¢ = 1 et 'atmosphere F, pour i = 2.

e On suppose dans toute la suite que chaque €2; est un ouvert borné convexe ou de
classe C1! de R?, de frontiere 9€); = I'; UT, ol

47
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[' = 092y N0OSs est la frontiere de glissement des deux fluides. Elle est modélisée par
une friction k. Cette partie du bord est 'interface air-mer que nous supposons fixe,
suite a 'hypothese du toit rigide. I' est de mesure strictement positive, et OI" est
une sous-variété lipschitzienne,

I'; est la frontiere de non-glissement, elle est de mesure strictement positive, et OI;
est une sous-variété lipschitzienne,

e le point générique est noté x = (x,2) dans R? et x = (5, 2) dans R3,
e le champ de vecteurs u; désigne la vitesse du fluide F; dans €2;; comme les deux

fluides sont incompressibles alors les deux vitesses sont a divergence nulle.

Les conditions aux limites sont telles que, les deux vitesses u; sont nulles sur la
frontiere de non-glissement I';, mais sur l'interface air-mer, elles sont non-nulles a
cause de la tension du vent,

e p; est la pression du fluide Fj,
o k; est Iénergie cinétique turbulente (ECT) du fluide F;. Sur la frontiere de non-

glissement, on impose des valeurs positives aux deux ECT k;, mais pour simplifier
le formalisme sans changer la structure mathématique du probleme, on les prendra
nulles. Sur la surface air-mer, on fait 'hypothese que 'ECT dépend uniquement de
la différence entre la vitesse du fluide F} et la vitesse du fluide F5,

A est une constante positive sans dimension calculée a partir de données expérimen-
tales, elle est introduite pour modéliser la génération de 'ECT a la surface,

e r; est le coefficient de friction du fluide Fj, il est constant positif et sans dimension,
e la quantité «;(k;) représente la viscosité turbulente et le terme +;(k;) représente le

coeflicient de diffusion turbulente. Nous les supposerons bornés et vérifiant

i, € WH(R) et W eR, a;(0) > v et (2.2)
() > v, (v e RY). '
On considere aussi le sous-espace de H!(€;)?, défini par
X; = {VZ' e H' ()% v; =0 sur F} )
Le systeme (2.1) admet la formulation variationnelle suivante
Trouver (w;, p;, ki) € X; x L*(;) x Wl’T’(Qi) tel que, pour tout v; € X;,
ai(ki; g, vi) + bi(vi, pi) 4 & (Jw — | (W —v;), vi)p = (£, vi)a,,
(2.3)
Vg; € L* () bi(u;, g;) =0,
et,
k‘z‘ =0 sur PZ', ]{Il = )\|111 - 11j|2 sur F, et

Vi € Wy (), Ci(kis ki, i) = (k)| Vwil?, i), - (24)
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Les formes a;(-;-,+), b;(+,-) et C;(+;-,-) sont définies par

az(kl, u;, Vi) = (az(kl)Vuz, sz)Qz = /Q ozl(kz)Vuz . VVidX7

bz'(Vqu) = —(V'quz')gi = —/ ¢V - vidx, et
Q;

Cillis ks 03) = (46 Vhi, Vo), = / () VY prdx.
Q;

La preuve de 'existence d'une solution du probleme (2.3)-(2.4) est due & R.LEWANDOWSKI
dans [47].

2.2 Schéma itératif et principaux résultats

Dans cette section, nous allons proposer un algorithme itératif non linéaire, que nous
avons associé aux formulations (2.3)-(2.4). Moyennant des conditions supplémentaires sur
la régularité de la solution et le fait de prendre des viscosités turbulentes assez grandes
dans un sens que nous allons préciser, nous donnerons des estimations a chacune des suites
(u)n, (P, et (k*),, ces estimations impliqueront des convergences fortes des suites dans
les espaces adéquats, vers une limite (u, p, k). Nous vérifierons ensuite que cette limite est
une solution du problemes (2.3)-(2.4). Enfin, et sous les mémes conditions de convergence,
nous ¢établirons un théoréme d’'unicité, qui montrera que notre schéma converge bien vers
la solution attendue.

2.2.1 Schéma itératif

On considere le schéma suivant
Trouver  (ulth, prtt k™) € X, x L2(Q) x WH' (),  tel que Vv, € X,

(o (kP)Vul+t, Vvi)Qi +0(vi, i) + k([ = uf P (up =t ) L = (6 Vi),

1 7 J
(2.5)
Vg € L* (), bi(uf q;) =0,
et,
kPt =0 sur Ty, EPE = Aupt! —uf 2 sur T
Voi € Wy (), (WE)VE, Vi) = (ca(k)IVui 7 00) g, - (2.6)

Dans [7] et [11], C. BERNARDI et AL ont considéré un schéma semblable a celui proposé
ci-dessus, la différence se trouve dans I’équation (2.5), et surtout le terme & U'interface T,

(luf —uf| (uf*' — ™), vi)r,, pour 1 <i+#j<2.
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Avant de commencer a donner les principaux résultats concernant ce schéma, nous
posons

lalloo = maz{]|ail|w, i = 1,2},

o/ [|co = maz{][|aj]|eo, i = 1,2},

Y loo = maz{||7illo, i = 1,2},

117 l|oe = maz{|17illo, @ = 1,2},
Cm = min{k;, i = 1,2},

ey = max{k;, 1 =1,2}.

Dans toute la suite, £ désignera un réel strictement positif, (et suffisamment petit).

2.2.2 Principaux résultats

Dans cette partie, nous allons montrer que le schéma (2.5)-(2.6) converge, et plus
précisément nous prouverons que le suite (k!),, est contractante, que la suite (u?),, satisfait
la relation suivante

2 2
DIVt —up)flo < KDY IVE =&l
i=1 i=1
Et enfin, grace a la condition inf-sup, nous prouverons que la suite (p"),, est de Cauchy.

Théoréme 9. Soit f; € L*(Q;)?. On suppose qu’il existe une constante M, strictement
positive telle que les suites (kI'), et (u?), vérifient,

Vn € N, u? € W) et

[ | fwaee e < M et [k lwrsqy < M.

Alors, il existe une constante c, ne dépendant que des domaines €);, de «;, de ~y;, de k; et
c

de M, telle que si K = — < 1 les suites (ul), et (kI'), convergent. En outre pour tout
v

n € N*

2 2
DIVE@ —u)llo < K NIV (E = K],
i=1

i=1

2 2
D AVET kDo < K IVE =Ko

i=1 =1

Démonstration. La preuve du Théoreme 9 se fait a ’aide de plusieurs estimations.
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2
Premiére étape : Estimation de Z V(! —ul)|]5
i=1

+

On prend v; = Lu?™' comme fonction test dans (2.5), ce qui implique
%3

1 1
;/ i (K1) | Vul ! P dx + / juftt — ()t =t dr = —/ fuldx.
i Jy r tJQy

En sommant sur ¢, on obtient

2 2
1 n n+1 n+l n+1 3 _ 1 n+1
Zﬁ—(/iazkﬂVu |dx) /|u u’ |d7_z~21;i Qif,;ui dr,

i=1 "

comme

T —uhtdr  est positif,

et d’apres 'hypothese (2.2), on trouve

v 2 1 2
_Z||Vuy+1||ggi < _Z/ fuda.
M 7 Em i1 Y

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et I'inégalité de Poincaré-Friedrichs (1.10), la
derniere relation devient

2 2
v 1

— > Va5 o, < — D Il uf o,
S Cm 37

2 2
o cpce
ceci implique que Z Va5, < CMVp Z |£5][o] [Vl o
mT=1

=1

En utilisant l'inégalité 2ab < a? + b, Va,b € R, on obtient

2 CQ 02 2
M
D_IVwrg < 5= > M (27)
i=1 m i=1
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. . 1
Ensuite, choisissons v; = — (u*!
,i.

2T —ul), et injectons-le dans (1.7) aux étapes n et n + 1.

1
La différence des deux équations ainsi obtenues est alors :

(a@vurt v )<L (o v v - )

R

(g gt ) (- wla - wu a) <o
I I

1
Donc — (ai(k’”)V(u’”l —u}), V(utt — uf))
Q

K ’

+i(<ai<kn> — oi(k ) Vg, (uf ! “”)m

Ri

(|un+1 n+1|( n+1 u;L—H) _ |u:L _ u;l|(uf _ U_;-Z), un—l—l o un) = 0.
r

Passons ensuite a la somme sur 7,

(2

#3 ((aulh) - i) VT - ) )
(|u"+1 W (g g — ug)(uf — ), (- g — (u] —u@) |
T
D’apres le Lemme 2, la quantité
(|u?+1 W~ g — g — ugl(uf — g, (- g — (u] —u;>)
T

est toujours positive, donc

2
1
y L (m (V@ — uh), V(u — u?))
K; Q

i=1
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1 1
or — > —, donc
K; Cpmr

2
3 (axk?)wu?“ W), V(! — u?))
— Q

=1

) (2.8)
#30((alb) — k) var Ve - u)) <o

i=1 Q
D’apres I'hypothese (2.2), le terme de gauche dans la relation (2.8) vérifie I'inéquation

suivante
2

> etk = ). T - )

=1

2
1 2
>3 IVt )R (29)
i i=1
Quant a celui de droite, nous utilisons le Théoreme des accroissements finis appliqué a la
fonction «;(+) et I'inégalité de Holder, ceci donne
2

Z(axk“)w, V(! — u?)) |
Q;

i=1

2
<y |ra;rroo(|k? g IV V(! — u?>|) ,
Q

=1 %

2
< e loo Y K = K s 1907 [zspe 1V (07 =)o,
i=1

grace a l'injection canonique (1.9) de H'(£2;) dans L°(©;), et aux hypotheses du Théo-
reme 9, on a
2

> (k) = (k) v, (- u?))g ,

=1

i

V(ui =)o,

2
< oMo Y IIK = K7l an)

=1

2
< o'l Meoe, Y NIV (R = k™ol V (0™ = uf)fo.
i=1

En utilisant les relations (2.8) et (2.9), et 'inégalité suivante,

YV a, b€ R, on a pour tout réel § > 0, I'inégalité suivante,

2.10
%az + 6b% > 2ab. ( )

On obtient

2 2
vy IV —u)|y < llo'llsoMeoe, Y IV (R = &7l [V (uf ™ —uf)llo
i=1

i=1

IN

2 12 2.2.2 2
v n n ||CE ||00M CoC n n—
S 2V — [+ VR - kI,
i=1 i=1

IN
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Ceci se traduit par
o112 M2c2c2 2

- Mo—wzy|v(kg_kyl>yy§. (2.11)
i=1

2
DoV —u)lfs
i=1

n

Pour montrer que la suite (u}), est convergente, il suffit donc de montrer que la suite

(k?)n est contractante, et que la suite (uf), est de Cauchy. Pour cela nous allons utiliser
le schéma numérique associé a I’énergie cinétique turbulente (2.6).

2
Deuxiéme étape : Estimation de Z [V (kP — EM)|)2
i=1

Pour cela, on choisira une fonction test ;, qui s’annule sur 0¢2;. Une fonction évidente
et qui est fréquemment utilisée est

PYi = k? o k? )
mais dans notre cas, cette fonction n’est pas forcément nulle sur tout le bord. De ce fait,

nous faisons appel a un opérateur de relevement. Soit donc R;, 'opérateur de relevement
1

harmonique sur €;. Le relevement R;7, d’une fonction n € H(T') est donné par

—AR;(n) = 0 dans
Ri(n) = 0 sur T, (2.12)
Ri(n) = n sur ;.

1
Ainsi, R; est continu de H(T') dans H'(€;). Soit cg, sa constante de continuité, et posons
cr = max{cg,; i =1,2},

vie{L2hetvne HyD), (IRl calllls o (213
00

Or k' € W3(Q;), sa trace sur I' est alors dans W33(I), qui s'injecte dans Hz(I'). Et

comme kI'|r, = 0, alors kI|r appartient a HO%O(F).

Il est donc naturel de prendre ¢; = (k™' — k) — R;(k"*! — k') comme fonction test dans
I'équation d’énergie cinétique turbulente (2.6), aux étapes n et n + 1, la différence des
deux équations obtenues, donne

(w<k?>w+l (KR V(R — k?))
Q;

- (%(k?)Vk?“ (KR VR (k0 k?))

Q;

- (CJ"'(’f?)IV11?+1I2 — a(ky )|V, kP — k?)

Q;

- (axk?)\w?“ﬁ (R VR, R (kT k?))
Q;
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25

En faisant apparaitre les termes ((7; (k") — 7i(kP")) V& et ((ou (k") — i (k1)) VI, on

déduit

AV (K — k)2 < (%(k‘?)v(k‘?“ ), V(R — k?)) _

Q;

(@xkzl)( VU V), ke k)
Q;

; (<ai<k?> — ()|, i k)

Qi

- ((%(%‘) k) VR, V(R — k?))

Q;

" ((%(k’?) () VR, VR km)

Q;

; (axk?)r(wﬁlﬁ V), Rk — k?>)

Q;

= () = cutrz ITu R - k)

- (%-(k?)wzc?“ ), VR (R — k?)) .

On a donc
V||V (kP — EiGa, < Lin+ Lo+ Lis+ Lia+ Lis+ Lig+ Liz,
ol

)

(K1) [V 2 — [ ), K — k)
Q;

9

i (k) — a (k1) |[Vul)?, Kt — k:?)
Q

i

Y

(K — (k) VR, V(i — k?))
Q

i

Y

9

(KD (Tar 12 — [Vl ), Rkt — k?>)
Q;

Y

(k) — (k1)) [Vt 2, Ry (ke —k?))
(9]

i

(v0t
(
(
L =| (k) 0w VRO - 1))
(vt
(
()

(k)W (R km,vz%xk?“—k?)) .
Q;

(2.14)
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Pour j € {1,2,...,7}, on pose I; = Z[Z-J. On a aussi

7
VZHV (kP — kM3 g, < Z (2.15)

=1

Maintenant nous allons estimer les quantités /;.

Troisieme étape : Estimation des /;
Majoration de I; On utilise I'inégalité de Holder, I'injection continue (1.9) de H' dans

LS et I'inégalité de Poincaré-Friedrichs (1.10). On a donc

Iin =

Y

(akauvw“ﬁ V), ke — k)

Q;

< HOéHoo/Q [V (uf ™ — ) [V | + (Vi )[R — k| da,

< Nlaloc] [V (! ?)HU(Hu?HHWW T Hu?HWl,w) B — K loscen,

< 2Meolalloo|[V (i — i) o] K7 = K7 (),

< 2M eyl oo [V (i = uf) o] [V (K = &) lo-

Fixons maintenant un réel ¢, strictement positif et appliquons la relation (2.10) a

(2Mcocp||a||oo||v< ?>||o)||v<k?+1 — )l

on obtient alors

40M> G| |2,
v

v n n 7'L n
Lip < S|IV(E =KD + 1V (a7 —uf)[5,
)

2
v . . 40 M?cj 2||CY||<><> n n
et donc I SS g IV (kT = KD + E V(i *! —ul)|[3.

=1

D’apres la relation (2.11), on conclut que

45M4C C4HCYH2 ||O/Hoo n— n n
L < - ZHW” kOIG+ 5Zr|w“ KDIG (2.16)

V2

40 M eyl 5[l |5

On pose C? = 5

14
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Majoration de I, On a

zm:{(mx@w—aA@P%MVuﬂ%@”l—@Q

Q;

En appliquant le Théoreme des accroissements finis a la fonction «;(-), I'inégalité de
Hélder, linjection (1.9) de H'(£2;) dans L°(€;), I'inégalité de Poincaré-Friedrichs (1.10)
et la relation (2.10), on obtient

m=(mﬂﬁ—m%ywwwﬁwﬂ—w),

Q;
SNM&OW—WHW%RM“—WO,
Q;

< [l ol VU Iz el lFT = Koy

(ki = K)o,
< collo oo [ [[fy.300 a1V (KT = KD olIRT — K720 0
< cocy M| |0/ o[ [V (R = B[V (K7 = K)o,

oM eyl |3 - 4
IV (K = K7DI6 + 511K = K71

On a donc

2
= Z I 5 <
i—1

SM*c3

QHO/HOO n nl n+1 n
ZHVk — kO + ZHk — K7|l6,

soit
2 2
L <23 ||V — kY12 + STk — k2, 217
2 < 2;” (ki — K] )Ho+5;\|z P10 (2.17)
e OMiciellef|I3 o _—
ou C5 = , ce qui acheve la majoration de I5.

14

Majoration de /3. On a

=] (k) = )T VG2 - )

Q;

De la méme fagon, on applique le Théoreme des accroissements finis a la fonction ~;(+),
'inégalité de Holder, l'injection (1.9) de H'(€;) dans L5(€);), I'inégalité de Poincaré-
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Friedrichs (1.10), et la relation (2.10), on obtient

?

=] (02) = 2k )R T = 1) )

Q;

< |w;rroo(|k? R VR [V — k?>|) |
Q;

< oo 187" = K7 | oo VE = E)o,

s

< coM |1y ook} = k7|22

(k7 = K)o,

< cocp M|V [l [V (K] = B2~V (57 = B,

dcgey M2[1' 13 - VG
< IV (! = K796+ Sl (R =BG

On a donc

2
Iis < ZHW: = kKOIG+ 5Z|\w“ KOG,

ce qui nous donne la majoration de I3,

2

I; < C3 ZHW kY12 + Z (kP —ED)[Z, (2.18)
=1 =1
5 2M2 2
avee 2 — 085 17[1%
1%

Majoration de I,. On a

I :] (mw) (k) VR, VR (R k?))

Q;

Par les mémes arguments, on applique le Théoreme des accroissements finis a la fonction
7i(+), Vinégalité de Holder, I'injection (1.9) de H'(€;) dans L°();), 'inégalité de Poincaré-
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Friedrichs (1.10), la relation (2.10