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Introduction

Suite a I’émergence de nouvelles technologies d’acquisition avec ’apparition des
fibres optiques depuis une vingtaine d’années, on dispose désormais des mesures de
température dans les puits de pétrole. Ces mesures de thermométrie sont appelées
a jouer un role majeur dans l'interprétation des diagraphies de production et dans
la caractérisation des réservoirs pétroliers.

La connaissance de la contribution de chaque réservoir dans la production to-
tale d’un puits est trés importante. Jusqu’a ce jour, cette répartition est déterminée
grace aux mesures PLT (Production Logging Tool). Il s’agit des données enregis-
trées a l'aide d’outils constitués de différents capteurs (jauge de pression, jauge de
température, densimétre, débitmétre...) et descendus au cable dans le puits. Cette
opération est faite régulierement sans recours a un équipement lourd et elle fournit
des mesures de pression et de température sur toute la hauteur du puits, ainsi que
des mesures de débits.

Une interprétation quantitative du PLT est réalisée a 1'aide de :

— Débitmeétre : on mesure d’abord la vitesse de remontée du mélange avec une
hélice. Connaissant le diamétre intérieur du puits, on en déduit le débit du
mélange.

— Densimétre : on détermine par cet outil la proportion de chacune des phases
dans le mélange. Comme on peut le voir sur la Figure 1, la proportion de
la phase lourde est calculée a partir de la densité mesurée par le densimeétre
et les densités de chaque phase données par les mesures PVT. Ces derniéres
sont effectuées dans les laboratoires & partir des échantillons de fluide prélevés
dans le puits et leur role est de déterminer les propriétés des fluides (densité,
viscosité..) en fonction de la pression et de la température.
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F1G. 1 — Interprétation du PLT : calcul des proportions des phases avec le densimétre.

Les données de pression et de température sont uniquement utilisées pour des
mesures PVT et pour des analyses qualitatives. Par exemple, la baisse de la tempé-
rature de 0.3°F observée dans la Figure 2 désigne ’entrée de 1’eau.

Or, dans le cas de production avec de trés grandes profondeurs d’eau, les tétes
des puits sont situées au fond des mers. Par conséquent, les enregistrements PLT ne
peuvent plus se faire sans un appareil de forage, opération qui s’avére trés onéreuse.
Un moyen de pallier & ce surcotit est de positionner une fibre optique sur toute la
profondeur et en permanence dans le puits. Grace a ces capteurs, il est maintenant
possible d’obtenir un profil de température continu a la fois sur la hauteur du puits
et dans le temps. Ne disposant cette fois-ci que des mesures de température, on
voudrait les interpréter a travers un logiciel.

Les champs d’application ne semblent pas manquer : connaissant un historique
de débit en surface et un historique de température dans le puits, on peut envisa-
ger de développer de nouvelles approches afin de déterminer la température initiale
(avant forage) du réservoir et la répartition des débits par couche.



INTRODUCTION 3

Entrée d’eau
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F1G. 2 — Interprétation du PLT : détection d'une entrée d’eau.

Pouvant se formuler en terme de problémes inverses, la résolution de ces pro-
blémes passe dans un premier temps par ’écriture du probléme direct associé. Ce
dernier consiste a décrire le comportement d’un fluide circulant dans un réservoir
(milieu poreux) et dans un puits et ce, tant d’'un point de vue thermique que dyna-
mique.

La plupart des logiciels commerciaux dédiés a la modélisation des puits et des
réservoirs sont isothermes. D’autres négligent certains phénomeénes physiques tels
la décompression du fluide (effet Joules-Thomson) et la friction dans la formation
(disspation visqueuse), pourtant assez importants dés que l'on souhaite interpréter
de faibles variations de température (de l'ordre de quelques dixiémes de degré).

A partir de ces constatations s’est initié le projet MOdélisation des THERmo-
métries MOTHER (collaboration entre I'entreprise TOTAL, la société KAPPA en-
gineering et le Laboratoire de Mathématiques Appliquées a I’Université de Pau).
Le but final est de disposer d'un simulateur industriel décrivant 1’écoulement d’un
fluide dans le réservoir et dans le puits, afin de pouvoir interpréter les mesures de
température.

Une approche décrivant ’écoulement radial d’'un fluide monophasique et modé-
lisant le puits et le réservoir séparément a fait ’objet d’une premiére thése dans le
cadre du projet MOTHER (voir [21]).

Cette these représente la suite de ce projet. La premiére partie est consacrée
au couplage des modeéles puits et réservoir introduits précédemment dans [21], ce
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qui nous permet de prendre en compte les phénomeénes de refroidissement et de
rechauffement que subit le fluide avant de quitter le réservoir. La deuxiéme partie
est dédiée a ’extension du modéle réservoir au cas des fluides multi-phasiques, tout
en prenant en compte d'une maniére fine la thermodynamique.

La société KAPPA engineering (www.kappaeng.com) est chargée de reécrire les
codes développés et validés dans les deux théses sous la forme d’un logiciel industriel

(Rubis).

Détaillons & présent 'organisation de la thése.

La premiére partie est constituée de trois chapitres. Dans le Chapitre 1, on rap-
pelle le modéle réservoir déja analysé (Cf. [1], [21]). On reprend dans le Chapitre
2 la modélisation physique du puits introduit dans (Cf. [21]). On développe une
nouvelle variante quasi 1D, qui différe de la précédente notamment par le calcul
des vitesses et qui permet une prise en compte naturelle des conditions de raccord
aux perforations. Enfin, on s’intéresse dans le Chapitre 3 au couplage de ces deux
derniers modéles.

La modélisation du réservoir présentée au Chapitre 1 a conduit au développe-
ment d'un modeéle 2D axisymétrique basé sur I’équation de Darcy-Forchheimer cou-
plée avec une équation d’énergie non standard, incluant notamment l’effet Joule-
Thomson et la dissipation visqueuse. La discrétisation en temps est faite a 'aide
d’un schéma d’Euler implicite. A chaque pas de temps, on se raméne & la résolution
d’un systéme linéarisé dont les inconnues sont la pression p, le flux massique G = pv
(avec v la vitesse de Darcy), la température T et le flux de chaleur q = AV T (avec
A la conductivité thermique). La densité p est mise a jour en vérifiant 1’équation
d’état cubique de Peng-Robinson. Pour la discrétisation en espace, on approche les
flux a l'aide des éléments finis de Raviart-Thomas (RTp) et les variables scalaires
par des fonctions constantes par maille. Le schéma a été validé d’un point de vue
physique, théorique et numérique. (Cf. [1], [21]).

Le puits étudié au Chapitre 2 est décrit par un modéle 2D couplant classiquement
les équations de Navier-Stokes compressibles avec un bilan d’énergie. On s’intéresse
a la dérivation d’'une approximation conforme quasi 1D, qui prend en compte la
direction privilégiée de ’écoulement. On introduit deux nouvelles variables conser-
vatives G et q, qui permettront par ailleurs un couplage naturel avec le réservoir. A
chaque pas de temps, on résout un systéme non-linéaire d’équations découplées, en
introduisant une méthode de point fixe autour de la densité. Plus précisément, pour
un p donné on calcule le flux massique a I'aide d’une formulation de Petrov-Galerkin,
puis la vitesse et la pression en résolvant un systéme de quasi-Stokes. Enfin, on dé-
termine le flux de chaleur et la température a partir de I’équation d’énergie. On

remet a jour la densité grace & un module thermodynamique et on itére. Concer-
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nant la discrétisation spatiale, on utilise un maillage particulier avec une seule maille
dans la direction radiale. On approche les flux par des éléments finis de type RTj,
la pression et la température par des éléments finis constants par maille et enfin les
composantes verticale et horizontale de la vitesse par des fonctions Q.

Le Chapitre & est dédié au couplage de ces deux modeéles. D’un point de vue
mathématique, il s’agit d'un couplage de type Darcy-Forchheimer et Navier-Stokes
compressible. On pourra d’abord noter quelques difficultés essentielles qui différen-
cient notre couplage de ceux actuellement considérés dans la littérature. En effet,
nos modeéles réservoir et puits n’ont pas les mémes dimensions ni le méme nombre
d’inconnues. De plus, la densité n’est pas constante dans les deux domaines. Enfin,
I’aspect énergétique est considéré ici d’'une maniére trés fine, tandis que la plupart
de travaux sur le couplage Darcy-Stokes le négligent.

Le couplage est réalisé en imposant des conditions de transmission a l'interface
entre le puits et le réservoir. On introduit deux multiplicateurs de Lagrange 6 et u
et on dualise la continuité de la température et des forces normales & l'interface. A
chaque pas de temps, on aboutit a une formulation variationnelle mixte du probléme
couplé ayant un opérateur de la forme suivante :

A T A B
{j O} avecA:[BT —C}

Du fait que les formes bilinéaires A(-,-) et C(+,-) sont ni définies positives ni symé-
triques et que les fonctions-test ne se trouvent pas dans le méme espace que les
inconnues, notre formulation mixte est non standard. On montre que 'opérateur A
est injectif en utilisant le théoréeme de Babuska, ce qui assure 'unicité de la solu-
tion. A ce stade, on n’a pas pu établir directement une deuxiéme condition inf-sup
assurant ’existence de la solution. Cependant, nous avons montré cette existence a
I’aide d’une méthode de Galerkin basée sur 'approximation éléments finis du pro-
bléme variationnel.

Afin de prendre en compte les données collectées sur le terrain et de pouvoir
imposer un débit a la sortie du puits, une résolution globale du probléme couplé
est envisagée. Concernant la discrétisation spatiale, on reprend les approximations
éléments finis déja utilisées pour les modéles puits et réservoir. On approche les
multiplicateurs de Lagrange par des fonctions constantes par aréte et on traite les
termes convectifs par le biais d’un schéma décentré. On montre que le probléme dis-
cret est bien posé et on valide le schéma par des tests numériques avec des données
réelles. Plus précisément, on étudie le comportement de la solution en fonction du
raffinement du maillage et on compare les résultats avec ceux obtenus par les codes
réservoir et puits séparément.

Cette partie a fait I'objet d’un poster (Cf. [3]), de plusieurs communications
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orales (Cf. [4] - [7] pour la modélisation, I'approche théorique et I'implémentation
numérique) ainsi que d’un article [10] parue dans International Journal for Nume-
rical Methods in Fluids et d’un autre [11]| accepté dans SIAM Journal of Scientific
Computing.

Dans la deuxiéme partie de la these, on étend notre étude au cas d’un fluide multi-
phasique (gaz, huile, eau), multi-composant dans un milieu poreux. Notons que le
modele black-oil généralisé (qui modélise I’écoulement d’un composant hydrocarbure
lourd, d’'un autre leger et de 'eau) constitue en fait un cas particulier de notre
modéle.

Compte tenu de la complexité du systéme a résoudre et en cohérence avec notre
modélisation physique, nous avons décidé d’intégrer dans le code GPRS (General
Purpose Reservoir Simulation) isotherme, développé a 1’Université de Stanford, une
équation d’énergie adéquate et le module thermodynamique correspondant.

La deuxiéme partie contient trois chapitres.

On s’intéresse dans le Chapitre 1 a la modélisation d’un fluide pétrolier multi-
phasique (trois phases), multi-composant (n. composants) circulant dans un réser-
voir. L’écoulement est régi par les équations de conservation de la masse pour chaque
composant et une équation de conservation d’énergie, couplées avec la loi de Darcy
généralisée appliquée a chacune des phases. On considére ici comme pour le cas mo-
nophasique, un bilan d’énergie exhaustif incluant les effets de dissipation visqueuse
et de compressibilité.

Le comportement des phases est géré par les relations d’équilibre thermodyna-
mique décrivant les contraintes existantes sur chaque composant présent dans une
paire de phases. En outre, d’autres contraintes linéaires doivent aussi étre satisfaites :
la somme des saturations des phases est égale a 1, la somme des fractions molaires
des composants de chacune des phases est égale a 1, plus deux contraintes sur les
pressions capillaires huile-eau et gaz-huile.

L’ensemble des propriétés thermodynamiques des fluides et les équilibres des
phases sont calculés par I’équation d’état de Peng-Robinson. Plus précisément, d'une
part on calcule analytiquement les expressions ainsi que les derivées partielles des
caractéristiques des fluides (densité, enthalpie, viscosité, fugacité..), tant a l'état
liquide que gazeux. D’autre part, on détermine a partir de la pression, de la tempé-
rature et de la composition globale du mélange, les compositions des phases liquide
et vapeur coexistantes; ce type de calcul est appelé calcul de flash.

Le Chapitre 2 est quant & lui dédié a la résolution numérique du systéme. Tout
d’abord, on élimine deux pressions, une saturation et deux fractions molaires avec
les relations linéaires. On applique ensuite la régle de phase de Gibbs (Cf. [12]) avec
laquelle on obtient le nombre de variables appelées primaires (égal a n. + 1), fixant
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I’état thermodynamique du systéme. Dans notre approche, les équations primaires
choisies sont celles de conservation de la masse et de I’énergie. Les variables primaires
associées sont la pression de la phase gaz, la température, les saturations des phases
gaz et huile et les fractions molaires de (n. — 3) composants hydrocarbures dans la
phase gaz. Or, cet ensemble d’inconnues n’est pas fixe. Il varie avec ’apparition et
la disparition des phases hydrocarbures dans les différentes cellules. Il sera réduit a
la pression et la saturation de la phase hydrocarbure existante, la température et
(n. — 2) fractions molaires lors de la disparition d’une phase hydrocarbure.

Le probléme est ensuite semi-discrétisé en temps a ’aide d’un schéma d’Euler
implicite et la méthode de volumes finis est utilisée pour la discrétisation en espace.
A chaque pas de temps, le systéme non-linéaire obtenu est résolu par la méthode de
Newton-Raphson afin de calculer les variables primaires. Les variables secondaires
(variables restantes) sont calculées explicitement grace aux relations d’équilibre ther-
modynamique.

Enfin, des tests validant ce schéma sont détaillés dans le Chapitre 3. On teste
d’abord I'implémentation de la température dans le code GPRS isotherme en com-
parant les résultats obtenus dans les deux cas. On étudie ensuite le comportement
de la solution au cours du temps vis-a-vis des conditions aux limites imposées.

Cette partie a été présentée dans [8] et dans [9].

F1G. 3 — Injection de vapeur d’eau.

Comme perspectives a ce travail, plusieurs pistes existent.
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Concernant le modéle multi-phasique dans le réservoir, on pense étendre son
champ d’application a l'injection de vapeur. On fait appel & ce principe lorsque I'on
souhaite diminuer par la chaleur la viscosité du fluide afin de faciliter sa migration
dans les roches poreuses. La vapeur est injectée dans un puits horizontal créant
dans le réservoir une chambre de vapeur. Par conséquent, le fluide trés visqueux aux
abords se réchauffe et s’écoule vers le puits producteur, comme on peut le voir sur
la Figure 3.

Par ailleurs, la plupart des simulateurs puits sont de type Blackoil. Ceux-ci, in-
capables de prédire la distribution de pression lorsque le comportement des phases
du fluide mobile est complexe, ne prennent pas en compte non plus les évolutions
de température que subit le fluide avant de quitter le réservoir. Il serait donc inté-
ressant, comme pour le cas monophasique, de développer un modéle multi-phasique
thermique dans le puits et de le coupler avec le modéle réservoir.

L’étape finale sera d’intégrer les codes développés dans une approche visant a
résoudre les problémes inverses (détermination de la température initiale dans le ré-
servoir et la répartition des débits par couche). Il s’agira de développer une technique
permettant de caler de maniére automatique des données directement enregistrées
sur des puits.



Premiére partie

Couplage Reservoir Puits
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Chapitre 1

Modéle Réservoilr

On rappelle dans ce chapitre le modéle réservoir axisymétrique introduit, analysé
et validé dans [21] et [1]. Pour la clarté du document, on présente uniquement le
probléme physique a modéliser et on écrit briévement le probléme semi-discrétisé
linéarisé, ainsi que sa discrétisation spatiale.

Avant de poursuivre, introduisons quelques notations (valables dans les Chapitres
1-3). Pour un domaine w de R", on note L?(w) l'ensemble des fonctions de carré
intégrables pour la mesure de Lebesgue sur w et on pose :

H' (w) ={ue L*(w); Vue (L?(w))"},
H (div,w) = {u € (L* (w))"; divu € L* (w)},
H (div,w) = (H (div,w))", L2 (w)=(L*w))".

Pour I' C Ow, on a employé la notation (-,-)r pour désigner le produit de dualité
entre H~/2(T) et Hé({Q(F). On rappelle que Héf(F) est I’espace des traces sur I' des
fonctions de H'(w) nulles sur dw \ T'. La lettre ¢ désigne toute constante positive
indépendante de la discrétisation en temps et en espace.

1.1 Modélisation physique

On est intéressé par le comportement d’un fluide monophasique compressible (huile,
eau ou gaz) circulant dans un réservoir pétrolier adjacent & un puits, et ce tant d’un
point de vue thermique que dynamique.

On représente dans la Figure 1.1 un puits, délimité par le tubage et entouré par une
couche de ciment puis par le réservoir.

Les échanges entre le puits et le réservoir se font a travers les perforations. Le réser-

voir est assimilé a un milieu poreux divisé en différentes couches géologiques pou-
vant avoir des pendages differents, et qui ont des caractéristiques physiques propres,

12
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Eponte

Couche imperméable

Couche perméable

-—
-—
-
-— - -

N

Couche imperméable

-
> <— Couche perméable
-

Eponte

|
N
Perforation — | (
N

F1G. 1.1 — Géométrie d'un puits entouré par un réservoir

n’évoluant pas au cours du temps. Ainsi, chaque couche est constituée d’une roche
de porosité ¢, caractérisée par une perméabilité horizontale et verticale et saturée
d’un fluide mobile unique monophasique et d’eau immobile.

L’écoulement est régi par I’équation de Darcy-Forchheimer couplée avec une
équation de conservation d’énergie exhaustive, incluant les effets de dissipation vis-
queuse et de compressibilité.

Conservation de la masse

En introduisant comme variable conservative le flux massique G = pu, ’équation
de conservation de la masse s’écrit sous la forme :

dp N
qﬁa +divG =0

ol ¢ est la porosité du milieu supposée stationnaire, p la masse volumique du fluide
et u la vitesse de Darcy.

Conservation de la quantité de mouvement

Du fait des vitesses importantes de filtration aux abords du puits (notamment des
puits & gaz), on est amené & introduire dans ’équation classique de Darcy un terme
quadratique en vitesse qui tient compte des pertes d’énergie cinétique. Ainsi, on
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obtient I'équation suivante dite de Darcy-Forchheimer (Cf. [28]) :
p(WK™'G + F|G|G) + Vp = —pg

avec :
viscosité dynamique du fluide,
tenseur des perméabilités du milieu,
coef ficient de Forchheimer,
accélération de la gravité.

0] dj|x7;

Conservation de 1’énergie

On écrit I'équation décrivant I’évolution de la température qui tient compte, en plus
des phénomeénes conductifs et diffusifs, des effets dus a la compressibilité (Joule-
Thomson) et des pertes d’énergie dues a la friction dans la formation.

On aboutit ainsi au bilan d’énergie suivant :

oT . 0 _
(pc)*a +p H(pe) ;G - VT — divg — qbﬁTa—f —p ' (BT-1)G-Vp=0

avec :
I} coef ficient de dilatation isobare,
(pc)«  capacité thermique équivalente de la matrice poreuse saturée,
(pc)s  capacité thermique du fluide.

Le vecteur q représente le flux de chaleur :

q=\VT
ol A est la conductivité thermique équivalente et T' la température.
Equation d’état

On ferme le systéme en considérant I’équation d’état cubique de Peng-Robinson
(Cf. [42]) que l'on peut mettre sous la forme :

p = p(p, T).

Du fait de la géométrie du domaine considéré (un réservoir entourant un puits
cylindrique), le modéle est ensuite écrit sous les hypothéses d’axisymétrie.

En coordonnées cylindriques, le réservoir est décrit par le domaine :

Ql = {(r7 Z) 3 R <r< Roo , 2 € [Zminyzmax]}
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ol R est le rayon du puits, R, le rayon du réservoir.

Notre probléme s’écrit finalement sous la forme 2D axisymétrique suivante (voir [25]
pour les détails du calcul) :

(12 + div(rG) =0
p " (WK'G + F|G|G) + Vp = —pg
1q—VT=0

r(pc). ZE+rp~H(pc)yG - VT — div(rq) — r¢3T % —rp H(BT—1)G-Vp=0

L p=0p(p, T)
(1.1)

L1 . t .
ou désormais V = (%, %) et divv =V - v.
C’est un systéme couplé, non-linéaire, dont les inconnues sont G, q, p, T et p.

Pour que le probléme soit bien posé, on lui adjoint des conditions initiales et des
conditions aux limites.

A ce stade, on suppose que les variables p et T satisfont les conditions initilales
suivantes :

p(x,0) = po(x) et T(x,0)= Ty(x).

Plus précisément, la pression et la température suivent respectivement les gradients
hydrostatique et géothermique. La densité est ensuite initialisée avec la loi d’état
cubique de Peng-Robinson.

Afin de définir les conditions aux limites, on divise la frontiére du réservoir en cinq
parties, comme le montre la Figure 1.2.

Les conditions aux limites portent d’une part sur G ou sur sa variable duale p, et
d’autre part sur q ou sur sa variable duale T.

En ce qui concerne le flux massique, une condition d’imperméabilité G -n = 0
est imposée sur YTq, T3 et T4. Sur la paroi extérieure Yo et sur l'interface avec le
puits X, la composante normale du flux massique G - n = G* ou la pression p = p*
peuvent étre imposées.
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T

T, : sommet du réservoir
T, : facade extérieure du réservoir

: fond du réservoir

: frontiére commune avec le puits

> : perforations, interface avec le puits

Fic. 1.2 — Frontiéres du domaine

Pour ce qui est de la température, le gradient géothermique est imposé sur T,
et T3, un flux nul sur T, alors qu’une température 7'= T" ou une condition de flux
nul q - n = 0 peuvent étre retenues sur Yy et sur 3.

Pour la suite, on note Y,, T7, T¢ et T, respectivement les frontiéres ot une
pression p*, une température 7*, un flux massique normal G* et un flux de chaleur
normal ¢* sont imposés.

Ainsi, la frontiére de notre domaine 2; se décompose en :

o =TeUY,=T,UT7, TeNT,=0, T,NTr=10.

1.2 Discrétisation en temps

La densité est une fonction de la pression et de la température ; on remplace alors
dans notre systéme les dérivées de p par celles de la pression et de la température
(voir |21]). On a :

9 _ .\, 20 5,07
ot~ Mo T PP
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avec y = % (g—g)T le coefficient de compressibilité isotherme et 3 = _/l) (g_p)p celui

de dilatation isobare.

Le probléme écrit en coordonnées cylindriques (1.1) est ensuite semi-discrétisé en ap-
pliquant le schéma d’Euler implicite. Aprés une phase d’initialisation, on se raméne
a résoudre a chaque pas de temps le probléme linéarisé suivant :

( IMG +Vp=—p""g

ﬁq—VT:O
(1.2)
rip—r&T+divG =rtp"t —r 21!

r& T+ kG 1. VT— r%p +IG" . Vp — divg = 7’% ™t — ritp"_l

\ A

oua, b, d, k, l et f désignent des coefficients thermodynamiques calculés au temps
précédent, définis comme suit :

a = ¢pn—1xn—l b= ¢pn—lﬁn—l
- n—1 - (P@?il
d = (pc); k= —n=1
_pan—1gn—1
= — f=op T L

Le tenseur M donné par :

_ L n—lg-—1 E n—1

est borné et défini positif tandis que la conductivité thermique satisfait :
A >A> N> 0.

Afin d’étudier le probléme (1.2), on I’écrit sous forme variationnelle mixte.
On note alors par V = (G, q) les inconnues vectorielles et par s = (p,T") les incon-
nues scalaires et on définit les espaces :

L2 (Ql) =172 (Ql) x L? (Ql) s
H(diU,Ql) = H(dlU,Ql) X H(div,Ql),
H°(div, ;) = {V = (G,q) € H(div,©;); G-n=0 sur Yg, q-n=0 sur YT,},

H*(div,) = {V = (G,q) € H(div,;); G- n=G" on Tg, q-n=¢q" on T,}.
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En multipliant par les fonctions-tests correspondantes et en intégrant par parties,
on obtient la formulation variationnelle :

Trouver (V,s) € H*(div, Q) x L (Qy)
AV, V') + B(s, V') = Fy(V') YV e HO(div, )  (1.3)
B(s', V) — C(s,s') —aD(s,s') = F5(s') Vs e€L*(O)

ou :
AV, V') = le MG - G/dz + fﬂl Lqq'dz,

B(s, V') = — le pdivG'dr + le Tdivq'dzx,

C(s,s) = le rapp'de — le r2Tp'ds + le rLTT dv — le TépT’dl’,
D(s,s) = [, kG" - VTT'dx + [, IG"™" - VpT"dz,

F(V) =~ [o r" g Glde— <G n,p" >s0, + <q -0, T >pq,,

Fy(s') = le £ (ap™ ! =0T pldx + le = (dTt = fprt) T'da,

et avec le paramétre o égal & 1 pour le probléme complet avec convection, respecti-
vement 0 pour le probléme sans convection.

. L. . - _1 1
La notation < .,. >gq, désigne le produit de dualité entre H2(9€;) et Hz(0).

En additionnant les équations, le probléme (1.3) peut s’écrire sous la forme :

Trouver z; € Xy

Ai(z1, 7)) = Fi(2) Vo € X7

ouxy = (V,s) et :

A B | P
A= pr —C—aD]’ fl_{FJ‘

Ci-dessus, on a utilisé les espaces :
Xy = H(div, ) x L (),
X? :H0<diU,Ql) X L2 (Ql), Xik :H*(dZ’U,Ql> X L2 (Ql>

Pour o = 0, le probléme admet une solution unique, moyennant des hypothéses
non restrictives sur les coefficients thermodynamiques, dans la mesure ou elles sont
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vérifiées en pratique par les données expérimentales. La démonstration fait appel
a une extension du théoréme de Babuska-Brezzi (Cf. [46]) aux problémes mixtes
d’opérateur A, ot A est positive, symétrique et elliptique sur Ker B, C' est posi-
tive mais non-symétrique alors que B satisfait une condition inf-sup classique.

En considérant les termes convectifs comme une perturbation compacte de I'iden-
tité et en faisant appel a 'alternative de Fredholm, on montre que le probléme
complet avec convection (v = 1) est bien posé aprés avoir précisé un résultat de
régularité sur la solution. On renvoie a [1] pour les details des preuves.

1.3 Approximation par éléments finis

On construit une famille réguliére de triangulations (7,})s~¢ du domaine €,
chaque triangulation étant formée de triangles. On utilise I’élément fini de Raviart-
Thomas de plus bas degré pour approcher les flux et des fonctions F, pour les
inconnues scalaires. Les termes convectifs sont traités par décentrage.

On considére les espaces de dimension finie suivants :

My ={pe L*(); p/r€ P, VT €T},
Ny, = {G € H(div,) ; G/r € RT,, VT €T;'}.

On rappelle que P, est l'espace des fonctions constantes et RTj est 'espace de
Raviart-Thomas de plus bas degré,

- ar +b
wt {71 atecx),

Nip = Nip X Nip, My, = My, x My,

On introduit aussi les espaces :

On pose alors :

NY, = Ny, N H(div, Qy),
n={(G,q9 €Ny ; G- n=1,(G") sur Y, q-n=1,(¢") sur YT,},

ou I,(G*) et I,(¢*) sont des approximations constantes par aréte de G* sur Y¢ et
de ¢* sur T, respectivement.

On est amené ainsi a résoudre le probléme mixte discret suivant :

Trouver zy, € X7,

Alh(xlhaxllh) = Flh(mllh)7 vxllh S X?h?
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N * * 0o _ 0 .

| A B | Fun
A =1 pr —O—aDh}’ fl_{FQh]‘

Il est utile de noter que Fip(.) et Fy,(.) sont obtenus & partir de Fi(.) et Fy(.) en
remplacant G"~1, p"~1 p"1 T"7! respectivement par Gyt pp~t prtt Tl
Par ailleurs, le terme convectif D du probléme continu est approché par D), a I'aide
d’un schéma décentré tenant compte du sens de 1'écoulement (Cf. [1]).

Il a été montré dans [1| que ce probléme est bien posé pour :

n—1
1 Gy e
- 2 )

At hl,min

avec hq min = Minpcr1 hy, hy diamétre du triangle 7.
/7 ’ . h , ’, . ’, ’ . , . . bl .

Le schéma numérique a été implémenté et validé aussi bien d'un point de vue nu-
mérique (convergence en mailage, ordre de l’erreur) que physique (comparaison avec
des solutions analytiques et des données enregistrées sur le terrain). On renvoie a
[21] pour plus de détails.



Chapitre 2

Modéle Puits

Ce chapitre est consacré a 1’étude d’un modéle puits 2D axisymétrique, basé
sur les équations classiques de conservation de la masse, de Navier-Stokes et de
conservation de I'énergie.

La discrétisation en temps conduit, a chaque pas de temps, a résoudre un pro-
bléme non-linéaire dont les équations sont découplées et dont les inconnues sont le
flux massique G = pu, la vitesse u, la pression p, la température 7’ le flux de chaleur
q = AV T et la densité p.

On modélise un domaine de plusieurs centaines de métres de hauteur pour un
diamétre n’excédant pas quelques centimétres. L’écoulement est donc essentielle-
ment vertical dans I'ensemble du puits. Afin de prendre en compte cette géometrie
particuliere et le sens privilégié de I’écoulement, on dérive un modeéle quasi 1D, en
explicitant la dépendance en r des inconnues et en intégrant dans la direction ra-
diale. Ainsi, on ne gére pas des calculs 2D cotiteux dans le puits et on évite toute
instabilité numérique dte au maillage 2D.

Une premiére approche a été développée dans [21] et a abouti & un modéle
bien posé qui a été validé par des essais numériques. Une méthode de point fixe
autour de la densité a été appliquée pour résoudre le probléeme non-linéaire. Une
fois G = (G, G.) calculé, 'idée consiste a déterminer complétement la composante
radiale u, de la vitesse u = (u,, u,) a partir de G, grace a la relation u, = % sur
les perforations et aux conditions limites. On néglige donc 1’équation du moment
correspondante et on résout ensuite un probléme de quasi-Stokes pour (u., p) et une
formulation mixte pour (q, 7).

Afin de coupler le modéle puits avec le modéle réservoir, on utilisera ici un modéle
1.5D de puits différent. Plus précisément, on détermine les deux composantes de la
vitesse u, et u, en utilisant les équations de Navier-Stokes. On remplace cette fois-ci,
la condition aux limites sur les perforations qui porte sur la vitesse radiale par une
autre sur les forces normales. Cette derniére a l'avantage de faire apparaitre une
condition de transmission naturelle & l'interface liant ainsi les équations du puits

21
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avec celles de réservoir.
On montre alors que ce modéle appelé 1.5D conservatif, est bien posé tant au
niveau continu que discret.

2.1 Modélisation physique

On s’intéresse a la modélisation de I’écoulement d'un fluide monophasique com-
pressible circulant dans un puits pétrolier de rayon vertical R. Ce puits peut at-
teindre plusieurs centaines de métres de hauteur, notamment lorsque I’on considére
des puits en eau profonde, pour un diamétre ne dépassant pas quelques centimétres.

En coordonnées cartésiennes, le puits peut étre défini par :

92:{(%%2) c0<a’+y <R, zEI:[zl,zz]}.

Les équations décrivant cet écoulement sont 1’équation de conservation de la
masse :

dp . -
a5 + div(pu) =0

et les équations de type Navier-Stokes suivantes :

0
a(pu) + div(pu ® u) = —Vp + divt + pg + F

ou

2
T=pu|(Vu+ Vu’) - g(dwu)l

et F est un terme source qui prend en compte les effets de friction au niveau de la pa-
roi du puits. On utilise généralement des corrélations empiriques pour le modéliser ;
on prend :

F = —kpluju

ol x est un coefficient positif dépendant du diameétre du puits.
Par ailleurs, ’équation de 1’énergie se traduit par :

%(pE) + div((pE + p)u) = div(ru) + div(AVT) + pg - u

ou K =rc¢, T+ % est I'énergie totale, c, la chaleur spécifique, u la viscosité et A la
conductivité thermique.
Enfin, comme pour le réservoir, on ferme le systéme par ’équation d’état de Peng-

Robinson :

p=rp(pT).
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Les inconnues du probléme sont la pression p, la vitesse u, la température T et la
densité p. Pour qu’il soit bien posé, on lui adjoint des conditions initiales sur p, pu,
pE et des conditions aux limites qui seront précisées ultérieurement.

Comme auparavant pour le réservoir, on travaille désormais sous les hypothéses
d’axisymétrie. En coordonnées cylindriques (r, z), le puits est défini par :

Qo ={(r,2); 0<r <R, zel}.

Les inconnues sont supposées étre indépendantes de 6 et on néglige la vitesse angu-
laire ug.

Ainsi, on peut écrire notre probléme sous la forme suivante (Cf. [25] pour les détails
du calcul) :

0
—(rp) +V - (rpu) =0 (2.1)
ot
D (rpu,) + V - (ru.pu) + ra—f — 2 (r7py) — Z(r7ar) + 70 + replaju, = 0
b A _ 22
ot puz) +V. (ruzpu) + Ly or (TTrz> 9z (TTzz) +rpg + Tﬁp’u’uz =0

%(rpE) + V- (r(pE+pu)—V-(rru) — V- (rAVT) + rpgu, =0 (2.3)

p=p(p,T) (24)
o 0

ot désormais V = (£,5)", u = (u,u;) et les composantes du tenseur 7 sont
données par (Cf. par exemple [24], [36]) :

—9 dur _2 lg( )4_% — — Ou, +auT
Trr =g T 3R\ G 9z ) T T T T R Ty, 0z )’
—9 Ou, 2 12( )+% _9 ur 2 12( )+%
T T A T3\ e 5z ) T T AT TR G 0z )

On suppose dans la suite que :

p1 > p(z) > po>0p.p.surXet Ay > A > Ao >0 p.p. dans .

2.2 Discrétisation en temps

Dans cette section, on propose une discrétisation en temps basée sur le schéma
d’Euler implicite. Ensuite, on prend en compte la direction essentiellement verticale
de I’écoulement et on dérive une approximation 1.5D du modéle semi-discrétisé,
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en explicitant la dépendance des inconnues par rapport a la coordonnée radiale r.
Enfin, on montre que le modéle en vitesse, pression, température ainsi obtenu est
bien posé.

On commence par introduire les variables conservatives

G = pu, q=\VT

ou G est le flux massique et q le flux de chaleur.

On discrétise en temps le systéme (2.1)-(2.4) comme suit :

3

| Y.
div(rG) = —r N (2.5)

) 1, . r
div(ru) = ;(dw(rG) — ;G - Vp) (2.6)

rp +rG - Vu+rVp — div(rz) + me0e, + re|Glu = rpg + rpis,
(e, (pa; + G- VT) — div(rq)

§ =Tpcyas — i (p—‘uP;'tu"'z +G- V(|u|2)> — div(rpu) + div(rtu) +rg - G

. a=AVT.
(2.7)

A chaque pas de temps, on se raméne donc & trois problémes découplés; la non-
linéarité est traitée par une méthode de point fixe sur p. Plus précisément, pour p
donné, on calcule G a partir de I’équation (2.5), puis on déduit (u, p) du systéme
(2.6) et on détermine la température et le flux de chaleur en résolvant (2.7). Ensuite,
on met & jour la masse volumique en faisant appel & un module thermodynamique
et on itere jusqu’a obtenir la précision souhaitée.

Afin de préciser les conditions aux limites associées a ces trois systémes, on divise
la frontiére du puits comme le montre la figure (2.1).

Le flux massique est donné sur les perforations, alors qu’il satisfait une condition
d’impermeéabilité partout ailleurs sauf a la sortie du puits :

G- n=Ggsur X, G-n=0 sur I'hyUI'suUTl.

Remarque 2.1. Il est important de noter qu’on ne peut pas imposer un flur massique
G- n = Q a la sortie du puits pour ’équation de transport (2.5). En effet, les
débits QQ et Gy sont liées par une condition de compatibilité traduisant le principe
de conservation de la masse :

/ PP dx—l—/ era+/rnga:0,
0, At Iy s

et donc fF1 rQdo est completement déterminé a partir de G, a chaque pas de temps.
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F1G. 2.1 — Eléments de la frontiére du puits

En ce qui concerne la conservation des moments, les conditions aux limites
portent sur la vitesse ou sur les forces normales. Une fois G calculé, on impose
un débit G

‘n
sur 0 \ 2.

u-n=

Sur les perforations, on a a priori le choix d’imposer soit une condition de Dirichlet
(u-n= %) soit une condition de Neumann (p — 7n - n = py,). Mieux adaptée au
couplage avec le réservoir, on retient dans la suite cette derniére.

De plus, une condition de Neumann 7n - t = 0 est choisie sur I'y, sur le fond I'y
et sur la paroi latérale non perforée I', alors qu’on impose u-t = 0 sur X. Sur 'axe
de symétrie 'y, on a r = 0.

En ce qui concerne 1’équation de I’énergie, on choisit d’'imposer une température
T = Ty, sur ¥ et la composante normale du flux de chaleur q - n = 0 sur le reste de
la frontiére.

Remarque 2.2. En imposant la condition u-n = % sur X, on pourrait calculer

u, en utilisant les conditions aux limites sur les axes verticauz.

La premiére équation de (2.6) avec la condition auz limites pu-n = G -n sur 0§
implique que pu = G dans tout le domaine (Cf. [2]). Par suite, la composante ra-
diale de la vitesse est complétement déterminée sans résoudre [’équation du moment
correspondante. En effet, u, vaut % sur les perforations et elle est nulle partout
ailleurs. Ce schéma a été implémenté (Cf. [21]) et validé par des essais numériques.



26 CHAPITRE 2. MODELE PUITS

Ici, vu le couplage avec le modeéle réservoir, on calcule u, et u, par les équations de
Navier-Stokes et on utilise la relation u - n = % comme une condition de trans-
mission pour le modéle couplé.

Remarque 2.3. Pour le modéle puits, le flur massique, la pression et la température
sur Y sont imposés aux perforations; les valeurs de Gy, ps et Ts sont ici calculées
par le code réservoir. Ces conditions aux limites sur X seront remplacées par des
conditions de transmission lors de la résolution de probléme couplé puits-réservoir.

2.3 Modéle 1.5D

Une discrétisation 2D basée sur I’élément fini confirme que I’écoulement dans le
puits est essentiellement vertical (Cf. [21]). Afin de tenir compte de cette direction
privilégiée, on dérive de notre modéle une approximation conforme 1.5D. Les calculs
seront ainsi allégés et des puits de plusieurs centaines de métres de hauteur pourront
étre traités. De plus, on évite toute instabilité numérique die a la géométrie du
domaine 2D.

Pour ce faire, on introduit pour les inconnues une dépendance explicite en 7 :
les flux et la vitesse sont définis par des fonctions affines en r, la pression et la
température sont supposées indépendantes de r. Compte tenu des conditions limites,
on prend :

La vitesse est donc déterminée a ’aide de deux fonctions de z (u et @), ayant pour
support les deux axes latéraux.

En intégrant par rapport a r, on obtient un modéle en la variable z uniquement, que
I’'on appelle dans la suite modéle 1.5D.

2.3.1 Etude du probléme semi-discrétisé

Afin d’étudier les trois problémes semi-discrétisés (2.5)-(2.7), on écrit une formu-
lation de Petrov-Galerkin pour (2.5) et des formulations mixtes pour les problémes
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(2.6) et (2.7). A ce propos, on introduit les espaces suivants :

W = {w: < r(2) ); w, € L*(I), w, eHl(I)} C H(div, ),

)
vV - {v _ ( %7(”@) > v= () R}; " 5.(2),
U, 0,,0, € H'(I)} € H'(),

M = {g=q(2); g L*(I)} C L*(),

munis des normes usuelles de H (div, 3), (H'(Q2))? et L?(Qy). Une simple intégra-
tion par rapport a r montre que les normes ||Wl|y .00 VI, €t [lallgq, sont
respectivement équivalentes a (||w.||,; + |w:|, ), VI, et llallo ;-

On note ) = % sur I'1, que I'on suppose constant dans la suite, et on définit :

W ={weW; w-n=0 sur[bUI3Uly et w-n=Gysur X},
W ={w e W* w-n=0sur X},

H={weW,; w-n=0 sur 00\ X},
Vi={veV;v-n=Qsurl;, v.n=0 sur[oUT3Ul etv-t=0 sur X},
Vl={veV* v-n=0sur I}

En multipliant par les fonctions-test correspondantes et en intégrant par parties,
on écrit les problémes (2.5), (2.6) et (2.7) sous les formes faibles suivantes :
Trouver G € W*

/ div(rG)xdx = —/ rp;,o xdx, Vx € M, (2.9)
QQ QQ t

Trouver ue V', pe M
m(u,v) + n(p,v) = Ili(v), VYveV° (2.10)

n(g, u) = h(qg), YgeM,
Trouverq e H, T'e M

a(lq,w) + b(T,w) = filw), VYweH (2.11)

b(S,q) — ¢(T,S)—ad(T,S) = fo(S), VSeM.
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Les formes bilinéaires sont définies comme suit (ou dz = drdz) :
V)= o, 7 (& +5|G|)u- vde + Jo, 7G - (0 Vu, +v.Vu,)dz
+ Jo, 17 (Oru + Du, ) (Dpv. + Dvp)d + %fQQ pr(d.u. — +u,) (0.0, — 50, )dx,
n(q,v) = — [qo, 74(0:v. + £7,)dx,
ala,w) = o, Fa- wi.
b(S,w) = [, Sdiv(rw)dz,
= Jo, rpcy g d
d(T,s) = fQZ r c,G- VT Sdz,

(2.12)
et les second membres sont donnés par :

= Jo, 8-+ fo, v J; Rpsv -ndo

szp (p = ~ 4G Vp) qdz,

filw) = fz RIsxw - ndo,

= Jo, (ree " = 5 (PRE 4+ G- ()
—div(r (pI — 7)u) + rg - GY) dx.

Comme pour le modéle réservoir, le parameétre « est égal & 1 pour le probléme com-
b
plet avec convection et 0 pour le probléme sans convection.

On montre dans la suite que les problémes (2.9), (2.10) et (2.11) sont bien-posés.

Pour étudier la formulation de Petrov-Galerkin (2.9), on considére un relévement
G* = < ES’YE ) de la condition de bord sur ¥, tel que G — G* € WO,

Le probléme, écrit alors sur I'espace vectoriel WY, satisfait les deux conditions inf-
sup suivantes (voir [21] pour la preuve) :

xdiv(rw)dx
Jde>0, Vx € M, sup fm )
wewo Wl a(aiv0n)

> CHXHU,Qza
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vw e WY\ {0}, sup / xdiv(rw)dz > 0.
Qo

XEM

Donc, la formulation (2.9) admet une solution unique, d’aprés la généralisation du
théoréeme de Babuska (Cf. [39]) aux problémes de la forme :

Trouver 0 € ®;

6(91,92) = f(eg) V92 € q)g.

Considérons a présent la formulation vitesse-pression (2.10) et établissons le lemme
suivant :

Lemme 2.4. Soit G € L>(Q2). Le probléme (2.10) admet une solution unique, pour
At suffisamment petit.

Démonstration. Grace au théoréme de Babuska-Brezzi, il suffit de montrer la condi-
tion inf-sup pour n(-,-) et la coercivité de m(-, ) sur Kern.

Pour la condition inf-sup, on applique 'argument de Fortin. Plus précisément, a
chaque ¢ € M, on va associer v € V° tel que :

n(q,v) = cllalga, et [Ivile, < llallog,:

Notons d’abord qu’aprés une intégration par rapport a r, on obtient :
R? 6
n(q,v)=—— /q(QGZ@ + 0.0, + =0,) dz.
6 J; R

On prend alors v, = 0, v, € H}(2) vérifiant :

/ 5 ds = — 2 / 1z et [B]5 < clP@lly,

ou P(q) = ﬁ [, q dz et on pose enfin ,(¢) = (q+ vr) dz.

Zmin

Par conséquent, on a ¢ + v, € L§(I) et 0, € Hl( ). On obtient alors :

R* = 5
(g, v) == llallos et vl < cillalor +eIP(@)llos < clldllo,

d’out la condition inf-sup désirée.
Il reste & montrer la coercivité de m(-,-) sur :

Kern:{VEVO 28UZ+8U+E =0 surl}.

bd
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On a d’abord :

m(v,v) = [o, 7 [(£ +£IG") v, + G" - Vv, | vid
b Jo [+ RG] 0 G T vade

+ Jo, 100 — 50,)2dx + 5 [ (0,0, + 0v,) da.
Une simple intégration par rapport a r prouve que les normes ||0Tvz||0792, ||52Ur||07g2
et [|0,v. |y o, sont respectivement équivalentes aux quantités : [V, — 9.y 7, [0V ;
1/2
2 A2
et (05113, + 19::113,)

Pour tout v € Kern, on obtient donc en remplacant v, par —%82@ — %8217 :

/92 r(0v, — %ET)de = % i (38(@@)2 +11(0,9,)? + 3200, az@z) dz
> e [0:0:lo g,
et
[ o sonya — 4 (R;@ iy Eomy+ o . - >) @
> e[ llg.0, + 19:v:ll50,)-
On écrit :
/ rG - Vou,.dr = / rG, O,v,v,dx +/ rG, 0,v,v,dx,
Qs 0y Qs
ou :

/ rG, 0,v,v,dr = i rG, vfda:.
Qs 4.R Qs

On majore ensuite les termes convectifs suivants a 'aide de 'inégalité de Young,
pour € > 0 quelconque :

/ rG, 0,v,v,dx
Q2

1
< 5/ prld,v,Pde + — [ rG*ldr,
Qs dpe Jo,

/ rG - Vou,v,dx
Qo

1
< 5/ pr|Vo,|*de + — [ r|G[*vidz.
Qs 4,LL€

Q2
Les inégalités précédentes conduisent a :

2 2 2
m(v,v) > (c1+c2—e)p (HaZUZHO,QQ + ||(9z?fr||o792 + HaTUZHO,QQ)

GP G?
+ o, 7 (-& + k|G| — %) vidr + [, 7 (-& + k|G| + £G, — 4;5) v2dx.
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Par conséquent, en choisissant 0 < & < ¢; + ¢z, on en déduit que m(-,-) est coercive
sur Kern si :

? G? 5
_KG|, 22 kG - G, ).
£ AIGl, 4pe AlGl 4RGT

LS max G
At 4p

ce qui termine la démonstration.

Il reste & étudier le probléme (2.11). Du fait de la présence d’un terme convectif,
I’étude se fait en deux étapes : on montre tout d’abord que le probléme sans convec-
tion (o = 0) admet une solution unique en utilisant une extension du théoréme de
Babuska-Brezzi (Cf. [14]). Ensuite, en assimilant les termes convectifs & une pertur-
bation compacte de l'identité, on applique I'alternative de Fredholm pour montrer
que le probléme global (« = 1) est bien posé sous les hypothéses suivantes (Cf. [21]) :

Ts € H°(X) avec 6 €]0,1], VX € L>(Q) et At suffisamment petit.

Finalement, afin de simplifier I’analyse du couplage avec le modéle réservoir, on
linéarise le modéle puits en remplacant, & chaque instant ", G™ par G"~! dans
les équations de Navier-Stokes et dans le bilan d’énergie. Ainsi, en sommant les
équations (2.9), (2.10) et (2.11), on obtient la formulation globale du modéle puits
1.5D :

Trouver xy € X5
(2.13)
As (9, 2h)) = Fo(ahy), Val, € Vs,

ol xg = (Gg, Uy, qa, Py, To) regroupe les inconnues du puits et appartient a :
Xo=WXxVxHxXxMx M,
tandis que la fonction-test xf, = (x, uh, g, ph, T,) appartient a :

Yo=MxVOxHx M x M.

L’espace affine X tient compte des conditions aux limites non-homogeénes sur la
frontiére et il est donné par :

X;=W"xV*"xHxM x M.

Remarque 2.5. Ce modéle puits linéarisé est bien-posé, vu que ses équations sont
découplées et que l'opérateur Ay est inversible.
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2.3.2 Approximation par éléments finis

Pour la discrétisation spatiale, on considére un maillage particulier : on prend
une seule maille rectangulaire dans la direction radiale et on utilise un maillage
régulier (7,2)5>0 dans la direction verticale. On prend donc Qy = Urer2T avec T
rectangle de largeur R et de longueur hrp.

On choisit une discrétisation par éléments finis qui soit compatible avec la dé-
pendance en r déja introduite dans (2.8).
Pour la formulation de Petrov-Galerkin (2.9), on approche G a l'aide des éléments
finis conservatifs RTy de Raviart-Thomas tandis que la fonction-test correspondante
est prise constante par maille Q. Ceci revient & prendre G, constant par sous-
intervalles de I et GG, linéaire par morceaux et continue sur I. On peut alors établir
que le probléme discret associé a (2.9) admet une solution unique (Cf. [2]).

Pour la discrétisation du probléme (2.10), on introduit les espaces :
Vo, = {VEV;vlre(Q) VT €T},
My, ={q € LQ(Qz)Q qr € Qo, VT € 7;12} C M,
Vgh = V?h N VO, V;h - V2h N V*

Ce choix d’espace de dimension finie pour v revient a définir v,., 7., v, par des fonc-
tions linéaires par morceaux et continues sur I. Notons également que la définition
de V3, est correcte car la condition limite () est constante.

Les termes convectifs sont traités a ’aide d’un schéma décentré tenant compte du
sens de I’écoulement. Sur chaque rectangle T € 7,2 et pour tout ¢, v (fonctions
()1-continues), on utilise comme approximation :

/ rGy, - Vou dr ~ Z (¢* — Pr(¢)) /rGh -nvdo
T

ecoT— €

ou 0T~ ={e € 9T ; G;,-n < 0} désigne I'ensemble des arétes entrantes de T et n
la normale unitaire éxterieure a chaque aréte.

On désigne par Pr(¢) la projection constante de ¢ sur 7" :

1
Pr(6) = 77 /T o,

et on pose ¢* = Pr(¢) avec T" € T2 tel que T N'T = {e}. Lorsque 'aréte e est
située sur la frontiére, on choisit de prendre ¢* = 0 si e appartient a la frontiére de
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Dirichlet et ¢* = Pr(¢) ailleurs.

Il est utile d’introduire la forme bilinéaire m3 (-, ) :

6.0 = 3 S (Pr(o) - Pr(o)) / rGy, - nudo,

TET? ecOT— ¢
qui satisfait (Cf. [2]) :

[mi (6, 0)] < 1Gllo.cs |9ll1.0.lv]11.0,

2,min

avec ho min = minTGThz hr et ¢ indépendante de h.
On considére alors la version discréte de la formulation en vitesse-pression (2.10) :

Trouver uy, € V3, pn € My,
mp(up,v) + nlpn,v) = L(v) VveVy (2.14)
n(q,up) = Iy(q) Vq € My,
ol I'on définit pour tout u, v € V9, :
mp(u,v) = my(a,v) +m3(u,,v,) +mi(u.,v.),

mj(u,v) = [o 7 (& +5|Gp)u- v de + Jo, #r(0ru. + 0.1, ) (00, + 0.v,) da

+3 Jo, r(Ozus — £7,)(D.0; — £7,)dx.

Lemme 2.6. Le probléme (2.14) admet une solution unique, pour At suffisamment
petit.

Démonstration. On applique le théoréme de Babuska-Brezzi (Cf. [14]) pour les for-
mulations mixtes. Pour ce qui est de la coercivité de my(-,+) sur le noyau discret
Kerpn, on a d’abord :

6
Keryn = {v € Vgh; 20,0 + 0,0 + Eﬁr =0 p.p. dans I} C Kern.

De la méme maniére que dans le Lemme 2.4, on obtient pour tout v € Keryn
que :

P 2 2 2
mhvn) 2 [0 (L4 rlGl) IvPde + (0.0, + [0.lEg,)
2



34 CHAPITRE 2. MODELE PUITS

avec ¢ > 0 indépendente de h.
Gréce a la continuité de m? (-, -), on en déduit que my,(+, ) est V-elliptique sur Ker, n
si:

L llGallog,  KIGh]

At - th,min P

La démonstration de la condition inf-sup sur n(:,-) est semblable a celle donnée
dans le Lemme 2.4. A chaque g € May,, on associe la fonction v € V9, definie comme
suit.

On prend v, = 0, v, € H}(X) continue et linéaire par morceaux telle que :

) R _
/ nds = o / gdz, |[Blls < clP@)ly,
> I

et finalement,

¢
5.(0) = —/ (q— %PM%(E))dz, Vel

Zmin

ol Py, : L*(I) — My, est Popérateur de projection L*-orthogonale, constant par
maille. La construction ci-dessus nous assure que v est continue sur I, linéaire par
morceaux et satisfait U,(zmin) = U,(Zmax) = 0. Ainsi, la fonction v appartient au
VO, |

On obtient alors :

VIl < ellallor + e [1P@llor < cllallo

R? 6 _ _ R?
otav) = T [a(a- B @) -5)) a = Tl

ce qui nous permet de conclure.
|

En ce qui concerne 1’équation de I’énergie, on approche le flux de chaleur par des
éléments finis R7j et la température par des fonctions constantes par maille. L’opéra-
teur du probléme discret correspondant, aprés décentrage du terme convectif, s’écrit

sous la forme :
a b
bI' —(c+ ady)

ou a(-, ) est symétrique, positive et coercive sur Kerpb, (c+ ady)(-, ) est positive et
b(-,-) satisfait une condition d’inf-sup. Ce qui nous permet de déduire que cet opé-
rateur est inversible (Cf. [46]). Une démonstration plus détaillée est donnée dans [21].



Chapitre 3

Couplage Puits-Réservoir

Ce chapitre est consacré au couplage des deux modéles puits et réservoir précédents.
On étudie le modéle mathématique couplant les équations de Navier-Stokes dans un
milieu fluide compressible avec les équations de Darcy- Forchheimer dans un milieu
poreux avec transfert de chaleur. On montre 'existence et 'unicité d’une solution
faible, et on présente une analyse compléte d’un schéma d’éléments finis. Le code
développé est validé en présentant des essais numériques.

Le chapitre est organisé comme suit.

Dans la Section 3.1, on présente les difficultés de ce type de couplage et on intro-
duit les conditions aux limites ainsi que les conditions de transmission a l'interface.
L’écriture de la formulation variationnelle mixte du modeéle couplé continu et 1'uni-
cité de la solution sont présentées dans la Section 3.2. La section suivante est dédiée a
I’approximation par éléments finis et & son analyse mathématique, tandis que 'exis-
tence d’une solution pour le probléme continu fait ’objet de la Section 3.4. Dans la
derniére section, on présente des essais numériques afin de valider le code couplé qui
a été implémenté.

On rappelle que §2; est le milieu poreux représentant le réservoir, 25 le milieu fluide
correspondant au puits et ¥ l'interface entre ces deux milieux, matérialisée par les
perforations comme le montre la Figure 3.1.

Dans la suite, ) désigne la réunion de ces deux domaines; on indexe par 1 ce qui
est relatif au réservoir et par 2 ce qui fait référence au puits.

3.1 Cadre général

Il est important de noter que le type de couplage auquel on s’intéresse n’est pas
standard du fait que :

*x Le modéle puits a une inconnue supplémentaire par rapport au modéle réser-

35
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Fi1G. 3.1 — Couplage Puits-Réservoir

voir, la vitesse uy. De plus, il s’agit d’'un probléme non-linéaire dont les équations
sont découplées.

x La densité étant non constante dans les deux milieux, on fait intervenir des va-
riables conservatives. On utilise le flux spécifique G; = rp;u; dans le réservoir et le
flux massique G2 = pouy dans le puits. Donc, on ne peut pas écrire une formulation
globale en vitesse comme le font la pluplart des auteurs dans la littérature (Cf. [13],
[31] et [45]).

« Contrairement a la plupart des travaux sur les couplages de type Darcy/Stokes,
on tient compte de I'aspect énergétique du modéle. On introduit le flux de chaleur
q = AV T dans les deux domaines.

Dans la suite, on choisit de coupler le modéle réservoir 2D avec le modéle puits
1.5D déja étudiés. Cela engendre une difficulté supplémentaire dans notre étude car
les deux problémes sont de dimensions différentes.

Afin de coupler les équations du modéle réservoir avec celles du modéle puits intro-
duites dans les chapitres précédents, il faut imposer des conditions aux limites et
des conditions de transmission adéquates.
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3.1.1 Conditions aux limites

Pour le réservoir, on rappelle que T désigne sa frontiére et on note :
T\X=TcUY,=",UTr,

avec T, T,, T,, Tr les parties ot un flux massique, une pression, un flux de chaleur
une température sont respectivement imposés.

On rappelle qu’on impose au sommet et au fond du domaine une condition d’im-
perméabilité et un gradient géothermique.

En ce qui concerne le puits, on convient de décomposer sa frontiére I' en U1 UX
oul;, =TyUTl3UTly.

Afin d’aborder le probléme d’un point de vue physique, on impose a la sortie du
puits (Voir aussi Section 3.2) un débit uy - n = @ tandis que deux conditions d’im-
perméabilité uy - n = 0, G2 - n = 0 et une condition de Neumann 7,n -t = 0 sont
retenues sur I7.

On choisit d’imposer un flux de chaleur nul sur I'; U T';.

Afin de simplifier 'exposé, on suppose dorénavant que T, # () et que Y1 # 0.

3.1.2 Conditions de transmission

Le couplage est assuré par des conditions de transmission a l'interface X.

Pour les introduire, on note n la normale unitaire & > orientée du puits vers le
réservoir et [ | le saut a travers les perforations.

Classiquement, la conservation de la masse nous conduit & :

[G'H}ZO<:>G1'11:RG2'II. (31)
La conservation des forces normales se traduit par :
lon-n] =0« —p; = —ps + »n - n. (3.2)

D1 a la viscosité du fluide, nous devons introduire aussi une condition sur la com-
posante tangentielle de la vitesse uy - t. On trouve dans la littérature plusieurs
relations. La loi de Beavers-Joseph-Saffman selon laquelle la vitesse de glissement
est proportionnelle & la force de cisaillement au niveau des perforations :

vk
U9 -t = —TO'QH't7 (33)
(avec k = u(K - t) - t et § un paramétre dépendant de la nature de l'interface) est
généralement admise comme étant la plus en accord avec les expérimentations pra-

tiques (Cf. [31] pour plus de précisions).
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Cependant, ’analyse mathématique ne perd pas en généralité si I'on prend simple-
ment uy -t = 0 (Cf. [13], [23]). Ceci nous évite d’avoir a choisir le paramétre ¢ ; de
plus, la condition (3.3) ne fait que renforcer la coercivité de notre opérateur.

Afin de simplifier le probléme général et en accord avec le modéle puits (Cf. Section
2.2), on annule dans la suite la composante tangentielle de la vitesse :

- t=u,=0 sur. (3.4)

En ce qui concerne I'aspect énérgetique, on impose la continuité de la température
et celle du flux normal de la chaleur sur ¥ :

T=0& T, =T, (3.5)
et
[q-n]=0<q; -n= Rqy-n. (3.6)
De plus, on ajoute une condition qui relie les inconnues sur ¥ :

P2l - 11 = Gz - 1. (37)

3.2 Probléme couplé continu

Dans cette section, on écrit la formulation mixte du modeéle couplé (voir aussi les
travaux de Layton et al. [31] ou de Discacciati et Quarteroni [23]|) et on montre
I'unicité de la solution. L’existence sera établie dans la Section 3.4 en utilisant une
méthode de Galerkin basée sur 'approximation par éléments finis. Une résolution
globale du probléme est choisie afin de permettre (contrairement a ce qui a été fait
au Chapitre 2) d’imposer un débit a la sortie du puits.

3.2.1 Ecriture sous forme faible

On reprend ici les formulations faibles des modéles réservoir et puits semi-discrétisés
(1.4) et (2.13).

On rappelle que z1 = (Gq, qy, p;, T1) désigne 'ensemble des inconnues du réservoir,
o = (Ga, Uz, qa, Py, To) désigne celui du puits et appartiennent repectivement aux
espaces X; et Xo.

Afin d’écrire la formulation faible du probléme couplé, on dualise les conditions sur
3} a I'aide des multiplicateurs de Lagrange. On introduit a cet effet les espaces :

X = {z=(21,75) € X1 xXy; Gy-n, q;-nec L*D)},

Y = {2/ =(2},7}) € X; xYy; Gy-n, q;-n € L*(D)},

Y = {#/€Y; G- n=0sur Tg\X, q) - n=0sur Tg\3, uy-n=0sur I},
X' = {zeX; G n=G"sur Tg\2, qp-n=¢"sur Tg\X, upr-n=Q sur I'; }.
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Remarque 3.1. Ces espaces sont obtenus en retirant les conditions de bord sur ¥ des
formulations (1.4) et (2.13) et en ajoutant de la régularité sur les traces normales
de Gy et q1 sur 2.

Les normes associées aux espaces X et Y contiennent maintenant les normes L*(3)
de G - n et q; - n. On définit aussi les espaces des multiplicateurs :

L = LX) x LA(%),
K = LX) x LA(Z) x LA(D).

En revenant au modeéle réservoir, on remarque qu’une intégration par parties fait
apparaitre les termes suivants sur X :

/plGr’1 ‘ndo — / T1d} - ndo,
s >

alors que 'on obtient & partir du modéle puits (2.5), (2.6) et (2.7) :

/ R(py — o0 - n)uy, - ndo — / RTyq, - ndo — / R(mom - t)u), - tdo.
5 5 5

Du fait de la condition (3.4), le dernier terme de I'expression précédente est nul alors
qu’il devient un terme elliptique si on choisit la loi de Beavers-Joseph-Saffman.

En tenant compte des conditions de raccord sur la pression et la température, on
est amené & introduire la forme bilinéaire :

IZ(A )= /(Gr’1 ‘n — Ruj - n)fdo — /(q’1 ‘n — Rq, - n)udo,
> >
avec A = (6,u) e Let 2’ €Y.

La condition de transmission sur la vitesse radiale, ainsi que la continuité des flux
normaux sont dualisées grace a la forme bilinéaire J(+,-) comme suit :

TN z) = /(G1~n—Rp2u2~n)9’da+/(Gl-n—RGg-n)(’dU—/(ql-n—Rq2~n)u’da,
> 2 >
ou N = ({0, 1) eKet xeX.

Finalement, le probléme couplé peut s’écrire sous la forme suivante :

Trouver x € X*, A € L
Aoz, ) + I(N2') = F(a), Vo' € Y° (3.8)

TN, ) — 0, VA €K,
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ou
Ao(z,2') = Ay (21, 2)) + As(22,25), Vo eX, Vo' €Y,

F(2') = Fi(2) + Fa(aly), Vi’ eY.

Le parameétre o vaut 0 ou 1.
Alors, pour chaque couple (x, A) solution de (3.8), on a x solution de (1.4) et (2.13)
alors que le multiplicateur A est égal a (p,, T1) ou encore & (p, — 7on - n, Ty) sur 3.

3.2.2 Unicité de la solution

Ce paragraphe est consacré a 1’étude mathématique du probléme continu mixte (3.8).
Tout d’abord, on établit dans le Lemme 3.2 que Z(-,-) et J(-,-) satisfont chacune
une condition inf-sup. Dans la suite, il suffira donc d’étudier le probéme suivant :

Trouver z € J*
(3.9)
Ao(z,2") = F(2!), Vo' €1

ol :

JF = {zeX; JWN,z) =0, VA" e K},

I = {2/ €Y’ Z(A2/) =0, VA€ L}.

En effet, en faisant appel au théoréme des points selles (Cf. [14]), on conclut que
pour tout z solution de (3.9), il existe un unique multiplicateur A € L tel que (x, A)
vérifie le probléme mixte initial (3.8).

Ensuite, on montre dans le Théoréme 3.7 'unicité de la solution du probléme
(3.9) en utilisant le théoréme de Babuska. L’opérateur 4, étant non-standard, on
n’a pas pu établir une deuxiéme condition inf-sup sur 4, assurant I’existence. Cette
derniére va étre établie difféeremment dans la Section 3.4.

Lemme 3.2. Les deux conditions inf-sup suivantes sur les formes bilinéaires Z(-, ")
et J(-,-) sont satisfaites :

Z(A 2
dby > 0,VAel, sup ( /,a:) > by | Al (3.10)
vevo [|2']ly 7
A/
Iy, > 0,VA e K, sup JW,z) > by [|A]]g s - (3.11)

zeX0 HxHX

Démonstration. La preuve fait appel a 'argument de Fortin (Cf. [14]). Afin d’établir
(3.10), on définit un opérateur de relevement R € £ (L, Y°) satisfaisant pour tout
AelL:
N
Ry < cllMlos et Z(AR(A)) 2 ¢ [[Allgs -
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Pour cela, a chaque A = (6, 1) € L, on associe 2’ € Y° dont toutes le composantes
sont nulles a l'exception de G et q).
On obtient donc :

I(A,x’):/G’1~n9dU+/qug-n,uda.
> >

Q’2=<R_6”),

avec i 'extension de p par 0 sur I's. On prend enfin G} = Vi, ou ¢ est 'unique
solution du probléme auxiliaire :

Pour qj, on pose :

Ap =0 dans

%f:@ sur
=0 surTg\X
=0 sur 1.

La régularité du probléme elliptique précédent nous donne :

|§0|1,Q1 <c ||9||0,2 :

La construction ci-dessus nous assure que g, et G appartiennent a H et H (div, ;)
respectivement et verifient les conditions aux limites suivantes :

a,-n=0 sur 90\ X, G n=0sur Tg\X.

D’ou :
Hq/ZHH(div,Qg) + ||G/1||H(div,91) +lld’5 - n”o,z +1G"y - nHO,E < C(HNHO,E + ||9||0,2)7
2
Z(A, ") = [[Allos
ce qui termine la démonstration de (3.10).

Pour ce qui est de la deuxiéme condition, on peut également associer a tout A’ € K
la variable z € X° dont toutes le composantes sont nulles a I'exception de G, Gy

et q2.
Ainsi, on obtient :

j(A’,x):/G'q-nQ’da+/(G1-n—RGg-n)C’da+R/qg-n,u’da.
2 2 2
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On construit G; et qa comme précédemment et on prend G, de la forme suivante :
w0 =)
0 i

2
zllx < CHA/HO,E et J(N, z)= ||A,||0,2'

On obtient alors :

Cela clot la démonstration.

Dans la suite, il suffit donc d’étudier le probléme (3.9) .

En séparant les inconnues vectorielles des inconnues scalaires, on peut le reécrire
sous la forme suivante :

Trouver (U,s) € U* x S
A(U,U') +B(s,U) =F,(U),VU € T° (3.12)
B(s',U) — C(s,s') — aD(s,s') =Fy(s),Vs' € S

ou (U, s) = (G1,q1, Ge,us,qo, py, T1, py, Tz) représente les inconnues et (U, s') =
(G, d}, x,ub, a5, p’y, T, ply, T) la fonction-test corrrespondante.

Les formes bilinéaires sont définies par :

AU, U) = [, t MGy - Ghde + [ a1 - djde
+ Jo, Xdiv(rGo)dz + [ ¥-da - gydz + m(ug, uy),

B(s,U') = — [, mdivGidz + [, Thdivdydr — [, padiv(ray)de + [, Todiv(rgy)dz,

C(s,8') = [, raspipide — [o rTipide
+ fo, TN\ Tidx — [ rEpiTide + [, rS2TT)dr,

D(s,s') = [, KGI 7" - VI T]dx + [ IGY™ - Vp Tdx + [ 7 ¢,G5™ - VT, Sydx.

On fait référence au (2.12) pour la définition de m(-,-).

On peut noter que :
J*=U*xS, I=T°xS,
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U* et T° prennent en compte les conditions aux limites satisfaites par les variables
de X* et Y°. On note U° I'espace vectoriel associé a 'espace affine U*.
Les espaces U, T et S sont munis des normes induites de X et Y comme suit :

2 2 2
1Ully = (16 rainany + 1G5 + et B

1

2 2 2 2 2
+ [lai - n||o,z + ||G2||H(dw,92) + Hu2||H1(Q2) + ”qQHH(div,Qg)) J

2 2 2
Ul = (HG/1‘|H(div,Ql) + |G - n”o,z + ||q/1||H(div,Q1)

[

2 2 2 2 2
+[ld} - nllgs + X6, + 051710, + IIq’2||H<dw,QQ>) ;

1

2 2 2 2 2
Islls = (Il a, + 1 T2l 0, + Ipalig, + 1205 ,)

Dans la suite, on étudie 'unicité de la solution du probléme uniquement pour le cas
a=0.

Du fait que les formes bilinéaires A(-,-) et C(-,-) sont ni définies positives ni sy-
métriques et que les fonctions-test ne se trouvent pas dans les mémes espaces que
les inconnues, la formulation mixte (3.12) est non-standard. Par conséquent, on ne
peut pas appliquer les généralisations existantes du théoréeme de Babuska-Brezzi

(Cf. [14], [39] or |46]) dans le cas a = 0.

On commence par établir quelques lemmes préliminaires (Lemmes 3.3, 3.4 et 3.6)
A B
BT —C
assure 1'unicité de la solution. Une méthode de Galerkin basée sur I’approximation
par éléments finis sera développée dans la Section 3.4 afin de prouver 'existence.

afin de prouver (Théoréme 3.7) que opérateur Ay = est injectif, ce qui

Lemme 3.3. Il existe deux constantes positives (31 et (o, indépendantes de At, telles
que :

B(s, V

Vs €S, sup M > B1]ls]ls,
Veuv HVHU
B(s, V'

Vs €S, sup M > Ballsls-

viero [Vl

Démonstration. Pour la premiére condition, a tout s = (p1, 11, p2, T2) € S on associe
U € U° construit comme suit.
D’abord, on prend u, = 0, u, € Hy(X) tel que :

/Erda = E/pgalz,
) 6 /1
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et .(C) = [° (p2— Su,)dz.

Zmin

Par construction, on a :
@]l s < cllpallo
R? 6 R

/Q2 podiv(rug)dx = 3 ng(azﬂz + }—%ET)dz =35

2
[p21lo,0, -
et

Jzll; o, < cllp2lloq, -

%pZﬂr

Ensuite, on pose G, = ( 0

) et G; = V¢, ou € est 'unique solution de :

Af = —P1 dans Ql

? = Rpgﬂ,r sur %
a—i =0 sur Tg \ 2
E=0 sur 1.

Il est bien connu que :

1€ll1.q, < clllprllog, + Trllos)-

Ainsi, on obtient :

1G2 | aiv.00) T 11G1 i (aiv00) T 11G1 - 0llo s < clllpilloq, + Ip2llo0,)-
Il reste a construire q; et qs.

: LGQT(’Z> ~
AT, € M, on associe qz = | £ ou :
2 d2 ( QQ2<Z> )

_ _ R ‘ 2_
Gy, = Osurly, qy, = () /ITQ dzsur X, ¢2.(¢) = /Z (T2 - EQ%) dz.

Ce qui nous assure que :
Q2| #(div, ) < cl|T2]l0,0,,
et

, R 2 R
/ Todiv(rqs)dx = - /Tz (5’zq2z + E(Jgr) dz = 3 HT2||3,92 :
Q I

Enfin, on choisit q; = V(, ou ( est 'unique solution du probléme auxiliaire :

AC=T, dans
= =Rqy-n surX
<=0 sur Tq \ 2
(=0 sur Y.
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Ce choix des composantes de U vérifie les conditions de raccord sur X :
G;-n= RGy-n= Rpu,, q-n= Rqy-n.

On a donc :
2
B(s,U) > c|lslls, Uy < Islls »

et par conséquent :

B(s, V) _ B(s,U)
sup >
vere [[Vllg = U]y
La preuve de la seconde condition est similaire : on choisit x = 0, u), q), et q} comme

précédemment alors qu’on remplace la condition aux limites sur . par g—i = Ru,
afin de construire GY. [

> P llslls -

En se basant sur I’étude du modéle réservoir, on peut montrer la positivité de la
forme bilinéaire C(-, ) :

Lemme 3.4. [l existe une constante positive v, dépendante de At, telle que :
2 2 2
Vs €S, C(s,5) 2 (lpilloq, + 1T1lloq, + 1T2l0e0,)-
Démonstration. D’aprés le modéle réservoir (cf. [1]), on a :
Jo, raspipdr — [ r&Tipide + o, r N Tds — o, ripTidx

c 2 2
> x(Ipillog, + 1 T1lloq, ),
sachant qu'il existe ¢ € R, telle que 4ad — (b+ f)* > ¢ p.p. dans Q.

D’oul le résultat annoncé avec v inversement proportionnelle & At. [

Remarque 3.5. Du fait que la norme L*(Q2) de py ne figure pas dans l’estimation,
C(+,-) n’est pas définie positive.

On établit a présent la condition inf-sup suivante :

Lemme 3.6. Pour At suffisamment petit, la condition suivante est satisfaite :

AU

¥ U e U\ {0}, sup HE ) o,
Ul U’ ||z

U T
U-U € KerB
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Démonstration. Afin d’établir le résultat annoncé, il suffit de construire un opérateur
linéaire continu R : UY — T tel que :

B(s,U) =B(s,RU), VseS,
A(U,RU) >0, vU°\{0}.
Pour cela, on considére U = (Gy, q1, G, ug, q2) € U satisfaisant :
G, n=RGy;-n=Rpuy;-n, q;-n=Rqy-n sur ¥,
et on prend U" = (G/, qi, X, uz,qz2) out G} et x seront définis plus tard de sorte que :

G, -n=21G; nsur ¥, divG, = divG, dans Q,

P2

1G o, + lIXlloq, < cllUlly-

Le choix ci-dessus nous assure que U" € TY, |U’||, < ¢||U]|, et B(s, U) = B(s, U’)
pour tout s € S. Par ailleurs, on a aussi :

2 2
AUU) = c(llalia, + lalfo, ) +m(u, )

1
+ | -MG;-Gldz +/ xdiv(rGy)dz.

Ql r QZ
D’aprés (2.12), on a :

m(ug,uy) = /T(A£+K|G2|> |u2|2dx—i—/ rGo - uyVugdr +
QQ t QQ

1

4
+ / pr(Oyu, + O,u, ) dr + —/ pr(O,u, — —, ) dx.
QQ 3 QQ R

Compte tenu de la dépendance en r de u,y, on obtient apres intégration par rapport
ar:

2
[ roa.+ o = [ (5@ —ap+ Bomyr+ Lo m, - a») s
0 \2 4 3
> ¢ (/ r(0pu.)® dz +/ r(0.u,)” dr)
QQ Q2

avec ¢ une constante numérique, et on écrit d’apres I'inégalité de la moyenne :

1 1 2
r(Oyu, — —1u,)*dx > —/ r (O,u, 2de — = rufd:v.
| o ez 5 [ ot [
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On majore ensuite le terme convectif avec I'inégalité de Young, on a alors :

muyw) > c(l— e </§22T(8Zuz)2dx+LQT(ﬁruz)de+/g)zr(azur)de)

P _| 2| 2
* / (At w1 Gl /Lec)uzdaj

p 5 Bu GEN
G’ r - d I
* / <At+“| I R T 3R T dpe )

pour tout € €]0, 1].
Passons a la construction de G et introduisons & ce propos le probléme auxiliaire
suivant :

Ay =0 dans €y
g—zﬁ = R(1 — po)u, sur X
g—zﬁ =0 sur Tg \ X
V= sur 1.

Ce probléme admet une solution unique ¢ € H'(;) satisfaisant :

|77ZJ|1,Q1 <c ||ﬂr||0,2 <K ”UrHoQ2 )

avec K une constante qui depend du domaine §2;, de la densité py et du rayon du
puits R.
En utilisant que fQ2 u?dx = % fQ2 Tu2dx, on en déduit que :

’w‘191 — 3R ||\/_uTHOQ
On pose ensuite G} = V¢ + G et on obtient a 'aide de I'inégalité de Young que :
1 1 1
-MG;-Gldx = -MG; - Gidr + -MG; - Vydzx
o’ o’ o’

1
> a1 8) |Gl — 15 Ve,

> a(l-6)[|Cullgq, - 3R5W lls.

oll a est la constante de coercivité du tenseur —M et 0 € ]0,1[ un paramétre arbi-
traire. On a aussi :

Gy, < (IGloq, + lullg,) -

}%52,«(2)

Ga:(2) ) le terme fo, xdiv(rGy)dz peut

Il reste a construire y. Puisque Go = (

s’écrire sous la forme :

R2
el X(0: GQZ+RG2r)d
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Donc, en posant x = v(9,Ga, — %Egr) avec v une constante positive, il vient que :

HXHO,QQ <c ”G2HH(dw,92) :

Et, en se servant du fait que G, = poT, sur ¥, on déduit que :
: VR 2 12p° 2
[ it = 5 (10.60l, - - Ll
Q2

Sup?

R2
d’aprés I'inégalité de Friedrichs-Poincaré pour Gs..
Par ailleurs, on peut choisir At, €, § € ]0,1] et v > 0 tels que :

p |G 81 G? K%  Sup?
— > - k|G
At~ ( 4pec HlGal, 3RE 4pec  3Rad R

Donc, il existe § > 0 tel que :
2 2 2 2 2
MU, U) 2 6 (G g, +laalg, + il o, + laelg, + G nay) (313

Le résultat annoncé est ainsi démontré. [ |

2
> c||Galliq, -

Ivruslloq,

| 2

5
- /€|G2| - EGT) .

On peut maintenant établir I'unicité de la solution du probléme (3.9), et par consé-
quent, du probléme équivalent (3.12) dans le cas sans convection (o = 0).

Théoréme 3.7. Pour At suffisamment petit, l'inégalité suivante est vérifiée :

Vo e JU\ {0}, sup Ao(, )

— 2 > 0. 3.14
P ey (3.14)

Donc, si le probléme (3.9) admet une solution, alors elle est unique.

Démonstration. 11 suffit de montrer que le probléme homogéne n’admet que la so-
lution triviale.
Soit (U, s) solution de :

AU, U) +B(s,U) =0, YU €T

—B(s',U) +C(s,s') =0, Vs €S.

Prenons maintenant ' = s et U’ = RU, ou R désigne 'opérateur introduit dans
le Lemme 3.6. En ajoutant les deux équations, les Lemmes 3.4 et 3.6 nous assurent
que U =0 et (p1,T1,Ts) = 0. Il reste & montrer que py est nul. Pour cela, on utilise
la condition inf-sup déja établie dans le Lemme 3.3 et on obtient :

B(s, U’) A(U,U)

B2lslls < sup = sup ———— =20
2lolle < S MO~ ke 0

ce qui termine la démonstration. [ |
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Théoréme 3.8. Si le probleme (3.8) sans convection (o = 0) admet une solution,
alors elle est unique.

Démonstration. Le résultat est évident, on le déduit du Théoreme 3.7 et du Lemme
3.2. [ |

Remarque 3.9. En admettant, en plus de (3.14), la relation suivante :

/
de>0, Va'el, sup Ao(z, 27)

—— = cllly,
ST P

le théoréme de Babuska impliquerait ’existence d’une solution du probléeme (8.9), et
par conséquent du probleme mizte (3.8). Cependant, on ne peut pas montrer l'in-
égalité ci-dessus, du fait que les termes divGy, divqy et divqs ne figurent pas dans
Uestimation (3.13).

L’ezistence d’une solution pour le probleme (3.9) sera prouvée plus tard (Section
3.4) en utilisant la méthode de Galerkin et approximation par éléments finis du
probleme.

3.3 Probléme couplé discret

On rappelle que (7,10 et (7;2)n>0 désignent les familles de triangulations déja
introduites lors de I’étude des modeéles réservoir et puits.

On suppose que les deux maillages sont conformes au niveau des perforations, on
note par &, 'ensemble des arétes de I'interface (appartenant aux deux triangulations
en méme temps) et on introduit la notation suivante :

hmin » = min he-
’ ec&p

On suppose aussi que :
(H) p>pan(z) > p>0 p.p.surX

uniformément par rapport a h, otl po;, est une approximation constante par morceaux
de la densité sur le maillage du puits 7,2 . On s’intéresse ensuite & une approximation
conforme du probléme (3.8) basée sur les discrétisations par éléments finis déja
utilisées dans le réservoir et le puits séparément.

Donc, on approche les inconnues conservatives Gy, Go, q; et qo par des fonctions de
I’espace de Raviart-Thomas de plus bas degré RT), les inconnues scalaires py, po, T}
et Ty par des fonctions constantes par maille, alors qu’on discrétise la vitesse u, par
des fonctions (Q;)?-continues. En ce qui concerne les multiplicateurs de Lagrange
sur l'interface, on introduit I’espace de dimension finie suivant :

K,={pec L*X); nc€ Pyle), Ve € &}
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et on pose :
Lh:KhXKhCL, K, = K; x K3 x K; C K.

On peut considérer maintenant la version discréte du probléme (3.8) :

Trouver x, € X5, Ay € Ly,
Ap(zp,2') + Z(Ap, ") = Fp(d), Vo' € Yy (3.15)

jh(A/,IL’h) = O, VA e Kh,

ou les formes Ap(+,-) et F(+) sont obtenues aprés prise en compte et décentrage des
termes convectifs alors que J,(+, ) est déduit de J(-,-) en remplagant ps par pap.

3.3.1 Existence et unicité

Cette section est dédiée a ’étude du probléme discret (3.15). On montre qu’il est bien
posé, en suivant la méme démarche que celle présentée pour ’analyse mathématique
du probléme continu. A ce propos, on établit les versions discrétes des Lemmes
3.3-3.6 uniformément par rapport au paramétre de discrétisation h.

Pour cela, on a besoin de montrer un résultat auxiliaire, on établit d’abord le
lemme suivant :

Lemme 3.10. Supposons qu’il existe € €]0, %], tel que toute triangulation T, satis-
faisse la propriété suivante : )
ht2 <ch (3.16)

min,>*

Alors, pour tout p € My, et 0 € Ky, il existe G € Ny, tel que :

G n=0surd, G-n=0surlg\X (3.17)
divG =p dans () ’
et satisfait de plus l’estimation suivante :
1G | faiv.0n + 1G - nllgs < clllplloq, + [16]lo5) (3.18)

avec ¢ indépendante de h.

Démonstration. 1’idée est de définir la fonction discréte G comme étant l'interpolé
de Raviart-Thomas d’une fonction G’ satisfaisant les propriétés précédentes.

On commence par noter que # appartient a H%_G(Z), pour tout 0 < € < 1/2. On
régularise 6 et on définit § € HL(X) tel que :

Veek&, 0¢cH(e)et /édaz/é’da.
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Plus précisément, sur chaque aréte e € &, on prend 6 = Ox. avec x. € H{(e) définie
par :

Xe € P et /Xeda = he.

Ainsi, on a :
”XeHO,e =0 hé/27 |Xe|176 = C h_l/Q.

e

Ensuite, on considére le probléme aux limites suivant dans le rectangle €, :

A¢p=p dans

9 — ¢ sur 2

7 1
% = sur Yg \ X (3.19)
=0 sur 1,

dont 'unique solution appartient a H?(€2y) (Cf. [29]) et satisfait pour tout 0 < € < 3

ol = l6) (180, + 10000.5) < @) (Il + ] )

On est maintenant en mesure de prendre G = E,(V¢), ou Ej, est I'opérateur d’in-
terpolation de Raviart-Thomas (cf. [46]).
On rappelle que, pour tout Q € H(div,T) avec Q -n € LY (9T, Ex(Q) vérifie :

/Eh(Q) ‘ndo = /Q -ndo, Ve C 0T,

€ €

ce qui implique :

/dith(Q)dx = / divQdr, VT €T,
T T

La construction ci-dessus nous assure que G satisfait les relations (3.17).
Compte tenu que div(G) et p, respectivement G - n et # sont constantes par mor-
ceaux, on a immeédiatement :

||divG||0791 = ||p||o,£21 ;

1 - 2\ 3
1G il = (e, 1 11, G mdo”)* = (S, |10 ) = 16

Afin d’¢tablir (3.18), il reste a majorer [|Gl[, g, -

On a classiquement :

VT €T, |Gloy <c Y hZ[G nl,, <c > Ve,

eCOT eCOT
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Par la suite, le théoréme de trace et un passage a ’élément fini de référence en-
trainent :

196lly. < ¢ (he* IV 6lloz+ 15 V01, 1) -

En sommant sur chaque triangle T' € 7,', on obtient :

et l
IGlloo, < ¢ (10h0, + 57 Bl3y00, ) VO<e<1/2

Par ailleurs, la formulation faible du probléme (3.19) nous donne :

olis < (o, +]7], ).

En outre, vu que H(X) est I'espace interpolé de L*(X) et H'(X) (cf. [33]), on a :

6 z,z s¢ (HGNHOZ + HéH;; 6 iz) ’

. <l

€,

Finalement, en utilisant :

~112
6, =S 10r I, < e he 6 = clolly
| e eCt
’é =2 1or |X|1e§cz_|9| _h2 62 .
eCX = 2 nS

on obtient, pour tout 0 < e < 3 :

min,%

heta
IIGllo,shSc(e)(llp\lo,gﬁl\@!\o,z e IIHIIOz)-

On peut donc conclure que lestimation (3.18) est vérifiée, une fois la condition
(3.16) satisfaite. [

Remarque 3.11. Dans le cas limite € = 0, la condition (3.16) est toujours satisfaite.

Elle s’écrit hopins ~ h? pour e = %, une hypothése pas trop restrictive.
Passons maintenant a la démonstration des conditions inf-sup discrétes satisfaites
par les formes bilinéaires Z(-,-) et J(-, ). Ceci fait 'objet du :

Lemme 3.12. Supposons (3.16). Il existe deuz constantes positives b et b, indé-
pendantes de la discrétisation, telles que :

(A, 2
VA € Ly, sup ( /,x) > bi|[Allos,
' €Yy, ”’1j ||Y
A/
WA e Kn sup AT S s,

mGX% ||‘7"||X
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Démonstration. On applique & nouveau 'argument de Fortin et on suit la preuve
des conditions inf-sup établies dans le cadre continu (Lemme 3.2).

Ainsi, & tout A = (0,u) € Ly, on associe le vecteur 2’ € Y, dont toutes les
composantes sont nulles a I'exception de G et ). On prend q) = R_a’u ) et

G| = ER(V¢) ou ¢ est la solution du probléme auxiliére (3.19) avec p = 0.
Grace au Lemme 3.10, on conclut que :

(A7) = [Algs.  ll2'lv < cllAllos,

avec ¢ une constante indépendante de la discrétisation, ce qui implique la premiére
condition.

Afin de prouver la seconde inégalité, nous procédons de maniére similaire : a chaque
N = (0,,1) € Ky, on associe x € X) dont toutes les composantes sont nulles
a l'exception de G, Gy et gs. On suit la preuve du Lemme 3.2 en prenant q, =

T/ (o
( R20HJ )’ G, = ( re (90 <) > et (31 comme ci-dessus.

Ainsi, le lemme est établi. [ |

Introduisons a présent les noyaux discrets des formes bilinéaires J3(.,.) et Z(.,.) :
I ={reX); Z(N,z) =0, VA € Ky},
I, = {J,’/ € Yy; Z(A,IL’/) =0, VA € ]Lh},

ainsi que l'espace affine :
I ={zeX; Ju(\,z)=0, VAN € Ky}

Il est utile de noter que tout élément x € J) satisfait :

G n.=RGy -n = R";T’L fe uy - ndo, Ve € &,
(3.20)

q; N = RQZ s e, Ve € Sh,
alors que tout y € I, vérifie :

Gi-n =& [ uy-ndo, Ve€§&,
(3.21)
q; -n = Rq; -ng., Ve € &y

Le lemme précédent nous permet de se ramener a ’étude de probléme discret sui-

vant :
Trouver xp, € J}

(3.22)
Ah(ZL‘h,ZL") = fh(lt/), Vo' € 1,.
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Il est bien connu que pour tout xj solution de (3.22), il existe un unique multiplica-
teur A, € L, tel que (zp,, Ap,) vérifie le probléme mixte intial (3.15).

Comme pour le probléme continu, le probléme (3.22) peut s’écrire sous la forme
suivante :

Trouver (Uy, s5) € Uf X Sy,
Ah(Uh, U/) + B(Sh, U/) = Flh(U/>, YU’ e T?l (323)
B(s',Uy) — C(sp,s’) — Dp(sn, 8') = Fap(s'), Vs €Sy,

avec zj, = (Uy, sp) et
JZZU;XS}“ ]Ih:T]OZXSh.

On peut noter que Ay(+, ) contient également le terme issu du décentrage des termes
convectifs des équations de Navier-Stokes dans le puits alors que (C + Dy)(,-) re-
groupe les termes convectifs provenant des équations de l'énergie dans les deux
domaines.

Montrons a présent que le probléme (3.23) est bien posé. Dans ce but, on établit les
résultats préliminaires suivants.

Lemme 3.13. Supposons (3.16). Il existe deux constantes positives 37 et (5, indé-
pendantes de At et de la discrétisation, telles que :

B(s,U)

Vs €Sy, sup > Brllsl],
vero  [[U]| '
B(s, U’
Vs €Sy, sup (—,) > Bs|s]|-
u’eT? “U H

Démonstration. On n’établit dans la suite que la premiére condition. La preuve de

la deuxiéme est similaire.

Atout s = (p1, T, p2, Ta) € Sy, on associe la fonction discréte U = (G1, q1, Go, us, q2) €
U9 qui vérifie les conditions de raccord (3.20) sur ¥ ainsi que :

B(s, U) > c[|s[*, [[U]] < ls].
Afin de construire Gy, on considére ¢ la solution du probléme auxiliaire (3.19), avec :

Rpop

p=—p1 dans Qy, 0, = W

/mda Veeé,



3.3. PROBLEME COUPLE DISCRET 55

et on prend Gy = E,(V¢). On a donc :

1G 1l g giv.0n T 1G1-nllgs < clllpillga, + llurlloq,)-

D’une maniére analogue, on prend q; = E,(V¢), ou ¢ satisfait le méme probléme
auxiliaire avec :
p =T, dans 2, 60 = Rqs-n sur X.

Ensuite, on choisit Gy = ( EG%T(Z) ) tel que :
o 0 si eCI\X
2/ = % [, uydo si e €&
D’ou :
Rpap,
G1'n\e=RG2'H|e=W uy - ndo Ve € &,

Enfin, on construit u, exactement comme dans la démonstration de la condition
inf-sup discréte pour les équations de Navier-Stokes dans le puits (voir Lemme 2.6)
et o de maniére analogue a ce qui a été fait pour la formulation en température
(voir [2]).

Ainsi, la premiére condition inf-sup est satisfaite. [ |

Lemme 3.14. I existe une constante positive v*, dépendante de At et indépendante
de la discrétisation, telle que :

* 2 2 2
Vs € Sp, Cls,8) 27" ([nlloq, + 11 T1llo.0, + [1T2ll0.0,)-

(C+Dp)(+, ) satisfait un résultat similaire, pour un At suffisamment petit par rapport
au parameétre de discrétisation.

Démonstration. Du fait que Sy C S, le Lemme 3.4 nous permet de déduire la pre-
miére estimation sur C(-,) avec v* = +.

Le seconde inégalité a déja été établie en étudiant les problémes discrets dans le
puits et dans le réservoir séparément. En effet, on peut écrire :

(C+Dpn)(s,s) =C(s,s) + dy(To, T2) + Dy ((p1,T1) , (p1,T1)) -

Le terme convectif dans le puits d, est positif (Cf. [2]) alors que celui dans le réservoir
Dy, satisfait (Cf. [1]) :

c e
Du (o T3) - (1 10) < 5 16 iy, (150, + 17110, ) -

D’oul le résultat annoncé avec v proportionnel & ﬁ. [ |
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Lemme 3.15. Supposons (3.16). Pour un At suffisamment petit, on a :

AU, U
VUEUg\{O}, sup H([IHT/T'>O
U eT)
U-U' e Ker,B
Le méme résultat est valable pour la forme bilinéaire Ay(-,-), avec At relié cette
fois-ci au paramétre de discrétisation.

Démonstration. On suit la preuve établie dans le cadre continu pour le Lemme 3.6.
On doit montrer qu’ils existent deux constantes ¢ > 0 et 3* > 0 indépendantes de
la discrétisation, telles que pour tout U € UY, on peut trouver U’ € T qui vérifie :

B(s,U) = B(s,U) VseSy,
I < eliaf,

* 2 2 2 2 2
AU U = 5([Gillog, + llanllon, + G2l oy + 102llq, + lgzlloq,)-

On prend U’ = (G, qi, X, U2, qz) dans T, avec G| et y définis comme suit.
La condition suivante :

Vee &, Gy m, = %/ug-nda

permet de montrer que les normes [|Ga, ||, o, €t [[u.]l o, sont équivalentes. On peut
donc choisir :

2 _
X = U<azG2z - EGQT) € MQh

comme dans la preuve du Lemme 3.6.
Afin de construire G/, on considére le probléme auxiliaire du Lemme 3.10, avec :

R
p:OetGe:H/(l—th)u2~nda, Ve € &,

et on pose G| = E,(VY) + Gy.
Ce choix nous assure que divG/ = divG; ainsi que :

/ B 1L foy, R [_
(G} n)e=(Gy-n).+ ]e|/eanda_ ] /eu,,da, Ve € &,

et done :
1G1 o0, < cllGillgq, + llurlloa,)-

On conclut de maniére analogue au Lemme 3.6. [
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On peut maintenant prouver que le probléme discret (3.22) est bien posé.
Commencons par rappeler que les deux problémes discrets réservoir et puits
admettent chacun une solution unique si At satisfait :

At < min(Cih2 .0, Cohmings) (3.24)

avec hpmino, = minTeThl hr, hming, = minTeThz hr et avec (4, Cy indépendantes de
la discrétisation. On a alors :

Théoréme 3.16. Supposons (3.16). Alors, le probléme (3.22) admet une solution
unique, pour At satisfaisant (3.24).

Démonstration. Etant en dimension finie, il suffit de montrer 'unicité de la solution.
La démonstration est triviale grace aux Lemmes 3.13, 3.14 and 3.15 : la positivité
de An(-,-) et (C+ Dp)(+,-) montre que la solution du probléme homogeéne discret
satisfait U, = 0, py, = Ty, = Ty, = 0 tandis que la condition inf-sup discréte sur
B(-, ) implique pop = 0. [ |

Implicitement, le probléme (3.15) admet une solution unique.

3.3.2 Systéme linéaire

Suite a la discrétisation spatiale présentée précédemment, on est amené a ré-
soudre & chaque pas de temps un systéme linéaire. Afin de bien écrire le systéme
matriciel correspondant, on explicite dans ce paragraphe les bases des espaces de
dimension finie utilisés.

Bases de M, et de My,

On rappelle que les variables scalaires dans le réservoir et dans le puits sont ap-
prochées par des fonctions constantes par mailles, appartenant respectivement aux
espaces My, et Msy,. Les degrés de liberté de ces inconnues sont les valeurs de la
fonction au barycentre des éléments. Donc, la dimension de ces espaces est égale au
nombre de mailles de la triangulation.

On note {Ix, K € 7;'} une base de M, et {Ix, K € 7,2} une base de My, ou I
désigne la fonction indicatrice de chaque élément.

La pression, la température et la masse volumique dans le réservoir s’écrivent donc :

Din = Z piklk, Ty, = Z Tiglg, et pip= Z pilk.

KeT)! KeT)! KeT}
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Celles du puits s’écrivent aussi :
Don = Z o, Tp = Z Togllg, et pap = Z parlk.
KeTp? KeT? KeTp?

Base de K,

On note {I., e € &,} une base de K}, ou I, désigne la fonction indicatrice de chaque
aréte située sur 'interface X.
Les deux multiplicateurs 6, et u; se décomposent ainsi :

eh = Z 96]167 Hn = Z /JJeI[e-
ecéy, e€Ey

Base de Vy,

La deux composantes de la vitesse u,; et u,;, dans le puits sont approximées par
des fonctions ();-continues appartenant respectivement a V., et V,;. On rappelle
que les degrés de liberté de ces fonctions sont les valeurs aux noeuds des éléments.

Il est utile d’écrire : Vo, = Vo, x V.
Dans la suite, on note N; '’ensemble des noeuds internes de I'; et Ny, 'ensemble des
nocuds internes de X.

Puisque u,, est nul partout sauf sur les perforations, V,;, est donc un espace de
dimension égale au nombre des noeuds internes de l'interface et ayant pour base
{wi, 1 <i < Ns}

Quand & u.y, il est nul sur le fond du puits I'3 et sur les perforations X et égale a
Q@ a la sortie du puits I';. L’espace V,;, a donc pour dimension la somme des noeuds
internes de I'y U T'y.

Finalement, u,;, € V5, et u,, € V5 peuvent s’écrire sous la forme :

Uppy, = Z Uripi et Uz = Z Uzitpi + Z Qi

1<i<Nyx 1<i<(Na+Ny) ic{Ns,N ./}

Ou N, et Ny désignent les deux noeuds de I'y.
Base de Ny,

Lex flux dans le réservoir sont approchés par ’élément fini de Raviart-Thomas
de plus bas degré et appartiennent a I’espace Ny, :

Ny ={v € H(div,); v/k € RTj(K) VK e€T'}.
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Avant d’écrire une base de N, commencons par étudier ce qui se passe sur chaque
élément K, notamment sur le triangle de référence noté K. A ce propos, rappelons
la définition de l’espace de Raviart-Thomas de plus bas degré RTy sur K € 7}, :

RTy(K) = (Py(K))? + Py(K) ( . ) .

X2
T1i B 1l s
Notons ( o ) les coordonnées des sommets de D’élément de référence et
T2 .
1<i<3

{@i} <<y les arétes qui leurs sont opposées.

On peut montrer que {wi () = [ ;1 B gli } } forme une base de RTy(K), on

a donc :
Vag € RTy(K) qp(d) = Y qgwi(i)

1<<3

On peut vérifier aussi que ces trois fonctions satisfont :

— divw; est constante dans K et fK divwdr =1,1<1<3

— W; - Ny, est constante sur a; et fa W Ny do = 0ij, 1 <4, < 3.
Ainsi, on a :

/ divqgdr = Z dj et / qj - Ilfmd(f =g 1<4,5<3.

K 1<i<3 ai

Les degrés de liberté d'une fonction de Ny, sont donc les valeurs des débits de la
fonction & travers les arétes du maillage, aprés avoir défini un sens positif de traver-
sée de ces arétes.

On désigne par :
— A lensemble des arétes du maillage (card(A) = ny)
— Ag 'ensemble des arétes ot 'on impose un flux massique
— A, 'ensemble des arétes ot I'on impose un flux de chaleur
On prend {wi4},c 4 une base de Ny, et n, la normale unitaire a chaque aréte.

On choisit arbitrairement d’orienter n,, vers 'extérieur de €2 si a C 0f) et de K; vers
K pour i < j si a est commune aux deux éléments.

~

On retrouve des propriétés similaires a celles vues pour RTy(K) :

VK € Thl, Va € A / divw, = /wa ‘NKq = €K.a;
K a
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ou :
—1sia C OK et n, orientée vers I'extérieur de K, i.e n, -ng, = —1
ko =14 1siaCOK etn, orientée vers l'extérieur de K, i.e n, -ng, =1
Osia¢ OK.

Donc, tout élément v, € Nyj, peut s’écrire sous la forme :
Vp = E VagWia,
acA

et vérifie :

/divvhdzz g V€ K,a)
K

acA

/Vh ‘N do = VoK g
a

Finalement, Gy; peut s’écrire sous la forme :

Gy, = Z 91aW1a + Z 91sW1p,

a€(A\Ag) beAq

et qi5 se décompose en :

qin = Z 41aW1a + Z q15W1p-

ac(A\Ar) a€A,

(916)peag € (91b)qea, TePrésentent les conditions aux limites imposées sur le flux
massique et le flux de chaleur respectivement.

Base de Nqp,

Comme pour le réservoir, les flux dans le puits sont approchés par I’élément fini
de Raviart-Thomas et appartiennent a ’espace Va, :

Nop ={v € H(div,Qs); v/x € RIH(K) VK €T}.

L’élément de référence est le rectangle unité que I'on note aussi K.
De méme , notons ( o ) les coordonnées des sommets de 1’élément de réfé-
To; .
1<i<4

rence et {a;},;, les arétes qui leurs sont opposées.
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~

Ensuite, construisons une base de RTy(K) en introduisant les vecteurs suivants :

w; (2) = R et «w; ()= . EA‘ :
0 1<4<2 T2 — T2i 2<3<4

De maniére analogue, on construit {wa,},. » une base de Ny, avec A’ I'ensemble
des arétes du maillage. On peut montrer aussi que cette derniére vérifie les mémes
propriétés que dans la section précédente.

On peut donc écrire :

Gop, = Z 924 W2q,
ac(A\A'¢)

qQa2n = Z q2aW2q,

a€ERUA it

et

avec A’;,; 'ensemble des arétes internes du maillage.

3.4 Existence d’une solution pour le probléme continu
couplé
Le principal résultat de cette section est le suivant :

Théoréme 3.17. Suppposons (3.16) et (3.24). Le probléme couplé continu (3.8)
avec o = 0 (i.e. sans termes convectifs dans les lois d’énergie) admet une solution.

Démonstration. On fait appel a la méthode de Galerkin. On considére une suite des
problémes approchés de (3.8), écrits dans le cadre fonctionnel discret déja introduit :

Trouver z;, € Xj, Kh e,
Ao(@n,2') + I(Apa') = F(a'), Vo' €Y, (3.25)

Tn(N', Zy) = 0, VA' € K,

ou dans la définition de Jj(+,-), pan représente la projection L*(X)-orthogonale de

p2 sur K. On a alors existence et unicité d'une solution (z,, A,) pour chacun de
ces problémes discrets (Cf. Section 3.3).

D’aprés Les lemmes 3.14 et 3.15, la solution discréte z;, = (fjh,gh) satisfait 1’esti-
mation suivante, uniformément par rapport a h :
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|Gunll,, + Mnllog, + [[Gon o Bl g, + Bl

Sl + [T+ B <e
+Pnlloq, + H llog, T2t lo0, =

La condition inf-sup sur B(-,-) assure (Cf. Lemme 3.13) que pg, est borné dans
L*(Q)). En effet :

* ||~ B gh,U/) A fjh?U/ _ Fl U’
52||P2h||0,s22 < sup (? = sup ( I)j/ ( )
UIET% H || U’ET% H ||

AN

< ¢ (HGMHOQ + [ldunllo g, + HG2hHH - [[fianll 0, + Hﬁ?huo,m) -
YAl

(di’l},ﬂg)

Ensuite, en choisissant comme fonction-test s’ dans la seconde équation variation-
nelle, telle que :

.= . - 2 _
Py = divGy,, T) =divqy,, py=0 et Ty = 0.q.pn + R

on obtient :
. = L~ | -
[divGnl[§ o, + | divdnlls o, + !I;dw(r%)\lam = Fy(s') = C(s,5n) < c|l5]|.-

En remarquant que :

s | 1
divqe, = ;dﬂ)('f’qzh) — R

on peut conclure que divélh et divqyp, respectivement divqo, sont uniformément
bornés dans L?(€2;), respectivement dans L?(€s).

Par ailleurs, la seconde équation du probléme (3.25) nous donne que (N}lh ‘netqy-n
sont uniformément bornés pour la norme L? (X). En effet, ils vérifient la condition
suivante sur chaque aréte située sur l'interface :

Rpap,

G e =T

/arhdo-y alh "N = R(a’/‘h)\m Ve € gh:
alors que U4, ¢, sont bornés dans L*(X).
On a donc obtenu, d'une part, que la suite (z), est bornée pour la norme de

X. D’autre part, (Ap), est bornée dans L, grace a la condition inf-sup satisfaite par
Z(-,-)(cf. Lemme 3.12).
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On peut donc extraire une sous-suite, que 1’on note aussi (z, Kh) n, qui converge
faiblement vers un élément (7, A) de X x L.

Compte tenu des propriétés des espaces discrets utilisés, on sait que pour tout
(', A") € Y x K il existe une suite (z},A}) € Y, x K;, fortement convergente vers
(2/, \). Par ailleurs, pop,0), converge fortement vers po6’ dans L*(X).

Un passage a la limite dans le probléme (3.25) montre que la limite faible (Z, A) est
une solution du probléme (3.8), ce qui termine la démonstration. [ |

Remarque 3.18. On peut également montrer que le probléeme continu avec convection
(i.e. a = 1) admet aussi une solution unique pour At suffisamment petit, en utilisant
la régularité de la solution du probléme (3.8) avec 'alternative de Fredholm. Les
termes convectifs sont considérés comme une perturbation compacte de l’identité.
Etant assez technique, on ne présente pas ict les détails de la démonstration; Les
wdées sont les mémes que celles présentées pour ’analyse des problémes réservoir et
puits séparés (voir [1] et [2]).

3.5 Reésultats numériques

On présente dans ce paragraphe des essais numériques afin de valider le code as-
socié au modele couplé, tant d’un point de vue numérique que physique. De maniére
analogue a ce qui a été fait pour les codes réservoir et puits (Cf. [21]), on s’intéresse
tout d’abord a I’évolution de la solution en fonction du raffinement du maillage sur
une géométrie simplifiée. On étudie ensuite un gisement réel de plusieurs couches
géologiques avec des caractéristiques contrastées et on compare les résultas avec ceux
obtenus séparément par les simulateurs réservoir et puits.

3.5.1 Convergence en maillage

Afin d’utiliser des maillages de plus en plus raffinés sans trop augmenter le
nombre de degrés de libérté, on considére dans ce paragraphe un réservoir dont
les dimensions sont volontairement réduites a 10m de longueur et 2m de hauteur.
Le réservoir est formé de deux couches aux caractéristiques physiques et thermody-
namiques homogeénes ; seule la couche la plus profonde est perforée.

Pour ce test, on simule la production d'une huile 1égére sur une periode d’une
semaine en imposant un débit constant (de 1500 m?*/jour) a la surface du puits et
une pression constante sur la facade extérieure du réservoir.

Dans la suite, notre objectif est d’étudier le comportement de la pression et de
la température en fonction du raffinement du maillage.
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kp =1000mD k, =350mD ¢ =0.28 s, =0.15

F1G. 3.2 — Coupe verticale du réservoir

Maillage Noeuds | arétes | mailles
Maillage 7;, 86 217 132
Maillage 7}, /5 303 830 528
Maillage 75,4 | 1133 3244 2112
Maillage 75/ | 4377 | 12824 | 8448

TAB. 3.1 — Maillages congruents pour le réservoir

Pour ce faire , on construit des maillages congruents 7., i € {2,4,8} a partir
d’un maillage initial grossier 7, comme suit : chaque trianglé du réservoir est divisé
successivement en quatre triangles congruents et par conséquent, chaque rectangle
du puits est divisé en deux rectangles congruents. Notons que le puits n’est raffiné que
dans la direction verticale afin de tenir compte du modéle 1.5D considéré. La solution
obtenue sur le maillage le plus fin 7; ! est prise comme la solution de référence.

Pour chaque maillage intermédiaire, on évalue en norme L? l'erreur entre la
solution ici calculée et celle de référence.

On représente sur les Figures 3.3 et 3.4 le logarithme de I'erreur en fonction de
log(1/h), pour la pression et la température respectivement. On obtient numérique-
ment :

T — Thlloo < Ch®,

avec « approximativement égale a 1.1 dans le réservoir et a 1.5 dans le puits. On
obtient des résultats similaires pour la pression, cf. Figure 3.4.

Donc, conformément a ce que l'on attend, I'erreur diminue avec le raffinement du
maillage.

3.5.2 Cas réel

Les simulateurs réservoir et puits développés séparément ont été validés (Cf
[1], [21]) tant d’un point de vue numérique que physique. Plus précisément, une
confrontation avec des données de pression et de température enregistrées sur le
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Erreur relative sur la temperature dans le puits en norme L? (t=7j)
T

Erreur relative sur la Températuredans le reservoir en norme 12 (t=7j)
T -10 T T T T T

-8.4 T T T T

-11.5

-12

-10.2

-104 L L L L L L _125 L
0 0.2 0.4 06 08 1 1.2 14 0 0.2 04 06 0.8 1

(a) Ordre de Perreur en norme L? dans le (b) Ordre de l'erreur en norme L? dans le

réservoir puits

F1G. 3.3 — Ordre de convergence sur la température a t=7 jours.

Erreur relative sur la pression dans le puits en norme L2 (t=7j)
T

Erreur relative sur la Pressiondans le reservoir en norme L (t=7j)
T -8 T T T T T

-6.5 T T T T T

L L L L L
0.8 1 12 14

-9 L L L L L L 11 L
0 0.2 0.4 06 0.8 1 12 14 0 02 0.4 06

(a) Ordre de l'erreur en norme L? dans le (b) Ordre de Perreur en norme L? dans le

réservoir puits

F1G. 3.4 — Ordre de convergence sur la pression a t=7 jours.

terrain ainsi qu’avec des logiciels analytiques pour la pression comme PIE (cf.
www.welltestsolution.com) a été réalisée.

On se propose donc de valider notre simulateur en comparant les résultats obte-
nus par le code couplé avec ceux donnés par les codes séparés.

A ce propos, on reprend le méme gisement réel présenté dans (Cf [1], [21]). Le ré-
servoir est formé de sept couches dont trois sont perforées et ayant comme hauteurs
respectives du haut en bas : 5.5m, 3.2m, 1.5m, 2.7m, 1.7m, 2.3m et 3.1m. Caractérisé
par des propriétés physiques assez hétérogenes (cf. Figure 3.5), le réservoir est de



66 CHAPITRE 3. COUPLAGE PUITS-RESERVOIR

kp = 2000mD k, =350mD ¢ =0.20 s, =0.15

kp =2000mD k, =350mD ¢ =028 s, =0.15
kn = 10mD k, =1mD ¢ =0.08 s, =09

kp =1000mD k, =16mD ¢ =0.24 s, =0.42

kp =1000mD k, =16mD ¢ =0.26 s, =0.30

kp =1000mD k, =16mD ¢ =0.22 s, =0.38

kp =1000mD k, =15mD ¢ =0.24 s, =0.40

F1G. 3.5 — Section verticale du réservoir.

20m de hauteur et de 50m de largeur. Le puits associé est de 70m de hauteur pour
un rayon de seulement 0.15m.

On simule la production d’une huile 1égére pendant 28 jours en imposant une pres-
sion constante p, = 400 bars et un flux de chaleur nul q - n = 0 sur la fagade
extérieure du réservoir .

Pour le code couplé, on impose un débit Q@ = 6500 m?3/jour a la surface du
puits alors qu’une différence de pression Ap = 10 bars est appliquée entre la paroi
extérieure du réservoir et les perforations lorsqu’on simule le réservoir tout seul. On
se propose de retrouver ces deux conditions limites en comparant nos simulations.
Toutes ces données sont réelles. Il est utile de rappeler que pour le code puits tout
seul, les valeurs des conditions aux limites sur les perforations sont données par le
code réservoir.

En ce qui concerne le pas de temps, on a remarqué que la condition At suffi-
samment petit (exigée par certains résultats théoriques) ne semble pas influencer
la performance du code. Différents pas de temps peuvent étre choisis pendant la
simulation. Pour ce test, des petits pas de temps (de 'ordre d’une heure) sont pris
pendant le régime transitoire alors que des pas plus grands (de l'ordre d’un jour)
peuvent etre imposés, dés que le régime permanent est atteint.

Comparons a présent les résultats du code couplé avec ceux du code réservoir.
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On peut constater d’aprés la Figure 3.6 que pour le code couplé, le débit imposé a
la sortie du puits crée une différence de pression Ap = 10 bars dans le réservoir.
Ce résultat coincide parfaitement avec la condition limite imposée pour le réservoir
tout seul.

Pression a linstant t=28 jours Pression a l'instant t=28 jours
2815

-2820

2845

-2850

20 25 30 35 40 45 50 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

(a) Pression donnée par le code réservoir (b) Pression donnée par le code couplé

F1G. 3.6 — Comparaison des cartes de pression dans le réservoir a t = 28 jours.

Concernant la température, un petit rechauffement aux abords du puits dia a
I’effet Joule-Thomson est remarqué dans les deux cas. Les graphiques obtenues par
les deux simulateurs sont trés similaires, comme le montre la Figure 3.7.

Il va de méme pour la comparaison avec le code puits tout seul : on observe sur la
Figure 3.8 des valeurs analogues pour GG, (a partir duquel on peut calculer le débit
de production dans le puits avec une condition de compatibilité). On reproduit donc
par le code puits, le débit () imposé comme condition limite pour le probléme couplé.

On souhaite maintenant suivre I’évolution du réservoir et du puits pendant un
mois de production. On représente respectivement dans les Figures 3.9, 3.10 et 3.11
les cartes de pression, de température et de densité obtenues par le code couplé.
Plus précisément, on représente I’état initial du réservoir ainsi que son état a la fin
de la production. Une fois les résultats stabilisés a t = 2jours, on s’intéresse a la
periode transitoire en tragant les graphiques tous les 7jours.

Les figures mentionnées ci-dessus se concentrent aux abords des perforations. Du
fait de la géométrie du domaine, notamment le rapport assez grand entre les rayons
du réservoir et du puits, on ne visualise que 10m du réservoir dans la direction
radiale.

On peut noter que ces résulttas numériques correspondent a un comportement
physiquement admissible et attendu par les ingénieurs réservoir. En plus, les condi-
tions de transmission imposées a 'interface sont parfaitement satisfaites : la tempé-
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-2815F

-28201

-2835

-2840

-28451

-2850
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Température a linstant t=28 jours 3364

-2815

Température a linstant t=28 jours

336.2

335.8

335.6

3354

5 10 15 20 25 30 35 40 a5 50 385.2

(a) Température donnée par le code réservoir

Cote z (en m)

Fi1G. 3.7 — Comparaison des cartes de

-2820

-2835 [
2000 B

2845

-2850

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

336.4

336.2

335.8

335.6

335.4

335.2

(b) Température donnée par le code couplé

température a t = 28 jours.

-2780

-2790

-2800

-2810

-2820

-2830

-2840

\

-2770

-2780

-2790

-2800

-2810

Cote z (en m)

-2820

-2830

-2840

L

10 20 30 40 50 60 70

Composante verticale G,

80 90 100

(a) G, donnée par le code puits

-2850
-10

0 10 20 30 40 50

Composante verticale G,

60 70 80 90

(b) G, donnée par le code couplé

FiG. 3.8 — Comparaison des flux massiques verticaux dans le puits a t = 28 jours.

rature prend les mémes valeurs dans le réservoir et dans le puits alors que le pression
est un peu différente traduisant la relation py — 7., = p1.

Finalement, on représente le flux spécifique G. Comme on peut remarquer sur
la Figure 3.12(a), la vitesse calculée dans le puits est beaucoup plus importante que
celle dans le réservoir. En effet, pour une cellule donnée dans le puits, le flux est
obtenu par sommation des contributions des perforations plus basses. Afin de mieux
visualiser 1’écoulement au niveau des perforations, on applique des échelles diffé-
rentes dans les deux domaines (de rapport égal a 10). Les graphes correspondants
sont présentés dans la Figure 3.12(b).
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Concernant les résultats dans le puits, les graphes en pression et en température
(au dela des perforations) sont essentiellement influencés par la gravité, comme le
montre la Figure 3.13.
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Pressure at t=0 days

Pressure at t=2 days x 107

(a) Pression a t=0 jour (b) Pression a t=2 jours

Pressure at t=7 days x 10" Pressure at t=14 days

(c) Pression & t=7 jours (d) Pression & t=14 jours

Pressure at t=21 days x10" Pressure at t=28 days
—27701 —27701

(e) Pression a t=21 jours (f) Pression a t=28 jours

FIG. 3.9 — Evolution de la pression pendant un mois de production.
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Temperature at t=0 days
=27701

-2780
-2790
-2800
-2810

-2820

-2850 . . . . . . . ,
0

1 2 3 4 5 6 7 8
(a) Température a t=0 jour
Temperature at t=7 days

=27701

—-2780

-2790

—-2800

-2810

-2820

(¢) Température a t=7 jours

Temperature at t=21 days
=27701

(e) Température a t=21 jours

335.5

3345

3335

335.5

3345

3335

71

Temperature at t=2 days

-2770¢
336
2780
-2790 3355
2800 335
-2810
3345
2820
334
2830
2840 3335
2850 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10
. s o
(b) Température a t=2 jours
Temperature at t=14 days
27707
336
2780
-2790 3355
2800 335
2810
3345
2820
334
2830
3335

-2840

-2850
0

-2770

(d) Température a t=14 jours

Temperature at t=28 days

(f) Température a t=28 jours

FIG. 3.10 — Evolution de la température pendant un mois de production.
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Density at t=0 days

(a) Densité a t=0 jour

Density at t=7 days

=27701

561
—-2780

560.5
-2790

560
—-2800 5505
-2810 559
-2820 558.5
—-2830 558
—-2840 557.5
—-2850 L L L L ) 557

0 2 4 6 8 10
(c) Densité a t=7 jours
Density at t=21 days

=27701

561
—-2780

—-2790

—-2800

-2810
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-2830

—-2840

-2850
0

(e) Densité a t=21 jours

F1G. 3.11 — Evolution de la densité

Density at t=2 days

-27701

—-2780

-2790

-2800

-2810

—-2820

-2830

—-2840

—-2850
0

(b) Densité a t=2 jours

Density at t=14 days
=27701

-2780
-2790
-2800
-2810
-2820
-2830

-2840

-2850
0

(d) Densité a t=14 jours

Density at t=28 days
=27701

-2780
—-2790
—-2800
-2810
-2820
-2830

-2840

-2850
0

(f) Densité a t=28 jours

pendant un mois de production.

561
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(a) Méme echelle pour les deux domaines (b) Echelles différentes pour chaque domaine
F1G. 3.12 — Flux spécifique a la fin de la production, prés des perforations
-2770 -2770
-2780 -2780
-2790 -2790
-2800 -2800
£ H
% -2810 % -2810
° -2820 ; -2820
—2830: : *2530: :
*23403 E *25403 E
_2855037.5 388 388.5 389 389.5 390 390.5 391 3915 -25%035 6 335.7 335.8 335.9 336 336.1 336.2 336.
Pression (en bar) Température (en K)
(a) Pression (b) Température

F1G. 3.13 — Pression et température dans le puits a la fin de la production.
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Deuxiéme partie

Modélisation et approximation
numeérique des écoulements
multi-composants multi-phasiques
dans un milieu poreux
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Chapitre 1
Modélisation physique

La mise en exploitation d’un gisement entraine souvent 1’entrée ou la formation
d’un fluide venant remplacer 1’huile ou le gaz :

— Migration d’eau depuis des régions extérieurs vers le gisement sous 'effet de
la baisse de pression dte a ’exploitation

— Libération des gaz dissous dans les huiles brutes

— Injection par certains puits d’un fluide chargé de déplacer 1'huile vers d’autres
puits, une technique d’exploitation appelée technique de récupération secon-
daire

Ces quelques exemples montrent I'importance de la connaissance des lois qui ré-
gissent les écoulements multi-phasiques pour 1’établissement d’un projet d’exploita-
tion ou la surveillance de sa mise en application.

En plus, les fluides pétroliers contiennent divers composants chimiques, une ca-
ractéristique qui les rend difficile a décrire. Outre quelques composants oxygénés,
hydrogénés ou azotés, ils sont constitués majoritairement des molécules hydrocar-
bonées.

On s’intéresse a un systéme formé de n,. composants en présence de trois phases
p (eau (w), T'huile (o), le gaz (g)) et de la phase solide (s) d’6u le nom modéle
multi-phasique multi-composant. On considére qu’il n’y a pas de transfert de masse
entre la phase eau et les phases hydrocarbures huile et gaz. Le nombre de compo-
sants hydrocarbures est égal a ny,.

Les lois qui régissent cet écoulement dans un milieu poreux sont la conservation
de la masse de chaque composant et la conservation de I'énergie, couplées avec la loi
de Darcy généralisée appliquée a chacune des phases.
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Il est important de noter que le modéle black-oil généralisé constitue un cas
particulier de notre modéle. En effet, il modélise I’écoulement d’un composant hy-
drocarbure lourd (I’huile 0), un composant hydrocarbure leger (le gaz g) et 1'eau
(w). Selon les conditions de pression et de température, le composant leger peut
se dissoudre complétement dans le composant lourd (on a ainsi un seul composant
hydrocarbure liquide) ; réciproquement, le composant lourd peut s’évaporer com-
plétement (on a ainsi un seul composant hydrocarbure gaz). Pour des conditions
intermédiaires, chacune des phases huile et gaz contient a la fois les deux compo-
sants hydrocarbures.

Le plan du chapitre est le suivant. Dans la Section 1.1, on introduit les lois de
conservation modélisant cet écoulement. La section suivante est dédiée au calcul de
’ensemble des propriétés thermodynamiques des fluides (densité, enthalpie, viscosité
et fugacité) a laide des équations d’état. Enfin, le calcul des équilibres entre les
phases liquide-vapeur fait I’'objet la Section 1.3.

1.1 Lois de conservation

Equation de Darcy généralisée

La vitesse de Darcy pour I’écoulement d’un fluide monophasique saturant un
milieu poreux a été définie dans la premiére partie comme suit :

u=—u"K(Vp—pg) (1.1)
k. 0 0

ou K= 1| 0 k£, 0 | désigne le tenseur de perméabilité absolue, i la viscosité
0 0 k,

du fluide, g ’accelération de la gravité et p la pression.

Pour décrire les écoulements multi-phasiques, on introduit par analogie avec (1.1) le
concept de perméabilité relative. La vitesse de Darcy généralisée de la phase p est
alors donnée (Cf. [18]) par :

w, = —kipp, K(Vp, — pp8) = —kipp, K(Vp, — 13, VZ) (1.2)

ou k,, est la perméabilité relative de la phase p, i, sa viscosité, p, sa densité et p,
sa pression. Le terme v, est égal & p, g (g étant I'accélération de la pesanteur).
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Equation de conservation de la masse

L’équation de conservation de la masse de chaque composant ¢ dans la phase p
s’écrit : 5
a(qﬁspppyc,p) + V- (PpYepp) = 0

ou S, désigne la saturation de la phase p et y., la fraction molaire du composant ¢
dans la phase p.
La porosité ¢ dépend de la pression et elle est donnée par :

b = b, ec(p7p0)7

avec C le coefficient de compressibilité de la roche et ¢y la porosité de la roche
donnée & une pression de référence py.

Les phases eau et hydrocarbures sont complétement séparées; on a donc 1’équation
de conservation de la masse de chaque composant hydrocarbure ¢ dans les phases
huile et gaz et I’équation de conservation de la masse de l'eau : :

Z (%(¢Spppyc,p) +V- (ppyc,pup)) =0, c=1, -, my
b=o0,9

(1.3)
2($Swpu) + V - (pwtty,) = 0.

En substituant 1'équation (1.2) dans le systéme (1.3), on obtient pour chaque com-
posant ¢ (Cf. [12], [17]) :

0 _
>, <5<¢Spppyc,p> =V (it 'KV, — WZ)yc,p)) =0, Ve=1, -, ne.
p=0.g,w
(1.4)
Conservation de ’énergie
Dans ce paragraphe, nous explicitons I’écriture de I’équation de conservation de

I’énergie pour 1’écoulement d’un fluide formé de trois phases dans un milieu poreux.

La somme des échanges d’énergie entre les phases est égale a zéro :
> E,=0. (1.5)
p=0,9,w
E, désigne I’échange d’énergie entre la phase p et les autres phases et il est donné

par :

0
Ly = &((Jﬁ Sp pp Up) + V- (& Sy pplhyuy) =V - (A VT) + V- (ppuy) — ¢y (1.6)
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avec T' la température, U, I’énergie interne de la phase p par unité de masse, A, sa
conductivité thermique et u, sa vitesse pour la fraction volumique ¢.5,, égale a :

u, = oy
P GSptp

K(VPP - 'VPVZ)- (1~7)

¢p modélise la dissipation visqueuse, approchée par :
bup = —Up- Vpp.

Ainsi, (1.6) s’écrit :
0
L, = Q(Qbsp pp Up) + N - ([0Sy plhy + pplup) =V - (A VT) + 1, - Vp,  (1.8)

Remarque 1.1. Dans notre bilan d’énergie, on néglige l’énergie cinétique. Certains
travauz la prennent en compte (Cf. [16]) mais négligent d’autres termes comme la
dissipation visqueuse ou la contribution de la pression.

En substituant dans (1.8) I'enthalpie de la phase p par unité de masse :

Pp
GSppp ’

H, = U, +
il vient que :
0
E, = E(qﬁsp Py Hp —pp) +V - (05, pyHpw,) = V- (A VT) + 1, - Vp,.

Finalement, en utilisant le concept de conductivité thermique équivalente et la
participation de la phase solide (d’indice s), I’équation (1.5) peut s’écrire sous la
forme suivante :

5 (6 Sp pp Hy —1p) + (1= 0) pHe| + X V- (6S,p,Hpu,)

:O7g7w p:O7w7g

~V-AVT)+ Y u, Vp,=0

p:07g7w

ol A représente la conductivité thermique équivalente; plusieurs définitions de A
peuvent étre retenues. Suivant Boris et Prat [15], on considére ici :

A= )15 ()™ (M) 5 (A7
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En substituant ’expression de la vitesse (1.7), notre équation d’énergie s’écrit fina-
lement comme suit :

% > (¢ SpppHy — Pp) +(1=9)psHs| — > V- (PpkrpN?K(vpp - %VZ)HP)

:O’g7w p:O’g7w

=V-(AVT) - X (gbilspflﬂglkmﬁ(vpp —»WVZ)-Vp,) =0.
p=o0,9,w
(1.9)
En plus de sa variation avec la température et la pression, ’enthalpie de la phase
p dépend des fractions molaires y., des composants de la phase. Elle peut étre écrite
sous la forme (Cf. [16]) :

Hp = Z yc,pHca

ou ‘H. désigne ’enthalpie du composant c.

Remarque 1.2. Notons que l’on peut calculer l’enthalpie H. d’un composant ¢ a pres-
sion constante (Cf. par exemple [16]).
En effet, pour un composant ¢ qui a subi un changement d’état physique a la tem-
pérature T* < T en mettant en jeu une chaleur latente L, son enthalpie est égale
a: - .

Ho(T) =H(To) + Lo(T7) + / Cp AT + / Cp At

To

*

ot ¢, désigne la chaleur massique du composant c. A pression constante, on a donc :

dH. = ¢ dT.

Relations d’équilibre thermodynamique

Les conditions d’équilibre d’un systéme résultent des équations fondamentales de la
thermodynamique, notamment de celles sur I’énergie de Gibbs (Cf. [43], [47]). Elles
se traduisent par une égalité des potentiels chimiques x., de chaque composant ¢
dans chacune des phases p ou il est présent. Puisque les phases eau et hydrocarbures
sont complétement séparées, on a juste besoin des relations d’équilibre de chaque
composant hydrocarbure ¢ dans les phases huile et gaz :

Xeo = Xeg c= 1, sy Np. (110)

En réalité, le calcul du potentiel chimique peut étre remplacé par un calcul des
fugacités. La fugacité f., d'un composant ¢ dans la phase p est donnée par la
relation :

XC,p(pa T) = Xc,p(17 T) + RT 1n(fc,p)7
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avec R la constante des gazs parfaits et x.,(1,7) le potentiel chimique du composant
¢ pour une pression égale a 1 bar.

Puisque les phases en équilibre sont & la méme température, le systéme (1.10) revient
a une égalité entre les fugacités :

fc,o - fc,g =0 \V/C:L o, N (111)

Un calcul détaillé de ces grandeurs thermodynamiques, basé sur les équations d’état,
sera présenté dans la Section 1.2.4.

Equations complémentaires

Afin de fermer notre systéme, quelques contraintes linéaires doivent étre satisfaites :

— La contrainte sur les saturations :
d 8, =1 (1.12)

— Les contraintes sur les fractions molaires des composants dans chacune des
phases :

np,
Zyc,p: 17 p=o0,g. (113>
c=1

— Les contraintes sur les pressions capillaires huile-eau p, o,, et gaz-huile p. g, :

Pe,ow = Po — Pw,
(1.14)
Pec,go = Pg — Po-

Remarque 1.3. On appelle pression capillaire la différence entre les pressions des
phases qui coexistent dans un milieu poreux. En effet, la combinaison de la tension
de la surface et de la courbure causée par deux fluides présents provoque des pressions
différentes pour chacune des phases. La pression dans le fluide non mouillant est
supérieure o celle dans le fluide mouillant, et leur différence représente la pression
capillaire. Les courbes de pression capillaire sont données par les laboratoires. En
effet, trois procédures expérimentales sont mises en oeuvre (Cf. [22]) afin de les
déterminer : les états saturés, l'injection de mercure ou la centrifugation.

En conclusion, le systéme qui nous intéresse est formé par les équations (1.4),
(1.9), (1.11), (1.12), (1.13) et (1.14). Comptons le nombre :
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Type Nombre
Conservation de la masse np+ 1
Conservation de 1’énergie 1
Relations d’équilibre thermodynamique ny
Contrainte sur les saturations 1
Contraintes sur les fractions molaires 2
Contraintes sur les pressions capillaires 2

Total 2n, + 7

On retient comme choix d’inconnues :

Type Nombre
Pp 3

T 1

Ye,o Np

Ye,g np,

Sp 3

Total 2n, + 7

Bien siir, pour fermer le systéme il faudra rajouter les conditions initiales et les
conditions limites (voir Sections 2.3.1 et 2.3.2).

1.2 Propriétés des phases hydrocarbures

La connaissance des propriétés thermodynamiques des fluides pétroliers repose
sur les mesures expérimentales effectuées sur les gisements ainsi que sur les mé-
thodes de calcul thermodynamique a I’aide des équations d’état. On adopte ici cette
deuxiéme démarche. En raison de sa capacité de représenter les fluides tant a 1’état
liquide que gazeux et de sa validité pour une large gamme de températures et de
pressions, on décrit les fluides de notre modéle par 1’équation d’état cubique de
Peng-Robinson.

Afin de faciliter la compréhension de I’équation de Peng-Robinson, commencons
par un court rappel sur les équations d’état. On s’intéresse en premier temps au cas

d’un corps pur.

Une équation d’état est une relation mathématique qui traduit la relation exis-
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tante entre la température, la pression, le volume occupé et la quantité de matiére
pour un corps pur ou pour un mélange.

La premiére équation d’état cubique a été proposée par Van der Waals en 1873
(Ct. [50]) et elle s’écrit :
RT a
v—>b 0%
Elle calcule la pression comme la somme de deux termes, I'un contenant le paramétre
b relatif aux interactions répulsives désignant le co-volume (volume minimal), 'autre
contenant le paramétre a relatif aux interactions attractives. On peut remarquer
qu’a température et pression données, le volume molaire est calculé en résolvant une
équation algébrique de troisieme degré, d’ou le nom équation d’état cubique.
Cependant, cette équation est peu précise : capable de décrire qualitativement aussi
bien la phase liquide que la phase gazeuse, elle ne devrait pas étre utilisée pour le
calcul numérique des propriétés d'un fluide. De nombreuses améliorations ont été
apportées, amenant & I’écrire sous la forme suivante :

RT a(T)
v—>0 0?4 avb+ Bb?

p:

p(T,v) =

A ce sujet, trois travaux ont fait référence dans le domaine pétrolier :

1. L’équation de Redlich-Kwong en 1949 (Cf. [44]), obtenue pour o = 1 et
6 = 0, a permis une meilleure restitution des pressions de vapeur et une
précision considérable de la modélisation d’équilibres liquide-vapeur des molé-
cules simples. Elle a été établie en prenant compte 1’évolution thermique dans
le terme attractif :

a(T) = a/VT.

2. Afin d’améliorer le calcul des volumes des phases, Soave en 1972 (Cf. [41], [48])
fait intervenir dans le terme attractif une fonction m dépendante de la géomé-
trie de la molécule considérée :

a(T) = a“™ [1 +m (1 — W)]Q,

ol a est le paramétre attractif calculé au point critique et 7% la tempé-
rature critique. La fonction m est définie par le biais du facteur acentrique w

comme suit :
m = 0.48 + 1.574w — 0.175w>

Bien adaptée au calcul des pressions de saturation et des volumes gazeux,
I’équation de Soave-Redlich-Kwong s’avére incorrecte pour la prédiction des
volumes en phase liquide.
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3. Pour pallier a cela, Peng-Robinson en 1976 (Cf. [42]) a introduit une expression
différente pour m :

m = 0.37464 + 1.54226w — 0.26992w>.

De plus, le dénominateur de la partie attractive a été modifié, en prenant o = 2
et §=—1.

Pour toutes les équations d’état précédentes, la détermination des paramétres
critiques a®* et b passe par I'application des contraintes au point critique pour un
corps pur (Cf. [30]). En effet, I'isotherme critique (T = T"*) dans le plan (p,v)
passe par un point d’inflexion horizontal comme le montre la Figure 1.1. I’équation

d’état doit verifier :
Wy (),
(% crit a aUQ crit B ‘

( RTcrit ) 2
pcrit

On obtient ensuite :

acm't _ Acm’t

’ b — Bcrit

avec AT = (0.45724 et B = 0.0778 pour I'équation de Peng-Robinson. R est la
constante des gaz parfaits.

I I TP(bar)

80.

i
|
|
[}
|
]
1
1
1
1
1
1
1
\
\\Point critique

40.7

3 -1

v(cm™.mol

0. T T ( ) D
0. 500. 1000. 1500.

F1G. 1.1 - Plan (p,v) de I'éthane.

Nous nous intéressons dans la suite au cas des mélanges.

Les équations d’état pour les corps purs peuvent étre appliquées a des mélanges en
considérant 'influence des différents composants sur les paramétres de répulsion et
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d’attraction. Dans le cas des mélanges a n. constituants, ces paramétres sont donnés
par :

a = Y305 >l (1 — kig)\/aiag,

b = > yibi,
ol y; représente la fraction molaire du composant i dans la phase considérée et
(a;, b;) les parametres d’interactions correspondants au composant i. k;; est le
parameétre d’interaction binaire. Ce paramétre prend en compte le fait que les inter-
actions attractives entre les composants (i, j) sont différentes de celles entre (i,7) et
(. ).
Une fois on a introduit notre équation d’état, on passe au calcul des propriétés

thermodynamiques du fluide tels la densité, ’enthalpie, la viscosité et la fugacité.
Ce qui fait respectivement ’objet des Sous-sections 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3 et 1.2.4

1.2.1 Calcul des densités

L’équation d’état de Peng-Robinson peut s’écrire sous la forme d’un polynome
de troisiéme degré :

pv® + (bp — RT)v? + (@ — b(3bp + 2RT))v — b(a — b(bp + RT)) = 0.  (1.15)

Ayant des valeurs trés dispersées, 'initialisation du volume molaire pose un pro-
bléme pour la stabilité de la solution calculée par la méthode de Newton-Raphson.
En revanche, le facteur de compressibilité Z donné par :

pv
RT

évolue dans un intervalle assez petit. On va donc reformuler (1.15) en Z :

z =

2

B o4 s34+ qgE +r =0,

ou :
s = B—1, g = A—3B*-2B, r = —AB+ B*+ B

A et B ont les expressions suivantes :

_ap _ bp
R2T?’ ~ RT

La densité molaire de la phase hydrocarbure p est exprimée en (lbmol/cuft). Elle

est donnée par l'inverse de son volume molaire :

1 Dp

Pr= %, = ERT’

(%



1.2. PROPRIETES DES PHASES HYDROCARBURES 85

avec Z la racine réelle la plus petite pour la phase huile, respectivement la plus
grande pour la phase gaz. La densité massique (exprimée en lbm/cuft) est égale a
la densité molaire multipliée par la masse moléculaire.

Il est utile de noter que la masse moléculaire de la phase p est donnée par :

Mp = Zc:yc,pMcu
c=1

ou M, est la masse moléculaire du composant c.

1.2.2 Calcul des enthalpies

L’enthalpie est une fonction thermodynamique extensive (comme 1’énergie in-
terne ou 'entropie). Pour un mélange multi-phasique de n. constituants décrit par
une équation d’état cubique, 'enthalpie de la phase p (exprimée en Btu/ lbmol.oR)
est la somme de son enthalpie en considérant qu’il s’agit d’un mélange parfait et de
I’enthalpie d’exces :

H, = Y ye,H* + RTH®
c=1

avec H? = A, T + B.T?/2 + C.T%*/3 + D.T*/4 — H,.

Les termes A., B., C. et D, sont les constantes de la capacité calorifique du com-
posant c :
cpo= A. + B.T + C.T*> + D, T?,

et Hy I'enthalpie idéale calculée & une température de référence.

L’enthalpie d’excés H®® (qui prend en compte aussi la variation de la pression) a
pour expression (Cf. [38]) :

A da /0T
H® = 51— 2 _(1-T
‘ QB\/E( a

)In

27 4+ B (2 + 2v2)
224+ B(2-2V2) |

1.2.3 Calcul des viscosités

La viscosité p, de la phase p est exprimée en cp et calculée a partir des parametres
critiques par la corrélation de Lohrenz (Cf. [34], [51]) comme suit :

o 1/4
(“” e+ 10—4) =

,u;'rit

0.1023 + 0.023364-L% + 0.058533(-2;)2 — 0.040758(-22;)% + 0.0093324(-L%;)*

crit crit crit
Pp Pp 2 Pp
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avec

e /6
[z <yc,st”t>}

crit c=1

Ky =

55 (yep ) " 5 (Yepps™) -
B o] [E e

c=1 i=c

ou Pexposant crit désigne le mot critique. Ainsi, T p* désignent respectivement
la température et la pression critique du composant c et pg”t désigne la densité
critique de la phase p.

La viscosité du gaz dilué p, est donnée par :

Z:l Ye,phts vV M.,
z;l Ye/ Mep

ol les viscosités de référence p de chaque composant ¢ sont calculées par la corré-
lation de Stiel et Thodos (Cf. [49]) :

*

Hp =

Y

34.10_5T 0.94
== e pour Tr. < 1.5

#87'it
* R
:uc - /
17.78.107°(4.58Tr.—1.67)%/8 .
(4587 ) ailleurs
s
avec : )
crit\1/6
crit (Tc )
c - 1/2 . )
MC/ (pgmt)2/3
et Tr. la température relative du composant ¢ donnée par :
T
Tr. = —
Tcmt
(&

1.2.4 Calcul des fugacités

Outre le calcul de la masse volumique, de la viscosité et de I’enthalpie des phases
hydrocarbures huile et gaz, les équations d’état permettent de faire le calcul des
équilibres de phases liquide-vapeur. Comme déja précisé, deux phases liquide et va-
peur contenant n composants sont a ’équilibre thermodynamique si les fugacités de
chaque composant ¢ dans les deux phases sont égales.

La fugacité f., du composant ¢ dans la phase p est donnée (Cf. [38|) par :

fc,p = CI)C P Yep,
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ou P, désigne le coefficient de fugacité et il est donné par la relation :

RTIn (®,) — /OP (vc _ ﬂ) dp.

Par application de I'équation d’état de Peng-Robinson, ce coefficient peut étre
determiné a partir du facteur de compressibilité et des paramétres a et b comme
suit :

bc A bc 1()(1
n®, = =(2—-1) — In(¢2 - B (= _C 1
n b(z ) n(z )—1—2 \/§(b yc)n

25 + B (2 +2V/2)
2§+ B(2-2V2) |

1.3 Equilibre entre phases

La détermination d’un équilibre implique la connaissance de la pression, de la
température et de la composition molaire globale du mélange. Dans cette section,
on présente les différents types de calcul des équilibres liquide-vapeur (Sous-sections
1.3.1, 1.3.2 et 1.3.3). Ici, comme vous le verrez dans la Sous-section 1.3.4, on fait le
test de stabilité quand une seule phase est présente et calclule les fractions molaires
du mélange en présence des deux phases a ’aide du flash.

1.3.1 Calcul du point de bulle et du point de rosée

Pour un mélange ayant une composition en phase liquide spécifiée, ce calcul

consiste & déterminer la pression (Pression de bulle) ou la température (Tempéra-
ture de bulle) d’apparition de la premiére bulle de vapeur et la composition corres-
pondante de la phase vapeur en équilibre.
Inversement au calcul du point de bulle, le calcul du point de rosée revient a dé-
terminer la pression (Pression de rosée), ou la température (Température de rosée)
d’apparition de la premiére goutte de liquide pour un mélange ayant une composition
en phase vapeur.

1.3.2 Test de stabilité

Il s’agit de tester la stabilité d’une seule phase (ayant une pression, une tem-
pérature et une composition molaire donnée) ou 1'équilibre entre plusieurs phases.
La méthode utilisée pour cette analyse est celle du plan tangent développée par
Michelsen (Cf. [37]). Elle consiste & minimiser la distance entre I’hyperplan tangent
et la surface de I'enthalpie libre de Gibbs. Ainsi, le critére de stabilité d’une phase
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p s’écrit :
np,
D YenIn(yep) + (@) = In(ze) — In(De(%))) > 0

c=1

avec ¢. le coefficient de fugacité du composant ¢ et z. la composition molaire du
composant ¢ dans le mélange initial.

1.3.3 Calcul du flash liquide-vapeur

Pour une pression, une température et une composition globale données, le flash
est le mécanisme qui permet de calculer la composition des phases liquide et vapeur
a l’équilibre. Il consiste a résoudre simultanément les équations d’équilibre thermo-
dynamique :

K, = %9 1 ... p, (1.16)

Ye,o

associées aux équations de bilan de matiére :

Ze = VYeg + LYeo, C=1, o, my (1.17)

avec K. le coefficient d’équilibre du composant ¢ en mélange liquide-vapeur et z. la
composition molaire du composant ¢ dans le mélange.

A T’équilibre liquide-vapeur, une partie du mélange est en phase liquide et une autre
en phase gazeuse dont les proportions molaires respectives sont v et ¢ :

v + ¢ = 1.

Aux équations (1.16) et (1.17), on rajoute les contraintes linéaires sur les fractions
molaires de chaque phase :

nhp Nk
Zyc,g = 17 Zyc,o =1. (1].8)
c=1 c=1

Les inconnues du systéme (1.16)-(1.18) sont : Y4, Yeq, v €t t. Les constantes d’équi-
libre K, sont initialisées par la relation de Wilson (Cf. [47]) :

exp5.37 (1 +w.) (1 — 7-)

Tre
pre

c =

et la variable z. est également connue.
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En développant ’équation (1.17) comme suit :

Ze = V Yey + LYco = VKC Ye,o + (1_V) Ye,05

on obtient :
ZC

io = T - 1.19
Yo = T U(K.—1) (1.19)

En combinant les relations (1.16), (1.18) et (1.19), on se rameéne a I’équation de
Rachford-Rice en l'inconnue v :

g(v) = Zy—l/(Z{—KC) = 0. (1.20)

c=1

Le calcul du flash est donc basé sur la résolution de cette équation (Cf. [32]). Les
compositions des phases y., et y., sont calculées ensuite par les équations (1.16) et
(1.19). La figure 1.2 présente ’algorithme pour le calcul du flash liquide-vapeur.

1.3.4  Traitement de DPapparition et de la disparition des
phases

Dans une maille donnée, la présence ou non d’une phase hydrocarbure dépend
des conditions de pression et de température, ainsi que de la composition molaire.
Par conséquent, les variables a résoudre changent d’une maille a une autre et d'une
itération a une autre. D’ou le besoin de traiter ’apparition ou la disparition des
phases hydrocarbures dans toutes les mailles, aprés chaque itération de Newton.

— Disparition d’une phase hydrocarbure
Pour une maille ot les deux phases hydrocarbures huile et gaz sont présentes,
on calcule avec les équations de conservation leurs saturations (S, et S,). Si
I'une de ces saturations devient négative, on considére que la phase correspon-
dante a disparu et on remet sa saturation a zero, afin d’initialiser 'itération
de Newton suivante.

— Apparition d’une phase hydrocarbure
Quand une seule phase hydrocarbure est présente dans une maille, on teste la
stabilité de cette phase avec la méthode du plan tangent. Au cas d’instabilité,
on constate ’apparition de la deuxiéme phase hydrocarbure et on fait un calcul
de flash afin de reinitialiser les fractions molaires des différents constituants.
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Spécifier T, p et z, (c=1...n)

v
Initialiser K (i=c...n)

A

»| Résoudre I'équation de Rachford-Rice
pour /

A 4

Calculer y_ et y._,

VL

Calculer f, et f,,

Non

fC,O
fc,g

Fin du calcul

K =K,

F1G. 1.2 — Algorithme de calcul du flash liquide-vapeur.



Chapitre 2

Résolution numérique

On présente dans ce chapitre la méthode de résolution numérique ainsi que son
implémention.

Un des ojectifs majeurs de cette partie de la thése est de pouvoir industria-
liser le modéle implémenté, aprés avoir testé la validité du modéle considéré et
du schéma numérique adopté. Plus précisément, la société KAPPA engineering
(www.kappaeng.com) est chargée d’accomplir cette tache dans le cadre d’une colla-
boration avec Total & travers le projet MOTHER.

Par ailleurs, il existe déja des logiciels réservoirs dédiés a la modélisation des
écoulements multi-composants multi-phasiques chez Total (Rubis, Eclipse, Reveal,
Stars..) ; plusieurs de ces logiciels industrielles sont & disposition. Compte tenu de
ces deux aspects et dans le but d’interpréter la thermométrie, nous avons choisi
d’étendre un simulateur réservoir existant en lui ajoutant un bilan d’énergie et la
thermodynamique correspondante.

Pour ce faire, nous avons retenu le GPRS (General Purpose Reservoir Simulator)
comme choix. Il s’agit d’un logiciel développé a I'université de Stanford dans le cadre
d’une thése en 2002 (voir [17]). Il est écrit sous la forme d’un code source en C++,
tout a fait modifiable par I'utilisateur et il est cohérent avec notre modélisation phy-
sique présentée dans le chapitre précédent.

Ce chapitre est donc consacré a l'intégration de ’équation de température dans
le systéme d’équations implémenté dans GPRS et il est organisé comme suit.

Dans la Section 2.1, on fait le bilan sur le nombre d’équations a résoudre si-

multanément ainsi que sur les variables associées. La discrétisation en temps du
systéme d’équations est présentée dans la Section 2.2. On décrit aussi le maillage

91
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ainsi que la discrétisation en espace par la méthode de volumes finis. Les conditions
initiales et aux limites associées au systéme discrétisé seront introduites dans la
Section 2.3. La Section 2.4 est consacrée a la résolution numérique par la méthode
de Newton-Raphson alors que dans la derniére Section 2.5, on présente ’algorithme
correspondant.

2.1 Variables primaires et secondaires

Rappelons d’abord que le nombre total d’équations & résoudre (égal au nombre
d’inconnues) vaut (2n, + 7). D’aprés la régle de phase de Gibbs (Cf. [12]), le nombre
de degrés de liberté de notre systéme est égal a :

(ne+2—-—n,)+(n,—1) = n.+1,

ou n. est le nombre de composants (n. = nj, + 1) et n, le nombre de phases. On doit
donc résoudre (n. + 1) équations, appelées équations primaires, afin de fixer I’état
thermodynamique du systéme.

On choisit dans la suite ces équations primaires ainsi que les variables associées.
A Taide des contraintes linéaires (1.12)-(1.14), on élimine tout d’abord deux pres-
sions, une saturation et deux fractions molaires. Ainsi, il nous reste (2n;, + 2) équa-
tions non-linéaires, dont uniquement (n, +2) sont primaires. Plusieurs choix d’équa-
tions et de variables primaires peuvent étre ensuite retenus, conduisant a de diffé-
rents modéles. Ici, on considére le modéle de Coats (Cf. [12], [20]) ou les équations
primaires sont les n. équations de conservation de la masse, plus I’équation de conser-
vation de I'énergie :
(B = Z (%(qbspppyap) -V (ppkrpM;IK(va - 'VPVZ)yc,p)) =0, ¢c=1,---, n.

p

ET = % > (@SpprHy — pp) + (1 — @) psHs

p

- Z V- (PpkrpN;IK(VPp - ”YPVZ)Hp)
p

—V - (AVT) =3 (¢o7'S, iy ke K (VD — 7,V Z) - Vp,) = 0.

\ p

(2.1)

Rappelons que I'indice s désigne la phase solide et que ci-dessus, Y _ signifie la somme
p
sur les phases g, o, w.

Les variables primaires choisies sont une pression, la température, (n,—1) saturations
et (n. —n,) fractions molaires. Plus précisément, ces variables sont :
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* pg, T, Sg, So, Ye,g avec ¢ =3, ---, ny 1a ou les deux phases hydro-
carbures sont présentes.

* Doy T, So, Yeo avecc =1, ---, n, — 1 quand la phase gaz est ab-
sente.

x pg, T, Sg, Yeoavecc =1, ---, n, — 1 quand la phase huile est
absente.

Il est important de noter que la température constitue la variable supplémentaire
par rapport a l’ensemble des variables du GPRS isotherme, choisie ici comme variable
primaire.

Remarque 2.1. Cette selection de variables primaires est basée sur les variables des
phases (saturation et fractions molaires) dépendantes de lapparition et la disparition
des phases hydrocarbures. Ce qui mene a des variables primaires propres a chacune
des cellules du maillage. D’autres choix sont possibles : en particulier, le modéle
de Young et Stephenson ([52]) et celui de Chen ([19]) utilisent les compositions
molaires des constituants comme variables primaires (mémes variables dans toutes
les cellules).

Finalement, les équations secondaires sont les équations d’équilibre thermodyna-
mique et les variables restantes jouent le role des variables secondaires.

Dans la suite, on note I’ensemble des équations primaires par E,, celui des équations
secondaires par E; et on désigne ’ensemble des variables primaires et secondaires
par X, et X, respectivement.

2.2 Approximation numérique

Cette section est dédiée a la discrétisation en temps et en espace du systéme
(2.1).

2.2.1 Discrétisation en temps

On discrétise notre probléeme en temps en appliquant le schéma d’Euleur impli-
cite. On note par At" = t"* —¢"~1 le n!®™M€ pas de temps. Il est compris entre un

pas minimal At,,;, et un pas maximal At,,., et il est calculé a ’aide de la formule
suivante (Cf. [17], [12]) :

1 .
A" = At"min {min m} ,
i K 0k +Cn;

ou 7 désigne les variables, K les mailles et ¢ un facteur compris entre 0 et 1 (fixé
par l'utilisateur). 7; désigne une variation donnée de la variable i alors que 6; x
représente la variation calculée de la variable ¢ sur K, de t"~! a t".
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2.2.2 Maillage

Le maillage implémenté dans le code GPRS isotherme est un maillage cartésien
et le domaine 2 C R? considéré est un parallélépipéde. Dans notre travail, on a donc
repris la méme géométrie.

Remarque 2.2. Le GPRS est aussi capable de lire des maillages non-structurés don-
nés par des mailleurs externes. Cependant, dans sa version actuelle, ['utilisateur doit
rentrer a la main toutes les informations (volumes des cellules, connectivités, trans-
missibilités ...) ou alors écrire une interface entre le mailleur et le simulateur. De
ce fait, nous avons choisi de travailler dans cette these sur des maillages cartésiens,
les seuls générés par GPRS.

Afin de construire le maillage, on découpe le domaine en N, x N, x N, mailles
ou N, N,, N, désignent respectivement le nombre de découpages en z,y et z. On
obtient donc une famille de parallélépipédes appelés volumes de controle :

vérifiant Q = Uker, K et

0

KNnL = une aréte commune
une face commune,

pour tout K, L € 7.
On désigne par ¢ 'ensemble des faces de la triangulation 7}, et par P I’ensemble des
centres de gravité des volumes de controle. Evidemment, le maillage satisfait :

1. Soignt Tk € K et x; € L deux éléments de P avec K, L € 7T,
Si KN L={o} Ce, alors le segment [z, zy] est orthogonal a o.

2. Soit 0 € € tel que {0} C 0K avec K € T}, et soit Dk, la demi-droite d’origine
rxk perpendiculaire a 0. On a alors : D, No = {x,}.

Introduisons a présent quelques notations qui serviront tout au long de ce chapitre :
— e = {0 €¢g, 0 COK}, pour tout K €7,
— Eeqt = {0 €€, 0 COIN}
— ng, := lanormale unitaire perpendiculaire a la face o de la maille K, dirigée
vers 'extérieur de K.
— dg,, désigne le segment [rg, x,], pour tout o € .
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2.2.3 Discrétisation en espace

Pour la discrétisation en espace, on utilise un schéma de volumes finis centré sur
les cellules dans lequel chaque inconnue discréte u est une fonction constante par
maille K, définie par sa valeur au centre de gravité xx de la maille. On convient de
noter ux = u(rg), xx € P et uy, = u(x,), 0 € ¢ les approximations de wu sur le
volume K et sur la face o respectivement.

Afin d’obtenir la formulation discréte du probléme (2.1), on intégre les équations
sur chaque volume de controle K et on procéde ensuite a des approximations pour
les termes de bord.

Vu que les termes de notre systéme a discrétiser sont de types diffusif et convectif
(présent dans ’équation de température), on va détailler la procédure de calcul
adoptée sur des termes génériques, afin de simplifier la présentation.

Considérons d’abord un terme générique diffusif div(KVwv) et montrons comment le
flux correspondant sera calculé (Cf. [26]). En utilisant une formule de Green ainsi
que le fait que chaque volume K soit un parallélépipéde de cotés paralléles aux axes,
on se rameéne & une intégrale de bord :

[ div(KVv)dz = KVv.-ndo
0K
= ) /KVU ‘ng, do
oCEK o
— Z kKJ—UU — UK mes(o)
chr
o€EEK ’
- TR,
oCEK

avec K le tenseur de perméabilité (diagonal et défini positif) et kx, la norme eucli-
dienne de K - ng .
Une propriété fondamentale de la discrétisation par volumes finis est la conservation

du flux a travers les faces internes. En effet, pour tout {o} = KN L, le flux sortant
de K sur o est 'opposé du flux sortant de L sur o. On a donc :
Ffflé,a = _F}/],O"
ce qui conduit a la formule :
— 1 kKJU N k:L,JU
o Frto | FLo \ dg, K dp L

dK,fr dL,cr
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Enfin, en remplagant v, par sa valeur dans ’expression du flux, on obtient :
v
FK,J = —TU(UL — ’UK),
ol la transmissibilité 7, est donnée par :

kK,crkL,a
kK,a'dL,a + kL,adK,a' '

T, = mes(o)

Considérons maintenant un terme convectif générique u- Vo. Il est traité par décen-
trage, en tenant compte du sens de 1’écoulement. Pour tout volume de contréle K,
on écrit :

Jeu-Vode = / vu-nda—/deiv(u)dx
oK K

%/ vKu-ndo—i—/ veztu-nda—/ v u-ndo
OK+ oK~ oK

= / (Vext — V) u-n do
oK~

= Z (Uext - UK) /u ‘N o dO’,

c€e0K—
o (2.2)
avec ey = vp pour tout {o¢} = K NL, 0K~ = {o€ek; u-ng, <0} et
0Kt = {0 €ckg; u-ng, >0}

Dans notre équation, le vecteur u vaut KVp, ce qui nous conduit a I’expression
suivante :

fKKVp-Vv dr = Z (Vewt — VE) /KVp-nK,U do

cEOK~

= - Z (Uea:t_UK) F[I;',()ﬂ

c€OK~

Remarque 2.3. Le schéma de volumes finis considéré est un schéma a sept points. En
effet, les volumes de contréle sont des hexaédres. Par conséquent, les termes convec-
tifs et diffusifs discrétisés sur une maille K font appel aux valeurs des inconnues sur
les siz mailles contigués a la maille considérée (plus eventuellement la valeur sur la
maille en question), d’ow son nom.
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Le systéme discrétisé s’écrit finalement sous la forme suivante :

( VEK €17,

(¢ SpppYe,p)k—(d Spppyc,p)?{l
P P

E;( = VK At + Q?zm,K
2.0 2 7o MpYep) k(o —ppx —V(ZL — Zk))) =0, c=1, -+, ng,
p {o}=KnNnL

(X (6SpppHp—pp)+(1—8)psHs) k — (3 (6SpppHp—pp)+(1—¢)psHs )it

T P P

>0 X 7o (MNHY)k/L(Ppr — Pox — V(2L — ZK))) + Qi i
p  {o}=KnNL

- Z Z, _ Te (¢7ls;1“;1krp)K/L(pp,L — PpKk — V(ZL - ZK))(pp,L - pp,K)
P {o}=KnNL
o€ 0K~

— > k(T —Tk) + Qhpx =0,
{U}:KQE

(2.3)
ou Vi désigne le volume de la maille K et A, la mobilité de la phase p donnée par :

Ap — _ppkrp‘
Hp

Les transmissibilités 7,, 7, sont égales a :

(0) krokr o ,  mes(o)
T, = mes(o . Ty =
ki odroe + krodi o dk.r

Le décentrage amont est utilisé afin d’évaluer :

(Apyc,p>K si (pp,K — Pp,L. — 7(ZK - ZL)) Z 07
(Apyc,p)K/L -
(Apyep)r ailleurs.

Il va de méme pour les termes Ax /1, (ApHp) /1 et (kTpu:;l)K/L.

Le calcul des termes sources (Qf;,, ks Qfim i €t Qi i) sera detaillée dans la Section
2.3.2 associée aux conditions limites, sachant que l'indice lim vaut W lorsqu’il se
référe au puits, respectivement ext lorsqu’il s’agit d’'une frontiére extérieure.
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2.3 Conditions initiales et aux limites

Afin qu’il soit bien posé, on adjoint dans cette section & notre probléme discrétisé
(2.3) les conditions initiales et les conditions aux limites correspondantes.

2.3.1 Conditions initiales

On définit dans ce paragraphe I’état initial du réservoir permettant d’établir
un équilibre entre les fluides qui coexistent. La température est répartie suivant le
gradient géothermique imposé. Les saturations des phases sont initialisées suivant
le positionnement des contacts fluides WOC (Water-Oil contact) et OGC (Oil-Gas
contact), comme le montre la Figure 2.1.

Contacts fluides

Fia. 2.1 — Distribution initiale des fluides dans le réservoir.

Les compositions molaires initiales des composants dans le mélange sont données
a l'aide des tables, en fonction de la profondeur et calculées par interpolation dans
les différentes cellules. Un flash est ensuite effectué a pression constante afin de cal-
culer les fractions molaires des composants dans les phases hydrocarbures. Cela va
nous permettre aussi d’évaluer les densités des phases hydrocarbures et la fraction
molaire v de la phase hydrocarbure liquide dans le mélange. Enfin, on réinitialise les
saturations :

So - ll_SUU

+(I-1Ee

S,=1-35,—8,

et on distribue la pression dans le réservoir :

p=0""+ > (0S)9(Z -2

p:07g7w
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ot p"¢f désigne la pression donnée & une cote de référence Zm¢/.

2.3.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites implémentées dans le GPRS isotherme au niveau
des frontiéres extérieures sont uniquement de type Neumann, c’est a dire un flux
massique nul est imposé partout et le réservoir n’est alimenté que par les puits. Pour
notre modeéle, comme dans le cas monophasique, les conditions aux limites portent
d’une part sur le débit massique ou sa variable duale la pression, et d’autre part sur le
flux de chaleur ou sa variable duale la température. Cela va nous permettre de traiter
des réservoirs fermés ainsi que des réservoirs alimentés. Afin de pouvoir définir les

i

s 1t

F1G. 2.2 — Frontiéres du réservoir.

conditions aux limites, on considére une partition de la frontiére du réservoir comme
le montre la Figure 2.2 :

0l = v Uy Uns,

ou vy, désigne la frontiére supérieure, v, la frontiére latérale et v3 la frontiére infeé-
rieure. On convient de noter :

gs = {0 €ceat, 0 T U3},
g = {0 € ceut, 0 C Yo}

et on définit les termes sources indicés par ext de la facon suivante, pour tout

KeT,:
Qewt,K = Z QJ,K-

TE gextNOK
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Sur la fagade latérale, on a le choix d’imposer une condition d’imperméabilité

Qe = th = 0) ou une pression constante p,. Dans ce dernier cas, on a :
( v o € g N 8K7
;K = —m@S(U) Z (Apyc,p)K %
p
T =—mes(0) > (A H,)k %'
L p

Pour ce qui est de I’équation de I’énergie, on impose un flux de chaleur nul (Q},, =
0) ou une température 7T, ce qui implique :
T, - T,
VoecegnNiK, Q)i=—mes(o)\g o R
’ dK,o

En admettant que les limites supérieure et inférieure du réservoir sont des épontes,
on impose sur les frontiéres correspondantes un flux nul (Q¢,, = QL, = 0) et le
gradient géothermique :

~x = mes(o)A\gh, Vo €e,NOK,
ou h désigne le gradient géothermique.

On passe maintenant au calcul des termes sources indicés W.

Les puits peuvent étre ouverts n’importe ol dans le réservoir et sont identifiés par
les indices (i, j, k) des mailles qu’ils traversent, comme le montre la Figure 2.3. Deux

1 i

| > \
]

<«

]
—_————

F1G. 2.3 — Modélisation du puits.

types de controle peuvent étre imposés au niveau de chaque puits : un flux de chaleur
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nul ou une température constante (Q3},), ainsi qu'une pression au fond p ¢ ou un débit
en surface par phase q]fp (débit au séparateur).
Pour un puits W passant par une maille K, on a :

Q%/VK = IPw > (Apyc,p)K(pp,K - p?)

p:g)07w

Qv =IPwk Y (ApHy)k(ppx — Pk ),

p:g’07w

ou I Py i est I'indice de productivité du puits dans la maille K (exprimé en mD. ft).
pW désigne la pression dans le puits au niveau de la maille K dont le calcul se fait
de maille en maille comme suit (cf. [17]) :

P = ppi+ (pR + pra)9(Zir — Z)

= p‘;[é + (,02/1 + p?{/Q)g(Z]@ — ZKl) + (,0‘[/[(/ + p¥1)g(ZK1 — ZK)

= o+ (W + PR 9(Zit — Zias),
=1

avec K™, K! deux mailles voisines situées I'une au-dessus de l'autre dans la di-
rection verticale et K™ la maille perforée la plus basse (14 ol on impose la pression
fond p?/) La densité totale du fluide dans le puits dans la maille K est donnée par
(Cf. [17]) -

> Pp,K QX,/K
Pk = =
K - 3
> QE/K
p
avec le débit volumique de la phase p calculé par :

Gk = TPwi Npxc(ppr — PR ).

Donc en fixant une pression fond, les termes du puits dans le systéme (2.3)
ne dépendent que des variables du réservoir. Alors qu’en imposant 'autre type de
condition limite (un débit phase), la pression dans le puits p" est considérée comme
une inconnue supplémentaire, d’otl le besoin d’une équation supplémentaire.
Supposons que ’écoulement dans le puits est permanent ; le débit massique de chaque
composant ¢ au fond du puits (sommation sur toutes les mailles K ) est égal a son
débit a la surface Qg :

DD TPwk(Mpyes)x (prie — pi) = QS (2.4)

K p=o,9
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Or, le débit total massique au séparateur est égal au débit massique imposé de la
phase hydrocarbure (on a choisit ici la phase o) :

Nh
7Y Q5 = s (2.5)
c=1

avec pﬁp la densité de la phase p et [°F la fraction molaire de la phase hydrocarbure
dans le mélange au séparateur. Afin de les évaluer, on effectue un calcul flash aux
conditions standard avec des compositions molaires des constituants calculées ainsi :
C
ZC f— & C fr— 1’ DR 5 nh'

np )
> QS
c=1

En substituant 1’équation (2.4) dans I’équation (2.5), on obtient ’équation supplé-
mentaire dans le puits :

lSP
Z Z TPy Ay i (Pp,ic _pII/I(/)pS_P - qu = 0. (2.6)

K p=o,g

Comme 1'eau et les composants hydrocarbures sont complétement séparés , 1’équa-
tion supplémentaire pour un débit eau ¢2 imposé est toujours :

Z ]PW,KAw,K(pw,K - p%)

Pw

ol p,, désigne la densité de I'eau aux conditions standard.

En conclusion, au niveau du puits on peut donc imposer une pression fond ou
un débit par phase. En imposant la deuxiéme condition, la pression dans le puits
devient une inconnue du probléme; par conséquent, les équations (2.6) et (2.7)
représentent les équations supplémentaires a résoudre lorqu’on impose un débit par
phase hydrocarbure, respectivement un débit eau.

2.4 Reésolution avec la méthode de Newton-Raphson

Le systéme non-linéaire (2.3) est resolu avec la méthode de Newton-Raphson ;
toutes les variables sont traitées implicitement.
Soit E(X) = 0 ’ensemble des équations du systéme. En le décomposant en équations
primaires et secondaires, le systéme peut étre écrit sous la forme suivante :

E,(X,, X;) =0

(2.8)
ES(XZH XS) = 0
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A chaque itération de Newton, on résout le systéme linéaire suivant :
JVAXYH = —E(XY),

avec

OE
AXVH = X - XY et I = S (XY).
¢ ox X
La matrice jacobienne J est une extension de celle calculée dans le GPRS isotherme,
obtenue suite a 'introduction de ’équation de I’énergie et au calcul des dérivées de

toutes les équations par rapport a la température (voir Figure 2.4).

9/oT

4 >

Jacobienne JPRS

Equation
d’énergie

Jacobienne étendue

F1G. 2.4 — Matrice jacobienne étendue

Le but maintenant est de réduire le nombre d’équations et d’inconnues a ré-
soudre. Il faut donc relier les variables secondaires aux variables primaires et écrire
ensuite les équations primaires en fonction uniquement des variables primaires.

Introduisons pour commencer les matrices :

_ 0E, _ 0E, _ OE, _ OE,
A= 0X,’ b= X’ ¢ = 0X,’ b= X’

et les vecteurs :
M = —Ep, N - _ES'

Développons ensuite les équations secondaires :

v v aES v v
)YAXIH 4 (aY) AXYH

OE,
X,

ESF(XOH, XU &~ By(X, XY+ (

= —N"+ C’'AXI™ + DVAXEH
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D’ou :
AXYT = (DTIN) - (D_IC)”AXZH. (2.9)

Passons aux équations primaires; on a :

OE,

0X,

0B,

Ep(XZ+17 XU+ E, (X}, X¥) + ( 5K

)”AX;“ + ( )Y AXY T

= —M"+ A”AX;+1 + BYAXY T

Remplagons & présent 1’équation (2.9) dans I’équation précédente. On obtient le
systéme primaire :

(A-BD 'C)’AXY*' = (M - BD 'N)". (2.10)

On montre sur la Figure 2.5 les opérations appliquées a la matrice jacobienne,
conduisant aux équations (2.9) et (2.10).

A B M A B M
N N
c D N D'C | D-'N
A B M A-BD'C 0 M-
BD-'C
3N ()
BD-'C B BD-'N BD-'C B BD-'N

F1G. 2.5 — Manipulation sur la matrice jacobienne afin de réduire B a 0

En résumé, a chaque itération de Newton on résout d’abord le systéme linéaire
(2.10) afin de calculer les variables primaires. Ensuite, on calcule explicitement les
variables secondaires par le biais de la relation (2.9).

2.5 Logiciel de Simulation GPRS thermique

Cette section résume tout le chapitre en vous présentant 1’algorithme du code
implémenté.

1. Lecture les données
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2. Instant tV :
— Initialisation du réservoir selon la Sous-section 2.3.1

3. Instant t"+1 :

— Vérification de I'apparition ou la disparition des phases hydrocarbures et
calcul de toutes les propriétés thermodynamiques (viscosités, enthalpies,
densités, fugacités...)

— Calcul de la matrice jacobienne

— Résolution linéaire de JAX = —E(X)
< Calcul des variables primaires : (A — BD'C)AX, = (M — BD'N)
< Calcul des variables secondaires : AX, = (D7'N)— (D'C)AX,

— Mise a jour : X =X + AX

— Test de convergence

4. Calcul du pas de temps suivant et revenir a 1’étape 3.



Chapitre 3

Simulations numériques

Dans ce chapitre, on présente plusieurs essais numériques concernant le code
GPRS thermique. Afin de valider le modéle considéré, on compare dans un premier
temps les résultats avec ceux obtenus par le code GPRS isotherme. On s’intéresse
aussi & I’évolution de la solution (pression, température et saturation des phases)
au cours du temps. On traite ensuite un cas de production de gaz o on étudie les
effets des conditions aux limites imposées sur les frontiéres du gisement.

3.1 Comparaison avec le logiciel GPRS isotherme

On se propose ici de comparer les solutions que 1’on obtient en débit, en pression
et en saturation avec celles calculées par le code GPRS isotherme.

On modélise un réservoir de dimensions 5000 ft x 5000 ft x 50ft a l'aide d'un
maillage formé de 125 parallélépipédes (5 X 5 x 5); chacun des cotés du réservoir
est décomposé en cinqg parties égales (voir Figure 3.1). Les perméabilités suivant x,
y et z sont respectivement 100 mD, 100 mD et 10 mD.

Le fluide considéré est formé de trois composants : méthane C'H,, butane C4Hq
et heptane C;Hyg, pouvant étre en phase liquide ou gaz et dont les propriétés sont
calculées avec I'équation d’état de Peng-Robinson.

Un puits producteur est localisé dans la maille (0, 0, 0) marquée en bleu (voir Fi-
gure 3.1) o on impose une pression de 300 psi. Un flux massique nul est donné sur
les frontiéres extérieures.

On produit pendant 50 jours. Le comportement de la pression, la température et
les saturations des phases liquide et gaz au cours du temps est représenté sur les
Figures 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5.

A T’état initial, on remarque que le fluide est & 60% en phase gazeuse dans toutes les
mailles. Il est important de rappeler que cette distribution est donnée par un calcul

106
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W) ] vy
: My O O N
: j Oy s iy 5 2,
T ot T TS A S TS A
RS o r i )

S SAREL
I AT

FiG. 3.1 — Maillage.

de flash. Au cours du temps, le gaz remonte en surface tandis que I’huile descend
au fond du réservoir sachant que la somme de leur saturation est toujours égale a
1. Par ailleurs, la chute de pression concerne dans un premier temps la maille ou
se trouve le puits, puis elle s’étend rapidement aux autres mailles. L’évolution de la
température est quant a elle de quelques degrés, conformément & ce que 1'on atten-
dait.
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Pression & =0 jour

lSH

493

474

456

437

(a) Pression a t=0 jour

Pression ar2jour

l5”

493

(b) Pression a t=2 jours (c) Pression a t=10 jours

Pression ar20jours

lSII

493
474
456

437

(d) Pression a t=20 jours (e) Pression a t=35 jours

Fressian &r=s0fours

l5”

493

474

456

(f) Pression a t=50 jours

F1G. 3.2 — Cartes de pression pendant 50 jours de production.
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Fempéranse & 120 fou

. 533

532

5831

529

528

a) Température a t=0 jour

rempéichae 12 s
- 533

b) Température a t=2 jours (c¢) Température a t=10 jours

"

532

531

529

. 528 h i)

(d) Température a t=20 jours (e) Température a t=35 jours

(f) Température a t=50 jours

F1G. 3.3 — Cartes de température pendant 50 jours de production.

109
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) Saturation de la phase gaz a t=0 jour

(b) Saturation de la phase gaz & t=2 jours (c¢) Saturation de la phase gaz a t=10 jours

]

1.00 1.00

0.750

0.500

0.250

0.000

(d) Saturation de la phase gaz & t=20 jours (e) Saturation de la phase gaz & t=35 jours

et g

1.00

(f) Saturation de la phase gaz a t=50 jours

F1G. 3.4 — Cartes des saturations de la phase gaz pendant 50 jours de production.
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(b) Saturation de la phase huile & t=2 jours (c) Saturation de la phase huile & t=10 jours

[v—

-

0.750

[v——

m

0.750

0.500 0.500

(d) Saturation de la phase huile a t=20 (e) Saturation de la phase huile a t=35 jours
jours

(f) Saturation de la phase huile & t=50 jours

F1G. 3.5 — Cartes des saturations de la phase huile pendant 50 jours de production.
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Passons maintenant a la comparaison avec le GPRS isotherme. A ce titre, on
présente respectivement sur les Figures 3.6 et 3.7 les débits de gaz et d’huile a la
sortie du puits obtenus par les deux simulateurs. Les Figures 3.8 et 3.9 représentent,
quant a elles, les comparaisons des pressions et des saturations dans la maille du
réservoir traversée par le puits.

Comme on peut le constater, les résultats obtenus par notre code thermique sont
similaires & ceux calculés par le GPRS isotherme. Effectivement, les petites diffé-
rences observées peuvent s’expliquer par 'introduction d’une température variable
dans le gisement. Plus particuliérement, on remarque que la pression est plus basse
dans le cas thermique, ce qui explique bien le débit de gaz légérement plus grand a
la sortie du puits.

On peut constater aussi que la production du gaz est dominante par rapport a celle
de I'huile, permettant de justifier le refroidissement au niveau du puits. Ce phéno-
meéne est di & la detente du gaz, modélisant 1’effet Joule-Thomson.

2000

1800 +

1600

1400

1200

—GPRS isotherme
— GPRS thermique

1000

800 1

Débit gaz (MSCF/JOUR)

600

400

200

0 10 20 30 40 50
Temps (JOUR)

Fi1G. 3.6 — Comparaison des débits de gaz a la sortie du puits.
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350
300
250
— GPRS isotherme
200 .
~— GPRS thermique

150

Débit huile (STB/JOUR)

100

50

[ 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps (JOUR)

FiG. 3.7 — Comparaison des débits d’huile a la sortie du puits.
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Fi1G. 3.8 — Comparaison des pressions dans la maille traversée par le puits.
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0.9 1

===Saturation gaz-GPRS thermique
====Saturation huile-GPRS thermique
Saturation gaz-GPRS isotherme

Saturation huile-GPRS isotherme

0.1 4

F1G. 3.9 — Comparaison des saturations dans la maille traversée par le puits.

3.2 Production de gaz

On s’intéresse dans ce test a la production de gaz ainsi qu’au type de conditions
aux limites imposées.

Le cadre de la simulation est le suivant. On considére un réservoir de dimensions
9000ft x 9000ft x 30 ft et on le maille & 'aide de parallélépipedes (N, = N, =
9, N, = 3). Le fluide présent contient deux composants : le méthane C'Hy et le
butane CyH,9. Comme pour le test précédent, le puits est localisé dans la maille
(0, 0, 0) mais on produit cette fois-ci pendant trois mois en imposant un débit gaz
constant (de 250 M SCF/JOUR).

L’évolution de la pression dans le réservoir est représentée pour deux types de
conditions aux limites différents : pour la Figure 3.10, une pression constante est
imposée sur vy, alors que pour la Figure 3.11, on a imposé un flux massique nul.
On constate que la pression se stabilise assez facilement en imposant une pression
alors qu’elle continue & diminuer pendant toute la simulation pour le deuxiéme cas.
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(a) Pression a t=0 jour

(b) Pression a t=>5 jours (c) Pression a t=15 jours

(d) Pression a t=30 jours (e) Pression a t=60 jours

Fression é=90 jours

. 505

503

&01

499

497

(f) Pression a t=90 jours

F1a. 3.10 — Cartes de pression pendant trois mois, pression constante imposée sur
V2
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Fression ar=a jour

. 505

503

501

490

497

(a) Pression a t=0 jour

ressicn ars jours

l 505

508
801
499

497

(b) Pression a t=>5 jours (c) Pression a t=15 jours

(d) Pression a t=30 jours (e) Pression a t=60 jours

(f) Pression a t=90 jours

F1G. 3.11 — Cartes de pression pendant trois mois, flux massique nul imposé sur ~,
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On représente respectivement sur les Figures 3.12 et 3.13 la pression dans la
maille traversée par le puits et la pression dans le puits, pour les deux types de condi-
tion aux limites retenus. En concordance avec les cartes précédentes, on remarque
que la pression est plus basse quand on impose un flux massique nul. Notons que
le méme Ap est obtenu dans les deux cas (entre la pression dans la maille traversée
par le puits et la pression puits).

501.5

501

500.5

==Pression constante

“Flux i nul

500

499.5 1

499 +

498.5

Pression (PSI)

498 +

497.5 +

497 +

496.5

496

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps (JOUR)

F1G. 3.12 — Comparaison des pressions dans la maille traversée par le puits.



118 CHAPITRE 3. SIMULATIONS NUMERIQUES

491

490

489

== Pression constante

Iy
@
®

Flux massique nul

Pression (PSI)

&
3]
N

486

0 10 20 30 40 50 60 70 80 920
Temps (JOUR)

F1G. 3.13 — Comparaison des pressions dans le puits.

En conclusion, on a vu dans les tests précédents que le code GPRS thermique
donne des résultats physiquement admissibles concernant la pression, la tempéra-
ture, les saturations et les débits. Les comparaisons avec le GPRS isotherme sont
aussi satisfaisantes : on reproduit quasiment les mémes comportements des pressions
et des débits.

Pour aller plus loin dans la validation de notre code, I’étape suivante consisterait
a traiter des champs réels pour lesquels on dispose des enregistrements de pression
et de température et & comparer donc avec ces mesures. On a voulu faire les tests
correspondants mais on a rencontré des difficultés lors de la mise en oeuvre, dues
au manque de données. D’une part, il n’existe pas a Total des simulateurs réservoirs
thermiques qui modélisent les propriétés des fluides a l'aide des équations d’état.
D’autre part, les fluides des gisements dont les données sont disponibles contiennent
des huiles lourdes. Ils sont donc décrits par des pseudo-composants dont on ne
dispose pas de toutes les informations nécessaires pour les calculs avec une équation
d’état.
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Notations
t Temps
u Vecteur vitesse (au sens de Darcy)

Pression
Masse volumique

Température

p

p

T

G Flux massique, G = pv

q Flux de chaleur, q = AVT
W Viscosité

[0) Porosité

(pc);  Capacité thermique du fluide
(

pc), Capacité thermique de la matrice poreuse saturée
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A Conductivité thermique

K Tenseur des perméabilités

F Coefficient de Forchheimer

g Vecteur accélération gravitationnelle

S Saturation du fluide

v Volume molaire

Z Facteur de compressibilité

v Fraction molaire de la phase liquide dans le mélange
L Fraction molaire de la phase gazeuse dans le mélange
Yy Fraction molaire des composants dans les phases

H Enthalpie

U Energie interne

k, Perméabilité relative

f Fugacité

R Constante des gazs parfaits, R = 10.73 psi.cuft/lbmol.oR
K Coefficient d’équilibre

w Facteur acentrique

z Composition molaire dans le mélange

d Coefficient de fugacité

M Masse moléculaire

g—z = Vu-n Dérivée normale extérieure

Indices

P Phase

c Composant

0 Oil

g Gaz

W Water
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Résumé

Dans ce travail, on étudie d’un point de vue thermomécanique deux modeéles d’écou-
lements afin d’interpréter des mesures de température dans le puits.

On couple d’abord un modéle réservoir axisymétrique incluant les effets de dissipa-
tion visqueuse et de compressibilité avec un modéle puits pseudo 1D pour I’écoulement
d’un fluide monophasique. Des conditions de transmission adéquates sont imposées a I'in-
terface entre les deux domaines et ensuite dualisées par des multiplicateurs de Lagrange.
On obtient ainsi une formulation variationnelle mixte non standard pour le probléme cou-
plé. Les flux sont discrétisés par des éléments finis de Raviart-Thomas. Enfin, on montre
que les problémes couplés continu et discret sont bien posés.

On développe ensuite un modéle réservoir multi-phasique (huile, gaz et eau) et multi-
composant. Compte tenu de la complexité du probléme, on a choisi d’étendre un simula-
teur non-thermique existant en lui ajoutant une équation d’énergie adéquate et la ther-
modynamique correspondante. La discrétisation en espace est faite a l'aide des volumes
finis et le systéme non-linéaire obtenu est résolu par la méthode de Newton-Raphson.

Des tests numériques validant les codes développés sont présentés.

Mots-clés

Réservoir et puits pétroliers, transfert de chaleur, couplage Darcy-Stokes, écoule-
ments multi-composants, équilibres des phases, éléments finis mixtes, volumes finis.

Abstract

We study here from a thermomechanical point of view two flow models, in order to
interpret temperature recordings in petroleum wells.

We first couple an axisymmetric reservoir model including compressibility and vis-
cous dissipation effects with a quasi 1D wellbore model, describing the flow of a single
phase fluid. Adequate transmission conditions are imposed at the interface and next duali-
zed by Lagrange multipliers. This leads to a nonclassical mixed formulation for the coupled
problem. Fluxes are discretized by means of conservative Raviart-Thomas elements. The
discrete and continuous coupled problems are shown to be well-posed.

Then we develop a multi-component multi-phase (oil, gas and water) flow for the
reservoir. We have extended an isothermal simulator by adding an energy equation and the
corresponding thermodynamics. Finite volumes are employed for the space approximation
and the nonlinear system is solved by Newton-Raphson’s method.

Numerical tests validating the developed codes are presented.

Keywords

Petroleum wellbore and reservoir, heat transfer, coupling Darcy-Stokes, multi-component
flows, phase equilibrium, mixed finite elements, finite volumes.



