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INTRODUCTION 3

Introduction

Suite à l’émergence de nouvelles technologies d’acquisition avec l’apparition des
fibres optiques depuis une vingtaine d’années, on dispose désormais des mesures de
température dans les puits de pétrole. Ces mesures de thermométrie sont appelées
à jouer un rôle majeur dans l’interprétation des diagraphies de production et dans
la caractérisation des réservoirs pétroliers.

La connaissance de la contribution de chaque réservoir dans la production to-
tale d’un puits est très importante. Jusqu’à ce jour, cette répartition est déterminée
grâce aux mesures PLT (Production Logging Tool). Il s’agit des données enregis-
trées à l’aide d’outils constitués de différents capteurs (jauge de pression, jauge de
température, densimètre, débitmètre...) et descendus au câble dans le puits. Cette
opération est faite régulièrement sans recours à un équipement lourd et elle fournit
des mesures de pression et de température sur toute la hauteur du puits, ainsi que
des mesures de débits.

Une interprétation quantitative du PLT est réalisée à l’aide de :

– Débitmètre : on mesure d’abord la vitesse de remontée du mélange avec une
hélice. Connaissant le diamètre intérieur du puits, on en déduit le débit du
mélange.

– Densimètre : on détermine par cet outil la proportion de chacune des phases
dans le mélange. Comme on peut le voir sur la Figure 1, la proportion de
la phase lourde est calculée à partir de la densité mesurée par le densimètre
et les densités de chaque phase données par les mesures PVT. Ces dernières
sont effectuées dans les laboratoires à partir des échantillons de fluide prélevés
dans le puits et leur rôle est de déterminer les propriétés des fluides (densité,
viscosité..) en fonction de la pression et de la température.
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Fig. 1 – Interprétation du PLT : calcul des proportions des phases avec le densimètre.

Les données de pression et de température sont uniquement utilisées pour des
mesures PVT et pour des analyses qualitatives. Par exemple, la baisse de la tempé-
rature de 0.3̊ F observée dans la Figure 2 désigne l’entrée de l’eau.

Or, dans le cas de production avec de très grandes profondeurs d’eau, les têtes
des puits sont situées au fond des mers. Par conséquent, les enregistrements PLT ne
peuvent plus se faire sans un appareil de forage, opération qui s’avère très onéreuse.
Un moyen de pallier à ce surcoût est de positionner une fibre optique sur toute la
profondeur et en permanence dans le puits. Grâce à ces capteurs, il est maintenant
possible d’obtenir un profil de température continu à la fois sur la hauteur du puits
et dans le temps. Ne disposant cette fois-ci que des mesures de température, on
voudrait les interpréter à travers un logiciel.

Les champs d’application ne semblent pas manquer : connaissant un historique
de débit en surface et un historique de température dans le puits, on peut envisa-
ger de développer de nouvelles approches afin de déterminer la température initiale
(avant forage) du réservoir et la répartition des débits par couche.
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Fig. 2 – Interprétation du PLT : détection d’une entrée d’eau.

Pouvant se formuler en terme de problèmes inverses, la résolution de ces pro-
blèmes passe dans un premier temps par l’écriture du problème direct associé. Ce
dernier consiste à décrire le comportement d’un fluide circulant dans un réservoir
(milieu poreux) et dans un puits et ce, tant d’un point de vue thermique que dyna-
mique.

La plupart des logiciels commerciaux dédiés à la modélisation des puits et des
réservoirs sont isothermes. D’autres négligent certains phénomènes physiques tels
la décompression du fluide (effet Joules-Thomson) et la friction dans la formation
(disspation visqueuse), pourtant assez importants dès que l’on souhaite interpréter
de faibles variations de température (de l’ordre de quelques dixièmes de degré).

À partir de ces constatations s’est initié le projet MOdélisation des THERmo-
métries MOTHER (collaboration entre l’entreprise TOTAL, la société KAPPA en-
gineering et le Laboratoire de Mathématiques Appliquées à l’Université de Pau).
Le but final est de disposer d’un simulateur industriel décrivant l’écoulement d’un
fluide dans le réservoir et dans le puits, afin de pouvoir interpréter les mesures de
température.

Une approche décrivant l’écoulement radial d’un fluide monophasique et modé-
lisant le puits et le réservoir séparément a fait l’objet d’une première thèse dans le
cadre du projet MOTHER (voir [21]).

Cette thèse représente la suite de ce projet. La première partie est consacrée
au couplage des modèles puits et réservoir introduits précédemment dans [21], ce
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qui nous permet de prendre en compte les phénomènes de refroidissement et de
rechauffement que subit le fluide avant de quitter le réservoir. La deuxième partie
est dédiée à l’extension du modèle réservoir au cas des fluides multi-phasiques, tout
en prenant en compte d’une manière fine la thermodynamique.

La société KAPPA engineering (www.kappaeng.com) est chargée de reécrire les
codes développés et validés dans les deux thèses sous la forme d’un logiciel industriel
(Rubis).

Détaillons à présent l’organisation de la thèse.
La première partie est constituée de trois chapitres. Dans le Chapitre 1, on rap-

pelle le modèle réservoir déjà analysé (Cf. [1], [21]). On reprend dans le Chapitre
2 la modélisation physique du puits introduit dans (Cf. [21]). On développe une
nouvelle variante quasi 1D, qui diffère de la précédente notamment par le calcul
des vitesses et qui permet une prise en compte naturelle des conditions de raccord
aux perforations. Enfin, on s’intéresse dans le Chapitre 3 au couplage de ces deux
derniers modèles.

La modélisation du réservoir présentée au Chapitre 1 a conduit au développe-
ment d’un modèle 2D axisymétrique basé sur l’équation de Darcy-Forchheimer cou-
plée avec une équation d’énergie non standard, incluant notamment l’effet Joule-
Thomson et la dissipation visqueuse. La discrétisation en temps est faite à l’aide
d’un schéma d’Euler implicite. À chaque pas de temps, on se ramène à la résolution
d’un système linéarisé dont les inconnues sont la pression p, le flux massique G = ρv
(avec v la vitesse de Darcy), la température T et le flux de chaleur q = λ∇T (avec
λ la conductivité thermique). La densité ρ est mise à jour en vérifiant l’équation
d’état cubique de Peng-Robinson. Pour la discrétisation en espace, on approche les
flux à l’aide des éléments finis de Raviart-Thomas (RT0) et les variables scalaires
par des fonctions constantes par maille. Le schéma a été validé d’un point de vue
physique, théorique et numérique. (Cf. [1], [21]).

Le puits étudié au Chapitre 2 est décrit par un modèle 2D couplant classiquement
les équations de Navier-Stokes compressibles avec un bilan d’énergie. On s’intéresse
à la dérivation d’une approximation conforme quasi 1D, qui prend en compte la
direction privilégiée de l’écoulement. On introduit deux nouvelles variables conser-
vatives G et q, qui permettront par ailleurs un couplage naturel avec le réservoir. À
chaque pas de temps, on résout un système non-linéaire d’équations découplées, en
introduisant une méthode de point fixe autour de la densité. Plus précisément, pour
un ρ donné on calcule le flux massique à l’aide d’une formulation de Petrov-Galerkin,
puis la vitesse et la pression en résolvant un système de quasi-Stokes. Enfin, on dé-
termine le flux de chaleur et la température à partir de l’équation d’énergie. On
remet à jour la densité grâce à un module thermodynamique et on itère. Concer-
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nant la discrétisation spatiale, on utilise un maillage particulier avec une seule maille
dans la direction radiale. On approche les flux par des éléments finis de type RT0,
la pression et la température par des éléments finis constants par maille et enfin les
composantes verticale et horizontale de la vitesse par des fonctions Q1.

Le Chapitre 3 est dédié au couplage de ces deux modèles. D’un point de vue
mathématique, il s’agit d’un couplage de type Darcy-Forchheimer et Navier-Stokes
compressible. On pourra d’abord noter quelques difficultés essentielles qui différen-
cient notre couplage de ceux actuellement considérés dans la littérature. En effet,
nos modèles réservoir et puits n’ont pas les mêmes dimensions ni le même nombre
d’inconnues. De plus, la densité n’est pas constante dans les deux domaines. Enfin,
l’aspect énergétique est considéré ici d’une manière très fine, tandis que la plupart
de travaux sur le couplage Darcy-Stokes le négligent.

Le couplage est réalisé en imposant des conditions de transmission à l’interface
entre le puits et le réservoir. On introduit deux multiplicateurs de Lagrange θ et µ
et on dualise la continuité de la température et des forces normales à l’interface. A
chaque pas de temps, on aboutit à une formulation variationnelle mixte du problème
couplé ayant un opérateur de la forme suivante :

[
A I
J 0

]
avec A =

[
A B

B
T −C

]
.

Du fait que les formes bilinéaires A(·, ·) et C(·, ·) sont ni définies positives ni symé-
triques et que les fonctions-test ne se trouvent pas dans le même espace que les
inconnues, notre formulation mixte est non standard. On montre que l’opérateur A
est injectif en utilisant le théorème de Babuška, ce qui assure l’unicité de la solu-
tion. A ce stade, on n’a pas pu établir directement une deuxième condition inf-sup
assurant l’existence de la solution. Cependant, nous avons montré cette existence à
l’aide d’une méthode de Galerkin basée sur l’approximation éléments finis du pro-
blème variationnel.

Afin de prendre en compte les données collectées sur le terrain et de pouvoir
imposer un débit à la sortie du puits, une résolution globale du problème couplé
est envisagée. Concernant la discrétisation spatiale, on reprend les approximations
éléments finis déjà utilisées pour les modèles puits et réservoir. On approche les
multiplicateurs de Lagrange par des fonctions constantes par arête et on traite les
termes convectifs par le biais d’un schéma décentré. On montre que le problème dis-
cret est bien posé et on valide le schéma par des tests numériques avec des données
réelles. Plus précisément, on étudie le comportement de la solution en fonction du
raffinement du maillage et on compare les résultats avec ceux obtenus par les codes
réservoir et puits séparément.

Cette partie a fait l’objet d’un poster (Cf. [3]), de plusieurs communications
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orales (Cf. [4] - [7] pour la modélisation, l’approche théorique et l’implémentation
numérique) ainsi que d’un article [10] parue dans International Journal for Nume-
rical Methods in Fluids et d’un autre [11] accepté dans SIAM Journal of Scientific
Computing.

Dans la deuxième partie de la thèse, on étend notre étude au cas d’un fluide multi-
phasique (gaz, huile, eau), multi-composant dans un milieu poreux. Notons que le
modèle black-oil généralisé (qui modélise l’écoulement d’un composant hydrocarbure
lourd, d’un autre leger et de l’eau) constitue en fait un cas particulier de notre
modèle.

Compte tenu de la complexité du système à résoudre et en cohérence avec notre
modélisation physique, nous avons décidé d’intégrer dans le code GPRS (General
Purpose Reservoir Simulation) isotherme, développé à l’Université de Stanford, une
équation d’énergie adéquate et le module thermodynamique correspondant.

La deuxième partie contient trois chapitres.

On s’intéresse dans le Chapitre 1 à la modélisation d’un fluide pétrolier multi-
phasique (trois phases), multi-composant (nc composants) circulant dans un réser-
voir. L’écoulement est régi par les équations de conservation de la masse pour chaque
composant et une équation de conservation d’énergie, couplées avec la loi de Darcy
généralisée appliquée à chacune des phases. On considère ici comme pour le cas mo-
nophasique, un bilan d’énergie exhaustif incluant les effets de dissipation visqueuse
et de compressibilité.

Le comportement des phases est géré par les relations d’équilibre thermodyna-
mique décrivant les contraintes existantes sur chaque composant présent dans une
paire de phases. En outre, d’autres contraintes linéaires doivent aussi être satisfaites :
la somme des saturations des phases est égale à 1, la somme des fractions molaires
des composants de chacune des phases est égale à 1, plus deux contraintes sur les
pressions capillaires huile-eau et gaz-huile.

L’ensemble des propriétés thermodynamiques des fluides et les équilibres des
phases sont calculés par l’équation d’état de Peng-Robinson. Plus précisément, d’une
part on calcule analytiquement les expressions ainsi que les derivées partielles des
caractéristiques des fluides (densité, enthalpie, viscosité, fugacité..), tant à l’état
liquide que gazeux. D’autre part, on détermine à partir de la pression, de la tempé-
rature et de la composition globale du mélange, les compositions des phases liquide
et vapeur coexistantes ; ce type de calcul est appelé calcul de flash.

Le Chapitre 2 est quant à lui dédié à la résolution numérique du système. Tout
d’abord, on élimine deux pressions, une saturation et deux fractions molaires avec
les relations linéaires. On applique ensuite la règle de phase de Gibbs (Cf. [12]) avec
laquelle on obtient le nombre de variables appelées primaires (égal à nc + 1), fixant
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l’état thermodynamique du système. Dans notre approche, les équations primaires
choisies sont celles de conservation de la masse et de l’énergie. Les variables primaires
associées sont la pression de la phase gaz, la température, les saturations des phases
gaz et huile et les fractions molaires de (nc − 3) composants hydrocarbures dans la
phase gaz. Or, cet ensemble d’inconnues n’est pas fixe. Il varie avec l’apparition et
la disparition des phases hydrocarbures dans les différentes cellules. Il sera réduit à
la pression et la saturation de la phase hydrocarbure existante, la température et
(nc − 2) fractions molaires lors de la disparition d’une phase hydrocarbure.

Le problème est ensuite semi-discrétisé en temps à l’aide d’un schéma d’Euler
implicite et la méthode de volumes finis est utilisée pour la discrétisation en espace.
A chaque pas de temps, le système non-linéaire obtenu est résolu par la méthode de
Newton-Raphson afin de calculer les variables primaires. Les variables secondaires
(variables restantes) sont calculées explicitement grâce aux relations d’équilibre ther-
modynamique.

Enfin, des tests validant ce schéma sont détaillés dans le Chapitre 3. On teste
d’abord l’implémentation de la température dans le code GPRS isotherme en com-
parant les résultats obtenus dans les deux cas. On étudie ensuite le comportement
de la solution au cours du temps vis-à-vis des conditions aux limites imposées.

Cette partie a été présentée dans [8] et dans [9].

Fig. 3 – Injection de vapeur d’eau.

Comme perspectives à ce travail, plusieurs pistes existent.
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Concernant le modèle multi-phasique dans le réservoir, on pense étendre son
champ d’application à l’injection de vapeur. On fait appel à ce principe lorsque l’on
souhaite diminuer par la chaleur la viscosité du fluide afin de faciliter sa migration
dans les roches poreuses. La vapeur est injectée dans un puits horizontal créant
dans le réservoir une chambre de vapeur. Par conséquent, le fluide très visqueux aux
abords se réchauffe et s’écoule vers le puits producteur, comme on peut le voir sur
la Figure 3.

Par ailleurs, la plupart des simulateurs puits sont de type Blackoil. Ceux-ci, in-
capables de prédire la distribution de pression lorsque le comportement des phases
du fluide mobile est complexe, ne prennent pas en compte non plus les évolutions
de température que subit le fluide avant de quitter le réservoir. Il serait donc inté-
ressant, comme pour le cas monophasique, de développer un modèle multi-phasique
thermique dans le puits et de le coupler avec le modèle réservoir.

L’étape finale sera d’intégrer les codes développés dans une approche visant à
résoudre les problèmes inverses (détermination de la température initiale dans le ré-
servoir et la répartition des débits par couche). Il s’agira de développer une technique
permettant de caler de manière automatique des données directement enregistrées
sur des puits.



Première partie

Couplage Reservoir Puits
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Chapitre 1

Modèle Réservoir

On rappelle dans ce chapitre le modèle réservoir axisymétrique introduit, analysé
et validé dans [21] et [1]. Pour la clarté du document, on présente uniquement le
problème physique à modéliser et on écrit brièvement le problème semi-discrétisé
linéarisé, ainsi que sa discrétisation spatiale.

Avant de poursuivre, introduisons quelques notations (valables dans les Chapitres
1-3). Pour un domaine ω de Rn, on note L2(ω) l’ensemble des fonctions de carré
intégrables pour la mesure de Lebesgue sur ω et on pose :

H1 (ω) =
{
u ∈ L2 (ω) ; ∇u ∈ (L2 (ω))

n}
,

H (div, ω) =
{
u ∈ (L2 (ω))

n
; divu ∈ L2 (ω)

}
,

H (div, ω) = (H (div, ω))n , L2 (ω) = (L2 (ω))
n
.

Pour Γ ⊂ ∂ω, on a employé la notation 〈·, ·〉Γ pour désigner le produit de dualité
entre H−1/2(Γ) et H1/2

00 (Γ). On rappelle que H1/2
00 (Γ) est l’espace des traces sur Γ des

fonctions de H1(ω) nulles sur ∂ω \ Γ. La lettre c désigne toute constante positive
indépendante de la discrétisation en temps et en espace.

1.1 Modélisation physique

On est intéressé par le comportement d’un fluide monophasique compressible (huile,
eau ou gaz) circulant dans un réservoir pétrolier adjacent à un puits, et ce tant d’un
point de vue thermique que dynamique.
On représente dans la Figure 1.1 un puits, délimité par le tubage et entouré par une
couche de ciment puis par le réservoir.

Les échanges entre le puits et le réservoir se font à travers les perforations. Le réser-
voir est assimilé à un milieu poreux divisé en différentes couches géologiques pou-
vant avoir des pendages differents, et qui ont des caractéristiques physiques propres,

12



1.1. MODÉLISATION PHYSIQUE 13

Couche imperméable

Eponte

Eponte

Ciment

Perforation

Casing

Couche imperméable

Couche perméable

Couche perméable

Fig. 1.1 – Géométrie d’un puits entouré par un réservoir

n’évoluant pas au cours du temps. Ainsi, chaque couche est constituée d’une roche
de porosité φ, caractérisée par une perméabilité horizontale et verticale et saturée
d’un fluide mobile unique monophasique et d’eau immobile.

L’écoulement est régi par l’équation de Darcy-Forchheimer couplée avec une
équation de conservation d’énergie exhaustive, incluant les effets de dissipation vis-
queuse et de compressibilité.

Conservation de la masse

En introduisant comme variable conservative le flux massique G = ρu, l’équation
de conservation de la masse s’écrit sous la forme :

φ
∂ρ

∂t
+ divG = 0

où φ est la porosité du milieu supposée stationnaire, ρ la masse volumique du fluide
et u la vitesse de Darcy.

Conservation de la quantité de mouvement

Du fait des vitesses importantes de filtration aux abords du puits (notamment des
puits à gaz), on est amené à introduire dans l’équation classique de Darcy un terme
quadratique en vitesse qui tient compte des pertes d’énergie cinétique. Ainsi, on
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obtient l’équation suivante dite de Darcy-Forchheimer (Cf. [28]) :

ρ−1(µK−1G + F |G|G) + ∇p = −ρg

avec :
µ viscosité dynamique du fluide,
K tenseur des perméabilités du milieu,
F coefficient de Forchheimer,
g accélération de la gravité.

Conservation de l’énergie

On écrit l’équation décrivant l’évolution de la température qui tient compte, en plus
des phénomènes conductifs et diffusifs, des effets dus à la compressibilité (Joule-
Thomson) et des pertes d’énergie dues à la friction dans la formation.
On aboutit ainsi au bilan d’énergie suivant :

(ρc)∗
∂T

∂t
+ ρ−1(ρc)fG · ∇T − divq − φβT

∂p

∂t
− ρ−1(βT − 1)G · ∇p = 0

avec :
β coefficient de dilatation isobare,
(ρc)∗ capacité thermique équivalente de la matrice poreuse saturée,
(ρc)f capacité thermique du fluide.

Le vecteur q représente le flux de chaleur :

q = λ∇T

où λ est la conductivité thermique équivalente et T la température.

Equation d’état

On ferme le système en considérant l’équation d’état cubique de Peng-Robinson
(Cf. [42]) que l’on peut mettre sous la forme :

ρ = ρ(p,T).

Du fait de la géométrie du domaine considéré (un réservoir entourant un puits
cylindrique), le modèle est ensuite écrit sous les hypothèses d’axisymétrie.

En coordonnées cylindriques, le réservoir est décrit par le domaine :

Ω1 = {(r, z) ; R ≤ r ≤ R∞ , z ∈ [zmin, zmax]}
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où R est le rayon du puits, R∞ le rayon du réservoir.

Notre problème s’écrit finalement sous la forme 2D axisymétrique suivante (voir [25]
pour les détails du calcul) :





rφ∂ρ
∂t

+ div(rG) = 0

ρ−1(µK−1G + F |G|G) + ∇p = −ρg

1
λ
q −∇T = 0

r(ρc)∗
∂T
∂t

+ rρ−1(ρc)fG · ∇T − div(rq) − rφβT ∂p
∂t

− rρ−1(βT − 1)G · ∇p = 0

ρ = ρ(p,T)
(1.1)

où désormais ∇ =
(
∂
∂r
, ∂
∂z

)t
et divv = ∇ · v.

C’est un système couplé, non-linéaire, dont les inconnues sont G, q, p, T et ρ.

Pour que le problème soit bien posé, on lui adjoint des conditions initiales et des
conditions aux limites.

A ce stade, on suppose que les variables ρ et T satisfont les conditions initilales
suivantes :

ρ(x, 0) = ρ0(x) et T(x, 0) = T0(x).

Plus précisément, la pression et la température suivent respectivement les gradients
hydrostatique et géothermique. La densité est ensuite initialisée avec la loi d’état
cubique de Peng-Robinson.

Afin de définir les conditions aux limites, on divise la frontière du réservoir en cinq
parties, comme le montre la Figure 1.2.

Les conditions aux limites portent d’une part sur G ou sur sa variable duale p, et
d’autre part sur q ou sur sa variable duale T.

En ce qui concerne le flux massique, une condition d’imperméabilité G · n = 0
est imposée sur Υ1, Υ3 et Υ4. Sur la paroi extérieure Υ2 et sur l’interface avec le
puits Σ, la composante normale du flux massique G · n = G∗ ou la pression p = p∗

peuvent être imposées.
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Ω1

Ω1

Υ1

Υ2

Υ3

Υ4

Σ

Υ1 : sommet du réservoir

Υ2 : façade extérieure du réservoir

Υ3 : fond du réservoir

Υ4 : frontière commune avec le puits

Σ : perforations, interface avec le puits

Fig. 1.2 – Frontières du domaine

Pour ce qui est de la température, le gradient géothermique est imposé sur Υ1

et Υ3, un flux nul sur Υ4 alors qu’une température T = T∗ ou une condition de flux
nul q · n = 0 peuvent être retenues sur Υ2 et sur Σ.

Pour la suite, on note Υp, ΥT, ΥG et Υq respectivement les frontières où une
pression p∗, une température T∗, un flux massique normal G∗ et un flux de chaleur
normal q∗ sont imposés.

Ainsi, la frontière de notre domaine Ω1 se décompose en :

∂Ω1 = ῩG ∪ Ῡp = Ῡq ∪ ῩT, ΥG ∩ Υp = ∅, Υq ∩ ΥT = ∅.

1.2 Discrétisation en temps

La densité est une fonction de la pression et de la température ; on remplace alors
dans notre système les dérivées de ρ par celles de la pression et de la température
(voir [21]). 0n a :

∂ρ

∂t
= χρ

∂p

∂t
− βρ

∂T

∂t
,



1.2. DISCRÉTISATION EN TEMPS 17

avec χ = 1
ρ

(
∂ρ
∂p

)
T

le coefficient de compressibilité isotherme et β = −1
ρ

(
∂ρ
∂T

)
p

celui

de dilatation isobare.

Le problème écrit en coordonnées cylindriques (1.1) est ensuite semi-discrétisé en ap-
pliquant le schéma d’Euler implicite. Après une phase d’initialisation, on se ramène
à résoudre à chaque pas de temps le problème linéarisé suivant :





1
r
MG + ∇p = −ρn−1g

1
rλ

q −∇T = 0

r a
∆t

p − r b
∆t

T + divG = r a
∆t

pn−1 − r b
∆t

Tn−1

r d
∆t

T + κGn−1 · ∇T − r f
∆t

p + lGn−1 · ∇p − divq = r d
∆t

Tn−1 − r f
∆t

pn−1

(1.2)

où a, b, d, κ, l et f désignent des coefficients thermodynamiques calculés au temps
précédent, définis comme suit :

a = φρn−1χn−1 b = φρn−1βn−1

d = (ρc)n−1
∗ κ =

(ρc)n−1

f

ρn−1

l = 1−βn−1Tn−1

ρn−1 f = φβn−1T n−1.

Le tenseur M donné par :

M =
1

ρn−1
(µn−1K−1 +

F

r

∣∣Gn−1
∣∣ I)

est borné et défini positif tandis que la conductivité thermique satisfait :

λ1 ≥ λ ≥ λ0 > 0.

Afin d’étudier le problème (1.2), on l’écrit sous forme variationnelle mixte.
On note alors par V = (G,q) les inconnues vectorielles et par s = (p, T ) les incon-
nues scalaires et on définit les espaces :

L2 (Ω1) = L2 (Ω1) × L2 (Ω1) ,

H(div,Ω1) = H (div,Ω1) ×H (div,Ω1) ,

H0(div,Ω1) = {V = (G,q) ∈ H(div,Ω1); G · n = 0 sur ΥG, q · n = 0 sur Υq} ,

H∗(div,Ω1) = {V = (G,q) ∈ H(div,Ω1); G · n = G∗ on ΥG, q · n = q∗ on Υq} .
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En multipliant par les fonctions-tests correspondantes et en intégrant par parties,
on obtient la formulation variationnelle :





Trouver (V, s) ∈ H∗(div,Ω1) × L2 (Ω1)

A(V,V′) +B(s,V′) = F1(V
′) ∀ V′ ∈ H0(div,Ω1)

B(s′,V) − C(s, s′) − αD(s, s′) = F2(s
′) ∀ s′ ∈ L2 (Ω1)

(1.3)

où :
A(V,V′) =

∫
Ω1

1
r
MG · G′dx+

∫
Ω1

1
rλ

qq′dx,

B(s,V′) = −
∫

Ω1
pdivG′dx+

∫
Ω1
Tdivq′dx,

C(s, s′) =
∫

Ω1
r a

∆t
pp′dx−

∫
Ω1
r b

∆t
Tp′dx+

∫
Ω1
r d

∆t
TT ′dx−

∫
Ω1
r f

∆t
pT ′dx,

D(s, s′) =
∫

Ω1
κGn−1 · ∇TT ′dx+

∫
Ω1
lGn−1 · ∇pT ′dx,

F1(V
′) = −

∫
Ω1
ρn−1g · G′dx− < G′ · n, p∗ >∂Ω1

+ < q′ · n, T ∗ >∂Ω1
,

F2(s
′) =

∫
Ω1

r
∆t

(apn−1 − bT n−1) p′dx+
∫

Ω1

r
∆t

(dT n−1 − fpn−1)T ′dx,

et avec le paramètre α égal à 1 pour le problème complet avec convection, respecti-
vement 0 pour le problème sans convection.
La notation < ., . >∂Ω1

désigne le produit de dualité entre H− 1

2 (∂Ω1) et H
1

2 (∂Ω1).

En additionnant les équations, le problème (1.3) peut s’écrire sous la forme :




Trouver x1 ∈ X∗
1

A1(x1, x
′
1) = F1(x

′
1) ∀x′1 ∈ X0

1

(1.4)

où x1 = (V, s) et :

A1 =

[
A B
BT −C − αD

]
, F1 =

[
F1

F2

]
.

Ci-dessus, on a utilisé les espaces :

X1 = H(div,Ω1) × L2 (Ω1) ,

X0
1 = H0(div,Ω1) × L2 (Ω1) , X∗

1 = H∗(div,Ω1) × L2 (Ω1) .

Pour α = 0, le problème admet une solution unique, moyennant des hypothèses
non restrictives sur les coefficients thermodynamiques, dans la mesure où elles sont
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vérifiées en pratique par les données expérimentales. La démonstration fait appel
à une extension du théorème de Babuška-Brezzi (Cf. [46]) aux problèmes mixtes
d’opérateur A1, où A est positive, symétrique et elliptique sur Ker B, C est posi-
tive mais non-symétrique alors que B satisfait une condition inf-sup classique.

En considérant les termes convectifs comme une perturbation compacte de l’iden-
tité et en faisant appel à l’alternative de Fredholm, on montre que le problème
complet avec convection (α = 1) est bien posé après avoir précisé un résultat de
régularité sur la solution. On renvoie à [1] pour les details des preuves.

1.3 Approximation par éléments finis

On construit une famille régulière de triangulations (T 1
h )h>0 du domaine Ω̄1,

chaque triangulation étant formée de triangles. On utilise l’élément fini de Raviart-
Thomas de plus bas degré pour approcher les flux et des fonctions P0 pour les
inconnues scalaires. Les termes convectifs sont traités par décentrage.
On considère les espaces de dimension finie suivants :

M1h =
{
p ∈ L2(Ω1) ; p/T ∈ P0, ∀T ∈ T 1

h

}
,

N1h =
{
G ∈ H(div,Ω1) ; G/T ∈ RT0, ∀T ∈ T 1

h

}
.

On rappelle que P0 est l’espace des fonctions constantes et RT0 est l’espace de
Raviart-Thomas de plus bas degré,

RT0 =

{(
ar + b
az + c

)
, a, b, c ∈ R

}
.

On pose alors :

N1h = N1h ×N1h, M1h = M1h ×M1h

On introduit aussi les espaces :

N0
1h = N1h ∩ H0(div,Ω1),

N∗
1h = {(G,q) ∈ N1h ; G · n = Ih(G

∗) sur ΥG, q · n = Ih(q
∗) sur Υq} ,

où Ih(G
∗) et Ih(q

∗) sont des approximations constantes par arête de G∗ sur ΥG et
de q∗ sur Υq respectivement.

On est amené ainsi à résoudre le problème mixte discret suivant :




Trouver x1h ∈ X∗
1h

A1h(x1h, x
′
1h) = F1h(x

′
1h), ∀x′1h ∈ X0

1h,
(1.5)
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où X∗
1h = N∗

1h × M1h, X0
1h = N0

1h × M1h et :

A1h =

[
A B
BT −C − αDh

]
, F1 =

[
F1h

F2h

]
.

Il est utile de noter que F1h(.) et F2h(.) sont obtenus à partir de F1(.) et F2(.) en
remplaçant Gn−1, ρn−1, pn−1, T n−1 respectivement par Gn−1

h , ρn−1
h , pn−1

h , T n−1
h .

Par ailleurs, le terme convectif D du problème continu est approché par Dh à l’aide
d’un schéma décentré tenant compte du sens de l’écoulement (Cf. [1]).
Il a été montré dans [1] que ce problème est bien posé pour :

1

∆t
≥ c‖Gn−1

h ‖0,Ω1

h2
1,min

,

avec h1,min = minT∈T 1
h
hT , hT diamètre du triangle T .

Le schéma numérique a été implémenté et validé aussi bien d’un point de vue nu-
mérique (convergence en mailage, ordre de l’erreur) que physique (comparaison avec
des solutions analytiques et des données enregistrées sur le terrain). On renvoie à
[21] pour plus de détails.



Chapitre 2

Modèle Puits

Ce chapitre est consacré à l’étude d’un modèle puits 2D axisymétrique, basé
sur les équations classiques de conservation de la masse, de Navier-Stokes et de
conservation de l’énergie.

La discrétisation en temps conduit, à chaque pas de temps, à résoudre un pro-
blème non-linéaire dont les équations sont découplées et dont les inconnues sont le
flux massique G = ρu, la vitesse u, la pression p, la température T, le flux de chaleur
q = λ∇T et la densité ρ.

On modélise un domaine de plusieurs centaines de mètres de hauteur pour un
diamètre n’excédant pas quelques centimètres. L’écoulement est donc essentielle-
ment vertical dans l’ensemble du puits. Afin de prendre en compte cette géometrie
particulière et le sens privilégié de l’écoulement, on dérive un modèle quasi 1D, en
explicitant la dépendance en r des inconnues et en intégrant dans la direction ra-
diale. Ainsi, on ne gère pas des calculs 2D coûteux dans le puits et on évite toute
instabilité numérique dûe au maillage 2D.

Une première approche a été développée dans [21] et a abouti à un modèle
bien posé qui a été validé par des essais numériques. Une méthode de point fixe
autour de la densité a été appliquée pour résoudre le problème non-linéaire. Une
fois G = (Gr, Gz) calculé, l’idée consiste à déterminer complètement la composante
radiale ur de la vitesse u = (ur, uz) à partir de Gr grâce à la relation ur = GΣ

ρ
sur

les perforations et aux conditions limites. On néglige donc l’équation du moment
correspondante et on résout ensuite un problème de quasi-Stokes pour (uz, p) et une
formulation mixte pour (q,T).

Afin de coupler le modèle puits avec le modèle réservoir, on utilisera ici un modèle
1.5D de puits différent. Plus précisément, on détermine les deux composantes de la
vitesse ur et uz en utilisant les équations de Navier-Stokes. On remplace cette fois-ci,
la condition aux limites sur les perforations qui porte sur la vitesse radiale par une
autre sur les forces normales. Cette dernière a l’avantage de faire apparaître une
condition de transmission naturelle à l’interface liant ainsi les équations du puits

21
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avec celles de réservoir.
On montre alors que ce modèle appelé 1.5D conservatif, est bien posé tant au

niveau continu que discret.

2.1 Modélisation physique

On s’intéresse à la modélisation de l’écoulement d’un fluide monophasique com-
pressible circulant dans un puits pétrolier de rayon vertical R. Ce puits peut at-
teindre plusieurs centaines de mètres de hauteur, notamment lorsque l’on considère
des puits en eau profonde, pour un diamètre ne dépassant pas quelques centimètres.

En coordonnées cartésiennes, le puits peut être défini par :

Ω2 =
{
(x, y, z) ; 0 ≤ x2 + y2 ≤ R2 , z ∈ I = [z1, z2]

}
.

Les équations décrivant cet écoulement sont l’équation de conservation de la
masse :

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0

et les équations de type Navier-Stokes suivantes :

∂

∂t
(ρu) + div(ρu ⊗ u) = −∇p + divτ + ρg + F

où

τ = µ

[
(∇u + ∇uT) − 2

3
(divu)I

]

et F est un terme source qui prend en compte les effets de friction au niveau de la pa-
roi du puits. On utilise généralement des corrélations empiriques pour le modéliser ;
on prend :

F = −κρ|u|u
où κ est un coefficient positif dépendant du diamètre du puits.
Par ailleurs, l’équation de l’énergie se traduit par :

∂

∂t
(ρE) + div((ρE + p)u) = div(τu) + div(λ∇T) + ρg · u

où E = cvT + |u|2

2
est l’énergie totale, cv la chaleur spécifique, µ la viscosité et λ la

conductivité thermique.
Enfin, comme pour le réservoir, on ferme le système par l’équation d’état de Peng-
Robinson :

ρ = ρ(p,T).
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Les inconnues du problème sont la pression p, la vitesse u, la température T et la
densité ρ. Pour qu’il soit bien posé, on lui adjoint des conditions initiales sur ρ, ρu,
ρE et des conditions aux limites qui seront précisées ultérieurement.

Comme auparavant pour le réservoir, on travaille désormais sous les hypothèses
d’axisymétrie. En coordonnées cylindriques (r, z), le puits est défini par :

Ω2 = {(r, z) ; 0 ≤ r ≤ R, z ∈ I}.

Les inconnues sont supposées être indépendantes de θ et on néglige la vitesse angu-
laire uθ.
Ainsi, on peut écrire notre problème sous la forme suivante (Cf. [25] pour les détails
du calcul) :

∂

∂t
(rρ) + ∇ · (rρu) = 0 (2.1)

{
∂
∂t

(rρur) + ∇ · (rurρu) + r ∂p
∂r

− ∂
∂r

(rτrr) − ∂
∂z

(rτzr) + τθθ + rκρ|u|ur = 0
∂
∂t

(rρuz) + ∇ · (ruzρu) + r ∂p
∂z

− ∂
∂r

(rτrz) − ∂
∂z

(rτzz) + rρg + rκρ|u|uz = 0
(2.2)

∂

∂t
(rρE) + ∇ · (r(ρE + p)u) −∇ · (rτu) −∇ · (rλ∇T) + rρguz = 0 (2.3)

ρ = ρ(p,T) (2.4)

où désormais ∇ = ( ∂
∂r
, ∂
∂z

)t, u = (ur, uz) et les composantes du tenseur τ sont
données par (Cf. par exemple [24], [36]) :

τrr = 2µ
∂ur
∂r

− 2

3
µ

(
1

r

∂

∂r
(rur) +

∂uz
∂z

)
, τrz = τzr = µ

(
∂uz
∂r

+
∂ur
∂z

)
,

τzz = 2µ
∂uz
∂z

− 2

3
µ

(
1

r

∂

∂r
(rur) +

∂uz
∂z

)
, τθθ = 2µ

ur
r

− 2

3
µ

(
1

r

∂

∂r
(rur) +

∂uz
∂z

)
.

On suppose dans la suite que :

ρ1 ≥ ρ(z) ≥ ρ0 > 0 p.p. sur Σ et λ1 ≥ λ ≥ λ0 ≥ 0 p.p. dans Ω2.

2.2 Discrétisation en temps

Dans cette section, on propose une discrétisation en temps basée sur le schéma
d’Euler implicite. Ensuite, on prend en compte la direction essentiellement verticale
de l’écoulement et on dérive une approximation 1.5D du modèle semi-discrétisé,
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en explicitant la dépendance des inconnues par rapport à la coordonnée radiale r.
Enfin, on montre que le modèle en vitesse, pression, température ainsi obtenu est
bien posé.

On commence par introduire les variables conservatives

G = ρu, q = λ∇T

où G est le flux massique et q le flux de chaleur.
On discrétise en temps le système (2.1)-(2.4) comme suit :

div(rG) = −rρ− ρn

∆t
, (2.5)





div(ru) =
1

ρ
(div(rG) − r

ρ
G · ∇ρ)

rρ u
∆t

+ rG · ∇u + r∇p − div(rτ) + τθθer + rκ|G|u = rρg + rρun

∆t
,

(2.6)





rcv
(
ρ T

∆t
+ G · ∇T

)
− div(rq)

= rρcv
Tn

∆t
− 1

2
r
(
ρ |u|2−|un|2

∆t
+ G · ∇(|u|2)

)
− div(rpu) + div(rτu) + rg · G

q = λ∇T.
(2.7)

A chaque pas de temps, on se ramène donc à trois problèmes découplés ; la non-
linéarité est traitée par une méthode de point fixe sur ρ. Plus précisément, pour ρ
donné, on calcule G à partir de l’équation (2.5), puis on déduit (u, p) du système
(2.6) et on détermine la température et le flux de chaleur en résolvant (2.7). Ensuite,
on met à jour la masse volumique en faisant appel à un module thermodynamique
et on itère jusqu’à obtenir la précision souhaitée.

Afin de préciser les conditions aux limites associées à ces trois systèmes, on divise
la frontière du puits comme le montre la figure (2.1).

Le flux massique est donné sur les perforations, alors qu’il satisfait une condition
d’imperméabilité partout ailleurs sauf à la sortie du puits :

G · n = GΣ sur Σ, G · n = 0 sur Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4.

Remarque 2.1. Il est important de noter qu’on ne peut pas imposer un flux massique
G · n = Q à la sortie du puits pour l’équation de transport (2.5). En effet, les
débits Q et GΣ sont liées par une condition de compatibilité traduisant le principe
de conservation de la masse :∫

Ω2

r
ρ− ρn

∆t
dx+

∫

Γ1

rQdσ +

∫

Σ

rGΣdσ = 0,

et donc
∫

Γ1
rQdσ est complètement déterminé à partir de GΣ, à chaque pas de temps.
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Fig. 2.1 – Eléments de la frontière du puits

En ce qui concerne la conservation des moments, les conditions aux limites
portent sur la vitesse ou sur les forces normales. Une fois G calculé, on impose
un débit

u · n =
G · n
ρ

sur ∂Ω2 \ Σ.

Sur les perforations, on a à priori le choix d’imposer soit une condition de Dirichlet
(u · n = G·n

ρ
) soit une condition de Neumann (p − τn · n = pΣ). Mieux adaptée au

couplage avec le réservoir, on retient dans la suite cette dernière.
De plus, une condition de Neumann τn · t = 0 est choisie sur Γ1, sur le fond Γ3

et sur la paroi latérale non perforée Γ2, alors qu’on impose u · t = 0 sur Σ. Sur l’axe
de symétrie Γ4, on a r = 0.

En ce qui concerne l’équation de l’énergie, on choisit d’imposer une température
T = TΣ sur Σ et la composante normale du flux de chaleur q · n = 0 sur le reste de
la frontière.

Remarque 2.2. En imposant la condition u · n = GΣ

ρ
sur Σ, on pourrait calculer

ur en utilisant les conditions aux limites sur les axes verticaux.
La première équation de (2.6) avec la condition aux limites ρu · n = G · n sur ∂Ω2

implique que ρu = G dans tout le domaine (Cf. [2]). Par suite, la composante ra-
diale de la vitesse est complètement déterminée sans résoudre l’équation du moment
correspondante. En effet, ur vaut GΣ

ρ
sur les perforations et elle est nulle partout

ailleurs. Ce schéma a été implémenté (Cf. [21]) et validé par des essais numériques.



26 CHAPITRE 2. MODÈLE PUITS

Ici, vu le couplage avec le modèle réservoir, on calcule ur et uz par les équations de
Navier-Stokes et on utilise la relation u · n = G·n

ρ
comme une condition de trans-

mission pour le modèle couplé.

Remarque 2.3. Pour le modèle puits, le flux massique, la pression et la température
sur Σ sont imposés aux perforations ; les valeurs de GΣ, pΣ et TΣ sont ici calculées
par le code réservoir. Ces conditions aux limites sur Σ seront remplacées par des
conditions de transmission lors de la résolution de problème couplé puits-réservoir.

2.3 Modèle 1.5D

Une discrétisation 2D basée sur l’élément fini confirme que l’écoulement dans le
puits est essentiellement vertical (Cf. [21]). Afin de tenir compte de cette direction
privilégiée, on dérive de notre modèle une approximation conforme 1.5D. Les calculs
seront ainsi allégés et des puits de plusieurs centaines de mètres de hauteur pourront
être traités. De plus, on évite toute instabilité numérique dûe à la géométrie du
domaine 2D.

Pour ce faire, on introduit pour les inconnues une dépendance explicite en r :
les flux et la vitesse sont définis par des fonctions affines en r, la pression et la
température sont supposées indépendantes de r. Compte tenu des conditions limites,
on prend :

u =

(
ur
uz

)
=

(
r
R
ur(z)

r
R
uz(z) + R−r

R
ûz(z)

)
,

G =

(
Gr

Gz

)
=

(
r
R
Ḡr(z)
Gz(z)

)
, q =

(
qr
qz

)
=

(
r
R
q̄r(z)
qz(z)

)
,

ρ = ρ(z), p = p(z), T = T (z).

(2.8)

La vitesse est donc déterminée à l’aide de deux fonctions de z (ū et û), ayant pour
support les deux axes latéraux.
En intégrant par rapport à r, on obtient un modèle en la variable z uniquement, que
l’on appelle dans la suite modèle 1.5D.

2.3.1 Etude du problème semi-discrétisé

Afin d’étudier les trois problèmes semi-discrétisés (2.5)-(2.7), on écrit une formu-
lation de Petrov-Galerkin pour (2.5) et des formulations mixtes pour les problèmes
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(2.6) et (2.7). A ce propos, on introduit les espaces suivants :

W =

{
w =

(
r
R
w̄r(z)
wz(z)

)
; w̄r ∈ L2(I), wz ∈ H1(I)

}
⊂ H(div,Ω2),

V =

{
v =

(
r
R
v̄r(z)

vz(r, z)

)
; vz =

r

R
vz(z) +

R− r

R
v̂z(z),

v̄r, vz, v̂z ∈ H1(I)
}
⊂ H1(Ω2),

M = {q = q(z); q ∈ L2(I)} ⊂ L2(Ω2),

munis des normes usuelles de H(div,Ω2), (H1(Ω2))
2 et L2(Ω2). Une simple intégra-

tion par rapport à r montre que les normes ‖w‖H(div,Ω2), ‖v‖1,Ω2
et ‖q‖0,Ω2

sont
respectivement équivalentes à (‖w̄r‖0,I + |wz|1,I), ‖v‖1,I et ‖q‖0,I .

On note Q = G·n
ρ

sur Γ1, que l’on suppose constant dans la suite, et on définit :

W∗ = {w ∈ W; w · n = 0 sur Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 et w · n = GΣ sur Σ},

W0 = {w ∈ W∗; w · n = 0 sur Σ},
H = {w ∈ W; w · n = 0 sur ∂Ω2 \ Σ},

V∗ = {v ∈ V; v · n = Q sur Γ1, v · n = 0 sur Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 et v · t = 0 sur Σ},
V0 = {v ∈ V∗; v · n = 0 sur Γ1}.

En multipliant par les fonctions-test correspondantes et en intégrant par parties,
on écrit les problèmes (2.5), (2.6) et (2.7) sous les formes faibles suivantes :





Trouver G ∈ W∗
∫

Ω2

div(rG)χdx = −
∫

Ω2

r
ρ− ρn

∆t
χdx, ∀χ ∈M,

(2.9)





Trouver u ∈ V∗, p ∈M

m(u,v) + n(p,v) = l1(v), ∀v ∈ V0

n(q,u) = l2(q), ∀q ∈M,

(2.10)





Trouver q ∈ H, T ∈M

a(q,w) + b(T,w) = f1(w), ∀w ∈ H

b(S,q) − c(T, S) − αd(T, S) = f2(S), ∀S ∈M.

(2.11)
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Les formes bilinéaires sont définies comme suit (où dx = drdz) :

m(u,v) =
∫
Ω2
r
(
ρ

∆t
+ κ|G|

)
u · vdx+

∫
Ω2
rG · (vr∇ur + vz∇uz)dx

+
∫

Ω2
µr(∂ruz + ∂zur)(∂rvz + ∂zvr)dx + 4

3

∫
Ω2
µr(∂zuz − 1

R
ur)(∂zvz − 1

R
vr)dx,

n(q,v) = −
∫

Ω2
rq(∂zvz + 2

R
vr)dx,

a(q,w) =
∫
Ω2

r
λ
q · wdx,

b(S,w) =
∫

Ω2
Sdiv(rw)dx,

c(T, S) =
∫
Ω2
rρcv

TS
∆t
dx,

d(T, s) =
∫

Ω2
r cvG · ∇T Sdx,

(2.12)
et les second membres sont donnés par :

l1(v) =
∫

Ω2
rρg · vdx+

∫
Ω2
r ρ

∆t
un−1 · vdx−

∫
Σ
RpΣv · ndσ,

l2(q) =
∫
Ω2

r
ρ2

(
ρρ−ρ

n−1

∆t
+ Gn · ∇ρ

)
qdx,

f1(w) =
∫

Σ
RTΣw · ndσ,

f2(S) =
∫
Ω2

(
rρcv

Tn−1

∆t
− r

2

(
ρ |u|2−|un−1|2

∆t
+ G · ∇(|u|2)

)

−div(r (pI − τ)u) + rg · GS) dx.

Comme pour le modèle réservoir, le paramètre α est égal à 1 pour le problème com-
plet avec convection et 0 pour le problème sans convection.

On montre dans la suite que les problèmes (2.9), (2.10) et (2.11) sont bien-posés.

Pour étudier la formulation de Petrov-Galerkin (2.9), on considère un relèvement

G∗ =

(
r
R
G̃Σ

0

)
de la condition de bord sur Σ, tel que G − G∗ ∈ W0.

Le problème, écrit alors sur l’espace vectoriel W0, satisfait les deux conditions inf-
sup suivantes (voir [21] pour la preuve) :

∃c > 0, ∀χ ∈M, sup
w∈W0

∫
Ω2
χdiv(rw)dx

‖w‖H(div,Ω2)

≥ c‖χ‖0,Ω2
,
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∀w ∈ W0 \ {0} , sup
χ∈M

∫

Ω2

χdiv(rw)dx > 0.

Donc, la formulation (2.9) admet une solution unique, d’après la généralisation du
théorème de Babuška (Cf. [39]) aux problèmes de la forme :





Trouver θ ∈ Φ1

e(θ1, θ2) = f(θ2) ∀θ2 ∈ Φ2.

Considérons à présent la formulation vitesse-pression (2.10) et établissons le lemme
suivant :

Lemme 2.4. Soit G ∈ L∞(Ω). Le problème (2.10) admet une solution unique, pour
∆t suffisamment petit.

Démonstration. Grâce au théorème de Babuška-Brezzi, il suffit de montrer la condi-
tion inf-sup pour n(·, ·) et la coercivité de m(·, ·) sur Ker n.

Pour la condition inf-sup, on applique l’argument de Fortin. Plus précisément, à
chaque q ∈M , on va associer v ∈ V0 tel que :

n(q,v) ≥ c‖q‖2
0,Ω2

et ‖v‖1,Ω2
≤ c′‖q‖0,Ω2

.

Notons d’abord qu’après une intégration par rapport à r, on obtient :

n(q,v) = −R
2

6

∫

I

q(2∂zvz + ∂zv̂z +
6

R
vr) dz.

On prend alors vz = 0, vr ∈ H1
0 (Σ) vérifiant :

∫

Σ

vr dz = −R
6

∫

I

q dz et ‖vr‖1,Σ ≤ c ‖P (q)‖0,I

où P (q) = 1
|I|

∫
I
q dz et on pose enfin v̂z(ζ) = −

∫ ζ
zmin

(q + 6
R
vr) dz.

Par conséquent, on a q + 6
R
vr ∈ L2

0(I) et v̂z ∈ H1
0 (I). On obtient alors :

n(q,v) =
R2

6
‖q‖2

0,I et ‖v‖1,I ≤ c1 ‖q‖0,I + c2 ‖P (q)‖0,I ≤ c ‖q‖0,I ,

d’où la condition inf-sup désirée.
Il reste à montrer la coercivité de m(·, ·) sur :

Ker n =

{
v ∈ V0; 2∂zvz + ∂zv̂ +

6

R
vr = 0 sur I

}
.
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On a d’abord :

m(v,v) =
∫

Ω2
r
[(

ρ
∆t

+ κ|Gn|
)
vr + Gn · ∇vr

]
vrdx

+
∫
Ω2
r
[(

ρ
∆t

+ κ|Gn|
)
vz + Gn · ∇vz

]
vzdx

+
∫
Ω2
rµ(∂zvz − 1

R
vr)

2dx+ 4
3

∫
Ω
rµ(∂rvz + ∂zvr)

2dx.

Une simple intégration par rapport à r prouve que les normes ‖∂rvz‖0,Ω2
, ‖∂zvr‖0,Ω2

et ‖∂zvz‖0,Ω2
sont respectivement équivalentes aux quantités : ‖vz − v̂z‖0,I , ‖∂zvr‖0,I

et
(
‖∂zvz‖2

0,I + ‖∂zv̂z‖2
0,I

)1/2

.

Pour tout v ∈ Ker n, on obtient donc en remplaçant vr par −R
3
∂zvz − R

6
∂zv̂ :

∫

Ω2

r(∂zvz −
1

R
vr)

2dx =
R2

72

∫

I

(
38(∂zvz)

2 + 11(∂zv̂z)
2 + 32∂zvz ∂zv̂z

)
dz

≥ c1 ‖∂zvz‖2
0,Ω2

et
∫

Ω2

r(∂rvz + ∂zvr)
2dx =

1

R

∫

I

(
R2

2
(vz − v̂z)

2 +
R4

4
(∂zvr)

2 +
2R3

3
∂zvr(vz − v̂z)

)
dz

≥ c2(‖∂zvr‖2
0,Ω2

+ ‖∂rvz‖2
0,Ω2

).

On écrit :
∫

Ω2

rG · ∇vrvrdx =

∫

Ω2

rGr ∂rvrvrdx+

∫

Ω2

rGz ∂zvrvrdx,

où : ∫

Ω2

rGr ∂rvrvrdx =
5

4R

∫

Ω2

rGr v
2
rdx.

On majore ensuite les termes convectifs suivants à l’aide de l’inégalité de Young,
pour ε > 0 quelconque :

∣∣∣∣
∫

Ω2

rGz ∂zvrvrdx

∣∣∣∣ ≤ ε

∫

Ω2

µr|∂zvr|2dx+
1

4µε

∫

Ω2

rG2
zv

2
rdx,

∣∣∣∣
∫

Ω2

rG · ∇vzvzdx
∣∣∣∣ ≤ ε

∫

Ω2

µr|∇vz|2dx+
1

4µε

∫

Ω2

r|G|2v2
zdx.

Les inégalités précédentes conduisent à :

m(v,v) > (c1 + c2 − ε)µ (‖∂zvz‖2
0,Ω2

+ ‖∂zvr‖2
0,Ω2

+ ‖∂rvz‖2
0,Ω2

)

+
∫
Ω2
r
(

ρ
∆t

+ κ|G| − |G|2

4µε

)
v2
zdx+

∫
Ω2
r
(

ρ
∆t

+ κ|G| + 5
4R
Gr − G2

z

4µε

)
v2
rdx.
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Par conséquent, en choisissant 0 < ε < c1 + c2, on en déduit que m(·, ·) est coercive
sur Ker n si :

ρ

∆t
> max

( |G|2
4µε

− κ|G|, G2
z

4µε
− κ|G| − 5

4R
Gr

)
.

ce qui termine la démonstration.
�

Il reste à étudier le problème (2.11). Du fait de la présence d’un terme convectif,
l’étude se fait en deux étapes : on montre tout d’abord que le problème sans convec-
tion (α = 0) admet une solution unique en utilisant une extension du théorème de
Babuška-Brezzi (Cf. [14]). Ensuite, en assimilant les termes convectifs à une pertur-
bation compacte de l’identité, on applique l’alternative de Fredholm pour montrer
que le problème global (α = 1) est bien posé sous les hypothèses suivantes (Cf. [21]) :

TΣ ∈ Hδ(Σ) avec δ ∈]0, 1], ∇λ ∈ L∞(Ω) et ∆t suffisamment petit.

Finalement, afin de simplifier l’analyse du couplage avec le modèle réservoir, on
linéarise le modèle puits en remplaçant, à chaque instant tn, Gn par Gn−1 dans
les équations de Navier-Stokes et dans le bilan d’énergie. Ainsi, en sommant les
équations (2.9), (2.10) et (2.11), on obtient la formulation globale du modèle puits
1.5D :





Trouver x2 ∈ X∗
2

A2(x2, x
′
2) = F2(x

′
2), ∀x′2 ∈ Y2,

(2.13)

où x2 = (G2,u2,q2, p2,T2) regroupe les inconnues du puits et appartient à :

X2 = W × V × H ×M ×M,

tandis que la fonction-test x′2 = (χ,u′
2,q

′
2, p

′
2,T

′
2) appartient à :

Y2 = M × V0 × H ×M ×M.

L’espace affine X∗
2 tient compte des conditions aux limites non-homogènes sur la

frontière et il est donné par :

X∗
2 = W∗ × V∗ × H ×M ×M.

Remarque 2.5. Ce modèle puits linéarisé est bien-posé, vu que ses équations sont
découplées et que l’opérateur A2 est inversible.
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2.3.2 Approximation par éléments finis

Pour la discrétisation spatiale, on considère un maillage particulier : on prend
une seule maille rectangulaire dans la direction radiale et on utilise un maillage
régulier (T 2

h )h>0 dans la direction verticale. On prend donc Ω̄2 = ∪T∈T 2
h
T avec T

rectangle de largeur R et de longueur hT .

On choisit une discrétisation par éléments finis qui soit compatible avec la dé-
pendance en r déjà introduite dans (2.8).
Pour la formulation de Petrov-Galerkin (2.9), on approche G à l’aide des éléments
finis conservatifs RT0 de Raviart-Thomas tandis que la fonction-test correspondante
est prise constante par maille Q0. Ceci revient à prendre Ḡr constant par sous-
intervalles de I et Gz linéaire par morceaux et continue sur I. On peut alors établir
que le problème discret associé à (2.9) admet une solution unique (Cf. [2]).

Pour la discrétisation du problème (2.10), on introduit les espaces :

V2h =
{
v ∈ V ; v|T ∈ (Q1)

2, ∀T ∈ T 2
h

}
,

M2h = {q ∈ L2(Ω2) ; q|T ∈ Q0, ∀T ∈ T 2
h } ⊂M,

V0
2h = V2h ∩ V0, V∗

2h = V2h ∩ V∗.

Ce choix d’espace de dimension finie pour v revient à définir vr, vz, v̂z par des fonc-
tions linéaires par morceaux et continues sur I. Notons également que la définition
de V∗

2h est correcte car la condition limite Q est constante.

Les termes convectifs sont traités à l’aide d’un schéma décentré tenant compte du
sens de l’écoulement. Sur chaque rectangle T ∈ T 2

h et pour tout φ, v (fonctions
Q1-continues), on utilise comme approximation :

∫

T

rGh · ∇φv dx ≈
∑

e∈∂T−

(φ∗ − PT (φ))

∫

e

rGh · nvdσ

où ∂T− = {e ∈ ∂T ; Gh · n < 0} désigne l’ensemble des arêtes entrantes de T et n

la normale unitaire éxterieure à chaque arête.

On désigne par PT (φ) la projection constante de φ sur T :

PT (φ) =
1

|T |

∫

T

φdx,

et on pose φ∗ = PT ′(φ) avec T ′ ∈ T 2
h tel que T ′ ∩ T = {e}. Lorsque l’arête e est

située sur la frontière, on choisit de prendre φ∗ = 0 si e appartient à la frontière de
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Dirichlet et φ∗ = PT (φ) ailleurs.

Il est utile d’introduire la forme bilinéaire m2
h(·, ·) :

m2
h(φ, v) =

∑

T∈T 2
h

∑

e∈∂T−

(PT ′(φ) − PT (φ))

∫

e

rGh · nvdσ,

qui satisfait (Cf. [2]) :

|m2
h(φ, v)| ≤

c

h2,min

‖Gh‖0,Ω2
‖φ‖1,Ω2

‖v‖1,Ω2

avec h2,min = minT∈T 2
h
hT et c indépendante de h.

On considère alors la version discrète de la formulation en vitesse-pression (2.10) :





Trouver uh ∈ V∗
2h, ph ∈M2h

mh(uh,v) + n(ph,v) = l1(v) ∀v ∈ V0
2h

n(q,uh) = l2(q) ∀q ∈M2h

(2.14)

où l’on définit pour tout u,v ∈ V0
2h :

mh(u,v) = m1
h(u,v) +m2

h(ur, vr) +m2
h(uz, vz),

m1
h(u,v) =

∫
Ω2
r
(
ρ

∆t
+ κ|Gh|

)
u · v dx+

∫
Ω2
µr(∂ruz + ∂zur)(∂rvz + ∂zvr) dx

+4
3

∫
Ω2
µr(∂zuz − 1

R
ur)(∂zvz − 1

R
vr)dx.

Lemme 2.6. Le problème (2.14) admet une solution unique, pour ∆t suffisamment
petit.

Démonstration. On applique le théorème de Babuška-Brezzi (Cf. [14]) pour les for-
mulations mixtes. Pour ce qui est de la coercivité de mh(·, ·) sur le noyau discret
Kerh n, on a d’abord :

Kerh n =

{
v ∈ V0

2h; 2∂zv + ∂zv̂ +
6

R
vr = 0 p.p. dans I

}
⊂ Ker n.

De la même manière que dans le Lemme 2.4, on obtient pour tout v ∈ Kerh n
que :

m1
h(v,v) ≥

∫

Ω2

r
( ρ

∆t
+ κ|Gh|

)
|v|2dx+ c(‖∂zvr‖2

0,Ω2
+ |vz|21,Ω2

)
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avec c > 0 indépendente de h.
Grâce à la continuité dem2

h(·, ·), on en déduit quemh(·, ·) est V-elliptique surKerh n
si :

1

∆t
≥ c‖Gh‖0,Ω2

ρh2,min

− κ|Gh|
ρ

.

La démonstration de la condition inf-sup sur n(·, ·) est semblable à celle donnée
dans le Lemme 2.4. A chaque q ∈M2h, on associe la fonction v ∈ V0

2h definie comme
suit.
On prend vz = 0, vr ∈ H1

0 (Σ) continue et linéaire par morceaux telle que :
∫

Σ

vrdz = − R

6

∫

I

q dz, ‖vr‖1,Σ ≤ c ‖P (q)‖0,I

et finalement,

v̂z(ζ) = −
∫ ζ

zmin

(q − 6

R
PM2h

(vr))dz, ∀ζ ∈ I

où PM2h
: L2(I) → M2h est l’opérateur de projection L2-orthogonale, constant par

maille. La construction ci-dessus nous assure que v̂ est continue sur I, linéaire par
morceaux et satisfait v̂z(zmin) = v̂z(zmax) = 0. Ainsi, la fonction v appartient au
V0

2h.
On obtient alors :

‖v‖ ≤ c1 ‖q‖0,I + c2 ‖P (q)‖0,I ≤ c ‖q‖0,I ,

n(q,v) =
R2

6

∫

I

q

(
q − 6

R
(PM2h

(vr) − vr)

)
dz =

R2

6
‖q‖2

0,I ,

ce qui nous permet de conclure.
�

En ce qui concerne l’équation de l’énergie, on approche le flux de chaleur par des
éléments finis RT0 et la température par des fonctions constantes par maille. L’opéra-
teur du problème discret correspondant, après décentrage du terme convectif, s’écrit
sous la forme : (

a b
bT −(c+ αdh)

)

où a(·, ·) est symétrique, positive et coercive sur Kerhb, (c+αdh)(·, ·) est positive et
b(·, ·) satisfait une condition d’inf-sup. Ce qui nous permet de déduire que cet opé-
rateur est inversible (Cf. [46]). Une démonstration plus détaillée est donnée dans [21].



Chapitre 3

Couplage Puits-Réservoir

Ce chapitre est consacré au couplage des deux modèles puits et réservoir précédents.
On étudie le modèle mathématique couplant les équations de Navier-Stokes dans un
milieu fluide compressible avec les équations de Darcy- Forchheimer dans un milieu
poreux avec transfert de chaleur. On montre l’existence et l’unicité d’une solution
faible, et on présente une analyse complète d’un schéma d’éléments finis. Le code
développé est validé en présentant des essais numériques.
Le chapitre est organisé comme suit.
Dans la Section 3.1, on présente les difficultés de ce type de couplage et on intro-
duit les conditions aux limites ainsi que les conditions de transmission à l’interface.
L’écriture de la formulation variationnelle mixte du modèle couplé continu et l’uni-
cité de la solution sont présentées dans la Section 3.2. La section suivante est dédiée à
l’approximation par éléments finis et à son analyse mathématique, tandis que l’exis-
tence d’une solution pour le problème continu fait l’objet de la Section 3.4. Dans la
dernière section, on présente des essais numériques afin de valider le code couplé qui
a été implémenté.

On rappelle que Ω1 est le milieu poreux représentant le réservoir, Ω2 le milieu fluide
correspondant au puits et Σ l’interface entre ces deux milieux, matérialisée par les
perforations comme le montre la Figure 3.1.
Dans la suite, Ω désigne la réunion de ces deux domaines ; on indexe par 1 ce qui
est relatif au réservoir et par 2 ce qui fait référence au puits.

3.1 Cadre général

Il est important de noter que le type de couplage auquel on s’intéresse n’est pas
standard du fait que :

∗ Le modèle puits a une inconnue supplémentaire par rapport au modèle réser-

35
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Fig. 3.1 – Couplage Puits-Réservoir

voir, la vitesse u2. De plus, il s’agit d’un problème non-linéaire dont les équations
sont découplées.

∗ La densité étant non constante dans les deux milieux, on fait intervenir des va-
riables conservatives. On utilise le flux spécifique G1 = rρ1u1 dans le réservoir et le
flux massique G2 = ρ2u2 dans le puits. Donc, on ne peut pas écrire une formulation
globale en vitesse comme le font la pluplart des auteurs dans la littérature (Cf. [13],
[31] et [45]).

∗ Contrairement à la plupart des travaux sur les couplages de type Darcy/Stokes,
on tient compte de l’aspect énergétique du modèle. On introduit le flux de chaleur
q = λ∇T dans les deux domaines.

Dans la suite, on choisit de coupler le modèle réservoir 2D avec le modèle puits
1.5D déjà étudiés. Cela engendre une difficulté supplémentaire dans notre étude car
les deux problèmes sont de dimensions différentes.

Afin de coupler les équations du modèle réservoir avec celles du modèle puits intro-
duites dans les chapitres précédents, il faut imposer des conditions aux limites et
des conditions de transmission adéquates.
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3.1.1 Conditions aux limites

Pour le réservoir, on rappelle que Υ désigne sa frontière et on note :

Υ \ Σ = ΥG ∪ Υp = Υq ∪ ΥT ,

avec ΥG,Υp, Υq, ΥT les parties où un flux massique, une pression, un flux de chaleur
une température sont respectivement imposés.
On rappelle qu’on impose au sommet et au fond du domaine une condition d’im-
perméabilité et un gradient géothermique.
En ce qui concerne le puits, on convient de décomposer sa frontière Γ en Γl∪Γ1∪Σ
où Γl = Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4.
Afin d’aborder le problème d’un point de vue physique, on impose à la sortie du
puits (Voir aussi Section 3.2) un débit u2 · n = Q tandis que deux conditions d’im-
perméabilité u2 · n = 0, G2 · n = 0 et une condition de Neumann τ 2n · t = 0 sont
retenues sur Γl.
On choisit d’imposer un flux de chaleur nul sur Γl ∪ Γ1.
Afin de simplifier l’exposé, on suppose dorénavant que Υp 6= ∅ et que ΥT 6= ∅.

3.1.2 Conditions de transmission

Le couplage est assuré par des conditions de transmission à l’interface Σ.
Pour les introduire, on note n la normale unitaire à Σ orientée du puits vers le
réservoir et [ ] le saut à travers les perforations.
Classiquement, la conservation de la masse nous conduit à :

[G · n] = 0 ⇔ G1 · n = RG2 · n. (3.1)

La conservation des forces normales se traduit par :

[σn · n] = 0 ⇔ −p1 = −p2 + τ2n · n. (3.2)

Dû à la viscosité du fluide, nous devons introduire aussi une condition sur la com-
posante tangentielle de la vitesse u2 · t. On trouve dans la littérature plusieurs
relations. La loi de Beavers-Joseph-Saffman selon laquelle la vitesse de glissement
est proportionnelle à la force de cisaillement au niveau des perforations :

u2 · t = −
√
k

δ
σ2n · t, (3.3)

(avec κ = µ(K · t) · t et δ un paramètre dépendant de la nature de l’interface) est
généralement admise comme étant la plus en accord avec les expérimentations pra-
tiques (Cf. [31] pour plus de précisions).
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Cependant, l’analyse mathématique ne perd pas en généralité si l’on prend simple-
ment u2 · t = 0 (Cf. [13], [23]). Ceci nous évite d’avoir à choisir le paramètre δ ; de
plus, la condition (3.3) ne fait que renforcer la coercivité de notre opérateur.
Afin de simplifier le problème général et en accord avec le modèle puits (Cf. Section
2.2), on annule dans la suite la composante tangentielle de la vitesse :

u2 · t = uz = 0 sur Σ. (3.4)

En ce qui concerne l’aspect énérgetique, on impose la continuité de la température
et celle du flux normal de la chaleur sur Σ :

[T] = 0 ⇔ T1 = T2 (3.5)

et
[q · n] = 0 ⇔ q1 · n = Rq2 · n. (3.6)

De plus, on ajoute une condition qui relie les inconnues sur Σ :

ρ2u2 · n = G2 · n. (3.7)

3.2 Problème couplé continu

Dans cette section, on écrit la formulation mixte du modèle couplé (voir aussi les
travaux de Layton et al. [31] ou de Discacciati et Quarteroni [23]) et on montre
l’unicité de la solution. L’existence sera établie dans la Section 3.4 en utilisant une
méthode de Galerkin basée sur l’approximation par éléments finis. Une résolution
globale du problème est choisie afin de permettre (contrairement à ce qui a été fait
au Chapitre 2) d’imposer un débit à la sortie du puits.

3.2.1 Ecriture sous forme faible

On reprend ici les formulations faibles des modèles réservoir et puits semi-discrétisés
(1.4) et (2.13).

On rappelle que x1 = (G1,q1, p1,T1) désigne l’ensemble des inconnues du réservoir,
x2 = (G2,u2,q2, p2,T2) désigne celui du puits et appartiennent repectivement aux
espaces X1 et X2.

Afin d’écrire la formulation faible du problème couplé, on dualise les conditions sur
Σ à l’aide des multiplicateurs de Lagrange. On introduit à cet effet les espaces :

X = {x = (x1, x2) ∈ X1 ×X2; G1 · n, q1 · n ∈ L2(Σ)},
Y = {x′ = (x′1, x

′
2) ∈ X1 × Y2; G1 · n, q1 · n ∈ L2(Σ)},

Y
0 = {x′ ∈ Y; G′

1 · n = 0 sur ΥG \ Σ, q′
1 · n = 0 sur Υq \ Σ, u′

2 · n = 0 sur Γ1},
X

∗ = {x ∈ X; G1 · n = G∗ sur ΥG \ Σ, q1 · n = q∗ sur Υq \ Σ, u2 · n = Q sur Γ1}.
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Remarque 3.1. Ces espaces sont obtenus en retirant les conditions de bord sur Σ des
formulations (1.4) et (2.13) et en ajoutant de la régularité sur les traces normales
de G1 et q1 sur Σ.

Les normes associées aux espaces X et Y contiennent maintenant les normes L2(Σ)
de G1 · n et q1 · n. On définit aussi les espaces des multiplicateurs :

L = L2(Σ) × L2(Σ),

K = L2(Σ) × L2(Σ) × L2(Σ).

En revenant au modèle réservoir, on remarque qu’une intégration par parties fait
apparaître les termes suivants sur Σ :

∫

Σ

p1G
′
1 · ndσ −

∫

Σ

T1q
′
1 · ndσ,

alors que l’on obtient à partir du modèle puits (2.5), (2.6) et (2.7) :
∫

Σ

R(p2 − τ2n · n)u′
2 · ndσ −

∫

Σ

RT2q
′
2 · ndσ −

∫

Σ

R(τ2n · t)u′
2 · tdσ.

Du fait de la condition (3.4), le dernier terme de l’expression précédente est nul alors
qu’il devient un terme elliptique si on choisit la loi de Beavers-Joseph-Saffman.

En tenant compte des conditions de raccord sur la pression et la température, on
est amené à introduire la forme bilinéaire :

I(Λ, x′) =

∫

Σ

(G′
1 · n −Ru′

2 · n)θdσ −
∫

Σ

(q′
1 · n −Rq′

2 · n)µdσ,

avec Λ = (θ, µ) ∈ L et x′ ∈ Y.

La condition de transmission sur la vitesse radiale, ainsi que la continuité des flux
normaux sont dualisées grâce à la forme bilinéaire J (·, ·) comme suit :

J (Λ′, x) =

∫

Σ

(G1·n−Rρ2u2·n)θ′dσ+

∫

Σ

(G1·n−RG2·n)ζ ′dσ−
∫

Σ

(q1·n−Rq2·n)µ′dσ,

où Λ′ = (ζ ′, θ′, µ′) ∈ K et x ∈ X.

Finalement, le problème couplé peut s’écrire sous la forme suivante :




Trouver x ∈ X∗,Λ ∈ L

Aα(x, x
′) + I(Λ, x′) = F(x′), ∀x′ ∈ Y0

J (Λ′, x) = 0, ∀Λ′ ∈ K,

(3.8)
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où
Aα(x, x

′) = A1(x1, x
′
1) + A2(x2, x

′
2), ∀x ∈ X, ∀x′ ∈ Y,

F(x′) = F1(x
′
1) + F2(x

′
2), ∀x′ ∈ Y.

Le paramètre α vaut 0 ou 1.
Alors, pour chaque couple (x,Λ) solution de (3.8), on a x solution de (1.4) et (2.13)
alors que le multiplicateur Λ est égal à (p1,T1) ou encore à (p2 − τ2n · n,T2) sur Σ.

3.2.2 Unicité de la solution

Ce paragraphe est consacré à l’étude mathématique du problème continu mixte (3.8).
Tout d’abord, on établit dans le Lemme 3.2 que I(·, ·) et J (·, ·) satisfont chacune
une condition inf-sup. Dans la suite, il suffira donc d’étudier le probème suivant :





Trouver x ∈ J∗

Aα(x, x
′) = F(x′), ∀x′ ∈ I

(3.9)

où :

J
∗ = {x ∈ X

∗ ; J (Λ′, x) = 0, ∀Λ′ ∈ K} ,

I =
{
x′ ∈ Y

0 ; I(Λ, x′) = 0, ∀Λ ∈ L
}
.

En effet, en faisant appel au théorème des points selles (Cf. [14]), on conclut que
pour tout x solution de (3.9), il existe un unique multiplicateur Λ ∈ L tel que (x,Λ)
vérifie le problème mixte initial (3.8).

Ensuite, on montre dans le Théorème 3.7 l’unicité de la solution du problème
(3.9) en utilisant le théorème de Babuška. L’opérateur Aα étant non-standard, on
n’a pas pu établir une deuxième condition inf-sup sur Aα assurant l’existence. Cette
dernière va être établie différemment dans la Section 3.4.

Lemme 3.2. Les deux conditions inf-sup suivantes sur les formes bilinéaires I(·, ·)
et J (·, ·) sont satisfaites :

∃b1 > 0, ∀Λ ∈ L, sup
x′∈Y0

I(Λ, x′)

‖x′‖
Y

≥ b1 ‖Λ‖0,Σ , (3.10)

∃b2 > 0, ∀Λ′ ∈ K, sup
x∈X0

J (Λ′, x)

‖x‖
X

≥ b2 ‖Λ′‖0,Σ . (3.11)

Démonstration. La preuve fait appel à l’argument de Fortin (Cf. [14]). Afin d’établir
(3.10), on définit un opérateur de relèvement R ∈ L (L,Y0) satisfaisant pour tout
Λ ∈ L :

‖R(Λ)‖
Y
≤ c ‖Λ‖0,Σ et I(Λ,R(Λ)) ≥ c∗ ‖Λ‖2

0,Σ .
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Pour cela, à chaque Λ = (θ, µ) ∈ L, on associe x′ ∈ Y0 dont toutes le composantes
sont nulles à l’exception de G′

1 et q′
2.

On obtient donc :

I(Λ, x′) =

∫

Σ

G′
1 · n θdσ +

∫

Σ

Rq′
2 · n µdσ.

Pour q′
2, on pose :

q′
2 =

(
r
R2 µ̃
0

)
,

avec µ̃ l’extension de µ par 0 sur Γ2. On prend enfin G′
1 = ∇ϕ, où ϕ est l’unique

solution du problème auxiliaire :





∆ϕ = 0 dans Ω1
∂ϕ
∂n

= θ sur Σ
∂ϕ
∂n

= 0 sur ΥG \ Σ
ϕ = 0 sur Υp.

La régularité du problème elliptique précédent nous donne :

|ϕ|1,Ω1
≤ c ‖θ‖0,Σ .

La construction ci-dessus nous assure que q′
2 et G′

1 appartiennent à H et H(div,Ω1)
respectivement et verifient les conditions aux limites suivantes :

q′
2 · n = 0 sur ∂Ω2 \ Σ, G′

1 · n = 0 sur ΥG \ Σ.

D’où :

‖q′
2‖H(div,Ω2) + ‖G′

1‖H(div,Ω1) + ‖q′
2 · n‖0,Σ + ‖G′

1 · n‖0,Σ ≤ c(‖µ‖0,Σ + ‖θ‖0,Σ),

I(Λ, x′) = ‖Λ‖2
0,Σ

ce qui termine la démonstration de (3.10).

Pour ce qui est de la deuxième condition, on peut également associer à tout Λ′ ∈ K

la variable x ∈ X0 dont toutes le composantes sont nulles à l’exception de G1, G2

et q2.
Ainsi, on obtient :

J (Λ′, x) =

∫

Σ

G1 · nθ′dσ +

∫

Σ

(G1 · n −RG2 · n)ζ ′dσ +R

∫

Σ

q2 · nµ′dσ.
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On construit G1 et q2 comme précédemment et on prend G2 de la forme suivante :
(

r
R2 (θ

′ − ζ ′)
0

)
.

On obtient alors :

‖x‖
X
≤ c ‖Λ′‖0,Σ et J (Λ′, x) = ‖Λ′‖2

0,Σ .

Cela clôt la démonstration.
�

Dans la suite, il suffit donc d’étudier le problème (3.9) .

En séparant les inconnues vectorielles des inconnues scalaires, on peut le reécrire
sous la forme suivante :





Trouver (U, s) ∈ U∗ × S

A(U,U′) + B(s,U′) = F1(U
′),∀U′ ∈ T0

B(s′,U) − C(s, s′) − αD(s, s′) = F2(s
′),∀s′ ∈ S

(3.12)

où (U, s) = (G1,q1,G2,u2,q2, p1,T1, p2,T2) représente les inconnues et (U′, s′) =
(G′

1,q
′
1, χ,u

′
2,q

′
2, p’1,T’1, p’2,T’2) la fonction-test corrrespondante.

Les formes bilinéaires sont définies par :

A(U,U′) =
∫

Ω1

1
r
MG1 · G′

1dx+
∫

Ω1

1
rλ1

q1 · q′
1dx

+
∫
Ω2
χdiv(rG2)dx+

∫
Ω2

r
λ1

q2 · q′
2dx+m(u2,u

′
2),

B(s,U′) = −
∫

Ω1
p1divG

′
1dx+

∫
Ω1
T1divq

′
1dx−

∫
Ω2
p2div(ru

′
2)dx+

∫
Ω2
T2div(rq

′
2)dx,

C(s, s′) =
∫
Ω1
r a

∆t
p1p

′
1dx−

∫
Ω1
r b

∆t
T1p

′
1dx

+
∫
Ω1
r d

∆t
T1T

′
1dx−

∫
Ω1
r f

∆t
p1T

′
1dx+

∫
Ω2
r cvρ2

∆t
T2T

′
2dx,

D(s, s′) =
∫
Ω1
κGn−1

1 · ∇T1T
′
1dx+

∫
Ω1
lGn−1

1 · ∇p1T
′
1dx+

∫
Ω2
r cvG

n−1
2 · ∇T2 S2dx.

On fait référence au (2.12) pour la définition de m(·, ·).
On peut noter que :

J
∗ = U

∗ × S, I = T
0 × S,
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U∗ et T0 prennent en compte les conditions aux limites satisfaites par les variables
de X∗ et Y0. On note U0 l’espace vectoriel associé à l’espace affine U∗.
Les espaces U, T et S sont munis des normes induites de X et Y comme suit :

‖U‖
U

=
(
‖G1‖2

H(div,Ω1) + ‖G1 · n‖2
0,Σ + ‖q1‖2

H(div,Ω1)

+ ‖q1 · n‖2
0,Σ + ‖G2‖2

H(div,Ω2) + ‖u2‖2
H1(Ω2) + ‖q2‖2

H(div,Ω2)

) 1

2

,

‖U′‖
T

=
(
‖G′

1‖2
H(div,Ω1) + ‖G′

1 · n‖2
0,Σ + ‖q′

1‖2
H(div,Ω1)

+ ‖q′
1 · n‖2

0,Σ + ‖χ‖2
0,Ω2

+ ‖u′
2‖2
H1(Ω2)

+ ‖q′
2‖2
H(div,Ω2)

) 1

2

,

‖s‖
S

=
(
‖p1‖2

0,Ω1
+ ‖T2‖2

0,Ω1
+ ‖p2‖2

0,Ω2
+ ‖T2‖2

0,Ω2

) 1

2

.

Dans la suite, on étudie l’unicité de la solution du problème uniquement pour le cas
α = 0.

Du fait que les formes bilinéaires A(·, ·) et C(·, ·) sont ni définies positives ni sy-
métriques et que les fonctions-test ne se trouvent pas dans les mêmes espaces que
les inconnues, la formulation mixte (3.12) est non-standard. Par conséquent, on ne
peut pas appliquer les généralisations existantes du théorème de Babuška-Brezzi
(Cf. [14], [39] or [46]) dans le cas α = 0.

On commence par établir quelques lemmes préliminaires (Lemmes 3.3, 3.4 et 3.6)

afin de prouver (Théorème 3.7) que l’opérateur A0 =

[
A B

B
T −C

]
est injectif, ce qui

assure l’unicité de la solution. Une méthode de Galerkin basée sur l’approximation
par éléments finis sera développée dans la Section 3.4 afin de prouver l’existence.

Lemme 3.3. Il existe deux constantes positives β1 et β2, indépendantes de ∆t, telles
que :

∀s ∈ S, sup
V∈U0

B(s,V)

‖V‖U

≥ β1‖s‖S,

∀s ∈ S, sup
V′∈T0

B(s,V′)

‖V′‖T

≥ β2‖s‖S.

Démonstration. Pour la première condition, à tout s = (p1, T1, p2, T2) ∈ S on associe
U ∈ U0 construit comme suit.
D’abord, on prend uz = 0, ur ∈ H1

0 (Σ) tel que :
∫

Σ

urdσ =
R

6

∫

I

p2dz,
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et ûz(ζ) =
∫ ζ
zmin

(p2 − 6
R
ur)dz.

Par construction, on a :
‖ur‖1,Σ ≤ c ‖p2‖0,I ,

∫

Ω2

p2div(ru2)dx =
R2

6

∫

I

p2(∂zûz +
6

R
ur)dz =

R

6
‖p2‖2

0,Ω2
,

et
‖u2‖1,Ω2

≤ c ‖p2‖0,Ω2
.

Ensuite, on pose G2 =

(
r
R
ρ2ur
0

)
et G1 = ∇ξ, où ξ est l’unique solution de :





∆ξ = −p1 dans Ω1
∂ξ
∂n

= Rρ2ur sur Σ
∂ξ
∂n

= 0 sur ΥG \ Σ
ξ = 0 sur Υp.

Il est bien connu que :

‖ξ‖1,Ω1
≤ c(‖p1‖0,Ω1

+ ‖ur‖0,Σ).

Ainsi, on obtient :

‖G2‖H(div,Ω2) + ‖G1‖H(div,Ω1) + ‖G1 · n‖0,Σ ≤ c(‖p1‖0,Ω1
+ ‖p2‖0,Ω2

).

Il reste à construire q1 et q2.

A T2 ∈M , on associe q2 =

(
r
R
q2r(z)
q2z(z)

)
où :

q2r = 0 sur Γ2, q2r =
R

2m(Σ)

∫

I

T2 dz sur Σ, q2z(ζ) =

∫ ζ

zmin

(
T2 −

2

R
q2r

)
dz.

Ce qui nous assure que :
‖q2‖H(div,Ω2) ≤ c‖T2‖0,Ω2

,

et ∫

Ω2

T2div(rq2)dx =
R2

2

∫

I

T2

(
∂zq2z +

2

R
q2r

)
dz =

R

2
‖T2‖2

0,Ω2
.

Enfin, on choisit q1 = ∇ζ, où ζ est l’unique solution du problème auxiliaire :




∆ζ = T1 dans Ω1
∂ζ
∂n

= Rq2 · n sur Σ
∂ζ
∂n

= 0 sur Υq \ Σ
ζ = 0 sur ΥT .
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Ce choix des composantes de U vérifie les conditions de raccord sur Σ :

G1 · n = RG2 · n = Rρ2ur, q1 · n = Rq2 · n.

On a donc :
B(s,U) ≥ c ‖s‖2

S
, ‖U‖

U
≤ c′ ‖s‖

S
,

et par conséquent :

sup
V∈U0

B(s,V)

‖V‖
U

≥ B(s,U)

‖U‖
U

≥ β1 ‖s‖S
.

La preuve de la seconde condition est similaire : on choisit χ = 0, u′
2, q

′
2 et q′

1 comme
précédemment alors qu’on remplace la condition aux limites sur Σ par ∂ξ

∂n
= Rur

afin de construire G′
1. �

En se basant sur l’étude du modèle réservoir, on peut montrer la positivité de la
forme bilinéaire C(·, ·) :

Lemme 3.4. Il existe une constante positive γ, dépendante de ∆t, telle que :

∀s ∈ S, C(s, s) ≥ γ(‖p1‖2
0,Ω1

+ ‖T1‖2
0,Ω1

+ ‖T2‖2
0,Ω2

).

Démonstration. D’après le modèle réservoir (cf. [1]), on a :

∫
Ω1
r a

∆t
p1p1dx−

∫
Ω1
r b

∆t
T1p1dx+

∫
Ω1
r d

∆t
T1T1dx−

∫
Ω1
r f

∆t
p1T1dx

≥ c
∆t

(‖p1‖2
0,Ω1

+ ‖T1‖2
0,Ω1

),

sachant qu’il existe c ∈ R∗
+ telle que 4ad− (b+ f)2 ≥ c p.p. dans Ω.

D’où le résultat annoncé avec γ inversement proportionnelle à ∆t. �

Remarque 3.5. Du fait que la norme L2(Ω2) de p2 ne figure pas dans l’estimation,
C(·, ·) n’est pas définie positive.

On établit à présent la condition inf-sup suivante :

Lemme 3.6. Pour ∆t suffisamment petit, la condition suivante est satisfaite :

∀ U ∈ U
0 \ {0} , sup

U′ ∈ T0

U − U′ ∈ KerB

A(U,U′)

‖U‖U‖U′‖T

> 0.
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Démonstration. Afin d’établir le résultat annoncé, il suffit de construire un opérateur
linéaire continu R : U0 → T0 tel que :

B(s,U) = B(s,RU), ∀s ∈ S,

A(U,RU) > 0, ∀U0 \ {0} .

Pour cela, on considère U = (G1,q1,G2,u2,q2) ∈ U0 satisfaisant :

G1 · n = RG2 · n = Rρ2u2 · n, q1 · n = Rq2 · n sur Σ,

et on prend U′ = (G′
1,q1, χ,u2,q2) où G′

1 et χ seront définis plus tard de sorte que :

G′
1 · n = 1

ρ2
G1 · n sur Σ, divG′

1 = divG1 dans Ω1,

‖G′
1‖0,Ω1

+ ‖χ‖0,Ω2
≤ c ‖U‖

U
.

Le choix ci-dessus nous assure que U′ ∈ T0, ‖U′‖
U
≤ c ‖U‖

U
et B(s,U) = B(s,U′)

pour tout s ∈ S. Par ailleurs, on a aussi :

A(U,U′) ≥ c
(
‖q1‖2

0,Ω1
+ ‖q2‖2

0,Ω2

)
+m(u2,u2)

+

∫

Ω1

1

r
MG1 · G′

1dx+

∫

Ω2

χdiv(rG2)dx.

D’après (2.12), on a :

m(u2,u2) =

∫

Ω2

r
( ρ

∆t
+ κ|G2|

)
|u2|2 dx+

∫

Ω2

rG2 · u2∇u2dx+

+

∫

Ω2

µr(∂ruz + ∂zur)
2dx +

4

3

∫

Ω2

µr(∂zuz −
1

R
ur)

2dx.

Compte tenu de la dépendance en r de u2, on obtient après intégration par rapport
à r :
∫

Ω2

r(∂ruz + ∂zur)
2dx =

∫

I

(
R

2
(uz − ûz)

2 +
R2

4
(∂zur)

2 +
2R

3
∂zur(uz − ûz)

)
dz

≥ c (

∫

Ω2

r (∂ruz)
2 dx+

∫

Ω2

r (∂zur)
2 dx)

avec c une constante numérique, et on écrit d’après l’inégalité de la moyenne :
∫

Ω2

r(∂zuz −
1

R
ur)

2dx ≥ 1

2

∫

Ω2

r (∂zuz)
2 dx− 2

R2

∫

Ω2

ru2
rdx.
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On majore ensuite le terme convectif avec l’inégalité de Young, on a alors :

m(u2,u2) ≥ c(1 − ε)µ

(∫

Ω2

r (∂zuz)
2 dx+

∫

Ω2

r (∂ruz)
2 dx+

∫

Ω2

r (∂zur)
2 dx

)

+

∫

Ω2

r

(
ρ

∆t
+ κ|G2| −

|G2|2
4µεc

)
u2
zdx

+

∫

Ω2

r

(
ρ

∆t
+ κ|G2| +

5

4R
Gr −

8µ

3R2
− G2

z

4µεc

)
u2
rdx,

pour tout ε ∈]0, 1[.
Passons à la construction de G′

1 et introduisons à ce propos le problème auxiliaire
suivant : 




∆ψ = 0 dans Ω1
∂ψ
∂n

= R(1 − ρ2)ur sur Σ
∂ψ
∂n

= 0 sur ΥG \ Σ
ψ = 0 sur Υp.

Ce problème admet une solution unique ψ ∈ H1(Ω1) satisfaisant :

|ψ|1,Ω1
≤ c ‖ur‖0,Σ ≤ K ‖ur‖0,Ω2

,

avec K une constante qui depend du domaine Ω1, de la densité ρ2 et du rayon du
puits R.
En utilisant que

∫
Ω2
u2
rdx = 4

3R

∫
Ω2
ru2

rdx, on en déduit que :

|ψ|21,Ω1
≤ 4K2

3R

∥∥√rur
∥∥2

0,Ω2
.

On pose ensuite G′
1 = ∇ψ + G1 et on obtient à l’aide de l’inégalité de Young que :

∫

Ω1

1

r
MG1 · G′

1dx =

∫

Ω1

1

r
MG1 · G1dx+

∫

Ω1

1

r
MG1 · ∇ψdx

≥ a(1 − δ) ‖G1‖2
0,Ω1

− 1

4aδ
|ψ|21,Ω1

≥ a(1 − δ) ‖G1‖2
0,Ω1

− K2

3Raδ

∥∥√rur
∥∥2

0,Ω2
,

où a est la constante de coercivité du tenseur 1
r
M et δ ∈ ]0, 1[ un paramètre arbi-

traire. On a aussi :

‖G′
1‖0,Ω1

≤ c
(
‖G1‖0,Ω1

+ ‖ur‖0,Ω2

)
.

Il reste à construire χ. Puisque G2 =

(
r
R
G2r(z)
G2z(z)

)
, le terme

∫
Ω2
χdiv(rG2)dx peut

s’écrire sous la forme :
R2

2

∫

I

χ(∂zG2z +
2

R
G2r)dz.
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Donc, en posant χ = υ(∂zG2z − 2
R
G2r) avec υ une constante positive, il vient que :

‖χ‖0,Ω2
≤ c ‖G2‖H(div,Ω2) .

Et, en se servant du fait que G2r = ρ2ur sur Σ, on déduit que :
∫

Ω2

χdiv(rG2)dx ≥ υR

2

(
‖∂zG2z‖2

0,Ω2
− 12ρ2

R2
‖ur‖2

0,Ω2

)

≥ c ‖G2z‖2
1,Ω2

− 8υρ2

R2

∥∥√rur
∥∥2

0,Ω2
,

d’après l’inégalité de Friedrichs-Poincaré pour G2z.
Par ailleurs, on peut choisir ∆t, ε, δ ∈ ]0, 1[ et υ > 0 tels que :

ρ

∆t
> max

( |G2|2
4µεc

− κ|G2|,
8µ

3R2
+

G2
z

4µεc
+

K2

3Raδ
+

8υρ2

R2
− κ|G2| −

5

4R
Gr

)
.

Donc, il existe β > 0 tel que :

A(U,U′) ≥ β
(
‖G1‖2

0,Ω1
+ ‖q1‖2

0,Ω1
+ ‖u2‖2

1,Ω2
+ ‖q2‖2

0,Ω2
+ ‖G2‖2

H(div,Ω2)

)
(3.13)

Le résultat annoncé est ainsi démontré. �

On peut maintenant établir l’unicité de la solution du problème (3.9), et par consé-
quent, du problème équivalent (3.12) dans le cas sans convection (α = 0).

Théorème 3.7. Pour ∆t suffisamment petit, l’inégalité suivante est vérifiée :

∀x ∈ J
0 \ {0} , sup

x′∈I

A0(x, x
′)

‖x′‖Y

> 0. (3.14)

Donc, si le problème (3.9) admet une solution, alors elle est unique.

Démonstration. Il suffit de montrer que le problème homogène n’admet que la so-
lution triviale.
Soit (U, s) solution de :





A(U,U′) + B(s,U′) = 0, ∀U′ ∈ T0,

−B(s′,U) + C(s, s′) = 0, ∀s′ ∈ S.

Prenons maintenant s′ = s et U′ = RU, où R désigne l’opérateur introduit dans
le Lemme 3.6. En ajoutant les deux équations, les Lemmes 3.4 et 3.6 nous assurent
que U = 0 et (p1, T1, T2) = 0. Il reste à montrer que p2 est nul. Pour cela, on utilise
la condition inf-sup déjà établie dans le Lemme 3.3 et on obtient :

β2‖s‖S ≤ sup
U′∈T0

B(s,U′)

‖U′‖T

= sup
U′∈T0

A(U,U′)

‖U′‖T

= 0,

ce qui termine la démonstration. �
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Théorème 3.8. Si le problème (3.8) sans convection (α = 0) admet une solution,
alors elle est unique.

Démonstration. Le résultat est évident, on le déduit du Théorème 3.7 et du Lemme
3.2. �

Remarque 3.9. En admettant, en plus de (3.14), la relation suivante :

∃c > 0, ∀x′ ∈ I, sup
x∈J0

A0(x, x
′)

‖x‖X

≥ c‖x′‖Y,

le théorème de Babuška impliquerait l’existence d’une solution du problème (3.9), et
par conséquent du problème mixte (3.8). Cependant, on ne peut pas montrer l’in-
égalité ci-dessus, du fait que les termes divG1, divq1 et divq2 ne figurent pas dans
l’estimation (3.13).
L’existence d’une solution pour le problème (3.9) sera prouvée plus tard (Section
3.4) en utilisant la méthode de Galerkin et l’approximation par éléments finis du
problème.

3.3 Problème couplé discret

On rappelle que (T 1
h )h>0 et (T 2

h )h>0 désignent les familles de triangulations déjà
introduites lors de l’étude des modèles réservoir et puits.
On suppose que les deux maillages sont conformes au niveau des perforations, on
note par Eh l’ensemble des arêtes de l’interface (appartenant aux deux triangulations
en même temps) et on introduit la notation suivante :

hmin,Σ = min
e∈Eh

he.

On suppose aussi que :

(H) ρ ≥ ρ2h(z) ≥ ρ > 0 p.p. sur Σ

uniformément par rapport à h, où ρ2h est une approximation constante par morceaux
de la densité sur le maillage du puits T 2

h . On s’intéresse ensuite à une approximation
conforme du problème (3.8) basée sur les discrétisations par éléments finis déjà
utilisées dans le réservoir et le puits séparément.
Donc, on approche les inconnues conservatives G1, G2, q1 et q2 par des fonctions de
l’espace de Raviart-Thomas de plus bas degré RT0, les inconnues scalaires p1, p2, T1

et T2 par des fonctions constantes par maille, alors qu’on discrétise la vitesse u2 par
des fonctions (Q1)

2-continues. En ce qui concerne les multiplicateurs de Lagrange
sur l’interface, on introduit l’espace de dimension finie suivant :

Kh = {µ ∈ L2(Σ) ; µ ∈ P0(e), ∀e ∈ Eh}
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et on pose :
Lh = Kh ×Kh ⊂ L, Kh = Kh ×Kh ×Kh ⊂ K.

On peut considérer maintenant la version discrète du problème (3.8) :




Trouver xh ∈ X∗
h, Λh ∈ Lh

Ah(xh, x
′) + I(Λh, x

′) = Fh(x
′), ∀x′ ∈ Yh

Jh(Λ′, xh) = 0, ∀Λ′ ∈ Kh,

(3.15)

où les formes Ah(·, ·) et Fh(·) sont obtenues après prise en compte et décentrage des
termes convectifs alors que Jh(·, ·) est déduit de J (·, ·) en remplaçant ρ2 par ρ2h.

3.3.1 Existence et unicité

Cette section est dédiée à l’étude du problème discret (3.15). On montre qu’il est bien
posé, en suivant la même démarche que celle présentée pour l’analyse mathématique
du problème continu. A ce propos, on établit les versions discrètes des Lemmes
3.3-3.6 uniformément par rapport au paramètre de discrétisation h.

Pour cela, on a besoin de montrer un résultat auxiliaire, on établit d’abord le
lemme suivant :

Lemme 3.10. Supposons qu’il existe ε ∈]0, 1
2
], tel que toute triangulation T 1

h satis-
faisse la propriété suivante :

hε+
1

2 ≤ c hεmin,Σ. (3.16)

Alors, pour tout p ∈M1h et θ ∈ Kh, il existe G ∈ N1h tel que :
{

G · n = θ sur Σ, G · n = 0 sur ΥG \ Σ
divG = p dans Ω1

(3.17)

et satisfait de plus l’estimation suivante :

‖G‖H(div,Ω1) + ‖G · n‖0,Σ ≤ c(‖p‖0,Ω1
+ ‖θ‖0,Σ) (3.18)

avec c indépendante de h.

Démonstration. L’idée est de définir la fonction discrète G comme étant l’interpolé
de Raviart-Thomas d’une fonction G′ satisfaisant les propriétés précédentes.
On commence par noter que θ appartient à H

1

2
−ε(Σ), pour tout 0 < ε ≤ 1/2. On

régularise θ et on définit θ̃ ∈ H1
0 (Σ) tel que :

∀ e ∈ Eh, θ̃ ∈ H1
0 (e) et

∫

e

θ̃dσ =

∫

e

θdσ.
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Plus précisément, sur chaque arête e ∈ Eh on prend θ̃ = θχe avec χe ∈ H1
0 (e) définie

par :

χe ∈ P2 et
∫

e

χedσ = he.

Ainsi, on a :
‖χe‖0,e = c0 h

1/2
e , |χe|1,e = c1 h

−1/2
e .

Ensuite, on considère le problème aux limites suivant dans le rectangle Ω1 :




∆φ = p dans Ω1
∂φ
∂n

= θ̃ sur Σ
∂φ
∂n

= 0 sur ΥG \ Σ
φ = 0 sur Υp,

(3.19)

dont l’unique solution appartient àH2(Ω1) (Cf. [29]) et satisfait pour tout 0 < ε ≤ 1
2

:

|φ| 3
2
+ε,Ω1

≤ c(ε)
(
‖∆φ‖− 1

2
+ε,Ω1

+ ‖∂nφ‖ε,Σ
)
≤ c(ε)

(
‖ph‖0,Ω1

+
∥∥∥θ̃h
∥∥∥
ε,Σ

)
.

On est maintenant en mesure de prendre G = Eh(∇φ), où Eh est l’opérateur d’in-
terpolation de Raviart-Thomas (cf. [46]).
On rappelle que, pour tout Q ∈ H(div, T ) avec Q · n ∈ L1(∂T ), Eh(Q) vérifie :

∫

e

Eh(Q) · ndσ =

∫

e

Q · ndσ, ∀e ⊂ ∂T,

ce qui implique :
∫

T

divEh(Q)dx =

∫

T

divQdx, ∀ T ∈ T 1
h .

La construction ci-dessus nous assure que G satisfait les relations (3.17).
Compte tenu que div(G) et p, respectivement G · n et θ sont constantes par mor-
ceaux, on a immédiatement :

‖divG‖0,Ω1
= ‖p‖0,Ω1

,

‖G · n‖0,Σ =
(∑

e∈Eh
h−1
e

∣∣∫
e
G · ndσ

∣∣2
) 1

2

=

(∑
e∈Eh

h−1
e

∣∣∣
∫
e
θ̃dσ

∣∣∣
2
) 1

2

= ‖θ‖0,Σ .

Afin d’établir (3.18), il reste à majorer ‖G‖0,Ω1
.

On a classiquement :

∀ T ∈ T 1
h , ‖G‖0,T ≤ c

∑

e⊂∂T

h
1

2
e ‖G · n‖0,e ≤ c

∑

e⊂∂T

h
1

2
e ‖∇φ‖0,e .
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Par la suite, le théorème de trace et un passage à l’élément fini de référence en-
trainent :

‖∇φ‖0,e ≤ c
(
h
− 1

2

T ‖∇φ‖0,T + hεT |∇φ| 1
2
+ε,T

)
.

En sommant sur chaque triangle T ∈ T 1
h , on obtient :

‖G‖0,Ω1
≤ c

(
|φ|1,Ω1

+ hε+
1

2 |φ| 3
2
+ε,Ω1

)
, ∀ 0 < ε ≤ 1/2.

Par ailleurs, la formulation faible du problème (3.19) nous donne :

|φ|1,Ω1
≤ c

(
‖p‖0,Ω1

+
∥∥∥θ̃
∥∥∥

0,Σ

)
.

En outre, vu que Hε(Σ) est l’espace interpolé de L2(Σ) et H1(Σ) (cf. [33]), on a :
∥∥∥θ̃
∥∥∥
ε,Σ

≤ c
∥∥∥θ̃
∥∥∥

1−ε

0,Σ

∥∥∥θ̃
∥∥∥
ε

1,Σ
≤ c

(∥∥∥θ̃
∥∥∥

0,Σ
+
∥∥∥θ̃
∥∥∥

1−ε

0,Σ

∣∣∣θ̃
∣∣∣
ε

1,Σ

)
.

Finalement, en utilisant :
∥∥∥θ̃
∥∥∥

2

0,Σ
=
∑

e⊂Σ

|θ|2 ‖χ‖2
0,e ≤ c

∑

e⊂Σ

he |θ|2 = c ‖θ‖2
0,Σ ,

∣∣∣θ̃
∣∣∣
2

1,Σ
=
∑

e⊂Σ

|θ|2 |χ|21,e ≤ c
∑

e⊂Σ

1

he
|θ|2 ≤ c

h2
min,Σ

‖θ‖2
0,Σ ,

on obtient, pour tout 0 < ε ≤ 1
2

:

‖G‖0,Ω1
≤ c(ε)

(
‖p‖0,Ω1

+ ‖θ‖0,Σ +
hε+

1

2

hεmin,Σ
‖θ‖0,Σ

)
.

On peut donc conclure que l’estimation (3.18) est vérifiée, une fois la condition
(3.16) satisfaite. �

Remarque 3.11. Dans le cas limite ε = 0, la condition (3.16) est toujours satisfaite.
Elle s’écrit hmin,Σ ≈ h2 pour ε = 1

2
, une hypothèse pas trop restrictive.

Passons maintenant à la démonstration des conditions inf-sup discrètes satisfaites
par les formes bilinéaires I(·, ·) et Jh(·, ·). Ceci fait l’objet du :

Lemme 3.12. Supposons (3.16). Il existe deux constantes positives b∗1 et b∗2, indé-
pendantes de la discrétisation, telles que :

∀Λ ∈ Lh, sup
x′∈Yh

I(Λ, x′)

‖x′‖Y

≥ b∗1‖Λ‖0,Σ,

∀Λ′ ∈ Kh, sup
x∈X0

h

Jh(Λ′, x)

‖x‖X

≥ b∗2‖Λ′‖0,Σ.
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Démonstration. On applique à nouveau l’argument de Fortin et on suit la preuve
des conditions inf-sup établies dans le cadre continu (Lemme 3.2).
Ainsi, à tout Λ = (θ, µ) ∈ Lh, on associe le vecteur x′ ∈ Yh dont toutes les

composantes sont nulles à l’exception de G′
1 et q′

2. On prend q′
2 =

(
r
R2µ
0

)
et

G′
1 = Eh(∇φ) où φ est la solution du problème auxilière (3.19) avec p = 0.

Grâce au Lemme 3.10, on conclut que :

I(Λ, x′) = ‖Λ‖2
0,Σ, ‖x′‖Y ≤ c‖Λ‖0,Σ,

avec c une constante indépendante de la discrétisation, ce qui implique la première
condition.
Afin de prouver la seconde inégalité, nous procédons de manière similaire : à chaque
Λ′ = (θ′, ζ ′, µ′) ∈ Kh, on associe x ∈ X0

h dont toutes les composantes sont nulles
à l’exception de G1, G2 et q2. On suit la preuve du Lemme 3.2 en prenant q2 =(

r
R2µ

′

0

)
, G2 =

(
r
R2 (θ

′ − ζ ′)
0

)
et G1 comme ci-dessus.

Ainsi, le lemme est établi. �

Introduisons à présent les noyaux discrets des formes bilinéaires Jh(., .) et I(., .) :

J
0
h =

{
x ∈ X

0
h ; Jh(Λ′, x) = 0, ∀Λ′ ∈ Kh

}
,

Ih = {x′ ∈ Yh ; I(Λ, x′) = 0, ∀Λ ∈ Lh} ,
ainsi que l’espace affine :

J
∗
h = {x ∈ X

∗
h ; Jh(Λ′, x) = 0, ∀Λ′ ∈ Kh} .

Il est utile de noter que tout élément x ∈ J0
h satisfait :

G1 · n|e = RG2 · n|e = Rρ2h

|e|

∫
e
u2 · ndσ, ∀e ∈ Eh,

q1 · n|e = Rq2 · n|e, ∀e ∈ Eh,
(3.20)

alors que tout y ∈ Ih vérifie :

G′
1 · n|e = R

|e|

∫
e
u′

2 · ndσ, ∀e ∈ Eh,

q′
1 · n|e = Rq′

2 · n|e, ∀e ∈ Eh.
(3.21)

Le lemme précédent nous permet de se ramener à l’étude de problème discret sui-
vant : 




Trouver xh ∈ J∗
h

Ah(xh, x
′) = Fh(x

′), ∀x′ ∈ Ih.
(3.22)
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Il est bien connu que pour tout xh solution de (3.22), il existe un unique multiplica-
teur Λh ∈ Lh tel que (xh,Λh) vérifie le problème mixte intial (3.15).

Comme pour le problème continu, le problème (3.22) peut s’écrire sous la forme
suivante :





Trouver (Uh, sh) ∈ U∗
h
× Sh

Ah(Uh,U
′) + B(sh,U

′) = F1h(U
′), ∀U′ ∈ T0

h

B(s′,Uh) − C(sh, s
′) − Dh(sh, s

′) = F2h(s
′), ∀s′ ∈ Sh,

(3.23)

avec xh = (Uh, sh) et
J
∗
h = U

∗
h
× Sh, Ih = T

0
h × Sh.

On peut noter que Ah(·, ·) contient également le terme issu du décentrage des termes
convectifs des équations de Navier-Stokes dans le puits alors que (C + Dh)(·, ·) re-
groupe les termes convectifs provenant des équations de l’énergie dans les deux
domaines.

Montrons à présent que le problème (3.23) est bien posé. Dans ce but, on établit les
résultats préliminaires suivants.

Lemme 3.13. Supposons (3.16). Il existe deux constantes positives β∗
1 et β∗

2 , indé-
pendantes de ∆t et de la discrétisation, telles que :

∀s ∈ Sh, sup
U∈U0

h

B(s,U)

‖U‖ ≥ β∗
1‖s‖,

∀s ∈ Sh, sup
U′∈T0

h

B(s,U′)

‖U′‖ ≥ β∗
2‖s‖.

Démonstration. On n’établit dans la suite que la première condition. La preuve de
la deuxième est similaire.
A tout s = (p1, T1, p2, T2) ∈ Sh, on associe la fonction discrète U = (G1,q1,G2,u2,q2) ∈
U0
h qui vérifie les conditions de raccord (3.20) sur Σ ainsi que :

B(s,U) ≥ c‖s‖2, ‖U‖ ≤ c′‖s‖.

Afin de construire G1, on considère φ la solution du problème auxiliaire (3.19), avec :

p = −p1 dans Ω1, θ/e =
Rρ2h

|e|

∫

e

urdσ ∀ e ∈ Eh
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et on prend G1 = Eh(∇φ). On a donc :

‖G1‖H(div,Ω1) + ‖G1 · n‖0,Σ ≤ c(‖p1‖0,Ω1
+ ‖ur‖0,Ω2

).

D’une manière analogue, on prend q1 = Eh(∇φ), où φ satisfait le même problème
auxiliaire avec :

p = T1 dans Ω1, θ = Rq2 · n sur Σ.

Ensuite, on choisit G2 =

(
r
R
G2r(z)

0

)
tel que :

G2r/e =

{
0 si e ⊂ I \ Σ
ρ2h

|e|

∫
e
urdσ si e ∈ Eh.

D’où :

G1 · n|e = RG2 · n|e =
Rρ2h

|e|

∫

e

u2 · ndσ ∀e ∈ Eh.

Enfin, on construit u2 exactement comme dans la démonstration de la condition
inf-sup discrète pour les équations de Navier-Stokes dans le puits (voir Lemme 2.6)
et q2 de manière analogue à ce qui a été fait pour la formulation en température
(voir [2]).
Ainsi, la première condition inf-sup est satisfaite. �

Lemme 3.14. Il existe une constante positive γ∗, dépendante de ∆t et indépendante
de la discrétisation, telle que :

∀s ∈ Sh, C(s, s) ≥ γ∗(‖p1‖2
0,Ω1

+ ‖T1‖2
0,Ω1

+ ‖T2‖2
0,Ω2

).

(C+Dh)(·, ·) satisfait un résultat similaire, pour un ∆t suffisamment petit par rapport
au paramètre de discrétisation.

Démonstration. Du fait que Sh ⊂ S, le Lemme 3.4 nous permet de déduire la pre-
mière estimation sur C(·, ·) avec γ∗ = γ.
Le seconde inégalité a déjà été établie en étudiant les problèmes discrets dans le
puits et dans le réservoir séparément. En effet, on peut écrire :

(C + Dh)(s, s) = C(s, s) + dh(T2, T2) +Dh ((p1, T1) , (p1, T1)) .

Le terme convectif dans le puits dh est positif (Cf. [2]) alors que celui dans le réservoir
Dh satisfait (Cf. [1]) :

Dh ((p1, T1) , (p1, T1)) ≤
c

h2
1

∥∥Gn−1
h

∥∥
0,Ω1

(
‖p1‖2

0,Ω1
+ ‖T1‖2

0,Ω1

)
.

D’où le résultat annoncé avec γ proportionnel à 1
∆t
. �
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Lemme 3.15. Supposons (3.16). Pour un ∆t suffisamment petit, on a :

∀U ∈ U
0
h \ {0} , sup

U′ ∈ T0
h

U − U′ ∈ KerhB

A(U,U′)

‖U‖‖U′‖ > 0.

Le même résultat est valable pour la forme bilinéaire Ah(·, ·), avec ∆t relié cette
fois-ci au paramètre de discrétisation.

Démonstration. On suit la preuve établie dans le cadre continu pour le Lemme 3.6.
On doit montrer qu’ils existent deux constantes c > 0 et β∗ > 0 indépendantes de
la discrétisation, telles que pour tout U ∈ U0

h, on peut trouver U′ ∈ T0
h qui vérifie :

B(s,U) = B(s,U′) ∀s ∈ Sh,

‖U′‖ ≤ c ‖U‖ ,

A(U,U′) ≥ β∗(‖G1‖2
0,Ω1

+ ‖q1‖2
0,Ω1

+ ‖G2‖2
H(div,Ω2) + ‖u2‖2

1,Ω2
+ ‖q2‖2

0,Ω2
).

On prend U′ = (G′
1,q1, χ,u2,q2) dans T0

h, avec G′
1 et χ définis comme suit.

La condition suivante :

∀e ∈ Eh, G2 · n|e =
ρ2h

|e|

∫

e

u2 · ndσ

permet de montrer que les normes ‖G2r‖0,Ω2
et ‖ur‖0,Ω2

sont équivalentes. On peut
donc choisir :

χ = υ(∂zG2z −
2

R
G2r) ∈M2h

comme dans la preuve du Lemme 3.6.
Afin de construire G′

1, on considère le problème auxiliaire du Lemme 3.10, avec :

p = 0 et θ|e =
R

|e|

∫

e

(1 − ρ2h)u2 · ndσ, ∀e ∈ Eh

et on pose G′
1 = Eh(∇ψ) + G1.

Ce choix nous assure que divG′
1 = divG1 ainsi que :

(G′
1 · n)|e = (G1 · n)|e +

1

|e|

∫

e

∂ψ

∂n
dσ =

R

|e|

∫

e

urdσ, ∀e ∈ Eh

et donc :
‖G′

1‖0,Ω1
≤ c(‖G1‖0,Ω1

+ ‖ur‖0,Ω2
).

On conclut de manière analogue au Lemme 3.6. �
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On peut maintenant prouver que le problème discret (3.22) est bien posé.
Commençons par rappeler que les deux problèmes discrets réservoir et puits

admettent chacun une solution unique si ∆t satisfait :

∆t ≤ min(C1h
2
min,Ω1

, C2hmin,Ω2
) (3.24)

avec hmin,Ω1
= minT∈T 1

h
hT , hmin,Ω2

= minT∈T 2
h
hT et avec C1, C2 indépendantes de

la discrétisation. On a alors :

Théorème 3.16. Supposons (3.16). Alors, le problème (3.22) admet une solution
unique, pour ∆t satisfaisant (3.24).

Démonstration. Etant en dimension finie, il suffit de montrer l’unicité de la solution.
La démonstration est triviale grâce aux Lemmes 3.13, 3.14 and 3.15 : la positivité
de Ah(·, ·) et (C + Dh)(·, ·) montre que la solution du problème homogène discret
satisfait Uh = 0, p1h = T1h = T2h = 0 tandis que la condition inf-sup discrète sur
B(·, ·) implique p2h = 0. �

Implicitement, le problème (3.15) admet une solution unique.

3.3.2 Système linéaire

Suite à la discrétisation spatiale présentée précédemment, on est amené à ré-
soudre à chaque pas de temps un système linéaire. Afin de bien écrire le système
matriciel correspondant, on explicite dans ce paragraphe les bases des espaces de
dimension finie utilisés.

Bases de M1h et de M2h

On rappelle que les variables scalaires dans le réservoir et dans le puits sont ap-
prochées par des fonctions constantes par mailles, appartenant respectivement aux
espaces M1h et M2h. Les degrés de liberté de ces inconnues sont les valeurs de la
fonction au barycentre des éléments. Donc, la dimension de ces espaces est égale au
nombre de mailles de la triangulation.
On note {IK , K ∈ T 1

h } une base de M1h et {IK , K ∈ T 2
h } une base de M2h où IK

désigne la fonction indicatrice de chaque élément.

La pression, la température et la masse volumique dans le réservoir s’écrivent donc :

p1h =
∑

K∈T 1
h

p1KIK , T1h =
∑

K∈T 1
h

T1KIK , et ρ1h =
∑

K∈T 1
h

ρ1KIK .
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Celles du puits s’écrivent aussi :

p2h =
∑

K∈T 2
h

p2KIK , T 2
h =

∑

K∈T 2
h

T2KIK , et ρ2h =
∑

K∈T 2
h

ρ2KIK .

Base de Kh

On note {Ie, e ∈ Eh} une base de Kh, où Ie désigne la fonction indicatrice de chaque
arête située sur l’interface Σ.
Les deux multiplicateurs θh et µh se décomposent ainsi :

θh =
∑

e∈Eh

θeIe, µh =
∑

e∈Eh

µeIe.

Base de V2h

La deux composantes de la vitesse urh et uzh dans le puits sont approximées par
des fonctions Q1-continues appartenant respectivement à Vrh et Vzh. On rappelle
que les degrés de liberté de ces fonctions sont les valeurs aux noeuds des éléments.

Il est utile d’écrire : V2h = Vrh × Vzh.
Dans la suite, on note Ni l’ensemble des noeuds internes de Γi et NΣ l’ensemble des
noeuds internes de Σ.

Puisque urh est nul partout sauf sur les perforations, Vrh est donc un espace de
dimension égale au nombre des noeuds internes de l’interface et ayant pour base
{ϕi, 1 ≤ i ≤ NΣ}.
Quand à uzh, il est nul sur le fond du puits Γ3 et sur les perforations Σ et égale à
Q à la sortie du puits Γ1. L’espace Vzh a donc pour dimension la somme des noeuds
internes de Γ2 ∪ Γ4.

Finalement, urh ∈ Vrh et uzh ∈ Vzh peuvent s’écrire sous la forme :

urh =
∑

1≤i≤NΣ

uriϕi et uzh =
∑

1≤i≤(N2+N4)

uziϕi +
∑

i∈{Ns,Ns′}

Qϕi,

Où Ns et Ns′ désignent les deux noeuds de Γ1.

Base de N1h

Lex flux dans le réservoir sont approchés par l’élément fini de Raviart-Thomas
de plus bas degré et appartiennent à l’espace N1h :

N1h =
{
v ∈ H (div,Ω1) ; v/K ∈ RT0(K) ∀K ∈ T 1

h

}
.
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Avant d’écrire une base de N1h, commençons par étudier ce qui se passe sur chaque
élément K, notamment sur le triangle de référence noté K̂. A ce propos, rappelons
la définition de l’espace de Raviart-Thomas de plus bas degré RT0 sur K ∈ Th :

RT0(K) = (P0(K))2 + P0(K)

(
x1

x2

)
.

Notons

(
x̂1i

x̂2i

)

1≤i≤3

les coordonnées des sommets de l’élément de référence et

{âi}1≤i≤3 les arêtes qui leurs sont opposées.

On peut montrer que

{
wi (x̂) =

[
x̂1 − x̂1i

x̂2 − x̂2i

]}

1≤i≤3

forme une base de RT0(K̂), on

a donc :

∀qK̂ ∈ RT0(K̂) qK̂(x̂) =
∑

1≤i≤3

qK̂,iwi(x̂)

On peut vérifier aussi que ces trois fonctions satisfont :
– divwi est constante dans K̂ et

∫
K̂
divwidx̂ = 1, 1 ≤ i ≤ 3

– wi · nK̂,i est constante sur âi et
∫
âi

wj · nK̂,idσ = δij, 1 ≤ i, j ≤ 3.
Ainsi, on a :

∫

K̂

divqK̂dx̂ =
∑

1≤i≤3

qK̂,i et

∫

âi

qK̂ · nK̂,idσ = qK̂,i, 1 ≤ i, j ≤ 3.

Les degrés de liberté d’une fonction de N1h sont donc les valeurs des débits de la
fonction à travers les arêtes du maillage, après avoir défini un sens positif de traver-
sée de ces arêtes.

On désigne par :
– A l’ensemble des arêtes du maillage (card(A) = nA)
– AG l’ensemble des arêtes où l’on impose un flux massique
– Aq l’ensemble des arêtes où l’on impose un flux de chaleur

On prend {w1a}a∈A une base de N1h et na la normale unitaire à chaque arête.

On choisit arbitrairement d’orienter na, vers l’extérieur de Ω si a ⊂ ∂Ω et de Ki vers
Kj pour i < j si a est commune aux deux éléments.
On retrouve des propriétés similaires à celles vues pour RT0(K̂) :

∀K ∈ T 1
h , ∀a ∈ A

∫

K

divwa =

∫

a

wa · nK,a = εK,a,
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où :

εK,a =





−1 si a ⊂ ∂K et na orientée vers l’extérieur de K, i.e na · nK,a = −1

1 si a ⊂ ∂K et na orientée vers l’extérieur de K, i.e na · nK,a = 1

0 si a 6⊂ ∂K.

Donc, tout élément vh ∈ N1h peut s’écrire sous la forme :

vh =
∑

a∈A

vaw1a,

et vérifie : ∫

K

divvhdx =
∑

a∈A

vaεK,a,

∫

a

vh · nK,adσ = vaεK,a.

Finalement, G1h peut s’écrire sous la forme :

G1h =
∑

a∈(A\AG)

g1aw1a +
∑

b∈AG

g1bw1b,

et q1h se décompose en :

q1h =
∑

a∈(A\AT )

q1aw1a +
∑

a∈Aq

q1bw1b.

(g1b)b∈AG
et (q1b)a∈Aq

représentent les conditions aux limites imposées sur le flux
massique et le flux de chaleur respectivement.

Base de N2h

Comme pour le réservoir, les flux dans le puits sont approchés par l’élément fini
de Raviart-Thomas et appartiennent à l’espace V2h :

N2h =
{
v ∈ H (div,Ω2) ; v/K ∈ RT0(K) ∀K ∈ T 2

h

}
.

L’élément de référence est le rectangle unité que l’on note aussi K̂.

De même , notons

(
x̂1i

x̂2i

)

1≤i≤4

les coordonnées des sommets de l’élément de réfé-

rence et {âi}1≤i≤4 les arêtes qui leurs sont opposées.
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Ensuite, construisons une base de RT0(K̂) en introduisant les vecteurs suivants :
{
wi (x̂) =

[
x̂1 − x̂1i

0

]}

1≤i≤2

et

{
wi (x̂) =

[
0

x̂2 − x̂2i

]}

2≤3≤4

.

De manière analogue, on construit {w2a}a∈A′ une base de N2h, avec A′ l’ensemble
des arêtes du maillage. On peut montrer aussi que cette dernière vérifie les mêmes
propriétés que dans la section précédente.

On peut donc écrire :
G2h =

∑

a∈(A′\A′
G)

g2aw2a,

et
q2h =

∑

a∈Eh∪A′
int

q2aw2a,

avec A′
int l’ensemble des arêtes internes du maillage.

3.4 Existence d’une solution pour le problème continu

couplé

Le principal résultat de cette section est le suivant :

Théorème 3.17. Suppposons (3.16) et (3.24). Le problème couplé continu (3.8)
avec α = 0 (i.e. sans termes convectifs dans les lois d’énergie) admet une solution.

Démonstration. On fait appel à la méthode de Galerkin. On considère une suite des
problèmes approchés de (3.8), écrits dans le cadre fonctionnel discret déjà introduit :





Trouver x̃h ∈ X∗
h, Λ̃h ∈ Lh

A0(x̃h, x
′) + I(Λ̃h, x

′) = F(x′), ∀x′ ∈ Yh

Jh(Λ′, x̃h) = 0, ∀Λ′ ∈ Kh

(3.25)

où dans la définition de Jh(·, ·), ρ̃2h représente la projection L2(Σ)-orthogonale de
ρ2 sur Kh. On a alors existence et unicité d’une solution (x̃h, Λ̃h) pour chacun de
ces problèmes discrets (Cf. Section 3.3).

D’après Les lemmes 3.14 et 3.15, la solution discrète x̃h = (Ũh, s̃h) satisfait l’esti-
mation suivante, uniformément par rapport à h :
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∥∥∥G̃1h

∥∥∥
0,Ω1

+ ‖q̃1h‖0,Ω1
+
∥∥∥G̃2h

∥∥∥
H(div,Ω2)

+ ‖ũ2h‖1,Ω2
+ ‖q̃2h‖0,Ω2

+ ‖p̃1h‖0,Ω1
+
∥∥∥T̃1h

∥∥∥
0,Ω1

+
∥∥∥T̃2h

∥∥∥
0,Ω2

≤ c.

La condition inf-sup sur B(·, ·) assure (Cf. Lemme 3.13) que p̃2h est borné dans
L2(Ω2). En effet :

β∗
2‖p̃2h‖0,Ω2

≤ sup
U′∈T0

h

B(s̃h,U
′)

‖U′‖ = sup
U′∈T0

h

A(Ũh,U
′) − F1(U

′)

‖U′‖

≤ c

(∥∥∥G̃1h

∥∥∥
0,Ω1

+ ‖q̃1h‖0,Ω1
+
∥∥∥G̃2h

∥∥∥
H(div,Ω2)

+ ‖ũ2h‖1,Ω2
+ ‖q̃2h‖0,Ω2

)
.

Ensuite, en choisissant comme fonction-test s′ dans la seconde équation variation-
nelle, telle que :

p′1 = divG̃1h, T ′
1 = divq̃1h, p′2 = 0 et T ′

2 = ∂z q̃zh +
2

R
q̃rh,

on obtient :

‖divG̃1h‖2
0,Ω1

+ ‖divq̃1h‖2
0,Ω1

+ ‖1

r
div(rq̃2h)‖2

0,Ω2
= F2(s

′) − C(s′, s̃h) ≤ c ‖s′‖ .

En remarquant que :

divq̃2h =
1

r
div(rq̃2h) −

1

R
q̃rh,

on peut conclure que divG̃1h et divq̃1h, respectivement divq̃2h sont uniformément
bornés dans L2(Ω1), respectivement dans L2(Ω2).
Par ailleurs, la seconde équation du problème (3.25) nous donne que G̃1h ·n et q̃1h ·n
sont uniformément bornés pour la norme L2 (Σ). En effet, ils vérifient la condition
suivante sur chaque arête située sur l’interface :

G̃1h · n|e =
Rρ2h

|e|

∫

e

ũrhdσ, q̃1h · n|e = R(q̃rh)|e, ∀e ∈ Eh,

alors que ũrh, q̃rh sont bornés dans L2(Σ).

On a donc obtenu, d’une part, que la suite (x̃h)h est bornée pour la norme de
X. D’autre part, (Λ̃h)h est bornée dans L, grâce à la condition inf-sup satisfaite par
I(·, ·)(cf. Lemme 3.12).
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On peut donc extraire une sous-suite, que l’on note aussi (x̃h, Λ̃h)h, qui converge
faiblement vers un élément (x̃, Λ̃) de X × L.

Compte tenu des propriétés des espaces discrets utilisés, on sait que pour tout
(x′,Λ′) ∈ Y × K il existe une suite (x′h,Λ

′
h) ∈ Yh × Kh fortement convergente vers

(x′,Λ′). Par ailleurs, ρ2hθ
′
h converge fortement vers ρ2θ

′ dans L2(Σ).

Un passage à la limite dans le problème (3.25) montre que la limite faible (x̃, Λ̃) est
une solution du problème (3.8), ce qui termine la démonstration. �

Remarque 3.18. On peut également montrer que le problème continu avec convection
(i.e. α = 1) admet aussi une solution unique pour ∆t suffisamment petit, en utilisant
la régularité de la solution du problème (3.8) avec l’alternative de Fredholm. Les
termes convectifs sont considérés comme une perturbation compacte de l’identité.
Etant assez technique, on ne présente pas ici les détails de la démonstration ; Les
idées sont les mêmes que celles présentées pour l’analyse des problèmes réservoir et
puits séparés (voir [1] et [2]).

3.5 Résultats numériques

On présente dans ce paragraphe des essais numériques afin de valider le code as-
socié au modèle couplé, tant d’un point de vue numérique que physique. De manière
analogue à ce qui a été fait pour les codes réservoir et puits (Cf. [21]), on s’intéresse
tout d’abord à l’évolution de la solution en fonction du raffinement du maillage sur
une géométrie simplifiée. On étudie ensuite un gisement réel de plusieurs couches
géologiques avec des caractéristiques contrastées et on compare les résultas avec ceux
obtenus séparément par les simulateurs réservoir et puits.

3.5.1 Convergence en maillage

Afin d’utiliser des maillages de plus en plus raffinés sans trop augmenter le
nombre de degrés de libérté, on considère dans ce paragraphe un réservoir dont
les dimensions sont volontairement réduites à 10m de longueur et 2m de hauteur.
Le réservoir est formé de deux couches aux caractéristiques physiques et thermody-
namiques homogènes ; seule la couche la plus profonde est perforée.

Pour ce test, on simule la production d’une huile légère sur une periode d’une
semaine en imposant un débit constant (de 1500 m3/jour) à la surface du puits et
une pression constante sur la façade extérieure du réservoir.

Dans la suite, notre objectif est d’étudier le comportement de la pression et de
la température en fonction du raffinement du maillage.
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kh = 1000mD kv = 350mD φ = 0.28 sw = 0.15

Fig. 3.2 – Coupe verticale du réservoir

Maillage Noeuds arêtes mailles
Maillage Th 86 217 132

Maillage Th/2 303 830 528
Maillage Th/4 1133 3244 2112
Maillage Th/8 4377 12824 8448

Tab. 3.1 – Maillages congruents pour le réservoir

Pour ce faire , on construit des maillages congruents Th
i
, i ∈ {2, 4, 8} à partir

d’un maillage initial grossier Th comme suit : chaque triangle du réservoir est divisé
successivement en quatre triangles congruents et par conséquent, chaque rectangle
du puits est divisé en deux rectangles congruents. Notons que le puits n’est raffiné que
dans la direction verticale afin de tenir compte du modèle 1.5D considéré. La solution
obtenue sur le maillage le plus fin Th

8

est prise comme la solution de référence.

Pour chaque maillage intermédiaire, on évalue en norme L2 l’erreur entre la
solution ici calculée et celle de référence.

On représente sur les Figures 3.3 et 3.4 le logarithme de l’erreur en fonction de
log(1/h), pour la pression et la température respectivement. On obtient numérique-
ment :

‖T − Th‖0,Ω ≤ Chα,

avec α approximativement égale à 1.1 dans le réservoir et à 1.5 dans le puits. On
obtient des résultats similaires pour la pression, cf. Figure 3.4.
Donc, conformément à ce que l’on attend, l’erreur diminue avec le raffinement du
maillage.

3.5.2 Cas réel

Les simulateurs réservoir et puits développés séparément ont été validés (Cf
[1], [21]) tant d’un point de vue numérique que physique. Plus précisément, une
confrontation avec des données de pression et de température enregistrées sur le
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Fig. 3.3 – Ordre de convergence sur la température à t=7 jours.
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Fig. 3.4 – Ordre de convergence sur la pression à t=7 jours.

terrain ainsi qu’avec des logiciels analytiques pour la pression comme PIE (cf.
www.welltestsolution.com) a été réalisée.

On se propose donc de valider notre simulateur en comparant les résultats obte-
nus par le code couplé avec ceux donnés par les codes séparés.

A ce propos, on reprend le même gisement réel présenté dans (Cf [1], [21]). Le ré-
servoir est formé de sept couches dont trois sont perforées et ayant comme hauteurs
respectives du haut en bas : 5.5m, 3.2m, 1.5m, 2.7m, 1.7m, 2.3m et 3.1m. Caractérisé
par des propriétés physiques assez hétérogènes (cf. Figure 3.5), le réservoir est de
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kh = 2000mD kv = 350mD φ = 0.20 sw = 0.15

kh = 2000mD kv = 350mD φ = 0.28 sw = 0.15

kh = 10mD kv = 1mD φ = 0.08 sw = 0.9

kh = 1000mD kv = 15mD φ = 0.24 sw = 0.42

kh = 1000mD kv = 15mD φ = 0.26 sw = 0.30

kh = 1000mD kv = 15mD φ = 0.22 sw = 0.38

kh = 1000mD kv = 15mD φ = 0.24 sw = 0.40

Fig. 3.5 – Section verticale du réservoir.

20m de hauteur et de 50m de largeur. Le puits associé est de 70m de hauteur pour
un rayon de seulement 0.15m.

On simule la production d’une huile légère pendant 28 jours en imposant une pres-
sion constante pγ = 400 bars et un flux de chaleur nul q · n = 0 sur la façade
extérieure du réservoir .

Pour le code couplé, on impose un débit Q = 6500 m3/jour à la surface du
puits alors qu’une différence de pression ∆p = 10 bars est appliquée entre la paroi
extérieure du réservoir et les perforations lorsqu’on simule le réservoir tout seul. On
se propose de retrouver ces deux conditions limites en comparant nos simulations.
Toutes ces données sont réelles. Il est utile de rappeler que pour le code puits tout
seul, les valeurs des conditions aux limites sur les perforations sont données par le
code réservoir.

En ce qui concerne le pas de temps, on a remarqué que la condition ∆t suffi-
samment petit (exigée par certains résultats théoriques) ne semble pas influencer
la performance du code. Différents pas de temps peuvent être choisis pendant la
simulation. Pour ce test, des petits pas de temps (de l’ordre d’une heure) sont pris
pendant le régime transitoire alors que des pas plus grands (de l’ordre d’un jour)
peuvent être imposés, dès que le régime permanent est atteint.

Comparons à présent les résultats du code couplé avec ceux du code réservoir.
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On peut constater d’après la Figure 3.6 que pour le code couplé, le débit imposé à
la sortie du puits crée une différence de pression ∆p w 10 bars dans le réservoir.
Ce résultat coincide parfaitement avec la condition limite imposée pour le réservoir
tout seul.
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(a) Pression donnée par le code réservoir
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(b) Pression donnée par le code couplé

Fig. 3.6 – Comparaison des cartes de pression dans le réservoir à t = 28 jours.

Concernant la température, un petit rechauffement aux abords du puits dû à
l’effet Joule-Thomson est remarqué dans les deux cas. Les graphiques obtenues par
les deux simulateurs sont très similaires, comme le montre la Figure 3.7.

Il va de même pour la comparaison avec le code puits tout seul : on observe sur la
Figure 3.8 des valeurs analogues pour Gz (à partir duquel on peut calculer le débit
de production dans le puits avec une condition de compatibilité). On reproduit donc
par le code puits, le débit Q imposé comme condition limite pour le problème couplé.

On souhaite maintenant suivre l’évolution du réservoir et du puits pendant un
mois de production. On représente respectivement dans les Figures 3.9, 3.10 et 3.11
les cartes de pression, de température et de densité obtenues par le code couplé.
Plus précisément, on représente l’état initial du réservoir ainsi que son état à la fin
de la production. Une fois les résultats stabilisés à t = 2jours, on s’intéresse à la
periode transitoire en traçant les graphiques tous les 7jours.

Les figures mentionnées ci-dessus se concentrent aux abords des perforations. Du
fait de la géométrie du domaine, notamment le rapport assez grand entre les rayons
du réservoir et du puits, on ne visualise que 10m du réservoir dans la direction
radiale.

On peut noter que ces résulttas numériques correspondent à un comportement
physiquement admissible et attendu par les ingénieurs réservoir. En plus, les condi-
tions de transmission imposées à l’interface sont parfaitement satisfaites : la tempé-
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(a) Température donnée par le code réservoir
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(b) Température donnée par le code couplé

Fig. 3.7 – Comparaison des cartes de température à t = 28 jours.
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(a) Gz donnée par le code puits
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(b) Gz donnée par le code couplé

Fig. 3.8 – Comparaison des flux massiques verticaux dans le puits à t = 28 jours.

rature prend les mêmes valeurs dans le réservoir et dans le puits alors que le pression
est un peu différente traduisant la relation p2 − τrr = p1.

Finalement, on représente le flux spécifique G. Comme on peut remarquer sur
la Figure 3.12(a), la vitesse calculée dans le puits est beaucoup plus importante que
celle dans le réservoir. En effet, pour une cellule donnée dans le puits, le flux est
obtenu par sommation des contributions des perforations plus basses. Afin de mieux
visualiser l’écoulement au niveau des perforations, on applique des échelles diffé-
rentes dans les deux domaines (de rapport égal à 10). Les graphes correspondants
sont présentés dans la Figure 3.12(b).
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Concernant les résultats dans le puits, les graphes en pression et en température
(au delà des perforations) sont essentiellement influencés par la gravité, comme le
montre la Figure 3.13.
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(a) Pression à t=0 jour
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(b) Pression à t=2 jours

0 2 4 6 8 10
−2850

−2840

−2830

−2820

−2810

−2800

−2790

−2780

−2770
Pressure at t=7 days

3.88

3.9

3.92

3.94

3.96

3.98

4

x 10
7

(c) Pression à t=7 jours
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(d) Pression à t=14 jours
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(e) Pression à t=21 jours
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(f) Pression à t=28 jours

Fig. 3.9 – Évolution de la pression pendant un mois de production.



3.5. RÉSULTATS NUMÉRIQUES 71

0 1 2 3 4 5 6 7 8
−2850

−2840

−2830

−2820

−2810

−2800

−2790

−2780

−2770
Temperature at t=0 days

333.5

334

334.5

335

335.5

336

(a) Température à t=0 jour
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(b) Température à t=2 jours

0 2 4 6 8 10
−2850

−2840

−2830

−2820

−2810

−2800

−2790

−2780

−2770
Temperature at t=7 days

333.5

334

334.5

335

335.5

336

(c) Température à t=7 jours
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(d) Température à t=14 jours

0 2 4 6 8 10
−2850

−2840

−2830

−2820

−2810

−2800

−2790

−2780

−2770
Temperature at t=21 days

333.5

334

334.5

335

335.5

336

(e) Température à t=21 jours
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(f) Température à t=28 jours

Fig. 3.10 – Évolution de la température pendant un mois de production.
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(a) Densité à t=0 jour
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(b) Densité à t=2 jours
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(c) Densité à t=7 jours
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(d) Densité à t=14 jours
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(e) Densité à t=21 jours

0 2 4 6 8 10
−2850

−2840

−2830

−2820

−2810

−2800

−2790

−2780

−2770
Density at t=28 days

557

557.5

558

558.5

559

559.5

560

560.5

561

(f) Densité à t=28 jours

Fig. 3.11 – Évolution de la densité pendant un mois de production.
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(a) Même echelle pour les deux domaines (b) Echelles différentes pour chaque domaine

Fig. 3.12 – Flux spécifique à la fin de la production, près des perforations
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Fig. 3.13 – Pression et température dans le puits à la fin de la production.
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Chapitre 1

Modélisation physique

La mise en exploitation d’un gisement entraîne souvent l’entrée ou la formation
d’un fluide venant remplacer l’huile ou le gaz :

– Migration d’eau depuis des régions extérieurs vers le gisement sous l’effet de
la baisse de pression dûe à l’exploitation

– Libération des gaz dissous dans les huiles brutes
– Injection par certains puits d’un fluide chargé de déplacer l’huile vers d’autres

puits, une technique d’exploitation appelée technique de récupération secon-
daire

Ces quelques exemples montrent l’importance de la connaissance des lois qui ré-
gissent les écoulements multi-phasiques pour l’établissement d’un projet d’exploita-
tion ou la surveillance de sa mise en application.

En plus, les fluides pétroliers contiennent divers composants chimiques, une ca-
ractéristique qui les rend difficile à décrire. Outre quelques composants oxygénés,
hydrogénés ou azotés, ils sont constitués majoritairement des molécules hydrocar-
bonées.

On s’intéresse à un système formé de nc composants en présence de trois phases
p (l’eau (w), l’huile (o), le gaz (g)) et de la phase solide (s) d’òu le nom modèle
multi-phasique multi-composant. On considère qu’il n’y a pas de transfert de masse
entre la phase eau et les phases hydrocarbures huile et gaz. Le nombre de compo-
sants hydrocarbures est égal à nh.

Les lois qui régissent cet écoulement dans un milieu poreux sont la conservation
de la masse de chaque composant et la conservation de l’énergie, couplées avec la loi
de Darcy généralisée appliquée à chacune des phases.
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Il est important de noter que le modèle black-oil généralisé constitue un cas
particulier de notre modèle. En effet, il modélise l’écoulement d’un composant hy-
drocarbure lourd (l’huile ō), un composant hydrocarbure leger (le gaz ḡ) et l’eau
(w̄). Selon les conditions de pression et de température, le composant leger peut
se dissoudre complètement dans le composant lourd (on a ainsi un seul composant
hydrocarbure liquide) ; réciproquement, le composant lourd peut s’évaporer com-
plètement (on a ainsi un seul composant hydrocarbure gaz). Pour des conditions
intermédiaires, chacune des phases huile et gaz contient à la fois les deux compo-
sants hydrocarbures.

Le plan du chapitre est le suivant. Dans la Section 1.1, on introduit les lois de
conservation modélisant cet écoulement. La section suivante est dédiée au calcul de
l’ensemble des propriétés thermodynamiques des fluides (densité, enthalpie, viscosité
et fugacité) à l’aide des équations d’état. Enfin, le calcul des équilibres entre les
phases liquide-vapeur fait l’objet la Section 1.3.

1.1 Lois de conservation

Equation de Darcy généralisée

La vitesse de Darcy pour l’écoulement d’un fluide monophasique saturant un
milieu poreux a été définie dans la première partie comme suit :

u = −µ−1K(∇p− ρg) (1.1)

où K =



kx 0 0
0 ky 0
0 0 kz


 désigne le tenseur de perméabilité absolue, µ la viscosité

du fluide, g l’accelération de la gravité et p la pression.
Pour décrire les écoulements multi-phasiques, on introduit par analogie avec (1.1) le
concept de perméabilité relative. La vitesse de Darcy généralisée de la phase p est
alors donnée (Cf. [18]) par :

up = −krpµ−1
p K(∇pp − ρpg) = −krpµ−1

p K(∇pp − γp∇Z) (1.2)

où krp est la perméabilité relative de la phase p, µp sa viscosité, ρp sa densité et pp
sa pression. Le terme γp est égal à ρp g (g étant l’accélération de la pesanteur).
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Equation de conservation de la masse

L’équation de conservation de la masse de chaque composant c dans la phase p
s’écrit :

∂

∂t
(φSpρpyc,p) + ∇ · (ρpyc,pup) = 0

où Sp désigne la saturation de la phase p et yc,p la fraction molaire du composant c
dans la phase p.
La porosité φ dépend de la pression et elle est donnée par :

φ = φo e
C(p−p0),

avec C le coefficient de compressibilité de la roche et φ0 la porosité de la roche
donnée à une pression de référence p0.
Les phases eau et hydrocarbures sont complètement séparées ; on a donc l’équation
de conservation de la masse de chaque composant hydrocarbure c dans les phases
huile et gaz et l’équation de conservation de la masse de l’eau : :





∑
p=o,g

(
∂
∂t

(φSpρpyc,p) + ∇ · (ρpyc,pup)
)

= 0, c = 1, · · · , nh

∂
∂t

(φSwρw) + ∇ · (ρwuw) = 0.

(1.3)

En substituant l’équation (1.2) dans le système (1.3), on obtient pour chaque com-
posant c (Cf. [12], [17]) :

∑

p=o,g,w

(
∂

∂t
(φSpρpyc,p) −∇ ·

(
krpµ

−1
p K(∇pp − γp∇Z)yc,p

))
= 0, ∀c = 1, · · · , nc.

(1.4)

Conservation de l’énergie

Dans ce paragraphe, nous explicitons l’écriture de l’équation de conservation de
l’énergie pour l’écoulement d’un fluide formé de trois phases dans un milieu poreux.

La somme des échanges d’énergie entre les phases est égale à zéro :
∑

p=o,g,w

Ep = 0. (1.5)

Ep désigne l’échange d’énergie entre la phase p et les autres phases et il est donné
par :

Ep =
∂

∂t
(φ Sp ρp Up) + ∇ · (φ Sp ρpUpup) −∇ · (λp∇T ) + ∇ · (ppup) − φµ,p (1.6)
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avec T la température, Up l’énergie interne de la phase p par unité de masse, λp sa
conductivité thermique et up sa vitesse pour la fraction volumique φSp, égale à :

up =
−krp
φSpµp

K(∇pp − γp∇Z). (1.7)

φµ,p modélise la dissipation visqueuse, approchée par :

φµ,p = −up · ∇pp.

Ainsi, (1.6) s’écrit :

Ep =
∂

∂t
(φSp ρp Up) + ∇ · ([φSp ρpUp + pp]up) −∇ · (λp∇T ) + up · ∇pp (1.8)

Remarque 1.1. Dans notre bilan d’énergie, on néglige l’énergie cinétique. Certains
travaux la prennent en compte (Cf. [16]) mais négligent d’autres termes comme la
dissipation visqueuse ou la contribution de la pression.

En substituant dans (1.8) l’enthalpie de la phase p par unité de masse :

Hp = Up +
pp

φSpρp
,

il vient que :

Ep =
∂

∂t
(φSp ρp Hp − pp) + ∇ · (φSp ρpHpup) −∇ · (λp∇T ) + up · ∇pp.

Finalement, en utilisant le concept de conductivité thermique équivalente et la
participation de la phase solide (d’indice s), l’équation (1.5) peut s’écrire sous la
forme suivante :

∂
∂t

[ ∑
p=o,g,w

(φ Sp ρp Hp − pp) + (1 − φ) ρsHs

]
+

∑
p=o,w,g

∇ · (φSpρpHpup)

−∇ · (λ∇T ) +
∑

p=o,g,w

up · ∇pp = 0

où λ représente la conductivité thermique équivalente ; plusieurs définitions de λ
peuvent être retenues. Suivant Boris et Prat [15], on considère ici :

λ = (λs)
(1−φ) × (λw)Sw×φ × (λo)

So×φ × (λg)
Sg×φ .
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En substituant l’expression de la vitesse (1.7), notre équation d’énergie s’écrit fina-
lement comme suit :

∂
∂t

[ ∑
p=o,g,w

(φ SpρpHp − pp) + (1 − φ) ρsHs

]
− ∑

p=o,g,w

∇ · (ρpkrpµ−1
p K(∇Pp − γp∇Z)Hp)

−∇ · (λ∇T ) − ∑
p=o,g,w

(φ−1S−1
p µ−1

p krpK(∇Pp − γp∇Z) · ∇pp) = 0.

(1.9)
En plus de sa variation avec la température et la pression, l’enthalpie de la phase

p dépend des fractions molaires yc,p des composants de la phase. Elle peut être écrite
sous la forme (Cf. [16]) :

Hp =
∑

c

yc,pHc,

où Hc désigne l’enthalpie du composant c.

Remarque 1.2. Notons que l’on peut calculer l’enthalpie Hc d’un composant c à pres-
sion constante (Cf. par exemple [16]).
En effet, pour un composant c qui a subi un changement d’état physique à la tem-
pérature T ∗ ≤ T en mettant en jeu une chaleur latente L, son enthalpie est égale
à :

Hc(T ) = Hc(T0) + Lc(T ∗) +

∫ T ∗

T0

cpcdT +

∫ T

T ∗

cpcdt,

où cpc désigne la chaleur massique du composant c. A pression constante, on a donc :

dHc = cpcdT.

Relations d’équilibre thermodynamique

Les conditions d’équilibre d’un système résultent des équations fondamentales de la
thermodynamique, notamment de celles sur l’énergie de Gibbs (Cf. [43], [47]). Elles
se traduisent par une égalité des potentiels chimiques χc,p de chaque composant c
dans chacune des phases p où il est présent. Puisque les phases eau et hydrocarbures
sont complètement séparées, on a juste besoin des relations d’équilibre de chaque
composant hydrocarbure c dans les phases huile et gaz :

χc,o = χc,g c = 1, · · · , nh. (1.10)

En réalité, le calcul du potentiel chimique peut être remplacé par un calcul des
fugacités. La fugacité fc,p d’un composant c dans la phase p est donnée par la
relation :

χc,p(p, T ) = χc,p(1, T ) +RT ln(fc,p),
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avec R la constante des gazs parfaits et χc,p(1, T ) le potentiel chimique du composant
c pour une pression égale à 1 bar.
Puisque les phases en équilibre sont à la même température, le système (1.10) revient
à une égalité entre les fugacités :

fc,o − fc,g = 0 ∀ c = 1, · · · , nh. (1.11)

Un calcul détaillé de ces grandeurs thermodynamiques, basé sur les équations d’état,
sera présenté dans la Section 1.2.4.

Equations complémentaires

Afin de fermer notre système, quelques contraintes linéaires doivent être satisfaites :

– La contrainte sur les saturations :

np∑

p=1

Sp = 1. (1.12)

– Les contraintes sur les fractions molaires des composants dans chacune des
phases :

nh∑

c=1

yc,p = 1, p = o, g. (1.13)

– Les contraintes sur les pressions capillaires huile-eau pc,ow et gaz-huile pc,go :

pc,ow = po − pw,

pc,go = pg − po.
(1.14)

Remarque 1.3. On appelle pression capillaire la différence entre les pressions des
phases qui coexistent dans un milieu poreux. En effet, la combinaison de la tension
de la surface et de la courbure causée par deux fluides présents provoque des pressions
différentes pour chacune des phases. La pression dans le fluide non mouillant est
supérieure à celle dans le fluide mouillant, et leur différence représente la pression
capillaire. Les courbes de pression capillaire sont données par les laboratoires. En
effet, trois procédures expérimentales sont mises en oeuvre (Cf. [22]) afin de les
déterminer : les états saturés, l’injection de mercure ou la centrifugation.

En conclusion, le système qui nous intéresse est formé par les équations (1.4),
(1.9), (1.11), (1.12), (1.13) et (1.14). Comptons le nombre :
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Type Nombre

Conservation de la masse nh + 1
Conservation de l’énergie 1
Relations d’équilibre thermodynamique nh
Contrainte sur les saturations 1
Contraintes sur les fractions molaires 2
Contraintes sur les pressions capillaires 2
Total 2nh + 7

On retient comme choix d’inconnues :

Type Nombre

pp 3
T 1
yc,o nh
yc,g nh
Sp 3
Total 2nh + 7

Bien sûr, pour fermer le système il faudra rajouter les conditions initiales et les
conditions limites (voir Sections 2.3.1 et 2.3.2).

1.2 Propriétés des phases hydrocarbures

La connaissance des propriétés thermodynamiques des fluides pétroliers repose
sur les mesures expérimentales effectuées sur les gisements ainsi que sur les mé-
thodes de calcul thermodynamique à l’aide des équations d’état. On adopte ici cette
deuxième démarche. En raison de sa capacité de représenter les fluides tant à l’état
liquide que gazeux et de sa validité pour une large gamme de températures et de
pressions, on décrit les fluides de notre modèle par l’équation d’état cubique de
Peng-Robinson.

Afin de faciliter la compréhension de l’équation de Peng-Robinson, commençons
par un court rappel sur les équations d’état. On s’intéresse en premier temps au cas
d’un corps pur.

Une équation d’état est une relation mathématique qui traduit la relation exis-
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tante entre la température, la pression, le volume occupé et la quantité de matière
pour un corps pur ou pour un mélange.

La première équation d’état cubique a été proposée par Van der Waals en 1873
(Cf. [50]) et elle s’écrit :

p =
RT

v − b
− a

v2
.

Elle calcule la pression comme la somme de deux termes, l’un contenant le paramètre
b relatif aux interactions répulsives désignant le co-volume (volume minimal), l’autre
contenant le paramètre a relatif aux interactions attractives. On peut remarquer
qu’à température et pression données, le volume molaire est calculé en résolvant une
équation algébrique de troisième degré, d’où le nom équation d’état cubique.
Cependant, cette équation est peu précise : capable de décrire qualitativement aussi
bien la phase liquide que la phase gazeuse, elle ne devrait pas être utilisée pour le
calcul numérique des propriétés d’un fluide. De nombreuses améliorations ont été
apportées, amenant à l’écrire sous la forme suivante :

p(T, v) =
RT

v − b
− a(T )

v2 + αvb+ βb2
.

A ce sujet, trois travaux ont fait référence dans le domaine pétrolier :

1. L’équation de Redlich-Kwong en 1949 (Cf. [44]), obtenue pour α = 1 et
β = 0, a permis une meilleure restitution des pressions de vapeur et une
précision considérable de la modélisation d’équilibres liquide-vapeur des molé-
cules simples. Elle a été établie en prenant compte l’évolution thermique dans
le terme attractif :

a(T ) = a/
√
T .

2. Afin d’améliorer le calcul des volumes des phases, Soave en 1972 (Cf. [41], [48])
fait intervenir dans le terme attractif une fonction m dépendante de la géomé-
trie de la molécule considérée :

a(T ) = acrit
[
1 +m

(
1 −

√
T/T crit

)]2
,

où acrit est le paramètre attractif calculé au point critique et T crit la tempé-
rature critique. La fonction m est définie par le biais du facteur acentrique w
comme suit :

m = 0.48 + 1.574w − 0.175w2

Bien adaptée au calcul des pressions de saturation et des volumes gazeux,
l’équation de Soave-Redlich-Kwong s’avère incorrecte pour la prédiction des
volumes en phase liquide.
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3. Pour pallier à cela, Peng-Robinson en 1976 (Cf. [42]) a introduit une expression
différente pour m :

m = 0.37464 + 1.54226w − 0.26992w2.

De plus, le dénominateur de la partie attractive a été modifié, en prenant α = 2
et β = −1.

Pour toutes les équations d’état précédentes, la détermination des paramètres
critiques acrit et b passe par l’application des contraintes au point critique pour un
corps pur (Cf. [30]). En effet, l’isotherme critique (T = T crit) dans le plan (p, v)
passe par un point d’inflexion horizontal comme le montre la Figure 1.1. L’équation
d’état doit verifier : (

∂p

∂v

)

crit

=

(
∂2p

∂v2

)

crit

= 0.

On obtient ensuite :

acrit = Acrit
(RT crit)2

pcrit
, b = BcritRT

crit

pcrit
,

avec Acrit = 0.45724 et Bcrit = 0.0778 pour l’équation de Peng-Robinson. R est la
constante des gaz parfaits.

v(cm
3
.mol

-1
)

0. 1500.500. 1000.

 0.

40.

80.

P(bar)

Point critique

Fig. 1.1 – Plan (p,v) de l’éthane.

Nous nous intéressons dans la suite au cas des mélanges.
Les équations d’état pour les corps purs peuvent être appliquées à des mélanges en
considérant l’influence des différents composants sur les paramètres de répulsion et
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d’attraction. Dans le cas des mélanges à nc constituants, ces paramètres sont donnés
par :

a =
∑nc

j=1

∑nc

i=1 yiyj(1 − ki,j)
√
aiaj,

b =
∑nc

i=1 yibi,

où yi représente la fraction molaire du composant i dans la phase considérée et
(ai, bi) les paramètres d’interactions correspondants au composant i. ki,j est le
paramètre d’interaction binaire. Ce paramètre prend en compte le fait que les inter-
actions attractives entre les composants (i, j) sont différentes de celles entre (i, i) et
(j, j).

Une fois on a introduit notre équation d’état, on passe au calcul des propriétés
thermodynamiques du fluide tels la densité, l’enthalpie, la viscosité et la fugacité.
Ce qui fait respectivement l’objet des Sous-sections 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3 et 1.2.4

1.2.1 Calcul des densités

L’équation d’état de Peng-Robinson peut s’écrire sous la forme d’un polynôme
de troisième degré :

pv3 + (bp−RT )v2 + (a− b(3bp+ 2RT ))v − b(a− b(bp+RT )) = 0. (1.15)

Ayant des valeurs très dispersées, l’initialisation du volume molaire pose un pro-
blème pour la stabilité de la solution calculée par la méthode de Newton-Raphson.
En revanche, le facteur de compressibilité z̈ donné par :

z̈ =
pv

RT

évolue dans un intervalle assez petit. On va donc reformuler (1.15) en z̈ :

z̈3 + sz̈2 + qz̈ + r = 0,

òu :
s = B − 1, q = A− 3B2 − 2B, r = −AB +B2 +B3.

A et B ont les expressions suivantes :

A =
ap

R2T 2
, B =

bp

RT
.

La densité molaire de la phase hydrocarbure p est exprimée en (lbmol/cuft). Elle
est donnée par l’inverse de son volume molaire :

ρp =
1

vp
=

pp
z̈RT

,



1.2. PROPRIÉTÉS DES PHASES HYDROCARBURES 85

avec z̈ la racine réelle la plus petite pour la phase huile, respectivement la plus
grande pour la phase gaz. La densité massique (exprimée en lbm/cuft) est égale à
la densité molaire multipliée par la masse moléculaire.

Il est utile de noter que la masse moléculaire de la phase p est donnée par :

Mp =
nc∑

c=1

yc,pMc,

où Mc est la masse moléculaire du composant c.

1.2.2 Calcul des enthalpies

L’enthalpie est une fonction thermodynamique extensive (comme l’énergie in-
terne ou l’entropie). Pour un mélange multi-phasique de nc constituants décrit par
une équation d’état cubique, l’enthalpie de la phase p (exprimée en Btu/lbmol.̊ R)
est la somme de son enthalpie en considérant qu’il s’agit d’un mélange parfait et de
l’enthalpie d’excès :

Hp =
nc∑

c=1

yc,pH
id
c + RTHex

avec H id
c = Ac T + Bc T

2/2 + Cc T
3/3 + Dc T

4/4 − H0.

Les termes Ac, Bc, Cc et Dc sont les constantes de la capacité calorifique du com-
posant c :

cpc = Ac + Bc T + Cc T
2 + Dc T

3,

et H0 l’enthalpie idéale calculée à une température de référence.

L’enthalpie d’excès Hex (qui prend en compte aussi la variation de la pression) a
pour expression (Cf. [38]) :

Hex = z̈ − 1 − A

2B
√

2
(1 − T

∂a/∂T

a
) ln

[
2z̈ +B

(
2 + 2

√
2
)

2z̈ +B
(
2 − 2

√
2
)
]
.

1.2.3 Calcul des viscosités

La viscosité µp de la phase p est exprimée en cp et calculée à partir des paramètres
critiques par la corrélation de Lohrenz (Cf. [34], [51]) comme suit :




(
µp−µ∗p
µcrit

p
+ 10−4

)1/4

=

0.1023 + 0.023364 ρp

ρcrit
p

+ 0.058533( ρp

ρcrit
p

)2 − 0.040758( ρp

ρcrit
p

)3 + 0.0093324( ρp

ρcrit
p

)4
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avec :

µcritp =

[
nc∑
c=1

(yc,pT
crit
c )

]1/6

[
nc∑
c=1

(yc,pMc)

]1/2 [ nc∑
i=c

(yc,ppcritc )

]2/3

òu l’exposant crit désigne le mot critique. Ainsi, T critc , pcritc désignent respectivement
la température et la pression critique du composant c et ρcritp désigne la densité
critique de la phase p.
La viscosité du gaz dilué µ∗

p est donnée par :

µ∗
p =

nc∑
c=1

yc,pµ
∗
c

√
Mc,p

nc∑
c=1

yc,p
√
Mc,p

,

où les viscosités de référence µ∗
c de chaque composant c sont calculées par la corré-

lation de Stiel et Thodos (Cf. [49]) :

µ∗
c =





34.10−5Tr0.94
c

µcrit
c

pour Trc < 1.5

17.78.10−5(4.58Trc−1.67)5/8

µcrit
c

ailleurs

avec :

µcritc =
(T critc )1/6

M
1/2
c (pcritc )2/3

,

et Trc la température relative du composant c donnée par :

Trc =
T

T critc

.

1.2.4 Calcul des fugacités

Outre le calcul de la masse volumique, de la viscosité et de l’enthalpie des phases
hydrocarbures huile et gaz, les équations d’état permettent de faire le calcul des
équilibres de phases liquide-vapeur. Comme déjà précisé, deux phases liquide et va-
peur contenant n composants sont à l’équilibre thermodynamique si les fugacités de
chaque composant c dans les deux phases sont égales.

La fugacité fc,p du composant c dans la phase p est donnée (Cf. [38]) par :

fc,p = Φc p yc,p,



1.3. EQUILIBRE ENTRE PHASES 87

òu Φc désigne le coefficient de fugacité et il est donné par la relation :

RT ln (Φc) =

∫ P

0

(
vc −

RT

p

)
dp.

Par application de l’équation d’état de Peng-Robinson, ce coefficient peut être
determiné à partir du facteur de compressibilité et des paramètres a et b comme
suit :

ln Φc =
bc
b

(z̈ − 1) − ln(z̈ −B) +
A

2B
√

2

(
bc
b
− 1

a

∂a

∂yc

)
ln

[
2z̈ +B

(
2 + 2

√
2
)

2z̈ +B
(
2 − 2

√
2
)
]
.

1.3 Equilibre entre phases

La détermination d’un équilibre implique la connaissance de la pression, de la
température et de la composition molaire globale du mélange. Dans cette section,
on présente les différents types de calcul des équilibres liquide-vapeur (Sous-sections
1.3.1, 1.3.2 et 1.3.3). Ici, comme vous le verrez dans la Sous-section 1.3.4, on fait le
test de stabilité quand une seule phase est présente et calclule les fractions molaires
du mélange en présence des deux phases à l’aide du flash.

1.3.1 Calcul du point de bulle et du point de rosée

Pour un mélange ayant une composition en phase liquide spécifiée, ce calcul
consiste à déterminer la pression (Pression de bulle) ou la température (Tempéra-
ture de bulle) d’apparition de la première bulle de vapeur et la composition corres-
pondante de la phase vapeur en équilibre.
Inversement au calcul du point de bulle, le calcul du point de rosée revient à dé-
terminer la pression (Pression de rosée), ou la température (Température de rosée)
d’apparition de la première goutte de liquide pour un mélange ayant une composition
en phase vapeur.

1.3.2 Test de stabilité

Il s’agit de tester la stabilité d’une seule phase (ayant une pression, une tem-
pérature et une composition molaire donnée) ou l’équilibre entre plusieurs phases.
La méthode utilisée pour cette analyse est celle du plan tangent développée par
Michelsen (Cf. [37]). Elle consiste à minimiser la distance entre l’hyperplan tangent
et la surface de l’enthalpie libre de Gibbs. Ainsi, le critère de stabilité d’une phase
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p s’écrit :
nh∑

c=1

yc,p(ln(yc,p) + ln(Φc,p) − ln(zc) − ln(Φc(z̈))) ≥ 0

avec φc le coefficient de fugacité du composant c et zc la composition molaire du
composant c dans le mélange initial.

1.3.3 Calcul du flash liquide-vapeur

Pour une pression, une température et une composition globale données, le flash
est le mécanisme qui permet de calculer la composition des phases liquide et vapeur
à l’équilibre. Il consiste à résoudre simultanément les équations d’équilibre thermo-
dynamique :

Kc =
yc,g
yc,o

, c = 1, · · · , nh (1.16)

associées aux équations de bilan de matière :

zc = ν yc,g + ι yc,o, c = 1, · · · , nh (1.17)

avec Kc le coefficient d’équilibre du composant c en mélange liquide-vapeur et zc la
composition molaire du composant c dans le mélange.

A l’équilibre liquide-vapeur, une partie du mélange est en phase liquide et une autre
en phase gazeuse dont les proportions molaires respectives sont ν et ι :

ν + ι = 1.

Aux équations (1.16) et (1.17), on rajoute les contraintes linéaires sur les fractions
molaires de chaque phase :

nh∑

c=1

yc,g = 1,

nh∑

c=1

yc,o = 1. (1.18)

Les inconnues du système (1.16)-(1.18) sont : yc,g, yc,g, ν et ι. Les constantes d’équi-
libre Kc sont initialisées par la relation de Wilson (Cf. [47]) :

Kc =
exp 5.37 (1 + wc)(1 − 1

Trc
)

prc

et la variable zc est également connue.
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En développant l’équation (1.17) comme suit :

zc = ν yc,g + ι yc,o = νKc yc,o + (1 − ν) yc,o,

on obtient :
yi,o =

zc
1 + ν(Kc − 1)

. (1.19)

En combinant les relations (1.16), (1.18) et (1.19), on se ramène à l’équation de
Rachford-Rice en l’inconnue ν :

g(ν) =

nh∑

c=1

zc
ν − 1/(1 −Kc)

= 0. (1.20)

Le calcul du flash est donc basé sur la résolution de cette équation (Cf. [32]). Les
compositions des phases yc,o et yc,g sont calculées ensuite par les équations (1.16) et
(1.19). La figure 1.2 présente l’algorithme pour le calcul du flash liquide-vapeur.

1.3.4 Traitement de l’apparition et de la disparition des

phases

Dans une maille donnée, la présence ou non d’une phase hydrocarbure dépend
des conditions de pression et de température, ainsi que de la composition molaire.
Par conséquent, les variables à résoudre changent d’une maille à une autre et d’une
itération à une autre. D’òu le besoin de traiter l’apparition ou la disparition des
phases hydrocarbures dans toutes les mailles, après chaque itération de Newton.

– Disparition d’une phase hydrocarbure

Pour une maille où les deux phases hydrocarbures huile et gaz sont présentes,
on calcule avec les équations de conservation leurs saturations (So et Sg). Si
l’une de ces saturations devient négative, on considère que la phase correspon-
dante a disparu et on remet sa saturation à zero, afin d’initialiser l’itération
de Newton suivante.

– Apparition d’une phase hydrocarbure

Quand une seule phase hydrocarbure est présente dans une maille, on teste la
stabilité de cette phase avec la méthode du plan tangent. Au cas d’instabilité,
on constate l’apparition de la deuxième phase hydrocarbure et on fait un calcul
de flash afin de reinitialiser les fractions molaires des différents constituants.
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Spécifier T, p et zc  (c=1…n)

Initialiser         c (i=c…n)

Résoudre l’équation de Rachford-Rice

pour  

Calculer         et 

Fin du calcul

OuiNon ??

Calculer           et

 
o,cy  

g,cy

 
g,cf

 
o,cf

 
g,co,c ff =

 

g,c

o,c

cc
f

f
KK =

 K

Fig. 1.2 – Algorithme de calcul du flash liquide-vapeur.



Chapitre 2

Résolution numérique

On présente dans ce chapitre la méthode de résolution numérique ainsi que son
implémention.

Un des ojectifs majeurs de cette partie de la thèse est de pouvoir industria-
liser le modèle implémenté, après avoir testé la validité du modèle considéré et
du schéma numérique adopté. Plus précisément, la société KAPPA engineering
(www.kappaeng.com) est chargée d’accomplir cette tâche dans le cadre d’une colla-
boration avec Total à travers le projet MOTHER.

Par ailleurs, il existe déjà des logiciels réservoirs dédiés à la modélisation des
écoulements multi-composants multi-phasiques chez Total (Rubis, Eclipse, Reveal,
Stars..) ; plusieurs de ces logiciels industrielles sont à disposition. Compte tenu de
ces deux aspects et dans le but d’interpréter la thermométrie, nous avons choisi
d’étendre un simulateur réservoir existant en lui ajoutant un bilan d’énergie et la
thermodynamique correspondante.

Pour ce faire, nous avons retenu le GPRS (General Purpose Reservoir Simulator)
comme choix. Il s’agit d’un logiciel développé à l’université de Stanford dans le cadre
d’une thèse en 2002 (voir [17]). Il est écrit sous la forme d’un code source en C++,
tout à fait modifiable par l’utilisateur et il est cohérent avec notre modélisation phy-
sique présentée dans le chapitre précédent.

Ce chapitre est donc consacré à l’intégration de l’équation de température dans
le système d’équations implémenté dans GPRS et il est organisé comme suit.

Dans la Section 2.1, on fait le bilan sur le nombre d’équations à résoudre si-
multanément ainsi que sur les variables associées. La discrétisation en temps du
système d’équations est présentée dans la Section 2.2. On décrit aussi le maillage

91
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ainsi que la discrétisation en espace par la méthode de volumes finis. Les conditions
initiales et aux limites associées au système discrétisé seront introduites dans la
Section 2.3. La Section 2.4 est consacrée à la résolution numérique par la méthode
de Newton-Raphson alors que dans la dernière Section 2.5, on présente l’algorithme
correspondant.

2.1 Variables primaires et secondaires

Rappelons d’abord que le nombre total d’équations à résoudre (égal au nombre
d’inconnues) vaut (2nh+7). D’après la règle de phase de Gibbs (Cf. [12]), le nombre
de degrés de liberté de notre système est égal à :

(nc + 2 − np) + (np − 1) = nc + 1,

où nc est le nombre de composants (nc = nh+1) et np le nombre de phases. On doit
donc résoudre (nc + 1) équations, appelées équations primaires, afin de fixer l’état
thermodynamique du système.

On choisit dans la suite ces équations primaires ainsi que les variables associées.
A l’aide des contraintes linéaires (1.12)-(1.14), on élimine tout d’abord deux pres-
sions, une saturation et deux fractions molaires. Ainsi, il nous reste (2nh + 2) équa-
tions non-linéaires, dont uniquement (nh+2) sont primaires. Plusieurs choix d’équa-
tions et de variables primaires peuvent être ensuite retenus, conduisant à de diffé-
rents modèles. Ici, on considère le modèle de Coats (Cf. [12], [20]) où les équations
primaires sont les nc équations de conservation de la masse, plus l’équation de conser-
vation de l’énergie :




Ec =
∑
p

(
∂
∂t

(φSpρpyc,p) −∇ · (ρpkrpµ−1
p K(∇pp − γp∇Z)yc,p)

)
= 0, c = 1, · · · , nc

ET = ∂
∂t

[∑
p

(φSpρpHp − pp) + (1 − φ) ρsHs

]

−∑
p

∇ · (ρpkrpµ−1
p K(∇pp − γp∇Z)Hp)

−∇ · (λ∇T ) −∑
p

(φ−1S−1
p µ−1

p krpK(∇pp − γp∇Z) · ∇pp) = 0.

(2.1)
Rappelons que l’indice s désigne la phase solide et que ci-dessus,

∑
p

signifie la somme

sur les phases g, o, w.
Les variables primaires choisies sont une pression, la température, (np−1) saturations
et (nc − np) fractions molaires. Plus précisément, ces variables sont :
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∗ pg, T, Sg, So, yc,g avec c = 3, · · · , nh là òu les deux phases hydro-
carbures sont présentes.
∗ po, T, So, yc,o avec c = 1, · · · , nh − 1 quand la phase gaz est ab-
sente.
∗ pg, T, Sg, yc,o avec c = 1, · · · , nh − 1 quand la phase huile est
absente.

Il est important de noter que la température constitue la variable supplémentaire
par rapport à l’ensemble des variables du GPRS isotherme, choisie ici comme variable
primaire.

Remarque 2.1. Cette selection de variables primaires est basée sur les variables des
phases (saturation et fractions molaires) dépendantes de l’apparition et la disparition
des phases hydrocarbures. Ce qui mène à des variables primaires propres à chacune
des cellules du maillage. D’autres choix sont possibles : en particulier, le modèle
de Young et Stephenson ([52]) et celui de Chen ([19]) utilisent les compositions
molaires des constituants comme variables primaires (mêmes variables dans toutes
les cellules).

Finalement, les équations secondaires sont les équations d’équilibre thermodyna-
mique et les variables restantes jouent le rôle des variables secondaires.

Dans la suite, on note l’ensemble des équations primaires par Ep, celui des équations
secondaires par Es et on désigne l’ensemble des variables primaires et secondaires
par Xp et Xs respectivement.

2.2 Approximation numérique

Cette section est dédiée à la discrétisation en temps et en espace du système
(2.1).

2.2.1 Discrétisation en temps

On discrétise notre problème en temps en appliquant le schéma d’Euleur impli-
cite. On note par ∆tn = tn − tn−1 le nième pas de temps. Il est compris entre un
pas minimal ∆tmin et un pas maximal ∆tmax et il est calculé à l’aide de la formule
suivante (Cf. [17], [12]) :

∆tn+1 = ∆tn min
i

{
min
K

(1 + ζ)ηi
δi,K + ζηi

}
,

òu i désigne les variables, K les mailles et ζ un facteur compris entre 0 et 1 (fixé
par l’utilisateur). ηi désigne une variation donnée de la variable i alors que δi,K
représente la variation calculée de la variable i sur K, de tn−1 à tn.
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2.2.2 Maillage

Le maillage implémenté dans le code GPRS isotherme est un maillage cartésien
et le domaine Ω ⊂ R3 considéré est un parallélépipède. Dans notre travail, on a donc
repris la même géométrie.

Remarque 2.2. Le GPRS est aussi capable de lire des maillages non-structurés don-
nés par des mailleurs externes. Cependant, dans sa version actuelle, l’utilisateur doit
rentrer à la main toutes les informations (volumes des cellules, connectivités, trans-
missibilités ...) ou alors écrire une interface entre le mailleur et le simulateur. De
ce fait, nous avons choisi de travailler dans cette thèse sur des maillages cartésiens,
les seuls générés par GPRS.

Afin de construire le maillage, on découpe le domaine en Nx× Ny × Nz mailles
où Nx Ny, Nz désignent respectivement le nombre de découpages en x, y et z. On
obtient donc une famille de parallélépipèdes appelés volumes de contrôle :

Th = {Vijk, 1 ≤ i ≤ Nx, 1 ≤ j ≤ Ny, 1 ≤ k ≤ Nz}

vérifiant Ω̄ = ∪K∈Th
K et

K̄ ∩ L̄ =





∅
une arête commune
une face commune,

pour tout K, L ∈ Th.
On désigne par ε l’ensemble des faces de la triangulation Th et par P l’ensemble des
centres de gravité des volumes de contrôle. Evidemment, le maillage satisfait :

1. Soient xK ∈ K et xL ∈ L deux éléments de P avec K,L ∈ Th.
Si K̄ ∩ L̄ = {σ} ⊂ ε, alors le segment [xK , xL] est orthogonal à σ.

2. Soit σ ∈ ε tel que {σ} ⊂ ∂K avec K ∈ Th et soit DK,σ la demi-droite d’origine
xK perpendiculaire à σ. On a alors : DK,σ ∩ σ = {xσ}.

Introduisons à présent quelques notations qui serviront tout au long de ce chapitre :
– εK := {σ ∈ ε, σ ⊂ ∂K}, pour tout K ∈ Th
– εext := {σ ∈ ε, σ ⊂ ∂Ω}
– nK,σ := la normale unitaire perpendiculaire à la face σ de la maille K, dirigée

vers l’extérieur de K.
– dK,σ désigne le segment [xK , xσ], pour tout σ ∈ ε.
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2.2.3 Discrétisation en espace

Pour la discrétisation en espace, on utilise un schéma de volumes finis centré sur
les cellules dans lequel chaque inconnue discrète u est une fonction constante par
maille K, définie par sa valeur au centre de gravité xK de la maille. On convient de
noter uK = u(xK), xK ∈ P et uσ = u(xσ), σ ∈ ε les approximations de u sur le
volume K et sur la face σ respectivement.

Afin d’obtenir la formulation discrète du problème (2.1), on intègre les équations
sur chaque volume de contrôle K et on procède ensuite à des approximations pour
les termes de bord.

Vu que les termes de notre système à discrétiser sont de types diffusif et convectif
(présent dans l’équation de température), on va détailler la procédure de calcul
adoptée sur des termes génériques, afin de simplifier la présentation.
Considérons d’abord un terme générique diffusif div(K∇v) et montrons comment le
flux correspondant sera calculé (Cf. [26]). En utilisant une formule de Green ainsi
que le fait que chaque volume K soit un parallélépipède de côtés paralléles aux axes,
on se ramène à une intégrale de bord :

∫
K
div(K∇v)dx =

∫

∂K

K∇v · n dσ

=
∑

σ∈εK

∫

σ

K∇v · nK,σ dσ

=
∑

σ∈εK

kK,σ
vσ − vK
dK,σ

mes(σ)

= −
∑

σ∈εK

F v
K,σ

avec K le tenseur de perméabilité (diagonal et défini positif) et kK,σ la norme eucli-
dienne de K · nK,σ.
Une propriété fondamentale de la discrétisation par volumes finis est la conservation
du flux à travers les faces internes. En effet, pour tout {σ} = K̄ ∩ L̄, le flux sortant
de K sur σ est l’opposé du flux sortant de L sur σ. On a donc :

F v
K,σ = −F v

L,σ,

ce qui conduit à la formule :

vσ =
1

kK,σ

dK,σ
+

kL,σ

dL,σ

(
kK,σ
dK,σ

vK +
kL,σ
dL,σ

vL

)
.
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Enfin, en remplaçant vσ par sa valeur dans l’expression du flux, on obtient :

F v
K,σ = −τσ(vL − vK),

où la transmissibilité τσ est donnée par :

τσ = mes(σ)
kK,σkL,σ

kK,σdL,σ + kL,σdK,σ
.

Considérons maintenant un terme convectif générique u ·∇v. Il est traité par décen-
trage, en tenant compte du sens de l’écoulement. Pour tout volume de contrôle K,
on écrit :

∫
K

u · ∇v dx =

∫

∂K

v u · n dσ −
∫

K

vK div(u)dx

≈
∫

∂K+

vK u · n dσ +

∫

∂K−

vext u · n dσ −
∫

∂K

vK u · n dσ

=

∫

∂K−

(vext − vK) u · n dσ

=
∑

σ∈∂K−

(vext − vK)

∫

σ

u · nK,σ dσ,

(2.2)
avec vext = vL pour tout {σ} = K̄ ∩ L̄, ∂K− = {σ ∈ εK ; u · nK,σ < 0} et
∂K+ = {σ ∈ εK ; u · nK,σ > 0}.

Dans notre équation, le vecteur u vaut K∇p, ce qui nous conduit à l’expression
suivante :

∫
K

K∇p · ∇v dx ≈
∑

σ∈∂K−

(vext − vK)

∫

σ

K∇p · nK,σ dσ

= −
∑

σ∈∂K−

(vext − vK) F p
K,σ,

Remarque 2.3. Le schéma de volumes finis considéré est un schéma à sept points. En
effet, les volumes de contrôle sont des hexaèdres. Par conséquent, les termes convec-
tifs et diffusifs discrétisés sur une maille K font appel aux valeurs des inconnues sur
les six mailles contiguës à la maille considérée (plus eventuellement la valeur sur la
maille en question), d’où son nom.
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Le système discrétisé s’écrit finalement sous la forme suivante :





∀ K ∈ Th,

Ec
K = VK

(φ
∑
p
Spρpyc,p)K−(φ

∑
p
Spρpyc,p)n−1

K

∆t
+ Qc

lim,K

−∑
p

(
∑

{σ}=K̄∩L̄

τσ (Λpyc,p)K/L(pp,L − pp,K − γ(ZL − ZK))) = 0, c = 1, · · · , nc,

ET
K = VK

(
∑
p

(φSpρpHp−pp)+(1−φ)ρsHs)K−(
∑
p

(φSpρpHp−pp)+(1−φ)ρsHs)
n−1

K

∆t

−∑
p

(
∑

{σ}=K̄∩L̄

τσ (ΛpHp)K/L(pp,L − pp,K − γ(ZL − ZK))) +QT
lim,K

−∑
p

∑

{σ} = K̄ ∩ L̄
σ ∈ ∂K−

τσ (φ−1S−1
p µ−1

p krp)K/L(pp,L − pp,K − γ(ZL − ZK))(pp,L − pp,K)

− ∑
{σ}=K̄∩L̄

τ
′

σ λK/L(TL − TK) +Qλ
lim,K = 0,

(2.3)

òu VK désigne le volume de la maille K et Λp la mobilité de la phase p donnée par :

Λp =
ρpkrp
µp

.

Les transmissibilités τσ, τ ′σ sont égales à :

τσ = mes(σ)
kK,σkL,σ

kK,σdL,σ + kL,σdK,σ
, τ ′σ =

mes(σ)

dK,L
.

Le décentrage amont est utilisé afin d’évaluer :

(Λpyc,p)K/L =





(Λpyc,p)K si (pp,K − pp,L − γ(ZK − ZL)) ≥ 0,

(Λpyc,p)L ailleurs.

Il va de même pour les termes λK/L, (ΛpHp)K/L et (krpµ
−1
p )K/L.

Le calcul des termes sources (Qc
lim,K , Q

T
lim,K et Qλ

lim,K) sera detaillée dans la Section
2.3.2 associée aux conditions limites, sachant que l’indice lim vaut W lorsqu’il se
réfère au puits, respectivement ext lorsqu’il s’agit d’une frontière extérieure.
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2.3 Conditions initiales et aux limites

Afin qu’il soit bien posé, on adjoint dans cette section à notre problème discrétisé
(2.3) les conditions initiales et les conditions aux limites correspondantes.

2.3.1 Conditions initiales

On définit dans ce paragraphe l’état initial du réservoir permettant d’établir
un équilibre entre les fluides qui coexistent. La température est répartie suivant le
gradient géothermique imposé. Les saturations des phases sont initialisées suivant
le positionnement des contacts fluides WOC (Water-Oil contact) et OGC (Oil-Gas
contact), comme le montre la Figure 2.1.

Huile

Gaz

EauEau

Contacts fluides

Fig. 2.1 – Distribution initiale des fluides dans le réservoir.

Les compositions molaires initiales des composants dans le mélange sont données
à l’aide des tables, en fonction de la profondeur et calculées par interpolation dans
les différentes cellules. Un flash est ensuite effectué à pression constante afin de cal-
culer les fractions molaires des composants dans les phases hydrocarbures. Cela va
nous permettre aussi d’évaluer les densités des phases hydrocarbures et la fraction
molaire ν de la phase hydrocarbure liquide dans le mélange. Enfin, on réinitialise les
saturations :





So = 1−Sw

1+( 1

ν
−1) ρo

ρg

Sg = 1 − So − Sw

et on distribue la pression dans le réservoir :

p = pref +
∑

p=o,g,w

(ρpSp)g(Z − Zref )



2.3. CONDITIONS INITIALES ET AUX LIMITES 99

où pref désigne la pression donnée à une côte de référence Zref .

2.3.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites implémentées dans le GPRS isotherme au niveau
des frontières extérieures sont uniquement de type Neumann, c’est à dire un flux
massique nul est imposé partout et le réservoir n’est alimenté que par les puits. Pour
notre modèle, comme dans le cas monophasique, les conditions aux limites portent
d’une part sur le débit massique ou sa variable duale la pression, et d’autre part sur le
flux de chaleur ou sa variable duale la température. Cela va nous permettre de traiter
des réservoirs fermés ainsi que des réservoirs alimentés. Afin de pouvoir définir les

 
1γ

 
2γ 

3γ

Fig. 2.2 – Frontières du réservoir.

conditions aux limites, on considère une partition de la frontière du réservoir comme
le montre la Figure 2.2 :

∂Ω = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3,

où γ1 désigne la frontière supérieure, γ2 la frontière latérale et γ3 la frontière infé-
rieure. On convient de noter :

εs := {σ ∈ εext, σ ⊂ γ1 ∪ γ3} ,
εl := {σ ∈ εext, σ ⊂ γ2}

et on définit les termes sources indicés par ext de la façon suivante, pour tout
K ∈ Th :

Qext,K =
∑

σ∈ εext∩∂K

Qσ,K .
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Sur la façade latérale, on a le choix d’imposer une condition d’imperméabilité
(Qc

ext = QT
ext = 0) ou une pression constante pσ. Dans ce dernier cas, on a :





∀ σ ∈ εl ∩ ∂K,

Qc
σ,K = −mes(σ)

∑
p

(Λpyc,p)K
pσ−pp,K

dK,σ

QT
σ,K = −mes(σ)

∑
p

(ΛpHp)K
pσ−pp,K

dK,σ
.

Pour ce qui est de l’équation de l’énergie, on impose un flux de chaleur nul (Qλ
ext =

0) ou une température Tσ, ce qui implique :

∀ σ ∈ εl ∩ ∂K, Qλ
σ,K = −mes(σ)λK

Tσ − TK
dK,σ

.

En admettant que les limites supérieure et inférieure du réservoir sont des épontes,
on impose sur les frontières correspondantes un flux nul (Qc

ext = QT
ext = 0) et le

gradient géothermique :

Qλ
σ,K = mes(σ)λK~, ∀σ ∈ εs ∩ ∂K,

òu ~ désigne le gradient géothermique.

On passe maintenant au calcul des termes sources indicés W .

Les puits peuvent être ouverts n’importe où dans le réservoir et sont identifiés par
les indices (i, j, k) des mailles qu’ils traversent, comme le montre la Figure 2.3. Deux

Fig. 2.3 – Modélisation du puits.

types de contrôle peuvent être imposés au niveau de chaque puits : un flux de chaleur
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nul ou une température constante (Qλ
W ), ainsi qu’une pression au fond pf ou un débit

en surface par phase qSPp (débit au séparateur).
Pour un puits W passant par une maille K, on a :





Qc
W,K = IPW,K

∑
p=g,o,w

(Λpyc,p)K(pp,K − pWK )

QT
W,K = IPW,K

∑
p=g,o,w

(ΛpHp)K(pp,K − pWK ),

òu IPW,K est l’indice de productivité du puits dans la maille K (exprimé en mD.ft).
pWK désigne la pression dans le puits au niveau de la maille K dont le calcul se fait
de maille en maille comme suit (cf. [17]) :

pWK = pWK1 + (ρWK + ρWK1)g(ZK1 − ZK)

= pWK2 + (ρWK1 + ρWK2)g(ZK2 − ZK1) + (ρWK + ρWK1)g(ZK1 − ZK)

= ...

= pWf +
n∑

l=1

(ρWKl−1 + ρWKl)g(ZKl − ZKl−1),

avec K l−1, K l deux mailles voisines situées l’une au-dessus de l’autre dans la di-
rection verticale et Kn la maille perforée la plus basse (là où on impose la pression
fond pWf ). La densité totale du fluide dans le puits dans la maille K est donnée par
(Cf. [17]) :

ρWK =

∑
p

ρp,Kq
W
p,K

∑
p

qWp,K
,

avec le débit volumique de la phase p calculé par :

qWp,K = IPW,K Λp,K(pp,K − pWK ).

Donc en fixant une pression fond, les termes du puits dans le système (2.3)
ne dépendent que des variables du réservoir. Alors qu’en imposant l’autre type de
condition limite (un débit phase), la pression dans le puits pW est considérée comme
une inconnue supplémentaire, d’où le besoin d’une équation supplémentaire.
Supposons que l’écoulement dans le puits est permanent ; le débit massique de chaque
composant c au fond du puits (sommation sur toutes les mailles K ) est égal à son
débit à la surface Qc

S :
∑

K

∑

p=o,g

IPW,K(Λpyc,p)K(pp,K − pWK ) = Qc
S. (2.4)
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Or, le débit total massique au séparateur est égal au débit massique imposé de la
phase hydrocarbure (on a choisit ici la phase o) :

lSP
nh∑

c=1

Qc
S = ρSPo qSPo , (2.5)

avec ρSPp la densité de la phase p et lSP la fraction molaire de la phase hydrocarbure
dans le mélange au séparateur. Afin de les évaluer, on effectue un calcul flash aux
conditions standard avec des compositions molaires des constituants calculées ainsi :

zc =
Qc
S

nh∑
c=1

Qc
S

, c = 1, · · · , nh.

En substituant l’équation (2.4) dans l’équation (2.5), on obtient l’équation supplé-
mentaire dans le puits :

∑

K

∑

p=o,g

IPW,KΛp,K(pp,K − pWK )
lSP

ρSPo
− qSPo = 0. (2.6)

Comme l’eau et les composants hydrocarbures sont complètement séparés , l’équa-
tion supplémentaire pour un débit eau qSw imposé est toujours :

∑
K

IPW,KΛw,K(pw,K − pWK )

ρw
− qSw = 0, (2.7)

où ρw désigne la densité de l’eau aux conditions standard.

En conclusion, au niveau du puits on peut donc imposer une pression fond ou
un débit par phase. En imposant la deuxième condition, la pression dans le puits
devient une inconnue du problème ; par conséquent, les équations (2.6) et (2.7)
représentent les équations supplémentaires à résoudre lorqu’on impose un débit par
phase hydrocarbure, respectivement un débit eau.

2.4 Résolution avec la méthode de Newton-Raphson

Le système non-linéaire (2.3) est resolu avec la méthode de Newton-Raphson ;
toutes les variables sont traitées implicitement.
Soit E(X) = 0 l’ensemble des équations du système. En le décomposant en équations
primaires et secondaires, le système peut être écrit sous la forme suivante :





Ep(Xp, Xs) = 0

Es(Xp, Xs) = 0.
(2.8)
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A chaque itération de Newton, on résout le système linéaire suivant :

Jν∆Xν+1 = −E(Xν),

avec :

∆Xν+1 = Xν+1 − Xν et Jν =
∂E

∂X
(Xν).

La matrice jacobienne J est une extension de celle calculée dans le GPRS isotherme,
obtenue suite à l’introduction de l’équation de l’énergie et au calcul des dérivées de
toutes les équations par rapport à la température (voir Figure 2.4).

Jacobienne JPRS
Jacobienne étendue

Equation 
d’énergie

J 
J 

T∂∂

Jacobienne JPRS
Jacobienne étendue

Equation 
d’énergie

J 
J 

T∂∂

Fig. 2.4 – Matrice jacobienne étendue

Le but maintenant est de réduire le nombre d’équations et d’inconnues à ré-
soudre. Il faut donc relier les variables secondaires aux variables primaires et écrire
ensuite les équations primaires en fonction uniquement des variables primaires.

Introduisons pour commencer les matrices :

A =
∂Ep

∂Xp

, B =
∂Ep

∂Xs

, C =
∂Es

∂Xp

, D =
∂Es

∂Xs

,

et les vecteurs :
M = −Ep, N = −Es.

Développons ensuite les équations secondaires :

Eν+1
s (Xν+1

p , Xν+1
s ) ≈ Es(X

ν
p, Xν

s) + (
∂Es

∂Xp

)ν∆Xν+1
p + (

∂Es

∂Xs

)ν∆Xν+1
s

= −Nν + Cν∆Xν+1
p + Dν∆Xν+1

s .
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D’où :
∆Xν+1

s = (D−1N)ν − (D−1C)ν∆Xν+1
p . (2.9)

Passons aux équations primaires ; on a :

Ep(X
ν+1
p , Xν+1

s ) ≈ Ep(X
ν
p, Xν

s) + (
∂Ep

∂Xp

)ν∆Xν+1
p + (

∂Ep

∂Xs

)ν∆Xν+1
s

= −Mν + Aν∆Xν+1
p + Bν∆Xν+1

s .

Remplaçons à présent l’équation (2.9) dans l’équation précédente. On obtient le
système primaire :

(A − BD−1C)ν∆Xν+1
p = (M − BD−1N)ν . (2.10)

On montre sur la Figure 2.5 les opérations appliquées à la matrice jacobienne,
conduisant aux équations (2.9) et (2.10).
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4
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BD-1C BD-1N

M-
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B
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4

Fig. 2.5 – Manipulation sur la matrice jacobienne afin de réduire B à 0

En résumé, à chaque itération de Newton on résout d’abord le système linéaire
(2.10) afin de calculer les variables primaires. Ensuite, on calcule explicitement les
variables secondaires par le biais de la relation (2.9).

2.5 Logiciel de Simulation GPRS thermique

Cette section résume tout le chapitre en vous présentant l’algorithme du code
implémenté.

1. Lecture les données
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2. Instant t0 :
– Initialisation du réservoir selon la Sous-section 2.3.1

3. Instant tn+1 :
– Vérification de l’apparition ou la disparition des phases hydrocarbures et

calcul de toutes les propriétés thermodynamiques (viscosités, enthalpies,
densités, fugacités...)

– Calcul de la matrice jacobienne
– Résolution linéaire de J.∆X = −E(X)
↪→ Calcul des variables primaires : (A − BD−1C)∆Xp = (M − BD−1N)
↪→ Calcul des variables secondaires : ∆Xs = (D−1N) − (D−1C)∆Xp

– Mise à jour : X = X + ∆X

– Test de convergence

4. Calcul du pas de temps suivant et revenir à l’étape 3.



Chapitre 3

Simulations numériques

Dans ce chapitre, on présente plusieurs essais numériques concernant le code
GPRS thermique. Afin de valider le modèle considéré, on compare dans un premier
temps les résultats avec ceux obtenus par le code GPRS isotherme. On s’intéresse
aussi à l’évolution de la solution (pression, température et saturation des phases)
au cours du temps. On traite ensuite un cas de production de gaz où on étudie les
effets des conditions aux limites imposées sur les frontières du gisement.

3.1 Comparaison avec le logiciel GPRS isotherme

On se propose ici de comparer les solutions que l’on obtient en débit, en pression
et en saturation avec celles calculées par le code GPRS isotherme.

On modélise un réservoir de dimensions 5000ft × 5000ft × 50ft à l’aide d’un
maillage formé de 125 parallélépipèdes (5 × 5 × 5) ; chacun des côtés du réservoir
est décomposé en cinq parties égales (voir Figure 3.1). Les perméabilités suivant x,
y et z sont respectivement 100 mD, 100 mD et 10 mD.
Le fluide considéré est formé de trois composants : méthane CH4, butane C4H10

et heptane C7H16, pouvant être en phase liquide ou gaz et dont les propriétés sont
calculées avec l’équation d’état de Peng-Robinson.
Un puits producteur est localisé dans la maille (0, 0, 0) marquée en bleu (voir Fi-
gure 3.1) où on impose une pression de 300 psi. Un flux massique nul est donné sur
les frontières extérieures.

On produit pendant 50 jours. Le comportement de la pression, la température et
les saturations des phases liquide et gaz au cours du temps est représenté sur les
Figures 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5.
A l’état initial, on remarque que le fluide est à 60% en phase gazeuse dans toutes les
mailles. Il est important de rappeler que cette distribution est donnée par un calcul

106
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Fig. 3.1 – Maillage.

de flash. Au cours du temps, le gaz remonte en surface tandis que l’huile descend
au fond du réservoir sachant que la somme de leur saturation est toujours égale à
1. Par ailleurs, la chute de pression concerne dans un premier temps la maille où
se trouve le puits, puis elle s’étend rapidement aux autres mailles. L’évolution de la
température est quant à elle de quelques degrés, conformément à ce que l’on atten-
dait.
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(a) Pression à t=0 jour

(b) Pression à t=2 jours (c) Pression à t=10 jours

(d) Pression à t=20 jours (e) Pression à t=35 jours

(f) Pression à t=50 jours

Fig. 3.2 – Cartes de pression pendant 50 jours de production.
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(a) Température à t=0 jour

(b) Température à t=2 jours (c) Température à t=10 jours

(d) Température à t=20 jours (e) Température à t=35 jours

(f) Température à t=50 jours

Fig. 3.3 – Cartes de température pendant 50 jours de production.
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(a) Saturation de la phase gaz à t=0 jour

(b) Saturation de la phase gaz à t=2 jours (c) Saturation de la phase gaz à t=10 jours

(d) Saturation de la phase gaz à t=20 jours (e) Saturation de la phase gaz à t=35 jours

(f) Saturation de la phase gaz à t=50 jours

Fig. 3.4 – Cartes des saturations de la phase gaz pendant 50 jours de production.
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(a) Saturation de la phase huile à t=0 jour

(b) Saturation de la phase huile à t=2 jours (c) Saturation de la phase huile à t=10 jours

(d) Saturation de la phase huile à t=20
jours

(e) Saturation de la phase huile à t=35 jours

(f) Saturation de la phase huile à t=50 jours

Fig. 3.5 – Cartes des saturations de la phase huile pendant 50 jours de production.



112 CHAPITRE 3. SIMULATIONS NUMÉRIQUES

Passons maintenant à la comparaison avec le GPRS isotherme. A ce titre, on
présente respectivement sur les Figures 3.6 et 3.7 les débits de gaz et d’huile à la
sortie du puits obtenus par les deux simulateurs. Les Figures 3.8 et 3.9 représentent,
quant à elles, les comparaisons des pressions et des saturations dans la maille du
réservoir traversée par le puits.
Comme on peut le constater, les résultats obtenus par notre code thermique sont
similaires à ceux calculés par le GPRS isotherme. Effectivement, les petites diffé-
rences observées peuvent s’expliquer par l’introduction d’une température variable
dans le gisement. Plus particulièrement, on remarque que la pression est plus basse
dans le cas thermique, ce qui explique bien le débit de gaz légèrement plus grand à
la sortie du puits.
On peut constater aussi que la production du gaz est dominante par rapport à celle
de l’huile, permettant de justifier le refroidissement au niveau du puits. Ce phéno-
mène est dû à la detente du gaz, modélisant l’effet Joule-Thomson.
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Fig. 3.6 – Comparaison des débits de gaz à la sortie du puits.
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Fig. 3.7 – Comparaison des débits d’huile à la sortie du puits.
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Fig. 3.8 – Comparaison des pressions dans la maille traversée par le puits.
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Fig. 3.9 – Comparaison des saturations dans la maille traversée par le puits.

3.2 Production de gaz

On s’intéresse dans ce test à la production de gaz ainsi qu’au type de conditions
aux limites imposées.

Le cadre de la simulation est le suivant. On considère un réservoir de dimensions
9000ft × 9000ft × 30 ft et on le maille à l’aide de parallélépipèdes (Nx = Ny =
9, Nz = 3). Le fluide présent contient deux composants : le méthane CH4 et le
butane C4H10. Comme pour le test précédent, le puits est localisé dans la maille
(0, 0, 0) mais on produit cette fois-ci pendant trois mois en imposant un débit gaz
constant (de 250 MSCF/JOUR).

L’évolution de la pression dans le réservoir est représentée pour deux types de
conditions aux limites différents : pour la Figure 3.10, une pression constante est
imposée sur γ2, alors que pour la Figure 3.11, on a imposé un flux massique nul.
On constate que la pression se stabilise assez facilement en imposant une pression
alors qu’elle continue à diminuer pendant toute la simulation pour le deuxième cas.
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(a) Pression à t=0 jour

(b) Pression à t=5 jours (c) Pression à t=15 jours

(d) Pression à t=30 jours (e) Pression à t=60 jours

(f) Pression à t=90 jours

Fig. 3.10 – Cartes de pression pendant trois mois, pression constante imposée sur
γ2
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(a) Pression à t=0 jour

(b) Pression à t=5 jours (c) Pression à t=15 jours

(d) Pression à t=30 jours (e) Pression à t=60 jours

(f) Pression à t=90 jours

Fig. 3.11 – Cartes de pression pendant trois mois, flux massique nul imposé sur γ2
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On représente respectivement sur les Figures 3.12 et 3.13 la pression dans la
maille traversée par le puits et la pression dans le puits, pour les deux types de condi-
tion aux limites retenus. En concordance avec les cartes précédentes, on remarque
que la pression est plus basse quand on impose un flux massique nul. Notons que
le même ∆p est obtenu dans les deux cas (entre la pression dans la maille traversée
par le puits et la pression puits).
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Fig. 3.12 – Comparaison des pressions dans la maille traversée par le puits.
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Fig. 3.13 – Comparaison des pressions dans le puits.

En conclusion, on a vu dans les tests précédents que le code GPRS thermique
donne des résultats physiquement admissibles concernant la pression, la tempéra-
ture, les saturations et les débits. Les comparaisons avec le GPRS isotherme sont
aussi satisfaisantes : on reproduit quasiment les mêmes comportements des pressions
et des débits.

Pour aller plus loin dans la validation de notre code, l’étape suivante consisterait
à traiter des champs réels pour lesquels on dispose des enregistrements de pression
et de température et à comparer donc avec ces mesures. On a voulu faire les tests
correspondants mais on a rencontré des difficultés lors de la mise en oeuvre, dues
au manque de données. D’une part, il n’existe pas à Total des simulateurs réservoirs
thermiques qui modélisent les propriétés des fluides à l’aide des équations d’état.
D’autre part, les fluides des gisements dont les données sont disponibles contiennent
des huiles lourdes. Ils sont donc décrits par des pseudo-composants dont on ne
dispose pas de toutes les informations nécessaires pour les calculs avec une équation
d’état.



NOTATIONS 119

Notations

t Temps

u Vecteur vitesse (au sens de Darcy)

p Pression

ρ Masse volumique

T Température

G Flux massique, G = ρv

q Flux de chaleur, q = λ∇T
µ Viscosité

φ Porosité

(ρc)f Capacité thermique du fluide

(ρc)∗ Capacité thermique de la matrice poreuse saturée
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λ Conductivité thermique

K Tenseur des perméabilités

F Coefficient de Forchheimer

g Vecteur accélération gravitationnelle

S Saturation du fluide

v Volume molaire

z̈ Facteur de compressibilité

ν Fraction molaire de la phase liquide dans le mélange

ι Fraction molaire de la phase gazeuse dans le mélange

y Fraction molaire des composants dans les phases

H Enthalpie

U Energie interne

kr Perméabilité relative

f Fugacité

R Constante des gazs parfaits, R = 10.73 psi.cuft/lbmol.̊ R

K Coefficient d’équilibre

w Facteur acentrique

z Composition molaire dans le mélange

Φ Coefficient de fugacité

M Masse moléculaire

∂u
∂n

= ∇u · n Dérivée normale extérieure

Indices

p Phase

c Composant

o Oil

g Gaz

w Water
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Résumé

Dans ce travail, on étudie d’un point de vue thermomécanique deux modèles d’écou-
lements afin d’interpréter des mesures de température dans le puits.

On couple d’abord un modèle réservoir axisymétrique incluant les effets de dissipa-
tion visqueuse et de compressibilité avec un modèle puits pseudo 1D pour l’écoulement
d’un fluide monophasique. Des conditions de transmission adéquates sont imposées à l’in-
terface entre les deux domaines et ensuite dualisées par des multiplicateurs de Lagrange.
On obtient ainsi une formulation variationnelle mixte non standard pour le problème cou-
plé. Les flux sont discrétisés par des éléments finis de Raviart-Thomas. Enfin, on montre
que les problèmes couplés continu et discret sont bien posés.

On développe ensuite un modèle réservoir multi-phasique (huile, gaz et eau) et multi-
composant. Compte tenu de la complexité du problème, on a choisi d’étendre un simula-
teur non-thermique existant en lui ajoutant une équation d’énergie adéquate et la ther-
modynamique correspondante. La discrétisation en espace est faite à l’aide des volumes
finis et le système non-linéaire obtenu est résolu par la méthode de Newton-Raphson.

Des tests numériques validant les codes développés sont présentés.

Mots-clés

Réservoir et puits pétroliers, transfert de chaleur, couplage Darcy-Stokes, écoule-
ments multi-composants, équilibres des phases, éléments finis mixtes, volumes finis.

Abstract

We study here from a thermomechanical point of view two flow models, in order to
interpret temperature recordings in petroleum wells.

We first couple an axisymmetric reservoir model including compressibility and vis-
cous dissipation effects with a quasi 1D wellbore model, describing the flow of a single
phase fluid. Adequate transmission conditions are imposed at the interface and next duali-
zed by Lagrange multipliers. This leads to a nonclassical mixed formulation for the coupled
problem. Fluxes are discretized by means of conservative Raviart-Thomas elements. The
discrete and continuous coupled problems are shown to be well-posed.

Then we develop a multi-component multi-phase (oil, gas and water) flow for the
reservoir. We have extended an isothermal simulator by adding an energy equation and the
corresponding thermodynamics. Finite volumes are employed for the space approximation
and the nonlinear system is solved by Newton-Raphson’s method.

Numerical tests validating the developed codes are presented.

Keywords

Petroleum wellbore and reservoir, heat transfer, coupling Darcy-Stokes, multi-component
flows, phase equilibrium, mixed finite elements, finite volumes.


