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Introduction

Théorémes limites sur un exemple

Dans cette courte introduction, on se propose de présenter sur un exemple les dif-
férents théorémes limites qui motivent ce travail sur un systéme dynamique simple.
Les preuves sont classiques et ne seront pas détaillées.

Un automorphisme hyperbolique du tore

2 1
On se place sur le tore T? = R?*/Z?. On considére la matrice M = (1 1)

appartenant a SL(2,7). On lui associe une transformation du tore
7:T? = T? z— Mz mod Z°.

La matrice M posséde deux valeurs propres réelles : kK = 5 et K71 = 5

2 1 /-1
(resp. vs = —= ) un vecteur propre

7 (1) o= 5

« instable » (resp. « stable ») associé a la valeur propre k (resp. £~ 1).

avec K > 1 > k7!, On note v, =

Cette matrice M est dite hyperbolique, et le réel x est appelé nombre de Pisot,
il est 'unique racine de module strictement plus grand que 1 d’'un polynéme a
coefficients entiers. La transformation 7 est un automorphisme du tore. Notons que
la mesure de Lebesgue \ est invariante par 7 : pour tout ensemble mesurable A C T2,
on a :

A1 (A)) = AA).

Etant donnée une position initiale x, on souhaite décrire le comportement asymp-
totique la suite des positions futures (77z);>0.
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Théorémes limites

Etant donnée une fonction f: T? — R, et z € T?, on définit la suite (Syf)n>1
des sommes ergodiques par :

r

Snf(x) = f(riz), VN >1. (1)

<.
Il
o

Loi des grands nombres (LGN)
Pour une fonction f € L}(T? R), on montre que

1 1
—Syflx) ——— w)dA(u), 2
Fo I o | rmaxw) )
pour A-presque-tout z € [0, 1[.
En d’autres termes, la moyenne le long d’une orbite s’approche la moyenne spa-
tiale, pour la mesure A. Ce résultat est ici une conséquence du théoréme ergodique

de Birkhoff, le systéme dynamique (T2, 7, \) étant ergodique.

Théoréme de la limite centrale (TLC)

Pour une fonction f : T?> — R suffisamment réguliére (par exemple, |f(n)| <
C|n|=, pour C' > 0 et o > 1/2), on montre que, pour un paramétre de variance
asymptotique o2, on a

£ 2
——— N(0,0%). (3)

N—+oco

VR \%sm-) - [ swirw

Pour montrer ce résultat, on peut par exemple utiliser les fonctions caractéristiques

it .
pour montrer que pour tout ¢t € R, on a E[elvNSNf( )] o €202
— 400

Théoréme limite local (TLL)

On peut préciser le comportement local, avec f comme dans le théoréme précé-
dent, en montrant que pour tous réels a < b, on a

N—+o0

oV2rN A ({x e T%: Sy f(z) — N 5 fw)dA(u) € [a, b]}) ——b—a.  (4)

Objectifs

Dans cette thése on va établir des théorémes limites locaux pour des sommes
ergodiques associées a des matrices plus générales (chapitre I) et des théorémes
limites centraux pour des produits d’automorphismes du tore (chapitre II).



Chapitre I

Théoréme limite local pour les
sommes de Riesz-Raikov associées a
des « matrices de Pisot »



10 CHAPITRE I. TLL POUR DES « MATRICES DE PISOT »

Sommaire

1 Introduction . ... ... ... ... 00000 0oL 12
2 TLL pour les sous-shifts de type fini bilatéres . ... .. 15
2.1 Opérateur de transfert . . . . .. ... ... ... ... .. 16
2.2 Opérateurs perturbés et propriétés spectrales . . . . . . . 17
2.3 Apériodicité et variance . . . . ... ... 19
2.4 Théoréme limite local pour le sous-shift de type fini unilatére 21

2.5 Théoréme limite local pour les sous-shifts de type fini bi-
latéres . . . . . . Lo 25
3 Codage des automorphismes hyperboliques du tore . . . 30
3.1 Notations, « matrices de Pisot» . . . . . . ... ... .. 30
3.2 Codage markovien des automorphismes . . . . . . .. .. 31
3.3 Mesure d’entropie maximale . . . . . . . ... .. ... .. 31
3.4 Codage sofique . . . . . . .. .. ... 32
3.5 Relévement au sous-shift . . . . . .. .. ... 0L 34
3.6 Autosimilarité et mesure de Lebesgue . . . . . . ... .. 35

4 TLL pour les « matrices de Pisot »et sous-variétés in-
stables . . . ... ... L o oo a e 40
4.1 Apériodicité . . . . . ..o 40
4.2 Théoréme limite local et sous-variété instable . . . . . .. 46

4.3 Théoréme limite local pour les sommes de Riesz-Raikov
associées & une « matrice de Pisot » . . . . . .. ... .. 48

44 Comparaison des sommes ergodiques pour des v égaux
moduloZ . . . . . ... 48

4.5 Théoréme limite local surle tore . . . . . . . .. ... .. 49




11

Etant donnés un nombre de Pisot # et une fonction holdérienne f, on démontre
un résultat analogue au théoréme limite local obtenu par Bernard Petit [Pet96] sur
les sommes de Riesz-Raikov. Son travail utilise une condition d’apériodicité portant
sur un relévement F' de f dans un certain sous-shift de type fini, qui peut étre difficile
a vérifier sur les exemples. Quand # est unitaire, on montre le résultat a la seule
condition que f ne soit pas constante. La construction présentée permet également
d’obtenir un théoréme limite local pour les « matrices de Pisot ».
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1 Introduction

Etant donné un nombre réel 8 > 1, les sommes de Riesz-Raikov associées a 6 et
a une fonction f définie sur R et 1-périodique sont les sommes définies par

n—1

Suf(x) =) f(O'x). (1.1)
i=0
L’étude des propriétés stochastiques de ces sommes a été introduite par D. Raikov
(|Rai36]), qui a montré la loi des grands nombres (LGN) dans le cas § = 2, pour f
intégrable :

1
iSNf(yc) — / f(u) du, pour Lebesgue-presque tout = € [0, 1]. (I.2)
N N—+oo J

F. Riesz (|Rie45]) a remarqué qu’il s’agissait d’un exemple d’application du théoréme
ergodique de Birkhoff. Depuis, de nombreux auteurs se sont intéressés au comporte-
ment asymptotique de ces sommes, pour différentes valeurs de 6, d’autres choix de
régularité de la fonction f et en considérant d’autres théorémes limites que la loi
des grands nombres.

Un premier raffinement consiste a établir pour certaines classes de fonctions le
théoréme de la limite centrale (TLC) :

Sxf=N[ fdu

\/N N—+oo N(O’ 02)’ (1'3)

) 1
ot la variance asymptotique o2 est définie par o2 = th NHSNfH% ,
— 400
Quand il a lieu, un tel résultat fournit la vitesse dans la loi des grands nombres.

Une autre question qui peut étre examinée est la validité du théoréme limite local
(TLL) (en notant A la mesure de Lebesgue sur R?) :

N—+oc0

V21N A ({x e [0,1], Sy f(z) — N/O1 flu) du € [a, b]}) ———b—a, (14

ainsi que celle de la loi du logarithme itéré (LLI) :

fimsup — snio - | () du

<1, pour Lebesgue-p. t. x € |0, 1],
N—+oo 04/2In(In N) =P siep 0,1

(L5)

Mentionnons enfin les versions multidimensionnelles des propriétés précédentes.

En ce qui concerne la LGN, elle a été montrée par F.Riesz et D.Raikov pour tout
entier § > 1. Plus récemment, E. Rio ([Rio00]) I’a établie pour presque tout réel
6 > 1. L’équidistribution de la suite (0"x),>¢ pour presque tout x a été montrée,
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pour Lebesgue presque tout # > 1 par J. F. Koksma. Elle a été étendue au cas
multidimensionnel par E. Lesigne (|Les98|).

Pour le TLC, sous des hypothéses de régularité de f, une premiére version a été
établie par par R.Fortet (|[For40]) pour tout entier # > 1. Puis S. Takahashi (1962)
et R. Kaufman (1980) on montré le TLC pour certains 6 > 1 entiers algébriques.

Etant donné une fonction f développable en série de Fourier, on note ( f (n)) la
suite de ses coefficients de Fourier. Pour les fonctions f vérifiant |f(n)| < K|n|™®,
pour K > 0 et o > %, B. Petit ([Pet92]) a établi le TCL pour tout > 1, en ex-
plicitant la condition de non-dégénerescence de la variance. Soit Vm € N, 0™ ¢ Q et

1
alors 0 = / f(u)? du. Soit il existe un couple (a, b) d’entiers premiers entre eux, tel
0

1 1
que % = einf{mﬁmg(@}, auquel cas 0‘2 = / f(u)2 du-+2 Z/ f(a"u)f(b"u) du, avec

o? = 0 si et seulement s’il existe une fonction g € L? telle que f(-) = g(a-) —g(b-). En

o= Q

fait, I'hypothése de régularité moins contraignante Z Z |f(n)|2 < +00
20 \ 2¢<n<2tt!
suffit et sous cette hypothése, vérifiée en particulier par les fonctions holdériennes,

K. Fukuyama a donné une version multidimensionnelle du TCL ([Fuk94]).

La LIL a été prouvée pour 6 > 1 entier, par G. Maruyama et [. Ibragimov.

En ce qui concerne le TLL, le cas # entier a été traité par Moskvin et Postnikov
[MP78|. P. Calderoni M. Campanino, et D. Capocaccia (|[CCC85|) 'ont montré pour
6 nombre de Pisot de degré 2 et pour certaines fonctions f indicatrices d’intervalles.
Leur méthode, bien qu’utilisant également la notion de partition de Markov, est
différente de celle proposée ici.

B. Petit [Pet96] traite le cas ou 6 est un nombre de Pisot et f est holdérienne.
La preuve de ce résultat utilise un codage symbolique ¢ : X — T construit a partir
des 0-développements de réels. Les théorémes limites sont prouvés sur le décalage
symbolique (X, o), puis leurs analogues pour les sommes de Riesz-Raikov en sont
déduites a l'aide d’un résultat d’approximation. La condition de non-dégénerescence
de la variance, portant sur le relévement dans le décalage de I'observable f, est la
suivante :

(AP) f oy n'est pas de la forme wuos —u+a+ kB, pour u € L o € R, 3 >0 et
k : X — Z. Elle est toutefois dificile a vérifier.

Sommes de Riesz-Raikov étendues
Dans ce travail, inspiré du précédent, on traite un cas de TLL, pour des sommes
N-1
de Riesz-Raikov étendues, i.e. pour des sommes Sy f(z) = Zf(Aix), pour f :
i=0
R" — R holdérienne, avec M € SL(d,Z) matrice hyperbolique, de sous-espace
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vectoriel dilatant F, de dimension r < d, 7w la projection de F, sur R", et A =
7M.

Notre condition (APF) de non-dégénerescence de la variance a I'avantage d’étre
explicite, en terme du développement en série de Fourier de f :

(APF) pour toute fréquence k € Z2 telle que Card({(M")*k,s € Z} N (Z" x
{0}4)) > 2, f € {equrysh, s € Z}.

Le cas particulier des nombres de Pisot unitaires est obtenu en prenant pour
matrice M la matrice compagnon de 6. Dans ce cas, I'hypothése (APF) est automa-
tiquement vérifiée par les fonctions f non nulles presque partout et on retrouve alors
le résultat de B. Petit, mais avec une condition plus simple & vérifier que la condition
(AP) dans le cas unitaire.

Notations 1.1. Etant donnée M une matrice hyperbolique de SL(d, Z), on note F,
le sous-espace vectoriel M-invariant associé aux valeurs propres de module supérieur
a 1 et r sa dimension.

Soit (e, ..., eq) la base canonique de R

Définition 1.2. Une matrice M du type précédent satisfait la condition (11), s’il ex-

iste des vecteurs (e;,, - . ., €;,) dans cette base tels que, en notant V = Vect(ey,, ..., €; ),
lapplication 7 : F,, — V', restriction a F, de la projection sur V paralléelement au

sous-espace Vect < (€;)j¢fiy,..i,3 >, Soit une bijection.

Cette condition est en particulier réalisée lorsque le polynéme caractéristique de
M est irréductible sur QQ, on peut choisir V' = Vect < ey >.

Cette condition est également réalisée dans le cas d’une matrice M diagonale
par blocs, et dont les polynomes caractéristiques des restrictions aux blocs sont

irréductibles, il suffit de choisir, exactement un des vecteurs (e;,, ..., e; ) dans chaque
bloc.
2100 1 0
1100 0 0
Par exemple, pour M = 00 3 2l on peut prendre V' = Vect < ol |
0011 0 0

Dans toute la suite, on suppose cette condition (I1) vérifiée. Quitte a permuter
les vecteurs (ey, ..., e,), on considérera dans la suite que V =< ey, ... e, >, afin de
simplifier les notations.

Notations 1.3. Notons A ’application linéaire dilatante sur V définie par A :=
TMa .

L’action de A sur V donne lieu & une généralisation des sommes de Riesz-Raikov
(I.1) : si f est une fonction 1-périodique définie sur V', on considére les sommes

n—1

Suf(t) =D f(A"). (16)

1=0
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Les sommes du type (I.1) correspondant & un nombre de Pisot € s’obtiennent en
prenant pour M la matrice compagne du polynéme minimal de 6.

Le résultat principal de ce travail est le théoréme limite local suivant pour les
sommes (I.6) qui étend le résultat de B. Petit cité plus haut (tout au moins dans
la cas unitaire). Ce théoréme est valide sous une condition (APF) d’apériodicité
(condition 4.1 précisée plus loin) qui présente I'avantage d’étre vérifiable sur des
exemples par un calcul de coefficients de Fourier. Notons A (resp. A,) la mesure de
Lebesgue sur R (resp. T").

Théoréme 4.7 Soit M € SL(n,Z) une matrice hyperbolique vérifiant les con-
ditions (11)(c.f. 1.2) et (DE)(c.f. 4.6). Soient r la dimension de son sous-espace
propre associé a ses valeurs propres de module supérieur a un, ™ la bijection as-
sociée (c.f. définition 1.2) et A = tMr~t. Soit f une fonction a-héldérienne sur

R", I-périodique, non constante, telle que /f d\. =0 et vérifiant (APF)(c.f. 4.1)

1
. Alors UJ% = khgl z /(Skf)2 d\, est strictement positif et pour tout intervalle

ICR,ona:

n—-+o0o

o V21N, ({v € [0,1]", Y f(A) € 1}) — \(I).

1=

Les étapes de la démonstration sont les suivantes. On utilise tout d’abord un
codage symbolique, lié & la notion de partition de Markov. On prouve ensuite une
version un peu plus générale du théoréme limite local pour un sous-shift de type
fini et une fonction holdérienne. On peut alors traduire ce résultat sur le tore a
I’aide de I'application de codage, et un résultat d’approximation permet de préciser
le comportement des sommes de type "Riesz-Raikov" sur la variété instable. On en
déduit finalement un théoréme limite local sur le tore, grace a la souplesse introduite
dans les résultats précédents, en remarquant que les mesures introduites sur les sous-
variétés instables s’approchent de la mesure de Lebesgue sur V.

2 Théoréme limite local pour les sous-shifts de type
finis bilatéres

Dans cette partie, on se place dans le cadre général d’un sous-shift de type
fini bilatére (X, o), associé a une matrice de transition B irréductible, muni de
I'unique mesure d’entropie maximale o-invariante notée p. (X, o) désigne le sous-
shift unilatére et u* (ou simplement £) la mesure d’entropie maximale sur ce facteur.
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Nous rappelons la méthode permettant d’obtenir un théoréme limite local pour
les fonctions réguliéres dans ce cadre. En méme temps nous obtenons une extension
de ce résultat classique qui est adaptée a ’application aux sommes de Riesz-Raikov
présentée dans les sections suivantes.

2.1 Opérateur de transfert
La matrice B est irréductible et apériodique.

Notations 2.1. Notons § ['unique valeur propre de module maximal de la matrice
de transition B, L un vecteur propre de Perron a gauche de B et R le vecteur propre
de Perron a droite de B, vérifiant les relations :

L'B=pBL", BR=pR, Y LiR;=1.
i=1
On peut alors définir une matrice stochastique ) en posant :

R;

VZ,] G [, Qi7j - Bl’]ﬁ?
J

Soit q le vecteur défini par q; = L;R;, pour tout i € 1.

Le vecteur ¢ est un vecteur de probabilité stationnaire pour (). En effet, pour

Z Qijq5 = ZBz',ijE = gi-
j=1 j=1

Notation 2.2. On note g 'unique mesure sur le sous-shift unilatére X muni de

tout : € I, on a :

sa tribu borélienne B qui est invariante par le décalage o et d’entropie maximale.
On appelle cylindre les ensemble [ig, ..., i) = {z € X, z¢ = io,... 2 = ix}, pour k
entier, et iy .. .7, un mot admissible. La mesure p* est définie sur les cylindres par :

/,L+([’L'0, e 77/k]) = LlOleﬁik
Elle se prolonge en mesure invariante sur le sous-shift bilatére X notée pu.
Enfin, on définie la distance d sur X+ par d(z,y) = 2~ ™l @i7vil,
L’entropie de (X, 0, 1) est égale a In 3. Pour plus de détails, on peut se reporter

a [Kit98] p.155, ou encore a [Buz07|.

Notations 2.3. Dans la suite, A\ désigne la mesure de Lebesgue sur R, o un réel
€]0,1] et H, l'espace de Banach des fonctions a-holdériennes de X+ dans R muni
de la norme de Hoélder || ||, définie, pour f € H,, par :

[flla = [1fllo + [fa (L7)
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ou
_ f(x) — f(y)
[fla = sup g .
THY,L0=Y0 ('Ta y)
L’opérateur de Perron-Frobenius-Ruelle relativisé markovien P opérant sur I'es-
pace des fonctions holdériennes f sur X est défini par :

Pf(zx) = Z Qix flix),x € X.

i: B (i,0)=1
Cet opérateur vérifie la relation de dualité suivante :

Proposition 2.4. Pour toutes fonctions f et g appartenant @ He, on a :
| Pragn) = [ s o)
X

2.2 Opérateurs perturbés et propriétés spectrales

Rappelons quelques propriétés spectrales des opérateurs perturbés (c.f.JHHO1]).
Etant donnée une fonction F, on définit la famille d’opérateurs perturbés (P, );cr,
pour tout réel ¢ par :

P.f = P(e"Ff). (1.8)

On montre par récurrence la relation de dualité suivante :

Proposition 2.5. Pour toutes fonctions f et g appartenant a H,, on a, pour tout
n>1:

/X PP f(a)g(x)du(r) = /X F(2)e " @ g o o™ (@) dpu(x),
ot S, F(x ZFO o

L’action de 'opérateur P régularise les fonctions. Considérons deux suites z et
y ayant la méme coordonnée d’indice nul : zy = yg.

Pr@) =P < | Y. Giwf@)— D i)l

i:B(i,x0)=1 i:B(iy0)=1
< | > @z wof i) = @z a0t (@)
i:B(i,x0)= :B(i,z0)=
S Z Qi,xo a a
i:Bi,z0)=1

< 27fla
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Pour tout n > 1, on a donc

[P fla < 27" fla-

On établit les inégalités suivantes :

[1Pflle < [ flloos [1Peflloc < [[flloos 1P Sl < (1 f 1110
[1Pflla < [[flle +27%f]as

1P flla < Cllflloc +27"[fas ¥ > 0

1P flle < " Tall flloo + 27l

1P/ flla < Cle™all flloo + 27" fla, ¥r > 0.

L’étude des propriétés spectrales de P montre que le spectre de P est constitué
de la valeur propre simple 1 et d'un ensemble contenu dans le disque de centre 0 et
de rayon < 1.

Rapelons le lemme suivant, d’aprés le lemme 3.9 de [HHO1].

Lemme 2.6. Soit (B, || ||) un espace de Banach. Soit Vi opérateur linéaire borné sur
(B de rayon spectral v(Vy). Pour tout r > r(Vy), il existe n et C tels que ||V — V| <
n= V" < Crm.

On vérifie que, pour une constante C’, ||P, — Ps|| < C'|t — s|. En effet

Cle™ = €]l flloe + 271" = € | o

Ct = s)[Fllall flloo + 27t = s[l[Ellcoll fla-

(P = Po) flla

Pour |¢| suffisamment petit, si r; est tel que r(P;) < r, < 1, alors il existe &, > 0
tel que
It —s| <e = ||PM| < Cry,Vn > 0.

Par une méthode de perturbation, on montre qu’il existe un voisinage [—¢, 4] de
0 tel que (c.f. [HHO1|, partie I11-2) le spectre de P; est constitué d’une valeur propre
simple dominante ~y; S 1— a%% + o(t?) (associée a un vecteur propre noté v, avec
vg = 1) et d’un sous-ensemble contenu dans un disque de rayon y; < 1. Le réel op
coincide avec la variance asymptotique de F' qui sera définie plus bas.

Lemme 2.7. Sous [’hypothése d’apériodicité, pour tout compact K de R de diamétre
suffisamment petit et ne contenant pas 0, il existe des constantes px < 1 et Cx >0
telles que pourt € K,

1P la < Crpi-
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Pour t suffisamment petit, nous avons la décomposition suivante pour F; :
Pih = ~u(I h)v, + 11%A,
o II} est le projecteur sur le sous-espace propre dominant et IIY le projecteur sur
un supplémentaire.

Dans la suite, nous noterons § > 0 et p €]0,1] des réels tels que, pour une
constante C' > 0 et toute fonction a-holdérienne, on ait :

(T fllo < Cp™, Vn > 1,V¢, [t| < 6. (1.9)

En particulier, I'opérateur P s’écrit f — P(f) = u(f) + Q(f), ou Q est un
opérateur vérifiant :
Q" flla < Cp ¥ > 1 (L10)

2.3 Apériodicité et variance

Définition 2.8. (Apériodicité) On dit qu’une fonction mesurable F' : X — R est
apériodique s’il n’existe pas de fonction mesurable h et de réels v, 3 tels que :

hoo

exp(2imy(F - §)) = =

Soit G une fonction a-holdérienne sur Xt apériodique, telle que u(G) = 0. On
a alors o = u(G?) + QZ/L<G Gook)>0
k>1
La fonction G étant d’intégrale nulle, nous avons :

/G GooF d,u:/G Q G dp.
On en déduit qu’il existe deux constantes positives C' et p < 1 pour lesquelles :
| [ 6 Goot dul <|1GII@*GIl < 1Gl|@*G] < C*

En développant, on obtient :

n—1

/(5,@)2 du:n/GQ d,u+22(n—k;)/GGoak .
k=1

Ceci permet de définir la variance asymptotique o :

+00
o4 = lim l/(Sn(;)? dMZ/GQ d,u+2Z/GGook dp.
k=1

n—-+oo N,
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Notons que I'apériodicité de G entraine og > 0. En effet, supposons qu’on ait
oG = 0.

n—1
/(Snc:)2 dp = n/G2 du~|—22(n—kz)/GGoak du

k=1
n—1 n—1
- n (/cﬂ d;H—QZ/G Goo” du) —QZk/G Goo® du
k=1 k=1
+00 +oo
— n(/G2 du+22/G Goo” d,u) —znZ/GGoo—k du
k=1 k=n
n—1
— QZk/G Goo"du=0+0(1).
k=1
Ainsi (S,G),, est une suite bornée dans L?. Soit S une limite faible d’une sous-
suite (S, G). En utilisant la propriété de mélange, nous obtenons :
|G —(S—Soo)|z = lil£n<G—(S—SOJ),G—(SMG—SMGOJ) >
= li]£n<G’—(S—Soa),Goa"k) >= 0.

Ceci montre que G = S — S o . Or, d’aprés la définition (2.8), une fonction
holdérienne et apériodique ne peut pas s’écrire sous cette forme, ce qui établit le
résultat.

Prenons maintenant pour F' une fonction d’intégrale nulle a-héldérienne sur X
apériodique. Nous verrons plus loin que F est cohomologue a une fonction F* a-
holdérienne sur X+ apériodique :

F=Ftom +uyoo — ug,
ou ug est §-holdérienne sur X et mg est 'application
mo: X — X7, ()kez = (Tr) k>0

On peut appliquer ce qui précéde en prenant pour G la fonction F*. Cette
fonction est apériodique si F' est apériodique et les variances sont égales :

S, F =S, F" omy+wugoo™ —up.

Dot : |[|S,Flle — [|SnFT o mol|2] < 2||uoll2, ce qui entraine

n—-+oo N n—+oo N

1 1
0%y = lim —/(SnF+)2 dp = lim —/(SnF)2 dp = o%.

En résumé nous avons la proposition suivante qui permet d’assurer, dans toute
la suite que la variance op associée a une fonction héldérienne apériodique est non
nulle :
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Proposition 2.9. Si F' est une fonction a-héldérienne et apériodique sur X. La
variance

0f = p(F?) +2)  p(F Foo") (1.11)

k>1
est finie et > 0.

On peut également se reporter a [GH88| lemme 3 p.76, ou [HHO1| & ce sujet.

2.4 Théoréme limite local pour le sous-shift de type fini uni-
latére

On va établir un résultat général symbolique dans cette sous-partie, qui sera
utilisé dans la suite via le codage des automorphismes hyperboliques du tore.

Rappelons d’abord un premier énoncé d’un théoréme local, dont on trouvera une
démonstration dans [Pet96] ou [HHO1| (p. 95, en utilisant le théoréme A* p. 82) :

Théoréme 2.10. Soit F' une fonction a-héldérienne sur X+ apériodique, telle que
w(F) =0, de variance asymptotique op. On a alors, pour tout intervalle I C R :

orV2mnut ({x € X+,nz:Foai(x) € I}) — A\(I).

n—-+o0o
i=0

On va adapter la preuve donnée dans [Pet96] pour montrer une extension du
résultat précédent :

Théoréme 2.11. Soit F' une fonction a-holdérienne sur X+ telle que u*(F) = 0,
apériodique, de variance asymptotique op. Soit (c,) une famille de fonctions a-
holdériennes X — R telle que, pour un réel 5 €]0, %[, on ait, pour tout n :

llenlloo = o(n%_’g), Infc,]a = o(n' 7). (I.12)

On a alors, pour tout intervalle I C R :

opV2mnpt({z € X : en(x) + Z_:Fo o'(z) € I}) —— MI).

n—-+o0o

Preuve Considérons un nombre 3 €]0, %[ et une suite ¢, de fonctions telles que
||Cn||00 = O(H%_B)v ln[cn]a = O(nl_ﬁ)- (113)

On note K I'ensemble des fonctions de L'(R) dont la transformée de Fourier est a
support compact. Posons :

—_

Sy F(z) = ; F(o'z).

7

Il
=)
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Rappelons que la condition d’apériodicité entraine or > 0. Par l'argument de
Breiman |Bre68|, il suffit de montrer que, pour tout g € K, on a :

lim v2rnoeut (glea() + SaF () = A(g).

n—-4oo

Soit g € K et a > 0 tels que le support de § soit contenu dans [—a, a]. Posons :
A, = \/%ap/g(cn(x) + S, F(x)) du'*(z).
Introduisons un réel positif & > 1 — 3 et coupons en deux la somme S, F :
SuF = S[uq F + (S, _(uqg F) 0 0.

En écrivant g(u) = 5= [ §(t)e” ™" dt, nous obtenons :

V 2T x Jr
= \/2201?/@(75)/ elten@FitSE@) g+ (1) dt
T R X
n
—0
2T

13
iten (x)+itSp . F+itS Foa[n ](x)
F/g(t)/ e ] »[] dp™(z) dt
R X

I
)
BE
Q
|
=
N
=
VR
a_
)
3
|
=R
A
7N
g
3
A
N
S
S
+
—n
~_
S~
&
=9
=
Jr
=
~__
oW
~

m‘¢§@1$ﬁgqéwmmwwmﬂmw
B — \/gap / oy 1O ( /X Pl (p["ﬂ (e“(c"+s[n§]F))) (@) d;ﬁ(:v)) dt;

1 désignant un nombre dans |0, 1[ qui sera choisi ultérieurement.

it(cn+S F)
Intéressons-nous tout d’abord a la fonction P["g] (e ] ) La variation

it(cn+S ¢ F)
de la fonction e [¢] vérifie :

nE] 1 {n'ﬁ]—l
it(en+S F) .
e ] Jo < Jo + § [Fo U =t | [ea]a + Z 2[F]
=0 =0
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On en déduit

it(cnt+Sp 1 F [] 1
Pl (< [ >)]a < 2ol ], 4 oF], 3 2,

: : i : [n€] (e 5]0e) )
Comme £ est supérieur & 1— (3, la suite des variations des fonctions Pl | e "

est bornée. Majorons maintenant successivement B3, B2 et B..

e B3 :
Nous avons par le lemme 2.7, pour § < [t| < a,

177 (P () ) < ok (TR < 0

donc :

e B!

n

L’inégalité
|eiten(@FitSn @) _ gitSnF@)| < )| e, || oo

assure qu’en remplacant B! par , /%apﬁ 5 5 9(t) [y €5 F@) dpt(z) dt on fait

—
une erreur majorée par C6%n221|¢,||so. Elle tend vers 0 sous la condition ||cn|lec =

o(n?"2). Cette condition est remplie si $— 0 <2n— 3 cest-a-dire sin > — g

par 1. En

Etudions maintenant Pexpression B!, obtenue en remplagant e’

faisant le changement de variable op+/nt = t', on obtient :

1 ¢
B/:_\// g (/P"t 1)(x) du* >dt.
" 27T },‘hfin\/ﬁ’thfinﬁ[g(gF\/ﬁ) x JFi\/H( )(I’) 1% ($>

Nous avons :

Py ()(z) =" p( . 1)v_e +(I°, )™(1).

opvn opvn opvn opVvn opvn

Le deuxiéme terme est proche de (I13)"(1) et donc majoré par Cp", d’aprés (1.9).
Pour le premier terme, nous avons les convergences :

vz;ﬁ — 3, M(H%ﬁl) — p(Ilg1) = 1, v_t_ = =1

On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée et obtenir que B,

1 42

g(0 e dt = g(x) dx, si 'intervalle d’intégration tend vers
5 g
V2r Jr R

I'infini, c¢’est-a-dire si n < %

converge vers
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o B2
252
Soit & < |t| < 4. C = 1- 122 4 o(? t inferieur a 1 — &
oit -5 < [t[ < 4. Comme 7, =, L a0k + o(t?), v est inférieur a L
pour 0 petit.

En appliquant le lemme 2.6, partant de la relation

ol (pw (‘H’)) — <p[nf1 (;“%*W))) "
(gl (p[nf] (<H>)) ,

on obtient la majoration :

ey (P01 (17 )

IN

oo s (P2 () Y
rop (PP (S ),

< C5(e_i0262(”_["§])”72n + 2p"_[”§]).

D’oul la convergence vers 0 de B2 :

BEL SC(SZ\/ﬁ(e_i 262711*2"—715*2"_‘_Qpn—[ng]).

En prenant pour n un nombre vérifiant % - g <n < %, on établit donc la

1 —t2
convergence de A, vers /§(0)62 dt = / g(x) dz. o
R R

V2r
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2.5 Théoréme limite local pour les sous-shifts de type fini
bilatéres

Nous allons nous ramener au cas unilatére en utilisant la méthode de réduction
de Bowen (|Bow75]|, p.11). Nous I’appliquerons pour obtenir des fonctions dépendant
uniquement des coordonnées supérieures ou égales a un entier —¢. Nous ferons dans
la suite varier ¢ afin d’approcher uniformément les fonctions réguliéres sur X par
des fonctions "unilatéres".

Soit ¢ un entier. Pour tout ¢ dans I'alphabet, soit (ax(t))rez un élément de X tel
que a_y(t) =t. Soit rp: X — X, (zx)rez — (24)rez, ol pour tout k

’ { g, si k> —4,

X =
F ar(x_g), sinon.
(Le passé de ry(x) "antérieur" a —¢ ne dépend que de z_,.)

Lemme 2.12. Soient F' une fonction a-hioldérienne sur X et £ € N. Il existe C' > 0,
des fonctions F“* a/2-héldérienne ne dépendant que des coordonnées supérieures a

—( et ug 5-holdérienne sur X telles que :
F = F*"4uo0—uy,
—at
[tells < 27 Flla; [luellg < ClIF||a.
-1
Les fonctions F“ sont toutes cohomologues entre elles. En posant hy := Z Folrgy :
§=0
Ftt oo’ =F% 4 hyoo — hy.
Preuve Posons :
“+oo
Ug:ZFOO'j—FOO'jOTg.
§=0
Pour tout z € X, 07z et 0/ o rpx coincident sur {—j — ¢, ..., +oo}, donc :
|Foo’s — Foodlore| < [F], 2701,
Ainsi u, est bien définie et ||uglloo < 27 [F],.
Si x et y coincident sur les coordonnées {—n, ... ,n}, alors ry(z) et r,(y) aussi (r,
impose le méme passé a x et y si n > £ et ne change pas les coordonnées {—n, ..., n}

sinon) et, pour tout 0 < j <n, on a
|[Fooiz — Fooly| <[F], 200",

|F o Uj’l“g(l'> —Fo erg(y)| < [F], 20‘(_”+j);
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d’ou :
|ugr—upy| < |Fooj;1:—Foajy\+Z |Foolry(x)—Foolr(y)|+2 Z [F], 2777
=0 7=0 i=1%]+1

On obtient donc :
[wellajz < C[[Fla-

Posons F**(z) = F(x) +u¢(ox) — ue(x). Cette quantité ne dépend que des coordon-
nées {T_s, x_g41,...}. En effet :

+00 +o0
FH(CU) = F(x)+ Z (F ooltly — Fo O'jT’gO'.Z’) — Z (Foo'jx _Fo Ojrgx)
Jj=0 j=0

= F(rux)+ Z (F oo/t — Fo O'jT‘gO'l’) :
=0

La fonction
F*"(o'z) = F(ry o'z) + Z F(o" 'y 0'x) — F(o/ry o™ 'a)]

ne dépend, elle, que des coordonnées positives.
Comme

o Mrg(x) = o"™(.a_i(zo)m......)

= oI(ai(20)....7¢......) = oot (2)

on a F(cryx) = F(airota), et

+oo
upoot = Z[Foa — Foolry o]

=0
+oo

- Z[Foa — Foo'tpy)
=0
400 -1

= Z[Foaj — Fodlry| =ug — Z[Faj — Folrg).

j=¢ =0

Cela permet d’exprimer F“+ o ot — F%F et d’obtenir :

F'toot —FOt = Fo' — F+wob" —uwo® + ug — ugo
-1 -1
= Fo'—F+ Z[Fcrj — Folrg) — Z[Faj+1 — Foiryo]
=0 =0
-1

= Z[Fajroa — Falr).

=0
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-1
En posant h, := E Fa’ry, nous avons donc :
J=0

F'root=F"" 4+ hyoo —hy
O

Théoréme 2.13. Soit F' : X — R une fonction a-hdéldérienne, apériodique, et
vérifiant p(F) = 0. Soit § €]0, 5| et soit (¢,) une famille de fonctions a-hildériennes
X — R telle que pour tout n, on ait :

HCTLHOO S néiﬁ ln[cn]a S nliﬁ-

Alors, pour tout intervalle I C R, on a :

oV 21 ({x € X, cn(x) + niFoai(x) € I}) — A(I).

n—-+00

Preuve Considérons un nombre § €]0, 1] et une suite ¢, de fonctions telles que

HCHHOO = O(néiﬂ)a ln[cn]a = O(nliﬁ)- (114)
Posons :
A, =V 27m0F/g(cn($) + S, F(x)) du(z).
On a
An = ﬁO-F/ /g(t)eitcn(m)-‘y—itsnF(m) dt d,LL(I)
\/ 27 x Jr
_ EO'F/LCA](t)/ eitcn(x)JritSnF(x) d,u(l’) dt
\/ 2T R P%
= CH+C?+C3,
ou

Ch = (fawor [, a0 [ @) duo) a
g U

c? = /EO'F/ g(t)/ eiten(@FtSE@) (1) dt.
2 " S5 <p<s X

c? = ,/EJF/ f](t)/ eiten @+t E @) q (1) dt.
21 Js<jt<a X

Comme dans le cas unilatére, si % — ’g <n< %, le premier terme, C}, se comporte

comme /9=0p f]_i i[fy(t) [x €5 F@ dp(z) dt lorsque n tend vers I'infini, ¢’est-
n’onM

a-dire tend vers [, g(x) dz. Le terme C} se traite également comme dans le cas

unilatére.
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Reste & montrer que C? tend vers 0. Le lemme 2.12, assure I'existence des fonc-
tions F'*', uy, ¢, v, 0 holdériennes telles que :

F = Ftory+wuoo—uy,
Cp = c:{ 0Ty + Upy OO0 — Upy,
[vnellos < c27 [cna
luellos < C27[Fla
[cn] oy S Clenla
[F],, < ClFla

Utilisons cette écriture pour exprimer C? :

cr = 1/%UF / s g(t) /X elten L@ gy () dt
LS

_ /EO_F/ g(t)/ eit(cf{"(:p)—l-SnF“'(x)—l—uz(:r)—UgOU"(m)—{-vfl(m)—vfloo) d,LL(.Z’) dt
2T sz X

Prenons ¢ égal & [n°], pour ¢ > 1— /3. Les majorations rappelées ci-dessus assurent
alors que

14

g 0 0" — ug 0 o™+ 08 — 0l 0. 0ls < C27 [cn]a

On en déduit

|Cr2z . %UF /(s g(t)/ eit(0ﬁ+(m)+SnF”(a:)) d'u(x) dt| < 05\/52—04714204711*5.
V 5 <Jt<6 X

Le membre de droite de cette inégalité tend vers 0, il nous suffit maintenant de
montrer que /=0 f%n\tlsé a(t) [ eit(en” @S (@) (3 dt tend vers 0. Clest une
quantité analogue a celle que nous avons dans la preuve du théoréme "unilatére".
Mais nous avons ici une famille de fonctions F** dépendant de ¢ au lieu d’une
fonction fixe.
L’égalité
F'r oot =F"* 4 hyoo — hy.

permet d’écrire, grace a 'invariance de p,

[ o / 9(t) / eHen @S @) gy () dt
2m o <Jt|<s X
s / 9() / (e 00! @)+ O (@) Hheoo™ @) =he(@)) gy, (1) dt
27 2r<lt|<s X
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Comme dans le cas unilatére, introduisons un réel positif £ > ¢ et scindons en deux
la somme S, Fot :

SuaF" = S P 4 (S, F*F) 0 o1,

/ / g t / it(c5t oot (@) +Sn FOT (z)+hgoo™ (z) d:“’( ) dt
27T - <|t| <68 X
13
n it(cht oot (@)+5] ¢ FOt4(s ¢ FO*+)oa[n ](I)+h500n($)7h5($))
_ it [¢] n=[n¢] dp(z) dt
Jor /Mgg( ) [ e (@)

n—In€ A A
s / i) / QFO[,+]( Pl (et oo @+ 8uFO* (2)=hel@)))ithe(®) gy () d
2m S <|t|<s x

it(ciT oot +S, FOT —hy) )

La suite des variations des fonctions P™] (e est bornée car £ >

(>1—p0,0=[n et

it(chtoot+Sp 1 FOt—hy) o
Pll(e T o < 27 E I 0 0 + ) FO = helaga
[¢] 1 -
< 027525 enla + [F*]ay2 Z 2%i+[z Fa'rolass)
[n] -1
< 02 (289257 4 [FO]a ) Z 257 4 [Flapz Y 2%7)
i=0

D’autre part, par hypothése, F' est apériodique, F°* homologue & F I'est donc aussi
et le lemme 2.7 est valable pour 'opérateur P, po+. Par une étude identique a celle
menée dans le cas unilatére, on montre que, pour tout |t| > §/n",

n—[n ]< [n¢] (ezt(cn oo —hg)))HOO < Cd(e_igzgz(n_[ng])n—zn n 2pn_[ns])’

|| tFO+

ce qui entraine

C? < Cyne= "
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3 Codage des automorphismes hyperboliques du tore

3.1 Notations, « matrices de Pisot »

Notations 3.1. Comme plus haut, nous considérons une matrice hyperbolique
M € SL(d,Z), vérifiant la condition (II) (voir la définition 1.2). Nous lui associons
I’application notée Ths (ou simplement T) : T¢ — T¢ définie par

Ty : € ME mod Z2 .

L’espace RY se décompose en somme directe F, @ F, ou F, est le sous-espace
dilaté (instable) M-invariant de dimension r associé aux valeurs propres de module
supérieur a 1, Fy le sous-espace contracté (stable). Cette décomposition induit deux
feuilletages du tore en feuilles respectivement contractées et dilatées sous I'action de
T.

Comme plus haut, (ey,...,eq) désigne la base canonique de R, V est I’espace
vectoriel engendré par (e, ..., e€,).

La mesure de Lebesgue sur R, sur les tores ou sur I’espace vectoriel V' est notée
A. Dans le cas du tore T" ou de V, on la notera aussi A,.

Enfin 7 : F,, — V est la restriction a F), de la projection paralléle au sous-espace

Vect(e,i1,...,€eq) est une bijection et A est 'application linéaire de V' sur lui-méme
définie par A := 7TM7TR}.

m, est la projection sur le sous-espace dilaté paralléelement Fs. On note M, =
Mg,, My = Mp,.

La matrice A = tM7~! € M,(R) vérifie, pour tout k € Z, tM*r~! = A¥7. On
dira que A est une « matrice de Pisot ». Dans le cas r = 1, une telle matrice s’identifie
a un nombre de Pisot. On note 75 = max {|A\|, A € Sp(M), |\| < 1}. Comme dans le
casr=1,on a, pour un 7 > Ty :

Vk € 78, |Mink| = O(). (I.15)
1——+00

Nombres de Pisot unimodulaires

Rappelons qu'un nombre de Pisot est un entier algébrique réel supérieur a 1,
dont tous les éléments conjugués ont des modules inférieurs a 1.

Soit § un nombre de Pisot de polynome minimal P € Z[X] de degré d, P(z) =
244+ a1x¥ 4 ...+ ag_1x + 1 étant A coefficients entiers et unitaire. Une propriété
importante des nombres de Pisot est que d(6*,Z) = O(7*), pour un réel 7 < 1.

00 . -1
1 0 . —an
0 1

Soit M la matrice compagne de 6, i.e. M = —as

0o . 1 —Aq—1
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Les valeurs propres de M sont toutes de module strictement inférieur a 1, sauf
une qui est de module strictement supérieur a 1, et dont le déterminant est 1 ou -1.
L’application

Ta - TT = T € — ME mod 1

est un automorphisme hyperbolique du tore.

3.2 Codage markovien des automorphismes

On se reportera & [Bow75| pour les résultats que nous rappelons maintenant.
Il existe une partition markovienne R = (R;)ics du tore T¢, ot I est un alphabet
fini de cardinal m. Cette famille R posséde les propriétés suivantes :

(a) les ensembles R; sont des parallélogrammes fermés de la forme R; x RY, ou R}
est une feuille locale contractée et R; une feuille dilatée;

(b) pour tous 4,7, R; = int(R;) et int(R;) Nint(R;) = ;
(c) si T7"R; N'R; est d’intérieur non vide, alors T~'RY C RY,
(d) si TR;N'R; est d’intérieur non vide, alors TR; C RS.

On note B la matrice de transition définie par :

[ 1, silintérieur de R; NT~'R; est non vide,
" 0, sinon.

Notation 3.2. Dans la suite X désigne le sous-décalage bilatére de type fini d’alpha-
bet I, muni du décalage noté o, dont les mots (x;) vérifient la conditon d’admissibilité

B = 1,Vi € Z. Le sous-décalage unilatére facteur de X est noté X+,

Ty Ti+1

On peut montrer le résultat suivant :

Proposition 3.3. I existe un sous-ensemble B C T¢ de mesure de Lebesgue pleine
tel que ['application

V:X > B, (z)ez— [ | Tof Ray

LeZ

soit bijective.

3.3 Mesure d’entropie maximale

La matrice B est irréductible et apériodique, compte-tenu de I’hyperbolicité de
M qui implique la propriété de mélange pour la transformation 7).
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Utilisons les notations 2.1. Notons 3 'unique valeur propre de module maximal
de la matrice de transition B, L un vecteur propre de Perron a gauche de B et R le
vecteur propre de Perron a droite de B, vérifiant les relations :

L'B=pBL", BR=fSR, Y LR;=1.

i=1
Notons () la matrice définie par :
R;

7

Notation 3.4. On note u* (ou simplement x) I'unique mesure sur le sous-shift X
muni de sa tribu borélienne B qui est invariante par le décalage o et d’entropie
maximale. Elle est définie sur les cylindres par :

p(fio, - - ix]) = LiyRi, 57",

Elle se prolonge en mesure invariante sur le sous-shift bilatére X notée également pu.

L’entropie de (X, 0, 1) est égale a In 3. Pour plus de détails, on peut se reporter
a |Kit98] p.155, ou encore a [Buz07|.

3.4 Codage sofique

Soit D = Uﬁ; C R? un domaine fondamental pour le réseau Z? formé des
el —_—
parallélogrammes correspondant a la partition markovienne notés R;. Pour tout
& € B, on note E son représentant dans le domaine fondamental.

Lemme 3.5. Il existe une famille finie = C Z% de vecteurs a coordonnées entiéres
(ki j)ijer tels que, pour tout (i,7) € I* tel que B;j # 0 et pour tout & € BNR; N
T~ 'R;, on ait : o

ME—-TE =k ;.

Pour une démonstration de ce résultat, voir [Le 99a] (lemme 1, p.1047). La preuve
repose sur les propriétés de Markov (c) et (d).

Rappelons qu'un codage est dit sofique lorsqu’il est facteur d’un sous-shift de
type fini par une application continue.

Théoréme 3.6. I] existe un sous-décalage sofique Y C =% | facteur du sous-décalage
X par une application p : X — Y, tel que (T4, Tyy) soit facteur du systéme sofique
(Y, o) par Uapplication hildérienne ¢ de'Y dans TY :

+oo 0
¢ (Yi)iez — Zﬂ'u(M_i’yi) - Z mo(M™y;) mod Z°.

=1 1=—00
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Cette factorisation correspond au diagramme :

X—"sy
R ld)
Td
Preuve Il s’agit du théoréme 1 de [Le 99a], dont on reprend la démonstration :
Soit £ un point de B. Il est codé, grace a la partition markovienne par une unique

suite x € X, telle que pour tout n entier, 7"¢ appartient & R,, . D’aprés le lemme
précédent, pour tout n, il existe k;, ..., € Z pour lequel :

Tr+lg = MTPE — k

TnTn+1-

Par récurrence, on montre, pour n positif, '’égalité :
T ¢ ng n—1 n—2
TnE = M" — M" “kygwy — M" “kyyuy — - — ka1, -

On en déduit, en composant par M ~"m,, que I'on a :

’/Tug: M‘”Wuf”\/ﬁ + Z M_iﬂukxi,lxi'

i=1

Comme M ™! est contractante en restriction a F,, il vient :

“+o00
—1
Tl = M 'k,

=1

De la méme facon, on montre 1’égalité :

0
ng: - Z M_iﬂ-skl’iflxi'

1=—00
Pour tout point £ de B, on a :

0

+o0o
§=mé + 7l = ZWU(M_ikxi—lxi) - Z To(M ™k, )
=1

Posons Y = {(k’xi,lxi)ieZ, x € X} et définissons lapplication p: X — Y par
p(l‘) = (kxiflxi)iez'
Pour tout £ appartenant a B, il existe une unique suite = de X telle que :

+00 0
U(z) = & = Emod Z¢ = Y 7u(M kay_0,) — Y 7o(M 'ky,_,s,) mod Z* =
i=1 i=—o00
é(p(x)). Finalement, ¢ o p et ¥ coincident sur —!(B) qui est dense dans X, donc
sont égales. o

Nous utiliserons ce codage par des entiers dans la section 4.
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3.5 Relévement au sous-shift

Définition 3.7. On définit des applications 0 et 05, de X dans V' permettant de
relever au sous-shift ’action dilatante sur V :

—J-1

—+o00
0;: (Ii)iGZ =T Z Tru(Miikxi—ll'i) -7 Z 7TS<M7%9:¢_1$¢)’

i=—J 1=—00

“+o00
‘gJ,u : (xi)iEZ =T Z ﬂ-u(M_ikli—lli)‘
i=—J

On note d une distance métrique sur R?.

Lemme 3.8. Il existe ¢ > 0 tel que, uniformément en x, modulo 1, on ait :

d(A*0;,(7),0; 0 cFx) < e,

Preuve

400
AkeJ,u (l’) = AkTr Z WuMiikwifmi
—J

“+o00 “+o0
k —i —i
= E M, M kmiqxizﬂg TuM " Ky ain
—J

—J—k
—J —J
: —i —i
Par ailleurs, comme E TuM kg ey T+ E M k) 12, €St UD
i=—J—k+1 i=—J—k+1

entier, on obtient :

—-J-1

+oo
k _ —1 —3
O;(c"z) = = E TuM kg ymgr — T 5 TM kg 2iin
_J -0

400 —J—k-1

— —i —i

=7 E TuM Ky iy — T E 7M™ ke y 12, mod 1.
—J—k —o0

En utilisant (I.15), on en déduit qu’il existe ¢ > 0 tel que :

|A*G 5, (z) — 0;(c"z) mod 1] < ™. O

Lemme 3.9. 0y est holdérienne.

Preuve Soient z,z’ tels que z; = x, pour tout |i| < L. Nous avons

+o00 0

90(:1:) - 90((1/) = Zﬂ'uMil'(kxi_upi - kxiflx;) - Z TsMii(kzi_lxi — kx;—lxﬂ
i=1 i=—00
400 —L
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Comme M, = Mg, est dilatante et M, = Mg, est contractante, il existe deux
constantes C' > 0 et 0 < 7 < 1 telles que :

00(2) — 6o(2')| < CTE. (1.16)
Plus géneralement, nous avons

05(x) — 0;(z")] < CrF. (1.17)

a

Notations 3.10. A une fonction f : V — R a-holdérienne et 1-périodique, on
associe la fonction f également a-holdérienne et 1-périodique de R? dans R définie
par :

flzr,... xq) = f(x1, ..., 2.

Lemme 3.11. La fonction f o0, ne dépend pas de J, est a-hildérienne sur X et
nous avons uniformément en J et x

|f(A*0,.(x)) — f(8, 0 0"z)| < CT°%. (1.18)

Preuve Le premier point repose sur le méme calcul que le lemme précédent :
pour tout et tout .J, 0;(x) — fy(x) = 0 mod 1. Le lemme 3.9 implique que f o6,
est a-holdérienne. Le dernier point résulte du lemme 3.8.

3.6 Autosimilarité et mesure de Lebesgue

Rappelons que A, est la mesure de Lebesgue sur V', 1 la mesure bilatére d’entropie
maximale pour le sous-décalage (X, B, o).

Proposition 3.12. La mesure image de p par o, est de la forme g\, ,(x), ot la
densité g est constante sur les images des m cylindres [a].

Preuve Par un argument d’autosimilarité, on montre que le décalage bilatére
(X, o, i) est sofique, intrinséquement ergodique et que son entropie topologique vaut
log(A), ot A est la valeur absolue du déterminant de M, = Mp,. (Voir [Le 99b],
théoréme I11-6 p.70).

Par ailleurs, en reprenant les notations de la partie 3.3, en notant B la matrice
de transition associée au codage et (3 sa valeur propre (positive) de module supérieur
a 1, on sait que Pentropie de (X, o, 1) vaut In j.

L’intrinséque ergodicité assure que :

InA=Ing (L.19)

Plagons-nous dans le cas J = 0.
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Notons X, le sous-ensemble de suites admissibles suivant a,. En partitionnant
X en les cylindres de longueur n, nous avons :

et

n—1
Ooullar..an]) =D M Ty(kaya,,,) + M "00.u(Xa,),
=0

d’ou :
)‘(QO,uqal'--a’n])) = A_n)‘(QO,U(Xan))‘

On en déduit que 6y, (X) est de \-mesure non nulle.

Le sous-shift étant apériodique, 6, ([a]) est d’intérieur non vide et donc il existe
un mot admissible ab;...b; tel que 6 ,,([a]) contient 6y, (ab;...b;) en son intérieur. Ce
mot n’est donc pas nécessaire pour recouvrir le bord.

Ceci implique qu’il existe A’ < A et C' > 0 tels que, pour recouvrir le bord de
0o..([a]), on a besoin de moins de A’* images par 6y, de cylindres de longueur .

L’argument d’entropie a montré que § = A. Donc \.(90y4[a])) = 0.

Il en est de méme des images de tous les cylindres de X par 6 ,. Comme 6 ,[a]
est la réunion des 6y ,[aa;...a,] lorsque aa;...a,, décrit 'ensemble des mots de X de
longueur n + 1 commencant par a et comme le diamétre des ensembles tend vers 0
lorsque n tend vers l'infini, il existe un mot abs...by tel que 6y, [ab;...bg] soit contenu
dans l'intérieur de 6y, [a.

Le sous-décalage de type fini X’ C X obtenu a partir de X en interdisant le
mot ab;...b fournit un sous-ensemble de suites admissibles suffisant pour coder les
points du bord de 6, ,[a].

Comme X est irréductible, Pentropie topologique LogA’ de (X', o) est stricte-
ment inférieure a celle LogA de X.

Pour tout n, on a :

A(00g.]a]) < ST Mboulabr...b,]) < CA™HAT < O(A/A),

aby...b, mot de X’

ce qui implique A(6p,]a]) = 0.

Montrons maintenant qu’il n’y a pas recoupement des intérieurs des images par
6o .. Supposons que, au contraire, deux cylindres [a;...a,] et [b;...b,] aient des images
par 6, dont les intérieurs se recoupent. Il existe alors un mot [a;...agCx41...Crte] tel
que

eo’u [Cll < QEClyq-- .CkJrg] C 60# [bl . bk] .

Le sous-décalage de type fini X” C X obtenu & partir de X en interdisant le
mot aj...axCgi1...Ckr¢ fournit un sous-ensemble de suites admissibles suffisant pour
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coder les points de 6y ,(X). Par le méme calcul que précédemment, on montre que
cela entraine que 6 ,[X] est de mesure nulle, ce qui est absurde.

Les ensembles 6 ,[a1...a,] sont donc d’intérieurs disjoints et de bords négligeables
pour la mesure de Lebesgue.

La réunion 6o.u[a] = Uy.p, =1 fo.u[ab] étant presque-siirement disjointe, on a :

Mboulal) = > A(Bo.u[ab]) ZBabA "X (60.[0]).

b:By p=1

Notons W le vecteur colonne de composantes A(6p.([a]))a=1,. m. La relation
précédente signifie W est un vecteur propre a droite de B

Wa =AY " B, W,

Il est donc proportionnel & R : il existe D > 0 tel que A\(0y.([a])) = DR, Va =
1,...,m, ot m est le nombre de caractéres de 'alphabet. Ceci permet de comparer
les mesures et 65 ,A. Nous avons :

)\(Qo,u[al...(ln]) = Al_n/\(907u[an])
p([ar...an]) = Lo Ra,A™™;

d’ou :
)‘(Qo,u[alu-an]) = DLal,u([al...an]).
Cela signifie que 6 ,u coincide avec la mesure (Z(DLchll@O’u[a}))\ sur I'ensem-
a=1

ble des images par 6, des cylindres de X.

Comme ces images engendrent la tribu borélienne, on en déduit que la mesure
image de p est de la forme g\, ,(x), out la densité g est constante sur les images des
m cylindres [a] :

oult = (Z(DLa)ill%,u[a]))‘
a=1
et plus généralement :
0?},1““’ = (Z(DLa)_119J,u[a])>"
a=1

a

Notations 3.13. On note Ky,; (ou simplement K ;) le support (compact) de la
mesure 67, 4. Ce support est de A,-mesure non nulle. On définit la mesure mp v,
sur V', pour tout A mesurable, par :

M (KyyNA)

mK,V,J(A) = \ (KVJ)
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Ky j est la réunion des images par 6, des cylindres de X, les ensembles 6, ,[a]
sur lesquels g est constant.

On note k; le nombre d’hypercubes a sommets entiers contenus dans 'un des
ensembles 14, o et H; la réunion de ces hypercubes (chacun est désigné par le point
a coordonnées entiéres le plus petit au sens lexicographique) et R; = Ky, ; \ Hy.

Le résultat suivant permet de comparer les volumes de R; et de H .

Lemme 3.14. Soit J € N. I existe un réel k €]0, 1] tel que

Ar (RJ> J
<K 1.20
M(Kvy) — (1.20)
Preuve Rappelons que
+o00 .
Ky =05u(X) = {nm (Y M ks, ), € X}
i=—J

et que
Ry =Ky, \ (| Vo+k),
keH s
ou Vo = 7([0; 1]%) = [0;1]".

L’ensemble H ; est défini comme 'ensemble des sommets & coordonnées entiéres
tels que les parallélépipedes portés par ces sommets soient contenus dans I'un des
ensembles 1y, , (4]

Pour simplifier, nous ferons le raisonnement pour le bord 0Ky, ; de Ky ;. Nous
considérons que H; est 'ensemble des sommets & coordonnées entiéres tels que les
cubes portés par ces sommets soient contenus dans Ky ;. On traite de fagon analogue
le bord des ensembles 1g, (4]

On recouvre le bord 0Ky, par une réunion, notée S;, d’images par 6, de
cylindres de longueur J : il existe un entier J; et des cylindres ([a@,, o a@l])lging
tels que, en notant

C(i) = 0,u([a";, ..., a))),

on ait :
T

8KV,J C SJ = UC(Z)

i=1
En reprenant 'argument de la proposition 3.12, on obtient I'existence de deux
réels ¢; > 0 et A’ €]1, A tels que

Ty <A,

Comme il n’existe qu'un nombre fini (et indépendant de J par autosimilarité) de
modéles de cylindres, on en déduit qu’il existe une constante C' > 0 indépendante
de J (et de i € {1,..., J;}) et une suite (Q);)1<;<7, de parallélépipédes tels que :
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a) V1 <i < 7y, MC(i)) < CMQi),
b) V1 <i < Ty, 2°AM(Vo) < M(Qi) < 27 A (V).

Finalement, on obtient R; C U;i"l Q; et donc :

< ) < oA
ARy) < Ty max A(Qs) < e A,
pour une constante co > 0.

On conclut en remarquant qu’il existe deux constantes positives c3 < ¢4 telles
que c3A7 < MKy 5) < c4A7 et en prenant k > A//A.

([l

Remarque 3.15. Un résultat analogue peut étre obtenu en restriction aux ensem-
bles 6, ]a] sur lesquels la densité g est constante.
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4 Théoréme limite local pour les « matrices de Pisot »
et sous-variétés instables

4.1 Apériodicité

On peut alors appliquer le théoréme 2.13 & f o 6y. Pour ce faire on va com-
mencer par montrer I’apériodicité, en utilisant la bijectivité de 'automorphisme, c.f.
[Le 99b].

La condition (APF) suivante entraine Iapériodicité.

Définition 4.1. Une fonction f : V — R satisfait la condition (APF), si elle
vérifie :

Vk € 24\ {0}, Card({(M ")k,s € Z} N V) > 2= f € {exp(2inr < (M")°k,.>),s € Z}*.
Le cas 7 = 1 (cas des nombres de Pisot) est particulier.

Proposition 4.2. Si r = 1, la condition (APF) est vérifiée dés que f est non
constante.

Preuve On note ¢; = ¢ (f) les coefficients de Fourier de f.
Soit k& € Z¢ non nul. Supposons qu'il existe deux entiers s < s’ et deux entiers
n,n tels que :
(MTYk =ney et (M) k =1ne,.

Alors (MT)*'k = (M7)¥*ney, donc 1’ est multiple de 7, et (MT)¥ %e; = 1777—/61.
Aucune puissance de M " n’ayant de vecteur propre a coordonnées entiéres, on peut
donc conclure qu’il existe au plus un élément de la suite (M ")%k).ez colinéaire a
e1. Mais alors, la suite (c(y;7)s1)sez prend au plus deux valeurs, avec au plus un saut
pour 'indice de colinéarité. Comme cette suite doit tendre vers 0 lorsque |s| tend
vers l'infini, on en conclut que cette suite est constante égale a 0. Finalement, pour
tout £ # 0, on obtient ¢, = 0. Donc f est la fonction constante égale a ¢y, donc
f aussi. Ainsi, dans le cas r = 1, la condition (APF) est automatiquement vérifiée
pour f non constante. 5

Pour r > 2, exhibons des matrices M, et des fonctions non constantes ne vérifiant
pas cette condition (APF) :
00 1
la matrice M = 1 0 =2 envoie le vecteur kg = 1 successivement
1 -1

sur [ O | et sur , elle posséde deux valeurs propres de module strictement

—_
o R o o
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plus grand que 1 et une valeur propre a l'intérieur du disque unité. Soit ¢ > 0. La
fonction f définie par :

f it cexp(2im < ko, t >) — cexp(2im < (M ")%ko,t >)

est 1-périodique, holdérienne, non constante, et ne vérifie pas la condition (APF),
tout en ne dépendant que de (¢, t5).

Il reste a voir que cette condition entraine ’apériodicité :

Proposition 4.3. Soit f : V — R une fonction 1-périodique, a-héldérienne non
constante, vérifiant (APF). Alors fofy est apériodique, i.e. il n’eziste pas de fonction

r __ hoo

h sur le sous-décalage et de réels vy, 3 tels que exp(2imy(f oy — 3)) = %=.

Preuve La démonstration se fait en plusieurs étapes.
e Etape 1 : Si ’équation précédente est satisfaite, on peut se ramener au cas ou
h est continue (et méme holdérienne) de module 1 sur X, en reprenant la méthode
de [GH88| p.90.
Commencons par le module : L’égalité précédente assure

hoo

h
quitte & remplacer h par x — |—Z|, on peut supposer que |h| vaut 1.

= 1 pour tout z, donc

En ce qui concerne la régularité de h, I’équation multiplicative s’écrit aussi, en
posant h = e et ¢ = 21y (f 0 by — 3) :

Ve, o¢(x)+2n(x) =voo(z) —v(x),

pour une fonction n a valeurs entiéres, et une fonction v a valeurs réelles qui permet

de relever u = €. Ainsi
ezd) — ez(voa'fv).

Mais alors,
P(eh) = P(e"*") = P(hoo) = h.

L’opérateur Py : g — P(e'?g) vérifie encore une inégalité analogue a celle vérifiée pr
P, (de type Lasota-Yorke). Par I’absurde, supposons que 1 n’est pas valeur propre
de Py dans I'espace H des fonctions héldériennes. On a alors :

n—1

1
lim — § (P;f)g =0,
n n
k=0

pour toute fonction a-héldérienne g, donc, P, étant une contraction de L', nous
aurions aussi convergence en norme || ||, pour f dans L'(u). Ceci impliquerait
P,h = h = 0, ce qui est impossible. Il existe donc une fonction héldérienne u’ telle
que h = h'-p.p., vérifiant Pyh' = h'.

h/oc

Par passage a I’adjoint, on obtient e = . Quitte & changer h en I/, cela

termine I’étape 1.
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e Etape 2 : Si ’équation fonctionnelle précédente est satisfaite, il existe une
fonction ¢ continue sur T? telle que :

h=go1,

ot 1 : X — T? est 'application de codage définie précédemment.
On commence par montrer le résultat suivant :

Lemme 4.4. Soient x,2' € X tels que V(zx) = V(2'). Il existe un ensemble fini €
de T? tel que si(x) & &, alors il existe 2" € X tel que :

U(x) = P(a’) = P(a”),

dlo"z,o"z") —— 0, et
) 2
n—-+o0o

d(o"x' o"z") —— 0.
n——oo

Preuve
!

- Le cas ot il existe un entier n tel que z,, = x, se traite en posant " = (..., 2, _,, 2, Tpi1, - - -

qui est bien admissible.

- Le cas ot il existe un entier n tel que la transition de x, a z],,; soit admissible
se traite en posant " = (..., x,_,, %) Tpi1,...). De méme pour la transition de z/,
A Tpyl-

- Supposons que, pour tout n, x, # z, et qu’aucune des transitions de z,, a
xh., ou de x], & T,41 ne soit admissible. Il s’ensuit que, pour tout n, 7" (z) €
IR, NOR,, . En effet, T"4)(x) est dans IR, . Si T™¢(x) appartient a 'intérieur
de R,,, il est dans P'intersection de cet intérieur et de TR, et, U'intersection étant
non vide,la transition est possible.

Traitons le cas ot ¢(x) est sur les bords stables de R, et Ry.

— Supposons qu’il existe n > 1 tel que T™)(x) est sur Uintérieur des bords
instables de R, et R, . La transition de z,_; & ), est alors admissible, ce
qui est impossible.

— Supposons qu’il existe n < —1 tel que T () est sur les bords instables de R,
et R, , alors la transition de x, a z],, est admissible, ce qui est impossible.

— Le seul cas envisageable est donc le cas ou pour tout n, T™i(x) est sur les
bords stables de R, et R, .

Notons S le compact réunion (finie) des bords stables de tous les parallélo-

grammes, de sorte que :
Y(x) e () T"S.
nez

En tant que réunion finie d’intersections strictement décroissantes de compacts
dont le diamétre tend vers 0, cette intersection est finie. Le cas ou ¢ (z) est sur les
bords instables de R;, et R,; est analogue.

Il n’y a donc qu'un enemble fini £ de points de T? pour lesquels on ne donne pas
de construction explicite de codage intermédiaire x”.

),
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Si z, 2’ sont deux points de X tels que ¥ (z) = ¥ (2’) ne soit pas dans £, montrons
que h(z) = h(z').

Par I'absurde, s'il existe a > 0 tel que |h(z) — h(z')| = a, alors comme f o6y =
fomou, ona:

exp(2imA(f 0 Oy(ox) — B)) = };f{;;)) _ f;((‘;;//))

Les quantités considérées étant de module 1, nous obtenons :
|h(0*2") — h(0*x)| = |h(c2") — h(oz)]|.
Plus généralement, on montre que pour tout entier n :
|h(c"2") — h(o™z)| = |h(2") — h(x)] = a.

Or le lemme précédent et la continuité de h assurent que |h(c™z') — h(c"z)| — 0
lorsque n — 400 ou lorsque n — —oo, ce qui est contradictoire. Ainsi on peut
factoriser h par ¢ sur T¢\ &, ou £ désigne I'ensemble donné par lemme précédent,
en posant :

grrane = hoy™.

Pour prolonger g en une application continue sur T¢, on va montrer qu’elle est
héldérienne, donc uniformément continue sur T4\ £.

Notons A le nombre maximal de parallélépipédes adjacents d’un parallélépipede
donné de la partition de Markov, et 0 le diamétre maximal d’un élément de cette
partition. Soit € > 0, et n € N tel que [|[M||"e < 0.

n

T

-0- 0 -———0-®

" N £ ¢
T " FiG. 1.1 - Utilisation de points intermédiaires
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Soient ¢ et ¢ deux points de T? \ &, tels que |€ — ¢'| < e. Soient x,2" € X tels
que & = ¢(x) et & = 1(2’). Nous allons introduire des points intermédiaires pour
majorer |g(§) — g(&')], a laide de leurs codages.

Parmi ’ensemble des points ¢ in T¢ tels que £ et ¢ sont sur la méme feuille stable
F5(Q), et tels que &' et ¢ sont sur la méme feuille instable F,({), on considére le point
¢" tel que € — &"| 4 | — £'| est minimale.

Notons R le nombre de parallélépipédes de la partition de Markov. Introduisons
ny points (1, ..., ¢y, avec N1 < R appartenant a 'intersection du segment stable
[T~7¢,T7"¢"] et du bord (instable) des parallélépipédes. Soient z{ un codage de
T et z,, un codage de T "¢". Pour ¢ allant de 1 & ny, ¢; admets deux codages z;
et 2} tels que z; coincides avec z;_; sur la coordonnée nulle. De plus, la propriété de
Markov nous assure qu’ils coincidentsur toutes les coordonnées positives. Comme
| M||"e < 6), pour i allant de 1 & ny, les points & = T™(; appartiennent au segment
stable [£,£"]. Pour i allant de 1 a n; les codages « décalés » y; = 0"z; et yi = 0”2}
sont deux codages de &; tels que ¥} et y;11 coincident sur {—n, ..., n}.

Posons &y = &, &,,+1 = £”. Comme précédemment, en travaillant cette fois avec
les images par 7™ du segment instable [”, £'], on construit ny points &, 12, - - 5 &nytng i1,
de codages respectifs .41 and ¥y, 11, Ynytnot1 and Yy, 400, avee np < R, de
sorte que, pour tout i compris entre ny + 1 et ny +ng + 1, y} et y;11 coincident sur
{—n,...,n}.

Considérons tout d’abord le cas particuler lorsque aucun des points &1, . . ., &y 4nyt2
n’appartient a &£.

La fonction h étant a-holderienne, on a

ni1+n2+1
9() =g < D 19(&) — 9G]
i=0
ni+n2+1
< Z g 0P (y;) — g0 Y(yir)]
i=1
ni1+no+1
= Z |h(yi) — h(yisn)|
i=1
< cp(ng +ng+2)27"
< (2R +2)27m.

Dans le cas ou certains de points &1, ..., &y, +ny,+2 appartiennent & £, on note dg
la distance minimale entre deux points de &, et I’on note v, le vecteur %
et vs le vecteur %ﬁ On remplace les points &5, ..., &y, +1 par les points & +
Uy - - 7€n1+1+vua et les pOintS £n1+37 s >€n1+n2+1 par les pOintS €n1+3+vu> s ;£n1+n2+1+

v,. La calcul avec ces nouveaux points qui ne sont pas dans € (quitte & multiplier v,
et v par une constante appatenant & ]0, 1[) pour des codages sont alors de la méme
forme que les précédents.
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—In|£—¢'|
In [ M]]

aln
On a donc montré que |g(§) —g(&)] < ¢ |E—¢'|m T , pour une constante

g, qui ne dépend que de h. Ceci montre que g est %—hélderienne.
e Etape 3 : I'équation exp(2iny(f — 3)) = % n’a pas de solution continue si f

n’est pas constante et vérifie (APF). On utilise les séries de Fourier, c.f. [Le 99b].
Supposons l'existence d’une solution g continue, 1-périodique. Il existe donc un
relévement continu ¢ tel que pour tout t,

glt) = e,
Par périodicité, il existe a € Z4, tel que
C(t+k) =)+ <a k> VkeZ
La fonction y : t — ((t)— < a,t > est 1-périodique. Pour k € Z% on a :

C(Mt)—((t) = x(Mt)+ <a,Mt>—x(t)— <a,t>
= Xx(Mt)—x(t)— < (M" =IDa,t>.

De l'égalité exp(2imy(f(t) — 3)) = exp(2in(¢(Mt) — ((t))), on déduit pour tout t
Iexistence d’un entier ¢; tel que :

V() = B) = x(Mt) + x(t)+ < (M = Da,t >= (.

Par continuité du membre de gauche et connexité, on en déduit qu’il existe un
entier ¢ tel que ¢ = ¢;, pour tout t. La fonction t — y(f(t) — 3) — x(Mt) + x(t) — ¢
est continue 1-périodique, donc bornée, ce qui implique (M —I)a = 0, et 1 n’étant
pas valeur propre de M, on en déduit que a = 0. Finalement yx(MT) — x(t) est
indépendant de (t,,1,...,t4), car f(t) I'est. En développant x en série de Fourier,

on obtient :

X(MT) —x(t) = Z e <R Mt _ Z ekt

k k
_ 2ir<k,t>
= E (C(MT)flk — ck)e .
k
Pour k n’appartenant pas au sous-espace V engendré par eq, ..., e, ), on a donc :

C(MT)flk — C = 0.

Soit ko € Z%\ {0}. Si Card{(M ")*ko,s € Z} NV < 1, la suite (c(psm)sk,)sez admet
au plus un saut, et comme elle doit décroitre a l'infini, elle doit étre nulle. Sinon, la
condition (APF) assure le résultat.
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4.2 Théoréme limite local et sous-variété instable

Remarquons que le résultat d’approximation 3.8 est valable quel que soit J entier.
Ceci va permettre d’obtenir un nouveau théoréme limite local sur la sous-variété
instable, en faisant dépendre J de n. Notons 6% ,u la mesure image de p par 0.

Lemme 4.5. Soit f une fonction a-héldérienne sur' V', 1-périodique, telle que \,.(f)
0, non constante vérifiant (APF), soit v €]0, 5[, et soit (¢,) une famille de fonctions

a-holdériennes sur V telle que pour tout m, on ait : ||cullee < 0| f|loo, In||Calla =

o(n|[f1])-

Alors o7 = p((f ©6)*) +2 Z u(foby.fobyoo®) est strictement positif, et pour
k>1

tout intervalle I C R, et une suite d’entiers (J(n))n>o vérifiant J(n) ~ nS, pour
n—- 00

un ¢ €]0,1—v[, on a :

O'f\/%e?}(n)’ulj, ({v eV,en(v) + if(Aiv) € ]}) — A\(I).

n—-+o0o

Preuve Soient I = [a,b] un intervalle de R et

-1
A(I,n):{xecho% Z GI}
D’apres le lemme 3.8, on a :
Va, {f(Ak0J7ux) — fo QJ(ka){ < Cf(CT]H—J)a = ke,

On en déduit que :

n—1 n—1 ’
k c alJ)y _ a(n7+J)
; of0(c'x) — ;fAGJu Sl—TO‘T =d'r

Soit € > 0. On note I = [a — £,b+ 5], et I. =[a+ 5,b— £]. Posons :

n—1
Bf(I,n,e) = {:CEX Cn o0z +Zf09J 0x)€]+}

=0

n—1
By (I,n,e) = {xEX,CnOHJ(m)‘I'ZfOQJ(O’ix)E]E_}.
i=0

Rappelons que fo#; = f o6y, pour tout J.

Il existe Jy tel que pour tout J > Jy, pour tout n, on ait :

5
0777_04(77, +J) <

3
5
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Pour n > ng, on obtient alors les inclusions :
B (I,n,e) C A(I,n) C Bi(I,n,e).

Soit & > 0. En se reportant a I’équation (I.17), on obtient 'existence d’une
constante Cj telle que pour tous x,y € X, on ait :

1050y (2) — 0500y (y)| < Car™ 7™M d(,y)".

Pour tous z,y € X, on a :

a

|cn 0 050y (@) = o 0 By (y)] < | 0 0500y (@) = €n 0 Os0) (W) |00 (2) = Oy (¥)]
d(x,y)o® - 1050y (@) = O30 ()| d(x, )

La fonction ¢, 0 0, : X — R est donc aa-holdérienne, et vérifie :

7] flloos
Car ™™ [eal, [0 5

||Cn o QJ(n)Hoo S

[en0bim]as <

Par hypothése, In||c,|lo = o(n| f|]). Comme J(n) = o(n), on en déduit que
I flen 0 05 llaa = O(J(n)) + I [|enlla = o(n][ f]lsc)-

En utilisant les lemmes 2.13 et 3.11, on obtient alors :

V2mnd’5 ({v e V,cn(v) + nif(Aiv) € Ij})

=0
—  V2mn(Bi(I,n.9)

3
—

r € X, c,00,(x)+ fOQJ(aix)elj}>

0

= 2 <{m€X,CnOQJ(x>+ foby(o'z) EIj})

%

= 2T

<.
I

3
|

Il
=)

AULS)

n—-+4o00o o'f

Ainsi il existe ng tel que pour tout n > ng :

A1)

£

of

\/%M(Bj(la n, 5)) B

€
< -
-2

Mais alors, quitte a diviser € par oy > 0, on a :

A(IF)

13

AUSNT)

of

<e.

V(B (o, 2) - 20| < [Vammu(s1(1n,0) - 202 4

of
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De méme, on montre qu’il existe n; tel que pour tout n > n; :

‘\/ﬁu(Bj(I,n,e)) _ A0 <e.
Of
Or :
VIm(AULn) =) € VB (1) - ) VBB (1n.e)) = )

Ainsi, pour n > max(ng,n;), on a :

|\/%«9f’}(n),u,u ({v €V, en(v) + nz_:f(Aiv) € I}) _AD

1=0

4.3 Théoréme limite local pour les sommes de Riesz-Raikov
associées 4 une « matrice de Pisot »

Dans cette partie, on montre que le TLL obtenu précédemment permet d’obtenir
un TLL sur le tore, lorsque 'on impose une condition sur J en fonction de n, en
comparant la mesure de Lebesgue sur le tore aux mesures 9}(n) LJHosur V.

4.4 Comparaison des sommes ergodiques pour des v égaux
modulo Z

Soit f : V — R holdérienne, 1-périodique et non constante vérifiant (APF). Soit
ke Z CV,et k|« sa norme infinie usuelle C; la constante de Holder de f. On
note toujours A = tMm~ 1.

Définition 4.6. Notons {-} la partie fractionnaire des réels. Une matrice M du type

1

précédent satisfait la condition (DE), si la matrice A= nMr~" vérifie :

max {(Ai)p’q} P 0. (DE)

1<p,q<r

Cette condition est en particulier réalisée lorsque M est une matrice compagnon
d’un nombre de Pisot unimodulaire.

Dans la suite, on suppose cette condition (DE) vérifiée.
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f%fw‘(v +E) = gfww PR+ if@% +E)
= ni: f(A(v+ k) + i f(A'(v) Z FA (v + k) — f(A))
— (R if(Ai(vD + 3 el
= R+ 3 I + Olelr™)

oit ¢,(v) = Y f(A'v) définit une fonction holdérienne dont on controle les normes

infinies et de Holder comme dans les hypothéses du lemme 4.5.
Soit I =|a, b[ un intervalle réel. Posons :

T (Kl m) = Ja—crlklIS " b+ cpl[Kl|%™ [
I (ko) = Ja+ ehll K27 b= egll &7 |

En notant V =V mod 1, on en déduit les deux inégalités :

({vEVcnv—i—k —1—231014Z ) € ]_(HkHoov”)})

i=n"

<\ ({UEVZ]” Al(v + k) € [})

A ({v eV, ealv+k)+ Y f(A(v) € I+(||k||oo,n)}> .

1=n"

IN

4.5 Théoréme limite local sur le tore

En reprenant le théoréme 4.5, pour une famille d’entiers (J(n)),>o adaptée, ces
estimations vont permettre de montrer le résultat suivant :

Théoréme 4.7. Soit M € SL(n,Z) une matrice hyperbolique vérifiant les conditions
(I1) et (DE). Soient r la dimension de son sous-espace propre associé & ses valeurs
propres de module supérieur & un, T la bijection associée (c.f. définition 1.2) et
A =rnMnr=t. Soit f une fonction a-holdérienne sur R”, 1-périodique, non constante,
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1
telle que /f dX\, = 0 et vérifiant (APF). Alors o7 = lim —/(Skf)2 d\, est

- k—+oo k
strictement positif et pour tout intervalle I C R, on a :

oV2mn\, ({v e [0, 1]r,nzf(Aiv) € 1}) — \D).

n—-400
1=0

1
Preuve Soit v < 7 et ¢ €]0,min(~y, 1 — 7)[. Fixons une suite d’entiers (J(n)),
vérifiant :

Jn) = ond); (I.21)

n—-+o0o

nn = o(J(n)). (1.22)

n—-+o0o

On rappelle (c.f. lemme 3.13) que pour tout J entier, H; désigne I’ensemble des
sommets k a coordonnées entiéres intervenant dans le découpage de Ky, ; en hyper-
cubes. Comme le diamétre de Ky, s est borné par c;A”; pour une constant ¢4 > 0, on
en déduit que pour k € Hy, ||k|| < ¢c4A7. Comme ¢ < 7, on a pour tout k € H ),

||k;||oc,7_om'y < C4Ao¢n<7_om'Y n—+00 0.
Notons

I Z]a;b[, I{ :]a—i—Cf kgl-[%i() ||/{3||O‘Tam; b— kagﬁ)f) ||k||a7'am[,

On dispose d’une suite (¢,)n,>1 d’identités approchées de la forme ¢,(.) =

n"p(n.).
Pour tout k € H j(,), on pose

ek,n - Spn * 1V0+k7
ou Vo = [0, 1[" et
n’—1
e RT=Rov— > (ek,n(v) + > f(Aw—k) - f(AZU)> -
k’EHJ(n) =0

Ainsi, comme ||, |0 < 17| f|lco €t [len]la < C, on déduit du lemme 4.5 que

n—1
orV2mn ) p({v €R, Z f(A) € I}) — (). (1.23)
i=0
n—1

Il reste & comparer le membre de gauche avec A.({v € Vj, Z f(A) € I}).
i=0



4.5. Théoréme limite local sur le tore 51

Pour cela, rappelons que, d’aprés la proposition 3.12, on a :

m

0 (bl = Zg“ Ly yma) = O ATTON Ky y.0),

a=1

ot Uon note Ky, jmya = 0smyu(lal) et go = (DL,)™!, pour 1 < a < m.

Notons R ;). I'ensemble Ky, ;) privé des parallélépipeédes ayant une intersec-
tion non vide avec 0Ky, j(n),a-

Notons H j(n),. I'ensemble des sommets inférieurs pour I'ordre lexicographique de
parallélépipedes contenus dans K7, Jn).ar

Pour k € Hym)a, s0it Upy = (Vo + k) \ (OVh + k + Bs(0,2(n))), ot e(n) = +
I'intérieur réduit de (n) de Vo + k.

Soit enfin Wy, = (Vo + k) \ Uy, le bord élargi de e(n) de Vy + k.

b

Fixons a € {1,...,m}. Nous avons :

MY € Kvmya / eale) + Y F(A) € 1))

= > MueVotk/ev) +if(Al'v) €l })

kEHJ(n),a

A0 € Raa [ enlv) + Y J(A) € 1)

n’—1
< Y Mve Ui/ ernlv +Z F(A (v = k) = f(A"))
k€EH 7(n),a
nY—1
+ ZfA’ +Z F(A (0 —k +ZfAlv— )€1}

+>\(UkeHl<n),aWk7n) + MRym)a)-

n—1
Comme, d’aprés (DE), Z(f(Aiv) — f(A(v—k))) < e¢; max ||k[|*T*"", on en

E,HJ(n) a

déduit :

—

n—

Mv € Kvmya / en(v) + ) f(A) € I })

i=0
n—1
< Y M €Uia / D f(AW) €T} + MUkerty ). Win) + AR sn).a)
kEHJ(n)ﬂ i=0
n—1
< Card(Hyma)M{v € Vo [ Y f(AW) € T}) + 2MUker, ). Win) + M Rs(n).a)-

=0
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Ainsi, en sommant sur a, on obtient :

3 0M{0 € Kvgora / enle) + Y S(A) € 1)

n—1

< > galCard(H ) M{v € Vo / Y f(A) € T}) + 2MUgert, ) s Win) + ARyl
a=1 =0
d’ou :
MpeVo/ Y f(Av)el}) > (1.24)
1=0

n—1 m
Ot ({v [ €n(v) + Y F(AD) € I;1) =D gal2MUker, ), Wien) + ARy a)]
=0 a=1

Z 9aCard(H j(n).a)

a=1

Par ailleurs, en utilisant le lemme 3.14 et la définition des W}, ,,, on obtient, pour
tout a :

(Card(HJ(n)@))_12)\(Uke')—(]<n>’aWk7n) + )\(Rj(n)ya)] = O(Ii‘](n) + 2€(n)). (1.25)
Les inégalités (1.23), (1.25) et (I1.25) donnent alors, pour n — 400 :

o VIIA(0 € Vi | 3 J(A) € 13) 2 (14 o(DAU) — VAO( + 22(a)).

(1.26)
En procédant de méme avec

|a an” |a omW[

IF =la—c¢; max |kl b—i—cf max Hk\

€HJ(n)

Y

on montre que, pour n — 400,

oI € Vi | Y f(A) € 1)) < (1 +o()A) + VO™ +22(n).
- (1.27)

Par construction,
Vne(n) =225 0.

En utilisant (4.5), on obtient également
\/ﬁ,i](") n=reo ).

Par encadrement, les majorations (1.26) et (I.27) fournissent le résultat. CJ
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1 Introduction et notations

Pour un automorphisme 74 du tore T%, d > 2, associé & une matrice A a coeffi-
cients entiers sans valeurs propres racines de I'unité, on sait que le théoréme limite
central (TLC) est vérifié pour les sommes ergodiques de fonctions f réguliéres,

N-1

Snf=>_ forh

k=0

Nous étudions ici la situation ou la suite des itérés d’un unique automorphisme
est remplacée par une suite de composés d’automorphismes.

Appelons systeme dynamique séquentiel une suite (7,,) de transformations non
singuliéres sur une espace probabilisé (X, A, m). L’étude sur des exemples du com-
portement asymptotique des sommes Z’f f(1k 071 -+ - omz), pour des fonctions f
définies sur X a été abordées dans plusieurs travaux. Dans le cas non inversible, ’ex-
emple des suites d’applications dilatantes de I'intervalle a été traité dans (JCROT]).
Une classe d’exemples d’applications inversibles peut étre construite de la facon
suivante.

Soit A et B deux matrices dans SI(d, Z).Considérons le systéme séquentiel obtenu
en choisissant une suite (7;,) avec 7,2 = Az mod 1, ou 7,2 = Bx mod 1,

La question se pose de la décroissance exponentielle de la décorrélation ({f o
Tk O Tk—1 -+ - 07Ty, f)), pour une fonction f holdérienne, et d’un théoréme de la limite
centrale pour le systéme séquentiel (cf. Open questions in Contemp. Math., vol.
430 (2007)). Nous nous proposons ici de traiter quelques exemples ol une réponse

positive peut étre apportée a cette question, sous certaines conditions portant sur
Aet B.

Etant données deux matrices A et B de SL(d,Z), & une suite (A;);en & valeurs
dans {A, B}, nous associons donc la suite (7;);cy d’automorphismes du tore T¢ définis
par :

70 T4 — T4 2+ Alz mod 1.

(Nous définissons ces applications a I’aide de matrices transposées, afin de sim-
plifier par la suite 1’écriture des développements en série de Fourier.)

Pour une fonction f : T¢ — R, nous étudions le comportement asymptotique en
loi des sommes :

N-1
Snf =Y f(me.7.). (IL.1)
k=0

Nous commencons en section 2 par établir une propriété de décorrélation sous
une condition de dilatation portant sur I'action sur Z?. En section 3 nous donnons
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des conditions suffisantes qui assurent I'approximation par une loi normale de la
loi des sommes normalisées mSNf. La méthode repose sur la notion de systéme
multiplicatif développée notamment par Komlos [Kom73]. Nous nous inspirons de
son application par B. Petit [Pet92]. Dans les sections 5 et 6, des exemples de
situations pour lesquelles ces conditions sont satisfaites sont présentés. Nous donnons
des exemples dans le cas stationaire ot un théoréme central limite peut étre obtenu
presque stirement en w ("quenched" CLT).

Notations
Soit d un entier > 2. La norme || - || est définie sur R? par

|z|| = max |z, z € R%
1<i<d

La mesure de Lebesgue sur T¢ est notée A (ou dt). Elle est invariante par les auto-
morphismes du tore. Les caractéres du tore T?, t — >t n = (ny,...,ng) € Z9,
sont notés x(n,t).

L’action sur les caractéres d’'un produit d’automorphismes 7;...7;, 7 > 1, cor-
respond a l'action sur les caractéres des matrices définissant les automorphismes
composées a droite. Pour ¢ < j entiers, nous noterons

Al = A AL (IL.2)

(2

Définissons la norme de Hélder de degré o d’une fonction f holdérienne de degré

|f(z) = f(y)l
d(z,y)>

Notons HY 'ensemble des fonctions héldériennes de degré o sur le tore.

« sur le tore par

1flle = 1flloc + sup
TFY

Pour h € L2(T% \), les coefficients de Fourier de h sont notés (h(n),n € Z4).
Etant donné o > 0, on définit :

|2llFa = sup (Iﬁ(n)l 11 (1+\ni\)a>, (I1.3)

neZ4\{0} i=1,...d
FO = {h e LX(T%, \) - /Td hd\=0et ||hllrq < oo}. (I1.4)
Nous avons donc, par définition de ||h]| £, pour h € F2 :
()| < |Bllza [] @+ 1)~ Yo = (na,....,na) € Z*\ {0}, (IL.5)
i=1,...,d

et FQ est un espace vectoriel normé pour la norme || || 7. Cet espace contient I'espace
H? des fonctions holdériennes de degré o de moyenne nulle.
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Proposition 1.1. Pour o > %, il existe une constante K(«) > 0 telle que, pour

tout D > 1 et toute fonction h € F :

> 1hm)]* < K(a)|h]F, D2 (IL.6)
[nl>D
En, particulier nous avons pour toute fonction h € F2 : ||h]ls < K2(a)||h|a.

Preuve Rappelons que ||n|| = maxj<i<q|n;|, pour n = (ni,...,ny). Noto|ns i(n)
un entier tel que |n;)| = max{|n;|,1 <4 < d}.

Nous avons :
ShmP < hlF. Y. T @+
In||>D [nl|=D i=1,...d
< RlE e 3010+ i) U+ )72 T 0+ )
[nl|>D 1<i<d,i#i(n)
1 —(a+1 —2a
< ||h||mD — > [ T )]
||n||>D 1<i<d,i#i(n)
< |h HM D | EEER st
nEZd\{O} 1<i<d
1 1 2a+1 1
< hll2 —— .
S > e D) < hlFa(G—7)" 1

* kezd\{0}

U
Dans les paragraphes 2, 3, 4, 5 c’est I'espace F0 qui est utilisé. Il a I'avantage

de permettre une présentation simple des méthodes et des calculs lorsque a > 1/2.
Au paragraphe 6, la méthode est reprise dans le cas des produits aléatoires de
matrices avec espace HC. On utilise alors la convolution pour se ramener au cas
des polynomes trigonométriques (aucune condition sur o > 0 n’est nécessaire).

2 Décorrélation et variance
2.1 Décorrélation
Condition 2.1. Il existe des constantes C' > 0, 0 > 0 et A > 1 telles que
Vi < j, Vp € Z\A{0}, | Alpll = Clpll N .
Dans les exemples, le facteur ||p||=° est li¢ & un temps d’entrée logarithmique

dans un cone dilatant des itérés des vecteurs a coordonnées entiéres non nuls sous
'action des produits A7.

—2&]
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Notons que la condition 2.1 entraine, d’apreés le choix de la norme || ||, I'inégalité :

Vi< j, Vpe Z\{0}, T] [L+1(Alpl] = Cllpll - ¥,

k=1,...d

Montrons qu’elle implique une propriété de mélange exponentiel sur les fonctions
appartenant a F0.

Proposition 2.2. (Inégalité de mélange) Soit (A;)i>1 une suite de SL(d,Z) vérifiant
la condition 2.1. Pour tout o > % 5, il existe des constantes Co, > 0 et ko €]0, 1] telles
que pour toutes fonctions ¥, ¢ € .7:2 :

vi,i €N, y G)(Tite- - Tita t)dt‘ < Calllll2llgll 7o + 1| £alloll2] - (ILT)

Preuve : Rappelons la notation (I1.2) : Azﬁ Aip1... Ay, pour £,i > 0. Nous
avons :

SOV (TiprTia ) At = Y > (n)h(m) / (n — Aitm t)dt

d
T n#0 m#0

=2 2

m#0 n:Aﬁi?m

Soit D > 1. Nous pouvons écrire

[ 0T ] < 3 A )] = (1) + (2.

m7#0

avec (1) := 30 <p [S(ATTIM)| [ (m)] et (2) = 300 p [S(ATHImM)| [ (m)].

Utilisons la condition 2.1 et notons qu’il y a 2¢D? d-uples entiers m intervenant
dans Pexpression (1). Nous avons :

( )< ||77Z)|| ||¢||.’Fa Z H 1+| AH_Z ) |)a S 2d 9 g Dd+a6 )\_fa'

m||<D j=1 i1

La somme Z |¢(AZ+1m)| est majorée par y_ . (A “Hm)|? qui est égale a
, Papplication m — A"{m étant une bijection de Z%. D’autre part,
8||2, Vapplicati A b de Z4. D’

2a+1)d 1
20— 17 pa—-3°

Y Wm)P < 93

[m|I>D

Nous avons donc pour une constante K, la majoration :

_l(a—1
(2) < Kol ¥l 7o 6]l D7272),
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ta a(a—3)
1 1 . - 1
Prenons D = \@r+z(e=2) Soit K, la constante \ 2*tedte=2 €]0, 1.

Nous obtenons une décroissance exponentielle :

y SO Y(TireTin )dt) < [ClIY N2 9ll7a + Kol ra 6ll] w.

O

2.2 Variance

Une étape préalable a la preuve du théoréme limite central est d’assurer un
controle de la variance.

Notations 2.3. Soit (7;) une suite d’automorphismes du tore. Notons, pour toute
fonction de carré intégrable f : T — R, pour N > 1 :

Svf(t) = D f--mt),

() =y [ ISP

Dans le cas ol (7...71) est la suite (7%) des puissances d’un unique automor-
phisme ergodique, cette suite a une limite (variance asymptotique) pour toute fonc-
tion réguliére. Montrons que, sous la condition 2.1, la suite (o3 (f))n>1 est bornée :

Lemme 2.4. Soit (7;) une suite d’automorphismes vérifiant la condition 2.1. Pour

a > %, il existe une constante C(a) telle que, pour toute fonction f € FO :

o (f) < C@)| flloll fllas VN > 1. (IL8)
Plus généralement, pour tout M > 1 et tout bloc [M, M + L — 1] de longueur L > 1,

nous avons :
M+L-1

/I Z fajmt)]? dt < C(a)||fllallflloL- (IL.9)

Preuve Soient K = K, et k = k() donnés par la proposition 2.2. Nous avons :

N—-1
ISvflls = Yo Ifem)lz+2 Y /f(Tk...ﬁt)f(Tk,...Tlt)dt
k=0

0<k<k'<N-1
N—1N—-1—r
= NifE2Y Y / FOf (rrn - 7ea D)
r=1 (=0
N—1
< NIFIB+2 (N = DK Flallf "
r=1
<

K
N (W78 + 20211l )
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L’inégalité (I1.9) résulte d’un calcul analogue.

Equidistribution des suites (74 -« 712)k>1

Dans le cas d’une seule transformation ergodique, le théoréme de Birkhoff im-
plique la loi forte des grands nombres pour les fonctions intégrables. Dans la situation
traitée ici, nous avons également une loi forte des grands nombres pour les fonctions
régulieres.

Rappelons le lemme classique suivant :

Lemme 2.5. Si (Z,),>1 est une suite de variables aléatoires centrées de carré inte-
grable telle que |E(ZyZy10)| < €0, Vk, 0 > 1, ot (,) est une suite de réels sommable,
la loi des grands nombres est vérifiée par la suite (Z,).

Ceci implique :

Proposition 2.6. Soit (7;) une suite d’automorphismes vérifiant la condition 2.1.
Pour toute fonction f € F°, pour A\-p.p. ,

1 n
limEZf(Tk---Tlx) = 0.
k=1

Preuve Nous appliquons le lemme précédent & Z,, = f(7, - - - 71.). La proposition
2.2 assure la décorrélation de la suite (Z,) :

|E(ZkZrie)] = | Tdf(Tk"'Tlt) f(Trge---mit) dt|

= | Tdf(t) f(Tere - Tiat) dt] < Clloll2]| ]l 7.0 K-

Une conséquence est que, pour A-presque tout z, la suite (7,---712),>1 est
équidistribuée dans le tore T¢.

3 Théoréme limite central

3.1 Condition de séparation des fréquences

Nous supposerons vérifiée la condition suivante :

Condition 3.1. Il existe des constantes Cy,c,vy, C7 > 0, v > 1, telles que, pour
tout p € Z4\ {0}, tout £ > 1, tout r > 1, on ait

”A?-rpn > Cl’YT_Clong”“A{”- (I1.10)
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Notons que la condition 3.1 porte sur la suite (AY), alors que la condition de
dilatation 2.1 porte sur les "blocs" AJ. Nous I’établirons par la suite pour certaines
familles d’exemples.

Proposition 3.2. Sous la condition 3.1, pour tout réel D > 1, il existe une constante
p(D) > 1 pour laquelle les propriétés suivantes sont satisfaites :

1) Pour tout entier s > 1, pour toute suite croissante de s entiers, {1 < ly < ... <
ls vérifiant ;11 > ;4 p(D), j =1,...,s — 1, pour toute famille py,ps,...,ps € Z°
telle que ps # 0 et ||p;|| < D pour j =1, ..., s, nous avons :

> Ayp; #0. (IL11)
j=1

2) Pour tout entier s > 1, pour toute suite croissante de 2s entiers, {1 < (] <
by < by < ... < Ly < L vérifiant Uiy > O+ p(D), pour j = 1,...,5s — 1, pour
toutes familles py,pa,....,ps et pi,py,....p. € Z2 telles que Aﬁgpg + Abp, # 0 et
Pl 1751l < D pour j =1,...,s, nous avons :

s

e, ’
> IAVD; + AYp] #0. (11.12)

Jj=1
Preuve Montrons la deuxiéme propriété, dont la premiére est un cas particulier.

1 :
Supposons qu’on ait y 7, [A/p] + A?pj] = 0. On a alors :

s—1
ez , e 2z
Appl + A%ps = Z[Afp; + Ay pjl.

j=1
La condition 3.1 va permettre d’appliquer des majorations du type :

7 7 - —Ws—¢£;)Tcln||gs s
1AV DIl < DAY || < Oyt Dy~ rtrveimlel Afg ),

pour gs € Z¢ et |p;|| < D, et d’obtenir une contradiction en utilisant I'existence
d’un "gap" entres les ¢;.

Distinguons deux cas :

1) Cas ou ¢, — {5 est petit : 0 < 0 — l; < py

Posons ¢5 = Aﬁlzﬂp’s + ps. C’est par hypothése un élément non nul de Z% et sa
norme est majorée par 2D max([|A[], || B||)**. Soit Cy = Inmax(||A|], ||B]|). D’aprés
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(3.1), nous avons la majoration :

|ATH, + Afpall = [[ALql

s—1

S Cl—lD[Z ,y—(fs—f;)—i-cmHQSH

=1
Atgl| [Z e “+Zv

Arasll]

< C’ 1D701nllqsll

7=1
s—1
< 401—1D27002P1 [Z 7—jp(D))] HA%QSH
j=1
4
< DZ")/CCQPI ”Al qSH

Ci(1— 'Y*p(D))

2) Cas ou ¢, — { est grand.

Notons que I'on peut supposer que p, # 0, car dans le cas contraire on aurait
ps # 0 et on raisonnerait en majorant || A% p,].

Nous pouvons majorer de la fagon suivante :

s—1
Z/ —(p_yp. 12 é’
A+ 3y eIl

j=1

s—1
ATl < 1AL Rl + CriD[Y |y GG et
j=1

< Cy 1D701HHPSH

s—1
AP Iy +Zv Ty )
j=1
- cln D— - s - clnD— £
< CTIDpym P 4 2y D) | AT ps|| < Cr'D[ye P 42 [ Aypl]l.

Choisissons p; tel que Cp D[y P=r1 2] < 1, puis p(D) tel que

D2~ C2m—p(D) 1.
Gt =)

Le facteur de ||A%¢q|| a droite dans le premier cas est < 1 et le facteur de
HA1 pL|| & droite dans le deuxiéme cas est < 1. Dans les deux cas nous obtenons une
contradiction. o

La proposition permet d’obtenir des propriétés de multiplicativité. Par exemple,
la propriété 1) dans la proposition 3.2 implique :

Propriété 3.3. Si g est un polynome trigonométrique tel que §(p) = 0 pour ||p|| >
D, sily <y < ...< Uy est une suite croissante d’entiers telle que {;+1 > {; 4 p(D)
pour j =1,....,s — 1, alors

/Hg ..mt) dt = 0.



3.2. Application d’un critére de Komlos 63

Nous examinons maintenant le TCL pour les sommes S,

3.2 Application d’un critére de Komlos

Dans cette partie, le résultat que I'on va établir repose sur la notion de systéme
multiplicatif (voir Komlos [Kom73| pour cette notion). Il s’inspire de la méthode
utilisée par B. Petit |Pet92|. Nous donnons une forme quantitative de ce résultat en
terme d’estimation de la fonction caractéristique pour un systéme multiplicatif. La
preuve est donnée en section 7.

Lemme 3.4. Soient u un entier > 1, (Cx)o<k<u—1 une famille de u variables aléa-
toires réelles, a un réel > 0. Notons, pour x € R :

u—1 u—1

Z(x) = exp(ingk), Qz) = H(l +ix(y),
k=0 k=0
u—1
Y o= ) G 0= max |Gl

k=0

Nous avons alors, pour une constante C, pour x tel que |x|d < 1,
—laz 1
E[Z(2)] — 74| < Culal*6* + S22 Q@)Y — alls + 11— E[Q()], (IL13)

et, pour x tel que |z|d <1 et |z|||]Y —al|3 <1,
E[Z(2)] — e 2| < Culal'8® + (3+ 2672 Q@) [l2) |21V — all§ +e™2%°[1 — E[Q(x)|[L1.14)
Dans le cas ou E[Q(z)] = 1,Vx, le majorant se réduit a :

Cu |z)*6° + (3 +2 e 20 1Q(x)]|2) ||| — a|3. (I.15)

Remplacement de S,, par une somme "a trous"
Pour appliquer le lemme 3.4, nous remplacons les sommes S,, par une somme de
blocs séparés par un intervalle de longueur A.

Soit 5 un réel €]0, 1] que I'on précisera plus loin, A un entier > 1 que l'on prendra
A > p(D), ou p(D) est le "gap" défini plus haut dans la proposition 3.2.

Posons (pour n suffisamment grand)
w, =0, v, = [nfwn], un = [n/vn], (I1.16)

Ly = kvn, Rypn = (k+1)v, — A, (I1.17)
Iin = [Lin, Rinl, pour 0 <k <wu, — 1. (I1.18)
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Dans la suite, on considére un polynome trigonométrique a valeurs réelles. Nous
remplacons la somme S, ( g g(7¢...71t) par la somme "a trous"
=1

Up—1

V(1) =) Ten(t), (I1.19)

avec
Tin(t) = Z g(1p...11t). (I1.20)
Ly n<€<Rpn
On a donc effectué un découpage de lintervalle [1,n] en u, blocs de longueur
vpn. Le nombre de blocs est & peu prés égal a w,, = n'= et leur longueur & peu prés
égale a nf.
Les entiers Ly, et Ry, sont respectivement les extrémités gauches et droites des
blocs et les blocs sont séparés par un intervalle de longueur A.

Le tableau de v.a. (T},,) forme un systéme multiplicatif.

Expression de |1}, (t)[?

Ten®)? = (D2 D a)x(ATY,1)( (—Aip,1))
Vel , p'ezd el peZ‘i
= > Y a@)alpx(Alp — Alp,t)
p,p'€Z4 LU ElL ,
= Opp + Win(),
avec .
o= [MalPd = 3 50050 Y Ligyay
p,p' €Z4 Z,K’lem
Wint) = > 30)ap) > XAl - Afpt).
p,p €Ll L0 ETy AV £ ALD

Application du lemme 3.4

Nous appliquons le lemme 3.4 au tableau de v.a. (T},,0 < k < u, — 1). Avec
les notations du lemme, nous avons donc, pour un n fixé : u = u, et, pour k =
0,...,uy, — 1,

Up—1

G = Tygp, Y =Y, =

=0
a = a,=E(Y,) = Z i
k

Y
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Pour appliquer le lemme (3.4), nous majorons sucessivement les quantités inter-

venant dans U'inégalité (I1.13).

1) Majoration de u,d,
Nous avons

Und,, = w, _max [ Thnll2, < Cn' =038 = Cn' 29,

2) Montrons que E[Q,(z)] =
L’expression de Q,(z) = Q, ( ) (la variable d’intégration étant t) est ici

Up—1

Qu(t,x) = [] (1 +iaTia(t)). (11.21)

k=0
En développant le produit, nous obtenons :
Qu(t,x) =14 (iz)° > | 0
s=1 0<ky <-<ks<up—1 j=1
Les produits [];_, Ty, .(t) sont des combinaisons d’expressionss de la forme :
s L
X(2j=1 AU'pjy 1), avece £ € Iy et |[p;|| < D.

La propriété 1 de la proposition 3.2 implique Z;=1 Aijpj #0,d’ou: / H Ty (t)dt =

0.
3) Majoration de ||Y,, — anl|2
De facon générale, soient Uy, ..., U, des v.a.r. de carré intégrable telles que
E[(Uy —EU)(Uy —EUp)] =0,V1 <k <k <L,
alors

1D Ui=> EUl; = > EUZ— () _EU)
k k k k

< Y EUR < L max || Uy | max E(| Uy ).
k

Nous appliquons cette majoration a Uy = (Ty,,)? et L = u,, (en notant que T,in =
cr,%’n + Wi et que nous avons l'orthogonalité : fWk7an/7ndt =0,1<k<k <u,
(cas particulier a l'ordre 2 du raisonnement du point 4)).

En utilisant des majorations “grossiéres” de || Ty ||% et de || Tk, ||3, elle implique :

H ZTlin - Zo—z,nug g CC,HQH2HgHaunv721 mkaxo—lg,n = C”n1+ﬁ mkaX O—Iz,n'
k
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Nous avons donc pour une constante C' :
1
z|||Y, — an, < z|n =S maxog. . 11.22
2 X kn
4) Magjoration de E|Q,(x)|*

C’est, le point principal de la preuve. Nous avons :

Up—1 Up—1
Qn(z, ) = [+ 2°1Ten®)P) = J] 1 +2%0%,, + 2°Win(t)] (11.23)
k=0 k=0
Up—1 Up—1 SL’2
= 1+ 2?0} 1+ ——Win(t 11.24
[L1+atot,) 1L+ gy Wen (o) (11.24)

Nous allons montrer que l'intégrale en ¢ du deuxiéme terme est égale a 1. Le
premier facteur dans (I1.24) est constant et la majoration 14y < e¥,Vy > 0, fournit

la majoration :
Unp—1

2 un—1 2
[T11+a%7,] < et vhn = e,
k=0
ce qui entraine la majoration :

/|Qn(;1:,t)|2 dt < o

Il reste & montrer que

Unp—1 2
i
14+ ———Wi,(t)] dt = 1.
/H[ T a2z Wan )

En le développant, on obtient que le produit est de la forme

1+ UZ > Cu(®).Cr(),

s=1 0<ki<...ks<un

ou Ck(t) = 1+x2 —5 5 Wk‘n( )

Les produits Wkl (t)...Wk,(t) sont des combinaisons linéaires d’expressions de la
forme

S
2. £;
X(Z[Aljp; - Aljpj]a t)v

j=1
1% ; . . .
ou Uy, U € Iy, ny AYD # A?pj, J = 1,..,s (cf. notation (IL.18)) et les p;, p;, qui
correspondent aux termes non nuls du polynéme trigonométrique g, sont des vecteurs

entiers de norme < D.

Le choix du "gap" dans la définition des intervalles I, , assure par la proposition

3.2 que > 5, Aijp;- — Afjpj # 0 et donc l'intégrale du deuxiéme facteur dans (I1.24)
se réduit a 1.
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3.3 Majoration de \E[emllnglb] — e—%“‘Q\

Nous rassemblons les majorations obtenues précédemment. En changeant les no-
tations, notons maintenant S!, = Zk T} » les sommes avec trous et S, les sommes
> 1 g(Tg...1x). Les majorations des quantités intervenant dans I'inégalité (3.4) con-
cerne les sommes S),.

Majoration de ’erreur dans le remplacement de 5,, par S,

Up—1

1S, — SLI3 = / Y g

k=0 Rk,n<€§Lk+l,n

Up—1

— Z/| Z g(1e...71t)|? dt

Rk,n<e§Lk+l,n

+2 Z / Z g(1p...1it) Z g(1p...1t) dt.

0<k<k'<un—1 Ry n<€<Lgi1,n Rklynd’ng/Hm

Les intervalles de sommation sont de longueur A. La deuxiéme somme dans
I’expression précédente est nulle d’aprés la propriété 3.3. Dans la premiére somme
chaque intégrale est majorée par C||g|l2||g]laA? (par C||gll2||gllaQ sous la condition
2.1 cf. (I1.9)). Ceci implique, pour un A fixe :

15, = Sills < Cligllall flla A% up < C'n'77. (I1.25)
Ceci implique :
1-8 _
115113 = 1SR M31 < 201Sull2llSn = Splla + [1Sn = Sulls < CllISullan = + n'~%)(11.26)

. . o
D’autre part, soient Z,(x) = ¢ Z!(z) = €. Nous avons :

E[Z,(2) = Z),(2)]] < E[|1 = e =50|] < |2[E[|S, — Sy [] < [2][[Sn = Sy 12
d’ou :
E[Z(2) — Z.(2)]| < Cla|n 2. (I11.27)

D’apres I'inégalité (I1.27), le lemme 3.4 (inégalité (I1.15)), les inégalités (I1.26)
et (I1.22), nous obtenons :

|]E[eim5n] . 67%“571”%:22 |

< ’E[eixsn] o E[@iz‘%” + |E[€ix57,1] _ 6—%anx2‘ i ‘6—%(1”302 . 6_%||Sn||§x2‘
. . “law 1 1
<[] — B[] + |2 Pund) + (34272 [[Q(@)2) 2]V — al|3 + 52 an = [1Sll3]
_ 1 _
< C’[|x|n¥ + |z Pntt? 4 |x\n% m’?xa,in + |x|2||Sn||2n¥ + |2 *nt=7].
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Remplagons maintenant = par z||S,||;*. Nous obtenons :

|E[e”7nssn"n2] — e 2"
1-83 5 1
CllzlllSallz In = + [aPl1Sullz*n' ™ + [2[]|Sully 'n mgxai,n
Hal?1Sallz "0 + o] Sally 7).
1
Avec la majoration de o, en ng, il en résulte :
B ] - o5
— 1-8 1438
< Cllel|Sally n"= +!$\ 19l 2" 27 4 |][| S| '
1—
Hal21Sullz'n = + |22 Sall5 207, (I1.28)
Si on suppose que ||S,||2 > Cn, on obtient :
E[e°TonT] — e~ 57|
< Cllafn™ " 4 a2 g
N e P Gl (11.29)

3.4 Approximation par une loi normale

Inégalité de Esseen
Si X,Y sont deux v.a.r. definies sur un méme espace probabilisé, on définit leur
distance en loi par :

d(X,Y)=sup |P(X <z)—-P(Y <x)|.

z€eR
Soit Hxy(z) = [E(e™*) — E(e™)|. Choisissons pour Y une v.a. Y, de loi
N(0,0?%) (la densité en = de Y, s’écrit #ﬂe = , sa fonction caractéristique e~ 27°%%).

Rappelons l'inégalité suivante (cf. Feller, An introduction to probability theory
and its application, p. 512) : si 'espérance de X tend vers zéro et si la différence des
fonctions de répartition des lois de X et de Y tend vers zéro +oo, alors pour tout

U >0,
d:L‘ 24 1 1
d(X,Y,) < H
/ xr( 7TJ\/27TU

x|, ce qui permet de majorer d(X,Y]) par

5
C 1
il v e

OH a |HX7Yon| S Zi:l n_%
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Pour optimiser le choix de U = U,,, posons U,, = n” avec 7 = min;

Yi
a;+1°
Ceci fournit la majoration

S,

d _”7
NP

YI) S CTL_’Y.

D’apreés 'inégalité (I1.29), il suffit de calculer

B—1+25 —28—1+35 —38—1+45 B—1+25 ﬁ—1+25)
i 4 ’ 8 6 3
261 381445 B—1+2
3 : +357 33 : + 5’5 6+ 5>. (11.30)

v = min(

= min(

Pour § = % on obtient :

o A+l 35+1 50 —48+1 [0
’Y—Hlll'l( 8 ’ ) ’6)_m1n( 8 a6>

3
167

1
d’ordre n~32. On a donc :

En posant g = on obtient v = % Ceci donne une vitesse de convergence

Théoréeme 3.5. Supposons les conditions 2.1 et 3.1 vérifiées, et supposons qu’il
eziste un entier ng et une constante Cy > 0 tels que pour tout n > ng, ||S,|| > Cin=.
Alors il existe une constante C, telle que :

S

d _”’
ok

Y1) < Cn™%,¥n > no. (I1.31)

Les résultats précédents peuvent étre utilisés lorsque 1’on sait que la limite de
n~2 ||S,||2 existe et est non nulle (se reporter au cas stationnaire, ci-aprés) : la suite
(n"2 Sp)p>1 converge alors en loi vers la loi normale N(0,1) avec une vitesse de
convergence donnée par (II1.31).

On peut aussi obtenir une vitesse de convergence d’ordreW n=?, pour un § > 0,
pour une sous-suite, a condition que la variance ||S,, ||2 soit suffisamment grande :
Le long d’une sous-suite (ny) telle que ||.S,, ||2 > C1nd, avec § > 3/7, la sous-suite
des sommes renormalisées ||:S,,, |35, converge en loi vers la loi normale N(0,1).
En effet, dans (I1.30), pour obtenir v > 0, il suffit de vérifier les inégalités :

—26—-1430>0, -33—-1+40>0, B—1+20>0.

soit encore :
30 —1 46 —1 _3(5—1

» )
2 3 2
Pour § > % et 3= %, on obtient v > 0.

1—20 < < min(

Dans les résultats ci-dessus, on étudie le cas des polynémes trigonométriques. En
utilisant une approximation, on peut les étendre au cas des fonctions holdériennes.
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Ceci sera détaillé au paragraphe 6, lorsque les choix de A et B sont indépendants.
Nous nous contentons ici d’exprimer ’approximation en termes de variance.

Soit f une fonction de F° (o > %) Pour un entier D, écrivons f = gp + hp, ou
gp est le polynome trigonometrique suivant gp(t) = >, .<p f(R)x(n,0).

Ona Sy f = Sygp+Snhp, avec hp(n) = 0, pour ||n|| < D et supposons vérifice
la condition 2.1 :

ox(hp) < Clhpll2llbplle < Clhpll2|lf o

On obtient :

lon(f) = onlgn)] < on(hp) < VT flla € Y If())F — 0, when D — oo.

n:||n||>D

(I1.32)

4 Le cas stationnaire

Nous étudions dans cette section la situation ou la suite est engendrée par un
processus stationnaire. Dans ce cas on peut obtenir une information sur la non nullité
presque stre de la variance. La stationarité est exprimée a ’aide du formalisme des
produits gauches.

4.1 Ergodicité, décorrélation globale

Considérons deux matrices A et B dans Si(d,Z).

Notations 4.1. Considérons un systéme dynamique (€2, i, 6), ot 6 est une trans-
formation mesurable et inversible sur 'espace probabilisé (€2, 1) et pour laquelle p
est invariante. On suppose que le systéme est ergodique. Notons X = TY, et 74, 7p
les automorphismes de X associés a A et B. L’espace produit €2 x X est muni de la
mesure produit v := pu X A.

Soient w — A(w) une application mesurable de Q vers {A, B}, et 7 'application
w — T(w) = Taw) € {7a,7}. Le produit gauche 6, on  x X est défini par

0, Ax X - QxX; (w,t)— (Qw,7(w)t).

Soit F appartenant a L2(Q x X) et, pour tout p € Z¢, notons F,(w),p € Z* son
coefficient de Fourier coefficient d’ordre p dans le développement en la variable ¢. F
peut s’écrire :

Flw,t) =) Fpw)x(p1),

peZ
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avec Y cza [ 1Fp(W)|* dp(w) < oo.
Pour £ > 1,1 < j, w € ), notons

r(k,w) = 70" 'w)...7(w),
Allw) = A0W)AOT W) A(Gw)

et, pour f € L*(X,R),

3

Sulw, )(t) := ) f(r(k,w)t).

k=1

En écrivant f(w,t) = f(t), on obtient :

f(@f(w,t)) = Z fm(ekw)X(mvT(k>w)t) = Z fm(gkw)X(Alf(w)mvt)

mezd meze

Désignons par F2(2) 'espace des fonctions
FOQ) = {F € L2 x T%v) : Fy =0 pu pp. et sup | F(w, )| ra < oo}. (I1.33)
Ainsi pour F € F2(Q), en notant || F|| £ := sup, || F(w,.)||£.a, on a :

IF @) < [ Fllra [T L+ Ipi) ™ Vo € Q,¥p = (p1, ... pa) € Z2.

Le décorrelation exponentielle sera une conséquence de la condition suivante, qui est
la version uniforme de la condition 2.1 sur tous les produits possibles de matrices
prises dans I'ensemble {A, B}.

Condition 4.2. Il existe des constantes C' > 0, d > 0 et A > 1 telles que

Vr > 1,¥(iy, i) € {0,137, Vp € ZN\ {0}, [|Ai, .. As.p]| = Cllp[ A"

Proposition 4.3. Sous la condition 4.2, le systéeme (2x X, 0., u®X) est mélangeant
sur orthogonal des fonctions ne dépendant que de la coordonnée w. Le mélange a
lieu a vitesse exponentielle sur lespace FO. En particulier, si (2, u,0) est ergodique,
alors le systeme dynamique (2 X X, 0., 1 ® \) est ergodique.

Preuve Soit D un réel > 1 et considérons des polynomes trigonométriques F, G
de L*(QxX), avec F(w,t) = 32 p1<p Fp(W)x(p, 1), G(w, ) = 320 p1<p Gp(@)x(p: 1)
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Supposons d’abord que les coefficients de Fourier F,(w) de F' sont nuls pour tout
w et tout p tels que [[p]| > D. On a :

(Fof" F), = // ZF (0"w) x (AT (w)p, t ZG )) dt dp(w)
- Z// (0"w) X (AT (w)p, t ZG ) dt dp(w)
= 3 [ BEWDGE) Ly, dufe)

D’apreés la condition 4.2 il existe une constante C| ne dépendant pas de D telle
que At (w)p # q, pour n > C1In D. On a donc (F o 6?, F) =0, pour n > C;InD.

Supposons maintenant que F appartient a F2(Q), a > %, et écrivons F' =
Fp+ F — Fp, ot Fp(w,t) = >, <p Fp(w)x(p,t). En posant D = exp(Cy'n) et

en utilisant I'inégalité de laproposition 1.1, on obtient une vitesse exponentielle de

décorrelation pour les fonctions de F2(€2), a > 1.

Par un argument de densité, ceci montre que lim,(F o 07 F), = 0 pour F
appartenant a L2(v) orthogonale aux fonctions qui ne dépendent que de w. Si le
systéme (€2, p1, 0) est ergodique, ceci implique 'ergodicité du systéme.

Dans toute la suite de cette section nous supposons vérifiée la condition 4.2.

Nous allons montrer que, pour presque tout w, la suite (n=2[S,(w, f)||2), con-
verge vers une limite et étudier le cas ou cette limite est nulle. Remarquons que la
norme ||.Sy,(w, f)||2 est calculée relativement a la variable ¢, w étant fixé.

Proposition 4.4. Pour tout f € F2(T?), pour u-presque tout w € 2, la suite
(n~2||Sn(w, f)ll2) admet une limite o2(f) ne dépendant pas de w.

De plus o*(f) = 0, si et seulement si f est solution de l’équation de cobord
suivante :

3h € L*(v), pour p.t. t € T f(t) = h(Ow, T(w)t) — h(w, ). (I1.34)

Preuve La convergence de la suite des variances (globales, i.e. pour le systéme

(2 x X,6,))
(n! / / 1o, ) dt dw)os

vers une variance asymptotique limite o2 est une propriété générale des systémes
dynamiques, quand on considére une fonction f pour laquelle la décorrélation est
satisfaite avec une vitesse exponentielle, ou plus généralement quand la série des
décorrélations est sommable.

Dans ce cas, on sait également que o = 0 si et seulement si f est un cobord dans
les fonctions de carré intégrable.
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Le systéme (Q x T? 6, dw x dt) est ergodique, d’aprés la proposition 4.3.

En notant F(w,t) := f(t), nous avons S, (w, f)(t) = iy F(0%(w, ), d’ou :

w _ ZZ/ (0 (w0, ) F (6" (w0, ) dt

— P2 S [ R o) e )
(=0 r=1
n—1n—-1-r

— P2 Y [ PO PO ) d

r=1 (=0

= HfH2+QZ/ ZFFO(QT )02 (w, 1)) dt
- 22/ F(6%(w,t) % nz F(057 (w, 1)) dt.

l=n—r

Posons
- /T F(6 0, ) (O 1)
= f) fFAOTIW)AOT W), . A(B T w)L)) dt

La condition 4.2assure que,pour une constante C' et pour un réel x < 1,on a la

majoration :
|ar] < Cllfllall fll7ak" (11.35)
Ceci implique :
1 ! 1 n—1
WF(ef(w,t»E > FOF @ t)dt| < Clfllallfllra— > s,
l=n—r r—1

donc ce terme tend vers 0 lorsque n — +o0.

n—1

1
De plus, pour v-p.t. (w,t), la suite (— Z(FF o 9:)(9f(w,t))> tend vers £, :=
n
=0 n
Joyupa(F.F 0 07) dw dt,d’aprés le théoréme ergodique.

(I1.35) permet d’utiliser le apssage a la limite précédent pour p-p.t. w :

n—1 n—2
1
lim /Fwt— FO0o(w,t))dt = /€<+oo
n—>+oo; Td ( n; Z Td
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Ainsi pour p-p.t. w, on a

Sp(w, )12 - S
i 15Dy, i [ DE g,
r=1

O

4.2 Non nullité de la variance

Examinons plus en détails la condition de cobord. Par convention, Aj(w) = Id.
Pour j,p € Z% notons D(j,p) I'ensemble {k > 0 : Ak(w)j = p} et c(j,p,w) =
# {k Ak(w)j = p} Nous allons utiliser le lemme élémentaire suivant :

Lemme 4.5. SoitJ un sous-ensemble fini de Z¢. Sous la condition 4.2, il existe M
tel que,
Vp e 24 Y5 € J, #{k: A¥(w)j = p} < M. (11.36)
Preuve Fixons j € J, et soit ky := inf{k € D(j,p)}. Si ko appartient & D(j,p)
avec ky > ki, alors A% (w)j = p = A¥(w)j, de sorte que : Ak1+1( w)j = j. D’aprés la
condition 4.2, cela implique que le nombre de tels k5 est fini, et borné indépendam-
ment de p. Comme J est fini, on obtient (I1.36).

Proposition 4.6. Supposons vérifiée la condition 4.2. Soit f polyndéme trigonométrique
de L*(T?). S’il existe g € L*(Q x T?) telle que [gdv =0 et f =g—go0,, alors g
est ausst un polyndéme trigonométrique.

Preuve Soit f = Z fix;j, ot J est un sous-ensemble fini de Z?. Soit g € L? telle

jed
que [gdv=0et f(t) = g(Ow,T(w)t) — g(w,1).
o1 . N-1 N

En utilisant la relation de cobord, nous avons >, (1—£)fofF = g—+ >} go
0%. Comme g appartient & L?, par ergodiqueité, on obtient la convergence en norme
L2

g = lim (1—%)]“00];.

N-1 N
Su-Lrer-Y YUY a-5p. e
k=0 pezd k=1 j: Ab(w)j=p

N
avec Supy Y cza (D p—y [Zj:A;g(w)j:p( — £) f;])? < oo pour p.t. w.

On peut donc passer a la limite lorsque N tend vers 4+o0o dans (I1.37) pour
obtenir :

gw =31 > il xe =) D clipw) fi] xp

pEZY j:Ik>1: Ak (w)j=p pezd  jeJ
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Pour tout p, comme J est fini et comme c(j,p,w) prend des valeurs entiéres
bornées d’aprés (I1.36), les quantités (| ZC(j,m,W)ijmeZd ne peuvent prendre
jed

qu'un nombre fini de valeurs distinctes. Notons V' I’ensemble de ces valeurs.

Comme g € L*(v), g(w,.) est de carré intégrable par rapport a la mesure \
pour presque tout w. Notons § > 0 un minorant de V' \ {0}. On a 6% #{m € Z¢ :
> jesclim,w)f; # 0} < [lg(w,.)|3, de sorte que le cardinal est fini pour presque
tout w. Ceci montre que g est un polynéme trigonométrique.

Corollaire 4.7. Si f est un cobord a coefficients de Fourier positifs, alors f est
constante.

Preuve En utilisant le fait que les ¢(j,m,w) sont des entiers positifs ou nuls,
nous obtenons :

lg(w, )5 = > (ZC(J}W,W)JZ') > (ZC@W@J‘?)

m JjeJ m j€J
> 5 (S etima) 1.
jeJ m

Pour j # 0, on a Zc(j,m,w) = 400, donc nécessairement f; = 0.

Les résultats précédents permettent ainsi d’établir un TCL "quenched" (i.e. pour
presque tout w) dans le cas stationnaire ergodique pour des matrices dans SL(2,7Z)
positives, avec pour les polynémes trigonométriques un critére de non nullité de la
variance (qui est effectif quand les coefficients de Fourier sont positifs).

5 Exemples I

5.1 Cas de SL(2,Z")

Dans le cas de matrices A et B a coeflicients positifs, les conditions 3.1 et 2.1
sont satisfaites, si la propriété suivante (sur I'entrée des vecteurs a coefficents entiers
dans le cone des vecteurs positifs sous I'action des produits A,...Apy,) est vérifiée :

Propriété 5.1. Il existe une constante c telle que
Vp € Z%\ {0}, ASt"p e RL Vr > cln|p||, V¢ > 1. (I1.38)
Nous allons étudier le comportement des produits de matrices 2 x 2 prises dans

{A, B} a coefficients strictement positifs entiers et montrer que la propriété 5.1 est
satisfaite.
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Soit M une matrice 2 x 2 & coefficients > 0, de valeurs propres réelles distinctes

r=r(M)s=s(M).
P2 3)

Soit
avec ad — bc = 1, la matrice de conjugaison telle que M = FMF=1 ou M est la

. . r 0
matrice diagonale ( ) .
0 s

Lemme 5.2. La matrice M s’écrit :

v ((r—s)u—l—s —(r— s )

(r—s)w —(r—s)u+r

avec u = ad €]0,1[, v=ab <0, w = cd > 0.

Preuve La positivité des coefficients de M implique v < 0, w > 0. En multipliant
la relation ad — bc = 1 par ad, nous obtenons u?> — vw = u, d’ott u = ad > 0. En
multipliant la méme relation par bc nous obtenons adbc — (be)? = be, d’ou be < 0, ce
qui implique 1 — ad > 0.

Posons A = & = “T’l Nous avons A > 0 et la matrice M s’écrit

= ) (G0 TR,

x
Pour tout vecteur X = ( ), nous avons donc :
Y

u) , de valeur

1
Les vecteurs propres de M sont ( )\), de valeur propre r et ( \
—A\u

propre s.

Considérons maintenant deux matrices A et B dans SL(2,7Z) a coefficients > 0

et prenons pour M un produit de n matrices a valeurs dans {A, B}. On a donc
s(M) =r(M)L.

La matrice M envoie le cone Ri strictement dans lui-méme :
2 2 2
MR’ C AR? | | BR?.

Il en résulte que la pente A\ du vecteur propre positif de M est encadrée entre
deux constantes ne dépendant que de A et B : il existe 6 > 0 tel que § < X\ <571,
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pour la pente A = A\(M) associée & M, produit quelconque de matrices prises dans

(A, BY.

u .
) est borné indépendam-
—\u

ment du choix de M produit de matrices prises dans {A, B}.

Comme u €]0, 1], ceci entraine que le vecteur (

De plus, il existe des constante C’ > 0 et v > 1 telles que la valeur propre positive
r(M), pour M, produit de n matrices a valeurs dans {A, B}, vérifie :

r(M) > C'y".

Ainsi la composante M X sur le vecteur propre contractant a une norme majorée
par s(M)C|| X]|| et donc majorée par CC'y~"|| X]||, si M est un produit de n matrices.
Posons

¢ = ur+ 21 —u)y
p o= sz A"yl -u)
v = —s(z—A"'y) .

En changeant éventuellement X en —X, on peut supposer ¢ > 0.
Les composantes de M X sont r{ + ¢ et A\r¢ + 1.
Soit X € Z? non nul. Le vecteur M X étant a coordonnées entiéres non nulles,

nous avomns :
¢+ @l + Ar¢ + ] > ¢+ ¢ + [Ar¢ + 9] > 1.
oo ¢x g+ )
SETEN T 1T '

Pour avoir r( + ¢ > 0 et A\r{ + v > 0, il suffit de vérifier :
1> 2+ Mol +9), A>(1+20)[¢] + Mgl
Les quantités a droite étant en Cy~"|| X ||, ceci démontre le lemme :

Lemme 5.3. Si p est un vecteur non nul a coordonnées entiére, il exriste ng <
Clog|p|l tel que Mp € R2, pour tout produit de longueur n > ny de matrices a
valeurs dans {A, B}.

Notons le corollaire suivant de ce qui précede et de la proposition 2.6.

Corollaire 5.4. Soit (Ay)i>1 une suite de matrices a valeurs dans {A, B}, ot A et
B sont deux matrices a coefficients > 0 dans SL(2,Z.). Soient 1y, : ¥ — Apx mod 1
les automorphismes du tore correspond. Alors, pour presque tout x dans T?, la suite
(Th-..T1T)3>1 est équidistribuée dans T.
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5.2 Une méthode de cHnes

Pour obtenir en dimension 2 la propriété 5.1, nous pouvons également reprendre
les résultats de Ayyer et Stenlund (JAS07a]). Leur méthode repose sur la propriété
de cone suivante :

Définition 5.5. (Propriété de cone) Un couple (Ao, A1) d’automorphismes hyper-
boliques du tore posséde la propriété de cone si les cones suivants existent :
Un cone de dilatation & tel que pouri=1,2 :
-AECE;
- il existe A\ > 1 tel que pour tout x € €, |A;x| > el ;
- le sous-espace vectoriel instable B2 ne se trouve pas le long du bord OE : EAiNOE =
{0}.
Un cone de contraction C tel que CNE = {0} et
-A7'ccc;
- il existe \e < 1 tel que pour tout x € C, |A; x| > N\ |z| ;
- le sous-espace vectoriel stable E2i ne se trouve pas le long du bord OC : EANAC =

{0}

Cette propriété a plusieurs implications, dont 'une, appelée (39) dans [AS07a],
est analogue a la propriété 5.1.

En particulier, lorsque A et B sont deux matrices hyperboliques de SL(2,Z%), on
vérifie immédiatement la propriété de cone (définition 5.5), en posant £ = RjQURiQ
et C=R, xR_UR_ xR,.

Comme la propriété de cone (définition 5.5) est vérifiée pour un couple si et seule-
ment si elle est vérifiée pour le couple de ses inverses (cf. remarque 1 de [AS07a]), on
en déduit que pour tout couple (A, B) de matrices de SL(2,7Z), ayant des coefficients
diagonaux de signe opposé des coefficients non-diagonaux, la propriété de cone 5.5
est vérifiée.

5.3 Cas de faibles perturbations

Etant donnée une matrice hyperbolique A, il s’agit de vérifier que I'on peut
construire des cones de contraction et de dilatation, contenant les directions propres
de A, tels que pour toute matrice B suffisamment proche (pour une norme matricielle
donnée) de A, la propriété de cone (définition 5.5) soit vérifiée.

Notion de proximité

Notations : On considére une matrice C' appartenant a SL(2,Z), possédant
deux valeurs propres AC,/\gl, avec \g > 1 > )\51. On note EY le sous-espace
vectoriel associé a la valeur propre \¢, et ES le sous-espace vectoriel associé a
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la valeur propre )\51.

On note | - |o la norme euclidienne sur R2.

On note m, ¢ la projection sur EC parallélement a EC et g0 = Id —m,c.

On note (€, e¢) une base de vecteurs propres unitaires associée aux valeurs propres

’LL ) S

()‘07)‘81)'

On définit la norme | - |¢ par la formule suivante, pour r € R? :

12,68 + 2480 = || + |24]. (I1.39)

L’inégalité triangulaire, I'homogénéité et la séparation sont vérifiées par |-|¢, il s’agit
donc d’une norme.

Condition de "p-proximité"

Définition 5.6. Considérons deux matrices A et B dans SL(2,7Z) hyperboliques.
Soit p €]0,1[. On dit que B est "p-proche" de A lorsque :

1. La matrice de passage de (eZ eD) a (e, e?), notée Q, est telle que :

( p P
€l—=1+=[;
|q1.1] €] 5 +2[

P P
< |Q172| € [07 2[a S [Oa 2[

)

P
L1472
\ |q2,2| €] 5 +2[

On dit que A et B sont "p-proches” lorsqu’en outre les coefficients de Q™1 vérifient
les mémes inégalités.

Le premier point impose aux directions dilatantes et contractantes d’étre proches.
Le second assure un controle des projections des vecteurs proches des directions
dilatantes. Remarquons en utilisant la formule Q! = (det Q)~}(Com Q) ", que les
coefficients de Q! vérifient des inégalités du méme type, mais pour rendre cette
propriété réflexive, il est nécessaire d’'imposer les mémes inégalités aux coefficients

de Q7L

Lemme 5.7. Soient p €]0,1[, A et B telles que B est p-proche de A. Les normes
|- |a et |- |p vérifient :

L+ ) mua()ls < Imea)la < (14 p)|mual)]s:

L+ ) mup()la < Imus()ls < (1+ p)|mus()]a.

Preuve On a : e2 = QeZ. Ainsi :

e |5 = |muples) + T p(ed) s = |Tup(el)|s + |mss(el) s < (1+p)lenls.



80 5.3. Cas de faibles perturbations

Soit x = :cle‘f, pour z; € R. Rappelons que les vecteurs propres sont choisis unitaires.
Par inégalité triangulaire, on obtient :

2lp < Jaalledls < lzul(1+p) < (14 p)lala.

On en déduit le résultat en échangeant les roles de A et B.

Meétrique hilbertienne

Définitions 5.8. Soit K un cone conveze fermé de R?, et H un hyperplan de R,
St x et y sont deux éléments distincts de K N H, I’ensemble des réels r tels que
re 4+ (1 —r)y appartient a K est un intervalle [a(z,y),b(x,y)]. Notons M(x,y) et
N(z,y) les deux réels de l'intervalle [1,400] tels que :

1 M(z,y)

a(z,y) = =Ny b(z,y) = M(z,y) -1

Notons également :
ho(z,y) = a(z, y)z + (1 — a(z,y))y; h(z,y) = bz, y)z + (1 - b(z,y))y.
On appelle distance de Hilbert, [’application
O : R x RY — RF
(z,y) = In(M (z,y)N(z,y)).

Ok est une pseudo-métrique, pouvant étre infinie.
On définit également :

k= max {tanh GeK(Mho(x,y), Mhl(x,y))) } |

(z,y)eK, Me{A B}
On montre alors (c.f. [FS88]) que pour tous z,y € K, on a les inégalités :
Ok (A, Ay) < kg (2, y). (I1.40)
Ok (Bzx, By) < kg (z,y). (IT.41)

Remarquons que pour un cone K fermé, lorsque K \ {0} est envoyé par A et B dans
son intérieur, A et B contractent strictement la métrique 0k du facteur k < 1. Dans
le cas o K fermé est envoyé par A et B dans 'intérieur (origine exceptée) de — K,
A et B contractent la métrique hilbertienne associée & —K et —H, que 'on note
encore Og.

Cones de dilatation et de contraction
Soient A et B deux matrices & coefficients entiers.

Notation Pour n > 0, introduisons le sous-ensemble homogéne :

Cu(An) ={z € RY: | a(w)]a < N|Tu,a(x)]a} . (I1.42)

Ainsi, z € C,(A,n) si et seulement si |zg| < n|z,|.
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Condition 5.9. On dit que A et B vérifient la condition de "C'-invariance” lorsqu’il
existe un n > 0 tel que C,(A,n) est envoyé, par A ou B, strictement dans son
intérieur (origine exceptée).

La proposition suivante établit une condition suffisante de C',-invariance.

Proposition 5.10. Soit A € SL(2,7Z) hyperbolique. Soit n > 0 tel que C,(A,n) soit
un cone de dilatation pour A, au sens de (5.5). 1l existe p > 0 tel que, si B € SL(2,7)
est hyperbolique, p-proche de A, alors il existe k < 1 tel que AC,(A,n) C Cu(A, kn),
et BC,(A,n) C Cu(A,kn). Ainsi A et B vérifient la condition 5.9 de C,-invariance.

Preuve Elle repose sur trois lemmes.

Lemme 5.11. On se place sous les hypothéses de la proposition 5.10. Alors il existe
0 < ry <1 tel que

A(CL(A,n)) C Cu(A ki) et B(Cy(B,n)) C Cyu(B, k1n).
De plus, pour tout z € C,(A,n), on a :

|Az|a > Aa(1+mn)7"2]a.

Preuve Soit z € C,(A,n). Comme |75 424 < 0|7y 42]4, on déduit :
muazla > (14+n)""z]a.

Nous avons :

[Tu,a(A2)|a = [Amyaz|a > Aa|muaz|a
‘7T87A(AZ)|A = |A7TS,AZ’A S )\i4|7rs,AZ|A-
Donc
AC,(A,n) C Cu(A NN M).
O

Notons : ¥(n, p) := %. Pour tout > 0, nous avons : lim, .o (7, p) = n.

Le lemme suivant précise les inclusions relatives de tels sous-espaces homogénes
(les plus dilatants) sous l'action de A et B.

Dans les deux lemmes suivants, on considére un réel p > 0 et deux matrices
A, B € SLy4(7Z), p-proches.

Lemme 5.12. Pour tout n > 0, on a les inclusions :
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Preuve Soit € Cy(A,n). En utilisant la matrice de passage @, on a :

’WS,B(m)lB - |7Ts,B(7rs,Ax) + ﬂ-S,B(T(U,A‘T)|B
S |W5,B(7TS,A:E)|B + |7T5,B(7Tu,A*I)|B
< gool|menzla + 5’|mx|A
< ((T+p)n+ )|7TuASU|A

Par ailleurs,

|Tup(@)|l5 = |Tup(Tuax) + Tup(Tsa2)|B
Z |7Tu,B(7Tu,Ax)|B - ‘ﬂ'u,B<7Ts,Ax)‘B
> (1= D)lmarla = El(maz)a
> (1= 8= Enl(muan)la.

On en déduit que :
7ms.5(@) |5 < ¥ (0, p)|mup(2)]B-

On montre de méme la seconde inclusion. O

On peut alors préciser I'action de B sur ces sous-espaces homogénes.

Lemme 5.13. Sous les hypothéses de la proposition 5.10, pour k1 < 1 donné par le
lemme 5.11, nous avons :

B(Cu(A,n)) C Cu (A, ¢(k1t(n, p), p))

et pour tout z € C,(A,n),

|Bzlp > (1= p/2 = np/2)As — (L + p)n + p/2)A5") |2]a-
Preuve D’aprés le lemme 5.12, nous avons : C,(A,n) C Cy (B,¥(n,p)). Il en
résulte :

B(Cu(A,n)) © B(Cu(B ¢ 17,p)))
c C, (B, B oap(n, p )

- CU(A,w Bwnp) ))-

Soit z € C,(A,n).

|Bz|p |Bru.pz|p — |BTe,2|B

Ap|mupzls — A5 TEs 2|8
(1 =p/2=np/2)A5 = A5 (L+ p)n+p/2)) |2]a. O

vV IV IV
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On peut alors terminer la preuve de la proposition 5.10.

Posons D, = {z € C,(A4,n), zi* > 0}. L’image de D, \ {0} par A ou par B est
strictement incluse dans D, U —D,,. Il s’agit bien d'un sous-ensemble homogéne,
stable par combinaison convexe.

Notons 0p la métrique de Hilbert associée & un hyperplan H et x < 1 le facteur
de contraction par A et B.

Comme AD, est un fermé inclus dans l'intérieur de D, il existe C' < +oo tel
que :

sup {0p, (u,v) : u,v € AD,} < C.

Ainsi,
tanh (i@Du(Aho(w,y), Ah1($,y))) < tanh (%) < 1.

En procédant de méme pour BD,, on montre que £ < 1. Ainsi, le sous-ensemble D,
est invariant par A et B, et est strictement contracté pour 6p,,.

En outre, les inégalités des lemmes 5.11 et 5.13 assurent la croissance exponen-
tielle des | - |4, sous l'action de (A4;). o

Cone de contraction

Notation Pour n > 0, introduisons le sous-ensemble homogéne :
Co(A,n) ={z e R |mya(z)|a < nlmsa(z)]a}. (I1.43)
Ainsi, x € C5(A,n) si et seulement si |z,| < n|xs|.

Condition 5.14. On dit que A et B vérifient la condition de "Cg-invariance”
lorsqu’il existe un n > 0 tel que C,(A,n) est envoyé strictement dans son intérieur
(origine exceptée), par A~' ou par B~

La proposition suivante s’établit comme la proposition 5.10 :

Proposition 5.15. Soit A € SL(2,7) hyperbolique. Soit n > 0 tel que Cs(A,n)
soit un sous-ensemble de contraction pour A, au sens de (5.5). Il existe p > 0 tel
que, si B € SL(2,7) est hyperbolique, p-proche de A, alors il existe k < 1 tel que
ATIC(A,n) C Cu(A,kn), et BCy(A,n) C Cs(A, kn). Ainsi A et B vérifient la
condition 5.1/ de Cg-invariance.

Temps d’atteinte logarithmique d’un céne de dilatation commune

On déduit de ce qui précéde que pour une matrice A € SL(2,7Z) hyperbolique
fixée, et n > 0 fixé (et tel que Cy(A,n) et Cs(A,n) sont disjoints), il existe un
voisinage de A dans l’ensemble des matrices hyperboliques de SL(2,7Z), telle que
pour toute matrice B dans ce voisinage , la propriété de cone (définition 5.5) est
vérifiée pour le couple (A, B), c.f. figure II.1. On a donc montré :
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Proposition 5.16. Soit A € SL(2,7Z) hyperbolique. Soit n > 0 tel que C5(A,n) soit
un sous-ensemble de contraction pour A, au sens de (5.5). 1l existe p > 0 tel que,
si B € SL(2,Z) est hyperbolique, p-proche de A, alors le couple (A, B) vérifie la
propriété de cone (définition 5.5).

Un exemple sans propriété de cone

Donnons un exemple de deux endomorphismes A et B ayant une direction di-
latante, telle que Paction d’une suite bien choisie (A}) sur un entier m € Z? soit
périodique. Dans ce cas, la propriété de cone (définition 5.5) n’est pas vérifiée.

2 1 2 -3
Soient A = ( 11 ), et B = ( 1 9 ) Comme on peut s’en convaincre

sur la figure I1.2 faisant apparaitre les directions stables et instables de ces deux
endomorphismes, il existe un secteur angulaire du plan pour lequel A et B ont
des comportements trés différents en faisant varier les abscisses et les ordonnées en
sens opposé. Exhibons une suite (A}) agissant périodiquement sur un entier m situé

. . 1 . . .
dans ce secteur angulaire. Soit m = ( 0 ) Considérons la suite d’endomorphismes
(A;)i>1 définie par : A; = A si i est impair, A; = B sinon. On a BAm = m, donc la

p
suite (AYm),>1, on A} = HAZ" est 2-périodique.
i=1

Interprétation en terme de condition d’angle

Notations L’hyperplan EZ partitionne l’espace en deux demi-espaces, 1'un

A

fermé P contenant e2, Iautre ouvert P, contenant —eZ2. L’hyperplan EZ parti-

tionne 'espace en deux demi-espaces, 'un Pj contenant e?
—eB. On peut alors définir quatre secteurs angulaires S, = Pf (N Pg D {el}, 9 =
Py Py O {-e;} 83 =Pi N Pg, S =Py N Pg.

La condition suivante assure la décroissance stricte des normes a chaque itération

, lautre P, contenant

de A ou B dans les secteurs S3 et Sy :

Condition 5.17. On dit que A et B vérifient la condition "d’angle contractant” s’il
existe k < 1 tel que pour tout x € S3, on ait :

Az € S3 = |Az|a < klz|a et |Az|p < K|z|B;
Br € S; = |Bx|a < k|z|a et |Bz|p < k|z|p.

110 t B 65 t liciter 1
= n iciter

12 11 )¢ 7 ¢ ) On peut expliciter les

calculs avec Maple. Pour A, on calcule (de maniére approchée) les valeurs propres

(A, A4Y) = (21.95,0.046) et les vecteurs propres associés (e, e) = (( ggz ) , ( _007i7 ))

Exemple 5.18. Pour A = (
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Pour B, on calcule (de maniére approchée) les valeurs propres (Ag, Ag') = (11.91,0.084)

et les vecteurs propres associés (e, eB) = <( —0.645 ) ( 0.645 ))
wres 0.764 )\ 0.764 )

On en déduit que :

|Ae|4 ~ 0.0455488e’| 4
|AeB|4 ~ 0.8581489|e| 4
|BeP|p =~ 0.0839202|c”| 4
|Bellp ~ 0.5227744le? 5.

Cela nous assure (nous sommes en dimension 2) que A et B vérifient bien la condition
5.17, en prenant k = 0.8581490.

-16 17 —15 16
Exemple 5.19. Pour A = ( 15 —16 )a et B = ( 14 —15

pliciter les calculs avec Maple. Pour A, on calcule (de maniére approchée) les valeurs
propres (Aa, A\;') = (—31.97,—0.031) et les vecteurs propres associés (e, e?) =

u’rs

0.73 —0.729 n ,
(< 0.68 > ’ ( 0.685 )) Pour B, on calcule (de maniére approchée) les valeurs
B oB) —

propres (A, A5') = (—29.97,—0.033) et les vecteurs propres associés (eZ e

0.730 —0.730
0.683 /7 \ 0.683 '

On en déduit que :

), on peut ex-

|Ael|4 ~ 0.03128]e|4
|AeB|4 ~ 0.00795|e?| 4
|BeB|p ~ 0.09608|e”|4
|Bellp ~ 0.09586|e’|p.

Cela nous assure (nous sommes en dimension 2) que A et B vérifient bien la condition
5.17, en prenant x = 0.09795.

Lemme 5.20. Soient A, B € SL(d,Z) deuz matrices hyperboliques. Notons @ la

matrice de passage de (e, el) a (eB,eB). Il existe ¢ > 0 tel que, si |q1a] < € et

u’» s u’ s
lg2.1| < €, alors A et B vérifient la propriété de come (définition 5.5).

Preuve Remarquons que Sz se rapproche de < e’ > lorsque ¢ tend vers 0. On
en déduit qu'’il existe n = n(e) vérifiant n(e) — [¢ — 0]0, tel que pour tout
T = a6l + et € S, || < .

Comme Axr = z,Ae + x,Ae?, on en déduit Pexistence d'un réel x; < 1, tel que
pour ¢ suffisamment petit, on a :

|Az|a < Rilz|a.
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Par ailleurs,

Bx = quef +steA
r,B (7Ts Ble )+7Tu B(e )) +xsB (7Ts B(e; )+7TuB(€;4))
= 2u7sa (B(rg,y(ey)) + B(rupley))) + zomoa (B(wpy(el) + Blm,p(el)))
T TyTy,A (B('NE ( )) + B(Wu B( A))) + LTy, A (B( EB(e?)) + B(”UB@?))) .

Lorsque € tend vers 0, pour i > 2, mp,(e!) se rapproche de < (e£)scicy >. On
en déduit I'existence d’un réel ko < 1, tel que pour ¢ suffisamment petit, on a
|Bx|a < Ki|z|a. On procéde de méme pour la norme |- |g. On en déduit alors le
résultat.

Il s’agit bien 1a d’une condition d’angles entre (< €2 > < el >)et (< ef > <
e >) : ces hyperplans se rapprochent si et seulement si g1 2| et des |go1] tenden
¢ >) t ces hyperpl pprochent si et seulement si |g1 5| et des |g21| tendent

vers 0.

5.4 « Kicked systems »

Soit A une matrice hyperbolique SL(2,7Z) et (B,) une suite dans SL(2,7Z) telle
que la suite (trace(B,)) est bornée. Soit p > 1 un entier fixé. Nous considérons la
suite de transformations du tore T? définie par :

0,v = B, A?B,,_1A?...B1 APz mod 1. (I1.44)

L. Polterovich et Z. Rudnick ont appelé une suite de cette forme (I1.44) un
“kicked" systéme et ont défini le mélange stable (“stable mixing") pour A comme la
propriété que, pour toute suite de "kicks" (By) avec trace bornée, il existe pg tel que
la suite définie par (I1.44) est mélangeante, pour tout p > po.

IIs ont montré ([PRO4]) que A est stablement mélangeante si et seulement si A
n’est pas conjuguée a son inverse. Leur résultat permet d’obtenir une condition de
décorrélation exponentielle : Si f et g sont des fonctions holdériennes, il existe des
constantes C et 0 < k < 1 telles que

|{(f 00n,9)| < CkK", ¥n > 1.

Cec implique en particulier, pour f holdérienne la majoration, pour une constante
C:
1S fll2 < Cn.

Par contre la propriété de "séparation des fréquences" permettant d’appliquer la
méthode de la section 3 nécessite des hypothéses supplémentaires.
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6 Exemples II (Suites aléatoires indépendantes)

Soit A un ensemble fini de matrices d x d & coefficients entiers de déterminant
+1. On suppose que le systéme A est totalement irréductible (cf. [GR89] pour cette
notion) et qu’il existe une base B de R? dans laquelle chaque élément de A est &
coefficients positifs. Nous appelons C le cone des vecteurs a coefficients positifs dans
la base B.

On munit A d’une probabilité p (chargeant tous les éléments de A) et Q = AN =
{w = (wn),wn € A Vn € N} de la mesure produit p®N. Un élément w de Q étant
donné, nous noterons Ay (w) (ou plus simplement Ag) sa k-iéme coordonnée.

Dans ce paragraphe nous allons montrer que, pour presque toute suite w,
l'action des produits A, (w)...A;(w) sur le tore donne lieu & un théoréme limite
central. Nous donnons ainsi une preuve (dans un cas légérement plus général et
par une méthode différente) du théoréme "quenched" (i.e. pour presque tout w)
de [ASO7b]. En outre, nous obtenons une (petite) vitesse de convergence dans ce
théoréme.

La proposition suivante est une conséquence directe de I'invariance stricte de C
par les matrices appartenant a A.

Proposition 6.1. Il existe ¢ > 0 et v > 1 tels que, pour tout n, pour tous Ay, ..., A,
éléments de A, tout vecteur x appartenant a C, on ait

[Ar. Azl = el Ar . Apllf]l = ey [[=]].

De cette proposition on déduit la minoration suivante, valable pour tous k,1 > 1
entiers :

HAl . Ak+l” 2 02”141 .. AkHHAkJrl . Ak+l“-

Proposition 6.2. Pour tout M > 0, il existe L > 0 tel que, pour presque tout w, il

existe un rang N(w) < oo tel que, pour tout k vecteur entier de norme inférieure a
M

n )

An—[Llnn] ce Ank? € ZlIC, Vn > N(w)
Dans la preuve de la proposition 6.2, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 6.3. Pour tout M > 0, la probabilité qu’il existe un vecteur entier k de
norme inférieure & nM tel que A, ... A,k n’appartienne pas ¢ £C est majorée par
C¢", pour un certain 0 < £ < 1.

Preuve Les outils utilisés dans cette démonstration sont issus des travaux sur
les produits de matrices aléatoires de Guivarc’h et Raugi (cf. [GR89], [Gui90]).
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Il existe 0 < o < 1 tel que, pour tout vecteur y n’appartenant pas & +C et tout
vecteur x non nul appartenant & U4 4 AC,
| <2,y >|
][]l

Pour tout « € C non nul, tout w, la suite de vecteurs

Aj(w) ... Ap(w)(x)
[A1(w) ... Ap(w)(z)]]

converge exponentiellement vite vers un vecteur unitaire z(w) appartenant a U 4 AC.
La loi v de la variable aléatoire z satisfait des propriétés de régularité (|[Gui90]). En
particulier, il existe d > 0 tel que

sup / | < z,y > |[Pdv(y) < +oo.
gd—1

reSd—1

On en déduit immédiatement la majoration suivante : pour € S et € > 0,

vyes 1<ny>l<d ([ (<nys Paw)d
Sd-1

reSd-1

Ecrivons A1 (w) . .. A, (w) = K" D, K{" (w) la décomposition polaire de A (w) ... A, (w).
La décomposition polaire n’est pas unique mais le défaut d’unicité n’est pas génant
pour les propriétés qui nous intéressent. La suite de vecteurs K §n)61 converge expo-

nentiellement vite vers +2z(w) (variable aléatoire de loi v).

La suite tKQ(”)el converge exponentiellement vite en loi vers une probabilité v/

(analogue de v pour l'action a droite de €2 sur les vecteurs lignes. En effet I'action de
Aj(w) ... Ay(w) a droite sur les vecteurs lignes ne donne pas lieu & une convergence
en direction, mais la loi est la méme que pour Paction de A,(w)...A;(w) pour
laquelle on a une convergence rapide en direction pour les vecteurs d’un cone déduit
de C. Il existe 0 < # < 1 et C' > 0 tels que, pour toute fonction lipschitzienne ¢ sur
la sphére S,

| / oKD e)duw) — [ d(o)d ()] < OB 4],

Sd—1

ou [¢] désigne la quantité sup |¢(x) — ¢(y)|/d(z,y).

Appelons df;n) les coefficients de la matrice diagonale D,,. Le théoréme 5 de
|Gui90| montre qu’il existe C' > 0, ¢ > 1, 0 < & < 1 tels que, pour tout i > 1, si w
n’appartient pas a un ensemble £ de mesure inférieure a C'¢j, on a

™| > c¢nld™).
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Fixons un entier naturel n, un réel positif €, et 2 un vecteur tel que | < z,’ Kén)el >
| > €,]|z||. Lécriture de x

T = Z <z KMe; >t K{Me;

dans la base orthonormée 'K\ ey, ...t K{"es permet d’exprimer A;(w) ... A, (w)z
sous la forme suivante

Aw) . Az =" <2 KV > K"V DKV K ey,

soit
Alw) . Az =Y <o KVe; > diV K.

On peut alors facilement minorer le produit scalaire lorsque w n’appartient pas a & :
| <zt K{Mey > d]

[Ar(w) ... An(w) ()]
| <2t KMey > |

Al(w) ... Ap(w)(z)

(n)el
| < |’A1(W)...An(w)(x)“7K1 > |

=z @) @
Yol <@t K Ve > ||d;|
S 1 1
- <zt K{Me>| 1d™] T 1+ Cdc%'

2.i <a,t K er>| [dV]

Soient 1 < ¢’ < (. De la minoration précédente on déduit que, pour tout L > 0,
il existe un entier N tel que pour n > N, on a
< Al(w) ... Ap(w)(x)
[Ar(w) ... An(w) ()]
(

des que | < 2t Key > | > ¢"|z|. Comme K ™e, converge vers +z(w) ap-
partenant & UacsA(£C) et que tout élément y n’appartenant pas a £C vérifie

KMe > > d > a,

| <y, z(w) > | < ally|l, on en déduit que, pour tout L > 0, il existe N tel que, pour
n> N, ona A w)... A,(w)(z) appartient & +C si | < 2! K{"e; > | > ¢z
et si w n’appartient pas a £. Un vecteur = étant donné, étudions maintenant la
probabilité
o /| <alKVe > | < ¢l

On peut considérer sans perte de généralité que = appartient a la sphére S%1.
Considérons une suite de fonctions lipschitziennes ¢,, sur la sphére telles que ¢,, vaille
1 sur 'ensemble {y : | < z,y > | < """}, 0 sur ensemble {y : | < z,y > | > 2(" "},
et soit telle que [¢,] < C{™. On a:

ww /| <ol KPer > | < 7|l|}
/ du(' KV er)dpu(w) < du(v)dV' (v) + CB"C"

Sd-1

S V/{’U / | <zu> | < Zgl—n}+cﬁn<—ln S (QC,_n)(S‘l‘OﬁnCm-

IN
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La probabilité qu’il existe un vecteur k entier de norme inférieure a n* tel que
(k! Kyen)| < ¢ K]

est donc majorée par

ndM<<2C/—n)6 + Cﬂngl—n»
La probabilité qu’il existe un vecteur entier & de norme inférieure a n™ tel que le
vecteur A;(w) ... A,(w)k n’appartienne pas a +C est donc majorée par n® ((2¢'~")°+
CB"¢'™) + C&Y. Si (' est inférieur a 571, cette quantité est majorée par CE™ pour
un nombre & strictement compris entre 0 et 1.

Preuve de la proposition 6.2 L’invariance de la probabilité p par le décalage sur
) assure que la probabilité qu’il existe un vecteur entier k£ de norme inférieure a n
tel que Ay,_[L10gn - - - Ank n’appartienne pas & +=C est majorée par Cn*1°e¢ Pour L
supérieur a |log&|™!, ces probabilités sont sommables. Le lemme de Borel-Cantelli
assure donc que la probabilité de la limite supérieure des ensembles considérés est

nulle.

On démontre de la méme facon les énoncés suivants.
Lemme 6.4. Il existe x > 1 tel que la probabilité qu’il existe un vecteur entier k de
norme inférieure a X" tel que Ap, g ... Ank n’appartienne pas a £C est majorée par
Ce”, pour un certain 0 < £ < 1.

Proposition 6.5. Il existe x > 1, tel que pour presque tout w, a partir d’un certain
rang, pour tout k vecteur entier de norme inférieure a x"

A[n/g] ALk € £C.

Rappelons que la norme de Holder d’ordre o d’une fonction f hoéldérienne d’ordre
a sur le tore est définie par

_ [f(z) — f(y)]
Hf”a - ”fHoo + ii};W

Proposition 6.6. Il existe une suite de polynomes trigonométriques (¢,) telle que,
pour tout n,
- On = D kl<dn Ck e¥in<k.> (%, est d’ordre inférieur a dn),

- il existe C' > 0 tel que, pour toute fonction f holdérienne de ordre o sur le tore,

[fn * f = flloo < Cllfllan™

On peut prendre, par exemple, pour (¢,) la suite des produits des noyaux de
Fejer en chacune des coordonnées. Si [ n’est pas entier, on désigne par ¢; le polynome

on-

Dans la suite nous considérerons des fonctions holdériennes, i.e. holdériennes
d’un certain ordre « €]0, 1], Pordre « de la fonction apparaissant dans les preuves.
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Corollaire 6.7. Pour presque tout w dans €2, toutes fonctions f et g holdériennes
sur le tore de moyenne nulle, il existe C(w) < +o00 et 0 < k < 1 tels que :

[ FA) . ALw)a) gla) d )] < Ol
Preuve Donnons-nous un nombre n > 1 et, pour tout n, f, et g, deux polynémes
trigonométriques de moyenne nulle de degrés inférieurs a n™. D’aprés la proposition
ci-dessus, si 7 < x, pour presque tout w, Ap, g ... Ay(w)k € £C. On a alors, d’aprés
la proposition 6.1. et le fait que Ap,/q ... A, (w)k est un vecteur a coordonnées en-
tiéres, pour tout k vecteur entier de norme inférieure a n",

JAr . Au(w)k]| > CAP| Apyye ... Au(@)l] = Oy,

Sin < Y2 les polynomes f,(AL(w)... Al (w)-) et g, sont orthogonaux a partir
d’un certain rang. Supposons que f et g soient toutes les deux holdériennes d’ordre

1/2
9

a > 0. Fixons un nombre < min(y"/#, x). On a alors :

/ FAL (W) AL (w)2)g(x)dadp(w)

< |<fAt() Aj(w)), ¢y x g — g > |
+ < (f - %n*f)(A( ). AL(W) ),y x g > |
+H < Gy x f(A (W )---Atl(w)%%n xg > |
< OB | < g f(AL(W) - Af(w)-), Gyn % g > |
Or, pour presque tout w, le terme | < ¢n * f(AL ... Al(w)-), dyn * g > | est nul &
partir d’un certain rang.

Corollaire 6.8. Pour toutes fonctions f et g héldériennes sur le tore de moyenne
nulle, il existe C' >0 et 0 < k < 1 tels que :

[ ) Al gla) de dufe) < O

1/2

Preuve Donnons-nous encore un nombre 1 < min(y'/#, x) et, pour tout n, f,

et g, deux polynomes trigonométriques de moyenne nulle de degrés inférieurs a n™.
D’apres le lemme 6.4., par un calcul identique a celui de la preuve précédente, on
montre que, sauf si w appartient & un ensemble &, de mesure inférieure & C'¢", les
polynomes f,(AL(w) ... Al (w)-) et g, sont orthogonaux & partir d’un rang uniforme

[ ) A2l (o) de due)

<[] ns). A @)@ doduto)

o [ R Al @doduto)
< g

c
sur £,. On a alors

||00||9n||oo
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On montre le corollaire pour les fonctions holdériennes en utilisant le méme procédé
d’approximation que dans la preuve précédente.

Corollaire 6.9. Pour presque tout w dans €2, pour toute fonction héldérienne f
définie sur le tore, il existe C(w) < oo tel que

I3 F(A ) AL@))IB < Oy mlogn.

Preuve On utilise les mémes idées que pour les deux autres corollaires. Pour tout
n, il est possible d’approcher f par un polynéme trigonométrique de moyenne nulle
de degré inférieur & une puissance n* de n de telle facon que, pour tout w, la suite
des normes

I~ FA) AL

soit bornée. Un calcul classique donne I'égalité

1D faAlw) AW =nllfall3 2 D (fal A (@) AL (@)); fa)-
j=0 0<l<m<n

La proposition 6.2. assure qu’il existe L. > 0, tel que pour presque tout w, pour
tout vecteurs entier k de norme inférieure & n*, pour m assez grand, A [Liogn] - - - Am(w)k
appartient & C. Grace a la proposition 6.1., on en déduit que, pour tout vecteurs en-
tier k de norme inférieure & ™, pour m assez grand, || Am—(L10g ][/ 10gn] - - - Am (W) k]|
est supérieure a CylL"1°8") Si L'logy > M, les polynomes f,(AL, ... Al (w)) et f,
sont orthogonaux a partir d’un certain rang. On a donc

DIFACHEHEI

Sanan—i_Q Z <fn(tAm"-tAl+1(w>')afn>

m>I>m—[Llogn]—[L'logn]

< (n+2n(L+ L')logn + CO)| f. |3

Ul
En utilisant les résultats précédents et la méthode de Komlos décrite ci-dessus, on

peut obtenir un théoréme limite central. La condition 3.1 n’est pas vérifiée en général,
mais on peut reprendre les calculs du paragraphe 3Sous la condition suivante.

Condition 6.10. Etant donné R = 2lnmax{||A|| /| A € A} > 0 et M > 0,
supposons qu’il soit possible d’associer o w des mombres réels v > 1, L' > L +
M/Iny>L>(1+M)/In~y, ¢ >0 tels que
— pour tout point non nul p € Z* de norme inférieure a 2n™, tout | > 1, et tout
r> Llnn, on ait

[ATp| > ¢y ERm AT
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— pour tout point non nul p € Z¢ de norme inférieure ¢ nM+Y2RL tout | > 1, et tout
r>L'lnn, on ait
[ATpl| > ¢y~ F i m ]| AT,

En utilisant deux fois le lemme suivant, on montre que presque toute suite sat-
isfait cette condition.

Lemme 6.11. Pour tous M > 0 et R > 0, il existe L' > L >0, v > 1, ¢ > 0 tels
que, presque surement, pour un entier n suffisamment grand, pour tout point non
nul p € Z% de norme inférieure a n™, et tout r > Llnn, on ait

ATl =y~ AT

Preuve La proposition 6.2 implique l'existence d’'un L > 0 tel que, presque
M

surement, pour tout point non nul p € Z¢ de norme inférieure a n, on ait
A (Linnl41 - - - Ank € £C, Vn > N(w).
On a donc
ATl = 147 A g - Aupl] 2 e AT 2 AT
Ul

On peut maintenant reprendre mot & mot une partie du paragraphe 3.

Proposition 6.12. Pour une suite w satisfaisant la condition 6.10, pour tout réel
M > 1, les propriétés suivantes sont satisfaites :

1) A partir d’un certain rang en n, pour tout entier s > 1, pour toute suite
croissante de s entiers, {1 < ly < ... < l; < n vérifiant ;1 > {; + 2L logn,
Jj=1,..,s — 1, pour toute famille py,ps,...,ps € Z* telle que ps # 0 et ||p;|| < nM
pour 3 =1,...,8, nous avons :

> Ayp; #0. (IL.45)
j=1

2) A partir d’un certain rang en n, pour tout entier s > 1, pour toute suite
croissante de 2s entiers, {1 < U} < ly < Uy < ... < Ly < U vérifiant lj1q1 >
U, + 2L logn, pour j = 1,....,s — 1, pour toutes familles py,pa, ..., ps et py,ph, .., Pl
€ 72 telles que A%p's + Alp, £ 0 et |Ip), 1P5]] < n™ pour j =1,...;s, nous avons :

5 i ’ .
> IAVD; + AYpj] #0. (11.46)

j=1
Preuve Montrons la deuxiéme propriété, dont la premiére est un cas particulier.
Le vecteur Z;ZI[A?p; + Afjpj] = n’est nul que si
s=1
ATD,+ Alp, = = 3 [APD) + A7)

j=1
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La condition 6.10 va permettre d’appliquer des majorations du type :
£ 0 _ o ’ s—L'
ATl < Il A7) < ¢ttt o 41 s

et de montrer, en utilisant 1’existence d'un "gap" entres les /;, que 1'égalité ne peut
avoir lieu.

Distinguons deux cas :

1) Cas ou £, — {S est petit : 0 < 0L — s < 2Llogn ou bien p. = 0.

Posons ¢, = A§z+1p’s + ps. C’est par hypothése un élément non nul de Z¢ et sa
norme est majorée par n™ max{||4| / A € A}2Llenr 4 M < opM+2RL . Dapres

(6.10), nous avons la majoration :

51 s—1
H [Ai;p; + A?p]]” S nM ny—(fs—f;-—QL' lnn)—l—LlnnHA%,L/ lnnH
s—1
+nM Z,y—(ﬁs—fj—2[/ lnn)—&-LlnnHA%_QL/ lnn“
j=1
s—1 s—1
< nMHA?szL’ lnnH [Z V—Q(S—j—l)L’ Inn+Llnn + Z ,Y—Q(S—j—l)L’ lnTb-i—Llnn]
Jj=1 j:]_
s—1
< 2[2 nM*2(5*j71)L’lnn+Llnnln'y] ”A%—QL/lnnH
7j=1

S C?’LM’}/Llnn”A%_QU lnnH.

En outre, comme ¢, > 2L/ Inn et ||q|| < 2n™ 8L on a

A
1A P, + Avpsl = (ATl
> C,YL’lnnHA%—2L’ lnnH'
Comme L' > L + M/1In~, le facteur ¢y ™" est plus grand que Cn™~%" pour

n suffisamment grand. [.’égalité ne peut donc pas avoir lieu.

2) Cas ou £, — {; est grand : ¢, — {; > 2Llogn et p. # 0.

Nous avons :
s—1
A 0.
1AEps = Y [A?D; + AYpjl|
J=1
s—1 P
e. .
< aMAT [+ MDY (AT ]+ A7 ]
j=1
s—1
< nM,nylogn||A§s+Llogn” + QCnMHA?erLIOgnH 27(72(sfj)+1)Llogn
j=1
s—1
< 2nM—Llog'y[1 + Zn—2leogv] ||A€3+L10gnl|‘

J=1
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Comme L > (1 + M)/In~, le facteur devant ||Afls_Lln”|

art, comme ¢. — ¢, > 2L Inn nous avons aussi :
) S

| tend vers 0. Mais d’autre

v I—L1
AT PL) > ell Ay > Ayt
Pour n suffisamment grand., I’égalité ne peut donc pas avoir lieu. o

La proposition permet d’obtenir des propriétés de multiplicativité. Par exemple,
la propriété 1) dans la proposition 3.2 implique :

Propriété 6.13. Si, pour tout n, g, est un polynome trigonométrique tel que g,(p) =
0 pour ||p|| > nM, si by < by < ... < s < n est une suite croissante d’entiers telle
que lj11 > U;+ Llogn pour j =1,...,5s — 1, alors

/Hgn(nj...ﬁt) dt = 0.
j=1

Nous examinons maintenant le TCL pour les sommes S,,. Nous allons reprendre
les majorations du paragraphe 3.2 pour appliquer le lemme 3.4 dans le cas aléatoire.

Passage des polynémes trigonométriques aux fonctions hdldériennes
Pour toute fonction holdérienne f, il existe un entier M tel que, pour tout n, un
polynéme trigonométrique g, de degré inférieur a n™, avec

||Snf - Sngn”? < n_4'

De cette inégalité et des calculs suivants, on déduit le TLC pour les fonctions holdéri-
ennes pour presque toute suite.

Remplacement de S, par une somme "a trous"
Pour appliquer le lemme 3.4, nous remplacons les sommes S,, par une somme de
blocs séparés par un intervalle de longueur A.

Soient 5 un réel €]0, 1] que I'on précisera plus loin et A,, = [2Llogn|.

Posons
wy, =17, v, = [njw,], U = |0/, (I1.47)
Ly = kvn, Ryp = (k+1v, —A,, (I1.48)
I = [Lkn, Rin], pour 0 <k <w, —1. (I1.49)

Nous remplagons la somme S, (t) = >, go(7...71t) par la somme "a trous"

Up—1

S(t) == Tin(t), (IL.50)
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avec

Tin) = D gul(r.mit). (I1.51)

Lk,n<€§Rk,n

On a donc effectué un découpage de l'intervalle [1,n] en u, blocs de longueur
vpn. Le nombre de blocs est & peu prés égal a w, = n'~% et leur longueur a peu prés
égale a nb.

Les entiers Ly, et Ry, sont respectivement les extrémités gauches et droites des
blocs et les blocs sont séparés par un intervalle de longueur A,,. La seule différence
avec ce qui a été fait au paragraphe 3 est que la taille des trous A,, dépend maintenant
de n.

Le tableau de v.a. (T},,) forme un systéme multiplicatif.

Application du lemme 3.4

Nous appliquons le lemme 3.4 au tableau de v.a. (Tg,,0 < k < u, — 1). Avec
les notations du lemme, nous avons donc, pour un n fixé : v = w, et, pour k =
0,...,uy, — 1,

Up—1

G o= Ton, Y =Yo=> [Tin

2
)

k=0
a = a,=E(Y,) = Z T
k

Pour appliquer le lemme (3.4), nous majorons sucessivement les quantités inter-
venant dans U'inégalité (I1.13).

1) Magoration de w53
Nous avons

U8} = x| Ti |2, < O~ = O+,

2) La propriété 1 de la proposition 6.12 implique que E[Q,(x)] = 1.
3) Majoration de ||Y,, — anl|2

On montre comme au paragraphe 3 qu’on a :

13072, = S okl < Cunod s, = "'+ e,
k k

Nous avons donc pour une constante C' :

1 148 1
z|||Y, —anlld < |zxin"4 maxo?, . 11.52
2 X k.n
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4) Magjoration de E|Q,(x)|*
Nous avons :

Up—1 Un—1 2

x
szt = JI0+a%t,) TI0+ s Weald)):
|Qn(z,1)] k:O[ + 270y ,] kzo[ +1+:E2U,§,n (1))

avec
/|Qn(x,t)|2 dt < e*
En développant le produit

Up—1

/H Hwk — Win ()] dt =1

on montre qu’il est de la forme

1+ uz" Z Ch, (1)...Cr. (1),

s=1 0<ki<...ks<un
ott Ci(t) = 1z Wia(t):

Les produits Wy, (t)...W,(t) sont des combinaisons linéaires de la forme

S . ) ‘
XO Ay B, — APl ),

j=1

e ¢ . . .
ou U, U € Iy, ny, Ay P # Ay'pj, 5 = 1,..., s (cf. notation (I1.18)) et les p;, pjj, qui cor-
respondent aux termes non nuls du polynéme trigonométrique g, sont des vecteurs
entiers de norme < n™
Le choix du "gap" dans la définition des intervalles I, , assure par la proposition
Vi .
6.12 que > 7, A/p)— A?pj # 0 et donc l'intégrale du deuxiéme facteur dans (I1.53)

se réduit & 1.

Majoration de ’erreur dans le remplacement de S,, par S,

Unp—1

1S, — SLI2 = / Y gt

k=0 Ry <f<Lgi1n

Up—1
= Z /l g(Tg...Tlt)|2 dt

Ry, n<€<Lk+l n

+2 Z / Z g(1p...1it) Z g(Tp...mit) dt.

0<k<k/<un—1" Rpn<t<Lpi1n Ry <U<Lys iy
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Les intervalles de sommation sont de longueur [2L logn|. La deuxiéme somme
dans l'expression précédente est nulle d’aprés la propriété 3.3. Dans la premiére
somme chaque intégrale est majorée par C [2L log n]2. Ceci implique :

1S, — 52|12 < C'[2L1ogn)* u, < C'n*~?log?n. (I1.53)
Ceci implique :

18all2 = 150131 < 208ullllSn — Sillz + 11Sn = SLII3

<
< C[HSnHmz% Inn +n'=?1n?n). (I1.54)

: , o
D’autre part, soient Z,(x) = ¢ Z!(z) = €. Nous avons :

B[ Z,(2) — Z}(2)]] < E[|1 — ¥ 5050 < |2|B[|S, — Shl] < |a]l| S — Shll2;
d’ou :

E[Z,(z) — Z.(2)]] < Cla|n7 logn. (I1.55)

D’apreés l'inégalité (I1.55), le lemme 3.4 (inégalité (I1.15)), les inégalités (I1.54)
et (I1.52), nous obtenons :

’E[emsn] . 67%\|Sn||§x2 ’

— 1 —
< C’Hx\n¥ Inn + |z)*n' 2 4 \x!n# mkaxa,in + ]x\QHSnHQn¥ Inn + |z|*n' =7 In? n].

1
Remplacons maintenant z par z|/S,|[;" et utilisons la majoration de o, en n’.
Il en résulte :

. S. _
E[e“T5iz] — e 37| < Clla|||Sullz 07 nn + [2[|Su |5 302 + |2]||Sullz ' 5 In®n

HzlISull3 2 2+ [ Salls 20 P 0% 0+ 220 P In? ).
On établit ainsi le résultat suivant.

.- . 1
Proposition 6.14. Pour presque toutw, et si ||S,|| ~ onz, nous avons, pour une
constante C', la majoration

S

ﬁa}/l) < Cnié
n|l2

d(

Mais nous avons par ailleurs la proposition suivante.

Proposition 6.15. Pour toute fonction héldérienne f de moyenne nulle sur le
tore, pour p-presque tout w € Q, la suite (n"2||Sp(w, f)||2) admet une limite o2(f)
ne dépendant pas de w.
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Preuve Nous reprenons les notations du paragraphe 4. En notant F'(w,t) := f(t),
nous avons S, (w, f)(t) = S1—s F(0*(w, 1)), d’ou :

9 n—1 n—1
ISnw, DI _ / (0w, 1) F (6 (w,1)) dt
n Ly
n2n1£
= U S [ RO ) F O )
(=0 r=1

nlnlr

= A1+ Zz/euthwt

r=1 /(=0

Commencons par étudier la somme

n—Ll—r

—Z Z / F(6 (w0, ) F (047 (w0, 1)) dt.

r=1 (=0
La deuxiéme partie du deuxiéme membre de I’égalité suivante

n— T

—Z Z/ F(0(w, ) F (0 (w, 1) dt = 22/

n
=1 (=0 T4

Z F.Fof)(0 (w,t))dt

est majorée par 2| f||3n%*1. Pour a < 1/2, la somme il nous suffit donc d’étudier

22/ nz (F.F o 0")(0%(w,t)) dt.

Notons v; la fonction définie sur €2 par

¢j:/F.F09j—/ FFo#.
Td QxTd

La fonction ¢; ne dépend que des j premiéres coordonnées de w. Si 6 désigne le
décalage sur €, on a donc [, 1;.0; 00" dw =0sil> j.

Montrons maintenant que, pour tout 0 < a < 1, 7 < n®%, n > 2aq, E((E"m;lo ;o
0™)%) < Cj?n? < Cn®*. 1l suffit de développer la puissance quatriéme de 327 4);0
om .

Z%OQW D wjofi 00806 Y00

i,k,l,m
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et de remarquer que le nombre de quadruplets (i, k,[,m)tels que i < k < i+ j et
[ < m <1+ j est majoré par j?n? et que, sii+j < k ou [+ j < m, alors I'intégrale
du terme correspondant est nulle. Pour tout € > 0, la probabilité

-1

P( sup Z ;0 0™ > nfe)

Jj=1,...,n%

est majorée par 27:1 E((3 i 00™)) /e*n®, done par Cn?+1+e=45 Cette suite
est sommable si on prend par exemple, 5 =0,8, a = 0,01 et n = 0, 02.

Il existe donc 0 < # < 1 et a > 0 tels que, presque siirement,

n—1
1
lim — sup |Z¢j09m| = 0.
m=0

"”ﬁjl,,

On en déduit que :
1 n—1 n® 1 n—l1
r Y4 _ !
Z/dgz (PFog)(0hlw,0)dt = D> wroo
/=0 r=1 =0
ne n—1
1
N Z/ =S (FF 0 07)(0(w, 1)) dt duw
1 JaxTd Ty
no 1 n—1
— Znﬁ_l_ﬁzq/]TOO’l
r=1 n £=0

ne

+ Z/ (F.F o 0)(w,t)dt dw.
QxTd

r=1

Prenons a > 0 et 3 > 0 tels que a < 1 — 3 et tels que presque stirement

”nﬁal,,

n—1
1
lim —  sup |Z¢j09m| = 0.
m=0

Alors, ce qui précéde montre que

ne n—1—r
Z/ 1 S (FF o6 (0w, t)) dt
r=1 T 1 £=0

converge presque stirement vers

oo

/ (F.F 0 0)(w,t)dt dw.
QxTd

Considérons maintenant la somme

n—1—r

Z /Td% > (FFof) (0 (w,t)) dt.

r=n®41 {=0
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Pour un entier n donné, remplacons f par un polynéme g, choisi de degré inférieur
a n™ tel que ||f — gnlloo < n~% Le lemme 6.11 montre que, presque stirement, les
fréquences du polynéme g,0'"*" sont toutes supérieures a cy a/2/2||Al+r_”a/2|| donc a
Ay 2| AL ||| AL || ou encore & 24" /2| AL]|. Les fréquences du polynome g,0'
sont toutes inférieures a n™||A}||. Donc, si r > n®, presque stirement, a partir d'un

certain rang, toutes les intégrales [, L 377 (ga-gn 0 07)(04(w, 1)) dt sont nulles.

Presque stirement en w, on a donc :

Hsh(wafH2 2 j/
lim 0 — 2 FFod)(w,t)dtd
m - [halls Z . 007)(w,t)dt dw
= lim F(0F(w, 1)) dtdw
n JoxTd N Z

Ul
Les deux propositions précédentes nous permettent d’énoncer le principal résultat

du paragraphe.

Théoréme 6.16. Soit A un ensemble fini de matrices carrées a coefficients entiers
de déterminant £1 tel que le systéeme A soit totalement irréductible et tel qu’il existe
une base B de R? dans laquelle chaque élément de A soit o coefficients positifs. Pour
presque toute suite (An)nen pour une mesure produit sur AN pour toute fonction
holdérienne f telle que o(f) > 0, la suite

szmzw) AW
k=1

converge en loi vers la loi normale N'(0,1).

Comme dans la proposition 6.14, on a ici aussi une vitesse de convergence en
n—1/33

7 Preuve du lemme 3.4

Rappelons I’énoncé du lemme.

Lemme 7.1. Soient u un entier > 1, (Cx)o<k<u—1 une famille de u variables aléa-
toires réelles, a un réel > 0. Notons, pour x € R :

2) = eplis G, Q) = [[(1+inG),

u—1
Y o= Y@ 0= max Gl
k=0

0<k<u



102 5.4. « Kicked systems »
Nous avons alors, pour une constante C, pour x tel que |x|d <1,
E12()] — 37| < Cula'5 + Za Q@) Y~ alls + 11~ EQE)], (1156)
et, pour x tel que |x|d <1 et |z|||]Y — a||2% <1,

B[Z(2)] — e 29| < Cula’8® + (3 + 27397 ||Q(2) o) |2]|[Y — a3 + ™39 [1 — E[Q(z)IL57)

1) Posons
W(y) = (14 iy)e ¥ e, (I1.58)

En écrivant ¢ (y) = p(y)e?™), ot p(y) = |1 (y)], nous avons :

Inp(y) = 1[111(1 +y°) = v,

2
y — tany
tan(6(y)) = T+ ytany

Un calcul élémentaire fournit pour une constante C les majorations suivantes :

1
[ p(y)l < Slyl, 16()] < Cilyl’, vy € [=1,1]. (11.59)
1 u—1
Ecrivons : Z(z) = Q eXp(—§x2 Y) [H Y¥(x¢;)] . En utilisant le fait que In p(z¢) <
k=0

0, on obtient :

12() ~ Q) exp(—32° V)| = 12(x) ~ Z(x) [[0(oG0)| = [1 — [ [ e e)

< |1 — eXitolelEt)| 4|1 — i Tise ek

B u—1 u—1
< S np(e)] + 3 10
k=0 k=0

Pour |z| maxy, ||(x||co < 1, nous pouvons appliquer la majoration (I1.59). En util-
isant l'inégalité
1 —e€’| < (e—1)]s| <2|s|,Vs € [-1,1] (I1.60)
nous obtenons pour une constante C' :
1 u—1
|Z(2) = Q(x) exp(—52* V)| < Claf’ DG < Culzf's®.

k=0
2) Nous avons par ailleurs, Y étant une variable aléatoire positive :

1, 1, z?
exp(—ﬁx Y) — exp(—iax )| < 5 Y —al.
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Finalement nous obtenons pour |z| maxy ||kl < 1:

2

1Z(x) = exp(—a 5) Q)|

< |Z(x) = Qx) exp(= Y )| + Q) [exp(= 5 Y) — exp(—a )]
< CulelPs + Z|Q@)|[Y —al

d’on, pour pour |z| maxy ||(x|l < 1, la majoration (I1.56) de 1’énoncé :

2

E[Z(z)] — exp(—a %>| = [E[Z(z) — e 297 Q(x) + ¢ 297 Q(z) — 1)]|
E[Z(z) — e 2% Q(x)]] + e 2" [E[Q(z) — 1)]|

IA

2
< Cula's® + SE[Q@)Y — af] + ¢ 3% [1 - E[Q()]

2
Culz[*6* + %IIQ(I)HzHY —af2 + 1 - E[Q(z)]].

IN

3) La méthode précédente est évidemment pénalisante, car @, (), dont l'intégrale
est de l'ordre de 6%03‘”2, introduit, pour x grand, une trés mauvaise majoration de

la quantité

1‘2

[E[Z0(2)] — exp(=o, ).
Nous pouvons obtenir une majoration plus précise, utilisable dans le cas ot la
quantité e~29%" ||Q(x)|| est bornée.

Pour 0 < e < 1, soit A.(z) = {t : 2}|Y(t) — a| < }. Nous avons les majorations
suivantes :

LE2

[EfL. (o) (Z(2) = exp(—a )]
Cu el + ElLy, ) Q@) exp(—5Y) — e7377)]

+ e 271 — E(Q(x)] + E(La.n|1 — Qx)])
2
< Cula's® + e 5 Q) L. lexp(= (Y = @) = 1]l

+ e 291~ E(Q(2))| + E(Lacn|1 — Q(2)])]-

IN

Par (I1.60) nous avons

2
x
A lexp(=5 (Y —a)) 1]z <,

et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

E(Lagn |1 — Q@)])] < P(AZ(2)) + Q@) [l2(P(AL(2)))?
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ce qui implique :
2

[EfLa.a)(Z(2) — exp(—a )]

Culafs* + 37| Q)] =
e 11— E(Q())] + B(AL(@) + Q) |a(P(A(x)))*]
Culaf5® + =5 |QU)ll e + (BAL(@))H] + ¢ 27 |1 ~ E(Q())] + P(A(x))]

NI

IN 4+ A

1
Pour le choix de € = |z|||Y — a|3, nous avons :
P(Al(2)) < e2'|[Y —all; < 2*||Y — all2.

En reportant cette inégalité dans la majoration précédente, il en résulte :

2

x
ElLs i (Z(2) — exp(~a )]
< Culafs® + 20z e 2 Q@) [V — all + e72** [|1 = B(Q(x))] + 2[|Y — al2].
D’ou, sous les conditions

1
Zld <1let |||V —al} <1, (IL61)

I'inégalité (IL.57).

[B12(2)] — exp(~3a7)| < [E[Ly.i(Z(2) — exp(—a 5)]| + 2P(45(2)

< Culafs® +2[e[e 2 (|Q@)l|2 [V — all3 +e2°" [[1 = E(Q(«))]] + 3|a*|Y — al|>.

8 Figures
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one de dilatation mune

Zzone contractante vers O 6
zone de fuite

zone de fuite
zone contractante vers O

z de dilatation commpne

FiG. I1.1 — Exemple de situation favorable en terme de cones

Pour de telles situations on peut découper l'espace en trois zones :

— une zone de "dilatation commune” sur laquelle A et B dilatent exponentiellement tous
les vecteurs.

— une zone "contractante vers 0" sur laquelle A et B contractent exponentiellement tous
les vecteurs. Pour les vecteurs a coordonnées entiéres non toutes nulles, on peut donner
une borne supérieure du nombre d’itérations nécessaires pour quitter cette zone.

— Une zone "de fuite” sur laquelle on se déplace sous ['action de A et B le long d’hyper-
boles (d’hyperboloides en dimension supérieure a 2), pour atteindre la zone de dilatation
commune.
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zone de trajectoires périodiques

5.4. « Kicked systems »

zone de trajectoires périodiques

trajectoire SOUSA

trajectolxe sous B

zone de trajectoires périodiques

zone de fuite

zone de trajectoires périodiques

FiG. I1.2 — Exemple de situation défavorable en terme de cones, présence d’orbites

périodiques
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