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Résumé
Le travail porte sur la description et l’évaluation de stratégies adaptées pour la simu-

lation de grandes structures avec non-linéarités non équitablement réparties, tel le flam-
bage local dans les structures aéronautiques. Une stratégie dite de « relocalisation non-
linéaire » est présentée, permettant l’introduction de schémas de résolution non-linéaire
par sous-structure au sein des méthodes de décomposition de domaine classiques. Deux
types de conditions aux limites sont proposés pour les problèmes locaux indépendants.
Les résultats en termes de performances sont présentés sur des exemples de structures
représentatives des cas industriels. Enfin, une stratégie de résolution multiéchelle s’ap-
puyant sur une décomposition micro/macro des champs d’interface est proposée pour
la résolution des problèmes linéarisés obtenus pour les structures de plaques et coques.
Son application dans le cadre non-linéaire est présentée, ainsi que les perspectives de
recherche ouvertes par ces travaux.

Abstract
The work focuses on the description and evaluation of strategies adapted to the simu-

lation of large structures with unbalanced nonlinearities, such as local buckling in aero-
nautical structures. A so-called « nonlinear relocalization » strategy is presented, which
enable the use of nonlinear schemes within substructures in the framework of classical
domain decomposition methods. Two different types of boundary conditions are propo-
sed to solve the resulting independent and local nonlinear problems. Results in terms of
performance are presented on structures representative of the industrial cases. In a second
part, a multiscale strategy based on micro/macro decomposition of interface fields is pro-
posed for the solving of linearized equations obtained for plate and shell structures. Its
application in a nonlinear framework is also presented, as well as research perspectives
opened by this work.
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Introduction

Problématique industrielle
Dans le secteur aéronautique, les approches classiquement utilisées pour le dévelop-

pement et la certification de nouveaux produits s’appuient sur un grand nombre d’essais
à différentes échelles, allant des détails microscopiques (ex. : coupons matériau) à l’avion
complet (Figure 1), en passant par toutes les échelles intermédiaires : détails structuraux
(ex. : jonctions boulonnées, cordons de soudure), sous-structures (ex. : panneaux raidis)
ou sous-ensembles (ex. : tronçon de fuselage). Dans le but de réduire les coûts et les
durées de ces processus dans un contexte fortement concurrentiel, ces essais sont aujour-
d’hui de plus en plus souvent complétés, voire remplacés, par des simulations au moyen
de modèles et de discrétisations adaptés à chacune de ces échelles. Les avancées dans ce
domaine permettent déjà aujourd’hui de mieux comprendre les phénomènes mécaniques
et accélérer les cycles de développement, en simulant le comportement de solutions tech-
nologiques avant même les premiers prototypes. Les challenges à relever dans le domaine
de la simulation en mécanique restent cependant nombreux.

Figure 1: Essai statique de certification sur une structure d’avion complète (source :
EADS)

Les structures aéronautiques sont constituées d’éléments élancés susceptibles de flam-
ber au-delà d’une charge critique. Lors des essais structuraux de certification, réalisés sur
des fuselages complets, on observe localement l’apparition de zones de flambage de la
peau, formant des cloques entre les raidisseurs (Figure 2). Avec l’augmentation du char-

Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008 1



Introduction

gement, ces zones non-linéaires peuvent s’étendre et provoquer des redistributions de
contraintes dans la structure. Pour les charges de service couramment rencontrées, ces
phénomènes sont réversibles, le matériau restant dans le domaine élastique. Cependant,
ils peuvent provoquer des concentrations de contrainte au niveau des bases des raidisseurs
et être à l’origine de décollements locaux menant à la rupture globale. La simulation de
telles structures, au comportement fortement non-linéaire, mettant en jeu des phénomènes
à la fois à une très grande échelle et au niveau local, reste très difficile à mettre en œuvre.
En effet, l’utilisation de l’échelle de modélisation la plus fine pour des structures de très
grande taille (menant à plusieurs dizaines ou centaines de millions de degrés de liberté)
reste encore inaccessible en raison du coût de calcul prohibitif et/ou de capacités mémoire
insuffisantes. Par ailleurs, la finesse de modélisation n’est pas, a priori, nécessaire en tous
points de la structure.

Stratégies de calcul avancées

Le développement d’approches multi-échelles, couplant les différents niveaux de mo-
délisation et permettant la simulation de structures complètes de très grande taille, avec
un réalisme et une robustesse garantissant les résultats obtenus, s’avère indispensable.

Ces approches ne sont pas nouvelles. Elles sont même d’usage courant dans le do-
maine linéaire où les différentes parties d’un avion sont calculées indépendamment par
des approches de type sous structuration. Elles conduisent dans ce cas à une solution
"exacte", c’est-à-dire en pratique à la solution Eléments Finis qui aurait été obtenue avec
le maillage fin de toute la structure. Dans le domaine non linéaire, le besoin d’approches
multi échelles est sans doute encore plus important. Elles sont cependant très souvent res-
treintes aujourd’hui à des approches descendantes, c’est-à-dire du global vers le local, le
retour étant impossible faute de méthodes adéquates. Les ingénieurs des bureaux d’études
réalisent ainsi aujourd’hui des calculs approximatifs au moyen d’analyses descendantes
de ce type. La première étape correspond à une simulation simplifiée, tant du point de
vue géométrique que du point de vue du comportement, sur la structure complète. Elle est
suivie par une série d’analyses fines non-linéaire sur des zones d’intérêt en tenant compte
des conditions aux interfaces en déplacement ou en effort, conditions obtenues par le
calcul global initial. Ces méthodes n’offrent qu’un dialogue limité entre les échelles in-
troduites et ne peuvent traiter que les non-linéarités localisées n’ayant pas d’influence sur
la réponse globale. Les redistributions de flux d’efforts en particulier ne peuvent être pris
en compte de manière automatique et doivent faire l’objet d’une attention particulière,
souvent au moyen de règles métier ou d’expertises particulières. D’autres travaux, basés
sur la théorie de l’homogénéisation, proposent des extensions aux cas non-linéaires, mais
sont associées à des hypothèses très restrictives (périodicité, séparation des échelles,...)
qui ne sont pas vérifiées en général pour le calcul de structures.

Le développement de nouvelles stratégies de calcul efficaces nécessite d’être abordé
de manière globale, en considérant à la fois la physique du problème, les algorithmes et les
architectures des calculateurs. Concernant ce dernier point, on peut noter deux tendances
actuelles. La première concerne les processeurs, pour lesquels la priorité donnée par les
constructeurs correspond aux architectures dites multi-coeurs, c’est-à-dire constituées du
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Figure 2: Flambage local entre raidisseurs d’une zone du fuselage (source : EADS)

nombre élevé d’unités de calcul par processeur, pouvant travailler indépendamment tout
en ayant accès à la même mémoire centrale. Ces architectures sont ainsi une alternative
à une montée en fréquence devenue complexe à mettre en oeuvre technologiquement.
Ce choix devrait permettre d’assurer pour les années à venir une augmentation des puis-
sances de calcul en accord avec la désormais célèbre loi de Moore. En contrepartie, les
méthodes de programmation devront s’adapter à ce type d’architecture en permettant la
parallélisation des tâches élémentaires pour être efficaces.

La deuxième tendance concerne les supercalculateurs. On peut ainsi noter avec inté-
rêt que parmi les 500 calculateurs les plus puissants au monde, plus de 80% sont aujour-
d’hui des clusters, c’est-à-dire des stations de travail classiques, appelées dans ce contexte
« noeuds », mises en réseau pour travailler en commun (source : www.top500.org, no-
vembre 2007). Si ces architectures ont le grand intérêt d’être relativement peu onéreuses,
parce que construites à partir de composants standards, il est encore une fois nécessaire
de prendre en compte leurs spécificités lors du développement d’algorithmes. En particu-
lier, ces architectures à mémoire distribuée (chaque processeur n’a un accès direct qu’a
la mémoire vive locale) requièrent des protocoles d’échanges de données entre noeuds
pour communiquer via le réseau. Des protocoles standard aujourd’hui largement répen-
dus (PVM, MPI) permettent une programmation simplifiée, mais les performances res-
tent limitées par les caractéristiques des réseaux utilisés. La notion de grille de calcul
étend aujourd’hui le principe des clusters à des machines réparties sur des sites différents.
Elle correspond par ailleurs à l’organisation industrielle des grands groupes aéronautiques
(plusieurs sites, nombreux sous-traitants) et sera très certainement amenée à se dévelop-
per dans les années à venir. Ces remarques nous amènent à réfléchir à des stratégies de
calcul parallèles capables de minimiser les échanges de données.

Les progrès de l’informatique permettent ainsi aujourd’hui de partager les coûts de
calcul et les besoins en mémoire entre plusieurs processeurs/machines. Des problèmes
de plus en plus importants deviennent accessibles à conditions de mettre en place des
méthodes parallèles adaptées. Cette dernière décennie a vu le développement de solveurs
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parallèles capables d’exploiter la puissance de ces supercalculateurs. On peut citer des sol-
veurs directs, qui s’appuient sur la parallélisation des étapes de factorisation des matrices
(MUMPS, SCALAPACK,...), ou bien des solveurs itératifs basés soit sur des techniques
de décomposition de domaines (BDD, FETI,...), soit sur des approches multi-grilles. Ces
approches itératives, et en particuliers les méthodes de décomposition de domaine, se sont
révélées être extrêmement efficaces pour la résolution de très grands problèmes, en per-
mettant leur résolution en parallèle sur un grand nombre de processeurs, contrairement
aux approches directes qui font toujours l’objet de travaux de recherche pour augmenter
leur extensibilité. Les méthodes de décomposition de domaine apportent ainsi des solu-
tions efficaces à la résolution de grands problèmes linéaires. De nombreux travaux ont
permis de leur adjoindre des préconditionneurs parallèles pertinents et elles sont consi-
dérées comme matures pour la résolution des problèmes linéaires volumiques. Elles font
d’ailleurs déjà l’objet de développements dans plusieurs codes « Eléments Finis » com-
merciaux. Des perspectives d’amélioration sont cependant envisageables pour le traite-
ment des structures élancées de plaques et coques, ainsi que pour les structures fortement
hétérogènes. La méthode LaTIn Micro/Macro apporte des solutions à ce dernier problème
au moyen d’une procédure d’homogénéisation automatique des comportements des sous-
structures donnant un sens mécanique très fort au problème macroscopique associé.

Un premier pas vers le domaine non-linéaire consiste à exploiter les méthodes de
décomposition de domaine classiques dans le cadre de schémas de type Newton, for-
mant la famille des méthodes dites de Newton-Krylov-Schur. Elles permettent ainsi de
traiter en parallèle la résolution de chacun des systèmes linéaires successifs obtenus par
linéarisation du problème non-linéaire de base. Les résultats obtenus montrent cependant
des limitations en termes de convergence pour les problèmes où les effets non-linéaires
sont non-équitablement répartis. En effet, dans ce cas précis, mais très courant lorsqu’on
considère de grandes structures hétérogènes, le processus itératif - global - est piloté par
les non-linéarités apparaissant au niveau local. Il en résulte un grand nombre d’itérations,
et donc de calculs globaux et d’échanges de données, alors que la plus grande partie de la
structure peut parfois rester dans le domaine linéaire.

Objectifs et Travaux réalisés

Le pari à l’origine de cette thèse est ainsi né du constat fait que les méthodes numé-
riques existantes n’étaient pas particulièrement adaptées à la résolution de problèmes non-
linéaires de grande taille, en particulier en présence de non-linéarités localisées. Elles sont
en effet très souvent développées à partir de considérations algébriques, et ne prennent pas
en compte les particularités des comportements non-linéaires considérés. En particulier,
les méthodes de décomposition de domaine ont été pensées et optimisées pour la réso-
lution de systèmes linéaires et leur utilisation dans le cadre d’un schéma de Newton se
révèle non-optimale.

On peut remarquer que ces stratégies comportent plusieurs schémas itératifs imbri-
qués, qui peuvent nous amener à nous poser plusieurs questions : Peut-on mieux orga-
niser les différents processus itératifs ? Quels schémas de résolution non-linéaire adaptés
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peut-on envisager de mettre en place ? A quel niveau, ou échelle, de la structure doivent-
ils opérer ? Ces questions n’ont été, à notre connaissance, que peu abordées jusqu’ici
en calcul des structures. Nous proposons dans ces travaux quelques voies d’exploration
permettant des améliorations notables, sans pour autant représenter une réponse unique à
cette problématique qui, nous en sommes convaincus, sera l’un des enjeux de la recherche
pour les années à venir.

Dans un premier temps, nous avons cherché à découpler le pilotage des non-linéarités
locales et du calcul global au moyen de schémas non-linéaires adaptés. De la même ma-
nière que l’approche FE2, qui associe à un point de Gauss d’un modèle global un modèle
élément finis non-linéaire , nous proposons ici une modification de l’algorithme des ap-
proches NKS classiques en introduisant une étape de résolution non-linéaire locale au
niveau de chaque sous-structure, aussi appelée étape de relocalisation non-linéaire. Cette
étape, composée de processus indépendants, permet ainsi d’adapter au mieux les schémas
incrémentaux et itératifs associés à chaque sous-structure en fonction des non-linéarités
présentes. La boucle externe permet d’assurer le couplage des différents domaines, c’est-
à-dire la continuité des déplacements et l’équilibre des efforts au moyen de la résolution
d’un problème linéaire global condensé sur les interfaces.

Nous présentons deux versions qui ont été successivement développées pour l’analyse
de structures de treillis de poutres avec flambage : une première où les résolutions non-
linéaires locales sont réalisées en imposant des conditions aux limites en déplacement –
à partir de la solution obtenue à l’étape globale – et une seconde où nous introduisons
des conditions aux limites mixtes permettant de transférer déplacements et efforts. Les
performances de ces méthodes sont comparées à celles des approches classiques, et les
différents paramètres sont étudiés. L’extension aux structures de plaques et coques raidies
est ensuite proposée.

Dans un second temps, nous avons exploré les possibilités d’amélioration du solveur
itératif linéaire en proposant une extension de l’approche LaTIn Micro/Macro aux struc-
tures de plaques et coques s’appuyant sur une séparation d’échelles appropriée. La partie
macroscopique des champs solution est utilisée pour la définition d’un problème glo-
bal d’interface assurant l’extensibilité de la méthode, alors que la partie microscopique
peut être déterminée par des calculs locaux. Le problème macroscopique alors obtenu au
moyen d’une procédure d’homogénéisation automatique s’avère très pertinent pour les
problèmes fortement hétérogènes. L’application dans un cadre non-linéaire géométrique
exige cependant d’être attentif à la définition des opérateurs de changement d’échelle et
des opérateurs homogénéisés.

Ce rapport, synthétisant l’ensemble de notre travail sur ce sujet, s’articule donc autour
de cinq chapitres, regroupés en deux parties :

Les deux premiers chapitres forment une première partie qui reprend les acquis bibliogra-
phiques.

Le premier chapitre présente la problématique des structures élancées, les modèles et
discrétisations associés, ainsi que les méthodes classiques de résolution des pro-
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blèmes non-linéaires de ce type.

Le deuxième chapitre a pour ambition de dresser un panorama des méthodes numé-
riques avancées pour la résolution des problèmes de grande taille. Nous les avons
classées en deux familles : les méthodes de décomposition de domaine et les mé-
thodes multiéchelles.

Les trois chapitres suivants forment la deuxième partie de ce rapport et correspondent au
cœur de notre travail.

Le troisième chapitre introduit une technique de relocalisation non-linéaire associée aux
méthodes de décomposition de domaine classiques. Elle permet de découpler le pi-
lotage des phénomènes non-linéaires locaux et de diminuer fortement le nombre
d’itérations de ces stratégies. Les algorithmes sont présentés ainsi que leur applica-
tion à des structures non-linéaires de treillis de poutres.

Le quatrième chapitre présente l’application des méthodes de relocalisation non-linéaires
aux structures tridimensionnelles de plaques et coques. Les stratégies précédem-
ment présentées sont étendues et mises en œuvre au sein d’une plateforme de calcul
moderne pour la résolution de problèmes quasi-industriels.

Le cinquième chapitre , plus prospectif, est consacré à l’extension des approches micro-
macro initiées par [Ladevèze] au cas des structures de plaques et coques. L’intro-
duction d’une séparation d’échelle au niveau des interfaces nous permet d’écrire un
problème global de taille réduite, tout en conservant les informations mécaniques
nécessaires à l’efficacité de la méthode.
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Première partie

Modélisation et Simulation Numérique
des Structures Elancées
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Cette première partie est consacrée à la présentation de la problématique étudiée ainsi
qu’à un état-de-l’art des stratégies de calcul mises en oeuvre aujourd’hui pour y faire
face. Deux chapitres sont consacrés à cette partie :
• Le chapitre 1 présente la problématique des structures élancées, les phénomènes non-

linéaires associés et les techniques classiques de résolution.
• Le chapitre 2 présente tout d’abord les approches descendantes classiques utilisées

dans l’industrie pour le calcul de grandes structures, à travers un exemple permettant
d’illustrer la problématique de la thèse. Dans un deuxième temps, sont décrites les
stratégies de calcul avancées existantes pour la résolution des problèmes de grande
taille ou des problèmes comportant plusieurs échelles caractéristiques.
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CHAPITRE1 Contexte et outils pour
l’analyse des structures
élancées

Ce chapitre a pour double objectif de présenter le cadre de l’étude et la problématique
associée, ainsi que de dresser un rapide état de l’art des méthodes et techniques de ré-
solution classiques. Nous rappellerons ainsi dans une première section les équations qui
régissent le comportement des structures élancées élastiques en grandes transformations,
puis dans une seconde section nous évoquerons brièvement les techniques les plus cou-
rantes de résolution de problèmes non-linéaires.

Sommaire
1 Structures élancées et non-linéarités géométriques . . . . . . . . . . . . 14

1.1 Problème de référence en grandes transformations . . . . . . . . . 14
1.2 Descriptions des structures élancées . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3 Formulation du problème non-linéaire discrétisé . . . . . . . . . . 20
1.4 Flambage des structures élancées . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2 Méthodes de résolution des problèmes non-linéaires . . . . . . . . . . . 32
2.1 Méthodes de Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2 Méthodes de continuation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.3 Méthodes alternatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3 Bilan du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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1 Contexte et outils pour l’analyse des structures élancées

1 Structures élancées et non-linéarités géométriques
Nous nous intéressons dans le cadre de ces travaux aux structures élancées, c’est-à-

dire aux structures dont les élements constitutifs ont une ou plusieurs dimensions petites
par rapport aux autres. C’est le cas des structures de poutres, de plaques ou de coques, que
l’ont retrouve dans de nombreux produits de l’industrie automobile ou de l’aéronautique.
Du fait de leurs caractéristiques géométriques, les structures élancées sont susceptibles
de connaitre de grands déplacements et de grandes rotations. Leur étude doit ainsi le plus
souvent se faire dans le cadre général des grandes transformations.

1.1 Problème de référence en grandes transformations
Nous présentons dans cette section quelques notions de la mécanique des milieux

continus en grandes transformations. Nous nous restreignons aux problèmes hyper-élas-
tiques, sans force suiveuse, conservatifs et soumis à des chargements quasi-statiques iso-
thermes. Plus de détails sur la mécanique des milieux continus en transformations finies
pourront être trouvées dans [Malvern 69, Truesdell 04, Valid 77] par exemple. Nous
reprenons ici la présentation et les notations issues de [Salençon 00a, Salençon 00b].

1.1.1 Cinématique et notion de configuration

On considère un solide déformable en mouvement dans un référentiel R. Son volume
est noté ΩR, sa surface ∂ΩR. Cette configuration, libre de contraintes, est appelée confi-
guration de référence et est notée CR. Elle correspond à l’état du milieu au repos.

∂g

∂U

g

U d

R

f

∂R

Figure 1.1: Définition du problème

Ce solide est soumis à un chargement volumique f sur Ω et un chargement surfacique
g sur ∂Ωg ⊂ ∂Ω, ainsi qu’à des conditions aux limites de Dirichlet Ud sur ∂ΩU . Sous
l’action de ces sollicitations, le solide se déforme. Dans le cadre général des grandes
transformations (grands déplacements/rotations, grandes déformations), on distingue la
configuration actuelle déformée Ct(Ω) de la configuration de référence CR(ΩR). Elle est
en général inconnue et on cherche précisément à la déterminer.

Dans le repère R(0, X1, X2, X3), on désigne par M un point de ΩR repéré par le
vecteur X . Ce même point matériel est noté m à l’instant t, et est repéré par le vecteur x.
Le vecteur ξ représente le déplacement du point entre l’instant initial et l’instant t, soit :
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1 Structures élancées et non-linéarités géométriques

0
X
1

X
2

X
3

+ 

+

M

m

Ω
R

Ω

∂Ω
R

∂Ω

X
x

ξ

Configuration de référence

Configuration actuelle

Figure 1.2: Définition des configurations

x = X + ξ(X, t) (1.1)

On note F (X, t) le gradient de la transformation défini par :

F (X, t) =
∂x

∂X
= Id +

∂ξ

∂X
(1.2)

Une mesure des déformations est donnée par le tenseur de Green-Lagrange e, cou-
ramment utilisé dans le cadre des non-linéarités géométriques :

e =
1

2
(F t.F − Id) (1.3)

soit :

e =
1

2

(
∂ξ

∂X
+

(
∂ξ

∂X

)t
)

+
1

2

(
∂ξ

∂X

)t

.
∂ξ

∂X
(1.4)

Cette mesure de déformation, non-linéaire, est objective, c’est-à-dire qu’elle n’est pas
affectée par des mouvements de corps rigides.

1.1.2 Principe des puissances virtuelles

La résolution du problème mécanique par une méthode variationnelle passe par l’écri-
ture du Principe des Puissances Virtuelles qui met en jeu les différentes actions s’exerçant
sur le milieu dans sa configuration actuelle Ct, dans un champ de vitesse virtuelles Û(x).

La configuration la plus naturelle pour l’écriture du Principe des Puissances Virtuelles
est ainsi la configuration actuelle Ct, mais on préfère en général la ramener sur la confi-
guration CR, connue.

La puissance des efforts intérieurs dans un mouvement virtuel à vitesse Û s’exprime
alors :

Pi(Û) = −
∫

ΩR

π : ê(Û)dΩR (1.5)
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1 Contexte et outils pour l’analyse des structures élancées

où π est le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, qui mesure relativement à CR l’état
de contrainte sur Ct, et ê(Û) le taux de déformation lagrangien, défini par :

ê(Û) =
1

2

(
∂Û

∂X
+

(
∂Û

∂X

)t)
+

1

2

((
∂ξ

∂X

)t

.
∂Û

∂X
+

(
∂Û

∂X

)t

.
∂ξ

∂X

)
(1.6)

Dans le cadre de l’hyperélasticité, on suppose que les contraintes de Piola-Kirchhoff
π et le tenseur de Green-Lagrange e vérifient la loi de comportement linéaire suivante :

π = A
R

e

ce qui donne finalement :

Pi(Û) = −
∫

ΩR

ê(Û) : A
R

edΩR (1.7)

De même, on obtient pour l’expression des puissances des efforts extérieurs l’équation
suivante :

Pe(Û) =

∫
ΩR

dΩ

dΩR

f .ÛdΩR+

∫
∂Ωg

da

daR

g.ÛdaR (1.8)

d’où l’expression finale suivante pour le PPV :

Pi + Pe = −
∫

ΩR

ê(Û) : A
R

e dΩR +

∫
ΩR

Jf .ÛdΩR+

∫
∂Ωg

da

daR

g.ÛdaR= 0, ∀Û (1.9)

Remarque : On peut également définir une configuration intermédiaire C0, dernière
configuration connue à partir de laquelle l’application d’un incrément de chargement
conduit à la configuration actuelle Ct. Le point m0, transporté de M sur C0, a pour co-
ordonnées x0 = x0(X, t). Cette configuration permet une formulation plus naturelle du
problème dans le cas de chargement incrémentaux. On a alors, pour le Principe des Puis-
sances Virtuelles :

−
∫

Ω0

ê
0
(Û) : A

0

e
0
dΩ0 +

∫
Ω0

dΩ

dΩ0

f .ÛdΩ0+

∫
∂Ωg0

da

da0

g.Ûda0= 0 (1.10)

où e
0
, ê

0
et A

0

sont relatifs à C0.

1.2 Descriptions des structures élancées
1.2.1 Modélisation

Les théories des structures élancées (poutres, membranes, plaques, coques, ...) s’ap-
puient sur une description particulière de leur cinématique prenant en compte leurs carac-
téristiques géométriques, associée à des hypothèses sur l’état de contrainte (par exemple
contraintes antiplanes dans les poutres, et planes dans les plaques).
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1 Structures élancées et non-linéarités géométriques

e

L1

L2

d 1

d 2

L

Figure 1.3: Structures élancées de types coque (e << min(L1, L2)) et poutre
(max(d1, d2) << L)

� Modèles de poutres

Il existe deux principaux modèles de poutres largement répandus pour la modélisation
des structures élancées : le modèle de Timoshenko et le modèle de Navier-Bernouilli.

Pour les poutres de Timoshenko, on fait l’hypothèse cinématique que les sections
droites restent planes et indéformables dans leur plan. La position x à un instant donné t
d’un point M , repéré par X dans la configuration initiale de la poutre s’écrit alors :

x(X, t) = X + ξ(X, t) +R(X, t).X section (1.11)

où le vecteur ξ caractérise la translation de la section droite, et R sa rotation, X section
repérantM dans la section par rapport à son centre d’inertie. Si on se restreint à des petites
perturbations, on peut approximer la rotation des sections par :

R(X, t).X section ≈ ω(X, t) ∧X section (1.12)

Pour le modèle de Navier-Bernouilli, en plus de l’hypothèse précédente, on se place
dans le cas d’une poutre suffisamment élancée pour négliger les effets inertiels associés
aux rotations de sections devant les effets associées aux translations de la ligne moyenne :

ω̂(X, t) = ex ∧
ξ

dx
+ Ω̂X(X)ex (1.13)

où ex est le vecteur unitaire suivant l’axe de la poutre.
Cette hypothèse permet de réduire les champs inconnus du problème aux trois com-

posantes du déplacement de la ligne moyenne et à la rotation axiale. En effet la rotation
de la section est alors directement liée au déplacement de la ligne directrice. Ce modèle
est présenté en Annexe A.

En pratique, le modèle de poutre de Navier-Bernoulli est ainsi réservé aux poutres très
élancées, celui de Timoshenko pour les poutres plus épaisses.
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1 Contexte et outils pour l’analyse des structures élancées

� Modèles de plaques et coques

Des cinématiques analogues à celles des poutres ont été proposées pour les plaques
et coques. La théorie des plaques minces est basée sur les travaux de Kirchhoff en 1850
[Kirchhoff 50]. Une relaxation des hypothèses a été proposée par Reissner [Reissner 45,
Reissner 85] et Mindlin [Mindlin 51] pour étendre la théorie aux plaques plus épaisses.
Des théories générales de coques pour les structures courbes ont été proposées dans
[Koiter 59, Timoshenko 59]. Nous présentons dans l’Annexe C le modèle classique de
Mindlin, utilisé plus loin pour le calcul de structures aéronautiques.

� Théorie des poutres, plaques et coques en grands déplacements

Dans le cadre général des grands déplacements, l’approximation (1.12) n’est plus va-
lable, mais s’exprime au moyen d’opérateurs de rotations. On utilise alors l’expression
complète du champ de déplacement pour le calcul des déformations de Green-Lagrange.
Différentes approches ont été développées dans [Simo 85, Reissner 72] pour les poutres
en grands déplacements et rotations, ainsi que dans [Simmonds 72, Valid 95, Ramm 99,
Koiter 80, Libai 88, Hughes 81a] et dans [Hughes 81b] pour les structures de plaques
et coques. Elles aboutissent en général à des développement relativement complexes.
Comme nous le verrons par la suite, moyennant des hypothèses de petites déformations
locales, un choix pertinent de configuration de référence et une décomposition appropriée
du mouvement, les théories linéaires pourront être réutilisées pour le calcul en grands
déplacements.

1.2.2 Eléments finis pour les structures élancées

Une fois un modèle retenu, le calcul de structures passe par la discrétisation des équa-
tions d’équilibre. Une technique très largement répandue en calcul des structures est la
méthode des éléments finis, basée sur une approximation de la solution sur un espace
adapté. Les fonctions de forme de cette base sont définies sur un maillage de la structure,
constitué de formes géométriques simples, les éléments. La cinématique et les hypothèses
particulières des modèles de poutres, plaques et coques nécessitent de développer des élé-
ments finis adaptés. En particulier, les inconnues nodales sont dans le cas général les
déplacements ux, uy et uz, ainsi que les rotations θx, θy et θz. Pour ne pas encombrer
inutilement les notations, elles seront le plus souvent rassemblées sans distinction dans le
vecteur q.

De très nombreux éléments ont ainsi été développés dans les précédentes décennies.
La littérature sur le sujet est d’ailleurs extrêmement vaste et ne cesse d’être complétée.
Leur utilisation pour le calcul de structures et, plus encore, leur implémentation dans un
code de recherche exige de connaître leurs particularités et les problématiques qui leur
sont souvent associées. Les éléments les plus couramment rencontrés sont présentés en
détail dans [Batoz 90] ou [Zienkiewicz 05]. Nous nous contentons ici de présenter les
principales familles d’éléments, les notions qui doivent être maîtrisées, et les problèmes
classiques liés à leur mise en oeuvre.
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1 Structures élancées et non-linéarités géométriques

� Eléments de poutres

Pour les poutres de Navier-Bernoulli, on peut citer les éléments classiques à deux
noeuds avec un choix de fonctions d’interpolation cubiques de Hermite pour les dépla-
cements transverses, et linéaires pour le déplacement axial et la torsion. Les poutres plus
épaisses sont en général modélisées par des éléments de poutres de Timoshenko avec
des fonctions d’interpolation de même ordre pour le déplacement transverse et la rotation
associée. Ces éléments présentent cependant un phénomène de blocage en cisaillement
transverse lorsque l’épaisseur devient petite et que l’on réalise une intégration exacte
de l’opérateur de raideur. Les solutions couramment apportées proposent soit d’effec-
tuer une sous-intégration numérique du terme de raideur en cisaillement, soit de postuler
une forme approchée pour les déformations. Il existe aussi des éléments dits mixtes, ba-
sés sur un principe variationnel à deux champs (Hellinger-Reissner [Reissner 50] ) ou à
trois champs (Hu-Washizu [Washizu 82]), obtenus en relaxant le relation déformation-
déplacement ou la relation de comportement. Il est alors possible de faire des hypothèses
indépendantes sur les champs de déplacement et de déformation, et de postuler une forme
particulière pour ces derniers. Les éléments de poutres de Navier-Bernoulli, utilisés par la
suite dans ces travaux, sont présentés plus en détails dans l’annexe A.

� Eléments de plaques

Concernant les plaques minces, il existe de très nombreux éléments triangulaires et
quadrangulaires basés sur la théorie de Kirchhoff. La principale difficulté de cette théorie
réside dans la nécessité d’assurer la continuité C1 du déplacement transverse w. Certains
éléments utilisant des fonctions d’interpolation non-conformes, c’est-à-dire ne vérifiant
pas complètement cette continuité, ont été proposés, ainsi que d’autres vérifiant complè-
tement la continuité, au prix d’un plus grand nombre d’inconnues ou de singularités no-
dales. Cependant, ces derniers sont peu pratiques à l’usage et ne donnent pas toujours de
meilleurs résultats. On notera enfin l’existence d’éléments mixtes, et en particuliers ceux
mettant en oeuvre des contraintes additionnelles de type Kirchhoff Discret [Wempner 68,
Dhatt 70, Batoz 72].

Les plaques plus épaisses sont traitées par des éléments s’appuyant sur la théorie de
Reissner-Mindlin, prenant en compte le cisaillement transverse. De façon analogue aux
poutres de Timoshenko, une formulation en déplacement classique avec les mêmes fonc-
tions d’interpolation pour les déplacements et les rotations mène à un phénomène de
blocage en cisaillement transverse. Les mêmes solutions peuvent être mises en oeuvre
pour remédier à ce problème. Nous citerons ici, parmi les nombreux éléments existants,
les éléments mixtes avec contraintes de type Discrete Shear [Oñate 92].

� Eléments de coques

Les structures de coques, c’est-à-dire de courbure non-nulle, peuvent être discrétisées
de deux façons : soit en utilisant un assemblage en 3 dimensions d’éléments de plaques
classiques, soit en développant des éléments prenant en compte cette géométrie parti-
culière, au moyen d’éléments iso-paramétriques par exemple. Dans le cas d’assemblage
d’éléments plans, une attention particulière doit être portée au degré de liberté corres-
pondant aux rotations selon la normale à l’élément. Celle-ci n’entre pas en compte dans
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l’expression de la formulation variationnelle, ce qui peut mener, dans le cas d’éléments
coplanaires juxtaposés, à une indétermination. Ce problème peut être résolu soit en élimi-
nant les inconnues posant un problème, soit en leur attribuant une raideur arbitraire, soit
encore en définissant une déformation associée et en modifiant l’expression du travail des
efforts intérieurs [Allman 84, Bergan 85]. Enfin des éléments de coques volumiques, pre-
nant en compte des hypothèses de Reissner-Mindlin, ont aussi été proposés [Ahmad 70].

La plupart de ces éléments ont été initialement développés dans le cadre linéaire des
petites perturbations. Leur mise en oeuvre en grandes déformations exige d’utiliser la
forme complète du tenseur des déformations de Green-Lagrange ce qui peut mener, dans
le cas le plus général des éléments incurvés, à des développements relativement com-
plexes.

1.3 Formulation du problème non-linéaire discrétisé

Afin de mener des calculs de structures élancées dans le cadre de grands mouvements,
il convient de définir la formulation du problème matriciel obtenu après discrétisation.
Nous avons ici choisi comme technique de discrétisation la méthode des éléments finis.
Le système algébrique non-linéaire résultant dépend cependant de la configuration choisie
pour écrire les équations d’équilibre. Nous présentons tout d’abord dans cette section les
deux formulations les plus répandues, avant de présenter une formulation corotationnelle
particulièrement adaptée aux structures élancées.

1.3.1 Formulation lagrangienne totale

En notant q le vecteur des inconnues nodales d’un élément, et en choisissant l’écriture
vectorielle pour e, on obtient les relations suivantes pour les déplacements :

[
ξ
]

= N(X).q(t) (1.14)

et pour les déformations de Green-Lagrange :

[
e
]

=
1

2

[
∂ξ

∂X
+

(
∂ξ

∂X

)t
]

+
1

2

(
∂ξ

∂X

)t

.
∂ξ

∂X
(1.15)

= BL.q +
1

2
BNL(q, q) (1.16)

où N(X) est la matrice rassemblant les fonctions de forme élémentaires, BL la partie
linéaire de l’opérateur de déformation et BNL la partie quadratique.

De la même manière, en choisissant la même discrétisation pour les vitesses virtuelles
Û et en notant û le vecteur des inconnues nodales correspondantes, on a :

[û] = N(X).û(t) (1.17)
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ce qui mène à l’expression suivante pour le taux de déformation lagrangien ê :

[
ê
]

=
1

2

[
∂Û

∂X
+

(
∂Û

∂X

)t]
+

1

2

[(
∂ξ

∂X

)t

.
∂Û

∂X
+

(
∂Û

∂X

)t

.
∂ξ

∂X

]
(1.18)

= BL.û+ BNL(q, û) (1.19)

La formulation lagrangienne totale se base sur l’expression du Principe des puissances
virtuelles exprimé sur la configuration de référence CR (1.9). En substituant dans cette
expression les relations précédentes, on obtient :

ût.
∫

ΩR

(
Bt

L + Bt
NL(q, .)

)
.AR.

(
BL.q +

1

2
BNL(q, q)

)
dΩR =

ût.
∫

ΩR

Nt.J.f dΩR + ût.
∫

∂ΩR

Nt.
da

daR

.g daR , ∀û∈UCA (1.20)

ce qui mène au système algébrique suivant :

Fint(q) + Fext = 0 (1.21)

avec

Fint(q) =

∫
ΩR

(
Bt

L + Bt
NL(q, .)

)
.AR.

(
BL.q +

1

2
BNL(q, q)

)
dΩR (1.22)

Fext =

∫
ΩR

Nt.J.f dΩR +

∫
∂ΩR

Nt.
da

daR

.g daR (1.23)

Bien souvent, on est amené à linéariser ce problème autour d’une configuration Ct à
l’instant t. On obtient alors l’opérateur de raideur tangent KT , défini par :

KT =
∂Fint

∂q
(1.24)

soit :

KT =

∫
ΩR

Bt
NL(., .).AR.

(
BL.q +

1

2
BNL(q, q)

)
dΩR +

∫
ΩR

Bt
L.AR.BLdΩR

+

∫
ΩR

[
Bt

L.AR.BNL(qt, .) + Bt
NL(qt, .).AR.BL + Bt

NL(qt, .).AR.BNL(qt, .)
]
dΩR (1.25)

ou encore :
KT = KG

T + KE
T + KD

T (1.26)

Dans cette dernière équation, KE
T représente la matrice de raideur élastique construite

sur la configuration de référence CR, KG
T la matrice de raideur géométrique associée à

l’état de contraintes existant sur la configuration Ct et calculé sur CR, et KD
T matrice fonc-

tion des déplacements q à l’instant t, appelée matrice des déplacements initiaux.
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1.3.2 Formulation lagrangienne réactualisée

La formulation lagrangienne réactualisée est basée sur le Principe des Puissances Vir-
tuelles exprimé dans une configuration C0 plus proche de la configuration actuelle que
CR. Elle est particulièrement utilisée dans les approches incrémentales, où l’on utilise la
configuration Ct à l’instant t pour déterminer la solution du problème à l’instant t+ ∆t.

En suivant la même démarche que pour la formulation lagrangienne totale, on aboutit
à l’expression de l’opérateur de raideur KT suivante :

KT = KE
T + KG

T (1.27)

avec
KE

T =

∫
Ωt

Bt
L.At.BLdΩt (1.28)

et

KG
T =

∫
ΩR

Bt
NL(., .).At.

(
BL.q +

1

2
BNL(q, q)

)
dΩt (1.29)

On peut remarquer que la matrice des déplacements initiaux disparaît dans la formu-
lation lagrangienne réactualisée. Cependant, il est maintenant nécessaire de transporter la
loi de comportement sur la configuration Ct et l’intégration doit se faire sur la géométrie
déformée. Le cas des éléments de poutres et plaque devient alors plus délicat à traiter.

1.3.3 Formulations corotationnelles

Si les formulations précédentes permettent bien de mener des calculs analytiques ou
des simulations numériques, elles s’avèrent peu commodes pour diverses raisons.

Les déformations de Green-Lagrange et les contraintes de Piola-Kirchhoff de deuxième
espèce sont les plus couramment utilisées en analyse non-linéaire, car elles sont à la fois
objectives, conjuguées et adaptées aux grandes déformations. Cependant, leur interpréta-
tion n’est pas évidente, et l’expression des lois de comportement en grandes transforma-
tions passe le plus souvent par une conversion du tenseur de Piola-Kirchhoff de deuxième
espèce en tenseur des contraintes de Cauchy, opération qui peut être coûteuse.

Par ailleurs, la prise en compte des grands déplacements exige de redévelopper des
modèles de plaques et coques adaptés, ainsi que les éléments finis associés. Ces dévelop-
pements peuvent mener à des modèles relativement complexes, et leur implémentation
doit être réalisée pour chacun des types d’éléments précédemment introduits. Or, très sou-
vent, les grandes transformations des structures élancées ne sont associées qu’à de petites
déformations de leurs éléments constitutifs. Les mouvements sont ainsi majoritairement
constitués d’une composante rigidifiante.

Pour ces raisons, des approches alternatives dites corotationnelles ont été proposées.
Elles proposent de choisir comme configuration de référence une configuration obtenue
par une rotation rigidifiante, et d’exprimer déformations et contraintes dans un repère
tournant avec la matière. Dans le cas des milieux massifs, on fait souvent le choix d’une
décomposition polaire du gradient F = R.U = V.R. Il s’agit en général d’une décomposi-
tion faite au niveau continu et qui varie en tout point. De telles approches et les outils ma-
thématiques associés, en particulier pour le traitement des opérateurs de rotation et pour

22 Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008



1 Structures élancées et non-linéarités géométriques

les dérivations, sont étudiées dans [Truesdell 60, Bathe 73, Belytschko 79, Hughes 80,
Argyris 82].
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Figure 1.4: Illustration des différentes configurations, des repères associés et des opéra-
teurs de rotation

Pour les structures élancées, on préfère en général choisir un repère corotationnel lié
à la géométrie des éléments, et tournant avec eux (voir Figure 1.4). On fait alors porter
les non-linéarités des grands mouvements sur les changements de repères, les déforma-
tions élémentaires restant linéaires dans le repère corotationnel. Une synthèse complète
des Eléments Finis corotationnels est proposée dans [Felippa 05]. Elle fait suite aux tra-
vaux antérieurs présentés, entre autres, dans [Wempner 69, Belytschko 73, Bergan 76,
Nour-Omid 91, Crisfield 96]. Cette approche fait l’hypothèse de petite perturbations dans
le repère corotationnel. Elle a ainsi pour avantage de permettre la réutilisation des opé-
rateurs des éléments linéaires classiques déjà existants. Elle permet en outre de s’affran-
chir des problèmes rencontrés avec une formulation Lagrangienne Totale dans le cas de
grandes rotations. La Figure 1.4 illustre les différentes configurations considérées, ainsi
que les opérateurs de rotation permettant de passer d’un repère à l’autre.

La stratégie agit comme une étape intermédiaire située entre le calcul de la matrice
de raideur élémentaire (identique au cas linéaire, dans le repère corotationnel) et l’assem-
blage de l’opérateur global, indépendamment de l’élément considéré. Sa mise en oeuvre
est illustrée sur la Figure 1.5. Dans cette figure, les deux blocs de droite représentent les
fontions élémentaires classiques, pouvant être reprises dans les librairies EF existentes,
et les blocs de gauche les méthodes d’assemblage et de résolution du logiciel. Il s’agit
d’une stratégie efficace, simple à implémenter et qui est utilisée dans de nombreux codes
commerciaux ou de recherche. Pour ces raisons, ce sera la formulation non-linéaire que
nous adopterons par la suite pour les calculs en post-flambage des structures élancées de
poutres et plaques.

Les deux blocs de la procédure corotationnelle a proprement parler correspondent à
une phase préliminaire d’extraction des déplacements et rotations déformants, et à une
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Figure 1.5: Schéma d’implémentation de la procédure corotationnelle indépendante des
éléments

phase de transport du problème tangent élémentaire dans le repère global.

� Extraction des déplacements et rotations déformantes

Il s’agit dans cette étape d’extraire des déplacements et rotations totaux les déplace-
ments et rotations de corps rigides pour obtenir ceux engendrant des déformations dans
le repère corotationnel. Cette opération est réalisée en trois étapes, pour chaque nœud a
d’un élément e :

1. Calcul des coordonnées nodales x̃e
a dans le repère élémentaire initial (configura-

tion C0) par rapport au centre de gravité ae de l’élément, à partir des coordonnées
globales xe

a :
x̃e

a = Te
0.(x

e
a − ae) (1.30)

2. Calcul des coordonnées nodales de l’élément déformé x̄e
a = xe

a + ue
a et du nouveau

centre de gravité be. Détermination du repère corotationnel CR, i.e. de l’opérateur
de rotation Te

R. Calcul des coordonnées de l’élément déformé dans le repère coro-
tationnel :

x̃e
Ra = Te

R.(x̄
e
a − be) (1.31)

3. Calcul des déplacements déformants ũda = x̃e
Ra − x̃e

a et de l’opérateur de rotation
déformant R̃

e

da = Te
RRe

a(T
e
0)

t, où Re
a est l’opérateur de rotation du nœud a entre la

configuration C0 et la configuration finale Ct, puis extraction des angles de rotation
déformants θ̃e

da, à partir du vecteur axial de R̃
e

da.

Remarque : Le choix de la configuration corotationnelle CR n’est pas unique. Elle
doit cependant « suivre au mieux » la structure dans son mouvement. En général, on s’ap-
puie sur les nœuds de l’élément déformé pour définir le repère orthonormal associé à la
configuration corotationnelle. Des détails peuvent être trouvés dans l’Annexe B pour les
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éléments de poutres, et dans le Chapitre 4 pour les éléments triangulaires de plaques. Une
solution optimale peut aussi être recherchée en choisissant le repère dans lequel des dé-
placements déformants sont les plus petits. Ce choix passe alors par la résolution d’un
problème d’optimisation local, par une méthode de moindres carrés par exemple.

� Passage du repère corotationnel au repère global

Cette étape consiste à opérer une transformation du problème tangent exprimé dans
le repère corotationnel pour le ramener dans le repère global. Cette étape n’est pas im-
médiate car elle exige de prendre en compte correctement les termes de rotation dans les
différents repères lors des opérations de différentiation. Nous ne présentons ici que les
résultats principaux de cette démarche, dont tous les détails peuvent être trouvés dans
[Felippa 05].

1. Efforts internes :

Dans le repère corotationnel, on fait l’hypothèse des petites déformations qui, dans
le cas d’un matériau élastique, permet d’écrire les efforts intérieurs F̃ e

int comme
dérivant d’un potentiel élastique We :

F̃ e
int =

∂We

∂q̃e
d

=


∂We

∂ũe
d

∂We

∂θ̃e
d

 (1.32)

En utilisant le jacobien Je défini par :

Je =


∂ũe

d

∂ue

∂ũe
d

∂ωe

∂θ̃e
d

∂ue

∂θ̃e
d

∂ωe

 (1.33)

on obtient l’expression des efforts intérieurs dans le repère global :

F e
int = JtF̃ e

int (1.34)

Il est pratique de décomposer le jacobien en J = HPT, où P est le projecteur
extrayant la partie déformante des déplacements et rotations exprimés dans le repère
corotationnel, T s’écrit en fonction de l’opérateur de rotation Te

R :

T =

 Te
R 0

0 Te
R

 (1.35)
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et H est un opérateur reliant les variations du vecteur des rotations θ̃e
d dans le repère

corotationnel aux variations du vecteur de Spins ω̃e
d, adapté aux rotations finies dans

le repère global, soit :

H =


I 0

0
δθ̃e

d

δω̃e
d

 (1.36)

Au final, on obtient :

δqe
d = HPTδqe (1.37)

F e
int = TtPtHtF̃ e

int (1.38)

2. Opérateur de raideur :

L’opérateur de raideur tangent cohérent Ke
T d’un élément e est défini comme la dé-

rivée des efforts internes par rapport aux degrés de liberté qe dans le repère global :

Ke
T =

∂F e
int

∂qe
(1.39)

En prenant pour F e
int l’expression (1.38) et après différention, on obtient :

δF e
int = δTtPtHtF̃ e

int + TtδPtHtF̃ e
int + TtPtδHtF̃ e

int + TtPtHtδF̃ e
int

= (Ke
GR + Ke

GP + Ke
GM + Ke

M)δqe (1.40)

où Ke
M est appelée « matrice de raideur matérielle », Ke

GP « matrice géométrique de
projection de l’équilibre », Ke

GM « matrice géométrique de correction du moment »
et Ke

GR « matrice géométrique de rotation ».

Ces différentes matrices peuvent être exprimées en fonction de l’opérateur de rai-
deur élastique K̃

e
, exprimé dans le repère corotationnel. Ainsi on obtient :

Ke
M = TtPtHtK̃

e
HPT (1.41)

Ke
GP = −TtGtFt

nPT (1.42)
Ke

GM = TtPtLPT (1.43)
Ke

GR = −TtFnmGT (1.44)

où les opérateurs G, Fn, L et Fnm sont indépendants de la formulation de l’élément
et basés uniquement sur sa topologie. Leur interprétation et leur expression générale
sont explicitées dans [Felippa 05]. L’expression dans le cas des éléments plans de
poutres est rappelée dans l’Annexe B.
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� Bilan

Pour résumer, la formulation corotationnelle aboutit, pour les efforts intérieurs et
l’opérateur de raideur élémentaires, aux expressions suivantes :

F e
int = TtPtHtK̃

e
q̃e
d (1.45)

Ke
T = Tt

(
PtHtK̃

e
HP + PtLP− FnmG−GtFt

nP
)

T (1.46)

On peut démontrer que l’opérateur de raideur assemblé ainsi calculé devient symé-
trique quand on approche l’équilibre, pour des efforts imposés conservatifs. On pourra
donc utiliser une version symétrisée de l’opérateur et un solveur moins coûteux, tout en
conservant une convergence quadratique.

Moyennant certaines approximations, des versions simplifiées des expressions précé-
dentes peuvent être obtenues. Ainsi, en faisant l’hypothèse que H = I et P = I dans
l’expression (1.38), tout en conservant ces deux opérateurs dans (1.37), on obtient la va-
riante proposée par Bergan et al. dans [Nygard 89] :

F e
int = TtK̃

e
q̃e
d (1.47)

Ke
T = Tt

(
K̃

e
HP− FnmG

)
T (1.48)

La symétrie de l’opérateur est alors perdue, même à l’équilibre, ce qui impose l’uti-
lisation d’un solveur adapté pour conserver de bonnes propriétés de convergence. Par
ailleurs, les approximations faites imposent de travailler avec un maillage relativement
fin.

Enfin, une version intermédiaire consiste à faire l’hypothèse que H = I, mais à conser-
ver P dans (1.38). On obtient alors :

F e
int = TtPtK̃

e
q̃e
d (1.49)

Ke
T = Tt

(
PtK̃

e
HP− FnmG−GtFt

nP
)

T (1.50)

Dans cette approche, l’opérateur de raideur assemblé tend de nouveau vers un opé-
rateur symétrique à l’équilibre. La convergence quadratique sera donc assurée avec une
version symétrisée de l’opérateur, à condition d’utiliser un maillage suffisamment fin,
pour respecter l’approximation introduite. Cette formulation sera celle qui sera rete-
nue dans la suite de ces travaux.

1.4 Flambage des structures élancées
Une particularité du comportement des structures élancées est leur sensibilité au flam-

bage, qui correspond à une instabilité de l’équilibre de la structure, liée aux non-linéarités
géométriques induites par des transformations finies.
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Afin d’expliquer ce phénomène, on est amené à étudier des petits mouvements autour
d’une configuration C0 donnée. On peut alors linéariser l’expression du PPV sur la confi-
guration C0. En choisissant pour les déplacements inconnus ξ et les vitesses virtuelles
Û le même espace V de fonctions cinématiquement admissibles et en utilisant la loi de
comportement transportée sur C0 (1.10), le champ ξ est alors solution de :

K0(ξ, Û) = ∆Pe(Û) ∀Û ∈V (1.51)

avec
V =

{
Û : Ω0 → <3 , Ûi∈H1(Ω0) , Ûi = 0 sur ∂ΩU

}
(1.52)

et où l’opérateur de raideur K0 est constitué des deux termes suivants :

– le terme classique de raideur élastique

KE
0 (ξ, Û) =

∫
Ω0

εL
0
(ξ) : A

0

: εL
0
(Û)dΩ0 (1.53)

où εL
0
(ξ) est la partie linéaire des déformations exprimées dans C0 :

εL
0
(ξ) =

1

2

[(
∂ξ

∂x0

)t

+
∂ξ

∂x0

]
(1.54)

– un terme supplémentaire de raideur géométrique, dû au changement de géométrie
en présence de contraintes initiales

KG
0 (ξ, Û) =

∫
Ω0

∂ξ

∂x0

.σ
0

:
∂Û

∂x0

dΩ0 (1.55)

soit :
K0(ξ, Û) = KE

0 (ξ, Û) +KG
0 (ξ, Û) (1.56)

dans lequel l’opérateur de raideur élastique KE
0 (ξ, Û) est, a priori, défini positif alors

que l’opérateur de raideur géométrique KG
0 (ξ, Û) dépend linéairement de l’état de pré-

contrainte σ
0
. Il peut ainsi exister un niveau de précontrainte pour lequel l’opérateur de

raideur K0(ξ, Û) ne soit plus plus défini positif. On parle alors de charge critique de
flambement eulérien. Cette charge critique λc peut correspondre soit à un point de bi-
furcation soit à un point limite. Les différents comportements sont illustrés Figure 1.6
sur une courbe classique effort/déplacement. Dans le premier cas, la branche d’équilibre
fondamentale croise une autre branche d’équilibre admissible pour la structure (appelée
branche bifurquée) au point de bifurcation. Cette branche est associée à un potentiel in-
férieur à celui de la branche fondamentale et sera privilégié par la structure. Le second
cas correspond à un niveau de chargement admissible maximal sur la branche d’équilibre
fondamentale de la structure.

La problématique du flambage est de première importance dans le dimensionnement
de structures élancées car celui-ci s’avère être un des modes de ruine prépondérants, ou
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Figure 1.6: Illustration des branches fondamentales et bifurquées

ayant un rôle significatif dans le processus de dégradation. Elle a fait l’objet d’une très
grande quantité d’études, aussi bien analytiques, numériques qu’expérimentales.

L’étude analytique des charges critiques pour des structures simples a été faite dès
1744 dans [Euler 44]. Il existe aujourd’hui des formules pour les charges critiques de
flambages de poutres, plaques et cylindres dans de nombreuses configurations de condi-
tions aux limites et de chargements.

Avec l’arrivée des premiers calculateurs, des formulations discrètes comme celle pro-
posée par la méthode des éléments finis ont permis l’analyse de géométries plus com-
plexes. Le développement des structures élancées passe aujourd’hui quasi-systématique-
ment par divers types d’analyses, parmi lesquelles :

� l’analyse de stabilité

Ce type d’analyse recherche les charges critiques de flambage et les modes associés
d’une structure linéaire élastique soumise à un chargement mécanique. La théorie de la
stabilité élastique a été introduite dans [Koiter 45, Timoshenko 61]. Un bilan des déve-
loppements plus récents pour les cas non-linéaires avec rupture ou endommagement peut
être trouvé dans [Bazant 03]. Le phénomène de flambage a lieu dès que l’unicité de la so-
lution du problème d’équilibre 1.51 est perdue, c’est-à -dire lorsque la dérivée seconde de
l’énergie potentielle du système s’annule. L’analyse de stabilité revient donc à résoudre
le problème aux valeurs propres généralisé suivant :

KE
0 (ξ, Û)x = λKG

0 (ξ, Û)x (1.57)

La figure 1.7 représente les deux premiers modes de flambage issus d’une analyse
linéaire de stabilité après discrétisation par la méthode des éléments finis pour une struc-
ture de panneau raidi soumis à un chargement de double cisaillement. Les comportements
non-linéaires peuvent être pris en compte dans le cadre d’une analyse de stabilité incré-
mentale [Combescure 95].

� l’analyse en post-flambage

L’analyse de stabilité permet de déterminer les charges critiques de flambage d’une
structure et de s’assurer de la stabilité dans des conditions de chargement de la structure
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1er mode de 
flambage

2ième mode de 
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Figure 1.7: Premiers mode de flambage d’un panneau raidi chargé en cisaillement, obte-
nus par une étude de stabilité. Les couleurs représentent le déplacement hors-
plan (axe z).

en service. Pour certaines structures devant être certifiées pour des chargements extrêmes,
et dans le but de déterminer le scénario de ruine, il peut être nécessaire d’effectuer un
calcul non-linéaire complet. C’est ce type d’analyse qui fait l’objet des travaux de
cette thèse.

La figure 1.8 présente le résultat d’un telle analyse sur la structure de panneau raidi
précédemment introduite.

Les problématiques liées à ce type d’analyse sont nombreuses. On peut citer, entre
autres, celle du pilotage des calculs, de la détection des bifurcations ou du suivi des che-
mins d’équilibre. Ces différents points sont abordés dans [Arbocz 87]. D’une manière gé-
nérale, les calculs au post-flambage sont souvent difficiles à mener et à interpréter, et très
coûteux en ressources de calcul. Nous présenterons dans les sections suivantes quelques
techniques de résolution de tels problèmes non-linéaires. C’est cette problématique de
coût de calcul que nous aborderons plus précisément dans ces travaux.

Concernant plus particulièrement les structures aéronautiques qui nous intéressent ici,
on observe, lors des essais et des simulations réalisés sur des structures représentatives,
une première bifurcation correspondant à un flambage de la « peau » entre les raidisseurs.
La structure reste cependant le plus souvent globalement stable, du fait de sa conception
raidie, et peut admettre une augmentation de la charge relativement importante, accom-
pagnée éventuellement de changements de modes de flambage. Dans un deuxième temps
seulement, se développe un mode de flambage plus global, au niveau des raidisseurs, en-
traînant la ruine de la structure. Le plus souvent, c’est un mode de dégradation local,
par exemple le décollement d’un raidisseur, qui survient, du fait des déformations engen-
drées par le flambage de peau. Ce mode de dégradation ultime n’est bien sûr pas envisagé
pour le dimensionnement des structures aéronautiques dans leur domaine d’utilisation, ce
jusqu’aux charges extrêmes. Aussi, par la suite, nous nous intéresserons plus particu-
lièrement à la première phase du calcul non-linéaire, avant la ruine complète de la

30 Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008



1 Structures élancées et non-linéarités géométriques

Figure 1.8: Solution flambée du panneau raidi pour un chargement de 200 000N , obtenue
par un calcul non-linéaire géométrique complet. Les couleurs représentent le
déplacement hors-plan (axe z).

structure, c’est-à-dire à la phase globalement stable.

� l’analyse de sensibilité aux imperfections

Le flambage, et en particulier les charges critiques, peuvent être très sensibles aux
défauts de géométrie des structures étudiées. En présence de tels défauts, les chemins
d’équilibre de la structure sont modifiés (lignes discontinues sur la figure 1.6). Pour cer-
taines catégories de structures, la charge limite peut être fortement réduite. C’est donc un
phénomène important qui doit être pris en compte dans la conception. Ce problème de
flambage des structures imparfaites a été formalisé dans [Koiter 45] pour les structures
élastiques. Un exemple peut être trouvé dans [Arbocz 69] pour les coques cylindriques.
Le cas des structures plastiques a été étudié entre autres dans [Hutchinson 74]. Une étude
du flambage non-linéaire de cylindres sous pression avec des imperfections d’épaisseur
est présenté dans [Combescure 01].

Les défauts généralement introduits comme imperfections initiales peuvent être de
plusieurs types : il peut s’agir soit des modes de flambage, obtenus pas une analyse de
stabilité préalable et particulièrement pénalisants, soit de défauts aléatoires, soir encore
de défauts liés au procédé de fabrication et obtenus par une mesure sur les structures
réelles.

Dans leur phase de flambage initial, globalement stable, les structures de pan-
neaux raidis que nous considérons sont relativement peu sensibles aux imperfections.
Ici encore, l’expérience éprouvée de la conception aéronautique et des méthodes de
fabrication justifie que nous ne prenions pas en compte par la suite les imperfections
des structures.
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2 Méthodes de résolution des problèmes non-linéaires
Nous présentons brièvement dans cette section les méthodes les plus couramment

employées pour la résolution de systèmes d’équations non-linéaires, à savoir les méthodes
de Newton, ainsi que quelques approches plus originales ou particulièrement adaptées
aux non-linéaritées de flambage : les méthodes de continuation, les méthodes d’ordre
supérieur et la méthode LaTIn.

2.1 Méthodes de Newton
2.1.1 Principes de base

La méthode de Newton ou méthode de Newton-Raphson est une méthode numérique
itérative de résolution des équations du type f(x) = 0. Elle a été initialement propo-
sée par [Newton 71] en 1687 et repose sur la méthode du point fixe. Plus précisément,
l’approximation de la solution xi à l’itération i étant donnée, xi+1 est déterminé par :

xi+1 = xi −
f(xi)

f ′(xi)
(1.58)

On peut montrer que cette méthode converge de manière quadratique dans un voisi-
nage de la solution x∗ (pour les racines simples de la fonction). Par contre, elle peut diver-
ger si le point de départ de la procédure est trop éloigné de x∗. Ainsi, on peut commencer
par estimer une approximation de la solution par une méthode grossière, puis appliquer
la méthode de Newton pour améliorer la précision. La figure 1.9 illustre le comportement
de la méthode pour une fonction f à valeurs dans < .

y

x

y
i+1

y
i

x
i

x
i+1Δx

i

y=f(x)

Figure 1.9: Procédure itérative de Newton

2.1.2 Application au calcul de structures non-linéaires

En mécanique des structures, le problème non-linéaire à résoudre, après discrétisation
par la méthode des éléments finis et choix d’une formulation adaptée, est du type :

R(q) = Fint(q) + Fext = 0 (1.59)
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La mise en œuvre d’une méthode de Newton-Raphson pour sa résolution passe par la
linéarisation de cette équation. La solution q étant connue, la fonction R(q) est approchée
par son développement limité au premier ordre :

R(q + ∆q) ≈ R(q) +
∂R

∂q
∆q (1.60)

En notant comme précédemment
∂R

∂q
= KT , on obtient ∆q par la résolution du sys-

tème linéaire suivant :

KT (q)∆q = −R(q) (1.61)

soit :
∆q = − (KT (q))−1R(q) (1.62)

en faisant l’hypothèse que le problème initial est bien posé, de sorte que cette inversion
ait un sens.

Plusieurs méthodes numériques permettent de réaliser cette opération. Elle se traduit
le plus souvent par une première étape de factorisation de la matrice KT (en fonction des
caractéristiques de la matrice, factorisation de type LU, LDLt, . . .) puis par la résolution
des deux systèmes triangulaires obtenus.

Ces résolutions linéaires sont réalisées au sein d’un processus itératif qui permet de
calculer les corrections ∆q successives au vecteur solution q. Les itérations sont stoppées
lorsque le résidu relatif η = ‖R(q)‖ / ‖Fext‖ devient inférieur à une valeur critique ηc.

En outre, la méthode nécessite d’être mise en œuvre dans le cadre d’une procécdure
incrémentale, où le chargement est appliqué en plusieurs incréments successifs. En effet,
comme nous l’avons vu, la convergence n’est assurée qu’au voisinage de la solution du
problème. Pour cette raison, on doit se restreindre à de petites variations du chargement.
Par ailleurs les sollicitations peuvent évoluer dans le temps, être cycliques, etc. même si
nous nous plaçons ici dans le cadre d’une réponse quasi-statique de la structure, paramé-
trée par un temps fictif d’évolution.

Au final, le problème à résoudre est le suivant : partant d’un état, supposé en équilibre,
caractérisé par un chargement Fext0 et un déplacement q0, on cherche, par une procédure
itérative de Newton, l’incrément de déplacement ∆q correspondant à un incrément de
chargement donné ∆Fext et vérifiant les équations d’équilibre discrétisé. Une fois cet
incrément déterminé, le déplacement est mis à jour, et un nouvel incrément de chargement
peut être appliqué, jusqu’à atteindre le chargement total F tot

ext.

Déterminer la séquence optimale de pas de chargement n’est cependant pas une tâche
aisée : si l’incrémént de chargement est trop important, la procédure itérative de New-
ton converge très difficilement, voire diverge ; à l’inverse si l’incrément est très petit, le
nombre d’itérations pour converger devient très faible, mais un très grand nombre de pas
de chargement peut être nécessaire pour appliquer le chargement total.
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Ainsi, en pratique, plutôt que de fixer a priori cette séquence de chargement, après
avoir fixé un premier incrément ∆F0 = θ.F tot

ext (θ ∈ ]0, 1]), il est courant d’utiliser une
méthode de pas adaptatif. Il existe de très nombreuses approches, dont :

1. une version standard qui consiste à diviser par deux l’incrément courant en cas de
non-convergence après un nombre fixé d’itérations, et à l’augmenter en le multi-
pliant par un paramètre réel, supérieur à un, après plusieurs convergences rapides.

2. une méthode plus fine qui consiste, en cas de convergence, à modifier l’incrément
de chargement selon la formule 1.63 pour atteindre un nombre optimal d’itérations
à chaque incrément, fixé a priori :

∆Fp+1 = ∆Fp.

(
iopt

ip

)α

(1.63)

où ∆Fp est le peme incrément de chargement, ip le nombre d’itérations à conver-
gence du peme pas, iopt un nombre optimal d’itérations recherché et α un paramètre
strictement positif. L’incrément est ainsi adapté (augmenté ou réduit) en fonction
du comportement au pas précédent.

L’ensemble de la procédure itérative incrémentale est résumé dans l’algorithme 1,
avec la procédure adaptative du deuxième type.

2.1.3 Méthodes dérivées

Dans de nombreux cas, et en particulier lorsque le nombre d’inconnues devient im-
portant, le calcul de l’opérateur linéarisé et sa factorisation peuvent être très coûteux voire
prohibitif. Nous décrivons ici les méthodes dérivées de la Méthode de Newton-Raphson
qui tentent de pallier cet inconvénient : la méthode sécante, la méthode pseudo-Newton
et la Méthode BFGS.

� Newton sécant, où méthode de la sécante

La méthode de la sécante est une méthode dérivée de celle de Newton où l’on remplace
f ′(xi) par une approximation :

f ′(xi) ≈
f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1

(1.64)

On obtient alors la relation de récurrence suivante :

xi+1 = xi −
xi − xi−1

f(xi)− f(xi−1)
f(xi) (1.65)

Le calcul de l’opérateur tangent n’est plus nécessaire, mais la convergence est plus
lente : pour des valeurs initiales x0 et x1 suffisamment proches de la solution x∗, la mé-
thode a un ordre de convergence de ϕ = 1+

√
5

2
' 1, 618 (le « nombre d’or »). Toutefois,

la fonction f doit être 2 fois continuement différentiable et x∗ doit être une racine simple
de l’équation.
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Algorithme 1 Méthode de Newton avec pas adaptatif
Initialisation : Fext = 0, ∆F = θ.F tot

ext, q = 0
boucle pour p = 0 à pmax faire {incréments de chargement}
Fext = Fext + ∆Fext

si ‖Fext‖ > ‖F tot
ext‖ alors

Fext = F tot
ext

fin si
boucle pour i = 0 à imax faire {itérations de Newton}

- Calcul du résidu R = Fext + Fint

- Indicateur d’erreur η = ‖R‖
‖Fext‖ : Si η < ηc Sortie

- Calcul de l’opérateur tangent KT

- Factorisation de KT

- Résolution de KT .∆q = −R
- Mise à jour de q : q = q + ∆q

fin boucle
si η > ηc alors {non-convergence}

Réduction de l’incrément de chargement :
Fext = Fext −∆Fext

∆Fext = ∆Fext/2
sinon {convergence}

si Fext = F tot
ext alors {Fin du calcul}

Sortie
sinon {Incrément adaptatif}

∆Fext = ∆Fext. (iopt/i)
α

fin si
fin si

fin boucle
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� Pseudo-Newton

Dans cette autre variante de la méthode de Newton-Raphson, on conserve un même
opérateur linéarisé au cours des itérations d’un incrément de chargement. Son calcul n’est
ainsi effectué qu’une seule fois par incrément, et non plus à chaque itération. Le coût
de calcul s’en trouve fortement allégé. La vitesse de convergence est bien sûr détériorée
par rapport à la méthode de Newton-Raphson. La méthode n’est à conseiller que pour
les systèmes faiblements non-linéaires, ou de petits incréments de chargement. Elle reste
cependant robuste dans pour les cas où Newton-Raphson l’est.

� Méthode quasi-Newton

Les approches quasi-Newton proposent d’utiliser des approximations Ai de l’opéra-
teur tangent KT (qi), qui sont mises à jour à chaque itération par :

Ai+1 = Ai + ∆Ai (1.66)

La méthode BFGS (pour Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) propose une mise à jour
de A au moyen des vecteurs des efforts internes précédents [Broyden 70]. L’opérateur
tangent réel n’est calculé à aucun moment. Cependant, la méthode fait l’hypothèse que la
fonction peut localement être approximée par une fonction quadratique dans un voisinage
de la solution.

La méthode BFGS s’avère être peu coûteuse et plutôt robuste, en particulier pour les
structures avec un comportement « durcissant » (contrairement à la méthode de Newton-
Raphson). La convergence est plus rapide que pour les méthodes quasi-Newton. Son com-
portement dans le cas de bifurcations ou de point limite n’est cependant pas toujours
satisfaisant.

2.2 Méthodes de continuation
Si les méthodes de type Newton présentées plus haut permettent la résolution de nom-

breux probèmes non-linéaires, elles sont très peu robustes vis-à-vis de certains compor-
tement malheureusement souvent rencontrés dans les structures élancées. Les comporte-
ment de snap-through (ou claquage) et de snap-back, schématiquements représentés sur
les courbes Efforts-Déplacements des figures 1.10 en sont deux exemples emblématiques.
Dans les deux cas, le pilotage classique en effort échoue au delà d’un point limite. Un pi-
lotage en déplacement n’aboutit que dans le cas du claquage, à condition de ne pas se
retrouver au court des itérations sur un point où l’opérateur tangent devient nul.

Des méthodes dites de continuation ont cependant été développées, entre autres par
Riks [Riks 72] et Crisfield [Crisfield 88]. Elles permettent de réaliser un pilotage mixte
en effort et déplacement en modifiant la méthode de Newton pour rechercher la solution
à l’intersection avec un hyperplan ou une hypersphère de l’espace F -U . Elles consistent
ainsi à étendre l’espace des inconnues en adjoignant aux déplacements q le facteur λ
relatif au chargement, ou à l’évolution d’une variable du calcul (par ex. une longueur de
fissuration), en écrivant F (t) = λ(t)Fext.

On se ramène alors à la résolution d’un problème à nddl + 1 inconnues (q, λ) formé
par les nddl équations d’équilibre :
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F

u

F

u

Figure 1.10: Comportement de type snapback (à gauche) et snapthrough (à droite)

R(q, λ) = F{int(q) + λFext = 0 (1.67)

et une équation supplémentaire de la forme :

f(q, λ) = 0 (1.68)

Le choix de cette équation n’est pas unique. La technique de la longueur d’arc (arc-
length) propose de rechercher (q, λ) sur une boule centrée sur le dernier point calculé
(q0, λ0) et délimitant son voisinage au sens d’une norme spécifique. On peut citer plu-
sieurs variantes : la méthode de la longueur d’arc linéarisée (ou de l’hyperplan) [Riks 72,
Riks 79], celle de la longueur d’arc cylindrique [Podovan 82, Ramm 81b, Ramm 81a],
ou bien celle de la longueur d’arc sphérique (ou de l’hypersphère) [Crisfield 88].

Remarque : Les structures aéronautiques qui nous intéresseront par la suite sont
des structures raidies, spécifiquement conçues pour résister à des chargements allant au
delà de la charge initiale de flambage de peau. Pour de telles structures, une méthode
de continuation ne devient nécessaire qu’à partir de la charge de ruine globale, en gé-
néral beaucoup plus élévée. Pour des chargements plus faibles, une méthode de Newton
classique convient généralement. Ce sera notre choix par la suite.

2.3 Méthodes alternatives
2.3.1 Méthode asymptotique numérique

La méthode asymptotique numérique a été proposée par Azrar, Cochelin et Potier-
Ferry dans [Azrar 91, Azrar 93]. Elle a été appliquée à de nombreux domaines de la
mécanique : problèmes non-linéaires géométriques [Zahrouni 99], équations de Navier-
Stokes, contacts, visco-plasticité, etc.. Elle dérive des méthodes de perturbations intro-
duites par [Koiter 45] et s’appuie sur un développement de chaque inconnue du problème
sous la forme d’une série entière à un ordre n donné, en fonction d’un paramètre de
contrôle. Après injection de ces développements dans les équations du problème, on se
ramène alors à la résolution successive de n systèmes linéaires identiques, où seul le se-
cond membre varie. L’opération de factorisation peut ainsi être réalisée une seule fois. Il
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est intéressant de noter que la taille de l’incrément de chargement n’est déterminée qu’a
posteriori, puisqu’on a une expression de l’écart de la solution approximée à la solution.

Cette méthode montre une très grande robustesse vis-à-vis des comportements de type
snap-back et snap-through. Concernant le passage des points de bifurcation, une straté-
gie de détection des instabilités et de branchement par perturbation a été proposée dans
[Boutyour 04].

2.3.2 Méthode LaTIn

La méthode LaTIn (pour « Large Time Increment Method ») est une stratégie de calcul
originale pour la résolution des problèmes non-linéaires d’évolution, décrite en détails
dans [Ladevèze 85, Ladevèze 99a]. Sa particularité réside dans le fait qu’il ne s’agit pas
d’une méthode incrémentale : la résolution se fait itérativement sur tout l’intervalle de
temps et tout l’espace. On a donc à chaque itération une approximation de la solution
complète de la structure.

Elle repose sur trois principes de mise en oeuvre :

1. la séparation des difficultés, et une répartition des équations du problème en deux
groupes : les équations linéaires, éventuellement globales (équations de liaison et
d’équilibre, loi d’état) et les équations locales, éventuellement non-linéaires (loi
d’évolution des matériaux non-linéaires, contact, etc.).

2. une résolution itérative à deux étapes : on cherche les solutions successives des deux
groupes d’équations précédents au moyen de directions de recherches E+ et E−. La
solution est cherchée sur tout l’espace et sur tout le temps à chaque itération.

3. une représentation adaptée des inconnues, par exemple comme une somme de char-
gements radiaux (produits d’une fonction du temps par une fonction d’espace).

E+E -



Ad
sn

sn

sn1

E - E+

Figure 1.11: Procédure itérative de la LaTIn

Elle est particulièrement bien adaptée à la résolution des problémes mettant en oeuvre
des matériaux non-linéaires où les non-linéarités sont locales. Cette approche a ainsi été
appliquée aux problèmes d’élasto-plasticité [Boisse 89] et visco-plasticité [Cognard 89],
à des problèmes de dynamique [Royer 90, Ladevèze 96] ou pour l’analyse du délaminage
[Allix 87]. Elle a aussi été mise en oeuvre pour les grandes transformations [Bussy 90]
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et le flambage [Boucard 97] grâce à une formulation corotationnelle permettant de sé-
parer les équations non-linéaires et linéaires. Avec un choix approprié de directions de
recherche, la stratégie peut-être considérée comme une méthode de continuation permet-
tant de piloter les phénomènes instables.

Elle apporte aussi une réponse intéressante à la problématique des études paramé-
triques, la méthode pouvant être initialisée par une solution d’un calcul précédent, et les
fonctions d’espace pouvant être réutilisés [Boucard 99, Boucard 01]. Enfin, nous ver-
rons dans le chapitre suivant une mise en oeuvre de la méthode LaTIn dans le cadre des
méthodes de décomposition de domaine.

3 Bilan du chapitre
Sans vouloir être exhaustif, ce chapitre a dressé un rapide panorama d’un champ très

vaste de la recherche en mécanique des structures. Nous avons ainsi présenté successive-
ment la problématique des structures élancées dans le cadre des grandes transformations,
les modèles et discrétisations associés, les formulations non-linéaires les plus courantes
ainsi que quelques méthodes classiques pour la résolution des problèmes non-linéaires
obtenus. Même si ces notions ne constituent pas le point central de nos travaux, elles en
constituent néanmoins une brique de base indispensable à la compréhension des choix
faits par la suite, et précisent le contexte de l’étude.
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CHAPITRE2 Stratégies de Calcul
Avancées pour la
Résolution de
Problèmes de Grande
Taille

Ce chapitre a pour objectif de dresser un état de l’art des méthodes et techniques de
résolution existantes adaptées à la résolution des problèmes de grande taille. Après avoir
illustré la problématique à partir des approches « globales-locales » classiquement utili-
sées dans l’industrie, nous présentons deux familles de stratégies plus innovantes pour le
calcul de grandes structures : les approches multi-échelles et les méthodes de décompo-
sition de domaine.
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1 Problématique

1 Problématique

Nous avons présenté dans le chapitre précédent la problématique des structures élan-
cées ainsi que les principales méthodes de résolution des problèmes non-linéaires asso-
ciés. Ces méthodes reposent toutes sur le calcul de l’opérateur de raideur de la structure,
dont la taille correspond au nombre de degrés de liberté du système discrétisé, et à la
résolution du problème linéaire correspondant. Pour de très grandes structures (plusieurs
mètres ou dizaines de mètres) possédant des détails structuraux fins, le nombre d’incon-
nues peut devenir extrêmement important, classiquement de l’ordre de plusieurs millions
ou dizaines de millions. Les solveurs directs, basés sur la factorisation de la matrice de
raideur, exigeraient alors des calculateurs ayant des capacités de mémoire gigantesques
–au delà des possibilités actuelles– ainsi qu’un temps de calcul incompatible avec les
contraintes industrielles de développement de produits. Outre les recherches en algorith-
mique visant à rendre plus efficace la parallélisation des solveurs directs, plusieurs stra-
tégies permettent de contourner ces difficultés, avec plus ou moins de succès. Nous les
avons classées ici en deux grandes familles.

Dans la première catégorie de méthodes, que nous rassemblons ici sous la dénomi-
nation de méthodes multi-échelles, on utilise des hypothèses particulières du problème
de base (découplage ou séparation des échelles, périodicité, localisation du phénomène
d’intérêt, etc.) pour le simplifier et le rendre abordable, en général au moyen de plusieurs
modèles associés à chacune des échelles d’études considérées. Les approches descen-
dantes utilisées dans l’industrie en sont un exemple que nous illustrons dans la section
suivante sur un exemple concret. D’autres méthodes, basées sur la théorie de l’homo-
généisation, proposent de construire un problème global macroscopique de plus petite
taille représentatif du problème initial et qui pourra être résolu par une méthode clas-
sique. Une étape supplémentaire locale peut ensuite donner accès aux quantités d’intérêt
sur le modèle microscopique. D’autres encore, qualifiées de méthodes de superposition
ou d’enrichissement, s’attachent à superposer à la solution d’un problème macroscopique
un enrichissement microscopique dans les zones d’intérêt.

Dans la deuxième famille de méthodes, nous avons regroupé les approches basées
sur les techniques de sous-structuration et de décomposition de domaine, qui cherchent
à résoudre le problème fin complet en effectuant un partitionnement du problème initial
en problèmes de taille inférieure. Les approches modernes comme la LatIn micro/macro,
qui font partie de cette dernière famille, proposent d’introduire un problème global ho-
mogénéisé pour améliorer les performances du solveur itératif généralement associé, les
transformant en véritables méthodes multi-échelles.

Nous proposons de décrire ces diverses méthodes dans les sections suivantes, après
avoir illustré les intérêts et limites des techniques classiquement utilisées dans les bureaux
d’études d’ingénierie.
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2 Etude préliminaire de quelques approches classiques :
Intérêts et limites

2.1 Quelques approches utilisées en bureau d’étude
2.1.1 Approches descendantes

Les approches descendantes sont les stratégies majoritairement utilisées aujourd’hui
par les ingénieurs pour le développement de structures complexes. Reprenant la structure
organisationnelle classique de la pyramide des essais, elles reposent sur un grand nombre
de modèles numériques « emboîtés », adaptés à chaque échelle de modélisation, de sorte
à maîtriser la taille et la complexité de chacun des problèmes à résoudre [Cornuault 98].

Dans le secteur aéronautique, on associe par exemple à la structure complète de l’avion
un modèle linéaire très grossier, constitué d’éléments de plaques et poutres, où les dé-
tails structuraux (fixations, passages de câbles, ...) ne sont pas représentés ou bien sont
idéalisés ( raidisseurs remplacés par des poutres, ...). Etant donné la taille des structures
considérées, ces modèles atteignent cependant vite des tailles conséquentes, en dépit des
approximations réalisées. Ils permettent cependant, par application des efforts aérody-
namiques calculés par ailleurs, d’avoir une approximation raisonnable des flux d’effort
dans la structure. Aux échelles inférieures, on utilise des modèles plus précis sur des
zones restreintes de la structure, comme des tronçons de fuselages ou d’ailes. Les géomé-
tries peuvent être un peu mieux respectées (ex. forme des raidisseurs), les maillages sont
plus fins, certains détails structuraux apparaissent, des analyses non-linéaires peuvent être
menées. A un niveau de modélisation encore plus fin, on peut envisager des géométries
encore plus réalistes, tridimensionnelles, ou des détails technologiques très fins : on peut
citer pour exemple des zones de fixation avec modélisations des alésages et des rivets,
et avec prise en compte des zones de contact, ou bien encore des zones endommagées :
fissure, délaminage, ... Ces approches sont ainsi souvent qualifiés de méthodes de « zoom
structural », ou de ré-analyse locale .

Le point faible de ces approches réside dans les techniques de couplage mises en
oeuvre, qui restent extrêmement pauvres. En effet, il ne s’agit le plus souvent que d’une
transmission unidirectionnelle des informations, du modèle global grossier vers les mo-
dèles raffinés, d’où leur qualification d’approches descendantes. En pratique, des quantités
mécaniques, déplacements ou flux d’efforts, sont extraites de la solution globale grossière
pour servir de conditions aux limites des calculs raffinés à l’échelle inférieure, après in-
terpolation aux noeuds du maillage fin. Des règles métiers ont été définies pour assurer
le conservatisme, i.e. la surestimation de la charge critique ou de rupture, de telles ap-
proches dans les cas considérés. Cependant, elle ne peuvent prendre en compte au niveau
global les effets tels que les redistributions de contrainte induits par des comportements
locaux adoucissants. Elles sont ainsi limitées aux cas où le comportement local n’a pas
d’influence notable sur la réponse globale de la structure, ce qui est très restrictif.

Pour finir, on peut citer des travaux qui s’appuient sur ces approches descendantes
en permettant un certain retour d’information du modèle local vers le modèle global
[Hirai 84, Mao 91, Whitcomb 91]. Ces méthodes proposent en général de prendre en
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compte les résultats du modèle local pour corriger le modèle global, et éventuellement
d’itérer jusqu’à vérifier l’équilibre. Elles restent cependant limitées à des géométries
simples, des comportements globaux linéaires ou des cas de chargement restreints.

2.1.2 Techniques de raffinement local

Une deuxième méthode que l’on peut rencontrer dans les bureaux d’étude, en particu-
lier dans les zones les plus complexes, est la méthode de raffinement local par collage de
modèles : le modèle fin de la zone d’intérêt est " collé " au modèle grossier du reste de la
structure par l’intermédiaire d’éléments d’interface. Le calcul est réalisé sur l’ensemble
de la structure et permet de prendre en compte un réel couplage entre les modèles.

On peut citer notamment les techniques de collage cinématique, où on introduit des
contraintes cinématiques au moyen de multiplicateurs de Lagrange pour assurer que les
déplacements des noeuds du maillage fin, dit « esclaves », vont suivre la cinématique des
noeuds, arêtes ou facettes du maillage global, dit « maître ».

L’approche permet ainsi de coupler des modèles ayant un raffinement différent sans
avoir à réaliser une adaptation des maillages sur les zones de collage, étape souvent fasti-
dieuse.

2.2 Illustration
Nous proposons d’illustrer les intérêts et limites de ces approches à travers leur mise

en oeuvre pour le calcul d’un panneau raidi avec flambage.

2.2.1 Présentation du modèle retenu

F

Figure 2.1: Géométrie du panneau raidi étudié

La figure 2.1 représente la géométrie du cas test retenu pour cette illustration. La struc-
ture est un panneau raidi, fixé à son extrémité gauche et où on bloque les déplacements
selon z des cadres (raidisseurs transverses) afin d’éviter un mode de flambage global. On
impose un chargement en effort de 10 000N par l’intermédiaire d’éléments rigides liés à
l’extrémité droite, de sorte à mettre globalement la structure en flexion dans le plan xOy.
Le matériau utilisé est de l’aluminium (E = 70 000Mpa). L’épaisseur de la peau est de
1mm, pour des dimensions de la structure de 2400mm× 680mm.
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2.2.2 Calcul non-linéaire de référence

Afin de servir de référence, on effectue un calcul direct non-linéaire sur le modèle
global maillé finement. Le modèle comporte plus de 127 000 degrés de liberté, ce qui
reste raisonnable pour mener l’analyse en question. Le calcul est mené au moyen du
logiciel Samcef (module Mecano), selon une méthode de Newton-Raphson. La résolution
nécessite 319 itérations et un temps CPU d’un peu plus d’une heure et demie sur une
station de travail de type PC (processeur Opteron, 1Go de RAM). Les figures 2.2, 2.3 et
2.4 représentent les solutions obtenues pour trois niveaux de chargements différents.

 

 

 

Figure 2.2: Solution à t = t1

 

 

 

Figure 2.3: Solution à t = t2

 

 

 

Figure 2.4: Solution à t = t3

 

 

 

Figure 2.5: Evolution du déplacement sui-
vant y du point d’application de
l’effort

On observe l’apparition de flambages locaux dans la zone de compression maximale,
qui se propagent au reste de la structure au fur et à mesure de l’augmentation du charge-
ment. Le tracé du déplacement du point d’application de l’effort en fonction du niveau de
chargement (figure 2.5) met bien en évidence la non-linéarité globale induite par le phé-
nomène non-linéaire local. Les trois niveaux de chargement correspondant aux figures
précédentes sont repérés par des ronds pleins sur cette courbe.
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2.2.3 Présentation des méthodes alternatives

Nous mettons maintenant en œuvre les deux méthodes précédemment présentées : les
approches descendantes et les approches de raffinement local par collage de modèle.

� Approches descendantes

Afin de mettre en oeuvre la méthode de ré-analyse locale introduite plus haut, nous
définissons deux nouveaux modèles numériques : un modèle grossier de l’ensemble de
la structure et un modèle fin de la zone où le phénomène de flambage est susceptible de
s’initier. On utilise, pour faire la liaison entre ces deux modèles, la commande .ZOOM de
Samcef. Cette dernière permet d’imposer sur les frontières d’un maillage (ici le modèle
fin local) les déplacements obtenus par l’analyse préliminaire d’un modèle plus grossier.
Le traitement des conditions aux limites en effort n’est pas directement disponible dans ce
code et demande des développements externes pour réaliser les transferts de champs. Pour
cette raison, cette approche n’est pas présentée ici, même si elle est souvent privilégiée
dans les bureaux d’étude. La figure 2.6 illustre les maillages des différents modèles et leur
interaction.

Illustration à faire

 
Modèle global grossier

Modèle 
local fin

Figure 2.6: Ré-analyse locale sur un panneau raidi en flexion : modèles associés à chaque
échelle

� Raffinement local

Afin d’assurer un meilleur couplage entre le modèle global et un modèle fin local,
nous proposons de remplacer une zone du maillage global par le maillage fin, et de les
« coller ». Nous utilisons à cette fin la fonction .STICK de Samcef, qui effectue un col-
lage cinématique des nœuds du maillage fin sur les facettes des éléments du maillage
grossier. La figure 2.7 représente le maillage résultant.
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Figure 2.7: Illustration d’une technique de collage cinématique sur une structure de pan-
neau raidi en flexion

2.2.4 Déroulement des calculs

Pour l’approche descendante, la procédure de calcul suit les étapes suivantes :
– un premier calcul non-linéaire sur le modèle global grossier est réalisé, en imposant

le chargement extérieur décrit plus haut,
– un calcul non-linéaire sur le modèle local fin est ensuite mené, en utilisant comme

conditions aux limites les déplacements obtenus à chaque incrément de l’étape glo-
bale, et en interpolant linéairement entre ces points.

Chacune de ces résolution est effectuée au moyen du logiciel Samcef (module Me-
cano) grâce à un algorithme de Newton-Raphson. Le nombre d’incréments de chargement
est fixé à 100 afin de pouvoir suivre finement le phénomène non-linéaire, et une méthode
de pas adaptatif est utilisée en cas de non-convergence.

Remarque : Le calcul non-linéaire sur le modèle global est imposé par le code choisi
ici. Dans la pratique, on se contente souvent d’un calcul linéaire sur le modèle global
grossier.

Dans le cas du modèle localement raffiné, le calcul non-linéaire est mené de la même
manière sur le problème couplé défini plus haut.

Les temps de calcul pour les différentes méthodes sont récapitulés dans le tableau
2.1. On peut constater ici la différence en terme de temps de calcul entre l’analyse glo-
bale fine et les méthodes présentées ci-dessus. Ces écarts expliquent l’intérêt suscité par
de telle stratégies dans les bureaux d’études. L’analyse qualitative des résultats souligne
cependant les limites de telles approches.
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Problème Nombre Nombre d’itéra- Temps CPU pour la
de d.d.l. tions globales résolution N.L.

Global Fin 127123 319 1h 31min 54s
Global grossier 17965 211 6min 6s
puis : Local fin 17058 309 8min 29s
Localement raffiné 32469 333 16min 54s

Tableau 2.1: Récapitulatif des temps de calcul pour les différents modèles

2.2.5 Analyse qualitative des résultats

On s’intéresse dans cette partie aux résultats obtenus par les différentes stratégies,
afin de mieux comprendre les approximations faites et de déterminer leurs domaines de
validité. Nous nous intéressons successivement aux résultats sur la réponse globale et sur
les quantités d’intérêt locales.

� Au niveau global
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Figure 2.8: Evolution du déplacement suivant y du point d’application de l’effort pour les
3 modèles introduits

Les figures 2.8 et 2.9 présentent l’évolution du déplacement selon y du point d’ap-
plication de la force sur la structure globale, pour un chargement compris respectivement
entre 0 et 10 000N (t = 0 à t = 1) et entre 0 et 3 000N (t = 0 à t = 0, 3). On y compare
les courbes obtenues pour le modèle global fin de référence, le modèle global grossier
utilisé pour l’approche descendante, et pour le modèle localement raffiné. On peut remar-
quer que les trois courbes sont tout d’abord concordantes jusqu’à t = 0, 15 , première
apparition du flambage de peau. La solution est en effet linéaire et les trois méthodes sont
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Figure 2.9: Evolution du déplacement suivant y du point d’application de l’effort pour les
3 modèles introduits : zoom sur la zone de flambage initial

presque équivalentes. On observe ensuite une divergence des trois courbes. La solution du
calcul global grossier reste pratiquement linéaire jusqu’à un niveau de chargement plus
élevé qui correspond au flambage global de la structure à t = 0, 8. La solution du calcul
avec raffinement local présente quant à elle la même bifurcation que la solution complète,
correspondant à l’apparition du flambage dans la zone raffinée, pour t = 0, 15 jusqu’à
t = 0, 2. Au-delà de ce niveau de chargement, on a en effet l’apparition du flambage dans
la zone non-raffinée, ce que le modèle avec raffinement local ne peut prendre en compte.

En résumé, la méthode de ré-analyse locale ne permet pas de prendre en compte les
non-linéarités au niveau global, du fait du caractère unidirectionnel du transfert de champ.
La méthode de raffinement local, quant à elle, est une bonne approximation tant que les
non-linéarités restent dans la zone raffinée.

� Au niveau local

Nous nous intéressons maintenant à la solution locale dans la zone d’intérêt, où se
produit le phénomène non-linéaire de flambage. La figure 2.10 présente ainsi les solutions
déformées obtenues par les trois méthodes, respectivement le calcul complet, la méthode
de raffinement local avec collage et la méthode de ré-analyse locale, pour un chargement
de 2 000N . Les couleurs représentent l’amplitude du déplacement hors-plan (suivant l’axe
z).

Si les résultats obtenus par la méthode de raffinement local sont très proches des ré-
sultats du calcul complet à ce niveau de chargement, on observe ici un écart relativement
important (de l’ordre de 20%) pour les résultats obtenus par la méthode de ré-analyse lo-
cale. Plus grave encore, on peut noter que le phénomène de flambage est ici sous-estimé.
Le flambage pouvant être à l’origine de la rupture des raidisseurs, on voit ici une limi-
tation de cette méthode d’analyse. En effet, les déplacements obtenus à partir du modèle
grossier, plus rigide, sont forcément sous-estimés par rapport à la solution de référence.
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Remarque : On peut nuancer quelque peu ces propos. En effet, on n’a pu ici tester
que des conditions aux limites en déplacement, la récupération des conditions aux limites
en effort n’étant pas implémentée dans Samcef. Or, les efforts obtenus à partir du mo-
dèle grossier sont au contraire surestimés. Les résultats obtenus en récupérant les flux
d’effort devraient donc être plutôt conservatifs, tout en restant relativement éloignés de
la solution de référence. Dans tous les cas, on peut remarquer que la méthode ne permet
pas l’échange d’informations entre les échelles et reste donc extrêmement approximative
pour les phénomènes étudiés ici.

+ +

Modèle fin global :
zoom sur la zone d'intérêt

Réanalyse sur le 
modèle fin local

+ + +

Modèle fin global :
zoom sur la zone d'intérêt

Modèle localement raffiné :
zoom sur la zone d'intérêt

Modèle fin local

A A A

Figure 2.10: Comparaison de la solution de référence (analyse globale fine) et la solu-
tion obtenue par ré-analyse locale. Les couleurs représentent le déplacement
hors-plan (suivant z)

Afin de comparer plus précisément les méthodes, la figure 2.11 représente l’évolution
du déplacement hors-plan d’un point A de la structure, situé en milieu de zone de flam-
bage et marqué d’une croix sur la figure 2.10, pour chacune de ces stratégies. On peut
remarquer que les trois modèles donnent une valeur identique pour la charge de première
bifurcation, à t = 0, 15. Ceci est un résultat plutôt attendu car il s’agit ici de la zone
présentant les premières non-linéarités. La structure conserve un comportement global
linéaire jusqu’au flambage de cette zone, pour lequel les méthodes sont presque équiva-
lentes. La prédiction de la charge globale critique dépend cependant d’un choix approprié
de la zone de raffinement, laissé au savoir-faire du métier.

Si l’on s’intéresse maintenant au comportement en post-flambage, on remarque que la
solution obtenue par raffinement local est assez proche de la solution de référence pour un
chargement inférieur à t = 0, 7 , c’est-à-dire avant que les phénomènes de flambage global
n’apparaissent. Au contraire, la solution par ré-analyse locale est sensiblement différente.
Cet écart provient des conditions aux limites imposées, issues du calcul grossier et qui ne
prennent pas en compte le comportement local et la redistribution des flux d’efforts dans
la structure. Il est ainsi difficile d’utiliser ces résultats pour calculer des critères de rupture
locaux par exemple. Dans le cas de conditions aux limites imposées en déplacement, on

Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008 51



2 Stratégies de Calcul Avancées pour la Résolution de Problèmes de Grande Taille

peut cependant estimer a posteriori la qualité de la solution locale en mesurant la non-
vérification de l’équilibre entre les modèles local et global sur l’interface.

L’écart observé à partir de t = 0, 7 s’explique par l’échelle du phénomène en jeu.
Ce dernier n’est plus du tout un phénomène local puisqu’on observe un flambage global
de la structure inter-cadres. Les méthodes étudiées ici ne permettent pas de le prendre en
compte.
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Figure 2.11: Evolution du déplacement hors-plan du point A pour les trois modèles intro-
duits

2.2.6 Bilan

Cet exemple d’application nous a permis d’illustrer les intérêts et limites des deux
approches classiquement utilisées en bureaux d’étude.

On a ainsi observé que les deux méthodes permettaient de bien prévoir la charge
critique initiale de flambage, pour un coup de calcul bien inférieur au coup du calcul
global finement discrétisé – quand celui-ci est possible – ce qui explique pour une grande
part leur succès dans un contexte industriel. Cependant la solution en post-flambage peut
présenter des écarts plus ou moins importants avec la solution de référence, en fonction
de la modélisation choisie et du niveau de chargement. Par ailleurs, toutes ces méthodes
nécessitent de connaître a priori la zone à raffiner, où le comportement va être non-linéaire,
de s’assurer que les non-linéarités éventuelles restent bien incluses dans cette partie du
modèle. De même, l’opération de mise en donnée peut s’avérer fastidieuse si elle n’est
pas automatisée par le code EF utilisé.
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3 Les stratégies de calcul multiéchelles
Nous dressons dans cette section un état de l’art non-exhaustif des stratégies de calcul

multiéchelles les plus répandues pour traiter des problèmes de grande taille nécessitant
la prise en compte de détails structuraux précis, ou bien caractérisés par des phénomènes
se produisant à des échelles différentes. Les approches multiéchelles, comme leur nom
l’indique, proposent des solutions techniques pour la prise en compte des divers niveaux
de détails d’un modèle numérique, ainsi que pour le couplage de ces modèles. Nous pré-
sentons ici les principales familles de stratégies multi-échelles, outre les approches des-
cendantes que nous venons d’illustrer en détail : les approches basées sur la théorie de
l’homogénéisation et les approches reposant sur des techniques d’enrichissements ou de
superpositions.

3.1 Méthodes basées sur la théorie de l’homogénéisation

De nombreuses méthodes multiéchelles reposent sur le principe d’homogénéisation.
Le but ici est de construire, à partir de connaissances particulières sur le modèle fin, qua-
lifié de « micro », un modèle global « macro » représentatif de taille raisonnable. Les
premiers travaux ont permis de mettre en place des méthodes d’homogénéisation pour les
matériaux au moyen d’études analytiques ou semi-analytiques à l’échelle microscopique.
Ces approches permettent de définir des comportements macroscopiques entre des quan-
tités moyennes « effectives » [Eshelby 57, Hashin 62, Mori 73]. Cependant, ce compor-
tement macroscopique ne permet pas de remonter à des propriétés locales de la solution.
Des méthodes plus générales appelées « Unit Cell Methods » et permettant de prendre en
compte des mécanismes de plus en plus complexes au niveau microscopique ont ensuite
été proposées [Christman 89, Tvergaard 90, Sluis 99]. Elles permettent d’identifier un
modèle macroscopique par des « essais numériques » sur un volume élémentaire repré-
sentatif (VER) de la structure, mais aussi d’obtenir des informations locales sur la solu-
tion. Cependant, leur application reste difficile dans le cas de problèmes à forts gradients
ou de problèmes non-linéaires, et la séparation d’échelle n’est pas explicite. La première
méthode d’homogénéisation véritablement multi-échelle, proposée par Sanchez-Palencia
pour les milieux périodiques, ainsi que quelques approches qui en dérivent sont présentées
dans le prargraphes qui suivent.

3.1.1 Théorie de l’homogénéisation des milieux périodiques

La théorie de l’homogénéisation des milieux périodiques, basée sur l’analyse asymp-
totique, propose une approche multiéchelle mettant en jeu un problème « macro » et un
problème « micro » permettant de remonter aux propriétés locales [Sanchez-Palencia 74,
Benssoussan 78, Sanchez-Palencia 80]. Cette théorie est utilisable dans le cas où la struc-
ture est constituée d’un motif périodique appelé volume élémentaire représentatif (VER).
L’utilisation de cette théorie a notamment été menée pour l’étude des matériaux com-
posites. Dans ce cas de figure, la solution à l’échelle de la microstructure est quasi-
périodique (superposition d’une valeur moyenne quasi-constante par maille et d’une so-
lution microscopique dont la forme se reproduit d’une maille à l’autre) au moins loin des
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bords de la structure, et d’autant mieux que la structure est grande par rapport à la maille
élémentaire (l � L). On peut alors tenir compte de cette propriété pour découpler les
effets aux différentes échelles.



Y 1

Y 2

Volume Elémentaire 
Représentatif

Amplification

 ω

 ε -1

Figure 2.12: Définition de la cellule élémentaire

L’idée consiste alors à introduire deux variables (une par échelle) pour décrire la so-
lution : une variable de position macroscopique X à l’échelle de la structure (L), et une
variable de position microscopique y à l’intérieur du VER dont l’amplitude varie dans
un intervalle de largeur l. En notant le rapport d’échelles ε = l

L
, on définit une variable

Y =
y

ε
(zoom) dont l’amplitude de variation est comparable à celle de la variable X .

Toutes les variables du problème sont écrites en fonction de X et y. On suppose alors que
ces variables sont Y -périodiques par rapport à y. Les grandeurs sont alors recherchées
sous la forme d’un développement asymptotique en ε. Ainsi la solution en déplacement
du problème s’écrira :

u(X, y) = u0(X, y) + ε u1(X, y) + ε2 u2(X, y) + . . .

Ce développement est d’autant plus pertinent que ε est petit, c’est-à-dire lorsque la
séparation d’échelle est clairement établie.

La deuxième étape consiste à introduire les développements asymptotiques dans les
équations du problème (équilibre, relation de comportement, équations cinématiques),
puis à séparer les termes selon leur ordre vis-à-vis du paramètre ε. Les méthodes d’homo-
généisation du premier ordre tronquent le développement à l’ordre 1 et permettent ainsi
de déterminer le champ macroscopique u0 et le champ microscopique u1. On peut alors
écrire une succession de problèmes aux différents ordres en ε :

Problème à l’ordre ε−1 : divy(K ε
y
(u0)) = 0. Ce problème démontre que u0 est indé-

pendant de y : u0(M) = u0(X). On notera ε
0

= ε
X

(u0).

Problème à l’ordre ε0 : divy(K ε
y
(u1)) = −divy(K ε

0
) . Ce problème est écrit sur un

VER ω où X est fixé et ε
0

est supposé connu et uniforme sur ω. Ce problème
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correspond à la détermination d’une solution périodique fonction de Y pour toutes
les déformations macroscopiques ε

0
. On construit alors un opérateur de localisation

H(y) reliant la déformation locale à la déformation macroscopique ε
0

:

ε
y
(u1) = H ε

0

Problème à l’ordre ε1 : divX(K ε
0
)+divy(K (ε

X
(u1)+ ε

y
(u2)))+f

d
= 0 Le problème

obtenu à l’ordre 1 n’est en général pas résolu. Seule la condition d’existence du
problème est exploitée et conduit à la définition du problème macroscopique portant
sur des quantités moyennées sur le VER ω :∫

ω

divX(σM) + f
d
dω = 0

En notant, < · >ω=
∫

ω
·dω, on obtient :

< divXσ
M >ω + < f

d
>ω = 0

σM =< σm >ω = < K +K H >ω< ε
0
>ω

avec < ε
0
>ω = ε

0
= εM

Le comportement homogénéisé macroscopique s’écrit : KM =< K +K H >ω.

Cette approche constitue une véritable stratégie de calcul à deux échelles. Elle met en
place un problème à l’échelle macroscopique et permet de remonter aux propriétés locales
de la solution par l’intermédiaire d’un opérateur de localisation. Cependant, l’approche
repose sur deux hypothèses fortes : la périodicité et un rapport d’échelle très grand (ε
petit). L’hypothèse de périodicité ne permet pas d’homogénéiser les matériaux près des
bords ou des zones à forts gradients où cette hypothèse n’est plus vérifiée. Des traitements
spécifiques des zones de bord ont été proposés dans [Auriel 82, Dumontet 86]. Cette mé-
thode n’est pas non plus directement applicable au calul de structures, même périodiques,
l’hypothèse de séparation d’échelle n’étant pas vérifiée en général.

3.1.2 Extensions de la théorie de l’homogénéisation au non-linéaire

Des extensions de la théorie classique de l’homogénéisation des milieux périodiques
ont été proposées pour des problèmes non-linéaires. Certaines approches s’appuient sur
le développement asymptotique de toutes les variables du problème : déformations ané-
lastiques [Devries 89], variables d’endommagement [Fish 97].

D’autres méthodes proposent de réaliser un calcul microscopique non-linéaire (géné-
ralement sur une cellule élémentaire) de manière à définir le comportement macrosco-
pique correspondant. Les problèmes microscopiques peuvent être résolus par une tech-
nique éléments finis standard [Smit 98, Feyel 00] ou par d’autres techniques telles que
la « Voronoï Cell Finite Element Method » [Ghosh 95]. La résolution du problème ma-
croscopique est généralement réalisée par une méthode éléments finis classique et la loi
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de comportement macroscopique est obtenue en chaque point d’intérêt par la résolution
des problèmes microscopiques. Dans ce paragraphe, deux extensions représentatives sont
présentées.

� Méthode Eléments Finis à deux niveaux : FE2

La méthode des éléments finis à deux niveaux (FE2) [Feyel 00] est basée sur une
discrétisation de type éléments finis de la structure globale, correspondant au problème
macroscopique. L’originalité de la méthode vient de l’association, à chaque point d’in-
tégration du maillage précédent, d’un modèle microscopique d’un VER. Connaissant le
tenseur des déformations macroscopiques εε0, l’opération de localisation consiste à appli-
quer des conditions de périodicité au VER tel que :

u(x) = ε
0
x+ v(x) (2.1)

v étant la composante périodique de u.
Le problème microscopique consiste à déterminer le champ de déformation et de

contrainte sur le VER à partir des conditions de périodicité et de la relation de com-
portement non-linéaire microscopique. Ce problème est résolu par une méthode de type
Newton-Raphson. Une fois la solution obtenue, une étape d’homogénéisation consistant
à moyenner le champ de contrainte sur le VER permet de remonter à la contrainte ma-
croscopique Σ =� σ �. Connaissant la contrainte macroscopique, celle ci est introduite
dans l’algorithme de Newton-Raphson du problème macro. Une méthode de perturba-
tion permet enfin d’obtenir une approximation de la matrice tangente macro, réactualisée
à chaque itération, lorsque la convergence du problème non-linéaire sur le VER est at-
teinte. Les calculs microscopiques sont indépendants et peuvent être résolus en parallèle
sur plusieurs processeurs. Cette technique constitue ainsi une extension de la théorie de
l’homogénéisation aux cas non-linéaires, mais présente les mêmes limitations que la théo-
rie de l’homogénéisation classique : elle reste pertinente uniquement lorsque les échelles
sont bien séparées. Par ailleurs, elle peut s’avérer relativement coûteuse.

� Milieux continus généralisés au niveau macroscopique

Dans le cas où les échelles ne peuvent plus être séparées, une amélioration consiste à
utiliser des milieux continus généralisés de type Cosserat ou second gradient [Cosserat 09,
Zhu 97, Forest 98, Kouznetsova 02, Feyel 03] au niveau macroscopique. Cette ciné-
matique macroscopique enrichie, pour laquelle un champ de rotation vient s’ajouter au
champ de déplacement classique, permet alors de mieux prendre en compte au niveau
macroscopique de forts gradients tels que les bandes de cisaillement ou les singularités.

Généralement difficile à construire, le comportement du milieu continu généralisé
est, dans la stratégie proposée dans [Kouznetsova 02], déterminé de façon automatique.
Un milieu du second gradient est considéré au niveau macroscopique. Cette fois ci le
déplacement sur une cellule élémentaire fait intervenir deux tenseurs macroscopiques,
EM tenseur d’ordre 2 constant et GM tenseur d’ordre 3, tels que :

u(x) = EM · x+
1

2
GM : (x⊗ x) + um(x)
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La condition de périodicité est à nouveau utilisée. La stratégie de résolution est iden-
tique à celle du premier ordre (FE2). Par homogénéisation (moyenne sur la cellule), deux
contraintes macroscopiques sont extraites de la solution du problème microscopique en
utilisant la relation :

σ(x) = σM(x) + σm(x) = ΣM +QM · x+ σm(x)

Ces différentes stratégies ne fournissent donc pas une forme « close » de la loi de com-
portement macroscopique mais déduisent une relation entre les quantités duales macro-
scopiques en chaque point d’intérêt de la structure en résolvant des problèmes à l’échelle
microscopique. Elles ne nécessitent donc pas d’hypothèse a priori sur le modèle macro-
scopique qui est déterminé de façon automatique. L’enrichissement de la cinématique
macroscopique peut permettre de prendre en compte des gradients de déformation et trai-
ter ainsi plus aisément des problèmes où la séparation des échelles « macro » et « micro »
n’est plus aussi évidente que dans le cas des structures périodiques. En particulier, elle
est bien adaptée aux structures élancées en flexion, pour lesquelles la déformation dans
l’épaisseur varie linéairement. Néanmoins, cette question de la séparation des échelles
persiste dans le cas où l’on souhaite prendre en considération des gradients encore plus
importants tels que ceux provoqués par la présence de fissures ou les effets de bords.

3.2 Méthodes de superposition et d’enrichissement
Les approches décrites précédemment et basées sur des techniques d’homogénéisation

permettent d’opérer un passage de l’échelle « micro » à l’échelle « macro » en définissant
un problème macroscopique issu d’analyses à l’échelle microscopique. Les approches
étudiées dans cette partie adoptent un point de vue différent et cherchent plutôt à substi-
tuer ou superposer à la solution d’un problème macroscopique un enrichissement micro-
scopique dans les zones d’intérêt.

3.2.1 Méthode de Projection de Dirichlet Hiérarchique

Introduite par Oden et Zohdi [Zohdi 96, Oden 97, Oden 99], la méthode de Projection
de Dirichlet Hiérarchique (HDPM) consiste à résoudre un problème homogénéisé macro-
scopique, sur un maillage régulier dont un élément correspond à une cellule représentative
du matériau considéré. Le comportement homogénéisé est déterminé par une technique
d’homogénéisation quelconque (par exemple la théorie de l’homogénéisation des milieux
périodiques). Un estimateur de sensibilité construit sur la solution macroscopique permet
de localiser les zones du maillage macroscopique nécessitant une ré-analyse. Une cor-
rection microscopique est alors déterminée dans ces zones en résolvant sur les cellules
concernées des problèmes locaux prenant en compte la microstructure pour des condi-
tions aux limites homogènes de type Dirichlet provenant du problème macroscopique.
La solution corrigée est ensuite le prolongement des contributions locales sur la struc-
ture complète. Un estimateur d’erreur a posteriori permet alors de déterminer la qualité
de la solution corrigée. Si le critère d’erreur n’est pas satisfait, l’opérateur homogénéisé
est amélioré pour certaines cellules et on résout à nouveau le problème micro-macro, on
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peut aussi modifier le maillage macroscopique dans certaines zones si l’erreur n’est tou-
jours pas satisfaisante. Le lien de parenté de cette approche avec les méthodes adaptatives
est évident : un premier calcul macroscopique étant proposé, un estimateur de qualité a
posteriori construit à partir de la solution macroscopique permet de détecter les zones
les plus erronées. Si, dans les démarches adaptatives, diminuer l’erreur consiste à raffiner
le maillage dans ces zones, dans l’approche proposée par Zohdi et Oden, cela consiste
à adapter non pas la taille de maille mais plutôt l’échelle de modélisation du matériau :
ce qui constitue toute la force de l’approche. Cependant, la théorie de l’homogénéisation
étant classiquement utilisée pour définir l’opérateur macroscopique KM , on est confronté
à la même difficulté de séparation des échelles.

3.2.2 Méthode Arlequin

La méthode Arlequin, introduite par Ben Dhia [Ben Dhia 98, Ben Dhia 01] permet de
superposer à un problème macroscopique une analyse plus fine dans des régions d’intérêt.
Cette approche permet alors de faire dialoguer des modèles différents tant au niveau de
la discrétisation que de la nature des équations qui les régissent. Le raccord des deux
problèmes s’écrit de manière faible dans le volume des zones de jonction et non pas sur
des interfaces comme c’est le cas pour la plupart des approches. Ainsi, dans ces zones,
la superposition des modèles est gérée par l’introduction de fonctions de pondération
dans le principe des puissances virtuelles utilisé pour l’écriture de la formulation globale.
La méthode Arlequin s’avère particulièrement intéressante pour l’étude de l’influence
d’un détail structural ou d’un défaut micro sur une structure de grande taille : le patch
représentant le modèle micro peut être maillé indépendamment. La figure 2.13 présente
un exemple d’application réalisé au sein du logiciel Code_Aster. Il s’agit d’une plaque
rectangulaire, sans défaut, sur laquelle on positionne un patch représentant une entaille,
avec un maillage adapté à ce type de géométrie. L’avantage de la méthode est de pouvoir
positionner le modèle micro à divers endroits sans avoir à remailler le modèle global, et
ainsi explorer à moindre coût les différents scénarios.

Figure 2.13: Simulation d’une structure fissurée par la méthode Arlequin
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Nous proposons de décrire ici les principes de base de la méthode. On considère la
superposition de deux modèles de structures élastiques linéaires. Le premier modèle est
le modèle grossier et est associé au domaine ΩM . Le deuxième modèle est le modèle fin
et est associé au domaine d’intérêt Ωm.

La méthode consiste à chercher un couple solution u = (uM , um) ∈ Uad×Um déf
= Wad

où la solution grossière uM est définie sur tout le domaine Ω = ΩM et où la solution fine
um est définie uniquement sur le domaine Ωm. On précise que Um = H1(Ωm) et que les
conditions limites ne sont appliquées que sur ΩM pour simplifier. Le problème s’énonce
alors comme suit : trouver (u, λm)∈Wad × Um tel que ∀(u∗, λm∗)∈Wad,0 × Um :

aα(u, u∗) + b(λm, u∗) = lα(u∗)

b(λm∗, u) = 0

où :

aα(u, u∗) =

∫
Ω=ΩM

αTr
(
ε(uM)K ε(uM∗)

)
dΩ + · · ·

∫
Ωm

(1− α) Tr
(
ε(um)K ε(um∗)

)
dΩ

b(λm∗, u) =
(
λm∗, uM − um

)
H1(Ωm)

lα(u∗) =

∫
Ω=ΩM

αf
d
· uM∗dΩ +

∫
Ωm

(1− α)f
d
· um∗dΩ +

∫
∂2Ω

F d · uM∗dΓ

Le paramètre scalaire de pondération α est un champ scalaire tel que α∈ [0, 1] dans Ω
et α = 1 dans Ω \ Ωm.

(
·, ·
)

H1(Ωm)
représente le produit scalaire classique sur H1(Ωm).

Cette formulation est donc mixte et le multiplicateur de Lagrange λm permet de garantir
l’égalité des champs uM et um au sens faible sur la zone de jonction ΩMm = Ωm. La
solution est alors définie comme suit :

u =

{
uM sur Ω \ Ωm

αuM + (1− α)um sur Ωm

La qualité du raccord dans la zone de jonction dépend du choix de l’espace du mul-
tiplicateur de Lagrange λm appelé espace « médiateur ». Le choix classique qui a été fait
ici consiste à prendre H1(ΩMm = Ωm), mais prendre le dual de H1(Ωm) peut paraître
plus judicieux. Cependant, si ce choix ne pose pas de problème en continu, il est plus dif-
ficile à réaliser en discret. La définition de l’espace d’approximation du multiplicateur de
Lagrange dans la zone de jonction reste délicate et fait encore l’objet de travaux. Notons
aussi que le raccord réalisé ici dans le volume permet en général de faire dialoguer cor-
rectement les deux modèles, permettant ainsi « d’échanger beaucoup plus d’information »
qu’un raccord surfacique. Cependant, tout ceci a un prix à payer qui est celui de l’intégra-
tion numérique dans le volume du produit scalaire

(
·, ·
)

H1(Ωm)
lorsque les discrétisations
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de uM et de um ne sont pas compatibles dans la zone de jonction.

La méthode Arlequin propose une approche originale permettant de superposer dans
une même zone des états mécaniques issus de modélisations pouvant être très différentes.
Néanmoins une difficulté persiste dans le choix de l’espace d’approximation du multipli-
cateur de Lagrange permettant de recoller en volume les deux modèles dans leur zone de
jonction. Par ailleurs, le problème matriciel à résoudre résulte de l’assemblage des deux
modèles grossier et fin initiaux, avec les termes de couplages introduits précédemment,
et sa résolution peut poser des problèmes du fait de sa taille ou de son conditionnement.
Des approches itératives permettant d’éviter l’assemblage du problème complet sont en
cours d’étude [Elkhodja 07], de même que l’extension des techniques de patchs au cas
non-linéaire [Rey 07].

3.2.3 Méthodes multigrilles

La performance de stratégie de résolution itérative pour des problèmes linéaires de
grande taille repose sur le fait que ces méthodes captent rapidement les grandes longueurs
de variation mais ont des difficultés à capter les petites variations. L’idée des méthodes
multigrilles initiées par [Southwell 35] et [Fedorenko 64] consiste à transporter le calcul
sur une hiérarchie de grilles plus grossières que celle initiale, et à y saisir rapidement, via
les méthodes de relaxation, toutes les composantes fréquentielles de la solution discrète.

La méthode 2-grilles met en place une stratégie constituée de cycles en V entre une
grille grossière et une grille fine emboitée pour résoudre le système micro Kmqm = fm.
Dans un premier temps, plusieurs itérations sont réalisées sur la grille fine de manière à
lisser la solution en diminuant les hautes fréquences contenues dans l’erreur. Le résidu
r
(i)
m = fm −Kmq

(i)
m obtenu est alors restreint à la grille grossière par un opérateur de res-

triction R : r(i)
M = Rr

(i)
m . On résout ensuite le problème de résidu KMe

(i)
M = r

(i)
M associé au

maillage grossier où KM est l’opérateur Km restreint à la grille grossière. Un opérateur
de prolongement permet enfin de passer de la grille grossière à la grille fine en ajoutant
une correction à la solution q(i)

m . Pour des systèmes symétriques définis positifs, le nombre
de V-cycles nécessaires pour atteindre une précision relative donnée est indépendant du
nombre N d’inconnues, de sorte que le coût global de la résolution correspond à seule-
ment O(N) évaluations de résidu sur la grille fine. Les approches multigrilles permettent
d’accélérer fortement la convergence des méthodes itératives classiques pour la résolu-
tion des grands systèmes linéaires. Une attention particulière doit cependant être portée
au choix des opérateurs de restriction et prolongement.

Pour résoudre des problèmes non-linéaires, il peut être envisagé d’utiliser les mé-
thodes multigrille pour la résolution des problèmes linéaires obtenus au sein d’un proces-
sus itératif de Newton. Des versions plus récentes, comme la méthode FAS (pour « Full
Approximation Storage ») proposent de traiter le problème non-linéaire directement, sans
étape de linéarisation, en plaçant les non-linéarités à l’intérieur des itérations multigrilles
et en réalisant des relaxations non-linéaires au moyen d’une méthode de Jacobi par bloc.
La méthode permet ainsi de réaliser des calculs sans avoir à assembler de matrices glo-
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bales, mais les résultats obtenus démontrent que pour certains problèmes le coût de calcul
peut être pénalisé par un nombre plus élevé d’itérations globales et d’évaluations du résidu
non-linéaire [Mavriplis 01].

3.2.4 Méthodes basées sur la Partition de l’Unité : GFEM, XFEM

La méthode de la partition de l’unité, proposée initialement par Melenk et Babuška
[Melenk 96], est une généralisation de la méthode des Eléments Finis qui permet de défi-
nir des espaces d’approximation conformes de nature a priori quelconque. Ces fonctions
notées ψj(x) sont pondérées par les fonctions de forme ϕi(x) (souvent de type éléments
finis) formant une partition de l’unité le domaine :

∑
i∈ I ϕi(x) = 1. Le déplacement

solution s’écrit alors de la manière suivante :

uh(x) =
∑
i∈ I

uiϕi(x) +
∑
i∈ I

∑
j ∈ Ji

a
(i)
j ψj(x)ϕi(x)

où I représente une partition sans recouvrement de la structure et les a(i)
j sont des coef-

ficients constants inconnus du problème. Cette approximation est capable de reproduire
n’importe quelle fonction.

La méthode des éléments finis généralisés GFEM [Strouboulis 00] et la méthode des
éléments finis étendus XFEM [Moës 99] combinent une approche éléments finis standard
(FEM) avec la méthode de partition de l’unité. L’espace d’approximation FEM est enrichi
par des fonctions spéciales provenant d’une certaine connaissance du problème que l’on
cherche à traiter.

La méthode des éléments finis étendus utilise le cadre de la partition de l’unité pour
introduire diverses discontinuités dans un modèle éléments finis sans avoir à en modifier
le maillage. Ces discontinuités peuvent être des discontinuités du champ de déplacement
provenant de la présence d’une fissure traversant le maillage, ou bien encore des disconti-
nuités sur les dérivées normales du champ de déplacement modélisant des sauts de défor-
mation à l’interface entre plusieurs matériaux. Pour décrire géométriquement les surfaces
de discontinuités, la XFEM s’appuie sur la technique des Level-Sets qui consiste à repré-
senter une surface (suffisamment régulière) par l’interpolation éléments finis de la fonc-
tion distance signée à cette surface. Les fonctions spéciales introduites sont de plusieurs
types selon les zones considérées : des fonctions de Heaviside pour les discontinuités, les
solutions asymptotiques pour les champs en pointe de fissure.

La méthode des éléments finis généralisés propose quant à elle d’introduire des fonc-
tions spéciales permettant de rendre compte du comportement local d’une zone donnée.
Une série de problèmes élémentaires, appelés "handbooks" sont résolus numériquement à
l’échelle fine et permettent de traiter des problèmes contenant de nombreux détails struc-
turaux.
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4 Les méthodes de sous-structuration et de décomposi-
tion de domaine

Nous avons vu dans la section précédente des techniques multi-échelles permettant de
tirer partie de certaines hypothèses du modèle de base. Certaines d’entre elles permettent
ainsi de mener des analyses fines en certaines zones d’une structure globale plus grossiè-
rement décrite. Des discrétisations adaptées sont associées à chacune des échelles et des
couplages peuvent être réalisés par différentes techniques : transfert de champs, conden-
sation statique, recollement cinématique, etc., permettant ainsi de prendre en compte des
détails « micro » dans un calcul global grossier. Les hypothèses faites sont cependant
parfois restrictives et inadaptées au calcul de structures hétérogènes.

Par ailleurs, on recherche souvent à obtenir la solution fine sur l’ensemble du domaine
et non uniquement sur une zone déterminée à l’avance. Or, de tels calculs ne peuvent être
traités, comme nous l’avons vu, par une méthode de résolution directe, trop coûteuse.
Cette problématique a conduit à la mise en place des méthodes de sous-structuration et
de décomposition de domaine. Elle reposent sur les techniques de condensation des in-
connues et sur une décomposition de la structure étudiée en plusieurs domaines, ou sous-
structures, qui pourront être traitées séparément. Suivant l’approche retenue, la résolution
du problème condensé peut être directe ou itérative. Dans le premier cas, le problème
condensé est assemblé et résolu classiquement. Dans le second cas, un processus itératif
assure le transfert des inconnues du problème aux interfaces entre les domaines, de façon
à obtenir la solution complète à convergence.

4.1 Principes généraux de sous-structuration
4.1.1 Problème de référence

Nous nous plaçons ici dans le cadre de l’élasticité linéaire en conditions HPP. Consi-
dérons un domaine Ω soumis aux chargements f, g définis dans le premier chapitre. Le
problème de référence s’écrit de la manière suivante :

Trouver u vérifiant :

- l’admissibilité statique sur Ω∫
Ω

σ : ε(û)dx =

∫
Ω

f.ûdx+

∫
∂Ω

g.ûds , ∀û∈V (2.2)

avec σ = Kε(u) .

- l’admissibilité cinématique :

u = Ud sur ∂ΩU (2.3)

Sous condition que l’opérateur K définisse une forme bilinéaire symétrique définie
coercive sur l’espace des tenseurs d’ordre 2, et que mes(∂ΩU) > 0, ce problème admet
une solution unique.
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4.1.2 Décomposition de domaine

La décomposition de domaine sans recouvrement consiste à établir une partition du
domaine initial en n sous-domaines, comme illustré figure 2.14 dans le cas n = 2.

2
1



Figure 2.14: Décomposition de domaines

L’interface Γ entre deux sous-structures est définie par :

Γ = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2 (2.4)

Le problème de référence peut alors s’écrire sur chacun des sous-domaines i :

Trouver ui vérifiant :

- l’admissibilité statique sur Ωi∫
Ωi

σ
i
: ε

i
(û)idx =

∫
Ωi

f.ûidx+

∫
∂Ωi

g
i
.ûids+

∫
Γ

F ids , ∀ûi∈Vi (2.5)

avec σ
i
= Kε(ui) .

- l’admissibilité cinématique :

ui = Ud sur ∂ΩU (2.6)

Les conditions sur l’interface entre les sous-structures s’écrivent sur chaque interface :

- pour la continuité des déplacements :

u1 = u2 sur Γ (2.7)

- pour l’équilibre des efforts :

F 1 + F 2 = 0 sur Γ (2.8)

L’ensemble des équations (2.5) à (2.8) est strictement équivalent au système global ini-
tial (equations (2.2) et (2.3)). L’extension à n sous-domaines exige de porter une attention
particulière aux « coins », c’est-à-dire aux points connectés à plus de deux sous-domaines
(voir [Gosselet 03]).
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4.1.3 Condensation, Super-éléments

On considère une sous-structure ΩE ayant une interface Γ avec une sous-structure voi-
sine. L’opérateur de Steklov-Poincaré est l’opérateur qui associe au déplacement imposé
sur l’interface l’effort de réaction résultant sur la même interface.

uΓ −→ f
Γ

= S(uΓ) (2.9)

On appelle complément de Schur S la version discrétisée de cet opérateur, associée
aux équations d’équilibre discrètes de la sous-structure considérée :

Ku = f (2.10)

Si on note avec un indice b les quantités d’interfaces, et avec un indice i les autres, on
peut récrire l’équation (2.10) sous la forme :[

Kii Kib

Kbi Kbb

] [
ui

ub

]
=

[
fi

fb

]
(2.11)

On obtient alors à partir de la première ligne :

ui = Kii
−1 (fi −Kibub) (2.12)

puis par substitution dans la deuxième ligne :(
Kbb −KbiKii

−1Kib

)
ub = fb −KbiKii

−1fi (2.13)

soit :

Sub = r (2.14)

Le calcul de cet opérateur est en général réalisé au moyen d’une factorisation partielle
de K où on a réarrangé les lignes et colonnes pour placer celles correspondant aux incon-
nues internes en premier. La résolution du problème initial se ramène alors à la résolution
du problème condensé suivie d’une étape de relocalisation des déplacement internes grâce
à la relation (2.12).

Cette technique est assez largement utilisée pour la création de sous-structures conden-
sées, appelées communément « super-éléments ». Elle permet de réduire de manière im-
portante le nombre de degrés de liberté d’un calcul, en éliminant les inconnues internes de
certaines zones. Des calculs initialement trop coûteux peuvent ainsi devenir accessibles.
On peut noter que la résolution du problème condensé, suivi par une étape de détermi-
nation des solutions internes par sous-structure, permet d’obtenir la solution du problème
discrétisé initial. Par ailleurs, elles est adaptée au processus de développement en usage
dans l’industrie, et permet des échanges de modèles discrets entre partenaires industriels,
via les opérateurs condensés, sans dévoiler les détails structuraux internes.

Ces approches sont cependant aujourd’hui limitées au cas linéaire, voire au cas de
grands déplacements/rotations de sous-structures linéaires. Par ailleurs, la matrice conden-
sée obtenue présente l’inconvénient d’être une matrice pleine, très coûteuse à factoriser.
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4.2 Méthodes de décomposition de domaine

Les premiers travaux sur les méthodes de décomposition de domaine sont générale-
ment attribués à H. Schwarz, qui dès 1869 proposa une méthode de résolution d’équations
aux dérivées partielles en séparant le domaine d’étude en deux sous domaines se recou-
vrant partiellement. L’avènement des ordinateurs dans la deuxième moitiée du XXième

siècle, et en particulier des ordinateurs parallèles, a fortement relancé l’étude de ces mé-
thodes, et permis de nouveaux développements. En calcul des structures, on privilégie
souvent les méthodes dites « sans recouvrement », plus faciles à mettre en oeuvre. Elle
reposent pour la plupart sur la condensation sur les interfaces de chaque problème posé
par sous-structure, et conduisent à un problème posé uniquement en termes d’inconnues
d’interfaces de plus petite taille. Par ailleurs, ce problème n’est en général pas résolu di-
rectement mais au moyen d’un solveur itératif adapté, n’exigeant pas l’assemblage du
problème global. Cette décomposition, associée à un choix judicieux de solveur itératif,
est particulièrement bien adaptée aux architectures des calculateurs parallèles. Les seuls
problèmes devant être assemblés sont les problèmes locaux par sous-structure, dont le
traitement numérique reste abordable.

Les méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement peuvent être classées
en trois familles : les approches primales (Balancing Domain Decomposition Method
[Mandel 93]), les approches duales (Finite Element Tearing and Interconnecting (FETI)
[Farhat 91]) et les approches mixtes (Méthode du Lagrangien augmenté [Glowinski 90],
LaTin Micro/Macro [Ladevèze 00a]). Les premières approches proposées n’étaient ce-
pendant pas numériquement extensibles, c’est-à-dire qu’elles ne conservaient par leur ef-
ficacité pour un nombre croissant de sous-structures. La question de la propagation d’une
information globale lors de la résolution itérative s’est ainsi naturellement posée. Elle a
conduit à la mise en place de problèmes grossiers variés issus de la vérification partielle
des conditions de transmission entre les sous-structures. Nous en présentons les principes
de base dans les paragraphes suivants. Pour plus de détails, une revue quasi-exhaustive
des différentes approches peut être trouvée dans [Gosselet 06], dont nous reprenons ici
les notations.

4.2.1 Approches primales

L’approche primale consiste à écrire la continuité des efforts aux interfaces, exprimés
en fonction des déplacements d’interface supposés a priori continus. Le problème est
formulé en termes de déplacements au interfaces.

Si on considère un système algébrique de la forme Ku = f , on peut le récrire, en
réordonnant lignes et colonnes, sous la forme :
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
K1

ii 0 . . . 0 K1
ibA

1t

0
. . . ...

...
... . . . 0

...
0 . . . 0 Kn

ii Kn
ibA

nt

A1K1
bi . . . . . . AnKn

bi

∑
s AsKs

bbA
st




u1

i
...
...
un

i

ub

 =


f 1

i
...
...
fn

i∑
s Asf s

b

 (2.15)

où As est l’opérateur d’assemblage permettant de relier les degrés de liberté d’interface
globaux, notés ub, aux degrés de liberté d’interface de chaque sous-structure s.

L’élimination des inconnues internes us
i pour chaque sous-structure s au moyen de

l’expression (2.12) mène à la résolution du problème suivant, posé sur les inconnues d’in-
terfaces ub :

Spub = rp (2.16)

avec Sp le complément de Schur primal défini par :

Sp =
∑

s

AsSs
pAst =

∑
s

As
(
Ks

bb −Ks
biK

s
ii
−1Ks

ib

)
Ast (2.17)

et le second membre condensé sur l’interface :

rp =
∑

s

Asbsp =
∑

s

As
(
f s

b −Ks
biK

s
ii
−1f s

i

)
(2.18)

Après résolution de ce système et détermination de ub, on obtient les solutions internes
ui au moyen de l’expression :

us
i = Ks

ii
−1
(
f s

i −Ks
ibA

stub

)
(2.19)

L’inversion de Ks
ii correspond à la résolution d’un problème avec des conditions de

Dirichlet à l’interface. Il est donc bien posé et admet une solution.

On observe dans l’équation (3.15) que l’opérateur Sp est un assemblage de contribu-
tions locales. Son inversion est cependant extrêmement coûteuse : elle passe par le calcul
des compléments de Schur locaux, assemblage, factorisation de l’opérateur assemblé (qui
est une matrice pleine). Pour cette raison, on privilégie plutôt des solveurs itératifs de
Krylov (gradient conjugué, GMRES, etc.), comme dans le cas de la méthode BDD. Une
revue des principales méthodes itératives pour la résolution de systèmes creux linéaires est
disponible dans [Saad 00]. Ces solveurs ne requièrent que des produits matrice/vecteur,
qui peuvent ici être réalisés au niveau des sous-structures, en parallèle, sans avoir à as-
sembler le problème global. Il suffit ensuite de rassembler les contributions locales du
vecteur produit. Qui plus est, le calcul explicite des compléments de Schur locaux n’est
pas nécessaire : le produit par Sp revenant à une résolution d’un système du type Kiix = b.

En fonction des propriétés de l’opérateur, on choisit comme solveur itératif un al-
gorithme de Gradient conjugué (cas symétrique défini positif) ou l’algorithme GMRes.
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La convergence de ces procédures itératives dépend énormément du conditionnement du
système à résoudre, c’est-à-dire du rapport entre la plus grande et la plus petite valeur
propre de la matrice. Pour cette raison, l’utilisation de préconditionneurs efficaces s’avère
nécessaire. Nous en présenterons une famille dans la section 4.2.3.

4.2.2 Approches duales

L’approche duale consiste à écrire la continuité des déplacements aux interfaces, ex-
primés en fonction des efforts d’interfaces supposés a priori équilibrés. On définit ainsi
une inconnue d’interface λb qui permet d’écrire pour chaque sous-structure :

Ksus = f s + tstAstλb (2.20)

où As est un opérateur d’assemblage signé, et ts l’opérateur de trace des degrés de liberté
d’une sous-structure s sur les degrés d’interface. Cette équation n’a, en général, pas de
solution, puisqu’il s’agit de résoudre l’équilibre d’une sous-structure soumise uniquement
à un chargement en effort sur son interface (condition de Neumann). En l’absence de
conditions de Dirichlet, on a en effet une solution définie à un mode de corps rigide près.
On peut néanmoins définir une pseudo-inverse K+ qui vérifie :

∀x∈Im(K),KK+x = x (2.21)

On peut alors exprimer us comme la somme d’une partie déformante et d’une partie
de mouvement de corps rigide (à énergie nulle), en notant Rs une base de ker(Ks) et αs

l’amplitude des déplacements de corps rigide associés :

us = Ks+
(
f s + tstAstλb

)
+ Rsαs (2.22)

Le chargement ne doit pas travailler dans les déplacements de corps rigide, ce qui se
traduit par :

Rst
(
f s + tstAstλb

)
= 0 (2.23)

L’écriture de la continuité des déplacements aux interfaces permet d’obtenir le pro-
blème d’interface suivant : [

Sd G
Gt 0

] [
λb

α

]
=

[
−rd

−e

]
(2.24)

avec les notations :

Sd =
∑

s AstsKs+tstAst

rd =
∑

s AstsKs+f s

G = (. . . ,AstsRs, . . .)
αt = (. . . , αst, . . .)

et =
(
. . . , f sT Rs, . . .

)
Comme pour les approches primales, une technique itérative est utilisée pour la réso-

lution du problème condensé aux interfaces. Il s’agit d’une méthode itérative de type gra-
dient conjugué préconditionné projeté, où la projection est associée à la contrainte d’équi-
libre des sous-domaines. Cette phase de projection peut alors être considérée comme un
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problème macroscopique grossier garantissant à chaque itération la continuité des modes
rigides des sous-domaines au niveau des interfaces. Ce problème global fait de la mé-
thode FETI une stratégie de calcul à deux échelles et la rend numériquement extensible.
Cependant, le problème macroscopique est relativement pauvre puisqu’il est simplement
associé aux modes rigides qui sont des modes à énergie nulle. Pour palier ce problème, la
méthode FETI2 [Farhat 96] apporte une amélioration consistant à vérifier des contraintes
supplémentaires sur le déplacement, telles que la continuité en moyenne sur les inter-
faces, ou la continuité des déplacements des « coins » pour les problèmes de plaques et
coques [Farhat 98, Le Tallec 98]. La phase de projection du gradient devient alors un
problème macroscopique enrichi. Ces premiers travaux ont ainsi donné lieu à une version
plus aboutie appelée FETI-DP (Dual-primal FETI method) [Farhat 01].

4.2.3 Préconditionneurs et problèmes grossiers

Les méthodes BDD et FETI permettent d’atteindre des performances remarquables
moyennant le choix d’un préconditionneur adéquat pour l’algorithme itératif de résolu-
tion. Un préconditionneur doit être une bonne approximation de l’inverse de l’opérateur
du problème d’interface. Pour être efficace, il doit autant que possible consister en un as-
semblage de contributions locales. Un choix classique consiste ainsi à prendre une somme
pondérée des inverses des contributions locales, ce qui conduit respectivement pour les
approches primales et duales aux préconditionneurs suivants :

S̃
−1

p =
∑

s

WsSs
dWst (2.25)

S̃
−1

d =
∑

s

WsSs
pWst (2.26)

Le préconditionneur de l’approche primale revient à résoudre des problèmes de Neu-
mann pour chaque sous-structure (d’où l’appellation de préconditionneur de Neumann-
Neumann), le préconditionneur dual revenant lui à résoudre des problèmes de Dirichlet.
Les matrices diagonales de pondération W et W permettent de donner un sens mécanique
au préconditionneur. Elles permettent de prendre en compte les différences de rigidité
de part et d’autre de l’interface ([Rixen 99]). Des versions simplifiées de ces précon-
ditionneurs (versions « lumped » ou « superlumped ») ont aussi été proposées pour al-
légé les coûts de calcul. Elles consistent à choisir des approximations de l’opérateur de
Schur dans l’expression du préconditionneur. Pour plus de détails, on pourra se référer à
[Gosselet 06].

Comme nous l’avons vu précédemment, un problème grossier apparait naturellement
dans l’écriture du problème de l’approche duale. Il s’agit d’un problème posé en terme de
mouvement de corps rigides des sous-structures, qui est associé à une contrainte d’équi-
libre des sous-domaines vis-à-vis des chargements extérieurs. Il est introduit dans la réso-
lution itérative du problème condensé au moyen d’un algorithme de type gradient conju-
gué projeté. De la même manière, on definit pour les approches primales un problème
grossier semblable, associé au préconditionneur. Avec les préconditonneurs optimaux et
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les problèmes grossiers permettant de propager l’information, il a été démontré que les
approches primales et duales étaient équivalentes [Klawonn 01], avec un conditionnement

κ = O

(
1 + log

H

h

)2

où h représente la taille caractéristique des éléments finis, et H celle des sous-structures.
Une approche hybride a été proposée dans [Gosselet 03]. Elle propose un cadre unifié

pour les deux approches primales et duales, et permet de choisir pour chaque inconnue du
problème de la traiter de façon primale ou duale. Des préconditionneurs et des problèmes
grossiers peuvent être définis en reprenant les principes de ceux des méthodes primales et
duales. Cette méthode est particulièrement adaptée aux problèmes multi-champs comme
par exemple en poro-élasticité [Gosselet 04].

4.2.4 Approches mixtes

Les approches mixtes n’imposent la continuité ou l’équilibre d’aucun champ a priori
et formulent le problème d’interface à la fois sur les efforts et les déplacements. Il existe
plusieurs versions d’approches mixtes, selon qu’elles s’appuient sur un formalisme de
type Lagrangien augmenté [Fortin 83, Glowinski 90] ou sur une approche LATIN comme
dans [Ladevèze 85, Ladevèze 99a], selon qu’on considère les interfaces comme des sous-
structures à part entière ou pas. Nous adoptons ici l’approche proposée par les méthodes
dites FETI-2-champs [Series 03].

Dans le cas d’une décomposition en deux sous-domaine, les conditions d’interface
s’écrivent : {

u1
b − u2

b = 0
λ1

b + λ2
b = 0

(2.27)

ce qui peut s’écrire {
λ1

b + λ2
b + A1 (u1

b − u2
b) = 0

λ1
b + λ2

b + A2 (u2
b − u1

b) = 0
(2.28)

sous la condition que (A1 + A2) soit inversible, où Ai est un opérateur qui peut être
interprété comme une raideur d’interface associée à la sous-structure i.

On introduit alors l’inconnue µi
b = λi

b + Aiui, ce qui donne pour les conditions d’in-
terface : {

µ1
b + µ2

b −
(
A1 + A2

)
u2

b = 0
µ1

b + µ2
b −

(
A1 + A2

)
u1

b = 0
(2.29)

et pour l’équilibre local pour chacune des sous-structures :{ (
S1

p + A1
)
u1

b = µ1
b + b1p(

S2
p + A2

)
u2

b = µ2
b + b2p

(2.30)

Si on choisi Ai de telle sorte que (Si
p + Ai) soit inversible, on peut extraire ui

b des
équations d’équilibre et le substituer dans (X.X), ce qui donne le système final :
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[
I I −

(
A1 + A2

) (
S2

p + A2
)−1

I −
(
A1 + A2

) (
S1

p + A1
)−1

I

] [
µ1

µ2

]

=

[ (
A1 + A2

) (
S2

p + A2
)−1

b1p(
A1 + A2

) (
S1

p + A1
)−1

b2p

]
(2.31)

Cette dernière expression permet de donner une interprétation à l’opérateur Ai. On
observe en effet qu’en choisissant A1 = S2

p et A2 = S1
p, l’opérateur du système (2.31) de-

vient l’opérateur identité, et la solution est obtenue directement. L’opérateur Ai doit ainsi
approcher le complément de Schur des sous-structures voisines pour obtenir le meilleur
conditionnement possible. La généralisation à n sous-structures induit une choix optimal
pour Ai correspondant au complément de Schur sur l’interface du domaine i de l’opé-
rateur de l’ensemble des sous-structures restantes. Un tel choix n’est bien entendu pas
réaliste, car il ne respecte plus la localisation des données, et plusieurs approximations
ont été proposées, parmi lesquelles : le complément de Schur de la sous-structure voisine
uniquement, le complément de Schur d’une zone correspondant aux noeuds voisins de
l’interface uniquement, ou bien encore la matrice de raideur de l’interface de la structure
voisine.

Enfin, contrairement aux approches duales, l’opérateur par sous-structure (Si
p + Ai)

est inversible. Le problème global associé aux modes rigides n’est donc plus strictement
nécessaire. La mise en œuvre itérative de la méthode exige cependant la définition d’un
problème grossier global pour assurer le transfert d’information sur l’ensemble de la struc-
ture, et non-uniquement de voisin à voisin. Ceci est en général réalisé au moyen d’une mé-
thode de Krylov augmentée, prenant en compte des contraintes d’admissibilité globales.
En pratique, on choisit le plus souvent le même problème que dans les méthodes BDD
et FETI. Un autre problème global grossier, issu d’une procédure d’homogénéisation, est
proposé dans l’approche mixte LaTIn micro/macro [Ladevèze 99a]. Il rend l’approche
particulièrement efficace pour les problèmes hétérogènes, au prix d’un plus grand espace
grossier.

4.3 Les Méthodes Newton-Krylov-Schur

4.3.1 Principe et mise en œuvre

Les méthodes de décomposition de domaine classiques que nous venons de présenter
(BDD, FETI, etc.) permettent la résolution de problèmes linéaires sur des calculateurs à
architecture distribuée. Elles ouvrent ainsi la voie à la résolution de problèmes linéaires
de plusieurs millions de degrés de liberté.

En outre, elles ont été mises en œuvre au sein de schémas de Newton pour la réso-
lution de problèmes non-linéaires de grande taille, formant la famille des méthodes dites
« Newton-Krylov-Schur ». Ces méthodes doivent leur nom à :

– la méthode de Newton pour la linéarisation et le schéma itératif-incrémental,
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– la sous-structuration et la condensation de Schur pour l’écriture du problème aux
interfaces,

– le solveur itératif parallèle de Krylov pour la résolution du problème linéaire conden-
sé aux interfaces

La figure 2.15 illustre les différentes étapes de cette famille de stratégies dans le cas
d’une structure décomposé en 4 sous-domaines.

NL L
L L

L L

L L

L L

Itérations de Newton

Solveur Krylov Relocalisation linéaireLinéarisation Newton

Figure 2.15: Etapes de résolution des stratégies NKS avec 4 sous-domaines

De telles approches ont été décrites dans [De Roeck 92, Rey 94] pour la résolution
de problèmes tridimensionnels non-linéaires élastiques, dans [Farhat 00] pour le calcul
de grandes structures élancées ou bien encore dans [Barboteu 01] pour la résolution de
problèmes multi-contacts. Elles reprennent toutes les étapes décrites plus précisément
dans l’algorithme 2, les différences résidant essentiellement dans les choix faits pour la
méthode de Newton et la méthode de décomposition de domaine. Ces approches apportent
une première réponse à la résolution des problèmes non-linéaires de grande taille, en
rendant possible l’utilisation des moyens de calcul parallèle.

4.3.2 Techniques d’accélération

Les approches Newton-Krylov-Schur ont pour inconvénient de mener à la résolution
d’un grand nombre de systèmes linéaires, et donc d’appels aux solveurs parallèles, engen-
drant de nombreuses communications entres les différents processeurs. Des techniques
d’accélération de convergence ont ainsi été proposées pour accélérer les processus ité-
ratifs de Krylov. Elles s’appuient sur la construction, au cours des résolutions linéaires
successives, de bases de solutions, ou sous-espace de Krylov, qui pourront être réutilisées
lors des résolutions suivantes. La stratégie GIRKS (pour Generalized Iterative Reuse of
Krylov Subspaces) [Risler 00] est la combinaison de la technique d’initiation IRKS (Ite-
rative Reuse of Krylov Subspaces) et du préconditionnement GKC (Generalized Krylov
Correction) [Rey 96].

La méthode IRKS permet d’évaluer une initialisation de la solution pertinente vis-à-
vis des espaces précédemment construits. Elle repose sur la résolution itérative du système
en projection sur les espaces de Krylov précédents, en utilisant pour préconditionneur
l’inverse des opérateurs antérieurs projetés sur leurs sous-espaces. L’approximation ob-
tenue à la stagnation de la procédure sert d’initialisation. L’algorithme GKC consiste à
corriger le préconditionneur de façon pertinente vis-à-vis des résolutions précédentes de
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Algorithme 2 Méthode Newton-Krylov-Schur
Initialisation : Fext = 0, ∆F = θ.F tot

ext

boucle pour p = 0 à pmax faire [schéma incrémental]
Fext = Fext + ∆F
si ‖Fext‖ > ‖F tot

ext‖ alors Fext = F tot
ext

boucle pour i = 0 à imax faire [itérations de Newton]
Assemblage des opérateurs locaux tangents Ks

T par sous-structure
Factorisation des Ks

T ii

Calcul du résidu condensé par sous-structure : rs

Résolution du problème condensé [Solveur itératif de Krylov] : ST .∆ub = r

Calcul des solutions intérieures : ∆us
i = Ks

ii
−1
(
f s

i −Ks
ibA

sT ∆ub

)
Mise à jour de ub et us

i

Calcul de l’erreur η = ‖r‖
‖Fext‖

si η < ηcrit alors sortie
fin boucle
si η > ηcrit alors [non-convergence]

Réduction de l’incrément de chargement :
Fext = Fext −∆F
∆F = ∆F/2

sinon [convergence]
si Fext = F tot

ext alors sortie [fin du calcul]
sinon ∆F = ∆F. (iopt/i)

α [incrément adaptatif]
fin si

fin boucle
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manière à vérifier approximativement une condition d’optimalité. Plus de détails peuvent
être trouvés dans [Rey 00].

Une application au calcul d’une structure lamifiée acier-élastomère équipant les boos-
ters d’Ariane 5 a été présentée dans [Gosselet 02]. Des gains numériques de l’ordre de
100 (en utilisant 17 processeurs) ont été démontrés par rapport à une approche classique
sans décomposition de domaine (gain de 60 sans l’utilisation de GIRKS), dans le cas d’un
comportement sans flambage. Lorsque le niveau de chargement induit un phénomène de
flambage, les gains se limitent à environ 60, avec ou sans GIRKS. En effet, le flambage
induit des changements importants de l’opérateur tangent et de son spectre, rendant les
espaces de Krylov précédents peu pertinents.

Un inconvénient de la méthode GIRKS est la possibilité de stagnation lors de la réso-
lution d’un système linéaire, nécessitant une remise à zéro des espaces de Krylov stockés.
L’approche SRKS (Selective Reuse of Krylov Subspace) [Gosselet 02] propose de pal-
lier ce problème en améliorant les qualités spectrales des problèmes linéaires au moyen
d’une sélection pertinente des vecteurs des sous-espaces précédents et en résolvant de
manière exacte le problème grossier issu de l’augmentation. La méthode a démontré une
grande stabilité, du fait de l’utilisation d’un solveur exact, pour un coût additionnel limité.
L’approche n’apporte cependant pas d’amélioration aux cas où les opérateurs varient trop
fortement, comme pour le flambage par exemple.

4.3.3 Inadaptation aux non-linéarités localisées

Au delà de la problématique d’accélération des solveurs itératifs pour le problème li-
néaire condensé aux interfaces, se pose la question de l’adaptation d’un schéma de New-
ton pour la résolution de très grands problèmes non-linéaires, en particulier lorsque les
non-linéarités ne sont pas équitablement réparties. La convergence d’un algorithme de
Newton n’est en effet assurée qu’au voisinage de la solution. Un phénomène très non-
linéaire, comme c’est le cas du flambage, même localisé, va ainsi exiger un schéma in-
crémental adapté, et un grand nombre de résolutions linéaires pour passer le point de
bifurcation ou le point limite. Ces itérations vont être réalisées sur la totalité de la struc-
ture, alors qu’une grande partie peut rester dans le domaine linéaire. La stratégie paraît
ainsi être mal adaptée.

Une caractéristique de la méthode réside dans l’utilisation de deux procédures itéra-
tives, l’une pour la résolution du problème non-linéaire au moyen d’un schéma de New-
ton, l’autre pour la résolution du problème linéaire condensé aux interfaces. Une voie
d’amélioration pourrait être dans la recherche d’une meilleure coordination de ces deux
schémas imbriqués. Une inversion des itérations du schéma de Newton et du solveur de
Krylov a ainsi été proposée dans [De Roeck 92], mais ne s’est pas avérée pertinente en
terme de coût de calcul pour les problèmes considérés. Une autre voie d’amélioration
consisterait à modifier la stratégie de Newton pour l’adapter aux non-linéarités localisées
et aux méthodes de décomposition de domaine. Nous reviendrons dans le chapitre 3 sur
des propositions pertinentes de modifications des méthodes NKS classiques.
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4.4 La méthode LaTIn micro/macro
La méthode mixte basée sur la LaTIn (voir section 2.3.2 du chapitre 1) est une mé-

thode mixte de décomposition de domaine qui a été initialement proposée pour la réso-
lution de problèmes d’assemblages de structures avec des interfaces aux comportements
complexes [Blanzé 93, Blanzé 96, Champaney 97, Champaney 99, Ladevèze 00b].

Ces approches étaient initialement mono-échelle, aucun problème global n’étant dé-
fini. Une première vision multiéchelles a été introduite par Ladevèze et Dureisseix dans
[Ladevèze 98], garantissant l’extensibilité de la méthode et la rendant comparable aux
méthodes BDD ou FETI. Afin de mieux prendre en compte les structures fortement hété-
rogènes, une seconde approche multiéchelles basée sur une procédure d’homogénéisation
automatique en espace a été proposé dans [Ladevèze 99b, Ladevèze 00a, Loiseau 01,
Ladevèze 01], puis une version avec homogénéisation en espace et en temps [Ladevèze 02a,
Ladevèze 03, Nouy 03] pour traiter des problèmes caractérisés par des phénomènes à dif-
férentes échelles de temps.

La méthode a été utilisée pour traiter des problèmes associés aux structures forte-
ment hétérogènes [Loiseau 01, Ladevèze 01], avec contact [Ladevèze 02b], pour des
problèmes multiphysiques [Néron 03], de fissuration en association à la méthode XFEM
[Guidault 05, Guidault 07, Guidault 08] ou encore pour la simulation de systèmes de
tenségrité [Nineb 05, Alart 08] ou de modèles micro de composites stratifiés endomma-
geables [Violeau 07]. Une présentation de la mise en œuvre de la stratégie pour le calcul
de structures industrielles est faite dans [Allix 06].

Nous présentons ici la version avec homogénéisation en espace dans le cas de liaisons
parfaites.

4.4.1 Reformulation du problème de référence

Dans cette approche, la structure est décomposée en sous-structures et interfaces, cha-
cune ayant ses propres variables et équations. Une sous-structure ΩE est soumise à l’ac-
tion de son environnement c’est-à-dire, outre les efforts volumiques extérieurs f , aux
efforts FE et déplacements UE sur sa frontière ∂ΩE . De même, une interface entre deux
sous-structures ΩE et ΩE′ engendre une relation de comportement (au sens large) entre
(FE, FE′) et (UE, UE′) (voir Figure 2.16).

E

E' EE '

F E ,U E
F E ' ,U E' 

Figure 2.16: Décomposition en sous-structures et interfaces

Le problème de référence devient : Trouver s = {sE} avec sE =
(
ε
E
, UE, σE

, FE

)
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vérifiant :
– l’admissibilité statique sur ΩE :∫

ΩE

σ
E

: ε(ûE)dx =

∫
ΩE

f.ûEdx+

∫
∂ΩE

FE.ûEds , ∀ûE∈VE (2.32)

– l’admissibilité cinématique sur ΩE : ∃uE∈VE tel que

ε
E

= ε(uE) et u = UE sur ∂ΩE (2.33)

– la relation de comportement sur ΩE :

σ
E

= Kε(uE) (2.34)

– le comportement (au sens large) des interfaces ΓEE′ :
– interfaces parfaites :

UE = UE′ (2.35)
FE + FE′ = 0 (2.36)

– conditions aux limites de Dirichlet :

UE = Ud|ΓEE′ (2.37)

– conditions aux limites de Neumann :

FE + g
∣∣
ΓEE′

= 0 (2.38)

4.4.2 Séparation d’échelle aux interfaces

On introduit, au niveau des interfaces, une séparation d’échelle micro/macro. Des es-
paces de dimension finie sont ainsi choisis pour les déplacements et efforts macrosco-
piques. En pratique, les fonctions de base sont choisies égales et contiennent les parties
affines des déplacements et des efforts sur chaque interface.

On définit ainsi les parties macro FM et UM des champs d’interface comme la projec-
tion des efforts et déplacements sur les espaces macro correspondants, au sens du produit
scalaire travail sur l’interface.

Les parties micro sont simplement définies par :

Fm = F − FM et Um = U − UM

Le choix fait pour le projecteur conduit naturellement au découplage des travaux des
parties micro et macro sur l’interface, soit :∫

Γ

F.Uds =

∫
Γ

(
FM .UM + Fm.Um

)
ds (2.39)
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Un point capital de la méthode consiste ensuite à définir des conditions d’admissibilité
sur les quantités macro : efforts et déplacements sont contraints à vérifier respectivement
les conditions d’équilibre et de continuité aux interfaces dans le cas d’interfaces parfaites :

UM
E = UM

E′ (2.40)
FM

E + FM
E′ = 0 (2.41)

Remarque : Dans le cas d’interfaces de contact, il convient d’assurer uniquement
l’admissibilité des efforts macros, un glissement macroscopique pouvant survenir au ni-
veau des interfaces.

4.4.3 Stratégie de résolution

On reformule le problème de référence sous la forme suivante : trouver s = {sE}
vérifiant les deux groupes d’équations suivantes :

� un groupe d’équations linéaires, noté Ad et vérifiant :
– l’admissibilité statique et cinématique sur chaque sous-structure ΩE ((2.32) et (2.33)),
– l’admissibilité des variables macro FE (2.41) et UE (2.40) ,

� un groupe d’équations locales, noté Γ et vérifiant :
– les relations de comportement des variables micro aux interfaces ((2.35), (2.36),

(2.37) et (2.38)),
– le comportement des sous-structures (2.34).

On applique ensuite la méthode LaTIn présentée dans la section 2.3.2 du chapitre 1,
qui consiste à construire successivement des approximations de la solution vérifiant Γ et
Ad, au moyen de directions de recherche E+ et E−. Une itération de la méthode comporte
ainsi les deux étapes suivantes :

– Etape locale à l’itération n :

Connaissant une approximation sn ∈ Ad de la solution s, on cherche à construire
une approximation ŝn+1/2 ∈ Γ , de sorte que

(
ŝn+1/2 − sn

)
suive la direction de

recherche E+ définie de la manière suivante, pour chaque sous-structure ΩE :(
σ̂

E
− σ

E

)
+ K

(
ε̂
E
− ε

E

)
= 0(

F̂
m

E − Fm
E

)
− km

(
Û

m

E − Um
E

)
= 0

où km est un paramètre de la méthode qui peut être interprété comme une rigidité
« micro » de l’interface. La combinaison des directions de montée, des relations de
comportement des sous-structures et interfaces permet de définir explicitement les
équations résolues à l’étape locale [Ladevèze 99a, Loiseau 01, Nouy 03]. Il s’agit
de problèmes locaux sur les sous-structures et les interfaces. Ils conduisent donc à
un degré de parallélisme optimal.

76 Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008



4 Les méthodes de sous-structuration et de décomposition de domaine

– Etape linéaire à l’itération n :

Connaissant ŝn+1/2 ∈ Γ, le problème consiste à construire une approximation
sn+1 ∈ Ad, de sorte que

(
sn+1− ŝn+1/2

)
suive la direction de recherche E− définie

de la manière suivante, pour chaque sous-structure ΩE :(
σ

E
− σ̂

E

)
− K

(
ε
E
− ε̂

E

)
= 0(

Fm
E − F̂

m

E

)
+ km

(
Um

E − Û
m

E

)
= 0

Les équations associées aux sous-structures et la direction de recherche micro con-
duisent à la formulation de problèmes par sous-structure, appelés problèmes « mi-
cro », qui consistent à trouver uE∈VE tel que ∀ûE∈VE ,∫

ΩE

ε(ûE) : Kε(uE)dx+

∫
∂ΩE

ûm
E .k

mum
Eds =∫

ΩE

f.ûEdx+

∫
∂ΩE

(
F̂

m

E + kmÛ
m

E

)
.ûm

Eds+

∫
∂ΩE

FM
E .û

M
E ds (2.42)

Si km est un opérateur positif et FM
E équilibre les efforts extérieurs, ce problème

admet une solution unique à un mode rigide αE près. La résolution de ce problème
nécessite cependant de déterminer au préalable les efforts macro d’interface FM

E ,
ce qui ne peut se faire que par l’écriture d’un problème global couplant toutes les
sous-structures. Pour ce faire, on peut écrire à partir du problème (2.42) la relation :

UM
E = Ũ

M

E + LE

({
FM

E

})
+ αE (2.43)

où Ũ
M

E dépend uniquement des quantités de l’étape locale précédente et des don-
nées, et où

{
FM

E

}
est la partie de FM

E à résultantes et moments nuls sur ∂ΩE . L’opé-
rateur LE est un opérateur de comportement homogénéisé de la sous-structure ΩE ,
calculé une fois en début de processus itératif.

La prise en compte a priori de l’admissibilité de UM et FM , ainsi que des relations
de comportement homogénéisées permet alors de définir un problème « macro »,
qui peut s’écrire de la manière suivante : trouver FM et {αE}E ∈E, tels que :

∀FM∗∈FM
0 ,

∑
E∈E

∫
∂ΩE

FM∗
E .

(
Ũ

M

E + LE

({
FM

E

})
+ αE

)
ds =∫

∂ΩE∩∂ΩU

FM∗
E .Udds (2.44)

∀E∈E,∀α∗E,
∫

∂ΩE

FM
E .α

∗
Eds =

∫
ΩE

f
¯
.α∗Edx (2.45)

Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008 77



2 Stratégies de Calcul Avancées pour la Résolution de Problèmes de Grande Taille

La résolution du problème linéaire complet est ainsi réalisée en trois étapes :

– Une première étape, dite « micro », correspondant à un calcul par sous-structure
avec pour second membre les données de l’étape locale précédente, c’est-à-dire
sans prendre en compte les efforts macro d’interface FM

E dans (2.42).
– Les champs Ũ

M

E étant déterminés, on obtient les quantités macro UM
E et FM

E en
résolvant le problème macroscopique (2.44),(2.45).

– Un second calcul micro (2.42) est alors réalisé, avec pour second membre l’effort
macro FM

E ainsi obtenu. La solution complète est alors la somme des solutions
des deux étapes micro.

Le contrôle et l’arrêt de l’algorithme peut être réalisé au moyen d’une mesure de
l’écart entre s et ŝ, basée sur les directions de recherches, ou, plus classiquement, par
une mesure du résidu (vérification de l’équilibre des efforts et de la continuité des dé-
placements aux interfaces). En pratique, la convergence de la méthode est assez rapide,
même dans le cas de structures fortement hétérogènes. Les directions de recherche sont
cependant des paramètres importants de la méthode qu’il convient de choisir avec soin.
Une optimisation du paramètre km a été proposé dans [Violeau 03]. Enfin, pour les pro-
blèmes comportant un très grand nombre de sous-structures, et afin d’éviter l’assemblage
d’un problème grossier de taille importante, l’introduction d’une troisième échelle et du
problème « super-macro » associé a été proposée dans [Loiseau 02].

Par ailleurs, le choix de l’espace macroscopique doit lui aussi être adapté au problème
considéré afin d’assurer l’extensibilité de la méthode. Une base macroscopique adaptée
aux discontinuités des champs d’interface a ainsi été proposée par Allix et Guidault dans
[Guidault 05] pour le calcul de structures fissurées. L’adaptation de la base macro aux cas
de structures de plaques et coques reste cependant à réaliser. Enfin, la problématique des
grands déplacements induit, comme nous le verrons dans le chapitre 5, des changements
de géométrie des interfaces qui devront être pris en compte pour assurer la pertinence du
problème macroscopique.

4.5 Décomposition de domaine et dynamique transitoire
Nous avons présenté jusqu’ici quelques méthodes de décomposition de domaine adap-

tées à la résolution des problèmes linéaires obtenus dans le cadre de l’analyse statique - ou
quasi-statique - de structures. La communauté scientifique s’est aussi, et depuis plusieurs
décennies, intéressée à de telles approches pour les problèmes de dynamique transitoire.
Nous décrivons ici quelques stratégies développées qui, bien que non-directement appli-
cables aux problèmes de post-flambage en quasi-statique, ont pu nous inspirer.

4.5.1 Equations de la dynamique transitoire

En dynamique transitoire, les effets inertiels et cinétiques sont pris en compte. Le
système matriciel à résoudre est de la forme :

Mü+ Cu̇+ Ku = F ext (2.46)
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La résolution passe par le choix d’un schéma d’intégration temporelle, par exemple
un schéma de Newmark, permettant d’approximer l’évolution des déplacements et des
vitesses au cours d’un intervalle de temps ∆t, en fonction de deux paramètres α et β :

un+1 = un + ∆tu̇n +
∆t2

2
(1− 2β)ün + ∆t2βün+1 (2.47)

u̇n+1 = u̇n + ∆t(1− γ)ün + ∆tγün+1 (2.48)

En fonction des valeurs de β et γ, le schéma est qualifié d’explicite (les champs à
l’incrément n+1 ne dépendent que des valeurs à l’incrément n) ou bien d’implicite (dans
le cas inverse). Le schéma est inconditionnellement stable pour 2β > γ > 1/2.

4.5.2 Dynamique explicite et sous-cyclage

Dans le cas explicite (β = 0, γ = 0), on fait par ailleurs en général l’approximation
d’une matrice de masse M diagonale. Le problème à résoudre devient alors extrêmement
simple à résoudre, puisque local en espace :

Mün+1 = F ext − F nt(u̇n, un) (2.49)

Cependant ces schémas ont pour inconvénient d’être liés à une condition de stabilité :
la condition de Courant. Plus précisément le pas de temps ∆t doit vérifier :

∆t < 2/ωmax (2.50)

où ωmax est la plus grande fréquence propre du système linéarisé. En pratique, l’incré-
ment de chargement est limité, pour un milieu homogène, par les zones les plus finement
maillées. Cette condition de stabilité peut être extrêmement pénalisante pour les modèles
nécessitant un raffinement local par exemple.

Les méthodes de sous-cyclage, ou « subcycling », proposent de contourner cette dif-
ficulté en découpant le modèle initial en sous-domaines homogènes [Belytschko 77,
Neal 89]. Un pas de temps optimal peut alors être utilisé pour chaque sous-domaine,
seule la zone finement maillée exigeant un pas de temps réduit. Le « dialogue » entre
les sous-domaines est réalisé régulièrement, à chaque pas de temps de la zone maillée la
plus grossièrement par exemple. Les champs exprimés sur la grille temporelle grossière
sont en général interpolés linéairement sur la grille fine. Du fait de la simplicité des équa-
tions obtenues dans le cadre explicite, la parallélisation de cette stratégie est triviale : il
n’y a pas de système linéaire global a inverser. La méthode conduit à une réduction ex-
trêmement importante du temps total de calcul en permettant un découplage des schémas
incrémentaux. Elle est déjà disponible dans de nombreux codes de dynamique explicite.
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4.5.3 Dynamique implicite et décomposition de domaine

En dynamique implicite, on peut se ramener, à chaque incrément de temps, à un pro-
blème écrit sous la même forme qu’en quasi-statique :

K̂u = F̂ (2.51)

où K̂ est une matrice de raideur équivalente, définie par :

K̂ = K +
γ

β∆t
C +

1

β∆t2
M (2.52)

et β,γ les paramètres du schéma de Newmark retenu.

Ce problème peut être résolu par une méthode de décomposition classique, comme
la méthode FETI par exemple. Comme nous l’avons vu, ces solveurs nécessitent cepen-
dant de nombreuses communications entre sous-structures, du fait du couplage fort entre
les opérateurs. Une famille de stratégies alternatives (algorithmes « Group Implicit »),
proposée dans [Sotelino 90], propose de relâcher le couplage pour réduire le problème
d’interface. Plus précisément, l’algorithme comporte les étapes suivantes, pour chaque
pas de temps :

1. pour chaque sous-domaine, résolution d’un problème libre (sans connexion aux
interfaces) au moyen d’un schéma implicite,

2. restauration de la compatibilité du champ de déplacement aux interfaces au moyen
d’une règle de moyenne, pondérée par les masses de part et d’autre de l’interface,

3. calcul des vitesses et accélérations à partir du champ de déplacement modifié et
passage au pas de temps suivant.

Cette approche présente l’avantage d’être modulaire, extensible, stable (mêmes condi-
tions de stabilité que le schéma de Newmark utilisé) et de réduire fortement les échanges
de données entre sous-structures. Elle reste cependant approximative, l’équilibre aux in-
terfaces n’étant pas assuré, et nécessite, pour obtenir des résultats suffisamment précis de
limiter le pas de temps à une valeur critique liée à la taille caractéristique Ls des sous-
domaines et à la célérité des ondes dans le milieu :

∆t < mins(Ls/c) (2.53)

Cette condition, similaire à la condition de Courant, est très pénalisante, et les avan-
tages d’un schéma implicite disparaissent en grande partie. Une amélioration de la mé-
thode est proposée dans [Modak 00]. Elle consiste à assurer l’équilibre aux interfaces
au moyen d’un processus itératif additionnel. L’algorithme modifié permet de retrouver
la précision d’un schéma de Newmark non-partitionné. Enfin, son interaction avec un
schéma itératif de résolution non-linéaire a été étudié. Plus particulièrement, deux ver-
sions ont été comparées, suivant que la non-linéarité était prise en compte dans le schéma
itératif de ré-équilibrage ou bien dans un schéma itératif séparé, au sein de ce premier. Les
résultats en terme de temps de calcul semblent privilégier cette deuxième solution pour
les problèmes considérés (treillis de poutres).
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4.5.4 Méthodes de couplage implicite/explicite

Il existe plusieurs méthodes permettant de réaliser le couplage entre différents sché-
mas d’intégration temporelle, qu’ils soient implicites ou explicites. On peut citer les mé-
thodes mixtes décrites dans [Hughes 78] et permettant le couplage de schémas différents
au sein d’une procédure d’incrémentation en temps commune (mêmes pas de temps par
sous-structures). A l’inverse, une méthode de couplage implicite/explicite à pas de temps
multiples, autorisant une gestion différentiée des schémas d’incrémentation temporelle,
est présentée dans [Gravouil 01], ou encore [Combescure 03].

Le couplage est réalisé au moyen d’une technique de type Schur duale portant sur
les inter-efforts d’interface. Il est démontré par ailleurs qu’en assurant la continuité des
vitesses aux interfaces, l’algorithme est stable, quels que soient les schémas d’intégration.

La stratégie se résume alors, à chaque piquet de temps et dans le cas linéaire, aux
étapes suivantes :

1. pour chaque sous-domaine, résolution d’un problème libre (sans connexion aux
interfaces),

2. résolution d’un problème global condensé aux interface, détermination des inter-
efforts,

3. pour chaque sous-domaine, résolution d’un problème « contraint », à partir des ré-
sultats du problème condensé,

4. pour chaque sous-domaine, assemblage des contributions des deux problèmes.

L’opérateur condensé global s’exprime comme un assemblage d’opérateurs de masse
pondérés, et est constant si les pas de temps sont constants. Il peut dans ce cas être assem-
blé et factorisé une fois pour toute.

Une extension au cas non-linéaire est aussi présentée, pour les non-linéarités maté-
rielles et géométriques. Dans le cas explicite, seul le problème libre par sous-structure
devient non-linéaire. Au contraire, dans le cas implicite, il est nécessaire d’ajouter un
schéma itératif supplémentaire pour assurer l’équilibre non-linéaire.

Plusieurs développements sont venus compléter cette famille de méthodes. Une exten-
sion aux maillages non-compatibles entre sous-structures est présentée dans [Herry 02] et
une technique de gestion des contacts entre sous-domaines dans le cas explicite/explicite
est introduite dans [Bourel 06].

Enfin, un problème multi-échelle en espace, s’appuyant sur les approches multigrilles,
est introduit dans [Gravouil 03]. La partie de la solution à petite longueur de variation
est obtenue sur le problème raffiné par sous-structure, la partie à grande longueur de
variation sur le problème grossier. Le couplage entre sous-domaines est réalisé au niveau
grossier, les maillages incompatibles étant traités au sein d’un sous-domaine et non plus
au niveau des interfaces. Le cas non-linéaire est traité au moyen d’un seul schéma itératif,
gérant à la fois l’équilibre non-linéaire et les deux échelles d’espace, au moyen d’étapes
de relaxations non-linéaires, de façon similaire à la méthode FAS. Une des particularités
intéressantes de la stratégie est que les non-linéarités sont traitées localement, par sous-
structure sur la grille fine d’interpolation temporelle.
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4.5.5 Méthodes de couplage fluide/structure

Les méthodes de couplage fluide/structure peuvent être vues comme un cas particu-
lier des méthodes de décomposition de domaine en dynamique transitoire, limitées à deux
sous-domaines. Ainsi, dans le cas de problèmes non-linéaires fortement couplés d’inter-
action fluide/structure (circulation artérielle, instabilités de structures élancées dans un
écoulement, etc.), il est souvent nécessaire de réaliser une résolution implicite du pro-
blème dynamique de couplage. Parce que les équations et les techniques de résolution
de part et d’autre sont relativement différentes, il est préférable de ne pas assembler le
problème complet, mais de s’appuyer sur des solveurs locaux non-linéaires spécialisés.

Les stratégies les plus répandues, de type « Dirichlet-Neumann », proposent de ré-
soudre de manière séquentielle les problèmes des domaines fluide et structure, se rame-
nant à un formalisme de type point fixe ou quasi-Newton, comme décrit dans [Le Tallec 05]
dans le cas de grandes déformations.

Le problème peut aussi être écrit selon le formalisme des approches Steklov-Poincaré
[Deparis 06, Dettmer 06]. Il est alors possible d’effectuer la résolution non-linéaire en
parallèle dans les deux domaines pour le calcul des résidus non-linéaires d’interface. La
correction des inconnues d’interfaces peut être obtenue dans le cadre d’une méthode ité-
rative de Richardson préconditionnée, ou d’une méthode de Newton-Raphson.

5 Bilan du chapitre
Nous avons présenté dans ce chapitre diverses méthodes proposant des solutions au

calcul de problèmes linéaires ou non-linéaires de grande taille. Un première famille d’ap-
proches propose de tirer partie de certaines hypothèses du problème initial pour le traiter
d’une manière adaptée, au prix d’approximations sur la solution finale. Les approches
« globales-locales » permettent ainsi le calcul de modèles fins locaux avec des condi-
tions aux limites provenant d’un calcul de la structure complète modélisée à une échelle
supérieure. La méthode n’est cependant, en général, que descendante et est limité aux
phénomènes locaux n’ayant pas d’influence sur l’équilibre local.

Les méthodes basées sur la théorie de l’homogénéisation proposent, quant à elles, de
construire à partir d’une description fine de la structure un modèle grossier équivalent et
de séparer les échelles « micro » et « macro ». Les approches d’homogénéisation clas-
siques restent cependant limitées aux cas où la séparation des échelles est suffisamment
importante, rendant leur application au calcul de structures difficile. Les idées contenues
dans la théorie de l’homogénéisation peuvent cependant être reprises pour la définition
de problèmes grossiers permettant d’assurer l’extensibilité des méthodes multiéchelles
parallèles.

D’autres techniques permettent enfin la superposition de modèles associés à diffé-
rentes échelles de modélisation, et assurent la communication entre ces différentes échelles.
Elles sont cependant limitées à des problèmes où la zone d’intérêt est réduite.

Dans une seconde section, nous avons présenté les approches basées sur les tech-
niques de sous-structuration et de décomposition de domaine. Elles proposent des so-
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lutions pour le calcul des grandes structures hétérogènes nécessitant une résolution du
problème complet. Les techniques de super-éléments, déjà très utilisées pour la simula-
tion dans le domaine linéaire, tirent profit des techniques de condensation pour réduire la
taille des problèmes à résoudre.

Les méthodes classiques de décomposition de domaine proposent des techniques de
résolution itératives et parallèles des problèmes condensés aux interfaces. Associées à des
préconditionneurs et à un problème grossier pertinents, elles sont très efficaces pour la
résolution des problèmes linéaires de très grande taille.

Les approches Newton-Krylov-Schur, qui mettent en œuvre ces solveurs parallèles
dans le cadre d’un schéma de Newton, apportent une première réponse à la problématique
des grandes structures non-linéaires. Elles se sont révélées cependant peu adaptées aux
cas où les non-linéarités sont non-équitablement réparties, ou bien localisées sur une zone
de la structure globale. Nous présentons dans les chapitres 3 et 4 une évolution de ces
approches permettant de traiter de façon pertinente ces problèmes.

Nous avons aussi, dans ce chapitre, brièvement présenté une méthode de décompo-
sition de domaine alternative : la méthode mixte LaTIn micro/macro, qui propose d’in-
troduire dans le schéma itératif de résolution un problème global issu d’un processus
d’homogénéisation numérique du problème initial. Elle permet d’obtenir d’excellentes
performances pour les structures même fortement hétérogènes, mais n’a été jusqu’ici ap-
pliquée qu’aux problèmes bi- ou tri-dimensionnels élastiques ou viscoélastiques en petites
déformations. Une première adaptation aux structures de plaques et coques fera l’objet du
chapitre 5.

Enfin, nous avons terminé ce chapitre par une rapide présentation des travaux exis-
tant dans le domaine de la dynamique transitoire. Les méthodes proposées ne peuvent
cependant pas être directement appliquées au problème quasi-statique de post-flambage :
elles sont en effet bien souvent adaptées aux problèmes où les effets inertiels sont pré-
pondérants. Elles présentent cependant un vivier d’idées et de techniques avancées pour
le couplage de domaines ou d’algorithmes, dont certaines nous ont inspirés.

Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008 83



2 Stratégies de Calcul Avancées pour la Résolution de Problèmes de Grande Taille

.

84 Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008



Deuxième partie

Proposition de Stratégies Adaptées à la
Problématique des Grandes Structures

Non-linéaires
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Dans cette seconde partie, nous présentons diverses stratégies que nous avons mises en
place pour une résolution efficace des problèmes présentés dans la première partie. Trois
chapitres sont proposés :
• Le chapitre 3 présente une stratégie de relocalisation non-linéaire pour les méthodes

de décomposition de domaine. Elle permet de découpler le pilotage des phénomènes
non-linéaires locaux et de diminuer fortement le nombre d’itérations de ces stratégies.
Les algorithmes sont présentés ainsi que leur application à des structures non-linéaires
de treillis de poutres.

• Le chapitre 4 présente l’application des méthodes de relocalisation non-linéaires aux
structures tridimensionnelles de plaques et coques. Les stratégies précédemment pré-
sentées sont étendues et mises en œuvre au sein d’une plateforme de calcul moderne
pour la résolution de problèmes quasi-industriels.

• Le chapitre 5, plus prospectif, est consacré à l’extension des approches micro-macro
développées dans [Ladevèze 99b] au cas des structures de plaques et coques. L’in-
troduction d’une séparation d’échelle au niveau des interfaces nous permet d’écrire
un problème global de taille réduite, tout en conservant les informations mécaniques
nécessaires à l’efficacité de la méthode.
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CHAPITRE3 Stratégies de
relocalisation
non-linéaire

Nous présentons dans ce chapitre une famille de stratégies de calcul adaptées des mé-
thodes Newton-Krylov-Schur classiques. Le principe de relocalisation non-linéaire, per-
mettant un traitement différencié des sous-domaines, est tout d’abord présenté. Une pre-
mière version utilisant des conditions aux limites en déplacement est ensuite introduite,
puis une amélioration grâce à des conditions aux limites mixtes. Ce chapitre a fait l’ob-
jet d’une publication [Cresta 07a] et plusieurs communications [Cresta 05b, Allix 05,
Cresta 05a].
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1 Présentation des stratégies de relocalisation non-linéaire

Nous avons présenté dans le chapitre 2 plusieurs stratégies de calcul pour la résolu-
tion des problèmes linéaires, ou non, de grandes structures. Parmi celles-ci, les approches
Newton-Krylov-Schur (NKS) connaissent un succès grandissant. En associant les mé-
thodes classiques de décomposition de domaine à un schéma itératif de type Newton, elles
rendent possible la résolution de très grands systèmes non-linéaires, et représentent à ce
titre un des principaux outils d’ores et déjà disponibles pour le calcul haute performance.

En calcul des structures, et en particulier dans le cas des structures élancées, les non-
linéarités sont fréquemment localisées : des phénomènes de plasticité ou d’endommage-
ment peuvent survenir dans des zones de surcontrainte (bord de trou, . . .), certaines zones
sont susceptibles de flamber, . . .. Les stratégies NKS, ne pouvant différencier le traitement
de chacune des zones de la structure globale, engendrent un grand nombre d’itérations et
d’échanges de données entre les noeuds de calcul associés à chacune des sous-structures.

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle famille de méthodes de décomposition
de domaine pour les problèmes non-linéaires s’appuyant sur des résolutions non-linéaires
locales par sous-structures. Deux variantes sont tour-à-tour présentées et les résultats nu-
mériques sont comparés aux approches classiques sur des structures de treillis de poutres.
Une dernière section présente l’application de ces stratégies à la simulation de structures
non-linéaires de plaques et coques.

1 Présentation des stratégies de relocalisation non-linéaire

1.1 Principe général

L’idée principale de la relocalisation non-linéaire est d’autoriser un traitement diffé-
rencié des sous-structures en leur associant un solveur non-linéaire. Le but recherché est
de concentrer l’effort numérique sur les zones le nécessitant réellement au moyen d’ité-
rations locales, par sous-structures, c’est-à-dire à une échelle pertinente vis-à-vis du phé-
nomène, et permettant de vérifier le comportement non-linéaire. Les itérations globales
ont alors pour objectif d’assurer le couplage entre les sous-structures. Ce couplage peut
être réalisé en assurant l’équilibre aux interfaces, par exemple, permettant ainsi la redis-
tribution des efforts. Ce rééquilibrage est permis par la résolution d’un problème global
tangent portant sur les inconnues d’interfaces et permettant d’assurer l’extensibilité de la
méthode. D’autres choix de couplage sont possibles, comme des couplages mixtes, me-
nant à des problèmes locaux et globaux légèrement différents et que nous précisons dans
les sections suivantes.

La figure 3.1 présente schématiquement les étapes des méthodes avec relocalisation
non-linéaire et peut être rapprochée de la figure 2.15 associée aux approches Newton-
Krylov-Schur classiques. Dans les deux cas, la boucle de chargement incrémental associée
au schéma de Newton global n’est pas représentée. La différence majeure concerne l’étape
de calcul des déplacements internes par sous-structure, qui devient non-linéaire. Elle est
assurée par un solveur itératif par sous-structure, éventuellement associé à un schéma
incrémental indépendant.

Au contraire, l’étape globale de résolution du problème condensé aux interfaces reste,
comme nous le verrons par la suite, très proche de celle des approches NKS.
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(solveurs de Newton locaux)

Itérations de 
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Figure 3.1: Etapes de résolution des stratégies avec relocalisation non-linéaire

1.2 Comparaison avec d’autres approches

1.2.1 Analogie avec l’intégration de lois de comportement non-linéaires

Du fait de la présence de plusieurs schémas itératifs imbriqués, la stratégie est ana-
logue aux schémas de résolution pouvant être mis en oeuvre pour certains comportements
de matériaux complexes non-linéaire, comme les matériaux élasto-plastiques endomma-
geables : l’intégration du comportement non-linéaire est effectuée au moyen d’un algo-
rithme spécifique (par exemple, une méthode de retour radial [Ortiz 86]) en chaque point
de Gauss du modèle élément fini, l’ensemble étant inséré dans un schéma de Newton.
Dans notre cas, c’est le comportement non-linéaire de la sous-structure dans son ensemble
qu’on cherche à vérifier. Chaque sous-structure peut ainsi être vue comme une sorte de
super-élément non-linéaire dont le comportement est « intégré » au moyen d’un modèle
élément fini associé à un solveur non-linéaire, par exemple un schéma de Newton. La
stratégie peut aussi être rapprochée des approches FE2 présentées dans le chapitre 2, à la
différence près que le transfert d’information entre les échelles est, ici, « exact » : aucune
hypothèse de séparation d’échelle ou de périodicité n’est utilisée. La méthode reste ainsi
valable dans les zones de fort gradient.

1.2.2 Analogie avec les méthodes de zoom structural

La stratégie mise en oeuvre ici peut d’une certaine façon être rapprochée des mé-
thodes présentées dans la section 3 du deuxième chapitre. Chaque itération globale de la
stratégie présentée reprend les étapes d’une technique classique de zoom structural : on
effectue un calcul global linéaire (dans notre cas il s’agit du problème condensé sur les
interfaces, et non un modèle classique Elément-Fini grossier), suivi par une étape de re-
localisation non-linéaire sur un modèle fin. La vérification a posteriori de l’admissibilité
des champs d’interface permet de déterminer la qualité de la solution. En cas d’écart trop
important, une correction des déplacements d’interfaces est recherché en utilisant les rai-
deurs tangentes par sous-structures pour assembler le nouveau problème global. Puis de
nouveaux calculs non-linéaires par sous-structures sont réalisés et ainsi de suite jusqu’à
rééquilibrage de l’ensemble de la structure et convergence.
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La méthode proposée dans ce chapitre peut ainsi être vue comme une automatisation
du processus global/local précédemment présenté, avec construction et correction auto-
matique du modèle global associé à la description fine. Il s’agit d’une réponse au manque
de communication entre les échelles que nous avions souligné précédemment. De plus,
on ne fait pas ici de choix a priori sur les zones à décrire finement, même si de telles
approches peuvent être envisagées.

1.2.3 Analogie avec les techniques de « sous-cyclage » et de couplage en dynamique
transitoire

Nous avons vu dans le chapitre 2 quelques techniques de « sous-cyclage » et de cou-
plage implicite/explicite à pas de temps multiples. Ces approches permettent un traitement
différencié des multiples zones d’une structure, ou d’un fluide, via des schémas d’intégra-
tion et d’incrémentation locaux. Elles sont particulièrement efficaces pour la résolution de
problèmes non-linéaires nécessitant des raffinements de maillages locaux, présentant des
phénomènes à différentes échelles de temps ou bien régis par des équations différentes.

L’approche de relocalisation non-linéaire que nous introduisons ici reprend de nom-
breux principes à ces méthodes, tout en les adaptant au cas quasi-statique non-linéaire
implicite. En particulier, l’utilisation de solveurs non-linéaire par sous-structure permet
d’adapter les schémas incrémentaux de manière indépendante, et le couplage entre sous-
structures est assuré à chaque incrément de chargement global.

La principale différence réside dans le problème d’interface à résoudre. En quasi-
statique, les effets inertiels sont négligés, la propagation est immédiate, et le choix du
problème global condensé devient primordial afin d’assurer l’extensibilité de la stratégie.
Il est cependant très proche de ce qui est proposé par certaines méthodes de couplage
fluide/structure, qui sont basées sur une formulation de type Steklov-Poincaré, une esti-
mation non-linéaire des résidus d’interface et un algorithme de Newton pour le problème
de couplage [Deparis 06, Dettmer 06].

1.2.4 Analogie avec la méthode LaTIn

La stratégie de relocalisation non-linéaire reprend deux des trois principes de base de
la stratégie de résolution LaTIn présentée dans le chapitre 1 :

– la séparation des difficultés en deux groupes d’équations : d’une part les équations
non-linéaires par sous-structures et d’autre les équations globales d’admissibilité
aux interfaces,

– une résolution itérative à deux étapes, correspondant à chacun des deux groupes
d’équations précédents, associée à des directions de recherche appropriées.

Comme nous le verrons par la suite, la stratégie avec relocalisation non-linéaire peut
ainsi être écrite en suivant ce formalisme. Le troisième principe de base de la méthode
LaTIn, qui est une représentation appropriée des champs solutions sur le domaine espace-
temps, n’est pas considéré ici. La méthode est mise en œuvre dans un cadre incrémental.
Ce point pourrait cependant faire l’objet de travaux futurs.
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2 Stratégie de relocalisation non-linéaire à déplacements
imposés

2.1 Description
Nous proposons une première stratégie de relocalisation non-linéaire s’appuyant sur

les approches NKS existantes. Elle propose d’utiliser les déplacements issus de la résolu-
tion du problème global condensé comme conditions aux limites sur les interfaces pour les
calculs non-linéaires par sous-structure. Ainsi, on vérifie à chaque instant l’admissibilité
des déplacements d’interface entre les sous-structures.

La méthode comporte les deux étapes suivantes, résolues itérativement pour un niveau
de chargement donné :

� Etape locale non-linéaire

Etant donnés les déplacements d’interface U obtenus à l’itération précédente, on re-
cherche sur chaque sous-structure une solution du problème non-linéaire soumis aux
chargement externes et à des conditions de Dirichlet sur les interfaces. Cette étape revient
à trouver, pour chaque sous-structure s, le champ de déplacement solution us vérifiant :

– l’admissibilité statique sur la configuration déformée Ωs
t :∫

Ωs
t

σs : εs(ûs)dx =

∫
Ωs

t

f.ûsdx+

∫
∂Ωs

t

gs.ûsds , ∀ûs∈V s (3.1)

– le comportement élastique :
σs = A

t

ε(us) (3.2)

– l’admissibilité cinématique :

us = Ud sur ∂Ωs
U (3.3)

us = U sur Γ ∩ ∂Ωs (3.4)

La solution obtenue à la fin de cette étape vérifie donc toutes les équations du problème
de base, hormis l’équilibre aux interfaces entre sous-structures, qui n’est pas assuré.

C’est cette étape que nous nommons « étape de relocalisation non-linéaire ».

� Etape globale linéaire

Etant donnés les efforts d’interfaces FE obtenus à l’étape locale non-linéaire précé-
dente, on cherche une correction ∆U du champ de déplacement d’interface U permettant
de vérifier l’équilibre des efforts interfaciaux, soit pour chaque interface ΓEE′ :

FE + FE′ = 0 (3.5)
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Cette correction n’est pas réalisée interface par interface, mais au niveau global sur
le problème condensé aux interfaces. Plus précisément, on cherche à annuler le résidu
d’équilibre aux interfaces, r, qui peut s’écrire comme une fonction non-linéaire des dé-
placements d’interface U :

r = SNL(U) (3.6)

où SNL est l’opérateur de Steklov-Poincaré non-linéaire du problème de référence.

Pour ce faire, on réalise l’équivalent d’une itération de Newton, c’est-à-dire la résolu-
tion du problème obtenu par linéarisation de (3.6), soit :

ST ∆U = r (3.7)

où ST est l’opérateur de Steklov-Poincaré tangent :

ST =
∂SNL(U)

∂U
(3.8)

Les déplacements d’interface U sont alors corrigés de ∆U , avant d’être utilisés pour
les résolutions locales non-linéaires de l’itération suivante, et ainsi de suite jusqu’à conver-
gence.

Le problème (3.7) est exactement identique à celui résolu à chaque itération de New-
ton dans les approches Newton-Krylov-Schur. La seule différence concerne le second
membre r : l’équilibre et le comportement des sous-structures étant vérifiés au cours de
l’étape locale non-linéaire précédente, ce dernier ne provient que des défauts d’équilibre
aux interfaces, soit FE + FE′ pour une interface ΓEE′ .

Le processus itératif est arrêté lorsque l’ensemble des équations du problème de base
sont vérifiées : équilibre et comportement non-linéaire des sous-structures et équilibre des
efforts d’interface.

Remarque : Alors que les approches Newton-Krylov-Schur classiques proposent de
condenser sur les interfaces le problème tangent global obtenu dans le cadre d’un schéma
de Newton, l’approche présentée ici propose de résoudre par une stratégie de Newton
le problème non-linéaire condensé aux interfaces (3.6). Vu de cette façon, l’étape non-
linéaire locale n’est rien d’autre que l’étape de calcul du résidu non-linéaire d’interface
r. De la même façon, cette remarque suffit à apporter la preuve de la convergence (qua-
dratique) de la méthode, sous les hypothèses classiques de convergence de la méthode de
Newton. Dans [Pebrel 08], les auteurs présentent le même concept dans le cadre d’une
méthode de décomposition duale.

Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008 95



3 Stratégies de relocalisation non-linéaire

2.2 Mise en œuvre numérique
Décrivons maintenant les équations discrètes et les stratégies numériques pour la ré-

solution du problème ainsi reformulé.

2.2.1 Etape locale non-linéaire

L’étape locale correspond à la résolution, par sous-structure, d’un problème non-
linéaire géométrique à déplacements imposés ∆U sur les interfaces avec les autres sous-
structures. Il peut être résolu par une méthode itérative de Newton. En faisant le choix
d’une formulation non-linéaire adaptée au problème, comme la formulation corotation-
nelle présentée dans le chapitre 1, on aboutit finalement à la résolution d’une succession
de problèmes linéaires tangents de la forme KT .∆u = f , que l’on peut ré-écrire sous la
forme : [

KT ii KT ib

KT bi KT bb

] [
∆ui

∆ub

]
=

[
fi

fb

]
(3.9)

où l’indice i se rapporte aux degrés de libertés internes et l’indice b aux degrés de liberté
des interfaces.

Il existe plusieurs techniques classiques permettant d’imposer des déplacements ∆U
sur les interfaces, parmi lesquelles :

– l’élimination directe des inconnues d’interface ub :

∆ui = KT ii
−1 (fi −KT ib∆U) (3.10)

qui est la plus directe mais exige de travailler avec des sous-matrices de l’opérateur
de raideur K.

– la pénalisation, qui consiste à ajouter un terme de raideur kp suffisamment grand
aux termes diagonaux de la sous-matrice KT bb et à modifier le second membre pour
obtenir : [

KT ii KT ib

KT bi KT bb + kpId

] [
∆ui

∆ub

]
=

[
fi

fb + kp.∆U

]
(3.11)

Cette approche est largement répandue du fait de sa simplicité de programmation,
mais elle n’est pas exacte et peut mener à des systèmes mal conditionnés.

– la dualisation via l’introduction de multiplicateurs de Lagrange λ, menant à un
problème du type :  KT ii KT ib 0

KT bi KT bb Id

0 Id 0

 ∆ui

∆ub

λ

 =

 fi

fb

∆U

 (3.12)

Cette approche, assez courante, est exacte. Elle engendre cependant une augmenta-
tion de la taille du problème à résoudre, qui peut devenir très coûteux. Par ailleurs,
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l’opérateur obtenu n’est plus forcément défini positif. Des variantes de la méthode
permettent cependant d’éviter ce problème : les techniques du Lagrangien aug-
menté et du double multiplicateur de Lagrange.

Le choix entre ces différentes techniques doit être fait en prenant en compte à la fois
les considérations théoriques (vérification exacte ou approchée) et pratiques (facilité de
programmation, disponibilité dans les outils utilisés, conditionnement des matrices,etc.).
Il n’a pas cependant d’influence directe sur le comportement global de la stratégie. Pour
les exemples qui suivent, nous avons retenu une technique de pénalisation.

Le processus itératif par sous-structure est interrompu lorsque le résidu devient suffi-
samment petit, soit :

ηlocal < ηcrit
local << 1 (3.13)

où ηlocal est le résidu relatif, comparant f aux efforts extérieurs imposés à la structure,
dont l’expression dépend de la technique choisie pour imposer les déplacements, et ηcrit

local

un critère de convergence prédéfini.

2.2.2 Etape globale linéaire

Après discrétisation, le problème global linéaire s’écrit sous la forme d’un système
matriciel :

ST ∆U = r (3.14)

où l’opérateur ST est l’opérateur de Schur classique, obtenu par assemblage des opéra-
teurs tangents locaux condensés Ss

T :

ST =
∑

s

AsSs
T Ast =

∑
s

As
(
KT

s
bb −KT

s
biKT

s
ii
−1KT

s
ib

)
Ast (3.15)

en reprenant les notations indicielles introduites dans le chapitre 2, et où KT
s est l’opé-

rateur de raideur tangent d’une sous-structure s, obtenu à la fin de l’étape de non-linéaire
locale précédente.

Le second membre r est le résidu condensé sur les interfaces :

r =
∑

s

Asrs =
∑

s

As
(
f s

b −KT
s
biKT

s
ii
−1f s

i

)
(3.16)

On peut noter que dans le cas d’une résolution exacte des problèmes non-linéaires
par sous-structures, les résidus intérieurs f s

i sont nuls, de sorte que le résidu condensé ne
provient que des défauts d’équilibre des termes f s

b aux interfaces. En pratique, le terme
f s

i , bien que très petit, n’est pas rigoureusement nul et il est préférable de conserver l’ex-
pression complète (3.16) pour le calcul du second membre r, en particulier dans le cas où
les critères de convergence locaux sont relâchés (voir section 4.2).

Le problème est ainsi, sur la forme, exactement identique au problème global condensé
utilisé dans les méthodes NKS classiques. Sa résolution peut donc être réalisée exactement
de la même manière, au moyen de solveurs itératifs parallèles de Krylov, avec les mêmes
techniques de préconditionnement que dans les méthodes de décomposition de domaine
(BDD, FETI, etc.).
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2.2.3 Algorithme général

L’algorithme 3 reprend l’ensemble des étapes de la résolution. L’étape linéaire glo-
bale, identique à celle définie dans les approches NKS classiques, est résolue au moyen
d’un solveur itératif de Krylov, qui peut être parallélisé. Sa mise en œuvre numérique est
semblable en tout points, et ne fera pas ici l’objet d’une étude plus poussée. Les réso-
lutions non-linéaires par sous-structure sont réalisées au moyen de schémas de Newton-
Raphson locaux. Il est important de noter qu’elles sont complètement indépendantes et
donc parallélisables de manière triviale.

Algorithme 3 Méthode NKS avec relocalisation non-linéaire - approche primale
faire [itérations de Newton globales]

Assemblage des opérateurs locaux tangents Ks
T par sous-structure

Factorisation des KT
s
ii

Calcul du résidu condensé par sous-structure : rs

Résolution du problème condensé [Solveur itératif de Krylov] : ST .∆U = r
Mise à jour de U
faire [itérations de Newton locales ]

Calcul des solutions intérieures : ∆us
i = KT

s
ii
−1
(
f s

i −KT
s
ibA

sT ∆U
)

Mise à jour de us
i , Ks et f s

i

jusqu’à ηlocal < ηcrit
local

jusqu’à ηglobal < ηcrit
global

La méthode est très semblable dans sa mise en œuvre aux méthodes NKS classiques
2, et son implémentation ne demande que très peu de modifications. Par ailleurs, ces der-
nières ne concernent que l’étape locale par sous-structure et ne vient modifier ni la struc-
ture de données, ni l’implémentation parallèle. Pour ces raisons, l’approche avec reloca-
lisation non-linéaire à déplacements imposés peut être mise en œuvre assez rapidement
dans tout code Eléments Finis disposant d’un solveur de type Newton-Krylov-Schur.

Au final, l’algorithme présente des schémas de Newton-Raphson imbriqués : un schéma
global pour l’équilibrage des efforts aux interfaces, et des schémas locaux pour la réso-
lution des problèmes non-linéaires par sous-structure. On pourrait ainsi qualifier cette
approche de schéma de Newton « multi-niveaux ». A chacun de ces schémas est associé
un critère de convergence ηcrit, portant sur la vérification de l’équilibre dans chacune des
sous-structures au niveau local, et sur l’équilibre des interfaces au niveau global.

Enfin, par souci de lisibilité, nous avons omis, dans l’algorithme 3, les schémas in-
crémentaux associés à chacune des procédures de Newton. Au niveau global, il s’agit
d’un pilotage classique du chargement extérieur Fext, mis en œuvre de la même manière
que pour les approches NKS. Au niveau local, le schéma incrémental mis en place per-
met un pilotage différencié des calculs non-linéaires par sous-structure, en fonction des
non-linéarités locales présentes.
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2.2.4 Détails sur le schéma incrémental dans les résolutions non-linéaires par sous-
structure

Comme nous l’avons précisé plus haut, nous avons fait le choix d’utiliser une méthode
de Newton-Raphson pour les résolutions non-linéaires par sous-structure, l’équilibre entre
les sous-structures étant ensuite assuré lors de l’étape de correction linéaire globale. Le
même type de schéma incrémental adaptatif que celui utilisé au niveau global peut être mis
en œuvre, permettant de différencier de manière automatique les séquences d’incréments
au sein de chacune des sous-structures.

Nous présentons ici deux variantes possibles pour le schéma incrémental associé aux
solveurs non-linéaires locaux, suivant la solution retenue comme point de départ du cal-
cul :

� Schéma incrémental avec reprise de la dernière solution

Dans cette version, les calculs non-linéaires locaux sont menés en partant de la solu-
tion obtenue lors de la précédente étape locale non-linéaire. Ainsi, à l’itération globale
p, on cherche la solution non-linéaire par sous-structure pour des déplacements d’inter-
face donnés Up, en prenant comme point de départ la solution obtenue pour des dépla-
cements d’interface Up−1 . Le pilotage incrémental porte sur l’incrément de déplacement
∆U = Up−1 − Up. Cette version correspond au Cas 1 illustré sur la Figure 3.2.

L’approche s’apparente alors aux techniques de sous-cyclage déjà répandues en dy-
namique explicite, qui permettent un pilotage incrémental différencié par sous-structure
entre deux « piquets de temps » globaux. Dans le cas présent d’une résolution quasi-
statique implicite, il est cependant nécessaire d’introduire une boucle itérative pour assu-
rer le rééquilibrage, avant d’incrémenter sur le chargement global.

� Schéma incrémental complet

Dans cette version, les calculs locaux non-linéaires sont menés, à chaque nouvelle
itération globale p, en partant de la solution convergée de l’incrément global précédent,
obtenue pour des déplacements d’interface U0 – ou bien de la configuration initiale s’il
s’agit du premier incrément global. Le pilotage du calcul porte alors sur l’incrément de
déplacement ∆U = Up − U0. Cette approche est comparée à la précédente sur la Figure
3.2.

Cette variante s’approche plus de la démarche proposée dans la méthode LaTIn où, à
chaque itération globale, le problème est résolu sur tout l’intervalle de temps de l’étude.
L’avantage de l’approche est de proposer un cadre général pour traiter les phénomènes
non-linéaires irréversibles, ou dépendant de l’histoire du chargement : plasticité, rupture,
propagation de fissure, etc. L’inconvénient est d’engendrer un coût de calcul bien supé-
rieur à la première approche, où l’incrément de déplacement diminue à chaque itération
globale pour atteindre, à la limite, 0. Ici, jusqu’à convergence du problème global, on doit
résoudre à chaque itération des problèmes locaux aussi coûteux que ceux de la première
itération.
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Cas 1 : Schéma incrémental avec reprise Cas 2 : Schéma incrémental complet

Figure 3.2: Représentation graphique des deux types de schémas incrémentaux utilisés
pour les problèmes locaux non-linéaires

Dans le cas présent du flambage de grandes structures hyperélastiques soumises à des
charges mortes, dérivant d’un potentiel W , il n’y a pas a proprement parler d’effet d’his-
toire. Cependant, le problème peut admettre plusieurs solutions – minimums locaux de
W – dont l’une ou l’autre peut être privilégiée par la stratégie de résolution retenue, voire
même par des paramètres de la stratégie comme la taille des incréments de chargement.
Cette problématique est un sujet de recherche ouvert, même lors de l’emploi de méthodes
de résolutions classiques comme les méthodes de Newton. Néanmoins, pour des structures
tridimensionnelles suffisamment complexes, asymétriques ou soumises à des chargements
asymétriques, il existe en général une solution préférentielle, vers laquelle la plupart des
méthodes vont converger. Cette particularité permet de justifier l’emploi de la première
approche, même si une vérification a posteriori peut être nécessaire. On peut par exemple
envisager, pour estimer la robustesse de la solution, d’effectuer, après convergence avec
la première approche, une itération de vérification reprenant le schéma incrémental de
la deuxième approche. Une modification de la solution démontre une sensibilité de la
solution vis-à-vis de la stratégie retenue.

Dans tous les exemples que nous présentons par la suite, nous vérifierons systéma-
tiquement que la solution obtenue par les approches que nous proposons est identique à
celle obtenue par une méthode de Newton classique réalisée au préalable.
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2.3 Illustration dans le cas des structures de poutres
Avant de présenter les performances des stratégies de relocalisation non-linéaire, nous

présentons les résultats obtenus par les méthodes classiques (méthode de Newton et mé-
thode Newton-Krylov-Schur). La structure retenue est un treillis présentant des compor-
tements non-linéaires de flambage similaires aux cas industriels qui motivent ce travail
(section de fuselage, caisson de voilure, . . ., voir le chapitre Introduction), tout en conser-
vant une simplicité de mise en œuvre. Ces développements ont été réalisés sur la plate-
forme de calcul scientifique Matlab. Les résultats obtenus serviront de référence pour la
comparaison des diverses approches.

2.3.1 Description du cas d’étude

F
A

y

z x

l

l
L

Figure 3.3: Structure de treillis de poutre

La figure 3.3 présente la structure retenue pour tester, comparer et analyser les résultats
des différentes méthodes. Il s’agit d’un problème bidimensionnel de treillis de poutres,
dont les caractéristiques géométriques et du matériau sont rassemblées dans le tableau
3.1. Le modèle de poutre retenu est le modèle de Navier-Bernoulli. L’extrémité gauche
de la structure est bloquée, et un chargement (effort vertical F ) est appliqué au coin su-
périeur droit (point A), de façon à mettre la structure en flexion. Les poutres supérieures
se trouvent ainsi et extension alors que celles de la zone inférieure, en compression, sont
susceptibles de flamber. Afin de favoriser le flambage dans une zone de la structure, la
poutre p1, située près de la zone de fixation, a été affaiblie (module d’Young inférieur de
5% au module du reste de la structure). Cette modification locale peut correspondre en
pratique à un détail structural pénalisant (réduction de section, alésage, . . .), à un défaut
ou un endommagement de la structure.

2.3.2 Solution de référence

La structure de treillis est discrétisée au moyen d’éléments finis de Navier-Bernoulli à
2 nœuds, avec 3 degrés de liberté par nœud : deux déplacements (ux et uy, respectivement
suivant les axes ~x et ~y) et une rotation (θz = ∂uy/∂x suivant l’axe ~z). Dans cet exemple,
chaque portion de poutre, de longueur l, est discrétisée au moyen de 11 nœuds (10 élé-
ments), de longueurs respectives Le. Le problème total comporte donc 300 éléments et
292 nœuds (soit 292 ∗ 3 = 876 inconnues).
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Longueur totale L 10 m
Longueur élémentaire l 1 m

Section S 39 mm2

Inertie I 126 mm4

Module de Young E 200 000 Pa
Effort F 500 N

Tableau 3.1: Caractéristiques géométriques et propriétés matériau pour la structure de
treillis de poutre

Afin d’obtenir une solution de référence, une première résolution est réalisée au moyen
d’une méthode directe classique (algorithme de Newton sur le problème complet assem-
blé). La formulation retenue pour l’expression du problème linéarisé est une formulation
corotationnelle (voir Chapitre 1) adaptée aux problèmes élastiques en grands déplace-
ments et grandes rotations. L’opérateur de raideur tangent élémentaire peut s’exprimer,
dans le repère global, sous la forme :

KTe = Tt
(

PtK̃eHP− FmnG−GtFt
nP
)

T (3.17)

où H, Fmn, G et Fn sont des opérateurs précisés dans l’annexe B, liés à la raideur géo-
métrique de la structure précontrainte, T l’opérateur de rotation permettant de passer du
repère corotationnel au repère global et K̃e l’opérateur de raideur élémentaire de l’élé-
ment de poutre dans le repère corotationnel. Sous les hypothèses de petites perturbations
dans ce repère, la matrice K̃e est de la forme suivante (voir Annexe A) :

K̃e =



ES
Le

0 0 −ES
Le

0 0

0 12EI
L3

e
−6EI

L2
e

0 −12EI
L3

e
−6EI

L2
e

0 −6EI
L2

e

4EI
Le

0 6EI
L2

e

2EI
Le

−ES
Le

0 0 ES
Le

0 0

0 −12EI
L3

e

6EI
L2

e
0 12EI

L3
e

6EI
L2

e

0 −6EI
L2

e

2EI
Le

0 6EI
L2

e

4EI
Le


(3.18)

où les lignes et colonnes se rapportent, dans l’ordre, aux inconnues ux1, uy1, θz1, ux2, uy2

et θz2.
La structure initiale et la solution déformée obtenue à convergence sont tracées sur la

figure 3.4. On peut ici mesurer l’importance des déplacements et rotations de l’extrémité
droite de la structure. Comme attendu, un phénomène de flambage apparaît dans la zone
en compression. Le phénomène est très localisé mais il modifie de façon importante le
comportement global de la structure.

Comme nous l’avons vu dans le chapitre 1, les schémas de Newton doivent être mis
en oeuvre au sein d’une stratégie incrémentale. En pratique, nous recherchons un premier
incrément de chargement le plus grand possible pour la résolution non-linéaire, puis nous
utilisons une méthode de pas adaptatif pour le reste du calcul. Nous avons retenu ici une
version relativement simple d’adaptation du pas de chargement qui consiste à diviser par
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F

Figure 3.4: Géométrie initiale et solution déformée

deux l’incrément courant en cas de non-convergence après un nombre fixé d’itération (ici
10 itérations), et à l’augmenter en le multipliant par un paramètre supérieur à 1, après
plusieurs incréments convergés. C’est cette technique qui sera privilégiée dans la suite de
ces travaux.

Pour l’exemple présenté plus haut, l’incrément de chargement maximal retenu (par pas
de 5N ) vaut 55N (la méthode diverge avec un chargement de 60N ). Après 3 convergence
successives, l’incrément est multiplié par 2. Le tableau 3.2 reprend les résultats obtenus en
termes de nombre de nombre d’itérations globales de l’algorithme de Newton pour chacun
des incréments de chargement réalisés, et pour un critère de convergence relatif, portant
sur le résidu, fixé à η = 10−6. On observe pour l’incrément numéro 6 une divergence
nécessitant de diminuer l’incrément en cours. Ce phénomène correspond à l’apparition
du phénomène de flambage local, qui nécessite un pilotage approprié. Ce phénomène
local induit ainsi une augmentation du nombre de calculs globaux.

2.3.3 Mise en oeuvre d’une stratégie Newton-Krylov-Schur

Dans un second temps, nous choisissons une approche Newton-Krylov-Schur clas-
sique. Nous avons retenu ici pour le solveur du problème condensé une approche pri-
male de type BDD avec préconditionneur optimal (voir section 4 du premier chapitre). Le
solveur itératif retenu est le solveur GMRES, adapté à la résolution des problèmes non-
symétriques. La décomposition de domaine est précisée sur la figure 3.5. Afin de pouvoir
la contrôler, nous avons opté pour une décomposition définie par l’utilisateur.

Chaque sous-structure comporte 31 noeuds, soit 93 degrés de liberté, et 2 ou 4 noeuds
d’interface avec les sous-structures voisines. Le problème condensé porte quant à lui sur
16 noeuds, soit 48 degrés de liberté.

Les résultats de convergence obtenus par une méthode de type NKS (tableau 3.3)
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Pas de
chargement

Chargement
(N)

Nombre d’ité-
rations globales

1 55 8
2 110 7
3 165 7
4 275 9
5 385 7
6 500 10 (divergence)
7 440 7
8 500 8
Total : 63

Tableau 3.2: Résultats de convergence d’une méthode de Newton avec pas de chargement
initial maximal

Nœud d'interface
Nœud intérieurDiscrétisation

Figure 3.5: Décomposition de domaine et discrétisation

sont exactement identiques à ceux obtenus par une méthode de Newton classique (tableau
3.2) : les mêmes systèmes linéaires sont résolus, seule la technique de résolution étant
différente (solveur direct remplacé par un solveur itératif parallèle). En particulier, on
obtient un nombre de résolutions globales de 63, soit autant d’appels au solveur GMRES.

Pour mémoire, la méthode BDD requiert la résolution de 2n systèmes linéaires par
sous-structure, avec n le nombre d’itérations nécessaires à sa convergence, chacun des
opérateurs linéaires par sous-structure n’étant assemblé et factorisé qu’une seule fois.
L’étape de relocalisation des inconnues internes n’exige qu’un seul calcul linéaire par
sous-structure, dont le coût est en général négligé devant celui du solveur de Krylov.
C’est à l’issue de cette étape que le nouvel opérateur tangent par sous-structure est as-
semblé et factorisé. Dans le cas des méthodes NKS, le nombre total d’assemblages et de
factorisations d’opérateurs linéaires est ainsi égal au nombre de sous-structures multiplié
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Pas de
chargement

Chargement
(N)

Nombre d’ité-
rations globales

Nombre total de
calculs locaux

1 55 8 80
2 110 7 70
3 165 7 70
4 275 9 90
5 385 7 70
6 500 10 (divergence) 100
7 440 7 70
8 500 8 80
Total : 63 630

Tableau 3.3: Résultats de convergence d’une méthode NKS avec pas de chargement initial
maximal

par le nombre d’itérations globales de l’algorithme de Newton. Dans le cas présent, il
s’élève à 10 × 63 = 630. Par la suite nous appellerons « nombre de calculs locaux » ce
produit. Le « nombre de calculs globaux » se réfère lui au nombre d’appels au solveur
itératif, c’est-à-dire au nombre de résolutions du problème linéaire global condensé aux
interfaces.

Remarque : Nous ne nous intéressons pas, dans le cadre de cette étude, à la conver-
gence du solveur itératif pour le problème linéaire condensé aux interfaces. Le nombre
d’itérations nécessaires dépend en effet principalement du conditionnement du système
à résoudre et a fait l’objet de nombreux travaux sur les méthodes de décompositions de
domaines et leurs préconditionneurs (voir Chapitre 2).

2.3.4 Mise en œuvre de la stratégie de relocalisation non-linéaire

La stratégie de calcul avec relocalisation non-linéaire a été mise en œuvre pour la
résolution du problème de treillis de poutres. Un schéma incrémental avec reprise de la
dernière solution est choisi. L’incrément initial retenu est l’incrément complet ∆U issu
de l’étape globale. En cas de non-convergence, il est automatiquement adapté, selon les
mêmes règles qu’au niveau global. On obtient une solution à convergence identique à la
solution de référence.

Le tableau 3.4 présente les résultats obtenus pour le même incrément initial que pour
les approches classiques (55N ). On remarque que la relocalisation non-linéaire permet de
réduire d’environ 25% le nombre d’itérations globales à chaque pas de chargement. Plus
important encore, l’algorithme réussit à « passer » l’instabilité de flambage sans avoir
à réduire l’incrément de chargement entre les pas 5 et 6. La stratégie permet ainsi de
découpler le pilotage des schémas de résolution non-linéaires locaux et globaux.

Nous avons ensuite recherché le nouvel incrément de chargement initial maximal ad-
missible par la méthode. Il s’avère dans le cas présent être de 100N , soit pratiquement
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Pas de
chargement

Chargement
(N)

Nombre d’ité-
rations globales

Nombre total de
calculs locaux

1 55 6 86
2 110 6 81
3 165 5 71
4 275 6 82
5 385 6 79
6 500 6 81
Total : 35 480

Tableau 3.4: Résultats de convergence d’une méthode NKS avec relocalistaion non-
linéaire et pas de chargement initial maximal

deux fois plus grand que précédemment. Les résultats obtenus avec ce nouvel incrément
initial sont présentés dans le tableau 3.5. La stratégie permet ainsi de réduire considéra-
blement le nombre de calculs globaux et locaux.

Pas de
chargement

Chargement
(N)

Nombre d’ité-
rations globales

Nombre total de
calculs locaux

1 100 5 78
2 200 5 79
3 300 6 89
4 500 6 94
Total : 22 340

Tableau 3.5: Résultats de convergence d’une méthode NKS avec relocalistaion non-
linéaire et pas de chargement initial maximal
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3 Stratégie de relocalisation non-linéaire mixte

3.1 Vers des conditions aux limites mixtes pour les problèmes locaux
Les résultats présentés dans la section précédente montrent une amélioration signifi-

cative des performances des stratégies NKS grâce à l’introduction de l’étape de relocali-
sation non-linéaire par sous-structure. Les conditions aux limites en déplacement sont un
choix naturel bien adapté aux formulations Eléments Finis et n’exigent que très peu de
modifications des stratégies NKS classiques.

Ce type de conditions aux limites peut cependant être pénalisant et engendrer des
difficultés de convergence –voire des divergences– des calculs non-linéaires locaux. Ces
difficultés surviennent en particulier pour les zones de la structure subissant de grands
déplacements (extrémité droite du treillis) et pour lesquelles les déplacements obtenus
après résolution du premier problème global linéaire sont très éloignés de la solution non-
linéaire, alors que les sous-structures ne subissent principalement qu’un déplacement de
corps rigide.

Par ailleurs on peut se demander pourquoi privilégier ainsi les déplacements, alors
même que les flux d’efforts peuvent contenir une information mécanique très pertinente.
C’est en particulier ce qui est établi aux grandes échelles par le principe de Saint-Venant.

Pour ces raisons, et dans le but de relâcher les contraintes dues aux conditions aux
limites de Dirichlet sur les calculs locaux, nous proposons dans cette partie d’explorer les
possibilité offertes par des conditions aux limites mixtes. Reprenant l’approche proposée
par la méthode LaTIn et autres méthodes mixtes présentées dans le chapitre 2, nous choi-
sissons de travailler à la fois avec les efforts et les déplacements aux interfaces, et de les
associer à un choix pertinent de directions de recherche. Nous précisons dans cette section
le schéma itératif qui en découle.

3.2 Description de l’approche
Nous choisissons de reformuler le problème de référence selon le formalisme de la

stratégie LaTIn. Les inconnues sont les déplacements u et contraintes σ par sous-structure,
ainsi que les efforts F et déplacements U des interfaces. Les équations sont séparées en
deux groupes :

– le groupe des équations non-linéaires vérifiant le comportement et l’équilibre des
sous-structures,

– le groupe des équations linéaires vérifiant l’admissibilité statique et cinématique
des champs d’interface U et F .

La solution est recherchée itérativement dans chacun de ces deux groupes au moyen
de directions de recherche appropriées, menant à la résolution des problèmes suivants :

� Etape locale non-linéaire

Etant donnés des efforts F s (équilibrés) et déplacements U s (égaux de part et d’autre)
aux interfaces, déterminés par un calcul global précédent (ou une étape d’initialisation),
on recherche les champs de contrainte σs et de déplacement us, par sous-structure Ωs,
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vérifiant l’équilibre et le comportement, au moyen d’une direction de recherche définie
sur Γ ∩ ∂Ωs :

σs
∣∣
Γ∩∂Ωs

.n− F s = k (us|Γ∩∂Ωs − U s) (3.19)

où k est un opérateur assimilable à une rigidité d’interface et n le vecteur normal à ∂Ωs.
Ce choix de direction de recherhce correspond à une condition aux limites mixte de type
Robin sur ∂Ωs. Le problème à résoudre peut alors se poser ainsi :

Trouver us vérifiant :

– l’admissibilité statique sur la configuration Ωs
t , associée aux directions de recherche :∫

Ωs
t

σs : ε(ûs)dx+

∫
Γ∩∂Ωs

kus.ûsds =∫
Ωs

t

f s.ûsdx+

∫
Γ∩∂Ωs

(kU s − F s).ûsds+

∫
∂Ωs

t/Γ

gs.ûsds , ∀ûs∈V s (3.20)

– le comportement élastique :
σs = A

t

ε(us) (3.21)

– l’admissibilité cinématique éventuelle, liée aux conditions de Dirichlet sur le pro-
blème inital :

us = Ud sur ∂Ωs
U (3.22)

(3.23)

L’emploi de conditions aux limites mixtes, à condition que k soit défini positif, rend
le problème bien posé, et ceci même en l’absence de conditions aux limites de Dirichlet
sur une partie de la frontière. L’existence et l’unicité de la solution restent liées au type
d’équations d’équilibre non-linéaires considérées.

Comme dans le cas des méthodes de relocalisation non-linéaire à déplacement im-
posé, cette étape permet de traiter localement les non-linéarités et de concentrer les efforts
numériques sur les zones les plus non-linéaires.

� Etape globale linéaire

La seconde étape consiste à rechercher des champs d’effort F et de déplacement U
admissibles aux interfaces, c’est-à-dire respectivement continus et équilibrés de part et
d’autre d’une interface Γi :

U1 = U2, (3.24)
F 1 + F 2 = 0 (3.25)

Connaissant les champs us|Γi∩∂Ωs et σs
∣∣
Γi∩∂Ωs

.n déterminés à l’étape locale non-
linéaire précédente pour les sous-structures Ωs connectés à Γi, on recherche les champs
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U j et F j (j ∈ {1, 2}) vérifiant les équations (3.24),(3.25) au moyen d’une direction de
recherche Lj définie de part et d’autre de l’interface :

Lj
(
U j − us|Γi∩∂Ωs

)
= F j − σs

∣∣
Γi∩∂Ωs

.n (3.26)

où Ωs est la sous-structure connectée au coté j de Γi.

Défini ainsi, le problème est local par interface. Aucun problème global ne permet le
transfert d’information à l’échelle de la structure complète et la propagation d’information
ne se fait que progressivement au cours des itérations. Une telle approche ne permet pas
l’extensibilité de la méthode et ne peut être envisagé pour un grand nombre de sous-
structures. Pour cette raison, on cherche plutôt à définir un problème couplant toutes les
interfaces et permettant une propagation de l’information sur l’ensemble de la structure à
chaque itération.

En pratique, on choisit donc comme direction de recherche l’opérateur tangent de
Steklov-Poincaré Ss

T associé à chaque sous-structure s. Par définition, il couple entre eux
les champs d’effort et de déplacement de toutes les interfaces de chaque sous-structure.
En utilisant (3.24), (3.25) et cette direction de recherche particulière, on obtient alors le
problème global suivant posé sur les déplacements d’interface :

STU = r (3.27)

où ST est l’opérateur de Steklov-Poincaré associé au problème global linéarisé, et r est
un résidu condensé aux interfaces provenant à la fois des défauts d’équilibre et des sauts
de déplacement aux interfaces. Nous l’explicitons plus loin, dans sa version discrétisée.

Les efforts d’interfaces sont ensuite déterminés au moyen de la direction de recherche
Ss

T :

F s = σs
∣∣
Γ∩∂Ωs

.n+ Ss
T (U s − us|Γ∩∂Ωs) (3.28)

Remarque : Une autre façon de rendre extensible le problème linéaire d’interface
est d’adjoindre aux problèmes locaux d’interface un problème pertinent à l’échelle glo-
bale. L’approche LaTIn micro/macro (voir Chapitre 2) repose sur ce principe. Nous en
présentons une extension aux structures de plaques et coques dans le Chapitre 5.

3.3 Mise en œuvre numérique
3.3.1 Etape locale non-linéaire

Les problèmes non-linéaires (3.20) par sous-structure s sont résolus au moyen d’une
méthode de Newton. Les systèmes linéaires obtenus à chaque itération, prenant en compte
la direction de recherche ks, permettent de calculer les corrections de déplacement ∆us.
En séparant inconnues internes (notées avec l’indice i) et inconnues d’interfaces (indice
b), ce système linéaire peut s’écrire :
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[
Ks

T ii Ks
T ib

Ks
T bi Ks

T bb + ks

] [
∆us

i

∆us
b

]
=

[
f s

i

f s
b + ks.∆U s − F s

]
(3.29)

où ∆U s et F s proviennent de l’étape globale linéaire précédente, et f s est le résidu d’équi-
libre à l’itération considérée.

La résolution de ces systèmes peut être réalisée de manière indépendante sous-structure
par sous-structure, sans échange de données. Elle est facile à mettre en œuvre sur une ar-
chitecture distribuée.

La direction de recherche ks utilisée à l’étape locale est un paramètre important de
la méthode. Il est intéressant de remarquer que, lorsque ks tend vers l’infini (au sens
de ses valeurs propres par exemple), les conditions aux limites aux interfaces tendent
vers des conditions de Dirichlet, et les systèmes obtenus correspondent à une méthode de
pénalisation.

A l’inverse, un paramètre ks nul, revient à effectuer des résolutions locales non-
linéaires avec des conditions aux limites de Neumann. Dans le cas général, de tels pro-
blèmes n’ont pas de solution unique, et peuvent être définis à un mouvement de corps
rigide près. Une telle approche nécessiterait de traiter de manière adaptée ces modes de
déplacement, comme cela est proposé dans la méthode FETI. Nous n’envisagerons pas ce
cas par la suite.

L’opérateur ks permet ainsi de passer de manière continue d’une approche à dépla-
cements imposés à une approche à efforts imposés. Il offre une liberté supplémentaire
pour optimiser les performances de la méthode, le cas limite correspondant à l’approche
à déplacements imposés n’ayant aucune raison d’offrir les meilleurs performances.

Un choix optimal classique pour la direction de recherche ks est, pour une sous-
structure s donnée, l’opérateur tangent de l’ensemble des autres sous-structures, condensé
sur ses interfaces. Un tel opérateur peut être assimilé à la rigidité « ressentie » par la sous-
structure s, représentant le comportement de l’environnement de l’interface. En pratique,
cet opérateur étant extrêmement coûteux à calculer (de l’ordre de grandeur du problème
initial), on peut se contenter d’une approximation, correspondant au complément de Schur
d’une zone proche de l’interface par exemple. Les travaux présentés dans [Violeau 03]
pour l’optimisation de la direction de recherche k de la méthode LaTIn ont ainsi démon-
tré de bons résultats de convergence malgré une estimation grossière de cet opérateur,
approximé par un scalaire correspondant à sa plus grande valeur propre. Nous montrons
plus loin l’influence du choix de ce paramètre pour la stratégie que nous proposons.

3.3.2 Etape globale linéaire

Après discrétisation, le problème global linéaire s’écrit sous la forme suivante :

STU = r (3.30)

avec

ST =
∑

s

AsSs
T Ast et r =

∑
s

As(Ss
Tu

s
b + f s

b −KT
s
biKT

s
ii
−1f s

i ) (3.31)
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et, pour chaque sous-structure s :

F s = f s
b + Ss

T (U s − us
b) (3.32)

Le problème (3.30) est très proche du problème condensé des méthodes NKS clas-
siques : l’opérateur condensé ST est identique, seul le second membre r diffère, à cause
des discontinuités des déplacements issus des calculs locaux. De ce fait, le problème peut
être résolu par une méthode de décomposition de domaine itérative classique, en particu-
lier avec les mêmes préconditionneurs.

L’équation (3.32), quant à elle, permet de déterminer, une fois les déplacements ad-
missibles U connus, les efforts admissibles F sur les interfaces de chacune des sous-
structures. Il s’agit d’une étape de post-traitement qui peut être menée indépendamment
sur chaque sous-structure et ne demande pas d’effort particulier.

Enfin, ici encore, on remarque que lorsque les déplacements us
b provenant des calculs

non-linéaire locaux sont égaux de part et d’autre (c’est le cas lorsque k tend vers l’infini),
le problème (3.30) – et plus particulièrement le second membre – tend vers le problème
tangent des approches NKS classique.

3.3.3 Algorithme général

L’algorithme 4 détaille les étapes de la résolution. Comme pour l’approche précé-
dente, l’étape globale linéaire est résolue au moyen d’un solveur itératif de Krylov, qui
peut être parallélisé. Les résolutions non-linéaires par sous-structures sont quant à elles
complètement indépendantes et donc parallélisables de manière triviale. Ici encore, les
schémas incrémentaux ne sont pas indiqués, afin de faciliter la lecture. Ils sont identiques
dans leur principe à ce qui a été présenté pour la méthode de relocalisation non-linéaire à
déplacements imposés.

Algorithme 4 Méthode NKS avec relocalisation non-linéaire - approche mixte
faire [itérations de Newton globales]

Assemblage des opérateurs locaux tangents Ks
T par sous-structure

Factorisation des Ks
T ii

Calcul du second membre condensé modifié rs par sous-structure
Résolution du problème condensé [Solveur itératif de Krylov] : ST .U = r
Calcul par sous-structure de l’effort admissible : F s = f s

b + Ss
T (U s − us

b)
Calcul des paramètres de recherche k
faire [itérations de Newton locales ]

Problème mixte par sous-structure : ∆us = Ks + k−1 (f s + kU − F )
Mise à jour de us, Ks et f s

jusqu’à ηlocal < ηcrit
local

jusqu’à ηglobal < ηcrit
global
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3.4 Application aux treillis de poutres
La stratégie de relocalisation non-linéaire mixte a été appliquée au treillis de poutres

déjà présenté. Les résultats obtenus sont rassemblé dans les tableaux 3.6 et 3.7 pour deux
différents choix du paramètre k. Dans le premier cas, nous avons pris pour direction de
recherche de chacune des interfaces les sous-matrices de l’opérateur des sous-structures
voisines correspondant aux degrés de liberté de l’interface, soit Kq

Tbb en suivant les nota-
tions déjà introduites et en considérant la sous-structure voisine q. Dans un second temps,
la direction de recherche choisie est le complément de Schur Sq

T de la sous-structure voi-
sine sur l’interface considérée.

Pas de
chargement

Chargement
(N)

Nombre d’ité-
rations globales

Nombre total de
calculs locaux

1 500 9 638
Total : 9 638

Tableau 3.6: Résultats de convergence d’une méthode NKS avec relocalistaion non-
linéaire mixte et pas de chargement initial maximal, ks = KTbbq pour toutes
les interfaces

Pas de
chargement

Chargement
(N)

Nombre d’ité-
rations globales

Nombre total de
calculs locaux

1 500 6 420
Total : 6 420

Tableau 3.7: Résultats de convergence d’une méthode NKS avec relocalistaion non-
linéaire mixte et pas de chargement initial maximal, ks = Sq

T pour toutes
les interfaces

Un des avantages de la méthode avec conditions mixtes est de relâcher les contraintes
dues aux conditions aux limites sur les problèmes locaux. Elle permet alors de traiter
des incréments de chargement plus grands au niveau global, et de réduire par la même
occasion la quantité de données échangées. Ainsi, dans les deux cas, le chargement total
a pu être appliqué en un seul incrément, et la convergence est atteinte pour un nombre
relativement faible d’itérations.

La figure 3.6 présente l’évolution de la déformée de la structure au cours des itéra-
tions de la méthode. Les petites croix correspondent à la solution de l’étape linéaire glo-
bale. On observe en particulier la discontinuité des déplacements aux interfaces entre les
sous-structures dans les premières itérations, puis leur « recollement » à convergence. On
remarque que la méthode converge très rapidement, le phénomène non-linéaire de flam-
bage étant bien décrit dès l’itération 2 ou 3. Les itérations suivantes permettent d’affiner

112 Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008



3 Stratégie de relocalisation non-linéaire mixte

Itération 1 Itération 2 Itération 3

Itération 4 Itération 5 Itération 6

Figure 3.6: Evolution de la déformée de la structure au cours des itérations de la méthode
mixte avec relocalisation non-linéaire

la redistribution des contraintes et l’équilibre de la structure. La solution finale obtenue
est identique, à l’erreur de convergence près, à celle obtenue par les approches NKS.

3.5 Influence du choix de la direction de recherche k

Nous avons donné plus haut une interprétation physique pour la direction de recherche
k, ainsi que deux exemples classiques d’approximations couramment retenues : Sq

T et
Kq

Tbb. Afin d’évaluer plus précisément l’influence de k sur les performances de la straté-
gie, nous proposons d’étudier l’évolution du nombre d’itérations globales de la stratégie
lorsqu’on modifie d’un facteur α ces deux opérateurs classiques.

La figure 3.7 présente ainsi le nombre d’itérations globales pour la résolution du pro-
blème de treillis de poutre avec k = α.ST et k = α.Kbb, α variant entre 10−2 et 102.
On observe des performances optimales pour α proche de 10−0.5 dans le premier cas,
et pour α proche de 10−1 dans le second. Pour des valeurs très grandes ou très petites
du paramètre α les performances se dégradent. On remarque ici encore qu’elles tendent
vers les performances de l’approche à déplacements imposés quand α devient grand (soit
k tendant vers l’infini). Pour des petites valeurs de α, on observe une instabilité de la
stratégie, au niveau des itérations globales comme au niveau des résolutions locales par
sous-structures. Un paramètre α raisonnable peut être défini a priori en s’appuyant sur
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Figure 3.7: Influence de la direction de recherche k sur le nombre d’itération globales

les rapports d’échelles entre la taille globale de la structure et celle d’une sous-structure
ou d’un élément, le but étant d’approcher la valeur de l’opérateur condensé du reste de la
structure sur l’interface d’une sous-structure donnée.

4 Analyses et performances des stratégies de relocalisa-
tion non-linéaire

4.1 Comparaison des différentes méthodes

Les figures 3.8, 3.9 et 3.10 présentent les résultats comparatifs pour les différentes
stratégies appliquées aux cas du treillis de poutres, respectivement en termes d’itérations
globales, de calculs locaux et d’incréments de chargement. La première série de résul-
tats (Cas a) ) a été obtenue par une méthode de Newton-Krylov-Shur classique, avec un
incrément initial maximal permettant la convergence. La deuxième série (Cas b) ) corres-
pond à la méthode avec relocalisation non-linéaire à déplacements imposés avec le même
incrément initial que dans le Cas a), alors que la troisième série (Cas c) ) a été obtenue
en déterminant le nouvel incrément maximal admissible. Enfin les résultats de la série d)
correspondent à l’approche mixte. Les autres paramètres de la méthode sont choisis de
façon identique (décomposition de domaine, critères de convergence, schémas adaptatifs
globaux et locaux, etc.).

Ces figures permettent de mesurer la diminution du coût de calcul, et en particulier du
nombre d’incréments et d’itérations globales. Ces approches sont ainsi particulièrement
adaptées aux architectures de calcul pénalisées par les échanges de données. Le nombre
de calculs par sous-struture diminue lui aussi, même si de manière moins spectaculaire.
En outre, on peut noter que le rapport entre le nombre de calculs locaux et le nombre
d’itérations globales augmente.
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Figure 3.9: Nb. total d’itérations non-
linéaires locales dans les
sous-structures
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Figure 3.10: Nb. d’incréments de char-
gement globaux

Stratégie de
résolution

Incrément
initial

a) Newton-Krylov-
Schur classique

55 N

b) Relocalisation
non-linéaire primale

55 N

c) Relocalisation
non-linéaire primale

100 N

d) Relocalisation
non-linéaire mixte

500 N

Enfin, en regardant plus précisément le nombre d’itérations sous-structure par sous-
structure (non-représenté ici), on observe que le plus grand nombre de calculs locaux
correspond, comme attendu, aux zones ayant le comportement le plus non-linéaire (flam-
bage local, etc.). Les efforts numériques sont ainsi concentrés sur les zones le nécessitant
le plus, au prix d’un déséquilibrage de l’algorithme. La méthode se révèle cependant très
prometteuse et ouvre de nombreuses perspectives pour le futur.

4.2 Influence du critère d’arrêt local
La stratégie présentée dans ce chapitre propose d’introduire des résolutions non-liné-

aires locales sur chacune des sous-structures. En pratique, on choisit comme solveur lo-
cal un schéma incrémental-itératif de Newton-Raphson. Il est alors légitime de se poser
la question de l’influence des paramètres de la méthode, et en particulier du critère de
convergence, sur les performances globales de la stratégie.
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Pour déterminer l’influence du critère de convergence local, une étude paramétrique
a été réalisée. Nous présentons ici les résultats pour la stratégie de relocalisation avec
conditions de Dirichlet. Le critère de convergence global correspondant au schéma de
Newton sur le problème condensé aux interfaces a été fixé à ηglob = 10−6, et plusieurs
calculs sont réalisés pour des valeurs du critère local ηloc allant de 1 à 10−6 d’erreur
relative. Les résultats obtenus sont présentés sur les figures 3.11 et 3.12. Dans tous les
cas, le critère de convergence local n’a pas d’influence sur la qualité de la solution
obtenue : la précision du résultat est définie par le critère global de convergence.
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Figure 3.11: Influence du critère d’arrêt local sur le nombre d’itérations globales de la
stratégie de relocalisation avec conditions de Dirichlet
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Figure 3.12: Influence du critère d’arrêt local sur le nombre total d’itérations locales de la
stratégie de relocalisation avec conditions de Dirichlet
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Sur la première figure, correspondant au nombre d’itérations globales en fonction du
critère local de convergence, on observe que le nombre d’itérations diminue dans un pre-
mier temps avant de se stabiliser pour des critères inférieurs à 10−3. Le cas limite εloc = 1
correspond aux approches NKS classiques, un calcul linéaire étant réalisé après chaque
résolution globale. On observe sur ce graphique qu’il n’est pas nécessaire d’imposer un
critère de convergence local très petit pour obtenir un nombre minimal d’itérations : l’al-
gorithme se contente d’un critère local bien plus élevé que le niveau d’erreur désiré au
niveau global.

Si on s’intéresse au nombre de calculs locaux, on observe une première tendance
à la baisse, suivie par une remontée plus lente. Il existe ainsi une valeur optimale qui
minimise le nombre de calculs locaux. En particulier, il est inutile, et même pénalisant,
de choisir un critère de convergence local identique au critère global. En pratique, un
critère de convergence plutôt élevé, de l’ordre de la racine carrée du critère de convergence
global est suffisant pour le schéma non-linéaire local. Un critère plus fin n’induit qu’une
augmentation du nombre de calculs locaux, sans améliorer, comme nous l’avons vu, les
performances globales. Ce résultat permet ainsi de limiter le nombre de calculs locaux par
sous-structure, puisqu’une solution fine n’est pas nécessaire. La méthode devient d’autant
plus performante, en particulier pour les non-linéarités plus diffuses nécessitant une effort
numérique réparti.

Des résultats comparables sont obtenus avec la stratégie de relocalisation avec condi-
tions aux limites mixtes.

4.3 Décomposition de domaine et non-linéarités localisées
L’étape non-linéaire locale étant par définition attachée aux sous-structures, le choix

de la décomposition de domaine va naturellement influencer le comportement des mé-
thodes proposées dans ce chapitre. En particulier, on s’attend à ce que la taille des sous-
structures et la position des interfaces vis-à-vis des phénomènes non-linéaires considérés
soit de première importance. S’il est difficile de réaliser une étude générale de leur in-
fluence, nous pouvons néanmoins comparer deux situations différentes, une bien adaptée
au phénomène et l’autre particulièrement mal choisie, afin de déterminer la sensibilité de
la méthode vis-à-vis de ce paramètre.

Nous proposons ainsi, pour la structure de treillis déjà étudiée, une nouvelle décom-
position de domaine illustrée sur la figure 3.13. Cette décomposition a été obtenue à partir
de la précédente en scindant la sous-structure la plus à gauche en deux, en plein milieu
de la zone de flambage local. L’hypothèse de localité de la non-linéarité n’est ainsi plus
vérifiée, puisque le phénomène est dorénavant réparti sur deux sous-structures.

La figure 3.14 compare les résultats obtenus avec la décomposition de domaine ini-
tiale et avec la décomposition modifiée pour chacune de méthodes de relocalisation non-
linéaires décrites précédemment. On remarque que dans le cas des méthodes NKS clas-
siques, la décomposition de domaine n’a pas d’influence sur le nombre d’itérations de
la stratégie. Ceci est un résultat attendu, étant donné que la non-linéarité n’est traitée
qu’au niveau global. La décomposition de domaine n’a une influence que sur le solveur
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Figure 3.13: Nouvelle Décomposition de domaine

linéaire itératif choisi pour la résolution des problèmes condensés aux intervalles, et donc
éventuellement sur le nombre d’itérations du solveur de Krylov. La solution obtenue pour
chaque système linéaire ne dépendant pas de cette décomposition de domaine, le schéma
de Newton se comporte de manière identique, quelle que soit la décomposition de do-
maine réalisée.

Il en est autrement des schémas avec relocalisation non-linéaire. On observe ainsi
dans les trois cas représentés ici une augmentation plus ou moins importante du nombre
d’itérations globales des méthodes. En particulier, la stratégie mixte ne converge plus en
un seul incrément de chargement mais en exige alors deux, d’où un nombre doublé d’ité-
rations. Ce résultat s’explique ici assez bien par le fait que la non-linéarité de flambage,
répartie sur deux sous-structures, ne peut plus être traitée uniquement au niveau local et
est en partie reportée au niveau global. Le découplage entre les échelles n’est ainsi plus
assuré et le schéma itératif global en subit les conséquences. Dans tous les cas, cependant,
les stratégies de relocalisation restent beaucoup moins coûteuses que les stratégies NKS
classiques, alors même que la décomposition de domaine choisie ici est très pénalisante
vis-à-vis du phénomène non-linéaire localisé.

En conclusion, les coûts de calcul des stratégies de relocalisation dépendent de la dé-
composition de domaine choisie. La variation est cependant raisonnable, et la méthode
reste, dans tous les cas que nous avons pu tester, plus intéressante que pour les approches
NKS classiques. On peut noter que des résultats optimaux sont obtenus lorsque les phéno-
mènes non-linéaires sont localisés au sein d’une seule sous-structure. La connaissance a
priori du comportement de la structure, ou l’expertise du modélisateur, sont ainsi primor-
diales dans le choix. Dans le cas des structures aéronautiques par exemple, le découpage
est facilité par la présence de zones raidies ou de renforts structuraux moins susceptibles
de flamber que les zones courantes.
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Figure 3.14: Influence de la décomposition de domaine sur le nombre de calculs globaux
pour les différentes stratégies

Enfin, nous verrons dans la section suivante qu’il existe d’autre contraintes liées à la
décomposition de domaine et aux problématiques de répartition des tâches, synchronisa-
tion, etc..

4.4 Mise en œuvre parallèle et Performances
4.4.1 Parallélisme et équilibrage de charge

Les stratégies avec relocalisation non-linéaire, tout comme les méthodes classiques
Newton-Krylov-Schur auxquelles elles s’apparentent, sont naturellement adaptées aux
architectures parallèles. La figure 3.15 illustre le déploiement de ces méthodes dans un
environnement distribué. L’étape globale linéaire est résolue au moyen d’un solveur ité-
ratif de Krylov qui ne nécessite que des produit locaux matrice-vecteur. Des échanges
d’informations sont cependant nécessaires à chaque itération. A l’inverse, l’étape locale
non-linéaire par sous-structure consiste en des calculs totalement indépendants.

Une mise œuvre parallèle classique associe chaque sous-structure à un des processeurs
d’un calculateur distribué. Le déroulement de chacun des processus de l’algorithme peut
être représenté en fonction du temps selon le diagramme présenté figure 3.16. Comme on
peut le constater sur cette figure, dans le cas où les processus n’exigent pas un temps de
traitement équivalent, certains processeurs peuvent passer une grande partie du temps à
attendre la fin des processus s’executant sur les autres processeurs. Dans le cas présenté
ici, la résolution non-linéaire locale associée à la sous-structure 1 exige un temps plus
important que pour les autres sous-structures, et la plupart des processeurs vont donc res-
ter inactifs en attendant la fin de ce calcul. De tels temps d’attentes pénalisent l’efficacité
de la méthode, et on cherche en général à répartir au mieux les charges sur les différents
processeurs.

Cette problématique est déjà traitée pour la mise en œuvre efficace des méthodes de
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Figure 3.15: Mise en oeuvre parallèle de l’algorithme de résolution avec relocalisation
non-linéaire

décomposition de domaine classiques, et des méthodes synchrones en général. La décom-
position est effectuée de manière automatique de façon à ce que chacun des problèmes
locaux (factorisation et résolution du système linéaire) représente un coût de calcul le
plus uniforme possible, au moyen de l’algorithme de partitionnement de graphe METIS
par exemple. En effet, dans ce cas, les coûts de calcul associés peuvent être estimés, en
fonction de la taille des matrices ou de leur largeur de bande.

Dans le cas présent, il est beaucoup plus difficile d’évaluer a priori le coût des cal-
culs non-linéaires par sous-structure, qui dépend non seuleument des opérateurs, mais
aussi du niveau de chargement. Une estimation possible consiste à considérer le nombre
d’itérations nécessaires pour les résolutions non-linéaires locales à l’itération précédente.
Cependant, ce coût peut évoluer au cours des itérations globales. Dans de telles situations,
on peut envisager d’utiliser des méthodes de répartition dynamique, les processus étant
alloués en cours d’exécution sur les noeuds de calcul disposant de ressources. L’utilisation
d’un nombre de processeurs inférieur au nombre de sous-structures peut faciliter de telles
optimisations de charge. Des réponses à cette problématique sont développées au sein de
la communauté informaticienne [Diekmann 97]. Les approches les plus prometteuses per-
mettent l’affectation des processus sur une architecture distribuée de façon complètement
transparente pour l’utilisateur, en transformant un cluster en une machine virtuelle unique
(www.kerrighed.org, openmosix.sourceforge.net, openssi.eu, [Lottiaux 05]).

4.4.2 Granularité et speed-up

En calcul parallèle, la granularité mesure le rapport entre la quantité de calculs et la
quantité de données échangées. Les problèmes dit à « grain fin » sont en général des pro-
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Figure 3.16: Temps de calcul et transferts de données entre processeurs pour une structure
décomposée en 5 sous-domaines

blèmes fortement couplés où les calculs individuels sont relativement peu importants en
terme de temps de calcul par rapport aux échanges de données, très fréquents. A l’opposé,
les problèmes à « gros grain » sont des problèmes pour lesquels les échanges de données
sont réalisés moins fréquemment après une grande quantité de calculs.

Les problèmes à grains fins sont ainsi largement pénalisés par les architectures à mé-
moire distribuée. Dans le cas des méthodes NKS, les échanges de données sont très nom-
breux, à chaque itération du solveur itératif de Krylov, et la granularité est relativement
faible, le coût de l’étape de relocalisation linéaire et de mise à jour de l’opérateur tangent
par sous-structure étant en général négligeable par rapport à celui du solveur de Krylov.
En effet, chaque itération d’un solveur de Krylov avec préconditionneur nécessite la réso-
lution de deux problèmes linéaires par sous-structure.

Les approches de relocalisation non-linéaire permettent d’augmenter la granularité en
introduisant des calculs locaux plus coûteux ne demandant pas d’échanges de données.
Elles sont donc particulièrement adaptées aux architectures de type cluster, pénalisées par
leur réseau de communication inter-nodal.

Plus précisément, on définit le « speed-up » d’un algorithme parallèle comme le rap-
port entre la vitesse de calcul lorsqu’on utilise un seul processeur et celle avec l’utilisation
de N processeurs. Toute les étapes ne pouvant être parallélisées, ce nombre est en général
inférieur à N et s’exprime selon la loi d’Amdahl [Amdahl 88] :

S(N) =
T (1)

T (N)
=

Ts + Tp

Ts + Tp/N
(3.33)

où Tp est le temps correspondant à la partie parallélisable du calcul et Ts à la partie séquen-
tielle, non-parallélisable. Un version plus réaliste permet de prendre en compte le temps
séquentiel moyen Tis passé dans les étapes de communication et Tip le temps additionnel
lié à la parallélisation et couvrant le temps d’attente :

S(N) =
Ts + Tp

Ts +N ∗ Tis + Tp/N + Tip

(3.34)
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On peut ainsi remarquer sur cette dernière formule tout l’intérêt qu’il y a à minimiser
le temps d’attente ainsi que la granularité dans le processus parallèle afin d’augmenter
le speed-up. C’est l’objectif des schémas non-linéaires locaux que nous avons introduits,
associés à une répartition correcte des charges de calcul.

Remarque : En pratique le speed-up peut atteindre des valeurs supérieures à N , du
fait d’une utilisation optimisée des ressources pour la résolution de problèmes de plus
petite taille, comme la mémoire vive par exemple.

5 Bilan du chapitre
Nous avons présenté dans ce chapitre une famille de méthodes de décomposition de

domaine avec relocalisation non-linéaire particulièrement efficaces pour la simulation de
structures avec non-linéarités localisées. Deux versions ont été intoduites, une première
où les problèmes non-linéaires locaux sont réalisés à déplacements imposés, et une se-
conde utilisant des conditions aux limites mixtes aux interfaces. Les performances de ces
méthodes ont été comparées à celle obtenues par une stratégie Newton-Krylov-Schur sur
des exemples de treillis de poutres avec flambage local. La famille de méthodes proposées
permet ainsi une réduction importante du nombre d’itérations globales et de la quantité
d’informations échangées entre les solveurs locaux.
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CHAPITRE4 Mise en œuvre
numérique pour les
structures de plaques et
coques

Nous présentons dans ce chapitre la mise en œuvre numérique des stratégies de relo-
calisation non-linéaire présentées dans le chapitre 3 pour la résolution de problèmes
tridimensionnels de plaques et coques. Les performances obtenues sont illustrées sur
un exemple de caisson aéronautique. Ce chapitre a fait l’objet de communications
[Cresta 06b, Rey 06b, Cresta 06a, Rey 06a, Allix 06].
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1 Plateforme de développement

1.1 Choix d’une plateforme

Pour des raisons de facilité de développement et de disponibilité, les stratégies de re-
localisation non-linéaires ont été initialement développées ab initio sur la plateforme de
calcul scientifique Matlab. L’application à des structures de poutres a été présentée dans
la section précédente. Bien que très simples, les treillis étudiés présentent des similitudes
de comportement avec les applications aéronautiques considérées. Elles présentent ce-
pendant des particularités, en particulier sur le type d’interfaces entre sous-structures – ici
des interfaces ponctuelles – , qui ne sont pas représentatives des applications visées. Nous
proposons ici l’extension des méthodes précédentes aux structures de plaques et coques.

Cette extension nous a confronté à deux problèmes principaux :

1. l’écriture d’un code élément-fini non-linéaire pour les structures de plaques et co-
ques se révèle être un travail extrêmement lourd, exigeant un investissement consé-
quent avant même de pouvoir implémenter les méthodes proposées ici. Un tel travail
semble incompatible avec les contraintes de temps liées à une thèse. Par ailleurs s’il
impose une parfaite compréhension de toutes les composantes du code final et peut
s’avérer très formateur, il reste relativement peu innovant.

2. la simulation de structures tridimensionnelles de plaques et coques de complexité
géométrique croissante induit un nombre de degrés de liberté en croissance rapide.
Un code comme Matlab, dont l’objectif est de faciliter le développement au moyen
d’un langage interprété, simple et interactif, n’est pas optimisé pour la résolution
de grands problèmes de ce type. Les temps de calcul et la mémoire requise peuvent
alors devenir prohibitifs, même pour des problèmes relativement petits (quelques
milliers de degrés de liberté).

Pour ces raisons, plusieurs solutions alternatives ont été envisagées :

– l’implémentation au sein d’un code de calcul Eléments Finis existant : Si cette
option permet de reprendre l’existant et toutes les fonctionnalités du code indus-
triel ou semi-industriel, elle nécessite cependant d’avoir accès soit aux sources du
code, soit à des routines utilisateurs ou des scripts de méta-programmation au sein
du code pour travailler sur les données ou les méthodes. Peu de codes sont cepen-
dant suffisamment ouverts pour permettre de développer librement, en imposant en
général des contraintes techniques importantes sur les implémentations réalisables.
L’accès au code source, quant il est permis, peut s’avérer fastidieux, du fait de
sa taille et de sa complexité. Enfin, l’usage de ces codes impose, le plus souvent,
l’achat de licences onéreuses, même si quelques initiatives libres sont intéressantes
(cf. CodeASTER).

– l’utilisation de librairies existantes : Il peut s’agir de plusieurs types de librai-
ries : certaines, générales, développées pour le calcul scientifique, disposent d’un
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grand nombre de fonctions pour l’analyse numérique de grands systèmes, le pa-
rallélisme, etc. D’autres visent plus particulièrement les problèmes issus de la mé-
thode des éléments finis. Elle sont le plus souvent libres et gratuitement distribuées.
La construction du code final peut alors s’appuyer sur ces briques de base, éven-
tuellement multiples. La liberté de programmation est totale, mais de nombreuses
fonctionnalités devront être implémentées.

Les contraintes industrielles (licences, propriété intellectuelle, pérennité, etc.) et tech-
niques (liberté d’implémentation, facilité du développement, etc.) nous ont amenés à choi-
sir la deuxième option et de nous appuyer, de façon naturelle, sur la plateforme logicielle
développé au LMT Cachan. Nous la décrivons brièvement dans son principe et sa struc-
ture dans la section suivante.

1.2 Librairie LMTpp
1.2.1 Principes de base et structure de la librairie

La plateforme logicielle LMTpp a été créée dans le but de pérenniser les dévelop-
pements internes au laboratoire, de faciliter la maintenance et de diminuer les déve-
loppements redondants tout en offrant des outils adaptés aux besoins des chercheurs
[Leclerc 05, Leclerc 07, Caignot 07].

En particulier, elle repose sur une triple exigence :

– offrir un développement aisé et accéléré, sur le modèle des langages interprétés de
Matlab ou Scilab, à travers un langage concis et lisible, une architecture flexible et
inter-opérable,

– garantir une vitesse d’exécution optimale pour la simulation de problèmes de grande
taille, grâce à une programmation moderne en C++,

– offrir des fonctionnalités avancées pour la simulation en mécanique, permettant des
analyses poussées comparables à celles rendues possibles par les codes EF com-
merciaux.

La solution développée propose, pour répondre à ces besoins, un ensemble d’outils
d’assistance génériques à la création de codes (pré-calculs), un découplage des différentes
concepts (équations, représentation, méthode de résolution...), et une optimisation des
opérations algébriques, constituant une plate-forme générique, flexible et performante.
La structure de la plateforme de développement est résumée sur la figure 4.1. Nous en
décrivons ici les principes de base.

1.2.2 Programmation symbolique et Génération de code

Une des originalités de la plateforme est la possibilité d’utiliser le calcul symbo-
lique et la génération de code pour accélérer, simplifier et optimiser le développement de
nouvelles méthodes. Un des exemples d’utilisation de ces techniques de programmation
concerne la définition de la formulation mécanique et l’obtention du problème algébrique
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Figure 4.1: Structure de la plateforme de calcul LMTpp

discrétisé. Dans ce cas précis, il suffit de définir d’une part la discrétisation retenue et
d’autre part l’expression continue du principe des puissances virtuelles. La procédure de
génération de code se charge de construire le code source en C++ définissant les fonctions
de calcul des opérateurs de raideur élémentaires.

0 1

2

η

ξ

Nœud du maillage
Point d'intégration 
(Hammer)2

0

1

Fonction d'interpolation

Figure 4.2: Elément triangulaire à 3 nœuds : géométrie, interpolation et points d’intégra-
tion

Considérons le cas simple d’un problème bi-dimensionnel d’élasticité linéaire dis-
crétisé au moyen d’éléments triangulaires à interpolation linéaire. On définit en langage
Python la discrétisation correspondent à l’élément de référence représenté sur la figure
4.2, c’est-à-dire successivement :

1. la géométrie de l’élément , nœuds, arêtes, coordonnées du système d’axe associé
à l’élément de référence :

can_directly_be_represented_by = ’Triangle’

interval_var_inter = [
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[0,1],
[0,1-var_inter[0]],

]

children = [
{ ’name’:’Bar’, ’nodes’:[0, 1], ’var’:[ var_inter[0] , number(0)] },
{ ’name’:’Bar’, ’nodes’:[1, 2], ’var’:[ 1-var_inter[0] , var_inter[0]] },
{ ’name’:’Bar’, ’nodes’:[2, 0], ’var’:[ number(0) , 1-var_inter[0]] },

]

2. les fonctions de forme pour l’interpolation des champs :

interpolation["nodal"] = (1-var_inter[0]-var_inter[1]) * val[0] + \
var_inter[0] * val[1] + \
var_inter[1] * val[2]

3. les points pour l’intégration numérique des champs, ici avec un point pour l’inté-
gration des champs constants et trois points de Hammer pour les champs linéaires :

gauss_points[1] = [
( 1.0/2.0, { var_inter[0] : 1.0/3.0, var_inter[1] : 1.0/3.0 } ),

]
gauss_points[2] = [

( 1.0/6.0, { var_inter[0] : 1.0/2.0, var_inter[1] : 0.0 } ),
( 1.0/6.0, { var_inter[0] : 1.0/2.0, var_inter[1] : 1.0/2.0 } ),
( 1.0/6.0, { var_inter[0] : 0.0, var_inter[1] : 1.0/2.0 } ),

]

Dans un second temps, on définit le problème d’élasticité, à travers :

1. la donnée des paramètres : le module d’Young, le coefficient de Poisson, la den-
sité, etc., ainsi que la description de l’inconnue dep et des efforts appliqués :

elastic_modulus = Variable( interpolation=’global’, default_value=’210e9’)
poisson_ratio = Variable( interpolation=’global’, default_value=’0.33’)
density = Variable( interpolation=’global’, default_value=’7800’)

dep = Variable( unknown=True, nb_dim=’2’, default_value=’0.0’ )

f_nodal = Variable( nb_dim=’2’, nb_der=0, default_value=’0.0,0.0’)
f_surf = Variable( nb_dim=’2’, default_value=’0.0,0.0’)
f_vol = Variable( interpolation=’global’, nb_dim=’2’, default_value=’0.0,0.0’)

2. l’écriture du principe des puissances virtuelles :

def formulation():
epsilon = grad_sym_col(dep.expr)
epstest = grad_sym_col(dep.test)

sigma = mul(hooke_isotrope(elastic_modulus.expr,poisson_ratio.expr,dim),epsilon)

for i in range(2): res = sigma[i] * epstest[i]
for i in range(2,epsilon.size()): res += 2 * sigma[i] * epstest[i]

res -= density.expr * dot( f_vol.expr, dep.test )
res = res*dV - dot( f_surf.expr, dep.test )*dS - dot( f_nodal.expr, dep.test )*dN

return res
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L’appel de cette dernière fonction formulation() renvoie ainsi l’expression sym-
bolique PM des puissances virtuelles en un point M donné :

PM(u, û) = [ε(u)Kε(û)− ρfvol.û] ∗ dV − fsurf .û ∗ dS − fnodal.ûnodal ∗ dN (4.1)

où dV , dS et dN sont des notations permettant de différencier les termes volumiques,
surfaciques et nodaux.

Afin d’obtenir la fonction permettant le calcul de l’opérateur de raideur élémentaire,
il est nécessaire d’effectuer une série d’opérations symboliques. L’expression PM est tout
d’abord intégrée numériquement sur la géométrie de l’élément. Pour le terme volumique,
on retient une intégration numérique au moyen de 3 points de Hammer Hi :∫

Ω

P V ol
M dV =

3∑
i=1

1

6
[ε(u)Kε(û)− ρfvol.û] (Hi) (4.2)

Le terme surfacique est intégré sur l’élément de barre associé à chacune des arêtes
du triangle, et les termes nodaux peuvent être directement sommés. L’expression sym-
bolique des termes KT ij de la matrice de raideur tangente élémentaire est obtenue en
dérivant le résultat précédent par rapport aux différentes composantes du champ virtuel
(dep.test dans le script en Python, û dans l’équation 4.1) puis par rapport aux inconnues
du problème (dep.expr ou u ), soit :

KT ij =
∂2P

∂ui∂ûj

(u, 0) (4.3)

De la même manière, on obtient le second membre du système linéarisé par dérivation
symbolique de P par rapport à û :

Fi = − ∂P
∂ûj

(u, 0) (4.4)

A chaque étape, l’expression symbolique est « factorisée » : les sous-expressions uti-
lisées plusieurs fois sont mises en commun pour réduire le nombre d’opérations finales.
Le résultat est enfin transcrit en code source (en C++) définissant les fonctions de cal-
cul des opérateurs matriciels et du second membre en fonction des différents paramètres
(géométrie de l’élément, propriétés matériaux, forces appliquées, solution courante, etc.).
L’ensemble de ces étapes de calcul symbolique et de génération de code peuvent être
relativement coûteuses, mais elles ne sont réalisées qu’au moment de la compilation du
code. Par ailleurs, les fonctions obtenues sont écrites automatiquement dans une forme
optimisée du point de vue du coût de calcul, et permettent d’avoir un opérateur tangent
exact à partir uniquement de la donnée des travaux virtuels (4.1).

Après compilation, ces fonctions peuvent être appelées, pour chacun des éléments du
maillage considéré, pour les calcul des termes élémentaires et l’assemblage du problème
tangent global :

KT .∆U = F (4.5)
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1.2.3 Outils de calcul algébrique

Il existe de très nombreuses bibliothèques de fonctions d’algèbre linéaire (BLAS, LA-
PACK, ATLAS, GOTO, etc.). Il est cependant difficile de trouver des outils à la fois
flexibles, performants et libres, offrant une grande généricité, une vitesse optimisée et un
stockage adapté aux problématiques considérées.

Les outils de calcul algébrique utilisés ici se basent sur la librairie LFMat développée
par H. Leclerc pour la manipulation des matrices obtenues dans le cadre de la méthode
des éléments finis (lfmat.sourceforge.net).Il s’agit d’une bibliothèque libre, écrite en C++,
générique et entièrement paramétrée, grâce à l’utilisation de la notion de « template » (ou
patron). Une attention particulière a été portée sur le stockage en mémoire pour une utili-
sation optimale des instructions SIMD des processeurs modernes. De même, l’usage de la
mémoire cache, beaucoup plus rapide, a été optimisé, aboutissant à des performances tout
à fait intéressantes (solveur jusqu’à 8 fois plus rapide que la version standard disponible
dans LAPACK).

Les matrices peuvent contenir n’importe quel type de données (entier, double préci-
sion, flottant, expression symbolique, etc.) et l’utilisateur peut choisir l’orientation (ligne
ou colonne) ainsi que le stockage et la structure (matrice pleine, « skyline » ou creuse ).
Enfin, les matrices peuvent être définies avec une taille fixe, permettant une optimisation
supplémentaire au moment de la compilation. La plupart des méthodes classiques sont
ainsi disponibles (produit, factorisation, ...) et permettent de programmer simplement les
algorithmes de calcul matriciel, tout en étant particulièrement performantes.

1.2.4 Outils de méta-programmation pour la méthode des Eléments Finis

De très nombreux objets et méthodes couramment associés aux techniques du calcul
élément-fini sont disponibles au sein de la plateforme et peuvent être directement utilisés
pour le développement des nouvelles méthodes. L’objectif n’étant pas d’en faire ici une
liste exhaustive, nous nous contentons d’en citer les principaux.

On retrouve tout d’abord la définition de tous les objets géométriques classiques :
nœuds, éléments, maillages, . . . ainsi que les méthodes de base permettant de les créer,
les modifier, les explorer, . . . Des méthodes sont par ailleurs disponibles pour importer ou
exporter ces données dans différents formats génériques (.unv, .avs).

De la même façon, les fonctions d’assemblage de l’opérateur de raideur et du se-
cond membre ou de mise à jour des matrices élémentaires sont déjà implémentées, le
développeur n’intervenant qu’au niveau des formulations élémentaires pour préciser la
discrétisation et le comportement.

Concernant la mise en données, des outils permettent d’utiliser le langage xml pour la
description des paramètres du modèle et de la méthode. D’autres fonctions permettent de
faire le lien entre la plateforme de calcul et des environnements de pré- et post-traitement,
pour la génération des maillages (gmsh , Samcef, etc.) et la visualisation des résultats
(Paraview, http ://paraview.org).
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2 Implémentation de la méthode pour les plaques et coques

2.1 Structure générale du code de calcul
Les stratégies de relocalisation non-linéaires primale et mixte ont été mises en œuvre

au sein de cette plateforme pour le calcul de structures élancées tridimensionnelles. La
structure du code de calcul réalisé est résumée dans la figure 4.3. Elle reprend les principes
généraux introduits dans le chapitre 3. On y retrouve en particulier les deux schémas
incrémentaux-itératifs de Newton, au niveau global pour le problème d’interface, et au
niveau local, par sous-structure.

L’adaptation des stratégies de calcul aux grandes structures de plaques et coques a
cependant nécessité de nouveaux développements que nous décrivons plus en détails dans
les sections suivantes. Il s’agit en particulier du développement d’une formulation non-
linéaire pour les éléments de plaques, d’une gestion générique des sous-structures, ou
encore de méthodes de calcul des directions de recherche k pour les étapes locales non-
linéaires.

2.2 Formulation en grands déplacements pour les structures de plaques
et coques

Nous avons retenu le modèle de plaque de Mindlin, largement répandu pour le cal-
cul de structures élancées (voir Chapitre 1), associé à un modèle de membrane pour le
comportement dans le plan. Le modèle de Mindlin est adapté aux plaques relativement
épaisses et prend en compte les contraintes de cisaillement transverse dans les éléments. Il
a été mis en œuvre pour des éléments triangulaires et quadrangulaires à fonctions d’inter-
polation linéaires. Les inconnues nodales sont les déplacements ux, uy, uz et les rotations
θx, θy, θz.

La formulation retenue pour sa mise en œuvre dans un cadre non-linéaire géomé-
trique est une formulation corotationnelle semblable à celle choisie pour les structures de
poutres. Son implémentation est cependant ici simplifiée par l’utilisation du calcul sym-
bolique et de la génération de code. En particulier, il n’est plus nécessaire d’implémenter
le calcul complet des opérateurs de raideurs élémentaires et des opérateurs de raideur géo-
métrique. En effet, seule l’expression du principe des puissances virtuelles, exprimé dans
le repère corotationnel, est nécessaire. Les étapes de dérivation symbolique permettent
d’obtenir automatiquement l’opérateur tangent exact. Cette partie de la programmation
ne s’effectue pas en C++, mais en langage Python, plus convivial et plus souple. Nous en
décrivons ici les principales étapes :

1. Détermination du repère corotationnel :
La première étape de la formulation corotationnelle est de faire un choix de repère,
dit corotationnel, c’est-à-dire tournant avec les éléments. Ce dernier s’appuie sur
la déformée courante de l’élément considéré. Nous avons retenu ici une version
des plus simples, qui consiste à choisir le premier vecteur du repère, xR, parallèle à
l’arête entre les nœuds 0 et 1, puis le second vecteur yR, orthogonal au premier, dans
le plan de l’élément, du côté du nœud 2, et enfin le troisième vecteur zR de sorte
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Figure 4.3: Représentation schématique de la structure du code

à former une base orthonormée directe. L’origine du repère est placée au centre de
gravité de l’élément déformé. La figure 4.4 illustre cette construction. L’inconvé-
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nient principal de ce choix est la dépendance du repère corotationnel à la numéro-
tation des nœuds du maillage. Il existe cependant des versions plus sophistiquées,
indépendantes de la numérotation, que nous n’avons pas mises en œuvre ici.

y
RG

R

2

0
1

z
R
x
R

C
RY

X

Z

O

Figure 4.4: Détermination du repère corotationnel à partir de la géométrie courante

2. Extraction des déplacements déformants dans le repère corotationnel :
Le choix du repère corotationnel étant fait, on détermine la partie déformante ud du
champ de déplacement u et θd du champ de rotation θ, dans le repère corotation-
nel, en extrayant le mouvement de corps rigide associé (déplacements et rotations).
Cette étape est réalisée en suivant la démarche présentée dans la section 1.3.3 du
Chapitre 1. La même opération est réalisée sur les champs virtuels û et θ̂.

3. Ecriture de la formulation variationnelle dans le repère corotationnel :
Dans le repère corotationnel, on écrit le principe des puissances virtuelles à partir
des expressions symboliques des champs réels et virtuels déformants, ud, θd, ûd

et θ̂d. L’avantage de la formulation corotationnelle est de permettre l’écriture des
puissances virtuelles sous l’hypothèse des petites perturbations, comme présenté
dans l’Annexe C. On obtient donc pour la puissance des efforts intérieurs :

Pi(ud, θd, ûd, θ̂d) =

∫
Ω

[
γ(ud)

t.Km.γ(ûd) + χ(θd)
t.Kf .χ(θ̂d)

+τ(ud, θd)
t.Kt.τ(ûd, θ̂d) + δ(θdz)

t.Kdrill.δ(θ̂dz)
]
dV (4.6)

en notant γ(.) les déformations de membrane, χ(.) les déformations de flexion, τ(.)
les déformations de cisaillement transverse et δ(.) les déformations de « drilling ».
Toutes ces mesures de déformations sont prises dans leur forme linéarisée et sont
explicités en détail dans l’Annexe C.
Les matrices Km, Kf , Kt et Kdrill sont les matrices de comportement généralisé,
associées respectivement aux modes de déformations de membrane, de flexion, de
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cisaillement transverse et de « drilling », elles aussi définies en annexe à partir de
l’épaisseur h de la plaque, du module d’Young E du matériau et de son coefficient
de Poisson ν.

La puissance des efforts extérieurs est, quant à elle, exprimée de façon classique
dans le repère global. On pourrait envisager de l’exprimer dans le repère corota-
tionnel dans le cas de forces suiveuses ou de pression, non considérées ici.

Pe(ud, θd, ûd, θ̂d) =

∫
Ω

(fvol)
t.û dV +

∑
n∈N

(
(fnodal)

t.û+ (mnodal)
t.θ̂
)

(4.7)

Remarque 1 : Dans l’équation (C.14), le produit scalaire xt.y n’est pas le pro-
duit scalaire euclidien classique mais une version modifiée, prenant en compte de
manière correcte les termes de cisaillement dans le calcul de l’énergie en notation
vectorielle.

Remarque 2 : Les modèles de membranes et de plaques les plus classiques ne
prennent en compte que cinq degré de liberté par nœud : ux, uy, uz, θx et θy.
Cependant, en pratique, afin de pouvoir réaliser des assemblages d’éléments non-
coplanaires, on introduit un troisième degré de rotation θz , dit de « drilling », sans
sens physique. Afin d’obtenir des opérateurs de raideur définis positif, on modi-
fie le plus souvent le principe des puissances virtuelles en ajoutant une énergie de
« drilling », au moyen d’un opérateur de raideur Kdrill. Afin de ne pas perturber
le résultat, le paramètre kdrill doit être choisi de sorte que l’énergie associée à ces
modes de déformations reste négligeable devant l’énergie de déformation totale.

La procédure de génération de code précédemment décrite (intégration puis dérivation
symbolique des puissances virtuelles) permet d’obtenir, de façon transparente pour le
développeur, la fonction en C++ qui réalisera le calcul numérique de l’opérateur tangent
élémentaire et du second membre. Cette opération est réalisée pour chaque type d’élément
retenu, formulation et éléments étant définis de manière indépendante.

Remarque 3 : Les éléments de plaque de Mindlin de premier ordre présentent un phé-
nomène de blocage en cisaillement transverse pour les petites épaisseurs h. Il convient de
modifier l’intégration numérique du terme de cisaillement pour améliorer le comporte-
ment.

Remarque 4 : Si l’approche symbolique permet de simplifier le développement de
nouveaux éléments à partir de la seule donnée de la formulation faible, elle présente ce-
pendant quelques inconvénients ou limitations :

Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008 133



4 Mise en œuvre numérique pour les structures de plaques et coques

– La mise en oeuvre de formulations d’éléments discrètes, de type Discrete Kichhoff
ou Discrete Shear, n’est pas plus simple à mettre en oeuvre que par les techniques
classiques. De plus, dans ce cas, la définition de la formulation n’est plus indépen-
dante du type d’élément considéré.

– La dérivation symbolique permet de déterminer l’opérateur tangent élémentaire
exact, ce qui peut être relativement coûteux à calculer, alors que certains termes
sont bien souvent complètement négligeables. Une approche plus efficace consis-
terait à prendre en compte les ordres de grandeurs des expressions manipulées afin
d’effectuer des simplifications automatiques, par approximation au cours du calcul
symbolique. Ce point n’a pas été abordé dans le cadre de ces travaux.

2.3 Décomposition de domaine

La plupart des méthodes de décomposition de domaine s’appuient sur une technique
de décomposition automatique du maillage initial, en général au moyen d’un algorithme
de partitionnement de graphes non structurés, comme l’algorithme METIS par exemple.
Cette approche a pour avantage de ne pas exiger d’intervention humaine, et mène en gé-
néral à des décompositions équilibrées permettant, en théorie, un parallélisme optimal.
Néanmoins, on observe bien souvent des découpages peu intuitifs (élancement extrême,
interfaces très irrégulières ou réduites à un noeud,...) menant à des problèmes de condi-
tionnement du système d’équation final. Par ailleurs, dans le cas des stratégies de reloca-
lisation non-linéaires, l’équilibrage n’est plus assuré par ce type d’approches.

Nous avons fait le choix dans nos travaux d’une décomposition de domaine définie
par l’utilisateur. Elle offre l’avantage d’un contrôle complet du découpage du problème
initial. Par ailleurs, elle s’inscrit assez naturellement dans la démarche de mise en données
classique, et permet de prendre en compte l’expertise de l’utilisateur dans la définition des
sous-structures, en particulier dans le cadre des stratégies de relocalisation non-linéaire.
La problématique de la mise en données pour le calcul parallèle ou le calcul collaboratif
reste cependant encore largement inexplorée.

En pratique, et afin de faciliter la mise en données, seule la donnée des maillages
des sous-structures est ici nécessaire, les interfaces entre sous structures étant recons-
truites automatiquement. Les maillages de chaque sous-structure sont ainsi réalisés dans
un mailleur au choix de l’utilisateur et doivent être exportés dans un des formats acceptés
par la plateforme. Chacun des fichiers est ensuite relu par le code de calcul, qui crée les
maillages correspondants dans sa structure de données.

L’étape suivante consiste à détecter automatiquement les interfaces entre les diffé-
rentes sous-structures. Afin de minimiser le coût de recherche des noeuds d’interfaces,
nous procédons à une sélection des nœuds potentiels par étapes :

1. Pour chacun sous-structure s, on détermine l’intervalle multidimensionnel Is com-
prenant l’ensemble des noeuds du maillage (voir Figure 4.5) :

Is = [xs
min, x

s
max]× [ys

min, y
s
max]× [zs

min, z
s
max]
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Intervalle maillage 1
Intervalle maillage 2

Figure 4.5: Définition des « boîtes » associées aux maillages

2. On détermine dans un second temps les intersections des intervalles Is ainsi obte-
nus. Une intersection non-nulle indique deux sous-structures potentiellement connec-
tées. Afin de réduire encore une fois le coût de calcul, on ne conserve que les noeuds
de chaque maillage situés dans la zone d’intersection I inter = Is ∩ Is′ (Figure 4.6).

Nœud maillage 1
Nœud maillage 2

Zone d'intersection

Figure 4.6: Détermination des zones d’intersection et des noeuds correspondants

3. Pour chacun des couples de sous-structures (s, s′) ainsi déterminés, on cherche
maintenant les noeuds en correspondance, inclus dans I inter (Figure 4.7). La re-
cherche ne s’effectue alors plus que sur un nombre réduit de noeuds, et l’algorithme
conserve de bonne performances même pour des sous-structures de très grande
taille. Le test de correspondance s’effectue sur les coordonnées des noeuds, à une
tolérance près fixée par l’utilisateur.

Nœud d'interface

Figure 4.7: Détermination des noeuds d’interface

Remarque : Cette approche ne permet de considérer que le cas de maillages conformes
aux interfaces. La généralisation aux interfaces non-conformes demanderait des informa-
tions supplémentaires sur les groupes de noeuds en vis-à-vis, ou bien un traitement des
données s’appuyant sur les informations de géométrie des sous-structures.
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2.4 Calcul du paramètre de raideur d’interface k pour les plaques et
coques

Nous avons vu dans la section 3.3 du chapitre 3 que le paramètre k introduit dans
l’approche mixte correspondait à une certaine raideur d’interface et qu’un choix optimal
était la raideur « vue » par une interface. Un tel opérateur n’étant pas accessible à un coût
raisonnable, on en cherche en général une approximation. Nous proposons ici les trois
approximations que nous avons retenues et mises en œuvre.

� Complément de Schur de la sous-structure voisine

Une première approximation consiste, comme pour ce qui a été présenté dans le cas
des structures de poutres, à choisir pour chaque interface le complément de Schur de la
sous-structure directement connectée. Ce choix peut cependant s’avérer coûteux lorsque
les sous-structures comportent un grand nombre de degrés de liberté. Par ailleurs, l’opé-
rateur obtenu est plein, de taille égale au nombre de degrés de liberté de l’interface. Outre
les problèmes liés au stockage de l’opérateur et au transfert de données entre proces-
seurs, ce choix vient fortement augmenter le coût de l’opération d’assemblage K + k, K
ayant une structure de matrice creuse qu’il faudra alors largement modifier, de nombreux
termes non-nuls provenant de k. Par ailleurs, la factorisation des opérateurs obtenus par
sous-structure est extrêmement pénalisée, du fait de l’augmentation importante de leur
largeur de bande.

Afin de contourner ces effets néfastes, on peut se contenter d’approximations de cet
opérateur, notamment en ne conservant que :

– la diagonale de l’opérateur,
– une bande diagonale de largeur réduite (le nombre d’inconnues nodales par exemple,

soit 6 dans notre cas),
– les termes correspondant à des termes non-nuls déjà existant dans la structure de la

matrice creuse de l’opérateur de raideur K.

Les résultats obtenus dans les exemples présentés plus loin montrent que ces approxi-
mations, éventuellement associées à un paramètre multiplicatif α, permettent une diminu-
tion importante du coût tout en permettant de conserver de bonnes propriétés de conver-
gence.

� Complément de Schur du voisinage de l’interface

Afin d’éviter le calcul explicite de l’opérateur de Schur complet de la sous-structure
voisine, nous avons mis en œuvre une méthode permettant de ne condenser que l’opé-
rateur associé à une zone proche de l’interface. La recherche de la zone est réalisée en
considérant les connectivités du maillage : on ne retient que les nœuds dont la distance
à l’interface (i.e. le chemin le plus court à un nœud de l’interface, en termes de nombre
d’arêtes) est inférieure à un paramètre p donné. La figure 4.8 représente la zone pour
p = 2.
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Nœud d'interface
Nœud intérieur à 
proximité d'un nœud 
d'interface (p=2)

Figure 4.8: Détermination des nœuds du voisinage d’une interface (p=2)

Un inconvénient de cette méthode, comme dans le cas précédent, est de générer encore
une fois des opérateurs pleins. Les même techniques que précédemment peuvent être
retenues pour diminuer leur taux de remplissage.

� Assemblage de compléments de Schur locaux

Une autre approche permettant de réduire la largeur de bande de l’opérateur d’in-
terface k, proposée initialement dans [Magoulès 06], a été implémentée. Son principe
repose sur une approximation de l’opérateur de raideur d’interface par une somme de
contributions locales. Plus précisément, pour chaque nœud de l’interface, on calcule le
complément de Schur d’une zone d’influence (quelques éléments de profondeur) sur un
patch d’interface local autour de ce nœud, comme illustré figure 4.9 pour une profondeur
p = 2.

Nœud d'interface

Nœud de la 
zone d'influence 
du patch (p=2)

Patch d'interface

Figure 4.9: Détermination des nœuds du voisinage d’un nœud interface (p=2)

L’ensemble de ces contributions locales, éventuellement calculées en parallèle, sont
ensuite rassemblées pour former l’opérateur k. Il s’agit d’un opérateur creux qui a pour
avantage de ne pas modifier la structure de remplissage de la matrice de raideur de la sous-
structure. Il requiert cependant un grand nombre de calculs de compléments de Schur.
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4 Mise en œuvre numérique pour les structures de plaques et coques

3 Illustration et résultats comparatifs sur un exemple de
caisson aéronautique

3.1 Cas test de référence : Caisson raidi

La structure retenue pour illustrer les performances des différentes stratégies est une
structure de caisson raidi plus proche des applications industrielles considérées que les
treillis présentés jusqu’ici. La figure 4.10 présente la géométrie du caisson de section
rectangulaire et raidi par 8 raidisseurs internes. Il est encastré à une de ces extrémités et est
soumis à un effort de flexion sur l’autre (voir figure 4.11). Le matériaux est de l’aluminium
de module d’Young E = 70 000 MPa et de coefficient de Poisson ν = 0, 3. L’épaisseur
des parois est de 2 mm, la longueur totale fait 8 m. Cette structure est décomposée en 8
sous-domaines (ici identiques) représentés sur la figure 4.12. Les éléments choisis sont des
éléments triangulaires de Mindlin à 3 nœuds. Le maillage comporte plus de 400 noeuds
par sous-structure et 800 éléments, soit plus de 2 400 inconnues (déplacements et rotations
nodales) par sous-structure, et 20 000 inconnues pour l’ensemble de la structure.

8 m

1 
m

0,
5 

m

1 m 0,04 m

X

Y

O

X

Z

O Y

Z

O

Figure 4.10: Géométrie du caisson raidi

La figure 4.13 présente la solution déformée du caisson obtenue par une approche
Newton-Krylov-Schur considérée ici comme méthode de référence. On s’assurera par la
suite que les solutions en déplacement obtenues par les différentes méthodes sont bien
identiques à celle-ci. On observe bien la présence de modes locaux de flambage à proxi-
mité de la zone de fixation, sur la face en compression. Concernant les performances de
la méthode NKS, il est nécessaire d’effectuer quatre incréments pour appliquer le char-
gement complet, faute de quoi le schéma itératif diverge. Au final, il est nécessaire de
résoudre 18 systèmes linéaires condensés aux interfaces.

3.2 Résultats comparatifs

Les différentes méthodes de relocalisation non-linéaire ont été utilisées pour la résolu-
tion de ce problème. La figure 4.14 représente l’évolution de l’erreur globale (en échelle
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Figure 4.11: Conditions aux limites et chargement

Figure 4.12: Décomposition de domaine et maillages associés

Figure 4.13: Solution déformée du caisson raidi en flexion

logarithmique) en fonction des itérations pour la méthode NKS, la stratégie avec relocali-
sation non-linéaire à déplacements imposés et la stratégie avec relocalisation non-linéaire
mixte. Pour cette dernière méthode, la direction de recherche k a été calculée selon la
méthode de l’assemblage de compléments de Schur locaux décrite plus haut, avec un pa-
ramètre de profondeur p = 3. Le critère de convergence global a été fixé dans tous les
cas à εglob = 10−6 et le critère de convergence locale à εloc = 10−3. On observe l’amé-
lioration significative du nombre d’itération globales avec les méthodes de relocalisation
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4 Mise en œuvre numérique pour les structures de plaques et coques

globales. En particulier, alors que 4 incréments étaient nécessaires sur ce problème avec
une approche NKS, il n’en faut plus que 2 avec la stratégie de relocalisation non-linéaire à
déplacements imposés, et la méthode mixte converge en un seul incrément de chargement.
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Schur
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non-linéaire
(Primal)
Relocalisation
non-linéaire
(Mixte)

Figure 4.14: Evolution de l’erreur relative (échelle logarithmique) en fonction des itéra-
tions pour les trois stratégies

Le tableau 4.1 récapitule l’ensemble des résultats obtenus par chacune des différentes
stratégies. Ces résultats confirment clairement ceux obtenus précédemment sur le cas plus
simple d’une structure de treillis de poutre. Si la réduction du nombre de calculs locaux
n’est pas très importante (de l’ordre de 14%), le nombre de résolutions de problèmes
globaux est quant à lui très significativement diminué (gain d’un facteur de 3.6).

Stratégie Nombre de pas
de chargement

Nombre d’ité-
rations globales

Nombre total de
calculs locaux

NKS 4 18 144
Relocalisation
non-linéaire
(primal)

2 10 155

Relocalisation
non-linéaire
(mixte)

1 5 154

Tableau 4.1: Cas d’un caisson raidi - Résultats de convergence : approche NKS classique,
et approches avec relocalisation de type primale ou mixte
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4 Bilan du chapitre
Dans ce chapitre, nous avons décrit une mise en œuvre numérique efficace des straté-

gies de relocalisation non-linéaire déjà présentées, utilisant des techniques modernes de
programmation. Le code de calcul obtenu a été utilisée pour la simulation de structures
aéronautiques tridimensionnelles avec flambage local. L’application à un caisson raidi re-
présentatif d’une structure aéronautique a ainsi permis de confirmer les résultats obtenus
dans le chapitre 3 et d’illustrer l’avantage des stratégies de relocalisation non-linéaire, et
en particulier de leur version mixte, sur les approches Newton-krylov-Schur classiques,
considérées aujourd’hui les plus avancées pour la résolution de ce type de problèmes.
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CHAPITRE5 Approche multi-échelle
pour les structures de
plaques et coques

Nous proposons dans ce chapitre une approche multi-échelle pour les problèmes de
plaques et coques s’appuyant une séparation micro-macro des champs d’interfaces. Après
avoir présenté la méthode, nous proposons un choix pertinent pour l’espace macrosco-
pique homogénéisé. La méthode est ensuite mise en œuvre pour des problèmes linéaires.
L’extension au cas non-linéaires et les problématiques qui lui sont associées sont enfin
évoquées. Ce chapitre a fait l’objet d’une communication [Cresta 07b].
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1 Principe de la stratégie multi-échelle

Dans les chapitres précédents, nous avons proposé une approche multi-niveaux pour
la gestion des non-linéarités associées aux structures élancées, basée sur les méthodes de
décomposition de domaine, et plus précisément sur les approches Newton-Krylov-Schur,
via l’introduction d’une étape de relocalisation non-linéaire.

Cette stratégie nécessite, après chaque étape non-linéaire locale, la résolution d’un
problème linéaire tangent global, posé sur les inconnues d’interfaces. Jusqu’ici, nous
avons utilisé, comme dans le cas des approches Newton-Krylov-Schur, un solveur itéra-
tif préconditionné de type Krylov (voir chapitre 2. Son extensibilité vis-à-vis du nombre
de sous-structures considérées est assurée au moyen d’un problème grossier portant sur
les mouvements de corps rigides des sous-structures, éventuellement augmenté de modes
particuliers pertinents.

Dans ce chapitre, nous présentons une approche alternative pour la résolution itérative
du problème global, s’appuyant sur les principes de la méthode LaTIn micro/macro (voir
chapitre 2), étendue ici au cas des structures élancées considérées. Elle repose sur l’uti-
lisation d’un problème grossier particulièrement pertinent, obtenu par homogénéisation
numérique du problème initial.

1 Principe de la stratégie multi-échelle

1.1 Problème sous-structuré de référence
Nous nous intéressons ici à la résolution du problème linéaire résolu à l’étape globale

des stratégies de relocalisation non-linéaire. Nous nous plaçons dans le cadre général de la
version avec conditions aux limites mixtes, celle avec conditions aux limites de Dirichlet
pouvant être vue comme un cas limite (voir Chapitre 3).

On considère une structure composée de sous-domaines Ωs et d’interfaces parfaites
Γi entre ces sous-domaines. Les champs de déplacement (et éventuellement de rotation)
et d’effort (et moments) sur une interface Γi sont notés U i

j et F i
j , l’indice j se rapportant

au côté considéré. Ces mêmes champs, rapportés aux interfaces d’une sous-structure Ωs,
sont notés U s et F s.

Les équations du problème sont alors réparties en deux groupes :

� le groupe des équations d’admissibilité statique et cinématique des champs d’in-
terface, soit, pour chaque interface Γi :

U i
1 = U i

2 (5.1)
F i

1 + F i
2 = 0 (5.2)

� le groupe des équations de comportement tangent des sous-structure, soit, pour
chaque sous-structure Ωs :

Ss
T (U s − us|Γ∩∂Ωs) = F s − σs

∣∣
Γ∩∂Ωs

.n (5.3)
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où Ss
T est l’opérateur de Steklov-Poincaré associé au problème linéarisé autour de la confi-

guration considérée, et les champs us et σs.n sont des données du problème, provenant de
l’étape non-linéaire locale antérieure.

1.2 Séparation d’échelle aux interfaces
La stratégie multi-échelle proposée ici s’appuie sur une décomposition des champs

d’interface, à savoir les déplacements U et les efforts F , comme la somme d’une partie
macroscopique et d’une partie microscopique :

F = FM + Fm (5.4)
U = UM + Um (5.5)

Cette décomposition est choisie de sorte que le travail des quantités d’interface soit
partitionné entre une contribution micro et une contribution macro, soit :

〈F,U〉Γi
= 〈FM , UM〉Γi

+ 〈Fm, Um〉Γi
(5.6)

où 〈., .〉Γi
est la forme bilinéaire travail définie sur les espaces des quantités d’interface

par :

〈F,U〉Γi
=

∫
Γi

F UdΓ (5.7)

Les parties macroscopiques des efforts et déplacements sont obtenues au moyen d’un
projecteur unique PM sur les espaces macroscopiques respectifs :

FM = PM(F ) (5.8)
UM = PM(U) (5.9)

En notant eM
k les vecteurs d’une base de l’espace macroscopique orthogonale au sens

du produit scalaire 〈., .〉Γi
, ce projecteur est défini par :

PM(F ) =

nM∑
k=1

〈
F, eM

k

〉
Γi
eM

k (5.10)

Les fonctions de base de l’espace macroscopique sont choisies a priori en fonction
de considérations mécaniques. La figure 5.1 illustre un exemple de décomposition mi-
cro/macro pour une fonction quelconque. L’espace macro retenu dans cet exemple est
l’espace des fonctions affines.

Les choix classiques d’espaces macro adaptés aux problèmes bi- et tri-dimensionnels
sont rappelés dans la section 3.1 de ce chapitre, et une extension aux structures de plaques
et coques est ensuite proposée.
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= +

Champ complet Partie Macro
(ici partie linéaire)

Partie Micro

Figure 5.1: Exemple de séparation micro/macro d’un champs d’interface

1.3 Stratégie de résolution
La stratégie de résolution micro-macro s’appuie sur le schéma de résolution itératif de

la méthode LaTIn, présenté dans le chapitre 1. Elle consiste à rechercher successivement
une approximation des champs solutions vérifiant chacun des deux groupes d’équations,
au moyen de directions de recherches supplémentaires. Ainsi, chaque itération du proces-
sus est constituée de deux étapes :

1.3.1 Etape locale par sous-structure :

Cette étape consiste à trouver une approximation Û et F̂ des champs solutions véri-
fiant le comportement tangent des sous-structures, soit :

Ss
T

(
Û

s
− us|Γ∩∂Ωs

)
= F̂

s
− σs

∣∣
Γ∩∂Ωs

.n (5.11)

On ajoute une relation supplémentaire, paramétrée par une direction de recherche ks,
et permettant de relier Û et F̂ aux valeurs des champs U et F obtenus à l’itération précé-
dente. Cette relation peut s’exprimer, pour chaque sous-structure Ωs :

F̂
s
− F s = ks(Û

s
− U s) (5.12)

Par substitution de cette relation dans (5.11), on obtient au final l’équation suivante :

(Ss
T + ks) Û

s
= ksU s − F s + Ss

T u
s|Γ∩∂Ωs − σs

∣∣
Γ∩∂Ωs

.n (5.13)

qui correspond, pour chacune des sous-structures, à la résolution d’un problème condensé
avec conditions aux limites mixtes sur les interfaces. L’opérateur ks peut être interprété
comme la raideur de l’environnement de la sous-structure Ωs.

1.3.2 Etape de couplage aux interfaces :

A cette étape, connaissant les champs Û et F̂ provenant de l’étape précédente, on
cherche la nouvelle approximation de U et F vérifiant les équations d’admissibilité sta-
tique (5.2) et cinématique (5.1). Cette étape n’est pas réalisée sur les champs d’interface
complets, mais de manière indépendante sur leurs parties micro et macro, soit :

U1
m = U2

m (5.14)
F 1

m + F 2
m = 0 (5.15)
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et :

U1
M = U2

M (5.16)
F 1

M + F 2
M = 0 (5.17)

On associe, pour chacune des parties micro et macro, des directions de recherches
permettant de relier les efforts et déplacements recherchés (U et F ) à ceux obtenus à
l’étape précédente (Û et F̂ ), soit, pour chaque côté j de l’interface considérée :

kj
m(U j

m − Û
j

m) = F j
m − F̂

j

m (5.18)

kj
M(U j

M − Û
j

M) = F j
M − F̂

j

M (5.19)

Le choix de ces directions de recherche est important pour l’efficacité de la stratégie.
Le principe est ici de définir des directions de recherches locales par interface pour la
partie micro, afin d’obtenir des problèmes d’interfaces découplés, et des directions de
recherche globales pour la partie macro, afin de définir un problème global grossier pour
assurer l’extensibilité de la stratégie itérative.

� Etape de couplage sur la partie micro :

Pour la partie micro, il convient de choisir comme directions de recherche ki
m, de

part et d’autre de chaque interface considérée, des opérateurs locaux par interface tra-
vaillant sur l’espace des champs microscopiques. Cet opérateur peut être vu comme un
rigidité micro d’interface, et peut être déterminé à partir des opérateurs de raideur des
sous-structures adjacentes.

En combinant ces directions de recherche micro et les équations d’admissibilité sur la
partie micro, on obtient, pour chaque interface, les équations permettant de déterminer les
déplacements Um :

(k1
m + k2

m)Um =
∑
j=1,2

(
kj

mÛ
j

m − F̂
j

m

)
(5.20)

et les efforts F j
m :

F j
m = F̂

j

m + kj
m

(
Um − Û

j

m

)
(5.21)

� Etape de couplage sur la partie macro

Pour la partie macro, il est nécessaire de choisir des opérateurs par sous-structure
permettant de lier les inconnues macroscopiques de toutes les interfaces, comme dans le
cas de la stratégie mixte présentée dans le chapitre 3. L’extensibilité de la méthode est
ainsi permise grâce à une propagation d’une partie de l’information sur l’ensemble de la
structure à chaque itération.
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Comme dans le cas précédent, il convient de choisir un opérateur macro ayant un
sens particulier vis-à-vis du problème mécanique considéré, et plus particulièrement un
opérateur associé au comportement tangent de chaque sous-structure, travaillant dans l’es-
pace des champs macroscopiques d’interface. En reprenant les concepts développés dans
les approches multigrilles ou la méthode LaTIn micro/macro, nous proposons d’effectuer
une projection sur l’espace macroscopique de l’opérateur de Steklov-Poincaré tangent par
sous-structure Ss

T . La direction de recherche macro par sous-structure Ss
M s’écrit alors :

Ss
M = Ps

M .Ss
T .Ps

M
t (5.22)

Elle peut ainsi être vue comme un opérateur de comportement homogénéisé de la
sous-structure Ωs et permet de construire un problème global pertinent. Au final, en com-
binant les directions de recherche pour chaque sous-structure et les conditions d’admis-
sibilité sur les efforts et déplacements macroscopiques, on obtient un problème global en
déplacements de la forme suivante :

SMUM =
∑

s

(
Ss

M Û
s

M − F̂
s

M

)
(5.23)

2 Mise en œuvre numérique
Nous présentons dans cette section les systèmes matriciels obtenus par discrétisa-

tion des équations continues précédentes, ainsi qu’un choix possible de directions de re-
cherche.

2.1 Discrétisation et séparation micro/macro
Les champs d’interface sont interpolés sur des fonctions de forme éléments finis clas-

siques définies sur les interfaces. Ces fonctions sont notées ϕ
i
.

Les champs d’interface peuvent donc être définis par la donnée des vecteurs U et F
dont la taille correspond au nombre de degrés de liberté de l’interface :

U =
∑

i

Ui ϕi
(5.24)

F =
∑

i

Fi ϕi
(5.25)

Les champs micro sont interpolés sur les mêmes fonctions, soit :

Um =
∑

i

Umi ϕi
(5.26)

Fm =
∑

i

Fmi ϕi
(5.27)

ainsi que les vecteurs de base de l’espace macro :

eM
k =

∑
i=1

eM
k i ϕi

(5.28)
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Les champs macro, quant à eux, sont définis par leurs composantes sur chacun des
vecteurs de base eM

k , soit :

UM =

NM∑
k=1

UM k e
M
k (5.29)

FM =

NM∑
k=1

FM k e
M
k (5.30)

L’opérateur de projection macro discrétisé PM s’exprime alors :

PM = eMeM tM (5.31)

où eM rassemble les vecteurs eM
k , et où M est assimilable à une matrice de masse de

l’interface, définie par :

Mij =
〈
ϕ

i
, ϕ

j

〉
Γi

(5.32)

On en déduit les équations d’extraction des parties micro des champs d’interface :

Um = (Id− eMeM tM)U (5.33)

Fm = (Id− eMeM tM)F (5.34)

ainsi que des parties macro :

UM = eM tM U (5.35)
FM = eM tM F (5.36)

Les champs totaux s’expriment enfin :

U = Um + UMeM (5.37)
F = Fm + FMeM (5.38)

(5.39)

2.2 Etape locale par sous-structure
Après discrétisation, l’étape locale par sous-structure correspond à la résolution d’un

problème condensé sur les degrés de liberté d’interface, avec conditions aux limites mixtes.
En pratique, plutôt que de calculer explicitement le complément de Schur de l’opéra-
teur de raideur tangent Ks

T , on préfère résoudre le problème discrétisé complet par sous-
structure. On obtient alors le système d’équations linéaire suivant, posé sur les inconnues
en déplacement ûs au sein de la sous-structure Ωs :[

Ks
T ii Ks

T ib

Ks
T bi Ks

T bb + ks

] [
ûs

i

ûs
b

]
=

[
f s

i

f s
b + ks.U s − F s

]
(5.40)

150 Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008



2 Mise en œuvre numérique

où U s et F s proviennent de l’étape globale linéaire précédente, f s de l’étape de reloca-
lisation non-linéaire précédente, et où ks est l’opérateur de raideur d’interface discrétisé.
Sous condition de positivité de Ks

T et de stricte positivité ks, ce problème admet une
solution unique. Les différents problèmes sont locaux par sous-structure et peuvent être
résolus de manière indépendante, en parallèle.

Le vecteur Û s des déplacements d’interface est obtenu par restriction de ûs aux degrés
de liberté d’interface, soit :

Û s = ûs
b (5.41)

Les efforts d’interface F̂ s sont ensuite déterminés au moyen de la direction de re-
cherche :

F̂ s = F s + ks(Û s − U s) (5.42)

Le choix de l’opérateur ks peut être réalisé de la même manière que pour l’étape de
relocalisation non-linéaire, en particulier par la méthode d’assemblage de compléments
de Schur locaux présenté dans le chapitre 4. Il s’agit d’un compromis permettant d’obtenir
une bonne estimation de la raideur des sous-structures environnantes et un remplissage de
matrice le plus faible possible, afin de ne pas augmenter la largeur de bande de l’opérateur
linéaire à factoriser.

En pratique, on calcule une fois pour toute et on stocke l’opérateur d’interface ki, cor-
respondant à une interface Γi. L’opérateur de sous-structure ks est obtenu par assemblage
des opérateurs ki pour chacune des interfaces de la sous-structure Ωs.

2.3 Etape de couplage aux interfaces
L’étape de couplage aux interfaces est réalisée indépendamment sur les parties micro

et macro des champs d’interface. Nous présentons ici les problèmes obtenus à chaque
échelle.

� Couplage sur la partie micro

Les déplacements micro d’interface Um sont déterminés, pour chaque interface Γi, par
la résolution de l’équation suivante :

(k1
m + k2

m)Um =
∑
j=1,2

(
kj

mÛ
j
m − F̂ j

m

)
(5.43)

où les opérateurs kj
m sont des matrices carrées ayant pour taille le nombre de degrés de

liberté de l’interface, et représentant la rigidité « micro » des sous-structures de part et
d’autre. On choisira en pratique les mêmes directions de recherche qu’à l’étape locale,
en s’assurant au besoin que les champs obtenus font bien partie de l’espace des solutions
microscopiques par une projection sur l’espace micro :

km = PmkPt
m (5.44)
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Ces problèmes par interface sur les quantités micro sont indépendants entre eux, et
peuvent être résolus en parallèle. On détermine ensuite les efforts d’interface grâce à la
relation suivante :

F i
m = F̂ i

m + ki
m

(
Um − Û i

m

)
(5.45)

� Couplage sur la partie macro

Les déplacements macro d’interface UM sont obtenus par la résolution du problème
global suivant, provenant de la discrétisation du problème (5.23) :

SMUM =
∑

s

As
M (Ss

Mu
s
m − f s

m) (5.46)

où As
M est l’opérateur d’assemblage macro permettant d’associer les degrés de libertés

macro de chaque sous-structure aux degrés macro globaux, et où l’opérateur macro global
assemblé SM est défini par :

SM =
∑

s

As
MSs

MAs
M

t (5.47)

On obtient ensuite directement les efforts macro grâce à la relation suivante, définie
par sous-structure :

F s
M = f s

m + Ss
M (U s

M − us
M) (5.48)

Les opérateurs macro par sous-structure Ss
M sont calculés une fois pour toute en dé-

but de processus itératif. Nous avons vu plus haut qu’ils pouvaient s’écrire formellement
comme la projection des opérateurs de Schur sur l’espace macro, soit :

Ss
M = eM tM . Ss

T . MteM (5.49)

Ce sont donc des matrices carrées dont la taille est égale au produit du nombre d’in-
terfaces de la sous-structure Ωs par la dimension nM de l’espace macro.

En pratique, le calcul explicite de ce produit peut être relativement coûteux, puisque
il nécessite de calculer explicitement le complément de Schur de la structure considérée,
puis d’effectuer deux produits entre des matrices pleines de taille relativement grande
(opération de complexité enO(n2), n étant le nombre d’inconnues d’interface). Une autre
technique de calcul, moins coûteuse, consiste à construire Ss

M en résolvant une série de
problèmes par sous-structure où l’on choisit successivement comme second membre les
fonctions de base de l’espace macro, toutes les autres composantes étant prises nulles.
Le coût de cette approche est relativement faible, puisqu’il n’y a qu’un petit nombre de
fonctions macro, et qu’elle ne nécessite que d’effectuer des calculs linéaires par sous-
structure, l’opérateur de raideur ayant généralement déjà été factorisé.

152 Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008



3 Définition de bases macro pour les structures élancées

3 Définition de bases macro pour les structures élancées
L’efficacité de la stratégie multi-échelle proposée ici, tout comme celle de la méthode

LATIN micro/macro, réside dans un choix pertinent de l’espace macroscopique pour les
champs solutions. Après avoir rappelé un choix optimal dans le cas des milieux continus
classiques, nous présentons une extension au cas des structures de plaques et coques.

3.1 Rappels pour les milieux continus classiques
Le choix d’une base macroscopique adaptée à la résolution des problèmes de mé-

canique des milieux continus classiques a été assez largement étudié dans des travaux
antérieurs [Loiseau 01]. Il a été montré numériquement que, pour garantir l’extensibilité
numérique de la stratégie multi-échelle, les espaces macroscopiques doivent contenir au
minimum, pour les déplacements, les modes de corps rigide des interfaces (déplacements
et rotations) et, pour les efforts, les résultantes et moments. Ce choix est guidé par le prin-
cipe de Saint Venant, qui stipule que seuls les résultante et moment d’un champs d’effort
ont une influence sur la solution à une certaine distance de la zone d’application. La par-
tie microscopique complémentaire ne modifie que localement la solution du problème, et
n’apporte pas d’information pertinente au niveau global. Ces considérations mécaniques
donnent ainsi une pertinence particulière à la séparation d’échelle réalisée.

En pratique, on choisi généralement les fonctions affines par interface pour les dé-
placements et efforts macro. Outre les modes d’interfaces précédemment cités, l’espace
macro ainsi défini comprend des modes d’extension ou de cisaillement des interfaces qui,
même s’ils ne sont pas rigoureusement indispensables à l’extensibilité, peuvent améliorer
la convergence de la méthode.

Au final, il faut quatre fonctions de base macro pour une interface Γ en deux dimen-
sions. Une base orthonormée possible est la suivante :

{
eM
1 , e

M
2 , e

M
3 , e

M
4

}
=

{
1√

mes(Γ)
n1 ,

1√
mes(Γ)

n2 ,

1√
I3
e3 ∧GM , ((n1 ·GM)n1)

⊥
}

où GM le vecteur position ayant pour origine le centre d’inertie de Γ, I est la matrice
d’inertie de l’interface (I =

∫
Γ
GM ⊗ GMds), n1 et n2 ses deux premiers vecteurs

propres, e3 le vecteur normal au plan d’étude et I3 le moment principal de l’interface au
point G suivant la direction e3. La notation ⊥ correspond à une orthonormalisation d’un
vecteur par rapport aux vecteurs précédents, réalisée par un procédé d’orthogonalisation
de Schmidt par exemple.

Cette base est illustrée sur la figure 5.2 dans le cas d’une interface plane de géométrie
quelconque. Les deux premiers vecteurs correspondent ainsi à des déplacements suivant
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n1 et n2, le troisième vecteur correspond à une extension n1, le quatrième à une rotation
(linéarisée) selon e3.

n
1

n
2

e
3

Figure 5.2: Modes de déformation macro pour une interface 2D (déformée en lignes in-
terrompues)

Ces expressions peuvent être étendues au cas tridimensionnel, menant à une base de
9 fonctions macro par interface (trois déplacements, trois rotations, deux extensions et
un mode de cisaillement). Les divers modes d’interfaces sont illustrés sur la figure 5.3.
Ces modes macros restent cependant limités aux structures massives, et leur adaptation
est nécessaire pour traiter les problèmes de structures élancées, modélisées au moyen de
plaques et coques. Nous proposons dans les sections suivantes de telles adaptations.

3.2 Cas des plaques

Nous considérons ici la restriction du problème au cas des plaques, c’est à dire des
structures élancées planes. Contrairement aux structures massives, le champ solution
contient non seulement les déplacements suivant les trois directions de l’espace ux, uy

et uz, mais aussi les deux rotations dans le plan θx et θy.
En suivant les même considérations mécaniques que dans le cas précédent, nous pro-

posons la base macro suivante, correspondant à une approximation affine partielle des dé-
placements et rotations d’interface, chaque vecteur de base étant représenté par un couple
de vecteurs de déplacement et de rotation. La base proposée est constituée de :

– trois modes de déplacement rigide :

{
eM
1 , e

M
2 , e

M
3

}
=

{(
1√

mes(Γ)
n1, 0

)
,

(
1√

mes(Γ)
n2, 0

)
,

(
1√

mes(Γ)
n3, 0

)}
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n
1

n
2

n
3

Figure 5.3: Modes de déformation macro pour une interface 3D (déformée en lignes in-
terrompues)

– trois modes de rotation rigide :

{
eM
4 , e

M
5 , e

M
6

}
=

{(
1

2
√
I1
n1 ∧GM,

1

2
n1

)
,

(
1

2
√
I2
n2 ∧GM,

1

2
n2

)
,

(
1√
I3
n3 ∧GM, 0

)}

– un mode d’extension, correspondant à la partie linéaire du déplacement suivant n1 :{
eM
7

}
=
{

((n1 ·GM)n1, 0)⊥
}

– un mode de « vrillage » d’interface, correspondant à la partie linéaire de la rotation
suivant n1 : {

eM
8

}
=
{

((n1 ·GM)n1 ∧GM, (n1 ·GM)n1)
⊥
}
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Dans le cas d’interfaces rectilignes (n1 et GM colinéaires), certains de ces vecteurs
deviennent singuliers et nécessitent d’être redéfinis. C’est le cas pour eM

4 (I1 = 0 ) pour
lequel on choisit alors l’expression suivante :{

eM
4

}
= {(0, n1)}

On peut vérifier que cette base est dans tous les cas orthogonale pour le produit scalaire
〈., .〉 associé au travail sur les interfaces et que ses vecteurs sont normés :

∀(i, j)
〈
eM

i , e
M
j

〉
=
〈(
uM

i , θ
M
i

)
,
(
uM

j , θ
M
j

)〉
=

∫
Γ

(
uM

i u
M
j + θM

i θ
M
j

)
ds = δij (5.50)

Remarque : Les formulations théoriques classiques de plaques ne prennent pas en
compte la rotation normale dans le calcul des puissances virtuelles. Cependant, en pra-
tique, afin de pouvoir réaliser des assemblage d’éléments non-coplanaires, on introduit un
troisième degré de rotation, dit de « drilling », sans sens physique (voir Annexe C). Pour
cette raison, il ne doit pas être traité de la même façon que les autres degrés de rotation
pour l’extraction des composantes macro des champs d’interfaces, ce qui explique la dif-
férence entre eM

6 et les autres vecteurs de base macro pour la rotation (eM
4 et eM

5 ). On peut
cependant être amené à lui définir un mode macro propre, afin de propager cette infor-
mation, non-physique mais pouvant intervenir dans l’estimateur d’erreur. Sans problème
macro, la convergence des inconnues correspondantes devient en effet très lente, même
si le problème « physique », lui, converge toujours de façon optimale. Il convient alors
d’ajouter à la base macro le vecteur supplémentaire suivant :

{
eM
9

}
=

{(
0,

1√
mes(Γ)

n3

)}

A des fins d’illustration, on considère une plaque carrée, fixée sur un de ses côtés
et ayant une interface rectiligne sur le côté opposé (figure 5.4). Les solutions internes
(déplacements et rotations des noeuds de la structure) correspondant aux modes macro
d’interface définis plus haut sont représentées sur la figure 5.5.

Figure 5.4: Sous-structure et interface considérées
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Figure 5.5: Modes macroscopiques pour les plaques - illustrations des modes de défor-
mation au sein de la sous-structure, pour chacun des modes macro de dépla-
cement de l’interface
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3.3 Influence de la base macro sur la convergence de la stratégie
Le choix de la base macroscopique a une importance cruciale dans les performances

de la stratégie itérative micro/macro. En effet, l’extensibilité de la méthode est assurée
par un choix pertinent de l’espace macro, qui doit comprendre au minimum la partie des
champs d’interface ayant une influence lointaine, comme énoncé par le principe de Saint-
Venant. Cependant, un nombre trop important de fonctions de base macro peut engendrer
un coût de calcul par itération plus élevé, à cause de l’augmentation de la taille du pro-
blème global, sans pour autant augmenter la vitesse de convergence.

Afin d’illustrer l’importance de ce choix, on considère la structure présenté sur la
figure 5.6. Il s’agit d’une plaque rectangulaire, décomposée en 5 sous-structures. Elle
est encastrée à son extrémité gauche, et on lui applique un chargement arbitraire à l’autre
extrémité, de sorte que tous les modes de déformation possibles soient activés. La solution
du problème d’élasticité linéaire correspondant est représentée sur la figure 5.7.

(Ud, θd)

Figure 5.6: Plaque décomposée en 5 sous-structures

Figure 5.7: Structure déformée, solution du problème linéaire

La figure 5.8 présente l’évolution de l’erreur relative au cours des itérations de l’algo-
rithme, en fonction du nombre NM de fonctions macro retenues par interface, soit respec-
tivement : aucun mode macro (NM = 0) ; uniquement les trois déplacements (NM = 3) ;
les trois déplacement et les trois rotations (NM = 6) ; les déplacements, rotations et une
extension (NM = 7) ; les déplacements et rotations, l’extension et le mode de vrillage
(NM = 8).

158 Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008



3 Définition de bases macro pour les structures élancées

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

0 5 10 15 20 25 30

Itération

Lo
g(
er
re
ur
)

nM = 8
nM = 7
nM = 6
nM = 3
nM = 0

N
M

N
M

N
M

N
M

N
M

Figure 5.8: Evolution de l’erreur en fonction des itérations pour différents choix de bases
macro, pour 5 sous-structures

On note dans le premier cas une convergence extrêmement lente du procédé itératif.
Il n’y a en effet ici pas de problème macroscopique, seul à permettre la propagation de
l’information sur l’ensemble de la structure. Le transfert d’information de ne se fait donc
que par l’intermédiaire des problèmes microscopiques, transmettant uniquement l’infor-
mation d’une sous-structure à celles qui lui sont adjacentes.

Lorsque la taille de l’espace macroscopique augmente, on peut observer comme at-
tendu une meilleure convergence. Ainsi, si l’on choisi pour l’espace macro les trois dépla-
cements d’interface, une partie de l’information est, dès la première itération, transmise
à l’ensemble de la structure, d’où un résidu diminuant fortement dès les premières itéra-
tions. On note cependant par la suite un net ralentissement de la convergence : les rotations
d’interfaces et moments associés, non présents dans l’espace macro ne sont transmis que
de sous-structure à sous-structure.

On peut constater une bonne convergence de la stratégie dès six modes macro par in-
terface (trois translations et trois rotations). L’ajout de modes supplémentaires (extension
et vrillage) permet d’améliorer encore un peu des performances en termes d’itérations, au
prix d’un problème macro de plus grande taille. Au final, on peut remarquer qu’avec un
choix optimal pour la base macroscopique, le nombre d’itération est extrêmement faible
(inférieur à cinq), alors que la taille totale du problème macroscopique n’est que de :
ninterface ×NM = 4× 8 = 32.

La même étude a été réalisée sur une plaque décomposée en 10 sous-structures afin
d’illustrer l’extensibilité de la stratégie. Les courbes de convergence obtenues sont repré-
sentées sur la figure 5.9. On remarque que le nombre d’itérations nécessaires augmente
largement pour un nombre de fonctions macro inférieur à six. La méthode est encore en
partie mono-échelle, et n’est pas extensible. Au contraire, pour une dimension supérieure
de l’espace macro, le nombre d’itérations est stable, démontrant l’extensibilité de la stra-
tégie vis-à-vis du nombre de sous-domaines.
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Figure 5.9: Evolution de l’erreur en fonction des itérations pour différents choix de bases
macro, pour 10 sous-structures

3.4 Cas des coques

Dans le cas général, les structures élancées sont susceptibles d’occuper les trois direc-
tions de l’espace. Plus précisément, dans le cas d’une décomposition en sous-structures,
les interfaces ne sont plus rectilignes, ni même planes. Quelques exemples sont présentés
sur la Figure 5.10.

Figure 5.10: Exemples d’interfaces pour des sous-structures de coques

Il convient alors d’étendre la base macroscopique précédente pour prendre en compte
l’aspect tridimensionnel de l’interface. De la même manière, il convient de généraliser la
gestion des rotations normales aux cas où tous les éléments ne sont pas coplanaires.

3.4.1 Traitement du degré de rotation normal

Comme nous l’avons vu, le degré de rotation normal aux éléments n’est introduit
que pour des raisons de compatibilité des éléments lors de l’assemblage global, et est
associé, dans la formulation de l’élément, à une raideur artificielle non physique. Il en
résulte, à l’issu de l’étape locale par sous-structure, des valeurs de rotations non-nulles
qui ne doivent pas être traitées de la même manière que les autres degrés de rotation pour
l’extraction des parties macro.
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Dans ce but, nous proposons de modifier l’opérateur d’interface M, utilisé pour définir
le projecteur macroscopique PM et pour l’intégration du travail des champs d’interface,
de telle sorte que les termes de rotation normale ne soient plus pris en compte.

Plus précisément, lors du calcul des termes Me
ij =

〈
ϕ

i
, ϕ

j

〉
e

au sein d’un élément e
de l’interface Γ, les fonctions d’interpolation correspondant aux rotations normales sont
remplacées par la fonction identiquement nulle sur l’élément. Les termes Mij correspon-
dant sont alors nuls.

Ce choix a deux conséquences :

– les rotations normales à un élément d’interface ne rentrent plus en compte dans le
calcul du travail d’interface correspondant à cet élément : soit un champ élémen-
taire de déplacement et rotation U e = (ue, θe) dont la seule composante est une
composante de rotation normale, on a alors :

∀F e , 〈U e, F e〉e = {U e}t ·M · F e = 0

– les rotations normales à un élément d’interface n’entrent plus en compte dans le
calcul de la projection sur l’espace macro, soit pour le même vecteur U e :

U e
M = eMeM tM U e = 0

3.4.2 Proposition de modes macros génériques pour les coques

Comme dans les cas présentés précédemment et afin de garantir l’extensibilité, les
modes associés aux modes rigides d’interfaces doivent être compris dans les modes ma-
cros. On dénombre ainsi les six modes suivants, définis pour les déplacements et les rota-
tions d’interface de la même façon sur chacune des directions principales de l’interface :

– trois modes de déplacements rigide :

∀i∈{1, 2, 3} , eM
i =

(
1√

mes(Γ)
ni, 0

)

– trois modes de rotation rigide :

∀i∈{1, 2, 3} , eM
i =

(
1

2
√
Ii
ni ∧GM,

1

2
ni

)

A ces modes strictement requis pour assurer l’extensibilité, on ajoute des modes d’ex-
tension, de cisaillement ou de vrillage. Ils correspondent aux approximations linéaires des
champs aux interfaces :
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– trois modes d’extension, correspondant à la partie linéaire du déplacement suivant
ni :

∀i∈{1, 2, 3} , eM
i = ((ni ·GM)ni, 0)⊥

– trois modes de cisaillement :

∀(i, j, k)∈{(1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)} ,

eM
i =

(
1

2

(
nj ·GM

)
nk +

1

2
(nk ·GM)nj, 0

)⊥

– trois modes de vrillage, correspondant à la partie linéaire de la rotation suivant ni :

∀i∈{1, 2, 3} , eM
i = ((ni ·GM)ni ∧GM, (ni ·GM)ni)

⊥

Comme précédemment, certains modes de déformation macro peuvent devenir singu-
liers, ou très peu pertinents, pour certaines géométries d’interfaces particulières dont il
n’est pas facile de faire une liste exhaustive. On se contentera ainsi le plus souvent d’une
partie de ces modes macro non-rigides. Ceci rend pour l’instant l’approche micro/macro
difficile à mettre en œuvre dans le cas le plus général, nécessitant une certaine expertise
dans le choix de bases macros. On peut cependant envisager dans le futur d’établir une
classification des géométries d’interfaces en se basant, par exemple, sur les importances
relatives des valeurs propres de l’opérateur d’inertie.

3.4.3 Illustration

Nous illustrons dans ce paragraphe les résultats obtenus pour la résolution d’un pro-
blème linéaire d’une structure de coque. La figure 5.11 représente une structure test de
panneau courbe soumis à un chargement de traction. Les modes macroscopiques rete-
nus sont les six modes de corps rigides, associés à deux modes d’extension, un mode de
vrillage, et un mode de cisaillement. La solution en déplacement est représentée sur la
figure 5.12 et l’évolution de l’erreur au cours des itérations est tracée sur la figure 5.13.
La convergence est ici très rapide, puisq’il suffit de quelques itérations pour atteindre une
erreur relative inférieure à 10−5. Le choix proposé pour les fonctions macroscopiques
semble ainsi tout à fait adapté : il permet de traiter l’information pertinente au niveau
global de la structure.
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Figure 5.11: Structure de coque décomposée en 5 sous-structures et conditions aux limites

Figure 5.12: Structure déformée, solution du problème linéaire
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Figure 5.13: Evolution de l’erreur en fonction des itérations pour NM = 10
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4 Sur la mise en œuvre dans le cadre non-linéaire

4.1 Description
Le solveur multi-échelle proposé dans les sections précédentes est adapté à la résolu-

tion de problèmes linéaires de structures de plaques et coques. A ce titre, il est analogue
aux solveurs itératifs de type Krylov, mis en œuvre dans les méthodes de décomposition
de domaine classiques.

Ainsi, pour la résolution de structures non-linéaires, le solveur micro/macro peut être
utilisé comme solveur linéaire au sein d’un schéma de Newton extérieur, éventuellement
associé à une étape de relocalisation. Cette stratégie ne pose pas de problème d’implé-
mentation particulier. Dans un but d’optimisation du coût de calcul, on peut cependant
s’interroger sur la nécessité ou non de recalculer, pour chaque nouvel appel à la stratégie
micro/macro, l’ensemble des opérateurs de la méthode (opérateurs de recherche, projec-
teurs, etc.).

Un inconvénient majeur de cette approche est la multiplication de schémas itératifs
imbriqués, alors même que les concepts mis en œuvre sont très proches : décomposi-
tion en sous-structure, calculs locaux avec conditions aux limites mixtes, problème global
de couplage d’interface, etc.. Une deuxième solution pourrait ainsi consister à fusion-
ner les différents schémas itératifs. La nouvelle stratégie consisterait à intégrer l’étape
de relocalisation non-linéaire au sein du solveur micro/macro, au niveau des étapes lo-
cales par sous-structure. Les itérations du solveur micro/macro viendraient se substituer
aux itérations de la boucle de Newton extérieure. Dans ce cas, il convient de s’interro-
ger sur la pertinence, au cours des itérations, des directions de recherche : précédem-
ment définies à partir des opérateurs de comportement tangent, leur mise à jour pourrait
s’avérer nécessaire pour conserver les performances. Plus encore, le problème de sépa-
ration micro/macro est loin d’être trivial dans le cadre des grandes déformations. Dans
les paragraphes suivants, nous montrerons à ce sujet quelques difficultés apportées par les
non-linéarités géométriques.

4.2 Projecteurs macro et non-linéarité géométrique
La base macroscopique eM , et donc le projecteur PM , s’expriment directement à partir

de la géométrie de l’interface considérée. Or, dans le cas de problèmes non-linéaires géo-
métriques, cette géométrie est susceptible d’évoluer avec le chargement. Les projecteurs
deviennent alors dépendants des déplacements et déformations des interfaces, et l’extrac-
tion des composantes macroscopiques devient un problème non-linéaire.

La figure 5.14 illustre cette problématique pour une plaque soumise à un chargement
extrémal Fd d’efforts nodaux selon la direction normale à la structure. Ce chargement est
réparti le long de l’interface selon une fonction sinusoïdale le long de l’interface, définie
de sorte que ses composantes sur l’espace macroscopique initial soient nulles (chargement
à torseur nul) :

PM0.Fd = 0 (5.51)
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Selon le principe de Saint-Venant, un tel chargement n’a, dans le cadre linéaire, qu’une
influence localisée autour de la zone d’introduction de l’effort. Ceci se vérifie sur la
solution de gauche, correspondant à la solution du problème linéarisé pour la structure
considérée. Les déformation induites sont localisées à proximité de la zone d’application
d’effort.

Si on réalise dans un second temps une analyse non-linéaire en grands déplacements
(solution de droite), on constate que, du fait du changement de géométrie de l’interface,
le même chargement nodal induit cette fois-ci une flexion globale de la structure. L’effort
imposé a maintenant une composante macro non-nulle :

PMt.Fd 6= 0 (5.52)

0,000

0,608

0,304

0,456

0,152

Norme Déplacement

Solution linéaire Solution non-linéaire

Figure 5.14: Illustration de l’influence des hypothèses de résolution (linéaire ou non) sur
la solution lointaine pour un chargement à torseur nul sur la géométrie initiale

L’utilisation des projecteurs initiaux, calculés à partir de la configuration de réfé-
rence, ne permet donc pas d’extraire l’information pertinente au niveau global dans le
cadre de grands déplacements / grandes rotations. Cette information, pourtant importante
à l’échelle de la structure, n’est plus alors transmise que par les problèmes d’interface.
La convergence de l’algorithme peut en être sévèrement affectée, la méthode perdant ses
propriétés d’extensibilité.

Afin de conserver un taux de convergence correct, il semble donc nécessaire, dans le
cas des structures avec non-linéarités géométriques, de mettre à jour périodiquement les
opérateurs de projection. Cette procédure peut cependant engendrer des coûts supplémen-
taires importants. Il parait cependant réaliste de considérer que, sous certaines conditions,
cette mise à jour ne soit pas nécessaire, ou bien puisse être réalisée de façon approximée.
Nous pensons en particulier au cas des interfaces peu déformées, pour lesquelles la mise
à jour peut être omise, ou bien au cas des interfaces ayant subi une transformation rigidi-
fiante, pour lesquelles la mise à jour des projecteurs et bases macro devrait être réalisable
à moindre coût. Ce traitement optimisé du calcul des opérateurs d’interface nécessite de
définir des indicateurs de leur déformation, ou de l’influence de cette déformation sur
l’espace macro, ainsi que des extracteurs des mouvements de corps rigides associés. Un
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approche reprenant les principes de décomposition de la transformation qui ont été intro-
duits pour la formulation corotationnelle présentée dans le premier chapitre pourrait être
envisageable. Par manque de temps, ces développement n’ont pu être mis en œuvre.

Remarque : Dans le cas de non-linéarités des comportements des matériaux, en pe-
tits déplacements, on considère en général que les modifications de géométrie sont négli-
geables. Les projecteurs sont ainsi constants et peuvent ainsi être calculés une fois pour
toute. La stratégie micro/macro est alors être bien plus simple à mettre en œuvre et plus
efficace. Elle a d’ailleurs fait l’objet de travaux pour des comportements visco-élastiques
ou endommageables [Ladevèze 03, Violeau 07].

4.3 Sur la mise à jour des directions de recherche
Les directions de recherche ks pour l’étape locale par sous-structure, ou ki

m pour la
partie micro de l’étape de couplage aux interfaces, sont calculées à partir d’approxima-
tions de la raideur des sous-structures environnantes. Une évaluation précise n’étant pas
requise, leur mise à jour n’est a priori pas nécessaire. Ceci est cependant à modérer dans
le cas de grandes rotations des interface considérées : du fait de l’importante anisotropie
des structures élancées, les raideurs en membrane et en cisaillement peuvent avoir plu-
sieurs ordres de grandeur d’écart. Une rotation de 90˚ par exemple, permutant ces deux
caractéristiques, peut ainsi avoir une importance non négligeable sur la pertinence des di-
rections de recherche. Il paraît donc judicieux de mettre à jour ces opérateurs dans le cas
de grandes rotations d’interface.

A l’inverse, les opérateurs Ss
M associés à la partie macro de l’étape de couplage aux

interfaces ont un sens physique très précis, puisqu’ils permettent de définir un problème
global représentant le comportement macroscopique tangent de la structure. Ils sont ainsi
obtenus par projection sur l’espace macro des opérateurs de Schur tangents Ss et peuvent
être amenés à évoluer dans deux cas :

– une modification de l’opérateur de raideur tangente Ks de la sous-structure : c’est
en particulier le cas lorsqu’un flambage local apparaît, provoquant, en général, une
chute de raideur,

– une évolution des projecteurs macro Ps
M , due à une déformation de l’interface.

Ici encore, des estimateurs de l’impact de ces modifications sur les performances de
la méthode restent à définir, la mise à jour systématique de l’ensemble de ces opérateurs
n’étant pas concevable dans le cas d’un schéma itératif unique.

5 Bilan du chapitre
Nous avons présenté, dans ce chapitre terminal, une stratégie multiéchelle de résolu-

tion des structures de plaques et coques s’appuyant sur une séparation des champs d’inter-
face en parties micro et macro. Un espace macroscopique adapté aux structures élancées
a été proposé, prenant en compte les spécificités des éléments structuraux classiques. La
stratégie a été mise en œuvre sur des exemples de panneaux et coques courbées, et montre
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des résultats encourageants. Ces approches, en définissant un problème global pertinent,
permettent une résolution en un nombre limité d’itérations et une bonne extensibilité pour
les problèmes hétérogènes.

Des possibilités d’extension au cas non-linéaire ont été proposées et les principales
difficultés associées ont été présentées. Des travaux restent cependant à mener quant à
la robustesse, la généricité et la mise en œuvre pratique de telles approches pour des
structures industrielles.
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Conclusions et
Perspectives

Les travaux réalisés dans le cadre de cette thèse, et rassemblés dans ce rapport, ont visé
à apporter des réponses à la problématique du calcul de grandes structures non-linéaires,
dans un contexte de montée en puissance des simulations numériques dans les processus
de développement et de certification aéronautiques.

La première partie du rapport s’est concentrée sur la présentation de la problématique
et des méthodes numériques associées. Dans un premier chapitre, nous avons ainsi rap-
pelé les bases de la modélisation des structures élancées, les non-linéarités associées ainsi
que les méthodes classiques de résolution non-linéaire. Un second chapitre a été consa-
cré aux méthodes numériques plus avancées : les méthodes multiéchelles, adaptées aux
problèmes possédant plusieurs échelles caractéristiques, et les méthodes de décomposi-
tion de domaine, dédiées au calcul parallèle de grandes structures. Ces stratégies de calcul
avancées ont aujourd’hui une certaine maturité et commencent à apparaître dans les codes
de calcul commerciaux. Elles présentent cependant de gros inconvénients pour leur ap-
plication aux cas envisagés. En effet, si ces techniques sont particulièrement adaptées à
la résolution de problèmes linéaires, leur adaptation efficace aux cas non-linéaires reste
un champ d’étude ouvert, en particulier pour les structures possédant des non-linéarités
non-équitablement réparties.

Dans la seconde partie, nous avons présenté le cœur de notre travail. En partant des
problèmes rencontrés par les approches classiques, nous avons cherché à mieux organi-
ser les différents schémas de résolution, en prenant mieux en compte les phénomènes
non-linéaires survenant aux différentes échelles. Nous avons ainsi introduit le principe
de relocalisation non-linéaire, associé aux méthodes de décomposition de domaine clas-
siques. Dans une première version, nous avons proposé d’insérer au sein des stratégies
Newton-Krylov-Schur une étape de résolution non-linéaire par sous-structure, à dépla-
cements d’interface imposés. Une seconde version a étendu ce principe à des conditions
aux limites mixtes, plus générales. Les résultats obtenus sur des structures de treillis de
poutres avec flambage local ont démontré l’apport de ces stratégies de résolution pour les
problèmes avec non-linéarités locales, grâce au découplage des schémas de résolution par
sous-structure. Nous avons par la suite décrit l’extension de la stratégie numérique pour la
résolution de problèmes tridimensionnels de plaques. Pour finir, le dernier chapitre, plus
prospectif, a ouvert la voie vers une famille de solveurs multi-échelles pour la résolution

Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008 169



Conclusions et Perspectives

des grandes structures hétérogènes de plaques et coques. En s’appuyant sur une décompo-
sition micro/macro pertinente des champs d’interface et une stratégie d’homogénéisation
numérique des comportements par sous-structure, une stratégie de résolution itérative a
été présentée et mise en œuvre dans le cas linéaire. L’application à la résolution de pro-
blèmes non-linéaire a fait l’objet d’une section qui a présenté les possibilités d’application
ainsi que les challenges restant encore à relever.

Les résultats présentés dans ce document ont permis d’ouvrir des perspectives d’ap-
plication intéressantes pour le calcul de grandes structures non-linéaires. En réduisant le
nombre de calculs à l’échelle globale et, par là-même, la quantité d’informations échan-
gées entre les solveurs associés aux différentes sous-structures, les méthodes proposées
apportent une réponse pertinente à la distribution des calculs non-linéaires, que ce soit
pour le calcul du flambage local de structures élancées, ou pour tout autre problème ayant
des non-linéarités localisées (soudage de grandes structures, propagation de fissure, en-
dommagement, etc.).

Les perspectives de recherche sont par ailleurs très nombreuses. Une première voie
d’exploration, entrouverte en fin de thèse, concerne l’intégration de la stratégie de relo-
calisation non-linéaire au sein des itérations du solveur global micro/macro. Si, comme
nous l’avons précisé, une telle stratégie reste délicate à mettre en œuvre dans le cas d’inter-
faces déformables, un premier développement dans le cas de non-linéarités des matériaux
sous l’hypothèse des petites perturbations semble tout à fait envisageable. Par ailleurs,
l’introduction d’un problème global non-linéaire, capable de prendre en compte les non-
linéarités à l’échelle de la structure (grands déplacements et rotations), pourrait aussi lar-
gement améliorer les performances de la stratégie dans le cas des structures fortement
élancées. Une approche corotationnelle à l’échelle des sous-structures, et non plus des
éléments, nous paraît être une piste intéressante. On peut aussi envisager, dans le but de
donner encore plus de souplesse dans l’utilisation de la méthode, l’extension de la straté-
gie aux cas de maillages incompatibles aux interfaces, ou encore aux interfaces de contact.
Enfin, concernant les performances numériques, nous avons déjà souligné l’importance de
la mise en oeuvre de la méthode dans un environnement permettant une répartition des
coûts de calcul. Une autre piste intéressante semble être celle des techniques d’accéléra-
tion des résolutions non-linéaires locales, basées sur la construction de bases de solutions
adaptées (bases de Krylov, bases modales, Proper Orthogonal Decomposition, etc.) et sur
les techniques d’approximation radiale en temps et espace.

Pour conclure, les travaux réalisés dans le cadre de cette thèse ont débouché sur la
présentation de quelques voies pour l’amélioration des stratégies de calcul adaptées aux
grandes structures non-linéaires. Ils ont ouvert de nombreuses perspectives d’application
dans ce domaine ainsi qu’un grand nombre de perspectives de recherche. Nous en avons
cité ici quelques unes pour lesquelles nous envisageons de poursuivre nos efforts. Les tra-
vaux à réaliser dans le domaine restent très nombreux mais nous paraissent très promet-
teurs. Les progrès qui en découleront pour le calcul de structures nous rapprocheront un
peu plus, dans les années à venir, de la simulation de structures complexes, non-linéaires
et de très grande taille.
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ANNEXEA Modèle et Elément de
poutre de
Navier-Bernoulli

Nous présentons dans cette annexe le modèle de poutre de Navier-Bernoulli et l’élé-
ment de poutre correspondant, sous l’hypothèse de petites perturbations. Nous nous limi-
tons ici au cas bi-dimensionnel d’une poutre évoluant dans le plan (O,X, Y ).

L’élément obtenu est utilisé dans ces travaux pour la simulation de treillis de poutres
en grands déplacements, au moyen d’une formulation corotationnelle (voir chapitre 1)
permettant la réutilisation des opérateurs élémentaires linéaires.

1 Modèle de poutre de Navier-Bernoulli

Les hypothèses cinématiques retenues pour le modèle de poutre de Navier-Bernoulli
sont les suivantes :

– les sections droites de la poutre restent planes et indéformables dans leur plan,
– les sections restent orthogonales à la ligne moyenne.

Elle sont particulièrement adaptées aux poutres très élancées.

X

Y

O

A

B

Figure A.1: Illustration d’un mode de déformation du modèle de Navier-Bernoulli

Ces hypothèses permettent de réduire les champs inconnus du problème aux compo-
santes ux et uy du déplacement de la ligne moyenne. En effet la rotation θz de la section
est alors directement liée au déplacement de la ligne directrice (Figure A.1). Dans le cas
des petites perturbation, cette relation s’exprime ainsi :
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A Modèle et Elément de poutre de Navier-Bernoulli

θz =
∂uy

∂x
(A.1)

L’ensemble V des vitesses virtuelles admissibles vis-à-vis de ces hypothèses cinéma-
tiques est :

V =
{
Û ,∃(û, θ̂z) : (A,B) → <2 ×<, Û(x) = û(x)− yθ̂z(x)X,∀x = (x, y)

}
(A.2)

L’expression de la puissance des efforts intérieurs peut alors s’écrire sous la forme :

Pi(Û) = −
∫ B

A

[
N .
dûx

dx
+M .

d2ûy

dx2

]
dx (A.3)

où N est l’effort normal dans l’élément de poutre, et M le moment fléchissant, définis
par :

N(x) =

∫
S(x)

σxxdS , M(x) = −
∫

S(x)

yσxxdS (A.4)

Enfin, les lois de comportement généralisées s’expriment ainsi :

N(x) = E(x).S(x).
∂ux

∂x
(A.5)

M(x) = E(x).I
∂2uy

∂x2
(A.6)

où E est le module d’Young (éventuellement variable selon x, mais constant dans la
section), S l’aire de la section considérée et I le moment d’inertie géométrique de la
section par rapport à l’axe Z :

I =

∫
S

y2dS (A.7)

2 Discrétisation et fonctions d’interpolations
On considère un élément fini de poutre de longueur Le illustré sur la figure A.2. Sa

géométrie s’appuie sur la ligne moyenne de la structure de poutre considérée.

1 2
X

Y
Le

uy1
ux1

uy2
ux2

Figure A.2: Element fini de poutre à deux nœuds
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3 Matrice de raideur élastique

Le premier terme dans l’expression (A.3) correspond au travail des efforts de traction
dans un mouvement virtuel d’extension/compression. Ce dernier ne faisant intervenir que
des dérivées premières, le champ des déplacements axiaux ux peut être interpolé linéaire-
ment :

ux(x) = (1− η)ux1 + ηux2 (A.8)

où on a posé η = x/Le.
Par ailleurs, du fait de la présence de dérivées secondes dans le terme de flexion et

afin de permettre la continuité entre deux éléments du déplacement uy et de sa dérivé
θz = ∂uy/∂x, on choisit pour l’interpolation des déplacements uy le polynôme de degré
3 suivant :

uy(x) = (1− 3η2 + 2η3)uy1 + (η − 2η2 + η3) Le θz1

+ (3η2 − 2η3)uy2 + (−η2 + η3) Le θz2 (A.9)

L’ensemble de ces équations peut alors se mettre sous la forme :[
ux

uy

]
= N(x).q (A.10)

où q est le vecteur rassemblant les 6 degrés de liberté de l’élémént :

qt = [ux1 uy1 θz1 ux2 uy2 θz2] (A.11)

3 Matrice de raideur élastique
Les déformations généralisées de l’élément de poutre s’écrivent, pour les déforma-

tions axiales :

εxx =
ux2 − ux1

l
(A.12)

et pour les déformations de flexion :

∂θz/∂x =
∂2uy

∂x2
(A.13)

= (6− 12η)
uy2 − uy1

L2
e

+ (6η − 4)
θz1

Le

+ (6η − 2)
θz2

Le

(A.14)

soit encore :

ε(η) =

[
εxx

∂θz/∂x

]
= B(η).q (A.15)

On obtient alors la matrice de raideur élastique par substitution de ces relations dans
(A.3) :

Ke =

∫ 1

0

Bt(η).A.B(η) Le dη (A.16)
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où A est la matrice de comportement généralisé suivante :

A =

[
ES 0
0 EI

]
(A.17)

L’expression (A.16) peut être intégré analytiquement pour obtenir finalement la ma-
trice de raideur élémentaire Ke :

Ke =



ES
Le

0 0 −ES
Le

0 0

0 12EI
L3

e
−6EI

L2
e

0 −12EI
L3

e
−6EI

L2
e

0 −6EI
L2

e

4EI
Le

0 6EI
L2

e

2EI
Le

−ES
Le

0 0 ES
Le

0 0

0 −12EI
L3

e

6EI
L2

e
0 12EI

L3
e

6EI
L2

e

0 −6EI
L2

e

2EI
Le

0 6EI
L2

e

4EI
Le


(A.18)

4 Efforts intérieurs
Les efforts généralisés de résultante et de moment dans l’élément de poutre s’ob-

tiennent à partir des déformations généralisées ε :

Σ =

[
N
Mz

]
= A.ε (A.19)

Pour un état de contraintes donné, les efforts internes nodaux (résultante et moment)
sont donc :

Felem = −
∫ 1

0

Bt(η).Σ Le dη (A.20)

= −[−N Mz2 −Mz1

Le

−M1z N
Mz1 −Mz2

Le

M2z]
t (A.21)
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ANNEXEB Formulation
corotationnelle pour les
éléments de poutres

Nous présentons dans cette annexe la mise en œuvre détaillée de la formulation coro-
tationnelle, présentée dans [Felippa 05] et dans le chapitre 1, pour un élément de poutre à
deux nœuds évoluant dans le plan (0, X, Y ), tel que décrit dans l’annexe A. En particulier,
nous présentons les différents opérateurs nécessaires au calcul des efforts et opérateurs
tangents. Les inconnues nodales sont les déplacements ux et uy, ainsi que la rotation θ.

1 Choix du repère corotationnel

Nous considérons un élément de poutre à deux nœuds réprésenté par le segment (1, 2)
dans sa configuration initiale. Dans la configuration finale, les nœuds 1 et 2 deviennent
respectivement 1t et 2t, et l’élément se déforme, comme illustré sur la figure B.1.

On associe à l’élément dans sa configuration initiale un repère R0, ayant comme base
orthonormée directe (X0, Y 0), et comme origine le centre de gravité de l’élément G0. La
base (X0, Y 0) est choisie de sorte que X0 soit colinéaire au vecteur liant les nœuds 1 et
2.

Repère 
corotationnel 

Configuration
actuelle

Configuration
de référence

1
2

1
t

2
t

X

Y

O

X
0

Y
0

G
0

X
R

Y
R

G
R

Figure B.1: Illustration des configurations et repères
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De la même manière, on définit le repère corotationnel RR par la donnée d’une base
orthonormée directe (XR, Y R), XR colinéaire à

(
~1t2t

)
, et d’une origine GR située au

milieu du segment [1t2t].

2 Extraction des déplacements et rotations déformantes

La première étape pour la mise en œuvre de la formulation corotationnelle est de déter-
miner la composante « déformante » des déplacements et rotations entre la configuration
de référence et la configuration finale.

En deux dimensions, la base orthonormée directe de chacun des repères élémentaires
est définie par l’angle θ qu’elle forme avec la base (X, Y ) du repère global. On obtient
les angles θ0 et θR correspondant respectivement aux bases des repères de référence et
corotationnel grâce aux équations suivantes :

θ0 = arctan

(
y2 − y1

x2 − x1

)
(B.1)

θR = arctan

(
y2t − y1t

x1t − x1t

)
(B.2)

où x et y sont les abscisses et ordonnées des œuds en indice.

Par la suite, on rassemble dans les vecteurs R0 et Rt les coordonnées des nœuds de
l’éléments ainsi que la rotation associée, respectivement dans les configurations de réfé-
rence et finale, exprimées dans le repère global :

R0 =


x1

y1

0
x2

y2

0

 , Rt =


x1t

y1t

θ1t

x2t

y2t

θ2t

 (B.3)

L’étape suivante consiste à exprimer les coordonnées nodales dans les repères élémen-
taires, grâce aux relations suivantes :

R̃0 = T0.Pu.R0 (B.4)
R̃t = T.Pu.Rt (B.5)

où Pu est un projecteur permettant d’exprimer les coordonnées par rapport au point G de
l’élément :
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3 Opérateurs corotationnels

Pu =


0.5 0 0 −0.5 0 0
0 0.5 0 0 −0.5 0
0 0 0 0 0 0

−0.5 0 0 0.5 0 0
0 −0.5 0 0 0.5 0
0 0 0 0 0 0

 (B.6)

et où T0 et T sont les opérateurs de changement de bases définis par :

Tt =


cos(θR) −sin(θR) 0 0 0 0
sin(θR) cos(θR) 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(θR) −sin(θR) 0
0 0 0 sin(θR) cos(θR) 0
0 0 0 0 0 1

 (B.7)

T0
t =


cos(θ0) −sin(θ0) 0 0 0 0
sin(−θ0) cos(θ0) 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(θ0) −sin(θ0) 0
0 0 0 sin(θ0) cos(θ0) 0
0 0 0 0 0 1

 (B.8)

Les déplacements déformants ũd correspondent à la variation de position des nœuds
exprimés dans les repères élémentaires, soit :

ũd = R̃t − R̃0 (B.9)

Les rotations déformantes θd sont obtenues en soustrayant la rotation de corps rigide
correspondant au passage de R0 à RR :

θd1 = θ1 − (θR − θ0) (B.10)
θd2 = θ2 − (θR − θ0) (B.11)

puis sont insérés dans le vecteur ũd.

3 Opérateurs corotationnels
L’expression de l’opérateur tangent dans le repère globale passe par la définition pré-

liminaire de quelques opérateurs particuliers à la formulation corotationnelle, que nous
précisons ici dans le cas de l’élément de poutre à 2 noeuds. Il est important de noter que
ces opérateurs dépendent uniquement de la topologie de l’élément, mais pas du modèle
continu ou de l’interpolation retenue. Ces opérateurs sont :
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– la matrice Pu de projection en déplacement : cet opérateur de dimension 6× 6, déjà
introduit plus haut, permet d’extraire la partie déformante des déplacements.

– la matrice S de « bras de levier » par rapport au centre de l’élément : cette matrice
ce réduit dans le cas 2D pour l’élément considéré au vecteur suivant :

S =

[
0 − 1

2
Lt 1 0

1

2
Lt 1

]t

(B.12)

où Lt est la longueur de l’élément déformé.

– la matrice G de « correction de spin » : cette matrice relie les variations de spin de
l’élément, c’est-à-dire sa rotation instantanée par rapport à son centre de gravité,
aux variations des degrés de liberté nodaux. Elle se réduit, dans le cas 2D et pour
l’élément considéré, au vecteur suivant :

G = [0 − Lt 0 0 Lt 0]t (B.13)

Contrairement à S, l’opérateur G dépend non seulement de la géométrie de l’élé-
ment, mais aussi du choix fait pour déterminer le repère corotationnel.

– la matrice H, reliant les variations du vecteur des rotations θd dans le repère coro-
tationnel aux variations du vecteur de spin ωd. Dans le cas bidimensionnel, il n’y a
pas lieu de distinguer rotation et spin, et H = I.

– la matrice Pθ de projection en rotation :

Pθ = SG (B.14)

– la matrice de projection complète P = Pu − Pθ.

Remarque : Tous les opérateurs sont relativement simples pour l’élément de poutre
en deux dimension. Leur expression dans le cas général en trois dimension devient ce-
pendant beaucoup plus complexe, en particulier dans la gestion des rotations selon les
trois axes, qui ne forment pas un groupe commutatif et nécessitent une attention particu-
lière. La procédure de génération automatique de code décrite dans le chapitre 4 permet
cependant de s’affranchir de l’écriture de ces opérateurs..

4 Efforts internes
Le calcul des efforts internes est réalisé selon la dernière approximation présentée au

chapitre 1 :

Felem = Tt.Pt.K̃e.ũd (B.15)
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5 Opérateur de raideur tangent dans le repère global

où K̃e est l’opérateur de raideur élémentaire en petites déformations, exprimé dans le
repère corotationnel :

K̃e =



ES
Le

0 0 −ES
Le

0 0

0 12EI
L3

e
−6EI

L2
e

0 −12EI
L3

e
−6EI

L2
e

0 −6EI
L2

e

4EI
Le

0 6EI
L2

e

2EI
Le

−ES
Le

0 0 ES
Le

0 0

0 −12EI
L3

e

6EI
L2

e
0 12EI

L3
e

6EI
L2

e

0 −6EI
L2

e

2EI
Le

0 6EI
L2

e

4EI
Le


(B.16)

5 Opérateur de raideur tangent dans le repère global
En reprenant les résultats du chapitre 1, l’opérateur de raideur tangent, exprimé dans

le repère global, est obtenu par la relation suivante :

Ke = Tt.(Pt.K̃e.H.P− Fnm.G−Gt.F t
n.P).T (B.17)

où les opérateurs T, P, H, et G ont été explicité plus haut.
Dans le cas des éléments de poutre à deux nœuds, les vecteurs Fnm et Fn, liés à l’état

de contrainte dans l’élément, sont définis par :

Fn = Fnm = Spin.Pt.K̃e.ũd (B.18)

avec :

Spin =


0 1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0

 (B.19)

.
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ANNEXEC Modélisation des
plaques

Nous présentons dans cette annexe le modèle de plaque de Reissner-Mindlin, associé
à un modèle de membrane pour le comportement dans le plan. Ces modèles sont utilisés
pour la simulation des structures aéronautiques présentées dans le chapitre 4. Nous nous
limitons dans cette annexe à la description des modèles sous l’hypothèse des petites per-
turbations. Par la suite, il sera associé à une formulation corotationnelle pour la gestion
des non-linéarités géométriques (grands déplacements et grandes rotations). Enfin, nous
ne présentons pas ici les opérateurs discrétisés, qui sont obtenus de façon automatique au
moyen de la procédure de calcul symbolique présentée dans le chapitre 4.

1 Cinématique de plaque

On considère une plaque, c’est-à-dire une structure élancée plane, d’épaisseur h petite
devant les autres dimensions. Sa cinématique est décrite, en chaque point de sa surface
moyenne, par les déplacements ux, uy et uz selon les trois axes, ainsi que par les rotations
θx et θy (voir figure C.1).

Géométrie initiale (plane) Géométrie déformée
X

Y

Z
θxθy

0,
49
cm

h

Figure C.1: Illustration de la cinématique des plaques

On néglige par ailleurs les variations d’épaisseurs, et on considère que les segments
traversant la structure initalements orthogonaux à la surface moyenne restent rectiligne
après déformation. Contrairement aux hypothèses faites pour les poutres de Navier-Bernoulli
(ou les plaques de Kirchhoff), nous n’imposons pas de relation a priori entre rotation
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C Modélisation des plaques

et dérivées du déplacement uz. Cette cinématique, autorisant les modes de cisaillement
transverse, est particulièrement adaptée aux plaques relativement épaisses.

On peut différentier plusieurs modes de déformation :

– les déformations de membrane γ, associées aux déplacements dans le plan :

γ =
1

2

[
∇u

(X,Y )
+
(
∇u

(X,Y )

)t
]

(C.1)

où u(X,Y ) est le vecteur des déplacements dans le plan (X, Y ) :

u(X,Y ) =

[
ux

uy

]

– les déformations de flexion χ, associées aux rotations de la structure :

χ =
1

2

[
∇β +

(
∇β
)t
]

(C.2)

où β est le vecteur des rotations défini par :

β =

[
βx

βy

]
=

[
θy

−θx

]

– les déformations de cisaillement τ , associées à la non-vérification des hypothèses
de Kirchhoff ( βx = ∂uz/∂x , etc.) :

τ = ∇uz + β (C.3)

Ces différentes mesures de déformations peuvent aussi s’écrire sous la notation vec-
torielle suivante :

γ =



∂ux

∂x

∂uy

∂y

∂ux

∂y
+
∂uy

∂x


, χ =



∂βx

∂x

∂βy

∂y

∂βx

∂y
+
∂βy

∂x


, τ =


∂uz

∂x
+ βx

∂uz

∂y
+ βy


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2 Puissances des Efforts Intérieurs

2 Puissances des Efforts Intérieurs
A partir de la cinématique précédemment décrite, on peut écrire l’expression de la

puissance des efforts intérieurs dans un mouvement virtuel (û, θ̂) :

Pi =

∫
Ω

[
N t.γ(û) +M t.χ(θ̂) +T t.τ(û, θ̂)

]
dV (C.4)

où les vecteurs N , M , T sont les flux d’efforts et de moments généralisés définis à partir
du tenseur des contraintes σ défini sur la géométrie tridimensionnelle, soit :

– les flux d’efforts dans le plan, associés au modèle de membrane :

N =

 Nxx

Nyy

Nxy

 =


∫ h/2

−h/2
σxx dz∫ h/2

−h/2
σyy dz∫ h/2

−h/2
σxy dz

 (C.5)

– les flux de moments, associés au modèle de plaque :

M =

 Mxx

Myy

Mxy

 =


∫ h/2

−h/2
z σxx dz∫ h/2

−h/2
z σyy dz∫ h/2

−h/2
z σxy dz

 (C.6)

– les flux d’efforts tranchants, associés au cisaillement transverse dans le modèle de
plaque :

T =

[
Txz

Tyz

]
=

[ ∫ h/2

−h/2
σxzdz∫ h/2

−h/2
σyz dz

]
(C.7)

3 Lois de comportement généralisées
On considère ici le cas d’un matériau constitutif élastique isotrope. A partir de ses

propriétés - le module d’YoungE et le coefficient de Poisson ν - , des hypothèses cinéma-
tiques, de l’expression des flux d’efforts et moments généralisés ainsi que des puissances
virtuelles des efforts intérieurs, on obtient les lois de comportement élastiques générali-
sées pour le modèle de poutre considéré, à travers les matrices Km, Kf et Kt suivantes,
associées respectivement aux modes de déformations de membrane, de flexion et de ci-
saillement transverse :

Km =
E.h

1− ν2

 1 ν 0
ν 1 0
0 0 (1− ν)/2

 (C.8)

Kf =
E.h3

12(1− ν2)

 1 ν 0
ν 1 0
0 0 (1− ν)/2

 (C.9)

Thèse de doctorat - Ph. Cresta - 2008 203



C Modélisation des plaques

Kt =

[
κEh(2 + 2ν) 0

0 κEh(2 + 2ν)

]
(C.10)

où κ est un facteur de correction permettant de prendre en compte la différence entre le
champ de déplacement réel et la cinématique retenue dans ce modèle. En statique, une
valeur couramment admise est κ = 5

6
.

Ces différents opérateurs permettent de relier facilement les déformations et les flux
généralisés, exprimés sous la notation vectorielle :

N = Kmγ , M = Kfχ , T = Ktτ (C.11)

4 Prise en compte des rotations normales
Les rotations θz n’entrent pas en compte dans les modèles classiques de membranes

ou de plaques, et en particulier dans ceux présentés ici. Dans le cas général, il convient
cependant d’introduire un champ de rotation normale, afin de permettre l’assemblage de
modèles de plaques non-coplanaires. C’est le cas par exemple pour le modélisation de
surfaces incurvées au moyen d’éléments plans de plaques.

X

Y

O
Z

θz

Figure C.2: Mode de vrillage dans une plaque

Il est ainsi envisageable d’introduire une cinématique de membrane particulière pre-
nant en compte des modes de déformation physiques de vrillage dans le plan (voir figure
C.2). Ces modèles ont mené au développement de divers éléments finis avec vrillage,
ou « drilling » [Allman 84, Bergan 85, Felippa 92, Felippa 03]. Il est cependant plus
courant d’introduire un mode de déformation artificiel, sans réel sens physique. On l’as-
socie, dans le calcul des puissances virtuelles, à une raideur suffisamment petite pour ne
pas perturber les résultats, mais strictement positive afin que l’opérateur obtenu soit bien
défini.

Dans les travaux présentés ici, la déformation de vrillage retenue s’exprime ainsi :
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4 Prise en compte des rotations normales

δ(θz) =


∂θz

∂x

∂θz

∂y

 (C.12)

et on note Kdrill l’opérateur de raideur associé :

Kdrill =

[
kdrill 0

0 kdrill

]
(C.13)

Au final, la puissance des efforts virtuels s’écrit, sous sa forme complète :

Pi(u, θ, û, θ̂) =

∫
Ω

[
γ(u)t.Km.γ(û) + χ(θ)t.K.χ(θ̂)

+τ(u, θ)t.Kt.τ(û, θ̂) + δ(θz)
t.Kdrill.δ(θ̂z)

]
dV (C.14)
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