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Résumé :

Le nombre de degrés de liberté a controler dans un systéme d’optique adaptative
(OA) passe de quelques centaines pour les grands télescopes actuels a plusieurs mil-
liers prévus sur les futurs télescopes de 30 & 100 meétres de diameétre. La méthode de
commande de cette OA doit étre repensée a la fois pour étre en adéquation avec les
nouveaux critéres de performance et pour pouvoir estimer un si grand nombre de para-
meétres en temps réel. Je montre d’abord qu’il est possible d’améliorer I'estimation de
la déformation de la surface d’onde, d'un facteur 2 sur la variance de ’erreur, en tenant
compte de connaissances a prior: sur la statistique de la turbulence atmosphérique
et ce, tout en utilisant un algorithme rapide adapté aux grands systémes. Ensuite,
I’optimisation d'un critére en boucle fermée me conduit & une commande optimale
par modéle interne, applicable en temps réel sur un télescope hectométrique grace a
I’algorithme rapide cité précédemment. La robustesse de cette nouvelle méthode de
commande a enfin été éprouvée sur un simulateur complet d’OA et ses performances
ont été comparées & d’autres approches.

Abstract :

The number of degrees of freedom to be controlled in an Adaptive Optics (AO)
system is evolving from a few hundreds on the current telescopes to several thousands
foreseen on the coming extremely large telescopes with diameters of order 30 to 100
meters. The control strategies should be adapted both to comply with the new perfor-
mance criteria and to enable real-time estimation of such a large number of parameters.
First, I demonstrate the quantitative improvement of the estimation, a factor of 2 on
error variance, available when inserting priors about turbulence statistics, even with a
fast algorithm designed for large systems. Next, the optimisation of a closed-loop cri-
terion leads to an optimal law with an internal model control, which can be applied in
real time thanks to the same fast algorithm. The robustness of this new control method
is finally checked on an end-to-end AO simulator and the performance is compared to
other approaches.



11 fallait étre Newton pour s’apercevoir que la Lune tombe
quand tout le monde voit bien qu’elle ne tombe pas.

Mélange,
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Introduction

Les astronomes scrutent de plus en plus loin dans I'univers pour trouver des traces
et des explications de sa formation et de son évolution. Pour continuer a progresser
dans cette recherche, ils visent des objets scientifiques de plus en plus difficiles d’acces,
parce que souvent tres éloignés, ou du moins peu brillants vus de notre Terre. Ils
souhaitent également avoir accés & des détails de plus en plus petits, ce qui sur le ciel
revient & obtenir une résolution angulaire toujours plus fine. Ces deux améliorations
sont liées & un méme parameétre de conception du télescope : son diamétre. En effet, pour
accéder a des objets dont le rayonnement devient trés faible il faut augmenter la surface
collectrice de photons. Celle-ci croit proportionnellement au carré du diamétre du miroir
primaire du télescope. Par ailleurs, la résolution angulaire théorique d’un télescope est
également directement fonction du diamétre de cette pupille. C’est ce qui a conduit
jusqu’a nos jours & la construction incessante de télescopes de miroirs primaires toujours
plus grands. Les années 1990 ont vu fleurir la génération des télescopes décamétriques.
Les plus grands parmis ceux-ci sont les deux télescopes Keck (Hawaii) de 9.8 meétres
(1993 et 1996), le télescope japonais Subaru (Hawaii, 1998), les deux télescopes Gemini
North (Hawaii, 1999) et Gemini South (Chili, 2001) de 8.1 métres chacun, et les 4
unités du Very Large Télescope (VLT, Chili entre 1998 et 2001) aux miroirs primaires
de 8.2 métres de diamétre. Le Grand Télescope des Canaries (GTC) est désormais le
plus grand miroir primaire avec son diameétre de 10.4 meétres qu’il a pointé vers le ciel
pour la premiére fois au cours de 1’été 2007. Enfin au printemps 2008, le grand télescope
binoculaire (LBT), en Arizona, a combiné ses deux pupilles de 8.4 métres de diameétre
chacunes afin de réaliser des observations équivalentes a celles d’un télescope de 11.8
metres.

La soif d’observations des astronomes ne s’étanchant jamais, les nouveaux pro-
grammes scientifiques prévus pour la vingtaine d’années & venir nécessiteront cepen-
dant des télescopes encore plus grands, hectométriques, autrement dit des télescopes
géants. Une premiére solution est adoptée pour le télescope géant de Magellan (GMT),
consistant & accoler 7 miroirs monolithiques de 8 métres de diamétres en pétales. Ce té-
lescope devrait voir sa premiére lumiére en 2016. Par ailleurs, les Etats-Unis travaillent
a la conception du télescope de trente metres (TMT), qui comme son nom l'indique
possédera un miroir primaire de 30 métres de diamétre. L’Europe a quant & elle envi-
sagé différents projets, d’abord 1’ OQverwhelmingly Large Telescope (OWL) symbolisant
la démesure avec ses 100 meétres de diamétre, pour finalement se concentrer sur un
télescope de 42 métres, le télescope extrémement large européen (E-ELT). Si tout va
bien, 'E-ELT et le TMT pointeront I'univers lointain a partir de 2017 ou 2018. C’est
dans le cadre de ’étude de dimensionnement du télescope E-ELT que j’ai effectué ma
these.

Il est vrai que la turbulence de I'atmosphére terrestre affecte la résolution des té-
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lescopes au sol, ce qui pourrait faire la part belle aux télescopes spatiaux qui, eux,
s’affranchissent naturellement de ce probléme. Cependant, les télescopes dans ’espace
requiérent des moyens financiers beaucoup plus importants et il est particuliérement dif-
ficile de concevoir un télescope spatial avec une surface collectrice dépassant 10 métres
de diamétre. Les scientifiques ont donc mis au point des systémes d’optique adaptative
(OA) pour compenser les perturbations de l'atmopshére et redonner aux télescopes
terrestres une résolution proche de leur limite de diffraction. Une optique adaptative
en astronomie a pour objectif de corriger les effets de la turbulence atmosphérique en
déformant en temps réel un miroir du télescope. La qualité de la correction augmente
avec le nombre de degrés de liberté de ce miroir.

Il faut noter que les systémes d’OA existants ont d’ores et déja démontré qu’il
était possible d’obtenir des images de meilleure résolution au sol que celles générale-
ment obtenues dans I'espace. Ainsi la raison d’étre des télescopes terrestres n’est plus
& remettre en question et leur développement s’accompagnera nécessairement de la
conception d'un ou plusieurs systémes d’OA.

Toutefois, le changement d’échelle entre les télescopes décamétriques et ceux hec-
tomeétriques soulévent de nombreux défis, notamment concernant ’optique adaptative.
Un des points critiques porte sur l'algorithme de commande de cette OA, c’est-a-dire
sur la méthode de calcul en temps réel de la correction & appliquer. En effet, la com-
mande faisant office sur les systémes actuels n’est plus adaptée aux optiques adaptatives
complexes prévues pour les télescopes hectométriques. C’est ainsi la méthode de cal-
cul de cette commande qui est revisitée dans ce manuscrit, afin d’investiguer comment
résoudre ce probléme de correction en temps réel sur un systéme & trés grand nombre
de degrés de liberté.

Ce manuscrit est composé de quatre parties. Dans un premier temps, je présente
le contexte de cette étude. Sont mis en avant les objectifs de la correction d’optique
adaptative en terme de résolution angulaire, le principe de fonctionnement des sys-
témes d’OA et les outils qui existent pour déterminer la correction, qu’il s’agisse de
modélisation de la perturbation ou de théorie de ’estimation. De cette présentation,
ressortent plusieurs étapes caractéristiques de la correction : une reconstruction, une
projection et une correction dynamique (liée & une prédiction).

La seconde partie de ce manuscrit est essentiellement consacrée & I’étape de recons-
truction de la perturbation atmosphérique pour un systéme & grand nombre de para-
métres. Flle conduit a la définition d'un algorithme de reconstruction rapide adapté a
des contraintes de temps réel sur un télescope hectométrique.

Dans une troisiéme partie, 'optimisation d’un critére de correction conduit & une
méthode de commande pour 'optique adaptative en boucle fermée sur un grand sys-
téme. Je montre qu’il est possible de mettre a profit la méthode de reconstruction
rapide étudiée dans la partie précédente pour le calcul de cette commande en boucle
fermée. Les performances de cette correction pour une application en temps réel sur
un systeme & grand nombre de degrés de liberté sont évaluées a partir de simulations
simples.

Enfin, dans une quatriéme partie, cette méthode de commande est validée sur le
simulateur complet Octopus, implémenté a ’observatoire européen austral (ESO, Alle-
magne). Ceci constitue une premiére étape vers la validation de cette loi de commande
aux conditions réelles de fonctionnement d’une optique adaptative. Ces tests sur le
simulateur mettent en évidence les atouts et les limites de ce nouvel algorithme de
commande pour le télescope E-ELT.



Premiére partie

Contexte de 'optique adaptative
pour un télescope hectométrique
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Chapitre 1

Résolution angulaire des grands
télescopes terrestres

La résolution angulaire ou pouvoir séparateur d’un télescope caractérise la finesse
des détails qui peuvent étre discernés sur la voite céleste. Un instrument optique d’ou-
verture de dimension finie a une résolution limite finie, du fait de la diffraction de la
lumiére. Cette limite est appelée résolution du télescope & la limite de diffraction et
est fixée par le rapport de la longueur d’onde d’observation au diamétre de ’ouver-
ture, A\;/D. C’est la résolution effective des télescopes spatiaux, aux défauts prés des
optiques et de I’échantillonnage par le détecteur. Le télescope Hubble offre ainsi une
résolution optique de quelques 100 millisecondes d’arc (mas) dans le visible pour un
diameétre de miroir primaire de 240cmn.

Ainsi construire des télescopes de diameétre de plus en plus en grand permet de re-
pousser les limites de résolution des observations astronomiques. Toutefois, la résolution
d’un grand télescope est dégradée s’il est placé sur Terre, parce que ’atmosphére ter-
restre, turbulente, perturbe la surface d’onde venant du ciel. Quel que soit le diamétre
d’un télescope terrestre, sa résolution angulaire limite est déterminée par la turbulence
atmosphérique au-dessus de son ouverture.

L’optique adaptative (OA) est un systéme asservi qui vise a compenser les défor-
mations de la surface d’onde incidente en temps réel. Une optique adaptative idéale,
compensant parfaitement les perturbations, permettrait de retrouver la résolution & la
limite de diffraction d’un télescope sur Terre.

Ce chapitre est destiné & présenter les objectifs d’une optique adaptative, en expli-
quant quels sont les parameétres influant sur la résolution angulaire. Dans un premier
temps, je rappelle comment caractériser la résolution d’un télescope en ’absence d’at-
mospheére. Ce critére n’est plus suffisant en présence d’atmospheére, il est nécessaire de
tenir compte de la dégradation de la résolution due & ’atmosphére. Lorsque le télescope
est utilisé avec une optique adaptative, un critére essentiel pour qualifier la qualité de
la correction est le rapport de Strehl.

1.1 La résolution d’un télescope
La transmission d’un télescope est décrite par la fonction pupille généralisée
P(r) = Py(r) =" (1.1)
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Po et ¢s sont respectivement la transmittance et les aberrations de phase du télescope.
Ce sont deux fonctions réelles de r = (r, 6), vecteur de coordonnées polaires dans le plan
pupille du télescope. Elles sont supposées statiques ou quasi-statiques et dépendent de
la longueur d’onde d’observation \;. Dans toutes les équations de ce chapitre, i = v/—1.

Axe optique %& Source

7
%/

Ouverture Plan pupille

du telescope

/

Fia. 1.1 — Schéma optique. La source se trouve dans le plan objet, a Uinfini, sur le ciel
dans un direction d’incidence 3; par rapport a I’axe optique du télescope. Le plan image
est conjugué du plan objet & travers le télescope. La relation donne ’expression
de 'amplitude diffractée par le télescope dans la direction 3, du plan image & partir
de la source observée.

Plan image

Une source ponctuelle monochromatique émet une onde sphérique, mais regardée
par une ouverture de diameétre D petit devant la distance & cette source, la surface
d’onde incidente est approximativement plane. D’aprés la théorie de la diffraction de
Fraunhofer (Goodman, [2005)), ’amplitude diffractée P(84,3;) & un angle 3, dans le
plan image, de 'onde émise par une telle source & un angle 8, de ’axe optique sur le
ciel, s’écrit

P(B1.B) = C(8,) [ Pr)e i ar, (12
ot B, est un vecteur de coordonnées angulaires bidimensionnelles dans le plan image et
C dépend de la position angulaire (bidimensionnelle aussi) 8; de la source (cf. figure(1.1)).

D’aprés ’équation (1.2), le systéme optique se comporte comme un opérateur de Fourier
entre le plan pupille et le plan image. B, est la variable conjuguée de r/A;.

1.1.1 La fonction d’étalement de point du télescope

La fonction d’étalement de point (FEP), point spread function en anglais, est la
distribution d’intensité H dans le plan image engendrée par ’observation d’une source
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ponctuelle monochromatique & l'infini & un angle 3, de I’axe optique, i.e.

2

H(B4 ) = P(Ba B:) P (B4, B) = |P(Bas By)

(1.3)

ou la notation P* désigne le conjugué de P, et |P| son module.
Dans le cas idéal d’une ouverture circulaire de diamétre D de transmission norma-

lisée
Po(r) = { g/(ﬁD) si r<D/2 (1.4)

sinon

et sans aberrations de phase ¢5 = 0, la FEP, pour 3, = 0, est la tache d’Airy.

En pratique, la fonction pupille d’'un télescope est rarement décrite par ’équa-
tion , du fait de la présence d’une obstruction centrale, engendrée par la présence
du miroir secondaire, ou d’une araignée (les bras du support de ce méme miroir). En
conséquence, la FEP sur 'axe optique n’est pas exactement la tache d’Airy, mais une
fonction similaire appelée plus généralement tache de diffraction du télescope Hie. Dans
la mesure du possible, je prends en compte dans la suite la présence de l'obstruction
centrale de diamétre nD, avec 0 < n <1 et

770(7“)2{ (2)/( 7 (1 —n?) D) si nD/2<r<DJ2 (15)

sinon .

Le domaine d’isoplanétisme du télescope délimite le champ angulaire sur le ciel
pour lequel la FEP a la méme forme dans toutes les directions d’observations 3,, alors
H(Bq,B;) = H(Bg — By)-

Les objets astrophysiques peuvent généralement étre considérés comme un ensemble
de sources ponctuelles incohérentes. L’image par le télescope d’un tel objet est la su-
perposition des images dues & ces sources ponctuelles

1(8y4) = /O H(Bg4,B;) dB; .

ou I désigne l'intensité de I'image et O l'intensité lumineuse de 'objet émise depuis
la direction 3;. En supposant que l'objet astrophysique est contenu dans le domaine
d’isoplanétisme, alors son image est

18y = /o H(B, — ;) dB,
— [0+ (B, (1.6)

qui est le produit de convolution de sa distribution d’intensité sur le ciel et de la
FEP. Le signe * désigne le produit de convolution. La FEP représente donc la réponse
impulsionnelle du télescope.

1.1.2 La fonction de transfert optique du télescope

La relation fondamentale (|1.6) peut étre traduite en fréquences par un simple pro-
duit
I(f) = H(f)O(f) -
ol f est la variable conjuguée de B, en fréquences spatiales. Un systéme optique est

donc aussi caractérisé par sa réponse en fréquence spatiale, la fonction de transfert
optique (FTO) H(f).
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D’aprés le théoréme de Wiener-Khintchine, on peut réécrire la FTO comme

H(f) = B/P(T)P*(r — Arf)dr, (1.7)

pour faire intervenir la fonction d’auto-corrélation de 'amplitude complexe P dans le
plan pupille. L’équation de conservation de 1’énergie lumineuse,

H(0) = B/ P(r)]? dr =1, (1.8)

fournit la valeur de la constante de normalisation B. Alors la FTO dans ’équation (|1.7))
devient

P [ P(r)P*(r — Arf)dr
o [P dr

Le pouvoir de résolution R du télescope au sens de Strehl est défini & partir de la
FTO par

(1.9)

R = /ﬁ(f)df (1.10)
Pour un télescope circulaire, c’est-a-dire lorsque la FEP est la tache d’Airy,
© (D\?
=—|— . 1.11
R =7 (5) (111)

La résolution du télescope est donc caractérisée par A;/D. Lorsque le diamétre de
la pupille D augmente, la résolution angulaire est meilleure.

Il existe alors dans le ciel des étoiles résolues et d’autres non résolues par le télescope.
Les étoiles non résolues par le télescope peuvent a juste titre étre considérées comme
des sources ponctuelles pour obtenir la FEP du télescope Hig.

1.2 La résolution en présence d’atmosphére

La résolution et le transfert optique du télescope sont définis dans la section pré-
cédente comme des propriétés intrinséques au dimensionnement et spécifications phy-
siques du systéme. Ceci est vrai pour un télescope dans I'espace, mais ce n’est plus
suffisant pour décrire la résolution d’un télescope sur Terre, a cause de I’atmosphére.

La surface de I'onde émise par une étoile non résolue, dans le ciel, subit des dé-
formations de 'ordre de quelques microns au cours de sa traversée de l'atmosphére
terrestre. La turbulence atmosphérique perturbe de fagon aléatoire I'amplitude com-
plexe incidente sur le télescope, qui peut alors s’écrire sous la forme

U(r, B;, 1) = BT B) (1.12)

ou [ et ¢ sont deux processus stochastiques réels illustrant respectivement les fluctua-
tions d’amplitude (en logarithme) et de phase de l'onde incidente dans le plan pupille et
dans le temps. Ces perturbations dépendent du volume d’atmosphére traversé et donc
sont des fonctions de la direction de visée 8. L’équation de 'amplitude complexe
dans le plan pupille est remplacée par 'amplitude complexe globale de I'onde dans le
plan pupille qui s’écrit

U(r, By, t) = Po(r) el mBitl Hi(6(rBut)tés(r) (1.13)
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1.2.1 La FEP et la FTO instantanées
D’aprés la définition de 'équation (1.3), la FEP instantanée de ’ensemble {Atmo-
sphere + Télescope} s’écrit alors
- - - 2
H(By, Bi.t) = U(Ba, B ) U (Bys B t) = |U(Ba. B, )|

, (1.14)

Le domaine d’isoplanétisme doit, en présence d’atmosphére, étre défini tel que les per-
turbations [ et ¢ soient aussi a peu prés indépendantes de 3,. Dans ce champ, I’ensemble
{ Atmosphére + Télescope } est décrit pas sa FTO instantanée

[Pr)P(r— A £)elr+r=Arft)+ig(rH)=¢(r=Arf.t) gy

H(f.t)= TP : (1.15)

En choisissant de nouveau la limite de diffraction comme référence dans 1’équation ,
les performances sont quantifiées par rapport au télescope en 'absence de turbulence
(Ellerbroek et Tyler, [1999).

Comme [ et ¢, la FEP et la FTO (L.15) instantanées de 1’ensemble {Atmo-
sphére + Télescope} sont donc des quantités stochastiques.

1.2.2 Les images courte pose

Les observations, ou mesures, effectuées en sortie du télescope ne sont pas instan-
tanées. L’image d’une source non résolue est donc obtenue par intégration de I’équa-

tion (|1.14) pendant le temps de pose T, i.e.

T
()" = 5 [ Haar, (1.16)

pour une source sur 'axe (8; = 0).

Des mesures courte pose, i.e. T de ordre de quelques millisecondes (ms), per-
mettent de geler la turbulence. Ainsi, [, ¢ et donc H((3,,t) sont a peu prés fixes sur cet
intervalle de temps, et I'image courte-pose d’une source non résolue fournit une FEP
(presque) instantaneée.

Pour un objet astrophysique contenu dans le domaine d’isoplanétisme, 1'image
courte pose est décrite grace a la FEP instantanée H(3,,t), par le produit de convo-
lution

1(Ba:t) = O(Bg) * H(Bg, 1) - (1.17)

1.2.3 Les images longue pose

Les grands télescopes offrent la possibilité aux astronomes d’observer des objets
d’intensité chaque fois plus faible, & mesure que leur surface collectrice (miroir primaire)
augmente. Pour de tels objets, les temps de pose T se calculent en secondes. De ce fait,
la turbulence n’est plus gelée sur l'image, elle est au contraire moyennée (en intensité
sur I'image) a travers le temps. L’équation approche une valeur limite (quand 7'
tend vers l'infini) bien définie : la FEP longue pose (H(8,)). En effet, la turbulence est
stationnaire et ergodique. Ceci signifie que la moyenne temporelle dans I’équation
fournit une valeur approchée de ’espérance mathématique de la FEP instantanée & tout
instant. Ce raisonnement vaut aussi pour la FTO en présence de turbulence. Je note
la FEP longue pose (H(B,)) et la FTO longue pose (H(f)).
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D’aprés certaines hypothéses sur la structure et la dynamique de l’atmosphére,
il est possible de définir des modéles statistiques pour les variations logarithmiques
d’amplitude [ et les retards de phase ¢ sur la pupille. Les modéles de turbulence at-
mosphériques supposent que [ et ¢ sont deux variables aléatoires indépendantes de
statistiques Gaussiennes, isotropes et localement homogeénes ([Fried, |1966), d’ou

<el<r>+l<r—AI P+ip(r)=p(r=X f))> — o 3PN f) g (1.18)

o Dy, est la fonction de structure de 'onde (en logarithme de son amplitude com-
plexe) et f est le module de la fréquence spatiale f. Je rappelle que la fonction de
structure D, d'un processus stochastique x défini sur A s’écrit

Dy(r,r') = <(;U(T) —xz(r+ r'))2> , (1.19)

ot A désigne 'ensemble des coordonnées r du plan situés a Uintérieur de 'ouverture.

D’autre part, nous nous intéressons a de grands télescopes optiques, i.e. des ins-
truments pour lesquels 'approximation de champ proche D >> \/L\; est vérifice, L
étant ’épaisseur d’atmospheére traversée. Dans ce cadre, les fluctuations d’amplitude [
produisant la scintillation, ont un impact négligeable par rapport aux perturbations de
phase, si bien que I'on peut approximer Dy, ¢ par la fonction de structure de la phase
Dy (Tatarskil (1961} Fried, (1966]).

Dans toute la suite de ce manuscrit, je retiens cette hypothése de champ proche, si
bien que je me concentre sur les perturbations de la phase dues & I’atmospheére.

De plus, je note p le retard uniforme de phase sur la pupille du télescope, définie
telle que

/ p(r)dr =1. (1.20)
A

Cette aberration s’appelle aussi le piston. Elle s’écrit & I'aide de formules semblables &
celles de la transmission normalisée de la pupille, (1.4]) et (1.5)), i.e.

p(r) = { 3/(7@2) :nogg b/2 (1.21)
et
p(r) = { 3/(7r(1 — 1) D?) :nozp/z <r<D/2 (122)

respectivement dans les cas sans obstruction centrale, et avec obstruction centrale. Par
définition, la fonction de structure Dy de la phase est indépendante de cette aberration.
En conséquence, dans la suite de ce manuscrit, les perturbations de la surface d’onde
sont entendues comme des écarts de phase par rapport 4 une phase arbitraire uniforme
sur toute la pupille.

La FTO longue pose de ’ensemble { Atmospheére + Télescope } s’écrit (Fried, |1966)

; [Pr)P(r — Arf)e Do ) gy
) J1P())* dr
= Hu(f)e 2P (1.23)
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Ce résultat repose sur ’hypothése que 'image intégrée pendant un temps trés long est
représentative des moments statistiques du deuxiéme ordre de la phase ¢. Hufnagel et
Stanley| (1964) ont mis en évidence ce découplage possible dans le cas d’images longue
pose entre la FTO du télescope et la FTO équivalente longue pose de I’atmospheére

(Ham) () = 07220 D). (1.24)

Si 'objet astrophysique observé est stationnaire et contenu dans le domaine d’iso-
planétisme, alors la distribution d’intensité dans I’image longue pose conserve la forme
d’un produit de convolution

(I{a)) = [0 * (H)] (). (1.25)

Pour des images courte pose, la FTO moyenne peut également étre décomposée
comme le produit de la FTO de 'instrument avec une FTO de 'atmosphére en courte-
pose, mais il faut alors distinguer plusieurs réponses suivant que ’approximation de
champ proche est ou non respectée (Fried, 1966; Wang), |1977).

1.2.4 La résolution longue pose

Meéme si un télescope spatial a l'avantage de proposer une résolution a la limite
de diffraction, les plus grands diamétres de télescopes se trouvent sur Terre. De nos
jours, les projets d’exploration extra-galactique ou de détection d’exo-planétes visent
I'observation de cibles trés faibles, pour lesquelles une grande surface collectrice (o< D?)
est nécessaire. Il existe 3 télescopes de 10 m, deux & Hawaii et un aux Canaries, plusieurs
télescopes internationaux de 8 meétres, et les projets de télescopes plus grands sont
déja bien engagés de par le monde. Nombreux sont les astronomes intéressés par ces
grandes surfaces collectrices, mais ils ne veulent pas céder pour autant les performances
de résolution accessibles via les télescopes spatiaux.

Or la résolution de I’ensemble {Atmosphére -+ Télescope} en pose longue s’écrit

R) = [ Ba(f) (Hum) (£) dF (1.26)
La résolution limite en présence d’atmosphére a été quantifiée par [Fried| (1966)),
s To 2
<R>max = Dh—l>noo <R> = Z <)\I> (127)

ol 1 est le parametre de |[Fried| (1966). ro dépend de la longueur d’onde A\; d’imagerie

(ro o )\?/ 5) et de la turbulence sur le site d’observation, mais ne dépend plus du
diameétre D. On remarque, d’aprés la comparaison des équations et , que
ro est défini comme le diamétre d’un télescope qui aurait la méme résolution sans
turbulence (& la limite de diffraction) que le systéme {Atmosphere + Télescope} en
longue pose. Typiquement, sur les sites d’observation, dans le visible, rg, généralement
exprimé a A; = 500 nm, fluctue entre 2 et 20 cm. La perte de résolution et donc
considérable pour un télescope terrestre de plusieurs meétres de diamétre.

C’est pour cette raison que les grands télescopes au sol sont désormais équipés
d’optique adaptative ; pour contrer ces méfaits de ’atmopshére.
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1.3 La résolution avec une optique adaptative

La discussion de la section précédente a été menée en supposant que les effets de
la turbulence n’étaient pas corrigés. Une optique adaptative est un systéme asservi,
destiné & corriger les perturbations de la surface d’onde au cours de mesures longues
poses. La fig. schématise le principe de I'optique adaptative sur un télescope, il est
détaillé dans le chapitre suivant de ce manuscrit.

L’extension de la notion de résolution angulaire & un télescope muni d’une optique
adaptative s’obtient en considérant que le terme de phase dans 1’équation est en
fait une phase perturbée résiduelle ¢'®®, i.e. partiellement corrigée. Elle est également
aléatoire, mais ne posséde pas les mémes propriétés statistiques de fluctuations spatiales
et temporelles, d’isotropie et d’uniformité locale par exemple, que la phase issue de la
turbulence atmosphérique ¢. D’une facon générale, la FTO longue pose du systéme ne
peut pas se dissocier en deux composantes, { Atmosphere} et {Télescope} comme dans
I’équation (Wang, 1977). La fonction de structure Dgres de la phase résiduelle
dépend & la fois de r et de A; f, si bien que 'exponentielle ne peut étre strictement
isolée de l'intégration dans I’équation . Ce cas a été étudié plus en détails par
Wang] (1977)) et par [Ellerbroek et Tyler (1999). La conclusion en est que 'approxima-
tion multiplicative de ’équation reste une bonne approche pour quantifier les
performances d’un systéme comprenant une optique adaptative. On écrit alors

(R)on = / Hiat(f) exp(=Dyres(A1£)/2) df - (1.28)

1.3.1 Le rapport de Strehl

Le rapport de Strehl est défini comme le rapport du maximum de la FEP longue
pose au maximum de la tache de diffraction du télescope sans turbulence. Le rapport
de Strehl longue pose (SR) s’exprime donc ainsi

_(H))  J(H(f)df  (R)oa
SR = () ~ THa(f)df = Ru (129)

On remarque que, par définition, (SR) est égal & 1 en 'absence de toute aberration et
inférieur & 1 sinon.

Qualitativement, une optique adaptative corrige avant tout les déformations de
la surface d’onde & grande échelle, si bien que la covariance de la phase résiduelle
(@rs(r) @™ (r + 1)), décroit trés rapidement quand r’ augmente. Ainsi la fonction de
structure peut étre approximée par la somme des variances (Conan), 2000))

D¢res(r/) _ <(¢reS(T)_¢reS(,’,+T/))2>r
= <[¢res<r)]2>+<[¢res<,’,+,’,/)]2>' (1‘30)

Pour de faibles déformations résiduelles, la valeur des variances en un point, dans
I'equation (1.30), est peu différente de la valeur moyenne de la variance de la phase
résiduelle sur la pupille agres (Conan, 2000) qui s’écrit

1 res 1 res 4 / 2
%res:SA/A<<¢ _SA/A¢ (r)dr> >dr. (1.31)
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Ainsi exp(Dgres (A1 f)/2) =~ exp(—agres) et donc la FTO longue pose & basse fréquence
s’uniformise, prenant une valeur constante exp(—agres). La FEP longue pose du systéme
est alors la superposition d’une tache de diffraction similaire & la tache d’Airy et d’un
halo plus large di & cette contribution résiduelle.

Le rapport de Strehl longue pose vaut donc & peu prés

(SR) =~ exp(—agres) , (1.32)

lorsque les déformations résiduelles ne sont pas trop grandes.

1.3.2 Les performances de 'optique adaptative : description du for-
malisme utilisé

L’évaluation des performances d'une optique adaptative repose donc en général
sur le calcul de la variance de phase & une longueur d’onde d’observation donnée, ou
des déformations de la surface d’onde, en moyenne sur la pupille et dans le temps. La
déformée w s’exprime en métres et est reliée aux fluctuations de phase ¢ a une longueur
d’onde A\; donnée par

o(r)=—w(r) VreA. (1.33)

Ainsi les fonctions de structure de la phase ¢ et de la déformation de la surface d’onde

w vérifient
472

A7

Je décris ici le formalisme mathématique utilisé dans tout ce manuscrit pour carac-
tériser les déformations spatiales d’une surface d’onde.

La déformée de la surface d’onde w est une fonction continue du temps et de I'espace
sur I'ouverture du télescope, elle appartient donc a l'espace de Hilbert CY(A,R) des
fonctions a valeurs réelles de carré sommable sur la pupille A (Ellerbroek,, 1994)). Tl
s’agit de l'espace vectoriel de dimension infinie engendré par ces fonctions, et muni du
produit scalaire et de la norme définis par

)= [ g and 17l ( /. f2>1/2

oil f et g sont deux fonctions de C°(A, R).

La phase associée & une surface d’onde & une longueur d’onde donnée est également
une fonction de C°(A,R).

On note en particulier que pour I'aberration de phase uniforme sur la pupille, égale
a une déformation de surface d’onde uniforme, appelée le piston, p (¢f. équations

ot ([[2D).

Dy(r) = —— Dy(r). (1.34)

Ipll* = (plp) = 1/84, (1.35)

ol Sy est la surface de 'ouverture. Ainsi, la moyenne spatiale de la déformation de la
surface d’onde w sur l'aire de la pupille s’écrit

(wlp) = /Ap(r)w(r) dr. (1.36)

Je rappelle que cette déformée moyenne (1.36) représente un décalage constant de
phase qui n’affecte pas la fonction de structure, et donc pas la résolution des images.
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Elle est donc otée de toute surface d’onde résiduelle considérée pour évaluer le critére
de performance.

Grace a la linéarité de Uintégrale et afin de simplifier les notations, je note dans
toute la suite P I'opérateur linéaire de C%(A,R) dans C°(A, R), défini par

(f1p)
P(f) = f— 12, (1.37)
(plp)
P est un projecteur orthogonal (Ellerbroekl 1994]).
Pour un processus Gaussien centré x, de CY(A,R) et de fonction de structure Dy,
un développement (fastidieux mais sans obstacle) montre que les deux expressions
suivantes sont équivalentes

a5 — ;A<Hp<x>u?> (1.38)
1 ’ ’ ’
= QAAp(r)p(r)Dw(r—T)drdT (1.39)

Si on considére la surface d’onde résiduelle w™® comme un processus Gaussien centré
continu sur la pupille, les expressions — permettent d’évaluer la variance de
la déformée résiduelle dépistonnée moyennée sur la pupille a,res et donc le rapport de
Strehl d’aprés ’équation ([1.32)).

Ainsi la dépendance du rapport de Strehl longue pose @ en fonction de la
longueur d’onde d’observation A; est explicitée grace a ’équation ([1.33)), qui conduit &
la formulation

2

4
(SR) =~ exp (—;; awres> : (1.40)
1

Les expressions ((1.32)-(1.38)-(1.39)-(L.40)) sont employées & plusieurs reprises dans
ce manuscrit, parce qu’elles permettent de caractériser les performances de ['optique
adaptative en terme de perturbations résiduelles de la surface d’onde sur la pupille.

Afin d’atteindre un rapport de Strehl moyen (SR) de l'ordre de 50%, I’écart-type
des perturbations résiduelles moyennes de la surface d’onde doit étre de 'ordre de
V/Guyres = A1/7.5. Pour des observations & la longueur d’onde A\; = 1 um, ceci correspond
a quelques 130nm de perturbations résiduelles. Si les observations se font & Ay = 2.2 um,
dans l'infra-rouge, les contraintes sont moins fortes, il faut réduire les perturbations de
la surface d’onde a un écart-type de 290 nm environ.

D’autres critéres de performance s’avérent complémentaires du rapport de Strehl
suivant les applications envisagées pour l'optique adaptative. L’énergie encerclée (ou
encadrée), EE définie par

Js,, H(e)de!
- fRQ H(a)da! '

EE(Aa) (1.41)
quantifie la fraction d’énergie lumineuse concentrée autour du centre de la FEP, dans
un cercle de diameétre (ou un carré) de surface Saq, 00 Aa représente le diameétre ou
le coté de cette aire.

Je quantifie les résultats dans ce manuscrit en terme de variance des déformations
résiduelles, variance de la phase résiduelle ou rapport de Strehl équivalent & une lon-
gueur d’onde donnée, parce que I’étude est générale et ne concerne pas une application
astrophysique donnée.
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Maintenant que les objectifs de l'optique adaptative sont présentés en terme de
résolution angulaire, le chapitre suivant décrit le principe de cette optique adaptative
et ses différentes composantes.
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Chapitre 2
L’Optique Adaptative

Le chapitre précédent met en évidence le gain en résolution angulaire que peut
apporter 'utilisation d’une optique adaptative (OA) sur un grand télescope terrestre
(D > rg). 1l est maintenant nécessaire de comprendre le fonctionnement général d’une
optique adaptative et c’est I'objectif premier de ce second chapitre.

L’optique adaptative corrige en temps réel les perturbations de la surface d’onde
dues & la turbulence atmosphérique. Cette correction est appliquée par le biais d’un
élément optique correcteur. En astronomie, l'utilisation d’un miroir déformable (MD)
permet d’effectuer une correction achromatique. La figure présente un exemple
d’optique adaptative en boucle fermée comprenant outre le miroir déformable, un ana-
lyseur de surface d’onde (ASO), observant une source de référence, et un systéme de
commande (correcteur). Ce schéma est caractéristique d’une optique adaptative clas-
sique en astronomie.

Objet de I’observatior% )K Source de reference

Surface d’onde plane

Vi ) D . ¥
Atmosphere turbulente

/\\/—\/
Nl 7] Surface d’'onde deformee

TelescopF
Observatiq
MD corrigee

Correcteur- ASO

Fia. 2.1 — Schéma de principe d’une optique adaptative en boucle fermée.

L’accent est mis, dans ce chapitre, sur le nombre de degrés de liberté du systéme afin

37
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de situer le travail exposé dans son contexte. En effet, 'ordre de grandeur du nombre de
parameétres d’entrée et de sortie de 'optique adaptative croit d'un facteur 10% a 10% avec
Iarrivée des télescopes hectométriques. Ces paramétres sont les mesures délivrées par
I’analyseur de surface d’onde et les actionneurs & commander sur le miroir déformable &
chaque boucle, c’est-a-dire & une fréquence de 'ordre de 1 kHz. Ces nouvelles dimensions
soulévent de nombreux problémes dont celui des algorithmes de commande & employer
afin de pouvoir corriger la perturbation en temps réel.

Trois parties peuvent étre distinguées dans ce chapitre. La premiére introduit trois
éléments essentiels d’une optique adaptative en astronomie : les sources de référence,
les analyseurs de surface d’onde et les miroirs déformables. Le choix de ces composants
détermine le nombre d’entrées et de sorties de 'optique adaptative. Ensuite, je décris
les nouveaux concepts d’optique adaptative qui apparaissent pour les grands télescopes
terrestres. Ces différentes solutions, adaptées aux divers besoins des astrophysiciens,
conduisent & des systémes a trés grand nombre de degrés de liberté (nombre de mesures
ou nombre de commandes) a traiter en temps réel. Je souligne plus particuliérement
les valeurs que prennent ces dimensions pour le projet européen E-ELT, dans le cadre
duquel s’est déroulée cette thése. Enfin, je présente 'impact de ces grands nombres de
degrés de liberté sur le correcteur de 'optique adaptative.

2.1 Les sources de référence

Une optique adaptative peut fonctionner a partir de sources de références naturelles
ou artificielles. On comprend par ces termes que les premiéres sont présentes dans
le champ d’observation (ou & proximité) sans qu’une intervention humaine les y ait
placées, tandis que les secondes sont le fruit d’un artifice destiné a générer une source
lumineuse de référence.

Par abus de langage, en astronomie pour les observations nocturnes, on parle gé-
néralement d’étoiles de référence, naturelles ou artificielles. Pourtant, certaines optique
adaptative sont concues pour pouvoir utiliser comme référence des objets astrophy-
siques (naturels) qui ne sont pas nécessairement des étoiles. D’autre part, le nom
d’étoile artificielle s’est répandu pour désigner la source générée par l'excitation de
certains atomes dans ’atmosphére & 'aide d’un laser.

J’utilise ainsi dans ce manuscrit essentiellement ’expression d’étoile de référence
au lieu de source de référence. Les particularités de ces deux types de sources sont
identifiées dans les deux prochaines strophes.

2.1.1 Les étoiles de référence naturelles

Les étoiles naturelles non résolues sont idéales parce qu’elles sont facilement assimi-
lables & une source ponctuelle située & l'infini. L’analyse de la perturbation & corriger
en est facilitée.

Toutefois, I’évolution temporelle de la turbulence impose une fréquence de mesures
de ’analyseur de I'ordre de 1 kHz. La variance du bruit de photonsE] sur les mesures est
inversement proportionnel au nombre de photons regus. La qualité des mesures et donc

'Le bruit de photons limite tout systéme de détection de flux lumineux. Il est directement lié &
la nature corpusculaire de la lumiére. Les photons regus par un détecteur suivent une statistique de
Poisson. Si la surface du détecteur regoit en moyenne Ny, photons pendant un temps d’intégration T,
Pécart-type sur le nombre de photons regus est /Nph.
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celle de la correction sont dégradées lorsque ’étoile de référence est trop faible. On peut
ainsi définir une magnitude limite, spécifique & chaque optique adaptative, permettant
une correction satisfaisante & définir. La réunion des domaines d’isoplanétisme situés
autour de toutes les étoiles naturelles plus brillantes que cette magnitude limite repré-
sente la portion du ciel qui peut étre explorée grace a une optique adaptative classique.
Cette fraction de la votte céleste est appelée la couverture du ciel du systéme d’optique
adaptative.

Cette notion est développée dans la section pour des systémes d’optique adap-
tative a large champ.

2.1.2 Les étoiles de référence laser

Afin d’augmenter la couverture du ciel d'une optique adaptative classique, il est
possible de créer une source de référence dans le champ & observer a 1’aide d’un laser
(Foy et Labeyrie, [1985)). Le principe consiste a analyser le flux lumineux émis par des
particules excitées dans certaines couches de l'atmosphére, grace a ce laser. En astro-
nomie, on distingue généralement deux types d’étoiles laser : les premiéres proviennent
de la diffusion Rayleigh de 'atmosphére (entre 10 et 30 km d’altitude environ) et les
secondes sont générées dans une couche de I'atmosphére trés concentrée en atomes de
sodium (~ 90 km d’altitude).

L’utilisation de ces étoiles de référence artificielles est limitée du fait de certaines
particularités intrinséques & leur mode de création, qui compliquent ’analyse des per-
turbations & corriger. Je décris ici trois de ces limites majeures : I'indétermination du
tip-tilt, l'effet de cone, et ’élongation de la tache sur 'analyseur.

L’indétermination du basculement (tip-tilt)

Le principe de réversibilité du chemin optique fait que la position sur le ciel d’une
étoile laser reste toujours inconnue. De cette fagon, deux composantes de la déformation
de la surface d’onde ne peuvent pas étre analysées, les basculements en z et en y (modes
tip-tilt). Ces modes représentent pourtant des déformations d’amplitude majeures sur la
surface d’onde turbulente. Ils doivent donc étre déterminés par une méthode auxiliaire
pour pouvoir étre corrigés.

Une possibilité consiste & utiliser une étoile de référence naturelle additionnelle dans
le champ. Si une étoile laser permet de corriger les autres composantes de la pertubation
atmosphérique sur la surface d’onde alors ’analyse du basculement global de la surface
d’onde au-dessus de la pupille peut étre effectuée sur une étoile naturelle, méme peu
brillante, dans le domaine d’isoplanétisme autour de 1’étoile laser.

Une autre approche a été proposée par Foy et al.| (1995) qui consiste & générer une
étoile LASER polychromatique dans cette méme couche de sodium. Le basculement
différentiel entre plusieurs longueurs d’onde d’analyse permet de lever I'indétermination
du tip-tilt (Schock et all 2002; Rondeau et al., |2008).

L’effet de cone

Les étoiles naturelles sont situées & une distance de ’atmosphére terrestre trés
grande devant le diamétre du télescope. Ceci permet d’approximer 'onde pénétrant
I’atmospheére turbulente au-dessus la pupille & une onde plane. Cette approximation
ne peut plus étre faite pour les étoiles laser, parce qu’elles sont générées a trop grande
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proximité (pour ne pas dire au sein méme) de la turbulence atmosphérique, par rapport
aux dimensions de la pupille. Cette caractéristique se traduit par ce qui est nommé
effet de cone (Tallon et Foyl [1990) et qui est illustré sur la figure [2.2]

Objet de I‘observati%

Etoile laser :

Hauteur de la couche

excitee
Zone de turbulent

non analysee

Telescope

F1G. 2.2 — Effet de cone associé & une étoile laser.

Pour un diametre de télescope donné, plus I’étoile de référence est haute, plus 'angle
que fait la zone de turbulence analysée par rapport & la verticale est faible. Ainsi un
objet astrophysique dans le champ est mieux corrigé lorsque l'altitude de I’étoile laser
augmente, parce que progressivement le volume de turbulence correctement analysé est
de plus en plus haut.

Ceci est un argument en faveur des étoiles laser de sodium pour un télescope de
I'ordre de 10 métres de diameétre ou plus. Le choix d’étoiles laser de type Rayleigh reste
néanmoins intéressant pour des systémes visant la correction des couches turbulentes
de faible altitude sur des télescopes de plus faible diameétre (cf. les systémes SAM et
GLAS cités a la section .

L’élongation de la tache sur I’analyseur

La source laser générée n’est pas une source ponctuelle. Elle est étendue verti-
calement comme un fin pinceau, dans I’épaisseur de la couche d’atomes excités. Cette
extension verticale de I’étoile laser, généralement une centaine de meétres pour les étoiles
de type Rayleigh et de 'ordre de 10km pour une étoile de sodium, doit étre prise en
compte pour optimiser I’analyse de la surface d’onde. Plus ’analyse de la surface d’onde
se fait & grande distance du point de lancement du laser au sol, plus 'extension verticale
de la source intervient dans la mesure (par un phénomeéne de parallaxe). Ceci entraine
une perte de précision de la mesure dans la direction du point de lancement, a grande
distance.

Dans le cas d’'un analyseur de Shack-Hartmann qui sera introduit a la section
ceci se traduit par une élongation de la tache sur les sous-pupilles (¢f. section .

L’utilisation d’un laser pulsé pour générer une étoile laser de type Rayleigh permet
de maintenir son extension verticale & une centaine de métres environ, ce qui limite
cet effet de parallaxe de facon acceptable sur un télescope de quelques métres de dia-
meétre. La couche de sodium de I'atmopshére, & environ 90km d’altitude, a une épaisseur
moyenne de 10 kilomeétres. Une étoile laser de type sodium, créée & partir d’un laser
non pulsé, est suffisamment haute pour que cet effet soit négligeable sur les télescopes
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de 8 et 10 métres actuels. Ce n’est en revanche plus le cas pour la future génération de
télescopes terrestres, de plusieurs dizaines de métres de diameétre.

2.2 Les analyseurs de surface d’onde

L’objectif d’un analyseur de surface d’onde (ASO) en optique adaptative est de
pouvoir caractériser les déformations de cette surface d’onde & une résolution suffisante
pour pouvoir appliquer par la suite une correction utile. Différents types d’analyseur
ont été étudiés, mais aucun ne semble surpasser les autres & tous points de vue. Le choix
d’un analyseur doit donc étre effectué par rapport aux conditions de fonctionnement
attendues et aux objectifs de 'optique adaptative.

On distingue essentiellement deux approches : les analyseurs de plan focal et ceux
de plan pupille. Je décris d’abord rapidement le principe de I’analyse en plan focal. Les
analyseurs couramment utilisés en optique adaptative sont des analyseurs de surface
d’onde en plan pupille.

2.2.1 L’analyse en plan focal

Cette approche est décrite plus en détails par Rousset| (1999). L’analyse en plan focal
consiste & retrouver la forme de la surface d’onde directement a partir de l'intensité
d’une image courte pose d'un objet connu ou mal connu. Il s’agit donc de résoudre le
probléme inverse défini par ’équation

I(B(ht) - [O*H] (Bdat)' (21)

en tenant compte du bruit de mesure. La non linéarité de 'intensité vis-a-vis de la phase
perturbée et I'existence de dégénérescences compliquent la recherche de la solution. En
considérant plusieurs images courte pose prises au méme instant sur deux détecteurs
différents, si la relation entre les phases produisant ces deux images est connue, le pro-
bléme peut étre résolu en levant les dégénérescences. Ces techniques, dites de diversité
de phase, (Mugnier et al.; 2006; Rondeau et all 2008|), peuvent en théorie fournir des
résultats intéressants et d’une grande précision. Cependant, la résolution en temps réel
de ce probléme inverse pour une optique adaptative & grand nombre de degrés de li-
berté n’a pas encore été démontrée. En outre, ces techniques d’analyse en plan focal
requiérent une détection sur une faible bande spectrale puisque la fonction d’étalement
de point (FEP) est fonction de la longueur d’onde.

2.2.2 L’analyse en plan pupille

Pour I’analyse en plan pupille, les déformations de la surface w sont détectées via
ses dérivées spatiales, gradient ou laplacien. Cette approche a ’avantage de fournir des
mesures qui sont reliées linéairement & la quantité recherchée w, aux approximations
du systéme de mesure réel pres.

Les trois analyseurs en plan pupille présentés ci-aprés ont un principe de fonction-
nement achromatique. Il est donc possible d’augmenter le flux de photons recu en les
utilisant en bande large.

L’analyseur de surface d’onde fournit un jeu de mesures d € R™, caractérisé par un
modeéle de la forme

d=S(w) (2.2)
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ot S est le modéle linéaire de ’analyseur, w(r) est la surface d’onde incidente sur
I’analyseur dans le plan pupille.

Je décris briévement, parmi les analyseurs en plan pupille, celui de type courbure et
celui de type pyramide, puis je détaille davantage le Shack-Hartmann qui est considéré
les simulations d’optique adaptative présentées dans ce manuscrit.

L’analyseur de courbure

Le principe de I'analyseur par la courbure a été développé par Roddier| (1988) et son
équipe. Il repose sur la comparaison de 'intensité lumineuse incidente sur deux plans
paralléles localisés de part et d’autre de la pupille. L’éclairement par une onde plane
engendre une répartition d’intensité uniforme en tout point des deux plans. La ou la
surface d’onde est déformée de facon convexe, on observe une intensité moindre dans le
plan amont que dans le plan aval. Et réciproquement, si la déformation est localement
concave, I'intensité est supérieure dans le plan amont. I’évaluation du contraste entre
les images obtenues dans chacun de ces deux plans fournit une mesure du Laplacien de
la surface d’onde incidente.

L’ajustement de la position des plans amont et aval & considérer dépend de la
fréquence spatiale des déformations de la surface d’onde que I'on souhaite analyser,
et du niveau de sensibilité que 'on recherche. Ceci rend I’analyseur de courbure peu
adapté & la mesure d’une large gamme de fréquences spatiales sur la surface d’onde
perturbée et donc il n’est actuellement pas considéré parmi les analyseurs susceptibles
d’étre inclus dans une optique adaptative sur un télescope de plus de 10 métres.

Le télescope de 4.20 meétres du Télescope Canada-France-Hawaii (CFHT), & Hawaii,
est équipé d’une optique adaptative nommée PUEQ, avec un analyseur de courbure.

L’analyseur pyramide

L’analyseur de type pyramide a été proposé par Ragazzoni (1996). Il généralise le
principe du couteau de Foucault. Pour cela, la surface d’onde est focalisée au sommet
d’un prisme pyramidal, & quatre faces, comme indiqué sur le schéma de la figure 2.3

La pyramide a pour effet de diviser le faisceau en quatre sous-faisceaux qui sont
projetés sur le détecteur grace a une optique de relais. La mesure des gradients de
la surface d’onde découle alors d’une combinaison linéaire des intensités recues dans
chacune des 4 pupilles. La présence du miroir de basculement permet de décaler lé-
gérement le point de focalisation autour du sommet de la pyramide afin d’augmenter
la sensibilité de I'analyseur aux fréquences spatiales de déformations les plus élevées
(Esposito et al., 2000). Cette action est désignée par le terme de modulation.

L’analyseur pyramide a fait I'objet de nombreuses études ces derniéres années (Es-
posito et al.l [2000; Vérinaud et al., [2005; [Vérinaud, 2004)), afin de déterminer les atouts
essentiels de ce nouvel analyseur. 1l s’avére étre plus sensible aux basses fréquences spa-
tiales de la déformation de la surface d’onde que 'analyseur de Shack-Hartman présenté
ci-dessous (Vérinaud, 2004). La preécision de la correction de ces bas ordres permet de
réduire le halo de la FEP longue pose et fait donc de cet analyseur un candidat promet-
teur pour une optique adaptative visant la détection de planétes extrasolaires (Veérinaud
et al., |2006]).
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FiG. 2.3 — Schéma de principe de ’analyseur pyramide. Source : [Esposito et al.| (2000).

L’analyseur de Shack-Hartmann

L’analyseur de type Shack-Hartmann est le plus couramment utilisé en optique
adaptative pour ’astronomie. Il est congu pour mesurer, idéalement, I’angle d’arrivée
(AA), noté «, de la surface d’onde incidente sur la pupille. L’angle d’arrivée en un
point de coordonnées r sur la pupille est défini comme ’angle orienté entre la normale
a la surface d’onde en ce point et la direction de propagation, de sorte que

a(r) =Vuw(r) = )\QA%TFOqu(T), (2.3)
ol V est 'opérateur de gradient spatial & 2 dimensions, w est la déformée de la surface
d’onde et ¢ la phase associée & la longueur d’onde Agp dans le plan pupille. Cette
définition est illustrée sur la partie gauche de la figure dans un cas monodimensionel
pour simplifer la représentation.

L’angle d’arrivée caractérise donc le gradient de la déformée de la surface d’onde
incidente.

Naturellement, il n’est pas possible de mesurer ’angle d’arrivée en tout point de la
pupille, mais I'analyseur de Shack-Hartmann fournit des valeurs moyennes locales de a.
Pour cela, le faisceau dans le plan pupille est découpé sur une matrice de micro-lentilles
carrées, qui jouent chacune le réle de sous-pupille. La matrice de CCD du détecteur
est située dans le plan focal de ces lentilles. La portion de surface d’onde incidente sur
chaque sous-pupille produit une tache image sur le détecteur.

Le principe est le méme pour toutes les sous-pupilles. Ainsi, je me contente d’expli-
quer ce qui se passe au niveau de 'une d’elles. Si la surface d’onde a un angle d’arrivée
« uniforme sur la petite surface carrée, de coté d;, délimitée par une micro-lentille, alors
la situation est illustrée sur la partie droite de la figure Le déplacement du centre
de gravité de la distribution d’intensité (tache image) par rapport a axe optique sur
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Fia. 2.4 — Définition et principe de mesure d’angle d’arrivée.

le détecteur s’écrit
Ac= fia. (2.4)

Si I'angle d’arrivée est nul sur la sous-pupille, alors la tache image est centrée sur ’axe
optique de la micro-lentille. Le déplacement Ac par rapport a cette position de référence
centrée, est proportionnel & I’angle d’arrivée.

Cependant, lorsqu’une surface d’onde turbulente est analysée, les fréquences spa-
tiales des déformations dépassent celle de I’échantillonnage par les micro-lentilles 1/(2d;).
Autrement dit, ’angle d’arrivée n’est pas uniforme sur une sous-pupille. Néanmoins, le
déplacement du centre de gravité de la tache image sur le détecteur fournit encore la
valeur moyenne de ¢ intégrée sur la surface de la sous-pupille, i.e.

di/2  pdi)2
_ N / / / / (2.5)
di/2J—d/ 2
Ceci est illustré, & une dimension, par le schéma de la figure avec sur la partie de
droite un détail de l'intégration de ’angle d’arrivée sur une sous-pupille.

Il est important de noter que puisque Ac dans ’équation ne dépend pas
de la longueur d’onde d’analyse. Ceci signifie que ’analyseur de Shack-Hartmann est
intrinséquement achromatique.

Je considére dans la suite de ce manuscrit que les mesures finales, notées d en sortie

de ’analyseur de Shack-Hartmann, sont des estimées des gradients moyens de la surface
d’onde sur chaque sous-pupille, i.e.

di/2 dz/2 di/2  pdi/2
/ / / / —Ac (2.6)
di/2J—d;/2 di/2 d1/2
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Fig. 2.5 — Schéma de principe optique de l'analyseur de surface d’onde de Shack-
Hartmann. Source : Nicolle (2006]).

exprimées en meétres par taille de sous-pupille d;. Cette mesure représente alors la
différence de marche entre deux bords d’une sous-pupille. De cette fagon, elle est indé-
pendante de la distance focale des micro-lentilles. Le vecteur d des mesures peut étre
décomposé en deux sous-vecteurs : les mesures des pentes locales moyennes dans la
direction x, d*, et celles des pentes locales moyennes en direction y, dY. Si le doublet
(i,7) identifie la sous-pupille de la i—éme rangée et de la j-éme colonne de la matrice
de 'analyseur, alors

1 G2

F6q) = g [ (12D - e(G - 12d)dy (2D
i’ J(j-1/2)d,

vig) = T e G412 —wle G- 12 de @8

Pai) = [ e G120 e G- 1))

Ces équations définissent un modéle linéaire Sy, du processus de mesure de I'analyseur
de Shack-Hartmann tel que

d = Sin(w), (2.9)

que je considére dans la suite de ce manuscrit comme le modéle théorique de 'analyseur
de Shack-Hartmann.

2.2.3 Les incertitudes de la mesure

Toute mesure fait ’objet d’une incertitude, qu’il est important de minimiser si ’on
veut pouvoir extraire une information intéressante de cette mesure.

Je restreins la description des incertitudes de mesure aux cas des analyseurs en plan
pupille, n’ayant pas étudié les analyseurs en plan focal.

L’incertitude de la mesure peut étre représentée par un bruit e € R™, processus
stochastique réel, de sorte que ’équation qui caractérise la mesure peut étre écrite
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4 nouveau sous la forme

d=Sw)+e. (2.10)

Cette équation de mesure est reprise tout au long de ce manuscrit. Elle est essentielle
pour caractériser le systéme et pour définir la correction en optique adaptative.

Le bruit de mesure est en général supposé étre décorrélé du signal, w; ce que je
discute un peu plus loin par le biais des incertitudes de modéle de ’analyseur.

Par ailleurs, e posséde deux origines principales :

— le bruit du détecteur

— le bruit de photons

Le bruit du détecteur

Le bruit du détecteur est lié & ses imperfections, essentiellement au bruit de lecture.
L’analyseur de courbure lorsqu’il est utilisé avec des photo-diodes a avalanche, comme
sur I'optique adaptative PUEO au CFHT, n’a pas de bruit de lecture.

Les analyseurs de type pyramide et Shack-Hartmann peuvent étre congus avec le
méme type de détecteurs CCD. La nouvelle génération de détecteurs génére un bruit de
lecture tres faible, inférieur a 1 électron (1le™) par trame pour les L3CCD par exemple.
De plus, si une bonne correction atmosphérique sur un télescope hectométrique avec
un analyseur de Shack-Hartmann requiert quelque 100 photons en moyenne par sous-
pupille et par pose (Gavel, 2001)), alors dans ces conditions, le bruit de lecture est de
toute fagon négligeable devant le bruit de photons.

Le bruit de photons

Le bruit de photons est engendré par le nombre fini de photons regus sur le dé-
tecteur. C’est un bruit qui suit une statistique de Poisson. Il est inhérent & tous les
systémes de mesure de flux, donc & tous les analyseurs. Cependant, il est susceptible
de varier fortement suivant les analyseurs parce qu’il est lié & la conception optique
et électronique du systéme de détection. Il peut également dégrader indirectement la
mesure si le calcul de 'estimée finale (courbure ou pente locales ici) n’est pas optimiseé.

Pour I'analyseur & courbure de 'optique adaptative PUEQ, l'intégration des pho-
tons incidents sur les deux plans image a été optimisée pour réduire ce bruit de photons.
Ainsi le systéme de détection n’est divisé qu’en 19 sous-pupilles, autant que de degrés
de liberté du systéme, et le flux total de chaque sous-pupille est intégré et comptabilisé
a travers une photo-diode & avalanche (Véran, (1997), pour fournir directement la valeur
de la courbure. Cette optimisation permet & 'optique adaptative PUEQO de fonctionner
jusqu’a une magnitude d’étoile de référence de 'ordre de mp = 17, dans le rouge.

Du fait de ses 4 images de la pupille, 'analyseur de type pyramide requiert autant
de pixels CCD qu’un analyseur Shack-Hartmann dont chaque sous-pupille serait ima-
gée sur 2 x 2 pixels, i.e. de type quatre quadrants. Le bruit de photons sur les mesures
de gradients locaux de la phase pour 'analyseur pyramide est proportionnel & 'inverse
du nombre de photons moyens intégrés, 1/Npy, (Vérinaud, 2004). Son expression exacte
a fait I'objet de plusieurs études (Ragazzoni et Farinato|, 1999; [Vérinaud, 2004), mon-
trant qu’il dépend a la fois de la fréquence spatiale des déformations mesurées et de
I'utilisation ou non de la technique de modulation sur 'analyseur pyramide.

Le bruit de photons sur ’estimation des gradients locaux de la phase dans le cas
d’un analyseur Shack-Hartmann suit une dépendance similaire vis-a-vis du nombre de
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photons moyens regus, qui s’exprime ainsi (Nicolle et al. 2004) :

2 2
- 2.11
7¢ = 22N, (AOA) (211)

ot Ny, est le nombre de photons détectés dans la sous-pupille, 6, est la largeur & mi-
hauteur angulaire de la tache image. Pour des sous-pupilles a la limite de diffraction,
0y = Mo /d;, alors que pour des sous-pupilles limitées par la turbulence 6, = Ao /70.

2.2.4 Les incertitudes de modéle (analyseur de Shack-Hartmann)

N’ayant pas étudié les analyseurs de types courbure et pyramide, je ne détaille ici
que les incertitudes de modeéle associées au Shack-Hartmann.

La méthode de centrage

En pratique, 'analyseur de Shack-Hartmann conduit & une matrice d’images sur le
détecteur, qui doivent étre traitées pour estimer le déplacement de centre de gravité
de la tache associée & chaque sous-pupille. Ceci fait l'objet d'un algorithme dit de
centrage. De nombreuses études et comparaisons des méthodes de centrage ont été
faites, concernant les techniques de centre de gravité simple ou seuillé et également des
méthodes de corrélations (Thomas| 2005; Nicolle, [2006)).

Pour les étoiles de référence laser sur un télescope hectométrique, I’élongation de
la tache image sur le détecteur rompt la symétrie en x et y, ce qui a donné naissance
a de nouveaux algorithmes de centrage adaptés : le filtre adapté (Gilles et Ellerbroek,
2006)) et le centre de gravité pondéré (Fusco et al., [2006¢). Cet allongement introduit
des corrélations entre les mesures de pentes suivant les directions = et y dans une méme
sous-pupille.

Les approximations du modéle au bord de la pupille

Par ailleurs, les sous-pupilles étant carrées et la pupille du télescope circulaire, il
existe en pratique des sous-pupilles partiellement illuminées. Un traitement particulier
des mesures de centrage dans ces sous-pupilles doit étre implémenté.

Dans toutes les simulations présentées dans les parties [II] et les mesures issues
des sous-pupilles partiellement illuminées ne sont pas comptées parmi les mesures a
traiter. L’analyse est simplement faite avec un peu moins de données que ce qui serait
accessible de facon optimale. Pour les tests d’optique adaptative présentés dans la
partie [[V] réalisés sur le simulateur Octopus, les sous-pupilles illuminées au-dela d’un
certain taux (~ 75% de leur surface) sont gardées pour déterminer la correction.

Le modéle de Fried du Shack-Hartmann

L’approximation de [Fried| (1977) de l'analyseur de Shack-Hartmann conduit au
modéle de Fried Sy. Ce modeéle approxime les intégrales des Egs. (2.7)-(2.8) par une
intégration trapézoidale, ne considérant que les valeurs de surface d’onde aux coins des
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sous-pupilles. Alors les mesures modélisées s’écrivent :

@G,9) = 5o [0+ 120 (= 1/2d) + (i + 1/2)d (G + 1/2)d)
—w((i = 1/2)ds, (j = 1/2)di) = w((i = 1/2)dy, (G +1/2)dp)|  (212)
|w((6 = 1/2)d1, (j +1/2)d0) + w((i +1/2)dy, ( +1/2)dy)

= w((i = 1/2)dy, (G = 1/2)di) = w((i = 1/2)di, (G = 1/2)dp)] . (213)

d’(i,j) = 24

L’équation de mesure non bruitée du modéle de Fried s’écrit

d=Ss(w). (2.14)

2.3 Miroir déformable

Il existe plusieurs technologies possibles pour réaliser un miroir déformable. Les
principales spécifications pour un miroir déformable s’expriment en termes d’amplitude
de déformation maximale, de temps de réponse, de qualité de surface, d’hystérésis, de
dissipation d’énergie ou encore d’encombrement. L’amplitude maximale requise dépend
du diamétre du télescope D, si bien qu’elle est de 'ordre de quelques microns pour
un télescope de 10 m, mais qu’elle doit couvrir 10 & 20 microns pour les télescopes
hectométriques en projet. Les défauts de rugosité de petite échelle doivent par ailleurs
étre évités parce qu’ils ne peuvent étre corrigés par l'optique adaptative.

Différentes technologies ont été expérimentées jusqu’ici pour réaliser ces miroirs
(Séchaud, 1999). Les premiers miroirs déformables étaient segmentés, c’est-a-dire qu’ils
sont constitués d’un ensemble de petits miroirs plans contigiis. Suivant le type de
miroirs segmentés considéré, les segments sont commandés pour corriger 1 & 3 types de
déformations : le piston local uniquement ou le piston et les basculements en x et en y.

Désormais, il existe des miroirs déformables & surface continue. Ils déforment une
membrane réfléchissante a ’aide d’actionneurs.

Les miroirs bimorphes sont constitués de deux membranes collées dos-a-dos, avec un
réseau d’électrodes entre celles-ci pour influer sur la courbure locale. Ils sont idéalement
concus pour étre combinés & un analyseur de courbure. Ainsi, 'optique adaptative
PUEO (CFHT) commande un miroir bimorphe.

La technologie la plus courammment utilisée & 1’heure actuelle en astronomie est
constituée d’une seule membrane, réfléchissante, au dos de laquelle sont attachés des
actionneurs piezo-électriques. La figure schématise la déformation de la membrane
réfléchissante grace aux actionneurs piezo-électriques. Une tension de 'ordre de 150
Volts produit une déformation de 'ordre de 10 microns d’amplitude.

Les actionneurs piezo-électriques sont responsables d’un phénoméne d’hystérésis
générant une erreur de correction de 'ordre de 10 & 20% de 'amplitude de la déforma-
tion. I est heureusement possible de réduire cette erreur & environ 1% en introduisant
des capteurs de position sur les actionneurs. Ceci est réalisé sur 'optique adaptative
NAOMI du télescope William Herschel (Myers et al., |2003).

Portés par 'industrie des circuits intégrés, une nouvelle technologie suscite une at-
tention croissante. Il s’agit des miroirs micro opto-électro-mécaniques, MOEM, qui sont
prometteurs pour leur faible cott et la possibilité d’un trés grands nombre d’action-
neurs. Ils ne sont encore utilisés qu’a un stade de tests en laboratoires et leur dimension
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Fi1G. 2.6 — Schéma de déformation de la membrane réfléchissante & 1’aide d’actionneurs
piezo-électriques dans le miroir déformable de I'optique adaptative NAOS (ESO, Chili).
Source : http ://www.onera.fr/conferences/naos/index.php

actuelle est trop réduite pour offrir 'amplitude de correction exigée par les diameétres
des télescopes hectométriques.

Dans ce manuscrit, la déformée du miroir w® désigne la correction engendrée par la
commande a sur un nombre n, d’actionneurs.

La réponse du i-éme actionneur est modélisée par une fonction continue m; sur la
surface du miroir déformable, appelée fonction d’influence. L’action du miroir défor-
mable est alors décrite par I’équation

we(r) = mi(r)a; = (m"-a)(r). (2.15)

La linéarité du processus est généralement vérifiée sur les miroirs déformables existants.

Je néglige dans ce manuscrit la dynamique temporelle du miroir. De plus, je ne
modélise le miroir que par des fonctions d’influence de type splines linéaires, de support
égal & deux fois I’espace entre les actionneurs. Cette modélisation néglige les couplages
entre les actionneurs ou d’autres effets particuliers & certaines technologies de miroir
déformable comme 1’hystérésis.

2.4 Les optiques adaptatives & grand nombre de paramétres

La figure dépeint les premiéres idées des astronomes pour palier les méfaits
de "atmosphére sur la résolution des observations. Une optique adaptative élaborée
partir d’un seul analyseur observant une seule étoile de référence est désignée dans la
suite de ce manuscrit par le terme d’optique adaptative classique.

Le principe de 'optique adaptative classique a commencé & démontrer son efficacité
sur le ciel en 1990 avec 'optique adaptative COME-ON sur le télescope de 3.6m de
I'ESO (Rigaut et al., 1991). Ce premier systéme comportait un miroir déformable a
19 actionneurs, puis il a été remplacé par 'optique adaptative COME-ON-+ avec un
miroir & 52 actionneurs en 1992 (Rousset et al.l [1994). Depuis de nombreux systémes
d’optique adaptative classiques ont été réalisés, toujours avec un nombre croissant
d’actionneurs, garants d’une résolution angulaire toujours plus proche de la limite de
diffraction du télescope. Actuellement, les optiques adaptatives classiques mises en
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oeuvre en astronomie utilisent des miroirs & quelques centaines de degrés de liberté
(349 actionneurs pour le télescope décameétrique Keck II & Hawaii) (van Dam et al.
2004)).

L’optique adaptative classique est malheureusement limitée par le domaine d’iso-
planétisme du systéme. On retrouve la remarque faite au chapitre précédent sur 1'uni-
formité de la FEP longue pose dans le champ (cf. section . Plus 'objet astrophy-
sique & observer est éloigné angulairement sur le ciel de I’étoile de référence de 'optique
adaptative, moins les surfaces d’onde incidentes sur la pupille sont corrélées et donc
moins pertinente est la correction appliquée dans le plan conjugué du plan pupille par
le miroir déformable (Fried! 1982), ce qui est illustré par la figure .

Etoile de referen% % Objet astrophysiqt
y
’ E e N—
Hauteur d atmosphel:fe Zone de turbulence
turbulente ] non analysee
v
Telescope!

Fia. 2.7 — Effet d’anisoplanétisme.

Du fait de cet anisoplanétisme, le champ des observations bénéficiant de la correc-
tion d’optique adaptative est limité & quelques 30” (secondes d’arc) de rayon autour de
I’étoile de référence dans l'infra-rouge. Ce point souléve deux problémes :

— Quelle est la probabilité qu’il existe une étoile de référence suffisamment brillante

a proximité d’un objet astrophysique & observer pour que celui-ci puisse bénéficier
de la correction? Ou, d’un autre point de vue, quelle est la fraction du ciel qui
peut faire 'objet d’observations corrigées avec cette optique adaptative ?

— Comment obtenir une correction d’optique adaptative sur un champ plus large ?

Le premier point introduit la notion de couverture du ciel. Elle est associée a la
fois au critére de qualité de la correction et & la répartition sur la voute céleste des
étoiles d’'une magnitude donnée. D’une part, la qualité de la correction peut étre spé-
cifiée en terme de valeur et d’uniformité dans le champ observé du rapport de Strehl
ou d’un autre critére de performance. D’autre part, cette qualité de correction requiert
la présence dans ce champ ou & proximité d’une ou plusieurs étoiles de référence natu-
relles suffisamment brillantes pour atteindre ces performances. La prise en compte de
ces parameétres permet de caractériser la couverture du ciel d’une optique adaptative
(Nicolle, [2006).

Cette couverture du ciel n’est malheureusement que de 'ordre de 1% pour les sys-
témes d’optique adaptative actuels qui fonctionnent avec des étoiles de référence natu-
relles.

Ainsi la derniére décennie a vu fleurir de nouveaux concepts d’optique adaptative
pour dépasser ces difficultés. Je présente dans cette section les différents concepts pro-
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posés afin d’adapter 'optique adaptative aux besoins des astronomes sur les grands
télescopes existants ou en projet. Ils peuvent étre classés en deux grands groupes :

— les optiques adaptatives de champ restreint : ’'OA monoconjuguée (OAmC), 'OA

par tomographie laser (OATL) et 'OA extréme (OAX)

— les optiques adaptatives de champ large : ’OA multiconjuguée (OAMC), 'OA de

couche limite (OACL), et 'OA multiobjets (OAMO)

Le projet de télescope hectométrique européen, I’E-ELT, prévoit que chacun de ces
concepts d’optique adaptative puisse étre utilisé sur le futur télescope, soit en tant que
systéme intégré au télescope ou systeme dédié & un instrument particulier. Je précise
un peu plus loin pour chacun de ces systémes le nombre de mesures et d’actionneurs
envisagé dans chacune de ces configurations pour ce projet E-ELT.

2.4.1 Les optiques adaptatives de champ restreint

Les optiques adaptatives de champ restreint n’utilisent qu'un seul miroir déformable
optiquement conjugué avec le plan pupille du télescope.

L’optique adaptative monoconjuguée : OAmC

Cette configuration est celle dont j’ai déja fait mention, avec un analyseur observant
une seule étoile de référence (cf. figure , en considérant un miroir déformable dont
la fréquence spatiale limite de déformation est proche de 1/(27g) E] . De cette facon,
I'optique adaptative permet une bonne correction dans le domaine d’isoplanétisme au-
tour de I’étoile de référence, c’est-a-dire sur quelques dizaines de secondes d’arc dans le
proche infra-rouge . J’entends, par bonne correction, un rapport de Strehl longue pose
de ordre de 70% si I’étoile est brillante. A partir des seules étoiles de référence natu-
relles, la couverture du ciel d'un tel systéme est de l'ordre de 1%. L’utilisation d’étoiles
laser sur une telle optique adaptative permet d’accroitre de facon phénomeénale cette
couverture du ciel (100% en théorie). C’est ainsi que le télescope de 10 m Keck IT
(Hawaii) est équipé d’une optique adaptative avec une étoile laser de type sodium.

Toutefois, le principe de U'optique adaptative monoconjuguée analysant des étoiles
laser n’est plus valable pour les télescopes hectométriques, en raison de l’effet de cone
(cf. section qui domine alors fortement les erreurs de correction.

L’E-ELT est prévu pour accueillir en temps qu’optique adaptative de premiére lu-
miére une OAmC basée sur 'analyse d’étoiles naturelles, avec un analyseur comprenant
84 sous-pupilles le long du diameétre (D/d; = 84).

L’analyse des étoiles laser pour augmenter la couverture du ciel est prévue grace
& une optique adaptative de champ restreint plus complexe, nommée OATL, visant &
éliminer les effets néfastes de l'effet de cone.

L’optique adaptative de champ restreint en tomographie laser : OATL

Le concept OATL, pour laser tomography adaptive optics, découle de 'impact de
I'effet de cone sur la qualité de la correction avec étoile laser lorsque le diamétre du
télescope est supérieur a 10 m. L’idée est de maintenir une bonne qualité de correction
sur un champ restreint, comme en OAmC, & I'aide d’un seul miroir déformable conjugué

2y est le parametre de Fried de la turbulence atmosphérique caractéristique du site d’observation
cons}déré et exprimé ici & la longueur d’onde de I'observation A;. Je rappelle que ro est proportionnel
< 16/5
a "
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au plan pupille, mais en analysant plusieurs étoiles laser, conjuguées chacunes & un
analyseur. Ceci est illustré par la figure [2.§]

Objet de I’observatio%z

Etoiles laser :

command
= E=

Fia. 2.8 — Tomographie laser en champ restreint : OATL

Cette optique adaptative prévue sur 'E-ELT est dimensionnée pour employer 6
étoiles laser, afin de corriger la surface d’onde sur un champ de 1 minute d’arc. L’indé-
termination de la position des étoiles laser, dans cette configuration & plusieurs étoiles,
rend également difficile 'analyse des premiers ordres (spatiaux) de la perturbation,
au-dela des simples basculements en = et y (Le Louarn et Tallon| 2002). L’analyse
additionnelle d’une & trois étoiles naturelles dans le champ est alors nécessaire pour
déterminer ces déformations de basse fréquence spatiale de la surface d’onde.

L’analyse des étoiles laser est envisagée & partir de 6 analyseurs de Shack-Hartmann
avec D/d; = 84 et les étoiles naturelles sont analysées a partir d’un analyseur Shack-
Hartmann de bas-ordres, c’est-a-dire qu’il ne comprend que 3 x 3 sous-pupilles pour
échantillonner la surface d’onde au-dessus de toute la pupille. Le nombre de mesures
A traiter en temps réel pour la tomographie s’éléve a plus de 6 x 104, et le nombre de
commandes 3 appliquer au miroir est de 1’ordre de 5 x 103.

L’optique adaptative extréme : OAX

Une optique adaptative extréme, OAX, est optimisée pour sonder I'entourage trés
proche d’une étoile, avec comme objectifs directeurs la détection de planétes extraso-
laires ou I’étude de disques de poussiéres (Gavel, 2001). Ainsi pour cette configuration,
I’anisoplanétisme dans le champ n’est plus un probléme puisque 1’étoile dont 1’environ-
nement proche fait ’objet d’'une observation sert elle-méme d’étoile de référence. Un
seul analyseur et un seul miroir déformable sont donc utilisés, comme en OAmMC.
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Afin de sonder les objets faibles autour de I’étoile (planétes ou poussiére), un coro-
nographe masque ’étoile. Ceci permet d’intégrer le flux issu des zones immédiates de
celle-ci pendant un temps de pose extrémement long afin de faire apparaitre les signes
d’existence d’une planéte par exemple.

Cette optique adaptative doit étre extrémement performante afin de maximiser la
résolution et permettre 'identification des objets trés faibles dans le voisinage immédiat
de l'étoile. Le systéme doit assurer un trés haut rapport de Strehl ( > 90% a A\; =
1.65 um). Les performances au-dela de cette valeur sont évaluées en terme de contraste,
c’est-a-dire la quantité de lumiére dispersée dans la FEP & une distance angulaire
donnée de ’étoile.

Deux systémes OAX sont actuellement en cours de conception. Un premier est
destiné & l'instrument Gemini Planet Imager, sur le télescope de 8 meétres Gemini Nord
(Consortium Gemini, Hawaii) (Poyneer et al., [2008). Un second projet, SAXO, sera
inclus dans I'instrument SPHERE prévu pour le VLT (ESO, Chili) (Fusco et al., 2006a).
Ces deux systémes d’optique adaptative sont congus avec une quarantaine d’actionneurs
le long du diamétre (D = 8 m).

Cette configuration d’optique adaptative est également prévue pour le futur ins-
trument EPICS de 'E-ELT (Vérinaud et al., 2006), mettant en jeu cette fois-ci un
analyseur d’environ 210 x 210 sous-pupilles. Le nombre de mesures fournies par ’ana-
lyseur est donc de l’ordre de 6 x 10* et le nombre de commandes & envoyer au miroir
déformable vaut environ moitié moins, 3 x 10%.

2.4.2 Les optiques adaptatives de champ large

Les limitations de champ dues & 'anisoplanétisme des systémes présentés précédem-
ment sont faits notoires depuis les débuts de l'optique adaptative (Fried, 1982). Afin
de pouvoir observer des scénes étendues avec une correction d’optique adaptative uni-
forme, il est nécessaire de compenser la perturbation atmosphérique dans son volume.
Les modeles de la turbulence atmosphérique (¢f. chapitre suivant) justifient I'intérét de
conjuguer plusieurs miroirs déformables & des altitudes différentes, correspondant & des
couches d’atmospheére particuliérement turbulentes, afin d’uniformiser ou d’optimiser
la fonction d’étalement de point (FEP) dans le champ. Les trois concepts d’optique
adaptative de champ large présentés ci-aprés reposent sur ce principe.

L’optique adaptative multiconjuguée : OAMC

A partir de I'analyse de 3 étoiles de référence naturelles et de 2 miroirs défor-
mables optiquement conjugués & des altitudes différentes, il est désormais démontré
que leffet d’anisoplanétisme peut étre significativement réduit sur les observations d’un
champ stellaire de 2 arcminutes grace a cette multiconjugaison (Marchetti et al., 2007).
Les applications de cette approche, OAMC, sont nombreuses en astrophysique extra-
galactique, par exemple pour étudier la poussiére interstellaire des zones d’étoiles en
formation.

On distingue deux types d’'OAMC, celle orientée étoile et celle orientée couche. Le
schéma de la figure illustre le concept d’OAMC orientée étoile. Dans ce cas, il y
a un analyseur par étoile de référence. C’est la recombinaison des différents jeux de
mesure qui permet d’estimer la perturbation introduite dans chaque couche turbulente
modélisée & la verticale de la pupille. Un faible nombre de couches est généralement
utilisé, et ceci est justifié par les études de turbulence sur les sites d’observation (cf.
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section . Plusieurs miroirs déformables sont insérés dans la boucle fermée du sys-
téme d’optique adaptative, en les conjugant optiquement & des altitudes de couches
différentes. D’aprés le schéma de la figure 2.9 on remarque que plus la couche est éle-
vée, plus le miroir déformable est susceptible de corriger une large surface projetée,
incluse dans la réunion des projections de la pupille du télescope sur cette couche dans
les directions des étoiles de référence.

Sources de referenc% %X %&

f b i [ Altitude de conjugajson
; : " duMD3 =
! ! ‘
Distributioni
verticale
dela 2
1
turbulence ' Altitude de conjugg}s{n
(couches) : U MD2
1
1
E Altitude de conjuggis{n
E du MD1
1
1
1
1
:
; Plan pupille
SO3 ESOl >
—’_, Correcteur
6802

Fia. 2.9 — Schéma de principe de 'optique adaptative multiconjuguée, OAMC. Plu-
sieurs étoiles de référence sont analysées, réparties dans un champ de vue large & cor-
riger. En configuration orientée étoile, chaque étoile est analysée par un analyseur
différent. La perturbation est modélisée comme 'ensemble de plusieurs déformations &
des altitudes discrétes ot est concentrée la turbulence. A plusieurs de ces altitudes sont
conjugués des miroirs déformables pour appliquer une correction sur tout le champ.

Un second concept d’MCAQ a été développé par |Ragazzoni et al.| (2000), désigné
comme OAMC orientée couche. Cette configuration utilise autant d’analyseurs que de
miroirs déformables. Chaque analyseur est optiquement conjugué & une altitude de
couche & laquelle est associée un miroir déformable. Contrairement a 'OAMC orientée
étoile, les analyseurs observent tous le flux issu de plusieurs étoiles de référence dans
le champ. La correction peut alors étre décomposée en boucles fermées disjointes ; une
boucle par couple analyseurmiroir déformable conjugué. La complexité de la correction
croit alors avec le nombre de miroirs et non plus avec le nombre d’étoiles de référence
comme en OAMC orientée étoile. De plus, le fait d’intégrer le flux recu de toutes les
étoiles de référence sur chaque analyseur, permet d’augmenter la sensibilité de ’ana-
lyse et donc de faire fonctionner ce systéme sur des étoiles de référence plus faibles.
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Malheureusement, la disparité des magnitudes des étoiles de référence naturelles dans
le champ complique I’estimation de la perturbation & corriger, parce que la turbulence
est mieur analysée dans les directions d’étoiles brillantes que dans les autres (Nicolle,
2006)).

Le projet I’E-ELT comprend une optique adaptative multiconjuguée, nommée MAORY,
dont I'étude & commencer cette année. Son dimensionnement n’est pas encore arrété
mais il comprendra vraisemblablement un nombre total de mesures proche de 10°, et
deux & trois miroirs déformables afin de fournir la qualité de correction attendue.

L’optique adaptative de couche limite : OACL

Le champ qui peut étre corrigé de fagon uniforme grace & PTOAMC est restreint 4 1 &
2 minutes d’arc, du fait du grand nombre de parameétres qu’elle fait intervenir. Pourtant,
certaines observations astrophysiques requiérent avant tout un trés grand champ avec
une correction partielle mais uniforme. C’est I’'objectif de 'optique adaptative de couche
limite, OACL. Son principe repose sur le fait que ’essentiel de la turbulence optique est
généralement concentrée dans les premiéres centaines de meétres au-dessus du télescope,
que 'on nomme la couche limite. Par ailleurs, dans ce volume de basse altitude, la
turbulence atmosphérique affecte les surfaces d’onde, méme issues d’étoiles éloignées
dans le champ, & peu prés de la méme fagon.

Ainsi, 'analyse de plusieurs étoiles de référence dans un champ de quelques 5 mi-
nutes d’arc permet de reconstituer la perturbation commune de basse altitude et de
la corriger griace & un unique miroir déformable optiquement conjugué & une faible
altitude, représentative de cette couche limite.

Le systeme OACL peut fonctionner avec des étoiles de référence naturelles ou laser.
Dans le cas de l'utilisation d’étoiles laser, la couverture du ciel d’un systéme OACL est
proche de 100%, puisque le grand champ considéré augmente la probabilité d’y trouver
une ou plusieurs étoiles naturelles suffisamment brillantes pour analyser les bas ordres
de la turbulence. C’est un atout supplémentaire de ce concept d’optique adaptative.

Deux optiques adaptatives de type OACL sont actuellement congues pour fonc-
tionner avec une seule étoile laser de type Rayleigh. Il s’agit de SAM sur le télescope
SOAR (Chili) (Thomas| 2005)) et de GLAS sur le télescope William Herschel (Morris
et al., [2006). Les deux télescopes recevant ces systémes d’optique adaptative ont un
diamétre de 4.2m. D’autres projets d’OACL sont actuellement & I’étude, et notamment
un systéme intégré au télescope E-ELT.

L’optique adaptative multiobjets : OAMO

Contrairement au cas de la OAMC, les miroirs déformables en OAMO ne sont plus
différenciés par leur altitude de conjugaison mais par leur directions de correction.
L’avantage de cette technique est de pouvoir optimiser la correction dans chacune des
directions d’observation. De plus, il est possible dela kise en pratique de cette correc-
tion se fait en combinant un miroir déformable de grand champ pour la correction
de la turbulence commune au sol, avec plusieurs miroirs de champ restreint en alti-
tude dédiés aux différentes cibles. L’objectif de PTOAMO est ainsi de fournir un grand
champ d’observation avec une correction optimisée dans 10 & 20 directions. Ce concept
d’optique adaptative est porté par les besoins de la spectroscopie tridimensionnelle en
astrophysique. Les objets observés sont trés faibles et bénéficieront donc de 'utilisation
d’une ouverture de 42 m de diamétre pour collecter le flux incident. La compréhension
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de la formation stellaire passe par une analyse statistique des observations et donc
I’obtention d’un grand nombre de données. Dans ce contexte, I’atout fondamental de la
OAMO est de permettre 'observation simultanée d’une dizaine d’objets astrophysiques
corTigés.

La difficulté majeure d’un tel concept est que la correction en altitude, spécifique a
chaque direction d’observation, se fait en boucle ouverte. Les performances sont encore
difficiles & quantifier a ’heure actuelle.

Un systéme de type MOAO est prévu sur 'E-ELT, il est nommé EAGLE, et est en
cours d’étude.

Conclusion sur les optiques adaptatives a grands nombre de paramétres

Les projets de télescopes hectométriques avec leurs divers concepts d’optique adap-
tative marquent un saut en terme de nombre de parameétres a controler en temps réel.
Tandis que le systéme d’optique adaptative du télescope Keck IT comporte 349 action-
neurs, le systéme monoconjugué de 'E-ELT en comportera plus de 5000. Les concepts
d’optique adaptative de champ large en comporteront encore davantage. Ceci n’est pas
sans conséquence sur la stratégie de correction du systéme et plus particuliérement sur
I’algorithme permettant de passer des mesures aux commandes & appliquer.

Les deux prochaines sections présentent les stratégies actuelles de correction de la
commande et leurs perspectives pour les dimensions des systémes & venir.

2.5 La matrice d’interaction du systéme

La matrice d’interaction G nomme l'opérateur de passage de l'espace des com-
mandes R™ & celui des mesures R™, a travers le systéme d’optique adaptative en
I’absence de perturbations, i.e.

d=G-a, (2.16)

ol a est un vecteur de commandes et d est un vecteur de mesures.
Je distingue ici deux approches possibles pour modéliser G : la calibration ou la
synthése théorique.

Modéle de G calibré

En supposant que la réponse du systéme d’optique adaptative & une commande a
est linéaire, il est possible d’obtenir G par calibration en observant une source non af-
fectée par la turbulence atmosphérique. Chaque colonne de la matrice G est le vecteur
de mesure obtenu en appliquant au miroir déformable un vecteur de base de I'espace
des commandes. La matrice G est alors stockée en mémoire, dans le systeme de com-
mande de I'optique adaptative. C’est la procédure employée sur la plupart des systémes
d’optique adaptative existants (e.g. (van Dam et al., 2004)).

Pour une optique adaptative de champ large, cette matrice d’interaction est fonction
de la direction d’analyse, c’est-a-dire de la position de 1’étoile de référence, dans ce
champ. Ceci entraine une recalibration fréquente de la matrice d’interaction.

Modéle de G synthétique

Afin d’éviter I’étape de calibration de la matrice d’interaction G, il est aussi possible
de synthétiser la matrice & partir des modéles séparés des analyseurs et des miroirs dé-
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formables. Cette approche est intéressante lorsque 1’on a un bon modéle de connaissance
de l'analyseur et du miroir, et lorsqu’ils sont linéaires. Ainsi

d=G-a=Sm"-a), (2.17)

De plus, les miroirs et les analyseurs ne sont plus nécessairement décrits par des
matrices, mais ils peuvent étre implémentés & partir de modéles analytiques plus précis.
La direction d’analyse peut étre considérée comme un paramétre du modéle implémenté
pour chaque analyseur. Pour de grands systémes d’optique adaptative, cette approche
peut éviter le stockage en mémoire d’une matrice de dimension n, X m, ol n, et m
représentent respectivement le nombre total d’actionneurs (comprenant tous les miroirs
déformables) et le nombre total de mesures (comprenant tous les analyseurs).

2.5.1 Cas particulier de la géométrie de Fried

Dans les systéemes d’optique adaptative simples que j’étudie dans ce manuscrit,
les coins des sous-pupilles de I'analyseur de Shack-Hartmann sont alignés avec les ac-
tionneurs du miroir déformable. C’est le cas généralement pour les systémes d’optique
adaptative utilisant ce type d’analyseur. Par exemple, la configuration du systéme
NAOS installé sur un télescope VLT, au Chili, est représentée sur la figure 2.10] Cette
géométrie est désignée par 'appellation géométrie de Fried. 1l est intéressant de re-
marquer que dans le cas d’un miroir aux fonctions d’influence bilinéaires, le modéle de
Fried de Vanalyseur (cf. section est un modéle parfait de Shack-Hartmann, i.e.

d=S;(m" a) = Syp(m"-a). (2.18)

En effet, la moyenne résultant de I'intégrale sur la frontiére dans les équations (2.7))-
(2.8) est équivalente a la demi-somme effectuée par le modele de Fried dans les équa-
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Fia. 2.10 -  Configuration du systéme NAOS sur un télescope du VLT

au Chili. Les actionneurs sont alignés avec les coins des sous-pupilles
de l'analyseur de Shack-Hartmann. C’est la géométrie de Fried. Source
hitp ://www.onera.fr/conferences/naos/index.php

Dans la géométrie de Fried, il existe aux moins deux modes non vus du miroir, <.e.
dim Ker G > 2. Une déformation uniforme dans le plan pupille, c’est-a-dire un piston,
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produit un jeu de mesures nulles. De plus, le mode gauffre ou damier est également
un mode singulier du systéme. Si on ne considére que les mesures provenant des sous-
pupilles entierement illuminées et qu’il existe un actionneur aux 4 coins de chaque sous-
pupille entiérement illuminée, alors ces deux modes orthogonaux du noyau de G sont
représentés sur la figure [2.11] pour une pupille circulaire. Le mode damier correspond au
mode pour lequel chaque actionneur est déplacé d’'une méme amplitude mais de signe
opposé a celui de ses plus proches voisins.

Fia. 2.11 — Les deux modes non vus de la matrice d’interaction G du systéme dans
la géométrie de Fried sur une pupille circulaire. A gauche, le mode piston, pour lequel
les actionneurs générent une déformeée plane sur la pupille. A droite, le mode damier
comprenant les valeurs -1 et 1, en alternance sur la pupille.

Tout actionneur dont la déformée se trouve en dehors de la pupille est aussi res-
ponsable & lui seul d’un mode non vu additionnel pour G.

2.6 L’asservissement du systéme

L’optique adaptative est un systéme asservi. Son illustration sur la figure 2.1] peut
étre transcrite sous la forme d’un schéma, ce qui est effectué sur la figure [2.12

vers la voie d'observation

e
perturbation l d

w wee ASO _>®__ CORRECTEUR MD

Fig. 2.12 — Schéma d’une optique adaptative en boucle fermée. La surface d’onde
incidente est notée w, la déformée du miroir déformable w® et la surface d’onde résiduelle
w™. Les mesures d issues de 'analyseur sont entachées d’incertitudes, modélisées par
un bruit Gaussien centré e.

La surface d’onde incidente perturbée par ’atmosphére est notée w, et la correction
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appliquée par le biais du miroir déformable w¢. L’analyseur observe alors la déformée
résiduelle w'. Cette perturbation résiduelle est caractéristique des déformations affec-
tant les observations astrophysiques effectuées en paralléle de la correction, aux effets
d’isoplanétisme prés.

A partir des systémes d’analyseurs et de miroirs déformables présentés dans les
sections précédentes, il faut concevoir un correcteur permettant d’atteindre les per-
formances spécifiées par les besoins des astronomes. Je décris dans un premier temps
les correcteurs utilisés pour des systémes ’OAmC existants. Puis, je présente les nou-
velles problématiques de synthése du correcteur introduites par les concepts d’optique
adaptative de champ large et de tomographie.

2.6.1 Correcteur pour une OAmC

Dans une optique adaptative mono-conjuguée (OAmC), comme dans une optique
adaptative extréme (OAX) d’ailleurs, la correction est calculée pour corriger la surface
d’onde issue de I'étoile de référence. En conséquence, corriger les déformations est
équivalent & annuler les dérivées spatiales de w sur la pupille, autrement dit annuler
les mesures d s’il n’y avait pas de bruit.

Historiquement, la synthése du correcteur était décomposée en deux étapes dis-
tinctes, une étape statique, et 'autre dynamique. L’étape statique vise I'inversion de la
chaine directe du systéme d’optique adaptative. La partie dynamique de la correction
est souvent réalisée a I'aide d’un correcteur de type intégrateur. Afin de réaliser ces
deux étapes, il faut modéliser la chaine directe de 'optique adaptative, ce qui est fait
dans le prochain paragraphe. Ensuite, je décris le processus de synthése d’un correcteur
de type intégrateur en optique adaptative.

La fonction de transfert de la chaine directe

La chaine directe correspond au transfert de I'optique adaptative entre 'entrée a
et la sortie d, c’est-a-dire a 'ensemble {MD + ASO} illustré par le schéma en haut de

la figure 2.13]

—| MD [ ASO [

Fia. 2.13 — Chaine directe de 'optique adaptative. En haut : Schéma de principe. En
bas : Représentation & partir de la fonction de transfert du systéme dans le cas d’une
modélisation linéaire et discréte.

La dynamique du miroir déformable est généralement négligeable en optique adap-
tative. L’analyseur a en revanche une dynamique non négligeable, puisque le détecteur
doit intégrer l'intensité regue de 1’étoile de référence pendant un certain temps. L’opé-
ration de moyenne temporelle du signal équivalente & ce temps de pose a un effet
négligeable sur la synthése du correcteur pour les performances recherchées en optique
adaptative. Cependant, le retard avec lequel les mesures de ’analyseur deviennent ac-
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cessibles, di & ce temps de pose et a la lecture du détecteur, doit étre pris en compte
(Madec, (1999).

Je discrétise temporellement le modéle du systéme, avec un pas d’échantillonnage
temporel T égal a la période avec laquelle un nouveau jeu de mesures de ’analyseur de-
vient accessible. Alors la transformée en z de la chaine directe du systéme s’écrit 271G,
comine représentée en bas de la figure [2.13] ot G est toujours la matrice d’interaction
du systéme.

La définition de la fonction de transfert en temps discret est rappelée dans ’an-
nexe

Jinsiste sur le fait que les transferts en z sont exprimés ici en multivariable, c¢’est-
a-dire , qu’ils sont fonction a la fois de la fréquence temporelle (via z) et des variables
(spatiales) des espaces d’entrée et de sortie des blocs (ASO, MD, etc).

Maintenant que 'on connait le transfert du systéme { MD + ASO }, il est possible
de synthétiser un correcteur pour l'optique adaptative en boucle fermée schématisée sur
la figure afin de réguler la sortie d. Les spécifications de ce systéme bouclé sont
exprimées & partir des mesures d. En régime transitoire, elles concernent la rapidité et
I’amortissement. En régime permanent, on étudie la précision et la stabilité de d.

La loi de commande utilisée dans les systémes d’optique adaptative mono-conjuguée
(OAmC) sur le ciel est de type intégrale.

Correcteur intégrateur scalaire

Les premiers systémes d’optique adaptative, comme COME-ON, étaient synthétisés
en découplant les aspects temporels des autres variables du systéme. Le correcteur est
ainsi composé de deux éléments schématisés par les deux blocs placés en série a la place
du correcteur dans le diagramme de la figure [2.14]

le ! :
es | _ d,; + | & | a w°
ﬂ.@h 7'so > > G > Q@) t— Mo

Fi1a. 2.14 — Représentation des transferts d’une optique adaptative dans le cas d’une
modélisation linéaire et en temps discret. Les modéles nominaux de ’analyseur et du
miroir déformable sont désignés par 2~ 1S, et M, respectivement.

Dans le premier bloc, G est une inverse généralisée ou une approximation de
I'inverse du processus décrit par G. Ceci permet de passer de l’espace des mesures &
I’espace des commandes, pour appliquer une correction qui rétablira la sortie désirée. Ce
bloc constitue la partie statique du correcteur, au sens ou il est défini indépendamment
des dynamiques du systéme et des perturbations.

Dans le deuxiéme bloc, on trouve la loi de commande proprement dite, I'intégrateur
scalaire

K;
Tl

Q(2) (2.19)

ol K; désigne le gain de l'intégrateur.
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Ce type de correction a une limitation majeure. Quand la dimension de d augmente
en optique adaptative, c’est que ’on souhaite corriger la surface d’onde dans un espace
de possibilités de perturbations (ou de modes) de plus en plus grand. Or tous ces
modes de la surface d’onde n’évoluent pas avec la méme dynamique (Conan et al., 95).
Il est donc pénalisant de définir une seule loi de commande appliquée uniformément
sur l’espace des parameétres.

Correcteur intégrateur modal

Une amélioration de ce correcteur consiste & transformer le systéme d’optique adap-
tative & n, variables d’entrée en n, systémes d’optique adaptative mono-entrée indé-
pendants, fonctionnant en paralléle. |Gendron et Lenal (1994) ont montré que ceci était
possible si chacun des n, systémes mono-entrée commande un mode spatial propre du
systéme, 7.e. un vecteur propre de la matrice symétrique positive (GT -G). En effet,
on peut noter

(GT.G)=V-A- VT, (2.20)

la décomposition en valeurs singuliéres (SVD), qui sont aussi les valeurs propres, de
(GT-G). La matrice V est orthogonale, ce qui signifie que VIV = V. VT =T et
A est diagonale. Si le modéle de la matrice d’interaction du systéme est correct, alors
G =S, M, sur la figure Que G soit la pseudo-inverse de G

Gt-G=(G"-G).GT-G=V-AT.A- VT, (2.21)
ou bien qu’elle soit obtenue par SVD tronquée

1/Aii siA; >e>0

0 sinon .

G- G=V-AT-A- VT, ouA;:{ (2.22)

la matrice orthogonale VT deéfinit un changement de variables a partir de 'espace des
actionneurs tel que le systéme de commande pour chacun des modes propres (vecteurs
colonnes de V1) soit découplé des autres.

Dans chacun de ces sous-espaces, les diagrammes mono-variables équivalents a celui
de la ﬁgurene font plus intervenir qu’un bloc z~! pour I'analyseur et un bloc Q(z2)
pour le correcteur; les autres blocs disparaissent. Les systémes étant découplés, il est
finalement possible de définir un correcteur @;(z) spécifique a chaque mode propre.

En pratique, le découplage des systémes nécessite dans ce cas de précalculer la
décomposition en valeurs singuliéres de la matrice d’interaction G du systéme, afin de
connaitre les matrices de passage dans les espaces de modes singuliers pour la commande
a et les mesures d.

Ellerbroek et al| (1994) ont généralisé cette approche modale de la correction
a d’autres approximations G de linverse de la matrice d’interaction G, avec la
contrainte que G - G soit une matrice diagonale. Toutefois, cette fois-ci, les modes or-
thogonaux et les gains des intégrateurs sont déduits d’une optimisation tenant compte a
la fois de la propagation du bruit dans la commande et de la dynamique de la turbulence
spécifiques & ces différents modes.

Dans la suite de ce manuscrit, j’entends par correcteur modal un correcteur Q(z) - G,
tel que G - G soit un matrice diagonalisable dans une base de modes orthogonaux de
lespace de commande (actionneurs) et que Q(z) soit diagonal dans cette méme base.



62 CHAPITRE 2. IL’OPTIQUE ADAPTATIVE

Plusieurs correcteurs modaux avec un intégrateur ont été mis en oeuvre avec suc-
cés sur des systémes d’optique adaptative en astronomie. On peut citer notamment
COME-ON PLUS pour I'ESO (Gendron et Lena, [1995), le systéme PUEO du Téles-
cope Canada-France-Hawaii (Rigaut et al., [1998]), Altair sur le télescope Gemini Nord,
ou encore NAOS au Very Large Télescope (ESO).

D’autres correcteurs modaux ont été étudiés dans le passé pour des systémes d’'OAmC.
Madec (1999) a comparé les performances de plusieurs choix possibles de correcteurs
modaux : un intégrateur pur, un proportionnel intégrateur, et un intégrateur avec
prédicteur de Smith. [Dessenne et al. (1998) ont généralisé 1’approche modale & des
correcteurs arbitraires, dans le but particulier de déterminer un prédicteur.

2.6.2 Correcteur pour une optique adaptative en champ large ou en
tomographie

Cette approche n’est pas facilement adaptable aux nouveaux concepts d’optique
adaptative.

Comme précisé a la section [2.5] la matrice d’interaction G du systéme doit étre
recalculée & chaque nouvelle configuration d’analyse. Donc sa décomposition en modes
singuliers doit également étre recalculée, pour redéfinir les vecteurs propres associés au
controle modal. Ceci représente du temps de calibration et du temps de précalcul avant
chaque série d’observations. L’avantage des systémes & étoiles de référence laser est que
la disposition des étoiles artificielles dans le champ peut étre figée et alors la matrice
d’interaction est constante vis-a-vis de ces directions d’analyse. Il ne reste alors plus
qu’a intégrer la partie de la matrice d’interaction qui tient compte des étoiles naturelles
pour les basses fréquences spatiales (basculements principalement) de la perurbation.

Par ailleurs, pour la correction a 1’aide de plusieurs miroirs, l'inversion de la matrice
d’interaction, 4.e. la partie statique du correcteur, devient plus complexe. En effet, I'uti-
lisation de miroirs conjugués a des altitudes diverses provoque ’apparition de modes
non vus, dans les directions d’analyse, de fréquences spatiales suffisamment basses pour
dégrader significativement les observations dans d’autres directions (Le Roux et al.
2004). 11 est nécessaire de lever ces dégénérescences lors de l'inversion de la matrice
d’interaction, ou lors de la détermination de I'espace modal & considérer pour le cor-
recteur. La régularisation de cette inversion doit reposer sur des a priori concernant la
surface d’onde turbulente au niveau des couches atmosphériques perturbées modélisées.
Ce besoin spécifique aux systémes d’optique adaptative comportant plusieurs miroirs
déformables requiert donc l'introduction d’un espace supplémentaire dans la modélisa-
tion du systéme : ’espace des surfaces d’onde aux altitudes de conjugaison des miroirs
déformables.

La matrice d’interaction est alors modélisée de facon composée

G =S(m)=S-M. (2.23)

ou M et S sont des matrices représentant les miroirs et les analyseurs en utilisant
une représentation paramétrique entre ces deux éléments des surfaces d’ondes aux dif-
férentes altitudes w. L’espace de définition des paramétres w couvre ’espace image
des miroirs M, engendré par les fonctions d’influence (m;)1<i<n,. Cet espace définit
également ’espace de définition de la matrice S.

L’inversion de G se fait alors en deux étapes : I'inversion du processus de mesure
S et 'inversion du miroir déformable. Les incertitudes associées a la commande du mi-
roir déformable sont généralement négligeables en optique adaptative. L’inversion du



2.6. L’ASSERVISSEMENT DU SYSTEME 63

miroir déformable est donc effectuée par une simple projection F des surfaces d’onde
sur l'espace des actionneurs (Ellerbroek, |1994; Fusco et al., 2001). En revanche, les in-
certitudes de mesures de I’analyseur sont plus importantes, & cause des diverses sources
de bruit intervenant : bruit de photon, bruit de lecture et erreur de centrage avec un
Shack-Hartmann par exemple. C’est pour cette raison que 'inversion du processus de
mesure, S, est traitée comme un probléme inverse (cf. chapitre particuliérement pour
les systémes d’optique adaptative de champ large et en tomographie laser (Ellerbroekl
1994; [Fusco et al 2001). L’inversion du processus du mesure est désignée dans tout
ce manuscrit par le terme de reconstruction. La détermination d’un estimateur optimal
R pour cette reconstruction fait I’objet du chapitre 5| je précise simplement ici que la
matrice R comprend un terme de régularisation afin de définir une approximation de
I'inverse du processus S.
A partir de F et R, il est donc possible de définir une nouvelle approximation

G"=F-R (2.24)

Cette synthése de la partie statique du correcteur est étudiée dans la partie |[I] de ce
manuscrit.

Si R est un reconstructeur de type mazimum a posteriori (cf. chapitre , GT.-G
n’est plus nécessairement diagonalisable (parce que la symétrie n’est pas garantie), ce
qui ne permet pas un découplage tel qu’effectué dans la section précédente. Il est alors
possible de reconsidérer une structure d’asservissement identique & celle du bas de la
ﬁgure avec GT définie par une forme du type et (z) un correcteur scalaire.

D’une facon encore plus générale, on peut retenir que méme si un espace modal
adéquat est trouvé permettant un découplage spatial de la commande, alors il faut
prendre conscience que le changement de variable entre ’espace des mesures en sortie
de ’analyseur et cet espace modal pour les mesures, ou le changement de variable entre
I'espace de commande des voltages sur les actionneurs et 1’espace modal orthogonal
souhaité sont a priori définis par des matrices pleines de dimension R™*™ ou R"*"a,
L’application de telles matrices a des vecteurs en temps réel pour les ordres de grandeur
de m et n, envisagés sur un télescope hectométrique reste problématique. Ceci est
détaillé dans le prochain paragraphe.

Enfin, on peut noter que le critére de performance pour les systémes d’optique
adaptative & plusieurs miroirs déformables doit étre exprimé dans I'espace des surfaces
d’onde et non plus dans ’espace des mesures. Ceci remet en question le choix d’un
correcteur de type intégrateur scalaire. La partie de ce manuscrit est consacrée a
la définition d’une nouvelle correction a partir de 'optimisation d’un critére exprimé
dans l’espace des surfaces d’onde.

2.6.3 Calcul en temps réel de la correction

L’arrivée des nouveaux systémes d’optique adaptative n’impose pas seulement une
révision de la synthése du correcteur dans son principe, elle conduit avant tout a de
nouvelles contraintes algorithmiques et c’est dans ce contexte particulier que le travail
présenté a été mené. J'explique ici cette contrainte.

Quel que soit le type d’optique adaptative, de champ restreint ou de champ large,
la matrice de commande du systéme G™ est une matrice pleine. Ceci provient du
fait que ’analyseur mesure les dérivées spatiales de la surface d’onde. La modification
d’une valeur de mesure a des répercussions sur toutes les commandes. Actuellement,
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dans les plus grands systémes d’optique adaptative en astronomie, la matrice G est
appliquée au vecteur de mesures afin de déterminer les commandes & appliquer. Cette
manipulation numérique, notée MMV pour multiplication matrice-vecteur, requiert de
I'ordre de O(n?) opérations en flottants, en considérant qu'’il y a généralement environ
2 fois plus de mesures que d’actionneurs a contréler n. Cette dépendance du calcul en
n au carré est problématique pour la transposition d’une telle stratégie sur 'optique
adaptative d’un télescope hectométrique.

Ceci est illustré par la figure[2.15] La bande hachurée montre la marge de manoeuvre
associée a la fréquence de la boucle de commande entre 500 Hz et 2 kHz.
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Fia. 2.15 — Nombre d’opérations par seconde en fonction de la dimension du systéme
n dans le cas d’une reconstruction par la méthode de multiplication matrice-vecteur
(MMV). La bande hachurée représente les cotits de la méthode MMV entre 500 Hz et
2 KHz.

En 1965, le directeur de la société Intel, Gordon Moore, fait remarquer que les
capacités des processeurs doublent tous les 18 mois. Cette loi, ainsi baptisée la loi de
Moore, s’est avérée trés proche de la réalité jusqu’a aujourd’hui. Les lignes horizontales
sur la figure montrent les prédictions des capacités des processeurs selon cette loi.

Le systéme NAOS est le systéme d’optique adaptative en fonctionnement au VLT
sur un télescope de 8m de diamétre. L’instrument de deuxiéme génération du VLT
SPHERE, visant & imager des planétes extrasolaires, requiert un systéme d’optique
adaptative de type OAX. C’est le systéme SAXO actuellement & I’étude. L’E-ELT et le
TMT sont supposés voir leur premiére lumiére dans les années 2016-2017. Pour 'ELT
européen, le systéme d’optique adaptative monoconjugué est désigné par E-OAmC
sur la figure, avec n = 84 x 84 degrés de liberté. Il est dores et déja envisagé d’utiliser
I'ELT européen pour des applications & trés haute résolution avec un systéme d’optique
adaptative contenant davantage de degrés de liberté. C’est le systéme E-OAX représenté
sur la figure avec n = 210 x 210 actionneurs. On note que les télescopes géants prévus
avant 2020 posent un défi quand & 'implémentation de la reconstruction dans la boucle
de commande de 'optique adaptative.
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Les autres concepts d’optique adaptative cités dans ce chapitre présenteront dans
le cas de 'E-ELT des nombre de degré de liberté semblables a ce dernier systéme du
fait des nombreuses étoiles de référence et éventuellement des divers miroirs conjugués.
D’apreés les estimations actuelles, n est susceptible d’atteindre des valeurs supérieures
a 10°.

Cette illustration démontre qu’il est crucial d’investiguer de nouveaux algorithmes
de calcul de la commande, afin d’atténuer cette dépendance en n du calcul et s’assurer
la capacité de commander en temps réel une optique adaptative sur 'E-ELT. Ce point
crucial constitue le point de départ du travail exposé dans ce manuscrit. Les différents
éléments du correcteur doivent répondre & cette exigence de faible cofit calculatoire.

2.7 Conclusion

Ce chapitre a avant tout permis de se familiariser avec la structure des systémes
d’optique adaptative. Les éléments constitutifs des systémes actuels ont été introduits :
étoiles de référence, analyseur, miroir déformable et correcteurs. Par ailleurs, la présen-
tation des différents concepts d’optique adaptative en vue de dépasser les limites des
systémes d’origine fixe le contexte de mon travail de thése. Plus particuliérement, les
ordres de grandeurs du nombre de paramétres & commander pour une optique adap-
tative sur un télescope hectométrique (~ 10* — 10°) mettent en évidence le besoin de
nouvelles méthodes de calcul de la commande.
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Chapitre 3

La modélisation de la perturbation
atmosphérique

Afin de pouvoir étudier de nouvelles stratégies de commande pour 'optique adap-
tative, il est avant tout nécessaire de modéliser les différents éléments du systéme. Les
modéles des analyseurs et des miroirs déformables ont été introduits au chapitre pré-
cédent, ainsi que le bruit de mesure. Il reste maintenant & caractériser la perturbation
atmosphérique a compenser. C’est ’objectif de ce chapitre.

Dans un premier temps, je décris la modélisation statistique par couches de la per-
turbation atmosphérique. Les deux caractérisations statistiques les plus largement re-
connues sont présentées; il s’agit du modéle de Kolmogorov et de celui de von Karméan.
Il est en pratique nécessaire d’associer a ces modéles de perturbation un choix de para-
meétrisation de la surface d’onde. Ceci est discuté dans la deuxiéme partie de ce chapitre
et permet d’'introduire la représentation fractale qui est utilisée dans la majorité des
simulations présentées dans ce manuscrit. Enfin, j’aborde les aspects dynamiques de la
perturbation en présentant le modéle d’évolution temporelle de Taylor.

3.1 La statistique de la turbulence optique : modélisation
spatiale par couche

J’introduis dans cette section les modéles statistiques de la turbulence optique dans
I’atmospheére. On désigne par turbulence optique les effets de la turbulence atmosphé-
rique, au sens de la mécanique des fluides, sur les fluctuations de 'indice de réfraction
de Dair. Aprés une bréve description des phénoménes physiques qui sont responsables
de cette turbulence optique, j’explicite les équations des modéles de Kolmogorov et de
von Karman concernant les déformations d’une surface d’onde.

La viscosité cinématique de l'air v, = 1.5 107°m?s~! est tellement faible que les
mouvements de masse d’air dans ’atmosphére sont presque toujours turbulents. En
d’autre termes, le nombre de Reynolds Re = Vj Dy /vy, qui représente le rapport entre
les phénomeénes convectifs et les phénoménes visqueux, y est généralement supérieur a
quelque 10°.

Le modéle de Kolmogorov d’un tel milieu turbulent suppose que ’énergie cinétique
a grande échelle est transférée petit & petit vers les échelles inférieures, telle une cas-
cade. Ceci est valable dans le domaine inertiel, pour lequel on parle alors de turbulence
pleinement développée. Cette cascade d’énergie est responsable d’inhomogénéités de

67
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température et d’humidité. Les spectres de puissance des fluctuations de température
Stre(r) et d’humidité Sy () sont tous deux proportionnels a |x]| %/, ou |x| est un vec-
teur de fréquences spatiales (Roddier, 1981). Ces fluctuations spatiales de température
et d’humidité engendrent des variations de 'indice de réfraction de ’air n,j. Verticale-
ment, 7.e. le long d’une direction de visée a travers I’atmosphére, ces perturbations sont
caractérisées par le profil de la constante de structure de I'indice de réfraction, C?Lair (2),
ol z est laltitude. Sa hauteur caractéristique d’évolution est de 'ordre de plusieurs
meétres, si bien que I'on peut modéliser I’atmosphére par une multitude de fines couches
turbulentes horizontales, dont 1’énergie turbulente relative est illustrée par la valeur
intégrée par couche de C,%air.

Pour les observations astronomiques, on distingue généralement les phénomeénes
turbulents & 4 échelles : au niveau du télescope et de son doéme, au niveau du sol
(couche limite de surface), les perturbations orographiques (couche limite planétaire)
et les mouvements de la tropopause (Roddier} [1981). Les deux premiers phénomeénes
sont par abus de langage communément considérés comme la couche limite en optique
adaptative. A eux deux, ils s’étendent jusqu’a une altitude de 100 & 300 métres, et
sont, responsables de 50 & 70% de la turbulence, i.e. du profil total intégrée [ C2  (z)dz
(Jolissaint|, 2006]).

A partir du modéle de turbulence proposé par Kolmogorov, la loi d’Obukhov décrit
la fonction de structure de l'indice de réfraction de I’air dans une couche élémentaire
de 'atmosphére

Do, (r) = Cr (2) (3.1)

TNair

ou r = (r,0) est un vecteur de coordonnées polaires dans la couche et z représente
l’altitude de la couche. Le spectre de puissance associé s’écrit (Roddier) [1981])

S

TNair

(k) = 0.033C%_(2)r /3 (3.2)

On note que k est la variable conjuguée de r en fréquences. C’est cette distribution
aléatoire de l'indice de réfraction de ’air qui perturbe 'onde plane issue d’une source
ponctuelle & I'infini et qui impose de décrire 'amplitude complexe de 'onde dans le
plan pupille sous la forme ([1.12]).

L’indice de réfraction dans chaque couche posséde une fonction de structure de
type Kolmogorov dans le domaine inertiel. De cette fagon, chaque couche élémentaire
contribue aléatoirement & la déformation de la surface d’onde, tels un écran de phase
indépendant.

Les retards de phase sur la pupille du télescope résultent des fluctuations de ny;,
intégrées verticalement le long de la direction de visée, donc de l'action cumulée de tous
les écrans de phase élémentaires. Le paramétre de Fried défini par I’équation (|1.27))
peut aussi étre réécrit en tenant compte de cette distribution verticale de la turbulence
atmosphérique (Tatarski, 1961)

2 -3/5
ro = [m/Cgair(z) dz] , (3.3)

cos 7y

oll v est la distance angulaire de la source au zénith.

On peut déja par des considérations physiques simples fournir quelques caractéris-
tiques statistiques de la déformation w d’une surface d’onde.
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— D’aprés le théoréme central limite, w étant le fruit d’une grande succession de pro-
cessus aléatoires (couches élémentaires), la statistique de w(r), fonction continue
en tout point de coordonnées r sur un domaine A, suit une statistique Gaussienne.

— Dans chaque couche atmosphérique, les propriétés statistiques de l'indice de ré-
fraction sont uniformes, donc la probabilité d’avoir parcouru un certain chemin
optique pour deux rayons paralléles incidents sur la surface A est la méme. En
d’autres termes, la différence de marche entre deux points de la pupille a une
espérance mathématique nulle, c’est-a-dire que I’espérance mathématique de dé-
formation est uniforme; (w(r)) = wp Vr, ot wy est une constante.

— Dans chaque couche atmosphérique, les propriétés statistiques de l'indice de ré-
fraction et donc de la perturbation de la surface d’onde sont localement uniformes,
stationnaires et isotropes. En conséquence, on peut supposer une variance locale
uniforme o2, une covariance stationnaire uniforme isotrope Cy(r/,7’ + 1) =
Cw(0,7) = Cy(r). Tl est aussi possible de caractériser les déformations de la sur-
face d’onde dans une couche atmosphérique ou dans la pupille, & partir d’une

fonction de structure isotrope Dy, (r) = <(w(fr’) —w(r’ + r))2>

,’_I

3.1.1 Modéle de turbulence de Kolmogorov

Le modéle d’atmosphére de Kolmogorov considére que la turbulence est pleinement
développée dans un domaine, appelé domaine inertiel, compris entre deux échelles ca-
ractéristiques [y et Lg. La petite échelle [y correspond & la taille des structures dont
I’énergie cinétique se dissipe par frottement visqueux. La grande échelle correspond a
des phénoménes macroscopiques tels que le déplacement de masses d’air par le vent.
Entre ces deux échelles, la projection de la loi d’Obukhov conduit & la fonction de
structure de la surface d’onde qui a traversé une ou plusieurs couches turbulentes de
type Kolmogorov

L
Dy (r) = 6.88 () ) (34)
o
ou rg est le paramétre de Fried équivalent. Il est défini par 'équation si on consi-
dére I'ensemble des couches de I’atmosphére dans la direction d’analyse v par rapport
au zénith. Puisque D,, s’exprime sous la forme d’une puissance de r, un changement
d’échelle se traduit simplement par un facteur a appliquer (Lane et all 1992), i.e.

Duw(pr) = p°PDy(r) Yp>0. (3.5)

De cette facon, la surface d’onde incidente a une fonction de structure similaire & toutes
les échelles (au sein du domaine inertiel). Cette propriété d’auto-similarité confére a la
surface d’onde turbulente une nature fractale.

La densité spectrale de puissance (DSP) de la déformation S, est reliée a la fonction
de structure par I’équation suivante

Dy(r) =2 /dﬁSw(n) (1 —cos(2rk-7)) . (3.6)

de telle sorte que (Noll, [1978)
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Dans le modéle de Kolmogorov, la phase a une variance locale o2 infinie et donc la
covariance

Cu(r) = oy, — *D (r) (3.8)

n’est pas non plus définie.

3.1.2 Modéle de turbulence de von Karman

Les pupilles des télescopes décamétriques atteignent des échelles qui sont & la limite
du domaine de validité de la turbulence de Kolmogorov. Une saturation de la fonction
de structure a été observée sur les études de site a cesgrandes échelles spatiales. Dans
ce cas, le modéle de von Karmén est plus adapté que le modele de Kolmogorov, parce
qu’il introduit une échelle externe de cohérence spatiale de la surface d’onde Lo (Conan,
2000). Je précise que ’échelle supérieure limite du domaine inertiel de la théorie de
Kolmogorov, notée plus haut Ly, est différente de ce paramétre Lg ad hoc de la théorie
de von Karman qui caractérise la décorrélation spatiale de la surface d’onde.

Pour ce modéle de von Karman, la fonction de structure, la variance locale et la
covariance sont définies par (Conan, [2000) :

Dy(r) = 202 —2C,(r) (3.9)
Cu(r) = a <L )5/3<2W>5/6K5/6 (2507“) (3.10)
02 = Cu(0) (3.11)

ot K56 est la fonction de Bessel modifiée de 3eme espéce et d’ordre 5/6 (fonction de
Mac Donald) et

a=[12/5T(6/5)]°/°T(11/6)/7%3 ~ 0.0858.. (3.12)

Le spectre de la surface d’onde turbulente sur la pupille pour le modéle de von
Karman s’écrit (Conan, 2000) :

—11/6

Su(k) = 0.022971, % (k2 +1/L3) (3.13)

3.1.3 Statistique Normalisée

Le choix de I'un ou l'autre des modeéles ci-dessus est fixé par le rapport D/Ly,
entre le diameétre de la pupille du télescope et ’échelle externe de cohérence spatiale
de la turbulence. Le choix du modéle de Kolmogorov correspond au cas limite de la
turbulence de von Karman pour D/Ly = 0, puisque Lg est infinie.

Je choisis de regrouper les deux modéles en notant une seule fonction de structure
normalisée par (D /rg)%/3

6.887°/3 si D/Lo=0

D,(7) = o (L%> 5/3 {25/611 (%) (2 WFLQ())S/G Ky (2 WT&)] sinon
(3.14)

5/3 en facteur dans la

avec 7 = r/D. Je justifie comme suit U'intérét de mettre (D/rg)
statistique.
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Dans le cas d’une turbulence de type Kolmogorov non compensée, Wallner| (1983)
a introduit les notations suivantes :

a = 5 (IPW)I) (3.15)
or) = 3 [ 2 Dullr =) ir’ (3.16)

L’équation (3.15) n’est autre que Iéquation (1.38) appliquée a la surface d’onde tur-
bulente. Une fois encore, je retiens la notation a, et g pour désigner les fonctions
normalisées

ay = aw/ (D/ro)"® et g(r) = g(r) /(D/ro)"*. (3.17)

Pour une turbulence de type Kolmogorov au-dessus d’une ouverture circulaire de dia-
meétre D (Wang et Markey, 1978)),

ayw = 1.0324(D/r)*®  donc  a, = 1.0324. (3.18)

On peut mener un calcul plus général a partir de la fonction de structure normali-
sée et en tenant compte d’une obstruction centrale de diameéetre nD (cf. équa-
tion ([1.5))). Silorigine des coordonnées r est prise au centre de la pupille, la symétrie de
révolution de A implique que g, dans I’équation , n’est fonction que de la norme
de r, r = D 7. On peut donc calculer g en choisissant une orientation particuliére, par
exemple r/D = (7/D,0) en coordonnées polaires. Avec r//D = (r',6'), on en déduit

4 T rl/2 _ _ B B
g(rD :/ / D, V41— 271 cos0) 1! do’ dr’ 3.19
90 = iy [ ] Bl ) (319
et
8 1/2
wlD/Lon) = = //2 Fg(F D) dr. (3.20)
U

J’ai explicité dans ’équation (3.20)) les dépendances de a,,. Pour certains types de tur-
bulence, les intégrales des egs. (3.19) et peuvent étre approchées en utilisant des
transformées de Hankel ou étre estimées numériquement. Des estimations numériques
ont été réalisées dans ce manuscrit quand nécessaire. L’intérét ici de ces deux derniéres
équations est qu’elles fournissent les dépendances du paramétre a, en fonction des
grandeurs adimensionnés D/rg, D/Lg et 5. On note que pour une turbulence de type
Kolmogorov ou von Karmén, en présence ou non d’une obstruction centrale, a,, s’écrit
sous la forme

aw = aw(D/Lo,n) (D/ro)*, (3.21)

Une échelle externe finie Ly ou une obstruction centrale ont pour effet d’atténuer le
niveau de turbulence au-dessus de l'ouverture a,,, rendant le facteur a, inférieur a
1.0324.

Pour les deux modéles de turbulence, D, et a,, sont indépendantes de rg.

La densité spectrale de puissance est également notée par une formulation commune

pour les deux modéles, a partir des équations (3.7) et (3.13) :

0.0229 g */3 =11/3 si D/Ly =0

Suw(k) = 2 - 3.22
(<) {0.02297«0 (2 4+1/12) "% sinon (3:22)
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Je suppose maintenant que les caractéristiques statistiques o2, C,,, D,,, sont bien
définies et connues pour un type de turbulence donné, afin de montrer dans le para-
graphe suivant comment elles peuvent conduire & diverses représentations de la surface

d’onde turbulente.

3.2 La représentation spatiale de la surface d’onde

Je rappelle que la surface d’onde dans le plan pupille, ou en altitude dans une
couche atmosphérique, est une fonction continue de l’espace, w, définie dans un es-
pace de Hilbert de dimension infinie (Ellerbroek|, 1994). Cette surface d’onde peut étre
décomposée sur une base de fonctions (h;)sen, continues de R? dans R, i.e.

w(r) =Y hi(r)w;. (3.23)
i=1

En pratique, lorsqu’il est nécessaire de représenter une surface d’onde, on se limite & un
nombre fini n de fonctions de base h;, et la surface d’onde est alors paramétrée par un
vecteur w de R™. Je décris dans les prochaines strophes différentes bases utilisées dans
la littérature pour représenter la surface d’onde. Au cours de ma thése, je n’ai utilisé
parmi celles-ci que la représentation zonale et la représentation fractale.

Quelle que soit la représentation en dimension finie n choisie, elle est associée & une
erreur quadratique moyenne que je note

(&) = SlA (|P(w-nT-w)[*) (3.24)

due & cette paramétrisation.

3.2.1 Représentation zonale

La représentation zonale utilise comme fonctions de base des fonctions d’interpola-
tions a support compact.

Dans ce manuscrit, par abus de langage, lorsque je parle de représentation zonale,
celle-ci est construite & partir de fonctions splines linéaires définies sur une grille ré-
guliére & deux dimensions (bilinéaires). Cela signifie que 'on omet les déformations de
fréquences supérieures a la fréquence de Nyquist 1/(2d,) ; la surface d’onde est lissée.
La phase est représenté par un vecteur w € R”, qui sont les coeflicients des fonctions
d’interpolations. L'image de gauche de la figure montre cette représentation w. La
valeur de chaque pixel correspond au coefficient de la spline linéaire centrée sur ce pixel.
Numériquement, ce vecteur w est enregistré en deux dimensions, N x N, avec N = /n,
tout comme pour sa visualisation sur la figure [3.1}

3.2.2 Représentation modale

On nomme représentation modale, par opposition a zonale, une approximation de
la surface d’onde décrite sur une base, finie ou infinie, de fonctions h; dont le support
s’étend sur toute la pupille : les modes.

Les représentations modales de la surface d’onde les plus courantes sont la décom-
position en série de Fourier, les polynémes de Zernike et les modes de Karhunen-Loéve.
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FiG. 3.1 - A gauche : Représentation zonale d’une surface d’onde sur un échantillonnage
65 x 65, i.e. N = \/n = 65. Au centre : Module des coefficients de la série de Fourier
de la méme surface d’onde, en échelle logarithmique. A droite : Représentation fractale
de la méme surface d’onde.

Série de Fourier

La décomposition de la surface d’onde en série de Fourier discréte se fait également
sur une grille carrée réguliere N x N de fréquences spatiales, dont les coefficients sont
notés ay;, avec 0 < k,1 < N —1. Les fonctions de base sont les exponentielles complexes
discrétes (Freischlad et Koliopoulos| |1986; [Poyneer et al., [2002)

1 2i
Zia(K1') = - exp [ T (kK + 10 )] (3.25)

V1<K, '<Net0<kI<N-1,eti=+/—1dans ce paragraphe. Ces fonctions de
base définissent le changement de variable linéaire, la Transformée de Fourier Discréte,
existant entre la représentation de Fourier w et la représentation zonale w, i.e.

—-1N-1

:ZZ (k1) Zya (K1) (3.26)

k=0 [=0

V1 < K, I’ < N. La base des exponentielles complexes discrétes utilisée est orthonor-
mée. Les graphiques de gauche et du centre de la fig. [3.1] illustrent le changement de
variable entre la représentation zonale et celle de Fourier d’une surface d’onde échan-
tillonnée.

Polynémes de Zernike

La description présente est un résumé de celle faite par Jean-Pierre Véran dans sa
these , .

L’utilisation des polynémes de Zernike pour décomposer la surface d’onde est éga-
lement une approche fort utilisée. Ils sont définis sur un disque et s’écrivent comme le
produit d'une fonction polynomiale et d’une fonction trigonométrique

Zi(r) = Ri(r)©}(0) (3.27)

(r,0) étant toujours les coordonnées polaires du vecteur r. La numeérotation i, i € N,
des polynomes est définie & partir des conventions suivantes :
— A chaque polynome de Zernike i est associé un degré radial k et un degré azimu-
thal [.
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— Seuls les couples (k,1) tels que 0 <[ < k et avec k et | de méme parité caracté-
risent des polynémes de Zernike.
— Ceci étant, si [ = 0, alors le couple (k,[) définit un polynéme de Zernike, tandis
que si [ # 0, alors (k,1) est associé & deux polynomes distincts.
— Le classement selon l'indice ¢ correspond & un degré radial croissant k, et & méme
degré radial, & un degré azimuthal croissant [.
Le polynome radial RL, de degré k, est défini par

(k=1)/2
! (=1)*(k — s)! k—2s
= 2
R (Jrl) Z:; S0 /2 s =Dz —s " (3:28)
La fonction trigonométrique @2 s’écrit
k+1 si [=0
el () = 2(k+ 1) cos(10) si [#0 et i estpair (3.29)

V2(k + 1) sin(16) si [#0 et i estimpair

Les polynémes de Zernike ont une forme analytique relativement simple, et, sur une
pupille circulaire en ’absence d’obstruction centrale, ils forment une base orthonormale
de dimension infinie. Leur popularité dans notre domaine d’étude vient du fait que les
premiers polynomes sont interprétés comme des aberrations optiques classiques (e.g.
basculement, défocalisation, astigmatisme, etc).

Par ailleurs, la décomposition en polynémes de Zernike est assez proche de la dé-
composition en série de Fourier, si bien que leur classement par ordre radial croissant
est & peu prés un classement par fréquence spatiale croissante.

Pour une turbulence de type Kolmogorov, les variances et covariances des coeffi-
cients de la décomposition en Zernike z; s’écrivent (Noll, [1976; Wang et Markey), [1978;
Conanj, 2000)) :

D\ /3
<Zi Zj> = Qj (m) Vi,j eN. (330)
Le piston, mode constant sur la pupille est le premier mode de Zernike. Les modes de
Zernike étant orthogonaux, on peut réécrire I’équation sous la forme

Ay = aii(D/ro)"? (3.31)
i=2

Les modes de Karhunen-Loéve

Il existe une base de fonctions (h;)ien, telle que I'erreur quadratique moyenne d’ap-
proximation ([|w — w||?) de la surface d’onde turbulente w sur un nombre fini n de
composantes (dans 1’équation (3.23))),

w(r) = Zhi(r)wi, (3.32)
j=1

soit minimale. Ces fonctions sont les modes de Karhunen-Loéve. Ils optimisent ce critére
d’approximation en raison de deux caractéristiques essentielles : ils sont orthogonaux et
statistiquement indépendants pour un modéle de turbulence donné. Dans le cas d’une
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surface d’onde de type Kolmogorov définie sur une pupille circulaire sans obstruction
centrale, on n’obtient pas de forme analytique simple, mais une aproximation numérique
est possible (Wang et Markeyl, [1978)). I’atout majeur d’une telle représentation est que
la compensation parfaite des n premiers modes de Karhunen-Loéve est la meilleure
correction que 'on puisse faire dans un espace a n dimensions (i.e. avec n degrés de
liberté). Ceci vaut parce que le piston est le premier mode de Karhunen-Loeéve, donc
paramétrer la surface d’onde sur les n premiers modes de Karhunen-Loéve revient a
minimiser 'erreur due & la paramétrisation (€2),, définie par 'expression (3.24)).

Cette base de fonctions théoriquement intéressante a été peu utilisée du fait de
I’absence d’expression simple pour décrire ses modes. Beaucoup lui préfére les modes
de Zernike, d’autant que pour les premiers ordres les deux développements sont trés
proches. Wang et Markey| (1978) ont montré que jusqu’a une vingtaine de modes cor-
rigés, le choix des modes de Zernike ou des modes de Karhunen-Loéve ne changaient
pas significativement les performances. Cependant, ceci est de moins en moins vrai a
mesure que le nombre de modes corrigés devient grand. Par exemple, il faut corriger
prés de 250 modes de Zernike pour obtenir le niveau de correction équivalente a 130
modes de Karhunen-Loéve sur une pupille circulaire (Lane et Tallon, [1992). Sur un
télescope hectométrique, le systéme d’optique adaptative corrigera plusieurs milliers de
modes, ce qui devrait encore agrandir ’écart de performance entre les deux espaces.

Roddier| (1990) a considéré la décomposition d’une surface d’onde sur un nombre
fini n de polynémes de Zernike, ¢’est-a-dire une surface d’onde lissée. En diagonalisant
la matrice de covariance des coefficients de Zernike, définis par , il a obtenu une
forme approchée de modes de Karhunen-Loéve. En effet, les colonnes de la matrice
de passage & la covariance diagonale sont les modes statistiquement indépendants et
orthogonaux exprimés dans la base des Zernike. Cependant, la discussion du paragraphe
précédent montre que corriger les n modes approchés de Karhunen-Loéve ainsi obtenus
équivaut a corriger les n modes de Zernike. Il n’est alors intéressant d’effectuer ce
changement de base que si ’on envisage de corriger un nombre de modes trés inférieur
an.

Une autre approche : la représentation fractale

Je présente ici la méthode de représentation fractale développée par [Thiébaut et
Tallon| (2008)). L’article qui la décrit n’étant pas encore paru, il est attaché dans ’an-
nexe [A]l Je résume ici le principe et les particularités de cette méthode.

La représentation fractale (Thiébaut et Tallon|, 2008) consiste a effectuer une sorte
de représentation de Karhunen-Loéve d’'une surface d’onde déja lissée. Contrairement
a la méthode de |[Roddier| (1990)), le point de départ n’est pas un développement sur
les Zernike (représentation modale) mais directement la surface d’onde échantillonnée
(représentation zonale de la figure [3.1)).

On considére un développement de longueur finie n, 4.e. une représentation zonale
de la surface d’onde par le vecteur w € R", comme le graphique de gauche de la
figure 3.1] La matrice de covariance des coefficients de cette représentation C,, est
symeétrique positive. On peut définir un changement de variable linéaire K défini par

w=K-u, (3.33)

tel que les coefficients w soient des variables aléatoires normales indépendantes, 7.e.
u ~ N(0,I), pour une statistique de turbulence donnée.
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L’existence d’un tel changement de variable K implique que la covariance des va-
riables w puisse étre factorisée de la forme

Cow = (w-wh) =K -K". (3.34)

La décomposition de Cholesky de C,, conduit & une expression de ce type, démontrant
ainsi qu’il existe au moins un opérateur K satisfaisant 1’équation . Cependant,
cette factorisation n’est pas unique.

Les colonnes de la matrice K sont alors les modes de la nouvelle décomposition
exprimés dans la représentation zonale. Ils sont statistiquement indépendants comme les
modes Karhunen-Loéve, mais pas nécessairement orthogonaux d’aprés les hypothéses
ci-dessus.

L’approche fractale (Thiébaut et Tallon, 2008) consiste & trouver une telle factori-
sation avec une matrice de changement de variable notée Ky, creuse. Les équations
et détails de la méthode sont précisés dans la Sect. 3 de ’article de [Thiébaut et Tallon
(2008) (cf. annexe . Je résume ici le principe de cette paramétrisation.

L’idée consiste & exploiter la nature fractale de la fonction de structure de Kolmogo-
rov pour générer une surface d’onde turbulente, de facon récursive vers une résolution
de plus en plus fine. Cette méthode de simulation de surface d’onde conduit & construire
Popérateur Keac, ce qui définit ainsi la représentation fractale obtenue.

Le point de départ de la méthode consiste a générer une surface d’onde avec seule-
ment 4 valeurs, aux 4 coins, correspondant a la plus grande échelle (¢f. Sect. 3.A. dans
Thi¢baut et Tallon (2008)). Si on note wey,: € R* le vecteur zonal de ces valeurs, on
peut écrire leur covariance, en fonction de la fonction de structure et de leur variance :

Ch €1 C2
C1 Cp C1 C2

Cout:
cCy C1 € C1
Cl Cp C1 (
avec
cy = O'?U
ci = 02 —Dy(L)/2
3 = 02 —Dy(V2L)/2

et L la longueur d’un co6té de la surface d’onde.

La diagonalisation de Cgyt et la définition d’une valeur pour la variance JZ, four-
nissent la matrice de passage Koy d'un jeu u € R* & wey. Sices quatres points de
phase forment un carré de coté L, alors on peut par la méthode fractale raffiner de
facon récurrente cet écran de phase a des résolutions de L/2P, avec p le nombre de pas
de récurrence.

La procédure de raffinement d’une échelle a la suivante s’effectue en trois étapes,
illustrées par la Fig. 4 dans Thiébaut et Tallon (2008]). Les deux derniéres étapes
peuvent étre calculées en paralléle, 'une générant des points sur la frontiére de ’écran
de phase (4 x 2°~! nouveaux points) et 'autre des points intérieurs.

Chaque nouvelle valeur de la déformée w; est une combinaison linéaire des valeurs
de phase des plus proches voisins dans I’échelle supérieure et d’'une nouvelle variable
aléatoire u; (cf. équation 23 dans |Thiébaut et Tallon| (2008)). Les coefficients de la
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combinaison linéaire sont précalculés a partir de la fonction de structure aux échelles
en question et de la valeur de la variance a;.

La procédure globale correspond & un algorithme de point milieu. Par construction,
il génére donc des surfaces d’onde paramétrées par 2P +1x 2P +1 valeurs. Contrairement
a la méthode fractale proposée par |Lane et al. (1992), ce nouvel opérateur fractal Kgac
est construit comme une bijection.

Il n’a pas été mis en évidence d’expression analytique particuliere pour les modes
de cette décomposition fractale. Néanmoins, la structure des colonnes de Ky, révéle
le fait que la plupart des points de phase sont uniquement déduits de leur plus proches
voisins. La figure montre les modes associés & certaines colonnes de Ky, pour une
surface d’onde échantillonnée sur une grille 17 x 17. Les modes présentés sont ceux
dont le numéro de la colonne dans K, est un carré. On remarque qu’une majorité de
modes a une influence trés localisée.

2

F1a. 3.2 — Représentation des modes carrés (i
n =172

-éme colonne de la matrice Kg,e) pour

La figure montre les éléments non nuls (en noir) de la matrice Kgae pour gé-
nérer des phases 5 x 5, 9 x 9 et 17 x 17. Elle est creuse. L’opérateur fractal Kg,. est
donc un changement de variable facile & appliquer. Plus précisément, la matrice Kgae
n’est jamais construite en pratique, mais I'opérateur est représenté par un algorithme
qui permet de transformer un vecteur u de variables aléatoires Gaussiennes centrées
réduites en une surface d’onde décomposée zonalement (Thiébaut et Tallon, 2008) en
seulement ~ 6 X n opérations environ.

En conclusion de cette section sur la représentation de la surface d’onde, je fais
remarquer que les paramétrisations possibles de la perturbation sont variées, certaines
analytiques, d’autres numériques. La représentation fractale a un avantage considérable
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FiG. 3.3 — Eléments non nuls (en noir) dans la matrice de I'opérateur fractal K,
pour des dimensions de surface d’onde échantillonné en 5 x 5 (& gauche), 9 x 9 (au
milieu) et 17 x 17 & droite. Cela correspond respectivement a des taux de remplissage
de 28, 15 et 7%.

sur les représentations classiques de Karhunen-Loéve et de Zernike pour simuler des
systemes d’optique adaptative de grandes dimensions, parce que le changement de
variables Ky, est peu cotteux a appliquer pour fournir une représentation zonale
équivalente de la surface d’onde. Et la représentation zonale facilite la modélisation du
systéme de mesure (c¢f. modeéle de Fried a la section . La représentation de Fourier
est également intéressante par son changement de variable en O(n In(n)) a partir de
la représentation zonale, mais les effets secondaires de la périodisation de la surface
d’onde compliquent généralement son utilisation.

Dans la suite de ce manuscrit, c’est la représentation zonale et la représentation
fractale qui sont utilisées.

Pour résumer les principales caractéristiques du changement de variable fractal
Kirac proposé par Thiébaut et Tallon| (2008), on peut noter que :

— les modes, ou fonctions de base pour la représentation w, ou vecteurs colonnes de

Kirac, sont statistiquement indépendants pour la turbulence de Kolmogorov.

— les modes ne sont pas orthogonaux a priori.

— P’hypothése est faite d’une variance locale uniforme finie pour la déformation w.

— les applications de Kfae, Ki2

frac’
cessitent chacune ~ 6 x n opérations.

T ~T . . .
K, et Ki,. & un vecteur de dimension n né-

3.3 La modélisation temporelle de I’évolution de la turbu-
lence

Le temps caractéristique des inhomogénéités de température dans ’air est trés su-
périeur au temps de passage d’une masse d’air portée par le vent a travers le champ de
visée. Ceci conduit & 'approximation de Taylor, selon laquelle la turbulence dans une
couche est gelée, et se déplace en translation horizontale au cours du temps & la vitesse
du vent dans cette couche.

Les études de la turbulence optique sur les sites d’observations met en évidence
quelques couches dominantes réparties en altitude, avec des vitesses de vent indépen-
dantes (Trinquet et Vernin|, 2007)). Le volume de turbulence au-dessus du télescope est
donc généralement modélisé par un certain nombre de couches discrétes (une dizaine
au plus en général) qui constituent des écrans de phase en translation.
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Si on corrige parfaitement les déformations de la surface d’onde w dans une couche
en translation a la vitesse v mais avec un retard 7, la perturbation résiduelle s’écrit
w(r,t) — w(r —v7,t). Au niveau de la pupille, on peut définir un temps de cohérence
7o pour lequel la variance des résidus est de 1 radian? a la longueur d’onde A = 0.5 pm,

i.e.
GAw = <(w(r,t +70) — w(r,t))2> = 1rad.?
= 5/3
ro

ou V est la vitesse caractéristique de la turbulence en volume, définie par

N ROl O
- fOOO C?%air (Z) dz

et rg est toujours le paramétre de Fried exprimé lui aussi & la longueur d’onde de
0.5 pm.
Le temps de cohérence s’écrit

0 0.314%0 .

3.4 Conclusion

Ce chapitre introduit la caractérisation statistique de la perturbation atmosphérique
& corriger. J’ai présenté les paramétrisations les plus communes d’une surface d’onde
w, ainsi que la méthode fractale récente de |Thiébaut et Tallon| (2008).

Par ailleurs, j’ai noté par une seule fonction de structure normalisée les modéles de
turbulence de von Karméan et de Kolmogorov, en insérant la dépendance du modéle
vis-a-vis de l'échelle externe Ly par le bais d’une variable supplémentaire D/Lgy. Ces
notations sont conservées tout au long de ce manuscrit.



80

CHAPITRE 3. LA MODELISATION DE LA PERTURBATION



Chapitre 4

Approche probléme inverse pour
I’optique adaptative

Ce chapitre reprend naturellement des hypothéses caractéristiques d'un systéme
d’optique adaptative tel que décrit précédemment. Je suppose ainsi que le signal et le
bruit suivent des statistiques Gaussiennes.

Je rappelle ici quelques résultats fondamentaux de l'approche probléme inverse,
ou théorie de V'estimation, qui sont utilisés dans la suite de ce manuscrit. Mon idée
est de présenter la théorie de l'estimation en présence de signaux et perturbations
de statistiques Gaussiennes comme je ’ai compris. La démarche suit une complexité
croissante du probléme traité, dont le but est d’améliorer en permanence ’estimation.
Sorenson| (1970)) a écrit une publication intitulée de Least-Squares Estimation : from
Gauss to Kalman. Je n’ai pas l'intention d’étre aussi exhaustive que lui, mais je voudrais
faire ressortir la démarche qui conduit quelqu'un & passer du formalisme de Gauss &
celui de Kalman. Ceci sans imposer directement le formalisme mystérieux du modéle
d’état & ceux qui ne seralent pas familiers avec celui-ci.

Pour tenter de garder un raisonnement clair, j’omets volontairement dans ce chapitre
d’estimation la commande qui intervient dans I’équation de mesure en boucle fermée.
L’idée est de considérer cette commande comme certaine, ce qui ne modifie pas le
raisonnement, et trés peu les équations. L’introduction de cette commande est traitée
dans la partie [[T]] de ce manuscrit.

4.1 Un probléme inverse linéaire Gaussien simple

Je considére pour commencer un probléme inverse linéaire simple, c’est-a-dire ’esti-
mation d’un ensemble de parametres w € R™ a partir d’un jeu de m données, d € R™.
Ceci équivaut a la recherche d’un signal a partir de mesures, en pratique entachées
d’incertitudes.

Malgré les controverses, il est communément admis que le jeune Karl Friedrich
Gauss inventa la méthode des moindres carrés en 1795. Cette méthode lui aurait per-
mis de relier ses mesures d’observations astronomiques aux paramétres de mouvement
des planétes et des cométes (Sorenson|, |1970). Il souléeve dans Theoria Motus des be-
soins essentiels de la théorie de ’estimation : un nombre minimum de mesures, une
redondance des mesures parce qu’elles sont entachées d’erreurs, une description satis-
faisante du systéme, une caractérisation statistique des erreurs de précision, ainsi que

81
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I'optimisation d’un critére de précision.
De nos jours, le lien est fait entre la méthode des moindres carrés de Gauss et

I’approche probabiliste de ’estimation. Toutes deux maximisent un méme critére, la

probabilité conditionnelle des paramétres w sachant les données d, notée Pr(w|d).
D’aprés le théoréme de Bayes, cette probabilité conditionnelle s’exprime également

sous la forme

Pr(dlw) Pr(w)

Pr(d) ’

ou Pr(d|w) est la probabilité des données d étant donnés les paramétres w, Pr(w) est
la probabilité des paramétres et Pr(d) la probabilité des données. Naturellement, les
données étant par définition réalisées, Pr(d) prend une valeur particuliére (arbitraire
pour Poptimisation).

Pr(w|d) =

(4.1)

4.1.1 La modélisation de la mesure
L’équation de mesure

L’estimation des paramétres w nécessite avant tout de modéliser le processus de
mesure, c¢’est-a-dire d’écrire une équation de mesure, e.q.

d=S-w+e. (4.2)

ou S est ici un modéle linéaire du processus de mesure et e € R™ représente les incerti-
tudes, contenant & la fois les erreurs de mesure et les erreurs dues aux approximations
du modéle S. On suppose que 'hypothése de linéarité de S est raisonnablement justifiée
et que le bruit e suit une statistique Gaussienne centrée, de matrice de covariance Ce.
On considére dans un premier temps que 'on n’a pas d’information sur la statistique
des paramétres & estimer.

Le maximum de vraisemblance

Lorsqu’on n’a pas d’information statistique sur les paramétres w recherchés, ou de
facon équivalente lorsque leur densité de probabilité est uniforme (Pr(w) constante
arbitraire), alors le théoréeme de Bayes permet de montrer que la méthode des
moindres carrés maximise la probabilité Pr(d|w) d’obtenir les données d étant donné
un jeu de parameétres estimeés w :

Wy, = argmin (d—S-@)" -C;'- (d—S o) . (4.3)
w
J’utilise dans tout ce manuscrit la notation Z pour désigner l'estimée d’une quantité x.
L’approche probabiliste de cette méthode a été développée par Fisher sous le nom
de maximum de vraisemblance (Fisher, 1925) (Mazimum Likelihood d’ou la notation
ML dans Péquation (4.3])). Cette solution fait partie de I’ensemble des solutions des
équations normales, i.e. Wy, € QMr, avec :

v, = {weR" ST W,-S-w=8""W,-d} (4.4)

oit W = C_ 1. Pour un analyseur de plan pupille tel que ceux présentés a la section
le systéme de mesures S n’est pas inversible sur 'espace des paramétres. En effet, le
piston n’est pas observé par l'analyseur. Alors des contraintes supplémentaires sont
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nécessaires pour définir une solution unique au probléme d’estimation. Par exemple, il
est fréquent de retenir la solution de moindre norme parmi Qypg,, ..

wyvnmr = arg min ||w|l2 = Ry, - d (4.5)
wWeNML
avec ;
Ranmr, = (ST-We-8)' -8T- W, (4.6)

o 'exposant T représente la pseudo-inverse de Moore-Penrose (Petersen et Pedersen,
2007).

4.1.2 L’information statistique a prior: sur les paramétres
Densité de probabilité non uniforme a prior:

Sans connaissance a priori de la densité de probabilité des paramétres, ou encore
si celle-ci est uniforme, l'estimateur optimal est fourni par la méthode du maximum
de vraisemblance précédente (Tarantolal 2005)). Si, en revanche, les paramétres suivent
une distribution non uniforme de propriétés connues, alors cette information peut étre
prise en compte pour améliorer ’estimation.

Une autre facon de présenter les choses consiste a dire que de méme que l'on fait
des hypothéses sur la statistique des erreurs dans le maximum de vraisemblance, il est
possible de tenir compte d’hypothéses statistiques sur les valeurs des paramétres w.
Finalement, w et e sont deux processus stochastiques indépendants intervenant dans
les valeurs de mesures. L’estimation de 'un induit implicitement ’estimation de 'autre
d’aprés I’équation de mesure :d=S-w+e. La différence fondamentale est que
I’on ne cherche pas a connaitre €, tandis que ’on souhaite bien obtenir les valeurs de w.
I’expression connaissances a prior: désigne les caractéristiques statistiques supposées
connues des parameétres a estimer w.

Je suppose dans la suite que les paramétres suivent une distribution Gaussienne,
de moyenne (w) et de covariance C,,.

Le maximum a posteriori

Puisque la statistique des erreurs et la statistique des paramétres sont toutes les
deux Gaussiennes et indépendantes entre elles, la solution des moindres carrés avec a
priori s’écrit

Wyap = argmin (d —S-@)" - CZl- (d—S-@) + (W — (w))T - CLt- (@ — (w))
w
(4.7)
Cette solution wyap est aussi 'espérance conditionelle des paramétres sachant les don-
nées, ou la solution du maximum a posteriori, d’ou la notation MAP dans I'expression
(4.7). Cette solution minimise la covariance de lerreur d’estimation. C’est aussi d'une
fagon plus générale, la solution de minimum de variance, mais formulée ici dans le cas

particulier ol le modeéle est linéaire et les signaux Gaussiens.
La dérivation du critére convexe dans I’équation (4.7)) fournit

Gyap = (W) +Cy ST (S:Cyp-ST+Co) - (d—S- (w)) (4.8)
= (w)+ (ST-col-s+c ) sT.Cll (d-S-(w)  (4.9)
= (ST.c.ls+cy) Tt (ST-Ct d+ CYl - (w) (4.10)
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L’équivalence entre ces expressions a été démontrée par Tarantola et Valette| (1982).
Suivant le probléme a traiter, I'une des trois écritures ci-dessus peut étre préférable
aux autres, notamment pour I'implémentation numérique de I'estimateur. Ce point est
discuté dans le cas de I'estimation d’une surface d’onde turbulente dans 'article de
Thiébaut et Tallon| (2008) joint dans 'annexe [A]

Je synthétise le résultat précédent a l'aide d’un lemme (Goodwin et Sin, |1984)),
avec des notations plus générales utilisant les propriétés des distributions jointes Gaus-
siennes. Ce lemme est réutilisé sous plusieurs formes par la suite.

Lemme

Si X est une variable aléatoire multidimensionnelle Gaussienne d’espérance Xg et
de covariance X et que 'on peut partitionner X sous la forme :

(Y ([ Yy [ Cyy Cyz
co (1) xee(T) e me (S OF)

alors Y est une variable aléatoire Gausienne d’espérance Yo et de covariance Cyvy.
La distribution conditionelle de Y sachant Z = z est Gaussienne d’espérance (Y |Z =
z)=Yo+Cyyz- CEIZ -(z = Z)j) et de covariance Cyy — Cyz - C;Z -Cyy.

Si on note Y = w et Z = d dans le lemme précédent, alors on retrouve ’équa-

tion (4.8]).

La covariance a posteriori, ou covariance de l'erreur d’estimation s’écrit
Ca= <(w - wvrai) : ('w - wvrai)> (4.12)

0l Wyrai est la véritable surface d’onde turbulente, qui suit elle aussi la statistique
Gaussienne centrée de covariance C,y. Le développement de 1'équation (4.12) pour la
solution MAP donne

Canap = (ST-C1-S+CH) 7! (4.13)

WMAP

La démarche de cette estimation peut étre résumée comme suit. L’estimée des co-
efficients de la phase turbulente w était inconnue avant la mesure. Si aucune mesure
n’est effectuée et qu’aucune information statistique n’est connue, alors ’estimation est
improbable. Sans mesure, mais avec la connaissance a prior: du moment statistique du
premier ordre de la phase, on peut déja fournir une estimation par défaut. Cette esti-
mation est la phase de probabilité maximale, c’est a dire ’espérance mathématique de
w, notée (w). Une fois que des mesures sont accessibles, on peut améliorer 1’estimation.
On obtient comme estimation ’espérance mathématique de w sachant les données d,
notée (w|d).

4.1.3 L’estimation en présence d’une commande

J’ouvre une parenthése dans cette section pour introduire le probléme qui se posera
dans une optique adaptative en boucle fermée. L’équation de mesure qui décrit une
optique adaptative en boucle fermée fait intervenir la commande appliquée au miroir
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déformable (MD). Le systéme de mesure étant linéaire, I'équation (2.16]) traduit l'in-
fluence du vecteur de commande a sur les données. En présence de turbulence et d’une
commande non nulle appliquée au miroir déformable, I’équation de mesure devient

d=S-w—-G-a+e. (4.14)

Cette fois-ci, les erreurs e rendent compte a la fois les incertitudes de mesure, et des
erreurs d’approximation des modéles S et G. Je suppose néanmoins que ces erreurs
restent gaussiennes centrées de covariance toujours notée Ce.

La commande est supposée connue; calculée par le correcteur et appliquée au mi-
roir déformable. La mesure d est donc toujours une variable aléatoire de statistique
(Gaussienne. Son espérance vaut désormais

(d)=S-(w)—G-a (4.15)
mais sa matrice de covariance reste décrite par

{(d=(d)-(d—(@)")=((d-S-(w)+G-a)-(d-S-(w) +G-a))
=8.Cy-ST+C,. (4.16)

A partir du lemme 1} en remplacant & nouveau Y par w et Z par d, on obtient
lestimation MAP wyap en boucle fermée, i.¢.

Dyiap = (W) + Cop ST+ (S-Cp-ST+C) ' - (d—S-(w) +G-a).  (4.17)

De fait, n’importe quelle expression parmi les équations — fournit la solution
MAP en boucle fermée a condition de remplacer S - (w) par S - (w) — G - a, 'espérance
des mesures en boucle fermée.

J’al montré ici 'impact sur lestimation MAP d’une entrée appliquée au systéme,
la commande. J’analyse ce résultat dans I’étude théorique du probléme inverse de la
boucle fermée au chapitre [9] En attendant, je ferme cette parenthése et reprends la
discussion sur des mesures en boucle ouverte, i.e. sans commande, jusqu’a la fin de ce
chapitre.

4.2 L’estimation en cascade d’un signal constant

Désormais, la question est de savoir comment améliorer I’estimation. Une possibilité
consiste & prendre de nouvelles mesures du méme signal, c’est-a-dire de la méme surface
d’onde vraie wyyyi.

Supposons que l'on ait acces & p jeux de mesures di, do, .., d, du méme signal, avec
des bruits décorrélés d’un jeu de mesure & I'autre. Alors en reprenant les notations du
lemme, on peut écrire :

dq Si-w+ ey

z—| % || Sxwte (4.18)

d, S, -w + e
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On se raméne ainsi au cas précédent et I'estimation MAP fournie la solution

’l/l\JMAP = <w|d1, cey dp> (4.19)
p -1 p
= (w) + <ZS;F'Ce_i1'Si+C:ul> . <ZS;F'Ce_i1'di+C1_ul'<w>> ,
=1 =1
(4.20)

avec une covariance a posteriori Cyyja,  a, = (30— S} - C.'-Si+ C{UI)_I_

Cette expression permet d’obtenir directement I'estimation optimale étant donnés
les p jeux de mesure. Si, en revanche, les mesures ne deviennent accessibles que les
unes apres les autres, on calcule au fur et a mesure (w|d;), (w|d;, dy), et (wl|dy, .., dp).
Puisque le bruit des mesures est décorrélé, on peut résoudre cette estimation en cascade
(Tarantola), 2005).

La démonstration est faite ici pour p = 2, le cas général étant déductible par
récurrence. On note

(w|d1) = (ST -C'-S1 + c;,l)*1 (ST Ct-di +CLl - (w))
et
Cuja, = (ST-C1-S1+CH 7

En remarquant 1’égalité suivante :

2 -1 2 -1
(Z st.c;t-s, + C;}) = Cold,— <Z st.c;'s;+ C;,}) -8T-C; S5 Coyay
i=1 i=1

(4.21)
et en U'insérant dans l’équation (4.20])) pour p = 2, on obtient

(wldy, dy) = (SE.C;; .S, +C;‘1dl) h (SQT-Cg;.dz +Cl, <w|d1)) (4.22)
On reconnait dans 1’équation , I'expression de 'espérance conditionnelle fournit
par le lemme quand Y = (w|d;) et Z = d». La statistique Gaussienne de la distribution
conditionnelle w|dy (a posteriori) devient donc Vinformation a priori pour traiter le
deuxiéme jeu de données. Afin d’éviter toute confusion entre ce qui & une étape est
considéré comme a posterior: et i la suivante comme a priori, il est plus clair d’expliciter
les conditions sachant les données d;, directement dans la notation de ’estimée, par
exemple w|dy, ..d;.

4.3 Approche inverse avec évolution temporelle

Jécris & nouveau les équations de mesure (4.18)) d’une fagon plus générale, en ad-
mettant que la surface d’onde est susceptible d’évoluer entre deux mesures :
dl Sl w1 + ey
d S -
z—| &2 || P2wrre (4.23)
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Alors, le résultat du lemme fait intervenir des covariances spatio-temporelles de la
surface d'onde ((w; — (w;)) - (w; — (w;))T) avec i # j. Les deux cas d’estimation
traités dans les sections précédentes sont caractéristiques de deux situations extrémes
en optique adaptative.

Supposons que les surfaces d’onde successives soient entiérement décorrélées, alors
chaque nouvelle estimation est un probléme inverse simple comme décrit a la section
En effet, d; ne sert qu’a I'estimation de w;. Aucun lien ne peut étre fait avec un w;,
J# 1.

Supposons, a linverse, que la surface d’onde est constante. Alors on se raméne
directement au cas de la section [4.2

La réalité dans le cas de la turbulence atmosphérique se situe évidemment entre ces
deux situations, et on souhaite tirer profit des informations successivement apportées
par les jeux de données dy, ..,d,, qui échantillonnent temporellement le signal w(ty),
aux instants t; avec 1 < k < p. On distingue trois types d’estimation de w :

— le lissage estime w(tx — 7), 7 > 0, & un instant antérieur a celui de la mesure.

— le filtrage estime w(ty), a U'instant de la mesure.

— la prediction estime w(t+7), 7 > 0, & un instant postérieur a celui de la mesure.
On comprend bien que ces distinctions n’ont de sens qu’a partir du moment ot 1’évo-
lution temporelle de la turbulence a été modélisée. Les sections et ne faisant
pas intervenir de considération temporelle, traitent simplement du filtrage.

4.3.1 L’introduction d’un modéle d’évolution temporelle

Ameéliorer 'estimation de la surface d’onde turbulente en optique adaptative repose
sur la modélisation de I’évolution temporelle de w. Les processus physiques sont souvent
modélisés par des équations différentielles. Je retiens ici les modéles ARMAX pour
autoregressive moving-average model with auziliary input qui s’écrivent sous la forme

w(k) = A;-w(k —1i) +v(k) (4.24)
i=1

ou les A; sont des matrices, ¢ représente ’horizon du modéle avec 1 < ¢ < k et v
désigne une perturbation qui illustre le fait que I’évolution temporelle de la turbulence
est un processus stochastique.

Le cas particulier d’un modéle autorégressif d’ordre 1 suppose

wk)=A -wk-1)+v(k). (4.25)

Tirer le maximum d’information possible de w(k — 1) pour modéliser w(k) suppose
que w(k — 1) et v(k) sont décorrélés. Dans le cas d’un processus stationnaire, comme
la turbulence, la matrice A satisfait alors

Cw=A (wk-1)wk)T). (4.26)

Nos paramétres & estimer doivent désormais satisfaire deux équations : ’équation
de mesure et I’équation d’évolution temporelle. On a déja vu comment joindre les
distributions des d; et de w(k) a U'intérieur de X pour appliquer le lemme. Désormais,
il faut ajouter & X les q jeux de paramétres passés, pour pouvoir retrouver une écriture
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semblable & celle du lemme en regroupant les deux équations en une. On écrit alors,

w(k)
w(k—1)
X=1 .. dk—1),.d(1) (4.27)
w(k —q)
d(k)

Pour simplifier les écritures, on peut renommer (k) = [w(k),w(k —1), ..., w(k —q)]T,
ce qui permet de se ramener & nouveau & un systéme de la forme

zk+1) =
d(k) =

(k) (4.28)
e(k) (4.29)

0 g

~x(k) +
~x(k) +
ol A et S sont deux matrices creuses par blocs, définies & partir des A; et de S. Le
bruit v(k) est aussi une version augmentée ¢ fois de v.

x (k) sert a caractériser 1’état de l'estimation, la quantité d’information connue &
I'étape (k). Si @ contient juste la quantité minimum d’information nécessaire a décrire
tout le systéme, alors on dit que x est la variable d’état de ce systéme.

Grace a ce changement de notation, on peut retrouver simplement la formulation
du lemme, en terme d’état.

4.3.2 De Gauss a Kalman

Afin d’obtenir 'estimateur de Kalman, il faut faire les 3 hypothéses suivantes :
— L’évolution de I’état suit un modéle de Markov, i.e.

Pr(x(k)|x(k —1),x(k —2),...,x(k — q)) = Pr(x(k)|x(k — 1)) (4.30)
— Le modéle du systéme stochastique est linéaire de la forme

z(k+1)=A-z(k) +v(k) (4.31)
d(k) =S-xz(k) + e(k) (4.32)

avec v et e des processus Gaussiens centrés stationnaires indépendants, de cova-
riance C, et C, respectivement.

— L’état initial (0) est une variable aléatoire d’espérance (x(0)) et de covariance

Cx(0).

Si on considére que ces trois hypothéses sont acceptables pour le systéme modélisé,
alors il suffit de dérouler le lemme par récurrence pour obtenir 'estimation de x(k+ 1),
qui contient I'estimation de w(k + 1) au moins. Je note X = [z(k + 1) d(k)]T. La
distribution jointe de X sachant d(k — 1),..,d(0) est Gaussienne, d’espérance

(X|d(k — 1), ..,d(0)) = [ ] (z(k)|d(k — 1), ..,d(0)) (4.33)

et de covariance

(4.34)
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En conséquence, I'estimation de Z(k + 1) au sens des moindres carrés, ou encore
I'espérance conditionnelle de (k + 1) sachant d(k),d(k — 1), ..,d(0) s’exprime ainsi :

Ty = (x(k+1)[d(k),d(k—1),..,d(0)) (4.35)
= A. Tp|k—1

+A - Cy(k)-ST- (S-Cu(k)-ST+Co) ™' - (d(k) — S By ) (4.36)
et sa covariance a posteriori :

Co(k+1) = (A-Cyu(k)-AT +C,)
—A-Cy(k)-ST- (S-Cqu(k)-ST+Co) ' -S-Cy(k)- AT .(4.37)

On reconnait la structure de ’équation dans la forme ci-dessus. De
plus, cette comparaison met en évidence que la moyenne a priori des paramétres s’écrit
S. :%k‘ k—1, directement déduite du modéle d’évolution temporelle.

Pour une surface d’onde constante, A = I et 'v(_k) disparait, si bien que I'on retrouve
exactement la formulation de la cascade vue dans la section 4.2

L’estimateur de Kalman permet donc & partir de la modélisation de la mesure et
de T’évolution temporelle du signal de fournir par récurrence I'estimation au sens des
moindres carrés de tous les jeux de paramétres.

En pratique, ce formalisme est difficile & mettre en oeuvre lorsque les matrices sont
de grandes tailles. Il existe cependant des approximations et simplifications possibles.
D’aprés I'équation (4.37)), si la suite (Cgz(k))ren converge, alors sa limite C3° vérifie
I’équation algébrique de Riccati :

Cr=A-CP AT+A.CP-S8" (S c¥-8T+C.) " -S.C¥-AT-C,. (4.38)

Résoudre 'équation algébrique de Riccati permet d’obtenir une expression de la
covariance limite C3°. Si la convergence est rapide, cette covariance limite peut rem-
placer la covariance a priori Cg(k) & tous les pas dans I’expression de I'estimateur de

Kalman (4.36]).

4.4 Interprétation en optique adaptative

En optique adaptative, cette approche optimale de 'estimation a été étudiée a
plusieurs reprises. Historiquement, il existe un déséquilibre de considération entre les
aspects spatiaux et temporels de la turbulence. Parce que la qualité de la correction
dépend avant tout de l’estimation spatiale de la perturbation, le retard du systéme
était d’abord considéré comme une source d’erreur secondaire. En conséquence, une
premiére approximation consiste a traiter le systéme comme instantané, en omettant
la dynamique temporelle et en se réduisant a un contréle spatial. C’est en ce sens que
Wallner| (1983) a introduit le controle optimal de I'optique adaptative qui repose sur
une estimation MAP de la commande & appliquer sans a priori temporels. [Paschall et
Anderson| (1993) ont introduit un modeéle d’évolution temporelle (cf. équation (4.24))
qui les conduit & une loi de commande linéaire quadratique Gaussienne (LQG) (Good-
win et Sinl [1984)) reposant sur le formalisme d’état et un estimateur de Kalman. Pour
des OAmC ou OAX sur des télescopes décamétriques, il est possible d’étendre 'ap-
proche modale du correcteur présentée dans la section [2.6.I] & une loi de commande
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LQG par mode. Ceci a été proposé par Looze et al.| (2003) pour une OAmC et plus
récemment adapté par Poyneer et al|(2007) & la commande d'une OAX en utilisant la
représentation modale dans I’espace de Fourier.

Comme je 'ai précisé dans la section [2.6.2] la correction des optiques adaptatives
de champ large et la tomographie requiérent I'introduction d’a priori spatiaux sur la
surface d’onde. Autrement dit, une estimation de type MAP ou Kalman est néces-
saire pour régulariser la reconstruction, notée R (¢f. section [2.6.2). En imaginant une
décomposition en valeur Singuliéres des différentes matrices mises en jeu pour la re-
construction, la projection ou le modéle d’évolution temporelle, on note que la surface
d’onde peut étre paramétrée suivant différents espaces : un espace de modes singuliers
en sortie de la reconstruction, un espace de modes singuliers pour la projection, un es-
pace de modes singuliers pour le processus de mesure réel et éventuellement un ou deux
espaces de modes singuliers vis-a-vis du modele d’évolution temporelle A. Les passages
entre les différents espaces considérés pour modéliser les processus et les a priori s’ap-
pliquant sur la surface d’onde impliquent généralement des matrices de changement
de variable pleines dans R"*", i.e. des coiits calculatoires prohibitifs en O(n?) pour
une optique adaptative & grand nombre de parametres & chaque boucle. C’est ce qui
freine actuellement la mise en oeuvre de la loi de commande LQG avec un estimateur
de Kalman pour les systémes a grands nombres de parameétres. La loi de commande
proposée par Le Roux! (2003, puis développée par Petit (2006), pour TOAMC met en
évidence cet obstacle. Il en est de méme pour d’autres stratégies de commande de type
LQG proposées par |Gavel et Wiberg (2003) et |Hinnen et al.| (2007)).



Conclusion

Au moment de clore cette présentation du contexte de travail de ma thése, je sou-
haite mettre en exergue les principaux points qui ont guidés ma démarche et qui seront
visibles, je suppose, dans la suite de ce manuscrit.

L’é¢tude d’une commande d’optique adaptative pour un télescope de type E-ELT
requiert une nouvelle approche pour la correction, & la fois du point de vue du critére
et du point de vue algorithmique. Concernant le critére, la section montre le besoin
de décomposer le probléme de 'estimation dans l'espace des commandes en deux sous-
problémes : une reconstruction de surfaces d’onde et une projection sur les miroirs
déformables. Alors que la projection est une opération généralement peu cotiteuse,
I’étape de reconstruction a fait 'objet de nombreuses études depuis le milieu des années
90 afin de réduire son cott calculatoire, tout en permettant une qualité d’estimation
optimale.

L’approche optimale de 'estimation introduite par le biais de I'estimateur de Kal-
man dans le chapitre (4] est une approche trés intéressante pour batir une loi de com-
mande de type LQG en optique adaptative (Le Rouxl [2003; [Petit, 2006; Gavel et
Wiberg| [2003; [Looze et al., |2003), toutefois son implémentation avec des algorithmes
rapides pour de grands systémes n’est pas encore accessible.

A partir de ces éléments, j’ai étudié la possibilité d’offrir un algorithme de commande
rapide pour une optique adaptative sur un télescope hectométrique.
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Deuxiéme partie

La reconstruction de surface d’onde
turbulente sur un grand nombre de
parametres
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La reconstruction de surface d’onde constitue généralement une étape statique de
la correction en optique adaptative, comme expliqué dans la section Elle vise a
résoudre un probléme inverse en estimant la perturbation incidente & partir de me-
sures d fournies par l'analyseur (cf. chapitre . Dans ce manuscrit, je ne traite pas
d’estimation optimale prenant en compte un modéle d’évolution temporelle. Je com-
pare les approches de type maximum de vraisemblance et maximum a posteriori pour
I’estimation.

Deux aspects de la reconstruction sont examinés : sa mise en oeuvre algorithmique
rapide pour des optiques adaptatives a grand nombre de paramétres et la qualité de
I’estimation.

Le premier chapitre de cette partie présente une analyse algébrique générale de la
qualité de reconstruction obtenue avec trois estimateurs classiques en optique adapta-
tive.

Ensuite, un rappel de ’état de I'art des algorithmes rapides pour la reconstruction
de surface d’onde turbulente en optique adaptative permet de comparer les cotits des
algorithmes qui peuvent étre employés pour implémenter de tels reconstructeurs sur un
grand systéme d’optique adaptative. Cette étude comparative montre certains atouts
de la méthode fractale itérative (FrIM, pour Fractal Iterative Method) développée par
Thiébaut et Tallon| (2008). L’accent est mis sur la possibilité d’application de la méthode
en temps réel pour un grand nombre de paramétres.

Dans un troisiéme chapitre, les performances quantitatives de cette méthode sont
évaluées en terme de qualité de reconstruction et de robustesse de ’estimation, & 'aide
de simulations de surfaces d’onde & grand nombre de paramétres.

Enfin, la reconstruction de surface d’onde précéde une autre étape statique qui est
la projection. Ainsi, j’aborde dans un dernier chapitre le probléme de la détermination
de la correction, toujours par une approche de type probléme inverse simple.
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Chapitre 5

La reconstruction de surface
d’onde : un probléme inverse
simple

La reconstruction en optique adaptative a été maintes fois analysée comme un
probléme d’estimation résolu par une méthode de type maximum de vraisemblance
(Fried, 1977; Noll, 1978; Herrmann, |1980; (Gendron et Lena),|1994). Ce chapitre présente
une analyse théorique du probléme d’estimation associé a la reconstruction de surface
d’onde, en tant que probléme inverse simple. Trois reconstructeurs importants sont
comparés : deux sont de type maximum de vraisemblance et le troisiéme est I’estimateur

MAP.

Leurs performances sont évaluées en terme de précision et de propagation du bruit.
I’engsemble de cette étude fait I’objet d’une partie théorique dans un article publié par
le Journal of Optical Society of America A, en février 2009. Cet article est copié dans
la section de ce chapitre, afin de faciliter 'analyse des équations. Je me contente
ainsi, dans le corps de ce chapitre, de résumer le raisonnement suivi dans ’article en
tentant de souligner les points essentiels qui distinguent les trois reconstructeurs et
leurs performances.

5.1 La modélisation du systéme

La reconstruction de surface d’onde turbulente est caractérisée par I’équation de
mesure (2.10)), que j’écris & nouveau ici pour plus de lisibilité :

d=Sw)+e

Je rappelle que d appartient & R, que S est un modéle linéaire de ’analyseur, la surface
d’onde w est une fonction de C(A;R) et e représente les incertitudes. Le domaine A
représente 1’aire couverte par la pupille du télescope.

Le signal w et les erreurs e sont deux processus stochastiques dont la statistique
est supposée Gaussienne centrée.
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5.1.1 La statistique des erreurs

La matrice de covariance des erreurs est notée C.. J’utilise par la suite une cova-
riance normalisée

C. = Ce/(ﬁe (5.1)

oit 02 = tr(Ce)/m est la variance moyenne des erreurs de mesure et tr(.) désigne
I'opérateur Trace d’une matrice. Dans le cas particulier d’erreurs de variance uniforme,

C, est la matrice de corrélation des erreurs et o2 est exactement la variance du bruit

2
e-

La covariance normalisée des erreurs C, est une matrice symétrique définie positive
puisque toutes les mesures sont bruitées. La décomposition de Cholesky de cette matrice
C, est notée

g

C,=L-LT

ot L définit donc un autre changement de variable linéaire e = /o2 L €e’. Les erreurs
e’ sont indépendantes et suivent ainsi une statistique normale, e’ ~ N(0,I).

5.1.2 La statistique de la surface d’onde turbulente

Bien que la surface d’onde w soit définie dans un espace de dimension infinie, il n’est
possible en pratique d’estimer qu'un nombre fini n de paramétres la caractérisant. En
d’autres termes, on se raméne & une description paramétrique w dans R™ de la surface
d’onde. Cette description est associée & une base (h;)1<i<pn de fonctions de C(A; R) telle
que

w(r) =~ > hi(r)w; =h(r)T-w VreA.
i=1

La matrice de covariance de w est notée C,,. De la méme facon que pour le bruit,
j’adopte la notation normalisée suivante

w (5.2)

avec 02, = tr(Cqy)/n, la variance moyenne de la surface d’onde. La surface d’onde
approchée est donc définie sur un sous-espace F de C(A;R).

Je considére également une paramétrisation particuliere de la surface d’onde sur F,
notée u dans R™, telle que les fonctions de base de cette représentation (les modes)
soient statistiquement indépendants de variance unité, i.e. u ~ N(0,I). Je note K le

changement de variable normalisé, tel que

w=,/02,K-u. (5.3)

5.1.3 Retour a I’équation de mesure

Le probléme de la reconstruction sur F est alors décrit par I’équations de mesure
(4.2), on S est une modélisation (linéaire) matricielle de S telle que

SO hi(r)w) =Y S(hi)wi=S-w VYweR".
i=1 =1
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Le probléme de reconstruction peut alors étre décrit de fagon équivalente par I’équa-
tion (4.2)) avec les covariance C,y, et Ce, ou par l’équation de mesure

L' d=L"1'S K u+o2e (5.4)

avec (u-uT) =T et (e/-e’") = I Jappelle cette équation de mesure ot le signal et le
bruit suivent tous deux une statistique normale, I’équation de mesure généralisée.

5.2 Le critére de reconstruction et les reconstructeurs

Si la surface d’onde estimée w lors de la reconstruction peut étre reproduite par
un miroir déformable pour compenser les perturbations de la surface d’onde incidente,
alors 'estimateur optimal, celui qui maximise le rapport de Strehl, minimise le critére
suivant

(€2) = ;f‘<HP(w—hT.@)H2> (5.5)

ou P est défini par l'équation (1.37)), (.) représente l'espérance mathématique sur la
statistique jointe du bruit et de la turbulence. Ce critére peut étre décomposé en deux
termes

(€) = (oo + () reconst (5.6)

avec, la contribution de l'erreur due & la paramétrisation

(@) = 5. (IPw =BT -w)|*)

et celle associée au choix de 'estimateur

(reons = 57 (IPOT - (w = @))[*) 5.7)
L’erreur due a la paramétrisation a été introduite par ’équation (3.24)). Quand n — oo,
(€2)oo — 0. Cette erreur est directement liée aux degrés de liberté du systéme de
correction envisagé. En revanche, le nombre m de mesures étant fini, <62>reconst sature
vers une erreur minimale quand n — oc.

Remarque : La décomposition ne fait pas intervenir de terme croisé si on
suppose que le piston sur la pupille est bien un vecteur contenu dans I’espace engendré
par les fonctions h;. Dans ce cas, le terme croisé est nul parce qu’il correspond au produit
scalaire de vecteurs orthogonaux, et non parce que ces vecteurs seraient statistiquement
décorrélés.

Dans la suite de ce chapitre, <€2>reconst désigne le critére de la reconstruction de
surface d’onde en optique adaptative. Je note N la matrice de R™*" dont les éléments

sont définis par

Ny = 5 (PB)IP() V1<ij<n. (5.8)

La factorisation de Cholesky de cette matrice symétrique positive est notée

N=NT.N, (5.9)
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de sorte que le critére de I'équation (5.7)) devient (Ellerbroek, [1994)
<€2>recon5t =tr <N ’ (U) - {I]) ’ (w - @)T ' NT> : (5.10)

J’étudie et je compare dans ce chapitre plusieurs estimateurs. Ils sont tous définis
& partir d’un reconstructeur linéaire R fournissant une estimée

w=R-d,.

Quel que soit le reconstructeur R ainsi défini, le critére de 1’équation (5.7) se décompose
& son tour en deux contributions d’erreur :

(€ seconst = 0+ (5.11)
avec
b=tr (N-I-R-S)-C,-(I-R-S)"-N") o, (5.12)
le terme de biais, et
v=tr(N-R-C,-R"-N") o7. (5.13)

celui de wariance. D’aprés 1’équation , le terme nommé ici biais b quantifie, de
fagon quadratique, la qualité de I'inversion du processus de mesure S par le reconstruc-
teur. Le terme v dans ’équation est une erreur quadratique due & la propagation
du bruit dans I'estimation. L’optimisation du critére (€2)econst impose au reconstric-
teur a la fois précision (moindre biais) et stabilité (moindre propagation du bruit). Ces
contributions d’erreurs sont analysées pour les différents reconstructeurs.

Méme si la solution de moindre carrés optimise un critére différent, le chapitre pré-
cédent nous fournit plusieurs reconstructeurs d’intérét. Tout d’abord, le reconstructeur
de maximum a posteriori Ryap est obtenu a partir de ’équation , en notant que
I'espérance mathématique a priori (w) est nulle. Alors,

Raap = (ST-C_1-S+ Mog;l)il -sT.c.t, (5.14)

ou

Ho = 00/00 (5.15)
représente le poids relatif optimal des a prior: au sens Bayesien. En délaissant les a
priori sur la statistique de la turbulence, on obtient les reconstructeurs de maximum de
vraisemblance. Ils sont une infinité parce que le systéme de mesure S n’est pas inversible.
En effet, en optique adaptative, les analyseurs de surface d’onde n’ont généralement pas
de référence de phase et ne mesurent donc pas le mode piston de la surface d’onde. Je
retiens ici deux reconstructeurs de maximum de vraisemblance particuliers. Le premier
est le reconstructeur Rynyvr, de maximum de vraisemblance et de moindre norme dans
I’espace des parameétres w, défini par I’équation , avec We = Co 1 e,

Ruvnwvr = (ST'le‘S)T sT.c;! (5.16)

Le second est son homologue, le reconstructeur Rk, de maximum de vraisemblance
et de moindre norme, dans ’espace des w. Il est défini & partir de I’équation de mesure

B3, tel que
Ri, =K. (KT-87.c;'-s-K) . KT-sT.c.?, (5.17)



5.3. ARTICLE BECHET ET AL. JOSA A. 2009 101

avec I'indice KL pour Karhunen-Loéve, afin de rappeler qu’il s’agit d’un espace dans
lequel les paramétres sont statistiquement indépendants. Il est important de noter
cependant que les hypothéses que j’ai faites dans la section n’imposent pas aux
vecteurs colonnes de K d’étre orthogonaux, tandis que les modes de Karhunen-Loéve
le sont par définition (cf. section [3.2.2)). Ces deux reconstructeurs de maximum de
vraisemblance conduisent & des solutions différentes a priori, & moins que K ne satisfasse
des propriétés d’orthogonalité particuliéres discutées plus loin.

5.3 Comparison of minimum norm maximum likelihood
and maximum a posteriori wavefront recosntructions
for large adaptive optics systems

L’analyse algébrique des erreurs associées a chacun des trois reconstructeurs cités ci-
dessus est contenue dans un article, qui vient de paraitre (février 2009) dans le Journal
of Optical Society of America A. Il est recopié ici.

La majorité des calculs ont été regroupés en annexe a l'article, afin de faciliter la
discussion dans le corps du texte. La section [5.4]reproduit une synthese de cette analyse,
malheureusement pour le lecteur, avec quelques changements de notations par rapport a
larticle (G dans l'article devient D dans ce manuscrit). Ceci est dit & antériorité de cet
article et afin d’éviter dans ce manuscrit toute confusion avec la matrice d’interaction
du sytéme d’optique adaptative.
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The performances of various estimators for wavefront sensing applications such as adaptive optics (AO) are
compared. Analytical expressions for the bias and variance terms in the mean squared error (MSE) are derived
for the minimum-norm maximum likelihood (MNML) and the maximum a posteriori (MAP) reconstructors.
The MAP estimator is analytically demonstrated to yield an optimal trade-off that reduces the MSE, hence
leading to a better Strehl ratio. The implications for AO applications are quantified thanks to simulations on
8-m- and 42-m-class telescopes. We show that the MAP estimator can achieve twice as low MSE as MNML
methods do. Large AO systems can thus benefit from the high quality of MAP reconstruction in O(n) opera-
tions, thanks to the fast fractal iterative method (FrIM) algorithm (Thiébaut and Tallon, submitted to J. Opt.

Soc. Am. A). © 2009 Optical Society of America
OCIS codes: 010.1080, 010.7350, 100.3190.

1. INTRODUCTION

Turbulent wavefront reconstruction has been intensively
investigated for the estimation step of large adaptive op-
tics (AO). Nowadays, particular attention concerns two
aspects of the problem: high reconstruction quality and
high-speed algorithms. On the one hand, in some AO con-
cepts such as multiconjugate AO (MCAO) or laser tomog-
raphy AO, introduction of priors in the wavefront estima-
tion is required to ensure a good correction quality,
allowing correction of unseen modes [1,2]. This is why the
historical minimum-norm maximum likelihood (MNML)
approach [3] has been replaced, for a few years now, by
maximum a posteriori (MAP) reconstructions [4-9]. This
evolution also illustrates the fact that turbulent wave-
front reconstruction is now tackled, in a general frame-
work, as an inverse problem to solve. On the other hand,
Extremely Large Telescopes (ELT) currently being de-
signed will have to deal with wavefront reconstructions
with a huge number of parameters n ~ 10%. Even adaptive
optics systems (AOSs) on smaller telescopes, such as the
SPHERE extreme AO concept [10] on the Very Large Tele-
scope in Chile, will have to face more than 103 actuators.
In order to control the AOS in real time, around 1 kHz,
efficient algorithms are required for estimating the large
number of parameters with a low computational load.
Discussing these two issues, the aim of this paper is
twofold. First, in Section 2, we provide an algebraic analy-
sis of the wavefront reconstruction inverse problem in or-
der to justify the optimal trade-off provided by MAP
methods. This study involves a detailed comparison of
MNML and MAP reconstructors in terms of contributions
to the reconstruction error. Then, in Section 3, we quan-
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tify the benefits of using a particular MAP method with
the help of simulations. As mentioned above, we are also
concerned with the computational cost of the reconstruc-
tor, which is why the chosen algorithm for the simulations
is the fractal iterative method (FrIM) [9].

2. WAVEFRONT RECONSTRUCTION: AN
INVERSE PROBLEM

A. Inverse Problem and Parameterization

Wavefront reconstruction aims to solve an ill-posed in-
verse problem, characterized by the following measure-
ment equation:

d=Sw) +e, (1)

where d € R™ are the data, S is a model of the sensing de-
vice, w(x,y) is the wavefront phase in the pupil plane, and
e € R™ are the errors due to noise and model approxima-
tions.

Wavefront w(x,y) is a continuous function of space de-
fined in an infinite-dimension Hilbert space [11]. In prac-
tice, however, reconstruction is limited to a finite-
dimension space and the recovered wavefront is
characterized by w € R” with n a finite number of param-
eters. For instance, using a basis of 2D functions fj(x,y),
the true wavefront is approximated by

n

wx,y) = 2, wif{x,y). (2)

J=1

Most wavefront sensors are approximately linear
[12,13]; then the measurement equation (1) becomes

© 2009 Optical Society of America
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d=S-w+e, (3)

where, according to Eq. (2), the coefficients of the model
matrix 8 e R are S; ;=S;(f;). Note that the error term e
in Eq. (3) accounts for the modeling errors due to the lin-
ear approximation of the sensing device and to the wave-
front description given by Eq. (2). In the following, we no-
tate C, the covariance of the measurements errors e, and
we widely use the rescaled covariance

C.=C.a,, 4)

where a,=tr(C,)/m is the mean variance of the measure-
ments errors. Note that tr(.) is the trace operator. In the
particular case of a uniform variance of errors, C, is the
correlation matrix of the measurements errors and a, ex-
actly is the noise variance 0'3

Without loss of generality, we define here the wavefront
parameters w € R” to be equal to the values of the wave-
front phase sampled on an evenly spaced N XN grid at
least as large as the optics pupil. In this particular zonal
representation, the basis functions are simply interpola-
tion functions. A number of alternative wavefront repre-
sentations can be obtained by any bijective change of vari-
ables:

w=K-u, (5)

where u € R™ are the coefficients of the alternative expan-
sion and where the columns of K € R**" are the linearly
independent new wavefront basis functions expressed in
the former basis function. The new basis functions are
usually called modes when they spread over the whole pu-
pil. In this paper we specifically consider two different
wavefront representations: a zonal one parameterized by
w, evenly sampling the wavefront in the pupil plane, and
a modal one parameterized by u based on the Karhunen—
Loéve modes. The latter one is chosen such that the new
variables are normally distributed: u ~A{0,I). This can
be obtained by factorizing the covariance of the variables
w as

C,=0¢,K-C, -K'=q,K-KT, (6)
using the rescaled linear change of variable
w=\a,K-u (7)

with a,,=tr(C,)/n, the mean variance of the phase.

Cholesky decomposition leads to a possible expression
for K and shows that there exists, at least, one linear op-
erator K satisfying Eqgs. (6) and (7). However, this factor-
ization is not unique, and we consider in Section 3 a res-
caled version of the fractal factorization proposed by
Thiébaut and Tallon [9], in their FrIM method.

B. Mean Squared Error, Bias, and Variance

The objective of the phase reconstruction problem is to re-
cover a good estimate @ of the true parameters w given
the measurements d. In this stochastic study, the quality
of the reconstruction is assessed by the mean squared er-
ror (MSE) of the phase [14]:
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1
62 = —tr((w - 12)) : (w - w)T>w,e7 (8)
n

where (.), denotes expectation over the statistics of the
variable x. In the particular case of a turbulent wave-
front, w and e are two independent random processes
obeying zero-mean Gaussian statistics and the MSE is ob-
tained from the expectation over both turbulence and
noise statistics. In this paper, we consider solutions ob-
tained by a linear reconstructs R, that is,

w=R-d. 9)

This is supported by the fact that, for a linear model and
Gaussian statistics, the so-called minimum-variance solu-
tion that has the smallest MSE is equal to a linear opera-
tor applied to the data as recalled in what follows. The ex-
pansion of € in Eq. (8) for a linear reconstructor yields

E=b+v, (10)
b=tr(I-R-S)-Cy,-I-R-8)Na,/n, (11)
v=tr(R-C,-RMa/n, (12)

where I is the identity matrix.

Equations (10)—(12) make explicit the MSE as the sum
of two terms. The so-called bias term, b, is a quadratic
measure of how well the reconstructor R approximates
the inverse of the sensing operator S. The so-called vari-
ance term, v, is the quadratic error due to the noise propa-
gation in the solution. This readily illustrates that a given
reconstructor R yields some trade-off between accuracy
(i.e., least bias) and stability (i.e., least variance).

In this paper, we are particularly interested in turbu-
lent wavefront reconstruction for AO. In this case, neither
the piston mode nor the phase outside the telescope pupil
have any effect on the image quality. This leads to an AO-
specific formulation of the MSE for which the piston-
removed MSE averaged over the aperture is written

1
=—t(P-(w-w) w-w)" P, (13)
n

where P is a linear operator that combines aperture
masking and 2D integration over the pupil for piston re-
moval and where n’ is the rank of P. Similarly to the
MSE defined in Eq. (10), the AO-specific MSE in Eq. (13)
is the sum of a bias and a variance term:
b=tr(P-I-R-8S)-C,-I-R-8)T-PNa,/n’', (14)

v=tr(P-R-C,-RT-PDa,/n’. (15)

The remainder of this paper is devoted to an extensive
study of these two terms for different reconstructors and
turbulence statistics.

C. Minimum-Norm Maximum Likelihood

For Gaussian distributed errors, the maximum likelihood
(ML) wavefront minimizes the y? discrepancy between
the model and the data:
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Wy, =argmind-S-w)"-C;'- (d-S-w), (16)

and, as a consequence, belongs to the set of solutions to
the normal equations, i.e., Wy, € Qpp, With

Oy ={w e RST-W,-S-w=ST"-W,-d} (17

with We=C;1. Since the model matrix S is not invertible
over the parameter space (at least because the piston
mode and phase outside the pupil are not measured by
the sensor), additional constraints are required to yield a
unique solution. This can be achieved by choosing the
minimum-norm solution from among the ones in Qy, and
leads to the MNML solution:

Wy, = arg min|w|l, = Ry, - d (18)
weQy,
with
Ry, = (ST W, -S)"-8T- W, (19)

where exponent  denotes Moore—Penrose pseudo—inverse
[15].

However, since the norm depends on the particular ba-
sis of functions, the MNML solution may be different for a
different basis. Choosing the ML solution that has mini-
mal Euclidean norm for the Karhunen—Loeve wavefront
coefficients u yields the modal MNML solution:

Wy, = arg min|[w||x;, = Ry, - d, (20)
weQy,

where |||y, = ully=|K-w]s/a,, and with
R =K-(K'-S8T-W,-S-K)'-K'-ST-W,. (21)

Unless K satisfies some properties preserving orthogonal-
ity mentioned later (see Appendix A), zonal and modal
MNML reconstructors produce two different solutions.
Historically, MNML with the zonal representation was
the first approach to find a unique estimate to the wave-
front reconstruction problem [3].

One may notice that MNML solutions produce by con-
struction a null piston-mode component. As a matter of
fact, a nonnull piston not only belongs to the null space of
the sensing process S but also necessarily produces a
larger norm for the solution in both wavefront represen-
tations. MNML optimizations simply rely on the famous
Gauss least-squares analysis [16], taking into account a
model for the measurement uncertainties.

D. Maximum a Posteriori

Following the minimum-variance approach, it is possible
to define the linear reconstructor that directly minimizes
the MSE. Since wavefront reconstruction deals with zero-
mean Gaussian signal and perturbation, the linear recon-
structor providing the minimal MSE is also the MAP re-
constructor [9,17]:

Ryap=argmin €= (ST-W,- S+ uoW,) ' -ST-W,,
R

(22)

where sz(};,l and pp=a,/a,=0. The relative-priors
weight ug scales as the inverse of the square of the signal-
to-noise ratio (SNR). Unlike MNML and since the de-
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nominator in Eq. (22) is full rank, the MAP solution is
uniquely defined whatever the parameterization. The op-
erator Ryap generalizes the well-known Wiener filter.

E. Algebraic Analysis of Performances

In order to analytically compare the performances of the
different approaches to recover the wavefront, we make
use of the generalized singular-value decomposition
(GSVD) to factorize the wavefront reconstructors. These
developments are detailed in Appendix A. GSVD leads to
the following three expressions:

Ryap=Q-U-(ET- X+ oD XT-V]-L,  (23)
R =Q-U-3"-VI.L, (24)

Ry =Q-U-Z-37-V]-L7, (25)

for the MAP reconstructor, the modal MNML reconstruc-
tor in Karhunen—Loéve (KL-MNML) basis, and the zonal
MNML reconstructor, respectively. The origins of the vari-
ous matrices are explained in Appendix A. In particular,
matrices Q, U, V1, and L are regular. Matrix Z is defined
in Eq. (A1l), and X is a diagonal matrix, whose diagonal
elements (0;);<;<, are the generalized singular values of
the measurement process [see Eq. (A3)]. Furthermore,
0,=0 Vi=p, so that p is the rank of the measurement pro-
cess.

We use a general expression for the three reconstruc-
tors

R=Q-U-G-VI.L! (26)

where matrix G is the only term that depends on the par-
ticular reconstruction criterion. From Eq. (24), Eq. (23),
and Eq. (25),

GKL=2T, (27)
Gyap= T -2+ peD™ 2T, (28)

GMNML = Z ° ET (29)

Note that the matrices G can be seen as different ap-
proximations of the inverse of 3 using minimum-norm or
regularization to remove the degeneracies and improve
the conditioning of the inverse problem.

Combining Eq. (26) with the definitions of the bias and
variance terms in Eqs. (11) and (12) or Eqgs. (14) and (15)
gives rise to general expressions for these terms:

b=trW-I-G-3)-(I-G-32)Da,, (30)
v=tr(W-G-GVa,, (31)

where, for an MSE averaged over the whole phase screen,

w=-UT .U, (32)
n

or, for an AO specific MSE,
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1
w=—U"-Q"-P"-P-Q-U. (33)
n

To obtain the factorizations in Egs. (30)—(33), we make
use of the properties that Q is unitary (see Appendix A)
and that tr(A-B)=tr(B-A) for any matrices A and B of
compatible sizes. Note that, by construction, the diagonal
terms (W, ;)1<;<, of matrix W are all nonnegative.

From these notations, the bias, variance, and MSE of
the modal MNML reconstructor in KL.-MNML basis can
be decomposed (see Appendix B) into

i
bKL =a, ) (34)
i=p+1 M0
i
VKL= e~ (35)
= o
i=p Wi . i=n Wi .
eZKL=ae(2 7 + > —) (36)
i=1 0 i=p+1 MO

where (0;)1<;j<, are the nonnull singular values of the
wavefront sensing system, independent of the criterion
[see Eq. (A4)]. The matrix W and the singular values o;
are defined to depend only on the dimensions and model
of the sensing process and on the correlations of the per-
turbations. A change in the wavefront perturbations’
mean level q,, or in the noise level ¢, has no influence on
these quantities.

From Eq. (34), the bias error bk, is due to all the un-
seen modes. In contrast, Eq. (35) shows that the noise
propagation is exclusively introduced over the subspace of
the nonsingular modes of the measurement process, i.e.,
those with o; # 0. Equation (35) enhances the expected re-
sult that the more singular a mode, the higher the noise
propagation on this reconstructed mode. Futhermore, the
bias error bk, is proportional to the mean variance of the
wavefront phase fluctuations a,, but independent of the
noise level. In contrast, the variance error vk, is propor-
tional to the noise level but independent of the turbulence
strength.

Detailed formulation of the bias, variance, and MSE of
the MAP reconstructor in Appendix B leads to the follow-
ing simplified expressions:

i=p i=n
Wi W
bMAP=ae( — —’>, (37)
E (#0+012)2 igd Mo
(Ep aIWi, )
UMAP = Qe —5 | (38)
AP -1 (o + 0'1'2)2
I Wi LWy
512\/1AP=ae<2 —+ > _> (39)
i=1 #0+0'i2 i=p+1 MO

As W, ;=0, Vi from 1 to n, comparing Eq. (34) and Eq.
(37) shows that the KLL-MNML estimation has a lower
bias than the MAP estimation. As a matter of fact, the
bias on the unseen modes stays unchanged, but MAP re-
construction adds a bias on the nonsingular modes. In
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contrast, comparing Eq. (35) and Eq. (38) shows that
MAP yields a lower noise propagation than KL-MNML.

Finally, the second sums in Egs. (36) and (39) are equal,
demonstrating the inability to recover invisible modes.
The first sum is, however, clearly smaller in Eq. (39) than
in Eq. (36). The gain in MSE produced by the MAP then
comes from a well-constrained noise propagation over the
sensed modes. Comparison of Eqgs. (36) and (39) shows
that this is all the more significant as u, increases, i.e., as
the SNR decreases. This confirms the advantage of using
priors when the data quality degrades.

Concerning the zonal MNML reconstructor perfor-
mance, the detailed expressions are also provided in Ap-
pendix B. Equation (B8) demonstrates that the bias of the
zonal MNML can be written as

byinmr, = bxr, + bo (40)

with b7=0, which shows that the bias of zonal MNML is
always larger than the bias of modal KL-MNML. This
property can be generalized: in a minimum-norm solu-
tion, the bias contribution is minimized when the param-
eter space is spanned by statistically independent modes.

Equations (B2) and (B11) demonstrate that the vari-
ance of zonal MNML is smaller than that of KL-MNML in
the non-AO-specific case. This means that using statisti-
cally independent parameters in the MNML approach re-
sults in worse noise propagation. However, zonal MNML
does not reconstruct anything outside the aperture and,
as already mentioned, provides a solution with null piston
component. Then, from Eqs. (15) and (19),

vanmL = tr(P - (ST W, - S)"- PD)a,/n’
=tr(ST-W,-S)a,/n’, (41)

which is n/n’ times the non-AO-specific variance of the
error [see Eq. (12)], so the AO specific variance is always
larger than the non-AO-specific one, for zonal MNML, but
we cannot analytically compare AO-specific vy, With
the variance of the other methods. In fact, neither is the
analytical comparison of zonal MNML MSE with the
MSE of the other reconstructors available.

Finally, the algebraic comparison of the three recon-
structors leads to a few more conclusions. Among all pos-
sible reconstructors, KL-MNML yields the smallest bias.
However, its noise propagation is not optimal and needs
to be decreased with the help of a regularization strategy.
In other words, the trade-off between bias and variance
errors must be optimized. Truncation is widely used to de-
crease the number of terms in Eq. (35), hence artificially
increasing the subspace of unseen modes along with the
bias contribution. The zonal MNML method constitutes
an alternative regularization strategy. It provides larger
bias too, but the noise propagation comparison had not
been carried out analytically. Eventually, MAP method
provides the optimal trade-off, thanks to the introduction
of priors on the second-order statistics of the wavefront.

Obviously, our analysis is not specific to wavefront re-
construction; it is general to any inverse problems with a
linear model, Gaussian statistics for the errors and
parameters.
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3. APPLICATION TO LARGE AO SYSTEMS

The algebraic analysis in Section 2 provides a suitable ba-
sis to compare performance of several wavefront recon-
struction methods. As no analytical comparisons are
drawn with respect to the MSE of the zonal MNML
method, such a comparison is investigated in this section
with use of simulations. Futhermore, while the qualita-
tive comparison of the MSE for KL-MNML and MAP is
enhanced in Section 2, we also investigate in this section
the quantitative gain of using a MAP method on an AO
system with a large number of degrees of freedom.

We consider the reconstruction step of a single conju-
gate AO (SCAO) system with a Shack—-Hartmann wave-
front sensor (WF'S) simulated by Fried’s model [3] and ob-
serving a natural guide star (NGS). Numerical
simulations are involved so as to quantitatively compare
zonal MNML, modal MNML, and MAP reconstruction
performance. The reconstruction algorithms are based on
the code of the FrIM [9].

A. Wavefront and Noise Statistics

For a NGS observed by a Shack—Hartmann sensor, the
noise is uniform and uncorrelated to a good approxima-
tion. Otherwise, it is possible to perform a change of vari-
ables for the data to obtain uncorrelated pseudodata with
uniform variance of The underlying idea is to separate
what depends on the brightness of the guide star, which
directly affects the mean noise level a,, from what de-
pends on the sensing device such as noise correlation or
aperture masking. In any cases and for now, we consider
that we work with data such that C,=I and \s“a_e= 0,, the
uniform standard deviation of the noise expressed in ra-
dians per subaperture size d.

The turbulent wavefront w is simulated with use of N
X N bilinear interpolation functions, with a sampling step
d equal to the subaperture size. This means that the true
turbulence is low-pass filtered, which leads to two re-
marks. On the one hand, the MSE is assessed with re-
spect to this filtered wavefront w, so the fitting error [18]
of the SCAO system associated with these simulations
does not appear in this study. This enhances our choice to
investigate the reconstruction contribution to the correc-
tion error, i.e., the MSE, here. On the other hand, no
aliasing appears in the data with such smoothed repre-
sentation. Thus noise is really uncorrelated with the tur-
bulent wavefront. With a real Shack—Hartmann WFS,
aliasing exists but has negligible effects until the global
correction error is strongly dominated by the fitting error.

In Fried’s model of the wavefront sensing device [3,9],
the matrix S simply computes the local derivative of the
phase by finite difference between corners of the fully il-
luminated subapertures. However, note that if the data
are transformed by a change of variables, it is also neces-
sary to modify the WFS model matrix S. Fried’s model S
is used for both simulation of the measurements d accord-
ing to Eq. (3), and definition of the reconstructors.

The wavefront covariance C,, also needs to be modeled.
From Kolmogorov’s theory of the atmospheric turbulence
in the inertial domain, wavefront phase distortions in the
pupil plane can be characterized by a stationary isotropic
stochastic process with structure function:
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»\ 53
D, (r) =([w(r") —w(r' +r)]*), =6.88 X (—) , (42)
To

where r and r’ are positions in the pupil plane, r=|r|=0
is the length of r, and r( is Fried’s parameter. Outside the
inertial domain—that is, for large r—saturation of the
structure function cannot be neglected [19]. In the case of
large telescopes, a better approximation than Kolmogor-
ov’s model is provided by von Karman’s model, which ac-
counts for an outer scale L of the spatial coherence of the
turbulence [20]. In von Karmén’s model, the structure
function and the covariance of the wavefront are written

D, (r) =202 - 2C,(r), (43)
L, 503 ( 9\ 5/6 27r
C,(r)=a . Ty K6 o )
(44)

where ofv=cw(0) is the local phase variance that has a fi-
nite value, K5/ is the modified Bessel function of third
kind and of order 5/6, and

a=[12/5I'(6/5)]7/°T'(11/6)/7°® = 0.0858. (45)

In their FrIM method, improving over the midpoint al-
gorithm proposed by Lane et al. [21], Thiébaut and Tallon
[9] have shown that it is possible to approximate the
Karhunen-Loéve change of variables for any stationary
isotropic random process thanks to a fractal operator that
can be applied in O(n) operations. In practice, we use
their method to build the operator K such that C,
=K-KT as in Eq. (6). The only requirement is to know the
covariance law C,(r) or, by Eq. (43), the structure func-
tion D, (r) and the local variance a'LZU that is supposed to be
uniform. For von Kdrmén’s model of turbulence, the cova-
riance function is everywhere finite, so that the fractal op-
erator for von Karman’s can be built directly. This is not
the case for Kolmogorov’s model, which does not yield a
finite variance value. In the original FrIM method [9],
only Kolmogorov’s model was considered, and the authors
had to introduce an arbitrary value for o'lzu to solve for this
issue. They chose this value to be equal to half the struc-
ture function value at the largest scale L of the recon-
struction domain: ai:%Cw(L). This choice can be inter-
preted as wuncorrelating scales larger than the
reconstruction domain, involving as well saturation of the
structure function. Since the aperture diameter D is
smaller than the side of the reconstruction domain, then
the saturation scale is L= \fED, which yields an average
variance: aﬁ) =3.44( \ED/ro)f’/?’.

Figure 1 shows different structure functions for typical
seeing conditions at paranal [22] which we use in all our
simulations: rj=0.159 m and Ly=25 m. It appears that
the structure function used by Thiébaut and Tallon yields
stronger correlations at large scales than a von Karman
model and that the correlations increase with the diam-
eter of the telescope. On the other hand, their approxima-
tion has the advantage of following the “five-thirds” theo-
retical law of Kolmogorov inside the inertial domain.
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Fig. 1. Models of wavefront structure functions. Dotted line,
Kolmogorov theoretical five-thirds law. Dashed line, saturated
Kolmogorov model with minimal saturation set for a 42-m tele-
scope. Solid line, saturated Kolmogorov model with minimal
saturation set for an 8-m telescope. Dashed—dotted curve, von
Karmaén structure function for r,=0.159 m and Ly=25 m.

In the remainder of this paper, we consider both satu-
rated Kolmogorov and von Kdrman models for C,(r),
which we normalize by factorizing out the turbulence
strength [23]:

Cy(r) = (DIro)™C,y(r), (46)

where the normalized covariances for von Kdrman and
saturated Kolmogorov models can be respectively written:

Lo\3( 27r\ %6 27
C,(r)=0.0858 x o T Kyl — |, (47)
0

2N -1)d\* [ r\#
C,(n=344x||—| -|= ,  (48)
D D

for an N X N wavefront sampled with a step d. The turbu-
lence strength can then be factorized out of the fractal op-
erator K to write the Karhunen-Loéve change of vari-
ables as

w = (D/re)”°K - u (49)

with u~AN(0,I). The covariance of the wavefront is then
written as in Eq. (6) but with a,,=(D/ry)*3 =02, the vari-
ance of the piston removed turbulent wavefront averaged
over a circular aperture of diameter D for the Kolmogorov
theory [14,23,24]. We extend the use of this factorization
to the von Karman model, as it still characterizes the tur-
bulence strength for a given ratio Ly/D. Note that al-
though K does not depend on the turbulence strength, it
is, however, a function of the number of wavefront
samples n and the ratios Ly/D or L/D whether or not the
outer scale and the saturation scale of the turbulence are
defined.
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In the following simulations, turbulent wavefronts to
be reconstructed are generated by applying Eq. (49) to a
vector u of independent Gaussian random values of vari-
ance equal to unity.

Dealing with Gaussian statistics, the MSE in Eq. (8)
can be normalized by the noise variance a,=o2:

elog=y+ nlpo, (50)

where the noise propagation coefficient y is the ratio of
the variance term in the MSE to the noise variance,

def
y=vla?, (51)

and where

def
= (DIro)"b = pobl o, (52)

characterizes the fraction of variance of the turbulence
over the aperture contained in the bias term of the MSE.

B. MSE for the MNML Reconstructors
Performance properties of the zonal MNML reconstructor
have already been studied [3,25,26] for Fried’s geometry.
Here we extend the study to large AO systems and use it
as an introduction toward the achievable benefits of the
fractal change of variable.

From Egs. (51) and (41), the noise propagation coeffi-
cient

1
YMNML = ;tT(ST -S)f (53)

depends only on the model of the wavefront sensing de-
vice, on the shape of the pupil, and on the number n’ of
wavefront samples inside the aperture.

Due to the definition of the Moore—Penrose pseudo-
inverse, (I-(ST-8)"-ST-S) is a projection onto the null
space of S. Then the bias error in Eq. (14) for the zonal
MNML method reduces to the variance of unseen modes
of the WFS above the aperture, the removed piston ex-
cepted. In the case of Fried’s model, the only concerned
mode is a chessboard mode over the pupil, so that 7y,
is fixed by the AO system dimensions and the number of
subapertures.

Nevertheless, the relative weight of the two contribu-
tions in Eq. (50) for the zonal MNML reconstruction de-
pends on the SNR values, through u,. This is why the
performance is studied in the following with the normal-
ized MSE defined in Eq. (50) and with respect to ug, to the
system dimensions n, and to the aperture shape.

1. Square Aperture
Fried found [3] that for an N X N square aperture

yunumL = 0.6558 + 0.16028 In 2, (54)

where n=N? is the number of wavefront samples. The
small black squares on Fig. 2 show the noise propagation
as a function of n and confirm this logarithmic depen-
dency for our simulated data on large AO systems [26].
On small systems—that is, up to 65X 65—our simulated
reconstructions have been checked to provide a mean
value equal to the numerical evaluation of Eq. (53), with
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Fig. 2. Noise propagation on a square aperture for zonal

MNML. Small black squares, noise propagation coefficient yymmr,
averaged over 100 simulations of zonal MNML reconstruction of
a null wavefront (dispersion given by error bars); solid line, law
fitted on these values. Dashed line, Fried’s law for yypuy, over a
square aperture. Large white diamonds, ratio expg/o> esti-
mated from averaging 50 simulations of zonal MNML recon-
structions on Kolmogorov turbulence (dispersion given by corre-
sponding error bars). The conditions of the simulations are rg
=0.5d (where d is the sampling step size) and

0,=10.1 rad./sub-aperture. The number of wavefront samples
are n=(27+1)2=52, 92, 172, 332, 652, 1292, 2572, and 5132

an accuracy close to a few percent. However Fried’s law
(dashed line) does not perfectly fit our simulations. The
best fit of our simulations is given by the experimental
law (solid line):

yunmL = 0.748 + 0.138 Inn. (55)

In addition, considering the MSE normalized by the
noise variance, in Fig. 2 we observe that the contribution
of the bias error becomes more and more negligible as the
size of the aperture is increased. This means that the
logarithmic increase of the noise propagation coefficient
dominates the MSE evolution for large n. As yynuL con-
stitutes a fixed threshold for the value of exyy./ 02, inde-
pendent of g level, Fried’s law is kept as a reference
curve in the remainder of this paper.

2. Circular Aperture
Noll [25] provided an alternative formula for a circular
aperture with a total number of wavefront samples n':

yamouz, = 0.0136 +0.1592In 7. (56)

Compared to a square aperture, the slope is similar but
the offset is very different. Noll explains [25] this discrep-
ancy admitting that his law may underestimate some
low-order aberrations but argues that the logarithmic de-
pendency is still valid in the case of a circular aperture.
By fitting the results of our simulations of zonal MNML
reconstructions for a circular aperture (see Fig. 3), we ob-
tain the following law:
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Fig. 3. Comparison of yynyy, 0n square and circular apertures.
Dashed line, Fried’s law for square aperture. Dashed—dotted line,
Noll’s law for circular aperture. Dotted curve, Poyneer et al. [27]
law for circular aperture with FTR, yppgr on Fried’s geometry.
Other symbols are average results of 100 simulations of zonal
MNML reconstructions on null signal. Squares, for a square ap-
erture. Circles, for a circular aperture. Number of subapertures
across the pupil diameter: 16, 32, 64, 128, 256, and 512. Other
simulation parameters are the same as for Fig. 2.

yvnuL = 0.842+0.127 Inn'. (57)

Again the small-system results have been checked to be
consistent with numerical evaluation of the noise propa-
gation term. On the one hand, our simulations tend to
confirm what Noll expected, i.e., an underestimation of
his constant but still a logarithmic increase with the sys-
tem dimension. On the other hand, the behavior of the
noise propagation coefficient for zonal MNML method is
quite similar for square and circle apertures.

Another ML method has been proposed by Poyneer et
al. [27]: the Fourier transform reconstructor (FTR). As it
involves a very low computational burden, it constitutes
an alternative to the matrix-vector multiplication (MVM)
method when solving the zonal ML problem for large sys-
tems. The dotted curve in Fig. 3 plots the law given by
Poyneer et al. for the noise propagation of the first version
of the FTR method [27] in the case of circular apertures
with Fried’s geometry:

yrrr = 0.1456(Inn")%2 - 1.7922Inn’ + 7.6175. (58)

The FTR algorithm with Fried’s geometry involves a regu-
larization strategy that produces a very large and inad-
equate local waffle mode [27]. This strategy, which is
based on the geometrical model of the WF'S and not on the
signal statistics, badly constrains the unseen modes so
that the performance is in the end worse than with the
zonal minimum-norm regularization. It is important,
however, to mention that significantly better performance
is obtained with the FTR on a modified Hudgin’s geom-
etry for the model of a Shack—Hartmann, which still
makes the FTR algorithm a very competitive method for
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Fig. 4. Comparison of noise propagation coefficient yyny, and
MSE normalized by noise variance for zonal MNML reconstruc-
tions on square and circular apertures. Dashed line, Fried’s law
on square apertures. Solid line, our experimental law on circular
apertures; see Eq. (57). White symbols, &p./0> from our simu-
lations. Black symbols, noise propagation coefficient yypn, from
our simulations. Squares, square aperture. Circles, circular ap-
erture. System dimensions are the same as in Fig. 3. Other simu-
lation parameters are the same as for Fig. 2.

wavefront reconstruction on large systems [28,29].

To evaluate the effect of the aperture shape on the bias
term of the AO-specific MSE, we simulated 100 zonal
MNML reconstructions for circular apertures. Results are
displayed by circle symbols on Fig. 4 and show that, as for
the noise propagation coefficient, the aperture shape has
little effect on the global performance of the method.

3. Zonal and Modal MNML

According to the conclusions of Subsection 2.E, it is pos-
sible to minimize the bias error of the MNML reconstruc-
tion by using a decomposition on statistically independent
modes. However, an algebraic comparison of the AO-
specific noise propagation coefficients yyyr, and ykr, was
not achieved. Figure 5 provides this comparison by means
of simulations. The AO-specific normalized MSEs are
plotted for the two MNML approaches.

For system sizes smaller than 128 subapertures across
the diameter, the two MNML approaches exhibit similar
performance. Nevertheless, for larger systems, the AO-
specific normalized MSE is lower for KL-MNML recon-
struction. It has also been observed in unpublished simu-
lations that KL-MNML reconstructors performs better
whatever the turbulence model, Kolmogorov or von
Karmaén, used to build K.

C. MAP Reconstruction Benefits

MAP reconstruction quality is assessed in the following
relative to the best of the two MNML approaches, that is,
the KL-MNML method. Moreover, in Section 2 we have
already analytically proved that MAP performs better
than KL-MNML.
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Fig. 5. Comparison of zonal and modal MSE normalized by the
noise variance. Dashed line, Fried’s law for yypr,. Large white
symbols, €/ 0>, i-e., reconstruction by zonal MNML. Small
black symbols, ezKL/ af, i.e., reconstruction by modal MNML. Sym-
bols correspond to the average of 50 reconstructions of Kolmog-
orov turbulence over circular apertures. Noise level was set to
o= V0.1 rad/subaperture. System dimensions are the same as in

Fig. 3. For every system size, the turbulence conditions are: rg
=0.1d, 0.5d, d, and 2d.

Figures 6 and 7 quantify the gain in using the FrIM
MAP reconstructor, respectively, for an 8-m telescope and
a 42-m telescope with, for each case, several system di-
mensions. The fractal operator K defines a change of vari-
able on a (27+1) X (27+1) domain, with ¢ an integer. So, if
the number of subapertures across the diameter is of this
form 29, the telescope pupil is inscribed in the reconstruc-
tion domain. The particular cases of 40 X40 and 84 X 84
do not correspond to such a configuration, but they re-
spectively represent an extreme AO-like configuration for
the Very Large Telescope (Chile) [10] and a SCAO case ex-
pected for the European (E-ELT). We added these two
cases to confirm that the noninscription of the aperture in
the square reconstruction domain does not degrade FrIM
performance.

On the one hand, for small systems, some simulated
cases have such low ug value that the bias error contrib-
utes significantly to the MSE for FrIM MAP as well as for
the KL-MNML reconstruction. On the other hand, the
simulated reconstructions confirm that MAP produces
lower MSE than the KL-MNML method, according to
Eqgs. (36) and (39). Figure 7 even shows that while zonal
MNML MSE is well known to increase as In(n’), FrIM
MAP MSE is almost constant when n’ increases for a
fixed SNR.

The same data are gathered on Fig. 8, with enhance-
ment of the gain factor between the two methods, depend-
ing on the parameter uy and hence on the SNR. Each
curve represents a system dimension, solid curves for the
42-m telescope case and dashed—dotted curves for the 8-m
one. This time, markers evolve with uq values. Of course,
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Fig. 6. Comparison of KL-MNML and MAP performance on an
8-m telescope. Dashed line, Fried’s law for yyy, on square ap-
ertures. White symbols, ezKL/ aﬁ, i.e.,, reconstruction by KL-
MNML. Black symbols, exap/0Z, i.e., reconstruction by FrIM
MAP. Markers stand for average results over 200 simulations of
von Karmaéan turbulent wavefronts on circular apertures. Iso-u,
are linked with solid lines. u, varies along with noise variance
values ¢2=5x1073, 1072, 107!, 1, and 2 rad® per subaperture.
Ly=24 m, ry=25 cm, D/d=16, 32, 40, and 64.

for a given system size, the major gain occurs when u in-
creases, that is, when the SNR decreases. This means
that the priors introduced by the Bayesian method will
have a special influence, improving performance.

On the one hand, using a 40 X40 system on an 8-m
telescope means low noise, and high Strehl ratio SR
=exp(—€2) is sought. For an r value of 16 cm (at 500 nm)

25
L5 42-meter telescope - =~ |
L v Q- - 4
20 - % -

(

MSE / Noise variance

o T

!
5 10+ 2 5

number of wavefront samples n

Fig. 7. Comparison of KL-MNML and MAP performance on a
42-meter telescope. Legend is the same as for Fig. 6. Changing
parameters values are Ly=21 m, r,=32 cm, D/d=64, 84, 128,
and 256.
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Fig. 8. Ratio between MSE obtained by the FrIM MAP method
and MSE obtained by KL-MNML reconstruction for the same
data as plotted in Figs. 6 and 7. White symbols, 8-m telescope.
The same system dimensions are linked with dashed—dotted
lines. Black symbols, 42-m telescope. Iso-n are linked with
curves.

and a noise variance o2=0.014 rad*subaperture for an
AO wavelength of 700 nm, then uy=3.1X107%, which is
represented in Fig. 8. The MSE achieved by FrIM is re-
duced by a factor of 1.2 with respect to the MSE produced
by the KL-MNML method. This implies a reduction of the
rms wavefront estimation error from 16.5 to 15 nm. In
such application, the gain is not so relevant. On the other
hand, let us consider the case of a 42-m telescope with 84
subapertures across the diameter, with the same ry and a
noise variance aﬁ: 1.8 rad?/subaperture for an AO wave-
length of 700 nm. This corresponds to one point of the
curves in Fig. 8, for which €% /e 1=1.7. Such conditions
correspond to a SNR of 3.6 per subaperture. The MNML
method would produce a total MSE of 1.9 rad?, while
FrIM can reduce it to 1.13 rad?. This allows the associ-
ated Strehl ratio SR=exp(-€?) to increase from 17% to
35% when imaging at 1 um.

Finally, given the AO system dimensions and the aper-
ture shape, Figs. 6 and 7 provide a mean to predict opti-
mal performance of MAP reconstruction, which is useful
in controling the error budget of the AO system.

4. DISCUSSION

The general algebraic analysis of the inverse problem of
turbulent wavefront reconstruction yields a quantitative
comparison of performance between zonal and modal
minimum-norm maximum likelihood and maximum a
posteriori reconstructors. The modal description, for
which the parameters of the system are statistically inde-
pendent, allows minimization of the bias error. Neverthe-
less, only the maximum a posteriori solution achieves the
optimal error trade-off between bias and noise propaga-
tion.



506 J. Opt. Soc. Am. A/Vol. 26, No. 3/March 2009

The results of both the algebraic analysis and the simu-
lations apply for several pupil shapes (square and circu-
lar) and several turbulence models (Kolmogorov and von
Kérman).

While Fried’s law described the noise propagation evo-
lution with the system size for zonal minimum-norm
maximum likelihood reconstruction on small systems, we
provide here an extension of these experimental laws to a
larger range of system dimensions. Simulations also dem-
onstrate that the minimum-norm regularization performs
better with the Karhunen—Loéve modal description than
with the zonal one, even though maximum a posteriori re-
construction with FrIM can divide the MSE by two com-
pared with the performance of the modal minimum norm
approach. Moreover, the fractal iterative method had al-
ready been demonstrated by Thiébaut and Tallon [9] to be
a fast wavefront reconstruction method, so that the maxi-
mum a posteriori optimal reconstructor can effectively be
of benefit to large AO systems.

APPENDIX A: FACTORIZATION BY
GENERALIZED SINGULAR-VALUE
DECOMPOSITION

In order to compare MNML and MAP wavefront recon-
struction, we need unified expressions of their reconstruc-
tors and of the resulting MSE’s. In this Appendix we de-
rive these expressions by means of the generalized
singular-value decomposition (GSVD) of the square roots
of the matrices A=ST-W,-S and W, that appear in the
denominator of Ryap given by Eq. (22).

By Cholesky decomposition of the noise covariance C,
=W, we derive

W, =LT.L! (A1)
where L € R™*™ is a nonsingular matrix. Then the matrix
M=L1!-S (A2)

is the square root of A as MT-M=A. Besides, since (see
Section 2) C,,=K-KT, K1 is the square root of sz(};,l.

The objective is now to use GSVD [30] to simulta-
neously diagonalize M € R*" and K~! e R?*”. Since K!
is regular, we actually tackle a particular case of GSVD,
which is detailed in what follows.

We first proceed to a singular-value decomposition
(SVD [30,31]) of the rectangular matrix M-K e R™*":

M-K=V;-3 V], (A3)

where V; € R™"*™ and V,5 € R**" are two unitary matrices,
ie., V;-V]=VI.V =1, and V,-V1=V1-V,=I,. The con-
sidered SVD algorithm [30] lets us write the rectangular
matrix X € R™*" as

3= 0 0 with 2,1 = diag(oq,09, ...,0,), (A4)

where the singular values are such that o;=03=--=0,
>0 and where p <min(m,n) is the rank of M-K, which is
also that of M.

The next step consists of the QR decomposition [30,31]
of the regular matrix K-Vj:
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K-V,=Q-U, (A5)

where Q € R**" is unitary and U e R"*" is an upper-
triangular regular matrix. Using block notation,

Uy Up
U=|: 0 Uyl (A6)

where Uq; € RP*P and Ugy € RP)*X(-P) gre regular upper-
triangular matrices and Uj, e R?*?). One may notice
that the Uyy and U, blocks do not exist when M is full
rank, i.e., for an invertible measurement operator S. Fur-
thermore, U;5=0 only if orthogonality between ker(M-K)
and ker*(M-K) is maintained after application of the K
operator to these subspaces. In such a case, the
minimum-norm solution in the modal space is also the
minimum-norm solution in the zonal one.
Finally, we can express the GSVD of M and K 1:

M=V,-3-U'-QT, (A7)

K1=V, U QT (A8)

If K is unitary, that is, if W,,=K-K =1, then the matrix U
is also unitary (in fact, U becomes useless in the decom-
position) and Eqgs. (A7) and (A8) will be plain (not gener-
alized) SVDs.

Using the GSVD of M and K-, we can factorize the nu-
merator and the terms in the denominator of the MAP re-
constructor in Eq. (22),

ST-w,=Q-UT-3T.-vI.L 1,
sT-w,-8=M"-M=Q-UT-3T.3.U'-Q",

W,=KT-K'=Q-UT-U! Q"

to rewrite Ryap as in Eq. (23).
To simplify the MNML reconstructor Rgy, in Eq. (21),
we use the GSVD of M and K~! to compute

K'-8T-W,-S-K=V,-37.3.V[

K'-8T-W,-8-K)f=v,-=T-3)"- V], (A9)

and we note that for the particular matrix 3 defined in
Eq. (A4), we have

. (2100
T. T.8T _$F _
-3 xt=3 —( 0 0) (A10)

to finally obtain the expression of Ry, given in Eq. (24).

Using GSVD to rewrite Ryyg, is not as straightfor-
ward as for the other reconstructors. We first rewrite the
normal equations [see Eq. (17)], which must be obeyed by
any ML solution, as

Q-U'T~ET‘E-U‘1~QT‘w=Q~U‘T-2T-Vf-L-1.d,

Since Q and U are invertible, we introduce the invertible
change of variables w=Q-U-y and simplify the normal
equations:
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3T.3.y=3T.2 withz=V]-L'.d.

Using the same block decomposition as for U in Eq. (A6)
and ¥ in Eq. (62), y:(yrf,yg)T and z:(z?,zg)T, the normal
equations are equivalent to

-1
¥y1=271 21

As Q is unitary, the Euclidean quadratic norm of w ex-
pands as

[wl5=U-yl5=U11- 31+ Usa - y3ll3 + [[Uss - 3,

which, as y; is uniquely set by the normal equations,
must be minimized with respect to y, to obtain the
MNML solution. Taking the derivatives of |[w|[z with re-
spect to yg, this is achieved by solving

(UT2’U12+U§2'U22) ‘Y2 = —U'fz-Un~y1.

In the left-hand-side matrix above, UT2~U12 is at least
positive semidefinite and, as Uy, is invertible, UL, Uy, is
positive definite. The left-hand-side matrix is therefore
positive definite and invertible, which means that y, is
uniquely defined. Hence

Y1 Ly Zy
= =Z-3".2 wich:( ),
FMNML (y2> Zy, Zy
(A11)
where I;; is the p Xp identity matrix, and:
Zoi=- (Ul U+ Ugy-Upy) - UL, Uy (A12)

Note that Z;5 and Zyy are irrelevant to the computation of
yynML and can be any matrices. Without loss of general-
ity, one can take Zi9=0 and Zyy=0. Finally, the MNML
wavefront can be written

wynvL=Q-U-Z-37-V]-L7-d,

and the corresponding reconstructor Ry, is Eq. (25).

APPENDIX B: BIAS, VARIANCE, AND MSE
EXPRESSIONS

A general formulation is found to describe the three re-
constructors with common notation, according to Egs.
(26)—(29). From this notation, one can insert the various
G forms into Eqgs. (30) and (31) to obtain the bias, vari-
ance, and MSE associated with each reconstructor. Such
expressions are derived in this section.

Taking G =37 yields the bias, variance and MSE of the
modal MNML reconstructor in Karhunen—Loeve basis:

brL=a, tr(W-I-37-3)- X -3"-3)T) = q,, tr(Wyy),

(B1)
vk = a, tr(W- 37 (30T =, tr(Wy; - 379), (B2)
€, = o tr(Wip - 277) +a,, tr(Wyy), (B3)

where we make use of the block decomposition of W over
the same subspaces as X:
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W, W
W=< 11 12), (B4)

with Wy; e RP*? and Wy e R-P)X(0-p),
Taking G=Gyap from Eq. (28) and noticing that

I-Gyap- 2= po(ET- 2+ D,

yields the bias, variance, and MSE of the MAP recon-
structor:

byap = poa, tr(W - (£ % + poI) %)

= s, tr(Woy - (23 + oI1)™?) + @, tr(Wag),

(B5)

UMap = @ tr(W- 3T 3 - (3T 3 4 4 1)72)
=a, tr(Wyp - 25, - (33, + moli) ™), (B6)
Evap = tr(W- (BT 3 + D)0, (B7)

Quantifying the MSE of the MNML reconstructor in
the zonal description requires some more algebra. We
first note that

0 0
I[-Gyny 2=1-Z-37-3= )
—Zy Iy

hence

0 0
_ ) (I 3T
(I-Gunm - %) - (I - Gy - %) (0 122+Z21~Z'2rl>’

which lets us write the bias of the zonal MNML as
bynmr, = @y tr(Wog) + @y, tr(Wog - Zgy - Z57) . (BS8)
- 4 >

bk, b3=0

By the Sherman—Morrison—Woodbury identity [15] and
since Ugg is invertible, the matrix Zy; in Eq. (A12) can be
rewritten as

Zy=-Uj Uy - Uly- (I + By - Uy, (B9)
where I;; is the identity over R? and
By, =Uy, Uy - Uy - Ul (B10)

As a result of the block decomposition,

Yii- 351 0)

U Gy =
MRME (Y21'EH 0

with

Y11=Uy+ Usg-Zo; = (I11 + Bn)_1 -Uyy,

Yo =Upy - Zo; =-Ujy - Uly- (I + By - Uy
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Then, considering the non-AO-specific case, the variance
of the zonal MNML reconstructor can be written:

vamz, = tr(U - Gy, - G, - UM a/n
=tr(Y]; - Yii - 2Dan + tr(Yy, - Yor - 31D)a/n
=tr(U]; - Uy - 257 - (g + By Hay/n,

and finally, noting that Wn:U?l-UH/ n, the variance of
the zonal MNML estimator is

UL = @t (Wog - 277 (T + By ™). (B11)

The matrix By; is by construction positive semidefinite;
then (I;;+Bq;)"'<Iy; and therefore vy, <vkr, in Eq.
(72).
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5.4 La comparaison théorique des erreurs

A partir d’'une décomposition en valeurs singuliéres du processus de mesure géné-
ralisé défini dans l'équation (5.4), i.e.

LS K=V,-Z-V], (5.18)

j’ai montré dans I’article précédent que les trois reconstructeurs cités pouvaient s’écrire
sous la forme

R=Q.U.D -V, L (5.19)

avec uniquement la matrice D qui reste particuliére & chaque méthode, i.e.

Dyp, = Xf (5.20)
Dyap = (7 4 1) - 5T (5.21)
Dy, = Z- 2. (5.22)

Les matrices V1 et Vo sont deux matrices orthogonales. La matrice 3 est une matrice
diagonale des valeurs singuliéres classées par ordre décroissant. Les matrices Q et U sont
obtenues par la décomposition QR de K - Vj. La matrice Z a une structure particuliére
que je ne détaille pas ici (cf. article). Enfin, je rappelle que j’ai modifié la notation G
de l'article pour la remplacer par la notation D, afin d’éviter toute confusion avec la
matrice d’intéraction du systéme introduite a la section [2.5] On note que les différentes
formes de la matrice D dans les équations — illustrent les approximations
faites de l'inverse de X par les reconstructeurs, c’est-a-dire de I'inverse du processus de
mesure généralisé.

A partir de ce formalisme commun, j’ai pu comparer les contributions d’erreur des
trois reconstructeurs cités.

5.4.1 Le reconstructeur Ry,

b, = o2 Ui (5.23)
i—pt1 Ho
1=p
W,
2 X
UKL = 08 Z 5 (5.24)
=1 1
i=p W - =W
2 2 2,0 1,1
(e >KL = Oe P + Z o | (5.25)
i=1 1 i=p+1

ou les (W;i)1<i<n sont les éléments diagonaux d’une matrice symétrique positive W €
R™ ™ . Les (03)1<i<p sont les valeurs singuliéres non nulles du processus de mesure.
Ce sont donc les éléments non nuls de X, et p est le rang du processus de mesure. La
matrice W et les g; ne dépendent que des dimensions du systéme, de sa modélisation
et des corrélations du signal et du bruit. En revanche, une modification du niveau de

turbulence o2, ou du niveau de bruit o2 n’a pas d’effet sur ces grandeurs.



5.4. LA COMPARAISON THEORIQUE DES ERREURS 115

5.4.2 Le reconstructeur Ryap

Avec les mémes notations,

i=n

W'L'L Z'L
bymap = og Z Ho 5 + Z : (5.26)
,uo—}—O' ) i=p+1

— o2 Wi, )
UMAP —r (527)
o (2 (Mo + 01-2)2

Il
Q
0 N

Il
Q
0 N

1=p
2 2
(€ )nap = e Z M _|_ 2 + Z : (5.28)
0 i=p+1
5.4.3 Le reconstructeur Ry,
Je montre uniquement que
bvnmr = bkt + bo , (5.29)

avec bg > 0. Aucune expression simple de vy et de <62>MNML n’a été trouvée pour
pouvoir les comparer algébriquement avec les erreurs des autres méthodes.

5.4.4 Synthése

Le choix d’un reconstructeur Rky,, i.e. de maximum de vraisemblance et de moindre
norme dans un espace de modes statistiquement indépendants,

implique que le biais by, est le résultat de tous les modes non-vus du systéme de
mesure

implique, en revanche, que la propagation du bruit ne se fait qu’a travers I'espace
des modes non-singuliers

implique que plus la valeur singuliére o; d’un mode est de module faible (mais
non nul), plus la propagation du bruit sur ce mode reconstruit est forte
engendre un biais by, proportionnel & o2, mais indépendant du niveau de bruit

2

%e

engendre, au contraire, une variance d’erreur vky, proportionnelle & o2 mais in-

dépendante du niveau de turbulence o2,
minimise le biais : il est inférieur a celui du reconstructeur MAP et inférieur a tout
autre reconstructeur de type maximum de vraisemblance et de moindre norme

(quel que soit l'espace choisi)

Pour le reconstructeur MAP :

le biais est a la fois le résultat des modes non-vus (donc bkr,) et d’une erreur
commise sur les modes non-singuliers

le biais byiap est donc toujours plus grand que bgkr,

la propagation du bruit est plus faible qu’avec le reconstructeur MNML-KL
Ierreur quadratique moyenne totale <62>reconst est néanmoins toujours plus faible
pour le reconstructeur MAP (par définition), du fait qu’il contraint mieux la
propagation du bruit sur les modes non-singuliers
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~ le gain en (€2)reconst entre un reconstructeur Rky, et le reconstructeur MAP est
d’autant plus significatif que le rapport signal a bruit décroit (pg croissant), ce
qui confirme l'intérét d’utiliser de bons a priori lorsque la qualité des données se
dégrade

Pour le reconstructeur Ryinmr,, enfin :

— le biais bynmr est toujours plus grand que bk,

— la propagation du bruit est mieux contrainte que pour un reconstructeur Rk,

— il n’a pas été possible de fournir de comparaison de <62>reconst dans ce cas avec
les autres méthodes

— les simulations numériques présentées dans la suite de ce chapitre permettent
d’effectuer une comparaison de <e2>reconst avec les autres reconstructeurs

Cette étude montre comment le choix judicieux de 'espace des paramétres et de la
régularisation peut influencer la précision ou la stabilité de la solution. Il est intéressant
de noter que, le systéme étant linéaire, le paramétre yy = o2/02, est inversement
proportionnel au carré du rapport signal & bruit. Ce lien sera détaillé par la suite.

Il est également possible de comparer les résultats avec un reconstructeur tronqué
(Gendron et Lena, [1994), trés souvent utilisé en optique adaptative. Dans l'espace des
paramétres w, un tel reconstructeur est défini en fixant un seuil o3 > 0, si bien que D
est une matrice diagonale avec pour ¢ de 1 & n,

[ 1/c? si o? > of
Dtronc ii = { 0 sinon (5.30)

Cette troncature équivaut a utiliser le reconstructeur Rky, avec un rang p réduit pour le
processus de mesure. Les erreurs ont donc la méme forme que dans les équations —
, avec un p inférieur. Cette stratégie décroit le nombre de modes sur lesquels se
propagent le bruit, c’est-a-dire le nombre de termes dans la somme . Elle permet
de limiter la propagation du bruit sur les modes mal estimés, ceux pour lesquels af est
faible. En revanche, ceci accroit artificiellement I'espace des modes singuliers, et donc
Ierreur de biais du reconstructeur dans 1’équation ([5.23]).

5.5 Conclusion

L’analyse algébrique met en évidence par des équations finalement simples que le
reconstructeur MAP fournit le compromis optimal entre biais et variance.

Une remarque essentielle de cette synthése est qu’elle a été menée de la fagon la plus
générale possible, pour un probléme inverse multi-variables, simple au sens donné au
chapitre {4} avec un modéle de mesure linéaire et des statistiques de bruit et de signal
Gaussiennes centrées. Elle s’applique donc dans tous les domaines. Dans le cas de
I’optique adaptative, aucune hypothése particuliére n’a été faite sur le type d’analyseur
utilisé, ni sur sa modélisation (excepté la linéarité), ni sur la fréquence de coupure de
I’approximation zonale de la surface d’onde.

Par ailleurs, ces conclusions peuvent étre facilement généralisées & un systéme d’op-
tique adaptative de champ large ou de tomographie laser. Il suffit pour cela de concaté-
ner les mesures et le bruit provenant des différents analyseurs & l'intérieur des vecteurs
d et e et les multiples surfaces d’onde paramétrées dans les couches en altitude dans
le vecteur w (Ellerbroek et al. |1994; [Fusco et al., |2001). Les modeéles d’analyseurs ras-
semblés dans S doivent contenir la modélisation de la propagation des surfaces d’onde



5.5. CONCLUSION 117

jusqu’a la pupille du télescope dans la direction d’analyse de chaque analyseur. Ceci est
un processus linéaire. Enfin, 'opérateur P doit étre modifié suivant le critére de perfor-
mance recherché. Par exemple, si la correction doit étre optimisée dans une direction
de visée particuliére, alors P contient la modélisation de la propagation des surfaces
d’onde contenues dans w et dans w & travers les couches dans cette direction de visée,
jusqu’a atteindre le plan pupille ot le mode piston est 6tée a la différence des surfaces
d’onde résultantes. Pour une optique adaptative multi-conjuguée (OAMC), I'unifor-
mité de lerreur quadratique moyenne est requise. Ceci correspond & inclure dans P
une moyenne (par intégrale) suivant toutes les directions 3; possibles dans le champ a
corriger. Qu’il s’agisse de la propagation des surfaces d’onde & travers les couches ou
de la moyenne dans les directions de visée & corriger, ce sont des processus linéaires qui
peuvent étre inclus dans ’analyse, sans en modifier les conclusions.
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Chapitre 6

Les algorithmes rapides de
reconstruction

Le chapitre précédent traite le probléme théorique de la reconstruction de surface
d’onde de fagon suffisamment générale pour que ses résultats soient appliqués a tous les
concepts d’optique adaptative congus ou envisagés actuellement en astronomie. Dans
le présent chapitre, je suis amenée & effectuer des choix de représentation particuliers
de la surface d’onde et de ’analyseur pour discuter des difficultés d’implémentation des
reconstructeurs quand n est grand (> 10%).

La discussion est menée sur la base d’une optique adaptative mono-conjuguée
(OAmC) ou extréme (OAX), afin de simplifier les notations. En d’autres termes, la
surface d’onde considérée w est dans le plan pupille et il n’y a qu’un seul analyseur
dont le modeéle est noté S. Lorsque les considérations ne sont pas directement éten-
dables a des systémes d’optique adaptative de champ large ou a la tomographie, je le
précise.

La surface d’onde est représentée zonalement par le vecteur w de R™. L’analyseur
est de type Shack-Hartmann. La modélisation de la matrice S se fait & partir des
équations d’angles d’arrivée théoriques —. En utilisant la représentation zonale
w, la matrice S a 'avantage d’étre creuse, puisque 'intégrale dans ces formules peut
étre modélisée a l'aide de I'approximation des trapézes. Pour le modéle de Fried de
'analyseur (cf. équations ([2.12)-(2.13)), w est échantillonnée spatialement avec un pas
de = d;, égal a la taille d’'une sous-pupille de "analyseur et S posséde 4 éléments non
nuls par ligne.

Je reprends les 3 reconstructeurs introduits dans le chapitre précédent. Le recons-
tructeur de maximum de vraisemblance et de moindre norme zonal Ry est le
reconstructeur largement étudié dans la littérature en optique adaptative (Fried, 1977;
Noll, [1978; [Herrmann), 1980).

J’utilise dans la suite les notations suivantes :

Avnwv, =ST-C'-S (6.1)
Axr =KT.sT.C 1 s K (6.2)
Anap =ST-CJ1 S+ oGyt (6.3)

si bien que les reconstructeurs Rynmr, Rir et Ryvap définis par les équations (5.16)),

119
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(5.17)) et (5.14) peuvent étre mis sous la forme

Ranur = Al -ST-CC1 (6.4)
R, = K-Al, - KT.sT.c! (6.5)

et
Ryap = Ayhp-ST-CoL. (6.6)

De cette fagon, dans la suite, j’associe & chaque reconstructeur R étudié, la forme
matricielle A qui lui est associée. La matrice A est la partie & inverser dans I’expression
générale du reconstructeur.

Dans les systémes d’optique adaptative actuels, pour lesquels n est de l'ordre de
quelques centaines, la matrice du reconstructeur R choisi est stockée en mémoire et
appliquée aux vecteurs de mesure d & la fréquence de commande du systéme. R est
une matrice n X m, et il y a généralement quelque m =~ 2n mesures, donc son coit
d’application & un vecteur est de l'ordre de O(n?). R n’est pas une matrice creuse
puisque 'analyseur fournit des dérivées spatiales de w, qu’il faut intégrer. Une variation
d’une valeur de mesure a des répercussions sur tous les paramétres, du fait de cette
intégration.

La figure rappelle les difficultés d’application de la méthode de multiplication
matrice-vecteur (MMYV) lorsque la taille des systémes atteindra les ordres de grandeur
prévus sur les télescopes hectométriques (cf. section .

. —
10+l4_%
® ~2020 (loi de Moore)
S : :
S 10+12 ~2015 (loi de Moore)
o
;) ‘E-OAMC (84x84
—_ L RO, . L B
(%2} : : :
S 10+10 [=2005 : SAXQ,
‘O E .
o : :
..O : : : :
T 10*8 .NAOS S o ; . -
Z b .
106 LA ]
L | L 1 L | L 1 L
10%2 10+4 10%6

Nb de degrés de liberté n

Fiag. 6.1 — Nombre d’opérations par seconde en fonction de la dimension du systéme
n dans le cas d’une reconstruction par la méthode de multiplication matrice-vecteur
(MMYV). cf. légende compléte sur la figure
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Il est donc important de réduire les cotits calculatoires de la reconstruction et de la
commande avec des algorithmes pour lesquels le nombre d’opérations requis est plus
faible que O(n?). Diverses approches ont été proposées depuis une dizaine d’année pour
réduire ces calculs. Je rappelle dans ce chapitre les principaux algorithmes actuellement
étudiés dans la communauté pour la reconstruction de surface d’onde sur de grands
systémes.

6.1 La reconstruction par Transformée de Fourier

Cette méthode de reconstruction que je note par FTR dans toute la suite de ce
manuscrit ne correspond a aucune des formes — présentées ci-dessus, mais peut
étre assimilée a un filtrage des mesures dans 'espace de Fourier. Sa premiére version a
été proposée par [Freischlad et Koliopoulos| (1986) pour un support de mesures carré et
une surface d’onde reconstruite zonalement w, carrée N x N. Elle repose sur le fait que
le processus de mesure, i.e. 'analyseur, est bien approximé par un calcul de différences
finies sur la surface d’onde représentée zonalement par w et en série de Fourier par w
(cf. section [3.2.2).

J'illustre cela dans le cas du Shack-Hartmann avec la géométrie de Fried, ou la
surface d’onde est estimée aux coins des sous-pupilles de I'analyseur. D’aprés les équa-
tions (2.12)-(2.13) de ce modele, la transformée de Fourier discréte (TFD) inverse des

mesures s’écrit aussi

d'(k,1) = FU(d"(K,1)) = 21dlfu(k,l) (eQ”N”“ - 1) (1 +e‘2£”) (6.7)
d'(k,1) = FU(d(K,I)) = 21dlzb(k,l) <e% - 1) (1 +e’2z’$”) (6.8)

avec N = y/n. Ainsi il est possible en combinant les différentes mesures d’obtenir
I’expression de la surface d’onde dans l’espace de Fourier comme un filtrage sur les
mesures en fréquence.

0 si k,l=0ouk,l=N/2
~ _2mik 2mil ~r _ 27l 2mik ~y
w(k,l) = e N —1)(e N +1)d"(kD+ (e N —1)(e N +1)d¥ (k)
8 (Sin2 L]\f cos? '”Wl-i—sinQ %l cos? L]\;C) sion

(6.9)

Cette méthode s’applique donc théoriquement en trois étapes :

— Effectuer la TFD inverse des mesures, en O(nlnn) opérations

— Appliquer le filtre décrit par I'équation (6.9), en O(n) opérations

— Repasser dans 'espace zonal de la surface d’onde par TFD directe, en O(nlnn)

opérations

La rapidité des TFD en O(nlnn) est obtenue pour des dimensions particuliéres de
systéme, i.e. lorsque N est une puissance de 2 afin de pouvoir mettre en oeuvre un
algorithme de Transformée de Fourier rapide (FFT pour Fast Fourier Transform).
Ceci est nécessaire pour faire chuter le cotit calculatoire & une valeur proportionnelle &
nlnn.

Toutefois, cette méthode présente une difficulté majeure pour la reconstruction de
surface d’onde en astronomie. Les mesures de ’analyseur sont délivrées sur un support
circulaire caractéristique de la pupille du télescope, ou annulaire en présence d’une
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obstruction centrale. Ceci n’est pas directement compatible avec 'application de la
TFD et remplir le support carré de zéros 1a ou il n’y a pas de mesures engendre des
erreurs de reconstruction inacceptables (Poyneer et all [2002)). Finalement, Poyneer
et al.| (2002)) ont proposé diverses méthodes pour remplir le support carré (N — 1) x
(N — 1) des mesures de facon a réduire la variance de I’erreur de reconstruction sur la
pupille. Ils ont par ailleurs comparés différents filtres inverses dans ’espace de Fourier,
associés & des modélisations de 'analyseur par diverses calculs de différences finies sur
la surface d’onde. Certains filtres inverses produisent une trés bonne reconstruction
dans la pupille, i.e. 1a ou il y a eu des mesures (Poyneer et al., 2002, 2003; [Poyneer et
Véran), 2005).

Il est important de noter que les techniques d’extension employées sont déterminées
de facon ad hoc en cohérence avec la périodisation imposée par la DFT et le fait que le
modéle d’analyseur non bruité implique que le rotationnel des mesures soit nul puisqu’il
s’agit de gradients. D En I’absence d’hypothése sur le bruit des mesures et la statistique
de la surface d’onde, cette méthode est assimilable & une méthode de maximum de
vraisemblance. Par ailleurs, il n’est pas trivial de conclure que les techniques d’extension
n’ont pas d’impact sur U'extrapolation de la surface d’onde reconstruite a I’extérieur de
la pupille. Cependant, puisque Poyneer et al. (2008) envisagent d’utiliser la méthode
FTR pour la correction d’un systéme d’optique adaptative extréme (OAX), prévu pour
Iinstrument Gemini Planet-Imager, la reconstruction hors de la pupille n’a pas d’effet
sur les performances du systéme.

Cette méthode de reconstruction requiert environ 7.5nlog(n) + 20 n opérations en
flottants pour passer des mesures d a la surface d’onde estimée w (Poyneer et Véran|
2005).

Récemment, (Correia et al.| (2008) ont développé un algorithme itératif pour étendre
les mesures sur le support carré nécessaire en introduisant des a prior: sur la statistique
du signal et du bruit. Ceci ouvre de nouvelles perspectives au reconstructeur FTR, mais
la qualité de 'extrapolation n’a pas été évaluée. Ce raffinement induit un cott calcula-
toire supplémentaire dépendant du nombre d’itérations effectuées pour extrapoler les
mesures & l'extérieur de la pupille.

6.2 L’approximation de C,

L’utilisation d’un reconstructeur Rki, ou du reconstructeur Ryrap implique la mo-
délisation de C,, ou Cgl. Cette matrice pleine de dimension n x n, dont la structure a
été présentée dans la section [3.2.2] rend le calcul de ces reconstructions cotteuses pour
n grand. Cependant, cette covariance agit comme une régularisation pour le probléme
inverse considéré, elle peut étre approximée sans dégrader fortement les performances
du reconstructeur (ceci est discuté dans la section [7.5)).

Je rappelle ici les différentes approximations de C,, qui ont été étudiées dans la
littérature pour n grand. Elles ont la particularité de pouvoir étre appliquées a un
vecteur en un nombre d’opérations O(n logn) ou O(n), plutdt que O(n?) lorsque la
matrice est pleine.

!Ceci vient de la propriété des opérateurs rotationnels et gradients : rot Vw = 0.
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6.2.1 L’approximation diagonale dans le domaine de Fourier

Une premiére approche consiste & diagonaliser la matrice de covariance C,, dans
I’espace de Fourier. En effet, pour un modéle de turbulence stationnaire la matrice de
covariance zonale C,, est une matrice Toeplitz. Les matrices de Toeplitz sont souvent
approximées par des matrices circulantes parce que ces derniéres sont diagonalisées par
une Transformée de Fourier Discréte (TFD) 2-D. Ainsi,

Cow ~ F ! diag(Sy) - F, (6.10)

ou F désigne la TFD et diag(Syw) est diagonale et approxime la densité spectrale
spatiale de la surface d’onde turbulente décrite par I'équation (3.22)) que je rappelle ici

0.0229 7 /% jg~11/3 si D/Ly=0

Su(r) = 0, . 6.11
(<) {0.02297«0 3 (k2 4+1/12) 7% sinon (61

L’approximation de la matrice Toeplitz par une matrice circulante équivaut a étendre
périodiquement la surface d’onde a l'infini (Gilles et al., [2002a).

6.2.2 L’approximation creuse par le Laplacien

A partir de I'approximation circulante ci-dessus et en considérant 11/3 ~ 4 dans
Iexpression de la densité spectrale de puissance S, de U'équation (3.22)), Ellerbroek
(2002) a proposé une décomposition

Cc,l~cl.c (6.12)

ou C est proportionnelle & une approximation discréte de 'opérateur de Laplace. La
matrice C est creuse puisqu’elle ne contient pas plus de 5 éléments non nuls par ligne.
Cette approximation génére néanmoins une singularité pour le mode piston, qui est
corrigée en rajoutant un terme de régularization supplémentaire dans Anap, i.€.

Avap~ST.C;l.S+CT.C+z-2T (6.13)

oll z est vecteur de R™ avec un seul élément non nul, égal & 1, servant de référence de
phase pour définir le piston.

6.2.3 L’approximation fractale

L’approximation fractale développée par Thiébaut & Tallon exprime Cgl sous la
forme
Cw=K & K.}

frac frac ?

ol Kgae a été défini dans la section [3.2.2]
A partir de ces trois approximations différentes, des algorithmes rapides de recons-
truction MAP ont été développés au cours de la derniére décennie. Je les décris ci-apreés.

6.3 La factorisation de Cholesky creuse

Ellerbroek (2002) a développé un algorithme de reconstruction basé sur une approxi-
mation creuse de la matrice de reconstruction, que j’explique briévement ici. Elle repose
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sur le caractére creux de A. Dans le cas du reconstructeur Ry, ceci est immédiat.
Pour le reconstructeur Ryiap en revanche, 'approximation est utilisée.

La matrice A ainsi obtenue est symétrique avec une structure creuse particuliére,
pour laquelle la factorisation de Cholesky s’écrit

A=E-ET (6.14)

avec E une matrice triangulaire inférieure creuse. De cette fagon, l'inversion x =
(E-ET)~!.b et résolue en deux étapes :

E-y =0b
{ Bz —oy (6.15)

par substitution. Il est difficile de quantifier le cott de cette résolution parce qu’elle
dépend fortement de la structure de la matrice E. Le gain essentiel de la méthode
par rapport a la MMV réside dans la phase de précalcul (Ellerbroek, |2002)). Alors
que linversion matricielle requiert O(n?) opérations afin de pouvoir stocker A~1 1a
factorisation creuse de Cholesky ne nécessite que O(n3/ 2) pour déterminer E. Ce cotit de
précalcul a été quantifié par Ellerbroek| (2002) dans le cas du reconstructeur Rynmr, sur
un systéme d’optique adaptative & un seul analyseur et un seul miroir déformable. Cette
méthode peut étre intéressante pour des systéme d’optique adaptative extrémes, c’est-
a-dire de type SAXO ou E-OAX, si le reconstructeur de maximum de vraisemblance
zonal permet une qualité de reconstruction satisfaisante.

Malheureusement, pour des systémes plus complexes, lorsque plusieurs surfaces
d’onde doivent étre estimées & différentes altitudes avec des a priori sur la turbulence,
cette factorisation devient plus cotteuse. Pour une optique adaptative mulit-conjuguée
(OAMC) avec n > 2 x 104, 1e stockage de la factorisation de Cholesky creuse de Ayap
devient problématique (Ellerbroek! |2002).

6.4 Les gradients conjugués préconditionnés

Cette derniére méthode consiste & remplacer le calcul des recontructeurs 1}
par la résolution itérative des systémes linéaires équivalents

Az=b (6.16)

avec la condition Z de moindre norme si A n’est pas inversible. Pour les cas particuliers
étudiés ici, cela signifie

bynv = ST-C.l - d
b, =K'-ST.C_t.d
baap = KT-ST.C t.d,

et AynmL, AkL et Ayap définis par les équations — . L’algorithme des gra-
dients conjugués (GC) permet de résoudre efficacement ce type de systéme, pour une
matrice A symétrique définie positive que I’on sait appliquer & un vecteur (Barrett et al.|
1994). Autrement dit, le stokage de A n’est pas nécessaire, ce qui est un avantage quand
n est grand. Dans le cas particulier ot A est n’est pas inversible, la méthode des GC
utilisée & partir d’une I’estimée initiale ™" nulle fournit la solution de moindre norme
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du systéeme. L’algorithme peut donc bien étre mis en oeuvre pour les reconstructions
de type maximum de vraisemblance étudiées ici.

Je rappelle briévement le principe des GC. Pour une présentation claire de ’algo-
rithme sous ses diverses formes, je conseille la lecture de Iintroduction de [Shewchuck
(1994).

Les GC minimisent la fonction de pénalisation A = ||A-Z — b||?, qui n’est autre
que le carré de la norme des résidus de I'estimation. A chaque itération, une recherche
linéaire de minimum est effectuée dans une direction de descente pour la fonction de
pénalisation. Les directions de recherche sont orthogonales au sens de la matrice A,
c’est-a-dire que pT - A - ¢ = 0 pour toutes les directions de descentes p et g empruntées.
Ceci garantit formellement la convergence de la méthode au bout de n itérations au
plus, si on ne tient pas compte des erreurs d’arrondis numériques. Cette condition
d’orthogonalité vis-a-vis de A distingue les GC des autres algorithmes de minimisation,
comme la méthode de plus grande pente par exemple, dont les taux de convergence sont
plus faibles parce que les directions de recherche peuvent devenir presque orthogonales
& la direction du vrai minimum.

La convergence des GC dépend néanmoins fortement du conditionnement de la
matrice A. Le nombre de conditionnement est le rapport entre la plus grande et la plus
petite valeur propre non nulle de A. La convergence est plus lente lorsque le nombre de
conditionnement augmente. La vitesse de convergence dépend aussi du regroupement
des valeurs propres. Par exemple, si certaines valeurs propres sont multiples, ceci peut
accélérer la convergence.

Pour la reconstruction de maximum a posteriori, le conditionnement de Ajpap
évolue avec le rapport signal-a-bruit (RSB) du probléme, défini dans la littérature
(Gilles et al., 2002b; Le Roux et al.l 2004; Lessard et al.l 2008) par

T.8T.§S.
RSB — \/(w ST.S.w)

2
Oe

D, (v2dy)
TOZ (6.17)

La deuxiéme expression est obtenue en supposant que les statistiques du signal et du
bruit sont identiques dans toutes les sous-pupilles.

Le cotit calculatoire par itération de l'algorithme est dominé par ’application de
la matrice A & un vecteur. En ce sens, les approximations de A présentées dans les
paragraphes précédents permettent de réduire le nombre d’opérations nécessaires pour
la reconstruction. Cependant, le cott calculatoire global de I'estimation dépend aussi
de la vitesse de convergence de la méthode. Il est parfois préférable de résoudre un
systéme équivalent

M-A=M-b (6.18)

avec M inversible. L’application de M - A & chaque itération est un peu plus cotiteux,
mais si le nombre de conditionnement de M - A est meilleur, seules quelques itérations
seront nécessaires pour la convergence. Le coit calculatoire global peut de cette fagon
étre réduit. Ceci fait de la matrice M, appelée préconditionneur, un élément essentiel
de I'algorithme.
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6.4.1 Les préconditionneurs en optique adaptative

En pratique, si la matrice M approxime l'inverse de A, elle a de bonnes chances
d’étre un préconditionneur intéressant. Plusieurs méthodes de reconstruction de sur-
face d’onde pour les grands télescopes reposent sur l'algorithme des gradients conju-
gués. Elles utilisent différentes méthodes de préconditionnement. Je présente ici le pré-
conditionnement multigrille, le préconditionnement dans le domaine de Fourier et le
préconditionnement fractal.

L’algorithme des gradients conjugués préconditionnés est rappelé & la fin de cette
section.

Le préconditionnement multigrille

Gilles et al.| (2002b)) fait remarquer que les méthodes multigrille sont réputées effi-
caces pour résoudre les équations aux dérivées partielles fortement elliptiques, ce qui
est le cas ici lorsque A est modélisée & partir de ’approximation creuse . Les
grilles représentent le systéme & un niveau de résolution de plus en plus grossier, a par-
tir d’un opérateur de lissage. La grille la plus fine a la méme résolution que le vecteur
& estimer . D’une grille donnée a la grille de résolution immédiatement inférieure, un
opérateur de lissage est appliqué. Cet opérateur doit étre capable de résoudre de fagon
efficace les hautes fréquences, afin que le résidu d’erreur ne contienne que des basses
fréquences. Si le lissage identifie correctement les basses fréquences, celles-ci pourront
étre corrigées de facon efficace sur une grille plus grossiére, i.e. sur un systéme de plus
petite dimension. L’application récursive de ce principe sur les grilles de plus en plus
grossiéres permet de résoudre le systéme en 1 cycle de descente et de remontée pro-
gressive de l'information vers les hautes résolutions. Si I’opérateur de lissage n’identifie
pas parfaitement les basses fréquences alors plusieurs cycles peuvent étre nécessaires.
L’utilisation de I'algorithme multigrille comme préconditionneur consiste a effectuer un
cycle de cette méthode.

L’opérateur de lissage utilisé par|Gilles et al.| (2002bl, 2003) est 'opérateur de Gauss-
Seidel symétrique. |Gilles et al.[(2003) ont montré que pour une OAX, i.e. avec ro/d; ~ 3,
les GC préconditionnés par cette méthode multigrille impliquent ~ 260 x n opérations
par itération. Pour les rapports signal-a-bruit simulés (RSB < 3), la méthode converge
en seulement 2 itérations |Gilles et al.| (2003]).

Le préconditionnement dans ’espace de Fourier

Yang et al.| (2006) ont utilisé comme préconditionneur une approximation diagonale
inversible de A dans ’espace de Fourier, i.e.

M i~F A FL (6.19)

Ils ont appliqué cette approximation & une reconstruction tomographique de la tur-
bulence et, plus récemment, ’algorithme a été étudié pour le cas de la simple recons-
truction de surface d’onde dans une optique adaptative mono-conjuguée (OAmC) par
Lessard et al.| (2008)).

A chaque itération, I'étape de préconditionnement requiert donc 2 FFT & 2 dimen-
sions. Le cotit par itération est donc de 'ordre de O(nlnn).

Cette méthode est particuliérement intéressante pour la reconstruction de surfaces
d’ondes sur plusieurs couches parce que la vitesse de convergence semble indépendante
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de n, ce qui n’est pas le cas pour les CG préconditionnés avec la méthode multigrille
(Yang et al.l 2006). Pour une reconstruction multicouches avec un RSB compris entre
5 et 20, la convergence est atteinte en moins de 10 itérations. Dans ce cas, le pré-
conditionnement multigrille conduit & une convergence plus lente (Yang et al., 20006).
La méthode de préconditionnement dans l'espace de Fourier a donc une trés bonne
convergence mais son temps de calcul est dominé par l'application des FFT pour le

préconditionneur.
Le nombre d’opérations en flottants requis pour cette méthode est estimée par

Correial (2006) a
251 4 (24 + 10 In(n)) Niter 12 - (6.20)

Le préconditionnement fractal

Thiébaut et Tallon| (2008) ont proposé et analysé plusieurs méthodes de précondi-
tionnement pour la reconstruction. Tout d’abord, le conditionnement du systéme peut
étre amélioré par le changement de variable fractal. Le nouveau systéme, équivalent, a
résoudre devient alors

Afrac - U = brrac (6.21)
avec
Afrac = K. -ST-C.1 S Ko + piol (6.22)
et
brac = Kira-S' - Co ' -d. (6.23)

~

Puis, on obtient la solution recherchée en calculant w = Kgpac - u.

Un préconditionneur diagonal M peut étre ajouté au systéme . Thiébaut et
Tallon| (2008)) dérivent ce préconditionneur de l'optimisation de la distance entre le
produit M- A et la matrice identité. Suivant que cette distance (norme) est évaluée
dans l'espace des données ou dans 'espace des paramétres, deux préconditionneurs
diagonaux distincts sont obtenus. Dans 1’espace des données,

1
M, = argmin ((A-z—M 't 2)T (A z-M ' 2))=—" .
e M (%agonal« ) ( )> dwg(A)

Ce préconditionneur, égal & l'inverse de la diagonale de A, est le préconditionneur de
Jacobi (Barrett et al., (1994)).

Suivant que la distance est calculée dans ’espace des paramétres w ou celui des w,
A correspond respectivement & Apap ou & Agac, et Uoptimisation suivante

Mot = argmin<(M-A.m—a;)T.(M.A,w_w)>
Mdiag

conduit & une matrice dont les éléments diagonaux sont :

Ay

Moptii =
pt,ie E A2 .
J g

(6.24)
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Ces préconditionneurs diagonaux sont précalculés (i.e. calculés hors ligne) a partir de
Apniap ou Agye suivant espace d’estimation. Leur application ne rajoute que n opéra-
tions par itération a la charge de la méthode. Pour comparaison, le préconditionnement
dans I’espace de Fourier requiert ~ n Inn opérations par itérations.

Toutes ces possiblités de préconditionnement du systéme d’origine a partir de
Papproximation fractale ont été comparées par Thiébaut et Tallon| (2008]) en termes de
nombre d’opérations nécessaires par itération et de vitesse de convergence. Les figures
6 a 10 de l'article, joint dans l'annexe [A] mettent en évidence laccélération de la
convergence par le changement de variable fractal et les préconditionneurs diagonaux.

Finalement, quel que soit le systéme choisi Ayjap-w = b ou , le nombre
d’opérations global de la méthode est de l'ordre de (23 + 33 Niter) X n pour les GC
et de (23 4 34 Niter) X n pour les GC avec un préconditionneur diagonal. Dans toute
la suite, c’est la méthode de reconstruction avec changement de variable fractal et le
préconditionneur Mgy qui sont utilisés pour les reconstructions, parce que c’est la
méthode qui converge le plus vite. Je note cette méthode FrIM MAP dans la suite de
ce manuscrit. [Thiébaut et Tallon| (2008)) ont étudié la vitesse de convergence de FrIM
MAP en fonction de n et du RSB pour une turbulence de Kolmogorov (figures 12 et 13
dand ’annexe . La figure 13 montre que la vitesse de convergence dépend peu de n,
en revanche elle diminue lorsque le RSB augmente. Les RSB présentés sur cette figure
s’échelonne entre 2 et 50.

6.4.2 Algorithme des gradients conjugués préconditionnés

— estimée initiale xq

- k=0

- Ao =b—A- i o)

— Pour £k =0,1,... jusqu’a la convergence Faire :
~ zp = M- Ay (préconditionneur)

~ =A%z

— Pr = %k
- Si k # 0, alors py, = py + (pr/Pr—1)Pr1
- g, =A-py

— o = pi/ (P} - a1

- Tp41 = Tk + APy
= Apy1 = Ap — opqy,
—k—k+1

6.5 Conclusion

Ce chapitre résume ’état de I'art des algorithmes de reconstruction rapides pour des
surfaces d’onde & grand nombre de paramétres. La figure résume alors les progrés
faits en terme de cotits de calcul grace a ces méthodes. La bande hachurée représente
toujours le nombre d’opérations d’une multiplication matrice-vecteur (MMYV) entre
500 Hz et 2 kHz, tandis que les besoins des autres méthodes sont tracés pour une
fréquence de 1 kHz uniquement.

Les nouveaux algorithmes abaissent la dépendance en n du nombre d’opérations a
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Fia. 6.2 — Comparaisons des cotits calculatoires pour la reconstruction de surface d’onde
en fonction du nombre de parameétres n. Méme légende que pour la figure[2.15] La bande
hachurée représente les cotits de la méthode MMV entre 500 Hz et 2 kHz. Méthode
FTR de Poyneer et Véran| (2005)) (trait tireté), méthode FrIM MAP de [Thiébaut et
Tallon| (2008]) pour 10 itérations (trait plein), méthode de GC avec préconditionnement
dans Fourier de|[Yang et al.|(2006) pour 5 itérations (trait pointillé-tireté). Les cotts de
ces méthodes sont évalués & 1 kHz et en négligeant les contraintes de dimensions des
supports (puissance de 2) nécessaires a des implémentations rapides.

des valeurs proportionnelles & nIn(n) ou n. La dépendance en n semble immédiatement
plus intéressante que celle en nlnn. Ce serait néanmoins se méprendre que de conclure
ainsi, parce que les nombres de paramétres n envisagés ne sont pas suffisamment grands
pour que le facteur Inn soit fortement pénalisant. Par exemple, pour n = 10°, Inn ~
11.5. C’est ainsi que la méthode FTR de|Poyneer et al.| (2002)) fournit une reconstruction
moins coiteuse que la méthode FrIM MAP qui s’évalue en O(n) opérations. Néanmoins,
je rappelle que la méthode FTR n’est pas un estimateur de type MAP et qu’elle n’est
pas nécessairement adaptée 4 la tomographie du fait de la méthode ad hoc d’extension.

La méthode FrIM MAP et la méthode de gradients conjugués avec précondition-
nement dans Fourier (FD-PCGQG) sont les deux reconstructions de type MAP les moins
cotiteuses. Elles sont représentées sur la figure[6.2 par un trait plein et un trait pointillé-
tireté respectivement. La méthode FTR itérative de Correia et al.| (2008]) pour 2 itéra-
tions engendrerait sur la figure une droite confondue avec celle de la méthode FD-PCG.

FrIM MAP est la méthode de reconstruction qui permet de tenir compte du rapport
signal & bruit et de la statistique de la surface d’onde pour régulariser la solution, tout
en offrant le plus faible cotit de reconstruction.

Je tiens a faire remarquer que la figure ne prend pas en compte d’éventuelles
stratégies d’implémentations particuliéres & chaque méthode. Les reconstructions uti-
lisant la FFT imposent simplement un nombre de paramétres n de la forme 2P x 2P,
La méthode fractale requiert une description 2P + 1 x 2P 4+ 1. De ce point de vue,
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les contraintes sont donc équivalentes. Il est vrai que le temps de calcul réel peut étre
optimisé pour chaque méthode en fonction de son implémentation, ou de sa paralléli-
sation possible. Le but de cette figure est simplement de donner un ordre de grandeur
des coftits calculatoires de ces algorithmes, pour souligner leur intérét.

C’est la méthode FrIM MAP et ses performances qui sont étudiées trés en détail

dans la suite de cette partie.



Chapitre 7

Comparaison des reconstructeurs
par simulations

Je présente dans ce chapitre des simulations de reconstructions de surface d’onde
turbulente, effectuées a 'aide de 'algorithme de reconstruction des gradients conjugués
(GC) combiné avec I'approximation fractale (cf. chapitre [6)). Dans un premier temps,
I’algorithme est utilisé pour la reconstruction de type maximum de vraisemblance sur
des systeémes de type optiques adaptatives extrémes (OAX). Puis les performances sont
comparées a celles de la méthode FrIM MAP, c¢’est-a-dire de I'estimateur MAP construit
a partir de Vapproximation fractale (¢f. section . Une partie de ces résultats est
contenue dans 'article reproduit dans la section Je commence donc pas résumer les
points importants des résultats présentés dans cet article. La rapidité de 1’algorithme
et la qualité de la reconstruction sont toutes deux analysées.

Par la suite, j’étudie également 'impact d'une erreur de modélisation des corréla-
tions des erreurs de mesures et 'impact d’une erreur d’a prior: sur la reconstruction
de surface d’onde. La encore, je fournis un résumé des résultats présentés dans 'ar-
ticle Wawvefront Reconstruction with Laser Guide Star Spot elongation reproduit dans
la section [7.4l Cet article a fait I'objet d’une présentation a la conférence SPIE de
Marseille en Juin 2008. D’autres erreurs de modélisation et leur impact sur la qualité
de la reconstruction sont analysées dans ce chapitre.

Les valeurs de rq citées ci-aprés sont calculées a la longueur d’onde de ’analyseur
Ao si celle-ci n’est pas précisée. Les erreurs de mesure de ’analyseur sont exprimées,
comme les mesures, en différence de phase entre deux bords d’une sous-pupille a la
longeur d’onde de l'analyseur, ¢’est-a-dire en radian/d;. L’erreur de reconstruction est
évaluée par agres, en radian?, en moyenne sur la pupille, avec ¢™ = 2 Tw"™ /A 40.

Dans tout ce chapitre, les simulations sont faites avec d; = d., c’est-a-dire que la
surface d’onde turbulente simulée et celle recontruite sont paramétrées avec un pas
d’échantillonnage d., en représentation zonale, égal a d;, la taille d'une sous-pupille de
I’analyseur. En d’autres termes, le modéle de Fried de ’analyseur est un modéle parfait
du processus de mesure. La qualité de la reconstruction est évaluée a partir de 'erreur

(€2)reconst définie par les équations ([5.11))-(5.13)).
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7.1 Simulation de surface d’onde turbulente

L’étude des algorithmes de commande pour 'optique adaptative passe par la si-
mulation du comportement du systéme. J’ai donc été amenée & simuler des surfaces
d’onde au cours de ma thése.

A partir des différentes paramétrisations de la surface d’onde introduites dans la
section et de la fonction de structure ou du spectre de la surface d’onde, il est
possible de construire divers générateurs de surfaces d’onde turbulentes. La méthode
la plus largement utilisée repose sur la transformée de Fourier discréte (TFD) de la
surface d’onde, donc sur une décomposition en coefficients wy, ; tels que définis par les
équations —. J’ai étudié cette méthode de simulation pour générer des écrans
de phase turbulents pour les grands télescopes (Lane et al., [1992]).

Pour chaque fréquence (k,1), on génére une variable aléatoire complexe Gaussienne
centrée telle que (Jwy,|?) = Sy, (V2 +12). De cette fagon, on obtient & partir des
parties réelles et imaginaires de la TFD de cette décomposition, deux surfaces d’onde
turbulentes indépendantes.

Par cette technique, la représentation des basses fréquences est limitée par la taille
de I’écran de phase final. Or les bas ordres sont ceux qui contiennent le plus d’énergie
dans la turbulence, il est donc important de bien les simuler. Lane et al. (1992) ont
proposé une méthode d’introduction de sous-fréquences, mais son implémentation ne
m’a pas conduit & des résultats satisfisants. Dans la littérature, le probléme des basses
fréquences pour les simulations est généralement résolu en générant un écran de phase
beaucoup plus large que la pupille afin d’assurer une représentativité correcte des bas
ordres de la turbulence. J’ai écarté cette solution pour générer mes simulations parce
que je considére des pupilles larges dans le cas des télescopes hectométriques et la
représentation en mémoire serait alors trés cotiteuse.

J’ai finalement considéré la méthode fractale de Thiébaut et Tallon| (2008]) pour
simuler les surfaces d’onde turbulentes. Cette méthode permet de générer une surface
d’onde w dans une représentation zonale de dimension 2P + 1 x 2P + 1, a partir d’un
vecteur u de RZ"HDX(ZP+D) valeurs aléatoires indépendantes et de statistique normale
(i.e. Gaussienne centrée réduite). Ceci s’effectue en seulement 6 x n opérations, n =
(2P 4+ 1) x (2P 4+ 1), en appliquant l'opérateur fractal Kgac

w = Kgae - u.

L’algorithme de Thiébaut et Tallon| (2008) suppose une statistique de Kolmogorov.
Toutefois, j’ai précisé au début de ce manuscrit que pour les télescopes hectométriques
I'impact d’une échelle externe de cohérence spatiale finie Ly s’avére important (Conan,
2000; [Ellerbroekl, [1997). Afin de pouvoir tenir compte de cet effet dans mes simulations,
j’ai modifié la définition de 'opérateur fractal K¢, pour qu’il puisse caractériser une
statistique de turbulence de type von Karman.

D’apres le résumé de la méthode présenté dans la section [3.2.2] la construction de
I’algorithme de points milieux, et donc de Kgac, découle de la variance locale UZ} et des
valeurs de la fonction de structure aux différentes échelles d., V2 de, 2de, 2/2d, et ainsi
de suite jusqu’a v/2L ou L est la longueur d’un coté de la surface d’onde. Afin d’étendre
le générateur fractal a une statistique de type von Karmaén, il suffit de remplacer ces
valeurs de variance et de fonction de structure par celles fournies par le modeéle de
von Karman. Ceci est d’autant plus simple que la statistique de von Karman suppose
une valeur finie de la variance locale o2, dépendante du rapport D/Lg. La procédure
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proposée par Thiébaut et Tallon| (2008) pour une statistique de Kolmogorov implique,
elle, de fixer arbitrairement la valeur de la variance locale o2, celle-ci étant infinie en
théorie.

Finalement, il est désormais possible de simuler des surfaces d’onde turbulentes
avec un opérateur fractal Kg,e issu de la statistique normalisée décrite dans la sec-
tion Ceci signifie que, dans les simulations, Ky, dépend de D/d., D/ro et D/Lyg.
Je décris dans le prochain paragraphe les implications de cette nouvelle statistique pour
lopérateur fractal.

La saturation de la fonction de structure dans la représentation fractale

Dans toute la suite de ce manuscrit, I'opérateur fractal Ky, est normalisé, c’est-
a-dire qu’il est construit & partir de la fonction de structure normalisée D, définie
par ’équation . Le générateur Ky, respecte la nature fractale de la fonction
de structure de la phase turbulente si on peut multiplier la surface d’onde normalisée
w = Kiprae - u par (D/r0)5/6 pour obtenir la fonction de structure désirée. Ceci n’est vrai
que pour la turbulence de Kolmogorov. En effet, 'opérateur normalisé Ky, pour von
Karmén est défini pour un certain rapport D/Lg. Seul le rapport D/ry est ajustable
sur la surface d’onde pour un changement d’échelle. La saturation de la fonction de
structure, via D /Lo, est figée a la construction de l'opérateur normalisé Kgac.

Puisque la variance de la phase o2 est infinie pour la turbulence de Kolmogorov,
une valeur arbitraire o2, a été suggérée par [Thiébaut et Tallon| (2008) pour construire
Vopérateur Kpae de Kolmogorov. Ils ont choisi 02 égale & la moitié de la fonction de
structure calculée sur la plus grande échelle de I’écran de phase, i.e. 02, = % Cw(L), avec
L la diagonale de I’écran de phase. Ce choix peut étre interprété comme la décorrélation
des plus basses fréquences, introduisant une saturation de la fonction de structure.
Puisque la pupille est toujours plus petite que I’écran de phase, on a L > v2 D. Donc la

valeur minimale de variance imposée par 'opérateur fractal est o2 > 3.44 (v2 D /r)%/3.

La figure montre les différentes fonctions de structure. Celle de von Karman est
calculée pour des conditions de turbulence typiques & Cerro Paranal (VLT au Chili)
(Martin et al.l 2000). On observe que la variance utilisée par la méthode fractale avec
le modéle de Kolmogorov induit des corrélations plus fortes & grande échelle que ce que
fait le modéle de von Karman. Ces corrélations augmentent encore avec le diamétre du
télescope considéré. Néanmoins, l'approximation du modéle de Kolmogorov par Kgace
a I’avantage de suivre la loi de puissance de Kolmogorov dans le domaine inertiel.

On peut désormais réécrire la covariance normalisée de la surface d’onde utilisée
par le générateur fractal :

5/3
3.44 [(W) - F5/3J si D/Ly=0

C,(r) = -5/ 5 \5/6 b
0.0858 (E) (2 m—(}) K/ (2 7r'FL—0> sinon
ou 7 =r/D et pour un écran de phase N x N échantillonné avec un pas de.

C’est & partir de ce formalisme que j’ai simulé des surfaces d’onde turbulentes pour
comparer les méthodes de reconstruction.
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Frg. 7.1 — Modéles de fonction de structure de surfaces d’onde turbulentes. trait

pointillés : loi théorique de Kolmogorov en puissance 5/3. trait tiretés : modeéle de
Kolmogorov par le générateur fractal avec le niveau de saturation minimum pour un
télescope de 42m. trait plein : modéle de Kolmogorov par le générateur fractal avec
le niveau de saturation minimum pour un télescope de 8ms. trait pointillés-tiretés :
fonction de structure de von Karman pour rg = 0.159m et Ly = 25m.

7.2 Lesreconstructions de type maximum de vraisemblance
sur des grands systémes

Dans le cas des optiques adaptatives mono-conjuguées (OAmC) ou extrémes (OAX),
¢’est-a-dire avec un seul analyseur et un seul miroir déformable, la reconstruction de
maximum de vraisemblance zonale, i.e. avec Rynmr, ou Ay (¢f. équations
ou (6.1))), peut étre envisagée.

Les propriétés du reconstructeur Rynmr pour la géométrie de Fried ont déja été
étudiées dans la littérature (Fried, 1977; Noll, (1978; Herrmann, [1980), concernant des
petits systémes de quelques dizaines de paramétres au plus. On sait que son coefficient
de propagation du bruit

def
7= viNML/o2 (7.1)

augmente proportionnellement & In(n). J’ai étendu cette étude a de plus grands sys-
témes, i.e. jusqu’a n ~ 2 x 10°, a partir de simulations. Ces résultats sont présentés
dans l'article reproduit dans la section Je rappelle ici les points importants de
cette analyse.

7.2.1 Le préconditionnement pour la reconstruction de maximum de
vraisemblance

J’ai pu facilement effectuer des simulations de recontructions de type maximum
de vraisemblance sur des grands systémes grace a l’algorithme des GC. Dans le cas
du reconstructeur zonal, Ry, j’ai préconditionné le systéme avec le précondition-
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neur optimal défini par 1’équation appliqué a la matrice Aynmr. Cependant,
la matrice Aynmr n’est pas inversible, donc je n’ai préconditionné que les modes non
singuliers, les autres éléments diagonaux du préconditionneur étant mis & 1.

Pour le reconstructeur Rxy, (¢f. équation (6.5))), j'utilise I’algorithme des GC avec
le changement de variable fractal Kgae et le préconditionneur est aussi calculé & partir
de V'équation ([6.24]) appliqué cette fois a la matrice Akr,. De la méme fagon, je n’ai
pas préconditionné les modes singuliers. Cette méthode est notée FrIM MNML par la
suite parce qu’elle exploite ’approximation fractale Kgae pour une reconstruction de
type maximum de vraisemblance de moindre norme.

Ainsi, dans ces 2 cas, le préconditionneur optimal est calculé d’une facon plus gé-

A . 2
ii S A<, 0
Mopt,ii — { Z]' AZZJ. 1 ZJ ] 7é (72)

nérale par

1 sinon

L’hypothése est faite, dans les études antérieures (Fried,|1977;|Noll, (1978} Herrmann|,

1980) comme dans mes simulations, que la variance du bruit de mesure est uniforme :

2 _ 2
Te = 0o

7.2.2 Résultats

D’apres ’équation ([5.13)) et I'expression du reconstructeur Rymr,, la propagation
du bruit
ninue = tr(N-ST-S-NT) (7.3)

ne dépend pas du signal, i.e. de la turbulence. Elle est donc évaluée par des reconstruc-
tions de surface d’onde nulle, w = 0, & partir de mesures bruitées.

Les résultats sont présentés sur la figure [7.2] a I'aide de symboles carrés pour une
pupille carrée et de symboles circulaires pour une pupille circulaire.

Loi de propagation du bruit pour une pupille carrée

La loi de Fried| (1977)) est
YMNML 2 0.6558 + 0.16028 Inn . (7.4)

Mon ajustement donne
YMNML =~ 0.748 + 0.138 Inn . (7.5)

On note que la loi avancée par |Fried| (1977) pour des pupilles carrées est trés proche de
mon ajustement. Fried| (1977) a évalué cette loi & partir de simulation sur des systémes
plus petit que 41 x 41, ce qui peut expliquer I’écart quand n croit.

Loi de propagation du bruit pour une pupille circulaire

Noll (1978) a proposé une loi pour des pupilles circulaires :
yMNML =~ 0.0136 + 0.1592 Inn . (7.6)

Mon ajustement fournit
YMNML =~ 0.842 + 0.127 Inn . (7.7)
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Fia. 7.2 — Coefficient de propagation du bruit yynmr pour des ouverture carrées

(symboles carrés) et des ouvertures circulaires (symboles circulaires) en fonction du
nombre de parametres n. Trait tireté-pointillé : Loi de Noll (1978) pour des ouvertures
circulaires. Trait pointillé : Loi de |[Poyneer et al.|(2002) pour une reconstruction parla
méthode FTR. Trait tireté : Loi de Fried (1977) pour une ouverture carrée. Trait plein :
Loi ajustée & partir de mes simulations pour des ouvertures circulaires.

La pente est bien identifice par |[Noll (1978), mais la constante est largement sous-
estimée. [Noll| (1978) lui-méme explique qu’il a sans doute sous-estimé des aberrations
de bas ordres, responsables de cet écart, dans son calcul.

En conclusion, la loi d’évolution de yynmr dépend peu du caractére carré ou cir-
culaire de la pupille. De plus, les coefficients de cette loi logarithmique ont été ajustés
& partir de simulations sur de plus grands systémes.

La méthode de reconstruction FTR (c¢f. section fournit une reconstruction de
type maximum de vraisemblance, mais avec une régularisation particuliére imposée par
la méthode d’extension associée. Le terme de variance v de ’erreur pour cette méthode
est également indépendant de la turbulence (Poyneer et al., |2002). Ceci permet de
définir le coefficient de propagation du bruit de cette méthode yprr qui a été évalué
par [Poyneer et al.| (2002) :

ypTR =~ 0.1456 (Inn)? — 1.7922 Inn + 7.6175 . (7.8)

On observe sur la figure que cette méthode, utilisée dans le cas de la géométrie
de Fried, n’est pas adaptée parce qu’elle ne contraint pas correctement le mode gauffre,
non vu par le Shack-Hartmann (Poyneer et all [2002). La méthode de reconstruction
par transformée de Fourier offre néanmoins de meilleurs résultats dans la géométrie
d’Hudgin, ou avec un autre modéle d’analyseur (Poyneer] 2003; [Poyneer et al., 2003]).

D’autres résultats de simulations sont inclus dans l'article reproduit dans la sec-
tion montrant que l’erreur de reconstruction <62>recon5t du reconstructeur Rynwr
est dominée par la propagation du bruit. J’ai également comparé les erreurs normali-
sées (€2)reconst /02 pour les reconstructeurs Rymr, et FrIM MNML. Les résultats sont
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présentés sur la figure[7.3] Il est intéressant de noter que I'étude algébrique menée dans
la sections.4 ne permet pas de comparer les erreurs de Ryinmr, avec celles des autres re-
constructeurs, on observe sur cette figure que la méthode FrIM MNML produit toujours
une erreur plus faible que celle du reconstructeur zonal.
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number of wavefront samples n

Fic. 7.3 — Erreur normalisée (€2)reconst/02 pour les reconstructeurs Ry (grands
symboles blancs) et FrIM MNML (petits symboles noirs). Trait tireté : Loi de
Fried (1977) pour ~ynmr- Les symboles représentent la moyenne sur 50 recons-
tructions, avec l’écart-type, & partir d’'une turbulence de Kolmogorov observée sur
une pupille circulaire. o, = v/0.1rad./d;. Les systémes simulés ont des dimensions
D/d; :16,32,64,128,256,512. Pour chaque D/d;, i.e. chaque n en abscisse, les conditions
de turbulence simulées sont successivement ro = 0.1d;, 0.5d;, d;, and 2d;.

De plus, 'algorithme des GC avec le reconstructeur zonal n’est accéléré, dans mes
simulations, que par le préconditionneur diagonal, ce qui a un effet trés réduit. Une
centaine d’itérations sont nécessaires pour converger lorsque n est de l'ordre de 60.
En revanche, la méthode FrIM MNML bénéficie & la fois du changement de variable
fractal et du préconditionneur diagonal, ce qui lui permet de converger en moins de
10 itérations. Enfin, j’ai vérifiée que la vitesse de convergence de FrIM MNML est
semblable & celle de FrIM MAP, c’est-a-dire qu’une dizaine d’itérations suffisent pour
la reconstruction.

7.3 La comparaison de FrIM MNML et FrIM MAP

Les simulations présentées ci-dessus montrent que FrIM MNML est plus performant
que le reconstructeur de maximum de vraisemblance zonal, et I'étude algébrique (cf.
démontre que lerreur produite par le reconstructeur MAP est inférieure a celle
du reconstructeur FrIM MNML. C’est pourquoi, je considére dans la suite que FrIM
MNDML est le reconstructeur de maximum de vraisemblance de référence, et j'étudie
Iintérét d’utiliser FrIM MAP par rapport a cette référence, sur des systémes avec n
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compris entre 10% et 2 x 10°.

Dans un premier temps, je montre que la vitesse de convergence ne dépend pas
du type de turbulence considérée (simulée et utilisée dans les a prior:). Ensuite, une
comparaison des performances en termes d’erreur, (€2) econst /02, compléte les résultats
plus nombreux contenus dans larticle de la section [5.3]

7.3.1 La vitesse de convergence de FrIM MAP en fonction de I’échelle
externe

Je montre ici que la prise en compte d’une échelle externe finie Ly de la turbulence
ne modifie pas significativement la vitesse de convergence de la méthode FrIM MAP.

J’ai simulé pour cela les mémes conditions de reconstruction que les figures 12 et 13
de [Thiébaut et Tallon (2008]), mais avec une échelle externe de cohérence spatiale de la
turbulence Lo = 44 d, ou d est la dimension d’une sous-pupille. Pour des sous-pupilles
de 50 cm de coté, cela revient & une échelle externe Ly = 22 m. L’ensemble des résultats
sont représentés sur les figs. et Les différents types de courbe (traits plein, tireté,
pointillé) correspondent a des rapports signal-a-bruit (RSB) compris entre 2 et 40. Les
4 jeux de courbes (du haut vers le bas pour la figure et du bas vers le haut pour la
figure sont associés aux dimensions de surface d’onde échantillonnées suivantes :
n = 257 x 257, 129 x 129, 65 x 65 et 33 x 33. Les graphiques de la figure montrent
I’évolution de ’erreur d’estimation <€2>reconst en fonction du nombre d’itérations des
gradients conjugués. L’estimée de départ est toujours un front d’onde nul sur toute
la grille. Les lignes horizontales démarquent les rapport de Strehl équivalents & une
erreur de correction égale au niveau de bruit introduit dans la simulation oe = 1, 0.3
et 0.1radian/rg.

10%4 . 10*4
10%2 Kolmogorov 1 102 von: Karman ]
. 18
° o
& g
~ i N—r
L ] i
@ 10%0 % 10*0
= s L
__________ S=91% |
Y I HE VI S I SN R ol
107 SZegw | 107
. ‘ L i i
0 10 20 0 10 20
number of iterations number of iterations

FiG. 7.4 — Convergence de 'algorithme FrIM MAP observant une turbulence de type
Kolmogorov (& gauche) et de type von Karman (a droite). Les courbes représentent
I’erreur quadratique moyenne <€2>rec0nst en radians? en fonction du nombre d’itérations
de I'algorithme des gradients conjugués préconditionnés.

Les deux jeux de simulations sont réalisées a d;/rg constant. En conséquence, sur la
figure les surfaces d’onde de type Kolmogorov simulées par la méthode fractale ont
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Fic. 7.5 — Réduction relative des erreurs sur la pupille ((€2)reconst/aw) avec la méthode
FrIM MAP, observant une turbulence de type Kolmogorov (& gauche) et de type von
Karmén (& droite).

une variance de phase moyennée sur la pupille, 02, croissante avec I’échantillonnage de
la surface d’onde D/d;. Ceci est di au choix arbitraire de la variance locale de la phase
dans I'algorithme de simulation fractal, qui croit elle aussi avec D/d;. En revanche,
pour la turbulence de von Kérman, la variance est fixée par les rapports D/Lg et
D/d;. Méme si I’échantillonnage sur Pouverture du télescope augmente de D/d; = 32 a
D/d; = 256, cette variance o2, varie peu. C’est pour cette raison que toutes les courbes

du graphique de droite de la figure partent approximativement du méme niveau
d’erreur a,,, contrairement a celles du graphique de gauche.

Cette explication aide également a interpréter les différences entre les deux gra-
phiques de la figure [7.5] Je rappelle que V'ordre vertical des courbes est inversé par
rapport a celles de la figure [7.4] : les courbes du haut correspondent aux dimensions
33 x 33 tandis que celles d’en bas représentent le cas 257 x 257. Le graphique du cas
Kolmogorov met en évidence que la réduction de 'erreur est d’autant plus significa-
tive que l'erreur de départ est importante. Ceci s’applique de méme au graphique de
droite, mais surtout cela permet d’interpréter la différence de hauteur frappante entre
les courbes de gauche et de droite. Puisque les surfaces d’onde simulées de type von
Karman sont bien moins turbulentes que celles de type Kolmogorov, alors la réduction
relative est moins importante pour le cas von Karmaéan.

Pour les deux types de turbulence, le niveau de réduction obtenu est fonction du
rapport signal & bruit. Dans les deux cas, la vitesse de convergence augmente lorsque
le RSB diminue. Pour les petits systémes, 33 x 33 et 65 x 65, la vitesse de convergence
est semblable pour les deux modéles de turbulence. En revanche, a fort rapport signal
& bruit pour de plus grandes dimensions, le modéle de von Karmén semble converger
plus lentement.
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7.3.2 La comparaison des erreurs de FrIM MAP et de FrIM MNML

Tout d’abord, la figure vient soutenir la conclusion du paragraphe précédent
selon laquelle les performances de FrIM MAP sont semblables que la turbulence soit du
type Kolmogorov ou du type von Karman. Ceci est observé sur deux cas typiques. Dans
le cas d’un télescope de 8 métres, j’ai choisi des dimensions cohérentes avec une optique
adaptative extréme (OAX), i.e. ro/d; = 1.25 a la longueur d’onde de I’analyseur. De
plus, pour un tel diametre, ’échelle externe de von Karman Lg est trois fois plus grande
que le diamétre. Au contraire, le télescope de 42m simulé sur le graphique de droite
correspond & une optique adaptative mono-conjuguée (OAmC), avec r0 a la longueur
d’onde de lanalyseur plus petit que la taille d’une sous-pupille, ro/d; = 0.65. D’autre
part, dans ce cas, ’échelle externe de cohérence spatiale de la turbulence mesure & peine
la moitié du diamétre de la pupille.
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FIG. 7.6 — Erreur normalisée (€2);econst/02 en fonction de ug (cf équation (5.15)). A
gauche : D = 8 m et D/d; = 40. A droite : D = 42 m et D/d; = 84. Les symboles
marquent la moyenne sur 100 réalisations de turbulence reconstruites. En noir : FrIM
MAP. En blanc : le maximum de vraisemblance de moindre norme dans 'espace fractal,
FrIM MNML. Deux types de turbulence sont comparés : Kolmogorov (cercles) et von
Karmén (étoiles) avec Ly ~ 22 m. Les valeurs approchées de RSB simulés sont notées
& la verticale des symboles correspondants.

Par ailleurs, on note sur ces graphiques I’écart croissant entre les erreurs des esti-
mateurs FrIM MNMT, et FrTM MAP, & mesure que o = 02/(D/rg)%/ augmente. Jai
déja signalé que pg est lié au RSB. Les valeurs de RSB sont notées sur les graphiques de
la figure pour la turbulence de Kolmogorov. Les valeurs simulées avec von Karméan
sont légérement plus faibles, mais pas de fagon significative.

[’association o - RSB est définie de fagon unique une fois que l'on a fixé D/Lg
et D/d; pour le systéme, par la relation . C’est pour cela qu’il n’est pas possible
de le représenter comme une deuxiéme paramétrisation de ’axe des abscisses sur les
derniéres figures de l'article de la section [5.3] sur la comparaison des reconstructeurs.
La figure [7.6] fournit donc un éclairage supplémentaire. On remarque que pour un RSB
de l'ordre de 100, 'estimateur FrIM MAP permet de réduire I'erreur (€2);econst d’un
facteur 1.8 & 2, par rapport au reconstructeur FrIM MNML.
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7.4 L’impact d’une erreur de modélisation des corrélations
des mesures : application aux étoiles laser

L’estimateur MAP repose sur une modélisation compléte du processus de mesure,
c’est-a-dire le modeéle S, mais aussi les corrélations du bruit et les a priori sur les pa-
rameétres. Dans cette section, un article analysant 'impact d’une modélisation correcte
des corrélations du bruit dans le cas de la reconstruction de surface d’onde turbulentes
avec des étoiles de référence laser est reproduit. Cet article a été présenté a la conférence
SPIE de prés 'article une synthése des résultats est proposée.

7.4.1 Wavefront Reconstruction with Laser Guide Star Spot elonga-
tion



Wavefront reconstruction with laser guide star spot elongation
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ABSTRACT

The current projects of Extremely Large Telescopes rely on adaptive optics systems using several sodium laser guide stars
(LGSs). Because of the thickness of the sodium layer, the subapertures of a Shack-Hartmann wavefront sensor will see
the LGS all the more elongated as its position is distant from the launching point of the laser. This effect is significant and
prompts the lasers to be launched from behind the secondary instead of from around the telescope. The elongations increase
centroiding errors and new smarter algorithms have been designed to mitigate this effect, but the loss of accuracy is still
significant. Further, the measurement uncertainties are no more uniform across the pupil and correlations are introduced
between the two coordinates of the gradients. From numerical simulations, we analyze the benefit of taking into account
this structured correlations in wavefront reconstruction algorithms and compare the reconstruction accuracy when using
least squares, weighted least squares, or minimum variance using von Karman turbulence priors.

For a single LGS launched behind the secondary, numerical simulations show effective improvements when using both
noise correlations and priors in wavefront reconstruction. When combining the measurements from several LGSs in a
Ground Layer adaptive optics system, we show that taking into account the noise covariances yields better reconstructions
when LGSs are launched from around the telescope than from behind the secondary. Further, results indicate that we could
discard the measurements along the elongated direction where this elongation is greater than a given threshold.

Keywords: Adaptive Optics, Extremely Large Telescopes, wavefront reconstruction, laser guide star elongation, Ground
Layer Adaptive Optics, Maximum A Posteriori, Minimum Variance

1. INTRODUCTION

When a laser beam is tuned on the sodium line and launched from the ground, a resonant backward-diffusion from the
atmospheric sodium atoms allows some light to be collected for wavefront sensing.! Atmospheric sodium atoms are
concentrated at &~ 90km in altitude, in a ~ 10km thick layer.>*® Since the laser beam is focused at this layer, the lighten
volume can be seen approximately as a cylindric source ~ 1m in diameter and ~ 10km long. When imaging this source
from the ground, the image is all the more elongated as the point of view is far away from the launching point, because of
an increased parallax. This elongation is very significant on Extremely Large Telescopes (ELT).

The elongation of the spots at the focus of the subapertures of a Shack-Hartmann wavefront sensor reduces the accuracy
on the measurement of the centroid displacements. Indeed, noises increase with the size of the spots: the magnitude of
photon noise is proportional to the size of the image,* and additive noises (detector read-out noise, backgrounds) are
increased because more pixels are necessary to image elongated spots. New centroiding algorithms have been devised to
cope with this problem, in particular the so-called matched filter.>-¢

Our aim is here to assess the effect of the spot elongation on the wavefront reconstruction. When using a Shack-
Hartmann wavefront sensor with Laser Guide Stars (LGSs), the elongation of the sub-images varies in amplitude and
orientation. This makes the noise non-uniform across the pupil and introduces correlations between x and y coordinates of
the slopes in each subaperture.

We expect that taking into account the non-uniformity of the noise and the correlations of the measurement can improve
the quality of the reconstruction, compared to ignoring them. Further, we expect that introducing Kolmogorov (or von
Karman) priors can yet improve the reconstruction. From numerical simulations, we compare the wavefront reconstruction
capability of these different approaches in Sec. 3. Furthermore, when using several LGSs on an Extremely Large Telescope

Further author information: send correspondence to Michel Tallon : mtallon@obs.univ-lyonl.fr



(ELT), we can combine differently the measurements, depending on the geometry of the AO system. The particular case of
Ground Layer Adaptive Optics (GLAO) is studied in Sec. 4, comparing LGSs launched from the center or from the edge of
the telescope pupil. Prior to present our results, we summarize in Sec. 2 our assumptions and our modeling for addressing
these questions.

2. RECONSTRUCTION METHODS AND MODELING OF THE ELONGATION
2.1 Reconstruction Methods Considered

For the matter of the comparison, we will use four reconstruction methods described in this section, either using a model
of the covariances of the noise or considering the noise as uniform, and using priors or not. All of them start with the same

model of data:
d=S-w+n, (H

where the vector of data, d, is obtained from the vector of wavefront samples on a suitable grid, w, using a linear model S
of the wavefront sensor. Vector n2 stands both for an additive zero-mean noise independent from the data and for modeling
errors. In the following, we assume a Shack-Hartmann wavefront sensor with Fried’s geometry for S.”

Several methods can be used to invert Eq. (1). If we assume an uniform Gaussian noise, maximum likelihood yields

pure least squares:
(ST-8) w =STd, @

which becomes weighted least squares in case of non-uniform noise:

(sT-c,'-8) -w=sT-C,'d 3)

Former equations are written in the form A -z = y where we are looking for x, instead of the form x = A~!.y.
Indeed, our matrices are generally not invertible, so we have to specify some recipe for the inversion. One method is
"truncated SVD",® where the inverses of the singular values lower than a given threshold are set to zero. Here we solve the
system with the conjugate gradient method.® This yields the "minimal norm" solution, i.e. the method used is equivalent

to derive:
lim (A + )~ L. “)

Also, conjugate gradient method does not need to compute the inverse of A which can be a huge matrix for an ELT. For
instance, we will consider here a 100 x 100 subapertures wavefront sensor.

Using maximum a priori (MAP) yields:*

(sT-c,'-s+cCc,') w=8"-C,'d, 6)

where C,, is the a priori covariance matrix of the wavefront. Assuming uniform and independent noise with variance o2
in Eq. (5) leads to:

(ST-S+o2C,') - w=5"d, (6)

For computing efficiency, we use the Fractal Iterative Method!®!! for solving these equations, i.e. a preconditioned
conjugate gradient method applied in a fractal approximation of the Karhunen-Loéve basis, and using an optimal diagonal
preconditioner.

2.2 General Assumptions

In this section, we introduce some simplifications in order to focus on the essential trends of the wavefront reconstruction
with elongated spots.

The vertical density profile of the sodium atoms is supposed to be a Gaussian distribution centered at altitude A, with
a standard deviation o,. This assumption seems to be quite reasonable since, although the laser beam looks like a very
thin needle (= 1m in diameter and = 10km in length), the elongated spots are at most & 1" in width for & 10" in length.
So the image is highly smoothed, and the small-scale details of the sodium profile (sporadics®) can hardly be seen. In the
following, we will set hy = 90km, considering a telescope pointing at zenith where the spot elongations are maximum.
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Figure 1. Layout of the elongated sub-images for centered LGSs (left) and for three LGSs at 120° on the edge of the pupil (right). The
diameter of the pupil is 42m. In the two cases, ho = 90km, the FWHM of the Sodium layer is 10km, and the minimal FWHM of the
spots is 1.2" (spot size with no elongation). The field of view of the 3.8m subapertures is 10”. In these plots, the squares represent both
the subaperture shapes and the field-of-view limits of the subapertures.

The full width at half maximum (FWHM) of the sodium density profile is typically ~ 10km, but varies up to 13 — 14km
in the worst cases.>?

We will consider Shack-Hartmann wavefront sensors, where each subaperture gives an elongated "sub-image" of the
LGS. The sodium Gaussian profile will induce sub-images with elongated Gaussian shapes. Accurate simulations show
that this assumption is realistic [5, Fig. 4].

In the field of view of each subaperture, the apparent elongation is described with a vector 3 = (31, 32) whose
magnitude [ is the projection of the standard deviation of the Gaussian sodium profile in the field of view. Using simple

geometry, we obtain:
o

ﬂzh—g(b—e), @)

where e stands for the position vector of the launching point of the LGS in pupil plane, and b is the position vector of the
subaperture in the same frame. Equation 7 shows that the elongation only depends on the position of the LGS launching
point, not on its position in the whole field of view of the telescope.

When deriving Eq. (7), we neglect a slight distortion of the image of the sodium profile because of a variation of the
scaling factor with the altitude, so that the average altitude is actually slightly displaced from the median. This distortion
induces quasi-static aberrations in the reconstructed wavefront.'> '3 These effects are not considered here since they involve
other types of corrections. The distorted image of the sodium profile is here approximated by a Gaussian profile centered
at hy and with standard deviation approximated by the first order expansion of 3, with a relative error less than 1%.

In our study, we will not include two well-known problems when using LGSs. First we assume that the LGSs, all
focused at altitude hg, can measure tip/tilts. This avoids introducing separate natural guide stars in the reconstruction,
with specific noise independent of the elongation, although this assumption will overestimate the effect of elongation since
it will affect tip/tilt. Second, focus anisoplanatism'* is not taken into account in the reconstruction since it is a problem
separated from the effect of spot elongation. Also, if the elongation is larger than the isoplanatic patch, another isoplanatic
effect is introduced. This effect is neither considered here. Considering a single turbulent layer in the pupil plane will avoid
these anisoplanatisms.

2.3 Noise Covariance Matrix

We need to devise a model for the covariance matrix of the noise C,, appearing in Eqgs (3) and (5). We will assume that the
rms noise on a centroid measurement is proportional to the size of the sub-image. This is the case with photon noise,* but



could also be the case with additive noise if a centroiding method like the matched filtering is used.’ Indeed, in such a case,
the number of pixels can be proportional to the elongation, while in the usual case the number of pixels for centroiding is
proportional to the square of the size of the sub-image.

When no elongation the sub-images are considered as symmetric Gaussians with standard deviation o. The variance of
the error on the centroid measurements, 0,21, is chosen as the reference noise.

With elongation, the sub-images are modeled as elongated Gaussians with standard deviations o and /o2 + (32 along
their main axis, taking into account the projected sodium profile is convolved by the shape of the sub-images without
elongation.

Estimates of centroids from different subapertures are independent. So the covariance matrix C,, will have 2 x 2
blocks, [Cy,]ax2, along its diagonal. Considering sub-images as elongated Gaussians, and assuming the noise proportional
to the size of the sub-images, the expression of the covariance matrix, for one block, is:

B 1+ 32/0%  B12)0?
[Crloxa = 0n ( 51521/02 1-%1-53/02 >’ ®)

which becomes C,, = 021, where I is the identity matrix, when the elongation is zero (3 = 0). Its inverse is:

1 1 1+ B3/0% —pB1Pa)c?
[Cnloxe = o2 1+ B2/o? < _5152/02 1+ pf/c? > . )

We can notice that we only need that 3 (standard deviation of the elongation) and o (standard deviation of the not-
elongated image) are expressed with the same unit. They could also be both FWHM instead of standard deviations. The
unit of the noise is given by the reference noise o2.

Figure 1 compares the layout of the elongated spots between launching the LGSs from behind the secondary and three
LGSs launched from the edge of the pupil of a 42m telescope. Launching from the center minimizes the elongation and
produces radially elongated spots: this is the chosen configuration for the Thirty Meter Telescope (TMT).> We can notice
that this geometry will suffer from the so-called "fratricide effects" (i.e. Rayleigh scattering will be seen by some of the
subapertures).

Taking realistic numbers like o;, = 4.25km (i.e. 10km at FWHM) and hy = 90km gives 3 = 2.3 (or 5.4” FWHM)
seen from the edge of the pupil of diameter 42m.

In the case of LGSs launched from the edge of the pupil as shown in Fig. 1, the fratricide effect does not appear but
the elongation is twice higher. Since each subaperture can see elongations in various directions, we could try to combine
measurements optimally to recover from the increased elongations. This is what we want to explore through the simulations
presented in the next sections.

3. SIMULATION RESULTS FOR A SINGLE LGS

From simulated data, the aim is to compare the errors of the wavefront reconstructions obtained with the different recon-
struction algorithms listed in Sec. 2.1. We consider here the particular case of a single LGS focused at 90km, at the center
of the sodium layer, and launched from the center of the pupil (behind the secondary) as shown on Fig. 1 (left).

Turbulent wavefronts are generated in the pupil plane, so we do not suffer from any focus anisoplanatism and can focus
on reconstruction errors. Seeing is 0.7” at 589nm (i.e. g = 17.4cm at 589nm), corresponding approximately to median
conditions at Paranal observatory, with an outer scale Ly = 22m.

The 42m telescope pupil with 30% central obscuration is sampled with 100 x 100 subapertures.

Noise has been fixed to 02 = 1rad2/subaperture where no elongation, with a spot size of 1.2” FWHM. This is the
phase error at 589 nm. This corresponds to ~ 0.046" rms of jitter, or &~ 94nm rms of wavefront error, measured as the
rms path difference between the edges of the subapertures. In the chosen turbulence conditions, the signal to noise ratio
per subaperture is ~ 5.5.
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Figure 2. Comparison of the wavefront errors (on the left) and corresponding Strehl ratios in K (on the right) obtained with the different
reconstruction methods, depending on the amount of elongation (FWHM), in the case of a single LGS launched from the center of the
pupil. The dashed vertical line corresponds to the typical mean FWHM of sodium density profile. Noise covariance matrix is only used
for Weighted LS (Eq. 3) and MAP (Eq. 5), while priors are only used for MAP and MAP+uniform noise (Eq. 6).

We assess the effect of elongation by varying the FWHM of the sodium density profile. For each value of FWHM,
noisy wavefront sensing data are simulated, and each wavefront reconstruction method is applied successively on the same
data.

The comparison of the results from the different reconstruction methods is shown in Fig. 2 as a function of the amount of
elongation (FWHM of the sodium layer is varied from O to 15 km). If we consider the FWHM for the mean sodium profile
(10km), we can see a significant difference between the worse method (Least Squares) where the elongation increases the
phase error by a factor of 2.4, and the best method (MAP) where this factor is only 1.6. For such an elongation, MAP gives
a phase error half as big as Least Squares.

When no elongation, we can see that using priors (MAP methods) allows the variance of the error to be reduced by
almost a factor of two as already found by Béchet et al.'> The curves show that the usefulness of the priors increases with
the elongation. We interpret this behavior by an increasing error on the radial modes because of the radial elongation:
priors allow reducing this error by using covariances with the other modes that are less affected by the elongation. This
can be seen on the azimuthal averages of the residual wavefront errors in the pupil shown on Fig. 3, where priors flatten
the residuals from the center to the edge of the pupil.

Also seen on Fig. 2 is the importance of taking into account noise covariances, which effect is almost as important as
the use of priors in this particular case.

4. SIMULATION RESULTS FOR SEVERAL LGS (GLAO)

In this section, we consider an array of three LGSs, either launched from the center of the pupil, or from the edge of the
pupil. The layout is shown on Fig. 1 (right). When launched from the center, the three LGSs give three times the same
radially elongated spots. On the opposite, each subaperture can see elongations in different directions when launching
from the edge of the pupil. We want to know if these crossed elongations (see Fig. 1) can be of any help for improving the
quality of the wavefront reconstruction.

In order to keep the previous single LGS case as a reference case, we assume here that the total flux is shared
evenly among the three LGSs, so that the variance of the photon noise for each measure is three times higher (i.e. 3
rad?/subaperture at 589 nm) when no elongation. Thus, when launching from the center, mixing the measurements from
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Figure 3. Azimuthal average of the residual wavefront errors for the different reconstruction methods. The FWHM of the sodium profile

is 9km. Noise covariance matrix is only used for Weighted LS (Eq. 3) and MAP (Eq. 5), while priors are only used for MAP and

MAP+uniform noise (Eq. 6). As expected from the geometry (one LGS launched from the center, radial elongations), the wavefront

errors are larger at the outer edge of the pupil. The curves show how the priors flatten the residuals from the center to the edge of the

pupil.

the 3 LGSs will give the same total accuracy than using one single LGS three times brighter, and the same curves will be
obtained. The other parameters are kept the same as for the previous single LGS case.

Of course, we need to combine the measurements in an optimal way. When using several LGSs, the MAP (or minimum
variance) estimator is now obtained from this equation:

#LGS #LGS
ST- | > Cuil| 8+C, | - w=8" > Cpl-di, (10)
k=1 k=1

which is a generalization of Eq. (5) used for MAP method, when assuming that identical wavefront sensors are used for all
the LGSs. Asin Sec. 2.1, the other estimators are obtained from Eq. (10) by removing priors C,, when using Least Squares
or Weighted least squares methods, or by approximating the noise covariance matrices with an uniform noise (C,, ), = 021)
for Least Squares or MAP with uniform noise methods.

Results are plotted on Fig. 4. As expected, when launching from the center, using three LGSs gives exactly the same
results as the previous case with one single LGS three times brighter.

On the opposite, when launching from the edge, the use of noise covariances is now critical. Indeed, not to take
into account the noise covariances makes the residual wavefront errors to be much higher (Least Squares and MAP with
uniform noise methods). The noise covariance matrix allows the reconstruction to properly weight the measurements in
each subaperture in order to take into account mainly the measurements in the most accurate directions (i.e. the directions
perpendicular to the elongations). This allows the increase of the residual wavefront errors to be maintained under a factor
1.5 for any elongation with methods Weighted least squares and MAP.

Further, Fig. 4 seems to show an asymptotic behavior of these methods as the sodium profile FWHM increases. This
may be explained as follows. As seen from Eq. (9), the relative weight of the measurement along the elongated direction
is proportional to the inverse of the square of the relative elongation 3/c. As soon as this elongation is significant, this
relative weight is so small that the corresponding measurement has no more influence. Yet increasing the elongation does
no more degrade the situation.

In such a regime, we could then set to zero the weights on these measurements without significant loss of accuracy.
This would also mean that we don’t need to even measure the displacement of the centroid along the elongated directions
of the spots when this elongation is high enough.
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Figure 5. Comparison of the azimuthal averages of the residual wavefront errors for the different reconstruction methods, in case of three
LGSs launched from the center (on the left) or from the edge (on the right) of the pupil. The FWHM of the sodium profile is 9km.

On the opposite, using priors does not significantly prevail as in the previous single LGS case, probably because we no
longer have the previous systematic radial effect thanks to the crossed elongations. Figure 5 shows the azimuthal averages
of the residual wavefront errors in the pupil.

We can notice that using both the correct covariance matrix and the priors with any elongation gives a better recon-
struction than using least squares (weighted or not) without elongation.

5. CONCLUSION

From this work, we can conclude that taking into account the noise covariances in the reconstruction algorithm is very
important. The minimum is to use weighted least squares (or equivalently maximum likelihood). Using the correct covari-
ance matrix allows the effect of elongation to be significantly reduced, and further, thanks to this matrix, we obtain best
results when launching from the edge of the pupil than when launching from the center.



Figure 6. Example of meta-pupils as seen at 10km altitude for a 42m telescope when launching three LGS from the center (left) or from
the edge (right) of the pupil. The LGS are pointed on a circle of radius 2 arcmin in the field-of-view. The other parameters are the same
as for Fig. 1. When launched from the edge, the elongation is minimum (best accuracy) where the turbulent layer is probed once.

Priors are also helpful, particularly when launching from the center. When launching from the edge of the pupil, the
improvement of the reconstruction is approximately the same for any elongation.

These results should be confirmed for various signal to noise ratios, i.e. for various measurement noises and various
turbulence strengths. Also, we have analyzed the two extreme cases of the perfect knowledge of the noise covariance matrix
or its total ignorance. Intermediate cases should be addressed in order to determine the requirements on the accuracy we
need on the model of the noise. Numerous effects affect the noise in practice so that we can hardly expect to be able to rely
on an accurate model of the noise.

But as noticed previously, the asymptotic behavior of the residual wavefront error as the elongation increases when
launching from the edge of the pupil (Fig. 4 on the right) seems to indicate that we could easily discard the measurements
of the centroids along the direction of the elongation, where the elongation is greater than a given threshold. This would
allow, for instance, the use of a smaller CCD for the Shack-Hartmann wavefront sensor by allowing some truncations of
the sub-images in the elongated directions. A study of this possibility, taken into account the loss of photons would be
helpful to potentially reduce the costs of the wavefront sensors.

Finally, cone effect when using LGSs on large telescopes yields the need of tomography.'® Effect of elongation in
this case must still be analyzed. For instance, Fig. 6 shows the meta-pupil at 10km altitude when the LGS are pointed
on a circle of radius 2 arcmin in the field-of-view. The figure shows that when launching from the edge, the elongation is
minimum where the turbulent layer is probed once, i.e. exactly where the best accuracy is required. This single observation
may indicate that the advantage of this configuration may be kept for the estimation of the corrugations introduced by each
layers.
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7.4.2 La corrélation des erreurs de mesure

Comme expliqué dans la section [2.1.2] il est possible de générer une étoile de ré-
férence artificielle en excitant les atomes de sodium de 'atmopshére. Ces atomes se
trouvent en forte concentration a quelques 90km d’altitude, dans une couche d’environ
10km d’épaisseur. L’épaisseur de cette couche engendre une source lumineuse étendue
dans un volume cylindrique trés allongé. Sa section correspond & la section du faisceau
laser, d’environ 1m de diamétre, et sa longueur est caractéristique de I’épaisseur de la
couche. La figure montre les taches images allongées que ce fin pinceau lumineux
produit sur chaque sous-pupille de 'analyseur, par un effet de parallaxe. Il s’agit de
Veffet d’¢longation des taches images sur les sous-pupilles abordé a la section [2.1.2]

Le calcul du centre de gravité de chaque sous-image, qui fournit la mesure des pentes
pour la reconstruction, est alors entaché d’incertitudes non uniformes et non isotropes.
Les barres d’erreur des mesures de pentes en x et en y sont corrélées. La matrice C,
n’est plus diagonale comme pour une étoile de référence naturelle.

Les erreurs de mesure restent néanmoins décorrélées d’une sous-pupille & 'autre,
donc C,, est diagonale par blocs de dimensions 2 x 2. De plus, la corrélation des mesures
ne dépend que des coordonnées du point de lancement du laser par rapport au centre
de chaque sous-pupille. Elle peut donc étre précalculée pour un systéme d’optique
adaptative donné, et elle est trés creuse.

7.4.3 L’impact des corrélations sur la reconstruction

L’article des pages précédentes compare des reconstructions simulées pour lesquelles
on a modélisé correctement ou non ces corrélations des erreurs de mesure, avec FrIM
MAP et avec un reconstructeur de maximum de vraisemblance de moindre norme
zonale. Le résultat essentiel est que 'emploi du reconstructeur Rynmr, sans modéliser
les corrélations des erreurs de mesure dégrade fortement la reconstruction au-dessus
des sous-pupilles ou les images sont allongées. Utiliser un modéle correct pour C,
est nécessaire pour uniformiser et minimiser les erreurs de reconstruction. L’intérét
d’'une bonne modélisation de C, apparait encore plus évident lors de la combinaison
de 3 étoiles laser pour reconstruire la surface d’onde (c¢f. & droite de la figure . Les
performances optimales sont alors obtenues lorsque les lasers sont émis depuis les bords
de la pupille, plutdt que depuis le centre, derriére le miroir secondaire. Les profils de
Perreur d’estimation sur la pupille sont représentés sur la figure dans les deux cas
discutés.

Enfin, on peut noter que 1a ol la précision des mesures est dégradée par une trop
grande élongation, 'utilisation des a priori de FrIM MAP permet de réduire 'erreur
de reconstruction.

Cette étude montre a quel point la modélisation correcte des corrélations d’erreurs
est essentielle. Le caractére tres creux de C, rend la prise en compte de ces corrélations
peu coiiteuses. De plus, elles ne dépendent que des emplacements physiques des projec-
teurs laser, et de la configuration des analyseurs. Elles peuvent donc étre précalculées.
Puisque la matrice Ag.ac n’est pas précalculée mais simplement appliquée en modifiant
Ce quand nécessaire, le cott est faible. L’algorithme FrIM MAP permet alors d’opti-
miser les performances de recontruction en tenant compte de ces corrélations et des a
priori turbulents, & moindre cofit calculatoire.
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Fia. 7.7 — Allongement des taches images sur les sous-pupilles du ou des analyseurs
pour une (& gauche) et trois (a droite) étoiles de référence laser. Les croix représentent
la position des points d’émission des lasers par rapport & la pupille.

7.5 L’impact d’une erreur sur les a priori

[’étude de la reconstruction s’est faite jusqu’ici en supposant que les hypothéses
sur la statistique du signal et du bruit étaient correctes (autrement dit bien connues).
La réalité est autre et c’est pour cela que j’investigue ici 'impact de certaines erreurs
d’a prior: sur les performances de la reconstruction. Concrétement, j’étudie les effets
d’une mauvaise estimation des paramétres du reconstructeur.

Le reconstructeur FrIM MAP apporte un gain lorsque l'information a priori est
fortement exploitée et & bon escient. D’aprés I’expression , FrIM MAP est construit
a partir d’'une estimation de D/L(y dans 'approximation fractale C,, = Kgac - KfTraC et
du RSB dans . Je montre dans cette section que si ces informations a priori ne sont
pas adaptées au signal et au bruit réels, alors les performances de ’estimation peuvent
devenir plus désastreuses que celles d’un estimateur de maximum de vraisemblance.

Le reconstructeur Ry, d’apres I'équation (5.16)), ne dépend ni du niveau de
bruit, ni des propriétés statistiques du signal. Le reconstructeur FrIM MNML contient,
lui, des informations supplémentaires, sur les corrélations du signal par le biais de Kgac.
Notamment, Kg,e est fonction de D/Lg. Je considére ici Rynmr et FrIM MNML
comme références, i.e. comme des reconstructeurs de moindre effort de modélisation
des propriétés statistiques du systéme.

Le modéle de von Kéarmén, auquel correspond une valeur finie pour Lg, est en
adéquation avec les résultats de plusieurs campagnes d’observations (Ziad et al., 2000,
2004). T1 est cependant difficile d’estimer Ly avec précision et les valeurs prises par Lg
au cours des observations peut varier de plusieurs dizaines de meétres. Il est également
difficile d’estimer ug avec précision. Tandis que D/Lg traduit la limite de corrélation
des surfaces d’onde a grande échelle, le parameétre g représente lui 'amplitude de ces
corrélations. Plus précisément, pg est le poids des a priori relativement au poids du
terme d’attache aux données. J’étudie successivement les conséquences d’une erreur
d’estimation de chacun de ces deux paramétres, D/Lg et pyg.
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FiG. 7.8 — Profil de lerreur de reconstruction y/(€2?)reconst €N nanometres sur la pupille
du télescope en fonction de la méthode de reconstruction pour 3 étoiles de référence
laser. Méthodes comparées : Rmnml en supposant C, diagonal (noir), Rynwmr, avec les
bonnes corrélations C, (bleu), FrIM MAP en supposant C_ diagonal (magenta) et FrIM
MAP avec les bonnes corrélations C, (rouge). A gauche : les lasers sont tirés depuis le
centre. A droite : les lasers sont tirés depuis les bords du télescope (cf. figure .

7.5.1 L’erreur d’estimation de 1’échelle externe

J’ai retenu deux approches. I’une consiste & maintenir dans le reconstructeur FrIM
MAP T’hypothése d’une turbulence de type Kolmogorov au-dessus d’un télescope hec-
tométrique, quand bien méme elle serait fausse. Et 'autre suppose que la statistique
de la turbulence est plus proche d’une statistique de type von Karman avec une échelle
externe Lo dans FrIM MAP figée a la valeur médiane du site considéré. Ces deux cas
sont traités successivement ici.

La turbulence observée par ’analyseur est toujours de type von Karmén, avec une
échelle externe Lo variable, comprise en 15 et 45 métres. La valeur du paramétre de
Fried, rg & 500nm, est choisie fixe égale & 15cm, i.e. la valeur médiane au Cerro Para-
nal (Ziad et al.l 2000). Je simule une pupille de diamétre D = 42m, avec obstruction
centrale (n = 0.28), échantillonnée avec D/d; = 32, 64, 128 et 256 sous-pupilles succes-
sivement, observant & Ago = 700 nm. Pour chaque dimension et chaque valeur de Ly,
100 reconstructions de type FrIM MNML et 100 reconstructions de type FrIM MAP
sont effectuées. Deux niveaux de bruit différents sont simulés pour chaque configuration,
ol = Irad? et 0.01rad? par sous-pupille.

Je simule dans un premier temps des reconstructions de type FrIM MNML et FrIM
MAP, pour lesquelles 'opérateur Ky, est construit & partir d’'un modéle de turbulence
Kolmogorov. La figure montre le rapport de l'erreur (€2)econst du reconstructeur
R sur Perreur (€2)econsy de FrIM MAP. Quel que soit le niveau de bruit (graphique
de gauche et graphique de droit), quel que soit la dimension du systéme considéré
(différents types de symboles), le rapport des erreurs est a peu prés indépendant de
I’échelle externe de la turbulence observée Lg. La figure[7.10|est construite sur le méme
principe, illustrant cette fois-ci, le rapport entre ’erreur <62>reconst du reconstructeur
FrIM MNML et celle du reconstructeur FrIM MAP. Comme sur la figure[7.9] le rapport
des erreurs est & peu prés indépendant de la valeur de ’échelle externe réelle Lg. Sur
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FIG. 7.9 — Rapport entre (€2)econst pour pour Rynmrn et (€2)reconst pour FrIM MAP,
en fonction de I’échelle externe L de la turbulence observée. FrIM MAP est construit
sur un modéle de turbulence de Kolmogorov. D = 42m, ro = 15cm et o2 = 1rad?/d; (&
gauche) et 0.01rad?/d; (4 droite). Les symboles marquent la moyenne sur 100 réalisa-
tions de turbulence reconstruites. D /d; = 32 (triangles), 64 (hexagones), 128 (losanges),
256 (croix).

les deux figures[7.9] et [7.10] le rapport des erreurs est généralement plus grand que 1, ce
qui signifie que les a priori de type Kolmogorov améliorent toujours la reconstruction.
A faible bruit, les a priori ont peu d’influence sur le processus de reconstruction, et le
gain est donc moins important (plus proche de 1).

Je simule ensuite des reconstructions de surface d’onde dans les mémes conditions
de signal et de bruit que précédemment, mais en utilisant une échelle externe fixe dans
lopérateur fractal Kg,e des reconstructeurs FrIM MNML et FrIM MAP. La valeur de
Lg choisie pour K, doit étre caractéristique du site d’observation. Ici cette échelle
estimée Lo vaut 22m, la valeur médiane mesurée au Cerro Paranal (Chili).

Les figures [7.11] et montrent les résultats de ces simulations. La figure [7.11] re-
présente le rapport de 'erreur du reconstructeur Rymnwr, sur Perreur du reconstructeur
MAP en fonction de la valeur réelle de Ly. La figure représente 1'évolution du rap-
port de erreur de FrIM MNML et de I'erreur de FrIM MAP. Tant que 1’échelle externe
réelle Ly est plus petite que Eo, on remarque que les performances sont semblables au
cas Kolmogorov, présenté sur les figs. et En revanche, si Ly sous-estime la
valeur réelle, 'avantage de FrIM MAP est progressivement perdu. Ceci est d’autant
plus remarquable a fort bruit (croix sur les graphiques de gauche) puisque que c’est 1a
que les a priori interviennent davantage pour contraindre la solution. Le reconstruc-
teur FrIM MAP devient méme moins performant que les méthodes de maximum de
vraisemblance lorsque ’échelle externe Lg est fortement sous-estimée (d’un facteur 2).

En conclusion, les figures 7.10] [7.11] et [7.12] montrent qu’il est préférable de
surestimer Lg. Un moyen simple de surestimer L est de modéliser systématiquement
une turbulence de Kolmogorov dans le reconstructeur.
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FIG. 7.10 - Rapport entre (€2) econst pour FrIM MNML et pour FrIM MAP, en fonction
de Véchelle externe Ly de la turbulence observée. FrIM MNML et FrIM MAP sont
tous deux construits sur un modéle de turbulence de Kolmogorov. Les paramétres de
simulation et la légende sont identiques & ceux de la figure [7.10]

7.5.2 L’erreur sur le poids de la régularisation
L’analyse algébrique

J’ai considéré jusqu'ici que le reconstructeur MAP était défini en connaissant par-
faitement o = o2/(D/r0)°/3, le poids optimal de la régularisation. En pratique, ce
paramétre doit étre estimé, [ip. Je note ainsi dans toute la suite pu = fig/uo, qui tra-
duit si po est surestimé ou sous-estimé. Les performances d’un reconstructeur défini
par po # 1 sont donc distinctes de celles du reconstructeur MAP optimal (p = 1).
J’étudie ici cet écart de performance. Tout d’abord, en employant les mémes notations
que dans la section , je calcule ici le biais b, la variance v et ’erreur totale <62>rec0nst
du reconstructeur en fonction de p. L’équation se développe ainsi :

b _ 12
- = % tr [N Kige (K};ac ST Gt S K +710Cy, ) Ko NT
e
>
= 14 Ho (7.9)
i—1 (MO + o} i1 M
p
Wy bkL
= PO T — - (7.10)
; (o +07)? 02

Le passage de 1’équation a Iéquation ([7.10) met en évidence la permanence du
terme de biais sur les modes non vus, égal & bky,. En revanche, le biais sur les autres
modes est égal au biais que 'on pense étre optimal mais multiplié par notre erreur
d’estimation u = /. En d’autres termes, cette contribution de lerreur croit pro-
portionnellement & p.
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FiG. 7.11 — Méme légende que la figure [7.9] mais FrIM MAP sont construits sur un
modeéle de turbulence de von Karman avec une échelle externe fixe estimée a Ly = 22m.

Concernant la variance, ’équation (5.13) devient

v _ PO | b
ﬁ =t [N “Kirac - (K;l;ac ST 'Qe LS. Ktrac + ,Uogwl) ’ K;[r‘ac ) NT] B %
e e
L s
~ (1o + a7)?

Le coefficient de propagation du bruit dépend donc uniquement de fig et non du pg réel.
En conséquence, on réduit de facon effective la propagation du bruit en augmentant
1o, quel que soit g, le poids optimal réel. Cette réduction se fait néanmoins au risque
d’une croissance du terme de biais dans ’équation ([7.10)).

Finalement, 'erreur quadratique moyenne normalisée par le niveau de bruit réel o2
s’écrit désormais

2 P
Lﬁ)“ UL M (7.12)
Oe Oe i=1 (MO + g; )

La valeur minimale de cette erreur est obtenue pour fig = pug, c’est-a-dire avec le
recontructeur MAP idéal. Lorsque jip tend vers 0, 'estimateur se rapproche progres-
sivement du reconstructeur de maximum de vraisemblance de moindre norme modale
Rk, obtenu pour fig = 0 exactement. La propagation du bruit est maximale pour
ce reconstructeur d’aprés I’'équation . Des équations —, on peut dé-
duire le comportement asymptotique de (€2);econst/02 quand fig devient trés grand. La
propagation du bruit tend vers 0 et le terme de biais vers la limite suivante

b 3 Wi (7.13)

En conséquence, la limite de 'erreur globale est

n

2
(& reconst _, 3 Wi (7.14)

2
(o)
e i—1 Ho
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Fia. 7.12 — Méme légende que la figure [7.10], mais FrIM MNML et FrIM MAP sont
tous deux construits sur un modéle de turbulence de von Karméan avec une échelle
externe fixe estimée & Lo = 22m.

Cette limite est toujours supérieure & l'erreur minimale engendrée par ’estimateur
MAP idéal (u = 1). De plus, si pg est inférieur a tous les carrés des valeurs singuliéres
du systéme 02-2, elle est aussi supérieure & l'erreur produite par le reconstructeur Rky,.

La figure illustre le comportement caractéristique de ’expression en
fonction de p. Pour obtenir cette représentation, j’ai simplement tracé la courbe définie
par 1’équation en prenant des valeurs arbitraires pour po, Wi, 04, n et p. En
I’occurrence, j’ai choisi p = 1, n = 2 et pg plus petit que tous les g;. Cette courbe
met en évidence le puits au fond duquel se trouve 'erreur engendrée par la solution
MAP optimale. Les deux paliers sont caractéristiques des valeurs aux limites, quand
o = 0 et quand fig — oo. Dans les cas de reconstruction de surface d’onde que
j’al analysés, le palier de droite était toujours tel que sur la figure [7.13] plus haut
que la solution de maximum de vraisemblance de moindre norme modale. Pour un
tel comportement, la zone acceptable d’erreur d’estimation de ug est délimitée par les
valeurs de p telles que la courbe en trait plein soit sous la ligne en trait tireté. Dans
cet exemple, ces valeurs de pu sont comprises entre 0 et 6. D'une facon plus générale,
les équations fournissent une valeur seuil de la borne supérieure des p acceptables : 2.
En effet, d’aprés I’équation et celle de lerreur du reconstructeur KL-MNML (c¢f.
équation (5.25))), l'erreur de reconstruction est plus faible avec a priori si

p ~ 2
2
W, (ot or +20Z2 ~- =) <o (7.15)
i=1 (Ho + 07) 0;

Puisque, quel que soit i, Wj; et fip sont positifs et, jg et o? strictement positifs, alors
cette condition est vérifiée si

p(l—pofo?) <2 Vi=1,.,p. (7.16)

Pour les i tels que 02 < o, la condition (7.16) est satisfaite pour tout pu positif.

[

Pour les autres i, elle implique u < 2/(1 — po/0?). Par conséquent, pour tout p < 2,
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FiG. 7.13 — Allure théorique de (€2)ieconst/0> en fonction de p (trait plein), d’aprés
I’équation . Des valeurs arbitraires ont été choisies pour g, Wi, 012, p, sauf que
on a choisi pg < o2 Vi. Trait tireté = valeur limite pour fip = 0. Trait pointillé : Valeur
limite quand fig — oo.

les conditions sont vérifiées pour tout ¢, alors 'estimateur MAP avec p < 2 est
toujours plus performant que le reconstructeur KL-MNML. De plus, la borne supérieure
de I'intervalle acceptable augmente quand pig croit, & systéme donné, i.e. W; et o? fixés.

Plus généralement, sous-estimer g revient simplement & perdre en performance
et & tendre vers la solution sousoptimale de Rxr,. Il arrive de méme si on surestime
po d’un facteur inférieur a la borne supérieure de Uintervalle acceptable (au minimum
d’un facteur 2). Surestimer ;9 d'un facteur supérieur conduit en revanche & un résultat
moins intéressant que celui de moindre effort produit par Rxkr,.

Les simulations

J’illustre maintenant cette analyse algébrique par les résultats de deux simulations
avec FrIM MAP. Il s’agit de deux télescopes de 42m, avec D/d; = 128 et 256. La
figure montre les variations de (€2)econst/02 en fonction de u, pour différents
niveaux de bruit. Sur chaque graphique, toutes les courbes tendent vers la méme valeur
~ YKL, quand u — 0. Ceci est vrai parce que le terme de biais est négligeable pour les
valeurs p de ces simulations (cf. article de la section . Par ailleurs, le palier limite
vers l'infini n’est pas observé sur ces courbes, parce qu’il se situe & un niveau beaucoup
trop haut par rapport aux performances qui nous intéressent. On peut déja noter que
le taux de croissance de erreur (amplitude de la dérivée) pour p > 1 (a droite de
minimum) est beaucoup plus fort que pour u < 1 (4 gauche du minimum).

La figure reprend ces mémes résultats, recadrés autour de la zone d’intérét, et
en normalisant I’ordonnée par la valeur limite en 0. La zone acceptable d’erreur d’esti-
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FiG. 7.14 — Evolution de (€%)reconst/02 en fonction de y & partir de simulations de
reconstruction de type FrIM MAP. D = 42m, ro = 15cm & 500nm et Lo = 22m,
Aaro = 0.7um. 100 reconstructions de surfaces d’onde sont effectuées par point maté-
rialisé. Différents niveaux de bruit sont simulés : o = 0.01 (carrés), 0.09 (croix), 0.25
(triangles), 0.64 (hexagones), 1 (losanges) rad?/d;. A gauche : D/d; = 128. A droite :
D/d; = 256.

mation de po (ordonnée inférieure & 1) croit légérement avec pug et avec I’échantillonnage
de la surface d’onde par l'analyseur, i.e. D/d;. Cependant, dans le pire des cas (les car-
rés a gauche), Verreur acceptable par valeurs supérieures correspond a g = 5. Dans
le meilleur des cas, (les losanges & droite), la limite vaut u = 40. En d’autres termes,
Ierreur d’estimation de g acceptable par valeurs supérieures est variable et n’est pas
nécessairement trés élevée.

Ces mémes résultats de simulations sont également présentés sur la figure [7.16
traduits en rapport de Strehl équivalent & 1pm. C’est une autre facon de mettre en évi-
dence le gain potentiel de I'estimateur MAP sur celui de maximum de vraisemblance de
moindre norme. On notera par exemple que pour un systéme de 128 x 128 sous-pupilles
sur ce télescope de 42m, pour un niveau de bruit de o, = 1rad/d;, le reconstructeur
Rk1, fournit un Strehl équivalent de 40%. FrIM MAP permet d’atteindre plus de 50%
si uo est correctement estimé & un facteur 2 prés. Si pg est sous-estimé d’un facteur
100 ou surestimé d’un facteur 5, le Strehl reste supérieur a 45%.

Il est intéressant de noter qu’une surestimation d’un facteur 4 sur pg équivaut a peu
prés a une surestimation d’un facteur 2 de la barre d’erreur des mesures, ou de rg. Il est
donc difficile d’affirmer que I'on est & [’abri d’une telle erreur. Cette analyse appelle donc
une étude supplémentaire afin de déterminer comment et avec quelle précision il est
envisageable d’estimer ces parameétres auxiliaires, barres d’erreur ou amplitude moyenne
des pentes. Une perspective consiste & rechercher une estimée de cet hyperparamétre p
par optimisation, & partir de plusieurs reconstructions successives. Une alternative est
de se contenter de sous-estimer p.
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7.6 Conclusion

Ce chapitre permet de quantifier les gains en performance accessibles par la méthode
de recosntruction FrIM MAP pour la reconstruction. Il constitue donc un complément
nécessaire 3 'analyse théorique menée dans le chapitre 5| et aux considérations calcu-
latoires abordées dans le chapitre [6]

Ces résultats démontrent qu'un gain dun facteur 2 en variance sur l'erreur de
reconstruction est obtenu par I'utilisation de FrIM MAP a faible RSB.

Par ailleurs, la robustesse de 'estimateur a été analysée vis-d-vis des erreurs de
modélisation. La prise en compte des corrélations dans les mesures s’avere essentielle
pour maintenir une bonne estimation lorsque les étoiles de référence laser générent des
taches images significativement allongées sur les sous-pupilles de I'analyseur. Il semble
préférable de surestimer I’échelle externe de cohérence spatiale de la turbulence L.
Enfin, le poids de la régularisation étant difficile & estimer, il est moins pénalisant de
le sous-estimer que de risquer de le surestimer.
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Chapitre 8

La correction de surface d’onde
turbulente

La reconstruction en optique adaptative sert généralement & commander un miroir
déformable pour corriger les perturbations de la surface d’onde. C’est pourquoi dans
ce nouveau chapitre l'existence d’un miroir déformable est prise en compte. J’étudie
ainsi les performances de la correction en tenant compte de la fréquence spatiale limite
de correction de ce systéme commandé. Cette fréquence spatiale limite n’est autre que
I’espace inter-actionneur, noté ici d,.

Dans le chapitre ol ’estimation de la surface d’onde se fait dans un espace de repré-
sentation de dimension finie & choisir. Pour une représentation zonale, avec des splines
linéaires, sur une grille d’échantillonnage de pas d. = d;, ot d; est la taille d’une sous-
pupille, alors I’estimée du reconstructeur MAP w peut étre appliquée directement & un
miroir déformable de fonctions d’influence bilinéaires avec un espace inter-actionneur
dg = d, afin de corriger la surface d’onde. Hors mis les problémes de saturation des ac-
tionneurs, que je n’étudie pas dans ce manuscrit, on obtient alors la meilleure correction
possible pour cette représentation de la surface d’onde.

Toutefois, cette représentation néglige les perturbations de fréquences supérieures a
1/(2d;). Or ces composantes de la surface d’onde ne sont pas absentes des mesures ; elles
sont repliées. Du fait de ce repliement, limiter la reconstruction & un échantillonnage
identique a celui des sous-pupilles (i.e. d; = d¢) peut dégrader la correction appliquée.
C’est ce point qui est étudié dans ce chapitre.

J’étends ainsi la reconstruction de surface d’onde traitée au chapitre [5 & la correc-
tion statique de surface d’onde. Pour cela je définis un nouveau critére & optimiser.
Son optimisation permet de décomposer le processus de correction en 2 étapes : la
reconstruction de surface d’onde et la projection sur le miroir déformable. Les erreurs
associées au repliement sont identifiées au sein du budget d’erreur de la correction.
Enfin, des simulations effectuées sur un cas simple montrent le poids relatif des erreurs
en fonction des dimensions du systéme et des caractéristiques du signal et du bruit.
Deux méthodes de correction sont ainsi comparées. La premiére reconstruit la surface
d’onde sur le méme échantillonnage que le miroir déformable. La seconde utilise un
modéle d’analyseur plus raffiné, noté SH3 x 3 pour reconstruire la surface d’onde sur
une grille échantillonnée deux fois plus fine.
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8.1 Le critére de correction et son optimisation

8.1.1 Les équations

Pour reprendre les notations introduites & la section le miroir déformable (MD)
peut généralement étre modélisé comme un processus linéaire commandé par un vecteur
a de n, éléments, n, étant le nombre d’actionneurs & asservir. La déformée du miroir
w* est une fonction continue sur la pupille A, elle peut alors s’écrire

we(r) =m(r)t-a= Zai m;(r) VreA (8.1)

ou les m; sont appelées les fonctions d’influence du miroir.
[’équation de mesure est toujours donnée par ’expression ([2.10))

d=Sw)+e=y+e, (8.2)

ot la notation introduite y = S(w) modélise les mesures non bruitées.
Le critére de correction statique s’écrit

<e2>:S1 (IP(w —m™ )| (3.3)

ol la commande a est & déterminer & partir des mesures d. Je cherche ’estimateur
linéaire E telle que la commande
a=E-d (8.4)

minimise le critére (8.3)).

L’espace image M du miroir déformable

Il est possible de décomposer Pespace de dimension infinie C(A;R) sur lequel est
définie la surface d’onde w, en deux sous-espace orthogonaux complémentaires M et
ML, olt M est I'espace engendré par les fonctions d’influence m; du miroir déformable.
Alors,

<€2> = <€2>/vu_ + <62>M (8.5)

ol

(@ = g5 (P 59

et

(@) =5 (P G- a)|*) 5.7)

wML et (mT - b) sont les projections orthogonales de w sur M_L et M respectivement.
Le vecteur b est ainsi défini dans R". Je désigne le premier terme (e?)(; de cette
décomposition comme l'erreur de sous-dimensionnement du systéme d’optique adap-
tative. Elle est communément appelée dans la littérature fitting error. Je détaille sa
contribution au budget d’erreur plus loin dans la section [8.3.1] Je retiens simplement
ici qu’elle est fixée par I’espacement entre les actionneurs du miroir déformable, d, et
par les dimensions de la pupille du télescope. En d’autres termes, elle est indépendante
de I'optimisation de E.



8.1. LE CRITERE DE CORRECTION ET SON OPTIMISATION 165

8.1.2 La reformulation du critére

Optimiser E consiste donc & minimiser Ierreur (€2),¢ de l'équation (8.7). Pour
alleger les formules, de facon analogue a lexpression (5.8) introduite sur la base des
fonctions de lestimation, je définis une nouvelle matrice N de R™*™ dont les éléments

sont
1

Nij = 5 (Pm)|Pom) V1 <i.j <my. (8.8)

La factorisation de Cholesky de cette matrice symétrique positive est notée
N=NT.N, (8.9)
si bien que le critére & optimiser devient

(@ = (b-a)T-N-(b-a)
tr(N-(b—a)-(b—a)"-NT)
= tr(N-(b—E-d)-(b—E-d)"-NT) . (8.10)
Je garde la notation IN parce qu’il n’y aura pas de confusion avec la matrice définie au

chapitre [f] Il est simplement important de noter que cette nouvelle matrice est définie
dans R™*"a et non plus dans R™*"™,

8.1.3 L’optimisation du critére

Le critére (8.10) est une forme quadratique en E. Son optimisation implique

6<62>
e 0
Or
2
M:QNT-N-<(E-d—b)~dT>. (8.11)

OE
En remplacant d par son expression (2.10), on obtient

Ut NI N (B (g g (et~ by (512)

ou j’ai tenu compte du fait que le bruit de mesure est supposé décorrélé de la surface
d’onde turbulente, i.e.

<b-eT> =0 et (y-e')=0. (8.13)
Une condition suffisante pour annuler ’équation consiste 4 choisir E tel que
E=(y") ((y-y")+(ee™)) . (8.14)

Puisque toutes les mesures sont bruitées, la matrice ((y-yT) + (e-eT)) dans 'équation
ci-dessus est bien symétrique définie positive, donc inversible.
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8.2 L’interprétation de I’estimateur pour la correction

8.2.1 La reformulation de E

La mise en oeuvre de lopérateur E, défini par 1 ’équation , pour calculer la
commande requiert la modélisation des covariances (b-yT), (y-yT) et <e : eT>. Comme
dans la section la covariance des erreurs est notée C. = (e-em).

Je reprends la décomposition de w sur une base infinie (h;);en de C(A;R).

Les mesures non bruitées s’écrivent
o0
y=> S(h)w=8 w. (8.15)
i=1

J’étends momentanément la notation de produit matriciel aux applications linéaires
en dimension infinie afin d’alléger les notations. La projection orthogonale de w sur
I’espace image du miroir est notée F, définie par

F : (C°(AR); (h)ien) —  (M;(mi)i<i<n,)
w — b. (8.16)

Ainsi, 'expression de E dans I’équation ({8.14) devient
E=F Cyu ST (S:Cyu-ST+C.) . (8.17)

ou C,, est la covariance spatiale de la surface d’onde turbulente décrite dans la base
infinie (h;);en de C°(A,R). Les notations de transposition sont étendues & des applica-
tions linéaires en dimension infinie, en utilisant la méme base infinie, pour simplifier la
formulation de I’équation (8.17)).

En pratique, le calcul de E se fait généralement & partir d’ approximations de
dimension finie de F, S et C,,.

Dans la suite de ce chapitre, je suppose que la représentation du front d’onde est

faite dans un espace de dimension n, ce qui appelle deux remarques :

— L’erreur de modélisation des mesures non bruitées y associée a cette paramétri-
sation doit étre prise en compte dans la perturbation e de ’équation de mesure
. Afin d’optimiser la commande, il est important que les performances soient
limitées par les incertitudes du systéme de mesure lui-méme et non pas par les
approximations du modele qui en est fait. Ceci signifie qu’il est préférable de
choisir n tel que erreur de modélisation de y soit négligeable devant les erreurs
dues au systéme de mesure.

— De fagon analogue, il faut s’assurer que ’écart a la vraie surface d’onde, i.e.
(w—hT - w), se trouve dans I'orthogonal & ’espace engendré par le miroir, afin que
la restriction de F' & un espace de dimension finie reste identique & la projection
idéale.

Les deux remarques ci-dessus montrent que la paramétrisation de w doit étre opti-

misée en fonction du type d’analyseur et de miroir considérés.

La matrice de covariance C,, est symétrique définie positive, donc inversible. Ceci

permet de décrire le calcul de la commande

a=E-d=F-R-d (8.18)
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en deux étapes, en appliquant les matrices

R=C,-ST- (S-Cyu-ST+C.) "
—(8T.c.l-s+C ) -sTct,
(8.19)

et F. Ces deux étapes correspondent respectivement & une reconstruction MAP et une
projection.
J’analyse un peu plus loin les propriétés de chacune de ces étapes.

8.2.2 L’extension a la correction sur plusieurs miroir déformable

L’avantage de la forme générale des équations traitées dans le chapitre 5] tout
comme pour celles présentées ici, est que 'approche et les résultats sont encore valables
pour la correction d’une ou plusieurs surfaces d’onde en altitude. Je ne dérive pas a
nouveau les équations ici pour ce cas. Leurs expressions complétes sont détaillées par
Ellerbroek| (1994) et [Fusco et al. (2001). L’estimateur obtenu est également composé
d’une étape de reconstruction, puis d’une étape de projection.

Je souhaite souligner ici les principales différences existant entre la correction d’une
surface d’onde présentée dans cette section, et la correction de plusieurs couches en
altitude.

— L’espace de dimension infinie de définition de w devient la réunion des (C(AP*'"*; R)) 1 <i<N,guenee)

ol AM% egt la réunion des pupilles du télescope projetées sur les couches en al-
titude dans les différentes direction d’analyse (cf. figure [2.9).

— S reste un opérateur linéaire mais il dépend de la direction de la, ou des, étoiles
de référence et il inclut la modélisation de la propagation de l'onde a travers
les différentes couches. Les mesures sont les dérivées locales de la surface d’onde
résultante au niveau du plan pupille, dans chaque direction d’analyse.

Le vecteur d est un vecteur de R™ ol m désigne désormais le nombre total de

mesures, ¢’est-a-dire en tenant compte de tous les analyseurs.

— L’opérateur P reste linéaire. Si la reconstruction de surface d’onde doit étre op-
timisée pour une correction dans une direction de visée particuliére 6, alors on le
note Py et il modélise la propagation de l'erreur d’estimation de w & travers les
différentes couches dans cette direction 0, et 6te le piston & la surface d’onde rési-
duelle résultante dans le plan pupille. Si on souhaite optimiser la reconstruction
dans plusieurs direction d’observation ¢;, P devient alors la somme de ces Fp.
Et extension de 'optimisation au champ d’observation tout entier, comme c’est
le cas de l'optique adaptative multi-conjuguée (OAMC), conduit & insérer une
moyenne sur tous les angles # du champ, c¢’est-a-dire que P contient une intégrale
sur 6.

— Quoi qu’il en soit, le critére a optimiser peut encore se mettre sous la forme
de I’'équation . L’analyse théorique de ce chapitre est suffisamment générale
pour que toutes les conclusions qui suivent ’équation soient valables pour
la reconstrucion dans plusieurs couches.

— L’estimateur obtenu est alors composé du reconstructeur MAP E et du projecteur
orthogonal F associé & ce systéme et & sa modélisation.

— Le reconstructeur E ne dépend pas de la direction 6 dans lequel le critére doit
étre optimisé (Ellerbroekl, 1994).
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— Le projecteur F dépend de la direction d’optimisation de la correction.

— Les deux remarques faites au paragraphe précédent sur la nécessité d’un espace de
paramétrisation suffisant de la perturbation pour que la projection soit satisfai-
sante peuvent étres étendues & 'espace des surfaces d’onde multiples modélisées
en altitude. En d’autres termes, il faut modéliser au moins autant de surfaces
d’onde en altitude qu’il y a d’altitudes de conjugaison des miroirs déformables.

Ce paragraphe constitue un aparté dans ce chapitre. Je reprends désormais la dis-

cussion & partir des équations dérivées sur un cas d’optique adaptative simple, de
correction dans le plan pupille.

8.3 L’erreur de correction

L’erreur de correction n’est autre que le critére (€2) dans I’équation (8.3) évalué en
fonction de lexpression ({8.18) de 'estimateur E

() = (D par + (D

ol

(&) = 51A<HP(mT-(b—F-R-d))||2>. (8.20)

Comme déja signalé, le terme d’erreur (€2) (, est caractéristique du dimensionne-
ment du systéme. Il ne dépend donc pas de la modélisation contenue dans F et R, &
partir du moment ol la surface d’onde est reconstruite sur un espace contenant entiére-
ment M. En revanche, Perreur (e2) v est, elle, fonction de la modélisation de la surface
d’onde et de I'analyseur. En particulier, parce que ’analyseur de Shack-Hartmann gé-
nére du repliement dans les mesures, le choix du modeéle d’analyseur et des a prior:
agsociés influe sur ce terme d’erreur.

L’augmentation de I’erreur de sous-dimensionnement (e?) y(; entraine une augmen-
tation du repliement dans les données. J’étudie conjointement dans la suite de cette
section les deux erreurs (€2) (1 et (€2)aq.

Cette section ne prétend pas analyser de facon générale la diminution de D'erreur
de correction due au repliement grace & un modéle d’analyseur suréchantillonné, mais
elle fournit un apercu des ordres de grandeur des termes d’erreur influant dans la
correction a l’aide d’une simulation. Comme dans le chapitre précédent, j’ai simulé un
cas d’optique adaptative mono-conjuguée (OAmC), i.e. un seul analyseur et un seul
miroir déformable. Cette fois-ci, en revanche, la surface d’onde turbulente incidente
est modélisée a partir d’une représentation zonale de pas d’échantillonnage d. = d;/2.
Autrement dit, les mesures simulées contiennent du repliement et le miroir déformable,
dont ’espacement des actionneurs reste égal & d, = d;, est responsable d’une erreur de
sous-dimensionnement.

8.3.1 L’erreur de sous-dimensionnement (€*),,

L’erreur de sous-dimensionnement <62> M correspond a lespérance mathématique
de la valeur minimale de la fonction de pénalisation du probléme d’optimisation suivant

T

I° . (8.21)

a= argminsi |P(w —m"-a)

a A
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Cette erreur illustre l'incapacité du miroir déformable & corriger certaines distor-
tions. En d’autres termes, (€)1 correspond a l'erreur quadratique moyenne générée
par les déformations de la surface d’onde dont la fréquence spatiale est supérieure a
la fréquence de coupure du miroir déformable. Cette erreur a été étudiée a plusieurs
reprises dans la littérature (Hudgin), [1977; |Greenwood), [1979; [Wallner, 1983} Parenti et
Sasielal, [1994; |[Ellerbroekl 1994; |Véran, |1997; Rigaut et al.l 1998) pour une turbulence
de type Kolmogorov. Elle constitue un critére important pour définir les spécifications
technologiques du miroir déformable, notamment 1’espacement de ses actionneurs. Pour
les géométries de miroir et d’analyseur considérées dans ce manuscrit, ’espace entre les
actionneurs est égal au coté d’une sous-pupille d;. Wallner| (1983) suggere d’écrire cette
erreur sous la forme

() aqr = ™ (di/10)*, (8.22)

ol rg est le paramétre de Fried calculé & la longueur d’onde & laquelle ’erreur de phase
(€2) A1 est évaluée et oML est le coefficient de I’erreur de sous-dimensionnement (fitting
dans la littérature). Pour des sous-pupilles carrées, la géométrie d’alignement des sous-
pupilles et des actionneurs a peu d’influence sur ce coefficient. Je considére toujours
que les fonctions d’influence du miroir sont des splines linéaires & deux dimensions.
Lorsque les actionneurs sont disposés réguliérement sur un miroir carré plus grand
que la pupille circulaire du télescope sans obstruction centrale, Hudgin (1977) donne
I’estimation suivante
oML =0.287. (8.23)

Ellerbroek (1994) calcule, pour la géométrie de Fried avec D/d; > 12,
oMt~ 0.3, (8.24)

A partir d'un calcul basé sur la densité spectrale de puissance, Rigaut et al.| (1998)
évaluent ce coefficient a

oML =0.23. (8.25)

Cette erreur de sous-dimensionnement (¢?) y(; n’est pas incluse dans les simulations
que je présente au chapitre 7| parce que la surface d’onde turbulente est générée a partir
de fonctions d’interpolation h; qui sont identiques a celles de I'estimation.

Je considére maintenant un télescope de diamétre D = 8m, avec une obstruction
centrale 0.15D, équipé d’un systéme d’optique adaptative avec un analyseur de Shack-
Hartmann et un miroir déformable dans la géométrie de Fried, d; = d,. Des actionneurs
sont positionnés dans toute la pupille et, comme suggéré par |[Parenti et Sasielal (1994),
j’ai ajouté une rangée d’actionneurs en périphérie de I'ouverture et dans l'obstruction
centrale. Pour plusieurs dimensionnements D/d; (OAmC ou OAX), & partir de simula-
tions d’une turbulence de von Karmén sur une surface d’onde échantillonnée zonalement,
avec un pas d. = d;/2, Uerreur de dimensionnement simulée est en adéquation avec la
loi de |Wallner| (1983) (cf. équation (8.22))) avec

oMt =0.204. (8.26)

8.3.2 L’erreur due au repliement

Dans la géométrie de Fried, ’absence d’erreur de sous-dimensionnement va de paire
avec l'absence de repliement dans les mesures. Dans les simulations du chapitre
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I’erreur de sous-dimensionnement est nulle et il n’y a pas de repliement dans les me-
sures. Dans un systéme réel, 'analyseur génére du repliement dans les angles d’arrivées
théoriques — en raison de Uintégrale sur la frontiére de la sous-pupille. Ce re-
pliement produit une perte d’information, parce que son processus n’est pas inversible.
1l constitue donc une source d’erreur supplémentaire qu’il faut prendre en compte.

La déformée du miroir dans la géométrie de Fried ne produit pas de repliement
si les fonctions d’influence sont bilinéaires. Je reprends la décomposition de la surface
d’onde

w=w"t 4+ wM =M+ mT b, (8.27)
sur les espaces M et M_L, dont seule la composante w™ est responsable du repliement
dans les mesures. L’équation de mesure peut également étre décomposée

d=SuwM)+S-b+e. (8.28)

ou l'incertitude e rend compte du bruit de mesure et la notation matricielle S-b =
S(m™ - b) est adoptée. Suivant le modeéle d’analyseur S utilisé dans le reconstructeur
MAP défini a partir de cette équation de mesure , I’estimée de la surface d’onde
differe et la correction w® = m? - a aussi.

J’étudie ici l'intérét de raffiner le modéle d’analyseur en tenant compte du replie-
ment afin d’améliorer la correction. L’analyse s’appuie sur des résultats de simulations
pour un systéme de dimension D/d; = 32, avec D/Lg = 1/3 et des valeurs du para-
métre de Fried variant entre 0.1d; et 2d;, & la longueur d’onde d’analyse. La surface
d’onde incidente est cette fois-ci représentée zonalement par w sur une grille de pas
d’échantillonnage d. = d;/2. L’analyseur utilisé pour effectuer les mesures d est dérivé
des équations des angles d’arrivée théoriques —, mais l'intégrale sur la frontiére
de la sous-pupille est obtenue par une somme de trapézes, a partir de trois points de
phase. Cet analyseur est nommé dans la suite SH3 x 3. Il modélise tout le repliement
qui a lieu dans la simulation, mais seulement une partie du repliement généré par un
Shack-Hartmann réel.

La finalité de cette étude est de fournir des éléments de réponse & la question :
est-ce que la corection est meilleure si la surface d’onde est reconstruite sur une grille
échantillonnée de facon plus dense que celle des actionneurs, c’est-a-dire en utilisant le
modéle d’analyseur Sgy3x3 dans I'estimateur ? Pour un reconstructeur de maximum de
vraisemblance de moindre norme zonal, la réponse & cette question est non. En effet,
les valeurs de phase entre les coins des sous-pupilles seraient la demi-somme des valeurs
de phase aux coins de celles-ci. En revanche, 'utilisation d’a priori sur la turbulence
corréle ces valeurs de phase intermédiaires avec toutes les autres valeurs de la grille. Leur
détermination n’est donc plus simplement liée & la minimisation du terme d’attache aux
données.

Dans les simulations, la correction est calculée d’aprés ’équation , avec deux
modélisations différentes de 'analyseur S, afin de comparer 'erreur de correction. La
premiére méthode définit le reconstructeur FrIM MAP Rgusx3 & partir du modeéle
d’analyseur SH3 x 3. La deuxiéme méthode établit son reconstructeur FrIM MAP R
a partir du modéle de Fried de 'analyseur. Grace aux a priori sur la turbulence, les
deux reconstructeurs Ry et Rgmax3 filtrent les fréquences repliées. La comparaison des
erreurs de correction est présentée sur la figure [8.I] Leur interprétation est développée
dans les trois prochaines strophes.
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Fia. 8.1 — Contributions des termes d’erreurs de correction, normalisés par la variance
du bruit de mesure. Le systéme d’optique adaptative simple simulé est caractérisé par
les paramétres suivants : D = 8m avec une obstruction centrale de diamétre 0.15D,
D/d; =32, D/L0 = 1/3, o varie entre 0.1d; et 2d; a la longueur d’onde d’analyse. Les
termes d’erreur représentés sont (€)1 /02 (losanges blancs), (€2)repii/02 (hexagones
noirs), (e2)pq/c2 (carrés noirs) et (¢2) /o2 (losanges noirs). A gauche : Avec le modéle
de Fried, i.e. Ry et Fy. A droite : Avec le modéle SH3 x 3, i.e. Rgnsxs et Fguzxs.

La reconstruction avec le modéle SH3 x 3

L’équation de mesure associée & ce modéle d’analyseur s’écrit
d = SsH3x3-w + e (8.29)

D’aprés le chapitre [5, qui est suffisamment général pour que les résultats soient ap-
plicables & cette nouvelle équation de mesure, le reconstructeur FrIM MAP Rggsxs
est

B —1 _
Rsnsxs = (SEngg - C.' - Ssmsxs + 110 Cyp) Sdses - Cat (8.30)

ol j’ai gardé les mémes notations que dans le chapitre 5| pour les covariances et pour
Ho-

Toutefois, les courbes de qualité de reconstruction & attendre de ce reconstructeur
ne sont pas les mémes que celles de la figure dans le chapitre[7], parce que le modele
d’analyseur est différent. Lorsque 7o diminue, pg = 02/(D/r)%/3 diminue aussi, donc
le poids relatif de la régularisation diminue. Or le repliement augmente. Mais comme
le repliement n’est pas un processus inversible, il est aidé par la régularisation. Le fait
que celle-ci soit moins forte entraine alors une dégradation de la reconstruction.

La reconstruction avec le modéle de Fried

A partir de I’équation 1} je décris les mesures par

d = Sgp3x3 (wM + ’wML) +e (8.31)
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ot wM et wM sont respectivement les projections de w sur I’espace du miroir M et

son orthogonal M. Le modele de Fried Sy étant parfait sur M,
SSH3><3 . wM = Sf -wM . (832)

De plus, le modéle de Fried ne modélise pas le repliement. Dans 1’équation de mesure
qui lui est associée,

d=S; b+e, (8.33)

les incertitudes sont
e’ = Sgusxs - wMt +e. (8.34)

L’équation (8.33)) est une équation de mesure telle que celles traitées dans le chapitre
mais les incertitudes sont plus élevées, & variance de e égale. De plus, elles ne sont
pas réellement décorrélées du signal a estimer w™. En considérant toutefois qu’elles le
sont, alors on peut en déduire un reconstructeur FrIM MAP R qui s’écrit

T -1 f 1) ! -1

Ry = (S]-Co ' S+ Cyl)  S;:Co ', (8.35)

avec
T
_ Ce + Sguzxs - (wMt wM ) Sy s Co
e T -2

© O'%-‘r <’lUMJ‘ 'Sgngg'SSH3X3'wML> O

et

70\ /3
=0 (p)

En conséquence, (1, est plus grand que celui considéré au chapitre précédent, a niveau
de bruit de mesure o2 constant. La régularisation prend donc davantage d’importance
parce que les données sont moins bien modélisées. Les performances sont alors égale-
ment moins bonnes que celles présentées au chapitre [7]

Dans les simulations effectuées, le repliement présent dans les mesures est tout
de méme limité puisque la surface d’onde incidente a une représentation fréquentielle
limitée contrairement & celle de la turbulence réelle. L’erreur introduites dans I’équation

de mesure par cette paramétrisation deux fois plus fine peut s’écrire

5/3
T i dl
(w™t 'S;JFH3><3'SSH3><3‘7UML> = Pl <r0> ) (8.36)
ol le coefficient a™P! est trouvé égal 4 0.105 dans toutes nos simulations. Cette erreur

est quantifiée dans ’espace des mesures. L’erreur de correction due au repliement est
intrinsequement liée au reconstructeur, et le prochain paragraphe montre que celle-ci
dépend du modéle d’analyseur et des a prior: utilisés.

8.3.3 La comparaison des corrections

Les surfaces d’onde reconstruites par Ry et Rgpzx3 ne sont pas définies sur le méme
espace et donc ne sont pas comparables. En revanche, on peut comparer les corrections
engendrées par ces deux choix de modeéles aprés projection sur le miroir déformable,

WEpzxs =M -Fsusus-Rsusxs-d et wj=m' -Fy-Ry-d.
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L’erreur de totale de correction (€2) associée a ces deux méthodes est représenté sur
la figure normalisée par le niveau de bruit ¢2, en fonction de pg. Sur le graphique
de gauche, les losanges noirs illustrent la moyenne de l'erreur de correction (€2)/o2
sur 100 simulations pour le modéle de Fried. Sur le graphique de droite, U'erreur de
correction (€2) /a2 est représentée pour le modéle SH3 x 3. L’évolution de lerreur de
sous-dimensionnement normalisée, (€2) (1 /02, en fonction de po est matérialisée par
des losanges blancs. Elle est identique sur les deux graphiques puisqu’elle ne dépend
pas du modéle d’analyseur.

Les courbes avec les carrés noirs représentent ’erreur de correction dans 1’espace
image du miroir déformable, (¢?) /02, normalisée en fonction de pg. On note sur la
figure que pour de mémes conditions de simulation, cette erreur (carrés noirs) sur
le graphique de droite atteint des valeurs environ 2 fois plus faibles que sur le graphique
de gauche lorsque pg diminue, c’est-a-dire lorsque le repliement augmente.

En décomposant les mesures d en deux contributions

d=d; +dy
avec

M+e

d1:SSH3X3~'wM+e:Sf~w

et

ML
dy = Ssmzxz-w T,

la linéarité de tous les opérateurs permet I’écriture suivante
WEpgxs =M - Fsmsus - Rsusxs - di + m' - Fsusys - Remsxs - da
et
wi=m" -Fs-Ry-di+m" Fy Ry -dy.

Idéalement la correction associée & do devrait étre nulle puisqu’elle est définie pour
compenser une composante de la surface d’onde que le miroir ne génére pas. La variance
de I'écart entre ce terme et une correction nulle

(Y = SlA (|Pm™ P R-do)|") (8.37)

est représentée sur les graphiques de la figure par la courbe avec des hexagones
noirs. Cette erreur augmente quand pg diminue. En effet, la régularisation diminue et
le processus de reconstruction devient moins précis. On note qu’elle est légérement plus
faible pour le modéle SH3 x 3 que pour le modeéle de Fried, de quelques pourcents en
variance d’erreur. A partir du repliement du spectre de la turbulence, Rigaut et al.
(1998) démontrent que erreur de correction pour un reconstructeur de type maximum
de vraisemblance zonal avec le modéle de Fried s’écrit

2 ~0.08 [ & e 8.38
<€ >repli - ’ ( : )

To
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C’est-a-dire que <62>reph vaut environ un tiers de I'erreur de sous-dimensionnement. Avec
les reconstructeurs MAP étudiés ici, (€?)yepn ne dépend plus uniquement du rapport
(dl / 7'0).

On remarque également sur la figure[8.I|qu’a grand g, l'erreur de sous-dimensionnement
(losanges blancs) est négligeable devant I'erreur (¢2) o4 dans I’espace image du miroir.
Soit le repliement est presque inexistant, soit le niveau de bruit est tellement élevé
que le reconstructeur est peu performant, parce qu’il repose principalement sur les a
priori. La courbe de (€2) oy & Pextrémité droite des graphiques est semblable & celles de
la figure En revanche, lorsque pg diminue l'erreur due aux modes repliés <62>rep11
domine rapidement (e2)r¢. Alors que I'extrémité droite des courbes (€2) ¢ sont sem-
blables pour les deux modéles, Fried et SH3 x 3, Uerreur (e?) v est plus faible, toujours
de quelques pourcents, pour le modéle SH3 x 3 lorsque g diminue.

Finalement, les deux modéles se différencient dans leurs erreurs de correction lorsque
1o est trés petit. Le repliement important donne un léger avantage au modéle suréchan-
tillonné SH3 x 3. Toutefois, les valeurs de pg pour lesquelles cet écart d’erreur est de
I'ordre de plusieurs pourcents, coincident avec un régime ot 'erreur dominante est due
au sous-dimensionnement. Les caractéristiques du systéme simulé sont proches de celles
d’un systéme de type optique adaptative extréme (OAX) pour un des télescopes VLT
(Cerro Paranal, Chili). Cependant, les valeurs de pg rencontrées pendant le fonction-
nement d’un tel systéme se situent plutét dans le 1 er tiers droit de ces graphiques.
Dans de telles conditions, les deux mdéles semblent avoir des performances similaires.
Le repliement a un effet marginal sur les performances d’un tel systéme.



Troisiéme partie

L’OA en boucle fermée sur un
télescope hectométrique
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Chapitre 9

L’approche probléme inverse en
boucle fermée

La partie [I[I] de ce manuscrit traite la reconstruction et la correction de surface
d’onde comme un probléme inverse. En supposant que 'on puisse appliquer 'estimée
de la (ou les) surface(s) d’onde & un (ou des) miroir(s) déformable(s), on obtient une
correction de la turbulence. Comme discuté au chapitre [, cette estimation repose sur
un probléme inverse simple et elle peut étre améliorée grace a de nouvelles mesures.
Effectuer des mesures et des corrections de fagon périodique, c’est finalement réaliser
un systéme d’optique adaptative.

Dans la partie précédente, I’estimation traitée correspond & un systéme en boucle
ouverte, c’est-a-dire que 'analyseur de surface d’onde (ASO) ne voit pas la correction
appliquée sur la surface d’onde turbulente. Une telle correction correspond schémati-
quement au diagramme boucle ouverte en haut de la figure avec G I'estimateur
statique et Q(z) la transformée en z de la partie dynamique du correcteur (cf. sec-
tion qui ne serait ici que la matrice identité. Cependant, un systéme d’optique
adaptative (OA) sert a réguler les déformations du surface d’onde, et il est donc plus
intéressant de le concevoir comme un systéme en boucle fermée (cf. en bas de la fig. .
La boucle de rétroaction permet une meilleure sensibilité, un meilleur contréle du ré-
gime transitoire, réduit 'effet des perturbations externes et 'erreur statique. De plus,
en optique adaptative, 'analyseur de surface d’onde a un domaine de linéarité restreint
par ses caractéristiques physiques. Afin de limiter les cotlits matériels, il est préférable
de mesurer les déformations résiduelles de la surface d’onde w™®.

Ce chapitre présente une loi de commande pour le controle en boucle fermée d’un
systéme de grande dimension. Les équations ne sont dérivées que pour une configuration
de type optique adaptative mono-conjuguée (OAmC) ou extréme (OAX).

9.1 Les équations en boucle fermée

9.1.1 Le modéle des mesures

Je reprends les notations introduites a la section [8.1]; la déformée du miroir w®
[P
s’écrit

wé(r) =m(r)t-a= za:ai m;(r) Vre A (9.1)
i=1

177



178 CHAPITRE 9. PROBLEME INVERSE EN BOUCLE FERMEE
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Fig. 9.1 — En haut : Diagramme d’optique adaptative en boucle ouverte. En bas :
Diagramme en boucle fermée. Les deux représentations sont en temps discret, avec
les transformeées en z des éléments du systéme. M, et S, représentent les modéles
linéaires nominaux du miroir déformable et de 'analyseur, qui sont représentés dans
les équations par m et S.

olt les m; sont les fonctions d’influence et n, le nombre de degrés de liberté du miroir
déformable.

En boucle fermée, ’analyseur observe la surface d’onde résiduelle w', i.e. la dif-
férence entre la surface d’onde incidente w, turbulente, et la déformée du miroir w*.
L’équation de mesure est modifiée comme suit

d = Sw*)+e
= S(w—-mT.a)+te (9.2)
La linéarité du modéle d’analyseur permet d’écrire
d=y—G-a+e (9.3)
avec les notations
y =S(w) et G-a=S(m'.a) VacR"™, (9.4)

oll y représente les mesures équivalentes boucle ouverte non bruitées.
Je rappelle que les statistiques des erreurs de mesures e et des déformations de la
surface d’onde w sont supposées gaussiennes centrées, i.e.

() =0, (w(r))=0 VreA etdonc (y)=0. (9.5)

9.1.2 La discrétisation temporelle

Le systéme bouclé comprend & la fois des variables continues et des variables dis-
crétes. Le principe de 'analyseur impose une discrétisation temporelle des mesures,
comme illustré par le chronogramme de la figure[9.2] Je note 7 le temps de pose et de
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temps continu | kIT | (k+|1) T | (kTZ)T
pose CCD et i I | I — o
tranfert de trame
lecture CCD ]
calcul des pentes [ﬁ é
& sommande | |
correction
temps discret k krl k+2 o
surface d’onde incidente VI\/k VI\/k+l VI\/k+2
mesures non bruitees Yy Y1 Yiro
bruit de mesure ey €K1 €k+2
mesures dy dyi1 die2
surface d’onde reconstruitev’\)k Wk+l Wk+2
commande a, A1 Ak+2

FiG. 9.2 — Chronogramme de la boucle fermée d’optique adaptative avec deux trames de
retard. Les nuances de gris indiquent les transferts de I'information. La surface d’onde
indicée k observée pendant le temps de pose [(k — 1/2)7, (k + 1/2)7] donne lieu & un
jeu de mesures et d’estimées indicées k + 1. Puis, en est déduite la commande indicée
k + 2, appliquée pendant le temps de pose [(k + 3/2)7, (k + 5/2)7].

transfert de charge du détecteur. C’est le temps nécessaire pour acquérir une trame de
données. Ensuite, commencent successivement et dés que 'information minimale est
disponible, la lecture, le calcul des pentes par un algorithme de centrage et le calcul
de la reconstruction et de la commande. Je suppose que le systéme fonctionne avec un
CCD a lecture rapide, de sorte que cette étape dure environ 7/3 secondes. Je suppose
également que la suite des calculs peut étre effectuée dans les 27/3 secondes restantes,
afin d’appliquer la correction avec finalement 2 trames de retard (Kulcsar et al., 2006).
11 est possible d’envisager un systéme asynchrone, pour lequel le début de la correction
ne serait pas synchronisé avec le début d’une pose. Ceci ne devrait pas modifier les
conclusions de ’étude faite dans ce chapitre, mais les équations seraient moins claires.
Pour cette raison, la discrétisation temporelle des variables du systéme suit les indi-
cations portées sur la figure wy, et ap modélisent la surface d’onde observée et la
commande appliquée entre les instants (kK — 1/2)7 et (k + 1/2)7. Les mesures et les
estimations qui deviennent disponibles dans ce méme intervalle de temps sont notées
avec l'indice k, i.e. yy, di, ey et wy.
Ainsi, I’équation de mesure devient

dp =y, —G-ap_1+ e, (9.6)

avec ¥y, = S(wi—_1).

9.2 La loi de commande et le critére & optimiser

D’apres le chronogramme schématisé sur la figure la commande ay, est calculée
a partir des données di_;. L’équation montre que ces mesures sont influencées
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par la commande précédente aj_o. L’idée de ce chapitre est de traiter ’estimation de
la commande par une approche probléme inverse simple.

Je choisis la forme de 'estimateur afin de tenir compte explicitement du nouveau
jeu de mesure accessible di_1 et de la commande précédente ag_o qui a influé sur ces
mesures. Et plus particuliérement, je ne détermine la commande qu’a partir de ces deux
grandeurs. La linéarité des différents éléments du sytéme justifie alors une écriture sous
la forme

ap,=E-d;_1 +U-a;_3. (9.7)

D’autre part, je cherche en toute généralité les opérateurs E et U stationnaires opti-
maux.

Je considére ici que le systéme d’OA corrige la turbulence dans la méme direction
que la direction d’analyse. Ceci signifie que la correction est optimisée pour les objets
dans le domaine d’isoplanétisme du systéme. Ceci sous-entend de plus qu’il existe une
étoile de référence (suffisamment brillante) dans ce champ. Le rapport de Strehl est
optimisé quand la variance des distortions résiduelles de la surface d’onde sur la pupille,

(@)= 5 (IP@™)1?) = o= (1P - m™a)|) (98)

est minimale.

A partir de la méme décomposition que dans le chapitre précédent (cf. section,
j’isole l'erreur associée au sous-dimensionnement du systéme (ez) g1 de Perreur & op-
timiser sur I’espace image du miroir (e7) (. En reprenant les mémes notations qu’a la
section [8.1.2] le critére & optimiser devient

(i) g = tr(N- (b — ag) - (b, —az)" -NT) . (9.9)
Etant donnée la forme de la commande dans 1’équation 1} on peut aussi écrire

() =tr(N-(bpy —E-dp_1 —U-ar_)- (b —E-dj_1 —U-ap_)" -N") .
(9.10)

9.3 L’optimisation du critére

On remarque que ’expression de la commande définit aj par une relation de
récurrence. L’équation peut alors étre développée pour qu’elle ne dépende plus
que des données passées (dkz—z‘)(lgigk) et de la commande initiale ag. En optimisant
ce critére développé par rapport & E et U, une solution optimale serait obtenue. Le
calcul est cependant difficile & mener. Je choisis ici une autre approche qui consiste a
optimiser directement le critére de I’équation en supposant déterminée et connue
la valeur de la commande passée ai_o. Je ne fais aucune hypothése sur l'origine de cette
commande, mais considére simplement connaitre parfaitement sa valeur. Quel que soit
I’état actuel du systéme, je cherche la meilleure solution stationnaire pour E et U. Je
me rameéne ainsi a 'optimisation d’un critére quadratique en E et U.

Les solutions E* et U* de ce probléme d’optimisation vérifient

AU B) =0 VE
Ny B =0 YU

Y
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et, en particulier,

6<€i> M (U* E*) -0
AD g 1o
st (U EY) =0

9.3.1 L’optimisation par rapport a U

Tout d’abord, la dérivée par rapport a U, quel que soit E, s’écrit

0 (€
<8kU>M(U,E) =2N" N ((E-dp_1+ U ars—br) a;_)

En remplagant le vecteur de données dj_1 par son expression (9.6, on obtient

0{e

<akU>M —2NT.N. <(E-(y,H ter1)+(U—E-G) aps —bk) -a}£_2>.
Je rappelle que la commande aj_o est considérée comme une grandeur déterminée, et
plus précisément je ne suppose aucune corrélation particuliére entre aj_o et les pertur-
bations postérieures by, y,_; et ex—1. Comme les mesures de ’ASO ont une espérance
mathématique nulle (d) = 0, et que U'espérance mathématique de la position des ac-
tionneurs pour compenser les perturbations de la phase atmosphérique est également
nulle (b) = 0, alors

(Yp_1-ap_g) = (Yp_1) -ap_ =0,
(er-1-aj_p) = (ex-1) -@j_ =0

et

<bk : aE_2> = (by) ‘GE—Q =0.
En conséquence, choisir U* = E-G garantit annulation de la dérivée partielle du
critére par rapport a U. La loi de commande ({9.7) se simplifie alors
ap,=E-(dy_1 + G-ax_2). (9.11)

Puisque a;_o est la commande qui a affecté les mesures di_1 (¢f. chronogramme de
la fig. , la forme de la commande dans 1’équation permet de prendre en
compte cette action afin de la soustraire des mesures résiduelles. Les pseudo données
ainsi générées sont notées dans la suite de ce manuscrit

Zlk_l =dy1+G-ar-2=yY;_; +€r1. (9.12)

9.3.2 L’optimisation par rapport a E

Maintenant, la dérivée du critére par rapport & E, avec U = E - G, vaut

8<j]§M(U*,E) =2NTN (B (drdi) = (b di )

Une condition suffisante pour annuler cette dérivée est donnée par

E= byl 1) ((yer -yl )+ (ewi-ef 1) . (9.13)

Puisque toutes les mesures sont bruitées, la matrice ((yj_; -yr_,)+ (ex—1- el ;)) dans
I’équation ci-dessus est bien symétrique définie positive, donc inversible. On retrouve
dans I'équation ({9.13) un résultat proche du correcteur statique E dérivé au chapitre
précédent (cf. section [8.1.3]), mais en tenant compte ici de I’évolution temporelle.
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9.4 La mise en oeuvre de la loi de commande

9.4.1 La reformulation de ’estimateur E

La mise en oeuvre de l'estimateur E, défini par 1’équation , pour calcu-
ler la commande requiert la modélisation des covariances (bg-yr ), (Yp_1-Yi ;) et
<ek,1 . e;f_1>. Pour cela, je procéde comme & la section Je reprends la décom-
position (3.23)) de w sur une base infinie (h;);en de C(A;R). Les mesures non bruitées
s’écrivent

yziS(hi)-wz':S-w. (9.14)
=1

La projection orthogonale de w sur l'espace image du miroir est notée F (c¢f. défini-
tion (8.16))). Ainsi, expression de E dans ’équation (9.13)) devient

E=F T, ST (S:Cu-ST+C.) . (9.15)
avec
Ce={ey_1-€_1) Vk>1 (9.16)
et
Tow = (Wi wji_y) (9.17)
et
Cow = (wy, - wy ) (9.18)

sont respectivement la covariance spatio-temporelle et la covariance spatiale de la sur-
face d’onde turbulente, temporellement stationnaire, décrites dans la base infinie (h;);en
de CO(A, R).

En pratique, le calcul de E se fait généralement & partir d’approximations de di-
mension finie de F, S, T, et Cy,. La matrice de covariance C,, est symétrique définie
positive, donc inversible. Ceci permet de décrire le calcul de la commande

ar=E: (dt_1+G-ay)=F-T'"R-dj_; (9.19)
en trois étapes, en appliquant les matrices

R=C,-ST: (S-Cyu-ST+C.) "
= (sT.crl sy st (9.20)
' =T, C, (9.21)

et F. Ces trois étapes correspondent respectivement & une reconstruction R, une pré-
diction I' et une projection F.

On reconnait ici les étapes de reconstruction et de projection obtenues au chapitre|[]
Les remarques faites a la section sur la paramétrisation de la surface d’onde sont
& nouveau valables ici.

J’analyse un peu plus loin les propriétés des 3 étapes R et I' et F dans le systeme
en boucle fermée.



9.4. LA MISE EN OEUVRE DE LA LOI DE COMMANDE 183

9.4.2 Le détail des 3 étapes de E
La reconstruction MAP avec R

On reconnait dans ’expression de R le reconstructeur MAP introduit a la
section Je reprends les notations normalisées des covariances du bruit et de la
turbulence pour écrire le résultat de la premiére étape du calcul de la commande
sous la forme

Wh_2 = Ryiap - die_1, (9.22)
avec
Ryap = (ST-Co1 S+ p0Cyl) ' -sT- ot

La notation wy_s n’est pas innocente puisque glk,l (cf. eq. ) représente des
pseudo mesures en boucle ouverte de la surface d’onde wy_s. De fait, on retrouve dans
I’équation I’expression avec I’hypothése (wy_2) = 0, c’est a dire que wy_o
est une recontruction de type MAP de la surface d’onde turbulente, dans un systéme
de mesure avec une entrée a;_o certaine.

Plus précisément, ceci correspond & une reconstruction MAP simple, c’est-a-dire a
partir d’un jeu de mesure isolé. En effet, les a priori utilisés sont (w) = 0 et la matrice
de covariance C,,, c’est-a-dire des a priori portant sur la surface d’onde turbulente.

La qualité de cette reconstruction est quantifiée par le critére <62>reconst défini
par I’équation . Comme pour la reconstruction MAP étudiée dans la partie
<€2>rec0nst dépend du rapport signal a bruit (RSB) via po = 072/@, des dimensions
du systéme D/d; et de D/Ly pour un modeéle de Fried de I'analyseur avec d;/d. = 1.
Si un autre modele d’analyseur est utilisé, I’erreur de reconstruction dépend aussi du
rapport de/d; (cf. section [8.3).

Par ailleurs, dans cette configuration en boucle fermée, 'erreur de reconstruction
<62>reconst dépend du modéle G du systéme, qui intervient dans la formation des pseudo
mesures boucle ouverte d’aprés [’équation )

La prédiction avec T
J’analyse dans un premier temps 1’expression particuliére
I'=T, C,' = (wy—2 wg> - ((wy - wg>)_1 (9.23)

obtenue dans l’expression de E. La matrice T' effectue une prédiction de la
surface d’onde a corriger a linstant k, & partir de la connaissance de wy_o. Des 3
étapes considérées dans cette section (reconstruction, prédiction, projection), c’est la
seule qui fait intervenir ’évolution temporelle de la surface d’onde. Cette matrice de
prédiction I' rend compte du fait que ’on considére un systéme dynamique, c¢’est-a-dire
qu’appliquer une correction reposant uniquement sur wj_o n’est pas optimal puisque
la commande est envoyée au miroir avec deux trames de retard.

Je m’attarde dans ce paragraphe sur 'interprétation de cette prédiction I', en com-
parant celle-ci & d’autre description possible de I’évolution temporelle du systéme. D’une
fagon générale, le probléme de la prédiction de wy & partir de wy_o & ’aide d’un esti-
mateur linéaire T', pour wy, et wy_o de statistiques gaussiennes centrées, s’écrit

I' = arg min <(wk -T. wk,Q)T . (wk -T. wk,2)> i (9.24)
r
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La solution s’obtient immédiatement par dérivation du critére par rapport a T,
et elle est égale & ' défini par I’équation ((9.21). Donc I' est I'estimateur au sens des
moindres carrés de wj & partir de wy_o, mais aussi de wy & partir de wy_o aprés
I’étape (9.22)).

Plus généralement, prendre en compte des informations temporelles sur la surface
d’onde a estimer impose, comme suggéré a la section 4.3} de modéliser 1'évolution de
la surface d’onde dans le temps. I' est le prédicteur linéaire optimal si la seule infor-
mation que 'on connait est contenue dans wy_o. Cependant, I' est construit a partir
de la covariance temporelle de la surface d’onde T,,. Or si cette covariance est connue,
elle permet de modéliser 1’évolution temporelle de facon plus précise que simplement
au travers de I'. J'investigue dans la suite de ce paragraphe quelques possibilités de
modélisation de cette évolution temporelle grace & un modéle linéaire plus raffiné. Je
m’efforce a faire ressortir quelques points a respecter pour que cette modélisation amé-
liore la prédiction, & partir du moment ot la covariance temporelle du processus T,
stationnaire est connue.

Le modéle de turbulence de Kolmogorov montre que les surfaces d’onde successi-
vement observées sont corrélées. Je note T; = (wy-w]_;), quel que soit k entier, la
covariance temporelle stationnaire des surfaces d’onde. En supposant qu’une surface
d’onde évolue linéairement dans le temps, alors

w1 =Y Bi-wi; +v; (9.25)
=0

avec (B;)ien une famille de matrices de R™™ stationnaires (i.e. indépendantes de
k) et v un processus stochastique stationnaire décorrélé des (wg_;);en. Ce processus
stochastique, appelé bruit générateur, illustre le fait que le modéle d’évolution de la tur-
bulence n’est pas déterministe. Les (v )ren suivent une statistique gaussienne centreée,
de variance o2, puisque tous les wy_; et w41 sont des surfaces d’onde de statistique
gaussienne centrée. Le modéle de 1’équation est nommé modéle auto-régressif
(AR).

Le processus turbulent n’ayant pas de début ni de fin, le modéle contient une
infinité de termes. En réalité la covariance temporelle T; décroit lorsque ¢ augmente,
donc le développement peut étre approximé par troncature au N;-éme terme en
prenant garde que la condition

2

N;
W1 — E B; wy_;
i—0

> << o, (9.26)

soit respectée. IN; s’appelle alors ’horizon du modéle. Pour un modéle de covariance
temporelle donné, le choix d'une valeur d’horizon Nj fixe une borne inférieure pour o2.
Réciproquement, la variance o2 de I'incertitude fixe une borne inférieure pour I’horizon
N;. La troncature du modéle 4 I’horizon N; produit ce que I’on nomme un modéle

AR d’ordre N;.

Les matrices (B;);en sont définies a partir de Ty, de telle sorte qu’en multipliant
I'équation (9.25) par chacun des (wg—;)o<i<n;, on obtient un systéme de N; + 1 équa-
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tions & N; + 1 inconnues

Co T; T .. Ty B, T,

T Cuw Ty TN,L-—l B, T

Ty Ti Cw .. Tyoo | | Bo |=]| T3 (9.27)
TNZ' TNifl TNi*Q C’UJ B]\fZ TN7;+1

La matrice de ce systéme est Toeplitz par blocs et symétrique positive. Si I'horizon
N; est judicieusement choisi pour que les covariances temporelles (T;)1<;<n, soient
significatives, alors la matrice du systéme est inversible et les B; sont déterminés
par le modeéle de covariance temporelle de la turbulence T,.

En particulier, pour un modéle AR d’ordre 1,

Wiyl = By wi + v (928)
Si vy, est un processus stationnaire décorrélé de wy, alors
By=T;-Cgl. (9.29)

Ce modeéle permet de définir une prédiction de wy_1, a partir de wy_s ou de Wy_s. On
reconnait en effet I'estimateur équivalent & T' (¢f. éq. (9.21))) pour une prédiction & un
pas (i.e. une seule trame de retard).

On peut également déduire, du modéle AR d’ordre 1 , un prédicteur optimal
a deux pas I'ari, en optimisant & nouveau le critére . En remplagant wy_o par
la relation de récurrence du modeéle AR d’ordre 1 , on obtient

Tag1 =B3=T;-C.'-T;-C,l. (9.30)

Plus l'ordre du modéle AR est élevé, meilleure sera la prédiction, & condition évi-
demment que le modéle soit bon.

En conclusion, si I apporte une information de prédiction, il est néanmoins envisa-
geable d’utiliser un modeéle d’évolution temporelle plus raffiné que reposant simplement
sur T,. En pratique, il est parfois difficile de s’assurer que le modéle d’évolution est
satisfaisant, donc il est intéressant de comparer les performances d’un prédicteur & un
estimateur de référence, de moindre effort. Cette notion de moindre effort constitue
I’analogue de celle que j’ai utilisée pour qualifier les méthodes de maximum de vrai-
semblance en reconstruction de surface d’onde (cf. section . Temporellement, le
moindre effort en OA consiste & considérer que la surface d’onde n’évolue pas dans le
temps, i.e.

Ty ~Cp, Twy~Cyw etdonc I'~1I. (9.31)

Cependant, je n’ai pas effectué au cours de ma thése la comparaison du prédicteur
I' avec le prédicteur de moindre effort, par manque de temps. J’ai directement utilisé
I’approximation . En d’autres termes, dans toutes mes simulations, il n’y a pas
de prédiction.

La projection avec F

La derniére étape de la loi de commande (9.19) est la projection orthogonale de
lestimation (reconstruction et prédiction) sur l'espace image du miroir déformable M,
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i.e. sur la base des (m;)1<i<n,. On remarque que si 'estimée de la surface d’onde obte-
nue a la suite des deux étapes ci-dessus est représentée dans un espace qui ne contient
pas entiérement M, alors la commande calculée par F sera entachée d’une erreur de
sous-paramétrisation qui s’ajoute a I'erreur de sous-dimensionnement (e?)r,, définie
par ’éq. . Il est donc important d’optimiser la paramétrisation de la surface d’onde
a la fois pour optimiser le reconstructeur MAP R et pour qu’elle contienne ’espace
image du miroir M. Ceci découle de I'ordre des choses puisque 1’étape de reconstruction
se fait avant celle de la projection. La dégradation de ’estimation peut étre respon-
sable d’une projection sous-optimale. C’est pourquoi 'estimation (reconstruction et
prédiction) doit étre la plus précise possible.

J’ajoute aussi que le miroir est considéré ici, comme un processus déterminé, comme
dans la plupart des études d’OA. Donc cette étape de calcul du vecteur de commande
& appliquer aux actionneurs ne fait pas ’objet d’un probléme inverse.

Enfin, il est intéressant de noter que ’erreur de correction <ei> M dans I’éq. est
indépendante de la composante piston dans by et dans aj. Ceci signifie qu’il est possible
de réduire 1’espace engendré par le miroir M a 'hyperplan défini par I’ensemble des
commandes telles que le mode piston soit nul. Une autre possibilité consiste a effectuer
la projection sur ’espace M entier, puis & oter par la suite la composante piston de
a. Ceci permet de s’assurer que la commande a envoyée aux actionneurs est bien
centrée autour de 0, afin de ne pas engendrer de saturations du MD inutilement. Le
choix de 'une ou l'autre des deux méthodes n’a en principe aucune incidence sur les
performances finales.

9.5 Nouvelle génération d’optique adaptative pour ’astro-
nomie : probléme inverse a grands nombres de degrés
de liberté

La dérivation de cette loi de commande a fait 'objet d’un article accepté par la
revue francaise Traitement du signal et paru en février 2009. Il est reproduit dans les
pages suivantes.
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Résumé -

Les images astrophysiques issues des télescopes au sol sont dégradées par la turbulence de ’atmosphere
terrestre. Un systéeme d’Optique Adaptative (OA) doit corriger en temps réel ces perturbations. L’étude
d’une nouvelle génération de télescopes, de plus de 30 metres de diameétre, avec de nouveaux concepts d’OA
ayant de 10* & 10° degrés de liberté, appelle de nouveaux algorithmes pour la commande du systeme.
L’optimisation d'un critére nous a conduit a une commande en boucle fermée par modele interne. Cette
structure permet d’exploiter les a prior: sur la turbulence en utilisant ’algorithme FrIM, particulierement
adapté a ces systemes a grands nombres de degrés de liberté.

1 Introduction

L’observation d’objets de plus en plus faibles dans 1’Univers requiert des télescopes au sol toujours
plus grands. Cependant, la résolution des images fournies par ces grands télescopes est dégradée par la
turbulence atmosphérique. Pour allier sensibilité et haute résolution angulaire, les télescopes au sol sont
désormais associés & des systemes d’optique adaptative (OA)[1]. L’OA doit corriger en temps réel les effets
de la turbulence atmosphérique grace a une boucle comprenant un analyseur de front d’onde (AFO), un
systeme de commande et un miroir déformable (MD) pour appliquer la correction, comme schématisé sur
la Fig. 1.
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Fig. 1 : Schéma de principe d’'une OA simple.

Les systemes d’OA actuellement mis en oeuvre en astronomie utilisent des miroirs & quelques centaines
d’actionneurs tout au plus, i.e. quelques centaines de degrés de liberté. Ils sont asservis de fagon a ce que
les mesures de perturbations résiduelles du front d’onde, fournies par ’AFO, soient nulles. Pour les futurs
systemes d’OA, la démarche est désormais différente. D’une part, la portion de front d’onde analysée par
I’AFO ne coincide pas toujours avec la portion de front d’onde destinée a la voie d’observation, ce qui n’im-
plique pas nécessairement ’annulation des mesures résiduelles. Il est alors nécessaire d’extrapoler le front
d’onde reconstruit. Nous traitons ici cette reconstruction par une approche de type probleme inverse, avec
une régularisation déduite des propriétés statistiques de la turbulence. D’autre part, les OA de nouvelle gé-
nération en astronomie compteront quelques dizaines de milliers d’actionneurs, d’ou I’exigence d’algorithmes
de reconstruction rapide, adaptés a ces grands nombres de degrés de liberté.

Nous considérons ici un systeme d’OA simple (¢f. Fig. 1), i.e. comprenant un seul AFO et un seul MD,
en boucle fermée.

Dans un premier temps, nous expliquons la spécificité des signaux mis en jeu dans un systeme d’OA,
notamment leurs caractéristiques statistiques. Puis, nous montrons que ’optimisation d’un critere de qualité
concernant les images astrophysiques conduit & un reconstructeur de type maximum a posteriori [3] et
une loi de commande de type modele interne [4]. Enfin, nous proposons d’utiliser un algorithme itératif,
FrIM, reposant sur un préconditionneur fractal, afin de calculer cette commande. FrIM permet déja la
reconstruction de surfaces d’onde a grand nombre de parametres en moins d’opérations qu’aucune autre
méthode existante [2]. Nous montrons finalement, comment la dynamique de la turbulence permet de réduire
encore le couit de calcul de cette méthode lorsqu’elle est utilisée dans une boucle fermée d’OA.

2 Caractériser la phase perturbée par la turbulence de ’atmosphere

D’apres le modele de turbulence de Kolmogorov [5], I’énergie cinétique turbulente est transmise en
cascade, des tourbillons a grande échelle vers les plus petites structures. Ceci engendre des fluctuations
spatiales et temporelles aléatoires de la température dans I’atmosphere, et donc de I'indice de réfraction de
I’air. Pendant 'observation d’une source lumineuse dans le ciel, la surface d’onde au niveau de la pupille,
i.e. apres propagation au travers de la turbulence atmosphérique, présente des retards de phase. La théorie



de Kolmogorov prévoit que ces fluctuations de phase w suivent une statistique gaussienne centrée en chaque
point du plan pupille, avec une fonction de structure qui s’écrit :

5/3
Dulp) ™ (ful’ + p) = wle ), = 685 (1) 1)

7o

ou (.) représente Iespérance mathématique, p et p’ sont des vecteurs de position dans le plan pupille du
télescope et 1 est le parametre de Fried qui caractérise la quantité de turbulence [6]. La notation |.| représente
la distance dans le plan pupille, mesurée par la norme Euclidienne.

L’OA vise a compenser en temps réel les déformations du front d’onde sur la pupille, a I’aide d’un AFO et
d’un nombre N, d’actionneurs sur un MD. Etant donné que la phase est une fonction continue de I'espace et
du temps, le nombre de degrés de liberté Ny, le diametre D de la pupille ou encore la fréquence de la boucle,
définissent certaines limites de performance du systéeme. Nous considérons ces valeurs comme fixées et nous
nous ramenons ici & un systeme d’OA linéarisé équivalent, discrétisé a la fois spatialement et temporellement.
Les vecteurs w et w®, de RV, sont les valeurs échantillonnées des fronts d’onde, respectivement incident et
corrigé, sur une grille réguliere a 2 dimensions, définie dans le plan pupille du télescope. L’AFO est un Shack-
Hartmann, qui est ’analyseur le plus couramment utilisé. Il fournit un vecteur de mesures de gradients locaux
de la phase résiduelle, d dans RM. L’équation de mesure du systéme s’écrit

d,=S"- ('wk_l — wi_l) + eg (2)

avec S un modele linéaire de ’AFO et e le vecteur de bruit et d’erreur de modélisation de ’AFO. Les indices
k permettent de représenter les retards caractéristiques du systeme; ici, le temps de pose de 'AFO. Les
erreurs de mesure sont supposées gaussiennes centrées et indépendantes entre elles, ce qui est tres proche de
la réalité lorsque la source de référence est une étoile naturelle (i.e. a 'infini). La matrice de covariance du
bruit C, est alors diagonale.

La surface d’onde corrigée w¢ est la déformée du miroir, générée a partir du vecteur de commande a de
RNact | Le miroir est modélisé par un opérateur linéaire M, injectif, communément appelé matrice d’influence,
tel que

wi_ =M-ap (3)

La dynamique du miroir est négligée. On peut alors écrire 'Eq. (2) sous la forme équivalente
dy = Yp1—G-ap1+e (4)
Y1 = S-wpy

et G =S - M est la matrice d’interaction du systeme.

L’objectif est donc de contrdler un systéeme multi-entrées (a) multi-sorties (y) a plusieurs milliers de
degrés de liberté et a une fréquence de 'ordre de 1 kHz. Or la mesure de la perturbation a compenser n’est
pas directement accessible. Seules ses dérivées spatiales locales le sont, et donc le temps de calcul nécessaire
croit avec les dimensions du systeme.

3 L’optimisation du critere

La qualité des images, quantifiée en astronomie par le rapport de Strehl, croit lorsque la variance de la
phase résiduelle intégrée sur la pupille,

() = (I[P - (wy, — wi)|*) (5)



diminue. P est un operateur linéaire qui 6te a la phase sa composante constante sur la pupille, le piston, et
annule la phase hors de la pupille. Le mode piston n’influe pas sur le critere <62>, parce qu’un retard de phase
uniforme sur la pupille ne dégrade pas I'image. La norme ||.|| représente la norme Euclidienne canonique de
RN, w et w® étant définis sur un méme espace, on peut décomposer la surface d’onde turbulente comme

wy = wl,;/Il + wg/[
= wit + M- b, (6)
ou w% représente la partie commandable de la turbulence, i.e. sa projection orthogonale sur ’espace image

du miroir M. Au contraire, 'wl,cl\/[L constitue la partie non commandable de la phase perturbée, qui est donc

responsable dans le critere (5) d’une erreur que 'on ne peut compenser. M étant injective, la décomposition
dans 'Eq. (6) est définie de fagon unique, avec by, la reprsentation vectorielle de la partie commandable de
la perturbation dans l’espace des actionneurs. Le critere réduit a optimiser s’écrit alors

(M = (|P- M- (b — ap)|?). 1)

La commande ici est supposée étre une combinaison linéaire des mesures résiduelles et de la commande
appliquée pendant la pose
ap=R-dy_1+Q-ax». (8)

R et Q sont les opérateurs linéaires et stationnaires & déterminer par optimisation du critere (7). Un
deuxieéme retard majeur du systeéme est implicitement pris en compte dans 'Eq. (8) par le décalage d’indice
entre a; et di_1 : le temps de lecture du CCD et de calcul de la nouvelle commande. Pour simplifier les
notations, on a considéré que ce deuxieme retard était égal au premier (c¢f. Eq. (2)), le temps de pose.
On peut remarquer que la commande s’exprime par une relation de récurrence dans 'Eq. (8). En utilisant
cette propriété, il est possible de développer I'Eq. (7) pour exprimer le critére en fonction de toutes les
valeurs de mesures successives et de la commande initiale. Optimiser le critere par rapport a R et a Q
fournirait une solution optimale, mais la détermination de R et a Q dans ces conditions est complexe. Nous
avons opté pour une autre approche, qui consiste a minimiser le critéere <62>M étant donnée la valeur de la
commande précédemment appliquée ax_o, bien déterminée. Nous ne faisons aucune hypothese particuliere
sur son origine mais considérons simplement la connaitre parfaitement. En conséquence, nous recherchons
R et Q optimaux, quel que soit I'état actuel du systéme. En remplacant expression (8) dans I'Eq. (7),

le critere a optimiser est bien une fonction quadratique de R et Q. Alors, minimiser <e2>M, quel que soit
I'instant k, étant donnés di_1 et ax_o, implique

9 <€2>M 9 <€2>M
—5a 0 et R 0 (9)
La linéarité de tous les opérateurs implique
9 (WM
<8Q> = N.<(R.dk_1+Q~ak_2—bk)'GE_2> (10)
= N-((R -y 2+ (Q-R-G)-aro—bg) -aj_y) (11)

avec N = 2M™'.PT.P-M. L’Eq. (11) est obtenue & partir de (10) en remplacant dj_; par son expression dans
I'Eq. (4) et parce que le bruit ej_1 est décorrélé de la commande ay_o. Puisque les espérances mathématiques
des dérivées spatiales de la phase y;_, et des déformées a corriger by sont toutes deux nulles,

(Yp—2 - ag-z) = (Yp_a) - GE—Q =0
(by - aE_Q) = (by)- a;cr—2 =0.



Choisir Q = R - G garantit d’annuler la dérivée partielle (11). La loi de commande devient désormais
ajp — R- (dkfl + G- ak,Q) =R- ak,1 (12)

oll dy—1 = Yj_o + er—1 fournit une estimation de mesures en boucle ouverte, i.e. de la phase turbulente. De
la méme facon, en dérivant par rapport a R,

9 <62>M T T T
—n = N ok yiz) — R (Yo i) + (er-1- €11))) (13)
La statistique des signaux est supposée stationnaire, si bien que I'on note Vk,
Ce = (e - eg> et Cu = (wy- wg> . (14)
Choisir .
R= (b, wi ,) ST (S-Cy-ST+C.)” (15)

est donc une condition suffisante pour optimiser le critere d’apres 'Eq. (13). D’autre part, I'Eq. (6) permet
de montrer facilement que

(by-wi_y) = M'-M)T- M (wy - wi_,)
= ™MT-M)f-MT T, (16)

ou lexposant { désigne la pseudo-inverse [7] d’une matrice. Alors, la commande (12) une fois optimisée
devient L~
ap,=M" M) - M". T, ST (S-Cu-ST+Ce)  di_1. (17)

4 Algorithme rapide FrIM, et simulations

A partir de la formule (17) pour la commande, on peut représenter le systeme d’OA discretisé par le
diagramme Fig. 2. On observe une commande par modeéle interne [4].

w
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Fig. 2 : Diagramme du systeme d’OA en boucle fermée.

L’OA doit étre commandée en temps réel. Pour un systeme & N = 10% degrés de liberté et environ 2
fois plus de mesures M, si on précalcule la matrice de commande de I'Eq. (17), son application & un vecteur
de pseudo mesures boucle ouverte Ek—l a la fréquence de 1 kHz nécessiterait ~ 4 x N? x 10% ~ 4 x 10!
opérations par seconde. On voit sur la Fig. 3 que, méme si cette multiplication matricielle est la méthode
implémentée sur les systemes d’OA existants, elle n’est plus applicable pour de grands systemes. Etant
données les capacités des processeurs actuellement disponibles dans le commerce, et leur supposée évolution,
il est nécessaire de développer des méthodes plus rapides.
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Fig. 3 : Nombres d’opérations par seconde nécessaires pour différents algorithmes de reconstruction, en
fonction du nombre de degrés de liberté du systeme d’OA. Sur les OA actuelles : Multiplication
matrice-vecteur. Récemment suggéré : GCP dans le domaine de Fourier [10]. Mis en oeuvre ici : FrIM, i.e.
GCP avec changement de variables fractal.

On peut découper le calcul de la commande d’apres 'Eq. (17) en 3 étapes caractérisées par les opérateurs
suivants

E = C,-ST-(3:Cy-ST+C.)"" 18

(18)

= (ST.CcIlis+ C;,l)fl .sT. ¢! (19)
r Ty - Cyl (20)
F = MT-M)T.-MT. (21)

L’opérateur E correspond a l'estimateur maximum a posteriori de la surface d’onde turbulente, puisque les
signaux sont gaussiens centrés et que le modele d’AFO est linéaire. Les 2 formes (18) et (19) sont équivalentes
[3]. T effectue une prédiction basée simplement sur la covariance spatio-temporelle de la turbulence Th,.
Enfin, F correspond a la projection de moindre norme dans ’espace commandable par le miroir.

Dans notre étude, nous considérons le cas simple ou la base de fonctions décrivant la déformée 2D du
miroir a partir du vecteur de commande appliqué aux actionneurs, i.e. les fonctions d’influence, sont des
B-splines bilinéaires. De plus, les sommets de ces fonctions d’influence coincident avec les coins des sous-
pupilles du Shack-Hartmann, ce qui correspond a la géométrie de Fried [8]. En utilisant alors le modele de
Fried pour PAFO [2], les matrices S, Ce, M et F sont creuses dans la représentation zonale que nous avons
choisie. Ceci permet d’appliquer chacune de ces matrices a un vecteur en un nombre d’opérations de 'ordre
de N. De fait, ’étape (21) dans son intégralité ne requiert que O(IN) opérations. En revanche, les matrices
de covariance de la turbulence et leurs inverses ne le sont pas. Nous souhaitons pourtant prendre en compte
ces a priori sur le signal.

Une premieére approximation consiste a simplifier 'expression (20) en remarquant que le temps de co-
hérence de la turbulence au-dessus de la pupille est supérieur a la période du systeme. En d’autres termes,
la surface d’onde perturbée change suffisamment peu d’une boucle & l'autre pour écrire T, ~ C,,. Alors,
I' ~ I, la matrice identité, et I’étape (20) disparait des calculs & effectuer. Par ailleurs, les simulations, dont
un exemple est fourni ci-apres, mettent en évidence des corrections satisfaisantes malgré cette approximation
dans le calcul de la commande.



Il reste a étudier le cott calculatoire d’application de (18) ou de (19). Les dénominateurs, dans 1'une
comme dans ’autre expression, sont des matrices pleines, dont le précalcul ne permettra qu’une application
4 un vecteur en O(N?) opérations. Afin d’éviter cela, il a été suggéré[9, 10, 2] de résoudre itérativement,
dans un premier temps, le systeme

A-@p=b (22)

avec

A=sT.c;t-s+¢C;! et b=ST.-C.' di, (23)

par un algorithme de gradients conjugués préconditionnés (GCP). On obtient ainsi 'estimée recherchée
wy, =E-dy_,

Pour appliquer A & chaque itération, Yang et al. [10] ont proposé d’approximer la régularisation Cg' dans le
domaine de Fourier par une matrice diagonale. Dans ce cas, le cout d’application des GCP dans le domaine
de Fourier est de I'ordre de O(N log N), représenté sur la Fig. 3 (trait tireté - pointillé). Nous retenons ici
une autre méthode, FrIM [2] qui permet "approximation suivante

Cw~K-KT (24)

ou K est un opérateur inversible décrit par un algorithme de points-milieux. La nature fractale de la turbu-
lence permet & cette approximation de respecter la fonction de structure de Kolmogorov (cf. Eq. (1)) pour
la phase et de définir une bijection w = K - u. Le vecteur u de RY représente alors aussi un signal gaussien
centré mais de matrice de covariance égale a I'identité. L’atout majeur du changement de variable fractal est
que lapplication de K, de KT ou de leurs inverses & un vecteur de dimension N ne nécessite que ~ 6 x N
opérations. La méthode fractale FrIM [2] exploite ce changement de variable comme préconditionnement des
gradients conjugués, et permet de résoudre itérativement le systéme équivalent a (22)

ATy = b (25)

avec
A=K'.sT.Cc;' S K+1I; et b'=KT'.-8T.C.' dj_, (26)

L’emploi de ce changement de variable et ’ajout d’un préconditionneur diagonal & gauche [2] accélere la
convergence des gradients conjugués. Initialement utilisée pour la reconstruction de surfaces d’onde en boucle
ouverte, FrIM est utilisée ici pour I'estimation en boucle fermée. Les a prior: turbulents restent valables
parce que l'estimation se fait & partir des pseudo données boucle ouverte dj_;, définies par 'Eq. (12).
L’estimation de wy = K - u par FrIM implique seulement quelques 34 N opérations par itération. Seule la
premiere itération suit une procédure différente. En boucle fermée, I'initialisation de I'algorithme nécessite
le calcul du premier résidu :

e = KT -8T-Cot (1 +S - (M -ap_g — K - Up_1)) — Up_y . (27)

On remarque alors que I'algorithme itératif est initialisé & partir de la meilleure estimée uy_q de la boucle
d’OA précédente. En prenant en compte cette initialisation, le nombre total d’opérations requises par FrIM
pour estimer u a chaque boucle est de l'ordre de (27 + 34 njter) N. Le nombre d’itérations niyey nécessaires
a la convergence de l'algorithme dépend du rapport signal a bruit [2] et de la vitesse d’évolution temporelle
de la turbulence.

Nous illustrons un encadrement des valeurs de njier & attendre grace a 3 cas extrémes d’évolution tem-
porelle de la turbulence simulés et représentés sur la Fig. 4. La figure 5 n’est qu’un agrandissement de la
Fig. 4.
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Fig. 4 : Courbes de convergence de 'erreur de reconstruction pendant 6 boucles fermées d’OA successives
avec 15 itérations de FrIM par boucle. Trois cas sont simulés. Courbe trait plein : observation d’un front
d’onde turbulent en translation au-dessus de la pupille. Déplacement de 1/10¢ de sous-pupille par boucle.
Courbe en trait tireté : observation d’un front d’onde turbulent fixe au-dessus de la pupille. Courbe en
trait pointillé : observation d’une succession de fronts d’onde totalement décorrélés a chaque boucle. Les
parametres des simulations sont NV = 129 x 129, une turbulence caractérisée par rg de la taille d’une
sous-pupille d = 30cm, un bruit de mesure de variance 1radian? par sous-pupille, une fréquence de boucle

de 1 kHz.
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Fig. 5 : Agrandissement de la Fig. 4.



Les trois cas simulés d’OA boucle fermée ont en commun que 15 itérations de FrIM sont effectuées pour
chaque boucle et que 6 boucles d’OA sont tracées a la suite sur les figures 4 et 5. En abscisse, I'indexation
des itérations va de 1 a 6 x 15 = 90. L’ordonnée représente ’erreur quadratique moyenne de correction due
a la méthode de reconstruction uniquement
P (wy—p — M- F-K-u)|) (28)

2> _
<6 reconstruction <

i.e. sans inclure le retard de deux trames du systeme global. En effet, le retard produit une erreur incom-
pressible dans 'Eq. (5) puisque 1’on n’utilise pas de prédiction. En revanche, nous souhaitons observer la
vitesse de convergence de l'estimation, qui est bien visible sur les figures 4 et 5.

Pour des rapports signal a bruit moyens, la reconstruction de surface d’onde turbulente avec FrIM en
partant d’une estimée nulle converge en moins de 10 itérations [2]. Ce taux de convergence vaut en OA
boucle fermée dans le cas ou l'estimée précédente uy_1, dans ’étape d’initialisation (27) est décorrélée de
la nouvelle turbulence & estimer uy. C’est le cas de la simulation en trait pointillé sur les figures 4 et 5,
pour laquelle nous avons simulé des surfaces d’onde totalement décorrélées d’une boucle a 'autre. Le saut
significatif toutes les 15 itérations caractérise I’erreur de correction due a I’approximation de I' par I'identité
dans I’Eq. (20). La covariance temporelle du signal simulée étant nulle, mieux vaut n’appliquer aucune
commande puisque I'estimateur est en retard.

Au contraire, si ’OA boucle en observant une turbulence figée (courbe en trait tireté), alors la convergence
est atteinte en 2 a 3 itérations. La valeur finale n’est pas exactement la méme a chaque boucle en raison du
bruit de mesure qui varie. De plus, les saut significatifs de ’erreur toutes les 15 itérations disparaissent. En
effet, la turbulence simulée vérifie exactement I' = 1.

La réalité se situe entre ces deux cas d’étude. Elle est simulée en décalant la surface d’onde d’un dixieme
de la pupille du télescope entre deux boucles successives (courbe trait plein), ce qui dans les conditions
simulées correspond & une vitesse de vent forte de 30m.s~! dans les couches turbulentes de I’atmosphere.
La corrélation spatio-temporelle du signal dans ce cas proche de la réalité, et le fait d’initialiser ’algorithme
avec ’estimée précédente permettent alors de converger en 3 a 4 itérations. Le cotit de calcul de la commande
en temps réel pour une OA est donc réduit par rapport a la simple reconstruction de surface d’onde.

5 Conclusion

L’optimisation de la variance de I’erreur de correction en OA boucle fermée nous a conduit a une recons-
truction de front d’onde turbulent, de type mazimum a posteriori sur des pseudo données boucle ouverte.
La loi de commande globale correspond a une architecture de commande par modele interne. Les cotits
calculatoires de la commande sont minimisés par I'utilisation de la méthode FrIM pour I’étape d’estimation.
Le fonctionnement en boucle fermée de I’OA tire profit du caractere itératif de la méthode, permettant
d’accélérer la convergence en initialisant ’algorithme avec la surface d’onde estimée a la boucle précédente.
D’apres la Fig. 3, le gain en nombre d’opérations par seconde sur la multiplication matricielle pour N = 10%
est d’un facteur 100, si on consideére deux itérations par boucle.
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9.6 L’analyse du correcteur

9.6.1 Le diagramme de la boucle fermée

A partir des équations dérivées ci-dessus, on peut représenter la boucle fermée
par le diagramme du haut de la figure avec Qumi(z) = 1. On note que le bloc
correcteur, délimité par les pointillés, contient une boucle interne. Cette architecture
particuliére correspond & une loi de commande avec modéle interne (CMI) (Morari et
Zafiriou, 1989)). En effet, la boucle G 2! n’est autre qu'un modéle de la chaine directe
du sytéme S,-M, 2~ = G, 27! (cf. section . C’est cette boucle qui permet de
construire des pseudo données en boucle ouverte : d = d+ 27! G - a, comme décrit par
I’équation .

Dans la suite de ce manuscrit, je désigne par modéle interne ce transfert G z71.
La figure fournit une représentation plus conventionnelle de la, commande par mo-
deéle interne (CMI). Elle nécessite cependant d’exprimer la perturbation dans 'espace
des actionneurs, afin de regrouper le modéle nominal du systéme symbolisé par M, et
S, 2z~ 1. On identifie plus facilement la branche paralléle G z~! qui constitue le fameux
modéle interne du systéme. La consigne c est nulle traduisant le critére en terme d’écart
minimum entre b et a. Les lecteurs familiers de la commande par modéle interne note-
ront que les signes sont modifiés par rapport & une représentation classique de ce type
de commande.

9.6.2 Le transfert en boucle fermée

D’aprés la figure la transformée en z de la commande a s’exprime comme
a = Qmi(2) [z_lE- (2_1 Gat+et+z2'1G,-(b—a)+ e)—c|. (9.32)

La fonction de transfert en boucle fermée du systéme peut alors étre exprimée entre b
et a, dans 'espace des actionneurs :

Hyi(2) = [T+ Qui(2) E- (Go— G) 2% Qui(2) E-Gp 22, (9.33)

ol I est la matrice identité.
Dans la loi dérivée au début de ce chapitre Qur(z) = 1 donc, dans notre cas,

Hyi(z) = I+ E- (G,—G) 272 -E-G,2 2. (9.34)

On retrouve dans les fonctions de transfert —, des résultats connus de la
commande par modéle interne, & savoir que si le modéle interne est parfait, i.e. G = G,,
alors le systéme est stable parce que E- G, est une matrice définie indépendante de
z, traduisant le filtrage spatial du bruit dans le systéme et que I'aspect dynamique du
transfert n’est qu'un retard double, 272

Il est donc intéressant de noter que I'optimisation de la commande effectuée dans
ce chapitre conduit a un systéme stable par construction, en ’absence d’erreurs de
modélisation de la chaine directe. Ceci est important puisque cette chaine concerne la
matrice d’interaction du systéme. En particulier, j’ai précisé dans la section que le
modéle de Fried fournissait une description parfaite du systéme lorsque les fonctions
d’influence du miroir déformable sont bilinéaires. Naturellement, que G soit calibrée
ou synthétisée par exemple par le modeéle de Fried, elle n’en reste pas moins une ap-
proximation du modéle nominal G, parce que les miroirs n’ont pas exactement des
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FIG. 9.3 — En haut : Diagramme d’OA en boucle fermée avec modéle interne Gz~ 1.
I’ensemble du correcteur est regroupé a l'intérieur des pointillés. D’aprés I'optimisation
de la section Qwmi(z) = 1. En bas : Diagramme équivalent a celui du haut, mais en
retrouvant les notations de la section 2.6} alors Q(z) = Qi (z) (I-E- G 272 Quu(z)) .

fonctions d’influence bilinéaires ou encore parce que les non-linéarités de ’analyseur
sont généralement négligées. Fn conséquence, il est peu réaliste de considérer que le
modéle du systéme est parfait, et ceci complique fortement I’étude de la stabilité de
cette commande. Elle dépend alors des poles des valeurs propres de la matrice Hyg(2).
Je n’ai pas mené d’étude théorique plus approfondie sur cette question, en raison de
la complexité d’une telle formalisation. En revanche, des simulations ont été réalisées
dans différentes configurations d’optique adaptative en boucle fermée pour estimer les
risques d’instabilité dues a ces erreurs de modeéle interne. Les résultats sur le simulateur
Octopus sont présentés dans la partie [V] La stabilité vis-a-vis des non-linéarités de
I’analyseur est mise a I’épreuve dans toutes simulations en boucle fermée du chapitre
De plus, la stabilité vis-a-vis d’erreurs d’alignement optique du miroir et de "analyseur
est traitée dans la section [[2.3

9.6.3 Analogie entre la CMI et la correction classique

Les deux diagrammes de la figure sont équivalents mais j’ai fait disparaitre la
boucle interne dans le diagramme du bas afin de retrouver une structure de correction
semblable & celles présentées dans la section [2.6] L'équivalence entre ces deux représen-
tations impliquent mathématiquement que

Q(z) = (T- Qui(2) 2 2E-G) ' Quu(2). (9.35)

Si on compare cette correction a celles étudiées dans la section on remarque que
le premier bloc constitue toujours la partie statique du correcteur. En effet, E est un
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Fia. 9.4 — Diagramme conventionnel de commande avec modéle interne pour ’OA.
La projection F utilisée pour définir b, la perturbation dans ’espace des actionneurs,
permet d’obtenir un regroupement des blocs M, et S, 27!, la chaine directe nominale
du systéme, modélisée par G z~!. La consigne est nulle, traduisant 1’écart désiré entre
a et b.
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estimateur qui permet de passer de ’espace des mesures a I'espace des commandes.

Pour la loi de commande dérivée précédemment dans ce chapitre, Qup(z) vaut
1, donc la partie dynamique est définie par la boucle interne et ’équivalence de ces
représentations est obtenue si

Q(z)=(I-22E-G) . (9.36)

A la section , jal présenté des correcteurs avec Q(z) scalaire ou diagonal dans
I'espace des modes propres du systéme. Ici, Q(z) ne veérifie a priori aucune de ces deux
conditions. Il n’y a pas de base évidente permettant de décomposer le systéme d’OA
en n, boucles découplées, afin de retrouver une correction modale (cf. section . En
effet, E- G dans ’équation n’est pas nécessairement diagonalisable. Ceci est di
a la forme particuliére de E analysée dans la section précédente.

Il est cependant intéressant de considérer un instant le cas, non réaliste, ou 1’égalité
matricielle E - G = I est satisfaite. Ceci revient a imaginer un instant un systéme d’OA
mono-entrée mono-sortie, et alors Q(z) devient scalaire, égal a

Q) = % (9.37)
Et si Qmi(z) = 1, alors
Q(z) = : (9.39)

(1-—z"H(1+2"h"

On retrouve alors un résultat classique de la commande par modéle interne en sca-
laire selon lequel l'utilisation du modele interne introduit une intégration au sein de la
correction.
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Dans le correcteur dérivé a la section E - G est différent de la matrice identité,
par construction de E. Plus précisément,

E-G=F.T- (sT.Cc;'-s+C,')" -sT.C.'-8-M. (9.39)

Or les valeurs propres de (ST-CZ!-S + C:Ul)_l -8T.C_!- S sont comprises entre 0 et
1, strictement inférieures & 1, en raison du filtrage spatial du bruit. Par définition, I'" a
également des valeurs propres toutes inférieures a 1, puisque le maximum de corrélation
entre les surfaces d’onde se produit lorsqu’elles sont identiques. De méme, pour la
projection orthogonale sur le miroir, les valeurs propres du produit F - M sont comprises
entre 0 et 1. Il n’existe donc plus d’intégrateur dans le correcteur matriciel Q dérivé de
I'optimisation effectuée a la section [9.3]

9.6.4 La comparaison avec d’autres correcteurs

Cette section est destinée a situer le correcteur dérivé ici par rapport aux principaux
correcteurs étudiés en OA.

Je suppose maintenant que je passe du diagramme du haut de la figure [9.3| au dia-
gramme du bas de la méme figure, en supprimant complétement la boucle de modéle
interne. Ainsi Q(z) = Qmi(z). On retrouve alors une architecture semblable & celles
étudiées dans la section [2.6] a ceci prés que Uinverse généralisée de la matrice d’inter-
action est désormais égale a E. En associant E & un intégrateur scalaire pour Qui(2)
(cf. éq. , on retrouve une commande similaire & celle implémentée pour le systéme
COME-ON (¢f. diagramme du bas de la figure [9.1).

Je présente ici un raisonnement heuristique qui permet de lier cette approche clas-
sique au correcteur pseudo open-loop (POLC) proposé par |Gilles (2005]). Cette configu-
ration est équivalente & celle du haut de la figure [9.5] ot deux boucles ont été ajoutées,
I'une additionnant une quantité et I’autre la retranchant ; les deux actions se compen-
sant. La notation Qu est modifiée, remplacée par Qp, simplement pour montrer qu’il
s’agit d’une approche différente. Il n’est pas question ici de rajouter concrétement ces
deux boucles, mais cette étape intermédiaire facilite la compréhension du correcteur
POLC. Son approche consiste & approximer la deuxiéme boucle par un retour scalaire
272, Cette architecture nommée POLC est représentée sur le diagramme du bas de
la figure Gilles utilise un filtre scalaire d’ordre 2 pour Qp(z) et il étudie les per-
formances de cette commande pour un systéme de type multiconjugué. L’estimateur
MAP E qu’il utilise est donc une extension du E présenté ici, afin de reconstruire des
surfaces d’onde multiples dans des couches en altitude.

D’aprés la comparaison des deux diagrammes de la figure [9.5] on note que la com-
mande POLC serait identique & une commande d’OA classique si 'égalité¢ E- G =1
était verifiee. Comme discuté a la section [9.6.3] cette condition n’est toutefois pas vé-
rifiée lorsqu’un reconstructeur de type maximum a posteriori est utilisé dans E.

La commande POLC permet au systéme de rester stable et avec un perte de correc-
tion de 30%, lorsque les désalignements des miroirs atteignent 30% de la largeur d’une
sous-pupille (Gilles| 2005). Etant donnée la forte similitude entre le correcteur que j’ai
dérivé et celui de Gilles, perceptible & travers les diagrammes et il est simple
de modifier mon correcteur pour qu’il devienne une commande de type POLC. Toute-
fois, la commande de type POLC requiert la mise en mémoire de plusieurs commandes
antérieures, ce qui n’est pas le cas avec la méthode proposée dans ce chapitre.
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Fia. 9.5 — En haut : Diagramme d’OA en boucle fermée équivalente aux correcteurs
classiques étudiés a la section . En bas : Diagramme de la commande POLC (Gilles,
2005).

Il est également important de noter les différences majeures entre 'optimisation
réalisée ici, et celle effectuée dans une recherche de commande optimale Linéaire Qua-
dratique Gaussienne (LQG) en OA (Paschall et Anderson, (1993} |Gavel et Wiberg, 2003;
Wiberg et al.l 2004a.bj; [Looze et al., 2003; |Le Roux, 2003} Petit, 2006). La commande
LQG est déterminée & partir d’'une estimation optimale, effectuée par l'estimateur de
Kalman. J’ai briévement introduit cet estimateur & la section 3.2l Je souhaite sim-
plement faire remarquer ici que cette estimation optimale utilise toutes les mesures
acquises présentement et dans le passé afin de fournir la meilleure estimée possible de
I’état du systéme. Ceci repose sur un modéle d’évolution temporel de 1’état, donc no-
tamment de la turbulence. Grace & cette méthode, ’ensemble des mesures passées et
présentes est utilisé pour optimiser I’estimation de la surface d’onde dans les couches,
mais aussi pour en déduire la meilleure commande. Dans mon approche en boucle fer-
mée, 'estimation des surfaces d’onde et la détermination de la commande s’expriment
toutes deux comme des solutions d'un probléme inverse simple. L’approche proposée
ici est donc bien sous-optimale, mais, contrairement & la commande LQG, elle requiert
moins de place en mémoire et moins d’opérations par boucle.

9.7 Conclusion

A partir de Ioptimisation stationnaire d’un critére de correction, j’ai dérivé une
nouvelle loi de commande par modéle interne pour ’OA en boucle fermée. Cette com-
mande repose sur une estimation statique de type MAP, une prédiction et une pro-
jection orthogonale sur l’espace des commandes. L’architecture de la commande par
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modéle interne permet de mettre en oeuvre ’algorithme rapide FrIM MAP étudié dans
la partie [l pour I’étape de reconstruction.

Le cotit calculatoire global de la méthode est alors fonction du nombre d’itérations
requises pour que la reconstruction converge en boucle fermée. Ce point fait l’'objet du
chapitre & venir, grace a des simulations d’'une OAmC.



Chapitre 10

Les simulations d’OAmC en boucle
fermée pour un télescope
hectométrique

Je présente dans ce chapitre les résultats des simulations d’OA monoconjuguée en
boucle fermée que jai effectuées en utilisant la loi de commande dérivée au
chapitre précédent. Ces simulations sont réalisées pour des systémes & grand nombre
d’actionneurs; D/d; > 65 pour un télescope de 42m. La loi de commande doit
étre calculée par un algorithme rapide, notamment 1’étape de reconstruction identifiée
a la section [0.4.2]

Puisque j’ai montré au chapitre[6que le reconstructeur FrIM MAP est un algorithme
rapide et performant pour des reconstructions sur un grand nombre de parameétres, c’est
encore cette méthode que je mets en oeuvre ici en boucle fermée.

J’explique un peu plus loin que les étapes de prédiction et de projection ont des
cotits calculatoires moindres pour les systémes que je considére. En revanche, le temps
imparti & la reconstruction est contraint dans un systéme d’OA par la fréquence de la
boucle. Le but de ce chapitre est d’étudier dans quelle mesure l'algorithme itératif FrIM
MAP peut atteindre la convergence si son nombre d’itérations maximal est fixé par des
contraintes auxiliaires (la magnitude de I’étoile de référence, le rapport signal-a-bruit,

Je détaille dans un premier temps les hypothéses retenues pour la modélisation du
systéme dans mes simulations. Puis, je décris comment j’ai simulé la surface d’onde
perturbée, spatialement et temporellement. Une synthése du cotit calculatoire de la
commande, en nombre d’opérations par itération de la méthode FrIM MAP est fournie.
Enfin, les résultats des simulations de systémes d’optique adaptative équilibrés sont
présentés afin de démontrer les performances de la loi de commande et de I'algorithme
sur de grands systémes.

10.1 La modélisation du systéme

Je considére un systéme de type OAmC. L’étoile de référence est naturelle, donc le
bruit de mesure est Gaussien centré, de matrice de corrélation C, = I et de variance o2.
Les fonctions d’influence du miroir déformable sont supposées de type splines linéaires

a 2 dimensions. La géométrie de Fried est adoptée pour la configuration de I’analyseur

203
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vis & vis des actionneurs du miroir.

10.1.1 La modélisation spatiale de w

La surface d’onde incidente est simulée & partir du générateur fractal Kg,e, comme
expliqué a la section [7.1], avec une échelle externe constante Lo = 3D pour le télescope
de 8m et Ly = D/2 pour celui de 42m. L’échantillonnage de la surface d’onde simulée
coincide avec les coins des sous-pupilles de ’ASO si bien que d. = d;. Le modéle de
Fried de l'analyseur (cf. section , & partir de cette représentation de la surface
d’onde, est un modéle parfait.

10.1.2 La modélisation temporelle de w

Le modele de turbulence de Kolmogorov donne lieu a plusieurs approximations
possibles de I’évolution temporelle d’une surface d’onde. L’approximation de Taylor
consiste & considérer que la turbulence est gelée dans différentes couches de ’atmosphére
sur un temps supérieur 4 la période du systéme d’OA et que ces surfaces d’onde gelées
sont en translation horizontale & la vitesse du vent dans chacune de ces couches. Cette
approximation conduit & définir un temps caractéristique de la turbulence 7y, introduit
a la section 3.3

Au cours de cette étude, mon besoin n’a pas été de simuler une turbulence dyna-
mique en imposant un v donné, mais plutoét de simuler une évolution de la turbulence
qui me fournirait un temps de cohérence 7 ou une erreur de phase résiduelle aa,, don-
nés. En d’autres termes, pour un temps de cohérence donné, il me faut simuler les
perturbations successivement observées par ’instrument.

A cette fin, j’ai étudié deux approches distinctes. La premiére repose directement sur
I’hypothése de Taylor, en ne considérant qu’une seule couche turbulente. La deuxiéme
géneére un bouillonnement de la surface d’onde (Glindemann et al., [1993)). Je décris ici
ces deux approches.

La translation d’écran de phase

Je ne modélise ici qu'une seule couche en translation uniforme horizontale et w est
une réalisation de la phase continue turbulente dans cette couche. La phase différentielle
est notée

dw(r) =w(r) —w(r +vr)

avec vT le vecteur de translation. 7 symbolise alors le retard avec lequel la compen-
sation parfaite w(r + v7) de la perturbation serait effectuée. Tout comme w dans
I'equation (3.14), dw peut étre caractérisée par une fonction de structure normalisée
par (D/rg)®/3, qui s’écrit :

Dy (e — /1) (") ( Guwlr) — suir'))?)

=2(Du(lIr = 1) + Du (o))
=D, (Il = +orl) = Dy(r =+ —vr).  (10.)
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La variance de la phase résiduelle induite par la dynamique de la turbulence s’écrit,

toujours d’apres 1'équation ([1.39)),
D 5/3
= {|P@w)|?) = /TO // ')Dy., (r — ') dr dr’ (10.2)

En remplacant Dy, dans I’équation ([10.2)) par son expression (10.1)), on obtient :

asw =2 ay + (D/1r0)*3 D, (v7) (10.3)
_ (D/ro) 5/3// D,(r—r"—vr)+ Dy, (r —r' +v7)) drdr’
(10.4)

On montre facilement que, dans le cas d’une pupille & symétrie de révolution,

// (=7 —v7)drdr’
// (r—r" +ov7)drdr’

sont égaux. En effet, on peut d’abord exprimer & nouveau ay et a_ sous la forme :

et

ay = /Ap(r) g(r +vr)dr
et

a_:/Ap(r)g(r—vT)dr.

Si on choisit les axes des coordonnées polaires dans le plan pupille, tel que § = 0 dans
la direction du vent v. Alors

r =1 cosbe, +r sinfe,,

r+v7 = (r cos 4+ vT)e, + r sinfe,

et
r —vT = (r cosf —vT)e, + 1 sinfe, .
Do,
|7 +v7||* = r? + v*7% + 2rvT cosd
| — v7||? = 2 + v*7? — 2rvT cos @
En utilisant le changement de variable §' = 6 + 7, cosf’ = —cosf et df' = df, on
obtient

T rl/2
ay =a- = / / (\/r2 (v7/D)? + 27(vT /D) cos 9) rdrdf (10.5)
0 Jn/2 7T(1_
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En conséquence, la variance de la phase résiduelle impliquée par la translation vaut
s = 2y + (D/1r0)°/? (D, (v7) — 2ay) . (10.6)

On notera que D, (vT) et a4 peuvent toutes deux étre évaluées simplement & partir du
scalaire v7/D.

En générant une trés grande surface d’onde pour D/rg et D/Ly donnés, il est
possible d’en extraire une suite de surfaces d’onde translatées les unes par rapport aux
autres de vr. En effet, pour une certaine dynamique temporelle fixée par la valeur
de agsy, la résolution de I'équation fournit la valeur de la translation v7/D a
considérer. Malgré une mise en oeuvre simple, cette méthode implique généralement
des déplacements d’une fraction du pas d’échantillonnage de la surface d’onde d’origine.
Pour des vitesses de vent classiques, v7 peut étre de 'ordre de 1/100°™¢ de sous-pupille.
Simuler la surface d’onde d’origine avec un tel raffinement pour une grande ouverture
implique le stockage d’un vecteur de l'ordre de 5 x 108 valeurs de phase. Il est aussi
possible de prévoir un échantillonnage plus grossier, et une interpolation de la surface
d’onde d’origine & chaque translation. Cette solution a été étudié mais aucune méthode
d’interpolation satisfaisante n’a été trouvée.

D’abord, l'effet de lissage des fonctions d’interpolations classiques, telles que les
splines linéaires ou cubiques, est trop marqué. Par conséquent, la variance des défor-
mations sur la pupille n’est pas maintenue constante au cours de la translation. La
valeur de la variance est correcte uniquement lorsque la surface d’onde coincide avec
des points d’échantillonnage de la surface d’onde d’origine, puis elle décroit jusqu’a ce
que les valeurs translatées soient a égale distance de deux échantillons d’origine. De la
méme fagon, la variance de la déformation différentielle pour un décalage v7/D donné
fluctue au cours des interpolations successives. Méme si les déficits de variance engen-
drés par cette méthode ne sont que de quelques pourcents, j’ai finalement employé une
autre méthode qui évite cet effet systématique.

La méthode de bouillonnement

Je génére une suite de surfaces d’onde (wg)ken, par la formule de récurrence suivante
Wg = O] Wg—1 + Q2 Wnew,k

ot a1 et g sont deux scalaires et wpew, i est décorrélée de wy_1, quel que soit k entier
non nul.

Pour dw(r) = wy(r) — wg_1(r), les valeurs de o et g sont déterminées de facon
unique grace a deux 2 contraintes. Premiérement, j'impose a wy, wip—1 €t Wpew r de
suivre toutes la méme statistique, 4.e. d’étre des processus Gaussien de méme fonction
de structure normalisée D,,. Deuxiémement, je fixe la variance de phase différentielle
asyw Souhaitée.

La premiére hypothése implique

D, (lr=7'|) = <(a1 Wi—1(7) 4+ @2 Wew k(1) — aq wi—1(r") — g wnew,k(r,))2>
= Oé% Qw(r - ’I“,) + O‘% Qw(r - ’I’/) 3
(10.7)

d’on
o2 +ai=1. (10.8)
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De plus,

2610 (’I“ - ’I“/)

(7;)5/3 {(wi(r) — wi—1(r) — wi(r’) +wp_1(r"))?)

—2(2utr =)= ()" () = wnrwea(r) = i (7))
2(1—a1)D,(r—7"). (10.9)

En introduisant I’équation (10.9) dans I’équation ((10.2)), on obtient la contrainte impo-
sée par la seconde hypothése :

asy = (1 —a1) ay (10.10)
En conséquence,

a1 = 1—agy/ay (10.11)

as = 4/1—a?. (10.12)

Cette méthode est beaucoup plus simple & mettre en oeuvre que la précédente, et
elle minimise les besoins numériques. C’est finalement cette approche que jai utilisée
dans mes simulations.

Cependant, le chronogramme des OA en boucles fermées simulées est celui pré-
senté au chapitre précédent (cf. fig. 0.2)). Le systéme d’OA corrige donc la turbulence
avec deux trames de retard. La valeur ag, imposée par ’évolution temporelle de la
turbulence, correspond alors &

ow(r) = w(r) — wr_a(r). (10.13)

En conséquence, les coefficients (10.11)) et (10.12)) sont remplacés par

ap = y/1—a? (10.14)
et
Q5w
= . 10.15
a2 2 aqy ( )

Le calcul de ces nouveaux coefficients est aussi simple & mener que pour le retard d’une
trame. Les détails des formules sont dans ’article joint & la fin ce chapitre. Cet article
reprend les principaux résultats de cette partie. Il est néanmoins encore en préparation.

Je précise que pour un systéme & deux trames de retard, il est évidemment nécessaire
de générer la suite compléte (wg)gepns et non pas une valeur sur 2.

10.2 L’algorithme de calcul de la commande
L’algorithme utilisé pour le calcul de la commande a dans I’équation (9.19) est

simple puisqu’il s’agit de respecter les 3 étapes décrites a la fin du chapitre précédent.
Je détaille ici le cotit de chacune ces étapes, avec leurs approximations.
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10.2.1 La reconstruction itérative avec FrIM MAP

La reconstruction MAP en boucle fermée utilise ’approximation fractale, c’est-a-
dire que 'équation (9.22) s’écrit aussi

Wy—o = Kirac - Up—2
avec
A-Up_o=0b
ol
A=Kl ST S Kpoe +mI et b=Ki . -ST-(dp_ 1 +G-ap_s)

Je rappelle que g = 02/(D/79)%?. La méthode FrIM MAP (cf. section 6.4.1)) détermine
ug_o de fagon itérative par un algorithme de gradients conjugués préconditionnés. Les
simulations de reconstruction FrIM MAP présentées au chapitre [7] mettent en oeuvre
le méme estimateur. En particulier, la matrice A du sytéme & résoudre est la méme,
donc le conditionnement du probléme est identique.

Le nombre d’opérations nécessaires par itération des gradients conjugués pour ce
systéme est détaillé par Thiébaut et Tallon| (2008)). Pour la premiére itération, il faut
32 x n opérations, avec n le nombre de points de phase & reconstruire. Les itérations
suivantes requierent 34 X n opérations.

L’initialisation de ’algorithme est différent pour la reconstruction en boucle fermée
puisque le premier residu a calculer est

Pt — KT.gT. (Ztk_l - S-K-ﬁk_l) o T (10.16)
= KT.sT. (dk—l +G-ap_o2—S- ’l/l\)k_l)) ) Up_1 (10.17)

En boucle fermée, I'algorithme itératif part de la solution finale de la reconstruction
a la boucle précédente, uy_;. Puisque la surface d’onde turbulente est censée évoluer
lentement par rapport & la période d’échantillonnage du systéme d’OA, alors partir
de la solution finale précédente devrait permettre de partir plus prés de la nouvelle
solution, que de repartir d’une estimée nulle. Ceci devrait accélérer la convergence de
la méthode. De plus, pour la modélisation du miroir et la paramétrisation de w choisies,
le nombre d’opérations nécessaires pour appliquer G est a peu prés identique a celui
requis pour appliquer S.

Lorsqu’aucune estimée n’est encore disponible, a,_o et Ug_; sont tous les deux
nuls. Pour la premiére boucle d’OA, le nombre d’opérations nécessaires au calcul de
it est donc ~ 10 x n. Pour la deuxiéme boucle, aj,_o est nulle mais I’estimation de
Wi—1 = Kirac - U1 a déja eu lieu. Alors le calcul de ™t requiert cette fois de I'ordre
de 18 x n opérations. Enfin, le calcul du résidu initial pour toutes les boucles suivantes
demande 23 X n opérations environ.

Le cotit total de la méthode de reconstruction FrIM MAP en boucle fermée est donc
de (21434 Niger) X n opérations par boucle. Le nombre d’itérations dépend de la vitesse
de convergence de ’algorithme et de la fréquence de boucle du systéme d’OA. La vitesse
de convergence de FrIM MAP est différente ici de ce qu’elle était en reconstruction de
surface d’onde (cf. chapitre puisque l'algorithme part de la meilleure estimée de
la boucle précédente.
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Lorsque la procédure itérative s’arréte, il faut appliquer le changement de variable
fractal Ky, & I'estimée
wy, = (TO/D>5/3 Kirac - U, - (10.18)

Ainsi la reconstruction en boucle fermée est obtenue aprés (27434 Niier) X n opérations.

10.2.2 La prédiction et la projection

Comme expliqué dans la section je fais dans mes simulations I’approximation
I’ ~ I pour la prédiction. Cette étape n’introduit donc pas de calculs.

La derniére étape du calcul de la commande est la projection sur ’espace des action-
neurs. Comme ’échantillonnage de la surface d’onde estimée coincide avec les positions
des actionneurs, la projection est réduite a 'effet d’un masque sur les points de phase
situés la ot il n’y a pas d’actionneurs. Cette étape implique donc moins de n opérations.

En conclusion, la combinaison des étapes de reconstruction, prédiction et projection
pour le calcul de la commande aboutit & un cout calculatoire total de (28 434 Niter) X 1
opérations. Le colit minimal est de 62 x n opérations, lorsqu’une seule itération de
FrIM MAP est appliquée. Le colit maximal est représenté par le fait que la méthode
des gradients conjugués converge en n itérations, en ’absence d’erreurs d’arrondis. Afin
de pouvoir réellement associé un coft calculatoire réaliste & cet algorithme de calcul de
la commande en boucle fermée, j’étudie donc dans la prochaine section les propriétés
de convergence de FrIM MAP & partir de simulations.

10.3 Le budget d’erreurs

Je rappelle 'expression de lerreur de correction de 'OA (e3),

@) = g (IP(we-m"-ag)|)
() = SlA<}|P(wk—wk_2+wk_2—mT-ak)H2> (10.19)

ol la deuxiéme ligne est obtenue en introduisant artificiellement la surface d’onde wy_o
dans la premiére expression.

Dans mes simulations d’OA en boucle fermée, au chapitre suivant, j’ai utilisé 'ap-
proximation d’une surface d’onde fixe pour la prédiction, i.e. I' ~ I. Je peux alors
identifier dans I'erreur deux composantes

<€i> = <€2>T + <€2>estim (1020)

en supposant que lerreur d’estimation (cf. éq. (5.7)))

1
<€2>estim - E <HP(wk—2 - mT ’ a’k)H2> (10.21)
et l'erreur due au retard
2 1 2
= o P wr — wi— 10.22
(), = 5 (1P —wia)l) (10.22)

sont décorrélées et stationnaires.
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Par ailleurs, en insérant la loi de commande (9.19) dans l'expression de erreur
<62> . ci-dessus, on obtient
estim

<62>estim = SlA<HP(wk—2—mT'F'R'C~lk—1)H2>
= () (€D (10.23)

Je rappelle que M est 'espace image du miroir déformable. Alors le budget d’erreur
peut étre décomposé comme suit

<ei> o~ <62>Ml + <62>M + <62>7_ . (10.24)

Puisque le pas d’échantillonnage d. de la paramétrisation de la surface d’onde w est
égal a D'espace interactionneur du MD dans mes simulations, alors 'erreur de sous-
dimensionnement <€2> ML n’est pas prise en compte ici.

Afin de pouvoir conclure sur le nombre d’itérations nécessaires a ’algorithme FrIM
MAP pour converger en boucle ouverte, je suppose que le budget de 'OA a été équilibré,
c’est-a-dire que

(), ~ (), (10.25)

L’erreur (€2) ( a été analysée trés en détail dans la partie , montrant qu’a dimen-
sion de systéme donné D/d; et a échelle externe fixée D/Lg, le rapport (¢?) /02 ne
dépend que de pg. De plus, a partir des coefficients — de la section
il est possible de simuler une surface d’onde en évolution avec un erreur de retard (€2),
de valeur bien particuliére.

J’ai donc simulé un télescope de 42m, avec un budget d’erreur équilibré, c’est-a-
dire tel que 'équation soit vérifiée, pour différentes valeurs de D/d; et pg. Le
nombre d’itérations autorisées pour FrIM MAP est fixé et U'erreur globale de correction
est calculée pendant 100 boucles successives. Si le nombre d’itérations est trop faible,
la reconstruction n’a pas convergé est donc 'erreur de reconstruction est supérieure a
sa valeur optimale

Les résultats des simulations sont présentés dans la section suivante.

10.4 Performance of FrIM algorithm inside a closed-loop
AO system on a 42-m telescope

L’analyse effectué dans ce chapitre est exposée dans un article en cours de prépara-
tion. Sa structure est semblable & celle du présent chapitre. Il est reproduit dans cette
section. A la suite de cet article, je présente dans une derniére section, une synthése des
résultats ainsi que les conclusions quant & 1'utilisation de ’agorithme FrIM en boucle
fermée sur un grand systéme.
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Fia. 10.1 — Rapport p (cf. éq. (équation )) en fonction de g = o2 (ro/D)>/?
(en haut) et du RSB (en bas). Les conditions de simulation correspondent & une OAmC
sur un télescope de 42m, avec D/Ly = 2, une obstruction centrale de 0.28D. Chaque
symbole représente la moyenne de <ei> sur les 70 derniéres boucles pour toutes les
combinaisons de conditions suivantes possibles : 70 = 0.1d, 0.5d, d,2d et 02 = 5x 1073,
1072, 1071, 1 et 2rad?/d;. A gauche : D/d = 128 fixé, mais le nombre d’itérations est

variable :

Niter = 1 (carrés), 2 (triangles), 3 (hexagones) et 7 (losanges). A droite :

Niter = 3 fixé mais le rapport D/d = 64 est variable : 65 (carrés), 128 (triangles) et 256

(hexagones).
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I. INTRODUCTION

Large ground-based telescopes resolution is damaged by
the atmospheric turbulence, producing inhomogeneities of the
refraction index and thus distortions of the wavefront coming
from observed science objects. AO systems are dedicated to
compensate this distortions in real-time, thanks to wavefront
sensing (WFS) devices and one or several deformable mirrors
(DM) to apply a phase correction. AO systems conception is
undergoing a revolution on two aspects, in terms of correction
objectives and in terms of computational methods.

First, existing AO systems in closed-loop are aimed at cor-
recting on-axis pertubations. In such a case, the WFS device
observes the same turbulence volume as the science camera
does, so that the objective of the AO control is to cancel the
measurements, which is usually done thanks to an integrator
as a control law [6]. Nowadays, the versatile concepts of AO
systems suggested for the future telescopes, such as Multi-
Conjugate AO or Laser Tomography AO, no longer can rely
on this control objective. The criterion to optimize must now
be formulated in the turbulent layers planes, so as to flatten
the wavefront in the conjugated layers and in possibly sev-
eral directions of observation. It has been demonstrated that
this inverse problem requires a Bayesian approach of the opti-
mization, with priors on the atmospheric turbulence, in order
to cope with unseen modes [10] of the perturbation.

Next, AO systems under study for the future generation of
telescopes, the Extremely Large Telescopes (ELT), have to
control a huge number of actuators, n ~ 104, defining new
challenges in terms of real-time computational cost [5]. This
number of parameters n is typically 2 orders of magnitude
larger than for the currently existing AO systems and it is sup-
posed to go on increasing. Given the size and the expected
performance of those telescopes, such a high number of ac-
tuators on the DM or measurements from the WFS is nec-
essary to provide the best compensation of atmospheric per-
turbations in the science image. A new generation of order-
n algorithms came out to replace the classical Matrix-Vector
Multiply (MVM) scaling as O(n?).

Various methods have been studied in the past few years,
in order to simultaneously face these two issues. Several it-
erative methods have been proposed to estimate a maximum
a posteriori solution of the wavefront reconstruction problem
with high number of parameters. These methods include pri-
ors on the turbulence, thanks to an approximation of the tur-

*Electronic address: Bechet@obs.univ-lyonl.fr

bulent wavefront spatial covariance matrix. The fastest recon-
structions use the Preconditioned Conjugate Gradient (PCG)
algorithm, well adapted to large systems dimensions, but each
method has its particular preconditioning. Gilles et al. [8] pro-
posed a Multigrid PCG method requiring about 28 X n log(n)
operations to converge. Next, Yang et al. [17] decreased the
required computation time with a Fourier Domain precondi-
tioning. Both methods rely on the approximation of the co-
variance matrix by a block circulant with circulant blocks ma-
trix. Another approximation of the covariance matrix of the
turbulent wavefront has been devised by Thiébaut & Tallon
[14] , based on a fractal linear operator. From this opera-
tor, Thiébaut & Tallon derived a fractal change of variable
and a diagonal preconditioner that both accelerate the con-
vergence of the PCG. The fractal iterative method (FrIM) re-
quires 34 X n operations per iteration and they demonstrated
that wavefront reconstruction could be obtained in less than
10 iterations [14]. They showed that the number of iterations
is independent of n, but yet increases with the signal-to-noise
ratio (SNR).

Fast reconstruction is required because of the AO loop fre-
quency ranging from 500Hz to 2kHz, and in this prospect, this
paper demonstrates the assets of FrIM algorithm for a closed-
loop AO.

In Sect. II, closed-loop AO equations are deduced from a
linear model of the system and from the optimization of a
quadratic criterion. Sect. III details how to make use of FrIM
algorithm in the closed-loop computation of the command
vector. The number of operations highly depends on the num-
ber of iterations allowed for the reconstruction step. This is
why we introduce in Sect. IV another criterion based on the
error budget equilibrium, in order to check the needs in terms
of iterations to maintain an optimal correction. Finally, sim-
ulations of well-balanced AO systems of typical dimensions
for an ELT telescope are used to quantify these needs over a
large range of SNR values.

II. CLOSED-LOOP AO EQUATIONS

We present here the linear equations used to model the
closed-loop Single-Conjugate AO (SCAO) system and define
the criterion to be optimized. Then, the control law is directly
derived from the optimization of this criterion.



A. Linear Model for a closed-loop AO system

The DM is modeled as a linear process so that the compen-
sation w¢ induced by a given finite-length command vector a
is

w' @) =mr) -a= Zai mi(r) NYredA (1)

l

where m; represents the influence function associated with the
i-th command vector component and superscript T defines the
transpose operator. All the m; are continuous functions of
space coordinate r inside the pupil. We notate n, the dimen-
sion of a, which corresponds to the number of controlled pa-
rameters in the AO system.

The wavefront sensor observes the residual phase w™*, so
that measurement equation is

dp = SW2) +e

Swi—t —m" - @) + ey ()

where d stands for the data vector, S for the linear model of the
wavefront sensor, w(r) for the continuous turbulent wavefront
and e is the measurement errors vector due to noise and model
approximation. Index k indicates the time sample.

Thanks to the linearity of all the operators, the last equation
can be simplified to write

dy =Yi-1 -G ap- +e 3
with y;_; = S(wi-1) and G defined such that
G-a=Sm"-a) 4

for any a € R™. Thus, y,_, symbolizes noiseless open-loop
data and G is the interaction matrix of the system.

The presence of distinct time samples, k and k—1 in Eq. (3),
results from the WFS exposure time delay 7', for the sensing is
not instantaneous. When considering a discretized represen-
tation of the system, another delay should be modeled, cor-
responding to the CCD read-out time, computation of phase
slopes and computation of the next command to apply. Al-
though any value 7 for this second delay could theoretically
be taken into account, discrete equations are simplified when
7 is a multiple of 7. Equations in this paper represent the sim-
plest case when 7 = T, that is to say there is only one sampling
period inside the system, and the AO system is commonly re-
ferred as having a two-frame delay [9].

In this context, the command a; is computed from data
di—. Nevertheless, from Eq. (3), the previous command in
a closed-loop system obviously affected the measurements.
This is why one should also take into account the previous
value a;_. This leads to a general and linear control law of
the form

a=Q -a;>+R-d;_, )

where Q and R are assumed to be stationary.

One may notice that we do not impose the classical form of
a closed-loop integrator, which would be written

ap = aig_ +R-dk_1.

B. Formalism and criterion definition

The Strehl ratio of the science image, assessing the AO sys-
tem performance, is optimized for minimum mean squared
residual fluctuations of the wavefront over the pupil,

(Ll i o)) o

where A is the pupil domain, S  is its surface and (.) symbol-
izes the expectation over both turbulence and noise statistics.
The residual wavefront distortion w™* is a space-continuous
real-valued random process defined over A. This AO crite-
rion can be formulated thanks to Hilbert-space formalism [2],
with the inner product and norm respectively

1/2
qm;ﬁmamum%Lﬁ)

where f and g are parts of C%(A,R), the infinite-dimension
vector space of continuous real-valued functions defined over
the pupil area. We simplify notations further notating p the
uniform phase aberration over the pupil, i.e. the piston com-
ponent, scaled such that

f p(ndr=1, )
A

and P the orthogonal projector [2] defined as

P: CAR) —» CUAR)
IR C))

) 8
(rlp) P ®)

X

Then, the AO criterion in Eq. (6) at the k-th step can be written

&) = 5= (IPorI) = 5= (Pos-m™ ) . ©
Sj( S?(

Before optimizing the criterion in Eq. (9), one should no-
tice that the residual wavefront w™ compares a continuous
function w in an infinite-dimension space w with another con-
tinuous function w¢ defined in a finite-dimension subspace of
C(A,R). The Hilbert-space can be decomposed into two or-
thogonal subspaces [16], the first containing uncontrollable
modes and the other one controllable modes of the system.
The controllable subspace M is of finite dimension, generated
by the DM influence functions (m;)<i<,,, which are chosen to
constitute a linearly independent family. Hence, the turbulent
wavefront has a unique decomposition of the form

w(r) = W @) + wME) = W™ @) +m)" - b YredA
10)



where wM+ and w? are the orthogonal projections of w re-

spectively on the uncontrollable subspace M* and on the con-
trollable space M.

The piston mode is a controllable mode and since con-
trollable and uncontrollable subspaces are orthogonal to each
other, combination of Eq. (9) with (10) provides

(€)= é [{[IPov ]+ ([P - b~ ac]F)| 11
= <€£>ML + <E]€'>M (12)

where (e/f)ML characterizes an intrinsic residual perturbation
and (e,f)M is the improvable part of the AO criterion.

C. Control law optimization

Given the command law chosen in Eq. (5), the criterion to
optimize is

(€)= i ([P @~ R-dir - Q- ac)ff) (13)
:<xT.N.x> (14)

where we use simplified notations [2], defining the matrix N
of which components are

1
Nij= 5o (Pon)IP(mp) — V1<ij<n,,  (15)

and x = bk—R'dk_l —Q~ak_2.

One must notice that the expression for the command in
Eq. (5) is recursive. Using this property, Eq. (14) could be
developed so as to be formulated as depending on all the suc-
cessive and past data d;_;, with i from 1 to k and of the first
command ay. Optimizing the developed criterion with respect
to R and Q would then lead to an optimal solution. However,
we decided in this paper to favour another approach, which
consists in optimizing the criterion in Eq. (13), yet given and
fixed the value of the previous command, a;_,. We do not
assume anything about the origin of this previous command
value, but just consider that we do know it perfectly. Whatever
the current system state, we want to find the best stationary R
and Q to apply. This means that the previous command is not
considered as a stochastic parameter of the system but as a de-
terministic one. With such assumption, the full expression of
the criterion to optimize is given by Eq. (14)), and thus it is a
quadratic form of R and Q operators.

Then optimizing this criterion for any time sample k,
given d;_; and a;_;, the optimal command law implies
6<6§)M/6Q = 0 and 6(6,%)M/3R = 0. Linearity of all the
operators provides

o(g)"
0Q

=2N- <(R di1 + Q- a2 — by) - aLz)

Replacing data vector by its expression in Eq. (3) leads to

o(a)"
0Q

=N-((R- (52 +ex1)
+(Q-R-G) a2~ b)) ai,).

As already mentioned above, we decided to consider ay_, as
a given deterministic value, and more precisely not to assume
anything about its origin and possible correlation with further
wavefront perturbations by and y,_;. Then, as phase slopes
have null expectation and that the expectation of the actuators
position to correct atmospheric phase perturbations are also
null, then

<J’k72 : aZ_z> = (V2) @, =0,

<ek—1 -az_2> ={er-1)-a;_, =0
and

(M-bk-a{_2> =M-(b)-al ,=0.
As a consequence, we must choose Q = R - G to be sure to
cancel the partial derivative of the criterion with respect to Q.
The control law in Eq. (5) then simplifies to
a=R-(d;1 +G-ar2) (16)

Since a;_; is the command that affected dy_; closed-loop mea-
surements, then Eq. (16) allows the control law to take into ac-

count its previous action in order to substract it from the resid-
ual data so as to generate pseudo open-loop measurements

Ay =di +G @ =y, + e a7

Then, we can now optimize the criterion with respect to R,

Mo (e fa ) ().

It appears then that choosing

R= (b yLa) (o) + {eel) a®)

is a sufficient condition to optimize the criterion.

D. System modeling and control expression

The wavefront can be decomposed on an infinite-dimension
basis (4;);en such that

w(r) = " h(r)wi, (19)
i=1

In practice, one needs to restrict the representation of the
wavefront to a finite-dimension space truncating the basis to



(hi)1<i<n With n < co. For a given n, it is then possible to define
F the matricial representation of the linear application

F : (CAAR); (h)i<icn) — (M (m)icicn,)
w — wM (20)

S represents the linear WFS model from the basis (4;)<<, to
the canonical basis of R™. Finally, it is possible to define the
stationary spatial and spatio-temporal covariance matrices of
the wavefront C,, = (w; - wy) and T,, = (w; - w;_») for all k in
this finite-dimension basis (%;)<j<-

With such notations, the control matrix R in Eq. (18) be-
comes

R=FT-CS"-(S-C-S"+C) . @D

where C, = (e - eE), Y k, is the stationary noise covariance
matrix and

r=m,-C,' (22)

represents the temporal correlation of the turbulence. It is
worth noticing that Eq. (21) is a general formulation of the
reconstructor, valid for any » in N, and for which notations
could even be extended to the infinite-dimension description
of the wavefront over (4;);en.

E. Closed-Loop AO diagram

To simplify notations, we decompose the control law thanks
to the three matrices F, I" and E :

E

C,-ST-(S-Cp-8T+C)" (23)
(S"-c.'-s+ C,;l)fl st

E illustrates the turbulent wavefront estimation step, for which
one may recognize the two equivalent expressions for the
maximum a posteriori estimator [14]. F as defined in Eq. (20)
corresponds to the fitting step, an orthogonal projection on the
control space. The diagram of Fig. 1 summarizes the control
architecture induced by Eq. (21), using the notations defined
above and M standing for the application of the DM influence
functions. The z~! variable comes from the discrete-time de-
scription, making use of z-transforms, and illustrates the de-
lays. An Internal Model Control (IMC) [11] appears in the
control architecture, for which the reference signal w. is null.
This reference symbolizes the null wavefront distortions we
are searching for. Figure 1 emphasizes two parallel paths: the
one passing through the real plant, the combination of M and
z7!S blocks, and the one passing through the modeled interac-
tion matrix z~'G. The interaction matrix G is a linear model
of the combination of DM and WFS real processes, as defined
in Eq. (4). Properties of IMC apply so that if G is a perfect
model then the system is equivalent to an open-loop AO sys-
tem. This is an interesting point for some AO concepts where

w
ref
w =0 a we +
_ rF M -
+/
wr'es
Fa ] z''s

7' E d m d i\ e

FIG. 1: Discrete-time diagram of the closed-loop AO system. M
stands for the application of the DM influence functions to the control
vector.

a part of the control is made in open-loop, which would be the
case for Multi-Objects AO systems. The results of the study
presented here would then naturally apply to such systems.

The idea to build the pseudo open-loop measurements of
Eq. (17) in the estimation part of the closed-loop AO prob-
lem has already been suggested by Ellerbroek [2] and used by
Gilles [7]. However, the global architecture differs and Gilles
added an ad hoc robust filter to the control law. At the mo-
ment, we have no filter of this kind inside our control struc-
ture. This need may arise with the study of modeling errors
and their influence on stability. We expect to derive such a
filter from a robustness analysis, which is underway.

III. COMPUTATION OF THE COMMAND WITH FRIM

We detail in this section the low-computation procedure ap-
plied to reach the optimal command given by Eq. (23) and
(21). It relies on the use of the Fractal Iterative Method (FrIM)
[14].

A. System modeling approximations

In practice, the useful expression for R from Eq. (21) de-
pends on the sensing device modeling S and on the DM influ-
ence functions m.

In what follows, we consider the common Fried’s model
of a Shack-Hartmann wavefront sensing [3, 13, 14]. Further-
more, the influence functions (m;);<;<,, for our DM are as-
sumed to be two-dimensional linear splines centered at actua-
tors locations. We thus can judiciously characterize the wave-
front phase over a square grid larger than the pupil thanks to
linear splines interpolation functions A;, with a regular 2D-
sampling of spatial period d equal to the subaperture size and
to the actuators pitch. Thus, Eq. (19) is replaced by

w(r) = )" hi(ryw; = hT-w, (24)
i=1



with h; = m; if the i-th phase sample position is aligned with
the j-th actuator location. The used algorithm for reconstruc-
tion, FrIM, is currently implemented to reconstruct the wave-
front over a square grid of n = (27 + 1) X (27 + 1) interpolation
coefficients, with p an integer. The interpolation coefficients
are equal to the wavefront samples.

Noise and wavefront covariance matrices are modeled with
the same approximations as described in Béchet er al. [1].
Considering a Shack-Hartmann observing a Natural Guide
Star (NGS), measurements uncertainties can be assumed uni-
form and uncorrelated, so that

C,=0’L

with o2 the noise variance, expressed in square radian per
subaperture size d. For the turbulent covariance, the frac-
tal change of variable is used for either Kolmogorov or von
Karman description of the turbulence statistics. The linear in-
vertible fractal operator K allows to rewrite the wavefront in
a basis of statistically independent modes [1], such that

D\
w:(—) K-u

withu ~> N(0, 1), i.e. following a standard normal stochastic
distribution, and C,, = (D/ry)**K - KT. Factorizing the ratio
(D/ro)*? out from the covariance, K becomes independent
of ry and of D/ry. It only depends now on the number of
wavefront samples across the diameter D/d and of the ratio
D/Ly, where Ly is the outer scale of the spatial coherence of
the turbulent wavefront.

With such models for the covariances, the computation pro-
cedure can now be decomposed into three steps: the recon-
struction, the prediction and the fitting. The computation
load is detailed below for each of these stages. N(L) nota-
tion is used to represent the number of floating points oper-
ations required to apply an operator L to a vector. We re-
call that the number of wavefront samples is n and with a
Shack-Hartmann, the number of measurements m approxi-
mately equals 2n.

B. Reconstruction step
The MAP estimator of Eq. (23) can be rewritten as
-1
E=K-(K'-S"-S K+l K-8

with py = 0'3 (ro/D)*3, which is the optimal priors weight in
the Bayesian sense. This hyperparameter is inversely propor-
tional to the squared SNR.

The reconstruction step consists in determining the best
estimate of the phase perturbations, but in the independent
modes space, i.e.

u = (KT-ST-S-K+,uoI)_1 K'-S".d,

This step includes the building of the pseudo open-loop data
(See Eq. (17)).

One should notice that in classical notations of control the-
ory, we should write Uy, or equivalently Wy, instead of
u;, or wi. Indeed, we are currently estimating the best correc-
tion to compensate for wy, having observed wy_,. Our simpli-
fied notations are justified by the fact that the two-frame delay
is permanent, and that it produces clearer equations.

Estimation of u; is done by solving iteratively the linear
system A - uy = by_; with

A=KT"-ST.S. K+l (25)
and
by =K'-ST-d,_,.

FrIM algorithm has been demonstrated to efficiently solve this
system [14], with open-loop data instead of pseudo open-loop
data. It is based on a diagonally Preconditioned Conjugate
Gradients method (PCG). The solving here requires as many
operations per iteration since A is the same matrix. The ex-
plicit yg in our formula (25) does not modify the counting, as
in any case, an addition of n non-zero values must be applied.
So, the application of A to a vector requires N(A) = 23 n op-
erations. The number of operations for the first iteration also
is 32 n and the one for the subsequent iterations is 34 n.

The initialization of the algorithm differs since the first
residual to be computed is

At =KT.8T. (Ek—l -S-K ‘Ek—l) — [o Uk—1 (26)

We consider here a running AO system, so we make the sys-
tem start from the previous final solution u;_;. Indeed, the
modal description of the wavefront may have not changed
much from one loop to another, this is why such a strategy
should make us start close from the optimal solution.

Once done the computation of E/H, Eq. (26) requires
Ny ~ 25n operations if one keeps o2 integrated in the
scaling factor of S operator and (D/r)*/® inside K [14].

Introducing Eq. (17) inside Eq. (26) leads to

Pt =K ST (diet + G- @ = S W) — po Wit (27)

For the linear splines m; and A; chosen here, N(G) = N(S).
In other words, for the first AO loop, when no estimation
is available yet, both a;_ and w;_, are null, and N("it) =~
N(S)+ N(K) = 10n. For the second AO loop, a;_; is null but
wi—1 = K- u;_; has already been computed in the prediction
step (cf. below). So the computation of the first residual from
Eq. (27) for the second loop requires 18 n operations. Then,
for all the subsequent AO loops, both vectors a;_» and Wy._,
have been previously estimated, and thus the computation of
the first residual requires N (r"') =~ 23 n operations.

Starting the iterative algorithm from the last final solution
u;_1 may impact on the required number of iterations Ny, for
convergence, and then on the total computation load of the
method, which is (21 + 34 Nj.,)n operations per AO loop.



Finally, once the iterative process stopped, the wavefront
estimate is obtained by applying

Wi = (ro/D)Y K -y, (28)

so that the total number of operations involved by the first step
is (27 + 34 Ny )n operations.

C. Prediction step

Our closed-loop AO correction does not include any model
for the temporal evolution, but uses a priori statistical mo-
ments which are introduced thanks to the temporal correlation
I'. Although such priors appear in Eq. (22), we never tried to
model them accurately. We consider instead a rough approx-
imation, and assume that the wavefront is almost unchanged
from one loop to another, thus replacing the temporal correla-
tion I' by the identity matrix I. Under this approximation, the
prediction step vanishes and so, no floating point operation is
involved.

D. Fitting step

Last step is often called the fitting step as it consists in fit-
ting in the best way the estimated wavefront wy with the DM
shape. This is simply achieved applying the orthogonal pro-
jector F defined in Eq. (20). In our case, as the sampling pe-
riod of the wavefront and the actuator pitch are equal and as
the interpolation function for the wavefront are linear splines
as the influence function ones, then this step is reduced to ap-
ply a projection on the subspace of actuators locations. F is
just a mask, involving n, operations to be applied.

IV. NUMBER OF ITERATIONS AND TOTAL
COMPUTATION LOAD

The combination of all the steps described in Sect. III leads
to a total number of operations scaling as (28 + 34 Nj,;)n. Ob-
viously, this load depends on the number of iterations the al-
gorithm either needs to converge or can afford constrained by
the AO loop frequency. While the minimum burden is defined
by the number of operations obtained if only one iteration is
made, the maximum burden is just bounded by the theoret-
ical limit of conjugate gradients method which is known to
converge in at most »n iterations, exception made of rounding
errors .

This is why we investigate in the following the convergence
of the estimation step in closed-loop, and how far we would
remain from the optimal solution if the AO loop frequency
imposes to stop the procedure before convergence.

First, from a well-balanced error budget, we define a pro-
cedure to simulate corresponding AO systems. Then, simu-
lations are done of such systems and assuming the iterative
estimation is stopped after a given number of iterations, we
analyze the effect on the correction quality.

The need for such a study reveals that computation load and
correction quality are strictly linked.

A. Error budget

Introducing the true wavefront w;_, two stages before the
command ay is applied, one can divide the criterion of Eq. (9)
in two main error contributions :

1
(@) = 5
- <Ez>delay + <E£>CO" (29)

where delay error

2
P(Wk — W2 + Wi — mT . ak)” >

o\ delay _ 1 b
(&) = 5. (1P — wi)IP) (30)
and correction error

(&)™ = SL <||P(wk_2 —mT. ak)H2> G1)

A

are assumed mainly uncorrelated.
Combining Eqgs. (5), (16), (21) and (23), the correction error
defined in Eq. (31) becomes

o\ corr
()

st (PG -por-a )
<6,?>ML + <e,§>M (32)

where the error orthogonal to M space (e,f YML and the error
on the controllable space (e,f)M are respectively

(@™ =5 lee)l) (9

and

M1 T ~ 2
(&)™ = o <||P (" - (byz ~F - E- i) > L34
Last expression (34) has been simplified thanks to the assump-
tions I' = I made in the past section.

The error budget can thus be summarized by

<E]§> - <€£>MJ_ + <€£>M + <E]§>delay ' (35)

The uncontrollable error of Eq. (33) is called the fitting er-
ror of the system and is given by the Nyquist frequency of
the DM. The respective influence of the two other terms in
Eq. (35) is illustrated by the closed-loop simulation results of
Fig. 2. During the k-th loop, 15 iterates (@y,)1<<15 are com-
puted, from which we can evaluate successive mean-square
estimation errors

(&)™ :<||P(mT.(bk_g—F.E.K.iZkJ))H2>. (36)
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FIG. 2: Evolution of (¢, )™ along the PCG iterations in a closed-
loop system with FrIM. Closed-loop frequency is fixed to 15 itera-
tions of the PCG algorithm, and 6 successive loops are displayed.
The number of degrees of freedom is n = 129 x 129, with D/d = 128
and rop = d. The measurement noise is a Gaussian white noise of
standard deviation o2 = lrad®/d. 3 different conditions turbulence
evolution are simulated. Solid curve: observing a translating wave-
front (shift of one tenth of the sub-aperture size per loop). Dashed
curve: observing of a constant wavefront. Dotted curve: observing
uncorrelated successive wavefronts.

The evolution of (e )™ along iterations, and for k = 1 to
k = 6, is plotted in Fig. 2, illustrating the convergence of the
estimation procedure. By the way, the (k + 1)-th loop starts
with new measurements dj, and the initial estimate .
for the iterative procedure is the final estimate of the pre-
vious loop uy s, so that the plotted (efqo)M actually equals
(€YM + ()™ at this particular instant. In Fig. 2, this is
illustrated by the salient jumps every 15 iterations.

On the first hand, the significant jumps occurring every 15
iterations are due to the fact that a new wavefront w;,, in-
stead of wy, is used as the reference for the computation of
the (elf)M. Besides, the method does not converge toward the
same value at every loop, even when the observed wavefront
stays unchanged (dashed curve), at least because of the differ-
ent noise realizations. Indeed, the level of the reconstruction
error changes with both the wavefront and the noise samples.
This is because the wavefront estimation is a random vector
depending on two other random processes: the atmospheric
turbulence and the measurement noise.

On the other hand, these three situations are characteristic
of three different control strategies. First, the dashed curve can
be considered as an optimal prediction. Since the observed
wavefront is always the same, the temporal priors introduced
by the simplification I' = T are perfect and then the various
values to which (e,f)M is converging only reveal the change
of noise realization with every new data set. On the contrary,

the dotted curve is characteristic of the worst temporal pre-
diction. Estimated and observed wavefronts have nothing in
common when the correction is applied. This is like starting
the reconstruction from scratch at every new loop. Finally, the
solid curve shows the more realistic situation of a translating
turbulent layer. Here, the wavefront is shifted by one tenth of
a subaperture for each step of the loop. Typically, for subaper-
tures of dimension d = 30cm, and for a closed-loop frequency
of 500Hz (resp. 1kHz), this corresponds to a wind velocity of
15 m.s™! (resp. 30 m.s~!). However, in this case, the temporal
prediction is not optimal anymore.

In Fig. 2, the AO delay error contribution gradually de-
creases in the error budget of the simulation from the dot-
ted case to the solid one and finally vanishes for the dashed
curve. The number of iterations needed for convergence
also decreases along with this delay contribution to the er-
ror. While some 10 iterations were needed for reconstruction
from scratch [14], we see here that the optimal number of iter-
ations does not only depends on the SNR, but also on the AO
loop frequency. In order to study the total computation load,
which means to determine the needs in number of iterations,
we assume in the following that the error budget should be
well-balanced. In other words, we should simulate AO sys-
tems for which

<E£>delay ~ <E]%>M (37)

M. . .
where <e,f> is the theoretical reconstruction error at conver-
gence. In order to simulate such well-balanced systems, we
analyse these two errors in the next paragraphs.

B. Reconstruction error

The reconstruction error in Eq. (15) is approximated in our
computations by

(e§>M ~ itr<P~x'xT : PT> (38)

a

with again x = b — R-d,_;. Indeed, as the influence functions
m; are linear splines, the 2D integration of Hilbert norm in the
computation of the error in Eq. (15) becomes a double trape-
zoidal rule for integration. For the large systems under study
here, i.e. for n, scaling as 10* — 10°, this computation is ap-
proximated using a double rectangular rule for the integration
over the pupil area. This means that we can define the piston
vector p € R" with all components equal to 1, and

m'-xlp)=xT-p VxeR%. (39)
Hence, the approximation leading to Eq. (38), which is al-
ways used further. The operator P becomes a matrix, of rank
ng, which is just the restriction of the previous operator P (cf.
Eq. (8)) to the chosen linear splines DM representation.
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FIG. 3:  f(uo)/po = (€9YM/02 vs po. Upper: a VLT-like system,
with D/Ly = 1/3 and several values for the number of sub-apertures
across the diameter D/d: 16 (triangles), 32 (squares), 40 (diamonds),
and 64 (upside down triangles). po values for markers are: 6.2 X
1073, 3.1 x 1073, 3.1 x 107*, 3.1 x 107 and 1.55 x 10™. Lower:
an E-ELT-like system, with D/L, = 2 and several D/d: 64 (upside
down triangles), 84 (diamonds), 128 (squares), and 256 (triangles).
o values for markers are: 6.15 x 107*, 3.076 x 107, 3.076 x 1073,
3.076 x 107 and 1.54 x 107°.

The reconstruction error can finally be developed to write
2
M -1
(& = Zew [P (TS +mKT-K) PT]
n(l

M
() _
(D/rp)33
where f is just a function of o [1] when D/Ly and D/d

(o) (40)

are given. Figure 3 illustrates this dependency observing von
Karman turbulent wavefronts, for a VLT-like system (upper)
and an ELT-like system (lower). This provides us with ex-
perimental laws for the reconstruction error depending on the
system dimensions and the SNR, via iso-y curves.

In order to simulate a well-balanced AO system, i.e. with
Eq. (37) satisfied, we need to find an equivalent law for the
delay error.

C. Delay error

For given system dimension, o, D/Ly and (D/ro)>/3, we
need to build successive wavefronts with the statistical prop-
erty

(@)™ = ()" = 01" s (41)

A first possibility to simulate a running AO system produc-
ing a particular value for the delay error, was to consider Tay-
lor’s frozen flow hypothesis applied to a unique thin turbulent
layer, under translation at a wind speed v. In the Hilbert space
C%(A,R), modeling a single layer under uniform translation,
if w represents a realization of the continuous turbulent phase
on this layer, we denote the current differential phase

ow(r) = w(r) — w(r +v1)

with v, the translation vector and 7 the AO correction delay,
i.e. 2 frames. The structure function of a turbulent wavefront
can be factorized as

(v = w0 ) = @R Dutle =1 @2

for Kolmogorov or von Karmén statistics, so that D,, does not
depend anymore on ry, nor on D/ry. Furthermore, w can also
be characterized by a factorized structure function, which is

Dsu(lir =) = 2Dy (llr = ') + 2Dy (vl
= Dy(lir =1’ + ol = Dy(llr = r' —vrl)).
(43)

However, for any random process x defined over the pupil
A, characterized by a structure function D,, one can demon-
strate that [15]

1 1
ar= 5= (IP-xlF) = 3 L fﬂ POPE)D(r ~ ) dr dr’
(44)

This expression was previously used by Wallner [4, 15] for
Kolmogorov structure function. For Kolmogorov statistics
(normalized as in Eq. (42)), a,, = 1.0314 [12, 15], but for
von Kédrman statistics, a,, also depends on D/Ly.

Back to delay error, we have

<6]g>delay _ i <||P-6w||2>

D 5/3
=% f f p()pr)Ds(llr — ¥ |)) dr dr’
AJA
(45)



Combining Eq. (43), (44) and (45), the relation between the
error level (€/)*® and the shift rate [[v7]|/D is

delay
2
()

D = Dullivi) +2a,

-2 f f prp)D,, (
AJA

Numerical integration of the right hand side yields the re-
construction error level (7)™ /(D/ry)*/* for any shift rate
|l7v||/D and outer scale ratio D/L.

We could therefore simulate a very large turbulent wave-
front of given statistics, D/Ly, and extract from this large layer
successive samples shifted by 7v/D, producing the expected
error level to satisfy Eq. (37).

Although easy to put in practice, such a method usually
leads to wavefront displacements of a fraction of the sampling
period d, sometimes down to d/100. It implies then to in-
terpolate the wavefront phase between the original samples.
We have not yet found a satisfying interpolation method for
turbulent wavefront, since the smoothing effect of most fa-
mous basis of interpolating functions, such as bilinear splines
or cubic splines, is too strong. As a consequence, the variance
of phase perturbations over the pupil is not maintained con-
stant along the translation steps. It has the correct value when
the translated wavefront coincides with the generated samples,
but then it decreases until translated values are just at equal
distance from two original samples. In the same way, the sup-
posed variance of the differential phase dw also decreases in
practice when the wavefronts are interpolated between origi-
nal samples. Even if the variance fluctuations induced by the
interpolation method only were of a few percents, we decided
to find another method to avoid this systematic effect.

The second approach models the temporal evolution of the
wavefront thanks to a kind of boiling instead of a Taylor trans-
lation. In practice, we build new wavefronts wy from a lin-
ear combination of the previous one wy_; and a new turbulent
layer Whew k

|r -r - TV”)5/3 drdr’ .

(46)

Wi = @1 Wi-1 + @2 Wnew k

where a; and @, are scalar coeflicients and wpey x is uncore-
lated to wy_; for all k. For

oW = Wg — Wg_2, 47

a; and @, are constrained thanks to 2 asumptions. First, wy,
wi—1 and wpeyx must follow the same statistics, that is to be
Gaussian process with the same normalized structure function
D,,. Next, the variance of the differential phase ow is given,
equal to the desired (&)%Y The first asumption implies

Dyy(r = 1) = (a1 W1 (F) + @2 Wew a(r)

2
-y w1 () — a2 Wnew,k(r')) >

=D (r-r)+a3 D, (r-r),

hence
al+al=1. (48)
The second constraint means that

Iy

5/3
Do =)= () {000 = weea) = wir") 4 wia ()Y
= ((a% -1’ +afa3 +a3) Du(r—r')
=203 D,(r-r). 49)

Last equality is obtained thanks to the constraint of Eq. (48).
From the definition of Eq. (44),

del;
()" =20d3a,(D/ro)" (50)
so that

(03] =

41 —a% (€28
and

<€2>delay f(1o)
_ k _ 0
“ = N2a, 0B =\ 2a, (52)

Thanks to these coefficients @ and a,, we can run well-
balanced AO simulations.

D. Simulations results

The results of Sections IV B and IV C provide the means to
simulate a priori well-balanced AO systems, for given system
size, ratio D/Ly and SNR. The impact, on the error budget,
of the allowed number of iterations is analysed thanks to such
simulations. If the estimation convergence is achieved and if
the correlation between terms in Eq. (35) can be neglected,
the balance of Eq. (37) should be satisfied. Otherwise, the
reconstruction error may be larger than expected

<E]3>M <Elz>delay
Droyh =W = (5 o7

As a consequence, the total error budget is bounded, with

()
S Y
2(D/ro)>"3 f (o)

The results of the simulations are plotted in Fig. 4, thanks
to the ratio p. The equilibrium condition in Eq. (37) is satis-
fied when this value is close to 1, or even smaller. The large
range of simulated d/ry and o2 values allows to really explore
a wide range of possible signal-to-noise ratios. The simula-
tions conditions are aimed at illustrating possible cases for an
Extremely Large Telescope, in order to demonstrate that FrIM
closed-loop algorithm is well-adapted to large AO systems.

On the upper part of Fig. 4, the markers shape depends on
the number of iterations allowed for FrIM computation, for a

0
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FIG. 4: Ratio p in Eq. (IVD) as a function of SNR. Simulations
conditions corresponds to a SCAO system on an 42-meter telescope,
with D/Ly, = 2 with a central obstruction of 0.28D. Each marker is
the averaged MSE over 100 simulations of 100-loop runs, for each
possible combination: r0 = 0.1d, 0.5d, d, 2d and 02 = 5 x 1073,
1072, 107", 1 and 2rad?® per sub-aperture. Upper: fixed D/d = 128
but varying number of iterations: Ny, = 1 (squares), 2 (crosses),
3 (triangles) and 4 (hexagons). Lower: fixed Ny, = 1 but varying
number of sub-apertures across the diameter D/d = 64 (squares), 84
(crosses), 128 (triangles) and 256 (hexagons).
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constant system dimension. One can observe on the upper part
of fig:wellbalancedCL that for the major part of the covered
range for the SNR, three iterations are enough to maintain a
well-balanced AO system. A restriction to one iteration per
AO loop would usually lead to an globl AO correction error
multiplied by ~ 1.5.

Now regarding the dependency of this performance on the

subaperture sampling D/d, the bottom of Fig. 4 illustrates the
case when 3 iterations are allowed. We obtain again the sat-
isfied condition of p ~ 1 for D/d; = 128. The convergence
is accelerated for larger samplings d;/D. This shows that the
reconstruction convergence depends on the sytem dimension,
what had not clearly been observed so far in wavefront recos-
ntruction with FrIM.

V. CONCLUSION

This paper brings a new approach for the control architec-
ture, based on an Internal Model Control. This allows to op-
timize a criterion in the turbulent wavefront space of parame-
ters, instead of simply trying to cancel measurements as was
the aim of the classical integrators on AO systems.

This control law can easily be decomposed into three steps:
reconstruction, prediction and fitting. For the widely spread
case of a Shack-Hartmann model with a bilinear DM, we have
demonstrated the low computational load of this method us-
ing FrIM algorithm: (27 + 34 Nje,) n operations, with Nj., the
number of iterations.

Finally, simulations of well-balanced AO systems lead to
the conclusion that for the major range of signal-to-noise ra-
tio on large AO systems, only three iterations are sufficient
to maintain the equilibrium on the error budget. As a conse-
quence, the command can be computed in 130 n operations.
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10.5 Les résultats et les conclusions

Le budget total de ’erreur de correction dans les simulations est borné

_ (&)
P 2D ) 1020

en supposant que 'erreur de retard et I’erreur de reconstruction sont peu corrélées.

Les résultats des simulations sont représentés sur la figure [I0.1], grace au rapport
p. Sur les deux premiers graphiques d’en haut, 'axe des abscisses est gradué en puyg,
tandis que sur les deux suivants, il est gradué en RSB. Les résultats représentés sont
toutefois les mémes. La condition d’équilibre des erreurs de retard et de reconstruction
est satisfaite lorsque p est inférieur & 1. On remarque sur les graphiques de gauche que
cette condition est vérifiée plus ou moins sur toute la gamme de RSB a partir de 3
itérations. Contraindre ’algorithme & ne faire qu'une itération entraine des valeurs de
p de lordre de 1.5, ce qui signifie que lerreur de reconstruction est approximativement
le double de sa valeur a la convergence. Les graphiques de droite montre 1’évolution de
la condition d’équilibre, p < 1, lorsque le rapport D/d; varie. On note que ’équilibre
est atteint avec trois itérations pour D/d; = 128 (comme sur les graphiques de gauche),
mais il faudrait alors davantage d’itérations sur un systéme deux fois plus grand.

En conclusion, on voit que pour un systéme D/d; = 128 sur un télescope de 42m,
I’algorithme converge en trois itérations a peu prés pour n’importe quel RSB suscep-
tible de concerner une OAmC ou OAX. En revanche, la convergence en boucle fermée
dépend fortement de la taille du systéme, ce qui n’était pas apparu de fagon claire en
reconstruction de surface d’onde.

L’optique adaptative de premiére lumiére de PE-ELT (OAmC) est prévue avec un
dimensionnement D/d; = 84. La méthode itérative de reconstruction FrIM MAP re-
quiert, pour ces dimensions, trois itérations pour assurer la convergence sur un systéme
d’OA équilibré. Ceci correspond a 130 x n opérations pour calculer la commande.
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Quatriéme partie

Validation de I’'algorithme sur le
simulateur Octopus
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Introduction

Cette derniére partie présente les résultats actuels des tests de validation menés
sur Octopus, le simulateur d’optique adaptative (OA) complet de ’'European Southern
Observatory (ESO, Munich) dédié aux études d’optiques adaptatives & grands nombre
de paramétres.

La méthode testée est le fruit des deux parties précédentes de ce manuscrit, elle est
notée FrIM CMI par la suite. Je rappelle qu’elle consiste en une loi de commande par
modeéle interne (CMI) avec une reconstruction utilisant I’algorithme FrIM MAP et une
projection orthogonale sur le miroir déformable (MD). Comme au chapitre précédent,
la prédiction est remplacée par 'hypothése d’une turbulence fixe.

Dans un premier chapitre, je présente le simulateur complet utilisé et ses particula-
rités par rapport aux simulations simplifiées que j’ai menées jusqu’ici. Ceci donne lieu
& une analyse des erreurs de modélisation et & des tests de reconstructions simples.

Ensuite, une fois que l'interfacage entre Octopus et le code de FrIM CMI a été
validé, la boucle fermée d’optique adaptative est simulée. La méthode FrIM CMI est
alors comparée a deux autres commandes de type intégrateur, afin d’étudier leur com-
portement dans des conditions de fonctionnement diverses.
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Chapitre 11

Le premier contact avec Octopus

L’acronyme Octopus signifie Optimized Cluster Tool for adaptive Optics Parallel
Unlimated Simulations. C’est un simulateur complet développé a 'origine dans le cadre
des études de concept et de dimensionnement d’optique adaptative pour le projet de té-
lescope de 100 métres de diamétre OWL (Quer Whelmingly Large télescope) (Le Louarn
et al., 2004)). Suite & la révision du dimensionnement de ce télescope, les efforts eu-
ropéens sont désormais concentrés sur la construction de ’E-ELT, qui est prévu d’un
diameétre de 42 meétres. Octopus sert donc pour les études d’optique adaptative de I'E-
ELT. Parmi les simulateurs d’OA existant de par le monde, c’est le seul qui ait été
particuliérement conc¢u pour les systémes & grands nombre de degrés de liberté. Il est
donc également trés utile pour les études de systémes d’optique adaptative de seconde
génération pour le Very Large Telescope au Chili, c’est-a-dire d’optique adaptative
extréme (OAX) sur un télescope de 8m.

11.1 La présentation d’Octopus

Octopus est un simulateur numérique par opposition & Cibola et Paola, développés
respectivement par B. Ellerbroelﬂ et L. Jolissaimﬂ, qui sont analytiques. La simulation
numérique facilite I’analyse conjointe d’un grand nombre de paramétres de simulation.

Octopus modélise

— des couches optiquement turbulentes dans 'atmosphére sous forme d’écrans de

phase

— la dynamique de la turbulence par "approximation de Taylor de la turbulence

gelée

— la propagation de 'onde dans une direction de visée & travers les couches tur-

bulentes (écrans de phase), soit par une propagation géométrique, soit par une
propagation de Fresnel
— les mesures obtenues par les analyseurs de surface d’onde (ASO), soit de type
Shack-Hartmann, soit de type pyramide

— la correction des miroirs & partir de la commande appliquée aux actionneurs
et d'un modéle de fonctions d’influence, soit splines linéaires, soit gaussiennes
tronquées, a deux dimensions.

Le corps d’Octopus est un ensemble d’ordinateurs de bureau, actuellement au

Yhttp ://cfao.ucolick.org/software/cibola.php
http ://cfao.ucolick.org/software/paola.php
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nombre de 76 et regroupés sur un réseau rapide. Parmi eux se trouve une machine
maitre et les autres sont désignés comme des esclaves. Le code de simulation implé-
menté dans Octopus (en C et en C++) permet d’effectuer un grand nombre de calculs
en paralléle. Les choix faits pour optimiser Octopus ont été détaillés par |Le Louarn
et al.| (2004)). La philosophie générale est de minimiser les appels et le stockage en mé-
moire, de paralléliser le plus possible les taches, ceci tout en limitant les transferts de
données entre les machines.

11.1.1 Les modéles utilisés par Octopus

Octopus modélise les couches turbulentes & partir de la méthode Fourier, présentée
dans la section mais en considérant le modéle de turbulence de von Karman.
C’est l'algorithme de McGlamery| (1976) qui est employé. Afin que les bas ordres de
la turbulence soient correctement modélisés, il est nécessaire de simuler des écrans de
phase beaucoup plus larges que la surface d’onde a analyser. Octopus peut simuler
plusieurs écrans de phase échantillonnés sur plus de 8192 x 8192 points.

L’atmosphére au-dessus du télescope est représentée par un nombre fini de couches,
10 dans les tests que je présente ci-aprés. La propagation de 'onde a travers les couches
dans une direction de visée peut étre modélisée géométriquement ou par la propaga-
tion de Fresnel. Cette derniére entrainant de multiples transformées de Fourier, les tests
présentés ont été réalisés avec le modéle géométrique afin de limiter les cotits calcu-
latoires. Le modéle géométrique a comme principal défaut de négliger les effets de la
scintillation, ce qui a un impact moindre sur un systéme de type optique adaptative
extréme (OAX) (Fusco et al., 2006b)).

Une fois que la surface d’onde dans le plan pupille est déterminée pour une direction
d’analyse donnée, il faut modéliser le processus de mesure. Octopus peut simuler un
analyseur de Shack-Hartmann ou un de type pyramide (Le Louarn et al. 2005). Comme
dans les parties précédentes de ce manuscrit, c’est I’analyseur de Shack-Hartmann qui
est utilisé pour les tests présentés dans la suite. Le modéle d’analyseur de Shack-
Hartmann implémenté dans Octopus repose sur la propagation de I'onde d’aprés la
théorie de la diffraction. La surface d’onde au niveau de la pupille est découpée en
autant de portions qu’il y a des sous-pupilles. Chaque portion d’onde produit, par
transformée de Fourier, une tache image dans le plan du détecteur (cf. figure .
Derriére chaque sous-pupille, le détecteur est composé de plusieurs pixels. Les photons
incidents sont simulés par Octopus & partir d'un parametre de configuration qui précise
le nombre moyen de photons incidents sur une sous-pupille. Ceci permet de g’affranchir
des parameétres liés 4 cette quantité, que sont la magnitude de I’étoile, la transmission du
systéme et le temps de pose. Octopus simule le bruit de photons sur le détecteur, & partir
de la statistique de Poisson de cette perturbation. Comme sur une optique adaptative
réelle, un algorithme de centrage est implémenté dans Octopus, afin de déterminer le
déplacement de chaque tache image par rapport & sa position de référence. L’algorithme
implémenté dans le simulateur repose sur un calcul d’inter-corrélations sans seuillage
(Thomas et al., |2006). Ces déplacements sont convertis en meétres par taille de sous-
pupille et sont fournis en tant que mesure de pentes locales par Octopus.

Par ailleurs, Octopus simule la correction par un miroir déformable. Il existe deux
types de fonctions d’influence & 2 dimensions qu’Octopus puisse simuler; des splines
linéaires et des gaussiennes tronquées, pour lesquelles le couplage inter-actionneur est
de l'ordre de 15%. Les fonctions d’influence gaussiennes sont plus proches de la réponse
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d’un miroir piezo-électrique mais une commande uniforme sur tous les actionneurs ne
produit pas une surface plane, i.e. un piston. A l'opposé, les splines linéaires repro-
duisent le piston lorsqu’une commande uniforme est envoyée, mais la dérivée premiére
de la déformée du miroir n’est pas définie 1a ot se trouvent les actionneurs. Ceci peut
engendrer des artefacts dans I’évaluation numérique des performances du systéme.
Enfin, Octopus simule I'asservissement du systéme d’optique adaptative. La dyna-
mique de ’atmospheére étant modélisée par I’hypothése de Taylor de turbulence gelée,
les écrans de phase sont déplacés & des vitesses de vent différentes suivant ’altitude,
entre chaque prise de mesures. De plus, Octopus applique la commande au miroir avec
un certain retard de boucle a paramétrer. Ainsi, la surface d’onde résiduelle est calculée
en tenant compte de cette dynamique et de la correction. En boucle fermée, I’analyseur
simulé par Octopus fournit les mesures de pentes de la surface d’onde résiduelle.

11.1.2 Les configurations testées

La démarche suivie au cours de ces tests de validation consiste & complexifier les
configurations d’optique adaptative testées & mesure que les performances ont pu étre
analysées et interprétées. Ceci permet d’élucider les problémes d’interfacage des deux
codes, Octopus et le code incluant la méthode FrIM CMI.

Tout dabord, un systéme de taille raisonnable a été simulé, avec un seul analyseur
et un seul miroir déformable observant une étoile de référence naturelle. Avec 40 sous-
pupilles le long du diamétre de 8m du miroir primaire, ceci correspond & une optique
adaptative extréme (OAX). Les deux premiéres configurations VLT et VLT sont
détaillées dans la table [I1.1] Les différences entre ces deux tests sont la présence de
I’obstruction centrale dans la configuration VLTg et la réduction du champ de vue des
sous-pupilles sur le ciel, afin d’obtenir un meilleur échantillonnage et donc limiter les
non-linéarités de ’analyseur.

Par la suite, c’est un systéme d’optique adaptative de premiére lumiére pour ’E-
ELT qui a été simulé. Il comprend un analyseur et un miroir déformable, avec 84
sous-pupilles le long du diamétre du miroir primaire. Les deux derniéres colonnes du
tableau[I1.1] détaillent les parameétres de cette configuration. Cette fois encore, ces tests
se distinguent par la prise en compte ou non de 'obstruction centrale du télescope. Tous
les autres parameétres restent identiques.

Pour toutes ces configurations, en boucle fermée, le retard global de la boucle est
de 2 trames. Cela signifie que le chronogramme est identique & celui présenté sur la

figure

11.1.3 L’interfacage et la procédure de simulation

Afin de faire communiquer le modeéle du systéme, i.e. Octopus, avec le correcteur
FrIM CMI, une interface a été batie sous forme d’échanges de fichiers.

Pour une configuration donnée, Octopus géneére 2 fichiers de texte, comprenant les
coordonnées des sous-pupilles des analyseurs et des actionneurs des miroirs. Les pre-
miéres lignes de ces fichiers, subapertures.txt et actuators.txt, sont transcrites sur
la figure[11.1] Les coordonnées sont indiquées en métres. Les deux premiéres colonnes de
chaque fichier indiquent les positions (x,y) du coin en bas & gauche des sous-pupilles
actives ou des actionneurs. La derniére colonne identifie ’analyseur ou le miroir au-
quel les coordonnées de la ligne sont associées. Au cours des simulations, ’échange
des fichiers de mesure (respectivement de commandes) se fait par le biais de fichiers



232

CHAPITRE 11. LE PREMIER CONTACT AVEC OCTOPUS

Configuration VLT, VLT, E-ELT; | E-ELT,
D(m) 8 8 42 42
type d’OA OAX OAX OAmC OAmC
nb ’ASO 1 1 1 1
nb de MD 1 1 1 1
D/d 40 40 84
obstruction centrale non 0.15D non 0.28D
ro(cm) & A = 0.5pum 15.9 15.9 13 13
Aoa(nm) 589 589 700 700
Ar(pum) 2.2 2.2 2.2 2.2
a 1.067 107 | 1.067 107 | 8.976 10° | 8.976 10°
7 (ms) - 2 - 2
70(500nm) (ms) 3 3 3 3
(dy /10)5/3 1.056 1.056 4.817 4.817
NZop 82 82 62 62
bruit de lecture non non non non
dy/d. 10 10 16 16
FoV (" /ss-pup.) 4.86 2.4 2.4 2.4
Nph 1000 1000 1000 1000

TAB. 11.1 — Parameétres des configurations testées sur Octopus.

subapertures.txt

actuators.txt

—4.000000¢ + 00
—4.000000e + 00
—4.000000¢ + 00
—4.000000¢e + 00
—4.000000¢ + 00
—4.000000¢ + 00
—3.800000e + 00
—3.800000¢ + 00
—3.800000e + 00
—3.800000¢ + 00
—3.800000e + 00
—3.800000¢ + 00

—6.000000e — 01
—4.000000e — 01
—2.000000e — 01

0.000000e + 00

2.000000e — 01

4.000000e — 01
—1.400000e + 00
—1.200000e + 00
—1.000000e + 00
—8.000000e — 01
—6.000000e — 01
—4.000000e — 01

O DD DD DD OO oo oo

—4.000000¢ + 00
—4.000000e + 00
—4.000000¢ + 00
—4.000000e + 00
—4.000000e + 00
—4.000000e + 00
—4.000000e + 00
—4.000000e + 00
—4.000000e + 00
—4.000000¢e + 00
—4.000000e + 00
—3.800000¢ + 00

—1.000000¢ + 00
—8.000000e — 01
—6.000000e — 01
—4.000000e — 01
—2.000000e — 01
0.000000e + 00
2.000000e — 01
4.000000e — 01
6.000000e — 01
8.000000e — 01
1.000000e +- 00
—1.600000¢ + 00

O OO OO OO O oo oo

Fi1G. 11.1 — Exemples de fichiers de textes pour les coordonnées des sous-pupilles et des
actionneurs. Les sous-pupilles sont repérées par les coordonnées du coin en bas & gauche
de la sous-pupille. Pour les deux fichiers : la premiére colonne donne la coordonnée sur
I’axe des z. La deuxiéme donne la coordonnée sur ’axe des y. La troisiéme colonne

identifie le numéro d’analyseur ou le numéro du miroir associés.
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de nombres flottants contenant autant de valeurs qu’il y a de lignes dans le fichier
subapertures.txt (respectivement actuators.txt). La premiére valeur correspond a
la sous-pupille dont les coordonnées sont sur la premiére ligne de subapertures.txt.
La deuxiéme valeur de mesure 4 la sous-pupille identifiée par la deuxiéme ligne, et ainsi
de suite. Il en va de méme pour les actionneurs.

A partir de ces fichiers, le code de FrIM CMI génére des masques de pupille, de
mesures, et d’actionneurs. Un certain nombre de paramétres de configuration sont fixés
dans un fichier de texte annexe. Il contient notamment la longueur d’onde d’analyse
A0, une estimation de Lg et de rg, le nombre de trames de retard (supposé entier) du
systéme, éventuellement un nombre limite d’itérations autorisées pour les algorithmes
de gradients conjugués préconditionnés intervenant dans le correcteur. Ce fichier peut
aussi préciser le type de modéle d’analyseur qui doit étre utilisé pour la reconstruction,
i.e. le modele SH3 x 3 ou celui de Fried (cf. section [8.3.2)).

L’algorithme FrIM MAP pour la phase d’estimation décrite dans le chapitre [J re-
quiert également une estimation du niveau d’incertitude des mesures o2. Actuellement,
lalgorithme de centrage d’Octopus ne fournit pas cette valeur. Il faut alors inclure une
phase supplémentaire & la configuration du systéme. Pour cela, Octopus fournit une
surface d’onde incidente au niveau de la pupille et le jeu de mesures bruitées associées.
L’erreur de mesure o2 (cf. équation de mesure ) est alors calculée comme la va-
riance de I’écart entre les mesures d’octopus et celles obtenues par le modéle d’analyseur
a utiliser pour la reconstruction.

Je précise aussi que les systémes d’optique adaptative simulés ne fonctionnent pas
en temps réel. Les calculs de déplacement d’écrans de phase, de propagation géomé-
trique et la simulation des mesures prennent un temps supérieur a la période d’échan-
tillonnage d’un systéme réel (quelques millisecondes). Avec les configurations d’E-ELT
sur Octopus, le temps nécessaire a faire avancer le systéme d’une boucle se compte
en secondes. Ceci explique que 'algorithme FrIM MAP n’est pas contraint non plus
a respecter la fréquence de la boucle réelle. Les contraintes sur la méthode itérative
sont donc représentées par le nombre d’itérations autorisé pour les gradients conjugués
préconditionnés.

11.1.4 Les outils pour ’analyse des performances

Les performances de la méthode sont quantifiées & partir du rapport de Strehl &
2.2um. Un rapport de Strehl courte pose est déterminé & chaque boucle et un rapport
de Strehl longue pose est ajusté avec le temps. La FEP longue pose du systéme corrigé
est estimée au fur et & mesure.

L’analyse de la méthode de commande dérivée au chapitre [9] entre dans le cadre
de I’étude européenne de dimensionnement de VELT (ELT Design Study), qui a com-
mencé en 2005 et termine & la fin de I'année 2008. Le groupe de travail Algorithmes de
reconstruction et de commande pour l'optique adaptative a progressivement retenu deux
algorithmes rapides pour les systémes & grand nombre de degrés de liberté. L'un est issu
du travail présenté dans ce manuscrit, FrIM CMI. L’autre est issu du travail initié par
Correia, & 'ESO (Munich), et poursuivi par Montilla, & 'TAC (Canaries). Ce second
correcteur repose sur un reconstructeur par transformée de Fourier comme présenté &
la section avec un intégrateur scalaire. Je la désigne dans la suite par 'acronyme
FTR-I, pour Fourier Transform Reconstructor avec intégrateur. La méthode FTR-I,
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FriM CMI Octopus MMV-I

Fia. 11.2 — Schéma de la procédure de simulations, pour comparer les méthodes FrIM
CMI et MMV-1. Au centre : Octopus avec ses propres modéles d’analyseur S,, de miroir
M,, la surface d’onde incidente w et le bruit de mesure e. Les entrées d’Octopus sont
les commandes a et les sorties sont les mesures d. A gauche : FrIM CMIL R est le
reconstructeur FrIM MAP. F est le projecteur sur 'espace de commande et G =S - M
est le modéle interne de la matrice d’interaction du systéme. A droite : MMV-I. E, est
la matrice de commande et K est le gain de l'intégrateur.

codée en MATLAB®), F’j a également été interfacée avec le simulateur Octopus. Cette
année, les conclusions doivent étre tirées quant aux performances de ces deux méthodes.
Celles-ci sont en partie dictées par les tests comparatifs menés sur Octopus et présentés
dans cette partie.

Par ailleurs, un troisiéme correcteur est utilisé dans les comparaisons. C’est la mé-
thode de commande par défaut d’Octopus, codée par Le Louarn directement dans le
simulateur. Il s’agit d’'une méthode de type MMV avec un intégrateur scalaire (cf.
diagramme en bas de la figure . Je détaille ici rapidement son principe.

La matrice d’interaction du systéme, G, est calibrée, de facon simulée, & partir d’une
base tronquée de modes de Karhunen-Loéve de la turbulence projetés sur le miroir. Si
on note C, la matrice de covariance du bruit et C,, la matrice de covariance de la
surface d’onde turbulente dans la base des modes de Karhunen-Loéve également. La
matrice de commande E, est obtenue par I'estimateur MAP

E,= (G- C;l-G+Cy)) ! -GT.c! (11.1)

Cette matrice est utilisée en boucle fermée avec un intégrateur, sans modele interne. En
conséquence, la régularisation dans ’estimateur n’est pas adaptée a la statistique
de la surface d’onde résiduelle mesurée. Le poids de la régularisation est alors légérement
modifié afin de trouver un compromis entre la stabilité de l’estimation apportée par
une régularisation et le biais engendré par la mauvaise adéquation de cette pénalisation
a la statistique du signal.

J’ai déja expose sur la figure[6.1]les difficultés de mise en oeuvre d'un reconstructeur
MMYV sur un systéme d’optique adaptative & grand nombre d’actionneurs. Cependant,
du point de vue de la qualité de la reconstruction, elle reste une référence pour interpré-
ter les performances des deux nouveaux algorithmes. C’est pourquoi les configurations
détaillées dans la table sont, également testées avec cette méthode. La figure [11.2
schématise la communication des méthodes de commande étudiées avec le simulateur

3http ://www.mathworks.fr
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Octopus. La commande utilisant le reconstructeur MMV avec un intégrateur scalaire
est notée dans la suite MMV-1. Si la commande FTR-I était représentée sur ce schéma,
elle pourrait remplacer la boucle MMV-I dessinée & droite, en conservant le bloc inté-
grateur et en remplacant E, par le reconstructeur FTR.

11.2 Les tests de correction statique

L’idée de cette premiére étape vers des simulations complétes d’optique adaptative
est de qualifier la capacité de 'algorithme FrIM MAP & fournir une correction satisfai-
sante de la perturbation & partir d’une simple reconstruction. Dans cette section donc,
la boucle n’est pas fermée et le retard de correction n’est pas modélisé. Les résultats
démontrent la robustesse de 'estimateur FrIM MAP vis-a-vis d’erreur de modélisation
de la turbulence et de ’analyseur.

Les a priori de la reconstruction utilise 'approximation fractale de la matrice de
covariance de la turbulence tandis que la modélisation de la turbulence par Octopus
repose sur 'approximation dans ’espace de Fourier. La plupart des simulateurs d’op-
tique adaptative existant simule la turbulence d’aprés la méthode de Fourier de facon
similaire & Octopus. Lorsque c’est cette méme approximation qui est utilisée pour la ré-
gularisation du reconstructeur, il est difficile d’évaluer ses qualités. De fagon analogue,
pour les simulations de reconstruction présentées dans la partie [II, Papproximation
fractale pour la régularisation avait été employée pour simuler les surfaces d’onde tur-
bulentes. Grace aux simulations sur Octopus, il est donc possible d’évaluer la robustesse
de 'approximation fractale pour la reconstruction.

L’analyseur de référence est par définition celui qui nous fournit les mesures. J’en-
tends par 14 que si on utilise un analyseur réel, les incertitudes de modéle concernent
I’approximation de ce systéme physique. En revanche, dans le cas du simulateur Octo-
pus, les incertitudes de modéle sont illustrées par les approximations faites par notre
correcteur, vis-a-vis du modele réel que devient Octopus. C’est pour cette raison que
dans la suite je privilégie I’é¢tude des erreurs vis-a-vis du modele d’analyseur simulé par
Octopus.

Dans un premier temps, j’étudie les caractéristiques du modéle d’analyseur d’Octo-
pus. Ensuite, je montre comment ce modéle est approximé par les modéles synthétiques
de Fried et SH3 x 3.

11.2.1 La comparaison du modéle d’ASO d’Octopus au modéle li-
néaire des angles d’arrivée

Jai rapidement évoqué, a la section[11.1.1] la procédure de modélisation des mesures
par Octopus. J’étudie ici les écarts entre le modéle d’analyseur non bruité d’Octopus
et le modeéle théorique de 'analyseur de Shack-Hartmann basé sur les angles d’arrivée
(AA) (cf. équation (2.3)).

Pour cela, je considére une surface d’onde incidente sur la pupille, fournie par Octo-
pus. La représentation zonale de cette surface d’onde est donnée avec un pas d’échan-
tillonnage d., inférieur au coté d; d’une sous-pupille de 'analyseur. Les valeurs du
rapport d;/d. pour les différentes configurations sont présentées dans la table
L’expression des mesures théoriques des équations — est alors approchée par
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FIG. 11.3 — A gauche : représentation échantillonnée d’une surface d’onde égale a une
simple défocalisation. Au centre et & droite : Valeurs de pentes locales (en x et y)
données par le modéle d’analyseur simulé par Octopus vs. celles données par le modele
SH, . Au centre : configuration VLT;. A droite : configuration E-ELT;

par la méthode des rectangles

k:dl/de
o de . . : .
d*(i,j) = a Z [w((i+1/2)dy, (j —1/2)d; + kde) —w((i — 1/2)d;, (j — 1/2)d; + k d)]
k=0
(11.2)
d k=d;/de.
@0,5) =5 30 (= 12+ ke (+1/2)d) = w((i = 1/2)d + kde, (= 1/2)d0)
k=0
(11.3)
De ce calcul approché est défini un modéle d’analyseur nommé SH,, tel que
d = Sgp, - w (11.4)

Ce modéle d’analyseur SH, est comparé ici au modéle d’Octopus.

Sur une défocalisation

Dans un premier temps, la surface d’onde est déformée uniquement par une défo-
calisation

w(r)=br? VYreA, (11.5)

ou b est une constante donnant ’amplitude de la défocalisation. L’allure de la surface
d’onde est illustrée & gauche de la figure Cette déformation est produite par le
miroir d’Octopus et est analysée en ’absence de turbulence atmosphérique.

Les mesures de pentes dans la direction x d’aprés I’équation ([11.2)) (respectivement
dans la direction y d’aprés équation (11.3))) sont proportionnelles & la coordonnée
(respectivement a la coordonnée y) du centre de la sous-pupille. On remarque que le
modéle d’Octopus coincide parfaitement avec le modeéle linéaire théorique des AA pour
la configuration VLT (au centre de la figure . En revanche, pour la configuration
E-ELT; simulée & droite de la figure [[1.3] le modele d’Octopus est non linéaire. Cet
effet de non-linéarité est périodique, de période égale au champ de vue d’un pixel
multiplié par ad;. Cette non-linéarité est due a I’échantillonnage du détecteur. Elle
révele que le champ de vue des pixels est trop grand par rapport a la taille moyenne de
la tache image. Dans le cas de la défocalisation générée par le miroir, 'onde lumineuse



11.2. LES TESTS DE CORRECTION STATIQUE 237

10+ B

10+ -

d (rad./dl) d'Octopus avec bruit
o
T
|

d (rad./dl) d'Octopus avec bruit
o
T

-5 -

-5 0 5 -10 0 10

d (rad./dl) theoriques d (rad./dl) theoriques

Fia. 11.4 — Comparaison du modeéle d’Octopus, en présence de bruit de photons, et du
modéle SH,. Analyse d’une surface d’onde turbulente, i.e. en boucle ouverte. A gauche :
configuration VLT;. A droite : configuration E-ELT).

incidente simulée par Octopus est issue d’une fibre de calibration. La courbe de droite
de la figure montre que la fibre de calibration choisie génére une tache image trop
petite.

Cette analyse fournit un premier apercu des approximations de modélisation du
processus de mesure. En pratique, elle permet surtout de s’assurer que les deux modéles
calculent bien la méme chose, & leurs approximations propres prés. C’est également une
facon de vérifier que les grandeurs échangées entre Octopus et l’algorithme de FrIM sont
bien exprimées dans les mémes unités, parce qu’il n’y a pas d’interface graphique ni de
documentation.

Sur une surface d’onde turbulente

La linéarité du modéle d’Octopus dépend de la taille des taches image générées
par chaque sous-pupille. En présence de turbulence, ceci est fonction de la longueur
de cohérence de la surface d’onde résiduelle. La figure [11.4] compare le modéle SH,
appliqué cette fois-ci & une surface d’onde turbulente, avec les données fournies par
Octopus en incluant le bruit de photons. Les systémes simulés sont le VLT (& gauche)
et 'E-ELT; (a droite). La turbulence est caractérisée par les paramétres associés a
ces configurations dans la table [II1.I] Les mesures de pentes sont effectuées sur une
surface d’onde analysée en boucle ouverte. On note encore une légére non linéarité du
modeéle d’Octopus pour la configuration E-ELT1, moins perceptible en raison du bruit
de photons également présent.

La dispersion des points autour de la diagonale sur ces figures est le résulat de la non-
linéarité de 'analyseur d’Octopus (incertitudes de centrage) et du bruit de photons. Ici
les mesures sont simulées & fort flux, 1000 photons recus en moyenne par sous-pupille,
si bien que ce bruit de mesure global a une variance oo = 0.177 rad/d; pour le cas
VLT, et 0 = 0.489 rad/d; pour le cas E-ELT}.
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Sur une surface d’onde résiduelle

Lorsque la boucle du systéme d’optique adaptative est fermée, ’analyseur mesure les
pentes de la surface d’onde résiduelle, qui sont supposées avoir une amplitude moyenne
plus faible. Ainsi, c’est une portion centrale des graphiques de la figure qui est
observée. Ceci est illustré par les graphiques de gauche des figures et [11.6] qui
correspondent a un systéme VLT5 et E-ELT; respectivement, en boucle fermée. L’in-
certitude de la mesure, incluant le bruit de photons et les incertitudes du centrage,
est caractérisée par un écart-type oe = 0.148 rad/d; pour VLT3 et o = 0.279 rad/d,
pour E-ELT;. Pour le cas E-ELTy, le fait de pouvoir concentrer la majorité des me-
sures dans un régime linéaire de I'analyseur permet de réduire fortement les erreurs de
modélisation (prés d'un facteur 4 en variance).

11.2.2 Comparaison aux modéles d’ASO impliqués dans la recons-
truction

Le modéle linéaire SH, fournit une modélisation assez précise de ce que donne
lanalyseur simulé par Octopus, au vu des figures et Cependant, 'utilisation
de ce modéle dans un reconstructeur serait trés cotiteux en temps de calcul et en espace
mémoire. Comme dans le chapitre [§] ce sont le modele de Fried et le modele SH3 x 3
qui sont mis en oeuvre dans l'algorithme FrIM CMI sur Octopus.

Le chapitre |8 met déja en évidence les différentes modélisations du repliement dans
les mesures suivant les approximations du modéle d’analyseur effectuées. Les deux
prochaines strophes illustrent la modélisation du repliement par le modéle de Fried et
par le modéle SH3 x 3 lors de simulations en boucle fermée sur Octopus.

Le modéle de Fried

J’ai déja abordé I'approximation de Fried pour modéliser le Shack-Hartmann (cf
sections et . Le modéle de Fried ne tient pas compte du repliement, ce qui im-
plique un écart important entre les données fournies par Octopus et celles modélisées.
Ceci est illustré par les graphiques du centre des figures et [11.6] Ces graphiques
sont placés a coté de ceux du modele SH, (a gauche), afin de faciliter la comparaison
des niveaux d’erreur. On remarque que les aspects non linéaires de 1’analyseur d’Oc-
topus dans le cas E-ELT; disparaissent pratiquement devant 'importance de 'erreur
de modélisation du repliement.

La variance des erreurs de modélisation de Fried par rapport a 'analyseur d’Octopus
est pour ces deux configurations, VLT et E-ELT1,

oe = 0.53rad./d; et o= 1.085rad./d, (11.6)

respectivement. Ceci correspond & une incertitude des mesures due au repliement
- -/ 5/3
(WML ST, Sg, -wML) = oroPh () | (11.7)

avec o™l de I’ordre de 0.23 pour les deux configurations.
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Le modéle SH3 x 3

De la méme facon que pour le modeéle de Fried, j'ai comparé les mesures bruitées
d’Octopus a celles modélisées par Sguzxs, défini & la section [8.3.2] Comme le modéle
SH3 x 3 tient compte du repliement d’une partie des hautes fréquences, l'incertitude
de la mesure modélisée liée au repliement est moindre. Ceci est observable sur les
graphiques de droite des figures et [I1.6] Ce sont les mémes données que les deux
graphiques correspondants pour le modéle SH, et le modéle de Fried. On remarque que
la corrélation des mesures est plus évidente que dans le cas du modele de Fried (au
centre).

Pour ces deux configurations VLT, et E-ELT{, I'incertitude de la mesure liée a la
partie repliée qui n’est pas modélisée par SH3 X 3 est caractérisée par une variance
proche de 0.07 (dl/r0)5/3. Cette variance d’erreur est celle qui s’ajoute & la variance
o2 du modéle SH,, pour donner I'erreur du modéle de mesure & considérer dans le
reconstructeur FrIM MAP.

Remarque sur ’erreur de modélisation aux bords

Sur les figures[11.4} [L1.5|et [11.6] j’ai représenté les valeurs de pentes fournies exclu-
sivement par les sous-pupilles entiérement éclairées. Dans toutes les simulations effec-
tuées, Octopus était paramétré pour délivrer des mesures pour toutes les sous-pupilles
illuminées sur plus de 75% de leur surface. L’algorithme de reconstruction FrIM MAP
permet de prendre en compte des incertitudes de modéle non uniformes grice a la ma-
trice de corrélation du bruit C,. 1l est ainsi possible de diminuer le poids de 'attache
aux données dans ces sous-pupilles aux frontiéres, sachant que la modélisation faite par
I’analyseur y est plus incertaine.

Toutefois, dans les simulations présentées dans cette partie du manuscrit, I’algo-
rithme de reconstruction FrIM MAP est utilisé avec une incertitude de mesure uniforme
sur la pupille. Ceci est certainement responsable d’une dégradation de la correction a
proximité des bords. Quelques simulations ont été réalisées depuis sur d’autres confi-
gurations, en oOtant les mesures venant des sous-pupilles aux frontiéres, sans que la
différence de performance soit significative.

11.2.3 Simulations de correction statique

La reconstruction FrIM MAP converge de fagon semblable a ce qui était observé sur
les simulations de la partie[[l} La figure[11.7jmontre un exemple de correction obtenue a
partir d’une simple reconstruction avec FrIM MAP et une projection orthogonale sur le
miroir. Les valeurs représentées correspondent aux rapports de Strehl (& 2.2pum) moyens
obtenus pour 50 reconstructions FrIM MAP d’une méme surface d’onde turbulente.
Seule la réalisation du bruit change & chaque mesure. Les rapports de Strehl atteints
en correction simple pour les configurations étudiées sont & peu prés identiques, que
le reconstructeur soit défini & partir du modéle de Fried ou du modéle SH3 x 3. La
configuration VLT, (& gauche), de type OAX, permet d’atteindre des hauts rapports
de Strehl, de 'ordre de 96%. Celle de I'E-ELT; (& droite) fournit un rapport de Strehl
moyen d’environ 83%.

L’estimation de l'incertitude de mesure, qui permet de régler le poids relatif des a
priori grace A pg, ne s’avére cependant pas optimale puisqu’un optimum de la correction
est obtenu pour un hyperparamétre inférieur a 1. Il n’y a que dans le cas de la correction
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Fia. 11.7 — Rapport de Strehl (& 2.2um) versus hyperparameétre u. Configurations
VLT, (4 gauche) et E-ELT; (a droite). Correction d’une surface d’onde grace a 1’algo-
rithme FrIM MAP avec le modele de Fried (trait tireté) ou le modéle SH3 x 3 (trait
pointillé-tireté). Les lignes horizontales représentent la meilleure correction atteinte par
chacune des méthodes. A gauche : 96.2% (Fried) et 96.6% (SH3 x 3) pour VLT;. A
droite : 81.8% (Fried) et 82.6% (SH3 x 3) pour E-ELT—1. Le trait plein horizontal
montre la performance de la correction de la MVM implémentée sur Octopus avec un
intégrateur, aprés 50 boucles fermées sur la méme surface d’onde fixe : 97.1% pour
VLT, et 87.4% pour E-ELT};.

FrIM MAP avec le modéle SH3 x 3 sur la simulation VLT; que I’hyperparamétre p
optimal est de 'ordre de 1. Cette figure montre que l’analyse des erreurs de modéles
effectuée dans cette section ne permet pas d’estimer correctement le poids optimal de
la régularisation pg. D’aprés 'étude présentée a la section [7.5] il est préférable de sous-
estimer le poids optimal des a priori que de le surestimer. En conséquence, dans les
simulations présentées ci-aprés, 'hyperparamétre est mis & la valeur 0.1, par défaut,
excepté lorsqu’il s’agit de corriger une configuration de type VLT; avec le modele
SH3 x 3.
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Chapitre 12

Les performances d’OAmC en
boucle fermée

La sectionll1.2| se concentre sur la correction statique afin de s’affranchir dans un
premier temps des effets liés & ’évolution temporelle de la turbulence et & la loi de com-
mande. Ceci constitue une étape importante dans les tests effectués sur Octopus, afin
d’identifier les multiples sources d’erreurs, c’est-a-dire de dégradation de la correction.
Les performances de correction statique de 'algorithme FrIM MAP sur Octopus étant
connues, il est désormais possible de fermer la boucle.

Les tests en boucle fermée ont fait ’objet d’une présentation a la conférence SPIE a
Marseille en juin 2008. L’article associé est inclus a la fin de ce chapitre. La correction
appliquée dans ce chapitre se résume & la reconstruction FrIM MAP et & la projection
sur 'espace des actionneurs, structurée & partir de la commande par modéle interne
(CMI) présentée dans la section [9.6.1] Cette méthode est nommeée FrIM CMI. Par
défaut, le reconstructeur FrIM MAP est bati a partir du modéle de Fried de I'analyseur.

Les performances de la méthode FrIM CMI sont évaluées par comparaison & deux
autres algorithmes de commande en optique adaptative. L’un est noté MMV-I, s’agis-
sant d’'une commande classique de type multiplication matrice-vecteur (MMV) com-
binée avec un pur intégrateur, d’ot la notation MMV-I. L’autre est la méthode de
recosntruction par transformeée de Fourier (FTR), elle aussi combinée & un contréle de
type intégral, d’ott la notation FTR-I. La comparaison entre FrIM CMI et MMV-I est
présentée dans ’article de conférence joint, mais seul le corps de ce chapitre réalise la
comparaison compléte avec les trois méthodes. Par ailleurs, certains points sont étudiés
de facon plus approfondie, comme la stabilité vis-a-vis des défauts d’alignement ou la
robustesse de la correction & trés faible flux. Ce chapitre est finalement le fruit d’un
travail collectif réalisé avec M. Le Louarn et I. Montilla. Chacun de nous trois a fait
tourner les simulations avec la méthode de correction qu’il ou elle a implémentée.

La configuration de référence pour les tests est définie par les valeurs de la colonne
E-ELT5 dans la table Octopus simule la turbulence atmosphérique sur 10 couches
distribuées entre 0 et 18.5Km, avec environ 65% de I’énergie turbulence concentrée dans
les 1 200 premiers meétres d’altitude au-dessus du télescope. Les tests font intervernir des
variations de certains paramétres de la configuration E-ELT5 afin d’évaluer la robustesse
des méthodes FrIM CMI, FTR-I et MMV-I. Les modifications de la configuration E-
ELTs par défaut ne concerne qu’un paramétre & la fois.
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Fia. 12.1 — Fermeture de la boucle sur Octopus pour ELTy. Rapport de Strehl courte
pose au cours des boucles d’optique adaptative successives, avec un nombre restreint
d’itérations autorisées pour le reconstructeur FrIM MAP par boucle. Trait plein : 3
itérations. Trait tireté : 2 itérations. Trait pointillé-tireté : 1 itération.

12.1 La convergence et nombre d’itérations

Le premier résultat remarquable concerne la fermeture de la boucle avec FrIM CMI.
Elle est illustrée par la figure[12.1] Le rapport de Strehl courte pose, & 2.2um, est évalué
a chaque boucle du systéme. Son évolution au cours des boucles, c’est-a-dire au cours
du temps, est présentée pour différents nombres d’itérations autorisées pour la recons-
truction FrIM MAP. L’algorithme itératif de reconstruction converge d’autant moins
vite que le rapport signal-a-bruit augmente (cf. section . A partir de simulations
de boucle d’optique adaptative simplifiées, le chapitre[I0]met en évidence le besoin de 3
itérations pour obtenir un systéme bouclé avec un budget d’erreurs équilibré. Ici, dans
un cas de fort rapport signal-a-bruit, la méthode fournit une performance satisfaisante
avec seulement 2 itérations. On remarque qu’une seule itération autorisée entraine une
réponse oscillante.

Ces deux itérations signifient 1.8 Méga opérations en flottants par boucle. Pour le
systeme E-ELT9 simulé, comprenant 10080 mesures et 5402 actionneurs, cela représente
70 fois moins d’opérations que I'application d’une matrice de commande & un vecteur
de mesures.

12.2 Les conditions de turbulence variables

La figure [[2.2] présente la comparaison des algorithmes lorsque les conditions de tur-
bulence atmosphérique évoluent. La courbe en pointillés matérialise 'erreur théorique
associée au retard de la correction et au sous-dimensionnement du systeme. L’écart
entre cette courbe est le rapport de Strehl engendré par chacune des méthodes cor-
respond & l'erreur d’estimation de la correction (€?)r. Pour le graphique de gauche,
lorsque le paramétre de Fried de la turbulence ry varie ’écart & la limite théorique
est régulier pour toutes les méthodes. A droite, lorsque le temps de cohérence de la
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Fia. 12.2 — Rapport de Strehl longue pose (a4 2.2um) aprés 50 boucles en fonction
des conditions de turbulence : ro/d; & 500nm (& gauche) et 7/79 & 500nm (a droite).
Trait pointillé : Performance théorique déduite de ’erreur de sous-dimensionnement et
de Uerreur due au retard. Cercles et trait plein : FrIM CMI. Triangles et traits tiretés :
MMV avec intégrateur. Etoiles avec trait pointillé-tireté : FTR avec intégrateur.

turbulence devient trés faible, les méthodes FrIM CMI et MMV-I produisent un Strehl
longue pose supérieur a la valeur théorique. La courbe théorique suppose une décorré-
lation totale des erreurs dues au retard et au sous-dimensionnement. Le fait que cette
limite soit dépassée montre simplement que ces deux erreurs sont corrélées.

Lorsque ro ou 79 change, FrIM CMI (cercles et trait plein) produit toujours le
meilleur rapport de Strehl. La méthode MMV-I a une performance comparable. Néan-
moins, on peut préciser que, pour obtenir cette performance, la méthode MMV-I doit
restreindre les mesures prises en compte a celles issues des sous-pupilles illuminées sur
90% de leur surface. La méthode FrIM CMI garde toutes les mesures fournies par Octo-
pus (i.e. taux d’illumination de 75% minimum) et applique une incertitude de mesure
uniforme sur toute la pupille (¢f. remarque a la fin de la section .

La méthode FTR-I conduit généralement a un rapport de Strehl légérement inférieur
aux deux autres méthodes.

12.3 La stabilité vis-a-vis des erreurs d’alignements du sys-
téme

Les défauts d’alignements du systéme d’optique adaptative introduisent des erreurs
de modélisation. La robustesse vis-a-vis de ces erreurs a été étudiée en décalant la
grille de position des actionneurs par rapport & celle des coins des sous-pupilles de
I’analyseur. Le déplacement est fait dans une seule direction, x, colinéaire & un des axes
d’échantillonnage. Plusieurs décalages ont été simulés, identifiés par le rapport de la
translation & la taille d’une sous-pupille d;. L’évolution du rapport de Strehl courte pose
pour les trois méthodes lors des 50 premiéres itérations est illustré sur la figure [12.3
Les méthodes MMV-I et FTR-I montrent des pertes de performance significatives a
partir d'un défaut d’alignement de 3d;/8. Il faudrait poursuivre le nombre de boucles
simulées pour observer si le systéme est instable.
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FiG. 12.3 — Evolution du rapport de Strehl courte pose au cours de 50 premiéres boucles
d’optique adaptative en fonction du défaut d’alignement du miroir : aucun (trait plein),
d;/8 (trait tireté), d;/4 (trait pointille tireté), 3d;/8 (trait pointillé-pointille-tireté) et
d;/2(trait pointille). A gauche : FrIM CMI. Au centre : MMV-I. A droite : FTR-I.

Sur les 50 premiéres boucles, FRIM CMI montre un comportement stable méme
pour un défaut d’alignement de 3d;/8. En revanche, la chute du rapport de Strehl pour
un décalage de d;/2 semble annoncer une instabilité.

Ces premiéres études ont été approfondies en poursuivant la simulation sur 1000
boucles. Elles sont illustrées par les graphiques de la figure . A gauche, le défaut
d’alignement est de 3d;/8, et avec 5 itérations par boucle pour le reconstructeur FrIM
MAP, le rapport de Strehl est stable. Je n’ai pas effectué cette simulation avec un
nombre plus faible d’itérations. De surcroit, il conserve un niveau supérieur a 70%,
tandis que les autres méthodes représentées sur la figure n’atteignent ce niveau
de performance & aucun moment au cours des 50 premiéres boucles pour un tel défaut
d’alignement.

A droite, pour un défaut d’alignement d’une demi-sous-pupille, FrIM CMI ne permet
plus de corriger correctement le systéme, méme pour une reconstuction avec un grand
nombre d’itérations (20). Le comportement est instable.

12.4 La performance a faible flux

Les algorithmes sont comparés pour différents nombre moyens de photons Ny, in-
cidents par sous-pupille : 1000, 100, 10 et 1 photons. Le rapport de Strehl longue pose
aprés cinquante boucles pour chaque méthode (100 boucles pour Npy = 1 photon) est
tracé a gauche de la figure [12.5] On remarque que l'avantage de l'algorithme FrIM
CMI disparait pour 1 photon moyen regu par sous-pupille. L’évolution du rapport de
Strehl courte pose est représenté sur le graphique de droite de la figure Ce cas de
figure, Npn = 1 photon, correspond a une situation dans laquelle un grand nombre de
sous-pupille ne recoivent pas de photons, autrement dit elles sont éteintes. S’il n’y a
pas de flux entrant dans une sous-pupille, il n’y a pas de tache image sur le détecteur et
donc pas de mesure de pente associée a cette sous-pupille. Octopus délivre des valeurs
de pentes nulles 1a o1 il n’y a pas eu de mesure effective. Mais Octopus peut également
préciser & chaque boucle quelle sous-pupille n’a pas recu de flux.

Dans les simulations présentées sur le graphique de gauche de la figure [12.5] aucun
des algorithmes n’est conscient de 'extinction de certaines sous-pupilles. Ils traitent
tous trois des jeux de mesures d remplis majoritairement d’éléments nuls. Cette fa-
con de faire correspond a inventer des données, ce qui d’'un point de vue de la com-
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FIG. 12.4 — Evolution du rapport de Strehl longue pose (& 2.2um) au cours des 1000
premiéres boucles. A gauche : Le défaut d’alignement du miroir est de 3d;/8 et le
nombre d’itérations autorisées pour FrIM MAP est 5. A droite : Le défaut d’alignement
du miroir est d’une demi-sous-pupille (d;/2) et le nombre d’itérations autorisées pour le
reconstructeur FrIM MAP est alternativement 2(trait pointillé tireté), 5 (trait tireté),
20 (trait plein).

mande peut s’avérer problématique. Toutefois, les courbes montrent que les méthodes
de reconstruction avec l'intégrateur scalaire, FTR-I et MMV-I, sont particuliérement
performantes dans ce cas.

Ce n’est pas le cas de FrIM CMI. La perte d’information provoquée par cette absence
de flux dégrade fortement les performances de la commande.

Par ailleurs, 1'algorithme FrIM CMI a l'avantage de pouvoir tenir compte de ces
absences de mesures dans son estimation. En effet, a la section [6] j’ai expliqué que
I’agorithme FrIM MAP utilise les gradients conjugués sans précalculer la matrice Agac
du systéme a résoudre (c¢f. équation (6.21))) . Chacun des éléments de cette matrice
est appliqué & un vecteur par un algorithme qui lui est propre. Il est ainsi facile de
modifier la matrice diagonale C_! pour tenir compte & chaque boucle de I’extinction de
certaines sous-pupilles. Ceci implique simplement de remplacer les éléments diagonaux
correspondants par des zéros. Une telle stratégie est plus honnéte dans le sens ou il
n’y a pas d’invention de données. Cependant, en pratique, lorsque FrIM CMI tient
compte de ces sous-pupilles éteintes, ses performances ne s’améliorent pas. Elles sont
plus ou moins identiques. Ceci s’explique notamment par le fait que de l'information
a été retirée. Certes, cette information, les pentes nulles des sous-pupilles éteintes, est
inventée mais elle joue le role d’a priori pour régulariser la dynamique de la commande.

D’apres les caractéristiques du systéme d’optique adaptative décrites dans la table[I1.],
en supposant une bande spectrale de 100nm pour le détecteur de ’analyseur et un taux
de transmission global du systeme optique de 0.5, alors un cas Ny, = 10 photons cor-
respond a une étoile de référence de magnitude m, = 12.7 et un cas N, = 1 photon
correspond & une étoile de référence de magnitude m, = 15.2. Il est important que ’al-
gorithme de commande de 'optique adaptative soit encore performant sur une étoile
de référence de magnitude de 11 au moins. C’est pourquoi le probléme spécifique a la
correction a faible flux a été étudié de facon plus approfondie. La derniére partie de
cette section est consacrée a cette étude.
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FiG. 12.5 — A gauche : Rapport de Strehl longue pose (& 2.2um) en fonction de Nph.
Evaluation au bout de 50 boucles pour Npn = 1000, 100 et 10 photons et au bout de
100 pour Ny, = 1 photon. Méme légende que pour la figure A droite : Evolution
du rapport de Strehl courte pose au cours des boucles pour Ny = 1 photon.

Pour cela, je reprends 'analyse du correcteur faite dans la section [9.6] La mé-
thode FrIM CMLI est caractérisée par le diagramme situé en haut de la figure [9.3] avec
Qwmi(z) = 1. En théorie, ce diagramme est équivalent & celui situé en bas de la ﬁgure
avec

-1

Q(2) = Quu(2) (I-E- Gz 2Quu(z)) (12.1)

Les deux méthodes FTR-I et MMV-I peuvent également étre représentées par le dia-
gramme du bas de la figure[0.3] mais avec un correcteur Q scalaire, de type intégrateur,
i.e.

K;
Q) = 1

Puisque les méthodes FTR-I et MMV-I tirent profit de I'intégration & faible flux, j’in-
vestigue la possibilité d’approximer la matrice Q(z) de I’équation ([12.1)) par un inté-
grateur scalaire comme décrit par l'expression (12.2)). L’approximation la plus évidente

a faire consiste a écrire que E- G = I, dans ’équation ((12.1]). On obtient alors la com-
mande POLC proposée par |Gilles (2005)), et schématisée par le diagramme du bas de

la figure

C’est ce choix d’un correcteur Q(z) intégrateur scalaire qui est fait ici pour modifier
lalgorithme FrIM CMI et le comparer aux deux autres méthodes FTR-I et MMV-
I & faible flux. Je nomme ce nouveau correcteur FrIM CMI-I. En remplagant dans

l'équation (12.1)), E - G par I'identité et Q(z) par U'expression ([12.2), on obtient
14 Kz 2 — 2L

(12.2)

Qui(z) (12.3)

L’algorithme FrIM CMI-I repose alors sur l'architecture présentée en haut de la
figure[9.3] avec Qi (z) donné par la formule (12.3). Par ailleurs, le recontructeur FrIM
MAP utilisé dans la méthode FrIM CMI-I prend en compte I'extinction des sous-pupilles
en modifiant la matrice C;! a chaque boucle.
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FiG. 12.6 — Evolution du rapport de Strehl courte pose (& 2.2um) au cours des 50
premiéres boucles, pour différentes valeurs de gain de lintégrateur K; = 0.5 (trait
pointillé-tireté), 0.4 (trait pointille), 0.3 (trait tireté) et 0.2 (trait plein). A gauche :
FrIM CMI-I. A droite : MMV-1.
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Fic. 12.7 — Méme légende que la figure mais pour Np = 10 photons.
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Fi1a. 12.8 — Méme légende que la figure mais pour Ny, = 1 photon.

Les résultats obtenus par cette nouvelle méthode sont présentés sur les figures[12.6],
et pour Npp = 100, 10 et 1 photon respectivement. Ces résultats de simula-
tions appellent plusieurs remarques :

— Les meilleurs Strehl fournis par les deux méthodes sont comparables, si on ne
tient pas compte de la courbe de gain 0.2 pour 'algorithme MMV-I & Ny, =1
photon, dont ’allure tres agitée est peu satisfaisante.

— Les meilleurs rapport de Strehl et la plus grande vitesse de convergence sont
obtenus avec un gain K; = 0.5 pour FrIM CMI-I, indépendamment du flux moyen.

— Pour MMV-1, le meilleur rapport de Strehl coincide avec le gain le plus faible et
la vitesse de convergence la plus lente.

— Lorsque le gain décroit, la vitesse de convergence de FrIM CMI-I est plus affectée
que celle de MMV-1.

Les performances de ce nouvel algorithme de commande sont donc trés intéressantes.
Par ailleurs, la correction de FrIM CMI-I pour Ny, = 10 et 100 photons est équivalente
a celle fournie par FrIM CMI; de l'ordre de 70% et 80% respectivement pour ces
deux flux. Puisqu’il s’agit d’ajouter un correcteur scalaire & la procédure de calcul
de la commande, le cott calculatoire additionnel n’est que de l'ordre de O(n,). En
conséquence, le nombre d’opérations en flottants requises pour ’algorithme global reste
proportionnel & n.

Les propriétés de stabilité de 'algorithme modifié, FrIM CMI-I, vis-a-vis des va-
riations des propriétés de la turbulence et des défauts d’alignement du systéme n’ont
toutefois pas été étudiées. Ceci doit étre envisagé si son utilisation se généralise.

12.5 Performances of FrIM with an internal model control
law on the ESO end-to-end adaptive optics simulator

Les pages suivantes reproduisent la publication qui a fait 'objet d’une présentation
a la conférence SPIE de Marseille en juin 2008. Il contient les principaux résultats de
ce chapitre, mais la comparaison avec la méthode FTR-I n’est cependant pas incluse.
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ABSTRACT

Adaptive Optics systems under study for the Extremely Large Telescopes gave rise to a new generation of algorithms for
both wavefront reconstruction and the control law. In the first place, the large number of controlled actuators impose the
use of computationally efficient methods. Secondly, the performance criterion is no longer solely based on nulling residual
measurements. Priors on turbulence must be inserted. In order to satisfy these two requirements, we suggested to associate
the Fractal Iterative Method for the estimation step with an Internal Model Control.!

This combination has now been tested on an end-to-end adaptive optics numerical simulator at ESO, named Octopus.
Results are presented here and performance of our method is compared to the classical Matrix-Vector Multiplication com-
bined with a pure integrator. In the light of a theoretical analysis of our control algorithm, we investigate the influence
of several errors contributions on our simulations. The reconstruction error varies with the signal-to-noise ratio but is
limited by the use of priors. The ratio between the system loop delay and the wavefront coherence time also impacts on
the reachable Strehl ratio. Whereas no instabilities are observed, correction quality is obviously affected at low flux, when
subapertures extinctions are frequent. Last but not least, the simulations have demonstrated the robustness of the method
with respect to sensor modeling errors and actuators misalignments.

Keywords: closed-loop control, algorithm, simulations, iterative method, Extremely Large Telescopes, adaptive optics

1. INTRODUCTION

This paper presents the procedure, analysis and first conclusions of our simulations of FrIM closed-loop algorithm on
Octopus, the ESO adaptive optics (AO) simulator. FrIM names, all along this paper, not only the maximum a posteriori
(MAP) reconstructor suggested by Thiébaut & Tallon,? but also the closed-loop internal model control (IMC) presented
earlier by Béchet e al.® The first aim of this performance test is to analyze FrIM behavior when embedded in an end-to-end
Monte Carlo AO simulator. Up to now, the same algorithm was used for both the simulation of the turbulence when testing
FrIM, and the statistical model of the regularization. In other words, the priors were perfect. The WFS was also perfectly
modeled.

FrIM performance study on Octopus is done in comparison with another method implemented on the same single-
conjugate AO (SCAO) simulator as a reference, a classical Matrix-Vector Multiply (MVM) associated to a scalar pure
integrator. We note this method MVM-I in the remainder of this paper.

The large variety of configurations and simulated conditions have provided a characterization of FrIM performance on
Octopus. The main results are presented hereafter, for a particular SCAO configuration of interest.

The remainder of this paper is outlined as follows. Section 2 describes the simulations conditions. The parameters
of the considered standard SCAO system are detailed and the interface between Octopus and the two control methods is
explained. From the choice of the simulation parameters, Sect. 3 provides a qualitative analysis of modeling discrepancies
concerning the turbulence and the wavefront sensing process, between Octopus and FrIM approaches. Then, in Sect. 4, the
simulations results are displayed and interpreted.

Further author information: (Send correspondence to Clémentine Béchet)
Clémentine Béchet: E-mail: Bechet@obs.univ-lyonl.fr, Telephone: (+33) 4 78 86 83 78
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Figure 1. Simulations architecture, for comparisons between FrIM and MVM-1. At the center: Octopus is the AO simulator, with M,
its DM model, S, its WFS model, w the turbulent perturbation and e the photon noise. Inputs for Octopus are the commands a, and
outputs are the WES data d. On the left: FrIM with its IMC. E is the FrIM MAP reconstructor, M™ is the pseudo-inverse of FrIM DM
model, and S-M is FrIM model of the interaction matrix of the system. On the right: MVM-I control. G} represents the command
matrix calibrated on Octopus, I symbolizes the integrator control.

2. SIMULATED CONDITIONS: DESCRIPTION AND AIMS
2.1 Characteristic Parameters of the AQ System

The tested configuration is inspired from the first light AO system description for the E-ELT.* Thus, the simulated system
is a SCAO, on an Extremely Large Telescope (ELT) of diameter D = 42m, with a central obstruction of 0.28D. The single
wavefront sensor (WFS) is a Shack-Hartmann with 84 subapertures across the diameter, so that the subaperture side is
d = 50cm long. The deformable mirror (DM) has bilinear influence functions, in Fried’s geometry with respect to the
WES lenslet array. Only the subapertures for which more than 75% of the area remain inside the aperture are considered
as providing useful measurements. Every AO loop produces 10080 outputs (wavefront slopes) and 5402 inputs (actuators
commands). Such a large AO system is assumed to have a two-frame delay 7 = 2ms, accounting for the exposure time of
the WFS, the read time of the detector and the computation time for the reconstruction and control.

The sensing process is assumed in the visible, more precisely at 140 = 700nm, while the correction quality is assessed
assuming observation in K-band at A; = 2.2um. Each subaperture has a field of view (FoV) of 2.4”, covered by 6 x 6 CCD
pixels. No read-out noise is considered for the detector. Another simulated parameter is kept fixed all along the study: the
outer scale of the spatial coherence of the phase Ly = 25m for von Kdrméan model of the turbulence. The value has been
chosen close to the median value at Paranal.’

Performance of FrIM is investigated here with respect to fluctuations of a few characteristic parameters for the system:
value of the computational power available, values of Fried’s parameter ry and coherence time 79, DM misalignments
and guide star magnitude. The default values considered for the simulations are ry = 13c¢m at 0.5um, 79 = 3ms, 1000
photons/subaperture/frame on average. A deviation from these values will be mentioned further when it occurs.

One must also notice that when FrIM is compared to MVM-I, the same seed is used in the simulation, leading to exactly
the same realization of the random perturbations. The displayed results here come from a single closed-loop run for each
simulation condition.

2.2 FrIM Implementation in OCTOPUS

FrIM particular architecture had to be linked with Octopus code. The left part of Fig. 1 illustrates the communication
between the AO simulator and the control algorithm. The MVM-I control has been also tested on the same configurations
with Octopus, and is sketched on the right part of Fig. 1. In both cases, the interface with the simulator consists of 2
vectors. Outputs of Octopus are the WFS data d at the bottom of Fig. 1, and inputs to be sent to Octopus are the commands
a, on the top of Fig. 1.



The control analysis of a system always starts with a modeling of the process. In the case of AO systems, this means to
model a DM, a WFS and possibly the perturbations statistics. Some approaches only require to model the global process,
i.e. the combination of the DM and the WFS, thanks to an interaction matrix (IM) which can be calibrated observing a
source without turbulence.® By the way, the MVM-I calibrates the IM G, on Octopus and applies a regularized inversion
to compute a command matrix G} . Other approaches exist, based on a formal model of the DM and of the WFS. The IM
can either be a full new model or just the combination of these two elementary models. FrIM relies on two linear sparse
models, M for the DM and S for the WFS. The IM for FrIM is simply considered to be G = S - M. Furthermore, according
to Béchet et al.,’ FrIM MAP reconstructor can be written as

E=K-(K'-ST-S-K+ul) -K'-§" (1

where K is FrIM fractal operator and g = 02 (ro/ D)/, with o2 the variance of the errors on measurement model. K is a
sparse algorithm depending only on D/Lj and on the dimension of the sampled wavefront to estimate. o corresponds to
the square of the inverse of the signal-to-noise ratio (SNR). Next, the fitting step of FrIM in Fig. 1 consists in applying M,
the pseudo-inverse of the DM.

From Eq. (1), FrIM only requires a priori estimation of D/Lj and y. The simulations here are made assuming that the
outer scale of the phase perturbations Ly is well-known. For a rough estimation of y, errors on measurement model are
qualitatively assessed in the next section. As a consequence, both algorithms MVM-I and FrIM have a hyperparameter to
be tuned to optimize the performance. While the MVM requires to adjust the integrator gain, 1 needs to be optimized for
FrIM. At the moment, no automatic tuning was implemented for these hyperparameters. When unspecified, the integrator
gain for the MVM-I method equals 0.45.

3. MODELS DISCREPANCIES AND ERRORS

The first interest in validating FrIM algorithm on an external AO simulator is to check for robustness of our previous
studies'~® with respect to model discrepancies. This section enhances the distinct modeling approaches.

3.1 Models of the Turbulence in the Atmosphere

Dealing with simulations for AO on ELTs, von Kdrmdn’s model of the turbulence in the atmosphere is used to take
into account saturation of the structure function of the phase pertubations at large scale.>’ From this theoretical model,
Octopus simulates turbulence thanks to an approximation of the spectral density of the phase perturbations in discrete
layers distributed in altitude. The use of Fourier Transform (FT) leads to random turbulent wavefronts.® The simulated
turbulence is characterized by 10 layers distributed from 0 to 18.5Km, with ~ 65% of the turbulence strength concentrated
up to 1.2Km of altitude above the telescope aperture.

The Fractal Iterative Method (FrIM) relies on a Bayesian approach assuming that the statistics of the turbulent pertur-
bations can be approximated by a fractal description of the spatial covariance matrix of the phase.> Consistency of our
priors with the signal is an interesting issue for not being a regularization methods based on Fourier space description of
the turbulence (approximation with a Block Circulant matrix with Circulant Blocks).?

As far as we only test single-conjugate AO (SCAO), the system just sees the resulting optical path differences in the
aperture plane 6(x, y), in radians.

3.2 Models of the Shack-Hartmann WFS

Octopus simulates the sensing process according to wave propagation and diffraction theory, thus forming spots on the
detector of each subaperture. Then, a center of gravity algorithm, without thresholding, is used to compute the displacement
of the centroids of the spots.'® The data d coming from Octopus finally scale as optical path differences, in meters, between
the two sides of each subaperture.

On the opposite, FrIM only relies on geometrical optics principle to describe the WFS. The theoretical angles of arrival,
along x and y axis respectively, of the centroid obtained in a subaperture centered at coordinate (x;,y;) are
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Figure 2. Comparison between Octopus noisy outputs and the ones of Border model. Slopes units are radians per subaperture. Solid

line is plotted as a reference, for equal data. On the left: observing one turbulent wavefront, in open-loop. On the right: observing
residuals, in closed-loop.

These angles of arrival can be converted into path differences between the two sides of a subaperture, d @ in meters.

The discrepancy between such geometrical approach and Octopus outputs is investigated thanks to 2 numerical models.
Assuming that Octopus simulated phase screens are sampled in the pupil plane at the spatial frequency of Npix/d, then the
integral inside Eqs. (2) and (3) can be approximated by Riemann integration rule. We call this model Border, and it can be
described as a sparse linear operator. Data in every subaperture result from the application of the sparse operation

I=Np;
o 1 B —
@G, j) W d Zl 3(i, Npix) = 8(i, 1) )
1 i=Npix
@G, j) T d Zl S(Npix» i) = (1, i) (5)

where grepresents the small pattern of Npix X Npix phase screens samples over the subaperture, extracted from Octopus full
phase screens.

Figure 2 displays the discrepancies between Octopus data and Border model. On the left part, a turbulent wavefront
is observed, providing the comparison of open-loop slopes. One should first notice the slight non linearities due to the
large range of slopes values, and a non optimized pixel sampling on the CCD.!° Photon noise is present in Octopus data,
corresponding to an average flux of 1000 photons/subaperture/frame. The global error of Border model with respect to
Octopus data, including model and measurement noise, appears approximately Gaussian, with zero-mean and an estimated
variance of 0.18 rad?/subaperture. On the right part of Fig. 2, closed-loop residual perturbations are observed. The non
linearities disappear, since slopes values are small. The global noise associated to Border model in this configuration is
slightly reduced, to an estimated variance of 0.14 rad?/ subaperture.

Unfortunately, Border model is both computationally too expensive and too accurate, to be involved in a wavefront
reconstruction on extremely large telescopes. FrIM is a fast method, partly for using an approximate model of Border,
an even sparser description usually called Fried’s model. In Fried’s approximation of the Shack-Hartmann device, the
integral in Eqgs. (2) and (3) is approximated by trapezoid numerical integration with just two values, at the corners. Then,
the approximate angles of arrival can be written as

1
oz}(i,j) Z{[é(xi+d/2,yj—d/2)+5(x,~+d/2,yj+d/2)—5(xi—d/2,yj—d/2)—5(xi—d/2,yj+d/2)] ©6)

y 1
ar.‘f(i,j) ﬁ[é(xi—d/2,yj+d/2)+5(xi+d/2,yj+d/2)—(5(xl~—d/2,yj—d/2)—5(x,~d/2,yj—d/2)] @)
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Figure 3. Same as Fig. 2 but comparing Octopus noisy data to Fried model.

This leads to the so-called Fried model S, which is used by FrIM algorithm. The discrepancy between Octopus data and
Fried model is illustrated by Fig. 3. As for Border model in Fig. 2, the left part corresponds to turbulent wavefront (open-
loop) and the right one is obtained observing a residual phase screen. In both cases, the global error of the model can be
described by a zero-mean Gaussian statistics. While in open-loop the global error variance reaches 9.4 rad?/subaperture,
the closed-loop configuration drops down the error variance to 3.2 rad?/subaperture. The comparison of the right parts of
Fig. 2 and 3 demonstrates the high aliasing contribution to the measurement error induced by Fried’s approximation for
such a sampling d/ry.

From Eq. (1), FrIM application can benefit from an estimation of the noise variance o> of the measurement model.
There exists theoretical analysis of the error produced by aliasing!! and of the photon noise contribution to the centroid
uncertainties.'” From such studies, one can try to find an analytical expression for the noise variance estimate. However, it
was not the scope of the study to fully modelize what Octopus simulates, and on the contrary, one takes advantage here of
the fact that FrIM only requires to adjust a global ratio uo between data and priors weights.

3.3 Model of the Deformable Mirror

The simulated DM has analytical bilinear influence functions. Octopus and FrIM actually have exactly the same DM
model, represented by the matrix M or M,,.

4. SIMULATIONS RESULTS
4.1 Convergence of FrIM

FrIM is an iterative method with fast convergence. It has been demonstrated that for signal-to-noise ratio and coherence
time of the wavefront such that the reconstruction and the delay errors approximately equal, only one or two iterations are
required to reach convergence.> The standard simulations conditions for FrIM on Octopus may slightly differ from this
trade-off, this is why the first test consists in checking the convergence speed of the correction. For this, Fig. 4 illustrates
the convergence curves of FrIM on Octopus, for several number of iterations allowed in the iterative method. If 1 iteration
seems to provide a significant loss in performance, 2 iterations appears to be sufficient to reach convergence.

From computation considerations on FrIM method developed by Béchet et al.,' 2 iterations of FrIM on this system in
closed-loop implies ~ 1.58 10° floating points operations. Compared to MVM-I, FrIM requires 70 times less computations.
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Figure 4. Short-Exposure Strehl ratio with FrIM correction in K-Band at 2.2um. Authorized number of iterations in the Fractal Iterative
Method : 3 (solid), 2 (dash) and 1 (dot-dash).
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Figure 5. Long-Exposure Strehl ratio in K-band at 2.2um, depending on r; value at 500nm (on the left) and on 7 value (on the right).
A reference theoretical curve is plotted (dotted-dashed line with crosses) corresponding to the Strehl ratio assuming fitting and delay
errors only. Solid line with circles: FrIM, with the Internal Model Control. Dashed line with triangles: MVM-1.

4.2 Varying Seeing Conditions

FrIM performance is investigated now with respect to seeing conditions, i.e. ry and 7 values. Figure 5 displays the long-
exposure Strehl ratio evolution comparing FrIM and MVM-I controls. For both studies, FrIM and MVM-I demonstrate
similar performance. On both sides of the figure, a reference curve is plotted in dotted-dashed line, which correspond to a
theoretical estimate of the Strehl ratio assuming fitting and delay errors only.

According to Hudgin’s study,'? the variance of the error due to fitting of the bilinear DM on the turbulent wavefront
can be written
O—%‘ltting = 0-287(0!/”0)5/3

An experimental coefficient of 0.26 has been computed from the SCAO configuration simulated here, applying the pro-
jection of Octopus turbulent phase screens on the DM actuators space. Our coeflicient is slightly lower than Hudgin’s
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Figure 6. Short-exposure Strehl ratio in K-band at 2.2um along AO loopsfor several misalignments of the DM. On the left : FrIM
with the IMC. On the right : MVM-I. For both methods, the simulated misalignments correspond to 0% (solid), 12.5% (dashed), 25%
(dotted-dashed), 37.5% (dotted-dotted-dashed), 50% (dotted) of the subaperture size along one x-axis.

estimate. The discrepancy can be due to the use of von Kdrmén’s model for the turbulence here, instead of Kolmogorov’s
one.

The delay error fluctuates with the characteristic wind speed of turbulence V, computed from a weighted integral of the
layers wind speeds. For each simulated condition, the delay error can be estimated by

T getay = 6-88(VT/r0)

where 7 = 2ms is the AO system delay and r here is Fried’s parameter at 2.2um.

FrIM as well as MVM-I performance with respect to ry values are consistent with the reference curve (dotted-dashed
line) accounting for delay and fitting errors. The reconstruction error produces the remaining discrepancy. When modifying
the wind speeds of the turbulent layers, on the right part of Fig. 5, FrIM and MVM-I once again have similar behavior.
However, for the largest delay errors, the reference curve is more pessimistic than the undergone simulation.

The conclusion of these tests is that even if FrIM only relies on an approximate model of the system, it is as efficient as
a classical MVM-I method with its painfull calibration of the IM on an ELT.

4.3 DM Misalignments

The impact of a particular model error is investigated now, which are the misalignments between DM actuators and the
Shack-Hartmann lenslet grid. The error is generated translating the whole actuators grid of a certain percentage of the
subaperture dimension, along x-direction. It is assumed that neither FrIM nor the calibrated IM have detected this model
error.

Figure 6 presents the Strehl ratio convergence curves along the AO loops, depending on such DM misalignments. First,
on the left part of Fig. 6, one can notice that FrIM shows an unstable behavior for a misalignment of 50% of a subaperture.
On the opposite side of the figure, MVM-I is already unstable for 37.5% of a subaperture. So, FrIM is more stable with
respect to DM misalignments than MVM-I method. Secondly, one can notice that the Strehl ratio with FrIM is less affected
by the DM misalignments than in the case of MVM-I control. This greater robustness is consistent with the larger stability
range observed previously.

4.4 Varying Guide Star Magnitude

Figure 7 illustrates the study of FrIM performance with guide star magnitude variations, and the comparison is made again
with MVM-I control. On the right part of Fig. 7, the long-exposure Strehl ratio in K-band demonstrates that the two
methods lead to similar performance, as far as subaperture extinctions are not dominant.
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Figure 8. Evolution of the Strehl ratio in K-band at 2.2um along
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Figure 7. Long-Exposure Strehl ratio in K-band at 2.2um, de-
pending on the guide star magnitude. Abscissae scales as the
average number of photons received per subaperture and per
frame. Solid line with circles : FrIM, with the IMC. Dashed
line with triangles : MVM-1.

In the case of an average of 1 photon per subaperture per frame, on the right side of Fig. 7, FrIM does not even reach
30% of long-exposure Strehl after 100 AO loops, while the MVM-I already provides ~ 50%. For the two methods, no
flux information is provided to the algorithms and a null measurement is used where no photon is received. However, in
case flux information is available, FrIM could take into account the non uniformity of the measurement errors adapted to
every new data set, thanks to the number of photons received in each subaperture. Although not plotted here, no significant
improvement of performance has been obtained with such a strategy. The low Strehl of FrIM for so few photons simply
enhances the lack of a model for the temporal evolution of the turbulence in the current implementation of FrIM control.
Strategies to include priors on turbulence temporal evolution inside FrIM control are currently under study.

5. CONCLUSION

FrIM algorithm in closed-loop has been successfully validated on Octopus, ESO end-to-end simulator. The tests demon-
strated very good performance even with an approximate theoretical model for the sensing process, instead of calibrating
a full interaction matrix. Furthermore, FrIM method requires 70 times less computations per loop than the MVM-I control
for the seimulated 84 x 84 geometry of the SCAO system. FrIM is also more robustness with respect to DM misalignments
than the MVM-I control, providing good correction until a shift of more than 35% of a subaperture is encountered.

Last, FrIM provides good correction when the guide star flux gets lower, until large subaperture extinctions occur.
This is consistent with there is currently no particular strategy inside FrIM algorithm to take into account temporal prior
knowledge on turbulence. As a consequence, each loop correction is based on very few relevant data. This temporal aspect
of the control algorithm is the object of further tests to be done with FrIM on Octopus.
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Conclusion

Les télescopes hectométriques constituent & proprement parler une nouvelle gé-
nération de télescopes. En effet, leurs dimensions imposées par un miroir primaire de
plusieurs dizaines de métres de diamétre sont révélatrices d’une volonté d’explorer 1'uni-
vers & une nouvelle échelle. L’optique adaptative a un role essentiel dans la conception
de ces nouveaux géants; elle est le gage de leur suprématie. Pour cela, les concepts
d’optique adaptative sont revisités et complexifiés.

Parmi les défis que posent ces grands télescopes pour l'optique adaptative, il y
a la commande en temps réel d'un systéme de correction multivariables de plus en
plus grand. Alors que la multiplication matrice-vecteur qui fait office sur les systémes
d’optique adaptative actuels montre ses limites, le travail présenté dans ce manuscrit
ouvre de nouvelles perspectives pour commander de facon optimale et rapide un systéme
d’optique adaptative & grand nombre de degrés de liberté. Trois grandes étapes peuvent
étre identifiées dans la construction de cette commande, qui correspondent aux trois
grandes parties présentées : ’étude de la reconstruction optimale, ’étude de la loi de
commande en boucle fermée et les tests de performance de cette méthode de commande.

Dans un premier temps, en analysant les défis spécifiques & la reconstruction de
surface d’onde sur un grand nombre de parameétres, j’ai pu montrer que ’estimateur
FrIM MAP permet un gain significatif en performance sur les reconstructeurs classiques.
Typiquement, 'erreur de reconstruction peut étre divisée par 2 en variance pour un
faible rapport signal & bruit. L’analyse de 'impact des erreurs de modélisation et des
erreurs d’a priori aide & comprendre comment tirer le meilleur profit du reconstructeur
FrIM MAP, en surestimant ’échelle externe de la turbulence ou en sous-estimant le
poids des a priori par exemple.

Dans un deuxiéme temps, ’approche probléme inverse poursuivie en boucle fermeée a
permis d’introduire une nouvelle loi de commande pour 'optique adaptative, FrIM CMI.
Cette commande par modéle interne permet d’exploiter la méthode de reconstruction
MAP rapide. Par ailleurs, pour cette méthode itérative, la configuration en boucle
fermée réduit le cott calculatoire de la correction.

Enfin, la confrontation de cette loi de commande FrIM CMI au simulateur Octopus
a confirmé les performances intéressantes de la méthode et une certaine robustesse
de la commande. Elle a également mis en évidence ses lacunes & trés faible flux et
offre la possibilité de relier cette approche a d’autres commandes existantes, comme la
commande de type pseudo open-loop(POLC).

La comparaison de FrIM CMI avec les commandes de type intégrateur, FTR-I et
MMV-I, également implémentées sur Octopus met en évidence les atouts respectifs des
diverses approches. Ceci est encore plus vrai pour les tests actuellement en cours sur le
simulateur et qui ne sont pas présentés dans ce manusrit. Ils concernent les prochaines
difficultés & dépasser. D’une part, l'araignée d’un télescope hectométrique risque de
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dissimuler des sous-pupilles entiéres derriére ses branches ce qui peut compromettre
la correction si la reconstuction n’est pas régularisée de fagon optimale. D’autre part,
les premiers pas en optique adaptative de couche limite (OACL) sont amorcés. Méme
si la boucle d’optique adaptative a été fermée, les performances doivent encore étre
analysées.
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We present a new algorithm, Frim (for FRactal Iterative Method), aiming at the recon-
struction of the optical wavefront from measurements provided by a wavefront sensor.
As our objective is adaptive optics on extremely large telescopes, our algorithm was
designed with speed and best quality in mind. The latter being achieved thanks to
regularization that enforces prior statistics. To solve the regularized problem, we use
the conjugate gradient method which let us benefit from the sparsity of the wavefront
sensor model matrix and avoids the storage and inversion of a huge matrix. The prior
covariance matrix is however non-sparse and we derive a fractal approximation of
the Karhunen-Loeve basis thanks to which the regularization by Kolmogorov statis-
tics can be computed in O(N) operations, N being the number of phase samples to
estimate. Finally we propose an effective preconditioning which also scales as O(N)
and yields the solution in 5-10 conjugate gradient iterations for any N. The resulting
algorithm being therefore O(N). As an example, for a 128 x 128 Shack-Hartmann
wavefront sensor, FRim appears to be more than 100 times faster than classical vector-

matrix multiplication method.

© 2008 Optical Society of America
OCIS codes: 010.7350, 100.3190, 110.1080.

1. Introduction

The standard and most used method for adaptive optics (AO)
control is based on a vector-matrix multiply (VMM) of the
vector of wavefront sensor measurements by the so-called
control matrix [1]. This operation gives an update of the com-
mands to be sent to the deformable mirrors to adjust the cor-
rection of the corrugated incoming wavefronts. The control
matrix is precomputed, generally using modal control opti-
mization [2]. The complexity of computing the control matrix
by using standard methods scales as O(N?), where N is the
number of unknowns (phase samples or actuator commands),
and applying real time VMM scales as O(N?). This compu-
tational burden can be reasonably handled on current AO sys-
tems where N < 10°.

For future Extremely Large Telescopes (ELT’s), the consid-
ered numbers of actuators will be in the range 10* — 10°. This
huge increase is the result of both the larger diameter of the
ELT’s [3] and the emergence of new architectures for the AO
systems, either using a greater density of actuators (Extreme
AO) or combining several deformable mirrors and wavefront
sensors (multi-conjugate AO, multi-objects AO) [4]. The nec-
essary computational power for real time control on such sys-
tems is currently unattainable when using standard methods.

More efficient algorithms are thus required and have been
worked out in the recent years. Poyneer et al. [5] have de-
rived an accurate Fourier transform wavefront reconstructor

*Corresponding author: thiebaut@obs.univ-lyonl.fr

by solving the boundary problem in circular apertures. This
reconstructor scales as O(N log N) and is shown to be effective
for Extreme AO [6]. MacMartin [7] studied several approxi-
mated approaches like a multiple-layers hierarchic reconstruc-
tion scaling as O(N).

Although least-square algorithms give suitable results for
Single Star AO systems (classical AO or Extreme AO), min-
imum variance reconstruction is required to minimize the ef-
fects of the missing data or unseen modes in the other AO
schemes [8]. In the context of minimum variance for multi-
conjugate AO, Ellerbroek [9] could apply sparse matrix tech-
niques (Cholesky factorization) by using a sparse approxima-
tion of the turbulence statistics, and by introducing as low-
rank adjustments, the nonsparse matrix terms arising from the
global tip/tilt measurement errors associated with laser guide
stars. But the interactions of the layers in their tomographic
modeling make the sparse direct decomposition methods not
so efficient [10].

Iterative methods are also extensively studied in this con-
text. Their main asset is to compute iteratively the unknowns
from the measurements by using direct sparse matrices, so the
storage of a precomputed inverse full matrix is no more neces-
sary. One major problem with iterative methods is the increase
of the number of iterations with the number of unknowns to
estimate [11-13]. As an example, Wild ef al. [14] have pro-
posed to use the closed-loop AO system itself as an iterative
processor, but the performance of the least squares reconstruc-
tion depends on the loop frequency of the AO system, which
should be higher than usual.

The most successful iterative methods in AO are now based
on preconditioned conjugate gradient (PCG) [15], where some



of the approximated previous reconstruction methods are em-
bedded as preconditioners to achieve a small number of itera-
tions (see section 4). Gilles et al. [16] have described a multi-
grid PCG algorithm, mainly aimed at Extreme AO and scaling
as O(N log N). The multigrid preconditioner is somehow re-
lated to the multiple-layers hierarchic reconstruction [7]. This
wavefront reconstruction method has been improved with a
faster approximation of the turbulence statistics, scaling as
O(N) [17]. The multigrid PCG algorithm has also been de-
veloped for multi-conjugate AO [18]. In this case, the struc-
ture of the matrix is more complex and brings some limita-
tions. More recently, a Fourier domain preconditioner was in-
troduced [19, 20] in the context of multi-conjugate AO, with
a faster reconstruction than multigrid PCG. In this case, the
preconditioner is related to the Fourier transform wavefront
reconstructor [5]. Both multigrid and Fourier domain precon-
ditioners are examined for the Thirty Meter Telescope project
[21].

In this work, we propose novel methods to address the two
critical points previously seen in iterative methods for wave-
front reconstruction: estimation of the atmospheric phase co-
variance matrix and preconditioning.

We need a sparse representation of the inverse of the atmo-
spheric phase covariance matrix to efficiently introduce pri-
ors in the minimum variance estimator. Currently, we have
the choice between a good representation in the Fourier do-
main with a O(N log N) complexity [16, 20] and a widely
used sparse biharmonic approximation introduced by Eller-
broek [9], less accurate [20], but scaling as O(N). With Frim,
we introduce a so-called “fractal operator” as a multiscale al-
gorithm with O(N) complexity. This operator, both accurate
and very fast, was inspired by the mid-point method of Lane
et al. [22] to generate a Kolmogorov phase screen. It can be
used for any wavefront structure function. It allows us to ap-
ply very efficiently the phase covariance matrix to any vector.

We show that this fractal operator is also very efficient when
used as a preconditioner. It allows the wavefront reconstruc-
tion to be iteratively computed in the Karhunen-Loeve space.
We additionally use a classical Jacobi preconditioner, or a new
“optimal diagonal preconditioner” to further improve the con-
vergence: the number of iterations is finally < 10 whatever the
size of the system, with a number of floating point operations
~ 34 x N per iteration. So the method is globally O(N).

In the following, we first derive the analytical expression of
the minimum variance restored wavefront and the equations to
be solved. We then introduce the fractal operator allowing fast
computation of the regularization term in an iterative method
such as the conjugate gradients. We then propose two cheap
preconditioners to yet speed up the iterative algorithm. Re-
sults are finally given through various numerical simulations.

2. Minimum variance solution

A. Model of data

We assume that the wavefront sensor provides measurements
of phase spatial derivatives (slopes or curvatures) linearly re-

lated to the wavefront seen by the sensor:
d=S-w+n (D

where d € RM is the data vector provided by the sensor, w €
R¥ is the vector of sampled wavefront values, S € RM*V is the
sensor response matrix and n € R accounts for the noise and
model errors. This equation is general as long as the wavefront
sensor is linear. As a typical case, we will however consider a
Shack-Hartmann wavefront sensor with Fried’s geometry [23]
in our simulations and for the evaluation of the efficiency of
the algorithm.

B.  Optimal wavefront reconstructor

The estimation of the wavefront w given the data d is an in-
verse problem which must be solved by using proper regular-
ization in order to improve the quality of the solution whereas
avoiding noise amplification or ambiguities due to missing
data [24]. In order to keep the problem as simple as possi-
ble, we first introduce the requirement that the solution be a
linear function of the data, in other words, the restored wave-
front writes:

w ¥ R.d )
where R is the restoration matrix and d the wavefront sensor
measurements. Some quality criterion is needed to derive the
expression of the restoration matrix R. For instance, we can
require that, on average, the difference between the restored
wavefront w and the true wavefront w be as small as possible
by minimizing (||w —w||?) where (-) denotes the expected value
of its argument. Interestingly, minimizing (on average) the
variance of the residual wavefront yields the optimal Strehl
ratio [25] since:

SR =~ exp (_yit f ) W (r) —w(r))? dr) (3)
pupi

where r is the position in the pupil, A is the area of the pupil
and w (r) is the wavefront phase in radian units. The best re-
construction matrix according to our criterion then writes:

R’ = arg min(|IR - d — wl?). 4)

Accounting for the facts that the wavefront w and the errors
n are uncorrelated and have zero means, i.e. (n) = 0 and
(w) = 0, the minimum variance reconstructor expands as [26]:

R =C,-S"-(S-C, -ST+C,) | )

def . . .
where C, = (n - n") is the covariance matrix of the er-

def . . . .
rors and C,, = (w - w") is the a priori covariance matrix

of the wavefront. Applying this reconstructor to the data d
requires to solve a linear problem with as many equations as
there are measurements. Generally, wavefront sensors pro-
vide more measurements than wavefront samples (about twice
as many for a Shack-Hartmann or a curvature sensor). Fortu-
nately, making use of Sherman-Morrison-Woodbury formula
[27], the expression in Eq. (5) can be rewritten as:

R =(S"-C;'-s+C)) -s"-C;! ©)



which involves solving just as many linear equations as there
are wavefront samples. The linear reconstructor defined in
Eq. (6) is the expression to be preferred in our case.

C. Links with other approaches

Using expression in Eq. (6) for the reconstructor, the mini-
mum variance restored wavefront writes:

wh & R4
= (S"-Cs+C)) ST d

which is also the solution of the quadratic problem:

wT=argmin{(S-w—d)T~C;1-(S'W—d)+WT'C;;1'W}

where (S-w —d)T - C;' - (S-w — d) is the so-called y?> which
measures the discrepancy between the data and their model
and wT - C,! - w is a Tikhonov regularization term which en-
forces a priori covariance of the unknowns. Thus Eq. (6) is
also the result of the maximum a posteriori (MAP) problem.
The usual hyper-parameter is here hidden in C,, which is pro-
portional to (D/ry)*/?, where ry is the so-called Fried’s pa-
rameter [28]. As already noticed by other authors (see e.g.
Rousset [29]), minimum variance estimator is directly related
to Wiener optimal filtering.

Actual adaptive optics systems make use of some expan-
sion of the wavefront on a basis of modes, regularization be-
ing achieved by setting to zero the ill-conditioned modes. This
technique is similar to truncated singular value decomposition
(TSVD) [29]. Since truncature results in aliasing, we expect
that the MAP solution be a better approximation of the wave-
front. A somewhat smoother effect than crude mode trunca-
ture could be obtained by solving:

w, = argmin {(S W — d)T . C;l -S-w—-d)+u ||w||2}

where hyper-parameter ¢ allows to tune the regularization
level required to avoid noise amplification [24].

D. Iterative Method

Computing the optimal wavefront can be done in different
ways. For instance, the matrix R can be computed once, ac-
cording to Eq. (5) or Eq. (6), and then applied to every data set
d. Since it requires the numerical inversion of a N X N matrix,
the direct computation of R scales as O(N?) operations [12].
The reconstructor R is a NXM matrix and is not sparse in prac-
tice. Hence, the storage of R requires M N ~ 2 N? floating
point numbers and computing R - d requires ~ 2M N ~ 4 N?
floating point operations. For large numbers of degrees of
freedom N o (D/r)?, the computer time spend by the matrix-
vector multiplication can be too long for real time applica-
tions. Moreover the memory requirement (e.g. for N ~ 10%,
1.5 Gb of memory are needed to store R) may be such that
memory page faults dominate the computation time of matrix-
vector multiplication.

To avoid the direct matrix inversion and the plain matrix-
vector product required by the explicit computation of R, we

initialisation:
compute ry = b — A - x( for some initial guess x,
letk=0
until convergence do
solve M - z; = ry for z;
PE=T %
if k = 0, then
Pr = Zk
else
Pri = %+ (Pk/pi-1) Py
endif
%w=Ap
@ = ,Ok/(Pz'qk)
Xp+1 = X + @k Py
Tl =T — Qi gy
k—k+1
done

(apply preconditioner)

(optimal step size)

Fig. 1. Preconditioned conjugate gradient algorithm for solv-
ing A-x = b where A is a symmetric positive definite ma-
trix and M is a preconditioner. The unpreconditioned version
of the algorithm is simply obtained by taking M = I, hence
Lk = Tg-

use an iterative method to solve the linear system
(s"-c,'-s+¢,)) w=s"-C,'-d (7)

which leads to the optimal wavefront w for every data set d.
For the purpose of the discussion, Eq. (7) can be put in the
more generic form:

A-x=b ()
where, in the case of Eq. (7), x = w and:
A=ST.C,'-s+C;! 9)
is the so-called left hand side matrix, whereas
b=S".C,'-d (10)

is the so-called left hand side vector.

Barrett et al. [15] have reviewed a number of iterative al-
gorithms for solving a linear system like (8). An advantage of
these methods is that they do not explicitly require the matrix
A: it is sufficient to be able to compute the product of matrix
A (or its transpose) with any given vector. The iterative algo-
rithm therefore fully benefits from the possibility to compute
the matrix-vector products in much less than O(N?) operations
when A is sparse or has some special structure. This is spe-
cially relevant in our case since applying A can be achieved by
very cheap matrix-vector products as shown in Sect. 2E and
Sect. 2 F. The drawback of iterative methods is that the com-
putational burden scales as the number of iterations required
to approximate the solution with a sufficient precision. In the
worst cases, the number of iterations can theoretically be as
high as the number of unknown N [12, 13]. In practice and
because of numerical rounding errors, ill-conditioning of the
system in Eq. (7) can result in a much higher number of iter-
ations, even on small systems. This problem can however be
greatly reduced by means of a good preconditioner [13, 15].



w(x, y + a) w(x+ a,y+ a)
dy(x, y)
dx(x, y)

w(x, y) \ w(x + a, )

Fig. 2. Wavefront sensor with Fried’s geometry as used for
our simulations. The black circles stand for phase samples
w(x,y), at the corners of the square subapertures of size a.
This model is exact if we assume that the wavefront at any
point in the pupil is obtained from a bilinear interpolation of
phase samples at the corner of the subapertures.

By construction, A given by Eq. (9) is a symmetric posi-
tive definite matrix and the conjugate gradient (CG) [15] is
the iterative method of choice to solve the system in Eq. (8).
Figure 1 shows the steps of the CG algorithm to solve the sys-
tem A - x = b. This method is known to have a quadratic
convergence rate, and can be accelerated by using a proper
preconditioner M ~ A for which solving M - z = r for z is
much cheaper than solving Eq. (8) for x. The preconditioner
can also be directly specified by its inverse Q = M~ such that
Q ~ A~ and then z = Q - r in the CG algorithm. Without a
preconditioner, taking M = Q = I, where I is the identity ma-
trix, yields the unpreconditioned version of the CG algorithm.
In Sect. 4 we investigate various means to obtain an effective
preconditioner for the wavefront reconstruction problem.

In the remaining of this section, we derive means to quickly
compute the dot product with the matrix A in Eq. (9). To that
end, we consider separately the Hessian matrix ST - C,! - S of
the likelihood term and that of the regularization term C,'.

E. Computation of the likelihood term

Most adaptive optics systems use either a Shack-Hartmann
sensor which provides measurements of the local gradient of
the wavefront or a curvature sensor which measures the local
curvature of the wavefront [1]. Since such sensors probe lo-
cal spatial derivatives of the wavefront, their response can be
approximated by local finite differences which yields a very
sparse linear operator S. Though some non-sparse matrix
terms can appear due to tilt indetermination with laser guide
stars or to accounting of natural guide star tip/tilt sensors. Ow-
ing to the low rank of these modes, sparse matrix models can
still be applied [9]. Thus, denoting Ny the number of wave-
front samples required to compute the local finite differences,
only ¥ M X Ny out of M X N coeflicients of S are non-zero.
For instance, Fig. 2 shows the Fried’s geometry of the Shack-
Hartmann sensor model [23] which we used in our numerical
simulations. The error free slopes are related to the wavefront

dy(x,y) = % [Wx+a,y+a)+wkx+a,y)

—w(x,y +a) — w(x,y)] (11)
dy(x,y) = S[wx+a,y+a)—wx+a,y)
+ w(x,y + a) — w(x, y)]

where (x, y) are the pupil coordinates, dy and dy, are the slopes
along the x and y directions and a is the sampling step. Hence
Ngir = 4, in our case, whatever the number of degree of free-
doms is. Besides, to a good approximation, wavefront sensors
provide uncorrelated measurements [1], hence the covariance
matrix C, of the errors can be taken as a diagonal matrix:

C, ~ diag(Var(n)) (12)

where Var(n) is the vector of noise and error variances. Since
C, is diagonal, its inverse C,,! is diagonal and trivial to com-
pute. Finally, the matrices S and C,,! are sparse and such that
the dot product by ST - C;,! - S can be computed in O(N) oper-
ations.

F.  Fast estimation of the regularization term

Unlike C, and C,', neither C,, nor C,,! are sparse. In spite of
this, we introduce here a way to derive an approximation for
C,,! so that it can be applied to a vector with a small number
of operations.

By spectral factorization of C,, which is a real symmetric

matrix, the covariance of the wavefront can be written:
C,=Z-A-7"

where Z is an orthogonal matrix, i.e. Z -ZT = Z7-Z =1, of
which the columns form an orthonormal basis of eigenvectors
of Cy, and A = diag(1y, ..., dy) is a diagonal matrix of which
the diagonal entries are the eigenvalues of C,,. Being a covari-
ance matrix, C,, is positive definite and all its eigenvalues are
strictly positive. Hence:

C'=7-A"17",

where A7! = diag (1/44,...,1/Ay). Then the regularization
term writes:

wl - Z- A Z"w

= A2 Z" w3,

T, -1
w -C, -w

where A™1? = diag (/11_”2, .. .,/111,1/2). Introducing the new
variables:

u ¥ K.w with K!'=A"1.27, (13)

the regularization term simply writes:
T, -1 2
w -C, -w=ull;. (14)

Reciprocally, given the variables u, the wavefront is obtained
by:

def

w=K-u with K€Z A?. (15)



With this definition of K, the covariance of the wavefront
writes:

C,=K-K'. (16)

The expected value of u is (u) = K! - (w) = 0 and the covari-
ance of u is the identity matrix:

C,=@ uHNH=KT - (w-wh) . K!
=KT.-K'-K-K!'=1I.

This gives rise to a method for generating a wavefront since it
is sufficient to generate a set u of N independent random val-
ues following a normal law, u ~ N (0,1), and to takew = K-u
to obtain a random wavefront with the proper covariance. In
other words, the columns of K form a Karhunen-Loéve basis
of the random values w. This method for generating a turbu-
lent wavefront has been introduced by Roddier [30] for the
Zernike polynomials expansion of the wavefront. The draw-
back of using the Karhunen-Lo¢ve basis, is that it requires to
inverse a potentially huge N x N matrix C,,. For the purpose of
simulating turbulent wavefronts and observing that they have
a fractal structure, Lane et al. [22] have shown that K can be
approximated in O(N) operations by a mid-point algorithm.
By using a similar algorithm the regularization term can be
computed in only O(N) operations as shown in the following.

3. Fractal operators

A. Principle and structure function

The mid-point algorithm [22] starts at the largest scales of
the wavefront and step-by-step builds smaller scales by in-
terpolating the wavefront values at the previous scale and by
adding a random value with a standard deviation computed
so that the new wavefront values and their neighbors have the
proper structure function. Using K to denote the linear op-
erator which generates the wavefront values at j-th scale, the
linear operator K can be factorized as:

K=K, K;-...-K, (17)

where p is the number of scales, K, generates the 4 outermost
wavefront values and K, generates the wavefront values at
the finest scale. The original mid-point algorithm cannot be
used directly for our needs because it is not invertible. In this
section, we reconsider the mid-point algorithm to derive new
expressions of the K;’s such that they are sparse, invertible
and such that their inverses are also sparse.

The structure function of the wavefront is the expected
value of the quadratic difference between two phases of a tur-
bulent wavefront:

(W) —wr )y = f(r; - 1)) (18)

It is stationary (shift-invariant) and isotropic since it only de-
pends on the distance |r;—r | between the considered positions
r; and r; in the wavefront. For a turbulent wavefront obeying
Kolmogorov’s law:

f(r) = 6.88 x (r/r)’” (19)

Fig. 3. The four initial values for wavefront generation, at the
corners of the support.

From the structure function, we can deduce the covariance of
the wavefront between two positions in the pupil:

1 (42 2
Ci,j = <Win> = 5(0',- +O'j —ﬁ’j)

where w; = w(r;) is the wavefront phase at position r; with
variance 0';'2 = Var(w;) and where f; ; = f(|r; — r;|) is the value
of the structure function for a distance |r; — r;|. The wavefront
variances (thus the covariance) are not defined for pure Kol-
mogorov statistics but could be defined by other models of the
turbulence such as the von Karman model. Nevertheless, any
structure function f can be used by our algorithm: in case the
variance is undefined, we will show that the a’?’s appear as
free parameters and that choosing suitable variance values is
not a problem.

B. Generation of outermost values

The first point to address is the initialization of the mid-point
recursion, that is the generation of the four outermost corner
values. Lane ef al. [22] used 6 random values to generate the 4
initial corners. It is however required to use exactly the same
number of random values u as there are wavefront samples
in w otherwise the corresponding linear operator K cannot be
invertible. This is possible by slightly modifying their original
algorithm.

The four initial wavefront values (Fig. 3) have the following
covariance matrix:

Chp C1 C2 C 2

c1 ¢y €1 C =0
1 ¢o €1 €2 2

o - f(D)/2
¢ 1 o C1 f(D)/

2_
1 ¢y ¢1 o o= f(\2D)/2

Cout =

£
s
Q0
S 8
([

where o2 is the variance (assumed to be the same) of the four
initial phases and where D is the distance between points 1
and 2 (see Fig. 3). Having the same variances o~ for the four
outermost wavefront phase seems natural since none of these
points play a particular role. For the four outer wavefront sam-
ples, the matrix of eigenvectors is:

1/2 =172 0 1/vV2
12 1/2 =1/V2 0
12 =12 0 -1/V2
12 172 1/N2 0

Loy =

Note that the eigenvectors (columns) defined on these four



samples are (in order) piston, waffle [7], tip and tilt. The eigen-
values are:

402 - f(D) - f(\2D)/2
f(D) - f(\2D)/2
f(2D)/2
f(ViD)/2

co+2c+c

00—261 + C
Co— C2
Co—C2

Ao =

In case of pure Kolmogorov statistics, o> must be chosen

so that K is invertible. This is achieved if the eigenvalue of
the piston-like mode is strictly positive, hence:

o’ > f(D)/4+ f(vaD)/8.

We have chosen o2 so that the smallest covariance, which is
c(v2 D) between the most remote points, is exactly zero:

o?=1f(zD). (20)

Of course, when a von Karman model of turbulence is chosen,
both o and f are fixed by the model; Eq. (20) is to be used
only for Kolmogorov case.

The operators Koy and K, write:
a -b - 0
lla b 0 —c
Kout - E a -b c 01l (21)
a b 0 c
1/a 1/a 1/a 1/a
o _ 1| -=1/b 1/b -1/b 1/b
L _ -
Kw=3122c 0 2/¢ of @
0 -2/c 0 2/c

with: a= \J402 - f(D) - f(2D)/2,

b= f(D)- f(2D)/2,
c=+f(\2D).

The operator Ko is a compact version of K, in Eq. (17):
K, = PT - K, - P where P is the 4 x N linear operator which
selects the values in # (or w) corresponding to the outermost
corners. Obviously K, is a sparse operator (only 12 non-zero
coefficients out of N X N). The inverse of K, is K;l =PT.

K_! - P which has the same sparsity.

out

C. Generation of wavefront samples at smaller scales

Given the wavefront with a sampling step r, the mid-point
algorithm generates a refined wavefront with a sampling of
r/2 by a perturbed interpolation:

Nint

Wy = Qo Uy + Z a;w; (23)

where wy is the wavefront value at the mid-point position,
up ~ N(0,1) is a normally distributed random value and
Nine is the number of wavefront samples from the previous
scale which are used to generate the new sample (see Fig. 4).
Equation (23) comes from a generalization of the principle of
the original mid-point algorithm. Since we proceed from the

Fig. 4. Wavefront refinement. To generate a grid with cell size
r/2, new values (in gray) are generated from wavefront values
(in white) of a grid with cell size equal to r. Top left: new
value from 4 values r/ V2 apart. Top right: new edge value
from 3 values r/2 apart. Bottom: new value from 4 values r/2
apart.

largest scale to smaller ones, all the operations can be done
in-place: the value of wy computed according to Eq. (23)
replacing that of up. It is then immediately apparent that
a random wavefront computed by this algorithm scales as
O(Nyy X N) = O(N) since the number of neighbors Ny, ~ 4
does not depend on the number of wavefront samples N.

The Njy + 1 scalars «; have to be adjusted so that the struc-
ture function between wy and any of the w;_; __y,, matches the
chosen one:

.....

fio & (wo = wi®)

Nim

_ 2

=q +Zajﬁ’j_ Z ajag fix
j=1 1< j<k<Nin

Nim Ninl
+{1 —Zak] [O'?—ZCL/J‘O%] 24)
k=1 j=1

where f;; = f(Ir; — rj]) and C;; = (w;w;) are the structure
function and covariance between wavefront samples i and j,
and where o7 = C;; is the variance of sample i. Note that
to obtain Eq. (24) we have accounted for the fact that ug ~
N (0,1) and hence (u(z)) = 1 and, since up and wj—; __ y,, are
uncorrelated, (4o wj-1,. . = 0. This makes N, equations,
whereas there are N, + 1 unknown parameters {ao, . .., ay,, }:
an additional constraint is needed.

In original mid-point algorithm, Lane et al. [22] choose to
normalize the sum of the interpolation coefficients and use the
constraint that Zivzi «; = 1. In that case, Eq. (24) simplifies



and the coefficients are obtained by solving:

Nim
2
fio=ag+ Zafjf,-,j - Z ajag fix
j=1 1< j<k<Nin
. (25)
S.t. aj=1.

Note that all the variances a-?
straints.

We consider here another constraint which is to have the
same variance, says o2, for all the wavefront samples. In
other words, we consider wavefront with stationary (shift-
invariant) statistical properties. This is justified by the objec-
tive to reconstruct phase corrugations in several layers for at-
mospheric tomography. With this choice, the additional equa-
tion is provided by (w(z)) = o7 and the interpolation coef-
ficients {ay, .. } are obtained by solving the system of

Nine + 1 equations:

are implicit with these con-

., N

int

Nint
2
fi,Ozao"‘Zajfi,j_ Z @;ar fix
j=1 1<j<k<Nin
Nim 2
+o? 1—Zaj fori=1,..., Nin
J=1
Ninl 2
2_ 2 2
ocf=ay+ o Zaj - Z ojag fik-
=1 1<j<k<Ni

The system can be further simplified to:

Nint

Z(Zo-z—f,-,j) aj = 2072 — fio fori=1,..., Ny

=1

Nint 2
a2 =|1- a;| | o?+ a;ay fi
[ J J %k Jjk >

j=1 1<j<k<Nint

(26)

where the first Nj,, equations form a linear system which must
be solved to obtain the «j-; _,, and where substituting these
values in the last equation yields the value of . It is worth
noting that by using the covariances instead of the structure
function, the system in Eq. (26) is equivalent to:

Nim
Zci,jafj:CO,i fori=1,..., Nin
J=1
27
Nim ( )
2 _ 2 S
ao_a' —ZCO’JQ’J.
j=1

The expressions of the interpolations coefficients for the
different cases illustrated by Fig. 4 are derived in Appendix A.
To assess the accuracy of the statistics approximated by the
fractal operator, we have computed the structure function of
phase screens w computed by our implementation of the mid-
point algorithm, i.e. asw = K- u with u ~ M0, I). Figure 5
shows that the 2D structure function is almost isotropic and
demonstrates the good agreement of our approximation with
the theoretical law.
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Fig. 5. Structure function. Left: 2D isocontours; right:
1D profile computed by radial averaging. Solid lines: Kol-
mogorov law 6.88 X (r/ ro)’’3; dotted lines: average of 1000
structure functions generated with the mid-point method.

D. The inverse operator

According to the factorization in Eq. (17), the inverse of K is:
K'=K' .. -K'-K'. (28)

In section 3 B, the inverse of the outermost operator K, has
been derived and shown to be sparse — see Eq. (22). To com-
pute the K>!’s for the inner scales (j < p), it is sufficient to
solve Eq. (23) for ug, which trivially yields:

N.
l int
Uy = — |wo — a;iwil, 29)
0 ao[ 0 ]z:; J 1]

where {wy,...,wy,,} are the neighbors of wy (Fig. 4). Since
in Eq. (29), the u;’s only depends on the w;’s, the K;!’s can
be applied in any order. However, by proceeding from the
smallest scales toward the largest ones as in Eq. (28), the op-
erator K~! can be performed in-place. This property may be
important to avoid memory page faults and to speed-up the
computation. Finally, from Eq. (21) and Eq. (29), it is clear

that applying the Kjfl ’s require exactly as many operations as

for the K;’s and that computing K~! - u requires O(N) opera-
tions.

E. The transpose operator

Iterating from the smallest scale to the largest one, it is easy
to derive an algorithm to apply the transpose operator KT =
K7 -...- K] - K[ to a given vector. The following algorithm

computes z = KT - v for any input vector v:

copy input vector: z « v
from the smallest scale to the largest scale, do
for j=1,..., Niy do
Zjeztajzo
done
20 < @020
done
apply KT, at the largest scale of z
return g



It is important to note that the loop must be performed in-
place for the algorithm to work. From the structure of this
algorithm, it is clear that the multiplication of a vector by the
transpose operator is performed in O(N) operations.

F. The inverse transpose operator

The operator KT = KiT-K;"-...- KT works from the largest
scale to the smallest one. The following algorithm computes
z = KT -y for any input vector v:

copy input vector: z « v
apply KT at the largest scale of z
from the largest scale to the smallest scale, do
20 < 20/@o
for j=1,..., Njy do
Zj <20
done
done

return z

Again, the operation can be done in-place (the copy of the in-
put vector v is only required to preserve its contents if needed),
and the number of operations is O(N).

4. Preconditioning

Preconditioning is a general mean to speed up the convergence
of iterative optimization methods [15] such as the PCG algo-
rithm described in Fig. 1. Preconditioning is generally intro-
duced as finding an invertible matrix M such that the spectral
properties of M~! - A are more favorable than that of A (i.e.
lower condition number and/or more clustered eigenvalues),
then the transformed system

M' A x=M"'-» (30)

which has the same solution as the original system A - x = b
can be solved in much fewer iterations. In this section,
we consider different means for preconditioning the phase
restoration problem: explicit change of variables and diago-
nal preconditioners.

A. Fractal operator as a preconditioner

Preconditioning is also equivalent to an implicit linear change
of variables [13]: using the preconditioner M = CT - C in
the algorithm of Fig. 1 is the same as using the (unprecondi-
tioned) conjugate gradient algorithm to solve the optimization
problem with respect to ¥ = C - x. Following this we have
considered using the Karhunen-Loeve basis to solve the prob-
lem with respect to the variables u = K~! - w. In this case, it is
however advantageous in terms of number of floating points
operations to use an explicit change of variables and to directly
solve the problem for u rather than for w with a preconditioner
M = K T.K"!. Introducing this change of variable in Eq. (7)
and using Eq. (16), the system to solve becomes:
(K'-8"-C,'-8-K+1I)-u=(K"-8"-C,'-d). (3D
After u is found by the iterative algorithm, the restored wave-
front is given w = K - u. We expect improvements in the

convergence of the iterative method by using u instead of w
because this yields an a priori covariance matrix equals to the
identity matrix [31]. Improved speedup may be still possible
by using a preconditioner on u as we discuss in the following.

B. Diagonal preconditioners

Diagonal preconditioners may not be the most efficient ones
but are very cheap to use [15] and are thus considered here.
When the variable x in Eq. (8) follows a known statistics, an
optimal preconditioner M can be computed so that M~! - A is,
on average, as close as possible to the identity matrix. This
closeness can be measured in two different spaces: in the data
space or in the parameter space.
In the data space, this criterion writes:

M = argmin(J|A - x — M- x{)

oA -M) - xIIP) T
O——aM =2M-A)-{(x-x")
— M-C,=A-C,, (32)

where C, ket (x - x7) is the covariance matrix of x. Of course,
if M is allowed to be any matrix and since C, has full rank, the
solution to Eq. (32) is M = A. However, for a diagonal pre-
conditioner, M = diag(m), only the diagonal terms of Eq. (32)
have to be considered; this yields:

M = diag(m) = diag(A - Cy) - diag(Cx)_1 . 33)
For x = u ~ MO0, I) then C, = I and Eq. (32) simplifies to:
M = diag(A), (34)

which is the well known Jacobi preconditioner [15].

. def S - . .
Taking Q = M~! and minimizing the statistical distance in
the parameter space yields:

Q= argmin(Q-A - x - xI*

_0IQ-A-x—x|?)
= 70
& Q-A-C,-AT=C,-AT. (35)

0

=2(Q-A-D-C,-AT

For a diagonal preconditioner, Q = diag(q), only the diagonal
terms of Eq. (35) have to be considered; hence:

Q = diag(q) = diag(Cy - AT) - diag(A - C, - ADH)™'.  (36)
Finally, when x = u ~ MO, I):

0 A d
ij= ———— an
1,1 2 b

XA

In contrast to Jacobi preconditioner, this optimal precondi-
tioner is expensive to compute since every element of matrix
A must be evaluated to compute the denominator. This how-
ever have to be done only once for all for a given left-hand
side matrix A. The improvements given by the diagonal pre-
conditioners in Eq. (34) and Eq. (37) are compared in the next
section.

Qi+ = 0. 37



5. Simulations and Results

A.  Summary of the various possibilities

Our previous study gives rise to 6 different possibilities to
solve Eq. (8). By using Eq. (16), we can first iteratively solve
for w:

(s"-c.' s+KT-K')w=8"-C;'-d.  (38)

using the sparse model matrix S and the fractal operators K=!
and KT introduced in Sect. 2E and Sect. 3 to quickly apply
the left-hand side matrix. Although the a priori covariance
matrix of w is not the identity, we have checked the speedup
brought by the diagonal preconditioners defined in Eq. (34)
and Eq. 37) withA=ST-C,;! - S+ K T-K L.

Solving the problem in the Karhunen-Logve basis, requires
to iteratively solve:

(K'-s"-C,'-8-K+I)-u=K"-8"-C;' 'd (39

for u and then dow = K - u. In this case, C, = I so
we expect somewhat faster convergence by using one of the
preconditioners defined in Eq. (34) and Eq. (37) with A =
K'-ST.C,'-S-K+1L

B.  Comparison of the rates of convergence

When comparing the efficiency of the six different possibili-
ties, we need to take into account that the number of floating
point operations may be different for each of them. The aim is
not to derive an accurate number of operations which would
depend on the specific implementation of the algorithms, but
rather to get a general estimate. For instance, the K’s depen-
dence on ry can be factorized out and included in operator
C, with no extra computational cost. This kind of optimiza-
tion was not considered here. As detailed in Appendix B, the
number of operations is marginally increased by the precon-
ditioning and does not depend on which variables (w or u) are
used when starting from an arbitrary initial vector. A small
difference only appears when starting the algorithms with an
initial zero vector, as summarized in Table 1.

For wavefront reconstruction, when comparing the total
number of operations, Nop, for a given number of (P)CG iter-
ations, Njr, such that Ny > 1, we will use these equations:

N ~ (Noverhead + 33 NEg) N,

i (40)
NSESG ~ (Noverhead + 34 Npcg) N,
where Noverhead = 4 when working with variable w, and

Noverhead = 10 when explicitly working with variable u.

In order to assess the speed of the reconstruction, we have
tested the different wavefront reconstruction algorithms on
a number of different conditions. For every simulation, the
wavefront sensor sampling is such that the size of the Shack-
Hartmann subaperture is equal to Fried’s parameter ry. A
wavefront is first generated, the measurements are estimated
using the current wavefront sensor model, S, and a stationary
uncorrelated random noise #n is added to the simulated slopes
in accordance with Eq. (1). Noise level is given by its standard
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Fig. 6. Phase error as a function of the number of opera-
tions. Curves are the median value of 100 simulations with
D/ry = 65, opoise = 1 rad/subaperture and r has the same size
as one subaperture. Solid curves are for CG, dashed curves
are for PGC with Jacobi preconditioner, dotted curves are for
PGC with optimal diagonal preconditioner. Thin curves are
for (P)GC onto the wavefront samples w, whereas thick curves
are for (P)GC onto the wavefront generator u.

deviation o s in radians per subaperture, where the radians
here correspond to phase differences between the edges of the
subapertures. At each iteration of the algorithm, the residual
wavefront is computed as the difference between the current
solution and the initial wavefront. The root mean squared er-
ror of the residual wavefront is computed over the pupil, pis-
ton removed. Piston mode is the only removed mode. A cen-
tral obscuration is always introduced, with a diameter 1/3 the
diameter of the pupil.

The presented graphs sample two AO system 65 X 65
and 257 x 257 in size, and several levels of noise from
1 rad/subaperture down to 0.05 rad/subaperture are examined.
On each curve, the 6 algorithms are compared. All the curves
plot the median value obtained for 100 simulations under the
same conditions. The different algorithms were applied to the
same simulated wavefronts and sensor data.

The graphs have been plotted assuming a number of float-
ing point operations given by Eq. (40), where here the number
of unknowns is N = 4225 and N = 66049 for AO systems
65 x 65 and 257 x 257 respectively.

Various observations can be drawn from these curves.

e Solving by using w as unknowns is much slower than
with u, by more than one order of magnitude for a
65x%65 system, and 2 orders of magnitude for 257 x257.
This demonstrates the effect of using the fractal opera-
tor as a preconditioner.

e With w, the algorithm does not show any improvement
of the residual error for a long time before to find its
way through the solution. In contrast, the very first
steps with u already show a tremendous reduction of
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Fig. 7. Same as Fig. 6 but for opeise = 0.5 rad/subaperture.
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Fig. 9. Same as Fig. 6 but for opise = 0.05 rad/subaperture.
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Fig. 10. Same as Fig. 6 but for D/ry = 257 and o peise = 1
rad/subaperture.
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Fig. 11. Same as Fig. 6 but for D/ry = 257 and ooise = 0.5
rad/subaperture.

the residual error.

When solving for w, diagonal preconditioners are only
useful at the very end of the convergence, mainly in case
of high signal-to-noise ratio. In contrast, the effect of
the diagonal preconditioners is very effective from the
beginning when working with u.

When working with u, the difference between the two
diagonal preconditioners is significant but not criti-
cal. The optimal diagonal preconditioner yields slightly
faster convergence.

When o0ise decreases, the convergence of the two
fastest methods takes longer to reach a lower residual
errors, as expected, but the rate of convergence keeps
steady.
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Fig. 12. Decrease of the residual phase variance as a func-
tion of the number of iterations when using u as unknowns
and optimal diagonal preconditioner. Each curve is the me-
dian value of 100 reconstructions. Three sets of curves are
plotted for different values of o-ﬁoise: 1 (solid), 0.09 (dashed),
and 0.01 rd?/ry (dotted). In each set of curves, the size of the
system increases from bottom to top: 32, 64, 128 and 256
subapertures along the diameter of the pupil. Levels of Strehl
ratios are indicated. The curves show that 5 to 10 iterations
are enough in most cases for a full reconstruction.

C. Number of iterations

From the previous section, we now consider only the fastest
method, using both u as unknowns and the optimal diagonal
preconditioner. The aim here is to assess the number of it-
erations needed to restore the wavefront. As in the previous
section, we consider one subaperture per ry, so the variance of
the incoming wavefronts increases with the size of the system.
Figure 12 shows how the residual phase variance decreases at
each iteration for various configurations of the system, in size
(33 x 33, 65 x 65, 129 x 129, 257 x 257), and in noise level
(o-ﬁOise =1, 0.09 and 0.01 rdz/ro). In the first iterations, we
can see that the behavior of the algorithm does not depend
on the signal to noise ratio. Further, the final value obtained
does not depend on the size of the system. Strehl levels cor-
responding to the residual phase variance are indicated. The
curves show that 5 to 10 iterations only are enough in most
cases for a full reconstruction.

In order to remove the effect of starting from different initial
phase variances, the curves have been plotted on Fig. 13, nor-
malized by the initial variance. The curves show that the be-
havior of the algorithm is the same in any situation, the curves
being only separated by the different values of the final vari-
ance, which depends on the noise level. They also show that
the variance is already reduced by a factor ~ 1/40 at the first
iteration only, ~ 1/100 at the second iteration and ~ 1074 after
6 iterations. This steep descent will be an asset in closed-loop.
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Fig. 13. The same curves as those in Fig. 12 are plotted here,
normalized by the initial variance of the phase. This shows a
high relative attenuation (~ 1/40) after the first iteration, in
any configuration. In each set of curves: o-ﬁ ise = 1 (solid),
0.09 (dashed), and 0.01 rd? /ro (dotted); the size of the system
increases from top to bottom: 32, 64, 128, and 256 subaper-

tures along the diameter of the pupil.

6. Conclusion

We have introduced FriM, a new minimum variance iterative
algorithm for fast wavefront reconstruction and fast control of
an adaptive optics system. Combining fast regularization and
efficient preconditioning, regularized wavefront reconstruc-
tion by FriM is an O(N) process, where N is the number of
wavefront samples.

Frim takes advantage of the sparsity of the model matrix S
of wavefront sensors (or interaction matrices) and makes use
of a “fractal operator” K for fast computation of the priors.
Based on a generalization of the mid-point algorithm [22],
K is not sparse but is implemented so that it requires only
O(N) = 6 N operations. Our modifications with respect to the
original algorithm allow the operator to be invertible and the
generated wavefront to be stationary. We have derived algo-
rithms for computing K~!, KT and K~T in the same number
of floating point operations. In our simulations, we consider
a modified Kolmogorov law but any stationary structure func-
tion or covariance can be implemented in our approach. The
property of stationarity is expected to be helpful for turbulence
tomography.

Another breakthrough comes from the efficiency of the
fractal operator when used as a preconditioner. Combining
a fractal change of variables and an optimal diagonal precon-
ditioner, we were able to reduce the number of iterations in
the range of 5 — 10 whatever is the size of the AO system.
The exact number of iterations mainly depends on the signal
to noise ratio of the measurements.

It is beyond this work to compare with all the other meth-
ods currently studied in response to the huge increasing of the
number of degrees of freedom for the AO system on ELTs.
Nevertheless, we can easily compare to standard vector ma-



trix multiplication (VMM). Assuming uncorrelated noise, the
simulations show that the number of operations with Frim is
Nops ~ (23 + 34 Njer) N, where the number of PCG iterations
iS Njer < 10 for any number of degrees of freedom N. For
up to N = 1.3 x 10* degrees of freedom (i.e. D/ry < 128),
one wavefront estimation (from scratch) involves < 6 x 10°
operations, that is a bandwidth of ~ 500 Hz for a machine
capable of 3 Gflops which is typical of current workstations.
Conversely, conventional (non-sparse) matrix multiplication
would require ~ 4 N> ~ 7 x 10% operations to compute the
wavefront: our method is more than 100 times faster. Fur-
thermore, since the operations can be done in-place, it is ex-
pected that the computation with Frim could all be done in
cache memory.

The next step of this work is to extend the theory to closed-
loop and to assess the performances and the properties of the
algorithm in this regime. Since the wavefront is not allowed
to change a lot from one step of the AO loop to the other, the
algorithm will always starts close to the solution: the number
of iterations is expected to be yet lower. This study is not yet
completed but preliminary results have proved the efficiency
of FriM in the case of closed loop adaptive optics [32, 33].
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Appendix A: Derivation of the interpolation coefficients

In this appendix, we detail the computation of the interpola-
tion coefficients involved in the different configurations shown
by Fig. 4. Denoting r the step size in the grid before the re-
finement, the distances between the points considered in this
refinement step are: v2r, r, r/v2, or r/2 (Fig. 4). Hence the
only covariances required in our computations are:

co = c(0) = g2

e = c(r/2) = o= f(r[2)]2

¢y = c(r/\2) = o* = f(r/v3)/2 (A1)
s =cr) = 0t=f(n)2

ca = c(2r) = o’ = f(\2r)/2

where c(r) and f(r) are respectively the covariance and the
structure function for a separation r.

1. Square configuration

For the interpolation stage illustrated by the top-left part of
Fig. 4 and according to Eq. (27), the interpolation coefficients
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{ay, @y, a3, as} are obtained by solving:

Cop C3 C4 C3 an (6
C3 Cp C3 C4 ax | _| C2
Cys C3 Cp C3 ' a3 - (6
C3 C4 C3 Cp [0} (5

Solving this linear system and plugging the solution into
Eq. (27) leads to:

C
= =03 =@4 = ————— ,
co+2c3+cy

405
g =*4/cg— —————.
cot+2c3+cy

Note that the sign of a is irrelevant.

(A2)

2. Triangle configuration

In original mid-point algorithm [22], the values at the edges
of the support (top-right part of Fig. 4) were generated from
only the two neighbors on the edge, ignoring the third in-
terior neighbor (denoted ws in the figure). Here, according
to Eq. (27), the interpolation coeflicients {1, a;, a3} for this
stage are obtained by solving:

Co C3 C2 g 1
C3 Cp C || 2 | =] C .
C2 C2 Cp a3 Cl

Solving this linear system and plugging the solution into
Eq. (27) leads to:

o= = 1 (co = ¢2)
1 =®2 = 5
C()(C()+C3)—2C%
ci(co—2cy+c3)
3= ———

co(co +c3) — 2 C% (A3)

c%(3co—4cz+03)
g = x4[Co—

co(co +c¢3) — 26‘%

3. Diamond configuration

The interpolation coeflicients for the stage in the bottom part
of Fig. 4 can be deduced from Eq. (A2) by replacing r by r/+2,
then:

C1
¥ =m=a3=@q4=—"7""—"70H——,
co+2c+c3

40%
ay==*|co— ———.
co+2c+c3

Appendix B: Computational Burden

(A4)

In order to estimate the number of floating point operations,
we need to carefully detail the steps of the CG method and
count the number of operations involved in the multiplication
by the different linear operators S, K, efc. Figure 1 summa-
rizes the steps of the (PCG) algorithm [15] to solve Eq. (8).



algorithm step floating point operations

initialization: ~ general case ~25N
zero initial vector in u space ~ 12N
zero initial vector in w space ~6N
Ist CG iteration ~31N

any subsequent CG iteration ~33N

total after N, > 1 iterations ~ (23 + 33 Nyer) N

1st PCG iteration ~32N
any subsequent PCG iteration ~34N
total after Ny, > 1 iterations ~ (23 + 34 Nyer) N

Table 1. Number of operations involved in conjugate gradi-
ents (CG) and preconditioned conjugate gradients (PCG) ap-
plied to the wavefront restoration problem solved by our algo-
rithm. The integers N and Ny, are respectively the number of
unknowns and number of iterations. For a reconstruction, we
assume an initial null guess in the initialization step: in this
case the number of operations at this step is reduced down to
~ 6N or ~ 12 N when respectively w or u are used as un-
knowns.

If the unknowns are the wavefront samples, then x = w and:

A=S".C;' - S+KT.-K!,
b=S"-C,'-d.

Starting the algorithm with wy, the initial residuals write:

I'Q:b—A'W()
=8T.C' - @-S-wp))-KT-K'-w. (B1)

If the unknowns are the wavefront generators, then x = u
and:

A=K"-ST.C;' S - K+1,
b=K"-8T.C,' -d,

where I is the identity matrix. Starting the algorithm with uy,
the initial residuals are:

I'():b—A'u()
=K"-ST.-C,' - (d-S-K-up)—up. (B2)

Making use of possible factorizations (some of the ;s have
the same values), applying any one of the operators K, KT,
K™!, or KT involves the same number of floating point oper-
ations:

Nops(K) = Nops(KT) = Nops(K_l) = Nops(K_T)
= 6N, 14
~6N,

where N is the number of degrees of freedom of the system,
N, ~ N is the number of elements in vector # and, in our
notation, Neps(L) is the number of floating point operations
required to apply a linear operator L to a vector.
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Since we consider uncorrelated data noise, C;' is diagonal
and:

Nops (C') =M ~2N;

however note that these ~ 2 N floating point operations per
iteration can be saved for stationary noise (i.e. C,' o I).

For Fried’s model of wavefront sensor and after proper fac-
torization:

Nops(s) = Nops(ST) ~4N.

This assumes, in particular, that the data were pre-multiplied
by 2 (see section [see Eq. (11)].

Finally, whatever the unknown are (w or u), the total num-
ber of floating point operations required to apply the left hand
side matrix A to a given vector is:

Nops(A) ~ ZNOPS(K) + 2N0ps(s) + Nops(C;l) +N
~23N.

The last N comes from the addition of likelihood and regular-
ization terms.

From equations (B1) and (B2), using either w or u as the
unknowns, initialization of the CG, i.e. computation of the
initial residuals r, involves

Nops(rO) ~ 2Nops(K) + 2Nops(s) + Nops(C;]) +M+N
~25N

operations. Note that, if the algorithm is initialized with
xo = 0 (a vector of zeroes), this number of operations is signif-
icantly reduced down to ~ 6 N and ~ 12 N when respectively
w and u are used as unknowns. Also note that there may be
additional ~ 6 N operations to compute w from # when nec-
essary.

Whatever are the considered variables, the number of un-
knowns is ~ N, hence any dot product in the CG algorithm
involves 2N — 1 ~ 2 N floating point operations. The first
CQG iteration (Fig. 1) requires two dot products 2N —1 ~2N
floating point operations each) to compute p; and ay, apply-
ing A once and two vector updates (involving ~ 2 N opera-
tions each); hence a total of ~ 31 N operations. Any subse-
quent iteration requires an additional vector update to com-
pute the conjugate gradient direction; hence ~ 33 N opera-
tions. Finally, preconditioning by a diagonal preconditioner
simply adds ~ N operations per iteration.

The number of floating operations required by the different
versions of the reconstruction algorithm are summarized in
table 1 and by Eq. (40). Note that in the general case, the
number of operations does not depend on which variables w
or u are used. There is a difference of ~ 6 N operations in
the initialization step only when the algorithm is started with
a zero initial vector (see table 1).
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Annexe B

Transformée de Laplace et
Transformée en 2

B.1 Transformée de Laplace : représentation en temps continu

Pour un signal z(t), fonction continue du temps, la transformée de Laplace X(s)
est définie par

X(s) = /000 z(t)e Stdt (B.1)

B.2 Transformée en z : représentation en temps discret

Si on note T le signal x échantillonné avec un période d’échantillonnage T, tel que

2(t) =Y a(kT.)o(t—kT.) (B.2)

k=0

o0

ol § est la distribution de Dirac. & fournit une représentation de x en temps discret.
La transformée de Laplace de ce signal T s’écrit

X(s) = ix(k‘ T.)e FsTe (B.3)
k=0

sTe

En appliquant le changement de variable z = e™®*¢, on obtient la transformée en z

du signal discret

X(2)=> w(kT)z" (B.4)
k=0

281



282 ANNEXE B. TRANSFORMEE DE LAPLACE ET TRANSFORMEE EN Z



Bibliographie

R. Barrett, M. Berry, T. F. Chan, J. Demmel, J. M. Donato, J. Dongarra, V. Eijkhout,
R. Pozo, C. Romine, et H. Van der Vorst. Templates for the Solution of Linear
Systems : Building Blocks for Iterative Methods. STAM, Philadelphia PA, 1994.

J.-M. Conan, G. Rousset, et P.-Y. Madec. Wave-front temporal spectra in high-
resolution imaging through turbulence. J. Opt. Soc. Am. A, 12(7) :1559-1570, July
95.

R. Conan. Modélisation des effets de l’échelle externe de cohérence spatiale du front
d’onde pour lobservation o Haute Résolution Angulaire en Astronomie. PhD thesis,
Université de Nice-Sophia Antipolis, 2000.

C. Correia. Fourier-domain preconditioned conjugate gradient. Rapport technique,
ELT Design Study WP 09 600, 2006.

C. Correia, C. Kulcsar, J.-M. Conan, et H.-F. Raynaud. Hartmann modelling in the
discrete spatial-frequency domain ; application to real-time reconstruction in adaptive
optics. Dans Adaptive Optics Systems, volume 7015 de Proc. SPIE, 2008.

C. Dessenne, P.-Y. Madec, et G. Rousset. Optimization of a predictive controller for
closed-loop adaptive optics. Appl. Opt., 37(21) :4623, July 1998.

B.L. Ellerbroek. First-order performance evaluation of adaptive optics systems for
atmospheric-turbulence compensation in extended field-of-view astronomical teles-
copes. J. Opt. Soc. Am. A, 11(2) :783-805, Feb. 1994.

B.L. Ellerbroek. Including outer scale effects in zonal adaptive optics calculations.
Appl. Opt., 36(36) :9456-9467, 1997.

B.L. Ellerbroek. Efficient computation of minimum-variance wave-front reconstructors
with sparse matrix techniques. J. Opt. Soc. Am. A, 19(9) :1803-1816, 2002.

B.L. Ellerbroek, C. Van Loan, N.P. Pitsianis, et R.J. Plemmons. Optimizing closed-
loop adaptive-optics performance with use of multiple control bandwiths. J. Opt.
Soc. Am. A, 11(11) :2871, 1994.

B.L. Ellerbroek et D.W. Tyler. Modeling the combined effect of static and varying
phase distortions on the performance of adaptive optical systems. Appl. Opt., 38
(18) :3857-3868, 1999.

S. Esposito, A. Riccardi, et O. Feeney. Closed-loop performance of pyramid wavefront
sensor. Dans T. D. Steiner et P. H. Merritt, éditeurs, Laser weapons technology,
volume 4034 de Proc. SPIFE, pages 184-189, 2000.

283



284 BIBLIOGRAPHIE

R.A. Fisher. Theory of statistical estimation. 1925.

R. Foy et A. Labeyrie. Feasibility of adaptive telescope with laser probe. Astron.
Astrophys., 152 :29-31, 1985.

R. Foy, A. Migus, F. Biraben, G. Grynberg, P.R. McCullough, et M. Tallon. The
polychromatic artificial sodium star : a new concept for correcting the atmospheric
tilt". Astron. Astrophys. Suppl. Ser., 111, 1995.

K.R. Freischlad et C.L. Koliopoulos. Modal estimation of a wavefront from difference
measurements using the discrete Fourier transform. J. Opt. Soc. Am. A, 3(11) :
1852-1861, 1986.

D. L. Fried. Least-squares fitting a wave-front distortion estimate to an array of phase-
difference measurements. J. Opt. Soc. Am., 67(3) :370-375, 1977.

D.L. Fried. Optical resolution through a randomly inhomogeneous medium for very
long and very short exposures. J. Opt. Soc. Am., 56(10) :1372, 1966.

D.L. Fried. Anisoplanatism in adaptive optics. J. Opt. Soc. Am., 72(1), January 1982.

T. Fusco, J.-M. Conan, G. Rousset, L. Mugnier, et V. Michau. Optimal wave-front
reconstruction strategies for multiconjugate adaptive optics. J. Opt. Soc. Am. A, 18
(10) :2527-2538, 2001.

T. Fusco, C. Petit, G. Rousset, J.-F. Sauvage, K. Dohlen, D. Mouillet, J. Charton,
P. Baudoz, M. Kasper, E. Fedrigo, P. Rabou, P. Feautrier, M. Downing, P. Gigan,
J.-M. Conan, J.-L. Beuzit, N. Hubin, F. Wildi, et P. Puget. Design of the extreme
ao system for sphere, the planet-finder instrument of the vit. Dans B. Ellerbroek et

D. Bonaccini, éditeurs, Advancements in Adaptive Optics I, volume 6272 de Proc.
SPIE, June 2006a.

T. Fusco, G. Rousset, J.-F. Sauvage, C. Petit, J.-L. Beuzit, K. Dohlen, D. Mouillet,
J. Charton, M. Nicolle, M. Kasper, P. Baudoz, et P. Puget. High-order adaptive
optics requirements for direct detection of extrasolar planets : Application to the
sphere instrument. Opt. Express, 14(17) :7515-7534, 2006b.

T. Fusco, S. Thomas, M. Nicolle, A. Tokovinin, V. Michau, et G. Rousset. Optimization
of center of gravity algorithms in a shack-hartmann sensor. Dans B. L. Ellerbroek et

D. Bonaccini Calia, éditeurs, Advances in Adaptive Optics 11, volume 6272 de Proc.
SPIE, 2006c¢.

D.T. Gavel. Technology challenges to adaptive optics on extremely large telescopes.
Dans R. Ragazzoni, N. Hubin, et S. Esposito, éditeurs, Beyond Conventional Adaptive
Optics, Conference. ESO, Garching, Germany, 2001.

D.T. Gavel et D. Wiberg. Toward Strehl-Optimizing Adaptive Optics Controllers.
Dans P.L. Wizinovich et D. Bonaccini, éditeurs, Adaptive Optical System technolo-
gies 11, volume 4839 de SPIE Conference, pages 890-901. Society of Photo-Optical
Instrumentation Engineers, Bellingham, WA, 2003.

E. Gendron et P. Lena. Astronomical adaptive optics. 1 : Modal control optimization.
Astron. & Astroph., 291 :337-347, Novembre 1994.



BIBLIOGRAPHIE 285

E. Gendron et P. Lena. Astronomical adaptive optics. II. Experimental results of an
optimized modal control. Astron. Astrophys., 111 :153—, Mai 1995.

L. Gilles. Closed-loop stability and performance analysis of least-squares and minimum-
variance control algorithms for multiconjugate adaptive optics. Applied Optics, 44
(6) :993-1002, 2005.

L. Gilles et B.L. Ellerbroek. Shack-hartmann wavefront sensing with elongated sodium
laser beacons :centroiding versus matched filtering. Applied Optics, 45(25) :6568—
6576, September 2006.

L. Gilles, B.L. Ellerbroek, et C.R. Vogel. Layer-oriented multigrid wavefront reconstruc-
tion algorithms for multi-conjugate adaptive optics. Dans Adaptive Optics System
Technologies II, volume 4839-118 de Proc. SPIE, 2002a.

L. Gilles, B.L. Ellerbroek, et C.R. Vogel. Preconditioned conjugate gradient wave-front
reconstructors for multiconjugate adaptive optics. Applied Optics, 42(26) :5233-5250,
Sept. 2003.

L. Gilles, C.R. Vogel, et B.L. Ellerbroek. Multigrid preconditioned conjugate-gradient
method for large-scale wave-front reconstruction. J. Opt. Soc. Am. A, 19(9) :1817-
1822, 2002b.

A. Glindemann, R.G. Lane, et J.C. Dainty. Simulation of Time-evolving Speckle Pat-
terns using Kolmogorov Statistics. Journal of Modern Optics, 40(12) :2381-2388,
1993.

J.W. Goodman. Roberts and Company Publishers, Englewood, CO, 3rd édition, 2005.
G.C. Goodwin et K.S. Sin. Adaptive filtering prediction and control. 1984.

D.P. Greenwood. Mutual coherence function of a wave front corrected by zonal adaptive
optics. J. Opt. Soc. Am., 69 :549-554, 1979.

J. Herrmann. Least-squares wave front errors of minimum norm. J. Opt. Soc. Am., 70
(1) :28-35, January 1980.

K. Hinnen, M. Verhaegen, et N. Doelman. Exploiting the spatio-temporal correlation
in adaptive optics using data-driven Hy-optimal control. J. Opt. Soc. Am. A, 24(6) :
1714-1725, 2007.

R.H. Hudgin. Wave-front compensation error due to finite corrector-element size. J.
Opt. Soc. Am., 67(3) :393-395, 1977.

R.E. Hufnagel et N.R. Stanley. Modulation transfer function associated with image
transmission through turbulent media. J. Opt. Soc. Am., 54(1) :52, 1964.

L. Jolissaint. Optical turbulence generators for testing astronomical adaptive optics
systems : a review and designer guide. Publications of the Astronomical Society of
the Pacific, 118 :1205-1224, September 2006.

C. Kulcsar, H.-F. Raynaud, C. Petit, J-M. Conan, et P. Viaris de Lesegno. Optimal
control, observers and integrators in adaptive optics. Optics Express, 14(17), August
2006.



286 BIBLIOGRAPHIE

R. G. Lane, A. Glindemann, et J. C. Dainty. Simulation of a Kolmogorov phase screen.
Waves in Random Media, 2(3) :209-224, 1992.

R.G. Lane et M. Tallon. Wavefront reconstruction using a shack-hartmann sensor.
Appl. Opt., 31(32) :6902, 1992.

M. Le Louarn et M. Tallon. Analysis of modes and behavior of a multiconjugate
adaptive optics system. J. Opt. Soc. Am. A, 19(5), 2002.

M. Le Louarn, C. Vérinaud, et V. Korkiakoski. Simulation of MCAO on (extremely)
large telescopes. Comptes Rendus Physique, 6 :1070-1080, Décembre 2005.

M. Le Louarn, C. Vérinaud, V. Korkiakoski, et E. Fedrigo. Parallel simulation tools for
AO on ELTs. Dans D. Bonaccini Calia, B. L. Ellerbroek, et R. Ragazzoni, éditeurs,
Advancements in Adaptive Optics, volume 5490 de SPIE Conference, pages 705-712,
Octobre 2004.

M. Le Louarn, Ch. Vérinaud, N. Yaitskova, V. Korkiakoski, E. Fedrigo, et N. Hubin.
Simulations of (mc)ao for a 100m telescope. 2004.

B. Le Roux. Commande Optimale en Optique Adaptative classique et multiconjuguée.
PhD thesis, Université de Nice Sophia-Antipolis, 2003.

B. Le Roux, J.-M. Conan, C. Kulesar, H.-F. Raynaud, L. Mugnier, et T. Fusco. Optimal
control law for classical and multiconjugate adaptive optics. J. Opt. Soc. Am. A, 21
(7) :1261-1276, 2004.

L. Lessard, M. West, D. MacMynowski, et S. Lall. Warm-started wavefront reconstruc-
tion for adaptive optics. J. Opt. Soc. Am. A, 25(5) :1147-1155, 2008.

D.P. Looze, M. Kasper, S. Hippler, O. Beker, et R. Weiss. Optimal compensation and
implementation for adaptive optics systems. Ezper. Astron., 15(2) :67-88, 2003.

P.-Y. Madec. Adaptive optics in astronomy. Chapitre Control techniques, pages 131—
154. Cambridge University Press, 1999.

E. Marchetti, R. Brast, B. Delabre, R. Donaldson, E. Fedrigo, C. Frank, N. Hubin,
J. Kolb, J.-L. Lizon, M. Marchesi, S. Oberti, R. Reiss, J. Santos, C. Soenke, S. Tordo,
A. Baruffolo, P. Bagnara, et The CAMCAO Consortium. On-sky Testing of the
Multi-Conjugate Adaptive Optics Demonstrator. The Messenger, 129 :8-13, Sep-
tembre 2007.

F. Martin, R. Conan, A. Tokovinin, A. Ziad, H. Trinquet, J. Borgnino, A. Agabi, et
M. Sarazin. Optical parameters relevant for high angular resolution at paranal from
gsm instrument and surface layer contribution. Astron. Astrophys. Suppl. Ser., 144 :
39-44, 2000.

B.L. McGlamery. Computer simulation studies of compensation of turbulence degraded
images. Dans J. C. Urbach, éditeur, Proc. Int. Soc. Opt. Eng., volume 74 de SPIE
Conference, pages 225-233, 1976.

M. Morari et E. Zafiriou. Robust Process Control. Prentice Hall, 1989.



BIBLIOGRAPHIE 287

T.J. Morris, R.W. Wilson, R.M. Myers, T. Butterley, R.G.M. Rutten, et G. Talbot.
Performance predictions of the GLAS Rayleigh laser guide star adaptive optics sys-
tem for the 4.2-m William Herschel Telescope. Dans Advances in Adaptive Optics
11, volume 6272 de SPIE Conference, Juillet 2006.

L. Mugnier, A. Blanc, et J. Idier. Advances in imaging and electron physics. volume
141, Chapitre Phase diversity : a technique for wavefront sensing and for diffraction-
limited imaging, pages 1-76. Elsevier, 2006.

R.M. Myers, A.J. Longmore, C. R. Benn, D.F. Buscher, P. Clark, N. A. Dipper,
N. Doble, A. P. Doel, C. N. Dunlop, X. Gao, T. Gregory, R. A. Humphreys, D.J.
Ives, Oestensen R., P. T. Peacocke, R. G. Rutten, C. J. Tierney, A. J. A. Vick, M. R.
Wells, R. W. Wilson, S. P. Worswick, et A. Zadrozny. Naomi adaptive optics sys-
tem for the 4.2-m william herschel telescope. Dans Peter L. Wizinowich ; Domenico
Bonagccini, éditeur, Adaptive Optical System Technologies 11, pages 647-658, 2003.

M. Nicolle. Analyse de front d’onde pour les optiques adaptatives de nouvelle généra-
tion : optiques adaptatives a large champ et optique adaptative extréme. PhD thesis,
Faculté des sciences d’Orsay, 2006.

M. Nicolle, T. Fusco, G. Rousset, et V. Michau. Improvement of shack-hartmann wave-
frontsensor measurement for extreme adaptive optics. Opt. Lett., 29(23) :2743-2745,
2004.

R.J. Noll. Zernike polynomials and atmospheric turbulence. Journal of the Optical
Society of America (1917-1983), 66 :207-211, Mars 1976.

R.J. Noll. Phase estimates from slope-type wave-front sensors (T). Journal of the
Optical Society of America (1917-1983), 68 :139—+, 1978.

R.R. Parenti et R.J. Sasiela. Laser-guide-star systems for astronomical applications. J.
Opt. Soc. Am. A, 11(1) :288-309, January 1994.

R.N. Paschall et D.J. Anderson. Linear quadratic Gaussian control of a deformable
mirror adaptive optics system with time-delayed measurements. Appl. Opt., 32(31) :
6347-6358, 1993.

K.B. Petersen et M.S. Pedersen. The matrix cookbook, Février 2007. Version February
10, 2007.

C. Petit. Ftude de la commande optimale en OA et OAMC, validation numérique et
expérimentale. PhD thesis, Université Paris XIII, Décembre 2006.

L.A. Poyneer. Advanced techniques for Fourier transform wavefront reconstruction.
Dans Peter L. Wizinowich et Domenico Bonaccini, éditeurs, Adaptive Optical System
Technologies II, volume 4839, pages 1023-1034. SPIE, 2003.

L.A. Poyneer, D. Dillon, S. Thomas, et B.A. Macintosh. Laboratory demonstration of
accurate and efficient nanometer-level wavefront control for extreme adaptive optics.
Appl. Opt., 47(9) :1317-1326, 2008.

L.A. Poyneer, D.T. Gavel, et J.M. Brase. Fast wave-front reconstruction in large adap-
tive optics systems with use of the fourier transform. J. Opt. Soc. Am. A, 19(10) :
2100-2111, Oct. 2002.



288 BIBLIOGRAPHIE

L.A. Poyneer, B.A. Macintosh, et J.-P. Véran. Fourier transform wavefront control with
adaptive prediction of the atmosphere. J. Opt. Soc. Am. A, 24(9) :2645, september
2007.

L.A. Poyneer, M. Troy, B. Macintosh, et D.T. Gavel. Experimental validation of fourier-
transform wave-front reconstruction at the palomar observatory. Opt. Lett., 28(10) :
798-800, 2003.

L.A. Poyneer et J.-P. Véran. Optimal modal Fourier-transform wavefront control. J.
Opt. Soc. Am. A, 22(8) :1515-1526, 2005.

R. Ragazzoni. Pupil plane wavefront sensing with an oscillating prism. Journal of
Modern Optics, 43 :289-293, 1996.

R. Ragazzoni et J. Farinato. Sensitivity of a pyramidic wave front sensor in closed loop
adaptive optics. Astron. Astrophys., 350, 1999.

R. Ragazzoni, J. Farinato, et E. Marchetti. Adaptive optics for 100-m-class telescopes :
new challenges require new solutions. Dans P. L. Wizinowich, éditeur, Adaptive
Optical Systems Technology, volume 4007 de SPIE Conference Series, pages 1076—
1087, jul 2000.

F. Rigaut, G. Rousset, P. Kern, J. C. Fontanella, J. P. Gaffard, F. Merkle, et P. Léna.
Adaptive optics on a 3.6-m telescope - Results and performance. Astron. Astrophys.,
250 :280-290, Octobre 1991.

F. Rigaut, D. Salmon, R. Arsenault, J. Thomas, O. Lai, D. Rouan, J. P. Véran, P. Gi-
gan, D. Crampton, J. M. Fletcher, J. Stilburn, C. Boyer, et P. Jagourel. Performance

of the Canada-France-Hawaii Telescope Adaptive Optics Bonnette. Publ. Astron.
Soc. Pacific, 110 :152-164, Février 1998.

F. Rigaut, J.-P. Véran, et O. Lai. An analytical model for shack-hartmann-based
adaptive optics systems. Dans D. Bonaccini et R.K. Tyson, éditeurs, Adaptive Opti-
cal System Technologies, volume 3353 de SPIE Conference, pages 1038-1048, Kona,
Hawaii, March 1998.

F. Roddier. The effects of atmospheric turbulence in optical astronomy. Progress in
Optics, Chapitre V. North-Holland Publishing Company, 1981.

F. Roddier. Curvature sensing and compensation : a new concept in adaptive optics.
Applied Optics, 27 :1223-1225, 1988.

N. Roddier. Atmospheric wavefront simulation using zernike polynomials. Opt. Eng.,
29 :1174-1180, 1990.

X. Rondeau, E. Thiébaut, M. Tallon, et R. Foy. Phase retrieval from speckle images.
Journ. Opt. Soc. Am. A, in press, 2008.

G. Rousset. Adaptive optics in astronomy. Chapitre 5, pages 91-130. Roddier, F., 1999.

G. Rousset, J.L. Beuzit, N. Hubin, E. Gendron, C. Boyer, P.Y. Madec, P. Gigan, J.C.
Richard, M. Vittot, J.P. Gaffard, F. Rigaut, et P. Léna. The Come-On-Plus Adap-
tive Optics System : Results and Performance. Dans F. Merkle, éditeur, Furopean
Southern Observatory Astrophysics Symposia, volume 48, pages 65—+, Janvier 1994.



BIBLIOGRAPHIE 289

M. Schéck, R. Foy, M. Tallon, L. Noethe, et J.-P. Pique. Performance analysis of
polychromatic laser guide stards used for wavefront tilt sensing. MNRAS, 337 :
910-920, 2002.

J.R. Shewchuck. An introduction to conjugate gradient method without the agonizing
pain. 1994.

H.W. Sorenson. Least-Square Estimation : From Gauss to Kalman. Dans IEEE Spec-
trum, volume 7, pages 63—68, 1970.

M. Séchaud. Adaptive optics in astronomy. Chapitre 4, pages 57-88. Roddier, F., 1999.

M. Tallon et R. Foy. Adaptive telescope with laser probe - Isoplanatism and cone effect.
Astron. & Astroph., 235 :549-557, Aott 1990.

A. Tarantola. Inverse Problem Theory and Methods for Model Parameter Estimation.
STAM, 2005.

A. Tarantola et B. Valette. Inverse Problems : Quest for Information. Journal of
Geophysics, 50 :159-170, 1982.

V.I. Tatarski. Wave propagation in a turbulent medium. Dover Publications, Inc. New
York, 1961.

E. Thiébaut et M. Tallon. Fast minimum variance wavefront reconstruction for extre-
mely large telescopes. submitted to J. Opt. Soc. Am. A, 2008.

S. Thomas. Etude d’une optique adaptative pour astronomie dans le visible. PhD
thesis, Sciences fondamentales et Appliquées, 2005.

S. Thomas, T. Fusco, A. Tokovinin, M. Nicolle, V. Michau, et G. Rousset. Comparison
of centroid computation algorithms in a Shack-Hartmann sensor. Mon. Not. Royal
Astron. Soc., 371 :323-336, Septembre 2006.

H. Trinquet et J. Vernin. A statistical model to forecast the profile of the index structure
constant C_N"2. Enwvironmental Fluid Mechanics, 7 :397—, 2007.

M.A. van Dam, D. Le Mignant, et B.A. Macintosh. Performance of the keck observatory
adaptive-optics system. Appl. Opt., 43(29) :5458-5467, 2004.

J.-P. Véran. Estimation de la réponse impulsionnelle et restauration d’image en op-
tique adaptative : Application au systéme d’optique adaptative du Télescope Canada-
France-Hawaii. PhD thesis, Ecole Nationale Supérieure des Télécommunications,
1997.

C. Vérinaud. On the nature of the measurements provided by a pyramid wave-front
sensor. Optics Communications, 233 :27-38, 2004.

C. Vérinaud, N. Hubin, M. Kasper, J. Antichi, P. Baudoz, J.-L.. Beuzit, A. Boccaletti,
A. Chalabaev, K. Dohlen, E. Fedrigo, C. Correia Da Silva, M. Feldt, T. Fusco, A. Gan-
dorfer, R. Gratton, H. Kuntschner, F. Kerber, R. Lenzen, P. Martinez, E. Le Coarer,
A. Longmore, D. Mouillet, R. Navarro, J. Paillet, P. Rabou, F. Rahoui, F. Selsis,
H. M. Schmid, R. Soummer, D. Stam, C. Thalmann, J. Tinbergen, M. Turatto, , et



290 BIBLIOGRAPHIE

N. Yaitskova. The epics project for the european extremely large telescope : outcome
of the planet finder concept study for owl. Dans B. L. Ellerbroek et D. Bonaccini
Calia, éditeurs, Advances in Adaptive Optics II, volume 6272 de Proc. SPIE, 2006.

C. Vérinaud, M. Le Louarn, V. Korkiakoski, et M. Carbillet. Adaptive optics for high-
contrast imaging : pyramid sensor versus spatially filtered shack-hartmann sensor.
Mon. Not. R. Astron. Soc., 357 :26-30, 2005.

E.P. Wallner. Optimal wave-front correction using slope measurements. J. Opt. Soc.
Am., 73(12) :1771-1776, 1983.

J.Y. Wang. Optical resolution through a turbulent medium with adaptive phase com-
pensations. J. Opt. Soc. Am., 67(3) :383, 1977.

J.Y. Wang et J.K. Markey. Modal compensation of atmospheric turbulence phase
distortion. J. Opt. Soc. Am., 68(1) :78, 1978.

D.M. Wiberg, C.E. Max, et D.T. Gavel. A spatial non-dynamic LQG controller : part I,
application to adaptive optics. Dans 48rd IEEE Conference on Decision and Control,
volume 3, pages 3326-3332. IEEE, Piscataway, NJ, USA; USA, 2004a.

D.M. Wiberg, C.E. Max, et D.T. Gavel. A spatial non-dynamic LQG controller : Part
11, theory. Dans 43rd IEEE Conference on Decision and Control, volume 3, pages
3333-3338. IEEE, Piscataway, NJ, USA; USA, 2004b.

Q. Yang, C.R. Vogel, et Ellerbroek B.L. Fourier domain preconditioned conjugate
gradient algorithm for atmospheric tomography. Applied Optics, 45(21) :5281-5293,
July 2006.

A. Ziad, J. Borgnino, F. Martin, J. Maire, et D. Mourard. Towards the Monitoring of
Atmospheric Turbulence Model. Astron. Astrophys., 414, 2004.

A. Ziad, R. Conan, A. Tokovinin, F. Martin, et J. Borgnino. From the grating scale
monitor to the generalized seeing monitor. Applied Optics, 39 :5415, 2000.



	I Contexte de l'optique adaptative pour un télescope hectométrique
	Résolution angulaire
	La résolution d'un télescope
	La fonction d'étalement de point du télescope
	La fonction de transfert optique du télescope

	La résolution en présence d'atmosphère
	La FEP et la FTO instantanées
	Les images courte pose
	Les images longue pose
	La résolution longue pose

	La résolution avec une optique adaptative
	Le rapport de Strehl
	Les performances de l'optique adaptative: description du formalisme utilisé


	L'Optique Adaptative
	Les sources de référence
	Les étoiles de référence naturelles
	Les étoiles de référence laser

	Les analyseurs de surface d'onde
	L'analyse en plan focal
	L'analyse en plan pupille
	Les incertitudes de la mesure
	Les incertitudes de modèle (analyseur de Shack-Hartmann)

	Miroir déformable
	Les optiques adaptatives à grand nombre de paramètres
	Les optiques adaptatives de champ restreint
	Les optiques adaptatives de champ large

	La matrice d'interaction du système
	Cas particulier de la géométrie de Fried

	L'asservissement du système
	Correcteur pour une OAmC
	Correcteur pour une optique adaptative en champ large ou en tomographie
	Calcul en temps réel de la correction

	Conclusion

	La modélisation de la perturbation
	La modélisation par couche
	Modèle de turbulence de Kolmogorov
	Modèle de turbulence de von Kármán
	Statistique Normalisée

	La représentation spatiale de la surface d'onde
	Représentation zonale
	Représentation modale

	La modélisation temporelle de l'évolution de la turbulence
	Conclusion

	Approche problème inverse pour l'optique adaptative
	Un problème inverse linéaire Gaussien simple
	La modélisation de la mesure
	L'information statistique a priori sur les paramètres
	L'estimation en présence d'une commande

	L'estimation en cascade d'un signal constant
	Approche inverse avec évolution temporelle
	L'introduction d'un modèle d'évolution temporelle
	De Gauss à Kalman

	Interprétation en optique adaptative


	II La reconstruction de surface d'onde turbulente sur un grand nombre de paramètres
	Un problème inverse simple
	La modélisation du système
	La statistique des erreurs
	La statistique de la surface d'onde turbulente
	Retour à l'équation de mesure

	Le critère de reconstruction et les reconstructeurs
	Article Béchet et al. JOSA A. 2009
	La comparaison théorique des erreurs
	Le reconstructeur RKL
	Le reconstructeur RMAP
	Le reconstructeur RMNML
	Synthèse

	Conclusion

	Les algorithmes rapides de reconstruction
	La reconstruction par Transformée de Fourier
	L'approximation de Cbold0mu mumu wwdottedwwww-1
	L'approximation diagonale dans le domaine de Fourier
	L'approximation creuse par le Laplacien
	L'approximation fractale

	La factorisation de Cholesky creuse
	Les gradients conjugués préconditionnés
	Les préconditionneurs en optique adaptative
	Algorithme des gradients conjugués préconditionnés

	Conclusion

	Comparaison des reconstructeurs par simulations
	Simulation de surface d'onde turbulente
	Les reconstructions de type maximum de vraisemblance sur des grands systèmes
	Le préconditionnement pour la reconstruction de maximum de vraisemblance
	Résultats

	La comparaison de FrIM MNML et FrIM MAP
	La vitesse de convergence de FrIM MAP en fonction de l'échelle externe
	La comparaison des erreurs de FrIM MAP et de FrIM MNML

	Application aux étoiles laser
	Publication Tallon et al. présentée à SPIE Marseille (juin 2008)
	La corrélation des erreurs de mesure
	L'impact des corrélations sur la reconstruction

	L'impact d'une erreur sur les a priori
	L'erreur d'estimation de l'échelle externe
	L'erreur sur le poids de la régularisation

	Conclusion

	La correction de surface d'onde turbulente
	Le critère de correction et son optimisation
	Les équations
	La reformulation du critère
	L'optimisation du critère

	L'interprétation de l'estimateur pour la correction
	La reformulation de E
	L'extension à la correction sur plusieurs miroir déformable

	L'erreur de correction
	L'erreur de sous-dimensionnement "426830A 2"526930B M
	L'erreur due au repliement
	La comparaison des corrections



	III L'OA en boucle fermée sur un télescope hectométrique
	Problème inverse en boucle fermée
	Les équations en boucle fermée
	Le modèle des mesures
	La discrétisation temporelle

	La loi de commande et le critère à optimiser
	L'optimisation du critère
	L'optimisation par rapport à U
	L'optimisation par rapport à E

	La mise en oeuvre de la loi de commande
	La reformulation de l'estimateur E
	Le détail des 3 étapes de E

	Béchet et al. plublié dans Traitement du signal
	L'analyse du correcteur
	Le diagramme de la boucle fermée
	Le transfert en boucle fermée
	Analogie entre la CMI et la correction classique
	La comparaison avec d'autres correcteurs

	Conclusion

	Les simulations d'OAmC en boucle fermée
	La modélisation du système
	La modélisation spatiale de bold0mu mumu wwdottedwwww
	La modélisation temporelle de bold0mu mumu wwdottedwwww

	L'algorithme de calcul de la commande
	La reconstruction itérative avec FrIM MAP
	La prédiction et la projection

	Le budget d'erreurs
	Article en préparation sur FrIM en boucle fermée
	Les résultats et les conclusions


	IV Validation sur Octopus
	Le premier contact avec Octopus
	La présentation d'Octopus
	Les modèles utilisés par Octopus
	Les configurations testées
	L'interfaçage et la procédure de simulation
	Les outils pour l'analyse des performances

	Les tests de correction statique
	La comparaison du modèle d'ASO d'Octopus au modèle linéaire des angles d'arrivée
	Comparaison aux modèles d'ASO impliqués dans la reconstruction
	Simulations de correction statique


	Les performances d'OAmC en boucle fermée
	La convergence et nombre d'itérations
	Les conditions de turbulence variables
	La stabilité vis-à-vis des erreurs d'alignements du système
	La performance à faible flux
	Publication sur la validation de FrIM sur Octopus


	V Annexes
	Fast Minimum Variance Wavefront Reconstruction
	Transformée de Laplace et Transformée en z
	Transformée de Laplace: représentation en temps continu
	Transformée en z : représentation en temps discret



