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INTRODUCTION

Je vends des pommes, des poires,

et des scoubidoubi-ou ah...

Sacha Distel, Scoubidou (des

pommes... des poires...), 1958

Toutes les théories physiques comprennent & un moment ou a un autre (le plus
souvent des le début) un principe de symétrie. Un philosophe arguerait qu’elles ne
sont qu’un artifice créé par 'Homme pour pouvoir approcher de maniére maitri-
sée des problemes complexes et que rien ne force la Nature, a priori, a posséder des
symétries. Toujours-est-il que les théories physiques que nous avons baties pour mo-
déliser la Nature en sont remplies et que ces principes de symétrie permettent parfois
d’anticiper de nouvelles propriétés vérifiées ensuite par ’expérience. Ainsi, I’étude
des symétries elles-mémes est indissociable des progres réalisés et a venir en phy-
sique théorique et en mathématiques.

Si la symétrie présentée par un cercle ou un réseau cristallin est évidente, celle
présentée par un plat de spaghettis ou une pelote de laine I’est moins. Intuitivement,
on associe a la notion de symétrie une structure rigide, parfaitement définie par des
contraintes sans lesquelles 'Homme ne pourrait voir «la méme chose ». De fait, tout
réside dans la définition de cette « méme chose », et nous quittons a cette fin le do-
maine de la rhétorique pour celui des mathématiques. Les symétries sont alors en-
codées par 'action d’un groupe et celui qui décrit I’action d’un coup de fourchette

dans un plats de spaghettis (infinis) est appelé groupe des tresses.

Il existe souvent de nombreuses maniéres de définir un groupe précis, et ceci est
particulierement vrai pour le groupe des tresses. Si nous le définissons par généra-
teurs et relations, nous pouvons obtenir, entre autres, une relation appelée relation
de tresses par les mathématiciens ou équation de Yang-Baxter par les physiciens. La

premiere chose qui saute aux yeux lorsque I’on rencontre cette relation est sa symé-



trie syntaxique : si A et B sont des générateurs tels que AB # BA, alors
ABA = BAB.

Sa simplicité permet a cette relation d’apparaitre dans de nombreux domaines de la

physique ou des mathématiques.

Le premier a avoir formalisé le groupe des tresses est Emil Artin en 1925 [6],
bien que la relation de tresse ait apparu dans les travaux d’Adolf Hurwitz une tren-
taine d’années plus tot lors d’investigations sur la classification topologique des poly-
nomes complexes [51, 36]. Les tresses, dans leur acceptation commune, intéressaient
déja depuis longtemps les mathématiciens puisque Gauf écrivait dans ses carnets
vers 1820 qu’elles semblaient fournir une bonne méthode pour coder des nceuds [76],

assertion qui a été prouvée cent ans plus tard par James Alexander [2].

Apreés larticle fondateur d’Artin, de nombreuses propriétés et connexions avec
d’autres domaines des mathématiques ont été découvertes : en 1947, Artin identifie
le groupe des tresses comme sous-groupe du groupe d’automorphismes du groupe
libre et résoud le probléme des mots [7]. En 1962, Ralph Fox et Lee Neuwirth redé-
couvrent I'interprétation originelle de Hurwitz du groupe des tresses comme groupe
fondamental d’un espace de configurations [42]. En 1969, Frank Garside résoud dans
son unique article le probléme des mots et le probleme de conjugaison [46], et cette
procédure peut étre appliquée a une généralisation du groupe de tresses que sont les
groupes d’Artin-Tits [29, 31]. En 1976, Joan Birman identifie le groupe des tresses
avec un groupe de difféotopie [15]. Cette approche a permis a Stephen Bigelow de
démontrer, en 2001 seulement, que les groupes des tresses étaient linéaires, c’est-a-
dire isomorphes a un sous-groupe du groupe linéaire et admettent alors une repré-
sentation fidéle [13, 14]. Le temps qu’il a fallu pour obtenir ce résultat fondamental
montre bien que sous I'apparente simplicité du groupe des tresses se cache un objet
mathématique complexe. De la méme maniere, il a fallu attendre Patrick Dehornoy
en 1995 pour découvrir que le groupe des tresses est un groupe ordonnable [28]. En
1985, Vaughan Jones découvre un nouveau polynome invariant de nceud (plus tard
généralisé comme un cas particulier du polyndéme HOMFLY-PT [44, 77]) al’aide de
représentations des groupes des tresses sur des algeébres de Hecke [54, 53]. En 1989,
Edward Witten créé une théorie quantique des champs topologique qui permet de

donner une interprétation physique au polynome de Jones [95].

L’équation de Yang-Baxter apparait en physique dans de nombreux domaines.
Chen Ning Yang I’a inventée en 1967 lors de I’étude du probléme quantique a plu-

sieurs corps en une dimension interagissant via des fonctions § de Dirac. En intro-



duisant I’ Ansatz de Bethe, il découvre que la matrice de diffusion S a n particules
se factorise en produit de matrices S a deux particules et que I’équation de Yang-
Baxter est alors une condition de cohérence de cette factorisation [96, 97]. En 1971,
Rodney Baxter étudie le modele a huit sommets en mécanique statistique et retrouve
I’équation de Yang-Baxter comme une condition nécessaire a la commutation de ma-
trices de transfert [9]. Il découvre six ans plus tard que méme dans le cas d’un réseau
arbitraire, la fonction de partition est inchangée lors de déplacements paralleles aux
mailles et appelle cette propriété Z-invariance [10]. L’année suivante, Alekandr Za-
molodchikov montre que le mécanisme de factorisation des matrices S est le méme

que celui de la Z-invariance [98].

Au début des années 1980, Evgeny Sklyanin, Ludwig Fadeev et Leon Takhtajan
concilient les résultats des systémes intégrables quantiques et classiques en créant la
méthode de diffusion quantique inverse (QISM) et donnent une version dite clas-
sique de I’équation de Yang-Baxter [85]. Il apparait alors que lors de la quantifica-
tion de systemes classiques, certaines structures subissent des transformations quan-
tiques. En particulier, certaines algébres de Lie sont transformées en une déformation
(un développement en série formelle) de leur algébre universelle enveloppante. Vla-
dimir Drinfeld se rend alors compte au milieu des années 1980 [34, 35] que le langage
des algebres de Hopf permet décrire ces déformations dans le cadre de la QISM, et
I’équation de Yang-Baxter est alors satisfaite par une matrice prenant en compte la
déformation d’une algebre de Hopf cocommutative en une algébre de Hopf presque

cocommutative, donnant ainsi formellement naissance aux groupes quantiques.

%6

Nous observons donc que I’équation de Yang-Baxter est au coeur de nombreux
probléemes aussi bien en mathématiques qu’en physique. Ainsi, tout résultat concer-
nant cette équation est susceptible d’avoir des applications dans différentes branches.
Le propos de cette thése est d’établir une nouvelle solution de cette équation, et nous
présentons maintenant le plan que nous avons choisi. Dans une premiére partie, nous
introduisons les groupes des tresses qui sont le support des résultats de cette these.
Nous donnons plusieurs définitions afin de mettre en exergue son ubiquité, et nous
étudions tres brievement le probleme des mots comme prétexte a I’obtention de pro-
priétés utiles. Ce chapitre ne contient que des résultats standards et permet de préci-

ser les notations et conventions pour le lecteur averti.

Dans un second chapitre, nous passons dans I’algebre de groupe du groupe des



tresses et nous présentons les analogues tressés. Ils constituent un sujet assez récent
et relativement peu étudié des mathématiques. De prime abord, on peut s’interroger
sur leur place dans une thése portant sur I’équation de Yang-Baxter. Le fait est qu’ils
se sont imposés dans le principal résultat de cette thése de maniere relativement in-
attendue. De maniére remarquable, les analogues tressés que nous présentons per-
mettent de construire une combinatoire tressée. En effet, nous étudions dans ce cha-
pitre des objets de I’algebre de groupe du groupe des tresses qui sont analogues (!) a
des factorielles et des coefficients binomiaux. A I'instar de ces derniers, ils sont sou-
mis a de nombreuses propriétés et relations combinatoires comme le développement
binomial de Newton ou la convolution de Chu-Vandermonde. Une autre propriété
remarquable des analogues tressés est qu’ils sont aussi analogues d’autres analogues
célebres : les g-analogues. Ainsi nous pouvons intercaler ces derniers entre les ana-
logues tressés et leurs objets classiques et construire une chaine « analogue tressé »
—«g-analogue » — «objet classique ». A la fin de ce chapitre, nous présentons pour la
beauté de I’art des analogues tressés pour les nombres de Fuf3-Catalan. Ces derniers
n’apparaissent pas par la suite, mais leur traitement est direct a la vue des concepts
présentés auparavant. Ce chapitre contient donc des résultats plus ou moins stan-
dards sur les analogues tressés et permet de terminer les préparatifs a I’abord de la
seconde partie de cette theése. La sous-section sur les nombres de Fuf3-Catalan est

originale.

La seconde partie de cette thése est divisée en deux chapitres. Dans le troisiéme
chapitre, nous précisons la définition d’un tressage en utilisant le langage des catégo-
ries. Nous postulons alors une certaine structure sur des relations de commutation
entre tenseurs et nous dérivons le systeme d’équations qui doit étre satisfait pour que
ces relations encodent un tressage. Ce systeme d’équations comporte une infinité
d’équations non-linéaires dont les variables sont des éléments de I’algebre de groupe
du groupe des tresses. Nous approchons donc le systeme aux petits ordres et étu-
dions ses propriétés principales. Nous arrivons alors a conjecturer une solution dont
nous démontrons la validité. Nous étudions ensuite certaines propriétés de cette solu-
tion. En particulier, nous montrons qu’elle est unique a un isomorphisme pres. Apres
avoir exprimé son inverse, nous montrons que la forme présentée de cette solution
étant polynomiale en les générateurs du groupe des tresse (elle appartient a la restric-
tion de I’algebre de groupe du groupe des tresse au monoide des tresses positives),
elle est alors la seule dont I'inverse soit polynomiale en I'inverse des générateurs.
Nous nous intéressons alors au cas unidimensionnel et nous donnons I’expression

de cette solution en termes de g-analogues. Nous terminons le chapitre en montrant



que cette solution n’appartient pas au noyau de la projection canonique du groupe
des tresses sur le groupe symétrique.

Dans le dernier chapitre de cette thése, nous généralisons la solution obtenue
au troisiéme chapitre. Plus précisément, nous modifions la structure imposée sur
les relations de commutation entre tenseurs en stipulant qu’elles se décomposent
sur des tenseurs dont les ordres sont congrus aux ordres des tenseurs de départ mo-
dulo un nombre entier arbitraire. Nous étudions alors de quelle maniere le systeme
d’équations est modifié et nous adaptons en conséquence les formules présentées
au second chapitre. Nous conjecturons alors une solution a ce nouveau systeme dont
nous démontrons la validité. Les matrices correspondant a ces tressages étant parcou-
rues de plus ou moins larges bandes diagonales de zéros, nous qualifions de zébrés

ces nouveaux tressages. Le contenu de ces deux chapitres est totalement original.

Nous fournissons enfin en annexe les équations constituant les premiers stades

du systéme résolu au troisieme chapitre.
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CHAPITRE

LE GROUPE DES TRESSES

Le groupe des tresses est le terrain de jeu de cette thése. Ce groupe est présent
dans de trés nombreux domaines des mathématiques et de la physique. Le fait le
plus remarquable est sans doute la disparité entre la simplicité de certaines de ses
définitions et la richesse des propriétés dont il jouit.

Dans ce chapitre, nous donnons plusieurs définitions du méme objet pour forcer
I’emphase sur son ubiquité. Nous étudions ensuite quelques propriétés et nous nous
intéressons au probléme des mots. Sa résolution fournit en effet un plan commode a
I'introduction de certains concepts et I’établissement de propriétés. Nous nous pen-
chons enfin sur deux éléments particuliers et indispensables a la formulation des
analogues tressés.

1.1 Définitions

1.1.1  Définition géométrique

Nous commengons par donner une version géométrique et intuitive des tresses,
ainsi que de la structure de groupe dont elle peuvent étre munies.

Soit P, = {p1,...,pn} un ensemble de n points d’affixes réelles dans C. Sans
perte de généralité, nous pouvons choisir py = k, 1 < k < n.

Un sous-ensemble de Cx [0, 1] formé par 'union de n arcs disjoints liant P, x {0}

a P, x {1}, monotones dans la seconde variable, représente une tresse dite géomé-

15



16 Chapitre 1. Le groupe des tresses

trique a » brins. Elle correspond a la notion usuelle de tresse. Deux tresses géomé-
triques sont équivalentes s’il est possible de déformer I'une en I'autre par le biais
d’une famille continue de tresses géométriques et nous parlerons alors d’isotopie ré-
guliére (et non ambiante puisque les arcs sont monotones dans la seconde variable).
Nous pouvons dessiner une tresse géométrique dans le plan en projetant Cx[0, 1]
sur [1,n] x [0, 1], le long de la composante imaginaire. Nous demandons cependant
que la tresse soit en position dite générale ou réguliére, i.e. de telle maniere que
les images des brins s’intersectent transversalement, avec exactement deux brins a
chaque point d’intersection. A chaque point d’intersection (ou croisement), nous
enregistrons 'information perdue lors de la projection en brisant la courbe du brin
passant en dessous (celui qui, au point d’intersection, avait la composante imaginaire
la plus grande par exemple) de part et d’autre du croisement, voir la figure 1.1. Nous
parlerons dans ce cas du diagramme d’une tresse, et un théoreme de Reidemeister
assure alors que I'isotopie réguliére est prise en compte par I’équivalence des dia-
grammes sous les mouvements de Reidemeister de type (II) et (III), cf. figure 1.2 [79].
Le mouvement de type (I) étendrait I’équivalence a une isotopie ambiante, ce qui est
exclu pour les tresses (mais autorisé pour les entrelacs). Les éléments du groupe des
tresses sont les classes d’équivalence des tresses par isotopie réguliére. Par la suite,

nous sous-entendrons ces classes quand nous parlerons de tresses.

X\/ /(,\Uj
( -
™YY

a)

FIGURE 1.1: Diagrammes a) d’une tresse géométrique a 6 brins, et b) d’un objet qui
n’est pas une tresse géométrique (ici un entrelacs singulier).

Nous pouvons définir une multiplication pour deux tresses ayant des nombres
de brins identiques. Si A et B sont deux tresses a n brins, nous définissons le pro-
duit AB comme la tresse obtenue en fusionnant la fin (concordement a la variable
temporelle) des brins de A avec le début de ceux de B, et en redimensionnant de
telle sorte qu’AB c C x [0, 1]. Nous observons alors que la tresse ou tous les brins

sont des segments paralleles est un élément neutre pour cette multiplication. Cela
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l~>~\~\

(II) (I11)

@

FIGURE 1.2: Mouvements de Reidemeister de types (I), (II) et (III).

permet de définir 'inverse d’une tresse. Si nous notons A™! la tresse symétrique a
A par rapport au plan C x {3}, nous nous apercevons qu’en passant au niveau des
diagrammes, chaque croisement de AA~! est dans la configuration d’un mouvement
de Reidemeister de type (II) ou de son symétrique par rapport a un plan vertical (dis-
joint des brins). Des lors, AA! est isotope a I’élément neutre. Puisque A™! est aussi
une tresse et peut toujours étre construite, la multiplication définie ci-dessus munit
automatiquement les tresses a méme nombre de brins d une structure de groupe que

'on appelle groupe des tresses a # brins et que I’on note B,,.

1.1.2 Présentation d’Artin

La présentation classique du groupe des tresses est celle donnée par Artin en 1925
[6]. Le groupe des tresses a n brins B, est le groupe engendré par n — 1 générateurs

0;, 1 <1< n—1soumis aux relations

0;0;+10; = 0;4+10;0;4+1 si 1<i<n- 2, (1.1)

0;0j = 0;0; si |l —_]| > 2. (1.2)

L’équation (1.1) est appelé relation de tresses ou équation de Yang-Baxter, et (1.2),
commutation a distance ou relation de localité. Concernant 1’équivalence de cette
définition du groupe des tresse avec celle du groupe des tresses géométriques, on
pourra consulter [60] par exemple. C’est]’approche du groupe des tresses privilégié¢e
dans cette these.

Nous avons représenté sur la figure 1.3 les diagrammes correspondant a un géné-
rateur et a son inverse. En identifiant la multiplication a droite par la concaténation
en bas, nous fixons ainsi une convention que nous utiliserons tout au long de cette
these. Nous avons représenté sur les figures 1.4 et 1.5 les diagrammes correspondant

a des relations liant les générateurs de la présentation d’Artin. Nous notons que les
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1 i-1 1 i+1 i+2 n | 1 i-1 1 i+1 i+2 n
| 1

(oF, : 0;

FIGURE 1.3: Diagrammes d’un générateur o; d’Artin ainsi que de son inverse.

K..K))KK
ST ! \b)\

a)

1R

FIGURE 1.4: Diagrammes correspondant aux égalités a) g,07! = 1 etb) 0,03 = 030;.

ikt

FIGURE 1.5: Diagramme correspondant a I’égalité 0,0,01 = 0,010,.

diagrammes 1.4a) et 1.5 correspondent respectivement aux mouvements de Reide-
meister de type (II) et (III).

1.1.3 Présentation de Birman, Ko et Lee

Une autre présentation du groupe des tresses a été donnée par Joan Birman, Ki
Hyoung Ko et Sang Jin Lee en 1998 [17, 18]. Nous définissons, a I'aide des générateurs
d’Artin, 05 = (04-1-+-0541) 05 (0707, ), 1 < s < t < n. Définissons de plus o, = 0y,

avec la convention d’écrire en premier le plus petit indice. La présentation dite BKL
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1 s—1
® ®
® )

FIGURE 1.6: Diagramme d’un générateur o, de la présentation BKL.

a pour générateurs {0, 1 <s <t < n} et comme relations

0510ps = 0,4054 = 0,50,y S 1<r<s<t<m, (1.3)

Ost0gr = 00,05 si (t=1)(t—q)(s—1)(s—q) >0. (1.4)

Cette présentation est parfois appelée présentation duale de celle d’Artin en raison
du role joué par certains éléments (voir p.34). Notons que cette présentation contient
les générateurs d’Artin puisque o; = 0; .1, pour tout i = 1,2,...,n — 1. Nous avons

représenté le diagramme d’un générateur de cette présentation sur la figure 1.6.

1.1.4 Groupes de difféotopie

Soit D? un disque de C. Nous notons D,, la paire (D?, P,) ou P, est un ensemble
de n points sur I'axe réel a I'intérieur de D?. Le groupe de difféotopie (ou mapping
class group) MCG(D,,) est le groupe de I’ensemble des classes d’isotopies des homéo-
morphismes préservant ’orientation ¢: D*> - D? qui fixent le bord point par point
et qui fixent globalement P,, C’est-a-dire Vz € dD?, ¢(z) = zet Vz' € P, p(2') € P,,.
Deux homéomorphismes ¢ et ¥ représentent donc le méme élément si et seulement
s’ils sont isotopes via une famille d’homéomorphismes fixant point par point le bord
et P,. La structure de groupe est donnée par composition.

On peut démontrer que les groupes B, et MCG(D,,) sont isomorphes [15, 32].
Avec la présentation d’Artin, privilégiée pour les questions algorithmiques, c’est le
point de vue le plus utilisé dans la littérature.

Dans [41], les auteurs remarquent que tout homéomorphisme de D, fixant le
bord et les pointures peut étre représenté par son action sur une triangulation de
D?, en particulier sur le diameétre réel (supportant donc P,). Nous avons alors une

représentation graphique appelée diagramme en courbes, cf. figures 1.7 et 1.8.
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FIGURE 1.7: Illustration intuitive du générateur o, de By vu comme un homeomor-
phisme. On considére une tresse géométrique rigide a travers laquelle on fait glisser
un cercle rigide supportant une membrane flexible percée de quatre trous.

-
&

FIGURE 1.8: Diagrammes en courbes de deux éléments du groupe des tresses By.

02
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7N\

FIGURE 1.9: L’action d’un élément de B, sur les générateurs du groupe fondamental
de D,

1.1.5 Groupe d’homotopie et groupe libre

Nous venons de voir qu'un élément de B, pouvait étre vu comme un homéo-
morphisme de D, sur lui méme. En particulier, un tel homéomorphisme envoie des
boucles de D,, sur d’autres et induit ainsi un automorphisme de son groupe fonda-
mental [7, 15]. Ce dernier est le groupe libre de rang n F, : pour chaque pointure i,
1 < i < n, on choisit une boucle qui en fait le tour et on la note x;. De telles boucles
géneérent le groupe fondamental de D,,. En observant la figure 1.9, nous obtenons un

homomorphisme de B,, sur Aut(F,), o; — 0;, 1 <i < n avec

-1,
Xi &= XiXiaX; s

0i*y Xit1 = X5

Xk V> Xg, pourk #i,i+1.

1.1.6 Espaces de configuration
L’espace de configuration de »n points dans le plan complexe C est
Cy= {(zl,...,zn) €Cx - xClz; izjsiiij}.

Nous noterons z = (2, ..., 2z, ) un point de C;. Le groupe symétrique S, agit sur C;
en permutant les coordonnées dans chaque z € C;. L’espace orbite de cette action est

alors C, = C;/&,, et nous notons 7 la projection associée C; - C,,. En choisissant un
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point debase p = (p1, ..., pn), on définit le groupe des tresses B, ainsi que le groupe

des tresses pures P, (cf. 1.3.1) comme les groupes fondamentaux
B, =m(Cy,7(p)) et P,=m(Csp).

Dans ce cas, I'isotopie des tresses géométriques est reportée vers I’homotopie des
chemins de 7,(C,,, 7(p)).

1.1.7 Groupes quantiques

Nous présentons les algebres de Hopf quasi-triangulaires et le lien qui existe entre
ces derniéres et ’équation de Yang-Baxter.

Le point de départ est une algebre de Hopf U, c’est-a-dire un espace vectoriel U
sur un corps k, muni de cinq applications : une multiplication m: U ® U - U, une
unité n:k - U, une comultiplication A: U — U ® U, une coiinité e: U — k, et un
anti-automorphisme, ’antipode S: U — U.

Ces applications ne peuvent étre définies de maniére indépendante. On trouvera
les relations qui les lient dans [22] ou [39] par exemple. Toujours-est-il que I’algebre
enveloppante d’une algebre de Lie g est une algébre de Hopf si nous définissons les
cinq applications précédement citées de la maniére suivante : la multiplication est la
multiplication ordinaire de U(g), () = al (a € k). Sur les générateurs x de g, la
comultiplication est Ag(x) = x®1+1®x, la cotinité e(x) = 0 et 'antipode S(x) = —x.
Cette algebre de Hopf est cocommutative, c’est-a-dire 7o A = A, ot 7 est application
de transposition: 7(a® b) = b ® a.

Nous entendons par déformation de U la déformation du coproduit A, en un
autre coproduit A tel que le développement formel en série de ce dernier est A(x) =
Ao(x) +adi(x) + a?¢py(x) + ..., 0u ¢ € U® U. On appelle a parametre de défor-
mation.

Une algebre de Hopf est dite presque cocommutative si il existe un élément inver-
sible R € U ® U tel que

70 A(x)R = RA(x), Vx € U, (1.5)

Nous supposons ce cas de figure pour la suite. On peut en effet montrer qu’une dé-

formation cocommutative d une algebre enveloppante universelle est toujour triviale

[69].
Une algeébre de Hopf est alors quasi-triangulaire si

(A@l)q{: (R13(R23, (1®A)(R: qu{u, (16)
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ol, si R = ) a1y ® b(y), la notation utilisée est
Rij=>.10®a;® @by e el,

ou R apparait en i-éme et en j-éme position. Par la suite, on ommettra le signe
somme.
Calculons maintenant (1 ® 7o A)R de deux maniéres différentes : en vertu de la

deuxiéme partie de (1.6), nous avons
(1®70A)R=(1017)(1®A)R=(1®7)Ri3R12 = Rz Rys.
Cependant, en vertu de (1.5), nous avons
(1870 A)R=Ru((1®A)R)Ry; = RisRi3R1R5;.
L’égalité des deux équation précédentes implique alors que
R12R13Ry = Rp3Ri3Ryps (1.7)

I’équation de Yang-Baxter (quantique). On appele R-matrice une matrice solution
de cette équation. Pour toute représentation matricielle p sur un espace vectoriel V'
delalgébre U, R = (p® p)(R) est une matrice solution des mémes équations. Ainsi,
les algébres de Hopf quasi-triangulaires permettent de générer plusieurs solutions de
la sorte a partir d’une seule solution R.

Considérons donc une algébre de Hopf quasi-triangulaire U et soit U* Ialgébre
de Hopf duale. L’appariement entre U et U* satisfait les relations (Aa,x ® y) =
(a,xy) et (a® b, Ax) = (ab, x). Soit alors p une représentation de U sur un espace
vectoriel V. On a donc p(x) = T]."(x), x € U. Sur les éléments de matrice T].", le

coproduit s’exprime simplement :
(AT}, x ®y) = (T}, xy) = Tj(xy) = Ti(x) T} (x) =
- (TLxNTE ) = (Ti @ Thx @ ),

et ainsi
AT} = T{ ® T}. (1.8)

Les relations de commutation entre les éléments de matrice T]’ sont exprimées al’aide
d’une R-matrice R, I'image de la R-matrice universelle R = a; ® b; dans la représen-
tation p: R = p(a;) ® p(b;). Soit A(x) = uy ® v,. Alors,

(T1 Ty, x) = (T ® Th, g ® V) = Ty (tte) To (V). (1.9)
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Puisque H est presque cocommutative, nous avons u, ® v, = R~ (v, ® u, ) R et ainsi

(Ty ® Thythg ® Vo) = (T1 ® To, R (vg ® 114)R)
=(T1® Th)(R ' (vy ® tuy)R)
=(MeL)(RYH(T1®oh)(ve®uy) (T, ® T,)(R)
= R'Ty(ve) To(ug )R
= Ry (uq) Ty (v )R.

Si nous comparons se résultat a (1.9), nous obtenons la relation 71T, = R T, 1R ou
plutot
RTI T2 = Tz Tl R

Nous pouvons réécrire cette relation de maniere différente [40]. Soit P la permuta-
tion des facteurs dans V. ® V, P(x ® y) = y ® x, et soit R = PR alors PRT,T, =
PT,TiR = T, T, PR et ainsi

RT\T, = T\ TLR. (1.10)
On peut se demander la forme que prend I’équation de Yang-Baxter exprimée en
termes de R-matrice R. Notons tout d’abord que Py Py Py = Py (Pi3Py3) = (Py3Pry)Pos
(les parentheses reperent juste les opérateurs permutés par rapport a I’étape précé-

dente). Si nous multiplions I’équation de Yang-Baxter (1.7) a gauche par Py, Py3Ps3,

nous obtenons

Py P13Py3R12R13Ry3 = Pra P13 PysRys Ri3 Ry
(Py3P12) PsR12R13Ry3 = Pia(PasPia) RysRi3Ry,
Py3P15(R13Py3)Ri3Ry3 = Py Pos(Ri3Pra ) RisRyy

Py3(Ry3P12)(R12Py3) Rys = Pia(R12Py3 ) (RasPra)Ryy

soit
R23R12R23 = Ri2R3R ;5. (111)

1.2 Propriétés

Nous rassemblons ici quelques propriétés du groupe des tresses B,,. Les groupes
B, et B, sont triviaux, le groupe B,, qui ne possede qu’un générateur, est isomorphe
a (Z,+). Ce sont les seuls groupes des tresses abéliens. Le dernier isomorphisme
classique est B; qui est isomorphe au groupe de nceud du neeud de trefle (le groupe

fondamental du complément du nceud dans R3)[80].
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Le groupe B, est un sous-groupe de B, ;. Les relations (1.1) et (1.2) sont en effet
invariantes lors de la translation o; = 0y, (et 0; = 0j,;). Nous pouvons ainsi en-
gendrer B, en adjoignant a B, un générateur o, tel que 0,,0,-,0, = 0,-,0,0,-; et
0,0; = 0;0, pour tout i < n — 2, tout en conservant les relations n’impliquant pas
0,. De fait, il existe une séquence de sous-groupes By c B, c --- c B,,, et nous note-
rons B, la limite inductive de cette séquence quand n tend vers I'infini. Ainsi, B,
est présenté par une infinité dénombrable de générateurs soumis aux relations (1.1)
et (1.2). C’est de cette limite qu’il sera question par la suite quand nous réferrerons
au groupe des tresses, sauf mention explicite.

Le centre de B, est assez petit : il est généré par I’élément (070,---0,,-1)". Nous

verrons plus tard que cet élément correspond au carré de la tresse fondamentale A,,.

1.2.1  Deux involutions remarquables

Considérons la présentation d’Artin. Il existe, dans B,,, deux involutions remar-
quables. La premiere, notée 1, est 'automorphisme o; —~ 0,_;, 1 < i < n-1.La
seconde est I’anti-automorphisme canonique 1,: 0; — 03, 1 < i < n — 1. Nous utilise-
rons souvent ces applications dans la suite de cette theése.

Au niveau des tresses géométriques, la premiére envoie une tresse vers son image
sous une rotation de +7 selon un axe porté par 4 x [0, 1]. La seconde envoie une tresse
vers son image sous une rotation de +7 selon 'axe R x % (voir figure 1.10). Puisque
ces deux rotations d’angle 7 ont des axes orthogonaux, elle commutent. Ce résultat
peut directement étre observé sur les générateurs : 1, n’agit que sur les indices, alors
que 1, n’agit que sur 'ordre des générateurs.

Nous verrons plus tard comment ’automorphisme i, peut étre réalisé comme

une conjugaison dans B,,.

1.2.2 Ordre invariant

Il a été démontré assez récemment que les groupes des tresses sont ordonnables
(unilaterement) [28], c’est-a-dire qu’il existe une relation notée <, invariante a gauche,
c’est-a-dire telle que, pour f,g,h € B,, f <g= hf < hg (ou fh < gh pour un ordre
invariant a droite). Nous rappelons le résultat standard (voir [73] par exemple) :

Proposition 1. L’algébre de groupe d’un groupe ordonnable est une algébre a division,

c’est-a-dire qu’elle ne contient pas de diviseur de zéro.

Démonstration. Soient x = Y, a;g; et y = .7, B;h; deux éléments de kG avec G

un groupe ordonnable a gauche, ou g;, hj € G et oul’on suppose que la somme pour
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FIGURE 1.10: L’action des deux involutions ¢, et 1, sur le diagramme d’une tresse a
six brins.

y est écrite de telle maniére que h; < hj,;. Les coeflicients «; et 3; sont des éléments

non-nuls de k. Le produit x y est donc

nm
xy =3 aipigih;.
i=1 j=1
La nullité du produit x y impliquerait qu’un terme soit annulé par d’autres. Parmi les
nm termes du produit, considérons le terme «,8,g,h, tel que g,h, soit minimal par
rapport a I'ordre. En particulier, g,h, < g,h;, mais I'invariance a gauche implique
I'inégalité opposée, ainsi g,h, = g,h, et alors hy = hy. Dés lors, si gih; est minimal,
nous devons avoir [ = g = 1 et donc gx = g,. Ceci implique que g,h, est I'unique
élément minimal du développement et puisque a3, # 0, le produit ne peut étre
nul. U

Corollaire 2. L’algébre de groupe kB, est une algébre a division.

Le monoide B, est ordenable de la méme maniére, et ainsi, k[B%, | ne posséde
pas de diviseurs de zéro non plus. L'unicité du tressage tensoriel exposé dans cette
thése dépend directement de ce résultat.

Une autre conséquence directe de |’existence d’un ordre invariant est I’absence
d’éléments de torsion dans le groupe des tresses. En effet, pour 1 #+ g € B, sil < g,
1< gkVk,etsig<1,gk=1= g'*k = g,impossiblesi g # 1, et ainsi gk < gt si k < I.
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Ce résultat était connu bien avant I'existence d’un ordre invariant. La question de

savoir si tout groupe sans torsion admet un ordre invariant reste a ce jour ouverte.

1.3 Groupes d’Artin-Tits

Nous présentons ici les liens qui existent entre B, et le groupe symétrique S,,.
Nous considerons le groupe symétrique comme groupe de Coxeter afin d’introduire

la notion de groupe des tresses généralisé ou groupe d’Artin-Tits.

1.3.1 Liens avec le groupe symétrique

Pour fixer les notations, rappelons qu’une présentation (X|R) est la donnée d’un
ensemble de générateurs X et d’'un ensemble de relations R liant ces générateurs.
Nous remplacerons les parenthéses par des crochets lorsque nous considérerons I’ob-
jet (groupe, monoide, ...) engendré par cette présentation.

En tant que groupe de Coxeter, G, est isomorphe au groupe de symétrie dun—1-
simplexe régulier, c’est-a-dire A,_; dans la classification a I’aide de diagrammes de

Coxeter-Dynkin [24, 25]. Le groupe &,, a donc pour présentation
S, = (a,az, T (BT = 1), (1.12)

avec (mA»1);; la matrice symétrique (n - 1) x (n - 1)

2
3
1
(mAn—1 )ij — 5

— W NN

3
1
3
2

DN W =

2 2 - 2 3
Les générateurs des présentations des groupes de Coxeter sont des involutions

(mj; = 1), ce qui permet leurs formulations compactes. On peut cependant vérifier

que la présentation

S, = (61,05 . ..,0,.1[07 = 1,prod(d;, 5j, (m*1);;) = prod(a}, 3, (m*1) 1)),
(1.13)
avec prod(x, y,m) = xyxy..., un mot de 2m lettres, est équivalente a la présen-

tation (1.12). Nous avons ici découplé la torsion des générateurs de la présentation.

Nous vérifions alors que la présentation

(01, 02, ..., 04-1|prod(o;, o, (mAn )ij) = prod(oj, 0y, (mAn )j,-))
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est celle du groupe des tresses a » brins.

Un groupe d’Artin-Tits est un groupe construit a partir d’une présentation de
Coxeter que I'on prive de 'involutivité de ses générateurs [92, 33, 21]. Ainsi, B, est
le groupe d’Artin-Tits associé au groupe symétrique S,. De nombreuses propriétés,
notamment concernant le probléme des mots, sont partagées par les groupes d’Artin-
Tits. Quand le groupe de Coxeter est d’ordre fini, on parlera de groupe d’Artin-Tits
sphérique [50]. C’est le cas du groupe des tresses. Mentionnons qu’il existe des gé-
néralisations aux groupes de Coxeter non finis ou a des matrices qui ne sont pas des
matrices de Coxeter, mais elles sont moins bien comprises que le cas sphérique [32].

Dans le cas qui nous intéresse, il existe ainsi une projection canonique m:B, —
S, 0; = 03, 1 < i < n— 1. Les relations liant les générateurs étant les mémes, c’est
un homomorphisme surjectif de groupes, dont le noyau est un sous-groupe normal

appelé groupe des tresses pures et noté P, et nous avons la suite exacte

1—P,—B,— 6, —1. (1.14)

1.3.2 Le probléeme des mots dans le groupe des tresses

Le probleme des mots pour un groupe consiste a décider, dans une présentation
donnée, si deux mots représentent le méme élément du groupe. De prime abord
d’aspect technique, c’est en réalité un probleme fondamental, et Max Dehn en fai-
sait déja, avec le probleme de conjugaison, un des problemes classiques de décision
[27].

On sait depuis Novikov et Boone [68, 19] qu’il existe des groupes a présentation
finie pour lesquels le probleme des mots est indécidable, historiquement un des pre-
miers exemples de probleme indécidable qui ne soit ni un probleme de logique ni
d’algorithmique. Ce n’est pas le cas pour le groupe des tresses : les problemes des
mots et de conjugaison ont été résolus par Garside pour le groupe des tresses en 1964
[46], et cette solution a été étendue aux groupes d’Artin-Tits sphériques a la fois par
Brieskorn et Saito et par Deligne en 1972 [21, 33].

Les aspects décisionnaires n’apparaissent pas dans cette thése, mais I'étude du
probleme des mots (et de conjugaison) dans le groupe des tresses est riche en ensei-
gnements. Il a en effet mené a de nouvelles découvertes et amélioré la compréhension
du groupe des tresses. De nos jours, il constitue le fer de lance de la recherche dans
ce domaine, et dans ceux, nombreux, qui s’y rattachent.

Le probleme des mots dans B,, peut étre résolu de nombreuses maniéres. Nous

présentons ici I’approche de Garside [46], quoique nous obtiendrons déja le résultat
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attendu en chemin. Nous définirons alors un élément particulier qui sera utile dans

la suite de la thése.

1.3.2.1 Renversement de mot

Pour ¥ un ensemble non vide de lettres, nous parlerons de X-mot pour un mot
composé de lettres de 2, et de Z*-mot pour un mot composé de lettres de Zu X!, ou
X1 est une copie disjointe de X contenant une lettre o; ! pour chaque o; de X. Ainsi,
les £-mots sont dits positifs, et la présentation d’un groupe (Z|R) sera dite positive si
R est constitué uniquement de relations u = v avec u et v des Z-mots non vides. Nous
noterons (Z|R)" la présentation du monoide correspondant. Notons alors qu’une
présentation d’un groupe d’Artin-Tits comme celle donnée par (1.13) est positive,
mais pas celle du groupe de Coxeter correpondant puisque o7 = € ol ¢ est le mot

vide.

Définition 3. Soit (2|R) une présentation positive de groupe et w, w’ deux X*-mots.
. C o R .

Nous dirons que w est R-renversable a droite en w’ et nous noterons w ~ w’ siw’ peut

étre obtenu de w en un nombre fini d’étapes consistant soit a enlever des sous-mots

o; ' 0;, soit a remplacer des sous-mots 0;0; par vu~! tels que (o;v = oju) € R.

Le R-renversement a droite consiste a utiliser les relations de R pour déplacer
les lettres négatives a droite et les positives a gauche en transformant itérativement
des motifs —+ en motifs +—. Nous notons que I'effacement de ;' 0; est compatible
si nous considérons (abusivement) que pour tout o; € X, la relation triviale o; = o;
appartient a R. Nous définissons le R-renversement a gauche de maniére symétrique.

Si (0;v = oju) € R, alors et 0;0; et vu~! sont R-équivalents et w Kow' implique
que w et w' représentent le méme élément de (2|R). De méme, si u, v, u’ et v/ sont
des mots positifs tels que u~1v Koy, uv' et vu! représentent le méme élément
de (Z|R)". Plus particuliérement, si u et v sont des mots positifs, u~!v Re implique
que u et v représentent le méme élément de (Z|R)". Nous dirons que la présentation
(Z|R)" est compléte pour le renversement a droite si la réciproque est vraie. C’est le
cas bilatérement pour le groupe des tresses, mais aussi pour tout groupe d’ Artin-Tits,
et nous déduisons alors de la complétude pour le renversement que tout monoide
d’Artin-Tits est simplifiable, c’est-a-dire que, pour tous u, v, w,w’ € (Z|R)", uw =

uw’ = w=w' et wy = w'v = w = w/(voir [32, 29]).

Définition 4. On dira que z est un plus petit commun multiple a droite ou ppcm a
droite de deux éléments x et y d’'un monoide M si z est un multiple a droite pour

x et y, C’est-a-dire qu’il existe x, et y, tels que z = xx, = yy,, et que tout multiple



30 Chapitre 1. Le groupe des tresses

commun a droite de x et y est un multiple a droite de z. De méme, on dira que z est
un plus grand commun diviseur a gauche ou pgcd a gauche de deux éléments x et y
de M s’il existe z, et z, dans M tels que z, = z7'x et z, = z7'y et que tout diviseur
commun a gauche de x et y est un diviseur a gauche de z. On définit les communs

multiples a gauche et communs diviseurs a droite de maniere symétrique.

Dans le cas du monoide B}, aucun élément ne posséde une chaine infinie de divi-
seurs et I'existence de ppcm a droite (resp. a gauche) est équivalente a I’existence de
pged a gauche (resp. a droite). Or on démontre tout couple d’éléments d’'un monoide
d’Artin-Tits admet un pgcd a droite et un pged a gauche [29]. Dés lors, le monoide
muni B} de la relation de divisibilité forme un treillis [46].

Un théoréme d’Ore [70, 23] implique qu’'un monoide simplifiable M pour le-
quel tout couple d’éléments admet un multiple commun a droite se plonge dans un
groupe de fractions a droite, c’est-a-dire qu’il existe un groupe G contenant M et tel
que tout élément de G admette la décomposition xy~1, avec x, y dans M. La propo-
sition impliquant des multiples communs a gauche est vraie aussi. Ainsi le monoide
B; se plonge dans B, et le groupe des tresses est un groupe de fractions, a gauche et a
droite. En conséquence, le renversement des mots résout le probleme des mots pour
le groupe des tresses.

Le cas général des groupes d’Artin-Tits est moins simple, car I’existence de pgcd
n’implique pas forcément celle de ppcm. Cependant, Paris a démontré par une mé-
thode différente que les monoides d’Artin-Tits se plongent dans leurs groupes res-

pectifs (leurs groupifications) [71].

1.3.2.2 Structure de Garside

Nous considérons le cas de groupes d’Artin-Tits sphériques, c’est-a-dire associés
a un groupe de Coxeter d’ordre fini. Par la suite, I dénote le graphe (ou une matrice)
de Coxeter d’un groupe de Coxeter Wr, et Ar et A} les groupe et monoide d’Artin-
Tits correspondant. La présentation associée a I est (r|Rr).

Soit w, € Wr, on appelle longueur de w, (par rapport a Xr) et on note £(w,)
le plus petit entier k > 0 tel que w, soit le produit de k éléments de Xr. On appelle
décomposition réduite de w, (par rapporta Zr) tout mot w delongueur égalea &(wy, ).
Nous avons alors £(wgwy) < €(wy) + €(wy) (Uégalité étant réalisée lorsque le mot
ww' est une décomposition réduite de w,w;). Pour un graphe de Coxeter I', nous

avons le lemme suivant :

Lemme 5 (Lemme d’échange, [20]Ch.IV, n°1.4 lemme 3). Si u est un mot réduit et si
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o;u n’est pas réduit, il existe alors un mot réduit u’ obtenu en enlevant une lettre de u
tel que o;u’ et u représentent le méme élément de Wr. En conséquence, si u et u' sont
deux mots réduits représentant le méme élément de Wr, on peut passer de I'un a l'autre

en utilisant des uniquement les relations Ry de la présentation.

Corollaire 6 ([31] et [20]Ch.IV, n°1.5 prop. 4). Soit I un graphe de Coxeter,
(i) Pour tout x € Wr, €(x0;) = €(x) + 1;

(ii) Un groupe de Coxeter Wr est d’ordre fini si et seulement si il existe un élément
wo de longueur maximale. Dans un tel cas, ’élément wy est unique et si u est un
mot réduit, wy admet une expression commengant par u ainsi qu’une expression

finissant par u.

Soit m: Ar — Wr le morphisme surjectif de groupes d’un groupe d’Artin-Tits sur
son groupe de Coxeter. On définit une application réciproque a droite @: Wr — Ar
(une section) telle que pour w € Wr, ®(w) soit un élément de Ar représenté par une
décomposition réduite w. Autrement dit, le domaine de @ est ’ensemble des mots
réduits de Wr, c’est-a-dire des mots tels que £(ww') = &(w) +£(w’). On appelle cette

application réciproque section de Matsumoto [66, 90, 93].

Lemme 7. Soit w, I’élément le plus long d’un groupe de Coxeter fini Wr, et soit Ar =

@ (wy), alors, pour tout élément x de A7, les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) x est dans 'image de @ ;
(ii) x est un diviseur a gauche de Ar;

(iii) x est un diviseur a droite de Ar.

Démonstration. Supposons que (i) soit vraie, alors x résulte d’une décomposition
réduite u dans Wr. En vertu du corollaire 6, le mot w, a alors une décomposition
réduite de la forme uv. En relevant a Ar, nous obtienons Ar = x@(v), ce qui implique
(ii). On utilise le méme argument de maniére symétrique pour impliquer (ii).
Montrons maintenant la réciproque (ii) = (7). Soit Im(®@) I'image de @. Un
diviseur a gauche d’un élément x € Im(®@) est dans Im(®). En effet, supposons que
y soit un diviseur a gauche de x dans AJ. Il existe alors une expression 0;,---0;, de x
telle que y ait pour expression g;,---0;, avec g < p. Puisque les relations R préservent
la longueur, toutes les expressions de x dans A} sont de longueur p et I’expression
0;,-+0;, est donc une décomposition réduite de 77(x) dans Wr. Le corollaire 6 impli-
quant que la multiplication par o; augmente ou diminue la longueur d’une unité au

plus, un préfixe d’un mot réduit est un mot réduit, et ainsi y = @(7(y)) € Im(@). En



32 Chapitre 1. Le groupe des tresses

particulier, tout diviseur a gauche de Ar est dans 'image de @, c’est-a-dire (ii) = (i).

L’argument pour (iii) = (i) est symétrique. O

Définition 8. Un élément A d’un monoide M est appelé élément de Garside si ses
diviseurs a gauche et a droite coincident, générent M et sont en nombre fini. Un
monoide de Garside est un couple (M, A) ot M est un monoide simplifiable pout
lequel tout couple d’éléments admet un ppcm a gauche et a droite, et ol A est un
élément de Garside de M. Enfin, si G est un groupe, une structure de Garside pour G
est un monoide de Garside (M, A) tels que M soit un sous-monoide de G et que G

soit un groupe de fractions a droite et a gauche de M.

Proposition 9. Soit I le graphe de Coxeter d’un groupe Wr fini, et soit Ar le relevé
du plus long élément de Wr a At, alors (A%, Ar) est une structure de Garside pour le
groupe d’Artin-Tits Ar.

Démonstration. Les générateurs 0; = @(0;) de A} appartiennent a 'image de @. En
vertu dulemme 7, ils divisent a gauche et a droite le relevé du plus long élément de Wr.
Ainsi les diviseurs de Ar génerent AT. Puisque les diviseurs de Ar sont en bijection
avec les éléments de Wr, ils sont en nombre fini, et A est bien un élément de Garside
de A7.

Toujours en vertu du lemme 7, deux éléments de Im(®@) admettent Ay comme
multiple commun a droite. Le monoide A} est alors simplifiable et tout couple d’él¢-
ments admet un ppcm a droite ainsi qu’a gauche (cf. [29]). Ainsi, Ay est un groupe

de fractions a droite et a gauche de A}. O

Pour la suite, nous notons x A y le pgcd a gauche de x et y.

Proposition 10. Si (M, A) est une structure de Garside pour G, tout élément de G
admet une unique expression x 'y avec x,ye Metx Ay = 1.

Si (Z, R) est une présentation pour M compléte pour le renversement, la décompo-
sition unique d’un élément représenté par un mot w est obtenue par un double renverse-
ment de w : on écrit w en vu~! en reversant a droite, puis vu~! en u'"'v' en renversant

a gauche. Alors, u' et v' représentent respectivement x et y.

Démonstration. La décomposition est unique : soit x~1y = x’~1y’. Choisissons z, z’
tels que zx = z’x’. On a alors zy = zxx~'y = z/x'x'"'y’ = z’y’. T’hypothése x A y = 1
implique que zx A zy = z. Similairement, x’ A ¥’ = 1 implique que z’x’ A z'y’ = Z’ et

alorsz=zx Azy=2'x'AZ'y =2/,soitx =x"et y = y'.
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Concernant la seconde partie, w, vu~! et u’~!v/ représentent le méme élément de
G. Par construction, u’v et v'u représentent le ppcm a gauche des éléments représen-

tés par v et u et n’ont donc pas d’autre diviseur commun que 1. O

On se restreint donc a chercher des formes normales dans le monoide de Garside.
Pour un monoide de Garside (M, A), les diviseurs de A sont dits simples, et pour tout
couple x, y du monoide, on notera x 2 y si tout diviseur simple a gauche de xy est
un diviseur a gauche de y. On peut alors montrer que x 2 y 2 z implique que x 2 yz

(29, 31].

Proposition 11. Soit (M, A) un monoide de Garside. Tout élément de M admet une

unique décomposition x,---x, avec xi, ..., x, simples et tels que x 2 X, pour tout k.

Démonstration. Tout élément x de M admet s; = x A A comme diviseur simple
maximal. Définissons par récurrence s; = (s;',---s7') A A. Si x divise A€, le proces-
sus doit s’arréter apres ¢ étapes et les éléments s; sont donc en nombre fini. Alors,
Sk 2 Sk41°+:S, pour tout k et plus particuliérement sy 2 s ;.

Supposons que s;---s,, soit une décomposition satisfaisant les hypotheses de la
proposition, alors si 2 si.1-+s, et si est le diviseur simple maximal de si---s, pour

tout k, et la décomposition est donc celle énoncée. O

Cette décomposition est appelée forme normale a gauche de x et 'entier p com-

plexité (ou longueur canonique) de x.

1.3.2.3 Application au groupe des tresses

Le groupe des tresses B, est le groupe d’Artin-Tits associé au groupe symétrique
S, avec pour générateurs les n — 1 transpositions d’éléments voisins (i,i + 1) = 0;,
1<i<n-1.L¢émentlepluslongde S, estwo = (1,n)(2,n—1)--(|2],[2]+1) =
(1,2)(1,3)-(1,n) avec | k| la partie entiére de k. Cet élément est constitué de (})
générateurs et posséde (Z) 172! (2k — 1)k écritures réduites différentes (une pour
chaque tableau d’Young correspondant au diagramme (n—-1,n-2,..., 1), voir [86]),
et est maximal pour les ordres de Bruhat (ou fort) et faible [87]. Relevé au groupe des
tresses, cet élément a pour expression A, = (07)(0,01)-++(0y-10,-2:+-01).

Le monoide B}, muni de A, forme donc une structure de Garside pour le groupe
des tresses B,. L’élément de Garside A, étant un commun multiple a gauche et a
droite pour tous les générateurs o; du monoide, on peut s’en servir comme dénomi-
nateur universel et toute tresse z de B,, peut alors s’écrire comme Ak x avec k € Z et

x € B}. La décomposition est unique si ’on requiert que k, appelé alors infimum de
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z, soit maximal. La longueur canonique (ou complexité) c est le nombre d’éléments
simples nécessaires a I’écriture de x et on appelle supremum de z la somme de I'infi-
mum et de lalongueur canonique, ces concepts étant utiles pour I’étude du probleme
de conjugaison [46, 16].

Des lors, la donnée de k et de x sous forme normale constitue une forme dite
forme canonique a gauche ou left greedy normal form (voire tout sous-ensemble de
{left, greedy, normal, standard, canonical, Garside} form). L’approche de Garside
n’est, de loin, pas la méthode la plus efficace pour résoudre le probleme des mots.
Elle a été considérablement améliorée au cours des années [1, 91, 37, 17, 18, 43, 48].

Considérons la présentation BKL de la sous-section 1.1.3. Nous avons dans ce

n(n-1)
2

0y = Oy-1,n°++02,301 2, de longueur n—1 vis-a-vis des générateurs de cette présentation.

cas générateurs o,;, 1 < s < t < n et ’élément de Garside est de la forme

Ces valeurs mises en rapport avec les n — 1 générateurs et I'élément de Garside de

longueur @ de la présentation d’Artin font que 'on considere cette présentation

comme la présentation duale de celle d’Artin. L’ensemble des diviseurs a gauche de
(2n)!
(n+1)!n!?

de A, [16]. Ceci a contribué a la publicité initiale de cette présentation, car les auteurs

0, est de cardinal le n-iéme nombre de Catalan plus petit que les n! diviseurs
de [18] pensaient alors pouvoir trouver un algorithme polynomial pour le probleme
de conjugaison (cf. infra), mais la croissance exponentielle des nombres de Catalan
rend le probléme aussi cotiteux qu’avec la présentation d’Artin. Si elle n’améliore
pas le probleme de conjugaison dans le groupe des tresses, I’existence méme de cette
présentation prouve qu’il peut exister plusieurs structures de Garside pour un groupe
donné. Il semble que les présentations d’Artin et de Birman, Ko et Lee soient les
seules présentations positives du groupe des tresses pour lesquelles une structure
de Garside existe [62]. Il a été prouvé [12] que tout groupe d’Artin-Tits sphérique
admet une présentation duale et on trouvera explicitement ces présentations dans
[74]. Cependant, le probléme de savoir si tout groupe de Garside admet une structure
de Garside duale, o méme le nombre de structures de Garside admissibles pour un

groupe d’Artin reste a ’heure actuelle ouvert.

1.3.2.4 Solutions alternatives

Il existe de nombreuses solutions au probleme des mots dans le groupe des tresses.
Celle de Garside n’est historiquement pas la premiere, puisqu’Artin avait déja trouvé
une autre forme normale, obtenue par une procédure appelée peignage (ou combing
[7]). La définition de formes normales n’est pas la seule méthode pour résoudre le

probléme des mots. Thurston a démontré que B,, était automatique [38], c’est-a-dire
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qu’il existe un automate fini permetant de résoudre le probléeme des mots. Ce der-
nier est basée sur les left greedy normal form et traduit le fait que I’on puisse définir
la forme normale de wo; a partir de celle de w a 'aide d’un transducteur. Pour »
fixé, la complexité du probléme des mots est alors quadratique sur la longueur des
mots. Notons que le retournement des mots évoqué plus haut possédait déja cette
caractéristique. Pour plus d’informations, on pourra consulter [38, 30] ou [16] par

exemple.

1.3.3 Le probléme de conjugaison et la cryptographie tressée

Le probléme de conjugaison consiste, dans sa version la plus simple, a décider si
pour deux éléments donnés x et x” dans un groupe, il existe y dans ce groupe tel que
x = y~x’y. Une variante plus complexe demande un algorithme pour trouver y s’il
existe. Nous présentons treés brievement dans cette sous-section la problématique
de sa résolution dans le groupe des tresses ainsi qu’une application potentielle : la

cryprographie.

1.3.3.1 Le probleme de conjugaison dans B,

§’il existe de nombreux algorithmes pour résoudre le probleme des mots dans
le groupe des tresses, un seul est connu pour le probléme de conjugaison. Ce der-
nier, inventé par Garside [46], consiste a trouver un ensemble fini de conjugués pour
un élément w nommé Summit Set et noté SS,, et tel que si x est un conjugé de x/,
SS, = SS,, alors que dans le cas contraire, SS, N SS,, = @. Dans le cas ol cet en-
semble est trouvé, il donne aussi I'élément v tel que x = y~'x’y. Malheureusement
(ou heureusement pour d’autres, cf. infra) et aprés de nombreuses améliorations, cet
algorithme reste exponentiel aussi bien dans la longueur des mots que dans le rang
du groupe des tresses.

L’ensemble SS, dans sa totalité et un élément de SS,, doivent donc étre calcu-
1és pour décider si x et x” sont conjugués. Si I’extraction d’un élément de SS, peut
étre mené rapidement, la taille de SS, est en général inprédictible. Le probléeme a
été simplifié dans [37], ot I'on se restreint a calculer un sous-ensemble SSS, de SS,
appelé Super Summit Set. Il est consitué de tous les éléments conjugués a x ayant la
complexité la plus petite possible. On associe a une tresse x de B, ayant pour forme

normale (k;xi, ..., x.) les tresses

0, (x) = AF  xyx AR AF et 0_(x) = AR AKX ATRxyxo g,
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appelées respectivement cyclage et décyclage de x [18, 37]. Par construction, elle sont
conjuguées a x. Si une tresse x n’appartient pas a son SSS, c’est-a-dire qu’elle n’a pas
la complexité minimale dans sa classe de conjugaison, alors en la cyclant ou décyclant
au plus ”("—2_1) fois, on trouvera un conjugué a x de complexité strictement plus petite
[30]. Ainsi, en répétant I’opération, on arrive a obtenir en un ensemble fini d’étapes
un conjugué x* € SSS(x).

Si un élément x appartient a son SSS, alors '’ensemble SSS tout entier peut étre
obtenu en saturant x par les conjugaisons par des tresses simples, et en ne conservant
que les éléments méme complexité que x. On continue jusqu’a ce qu’on ne puisse
plus rajouter de conjuguées. On a ainsi une procédure pour décider si deux tresses x

et x’ sont conjuguées :

En cyclant et décyclant, on trouve un conjugué x* a x appartenant a SSS(x) ;

\

En cyclant et décyclant, on trouve un conjugué x'* 4 x’ appartenant a SSS(x’) ;

On détermine I'intégralité de SSS(x) en saturant x* par conjugaison par des
tresses simples ;

— Alors x et x’ sont conjuguées si et seulement si x’* € SSS(x).
Sil’on a gardé une trace des tresses avec lesquelles on conjugue a chaque étape, on
trouve aussi y tel que x = y~lx’y. Cependant, en remarquant qu’il y a n! tresses
simples dans B,,, on devine que le probléme de I’énumération de SSS(x) reste coti-
teux en temps pour des valeurs typiques comme n = 50.

Il existe un sous-ensemble de SS encore plus petit défini dans [48] et appelé Ultra

Summit Set qui semble rendre la complexité polynomiale.

1.3.3.2 Cryptographie tressée

En cryptographie moderne, deux problemes sont levés : comment crypter un
message, et comment faire pour que les sempiternels Alice et Bob s’accordent sur
le choix d’une clef ? Dans la pratique, les méthodes majoritaires sont respectivement
’algorithme Rivest-Shamir-Adleman (RSA) et]’échange de clefs Diffie-Hellman-Mer-
kle. Ils reposent respectivement sur les difficultés de la factorisation de grands nom-
bres et du calcul du logarithme discret. Les autres schémas de cryptographie reposent
principalement sur des variantes et combinaisons de ces deux problémes. Cependant,
Peter Shor a trouvé deux célebres algorithmes polynomiaux en temps résolvant ces
problémes [84], la difficulté étant reportée au fait qu’ils sont congus pour un ordina-
teur quantique. Toutefois, la réalisation d’une telle machine (et les tresses peuvent
y jouer un role, voir [26, 67, 78]) mettrait a mal la majorité des systémes cryptogra-
phiques utilisés. Des alternatives a ces deux problémes sont donc souhaitables.

A premiére vue, le probléme de conjugaison semble étre un bon candidat : on sait
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manipuler les tresses relativement rapidement puisque le probleme des mots est ré-
solu en temps polynomial, et le probléme de conjugaison reste difficile. De nombreux
schémas utilisant les tresses ont été proposés, mais aucun n’a résisté a des attaques
menées a 'aide d’ordinateurs personnels. Il y a deux obstacles a I'implémentation
d’une cryptographie tressée. Concernant les nombres premiers, il n’y a pas d’ambi-
guité : plus ils sont grands, plus leur produit sera difficile a factoriser. Pour les tresses,
il existe deux parametres : le rang du groupe dans lequel on travaille, et la longueur
des mots considérés. Si le rang est trop petit, on résoud facilement le probleme de
conjugaison. S’il est trop grand, et de maniere surprenante, des tresses générées aléa-
toirement se sont trouvées trop simples pour résister a des attaques [30, 45]. Enfin, si
on augmente trop la longueur des mots, le probleme des mots devient significatif et
nuit a la mise en place pratique. De maniére générale, les schémas sont mis en place
avec des mots de I’ordre de mille lettres dans Bsy.

Le second probleéme est que la cryptographie moderne repose sur deux piliers
séculaires. Depuis Euclide, la communauté mathématique a eu le temps de se rendre
compte de la difficulté réelle de tels problemes. Le probléeme de conjugaison dans le
groupe des tresses a été résolu au milieu du XX¢ siecle, mais est étudié activement de-
puis une vingtaine d’années pendant lesquelles de nombreux progres ont été réalisés.
La difficulté du probléme de conjugaison repose a I’heure actuelle uniquement sur
notre méconnaissance des Summit Sets, et il semble prématuré de vouloir construire

un systéme reposant sur notre ignorance d’un sujet assez récent.

1.4 FEléments et identités remarquables

Commencons par définir un endomorphisme canonique et une notation pra-
tique. Nous notons avec une fléche pointant vers le haut suivie d’un nombre ¢ 'image
d’un élément de B,, sous 'action de I'’endomorphisme o; ~ 0;;, = 01.T ¢ Nous éten-
dons canoniquement cette notation aux algébres de groupe du groupe des tresses et

du groupe symétrique.

1.4.1 Tressage élémentaire

Nous présentons ici deux types d’éléments remarquables du groupe des tresses.
On peut considérer le générateur o; comme celui correspondant au diagramme ou
un brin (le 7 + 1-éme) passe au dessus (selon la convention adoptée ici) d’un autre
(le i-eme). On généralise cette notion et on notera f3_, la tresse dont le diagramme

correspond a celui ot a brins passent par dessus b brins. Nous allons maintenant
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traduire la multiplication du groupe des tresses pour ces éléments. On a facilement
I'expression en termes de générateurs pour la tresse dont le diagramme correspond
a un brin passant par dessus b brins :

By = 0b0p-1-+01,
et celle dont le diagramme correspond a a brins passant par dessus un brin :

Ba1 = 0105-0,.

Nous définissons conventionellement 3, , = B, , = 1, Ya. On a clairement 8} =

04+1- Dés lors, les relations (1.1) et (1.2) prennent respectivement les formes
HBII B = B BY B si 0<i<n-—2, (1.15)
T 1i . .
I,ll 1{1 = 1{1 Ill si i-j]>2. (1.16)

Ainsi, sans méme connaitre explicitement 3, nous savons déja que, pour k > a + b,

tk _ otk
BapBea = PeaPay: (117)
Nous pouvons alors donner I’expression de 3, , : on commence par faire passer

le premier des a brins par dessus b brins, puis on répete I’opération avec le second,

et ce jusqu’au a-iéme, et ainsi,
Ban =BuoBly Bl (1.18)
= (0,0p-1"01)(0p110p"+02)+*(Oasp-10asb-2°*0a). (1.19)

Par construction méme, on a pour 0 < k < a,

Baw = BBl Bl BB Bl = BrobBlls (1.20)
B
W\ A
N ///\//
SR
b brins ' a brins

FIGURE 1.11: Représentation diagrammatique des éléments f3, , et 5,.
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1 ] \
Considérons le produit /3 T Le j-éme générateur de T’; ' commute a gauche
jusqu’au j-éme generateur de ,- Dans I'expression (1.18), nous pouvons ainsi re-

grouper a gauche les premiers generateurs de chaque /31 p 0 < i< a-1, et répéter

'opération avec les seconds et ainsi de suite jusqu’au dernier pour trouver

ﬁu,b = (0b0p41°Oa1b-1) (0b-1 0O 1p-2 )+ (010220, (1.21)

ﬁTb lﬁTb -2, ﬁ (1'22)

Ici encore, par construction et pour 0 < k < b,

ﬁab —/3”] 1/3”] 2. /32 /3Tk 1/3“( 2. '/3a,1 ﬂab k (1.23)

L’équivalence des définitions (1.19) et (1.21) est assurée par le fait que les générateurs
satisfont la relation de tresse. Dans le dernier chapitre de cette theése, nous introdui-
sons des éléments acceptent les éléments 3, , comme cas particulier, et pour lesquels

nous vérifions explicitement la cohérence des généralisations des relations (1.20) et

(1.23).

Notons que T’“ , et la relation de tresse (1.15) peut alors s’écrire
q p
B 15‘1 BT s 1<i<n-2

Nous allons maintenant généraliser cette relation. Pour tout 0 < k < a + b,

ﬁqub,lﬂI,kl = 010k 0k+10k+20k+3"""Oa+b (0k+1)

010k Ok+10k+2 (Ok+1) Ok+3° " Oasp

010k (0k+2) Ok+10k+20k+3 " Oasb
= (Ok+2) 010k Ok110k420k+3***Oasb

k
ﬁT +1ﬁa+b,1’

et cette propriété s’étend aisément a 3, dont tous les générateurs ont un index stric-

tement inférieura a + b :
_
ﬁa+b,1ﬁa,b - a,bﬁa#?,l >

-1 pte-2 . ; :
= plet ple .., €t nous pouvons appliquer récursivement la pro-

mais ﬁa+b,c ~ Fa+b,1F a+b,1

priété précédente pour trouver
_nrt
ﬁa+b,cﬁa,b - ﬁafbﬁa%,c’ (1-24)
ou, puisque (1.20) implique que [3a+b,c = ﬁb)cﬁ; =B C[j’b "

ﬁb,cﬁ;bcﬁa,b = ﬁa cﬁb ¢’ (1-25)
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ﬁ2,3ﬁ£,23

1R

FIGURE 1.12: Représentation diagrammatique de la décomposition B4 = 3855
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4,154,2

FIGURE 1.13: Représentation diagrammatique de la décomposition 45 = 1 B4

or, en vertu de (1.23), /32?5[3“,;, = ,T:b/ja,c = B p.0> €t (1.25) implique que

ﬁb,cﬁa,bﬂ = ﬁa,b+c lT:c' (1~26)

Les relations (1.20), (1.23), (1.24) et (1.26) font que la famille {3, , } 4,550 est un tressage
dans la catégorie des tresses (voir [60]). L’équation (1.25) peut étre considérée comme

une version étendue de I’équation de Yang-Baxter. Elle réapparaitra au chapitre 3.

1.4.2 Tresse fondamentale

Un autre élément remarquable a déja été évoqué plus haut concernant les formes

normales. On définit donc I’élément de Garside A, de B, de la maniére suivante :

A, = ﬁl,lﬂl,z'"ﬁl,n—l (1.27)

= (01)(0201)(04-104—2+-01). (1.28)
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K 'Y
FIGURE 1.14: Représentation diagrammatique de la décomposition f3151,251,381.4 =
As.

o
-/

I
>

5

ﬁ1,1ﬁ1,2ﬁ1,3ﬁ1,4

Proposition 12. Pour tous entiers k < n,

An = Akﬁn—k,kAnfk (1'29)

Démonstration. Par définition, on a

A, = ﬁl,l/jl,z'"ﬁl,k—lﬁl,k”'ﬁl,nfl = Akﬂl,k"'ﬂl,nq-
1

A partir du terme 3, ,, on factorise les tressages a I'aide de (1.23) : B, ., = B, Pi>
_ a2 . ) . _ ptn—k-1 \

Bi sz = BikBiys jusquau dernier terme, By, , = B\ B, ;. Dées lors, le pre-

mier facteur de chaque terme commute a distance avec tous les seconds facteurs des

termes situés a gauche. En regroupant ces facteurs a gauche, on obtient alors

—k—
/31,k"'/31,n—k—1 = /31,k Ilkmnk ! 'ﬁl,lﬂl,Z'”ﬂl,n—k—l
= ﬁn—k,kAn—k‘
O

Corollaire 13. Pour n et p deux entiers, on a le monomorphisme de groupes B, — B,
donné par o; A;g_l)p, 1<i<n-1

Démonstration. Sous cette application, et pour 1 < i < n — 1, nous avons 0;0,,,0; +
P(i=1)p 5 tip A 1(i-1 .
Azg )pAszpAzg )P mais en vertu de (1.29) et (1.25),

1(i=1)p A1ip A1(=1)p _ A 1(i=1)p o1 (i=1)p A 1(i=1)p A 1ip plip s 1ip A 1(i=1)p o1 (i=1)p A 1(i-1)p
AZP AZP AZP _AP ﬁP’P AP AP ﬁP’PAP AP /3P>P AP

_ pt=1)p ptip pt(i-1)p A 21(i-1)p 5 2tip 5 21(i+1)p
‘ﬁp,p ﬁp,p pp Ap Ap Ap

_ atip pt(i=1)p ptip 5 21(i=1)p A 2%ip A 21(i+1)p

‘ﬁp,p pp ﬁp,pAp Ap Ap

_ Alip ptip A tip A t(i=1)p pt(i-1)p A 1(i-1)p A tip ptip A tip
‘Ap /gp,pAp Ap /3p>p Ap Ap Bp.pAA

pp=p
_ AT AT(i=1)p A tip
_Azp Azp Azp,
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'image de 0;,,0;0;,,. Puisque AT PATJP ATJPATZP si]i—j| > 1,le corollaire est prouvé.
O

Nous reviendrons sur cette propriété dans le dernier chapitre.

Proposition 14. Poura+b+c<n,
/ST” asbep (1.30)

Démonstration. En vertu de (1.26), on a pour k > 1 la quasi-commutation 3, , 0y =

0k-1p, ;- soit en appliquant reccursivement,

Api10k = PraBro P ok
= ﬁl,lﬁl,z“'ﬁLk—lakflﬁl,k
= ﬁl,lalﬁl,z'“ﬁl,k—lﬁl,k
01B11Br2 o1 Pk

= 01Ak+1’

et cette égalité est aussi vraie pour k = 1 puisque A, = 0;. Ainsi en vertu de (1.29) et
pour k < n,
Aok = By ko1 Prat k-1 Dre1 0k
= A1 Brrtnoko191 8

= An—k—laﬂ*kﬂﬁk,n—kAkH

an—kAn—k—lﬂk+l,n—k—lAk+l
= O'n—kAn-
On en déduit alors que pour k < n, A /3”‘ b= B *“IA,, et ainsi, pour j + k < n,

ﬁTk 1 - A ﬁT]Jrk 2 ﬁTk 1
th—j—k- 1 Tj+k=3 ﬂTk 1

= P11 A, 1,1

_ ptn—j-k Tn j- k+1 tn—k-1
1,1 ﬁ A
_ ﬁTn j- k

ce qui implique que, poura+b+c<n

A tc _A tc Tc+1_‘_ tc+a-1

ab — 1,bl71,b 1,b
ﬂTH b—c— IA Tc+1 . Ic;ufl
_ ptn-b—c-1 Tn b -2, tn—b-c—a
A ﬁ A
ﬁTn a—-b— CA

comme attendu.
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Corollaire 15. L’automorphisme de B, 1,:0; = 0,-;, 1 < i < n—1 peut étre réalisé

comme la conjugaison par A,

ie






CHAPITRE

ANALOGUES TRESSES

Break it up, break it up ! I'm sick of
all this bloody fighting. If it’s not
the bloody Treaty of Utrecht it’s

the bloody binomial theorem !

Eric Idle, Monty Python’s Flying
Circus, Royal Episode

Le propos de ce chapitre est de construire des analogues tressés pour la facto-
rielle, les coefficients binomiaux et les symboles de Pochhammer. Ces analoques ap-
paraissent de maniere explicite dans le tressage tensoriel. Nous commencerons par
des rappels sur les g-analogues. Le sujet étant trés vaste, nous nous restreignons aux g-
analogues dont nous donnerons des analogues tressés en second lieu. Ces analogues

jouent un role primordial dans la suite de cette these.

2.1 Rappels sur les g-analogues

Nous commengons par un exemple : soit g € k, considérons la série

n—-1

[n]q:Zq1:1+q+q2+~--+q”*1. (2.1)

j=0

Il est clair que lorsque g tend vers 1, ], tend vers n. La g-série [n], est 'archétype

de ce que 'on appelle un g-analogue ou g-extension : la généralisation aux g-séries

45
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d’un objet mathématique que I’on qualifiera de « classique » (ici le nombre n) telle
qu’elle se réduise a cet objet quand g tend vers une certaine valeur (ici 1). Dans ce
cas particulier, on parlera donc du g-nombre [n] . Il existe cependant d’autres types
d’analogues que les g-séries, et d’autres objets classiques que les nombres entiers.
Notons que I'on impose pas ici de structure particuliére ni sur les analogues, ni sur
leur contrepartie classique. Dés lors, la condition d’existence d’un analogue pour un
objet est trés lache : il faut juste qu’il existe une application de I’analogue vers 1’objet
classique! La qualité et I'interét des analogues se mesurent donc au nombre de simi-
litudes ou d’analogies entre les deux objets. Comme nous allons le voir par la suite,
les g-analogues supportent une généralisation non-seulement aux entiers naturels,
mais aussi a la factorielle, aux symboles de Pochhammer ou aux coefficients bino-
miaux. IIs peuvent aussi généraliser des objets et des structures plus élaborées comme
I'exponentielle, les fonctions hypergéométriques, la dérivation, I’analyse de Fourier,
etc. Dans tous les cas, la littérature est trés fournie et on trouvera plus d’informations

sur les g-analogues et leur utilisation pratique dans [4], [3], [63] ou [47] par exemple.

2.1.1 g-nombres et g-factorielles

Nous venons de voir un g-analogue d’un nombre, le g-nombre [7] ;- Notons que
si n est un entier naturel (ce qui est supposé par la suite), [1] ; est un polynome de
degré n — 1 et que puisque [n], - q[n], = 1 -q", [n], = %. On a aussi, pour
0<b<a,

1 - qafb + qu—b _ qu
l-q

[a-b],+ q°? [b], = = [a], (2.2)

Nous définissons aussi un g-analogue pour la factorielle de # :

[n],} = [n]y [n =11, [1],- (2.3)

Puisque c’est un polyndme en g, il est clair que limy_,; [n],! = n!.

2.1.2  g-coeflicients binomiaux

Nanti de la g-factorielle, on peut définir un g-analogue pour les coeflicients bi-

HE N G4

nomiaux [57, 63, 47] :



2.1. Rappels sur les q-analogues 47

Dés lors,
n+1 [”+1]
[ k L [k] [n+1-k]!
1], [,
[k [+ 1=k
() (kg +q" [n+1-k],) [n]
[k]q'[n+1—k]'
[n],! ) [n],!

k=111 n-k+1],t k] - k],

et on obtient ainsi un g-analogue de la premiere relation de Pascal :

n+l] [ n k[n]
[ " ]q_[k—l]q+q k), (2.5)
A la vue de (2.4), ces coefficients ont la symétrie
n n
= . u6
[k]q [ﬂ - k]q (2 )

Ainsi,

[n+1] _[ n+1 ] _[n] N n+1k|: n ]
k1, ln+s1-kl, Lkl "7 k-1,

fournit un second g-analogue pour la premiére relation de Pascal :

[nzl]q _ [ZL +qn+1k[k;jl:|q, (2.7)

Nous avons donc facilement obtenu deux g-analogues différents d’'un méme objet
classique. Ceci est dt au fait que la formule de sommation des g-nombres (2.2) n’est
pas symétrique a droite lorsque b — a—b, alors que sa limite ’est. Nous retrouverons
un phénomene semblable dans le cas des analogues tressés, ainsi qu'un degré de
liberté supplémentaire dti a ’action non triviale de 'endomorphisme o; — 0;,, dans
B, et a la non-commutativité des objets considérés.

A Taide de ces relations, et puisque

ol L],

on peut montrer récursivement que ces coeflicients sont des polyndmes en g. Définis

par (2.4), ils ont pour degré la différence des degrés du numérateur et du dénomina-
n(n-1) (k(k—l) _ (n=k)(n-k-1) )
2 2 2

teur, c’est-a-dire = k(n - k). Puisque ce sont des
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polyndmes, il n’y a pas de précautions particulieres a prendre lors du passage a la

im ] = (2)

1= (1-4")(1-¢"")~(1-q)

limite et on a bien

Puisque [n], L ,ona
[ﬂ] _(A-g)(-g)-(Q-g*) =0-g")  (449), (2.8)
kg (1-¢9(1-q")-(1-q) i50-9") (39 (5D,

ou (g;q), est un symbole de Pochhammer définit dans la sous-section suivante. Ces

q-coeflicients binomiaux sont aussi appelés coeflicients (ou polynémes) gaussiens.
n(n-1)

Notons que [n] . = """ [n],, [n],! = g~ 7 [n] ! etalors [Z]q*l = q*k(”*k)[Z]q.

Puisque le coefficient [Z]q est de degré k(n — k), on en déduit que les coefficients

gaussiens sont des polyndmes symétriques. Dans la littérature, certains préferent dé-
finir les g-coefficients binomiaux comme [[nf k]]q = g k(n-k) [Z]qz qui est une quantité
symétrique lors de ’échange de g en g™! (voir [52] par exemple).

Ces coeflicients possedent aussi une interpretation combinatoire. Par exemple,

m+n

le coefficient [ -

]q est la fonction génératrice du nombre de partitions d’un entier
k dont le diagramme de Ferrer (ou d’Young) est contenu dans un rectangle de co-
tés m et n. C’est d’ailleurs cette interprétation qui a amené Sylvester a démontrer

I'unimodalité de la séquence des coefficients du polynome [Hf k]q’ voir [89, 3, 88, 75]

par exemple. De méme, le coefficient [nf k]q compte le nombre de sous-espaces de di-
mension k de F};, ou F, est un corps fini d’ordre g (et donc ot q est la puissance d’un
nombre premier), voir [57] pour la démonstration ainsi que d’autres interprétations.

A Pinstar des coefficients binomiaux, les g-coefficients binomiaux sont sujets a
de nombreuses identitées, elles-méme le plus souvent g-analogues d’identités impli-
quant des coefficient binomiaux. Par exemple, a ’aide d’applications multiples des g-
analogues de la premiére relation de Pascal, on trouve directement deux g-analogues
pour chacune des deux secondes identités de Pascal (corollaires 2 et 3 du traité ori-

ginal [72] ou upper et parallel summation dans [49], et Christmas Stocking Theorems

ailleurs) :
SHEOTE R H
= q = q ) (2‘9)
[k+1 q ]Zk klg ]Zk klg
et k k
1 [n+] : '
[n+k+ ] _ Zq][nir]] _ Zq(wrl)(k])[n":]:l . (2.10)
k q =0 J q Jj=0 J q

Nous avons aussi un g-analogue pour la convolution de Vandermonde,

[m; “L _ zk: gD (=) [’ﬂ [k ’i j] , (2.11)
q q

j=0



2.1. Rappels sur les q-analogues 49

ainsi que pour la factorisation de coefficients multinomiaux

M1 )

Nous donnons enfin une relation moins célébre, g-analogue de 'identité (5.25) de

[49] : o HED o [M] [n+ €k n+f-m
Zk:(—l) q [k]q[ ? L:[ n L. (3)

Cette identité (du moins son analogue tressé qui est défini dans la prochaine section)

est utilisée plus tard dans cette these.

2.1.3 g-symboles de Pochhammer

Nous définissons aussi un g-analogue pour le symbole de Pochhammer :

n—1
(s:9), = kH(l - sq"), (2.14)
=0
Le symbole de Pochhammer classique ou factorielle croissante (s), = (S(iﬁ)ll)!
n’est pas directement la limite du g-symbole de Pochhammer quand g tend vers 1.
Cependant,
[s+n-1]]
[s——l]q! =[s],[s+ 1], [s+n-1],
_(1-g¢)A-g)-(1-g""1)
(1-9)"
_ (g%4),
(1-q)"

et on a donc la limite

lim (q9), = (8)n-
=1 (1-q)"
En revanche, il apparait par définition que la limite des g-symboles de Pochhammer

n’est pas mystérieuse puisque

lin} (s59),=(1-s)".

q%
On peut par ailleurs relier les g-symboles de Pochhammer aux g-coefficients bino-
miaux a 'aide du g-théoreme binomial [57] :

z n k(k=1)
(s, = Y04 ] 44" (219)
k=0 q

Nous ne démontrons pas ces formules ici car elles correspondent a une prescription

particuliére (la représentation triviale o; — q) d’analogues tressées que nous allons

maintenant présenter.
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2.2 Analogues tressés

Nous allons présenter ici quelques analogues tressés. Comme nous le verrons par
la suite, les analogues tressés peuvent étre considérés comme des analogues non com-
mutatifs de g-analogues, et donc d’objets classiques. Les analogues tressés sont des
éléments de ’algébre de groupe du groupe des tresses B.,. L’analogie peut étre réa-
lisée en considérant la représentation triviale o; — g. Le role joué par les différentes
puissances de g dans le cas des g-analogue sera ici joué par les tressages 3. Ces ana-
logues sont beaucoup moins connus que les g-analogues, mais comme nous allons
le voir, leurs propriétés sont saisissantes et leur existence méme laisse présager qu’il

existe toute une combinatoire tressée.

2.2.1 Nombres tressés et symétriseurs

Nous suivons ici le méme plan que pour les g-analogues. Le point de départ est
I’algebre de groupe kB.,. Pour ce qui nous intéresse, les principales différences entre
les éléments de kB, et k[q] proviennent du nombre de générateurs (une infinité
dénombrable pour la premieére, un seul pour la seconde) et que ’endomorphisme
0; + 0;4p a une action non triviale dans kB,,. Nous avons vu au chapitre précédant
que le tressage 3, , est constitué de x y générateurs et ainsi, la représentation triviale
0; = q envoie cet élément sur g*7. Cependant, 8, , et 8, ,, avec xy = x"y’ sont tous
deux envoyés sur g%. De méme, les éléments f} et /3?'1 sont tous deux envoyés sur
q> quels que soient x et y. Il n’existe pas de méthode canonique ou algorithmique
pour générer des analogues tressés a partir de g-analogues.

Comme nous I’avons vu au chapitre précédent, il existe dans le groupe des tresses
B, deux involutions remarquables : I'anti-automorphisme canonique 1,: 0; = 0;, et
I'automorphisme 1,: 0; = 0,_;. Nous avons déja vu que le second peut étre réalisé
comme la conjugaison par A,. Nous prolongeons canoniquement ces deux applica-
tions a kB,,. Si la premiere se laisse prolonger dans kB, la seconde dépend explicite-
ment du rang du groupe des tresses considéré. Nous utilisererons donc la convention
suivante : 'action de 1, sur un élément x’ de kB, est réalisée comme la conjugaison
par A, avec k le plus petit entier tel que x'” € kBy.

Commencons par définir le nombre tressé

n-1
{n} = Z Bij=1+PBii+Bia+ -+ Pra (2.16)
=0

I est alors évident que lors de la représentation triviale o; ~ g, {n} ~ [n],.
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Nous avons aussi, pour 0 < b < g,

{a=b}+ {0} Bros= 2 Buj+ ) Bl Bracs

a-b-1 b-1
j=0

: Ta*b _ > .
Mais 8,78, ., = P14psj» €t un changement d’index de sommation permet de

réunir les deux sommes pour trouver

{a=b}+{b}' "B, ={a}. (2.17)

Cette formule est & comparer a (2.2). Nous obtenons automatiquement trois autres
analogues tressés pour le g-nombre [#] ; en considérant I'action de u, 1y et 1, o 1y sur
{n} . Plus particuliérement,

n—1
mw({n})={n}, = Zﬁj,l =1+ B +Boy+ -+ Burps
=0
et nous avons la formule de sommation

{a=b}, + By, (b} = {a},. (2.18)

Nous pouvons définir d’une maniere similaire a la g-factorielle la factorielle tres-

sée:
{n}t={n} {n-1}" {n-23"{1}""". (2.19)

Par construction, il est immédiat de constater que dans la représentation triviale g; —
g, {n}!—[n] L

La factorielle tressée posséde une propriété remarquable par rapport aux nom-
bres tressés : elle est invariante sous les deux involutions 1, et ,. Dans I’algebre kG,
définissons le symétriseur d’ordre n

§(n) = Z g.

9€6n

Cet élément jouit de nombreuses propriétés. Par définition, il commute avec tout

élément de &, et en particulier avec A . Ainsi, A, S(n)A;! =S(n), Cest-a-dire

7 (S(n)) =S(n).

Si g estun élément de &, alors7,(g)g = 1. Dés lors, si ’on applique I’anti-automor-

phisme canonique a S(n), chaque élément est envoyé vers son inverse et alors

% (S(n)) =3(n).
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Projetons canoniquement {n} sur kS,. En termes de permutations, {n} = n({n})
correspond a la somme des n permutations (12...1)=". Les éléments de @\}! =
m{?\l}“---{i\}m_l sont donc de la forme (12...4;)(23...1,)--+(i,), avec k
i, < n. Clairement, ces éléments sont en bijection avec ’ensemble des n-uplets

IA

{i1,...,in}, i # €= iy # i, qui est de cardinal n! (i) correspond a 'antécédent de k).

{n}! est donc la somme de n! permutations différentes de n éléments, c’est-a-dire

S

{n}! =S(n).

Les involutions ¢, et 1, n’influant pas sur la réductibilité des mots ni dans G,,, ni dans

B, on en déduit que

w({n}!) =m({n}!) = {n}! =S(n). (2.20)

En appliquant ¢, a (2.19), on obtient alors une nouvelle égalité :

{npt={1}"" - {n =232 {n-1}1 {n},. (2.21)

2.2.2 Battages quantiques

On définit les battages quantiques de maniere similaire aux g-coefficients bino-

miaux, c’est-a-dire comme le rapport de factorielles tressés (ou symétriseurs). Ainsi,

I, = {n}!- {k}" {n—k}1* (2.22)

On observe que

ML, = {n+ 1 {kH {n+1-k}p1E
C2V M (n+ 1), (kN {1 - kU
O Lt (K}, + By = e+ 1) ! {1 = e
= {n}" {k— 1} {n+ 1 - kMR,
+{n LT {n = kT,
- H‘Illfl,nﬂfk + I‘th—kﬁk,l’
soit
]‘Hk,nJrl—k = ]‘HLI—I,rHl—k + H‘Ixn—kﬁk,l‘ (2.23)
Cette relation est un analogue tressé pour le g-analogue de la premiére relation de

Pascal (2.5). A la différence des (g-)coefficients binomiaux, les battages ne sont pas

symétriques dans leurs arguments. Nous avons cependant la relation

A, =00, 4 A, (2.24)
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c’est-a-dire 1, (Hlk’nfk) =10, . En effet, en vertu de (1.30),

A, o= A, {n}! - {k}7 {n- k) Imk
— {(n}1- A, (R} {n R
= {n}!-{kYRA (- kA
= {n}l- {k}1F {n - k}TA,
= I‘Hn—k,kAn'

Nous pouvons alors conjuguer par A, la relation (2.23) pour obtenir

n+l

_ A-1 1
Hlnvtlfk,k =A 11

n+l1-"k—-1,n+1-k
_ A1 -1 tn—k
= A A I g An+1An+lmn—k,kﬂl,k >

-1 11
Ay tA mk,n_kﬁk,lAnJrl

n+1

soit, en effectuant le changement de variables k - n+1 -k,

_ th-1
0 goge = M g + mk—l,n—kﬂﬂl,nfkﬂ‘ (2.25)

Nous avons donc deux analogues tressés pour la premiere relation de Pascal (2.5),
pour les battages quantiques définis par (2.22). Evidemment, Nous pouvons considé-
rer I'image de ces battages sous I’anti-automorphisme canonique 1,. Nous aurions

alors obtenu

I (Hlk,nfk) = ]‘H*k,nfk = {k}l’l {1’1 B k}!ilTk ’ {I’l}!, (2'26)

ainsi que les deux relations de Pascal

_ 11 11
IH*k,ank - ]‘H*k—l,n+1—k + ﬁl,km*k,n_k (2.27)
et
_ th-1
m*km“*k - ]‘H*k,n*k + ﬁn—k+1,1m*k71,n—k+1‘ (2.28)

Ces battages n’intervenant pas par la suite, nous laisserons de coté leurs propriétés
qui peuvent étre aisément déduites de celles des battages définis par (2.22).

Puisque III, , = III, , = 1, et en vertu de (2.23) ou (2.25), les battages quantiques
sont des polynomes en les générateurs o;. Puisque (2.23)(ou (2.25)) est envoyée par
la représentation triviale o; — g vers (2.5)(ou (2.7)), les battages quantiques sont

envoyés vers les g-coeflicients binomiaux

oi—>q n
I‘Hk,nfk — [k] .
q

On trouvera I’expression des premiers battages dans le tableau 2.1.
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n | Battage
o | My,=1
oI, =1
L 0,1
]-Hl,o =1
]-Ho,z =1
2 |, =1+p,
IHZ,O =1
IHO,S =1
3 oL, =1 +/31,1 +ﬂ1,2
_ 11
oL, =1+ ﬂl,l + ﬁz,l
IH3’0 =1
]-Ho,4 =1

L5 =1+ B+ By +Bis

4 |, =1+ ﬁlll + ﬁl,lm,ll + /5’121 111 + ﬁl,lm,zl 111 + B,

I, =1+ ﬂlzl + ﬂ;ll + B,

I, =1

;5 =1

L, =1+ B +Bra+Bis+Pia

0I5 =1+ ﬁlll + ﬁllz + B+ ﬁlls + ﬁl,lm,lz + Byt ﬁl,lﬁI}S + ﬁl,ZﬁI,IS +Bas
I, =1+ ﬁﬁ + ﬁ;ll + ﬁizz +Bs + ﬁﬁ ;11 + /3;12 + /3{31 3171 ﬁ;ll 51+ B
I, =1+ ﬁﬁ + ﬂ;zl + ﬂ;ll + B

;=1

TABLE 2.1: Expression des battages I ,_x jusqu’an = 5
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% ) U
A \l\ + \x\\

IR R
Loy

NS

SONN

FIGURE 2.1: Les diagrammes des dix tresses géométriques composant le battage 11, 5

+

L’interprétation combinatoire des battages quantiques est évidente sil’on dessine
les diagrammes correspondant a chaque mondme. Ainsi, le battage II, , _, contient
des tresses de B,,, o un bloc de k brins considéré a la fin de la tresse se mélange a un
bloc de n—k brins restant, sans que jamais les k brins et les n—k ne se mélangent intra-
sequement. Le battage quantique est la somme de tous les diagrammes possibles res-
pectant cette condition. Projété sur le groupe symétrique, il correspond a la somme
de tous les inverses des permutations qui préservent I’ordre relatif d’ensembles con-
nexes de k et n — k éléments. Evidemment, il existe (2) telles permutations. Consi-
dérer la représentation triviale g; — 1 pour un battage revient donc a compter le
nombre de ses éléments.

On a, pour les battages, deux équivalents pour chaque Christmas Stocking Theo-

rem : en appliquant récursivement les relations (2.23) et (2.25), on trouve

n
Tn—j+1 _ thk+1
LIPS Z iif Jj—k ﬂk+1,n—j = kak,j—kﬁl,j-k (2.29)
]:
et )
_ Tk J+1 Tk j_ 1j+1
I‘Hk,rw—l - Z I‘H Z IH] nﬁk —j,n+1? (2~30)

j=0
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que ’on comparera aux équations (2.9) et (2.10)

Nous considérerons la convolution de Vandermonde tressée dans la section sui-
vante, apres avoir introduit les symboles de Pochhammer tressés.

Nous avons un analogue pour la factorisation des coefficients multinomiaux (ou

trinomial revision dans [49]). On a en effet
Tk - -
LI PN T L P s ) LI (2.31)
puisque tous les éléments commutent a distance :

L, 0, = {n b (N {n = kT {n = kU {n — ko — 111k {eyrtinee
= (K} {n — ke — g {pyritne
= {n}{n-e {1 {n— e} {k}N " {n— k- e}

= mn—f,fmk,n—k—e‘

Marc Rosso a défini une algébre pour laquelle le produit des éléments est réalisée par
'action des battages. La propriété (2.31) implique alors directement que les algebres
de battages quantiques sont associatives [81, 83, 82].

Nous mentionnons aussi pour y faire référence plus tard les quasi-commutations

évidentes

— 1€ 16 _
mk,nfkﬁe,n - ﬁf,nmk,n—k et Hlk,n—kﬁn,e - ﬁn,fmk,n—k . (2“32)
Nous avons enfin la relation importante pour la suite :

Proposition 16. Pour i, j et |
k itk 1
Z(_l)kmk,j—kA}—kmlT,i—kﬁl,k = Ajmlij,i' (2.33)
k

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur les variables j, i et /. Notons
que cette égalité est un analogue tressé pour I'identité (5.25) de [49], apres négation
supérieure du membre de droite ((Z) = (—1)"("”;_1)). Nous commencgons par véri-
fier ’hypothese de récurrence sur j. En chemin, nous allons générer par application
successive de (2.25) et (2.23) trois sommes. La premiére satisfait la récurrence, alors
que les deux autres s’annulent mutuellement. Pour j = 0, la relation est clairement
vraie pour tout 7 et [. Séq lors, pour j + 1, le premier battage du membre de gauche
de (2.33) se décompose a I'aide de (2.25) en deux nouveaux battages de tailles plus

petites. Nous pouvons alors séparer la somme en deux nouvelles, précisément,

k k
Z(_l)kIHk,jfkA}+1—kIHIT,i—kﬁl,k’ (2.34)
%



2.2. Analogues tressés 57

et
k th=1 Atk 1k
>.(-1) L1 PRPITY I TA v LL TP Lpe (2.35)
k
L’étape clef consiste a décomposer le second battage de (2.34) al’aide de (2.23) :
HlTk — IHTk+1 + IHTkJrl Tk

Li-k 1-1,i-k Li-k-1F1,1

Cela permet de décomposer (2.34) en deux sommes distinctes :

k 1k tk+1
2(—1) I‘Hk,j—kAjH—k]‘Hl—ii—k Lk> (2.36)
et
k 1k th+1  ptk
Z(_l) ]‘Hk,j—kAjJrl—k]‘Hl,it 71/31,1 Lk (2.37)
k

Ainsi, ’expression du membre de gauche de (2.33) pour j+1 est (2.35)+(2.36)+(2.37).
Nous vérifions alors que (2.35) + (2.37) = 0 : en réalisant le changement de variable

de sommation k = k’ + 1 dans (2.35), nous obtenons

K Ko Ak Ltk
(235) = = D (-1 W ; Bl AT By
P

Notons que dans (2.37), /3,”‘1 B, « = B, .;- D'unautre coté, la définition (1.27) nous per
T ATkl _ AtK

1,j—k’ Aj—k' = Aj—k’+1‘
Il est alors immédiat de constater que (2.35) est formellement égale a 'opposée de

met de construire un élément de Garside plus gros dans (2.35) : 3

(2.37). Il ne reste ainsi que (2.36). Nous avons

1k
I-Hk,j—kAjJrl—k

m;ﬁ,Lkﬂl,k =B m;}j—kA}]jzlmﬁ;li—k lTil,k' (2.38)
En effet, le membre de droite de (2.38) est
(238R) = B, WL, AT B
O AL B | B
= ]-Hk,j—kA}]—(k [ﬂlfi—kﬂl,k]mﬁ;}i—k ﬁl,k (2.39)
[t T BB
= IHk,j—kA}]—(kHIHleﬁ'—k [ﬁl,k] :

Dés lors,
k tk Thk+1 _
;(—1) mk,j—kAjH—kml—ii—k/’)l,k =
_ kil thk+1yyptk+1 11 _
—/31,;;(—1) Ulk,jkajl ]‘Hl—;i—k I-1,k ~

_ typptitl 1j+1
= BujB I = A I (2:40)
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ce qui montre la récurrence sur j. La récurrence sur i et [ est directe : a I'aide de la
relation de Pascal (2.25), nous montrons aisément que le membre de gauche de (2.33)
se décompose comme un battage selon ces deux arguments. Les valeurs aux bords

étant les mémes, la proposition est démontrée. O

2.2.3 Extension aux arguments négatifs

Nous pouvons étendre la définition des battages aux arguments négatifs. Nous
rappelons que la factorielle décroissante (ou produit séquentiel descendant) est (1)% =
n(n—-1)---(n—k+1), avec la notation de [49] (voir [61]). Notons que pour n naturel,
(-n)k=-n(-n-1)-(-n-k+1) = (-1)* n(n+1)-(n+k-1) = (-1)k(n+k-1)k

k
Ainsi, ni nous substituons m par —n dans le coefficient binomial ( ';:) = ('Z,) , nous

obtenons

(—n) _ (—:!)5 _ (_l)k(n%!—l)k _ (—1)"(” +:_ 1) oan)

Cette relation parfois appelée négation supérieure posséde un grand intérét pratique,

voir [49] par exemple. Puisque

(—kn) _ (_l)k(n + Z - 1) ) (_1)2k(—(n +k —kl) + k- 1) ) (_kn)’ (242

cette relation est valide quelle que soit le signe de n. Notons que la symétrie vis-a-vis

—n

de I'argument du bas est perdue, ( . ) + (71 k), mais nous avons toutefois

(—nk— 1) i (_l)k(n 1: k) i (_l)k(n ; k) ] (_1)n+k(—k - 1)’ oy

n-1

()=o) (49

Cette relation, qui n’est valide que pour # et k naturels, est la contrepartie dans le

et ainsi

triangle de Pascal « supérieur » de la relation () = (,", ). Si cette derniére met en re-

lation des coefficients situés sur la méme ligne dans le triangle de Pascal « inférieur »,
la relation (2.44) lie des coeflicients situés sur la méme colonne du triangle supérieur,
voir figure 2.2.

Nous allons maintenant procéder a une construction analogue pour définir les
battages avec un argument négatif (le second, nous discuterons ’autre cas ala fin dela
sous-section). Avant de commencer, il nous faut prolonger la définition des nombres
tressés et des tressages élémentaires aux arguments négatifs. Nous introduisons une

autre involution, et nous notons par une dague I’automorphisme de kB, 0; — ] =
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FIGURE 2.2: Le triangle de Pascal étendu

n n N
Sk
= H =

1Y
o S~

ur, , oI, , o, , I, 4

L, , o, ., o, , i, , MI,

M

1T, ,

11, ,

1, , Ii,,

1T, ,

ur,, WL, M,

1T, ,

ur,, 1m,, M, I,

1110

FIGURE 2.3: Le triangle de Pascal étendu pour les battages
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o;'!, Vi. Nous notons par une double dague I'action successive de I’automorphisme
précédent et la conjugaison par la tresse fondamentale.

Nous avons la décomposition (1.23) :

1
ﬂ yx/jlyx

En spécifiant y = 0 dans cette relation, nous obtenons
Pre=Bii™ (2.45)

Pour les nombres tressés, nous avons la décomposition (2.17) :

{y=x} + {77 By = 0} (2.46)

et en spécifiant y = 0, nous obtenons

(~x) ==} B =TT e (BT )

or, en vertu de (1.23) et (2.16),
{x}ﬂlx Zﬂl,] ﬁl,]ﬂllT] 2/31”]

. -11j 1 -1 . . . .
mais /31))6 = APl By 10 < j<x -1, etainsi

{x}ﬁf,lc x+12ﬁx ]1 x+12ﬁ’lA

= A)Hl-l Z ﬁ ”lTllﬁl_,lleH x+1 Z ﬁ ”lTl1 x+1 li,llTxil’ (2‘48)

//0 IIO

cependant,

x+1 Z ﬁ ”lTl1 = AxHﬁxl Z ﬁ ”lTllﬁx,lA - A Z ﬁ]”l

NO NO NO

or B}, = Br ju» et ainsi

1 _ - -1
{-x} =-A7" Z Bl AL BT = — {xTAI (2.49)
// 0
FEtendons maintenant la définition de la factorielle décroissante tressée aux nom-
bres négatifs. Classiquement, nous avons (n)k = n(n—1)---(n -k +1). Nous définis-
sons alors '
-y si n>0

. 2.50
M0y {n+)7 si n<o (259

()=
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ou 'on écrit tout d’abord le terme correspondant a la borne inférieure du produit

puis les successeurs a droite. Nous vérifions alors immédiatement qu’en considérant
. : . k

la représentation triviale o; — 1, pour n naturel, {n}~ — n(n—-1)--«(n -k +1) et

{—n}k > (-n—k+1)(-n-k+2)---n. Alavue de ’équation (2.49), nous avons alors

(Y= {en—k+ )" cn—k+ 2} e - 1Y {-n)
= {~(n+ k-1 {=(n+k-2)}"7 =)
_ (—l)k {1’1 +k— l}iT—n ﬁ}l‘)le—z {I’l +k— z}ﬂ—n ﬁ”_k_?’... {n}ﬂ—n ITI—I

= (D k= T s = 2) e () BB

(2.51)

Btk 2/5ﬂ k-3 TT 1_ TT 1

mais et

{1’1 + k- l}iT—n {I’l + k- 2}¢T—nn_{n}ﬂ—n _
AT g in+ k- }TT*n {n+k- Z}TTfn+1 {n}”iwk*l AT (2.52)

n—k+1

impliquent alors que
k kAt- tkt- ~1t-n ptt-1
{=n}*= (DR {n+ k-1 A BT (2.53)
Nous avons IIT, , _, = {n}*{k}1-1. En substituant n par —n, cette expression devient

n k n n —
L, g = {-n} 0T = (<1)RAL (e k= 1370 A 1 BT (ki
(2.54)
Notons que {x}!" = A;1 {x}! = Al {x}! puisque A, est divisible par toute tresse

simple (le relevé de toute permutation de S, ) a droite (ou a gauche par ailleurs). Le
reste correspond alors a la somme de n! inverses de tresses simples différentes, ce qui

prouve I’assersion. Nous avons alors

A nﬂTT l{k}!—l = A1 n/jTT l{k}n‘ IAT {k}'T 11-n p-11- nﬂTT IAT

n+k 1 n+k 1 n+k-1

mais /3TT 'AT = AT et

AT+k1{”+k }TkT”{k}n‘lTnAlTn Al qpritn AV e

n+k-1 n+k-1"""k,n-1"n+k-1 n-1,k>

et nous pouvons alors conclure

I‘Hk,—n—k = (_1)kH-Ij;T 1nkA.]t£11' (2-55)

Cette relation préserve la relation de Pascal (2.23) :

1 1
O, =10, + 1L B
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En effet, via (2.55), cette relation devient

thon ATI=1 _ _prptten At rpiten At
o AL =10 " AL+ IHn,k”AkHﬁk)1 (2.56)

n—-1,k — k+1 n,k—1

- - =1 _ ptt-1+ T _ ATRT N ol
mais le fait que A, " = B A et AL B, = ALB B = A permet de simplifier
(2.56) des deux cotés a droite par Al. Nous obtenons alors aprés réarrangement et en
décalant de n brins vers la gauche

+ H_IT ttn-1

T ot
H‘In,k =1 n-1,kI" 1,k

n,k—1
qui n’est autre que la relation de Pascal (2.25). Nous remarquons donc que la relation
(2.23) se réalise pour les battages avec argument négatif a droite comme (2.25) pour
des battages avec arguments positifs. En revanche, (2.25) n’est pas satisfaite par les

battages avec argument négatif a droite. Cela n’est pas surprenant dans la mesure ou
A

nous avons montré que cette relation est liée a 'identification A, Il =11 , A,

qui n’est vraie que lorsque les arguments sont positifs (cf. supra). Nous pouvons
cependant refléter pour les battages avec argument négatif a droite la symétrie des

colonnes du triangle de Pascal supérieur. Nous avons

M, = (=D I AT, (2.57)
mais IHL,k = A;+kmz,nAn+k or
I, , = ()" <Al (2.58)
et ainsi,
W g = (DS TATR IO AV AT A (2.59)

ou, de maniére plus symétrique,

(-1)kA!t . rln A" = (—1)rr' AT AT (2.60)

n+k k,—n—-1-k " k+1 n,—n—-1-k —n+l1 n+k

est un analogue tressé de la relation (2.44).

2.2.4 Symboles de Pochhammer tressés

Nous pouvons définir un analogue tressé pour les symboles de Pochhammer,

avecsek:

-1

S

H(S;ﬁl,l)n =I1(s), (1 - Sﬁl,k) =(1-s) (1 - 5/31,1) (1 _Sﬁl,n—l) . (2.61)

k=0
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Nous définissons aussi formellement le symbole tronqué a gauche
61—1(5)71 = H(S)EIH(S)&_”.

Clairement, dans la représentation triviale o; ~ g, II(s), = (s;9),, et °II(s), ~

S5 . . . .
%. Nous avons aussi les quasi-commutations évidentes
18

H(S)nﬁf,n = ﬁe,nn(s)zf et H(S)Leﬁn,e = ﬁn,en(s)n' (2.62)

Ce symbole peut étre développé a I'aide d’un analogue tressé pour le théoréme

binomial standard :

Proposition 17.
n
5H(S)n = Z(_l IHzT(; zﬁi,&Ai' (2.63)

Démonstration. Nous allons le démontrer par récurrence sur 8. Nous devons vérifier
au préalable que la récurrence peut s’initialiser correctement. Vérifions-le donc par
récurrence sur n. Si § = 0, ’équation (2.63) est clairement vraie pour #n = 1 (triviale

par convention pour #n = 0). Des-lors, pour n - n + 1,

OH(S)n+1 = OH(S)n ' (1 _Sﬁln)
- Z( l)lslm ( Sﬁln)

n-1
= 1 + Z(_l)lslml’n71A1 + Z(_l)i’+lsi,+lmi’,n—i’Ai’ﬁl,ﬂ+
i=1

i’=0
+ (_1)n+lsn+lAnﬁl,n'

(2.64)

On souhaite maintenant ammener le plus a gauche possible I’élément f3, , apparais-

sant dans les deux derniers termes. Notons que puisque i’ < n, on peut décomposer
ﬁl,n lnzﬁlt”etdonc

Ai’ﬂl,n /3171 zﬂl,i’ = ln zA ﬂl ir = ln 1/311 i’ I,in—i’Ai’H‘ (2'65)

Ainsi, utiliser (2.65) et réaliser le changement de variable de sommation i’ = i — 1

dans la seconde somme permet de la réécrire dans la premiere :

SH(S)nH =1+ Z(_l)isi []-Hi,n—i + mi—l,n—i-*—lﬂ{f;:iﬂ] A+ (m1)"s"A, L (2.66)

i=1

mais, en vertu de (2.25),

ti-1 _
Hli,nfi 1 1,n— 1+1ﬁ1 n—i+1 — 1n+17i’
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ce qui permet de réécrire le membre de droite de (2.66) comme une sommede 0 an+
1 et de finir la preuve de I'initialisation. On souhaite maintenant vérifier I'hypothése

de récurrence pour §. Par construction, il suffit alors de vérifier que

"TL()u (1= 5By 5in) = (1= 5By 5) **TL(S),
Ona°TI(s), (1- 5/31’(””) =9T1(s),,, mais

R
8H(S)n+1 = Z(_l)ls I‘HzT‘,nH—i/ji,éAi

i=0

C. )n+1 o 5 n+l Y 5 5
= (CUISTILE L B s+ D (<L) ST B B A
i=0 i’=0

n n
= 2 (D) S B B+ 2 (<1) ST By s A
i’=0 i’=0

n
= 2L (D) ST By B A+ (S 0
i’=0

1 il 8
= _5/31,6 Z(_l) s’ ]-HzT',;ii’/ji’,éHAi’ + 6+1H(5)n+1
i=0
= (1 - Sﬁl,é) SH(S)nJrl’

car
/3i'+1,5 AR /31,6 I'l,a 'ﬂi’,lAi’ = ﬁl,éﬂi’,SﬂAi”

ce qui finit la preuve du theoréme binomial tressé. O

Nous pouvons alors simplement obtenir un analogue tressé pour la convolution

de Vandermonde :

Proposition 18.

_ ta+b ta—j
I‘Ha+c,b+d - Z I‘Ha—j,b+jmc+j,d7jﬂc+j,b+j‘ (2'67)
j
Démonstration. Nous avons

TI(s), = T1(s),“TI(s) 1

C’est-a-dire
n o k n-k -
;(—D%’HL‘,"*,‘A,‘ = l; 2 (—1)’+151+1mi’k4A,-IH})’;_k_j/j’j)kAj
Zk:n—k

4 it 1k 1)
(-1)""s Jmi,k—imj,n—k—j/jj,kAi A;,

Il
(=}
-,

]
o
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soit, en réalisant dans le membre de droite le changement de variables i’ = i+ j, j/ = j,

n
Z(_l)lslmi,n—zAz =
i=0

n  min(n-k,i")

k 1
_Z Z (1)51‘[11 ]’k1+]m;nk1ﬁj’,kA*

i'=0 j'=max(0,i’-k)

mais, B, A A, =BT B AT LA =BT A, etainsi
a S) jl;k i’*]’/ jl - jl,k*i’+] ] 1 ] - j’,k*i’*]’ l‘l)

n n min(n—k,i’) L iy

- . , i
2(_1)151mi,n4Ai =2 (=) 2 My MG By | A
i=

i'=0 j'=max(0,i'—k)

En identifiant termes a termes, nous terminons la démonstration. O

2.2.5 Nombres de Fufl-Catalan

Nous pouvons définir récursivement les battages a ’aide de la relation de Pascal
(2.23) via
1 1
mr,, =ttt B, (2.68)

etlll, , =0siy <Oetlll,  =1si0< y Unphénomene intéressant se produit si nous
relachons les condltlons aux bords. Définissons donc récursivement les éléments § ()
tels que, pour « € Z,
=8 3B (2.69)
et By e =0,0< Let§) =1,0<k.
Cla1rement, S]E?n)_k =1, - Deplus, pour a = 1, les conditions aux bords %go) =

0 permettent d’identifier 3,((1,3, ¢ =L, . Nous avons aussi le

Lemme 19. Pour k >0,
B =L = {k+ 1} (2.70)

Démonstration. Par applications répétées de (2.69), et puisque g La-1 = 0,nousavons

5%)% =1+ 35?111-1 L1
=1+B;+ 3%3&—2/31,2
=1+B + Byt SEOL)I]IE—k 1,k
=1+B 1 +Pip+t o+ +0

Z?:o/ju ={k+1}.
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Nous donnons maintenant I’explication de la dénomination de ces éléments :

nous avons la propriété suivante :

Proposition 20. Dans la représentation triviale o; — 1,

@, M(’“ ¥ y)
X,y .

(2.71)
xX+y b

Démonstration. Sous ce morphisme, le membre de droite de (2.69) est envoyé vers

y—(oc—l)(x—l)(x+y—1)+y—1—(oc—1)x(x+y—1)_
x+y-1 x-1 x+y-1 X -

:y—l—((x—l)x((x+y—1)+(x+y—1))+ « (x+y—1)

x+y-1 x-1 x x+y-1\ x-1

_y—l—(oc—l)x(x+y)+ o x (x+y)
x+y-1 x x+y-lx+y\ x

:(y—l—(oc—l)x+ o X )(x+y)
x+y-1 x+y-1lx+y b
_(x+y—1)y—(oc—1)x(x+y):y—(a—l)x(x+y),

- x+y-1 xX+y X xX+y x

et les conditions limites,

3@ 0w (a—l)f—(a—l)ﬂ(onﬁ)zo,

e (a-1)¢ — al ¢
et k(K
(a) _
8KOOCk _IHE(O)_I’
0 < ¢, 0 < k finissent la preuve. O

Corollaire 21. Dans la représentation triviale o; — 1,

@ ; an - ()
%nfl’(a—l)n+1 = (a — 1)}’[ + 1( n ) C” ’

les nombres de Fuf$-Catalan d’ordre a.

Démonstration. D’apres la proposition précédente,

(a-Dn+1-(a-1)(n-1)( an
an (n—l)
L« n (an)!
an(a—-1n+1nl((a-1)n)!

e nriln)

(a)
8:11—1,(0c—1)n+1 =
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Plus particulierement, dans la représentation triviale, S,(f_)l,nﬂ > n—il(zn") = C,,
le n-iéme nombre de Catalan. Ces nombres possédent de trés nombreuses interpré-
tations combinatoires (voir [88] par exemple!), et nous allons voir comment les mo-
noémes constitutifs de § 5127)1,;1 .1 sont en bijection avec quelques objets dénombrés par

de tels nombres.

‘ h H Cn 35127)1,;%1
1 1 |1
2 2 | 1+0
3 5 | 1+0y+ 0105+ 030, + 01030,
4 || 14 | 14+ 035+0302+ 0,03+ 010203+ 040,03+ 05030, + 03040203+ 05040503+

04010703 + 0305040,03 + 0304010703 + 0504010,03 + 030504010,03

TABLE 2.2: Les premiers nombres de Catalan tressés

Nous pouvons donner une interprétation combinatoire a ces éléments. Nous rap-
pelons qu'un mot de Dyck de type « et de longueur an est une chaine de an lettres
X1, ..., X, telle que tout préfixe contient autant ou plus de lettres X; que de lettres X,
1 <i< j<a. Parexemple pour a =2etn =3, X; X; X; X, X5 X5 ou X, X0 X, X5 X5 X,
sont des mots de Dyck, mais X;X,X,X;X,X, n’en est pas un puisque le préfixe
X1 X, X, contient plus de X, que de X;. Un chemin de Dyck de type « et de longueur
an est un chemin (x;(t),...,x,(t))[iZ0* de N*, monotone pour chaque coordon-
née, et tel que (x1(0),...,%,(0)) = (0,...,0), (x1(na),...,x.(na)) = (a,...,a),
et x;(t) > x;(t) sii< j,Vte [0, na]. Les mots de Dyck peuvent canoniquement étre
mis en bijection avec les chemins de Dyck en lisant les mots de gauche a droite et en
associant a chaque lettre X; un déplacement d’une unité dans la direction portant la
coordonnée x;. Le nombre de chemins de Dyck de type a et de longueur na est le
nombre de FuR-Catalan C'*. Par exemple, pour a = 2 et n = 3, il existe cinq chemins
(et donc cinq mots) de Dyck, cf. figure 2.4.

Dans le cas particulier & = 2, nous pouvons remplacer les symboles X; et X, res-
pectivement par "(" et )" et les mots de Dyck correspondent alors aux expressions
correctement parenthésées. Par exemple, les mots de la figure 2.4 correspondent res-

pectivement aux expressions ((())),(()()),()(()),(())() et )()(). Nous consta-

. P A . 2 .
tons que les permutations associées aux mondmes de I'image de &(17)1 1.1 Sous I'anti-

automorphisme 1, correspondent aux permutations des éléments de I’ensemble or-

1. Le recencement des interprétations combinatoires des nombres de Catalan est
une passion de Richard Stanley. En juillet 2008, il en dénombre 166 sur sa page web
http://www-math.mit.edu/"rstan/ec/.


http://www-math.mit.edu/~rstan/ec/
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B B 0 E

X1X1X1X2X2X2 X1X1X2X1X2X2 X1X2X1X1X2X2 XIXIXZXZXIXZ X1X2X1X2X1X2

FIGURE 2.4: Les cinq chemins et mots de Dyck de longueur 6 pour « = 2.

donné {X,..., X, Xs,...,X,}, chaque plage contenant « lettres, qui générent les

. \ A 2
mots de Dyck. Nous pouvons donc associer a chaque monome de § E,_)l ntl

un mot et
un chemin de Dyck. Les chemins de la figure 2.4 correspondent respectivement aux

monomes de ggif du tableau 2.2 ou de la figure 2.5.

al Al L 2

FIGURE 2.5: Les cinq diagrammes des tresses constituant le nombre de Catalan tressé
2)
S

Nous savons que les nombres de Fuf3-Catalan Cf,“) comptent le nombre d’arbres
a-aires complets a n nceuds, ou similairement le nombre de manieres d’associer n
applications d’un opérateur a-aire a n + 1 facteurs. Nous allons utiliser une bijection
entre les chemins de Dyck et les arbres pour associer un arbre a chaque monoéme de
&(10?1 (a-1)n+1° Nous nous restreignons pour simplifier au cas « = 2 et donc aux arbres
binaires, la généralisation a a € N étant directe.

Considérons un arbre binaire & n noceuds. On appelle préordre transversal ou par-
cours préfixe la procédure qui consiste a parcourir un arbre via I’algorithme 1, ot
Gauche(n) et Droite(n) renvoient les nceuds enfants respectivement a gauche et a

droite d’un noeud n.
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Algorithme 1 Préordre transversal
ENTREES: un nceud n d’un arbre

Transcription Dyck (n)
si Gauche(n)# & alors

Préordre transversal (Gauche(n))
finsi
si Droite(n)+ @ alors

Préordre transversal (Droite(n))
finsi

De maniére plus imagée, il consiste a parcourir I’arbre (en dehors) en partant a
gauche de la premiére branche gauche et en conservant toujours une branche a droite.
Cette procédure appliquée a la racine d’un arbre binaire permet de visiter une fois et
une seule chaque nceud. Pour « arbitraire, ’algorithme comprend « conditions sur
les enfants. Pour contruire le mot de Dyck, on part du mot vide. Nous choisissons
d’orienter les arbres de bas en haut, i.e. la racine est le noeud le plus bas. Si on se
déplace vers le haut et vers la gauche, la fonction Transcription Dyck (n) concatene
a droite la lettre X, avec le mot de Dyck, si on se déplace vers le bas et vers la droite,
elle concatene la lettre X, et elle ne fait rien dans les autres cas. Dans le cas particu-
lier de 3524) , les arbres correspondants sont représentés sur la figure 2.6. Si nous no-
tons par des parenthéses I’opérateur binaire correspondant, nous obtenons alors res-
pectivement les parenthésages (((ab)c)d), ((a(bc))d), (a((bc)d)), (a(b(cd))) et
((ab)(cd)). Historiquement, les nombres de Catalan ont été découverts par Euler (et

VNLNV NV

X1 X1 X1 X2 X2 X0 X1 X1 X2 X1 X2 X5 X1 X2 X1 X1 X2 X2 X1 X1 X2 X2 X1 X0 X1 X2 X1 X2 X1 X2

FIGURE 2.6: Les cinq arbres binaires a trois nceuds et les mots de Dyck correspon-
dants.

son assistant Fuf3) lors de Iétude de dissections de polygones réguliers en triangles
par des diagonales. Ainsi il existe C,, maniéres de disséquer un polygone a n+2 cOtés
en triangles en tenant compte de l’orientation. La bijection entre de telles dissections
et les arbres binaires est trés simple : on choisit le centre d’un c6té particulier du poly-

gone disséqué qui sera la racine de I’arbre. Ce coté est aussi le c6té d’un triangle et on
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trace deux segments joignant ce point aux milieux des deux autres c6tés, considérant
que milieu du c6té a gauche (resp. a droite) de la médiane issue du point particulier
est un enfant a gauche (resp. a droite) de la racine, et on répete itérativement la procé-
dure pour chaque enfant. Le segments tracés dessinent alors directement les arbres
binaires recherchés. Pour n = 3, nous avons représenté les dissections d’un penta-

gone ainsi que les mots de Dyck correspondants sur la figure 2.7. Ainsi, nous avons

oo O D

X1X1X1X2X2X2 X1X1X2X1X2X2 X1X2X1X1X2X2 X1X1X2X2X1X2 X1X2X1X2X1X2

FIGURE 2.7: Les cinq dissections de pentagone en triangles par des diagonales et les
mots de Dyck correspondants.

vu que nous pouvions associer a certaines tresses des mots, des chemins de Dyck,
des arbres et des dissections. Compte tenu du grand nombre d’interprétations com-
binatoires des nombres de Catalan, il est probable que I’approche tressée apporte un

regard nouveau sur certains problemes.

Remarque 22. Pour « = -1, dans la représentation triviale, gt Kone zk e (";k ) Com-
binatoirement, cela correspond au nombre de manieres de sélectionner k objets non
consécutifs deux a deux parmis n objets rangés en cercle (pour n objets rangés en
ligne, il existe ("_,]z“) telles sélections). Cette observation a été utilisée par Kaplansky
pour démontrer une conjecture de Touchard sur le probleme des ménages, voir [58,

59, 94].

Remarque 23. Nous pouvons appliquer récursivement la relation (2.69) sur elle mé-
me pour trouver deux généralisations des formules de sommation supérieures (2.29)

et paralleles (2.30). Nous trouvons alors

l(ca()ot Dk+n — Zgl(ca)ﬂ(n;j;)lkuﬁk,n—j (2.72)

et
i = Z T B (2.73)
On définit le nombre de ballots B(m, j) = m+j (mfj ). Ces nombres apparaissent

dans le probléme éponyme qui consiste a évaluer la probabilité que, dans une élection



2.2. Analogues tressés 71

entre deux candidats A et B, A ait constament plus de voix que B lors du dépouille-
ment, voir [11, 5]. En substituant k = m — 1, n = m + 1 et « = 2 dans (2.73), nous

obtenons
Elf)lm+1 = Z 5(2)“" J Tm - (2.74)

qui est envoyée par la représentation tr1v1ale sur

m— m—1
(m + J) Z B(m, j). (2.75)
] j=0

Cette relation est exposée dans [8] par exemple. Nous pouvons alors considérer Sﬁi
comme un analogue tressé du nombre de ballot B(m, j).

Nous terminons ce chapitre par un tableau récapitulatif de quelques analogues

tressés utiles pour la suite.
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Deuxieme partie

Tressages d’espaces de tenseurs
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CHAPITRE

TRESSAGES D ESPACES DE TENSEURS

However beautiful the strategy,
you should occasionally look at the

results.

Winston Churchill

Nous sommes maintenant parés pour aborder le résultat principal de cette these.
Dans ce chapitre, nous formalisons la notion de tressage apercue dans le premier
chapitre. Nous définissons ensuite le probleme et lui donnons une solution dont nous
étudions quelques propriétés. Comme nous le verrons, cette solution est construite

a partir d’analogues tressés définis au chapitre précédent.

3.1 Tressages

Projeté sur le groupe symétrique, chaque membre de la relation (1.1) correspond
ala permutation (7, i+2) des éléments d’un ensemble {1, 2, ..., n}. Localement, elle
envoie le sous-ensemble {7, i+1, i+2} vers {i+2,i+1, i}, et (1.1) correspond a1 égalité
de deux réalisations de cette transformation en termes de transpositions d’éléments
voisins. Ainsi, on peut commencer par transposer les deux premiers, puis les deux

derniers, et a nouveau les deux premiers, ou bien commencer par les deux derniers,

75
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puis les deux premiers et enfin les deux derniers. L’équation (1.1) est le relevé a B,
de cette propriété qui est celle caractérisant un tressage.

Les tressages se formalisent aisément dans le langage des catégories [55, 56]. Soit
C une catégorie tensorielle (ou monoidale) stricte, c’est-a-dire une catégorie C munie
d’un foncteur ®: Cx C — C appelé produit tensoriel, et sans contrainte d’associativité.
Le fait d’étre strict n’est pas restrictif puisque toute catégorie tensorielle est équiva-
lente a une catégorie tensorielle stricte (voir par exemple [60]). Nous trivialisons
simplement les contraintes d’associativité pour raccourcir les notations, mais ce qui
suit peut étre prolongé aux catégories tensorielles avec contrainte d’associativité.

Notons 7:C x C - C x C le foncteur de renversement (flip) défini par (U, V) =
(V, U) pour tout couple d’objets U et V de C. Dés lors, une contrainte de commuta-
tivité 9 est un isomorphisme naturel ¥: ® - ®7, et donc un isomorphisme fonctoriel
v:U®V >VeU.

Une catégorie tressée est alors une catégorie tensorielle munie d’une telle con-
trainte de commutativité, appelée tressage, qui permet la commutativité des deux
hexagones du théoréme de cohérence de Mac Lane [64, 65]. Dans notre cas sans

contrainte d’associativité, ils se résument a des triangles :

v vew =1y ®@9uw)Ouyv®ly) et Jugrw=Ouw®ly)(1u @9y w), (3.1)

pour tous objects U, V et W de C. Cependant, le tressage hérite de la fonctorialité du
flip, c’est-a-dire que

(9@ f)uy =du v (f®9g) (3.2)

pour tous morphismes f: U - U'et g: V - V.
Plus particulierement, si on spécifie f = 9y, ,: UQV - V@Uetg=1y: W - W
dans (3.2), on retrouve directement, a ’aide de la seconde égalité de (3.1), une variante

étendue de I’équation de Yang-Baxter :

Ovwely) 1y @9yw)Ouv®lw) = 1w ®9yy)uw®ly)(1y®9yw). (3.3)

On obtiendrait bien stir un résultat similaire avec une prescription opposée pour f
et g, et la premiere égalité de (3.1). Nous remarquons qu’il existe deux maniéres de
réordonner un triplet U® V® Wen W ® V ® U al’aide de tressages et I’égalité (3.3)
reflete précisément cette équivalence. Elle correspond en effet a la commutativité du

diagramme suivant :
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U Ve W
Gt et
VoUW UsWeV
l(lv@SU’W) (SU’W®lv)l
VeWeU WelUeV
(% %)
WeVeU

De plus, ceci implique que I'isomorphisme naturel 9y y est une solution del’équa-
tion de Yang-Baxter pour tout objet V' d’une catégorie tressée. Si V est un espace
vectoriel de dimension finie, on appelle la paire (V, 9y v ) espace vectoriel tressé et
dans ce cas on note traditionnelement R = 9y 1 (voir la sous-section 1.1.7). Le propos
de ce chapitre est de construire un tressage de ’espace des tenseurs T (V) = @, V&,

satisfaisant (3.3) a partir d’une solution R de I’équation de Yang-Baxter.

3.1.1  Tressage pour un espace de tenseurs

Soit k un corps commutatif de caractéristique nulle, et V un k-espace vectoriel
tressé¢ de dimension N et de tressage R. Ce tressage induit une représentation du
groupe des tresses B, > Aut(V®") via g; — ﬁi,m = 13(1‘-1) ®R® 13("_H) ,ou R agit
sur les i-éme et i + 1-éme copies de V. Cette représentation est tacite dans toute la
suite de cette these.

Considérons maintenant I’espace de tenseurs T(V) = @, V. Nous désirons
en faire un espace tressé a 'aide du tressage R, c’est-a-dire trouver une R-matrice
R:T(V)® T(V) - T(V) ® T(V). Nous prolongeons la notation des indices des
R-matrices R a R, et nous cherchons donc un automorphisme de T(V) ® T(V) tel

que, dans T(V) @ T(V)® T(V),
Rj,R;5Rp, = Ry3RpRy5, (3.4)

ouR,; agit surles i-¢me et j-éme copies de T(V).Nousavons vu alasection 1.4 quela
famille {§, . }, x, y > 0 forme un tressage dans la catégorie des tresses. Nous pouvons
identifier les objets de cette catégorie avec les différentes puissances tensorielles de

V dans T(V), et ainsi la matrice R telle que R‘Vg,k@‘,@y,,k =Py 0 <k <nestun
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tressage de T(V'). On qualifie ce tressage de diagonal puisque dans ce cas

R‘V®k®v®n_k: V®k ® V®n—k N V®n—k ® V®k. (35)

Nous avons I'isomorphisme canonique V&' ® V& — V®(+k) Le résultat principal
de cette thése est la construction d’un tressage R de T(V') tel que, non trivialement,
R‘V®k®v®n—k: Vek g yenk @ Ve @ Vi, (3.6)

i+j=n
Etant donnée une base pour V, la restriction de R a Do Ve&k @ Ven-k est donc
une matrice carrée (n+ 1)N" x (n+1)N". Par ailleurs, nous avons T(V) @ T(V) ~
D, (B}, Ve ® Ver-Fk) et a n fixé, nous adoptons pour B}_, V& ® V®~k la base

lexicale inverse sur I’ordre des tenseurs
{V®n ® V®0 V®n—1 ® V®1 V®0 ® V®n}

Enraison del’ordre arbitraire des tenseurs que nous allons manipuler, I'utilisation
d’indices tensoriels est rapidement rédhibitoire. Nous adoptons donc la notation sui-
vante : 'élément x12-fe @ yi1j2jv € V®4® VP sera noté X, ylt‘;. Pour étre plus précis,
si nous dénotons par 1,2,. .., k les copies de V dans V&, nous noterons xg? un ten-
seur d’ordre b appartenant aux copies numérotées de 1 + a a a + b. Par convention,
Xgy € V@0 ~ k. Dans la restriction de R 4 V¢ ® V&, nous noterons {‘C‘ "} la sous-
matrice de taille N(¢+0) x N(a+b) agissant sur un élément de V® @ V®4+b=¢_ Avec ces

notations, nous pouvons écrire ’action correspondant a (3.6)

b+c L
. il...ib ]1]5 — b c HeetpJ1ee-Je hl...hk ll---lb+c—k
R‘v@’b@v@f ey kz_; {} 4 ®x
comme
b b+c .
. 1 bc 1
R‘V@’b@V@C'xb)yc) = kz: {k } yk)xb+c—k)‘ (3‘7)
=0

Cependant, il se trouve, a posteriori, qu'un tel tressage pour lequel & ordre constant
tous les éléments de matrice { ”;j J }, 0 < j, k < n sont non nuls n’existe pas. Nous
nous restreignons alors a un la quéte d’un tressage tel que { ”];j J } =0sik > j. Dans

un tel cas, (3.7) se réduit a

. th - c te—k
R‘V®b®v®f'xb)yc) = kZ { cfk } Ye-kyXp1k)- (3.8)
=0
Par exemple,

R| sgyer X3y 0s = {37 yoyxy + {17} ey + {32} o)
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3.1.2 Relation de tresse pour un espace de tenseurs

Pour étre un tressage, R doit satisfaire ’équation de Yang-Baxter, ou de maniere

équivalente R‘ doit satisfaire I’équation (3.3). Avec les notations que nous ve-

V®bgy ®c
nons de définir, nous sommes capables de réécrire cette relation sous forme matri-

cielle pour un espace de tenseurs.

Considérons trois tenseurs Xpy> yc> , et z“)’” L’équation (3.3) implique que les

deux manieres de réordonner le triplet x,, ny ;};”, al’aide des relations de commu-
tation (3.8), doivent coincider. Si nous appliquons la procédure qui commence par

permuter les deux derniers tenseurs (le membre de gauche de (3.3)), nous obtenons

d d- kl C+k1

b d—ki—k
Xp) Tb TM_ > 2 Z {d kld}T {d ki- kzd kl} c+bk+1]i2k3 C+kl}T C

k1=0 k=0 k3=0

Td k1 kz TC+d—k2—k3
X Za-ky—ky) Y crky—ks) Fb+ky+ks)

En appliquant la procédure qui commence par permuter les deux premiers tenseurs

(Ie membre de droite de (3.3)), nous obtenons alors

c d d-k ’
b _tb+c _ bk, d\te=ki ¢ -k} d-k,
Xu) ey Za) Z Z Z {c K| }{d—k; } d-K, K, }x
=0 k50 K
td—ky—K, tcrd—K,—k,
X Za-ky k)Y c—k! +k4) bkl +kS)

Bien entendu, ces deux expressions doivent étre égales. Nous réalisons alors le chan-

gement de variables de sommation i = ky+k, = ki +kj et ] = k;—k; = k}—k{. Cela per-

—i Tc+d i+l
pri-1y - Le€S

sommes sur i et [ étant alors les mémes des deux cotés, Nous réahsons I’égalité terme

met d’égaler les termes apparaissant devant un méme triplet z,, yc+l>

a terme pour i et . Nous obtenons alors comme forme matricielle de I’équation (3.3)

pour 'espace des tenseurs le systeme

Z {d kd}Tb{dbld k}{b+z k crk (1T

k=max(0,])

min(i,c+1)

= Z {c+?—k c }{Z:iillz atetl- k{ c+l k d-i+k , (3.9)
k=max(0,)

avec0<i<det-c<I<i.

3.2 Génese d’une solution

Dans cette section, nous commengons par approcher le systéme (3.9) pour de

petites valeurs, et nous constatons quelques propriétés.
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3.2.1 Remarques préliminaires

Avant d’aller plus loin, nous fixons des conventions. Le systéme (3.9) provient
du réordonnement de trois quantités tensorielles d’ordres respectifs b, ¢, et d, et des-
lors implique au plus des tenseurs appartenant a V®(+¢+d)_Soit n un nombre. Nous
choisissons alors de considérer le sous-systeme généré par (3.9) pour toutes les confi-
gurations pour lesquelles b+ ¢ +d = n et nous appellerons n I’ordre du sous-systeme.

Considérons maintenant le nombre d’équations générées pour un ordre donné.
Pour c et d fixés, nous obtenons, & partir des valeurs possiblesde i et I, (1 +d)(1 +

(n+2)*-(n+2)?
12

¢+ 3d) équations. Pour b + ¢ +d = n fixé, nous générons alors nouvelles

équations, mais introduisons seulement M nouvelles variables par rapport a
I'ordre n — 1. Le systeme est donc hautement surdéterminé.
Avec les notations que nous avons définies, le tressage diagonal de T'(V') agit sur

des vecteurs comme
1 1
XYy = ﬁl,lyl)xl)’
mais dans notre cas,
. 11 11 1 11
L 194 e {i'} YyXyy + {61} yoxy,

et nous imposons alors par cohérence avec le tressage diagonal

{%l}ocﬂl,l‘

Nous verrons dans la section suivante que cette prescription est tout-a-fait générale.
En raison de la forme des relations de commutation (3.8), nous sommes amenés a
considérer un tressage de T(V') comme une représentation de 1’algébre de groupe
kB... Le fait que cette algebre soit une algebre a division nous a alors permis de sim-

plifier certaines équations de (3.9) et ainsi conjecturer une solution.

3.2.2 FEtude du systéme aux petits ordres

Dans cette sous section, nous approchons le systeme aux petits ordres. Nous
avons porté en annexe 'integralité des équations du systéme jusqu’al’ordre 4.
3.2.2.1 Ordre 0

Le sous-systeme n’est constitué que d’une équation triviale {8 0 } {8 0 } {8 0 } =
{301{8°}{3°}. Nous sommes donc libres de fixer la valeur

{8°) =4
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3.2.2.2 Ordre 1

Il'y a, a cet ordre, six équations et trois nouvelles inconnues. Une d’elles dépend
de la valeur des deux autres qui restent sans contraintes. Les deux inconnues libres

sont {9 '} et {§°} et nous choisissons, pour simplifier a posteriori,
=2 =2
{11} =dp and {3°}=d’p,
L’inconnue restante ne I’est alors plus car le systeme impose que

{81}:‘1(1_‘172{60}{?1}). (3.10)

Nous cherchons ici une solution ou tous les éléments {’Z‘ 4 } apparaissant dans le
tressage (3.8) sont non nuls et nous ajoutons donc «ala main » la condition §* # p, p,.

Pour résumer nous avons jusque ici
{8 =0 {81} =40-dpip). (V') =pn {3°}=dp.

Nous pouvons d’ores et déja donner I’expression de { 0n } a tout ordre. En sub-

stituant b = ¢ = 0,d = n > 0eti =1 =1 dans (3.9), nous obtenons la relation

qu ngln}{ngl n—l}:{gn}{ngln}. (3-11)

Nous avons { § ! } = 4> p, et par induction {2 "'} commute avec { %, " }. L’équa-
tion (3.11) peut alors étre simplifiée des deux c6tés par le terme présupposé non nul

W2 ”} pour obtenir {2 ”} = 4p, U } et donc

{2 ”} =q""'pl. (3.12)

De la méme maniere, substituerb=d =i=0,c=n > 0et ] = -1 permet d’exprimer
{600 =a""pl. (3.13)

3.2.2.3 Ordre2

A partir de maintenant, nous ne considérons qu’un sous-ensemble d’équations
nécessaires a la définition des nouvelles variables. Nous faisons I’hypothése (qui sera
confirmée par la suite) que les équations omises n’apportent pas d’information sup-
plémentaire sur les inconnues.

Nous avons, a cet ordre, la relation importante

oy =y
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qui n’est autre que I’équation de Yang-Baxter. La prescription réalisée plus haut est
donc générale et dans kB3, nous choisissons de normaliser a posteriori le systéme
enposant {1} = 4’p,p, B, Les éléments {92} et {39} étant définis par (3.12) et

(3.13), il reste alors trois inconnues. A cet ordre, elle commutent toutes et I’équation

q3PTP¢(1 - qurpi){? 2}/31,1 + {8 2}{(1) 2} =q(1- qurpl){? 2}

peut étre simplifiée des deux cotés par {‘1’ 2 } pour obtenir

{8 2} =q(1- q'szpl)(l - 42P7P¢ﬁ1,1)-

Il reste alors deux inconnues, mais les équations restantes ne les définissent pas

individuellement. Elles définissent en revanche leur produit { ol }{ 92 } :

(092} = g'pip, (1= @pip) A= @pip )L+ i) (314)

Une étude exhaustive des petits ordres montre qu’il n’existe pas, ni a cet ordre, ni
aux suivants, de relation permettant de fixer une factorisation pour ce produit. Nous
sommes ainsi libres de choisir n’importe quelle expression compatible avec (3.14)

our {211 etq92L. Pour la suite, nous faisons le choix
p 0 1

{(IJI}:qui(l_quTPiﬁl,l) et {?2}:q2P¢(1+ﬁ1,1)(1_42P7P¢))

les autres possibilités étant étudiées dans la section 3.5.

3.2.2.4 Ordre3

A cet ordre, nous découvrons une structure initiée a ’ordre 2 et qui se perpétue
a tous les ordres : a I’aide d’éléments d’ordres inférieurs, nous pouvons exprimer la

plupart des inconnues, dans le cas présent,
{92} =d'ph (3%} =d"PpBo {31} =d'PiplB0s {30} =400
et
{i 2} = qspri(l + I,ll)ﬁl,l(l - QZPTIN 111 .

Il reste alors un ensemble de variables dont I’expression dépend d’un choix pour

la factorisation du produit

3UH93) = q°pipi (1= @Ppyp ) (1= @Ppyp Bro) (1 + B + Bay ).

Comme a I'ordre précédent, il n’y a pas de relations supplémentaires ni a cet ordre,

ni aux suivants, pour fixer une factorisation. Nous choisissons alors

{3} =@’pl(1-pip,Bra) et {93} =@pi(1+ B+ Br)(1—d7pipy).
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Une fois ce choix fait, nous pouvons exprimer les trois inconnues restantes dont

I'expression dépend des valeurs individuelles de { 21 } et { 93 } :

{(1) 2} = q2P¢(1 - quTpl/jl,l)(l - q2P¢P¢/31,2)>
{(1) 3} = qur(l + B+ Brp)(1 - q'szpl)(l - QZPTPlﬂI}l),

et

{8 3} =4(1=4°p,p) (1= 4°pypy i) (1 = 4°prpyBrs)-
Le fait que { 92 } ait pu étre exprimé directement a I’ordre 2 vient de la commutativité
de B,. Cette propriété disparait a partir de ’ordre 3. Nous verrons toutefois dans
la section 3.5 que cet élément n’est pas sensible au choix de factorisation, mais sa
détermination a ’aide des équations (3.9) exige la connaissance explicite d’éléments

qui en dépendent.

3.2.2.5 Ordres supérieurs

A Tordre 4, presque toutes les inconnues sont déterminées a partir d’éléments
d’ordres inférieurs. Toutefois, I'expression des éléments {31}, {32}, {4}, {84},
{94},{9%} et {3*} dépend a nouveau d’un choix de factorisation pour le produit
{31}{9*} dont la valeur est parfaitement déterminée a partir d’élément d’ordres
inférieurs.

Comme nous I’avons déja mentionné, le systeme (3.9) est trés largement surdé-
terminé. Aux petits ordres, nous avons réussi a trouver une solution, et nous avons
observé qu’une grande partie des équations générées était redondante. Nous faisons
donc’hypothese qu'une solution existe et que la structure préssentie aux petits ordres
se propage pour tout n. Nous avons alors extrait de (3.9) un sous-systéme minimal
qui, par hypothese, fournit toute 'information encodée dans (3.9) et suffit donc a
déterminer une solution a tout ordre. Comme nous I’avons remarqusé, il existe deux
types d’équations : celles définissant univoquement les nouveaux éléments a I’aide
d’éléments d’ordres inférieurs (les éléments entourés de la figure 3.2), et celles expri-
mant des relations entre éléments du méme ordre (les éléments de la figure 3.2 liés
par des fleches) et qui permet leur détermination explicite dés lors qu’un choix de
factorisation est effectué pour 'expression du produit { not }{ W2 } (voir section

3.5). Ce dernier cas concerne a I’ordre n ’ensemble

An={{ma {2 b ol b L b o ({8 1

Le sous-systéme sus-mentionné est alors séparé en deux parties. La premiere est

composée de trois équations formelles différentes et permet de définir explicitement
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FIGURE 3.1: Les éléments de matrice non-nuls du tressage recherché dans la base
lexicale inverse ordre par ordre et leur détermination : les éléments avec hachures
obliques simples sont les parametres libres de la solution, ceux avec hachures croi-
sées obliques sont des éléments dont on ne connait que I’expression de leur produit,
ceux entourés d’un trait pointillé dépendent d’un choix de factorisation du produit
des éléments croisés obliques du méme ordre, et les éléments restant sont détermi-
nées univoquement a partir d’éléments du méme ordre ou d’ordres inférieurs.

le premier groupe d’inconnues, celles entourées dans la figure 3.2 :

{n X n-wi }Twl{n 2,)1 n-wy -1 }{ail I}Tn—l—wl _
1-1 -1
{9 o e e Hd T ) (Bas)

{ 1 lwz—l}T”*“&{n Wy Wy— 1}{11 w2 1}Tw2 1
w2—
— {n—owz 1 }{ n;)t;)i;-l wy—1 }{ o) wy—1 }’ (3.16)

f: { nfa?g,—k e }Tw3{ n—a()?—m n-ws3—k }{ w3+¢6)4_k k }Tn—w3—w4 _
k=0
= {(US 0 } { n— (US w4 n—-ws3 }{ n—wgfwzl n—w3—wyg }’ (3.17)
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avec0<w;<n—-2,1<w; <2, 1<ws<n-2etl <wy<n—-ws—1.
La seconde partie est aussi séparée en trois équations formelles qui lient les in-
connues restantes a I’ordre 7 :

; { wso—k ws }Tn—ws{ n—Ows ws—k }{ nak k} — q{ nfows 0 }{ n—ows ws }’ (3.18)
-0

> HE ) - D L HE YT ) 6w
= =0
kZ:(:) { ngk " }{ "—Ows nok }{ wsoik : }T”ﬂ"ﬁ = q{ ”*Owé " }{ n—ow(, e }’ (3-20)

avec 2 < ws < n—1et2 < ws < n (les plages ne sont pas symétriques puisque le
cas ws = n meéne a la méme équation que wg = n). Ce sous-systéme n’est bien str
ni unique ni canonique. Il semble toutefois donner les équations les plus simples. A

’aide de ce dernier, nous sommes parvenus a conjecturer une solution a tout ordre.

3.3 Twist

Nous venons de voir qu’une solution au systeme (3.9) semble exister. Supposons
donc que nous ayons un tressage R: T(V)®2 — T(V)®2 et F un autre tressage, inver-
sible, de T(V') tel que

R, Fp3F, = FFpRy; et Ry FpFy = FhFpRyy, (3.21)
alors
FpF ) Fy - R RysRy, = FoFpsFy - RysRpp Ry, (3.22)

mais le membre de gauche de cette équation est égal a

FysFoFps - RpRysR ), = By Ry FioFysRysR
= F)3Ry3F FysFpFysRyR
= F23R23F531F12F23F12R23R12
= B3Ry Fos F,R Py F R
= FpsRy3Fp Fp R F B FosFR
= F23R23F£31F12R12F1_21 Fy s FoFsRy,
= B3Ry Fos F, R, F Fys Ry B - FysFpy Fyg

et le membre de droite de (3.22) est obtenu par la substitution des indices 12 < 23.

Nous en déduisons que si R et F sont deux solutions de I’équation de Yang-Baxter
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(3.20) (3.20) (3.20) (3.20) (3.20)

e

{671} {i"} {37}

6" {172} {372}

(3.17)

FIGURE 3.2: L’ensemble des éléments apparaissant a ’ordre # ainsi que les équations
qui permettent leur détermination.

satisfaisant (3.21), alors FRF~! est aussi une solution de I’équation de Yang-Baxter,
appelée twist de la solution R par F. Nous allons, grace a cette procédure, absorber
un degré de liberté du tressage tensoriel, plus précisément fusionner les dépendances
en p, eten p, en une seule.

Considérons donc un twist diagonal F tel que

. b
F:x, 1 = e Poc ¥ x05s

ou yp, € ket P, . est’opérateur de flip V& ® V& — V& ® V8, Cet opérateur satis-

fait naturellement I’équation de Yang-Baxter. Pour qu’il soit un twist, F soit satisfaire
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les équations (3.21) qui se traduisent respectivement sur ses éléments de matrice F,

comme

c
2(:){ }Fb+c 9.d gdzd)yg x;iz—gg ZF b,d 9 } Zd)yg x;iz—gg)
g=

et

d ' C
Z{ d} E, th c+d—h?h) )’c+d ny*p THd ZFch;TJCd{h d}zh yc+d h)x;§+d

soit, aprés quasi-commutation des éléments de R avec les flips,

Ubic-gdlgd = Poabed» 0<g<c, (3.23)

et
UbhPbcrd—h = Wbclbd, 0<h<d. (3.24)

En posant b = 0, ¢ = x + 1 et g = 1 dans (3.23), nous trouvons py g41,4 = Po,dlx+1,d
soit

b = Wty Y, (3.25)

etenposantc =0,d = y +1et h =1dans (3.24), pp,1tp,y = th,0 b, y+1 SOit

oy = Wty . (3.26)

En substituant (3.25) dans (3.26), nous obtenons finalement

1 1
wiluly Do

By = L~
us

avec les paramétres libres poo, f11, to1 et pio. Lors du twist R — (FRF™'),; (la per-
mutation finale sert a rétablir la triangularité originale), les éléments de matrice de

R sont affectés de telle sorte que

() > wppizdy o {27} = p6907 (jj—) (Y )
1

H11 Moo

oupu = . En particulier, nous avons
Hio Mol

I R B CR Bl O 328
Mot Ko

et nous pouvons profiter de la liberté sur p; et 1o pour avoir, apres twist, {‘1’ ! } =

T, 1. . . . P
0}. L’égalité est réalisée si p3, = % u3,. Nous faisons le choix p = \/; Hor et
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p = 1. Définissons q = q'*lm . Nous multiplions alors le twist de la solution
par gq!. Ce faisant, nous considérons alors la solution q*ZW (FRF '), en
notant g la valeur de {8 0 } Cette solution est celle que nous aurions obtenue en
posant {3°} =g, {91} = {{°} = > et {1'} = ¢°B,, (Cest-a-dire en posant
P, = p, = 1 dansla sous-section 3.2), mais nous venons de voir qu’elle est équivalente,
a un twist pres, a la solution esquissée dans la sous-section précédente, et nous nous

plagons donc dans ce cas de figuire par la suite.

3.4 Solution

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire une solution pour le systéme (3.9) :
VK] Ve . - 2 ] 7
Proposition 24. Définissons “I1, = *T1(q?*),, alors les éléments

{3Zc y} _ q(1+x+z) It ~"H}Z,Z (3.29)

z,y-z Fzx

avec q> # 1 et 0 < z < y sont non-nuls et forment une solution dans kB, de (3.9).

Démonstration. Notons tout d’abord que puisque g=2 # 1, I, = (1 — g?) # 0. Cette
restriction sur les valeurs possibles de g assure qu'un symbole de Pochhammer tressé
n’annule pas I’expression présentée. La restriction sur z implique quant a elle que les
battages sont non-nuls. Puisque le groupe des tresses est libre de torsion et que les
éléments définis par (3.29) sont des polyndémes en les générateurs de B, ils sont
non-nuls.

La preuve consiste alors simplement a injecter I’Ansatz (3.29) dans le systeme
(3.9) pour vérifier sa validité. Puisque les termes générés sont assez longs, nous trai-
terons, par commodité, chaque coté du systéme de maniére séparée. Ainsi, nous no-
terons respectivement (3.9L) et (3.9R) les cotés gauche et droit du systéme (3.9) dans
lequel on a injecté I’ Ansatz (3.29), et nous devons donc vérifier que (3.9L) = (3.9R).
Plus précisement, nous avons

i

(3.9L) — Z q(1+c+d—k)+(1+b+d—i)+(1+b+(i—k)+c+l) %

k=max(0,l)
(qL)
te+b ptb  crptb+d—k  1ryth byytd-i
x Wy Py - Ty Ly By - TS X
to+d—k ptd—i b+i—kyyterd—(i-1)
X I3y B ok I, » (3.30)
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et

min(i,c+1)

(3.9R) — Z q(1+b+c—(k—l))+(1+b+(k—l)+d—(i—k))+(1+c—(k—l)+d—i) %
k=max(0,])

(qR)

b byyte-(k=1) b+ te-(k-=1)
x mc—(k—l),k—z/’)c—(k—l),b S : md—(i—k),i—kﬁd—(i—k),b+(k—l) X

b+k—1yte+d=(i-1) te—(k-1) —(k-=1 td—-i
x 7L gLl P ﬁd—i,c—(k—l)‘c( )Hk . (3.31)

Nous allons maintenant procéder a de nombreux réarrangements. Notons tout
d’abord que le second symbole de Pochhammer de (3.9L) peut étre déplacé et réécrit

a gauche du dernier symbole de Pochhammer. Ce faisant, il commute a distance avec

tous les termes qu’il rencontre sauf ﬁliz_;+ (i_k) AVec lequel il quasi-commute en vertu
de (2.62) :
byytd—i ptd—i _ ptd-i byte+d—(i-1)
Hifk /3c+l,b+(i—k) - /3c+l,b+(i—k) Hifk :

Par définition méme, ce symbole peut étre fusionné avec le suivant :

bHT.c;d—(i—l) _bﬂ;knzcﬁ}d—(i—l) _ bHT.C_;d_(i_l).
i— - i—

Le méme phénomene se produit avec les premiers et seconds symboles de Pochham-
mer de (3.9R) et méne au méme symbole fusionné, indépendant de I'indice de som-
mation k. De plus, ce nouveau symbole de Pochhammer qui apparait a la position
du second commute a distance avec tous les termes a sa droite et peut étre réécrit a la
méme position que dans le membre de gauche. Puisque ces symboles ne dépendent
pas de I'indice de sommation et que 'identité sied dans une algebre a division, on
peut simplifier de ce symbole (3.9L) et (3.9R) a droite. Nous renommons ces deux
membres simplifiés (3.9L)’ et (3.9R)’.
Dans (3.9L)" on réalise les factorisations suivantes :
ik = PLlicPilie et Blieion = BrGioBlins

Notons que le symbole de Pochhammer restant commute a distance avec tous les
termes a droite jusqu’a la gauche du dernier battage. Ainsi, en utilisant (2.32), on
peut facilement vérifier que les termes de (3.9L)’ compris entre le mondme en g et

ce symbole de Pochhammer sont

te+b pthb tb+d—iyyrth _ te+b tc+b b tb+d—i
I‘dek,k dfi,cﬂ(ifk),cmdfi,ifk d—-i,b H‘Id—k,kmdfi,ifk d—i,cﬁd*i,bﬂ(ifk),c’

Les deux battages se factorisent de maniere différente a I’aide de (2.31) :

tc+b te+b _ tc+b _ tc+b te+b+d—i
IHd—k,kIHd—i,i—k - IHd—z’,i—k,k - IHd—i,iHIi—k,k >
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et on obtient

i

b b+d—i gtb+d—i

(3.9L)" = Z( )(qL)'m;t;ﬂd—i,bﬁ—c'mlcz,; : }ijk),éx
k=max(0,]

crytb+d-k to+d—k ptb+d—i rd—i
x .]‘Hc+l,k—lﬁc+l,i—k'ﬁc+l,b (3.32)

Le traitement de (3.9R)’ demande un peu plus de travail. Les termes entre le

premier battage et le dernier symbole de Pochhammer sont, en vertu de (2.32) et

(2.31),

th+c te—(k-1) te—(k-1) _
ﬂc—(k—l),bmdj(i—k),i—k 'ﬁd—(i—k),m(k—l)md—i,k ﬂd—i,c—(k—z) -
_ 1111b te—(k=1)
_I‘dezt,ck,ifkﬁcf(kfl),bﬁd—(i_k))b.;.(k—l)ﬁdfi,cf(k—l)’ (3-33)

mais, concordement a (1.23) et (1.20),

te—(k-1) _ ptbte—(k=1) pte—(k=1) ptb+c+d—(i+k-1) pte+d—(i+k-1)
ﬁd—(i—k),b+(k—l) _ﬁd—i,(k—l) Bacip  Brx-i By (3.34)

et ainsi

te=(k=1) _
/';C*(k*l),bﬁd—(i—k),b+(k—l)ﬁd—i,c—(k—l) =
(3.34) th+c—(k=1) ptc—(k=1) ptb+c+d—(i+k-1) ptc+d—(i+k-1)
= ﬁc—(k—l),b I:ﬁd—i,k—l Baiv  Brx By ]ﬂd—i,c—(k—l)

(117)(117) [ H1b+c—(k-1) te—(k-1) to+c+d—(i+k=1) pte+d—(i+k-1)
= d—i k-1 ﬂc—(k—l),b d-ib ﬂd—i,c—(k—l)/jk,kfl ﬂk,b

(4.12) Htb+c—(k=1) [ p1b rd—i to+c+d—(i+k-1) pte+d—(i+k-1)
= Pd-ik-1 ﬁd—i,c—(k—l)ﬁd*i,bﬁc—(k—l),b Brxi B
(1:23)(117) [ p1b to+c+d—(i+k=1) ptd—i te+d—(i+k-1)

- [ dfi,c]/jd—i,b [ﬁk,kfl /gcf(kfl),b k.b

(1.23)(1.20) to+ct+d—(i+k-1) rd—i
- [ﬁd—i,bﬂ:] Bri-n) [ﬂc+l,b:| :
Remarquons que I'on peut utiliser (2.62) pour faire quasi-commuter le dernier fac-
teur de cette expression avec le symbole de Pochhammer qui lui succéde dans (3.9R)’.
Pour finir, nous pouvons factoriser le multi-battage de (3.33) comme

tb+c _ tb+c tb+c+d—i
I‘Hd—i,k,i—k - I‘Hd—i,imk,i—k

et ainsi réécrire (3.9R)’ sous la forme

min{c+!) 1b+ tb+d—i th+ctd—i
l4 Cc -1 Cc -1
(3.9R) :k Z( l)(qR)'Hld_i,iﬁd—i,bﬂ.mc—(k—l),k—lmk,i—k x
=max/(0,

to+c+d—(i+k=1)  c—(k-1 to+d—i td—i
XBrieny - CEDIEE I (3.35)
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Il est alors immédiat de constater que les deux premiers termes suivant le mondéme
en g dans (3.32) et (3.35), tout comme les derniers, sont les méme et ne dépendent pas
de I'indice de sommation k. Comme précédemment, on réalise la simplification par
ces trois termes. Nous remarquons alors que les termes restant alors dans les deux ex-
pressions sont tous décalés d’au moins (b +d — i) positions. La relation (3.32) = (3.35)
reste vraie si on la rameéne en premiere position. On réalise donc la simplification par
les trois éléments énoncée, puis le décalage en premiere position afin de simplifier la
notation, et nous renommons le résultat (3.9L)" et (3.9R)".

I est maintenant temps de développer les symboles de Pochhammer tressés a

’aide du théoréme binomial (2.63). Celui de (3.9L)” donne

k
crrti-k) te+(i—k) pt(i—k) 5 t(i— k)
I, —;(_1)1612] 0L, /3 A;

et on incorpore le mondme en g dans (gL) pour obtenir

(qL)/ — q3+2(b+c+d)—2k+l+2j'
De lautre coté, le symbole de Pochhammer restant dans (3.9R)" est

k=1 te—(k-1)
<0, = Z( DY g IS B ey Ao

et rajouter le monome en g dans (gR) donne ici
(qR)’ — q3+2(b+c+d)—2i+l+2j. (3.36)

Nous allons maintenant réarranger les éléments générés par le developpement des
symboles de Pochhammer dans leurs membres respectif. Avant cela, nous remar-
quons que tous les battages en jeu sont non-nuls exactement a I'intérieur des plages
de sommation. Nous allons donc, pour alléger la notation, omettre les bornes des in-
dices de sommation et laisser les battages maintenir cette information et commander
ces sommes. Concernant (3.9L)”, nous avons

_ ' 1 tex(i-k) 1(i-k) ATG-K) | pypiCiok
(3.9L)" = kz:(_l)](qL),']‘Hifk,kﬁi—k,cmjfktj BOANT O B
»]

(3-37)

Puisque le second battage commute a distance avec les éléments qui le précede, nous

pouvons, a I’aide de (2.31), factoriser

e te+(i=k) _ qyyte _17te te
]‘Hz kk]‘Hj,k—j ]‘Hz k,j.k—j IH]—H k,k— ]Hli—k,j'
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De plus, nous avons, en vertu de (1.20),

t(i-k) _
ﬁifk,cﬁj,cl - ﬁjﬂ‘fk,c‘

Le nouveau deuxiéme battage quasi-commute avec cet élément, concordement a

(2.32) et nous pouvons alors réécrire
: 1=k 1y G-0)
(3.9L)" = Z(_l)](qL), : I‘H}Jcrifk,k—j/jjﬂ—k,cmi—k,jAj(l )]‘Hc:l,kfl cibiok- (3:38)
k.j

Par commodité pour la suite, on réalise le changement de variables de sommation
j=j'—i+ketk=i-k' etnousnotons (gqL)"” I'image de (qL)’ sous ce changement.
Alors

g K K
(391)" = 3 (1) ¥ (qL)" T}y Mgy o ML, B (339)
kl)jl
De l'autre c6té, nous avons
_ : te  gle=(kD) qppte=(k-1)
(3-9R)"_;(_I)J(QR),'mcf(k—l),k—lmkfi—k bkt By ey B (3-40)
J

Comme précédemment, nous déplagons le troisieme battage a droite du second en

le faisant quasi-commuter a gauche en vertu de (2.32), et alors

tc tc _ tc _ tc Te+j
M G = e = O GG

Notons par ailleurs que
te—(k-1) (120) [ pte=(k=1) pte—(k—=j-1)
B Bieiey BT BGET  Breeny
(1.17) pte—(k-1) te—(k—j-1)
= Pk [ﬂj,(c—(k—l))/jkfj,kfl ] (3.41)
(1.23) te—(k-j-1)
- [ﬁj,C]ﬁk—j,k—l :
Ainsi, nous pouvons réécrire

_ j e tj tetj  gte=(k=j-1)
(3-9R)” - ;(_1)J(qR),mj,i—jﬁj,cmci(k,l)’k,lH-Ikc,j{i,kﬂ(]i,j)’(';{,l)Aj- (342)
)]

Nous avons vu dans (3.36) que le monome en g ne dépend pas de I'indice de som-
mation k. Nous pouvons alors réaliser la somme sur kK comme une convolution de

Vandermonde et réécrire a ’aide de (2.67)

1j Te+j te=(k=j-1) _ yyyti
g mc—(k—l),k—lmk—j,i—kﬁk—j,k—l =My (3.43)
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soit, en quasi-commutant et en fusionnant a I’aide de (1.23),
_ j 1 1j
(3.9R)" = Z(_I)J(QR), ' Hlj,ci—jﬁj,cAj]‘Hcil—j,i—l’ (3.44)
j

L’égalité entre (3.39) et (3.44) peut étre considérée comme une égalité entre des
polynomes en g a coefficients dans kB?,, et doit donc étre réalisée a puissance de g
identique. Le changement de variables effectué plus haut pour obtenir (3.39) implique
alors que I’égalité doit étre réalisée pour chaque j' = j, et nous nous sommes donc

ramenés a vérifier que
k tk 111tk _ 1J
>(-1) I A Sy Beare = AL (3.45)
k

En vertu de la proposition 16, cette relation est vraie, et ainsi (3.29) est bien une solu-
tion de (3.9). O

3.5 Unicité de la solution

Nous allons maintenant discuter de I'unicité de la solution (3.29). Nous avons
trouvé cette solution en resolvant les petits ordres du systeme (3.9) et en conjectu-
rant une forme générale qui est, comme nous venons de le voir, bel et bien un tres-
sage. Aux petits ordres, nous avons fait trois observations : la premiére est que les
équations générées a I'ordre n n’apportent pas de nouvelle information sur les va-
riables d’ordres strictement plus petits. Cela a permis de résoudre le systeme ordres
par ordres, avec 'espoir qu’aucune information contradictoire (ou supplémentaire
et compatible, cf. infra) n’apparaisse aux ordres suivants. Le fait que (3.29) soit bien
un tressage confirme cette hypothese.

La seconde observation concerne les degrés de liberté d une solution. Nous avions
quatre variables possédant des degrés de liberté, précisément {30}, {91}, {1} et
{ 11 } . Cette derniére doit satisfaire I’équation de Yang-Baxter, et nous sommes libres
de choisir toute solution inversible. Nous imposons que tous les éléments de matrice
générés soient non nuls, et cela implique une relation supplémentaire sur les trois élé-
ments restants (voir la définition (3.10) de I’élémént {8 1 }). Cependant, nous avons
absorbé la dépendance de la solution en {(1’ ! } et {(1) 0} a l'aide d’un twist et d’un
redimensionnement (cf. section 3.3) et la non nullité de {8 ! } est alors simplement
équivalente a { § }2 # 1.

La troisiéme observation concerne le dernier degré de liberté du systeme. Nous

avons remarqué qu’a I’ordre n, presque toutes les inconnues étaient définies a I’aide
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de variables d’ordres inférieurs. Seul I’ensemble

VO B HEPR CA S SR PR S P PR S A S SR AR

requiert une attention particuliére. Le systeme (3.9) fournit des relations liant les in-
connues des sous-ensembles présentés de 4, et définir un élément dans chaque sous
ensemble permet de définir la totalité du sous-ensemble. L’élément { on } est a part
car il peut aussi bien appartenir au premier sous-ensemble qu’au second. Le systéme
fournit aussi une expression faite d’éléments d’ordres inférieurs ou déja définis pour
le produit { notl }{ 2 }, mais n’indique aucune prescription particuliére pour sa
factorisation. Ainsi, la valeur prise par le sous-ensemble A4, dépend d’un choix pour
la factorisation du produit { mot }{ W2 } C’est le dernier degré de liberté restant

pour la solution et il se présente a tout ordre strictement supérieur a un.

3.5.1 Changement de variables

A Tordre 2, les éléments { 20 } et { ot } commutent (ils appartiennent a kBj qui
est abélienne) et nous reportons la discussion sur cette propriété a la sous-section
suivante. Ormis ce fait, rien (excepté la polynomialité de la solution) ne nous em-
péche de choisir {% 0} = 1 et d’assigner le reste du produit (voir (3.14)) a {(1) 1}.
Puisque les variables a I’ordre 3 sont définies a ’aide de variables d’ordre 2 (et moins).
Ainsi, ce choix particulier aura un effet sur les éléments d’ordre 3 et supérieurs. De
plus, a ordre 3, nous avons aussi une liberté pour factoriser le produit { 21 }{ 93 }
dont 'expression est par ailleurs dépendante du choix effectué a ’ordre précédent.
Cela semble mener a une infinité de solutions, mais nous allons voir qu’elles corres-

pondent simplement a ’expression de (3.29) dans des bases différentes.

Proposition 25. Soit un ensemble d’éléments inversibles {W (k) € kBy};_,. Si les élé-
ments de matrice {’; 4 }, x + y < n sont une solution du systéme (3.9) jusqu’a I'ordre
n, alors

{27} =WEWO)™ {27 W(2) " W(x +y - 2) 7',

ou x + y < n est aussi une solution de (3.9).

Démonstration. Notons tout d’abord que W(n)W(m)" = W(m)"W(n), puisque
le plus grand indice des générateurs de W(n) est au plus n — 1 et le plus petit de
W (m)! au moins n+1. Cette remarque est aussi vraie pour les inverses. La preuve est
alors directe et consiste a remplacer { pg } par { pg }’ dans (3.9). Les nouveaux termes

W qui dépendent des indices de sommation k se simplifient directement grace a la
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commutation a distance susmentionnée. Ceux qui restent peuvent étre extraits des

sommes et sont les mémes de chaque cotés de I’équation. O

Proposition 26. Définissons un ensemble d’éléments inversibles {W (k) € kBy } ., tels
que W (k) = 1sik < n. Alors, le changement de variables de la proposition (25) coincide
avec la solution alternative de (3.9) oti I'on choisit une prescription différente de (3.29)
pour la factorisation du produit { notl }{ 2" }

Démonstration. Nous dénoterons par une apostrophe la solution obtenue de (3.29)
par un changement de variables et par une étoile celle obtenue pour une assignation
différente pour { "3 '} et {,2, " }.

Puisque W (k) =1 si k < n, toutes les variables d’ordre strictement inférieur a n
ne sont pas affectées par le changement de variables.

AT ordre n, les seuls éléments qui dépendent de I’assignation de { mot } et { " }
forment I’ensemble A, évoqué plus haut. Du point de vue du changement de va-
riables, les seuls éléments {§ nx } modifiés sont ceux pour lesquels x = 0 ou x = n
ouz = 0ouz = n Cependant, x = n = z = 0 puisque z < n — x, et alors
{mo }, = W(n){#°}W(n)"' mais {}°} commute avec W(n) et n’est donc pas
modifié. Similairement, z = n = x = 0 et {2 ”} n’est pas modifié. Il ne reste ainsi
que les éléments pour lesquels (x = 0 et z # n) ou (z = 0 et x # n), c’est-a-dire
précisément I’ensemble 4,,.

Il est clair que le changement de variables correspond au choix alternatif pour
{"s' 1} et {,% "} puisque

e R R
= {7t W W (&) = (s L
mais nous devons nous assurer que cette propriété se propage correctement aux

autres éléments, a commencer par ’ensemble A4,,.

-_— * 2K
Pour définir les éléments {” 0 “’5} ,2 < ws < n -1, nous utilisons les rela-

tions (3.18). Nous les réécrivons pour collecter tous les { s }* dans le membre

de droite :
ws -1 W5 [ 10 wem ne *
k; {wso—kws}T { o k}{ okk} =
=({mam o (a- L8y ) - e ) (o) Gao)

Notons que les inconnues du n-iéme ordre apparaissent seulement aux positions les

plus a droite des deux cotés (les termes diagonaux sont déja définis, qui plus est in-
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changés). Pour ws = 2,

(702 Y = (07 = B7)) - o) )

(3.47)

Exprimer { nt }* comme { mot }/ dans le membre de gauche méne simplement a
une multiplication & droite par W(#n)~! du membre de gauche avec la solution (3.29).
Puisque I'égalité sied dans une algébre a division, il n’y a alors pas d’ambiguité a
définir {22 }* = {"22W(n)t = {22 }/. Puisque toutes les inconnues res-
tantes de la forme {”’0“’3 w5 }*, 3 < wi < n -1 sont définies inductivement a par-
tir de cette relation impliquant des éléments {”‘0“’5 s }*, ws < wf, nous déduisons
{rm e} = s ey W(n) = {7 ) 2 < ws <n- 1.

La méme méthode peut étre appliquée avec les relations (3.20) et une multipli-
cation a gauche par W(n) pour obtenir {5, " }* = W) {5 "} = {n%" },,
2 < wg < n -1 (notons que wg = n implique aussi une multiplication a droite par
W (n)~!, comme dans le cas précédent). Ainsi, a 'ordre n, 'ensemble 4, est modifié
concordement a la proposition, et la solution alternative coincide avec un change-
ment de variables.

Aux ordres suivants, les termes diagonaux demeurent inchangés. En effet, les

composants des W satisfont a la fois (1.26) et (1.24) et ainsi,

W(m)W(p)" {5 P YW (p) " W(m) ™ 1P=W(m)W(m) " { 5 " }W(p)W(p)"'={7} "}

et la solution alternative coincide avec le changement de variables pour les termes
diagonaux, a tout ordre.
ATordre n+1, nous réécrivons (3.17) pour collecter les termes d’ordre n+ 1 dans

le membre de droite :

w4

Sl n+17w3}*w3{ w3 n+1—w37k}*{w3+w4—kk}*T”+1_“’3_“’4_
n+l-ws;—k n+l-w3—wy 0 -

k=1

_ w3 0 0 n+l-w3—wg | _ [ w3+ws 0 0 n+l-ws x
- 0 n+l-w3—wyq 0 n+l-ws

% {n+lfa(i)33*w4 ”+1_“’3} > (348)

avec 1 < w3 <m-1letl < wy < n— w;. Nous avons déja vu que jusqu’a 'ordre
n, la solution alternative coincidait avec un changement de variables. Puisque tous
les éléments du membre de gauche de cette équation sont au plus d’ordre n, nous
pouvons décrire I’effet d’un choix différent de factorisation al’aide d’un changement

de variables. En vertu de commutations a distance et d’annulations, nous trouvons
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alors que chaque sommand est multiplié a gauche par W(w;)W(n + 1 — w;)1%s et
a droite par W(n + 1 — w3 — wy) "W (w3 + wy)1r+1-@3=@s tous deux indépendants
de I'indice de sommation. Dans le membre de droite, le premier facteur est composé
d’un terme diagonal (qui plus est scalaire) qui n’est pas affecté par un différent choix
de factorisation. Le seul terme restant est alors { el g, e } qui est, pour un
autre choix de factorisation, multiplié des deux cotés par les mémes éléments que le
membre de gauche, comme prédit par un changement de variables.

Pour pouvoir étendre cette propriété aux ordre supérieurs, nous devons finale-
ment vérifier que 'ensemble 4,,; est modifié de la méme maniére par un choix
différent de factorisation et par un changement de variables. La relation (3.19) donne

pour le produit {5} {9 "1}’

alg F (o = e o -G DL T e

Dans le membre de droite de cette relation, le dernier terme est celui de (3.29) multi-
plié a gauche par W(n) et a droite par W(n)~1. Le premier terme, bien qu’inchangé,

est multiplié des deux cotés de la méme manieére. Ainsi,

{a ) {om 1y =w(m) {a  H{om fw(n)™,

ce qui est compatible avec le changement de variables susmentioné. Bien stir, nous
rencontrons un nouveau degré de liberté, mais la fin de cette preuve assurera que tout
nouveau choix de factorisation pourra étre construit comme un autre changement
de variables commengant a ’ordre n + 1.

Maintenant, a ’ordre n, nous définissons {”“0’ ws W5 }*, 2 < ws < n alaide des

relations (3.18)

ws—1
Z {wsoik ws }*TﬂJrl*ws{ n+1(;w5 ws—k }*{ n+(1)7k k }* _
k=1
_ ({n+1()—w5 0} (q _ {8 ws }*T"+1_w5) _ {ngl 0}{“())5 ws }){n+10—w5 ws }*. (3.49)

Si ws = 2,

tn-1, _ * * _ tn-1 _ *

(Y Y = (05 (a- 871) - (8 (st
Nous savons déja comment le membre de gauche est transformé pour la solution al-
ternative : il est multiplié & droite par W(n+1)~! (la présence d’un terme supplémen-

taire de ce cOté n’y change rien). Ainsi, la propriété observée a I'ordre n se perpetue

a Pordre suivant, au moins pour ws = n — 1. Pour ws = #, le membre de gauche est
5
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en plus multiplié a gauche par W(n)'". En multipliant concordement le membre de
droite, et en insérant W(n) "W (n)' apres le facteur entre parenthéses, nous abou-
tissons & la méme conclusion : { "*1;«s s }* = {mles s bW (n+1) 7t = {mrlies s },,
2< ws < n.

Comme précédement, cette procédure peut étre menée avec les relations (3.20)
pour obtenir { .., "' }* =W(n+D){ 0 "} = { e ™! }’, 2 < we < n, (et
comme avant, wg = 7 + 1 méne a une multiplication supplémentaire et compatible a
droite par W(n + 1)71), ce qui finit de montrer que la solution alternative a 'ordre
n + 1 coincide avec le changement de variables présenté. Des lors, la résolution des
équations (3.48) a 'ordre n + 1 construit une relation de récurrence qui propage le

choix de factorisation aux ordres successifs comme un changement de variables. [

Corollaire 27. Soit F(k,n) = [15_, { %" 1} et G(k,n) =15, {0, “ }_1, avecn > 2
et {’Z“ y} définis par la solution (3.29). Alors en vertu de (25), le changement de va-
riables pour lequel W (k) = F(k, n) correspond a la solution oi {”52 1}’ = {”52 ! } et
{”51 ! }/ = 1. Similairement, le changement de variables pour lequel W (k) = G(k, n)

correspond a la solution pour laquelle { 0, "} ={,% "} et {,0 "} =1.

3.5.2 Un palindrome

Comme annoncé plus haut, a I'ordre 2 nous avons une possibilité de plus car
les éléments de matrices commutent. Ainsi, nous pouvons choisir { § ! }* o< {92}
et {(1’ 2 }* oc {5 ! } Nous allons maintenant voir de quelle maniére cette liberté est
prise en compte par un changement de variables.

Soit 1, I'anti-automorphisme canonique de kB, et S(#n) le symétriseur d’ordre
n (voir chapitre 2). Nous rappelons que w8, , = B, , et ,S(n) = S(n). Considérons

alors le produit
B= {8 H HE (et o L {8 P ) Gso)
Proposition 28. Le produit E, est invariable sous un changement de base.

Démonstration. Directe en utilisant (25). Nous collectons un scalaire a gauche et son

inverse a droite, les autres termes s’annulant mutuellement. O

Nous choisissons alors la solution (3.29), pour laquelle {”51 ! } = q" - "I et
L2107} = g TLI, . Il est alors facile de constater que 8, = g*(**(II,)" -
I1,S(n),ou I, =i (1- q*P, ;) est un symbole de Pochhammer tressé.
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Proposition 29. L’élement E, est un palindrome dans kB, c’est-a-dire i,E,, = B, ou
plus explicitement, S(n) 11, = I1,S(n).

Démonstration. Nous procédons par récurrence avec des symboles de Pochhammer
génériques. Les cas n = 0, 1,2 étant clairement vrais, on suppose que pour n arbi-
traire, S(n) i, I1(s), = I1(s),S(n). Alors, pour n + 1,
S(n + 1)iII(s) 01 = S(n +1) (1 = 5B, )mII(s),
L, 1S (1) IT(s),, = ST, S(1) " BT (S),

(br) (3.51)
=" 10, 11(s),,S(n) = s, , B, , T1(s),,S()
= (I‘Hn,l - Sml,nﬂn,l) I1(s),S(n).
Nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 30.
(IHn,l - Sml,nﬁn,l) T(s), = H(S)n+1mn,1' (3.52)

Démonstration. Nous procédons encore par récurrence. Notons que les relations de
Pascal (2.25) et (2.23) impliquent que

_ tn _ !
Ul,,,, =1+1,, 1311 =10, + Bri11s (3.53)
et

ut, ., =10, , + /31,n+1- (3.54)

Supposons que (3.52) soit vraie pour # arbitraire (elle est vraie pour n = 0), alors pour

n+1,

(mn+1,1+sm1,n+1ﬁn+l,1)H(S)n+1 =
G50 T1(s) 14y (1 - 5/31,n+1/3n+1,1) +
+ [(Hln,l - Sml,nﬁn,l) H(s)n] I,nl(l - Sﬁl,n)

(hr.) n (3.55)
= H(S)VH—I (1 - 5/31,71+1/3n+1,1 + mn,lﬂl,l(l - 5/31,71))
=T1(s) 1 ([1 + mnlmnl] - 5ﬁ1,n+1[mxl + ﬁn+1,1:|)
(3.53)(3.53)
s T1(s) 141 (1 - 5ﬁ1,n+1) L., = H(S)n+2mn+1,1’
comme attendu. OJ

En injectant (3.52) dans (3.51), nous pouvons alors réécrire
S(n+ 1) mII(s),py = 1(s) 1L, 1 S(n) = T1(s),,,1S(n + 1),

ce qui finit la preuve de la proposition. O
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Corollaire 31. Il existe un changement de base pour lequel {kal 1} = lh{ 2 k} et

{121 k }’ = lh{ kil }pour chaque k < n. Ce changement de base correspond a W(n) =
S(n)™"TI, = II,-S(n)"".

Dans kBj I'action de 1, est triviale puisqu’il n’y a qu’un générateur, et le corro-
laire indique alors que la solution pour laquelle { 31 }* = { 92 } et { 92 }* = { 3t } cor-
respond a un changement de base. Les symboles de Pochhammer tressés ainsi que les
symétriseurs pouvant étre définis pour une valeur de » arbitrairement grande, nous
concluons que cette solution correspond a celle pour laquelle { pg }* = lh{ Zxyz }

Ainsi, nous avons vu dans cette section que la liberté offerte pour la factorisation
des produits { notl }{ 2" } pour chaque # pouvait entiérement étre prise en compte
par un changement de variables. Nous allons voir dans la section suivante que la

solution (3.29) posséde une propriété unique.

3.6 Inverse

Nous avons vu que toutes les solutions du systeme (3.9) sont de la forme (3.29).
Nous constatons aisément qu’en renommant les copies des espaces dans un ordre
décroissant, on trouve une solution correspondant a un tressage dont I'image est
formée par des tenseurs dont I’ordre lexical croit. Plus précisément, si on postule des

relations de commutation de la forme
b : tevk
b c+
Xpy Vo) 7 Z { crk }* YerkyXp_ky> (3.56)
k=0

elles forment un tressage si

z-1

{27}, =" (- pox+ y-2) BT TT(1- @ Buey) - (357)
e=y

Bien entendu, étant données des valeurs pour g, et 8, |, tous les tressages dela forme
(3.56), dépendant a chaque ordre du choix de factorisation du produit { Jon-t }*{ no }*,
peuvent étre obtenues par un changement de variables dans (3.57). Puisque 'inverse
d’un tressage est aussi un tressage, et en vertu de la triangularité de la solution (3.29),
son inverse est de la forme (3.57). Nous devons donc trouver un éventuel changement
de variables dans (3.57) pour en faire 'inverse de (3.29).

Soient [ 7 ] les éléments de 'inverse, nous avons

b =0 (3.58)

n
i=0
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Les termes diagonaux permettent de fixer . = g ' et f,,, = f;}. Onaalors 8, =

/31:1:1 Pour x =n—1et y =n, (3.58) donne

> L= (9 B (Y =0

C’est-a-dire
[ = ({8,
Le membre de droite de cette équation est completement déterminé et permet de

trouver

(2" ]=q" (1 -q7 'ﬁl_,h—l) =g (1 -q: 'ﬂ*n—l,l) = {;11 o }*-

1 n-1

17717 est complétement déterminé, et ainsi tous

On en déduit deux conséquences : |
les éléments a cet ordre le sont. De plus, aucun changement de variables n’est néces-

saire et
[271={:7),
Proposition 32. A un changement scalaire de variables ou un twist pres, la solution

(3.29) est la seule solution de (3.9) qui soit polynomiale en 3, | et dont I'inverse soit

polynomiale en 7.

Démonstration. Nous constatons directement que 'inverse définie par (3.57) avec
g. =q ‘et B, = i} estun polyndme en f;]. La proposition (26) indique que tout
choix différent pour la factorisation du produit { "' ' }{ %, " } est équivalent a un
changement de variables dans la solution (3.29).

Supposons un autre choix de factorisation a 'ordre n, alors W(n) est par dé-
finition un polynéme en [/31’1, /3;11] et nous pouvons imposer sans perte de géné-
ralit¢é W(x) = 1 pour x < n. Nous avons {”51 1} = q"(1 - g*B,,_1) qui est pre-
mier (ou atomique) dans I’algebre du monoide B,. Si on souhaite que { notl }* =
{ nl }W(n)‘1 reste polynomial, soit W(#)~! est un polyndéme en f3, ,, soit W(n)™!
est un polyndme en [B, , B1] divisant a droite (1 — g?B,,_;), C’est-a-dire (1 -
9B, ,_1) " fois un polynéme en f, ;.

De l'autre coté, { %, " } = g"lII,_, | est premier aussi, et W(#n) est soit un poly-
noéme en 3, |, soit un polyndme en [/31)1, /31’11] divisant a gauche 1T, _, , c’est-a-dire
un polynéme en f3, , fois I, ;™"

L’intersection de ces conditions pour n > 2 contient seulement deux cas (le troi-

siéme étant scalaire) : soit W(n) o (1 - ¢2p,,_;), soit W(n) o II,_, ;~*. Pour le

n—

premier cas,

(101 =W(n) [1°] < (1= ¢y, )IL(1, 1 - 1),
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alors que pour le second,

(At ] = TW(n)™ e (1- qizﬁ*nfl,l)mnfl,l‘

Pour le premier cas, le plus haut ordre est celui de 3, ,_; et pour le second, celui de
B,_1.1- Ainsi, dans les deux cas, le plus haut ordre pour les générateurs est n — 1 et le
résultat n’est pas un polynéme en ;.

Pour n = 2,1e cas W(n) o< (1 - ¢?f,,_;)II,_, ;" est aussi permis, mais son ac-
tion meéne simplement a la transposition de la solution (3.29), reportant la propriété

aux ordres suivants. O

3.7 Le cas unidimensionnel

Quand V est unidimensionnel, le générateur f3; ; = t est un scalaire. La solution

(3.29) prend alors la forme

{x )’} — 1+x+z[y] 5z (qZ; t)“)’*z
z q 2.
z t (q > t)x

ou [;’l]q est un g-coefficient binomial et (a;q), = [1;-(1 - ag*) un g-symbole de

(3-59)

Pochhammer (voir chapitre 2). Ici, tous deux dépendent du parameétre ¢. En dévolop-

pant le symbole de Pochhammer a I'aide du théoréme binomial, on obtient

{’; y} _ jig(_l)qu+x+z+2j[y] [}’—‘Z]t _ :Z_;(_l)jq1+x+z+2j|: y ]t. (3.60)

Z1t ] Z:j

Dans la limite t — 1,
{27} = q”"”@)“ —) (3.61)

qui, injectée dans (3.9) et apres réarrangement, donne I'identité

Z(Z)(ztﬁ)“‘q)kq“_k:;(Z)(klic)(l—q)"- (3.62)

k

, on obtient plus particuliérement, avec d = a — ¢,

éiixalfik)=éﬁiﬂdka? (3.6

Revenons au tressage (3.61). Soit ¢ le nombre d’or. Les prescriptions g = —¢ et

En spécifiant g = 5

q = ¢! = ¢ permettent de simplifier d’avantage I’expression du tressage. En effet,

(1-¢?)=-¢pet(l-¢?*) =@, etalors

(27}, = Crymgien () (364
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et

{17}, = fi)”“y(y)- (3.65)
¢ z
Ainsi, les matrices
-9
(PZ (PZ
(pz
_(PS _2(/)3 _(PS
_¢3 . .
p*t 3¢t 3¢t ¢*
ot 20 9t -
ot 9!
(P4
et
¢
(/')2 (/')2
(/')2 . .
¢’ 29> ¢’
¢’ ¢’
¢3
¢* 3 3¢t ¢*
¢* 29 ¢t
¢ ¢
q‘)4

ou les points représentent 0, réalisent des tressages de I’espace des polyndémes non
commutatifs a deux indéterminées x et y dans la base lexicale inverse ordre par ordre

{x090, x1y0, x0y1, x2y0, x1y1, .. .

3.8 Remarque

Proposition 33. Soit 7 la projection canonique kB,, > kS, et @:kS., - kB, la

section de Matsumoto correspondante (voir p.31), alors pour la solution (3.9),

oon({77})={:"}.
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Démonstration. Puisque {’Zf 4 } e kB%,, il est suffisant de vérifier qu’aucun monoéme
non trivial dans la solution (3.29) n’appartient au noyau de 7, c’est-a-dire que la
restriction {’; 4 } ‘kP . est proportionelle a ’'identité.

Au niveau des tresses géométriques, cela signifie que deux brins ne se croisent
jamais plus d’une fois (la contraposée étant une condition nécessaire pour qu’une
tresse non trivale soit pure). Si nous développons le symbole de Pochammer de (3.29)
a l’aide de (2.63), et que nous oublions les coefficients scalaires, nous trouvons une
somme de termes de la forme

tx tx+z 1z Atz _ tx 1z
mz,y—zﬂz,xmk,y—z—k AV mz,k,y—z—kﬂz+k,xAk : (3.66)

On adopte la convention du chapitre 1 pour les générateurs, a savoir une mutiplica-
tion verticale de haut en bas, et pour f3 I’l le diagramme ou le i-éme brin (en comptant
en bas) passe en avant du i + 1-éme. On comptera les brins a partir du bas et de la
gauche par la suite.

Pour chaque mondme constitutif de IIT_,, chacun des a premiers brins peut au
plus croiser une fois chacun des b brins restant, et ne croise jamais un des a — 1
autres premiers brins. Réciproquement, aucun des b brins ne croise un des b—1 brins
restants. Ainsi, dans Il ,, si un des premiers a brins croise un des b suivants, ce sera
en avant de ces derniers. La méme chose est vraie pour 3, puisque cet élément est
constitutif de Il ,. Enfin, I'élément A, introduit pour chaque brin exactement un
croisement avec chacun des a — 1 brins restants.

Nous voyons alors que la tresse géométrique contenue dans 3.66 est constituée
de quatre ensembles de respectivement z, k, x, et y — z — k brins (voir figure 3.3).
Les z premiers brins sont en avant de tous les autres, et ne se croisement pas. Les k
brins suivants croisent en avant des x + y — z — k restant, se croisant exactement une
fois chacun. les deux ensembles restants ne se croisent pas. Ainsi, tout monéme de
la solution (3.29) peut étre représenté par une tresse géométrique dans laquelle deux
brins se croisent au plus une fois. Ce monome est alors projeté sur une décomposition

réduite de kS,,. U

‘e
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FIGURE 3.3: Un mondme du tressage (3.29)






CHAPITRE

TRESSAGE ZEBRE

Now go away or I shall taunt you a

second time!

John Cleese, Monty Python and the
Holy Grail

Dans le chapitre précédent, nous avons trouvé un tressage de I’espace des ten-

seurs T(V). Plus particulierement, ce dernier realise les relations de commutation

1 _ S c te—k
XoyVey = kZ { cfk } Ye-kyXp1k)> (4.1)
=0

avec tous les {’Zf 4 } non nuls si 0 < z < y. Pour diverses raisons, on peut désirer des
relations de commutation qui préservent la parité de I’ordre des tenseurs, ce qui n’est
pas le cas de (4.1). Ainsi, nous souhaitons avoir un tressage qui s’exprime comme les

relations de commutation
b & ! te—2k
_ b c—
XpyVey = Z c—2k C} Ye-2k)Xp2k) (4.2)
k=0

ou | j| représente la partie entiére d’'un nombre rationnel j. La solution simple { b }’ =
{’; 4 }, cette derniere étant exprimée par (3.29), n’est plus un tressage. Il faut donc
trouver une nouvelle solution a de nouvelles équations. A la vue des relations de com-

mutation (4.1), nous nous attendons a ce que les équations conditionnant un tressage

107
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ey o {8 0 {Eth 0 {8

o {0 {37p 0 {57 0

B o {5ty o g3t 00

(Z)R vokgrel = 0 {? 3} 0 {3 3} 0 0 0
k+1=6 {612} 0 {4212} 0 0 0 0

o {3'} o 0 0 0 0

{s°} o 0 0 0 0 0

ey o0 {5t 00 {5

0 o {3} o o {i°} o

o {34} o o {3} o 0

Rl =| {27} 07 0 {3} 00 0 o
=6 0 o {42} o 0 0 0

o {3'} o 0 0 0 0

{s°} o 0 0 0 0 0

FIGURE 4.1: Restriction al’ordre 6 des relations de commutation pour respectivement
a =2 et a = 3, dans la base lexicale inverse sur ’ordre des tenseurs.

soient assez similaires a celles du systeme (3.9). Nous verrons que c’est le cas. Une
solution qui préserve la parité est une solution dont les éléments { P }, non nuls sont
ceux pour lesquels z = y mod (2) (et 0 < z < y dans notre cas). Dans ce chapitre,
nous généralisons ce type de relations de commutation a d’autres ou les éléments
non nuls sont ceux pour lesquels z = y mod («) et 0 < z < y, avec & un entier non
nul. On qualifiera alors de a-zébrées des relations de commutation qui préservent le

reste de la division entiére par « et qui sont alors de la forme

L&)
1 _ c te—ak
xb)yc) - kz: { C—bak } yc—ak)xbi—a(}i) . (43)
-0

La dénomination « zébré » provient du fait que les blocs correspondant a un ordre
donné dans la matrice agissant sur T(V') sont parcourus de bandes diagonales de
zéros. Les éléments nons nuls forment alors des bandes diagonales d’un élément de
large qui sont séparées les unes des autres par des bandes de « — 1 zéros de large (voir
figure 4.1). Notons que la solution (3.29) qui préserve ’ordre des tenseurs modulo 1

est donc un tressage 1-zébré.
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4.1 Variations

Soit « un entier naturel non nul. Pour x un autre entier, nous avons la décompo-
sition x = ax + X, avec x et x respectivement les quotient et reste de la division de x

par «.

411 Tressage élémentaire zébré

Nous définissons ici une extension des tressages 3, , utilisés jusqu’ici. Pour sim-
plifier les explications dans les calculs, nous adoptons la convention suivante : une
expression apparaissant entre crochets est le résultat de ’application de la relation a
laquelle il est fait référence en début de ligne.

Soient (a +1)? élements B}, € kB, ,0 < x, y < a, tels que, pour x, y,z € [0, «],

ty
Bl Bz = BE BEYBE . et BE.=1=pL,. (4.4)
Nous voulons alors définir B , pour tous entiers X et Y a I'aide des relations
_ tX+ad
Pix= ﬁuY,a(X—S)ﬁY X+ad (4.5)
et

_ ﬁT?ﬂx&’

B = B B 0 40

avec 8 € [0,X] et 8’ € [0,Y]. Nous devons avant toute chose vérifier que ces rela-
tions sont cohérentes et compatibles. Nous observons que si ces éléments existent,

ils peuvent commuter a distance,

1z itz .
/3Y1,X1/3uyz,x2 = /3111/2,)(2/3%/1,}(1 siXi+ Y, <27, (4.7)

puisque (4.5) et (4.6) impliquent toutes deux /S”YI x, € kBx,+y, et /S“YTZZ € kB;‘iY2
Si nous appliquons deux fois (4.5), nous obtenons, avec 0 < §, < §; < X,

(4.5) 1 X+ad
By 2 B g ]

(45) pytX+ad 11X +ad
B ﬁYﬂ(K—l@l) [ﬁy,a(él—z@z)ﬁY X+ady

_ﬂﬂTY+0¢52+0¢(51—52) ﬂuTXﬂx&z ﬂ
T PY,a(X-8:-(81-62))F Y, a(81-62) Py X+ab,

(45) [ pptX+ad
I:ﬂY a(X 32 ]ﬁYXJra(;z
2 [Bh ]

Il en est de méme pour deux applications successives de (4.6). Ces deux relations

sont donc auto-cohérentes. Considérons alors I’application successive de (4.5) puis
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de (4.6). Nous obtenons
45) [ pytX+as
ﬁuY)X a [ﬁy,a(g_lal)ﬁy X+a51:|
(4.6)(4.6) ﬁuTXJragl ﬁuTi+?+0€(51+5{) /3” ﬁuT7+a6§
- Y+ad],a(X-61) a(Y-67).a(X-61) Y+ad), X+ad " a(Y-68}),X+ad:

Nous devons alors considérer les cas ] < ) et §] > &). Dans le premier cas, et a
I’aide de (4.6),

] (4.8)

v /
i _ uTY+lx81 B
ﬂY-Hxé' X+ad; ﬁY+a6’ X+a61ﬁY+a(6;—6{),X+a61’ (4'9)

uTY+?+oc(61+6’)

mais 8 (Y-8" ) (X~ 5 , commute a distance avec SL en vertu de (4.7). De plus,
470, )44

Y+ad! X+ad,
le dernier terme de (4.9) peut étre fusionné avec le dernier de (4.8) al’aide de (4.6) :

ﬁﬁT?ﬂx(x ﬂm?*“‘s; _ ﬂm?*“‘;i
Y+a(8,-6,),X+ab Fa(y-8,),X+a8, ~ FY+a(¥-6!).X+ab:’

Ainsi, le membre de droite de (4.8) peut étre réécrit comme

ﬂuTY+o¢61 /3 ﬁuT§+?+a(51+5’ ﬂuTYﬂw
?ﬂx&i,a(g—&) ?ﬂx&;,iﬂx&l a(Y-07),a(X-61) Y+a(Y- 8')X+zx81

uTY+oc6 §
ﬁY+a6’ ﬁY+a(Y 8).x /))Y x- (410)
Dans le cas 87 > 8%, nous réécrivons le dernier terme de (4.8) comme

ﬁuT?+o¢6£ _ ﬁuT?+o¢6§ ﬂuT7+a6{
a(Y-8).X+ad T a(8]-8,)X+ad M a(x-8]) X+ad;’

Le premier terme de cette expression peut étre fusionné avec L Teas, POUT obte-
1

Y+ad)
nir
/3" ﬂuTY-Hxé _ ﬂ
?+0¢5§,X+0¢51 a(87-9%), X+ad, Y+ad] X+ad;’
permettant de retrouver I’expression (4.10) et finissant ainsi de vérifier la compatibi-
lité de (4.5) et (4.6). A I’aide de ces relations, nous pouvons réaliser une factorisation

remarquable :
Proposition 34. Pour tout X et Y, on a la décomposition
_ X 1X+Y  oftY
ﬂuY,X - ﬂu?,ax /3 ﬂiy,ag ’ ﬁix,f' (4.11)

Ainsi, a I'aide de (4.5) et (4.6), tout élément ﬁ%, « peut étre exprimé a I'aide de
produits d’éléments B}, ., 0 < x, y < & (voir figure 4.2). De plus, (4.4) se propage a de
tels éléments :

Proposition 35. Pour tout X, Y et Z,

1X 1z 1Y
ﬁZY zx/’)ﬁ /5 ¥.x ﬁzx ZY (4.12)
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8§=2+2x3 4=1+1x3

T

FIGURE 4.2: Décomposition de f} s = BiT2 81, BIT2 ALY} pour « = 3.

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur X, Z et Y. Cette relation est
par définition vraiesi X, Y, Z < a. Supposons qu’elle le soit pour un triplet { X, Y, Z}
ainsi que pour tout triplets {X,¥,2},0< X < X,0< ¥ < Yet0 < Z < Z. Alors,
pour X = X + 1, nous sommes face a deux cas : soit X = X + 1, X =X (sia # 1), soit

X =0, X = X + 1. Dans le premier cas,

1Y _
ﬂﬂy"ﬂﬂ ﬂ _ﬂ X+1/3ZX+1 zZ,Y
4.5)(4.5 1X+1 1Y+X+1 pitY
L BB < [ B B ] B
(47) it X+1 1Y +X+1 1Y
- ﬁuY“;—( [ Auza)_-z i ﬁYX+1:| uZ,YHﬁuZ’Y

(hr IXH1 it Y4 X+1 [ ot X+1 1z
ﬁY aX ZOtX I:ﬁ ﬁZX-*—lﬁY,YH]

(hr) [ opt X+1 ot X+1 ot Z+X +1 iz
- zZY ﬁz,ag Y,aX ﬁzxnﬁy,iﬂ

(4.7) 1X+1 gt X+1 1Z+X+1 1z
BN BE S [ B 5 BUZ | BUZ
(45)(4.5) mx+1 11z ]
ﬁ [ﬁz X+1+o¢X] [ﬁy,iﬂmg

= BUYBY, (B

(4.13)
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7
VRN
ﬁg,_% /3‘}2\ ‘“:3//3%,1 ﬂg,o
Pla Bis Pia P Plo
Bls Pl Pis PLs PL. Plo

FIGURE 4.3: Les ensembles d’éléments nécessaires a la définition des éléments /3%
poura =1leta=2.

Le second cas, X = 0, X = X + 1, donne

1Y
/3 lgﬂ /3 /3 a(X+1)ﬂZ¢x(X+l)ﬂZ,Y

(4.5)(4.5) [/5’““ ][ Y +a NTY] /)’li (4.14)
Y,aXFY,a ZoX PZa|PZY>

par exemple. A partir de ce point, ces éléments vont suivre exactement le méme algo-
rithme que celui du premier cas et mener a la méme conclusion. De plus, en raison du
role symétrique de X et de Z dans (4.12), la vérification de I’hypothese de récurrence
sur Z est similaire, suivant juste une direction opposée.

Dés lors, soit Y = Y + 1. Comme précédemment, nous sommes face a deux cas.
Nous ne vérifions que le premier, le second étant procéduralement le méme. Ainsi,
siY=Y+1,Y =Y, alors

1Y 1Y +1
ﬁu}",x uz,imgﬁuz,' _ﬁY+1XﬁZ X+ Z,Y+1
(4.6)(4-5) [ﬂ ﬁmyu] TY+1[ 1Y +1 ]
Y+1,xF el X Z,aY ZY+1
(hr) 1X+Y+1 Q1Y +1 it Z+Y +1
Bl BT B BT | B
(47) X+Y TY 1 1247 +1
DT B BT B BT ()
(hr 1X+Y +1 1X YA 1Z+Y+1
BT BIE BB B
45)(4.6) [ ayrX i [ iz ]
- [ﬂz Y+1+aY:|ﬂZ>X /3?+1+a1,x
1z
= B BL B

ce qui finit de vérifier ’hypothéese de récurrence et prouve la proposition. OJ
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4.1.2 Choix admissibles

Intéressons-nous maintenant aux choix admissibles pour les éléments i ,, C’est-
a-dire ceux pour lesquels les équations (4.4) sont satisfaites. Les éléments f8, , dont
nous nous sommes servis jusqu’alors sont bien évidemment compatibles avec ces
relations et nous pouvons choisir g, = f, ,. Cependant, pour a > 1, nous n’avons
plus d’équations qui imposent que les éléments L ,, 0 < x, y < « soient construits
a partir de B! . Nous imposons seulement la condition ft, = i, = 1,0 < x <
a afin que les relations (4.5) et (4.6) soient toujours bien définies. Des lors, nous
pouvons légitimement nous demander quels sont les ensembles de a? éléments de
kB, satisfaisant (4.4). Commencons par un exemple. Pour « = 2, nous avons vu a
la fin du premier chapitre que A, satisfaisait a ’équation de Yang-Baxter (corollaire
13). Si nous imposons alors B , = A, nous sommes en droit de nous demander quels
choix restent possibles (s’ils existent) pour la définition des éléments restants. Il n’y

a que trois relations (4.4) qui impliquent 8} , et d’autres éléments non triviaux :

ﬂwﬂlz gTzl ﬂg,zﬁwﬂlz’ ﬂuTlﬂZI ngz ﬁg,lﬁwﬂzz’ (4.16)

et
L BsLBY = BLLBSL AL, (4.17)
Nous savons par ailleurs que A, = 3, , 8, ,, | (cf. prop. 12). L’équation ﬁﬂl[)’ lﬁ”“ =

s B BY, implique que B, et BY | sont non triviaux si B} statisfait I'équation de
Yang-Baxter de maniére non triviale et est donc proportionel a 3, ;. Nous pouvons

alors supposer les quasi-commutations

/31,1[;?,2 = ﬁ‘izﬁﬁ et Illﬁgl = ﬁg,lﬁl,l (4.18)

(c’est une condition suffisante pour que (4.4) soit satisfaite). En substituant dans les

équations (4.16) et (4.17), nous trouvons apres simplification

ﬁmzﬂlz 22~ ﬂzzﬁwﬂlz’ ﬂzz 21ﬂnTz /321ﬂwﬂ22’ (4.19)

et
Wﬁzzﬁw /3 zﬁzz 2,1 (4.20)

SiBl, = Bi,et By, = P, les équations (4.18), (4.19) et (4.20) sont satisfaites. Ce-
pendant, en posant B, = B,,B8,, = Ay et B}, = B, Bl = A,, I'équation (4.18)
est satisfaite et les équations (4.19) et (4.20) reconstruisent respectivement (4.16) et
(4.17). Ainsi en modifiant /35’2, nous avons trouvé au moins quatre choix simples,

pour o =2:
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a=2 /5%1 ﬁgl /5%2 ﬁgz
Choix 1 /51,1 Boi | Bia /52,2

Choix2 || By | Box | Biz | A4
Choix 3 || B, | A; | As | Bas

Choix4 || A, | Ay | Ay | A,

Nous pouvons cependant aller plus loin :

Proposition 36. L’équation (4.4) est préservée lors de I’action a gauche de kB, x kB}x
sur B, 0<x,y<a.

Démonstration. Soit vgi) ekBg,, i =1,...,6 et 0 < £ < a. En multipliant a gauche

(1@, G)1x Dix (Bixey ©txey

le membre de gauche de (4.4) par vy 'v,"v, ) , hous obtenons

grace a de multiples (quasi-)commutations

1) (2) 3)1x. (4)1x_ (5)1 6)1
p{D () (g (01 (e (O gty gtz

= (V§}3)Txv£5)Tx+yﬁ£’T;f) (v)(cl)v§6)Txﬁg’x) (V§2)Tzv)(,4)Tx+z g}T;’) , (4.21)

résultat identique a celui que I'on obtiendrait en multipliant a gauche le membre de
droite de (4.4) par le méme élément. Nous pouvons ainsi redéfinir /3% =V, y}xﬁ%,
0<x,y<aetv,ekBy, u, ckB,. O

Entre autres, le choix ), = A,,,, 0 < x,y < & est un choix admissible puisque
Ayyy = AxA}"[Sy,x. Ainsi, il existe x!y! maniéres de définir un tressage simple f} .
compatible avec I'équation (4.4). Pour & donné, il existe alors T3 ,_; x!y! = sf(a)>*
configurations simples, avec sf(x) = 112!---x! la superfactorielle de x. Pour a = 2,

cela correspond a 16 configurations ; pour « = 3, 126 = 2985984.

4.1.3 Battages et tresses fondamentales zébrés

Nous pouvons des a présent définir des variantes pour les battages et les éléments
de Garside. Nous qualifierons abusivement de zébrés ces éléments puisqu’ils sont
utiles a la définition d’un tressage zébré. Soit le morphisme d’algebres de groupes
(:kB, - kB,,, I’l + BHI* Nous notons alors Hl}'{’nfk = (I, , ) et Al, =
(«(A,). Attention, nous avons préféré conserver pour les indices 'information com-
binatoire des battages au détriment de leur taille. Ainsi IH}L)n_k € kB,,,, minimale-
ment, et est la somme de (2) monomes.

Puisque i, = B.,, est un choix admissible, nous pouvons considérer grossie-
rement ces nouveaux éléments comme des («, a)-cablages des éléments originaux

puisque le seul tressage élémentaire utilisé est B .
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Nous exprimons ici 'image sous {, de nombreuses identités définies dans les

sections 1.4 et 2.2, principalement pour y faire référence plus tard. Ainsi, les éléments

de Garside zébrés suivent la relation de récurrence

Aﬂ = Agcnﬂgc,om et Ag = 1’

a(n+1)

ainsi que la décomposition

Al

APx a(n—k)

n= A&kﬁgc(n—k),ock

et la commutation spéciale

Al Bl = /3W<n asb- C)A” si a+b+c<n

aa,ab ab,aa

Les battages satisfont évidemment

_ Tea de _
]‘Hlnc,nfkﬂgoc,noc - ﬂ ]‘Hlnc n-k et Inc n—k na ba ﬂna Lo ]‘Hlnc n-k*

et la relation de récurrence

o it
H‘Igc,nﬂfk H‘Ik 1,n+1- k ]‘H kﬂock o
Ils possedent aussi la symétrie
I, AL, = AL

et satisfont donc a I’autre analogue pour la premiere relation de Pascal

fro(k-1)
I, + 00 0B a(n—k+1) = bk
Nous avons enfin la factorisation
ta _
H‘IFJ b+c I‘Hg, H‘IFJ b,ce ]‘H?Hb CH‘Iu,b’

ainsi que ’analogue de la convolution de Vandermonde

fta(a+b) pita(a—k)
Z]‘Ha kbW erid—k Ba(erky.a(brk) = =M, pea
et I'identité

k tak tak taj
g(—l) ka kABx(‘; k)mu akﬁal ak ~ Au IH§ ]]l

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)
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4.1.4 Structure interne

Comme nous allons le voir dans la suite, I’élaboration d’un tressage a-zébré de-
mande I'introduction de nouveaux degrés de liberté. Dans le cas & = 1, ils corres-
pondent aux scalaires p, et p; que nous avons absorbé a I'aide d’un twist. Nous consi-
dérerons I’action d’un twist scalaire sur une solution zébrée dans la section 4.3.1.

Définissons donc les 2(a + 1) éléments p,, et p . de k[B,], 0 < x < a, tels que,
pour x,y < «,

Pro=1=P10> PixPix = P1xP1x> (4.32)
et

X

— p t - ty 1 _ ty
p‘ly/jgz,prc - péﬂg/,xp]y’ p1;p1xﬂ§/,x - /3,uv,xp1yp1x’ et p];pjx/jgz,x - ﬁ?v,xp‘lypjx'
(4.33)

Comme précédement, nous définissons p, et p y pour tout entier a I'aide des rela-

tions
Pix=PgPlax € Prax = PraPleple Y, (4.34)
and B
Pix=PgPlax € Prax = Piablapla . (4.35)
Notons que ces décompositions sont équivalentes a
pix= P1X+akp§(+§fk) et pix= pﬁwkpg&xfk)’ 0<k<X, (4.36)

mais ici, tous les termes créés par une décomposition commutent a distance et ainsi,
la commutation requise dans (4.32) se prolonge a ces éléments. Puisque (4.36) est
formellement identique aux relations (4.5) et (4.6), la relation (4.33) (qui est identique
a (4.4)) se prolonge aussi a ces éléments et pour tout couple d’entiers X et Y, nous

avons la relation
1Y 3 3 1X
p1XpJY/3nY,X = PJY/an,me = ﬁﬁy,xpmpw’ (4.37)

ainsi que celle obtenue apres la permutation de p, et p,.

L’introduction des nouveaux éléments induit de nouvelles relations :

Proposition 37. Nous avons

pr U =T p et p I =TT py (4-38)

Démonstration. La preuve étant la méme dans les deux cas, nous ne montrons que
la premiére. Notons que la partie p,.. correspondant au reste dans p,, commute a

distance avec le battage. Par construction et en temps qu’opérateur agissant a gauche,
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le battage zébré mélange des groupes de « brins de large. Ainsi, puisque les termes
77 fiva, fta(n-1)

_ pin
reStantphxﬂ - p1o¢p1o¢ 'p1¢x
battage ne fait que réordonner ces éléments non discernables. Nous sommes assurés

sont les mémes et occupent chacun « brins, le
par (4.33) que les p}Z*“k, 0 < k < n -1 commutent convenablement avec les /3&12*“1,

0 < k < n constituant les mondmes du battage. O

4.1.5 Symboles de Pochhammer zébrés

Nous définissons maintenant un analogue zébré pour les symboles de Pochham-

mer. Iy en a un par reste ¢ de la division par « possible. Soit

? _ — -
“Ii(s)t = (1 - 5B, - ploBoBE L),

avec s € k. Nous définissons alors le symbole de Pochhammer a-zébré de type ¢

comme

t

1 T T
I1(s)h = 2Tt mm(s)b--" m(s)t,

ainsi que sa variante tronquée

-1 _

¥ t f
)= (H6%) AL, (49
Dans le cas a = 1,il n’y a qu'un reste, 0, et B! . = Bt =1, p,, = p,, pj; = p, (ces
deux valeurs étant égalées a 1 par un twist), et nous retrouvons bien le symbole de
Pochhammer des chapitres précédents.
Proposition 38. Si k < n, nous avons

PO = 1) P et pu IO =" TSNP (440)

et

7 7 7 7
Bl TV = *T1()1Bhw et Bl TI()] = “TI()}™ B, (4.41)

Démonstration. Les deux premieres égalités sont les conséquences directes d’appli-

cations répétées de (4.37) et de la définition des termes Pinetpy,
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Pour la troisieme égalité, nous avons

Bl BLIT B AT X [T ek m] (B, i) BE
B BB B
BBt D BB BB
Bl ek [ By | [BE BBl )
LBk | BB Bl

D (BBl ] B o | Bl

Il ne reste alors que le facteur p{Z p]z qui, concordement a (4.37), quasi-commute :

(4.42)

_ Tn+m Tn+m
ﬁm n+¢xn p10€ ﬂm VH—OCVI
et permet de conclure. La derniére égalité est prouvée de maniere similaire. O

Nous pouvons enfin obtenir un analogue zébré au théoréeme binomial

Proposition 39. Nous avons

i 1 t T
H(S ﬂ = Z( 1) Hli”: 1+tﬁ?xTifa6AuTtp1mﬁal tﬁtalpjfxi’ (443)

Démonstration. Comme pour le cas « = 1, nous allons procéder par récurrence sur
0. Nous vérifions I'initialisation pour § = 0 en menant une récurrence sur n. La
proposition étant clairement vraie pour n = 0,1, supposons que (4.43) soit vraie

pour une valeur de » arbitraire. Alors, pour n + 1,

t t
1)}y = *TI(5)} TI(S)!
n — -
= (1) AT B B T ( 1= S o PIeBBE 1L )
i=0

_ . 1t 1t Tt
_1+Z(—1 st Al p /sm tﬂm

n-1 -
+ Z(_l Hl HII‘HETnt i Mtphxzﬂm tﬂtmpjmﬂgittxnp1aﬂ ﬂ%ap]f)ﬁ_
i=0 -

(1) AL B B Pl B PRl B Pl
) (4.44)
Nous allons maintenant déplacer le plus possible a gauche les B4, apparaissant dans

les deux derniers termes de cette équation. Notons que puisque i < 7, nous pouvons

décomposer
1T _ piff+ai it
ﬂ?x,an - ﬂi,a(n—i)ﬂgt,ai’
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et alors
17 11 t _ Ti+ai 1 t 1t
APl BL B Pl [BUE] = [ BUet | AP L B pIE [ U]
Maintenant,

Pmﬂm tﬂthJmﬂy;szﬁ B pJ«tx “2 AL, tﬁtalﬂyiiﬁ i+ [pma "‘p]‘t;’ap “]
g [/3““’13““1!3%] A PmmnP la(i+)
BB L] BB Pl
(4.6)(4. 5)/5%1 [ﬁa(m) t][/)’ta(m)] PT;(M)P la(i+1)

_ pitt
- ﬁoc,oci 1a(i+1)ﬁa(1+1) tﬁt«x(wl)p la(i+1)”

(4.45)
De méme,
1t pytt 17 gitt+a(i+d) oyt
Al ﬂgza(nﬂ?) ﬁ ﬂaa(n i) ﬂguxi
(4.7) tt+a(i+d) E it
= [/3& 2(nd) ]A" B, (4.46)

(4.22) /),mmxz N
a,a(n—i) oc(i+1) :
A T'aide des relations (4.45) and (4.46), nous pouvons réécrire les deux derniers

termes de (4.44). Dés lors, réaliser le changement de variable de sommation i’ = i—1

dans la seconde somme permet de I'incorporer dans la premiére pour obtenir

t t n
. T 1
"I T =1+ (-1 [ e B |

X -
_ X Aﬁ tp10”ﬁ¢x1 tﬂt azpl‘tﬂ—i_
+ (_1)n+15n+1/3mt

§1t 1t
“(”*UﬂxaA“(”*l)p1“(ﬂﬂ)ﬂa(nﬂ),?/}?,a(nﬂ)pJ«x(nH)’
(4.47)
mais en vertu de (4.28),

LGS 1 A

i,n—i i-1,n—i+1

ﬁum(i—l)+? _ muﬁ

aa(n—i+l) ~ T in+l-i?

ce qui permet de réécrire le membre de droite de (2.66) comme une somme allant
de 0 a n + 1 et ainsi termine 'induction sur #.

Nous allons alors procéder a la vérification de la récurrence sur 6. Comme pour
le cas a = 1, il suffit de vérifier que

7 - - - - -
TL(s)) (1B o) PIBL B plL) = (1- 5B, pILBE B pTL) S TI(S)L,

Notons que par définition,

7 . . . 7
T1(s)}, (1 - Sﬂgj,«tx(nﬂ?) 'P%/jgc,zﬂ%ap];) = T1(s)k.15
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alors
n+l1

1 -
)
CTI(S)her = ) (F1) ST BEE AL DB, B Pl
i=0

n+l

(4.26) 1ra(8+1)+t pitt Tt

- Z(_l Z Z]‘HI 1,n+1-i ﬂgzzaS ﬂ ﬂaltﬁtoﬂ
n;l

ta(8+1)+7 pytad+T pitt A pt T
+Z( 1 ]‘anaz+ +ﬂ&iix+tﬁgﬁfo¢8 ntp1mﬁmtﬂtmpj«txi

(4.48)
1 1rppita(S+1)+F outt
_Z( 1)1+ I+I'Hlnl ﬁgc(erl)oc&
§1t i
X Ay Pty Bl oy B ooy Placiron
n
fra(8+1)+t pyt7 1t 1t
+Z(;(_1) ]'Hlf’l i ﬂgzz’,ot(BJrI)An p1mﬂm tﬂta,pjai‘
i=
Dans la somme sur i/, nous avons
1 ABTE 1t ptt+a Tt+a pftt
Bx(z "+1),a6 ?x(z '+1) ﬁgt aSﬁgti’,océ A?xz ﬁgci’,a’ (4‘49)
et
ﬁTm ﬁTtxt
ﬂtx(z "+1), tﬂt a(i’+1) ﬂgzz’ tﬂ ﬁ ﬂt ai’’ (450)

Ainsi, en multipliant (4.49) par (4.50) a droite,

ﬁy(;l byt nocT(tl +1)ﬁ¢x(1 o, tﬁm(l ) /3WMﬁ”fsAm“ﬁw,aﬁm t/jﬁTm ﬁuTlx’ ﬁtm
(45) ﬁﬂTté;iTlHaaaAiTIHa I:ﬁocz t+a] ﬂﬂTm ﬂNT“’ ﬁtm
(4.12) ﬂiTiaﬂith+aa6AuTt+a [ﬁ _/5_ ]ﬁm Haﬁml
N 5)/3%5[/3“,?/3?,“%ﬁﬁfsﬂwm[ﬂ ylt P ot ““'
20 BB B B (BT T B
BBl [ Bl | AL Bl
(4.51)
Les éléments internes Pﬁx et PJTZ suivent le méme chemin que /353 et p %a' Grace a
la commutation a distance avec le battage, nous donc pouvons réécrire la premiere

somme de (4.48) comme

1t Tt ta(8+1)+F oyt AT 1t
_Sﬁgz,«wpm Z( 1) I‘Hg‘; i’ ﬁfxz "a(8+1) ?Xl'p 1ai’ ﬁm tﬁt)airpjoci”

c’est-a-dire
TV = (1B, T8I PIL) P TICS)S,

ce qui montre la récurrence sur § et finit la démonstration de la proposition. OJ
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4.2 Systéme et solution

4.2.1 Systeme zébré

Nous établissons ici le systéme d’équations que doivent satisfaire les éléments de
matrice d’un tressage zébré. Nous utilisons la méme procédure qu’a la sous-section
3.1.2, a savoir le réordonnement d"un triplet de tenseurs x,, ygb zfi?” de deux manieres
différentes, cette fois-ci a ’aide des relations de commutation (4.3).

Si nous commengons par les deux derniers tenseurs, nous aboutissons a

b Tb+c

Xy Yoy 2ay =
d kl C+k1

Z Z Z {d ak }Tb{d a(ki+kz) Aok }{ c+o€(+koik_2k3) crak }Td?a(kﬁkz)x

kl Okz 0k3
td-a(ki+ky) te+rd—a(ky+ks)
X Zgoa(+k)) Y eralki—ko)) Xbralo k) - (452)

La procédure qui commence par les deux premiers tenseurs aboutit quant a elle a

b _tb+c _
)yc Zd -

c _ /

d
-2 z {mk L YT s T

I

td-a(ky+kl) terd-a(k!+k,)

X deoc(k;Jrkg))yc_a(k;ikg;) xb+a(k;+ki)) >, (4.53)
Les relations de commutation sont donc assiciatives si (4.52) = (4.53). Nous réalisons
dans ces deux relations le changement de variables i = k; +k, = k), +kj et = ky —k3 =
Kk} — k1. Il permet d’égaliser termes a termes les éléments agissant sur le méme triplet

d dra(i-1 . .
24 i ylm;")’ Z:(j‘% ) et ((4.52) = (4.53)) est alors équivalente a

i ¢ 4\ b d-ak b+a(i-k) c+ak td-ai _
Z {d—ak } {d—oci }{ c+al } -

k=max(0,])

min(i,c+1)

= 2 Aealen C}{Zf‘;ﬁfii%d Tm(kil){cfgfl;;l) a1 (4.54)
k=max(0,l)

avec0<i<det—c<I<i.

4.2.2 Solution zébrée

t t
Proposition 40. Soit T}, = T1(1)!, alors

Z X irz
{57} =q- 7 pxBY xpiz- TV, (4.55)
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est une solution du systéme (4.54)

Démonstration. La preuve est la méme que pour le cas @ = 1, mais un peu plus
longue. Elle consiste a injecter ’Ansatz (4.55) dans le systéme (4.54) pour vérifier
sa validité. Comme précédement, nous allons séparer les membres de gauche et de
droite du systéme (4.54) et nous noterons alors respectivement (4.54L) et (4.54R)
les membres de gauche et de droite de (4.54) dans lesquels nous avons injecté (4.55).
Pour étre plus explicite, nous devons alors vérifier que (4.54L) = (4.54R) avec

i

B 3rrqitebd b it L 1b C itbrd—ak
(454L)_ Z:( )qmu C++p ﬂgl ockc dak.gnln( " ax
k=max(0,]

Tb+d td- m
X]_Hu kabﬁd asz1d ai _Hn

jro+d—ak+c  td-ai jrd—ai td-ai  b+i-k ﬂTC+d a(i-1)
X HIc+l k-1 pr+oc(z k)ﬁc+al b+a(i-k) p1c+ocl H > (4‘56)

et
min(i,c+1) ) T (k- l)
_ 3 1tb+c c—a
(454R)= > ¢ IHE (; 1)k- 1B a(k=1),b P1e—a(k-1) ‘H
k=max(0,])
th+c+d Tc a(k-1) pitc—a(k-1) te—a(k=1) p+k-1 uTc+d a(i- l)
X Hl” ity ik Pibsate)Baa(iokybratety Pra—ait) -

H_I“C a(k-1)+d

(k1) i
d—i.k P, c—a(k—l)/jfii—ai,c—oc(k—l)p1d—06i < )ch >

(4.57)

Dans (4.54L), le second symbole de Pochhammer peut étre déplacé vers la droite
jusqu’a la gauche du dernier. En chemin, il commute a distance avec tous les termes

qu’il rencontre sauf /J’ﬁl‘i;"l‘?:a (i_k) AVec lequel il quasi-commute conformémenta (4.41) :

qu ai pitd-ai jrd—-ai ﬁTchd a(i- l)
ﬁc+o¢l,b+o¢(i—k) ﬂc+al Jb+a(i-k) H

Des lors, les deux derniers symboles de Pochhammer peuvent étre fusionnés par
définition (4.39) :

Hth(;(+d a(i-1)p+i- kHuTchd a(i- l) HijTCled a(i- l) (458)

Le méme phénomene se produit avec les premier et second symboles de Poch-
hammer dans (4.54R) et méne au méme symbole que (4.58), indépendant de la va-
riable de sommation k. De plus, ce nouveau symbole, qui apparait en position du
second, commute a distance a droite avec tous les termes restants. Nous pouvons
alors procéder a la simplication a droite des équations (4.54L) et (4.54R) par le sym-

bole (4.58). Nous remarquons par ailleurs que dans les deux équations, le facteur p ,
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commute a distance a gauche avec tous ses prédécesseurs, et de la méme maniere, le
facteur Pi4_q; cOMmute a distance a droite avec tous ses successeurs. Nous renom-
mons alors respectivement (4.54L)" et (4.54R)’ les équations (4.54L) et (4.54R) sim-
plifiées de (4.58), ProetPraair

Dans (4.54L)" nous procédons aux scissions suivantes :

ﬂmb _ it ﬂmbﬂi—ai
d-ak,c ~ Fd-ai,cl a(i-k),c
tb _ b tb+d—-ai
Pia—ak = Pra-aiPia(i-k) (4.59)
td-ai _  td-ai tb+d-ai 459
Pivragi-k) = P1o  Pla(i-k)
ﬂqufai _ ﬁﬁTbﬂi*ai ﬁanﬂxi
ctal,b+a(i-k) ~ Fe+rala(i-k) Fetalb

Notons que le terme p]‘g_“i de la troisiéme équation commute a distance avec le bat-

tage & sa gauche dans (4.54L)’. Cette commutation est implicite dans la suite. Notons
aussi que le symbole de Pochhammer restant commute a distance a droite jusqu’a la
gauche du dernier battage. Ainsi, en utilisant (4.25), nous pouvons vérifier que les
facteurs de (4.54L)" autres que le symbole de Pochhammer sont
frc+b+d 1b oytb fro+d-ai 1b to+d-aipyitb+d td-ai _
I PPy i P ire Pra-ailiagiry Wik BhainPls =

_ yypiterbrdprritetb+d b thec pfth ro+d—ai  tb+d—ai
= 0 I PP yoPr i Bl i, Bl o Bl ke Pragiry - (4-60)

Les deux battages peuvent se factoriser différemment en vertu de (4.29) :

uTc+b+§ uTc+b+E _ uTc+b+§ _ uTc+b+§ fte+b+d-ai
HIg—k,k HId—i,i—k - IHd—z’,i—k,k - mg—ii HIz'—k,k >

et on a donc

i _
r_ ftc+b+d 1 th+c b
(4.54L)" = Z T~ pJcprp1d—ociﬂ£l—oci,cﬂ£l—oci,bX
k=max(0,])

fre+brd—ai pitbrd—ai  tbrd—ai ciftb+d-ak
X OL ™ Baiokye Pragiony ~ i X

jtb+d—ak+c tb+d-ai pytb+d-ai  pftd-ai  td-ai
ok L Pyai-k) ﬂcﬂxl,a(i—k) Bliais Prerar  (4:61)

Regardons maintenant (4.54R)’. Les facteurs entre le premier battage et le sym-

bole de Pochhammer sont, en vertu de (4.25),

tb+c+d te—a(k-1) to+c—a(k-I)
ﬁg_a(k_z),bpnfa(kfl)mg—(ic—k),i—kplb pJa(k—l)
fre—a(k-1) te—a(k=1) ryrrite—a(k=1)+d _
X ﬁd—a(i—k),bﬂx(k—l)p1d—a(i—k) d-ik chfoc(kfl)ﬂgi—ai,c—a(k—l) -

_ thyyritb+c+d tb+c fre—a(k-1) td-ai
= pJprcI‘Huifi,k,ifkp1d—a(i)ﬂgfzx(k—l),bﬂdﬂx(i—k),bﬂx(kfl)ﬁlui—ai,cfoc(k—l)pnwcl’ (4.62)
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mais (4.5) et (4.6) impliquent que

fre—a(k-1) _ pitbrc—a(k=1) phtc—a(k-1) pitb+c+d—a(i+k-1) pitc+d—a(i+k-1)
ﬁd—oc(i—k),bwt(k—l) _ﬁd—oci,oc(k—l) Ba-aip ﬁak,a(k—l) Bakyp (4.63)

et ainsi

fe-a(k-1) _
ﬂg*lx(k*l),bﬂd*lx(l.*k),bJrOt(k*l)ﬁud*al.,C*lx(k N~

(4.63) jro+c—a(k=1) ptc—a(k-1) pitb+c+d—a(i+k- l)
- ﬁg a(k l)b[ﬁd—ai,a(k—l) ﬁd ai,b ﬁak ,a(k=1)

fre+d—a(i+k-1)
X Boko :Iﬁd—ai,c—oc(k—l)

4.7)(4.7 fro+c—a(k=1) py fre—a(k— l)
- ﬁd ai,a(k-1) ﬁc—a(kfl),b d-ai,b
fro+c+d—-a(i+k-1) pftc+d—a(i+k-1)
% ﬁ(uifai,cfoc(k l)/jzxk a(k=1) ﬂak,b ]

(4.12) pptb+c—a(k-1) §1b jtd-ai
- ﬁd—ai,a(kfl) [ﬂdﬂxi,c—a(k l)ﬂd ai, bﬂc a(k-1),b
jro+c+d-a(i+k— l) fre+d—a(i+k-1)
ﬂak,a(kfl) ﬁzxk,b

4.5)(4.7 §1b o+c+d-a(i+k=1) pitd-ai ire+d—a(i+k-1)
- [ﬁd oci,c]ﬁtni—ai,b I:ﬁak,a(k—l) ﬁﬁ—a(k—l),b]ﬁak,b
(4.6) Hytb jro+c+d—a(i+k-1) td-ai
- ﬁgi—oci,cﬁ?i—ai,bﬁak,a(k—l) [ﬁLal,b ] :
Nous remarquons qu’a I'aide de (4.41) et (4.40), nous pouvons réécrire le dernier

facteur de cette expression, ainsi que son successeur dans (4.62), a droite du symbole

de Pochhammer dans (4.54R)’. Pour finir, le battage de (4.62) se factorise comme

f1b+c+d 1b+c+d pryitb+ctd—ai
]‘Hdzkzk_mdzz I‘szk

et nous pouvons alors réécrire (4.54R)’ comme

min{he+) W; d.1b §1b [pite+d
’_ tot +c +d+c—ai
(454R)" = ) Z( l)P cP Pra-a(iyPa-ai, Bl iy e—(k=1),k—1 %
=max(0,

§tb+ctd-ai pitb+crd—a(i+k-1) c—(k-I) EuTberﬂxi jtd-ai td-ai
R L Bakatk-1) I} Beath Prevar - (4-64)

Nous pouvons alors immédiatement constater que les six premiers ainsi que les deux
derniers facteurs de (4.61) et (4.64) sont les mémes et peuvent étre extraits de la
somme. Comme précédement, nous simplifions donc ces deux expressions par ces
huit facteurs. Tous les facteurs restants ont un décalage d’au moins (b + d — ai) po-
sitions. Nous ramenons donc les deux nouveaux membres en premiere position et
nous les renommons respectivement comme (4.54L)" et (4.54R)".

Il est maintenant temps de développer les symboles de Pochhammer a I’aide de
(4.43). Le symbole de (4.54L)" est

uToc(z k) fre+a(i-k) pptc+a(i- k) te+a(i—k) , te+a(i- k)
Z( 1 JHIJ k—j ﬂoc]ac Bx; p10¢]

Xﬁma(z k)ﬁma(z k) Tc+oc(z k). (4.65)

aj,c (N3]
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et celui de (4.54R)",

_ k
(et Ey Hea(k-) gorc Al
I = I B e hey N Pleshy Pl (4.66)

Nous allons maintenant réarranger ces nouveaux facteurs dans leurs membres res-
pectifs. Notons que les battages sont non nuls exactement a 'intérieur des plages de
sommation. Nous oublions donc cette information et laissons les sommes courir de

—00 & +00, les battages conservant les termes nécessaires. Pour (4.54L)", nous avons

t uTcﬂx(z k) pitc+a(i- k)
(4.54L)" = Z( l)ngik a(i-k),cPra(i-k) ]k] /306]0“

uTc-Hx(z k) Tc+oc(z k) pita(i-k) pita(i-k) Tc+oc(z k) yppitera(i- k)
A 1«1] ﬁa],? ﬁc 0 J«x] I‘H(:Hk l

X pjoc(i—k)ﬁcﬂxl,a(i_k) . (467)

Puisque le second battage commute a distance a gauche avec les deux facteurs qui le
précedent, nous pouvons factoriser a ’aide de (4.29)

uTC uTC+lx(i*k) uTC _ ﬁTC uTC
I kkmj,kfj - LI k,j.k—j m]+1 k- ]IH, k,j* (4.68)

De plus, nous pouvons réécrire les termes internes a 'immédiate droite de ces deux
battages. Ce faisant, les termes de méme type fusionnent par définitions (4.34) et

(4.35). A P'immédiate droite des deux battages, nous avons ainsi

teta(i—k) teta(i-k)

_ e tc
P tai-k) Plaj P \a(i-k)Plaj = Pra(j+i-k) Pya(jri-k) (4.69)

Remarquons que I'application consécutive de (4.5) puis (4.6) implique que

§1era(i-k) pitali-k) _ prai-k) _
ﬁa(l k), Cﬁ“ﬂ“E ﬁaj,f ﬁoc(z k), cﬁaj,c ﬁa(ﬁ.l k),c* (4-70)

Le second battage de (4.68) commute a distance avec les termes (4.69) et quasi-com-
mute avec le tressage élémentaire (4.70) en vertu de (4.25). Nous pouvons ainsi ré-

écrire

_ tc
(4.54L)" = Z( DALY ]p fa(jti- k)pJa(1+l Ok

uTa(z k) pita(i-k) uTc-Hx(i—k)
X ﬁa(j+i—k),cIHﬁ— ﬂc 0 c+l,k—l ﬁc+ocl,a(i—k)'

Par commodité pour la suite, nous réalisons des a présent le changement de variables
de sommation j=j —i+ketk=i-k':

(4.54L)" = ku( DO, plesplay
i

frak’ frak’ jre+ak’
Xﬁgéj',lené',j' k'AOt(]’ k") ﬂc La(j'-k") ]‘HCHI k- lﬂgﬂxl,ak" (4.71)
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De l'autre c6té, nous avons
1z e pite-alk=Dpptte-alk-1)
(454R)" Z( 1)JIH“ (k=1),k— lH‘Isz kﬂaka(k ) 1L

I Tc Tc 1T
gt]tx(c (k l))A ﬂa]cﬂc,ajp]aj' (4'72)

Comme précédemment, nous pouvons réécrire le troisiéme battage a droite du se-

cond, toujours en utilisant (4.25). Nous avons alors, en vertu de (4.29),

Iy I = T = L T
De plus, notons que
ﬁgfkcoc?lgkl)l) a]oc(c (k-1)) ﬁﬁzc;&(kz}l)ﬁ%igkgfig) aja(c—(k-1))
ﬁizca?k(kz)l) oc]a(c (k- z))ﬁy(cki—o;()f(ai(ji:—?) (4.73)
= ﬁi@f@ﬁ%f}g}{k_’? )
alors
Prtaticr) Plate- oy M85 PlasPlycPhasp

_ ﬂTC a(k-1)
p1a]p tx]ﬁaka(k 1) oc]a(c (k- l))A“J ﬁ“]t‘ﬁf‘x]

- e pite-a(k-j-1)
p oc]pja]ﬁgcjcagﬁoc(k—j),a(k l)ﬁa]c ﬁc "

Nous pouvons ainsi réécrire

(4.54R)" = ;( LIS ple ple BUS
jrc+aj fre+aj pftc—a(k-j-1) 1T
x I c—(k=1)k- (1 —jri= kﬁa(k—j),a(k—l) Al Cﬁa]cﬁca] (4.74)

Grace aux manipulations que nous venons d’effectuer, nous pouvons réaliser la som-

me sur kK comme une convolution de Vandermonde (4.30) :
j1c+aj fre+aj pftc—al(k—j-1) _ rpifc+aj
Z ks (k-1),k- iibe —ji— kﬁa(k—j),a(k—l) = Mg (4.75)
et alors, en fusionnant a ’aide de (4.5),

1T+
(4 54R Z( I)JIHthcjp oc]p zx]ﬁa]c ﬁc Lo f g-:lt‘;,]i_l (476)

L’équation (4.54L)" = (4.54R)" doit étre réalisée pour tout choix compatible

pour p,, et p,, et doit ainsi étre réalisée termes a termes pour tout j' = j dans (4.71)
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et (4.76). Tout cela simplifie drastiquement la vérification puisque la derniere étape

de la preuve est de montrer que
k tak tak Tc+¢xk uTc+aj
Zk:(_l) Hl?c,j kA&(] k)ﬁg a(j-k) nc+l,i—lfk ctalak — /3c el jyinl (4.77)

Dans le membre de gauche, nous scindons le dernier tressage élémentaire a I’aide
(4.6) :
Blearas = BLaiB
c+al,ak caklFa(c+l),ak’
mais le premier de ces deux nouveaux éléments commute a distance a gauche avec le

battage et peut étre fusionné a I’aide de (4.5) avec le tressage élémentaire a sa gauche :

tak
ﬁga(] k)ﬁcock ﬁca]

Ce nouveau tressage quasi-commute a gauche avec I’élément de Garside et le pre-
mier battage (il les décale de ¢ positions). Dans le membre de droite, ce tressage
quasi-commute de la méme maniére avec I’élément de Garside. Nous procédons a
la simplification par cet élément a gauche des deux cotés. Il reste alors une identité
dont tous les termes sont décalés d’au moins ¢ positions. En la ramenant en premiére

position, nous devons montrer
k tak tak _ froj
Zk:(_l) I‘ch,] kAiix(] k) m£+lz lfkﬁgc(ghl),ock - A H‘Ic+l —ji-1? (478)

mais cette relation n’est autre que (4.31) avec i — [ - i, j - j,c+ 1 — [, ce qui finit la
preuve.
O

4.3 Propriétés

Explorons maintenant quelques propriétés de cette solution.

4.3.1 Twist scalaire

Lorsque a = 1, nous avons quatre parametres dont dépend la solution : g, p,, p,
et B, (voir sections 3.2 et 3.3). Dans ce cas particulier, p, et p, sont des éléments de
kB; ~ k. Nous avons alors fusionné sans encombre la dépendance en ces éléments de
la solution (3.29) a 'aide d’un twist scalaire, c’est-a-dire pour lequel les coefficients
lx,y sont des scalaires.

Pour a générique, les degrés de liberté p, et p, 0 < x < a sont des éléments

de kB, et si nous comptons avoir quelque action sur ces derniers a ’aide d’un twist,
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nous devons introduire des coefficients y,,, appartenant a des algebres de groupes
non abéliennes. Cela pose un probléme quand on cherche a résoudre les équations
caractérisant un twist, puisqu’on ne sait alors pas comment ces coefficients quasi-
commutent avec la solution (4.55), et nous ne pouvons alors pas extraire de systeéme
simple pour les éléments de matrice. En revanche, dans le cas scalaire, on observe
une variation du cas exposé dans la section 3.3.

Supposons que le twist soit de la méme forme que dans la section 3.3. En écrivant

les deux relations qui doivent etre satisfaites, nous extrayons deux systemes :

Ubra(c—g).dUeragd = Bbdbed> 0<g<c, (4.79)

et

Uy Geanbbera(d-h) = Pocbbd, 0 h<d. (4.80)

Enposantb =x,c=x+1,¢c =X et g = 1 dans (4.79), nous trouvons Uz ax,d Yz+a,d =
Ux,dHa(x+1)+x,d SOIt

b = (Hzraa)* (pza) V. (4.81)

De méme, en posant ¢ = y,d = y+1,d = y et h = 1 dans (4.80), nous trouvons

Hoy+allbyray = HoyHb,a(y+1)+y SOIt

-(y-1)
Ubx = (#b,ym )Z(Mb,y) 2 (4.82)
En substituant (4.81) dans (4.82), nous obtenons finalement
& \&EDE-D
yx,y _ (ﬂx+a,y+a) (‘“x,y) (4,83)

(#E?ﬂx)(&il)z (ﬂ?m,})ﬁ(zil) ’

avec 4a? parametres libres y 4,0 < a,b <2a - 1.

4.3.2 Absorption des degrés de liberté internes

A la vue des résultats des sous-sections 4.1.2 et 4.1.4, nous pouvons nous deman-
der s’il est possible d’absorber les degrés de liberté offert par les éléments p, , et p,,
dans la définition des éléments B, en définissant 8}, = p, p};/}%, 0<x,y<a. Ce-

_ 1X '
pendant, nous avons {)0( 0} =4p,x 2 0} =qp, et {)1;3 Y“} = 4P, yaPy Y‘;ﬁuth,Xot‘ Si

4 . b _ b _ 4
nous définissons . = p|, ou ), = p, , nous perdons les formules pour la décom-
position des éléments B! ., pour la méme raison que nous ne pouvions absorber

4 r . b 3, .
le nombre g dans des éléments p,, et p|,. Ceci ne pose qu'un probleme pratique
puisqu’il suffirait alors de forcer la décomposition a se comporter comme celle des

éléments Y .
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Les battages et les symboles de Pochhammer (en faisant abstraction des éléments
qui dépendent du reste de la division par «) sont construits a I'aide de I’élément f, ,.
Si nous modifions la définition de I'élément ¢, = p |, p% Bk o pour faire disparaitre
les éléments p, , et p, , de'expression de { i }, nous modifions de facto I’expression
des battages et des symboles de Pochhammer. Il convient alors de distinguer les élé-
ments « combinatoires » (les mondmes des battages et les éléments qui ne dépendent
pas du reste de la division par « dans les symboles de Pochhammer) des autres élé-
ments (le monome central et les éléments qui dépendent du reste dans les symboles

de Pochhammer). L’expression du tressage devient alors

= X

XY\l _ 1X+Z b X54b1Z

{z } - ]‘HnZY_—Z ) lgz,x '_HuY—Z’

avec B

Kpyee X b gh

Hl :(l_ﬁa,ak. o, X Y,oc)'

L’expression est plus simple, mais nous venons de voir qu’elle n’est qu'une réécriture
deI’expression (4.55) avec une notation différente. Ces degrés de liberté ne semblent

pas pouvoir étre reportés dans un twist.

ie
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ANNEXE

PREMIERS ORDRES DU SYSTEME (3.9)

Nous rassemblons exhaustivement ici les quatres premiers ordres du systeme

d’équations (3.9) que doivent satisfaire les éléments de matrice {’z‘ Y } d’un tressage
iyigis
i €t
I’équation correspondante est alors obtenue en considérant les éléments de matrice
o i+ . .\ .
qui agissent sur z,,, I,;xj,; > lorsque I'on réordonne de deux maniéres differentes
1 2 3

ITZ’;ZL’;“Z. Pour des raisons d’édition, nous modifions la notation des

de 'espace des tenseurs. Nous repérons les équations a I’aide du symbole

un triplet x, ,y
variables de la maniéere suivante : nous portons en italique en bas a droite un éven-
tuel décalage de I’élément de matrice le long des brins. Nous omettons cette valeur
lorsque le décalage est nul. Ainsi, {’; " } = {’; 4 }Tt. Pour les ordres 0, 1,2, 3 et 4, nous

énumérons alors respectivement 1, 6, 20, 50 et 105 équations.

A.o Ordre o, 1 équation

{8088 %) = {5 HE 5 )

A.a  Ordre 1, 6 équations

e = o
{8 THE T+ (6B 6 1y = {8036 15 )
B HEHY ) = (8 oHE 8

133
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oorl {6 °H{8 18 1y = {6116 °HE )
ol {6 °H{8 1T 1y = (R HETHE )
oorl {6 2146 16 °F = {6 16 °HE )

A.2  Ordre 2, 20 équations

oo 13 2H 2 H8 o) = {8012 218}

o {8 21 {22H {6 0y + {928 8 ) = (6o H{R 2 H )

o 40 2HE 1 = {8012 2K

ol {3218 218 3 + {028 {8 1)+ {8 28 18 2 = {§ HE2H{E )
ot {2218 1+ 88 0 2 = (6o 2 HE

ool {6218 18 2y = {6 {8 2H{E 2}

ol {8 HEHE = {8 1 HY

ot 41 HE R = {0 HE

ool {1 HE S T+ {6 THEOHE ) = {8 e R )

ol {1 8 HE T (e DB OHE 2 = (R THE B o+ {8 S
ol {8 18 8 2y = {THE EHE 1)

ool {6 °H{8 {8 2y = {6 2H{8 °HE )

o {3 OHEOHE 2 = 2 6 )

oaal {6 °H{8 132y = {82 H{0 815}

forl {8 11 HE 8 = {6 33 Y

ool {2 1146 18+ B Mo 1 = (o 1B )

ol 6 16 OHE )= {a O T HE

el {6 2148 18 1y = {6 THE HE )

il {6 2148 1t 1y = THE 06 )

oaal {6 213 15y = {8 H{E °HE )



A.3. Ordre 3, 50 équations

A.3 Ordre 3, 50 équations

ool {873 HE 8 = {8 H8 {8

borl {3718 Ho o)+ {8218 210 2} = {801{3 22 2}

Biol {312 2HE 2 = {8 H8 32

ol {9 TS a0+ (2 H 2 HE = 0 0 1 = (80 o
i (8200 Y T = (808 )

o {98 8 = 8O

135

ool {8 716218y + 8B 2HE 1+ {28 e 2y + B8 082} = (5621 )

o {2 78 2 HE ({0 2+ R0 ) = (5o )
ool {2216 a2y + (8B e ) = (082 HE )

sl {6 °H{8 8 *} = {6 HE*HE°}
ol {32 H{8 283 = {6 THa 2182}
ol 3 2H8 2 H 3 = (e T2

ool {2 2HE2HO 1+ {12 HE T HO B = {81 H{1 2
] G2HEHE D (2 B = (0 B + (8 B2 HE 2

o 12 HE ST = {0 B EH1

sl {2 28 2HE o+ (2O THE 2+ R M8} = (5 21 )

ozt (2207 HE 1+ e 2+ (o8 O HE oy = (0 B O + {6 T HE A8 )

ol {1 7HE 2+ (6 HE e ) = {0 e 1+ {83328 %)

B2 078 K} - ()8 310)
BG83 - B2 1)
0D - RN )
e - B

s {1 8 o 2+ (8T HEHE = {82{3 1){8 %)
ol {3 THE 2+ (8 HE OO ) = {02 e o + {823 T8 )
ool {3 HE 2+ (5 HEOHE ) = 92 BB o + {921 EHE

ool {518 82y = {82 H 2B 1}
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B 37He°H8°) - 6716716
29 GO0} - (D)
B 6o B} - (10 96°)
B GUHEHE ) - 826
6008 - (oM )

i R R e = Y

il {8 THE T HE ) = (3202

Annexe A. Premiers ordres

ool (2 TR+ R HE - 1Mo ) = {a e 2HE )

o {9 10 HE 1+ 0T O HE 2 = {6 OH 2 HE 1

ol 0140 *H2 2y = {6 °H2 18 *}
il {1 HE e 1) = {0 T H Y
il {FEHEHE S = (Y

el {1 {8 8 1+ o a2 = (6 HE B )

fral {1 THO THE {8 B8 OHE 2 = (U HE S O+ {8 R 8

ol 6 8 M2 2 = 0 EHE 1
ool {6 9146 °H6 %y = {6215 °HE )
ol (6 HO OHE 2 = 2R TG
ol (o 0Ho 132 = 22 243 )
ol {1 R = o Y

ooal {2218 33 ) + {6 23 OHE 1) = (58 1)

BB - G068
B8 (196 - (116 Hee)
809696 - 6 HED 0
B B 137 - 66

A.4 Ordre 4, 105 équations

oo 14 HEHE ) = 8OHTHE
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B2 M8 - HEOHE ) - o)

i HOHE ) - (e

B2 MG 8+ HEHE ) + B 183 - BoHE 38 )

2 HOH0 )+ (HEHe ) - 01

B (382} - (€M 8

B2 8+ HEHE D + DD + M 1B - )

o 3 MO HE )+ MM B+ (1 D0 - e e )

B3 H0H 1+ 1 HE - (e )

2 20 H ) - (616

B (38 187} + (4B + BB (81O )+ 9878 -
o8} e}

B (0 MR+ 01 HE ) + (00} - BB K ) - e )

B (3 HEH3 )+ (MO HE ) K ) - B 6 )

B (2B )+ 1 B0HE ) - (0 6)

2 (34603 - (3o 18 )

B HEHE ) - €28}

B (1 e He ) = e )

B (MO - (1M - 00 e)

B PHEHE ) (1O HED - )+ MK

B ()23 - (1)

B PHEHG )+ (M0 B+ () - e )

B M+ (OB + 00 - MO )+ )00

P (32O 2H 1 (1O HED - )+ MK )

P HEHE ) = )

B PHO B +PHO B (M0 M8 - 11 e)

B PHE K0 )+ (PHB 0 M)+ 1B - e
(e )

B (1M %+ (1 M)+ M) - (0D )+ ) 00He)
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Annexe A. Premiers ordres

ol 1218 520+ (62O e ) = {0 B IHe 2 - {8 5 HE )

B {17} B°He 4 - (61 6)
(71603 - 626 3He)
e (2003 = 02 1)
B (87183 - e 6

i (32 2o 1+ 83 = (2R 2

i (322 2+ 0 0 30 = B B+ {82 HE 2 HE 2
o (32 1+ 320 830 = BB B+ {2 B

[l {20 HS 3 = (8 2He 3R 2

ool {3210 718 2y + {328 o ) + 8218 18 1} = {62218}
o G PHO T+ {2 HE T HE - G = S e oy + 823208 )
ool (32023 2+ {2 HE Ha )+ BB OHe ) = 0 B o + 2R 1 1)+

ERAER AU

ol {3 2HE )+ (2O M8 ) = {920 BB 1 - {022 T He )

B GoHeHe ) - 67036
(e - ()0 ) )
() - () B )
(e - 0B )
(e - HG )

ool {3118 o)+ (8 HEOHE Y = (623 T}

ot (8 HE e+ BB = (DG oy + 7HEHE Y
ol {1 HE )+ B e ) = {9 e BB o + {0 T He 1)
ool {3 HE G2+ B ) = {88 R o - 81 3

BB - (46 )
B (37018} - 6810
B {1787} - (969 0°)
B (37618 ) - 66
28 (467 - (8 96)



A.4. Ordre 4, 105 équations

inl {6 °H{6 18 1y = (8 HEEHE )
il 43 3 T Ho 81 = {6 H3 13 )

ool (8 712288y + 812 Ho 2 = G OHE 7 HE )

o 13 {3 T H1 3 = 0 °H 2 H8 )

ol {8 HI P HE O + (B e 1+ T T He 1 = {8 O
il (8T HE - 0BG 0 = G

il {8 11 HE R = (8 HE Y

139

ol (3 THEHE O+ B+ R HE - B 0o ™) = {8 HE )

o 43 {8 THE O+ IO THE 2 + 86 M) = {8 H{E 8 )
o RGHUIERERtHItIIER SR A ERACR

o {0 10 01571 = 6 oH P HE )
ml 3 a2 HE 8 = {3232
B HE S = {1 BHE

sl 2 DHE2HE 1+ O THO 1 = {6 T2
il GIHEPHE D - G = (B (8 B2 HE

il HE D = (B

oo 3 S+ G HE - M%) = {0 HE2HE )

ol GO G THP - GG H = e e o + 8 3328 )

ol (1T 2+ ) = e 1+ 0 32 HE %)

B 6 - D)
B BHEHO D - 636 )
B HEHED - (6 D)
G YD - 6396

ol {1118 &2+ (B Mo ™) = {6218 HEY)
ol (1 1Ho B+ B ) = (2B ) + {62 HE R )
ool (110 332+ B 7} = (26 B + {2 HE e )

il {6 1146 37y = (2 HE BB )
ooal {0 9146 67y = {62 Ho °HE )
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8 G0 - LK)
B GD0IE) - 066
BB - (06
B (66 - 6

o (822 0 - 03 a0 = GO

ma {03HE T = EOHE 2

Annexe A. Premiers ordres

ool (8313 2HE O+ R 1+ (635 OHE 2 = (FOHE2HE )

o {938 HE 1+ 03B O HE 2 = B OHE 2 HE

ool 6213 01320 = {3332 HE %)
o {12 HE I = {8
(A = O HE Y

ool (1 218 33 1+ (6 2B O3 = 5 HE )

bl (12 G G+ G2 = BB IH o+ 33 THE

bl {6 23032 = 3 IHE 1)
wod (0213182 = (57 B )
o3 {82143 HE 2y = {12 HE e )
ool {5013 132y = (2 {8 815}
o {0 = B Y

ot {2518 8+ B3B3 ) = B oHE B )

B BN ) - 6 D)
B G0 HR ) - 6
809696 - 060
2 () - (o Hee)



(4]

(5]

[10]

[11]
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Résumé

Le sujet de cette theése est I'établissement d’une nouvelle solution de I’équation de Yang-Baxter.
Cette équation est présente dans de trés nombreux domaines de la physique théorique (systémes
intégrables, mécanique statistique, QISM,...) ou des mathématiques (théorie des nceuds, groupes
quantiques,...), mais I’étude de ses solutions est difficile (équations non-linéaires, variables non-
commutatives, etc.). Une solution de I’équation de Yang-Baxter est aussi appelée tressage.

Dans une premiére partie, nous présentons des résultats généraux sur le groupe des tresses et
son algebre de groupe. Nous nous intéressons ensuite aux analogues tressés que I’on peut consi-
dérer comme des analogues non-commutatifs de g analogues. Nous présentons entre autres des
analogues pour les coeflicients binomiaux, les symboles de Pochhammer et les nombres de Fuf3-
Catalan, ainsi que pour le développent binomial et la convolution de Vandermonde. Ces deux
premiers chapitres contiennent des résultats plus ou moins standards et forment I’assise des ré-
sultats qui suivent. La définition des nombres de Fuf3-Catalan est toutefois originale.

Dans une seconde partie, nous abordons les tressages d’espaces de tenseurs. Nous commencons
par présenter les équations qui doivent étre satisfaites par un tel objet et nous donnons une so-
lution dont nous montrons I'unicité. Dans un dernier chapitre, nous plagons ce tressage dans
un contexte plus général et nous présentons les tressages dits « zébrés » qui prennent en compte
une éventuelle cyclicité dans ’ordre des tenseurs sur lesquels ils se projettent. Le contenu de ces
deux derniers chapitres est original. Nous fournissons ainsi une nouvelle solution de I’équation
de Yang-Baxter et explorons ses propriétés.

Mot-clefs : Tressage, Groupe des tresses, Equation de Yang-Baxter, Analogue tressé.

Abstract

The main result of this thesis is the presentation of a new solution of the Yang-Baxter equation.
This equation appears in many areas of theoretical physics (integrable systems, statistical me-
chanics, QISM,...) and of mathematics (knot theory, quantum groups,...), but the study of its
solutions is quite difficult (non-linear equations, non commutative variables, etc.). A solution of
the Yang-Baxter equation is also called braiding.

In a first part, we present general results about the braid group and its group ring. We then
focus on braided analogs which may be seen as non commutative analogs of g-analogs. We
present, among other results, analog for binomial coefficients, Pochhammer symbols and Fuf3-
Catalan numbers, as well as analogs for the standard binomial expansion formula and the Chu-
Vandermonde convolution. These two first chapters contain quite standard results and set the
basis of the results appearing in the sequel. The part on Fuf3-Catalan numbers is original.

In a second part, we study tensor braidings. We begin by setting off the system of equations which
must be fulfilled and give a solution. We proove that this solution is unique and we study some
of its properties. In a last chapter, we put this solution in a more general framework and present
"striped" braidings which are taking account of a cyclic pattern on the orders of tensors on which
they project. The result contained in these two last chapter is original. We thus present a new
solution of the Yang-Baxter equation and explore its properties.

Keywords: Braiding, Braid group, Yang-Baxter equation, Braided analogue.

Discipline:  Physique Théorique

Laboratoire : Centre de Physique Théorique
163 avenue de Luminy
13288 Marseille CEDEX 9 L
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