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Introduction

INTRODUCTION

Des questions de formateur sont a l'origine de cette recherche. Mieux
comprendre 'enseignement effectif d’une notion donnée pour répondre a des
besoins que les professeurs expriment en formation initiale ou continue, et
finalement contribuer & améliorer les apprentissages mathématiques des éléves,
tels sont les objectifs généraux que nous poursuivons.

Nous nous intéressons & lenseignement de la multiplication des nombres
décimaux en classe de sixiéme et nos questions portent sur les pratiques ordinaires
des professeurs. Avant de définir le sujet de notre recherche, nous voudrions
d’abord en présenter son histoire, puis nous proposerons le plan de notie travail.

(Genése de la recherche : des constats de formateur

Au moment de la publication des programmes de novembre 1995 pour la
classe de sixiéme, nous avons animé des stages de formation continue axés sur la
liaison entre I’école élémentaire et le college ' et regroupant des enseignants des
classes de CM2 et de sixiéme Ces stages ont porté sur la modification de la
répartition de l'enseignement de la multiplication : il s’effectuait, auparavant,
entiérement & I’école élémentaire alors que depuis, le cas olt les deux facteurs sont
décimaux n’est traité qu’au collége.

Les professeurs sont confrontés a des erreurs persistantes de leurs éléves

Comme formateur, nous avons constaté que la multiplication des nombres
décimaux pose des problémes aux enseignants Les erreurs persistantes des éléves
révelent des difficultés d’apprentissage. Ces erreurs concernent, d’une part, la
reconnaissance du modeéle multiplicatif d'une situation dans laquelle les valeurs
numériques ne sont pas entiéres, et d’autre part, la mise en ccuvie de la technique
opératoire. En outre, il subsiste des problémes liés & la multiplication des entiers et
a ’écriture des nombres décimaux.

Les professeurs que nous avons rencontrés dans les stages congoivent assez
mal les difficultés de leurs éléves. La technique opératoire, comparée a celle de la

' Plus précisément entre le Cycle 3 de I'Ecole élémentaire qui concerne les enfants de 8 4 10 ans

scolarisés respectivement en CE2, CM1 et CM2 et le Cycle d’Adaptation du Collége qui
concerne les enfants de 11 ans scolarisés en classe de sixiéme.
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division, ne leur parait pas difficile ; comme le modeéle multiplicatif d'une situation
est indépendant des valeurs numériques, le fait que les valeurs soient entiéres ou
décimales ne leur semble pas modifier la difficulté de sa reconnaissance Pourtant,
la réaction de nombreux éléves montre le contraire, et les enseignants restent
démunis devant ces difficultés.

Faire appel, en formation, a la recher che en didactique des mathématiques

Dans la mesure ol les analyses des professeurs, issues de leurs connaissances
mathématiques, ne permettent pas d’expliquer les difficultés constatées ni a
fortiori de les 1ésoudre, il nous a semblé légitime d’utiliser, en formation, les outils
développés en didactique des mathématiques afin d’étudier les problémes relatifs &
Ienseignement et a Papprentissage de la multiplication des nombires décimaux.

Plusieurs travaux de recherche sur la multiplication ou sur les nombres
décimaux ont été menés . Compte tenu des 1écents changements de programmes,
les professeuss de college powrraient tirer parti de deux ingénieries pour enseigner
la multiplication des nombres décimaux. Finalement, 'étude des travaux existant
sur cette question pourrait laisser I'impression que des réponses ont été apportées
qui permettraient d’enseigner de facon telle que les connaissances et les
compétences visées soient acquises par un maximum d’éléves.

Llefficacité de tels stages dépend de la perméabilité des enseignants aux
travaux des didacticiens

Les professeurs n’utilisent pas les résultats des recherches en didactique

Or différentes recherches ont montré le peu d’impact, en situation
d’enseignement ordinaire, de la 1echerche en didactique des mathématiques.
Récemment, la these de Jeanne Bolon a posé ce probleme, précisément sur
I’enseignement des nombies décimaux a ’école élémentaire et au collége L’auteur
conclut ? que les enseignants des classes ordinaires manquent de points d’ancrage
pour utiliser les situations des ingénieries didactiques. En outre, les enseignants de
collége, compte tenu des programmes officiels, seraient enclins & aboutit au plus
vite & des algorithmes de calculs décontextualisés. Certains des professeurs qui ont
contribué a sa recherche disposaient cependant de connaissances didactiques.

Les scénarios congus lors des recherches en didactique sont-ils inadaptés a
Uenseignement ordinaire 7 Les enseignants sont-ils soumis 4 des contraintes,
notamment institutionnelles, qui ne sont pas suffisamment prises en compte dans
ces scénarios T L'ensemble de ces considérations nous amenérent & cette recherche
sur Uenseignement ordinaire, et notamment sur P'activité du professeur

? Nous pensons notamment aux deux ingénieries didactiques d’enseignement des nombres

décimaux, celle de Nadine Brousseau & Guy Brousseau (1987) et celle de Régine Douady &
Mazie-Jeanne Perrin (1986), aux articles de Guy Brousseau {1998) sur les décimaux, aux
travaux de Gérard Vergnaud (1981 et 1983) sur la multiplication ainsi qu’a la thése de Janine
Rogalski (1985) qui traite de la bidimensionnalité (de la multiplication).

BOLON J. (1996), Conmument les enseignants tirent-ils parti des recher ches faites en didactique
des mathématigues 7 Le cas de Uenseignement des décimauz & la charniére Ecole-Collége,
These de didactique des mathématiques de PUniversité de Paris 5 [pp. 321 4 328]
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Une direction de recherche qui se heurte & deux obstacles

Une recherche qui porte sur le travail des professeurs nécessite d’observer des
classes. En demandant a des collegues de nous ouvrir leur porte, nous avons
constaté d’abord des réticences liées au fait que les expériences d’enseignement
congues par les chercheurs seraient frop éloignées du quotidien de la classe
Pourtant, quand nous avons précisé que nous ne souhaitions pas qu'ils
expérimentent un scénario déja élaboré mais bien que nous puissions observer,
pour P'analyser, leur enseignement au quotidien, nous avons encore essuyé de
nombreux refus. L’intérét d’un chercheur, méme collegue, pour 'enseignement
ordinaire est suspect. Pour ces professeurs réticents, les conclusions des recherches
de ce type sont connues d’avance : ils n’enseignent pas comme il le faudrait pour
que les éléves apprennent. Quant aux propositions pour amélioier leur
enseignement, ils estiment qu’elles sont vaines car elles idéalisent la classe du
quotidien et conduisent & des projets irréalisables. Les professeurs se méfient des
travaux menés par des chercheurs qui ignorent la spécificité de ’enseignement
ordinaire. Mieux connaitre cette spécificité est devenu I'un de nos objectifs, il
demande d’explorer les pratiques enseignantes du point de vue des enseignants
eux-Inemes.

En tant que chercheur en didactique des mathématiques, nous avons senti
peser sur cette position un autre soupgon. Prendie le point de vue du professeur ne
constitue-t-il pas un manquement au “pas de co6té” par rapport &
I’enseignement, nécessaire pour mener une recherche 7 En didactique, acquisition
des savoirs par les éléves est une préoccupation premiére, les cadres théoriques
permettent-ils de considérer 'enseignant sans référence aux apprentissages 7

Une recherche gui imbrigue deuz approches, didactique ef ergonomique

Comme le montrent certains travaux présentés a la X° école d’été de
didactique des mathématiques?, les recherches sur le péle “professeur” se
multiplient et s’organisent Pour surmonter les deux obstacles rencontrés par
notre recherche, un moyen consistait a 1épondre simultanément & deux exigences :
prendre en compte, en tant que chercheur, a la fois le quotidien du professeur en
situation d’enseignement et 'apprentissage des éléves.

Nous avons finalement envisagé de mener une recherche sur 'activité du
professeur selon une approche double, dans la lignée des travaux d’Aline Robert ®

— P'une ot les activités du professeur sont analysées powr les apprentissages
qu’elles permettent, et pour laguelle nous utiliserons le cadre de la didactique des
mathématiques ;

— 'autie ol le professeur est considéré comme un individu en situation de
travail, et pout laquelle nous emprunterons & la psychologie ergonomique °.

% Voir les articles du théme “ Pratiques de Penseignant de mathématiques ” des actes de la X¢

école d'été de didactique des mathématiques (1999} : Caen

°  Nous pensons 3 ses travaux sur la formation des enseignants et sux les pratiques depuis 1995,
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Nous avons vu que enseignement de la multiplication des nombres décimaux
dans des classes de sixiéme ordinalres est une question qui mérite de conjuguer ces
deux points de vue. Les 1ésultats des recherches en didactique des mathématiques
sur ce théme sont déja nombreux, en outre des récents travaux montrent que les

professeurs n’en tirent pas parti.

Ainsi, nous pouvions a la fois répondie aux questions que les réticences des
professeurs posent aux cheicheurs, et inscrire notre travail dans le cadie de la
recherche en didactique des mathématiques Il nous restait donc a transformer ces
premiéres interrogations et ces premiers choix d’étude en un sujet de recherche

Présentation du sujet

Nous nous proposons d’étudier 'enseignement de la multiplication des
nombres décimaux par des professeurs de college Cette notion est Iohjet d’un
véritable enjeu puisque les éléeves commettent des errewrs persistantes qui
démontrent & la fois leurs difficultés d’apprentissage et une certaine impuissance
des professeurs qui restent désarmés. Il s’agit pour nous de mieux comprendze ce
qui est fait en classe, par rapport a ce qui pourrait ’étre, en tenant compte des
prescriptions et des contraintes, et en prenant comme critére d’évaluation des
pratiques enseignantes des catégories liées aux apprentissages potentiels des
éleves

Nous allons préciser ici le contexte général de la recherche, les limites du sujet,
la problématique globale et quelques premiers éléments méthodologiques.

Le contexte de la recherche, des conséquences sur le sujet

Notre recherche se situe dans un contexte particulier, Deux ingénieries
didactiques publiées depuis une quinzaine d’années proposent un enseignement
des nombres décimaux. Ces ingénieries avaient été élaborées powr Ienseignement
primaire mais elles pourraient étre reprises en classe de sixiéme — le niveau que
nous étudions — compte tenu du dernier changement de programme Une
recherche récente a défendu la thése que les professeurs n’utilisent, ni & école
élémentaire ni au collége, les résultats de ces ingénieries dans leur enselgnement.
Grice & des entretiens avec les professeurs, I'auteur de cette recherche a pioposé
des pistes pour expliquer ce manque d’impact de la didactique.

A la suite de ces travaux, nous nous proposons de mieux comprendre
I’enseignement ordinaire de la multiplication des nombres décimaux en sixiéme.
La compréhension que nous recherchons est particuliére. Nous nous centrons sur
les contenus mathématiques et sur leur enseignement en classe, et nous comparons
ce qui est fait (par le professeur et par les éléves), ce qui est prescrit (par
Pinstitution scolaire au professeur, et par le professeur aux éléves), ce qui est
contraint {par les horaires, les programmes, le manuel utilisé ..) et ce qui pourrait
étre fait L’enseignement pourrait étre abordé autrement: par les phénoménes

 Nous nous référons aux travaux de Jagues Leplat (1997) et & ceux de Janine Rogalski (2000)
pour son approche de psychologie ergonomigue de 'activité de ’enseignant.
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affectifs, par le travail personnel des éléves & la maison. Restait a définir le
nombre de séances auxquelles nous devions assister

Nous avons discuté avec les professemrs des modalités de notre accueil
L’observation de situations ordinaires d’enseignement se rencontre, en dehois de
la recherche, dans le contexte de la formation ou de Pinspection. Certains
professeurs rejettent les interprétations effectudes apreés ces visites dans leur classe,
ils avancent souvent le peu de représentativité d’une séance isolée pour décrire et
critiquer leur enseignement Meéme si 'on peut entrevoir ici des mécanismes de
défense mobilisés par ces personnes, il nous a semblé que la fréquence de
largument qui vient d’étre présenté indiquait qu’il méritait que nous le prenions
en compte, quitte a le questionner dans notre recherche. Ainsi avons-nous choisi
d’observer “tout l'enseignement”, c’est-a-dire la séquence compléte, de la
multiplication des nombres décimaux de professeurs dans leur classe de sixieme.

Finalement, pour analyser les pratiques, nous coordonnons deux approches
validées par deux cadies théoriques. La premiére est celle de 'apprentissage des
éleves pour laquelle nous retenons une dimension liée au contenu et & son
organisation, une dimension lie aux activités des éléves et une dimension liée aux
interactions entre le professeur et les éléves. La seconde approche est celle de
Pexercice du métier pour laquelle nous retenons une dimension sociale, du fait de
I'intégration de la profession dans un systéme comprenant plusieurs acteurs (la
hiérarchie, les collégues, les éléves et leurs parents.. ), et une dimension personnelle
ou Penseignant est un individu impliqué dans son activité professionnelle.

Quelques imitations du sujet

Nous avons conscience du fait que lactivité du professeur ne représente
quune partie des facteurs qui déterminent Papprentissage dun éleve.
L’hétérogénéité d’une classe en témoigne Le riche travail de Bernard Chailot,
Elisabeth Bautier et Jean-Yves Rochex 7 contribue & expliquer, par une approche
sociologique, que les éléves ne regoivent pas de la méme maniére le méme
enseignement : non seulement ils ne rentrent pas en classe avec les mémes attentes
et les mémes projets, mais encore ils ne donnent pas le méme sens au discours de
I'enseignant et a ses consignes ni méme aux taches qu’ils réalisent en classe ou & la
maison Néanmoins, nous faisons hypothése que ce qui se passe dans une classe
reste un facteur essentiel des apprentissages des éleves. De plus, nous fixons a
notre recherche une premiére limite : nous ne prenons pas en compte la dimension
sociale des éleves des classes observées. Pour cette raison, nous avons préféié
restreindre notre étude a ’enseignement dans des classes ordinaires de sixiéme, du
point de vue de leur composition sociale comme de leur niveau. Nous avons
parallelement mené des observations dans des classes dites difficiles d'un
établissement situé en Zone d’Education Prioritaire, mais nous ne les avons pas
intégrées au corpus de notre recherche car leur analyse aurait effectivement
nécessité une méthodologie particuliere.

" CHARLOT B, BAUTIER E & ROCHEX J -Y (1992}, Ecole et savoir dans les banlieues .. et
aillewrs, Armand Colin : Paiis.
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Dans une situation d’enseignement, le professeur s’engage personnellement
Des logiques inconscientes sy manifestent nécessairement. Nous avons pu
percevoir quelques-unes de leurs manifestations lors de certaines observations,
mais n'étant pas spécialiste des théories ni des analyses psychanalytiques, nous
avons préféré ne pas en tenir compte dans le cadie de cette recherche. Cette
limitation suppose, nous en faisons I'hypothése, que la compréhension partielle 4
laquelle nous pouwrrons parvenir reste cependant pertinente pour expliquer,
suffisamment méme si ce n’est pas totalement, les activités du professeur en
fonction de ce qu’elles induisent sur les apprentissages des éléves

Dans une classe de sixieme, les interactions entre le professeur et les éléves
comportent nécessairement une dimension affective qui n’est pas négligeable.
Nous avons remarqué, lors de nos observations, que le ton du professeur changeait
suivant la situation ou suivant les éléves; que ses accompagnements du discours
purement mathématique (verbaux ou non) étaient nombreux pour souligner son
égard pour ses éléves, que sa position dans la salle comme ses déplacements
témoignaient aussi de la dimension affective du jeu qui se déroule en classe. Pour
des raisons d’ordre méthodologique, nous avons néanmoins décidé de ne pas
aborder la dimension affective des situations d’enseignement observées, En effet,
les exemples que nous venons de citer montient que la prise en compte de cette
dimension demande d’adopter un point de vue tiés local sur les situations, point
de vue qui vient se heurter au choix de considérer 'ensemble complet de la
séquence de chaque professeur. Malgré ces nouvelles limitations de notre étude,
nous supposons encore qu’elle conserve sa pertinence.

Pour analyser les activités du professewr en fonction des apprentissages
gu’elles permettent, nous ietiendrons des outils d'ordie épistémologique et
cognitif. Du point de vue méthodologique, le choix de ces outils nous permettra
d’utiliser pleinement les recherches déja menées sur 1'enseignement de la
multiplication et des nombies décimaux pour lesquelles les auteurs avaient déja
effectué ce choix.

La problématique générale

La question globale que nous nous posons en abordant cette recherche est
donc celle de “Penseignement ordinaire” de la multiplication des nombres
décimaux dans des classes moyennes de sixieme. Nous employons cette expression
au singulier alors que vraisemblablement, la 1éalité recouvre une certaine
diversité. Par des comparaisons, nous nous proposons justement de déceler ef
d’interpréter des similitudes et des divergences entre les séquences observées.

Plus précisément, parmi toutes les composantes d'une situation
d’enseignement, celle qui retient ici notre attention est le professeur. Nous nous
intéressons & ses activités en classe, ainsi qu’a ses activités en dehois de la classe si
elles ont une incidence sur ce qu'il fera en présence de ses éléves. Nous utiliserons
le terme de “pratiques enseignantes” pour désigner toutes ces activités® Les
pratiques enseignantes seront questionnées pour repérer, d’une part les objectifs

¥ Nous utilisons ainsi la définition que propose Aline Robert (2000).

10
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pédagogiques des professeurs, leurs activités. et d’autre part les contraintes
professionnelles qui les déterminent et les caractérisent

En analysant les pratiques enseignantes avec ce double point de vue, nous
contribuerons & préciser, dans le contexte de Penseignement de la multiplication
des nombres décimaux, ce que recouvie l'expression “ une pratique ordinaire ”

Premiers éléments méthodologiques

Les pratiques enseignantes regroupent les activités du piofesseur en classe
ainsi que celles qui lui permettent de préparer sa séquence. Notre recherche
portera donc a la fois sur 1’élaboration du projet par chaque professeur et sur son
déroulement en présence des éléves Pour répondre & notie problématique, la
méthodologie doit permettie d’analyser ces deux activités, ’élaboration du projet
et son animation, en conjuguant deux points de vue, I'apprentissage des éléves et
I'exercice du meétier.

D’une maniére classique en didactique, nous avons déterminé a priori les
contraintes et les possibles en tenant compte & la fois de considérations
épistémologiques, des programmes et des acquis des éleves. Nous avons analysé
aussi les manuels scolaires qui constituent les principales sources des professeurs
pour préparer leurs cours. Nous avons rencontié des professeurs qui nous ont
présenté leur projet et nous ont invité dans lewr classe powr assister a lew
enseignement de la notion choisie Nous avons enfin mené une analyse a posteriori
qui, d’'une part permet de situer les séances obseivées par rapport & celles qui
étaient envisageables et qui, d’autre part tient compte de 'activité en classe du
professewr pour favoriser les apprentissages de ses éléves.

Notre objectif est I’étude du professewr et notre méthode générale est de
procéder & des comparaisons. Pour cette raison, nous avons observé des séquences
d’enseignement de plusieurs professeurs, toutes choses égales par ailleurs.
C’est-4-dire que nous avons, autant que possible, fixé les variables des situations
d’enseignement observées, sauf celles qui concernent personnellement le
professeur. Ainsi avons-nous fixé la date des observations, la notion enseignée, le
niveau global des éléves, les moyens d’enseignement disponibles (effectif des
classes, horaire, manuel scolaire), une certaine expérience professionnelle des
enseignants

Nous avons observé les pratiques en classe en assistant, pour chaque
professeur, a toutes les séances de son enseignement de la multiplication des
nombres décimaux. Ces sdances ont été emregistrées a l'aide d'un petit
magnétophone portable qui permettait au professeur de conserver sa mobilité
habituelle dans la salle Nous avons pris des notes écrites concernant ses
déplacements, 1'utilisation du tableau, les énoncés d’exercices.. L’observation des
pratiques d’élaboration du projet s’est hewrtée a un important probléme
méthodologique. L’accés direct a cette activité professionnelle est trés difficile car,
dans des conditions normales, elle est complétement privée. Or nous souhaitions
précisément analyser des pratiques ordinaires. Nous avons donc opté pour une
reconstitution du projet, & partir du déroulement observé et d’entretiens avec les
professeurs.

11
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Présentation des résultats de nos travaux

L’analyse des séquences des professeurs, en fonction des apprentissages des
éléves se nourrit de la confrontation des observations et de 'analyse a priori qui
repose sur I'utilisation d’outils développés en didactique des mathématiques.

Aprés avoir développé notre problématique, précisé les cadres théoriques que
nous utilisons, et détaillé notre méthodologie {(chapitre 1), nous avons choisi de
présenter nos travaux en commencant par l'analyse a priori L’enseignement de la
multiplication des décimaux en classe de sixiéme repose sur deux notions étudiées
antérieurement & I’école élémentaire, le nombre décimal et la multiplication Nous
commencons donc¢ par un bilan des travaux des recherches en didactique
concernant ces notions et nous précisons les choix de l'institution scolaire par une
lecture des programmes et de leur évolution (chapitre 2). Nous étudions ensuite,
en fonction des apprentissages potentiels des éléves, les diverses propositions
d’enseignement de la multiplication des décimaux qui figurent dans les
publications et que les professeurs pourraient utiliser pour préparer leurs cours
(chapitre 3). Nous proposons enfin de déterminer les projets possibles compte tenu
des programines et des connaissances des éleves quand ils entrent en sixiéme
(chapitre 4).

Nous étudions ensuite Jes séquences observées, a la recherche de régularités et
de variations dans les pratiques enseignantes. Nous analysons les pratiques en
fonction des objectifs d’apprentissage des éléves et en replacant, de fagon
permanente, le professeur dans la position d'un individu en situation de travail
Les 1égularités et les variations observées sont interprétées pour cerner les
contraintes et les alternatives d’une situation d’enseignement ordinaire L’examen
des séquences observées commence alors par une étude comparée des projets des
professeurs (chapitre 5). Puis nous examinons les déroulements de ces projets
suivant deux aspects. D’abord nous analysons les activités des éléves c’est-a-dire,
dans chaque classe, ce que font les éléves en fonction des demandes de lewr
professeur (chapitre 6). Nous terminons cette recherche en étudiant certains
échanges entre le professeur et les éléves, ceux qui résultent de décalages entre des
dynamiques d’apprentissage personnelles et celle que le professeur tente d’animer
pour toute la classe {(chapitre 7)

En conclusion, a propos d’une notion déja explorée par les recherches en
didactique des mathématiques et dans un contexte trés particulier du systéme
scolaire frangais, nous étudions les pratiques enseignantes dans des classes
ordinaires. Nous souhaitons ainsi contribuer a la réflexion sur le péle professeur du
systéeme didactique.
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CHAPITRE 1

PROBLEMATIQUE ET METHODOLOGIE
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Dans ce premier chapitre, nous présentons notre questionnement et notre
problématique sur les pratiques ordinaires d’enselgnement de la multiplication des
nombres décimaux en sixieme Nous utilisons pour cette recherche deux cadres
théoriques généraux issus de la didactique des mathématiques pour le premier et
de la psychologie ergonomique pour le second Ces cadies légitiment la
méthodologie élaborée pour répondre a la problématique Dans les chapitres
suivants, nous piésenterons ces analyses et nous exploiterons les résultats qu’elles
permettent d’obtenir afin d’apporter des 1éponses a nos questions

1. Une entrée pragmatique dans I'étude des pratiques

Cette recherche porte sur les pratiques de professeurs qui ont dii enseigner la
multiplication des décimaux en sixiéme, en France, & ce moment trés spécifique de
la mise en application du programme de 1995 Pour la premiére fois, les
professeurs de colléege ont eu la charge de cet enseignement, jusqu’alors assumée
par les enseignants de 1'école primaire Cette particularité du contexte explique
que nous nous soyons limité presque exclusivement aux recherches frangaises
Certains travaux étrangers, pourtant ties riches, n’ont pas été cités parce qu’ils ne
correspondaient pas précisément aux besoins spécifiques de cette recherche.
D’autres, notamment menés en Italie, ont été pleinement utilisés

En situant cette recherche parmi les travaux frangais actuels concernant les
pratiques enseignantes, nous allons préciser les cadres théoriques utilisés, & la fois
pour asseoir notre problématique et pour fonder la méthodologie mise en ceuvre.
Nous avons procédé de maniére classique en didactique des mathématiques, en
commencant par une analyse a priori de 'enseignement de la notion {des contenus
et de la transposition didactique), puis en développant une analyse des projets
élaborés par les professeurs. Nous en détaillerons ici la méthodologie Enfin, nous
avons utilisé les résultats obtenus powr préciser la problématique concernant les
pratiques enseignantes en classe, et affiner la méthodologie La partie
méthodologique qui concerne l'analyse de la classe ne sera pas développée
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complétement ici mais dans les chapitres concernés pai cette analyse °. Précisons
quelles analyses des pratiques nous mettons en ceuvre.

Une analyse des pratiques qui commence par I'observation des classes

Dans son cours pour la X école d’été de didactique des mathématiques qui a
eu lieu & Houlgate en aofit 1999, Maria Luisa Schubauer-Leoni ' esquisse deux
grands mouvements des travaux de recherche sur la profession enseignante. Les
travaux du premier mouvement, qualifié de “ descendant ”, découlent de ’analyse
du systéme pour définir ensuite le professeur qui est alors pensé en terme
d’assujettissements, en fonction des contraintes provenant de ce systéme Les
techerches du second mouvement, qualifié “ d’ascendant ”, partent du professeur
pour penser ensuite le systéme et les contraintes qu'il comporte.

Notre démarche s’'inscrit plutét dans ce dernier mouvement : nous observons
les pratiques de professeurs de mathématiques et nous nous posons, & propos de
ces observations, des questions relatives a 'enseignement ordinaire. La question
des contraintes du systeme n’est pas écartée, elles sont recherchées dans les
pratiques par leurs “empreintes” sur 'enseignement des professeurs, tant d'un
point de vue global concernant le contenu et sa présentation aux éléves que d’'un
point de vue plus local concernant les activités effectives des éléves en classe et les
échanges avec le professeur. Nous pensons tiouver des traces des contraintes &
tous ces niveaux des pratiques enseignantes parce gue nous supposons que ces
pratiques forment un systéme & la fois complexe et cohérent.

Cependant nous analysons le systéme afin de reconnaitie ces empreintes
parmi les caractéristiques des pratiques obseivées. En partant des observations
des professeurs dans leur classe et en procédant par comparaison, nous cherchons
des régularités et nous les interprétons comme des contraintes institutionnelles ou
directement lies & Pexercice du métier Nous cherchons aussi des singularités des
pratiques qui montrent a la fois l'existence de marges de manceuvre et leur
investissement par chaque professeur non seulement pour élaborer le scénario de
son enseignement mais aussi pour animer, dans sa classe, le projet qu’il a concu.

Notre étude des pratiques commence donc par ’observation du professeur,
Mais l'intégralité de son activité est trop complexe pour que nous puissions jamais
la décrire complétement. Il nous faut donc procéder & un découpage de la 1éalité
qui nous permettia de retenir ce qui semble pertinent pour répondre aux questions
de notre problématique. Ce découpage et sa pertinence reposent sur les cadres
théoriques que nous utilisons et que nous allons préciser.

% Cf chapitre 6, paragraphe 1 et chapitre 7, paragraphe 1.

" SCHUBAUER-LEONI Maria Luisa (1999), Les pratiques de Penseignant de mathématiques :
modéles et dispositifs de recherche pour comprendre les pratiques in Actes de la X° école d'été
de didactique des mathématiques —tome 1—, Houlgate : édition ARDM
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Une utilisation conjointe de deux cadres théoriques '

Nous commencgons donc par étudier les pratiques des professeurs pour leur
contribution aux apprentissages des éléves Dans son exposé a la X°® école d’été de
didactique des mathématiques (1999), Marie-Jeanne Perrin % retient, dans les
recherches francaises, quatre entrées principales dans 'étude du didactique : une
par le savoir et les situations qui le mettent en jeu, une par 'étude des institutions
ol vivent les savoirs, une par I’étude de 1’éléve et une derniére entrée, plus globale,
qu’elle qualifie d’empirique, qui consiste & découper la réalité observée & partir de
questions posées a priori et a construire des catégories permettant de repérer des
régularités a partir de Pobservation. Notre étude des pratiques enseignantes reléve
de cette derniére catégorie.

Les pratiques ensetgnantes et leurs conséquences sur I’ apprentissage

Nous supposons que les activités des éléves déterminent suffisamment leur
apprentissage pour légitimer une partie de notre démarche : analyser les pratiques
enseignantes, pour leur contribution aux apprentissages, par les activités qu’elles
induisent en classe L’activité d’un éléve se cornpose de son action (ce qui est fait,
dit, écrit mais encore ce qui est vu ou entendu) et de la pensée qui accompagne
cette action (aussi bien ce qu'il a pensé pour faire, ce qu’il pense en le faisant et ce
qu’il pensera juste apiés 'avoir fait). L’activité d’un éléve est pour une grande
part intellectuelle et donc n’est pas observable. Cependant nous pouvons en
inférer une part en confrontant ce qui est & 'origine de activité de l'éleve (la
tache) et ce qui émerge de cette activité (production matérielle, écrite ou orale).
Nous appelons activité potentielle de 1’éléve cette reconstitution de son activité
réelle.

Nous ne disposons pas, pour chaque éléve de la classe, d’information sur son
activité. Seuls les éleves “interrogés” s'expriment oralement ou par écrit au
tableau La restriction opérée en passant des éleves — au pluriel — & la classe — au
singulier — ne géne pas nos travaux: nos observations nous ont permis de
constater que les professeurs agissent trés rarement en direction d’un éléve
particulier sans tenir compte du reste du groupe classe, sauf loisque tout le monde
est en situation de recherche et qu'il circule dans les 1angs. Ainsi, lorsqu'un éléve
est interrogé, le professeur obtient une attention générale suffisante pour écouter
cet éleve et réagir comme si chagque membre de la classe 'avait écouté En
négligeant, dans nos travaux, ce que font les éléves qui ne s’intégrent pas dans le
groupe classe tel qu'il est géré par le professeur, nous ne faisons que restreindie
notre étude des activités des éleves a celles qui, justement, monopolisent
Iattention de I'enseignant. Toutes les activités des éléves sont importantes pour
leur incidence sur les apprentissages, mais cette restriction ne géne pas notie

' Rappelons que cette recherche s'inscrit dans la lignée des travaux sur les pratiques menés par
Aline Robert depuis 1996

2 PERRIN M -J (1999), Problémes d’articulation de cadres théoriques, Recherches en
didactique des mathématiques 19/3 (279—322), Grenoble : La pensée sauvage.
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recherche parce que les activités qui nous intéressent sont précisément celles dont
la responsabilité incombe au professeur, professeur dont la pratique est ’objet de
notre recherche

Nous faisons aussi ’hypothése qu’en classe, les taches proposées aux éléves
sont réalisées par suffisamment d’éleves ™ Ainsi, 'étude de ces taches et des
activités potentielles nécessaires a leur réalisation est pertinente pour en envisager
les conséquences sur I'apprentissage des éléves, au moins en tant que processus Le
choix des taches g’effectue par le professeur, leur analyse concerne donc bien celle
des pratiques enseignantes. Dans cette perspective, les pratiques enseignantes des
professeurs observés sont considérées pour leur fonction : que les éléves apprennent
la multiplication des nombres décimaux. Nous utilisons largement le cadre de la
didactique des mathématiques, nous reprenons les hypothéses qui y sont
généralement admises sur les apprentissages et nous nous servons des outils
d’analyse des situations d’enseignement qui y sont développés pour analyser les
taches par rapport aux activités potentielles correspondantes.

Nous supposons que 'apprentissage d’un éléve dépend des situations qu’il
étudie, en classe notamment, pour le contenu mathématique qu’elles comportent
mais aussi pour organisation de la rencontie entre P'éléve et le savoir.

Le contenu est abordé dans cette recherche selon trois dimensions empruntées
4 la théorie des champs conceptuels ™ ;

un concept est un triplet de trois ensembles : C(s, I, S)

s: Pensemble des situations qui donnent du sens au concept (la
1éférence) ;

I: Pensemble des invariants sur lesquels repose l'opérationnalité
des schémes (le signifié) ;

S: lensemble des formes langagiéres et non langagiéres qui
permettent de représenter symboliquement le concept, ses propriétés, les
situations et les procédures de traitement (le signifiant).

(. .) Le champ conceptuel des structures additives est 4 la fois
Iensemble des situations dont le traitement implique une ou plusieurs
additions ou soustiactions, et Pensernble des concepts et théorémes qui
permettent d’analyser ces situations comme des tdches mathématiques

Alinsi, chaque notion est analysée en considérant les problémes qu’elle permet
de résoudre (classés par catégorie, ils en constituent les situations de référence),
ses propriétés dont certaines conduisent éventuellement & des méthodes de
résolution des problémes précédents dans un certain domaine de validité, ainsi que
ses représentations symboliques et leur transformation.

Pour 'organisation de la rencontre entre I'éleve et le savoir, on est attentif, en
didactique des mathématiques, & certaines caractéristiques de [’enseignement

14 Nous avons visité des classes pour lesquelles il sezait permis de douter de cette hypothése mais

elles ne figurent pas parmi celles qui ont été utilisées dans le cadre de notre recherche

¥ VERGNAUD G. {1990), La théorie des champs conceptuels, in Recherches en didactique des
mathématiques 10/2.3 (133-170), Grenoble : La pensée sauvage
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Elles ont permis d’élaborer des ingénieries, qui relevent d'un enseignement
expérimental. Nous nous proposons d’utiliser ces mémes caractéristiques pour
comparer les projets d’enseignement des professeurs que nous avons observés, bien
que le contexte soit celui d’un enseignement ordinaire. Nous examinons différentes
questions générales que nous particulariserons dans I'exposé de la méthodologie Il
s’agit de repérer la dynamique savoir ancien /saveir nouveau, ainsi que les
dialectiques contextualisation / décontextualisation des savoirs. Le cas échéant,
nous nous demanderons si la décontextualisation conduit & la formulation et/ou &
la validation de la technique opératoire.

Dans l’'étude des taches proposées, nous 1epéions les différentes
représentations symboliques mobilisées pour leur 1éalisation, ainsi que les
dialectiques outil / objet des savoirs. Nous distinguons aussi les taches qui ne
demandent que des applications directes de celles ol1 I'éléve doit, soit reconnaitre
une situation (de ce que Géraid Vergnaud appelle “la référence ”), soit adapter
des savoirs anciens.

Nous supposons également, comme beaucoup d’auteurs qui s’inspirent des
théories de Vygotski, que d’auties facteurs, de 'ordre des médiations, jouent un
16le important sur Papprentissage d'un éléve. Nous pensons notamment aux
discours non strictement mathématiques de ’enseignant qui servent & désigner et
a organiser les connaissances, les aides individuelles ou collectives pout orienter ou
réorienter la recherche ou plus simplement la réflexion d'un (des) éléve(s), les
échanges entre le professeur et les éléves ou entie éléves...

Nous étudions donc les pratiques enseignantes en considérant successivement
le projet du professeur, les activités (potentielles) des éléves que nous inférons a
partit de leurs productions en fonction des taches proposées en classe, et les
échanges entre le professeun et les éléves ou entre les éléves.

Les pratiques enseignantes comme exercice d'un métier

Dans la seconde approche des pratiques enseignantes, nous considérons les
activités professionnelles de Penseignant, non plus seulement comme une réponse a
un objectit d’acquisition de savoir par les éléves, mais aussi comme un travail Un
travail soumis & des contraintes imposées par l'institution scolaire qui prescrit et
qui définit les taches confiées & ses agents, un travail qui comporte des exigences
spécifiques liées aux conditions d’exercice de la profession, mais aussi un travail
dans lequel le professeur s’investit personnellement. Pour asseoir notre
questionnement relatif aux pratiques enseignantes comme exercice d’un métier, et
pour organiser notre recherche dans cette voie, nous empruntons un cadie
théorique a la psychologie ergonomique. Nous nous référons aux travaux de Jaques
Leplat ** et & ceux de Janine Rogalski 16 qui les exploite dans son appioche de

" LEPLAT J {1997), Regard sur I'activité en situation de travail — Contribution & la psychologie
er gonomique, Paris : PUF.

' ROGALSKIJ (1999), Approche de psychologie ergonomique de Pactivité de Penseignant,
conférence donnée lors du stage national COPIRELEM, 3-5 mai 1999 a Limoges
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psychologie ergonomique de 'activité de l'enseignant. Le professeur est alors
considéré comme un individu en situation de travail, depuis ’élaboration de son
projet d’enseignement jusqu’a 'animation de ce projet en classe, y compuis
lorsqu’il improvise et s’adapte aux réactions des éléves Nous prenons en compte
Pactivité de préparation des cours & double titre: elle fait partie du travail de
I'enseignant et elle repose sur des connaissances professionnelles dont certaines
sont issues de la pratique.

Nous faisons en effet I'hypothése que la 1éférence & l'exercice du métier
permettra d’entichitr nos analyses des pratiques. D’une part pour mieux
compiendre certains choix communs aux professeurs observés et qui ne
s'expliqueralent pas comme des r1éponses les mieux adaptées & un probléme
d’enseignement. D’autre part pour interpiéter ce qui, dans I’étude d’une pratique
peut s’avérer incompréhensible, voire apparaitre comme une contradiction, si 'on
s’arréte a une analyse de Uactivité enseignante considérée seulement comme étant
au service des éléves ", Nous opérons un “ changement de point de vue ” dans
P’analyse, pai rapport & ce qui était analysé précédemment: il ne s’agit plus
d’étudier ’activité du professeur en fonction des appientissages potentiels mais en
fonction des besoins, liés a ’exercice du métier.

Précisons davantage ce que nous entendons par exercice du métier. Le
professewr doit satisfaire les attentes de linstitution scolaire qui emploie, cette
institution étant représentée, pour des professeurs de sixiéme, par I'inspection
pédagogique et le chef d’établissement. Il doit aussi créer des conditions de travail
satisfaisantes : éviter les situations conflictuelles, stressantes ou angoissantes,
renforcer la qualité des relations dans la classe, la confiance et la motivation des
éléves. Et comme il n’est pas le seul professeur de mathématiques de son
établissement, il doit tenir compte de certaines caractéristiques communes a
Penseignement de ses collégues. Plus largement, le professeur exerce une activité
sociale qui nécessite de considérer l'ensemble personnes qu’il rencontre: les
collégues, les autres personnels, les éléves et leurs parents. Enfin, le professeur
s'implique personnellement dans son activité qui traduit donc aussi son ambition
professionnelle, ses conceptions des mathématiques et de leur enseignement, sa
gestion des risques d’incidents en classe, de sa fatigue, ses besoins de sécurité, de
confort, d’amour des éléves Certaines caractéristiques de 'exercice du métier sont
donc paitagées par tous les enseignants, mais d’autres sont plus personnelles

Malgré ces distinctions au sein d’une pratique, nous en supposons la cohérence
interne Il nous semble important de ne pas négliger le fait que derriére toute
pratique enseignante, il v a un professeur, ¢’est-a-dire un individu en situation de
travail. Cette hypothése de cohérence des pratiques aide aux interprétations. Elle
permet parfois de déterminer, par inférence, des “logiques” qui expliquent la

7 Notamment si ceux-ci ne jouent pas le jeu du scénario prévu. Rappelons que cette réserve est

thécrique, nous avons considéré seulement des classes qui * fonctionnent * normalement dans
cette recherche Néanmoins, méme dans ces classes de niveau standard, nous proposons de ne
pas ignorer le travail fourni par 'enseighant. Cela nous permet de poser la question suivante qui
enrichit les interprétations : & quel prix le professeur est-il au service des éléves 7
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conduite d’un professeur. Cependant la cohérence d’une pratique enseignante peut
intervenir & différents niveaux ' pour différents professeurs, niveaux auxquels ces
professeurs n’appliquent pas la méme hiérarchie Ainsi la cohérence d’une pratique
ne permet pas de la recomposer a partir d’analyses partielles. Nous admettons
qu'une pratique forme un systeme complexe, ¢’est-a-dire qu’on ne peut réduire a
la somme de ses composantes. Lorsque le croisement de résultats différents sur les
pratiques semble contredire une logique précédente nous considérons la
contiadiction {qui n’est qu’apparente) comme une compensation : une exception
pour laquelle nous ne disposons pas de moyen qui permette d’en comprendre la
logique dont nous supposons tout de méme ’existence, en conséquence de
I’hypothése de cohérence des pratiques. Nous expliquons notamment ce manque
de moyens par le fait que nos analyses des pratiques se placent & certains niveaux
qui ne sont peut-étre pas ceux qui sont prioritaires pour tel ou fel enseignant.

Abordons maintenant nos questions et notre problématique, nous définirons
ensuite la méthodologie adoptée.

2. Vers une problématique particuliére d’analyse de
pratiques

Les questions que mnous nous posons sont relatives aux pratiques
d’enseignement de la multiplication des décimaux en sixieme Nous souhaitons
ainsi contiibuer & éclairer le débat actuel sur le pdle professeur du systéme
didactique. Nous cherchons aussi a approcher l'idée de “ pratiques ordinaires ”.
C’est pourquoi nos questions portent essentiellement sur les régularités et sur les
divergences des pratiques enseignantes. Cela nécessite de les analyser puis de les
comparer, suivant leurs différentes composantes 19 Nous nous interr ogeons enfin
sur la cohéience interne de la pratique enseignante de chaque professeur. Des
descriptions obtenues, nous espérons dégager ce que nous pouvons qualifier de
pratique ordinaire

Des questions sur le savoir, nécessaires pour analyser les pratiques

Les professeurs qui ont accepté de nous ouvrir la porte de leur classe ont donc
tous enseigné la multiplication des nombres décimaux. En ces termes, ils ont
poursuivi le méme objectif d’apprentissage pour leurs éléves, I’objectif défini par le
programme de la classe de sixieme. Cette affirmation sera discutée plus finement

¥ Nous pensons par exemple & : favoriser I'apprentissage, faire réussir les éléves, promouvoir les
élites, contribuer & Pascension sociale, donner le goiit des mathématiques, se faire aimet des
éléves, assurer une position dominante dans la classe.

Y TLa pratique d’un professeur est ensemble de ses activités qui concernent son enseignement.

Nous décomposons une pratique enseignante en distinguant sa contribution aux apprentissages
des éléves (par les activités induites et par les accompagnements de ces activités en classe) et sa
contribution & la satisfaction de nécessités lides & U'exercice du métier (contraintes communes ou
besoins plus personnels)
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car les professeurs différent sans doute par leur interprétation des directives du
programme. Leurs différences proviennent, d’une maniére plutdt générale, de leurs
conceptions des mathématiques et de leur enseignement Mais sans doute aussi,
d’une maniére plus spécifique au contenu visé, les professeurs peuvent dessiner de
nombreux objectifs qui ne seront pas tous partagés par chacun d’entre eux ;
objectifs qu’il nous reste d’ailleurs & déterminer. L’analyse des pratiques nécessite
une connaissance précise de la notion enseignée, a la fois en tant qu’objet de savoir
mathématique et en tant qu’objet d’enseignement Autrement dit, la discussion
que nous proposous ici souléve des questions sur le savoir, le savoir & enseigner et
le savoir enseigné.

La multiplication des décimaur en siziéme, quels enjeux ?

Nous nous interrogeons sur les enjeux mathématiques et les enjeux
d’apprentissage dont la multiplication des décimaux est 'objet. Cette question
nécessite une analyse du savoir (les nombres et 'opération) et des situations qui
mettent en jeu ce savoir (les situations multiplicatives) A propos des nombres
décimaux, nous nous demandons quelle est leur fonction, comment ils s'écrivent et
dans quels problemes ils interviennent. Concernant la multiplication, nous nous
interrogeons sur les situations qui forment la 1éférence (situations multiplicatives),
sur les propiiétés de opération et sur les méthodes de calcul d'un produit de deux
décimaux. Les recherches précédentes menées en didactique sur les nombres
décimaux et sur la multiplication nous aideront pour répondre & ces questions.

Une autre question intéresse les professeurs, et donc celui qui se penche sux
leurs pratiques : celle des choix de Uinstitution scolaire & propos de 'enseignement
de la multiplication des décimaux Nous les déterminerons par ’analyse des
programmes actuels en nous interrogeant sur leurs indications, notamment celles
qui concernent les savoirs a enseigner et celles qui précisent l'enseignement
attendu. Les piojets ¢élaborés par les professeurs pourront alors étre examinés en
fonction des piogrammes, ce qui nous conduira encore & la question de
I'enseignement ordinaire

La multiplication des décimauz, quels enseignements possibles ?

Nous nous interrogeons sur les enseignements possibles de la multiplication
des nombres décimaux, d’une part sans tenir compte du contexte institutionnel, et
d’autre part en considérant les prescriptions et les contraintes communes qui
s'imposent aux professeurs. De telles comparaisons permettront de progresser sur
la notion d’enseignement ordinaire.

Nous allons donc chercher, dans diverses publications, toute indication
permettant d’élaborer un projet d’enseignement de la multiplication des nombres
décimaux en sixiéme Nous analyserons ces différents projets en fonction de
'apprentissage ** des éléves dont ils sont potentiellement vecteurs. Nous nous
poserons alors la question de leur diversité. Nous chercherons aussi 4 déterminex

% Dans cette recherche, I'apprentissage des éléves doit s’entendre aussi bien comme le processus
d’acquisition de savoirs nouveaux que comnme l'acquisition elle-méme,
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d’éventuelles zones d’ombre, c’est-a-dire des objets de savoirs liés & la
multiplication des décimaux qui ne sont pas traités ou seulement trés rarement.
Ces zones d’ombie peuvent concerner des situations multiplicatives ou des
propriétés de la multiplication. Le cas échéant nous tenterons d’en déterminer
Iorigine et les conséquences éventuelles sur les apprentissages

Puis nous croiserons ces résultats avec les contraintes liées au contexte de
Penseignement actuel de la multiplication des nombres décimaux. Nous nous
intéresserons notamment aux connaissances avec lesquelles les éléves entrent en
classe de sixiéme ainsi qu’a leurs difficultés déja constatées avec la notion a
enseigner. Nous aborderons enfin lintégration de cet enseignement dans le
programme complet de 'année ainsi que sa place dans le programme du college.

Les conclusions concernant la multiplication des nombres décimaux et son
enseignement permettiont d’étudier les projets réels des professeurs observés ainsi
que les movyens mis en ceuvre pour animer ce projet. Autrement dit, nos questions
concernent a présent les pratiques enseignantes des professeurs.

Des questions sur I’ensemble des pratiques enseignantes observées

Nous allons a priori associer le caractére oidinaire des pratiques
d’enseignement de la multiplication des nombres décimaux, aux contraintes
communes qui s’exercent sur les professeurs qui enseignent cette notion, dans une
classe de sixiéme de niveau standard. Nous cherchons & les repérer, a déterminer
leurs conséquences sur les pratiques et, & terme, leurs effets sur 'apprentissage des
éléves. La comparaison des pratiques des professeurs ohservés peimettra de
montrer certaines régularités, que nous tenterons de lire comme les effets de
contraintes communes, et une éventuelle diversité, signe de la marge de manceuvre
qui subsiste

Quelles contraintes sur les pratiques 7

Les professeurs évoquent souvent le “quotidien de la classe” pour justifier
leur enseignement. Cela nous ameéne & dédoubler la question des contraintes.

D’une part, nous nous interrogeons sur les contraintes qui concernent tous les
professeurs et qui sont extérieures & la salle de classe Nous pensons a
lorganisation du systéme scolaire qui conduit & la répartition des éléves en
divisions d’effectif donné, a Pattribution d’un contingent horaire, & la définition
d’un programme national commun Nous pensons aussi & des contraintes plus
locales liées aux relations que chaque professewr entretient avec les différents
acteurs de son établissement scolaire, la hiérarchie, les collégues, les éleves et leurs
parents. Nous pensons enfin & 'utilisation, en classe, d’un manuel scolaire. Dans
cette recherche, nous essaierons de déterminer 'effet sur les pratiques des
contraintes générales. Les premiéres que nous avons citées, les contraintes locales
ne seront pas étudiées sauf celles qui concernent le manuel utilisé parce qu’il est
commun & tous les professeurs dont nous étudions les pratiques. Sans entrer dans
le détail de la méthodologie que nous développons plus loin, disons qu'une analyse
a priori permettra de les déterminer et que la confrontation au réel permettra d’en
préciser la portée sur I'enseignement effectivement proposé aux éléves
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Nous nous interrogeons d’autre part sur les contraintes qui concernent aussi
tous les professeurs, et qui sont spécifiques a I'activité professionnelle en classe En
posant cette question, nous évoquons immanquablement les problémes de gestion
relatifs & la discipline, trés bien décrits dans Pouviage® © Pourvu qu'ils
m’écoutent... ” qui rassemble des mémoires professionnels de professeurs
stagiaires, Mals cette question concerne aussi les problémes relatifs a
I'apprentissage des éléves d’une méme classe *2 . ils nécessitent une gestion, parfois
difficile, & laquelle les professeurs expérimentés pensent sans doute quand ils
évoquent le quotidien de la classe Nous avons limité cette recherche aux
contraintes internes & la salle de classe qui concernent spécifiquement
Papprentissage, nous sommes partis des observations pour les cerner, les décrire et
en mesurer la portée.

Et quelles marges de manceuvre 7

Nous interprétons les différences entre les pratiques des professeurs comme
des marges de manceuvre qu’ils investissent. Nous essaierons de les déterminer, a
tous les niveaux de Pactivité du professeur, depuis la préparation des cours jusqi’a
I'animation dans la salle de classe du projet élaboré.

Nous posons alors la question des effets différentiels des pratiques sur
I’apprentissage des éléves. La marge de manceuvie qui subsiste conduit-elle & des
enseignements différents du point de vue de lapprentissage? Plusieurs
recherches #* sur les pratiques de plusieurs professeurs font apparaitre chez les
éleves des activités effectives assez différentes. Dans cette recherche, nous
discutons & nouveau 'hypothése selon laquelle les pratiques ordinaires sont
diverses et ne sont pas équivalentes.

Ces questions interrogent la formation initiale et continue des enseignants
dont la mission premiére est d’aider les professeurs a optimiser les apprentissages
des éléves dans le cadre défini par linstitution scolaire. Comment favoriser
I’évolution d’une pratique enseignante, a la fois complexe et cohérente 7 Nous ne

2 DAVISSE A & ROCHEX J-Y - Collectif sous la direction de — (1995), Pourvu qu'ils
m’écoutent . Discipline et autorité dans la classe, Ciéteil : CRDP de P'académie de Créteil

Z DAVISSE A & ROCHEX J.-Y. — Collectif sous la direction de — (1998), Pourvu quils
apprennent .. face & la diversité des éléves, Créteil : CRDP de 'académie de Créteil

® HACHE C (1999), L'enseignant de mathématiques au quotidien, étude de pratiques en classe
de seconde, Thése de doctorat de I’Université de Paris 7

MASSELQT P. (2000), De la formation initiale en didactique des mathématigues (en centre
IUFM) auz pratiques quotidiennes en mathématiques, en classe, des professeurs d’école (une
étude de cas), Thése de doctorat de I'Université de Paris 7

ROBERT A VANDEBROUCKT. (2001), Recherches sur lutilisation du tableaw par les
ensetgnants de mathématiques de seconde, Paris 7 : Cahier de Didirem, n°36.

RODITI E. (1996}, Le tableau noir: un outil pour lu closse de mathématiques Université de
Paris 7 : Cahier de Didirem, n°31,

VERGNES D. (2000), Analyse des effets dun stage de formation continue en géoméirie sur les
pratiques d’enseignants de école primaire, Thése de doctorat de I’Université de Paris 5.
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cherchons pas ici a répondre mais seulement & étudier les pratiques de professeurs
pour y distinguer ce qui est contraint de ce qui est choisi, et pour y déceler des
traces de la cohéience de l'ensemble. Cela nous améne 4 considérer chaque
pratique isolément.

Des guestions sur chaque pratique enseignante observée

Considérons la pratique d'un professeur dans son ensemble ¢’est-a-dire, dans
cette recherche, toutes les activités qui concernent son enseignement de la
multiplication des nombres décimaux, dans et en dehors de la classe. Quelles sont
les 1elations entre chacune de ces activités 7 Comment le professeur intégre-t-il
dans sa pratique ses choix et les contraintes, notamment celles qui concernent le
savoir et le temps 7

La pratique d'un professeur, quel ensemble ?

Pour étudier la pratique d'un professeur, nous nous posons des questions sur
ce qu'il fait. Parce que nous nous sommes limité a I’étude d’une séquence, certaines
questions ne seront posées qu'une seule fois alors que d’autres reviendront
souvent. Le professeur recherche-t-il une situation fondamentale pour commencer
I'enseignement de la multiplication ? On ne se posera pas deux fois cette question.
Lorsqu’un éléve commet une erreur, le professeur la corrige-t-il lui-méme 7
invite-t-il 'éléve & reprendie sa réponse? De telles questions reviennent de
nombreuses fois dans l'étude du déroulement de la séquence et définissent
différentes modalités de sa pratique

Une premiére fagon de considérer la pratique enseignante d’un professeur est
de considérer, dans leur ensemble, toutes les réponses aux questions posées qui ont
permis de comparer les pratiques des professeurs. En conservant notre double
entrée (en fonction des apprentissages des éleves et en fonction de 'exercice du
métier) nous cheichons & interpréter la répartition des modalités de certaines
activités d’un professewr pour savoir si elles sont marquées par une direction
générale qui pourraif, par exemple, étre issue de ses conceptions sur les
mathématiques, sur leur apprentissage et sur leur enseignement.

Quelle cohérence ?

Une autre maniére de questionner les piratiques enseignantes d'un méme
professeur est de croiser les analyses de différentes activités & la recherche de
traces de la cohérence interne de la pratique aux niveaux ol nous les analysons
Nos interrogations précédentes sur les différentes activités d’'un professeur se
prolongent donc aux relations entre ces activités, 1elations que nous cherchons en
croisant les résultats de nos analyses sur ces activités. Supposons par exemple que
I’examen du projet d’enseignement de tel professeur nous conduise & soutenir qu’il
s’efforce de mettre ses éléves en situation de recherche Comment l’examen des
activités des éléves en classe vient-il rencontrer les conclusions relatives au
projet 7 Avec ces questions liées & la cohérence des pratiques enseignantes, nous
cherchons a savoir comment les professeurs hiérarchisent leurs choix, quelle
logique émerge de leur pratique d’enseignement de la multiplication des nombres
décimaux. Nous cherchons aussi a savoir comment ils integrent les contraintes
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liées au métier Nous pensons notamment a celle du temps, que les enseignants
évoquent souvent sur le terrain, a celle des programmes et du manuel utilisé, mais
aussi a des contraintes plus directement liées & la gestion de la classe comme & celle
du climat général de bonne entente et de confiance & entretenir ..

Et quelles compensations ?

Nous nous demandons en outre si, malgré une convergence de certains
résultats, d’autres ne viennent pas aussi contrarier une logique apparente & un
niveau donné des analyses Et, en ce cas, comment interpréter ce qui apparait
comme des incohérences 7 Une piste est & explorer : celle des contraintes liées a
P'exercice du métier qui peuvent, parce qu’elles se situent & un niveau différent de
celui des apprentissages, expliquer que les professeurs fassent des concessions a un
niveau donné Nous cherchons aussi les contreparties éventuelles que le professeur
tirerait & un autie niveau de certaines concessions.

Pour interpréter ce qui, parce que les analyses sont effectuées & un niveau
donné, apparait comme des contradictions a I’hypothése de cohérence interne des
pratiques enseignantes, nous parlons de compensations. Prenons Pexemple de la
contrainte du temps. Le temps (les enseignants déclarent toujours en manquer),
d’une maniére globale, peut assurer une certaine cohérence & une pratique:
comment influence-t-il les choix des professeuss sur 'ensemble de la séquence 7 Il
peut aussi étre une souice de tension et de contradiction au sein d’une pratique
d’enseignement : au fur et & mesure que le temps passe, la pratique enseignante des
professeurs évolue-t-elle 7 Si oui, comment et avec quelle importance ? Plus
localement encore un professeur qui aurait demandé par trois fois au méme éléve
de reprendre sa 1éponse toujours incorrecte peut “céder” et lui donner enfin la
bonne 1éponse pour éviter de créer une situation génante voire conflictuelle. Cet
exemple illustre comment le fait de prendre en compte 'exercice du métier permet,
en €évoquant une compensation, d’expliquer ce qui apparait comme une
contradiction du seul point de vue de apprentissage de 1’éleve.

Ajoutons enfin, du point de vue de nos choix méthodologiques, que des
réponses a de telles questions permettront de confirmer ou d’infirmer l'intérét
d’avoir observé “ tout l'enseignement ” de chaque professeur.

Cette approche des pratiques intéresse nécessairement la formation quant aux
moyens & mettre en ceuvre pour faire évoluer une pratique sachant que sa logique
interne assure une certaine cohérence donc une certaine stabilité. Des moyens a
déployer qui semblent o priori d’autant plus lourds que cette logique est
déterminante sur la pratique enseignante du professeur.

Nous allons maintenant présenter la méthodologie globale adoptée Nous
définirons nos besoins en ce qui concerne les données a recueillir sur les séances
observées Cela nous conduira & la méthode adoptée pour en transcrire les
enregistrements puis aux moyens mis en ceuvre pour analyser les pratiques des
enseignants
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3. Méthodologie générale

La question globale que nous nous posons en abordant cette recherche est
donc celle de “l'enseignement ordinaire” de la multiplication des nombres
décimaux en classe de sixiéme. Plusieurs lectures des observations effectuées dans
des classes de sixieme sont mises en oeuvie pour analyser les pratiques
enseignantes. Rappelons que ces pratiques sont étudiées a la fois pour leurs effets
sur Papprentissage des éléves et pour les conditions professionnelles qui les
déterminent. Par des comparaisons, nous nocus proposons de déceler et
d’interpréter des similitudes et des divergences entie les séquences observées.

La pratique d’enseignement de la multiplication des décimaux d’un professeur
regroupe toutes ses activités, avant et pendant la classe, pourvu qu’elles
concernent cette séquence. Notre recherche porte sur ’ensemble de ces activités, la
méthodologie doit donc permettre d’analyser le projet et son animation, en
conjuguant deux points de vue : ’apprentissage des éléves et 'exercice du métier.
Nous piésentons ici la méthodologie globale adoptée, les méthodologies
particuliéres sont décrites précisément dans chacun des chapitres concernés de la
présentation de nos travaux.

Les séquences observées, les professeurs et leurs classes

Pour la partie expérimentale de notre recherche, nous avons “fixé”, autant
que possible, toutes les variables sauf celles qui concernent le professeur en tant
que personne.

Un sujet mathématique commun et des séquences complétes

La situation d’enseignement est la méme powr les quatre professeurs, elle
concerne la multiplication des nombres décimaux en classe de sixiéme
conformément aux programmes de 1995, Cet enseignement comprend la technique
opératoire ainsi que la résolution de problémes issus de situations multiplicatives.
Rappelons aussi que nous avons observé ’ensemble de la séquence d’enseignement
de cette notion par chaque professeur, cela afin d’éviter de retenir une séance que
le professeur awrait jugée trop particuliére sans que nous soyons en mesuie de
I'apprécier.

Un contexte institutionnel propice a U'étude d’un enseignement ordinaire

La multiplication des décimaux s’effectue en classe de sixiéme depuis le
changement de programme de 1995. Auparavant, cet enseignement incombait aux
professeurs d’école et aux instituteurs, généralement en CM2 c’est-a-dite durant
la derniére année de la scolarité de ’école élémentaire Nous avons observé les
professeurs durant l’année scolaire 1997-1998, la premiére année de mise en
application du nouveau programme pour la sixiéme.

Ainsi, en profitant du contexte institutionnel, nous avons déterminé un objet
d’enseignement poui lequel les professeurs ne pouvaient chercher 4 nous présenter
une legon originale qu’ils auraient préparée spécialement pour notre visite. Ils ont
préparé cette séquence parce qu’ils devaient enseigner, pour la premiére fois, la
multiplication des décimaux. La notion leur était cependant familiére car elle
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figurait comme un prérequis dans le programme de sixiéme précédant, les
professeurs avaient donc déja été confronté aux difficultés d’apprentissage des
éléves concernant cette notion.

Des classes comparables, des conditions d’'enseignement analogues

Nous avons observé plusieurs professeurs dans des classes de tous niveaux,
certains enseignaient dans des classes dites difficiles de colleges situés en ZEP * en
Seine Saint-Denis et d’autres dans des “bonnes «classes” de colléges
d’arrondissements favorisés de la capitale Nous nous attendions & ce que les
pratiques des professeurs soient dépendantes du niveau des classes et des 1éactions
des éleves. Mais nous ne savions pas vraiment apprécier la contribution du facteur
“niveau de la classe” sur la pratique du professeur ; les différences constatées
étaient trés impoitantes quant a la pratique enseignante alois que les éléves
commettaient les mémes erreurs au début de leur apprentissage Compte tenu de
notre problématique concernant ’enseignement ordinaire, nous avons renonceé a la
comparaison de séquences pour lesquelles le niveau des éléves était trop différent
Nous avons donc restreint la partie expérimentale de notre travail, a 'observation
de classes de niveau standard ® dans des colléges moyens de proche banlieue ou
d’arrondissements populaites de Paris

Ce faisant, nous avons décidé, tant que faire se peut, d’observer les séquences
de plusieurs professeurs, toutes choses égales par ailleurs. La notion enseignée, la
date des observations et le niveau des classes étant déja fixés, nous avons
finalement retenu dans cetfe recheiche les séquences d’enseignement pour
lesquelles les professeurs disposaient du méme hozaire hebdomadaire (trois heures
en classe entiere) dans des classes d’effectifs comparables (de 26 & 29 éléves) et
utilisaient le méme manuel scolaire (Collection Cing sur cing, Hachette)

Les professeurs observés

Nous définirons plus loin les moyens utilisés pour observation, indiquons
simplement ici que nous avons procédé a un enregistiement audio des séances, que
nous avons eu des entretiens avec les professeurs, et qu’en classe, nous avons noté
les inscriptions au tableau, les déplacements du professeur et les énoncés des
exercices proposés aux éleves.

Nous avons finalement retenu quatre professeurs qui possédaient au moins
une dizaine d’années d’expérience professionnelle en collége lors de nos visites. Ils
étaient tous volontaires, n’ayant pour autre motivation que celle de rendre service
a un collégue qui menait une recherche sur I'enseignement des mathématiques.
L’expérience professionnelle des professeurs peut cependant se nuancer. Deux
professeurs sont (ou ont été) formateurs et conseillers pédagogiques, I'un des deux

# Zone d’Education prioritaire

% Au dire méme des professeurs compte tenu de leur expérience et/ou des évaluations de début
d’année. Nous n’avons pas eu les moyens de vérifier ces affitmations par les résultats des classes
aux évaluations nationales d’entrée en sixiéme car Pannéde scolaire 1997-98 a été une année
particuliére (les évaluations n’ont pas été obligatoires et payantes pour les établissements
scolaires) si bien que nous ne disposons pas d’infortnation standardisée pour toutes les classes,
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participe & des travaux menés par 'APMEP % et se tient informé des recherches
en didactique des mathématiques. Les deux autres ne sont impliqués dans aucune
action de formation ni en tant que formatewr ni en tant que conseiller
pédagogique.

Pour des raisons déontologiques nous avons anonymé les enseignants en
attribuant a chacun le nom d’un mathématicien ou d’'une mathématicienne. Ainsi,
nous évoquerons dans toute la suite de cette recherche les noms de Theano,
Agnesi, Bombelli et Germain pour citer les professeurs qui ont eu 'amabilité de
nous accueillir et de nous permettre de les enregistrer, ce qui n’est pas une
situation toujours tres agréable.

La constitution de données analysables & partir des séances enregistrées

La réalité observée est trop riche et trop complexe pour nous étre enticrement
accessible, nous en retiendions donc seulement une paitie Précisons et justifions
nos choix de découpage de cette réalité pour constituer des données qui, elles,
seront analysables. Notre problématique concerne les pratiques ordinaires
d’enseignement de la multiplication en classe de sixiéme Nous avons choisi une
direction “ ascendante ” pour notre recherche, ainsi partons-nous des observations
pour déterminer des régularités et des variations au sein des pratiques
enseignantes des professeurs observés. Il nous a fallu adopter un point de vue
médian sur les situations d’enseignement en travaillant & la fois sur des aspects
généraux, pour détexrminer ce qu'il y avait de commun aux situations particuliéres,
mais aussi sur des aspects plus individuels pour montrer la spécificité de chaque
situation

Le projet d’ enseignement du professeur : une reconstitution approunée

Pour étudier les pratiques selon la composante qui concerne 'apprentissage
des éléves du point de vue des situations rencontrées, nous devons pouvoir
analyser le projet du professeur et particuliérement le scénario de sa séquence,
c’est-a-dire 'ensemble des tiches prévues pour ses éléves avec les formes de
gestion de la classe associées durant leur réalisation.

L’activité du professeur qui prépare ses cours est difficilement accessible car
dans une pratique ordinaire, la préparation est complétement privée. En
demandant d’observer %" cette préparation, nous craignions de la perturber dans ce
qu’elle a d’habituel. Comme nous souhaitions observer un enseignement ordinaire,
nous ne voulions pas participer & la programmation de la séquence car nous
redoutions qu’'un professeur réponde & ce qu’il pense étre ’attente d’'un chexcheur
en didactique des mathématiques ou & des consignes données par des formateurs
ou des inspecteurs. Nous avons finalement choisi de n’avoir aucun accés direct a
lactivité de préparation des cours. Le projet d’enseignement d’une séquence est

# Association des Professeurs de Mathématiques de ’'Enseignement Public.

*" Nous pensons ici & une observation sans participation bien qu’il soit possible d’envisager une

participation du chercheur & 1’élaboration du projet & enseigner par le professeur
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rarement 1édigé et ce qui est noté par le professeur est totalement insuffisant pour
décrire ce qu’il a prévu car une partie trés importante reste implicite Afin de
respecter au mieux les conditions d’un enseignement ordinaire, nous n’avons pas
demandé & chaque professeur de mettre par écrit son projet pour cette séquence de
la fagon la plus complete possible. Pour ne pas géner les professeurs qui nous ont
accueilli dans leur classe sans étre déchargé de leurs cours avant et aprés notre
venue, nous n’avons pas demandé aux professeurs de nous décrire de facon
systématique leur projet avant la classe et leurs impressions aprés la séance, nous
nous sommes contenté, dans un premier temps, de déclarations spontanées.

Nous avons donc finalement opté pour une reconstitution du projet de chaque
professeur & partir des observations (enregistrements, notes et entretiens). Pow
cette reconstitution, nous avons découpé chaque séance en unités élémentaires que
nous appelons épisode. Nous entendons par épisode un enchalnement d’actes
pédagogiques et d'échanges entre le professeur et les éléves en vue de parvenir 4 un
but donné qui est en général la réalisation d'une téche (y compris, r1appelons-le,
écouter ou regarder) Powr chaque épisode, nous notons la tache prescrite (énoncé
d’exercice, question posée, lecon & lire ou & copier. ), ce que fait le professeur et ce
que font les éléves. La reconstitution complete permet de retracer le plan général
prévu par le professeur pour piésenter les contenus choisis, les entretiens avec le
professeur donnent des indications complémentaires relatives & ce qu’il a pensé
devoir faire et aux justifications de ses choix

Mais comment apprécier la fiabilité de notre reconstitution 7 Le déroulement
compiend des éléments de préparation comme les documents fournis aux éléves
qui sont, pour le chercheur, autant d’éléments tangibles du projet du professeur.
Cependant, le déroulement de la séquence comprend aussi des éléments ol
peuvent se méler la préparation et des improvisations qui correspondent & des
adaptations aux 1éactions des éléves de la classe. Aussi, pour nous assurer que
notre reconstitution correspondait bien au projet de l'enseignant, nous ’avons
soumise & son appiobation lors d’'un entretien. Cette étape méthodologique de
notie travail pour reconstituer les piojets nous a permis aussi d’affiner les
arguments des professeurs qui nous ont livié plus précisément ce qu’ils avaient
pensé pour élaborer le scénario de cette séquence. Sans doute avons-nous donné
aux professeurs 'occasion de procéder & quelques rationalisations a posteriori mais
ce phénomeéne n’a aucune incidence sur notre recherche fondée principalement sur
le déroulement des séquences.

Trois types de données sur le projet d’enseignement de la séquence

Nous avons exposé notre méthode de reconstitution du projet du professeur,
projet qui concerne sa pratique avant la classe Nous abordons ici, d'une maniére
globale, la définition de données analysables sur ce projet, les détails seront
exposés dans le chapitie consacié a I'analyse des projets des professeurs. Nous
sommes a la recherche de régularité et de diversité au sein des pratiques
enseignantes Pour comparer les projets d’enseignement des professeurs, nous
adoptons deux approches, 'une assez globale pour déterminer d’éventuelles
convergences au sein de projets personnels et 'autre plus locale pour montrer la
particularité de chaque piojet
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Globalement, nous repérons dans la séquence les contenus mathématiques
abordés (techniques de calcul écrit ou mental, propriétés de 'opération), et nous
les incluons dans la reconstitution du projet du professeur. Ces contenus sont
déterminés par l’enseignant en fonction de contraintes professionnelles comme
celle du programme officiel, celle d’utiliser tel manuel ou d’autres que nous
cherchons a déterminer, et peut-étre aussi en fonction de son expérience
professionnelle et de conceptions personnelles sur les mathématiques, leur
enseignement et lewr apprentissage. Le professeur organise les contenus de la
séquence et leur présentation en classe. Nous tracons a posteriori “litinéraire”
prévu (la succession} pour les éléves. Plus localement, nous repérons les taches des
éléves : les situations de découverte des savoirs visés, la validation des nouvelles
connaissances, leur formulation et leur mise en fonctionnement dans des nouvelles
situations

Nous retenons donc trois types de données des projets d’enseignement des
professeurs : les contenus, leur organisation et les taches prévues pour les éléves.
Toute indication relative & ces données sera portée dans les transcriptions des
enregistrements des séances.

Deuzx cbservables du déroulement de la séquence

Aprés avoir indiqué les données que nous extrayons des projets des professeurs
pour menet nos analyses de lewr pratique en amont de la classe, nous allons
maintenant nous attacher a lexplicitation des choix effectués pour définir les
observables de lewr pratique en classe.

Les “ activités effectives ” des éleves en classe

Pour explorer la composante des pratiques enseignantes qui concerne
Iapprentissage des éleves du point de vue des situations qu’ils ont rencontrées,
Panalyse du projet seul n’est pas trés satisfaisante. On sait bien qu’un décalage
important peut apparaitre entre un projet et sa réalisation en classe, du fait méme
du professeur % En outre, les accompagnements de la réalisation des taches
proposées orientent le travail des éléves, peuvent modifier sensiblement les taches,
et influencent l'activité réelle des éleves. Néanmoins, rappelons que l'accés a
I’activité véritable de chaque éléve qui réalise la tache prescrite par son professeur
est impossible. D’abord parce qu'elle s'effectue essentiellement en pensée *,
ensuite parce que ’expression éciite de 'activité de 1’éléve est souvent inexistante

dans les classes de sixiéme observées ol les discussions animées par le professeur

% Ce type de décalage apparait de facon flagrante lors de l'utilisation d’un méme scénario par
deux professeurs. On pourra consulter pat exemple :
JOSSEE & ROBERT A. (1993), Introduction de homothétie en seconde, analyse de deux
discours de professeurs, Recherches en didactique des mathématiques 13 (119-154), Grenoble :
La pensée sauvage éditions.

2 Et nous savons bien que de nombreux facteurs influencent la pensée de 1'éléve dés la lecture de
la tache, nous pensons notamment ici aux manifestations inconscientes, au rapport au savoir
mais aussi au fait gu'ils peuvent penser a autre chose ou & deux choses 4 la fois
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sont fréquentes Nous analyserons a la fois ce qui précéde directement cette
activité et ce qui émerge de cette activité, c’est-a-dire ce que devait faire 'éléve et
ce qu’il dit ou montre de ce qu'il fait ou de ce qu’il a fait. Nous n’avons donc accés
qu'a activité potentielle des éléves.

En outre, la technique d’enregistiement permet de recueillir les propos des
éléves interrogés mais pas ceux qui ont des échanges plus personnels donc souvent
discrets. Ces contraintes nous imposent donc de considérer davantage la classe
d’éleves que chaque éléve individuellement Et puisque nous ne pouvons pas
étudier les activités réelles des éléves, méme de ceux qui s’expriment en classe,
nous retiendrons seulement pour cette recherche les activités potentielles des
éléves pour lesquels nous disposons de fraces de leur activité. Nous les appelons les
“ activités mathématiques effectives (des éléves) de la classe ”. Finalement, notre
matériel n’est pas partiel par rapport a celul du professeur en classe qui, lui aussi,
pour enseigner, €labore des hypothéses sur 'activité d’un éleve en fonction de ce
qu’il doit faire et de ce qu'il exprime.

Ainsi, pour chaque épisode qui, rappelons-le, correspond généralement a la
réalisation d’une tache, nous 1etenons les activités de la classe effectivement
coustatées pour cette réalisation Activités qui apparaltiont donc dans les
transcriptions des enregistrements des séances.

Les adaptations du professeur aux réactions des éléves de sa classe

Comme nous 'avons indiqué par nos choix théoriques, nous souhaitons tenir
compte pour analyser les pratiques enseignantes, de facteurs, de l'ordre des
médiations, qui influencent aussi 'apprentissage des éleves Dans cette
perspective, il est pertinent de 1etenir fous les discours non strictement
mathématiques qui servent & désigner et & organiser les connaissances, toutes les
aides, verbales ou non, individuelles ou collectives, tous les échanges entre le
professeur et les éléves ou entre éléves .. Les discours de stiucturation du savoir
sont peu nombreux dans les classes de sixiéme des professeurs qui nous ont
accueilli. En revanche, méme en nous limitant aux manifestations verbales, nous
avons repéré, en assez grand nombre, des aides ou des échanges entre le professeur
et les éleves

Lorsqu’il interroge sa classe, le professeur induit une réflexion sur le savoir
visé qui est orientée par sa question. Parfois, la réponse & la question posée n’est
pas jugée satisfaisante par lenseignant, autrement dit, la dynamique
d’apprentissage propre & I’éléve qui a 1épondu ne coincide pas avec celle que le
professeur s’applique & animer pout ’ensemble de la classe %0 11 arrive aussi qu'un
éléeve prenne 'initiative d’interroger l'enseignant, ce que nous inteiprétons de la
méme facon. Ainsi, que I’éléve questionne son professeur ou qu’il fournisse une
réponse jugée non satisfaisante, la réaction de l'enseignant constitue bien une de
ces rmédiations que nous nous proposons d'analyser En travaillant sur les
enregistrements des séances observées, nous avons limité le repérage des

% Nous nous inspirons ici de I’approche de I'activité de I’enseignant par Janine Rogalski {1999)
qui considére la classe comme un environnement dynamique.
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médiations aux interventions verbales du professeuwr qui répondent & une
manifestation, elle aussi verbale, d'un ou de plusieurs éléves. Nous savons bien
que, parfois, d’autres manifestations de la classe peuvent agir sur le discours du
professeur : soupir, grimace, agitation.. Nous faisons I'hypothése que cette
restriction n’invalide pas nos analyses. Les médiations que nous étudions dans
cette recherche sont donc, finalement, constituées par les adaptations du
professeur aux réactions verbales des éléves de sa classe.

Le matériel a utiliser : sources publiées et sources expérimentales

Nous étudions les pratiques des professewis en tenant compte de 'exercice du
métier mais la finalité de notre travail reste bien l'apprentissage des éléves,
apprentissage qui dépend de maniére fondamentale des situations rencontrées, et
ce malgré les réserves que nous avons déja exprimées concernant l'importance
d’autres facteurs (manifestations inconscientes, rappeort au savoir . ) Ces deux
axes de notie recherche expliquent que nous ayons eu besoin, pour nourrir nos
analyses, de consulter différentes publications: des ouvrages pour cerner les
enjeux de savoir dont la multiplication des décimaux est 'objet, les programmes
officiels qui définissent les objectifs de linstitution scolaire dont dépendent les
professeurs observés, des publications qui contiennent des propositions pour
enseigner la multiplication des nombres décimaux et enfin, des évaluations de
compétences des éléves qui indiquent certaines difficultés d’apprentissage que les
enseignants doivent prendre en compte.

Les sources documentaires de notre recherche

Nous allons présenter brievement les souices publiées que nous avons
utilisées : nous commencons par les programmes, nous indiquons ensuite les
différentes publications qui peuvent étre consultées par un professeur et conduire a
son projet d’enseignement, nous terminons par les évaluations de compétences des
éléves qui nous ont permis de valider une part de ce que les professeurs déclarent
savoir des connaissances et des difficultés de leurs éléves,

Les programmes, les compléments et les instructions officielles

Nous avons utilisé les programmes actuels mais aussi les programmes
antériewrs Leur confrontation peut montrer une évolution de la position de
linstitution scolaire mais aussi, elle permet de retracer Ihistoire d’'un
enseignement et done d’accéder & ce que les professeurs expérimentés connaissent
de cet enseignement Nous avons consulté les programmes de D'enseignement
primaire sur la multiplication et sur les décimaux avant et depuis 1995, et sur la
multiplication des nombres décimaux avant 1995. Nous avons également étudié
I’ensemble du programme de 1995 pour la classe de sixiéme et particuliérement
tout ce qui concerne la multiplication des décimaux.

I.es manuels scolaires

Les manuels scolaires constituent une source documentaire fondamentale
pour les enseignants. A ce titre ils nous intéressent dans nos analyses de
I'élaboration du projet d’enseignement En outre, I’équipe de rédaction d’un
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manuel comporte des professeurs, ces ouvrages peuvent donc aussi se lire, malgré
les contraintes des éditeurs dont le premier objectif est de vendre ces livres, pour
percevoir une position de la profession enseignante sur une notion donnée.
L’analyse de manuels actuels pour la detniére année d’école élémentaire donnera
une image de ’enseignement que les éléves ont regu avant d’entrer en classe de
sixiéme Enfin, la confrontation des manuels de primaire, antérieurs au
changement de programme de 1995, et ceux de college, édités depuis, permettra de
montrer une continuité, ou une rupture, dans 'enseignement de la multiplication
des nombres décimaux.

Les publications & I'intention des professeurs

Les publications a 'intention des professeurs constituent une autre souice
pour, d'une part, analyser les projets et, d’autre part, accéder au débat éventuel
qui anime la profession ainsi qu'une partie de la noosphére sur ’enseignement de la
multiplication des décimaux Ainsi, nous avons consulté des brochures
pédagogiques et des articles, des publications pour la formation continue des
professeurs ainsi que des publications pour la préparation du concours de
recrutement des Professeurs d’Ecole

Les publications de recherches en didactique des mathématiques

Comme nous l'avons dit, les travaux de recherche en didactique des
mathématiques sur les nombres décimaux et sur la multiplication étaient déja
nombreux lorsque nous avons choisi la notion dont nous voulions étudier
I'enseignement Ces travaux nous ont permis d’utiliser de nombreux résultats
concernant Panalyse épistémologique de la notion, les enjeux didactiques dont elle
est l'objet, des propositions d’enseignement ainsi qu’une premiére analyse de
I'impact de ces travaux sur 'enseignement ordinaize.

Les évaluations des compétences des éléves

Nous terminons la présentation des sources documentaires utilisées dans cette
recheiche par les publications des évaluations des compétences des éléves
Comment les professeurs tiennent-ils compte des acquis et des lacunes 7 Cette
question se pose nécessairement durant ’analyse d’un projet d’enseignement.
Nous avons consulté les résultats de différentes évaluations concernant les
compétences inhérentes au savoir dont nous étudions l'enseignement. Ainsi
avons-nous utilisé les résultats des évaluations incluses dans des recherches ou des
articles & 'intention des professeuss, des évaluations menées par ' APMEP et, bien
stir, des évaluations ministérielles (DEP et DP&D *') & entrée en sixiéme.

31 (Ces évaluations nationales que nous avons déja évoquées sont prises en charge par la direction
chargée de 'évaluation au Ministére de I'Education nationale. Powr la période qui nous
intéresse, cette direction a porté le nom de DEP (Direction de 'Evaluation et de la Prospective)
puis de DP&D (Direction de la Programmation et du Développement) L'équipe chargée de
Pélaboration des outils d’évaluation est composée d'un Inspecteur Général de I'Education
nationale, d’Inspecteurs Pédagogiques Régionaux {c’est-a-dire de I'enseignement secondaire),
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Les sources expérimentales de notre recherche

Les soutrces expérimentales de notre recherche sont constituées des
transcriptions des enregistrements des séances observées ainsi que des notes prises
durant ces séances et les entretiens que nous avons eus avec les professeurs. Nous
allons exposer et justifier nos choix de transcription des enregistrements puis de
transformation de ces transcriptions en observables pour mener nos analyses des
pratiques enseignantes.

Les sources brutes : enregistrement des séances et notes écrites

Les quatre professeurs ont été observés sw une durée relativement courte
mais qui posséde une unité de sens : 'ensemble de la séquence d’enseignement I1
s’agit donc d’une étude synchronique. Cette durée varie de 2h 30 & 5h, les deux
valeurs intermédiaires étant 3h et 3h 30. Au total, nous disposions donc de 14h
d’enregistrement.

Les séances ont été enregistiées de fagon a perturber le moins possible la classe
et le comportement du professeur, en particulier sa mobilité. Nous avons en effet
procédé a un enregistrement audio & ’aide d’un dictaphone porté par I’enseignant
dans une poche, et relié & un micro-cravate, si bien que seule l'agrafe du micro
était apparente. Nous avons eu quelques brefs entretiens avec les professeurs
concernant leur projet ou leurs impressions concernant les réactions des éléves. Un
entretien plus long et plus construit avec chaque professeur a eu lieu pour valider
la reconstitution du projet d’enseignement Durant I'observation des séances, nous
avons noté les inscriptions au tableau, les déplacements du professeur dans la
classe, les énoncés des exercices proposés aux éléves,

Des bandes enregistrées aux narrations : une méthode de transcription

Nous disposions de 14 séances enregistrées et des notes prises durant ces
séances. Un ensemble qu’il fallait transcrire pour pouvoir 'analyser. Avant d’avoir
évalué le travail que cela aurait nécessité, nous avions envisagé de reporter mot a
mot le contenu des quatoirze heures d’enregistrement et d’indiquer, en respectant
la chronologie, les déplacements du professeur, les inscriptions au tableau, les
énoncés des exercices .. Mais compte tenu des données que nous devions recueillir
pour mener nos analyses, une telle transcription est apparue démesurée. Nous
nous sommes contenté de reporter, en écoutant les bandes magnétiques, les
éléments dont nous avions besoin. Utiliser alors le terme de “ transcription ” des
enregistrtements nous semble impropie, nous préférons utiliser par la suite
lexpression “mnarration des séquences observées” 11 nous reste a préciser
comment sont rédigées ces narrations.

Les notes prises durant 'observation des séances étaient suffisantes pow en
repérer les parties correspondant & des objectifs généraux et les épisodes. Pour

d'un Inspecteur de I'Education nationale (c’est-d-dire de l'enseignement primaire}, de
Professeurs d’TUFM, de Collége et d'Ecole
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rédiger les narrations des séquences observées, nous avons indiqué de fagon
chronologique :

— par un titre, I'objectif poursuivi durant plusieurs épisodes de la séance. Par
exemple, le titre “ Multiplier par 0,25 c’est diviser par 4” indigque une suite
d’épisodes consaciés a cet enseignement. Eventuellement, I'énoncé de ’exercice &
chercher ou qui va étre corrigé est indigué ;

— par un sous-titre, chaque épisode. Par exemple, “Etude d’un exemple :
16 x 0,257 ;

— sous chaque sous-titre :

— ce que fait I'enseignant : ce qu’il dit, ce qu’il écrit, ses déplacements dans
la classe ;

= la tiche proposée et les consignes ;

= ce que font les éléves : ce qu'ils disent, celui qui est interrogé mais aussi
ceux qui prennent la parole & haute voix pour se faire entendre du professeur ;

— des indications concernant le contexte de la classe : attention, agitation,
niveau sonore, etc
Voici, dans la séquence de Madame Theano, 'épisode cité ci-dessus olt sont
transcrites, mot & moft, les paroles du professeur et des éléves puis le méme épisode
tel qu'il apparait dans la narration *

— [E} Fois 0,25 ¢’est comme diviser par 4
- [P] Alois ¢a, ca m'intéresse bien, on va essayer de vérifier ce qu’il est en train de me
raconter,
— [E+] Bah oui !
- [P] T’as entendu ce qu’il a dit ? Alors, on va essayer de faire un exemple pour voir si il ne
s’est pas trompé Donne-moi une multiplication par 0,25 et on va regarder On va essayer de
montrer que multiplier par 0,25, un nombre, donc on en prend un au hasard, bon enfin je
vais pas le prendre tout & fait au hasard . si je prenais 16, 16 fois 0,25

Elle écrit

16 % 0,25 =

il me dit que multiplier par 0,25 c’est pareil que diviser par 4 donc quelle opération je vais
faire ici pour voir si il a 1aison ? Vous avez entendu ce qu’il & dit ? Il a dit, si je multiplie par
0,25, c’est pareil que .
~ [E] Diviser par 4.
— [P] Diviser par 4
- [E] Bah oui parce que .
— [P] Cest pas évident cette histoire.
- [E=] Si parce que .
- [P] Qu’est—ce que tu en penses ?
—~ [E#] On pourrait falre euh .. 16 divisé par 4 7
— [P] Bon, alors on fera ici 16 divisé par 4 et on va regarder si il a raison

Elle écrit & coté de 16 x 0,25 = 16 -4 =
Ouais 7 Qui est-ce qui veut faire 7 Ah oul mais remarquez si je demande ceux qui veulent
faire celle 14 et ceux qui veulent faire celle 1a.
- [E] C’est la méme chose !

¥ Dans la transciption mot & mot, [E] indique un éléve, [E#] indique un éléve différent du
précédent, [E=] indique I’éléve identique au précédent, [P] indigue le professeur
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— [P] Ah oui mais dis, celle 14 elle est plus longue que. . peut-étre Bon euh hein ben, sur le
cahier d’exercices faites-moi les deux opérations, regardez ce qui se passe, sur le cahier
d’exercices ..
~ [E] Madame, madame ? On pose euh, on pose la division ?
—[P]16 + 4 t’as besoin de la poser 7
- [E=]Non.
~[P] Bon.

Recherche des éléves Madame Theano en envoie un au tableaw el circule dans les rangs
Allez, allez, faites-la, faites-la la multiplication.

Elle va voir Uéléve qui ne savait plus faire les multiplications,

. . L 33
Voici maintenant la narration de cet épisode ™ :

35. Multiplier par 0,25 ¢'est diviser par 4
351 _FEtude d'un exemple : 16 x 0,25
Madame Theano répéte Paffirmation selon laquelle multiplier par 0,25 revient 4 diviser par 4
puis propose de la tester sur un exemple qu’elle inscrit au tableau :

16 x 0,25 =
Un éigve affirme que ¢a 1evient a diviser par 4 L’enseignante voudrait le prouver.
Un sutie éléve propose de calculer 16 +4 L’enseignante écrit 16 -4 & cdté de la
multiplication.

16 x 0,25 = 16+4=
L’enseignante appelle deux éléves pour effectuer les deux opérations puis se reprend (en
invoquant une injustice liée & une différence importante de difficulté d’exécution des deux
opérations) et demande & tous les éléves d’effectuer les deux opérations sur lewr cahier,
Madame Theano citcule dans les rangs Un éléve lui demande §'il faut poser la division
16 + 4, elle lui demande & son tour s'il en a vraiment besoin
L’enseignante envole un éléve au tableau puis se dirige vers un éléve qui ne sait plus
effectuer les multiplications (¢f. paragraphe 1321) et lui demande comment il fait,

Avant de détailler les méthodes globales d’analyse des différentes sources (publiées
et expérimentales), nous allons montrer comment les narrations permettent de
1epérer les adaptations des professeurs Dans cet épisode, Madame Theano
propose une tache : tester sur un exemple donné la validité d’une régle de calcul
mental : pour multiplier par 0,25, on divise par 4. Lorsqu’un éléve a proposé de
diviser par 4 au lieu de multiplier par 0,25, Madame Theano n’a pas validé
elle-méme Daffirmation mais elle I'a soumise & la réflexion de toute la classe par
I'étude d’un cas particulier. Et quand un éléve lui demande s’il faut poser la
division 16 + 4, Madame Theano lui demande s’il en a vraiment besoin. Par deux
fois dans cet épisode, le professeur n’apporte pas de réponse a ’interrogation d’une
partie de la classe mais elle relance la réflexion pour que les éléves répondent
eux-memes

Voyons maintenant comment nous avons mené les analyses des sources
utilisées dans le cadre de cette recherche.

% Dans 'extrait suivant, le numéro 35 correspond au cinquiéme objectif de la troisiéme séance de
Madame Theano (séquence n°1).
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Quelles analyses des différentes sources utilisées 7

Afin de répondre & notre question sur les pratiques ordinaires de
I’enseignement de la multiplication des nombres décimaux en classe de sixiéme,
nous allons confronter une analyse a priori de cet enseignement et une analyse des
cours réellement donnés par quatre professeurs qui exercent dans des conditions
comparables, Pour étudier les pratiques enseignantes, nous distinguerons la
préparation des cours de U'animation du projet élaboré par le professeur.

Une analyse a priort de l'enseignement de la multiplication : trois étapes

Décimaux et multiplication : analyse des enjeux mathématiques

Le théme choisi pour cette recherche est au carrefour de nombreux travaux de
recheiche en didactique des mathématiques Nous les utilisons pour déterminer les
enjeux mathématiques et d’enseignement dont les deux notions (les nombres
décimaux et la multiplication) sont 1’objet. Nous déterminons les situations de
1éférence pour ces notions, leurs écritures et leurs transformations, leurs propriétés
ainsi que les techniques de calcul Nous confrontons les résultats obtenus avec les
programmes officiels pour déterminer la position institutionnelle sur
I'enseignement de ces deux notions Nous obtenons aussi une indication sur les
possibles concernant les connaissances des éléves a 'entrée en sixieme alors qu’ils
n’ont pas encore étudié la multiplication de deux nombres décimaux (non entiers).

La multiplication des décimaux, quelle transposition didactique 7

Alors que les nombres décimaux et que les situations multiplicatives ont été
étudiées & ’école primaire, quels seraient les enseignements envisageables de la
multiplication des nombres décimaux ? Pour répondie & cette question sans tenir
compte des contraintes spécifiques a l'enseignement actuel dans une classe de
sixiéme, nous analysons les propositions qui figurent dans diverses publications :
manuels scolaires, brochures & lintention des professeurs et 1echerches en
didactique des mathématiques. Ces différentes propositions sont comparées et
classées pour servir de référence a I'analyse des séquences réellement enseignées
par les professeurs que nous avons observés

Pour analyser les enseignements proposés dans ces publications, nous utilisons
des critéres développés en didactique des mathématiques. Nous repérerons la
dynamique savoir ancien/savoir nouveau (notamment dans le passage de la
multiplication des entiers & celle des décimaux) ainsi que les dialectiques
contextualisation/décontextualisation des savoirs en jeu (Popération, ses
propriétés et la technique opératoire) Nous décrivons la nature des taches prévues
pour les éléves, nous repérons notamment les mises en ceuvie de dialectiques
outil/objet des savoirs et nous distinguons celles qui ne demandent que des
applications directes de techniques opératoires (mentales ou écrites) de celles ot
I’éléve doit, soit reconnaifre la structure multiplicative de la situation, soit mettre
en fonctionnement des propiiétés de la multiplication (calcul 1aisonné) Nous
n’étudions pas 'exposition des savoirs car les publications sont tres hétérogenes de
ce point de vue: dans les publications destinées aux enseignants, le savoir n’est
pas exposé car le lecteur est supposé le maitriser.
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a ition didactique a I’épreuve de U'exercice du métier
La transposition didactique 4 1'é del’ d t

Nous complétons l'analyse a priort de 'enseignement de la multiplication des
décimaux en sixiéme par une étude de deux facteurs qui, nous 'admettons et nous
tenterons de le vérifier, influencent les choix des professeurs dans ’élaboration de
leur projet d’enseignement : les éleves et le programme.

Les éleves sont ici étudiés, par le biais des résultats a différentes évaluations
de compétences. Il s’agit de déterminer ce qu’ils savent déjad (sur les nombres
décimaux et sur la multiplication d’un décimal par un entier) et quelles sont les
difficultés d’apprentissage connues sur la multiplication de deux décimaux.

Le programme est analysé pour ce qui concerne spécifiquement la
multiplication des décimaux mais aussi dans son ensemble parce que cette notion
est réinvestie, cette méme année de sixiéme, dans l'étude d’autres savoirs
mathématiques Les professeurs congoivent un enseignement qui s'intégre dans le
programme de l’année scolaire. Une analyse de type écologique ** permettra une
étude préalable de cette intégration Nous tiendrons compte enfin du temps dont
les professeurs disposent pour leur enseignement.

En croisant ces 1ésultats et en adoptant la position d’un professeur fictif qui
posséderait une solide expérience professionnelle et qui aurait la charge d’une
classe de sixiéme de niveau standard, nous définissons un cadre dans lequel doit
s’inscrire I’enseignement de la multiplication des décimaux par les professeurs que
nous avons observés

L’analyse des pratiques avant la classe : ['élaboration du projet

L’analyse a priori se nourrit enfin de 'étude des projets des professeurs. Nous
abordons pour chaque séquence: son contenu, son organisation et les taches
proposées aux éleves.

Ces trois dimensions sont étudiées en fonction de V'apprentissage qu’ils
peuvent induire d’aprés nos analyses. Les projets des quatie professeurs observés
sont comparés. Nous identifions les choix de chaque professeur en ce qui concerne
le contenu abordé et son organisation. Pour ce faire, nous mettons en
fonctionnement des outils d’analyse élaborés en didactique des mathématiques,
ceux que nous avons utilisés pour analyser les propositions publiées.

Nous complétons cette analyse des projets des professeurs en considérant la
fonction professionnelle de cette préparation Francois V. Tochon * en indique
une qui est décrite assez vaguement qui est de remplit des besoins liés a lactivité
du professeur dans sa classe :

des besoins personnels immédiats (diminuer anxiété, donner de
Passurance lors de 'interaction, donner une direction, un sens, une sécurité
et une certaine confiance)

¥ CHEVALLARDY. (1994), Les processus de transposition didactique et leur théorisation, In
Arsac et al. (Eds) La transposition didactique & Uépreuve (pp 135-180), Grenoble : La pensée
sauvage éditions

% TOCHONF. V (1993), Op cit [p. 80]
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Plus précisément, Janine Rogalski *® décrit cette fonction de la préparation des
cours qui 1épond & des nécessités lides & ’animation méme du projet :

La préparation de la séance fournit a l'enseignant une “ enveloppe ”
des trajectoires acceptables du déroulement de la classe Elle lui sert aussi
de trame repére, pour réguler la séance en classe ou a minima
lordonnancement de ses propres actions.

En partant des choix convergents des professeurs, par une méthode inductive,
nous tenterons d’émettre des hypothéses liées & l'exercice du meétier Des
hypothéses concernant des contraintes extérieures a la classe, principalement lides
au contexte institutionnel de ’enseignement, mais aussi des hypothéses portant
sur des contraintes directement liées & ['activité piofessionnelle en classe,
notamment celles qui viennent par anticipation des réactions des éléves. Les choix
divergents sont repérés powr nouriir la composante personnelle des pratiques
enseignantes, une recherche de cohérence sera entreprise en procédant & des
croisements de résultats concernant cette composante.

L’analyse des pratigques en classe : lanimation du projet

Pour analyser les pratiques en classe, rappelons que nous coordonnons deux
approches : Papprentissage des éléeves et 'exercice du métier. Nous étudions le
déroulement devant les éléves du projet congu par les professeurs. Nous 1etenons
pour cette étude les activités effectives des éléves de la classe ainsi que les échanges
avec les professeurs.

Les activités mathématiques effectives des éléves

Comme nous l'indiquerons précisément dans l'étude du déroulement des
séquences des professeurs observés, nous avons procédé a un repérage des
différentes activités effectives des éléves de la classe et nous les avons classées La
typologie obtenue permet des analyses en terme d’apprentissage potentiel et
correspond (dans ses catégories) a celle que peuvent utiliser les professeurs pour
choisir les exercices a donner & leurs éléves. Les différentes séquences sont étudiées
et comparées pour déceler une régularité ou une variabilité des pratiques
enseignantes {intra et inter)

Ici encore nous envisageons d’interpiéter des convergences comme des traces
de contraintes liées & l'exercice du métier, contraintes qu’il reste & déterminer :
programme, temps, manuel utilisé.. La variabilité sera assimilée a
linvestissement personnel d’une marge de manceuvre par les enseignants. La
classification adoptée pour les activités mathématiques convient aussi pour
I’analyse des tédches des éleves si bien que des croisements sont possibles pour
déterminer des relations enfre le projet élaboré par l'enseignant et son animation
en classe. Autrement dit, dans le cadre des alternatives restant aux professeurs, les
croisements entre les résultats concernant le projet et ceux obtenus sur son

% ROGALSKIJ (1999), Approche de psychologie ergonomigque de lactivité de Penseignant,
conférence donnée lors du stage national COPIRELEM, 3-5 mai 1999 & Limoges.
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déroulement en classe permettent d’'évaluer la cohérence des pratiques
enseignantes, et de 1évéler éventuellement certaines contradictions apparentes.

En outre, nous disposons de moyens pour évaluer la dépendance des séquences
observées au manuel utilisé qui, rappelons-le, est le méme pour les quatre
professeurs. On détermine, & la lecture d’un énoncé d’exercice du manuel, les
activités attendues pour le résoudre, c’est-a-dire les activités de lexpert. Ces
activités ne sont jamais exactement celles qu’on observe en classe, précisément
parce que les éléves qui s’expriment ne sont pas toujours des experts... Néanmoins,
le recueil de ces activités attendues (activités fictives) permet de montrer une
orientation des auteurs du manuel, une orientation qui correspond & des choix et
ces choix peuvent se comparer a ceux des professeurs qui ont, eux aussi, élaboré un
projet et qui 'ont animé Des comparaisons entre la séquence fictive programmée
par les auteurs et les séquences 1éelles des professeurs permettiont alors de rendre
compte de 'influence du manuel scolaire sur les pratiques enseignantes.

Les adaptations du professeur aux réactions des éléves

L’analyse des échanges entre le professeur et les éléves nécessite un 1epérage
trés fin. Nous distinguons les aides ou explications du professeur suivant qu’elles
sont données a priori (avant que 1'éléve réalise la tache) ou a posteriori (dans le
cas oll la 1éponse de 1’éléve n’est pas correcte ou s’il pose une question). Nous nous
limitons a la deuxiéme catégorie de médiations, nous justifierons ce choix au
chapitre 7. Leur analyse nécessite un repérage fin et une classification que nous
détaillerons dans ce chapitre.

Ces médiations s’interprétent en fonction de Papprentissage des éléves mais,
dans le cadre de la psychologie ergonomique de I'activité de Penseignant *', elles
s’interprétent aussi en fonction de l'exercice méme du métier du professeur. En
effet, supposons que le professeur pose une question, que l'éléve interrogé donne
une réponse mais que celle-ci soit incompléte, ou fausse Le professeur doit
s’adapter & cette réponse qui n'est pas conforme & ce qu’il attendait, c’est-a-dire
qui ne permet pas d’entretenir la dynamique d’apprentissage de la classe et qui,
pour cette raison, constitue une péripétie dans le déroulement du scénario prévu.
Le professeur doit donc adapter le scénario pour gérexr cet incident sachant qu’il ne
dispose d’aucun modéle précis et complet de la dynamique propre des acquisitions
des éléves ou de la classe ni de 'impact de ses interventions didactiques.

Aprés avoir précisément repéré les adaptations et les avoir classées, nous
comparons les séquences des professeurs Comme précédemment, nous
envisageons d’interpréter les convergences en terme de contraintes lides a
Iexercice du métier Une analyse chronologique permettra de montrer quelle est
I'influence du temps sur ces pratiques. Nous complétons 'analyse de chaque
pratique en procédant & différents croisements des résultats concernant les
adaptations des professeurs: avec le projet, avec les activités mathématiques
effectives des éléves, avec P'origine des adaptations Ces croisements permettiont a

 ROGALSKIJ (1999), Approche de psychologie ergomomique de Uactivité de DPenseignant,
conférence donnée lors du stage national COPIRELEM, 3-5 mai 1999 4 Limoges
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nouveau des analyses en terme de cohérences et de compensations, qui reflétent
des compromis inévitables dans Pexercice quotidien de ce métier.

Nous allons maintenant présenter notre recherche et nos résultats. Les trois
chapitres qui suivent sont consacrés & 1’analyse a priori de enseignement de la
multiplication des nombres décimaux en classe de sixiéme Les trois derniers
chapities abordent 'analyse des pratiques des professeurs observés: le projet
élaboré avant d’entrer en classe, les activités mathématiques des éléves en classe et
les adaptations de I'enseignant aux réactions de ses éleves.
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CHAPITRE 2

) ENSEIGNEMENT
DES DECIMAUX ET DE LA MULTIPLICATION
QUELS ENJEUX MATHEMATIQUES ?
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1. Les enjeux de 'enseignement des décimaux

Rappel épistémologique sur les nombres décimaux

Les nombres décimaux écrits sous la forme d’un quotient

Les décimaux écrits sous la forme d’une somme

Les décimaux écrits sous la forme d’un produit

A priori, quel enseignement des nombres décimaux a 1'école et au collége ?
2. Les enjeux de 'enseignement de la multiplication

Les problémes que la multiplication permet de résoudre

Les propriétés de la multiplication

Les procédures de calcul du produit de deux décimaux

A priori, quel enseignement de la multiplication des décimaux ?

Conclusions sur les nombres décimaux et leur multiplication

44



Chapitre 2. Enseignement des décimauz et de la multiplication, quels enjeuz 7

L’analyse des pratiques de professeurs nécessite une connaissance précise de la
notion enseignée, & la fois en tant qu’objet de savoir mathématique et en tant
qu'objet d’enseignement. Elle demande aussi de prendre en compte les contraintes
auxquelles les professeurs sont soumis (programme, horaire, effectif des classes . ),
les difficultés d’apprentissage des éléves ainsi que les habitudes de la profession
concernant l’enseignement de cette notion Cet ensemble d’analyses préalables
constitue trois chapitres de la thése, celui-ci et les deux suivants

Nous proposons ici une étude préliminaiie de l'enseignement de la
multiplication des décimaux en sixiéme. L’objectif est de nous donner des moyens
d’analyser les enseignements proposés, dans des publications comme dans des
classes, pour les rapports qu’ils ménagent entre le sens des notions étudiées et ce
qui est proposé aux éleves, exposés, taches, explications, aides. . en tenant compte
de leur progression En nous référant & Gérard Vergnaud *, nous envisageons le
sens d’une notion en considérant les problemes qu’elle permet de 1ésoudre (classés
par catégorie, ils en constituent les situations de référence), ses propriétés dont
certaines conduisent éventuellement & des méthodes de résolution des problémes
précédents dans un certain domaine de validité, ainsi que ses représentations
symboliques et leur transformation

Le premier paragiaphe concerne les nombres décimaux (de maniére implicite,
compte tenu de la notion étudiée, les décimaux considérés dans cette recherche
sont toujours positifs). Aprés un rappel épistémologique les concernant, nous
procédons & une analyse des enjeux mathématiques dont leur enseignement est
I'objet Les représentations symboliques des nombies décimaux sont intimement
liées aux problémes qu'ils permettent de résoudre, aussi, pour présenter cette
analyse, nous abordons successivement leurs différentes représentations et nous
décrivons, pour chacune d’elle, les probléemes auxquels les nombres décimaux
apportent une réponse A la lumiere des piécédents travaux sur les nombres
décimaux, nous distinguons les écritures sous la forme d’un quotient, d’une somme
ou d’un produit :

#® VERGNAUD G (1990), La théorie des champs conceptuels, in Recherches en didactiques des
mathématiques 10/2 3 (133-170), Grenoble : La pensée sauvage
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— écrits sous la forme d’un quotient (par exemple n = % = % ), nous montrons
que les décimaux, comme rationnels particuliers, permettent des comparaisons et,
par conséquent, répondent a des problémes de mesuie ou d’expression de relations
fonctionnelles ;

— écrits sous la forme d’une somme, explicite ou implicite {par exemple,
respectivement n = “110 + i"g"a oun = 0,75), les décimaux facilitent le repérage de
points d'une droite car les chiffres de 1'écrituze décimale sont associés a des
subdivisions successives d’une graduation iéguliere. Sous cette forme, ils
permettent d’approcher tous les réels quelle que soit la piécision souhaitée ;

— écrits sous la forme d’un produit (par exemple n = 75 x 10_2) les nombres
décimaux expiiment aisément la mesure d'une longueur en référence au systéme
métrique Le choix de 'unité adaptée permet de ne plus mentionner la puissance
de dix: 0,75 m = 75 x 107*m = 75 cm® Selon le méme principe, les décimaux
expriment aussi d’autres mesures avec le systéme d’unités adapté.

Dans le second paragraphe, en utilisant les travaux déja menés sur cette
opération, la multiplication est étudiée, d’aboid par les problémes qu’elle permet
de résoudre et donc par ses situations de référence (que nous appelons situations
multiplicatives), ensuite par ses propriétés algébriques et enfin par les différentes
procédures de calcul d’un produit Nous étudions les fagons d’établir les propriétés
de la multiplication suivant les situations de référence et les maniéres de calculer
un piroduit de deux nombres décimaux suivant leur représentation symbolique.

Au fur et & mesure de cette étude, nous utilisons les programmes officiels et
parfois quelques manuels pour indiguer les choix de choix de Uinstitution scolaire

1. Les enjeux de I'enseignement des décimaux

Dans l'enseignement élémentaire, les décimaux apparaissent le plus souvent
comme des nouveaux nombres, étudiés apiés les entiers naturels. Avant d’analyser
les problémes qu’ils permettent de résoudre suivant leur 1eprésentation
symbolique, procédons & un bref rappel sur le 16le qu’ont eu les nombres décimaux
dans I’histoire des mathématiques.

® Ces écritures qui intégrent les unités peuvent étonner En ce qui concerne leur utilité comme
leur légitimité, deux textes sont particulierement éclairants :
CHEVALLARD Yves & BOSCH Marianna (2000), Les grandeurs mathématiques au collége —
Partie I Une Atlantide oubliée, Petit z n°55 [pp 5-32]
PRESSIAT André (2001), Grandeur s el mesures : évolulions des or ganisations mathématiques
de référence, et problémes de transposition, premier cours du théme 4 de la XI® école d’été de
didactique des mathématiques
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Rappel épistémologique sur les nombres décimaux

Historiguement, c’est la construction du systéme décimal, motivée en
particulier par les nécessités du commerce, qui va permettre d’unifier le domaine
numérique déja bien pourvu mais de fagon hétérogéne comme en témoigne le
vocabulaire : nombres absurdes, irrationnels, irréguliers, inexprimables, sourds,
rompus... Rappelons que 'ceuvie de Simon Stevin a contribué a nourrir le débat

concernant les nombres ¥

Au XVTI° siecle, Stifel (1487-1567) refuse encore aux irrationnels le
statut de “ vrai” nombre, alors que Simon Stevin (1548-1620), qui a une
réelle pratique de calcul sur les nombres décimaux — c’est lui qui introduit
en Europe les fractions décimales dans un petit traité édité en flamand en
1585 —, réagit vivement pour faire reconnaitre les nombres irrationnels
comme des nombres & part entiére Il s’éléve contre l'usage de cette
terminologie “ d’irrationnel ”, “ d’inexprimable ™.

Le débat perdurera au cours du XVII® siécle autour de la lectuze et
de linterprétation du livre V d'Euclide. Surtout, 'essor de tous les calculs
3 partir de cette époque, calculs algébrique, symbolique, infinitésimal, fait
éclater le cadre dans lequel il se pose Il ne sera €lucidé théoriquement
quau XIX° sidcle par les différentes constructions des réels..

Simon Stévin expose le systéme décimal dans L’arithmétique (1585) sous e titre :
“ La disme enseignant facilement expedier par nombre entiers sans rompuz, tous
compte se rencontrans aux affaires des Hommes” puis, dans le Traité des
incommensurables grandeurs (patu en 1634), il approfondit la notion théorique de
nombre réel Il insiste sw le fait que la repiésentation décimale illimitée permet
d’assimiler les irrationnels & de véritables nombres, puisqu’ils en ont les mémes
propriétés opératoires. C'est bien & la fois par I'utilisation des fractions décimales
pour écrire les nombres et par les calculs sur ces fractions que 'ccuvre de Simon
Stevin se distingue. Comme 1’écrit Georges Ifrah i,

Ces fractions * auront certes été connues bien avant lui (. ) Mais
l’exception peut-étie du mathématicien musulman Ghiyat ad din
Ghamshid al Kashi (premiére moitié du XV° siécle), dont les travaux
auront été ignorés en Occident, personne, en dehors de Stévin, n’aura eu
Iidée jusque-la de substituer ces fractions aux fractions ordinaires et
n’aura élaboré de systéme de notation permettant d’unifier le domaine
d’application des régles arithmétiques par un rapprochement avec celles
qui s’appliquent aux nombres entiers.

En utilisant les termes de Raymond Duval *, nous terminons ce rappel historique

sur la notation décimale en disant que Simon Stevin a proposé un nouveau registre

© DAHAN-DALMEDICO A & PEIFFER J (1986), Une histoire des mathématiques, Paris :
Seuil [p 103-104]
“ IFRAH G (1994), Histoire universelle des chiffres, Paris : Robert Laffont. [Tome 2, p. 463)

2 Les fractions décimales

“ DUVALR. (1995), Sémiosis et pensée humaine Berne : Peter Lang
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de représentation sémiotique qui a permis d’amorcer I'unification du domaine
numérique qui a conduit aux nombres réels.

A TD'école primaire, l'apport des nombres décimaux comme élément
d’unification théorique ne peut étre piésenté En revanche, si les fractions sont
connues et utilisées, la simplification qu’apporte la notation décimale pour calculer
ou pour comparer peut étre montrée aux éléves L’histoire de I'enseignement des
décimaux en France depuis 1945 montre que les choix possibles sont nombreux.
Avant de commencer 'étude des nombres décimaux, précisons que les
programmes actuels ** définissent la progression de leur enseignement : & I’école
élémentaire, au cours des trois derniéres années, les nombres décimaux sont
étudiés ainsi que la multiplication de deux entiers et d’un entier par un décimal ;
en sixiéme, la notion de décimal est appiofondie et la multiplication de deux
nombres décimaux est apprise

Nous allons donc examiner, pour chaque mode de représentation symbolique,
les problémes que les nombies décimaux permettent de résoudre Au fur et a
mesure de cette étude, nous indiquons les objectifs de I'institution scolaire et leur
éventuelle évolution

Les nombres décimaux écrits sous la forme d’un quotient

Certaines progressions envisagent I'introduction des 1ationnels (écrits comme
un quotient de deux entiers) avant celle des décimaux qui sont alors considérés
comme des rationnels particuliers. Cet ordre semble actuellement indiqué, sans
que cela soit impératif, par les instructions officielles 5 Tétude des rationnels
précédant, dans le texte du programine, celle des décimaux.

Fractions simples Ecriture, comparaison de fractions de méme

dénominateur
Nombres décimauz. Ecritwre & virgule, écritwme fhactionnaire,

passage d’une écriture 4 autre ; (. )
. . . . N 46 P
Les compléments su articulation école-colleége ™ précisent :

A Técole primaire, seules quelques fractions simples usuelles (demi,
tiers, fractions décimales) sont utilisées par les éléves, et éventuellement
travaillées plus longuement dans le but d’introduire les nombres décimaux
par le biais des fractions décimales.

Powr introduire les nombies rationnels, le professeur peut proposer aux éléves des
situations différentes : des situations de comparaisons et de mesures, des sitnations
de partage, ou encore des situations dans lesquelles les grandeuis sont soumises &

¥ Programme de mathématique de 'école primaire, Cycle des approfondissements, 22 févriez
1995 Programmes de mathématiques de la classe de sixidme et accompagnements, 22 novembre
1995,

% Programme de mathématique de I’école primaire, Cycle des approfondissements, 22 février
1995 Ce programme est appliqué en derniére année (CM2) depuis la rentrée scolaire 1997-1998,

* Mathématiques : articulation école-collége, BO n°44 du 5 décembre 1996
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des opérateurs Dans ces diverses situations, le recours & des fractions n’est pas
motivé par le méme objectif Le sens que les éléves construisent et attribuent a ces
nouvelles écritures numériques dépend de la situation qui lewr a permis de les
découvrir. Notre objectif n’est pas ici d’étudier ces situations mais simplement de
préciser, pour analyser 1’enseignement de la multiplication des nombres décimaux,
les différentes fagons de considérer les nombres rationnels suivant le probléme
auxquels ils répondent. Ces problémes sont trés bien décrits par Nicolas Rouche *
dans Le sens de la mesure, nous allons utiliser cet ouvrage dans les paragraphes
suivants Lorsqu’un de ces problémes a été choisi par un auteur pour élaborer une
situation d’enseignement, nous indiquons la publication, nous décrivons la
situation et, le cas échéant, nous évoquons les questions qu’elle pose, relativement
a la transposition didactique

Des rationnels pour comparer des grandeurs

Nicolas Rouche rappelle qu’on peut définir la multiplication d’'une grandeur
par un nombre naturel comme une addition réitérée de cette grandeur &
elle-méme Par exemple, on multiplie par quatie la longueur d’un segment .S en
prenant la longueur du segment obtenu par quatre reports consécutifs du segment
S. Si une relation d’ordre total est définie sur les longueurs, on peut comparer deux
longueurs différentes. Dans certains cas que nous allons détailler dans les
paragraphes suivants, on peut les situer I'une par rapport a I’autre en n’utilisant
que deux nombres naturels. Cela permet d’indiquer de combien ces longueurs
différent. La comparaison du périmeétre d’un carré et de son c6té est trés simple : le
périmetre est égal & quatre fois le c6té. La compazaison du périmetre d’un disque
et de son diametre est impossible, ces deux grandeurs ne sont pas
commensurables.

Comme nous allons le présenter, une telle activité de comparaison de deux
grandeurs peut conduire a 'introduction des nombres rationnels.

+ Comparaison de deux grandeurs commensurables par la recherche d'une
commune mesure. Cousidérons, par exemple, deux longueurs de segments u et L.
La comparaison de u et de L par la recheiche d’une commune mesure s’effectue
comine suit :

— on reporte la petite longuewr v autant de fois qu’on le peut dans la grande
longueur L, on suppose qu’il y a un reste rq ;

— on reporte la longueur 7; autant de fois qu’on le peut dans la longueur u, on
suppose qu’il y a un reste rs ;

— on 1epotite la longueur r; autant de fois qu’on le peut dans la longueur 7,
etc
Par exemple, supposons que “ cela tombe juste ” avec u qui va une fois dans L, 7;
qui va une fois dans u et 79 qui va exactement trois fois dans 7,

“ ROUCHE N. (1992), Le sens de la mesure, Bruxelles : Didier Hatier,
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longueur u longueur L
| |
I u ] 71 | L=1xu 41

Alors o est une commune meswie a u et a L : ry va exactement quatre fois
dans u et sept fois dans L. Pour comparer L et u, nous dirons que L est & u comme
7 est & 4 Ainsi, nous avons exprimé 'égalité de deux rapports, c’est-a~-dire une
proportion.

En choisissant u comme longueur unité, nous pouvons dire que la commune

. " , . 1
mesure 7o est égale au quart de I'unité (4 x ro = u). Nous écrivons r9 == 7 u. Nous
g q 4

exprimons alors la mesure de L avec 'unité u en disant que la longueur L mesure
1
sept quarts de 'unité u: L = 7( 3 w)

Une introduction aux fractions par ce type de mesure de longueurs est
proposée par Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin 8 Les auteurs décrivent les
procédures des éleves qui doivent dessiner un segment, rédiger et envoyer un
message & un 1écepteur afin qu’il trace un segment de méme longueur La
rédaction des messages conduit les éléeves & mesurer leurs segments a 1'aide d'une
unité qui leur est fournie aprés le tracé. Leur tache étant pratique, ils cherchent
une mesure suffisamment précise et non une mesure théorique ™ :

Les segments de Iémettewr et du récepteur ne coincident pas
toujours, L’erreur provient soit de la manipulation, soit d'un reste négligé
par I’émetteur, soit des deux

(.) le message comporte (. ) une information qualitative sur le

reste “ et un tout petit peu plus” (. )

Mais ils parviennent & exprimer la longueur L & l'aide de I'unité u, I'écriture
3
choisie par les éléves est plutot de type L = u + ks

¢ Comparaison de deuz grandeurs commensurables par la méthode de
comcidence. Reprenons les deux longueurs u et L. La comparaison de u et de L pax
la méthode de coincidence consiste & déterminer deux entiers n et p tels que n
reports de u coincident avec p reports de L.

¥ DOUADY R & PERRIN M -J (1986), Liaison Ecole-Collége : Nombres décimauz, Brochure
n°62, Paris : IREM de Paris 7

9 Ivid pp. 35 et 37)
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longueur « longueur L

Dans le dessin ci-dessus, nous pouvons comparer les longueurs L et u : quatre
reports de L coincident avec sept reports de u. En prenant la longueur u comme

1
unité, la longueur L mesure le quart de sept unités: L = 1 (Tu).

Une introduction aux fractions par ce type de mesure de longueurs est
proposée par Guy Brousseau 50 dans Pactivité de mesure des épaisseurs des feuilles
de papier. Les éléves cherchent a mesurer 1'épaisseur d’'une pile de feuilles de
papier de méme épaisseur en un nombre entier de millimetres Ils font, par
exemple, coincider 60 feuilles et Tmm et déterminent 1’épaisseur de la feuille par le
couple (60f ; Tmm)

Mais revenons a notie exemple oli quatre longueurs L coincident avec sept
longueurs u. Nous pouvons déterminer, grice a cette coincidence, une commune
mesute & u et & L Supposons qu’on puisse diviser u par 4 : notons £ la longueur
qui, reportée 4 fois, égale u. Cette nouvelle longueur £ est la commune mesure de u
etdeL:

- 4 reports de £ coincident avec u ;

— 7 reports de u coincident avec 4 reports de L ;

— donc 7 x 4 reports de £ coincident avec 4 reports de L ;

— ¢’est-a-dire que 7 reports de £ coincident avec L.

longueur » longueur L
| | | | longueur £

T I []

Pour comparer u et L, nous disons que u est & L comme 4 est a 7 ou bien que L est
4 u comme 7 est & 4. Et nous retrouvons 'expression que nous avions obtenue par

la recherche directe d’une commune mesute : L = 7( 1 u).

Les deux égalités montient I'égalité de sept quaits de I'unité et du quart de

1
sept unités : 7{ Zu) =7 (Tu) ce que I'on convient d’écrire 1

** BROUSSEAU G. {1998), Problémes de didactique des décimaux, in Théorie des situations
didactiques (201-289), Grenoble : La pensée sauvage [pp 257-276]
Version révisée et augmentdée d’une premiére édition en 1981 in Recherches en didaclique des
mathématiques 2/1 (37-127), Grenoble : La pensée sauvage.
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* Distinguons les bilans des deux méthodes de comparaison. La recherche

1
d’une commune mesure conduit a écrire 7 u pour 7( 4 u). Cette 1eprésentation du

7
rationnel 1 correspond bien au vocabulaire des fractions ol 4 est le dénominateu:

(il indique le nom de la partie de l'unité ¢’est-a-dire le nom de la sous-unité) et of1
7 est le numérateur (il indique le nombre de ces sous-unités). Elle correspond aussi
a la fagon de lire la fraction : sept quarts de I'unité

7 1
La méthode de coincidence conduit & écrire 7 u pour (7Tu) Par ailleurs,

puisque quatre reports de la longueur L coincident avec sept reports de Punité, il

7 7 7 7
s'ensuit que fUT QUF Ut yu= Tu donc 4 x 2U= 7uw. Nous obtenons

que ; est le nombre z solution de l'équation 4z = 7. Cette propriété relie la

‘ . 7
fraction & la division. En effet, 4z = 7 s’écrit £ = 7 = 4 or nous savons que z = 1

e T L1
Finalement, 4ﬁ7><4 _u4><7m77 .

Des rationnels pour fractionner des grandeurs

Des activités proposées aux éleves permettent de fractionner une grandeur
c’est-a-dire de la découper en parts dont les grandeurs sont d'égales mesures.

* Fractions de ['unité. En pliant une bande de papier ou une feuille
1ectangulaire, on peut la fractionner en deux parts dont les aires sont identiques.
Si la bande ou la feuille est ['aire unité, par convention d’écriture, chacune des

1
aires des deux paits est notée 9 Dans ce type d’activité, on fait 1emarquer aux

éleves que deux parts de formes différentes peuvent étre notées par la méme
fraction Clest le cas dans le pliage d’une feuille rectangulaire suivant que 'éléve la
plie le long de la largeur, de la longueur ou d’'une diagonale.

h 172

1 112 '
[ |

SR B IO

-

1
Sur cet exemple, de facon plus générale, I'écriture o désigne ’'aire d’une part
lorsqu’il en faut n pour paver la feuille, et % désigne 'aire de la part obtenue par

1
juxtaposition de arts d’aire — . On retrouve ici la valeur — comme sous—unité
n 7

(n est le dénominateur) et p comme le nombre de ces sous-unités (p est le
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numérateur). Ce type d’activité est proposé par Régine Douady & Marie-Jeanne
Perrin dans leur ingénierie pour l’enseignement des nombres décimaux ® Les
fractions permettant & la fois d’exprimer des longueurs et des aires, les éléves
pourront déterminer le produit de deux rationnels par Paire du 1ectangle dont les
dimensions sont précisément ces deux facteurs rationnels.

¢ Fraction de plusieurs unités. Le {tactionnement par pliage peut étre proposé
sur une feuille qui représente plusieurs unités d’aire. Cette activité permet de
retrouver l'autre signification de la fraction ‘E c’est-a-dire l'aire obtenue par le

fractionnement d’'une surface qui mesure p unités en n parts de méme mesuie Par
superposition, on retiouve ’égalité entre trois quarts de 'unité et le quart de trois
unités :

Le fractionnement de plusieurs unités permet de retrouver aussi que 1 est la

solution de ’équation 4z = 3. En effet, 1 étant le quart de trois unités, on obtient

.3
ces trois unités en prenant quatre fois 1 Cette situation tisse le lien entre la

division et le fractionnement : 4 x x = 3sécritx =3 =~ 4do1 2 = 4

Des rationnels pour opérer sur les grandeurs

Les rationnels peuvent encore étre présentés comme des opérateurs appliqués
a des grandewrs. L'exemple le plus souvent repris est celui proposé par Guy
Brousseau °2 : Vagrandissement de puzzles La fraction-mesure a déja été
manipulée par les éléves comme un ensemble de couples (nombres de feuilles,
nombre de millimétres) pour évaluer 1'épaisseur de feuilles de papier. Dans cette
nouvelle présentation, la fraction-opérateur est un autre ensemble de couples : les
couples (longueur initiale, longueur image) dans une situation d’agrandissement
de figures planes sans déformation. Le meilleur représentant de cet ensemble est le
couple (unité, image de 'unité)

7 . . . .
Le rationnel 1 représente 'image de 1 dans ’agrandissement qui, a 4, associe

7 (4 7) ou qui, a 8, associe 14 (8 — 14), ainsi peut-on calculer 'image de toute

longueur entiére en la multipliant par rg On utilise implicitement une propriété

3 DOUADY R & PERRIN M -J. (1986), Op cit. [pp 51-62]
2 BROUSSEAU G. (1998), Op. cit. [pp 237-241]
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des fonctions linéaires : f(n) = n f(1). Remarquons que dans cette présentation, 1

est envisagé comme un opérateur mais les nombres 4 et 7 ne sont pas envisagés

7
eux-mémes comme des opérateurs. Dans cette perspective, 4 Se compare a

7 8 6

d’autres opérateurs. Pour comparer 14 et c’est-a-dite les coefficients de
. s e 1 7
(4 7), (4> 8) et de (41> 6), on se réfere & I'image de 4, on déduit que 7 est

8
inférieur a 4 =2 (on agrandit plus quand on obtient 8 & partir de 4 que quand on

7 6 3
obtient seulement 7) et que 1 est supériewr & 179 D’une fagon analogue, pour

T T 7
comparer y, 3 et ¥ c’est-a-dire les coefficients de (4> 7), (3 7) et (51 7),

7
on se référe 4 antécédent de 7, on déduit que 7 est inférieur & 3 {on agrandit

plus quand on obtient 7 & partir de 3 que quand on obtient 7 & partir de 4) et que
7
4 est supérieur a 5 Ces comparaisons contribuent & conférer aux
fractions-opérateurs le statut de nombre.

On peut aussi présenter une fraction comme le résultat de la composition de
deux opérateurs appliqués & une grandewr. Le numérateur et le dénominateur sont
ces deux opérateurs, le premier multiplie et le second divise Par exemple,

7
X4

de ~—> ou bien —> suivi de ——>‘. Les programmes du 2 janvier

1970 ont introduit 'enseignement de ces opérateurs de fagon abstraite : 'attention
ne devait pas étre portée sut la grandeur initiale, la transformation et la grandeur
image mais principalement swr la transformation Les programmes du 7 juillet
1978 (ils tentent de rompie avec la distinction, sur laquelle nous reviendrons, entre
les décimaux-mesures et les fractions-opérateurs) pointent U'intérét d’utiliser ces
compositions d’opérateurs pour éclairer la multiplication des décimaux: * ainsi,
‘mult 3,761 revient & composer ‘mult. 3761 et ‘div. 1000 ” Nicolas Rouche
émet quelque réserve quant & lutilisation de cette facon de considérer une

fraction 3 :

— est le 1ésultat de la composition des deux opérateurs : ~—> suivi

Cette fagon d'envisager la fraction est assez abstraite du fait qu’elle
tend A détourner I'attention des grandeurs sur lesquelles on opére pour la
concentrer sur les opérations elles-mémes et leur enchainement. Comme
les grandeurs ne sont sans doute jamais totalement absentes de

* ROUCHE N. (1992), Op cit [p. 158].
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I'imagination, on peut dire que la fraction congue comme pur produit de
deux opérateurs est une vue extréme qui tend parfois & s'établir dans la
pensée, mais sans jamais s'imposer complétement C’est en tout cas une
vue élaborée dont on peut douter qu’elle décrive jamais Pintuition
spontanée d'un enfant

Devons-nous interpréter cette réserve comme une critique a posteriori de cette
partie des programmes, aujourd’hui abandonnée, dont l'ambition de formation
mathématique serait jugée, par son exces, inadaptée au développement des
éleves 7

La fraction-opérateur permet, en théorie, de définir aisément la multiplication
de deux rationnels {ce qui n'est pas le cas pour 'addition): le produit est la
fraction qui correspond a la composée de deux opérateurs. Guy Brousseau propose
de telles activités en cumulant deux agrandissements d’'une figure plane & l'aide de
pantographes ™. Les grandeurs sur lesquelles opérent les agrandissements sont ici
omniprésentes, la 1éserve émise par Nicolas Rouche concernant la composition
d’opérateurs ne concerne donc pas cette situation.

Présentation des nombres décimauz comme des rationnels particuliers

Avec les 1ationnels, les additions et les comparaisons conduisent souvent a de
longs calculs. Cette contrainte est exploitée pour privilégier les nombres dont une
écriture fractionnaire a pour dénominateur une puissance de dix. C’est ainsi que
les auteurs qui ont choisi cette introduction des décimaux présentent les rationnels
particuliers que sont les décimaux. Citons Guy Brousseau 5,

Mais il se trouve que parmi toutes les opérations que 'on peut faire
avec les rationnels sous leur forme fractionnaire, les plus longues, les moins
faciles, sont justement les comparaisons et les sommes ou les différences.
De telle sorte que, pour des raisons d’efficacité, les enfants vont tiés vite
choisir d’eux—mémes, parmi les fractions rationnelles, certaines — les
décimales — qui permettent & la fois des calculs 1apides et une
représentation commode — une approche — des mesures rationnelles.

. 4 . . 56
Citons aussi Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin ™ :

1
A partir des 100 ; les éléves ont définitivement opté pour le calcul

avec les [ractions décimales (des centiémes, des milliémes), tant les calculs
devenaient complexes (..} Avec les fractions décimales les calculs sont
plus faciles (...) Il reste que I'écriture est trés lourde (. ) le maitre propose
aux éléves de chercher une écriture plus simple oll on n’ait pas besoin
d’écrire tous ces 0

* BROUSSEAU G. (1998), Op cit [pp 225-234]
® Ibid [p. 224]
* DOUADY R & PERRIN M -J (1986), Op. cit. [pp 148-150]
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Nous étudierons ces activités dans le chapitre consacré aux matériaux dont les
professeurs disposent pour enseigner la multiplication des décimaux. Voyons
maintenant les nombres décimaux écrits sous la forme d’une somme, c’est-a-dire

3 7
par exemple, 6 +70 1t 100 et 1emarquons que la notation décimale 6,37 en

constitue un autre exemple o1 ’addition est implicite

Les décimaux écrits sous la forme d’une somme

Comme nous 'avons déja indiqué, une pratique préconisée par les instructions
officielles, sans toutefois étre imposée, consiste & présenter les nombres décimaux a
partir des fractions décimales. Cette pratique est actuellement courante (voir la
citation ci-dessous). Néanmoins, pour répondre & ’objectif des programmes quant
3 la connaissance des nombres décimaux, le professeur ne doit pas limiter son
enseignement & une conception fractionnaire du nombre décimal et & une
transformation de la fraction décimale en une écriture & virgule * :

Plusieurs aspects sont & mettre en place concernant les nombres
décimaux : Décriture & virgule est une autre écriture des fractions
décimales, les décimaux sont de bons outils pour la mesure des grandeurs,
pour repérer des points sur la droite numérique (aspect important pour la
comparajson, lencadrement, les approximations. ), les décimaux
permettent d’approcher les quotients de deux entiers, (.. )

Ces différenis aspects sont en général travaillés dés ’école primaire,
Iintroduction par les fractions décimales étant aujourd’hui la plus
fiéquente.

La méthode de coincidence ou la détermination d'une commune mesure d’'un
segment donné avec un segment unité permet, nous 'avons vu, de mesurer des
longueurs exprimées a ’aide de nombres rationnels. La présentation des nombres
décimaux qui répondent aux besoins de mesurer des grandeurs peut alors étre
envisagée par le professeur & partir des fractions. Cependant, les auteurs des
instructions officielles paraissent préférer les décimaux aux rationnels pour la
mesure des grandeurs et le repérage des points : “les décimaux sont de bons outils
pour la mesure des grandeurs, pour repérer des points (..} 7. Cette formulation
semble insister suz la nécessité d’une multiple présentation des nombres décimaux,
des 1ésolutions d’équation du type axz=b avec les fractions, des comparaisons, des
encadrements, des approximations... avec la notation décimale et des mesures avec
['utilisation d’un systéme d’unités adaptées. Le professeur peut donc choisir de
mettre en relation le systéme métrique avec le systéme de numération décimale en
utilisant la “droite numérique” clest-a-dite, a l'école élémentaire, une
demi-droite graduée & partir de zéro.

" Mathématiques : articulation école-collége, BO n°44 du 5 décembre 1996
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Subdivisions successives de ['unité de mesure

Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin ufilisent cette écriture des décimaux
pour mesurer les longueurs des c6tés des rectangles dont il faut calculer l'aire

3 7
Durant une longue phase, les éléves n’écrivent pas 6,37 mais 6 -- 10 " 100 Clest

au moment de multiplier les nombres avec cette représentation que les éléves en
viennent volontiers & la notation décimale qui allége I'écriture

On trouve généralement ce type de représentations dans les manuels pour le
CM2 *® ainsi que dans des brochures destinées aux enseignants % le fil conducteur
des activités est généralement le suivant. Soit un segment [AB] & mesurer, on
dispose d’une unité de longueur et d'une graduation Le “ mesurage ” montre que
la mesure de la longueur du segment [AB] est comprise entre les deux nombres
entiers 6 et 7 ; ce qui n’est pas trés précis .

R G E

A

Le professeur, ou I’énoncé de la fiche d’activité, propose de mieux voir ce qui se
passe entre 6 et 7 en agrandissant dix fois cet intervalle. On subdivise alors le
segment compris entre 6 et 7 qui mesure une unité de longueur, en dix segments de

1 1 2
longueur 10 et on compléte la graduation en marquant 6+ 10 6+ 10 - que Uon

écrit 6,1, 6,2, en utilisant les résultats du travail déja effectué sur les fractions
s . s 1 60 1 _ 61

décimales et l'écriture décimale: 64 10-10T10°10° 6,1. Le mesurage

montre alors que la longueur du segment [AB] est comprise entre 6,3 et 6,4 ; ce qui

est plus précis mais..

L8|
REREERIENES !
S Ll

5% Tes manuels de CM2 utilisent un “zoom x10 ” sur la droite numéiique pour présenter les
décimaux (ou fractions décimales), pour situer un point sur la droite, pour comparer deux
décimaux, ou pour montrer qu'entre deux décimaux ayant exactement n décimales (la e gt

non nulle) il existe exactement 9 nombres ayant exactement n+1 décimales Par exemple :

Math et caleul CM2 (1988), Paris : Hachette. [p. 108];
Math outil CM1 (1997), Paris : Magnard. [p. 157];
Math élem. CM2 (1998), Paris : Belin [pp. 72, 88].

Groupe Nouveaux programmes de Coliége (1996), Activités pour la classe de siziéme : Nombres
décimauz - Aires et Périmétres, Montpellier : IREM de Montpellier 2 [pp. 14-32]
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Le professeur propose de mieux voir ce qui se passe entre 6,3 et 6,4 en agrandissant
dix fois cet intervalle On subdivise alors le segment compris entre 6,3 et 6,4 qui

1
mesure g unité de longueur, en dix segments de longueur 1gg eton compléte la

1 2
graduation en marquant 6,3+ 100 6,3+ 100 - due Ion écrit 6,31, 6,32.. Le

mesurage montie alors que la longueur du segment [AB] est comprise entre 6,37 et
6,38 ; ce qui est plus précis mais. .

637 6B bas 655

Dans les manuels, le processus s’arréte aprés un nombre fini d’étapes
(généralement trois ou quatre) soit parce que le point B est précisément situé sur
une marque de giaduation, soit parce que la précision de la mesure est jugée
suffisante Mais, sur le plan théorique, il se peut que ce processus ne s’airéte
jamais. La mesure du segment |AB] est alors exprimée par une écriture décimale
illimitée,

Les écritures décimales dllimitées

L’activité que nous venons de décrire repose sur un postulat selon lequel tout
point de la dioite numérique peut étre associé & un nombre Une conception
unificatrice de la notion de nombre s’en dégage, un nombre est un représentant
d’un point de la droite numérique. Cette conception permet de présenter de la
méme facon tous les nombres 1éels positifs, elle permettra aussi d’absorber les
nombies relatifs quand, au collége, la droite numérique sera graduée dans les deux
Sens...

Cette activité permet aussi d’aborder le cas de nombres qui awraient une
écriture décimale illimitée Les écritures décimales illimitées posent un probléme
d’enseignement : la situation pratique n'est pas la méme si 'on obtient, pour la
longueur du segment [AB], la mesure 6,372999... ou la mesure 6,373000.. Et
pourtant ces deux résultats pratiques conduisent au méme nombre pour exprimer
la longueur du segment [AB]. Les instructions du 22 novembre 1971 envisageaient,
pour la classe de quatriéme, de traiter les développements décimaux illimités afin
de présenter les nombres réels Le probléme que nous venons d’évoquer n’était pas
ignoré: “On fera comprendre qu’il n'existe pas de développement entre
7,220000... et 7,21999.  ce qui conduit a identifier de tels développements”.

Aujourd’hui, aucun apprentissage n’est associé & ces nombres. Néanmoins, des
nombres qui ont une écriture décimale illimitée sont rencontiés par les €éleves lors
de la division de deux entiers “ poussée aprés la virgule ”. Pour convaincre leurs
éléves que “la division ne s’arrétera jamais”, les enseignants expliquent souvent
que la suite des décimales comporte une période qui se percoit bien a partir du
moment o1 'on obtient un 1este qui a déja été obtenu. Kt cela ne manquera pas
d’arriver puisque le nombre de restes possibles est limité Certains professeurs de
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college évoquent aussi le fait que 0,999 .. et 1 désignent le méme nombre en

1
utilisant les deux écritures du tiers, 3 et 0,333 ..:

1 1 1
3=0333. donc3x3=3x0333. or3x5=1lct3x0333 =099

La propriété “ tout nombre dont I'écriture décimale illimitée est périodique a
partir d'un certain rang peut s’écrire comme le quotient de deux entiers ” n’est pas
enseignée On obtient, par exemple, une écrituie fractionnaire du nombre
a = 3,8757575... que 'on note 3,875 par le raisonnement suivant :

10a = 38,75
et 1000a = 3875,75
donce 990a = 387575 ~ 38,75
= 3875 — 38 =23837
_ 3837
et donc a = 990
. . opo 1279
t lifiant : = ===
soit, en simplifian a 330

Cette propriété permettrait de conclure une premiére étude des nombres Les
nombies de la droite numérique sont les nombres réels, tous ces nombres ont une
écriture décimale, la partie décimale étant éventuellement illimitée. Les nombres
réels qui ont une écriture décimale illimitée périodique & partir d’un certain 1ang
sont les nombres rationnels, ils peuvent s’écrite comme un quotient de deux
entiers. Les nombres réels qui ont une écriture décimale limitée sont les nombres
décimaux que I’on peut éciire aussi sous la forme d’'une fraction décimale ou d’une
autre fiaction

Cette présentation classe les nombres selon des critéres d’écriture. Ce
classement apparait tot dans la scolarité alors que les arguments développés
précédemment sont difficiles, ils ne seront accessibles que bien plus tard dans la
vie des éléves si tant est qu’ils le soient vraiment durant la scolarité obligatoire.
Cette présentation peut alors conduire & des confusions comme celle que nous
avons trouvée dans un livre du maitze ®®: ¢ Il s'agit d’un nombre ‘périodique’. Ce
n’est pas un nombre décimal. ” C’est Pinconvénient majeur de cette présentation,
elle induit la conception suivante : tous les nombres ont une écriture décimale ;
ceux qui n’ont pas de partie décimale sont les nombres entiers ; ceux qui ont une
partie décimale limitée sont les décimaux, ils ne sont pas entiers ; ceux qui ont une
partie décimale illimitée périodique sont des rationnels, ils ne sont pas décimaux
Alnsi, les nombres entiers ne seraient pas décimaux, les décimaux ne seraient pas
1ationnels et 0,9 ne serait pas décimal.

Cette présentation posséde d’autres inconvénients. Elle repose sur le fait que
les subdivisions successives de 1'unité peuvent s’effectuer indéfiniment, mais, dans
la pratique, de telles subdivisions sont impossibles et cela renforce la confusion

8 Math et caleul CM2 Livre du maitre (1990), Paris : Hachette [p. 170]
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entre les nombres entiers et les nombres décimaux. C’est ce que signale Guy

61
Brousseau ™ :

Méme si la définition laisse entendre que toutes les unités de
grandeur peuvent étre divisées en dix, ces divisions, ne sont jamais — dans
I'enseignement élémentaire — poursuivies impunément au-dela de Putile et
du raisonnable, méme & travers la fiction commode du calcul de la division

Dans ces conditions, les décimaux restent mounis d’un ordre discret,

celui des naturels ( ..}
Souvent les comparaisons et les sommes de décimaux ne seront

colrectes que si ces derniers sont écrits avec le méme nombie n de chiffres
aprés la virgule, c’est-a-dire s'ils sont présentés dans le méme I,
(ensemble des décimaux tels que 10" B, € N) et donc s’ils s’interprétent
comme des naturels.

Les emboitements de ces I, seront malaisés dés que la situation se
compliquera, surtout pour Dy, I’ensemble des naturels, car nous avons vu
que si les décimaux sont au fond des naturels, les entiers ont été déclarés ne
pas étre des décimaux !

Guy Brousseau met bien en cause cette présentation des décimaux. Selon lui,
elle ne permet pas aux éléves d’acquérir de solides compétences ni pour la
comparaison ni pour Uaddition Si l'on rejette cette présentation, il reste une
question & résoudre : comment montrer que les décimaux permettent d’approcher
les nombres 1éels ? Guy Brousseau et Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin ont
concu des situations pour répondre & cette question, nous allons les décrire dans le
paragraphe suivant.

Approche décimale d’'un rationnel ou d'un trrationnel

Les deux situations d’approximation de 1éels a l'aide de décimaux élaborées
respectivement par Guy Brousseau et par Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin
sont bien connues des didacticiens, nous nous contentons de les rappeler car nous
ne les avons retrouvées ni dans des manuels ni dans des brochures destinées aux
enseignants Ces situations ne contribuent donc pas & l'élaboration des
conceptions des éléves sur les nombres décimaux a I'école primaire, sauf pour ceux
dont les enseignants utiliseraient ces piopositions de didacticiens...

En CM2 comme en sixiéme, les décimaux qui permettent d’approcher des
quotients sont généralement obtenus par une mise en ceuvre de la technique de la
division, le probléme alors posé est celui de la difficile interprétation du reste.

¢ Le jeu du tadar ou jeu de Uexplorateur Dans la progression pour
I'enseignement des rationnels et des décimaux de Guy Biousseau 2 les éléves

5 BROUSSEAU G. (1998), Problémes de P’enseignement des décimaux, in Théorie des situations
didactiques (165-197), Grenoble : La pensée sauvage. [p 173, 174]

Version révisée et augmentée d'une premiére édition en 1980 in Recherches en didactigue des
mathématiques 1/1 (11-59), Grenoble : La pensée sauvage
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construisent lensemble des rationnels, laddition, la soustraction et la
multiplication de deux rationnels, la division d’un rationnel par un entier et une
relation d’ordre. Alors seulement, des situations d’approximation de rationnels

par des décimaux sont proposées aux éléves : le jeu de Pexplorateur o

Le joueur A choisit une fraction comprise entre 0 et 10 (sans la dire
4 haute voix) 1l I'écrit sur un papier qu’il met dans sa poche. Le joueur B
cherche & deviner dans quel intervalle de naturels consécutifs se trouve
cette fraction. Pour cela il a le droit de poser des questions, par exemple
“ est-ce que ta fraction se trouve entre 7 et 9 77 A n’a le droit de répondre
que par “oui” oupar “non”. (.}

Le maitre ( ..) introduit de nouvelles régles au jeu précédent : on va
essayer de continuer le jeu en essayant d’encadrer la fraction de
I'adversaire dans intervalle le plus petit possible ( .}

La difficulté consiste autant & trouver des fractions entre deux
autres, qu'd comparer celle qu'on a choisie a celles du “filet” de
I'adversaire (.. )

Cependant déja, les encadrements décimaux apparaissent ( ..) les
parties se déroulent beaucoup plus vite et les dénominateurs s’enflent (.. )
Encadrée par un intervalle trés petit : 1/1 000 000 la fraction 22/7 n’est
pas encore attrapée Une discussion animée s'installe (.. )

* Trouver le coté du carré d’aire 27 Dans leur ingénierie powr 'enseignement
des décimaux, Régine Douady & Marie~-Jeanne Perrin proposent une situation de
recherche des rectangles d’aire 27 *: chaque rectangle est associé 4 un couple
(a, b) olt a et b sont ses dimensions et chaque couple est représenté sur un
graphique. Dans cette famille de rectangles, existe-t-il un car1é¢ 7 Telle est la
question posée aux éléves.

Ils procédent par encadrement : ils nomment la mesure du cdté du
carré, T pai exemple, et cherchent a encadrer =

E5x5=25 6x6=36 O<z<6b

Le probléme est de s’approcher le plus possible d’'un z tel que

zxx=27
1% &tape : partager en deux I'intervalle d’incertitude () les calculs

deviennent compliqués ( .)
. 1
2" étape : passage au g (.. ) Nous assistons 1a & un conflit entre

deux points de vue & prendre en compte si on veut progresser
efficacement :

2. BROUSSEAU G (1998), Problémes de didactique des décimaux, in Théorie des situations
didactiques (201-289), Grenoble : La pensée sauvage.
Version 1évisée et augrnentée d'une premiére édition en 1981 in Recherches en didactique des
mathématiques 2/1 (37-127), Grenoble : La pensée sauvage

63 Ibid [pp 241-243]
% DOUADY R & PERRIN M.-J (1986), Op. cit. [pp. 143-152]
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1
— simplifier les calculs d’ol le choix de 10

— faire converger rapidement le processus de recherche du carié et
donc couper en deux.

3éme

1
étape : passage au 755 et abandon du graphique () Il reste

que Pécriture est trés lourde lorsqu'il s’agit de calculer le carré dan tel
nombre et d’écrire le résultat (.. )

Ces deux situations montrent que les décimaux écrits sous la forme d’une
somme (y compris avec 'écriture décimale) sont des bons outils pour les
appiroximations parce qu'ils permettent d’effectuer des calculs plus simplement et
qu’ils facilitent la détermination de nombies compris entie deux autres pour
affiner la précision de 'approximation Leurs auteurs privilégient les situations ol
les savoirs apparaissent selon des critéres d’utilité pour résoudre un probléme, cela
explique 'apparition tardive de P'écriture décimale: “ Il reste que l'écriture est
trés lourde () 7.

Abordons maintenant les nombres décimaux écrits sous la forme d’un produit,
la puissance de dix pouvant étre implicite comme lorsqu’on écrit :

2,15 m = 215 cm.

Les décimaux écrits sous la forme d’un produit

Comme nous Pavons vu, a ’école primaire, la présentation des décimaux su
la droite numérique par subdivisions 1éitérées de 'unité est toujours limitée a
quelques itérations. Cette simplification permet d’enseigner parallélement le
systéme décimal et le systéme métrique : il suffit de limiter le nombre de chiffres
apreés la virgule au rang des plus petites unités pratiquées couramment,

Une telle simplification a priori figurait explicitement dans les programmes de
1928 et 1945. Elie engendre une dépendance entre les nombres décimaux et les
mesures ainsi qu'une altération des nombres décimaux qui sont, dans les faits,
“ramenés ” & des entiers.

Les mesures décimales et les changements d unités

Afin de mieux montier les conséquences d’un enseignement qui limite les
nombres décimaux & 'expression de mesures usuelles, citons quelques extraits du
programme du cours moyen de 1945 :

Les éléves ont presque tous entendu parler de prix exprimés en
francs et centimes, de poids exprimés en kilogrammes et grammes, de
capacités exprimées en litres et centilitres, de distances exprimées en
kilométres et métres, etc Il importe de leur faire comprendre ’équivalence
des deux expressions d’un nombre concret, soit avec deux unités, soit avec
une virgule : 2 métres et 15 centimétres = 2,15m (...)

Il est bon que les chiffies décimaux, complétés au besoin par des
zéros, correspondent & des unités pratiques. On est ainsi ramené a indiquer
un nombre en francs avec deux décimales {c), un nombre en métres avec
deux ou trois décimales (cm ou mm), un nombre en kilométres avec trois
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décimales (m), un nombre en litres avec deux décimales (cl), un nombre en
métres cubes avec trois décimales (dm?), etc

Opérations. — Les r1égles de changement d’unité permettent
d'expliquer — sinon de justifier — la pratique des opérations. (. ) On peut
justifier la régle de la virgule dans la multiplication par un double
changement d’unité

+ Le premier effet d'un tel enseignement est, mais c’est bien le choix de
simplification opéré, que les décimauzr seront implicitement limités au rang des
plus petites unités pratiquées couramment 5.

+ Le deuxiéme effet qui est une conséquence directe du précédent est que les
relations topologiques sur ’ensemble de ces décimaux enseignés ressemblent plus
aux 1elations sur l'ensemble des entiers naturels qu’a celles sur 'ensemble des

- . 66
décimaux, citons Guy Brousseau = :

(. ) toutes les relations topologiques vont &tre perturbées et
pendant longtemps : Penfant ne trouvera pas de décimal entre 3,25 et 3,26,
mais par contre, il trouvera un prédécesseur dans D &4 3,15 : ce sera 3,14
etc. Méme s'il corrige sa réponse sur tel ou tel point, les raisonnements
intuitifs vont étre guidés par ce modéle erroné ( ..)

L’exemple utilisé dans les programmes de 1945 montie comment le nombre
décimal 2,15 est considéré comme un couple de deux entiers 2 et 15 et comment
I’écriture décimale est restreinte & ce que nous conviendrons d’appeler un “ format
social 7 des décimaux-systeme métrique ¥ Chacun des deux entiers 2 et 15 est
affecté de son unité, le métre pour la partie entiére, le centimétre pour la partie
décimale. La partie décimale 0,15 est, elle aussi, considérée comme un entier par
Veffet de Iéeriture: 0,15 m = 15x107%m = 15 cm. Finalement, la partie entiére
est associée A 'unité principale usuelle {m, m?, £, kg, F...) la partie décimale & sa
sous-unité usuelle (cm ou mm, dm?, d¢, g, c...) Les deux parties sont parfois mises
en relation par réféience & la sous-unité usuelle: 2,15m = 215cm Les
nombreuses études de différentes évaluations des acquis des éléves ont montré que
cette conception des nombres décimaux cause de nombreuses erreurs: en 1979,
une enquéte de 'INRP a montré que 37% des éléves de CM2 déclaraient 3,2

% BROUSSEAU G (1998), Obstacles épistémologiques, problémes et ingénierie didactique, in
Théorie des situations didactiques (115-160), Grenoble : La pensée sauvage. [p 131]
Version révisée de deux axticles :
BROUSSEAU G (1978), Les obstacles épistémologiques et les problémes en mathématiques,
Recherches en didactique des mathématiques 4/2 (165-198), Grenoble : La pensée sauvage
BROUSSEAU G (1989), Les obstacles épistémologiques et la didactique des mathématiques.
In: Bednarz and C. Garnier {eds): Construciion des savoirs — Obstacles et conflits (41-63).
Montréal : Centre interdisciplinaire de recherche sur apprentissage et le développement en
éducation (CIRADE)

% Ibid [p. 132]

57 Nous employons le mot format pour désigner un type d’écriture, comme c’est I'usage dans tous
les logiciels de traitement de texte, les tableurs. L’expression “format social ” d’un décimal

désigne ainsi le type d’écriture de ce décimal qui respecte 'usage social
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inférieur & 3,135 Et parmi les éléves qui répondent que 3,135 est inférieur a 3,2,
certains rangent les décimaux en ordre inverse de la longueur de la partie
décimale ®. .

¢ Le troisiéme effet est une conséquence sur le calcul, et particuliérement sur
le calcul mental, de la conception du nombre décimal comme un couple de deux
entiers : on rencontre fréquemment chez les éleves des égalités du type
23x23=49 ou 17,3 + 21,8 = 38,11 % Partie entiére et partie décimale étant
traitées séparément, n’étant jamais mises en relation, c’est le sens des opérations
sur les nombres décimaux qui est perturbé

+ Le quatriéme et dernier effet que nous énoncerons de cet enseignement qui
limite les nombies décimaux & des “ nombies conciets ” porte sur le rapport entre
les nombres rationnels et les nombres décimaux Dans cet enseignement, une
opération entre deux nombres décimaux correspond nécessairement a une
opération entre les grandewrs dont ils expriment la mesure. Si un “nombre
abstrait ” (c’est-a-dire un nombre qui n'est pas la mesure d'une grandeur)
intervient dans un calcul, ce nombre est soit entier soit une fraction mais pas un
décimal Une rupture entre décimaux-nombres concrets et rationnels-nombres
abstraits est orchestrée.

Dans tous les manuels de 'époque est cependant ingérée une lecon
au cours de laquelle on s’efforce de montrer gu’un nombre décimal peut
g'écrire sous la forme d’une fraction décimale et inversement, ou, si 'on
préfére qu'un nombre dit concret: 0,5m peut prendre l'aspect d'un

5
nombre abstrait 0 opérant sur une grandeur : le métre Cette séance se

réduit & une lecon de choses sur des écritures Nulle part, on ne cherche &
montrer que ces écritures pourraient remplir la méme fonction
opératoire 0

Les programmes qui ont succédé a ceux de 1945 n’ont pas modifié cet
enseignement des nombres décimaux jusqu’en 1970. La 1éforme mise en place cette
année 13 bouleverse 1'enseignement du calcul & I’école élémentaire. L’écriture de
nombres dans différentes bases influence la présentation des nombres décimaux
qui sont alors des cas particuliers de nombres & virgules : ceux pour lesquels les
groupements se font par dix. Le sens de chaque chiffre de I'écriture d'un nombre &
virgule est abordé par différents exemples Néanmoins, le nombre décimal reste le
nombre de la mesure, opposé & la fraction qui reste un opérateur. Le nombre

décimal reste considéré comme un entier 2 un changement d’unité prés ™ ;

8 GRISVARD C & LEONARD F (1983), Résurgence de régles implicites dans la comparaison
de nombies décimaux, Bulletin de ' APMEP n°340, Paris : APMEP

APMEP (19886), Aides pédagogiques pour le cycle moyen, Nombres décimauz, Paris. [p 311
0 Ibid [p. 23]

7l
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Programmes et instructions officielles du 2 janvier 1870

On remarquera notamment la différence entre © & tout nombre naturel exprimant une mesure ”
et “ 4 tout nombre décimal 7.
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On remarquera qu'a tout nombre naturel exprimant une mesure on
peut associer, par un changement d'unité convenable, un nombre décimal
et qu’a tout nombre décimal on peut associer, par un changement d’unité,
un nombre naturel (et cela de diverses fagons).

Toutes ces remarques ont conduit 'institution scolaire & tenter de dissocier
davantage, dans 'enseignement, le nombre décimal de la mesure et de ses unités.
Plutét que d’ancrer la notion de nombre décimal dans une pratique sociale, les
enseignants sont invités a introduire cette notion par le probléeme mathématique
de la mesure d'une grandeur avec une seule unité. L’objectif est de relier, des le
départ, le nombre décimal a la fraction décimale, chaque chiffre de 1'écriture
décimale trouvant sa signification dans la fraction d’unité qu’il représente.

Cette modification des programmes a eu aussi une conséquence concernant
enseignement des grandeurs et de leur mesure Dans sa thése, Jeanne Bolon ™ a
montré qu'actuellement ni les manuels pour 'école élémentaire ni ceux pour le
college ne proposent d’activités qui portent effectivement sur les grandeurs
familiéres Pourtant ces grandeurs interviennent dans tous les problémes
numériques issus de situations concretes ou de la vie courante. Aussi Jeanne Bolon
en propose-t-elle un enseignement spécifique que nous allons piésenter
maintenant.

Un essai d enseignement des grandeurs familiéres

Apiés avoir constaté la disparition de U'enseignement des grandeurs familiéres
dans les manuels, Jeanne Bolon, dans sa comparaison de l'ingénierie de Nadine et
Guy Brousseau " & celle de Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin ™ yemarque
que ™

La progression Brousseau & Brousseau inclut I’étude de décimaux
ligs aux grandeurs familiéres Certaines grandeurs sont effectivement
mesurées ou fabriquées (masses, capacités). La progression Douady &
Perrin n’inclut pas d’étude de grandeurs familiéres (sauf la longueur).

Toujours dans sa thése, l'auteur propose une série de douze suggestions
progressives sous forme de fiches d’activités commentées. Trois d’entre elles
portent précisément sur I'enseignement des grandeurs familiéres.

Dans la premitre suggestion °, ces grandeurs ne sont pas effectivement
mesurées mais elles sont étudiées dans des situations “ quotidiennes ” qui portent

" BOLON J. (1998), Comment les enseignants tirent-ils parti des recherches faites en didactique

des mathématiques 7 Le cas de Penseignement des décimauz & la charniére Ecole-Collége,
Thése de didactique des mathématiques de 'Université de Paris 5 [p 208].

“? BROUSSEAUG & BROUSSEAUN. (1987), Rationnels et décimauz dans la scolarité
obligatoire, Bordeaux : IREM de Bordeaux

" DOUADY R. & PERRIN M -J. (1986), Liaison Ecole-Collége : Nombres décimauz, Brochuze
1°62, Paris : IREM de Paxis 7.

 BOLON I (1996), Op. cit. [p 138]
® Ibid [Suggestion n°2, pp 221-222]
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sur des relations additives ou multiplicatives et sur des probléemes
d’approximation. L’auteur précise que

Sur les grandeurs familiéres, longueurs, prix, masses, capacités, il
n’est pas nécessaire de connaitre les propriéiés des décimaux pour faire des
calculs additifs a la main On convertit les centimes en francs ou les
centimétres en métres dés que la somme dépasse 100 ; on fait de méme
pour des kilométres et métres, pour des kilogrammes et grammes.

La notion de nombre décimal n’est pas encore approfondie. Dans des situations
multiplicatives, les éleves utilisent la calculatrice qui élimine les “ zéros inutiles ”
et qui n’arrondit pas les mesures décimales des grandeurs en 1espectant le format
social. Ainsi émergent des difficultés liées aux contradictions entre ce format et la
notation mathématique des décimaux que les éléves doivent lever en travaillant le
sens et 1’utilité de ces écritures

Dans la deuxiéme suggestion 77 Jeanne Bolon propose des situations ol les
éleves doivent communiquer sur des grandeurs mesurées avec des unités
différentes afin de déterminer la plus grande. Les éléves doivent, par exemple
comparer la longueur d'une ficelle rouge et celle d’une ficelle bleue sachant que la
ficelle 1ouge a pour longueur 35 avec I'unité A, la ficelle bleue a pour longueur 4
avec I'unité B et qu’il faut 10 A pour faire un B. L’objectif est que les éléves
découvrent la relation entre le nombre gui indique la mesure et 'unité de mesure
pour piévoir comment varie le nombre quand 'unité est multipliée ou divisée pai
10, 100... Dans la conclusion de sa thése, Jeanne Bolon propose, entre autres, ce

théme comme perspective de recherche en didactique des mathématiques o

Un autre domaine de recherche & ouvrir de nouveau serait celui des
rapports entre nombres, mesures de grandeur s, unités-étalons dans l'esprit
de ce que nous avions proposé dans notre suggestion 8 Ce domaine a fait
l’objet de nombreux travaux dans la période 1960-1980 (Revuz, Colmez en
particulier) dans un contexte ol la logique de la déduction mathématique
dominait l'approche psychologique. L’enseignement y a gagné
Pindépendance entre systéme de nombres et mesures Il y a probablement
perdu I'approche algébrique entre mesure de grandeurs, unités-étalons et
nombres.

Dans la troisiéme suggestion 79, Jeanne Bolon propose un travail pratique sur
les conversions de mesure par changement d’unité. Ce travail n’est pas l’étude
théorique et systématique d’un tableau analogue & celui de la notation décimale.
Au contiaire, 'objectif est d’aider les éléves a acquérir quelques repeéres physiques
sur les grandeurs usuelles afin de pouvoir contidler les valeurs qu’ils annoncent
corume résultats dans les résolutions de problemes. L’auteur propose des travaux
pratiques ol des longueurs, des masses et des volumes sont mesurées et fabriquées.
Par exemple, en atelier “ technologie ”, les éléves fabriquent plusiewrs exemplaires

" Ibid [Suggestion n°8, pp. 238 et 240]
® Ibid [p. 329]
® Ibid [Suggestion n°9, p. 239]
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de sacs de sable de 1g, 1ldag, 1hg, 1kg Ils pourront vérifier, & l'aide d'une
balance, que 10 sacs de 1 hg ont la méme masse qu’un sac de 1 kg

L’ambition de I'auteur nous semble claire. Les éléves connaissent des
notations décimales utilisées socialement, mais, contrairement a ce que
préconisaient les programmes de 1945, il ne s’agit pas d’introduire la notion de
nombre décimal 14 o elle n’est pas indispensable ni, a fortiori de réduire
I’'enscignement des décimaux & une notation pratique couramment utilisée Il
s'agit au contraire de manipuler les grandeurs, de les mesurer avec différents
systémes de mesure et de les introduire dans des situations concretes afin que les
éléves puissent résoudre les problémes ol ces grandeurs familiéres interviennent

Utilisons maintenant cette étude pour décrire les objectifs de Pinstitution
scolaire concernant 'enseignement des nombres décimaux

A priori. quel enseignement des nombres décimaux & ’école et au collége 7
P | gn B

Les nombres décimaux peuvent étre présentés & I’école primaire de différentes
facons mais, quelle qu’en soit l'introduction trois modes de représentations
symboliques cortespondant & plusieurs catégories de problémes peuvent étre
travaillées (ce que préconisent les instructions officiclles actuelles). Dressons un
bilan de cette étude pour distinguer, au niveau du sens, les différentes fagons de
concevoir la notion de nombre décimal.

Ecrits sous la forme d’un quotient, les décimaux servent & résoudie certaines
équations du type az = b, sans solution dans I'ensemble des entiers, et des
problémes numériques que ces équations modélisent. Ainsi, les nombres décimaux
sont considérés comme des 1ationnels particuliers écrits sous la forme d’un

quotient Nous avons vu tiois situations différentes qui conduisent & une telle

utilisation des nombres rationnels : des situations de comparaison conduisant a la
mesure de longueur, des situations de fractionnement conduisant & la mesure de
longueur et d’aire, et des situations d’agrandissement de figure conduisant a
I'utilisation d’opérateurs ou de fonctions linéaires. Nous distinguons finalement,
au niveau du sens, le “1ationnel-mesure”, le “1ationnel-fractionnement” et le
“ rationnel-opérateur 7

Les décimaux sont de meilleurs outils que les entiers pour la mesure, ils
permettent, comme les 1ationnels, une approximation aussi précise qu’on le
souhaite de la position d’'un point sur une droite graduée ou de la mesure d'une
grandeur. Ecrits sous la forme d'une somme ou avec la notation décimale, la
résolution de ces problémes d’approximation est simplifiée Nous avons vu que la
mesuie de longueur de segment ou la situation de repérage de points sur la droite
numérique conduit & Iutilisation des décimaux avec cette représentation
symbolique. En référence au systéme métrique, les nombres décimaux sont
implicitement écrits comme des produits et répondent aux problémes de mesure
des grandeurs familitres Nous retenons finalement, au niveau du sens, le
“ décimal-mesure 7, le “ décimal-abscisse ” et le “ décimal-systéme métrique ”.
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Depuis un demi-siécle, les instructions officielles pour I'école primaire ont
beaucoup évolué sur 'enseignement des nombres décimaux. Jusqu’en 1970, ils
sont réduits & une écriture des mesures des grandeurs familiéres. Ils sont désignés
comme des nombres concrets par opposition aux nombres abstraits qui
n’expriment aucune mesure, qui apparaissent dans des calculs et dont la notation
privilégiée est la fraction. De 1970 & 1980, c’est I'écriture décimale qui est mise en
avant, traduction des nombres entiers aprés un changement d'unité L’approche
est plus abstraite mais 'opposition est conservée entre le nombre-mesure dont
Iécriture est décimale et le nombre-opératemr dont I’écriture est fractionnaire.
Durant ces deux périodes, les opérations sur les décimaux ainsi que les techniques
opératoires sont enseignées par 1éférence aux nombres entiers, & l'aide de
décalages de la virgule.

Depuis 1980, 'ambition de transformer le paysage numérique est nettement
affirmée : face aux nombres entiers, les fractions et les décimaux sont les nouveaux
nombres qui vont pallier les insuffisances des premiers 50,

Diverses situations permettront aux enfants de prendre conscience
de la nécessité de disposer d’autres nombzes. Ainsi :

{ ..) la fonction “diviser par 100 ” dans N n’est pas définie pour 22,
pour 1 110, etc.

(..) Lorsqu’on veut exprimer la mesure de la longueur d'un objet
avec une unité choisie, l’ensemble des nombres naturels est peu
satisfaisant, ne permettant pas de transmettre une information précise
dans la plupart des cas

{ ..) de nombreux points ne correspondent & aucun nombre naturel
On. peut chercher & affecter un nombre & d’autres points de la droite ; par
exemple : au milieu du segment défini par le “point 102" et le “ point
103”

Comme l'indique le complément aux programmes de mathématiques pour le
cycle des approfondissements de l'école primaire et pour la classe de sixiéme
“ Mathématiques : articulation école—college 82 haru & la fin de I'année 1996, les
décimaux sont, & 1'école primaire, le plus souvent présentés a partir des fractions
décimales Les facilités de calculs et de comparaisons que pexmettent les décimaux
expliquent que ceux-ci solent privilégiés a 1’école comme dans la vie courante
Mais paradoxalement, 'ambition de “ libérer ” les nombres décimaux de la mesure
s’est accompagnée, dans les publications scolaires et donc peut-étre aussi dans les
pratiques, d'un abandon de 'enseignement de la mesure des grandeurs familieres.
Ne pourrait-on pas craindre alors une régression des capacités des éléves a
résoudre les problémes numériques courants ? Ils modélisent les situations qui,
précisément, mettent en relation les prandeurs familiéres.

En sixiéme, & propos des nombres décimaux, les instructions officielles de 1996
chargent les professeurs d’une triple mission : prolonger le travail commencé a

8 Instructions pédagogiques des programmes du 7 juillet 1978
8 BO n°44 du 5 décembre 1996.
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’école primaire sur la signification des écritures décimales, introduire la notation
fractionnaire des quotients d’entiers ou de décimaux et leur faire acquérir le statut
de nombre, former les éléves & la résolution de problémes numériques 82

On consolidera et on enrichira les acquis de 'école élémentaire
relatifs & la numération et au sens des opérations en les mobilisant dans
Pétude de situations rencontrées au collége On tendra ainsi & ce que la
maitrise des techniques opératoires devienne suffisante pour ne pas faire
obstacle & la résolution de problémes. (..)

A Yécole élémentaire 'dcriture fractionnaire a été introduite a
partir de Pactivité de partage (. ) Dans des situations de proportionnalité,
le quotient de deux nombies est utilisé comme un opérateur. On visera
aussi a lui faire acquérir le statut de nombre au travers de multiples
activités ( .)

Les problémes sont & la fois la source et le critére des connaissances
mathématiques Mais de quels problémes s’agit-il 7 Le terme de probléme
coneret utilisé dans les précédents programmes a été abandonné parce qu'’il
renvoi tiop souvent & la seule idée de probléme de la vie courante ( ..)
Cest, tout le métier du professeur d’adapter la complexité des problémes
proposés a ses €léves.

A propos des nombres décimaux et des opérations, les programmes pour la
classe de sixieme indiquent ce qui a disparu de l'enseignement primaire : “ C’est en
sixieme que le professeur doit désormais conduite l'apprentissage de la
multiplication de deux décimaux qui ¢était autiefois entrepris a Pécole
élémentaire ” mais ils demandent aussi aux professeurs de revenir swr ce qui n’est

. 83
pas encore acquis = :

Pour les nombres décimaux courants, passer d’une écriture
décimale & une écriture fractionnaire et vice-versa.

Sur une droite graduée : lire Pabscisse d'un point ou en donner un
encadrement, situer un point d’abscisse donnée.

[’institution scolaire reconnait explicitement que les connaissances des éleves a la
sortie ’école primaire ne sont pas suffisantes 8 . “ Les évaluations faites en 6e ont
montré combien la signification des écritures décimales échappe encore & beaucoup
d’éléves a l'entrée en 6e. 7 Cependant, elle ne semble pas revendiquer ce constat
comme la conséquence d'une formation différente et programmée sur une durée
plus longue, la scolarité de la quasi-totalité des éleves se prolongeant jusqu’en
classe de troisiéme générale ou technologique Pourtant, nous avons constaté
depuis 1980 une évolution sensible de I'ambition des programmes & propos de la
connaissance des décimaux et cette évolution pourrait expliquer des acquisitions
différentes des éléves. Nous avons pai ailleurs remarqué que cette évolution n’a
pas été favorable a l'enseignement des grandeurs familieres qui sont pourtant

8 Programmes de mathématiques de la classe de sixiéme et accompagnements, 22 novembre 1995.
83 .
Ibidem.

¥ Accompagnement des programmes de e, mathématiques, 1996.
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sollicitées dans les situations sur lesquels portent les problémes numériques et
notamment ceux qui conduisent & multiplier deux décimaux.

A la fin de l'année 1998, les derniers changements de programme pour le
collége paraissent, ils concernent la classe de troisieme ¥ Un paragraphe laisse la
possibilité aux professeurs de proposer une réflexion sur les nombres :

Cette partie d’arithmétique [Nombres entiers et rationnels] permet
une premiére synthése sur les nombres, intéressante tant du point de vue
de T'histoire des mathématiques que pour la culture générale des éléves

A c6té des nombres rationnels, on rencontre au collége des nombres
irrationnels comme =w et \/5 On pourra éventuellement démontrex
Pirrationalité de \[5 Une telle étude peut également étre mise a profit pour
distinguer le calcul exact et le calcul approché

Si la réflexion plus approfondie sur les nombres qui est envisagée peut porter sur
les décimaux dans la distinction du calcul exact et du calcul approché, il reste que
I'effort semble devoir porter sur U'opposition rationnel - irrationnel davantage que
sur I'unité du domaine numérique. Les nombres décimaux sont donc utilisés au
collége, notamment par Uintroduction des calculatrices dans I'enseignement, mais
aucune étude nouvelle de la notion méme de nombre décimal n’est proposée aprés
Penseignement élémentaire.

Comuine nous 'avons fait pour les nombres décimaux, nous allons maintenant
nous attacher & dégager les enjeux mathématiques dont I'enseignement de la
multiplication est I'objet a 'école élémentaire et au college

2. Les enjeux de 'enseignement de la multiplication

Depuis le changement de programme de 1995, & I’école élémentaire, les éleves
étudient la multiplication de deux nombres entiers naturels ainsi que la
multiplication d'un décimal par un entier. Ils apprennent des techniques
opératoires ainsi que le traitement de certaines situations multiplicatives. Clest
donc seulement en classe de sixidéme qu’ils appiennent la multiplication de deux
nombres décimaux. Quel enseignement de la multiplication peut-on envisager a
priori & ’école et au collége 7 Le sens de la multiplication évolue-t-il du CM2 & la
sixieme 7 Quelles en sont les continuités et les ruptures 7 Afin de 1épondre a ces
questions, nous nous proposons d’étudier successivement les problémes qui
nourrissent le sens de la multiplication, les propriétés de cette opération ainsi que
la technique opératoire.

Au niveau de l'enseignement, Dinstitution scolaire prend position sur
Péquilibre & trouver entre ces trois composantes du sens de lopération
— problémes, propriétéset technique — et cette position évolue. Depuis la
généralisation des calculatrices, la technique opératoire et le sens de Vopération
sont souvent placées en situation de concurrence dans les différentes publications,

8 Programmes de troisidme, BO du 15 octobre 1998
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y compris dans les instructions officiclles. Paradoxalement, leur complémentarité
est souvent évoquée & propos de la capacité & résoudre des problemes
numériques 8.
Il ne s’agit pas de rechercher une virtuosité dans le domaine du
calcul, mais de donner du sens & cette opération ainsi que des moyens de
contrdle aux éléves pour le calcul avec des machines
(..) On tendra ainsi & ce que la technique opératoire devienne
suffisante pour ne pas faire obstacle 4 la résolution de probleme

D’aprés les auteurs des programmes, I'utilisation de la calculatrice dispenserait de
la virtuosité technique mais il existerait un seuil en degd duquel le manque de
technique ferait obstacle au sens Nous constatons une évolution des objectifs de
I"institution scolaire concernant la maitrise technique car les programmes de 1945
ne mentionnent aucune précision qualitative de cette acquisition: “Usage et
pratique des quatre opérations sur les nombres décimauz s

L’enseignement des propriétés algébrique a, lui aussi, évolué. Les programmes
de 1995 pour la classe de sixiéme n’évoquent pas ces propriétés de la
multiplication. Aprés leur étude systématique durant la période de la réforme dite
de “la mathématique moderne”, il semble que les propriétés sont abordées
seulement selon des critéres d’utilité, par exemple pour le calcul mental ou
raisonné qui figure au programme

Enfin, les ambitions de formation des éléves ont subi, elles aussi, une évolution
sensible en ce qui concerne la résolution de probleme. La comparaison de manuels
des années cinquante aux manuels actuels en témoigne Dans les premiers, les
situations et les exercices-types sont répertoriés avec leurs méthodes de
résolutions. Aujourd’hui I'enseignement est davantage centré sur l'étude des
nombres, les éléves sont supposés apprendre & résoudre des problémes de maniere
3 déterminer une méthode efficace en face d’une situation, méme si elle n’a pas ét¢
déja rencontrée

Afin de déterminer les enjeux de l'enseignement de la multiplication, nous
étudions premiérement les problémes qu’elle permet de 1ésoudre, nous abordons
ensuite les propriétés de cette opération et les procédures de calcul du produit de
deux nombres décimaux

Les problémes que la multiplication permet de résoudre

En reprenant la terminologie utilisée par Gérard Vergnaud 8 dans la théorie
des champs conceptuels, nous appellerons situation multiplicative toute situation
de laquelle est issu un probléme que la multiplication permet de résoudre. Durant
les périodes de découverte et d’apprentissage de cette opération, les situations
multiplicatives étudiées fournissent les premiers produits de deux nombres,

% Programmes de mathématiques de la classe de sixiéme et accompagnements, 22 novembre 1995.

8 VERGNAUD G (1990), La théorie des champs conceptuels, in Recherches en didactiques des
mathématiques 10/2 3 (133-170), Grenoble : La pensée sauvage
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rendent compte de propriétés algébriques de la multiplication et permettent
d’envisager des méthodes pour calculer Elles peuvent conduire a tisser le lien
entre la technique opératoire, le principe de numération décimale et la
distributivité de la multiplication par rapport & ’addition

La multiplication, une addition réitérée

+ Quand la multiplication n’est plus qu'une addition

L’addition réitérée trois fois du nombre 58 est 58 + 58 + 58 Cette addition
s’écrit 58 x 3, on dit que 58 est multiplié par 3, le résultat de la multiplication est
le produit de 58 par 3. De nombreuses situations issues du quotidien permettent
d’illustrer cette définition de la multiplication de deux nombres entiers, citons par
exemple les instructions officielles du 20 juin 1925 :

Nous avons trois sacs de billes qui renferment 58, 23 et 36 billes
Nous réunissons toutes ces billes dans un quatrieme sac I y aura
(58 + 23 + 36) billes.

(..} Jai maintenant trois sacs de billes Ils contiennent tous les
trois le méme nombre de billes, 58 par exemple Combien aura-t-on de
billes dans un quatriéme sac ot on les vide tous les frois 7 Le résultat est
encore celui d’une addition : (58 + 58 + 58) billes Une pareille addition ou
tous les termes sont égaux, s'appelle une multiplication.

Janine Rogalski, dans sa thése sur l'acquisition de la bidimensionnalité

remarque 8.

Avant la réforme des années soixante-dix ( ..) Cette représentation
de la multiplication comme addition réitérée est un invariant a la fois au
cowrs du temps et dans les divers niveaux scolaires ol elle est entreprise.
On la retrouve dans les livres d’arithmétique & 'usage des classes de 6éme,
5éme, 4éme ou Jéme.

Avec cet invariant vont de pair un certain nombie de
caractéristiques de l'enseignement de la multiplication :

— le multiplicande est un nombre “ concret ” ;

— le multiplicateur est un nombre “ abstrait ” (sans dimension).

11 est rarissime que la mesure des surfaces et volumes soit citée
comme une exception & cette régle (.. )

Autre caractére lié au précédent : les problémes posés sont toujours
du type “isomorphisme de mesure” au sens de Vergnaud et jamais du
type “ produit de mesure ”.

Donc 'enseignement avant la réforme des années soixante-dix
“linéarise ” complétement les problémes de la multiplication, ne les met
pas en rapport avec la combinatoire du produit cartésien pas plus qu'avec
le produit de dimensions “ physiques ” { ..)

% ROGALSKIJ (1985), Acquisition de la bidimensionnalité, Thése d’Etat. [Paitie V. pp 4
a7
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Cette présentation de la multiplication apparait comme trés économique pour
I’enseignement : la nouvelle opération multiplication n’est qu'une forme nouvelle
de la précédente, I'addition. Il 1este & construire la table de multiplication, & faire
apprendre la technique opératoire et & proposer des exercices dont les situations
sont fidéles au modéle référent : I’éléve reconnait le modele donc I'opération, il la
pose, il 1’effectue puis il 1ésout le probleme.

+ Une définition contestée

De nombreux auteurs ont développé des arguments pour s’opposer a ce choix
de présentation de la multiplication, citons par exemple Jacques Lecoq des
1976 %

On a, dans ces conditions, p+p+.. +p objets et 'on désigne ce
ﬁ—.f
7 termes

nombre par le symbole pxn.

Cette définition — ou plutét cette introduction, au demeurant
légitime - est-elle bien adaptée aux enfants du CE 7

1. Dans la définition évoquée ci-dessus, n et p ne se référent pas a
des objets de méme nature En effet, au niveau de la manipulation, n
désigne le nombre des ensembles ayant chacun p objets. De méme, au
niveau numérique, p désigne le nombre qui est 1épété dans I'écriture
“p+p + . +p”, tandis que n désigne le nombre de répétition du
symbole p.

2. La remarque précédente a conduit & des abus On a parfois
imposé de substituer “n X p” & “p -+ p.. + p” de fagon & lire “n fois p”
sans doute par référence a la phrase “il y a n fois p objets dans la
situation concréte étudiée 7 Une telle convention est ficheuse puisqu’une
des propriétés de la multiplication est d’étre commutative (.. )

3. Cette présentation de la multiplication & partir de situations
concrétes introduit des difficultés d’ordre perceptif chez 'enfant. I1 doit en
effet percevoir simultanément : des collections 2 4 2 disjointes (il y en a n},
des objets (il y en a p dans chaque collection et n x p en tout), des
correspondances 1 & 1 {pour s’assurer que les collections ont bien le méme
nombre p d’objets)

4. Fonder la multiplication sur la réunion de collections disjointes
conduit parfois & représenter les situations concrétes par des dessins du

type:
K x?b xR
X % S
B

(.. ) si l'on souhaite dépasser le stade du dénombrement des objets de la
réunion (5+5+5) et donner aux enfants un véritable outil d’exploration,

8 LECOQ J. (1976), La multiplication des naturels & Uécole élémentaire, Brochure Elem Math
11, Paris : APMEP.
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alors ce type de représentation est peu efficace On le verrait bien en
essayant de visualiser une égalité telle que :
9 x (8 +5) = (9 x 8) + (9 x 5) par des dessins analogues aux précédents.

()

5 N'ayant pas de représentation bien adaptée au probléme a
étudier, il est inévitable, et on constate effectivement, dans les classes que
I'étude de la multiplication se situe presque exclusivement au niveau des
écritures { ..)

D’autres arguments sont venus compléter la liste

— si la distributivité & droite se pergoit bien, il n’en va pas de méme de la
distributivité & gauche ;

— la multiplication de n par 0 et par 1 n'entrent pas dans le cadre de la
situation de référence alors que la multiplication de 0 et de 1 par n se calcule bien,
cela contribue & masquer davantage la commutativité ;

~si Dl'addition rtéitérée permet aisément de prolonger la notion de
multiplication au produit d'un décimal par un entier, elle ne peut s’étendre au
produit de deux décimaux ;

— avec I'addition 1éitérée, la multiplication est une opération qui agrandit
“ toujours ”. Cette propriété est une source d’erreurs dans de nombreux problémes
qui demandent le calcul du produit d’un nombre par un nombre inférieur & I'unité,
les éléves ne percevant pas le modéle multiplicatif de la situation.

Plus récemment, Rémi Brissiaud *° a formulé une constatation surprenante :
en 1930, les pédagogues préconisent une méthode *reconstructive” de
Papprentissage, ils optent — dans les programmes de 1923 —pour une
multiplication concue comme une addition réitérée, et pourtant, en ce qui
concerne l'apprentissage de la table de multiplication, ils n’envisagent qu’une
méthode “reproductive ”, ignorant les tentatives marginales mais récurrentes
d’'utilisation de tables d’additions réitérées. Les tables traditionnelles {3x1, 3x2,
3x3. .) conduiraient, plus siirement et plus rapidement a la mémorisation que les
tables d’additions réitérées (1x3, 2x3, 3x3...). Rémi Brissiaud, dans son article,
propose une explication. Un éléve qui recherche 3x6 a partir de 3x5 pensera
quaprés 15, il y a 15+3 donc 18, il adopte une régulation spatiale de sa
reconstruction de la table. Un éléve qui recherche 3x6 par une addition réitérée
devra effectuer 6 et 6, 12 et encore 6, 18 Il se laisse guider par le mot fois, il adopte
une régulation verbale de sa reconstruction de la table. Mais compter de 6 en 6 est
plus difficile que de compter de 3 en 3. Et 1'éléve qui recherche 3x6 & partir de 6x3

% BRISSIAUDR. (1994), Penser l'usage du mot “fois” et Dlinteraction oral/écrit lors de

'apprentissage initial de la multiplication, in: Vingt ans de didactique des mathématigues en
France (195-202), Grenoble : La pensée sauvage.
Dans cet article, Rémi Brissiaud désighe par méthode reconstructive une conception de
'enseignement qui vise ce que les éléves acquiérent la possibilité de reconstruire leurs
connaissances par opposition & une méthode reproductive ot I'objectif premier est que les éleves
connaissent des résultats et des méthodes et sachent les utiliser. Le terme “pédagogues”
désigne en particulier les auteurs des programmes, ceux des commentaires et ceux des manuels
4 lattention des mafitres
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pour n’additionner que des 3 se retrouve pris dans un rituel verbal qui consiste a
compter de 3 en 3 depuis le début. Si on veut que l'éléve utilise une régulation
spatiale, mieux vaut donc éviter de lui faire réciter des tables d’additions réitérées.

+ Une évolution de l'institution scolaire

Sur l'enseignement de la multiplication, nous constatons une évolution ties
marquée de la position de 'institution scolaire.

Dés 1945, la définition de la multiplication par Paddition était critiquée dans
les programmes :

Il est fréquent de dire que la multiplication est une addition
abrégée. (...) En fait dans le cas le plus fréquent la multiplication est une
convention comuerciale: le prix total d'une grandeur est obtenu en
multipliant le prix de ['unité par le nombre d’unités

La critique peut laisser perplexe .. mais la résolution de problémes du quotidien
était I’'objectif majeur de 'enseignement du calcul.

Les programmes de 1970 n’ont plus pour objectif de préparer a la vie pratique
mais “d’assurer une approche correcte et une compréhension réelle des notions
mathématiques liées & des techniques de 1ésolution de probléemes” La
multiplication de deux entiers est introduite par 1'étude de grilles rectangulaires et
des écritures additives répétées. La multiplication d’'un décimal par un entier est
définie par une addition 1éitérée.

Les instructions officielles de 1978 pour P'enseignement primaire ne font plus
référence a I'addition pour le produit de deux entiers, et c’est la premicre fois :

Le nombre d’éléments d'une collection peut étre donné sous la
forme habituelle {exemple : 125) Mais dans certains cas, il peut étre plus
intéressant d'utiliser pour le désigner d’autres types d’écritures, par
exemple :

(.) Ecritures multiplicatives {exemples: 25x5; 7x6x15) dans le
cas d’objets rangés en lignes et en colonnes, dans des situations de
dénombrements

(. ) En méme temps que de nouveaux nombtes sont introduits, i
faut les désigner, par écrit et oralement, les organiser en prolongeant
Pordre et les opérations connues dans 'ensemble des nombres naturels

{.) Le mode d’introduction retenu pour les nombres décimaux
détermine en grande partie le choix des situations conduisant & ces
prolongements

Pourtant, alors que ces programmes viennent d’entrer en application, Denis
91 . .
Butlen ”* montre que sur dix manuels destinés au CEl,

La tendance & s’appuyer essentiellement sur 'addition reste trés
forte (voire majoritaire) pour introduire la multiplication

Janine Rogalski *? précise que :

L BUTLEN D. (1985), Op. cit. [pp. 28-29].
% ROGALSKIJ (1985), Op. cit [Partie V pp. 8, 9]
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dans la réalisation des séquences proposées et des manuels, la
structure de produit cartésien ne sera jamais, & ce niveau de 'enseignement
élémentaire CE et CM, dissociée d’'une 1eprésentation spatiale, le plus
souvent en ‘matrice’ lignes x colonnes. (..) le caractére linéaire du produit
reste dominant voire exclusif ; le caracteére bilinéaire n’apparait pas.

Depuis 1978 les instructions officielles ne font plus référence & I'addition pour
Ie produit de deux entiers. Quelles sont donc les situations différentes de 'addition
réitérée qui permettraient d’enseigner la multiplication ?

Des situations multiplicatives indépendantes de Uaddition

Certaines situations multiplicatives, qui portent pourtant sur des nombres
entiers, s’interprétent autrement qu’avec un modéle additif Gérard Vergnaud en
distingue trois types.

Le premier se compose des situations qui mettent en jeu une seule mesure.
Certains problémes mettent en jeu des opérateurs, ils conduisent a Ila
multiplication d’'une grandeur par un scalaire comme, par exemple, dans le cas de
I'agrandissement d’une figure sans déformation Les opérateurs peuvent étre
composés comme dans le cas de plusicurs agrandissements successifs d’une figure,
cette situation conduit & multiplier deux scalaires.

Dans le deuxiéme type de situations, deux mesures se composent pour donner
une troisiéme mesure. C’est le cas par exemple pour 'aire d’un rectangle, produit
de la longueur et de la largeur. C’est aussi le cas des problémes de dénombrement
qui conduisent & la recherche du cardinal d’un produit cartésien.

Enfin, le troisiéme type se compose des situations ol deux grandeurs sont
proportionnelles, le coefficient qui permet de calculer la valeur de l'une
connaissant la valeur de autre est lui-méme la mesure d’une troisieme grandeur
qui est la grandeur quotient des deux autres. C'est le cas des problémes qui
décrivent le mouvement uniforme d’un mobile, c’est aussi le cas des situations
d’achat de marchandises avec un prix unitaire fixé En reprenant la terminologie
de Gérard Vergnaud % nous désignons ce type de situations comme des situations
d’isomorphisme de mesures ou, avec le vocabulaire actuellement utilisé dans les
programmes, d’isomorphisme de “ grandeurs ”.

Des situations multiplicatives ont été utilisées par différents auteurs pour
introduire ou enrichir le sens de lopération, nous allons en présenter
succinctement cing, souvent rencontrées dans les publications, une analyse
détaillée des propositions d’enseignement de la multiplication des nombres
décimaux sera Pobjet du prochain chapitre.

% VERGNAUD G. (1981), L'enfant, la mathématique et la réalité, Berne : Peter Lang [pp. 161
et suiv. |
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1) Multiplication d*une longueur par un scalaire (un seul espace de mesure)

Guy Brousseau M propose I'étude d’agrandissements de figures planes sans
déformation. Son objectif est que 1’éléve déstabilise le modéle additif dans cette
situation pour le remplacer par un modele multiplicatif :

longueur originale x coefficient de l'agrandissement = longueur image.

Cette situation permet aussi d’introduire les rationnels et les décimaux et de
prolonger la multiplication des entiers & celle des décimaux. Pour cette raison,
nous reportons son étude au chapitte suivant consacré aux propositions pour
enseigner la multiplication des décimaux.

Remarquons cependant que toutes les multiplications d'une longueur par un
scalaire ne correspondent pas & ce modeéle, certaines d’entre elles sont en fait des
additions réitérées Le périmétre d'un polygone & n cotés est égal & la somme des
longueurs de ses cotés ; dans le cas d'un polygone régulier, le calcul du périmetre
est toujours noté par une multiplication. On trouve des Ienseignement
&lémentaire la formule du périmeétre du carré ainsi que celle du périmétre du
disque. L’éleve est-il vraiment conduit & s’interroger sur la différence de
signification du signe x dans les formules :

P =4 x cotéet P = n x diamétre TP
2) Composition de deux opérateurs multiplicatifs (un seul espace de mesure)

[’ambition de Guy Brousseau 9% stant d’identifier Q" et Pensemble.?(Q™) des
applications linéaires dans Q", il propose une activité de composition
d’agrandissements de figures planes avec des pantographes Le produit des
coefficients de deux agrandissements est égal au coefficient de la composée des
deux agrandissements Dans 1'édition de 1998 d’un recueil de textes de Guy
Brousseau, l'auteur précise dans une note les différents sens du produit de deux

rationnels et celle de deux entiers, en particulier 7,

I.’application linéaire naturelle de N dans N n’est pas non plus une
opération Elle peut &tre identifiée avec un naturel opérant

% BROUSSEAU G (1998), Problémes de didactique des décimaux, in Théorie des situations
didactiques (201-289), Grenoble : La pensée sauvage
Version révisée et augmentée d’une premiére édition en 1981 in Recherches en didactique des
mathématiques 2/1 (37-127), Grenoble : La pensée sauvage.

% T.es deux formules peuvent aussi s'interpréter de la méme facon : 4 étant le périmétre du carré
de cité 1 et 1 étant le périmétre du disque de diamétre 1, on considére le carré de cOté ¢ comme
un agrandissement du carré de ¢6té 1 et le disque de diamétre d comme un agrandissement du
disque de diamétre 1, on obtient alors respectivement un pér imétre de 4xc et axd.

% BROUSSEAU G. (1998), Problémes de didactique des décimaux, in Théorie des situations
didactiques (201-289), Grenoble : La pensée sauvage
Version révisée et augmentée d’'une premidre édition en 1981 in Recherches en didactique des
mathématiques 2/1 (37-127), Grenoble : La pensée sauvage

% BROUSSEAU G. (1998), Théorie des situations didactigues, Grenoble : La pensée sauvage .
210 & 216]

77



Chapitre 2 Enseignement des décimauz et de la multiplication, quels enjeuz ?

multiplicativement dans un ensemble de mesure (un demi-groupe) et il lui
est associée une opération.
Exemple f(3)=12 avec {=4 Pour bien marquer la différence on peut
écrire f=*4 Les enseignants du primaire appelaient cela un ‘opérateur’ et
ils écrivaient *4(3) ou *4 ™ 3 ou, avec une fléche, 3—% 512 ou simplement
Ix4
(. ) La composition d’applications est une opération interne dans le
semi~groupe des applications linéaires de N dans N Elle peut étre aussi
interprétée comme une multiplication *4 0 *3 = *12
Cette proposition permet, elle aussi, d’aborder des situations multiplicatives
qui ne peuvent pas se réduire & des additions réitéiées. Nous n’avons trouvé
aucune reprise d'une telle activité dans un manuel scolaire ou dans une brochure

destinée aux enseignants.

3) Cardinal d’un produit cartésien (produit de mesures)

Dans son étude des introductions de la multiplication & I’école primaire, Denis
Butlen *® analyse les travaux effectués en didactique des mathématiques sur la
multiplication Il constate que “tous les travaux montrent que la définition du
produit de deux naturels découle immédiatement de la définition du produit
cartésien de deur ensembles, 'écriture a x b désigne le cardinal du produit
cartésien de deuz ensembles ayant respectivement a et b éléments.” Ces activités
sont généralement piroposées & laide d'un probleme concret comme le
dénombrement des bateaux que Ion peut former a I’aide de coques de 4 couleurs
différentes et de voiles de 3 couleurs différentes. Le probléme est alors représenté
de maniére spatiale, le plus souvent en tableau, parfois en arbre. Mais cette
bidimensionnalité n’est pas associée & celle de dimensions “ physiques” et, dans
les manuels poux le CM, les problémes restent des problémes “linéaires ” d’ou les
produits de dimensions sont exclus

4) Calcul de I'aire d'un rectangle (produit de mesures)

Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin % proposent des situations de calcul
d’aire de rectangles dont les c6tés sont des nombres entiers. Cette situation est
ptoche de la proposition des programmes de 1970 d'étude de “grilles”, elle a
I'avantage de permettre facilement le prolongement de la multiplication aux
nombres décimaux Nous ne détaillerons donc pas ici cette situation bien connue,
nous y 1eviendrons dans le chapitre suivant.

% BUTLEN D (1985), Introductions de la multiplication & Pécole primatre : histoire, analyses
didactiques, manuels actuels, Cahier de didactique des mathématiques n°19, Paris : IREM de
Paris 7

% DOUADY R & PERRIN M -J. (1986), Liaison Ecole-Collége : Nombres décimauz, Brochure
n°62, Paris : IREM de Paris 7.
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Remarquons cependant que les exercices proposés dans les manuels qui
portent sur la notion d’aire se limitent généralement a I'application de formules,

citons Janine Rogalski 100,

La bidimensionnalité des formules est elle-méme trés peu exploitée.
(...) tout aussi rares les utilisations réelles du caractére multiplicatif des
formules, celles—ci sont essentiellement, sinon exclusivement, utilisées pour
leur statut algorithmique: la formule, par son expression en langue
naturelle, ou sa représentation symbolique, détermine des opérations a
effectuer : “chercher la longueur, chercher la largeur, effectuer le
produit .

5) Situations d’isomorphisme de mesures

Il reste le cas des situations oti interviennent trois grandeurs a, b et ¢ telles que
a x b = ¢ ol la grandeur b est la grandewr quotient des deux grandeurs a et ¢ C’est
le cas par exemple des problémes du type :

— nombie d’unités X prix unitaire = prix total ;

— durée du parcours x vitesse moyenne = distance parcourue ;

— volume x masse volumique = masse ;

— des conversions d’unités (par exemple : passer d’une longueur en pouces a
une longueur en centimétres).
La structure multiplicative de ces situations est en fait issue du quotient de deux
grandeurs (mesures) Les auteurs de “ Apprentissages mathématiques en 6e” 1
font le choix de placer la notion de quotient au cceur du champ de connaissances
liées a la multiplication et & la proportionnalité. Ils justifient théoriquement leur
démarche en citant Jacqueline Lelong-Ferrand 102,

Une grandeur physique mesurable (masse, longueur,..) peut
g’interpréter mathématiquement comme un demi-groupe abélien ordonné
(la loi étant notée + ) que I'on transforme, par le procédé de symétiisation
en groupe abélien ordonné G. (Ce qui revient & orienter la grandeur et & lui
ajouter des éléments dits “négatifs”.}

Si ce groupe est archimédien (...} on démontre que : pour tout a de
G tel que a > 0Og, il existe un homomorphisme de groupes strictement

croissant by et un seul de (G ; +) dans (R ; +) tel que hg(a) = 1
g désignant un élément de G, hy(g) est la mesure de ¢ quand on
prend a comme unité C’est par définition le quotient de g par a que P'on
4
note 0
Dans le cas oit G = R: (...) R ayant de plus de ‘bonnes’ propriétés,

il en résulte que h,, est bijectif, propriété que 'on peut utiliser pour définir
la multiplication (. )

19 ROGALSKI J. (1985), Op. cit. [Partie V p. 16]
WU pRESSIAT A (1991), Apprentissages mathématiques en 6°, Paris : Hatier /INRP.
192 Telong-Ferrand J {1985), Les fondements de la géométrie, Paris : PUF
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Dans cette présentation, le quotient du réel b par le réel a égal a

hg(b), apparalt avant leur produit (égal & h,™'(b)), phénoméne & relier au
fait que le quotient de deux grandeurs a une signification physique alors
que le produit de deux grandeurs n'en a pas (du moins pas de maniere
immédiate !)

Les auteurs concluent ce petit détour vers les mathématiques supérieures en
réaffirmant la nécessité de rompre avec une multiplication 1éduite & une addition
répétée Nous examinerons, dans le chapitre suivant, leurs propositions a propos
de la multiplication de deux décimaux.

Nous avons finalement montré qu'en plus de l'addition réitérée, des
situations, dont Gérard Vergnaud distingue tiois catégories, contribuent au sens
de la multiplication. Quant & leur enseignement, les programmes ont beaucoup
évolué: la 1éférence & laddition, qui était la seule interprétation de la
multiplication de deux entiers en 1925, disparait des textes officiels en 1978
Cependant les analyses de manuels effectuées durant les années 80 montrent peu
de changement, qu’en est-il aujourd’hui ?

L'addition réitérée a-t-elle finalement disparu. de ['enseignement ordinaire 7

Les situations multiplicatives que nous venons de présenter montient que les
possibilités existent si l'on ne veut pas réduire, dans son enseignement, la
multiplication & une addition réitérée. Avec les instructions officielles de 1978, il
n’y a plus aucune référence & laddition pour le cas de deux entiers. Pow
l'enseignement de la multiplication d’un décimal par un entier, en revanche,
I’addition demeure l'interprétation préconisée 103,

Pour l'addition et la soustraction, l'extension du sens de ces
opérations au cas des nombres décimaux, ainsi que les aménagements
correspondants des techniques ne posent pas de gros problémes. Il en est de
méme pour la multiplication d’un décimal par un naturel, qui peut étre
interprétée comme une addition particuliere.

Et cette interprétation est toujours d’actualité 104,

En sixiéme, il s’agit donc désormais de faire acquérir par les éléves
Je produit de deux nombres décimaux (...) Ce dernier apprentissage est
difficile dans la mesure ol il existe une rupture de sens avec les cas du
produit de deux naturels et d'un décimal par un naturel, cas pour lesquels
la référence & laddition réitérée est possible pour accéder a la
multiplication.

Aujourd’hui, & une exception preés % les manuels de CE2 que nous avons
consultés présentent la multiplication en liaison avec 'addition. Par exemple, on
propose & l'éléve de dénombrer les cases d'un tableau de quatre lignes et trois

102 Thstructions pédagogiques des programmes du 7 juillet 1978,
104 Mathématiques : articulation école-collége, BO n°44 du 5 décembre 1996,
105 rheure des maths CE2 (1999), Paris : Hatier:
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colonnes et on lui demande de conclure: 4x3 = 3x4 = 4+4+4 = 3+3+3+3. En
CM2, les manuels présentent la multiplication d’un décimal par un entier soit en
1éférence — éventuellement implicite — & ’addition, soit de facon abstraite comme
un probléme technique Nous avons aussi repéré deux manuels 196 qui proposent de
s’appuyer sur les changements d’unité — francs en centimes dans un calcul de
prix — pour justifier la “reégle de la virgule” En ce qui conceine les exercices
proposés, un sur deux est purement technique et, pour les problémes, 74% d’entre
eux portent sur des prix ou des conversions, les autres sont du type
“ jsomorphisme de grandeurs ”.

Sur sept manuels de sixieme ', deux seulement se référent & ’addition pour
réviser la multiplication d’un décimal par un entier. On pourrait croire que
Paddition réitérée n’est plus le modele des situations de 1éférence pour
I’enseignement de la multiplication Mais certains manuels ne proposent plus
aucune situation multiplicative dans les pages destinées & 1’élaboration des savoirs,
ils restent & un niveau technique éventuellement nourri, suivant les ouvrages,
d’arguments théoriques. Pour les autres, l'opération n’est pas construite en
référence & la situation : on affirme purement et simplement que pour déterminer
le résultat, il faut multiplier les données

Aujourd’hui encore, l'enseignement de la multiplication en référence &
d’autres situations que I'addition réitérée n’a donc pas vraiment dépassé le cadre
de Penseignement expérimental Cette représentation de la multiplication n'est
pourtant pas satisfaisante dans le cas de deux facteurs décimaux La question du
prolongement de la multiplication des entiers & celle des nombres rationnels est
celle que nous nous proposons de traiter maintenant afin de conclure notre étude
des situations qui donnent du sens a la multiplication.

Prolongement des situations multiplicatives : des entiers aux rationnels

Nous avons vu, dans le paragraphe précédent, que des situations qui
permettent la constiuction du sens de la multiplication portent aussi bien sur des
valeurs entidres que sur des valeurs décimales ou rationnelles des grandeurs. Nous
pourrions dire, d'une certaine maniére, que c’est la situation qui légitime le
prolongement de la multiplication aux nombies décimaux Les situations
multiplicatives qui se prétent effectivement & ce prolongement sont celles qui
mettent en relation des grandeurs continues — longueur, aire, masse, capacité .. -
et non des grandeurs discrétes. Ainsi les aires de rectangles, les agrandissements de
figures planes, les prix au kilogramme, au litre ou au métre donnent des situations
qui se prétent aisément au prolongement de la multiplication & des valeurs

W8 Nouvelle collection Thévenet CM2 (1996), Paris : Bordas [p 106]
Math outil CM2 (1997), Paris : Magnard. [p 61]

%7 Par ordre alphabétique des éditeurs : Décimale 6e (1996), Paris : Belin ; Math 6e¢ (1996), Paxis :
Bordas ; Mathématiques 6e (1996}, Paris : Delagrave ; Cing sur cing Math Ge {1996}, Paris :
Hachette ; Triangle 6e (1996), Paris : Hatier ; Le nouveau Pythagore 6e (1996), Paris : Hatier ;
Le nouveau Transmath 6e (1996), Paiis : Nathan
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décimales ou rationnelles, en revanche les additions réitérées et les dénombrements
d’éléments d’un produit cartésien ne s’y prétent pas.

Encore faut-il nuancer notre propos a cause de l'addition réitérée Il est aisé
de multiplier un décimal par un entier : 7,80 x 2 = 7,80 + 7,80 = 15,6. Ainsi, 2 kg
de pommes de terre & 7,80 F/kg coiite 15,60 F. Mais si, pour multiplier, on se
réfere a ’addition réitérée, comment calculer le prix de 2,5 kg 7 On peut combiner
addition et fractionnement : le prix de 2,5 kg s’obtient en ajoutant deux fois 7,80 ¥
et encore une demi-fois. Détaillons le calcul :

1 1
7,80 x 2,5 =7,80 x (2 + 5) = 7,80 + 7,80 + (7,80 x 5)
1
oll 7,80 x 5= 7,80 - 2avec 7,80 + 2 =z telquex + z = 7,80.

Cette combinaison de I'addition réitéiée et du fractionnement est présente dans
langage courant, on dit “ deux fois et demie ” comme on dit “ deux fois plus . En
généralisant, 'addition réitérée est une conception qui permet de résoudre les
problémes de la vie quotidienne issus de situations d’isomorphisme de deux
grandeurs Cette conception de la multiplication posséde une dimension sociale qui
Ja légitime, qui justifie qu’elle a été enseignée systématiquement par le passé, alors
que l'objectil de l'enseignement primaire était de donner des méthodes pour
résoudre des problémes conciets, et qui contribue sans doute & expliquer les
difficultés actuelles pour intégrer d’autres situations multiplicatives dans
lenseignement ordinaire

Nous avons étudié les différentes situations de référence de la multiplication,
situations desquelles sont issus les problémes multiplicatifs proposés aux éleves
Leur résolution nécessite la reconnaissance de l'opération ainsi que le calcul du
produit. La technique opératoire repose & la fois sur le systéme d’écriture des
nombres et sw les propriétés de la multiplication (comme nous le verrons,
commutativité, associativité et distributivité par rapport & l'addition) Nous
allons donc maintenant étudier a priori l'enseignement des propriétés de la
multiplication, notamment & partit des différents types de situations que nous
avons décrits et qui donnent du sens a cette opération.

Les propriétés de la multiplication

Comme nous le montrerons plus en détail dans le prochain chapitre, pour
construire la technique opératoire de la multiplication de deux décimaux, de
nombreux auteurs proposent de recourir & I'associativité et 4 la commutativité de
la multiplication et d'utiliser la technique opératoire sur les nombres entiers. Pour
multiplier 2,5 et 3,25, ils suggérent de poser :

25 x 325 = {2,5x10) x (3,25x100) = 2,5 x 3,25 x 10 x 100 = 2,5 x 3,25 x 10600
et ils en concluent que 2,5 x 3,25 = (25 x 325) + 1000 Cette utilisation des
propriétés est souvent masquée par une présentation avec des opérateurs :
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2,5 x 3,25 = 8,125
1 » 10 1 x 100 T + 1000
25 X 325 = 8125

A Técole primaire comme au collége, le professewr a seulement pour 1dle de
faire utiliser les propriétés des opérations: alors que le calcul mental ou raisonné
figure au programme de D’école primaire et du college, aucun apprentissage
systématique n’est mentionné. Néanmoins, durant la préparation de ses cours, un
enseignant envisage des éventuelles questions de ses éléves, il prévoit aussi les
réponses qu’il pourrait apporter. Aprés avoir montré quelques exemples, un
professeur qui voudrait justifier la commutativité ou I'associativité de la
multiplication devra s’appuyer sur une situation modélisée par cette opération

Nous allons étudier comment les différentes situations multiplicatives
permettent de rendre compte des propriétés de la multiplication Nous limitons
dans un premier temps notre étude au cas de deux facteurs entiers, puis nous
envisageons le cas des facteurs décimaux pour les situations qui permettent ce
prolongement. Rappelons que nous avons distingué 'addition réitérée, le cardinal
d’un produit cartésien, l'aire d’un rectangle (ou le dénombrement de points
disposés en 1éseau rectangulaire) et les situations d’isomorphisme de grandeurs

Commutativité de la multiplication

Examinons, en fonction des différentes présentations de la multiplication,
comment le professeur peut enseigner la commutativité.

Addition réitérée. Dans le cas de 'addition réitéiée, les facteurs entieis a et n
du produit a X n ne jouent pas le méme r6le. Ainsi, d’aprés la définition,
axn=ag+a+.. +taetnxXxa=n+n+..+n

%—J
n termes a termes

Pour justifier 'égalité des produits, 'enseignant pourra utiliser, par exemple,
Ja disposition de points en réseau rectangulaire, qui est compatible avec I'addition
répétée, en modifiant I'interprétation de cette disposition :

3x4 4x3
(o o o o]
(o o o o]
[o o o of
3+3+3+3 44+4+14

Opérateurs multiplicatifs et composition d'opérateurs. Dans le cas d’une
fonction linéaire appliquée & une variable, on retrouve encore la difficulté posée
par la signification des nombres dans la situation Par exemple, en agrandissant de
5 fois un segment de 3 cm on obtient un segment de 15 cm c’est-a-dire de méme
longueur que celle du segment obtenu en agrandissant de 3 fois un segment de
5 cm. La commutativité n'est pas évidente non plus dans la situation de deux

83



Chapitre 2. Enseignement des décimauz et de la multiplication, quels enjeux 7

agrandissements successifs, car comme le signale Nicolas Rouche que nous avons

déja cité & propos de cette situation 108 .

() elle tend & détourner 'attention des grandeurs sur lesquelles on

opdte pour la concentrer sur les opérations elles-mémes et leur
enchainement Comme les grandeurs ne sont sans doute jamais totalement
absentes de 'imagination, on peut dire que la fraction congue comme pur
produit de deux opérateurs est une vue extréme qui tend parfois 4 s’établir
dans la pensée, mais sans jamajs §’imposer completement ”

Les enseignants en classe de troisiéme en ont des témoignages tous les ans quand
ils posent & leurs éléves le probléme de savoir ce qu'il y a de plus intéressant entre
Papplication d’une remise de 10% avant d’appliquer la TVA ou apres avol
appliqué la TVA. De nombreux commergants savent que, bien souvent, la clientéle
pense bénéficier d'une remise plus importante si elle porte sur le prix TTC. .

Cardinal d'un produit cartésien. La justification de la commutativité de la
multiplication est difficile avec les situations de dénombrement des éléments d’un
produit cartésien. Prenons un exemple : les bateaux que I'on peut construire avec
des voiles de trois couleurs différentes et des coques de quatre couleurs différentes
ne sont pas les mémes que ceux que I'on construit avec quatre couleurs de voiles et
trois couleurs de coques. On peut toutefois choisir la situation pour que le role des
nombres ne soit plus distingué Considérons, par exemple, la situation de Maud
qui doit se rendre a son cours de sport : elle dispose de trois polos et de deux
shorts, le professeur demande de combien de fagons elle peut s’habiller. Une
représentation de ce probléme avec un arbre permet de compter les tenues Que
Maud commence par mettre un des trois polos puis un des deux shorts ou qu’elle
commence par mettre un des deux shorts puis un des trois polos, ne changera rien
au nombre de tenues dont elle dispose ; les arbres représentant les deux fagons de
s’habiller seront pourtant bien différents.

Points en réseau rectangulaire et aire de rectangles. Dans la présentation du
dénombrement des cases d'une grille ou des points d’un réseau rectangulaire, la
commutativité peut &tre pergue comme une conséquence de la conservation des
quantités discrétes (au sens de Jean Piaget) dans transformation “changer la
position de la grille ou du réseau ” :

1 ROUCHE N (1992), Op. cit [p. 158]
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Réseau couché Réseau debout
[ ] [ [ ] [ ] L ] [ ] ]
4x3 ® ® e 9 — = & 8 @ 3x4
L ] [ I ] ] L ] [ ] L ]
[ ] [ ] [ ]

Il en est de méme dans la présentation de la multiplication par I'aire de rectangles
dont les ¢Htés sont les facteurs.

Isomorphisme de grandeurs La commutativité n’a pas de sens dans les
situations d’isomorphisme de grandeurs car les facteurs ne désignent pas la méme
grandeur. Empruntons un exemple aux auteurs d’un ouvrage pour la formation
des professeurs des écoles 1% Cing kilogrammes d’oranges & dix francs le
kilogramme cofitent cinquante francs. Dix kilogrammes d’oranges a cinq francs le
kilogramme cofitent aussi cinquante francs Mais I'identification des produits
n'émerge pas de ces deux situations bien différentes : dans la premiére on achéte
moins d’oranges que dans la seconde, et elles sont plus cheéres ..

On retiendra, finalement, que certaines situations qui donnent du sens a la
multiplication se prétent mal & Pinterprétation de la commutativité. Il reste
pourtant fondamental que les éléves la connaissent, sachent utiliser et
distinguent aussi les opérations commutatives de celles qui ne le sont pas

Associativité de la multiplication

Voyons maintenant comment justifier 1'associativité de la multiplication
suivant les situations qui donnent du sens a cette opération

Addition réitérée L’addition réitérée, moyennant par exemple 'utilisation de
points disposés en réseaux 1ectangulaires permet de montrer I'associativité de la
multiplication. Cela demande que la commutativité soit une connaissance
mobilisable :

4+4+4 343 (4x3)x2 (3x2)x4
) [a] . e & a &= o] o] (0] [a]
[a o » s 0 . s s o ® o jof o |
[0 o o o o] . . s o » oo o
« & & @ 3 c @ ¢ ¢ © o| 2| |e| |e
e« s o 0 . . * s o o o (o] |0 |e
* s o » o] e s o o o] [o] |o] o]
4x3 3x2 oud x (3x2)

Comme précédemment, le changement de statut des nombres de la situation
qu'impose Papplication de la commutativité rend assez artificielle cette
représentation.

9 Tome 4 Nombres et opérations, fonctions numériques (1993), Se former pour enseigner les
mathématiques, professewr des écoles, Paiis: Armand Colin, Formation des enseignants.

[p. 70]
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Opérateurs multiplicatifs et composition d’opérateurs. Si les deux nombres b
et ¢ sont les coefficients de deux agrandissements successifs d’une figure plane et si
a est la longueur d’un segment de cette figure, alors certaines manipulations
conduisent a l’associativité de la multiplication comme le montre le schéma
suivant :

xb xc xb Xc
E ¥ ¥ I v v
1 b bxe a axb (axb)xe = ax(bxc)
[ 3 | 4
x (bxc) x{bxe)

Avec la premiére manipulation, le produit & x ¢ s’interpréte comme le coefficient
de l'agrandissement composé de lagrandissement de coefficient & suivi de
Pagrandissement de coefficient ¢ Avec la seconde manipulation on obtient les
deux membres de 1’égalité cherchée suivant que l’on considére successivement les
agrandissements de coefficients b et ¢ appliqués & la longueur a ou directement
1’agrandissement de coefficient x c appliqué a la longueur a.

Cardinal d'un produit cartésien. Comme on l'a présenté pour montrer la
commutativité de la multiplication, certaines situations de dénombrement se
prétent assez bien & la justification de l'associativité Par exemple, si Raphagl
dispose de 5 chemises, 3 pantalons et 2 paires de chaussures, alors (5x3)x2 et
5x(3x2) sont deux écritures différentes du nombre de ses tenues Le deuxiéme
produit demande d’utiliser la commutativité 5x(3x2)=(3x2)x5 car un arbre ne
peut pas représenter 5x(3x2). La situation donne du sens aux deux produits et a
leur égalité : soit Raphaél enfile sa chemise, son pantalon puis ses chaussures (ce
qui correspond au produit {5x3)x2), soit il enfile sa chemise aprés avoir mis son
pantalon et ses chaussures (ce qui correspond au produit (3x2)x5).

Calcul d'aire de rectangles. En ce qui concerne le calcul d’aire, si le produit
a X b est interprété comme 'aire d’un rectangle dont les dimensions sont a et b,
alors le produit (a x ¥) x ¢ n'est pas, lui, interprétable comme une aire car a X &
n’est pas une longueur. Il faut changer de situation pour que les différents facteurs
a, (bxc), (axb) et ¢ alent un sens Théoriquement, on pourrait calculer le
volume d’un pavé Mais ces calculs, difficiles pour les éléves, ne sont pas au
programme de 1’école primaire

Situations d'isomorphisme de grandeurs. La difficulté que nous avons
constatée, avec les nombres liés & des grandeurs, pour justifier la commutativité,
se retrouve pour 'associativité

On 1etiendra que les situations qui donnent du sens a la multiplication
permettent difficilement d’en montrer 'associativité. Etudions enfin le cas de la
distributivité par rapport a ’addition.
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Distributivité de la multiplication par rapport a l'addition

Il faut parfois distinguer la distributivité & gauche de la distributivité a droite
qui ne se justifient pas toujours I'une et 'autre suivant les présentations de la
multiplication.

Addition réitérée Avec laddition réitérée, la distributivité & gauche est
aisément démontrable, la distributivité & droite s’établit en utilisant ’associativité
et la commutativité de I’addition pour des valeurs différentesde O et de 1:

5x(4+2) =5+5+5+5+5+9
4 termes ms
=(5x4)+ (5x2)

B+2)x6 =3+2)+.+(3+2)

=3+ . +3)+ 2+ +2)
= (3% 6) + (2 x6)

Opérateurs multiplicatifs et composition d’opérateurs La démonstration de la
distributivité & droite est aisée avec les situations qui reposent sur des opérateurs
multiplicatifs comme les agrandissements de figure plane (il suffit d’agrandir une
ligne brisée composée de deux segments) mais celle de la distributivité & gauche est
impossible car les opérateurs ne s’ajoutent pas. Les situations de composition
d’opérateurs multiplicatifs, pour cette méme raison, ne sont pas adaptées a
Pillustration de la distributivité, ni & droite, ni & gauche.

Cardinal d'un produit cartésien. La somme de deux nombres c¢tant
interprétée comme le cardinal de deux ensembles disjoints dont les cardinaux sont
précisément les deux termes de la somme, la distributivité de la multiplication par
rapport a l'addition revient a établir les deux égalités :

card A x (Buw C) = card (A x B) + card (A x C)

et card (A U B) x C = card (A x C) + card (B x C)

ce qui revient & montier que les produits A X B et A X C sont disjoints,
comme lesont A x Cet B x C, puis:

Ax{(BuC)=AxBUAXC
et (AUB)xC=AxCuBxC

Points en 71éseauz rectangulaires et calcul daire de rectangles. Le
dénombrement de points d’un réseau rectangulaire ou le calcul de l'aire d'un
rectangle sont des situations qui se prétent trés bien & I'illustration de la
distributivité : il suffit de “ coller ” plusieurs grilles ou plusieurs rectangles :

(5x4) + (5x2) (3x6) + (2x6) 3x4 + 3x2 + 2x4 + 2x2

5 x (4 + 2) (3+2)x6 (34+2) x (4+2)

87



Chapitre 2. Enseignement des décimauz et de la multiplicalion, quels enjeuz ?

Isomorphisme de grandeurs On peut montrer la distributivité avec une
situation d’isomorphisme de grandeurs en faisant appel a la situation pour
identifier les deux membres de ’égalité. Supposons que chaque jour de la semaine,
sauf le samedi et le dimanche, Marie utilise un billet de transport aller—retour a
12 F et prend un déjeuner au self & 37 F. Le calcul de la somme dépensée peut
s'effectuer de deux facons: le colit total du transport est 12 x 5 et celui du
déjeuner est 37 x 5 soit une dépense totale de (12 x 5) + (37 x 5}, ou bien l'on
calcule le cofit par journée (12 + 37) que l'on multiplie par le nombie de journée
(12 + 37) x 5. Voyous une illustration de la distributivité & gauche Vincent d01t
repeindre deux chambres, la surface 4 peindre de la premiere chambre 45 m’ et
celle de la seconde mesure 60 m?. Vincent utilise 15 ¢/ de peinture par m?. Le calcul
de la quantité de peinture nécessaire peut se calculer de deux fagons, en calculant
d’abord la quantité par chambre ou bien d’abord la mesure de la surface totale. On
obtient (15 x 43) + (15 x 60) ou bien 15 x (45 + 60) On retrouve ce type de
raisonnement avec les situations illustrant le dénombrement des éléments d'un
produit cartésien.

Finalement, la distributivité est, des trois propriétés que nous venons
d’étudier, celle qui se montre le plus facilement en s’appuyant sur une des
situations qui donnent du sens & la multiplication. Néanmoins, nous avons
constaté quelques différences entre toutes ces situations Abordons maintenant les
cas particuliers de la multiplication par zéro ou par un,

Multiplications par O et par 1

Ces deux multiplications sont indispensables pour effectuer des calculs
puisque 0 et 1 sont deux chiffres qui, comme les autres, apparaissent dans
I'écriture des nombres. Elles constituent cependant une source de nombreuses
erreurs chez les éléves Doit-on rechercher les causes de ces difficultés dans leur
enseignement ou dans les mathématiques elles-mémes 7 Voyons comment on peut
illustrer la multiplication par 0 et par 1, suivant les situations que cette opération
modélise.

Addition réitérée. L'écriture a x n correspondant & la somme de n termes
égaux & a, n’est véritablement définie que pour n > 2. Ainsi, des produits comme
0 x 7 oul x5 ne posent pas de probléme alors que 7 X 0 ou 5 x 1 ne sont pas
définis. La possibilité éventuelle d’admettre la commutativité réglerait Je probleme
pour les exemples montrés mais elle ne change rien & la difficulté de représenter
1 x0.

Opérateurs multiplicatifs et compositions d’opérateurs. Les situations qui
reposent sur un opérateur multiplicatif n’ont de sens que pour les opérateurs
différents de 0 et de 1. Elles permettent d’interpréter la multiplication 1 x &k ol
k — différent de zéro et de un —est le coefficient. Par exemple, dans
I’agrandissement d’une figure plane de coefficient 3, un segment de longueur 1 cm
a pour image un segment dont la longueur en cm est égale 1 x 3 = 3 Mais il sera
impossible d’illustrer une des autres multiplications que nous étudions ici. La
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restriction des valeurs de k fait que le modéle de composition d’opérateurs est, lui
aussi, inadapté pour rendre compte de ces deux multiplications

Cardinal d’un produit cartésien. En reprenant la situation de dénombrement
des bateaux que l'on peut construire avec des voiles et des coques de couleurs
différentes, on illustrera facilement la multiplication par 1: s'il n’y a qu'une
couleur de coque, alors il y a autant de bateaux que de couleurs de voile. En
revanche la mobilisation de 'ensemble vide rend délicate Pinterprétation de la
multiplication par 0, difficile en effet de compter les bateaux que l'on ne peut
construire en 'absence de voile. ..

Points en 1éseaux rectangulaires et caleul d’aire de rectangles. La situation de
dénombrement de points d'un réseau rectangulaire ne permet pas d’illustrer ces
deux multiplications car il faut au moins deux lignes pour faire un 1éseau
rectangulaire. En revanche, le calcul d’aire de rectangle permet d’illustrer une
multiplication dont un facteur est 1 (I’autre étant non nul) mais pas celle ou I'un
des facteurs est égal & zéro.

Isomorphisme de grandeurs. Les situations d’isomorphisme de grandeurs, ne
permettent pas d’illustrer facilement les produits dont un facteur est égal & 0 ou a
1 Etudions deux exemples. Le prix d'un kilogramme de pommes qui colitent
12 F/kg est 12 F. On ne pose pas la multiplication 12 x 1 = 12 pour répondre.
C’est 'interprétation du prix par kilogramme qgui donne la réponse : on paie 12 F
pour 1kg Plus délicate encore est I'interprétation de 12 x 0 = 0 par le prix a
payer lorsqu’on n’achéte pas de pommes... Voyons un autre exemple. La notice
d’un sizop pour nourrissons précise la posologie, “ dose quotidienne : une cuillerée
A café par kg 7 ; pour un enfant de 6 kg, le médecin a prescrit 2 cuillerées a café 3
fois par jour. La dose est bien de 6 cuillerées par jour. Le médecin a-t-il procédé
par identification des valewrs ou bien a-t-il calculé 1 x 6 =67 Difficile de
répondie, surtout si le médecin procéde par addition répétée pour multiplier.

L’examen des différentes situations qui permettent de piésenter la
multiplication montre qu’elles posent bien des difficultés pour donner du sens aux
produits dont un facteur est égal & 1oua 0

Abordons maintenant les propriétés de la multiplication de deux décimaux

Prolongement des propriétés de la multiplication : des entiers oux rationnels

Nous avons vu que certaines situations ne convenalent pas pour montrer des
propriétés algébriques de la multiplication dans le cas ol les facteurs sont entiers.
Parmi ces situations, certaines se prolongent aux valewrs décimales mais elles ne
conviendront pas mieux, avec des facteurs décimaux. De méme, en reprenant
I’étude menée sur le cas des facteurs entiers, nous pouvons remarquer que, pour les
situations qui portent sur des prandeuis continues (aire de rectangles,
agrandissement de figures planes, isomorphisme de grandeurs continues), le fait
que les facteurs soient entiers ou décimaux ne change pas I'émergence de la
propriété algébrique. Elles conviennent donc tout aussi bien.

Si I'étude de 'effet de la multiplication sur ordre n’est pas explicitement au
programme de U'enseignement primaire ni de la classe de sixiéme, un probleme
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d’enseignement bien connu que pose le prolongement de la multiplication aux
nombres décimaux explique que nous y consacrions tout de méme un paragraphe.
Si 'on prend soin d’écarter les facteurs égaux a 0 ou & 1, la multiplication par un
nombre entier “ augmente ” le multiplicande Autrement dit,sia € N,a > 1 et si
nelN,n>2aloisaxn>a U9 11 en résulte que, sous les mémes conditions, a = n
< . Les professeurs se trouvent confrontés & une acquisition précoce de cette
propriété de la multiplication qui n’est pas conservée lors du prolongement aux
valeurs décimales positives Ainsi, certains éléves qui repéraient l'opération &
effectuer pour résoudre un probléme en s’appuyant sur une comparaison a priori
du résultat de lopération et des valeurs données, se trompent parce qu’ils
continuent de multiplier pour agrandir et de diviser pour réduire.

Signalons enfin un probléme, lié au sens de Pécriture décimale, posé par les
‘multiplications dont le multiplicateur est 10, 100 ou 1 000... Ce probléme est bien
connu lui aussi. Pour multiplier un entier, on “ ajoute des zéros 7, pour multiplier
un décimal, on “ déplace la virgule ”. Mais comme il arrive qu’il faille “ déplacer la
virgule ” et “ ajouter des zéros” certains éléeves appliquent ces regles alors qu'elles
ne sont pour eux que des recettes imprécises qui conduisent parfois a la réussite et
souvent a l'erreur.

Parce que les propriétés algébriques de la multiplication font partie des
propriétés qui donnent du sens & cette opération et parce que ces propr ietés sont
utilisées pour établir la technique usuelle du caleul du produit de deux décimaux,
nous avons étudié la commutativité, 'associativité, la distributivité par rapport a
'addition ainsi que les cas ol I'un des facteurs est égal & zéro ou & un, Nous avons
examiné adaptation des différentes situations multiplicatives pour montrer ces
différentes propriétés. Nous sommes parti des situations puisque a I’école primaire
comme au collége, c’est en partant des problemes que les opérations sont
enseignées. Le bilan que nous pouvons en tirer est double. Premiérement, les
différentes situations ne sont pas “ équivalentes ¥ pour enseigner les propriétés de
la multiplication. Deuxiémement, certaines propriétés, comme la distributivite,
émergent de nombreuses situations alors que d’autres, comme l'associativité ou la
multiplication par zéro, ne sont pas faciles & établir Enseigner le sens d'une
opération, comme y incite conjointement la noosphére et les programmes officiels,
comporte deux aspects : la 1ésolution de problémes que I'opération modélise et la
compréhension des techniques opératoires qui reposent sur les propriétés de
I'opération comme sur les systémes d’écriture des nombres.

Aprés avoir étudié a priori l'enseignement des nombres décimaux (des
différentes conceptions et des représentations symboliques qui y sont liées), des
situations multiplicatives et des propriétés algébriques, nous allons donc aborder
la relation entre la technique opératoire et les différentes écritures des nombres

1% 1,3 multiplication par un nombre positif conserve Pordre donca 2l et n>1=a xn>ax 1
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Les procédures de calcul du produit de deux décimaux

Nous avons considéré trois représentations des nornbres décimaux: sous la
forme d’un quotient, d'une somme ou d’un produit Chacune d’elle est liée & des
problémes que les décimaux permettent de résoudre. Dans ce paragraphe, nous
montrons, pour chacune de ces représentations, comment s’interprete et comment
se calcule le produit de deux décimaux. Nous indiquons les propriétés de la
multiplication qui sont utilisées pour permettre le calcul du produit ainsi que
d’éventuelles inadaptations d'une représentation des nombres décimaux pour
penser ou calculer leur produit Nous accordons enfin une attention particulicre a
I’'usage des calculatrices.

Awvec les nombres décimauz écrits sous la forme d'un guotient d’entiers

Nous reprenons les trois types de probléme que I'utilisation des rationnels aide
4 résoudre et que nous avons présentés précédemment : mesure, fractionnement et
opérateur linéaire. Mesure et fractionnement seront traités ensemble car dans ces

a

types de problémes, le nombre rationnel b est considéré comme la solution de

a d
I'équation bz = a. Que signifie PR 7 comment peut-on calculer ce produit 7 en
utilisant quelles propriétés de la multiplication 7

¢ En considérant les rationnels comme des outils pour la mesure ou le

a c
fractionnement, le 1ationnel p est la solution de I’équation bz = a, le rationnel 1

est Ia solution de dy = ¢ et 'on obtient, aprés multiplication membre & membie

des deux égalités, (bz)(dy) = ac En utilisant 'associativité et la commutativité de

la multiplication des entiers, on en déduit (bd){zy) = ac et finalement que
ac a ¢ ac

TY = 1g c’est-a-dire X437 v Cette technique opératoire permet d’obtenir

facilement la technique usuelle de la multiplication des décimaux : on effectue la

multiplication sans tenir compte des virgules puis on place la virgule au produit

| . 314 27 314 x27 8 478 _
Par exemple 3,14 x 2,7 = 100 * 10 = 100 x10 = 1000 = 8,478.

+ En considérant les rationnels comme des opérateurs multiplicatifs, par
exemple comme des coefficients d’agrandissement des longueurs d'une figure
plane, le produit de deux rationnels s’interpréte comme le coefficient de la
composée de deux agrandissements successifs. Remarquons que ce fait n'est pas
immeédiat et demande A étre enseigné pour étre coustruit. L’opérateur a/b
transforme b en a, Popératewr ¢/d transforme 4 en ¢ Pour calculer I'opérateur
produit, il suffit de déterminer une valeur initiale et son image. Une propiiété des
applications linéaires est utilisée pour associer ad & bd puis aca ad :
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=10
J

a
—_— —

b ——— a
d —— ¢
bd —— s> ad
ad ————> ac
a ¢ ac
on en déduit 2 X 4= On refrouve ensuite la technique décrite ci-dessus
Signalons, pour conclure sur les décimaux considérés comme des rationnels
opérateurs, une difficulté que I'on rencontre si 'on souhaite construire le produit
de deux rationnels par Uapplication d'un opérateur multiplicatif rationnel & une
longueur elle-méme rationnelle C’est sans doute une des raisons qui ont conduit
Guy Brousseau & enseigner la multiplication par composition d’agrandissements.
Nous ne détaillerons pas les raisons de ces ditficultés que Guy Brousseau lui-méme
expose dans des commentaires récents 11 e son article plus ancien “ Problémes de
didactique des décimaux”, nous en citons seulement de courts extraits qui
indiquent la difficulté du passage de la multiplication d’une mesure 1ationnelle par
un entier (ce que Guy Brousseau présente dans la “deuxiéme ligne”) a la
multiplication d’une mesure 1ationnelle par un rationnel {ce que Guy Brousseau
présente dans la “ troisiéme ligne ”) :

La troisitme ligne présente le cas ol les opérateurs sont des
fractions engagées dans des mesures rationnelles (. ) Cette étape présente
P’aboutissement d’un processus trés important et bien plus complexe que
ne le laisse supposer la proximité formelle entre n * L/a et n/fa*L ( .) Il
aurait fallu beaucoup d’étapes entre la deuxiéme ligne et la troisiéme pour
représenter la lente évolution historique ou une évolution ontogénétique
didactique plausible

Avec les nombres décimauz écrits comime une somine

+ En considérant les décimaux comme des mesures de longueur de segments
ou d’aire de rectangles on obtient une possibilité de calculer le produit de deux
rationnels Le fait que l'aire du rectangle soit le produit de ses dimensions n'est pas
immédiat et demande & étre enseigné Nous décrirons, dans le prochain chapitie,
cette facon bien connue aujourd’hui de procéder qu'utilisent Régine Douady &
Marie-Jeanne Perrin dans leur ingénierie didactique. L'utilisation de 1’addition
des longueurs de segments mis “bout & bout” conduit & considérer le nombre
décimal comme une somme de fractions dont les dénominateurs sont des
puissances croissantes de 10.

U1 BROUSSEAU G (1998), Problémes de didactique des décimaux, in Théorie des situations
didactiques (201-289), Grenoble : La pensée sauvage. [p. 213)

Version révisée et augmentée d'une premiére édition en 1981 in Recherches en didactique des
mathématiques 2/1 (37-127), Grenoble : La pensée sauvage.
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1 4
Par exemple, la longueur 3,14 est pensée 3 + 10 T 100" la largeur 2,7 est pensée

7
2 + 10 et 'aire du rectangle 3,14 x 2,7 se calcule a ’aide d’un tableau en utilisant

implicitement la distributivité & droite et & gauche de la multiplication :

3 1/10 | 4/100
0 o . o
8 4 7 8

Remarquons que cette technique ne conduit pas & la technique usuelle du calcul du
produit de deux décimaux mais a la technique dite “ per gelosia ” Elle permet, par
une lecture de chaque cellule, de rendre compte de chaque étape du calcul (&
I’exception de la gestion des retenues) ainsi que, par une lecture des lignes, du
calcul des produits paxtiels 2 x 3,14 et 0,7 x 3,14 comme lorsque la multiplication
est disposée de facon habituelle 12,

udecm
3,14
x 2,7
2198
628
8,478

+ Afin d’enseigner la multiplication des nombres décimaux considérés comme
des abscisses de points de la droite numérique, une équipe de 'INRP a envisagé
d’utiliser une bande & double graduation pour déterminer le produit de deux
décimaux Cette situation a été publiée dans Apprentissages mathématiques en 6e
et reprise par les auteurs de Travauz numériques 6e, deux publications destinées
aux professeurs de collége 15 T4 procédure proposée qui repose sur une
représentation graphique reste trés artisanale et ne constitue pas une technique de
calcul Illustrons-la par une citation d’un extrait de Travaux numériques 6e :

Etudions la correspondance entre la masse et le prix du pain pour
16,50 ¥ par kg Compléter les deux graduations figurant sur la feuille, puis
a Paide de ces données, déterminer le prix d’un bétard de 200 g et le prix
d’un pain de campagne de 500 g.

NZ Teg lettres u, d, ¢, m désignent les colonnes des unités, des dixiémes, des centiémes ef des
milliémes

13 PRESSIAT A (1991), Apprentissages mathématiques en 6e, Paris : Hatier /INRP.
DUPE C. & HILLION M (1998), Travaur numériques 6e, Paris : Nathan Pédagogie.
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0 0,1 1 masse en kg
— ettt
16,50 prix

Sous la graduation 0,1 1'éléve doit écrire le dixiéme de 16,50 c’est-a-dire 1,65. Il
écrira 2,30 (le double de 1,65) sous la graduation 0,2 et 8,25 (cing fois 1,65) sous la
graduation 0,5. L’éléve pourra conclure que le prix du batard est 2,30 F et que
celui du pain de campagne est 8,25F Ces deux valeurs correspondent
respectivement aux produits 0,2 x 16,5 et 0,5 x 16,5.

Awec les nombres décimauz considérés comme des mesures

Dans l'approche oli le nombre décimal sert & exprimer la mesure d’une
grandeur, rappelons que l'éciiture du nombre est liée aux unités de mesure
usuelles. Un prix s’écrit avec deux chiffres apiés la virgule (francs, centimes), une
masse avec trois chiffres (kilogramme, gramme).. Le nombre décimal est pensé
comme une unification d’une écriture qui comporterait deux entiers: 3,450 kg
pour 3 kg 450 g C’est ce que nous avons convenu d’appeler le “ format social 7 des
décimaux-mesures. Voyons comment cette conception du nombre décimal
intervient dans celle de la multiplication des décimaux.

s La multiplication ne “respecte” pas le format social. En limitant les
nombres décimaux & des mesures, toutes les opérations sont liées & des grandeurs.
Ces grandeurs sont exprimées par une écriture soumise au format social mais cette
contrainte d’écriture n'est pas conservée de maniére générale par la multiplication.
Par exemple, en multipliant des kg (trois décimales) par des F/kg (deux
décimales) on obtient des ' (deux décimales) mais le produit obtenu peut contenir
de zéro a cing décimales. Ainsi, le “format social” n’est pas respecté par
Popération. Supposons par exemple qu’un éléve ait & calculer le prix de 1,250 kg de
viande & 36,00 F/kg ou & 36,40 F ou & 36,50 F/kg ou encore & 36,84 F/kg il
trouvera respectivement comme montant & payer 45 F ou 45,5 F ou 45,625 F ou
encore 46,05 F. Le premier et le dernier résultats sont conformes a I'écriture d’un
prix en francs et centimes, le deuxiéme et le troisiéme résultats risquent d'étre
interprétés comme 45 F 5 c et 45 F 625 ¢ par de nombreux éléves...

Dans un premier temps, I'attribution d’une unité & la partie entiére et a la
partie décimale peut faciliter 'enseignement des nombres décimaux qui sont alors
congus comrue des couples d’entiers. Mais de nombreuses difficultés bien connues
en sont les conséquences. Nous venons d’en montrer une qui vient du fait que des
kg multipliés par des F/kg donnent des F alors qu’en multipliant un élément de D3
par un élément de Dy, on n’obtient pas nécessairement un élément de Ds.

+ La technique opératoire ne peut s'établir de facon générale. Nous le verrons
en détail dans le prochain chapitre, certains anciens manuels présentent la
technique opératoire de la multiplication des décimaux, en référence & celle des
entiers, en procédant & des changements d’unités. En fait, cette méthode ne
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fonctionne pas de fagon générale, nous allons le montrer en reprenant les exemples
issus du cours d’arithmétique de Ch. Pugibet ''*:

Vous voulez trouver le prix de 12kg de beurre a 43740 le
kilogramme. (.. )
Vous voulez calculer le poids de 4',5 d’huile pesant 0*¢ 92 le litre

Dans le premier exemple, on peut convertit le prix : le kilogramme de beurre cotte
4 340 centimes donc les 12 kg cotitent 52 080 ¢ c’est-a-dire 520,80 F La méthode
s’exécute aisément. Ce n’est plus le cas quand il faut convertir 4 la fois le prix et le
poids : quel serait, par exemple, le prix de 12,5 kg de beurre 7 Le poids de beurre
est de 125 hectogrammes et le prix de hectogramme est 434 c, ainsi le prix du
beurre est 54 250 ¢ c’est-a-dire 542,50 F. La méthode devient inutilisable
lorsqu’on ne peut pas convertir simultanément le poids et le prix : quel serait, par
exemple, le prix de 12,450 kg de beurre 7 Impossible de calculer ainsi la valeur d'un
décagramme donc celle de 12,450 kg, et pourtant, c’est un nombre a deux
décimales : 540,33 F.

Dans le second exercice qui porte sur la multiplication de deux décimaux, la
conversion n’est pas aussi facile. Le poids de 4,5 £ d’huile pesant 920 g le litre est
égal au poids de 45 d/ d’huile pesant 92 g le d/, on obtient 4 140 g c’est-a-dire
4,140 kg. Mais comment calculer le poids de 4,55 £ d’huile 7 Avec cette méthode,
¢’est impossible. Et pourtant, on obtient 4,186 kg et le format social du 1ésultat est
bien respecté

Cette méthode qui repose sur des conversions d’unités n’est donc pas
suffisante comme technique pour multiplier deux décimaux Elle impose au
professeur de choisir correctement les valeurs numériques pour poser uniquement
les exercices que les éléves peuvent 1ésoudre. Finalement cette méthode ne
demande qu’a étre abandonnée le plus t6t possible au profit de la technique usuelle
qu'elle ne permet pas d’expliquer et qui doit donc étre seulement constatée puis
admise.

La méthode de changement d’unités, utilisée dans les manuels d’avant la
réforme de la mathématique moderne, a été abandonnée aprés cette réforme. Pour
que les nombres décimaux enseignés correspondent davantage aux nombres
décimaux utilisés en mathématiques, l'institution a modifié les programmes en
affirmant l'indépendance entre le nombre décimal et la mesure Durant cette
période, les manuels ont privilégié un travail sur des écritures numériques, plus
abstrait. Aujourd’hui, la méthode généralement proposée consiste & appliquer des
opérateurs multiplicatifs aux facteurs du produit pour obtenir le produit de deux
entiers et placer la virgule en divisant. Par exemple, pour calculer 3,14 x 2,7 on
calcule 314 x 27, on obtient 8 478 puis on utilise implicitement la démarche
suivante qui repose sur la commutativité et Passociativité de la multiplication :

8 478 = 314 x 27 = (3,14 x 100) x (2,7 x 10} = (3,14 x 2,7) x 1 000

U4 pUGIBET CH (1947), Arithmétique, cours supérieur, classe de fin d’études, certificat d’étude
primaire, Paris : Atmand Colin. [p. 94].
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doti 3,14 x 2,7 = 8478 = 1 000 = 8,478.
Cette méthode est générale, elle permet d’expliquer la
pourra donc céder sa place & la technique usuelle.

4

‘1egle de la virgule ”, elle

Pour terminer notre étude des méthodes de calcul du produit de deux
décimaux, nous allons analyser maintenant I'intégration des calculatrices dans
'enseignement. Leur usage, aujourd’hui incontournable, est recommandé par les
programmes, il permet d’obtenir le produit de deux décimaux ; nous verrons s'’il
renforce ou s’il géne 'enseignement de la technique opératoire, non pas en le
plagant en concurrence avec elle mais en examinant s’il donne ou non de nouvelles
occasions pour apprendre plus ou simplement pour apprendre mieux.

Avec la calculatrice

En ce qui concerne spécifiquement la multiplication des décimaux, la mise en
ceuvie de la technique de multiplication des entiers mise & part, le calcul & la main
et le calcul a la calculatrice se distinguent principalement dans l'écriture de la
virgule et dans la simplification de I'écriture du résultat. Par exemple, le calcul a la
main du produit 3,8 x 2,15 conduit & 8,170 alors que le calcul 4 la machine conduit
directement & 8,17 Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, certains
auteurs de manuels proposent des exercices pour engendrer une 1éflexion des
éléves sur le nombre de décimales des factewrs et du produit, quelques-uns
reposent sur l'utilisation de la calculatrice

En considérant le décimal comme un rationnel particulier, le sens de la
simplification peut étre approfondi : ce n’est pas simplement qu’on “ barre le zéro
inutile? c¢’est qu’on simplifie I'écriture du nombre, on transforme la fagon de

| 817 fiou d 8170
penser ce nombre, on pense 100 2ulieu de penser J75q0

Comment 'utilisation de la calculatrice s’intégre-t-elle & un enseignement de
la multiplication des décimaux pensés comme des mesures et dont l'écriture est
contrainte 4 un format social? Comme nous venons de le montrer, la
multiplication ne “respecte” pas le format social Par ailleurs le calcul a la main
et le calcul & la machine ne conduisent pas toujours a la méme tache pour 1’éléve.
THustrons notre propos par quelques exemples :

1,500 kg de fraises & 15,80 F/kg colitent 23,70 F,
1,800 kg de péches & 15,75 F /kg colitent 28,35 F,
0,640 kg de potiron a 7,80 F/kg cofitent 5,00 F

Dans le premier exemple la calculatrice affiche un prix de 23,7 qui peut étre
interprété comme 23 F 7 ¢ alors que le produit obtenu en posant 'opération (voir
ci-aprés), en supprimant les zéros inutiles et en effectuant tous les décalages des
produits partiels comporte exactement deux décimales.

Dans le deuxiéme exemple, la calculatrice fournit le résultat avec deux
décimales alors qu’en posant le calcul et en supprimant les zéros inutiles (voir
ci-aprés), I’éléve obtient trois décimales au produit donc c’est lui qui, en recopiant
le 1ésultat, décide ou non de restituer le format social du prix.
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15,88 1575
x 1588 x 1,888
790 12600
158, 1575.
23,70 28,350

Dans le troisiéme exemple, les deux fagons de calculer donnent le méme
produit : 4,992 F qui est arrondi & 5 F dans la vie quotidienne et que 'on peut
écrize 5 F ou 5,00 F

Finalement, l'utilisation de la calculatrice pour multiplier deux décimaux
demande une connaissance plus approfondie des décimaux et impose une réflexion
pour restituer le 1ésultat en respectant le format social. Certains auteurs comme
Jeanne Bolon ''® ou Milena Basso & Cinzia Bonotto ''® proposent d’utiliser ces
contraintes comme des leviers. Elles soumettent aux éléves des problémes a partix
desquels ils construiront des connaissances plus solides parce qu’ils auront levé les
contradictions que nous avons signalées Dans la conclusion de sa these, Jeanne
Bolon signale que de telles perspectives pédagogiques n’ont pas été suffisamment

explorées par la recherche en didactique des mathématiques ur,

Un autre domaine de recherche (& ouvrir) concerne les rapports
entre les savoirs pratiques et les “ savoirs du cours de mathématiques”,
entre le point de vue “technologique ” et le point de vue mathématique
() Il nous parait important d’exhiber, en particulier dans 'enseignement
secondaire, les zones de validité de ces deux types d’approches, les
différences de statut entre les objets de laction et les objets
mathématiques

Nous pouvons maintenant conclure cette étude de la multiplication par un examen
a priori de 'enseignement de la multiplication des nombres décimaux.

A priori, quel enseignement de la multiplication des décimaux ?

Avant d’étudier les propositions pour enseigner la multiplication des nombres
décimaux qui figurent dans différentes publications et d’aborder les contraintes
éventuelles qui peuvent influencer un professeur dans ses choix d’enseignement,
nous souhaitons conclure 'étude que nous venons de mener sur ’enseignement de

U5 BOLON J (1996), Op cit. [pp. 221-222 et 239]
Les suggestions 2 et 9 proposent des activités sur les grandeurs familiéres et les unités
conventionnelies

16 BASSO M. & BONOTTOC {1996}, Un’esperienza didattica di integrazione tra realta
extrascolastica e realtd scolastica riguardo ai numeri decimali, L'insegnamento della
matematica e delle scienze integrate vol 194 N 5 (424-449), Paderno del Grappa TV, : Centro
Ricerche Didattiche Ugo Morin.
Les auteurs décrivent une expérience d’enseignement de la multiplication des décimaux et de la
proportionnalité en introduisant des tickets de caisse de supermarchés, de primeurs, de
bouchers dans le contexte scolaire.

7 BOLON 7. (1996), Op. cit [pp 329-330]
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la multiplication & partir des situations qu’elle modélise. Si nous insistons sur ces
situations, c’est parce qu’elles contribuent au sens de l'opération qui doit étre

. LN 118
acquis en classe de sixiéme "~ :

En sixiéme, il s’agit donc désormais de faire acquérir par les éléves
le produit de deux nombres décimaux (..) Ce dernier apprentissage est
difficile dans la mesure ol il existe une rupture de sens avec les cas du
produit de deux naturels et d'un décimal par un naturel, cas pour lesquels
la référence & l'addition r1éitérée est possible pour accéder a la
multiplication

Les propriétés de 'opération et les techniques de calcul constituent les deux autres
composantes du sens de la multiplication Nous avons vu, en procédant a des
croisements, que suivant les situations multiplicatives ou les représentations
symboliques des décimaux, il n’était pas toujours possible de montrer telle
propriété algébrique ou de justifier la technique opératoire usuelle.

Il ne peut donc étre question dans un enseignement de retenir une seule
situation de référence de la multiplication ou d’adopter une seule écriture des
décimaux Cependant, pour introduire la notion, le professeur doit bien choisir.
Pour conclure Panalyse a priori de I'enseignement de la multiplication & 1'école et
au collége nous voudrions montrer les conséquences de tels choix. Nous allons
rappeler et croiser les résultats obtenus concernant les représentations des
nombres décimaux et les t1ois composantes du sens de la multiplication. Cela nous
donnera, en terme de possibles, des outils pour analyser les propositions
d’enseignement de la multiplication des décimaux qui figurent dans les
publications ainsi que les scénarios élaborés par les professeurs que nous avons
observés dans leur classe

Représentations des décimauz et situations multiplicalives

En considérant trois types de représentations des décimaux et les problémes
qui sont liés, nous avons repéré six maniéres de penser les nombres décimaux :
“rationnel-mesure ”,  “rationnel-fractionnement ”, “ rationnel-opérateur ”,
“ décimal-mesure ?, “décimal-abscisse” et “décimal-systéme métrique”. En
plus de Daddition 1éitérée, nous avons distingué cing types de situations
multiplicatives dont un, le produit cartésien de deux ensemble fini, qui ne concerne
que les nombres entiers. A ces cing types de situations s’ajoute la bande & double
graduation qui constitue un outil graphique pour multiplier. Nous allons dresser
un tableau qui rappelle, suivant les situations multiplicatives quelles sont les
1eprésentations des décimaux qui peuvent étre mobilisées.

18 Mathématiques ; articulation école-collége, BO n°44 du 5 décembre 1996
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Rationnel Rationnel Rationnel Décimal Décimal Décimal
mesure fractionnement | opérateur mesure abscisse | g, métrique
Opérateur
scalaire X mesure x * x x *
Composition
S x
d’opérateurs
Produit de P x < %
mesures
Isomorph. de % % % x x
mesures
Double
. x
graduation

Tableau 1. Représentation des décimawux et situations multiplicatives

Le tableau permet de visualiser les représentations des décimaux que l'on peut
mobiliser suivant chaque situation multiplicative Les problémes issus de la vie
quotidienne qui sont beaucoup proposés aux éléves (comme le montrent les choix
d’exercices des auteurs de manuels scolaires) reposent fréquemment sur une
situation d’isomorphisme de grandeurs ; ils semblent donc se préter facilement a
un travail fructueux concernant les 1eprésentations des nombres décimaux.

Représentations des décimaux et méthodes de calcul d'un produit

Nous avons montré que les choix d’écriture des nombies conduisent & des
méthodes de calculs variées mais qui ne permettent pas toutes aussi facilement de
justifier la technique opératoire usuelle Rappelons ces 1ésultats dans un tableau.
Nous distinguerons les conceptions des décimaux et les écritures suivantes: les
rationnels (mesures, fractionnements ou opérateurs) écrits sous forme de fractions
décimales (a/10"), les “décimaux-mesures” explicitement écrits comme une
somme d’'un entier et de fractions décimales de numérateurs inférieurs a 10
(n+Xa;/10%), les “décimaux-abscisses” quelle que soit leur écriture (somme ou
notation décimale) et les “ décimaux-systéme métrique ” associés & une unité du
systéme métrique écrits avec la notation décimale (a,bed unité). Pour les méthodes
de calcul d'un produit, nous avons montré qu’il fallait distinguer la technique
usuelle, les méthodes générales de calcul (par exemple la méthode per gelosia) et
les méthodes artisanales qui ne permettent pas de déterminer tous les produits

Méthode Méthode Technique
non générale générale usuelle

Rationnels quelconques  a/10" x x x

.. i *x
Décimaux-mesures n+Xa/10 x (per gelosia)

‘s . x
Décimaux-abscisses quelcongue (graphique)

X

Décimaux-s métrique

a,bed unité

(conversion)

Tableau 2. Représentation des nombres décimaux ef méthodes de caleul d’un produit
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Propriétés algébriques et situations multiplicatives

Nous allons rappeler les résultats obtenus concernant adaptation des
diverses situations multiplicatives pour montrer les propriétés algébriques de
I’'opération

Dans le tableau suivant, pour chaque situation multiplicative, nous avons
codé par le signe “+ 7 les cas ol les illustrations de propriétés et les
prolongements aux valeurs 1, 0 sont aisées avec la référence & la situation. Nous
avons codé par le signe “ — " les cas olt ces illustrations sont trés difficiles ou
impossibles avec cette situation. Enfin, nous avons codé pai le signe = les cas ol1 les
illustrations et les prolongements ne sont pas impossibles mais sont assez artificiels
avec cette situation. Nous disposons alors d'un tableau des différentes situations et
de leur efficacité & montrer les propriétés algébriques Nous avons grisé les
colonnes correspondant & deux situations (produit cartésien et points en réseau
rectangulaire) qui conviennent pour montrer les piopriétés opératoires de la
multiplication de deux entiers mais qui ne peuvent se prolonger au cas de facteurs
décimaux.

Isomorph.
de mesures

Addition | Opérateur

réitérée [x&]—>

123
[

Commutativité

Associativité s -

I

Distr. & droite

Distr. 4 gauche

+ |+ |
|
i+ 1+ |7

Ilxn

2

nx 1

+
|

Oxn

nnx 0 - -

Tableau 3 Situations multiplicatives et propriétés de la multiplication

Ce tableau rappelle qu’a chaque propiiété correspondent des situations adaptées
et des situations inadaptées. Une exception cependant, la multiplication par zéro
pour laquelle aucune des situations ne fournit d’illustration ou de support pour
I’établir avec les deux positions possibles du facteur nul. Seule 'addition 1éitérée
permet de justifier que 0 xn = 0. La distributivité de la multiplication par
1apport & Paddition se montre par de nombreuses situations mais il n’en va pas de
méme pour la commutativité, 'associativité et pour les produits qui contiennent
un facteur nul. Un professewr qui voudrait montrer ces propriétés devia, dans sa
préparation, étre attentif aux situations qu’il choisira comme support des taches
qu’il proposera aux éléves.

Nous constatons en outre qu'aucune des situations multiplicatives n’est
adaptée pour mountrer 'ensemble des propriétés. Le nombre important de signes
“ -7 et “x” du tableau montre gque les propriétés de la multiplication des
nombres décimaux (entiers ou non) ne sont pas faciles & enseigner & partir des
situations multiplicatives. Les trois situations les plus polyvalentes pour
Ienseignement de la multiplication des décimaux sont, dans 'ordre, les situations
de produit de mesures (calcul d’aite de rectangles), l'addition réitérée et
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I'isomorphisme de grandeurs. Ces situations sont-elles celles qui sont le plus
utilisées dans les manuels scolaires ou en classe pour enseigner la multiplication
des nombres décimaux? Le chapitre suivant, consacré aux propositions
d’enseignement, permettra de répondre a cette question

Compléments sur l'addition réitérée. Le bon “score” de ’addition réitérée
peut surprendre le lecteur familier des documents d’aide pédagogique oli, comune
nous 'avons vu, cette conception de la multiplication est rejetée par de nombreux
arguments d’inefficacité pour l’enseignement de certaines propriétés de la
multiplication. Mais 1’étude globale gque nous avons menée montre gu'une
comparaison locale ne permet pas d’apporter de conclusions générales. Nous avons
trouvé une seule brochure pour montrer des qualités pédagogiques de 1'addition
1éitérée . Citons ces auteurs de VINRP qui commentent la 1éussite des éléves
deux réductions de calcul littéral {a + a + a et 2a + 3a) :

La faiblesse des résultats en 4éme notamment (. .) appelle des
remarques suivantes en matiére d’analyse en terme de “savoir ¥ et de
“travail des éleves
En terme de savoir. L'addition itérée n’est pas un objet d’enseignement au
collége, alors que la multiplication itérée en est un.

Pourtant, (..)

Ceci prouve que I'on peut définir la multiplication dans R & partir
de l'addition et de la relation d’ordre. [’addition itérée apparait comme
ayant un grand intérét dans le savoir savant. Elle est d’ailleurs exploitée a
Pécole primaire pour I'enseignement de la multiplication. Pourquoi
n’est-elle pas enseignée au Collége (ce qui conduit & renforcer la conception
de la lettre “ objet 7 par des explications du type
2 ananas + 3 ananas = 5 ananas donc 2a + 3a = 5a) 7 (...)

En terme de travail de I'éléve On attend donc de I'éléve que, face a
20 + 3a, il tienne le raisonnement matérialisé par les étapes suivantes :
2xa+3xXa
(2+3)xa
Hxa
da
alors que dans un groupe additif, on a directement 2a+3a = 5a puisque

2a+3a=at+a+a+a+a=5ha

Les auteurs semblent regretter que l'addition itérée ne soit pas davantage
enseignée au colleége et ils attribuent & cette carence de 'enseignement certaines
difficultés 1encontrées par les éleves. Pour notre part, nous pensons que 1'absence
de l'addition répétée dans les programmes de collége ne signifie pas une absence de
référence & cette conception de la multiplication de la part des professeurs mais
peut-étie ne la développent-ils pas autant qu’ils pourraient le faire si elle
apparaissait explicitement dans les instructions officielles.

19 COLOMB J. (sous la direction de) (1995), Caleul littéral — Savoirs des éléves de collége, Paris :
INRP, Documents et travaux de recherche en éducation, Didactique des disciplines. [p. 23]
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Compléments sur le calcul d'atre de rectangles. Malgré le “ t1és bon score” de
la situation de calcul d’aire de rectangles, nous avons remarqué (nous le
montrerons dans le prochain chapitre) qu’elle est moins utilisée, par les auteurs de
manuels, que l'addition réitériée ou que l'isomorphisme de grandeurs. Cela
apparait comme une contradiction Différents travaux ont montré que les
professeurs associent souvent le calcul d’aire a l'utilisation de formules. Les
programmes portent-ils leur part de responsabilité 7 Voyons ce qu'on y lit sur

. 120
Paire du rectangle = :

(*} Détermination du périmétre d’un cercle, de I'aire d’un disque,
de T'aire d’un rectangle, de l'alre d'un triangle, du volume du pavé
Utilisation d’un formulaire pour calculer Paire ou le volume d’un objet
donné.

(**) Seule la surface du rectangle est au programme, en liaison avec
la multiplication (..} A propos du rectangle le maitre insiste sur les
opérations associées au calcul du périmétre et de la surface {addition pour
le périmétre ; multiplication pour la surface). L'utilisation de formules
littérales est prématurée & Pécole, aussi une forme intermédiaire est
utilisée :
périmeétre du rectangle = 2 longueurs + 2 largeurs ;
surface = longueur x largeur.

(***¥) On pourra faire déterminer des aires a Paide, soit de reports,
de décomposition, de découpages et de recollements, soit de quadrillages et
d’encadrements (.. ) On pourra s’appuyer sur ces travaux qui donnent du
sens a la notion d’aire pour constituer et utiliser un formulaire

Ces citations montient que la préoccupation majeure des auteurs des programmes
est d’articuler l'acquisition de la notion d’aire, ’élaboration d'un formulaire,
Papplication de formules. A cela s’ajoute le fait que, dans les programmes, le calcul
de l'aire du rectangle apparait dans les activités géométriques alors que la
multiplication figure dans les activités de calculs numériques Ce cloisonnement
apparent des activités mathématiques dans les instructions explique sans doute
pour une part le cloisonnement trouvé dans les manuels (qui souvent respectent la
progression des textes officiels) oii le calcul d’aire est une activité plutdt traitée en
“géométrie ” et donc en appliquant les acquis sur la multiplication qui n’est alors
plus questionnée.

Conclusions sur les nombres décimaux et leur multiplication

Dans ce chapitie, nous avons mené une étude préliminaire de ’enseignement
de la multiplication des décimaux en sixiéme. L’objectif était de nous donner des
moyens d’analyser les enseignements proposés, dans des publications comme dans

120 (%) Programme du 23 avril 1985 pour P'enseignement des mathématiques au cycle 3.
(**) Projets de documents d’application des programmes de I’école élémentaire, 26/08,/1999

(**%) Programme de mathématiques de la classe de sixiéme, 22 novembre 1995.
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des classes, pour les rapports qu’ils ménagent entre le sens des notions étudiées et
les tiches proposées aux éléves. Nous avons abordé successivement ’enseignement
des nombres décimaux puis celui de la multiplication, & 1’école primaire puis au
college.

Au XVle siecle, les nombres décimaux, avec les écritures décimales illimitées,
ont permis d’effectuer un premier pas vers 'unification du domaine numérique.
Entiers, rationnels et irrationnels peuvent s’écrire selon le méme principe, les
calculs et les comparaisons sont facilités. Dans l'enseignement, les décimaux
peuvent étre abordés de différentes fagons suivant leur écriture et les problémes
qui sont liés. Certaines permettent de montrer en partie le r6le que ces nombres
ont eu dans l’histoire des mathématiques Des problémes de mesure ou
d’agrandissement de figures planes conduisent a la construction de I'ensemble des
rationnels dont font partie les décimaux. Certains enseignements posent d’emblée
la droite numérique unifiée, les nombres sont déterminés ou sont appiochés en
procédant a des subdivisions successives de 'unité. L’introduction du systéme
métrique permet l'écriture de mesures de grandeurs usuelles en utilisant les
nombres décimaux.

Aprés une évolution sensible des instructions depuis une cinquantaine
d’années, les programmes recommandent actuellement de traiter le caractére
algébrique des nombres décimaux en les introduisant & partir des fractions
décimales qui permettent de résoudre des équations qui restent sans solution dans
Iensemble des entiers. Ils recommandent de privilégier I'utilisation des nombres
décimaux pour les problémes de mesure, d’approximation et de comparaison Iis
piéconisent enfin de faire acquérir les techniques opératoires, sans rechercher la
virtuosité, afin que les éléves puissent résoudre des problémes numériques La
résolution de problémes est congue, dans le texte méme des programmes, comme
étant & la fois “ la source et le critére des connaissances ™.

Aprés avoir été réduit & un nombire-concret assimilable & un nombre entier
par un changement d’unité, aprés avoir été opposé aux nombres-abstraits et aux
opérateurs, le nombre décimal a acquis le statut de *nouveau
nombre”. Paiallélement, nous avons aussi constaté, comme Jeanne Bolon, que
I'enseignement relatif aux grandeurs usuelles a perdu de son importance et que les
situations qui les mettent en relation se raréfient. Cette évolution de
I’enseignement des nombres n’est pas sans conséquence sur 'enseignement des
opérations, en particulier celui de la multiplication : les manuels ne proposent que
trés peu de problémes issus de situations multiplicatives au profit d’exercices plus
techniques ou formels.

Pour déterminer les enjeux mathématiques de Denseignement de la
multiplication des nombres décimaux, nous avons abordé les situations
multiplicatives, les propriétés algébriques et les méthodes de calcul du produit de
deux décimaux.
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La multiplication, jusqu’aux années soixante-dix, a été assimilée a une
addition réitérée ou & une “convention sociale ”. Des études ™' ont montré le
caractére réducteur d’'une telle conception, notamment sur la question de la
dimension. Les instructions officielles issues de la réforme dite de “la
mathématique moderne ” ont préconisé l'introduction de la multiplication par des
activités de dénombrement qui font implicitement référence au produit cartésien
de deux ensembles. Mais si la présentation a évolué, les problémes proposés aux
éléves sont 1estés les mémes : ceux qui se prétent a un traitement linéaire, ou ceux
qui mobilisent seulement ’application de formules. Des propositions trés riches et
trés variées, issues notamment de recherches en didactique des mathématiques 122
permettraient d’envisager actuellement un enseignement de la multiplication qui
prenne en compte a la fois les trois grands types de situations multiplicatives que
distingue Gérard Vergnaud 12 un seul espace de mesure, le produit de mesures et
I'isomorphisme de mesure. Mais les programmes actuels pour l'école primaire
focalisent davantage I'enseignement sui les nombies et sur leurs écritures que sur
les opérations Dans les manuels, si 'addition réitérée n’est plus le modele des
situations de 1éférence pour la multiplication, on n’y tiouve souvent seulement
que des exemples techniques ol les transformations d’écritures sont accompagnées
d’arguments théoriques et trés peu de situations multiplicatives. Nous pourrions
aller jusqu’a dire que 'opération a cédé la place aux “ écritures multiplicatives .

Puis nous avons abordé les propriétés algébriques de la multiplication. Leur
apprentissage est indispensable pour posséder la technigue opératoire usuelle qui
repose sur l'écriture des nombres mais aussi sur les propriétés de 'opération
Comment les établir en s’appuyant sur les différentes situations multiplicatives
étudides ? Nous avons constaté que c’est parfois impossible pour certaines
propriétés du fait méme que 'opération porte sur des mesures. Nous avons conclu
cette étude en remarquant que, mise & part la situation de calcul d'aire de
rectangle, les situations ol la multiplication se concoit comme une addition
réitérée sont, contre toute attente, les plus adaptées a montrer les propriétés
algébriques de cette opération.

Enfin nous avons analysé les possibilités qu'offiaient les différentes
conceptions des décimaux, suivant leurs écritures, pour élaborer des méthodes de
calcul d'un produit de deux nombres. Nous avons montré des différences
importantes. La fraction décimale associée & une conception rationnelle est une
éeriture qui permet d’établir facilement la technique wusuelle. Avec la
décomposition en la somme d’un entier et de fractions décimales de numérateurs
inférieurs & 10 (n-+Xa;/10%), Ia technique de calcul la plus adaptée est celle dite
“per gelosia” Ces deux méthodes sont bien des techniques opératoires car elles

21 Nous pensons aux travaux de Janine Rogalski et de Gérard Vergnaud sur la multiplication.

122 Nous pensons ici encore aux travaux de Janine Rogalski et de Gérard Vergnaud mais aussi
ceux de Nadine & Guy Brousseau et de Régine Douady & Marie-Jeanne Perzin sur les nombies
décimaux et les aires de surfaces planes

2 VERGNAUD G (1981), L’enfant, la mathématique et la 7éalité, Berne : Peter Lang [pp 161
et suiv.].
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permettent d’effectuer tous les calculs. Ce n’est pas le cas de deux autres
méthodes, plus artisanales, qui permettent de traiter seulement quelques
exemples : les conversions qu’on utilise avec des décimaux-mesures, et les bandes
& double graduation qui reposent sur une conception oilt les nombres sont des
abscisses de points de la droite numérique.

Il apparait finalement qu'un enseignement de la multiplication des nombres
décimaux qui comprendrait a la fois 'étude de situations multiplicatives variées et
I’élaboration de la technique opératoire usuelle nécessite une bonne connaissance
des nombres décimaux et de leurs écritures ainsi qu’un long travail contextualisé
Un tel enseignement doit-il s’effectuer seulement en sixiéme? Un professeur
pourrait, au vu des programmes, interpréter la répartition entre ’école primaire et
le college de la fagon suivante :

— & école, multiplication de deux entiers et multiplication d'un décimal par
un entier c’est-a-dire les deux cas ol la multiplication s’interpréte aisément
comme une addition 1éitérée ;

—au collége, multiplication de deux décimaux donc enseignement des
situations multiplicatives qui ne relévent pas de I'addition.

Une telle interprétation ne serait pas forcément défavorable a I’enseignement de la
multiplication et des décimaux Elle n’entfrerait pas non plus en contradiction avec
Pambition de 'institution scolaire.

Apres en avoir montié les enjeux, nous allons analyser les enseignements
proposés de la multiplication des nombres décimaux dans les différentes
publications auxquelles les professeurs peuvent avoir accés et qu’ils sont
susceptibles d'utiliser pour préparer leurs cours : les manuels, les brochures et les
ouvrages a l'intention des enseignants, ainsi que les travaux de recherche en
didactique des mathématiques. L’objectif de ce prochain chapitre est d’étudier,
compte tenu des résultats que nous venons d’obtenir, les conséquences
envisageables de ces enseignements sur 1’appientissage des éléves.
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CHAPITRE 3

LA MULTIPLICATION DES DECIMAUX EN SIXIEME,
QUELLE TRANSPOSITION DIDACTIQUE ?
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Sommaire du chapitre 3

1. De la technique opératoire aux problémes muitiplicatifs
Dans des manuels pour I’école primaire édités avant 1995
Dans des manuels de collége édités aprés 1995
Des différences entre les manuels de ’école primaire et ceux du collége
2. Des activités, une technique, des problémes multiplicatifs
Dans un manuel d’arithmétique de 1947
Dans des manuels de collége édités en 1996
3. Construction des connaissances, institutionnalisation et réinvestissements
La multiplication dans deux ingénieries didactiques des décimaux
La multiplication des décimaux dans la thése de Jeanne Bolon
Une expérience d’enseignement comprenant une phase contextualisée
La multiplication des décimaux dans les publications pour les enseignants

Conclusion : la multiplication, des transpositions divergentes
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Le chapitre précédent a peimis de montrer quels peuvent étre les objectifs
d’apprentissages mathématiques visés par un enseignement de la multiplication
des nombres décimaux en classe de sixieme Ils concernent a la fois les situations
multiplicatives et leur variété, les propriétés algébriques de l'opération et les
techniques de calcul du produit de deux décimaux. Le réinvestissement des acquis
nouveaux doit permettie de résoudre des problémes numériques contextualisés ou
non, donc d’identifier une éventuelle structure multiplicative et de déterminer un

produit par un calcul

Les professeurs consultent différents ouvrages pour préparer leurs cours. Dans
ce chapitre, nous analysons, selon des criteres liés & I'apprentissage, les différents
matériaux publiés qui sont susceptibles de nourrir les projets élaborés par les
profess%lrs pour leur enseignement de la multiplication des décimaux dans leurs
classes " :

Les sources documentaires les plus répandues sur lesguelles
s’appuient les professeurs de mathématiques pour préparer leurs cours sont
des manuels — celui de leurs éléves (4 90%) et d’autres (& 97%)— ainsi que
les compléments de programmes et instructions (3 8%); () Les
publications & ladresse des éléves, voire & ladresse des enseignants
eux-mémes, ne sont que faiblement utilisées (respectivement par 11 et 34%
des professeuis), encore que, vis-a-vis de ces derniéres, les professeuss
munis d*une licence, d’un dipléme de troisiéme cycle ou d’un doctorat de
mathématiques aient un penchant plus manifeste que leurs collégues ; il en
va de méme pour ceux qui ont plus de 15 ans d’ancienneté (. )

Le manuel retenu dans I'établissement pour les classes de sixiéme
sert essentiellement, pour tout le monde ou presque, aux exercices
d’entrainement. Dans une meindre mesure, l'introduction dlune notion
nouvelle (aux trois quarts) et la recherche d’une information (dans six cas
sur dix) sont des objectifs qui justifient l'usage du manuel chez les
enseignants

' Direction de 'Evaluation et de la Prospective (1997), Pratiques pédagogiques de Uenseignement
des mathématiques en siziéme et progrés des éléves, Payis . Ministére de PEducation nationale,
de ’Enseignement supérieur et de la Recherche.
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Nous avons choisi d’écarter les publications antérieures aux années quatre-vingts
compte tenu du changement des ambitions institutionnelles marqué par les
programmes du 7 juillet 1978, changements dont nous avons montré 'importance
au chapitre précédent En oufre, comme nous l'avons déja signalé, jusqu’aux
programmes du 22 février 1995 appliqués en CM2 depuis septemabie 1997, la
multiplication de deux décimaux figurait au programme de l'enseignement de
I’école primaire mais pas en sixiéme Depuis cette date, elle est enseignée au collége
mais elle ne l'est plus dans le premier degré Cette modification, récente par
rapport & la date de notre recherche, nous a conduit & examiner aussi des manuels
destinés aux éléves de CM2 publiés avant le changement de programme Notons
toutefois que ces manuels ne sont pas construits comme ceux qui sont destinés aux
éléves de collége, les chapitres y sont beaucoup plus nombreux et beaucoup plus
courts, les exercices d’entralnement y sont nettement moins nombreux Aussi,
pour les comparaisons, nous distinguerons les manuels suivant le cycle de
I’enseignement concerné.

Nous analysons donc les enseignements proposés dans les publications que les
professeurs peuvent consulter: recherches, articles ou brochures, ouvrages
pédagogiques, manuels.. Nous les comparons en fonction de deux critéres
imbriqués : celui des savoirs mathématiques travaillés par les éléves (selon les
prévisions de ces enseignements) et celul des choix didactiques opérés pour
élaborer les scénarios Pour le premier critére, nous utilisons ’étude des enjeux
mathématiques de I'enseignement de la multiplication des nombres décimaux du
chapitre précédent, powr le second, nous nous référons aux outils d’analyse
élaboiés en didactique des mathématiques.

Dans les différents projets d’enseignement disponibles, nous dégageons le
contenu mathématique abordé Ainsi, nous allons repérer les situations
multiplicatives desquelles sont issus les problemes, les propriétés algébriques et
leur utilisation dans des exercices de calcul mental ou raisonné, 'élaboration de la
technique opératoire et son utilisation dans les calculs écrits puis, d’autre part, les
exercices de calcul d’'un produit (écrit, mental, approché), et les questions plus
théoriques.

Pour analyser les enseignements proposés dans ces publications, nous utilisons
des critéres développés en didactique des mathématiques et qui, selon les
hypothéses généralement admises dans ce champ de recherche, ont une incidence
sw lapprentissage, au moins en tant que processus Il s’agit de repérer la
dynamique savoir ancien/savoir nouveau (notamment dans le passage de la
multiplication des entiers & celle des décimaux) ainsi que les dialectiques
contextualisation/décontextualisation des savoirs en jeu (lopération, ses
propriétés et la technique opératoire) Il s’agit aussi de décrire la nature des taches
prévues pour les éleves notamment de distinguer celles qui ne demandent que des
applications directes de techniques opératoires {mentales ou écrites) de celles ol
I’éleve doit, soit reconnaitre la structure multiplicative de la situation, soit mettre
en fonctionnement des propriétés de la multiplication (calcul raisonné). Nous
n’étudierons pas 'exposition des savoirs (comme nous le ferons pour analyser les
séquences d'enseignement en classe) car les publications analysées sont trés
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hétérogeénes de ce point de vue du fait de l'objectif des auteurs : dans certaines
publications destinées aux enseignants, le savoir n’est pas exposé car le lecteur est
supposé le maitiiser.

Autrement dit, il s’agit dans ce chapitre d’étudier la transposition didactique
de l'objet de savoir multiplication des nombres décimaux dans les différentes
institutions que sont les publications qui comportent des propositions
d’enseignement pour des éléves de la fin du cycle primaire ou de la classe de
sixieme : recherches, ouvrages et brochures pédagogiques, manuels scolaires.

Une analyse préalable montre que des choix didactiques globaux paitagent les
propositions d’enseignement de la multiplication des décimaux en trois catégories :

— les décimaux sont des nombres pour lesquels une opération appelée
multiplication est construite par une méthode de calcul du produit, cette méthode
est montrée a I’éléve, puis elle est utilisée pour calculer les produits obtenus lors de
la 1ésolution de problémes issus de différents contextes. Nous intitulerons “ de la
technique opératoire aux problémes ” les projets inspités de cette démarche ;

— la multiplication des décimaux est éventuellement rendue nécessaire par
I'étude de situations multiplicatives puis, indépendamment de ces situations
étudides, une méthode de calcul du produit est laissée, au moins partiellement, & la
charge de I'éléve qui doit la découvrir, la formuler et éventuellement la justifier
Enfin, la multiplication est utilisée pour résoudre des problémes. Nous intitulerons
“des activités, une technique, des problémes ” les projets élaborés suivant ce
choix ;

— la multiplication des décimaux est rendue nécessaire par 'étude de
situations multiplicatives, I’étude de la situation permet de déterminer le produit
de deux décimaux par une procédure de calcul construite en référence a la
situation d’introduction, aprés décontextualisation et institutionnalisation, la
multiplication est enfin réinvestie dans de nouvelles situations pour 1ésoudre des
problémes Nous intitulerons “construction des savoirs, institutionnalisation et
réinvestissements ” les projets qui suivent cette démarche.

Ces trois catégories organisent le présent chapitre Aprés l'analyse des
propositions d’enseignements publiées, nous reviendrons sur cette classification
pour juger de sa pertinence.

1. De la technique opératoire aux problemes multiplicatifs

Parmi les publications pat ues depuis le changement de programme du 7 juillet
1978 pour l'enseignement élémentaire, qui marque 'abandon de la réforme des
“mathématiques modernes ”, nous n’avons trouvé des projets de cette catégorie
que dans certains manuels pour ’école primaire ou pour le collége ; il n’y en a dans
aucune brochure pédagogique ni dans aucun ouvrage destiné aux enseignants. En
effet, ces ouvrages sont rédigés par des auteurs qui, comme le préconisent les
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programmes actuels, envisagent et mettent en ceuvre l'acquisition de

connaissances nouvelles par la résolution de problémes %,

(*) D’une fagon générale, on continuera & privilégier les démaiches
pédagogiques qui placent les éléves dans des situations ol les notions et
techniques a introduire ou a réinvestir leur apparaissent comme réponses &
des problémes, sans jamais perdre de vue qu’au cycle moyen, comme plus
tard, toute nouvelle notion ou technique se construit sur des acquisitions
antérieures (éventuellement remises en question) et sur des expériences
dont disposent les éléves

(**} La résolution de problémes occupe une place centrale dans les
apprentissages mathématiques, & 1’école primaire comme au collége,
notamment en vue de Pappropriation de connaissances nouvelles par les
éléves

Dans ce paragraphe, nous n’aborderons donc pas d’autres publications que des
manuels scolaires pour ’enseignement primaire ou secondaire.

Rappelons que nous avons choisi de ne pas tenir compte, dans notre étude, de
publications antérieures a 1980 c’est-a-dire antérieures a l’application des
programmes de 1978 Certains enseignants qui débutaient ou qui exercaient au
cours de cette période ont pu étre définitivement convaincus par les arguments
alors développés Il nous suffit de nous remémorer certains stages de formation
continue que nous avons animés sur le theme de la liaison école-collége pour en
trouver des exemples. Néanmoins ces enseignants ne sont pas représentés parmi
ceux qui ont bien voulu contribuer a notre recheiche. Citons, pour mémoire, les
conseils pédagogiques qu’on pouvait lire en 1973, une brochure intitulée “ Ftudes
pédagogiques” 126 5% la multiplication de deux décimaux est définie par la
technique opératoire, oll ses propriétés sont démontrées a partir de celles de la
multiplication et de l'addition des entiers naturels et ol n’apparait aucune
situation multiplicative :

La circulaire du 22 novembre 1971 indique deux voies paimi celles
possibles pour I'étude des décimaux : ou bien supposer connues au départ
les conventions d’écriture des décimaux ainsi que les régles opératoires de
PYaddition et de la multiplication dans I, ou bien de faire une véritable
construction de I} aprés une étude des puissances de dix d’exposant entier

(.) Soient deux décimaux o et B écrits respectiverment avec n et p
décimales et soient a et b les entiers obtenus aprés suppression des virgules
$'il y en a (c’est-a-dire si n ou p sont non nuls) Le produit o x 3 des 2
décimaux sera, par définition, le décimal obtenu & partir du produit a x b
en séparant dans le dernier (n + p) décimales

125 (%) Instructions pédagogiques pour le cycle moyen, arrété du 7 juillet 1978
(**) Mathématiques : articulation école~collége, BO n°44 du 5 décembre 1996

% VIBES 1 (1973), Information des maitres, Décimauz et approche des réels Reims: INRP -
CRDP
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Nous verrons qu'il ne reste, aujourd’hui, plus aucune trace de cette conception de
Penseignement de la multiplication des décimaux dans les différents manuels,
qu’ils soient antérieurs ou postérieurs au changement de programme de 1995

Dans des manuels pour 1’école primaire édités avant 1995

Les manuels pour le CM2, publiés avant le changement de programme de
1995 ™" par trois éditeurs importants 128 proposent une activité préparatoire dont
Pobjectif est de souligner I'importance de la propriété suivante: en multipliant
respectivement par deux nombres a et b les deux facteurs d'un produit, on
multiplie ce produit par ab ; les deux nombres a et b étant 10, 100 ou 1000. ..

Cette propriété permet le calcul du produit de deux décimaux Ainsi, pax
exemple, pour connaitre le produit p = 18,5 x 0,75, il suffirta de calculer
g =185 x 75 = 13 875, de repérer que ¢=p x {10 x 100) = p x 1000 puisque
185 =18,5 x 10 et 75 = 0,75 x 100, ce qui permettra enfin de conclure que
p =g+ 1000 = 13,875. Cette propriété justifie la méthode classique: on calcule
sans tenir compte de la virgule puis on place la virgule aprés avoir totalisé le
nombre de décimales des deux facteurs. Remarquons 'utilisation implicite de la
commutativité et de Passociativité de la multiplication.

Le manuel de la collection * Objectif Calcul ” édité par Hatier

Ce manuel propose un chapitre qui commence directement par 1'étude de
cette propriété. La méthode classique n’est pas complétement liviée aux éléves La
multiplication d’un décimal par 10, 100 ou 1000 ainsi que la division d’un entier
par 10, 100 ou 1000 qui ont été vues 'année précédente, ne font pas I'objet de
révisions dans ce manuel

Une reproduction de la page d’ activités préparatoires de ce manuel
figure & la page suivante

Ce chapitre contient, aprés l'activité de découverte et 'aide-mémoire, huit
exercices Aucun d’entre eux ne fait intervenir de probléme multiplicatif, tous
portent sur des nombies abstraits. Les deux premiers exercices sont des
multiplications de décimaux par 10, 100 ou 1000 ; I'enseignant peut donc les
utiliser pour les révisions mais aucun exercice ne propose de division par 10, 100 ou
1000. Le troisiéme exercice est une liste de multiplications d’un décimal par un
entier et les quatre autres portent sur le placement de la virgule dans 1’écriture du
résultat d’un produit de deux décimaux. Ces exercices sont donc essentiellement
des applications techniques.

127 Programme de 1985, en vigueur en CM2 jusqu’a la rentrée 1997-98
1% Objectif Caleul CM2 (1988), Paris : Hatier [pp 28-29].

Diagonale CM2 (1994), Paris : Nathan [pp 86-87]

Maith et Calcul CM2 (1988), Paris : Hachette. [pp. 142-147]
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Objectif Caleul CM2, Hatier 1988

8 MULTIPLICATION
des nombres décimaux

Réinveslir 1a technique de ja multiplication dans N & la multiplication dans D

décﬁuvaﬁg I T Y N R R Y Y R N N PN Y Y T I T,

Voici des dominos en désordre Replace-las correctement en observant la fagon dont on 2 commencé

Tu n'as pas bescin de compter les opérations, faig seulement bien aftentor aux preduits proposés et au nombrn
de chiffres aprés la virgule que doivent comporter les résuitats

L JE

| 32 | 148 1,48 13,8
x 5,6 ?xO; % ZleL

aide-mémoire
Foovin, e%wix% b, m»@&pﬂc@&m

« d'un nombre entier par un nombre décimat ou
» d'un nombre décimal par un autre nombre décxmal

tu effectues dabord l'opération comme si less deax nombres étaaent enuers puis t places
1a virgula EXEMPLES | :

38 38 14 7 7S 147
X 28 —{miy— X x 5.2 mig—X..32
228 - 294 i
_ 76 . 735. |3
- —_— - — S———— — ’—‘-\.\ ——————
A 98 8~ {dI—— 45 76 44=—d 00— 7524 §
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Nous avons pourtant relevé une question susceptible de provoquer un
questionnement puis 1'utilisation du calcul approché pour répondre : on demande
en effet de placer la virgule manguante dans 1'égalité 61,8 x 3,5 = 2163. La
réponse est 216,3 qui ne comporte qu'un chiffie aprés la virgule alors que le
nombre total de décimales des deux facteurs est deux. Cette difficulté n’apparait
pas quand les éléves posent ’opération puisqu’ils trouvent dans un premier temps
21 630 et dans un second temps 216,30 qu’ils peuvent écrire 216,3 Le dernier
exercice propose la méme difficulté: P'éleve doit compléter des égalités sans
effectuer de calcul avec 'une des trois propositions :

a) 548 x 10,5 = ... propositions : 575,4 ; 10 754 ; 5 754
b) 9538 x 0,95 =. . propositions : 9 061,1 ; 906,1 ; 90 611,1.

Un raisonnement utilisant les ordres de grandeur suffit pour conclure. La
question a) propose un nombre avec un chiffre aprés la virgule 575,4 qui peut étre
une source d’erreur pour les éleves qui appliqueraient trop strictement la régle de
position de la virgule. Ce résultat peut étre rejeté facilement par un argument
d’ordre de grandeur 500 x 10 = 5000

L’argument de 'ordre de grandeur n’aurait pas été suffisant pour réfuter la
1éponse 5 754,4 si elle avait figuré parmi les propositions. Cette remarque pour
montrer que le manuel ne propose pas de situation pour travailler sur l'origine
méme de Perreur commise Durant le déroulement de la correction de cet exercice,
pour convaincre cet éléve que sa réponse est fausse, I'enseignant ou un autre éléve
pourrait utiliser seulement un argument d’ordre de grandeur qui montre que le
résultat ne convient pas plutot que de développer un argument qui réfute la
méthode erronée (le nombre de décimale du produit est la somme des nombres de
décimales des facteurs). Avec I'énoncé du manuel, I'éléve qui aurait proposé 575,4
saurait qu'il avait donné une réponse fausse mais resterait sans réponse sur les
véritables raisons de son échec. L'élaboration d’une 1éponse plus compléte, qui
permette en particulier de déterminer le dernier chiffre d'un produit, reste donc &
la charge de 'enseignant.

Cette séquence est suivie dune série de douze exercices intitulée
“ multiplication des nombres décimaux : prolonger le sens de la multiplication. ”
Sur les douze, quatre seulement nécessitent la multiplication de deux décimaux :
trois problémes de prix au kg et un calcul d’aire de rectangle avec rappel de la
formule. Tous les autres portent sur la multiplication d’un décimal par un entier.
En outre, le titre de la séquence est frés inducteur quant au choix de 'opération,
de nombreux éléves se trouvent enclins & multiplier les données powr répondre & la
question plus par effet de contrat que par une réelle prise de sens de la
multiplication. Apiés cette séquence, six double-pages dune rubrique
“ Résolution de problémes” sont proposées. En fait I’éléve n’a jamais & 1ésoudre
complétement un probléme : sur une double-page il doit repérer les informations,
sur une autre il doit repéier la question, etc Enfin, sur deux double-pages qui
compoitent vingt-huit énoncés, il doit déterminer 'opération qui donne la
solution ; nous nous attendions a ce que les auteurs poursuivent enfin 'objectif de
“ prolonger le sens de la multiplication ” mais aucun des énoncés ne porte sur la
multiplication de deux décimaux.
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Le manuel de la collection © Diagonale” édité par Nathan

Ce manuel ne propose pas d’activité qui porte directement sur la propriété
déja citée: “en multipliant respectivement par deux nombres a et b les deux
facteurs d’un produit... »

Une reproduction de la page d'activités préparatoires de ce manuel
figure a la page suivante.

Il propose une premiére tiche portant sur les unités, dixiémes, centiémes, sur la
multiplication de facteurs égaux a 10, 100 ou 1000, et enfin sur le produit et Ie
quotient d’un nombre par 10, 10 ou 1000 Il propose ensuite une seconde téche qui
pose le probléme du calcul du produit de deux décimaux. La méthode de calcul
avec multiplication des facteurs décimaux pour obtenir des facteurs entiers est
mise en ceuvre parallélement & la méthode classique, 1'éléve doit comparer les
méthodes et conclure

Huit exercices sont proposés dans cette séquence, cing portent sur des calculs
ou des décalages de virgule avec des nombres abstraits Les trois autres sont issues
de situations concrétes mais, dans deux d’entre eux, les produits & effectuer ont un
facteur entier et peuvent étre compris avec une multiplication héritée de I’addition
répétée Le seul exercice qui nécessite le calcul du produit de deux décimaux est la
conversion de 4,15 milles en km sachant que 1 mille ~ 1,6 km mais la question est
posée apreés celle de la conversion de 7 milles en km, les éléves peuvent donc
procéder par analogie et l'addition réitérée reste le seul modeéle multiplicatif
convoqué. Cette séquence n’est pas suivie d’une séquence de réinvestissement

Comme dans “Objectif Calcul”, dans les séquences de résolution de
problémes, on ne trouve dans le manuel “Diagonale” pratiquement aucun
probléme multiplicatif ol les deux facteurs sont directement décimaux. Seulement
quelques problemes de prix au kg sont proposés, pour les autres situations
(proportionnalité, calcul d’aire...} les formules sont données ou induites par des
questions qui portent sur des nombres entiers avant que les questions qui portent
sur les nombres décimaux ne soient posées.
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Diagonale CM2, Nathan 1994

N

Opérations avec les
nombres décimaux (2)

Avec les rombres..,
Enlever 2,5 aux nombres 3,7 10,8 3.48 w,aﬂ

T Ao

B Le segment rouge a pour longueur B En t'aidant du schéma précédent, recopie
é Punité. d'une méme couleur les nombres égaux
: ! Observe le segment a vu & travers une loupe, -
¢ puis le segment b vu & travers une loupe : 10 % E 10 % 155 10 x 0,001
1
_J'"'";”‘ﬂ—_"’ T 1 10x0,1 10x 1
1 000

e S
b

‘ S
L 10 % 0,61 10 0,01

PR U

<

E Ecris la longueur des segments a, betc 100 100x -+ 1 000 x -——-
{ en prenant le segment rouge pour unité 100 1000

Avec ta caleulette, compléte les eolonnes Compléte ensuite les opérateurs

¥ { ~ T~
! @1 000 /d 100\ (TN A1 (m 100 (m 1000
: > SR\, g e g
' ! 43 | |
| 473 ‘
ﬁ 285,84
| % 73,123 |
C oD C D¢ b |
. e, i
2 H
a Observe ee gu'ont écrit Thomas et Mathieu pour calculer 7.8 x 16,14 V
] Themas Mathieu
: = Je calcule comme g'll n'y avait pas de
virgule.

1614 x 78 = 125 892

11000 = Je compte le nombre de chiffres aprés la
1 virgule dang 7,8 et 16,14 —=» 3

oxL9= + Dans le produit précédent, je place la
virgule 4 3 rangs 4 partir de [a droite

Donc 7,8 x 16,14 = 125,892,

* Termine les calculs de Thomas et vérifie que Mathieu trouve le méme résultat
¢ Explique pourquoi les deux éléves procédent finalement de la méme fagon,

¢ Calcule les produits.
19,3 x 8,171 35 x 6,07 20,7 x 30.01

Vérific les résultats avec ta calculette
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Le manuel de la collection “ Math et Calcul ” édité par Hachette

Ce manuel, plus connu dans la profession par le nom de I'un des auteurs ', ne
se distingue pas de ceux que nous venons d’étudier.

L’activité de découverte consiste en un travail de lecture d’une expérience. Le
maitre a demandé le calcul de 6,45 % 2,3 a la calculatrice, un éléve obtient 14,835, le
maitre demande aussi 645 x23, ’éléve trouve 14 835. Le maitre montre alors au
tableau la relation entre les deux calculs puis indique la disposition usuelle du
calcul. Il n’y a pas de “ cours ” sur cette notion La page de découverte se termine
sur un calcul de valeur approchée d’un produit.

Les exercices qui suivent sont des applications de la technique opératoire pour
30% d'entre eux, ils posent des problémes de prix pour 60% d’entre eux, un
exercice propose le calcul de la consommation d'un individu qui boit 7 bouteilles

d’eau de 1,54, les autres exercices sont du calcul mental.

Quel enseignement de la multiplication des décimauz 7

L’étude de ces trois manuels montre une ambition commune de montrer aux
éleves les justifications de la technique opératoire de la multiplication des
décimaux quand celle de la multiplication des entiers est supposée acquise Le
manuel “ Objectif Calcul” propose, en outre, quelques exercices pour faire
1éfléchir les éléves sur le nombre de chiffies qui figurent aprés la virgule dans un
produit de deux décimaux. Cette ambition était conforme aux instructions
officielles en cours au moment de leur publication. '*

L’éleve sera apte & calculer sur les nombres ; pour cela il devra (...}
maitriser les techniques opératoires usuelles addition, soustraction,
multiplication des entiers ou des décimaux (.. )

Pour 1épondre a cette ambition de maitrise exprimée dans les programmes,
les trois manuels proposent une méthode pour placer la virgule Elle impose a
I’éléve une action issue d'une 1éflexion proche des justifications théoriques alors
gu’avec la technique usuelle, les éleves n’ont qu’a compter les chiffres placés apreés
la virgule dans les facteurs du produit. Cette ambition n’est pas nouvelle mais elle
n’a pas toujours été partagée, comune le rappelle Denis Butlen Bt en citant
respectivement un extrait du “ Manuel du Certificat d’Aptitude Pédagogique ”
paru en 1904 aux éditions Brossard-Deferdon-Hachette (*) puis un article de
J Tannery intitulé “Swr lenseignement de l'arithmétique & 1'école primaire”
paru la méme année (**) :

(*) On dit souvent: peu ou point de théorie. Que restera-t-il

done 7 La routine, le calcul machinal de chiens savants ou des automates.
Nous dirons, nous : sans doute, il fait accoutumer les enfants & opérer vite ;

129 Ce manuel est souvent appelé le © Eiller ? par les enseignants.
130 Extrait de la yubrique consacrée aux mathématiques dans les programmes de 1985

B BUTLEN D (1985), Introduction de la multiplication & Pécole primaire : histoire, analyses
didoctiques, manuels actuels, Cahier de didactique des mathématigues n°19, Paris : IREM de
Paris 7. [pp 43 2 47]
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c’est un but matériel et pratique qu’il est désirable d’atteindre. Mais qu’on
ne craigne pas non plus de les accoutumer & se rendre compte de leurs
opérations. (..) des enfants du cours moyen ne peuvent-ils pas savoir
utilement ( ..) pourquoi dans un produit, on doit reculer la virgule vers la
gauche d’autant de chiffres qu'il y en a dans les deux facteurs réunis ?

(**) Le maitre dira : “ je vais vous apprendre un moyen d’aller plus
vite; 7 i enseignera le mécanisme de la régle Je ne suis nullement
scandalisé & I'idée que I'enfant ne se rendra pas compte du pourquoi de ce
mécanisme, et la confiance qu’il accordera a son maitre ne me déplait en
aucune fagon ( ) en arithmétique deux points importants: reconnaitre
quelles opérations on doit faire, c’est-a-dire au fond bien comprendre les
définitions ; puis savoir faire correctement ces opérations : le premier point
est affaire d’intelligence, le second de routine, ou, pour parler mieux,
d’habitude

Aujourd’hui, la question est, comme nous le soulignons, tranchée depuis plus
de vingt ans 132,

1’étude de la multiplication débutera par la recherche de situations
ou, a et b étant décimaux, I'expression axb ait une signification (la vie
courante, les achats de matériaux divers en fournissent & volonté) Ce
travail précédera dans tous les cas 'étude du prolongement de la technique
de la multiplication qui en est directement dépendante et ne doit surtout
pas se limiter a la mise en place d’'un mécanisme aveugle.

Cet extrait des instructions officielles permet de constater, en revanche, un
certain renoncement dans les deux manuels en ce qui concerne les situations de
résolution de problémes multiplicatifs avec des nombres décimaux Les
programmes demandaient que D'éléve sache “reconnaitre les problémes qui
relévent des opérations évoquées précédemment” c’est-a-dire, entre autres, les
problémes qui menent a la multiplication de deux décimaux Nous avons montié
que ces trois manuels proposent peu de situations susceptibles de permettre cette
acquisition. Les éléves peuvent 1ésoudre les problémes en ayant ’addition 1épétée
comme seul modéle implicite de la multiplication. Enfin, remarquons que les
propriétés algébriques de ’opération ne sont jamais abordées.

Daas des manuels de collége édités aprés 1995 *°

Les manuels de colléges sont tous organisés, et pour tous les chapitres, de la
méme facon : des activités préparatoires partagées entre des 1évisions de prérequis
et des situations de découvertes de nouveaux savoirs, un cours partagé entre ce
qu'il faut savoir (définitions, régles.. ) et ce qu’il faut savoir-faire {méthodes,
exercices types .. ), des exercices d’applications classés dans différentes rubriques
(entrainement, approfondissement, soutien...) Ils sembleraient donc tous proposer

12 Tnstructions pédagogiques des programmes du 7 juillet 1978

158 La premidre édition postérieure au changement de programme date de septembre 1996, il en a
eu une deuxiéme en sepitembre 2000 mais nous n’avons pas examiné ces manuels auxquels les
professeurs que nous avons observés durant 'année scolaire 1996-1997 ne pouvaient se référer.
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des enseignements classés dans la deuxiéme ou la troisiéme catégorie. Derriére
cette uniformité de présentation, notamment par une analyse de taches de la
partie consacrée aux activités piéparatoires, nous avons constaté des différences
qui expliquent que nous trouvions des manuels de college dans cette premiére
catégorie: “de la technique opératoire aux problémes multiplicatifs ”. Nous
montrerons aussi une diversité quant aux justifications de la technique de la
multiplication des décimaux et quant aux situations multiplicatives proposées.

Remarquons le manuel “Triangle " des éditions Hatier qui, et c’est le seul,
propose, dans les activités préparatoires, une série d’exercices dont 'objectif est un
repérage “ d’obstacles” c’est-a-dire de conceptions ou de procédures a origine
des erreurs les plus fiéquentes, puis une autre série d’exercices “ pour franchir les
ohstacles ” Des annotations marginales permettent la mise en correspondance des
exercices qui servent & repérer un obstacle et de ceux qui servent a le franchir.

Nous allons étudier ici les manuels dont l'enseignement est conforme a la
premiére démarche. Nous examinerons d’abord comment la multiplication est
présentée puis comment elle est réinvestie.

Présentations de la multiplication de deux nombres décimauz

Parmi les manuels dont les auteurs ont fait le choix de donner une méthode
sans laisser 1'éléve la découvrit ou la formuler, la fagon de présenter la
multiplication differe.

Les auteurs du manuel de la collection “ Cing sur cing” des éditions Hachette
ont fait le méme choix que ceux du manuel “ Diagonale CM2” des éditions
Nathan. Aprés des activités de révision sur les ordres de grandeur, sur les
décalages de virgule dans le produit d’un décimal par un entier, mais sans aborder
Peffet de la multiplication par 10 ou 100 de I'un des facteurs d’un produit, une
tiche de comparaison de deux méthodes de calcul du produit de deux décimaux
est proposée a ’éléve: la méthode de décalage de la virgule qui est explicitée
complétement et la méthode issue de la propriété “ en multipliant respectivement
par deux nombres a et b les deux facteurs d’un produit, on multiplie ce produit pax
ab ; les deux nombres a et b étant 10, 100 ou 1000. .

Dans le cours les deux méthodes sont présentées parallélement en utilisant les
effets de la disposition dans la page ainsi que des couleurs pour les décimales.

On 1etrouve, dans les activités préparatoires, des exercices pour que l'éléve
critique la proposition erronée mais proche de la régle de décalage de la virgule :
“le produit de deux décimaux comporte autant de chiffres aprés la virgule que les
deux facteurs. ” L’éléve doit corriger les trois calculs suivants ! et pour deux
d’entre eux le produit (pourtant faux) a autant de décimales écrites que les deux
facteurs ensemble :

3% Cing sur cing Math 6e (1996), Paris : Hachette. [p. 59).
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3,85 0,18
x 20,6 x 450
2310 13,4 x0,2=26,8 90
6700 7 2
9,010 8,10

Les auteurs du manuel de la collection “ Mathématiques” des éditions
Delagrave sont les plus directs : apres un rappel — intitulé “ Un bon produit ” — oul
la multiplication d’un décimal par un entier est définie par une addition réitérée
(35x4=35+35+35+3,5), et quatre courts exercices d’application
introduisant des écritures littérales, on peut lire '

2. Avec des virgules

Tu sais calculer le produit dun nombre entier par un nombre
décimal

Calcule: 17 x0,4; 7,38 x 5;5,4 x 236,0,05 x 12

Tu vas maintenant calculer des produits dont les facteurs ne sont

pas des nombres entiers.
Observe : 6,27 x 3,5 = 21,945

6,27
X 3,9
3135
1881
21,945

Une annotation marginale du manuel (dans sa version spéciale destinée aux
professeurs) précise que la multiplication de deux décimaux n’est plus au
programme de 1'école primaire. Dans le rappel, les auteurs présentent 3,5 x 4
comme une somme de quatre termes Avec cette définition, 'expression 4 x 3,5
n’a pas de sens. Dans le deuxiéme point, ils affirment pourtant que 'éléve sait déja
calculer le produit d’un entier par un décimal et ils proposent les deux types de
produits. La commutativité reste totalement implicite De méme, dans la
présentation de la multiplication de deux décimaux, les chiffres apres la virgule —
que nous avons indiqués en gias dans la citation — sont imprimeés en rouge, la
méthode n’est pas écrite. Elle ne figure pas non plus dans le cours si bien qu’elle
n’apparalt nulle part dans ce manuel.

Les auteurs du manuel de la collection “ Triangle " des éditions Hatier, ont
fait un choix opposé : aucune méthode de calcul du produit de deux décimaux
n’apparait dans les activités préparatoires alors que la régle de décalage de la
virgule figure dans le cours; trois problémes de prix a payer conduisant & une
multiplication de deux décimaux sont proposés dans les activités préparatoires.
Nous pouvons formuler deux hypothéses. Soit les auteurs prévoient que le
professeur doit exposer une méthode de calcul avant de proposer les activités
préparatoires, ce qui semble contradictoire avec les instructions officielles, soit les

% Mathématiques 6e (1996), Paris : Delagrave [p. 33]
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auteurs préférent laisser les éléves calculer un ftel produit avec la calculatrice ou
par des méthodes personnelles comme ils le feraient & 1’école primaire d’apres les
indications ministérielles **° :

Bien que le travail concernant le produit de deux décimaux ne
figure pas au programme de 1'école primaire, les éléves auront pu étre
confrontés a des problémes du type :

— calcul de “Paire du rectangle” ou du “ périmétre du cercle”
(compétences inscrites dans le programme du cycle des
approfondissements), en ayant recours a la calculatrice ;

— recherche du “ prix de 3,5 kg de fiomage a4 80,60 F le kg ” o ils
auront pu utiliser des procédures personnelles, par exemple lides & la
proportionnalité (calcul du prix de 3 kg, puis du prix de 500 g considéré
comme un demi-kg).

La seconde hypothése nous semble plus probable compte tenu des activités des
auteurs (formateurs en IUFM, auteurs d'un ouvrage de préparation au concours
de professeur des écoles...) mais alors rien n’est prévu dans ce manuel pour passer
des procédures personnelles 4 la technique usuelle qui figure dans le cours.

Les réinvestissements : calculs, questionnements théoriques et problémes

Les exercices proposés dans les manuels de collége sont bien plus nombreux
que dans ceux de I'école primaire Afin de mieux rendre compte des propositions
faites aux professeurs par les auteurs, nous avons relevé, dans un premier temps,
tous les exercices qui portent sur la multiplication et, dans un second temps, ceux
qui font intervenir le produit de deux décimaux. Pour ceux qui portent sur la
multiplication de deux décimaux, nous avons adopté un classement proche de
celui qui est utilisé par les auteurs de manuels et qui permet de rendie compte a la
fois des distinctions opérées grace a 'analyse menée au chapitie précédent et des
critéres liés & 'apprentissage qui nous viennent des outils développés en didactique
des mathématiques.

Ainsi avons-nous regroupé les exercices dont l'objectif est de déterminer un
produit en distinguant ceux qui demandent une simple application de la technique
opératoire, ceux qui demandent de réinvestit des propriétés algébiiques de la
multiplication (calcul mental ou raisonné) et ceux qui font utiliser les ordres de
grandewr des facteurs (problémes d’approximation qui demandent de mobiliser
des connaissances sur lécriture décimale). Nous avons regroupé ensuite les
exercices qui soulévent des questions plus théoriques, généralement relatives aux
propriétés de la multiplication. Nous avons regroupé enfin les problémes
numériques issus de situations multiplicatives (ici problémes de prix, problémes de
conversion, calcul d’aire de rectangles). Nous pouvons dresser le tableau suivant
oll les pourcentages sont calculés par rapport aux exercices faisant intervenir une
multiplication de deux nombres décimaux :

13 Mathématiques : articulation école-collége, BO n°44 du 5 décembre 1996
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Tableau 4 Comparaison des exercices proposés par trois manuels de collége

Cing sur cing Mathématiques Triangle

Exercices sur Ia muitiplication 35 36 45

Mult. de deux décimaux 18 15 17
Détermination du produit 7 (39%) 8 (46%) 11 (64%)
Technique opératoire 2 (11%) 3 (20%) 5 (29%)
Calcul mental 3 (17%) 2 (13%) 1 {(06%)
Ordre de grandeur 2 (11%) 2(13%) 5 (29%)

Questions théoriques 6 (33%) 5 (33%) 4(24%)

Situations multiplicatives 5 (28%) 3(21%) 2 (12%)
Problémes de prix 4(22%) 1(07%) 1 (06%)
Problémes de conversion 1 (06%) 1(07%) 1 (06%)
Calcul d’aire de rectangles 0 (00%) 1(07%) 0 (00%)

On remarque quelques 1égularités et des tendances différemment affirmées
suivant les collections. La multiplication de deux décimaux concerne environ un
tiers des exercices portant sur la multiplication dans le manuel “ Triangle ” contre
environ la moitié dans les deux autres. Les auteurs de ce manuel ont donné une
plus grande importance que les autres aux situations multiplicatives issues de
problémes de dénombrement ; ces situations conduisent & la multiplication de
nombres entiers pour calculer le cardinal d'un produit cartésien et qui permettent
Iétude de situations multiplicatives difficiles & interpréter par une addition
réitérée.

La différence du nombre d’exercices de technique opératoire s’explique plus
difficilement : des auteurs ont pu choisir de ne pas en encombrer leur manuel car
les professeurs de collége peuvent aisément improviser dans cette catégorie
d’exercices en adaptant la difficulté des opérations aux acquisitions de leurs éléves.
Remarquons en revanche l'importance accordée par les auteurs aux problémes
portant sur des questions théoriques. Cette importance semble témoigner de
I’ambition des auteurs quant & ’acquisition raisonnée de la technique opératoire.

Comparativement a cette ambition, les probléemes issus de situations
multiplicatives ne sont pratiquement pas traités. On peut supposer que des
problémes qui nécessitent des calculs d’aires ou des conversions sont abordés dans
d’auties chapitres ultérieurs mais il faut alors en conclure que ces problémes sont
plutot congus par les auteurs comme des applications de la multiplication des
décimaux ou comme des applications de formules que comme une phase de
I'enseignement de la multiplication Un tel choix n’empéche cependant pas un
professeur de revenir swr la construction de la notion de cette opération a
I’occasion de ces calculs. Mais il peut aussi s’interpréter comme une mise en ceuvie
du caractére outil de la multiplication a cette période de l'enseignement, phitot
que comme un retour sur l'apprentissage de son caractére objet. Cela constituerait
un renoncement par rapport & 'ambition des instructions officielles ** :

En sixiéme, il s’agit donc désormais de faire acquérir par les éléves
le produit de deux décimaux, aussi bien pour ce qui concerne la technique

BT Mathématiques : articulation école-collége, BO n°44 du 5 décembre 1996.
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de calcul que pour ce qui concerne le sens (reconnaissance des situations oi
intervient le produit de deux décimaux) Ce dernier apprentissage est
difficile dans la mesure ol il existe une rupture de sens avec les cas du
produit de deux naturels et d’un décimal par un naturel, cas pour lesquels
la r1éférence a Taddition 1éitérée est possible pour accéder & la
multiplication.

Il est également possible que les auteurs de ces manuels supposent qu’une
boune acquisition technique de la multiplication suffit a ce que les éléves sachent
repérer les situations qui relevent de la multiplication.

Des différences entre les manuels pour I’école primaire et ceux pour le collége

Dans les manuels dont les auteurs ont choisi d’exposer technique opératoire
usuelle puis de proposer des exercices d’application, nous pouvons constater des
points communs et des différences entre les ouvrages destinés & l’enseignement
élémentaire et ceux destinés au collége.

Les ouviages du primaire approfondissent plus que ceux du collége les
justifications théoriques de la technique opératoire dans les activités préparatoires
mais beaucoup moins dans les exercices d’applications Les exercices de simple
technique opératoire sont moins nombreux dans les manuels de collége que dans
ceux du primaire (on peut penser qu’ils sont laissés a la charge des professeurs de
mathématique) Les calculs d’approximations et les questionnements théoriques
sont plus nombreux dans les manuels de collége que dans ceux du primaire.

Dans les deux types d’ouvrages, les problémes issus de situations
multiplicatives sont délaissés. Ainsi, l'enseignement de la multiplication est
décontextualisé, et les auteurs proposent tres peu de problémes qui s’appuient sur
des situations multiplicatives. Les progiammes préconisent pourtant & la fois
I'acquisition de la technique et l'acquisition du sens, ils soulignent la nécessité
d’enseigner la maultiplication dans des situations qui donnent du sens & cette
opération

Qu'en est-il dans les autres propositions d’enseignement? Nous allons
maintenant étudier les publications de la deuxiéme catégorie c’est-a-dire dont les
enseignements proposent des taches ol la méthode pour multiplier deux décimaux
est construite par les éléves (au moins en partie) avant d’étie institutionnalisée
par 'enseignant puis appliquée dans des problémes.

2. Des activités, une technique, des problemes multiplicatifs

Les publications des auteurs qui ont choisi cet enchainement dans leur projet
d’enseignement de la multiplication des décimaux sont rares. Dans les ouvrages ou
les brochures destinés aux enseignants ou aux candidats au concours de
recrutement des professeurs des écoles, on trouve des propositions de cette
catégorie ou de la troisieme pour la multiplication de deux entiers Ces
enseignements sont riches de problémes de dénombrement qui donnent a la
multiplication un autre sens que celui de l'addition 1éitéréde du fait de la
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bidimensionnalité. Différentes techniques de multiplication de deux entiers sont
approfondies et comparées (méthode des rectangles appelée aussi multiplication de
type égyptien, méthode des réseaux appelée aussi méthode chinoise ou méthode
des baguettes, méthode de I’abaque, méthode per gelosia..), situations
multiplicatives et techniques opératoires n'étant pas forcément relides. différents
problémes multiplicatifs sont proposés. Dans ces ouvrages, la multiplication de
deux décimaux n’est jamais traitée, méme dans ceux qui ont été publiés avant que
cette opération ne disparaisse du programme de I’école primaire. Un titre du type
“ Addition, soustraction et multiplication dans ensemble des décimauz ” figure
parfois dans le sommaire mais, dans ce cas, la multiplication est délaissée au profit
de 'addition ou de la soustraction.

Nous avons trouvé des propositions d’enseignement de cette catégorie dans
des manuels mais seulement dans ceux pour le college. Pouvons-nous expliquer
leur absence des livres pour 1’école par une évolution de ces manuels 7 Afin de
répondre & cette question, nous avons fait une exception & notre choix de ne pas
considérer les ouvrages antérieurs aux années quatre-vingts. Nous allons montrer,
par un exemple, comment la multiplication des décimaux était introduite par des
activités & I’école primaire avant la 1éforme des “ mathématiques modernes ”. Puis
nous nous pencherons sur les manuels de college.

Dans un manuel d’arithmétique de 1947

Nous avons choisi un manuel qui nous semble offrir des garanties quant a la
Padéquation des enseignements proposés aux programimes officiels : les auteurs
sont trois inspecteurs, un Inspecteur général de I'Instruction publique et deux
Inspecteurs de 'Enseignement primaire Il s’agit du cours d’arithmeétique pour le
cours supérieur et la classe de fin d’étude édité en 1947 par les éditions Armand
Colin *®. Dans ce manuel, la technique de la multiplication des décimaux est
constiuite & partit d’exercices préparatoires avant d’étre formulée puis utilisée
dans des problémes, et les situations de cette construction sont cohérentes avec les
utilisations ultérieures

Présentation de la multiplication.

Les auteurs proposent une activité préparatoire puis un énoncé de la régle 139

Exercice d’observation : produit de deux nombires décimaux.

1° Vous voulez trouver le prix de 12kg de beurre & 43,40 le
kilogramme. Que vaut le kilogramme en centimes ? Que valent les 12 kg
en centimes 7 Que valent-ils en francs ?

2° Vous voulez calculer le poids de 4%,5 d’huile pesant 0*%,92 le litre
Quel est le poids du litre en grammes 7 le poids du décilitre 7 le poids de
45 dl 7 Donnez ces poids en kilogtammes.

8 PUGIBET CH. (1947), Arithmétique, cours supérieur, classe de fin d'études, certificat d’étude
primaire, Paris : Atmand Colin. [pp. 94-108]

¥ bid [p. 94]
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Pour multiplier deur nombres décimaux, on fait opération sans
tenir compte des virgules, puis on sépare 4 la droite du produit autant de
chiffres décimauz gqu'en comportent & la fois le multiplicande et le
multiplicateur.

Ces exercices d’observation venaient-ils illustrer une explication du maitre ou
devaient-ils préparer les éléves & aborder la question de la technique opératoire ?
Dans la seconde hypothése, pourquoi la formulation de la régle n’est-elle pas
demandée 7 Le format trés 1éduit des manuels de ’époque explique peut-étie
qu’on ne demande pas, par écrit, & I'éléeve de formuler une 1égle ; les enseignants
ont la possibilité de poser la question oralement et d’organiser une discussion dans
la classe. Cette possibilité ne doit pas étre écaitée, citons l'introduction des
programmes du 17 octobre 1945 de 'enseignement du premier degré :

Partout, lopération manuelle doit précéder l'opération
arithmétique ; 'expression du langage courant doit précéder Iexpression
du langage mathématique..

(. ) Il importe également de comprendre et apprendre la régle du
déplacement de la virgule, soit par changement d’unité, soit par
multiplication ou division par 10, 100, 1000.

On constate que la construction de la technique opératoire repose sur une
conception du nombre décimal héritée du nombre entier-mesure avec changement
d’unité, en conformité avec les programmes. Cette conception permet de poser
autrement la multiplication de deux nombres décimaux qui sont des mesures : on
change I'unité de mesure pour obtenir des entiers puis on convertit la valeur de la
mesure obtenue dans l'unité issue des unités initiales. Comme les changements
d’unité correspondent & des déplacements de la virgule, la méthode est aisément
généralisée par la régle énoncée. Nous avons montré néanmoins que cette méthode
n’est pas générale 110 1a technique opératoire usuelle n’est donc pas construite a
proprement parlet Précisons enfin que dans ce manuel, conformément aux
instructions, la multiplication de deux nombres entiers est définie par I’addition
réitérée.

Les réinuvestissements : calculs, questionnements théoriques et problémes

Les réinvestissements de ce chapitre sont principalement des exercices
d’application s’appuyant sur des situations multiplicatives, les nombres sont des
mesures. Puis suivent trois chapitres portant sur les calculs d’aires (conversion de
mesures, aire du rectangle et du carré, applications aux problémes pratiques:
peinture, carrelage, papiers peints, boiseries, doublures) totalisant une centaine
d’exercices portant sur les prix, les masses, les longueurs, les aires et les volumes,
les poids volumiques. ..

0 Dans le paragraphe consacré aux méthodes de calcul du produit de deux décimaux, nous avons
étudié le cas des nombres “ décimaux-systéme métiique ”. Nous avons montré que le prix de
12 kg de beurre & 43,40 F/kg peut se calculer en calculant le prix en F/hg mais que cette
méthode ne peut pas s’appliquer pour calculer le prix de 12,450 kg de beurre.
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On trouve également des exercices analogues & ceux qui figurent aujourd’hui

dans les manuels pour le collége sur les ordres de grandeurs ou qui posent des

questions plus théoriques 14t

Avant & effectuer le produit 275 x 4,25, un éléve a trouvé 1 568,75.
Pouvez-vous lui prouver qu’il s’est trompé 7 Donnez le résultat exact

Avyant a calculer le prix de 4 tonnes et demie de charbon & 530 f. la
tonne, ne vous est-il pas possible de remplacer la multiplication
530 f x 4,5 par une multiplication portant sur des nombres entiers ?
Justifiez votre réponse,

Dans quel cas le produit est-il plus petit que le multiplicande ?
Dans quel cas est-il plus petit que le multiplicateur 7 Donnez des exemples
présentés sous la forme de petits problémes

Avyant & calculer la surface d’'un champ, un éléve donne la réponse
suivante : 2 365™,477 586, Lisez ce nombre. Que pensez-vous de cette
précision 7 Quelle réponse auriez-vous donnée 7 Pourquoi ?

Que devient la surface d'un rectangle: 1° Lorsqu’on double la
longueur sans toucher a la largeur ? 2° Lorsqu’on triple la largeur sans
toucher a la longueur ? 3° Lorsqu’'on double les deux dimensions?
lorsqu’on les triple 7 4° Lorsque la longueur est doublée et la largeur
triplée 7 Donnez dans chacun des cas un exemple numérique.

Le ¢6té d’un carré mesure 8m Quel est le périmétre de ce carré ?
Quelle est sa surface 7 Cherchez des rectangles ayant le méme périmétre.
Calculez leurs surfaces Cherchez des rectangles ayant la méme swface
Calculez leurs périmétres Quelles remarques faites-vous dans chaque cas 7

Quelle évolution jusqu’a nos jours ?

Des projets d’enseignement analogues a celui que nous venons de décrire
n’apparaissent dans aucun manuel actuel Pour mieux comprendre pourquoi, nous
nous proposons de montrer, plus précisément que nous ’avons fait dans 'analyse a
priori menée au chapitre précédent, les évolutions de programme et leurs
conséquences sur I’enseignement de la multiplication des nombres décimaux.

La méthode de calcul du produit de deux décimaux justifiée par les
changements d’unité ne figure plus dans les manuels actuels. Les nombres
décimaux ne sont plus systématiquement attachés & des unités de mesure Ils
Iétaient encore durant la période de l'enseignement primaire soumis aux
progiammes du 2 janvier 1970 ol les changements d'unités justifiaient aussi la
technique de multiplication de deux décimaux :

Les nombres décimaux sont introduits au cours moyen ; a ce niveau
les enfants savent écrite et nommer les nombres naturels & partir de
groupement d’objets d’'un ensemble

(...) Une ville comporte 10 850 habitants. Le millier étant choisi
comme unité, la population s’exprime par le nombre décimal 10,850

" Ibid [pp. 94-108]
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(. ) Multiplication d*un nombre décimal par un nombre entier. Elle
se présente comme une addition de nombres décimaux égaux Exemple :

02x3=-02+02+02-06

(- ) Multiplication de deux nombres décimaux Un changement
d’unité la raméne & la multiplication d’un nombre décimal par un nombre
entier.

Rappelons que différents travaux sur les conceptions des nombres décimaux et sur
les opérations a 'école primaire ont été publiés qui s’opposent & ce choix. Leurs
auteurs justifient leur position en attribuant & ce choix l'origine de mauvaises
acquisitions des éleves. Citons par exemple Guy Brousseau 142,

Le fait d’attacher les décimaux & des mesures conduit & les faire
considérer par 'enfant comme un triplet (n, p, v} : d’'une part un entier n
d’autre part une division par 107, ¢’est-a-dire un changement d’unité, et
une unité u : 3,25 métres, c’est 325 cm exprimé en métres. (.. ] Le décimal
fonctionne comme un entier et n’est plus détachable d'une unité : 'objet
n'est pas le décimal, mais la grandeur physique L’éléve ne peut alors
interpréter le produit de deux décimaux que dans le cas par exemple du
produit de deux longueurs, ce qui le rameéne aux obstacles bien connus des
nombres concrets: il aura du mal & concevoir a — o et trainera
impliciternent des équations aux dimensions.

(..} Cette assimilation aux naturels sera évidemment renforcée par
Iétude des opérations sous forme de mécanismes, c’est-a-dire d’actions
que 'on effectue de mémoire, sans comprendre, comme dans les naturels,
avec seulement un petit complément pour la virgule

De téte, le calcul suivra une autre pente. On calculera le produit de
la partie entiére et celui de la “partie décimale” et on recollera les
morceaux : (0,4)° = 0,16 mais (0,3)* = 0,9 et quelquefois (3,4)* = 9,16

C’est encore leffet de la mesure: ce qui compte le plus ¢’est la
partie entiére, la partie décimale fait ce qu’elle peut.

Depuis les programmes du 7 juillet 1978, la ruptwre est affirmée entre les
nombres-mesures et les nombres décimaux qui doivent étre introduits comme de
nouveaux nombres ; et depuis, les modifications des instructions officielles n’ont
pas touché & ce point de vue.

2 BROUSSEAU G. (1998), Obstacles épistémologiques, problémes et ingénierie didactique, in
Théorie des situations didactiques (115-160), Grenoble : La pensée sauvage [pp. 131-132]

Version révisée de deux articles :
BROUSSEAU G (1978), Les obstacles épistémologiques et les problémes en mathématiques,
Recherches en didactique des mathématiques 4/2 (165-198), Grenoble : La pensée sauvage.

BROUSSEAU G (1989), Les obstacles épistémologiques et la didactique des mathématiques
In : Bednarz and C. Garnier {eds.) : Construction des savoirs — Obstacles et conflits (41-63)
Montiéal : Centre interdisciplinaire de recheiche sur l'apprentissage et le développement en
éducation (CIRADE)
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Ces programmes de 1978 indiquent aussi une évolution du sens de la
multiplication quand on passe de la multiplication par un entier & celle de deux
décimaux. Rappelons ce passage déja cité :

Pour Paddition et la soustraction, Pextension du sens de ces
opérations au cas des nombres décimaux, ainsi que les aménagements
coriespondants des techniques ne posent pas de gros problémes. Il en est de
méme pour la multiplication d’'un décimal par un naturel, qui peut étre
interprétée comme une addition particuliére

L’étude de la multiplication débutera par la 1echerche de situations
oll, a et b étant décimaux, l'expression axb ait une signification (la vie
courante, les achats de matériaux divers en fournissent a volonté). Ce
travail précédera dans tous les cas ’étude du prolongement de la technique
de la rmultiplication qui en est directement dépendante et ne doit surtout
pas se limiter & la mise en place d’un mécanisme aveugle

En conclusion de cette observation de I’évolution des instiuctions officielles, nous
pouvons distinguer, dans le temps, deux options divergentes pour I'enseignement
des nombres décimaux qui ne sont pas sans conséquences sur celui de leur
multiplication. Jusqu’en 1970, le nombre décimal est un nombre-mesure, la
multiplication de deux décimaux (pour le sens et pour la technique opératoire) est
traitée en continuité avec celle des nombires entiers, par le moyen des changements
d'unité, et la multiplication est appliquée & des situations qui font intervenir
uniquement des nombies-mesures. La continuité n’est qu’apparente en ce qui
concerne la technigue opératoire puisque, cornme nous 'avons montré, la méthode
de changement d’unité n’est pas générale Depuis 1978, le nombre décimal n’est
plus seulement un nombre-mesure, ce changement a des conséquences sw la
transition de la multiplication des entiers a celle des décimaux D’une part,
I'enseignement de la multiplication des entiers s’effectue seulement en référence
aux situations d’isomorphisme de grandeurs qui sont les seules & s’interpréter
comme une addition réitérée dans le cas o le multiplicateur est entier. Le sens de
la multiplication reste douc partiel. D’autre part, le passage des entiers aux
décimaux pour la technique opératoire repose sur 'utilisation de propriétés de la
multiplication. Dans les manuels pour I’école primaire édités avant 1995, ces
propriétés restaient implicites et par conséquent la technique n’était pas justifiée

Examinons maintenant les propositions des auteurs des manuels de collége qui
ont choisi de rédiger des activités ol1 I'éléve construit lui-méme la multiplication
de deux décimaux

Dans des manuels de collége édités en 1996

Trois manuels pour la classe de sixiéme proposent des taches ot les éléves ont
4 leur charge 'élaboration de la multiplication des décimaux Nous étudierons
comment leurs auteurs présentent la multiplication ainsi que les 1éinvestissements
proposés dans les pages d’exercices d’applications.
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Présentations de la multiplication

Pour deux d’entre eux, cette élaboration repose sur 1'utilisation de propriétés
de la multiplication, pour le dernier, les éléves sont conduits & multiplier des
décimaux avec la calculatrice et & formuler leurs constatations.

Les auteurs du manuel de la collection “ Le nouveau Transmath ” édité par
Nathan ont rédigé un premier chapitre de 1évision des acquis de 1’école primaire ol
les effets de la multiplication par 10, 100, 0,1 et 0,01 sont constatés par I'éléve,
rappelés paxr le manuel puis libellés comme des régles de décalage de la virgule. Le
chapitre suivant est consacré aux quatre opérations. Une activité composée de

deux exercices “ & trous ” présente la multiplication
Tu sais effectuer a la main le produit de deux entiers, 45
par exemple : 45 x 15 comme ci contre. x15
On se propose maintenant de calculer 4,5 x 1,5. 225
Pour cela, on peut remarquer que : 4 5
45 =45 x 10et 15 = 1,5 x 10 675

45 x 15 =45 % 10 x 1,5 x 10
4hx 15 =45 x 1,5 x10x 10
Ainsi: 675 = . ... .. x 100

Et la conclusion s’impose d’elle méme... Un autre exercice analogue propose
une illustration qui met en paralléle deux multiplications posées: 1,23 x 6,5 et
123 x 65. Les nombres 1,23 et 123 comme les nombres 6,5 et 65 sont

respectivement reliés par les opérateurs —| x 100]— et —>.‘ Un texte “a

trous ” commente I'illustration. La présentation de la multiplication du manuel de
sixiéme est donc trés proche de celle du manuel de CM2 de ce méme éditeur, elle
n’est pas issue d’une situation multiplicative.

La régle énoncée dans la page de cours est celle du décalage de la virgule

Dans un chapitre intitulé “ Nombres décimaux 7, les auteurs du manuel de la
collection Décimale édité par Belin consacrent une partie de leur livie a la
multiplication. Aprés une activité de révision sur les multiplications et divisions
par 10, 100 ou 1000, les auteurs proposent une activité sur la multiplication des
décimaux organisée en trois étapes :

— constatation sur des exemples numériques de l'effet s le produit de la
multiplication des facteurs par 10 et 100, puis un exercice de formulation & trou **

Si on multiplie le premier facteur d’un produit par 100, et le second
par 10, le produit est multiplié par. ..

— une illustration de deux multiplications posées : 3,58 x 7,2 et 358 x 72 avec
indication d’opérateurs pour les facteurs & compléter pour les produits ;

— une question sur le nombre de chiffres aprés la virgule des différents
nombres : facteurs et produit.

% Le nouveau Transmath 6e, (1996), Paris : Nathan [p 24}
Y Décimale 6e, (1996), Paris : Belin [p. 85
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La présentation est donc la méme que la précédente. La régle énoncée dans la
page de cours est celle du déplacement de la virgule, elle est disposée en parallele
avec une illustration analogue a celle de Pactivité avec les opérateurs.

Les auteurs du manuel de sixieme de la collection Math édité par Bordas, ont
choisi de présenter la multiplication des décimaux a partir d'une situation de
conversion monétaire L’activité est formulée comme un exercice tiés directif 1*° :

Pascal fait un voyage scolaire en Allemagne pour améliorer sa
pratigue de la langue allemande

Son professeur lui a dit : “ Tu dois multiplier les prix en marks par
3,5 pour connaitre les prix en francs ”,

Une montre cofite 37,8 DM et un appareil photos jetable coiite
12,7 DM

1° Quel est le prix en francs de la montre 7 de 'appareil photos
jetable ? (Utilise ta calculatrice.)

2° Compare les produits suivants :

a) 12,7 x 3,5 et 127 x 35. 37,8 x 3,5t 378 x 35.

b) 1,34 x 2,3 et 134 x 23, 2,41x3,27 et 241 x 327,

Quelle régle peux-tu deviner pour multiplier deux nombres
décimaux 7

Dans ce probléme de conversion monétaire, la question de l'opération qu’il
convient d’effectuer n’est pas laissée a 1’éléve, elle est imposée par 1’énoncé (le
professeur d’allemand) si bien que la situation n’aide pas & construire le sens de
cette opération dans ce contexte. La technique de la multiplication est devinée
mais elle n’est pas justifiée, elle reste “dans la calculatrice ”. Les auteurs ont
choisi de limiter la réflexion de l'éleve & une conjecture issue d'une simple
constatation Dans la page de cours, la seule régle énoncée est celle du
déplacement de la virgule.

Voici un tableau analogue & celui que nous avions présenté pour les autres
manuels de sixiéme. Nous avons repéré les exercices qui conduisent & une
multiplication et, parmi eux, nous avons examiné ceux qui conduisent a la
multiplication de deux décimaux. Les exercices qui 1épondent & deux critéres (par
exemple, calcul d’aire et conversion) sont comptés deux fois. Les pourcentages
sont calculés par rapport aux exercices faisant intervenir une multiplication de
deux nombres décimaux :

"> Math 6e, (1996), Paris : Bordas [p 41]
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Tableau 5. Comparaison des exercices proposés par trois manuels de collége

Transmath Décimale Math
Exercices sur la multiplication 43 77 22
Mult. de deux décimaux 31 54 11
Détermination du produit 22 (71%) 12 (22%) 09 (82%)
Technique opératoire 06 (19%) 05 (09%) 06 (55%)
Calcul mental 14 {45%) 07 (13%) 03 (27%)
QOrdre de grandeur 02 {07%) 00 (00%) 00 (00%)
Questions théoriques 03 (10%) 08 (15%) 02 (18%)
Situations multiplicatives 06 (19%) 34 (63%) 00 (00%)
Problémes de prix 05 (17%) 09 (17%) 00 (00%)
Problémes de conversion 01 (03%) 07 (13%) 00 (00%)
Calcul d’aire de rectangles 00 {(00%) 14 (26%) 00 (00%)
Autres (échelle, L/100km,...) 00 (00%) 04 (07%) 00 (00%)

On remarque une hétérogénéité des résultats trés importante. Deux manuels
sont assez proches (Transmath et Math), le tioisiéme est sensiblement différent
{ Décimale)

On constate une variation importante de la quantité d’exercices proposés. De
Math a Décimale, le nombre d’exercices portant sur la multiplication est multiplié
par 3,5 et le nombre d’exeircices portant sur celle de décimaux est multiplié pax 5.
Les exercices sur la multiplication de décimaux représentent 70% des exercices de
multiplication pour Transmath et Décimale mais seulement 50% pour Math.

On remarque aussi une variation importante de la répartition des exercices
proposés & 1’éleve Les auteurs des manuels Transmath et Math concentrent les
efforts de 1'éléve sur la détermination d’un produit (71% et 82% des exercices sur
la multiplication de décimaux). Au contraire, ceux de Décimale pioposent un
travail & la fols important et trés varié sur les situations multiplicatives (les
problémes représentent 63% des exercices sur la multiplication de décimaux).

Les 1ésultats montrent encore une relative stabilité du pourcentage de
questions plus théoriques sur la multiplication des décimaux. Le pourcentage
moyen sur les trois manuels est de 14%, il est trés inférieur & celui qui a été
constaté dans les manuels ou Pactivité préparatoire se limite & une lecture de la
régle et, éventucllement, de sa justification (28%) Peut-étre cette différence
s’explique-t-elle par une volonté des auteuwrs de compenser le manque d’activités
théoriques dans les activités préparatoires.

Quel enseignement de la multiplication dans ces manuels de sizieme 7

Contrairement & la demande institutionnelle, la construction de la
multiplication des décimaux n'est, dans aucun de ces manuels de sixiéme, issue de
situations multiplicatives. Néanmoins, la technique opératoire n’est pas toujours
réduite a son mécanisme ; certains auteurs la relient a leffet, sur le produit, de la
multiplication de ses facteurs par 10, 100 ou 1000. Pour un autre, elle est le fruit
d’une simple constatation des 1ésultats affichés par la calculatrice. Les manuels
contiennent aussi quelques exercices qui posent des questions plus théoriques sur
I’opération.
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Dans tous les manuels, la partie consacrée a ce qu'il faut savoir expose la régle
de déplacement de la virgule. Une mise en paralléle avec P'effet, sur le produit,
d’opératewrs appliqués aux facteurs est parfois proposée.

Un manuel se distingue nettement par le choix d’exercices d’applications.
Alors que Transmath et Math accordent beaucoup d’importance & la technique
opératoire et/ou aux questions théoriques en négligeant les études de situations
multiplicatives, Décimale propose un choix nombreux et varié d’exercices de ce
type en laissant 'entrainement a la technique opératoire & la charge du professeur.

3. Construction des connaissances, institutionnalisation et
réinvestissements

Etudions les publications des propositions d’'enseignement ol1 la construction
de la multiplication des décimaux est liée a la situation multiplicative qui pose le
probléme de cette multiplication. Leurs auteurs présentent des taches ol la
“ fabrication ” effective du produit des décimaux, issue de différents contextes, est
laissée a la charge de P’éleve Citons par exemple, les tiches sur 'agrandissement
de figures, sur le calcul d’aire de rectangles, et sw1 le calcul de prix par I'utilisation
de double graduation. Parmi ces publications, on ne trouve aucun manuel scolaire
mais seulement des travaux de didacticiens des mathématiques, des ouvrages et
des brochures pédagogiques destinés aux enseignants

En premiére introduction de la multiplication des décimaux, différents
auteurs proposent des situations qui portent sur trois grandeurs telles que les
valeurs de la troisiéme s’obtiennent, sous certaines contraintes concernant les
unités, en multipliant les valeurs des deux premieéres. Ces situations ont déja été
étudiées par les éléves avec des valeurs entiéres, on leur propose un travail
analogue avec des valeurs décimales ou fractionnaires. La multiplication de
valeurs entiéres de deux grandeurs se prolonge aux valeurs décimales de ces
grandeurs, la légitimité de ce prolongement reste implicite Ces activités ont aussi
pour objectif d’enrichir le sens de la multiplication car elles ne 1reposent pas sur
Paddition réitérée.

Les auteurs centrent leurs exposés sur ces activités d’appientissage sans
développer les réinvestissements des savoirs dans des situations variées, différentes
ou non de celles qui sont & "origine des connaissances. Cependant, ils soulignent
leur importance dans l'enrichissement des notions en cours d’acquisition

Nous commencons par les travaux des didacticiens qui proposent, en fait, une
présentation compléte de Penseignement des décimaux mais nous limitons notre
étude & la multiplication. Nous présentons ensuite des travaux de chercheurs
italiens qui expérimentent un enseignement des mathématiques comprenant une
phase contextualisée. Puis nous étudions les publications destinées aux
enseignants, elles traitent de points plus particuliers qui reprennent parfois
partiellement les travaux didactiques ou qui traitent des difficultés spécifiques
d’enseignement.
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Dans deux ingénieries didactiques de construction des décimaux

Guy Brousseau et Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin ont élaboré deux
ingénieries didactiques de construction des décimaux a ’école et au collége Parmi
les travaux des chercheurs en didactique des mathématiques, les ingénieries sont
les publications les plus accessibles aux professeurs. Si, comme ’expose Michéle
Artigue "*® ce type de travaux consiste en une méthodologie de recherche en
didactique des mathématiques, il comporte une partie destinée a la mise en ceuvre
de réalisations didactiques en classe que les enseignants peuvent tenter de
s’approprier. Nous ne reviendrons pas ici sur les problémes que peuvent poser ces

tentatives et qui ont été étudiés notamment par Michéle Artigue ™7

La multiplication des décimaux chez (. Brousseay

Guy Brousseau 8 hropose une ingénierie dans laquelle les décimaux sont des
rationnels particuliers La multiplication de décimaux est introduite dans deux
situations d’agrandissement aujourd’hui classiques dans l'enseignement ou au
moins dans la formation des enseignants: activités d’agrandissement de
puzzles (*} puis activités avec un pantographe (**).

(*) La situation-probléme
La premiére situation d’étude des applications linéaires proposée
aux éléves est la suivante.

6 5

figure 7
Consigne :

" ARTIGUE M (1988), Ingénierie didactique, Recherches en didactique des mathématiques 9/3
{281-308), Grenoble : La pensée sauvage

MIARTIGUE M (1984), Contribution & ’étude de la reproductibilité des situations didactiques.
Thése, Université de Paris 7.
ARTIGUEM (1986), Etude de la dynamique d’une situation de classe : une approche de la
reproductibilité, Recherches en didactique des mathémaliques 7/1 (5-62), Grenoble : La pensée
sauvage

% BROUSSEAU G (1998), Problémes de didactique des décimaux, in Théorie des situations
didactiques (201-289), Grenoble : La pensée sauvage [pp 237-241]
Version révisée et augmentée d’une premiére édition en 1981 in Hecherches en didactique des
mathématiques 2/1 (37-127), Grenoble : La pensée sauvage
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“Voici des puzzles (Exemple Tan-gram, figure 7) vous allez en
fabriquer de semblables, plus grands que les modéles, en respectant la 1égle
suivante : le segment qui mesure quatre centimétres sur le modéle devra
mesurer sept centimétres sur votre reproduction Je donne un puzzle par
équipe de 5 ou 6, mais chaque éléve fait au moins une piéce ou un groupe
de 2 en fait 2 Lorsque vous aurez fini, vous devez pouvoir reconstituer les
mémes figures gu’avec le modéle ”

(**) Dans la séance d’introduction, les éléves apprennent du
maltre, banalement, comment se servir de 'appareil : la ventouse ne doit
pas bouger, ni le papier, la pointe suit le modéle, le crayon dessine
Pimage Ils s’essayent & agrandir et a rapetisser des dessins personnels
puis mettent en commun leurs observations et leurs hypothéses :

— on peut “agrandir ¥ ou “rapetisser ” en échangeant la pointe et
le crayon ;

— I'image ne change pas de forme quelle que soit la maniére dont on
dispose le pantographe ; (.. )

Le maitre annonce aux éléves que dans un moment il choisira une
longueur entre 1 et 15 cm : chaque €léve ou groupe de deux devra prévoir la
longuewr correspondante transformée par son pantographe Cette
prévision fera lobjet d’'un pari, puis d’'une épreuve: on véiifiera avec
Pappazeil si la valeur annoncée est exacte En attendant ce moment, les
éléves peuvent s’entrainer a prévoir : ils cherchent les images de quelques
nombres et vérifient. Ils peuvent venir parier dés qu’ils pensent avoir
découvert la loi et s’en sentent assez slirs.

La premiére situation, indispensable selon l'auteur, permet de construire le
modéle multiplicatif de la situation d’agrandissement : ’addition n’est pas la seule
opération qui agrandit les nombres 19

Avec peu de modifications, cette situation du pantographe pourrait
&tre prise comme situation initiale dans I'étude des applications linéaires.
Mais alors les hypothéses que font les éléves pour interpréter les
agrandissernents du puzzle avec de simples translations (z — z + a)
seraient envisagées moins sérieusement. Elles seraient rejetées presque sans
exatnen, puisque Pappareil fournirait la bonne image Aun lieu de construire
le modéle et de prévoir le résultat satisfaisant les conditions voulues, il
suffirait de le découvrir comme une loi de la nature Or1 le modéle additif
est un obstacle résistant a la mise en place du modéle multiplicatif et doit
pouvoir lui étre opposé dans des situations ouvertes, ce choix devant se
faire sur des critéres rationnels et intellectuels.

La seconde activité permet d’utiliser la multiplication pour enrichir le sens de
I'opération : la composition de deux agrandissements de coefficients quelconques
(entiers mais aussi rationnels ou décimaux) engendre un agrandissement dont le
coefficient est le produit des coefficients des deux agrandissements composés. Cet
enrichissement permet a ’éléve de tenir le raisonnement analogue & celui-ci: les
agrandissements successifs par les pantographes [x2,5] et [%1,25] donnent un seul

M9 rhid [p 227)
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agrandissement dont le coefficient est 2,5x1,5 et dont la valeur 3,75 peut étre
déterminée par des calculs sur des longueurs particuliéres. Cet enrichissement
n'est pas immédiat, il est le fruit d'un véritable travail mathématique Guy
Brousseau insiste sux la nécessité de ce travail **°

Une pratique comparable, courante, dans I'enseignement
élémentaire, consiste pour le maitre & “ exploiter ” le genre de situations
didactiques présenté plus haut, en institutionnalisant immédiatement la
découverte d'un éléve: “Vous avez découvert tel objet (affirmation
implicite du fait qu’il a un caractére général) ; il s’appelle * composé de
deux applications” (sous-entendu il a un statut cognitif et culturel,
reconnaissez-le, utilisez-le, dans les exercices suivants ) ”.

Cette pratique court-circuite tout le travail mathématique et
méme le nie ; elle revient & affirmer implicitermnent qu'il suffisait d’y penser
pour transformer un concept mathématique

On distingue dans ces activités, au sens de Gérard Vergnaud ', deux types
de multiplication dans le cas d'un seul espace de mesure : la multiplication de la
longueur d’un coté par le coefficient du pantographe (multiplication d’une mesure
par un opérateur scalaire pour obtenir la mesure correspondante) et la
multiplication de deux coefficients dans le cas de deux utilisations successives du
pantographe (multiplication de deux opérateurs scalaire pour obtenir l'opérateur
composé). Dans les deux cas, la multiplication est envisagée dans une situation o1
le passage des nombres entiers aux nombres décimaux ne se heurte pas & une
rupture du sens de 'opération.

Dans la progression proposée par Régine Douady et Marie-Jeanne Perrin 152,

la multiplication de deux entiers a deux sens différents suivant que P'un des deux
est une mesure et I’autre un nombre sans dimensions ou que les deux nombres sont
des mesures. Les calculs du périmétre d'un carré ou de aire d’un rectangle
illustrent et donnent du sens a ces deux situations. Les décimaux y sont abordés
comme des rationnels particuliers, la multiplication de deux décimaux est
construite par les éléves dans une situation de calcul d’aire de rectangle.

Il s’agit dans ce chapitre d’utiliser le cadre géométzique pour faire
avancer les connaissances sur les nombres : c’est en calculant la mesure de
I'aire de rectangles qu’on donnera du sens au produit de fractions, et les
fractions décimales seront privilégiées pour appiocher la mesure du coté
d’un carré dont Laire est donnée. (...}

Si les deux dimensions sont {ractionnaires, le rectangle est coupé en
4 parties dont on sait calculer l'aire pour 3 d’enfre elles On peut

™ Tbid. [pp 234]

Bl VERGNAUD G. (1981), L'enfant, la mathématique et la réalité, Berne : Peter Lang [pp. 161
et suiv. ]

2. DOUADY R & PERRIN M.-J (1986), Liaison Ecole-Collége : Nombres décimauz, brochure
n°62, PARIS : IREM de Paris 7
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déterminer Paire de la 4éme partie par référence au pavage Et Paire du
rectangle est la somme des aires des quatre parties Finalement la
connaissance des dimensions détermine Paire du rectangle Par convention,
le produit de 2 nombres fractionnaires a et b est la mesure de l'aire du
rectangle de dimensions {a, b) en prenant des unités de longueur et d’aize

adaptées.
7 1
Exemple :a =4+ 75 b:5+§
5 1/2
1 ¥ 13 1 E
1 f
|
+ 5x4=20 'T_'—'4x'1/2=2
4 I
1 |
|
|
71 \ - 5
IR Sy ——— J
5x7/10=35/10= 3+ 5/10
7 1 1 7 7 1
(4+15)*x(5+3) =4x5 4+ (4x5) + (5x5) + (1 ¥ 3)

_ 5 7.1
=20+2+3+ 10+(10><2)

1
Il zeste & calculer laire du rectangle R de dimension puet gu
On le reporte dans le carré unité. (. ) Finalement la mesure de Paire

cherchée est ;

x 1, 5 7 1 7 17
{4+ 0 }x (B5+ 2) = 204+2-+34 0t+tog= 254 o0 T390 = 25+ 50"

(. ) Lactivité présentée ici est I'occasion de donner du sens 4 la fols

3 cette multiplication et au calcul de ’aire d'un rectangle en fonction de ses
dimensions dans le cas oll les mesures ne sont pas entiéres.

Remarque : Avec des nombres décimaux on aurait le méme travail.

0,5

—

Par exemple 0,5x0,7 = 0,35 : on a besoin de
100 carrés de dimension 0,1u pour paver le
e carré de dimension lu IL’aire du camré de
dimension 0,1u est donc 0,01C, il en faut 35
pour paver le rectangle de dimensions

(0,5u; 0,7u) donc 0,5x0,7 = 0,35.

Comme dans l'ingénierie de Guy Brousseau, la connaissance nouvelle est
issue, dans une situation multiplicative connue, d'un probléme posé par
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I'introduction de valeurs décimales. Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin
insistent, elles aussi, sur la nécessité d’'un travail mathématique ainsi que sur
I'importance du réinvestissement des nouvelles connaissances dans différentes
situations.

Au fur et & mesure que de nouvelles fractions apparaissent, on les
fait intervenir dans des situations différentes de celles ou elles ont été
créées De cette maniére les fractions vont pouvoir étre décontextualisées
et prendre le statut de nombre. De plus de nouvelles situations vont
permettre aux éléves de produire de nouvelles écritures, qu'on pourra a
leur tour utiliser dans de nouveaux problémes C’est ainsi que le stock des
nombres s’agrandit. Il s’agit d’utiliser les écritures fractionnaires pour
traiter des relations de proportionnalité entre des quantités continues

(.. ) Nous ne détaillerons pas ici ces situations de proportionnalité
En voici quelques exemples :

- prix payé pour des marchandises en fonction de la masse,

— consommation d’essence en fonction de la distance parcourue,

— distance parcourue en fonction du temps dans un mouvement
uniforme.

Remarquons que dans cette ingénierie comme dans celle de Guy Brousseau, la
multiplication est envisagée dans une situation ol le passage des nombres entiers
aux nombres décimaux ne se heurte pas a une rupture du sens de 'opération.

Quelle multiplication dans ces deuz ingénieries didactiques des décimaux ?

Dans ces deux ingénieries, les nombres décimaux sont introduits comme des
rationnels particuliers. Ce choix de définition a pour conséquence une diversité de
I’écriture des décimaux absente des ouvrages que nous avions étudiés : écriture
fractionnaile quelconque (la fraction irréductible associée a pour dénominateur le
produit d’une puissance de 2 et d'une puissance de 5), écriture fractionnaire
décimale (le dénominateur de la fraction est une puissance de 10) ou écriture
décimale (certains auteurs disent aussi écriture virgulée mais nous pensons que
cette dénomination entraine des confusions pour les nombres entiers). Dans
I'enseignement de la multiplication des décimaux, les différentes écritures
entrainent des traitements différents dans les procédures de calculs

Dans l'ingénierie de Guy Brousseau, les coefficients des agrandissements ou
des réductions sont des rationnels, quotients de deux longueurs entiéres, le calcul
effectif du produit des coefficients est ramené au calcul du coefficient de
Pagrandissement composé.

Dans l'ingénierie de Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin, les nombres qui
mesurent les cotés des rectangles sont des rationnels construits a partit de
paitages et de reports de 'unité de longueur. Le calcul effectif du produit de deux
décimaux en écriture fractionnaire décimale permet de tisser un lien avec la
technique usuelle Ce lien apparait dans Pextrait cité, il montre qu’en multipliant
un nombre de dixiémes par un nombre de dixiémes, on obtient un nombre de
centiémes. Un travail spécifique est proposé pour passer de ces procédures
“ artisanales 7 & la technique usuelle.
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Dans les deux ingénieries, la multiplication des décimaux est construite en
continuité avec celle des entiers. Cette continuité est assurée par le choix d’une
situation ou laddition réitérée n’est pas une bonne représentation de la
multiplication : Papplication puis la composition d’opérateurs d’agrandissements
sur des mesures pour Guy Brousseau et le calcul de P'aire de rectangles pour
Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin. Ce choix évite aux auteurs (et c¢’était
certainement 14 un de leurs objectifs) de ramener le décimal 4 un nombre entier
par un changement d’unité.

Les nombres considérés dans les deux ingénieries sont de natures différentes,
nous distinguons, dans notre étude, les nombres-mesures (rattachés & une unité),
les nombres-scalaires (sans unité mais qui opérent sur des mesures, par exemple le
coefficient d'un agrandissement est un scalaire) et les nombres-abstraits (sans
unité ni lien avec des mesures, par exemple les nombres des exercices de technique
opératoire sont des nombres abstraits).

Dans les situations multiplicatives envisagées par Régine Douady &
Marie-Jeanne Pertin, les nombres sont des nombres-mesures, si bien qu’il peut
étre difficile d’éviter que la longueur 0,5 u ne soit aussi considérée comme 5 v avec

U - . - . .
v= 79 Cette difficulté n’apparait pas dans la situation de Guy Brousseau, les

nombres-scalaires n'ayant pas d'unité. Ce choix est important pour cet auteur,

s . » 153
comine nous Pavons déja souligné

Le décimal fonctionne comme un entier et n'est plus détachable
d’une unité: l'objet n’est pas le décimal, mais la grandewr physique
L’éléve ne peut alors interpréter le produit de deux décimaux que dans le
cas par exemple du produit de deux longueurs, ce qui le raméne aux
obstacles bien connus des nombres concrets : il aura du mal & concevoir

2 . s . . . .
a” — a et trainera implicitement des équations aux dimensions

Les passages entre nombres-scalaites et nombres-abstraits sont plus faciles
qu’entre nombres-mesures et nombres-abstraits du fait méme de U'absence d’unité
lors de la composition de deux opérateurs. Nous avons d’ailleurs pu le constater
lors d'une expérience d’enseignement de la multiplication de radicaux en classe de
troisiéme %,

Etudions maintenant comment Jeanne Bolon, dans sa recherche sur I'impact
des recherches en didactique des mathématiques sur 'enseignement des nombres
décimaux **°, envisage leur multiplication.

153 BROUSSEAU G (1998), Obstacles épistémologiques, problémes et ingénierie didactique, in
Théorie des situations didactiques (115-160), Grenoble : La pensée sauvage. [p. 131],

" RODITIE (1996), La racine carrée en troisitme, étude d'une activité, cahier didirem n°17,
Paris : IREM de Paris 7

% BOLON J (1996), Comment les enseignants tirent-ils parti des recher ches faites en didactigue
des mathématiques 7 Le cas de Penseignement des décimauz & la charniére Fcole-Collége,
Paris : Thése de didactique des mathématiques de I'Université de Paxis 5.
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La multiplication des décimaux dans la thése de Jeanne Bolon

Dans sa theése, Jeanne Bolon propose une série de douze suggestions
progressives sous forme de fiches d’activités commentées. Nous distinguons cette
progression des deux ingénieries précédentes car la thése ne présente pas
d’évaluation de ces suggestions (fondée sur la comparaison d’une analyse a priori
et d’'une analyse a posteriori).

Son objectif était plutdot d’évaluer le parti que les enseignants qui ont
participé a son travail de recheiche ont tiré de ces suggestions inspirées par les
travaux de didactique des mathématiques Ces suggestions ne sont pas
directement utilisables, les objectifs et la trame des activités sont pirésentés,
I'enseignant doit inscrire ces activités dans un déroulement de l'enseignement
segmenté en séquences et dans une organisation de la classe, il lui reste encore a
dlaborer différentes phases du travail: institutionnalisations, applications,
évaluations..

L’ensemble de ce travail trés riche concerne 'enseignement des décimaux a
I'école primaire (CM2) et au college (6¢). Nous v avons relevé les activités qui
concernent implicitement ou explicitement la multiplication des décimaux.

Ordre de grandeur du produtt de devx décimouz

Dans la suggestion 1 qui concerne le calcul approché sur les entiers et les
décimaux, I'auteur propose des taches ou les éléves doivent choisir, parmi une liste
de nombres, celui qui est le plus proche d’un produit donné Par exemple :

38 x 109 qui doit étre associé a 4 038 parmi 234, 5 002, 4 038, 512 et 84 ;

45,92 x (0,2 qui doit étre associé a 10 parmi 90, 10 et 30.

Il est difficile, & la lecture de la suggestion, de savoir quelles procédures les
éleves sont censés mobiliser 4 ce niveau En référence aux programmes, les éléves
peuvent engager les procédures suivantes :

— utiliser des approximations de 38 et 109 par excés (40 et 110) et en déduire
38 x 109 ~ 4 400 ; utiliser ensuite une approximation de 109 par défaut (100) et en
déduire 38 x 109 = 38 x 100 = 3 800. D’otli le choix de 4 038 ;

— approcher 45,92 par 50. Ainsi 45,92 x 0,2=50 x 0,2 et on obtient
45,92 x 0,2 ~ 10 en calculant 50 x 0,2.

Il n’est pas facile, a ce niveau de la progression proposée par les suggestions,
de comprendie comment 1'éléve effectue 50 x 0,2 Il semble que la multiplication
d’un entier par un décimal est, comme dans les manuels de CM2, un des prérequis
de la progression proposée.

Nous 1emarquons la volonté implicite “ d’intégration” de nouveaux nombres
qui émerge de cette activité: les procédures mises en ceuvie pow les nombres
entiers sont analogues a celles qui concernent les décimaux ; les nombres changent
mais opération, elle, ne change pas. L’ordre de grandeur est un moyen de la mise
en ceuvre de cette intégration.

De la multiplication des entiers a celle des décimauz

La suggestion 2 concerne les grandeurs familiéres Dans ce contexte, 'auteur
pose le probléme de Uinterprétation des 1ésultats affichés par la calculatrice Une
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situation porte sur les trois grandeurs: masse, prix au kg, prix Les nombres
décimaux sont écrits en respectant le format social qui correspond a 'unité : les
francs sont écrits avec deux décimales, ce qui permet de lire 5,80 F comme
5 F 80 ¢, les masses sont écrites avec trois décimales, ce qui permet de lire 0,620 kg
comme 0 kg 620 g. La situation montre que les balances du commerce n’indiquent
pas le produit de la masse par le prix au kg, que I'éléve peut déterminer a la
calculatiice et que Jeanne Bolon appelle le “ viai” nombre. Elles indiquent son
arrondi a cing centimes prés. A cette étape de la progression proposée, les éléves ne
sont pas censés savoir calculer le produit de deux décimaux, ils doivent 'effectuer
a la calculatrice

La pertinence de ce prolongement du produit des grandeurs au cas ol les
valeurs sont décimales est admise mais elle est questionnée par la situation, et cela
nous semble étre un objectif pédagogique de I'auteur : ce questionnement permet
de soulever un probléme contribuant & enrichir le sens de 'écriture des nombies
décimaux ainsi que celui de la multiplication.

La multiplication ne conserve pas le format social des nombres

Le méme énoncé de la suggestion 2 pose aussi le probléme de ’écriture d’un
résultat soumise & un format social : le produit de la masse en kg par le prix au kg
donne la  vraie ” valeur du prix qui n’est pas celle que la balance affiche.

Au-dela de la constatation de la perte du format social des nombres, un
travail est suggéré au professeur qui peut étre entrepris en classe pour faire
comprendie le sens des décimales affichées par la calculatiice. Par exemple, dans
étude de la ligne d'un ticket de caisse de poissonnier **®

Magquereau
0,550 kg 2990 F/kg  1645F
la calculatrice affiche 16,445 powr le produit 0,550 x 29,90 Des procédures

personnelles peuvent conduire & ce résultat : 1 kg cofite 29,90 I donc 100g colitent
2,99 F. Ainsi 500 g colitent 2,99 F x 5 = 14,95 F. 50 g colitent la moitié de 2,99 F

1
Or 299F =299¢,299+2=(298 + 1) + 2 = 199 + 9 cela permet d’interpréter
le demi-centime qui apparait dans le résultat de la multiplication ainsi que le

demi-centime supplémentaire qui est demandé & I'acheteur par la pratique de
Parrondi.

La multiplication n'est pas qu’une addition répétée

Dans la suggestion 7, Jeanne Bolon propose une série d’activités de
production d’énoncés de problémes ou DPon devrait effectuer certaines
multiplications et certaines divisions. Les multiplications proposées sont :

13 x 9 13 x 1058 % o % 13x 10,58 0,13 x 10,58

¢ Ibid. [p. 221]
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Les énoncés sont affichés puis les problémes qui se ressemblent sont regroupés
L’auteur rappelle au professeur, dans un langage courant, une classification des
problémes multiplicatifs inspirée de celle de Gérard Vergnaud ** ; transformation
par un opérateur linéaire, composition de deux transformations par des opérateurs
linéaires, composition de deux grandeurs, comparaison de deux grandeurs
homologues, conversion d’unité.

L’ambition de 'auteur est affichée au début de la suggestion ",

Les sens de la multiplication se sont enrichis depuis 'addition
répétée du cours élémentaire. Mettre de 'ordre dans les différents types de
problémes est le but des activités suivantes.

On 1etrouve ici la préoccupation déja citée et partagée par tous les auteurs:
prolonger la multiplication des entiers aux décimaux en reprenant les situations
multiplicatives qui mettent en jeu des grandeurs qui avaient des valeurs entiéres et
en leur attribuant des valeurs décimales. Dans cette suggestion plus que dans la
précédente, le prolongement est implicite.

Multiplication/division par 10, 100 ou 1000 et changements d'unités

La suggestion 9 porte swr les grandeurs et unités conventionnelles,
principalement celles de longueur, d’aire, de volume et de masse. Elle fait suite a
une série d’activités ol les éléeves manipulent ces grandews, procédent a différents
partages et & 'expression des mesures des grandeurs par un couple nombre / unité.
Ils ont constaté, en changeant les unités de référence, que plus 'unité est grande,
plus le nombre qui exprime la mesure est petit.

La suggestion 9 1eprend ces activités avec les unités conventionnelles, le
premier objectif est d’installer quelques repéres physiques sur les unités usuelles.
Le deuxiéme objectif est de comparer les unités et les sous-unités usuelles. Ici
encore, auteur propose de recourir & des manipulations matérielles '

Il est trés important de faire voir aux enfants 1 cm?®, 1dm® 1 m®
fait avec des armatures (baguettes de bois). Il est alors impossible de dire
que 10 cm® = 1 dm® On voit tout de suite que c’est faux

Nous émettons une réserve toutefois, cette manipulation n'est pas suffisante pour
régler tous les problémes liés aux conversions d’unités et rendre 4mpossible
Pécriture: V= 12dm* =1,2m?

D’autres activités traitent des changements d'unité usuelle de longueur et de

masse, toujours a partir de manipulation effective des éléves. L’auteur dresse le

. , 160
bilan de ces séances :

57 VERGNAUD G (1981), Op cit. [pp 161 et suiv ]
1% BOLON J. (1996), Op. cit [p 236]

% fhid. [p. 239]

0 1hid [p. 240)
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Quand on mesure un objet avec deux unités, on trouve deux
nombres pour le mesurer ; le nombre le plus grand est celui qui correspond
4 ['unité la plus petite

On peut représenter par un schéma ou par un calcul :

/10
345 km = 3450 hm
345km — 3450hm l1km = 10hm

I 345 x 10 hm = 3 450 hm

x 10

x 100
345 dam = 3,45 km
345dam = 345km 1dam = 1/100 km

j‘ 345 x 1/100 km = 3,45 km

/ 100

On retrouve, et c'est la premiére fois depuis notre étude du manuel
d’arithmétique de 1947, les multiplications et divisions par 10, 100 et 1000
directement liées aux changements d’'unité: 3,4 est un nombre qui mesure un
segment en cm, il signifie la méme longueur que 34 mm. Mais cet éclairage n’est
pas celui qui domine dans les suggestions de Jeanne Bolon, elle ne l'utilise pas, par
exemple, pour la multiplication des décimaux Sans doute pour éviter d’enfermer
I’éléve dans une représentation du nombre décimal qui, selon Guy Brousseau que
nous avons déja cité a ce sujet, le conduit & commettre des erreurs.

Multiplication et agrandissement

Dauns la suggestion 10, l'auteur reprend des activités analogues a celle du
puzzle de Guy Brousseau en choisissant des mesures enftiéres ou décimales. Nous
ne détaillerons donc pas l'analyse.

Dans la suggestion 11, Uauteur reprend les premieres étapes de 'activité avec
le pantographe de Guy Brousseau oll des dessins de maisons sont agrandis ou
réduits. L’objectif de Jeanne Bolon n’est pas de passer d’'un agrandissement a deux
agrandissements pour multiplier les coefficients. Il est d’utiliser les imprécisions
pour, sans aborder une quelconque théorie de approximation, amener les éleves a
distinguer les valeurs obtenues par mesure directe (VMD), les valeurs obtenues
par un calcul sur des VMD, et les valeurs obtenues par un calcul sur des résultats
de calculs qui ont pu étre arrondis

Dans cette activité le professeur annonce que 'agrandissement de la maison
correspond & la multiplication de ses longueurs par 1,5. La hauteur de la porte
mesure 3 cm, sa largeur 1,7 cm. . Les procédures attendues par Iauteur sont !

— Utiliser un opérateur additif
— Partit des nombres entiers, prendre le nombre et ajouter sa
moitié ou passer par 'image de 1.

Yl hid [p 245)
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— Partir d’'une meswre décimale, convertir en millimétres, passer
par l'image de 1

— Partit d’une mesure décimale, convertir en dixiémes, calculer
Vimage d’un dixiéme

~ Pour des éléves de niveau plus élevé, utiliser le multiplicateuz
fractionnaire

Remarquons que lauteur n’envisage pas que les éléves multiplient
directement deux nombres en écriture décimale.

Multiplication, aire et périmetre de rectangles

La suggestion 12 qui est la derniére de la progression, reprend le travail de
Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin. Le calcul d’aire porte sur des rectangles
dont les dimensions ne sont pas écrites sous forme décimale mais sous la forme

1 3 6
d’une somme d’un entier et d’une fraction : 3+ 2 2+ 4 44 10" Pour déterminer

le produit de deux fractions 'auteur envisage des procédures de pavages ou le
1ecours aux nombres en écriture décimale et le calcul & la main ou a la calculatrice.
Il semblerait donc que la compétence calculatoire sur les décimaux soit
envisagée comme pouvant étre acquise ou non a ce dernier niveau de la
progression. L’enseignement de la technique opératoire n’est pas explicité.

Quelle multiplication des décimanz dans les suggestions de Jeanne Bolon 7

La multiplication des décimaux est pratiquement ommniprésente dans les
suggestions qui figurent dans la thése de Jeanne Bolon. La multiplication est
implicitement présente dans les écritures des nombres décimaux ainsi que dans les
changements d'unité Nous pouvons distinguer deux types de situations : celles qui
mettent en avant les ruptuzes de sens entre la multiplication des décimaux et la
multiplication des entiers et celles qui assuient une continuité de sens avec un
“écrasement ” des nombres par 'opération. Les situations-ruptures sont trés
minoritaires, la seule rupture qui soit viaiment soulevée est celle de la
non-conservation du format social des nombies. Les autres situations assurent
plutét une continuité de sens: associer lopération a des problémes
indépendamment des nombres, prolonger les situations multiplicatives sur des
entiers & des décimaux, utiliser les ordres de grandeurs ou des approximations
pour approcher un produit Les modeles multiplicatifs utilisés qui permettent le
prolongement de 'opération des entiers aux décimaux sans rupture de sens, sont
ceux que nous avons repérés dans les deux ingénieries didactiques:
I'agrandissement ou la réduction de figures sans déformation et le calcul d’aire de
rectangles.

L'analyse détaillée que nous venons de terminer de ces suggestions montie en
outre que 'auteur ne prend pas en charge explicitement ’enseignement de la
technique de la multiplication de deux décimaux. Sans doute pouvons-nous
avancer que l'auteur cherche a privilégier la constiuction du sens de cette
opération plutdét que le c6té technique Comment tisser un lien entre sens et
technique 7 L’auteur laisse la réponse a la charge du professeur.
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Une expérience d’enseignement comprenant une phase contextualisée

Bien qu’il soit peu probable que les enseignants francais construisent leurs
projets d’enseignement de la multiplication des nombres décimaux en référence &
des recherches en cours en Italie, nous voudrions mentionner une expérience de
chercheurs italiens dont les résultats ont été publiés en septembre 1996.

Plusieurs chercheurs italiens ménent des travaux sur des projets
d’enseignement a long terme ol le savoir mathématique est contextualisé en
dehors du domaine mathématique : en économie, en technologie, en astronomie. .
De tels projets d’enseignement reposent sur des hypothéses de construction des
connaissances & travers la contextualisation du savoir mathématique'® : la
“meotivation ” de I'éleve est d’autant plus grande que le probléme l'intéresse, le
1apport avec des “ pratiques extra-scolaires familiéres a Penfant ” ul permet de
recourir au sens de la situation pour effectuer sa tache et pour contrdler cette
effectuation, la rencontre avec les objets et les pratiques sociales liés au “ domaine
d’expérience ” réalise une médiation avec le savoir incorporé dans ces objets et
dans ces pratiques sociales, la mise en place de stratégie de 1ésolution de problémes
contextualisés participe a la construction de schemes, les activités de résolution de
problemes liés au “ domaine d’expérience” mobilisent “naturellement” des
opérations mentales multiples et coordonnées.

Milena Basso & Cinzia Bonotto ' ont réalisé une expérience d’enseignement
de la multiplication des décimaux et de la proportionnalité en introduisant des
tickets de caisse de supermarchés, de primeurs, de bouchers. dans le contexte
scolaire L’expérience rejoint les travaux du Nucleo di Padova sur les problémes de
Penseignement des nombres rationnels & 'école élémentaire. Cette expérience
d’enseignement s’est déroulée durant une année scolaire a raison de deux heures
hebdomadaires Les auteurs ont montré que ces tickets de caisse matérialisaient
un movyen de médiation entre le savoir contextualisé d'une réalité extrascolaire et
le savoir mathématique, qu’ils étaient un instrument de médiation entre les éléves
et le savoir. Les auteurs schématisent ainsi la situation :

savoir mathématique

I

éléves «————  tickets de caisse +——— enseignant

I

réalité extrascolaire

2 BOERO P. (1994), Situations didactiques et problémes d’apprentissage: convergence et
divergence dans les perspectives de recherche, in Vingt ans de didactique des mathématiques
{17-50), Grenoble : La pensée sauvage

1% BASSOM. & BONOTTOC (1996), Un’esperienza didattica di integrazione tra realta
extrascolastica e realtd scolastica riguardo ai numeri decimall, L'insegnamento della
matematica e delle scienze integrate vol. 194 N 5 (424-449), Paderno del Grappa TV : Centio
Ricerche Didattiche Ugo Motin
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D’apres les auteurs, cette situation a généré des questionnements et des
raisonnements, elle a favorisé des controles, elle a permis d’accéder & des savoirs
mathématiques (contextualisés, décontextualisés puis institutionnalisés) autour de
plusieurs activités : lecture “fonctionnelle ” des données inscrites sur les tickets,
approximation d'une donnée, recheiche de la valeur d’une donnée manquante
{effacée par l'enseignant), mise en relation des grandewrs numériques (émergence
du concept de proportionnalité), recherche d’algorithmes pour multiplier et diviser
avec des nombres décimaux.

Cette expérience qui relate des résolutions de problémes dont les énoncés sont
analogues & ceux qui figurent dans les manuels frangais pour la classe de sixiéme,
montre que des apprentissages mathématiques peuvent étre construits & partir de
problémes posés dans le contexte extrascolaire et qu’ils permettent de les résoudre.
L’enseignement qui émerge des manuels frangais suit un chemin inverse : le savoir
mathématique est enseigné a travers des activités du contexte scolaire, il est
appliqué pour la 1ésolution de problémes posés par des situations extra-scolaires
auxquelles les éléves ne sont pas nécessairtement familiarisés.

Si les enseignants sont peu familiers des productions de la didactique des
mathématiques dont les publications sont rédigées & P'attention des chercheurs,
certains professeurs consultent des publications qui leur sont adressées. Nous
allons maintenant étudier les propositions qui y figurent pour enseigner la
multiplication des décimaux.

La multiplication des décimaux dans les publications pour les enseignants

Les auteurs des manuels proposent un enseignement tiés décontextualisé pour
privilégier la technique opératoire. Les situations multiplicatives ne sont pas
exploitées pour introduire la multiplication ou pour déterminer le produit de deux
décimaux. Au mieux, elles sont utilisées dans des problémes de réinvestissement.
A Topposé, les enseignements élaborés par les didacticiens sont trés riches en
taches qui permettent a la fois un prolongement de la mulitiplication des entiers &
celle des décimaux, et une élaboration de procédures variées pour obtenir le
produit de deux décimaux Nous savons, d’aprés une enquéte de la DEP '™ déja
mentionnée, que les professeurs utilisent les manuels principalement pour y choisir
des exercices d’entrainement, un tiers d’entre eux utilisent d’autres sources pour
préparer leurs cours, Les publications pour les enseignants constituent-elles un
relais entre la recherche en didactique et les professewrs 7 Répondent-elles aux
problémes d’enseignement laissés en suspens dans les recherches 7 Présentent-elles
les activités préparatoires contextualisées qui font défaut dans les manuels 7

16 Direction de I’Evaluation et de la Prospective (1997), Pratiques pédagogiques de P'enseignement
des mathématiques en siziéme et progrés des éléves, Paris : Ministére de I'Education nationale,
de I'Enseignement supérieur et de 1a Recherche
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Comment ces publications s’adressent—elles aux enseignants ?

Nous avons consulté les publications a l'intention des enseignants. Trois
d’entre elles abordent la multiplication des décimaux. Ce sont par ordre
chronologique d’édition ' : Aides pédagogiques pour le cycle moyen, Nombres
décimauz (1986), Apprentissages mathématiques en 6e (1991) et Travauz
numériques 6e (1998) Lews conceptions sont trés différentes. Aprés les avoir
briévement présentés, nous les comparerons suivant les criteres déja utilisés : dans
quelles situations s’inscrivent les activités de construction de la multiplication des
décimaux et quelle continuité est établie avec la multiplication des entiers?
Comment est pris en charge le passage des procédures personnelles a la technique
usuelle 7 Comment passe-t-on des situations multiplicatives de découvertes aux
autres situations et commment dans ce passage sont traitées les ruptures de sens de

la multiplication 7

Aides pédagogiques a été rédigé par des membres de différents IREM. Il
propose une cinquantaine de pages pour éclaiter ['enseignement des décimaux en
évoquant les avantages et les inconvénients des différentes présentations classiques
puis une centaine de pages oll sont développées quatre présentations réalisées en
classe. Un extrait d’article de Guy Brousseau et une “ bibliographie sommaire ”
terminent cet ouvrage Sa présentation et son style sont proches de ceux d’un
recueil d’articles didactiques regroupés autour d’un théme commun.

Apprentissages mathématiques est un prolongement pour la classe de sixiéme
des ERMEL bien connus a 1’école élémentaire Il a été mis au point pai une équipe
regroupant des chercheurs de I'INRP, des professeurs d’TUFM, des professeurs de
collége et une institutrice. Sa conception est assez proche de celle d’un livie du
maitie : buts et objectifs déclarés et argumentés, scénarios d’activités commentés,
organisation matérielle du déroulement précisée . Néanmoins sa structure n’est
pas caractéristique de celle des livies du maitre ol les chapitres sont plus
nombreux, analogues & ceux qu’on trouve dans un manuel pour la classe Les
autewrs recourent a de nombreux schémas, les développements théoriques sont
assez denses et le langage utilisé recourt & du vocabulaire et 4 des concepts
didactiques tout en restant assez proche du langage courant.

Cet ouvrage propose deux progressions, une en calcul et une en géométrie qui
couvrent une partie importante du programme de la classe de sixieme La
progression consacrée au calcul débute par deux situations de “i1évision” de la
multiplication qui figurait, & I’époque de la publication, au programme de 1’école
¢lémentaire. L’objectif de ces révisions est de revenir sur des conceptions sources
d’erreurs bien connues des enseignants.

Travaux numériques est un ouvrage rédigé par deux professeuis de collége. Sa
conception est trés proche de celle d’un livie du maitre, les titres des chapitres

15 APMEP (1986), Aides pédagogiques pour le cycle moyen, Nombres décimouz, Paris
PRESSIAT A. (1991), Apprentissages mathématiques en 6e, Paris ; Hatier /INRP.
DUPE C. & HILLION M. (1998), Travaur numériques 6e, Paris : Nathan Pédagogie.
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reprennent ceux des manuels de sixieme Chaque chapitre présente des objectifs
pédagogiques en référence & des résultats de recherches et aux évolutions des
programmes. Des indications concernent le 16le du professeur. Les activités sont
présentées et commentées: objectif, présentation, matériel, consignes,
déroulement... elles se terminent par “L’essentiel” qui résume l'intérét de
I'activité.

Les auteurs s’adressent & des collégues Le professeur-lecteur est parfois
confondu avec 'auteur-professeur comme nous le soulignons dans les citations

. 166
suivantes :

Notre 1éle consiste donc & nous inscrire dans le développement de
ce processus engagé depuis le cours préparatoire.

( .) les évaluations de début de fe, méme si elles montrent que nos
éléves ont des acquis.

Les concepts issus des recherches en didactique des mathématiques y sont utilisés
modérément.

Quelles situations pour enseigner la multiplication des décimauz ?

Parmi les quatre propositions qui figurent dans Aides pédagogiques, trois
traitent de la multiplication des décimaux. Deux d’entre elles considérent le
nombre décimal comme un rationnel particulier et la multiplication des décimaux
est considérée comme un cas particulier de la multiplication des rationnels Elle est
piésentée par le calcul d’aite de rectangles & 'aide de pavages rectangulaires
comme dans lingénierie de Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin. Une
proposition analogue figure dans Tr avaux numériques.

Une situation plus formelle qui met en jeu des opérateurs et qui repose
implicitement sur les propriétés des fonctions linéaires, est décrite dans Aides
pédagogiques *°" Les décimaux restent, & ce niveau de l'exposé, écrits sous forme

" 3 M I . - rd + n
fractionnaire décimale avec la convention d’écriture “1“6 =n =10

1) En utilisant la fonction “diviser par 10 ”, on peut introduire les

1 2 27
nombres décimaux, 10’ 10" 10° les comparer, les additionner et les

multiplier par un naturel (. )
2) Sion compose la fonction “ diviser par 10” avec elle-méme, on

2
se trouve confronté a la recheiche de 'image des nombres 0 10 (.)

Une 1éponse peut étre apportée en remarquant que “div 107
suivie de “ div 10 ” est équivalente & “ div. 1007 (.. )
3) A Paide des fonctions réciproques “ multiplier par 107, .. il est

o uoou
facile d’observer que 755 10 =75 (.)

% DUPE C. & HILLION M (1998), Op cit [pp 47-48]
157 APMEP (1986), Op cit [pp 158-161]
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4) Les propriétés de la fonction “div. 10” nous permettent
d’établir le tableau suivant :

div, 10
0 0
1
1 10
X2 %2
2
x3 . 2 0 =3
3
> 3 0

n _ e
Ainsi o X1 = 79 cequ permet, en acceptant la commutativité

1
de construire ce nouveau tableau : multiplier par 75 (.- )
En comparant ces deux tableaux on constate que multiplier un

1
entier par 10 dquivaut & diviser cet entier par 10. On étendza cette régle &

1
la multiplication d’un décimal par 0

2 1 2
Par exemple pour calculer 100 * 1o+ °® divisera Too Pbar 10

L2 3
Comment donner un sens a 10 X 100 ?
2 3 o2 1 11
107100 =10 *(700 * 100 * 100’

B 9 2 2
= 7000 " 7000 * 000 = 1000 X3 ()

L’auteur précise 168 .
Cette présentation ne peut se faire sans un travail préalable et
paralléle sur des situations de proportionnalité (par exemple réalisation de
maquettes & une échelle donnée)

Finalement, on tetrouve les deux principales situations multiplicatives
utilisées dans les ingénieries de Guy DBrousseau et de Régine Douady &
Marie-Jeanne Perrin, les agrandissements - réductions et les calculs d’aires de
rectangles. Ces situations permettent de ne pas changer de conception de la
multiplication en la prolongeant des entiers aux décimaux.

Les auteurs de Travaux numériques proposent aussi une activité que nous

avons déja présentée de double graduation de droite pour déterminer le produit de

P 169
deux décimaux " :

1% Ihid. [p. 162]
¥ DUPE C. & HILLION M (1998), Op. cit. [p 61]
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0 0,1 1 masse en kg
¢——+— 111
16,50 prix

Etudions la correspondance entre la masse et le prix du pain pour 16,50 F
par kg Compléter les deux graduations figurant sur la feuille, puis & l'aide
de ces données, déterminer le prix d’'un batard de 200 g et le prix d’un pain
de campagne de 500 g.

Les auteurs de Apprentissages mathématiques utilisent la méme situation
dans des probléemes de proportionnalité non pour permettre le calcul du produit ni
pour mettre en évidence la structure multiplicative mais seulement pour proposer
a 'éleve M

un nouvel outil permettant de résoudre des problémes de
proportionnalité : la bande & double graduation { )

Cette derniére fournit un support visuel pour les grandeurs en
question (plus exactement pour leurs mesures relatives a des unités

précises).

Des procédures personnelles a la technique usuelle

Ce passage n’est pas développé dans ces ouvrages. Les auteurs en laissent la
charge aux enseignants; ou estiment-ils qu’il ne pose pas de difficulté 7 Les
auteurs de Travauz numérigues sont les seuls & mentionner ce passage, ils se
contentent d’'une remarque & la fin de deux activités ol seules des procédures

personnelles permettent de déterminer des produits 1,

L’étude des deux cas permet de découvrir une régle de calcul du
produit de deux nombres décimaux en utilisant deux entiers :

Transformons le produit de 0,2 par 16,5 en un produit d’un entier
par un entier On choisit le produit de 2 par 165 A T'aide du produit de 2
par 165, trouver une régle permettant de calculer 0,2 x 16,5

A partir des deux exemples précédents, les éléves vérifieront cette
1égle sur d’autres produits.

Les réinvestissements dans de nouvelles situations multiplicatives

Ces activités ne figurent pas dans les ouvrages & destination des enseignants.
Certains auteuis signalent la nécessité des réinvestissements. Mais ils sont
toujours laissés a U'initiative des professeurs

Néanmoins, des situations multiplicatives différentes convoquent des
conceptions différentes de la multiplication. Des auteurs signalent les difficultés
que rencontrent certains éléves pour r1ésoudre des problémes et les expliquent par
des conceptions inadaptées Ils suggeérent alors des activités dites de
“remédiation ” qui permettraient de modifier les représentations que ces éléves
ont de la multiplication

% PRESSIAT A (1991}, Op. cit. [p 98]
YU DUPE C & HILLION M (1998), Op. cit [p 61]
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Apprentissages mathématiques (¥*) comme Travauz numériques (¥*)
proposent des situations liées & l'ordre entre les factewrs et le produit, leurs
présentations sont trés ressemblantes M ;

(*) Buts

— Amener les éléves & modifier leur conception courant de la
multiplication comme “ opération qui agrandit toujours ” (Obstacle)

— Amener les éléves a savoir anticiper la place d'un produit par
rapport a chacun de ses facteurs.

{...) amener les éléves & remettre en cause le modeéle additif dans un
probléme d’agrandissement.

(**} Il s’agit, par des situations simples, d’amener les éléves &
modifier la conception selon laquelle la multiplication agrandit toujours
La multiplication peut aussi réduire

Les deux ouvrages contiennent une activité ou l’éleve doit éliminer, parmi
plusieurs résultats proposés pour des produits, ceux qui sont faux. Il utilise pour
cela le calcul approché, ou la prise en compte du dernier chiffre, ou la prise en
compte du nombre de chiffres aprés la virgule, ou enfin la place de 'un des facteurs
par 1apport a 1 Ces ouviages contiennent également une activité
d’agrandissement et de réduction. Apprentissages mathématiques a choisi
Pactivité du puzzle de Guy Brousseau Travaur numériques propose d’effectuer
une réduction A’'B’C’D’ d’un rectangle ABCD avec la diagonale [AC] tracée.

A B A B B
~ A B ~
~ — - ~
N D’ ~lC
~ ~
D' C
D C D C

Apiés une superposition qui fait coincider les deux sommets A et A’, les deux
longueurs [AB] et [A'B’] et les deux laigewrs [AD] et [A’D’], appartenance du
sommet C’ 4 la diagonale [AC] est un critére qui permet de distinguer 1'utilisation
d'un modele additif et 'utilisation un modéle multiplicatif

Conclusion : la multiplication, des transpositions
divergentes

Les professeurs, pour préparer leurs cours, utilisent des manuels, beaucoup
d’entre eux consultent les programmes officiels et, certains d’entre eux lisent des

1> PRESSIAT A (1991), Op. cit. [pp 54 et 64]
DUPE C. & HILLION M (1998), Op. cit. [p 58]
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ouvriages destinés aux enseignants '™ Nous avons, dans ce chapitre, analysé les
transpositions didactiques de la multiplication des nombres décimaux dans les
différentes institutions que sont les publications de recherches, les ouvrages et les
brochuies & lintention des enseignants et les manuels scolaires Nous avons
constaté des différences importantes.

Trots catégories d’enseignement, quelle pertinence 7

Nous avons débuté cette étude des publications en les distinguant suivant
plusieurs catégories déterminées en fonction de choix didactiques: la
multiplication est-elle présentée d’abord de facon contextualisée, la technique
opératoire est-elle construite au moins en partie par les éleves et, si ces deux
conditions sont réalisées, la technique est-elle construite en référence & la situation
du contexte initial 7 Les textes officiels semblent préconiser un enseignement

comprenant une phase contextualisée '™ :

La résolution de problémes occupe une place centrale dans les
apprentissages mathématiques, & l'école primaire comme au collége,
notamment en vue de 'appropriation de connaissances nouvelles par les
éléves

Mais I'utilisation du mot probléme en mathématique est tellement diverse que les
interprétations possibles de ce fragment de texte nous semblent nombreuses.

Nous avons réparti, par une piemiére lecture, les publications suivant trois
catégories que nous avons analysées successivement. Les enseignements proposés
dans les deux premiéres catégories sont décontextualisés, ils se distinguent par
I'existence d'une phase de construction de la technique opératoire laissée, au moins
en partie, aux éléves. Les publications de la trcisiéme catégorie proposent un
enseignement comprenant une phase contextualisée. Nous pouvons & présent
conclure sur la réelle pertinence de cette classification pour différencier les
enseignements proposés.

Les manuels scolaires appartiennent tous & 1'une des deux premiéres
catégories. L’organisation des chapitres présente trois phases, quel que soit
I’éditeur : des activités de 1évision et de découverte des nouveaux savoirs, un cours
avec des exemples développés, des exercices d’application Malgré cette apparente
homogénéité, les propositions d’enseignement de la premiére catégorie ne
proposent aucune construction de la fechnique opératoire dans les pages étiquetées
“ activités préparatoires”, les éléves devant seulement lire un exposé du cours. En
outre, nous avons montié que les activités préparatoires des manuels de la
deuxiéme catégorie se distinguaient seulement des pirécédentes par une

1% Rappelons quelques chiffres Les enseignants consultent les manuels 3 97%, les programmes &
85% et les publications & 34%. Ces chiffres sont tirés de

Direction de 'Evaluation et de la Prospective (1997), Pratiques pédagogiques de Uenseignement
des mathématiques en siziéme et progrés des éléves, Paris : Ministére de 'Education nationale,
de 'Enseignement supérieur et de la Recherche

1™ Mathématiques : articulation école-collége, BO n°44 du 5 décembre 1996
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formulation plus ouverte, la place 1ésexvée au travail de I’éléve étant toujours trés
limitée et insuffisante pour permettre une compléte construction de la technique.
Les propriétés algébriques de I'opération sur lesquelles repose la technique restent
notamment toujours implicites. En cela, rien ne distingue les manuels de collége de
ceux du primaire. Tout se passe comme si la distinction des deux premiéres
périodes de 'enseignement était aménagée dans les livres par une maquette mais
n'était pas assumée par les auteurs autrement que par une introduction au cours,
ce que proposaient déja des manuels scolaires anciens comme cehii que nous avons
analysé et qui a été publié en 1947

Les autres publications, ouviages et brochures a 'intention des enseignants et
recherches en didactique des mathématiques, appartiennent toutes a la troisiéme
catégorie. Le bilan de notre étude montre que les autewrs qui s’adressent aux
professeurs n’ont pas cherché & tisser un lien entre le sens de la multiplication et la
technique opératoire. Nous pourrions résumer ainsi la situation: soit Ia
publication est une documentation pédagogique et alors le sens est privilégié mais
les auteurs en restent a des procédures personnelles de détermination du produit,
soit la publication est une ingénierie didactique et alors l'enseignement est d’abord
contextualisé et il comprend la construction d’une technique de calcul qui s’appuie
sur la situation du contexte.

Quant aux situations multiplicatives de 1éinvestissement dont I'objectif est
d’enrichir & la fois le sens de 'opération, celui des nombies et de leurs écritures,
elles sont globalement délaissées par les auteurs, méme par ceux des manuels
scolaires qui proposent de nombreux exercices mais qui, a une exception piés,
accordent une importance écrasante aux problemes de prix. Il nous semble que
cette constatation est a relier a la disparition de 'enseignement des grandeurs
usuelles que nous avons signalée dans le chapitre précédent. Peut-étre les prix
sont-ils les seules grandeurs qui soient familiéres aux éléves sans que ’école ait & se
charger de leur enseignement. L'’expérience italienne d’enseignement & partir de
tickets de caisse réalisée par Milena Basso & Cinzia Bonotto montre toutefois
qu'une réelle expérience sociale des situations liées au calcul des prix n’est pas
acquise par les éleves de cet dge. Elle montre aussi qu’a partiz d’'un tel domaine
d’expérience peuvent émerger et se construire, dans le cadie scolaire, des savoirs
mathématiques décontextualisés.

Nous pouvons maintenant répondre & la question de la pertinence de la
distinction des trois catégories d’enseignement. Le critére dominant qui discrimine
le contenu des publications est 'appartenance ou non & la catégorie “manuel
scolaite ” dont les auteurs proposent un enseignement qui “démarie” avec la
technique opératoire puis proposent éventuellement des activités d’argumentation
et de réflexion sur cette technique. Nous retrouvons 13 'opposition constatée par
Jeanne Bolon entre les programmes et les fravaux issus de la didactique des
mathématiques *7 :

' BOLON J. (1996), Op cit. [pp 327-328]
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Or les programmes officiels de sixiéme ( .} Dans ces conditions (.. )
On peut se demander si le processus des piogressions de référence,
contextualisation puis décontextualisation puis recontextualisation, est
compatible avec la gestion du temps didactique des classes de college.

De plus, les publications a l'intention des enseignants ne prévoient pas une
construction de la technique opératoire qui s’appuie sur la situation d’introduction
de la multiplication des nombres décimaux, elles n’aménagent pas de lien entre des
procédures personnelles “ artisanales ” de calcul et la technique usuelle.

Multiplications des décimauz, quels nombres avec quelles écritures 7

Les deux ingénieries introduisent les nombres rationnels avant les nombres
décimaux, envisagés comme des rationnels particuliers. Les nombres et les
opérations sont introduits par des situations. Ainsi, dans ces travaux, lors de
Iétude de la multiplication des décimaux, les nombres sont soit des
nombres-mesures soit des nombres-scalaires et leurs écritures sont
multiples {fractionnaires, fractionnaires décimales ou décimales) bien que
Pécriture fractionnaire soit privilégiée, ce qui est exploité.

Dans les manuels, & une exception pres, les nombres décimaux sont traités,
dans le chapitre de la multiplication, sans lien avec les fractions ; la seule écriture
est I’écriture décimale Lors de Vintroduction de 'opération, les nombres sont
abstraits, ils le sont encore dans les premiers exercices posés qui portent sur la
technique opératoire et sur des questions plus théoriques. Quelques problémes sont
posés (presque uniquement de prix) ol les nombres sont des nombres-mesures ou
des nombres-scalaires.

Les occasions de changements de registres dans les publications sont rares. On
en trouve principalement dans l'ingénierie de Régine Douady & Marie-Jeanne

5
Perrin, ou le calcul de 0,5 x 0,7 est considéré comme le calcul de LouXTgWw ce

qui permet aux auteurs de recourir a des pavages rectangulaires dans un calcul
d’aire pout détexminer le produit (changement de cadres).

Multiplication des entiers et des décimauz, rupture ou continuiteé 7

Les textes officiels déja cités '™ signalent une difficulté d’enseignement de la
multiplication des décimaux : la reconnaissance des situations ou intervient le
produit de deux décimaux “ est difficile dans la mesure ot il existe une rupture de
sens avec les cas du produit de deux naturels et d'un décimal par un naturel, cas
pour lesquels la référence o Paddition réitérée est possible pour accéder a la
multiplication ”

Les auteurs privilégient pourtant les situations assurant une continuité de
sens dans le passage de la multiplication des entiers & celle des décimaux. Soit, et
c’est le cas des ingénieries didactiques comme de certaines publications destinées
aux professeurs, une situation multiplicative est étudiée qui préserve le sens de
Popération dans le passage des entiers aux décimaux : agrandissements de figures

1% Mathématiques : articulation école-collége, BO n°44 du 5 décembre 1996.
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planes, calculs d’aires de 1rectangles ou utilisation d'une double graduation Soit, et
c’est le cas de tous les manuels, la technique opératoire est étudiée a partir de celle
de la multiplication des entiers sans 1éférence & une situation multiplicative

La relation entre la multiplication et 'addition n’est vraiment questionnée
que dans les activités de calcul d’aire de rectangle ol la distributivité apparait
simplement. Ce n’est pas le cas avec 'activité d’agrandissement de puzzles qui
tend & opposer les deux opérations En effet, la premiére étape de enseignement
consiste a écarter l'addition qui ne répond pas & la situation pour cause de
déformation des piéces. Puis les éléves apprennent d'une part que pour augmenter
on peut aussi multiplier, et d’autre part que dans les situations d’agrandissements
de figures sans déformation c’est plutot du cété de la multiplication qu’il faut aller
chercher. Enfin, les activités se succédent, nombres et opérations se constiuisent
en r1éférence a la situation d’agrandissement, le modéle additif n’est plus
questionné.

Avec les programmes actuels, toutes les situations multiplicatives étudiées &
I’école élémentaire ont au moins I'un des facteurs entiers. Quatre années durant,
les problémes posés avec ces situations, & !'exception des problémes de
dénombrement, auront pu trouver leur solution en référence a 1’addition 1éitérée.
Dans un probléme de prix, nous prenons cet exemple du fait de 'importance qu’il
lui est accordé dans les manuels, le calcul de 3 kg de pommes & 12 F/kg peut étre
traité par une procédure additive, celui de 0,284 kg de merlan a 69,90 F/kg ne le
peut pas. La situation est la méme mais ’opération qui fait référence doit changer.
FElle doit changer parce que les nombres ont changé La multiplication doit
reraplacer 'addition mais ne saurait la faire disparaitre. Nous avons donc affaire,
non pas a une situation de rupture, mais a une situation de prolongement “ & deux
dimensions 7. Un prolongement des entiers aux décimaux : tous les entiers sont
intégrés aux décimaux mais il v a des décimnaux qui ne sont pas des entiers. Un
prolongement de l'addition a la multiplication : toutes les additions réitérées sont
des multiplications mais il y a des multiplications qui ne sont pas des additions
réitérées.

L’étude de la transposition didactique de la multiplication des nombres
décimaux montre des divergences entre les institutions qui en publient des
propositions d’enseignement : manuels scolaires, publications & l'intention des
professeurs, recherches en didactique des mathématiques. Pour préparer leurs
cours, les enseignants utilisent différents matériaux publiés. Leurs choix
s’effectuent en fonction de multiples composantes personnelles dont notamment
leurs conceptions sur les mathématiques, leur apprentissage et leur enseignement.
Leur choix est aussi déterminé par des contraintes globalement partagées par tous
les professeurs et qui viennent de 'exeicice méme du métier : ils doivent tenix
compte de leurs éléves (de ce qu'ils savent déja et des difficultés d’apprentissage
connues de la notion enseignée), ils doivent aussi prévoir un enseignement qui
s'intégre dans le programme de l'année scolaire Aussi, avant d’analyser
I’enseignement proposé par les professeurs que nous avons observés dans leur
classe, nous allons procéder & une évaluation de ces contraintes et de leur portée
sur les projets que les enseignants peuvent élaborer.
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Dans le chapitre précédent, nous avons examiné des propositions de différents
auteurs pour enseigner la multiplication des nombres décimaux. Certaines d’entre
elles sont directement adressées aux enseignants. D’auties, qui a origine étaient
adressées aux chercheurs, ont été reprises dans des brochures pédagogiques ou
dans des ouvrages de formation des professeurs. Nous avons étudié ces différentes
propositions afin de reconstituer ce que pourraient étre les connaissances d’un
professeur fictif expérimenté qui autait la charge d’une classe de sixiéme et donc
celle d’enseigner la multiplication des nombres décimaux.

Ce professeur peut sembler fictif 4 plus d’un titre. Premiérement, le travail de
recherche et de lecture de tous ces documents est certainement beaucoup trop
important en regard du temps dont dispose un enseignant pour préparer ses cours,
un tel travail se concevrait plutot de la part d'un formateur qui aurait intention
de transmettre, aprés s'en étre approprié le contenu, 'essence de ces documents &
des enseignants en formation initiale ou continue Il n’est donc pas impossible que
quelgues professeurs connaissent ces publications. Deuxiémement, la lecture d’'un
professeur est sélective Il recherche des outils pour préparer ses coms donc il va
spontanément éliminer tout ce qui lui semblera ne pas répondre a cet objectif.
Dans sa thése, Jeanne Bolon montre que les enseignants reprennent les
propositions d’activités sous certaines conditions '™ :

En proposant aux enseignants des suggestions, sans obligation pour
eux de les eroployer (en totalité ou en partie}, nous avons cherché a
fabriquer une sorte de test d’acceptabilité : selon les cas, les enseignants
(. ) pouvaient étze conduits & ne pas tenir compte de ces suggestions pour
des raisons diverses : difficulté & comprendre les tenants et les aboutissants
d’une suggestion, difficulté a 'insérer dans la progression en cours, manque
de temps ou manque de sécurité pour le faire, doute sur le bien-fondé de la
suggestion pour leurs éleves. Quel qu’ait pu &tre le motif ressenti, il
permettait de faire émerger les raisons qui fondaient les choix des
enseignants. Inversement, 'acceptation d’une suggestion prouvait qu’elle

7 BOLON J. (1996), Comment les enseignants tirent-ils parti des recherches faites en didactique
des mathématiques 7 Le cas de Penseignement des décimaux & la charniére Feole-Collége,
Paris : Thése de didactique des mathématiques de I"Université de Paris 5. [pp 323-324]
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était pergue comme compatible cu cohérente avec la progression adoptée et

Py

possible ou facile & mettre en ceuvre immédiatement, sans surcroit de
travail démesuré

Ainsi, 'autewr propose trois critéres pour analyser cette sélection : la difficuité
d’enseignement, I'adaptation aux éléves, et Padaptation & la progression choisie
(qui comprend la durée). Explicitons-les davantage.

Le premier critere est la difficulté d’enseignement. Un pirofessewmr a
I'expérience de la classe, il connait les projets qu'il anime facilement et ceux qui
l'ont embarrassé. La difficulté vient parfois du contenu enseigné: lors d’une
précédente recherche 18 nous avons montré, par une analyse des pratiques d'un
professeur en classe, que certaines questions mathématiques plus délicates repérées
a priort ont été I'occasion d'un travail spécifique de la part de I'enseignant durant
le déroulement des séances. La difficulté peut venir aussi de 'animation requise
par un projet et dont le professeur n’a pas I'habitude: travail en groupe,
autonomie de la recherche des éléves, manipulations concrétes... Ces causes ne
sont pas identiques pour tous les professeurs, méme expérimentés. Elles dépendent
a4 la fois de certaines conditions personnelles liées aux conceptions des
mathématiques, de leur apprentissage et de leur enseignement, et d’auties qui sont
moins directement liées & la discipline étudiée.

e deuxieme critére de sélection a l'ceuvie en cours de lecture de documents
pédagogiques est la difficulté d’appientissage des éleves que le professeur pergoit
d’une part durant l'enseignement d’une notion (par la conduite de ses éléves, les
questions qu’ils posent, les réponses qu’ils produisent), et d’autre part quand il
examine les productions orales ou écrites & des questions d’évaluations.

Le troisiéme critére de sélection d’une proposition par le professeur qui
prépare ses cours, est 1lié a Ulintégration de cette proposition dans la
programmation annuelle de son enseignement. Une notion figure dans un
programme officiel Cette notion fait partie d’un ensemble que le professeur doit
gérer dans sa totalité Le temps dont il dispose pour prévoir son enseignement
intervient aussi pour lintégrer dans cet ensemble. Une analyse de type
écologique 179 permet une étude préalable de cette intégration au niveau des
contenus

L’objectif de ce chapitre est de croiser 'analyse précédente de la transposition
didactique en sixiéme de la multiplication des nombres décimaux et les contraintes
sur l’élaboration d’un projet d’enseignement que repiésentent ’adaptation de
P'enseignement aux éléves et U'intégration dans la progression annuelle, contraintes
a l'origine des deux derniers criteres que nous venons de citer. Le premier critere

% RODITIE (1995), DEA de didactigue des disciplines, Didactigue des mathématiques — Le
tableau noir, un outil pour la classe de mathématiques, Cahier DIDIREM n°30, Paris : IREM de
Paris 7.

1" CHEVALLARDY (1994), Les processus de transposition didactique et leur théorisation, In
Arsac et al (Eds) La &ransposition didactique & Péprewve (pp 135—180), Grenoble : La pensée
sauvage éditions
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dépend de conditions personnelles des professeurs, il n’est pas utilisable pour cette
analyse préalable, En revanche, nous l'utilisons dans le chapitre suivant powr
interpréter les projets des professeurs que nous avons observés. Ici, nous
considérons seulement des professeurs fictifs qui posséderaient une solide
expérience professionnelle et qui auraient la charge d’une classe de sixiéme de
niveau standard Le chapitre pourrait donc s'intituler : la transposition didactique
4 I’épreuve de 'exercice “ virtuel 7 du métier.

Dans le premier paragraphe, nous abordons les difficultés des éléves a travers
les 1ésultats de différentes ¢évaluations disponibles des compétences dont
Vacquisition est attendue par linstitution. Nous avons accordé une place
importante & 'examen des évaluations nationales & 'entrée en sixieme qui se
déroulent depuis une dizaine d’années '* Deux raisons expliquent ce choix. D’une
part, pour notre recherche, nous bénéficions de données fiables car ces évaluations
ont porté sur un effectif trés important d’éléves. D’autre part, les professeurs, et en
particulier ceux que nous avons observés, font passer ces évaluations & leurs éléves
de sixiéme en début d’année, ils en recueillent les résultats, et I'institution leur
recommande de les utiliser pour adapter leur enseignement aux acquis de leurs
éléves. Nous avons complété parfois avec les évaluations qu’organise 'APMEP &
depuis 1987 qui portent aussi sur un effectif suffisant d’éléves,

Dans le deuxicme paragraphe nous précisons les attentes institutionnelles
concernant 'enseignement de la multiplication des nombres décimaux en sixiéme
Des résultats ont déja été obtenus au chapitre 2 ou les programmes officiels sont
utilisés. Nous les complétons par une analyse écologique de 'objet multiplication
des décimaux au sein du curriculum, en primaire et au collége Nous tentons enfin
de formuler des hypothéses quant aux projets que les professeurs peuvent élaborer
en tenant compte des programmes et des publications mais aussi de contraintes
lies & l’exercice du métier c’est-a-dire, pour cette premiére approche, des
difficultés d’apprentissage et de I'intégration dans une progiammation annuelle.

180 Jes résultats de ces évaluations figurent dans des brochures éditées par le Ministére de
I’"Education nationale Les références de ces brochures sont :
DEP (depuis 1989), Bualuation CE2 - 6éme, Résultats nationauz, Paris: Ministére de
I’Education nationale, de enseignement supérieur et de la recherche, Direction de I'évaluation
et de la prospective

8L Association des Professeurs de Mathématiques de I’Enseignement Public. Depuis 1987, cette
association développe un dispositif d’observation du systéme d’enseignement des
mathématiques, il 1epose en partie sur des enquétes réguliéres comprenant des évaluations des
compétences des éléves et des opinions et conceptions des enseignants. Pour plus de détail sur ce
dispositif, on consultera par exemple :
BODIN A (1994), Un observatoirte du systéme d’enseignement des mathématiques — La
situation de I'observatoire EVAPM, in Vingt ans de didactique des mathématiques en France
{(395-402), Grenoble : La Pensée Sauvage éditions.
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1. Quelles sont les difficultés d’apprentissage ?

Depuis 1989, le ministére de I'Education Nationale propose aux enseignants
des outils d’évaluation & 'entrée en classe de sixiéme Certaines des questions
posées portent sur les nombres décimaux ef la multiplication. Les performances
des éleves & ces évaluations nationales ainsi qu’a d’autres évaluations comme celles
organisées par PAPMEP 1évélent certaines de lewrs compétences et de leurs
difficultés d’apprentissage Les enseignants peuvent en tenir compte dans leurs
préparations et dans leurs pratiques de la classe

Pour évaluer 'influence qu’ils peuvent avoir sur ’enseignement, les résultats a
ces évaluations doivent étre rapportés a la taille du groupe d’éléves auquel un
professeur s’adresse, Sur une classe de trente éléves, 10 % correspondent environ &
trois éléves. Mais nous savons que des données statistiques ne donnent aucune
indication & Péchelle d'une classe réelle, la répartition des éleves n’y est pas
analogue & la répartition nationale Ainsi, quand une erreur porte sur 10 % des
éléves & 'entiée en sixiéme, certains professeurs peuvent n’avoir qu'un éléve qui I'a
commise alors que d’autres pourront en avoir une dizaine, et méme plus !

Dans ce paragraphe, nous cherchons les contraintes qu’exercent les difficuités
des éleves sur la préparation d’une séquence d’enseignement de la multiplication
des nombres décimaux dans une classe de sixiéme de niveau standard Nous
retiendrons donc comme pertinents les résultats qui concerment un nombre
significatif d’éléves, c’est-a-dire au moins quinze pour cent. Toutefois, en classe,
les professeurs que nous avons observés ont peut-étre été amenés a gérer une
difficulté rencontrée par un ou plusieurs éléves alors qu’elle n’apparaissait pas de
maniére significative dans les résultats des évaluations.

Nous allons analyser les performances des éléves qui concernent la
multiplication des décimaux, y compris les piérequis nécessaires & son
apprentissage. Ainsi, seront étudiées les compétences relatives aux nombres
décimaux et & la multiplication tant du point de vue technique que du point de
vue de sa reconnaissance dans une situation décrite par I"énoncé d'un probléme.
Afin de montrer certaines relations entre I’enseignement et 'apprentissage, nous
proposerons, quand cela sera possible, des interprétations des erreurs des éléves en
référence aux enseignements des décimaux et de la multiplication que nous avons
étudiés dans le chapitre précédent.

Les questions tirées des évaluations nationales & 'entrée en sixieme sont
référencées par EVAG suivi de la date de passation de 'épreuve, du numeéro de
Iexercice et du numéro de la question. Ces évaluations et les résultats des éléves
ont été publiées par le Ministere de l’Education nationale. Les questions tirées des
évaluations organisées par 'APMEP sont en général référencées par EVAPMG6
suivi de la date de passation de 'épreuve, la lettre référence du questionnaire et le
numéio de la question

Difficultés d’apprentissage des nombres décimaux

Nous avons trouvé de nombreuses questions d’évaluation sur les nombres
décimaux L’analyse des propositions d’enseignement a montré 'importance de
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certaines acquisitions suivant les projets qul reposent sur des conceptions
différentes du nombre décimal.

Les décimauz et les rationnels

Les programmes de 1995 (*) et ses documents d’accompagnement (**) pour la
classe de sixiéme précisent la nature de enseignement des fractions & 1'école
primaire :

(*) A Pécole élémentaire 'écriture fractionnaire a été introduite a
partir de situations de partage

(**) L'écriture fractionnaire n’est apparue que dans des exemples
trés simples & 1’école primaire

L’existence méme de ces précisions dans les programmes indique que Uinstitution
attend des professeurs qu’ils tiennent compte des acquis des éléves sur les nombies
rationnels pour élaborer leur enseignement. Quels sont ces acquis 7

En demandant & des éleves scolarisés en classe de CM2, 6°, 5° ou 4°%, ce qu'ils

1 3
diraient et ce qu’ils dessineraient & un camarade de CE2 pour expliquer 3, 7 et

2,3, Marie-Jeanne Perrin 2 montre que le partage de “galettes” constitue la

référence majoritaire et presque unique des nombres rationnels, la deuxiéme étant
la représentation “ baguette ” issue d’activités de partage ou de graduation. Elle
montre aussi certaines erreurs suffisamment fréquentes pour laisser & penser
qu’elles ne sont pas accidentelles.

Si de nombreux éléves partagent un disque en trois parts pour représenter un
tiers, les parts ne sont pas toujours équivalentes. Partager équitablement un
disque en tiois parts n’est pas facile pour un jeune éléve Mais les parts sont
suffisamment différentes pour qu’on puisse conclure que I’éléve ne cherchait pas a
obtenir des parts équivalentes. En voici quelques exemples :

& D QDD

Mais nous ne devons pas en déduire que les parts resteraient différentes si le
partage équitable était plus facile a réaliser

1 1
La confusion entre 3 et 4 est la plus 1épandue Elle ne doit pas

toujours étre rapprochée d’un partage en parts inégales comme le
suggere le dernier partage de la figure précédente. Certains éléves
expliquent : “ 4l le coupe en demi et la moitié il la coupe en 2. Une des
parties sera le tiers”.

2 PERRIN M.-J. (1984), Représentation des fractions et des nombres décimauz chez des éléves de
CM?2 et du collége, Cahier de didactique des mathématiques n°24, Paris : IREM de Paris 7.
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Une 1eprésentation comme celle qui est proposée ci-contre montie une source

1 1
de confusion entre 3 et 1 L’¢éleve a colorié une part sur quatre, mais il a aussi

colorié une part et en a laissé trois blanches Nous décrivons la une confusion entre
une part coloriée pour trois blanches et une part coloriée pour trois parts
C’est-a-dire une confusion entre le 1apport partie / partie-complémentaire et le
rapport partie / tout. On retrouve peut-étre cette confusion, cumulée a celle de
Pinégalité des parts, dans certaines représentations en parts de galettes que
Marie-Jeanne Perrin décrit comme issues d’une “ conception que l'on pourrait
. En voici deux exemples :

appeler ‘juztaposition de deux entiers’”

3
Quand les éléves représentent 1 les partages inégaux sont plus rares.

Toutefols, certains éléves se contentent de dessiner trois morceaux,
: 12 3 . .
éventuellement étiquetés 14 et 2 Inais sans préciser le fout.

D'autres éléves confondent tiois quarts et le troisiéme quart : un segment est
partagé en quatre segments de méme longueur, et le troisiéme segment est
hachuré. Peut-étre y a-t-il confusion avec les activités de graduations, 1'éléve ne
sait plus bien si 'on mesure ou si U'on repére A ce propos, remarquons que si en
mathématiques, le tiers sert a désigner la partie d'une unité divisée en trois parties
égales ef se distingue du troisiéme, il n’en est pas ainsi dans la langue ordinaire ou
tiers signifie aussi troisiéme, comme on le trouve dans plusieurs expressions : tiers
monde, se moquer du tiers comme du quart, principe du tiers exclu, un testament
fait & un tiers.. La confusion avec les ordinaux est toujours présente pour le
cinquiéme, le sixicme, etc. Elle trouverait son origine dans une pratique qui
consiste, pour prélever un sixieme d’une quantité disciéte, & compter les objets un
a un jusqu'a six, & écarter le sixiéme, et a recommencer ainsi jusqu’a épuisement
de la quantité.

. . 1 3 .

Les choix et les erreurs commises pour représenter 3 eb  nous renseignent
sur ce que savent les éléves des fractions: des écritures numériques & deux
nombres, associées a des actions de partage et de prélevement de parts. Les roles
respectifs du numeérateur et du dénominateur dans ces actions ne sont pas toujours
clairement définis.
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Une question différente a été posée en 1987 dans le cadre de 'EVAPM ** aux
éléves de sixiéme, on leur a demandé de partager un disque représentant un géteau

3
en huit parts égales puis de colorier une part représentant 3 du gateau et une part

1
représentant 1 du méme gateau 76% des éléves 1éussissent le partage, 71%

réussissent & colorier les trois huitiémes et 45% réussissent a colorier le quart. Si
I’on ramene les deux derniers pourcentages aux éléves qui ont partagé le disque en
huit parts égales on obtient respectivement 93% et 59% de 1éussite. La chute
importante du “ score ” indique a la fois la bonne association entre trois parts sur

3
huit et la fraction 3 mais aussi la difficulté de plus de quatre éléves sur dix a

colorier deux parts pour représenter un quart du disque
Dans cette méme évaluation, on demandait aux éléves, sans calculatiice, de

2 7
donner I'écriture décimale des fractions £ ety La réussite conjointe n’est que de

15% ce qui montre, compte tenu de la simplicité des divisions & effectuer, que
Pécriture fractionnaire n’est pas, pour la plupart des éléves en fin de sixiéme et
dans ce contexte, disponible en tant qu’écriture d'un quotient. La question
“inverse” a aussi été posée, il fallait écrire sous forme d’une fraction les nombres
0,1, 0,6, 3,7 et 0,03. La réussite conjointe est de 34%, la réussite & au moins trois
des quatre monte & 45%. On retrouve des erreurs mentionnées par Marie-Jeanne

2 _ 0 _03
Periin : 5 = 2,5, 0,03—03 ou 0,03 = 0

Les décimauz et les nombres composés

Avant de rencontrer les nombres décimaux, les éléves rencontrent des
“nombres composés ” d’heures et de minutes, de francs et de centimes, de métres
et de centimeétres par exemple Les deux entiers qui figurent dans ces nombres sont
pergus par certains éléves comme étant relativement indépendants Cette
conception rejoint celle de * juztaposifion de deux entiers” que décrit
Marie-Jeanne Perrin et qui explique des erreurs dues au traitement séparé de la
partie entiére et de la partie décimale.

Dans les écritures décimales. Comment les éléves passent-ils d'un “ nombre
composé” & un nombre décimal ? Dans la question [EVA6,95 Ex 2 a], la
consigne est de compléter un chéque par le montant en écriture décimale alors que
le montant rédigé en toutes lettres apparait : quarante-huit francs cing centimes.
La moitié des éléves répond 48,5 francs alors que la forme de l'exercice n'a pas
dérouté les éléves (1,3% d’absence de réponse 3 cet exercice), les unités monétaires
étant d’un usage courant

185 APMEP-IREM de Besancon (1987), EVAluation du Programme de Mathématiques fin de
siziéme, Paris : APMEP [p. 42, 43]
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Dans les caleuls en ligne. Le traitement séparé de la partie entiére et de la
partie décimale dans des calculs apparait notamment lorsque 'opération est
donnée en ligne Ainsi, par exemple, 7,8% des éléves répondent 3,21 & la question
[EVA6,95. Ex 17. b.| ot il fallait calculer 7,24 — 4,3

Dans les comparaisons. Nous avons déja cité les travaux de Catherine
Grisvard et Frangois Léonard sur les regles utilisées par certains éléves dans la
comparaison des nombres décimaux positifs. Dans la question [EVA6,91 Ex 19. ¢.]
les éléves devaient compléter I'inégalité 6,23 >... en choisissant un nombre parmi
6,4, 31,7, 53, 6,13, 31,07 et 65,2. Ces nombres avaient déja servi pour des consignes
analogues dans les questions a. et b. Alors que la valeur 6,13 est proposée et non
6,137 qui aurait été moins attractive, 14,1% des éléves répondent 6,4 Et parmi
ceux qui répondent 6,13, combien aurait pu aussi bien écrire 6,4 7

Les décimauz, abscisses de points de la droite gradude

2y il Xl i VA, DL LLE L6 LL,

Nous avons vu qu’une approche des nombres décimaux consiste & partager,
sur une droite numérique, 'unité en dix parties égales repérées par 0,1, 0,2..., en
reliant éventuellement la démarche & la conception du systéme métrique. Cette
méthode facilite les comparaisons pour les éléves qui savent placer un nombre sur
la droite numérique. Elle produit aussi, en phase d’apprentissage, certaines erreurs
dont voici un exemple.

Dans les questions [EVA6,95 Ex 23.a. b.] les éléves devaient associer un
nombre & une fleche pointant sur une marque de graduation d’une droite graduée
en dixiémes o1 les nombres 0, 1 et 2 étaient indiqués. Un exemple leur était fourni :
0,4. Deux associations étaient demandées: 0,8 et 1,6. Les éléves ont trouvé 0,8 a
93,0% mais 1,6 & 76,8% Certains ont compté 0,8, 0,9, 0,10, 0,11... et ils ont
proposé 0,16 au lieu de 1,6 D’autres ont compté a partir de 2, 'entier le plus
proche, mais ils n’ont pas inversé l'ordre et ils ont proposé 2,4

Les décimaux et Décriture décimale

Quand 'accent est mis sur I'écriture, le nombre décimal est décrit par une
forme. Elle est constituée de chiffres, le chiffie des unités est identifié par la virgule
qui le suit et I'on repére alors les autres chiffres: le chiffre des centaines, des
dizaines, des dixiémes, des centiémes, etc Les éleves doivent alors gérer un
vocabulaire complexe et une virgule mobile. Le vocabulaire est complexe : ils sont
nombreux & confondre dizaine et dixiémes, un dixi¢me cardinal et le dixieme
ordinal, & écrire diziéme ou diziaine. Quant & la virgule, elle n’est pas toujours
associée au 1epérage du chiffre des unités mais souvent & un séparateur de la partie
entiére et de la partie décimale. Cela renforce la conception “ juxtaposition de
deux entiers”. Et la virgule est mobile dans certaines formulations de régles...
Cette complexité pose des difficultés, en voici quelques exemples.

¢ Le vocabulaire. La complexité du vocabulaire entraine des erreurs, dans les
questions [EVAG,91. Ex 18.a ad.], les éléves devaient :

— a. écrire le chiffre des centaines de 127,753. Ils sont 16% & 1épondre 7,
négligent-ils la virgule, confondent-ils dixiéme et centiéme ou sont-ils induits en
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erreur par la lecture orale du nombre 7 Ils sont 3,4% & répondre 5 ce qui semble
cortespondre & une confusion entre centaine et centiéme ;

— b. écrire le chiffre des dixiémes de 180,254. Ils sont alors 26,6% & répondre 5
(le chiffre des dizaines de la partie décimale) et 12% & répondre 8 ;

— ¢. compléter la phrase “ Dans le nombre 13,456 le chiffre 4 est celui des.. ”
Ils répondent correctement pour 42,2% d’entre eux et 21,0% répondent centaines.

*+ La gestion de la virgule. Parler de gestion de la place de la virgule peut
sembler mathématiquement réducteur, néanmoins de nombreuses régles de calcul
sont formulées en deux parties, la premiere en considérant les nombres entiers
obtenus en supprimant la virgule et la seconde en plagant la virgule au résultat.

Pour I’'addition ou la soustraction de deux décimaux, on place les nombres en
disposant les virgules les unes sous les autres, on effectue 'opération sans tenir
compte des virgules puis on place la virgule au résultat sous les autres virgules. A
condition de ne pas 'oublier.. Dans la question [EVA6,97. Ex 15. ¢.] les éléves
devaient effectuer l'addition posée 168,75 + 42,50. Ils sont 10,7% & trouver les
bons chiffres de la somme mais & oublier (& ne pas écrire) la virgule ou 4 ne pas
bien la placer.

Pour la multiplication de deux décimaux, on effectue le calcul sans tenix
compte de la virgule, on obtient le produit cherché en plagant correctement la
virgule. Il peut y avoir confusion avec la méthode décrite pour 'addition quand les
deux facteurs sont disposés comme dans une addition. Ainsi, la consigne de
[EVAG6,91 Ex 23 b.] était d’effectuer la multiplication posée 11,4 x 5,3 et les
virgules étaient disposées 'une sous l'autre. Apriés avoir obtenu les bons chiffres
du produit, les éléves oublient (n’écrivent pas) la virgule pour 14% d’entre eux et
ne la placent pas correctement pour 7,1% d’entre eux. Soit au total plus d’un éléve
sur cing Mais la virgule n’est pas la seule cause des erreurs des éléves, nous y
reviendrons plus précisément & propos des difficultés d’apprentissage relatives & la
multiplication des décimaux.

Les décimaux et les ordres de grandeur

Les éléves savent-ils donner l'entier le plus proche d’un nombre décimal
donné? La question [EVAPMS6,87 B 17 ] propose trois nombies décimaux
“donnés par la calculatrice” (c’est affirmé par I’énoncé) et demande d’écrire &
coté de chacun d’eux, 'arrondi & l'unité la plus proche. Un exemple est fourni:
36,859 réponse : 37. Les trois nombres donnés sont 123,45, 3,95459 et 0,23456. En
fin de sixiéme, 24% 1épondent correctement pour les trois nombres, 46% pour deux
des trois.

D’autres évaluations ont proposé d’inscrire cette question d’approximation
dans un contexte de calcul. Voyons par exemple [EVA6,94 Ex 15. 1) 2)] :

Tu feras cet exercice sans poser d’opération

1) Martine affirme que : 72 x 1,9 est proche de 140. ”
Es—tu d’accord avec Martine ou non 7 Explique pourquoi.

2) Une classe de collége compte en moyenne 25 éléves Le nombre
d’éléves dans un collége de 21 classes est proche de : 300 400 500
a. Entoure la réponse qui te semble la plus proche du résultat.
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b Expligue ton choix.

Les résultats permettent de comparer 'utilisation des approximations suivant que
les nombres sont décimaux ou entiers. A la premiére question, 32% des éléves
répondent “oui” (c’est-a-dire la bonne réponse) avec ou sans explication. A la
seconde question 44,7% des éléves entourent 500 (c’est-a-dire la bonne réponse)
avec ou sans explication. La performance des éléves montie que la détermination
d’approximations par des entiers n’est pas acquise a 'entrée en sixiéme mais aussi
qu’elle est plus difficile quand elle porte sur des nombres décimaux plutdt que sux
des nombres naturels.

Les décimauz et les grandeurs usuelles

Nous avons vu que de nombreux exercices qui portent sur la multiplication de
nombres décimaux sont issus de situations d’isomorphisme de grandeurs, les
décimaux sont alors des mesures de ces grandeurs, une unité étant choisie. Mais les
éléves disposent-ils de quelques références de mesures de grandeurs usuelles 7
C’est la question posée par [EVAS,93 Ex 3] :

Pour chaque phrase, entoure la bonne réponse.

a) La sutface d’un timbre-poste ordinaire mesute :
5mm? — 5 cm? — 5 dm? — 5 m?

b) Un pot de yaourt individuel contient :
25ml —125¢f — 12,5d0 — 12,5 ¢

¢) Le diamétre d’une roue de vélo d’adulte est :
10 mm — 50 mm — 150 mm — 700 mm

d) Un ceuf de poule pése environ :
065g—-60g—65g—-650g

Les pourcentages de bonnes réponses a ces questions sont respectivement : 43,0%,
66,8%, 47,3% et 36,6%. Ainsi, a 'entiée en sixiéme, dans le contexte de questions
scolaires 184, un éléve st deux ne posséde aucun moyen de controle de la
pertinence des données de ’énoncé ou de la 1éponse qu’il produit & un probléme
qui porte sur ces grandeurs usuelles.

Conclusion : une maitrise encore insuffisante du nombre décimal

Les éléves abordent les nombres décimaux & I'école primaire, ils en voient
différents aspects. Chaque aspect doit contribuer & ce que les éléves comprennent
le sens des décimaux et & ce qu’ils puissent mobiliser certaines techniques lides a la
numération et aux opérations. Les performances des éléves a différentes
évaluations montrent que les nombres entiers sont bien mieux acquis que les
nombres décimaux. Les éléves ont des difficultés pour approcher un décimal par
un entier, que la question soit posée ou non en référence a une situation. A la fin de
I’école primaire, les nombres décimaux restent, pour certains éleves, deux entiers
séparés par une virgule, ces entiers ayant éventuellement des statuts différents

¥ Nous précisons 'importance du contexte scolaire car, en dehors de la classe, les enfants
trouveraient peut-étre d’autres maniéres de contréler leurs réponses
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Les pourcentages d’erreurs qui correspondent a cette conception varient entre
10 % et 50 % suivant les questions posées,

Ces résultats montrent que les professeurs ne peuvent envisager d’enseigner la
multiplication des décimaux en s’appuyant sur la notion de nombre décimal avec
seulement les connaissances des éléves a 'entrée en sixiéme. Les deux ingénieries
didactiques de construction des décimaux sont des exemples d’enseignement qui
ne peuvent étre repris sans que cette notion soit travaillée Comment les
professeurs de sixiéme pourraient-ils prendre en compte cette réalité quand ils
préparent leurs cours sur la multiplication des décimaux ? Nous tenterons de
répondre & cette question apres avoir, comme nous venons de le faire pour les
nombres décimaux, montré quelles sont les compétences des éleves sur la
multiplication.

Difficultés d’apprentissage de la multiplication

L’analyse des propositions d’enseignement de la multiplication des nombres
décimaux a montré que nombre d’entie elles qui figurent dans les manuels
scolaires s’appuient sur la multiplication de deux entiers et sur la multiplication
d’un entier par une puissance de dix. Aprés avoir examiné ces deux cas
particuliers, nous étudions les résultats concernant la multiplication de deux
décimaux Nous cheichons a déterminer des démarches qui traduisent des
difficultés d’apprentissage et dont les professeurs tiennent sans doute compte
lorsqu'’ils préparent leurs cours. Puis nous analysons les performances des éléves
quant a la résolution de problémes multiplicatifs

Technique de la multiplication de nombres entiers

On pourrait penser a priori que les décalages et la présence de zéros au
multiplicateur sont les causes des erreurs les plus fréquentes des éléves. En fait les
évaluations montrent que la premiére des difficultés des éléves est la
méconnaissance des tables de multiplications, surtout celles de six a neuf. Voyons
quelques exemples pour lesquels nous présentons, dans 'ordre, le questionnaire et
I'année de passation de I’évaluation, la question, le powicentage de réussite et des
remarques complémentaires éventuelles.

* IREM & CRDP, 78 '
312x24 Réussite : 81,5 % 543 %26 Réussite : 71,0 %
236x403 Réussite : 57,4 %

* EVAG,92
231 x 305  Réussite: 77,8 % ; décalage correct mais erreurs de calcul : 9,1 % ;
pas de décalage avec ou sans erreur de calcul : 4,6 %

¥ Lacadémie de Haute Coise, associée & 'TREM de Nice, a publié en 1981 une brochure sur le
nombre décimal Elle contient une enguéte qui a été réalisée en 1978, elle a porté sur 303 éléves
de sixidme Parmi les questions posées, figurent dix multiplications de difficulté variable.

IREM de Nice & CDDP de la Haute Corse (1981), Le nombre décimal, Bastia : CDDP de la
Haute Corse
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* EVA6,93
452 % 107  Réussite : 68,3 % ; décalage correct mais erreurs de caleul : 15,6 % ;
pas de décalage avec ou sans erreur de calcul 3,2 %

* EVAG,91
759 x 109  Réussite : 51 % ; décalage correct avec erteurs de caleul : 29,3 % ;
décalage faux avec ou sans erreur de calcul : 2,9 %

420 x 30 Réussite : 75,3 % ; erreur de zéro: 9,9 %

L’enquéte menée par académie de Haute Corse et 'IREM de Nice montre la
décroissance de la performance des éleves quand on passe d’une multiplication
sans retenue & une multiplication avec retenue (81,5 % & 71,0 %) et quand on
passe d’une multiplication avec retenue sans zéro intercalé au multiplicateur & une
multiplication avec retenue et un zéro intercalé au multiplicateur (71,0% a
57,4 %)

Les trois premiéres multiplications citées a partir des évaluations nationales &
Tentrée en sixiéme montrent aussi l'importance de la méconnaissance de certains
produits de la table de multiplication parmi les causes des difficultés des
éleves Ces multiplications sont comparables du point de vue technique: elles
contiennent des retenues, elles portent sur deux facteurs & trois chiffres avec un
zéro intercalé comme deuxieme chiffre du multiplicateur. Mais dans la premieére,
les facteurs ne comportent pas de chiffre “ supérieur ” 4 5, dans la deuxiéme, un
des facteurs en contient un, et dans la troisiéme, les deux facteurs en contiennent.
L’augmentation des erreurs de calcul est seusible : elles sont respectivement de
9,1 %, 15,6 % et 29,3 % parmi les éléves qui décalent correctement les produits
partiels.

Néanmoins, les erreurs dues a la présence d’un zéro au chiffre des unités du
multiplicateur ne sont pas & négliger, comme le montrent les 9,9 % d’errewrs i la
multiplication 420 x 30.

Les multiplications par 10, 100, 1 000 ...

Deux raisons pour étudier ces multiplications par 10, 100 ou 1 000 = D’une
part, elles forment un cas particulier des multiplications d'un décimal par un
entier qui sont enseignées & 'école primaire et, d’autre part, elles sont utilisées
dans de nombreuses propositions d’enseignement de la multiplication des nombres
décimaux : pour calculer 3,2 x 5,17, on calcule 32 x 517 (ce qui revient a
multiplier respectivement par 10 et par 100 les deux facteurs) puis on divise le
produit par 1 000 (pour compenser les deux multiplications).

Nous remaiquons des difficultés des éléves qui sont lides & celles qu’ils
éprouvent avec les nombres décimaux et plus exactement avec I'écriture décimale
Ils apprennent a ’école primaire que, par une multiplication par 10, le chiffre des
unités du multiplicande devient le chiffre des dizaines du produit ou que la virgule
est décalée d'un cran vers la droite Soit on retrouve les difficultés lies & la
complexité du vocabulaire, soit les éleves décalent indistinctement vers la gauche
ou vers la droite, soit encore ils sont génés quand la virgule “disparait ”. Et 'on
trouve aussi des traces de régles apprises pour multiplier un nombre entier par 10,
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certains éleves “ajoutent” des zéros a 'écriture du multiplicande. Voyons en
quelques exemples issus des évaluations.

— Multiplications par 10

* EVAB,91 et 95 63 x 10

Réussite 94,3 % en 1991 et 91,5 % en 1995
* EVA6,92 38,45 x 10

Réussite 60 %
« EVA6,94 2,3 x 10

Réussite 77,4 %, 10,4 % répondent 20,3 ou 2,30 et
6,3 % répondent 230

On remarque que la technique de multiplication d'un entier pax 10 est mieux
acquise que celle d’'un décimal Le dernier exercice montre que plus de 15 % des
éleves appliquent “ comrne ils peuvent ” la technique qu’ils connaissent le mieux
pour multiplier un décimal.

— Multiplications par 100 ou 1 000

* EVA6,95 7,14 x 100
Réussite 63,3 %, des éléves utilisent une régle analogue & celle qui concerne
les entiers : 9,9 % 1épondent 7,1400, 4,5 % répondent 700,14 ou 700,1400,
enfin 7,8 % effectuent un mauvais déplacement de virgule.

* EVAG6,92 27,1 x 100 Réussite 47,3%

* EVA6,94 35,2 x 100
Réussite 59,5%, 9,7% répondent 3500,2 ou 35,200 et 15,7% répondent 352.

Meéme constatation que pour la multiplication par 10: la technique de
multiplication d’un entier par 100 est mieux acquise que celle d’un décimal On
remarque aussi que prés d'un éléve sur 6 est en difficulté quand, pour effectuer
35,2 x 100, il a décalé la virgule d’un rang, que la virgule disparait et qu’il devrait
la décaler d’'un autre rang vers la droite c’est-a-dire ajouter un zéro.
L’enchevétrement des techniques semble 3 l'origine de ces erreurs.

Les multiplications par 1 000 conduisent aux mémes constatations, avec une
chute des résultats quand I’éléve doit supprimer la virgule et ajouter des zéros:
seulement 48,0% d’entre eux réussissent a effectuer 18,7 x 1000 (EVA6,92).

Les divisions par 10, 100, 1 000...

Comme nous venons de le rappeler, ces divisions d’un nombre décimal par 10,
100 ou 1000 . sont utiles pour certains enseignements de la multiplication des
nombres décimaux. En oufre, elles sont & rapprocher de la multiplication par une
puissance entiére négative de dix.

— Divisions par 10

* EVAG,95 630 = 10 * EVAPMS6,89 287 + 10

Réussite 81,4% Réussite 80%
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* EVAG,91 325,6 = 10 * EVAG,92 38,45 + 10
Réussite 62,1% Réussite 63,8%

«EVA6,93  0,1034 = 10
Réussite 30,5%

Les performances des éléves montrent que la division d’'un nombre entier par
10 est mieux acquise que celle d’un décimal, et ceci que le chiffre des unités soit
zéro ou non. Les réussites chutent de plus de 15% en passant d’un entier & un
décimal lorsque ce dernier comporte au moins deux chiffres & la partie entiere,
C’est-a-dire lorsqu’un simple décalage de virgule est possible Les 1ésultats
chutent de plus de 30% lorsque la partie entiére est nulle.

— Divisions par 100 ou 1 000

* EVAG,95 67 -+ 100 * EVAG,93 8006 = 100
Réussite 53,9% Réussite 42,5%

* EVAG 92 27,1 + 100 * EVA6,94 936,7 + 100
Réussite 47,7% Réussite 53,6%

Les performances des éléves indiquent que la division par 100 est plus difficile
que la division par 10. Que le diviseur soit entier ou non ne semble pas influencer
les résultats. En revanche, la division par 1000 quand il y a plus d'un zéro a
“ajouter ” & gauche fait chuter les scores :

* EVAG6,95 3000,6 + 1000 s EVAG,92 18,7 + 1000
Réussite 47,3% Réussite 37,0%

Les multiplications de deuz décimauz

Le fait que le changement de programme, qui a fait passer la multiplication de
deux décimaux de CM2 en 6e, soit récent nous permet d’avoir des résultats
d’évaluations de la multiplication d’un décimal par un entier mais aussi de deux
décimaux a ['entrée en sixiéme.

Parmi les résultats aux multiplications de décimaux, il faut différencier les
opérations données en lignes de celles qui sont posées car, comme le fait remarquer
I'équipe de PTAPMEP chargée de la rédaction de la brochure EVAPM 6e¢ 1987,
“La lecture non-courante des nombres crée des erreurs de copie quand une
opération est proposée en ligne et qu’elle doit étre effectuée en colonne ”

* Opérations données en ligne
« IREM-CDDP,78 %

543%0,12 17,9%32 124625
Réussite 64,4 % Réussite 61,1 % Réussite 62,7 %
2,6x0,25 912,4x5,123 37,35 2,34
Réussite 47,2 % Réussite 43,6 % Réussite 42,9 %

1% JREM de Nice & CDDP de la Haute Corse (1981), Le nombre décimal, Bastia : CDDP de la
Haute Cotse.
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86,34x340 Réussite 34,7 %

« EVAPMS,87 54,15 x 3,02 73,9 x 60,2
Réussite 57% Réussite 55%
« EVAPMS6,89 40,75 x 6,20 Réussite 51%

¢ Opérations posées
* EVA6,91 11,4 x5,3
Réussite 58%, chiffres exacts mais faute de virgule 21,1% ¥’

*EVAG6,92 7,46 x 3,1
Réussite 52%, chiffres exacts mais faute de virgule 20,1%

*EVAB,94 63,4 x 2,12
Réussite 49,6%, chiffies exacts mais faute de virgule 21,2%

L’examen des performances des éleves montre que les causes d’erreurs sont
variées. [l semble que — a une exception prés — sil'on fixe la difficulté liée au choix
des chiffres des facteurs, la performance des éléves baisse quand on passe de la
multiplication de deux entiers a celle d'un décimal par un entier puis a celle de
deux décimaux ol les fautes de virgule avoisinent 20% ; I'exception est le cas ol
Uentier multiplicateur a le chiffre zéro pour chiffre des unités

Comment les éléves se trompent-ils au moment de placer la virgule du
produit 7 Il y a ceux qui 'oublient ou qui ne P’écrivent pas parce qu’ils ne sont pas
siirs de sa place. Certains comptent le nombie de décimales mais placent la virgule
au produit en comptant les chiffres de gauche a droite et non de droite & gauche.
Des éléves alignent les chiffres (les unités sous les unités..) quand ils posent la
multiplication et placent la virgule comme s’il g’agissait d’une addition; on
remarquera que cette disposition des chiffres est inévitable lorsque les facteurs ont
le méme nombre de décimales et qu’'on termine toujours une multiplication par
une addition, celle des produits partiels. Lorsque les deux facteurs n’ont pas le
méme nombre de décimales, notamment lorsque le multiplicateur en a une de plus
que le multiplicande, cettains éléves, comme dans une addition, complétent
mentalement par un zéro pour obtenir le méme nombre de décimales, calculent
avec ce zéro mais ne le comptabilisent pas au moment de placer la virgule '*

3, &5 0
X 4, 2 b
1 7 5 0
7 0 0 ¢
1 4 0 0 =+
1 4 8 7 5 0

~

7 Tous les pourcentages se référent a leffectif total des éléves
8 Nous avons souligné Je zéro qui n’est pas écrit par ’éléve mais dont il tient compte poux
calculer
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Les évaluations ci-dessus permettent encore de montrer que 8’il n’apparait
pas, dans 'utilisation des tables de multiplication, deux facteurs supérieurs a 5,
alors la “ taille ” des chiffres ne contribue pas aux erreurs des éléves Le fait que le
multiplicande et le multiplicateur aient ou non le méme nombre de décimales (&
condition qu’ils en aient) ne contribue pas non plus & une variation des
performances des éleves. Ni encore le fait que le multiplicateur soit inférieur a 1.

Tous ces résultats contribuent a expliquer le changement de programme : la
multiplication de deux décimaux pose des difficultés techniques aux éléves pour le
calcul du produit, en particulier la gestion de la virgule, difficultés qui surgissent
notamment lorsqu’on passe de la multiplication d'un décimal par un entier a celle
de deux décimaux

Les problémes issus de situations multiplicatives

Pour terminer cette approche des difficultés des éleves, nous allons examiner
celles qu’ils 1encontrent pour iésoudie un probléme issu d’une situation
multiplicative. Afin de ne pas entrer dans une étude d’autres difficultés, nous nous
restreindrons aux problémes que ’on peut résoudre en effectuant une et une seule
opération : une multiplication. En classe, les éléves rencontrent aussi des
problémes de complexité plus grande.

* Produit de deux entiers ou d'un décimal par un entier
* EVA6,91 & 95 (situation d’isomorphisme de grandeurs)
A la récréation de 10 heures, 83 petits pains ont été vendus par un
groupe de 4 éléves Chaque petit pain a été vendu 3F Quel est le montant
de cette vente 7

en 91 Réussite 81,2%, utilisation d’une donnée parasite : 3,4%
en 95 Réussite 75,9%, utilisation d’une donnée parasite : 13,1%

* EVAB,95 & 97 (situation d’isomorphisme de grandeurs)
Un carton d’eau minérale contient 6 bouteilles de 1,5 litre
Le magasinier range 25 de ces cartons sur son rayon
Indique par une croix Popération qui convient pour trouver le
nombre de bouteilles rangées

25+6 25x6 1,5x6 25-6 25x1,5 6-1,5
(] O £ O O 1

en 95 Réussite 77,6%, réponse faisant intervenir 1,5 : 16,6%
en 97 Réussite 80,2%, réponse faisant intervenir 1,5 : 15,0%

* EVA6,92 (situation d’isomorphisme de grandeurs)
On achéte 7,20 m de fil dlectrique 4 4 I le métre,
Combien a-t-on payé 7

Réussite 69,4% Traitement séparé partie entiére / partie décimale (28,20} : 2,8 %
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* EVAG,94 (addition réitérée)
Entoure 'opération qui permet de calculer la distance de A 4 B
dans chacun des cas suivants :

| <-27-> ‘ <-31- -~ ‘..ur>| <- 2,1.-->| €T | <m:.14>|<—z,:-_>;| <—37-> ‘ <-:,7->|
A B
27 +8 9:27 9-27
27« 1@ 27 =<8 27 -8

Réussite 76,4 %

* EVAPMS, 97 (en fin de sixiéme, situation d’isomorphisme de grandeurs)
Un ticket de cantine coflite 14,75 F.
Quel est le prix d'un carnet de 10 tickets ?

Réussite 82 %. Et 7 % des éléves répondent 140,75 F

Ces exemples montrent une bonne reconnaissance du modéle multiplicatif
dans le cas d’une situation d’isomorphisme de grandeurs ol 'une d’entre elles a
pour valeur un nombre entier. Toutes ces situations sont interprétables avec le
modéle de 'addition 1éitérée. Voyons quelques résultats qui concernent le calcul
de Paire d'un rectangle, pour les aufres situations multiplicatives, nous ne
disposons pas de sources issues des évaluations nationales déja citées. Nous
interprétons cette absence comme le témoignage du fait que Uinstitution scolaire
privilégie, dans 'enseignement, les situations d’isomorphisme de grandeur et de
calcul d’aire de rectangles.

* EVA6,93 (aire d'un rectangle)
Un terrain a la forme d’un rectangle Les dimensions sont
longueur : 60 m
lageur : 40 m
Quelle est 'aire de ce terrain 7
Réussite (1éponse 2 400 m? ou 2 400) : 38,5%
Erreur d’unité de mesure {2 400 m) : 4,6%

* EVAG,95 & 97 (aire d'un rectangle)
Voict le rectangle ABCD
B

5cm

A

3em

3cm

D 5cm C

I’aire durectangleest . cm?

en 95  Réussite 29%, confusion avec le périmétre (réponse 16) : 35,4%
en 97  Réussite 27,3%, confusion avec le périmeétre (réponse 16) : 34%

Ces deux exercices montrent que l'association entie 'aire du rectangle et la
multiplication des c6tés n’est acquise que par un tiers environ des éléves a Uentrée
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en sixiéme. La confusion avec le périmétre existe, elie est renforcée dans le second
exercice olt les quatre mesures sont indiquées, ce que certains éléves interpiétent
peut-étre comme une invitation a les utiliser toutes. La faiblesse de ces résultats
laisse a penser que le choix d’activités de calculs de 'aire de rectangles pour faire
travailler les éléves sur la multiplication se heurte a Pimportance de la durée
nécessaire a acquisition de la notion d’aire. Les enseignants privilégieraient alors
(comme les manuels) les situations d’isomorphisime de grandeurs et d’addition
réitéree.

* Produit de deux décimaux, reconnaissance du modele

Pour en terminer avec les difficultés d’apprentissage de la multiplication,
abordons un point particuliertement important pour notre recherche: la
reconnaissance du modéle multiplicatif d'un probléme lorsque les données sont
décimales. Nous ne disposons, hélas, que d'un exercice d’évaluation de la
résolution de problémes conduisant & une multiplication de deux décimaux.

* EVAG,93 (1epris d’une évaluation de 1980, isomor phisme de grandeurs)
J'achéte 3,70 m de tissus & 9,50 F le métre.
Combien dois-je payer 7

en 93 Réussite 35,2%, recours a une démarche multiplicative : 80,5%
en 80 Réussite 45,5%, recours a une démarche multiplicative : 77,5%

Ces chiffres montrent un écart important entre le recours a la bonne démarche
et l'obtention du 1ésultat attendu. Les éléves identifient-ils la structure
multiplicative méme s'ils ne savent pas effectuer la multiplication 7 C’est le cas de
ceux qui, en 1993 (1980) apparaissent dans les 80,5% (77,5%) des éléves qui
recourent & une démarche multiplicative et qui n’apparaissent pas dans les 35,2%
(45,6%) qui réussissent le probléme Remarquons, sur cet exemple, une évolution
qui peut sembler paradoxale: de 1980 a 1993 la reconnaissance du modele
multiplicatif progresse de 3% alors que la réussite au probléme baisse de plus de
10%. En 1993, les éleves calculeraient plus mal qu’en 1980 mais cette baisse
n’aurait pas d’influence swr la reconnaissance du modéle multiplicatif. Ces
résultats, trop partiels pour qu’on puisse en tirer des généralités posent tout de
méme une question: la compétence technique contribue-t-elle ou non a la
reconnaissance de la situation ? Cette indépendance entie ’habileté technique et
la reconnaissance du modéle a été étudide, en particulier par "TAPMEP ' .

On peut penser, et cela est souvent affiimé dans le public, que la
mailtrise des techniques opératoires classiques est une condition nécessaire
4 la maitrise des situations de problémes du domaine numérique. En fait
toutes les études de dépendances et de corrélation conduisent & infirmer
fortement cette idée

% APMEP (1991), Evaluation du programme de mathématiques — Siziéme 1989 - Cinquitme
1990, Paris : APMEP. [p. 48]
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La place manque pour développer cette question Nous donnerons
simplement deux exemples en insistant sur le fait qu'ils sont
généralisables :

* Les réussites aux items C25 (effectuation d’un produit) et P32
(1ésolution d’un probléme multiplicatif) sont indépendantes.

Rappelons que cela signifie gu’un éléve qui a réussi C25 n’a pas plus
de chance de 1éussir P32 qu’un éléve gui aurait échoué a C25.

* Les réussites aux items C25 (effectuation d'un produit) et C29
(produit d’un nombre par une fraction) sont indépendantes Ce dernier
point tend & montrer que la dépendance n’est méme pas assurée lorsqu’on
passe d’un type d’algorithme & un autie

L’institution pose les mémes questions 190,

D'un point de vue utilitaire, on peut se demander si une bonne
capacité a effectuer des calculs par écrit est un objectif important
aujourd’hui, alors que l’on a toujours une machine & portée de main. Dans
ces conditions, il peut apparaitre que les connaissances vraiment utiles
aujourd’hui soient d'une part le sens des opérations & effectuer, d’autre
part le contzdle des ordres de grandeur par du calcul mental approché.

Pourtant, l'indépendance entre la reconnaissance du modéle et D'habileté
opératoire ne semble pas si claire. Les recherches, plus récentes que celles de
I’APMEP, menées par Denis Butlen & Monique Pézard ™' sur les rapports entre
I’habileté calculatoire et la “ prise de sens” dans la résolution de probléme ont
donné des 1ésultats plus nuancés. Une amélioration de la résolution de problémes
numériques est parfois obtenue par une meilleure habileté calculatoire, cela
dépend de la structure des problemes — additive ou multiplicative —, de la
complexité du probléeme et du type de résolution demandée — orale ou écrite En
ce qui concerne la multiplication, citons leurs conclusions 192,

Essayons de mesurer I'impact d’un entrainement au calcul mental
sur la résolution mentale de problémes en fonction du degré de complexité
du probléme posé. (. )

En conclusion, nous allons essayer de préciser limpact d'un
entrainement au calcul mental sur la résolution éecrite de problémes selon le
degré de complexité de la structure sous-jacente. (.. )

Un entrainement iégulier au calcul mental semble donc avoir un
impact positif lors de la résolution écrite d'une certaine catégorie de
problémes : ceux-ci doivent étre relativement familiers aux éleves sans

0 DEP (1996), Evaluation CE2 — 62me, Résultats nationauz Septembre 1995, Paris : Ministére
de I'Education nationale, de enseignement supériewr et de la recherche, Direction de
’évaluation et de la prospective. [p. 149].

I BUTLEN D & PEZARD M (1996), Rapports entre habileté calculatoire et “prise de
sens "dans la résolution de problémes numériques, étude dun exemple : impact d'une pratique
régulitre de calcul mental sur les procédures et performances des éléves de I’école élémentaire,
Cahier de DIDIREM n°27, Paris : IREM de Paris 7.

P2 Ibid [pp 23 et 30-31)
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toutefois 'étre trop ; leur degré de complexité ne doit étre ni trop faible ni
trop fort.

La nature des erreurs concernées par cet impact dépend du degré
de complexité du probléme : quand la structure est simple, ce sont les
erreurs de calcul et de données ; quand la structure est plus complexe,
Iimpact porte sur tous les types d’erreurs Il ne porte sur la reconnaissance
du modéle que dans les cas des structures additives complexes lorsque la
passation s’inscrit dans une pratique réguliére de calcul mental.

Citons enfin, pour illustier des difficultés de reconnaissance du modéle
multiplicatif, 'expérience avec un groupe d’éléves institutewrs {de formation
Bac +3, c’est-a-dire correspondant actuellement & des étudiants en premiére
année d'TUFM préparant le concours de Professeur des Ecoles) réalisée par
Marie-Alix Girodet ' :

Nous avons demandé, au cours d’une tache ol il s’agissait de
vérifier la facture ci-aprés, de lire les donnés, puis de confréler le prix a
paver en calculant mentalement un ordre de grandeur puis en donnant le
résultat exact & Paide d’une calculatrice.

BOEUF MERLAN
CODE 135

SATISFAIT OU REMBOURSE

A consommer avant le
¢c fev86

Prix Unitaire  Poids net Prix a payer
69,30 Fikg 0,084 kg 1S85F

EMB 92800 La Défense

Tous ont lu sans difficulté la somme & payer : 19 francs 85, et le prix au kilo:
69 francs 90 centimes ou 6 990 (anciens) francs; et les deux tiers ont bien lu
284 grammes. Mais le savoir “social ” peut ici assister la compétence en calcul :
quand on achéte de la viande chez un boucher et que 'on paye environ 20 francs,
on sait bien qu’il ne peut s’agir que de grammes. Certains ont d’ailleurs évoqgué
leur véritable expérience en remarquant qu’ils n’achétent jamais de viande 4 un
prix aussi élevé
Un seul sujet réussit la tiche en totalité, effectuer une vérification
par un ordre de grandeur puis calculer exactement le prix et noter I'arrondi
effectué, la calculatrice affichant 19,8516, Quatre arrivent a en 1éaliser une
partie.
Deux éléves instituteurs sur trois sont en difficulté :
* Alors un kilo donc mille grammes coiite 69 francs 90. Euh ! alors
je vais avoir 1000 divisé par 284, je vais voir combien cela fait

1% GIRODET M.-A (1996), L'influence des cultures sur les pratiques quotidienne des calculs,
Paris : CREDIF ENS de Fontenay-St Cloud DIDIER
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— Prenez la calculatrice

— Alors pour voir si le prix est exact je divise 69,90 par 3,52
(1000 =+ 284 = 3,52) et je trouve 19 francs 90. ”

“ Buh ! on peut faire deux choses 0,284, je sais qu’il faut diviser ou
multiplier. Elie tape sur la calculatrice 0,284 x 19,85 = et reste saisie du
résultat affiché (5,6374). Elle 1ecommence en tapant sur la calculatrice
284 x 19,85 = 5 637,4 Elle semble encore plus étonnée

— Vous ne croyez pas que vous faites quelque chose qui ne va pas ?

— Si, si, c'est clair Euh ! pourtant, je l'ai fait cela, en plus
Pourquoi je ne comprends plus [ *

Les difficultés rencontiées par ces étudiants montrent gu’ils ne mettent pas en
fonctionnement la structure multiplicative de ce probleme de prix. Ils Iauraient
certainement mieux reconnue si le poids net avait été de 3 kg, ce qui laisse & penser
que le prolongement aux valeurs décimales n’est pas facile Surtout, comme c’est le
cas ici, lorsque le décimal choisi est inférieur a 1, ce qui donne un prix & payer
inférieur au prix initial et ce qui peut induire un calcul par division ou par
soustraction Comme le fait remarquer 'auteur, la bonne lecture des données ne
témoigne pas nécessairement d’une bonne lecture des décimaux qui peuvent étre
percus comme une variante d’écriture des nombres entiers. Le prolongement de la
situation & des valeurs décimales ne suffirait pas & faire acquérir le prolongement
de l'opération a des valeurs décimales notamment quand le multiplicateur est
inférieur a 1. Cela explique sans doute la perplexité de I’étudiant : “ Pourquot je ne
comprends plus!”.

Conclusion : des difficultés qui portent sur la technique et sur le sens

La multiplication de deux nombres entiers est effectuée avec succés par
environ t1ois éléves sur quatre, cette proportion étant modulée suivant le choix de
certaines variables comme la piésence d’un zéro au multiplicateur ou la nécessité
d’utiliser un produit de deux facteurs supérieurs & cing de la table de
multiplication. Nous avons retiouvé approximativement cette proportion pour la
multiplication d'un décimal par un entier ou pour la division par dix d’un nombre
entier compris entre cent et mille alors que le résultat est un nombre décimal

Les questions qui portent sur des multiplications de deux décimaux ne sont
réussies que par 35 % a 55 % des éléves. Les compétences techniques sont donc
moins bien acquises avec les nombies décimaux. Ces 1ésultats pourraient
surprendre quicongue limiterait ce prolongement de la multiplication d'un décimal
par un entier & la multiplication de deux décimaux a une affaire de comptage de
décimales... Ils montrent, au contraire, que les difficultés concernant les nombres
décimaux (qui sont eux-mémes moins bien acquis que les nombres entiers &
I'entrée en sixiéme) suigissent au moment de placer la virgule du produit Il
semblerait donc que la tache du professeur de sixiéme soit importante s’il souhaite
atteindre l'objectif fixé par les programmes: la compétence “multiplier deux
nombres décimaux ” est exigible.

De l'analyse des questions qui portent sur la reconnaissance du modéle
multiplicatif dans différentes situations, et des productions des éléves, nous
dressouns trois constats différents.
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Le premier constat est que deux types de situations seulement sont évaluées :
les situations d’isomorphisme de grandeurs et le calcul de I'aire d’un rectangle.
L’institution légitime-t-elle que 'enseignement se limite & ces situations ou bien
se dessine-t-il un objectif du collége : élargir le sens de la multiplication 7 Nous
n’avons trouvé aucune réponse dans les programmes.

Le deuxieme constat est que le calcul de laire d’un rectangle est une source de
difficultés pour plus de la moitié des éléves qui confondent 'aire et le périmeétre ou
bien lewrs formules respectives. Cette faible performance correspond-elle 4 un
manque de formation des éleves ou a une difficulté d’acquisition ? Toujours est-il
que de tels résultats ne peuvent &tre sans conséquence sur les choix d’un professeur
pour enseigner la multiplication des décimaux : s’il programme une activité qui
doit 1eposer sur une sifuation multiplicative et 'l souhaite que cette situation ne
soit pas un obstacle au déroulement de la séance, alors il aura intérét a ne pas
choisit un calcul d’aiie de rectangle qui le conduirait immanquablement &
Pémergence de difficultés supplémentaires.

Le troisieme constat est que, dans les situations multiplicatives, la
dépendance entre la reconnaissance du modeéle et la maitrise technique semble
globalement assez faible. Le manque de maitiise technique handicape les éléves
pour le calcul de la solufion et ce d’autant plus qu’au collége les éléves sont moins
sollicités qu’a 1’école primaire pour poser leurs opérations, la calculatrice étant
souvent utilisée L’institution elle-méme parait accepter une régression des
compétences techniques des éleves & condition qu’ils apprennent & contrdler les
résultats fournis par la calculatrice.

Les résultats obtenus, tant sur les décimaux que sur la multiplication,
attestent que la tdche récemment confiée aux professeuwrs de sixiéme est
importante Il s’agit de compléter 'acquisition de la notion de nombre décimal,
d’élargir le sens de la multiplication et d’enseigner une technique opératoire sur
laquelle de nombreux éléves trébuchent. La combinaison des difficultés
d’apprentissage & ces trois niveaux (nombre décimal, sens de l'opération et
technigue opératoire) constitue une contrainte sur 'enseignement qui peut étre
présente chez les enseignants dés la préparation des cours. Une autre contrainte
est I'intégration de cet enseignement dans la progression annuelle compte tenu du
reste du programme et des moyens horaires disponibles, nous allons ['étudier
maintenant.

2. Intégration de I'enseignement de la multiplication des
décimaux dans une progression annuelle

La tache presciite au professeur est définie par le programme : un contenu
mathématique associé & des compétences que les éléves doivent acquérir. Un
document d’accompagnement précise les intentions de l'institution scolaire afin
d'aider les professeurs & programmer leur enseignement dans “l’esprit” du
programme. La nécessité de ces documents montre que la tache du professeur est
complexe. L’institution lui laisse la responsabilité de concevoir un enseignement
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(une procédure de réalisation de la tache prescrite) qui permettra d’atteindre le
but qu’elle lui a fixé Le professeur de mathématiques décide, en particulier, de
Pordre dans lequel il traitera les différentes notions au programme ainsi que de la
durée de I'enseignement de chacune d’elles '*,

On distingue, en ergonomie, les taches pour lesquelles la procédure de
réalisation peut étre finement décrite par le prescriptewr de celles, qu’on appelle
mission, qui sont seulement définies par leur but . Dans I'enseignement, le but
n’est pas seulement celui que le professeur doit atteindre, le but comprend aussi
des acquisitions de savoir par les éléves au terme de ’année en cours ainsi qu’a
movyen terme, D’une part linstitution définit les thémes qui seront traités en
précisant éventuellement quelques pratiques auxquelles les éléves doivent étre
habitués comme le calcul éctit, le calcul mental, la recherche .. Tout cela reléve
bien de l'activité professionnelle de ’enseignant. D’autre part, Uinstitution fixe des
compétences exigibles en fin d’année ou en fin de cycle Ces compétences sont
celles qui doivent étre acquises par les éléves, elles ne définissent pas l'activité de
I'enseignant mais imposent une contrainte d’efficacité.

Le professeur doit donc comprendre le programme c’est-a-dire 1econstituer le
plus précisément possible, & partir de ce texte, la tache qui lui est presciite. Les
documents d’accompagnement peuvent I’y alder mais aussi les stages de formation
continue et les manuels qui proposent chacun une reconstitution possible de la
tache du professeur. Toutefois, la reconstitution reste partielle puisque le
professeur doit encore choisir parmi les propositions des auteurs: il n’est pas
envisageable, au collége, avec les horaires prévus, d’exploiter toutes les activités
proposées dans un manuel de mathématiques Afin d’évaluer les contraintes que le
programme impose a 'enseignement de la multiplication des nombres décimaux en
classe de sixiéme, nous allons examiner la place que lui 1éserve Pinstitution,
c’est-a-dire & la fois oll cette notion apparait dans les programmes et quelle est sa
fonction dans les activités mathématiques correspondantes. Nous comparerons nos
résultats & ceux qui émergent des choix des auteurs des manuels scolaires. Puis
nous déterminerons les projets que les pirofesseurs pourraient élaborer pour
enseigner la multiplication des décimaux en sixiéme en tenant compte des
1ésultats que nous avons obtenus jusqu’ici.

L’objet multiplication des décimaux dans ’ensemble du programme

Nous allons repérer, dans 'ensemble du programme de la classe de sixiéme du
22 novembre 1995, ol apparait la multiplication des décimaux et quelle est sa
fonction. Cette analyse permettia de déferminer la tache qui est prescrite aux
enseignants et de dessiner les premiers contours des enseignements possibles
Autiement dit, nous cherchons & définir quel est, dans la période qui concerne nos

% Nous précisons ici la discipline car certains programmes d’autres disciplines indiquent I'ordre et
la durée a respecter pour traiter chacune des notions.

% LEPLAT J. (1997), Regard sur Pactivité en situation de traveil — Contribution & la psychologie
er gonomique, Paris : PUF. [p 21.]
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observations, le rapport institutionnel a I’objet multiplication des décimaux. Pour
atteindre cet objectif nous allons procéder & une approche écologique au sens de
Yves Chevallard '

Les écologues distinguent, s’agissant d’un organisme, son habitat et
sa niche Pour le dire en un langage volontairement anthropomorphe,
Ihabitat, c’est en quelque sorte l'adresse, le lieu de résidence de
lorganisme. La niche, ce sont les fonctions que organisme v remplit ; ¢’est
en quelque fagon la profession qu’il y exerce

Nous avons donc fixé I'habitat de l'objet multiplication des décimaux (le
programme de sixiéme) et nous allons examiner sa niche. Ce programme est rédigé
en trois parties. La premiére précise les objectifs généraux, la seconde décrit
Porganisation de l'enseignement et la tioisieme explicite les contenus et les
compétences exigibles C’est dans cette tioisiéme partie que nous allons chercher
ou il est question de multiplication des décimaux et quelle est sa fonction. Les
savoirs y sont organisés autour de trois theémes: les travauz géométriques, les
tr avauz numériques, Vor ganisation et la gestion de données.

La multiplication des décimauz, un outil pour les travauz géomélriques

Dans le théme consacré aux travaux géométriques, la multiplication des
décimaux n’est pas mentionnée Elle figmne néanmoins implicitement au
paragraphe n°2 qui traite des surfaces planes: mesure, comparaison et calcul
d’aires et de périmetres. Citons les compétences exigibles :

Calculer laire et le périmétre d’un rectangle.
Evaluer, a partir du rectangle, 'aire d’un triangle rectangle.
Calculer la longueur d’un cercle

Le fait qu’elle ne figure pas explicitement laisse penser que les auteurs des
programmes n’envisageaient pas, lors de la rédaction, le calcul d’aire de rectangles
comme une activité qui donne du sens a 'objet multiplication mais comme une
activité qui permet la mise en fonctionnement du caractére outil de cet objet
mathématique.

La multiplication des décimaux pour apprendre le sens de ['écriture décimale
Dans le paragraphe Nombres entiers et décimaux : éeriture et opérations, on
peut lire, avant le titre Techniques opératoires, deux compétences exigibles :

Utiliser I'écriture décimale et en connaitre le sens.
Multiplier et diviser un décimal par 10 ; 100 ; 1000
ou par 0,1;0,01 ;0,001

Un commentaire précise : “ La multiplication et la division par une puissance
de dix sont & relier & des problémes d’échelles ou de changements d'unités™.
L’absence d’indication quant au niveau de maifrise technique laisse & penser
qu'une maitrise parfaite doit étre visée. La place de cette multiplication dans le

% CHEVALLARD Y. (1994), Op cit [p 142 ]
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programme indique l'intention de ses auteurs : elle ne doit pas étre congue comme
une technique opératoire mais étre enseignée et pratiquée en relation la plus
étroite possible avec le sens de Décriture décimale Nous avons vu qu’une
multiplication par 10, 100 ou 1000 est réussie suivant le choix du multiplicande
par 95 % & 50 % des éléves ; une division par 10, 100 ou 1000 par 80 % a 30 %
d’entre eux. Il semble donc que ces activités opératoires et 'acquisition du sens de
Pécriture décimale soient pensées par l'institution comme allant de pair, 'une
profitant & 'autre et réciproquement.

Cette 1elation est confirmée par les documents d’accompagnement des
prograrmmes :

Les évaluations faites en 6e ont montré combien la signification des
écritures décimales échappe encore & beaucoup d’éléves a U'entrée en 6e 11
est nécessaire de conduire un travail sur la signification de écriture
décimale et de la relier au travail sur les opérations et 4 la multiplication et
la division par 0,1 ; 0,01 ou 0,001.

La fonction de ces multiplications est donc double, étre un outil pour répondie
3 des problémes d’échelles ou de changements d’unités mais aussi étre un moyen,
comme doit 'étie en général le travail sur les opérations, pour apprendie la
signification de I'écriture décimale.

On retrouve implicitement ces multiplications dans le paragraphe consacré a
Pextension des écritures fractionnaires aux quotients de décimaux. Une autre
fonction de ces multiplications est de permettre des modifications d’écritures

5,24 524
comme 2,1 == 210

La multiplication, un cutil pour résoudre des problemes numériques

Dans la deuxiéme partie, consaciée aux travaur numériques, la multiplication
des décimaux apparait explicitement mais aussi implicitement dans les passages
relatifs a la 1ésolution de problémes et au calcul numérique. Le préambule précise :

Cette partie du programtne s’appuie principalement sur la
résolution de problémes {...) ces problémes doivent permettre aux éléves,
en continuité avec I'école élémentaire, d’associer & une situation concréte
un travail numérique et de mieux saisit le sens des opérations et des
équations figurant au programme

Ce paragraphe du programme porte sur les nombres entiers et décimauz :
€criture et opérations. Avant d’aborder les compétences exigibles, les
commentaires précisent les limites de ces compétences : “ On tendra ainsi & ce que
la maitrise des techniques opératoires deviemne suffisante pour ne pas faive
obstacle a la résolution de problémes.” Une fonction des opérations est définie :
étre un outil pour la résolution de problemes. Nous reviendrons plus longuement
sur cette fonction quand nous envisagerons comment le professeur peut la traduire
dans son enseignement.

183



Chapitre 4 La transposition didactique & I'épreuve de exercice du métier

La multiplication des décimauz, une technique d connaifre

L’apprentissage de la technique opératoire est prévu dans des situations
suffisamment simples, l'utilisation de la calculatrice fait partie des compétences
techniques prescrites :

Addition, soustraction et multiplication : savoir effectuer ces
opérations sous les trois formes de calcul (mental, & la main, & la
calculatrice), dans des situations n’exigeant pas de virtuosité technique

Les programmes excluent donc gue la multiplication des décimaux provoque
Iapparition de séances répétées de calculs a la main sauf éventuellement si les
éleves éprouvaient des difficultés “awvec les nombres courants et pour des
opérations techniquement simples ”

En conclusion, rappelons que le travail sur la techmnique opératoire doit
permettre une maitrise suffisante pour la résolution de problémes. Son
apprentissage doit contribuer & I’acquisition de l'écriture décimale. On remarquera
qu’aucune mention n'est faite des propriétés algébiiques de l'opération sur
lesquelles repose pourtant la technique opératoire

La multiplication des décimauz et les fractions décimales

Les compétences exigibles sur les fractions décimales ne concernent pas les
opérations mais les changements d’écriture. Toutefois, les commentaires suggérent
que les opérations sur les nombres décimaux soient abordées avec les deux types
d’écriture :

Les écritures fractionnaires et décimales pourront é&tre utilisées
comme des moyens de contrdle mutuel des opérations sur des nombres

décimaux C’est dans ce seul cas que seront rencontrées les opérations

(+, —, x) en écriture fractionnaire telles que 0% 100 = 100

Une nouvelle fonction de la multiplication des décimaux est ici définie dans le
programme, c¢’est un outil pour vérifier les multiplications de deux fractions
décimales.

La multiplication des décimauzx et la gestion de données

Dans organisation et la gestion de données, on retrouve implicitement la
fonction de la multiplication des décimaux “étre un outil pour résoudre les
problémes numériques. ” Les situations a l'origine de ces problémes sont
énumérées : 'application d’un pourcentage, P'usage des opérateurs constants de la
calculatrice, le calcul de 'aire d’un rectangle et enfin celui de la longueur d’un
cercle puisque c¢’est une approximation décimale de nn que les éléves utilisent

Bilan : fonclions de la multiplication des décimauv dans le programme de 6°

Pour conclure cette approche écologique de la multiplication des nombres
décimaux dans le programme de sixiéme, nous remarquerons que la “niche ” est
répartie dans les trois parties du programme (travaux géométriques et
numériques, gestion de données) et que sa “fonction ” est multiple Ainsi, nous
distinguons, dans le programme de sixiéme, neuf fonctions de la multiplication des
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décimaux (ces fonctions sont indiquées entre parenthéses dans la liste qui suit) ;
plusiewrs d’entre elles peuvent étre regroupées dans une fonction plus vaste
d’apprentissage du nombre décimal :

— contribuer & l'apprentissage des nombres décimaux :
Les multiplications par 10, 100, 1 000 ou 0,1, 0,01, 0,001. . permettent de

travailler les unités et les changements d'unités le systéme décimal (1), les
écritures fractionnaire (2) et décimale (3) ;

La technique opératoire permet de travailler les écritures fractionnaires par
le calcul sur les fractions décimales (4) et de travailler I'écriture décimale (5) ;

La lecture des données d’un probléme multiplicatif et 'écriture de la
solution nécessitent parfois d’effectuer des changements d'unité (6), l'estimation
de la solution demande de déterminer les ordres de grandeur de ces données (7) ;

— modéliser certaines situations qui donnent du sens a la multiplication :

L'élaboration du sens de la multiplication repose sur ’étude de situations
multiplicatives et les connaissances construites lors de cette étude sont réinvesties
pour résoudre les problémes numériques lorsque la résolution passe par le calcul
d’un produit (8) ;

— calculer la solution de problémes numeériques :

La technique opératoire permet de calculer la solution de problémes

multiplicatifs (9)

Ces neuf fonctions de I'étude de la multiplication des nombres décimaux dans
le programme de la classe de sixieme sont indiquées dans le schéma suivant oi,
conformément au programme nous distinguons les nombies, 'opération et les
problémes qui conduisent a 'opération.

Multiplication des décimaux Nombres décimaux
Muttiplications par 10 ;0,1 = «s=g——_7** Unités et changement d’unités *
Technique opératoire _____t{?critur es fractionnaires
Sens de 'opération "+ Eaiture décimale

\ Ordre de grandeur *

Problémes multiplicatifs

* Situation multiplicative
™ ¢ Solution : calcul et écriture de l’inconw
Valeurs des grandeurs données ¢

Graphique 1. Les neuf fonctions de la multiplication des décimaux dans le programme de sixiéme

L’opération, les problémes et les nombres sont 'objet de différents points du
programine :

— Pour T'opéiation, nous avons distingué les cas particuliers que sont les
multiplicateurs égaux & 10 ; 100 ; 1 000 ; 0,1 ; 0,01 ; 0,001... la technique opératoire
usuelle et le sens de 'opération
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— Pour les problémes multiplicatifs, nous avons distingué la situation (des
situations multiplicatives apparaissent dans les trois parties du programme :
travaux géométriques, travaux numériques et gestion de données), les données et
la solution qui peut s’obtenir par des méthodes artisanales ou par I'utilisation de la
technique opératoire,

— Pour les nombres décimaux, nous avons distingué quatre aspects différents
mais liés: les unités et les changements d’unités, les écritures fractionnaires,
I’écriture décimale et I'ordre de grandeur

Enfin, chaque fléche 1eprésente une des neuf fonctions de I'objet
multiplication des décimaux dans le programme de sixiéme de 1995,

L’objet multiplication des décimaux dans les manuels de sixiéme

Les professeurs utilisent les programmes mais plus encore les manuels
scolaites Comparons la niche et les fonctions de la multiplication des décimaux
dans les manuels de cette classe avec celles que nous venons de déterminer dans les
programmes de sixiéme.

La niche de la multiplication des décimoaux dans les manuels de siziéme

Changeons d’habitat pour I'objet multiplication des décimaux, quelle est sa
niche dans les manuels 7 Ces ouvrages sont tous rédigés en reprenant le plan du
programme, chacune des notions y est abordée Ainsi, la niche est la méme dans
les manuels et dans le programme de sixiéme.

Les fonctions de la multiplication des décimauy, dans les manuels de siziéme

Reprenons les conclusions de l'étude que nous avons menée sur les
propositions des auteurs de ces ouvrages. Les trois grandes fonctions que nous
avons identifiées dans les programmes correspondent aux catégories que nous
avions dégagées pour comparer les manuels. Nous avions dressé un tableau des
exercices qu'’ils proposent, les catégories qui nous permettaient de distinguer ces
exercices étaient: détermination du produit, questions théoriques et situations
multiplicatives. Nous trouvons la correspondance suivante :

— la fonction de contribution & 'apprentissage des nombres apparait dans les
exercices des questions théoriqueset dans les exercices de calcul mental de la
catégorie détermination du produit ;

— la fonction de modélisation de situations apparalt dans les exercices des
situations multiplicatives ;

— la fonction de calcul de la solution de problémes numériques apparait dans
les exercices de technique opératoire et d’ordre de grandeur de la catégorie
determination du produit.

Les résultats quant & I'immportance accordée a ces différentes fonctions ont
montré une certaine hétérogénéité des manuels scolaires. Deux fonctions ne sont
vraiment exploitées dans aucun de ces ouvrages: l'utilisation des ordres de
grandeurs ou des fractions décimales pour aider & I'apprentissage de la
multiplication. Il faut rappeler que, dans les programmes ces deux fonctions
n’apparaissent pas explicitement comme telles, les ordres de grandeurs servent a
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controler les résultats (mais comment apprend-on & manipuler les ordres de
grandeurs 7), et les opérations sur les décimaux servent & controler celles qui sont
effectuées avec les fractions décimales. En outre, nous avons constaté une certaine
pauvreté des situations multiplicatives étudiées, celles qui apparaissent dans les
chapifres qui ne sont pas directement consacrés & la multiplication des décimaux
ne sont pas exploitées pour retravailler le sens de la multiplication mais seulement
pour utiliser la technique opératoire. Aussi, 'évaluation de 'importance de 1’étude
de ces situations sur 'apprentissage du sens de la multiplication reste difficile.

Finalement, les manuels ont, dans leur ensemble, attribué a DPobjet
multiplication des décimaux la meéme niche et les mémes fonctions que les
programmes. Mais cette apparente convergence ne doit pas masquer
I’hétérogénéité, que nous avons constatée dans 'ensemble des manuels, due 4 la
différence d’importance accordée par chacun d’eux & chacune de ces fonctions

3. Quel projet élaborer compte tenu des contraintes ?

Terminons notre étude de la transposition didactique, en sixiéme, de la
multiplication des nombres décimaux par la prise en compte, dans 1'élaboration
d’un projet d’enseignement, des connaissances antérieures des éléves et des
demandes de linstitution scolaire Prenons donc la place d'un professeur qui doit
élaborer un projet pour enseigner cette notion dans sa classe Nous en resterons
aux grandes lignes de ce projet car ce professeur est fictif : il n’aurait pas d’autie
particularité que d’avoir de 'expérience du métier, de devoir enseigner en classe de
sixieme de niveau standard en étant soumis aux exigences institutionnelles de
Penseignement public et en disposant des moyens qu’elle attiibue

Le programme distingue deux objectifs différents powr I'enseignement de la
multiplication des décimaux: le sens de l'opération, indispensable pour Ia
reconnaissance des situations dans les problemes, et la technique opératoire, pour
calculer la solution d'un probléme. Ces deux directions de travail pour les
enseignants peuvent étre plus ou moins reliées dans le projet du professeur. En
outre, l'enseignement de la multiplication doit permettre de compléter
Papprentissage du nombre décimal.

La technique opératoire dans le cas d’un enseignement décontextualisé

La technique peut étre étudiée indépendamment du sens de I'opération, c’est
le scénario proposé par tous les manuels scolaiies Le professeur pose le probléme
de trouver un 1iésultat & la multiplication de deux décimaux aprés avoir
éventuellement justifié cette question par une situation. Prenons par exemple le
produit 3,4 x 4,75, L’enseignant peut créer une situation qui conduise & ce calcul
ou demander aux éléves d’en produire. Nous supposerons dans ce paragraphe que
le projet n'est pas d’utiliser la situation pour déterminer le produit. Le probléme
technique est résolu de facon abstraite, décontextualisée.

L’objectif est d’aboutir & la technique usuelle : calculer 34 x 475 et obtenir
16 150, compter trois décimales dans les deux facteurs du produit, puis placer une
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virgule aprés le chiffre 6, c’est-a-dire en laissant trois décimales aprés la virgule.
Eventuellement simplifier I'écriture obtenue 16,150 en éliminant le zéro inutile et

obtenir 16,15.

Rappelons rapidement les différents moyens qui permettent de justifier
Pégalité: 3,4 x 4,75 = 16,15, Le professeur pourra développer un ou plusieurs
d’entre eux

Avec les fractions décimales

L’écriture fractionnaire des décimaux et la multiplication de deux fractions
décimales sont des prérequis & un enseignement qui reposerait sur les fractions.
Nous avons vu que les éléves éprouvent quelques difficultés a P'entrée en sixiéme
avec les changements d’écriture des nombres décimaux. Ces difficultés pourraient
disqualifier cette fagon de procéder, néanmoins 'acquisition des pratiques de
changement d’écriture étant un des objectifs de l'année de sixiéme, certains
professeurs pourraient tout de méme 'envisager :

34 475 34475 16 150 1615
34X 475=79%700 = "1000 ~ 1000 ~ 100

Remarquons que la technique usuelle peut se retrouver assez facilement &
partir de ces égalités ce qui constitue un avantage. Le sens de l'écriture décimale
est mobilisé. Néanmoins, rappelons que le programme envisage la multiplication
des décimaux comme un moyen de contréle du produit de deux fractions
décimales, ce qui peut laisser & penser que la chronologie des enseignements
envisagée par l'institution risque de ne pas étre respectée. Aucun manuel ne
procéde ainsi.

= 16,15

Avec les unités de mesures

Rappelons que la méthode du changement d’'unité consiste & transformer les
facteurs du produit 3,4 x 4,75 en deux nombres entiers en changeant d’unité. Mais
cette transformation s’effectue en relation avec les unités de mesure et le sens de la
situation qui lie ces deux facteurs. Elle n’entre donc pas dans les projets ol la
technique précede la 1ésolution de problémes Précisons néanmoins qu’aucun
manuel ne procede ainsi.

Aveec un encadrement du produit ou l'ordre de grandeur des facteurs

Nous avons vu que les programmes permettent d’envisager un enseignement
de la multiplication en liaison avec les approximations et les ordres de grandeurs.
Une telle méthode n'a pas encore été vue car elle n'apparait dans aucune
publication On peut envisager néanmoins qu'un professeur présente le produit
3,4 x 4,75 comme celui de 34 dixiémes par 475 centiemes. On obtient alors 16 150
sous-unités qu’il faut déterminer. Cela revient a placer une virgule & 16 150 pour
trouver le produit, ce qui est conforme & la pratique usuelle de la technique
opératoire.

Sans utiliser la multiplication des fractions décimales, on peut proposer la
recherche d’'un encadiement du produit ou I'utilisation de 'ordre de grandeur du
produit. Procédons par encadrement : le produit est compris entre 3x4 et 4x5
c’est-a-dire entre 12 et 20 donc 3,4 x 4,75 = 16,15 Avec les ordres de grandeurs :
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les facteurs ont pour ordre de grandeur 3 et 5 donc une estimation du produit est
15 ; parmi les nombres que 'on peut écrire en plagant une virgule a 16 150, le plus
proche de 15 est 16,15 donc 3,4 x 4,75 = 16,15  Ces méthodes visent
conjointement 'objectif du contrdle des affichages de la calculatrice par le calcul
approché. Aucun manuel ne procéde ainsi.

Avec les opérateurs

La méthode utilisant l'effet sux le produit d’opérateuwrs multiplicatifs
appliqués aux facteurs est la seule méthode exposée dans les manuels. Rappelons
gu’elle repose sur la commutativité et I’associativité de la multiplication, ce qui est
masqué par une disposition judicieuse :

34 x 475 = 777
| % 10 | X100 1= 1000
34 x 475 = 16 150

On en déduit le produit cherché. Cette méthode a 'avantage de rendre
compte aisément de la technique usuelle L’inconvénient majeur est que les
nombies obtenus par les opérateurs ne trouvent pas de signification dans la
situation ol interviennent les décimaux

Avec Uécriture décimale

Une méthode reprend celle des fractions décimales mais sans imposer de
changement d’écriture Elle wutilise implicitement la distributivité de la
multiplication sur 'addition: on pose la multiplication et on Peffectue en
attribuant une unité a chaque produit partiel. Cette méthode a ’avantage de
permettie une révision de la multiplication d'un décimal par un entier et
d’envisager la multiplication de deux décimaux sans changer de technique Elle
suppose que les éléves ailent appiis & multiplier entre elles les différentes unités :
centiémes, dixiémes, unités, dizaines, centaines...

4,75 On commence par 4x5, on multiplie des dixiémes par des
x 3,4 centiémes donc on obtient 20 milliémes, Clest-a-dite

1,900 Omilitmeet2 centiémes. On pose 0 millidéme et on 1etient
14,25 2 centiémes 4 dixiémes x 7 dixidmes font 28 centiémes,
16,1 50 plus2centidémes de retenue qui font 30 centiémes..

Ainsi, la méthode restitue le sens de chaque produit partiel et de chaque
chiffre des écritures décimales Elle convient pour toutes les multiplications de
décimaux, que les facteurs soient entiers ou non. Elle permet aussi de 1etravailler
le sens de I'écriture décimale. Mais elle est assez lourde & utiliser pour un éléve car
elle impose de penser & beaucoup de choses & la fois et pourrait entrainer des
erreurs dues a une surcharge cognitive ..

Y7 La conclusion pose des difficultés théoriques qui sont étudides en annexe, voii le chapitre
intitulé : ordre de grandeur et multiplication des décimaux
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Remarquons enfin que cette méthode met 'accent sur les chiffres du nombre
alors que dans 'ensemble du programune du collége, les chiffies et leur valeur ne
sont plus travaillés. Toutes les techniques opératoires qui sont étudiées (calcul
fractionnaire, calcul algébrique, calcul sur les radicaux) portent directement sur
les nombies. La seule exception est le critére de divisibilité par 2, 3 ou 5 qui fait
explicitement mention des chiffres du nombre mais la valeur de ces chiffres n’est
pas prise en compte puisque ce critére n'est pas établi Cette méthode s’inscrit
donc assez mal dans 'ensemble du programme du collége qui est précisément celui
que les professeurs de sixiéme enseignent quelles que soient les autres classes qu'’ils
ont en charge 198

Aprés avoir enseigné la technique opératoire, le professeur peut envisager de
proposer des problémes issus de situations multiplicatives. Si le professeur se
limite aux problémes d’isomoiphisme de grandeurs, il sait que les éléves
reconnaitiont assez facilement la situation multiplicative (c’est un résultat des
évaluations nationales), ils n’auraient donc plus qu’a appliquer la technique
opératoire pour résoudre le probléme. Comme nous avons montré, & une
exception pres, ce choix est celui de toutes les équipes d’auteurs de manuel de
sixiéme.

La technique opératoire enseignée & partir d’une situation multiplicative

Certaines propositions d’enseignement de la multiplication des décimaux ne
ressemblent pas & celles des manuels. Leurs auteurs ne proposent pas d’élaborer
une technique indépendamment des situations ou intervient la multiplication
Bien au contraire, c’est la situation qui donne du sens a la technique opératoire.
Cette démarche est conforme au programme. Les objectifs généraux '® rappellent
que la démarche d’enseignement doit étre de “ batir des mathématiques & partir de
problémes rencontrés dans plusieurs disciplines et, en retour, d'utiliser des savoirs
mathématiques dans les spécialités diverses”. 1ls ajoutent que la 1ésolution de
probléme et le calcul permettent aux éleves “de mieux prendre en compte le
caractere ‘ d’outil’ des mathématiques” TUn projet qui reprendrait des
propositions d’enseignement comprenant une phase contextualisée est donc
envisageable par un professeur, bien qu’aucune d’entre elles ne soit relayée par les
manuels.

Nous avons vu trois propositions qui envisagent la multiplication des
décimaux comme un outil pour résoudre un probléme s’appuyant sur une situation
multiplicative, celles de Guy Brousseau, de Régine Douady & Marie-Jeanne
Perrin et de celle Milena Basso & Cinzia Bonotto. Les situations multiplicatives
utilisées sont respectivement ’agrandissement de figures planes, le calcul d’aire de
rectangles et les problémes de prix. Rappelons cornment ces situations permettent
de construire la multiplication des décimaux.

1% Nous ne prenons pas en compte ici les rares professeurs dont le service est réparti & la fois dans
un collége et dans un lycée
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Multiplication des décimaur dans le contexte des problémes de priz

Les nombres décimaux qui interviennent dans les problémes de prix sont des
mesures. La méthode de calcul du produit repose sur des changements d’unités
directement liés & la situation. Soit, par exemple, la question: combien
paiera-t-on 3,4 meétres de ruban a 4,70 francs par metre? Les conversions
34m=34dm et 4,70 F/m = 47 ¢/dm permettent de résoudre le probléme avec
des nombres entiers. Mais nous avons vu que cette méthode n’est pas efficace pour
toutes les valeurs. Ici par exemple, si le prix du ruban est 4,75 F'/m alors on achéte
34 dm de ruban qui colite 47,5 centimes par dm, on doit se contenter d’un seul
facteur entier. La méthode n’est pas suffisante pour constituer une technique, elle
ne conduit pas non plus a la technique usuelle qui serait simplement constatée
pour des valeurs adaptées. Aucun manuel actuel ne procéde ainsi.

Multiplication des décimauz dans le contexte du calcul d’aire de rectangles

Comme 'ont montré Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin, le calcul d’aire
de rectangle peut étre conduit en étudiant parallélement la multiplication des
décimaux écrits avec les fractions décimales ou avec la notation décimale. Une
telle étude permet d’atteindre d’autres objectifs du programme de sixiéme comme
le sens de D’écriture décimale en liaison avec les fractions décimales, le calcul
d’aires et les conversions d’unités d’aires.

Nous avons montré que cette situation est la plus efficace pour illustrer les
propriétés de la multiplication Mais nous avons aussi montié que le calcul d’aire
de 1ectangles pose des difficultés aux éleves & 'entrée en sixiéme, méme quand les
mesures des cotés sont des nombres entiers. Deux hypotheses contradictoires
peuvent alors é&tre formulées. Soit le professeur décide d’approfondir
I'enseignement du calcul d’aire de rectangles et, il pourra bénéficier de cet
investissement pour la multiplication des décimaux en la reliant & cette situation.
Soit le professeur ne prend pas cette décision, et le calcul d’aire de rectangles
apparaitra plutot comme une difficulté supplémentaire pour I'enseignement de la
multiplication. Dans les manuels, le calcul d’aire de rectangle est un chapitre
postérieur & celui de la multiplication des décimaux.

Multiplication des décimauz dans le contexte de Uagrandissement de figures

La situation d’agrandissement de figures planes fait intervenir des opérateurs
multiplicatifs, la multiplication des décimaux provient soit de 'application d’un
opérateur a une longueur soit de la composition de deux opérateurs. Les situations
élaborées par Guy Brousseau ont inspiré de nombreuses publications parmi
lesquels on trouve des ouvrages destinés & la formation initiale des enseignants
mais aussi des propositions comme celles de la thése de Jeanne Bolon ou celles que
'INRP a expérimentées et qui sont regroupées sous le titre Apprentissages
mathématiques en 6e 2°°. Dans ce dernier ouvrage, on trouve une activité analogue
a celle d’'un agrandissement d’une droite graduée que les auteurs appellent “la
bande & double graduation ”. Cette situation permet, et c’est la seule, de mobiliser

M INRP - ERMEL (1991), Apprentissages mathématigues en 6e, Paxis : Hatier.
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la conception “ abscisse ” des nombres décimaux. Comme le montrent les auteurs,
elle trouve de nombreuses applications pour modéliser des situations de
proportionnalité.

Mais nous avons montré que ces situations avec des opérateurs multiplicatifs
ne permettent pas facilement de justifier les propriétés de la multiplication. Si bien
que ces situations contribuent principalement & construire un sens a la
multiplication de deux décimaux ou rationnels, sens qui n’apparait, dans le
programme, gu’au paragraphe consacré aux situations de proportionnalité oll
P'utilisation d'une échelle est simplement signalée en commentaire mais n’apparait
pas parmi les compétences exigibles. Les travaux sur la notion d’échelle figurent
plus explicitement au programme de la classe de cinquiéme, les professeurs
pourraient estimer que ces situations sont donc bien cofiteuses...

Retour au programme : maitrise de I'opération et durée de ’enseignement

Les grandes lignes des projets que pourrait construire un professeur pour
enseigner la multiplication des décimaux sont maintenant tracées. Pour que ce
projet puisse étie finalisé, il faut encore estimer le nombie d’heures de classe a lui
consacrer qui dépend aussi du niveau de maitrise recherché.

Pas de virtuosité technique
Le programme de sixiéme précise, a trois reprises, le niveau que le professeur
doit viser 2 ;

Les travaux numériques prennent appui sur la pratique du calcul
exact ou approché sous différentes formes : le caleul mental, le calcul & la
main (dans le cas de nombres courants et d’opérations techniquement
simples), 'emploi de la calculatrice. ( ..)

On tendra ainsi & ce que la maitrise des techniques opératoires
devienne suffisante pour ne pas faire obstacle & la résolution de problémes.

()

Addition, soustraction et multiplication: savoir effectuer ces
opérations sous les trois formes de calcul (mental, 4 la main, & la
calculatrice), dans des situations n’exigeant pas de virtuosité technique.

Comment interpréter ces phrases 7 L'institution déclare que son but n’est pas
que les éléves dominent parfaitement la technique opératoire, sans préciser ce qui
est acceptable que les éléves ignorent. Nous envisageons alors deux interprétations
qui, a priori, ne sont pas incompatibles :

— linstitution aurait pour objectif que les éléves puissent 1ésoudre les
problemes numériques sans utiliser la calculatrice, et alors d'une part ces
problémes doivent conduire & des calculs suffisamment simples techniquement et
d’autre part la maitrise technique des éléves doit permettre d’effectuer ces calculs ;

- ou l'institution supposerait 'existence d’une relation entre la maitrise de la
technique opératoire et la capacité a reconnaitre 'opération dans une situation Ii

# Programme de mathématique de la classe de sixiéme, 22 novembre 1995,
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existerait un seuil de maitrise en deca duquel la reconnaissance du modéle serait
compromise Alors le programme demanderait que la maitrise des techniques
opératoires soit supérieure a ce seuil (“ suffisante ) pour ne pas faire obstacle 3 la
reconnaissance de 'opération (“a la résolution de problémes™). Le débat sur la
relation entre technique opératoite et résolution de probléme n’est pas clos. Les
travaux de Denis Butlen & Monique Pézard y contribuent : ils montrent que la
relation entre habileté opératoire et reconnaissance du modéle dépend de
nombreux facteurs: 1ésolution orale ou écrite, complexité de la situation,
familiarité de la situation..

Les évaluations que nous avons citées ont montré que le modéle multiplicatif,
dans des situnations simples d’isomorphisme de grandeurs est reconnu par environ
80 % des éléves. La réussite au probléme demande en outre que la multiplication
soit juste. Or nous avons constaté que la réussite est d’environ 70 % pour un
probléme conduisant & la multiplication d'un décimal par un entier et de 40 % si la
multiplication porte sur deux décimaux. Les professeurs qui utilisent les manuels
olt les situations multiplicatives sont presque uniquement des situations simples
d’isomorphisme de grandeurs pourraient donc concevoir un enseignement ou les
problemes conduisent & des calculs de niveaux variés, en permettant
éventuellement ['usage de la calculatrice pour pallier les difficultés techniques de
certains éleves.

Quelle durée pour cet enseignement ?

Le projet d’enseignement qu’'un professeur peut élaborer dépend aussi de la
durée dont il dispose. Pour évaluer cette durée, les enseignants peuvent utiliser les
manuels. Le programme de année est couvert par une quinzaine de chapitres.
Ainsi, accorder environ deux semaines de classe a chaque chapitre permet de
traiter Pensemble du programme Suivant les manuels, la multiplication des
nombies décimaux est un chapitre a part entiere ou seulement la moitié quand elle
est associée a l'addition et & la soustraction. Les programmes prévoyant trois
heures hebdomadaires, nous pouvons évaluer la durée de l'enseignement de la
multiplication (y compris la résolution de problémes) dans une fourchette de
quatre & six heures (évaluation comprise).

Si le professeur élabore un projet conforme & ceux des manuels, il consacrera
deux & quafie heures a la fechnique opératoire et aux relations entre cette
technique et la numération décimale. La multiplication des fractions décimales
pourra étre reportée Il consaciera encore trois heures environ aux résolution de
problémes pour enrichir le sens de ['opération et la connaissance des situations
courantes (grandeurs, unités, relations entre les grandewrs. ) Si le professeur
élabore un projet d’enseignement comprenant une phase contextualisée, nous ne
pouvons prévoir de répartition car les propositions étudiées peuvent étie repiises
ou adaptées en toute liberté par un professeur comme en témoignent les
suggestions que Jeanne Bolon a élaborées dans sa thése et qui reprennent les
travaux de Guy Brousseau et de Régine Douady & Maiie-Jeanne Perrin .
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Conclusion : les projets que les professeurs peuvent
élaborer

Aprés avoir évalué les enjeux mathématiques dont la multiplication des
décimaux est I'objet et pour étudier les pratiques des professeurs observés dans
leur classe, nous avions besoin d'une analyse préalable des projets que les
enseignants peuvent élaborer pour enseigner cette notion. Pour préparer leurs
cours, les professeurs disposent des instructions officielles, des propositions des
manuels et des publications & leur intention. Certains d’entre eux connaissent
aussi les travaux de recheiche, en particulier en didactique des mathématiques
Dans cette étude préalable, nous avons pris la place d’'un professeur fictif
caractérisé seulement par la connaissance des acquis et des difficultés des éleves &
I'entiée en sixiéme et par le respect des programmes qui définissent sa mission.
Jeanne Bolon, dans sa these, a distingué trois critéres qui interviennent dans
I’élaboration d'un projet pour choisir parmi différentes suggestions : leur difficulté
d’enseignement, leur adaptation aux éléves et leur intégration dans la progression
annuelle choisie Nous avons repris les deux derniers critéres qui ne portent sur
aucune caractéristique personnelle des enseignants.

Un projet d’enseignement pour atteindre les objectifs fixés par le programme

La multiplication des décimaux figure au programme de la classe sixiéme
depuis 1995. Avant cette date, elle était enseignée des 1'école élémentaire. Les
professeurs expérimentés connaissent cet enseignement qui était consolidé en
sixiéme, notamment par les stages de formation continue sur la liaison
école-collége et par l'utilisation des résultats des évaluations nationales qui sont
menées depuis 1989. Ils connaissent les objectifs de Iinstitution ainsi que leur
évolution marquée par les différentes réformes.

Une évolution des objectifs institutionnels

Les programmes de 1945 pour Pécole primaire limitaient le nombre décimal &
Uexpression d'une mesure et la multiplication & une addition réitérée, aprés une
éventuelle conversion pour que le multiplicateur soit entier. L'objectif principal de
Ienseignant primaire était de former les futurs adultes & la résolution des
problémes du quotidien. Apres quelques évolutions successives des instructions
officielles, les nombres décimaux ont été dissociés des mesures, et le sens de la
multiplication s’est élargi. Les programmes se sont détournés des mathématiques
du quotidien

Actuellement, il est demandé aux professeurs d’enseigner la multiplication des
décimaux de maniére & améliorer les connaissances des éléves sur 1'écriture
décimale Le texte du programime ne fait pas explicitement mention des différentes
situations multiplicatives qui permettent de construire le sens de 'opération. Seuls
les techniques opératoires et les procédés de calcul approché sont mentionnés.
Certaines notions, comme l'aire du rectangle ou la proportionnalité, qui reposent
sur la multiplication doivent étre étudiées en sixiéme mais elles apparaissent
plutdt comme une occasion d’appliquer la technique opératoize. Pour institution
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scolaire, l'objectif d’enseignement des nombres domine nettement celui de
Uenseignement de 1'opération, aucune mention n’est faite de ses propriétés.
Cependant, la résolution de problémes, v compris ceux du quotidien, reste un
objectif explicite des programmes

Les manuels scolaires proposent un enseignement décontextualisé

Les manuels proposent souvent un enseignement de la multiplication
décontextualisé. Les éléves travaillent sur les écritures des nombues, les références
a des situations que les éleves connaissent bien disparaissent. Ainsi, la proposition
la plus fréquente dans les manuels pour justifier la technique opératoire est de
recourir 4 des opérateurs: on procéde a des multiplications pour obtenir des
facteurs entiers puis on divise le produit obtenu pour placer correctement la
virgule. Ces manipulations restent formelles.

Dans les exercices, les situations d’isomorphisme de grandeuis sont
pratiquement les seules situations proposées par les manuels. Le calcul d’aire de
1ectangles et les agrandissements de figures sont étudiés apreés la multiplication, le
sens de I'opération n'est pas enrichi, c’est ’application de formules et 'utilisation
de tableaux de proportionnalité qui sont visées, la reconnaissance du modéle
multiplicatif n’est pas & la charge de ’éleve.

Les travauz de recherche conduisent o des choix différents

Deux ingénieries didactiques (fiangaises) proposent des situations
d’enseignement de la multiplication, intégrées a4 un enseignement des rationnels et
des décimaux, qui reposent sur des activités de calcul d’aire ou d’agrandissement
de figures. Les savoirs mathématiques s’y construisent & partit d’une connaissance
approfondie de ces situations du domaine mathématique En Italie, certains
chercheurs en didactique défendent un enseignement des mathématiques a ’école
primaire qui s’appuie sur des domaines d’expériences, ces domaines sont choisis en
dehors du domaine mathématique pour susciter une interaction entre, d’une part
les connaissances, les raisonnements et les modes de calculs dans le cadie
extra-scolaire et d’autre part les savoirs et les activités qui leur sont associées dans
le cadre d'une discipline étudiée dans le cadre scolaire

Plus généralement, les publications & 'intention des enseignants proposent un
enseignement de la multiplication des décimaux comprenant une phase
contextualisée et se différencient ainsi des manuels scolaires.

Enfin, rappelons que les deux ingénieries déja citées congoivent
I'enseignement des nombres décimaux a partitr de celul des rationnels.
D’enseignement de la multiplication des décimaux avec les fractions décimales
permet de construire facilement la technique opératoire usuelle. Mais un tel
enseignement ne suit pas l'ordre du programme ou les fractions décimales
apparaissent apres les nombres décimaux et les quotients de deux entiers.

Comme ’'a montié la thése de Jeanne Bolon, les travaux de recherche en
didactique des mathématiques ont peu d’impact sur ’enseignement ordinaire, il
est donc peu probable que les professeurs de sixieme élaborent un projet qui en
utilise les résultats.
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Elaborer un projet d’enseignement adapté aux éléves

Adapter l'enseignement aux éléves, c'est d’abord tenit compte de leurs
connaissances Les acquis attendus des éléves figurent dans les programmes de
I’école primaire. Afin de mieux connaitre leurs compétences & l'entrée en sixiéme,
depuis une dizaine d’années, le Ministére de I’'Education nationale met des outils
d’évaluation a la disposition des professeurs. Il les invite & prendre en compte les
résultats pour définii leur projet d’enseignement,

Pour une étude préalable de l'enseignement de la multiplication des
décimaux, nous ne pouvions pas étudier l'adaptation au niveau des éléves
autrement qu’en considérant tous les éléves de sixiéme. Nous avons donc utilisé les
résultats des évaluations a 'entrée et & la sortie de la classe de sixiéme qui ont
porté sur un échantillon repiésentatif de ensemble des éléves. Les évaluations du
Ministére de I’Education nationale et celles de 1’Association des Professeurs de
Mathématiques de 'Enseignement Public 1épondent & ce critére,

Les nombres décimaux & Uentrée en siziéme

Le professeur chargé de 'enseignement de la multiplication des décimaux sera
confronté aux conceptions de ses éleves & propos des nombres décimaux Les
programmes de 1'école élémentaire prévoient un enseignement qui couvre trois
approches complémentaires de ces nombres: les décimaux comme rationnels
particuliers, les décimaux pour approcher les abscisses des points de la droite
numérique et les décimaux pour mesuier des grandeurs en référence au systéme
métrique.

Les évaluations montrent que les entiers sont bien mieux acquis que les
nombres décimaux qui sont encore en cours d’acquisition pour de nombreux éléves
de sixiéme Une conception directement héritée des nombres entiers explique 10%
3 50% des erreurs commises aux questions posées sur le nombie décimal, les
1ésultats concernant les écritures fiactionnaires figurent parmi les plus faibles. Le
vocabulaire associé a ['écriture est complexe et entraine de nombreuses confusions
chez les éléeves Parallélement, les questions relatives aux opérations sur les
nombres décimaux montrent que 10% des erreurs de calcul d’une somme ou d’une
différence et 20% des erreurs de calcul d’un produit surviennent au moment de
placer la virgule Les multiplications par 10, 100, 0,1, 0,01... ne sont réussies que
par 50% & 70% des éléves.

Ainsi, les professeurs ne pourront pas directement envisager un enseignement
de la multiplication des décimaux qui repose sur la notion de nombre décimal
Cela pourra conduire certains d’entre eux & enseigner la multiplication en
s'appuyant davantage sw les nombres entiers, c’est ce qui est généralement
proposé par les manuels scolaires qui utilisent les opérateurs.

La multiplication a Dentrée en siziéme

Les programmes distinguent le sens de ['opération, hérité des situations
multiplicatives, et la technique opératoire

Les questions des évaluations qui portent sur la technique de la multiplication
de deux entiers montrent qu’elle est acquise par environ 80% des éléves quand
certaines difficultés ne sont pas présentes Les erreurs principales sont causées par
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une connaissance insuffisante des tables de multiplication et par de mauvais
décalages des produits partiels. La présence d'un chiffre supériewr 4 cing dans les
deux facteurs & la fois ou la présence d’un zéro dans le multiplicateur sont des
difficultés qui font chuter les pourcentages de réussite entre 60% et 70%.

Les questions qui portent sur la résolution de problémes multiplicatifs ne
concernent que des situations de grandeurs isomoiphes (poids, prix.) ol la
multiplication se congoit comme une addition réitéiée, et des calculs d’aire de
rectangles. Dans le premier fype de situations, le modeéle multiplicatif est reconnu
par environ 75% des éléves alors qu’il ne 'est que par 30% a 40% pour 'aire du
rectangle. Les autres situations qui contribuent & la signification de Ia
multiplication ne figurent pas dans les questions des évaluations

Ces résultats peuvent inciter les professeurs de sixiéme & ne pas faire reposer
I'enseignement de la multiplication de décimaux sur d’autres situations que celles
qui sont bien identifiées par les éléves afin d’éviter des difficultés d’enseignement
lides & des confusions. Ils peuvent aussi choisir un enseignement décontextualisé de
la multiplication, c’est le choix que nous avons constaté chez les auteurs des
manuels scolaires.

Intégrer I’enseignement de la multiplication dans la progression annuelle

L’intégration de 'enseignement de la multiplication des décimaux dans une
progression annuelle demande de prendre en compte, d'une part, les fonctions de
cette notion dans le programme de ’année et, d’autre part, la durée qu’il convient
de lui accorder. Les auteurs de manuels établissent une telle progression qu’ils
utilisent pour structurer leur ouvrage en chapitres successifs. Les professeurs qui
utilisent un manuel dans leur classe sont donc enclins & suivie le choix des auteurs.

Les programmes laissent une certaine marge de mangeuvre aur professeurs

Les programmes laissent les professeurs assez libres du choix des arguments
powr légitimer théorigquement la technique de la multiplication des décimaux Ils
ne fixent pas la virtuosité technique comme objectif, les éléves doivent savoir
effectuer des calculs simples et utiliser leur calculatrice pour i1ésoudre des
problemes. L’institution scolaire, & travers 'enseignement de la multiplication de
décimaux, vise aussi 'acquisition de la notion de nombre décimal

L’ordie utilisé pour présenter les contenus dans les programmes n’est pas
impératif : il est précisé que le professeur a toute liberté dans 1'organisation de son
enseignement & condition que solent atteints les objectifs visés. Néanmoins, cet
ordre est repris dans tous les manuels dont les éditewrs, pour des raisons
commerciales, veulent montrer qu’ils garantissent la conformité aux instructions
officielles.

Le paragraphe du programme qui comprend la multiplication des décimaux
est divisé en deux parties : techniques opératoires et procédés de calcul approché
Les situations multiplicatives sur lesquelles pourrait s’appuyer Penseignement de
Popération ne sont pas mentionnées. Un enseignement décontextualisé est donc
envisageable. Cependant, le programme indique que les problémes doivent
permettie aux éléves d’associer une situation concréte & un travail numérique et
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de mieux saisir le sens des opérations Un enseignement comprenant une phase
contextualisée n’est donc pas exclu

La durée contraint fortement le projet d’enseignement

Apres avoir montré la diversité des possibilités laissée par les programmes
pour enseigner la technique opératoire, nous avons estimé la durée qu'un
professeur pouvait accorder a I'enseignement de la multiplication des décimaux.
Nous avons tenté de prendre en compte le niveau de maitrise technique attendu
par Uinstitution Nous avons estimé & quatre & six heures de cours la durée de
I'enseignement de la multiplication des décimaux comprenant la technique
opératoire, la relation avec la notation décimale, 'utilisation de la calculatrice, le
recours au calcul approché pour contrdler les calculs sur machine ainsi que la
résolution de problémes liés a des situations multiplicatives.

Il semble que les professeurs peuvent difficilement élaborer un projet qui
demande beaucoup de temps, ce qui est le cas d’un enseignement qui comporte une
phase contextualisée. Dans sa recherche pour interpréter le manque de reprise des
travaux de la didactique des mathématiques dans lenseignement ordinaire,
Jeanne Bolon, que nous avons déja citée, signale qu'un des critéres que les
professeurs évoquent pour justifier leur sélection des propositions d’enseignement
est justement la durée Mais cet argument ne nous semble pas suffisant pour
conclure que les professeurs de collége ne peuvent pas proposer a leurs éléves un tel
enseignement, pour cela ils doivent alors prépaier leurs cours sans suivie les
propositions des manuels, ils peuvent seulement les utiliser pour enrichir un projet
plus personnel.

L’institution scolaire, dont les professeurs dépendent, organise 'enseignement
et définit ses objectifs d’acquisition de savoir par les éleves. Elle confie une mission
aux professeurs: atteindre les objectifs qu'elle a définis. Mais les professeurs
eux-meémes se distinguent par des conditions personnelles telle que leur formation,
leur expérience professionnelle, leurs conceptions des mathématiques, de lewr
enseignement et de leur apprentissage. . Chaque professeur s’approprie la mission
gui lui est confiée Cette appropriation passe par une transformation personnelle
de la téache prescrite en une tiche & réaliser pour satisfaire au mieux, selon lui,
I’attente de 'institution qui 'emploie. L’enseignement dispensé par un professeur
dépend aussi des éléves dont il a la charge, de leurs connaissances, de leur rapport
a I’école .. La représentation qu'un professeur a de sa classe vient donc croiser ses
conceptions de l’enseignement et de l'apprentissage, il effectue les choix
nécessaires a l'exercice de son métier Cette approche du travail de Penseignant,
avant méme d’entrer dans la classe, rejoint les analyses de ’activité centrées suz la
tdche que suggére la psychologie ergonomique Nous ne 'avons utilisée que treés
modestement dans 'analyse préalable de l'enseignement de la multiplication des
décimaux car le professeur que nous avons considéré était fictif. Nous
Pexploiterons plus largement dans le chapitre suivant pour interpréter les projets
d’enseignement, bien réels cette fois, des professeurs que nous avons observés dans
leur classe.
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CHAPITRE 5

ANALYSE DES SCENARIOS
RECONSTITUES A PARTIR DE LEURS DEROULEMENTS

199



Chapitre 5. Analyse des scénarios reconstitués a partir de leurs déroulements

Sommaire du chapitre 5

1. Les scénarios, quels enjeux pour les professeurs ?
Les champs mathématiques des scénarios des séquences cbservées
Les stratégies d’enseignement élaborées par les professeurs observés
Premiére évaluation des enjeux des scénarios élaborés par les professeurs
2. Convergence des choix des professeurs au niveau global
“ Principe ” de conformité au programme officiel
Trois principes pour délimiter le champ mathématique d’une séquence
Quatre principes pour élaborer une stratégie d’enseignement
Une stratégie d’enseignement pour aider & I'animation du scénario
Conclusions sur les choix des professeurs au niveau global
3. Diversité des choix des professeurs au niveau local
La premiére fois que les éléves multiplient deux décimaux
La question de la technique opératoire
L’étude des propriétés de la multiplication
Les situations multiplicatives
Les exercices donnés par les enseignants
Les phases d’institutionnalisation
Conclusions sur les choix des professeurs au niveau local

Conclusions sur les scénarios élaborés par les professeurs

200



Chapitre 5. Analyse des scénarios reconstitués & partir de leurs déroulements

L’activité professionnelle de 'enseignant comporte, en amont du travail en
classe, la programmation de I’enseignement sur I’année scolaire, la préparation des
séquences et de 'évaluation des acquisitions des éléves... Pour les professeurs qui
exercent leur métier depuis plusieurs années, ce travail se nourrit de leur
expérience. Une étude des pratiques d’enseignants doit donc prendre en compte
I’activité de préparation des cours & double titie: elle fait partie du travail de
lenseignant et elle repose sur des connaissances professionnelles dont certaines
sont issues de la pratique Ce chapitre de notre recherche sur les scénarios répond
4 deux objectifs majeurs Le premier est de confronter les projets des professeurs,
d’une part aux différentes propositions publiées pour enseigner la multiplication
des décimaux que nous avons étudiées au chapitre 3, et, d’autre part, aux résultats
obtenus par Panalyse préalable de cet enseignement en sixiéme, analyse que nous
avons menée au chapitre 4. Le second objectif est de déterminer des régularités
dans ces projets et d’explorer ainsi les connaissances que les professeurs utilisent
quand ils préparent leur cours.

Comme nous 'avons déja dit, nous avons choisi de ne pas participer a la
préparation des séquences ni méme d’y assister. Nous n'avons donc pas d’accés
direct & cette activité. Nous pensons qu'un tel accés est trés difficile car cette
activité professionnelle est, dans des conditions normales, complétement privée.
Nous avons préféré ne pas la perturber par notre présence. Nous voulions éviter,
entre autres, qu'un professeur réponde & ce qu’il pense étre 'attente dun
chercheur en didactique des mathématiques ou & des consignes données par des
formateurs ou des inspecteurs.

Nous 1estreignons donc notre étude a celle du produit de ce travail
préparatoire  la classe : le scénario de la séquence. N’ayant pas non plus demandé
a chaque professeur de mettre par écrit son projet pour cette séquence ou de nous
le raconter avant la classe, nous reconstituons le scénario & partir du déroulement
de la séquence Le déroulement comprend des éléments de préparation comme les
documents fournis aux éléves. I1 comprend aussi des éléments oli peuvent se méler
la préparation et des improvisations qui correspondent & des adaptations aux
réactions des éléves de la classe. Aussi, pour nous assurer que notre reconstitution
correspond bien au projet de Penseignant, nous Pavons soumise a son approbation
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lors d'un entretien. Cette étape méthodologique de notre travail pour reconstituer
les projets nous a permis aussi de recueillir quelques arguments des professeurs qui
nous ont livré ce qu'ils avaient pensé pour élaborer le scénario de cette séquence.
Sans doute certaines recompositions a posteriori ont été tentées par les professeurs
pour justifier leur démarche, néanmoins nous estimons les conséquences de ce
phénomeéne comme mineures comparées a celles qu’aurait entrainée notre
participation & I’élaboration du projet.

Différentes recherches ont été menées sur l'activité de préparation des cours.
Nous allons utiliser certains de leurs résultats pour choisir les informations, a
extraire du déroulement des séquences, qui permettront d’en reconstituer les
scénarios Dans son ouvrage intitulé L’enseignant expert, Frangois V. Tochon
consacre un chapitre 4 la planification des cours, nous en retiendrons certains

éléments *%

Les recherches sur les objets sur lesquels portent les décisions des
enseignants au moment de planifier indiquent que ( )

a) les enseignants consacrent la plus gosse partie de leur temps au
contenu i enseigner ;

b) vient ensuite, par ordre d’importance, la stratégie
d’enseignement ;

c) en revanche, le choix du matériel, les réactions et activités des
éléves et, en trés faible proportion la planification des ohjectifs, occupent
trés peu de temps. Ces chercheurs notent enfin que plus les enseignants
sont & l'aise avec le contenu (et donc plus ils sont compétents dans leur
connaissance du sujet), moins ils s’y appesantissent et plus ils investissent
de temps dans les stratégies d’enseignement.

Ces résultats se retrouvent dans la préparation des cours de mathématiques. Dans
un article consacré aux pratiques des professeurs, Aline Robert 23 Jécrit le rapport
au savoit et 'activité mathématique des enseignants qu’elle distingue de celui des
étudiants :
Pour les enseignants en revanche, il s’agit, dans un premier temps,
d’élaborer le texte (cohérent) du savoir ** & transmettre. Il faut donc, au
moins pour enseigner pour la premiére fois un contenu donné, trouver
diverses sources {(manuels, vieux cours, etc ), & comparer le cas échéant,
(re)comprendre & la fois les démonstrations et ce qui est en jeu plus
globalement. Puis il faut faire des choix d’organisation, d’exercices ** et
d’éléments de cours. Mais dans le méme temps, il faut élaborer un scénario

* TOCHON F. V. (1993), L’enseignant expert, Paris : Nathan. [p. 83-84]

% ROBERT A (1999), Pratique des enseignants de mathématiques, in Didaskalia n°15 (123
157), De Boeck & Larcier : Louvain-la-Neuve. [p 132]

% Aline Robert précise dans la note n°16 : L’ezpression  texte du savoir ” ne fait pas référence au
seul texte écrit & la fin par les éléves ou enseignant mais & ensemble du savoir & enseigner.

205 Aline Robert précise dans la note n°17 : Clest-a-dire d'activités de recherches ou d’activités de
Ffamiliarisation ou d'évaluations, sous forme d’exercices, problémes, en classe, en module ouw & la
Maison
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complet accroché & ce texte du savoir. Et il faut respecter le programme
annuel, qui impose un certain rythme.

Ainsi, pour analyser les quatre scénarios des séquences observées, nous retiendrons
trois types d’information qui correspondent & tiois niveaux différents d’approche :

— une approche globale concernant les contenus mathématiques inclus dans la
séquence ;

— une approche encore assez globale concernant l'organisation de ces
contenus et leur présentation aux éléves ;

— une approche plus locale concernant les tdches prescrites aux éléves, en
classe, par le professeur.

Détaillons en quelques lignes ces trois types d’'information que nous utiliserons
pour comparer les scénarios des séquences que nous avons observées.

Les contenus mathématiques inclus dans lg séquence

En référence aux instructions officielles ou aux manuels, en fonction de ce qu'’il
pense qu’il doit enseigner durant l'année scolaire, le professeur qui prépare son
cours, définit ce qui fera partie de la séquence et ce qui sera abordé ultérieurement.
Il peut aussi hiérarchiser les contenus d’enseignement entre ceux qu'il se
contentera de faire rencontrer aux éléves durant la séquence et ceux pour lesquels
Iapprentissage visé sera évalué. L’ensemble des contenus mathématiques que
I'enseignant prévoit d’aborder durant une séquence d’enseignement est ainsi limité
par ce que nous appellerons le champ mathématique du scénario de la séquence.
Pour reconstituer le champ mathématique de chacun des scénarios, nous
pointerons, dans les narrations des séquences *, les contenus abordés par les
enseignants.

L’organisation des contenus et leur présentation aux éléves

Le professeur organise les contenus de la séquence en fonction de 'importance
qu’il souhaite leur accorder, en fonction de l'ordre dans lequel il pense qu'il sera
préférable de les présenter aux éléves, et en fonction des preuves et des
justifications qu'’il souhaite apporter aux constatations ou aux affirmations qu’il
prévoit d’énoncer lui-méme ou que certains éléves pourront énoncer

Le professeur organise aussi les contenus en fonction de différents critéres. En
voici quelques-uns, sans que l'ordre de la présentation indique leur importance.
Un premier critére concerne les justifications mathématiques des 1ésultats qui
imposent un certain enchainement dans la présentation des connaissances pour
élaborer les démonstrations. Un deuxiéme critéie concerne le type de scénario :
une situation multiplicative ne sera pas abordée de la méme fagon si elle est choisie
pour initialiser I’étude de la multiplication des décimaux et permettre un
changement de cadre ou si elle est choisie simplement pour motiver une
application technique Un troisieme critére concerne le mobile de la séquence
c’est~a-dire la raison, le prétexte, explicitement donné ou non aux éléves, pour

26 Rappelons que les narrations des séquences sont les transcriptions des enregistrements selon
une méthode décrite au chapitre 1. Ces narrations figurent en annexe.
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lequel ils étudieront les notions mathématiques de la séquence. Par exemple, dans
les ingénieries didactiques de Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin et de Guy
Brousseau, si 'objectif est ’enseignement des fractions et des nombres décimaux,
le mobile est la résolution de problémes de calcul d’aire de rectangles ou
d’agrandissements de figures planes. Dans la proposition de Milena Basso &
Cinzia Bonotto, I'objectif est ’enseignement de la multiplication des nombres
décimaux et le mobile est la lecture de tickets de caisse D’autres critéres encore
peuvent étre mobilisés comme le choix de présenter d’abord le savoir a acquérir
sous sa forme outil avant de I'institutionnaliser sous sa forme objet, ete.

Il convient donc d’identifier les choix de chaque professeur et de recomposer
Porganisation des contenus abordés durant ces séquences en fonction de leur
chronologie. Pour ce faire, rappelons que nous mettons en fonctionnement des
outils d’analyse élaborés en didactique des mathématiques. Cette recomposition
constitue ce que nous appelons la stratégie d’enseignement de la séquence Elle est
une conséquence des choix effectués par le professeur durant la préparation des
cours mais nous verrons aussi qu’elle lui est utile, en classe, pour s’adapter aux
réactions des éléves.

Les taches prescrites auz éleves, en classe, par le professeur

Alors qu'une premiére approche laisserait & penser que les téches
effectivement prescrites aux éléves par le professeur durant la classe concernent
exclusivement le déroulement du scénario et non le scénario lui-méme, il nous
semble important de les prendre en compte dans 'analyse de la préparation des
cours a condition de ne retenir que ce qui concerne 'ensemble des éléves

D’une part, un professeur expérimenté prévoit ce qui peut se passer en classe.
Par exemple, 'enseignant choisira de proposer un exercice parce qu’il prévoit que
des éléves éprouveront telle difficulté ou commettiont telle erreur ou encore
poseront telle question, et parce qu’il souhaite que cette difficulté, cette erreur ou
cette question fasse précisément l'objet d'une étude complémentaire ou d'une
discussion en classe. Nous illustrons ainsi I'une des raisons pour lesquelles nous
n’avons pas demandé aux professeurs que nous avons observés de nous écrire leur
projet. Certaines erreurs ou certaines questions d’éléves, les réponses apportées
par le professeur peuvent ne pas figurer explicitement sur un document de
préparation du cours tout en appartenant bien au scénario. Autrement dit, des
¢léments peuvent étre prévus sans étre écrits par le professeur sur sa fiche de
préparation. Un tel observable, parce que trop partie], ne nous semblerait pas
pertinent pour notre recherche.

D’autre part, un professeur peut prévoir d’évaluer certaines compétences de
ses éléves durant la séquence et de fraiter ou non, d’approfondir ou non, suivant
les résultats de cette évaluation, un théme lié a cette séquence. Le professeur se
laisse, de cette fagon, une liberté d'adaptation du scénaric en fonction des éléves
de sa classe. Ainsi le scénario de la séquence peut ne pas étre complétement prévu
avant son animation. Il est alors impossible de connaitre celui que le professeur
aurait élaboié si ses éléves avaient été différents ou auraient réagi différemment.

Nous analysons donc les taches effectivement presciites en classe par les
professeurs a leurs éléves. Nous déterminons comment ces tiches s’intégrent dans
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le champ mathématique de la séquence ainsi que dans la stratégie d’enseignement
des professeurs.

L’analyse des scénarios d enseignement de la multiplication des décimayr

Dans le premier paragraphe de ce chapitre, nous analysons les quatre
scénarios d’un point de vue global. Nous mettons en évidence le champ
mathématique des séquences observées et les stratégies d’enseignement élaborées
par les professeurs. Nous comparons ces scénarios aux propositions publiées puis
nous confrontons les résultats & ceux que nous avons obtenus par l'analyse
préalable de cet enseignement. Rappelons que pour mener ces analyses, nous
utilisons des outils issus de la didactique des mathématiques, nous les préciserons
le moment de ces analyses venu, dans le contexte particulier de la multiplication
des décimaux.

Dans un deuxiéme paragraphe, en comparant les quatre projets des
professeurs et en utilisant les justifications qu’ils nous ont données durant les
entretiens, nous montrons que le travail d’élaboration globale du projet
d’enseignement conduit a des choix communs qui reposent sur des connaissances
dont certaines sont issues de leur pratique, connaissances que nous voulons
déceler, au moins en partie.

Dans le troisiéme paragraphe, en analysant les taches mathématiques
effectivement prescrites dans les différentes classes, nous montions que les
scénarios comportent aussi des aspects trés variés. Cette diversité indique
qu’'au-dela de la contrainte commune institutionnelle, et plus généralement
sociale, qui s’exerce sur I'enseignement de la multiplication des nombires décimaux
dans une classe de sixiéme ordinaire, il reste une marge de manceuvre que les
professeurs investissent pour programiner leur enseignement,

1. Les scénarios, quels enjeux pour les professeurs ?

Dans le chapitre 3, nous avons analysé les scénarios proposés dans les
publications par rapport aux enjeux dont ’enseignement de la multiplication des
nombres décimaux en classe de sixiéme est I'objet. Pour analyser les stratégies des
quatie professeurs observés, nous les confrontons aux résultats obtenus sur les
scénarios publiés. Pour analyser les champs mathématiques, nous utilisons les
résultats de I’analyse préalable menée au chapitre 4

Les champs mathématiques des scénarios des séquences observées

Lors de l'analyse a priori de lintégration de l'enseignement de la
multiplication des décimaux dans la progression annuelle, nous avions repéré
plusieurs domaines mathématiques auxquels la multiplication est liée ainsi que
différentes fonctions de 'enseignement de cette opération. Afin de délimiter le
champ mathématique de chaque scénario, nous allons donc indiquer les contenus
mathématiques de ces différents domaines et les fonctions qui ont été intégrées &
chaque séquence d’enseignement.
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Commengons par rappeler briévement les domaines que nous avions
pointés w7,

- les travaux géométriques (calcul d’aire de rectangles et de triangles
rectangles, approximation de la longueur d’un cercle avec, par exemple,
n~3,14.);

— le sens de l'écriture décimale et les changements d’unités ;

— les fractions et les fractions décimales (multiplication d’un décimal par une
fraction, utilisation des fractions décimales comme moyen de contrdle mutuel des
opérations sur les nombres décimauz) ;

— la multiplication et la gestion de données (application d’un pourcentage,
d'une échelle, utilisation de I'opérateur constant de la calculatrice...) ;

—la résolution de problémes issus de situations multiplicatives (pour
permettre aux éléves d'associer o une sttuation concréte un travail numérique et
de mieuz saisiv le sens des opérations et des équations figurant au programme).

Rappelons enfin les trois fonctions majeures de 'enseignement de la
multiplication des décimaux :

— contribuer & 'apprentissage des nombres ;

— modéliser des situations qui donnent du sens & ’opération ;

— calculer la solution de problemes numériques qui relévent de la
multiplication.

Pour délimiter le champ mathématique des quatre séquences et pour les
comparer, nous avons repéré les notions abordées en commengant par celles qui
sont directement rattachées & la multiplication des décimaux (la technique
opératoire, les justifications de la technique, les propriétés de 'opération...) puis
en terminant par celles qui figurent dans les différents domaines du programme de
sixiéme

Multiplication des décimauz, technigque opératoire et propriétés

Les quatre professeurs ont institutionnalisé la technique usuelle avec la “ régle
de la virgule ”. Cependant, Madame Germain a choisi de ne pas formuler cette
régle indépendamment d’un exemple de décomposition des nombies décimaux
pour les multiplier. Décomposition qui conduit & écrire des égalités du type:
3,5 x 2,45 = (35 x 0,1) x (245 x 0,01) = 8 575 x 0,001 = 8,575. Le décalage final
de la virgule n’a jamais été dissocié de son interprétation numérique que permet
Pécriture de I'égalité ci-dessus.

Deux professeurs ont établi la technique usuelle : Monsieur Bombelli a utilisé
des opérateurs et Madame Germain a procédé, comme nous venons de le décrire,
par la décomposition des nombres décimaux en un produit d’un entier par 0,0...1.
Madame Agnesi et Madame Theano ont préféré s’arréter & une simple
justification, la premiére enseignante a procédé par conversion d'unités, la seconde
a utilisé les ordres de grandeur.

27 Dans I'énumération qui suit, les termes repris du programme de la classe de sixiére figurent en
italique
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Trois professeurs ont abordé la question du contrdle du résultat obtenu et ont
traité la détermination d'un ordre de grandeur. Monsieur Bombelli a dit & ses
éléves qu’il préférait en parler ultérieurement.

En ce qui concerne les propriétés de la multiplication, nous avons distingué les
propriétés algébriques (commutativité et associativité), l'effet de la multiplication
sur Pordre et Peffet d'une multiplication par un facteur inférieur & 1 (supérieur a
1) un sur le multiplicande. Tous les professeurs, excepté Madame Theano, ont
explicité les propriétés algébriques de la multiplication. Madame Agnesi et
Madame Germain ont abordé le fait que 'ordre de deux nombres décimaux est
conservé aprés multiplication par un nombre décimal (sous-entendu strictement
positif) Enfin, tous les professeurs ont, de fagon plus ou moins approfondie, traité
le cas de la multiplication par un facteur infériewr & un. En revanche, aucun
d’entre eux n’a abordé la multiplication d'un décimal par 0 ou par 1 qui, nous
Pavons vu, pose quelques difficultés aux éléves a I’école élémentaire et qu’on utilise
pourtant lorsqu’on effectue une multiplication.

Multiplication des décimauz et écritures des nombres

Comme le programme les y invite, les quatre professeurs se sont saisis de
Ienseignement de la multiplication comme d’une occasion pour retravailler le sens
de P'écriture décimale. Précisons que les deux premiers chapitres du manuel (les
quatre professeurs utilisent le méme manuel dans leur classe) reviennent sur les
écritures des nombres décimaux.

Les professeurs se distinguent pourtant sur ce théme Monsieur Bombelli,
contrairement aux autres enseignants, n’a pas invité les éléves & utiliser les ordres
de grandeur ou des encadrements pour estimer un produit de décimaux. Tous les
professeurs, excepté Madame Theano, ont utilisé des opérateurs de multiplication
ou de division par une puissance de dix pour justifier la technique opératoire ou
pour mener un calcul raisonné. Un seul professeur, Madame Agnesi, a abordé les
problémes relatifs aux changements d’unités, en relation avec la notation
décimale. Comme nous le verrons, ce choix ne figurait pas initialement dans le
scénario. Il a été la conséquence de ce que nous pourrions appeler un “ incident ” :
alors que le professeur ne l’avait pas prévu, certains éléves ont utilisé des
conversions pour résoudre des problémes issus de situations multiplicatives
d’achat de marchandises (les données étaient le poids et le prix unitaire de ces
marchandises, Pinconnue était le prix & payer). Madame Agnesi et Madame
Germain ont distingué le cas de la multiplication par 0,1, 0,01 ou 0,001, Madame
Germain est le seul professeur & avoir invité les éléves a utiliser une décomposition
des nombres décimaux du type d = n x 0,0 ..1 ou d est un nombre décimal et n est
un nombre entier.

Pour les quatre professeurs, le lien entre les nombres décimaux et les fractions
décimales n’a pas été traité Il a seulement été évoqué par Madame Germain a
Poccasion de la technique du calcul mental de produits dont un facteur est 0,1,
0,01, 0,5 ou 0,2... Les professeurs ont choisi de traiter le lien entie la multiplication
des décimaux et les fractions décimales dans une séquence ultérieure, consaciée &
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la multiplication d’un décimal par une fraction. Ce théme figure explicitement
dans les programmes de sixiéme ainsi que dans le manuel qu'ils utilisent 2%

Multiplication des décimnauz et situations multiplicatives

Un seul des quatre enseignants, Madame Agnesi, a choisi d’introduire la
multiplication des nombres décimaux par une situation multiplicative: un
probléme de prix, qui est une situation d’isomorphisme de grandeurs. Rappelons
que ces situations sont les plus fréquentes dans les manuels de sixiéme et
notamment dans celui qui est utilisé dans les quatre classes observées.

Les professeurs ont donné & leurs éléves peu d’exercices portant sur des
situations multiplicatives. Ces exercices sont pourtant, d’aprés les programmes et
les compléments, Poccasion d’assurer deux fonctions de l'enseignement de la
multiplication des décimaux : modéliser des situations qui donnent du sens a
Uopération et calculer la solution de problémes numériques qui relévent de la
multiplication.

Tous les enseignants se sont limités & des situations d’isomorphisme de
grandeurs. Madame Germain a proposé un seul probléme issu d’une situation
multiplicative, ce n’est pas un probléme de prix mais la conception de la
multiplication qui est mobilisée est 'addition réitérée. Pour les trois autres
professeurs, les situations proposées sont toutes issues des problémes de prix.
Aucun d’entre eux n’a abordé le calcul dans le cadre géométrique (aire de
rectangles, problémes d’agrandissements et d’échelles, longueur du cercle avec
T~ 3,14.. ) ni pour introduire 'opération, ni pour les premiéres applications Ils
ont donc tous choisi de revenir sur la multiplication lors d'une nouvelle séquence
d’enseignement, ce qui est conforme & 'organisation des manuels de sixiéme et, en
particulier, & celle du manuel qu’ils utilisent ou un chapitre est consacré aux
notions de périmétre et d’aire 2,

Aucun des professeurs n’a enseigné la multiplication des décimaux en relation
avec la gestion de données 210, ni pour introduire 'opération, ni pour les premiéres
applications. Signalons que dans le manuel utilisé par ces professeurs, la gestion de
données est traitée explicitement dans deux chapities ultérieurs & celui consacré a
la multiplication des décimaux 211

Nous pourrions rapprocher ce choix et celui des auteurs du manuel. En effet,
comme nous ’avons déja remarqué au chapitre 3, ces auteurs proposent seulement
cing exercices issus d’une situation multiplicative. Quatre d’entre eux sont des

a a
X8 Chapitres 9 et 10, “ Ectire les quotients sous la forme 7 ? et “ Multiplier paz 3 7. Manuel Cing

sur cing Math 6e (1996), Paris : Hachette [pp. 109-128]

M Chapitre 12, ¥ Du coté des aires et des périméties 7, Manuel Cing sur cing Math 6e (1996),
Paris : Hachette [pp. 141-160]

0 Dans les programmes de sixiéme de 1995, la gestion de données concerne P’étude des situations
de proportionnalité, les pourcentages ainsi que les représentations graphiques de tableau de
données {diagrammes en bdtons, diagrammes circulaires . .)

A Chapitres 13 et 14, “ Appliquer un pourcentage” et “Le point sur la proportionnalité ”,
Manuel Cing sur cing Math 6e (1996), Paris : Hachette. [pp. 161-180].
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problémes de prix, le cinquiéme est un probléme de conversion d’unités issues de
deux systémes de mesure de longueur : le systéme métrique et le systeme
anglo-saxon. Mais trois des quatre professeurs que nous avons observés ont
introduit, plusieurs fois durant la séquence, des supports différents de ceux
proposés par le manuel : des activités et des exercices créés par les enseignants
eux-mémes ou qu’ils ont trouvés dans d’autres manuels. Nous pensons donc que,
méme si le manuel a pu influencer les professeurs, le fait que les seuls exercices
issus d’une situation multiplicative soient des problémes de prix est bien un choix
des enseignants. Remarquons, pour finir, que plusieurs chapitres du manuel ?'?
contiennent quelques exercices issus de situations multiplicatives Les auteurs ont
sans doute choisi de programmer la modélisation de situations numeériques tout au
long de I'année scolaire.

Comparaison des champs mathématiques des quatre séquences

Ainsi, les professeurs que nous avons observés n'ont pas abordé, lors des
séquences powr lesquelles ils nous ont invité, l'ensemble des contenus
mathématiques des différents domaines que nous avions repérés. Ils ont reporté
I’étude de certaines notions dans des séquences spécifiquement organisées autour
d’elles. C'est le cas de tout ce qui concerne ’écriture fractionnaire des nombres
décimaux et du calcul de 'aire d'un rectangle. Nous verrons si nous pouvons
considérer ce report comme un choix des enseignants ou plutdét comme une
contrainte, par exemple liée au manuel utilisé.

D’autres choix sont communs aux quatre professeurs. Ils ont enseigné la
technique opératoire et ils ont justifié, au moins partiellement, la régle de la
virgule Ils ont rappelé le sens de la notation décimale L’étude de chacune des
propriétés de la multiplication n’a pas fait I'unanimité mais tous les quatre ont
énoncé a leurs éléves Peffet de la multiplication par un nombre décimal inférieur a
Punité, effet qui fixe le domaine de validité de la propriété classique selon laquelle
la multiplication agrandit le multiplicande.

Comme nous 'avons montré dans le chapitre précédent, le programme de
sixiéme propose trois fonctions majeures pour 'enseignement de la multiplication
des nombres décimaux : renforcer 'apprentissage de la numération, étudier des
situations qui donnent du sens & 'opération et résoudre des problémes dont le
calcul de la solution nécessite d’effectuer une multiplication. Nous constatons que
deux seulement des trois fonctions de 'enseignement de la multiplication ont été
prises en compte par les professeurs. Ils ont tous délaissé ’étude de situations
multiplicatives et ils ont intégré les deux autres fonctions dans leur séquence de
fagon variable.

Le champ mathématique dessiné par les quatie professeurs peut donc se
résumer ainsi : révision du sens de I'écriture décimale, technique et propriétés de la
multiplication de deux décimaux, application a la résolution de problémes de prix.

A2 Chapitres 9, 10, 12, 13 et 14 déja cités du Manuel Cing sur cing Math 6e (1996), Paris:
Hachette
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Synthétisons les 1ésultats que nous venons dobtenir dans un tableau
comparatif ol nous avons coché les notions abordées par chaque professeur durant
la séquence qu'il a animée avec ses éléves de sixiéme.

Tableau 6. Délimitation du champ mathématique des séquences observées

Contenus mathématiques Mme Mme. M ] M.me.
Theano Agnesi | Bombelli | Germain
Multiplication des décimaux
Technique opératoire (T.0.) v v v v
Démonstration ou justification de la T.0O. v v v v
Estimation du produit v v v
Propriétés algébriques de la mult. v v v
Effet de la multiplication sur I'ordre v v
Multiplication par un facteur inférieur & 1 v v v v
Multiplication par zéro
Multiplication par 1
Ecritures des nombres
Signification de I'écriture décimale v v v v
Changement d'unités du systéme décimal v
Multiplication d*un décimal par 0,1, 0,01, 0,001... v v
Décimaux en écriture fractionnaire
Situations multiplicatives
Domaine numérique : isomorphisme (prix...) v v v v
Géométrie : produit de mesure {aire de rectangle)
Géométrie : opérateur (agrandissement)
Géométrie : composition d’opérateurs
Gestion de données : opérateur (pourcentage)
Gestion de données : opérateur (diagrammes)

L’ordre choisi pour présenter les notions dans le tableau ne repiésente pas la
chronologie des séquences, il ne correspond pas a l'organisation des objets
mathématiques dans les scénarios des professeurs

Les stratégies d’enseignement élaborées par les professeurs observés

Aprés avoir comparé les scénarios des quatre professeurs par le champ
mathématique qu'ils ont déterminé pour leur séquence, et aprés avoir montré que
ce champ leur était globalement commun, nous allons nous attacher & comparer
les scénarios par lorganisation des objets mathématiques étudiés durant la
séquence. Cette organisation est largement déterminée par la stratégie
d’enseignement élaborée par chacun des professeurs La stratégie impiime la ligne
directrice de la séquence, la trajectoire de référence pour 'animation du scénario
en classe La stratégie qu'un professeur élabore pour 'enseignement d’une notion
découle des ses choix fondamentaux issus de connaissances épistémologiques,
mathématiques, pédagogiques, didactiques. .
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Pour retrouver la stratégie d’enseignement des quatre professeurs que nous
avons observés, nous avons mené un travail qui se décompose, pour chacun d’entre
eux, en cing étapes ;

— nous sommes parti de la narration de sa séquence et des notes que nous
avons prises durant le déroulement et durant les quelques échanges que nous
avons eus avec lui. Nous avons alors tenté d’élaborer un réseau cohérent
d’arguments aux choix du professeur ;

— nous avons 1édigé ces arguments sous la forme d’une 1edéfinition de la tache
prescrite par les programmes en une tache pour lenseignant 283 Nous avons
ensuite décrit la stratégie d’enseignement ainsi que les conséquences inhérentes a
cette stratégie sur le scénario ;

— nous avons proposé au professeur le texte qui concernait 24 son
enseignement et nous lui avons demandé d’estimer si ce texte était fidéle & ce qu’il
avait projeté de faire durant la séquence comme a ce qu’il avait été contraint de
faire. Nous lul avons aussi demandé de corriger ce qui lui semblait ne pas
correspondre au projet qu’il s’était fixé ou & son animation ;

— nous avons eu alors un enfretien avec le professeur, entretien au cours
duquel nous avons échangé & propos du texte que nous lui avons proposé et des
corrections qu'il souhaitait apporter ;

— enfin nous avons remanié le texte en fonction de cet entretien. En définitive,
les textes ont été trés peu modifiés, seules quelques précisions tendant a renforcer
la cohérence du réseau d’arguments ont été ajoutées

Nous allons donc présenter les quatre stratégies d’enseignement des
professeurs ainsi que leurs conséquences sur le scénario, et notamment sur le
champ mathématique En présentant la stratégie de chaque enseignant, nous
avons voulu restituer la pensée relative aux décisions qu'’il a prises en choisissant
les contenus et lewr organisation. Nous exprimerons cette pensée en distinguant :

— les décisions relatives au contenu & enseigner, c’est-a-dire celles qui
conduisent & la redéfinition de la tache prescrite par les programmes. Rappelons
que pour les déterminer, nous utilisons conjointement les traces de ces décisions
sur le déroulement de la séquence et les échanges que nous avons eus avec le
professeur ;

— les décisions relatives & la stratégie d’enseignement qui se traduisent en
partie par le choix des taches proposées aux éléves et leur chronologie.

Enfin, nous évaluerons les conséquences de la stratégie sur le scénario de la
séguence.

Nous allons donc analyser les stratégies, d’abord 'une aprés 'autre, ce qui
évitera de morceler les différentes décisions prises par ces quatre professeurs pour
préparer leurs cours, et ce qui permettia de mieux rendre compte de la cohérence
de leurs projets. Alors nous serons en mesure de les comparer.

13 Nous empruntons ici le vocabulaire utilisé en psychologie ergonomique, notamment par Jacques
Leplat et par Janine Rogalski

24 Cette proposition a été soumise aux professeurs durant ’année scolaire qui a suivi celle de notre
visite,
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a stratégie de Madame Theano, conséquences sur le scénario

* Redéfinition, par Madame Theano, de la tiche prescrite *'°

Les résultats des évaluations 'ont montré, les éléves réussissent moins bien &
calculer le produit de deux décimaux que celui de deux entiers. Cela justifie le
transfert de la multiplication des décimaux du cycle 3 de 'école élémentaire en
classe de sixiéme La régle de la virgule est assez simple & appliquer. Pourtant
plusieurs raisons peuvent contribuer a expliquer les difficultés de certains éléves.
Ils confondent la régle de la virgule de la multiplication avec celle de ’addition,
surtout quand les facteurs ont le méme nombre de décimales. Leurs difficultés avec
la notation décimale resurgissent, ils se trompent parce qu’ils ne comprennent pas
ce qu'ils font. Ils risquent aussi d’oublier la virgule parce qu’ils doivent commencer
par ne pas en tenir compte. La régle de la virgule de la multiplication est mal
interprétée par certains éléves qui doutent lorsque le produit des nombres entiers
est un multiple d'une puissance (strictement positive) de dix : faut-il tenir compte
des zéros inutiles pour déterminer le nombre de décimales du produit ?

Il faudra étudier en classe toutes les difficultés que la régle de la virgule pose
pour que les éléves l'utilisent de fagon slire et qu'ils évitent les erreurs
généralement constatées dans les évaluations, quelle que soit l'origine de ces
difficultés pour chacun d’entre eux. Il faudra aussi revoir le sens de la notation
décimale. Cependant, pour la multiplication, la démonstration de la regle de la
virgule repose sur la notion de fraction qui n’est pas suffisamment acquise en
début de sixiéme Et la multiplication des fractions est au programme de
cinquiéme En conséquence, la démonstration de la régle de la virgule sera trop
ardue. Il faudra donc surtout leur donner un moyen de contrdler que la virgule est
bien placée. L'ordre de grandeur répond & cette nécessité. Il a I'avantage de
constituer une démarche générale de controle des résultats et d’entrainer au calcul
mental En outre, l'ordre de grandeur permet de travailler la notation décimale et
de remettre un peu la partie décimale “a sa place” : alors qu’une trés grande
attention lui est accordée a 1’école élémentaire, elle est souvent négligeable par
rapport & la partie entiére.

L’utilisation de la calculatrice et la 1ésolution de problémes sont également
préconisées par les programmes. Mais ce n’est pas la résolution de problémes qui
permettra aux éléves d’apprendre la technique opératoire de la multiplication de
deux décimaux. Des problémes seront proposés pour que les éléves apprennent &
reconnaitre le modele multiplicatif. Les calculs seront effectués & la main comme
entrainement & la technique opératoire et seront vérifiés avec les ordres de
grandeur et la calculatrice.

+ Stratégie d’enseignement

1) Revoir les ordres de grandeur sur des exemples de contréle de calculs
numériques et évaluer la capacité des éléves a résoudre un probleme multiplicatif
de base.

M5 Attention, le point de vue défendu dans le paragraphe qui suit est bien celui de Madame
Theano
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2} Amener les éléves & placer la virgule au produit de deux décimaux en
utilisant les ordres de grandeur et les faire conjecturer la régle de la virgule.

3) Présenter la technique opératoire et exiger qu'’ils vérifient leur résultat avec
I'ordre de grandeur.

4) Donner aux éléves des occasions de se tromper avec la régle de la virgule
pour revenir sur les difficultés d’interprétation qu’elle pose et insister encore sur la
nécessité de controler avec les ordres de grandeur

5) Compléter la séquence par du calcul mental et des problémes numériques,
sachant aussi que d’autres chapitres donneront encore 'occasion de rencontrer des
problémes multiplicatifs.

* Implications sur le scénario

Ces choix entrainent quelques conséquences sur le scénario, comme le montre
d’ailleurs le déroulement de la séquence de Madame Theano.

L’enseignante devia revenir sur la technique opératoire de la multiplication
des entiers. En choisissant d’utiliser les ordres de grandeur seulement de fagon
intuitive, elle pourra se dispenser de revoir la multiplication d’un décimal par un
entier, & condition d’éviter de proposer des décimaux inférieurs a4 1 dont I'ordre de
grandeur proposé par les éléves risque d’étre zéro ef le produit estimé sera nul Ici
se pose un probléme quant au champ mathématique que Madame Theano n’avait
pas pergu : les exercices du manuel proposent de multiplier des facteurs dont
certains sont des nombres décimaux inférieurs a 1.

La détermination d’un ordre de grandeur des facteurs conduira & une révision
du sens de 'écriture décimale ainsi qu’a une interrogation sur le choix de 'ordre de
grandeur. Les difficultés théoriques que pose l'utilisation des ordres de grandeur
dans certains cas mettront peut-étre cette méthode en concurrence avec
P'utilisation d’encadrements qui est plus simple mais qui est plus longue. Cela crée
un probléme quant au scénario : certains éléves risquent de ne pas étre convaincus
par 'emploi des ordres de grandeur et d’étre tentés d’utiliser d’autres méthodes
qu’ils jugeraient plus simples. Dans cette hypotheése, les difficultés théoriques ne
mangueront pas non plus de poser la question de la fiabilité des ordres de
grandeur.

La détermination de lordre de grandeur du produit conduira & des activités
de calcul mental

L'utilisation des ordres de grandeur permet de conjecturer la régle de la
virgule mais ne permet pas de justifier sa validité, En faisant le choix de ne pas
établir la technique opératoire, Madame Theano s’expose a4 une demande de
justification de la part des éleves. Cette demande constitue un grave probléme
“ d’étanchéité ” du scénario 216, il nous semble donc que Penseignante fait 14 un
pari important : elle doit étre siire gue les éléves n’auront pas de demande de
justification dés qu'ils sauront comment faire pour multiplier deux décimaux.

8 Nous dirons que le scénario (ou son champ mathématique) est étanche si les taches proposées
aux éléves ne demandent pas, de leur part, une activité qui mobilise des contenus situés en
dehors du champ mathématique du scénario

213



Chapitre 5. Analyse des scénurios reconstitués & partir de leurs déroulements

Enfin, il est probable que Uapplication de la régle de la virgule conduise a des
erreurs, et donc & des questionnements. Par exemple, dans le cas ol le produit des
facteurs entiers est multiple d’une puissance de dix comme dans 3,4 x 4,75 ol
34 x 475 = 16 150 donc 3,4 x 4,75 = 16,15 ; le produit possede deux décimales
alors que les facteurs en possédent frois Ces questionnements permettront de
revoir encore le sens de la numération décimale.

La stratégie de Madame Agnesi, conséquences sur le scénario

+ Redéfinition, par Madame Agnesi, de la tache prescrite

Les éléves, a 'entrée en sixieme, ont déja une pratique de la multiplication, ils
doivent l'étendre au cas de deux facteurs décimaux alors qu’en CM2 le
multiplicateur est toujours un nombre entier.

Sur le plan technique, il n'y a pas de changement important : au lieu de
compter le nombre de décimales du multiplicande, on doit simplement compter le
nombie de décimales des deux facteurs. Des éléves rencontreront des difficultés
d’interprétation de la régle de la virgule entre le nombre de décimales des facteurs
et le nombre de décimales du produit. Certains ne manqueront pas de confondre la
régle de la virgule de la multiplication avec celle de ’addition dans le cas de deux
facteurs ayant le méme nombre de décimales. Pour les éleves qui se trompent, il
faudra proposer un moyen de controler la place de la virgule, par exemple avec
I’ordre de grandeur du produit. Il y a aussi la calculatrice, mais elle a des limites et
dans ce cas son usage n’apporte rien aux connaissances des éléves.

Au niveau du sens de la multiplication, les éléves ne pourront plus procéder
par addition répétée mais ils devront comprendre que la valeur des nombres n’a
pas d’influence sur le modele de la situation. Les programmes préconisent un
enseignement 4 partir de problémes, ce sera une occasion de le leur montrer
Cependant, un multiplicateur inférieur 4 1 peut géner la compréhension de la
multiplication. Il sera alors pertinent de relier la multiplication par 0,1, 0,01... & la
division par 10, 100... Ces activités permettront de réviser la numération décimale.

Enfin, pour faire le tour de la question mathématique, il faudra leur indiquer
le vocabulaire et les propriétés algébriques de la multiplication. Pour qu’ils les
compiennent et qu'ils les retiennent, il faudra qu’ils les utilisent, par exemple pour
calculer mentalement. Le calcul mental est un objectif du programme.

* Stratégie d’enseignement

1) Sur des exercices, réviser les connaissances sur la multiplication acquises a
’école élémentaire : technique de la multiplication de deux entiers ou d’un décimal
par un entiet et utilisation des ordres de grandeur pour controler un calcul

2) Proposer un probléme multiplicatif en faisant changer les valeurs des
grandeurs : les deux entiéres, l'une entiére et 'autre décimale, puis les deux
décimales. Cela leur montrera qu’on ne change pas d’opération et motivera Pétude
de la multiplication des décimaux.

3) Appliquer la technique opératoire, par exemple dans le cas de 1ésolution de
problémes, et insister sur la régle de la virgule en proposant des exercices
spécifiques. Identifier les erreurs d’interprétation de cette régle.

4) Détailler le cas particulier des multiplications par 0,1, 0,01...
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5) Compléter par le vocabulaire et les propriétés mathématiques.

+ Implications sur le scénario

Les 1évisions prévues sont nécessaires pour que les éléves puissent résoudre le
probléme introductif et éventuellement controler leurs résultats par les ordres de
grandeur.

Pour ce probléme introductif, il faut choisir une situation o les grandeurs
puissent étre décimales. Il faut aussi que la situation soit familiére aux éléves afin
qu’ils soient capables de démarrer la série sans difficulté. Les problémes de prix
répondent au premier critére, et sont ceux que les éléves connaissent le mieux. Ici
se pose un probléme d’étanchéité du scénario. Contrairement & l'intention des
auteurs des ingénieries didactique, Madame Agnesi n’envisageait pas que les éléves
“fabriquent ” le produit des décimaux, elle pensait que les éléves lui
demanderaient comment faire, qu’elle montrerait la technique puis,
éventuellement, gu’elle la justifierait. Pourtant, des éléves familiers des problémes
de prix et des conversions peuvent essayer, pour déterminer le prix a payer, de
convertir les mesures décimales en mesures entiéres par un changement d’unité,

Que les éléves découvrent la régle de la virgule par des conversions ou que
Madame Agnesi la leur fournisse, le scénario ne prévoit pas de justification de
cette régle Comme Madame Theano, Madame Agnesi doit supposer qu'il n’y auxa
pas de demande de ce type de la part des éléves, faute de quoi une telle
délimitation du champ mathématique du scénario serait gravement compromise.

Comme dans le scénario de Madame Theano, 'utilisation des ordres de
grandeur des facteurs posera des questions quant & lewr fiabilité mais aussi sur le
sens de Décriture décimale ainsi que sur le choix de Pordie de grandeur.
L’utilisation des ordres de grandeur risque de se 1etrouver en concurrence avec des
méthodes plus simples comme ’utilisation d’encadrements. On 1isque de retrouver
aussi la question de la fiabilité des ordres de grandeur.

* Redéfinition, par Monsieur Bombelli, de la tache prescrite

En classe de sixiéme, il s’agit de prolonger la multiplication de deux facteurs
dont 'un est un entier et dont lautre peut étre un nombre décimal & la
multiplication de deux facteurs décimaux. Pour établir la méthode, le manuel
propose l'utilisation d’opérateurs. Cela permet de prolonger directement la
multiplication des entiers & celle des décimaux, le cas ot un facteur est décimal est
un cas particulier du cas ott les deux le sont.

L’application de la 1égle de la virgule peut poser des problémes
d’interprétation. Il conviendra donc de proposer de nombieux exercices de
technique opératoire pour que les éléves s’entrainent suffisamment. Il conviendra
aussi d’aborder ces problémes en classe sans déstabiliser la technique générale

Le manuel propose un “ entrainement ” au calcul mental. Un paragraphe doit
étre consacré aux cas particuliers a connaifre pour calculer mentalement
multiplication par 0,1, 0,01 .. ou par 0,5, 0,25.
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Pour appliquer cette nouvelle notion, il faudrait aussi proposer des problémes
issus de situations multiplicatives mais le chapitre sur la proportionnalité en
donnera 'occasion.

* Stratégie d’enseignement

1) Dans les activités préparatoires proposées par le manuel, traiter celle qui
concerne directement la legon.

2} Donner des applications de calcul numérique sans passer trop de temps &
les corriger en classe.

3) S’attarder davantage sur des erreurs d’éleves pour bien expliquer comment
s’applique la régle de la virgule. Choisir dans le manuel des exercices pour corriger
des erreurs-types commises par des éléves fictifs ou qui tendent des piéges.

4) Noter le cours.

5) Présenter les techniques pour calculer mentalement : utilisation des
propriétés algébriques de la multiplication et de produits particuliers (un facteur
est égal 40,5 0u 0,25...). Les appliquer.

* Implications sur le scénario

Le choix d’utiliser les opérateurs pour justifier la techuique opératoire impose
au professeur de revoir la technique de la multiplication de deux entiers mais pas
celle d’un décimal par un entier qui peut étre traitée comme un cas particulier de
la nouvelle technique Il nécessite également que les éléves sachent multiplier et
diviser par 10, 100 ou 1 000, et donc que le professeur revienne sur la notation
décimale Enfin, comme nous 'avons déja dit, 'application de la régle de la virgule
conduira probablement & des questionnements & propos du sens de l'écriture
décimale.

Ce scénario ne présente pas plus de contrainte, le calcul mental préconisé qui
n’est pas motivé par la stratégie d’enseignement devra faire I'objet d’'une activité
indépendante.

L'utilisation d’opérateurs pour justifier la technique opératoire pose tout de
méme quelques difficultés relatives au champ mathématique du scénario. Les
opérateurs sont sensés justifier la 1égle de la virgule mais pourquoi, dans un
produit de deux facteurs, ayant multiplié I'un des facteurs par 10 et I'autre facteur
par 100, le produit se trouve-t-il multiplié par 1 000 ? La dissimulation de la
commutativité et de l'associativité par la présentation du manuel laisse dans
I'ombre une étape importante du raisonnement. Monsieur Bombelli, comme les
auteurs du manuel estiment que les éléves ne souléveront pas la question, soit
parce que la réponse leur semblerait évidente (ce dont les déroulements nous
permettent de douter) soit parce que les éléves se contenteraient de savoir
comment faire. Remarquons que cette derniére supposition 1ejoint celles de
Madame Theano et Madame Agnesi qui n’ont pas prévu d’aborder la justification
de la régle de la virgule dans leurs scénarios.
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La stratégie de Madame Germain, conséquences sur le scénario

* Redéfinition, par Madame Germain, de la tache prescrite

Les résultats des évaluations nationales comme celles de 'APMEP montrent
que les éléves réussissent nettement moins bien & calculer le produit de deux
décimaux que celui de deux entiers. Le lien entre leurs erreurs lors des résolutions
de problémes et la reconnaissance du modéle multiplicatif d’une situation n’est pas
trés clair, Ces difficultés expliquent les récents changements des programmes.

Plusieurs raisons peuvent contribuer a expliquer les erreurs de certains éléves.
~ Une confusion entre la régle de la virgule de la multiplication avec celle de
Paddition quand les facteurs ont le méme nombre de décimales.
— Une mauvaise interprétation de la régle de la virgule liée & une conception
erronée de l'effet de la multiplication sur la “nature des nombres ” Dans une
multiplication, si les deux facteurs sont entiers alors le produit est un nombre
entier. Les éléves sont enclins & en déduire que si 'un des facteurs est décimal et a
trois chiffres aprés la virgule, alors le produit n’est pas un nombre entier, ¢’est un
nombre décimal, lui aussi & trois chiffres aprés la virgule. On peut penser que c’est
I'importance tres grande que les éleves accordent a la partie décimale du nombre
qui est & 'origine de cette conception ; cette importance étant liée a la nouveauté
des questions relatives & la partie décimale. Un des enjeux de 'enseignement de la
multiplication des décimaux sera donc de restituer son importance a la partie
enticre.
~ Peut-étre aussi certains éléves se trompent-ils parce qu’ils ne savent pas ce
qu’ils font : leur méconnaissance de la notation décimale les empéche de controler
leuwr activité par la réflexion.
— Ils risquent aussi d’oublier la virgule parce qu'ils doivent commencer par ne pas
en tenir compte.

Pour enseigner la multiplication des décimaux, il faut donner du sens au
décalage de la virgule. Il y a différentes facons de le faire. En partant d’activités ol
les éléves cherchent & placer la virgule au produit des nombres entiers associés aux

facteurs _décimaux, ces différentes fagons peuvent émerger. Ces fagons sont
I'utilisation d’opérateurs, d’approximations du produit, des fractions décimales ou
de décomposition d’'un nombre décimal en un produit d’un entier par une
puissance négative de dix écrite sous la forme 0,0...01. L’utilisation de fractions
décimales est prématurée compte tenu des connaissances des éléves sur les
fractions. Les trois autres sont pertinentes L’utilisation d’opérateurs dissimule
une partie du raisonnement et ne correspond donc pas au but recherché.
L'utilisation d’approximation ne conduit pas a l’élaboration de la technique
opératoire, mais on pourra les utiliser pour les vérifications. En reliant la
multiplication par 0,0...01 & la division par 10...0 et en décomposant les facteurs
d'un produit de deux décimaux, on peut, en utilisant la commutativité et
Passociativité de la multiplication, aboutir & la régle de la virgule de facon
raisonnée.
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+ Stratégie d’enseignement

1) Sur des exemples, associer la multiplication par 0,1 a la division par 10, la
multiplication par 0,01 & la division par 100...

2) Pour contréler des multiplications du niveau de ’école élémentaire, utiliser
les ordres de grandeur.

3) Mener une réflexion quant a la conception de I'effet de la multiplication sur
la “nature ” des nombres.

4} Sur des exemples numériques, placer la virgule pour déterminer le produit
de deux décimaux connaissant celui des entiers associés Toute liberté de moyen
sera laissée aux éléves. Les différentes méthodes seront discutées en classe sauf
celle qui consiste & admettre une conjectuze de la régle de la virgule : les méthodes
deviont étre fondées.

5) Décontextualiser les différentes méthodes pour enrichir la connaissance de
la multiplication.

6) Institutionnaliser la technique opératoire en relation avec la décomposition
des nombres décimaux.

+ I'mplications sur le scénario

Ce choix de scénario demande au professeur de mener différentes approches
de front. Toute tentative d’un éléve powr aboutir a la position de la virgule au
produit de deux décimaux étant jugée a priori acceptable.

Parmi les moyens que les éléves pourront élaborer pour multiplier deux
décimaux, 'utilisation des ordres de grandeur pour placer la virgule pourra étre
mobilisée par des éléves qui auront compris que les produits 3,4 x 4,75 et 34 x 475
s'écrivent avec les mémes chiffres mais qui, par ailleurs, ne sauraient pas
décomposer les décimaux (3,4 = 34 x 0,1 et 4,75 = 475 x 0,01) ou multiplier 0,1
par 0,01. Nous avons vu, en étudiant le scénario de Madame Theano, que les
ordres de grandeur posent des difficultés théoriques que ne posent pas les
encadrements

Les éleves pourront utiliser des opérateurs correspondant aux décalages de la
virgule et utiliser leur connaissance sur la multiplication d'un décimal par un

entier. Le déroulement montre que certains d’entre eux ont élaboré des procédures
du type : 34 x 475 = 16 150 donc 34 x 0,475 = 16,150 o1 3,4 x 4,75 = 34 x 0,475
parce que “on ne change pas le résultat d'un produit si on multiplie un des
facteurs par 10 et qu'on divise Pautre par 107 27,

Si la situation s’y préte — dans le cas olt I'un des facteurs est égal 4 0,5, 0,2,
0,25... —~, comme dans la séquence de Madame Theano, les techniques de calcul
mental pourront apparaitre spontanément si certains des éléves les ont déja
observées a I’école élémentaire.

La méthode de justification de la technique opératoire retenue par Madame
Germain repose sur la connaissance — et donc sur des révisions — de la
multiplication d'un entier par 0,1, 0,01, 0,001... Cette connaissance doit étre
suffisamment approfondie pour permettre d’écrire les décompositions des nombres

A7 Cette régle est Pune des © petites régles pour faciliter les multiplications ” institutionnalisées
dans la classe de Madame Germain
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décimaux signalées ci-dessus. Ces écritures ne manqueront pas d’entrainer des
révisions du sens de la notation décimale. Puis les éléves devront utiliser la
commutativité et Passociativité de la multiplication Enfin les éléves devront
apprendie a multiplier entre eux des puissances négatives de dix c’est-a-dire des
nombres de la forme 0,0...1.

A propos de la commutativité et de ’associativité de la multiplication, le
scénario ne prévoit pas de justification. Sans doute Madame Germain pense-t-elle
que les éléves n’auront pas de difficulté & admettre ces propriétés pour les utiliser
ou méme qu'ils peuvent les utiliser sans s’y référer expliciterent.

Cette supposition rejoint celle que nous avions déja émise au sujet des
scénarios de Madame Theano et de Madame Agnesi qui ne prévoyaient pas de
justification de la technique opératoire : si les éléves savent comment faire, il y a
peu de chance pour qu'’ils demandent pourquoi.

En choisissant un tel scénario, le professeur devra prévoir que la régle de la
virgule soit conjecturée a partir de la multiplicité des exemples. Nous pouvons
donc déja envisager deux possibilités pour Madame Germain : énoncer la régle de
la virgule et, éventuellement, la justifier mais cela constituerait une modification
du scénario, ou bien ignorer la régle de la virgule jusqu’a ce qu’elle soit établie et
c’est bien ce qui est prévu. Le scénario de Madame Germain se distingue
fondamentalement de ceux de ses collegues 4 ce sujet : la technique opératoire
n’est pas conjecturée d’abord, elle est 'aboutissement du déroulement de la
séquence. Il semble donc que Madame Germain souhaite accumuler des matériaux
pour construire la technique opératoire et qu’elle préférera éviter que la régle de la
virgule ne surgisse trop t6t, sans doute parce qu’elle sait qu’il serait beaucoup plus
difficile, ensuite, de demander aux éleéves de s’interroger sur sa validité.

Comparaison des stratégies d'enseignement

Les stratégies d’enseignement élaborées par les quatre professeurs comportent
de nombreux points communs mais aussi quelques divergences, Les détails des
descriptions des stratégies étaient nécessaires pour comprendre la démarche de

chagie professeur mais nous avons besoins de-les-mettre-en paralléle-suivant-les
quelques critéres qui nous ont déjd permis de comparer les scénarios issus des
diverses publications que nous avons étudiées: type de scénario 8 plérequis,
probléme d’introduction de la notion nouvelle, justification de la technique
opératoire, place de institutionnalisation dans la séquence, propriétés étudiées,
problémes issus de situations multiplicatives abordés. En outre les professeurs ont

18 Rappelons que nous avions distingué trois types de scénarios :
Premier type : le probléme du prolongement des situations multiplicatives de W & ID n’est pas
posé, la technique opératoire est admise on justifiée par le professeur,
Deuxiéme type : le probléme du prolongement des situations multiplicatives de N & ID est posé
par I’étude d’au moins une situation ou/et la technique opératoire est justifiée au moins en
partie par I'éléve mais il n'y a pas de lien entre la situation et la technique.
Troisiéme type : le probléme du prolongement de la multiplication de N & ID est posé par ’étude
d’au moins une situation multiplicative, la technique opératoire est justifiée en relation avec la
situation.
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prévu un moyen de contrdle du résultat ainsi que des analyses d’erreurs commises
par des éléves, réels ou fictifs. Nous allons ici nous contenter de dresser un bilan
comparatif de ces stratégies, nous développerons une analyse des enjeux
mathématiques et didactiques plus précise dans le prochain paragraphe.

Trois professeurs ont élaboré un scénario du deuxiéme type c’est-a-dire ol le
probleéme du prolongement des situations multiplicatives de N a D est posé par
I’étude d’au moins une situation {(cas de Madame Agnesi) ou bien la technique
opératoire est justifiée au moins en partie par ’éléve (cas de Madame Theano et de
Madame Germain) mais (la question se posait seulement pour Madame Agnesi) il
1’y a pas de lien entre la situation et la technique. Monsieur Bombelli a élaboré un
scénario du premier type puisque le probléme du prolongement des situations
multiplicatives de N & ID n’est pas posé et la technique opératoire est justifiée par
le professeur.

En ce qui concerne les prérequis, tous les professeurs prévoient de s’appuyer
sur les connaissances de leurs éléves en ce qui concerne la notation décimale En
oufre, quelques révisions sont prévues par trois professeurs : la notion d’ordre de
grandeur pour Madame Theano, la multiplication d’un entier par un décimal pour
Madame Agnesi et la multiplication par une puissance négative de dix (nombre de
la forme 0,0...1) pour Madame Germain.

L’introduction de la nouvelle notion est décontextualisée dans tous les
scénarios sauf celui de Madame Agnesi qui prévoit de proposer des problémes de
prix & ses éléves. Tous les professeurs prévoient de donner guelques éléments de
justifications de la technique opératoire mais chacun d’entre eux a choisi une
méthode particuliére. Ces méthodes figuraient déja dans les publications étudiées,
celle de Madame Germain est une adaptation de la multiplication de deux
fractions décimales en utilisant une autre représentation symbolique des
décimaux. En revanche la méthode de Madame Theano est originale méme si les
instructions officielles invitent les professeurs a saisir des occasions d’enseigner aux
éleves l'utilisation des ordres de grandeur pour controler les résultats qu’ils
proposent.

enfin I'étude par trois d’entre eux de quelques propriétés de la multiplication
utilisées pour calculer mentalement (Madame Agnesi et Monsieur Bombelli) ou
pour établit la technique opératoire (Madame Germain) Les professeurs ont
également prévu de proposer a leurs éléves quelques problémes de calcul mental ou
raisonné et des problémes issus de situations multiplicatives, essentiellement des
problémes de prix.

Résumons cette comparaison synthétique dans un tableau avant d’analyser
plus en détail les enjeux mathématiques et didactiques des projets des quatre
professeurs que nous avons observés.
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Tableau 7. Comparaison des stratégies d’enseignement des quatre professeurs cheervés

Mme Theano Mme Agnesi M. Bombelli Mme Germain
‘ Type de scénario 2 2 1 1 2
PR Ordre de grandeur, | Multiplication par Aucune Multiplication par
L Révisions notation décimale un décimal 0,0...1
Probléme d’intreduction Décontextualisé Probléme de prix Aucun Décontextualisé
. . Ordre de grandeur | Conversion d'unités | Opérateurs ap— Décomposition
Justification de la T.O. donne partie entiére de mesure pliqués aux facteurs d =nx30..1
Institutionnalisation T.O. Deuxiéme séance Deuxiéme séance Premigre séance Derniére séance
Contréle du résultat Calcul approché Calcul approché Non Caleul approché
T Analyse d’erreurs Régle de la virgule | Régle de la virgule Technigue Nature du produit
Y, - Pas étudides Admmises, utilisées Utilisées pourle | Admises et utilisées
Propriétés algébriques calcul mental pour élaborer T.O.
Réinvestissements Problémes ; calcul | Multiplication par Caleul mental Aucun
L mental 0,0...1

Premiére évaluation des enjeux des scénarios élaborés par les professeurs

La présentation du champ mathématique et de la stratégie d’enseignement de
la séquence permet déja une premieére évaluation des enjeux des scénarios élaborés
par les professeurs que nous avons observés. Une premiere évaluation seulement
car, du point de vue didactique, il nous semble indispensable de tenir compte du
déroulement effectif de la séquence et pas seulement du scénario prévu par
Penseignant. En reprenant les termes d’Aline Robert 219

Ainsi, nous nous intéressons d’abord 4 ce qui est proposé aux éléves
pendant une séance en termes de contenus mathématiques, en v incluant la
gestion correspondante adoptée par lenseignant en classe (.) La
fréquentation des mathématiques est aussi®® liée & tous les

accompagnements qui sont donnés en classe.

Dans les deux chapitres suivants, nous nous intéresserons aux activités effectives
des éleves pendant le déroulement des séquences puis aux interactions

pédagogiques efitie 165 éleves et Teurprofesseur—Nous-abordens maintenant-cette . .

premiére évaluation.

FEvaluation des enjeuz mathématigues dans les séquences observées

Du point de vue des enjeux mathématiques de la séquence, 'analyse du
champ et de la stratégie suffit & I'évaluation. Nous constatons que tous les
professeurs observés ont présenté la technique opératoire de la multiplication des
nombres décimaux & leurs éléves, deux d’entie eux ont également proposé une
preuve de la validité de cette technique. Tous les professeurs ont présenté quelques
propriétés de la multiplication, aucun d’entre eux n’a recherché 'exhaustivité. Les
propriétés ont été abordées suivant un critere d’utilité: commutativité et
associativité pour permettre de justifier la technique opératoire ou des techniques

¥ ROBERT A (1999), Op. cit. [p. 140]
20 (Yest nous qui soulignons,
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de calcul mental, effet de la multiplication sur l'ordre pour permettre des
comparaisons ou des encadrements. Remarquons cependant que la multiplication
par 0 ou par 1 n’a été abordée par aucun des quatre professeurs alors méme qu’elle
est utilisée pour effectuer des multiplications. La relation avec la multiplication
des fractions n’a pas été abordée.

En ce qui concerne la validation de la technique opératoire et des propriétés
étudides, nous constatons certains “points aveugles” c’est-a-dire des faits
indispensables & une justification correcte qui ne sont pourtant pas traités.
Monsieur Bombelli utilise des opérateurs pour justifier la technique opératoire,
cette méthode repose sur la commutativité et 'associativité de la multiplication
mais ces deux propriétés ne sont pas énoncées ni établies, elles sont méme
masquées par un artifice de présentation Madame Germain utilise une
décomposition des nombies décimaux sous la forme d’un entier multiplié par une
puissance négative de dix, sa méthode repose sur la commutativité et
Passociativité de la multiplication ainsi que sur le calecul du produit de deux
puissances négatives de dix. Ces trois points sont effectivement explicités mais
aucun d’entre eux n’est établi

Nous concluons que les objets mathématiques étudiés dans les quatre
séquences sont pratiquement les mémes et répondent & un critére d’utilité pour le
calcul mental ou le calcul de la solution d’un probléme issue d’une situation
multiplicative. En outre les professeurs, quel que soit le degré de justification
choisi de la technique opératoire, ne proposent aucune démonstration compléte &
leurs éléves.

FEualuation des enjeuz didactiques dans les séquences observées

Le champ mathématique et la stratégie d'enseignement de la séquence
permettent d’analyser, au moins partiellement, les projets des professeurs suivant
les moyens utilisés pour favoriser certains apprentissages. Pour lintroduction
d’une nouvelle notion, on est attentif, en didactique des mathématiques, a
certaines caractéristiques de l'enseignement Ces caractéristiques ont permis
d’élaborer des ingénieries, ingénieries qui relevent d'un enseignement

expérimental. Nous nous proposons d'utiliser ces mémes caractéristigies pour -

comparel les projets d’enseignement des professeurs que nous avons observés bien
que ces projets concernent un enseignement ordinaire

Nous allons déterminer, dans chacun de ces projets, la maniére dont les
enseignants ont choisi d’enseigner la multiplication des décimaux en examinant
différentes questions :

— lots de lintroduction, les éléves ont-ils 'occasion de chercher seul a
résoudre un probléme contextualisé 7 Le cas échéant, la décontextualisation de ce
probléme permet-elle d’aboutir a4 la formulation et/ou & la validation de la
technique opératoire 7 Quelle est la dynamique ancien/nouveau (notamment dans
le passage de la multiplication des entiers a celle des décimaux) 7

—les problémes proposés aux éléeves conduisent-ils & la mise en
fonctionnement d’une dialectique outil - objet ?

— quelles sont les différentes représentations symboliques mobilisées pour
réaliser les tiches que les professeurs ont prévu de proposer & leurs éléves 7
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— quelle est la nature de la validation des nouvelles connaissances élaborées,
quelle est celle de leur formulation et a qui incombent-elles 7

+ Introduction de la multiplication par un probléme contextualisé

Nous retenons cette dimension pour analyser les projets d’enseignement des
professeurs d’autant plus que, comme nous ’avons déja indiqué, les programmes
officiels préconisent plutét l'acquisition de connaissances nouvelles par la
résolution de problémes 2%,

(*) D’une fagon générale, on continuera & privilégier les démarches
pédagogiques qui placent les éléves dans des situations ol les notions et
techniques & introduire ou a réinvestir leur apparaissent comme réponses i
des problémes, sans jamais perdre de vue qu’au cycle moyen, comme plus
tard, toute nouvelie notion ou technique se construit sur des acquisitions
antérieures (éventuellement remises en question) et sur des expériences
dont disposent les éiéves.

(**} La résolution de problémes occupe une place centrale dans les
apprentissages mathématiques, & ['école primaire comme au collége,
notamment en vue de 'appropriation de connaissances nouvelles par les
éléves.

Ces 1ésolutions de problémes sont, au sens de Gérard Vergnaud dans la théorie des

champs conceptuels, des situations 1encontrées par les éléves. Et ces rencontres
; N . . 222 -

contribuent a I’élaboration de leurs connaissances “““: “ Le sens est une relation

du sujet aux situations et aux signifiants. ”

Nous constatons qu’il n'y a pas d’enseignement contextualisé de la
multiplication des décimaux. Tiois professeurs pourtant, parmi les quatre,
Iintroduisent & partir d’une question. Madame Theano demande & ses éléves de
confronter les résultats obtenus a l'aide de la calculatiice & ceux que fournit
l'utilisation des ordres de grandeur pour estimer le produit de deux décimaux, et
cette confrontation les conduira a la conjecture de la regle de la virgule. Madame
Germain induit V'élaboration par ses éléves de “ petites 1égles pour faciliter les

multiplications ” qui cénduironit & l'élaboration de la—technique opératoire - —

Madame Agnesi propose des problémes de calcul de prix avec des données
décimales avant que les éléves ailent appris & multiplier des nombres décimaux, elle
souhaite ainsi qu’ils (se) demandent comment effectuer ces nouveaux calculs. Les
projets des trois professeurs comportent une introduction “ problématisée ” de la
nouvelle notion mais ce probleme ne constitue pas un exemple de situation

‘ 223
fondamentale au sens de Guy Brousseau “* :

21 (*) Instructions pédagogiques pour le cycle moyen, arrété du 7 juiliet 1978
{(*¥) Mathématiques : articulation école-collége, BO n°44 du 5 décembre 1996

22 VERGNAUD G. (1990), La théorie des champs conceptuels, in Recherches en didactiques des
mathématiques 10/2 3 (133-170), Grenoble : La pensée sauvage.

8 BROUSSEAU G. (1998), Fondements et méthodes de la didactique , in Théorie des situations
didactiques (47-112), Grenoble : La pensée sauvage [pp. 49, 73-74]
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le professeur doit donc imaginer et proposer aux €léves des
situations qu’ils puissent vivie et dans lesquelles les connaissances vont
apparaitre comme la solution optimale et découvrable aux problémes
posés.

Dans certains cas, il existe quelques situations fondamentales
accessibles a I’éléve au moment voulu. Ces situations fondamentales lui
permettent de fabriquer assez vite une conception correcte de la
connaissance qui pourra s'insérer, le moment venu, sans modifications
radicales, dans la construction de nouvelles connaissances.

Les travaux de Guy Brousseau montrent que, selon lui, ’enseignement des
fractions et des nombres décimaux, et donc en particulier la multiplication des
nombres décimaux, se situent dans le cas ol des situations fondamentales
permettent aux éléves de construire une conception correcte du savoir visé. Les
professeurs n’ont pas proposé ce type de situations a leurs éléves.

Revenons encore sur le projet de Madame Agnesi Le probléeme introductif
qu’elle propose n’est pas conforme & la théorie des situations. Milena Basso &
Cinzia Bonotto, dans le cadie d’un enseignement expérimental pour une recherche
en didactique, proposent aussi d’introduire la multiplication des décimaux congus
comme des mesures, précisément dans le contexte des problémes de prix. Mais
pour ces auteurs, contrairement & ce que nous avons pu observer dans les classes,
ces problémes ne sont pas seulement des exercices pour utiliser la multiplication
des décimaux dans une situation supposée familiére aux éléves, ni méme pour
introduire la nécessité de déterminer le produit de deux décimaux. Ces problémes
constituent le contexte d'une réflexion de nature mathématique, abstraite d'une
situation suffisamment riche et complexe que les éléves connaissent parce qu’ils
Vont socialement et/ou scolairement pratiquée. La situation est intégrée & un
domaine d’expérience, au sens de Paolo Boero **. Par exemple, chez cet auteur,
“ monnaie et prix ” est une dénomination qui renvoie

4 un ensemble d’objets, d’activités, de schémes, etc (bref & un
“ domaine d’expérience ") de la culture humaine
Chague dénomination renvoie, dans la classe & :

* Un contexte externe (les signes, les objets, les contraintes
physiques et sociales, etc. typiques du domaine d’expérience visé) ;

Version révisée et augmentde d’une premiére édition en 1986 sous le titre Fondements et
méthodes de la didacticue des mathématiques in Recherches en didactigue des mathématiques
7/2 (33-115), Grenoble : La pensée sauvage

#4 BOERO P (2000), Objets d’usage courant dans la vie sociale exploités en classe, in Actes de la
Xe école d’été de didactique des mathématiques du 18 au 21 aotit 1999, tome 1 pp 245-252,
Rectorat de Caen, IUFM de Caen, ARDM : Caen.
BRENNER M -E. (1998), Meaning and Money, in Educational Studies in Mathematics 36,
pp- 123-1556.
SCALL E (1996), Expériences des enfants dans le domaine économique et construction des
compétences de base en arithmétique, in Proceedings of CTAEM 47, pp. 409-413, Bexlin.
BOEROP; DAPUETO C; FERRERO.E; GARUTI R; LEMUT.E; PARENTI L;
SCALL E (1995), Aspects of Mathematics-Culture Relationship in Mathematics
Teaching-Learning in Compulsory School, in Proceedings of PMFE XIX, Recife 1, pp 151-166
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* Un contexte interne & 1’éléve (ses représentations mentales, ses
schémes, ses connaissances & propos du domaine d’expérience visé) ;

* Un contexte interne de lenseignant (ses représentations
mentales, ses schémes, ses connalssances, ses atteintes d’efficacité du
travail, son expérience & propos des comportements des éléves, etc. &
propos du domaine d’expérience visé).

Les trois contextes évoluent (s’enrichissent, se modifient, etc ) dans
le temps de Pactivité didactique qui concerne le domaine d’expérience
choisi. L’enseignant est le responsable de cette évolution, méme si elle n’est
pas complétement maitrisable (surtout quand il s’agit d’un domaine
d’expérience duquel les éléves ont une pratique extrascolaire riche).

Ainsi, le domaine dexpérience est un outil théorique qui concerne un
enseignement des mathématiques comprenant une phase contextualisée. Madame
Agnesi n’a pas envisagé un tel enseignement. Elle a bien introduit la séquence par
une situation multiplicative mais elle n’a pas utilisé les ressources de la situation
pour élaborer la technique opératoire. En effet, bien que la consigne soit de
calculer les prix & payer, la tache des éleves n’était pas de calculer ces prix lorsque
les deux données étaient décimales mais seulement de remarquer qu’ils ne
disposaient pas des moyens suffisant pour le faire: ils ne savaient pas encore
multiplier deux décimaux. L’enseignante attendait alors une demande
d’information de leur part, information qu’elle prévoyait de leur livier Pourtant
ces prix étaient calculables moyennant des conversions d’unités, donc avec des
outils déja acquis par les éléves & I'entrée en sixieme. Quelques éléves ont d’ailleurs
traité ainsi le probléme posé par Madame Agnesi mais l'enseignante n’a pas choisi
d’approfondir cette construction de la technique opératoire.

+ Mise en fonctionnement d’'une dialectique outil-objet

Pour les quatre professeurs, 'essentiel de 'activité mathématique de la classe
porte sur le caractére objet de la notion étudiée. Monsiewr Bombelli introduit
directement la legon par une affirmation (celle de la régle de la virgule). Cette
affirmation est questionnée par la piésentation d’une autre méthode de calcul

(celle—qui -utilise-desopérateurs multiplicatifs), les_dléves doivent expliquer

pourquoi les deux méthodes conduisent au méme résultat, ils doivent interpréter
les décalages de la virgule par des opérations.

Madame Theano demande & ses éléves comment concilier le résultat affiché
par la calculatrice et I’estimation que donne le produit des ordres de grandeur des
facteurs. La multiplication n’est pas un outil pour répondre au probléme posé.

Madame Germain part d’exercices décontextualisés pour amener les éléves &
formuler des propriétés de la multiplication qui permettront d’élaborer la
technique opératoire de la multiplication des décimaux Ici encore, la
multiplication n’est pas un outil pour répondre au probléme posé

Les éleves de Madame Agnesi doivent calculer des prix. La multiplication des
décimaux est un des outils qui permettent d’accomplir cette tidche mais, nous
Pavons déja dit, Madame Agnesi ne propose pas, & l'ensemble des éléves, de
construire Uoutil 4 partir du probléme posé. Elle propose simplement d’identifier le
besoin mathématique et de leur fournir 'outil qui leur manque.

225



Chapitre 5. Analyse des scénarios reconstitués & partir de leurs déroulements

Le bilan des moyens pour introduire la multiplication des décimaux par les
professeurs est donc hétérogéne. Madame Agnesi propose un probléme dans lequel
I'apprentissage visé constitue bien un outil pour répondre mais elle ne propose pas
I’élaboration de l'outil & partir des connaissances antérieures et de la situation
proposée. Les trois autres professeurs ont choisi de ne pas enseigner la
multiplication & partit de situations multiplicatives mais de faire reposer son
apprentissage sur un questionnement relatif & la technique opératoire. Aucun
d’entre eux ne fait fonctionner de dialectique outil-objet.

* Les différentes repr ésentations symboliques des décimauz

Tiois professeurs ont utilisé Pécriture usuelle comme seule écriture des
nombres décimaux. Madame Germain utilise une autre représentation qui
permettra d’établir la technique opératoire. Madame Germain a utilisé une
décomposition proche de écriture fractionnaire : le nombre décimal est le produit
d’un entier par une puissance négative de 10 écrite avec la notation décimale (par
exemple, les éléves doivent écrire 54,123 = 54 123 x 0,001).

En ce qui concerne I’écriture fractionnaire, rappelons que les professeurs ne
l'ont pas utilisée. Ils n’ont proposé aucune situation dans laquelle un nombre
décimal apparait comme un quotient de deux entiers.

+ Formulation et validation des connaissances

Comme nous 'avons déja indiqué, aucun des professeurs ne propose, pour
construire la nouvelle connaissance, une tache qui soit contextualisée dans une
situation multiplicative. En référence & la théorie des situations didactiques, il est
donc impossible d’envisager 'existence de situation d’action au sens de Guy
Brousseau. En sortant du cadre de cette théorie, nous examinerons cependant
comment les professeurs prévoient la formulation et la validation des nouvelles
connaissances introduites durant la séquence.

Avec la stratégie de Madame Agnesi, les éléves constatent qu’ils ont besoin de
multiplier deux décimaux mais qu’ils ne savent pas le faire, c’est le professeur qui
leur expose la technique et ils doivent 'appliquer. La nouvelle connaissance n’est

donec -pas élaborée_par_les éléves eux-mémes, le professeur ne propose pas de la

valider, les éléves ne disposent d’aucun moyen pour le faire. Eventuellement,
certains peuvent constater que la technique proposée par le professeur conduit au
méme résultat que celui qu’ils ont pu trouver 4 ’aide de conversions d’unités.

Les stratégies de Madame Theano, et de Monsieur Bombelli ont en commun
de reposer sur la comparaison de deux méthodes de calcul d'un produit de deux
décimaux, Madame Theano laisse les éléves conjecturer la technique usuelle en
analysant les résultats donnés par la calculatrice et 'utilisation des ordres de
grandeur. La validation de l'utilisation des ordres de grandeur pour placer la
virgule au produit de deux décimaux n’est pas proposée par le professeur : elle
dépasse le niveau mathématique d’une classe de sixiéme **°. Le lien entre les deux

% Nous avons & ce sujet rédigé un article & I'attention des professeurs de mathématiques qui est
paru dans le bulletin de 1’Association des Professeurs de Mathématiques de 'Enseignement
Publique Une analyse plus approfondie de cette question théorique est proposée en annexe de
cette présente 1echerche
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méthodes (utilisation des ordres de grandeur et technique opératoire usuelle} n’est
pas explicité, Monsieur Bombelli, utilise une activité du manuel. La technique
usuelle et sa validation par les opérateurs sont décrites dans I'énoncé. La mise en
relation de ces deux méthodes reste a la charge de 'éléve d’aprés 1'énoncé (de
fagon trés mesurée cependant puisqu’il s’agit seulement de compléter un “ texte &
trous ”) mais, dans le déroulement du scénario, c’est Mousieur Bombelli qui
V'effectuera. Rappelons en outre que la validation comporte une lacune puisqu’elle
repose, de fagon dissimulée aux éléves, sur 'utilisation de la commutativité et de
Passociativité de la multiplication qui ne sont d’ailleurs pas établies. En
conclusion, Madame Theano laisse conjecturer la technique opératoire a ses éléves
mais cette technique n’est pas établie durant la séquence. Monsieur Bombelli, en
revanche, expose la technique opératoire, il en propose une justification
(incompléte) mais elle reste & la charge du professeur.

Comme Madame Theano, Madame Germain laisse la formulation de la
technique opératoire a4 la charge des éléves En outre, dans sa séquence, la
validation est aussi & leur charge.

Conclusion sur les enjeux mathématiques et didactiques des quatre séquences

Nous avons constaté 'homogénéité des choix des enseignants observés en ce
qui concerne la délimitation du champ mathématique de la séquence
d’enseignement de la multiplication des nombres décimaux, puis une certaine
hétérogénéité des stratégies élaborées malgré de nombreux points communs.

Les enjeux mathématiques des séquences observées se résument a la
présentation de la technique opératoire éventuellement justifiée, a son application
lors du calcul de la solution de problémes de prix, et & Iénoncé de quelques
propriétés (admises) a des fins utilitaires (calcul mental ou construction de la
technique opératoire).

L’analyse des enjeux didactique des projets montre un bilan moins homogeéne.
Aucun des quatre professeurs n’a élaboré de stratégie ot la dynamique de
construction des connaissances reposerait sur une dialectique outil - objet.

Llenseignement est décontextualisé. Madame Agnesi est le seul des professeurs a

partir d’une situation de prix de marchandises ol la valeur des données est une
variable didactique mais cette situation n’est pas exploitée pour servir de référence
4 la connaissance nouvelle. Aucun des professeurs n’a choisi de recourir aux
fractions pour enseigner la multiplication des nombres décimaux Madame
Germain, cependant, utilise un changement de représentation symbolique des
décimaux pour que ses éléves élaborent la technique opératoire Madame Theano
et Madame Germain laissent & la charge de leurs éléves, davantage que leurs deux
autres collégues, la construction des nouvelles connaissances ainsi que leur
validation et leur formulation. Monsieur Bombelli ne propose aucune forme de
questionnement pour introduire les nouvelles connaissances mais il est le seul.

RODITI E. (2000), Ordre de grandeur et multiplication des décimaux, in Bulletin APMEP n°
431 Novembre-Décembre 2000 (719-727), APMEP : Paris.
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Finalement, l'analyse comparée des scénarios élaborés par les quatre
professeurs montre, au niveau global que constituent le champ mathématique et la
stratégie d’enseignement des séquences, que des choix importants sont communs
aux professeurs observés. Cette analyse reste trés incompléte puisque nous n’avons
encore étudié ni les taches proposées aux éléves durant la séquence, ni les activités
effectives des éléves en classe, ni les accompagnements du professeur pendant le
déroulement. Néanmoins ce premier constat mérite que nous interrogions
spécifiquement la variable “enseignant” du systéme didactique afin de mieux
comprendre cette convergence de choix. Autrement dit, nous sommes 3 la
recherche de contraintes qui conditionnent certains choix des professeurs et de
connaissances qu’ils font fonctionner, peut-étre de maniére implicite, lorsqu’ils
élaborent leur projet d’enseignement.

2. Convergence des choix des professeurs au niveau global

Nous ne voulons pas nous arréter a une lecture “en creux ” des scénarios des
professeurs qui se contente de noter ce que les enseignants ne font pas. Aussi nous
apparalt-il indispensable de tenter de comprendre ce qui les motive dans leurs
choix pour 1'élaboration globale de leur projet, c’est-a-dire la délimitation du
champ mathématique et la définition de la stratégie d’enseignement de la
séquence. Ainsi posé, le probléme permet d’envisager que les professeurs prennent
leurs décisions en fonction de contraintes lies a ’exercice méme de leur métier,
contraintes qui sont peut-étre, au moins pour certaines d’entre elles,
indépendantes de 'objectif d’apprentissage des éléves, voire méme contraires & cet
objectif.

Rappelons qu’il vy a ainsi, dans notre démarche, une centration sur
I'enseignant qui demande un “ changement de point de vue ” dans 'analyse, par
rapport a ce qui est cherché d’habitude en didactique des mathématiques: il ne
g'agit plus d’étudier ce que propose le professeur seulement en fonction des
apprentissages potentiels de 1’éléve mais bien d’étudier son projet pour les

activités d’enseigneinent qu'il favorise. Autrement dit; en forgant délibérément te~ -~

trait, nous étudions le projet du professeur non plus pour ce qu'il permet & 1’éléve
d’apprendre mais pour ce qu’il permet au professeur d’enseigner.

Nous faisons donc Dhypothése que des contraintes mais aussi des
connaissances, dont certaines sont issues de la pratique, sont & Peeuvie dans
P'élaboration du scénario ; ce sont elles que nous essayouns ici de mettre a jour.

En confrontant les projets des enseignants (le champ mathématique et la
stratégie d’enseignement de leur séquence) aux scénarios qui figurent dans les
publications que nous avons étudiées, nous avons montré que des choix, souvent
convergents, sont exprimeés par les professeurs. Comme on le pratique dans
certains travaux en didactique des mathématiques pour analyser les productions
des éléves et déceler, en reprenant l'expression de Gérard Vergnaud 226 les

26 VERGNAUD G. (1992), Qu'est-ce que la didactique 7 En quoi peut-elle intéresser la formation
d’adultes peu qualifiés 7 Education permanente, n°111 (19-31) [p. 22]
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théor émes-en-actes qu’ils utilisent, nous avons cherché, a partir des projets des
professeurs, compte tenu de leurs points communs, des “ principes” dont
Papplication permet de retrouver les choix des enseignants. Ils concernent & la fois
Papprentissage des éléves et 'exercice du métier, dans une dimension personnelle
et sociale.

Nous allons présenter maintenant différents principes qui conduisent aux
choix convergents des professeurs Cette présentation est difficile parce que,
semble-t-il, aucun d’entre eux n’est suffisant & lui seul pour expliquer
complétement tel ou tel choix II nous apparait que 'activité professionnelle de
I’enseignant ne peut se réduire a une somme de pratiques qui sont isolées par
I’analyse et gqu’elle ne peut se comprendre sans en recomposer I’ensemble. Citons
Aline Robert %7

A partir de ces recherches préliminaires, nous avons conclu que les
pratiques enseignantes sont des pratiques complexes, non réductibles & des
unités séparées (comme la préparation, ou le déroulement), non
décomposables en mises en fonctionnement de connaissances isolées
disciplinaires, didactiques, pédagogiques, etc., car des recompositions de
tous ordres s’opérent constamment,

Nous allons donc présenter les principes un 4 un mais nous serons amené parfois a
effectuer quelques renvois ou quelques redites & cause de leur complémentarité
pour interpréter certains choix des professeurs.

“ Principe ” de conformité au programme officiel

Les enseignants que nous avons observés ont délimité pratiquement le méme
champ mathématique & leur séquence d’enseignement de la multiplication des
décimaux. Nous allons montrer ici deux contraintes institutionnelles qui sont
1espectées par les professeurs.

Les professeurs respectent le contenu du. programme
Nous constatons que le choix de ces professeurs est conforme aux instructions

décimale est révisé, des problémes issus de situations multiplicatives, donc des
problémes qui donnent du sens a 'opération, sont proposés aux éléves. S’ils ne
sont pas nombreux dans la séquence, nous avons noté que le manuel en propose
dans plusieurs chapitres qui succédent a celui qui est explicitement consacré 4 la
multiplication des décimaux Nous pouvons donc envisager que les professeurs
comptent en proposer d’autres & leurs éléves. Autrement dit, du point de vue de
U'institution, le programme est respecté par les agents que sont les enseignants De
la méme fagon, nous pouvons dire, compte tenu de ’analyse que nous avons faite
du manuel utilisé par ces professeurs, que les auteurs ont proposé une
transposition des programmes conforme a la tache prescrite par I'institution.

11 est intéressant de remarquer ici que d’auties choix auraient été possibles en
tenant seulement compte des contenus imposés par les programmes officiels.

227 ROBERT A. (1999), Op. cit [p 133]
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D’autres professeurs, par exemple, auraient pu introduire la multiplication par un
probléme de calcul d’aire de rectangle ou par un probléme d’agrandissement d’une
figure plane Si un professeur avait souhaité reprendre une situation fondamentale
présentée par Guy Brousseau ou par Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin, il lui
aurait fallu les adapter car les deux ingénieries reposent sur une conception
fractionnaire des décimaux alors que la multiplication de deux rationnels positifs
est au programme de la classe de cinquiéme. Néanmoins, un tel choix n’était pas
impossible. Un professeur aurait aussi pu reprendre la situation de la bande &
double graduation ol les nombres considérés sont décimaux et ol les
représentations symboliques peuvent aisément se limiter & la seule notation
décimale Alors pourquoi les professeurs que nous avons observés ont-ils choisi un
enseignement décontextualisé de la multiplication des décimaux 7

Les programmes imposent un certain rythme o l'enseignement

Toutes les expériences d’enseignement qui comporte une phase contextualisée
montrent gu'une durée assez longue est nécessaire pour que les éléves connaissent
suffisamment la situation afin de l'utiliser comme support de construction de
nouvelles connaissances D’autant plus que, dans le cas de la notion qui nous
intéresse pour cette recherche, les situations qui pourraient servir de référence sont
trés mal connues des éléves, nous l'avons montré au chapitre précédent. Par
ailleurs, la décontextualisation est également trés coiliteuse en temps.

Certainement, argument du rythme imposé par les programmes ne suffit pas
& justifier que enseignement soit systématiquement décontextualisé. Néanmoins,
notre analyse préalable a permis de montrer qu'une durée raisonnable 28 hour
enseigner la multiplication des nombies décimaux en classe de sixiéme est de
quatre & six heures. Les professeurs observés ont consacié en moyenne 3 h 40 min a
cet enseignement alors qu'ils n'ont pas proposé de problémes issus de situations
multiplicatives en nombre suffisant. Nous pensons donc qu’un professeur qui
aurait élaboré un enseignement de la multiplication & partir d’une situation
contextualisée aurait dépassé de beaucoup la durée normale envisageable pour
enseigner cette notion. D’ailleurs, Madame Germain qui a choisi un scénario ot la

construction de la technique opératoire est en grande partie laissée aux éléves est
le professeur dont la séquence est la plus longue, elle a duré cing heures, et
pourtant, son enseignement était complétement décontextualisé, la technique
opératoire a €té établie lors de la derniére séance, aucun exercice d’entrainement
n’a été effectué et le seul probléme issu d’une situation multiplicative proposé aux
éléves n’a pas été résolu en classe.

Le rythme de l'enseignement imposé par les programmes empéche que
Penseignement soit toujours d’abord contextualisé. Puisque les professeurs
doivent choisir, pour des raisons de gestion de l'enveloppe globale horaire, parmi
les notions enseignées en sixiéme, celles qui seront introduites par une situation,
alors des raisons expliquent que les professeurs n’alent pas choisi le théme de la

28 Clet adjectif “raisonnable ” est, bien entendu, & comprendre en rétérence aux programmes et
aux horaires de la classe de sixiéme
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multiplication des décimaux Nous en avons déja indiqué, nous en montrerons
encore d’autres.

Avant d’en terminer avec la contrainte liée aux programmes, nous voudrions
ajouter quelques éléments qui expliquent 'attention que les professeurs portent au
respect des instructions officielles.

La conformité aux programmes assure la légitimité du professeur

Chaque stratégie d’enseignement correspond a une transformation en
éléments trés fins de la tache globale qui est prescrite aux professeurs par
Pinstitution scolaire dans les programmes. Cette étape incontournable de la
piéparation des cours, parce qu'elle est subjective, engage chaque professeur
socialement c’est-a-dire face & son inspection pédagogique mais aussi face aux
collégues, face & Padministration de son établissement, face aux parents et aux
dleves eux-mémes. Les quatie professeurs que nous avons observés ont des
stratégies différentes mais qui répondent toutes les quatre aux objectifs du
programme. La légitimité de cette redéfinition de la tache prescrite, est alors
socialement assurée

Pour que la légitimité du professeur soit personnellement (par opposition a
socialement) assurée, il faudra en outre qu’il nourrisse sa stratégie par des téiches
que les éléves parviendront & réaliser sans trop de difficultés, mais aussi qu'il
paivienne & animer, en classe, le scénario de sa séquence.

Concluons finalement que si [Papprentissage des éléves est le niveau
d’appréciation de 'activité d'un professeur qui nous semble fondamental, il n’en
reste pas moins que d’autres niveaux d’appréciation existent dont la conformité
avec les programmes officiels tant pour le choix des contenus enseignés que pour le
1ythme de l'enseignement, conformité qui assure au professeur une part de sa
légitimité sociale.

Voyons maintenant trois principes qui concernent exclusivement la
délimitation du champ mathématique de la séquence d’enseignement.

Trois principes pour délimiter le champ mathématique d'une séquence

Nous avons remarqué que les professeurs, bien qu’ils aient élaboré des
stratégies d’enseignement quelque peu différentes, ont tous délimité, & quelques
détails pres, le méme champ mathématique pour leur séquence. Nous allons
montier que ce champ posséde des propriétés qui permettent & ’enseignant de
s'assurer qu'il évitera au maximum les digressions ou les parenthéses importantes
qui pourraient détourner les éléves du sujet de la séquence fixé par le professeur.

Le champ mathématique du scénario d’une séquence d’enseignement de la
multiplication des décimaux a été déterminé par les objets mathématiques que le
professeur a introduits dans cette séquence: des nombres décimaux avec
différentes repiésentations symboliques ou, pour reprendre l'expression de
Raymond Duval ?°, différents registres de représentation sémiotique, des produits

2 DUVALR. (1995), Sémiosis et pensée humaine Berne : Peter Lang.
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de deux nombres décimaux ainsi que des transformations de représentations qui
permettent de calculer ces produits, des méthodes et des techniques de calcul du
produit de deux décimaux, des justifications de ces méthodes ou de ces techniques,
des propriétés de la multiplication des entiers ou des décimaux, des justifications
de ces propriétés, des relations entre les propriétés et les techniques de calcul, des
situations ol intervient la multiplication, et I’ensemble des formes langagiéres
(orales et écrites, images...) de ces situations. Rappelons que ces objets que nous
venons de citer se classent aisément dans les trois ensembles que Gérard Vergnaud
considére pour définir les notions de concept et de champ conceptuel % :

. un concept est un triplet de trois ensembles : C(s, I, S)

s: Pensemble des situations qui donnent du sens au concept (la
référence) ;

I: Pensemble des invariants sur lesquels repose Popérationnalité
des schémes (le signifié) ;

S: Tensemble des formes langagiéies et non langagiéres qui
permettent de représenter symboliquement le concept, ses propriétés, les
situations et les procédures de traitement (le signifiant).

(.) Le champ conceptuel des structures additives est & la fois
Pensemble des situations dont le traitement implique une ou plusieurs
additions ou soustractions, et 'ensemble des concepts et théorémes qui
permettent d’analyser ces situations comme des taches mathématiques.

Il apparait donc qu'une analyse didactique des champs mathématiques des
séquences étudiées gagnerait & s’effectuer & la lumiére de la théorie des champs
conceptuels. En partant des propriétés communes aux champs mathématiques des
séquences, nous avons déterminé trois “ principes ” qui, nous allons le montrer,
permettent d'interpréter les choix des enseignants.

Principe d'efficacité pédagogique : on ne batit rien de solide sur le sable

Le champ mathématique délimité par les professeurs conduit & un
enseignement qui porte sur le cadre numérique exclusivement et oli n’apparait pas
la représentation fractionnaire des nombres décimaux. Pourtant, le programme

prévoit une utilisation des fractions décimales pour contréler les calculs effectués
en utilisant la notation décimale. Dans le cadre géométrique, il indique
Penseignement de la notion d’aire et précisément le calcul de l'aire d’un rectangle
qui, quand on pense & I'ingénierie de Régine Douady & Marie-Jeanne Perrin, se
préte particuliérement bien a Penseignement de la multiplication des décimaux.
On ne peut donc évoquer seulement la contrainte des contenus indiqués par les
instructions officielles pour interpréter le choix des enseignants. Nous avons
précédemment évoqué le rythme d’enseignement imposé par le programme pour
interpréter le choix d’enseignement décontextualisé de certaines notions. Nous
proposons d’avancer maintenant un argument plus pédagogique.

0 VERGNAUD G. (1990}, La théorie des champs conceptuels, in Recherches en didactique des
mathématiques 10/2.3 (133-170}, Grenoble : La pensée sauvage.
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Les professeurs expérimentdés 21 ont acquis des connaissances sur les
difficultés des éléves avec la conception fractionnaire des décimaux comme avec la
notion d’aire. Rappelons qu’en fin de sixiéme, seulement 34% des éléves savent
écrire les nombres 0,1, 0,6, 3,7 et 0,03 sous la forme d'une fraction 2. De méme,
deux exercices de calcul d’aire d’'un rectangle connaissant ses cotés ont été
proposés dans le cadre des évaluations nationales & I'entiée en sixiéme 233, et ces
exercices ont montré que 'association entre I’aire du rectangle et la multiplication
des cotés n’est acquise que par seulement un tiers des éléves

Sans doute les enseignants pensent-ils que la multiplication des décimaux doit
étre assimilée par un pourcentage d’éléves beaucoup plus important que le tiers de
leur classe et qu’ils ont peu de chance d'y parvenir s'ils s’appuient sur des
connaissances aussi mal acquises que D'écriture fractionnaire des nombres
décimaux ou que 'aire du rectangle.

L’argument que nous venons de développer est lié aux conceptions que les
professeurs auraient de apprentissage des éléves, Conceptions qui interviennent
dans leurs choix d’enseignement. Les professeurs n'utilisent pas les écritures
fractionnaires ni le calcul d’aire de rectangles qui ne sont pas suffisamment
acquises Autrement dit, ils craindraient, ce faisant, de batir sur le sable. Dans une
perspective d’analyse de l'activité professionnelle, cet argument doit aussi se
comprendre comme une adaptation des professeurs au contexte de l'enseignement
de ces notions qui restent mal connues des éléves. Rappelons, powr conclure, que
I'enseignement du coefficient d’agrandissement d’une figure — 1’échelle — est au
programme de la classe de cinquiéme, cette précision peut contribuer & expliquer
labsence de situations portant sur des agrandissements ou des bandes & double
graduation.

On ne bétit pas sur le sable. Ce principe d’efficacité pédagogique contribue &
interpréter le fait que les professeurs ont évacué les représentations fractionnaires
des décimaux et les situations multiplicatives issues du domaine géométrique mais
il ne suffit pas : on pourrait imaginer en effet qu'ils profitent de ’enseignement de
la multiplication des nombries décimaux pour initialiser celui des fiactions

décimales, de I'aire du rectangle ou de I'agrandissement de figures planes. Nous
nous proposons d’élucider cette question.

Principe de cloture du champ mathématique d'une séquence

Les professeurs ont évité de s’appuyer sur I’écriture fractionnaire et sur les
situations multiplicatives issues du cadre géométrique pour enseigner la
multiplication des décimaux. Ces notions n’ont pas été abordées, méme de facon
peu approfondie. La simple lectuie des programmes et des manuels nous empéche
de penser que c’est par méconnaissance de I'impoitance des fractions ou de 'aire.

Bl Ce qui est le cas des professeurs que nous avons observés

%2 APMEP-IREM de Besancon (1987), EVAluation du Programme de Mathématiques fin de
sizieme, Paris : APMEP [p. 42, 43]

5 DEP (1993, 1995 et 1997), Fualuation CE 2 - 6éme, Résultats nationauz, Paris : Ministére de
I’'Education nationale, de 'enseignement supéiieur et de la recherche, Direction de ’évaluation
et de la prospective
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Certainement, les professeurs avaient programmé 1'étude de ces notions & un autre
moment de I'année ; certains chapitres de leur manuel leur étajient d’ailleurs
consactés

Les professeurs ont donc choisi de ne pas aborder, méme succinctement,
certaines situations du champ conceptuel des structures multiplicatives. Nous
interprétons ce choix du “ tout ou rien ” comme la volonté d’aboutir & une partie
“auto-close ” du champ conceptuel, c’est-a-dire que les situations qui sont a
I’étude dans la séquence doivent étre, dans cette méme séquence, associées aux
concepts et aux théorémes qui permettent de les analyser. Précisons notre pensée
malis avant, rappelons comment Gérard Vergnaud définit le champ conceptuel des
structures additives 2 :

L.e champ conceptuel des structures additives est & la fois
Pensemble des situations dont le traitement implique une ou plusieurs
additions ou soustractions, et Pensemble des concepts et théorémes qui
permettent d’analyser ces situations comme des tdches mathématiques.

En délimitant le champ mathématique de leur séquence, les professeurs ont
supprimé certains éléments du champ conceptuel des structures multiplicatives,
des éléments reliés : les situations, mais aussi les concepts et les théorémes qui
permettent de les analyser comme des taches mathématiques. Ainsi, les objets
mathématiques qui restent dans le champ de la séquence sont dépendants entre
eux mais ne dépendent pas (ou peu) de ceux qui n’y ont pas été intégrés. C'est en
ce sens que nous énoncons le principe de cloture du champ mathématique: le
champ mathématique de la séquence est une partie “auto-close” du champ
conceptuel. Montrons-le sur les exemples des séquences observées

Madame Theano propose quelques situations d’isomorphisme de grandeurs
qui ne dépendent d’aucune notion mathématique (les grandeurs considérées sont
des masses, des prix.. ) pour appliquer la technique opératoire. Elle introduit des
nombres en écriture décimale et la notion d’ordre de grandeur qui peut étre traitée
uniquement en approfondissant la notation décimale. L’utilisation conjointe de la

opératoire qui n’est pas établie. Enfin, la propriété liée a la multiplication par un
facteur inférieur a 1 est traitée en lien avec les ordies de grandeur.

Madame Agnesi propose des problémes de prix powr introduire la
multiplication des décimaux, elle envisage d’aborder des problémes de conversions
d’unités dans le systéme décimal qui permettent de justifier la technique
opératoire en référence a ces situations multiplicatives. Puis Madame Agnesi
énonce quelques propriétés de la multiplication afin de les utiliser, notamment
dans des exercices de calcul mental ou raisonné. Ces propriétés sont admises, les
justifier aurait nécessité, comme nous 'avons montré dans le chapitre précédent,
de se référer & certaines situations multiplicatives qui ne sont pas étudiées.

¥t YVERGNAUD G (1990), La théorie des champs conceptuels, in Recherches en didactique des
mathématiques 10/2.3 (133-170), Grenoble : La pensée sauvage.
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Monsieur Bombelli restreint au maximum les objets mathématiques du
champ, il justifie la technique opératoire en utilisant des opérateurs, ces
opérateurs reviennent 3 effectuer des multiplications ou des divisions par des
puissances positives de dix ce qui demande seulement de revoir la signification de
Pécriture décimale Cette méthode repose sur la commutativité et 'associativité
de la multiplication mais ces propriétés sont masquées lors de la justification par
un artifice de pr