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CHAPITRE 1. INTRODUCTION



Les problémes d’optimisation émergent naturellement dans de nombreux domaines d’applica-

tions. Quoi que les gens fassent, & un certain moment, ils ont besoin ou envie de réaliser ces choses de
la meilleure fagon possible. Cette volonté, une fois modélisée sous forme mathématique, aboutit a un
probléme d’optimisation. Les difficultés apparaissent lors de ’étape suivante qui consiste & essayer
de résoudre le probléme obtenu. En effet, en régle générale, les problémes d’optimisation ne sont pas
solubles : en I'absence de structure adéquate pour le probléme, "la meilleure" solution, lorsqu’elle
existe, n’est pas nécessairement calculable explicitement en pratique, et méme en se contentant d’une
"bonne" solution, les temps de calculs requis par un ordinateur actuel pour résoudre des problémes
généraux, méme simples en apparence, serait totalement prohibitifs. Par exemple, supposons que
nous souhaitions résoudre le probléme de minimisation d’une fonction lipschitzienne f de paramétre
L sur le cube [0,1] de R™ et que nous disposons d’un oracle d’ordre 0, c’est-a-dire d’une sorte de
boite noire qui nous fournit & la demande les valeurs de f aux points z € R™ dont nous avons besoin.
Il est possible de montrer (voir [28]) que quelle que soit notre stratégie pour résoudre ce probléme
a l'aide de l'oracle, et méme en demandant une précision raisonnable pour la solution, le temps de
calcul nécessaire a un ordinateur actuel pour trouver une solution se compte en milliers d’années
dés que la dimension n du probléme dépasse 10.
Ce constat étant fait, il est illusoire de vouloir résoudre tous les problémes d’optimisation ou des
problémes d’optimisation trop généraux. Il convient par conséquent de se limiter, si nous souhaitons
obtenir des algorithmes utilisables dans les cas pratiques, & des classes beaucoup plus réduites de
problémes. Nous ne nous intéresserons donc ici qu’a des problémes du type

min f(z), (1.1)

z€Q

ou f est une fonction convexe continue sur laquelle porteront éventuellement des hypothéses de
régularité supplémentaires et () est un sous ensemble convexe compact de R™ qui posséde une
"bonne" géométrie. Ces problémes ont le mérite d’étre a la fois suffisamment généraux pour couvrir
de larges domaines d’applications, et suffisamment structurés pour permettre la mise en oeuvre de
méthodes de résolution qui puissent étre efficaces.

Nous ajouterons dans cette thése deux difficultés au probléme précédent :

— Nous supposerons que n est "grand", ce qui correspond aux domaines d’applications actuels :
I’avénement des ordinateurs a permis le recueil et le traitement de quantités toujours plus
importantes de données et la plupart des systémes étudiés dépendent de plus d’'un grand
nombre de paramétres. Ceci aura pour conséquence que nous nous limiterons & 'utilisation
d’un oracle du premier ordre : la "boite noire" a laquelle nous ferons appel pour résoudre les
différents types de problémes que nous allons abordés ne pourra nous donner que les valeurs de
f et de son sous-gradient. En effet, les dérivées d’ordre supérieur nécessiteraient a la fois trop
d’espace en mémoire et un temps de traitement prohibitif si nous envisagions de les utiliser
dans des calculs.

— Nous nous placerons dans le cas bruité, c’est-a-dire que les valeurs fournies par 'oracle ne
seront pas exactes, mais sujettes a des aléas (nous parlerons donc d’oracle stochastique). Par
exemple, pour le probléme (1.1), un oracle O stochastique du premier ordre nous fournira, pour
un point z donné, non pas (f(z), f'(x)), mais (F(z,w), F'(z,w)) ot F(z,w) = f(z) +n(w) et
F'(z,w) = f'(x)+7' (w) ot n et i sont des variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(©, A, P) (dont nous omettrons généralement de faire mention dans la suite), spécifiques a
Poracle utilisé et constituent un bruit qui perturbe les observations des valeurs de f et f’. Ce
"bruit" ou ces "erreurs" peuvent étre, dans le monde physique, imputables a des erreurs de
mesure des phénoménes observés, ou liées a la nature aléatoire des phénoménes étudiés.
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L’objet de cette thése va donc étre de résoudre certains problémes d’optimisation convexe stochas-
tique en grande dimension.

Commengons par préciser quelques notions que nous allons utiliser. Supposons que nous avons un
probléme P (par exemple le probléme (1.1) pour une certaine fonction f et un certain ensemble @
donnés) que nous souhaitons résoudre en utilisant une certaine méthode M. Nous allons, dans ce
but, utiliser un algorithme itératif, c’est-a-dire un algorithme dont le schéma général est le suivant

Algorithme 1.1

— Entrée : un point de recherche initial xo et une précision € > 0.

— Initialisation : k=0, I_1 = &. Ici k est le compteur du nombre d’itéra-
tions et I, est ’ensemble des informations accumulées apres k itérations.

— Boucle principale

1. Appeler Uoracle O au point xy.
2. mettre & jour l'ensemble des informations I, = I—1 | J(xk, O(zk)).

3. Appliquer les regles de la méthode M a I, pour déterminer un nou-
veau point de recherche xjy1.

4. Faire un test pour le critére d’arrét. S’il est atteint, construire un
point solution x*, sinon incrémenter k et aller a 1).

Fin de la boucle

Il nous faut maintenant savoir comment nous allons mesurer les performances de notre méthode
M pour le probléme P. Nous nous intéresserons pour cela & deux notions étroitement liés :

— sa précision,

— sa complexité.
Notons V' la solution approchée fournie par notre algorithme aprés N itérations. La précision
€ f(xN ) de 'algorithme mesurera I’écart entre la valeur de f en 2’V et la vraie valeur minimale de f
qui est f(z*), autrement dit ce sera la quantité

(qui est positive). Nous ne chercherons pas a comparer directement les valeurs de zV et de z*. La
raison en est que dans les problémes que nous étudions, la convergence de 2V vers z* peut étre trés
lente (et méme aussi lente que 'on veut pourvu que la fonction f soit choisie de maniére adéquate).
Comme l'oracle que nous utilisons est stochastique, nous nous intéresserons naturellement a deux
mesures de risque :

— la quantité

Ry(M, P) = Eles, (V)] = E[fp(c™) — fp(a™)]

(on I'aléa provient de la nature stochastique de l'oracle) qui sera la précision de 1’algorithme
étudié pour le probléme (1.1) et la fonction fp (c’est-a-dire le probléme P) considérée,
— la quantité

RY(M,P) = inf Peg, (27) > 2) < v,
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qui permet de borner les déviations de € f(ajN ) et d’obtenir des intervalles de confiance pour
fp(a®).
Bien évidemment, obtenir une borne pour la précision pour chaque fonction f considérée offre peu
d’intérét. En effet, connaitre f est nécessaire pour calculer précisément E|e f(xN )] et le fait de nous
placer dans un contexte stochastique implique que nous ne connaissons justement pas f.
Par conséquent nous allons nous intéresser a des bornes en pire cas pour la précision : plutdt que
de considérer €y, nous allons étudier la quantité

e(z™) = sup Ef(:EN),
PeF
ou F sera une classe de problémes (par exemple l’ensemble des problémes de type (1.1) ou Q est
donné et f est une fonction convexe continue sur () dont le sous-gradient en tout point est borné
par une certaine constante M donnée). De méme, nous allons chercher a minimiser les deux risques
que nous avons donnés en pire cas (c’est-a-dire pour le "pire" des problémes P de la classe F).
autrement dit nous allons étudier les deux quantités

Ry (M, F) = sup Rny(M,P) et RG(M,F) = sup Ry(M,P).
PeF PeF

La quantité Ry(M,F) peut aussi étre vue comme une fonction v du nombre de pas N effectué
dans I'algorithme, nous appellerons v(N) la vitesse de convergence de I’algorithme (ou de la méthode
M)sur la classe F.
Venons-en maintenant au probléme de la complexité de la méthode, c’est-a-dire a I’effort qu’il va
falloir fournir pour calculer la solution approximative. Comme pour la précision, nous nous placerons
dans le cas minimax et nous chercherons a borner la complexité du probléme (1.1) non pas pour
une fonction f donnée, mais la complexité en pire cas lorsque f appartient & un certain ensemble
F. Nous allons envisager deux mesures de la complexité :
— La complexité analytique qui est le nombre d’appels & I'oracle requis pour résoudre le probléme
‘P avec une précision € donnée.
— La complexité arithmétique qui est le nombre total d’opérations arithmétiques (travail de
l'oracle et de la méthode inclus) requis pour résoudre le probléme P avec une précision e.
Cette seconde notion est bien entendu la plus réaliste, mais dans la mesure ol la complexité arith-
métique peut souvent se déduire aisément de la complexité analytique, c’est cette derniére notion
que nous utiliserons dans la suite.

De nombreux algorithmes ont été concus pour résoudre ce type de problémes stochastiques, le
premier historiquement étant la méthode de Robbins et Monro en 1951 dans [31]. Cette procédure a
été longuement étudiée par la suite, & commencer par les travaux [8] et [32], et ont montré que 1'on
pouvait atteindre asymptotiquement une vitesse de convergence optimale en O(1/N) pourvu que la
fonction objectif soit deux fois différentiable, fortement convexe et que les tailles des pas & chaque
itération soit choisies de maniére convenable. Une amélioration conséquente de cette méthode fut
apportée par Polyak (voir [29] et [30]) qui suggéra de faire des pas de taille plus importante et
d’effectuer des moyennes des différents points de recherche successifs : la vitesse de convergence des
algorithmes n’est pas changée, mais les procédures obtenues sont d’un emploi plus souple. Ces idées
étaient déja présentent dans [23| ou les algorithmes décrits permettent d’atteindre des vitesses de
convergence en O(1/v/N), vitesse non améliorable dans le cas convexe général.

D’autres ont suivi par la suite, le lecteur intéressé pourra trouver les principaux dans [9] , [5] et
les références qui s’y trouvent. Malheureusement, la plupart de ces algorithmes sont inadaptés aux
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problémes en grande dimension qui nécessitent, pour étre résolus de maniére efficace, d’exploiter au
mieux la structure du probléme étudié. Les premiéres méthodes ayant une flexibilité suffisamment
grande pour permettre ce traitement du probléme ont été proposées par Nemirovski et Yudin dans
[22]. L’idée principale de ces méthodes est d’exploiter la structure duale du probléme, en séparant la
trajectoire du gradient dans ’espace "dual" de celle du minimiseur dans ’espace "primal". D’autres
méthodes reposant sur cette méme idée ont vu le jour par la suite, notamment la méthode d’extra-
polation duale de Nesterov (voir [24]), elleeméme inspirée la méthode d’extrapolation du gradient
de Korpelevich (voir [16]).

Plan de la thése

Nous étudions dans un premier temps dans cette thése des méthodes de ce type pour divers
problémes sans contraintes fonctionnelles dans le cas ou l'oracle est stochastique et du premier
ordre et nous montrons qu’elles sont efficaces au sens ou elles atteignent les bornes minimax en
O(1/v/N) données dans [22] pour ces problémes. Nous envisageons ensuite des versions adapta-
tives de ces algorithmes dont nous montrons les principales propriétés de convergence. Enfin nous
traitons le cas des problémes sous contraintes. Plus précisément, le plan de ce mémoire est le suivant :

Le chapitre 2 traite d’un algorithme que nous nommerons dans la suite algorithme de descente
en miroir en référence a l’algorithme introduit par Nemirovski et Yudin dans [22] qui porte le méme
nom et dont il est inspiré. Nous y présentons les différents types de problémes que nous étudions, &
savoir les problémes de minimisation sans contrainte fonctionnelle du type du probléme 1.1 (section
2.2), les problémes d’inégalités variationnelles & opérateur monotone du type

Trouver z* € Q : (g(x),z —z*) > 0Vz € Q,

ou @ est compact et g vérifie (g(z) — g(y),x —y) > 0 Vz,y € Q, et les problémes de point selle du
type
mip ey L(@.0)

ou X et Y sont compacts et L est convexe en z et concave en y (section 2.3). Le probléme de
résolution d’inégalité variationnelles est une généralisation des deux autres problémes envisagés.
Néanmoins le cas particulier des problémes de point selle est un exemple intéressant & traiter en
soi, d’une part parce qu’il nous sera utile pour le chapitre 4 et d’autre part parce qu’il se préte
bien au "découpage" de l'opérateur monotone sous-jacent en deux "morceaux" (correspondant aux
parties concaves et convexes de la fonction objectif considérée) auxquels il est possible d’accorder un
traitement différent. Pour chacun de ces trois problémes, nous proposons des algorithmes destinés
a les résoudre. Ces algorithmes font intervenir deux suites de paramétres que nous notons (7;);
(taille des pas) et (3;); (gain). Nous donnons les valeurs pour ces paramétres qui permettent de
minimiser ’espérance de I'erreur d’approximation en fonction de la géométrie du probléme. Cette
géométrie intervient sous deux formes dans 'algorithme : d’une part par le choix de la norme || - ||
considérée sur notre ensemble @ (ou X et Y pour les problémes de point selle), et d’autre part
au travers d’une fonction que nous noterons V' et qui nous permettra de mettre en place le jeu de
miroir entre ’espace dit primal auquel appartiennent les points de recherche considérés a chaque
itération et I'espace dit dual auquel appartiennent les gradients de la fonction objectif (f ou L selon
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le probléme) ou les valeurs prises par g dans le cas des problémes variationnels. Nous montrons
que pour tous ces algorithmes, la vitesse de convergence est en O((M + o)/v/N) ot M est une
borne pour 'opérateur considéré (le gradient de la fonction objectif pour les problémes de minimi-
sation et de point selle et I'opérateur g lui-méme pour les problémes variationnels) mesurée avec la
norme duale || - ||« de la norme || - || précédemment choisie (par exemple dans le cas des inégalités
variationnelles, M = supzecq || g(x) ||+, o est 'écart type du bruit généré dans 'oracle et N est
le nombre d’itérations effectuées. Nous donnons aussi des bornes en déviations pour 'erreur d’ap-
proximation commise par ces différents algorithmes. Nous donnons ensuite des versions adaptatives
des algorithmes précédents ou le choix du gain ; se fait de maniére récursive, sans connaissance
prérequise des paramétres de l'oracle (en particulier de o) et nous donnons les bornes en espérance
et en déviations correspondantes (section 2.4). Le chapitre se termine par quelques applications
simples (section 2.5) destinées & illustrer la mise en ceuvre des différents algorithmes.

Le chapitre 3 traite la version stochastique de l'algorithme d’extrapolation dual introduit par
Nesterov dans [24]. Nous étudions les différences de cet algorithme avec celui de descente en miroir,
en particulier lorsque les fonctions objectif sont suffisasamment réguliéres, c’est-a-dire dans le cas ou
l'opérateur du probléme variationnel considéré est lipschitzien et non plus simplement borné (ou
a variations bornées). Nous montrons comment il est possible, a I'aide d’un choix de gain perti-
nent, d’améliorer la vitesse de convergence de l’algorithme en prenant en compte ces hypothéses
de régularité : lorsque l'opérateur est a variations bornées par M, les vitesses obtenues sont en
O((M + o)V N), lorsque 'opérateur est lipschitzien de constante M, elles deviennent O(\/LN + %)
Les problémes étudiés sont par ailleurs du méme type que ceux du chapitre précédent, a savoir les
problémes de minimisation sans contrainte fonctionnelle (section 3.2), les inégalités variationnelles
& opérateur monotone (section 3.3) et les problémes de point selle (section 3.4). Nous donnons la
aussi des bornes en espérance et en déviations pour chacun des algorithmes. Enfin nous envisageons,
comme dans le chapitre précédent, une version adaptative de l'algorithme considéré (section 3.5).

Le chapitre 4 est quant a lui consacré & un probléme spécifique, celui de I'optimisation sous
contraintes. Ce type de probléme s’écrit sous la forme

gg)? fo(x) sous contraintes fj(x) <0,j=1,...,m;
ou les fj(x), 5 = 0,...,m sont des fonctions convexes continues et X est un ensemble convexe

compact inclus dans R™. Nous montrons dans un premier temps comment ramener se probléme en
un probléme de recherche de zéro d’une fonction f* convexe ne dépendant que d’une seule variable
réelle. Nous proposons alors deux algorithmes pour résoudre ce nouveau probléme, I'un inspiré de
la méthode de Newton et I'autre de 'algorithme de dichotomie, dont nous effectuons une compa-
raison détaillée (section 4.2). Puis, nous expliquons comment utiliser I’algorithme de recherche de
point-selle étudié dans la section 2.3 pour obtenir une méthode générale de résolution des problémes
d’optimisation stochastiques convexes sous contraintes (section 4.3), nous donnons des bornes pour
la précision de cette méthode ainsi que sa complexité algorithmique. Enfin une application est don-
née en fin de chapitre (section 4.4).

Ce document comporte en outre 4 annexes :
— la premiére regroupe les principaux résultats d’analyse convexe et les principales propriétés
de la transformée de Legendre-Fenchel qui sont nécessaires a la lecture du document,
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— la seconde donne les inégalités de déviation qui sont utilisées dans les chapitres 2, 3 et 4 pour
construire des bornes en déviations et des intervalles de confiance pour 'erreur d’approxiam-
tion des différents algorithmes,

— la troisiéme annexe regroupe les preuves omises dans les chapitres 2, 3 et 4 afin d’alléger et

clarifier la lecture du document,
— la quatriéme annexe regroupe quant a elle les différentes hypothéses utilisées dans les chapitres

2 et 3.
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Algorithme de descente en miroir
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions une version stochastique de ’algorithme de descente en miroir
inspiré de l’algorithme du méme nom introduit par Nemirovski et Yudin dans [22].
Nous étudierons tout d’abord ’algorithme dans sa version destinée & résoudre des problémes d’opti-
misation sans contrainte fonctionnelle. Nous donnerons des bornes pour ’espérance et les probabili-
tés de déviations de 'erreur au N-iéme pas de 'algorithme. Nous étendrons ensuite ’algorithme et
les résultats de convergence obtenus & d’autres classes de problémes, a savoir les problémes d’inéga-
lité variationnelle & opérateur monotone et les problémes de point-selle. Nous donnerons ensuite une
version de 'algorithme de descente en miroir ol le choix du gain se fait de maniére adaptative pour
chacun des types de problémes étudiés. Enfin nous terminerons ce chapitre en présentant quelques
exemples d’utilisation de ces algorithmes qui seront illustrés numériquement.
Les résultats d’analyse convexe nécessaires a la compréhension des différents problémes et résultats
de ce chapitre sont consignés dans I'annexe A.

2.2 Algorithme pour les problémes d’optimisation sans contrainte
fonctionnelle

2.2.1 Probléme étudié

Nous cherchons & résoudre le probléme de minimisation sans contrainte suivant :

min f(z),
min f()
ou () est un ensemble convexe compact et f une fonction convexe. Nous supposons () inclus dans
I'espace vectoriel de dimension finie £ muni de la norme || - || (dite norme primale). Nous notons
E* Tespace dual de E et || - ||« la norme duale associée et (-,-) le produit scalaire sur E x E*. f

est supposée continiiment différentiable et nous noterons f’ son gradient (cette hypothése peut étre
affaiblie et le sera par la suite). Nous supposons que argmingeq f(x) = {z*} et on note f(z*) = f*.
Nous supposons que f’ vérifie ’hypothése suivante :

Hypothése 2.1 [/ est borné sur Q :

sup || f'(z) [«=M < +o0.
z€eQ

Nous disposons en outre d’un oracle qui nous fournit une version aléatoire (bruitée) ¥ de f’ et nous
notons 7 = W — f’. Les hypothéses a faire concernant 7 seront discutées ultérieurement.

2.2.2 Algorithme

L’algorithme que nous allons utiliser pour résoudre notre probléme nécessite 'utilisation d’une
fonction auxiliaire V' qui est construite de la fagon suivante : on se donne une fonction d fortement
convexe sur ) de parameétre ag pour la norme || - ||. On suppose que d est differentiable en un point
o € @ et on considére la fonction V' donnée par

V(x) = d(z) — d(xo) — {d'(x0),z — x0).
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Notons que V est ag-fortement convexe et que pour tout x € Q

ao

Vi) 2 2 o= |

On note par W3 la f-conjuguée de V' (ot B > 0) c’est-a-dire que Wy est la transformée de
Legendre-Fenchel de SV et est donc donnée par :

Vze E* Wg(z) = gleaéc{(z,@ — BV (z)}.

L’algorithme met aussi en jeu deux suites de paramétres strictement positifs (v;); et (5;); tels que
Bi+1 = Bi, i > 0 (cette derniére condition est purement d’ordre technique : son intérét apparaitra
dans la suite de I’étude). L’algorithme est donné par

Algorithme 2.1

— Initialisation : (o, =0 € E*

— Mise a jour : pour i =1 a N faire
= G =Gi-1— 7Y (Ti1)
- x = W5 (G)

N
N Zi:l ViTi—1
N
zi:1 Yi

€T g

L’algorithme construit donc deux suites, a savoir la suite (x;) dans I’espace primal E et la suite

(&) qui elle appartient a I'espace dual E*. Chaque itération de I’algorithme a lieu en deux étapes :

— La mise & jour du paramétre {; qui constitue I’étape de descente & proprement parler, le
paramétre ~; permettant de régler la taille du pas a effectuer.

— La mise & jour du paramétre x; qui consiste a "renvoyer" le paramétre dual (; que 'on vient
de calculer dans 'espace primal a I’aide de la fonction V' (via sa transformée Wp). C’est cette
étape qui a motivé 'appellation d’algorithme "en miroir" : la fonction V', joue le réle du
miroir et permet de "réfléchir" la trajectoire ((;); calculée dans 'espace dual pour obtenir la
trajectoire primale (z;); (le choix de la fonction V sera donc crucial dans la mise en ceuvre de
lalgorithme) .

Notons enfin que I’étape finale qui consiste & prendre la moyenne pondérée de la trajectoire permet
dans le cas stochastique d’assurer sur le plan théorique de bonnes propriétés de convergence.

2.2.3 Deux exemples

Donnons maintenant des exemples ot nous savons calculer les fonctions W3 et W} : le cas ou F
est un espace euclidien et le cas ot Q est un simplexe. Ces deux exemples seront réutilisés dans les
applications en fin de chapitre.
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Le cas euclidien

On se place dans un espace euclidien F muni de son produit scalaire et de la norme || - ||2 induite
par celui-ci. Comme E est euclidien, on a E* = E. On suppose que @ est un convexe d’intérieur
non vide et xg un point de l'intérieur de ). On choisit comme fonction d la fonction v — % Iz I3,
et alors V(z) = 3 || # — zo ||3. Les fonctions V et d sont fortement convexes de paramétre 1 pour
la norme || - ||2. On cherche comme précédemment le minimum d’une fonction convexe sur ). On
suppose que f est continiment différentiable et qu’elle satisfait ’'Hypothése 2.1. On dispose de plus
d’un oracle similaire au précédent.

L’Algorithme 2.1 devient alors (IIg désigne la projection orthogonale sur Q)

Algorithme 2.2

— Initialisation : (o =0 € E*

— Mise a jour : pouri =1 a N faire
- G=Gier — ¥ (i)
- m = Tg(zo + 5)

- Sortie :

N
N _ zizl ViLi—1

Dans le cas ol @) est une boule fermée de centre xg et de rayon R > 0, I’étape de mise & jour de
I’algorithme précédent devient

Mise a jour : pour ¢ =1 a N faire

— G = Ci—1 — 7Y (ri-1)

— x; =X + % min(1, —@ﬁé)

Ce dernier algorithme est trés proche de 'algorithme du gradient stochastique "classique", il
n’en différe que par la maniére dont la projection est faite. L’algorithme de descente en miroir que
nous avons décrit peut donc étre considéré comme une généralisation de la méthode du gradient
stochastique. A la différence de I'algorithme classique, I’algorithme de descente en miroir ne "casse"
pas la trajectoire duale : la seule projection qui a lieu se produit dans ’espace primal. En consé-
quence, 'essentiel du travail effectué par I’algorithme se produit dans ’espace dual. La trajectoire
primale n’en est qu'un reflet renvoyé par la fonction Wy qui, comme nous I'avons dé¢ja dit, joue le
réle du miroir.

Le cas du simplexe

On se place dans E = R™ et on suppose que @ est le simplexe :

Q=A={zrecR"z > O,Zm(j) =1},
j=1



20 CHAPITRE 2. ALGORITHME DE DESCENTE EN MIROIR

ot ) désigne la j-éme composante du vecteur z. Le choix naturel pour la norme primale est alors
la norme Ly : || z [h= "%, |29)| et la norme duale sur E* est la norme L, donnée par || z [|oo=
max,;—1...m 2. Un choix possible pour la fonction proximale V est la fonction entropie Viz) =
In(m) + >, 1..m 20) In(z0)) dont le minimum est atteint en 'unique point z* = (1/m,---1/m)T
avec V (z* = 0). Cette fonction est ap-fortement convexe de parameétre ag = 1. De plus les fonctions
Wy et VIWj peuvent étre calculées explicitement et sont données par :

1 m o
E*, W, = Bln|—> /P
Vz e B, Ws(z) ﬁn(m e >,

i—1
-1

Ws(2z) Loy = /8 o

0.0 ¢ ge =1 m.

On se donne comme précédemment deux suites de paramétres (v;); et (5;);, la seconde étant
supposée croissante (au sens large). Le choix 'naturel’ pour z( est le point ou la fonction proximale
(c’est-a-dire V') atteint son minimum (aussi appelé centre proximal), dans notre cas il s’agit du
point zg = (&,---, 2)T) € A. L’algorithme 2.1 devient alors

m) 'm

Algorithme 2.3

— Initialisation : (o =0 € E*
— Mise a jour : pouri=1 a N faire
= G =Gi-1— %Y (Ti-1) )
i . @) /3. (k) /8. \ .
— ) = (W4 (G)D) = &7 18 (ZZLl e /@) L j=1,---,m

- Sortie :

N _ Zf\il ViZi—1
N
Zizl Vi

Remarques
— Le simplexe A peut étre vu comme ’ensemble des lois de probabilités sur un ensemble fini &
m éléments : si x € A, pour tout 1 < j <m 2\ est la probabilité attachée au J-éme élément.
La fonction entropie V' (x) que nous avons utilisée comme fonction proximale correspond alors
a la divergence de Kullback entre la loi uniforme et la loi donnée par x sur ce méme ensemble.
— Au cours de la mise a jour dans l'algorithme, la nouvelle valeur du point de recherche z est
calculée a 'aide du paramétre dual . Par conséquent nous pouvons considérer z comme une

fonction de la variable z = —(. Plus précisément, x est donné par
-1
20) — e—z(])/ﬁ Ze_z(a)/g j=1,---,m.
j=1

x définit donc une mesure de Gibbs sur les coordonnées de z, 3 étant interprété comme le
paramétre de température.
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2.2.4 Vitesse de convergence et précision des algorithmes

Nous allons maintenant chercher des bornes pour I'erreur commise par ’algorithme, & savoir la
quantité ey = f(xV) — f*. Les bornes que nous obtiendrons dans la suite pour les autres types de
problémes seront semblables. Les preuves sont données ici a titre illustratif afin d’éclairer le role des
différents parameétres de ’algorithme et la portée des hypothéses effectuées.

Majoration de ’erreur

Nous commengons par donner une borne pour € qui nous servira a établir ensuite des bornes en
espérance et pour les probabilités de déviation de I'erreur d’approximation commise par ’algorithme
que nous avons donné.

Proposition 2.1

N N
<Z%) EN <Z% (wim1)—f (%)) < BV (2*) =D vin(wi1), zi1— +Z 501 5 | W (i) |12
=1 i=1 i—1
(2.1)
Preuve
Puisque f est convexe on a
N -1
ey < [Z% (zi-1) (:E*))] (Z%> .
i=1
Alors
N
(Z%) EN < Z% (zi—1) — f(27)),
i=1
S Z’Yz xz 1 .Z'i_l—(L'*>,
N
= Z% (@ic1), i1 — ) = Y viln(wio1), 21 — 2%, (2.2)
i=1

Comme V est fortement convexe de parametre ag, Wy, | est continiment différentiable et son gra-
dient est lipschitzien de constante (2cp3;_1)~!. C’est ici que 'intérét de la condition (3;); croissante
va intervenir : § — Wj3(2) étant décroissante, on a pour tout ¢

Wﬁz(<@) - Wﬁifl(gi—l) < Wﬁiﬂ(gi) - Wﬁifl(gi—l)

< (in), @) + 5 ’gﬁ_ | i) |2 (23

A Taide de (2.2) et (2.3), on obtient

N
Z% Tict) = F@)) < Wiy(Co) = Wy () + (@7, Cn) = S vslnl@imr) o — 27
=1

N 2 )
+ZM | W(zi-1) [l
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D’autre part Wg, (o) = 0 et (*,(n) — Wg, ((n) < By V (2*), si bien que

N
<Z %) eN < Z% (wi-1)=f(@*) < BNV (@) =D viln(wior), @i - +Z 2a 1@ IZ -

i=1
(2.4)
0

Borne en espérance

Nous allons maintenant utiliser I’équation 2.1 pour obtenir une borne en espérance pour ey.
Comme notre algorithme est stochastique, il nous faut nous donner quelques hypothéses portant
sur les variables aléatoires n(x;) pour étudier son comportement.

Notons F_1 = {&,Q} et pour tout i > 0, F; = o (F;—1,n(x;—1)). Nous supposons que 'hypothése
suivante est vérifiée

Hypothése 2.2 Pour tout i, E[n(x;)|Fi] =0 p.s., et E[|| n(z;) |2 |F] < 0% < +00 p.s.

Supposons de plus que I’hypothése 2.1 est satisfaite. L’idée principale consiste & prendre ’espérance
dans la borne que nous avons obtenue précédemment :

N -1 N
ev < (Z%) (ﬁNV@:*)—me(wi_l),xi-l +Zza o Vi) \\2>
i=1 i=1 i-1

et de choisir (7;); et (5;); de fagon & la minimiser. Il vient

£
<§;7> (ﬁNV Zmo@ ~(M +0) >

En effet, grace a 'hypothése 2.2 le terme central est d’espérance nulle, et 'utilisation conjointe des
hypothéses 2.1 et 2.2 permet de majorer le terme de droite.

Le membre de droite de cette derniére inégalité est minimal quand les deux suites (7;); et (5;); sont
constantes : v; = v et 3; = 3 avec la relation

N

ﬁNV Z le y Li—1 — +Z Oﬁ— ||\le2 1)”]

B _ (M+0)VN
2 200V (%)
Alors on a
V(z*) 1
E[EN] S 2 2a0 (M+U)\/—N

Si le nombre de pas qu'’il faudra effectuer dans I’algorithme n’est pas connu a I’avance (par exemple
dans le cas de traitement de données "on line"), les suites (7;); et (5;); peuvent étre choisies
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de fagon a ce qu’elles dépendent de ¢ mais pas de N. Par exemple avec 7, = 1 et 3; = (M +

0)(0(0V(:17*))_%\/i + 1, on obtient

V(z*) ” N—l—l'

Remarques

— A priori, nous ne connaissons pas V(z*), par conséquent dans les cas de mise en ceuvre
pratique, ce paramétre sera majoré par V = sup,cq V(7) que nous saurons calculer en général.

— Toutes les preuves et algorithmes donnés ici peuvent s’étendre au cas oul f est supposée
seulement continue et convexe et ou f'(z) désigne un élément quelconque du sous-différentiel
Of(x) de f au point z. Nous nous placerons donc dans ce cadre par la suite.

Bornes en déviation - Intervalles de confiance pour ¢y

Afin de compléter notre étude de la convergence de 'algorithme, nous allons chercher des bornes
pour les probabilités de déviation de ex. Ce type de résultats nous sera aussi utile dans le chapitre
4 consacré aux problémes d’optimisation sous contraintes fonctionnelles.

Commencgons par préciser les hypothéses sous lesquelles nous nous plagons. Nous supposons encore
que les hypothéses 2.1 et 2.2 sont vérifiées, nous utiliserons en plus I'une des deux hypothéses
suivantes :

Hypothése 2.3 Il existe une constante 0 < s < oo telle que pour tout i > 0

E | exp <%7H n(i) H*> Fil <e p.s.
o

Hypothése 2.4 I existe une constante 0 < s < oo telle que pour tout i > 0

_ 2 -
E |exp <%M> Fil <e p.s.

o2

Les valeurs choisies ici pour les paramétres (3;); e (’yz) sont celles qui minimisaient la borne obtenue
(M+U

our ’espérance de e, & savoir v; = 1 et 3; = our tout 7. Nous noterons D le diamétre
1% p N> Yi 52 W p
de 'ensemble () relativement & la norme considérée, autrement dit

D=max ||z —u].
T, UuEQ

Les inégalités de déviations données dans I’annexe B permettent alors d’obtenir les deux propositions
suivantes

Proposition 2.2 On suppose que l’hypothése 2.3 est vérifiée. Pour tout a > 2 exp (—% (%‘ + = 667r)>
et tout A > \*(N,a) ou

(N, a) = 3[ M+a V(z*) Da)\* 2V (x N, )
(o7 M+0' N
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avec

A(N,a) =2

\/ n(2a=1) et A5(N,a) = max{ 371 %;lN [ln(2(Ne—|—1)oz_1)}2}a

#2N3

P(eN > )\) <

Proposition 2.3 On suppose que I’hypothése 2.4 est vérifiée. Pour tout a > 2exp (—%) et tout
A > N(N,a) ou

M+0 Vix*) Da)\ 2V (z N, a)
AN ’
(N,a) = o0 +4 M+a N

. 4 . 28 B
T(N,a) =/ —In(2a71) et A\3(N,a) = \/5%2]\7 In(2a~1),

x

avec

on a

]P)(EN>)\)§04

Ces bornes en déviation nous permettent de mieux appréhender la précision de 'algorithme
et peuvent étre utiles, par exemple pour construire des intervalles de confiance pour ey. Plus
précisément, A*(IV, «) est la somme de trois termes :

— Un terme qui ne dépend pas de «, qui est fonction des choix que nous avons fait pour les

paramétres (les deux suites (5;); et (7;); mais aussi la fonction proximale V' utilisée).

— Le terme en A1, qui donne les déviations de la différence de martingale

N
> i) @i — )
=1

qui apparait dans la borne (2.1). Ce terme est le terme dominant & « fixé lorsque N devient
grand.
— le terme en Ay qui est issu du terme quadratique dans (2.1). Ce terme est négligeable devant

les deux précédents lorsque, a « fixé, N est suffisamment grand.
Remarque : Cette décomposition en trois termes est typique des algorithmes que nous étudions
ici et nous la retrouverons dans la plupart des bornes en déviations que nous donnerons par la
suite (les exceptions étant les algorithmes
supplémentaires).

N

a choix de gain adaptatif ou apparaitrons des termes

2.3 Généralisation a d’autres classes de problémes

Nous allons maintenant généraliser les résultats précédents au probléme plus général de réso-
lution d’inégalité variationnelles. Nous verrons ensuite une autre génération possible griace au cas
particulier des problémes de point-selle stochastiques.

Les preuves des résultats qui sont énoncés dans cette partie sont sensiblement les mémes que celles
de la partie précédente. Afin de clarifier la lecture du document, elles n’apparaissent pas dans le
corps du texte et sont consignées dans I’annexe C.
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2.3.1 Reésolution d’inégalités variationelles a opérateur monotone

Le probléme que nous abordons ici est le probléme le plus général que nous chercherons &
résoudre. Comme nous le verrons, il recouvre les autres problémes considérés.
Comme pour les algorithmes précédents le domaine d’intérét est un ensemble convexe fermé () inclus
dans un espace vectoriel de dimension finie (E, || - ||) et nous notons (E*, || - ||«) son espace dual.
Soit g : Q — E* un opérateur continu et monotone sur Q) :

(9(x) —g(y),x —y) =0 Va,y € Q.
Nous souhaitons résoudre 'inégalité variationelle suivante :
Trouver z* € Q : (g(z),z —x*) > 0Vz € Q. (2.5)

Comme g est supposé continu et monotone, cette version dite faible du probléme est équivalente &
la version dite forte suivante :

Trouver z* € Q : (g(z"),x —z*) > 0 Vx € Q.

par analogie avec ce qui a été fait pour le probléme de minimisation, nous serons amené a considérer
les hypothéses suivantes pour g :

Hypothése 2.5 L’opérateur g est borné sur Q, il existe une constante M > 0 telle que Yz € Q ||
g(x) [l+< M.

Nous disposons d’un oracle qui nous fournit une version aléatoire (bruitée) ¥ de g et on note
n =W — g. Les hypothéses a faire concernant 7 seront discutées ultérieurement.

La mise en oeuvre de 'algorithme nécessite les mémes ingrédients que celui de la partie précé-
dente : nous avons besoin d’une fonction d fortement convexe sur ) de paramétre o pour la norme
|| - ||. d est supposée différentiable en un point xy € @ et nous considérons la fonction V' donnée par

V(z) = d(z) — d(z0) — (d'(20), 2 — o).
V est alors ap-fortement convexe et pour tout z €

Qg
Vi) 2 2o —ao |

Notons Wp la B-conjuguée de V' (ou 3 > 0). Nous avons aussi besoin de deux suites de paramétres
strictement positifs (v;); et (5;); tels que Bi11 > B;, i > 0. Nous considérons alors 'algorithme
suivant :

Algorithme 2.4

— Initialisation : (b =0 € E*

— Mise a jour : pour i =1 a N faire
= G =Gi-1+ 7Y (xi-1)
-z = W5 (G)

- Sortie :

N _ ZZJL ViZi—1
N
Zizl Vi
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Remarquons que le probléme de minimisation d’une fonction convexe abordé dans la premiére
partie de ce chapitre est un cas particulier de probléme de résolution d’inégalité variationelle &
opérateur monotone, il suffit de considérer 'opérateur g = — f’. Il n’est donc pas surprenant que les
deux algorithmes mis en oeuvre soient presque les mémes.

Nous donnons maintenant les principaux résultats de convergence pour cet algorithme, les
preuves se trouvant dans I’annexe C.

On s’intéresse donc a la quantité e(x) = max,cq{(g(z), 2V — x)}.

Proposition 2.4 Pour tout N >0, on a

N -1
< (Z%) <maXﬁNV +maXZ% (1), — Ti1 +22a0ﬁ | O (zi-1) >
i=1 1

Nous voulons maintenant une borne en espérance pour e(zV). Commencons par donner un
contexte probabiliste et quelques hypothéses sur les variables aléatoires n(z;).
On définit une famille de tribu F; par F_1 = {&,Q}, et pour i > 0, F; est la tribu engendrée par
Fi—1 et n(z;) de sorte que x; est F;_j-mesurable.
On suppose que ’'Hypothése 2.5 est satisfaite et que

Hypothése 2.6 Pour tout i, E[n(z;)|Fi—1] = 0 et E[|| n(z;) ||? |Fiz1] < o2 p.s.
On note V = max,eq V()

Proposition 2.5 On «a

N -1 —
v 7 2
< ; V+2 Vi 1 (M
< (;Zlv) BNV + 20 g 2%@ +0)

Quand (53;); et (vi); sont constantes et vérifient

ﬁ_N - (M + U)W
TN vV QCMQV ’
l’expression précédente est minimale et devient
WV (M + 20)
vV 2050N ’

Si on ne connait pas N a l'avance, le choiz v; =1 et §; =

Ele(z™)] <

(M+0)y/i+1

oy permet d’obtenir :

Efe(z™)] < <\/§M +(1+ \/§)a> givj\;v“

Nous voulons maintenant donner des bornes pour les déviations de e(2’"). Nous supposerons,
comme pour le probléme précédent, I'existence d’'un moment exponentiel, c’est-a-dire que I'une des
deux hypothéses suivantes est vérifiée
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Hypothése 2.7 [l existe 0 < » < oo telle que pour tout i > 0 E [exp (%%) ‘ .7-",] <ep.s.

Hypothése 2.8 I existe 0 < 3 < oo telle que pour tout © > 0 E [exp (%”"(:7?”?‘) ‘ fi] <ep.s.

(M+U

Y pour tout 1.

Nous supposerons de plus que 7; =1 et §; =

Proposition 2.6 On suppose que l’hypothése 2.7 est vérifiée. Pour tout a > 2 exp (—% (%‘ + 66w)>
et tout A > X*(N,a) ou

1% 1%
)\*(N,a):\/—ﬁ (3M+2a)1/%+DJX{(N,a)+3U 2a (N |

ot D désigne le diamétre de ’ensemble Q) et

N 37 4 _1\12
A(N, ) —21/ %2 \/ n(2a=1) et \3(N,«a) = max{sz% AN [In (2(Ne +1)a™")] },

Ple(z™N) > ) < «

Proposition 2.7 On suppose que U’hypothése 2.8 est vérifiée. Pour tout a > 2exp (— et tout

A > N(N,a) ou

1 Vv Vv
)\*(N,a):\/—ﬁ (3M—|—20)1/%+D0X{(N,oz)+30’\/20)\*( a) |,

ot D désigne le diamétre de ’ensemble Q) et

)

Aj(N,a) = 1 In(2a=1) et A3(N,a) = \/ In(2a-1),

> 52N

on a

Ple(z™) > \) < «

Nous avons réussi a généraliser les résultats obtenus pour les problémes de minimisation au cas
des problémes variationnels stochastiques & opérateurs monotones. Nous pouvons remarquer que les
bornes obtenues sont pratiquement les mémes que précédemment, en particulier nous retrouvons la
méme décomposition de A* en somme de trois termes. Nous allons maintenant aborder le traitement
des problémes de point selle par 'algorithme de descente en miroir.
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2.3.2 Problémes de recherche de point selle

Nous cherchons a trouver le point selle d’une fonction convexe-concave L(x,y) : L est supposée
convexe en x et concave en y. Les variables x et y appartiennent respectivement a des ensembles
convexes compacts X et Y. Le probléme & résoudre est donc le suivant :

mipnax o)
X et Y sont supposés inclus dans des espaces vectoriels de dimension finie EFx et Fy munis res-
pectivement des normes || - ||x et || - |ly. On note (E%, | - ||x,«) et (ES, | - |lv,«) les espaces duaux
associés.
Notons 0,L(x,y) le sous-différentiel de la fonction  — L(z,y) et 9yL(z,y) le super-différentiel
de la fonction y — L(z,y); L'y (z,y) (respectivement L} (z,y)) désignera dans la suite un élément
quelconque de 9, L(x,y) (respectivement 0y L(x,y)). Nous noterons (z*,y*) un point-selle de L.
Les problémes recherche de point selle rentrent, tout comme les problémes d’optimisation sans
contrainte fonctionnelle, dans le cadre plus général des problémes de résolution d’inégalité variatio-
nelles. II suffit pour le voir de choisir :

_ ([ Ik _( Yx ( nx
oo (o= (%) or-(5)

Cependant, 'algorithme que nous allons donner ne sera pas tout a fait la traduction de I'algo-
rithme 2.4 au cas particulier du point selle. En effet, afin de mieux prendre en compte la géométrie
de notre probléme, et en particulier le fait que X et Y peuvent avoir des structures trés différentes,
nous allons remplacer la suite (3;);de I'algorithme 2.4 par deux suites (8x;); et (By,i)i la premiére
étant utilisée pour effectuer la descente en gradient dans E%, et la seconde d’effectuer la remontée
en gradient dans I’espace Ey.. Pour des raisons techniques qui apparaitront dans la suite, il n’et pas
possible d’effectuer de ’dédoublement’ de ce genre pour la suite (7;);.

Par analogie avec les cas précédents, nous serons amenés & considérer I’hypothése suivante :

Hypothése 2.9 Les sous-/super-différentiels de L sont bornés : pour tout x € X et touty € Y, on
a

MX7

My .

I Lx (2, y) llx

<
I Ly (z,y) llys <

Les réalisations des différentes fonctions qui sont mises en jeu dans l'algorithme (c’est-a-dire
les fonctions L’y et L} ) nous sont fournies par un oracle stochastique. Nous noterons nx(z,y) =
Q(x,y) — L'y (x,y) et ny(z,y) = V(z,y) — L'y (z,y). Les hypothéses portant sur ® et ¥ seront
données lors de I’étude de la précision de ’algorithme.

Fixons un point initial (zg,y0) € X x Y pour notre algorithme. Pour mettre a jour le point
de recherche, nous aurons besoin de deux fonctions fortement convexes dx et dy de paramétres
de convexité égaux a ax, et ay,p, 'une définie sur X et 'autre sur Y. Les fonctions proximales
associées Vx (z,zg) et Vy (y,y0) sont alors définies a 1’aide de dx et dy comme précédemment et on
note Wx g(-) et Wy g(-) leurs S-conjuguées respectives.

Pour la mise en oeuvre de l'algorithme, nous aurons besoin de trois suites de paramétres strictement
positifs (7;)i>1, (Bx.i)i>0 et (By,i)i>0, avec les conditions de monotonie Bx ;+1 > Bx,; and Byiy1 >
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By,iVi > 0. L’algorithme est donné par :

Algorithme 2.5

— Initialisation (zg,yo) € X XY et (¢p,&) =0 € E% x E5..
- Pouri=1,--- N faire la mise a jour

G = G-1—7%P(i—1,Yi-1),

& o= G+ 7Y(im1, Y1),
Ty = VWXﬁX,i(Ci)v
yi = VWyg, (&)

— Sortie

N
2N = D e YiTio1 yN_ Zz 17 Yi— 1
= &=l B e — e
22 172

N
zz‘:1 Vi

Nous voulons pouvoir mesurer la qualité des solutions fournies par 'algorithme. Comme les
problémes de recherche de point-selle sont un cas particulier de problémes de résolution d’inégalités
variationelles, la fonction d’erreur considérée est la méme et nous cherchons donc & évaluer la
quantité Ay = maxyey L(zV,y) — mingex L(z,y"). Puisque L(z,y) est une fonction convexe-
concave, on a

N N
Ve e X Z%L(lﬂayi—l) < (Z %‘) L(z
=1

i=1
N N

VyeY Y wiL(zioi,y) > (Z ’Yi) L(z",y)
i=1 i=1

Notons # = argminge x L(z,y") et § = argmax,ex L(z",y). Alors

N
0< (Z%) N < Z L(wi—1,9) — L(%,y-1))- (2.6)
i1 i—1

La proposition suivante permet de borner ce majorant de Ay

Proposition 2.8 Pour toutx € X ety €Y :

N

Z[%’L(:Ei—l,y) —vil(z,yi-1)] < Bx.nVx(z,z0)
=1 -

(Tie1 — ), nx (Ti—1,Yi-1))

|Mz

=z

+0y,nVy (¥, %0) Z ((Wi—1 = y)sny (Tim1, yi-1)) (2.7)

Z (% | @(zic1,yi1) 1% N | (i1, i) ||%/,*>

2ax,00x,i-1 2ay,08y,i-1
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Notons alors T = argmaxe x Zf\il YT, nx (Ti-1,Yi-1)) €t Y = argmingey Z,]il Yily, ny (Ti-1,Yi-1))-
On déduit de la Proposition 2.8

N N
(Z%) Ay < BxnVx(&, 20 —Z ((xim1 — @), nx (®i-1,Yi-1))
=1 —
N
+By,n Vv (3, yo) Z —1 = 9)s 0y (Ti-1,¥i-1)) (2.8)
N 2
.S 7 q)(lﬂi—l’yz‘—l) 1% N Y Oz, yia) 13,
P 200 x,00x,i-1 2ay,08y,i-1 '

Donnons-nous maintenant un contexte probabiliste et des hypothéses sur les variables aléatoires
nx (i, yi) et ny (@, yi)-
Définissons la famille de tribu (F;)i>—1 par F_1 = {@,Q}, et pour i > 0, F; est la tribu engendrée
par F;_1 et les variables aléatoires nx (z;, y;) et ny (x;,y;), de sorte que z; et y; sont F;_1-mesurables.
Nous supposerons que 'hypothése suivante est satisfaite

Hypothése 2.10 Pour tout i, E[nx (zi—1,yi—1)|Fi—1] = 0, E[ny (-1, yi—1)|Fi—1] = 0, E[|| nx (zi—1, yi-1) ||?
|Fic1] < 0% et E[|| ny (wi-1,vi-1) |2 |Fiz1] < 0% p.s.

Notons Vx = maxzex V(z,20) et Vy = maxyey V(y,yo). La proposition suivante borne ’es-
pérance de An.

Proposition 2.9 On «a

Jun

2
E[AN] < BxNVx + By nVy . <Z 1% 2VX 2Vy
a S i S v axo ayp

Mx +o0 My + o 2
+—p Z [( x +o0x)* . (My +ov)
Zi:l Yi =1 2 aX,OBXJ 1 O4Y,05Y,i—1
mi — — (MXJ"O—X)\/i _ (My—l—o’y)f
Cette borne est minimale lorsque v; =1, Bx; = Y o et By, = = oy On obtient alors

24/ Vx(MX + QJx) n 24/ Vy(My + 20y)

E[AN] <
[ N] o \/ 204X70N \/ 2ay7()N
Si on ne connalt pas a l'avance le nombre de pas N a effectuer, le choiz v; = 1, = Mxtox)Vitl
p p .ﬁ Vi ﬁX,Z \/m
et = MyHoy Wikl oot d’obtenir
By,i oy !

2V (V2My + (1 4+ vV2)ox)VN 1 | 2Vy (V2My + (14 v2oy)VN +1
V2ax 0N V2ay N ’

E[AN] <

E[An] < (VEMx + (1+ V2)ox) Wx VN i (VEMy £ (14 V2)oy) Vy VN +1

ax,o N ayg N
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Nous voulons maintenant donner des bornes pour les déviations de Apy. Nous nous placerons
dans le cas ou I'une des deux hypothéses suivantes est vérifiée

Hypothése 2.11 [l existe une constante 0 < 3¢ < oo telle que pour touti > 0 E [exp ( w) ‘ .7:}

ox
[exp< Il vy (i, y:) ”Y*>‘7;] <enp.s.
oy

ep.s. et

)12
Hypothése 2.12 I existe une constante 0 < » < oo telle que pour toutt > 0 E [exp <%M> .7-",] <

Ox
E |exp | » 5
Oy

(Mx+ox)VN (My +oy)VN
X et fy; = === pour tout .
\/QOLX OVX V 2OCYO‘/Y

Proposition 2.10 On suppose que U’hypothése 2.11 est vérifiée. Pour tout o > 4exp <—% (% + = 667r)>
et tout A\ > \*(N,a) ou

e p.s. et

.7-",] <ep.s.

Nous supposerons de plus que v; = 1, Bx,; =

X 1 1%
(N, @) = Wi (3Mx + 20x) 2@));0 + (3My + 20y) 2@:0 + (Dxox + Dyoy)\ (N, a)
— =
+30x A2 (N, ) P + 3oy A2(N, ) Sy g

ot Dx et Dy désignent les diamétres respectifs des ensembles X et Y et

(N _2\/7m et A\a(N, ) max{ 371,;i [ln(4(Ne+1)oz_1)]2}a
Vér 2N N

(AN>/\)_

Proposition 2.11 On suppose que Uhypothése 2.12 est vérifiée. Pour tout a > 4 exp ( —) et tout
A > N(N,a) ou

. 1 Vx
A (N, a) = \/N (3MX + 20’)() 204X70 + (3MY + 20’y) 204}/70 + (DXo'X + DyO’y))\l(N, a)
— Vy
+3oxX2(N, o) 2aX0 + 3oy A2 (N, @) Sy g

ot Dx et Dy désignent les diameétres respectifs des ensembles X et'Y et

28

4
A1(]\[7 OZ) = —ln(4a‘1) et AQ(N, OZ) = \/5%—2]\[

ya

In(4a~1),

on a

P(AN>)\)§04
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Comme nous l'avons déja dit, les problémes de point selle sont un cas particulier des problémes
d’inégalités variationnelles, il n’est donc pas surprenant de retrouver dans les bornes obtenues dans
les deux propositions précédentes le méme type de décomposition pour A* que dans le cas des
inégalités variationnelles, & savoir un terme constant qui dépend des choix de paramétres, un terme
issu de la différence de martingale présente dans la borne pour l'erreur et un troisiéme terme
provenant des termes quadratiques présents dans les différentes bornes obtenues pour Ap. Il est
par contre intéressant de noter qu’au vu des bornes obtenues ici, tout ce passe comme si nous
avions deux problémes distincts : le premier ne dépendant que de la variable € X et le second ne
dépendant que de la variable y € Y. Il n’y a en effet aucun terme qui couple les paramétres de la
composante sur X et de la composante sur Y du probléme.Dés lors, 'intérét du dédoublement de
la suite (3;); est clair : il permet de s’adapter a la géométrie et au bruit (c’est-a-dire aux variables
aléatoires nx et ny) de chacune des composantes (en X et en Y) du probléme de point selle.

2.4 Choix de gain adaptatif

2.4.1 Introduction

Les différentes bornes que nous avons données pour l'espérance de l'erreur commise par les
algorithmes que nous avons étudiés reposent sur un choix pertinent pour les valeurs prises par la
suite (3;);. Ce choix pertinent dépend de plusieurs constantes, certaines ’facilement’ accessibles
comme g et V ou D (puisqu’elles sont fonction du choix de la fonction proximale & utiliser et du
domaine de recherche), et d’autres que nous ne connaissons pas a priori comme o et M, puisqu’elles
requiérent des informations sur la fonction objectif (en particulier sa régularité) ou sur le bruit
ambiant ('oracle) auxquelles nous n’avons pas nécessairement acces.

Dans ce qui suit, on va expliciter comment construire de maniére récursive la suite (3;); en prenant en
compte les observations (i.e. les données fournies par l'oracle) de maniére a ce que cette suite dépende
explicitement d’aussi peu de paramétres non connu du probléme que possible. L’objectif est bien
entendu d’obtenir une version on line performante des différents algorithmes étudiés. Comme nous
I’avons vu au travers du cas particulier de I'algorithme de descente en miroir pour la recherche de
point-selle, la suite (3;); est celle que nous pouvons manipuler le plus facilement, tout en conservant
les différentes bornes obtenues. Nous choisirons donc ici de garder la suite (v;); constante et, pour
alleger les notations, nous fixerons v; = 1.

Avant cela et afin de donner une raison d’étre supplémentaire au choix adaptatif du gain, revenons
un instant en arriére et essayons d’améliorer la borne pour 'erreur dans I'algorithme 2.1 dans le cas
ou I'hypothése suivante est vérifiée

Hypothese 2.13 f' est lipschitzien sur Q : il existe une constante positive L < oo telle que pour
tous x, 2" € Q,

I f'(z) = f'@) b= Lflz—2"].

Remarque : Comme @ est supposé compact, cette hypothése entraine I’hypothése 2.1.

Commengcons par rappeler l'inégalité (2.4) :

Mz

N N
. 1
Ney < Z (@i1) = f(z7)) < BNV (2 n(zio1),ri — ")+ 200t |0 (2ia) |2
i=1 i=1 "

z:l
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D’aprés la proposition A.3, pour tout ¢

[0 (ia) 13 < 2l n(ziey) 1242 [ f(zio1) |15,

IN |

2 || n(@i1) 7 +4L (f (zi1) — f(z"))
il vient
N 9L N
> (17 25 ) (e = 1) < BV )= Y lntei) i +§j i) 2
prt aofBi—1 — 52_
Supposons que pour tout ¢ 3; > 4Ly L alors
N N 9
Ney < (f(wi1) — f(a¥)) < 26NV (2*) — 22 (wic1), i1 — ") + ) 0B I (i) 11 -
=1 i—1 i—
(2.9)
En particulier si VN > % %“?), en choisissant la suite (f3;); constante et égale a o ocoVL(x*)’ il
vient
4 V(z*
Efey] < 22, [V (2.10)

VN
Contrairement & ce que nous avions dans le cas ou le sous-gradient était borné, cette borne ne dépend

> 4L [V (z*)

plus du parameétre de régularité de la fonction. Remarquons que si la condition v N o o

n’est pas satisfaite, nous pouvons choisir 3; > 4Lag ! bour tout i et alors

Elen] = 8LOZN \/_ \/

Proposition 2.12 Supposons que Uhypothése 2.13 est vérifiée. Alors

Nous avons donc obtenu

200 |V (z*) 4 ma 8LV (z*) 20 |[V(z*)
Bk A Gl x :
VNV aoN /N

Cette borne est obtenue lorsque ’algorithme 2.4 est mis en ceuvre en choisissant les deux suites (7;);

E[EN] <

et (B;)i constantes et respectivement égales a 1 et max <%,a %VL@*))

Remarque : Notons que dans le cas ou l'oracle est déterministe ( c¢’est-a-dire si n(z;) = 0 pour tout
i), le méme phénomene a lieu. Pour des choix adéquats des parameétres (;); et (5;); :

2V(:c*) M .

\/__ ’

8L V(w )

— si ’hypotheése 2.1 est vérifiée ey <

— si ’hypotheése 2.13 est vérifiée, ey <

Nous avons donc une meilleure vitesse de convergence lorsque la fonction f est plus réguliére.
Une des principales motivations du choix de gain adaptatif que nous allons proposer est 1’obtention
d’une propriété similaire pour la vitesse de convergence de ’algorithme dans le cas ot 'oracle est
stochastique mais sans que la régularité de la fonction f soit nécessairement connue. Autrement
dit, nous souhaitons obtenir un algorithme qui soit capable, dans une certaine mesure de s’adapter
a la régularité de la fonction objectif f. Pour cela, nous allons jouer sur la suite (;); dont le choix,
comme nous l'avons vu, est déterminant pour exploiter au mieux la régularité de la fonction objectif.
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2.4.2 Construction

Il nous faut maintenant choisir les valeurs prises par les différents termes de la suite (3;); a I'aide
des observations ¥(xz;). Pour cela revenons a la borne que nous avions obtenue pour I’algorithme
24 :

* N 5
ey = fa™) = f(a*) < ﬁNVT(ZE) N Z<n($i—1)v$i—1 - Z : \I;amozﬁzl 1H ’

ol z* désigne un point solution du probléme. Si nous cherchons une borne en espérance pour ey,
et puisque le second terme du majorant ci-dessus est d’espérance nulle, il faut que nous sachions
controler le premier et le troisiéme terme. De ces deux termes, le second, a savoir

Z | O(zio1) |2
20‘06@

est le plus “complexe" puisqu’il dépend explicitement de tous les éléments de la suite (5;); et de
toutes les observations ¥(z;). Afin d’obtenir une expression plus simple pour ¢, nous allons choisir
les valeurs de la suite (3;); de fagon a faire disparaitre ce terme. Plus précisément, nous allons
construire la suite (/3;); par

) 2
v o W) 2

ﬁz‘ i o (2.11)

ﬁi—i—l ﬁz

ou la valeur initiale [y est fixée (nous verrons comment plus loin). Notre nouvel algorithme s’écrit
alors

Algorithme 2.6

— Initialisation : (o =0 € E*
— Mise a jour : pour i =1 a N faire
=G =G1— Y(w1)

4 — A | (zi—1)]2
ﬁz - ﬁz—l + 7(}0?61_71

-z = W5 (G)
- Sortie :

En supposant que 'hypothése 2.2 est toujours satisfaite, il vient

N —
| ) 2E[By]V
S NV — N _E :L'Z 1 11— >et E[eN]gLN]

N

L’étude de la convergence de I’algorithme se raméne donc pour l'essentiel & celle de Gy .
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2.4.3 Bornes en espérance

Nous voulons maintenant donner des bornes en espérance pour Oy et en lorsque 'une des
hypotheses 2.1 et 2.13 est vérifiée.
Afin de fixer les idées, commengons par estimer l'ordre de grandeur de By. Il découle de (2.11) que

N N ’LL2
6]2\/ — ﬂg+2zul—|—zﬁ2z 7
i=1 i=1 i1

B2y ut) o
i=1 i=1 70

IN

Par conséquent si nous supposons que les variables aléatoires n(x;) ont un moment d’ordre 4 fini,
nous obtiendrons une borne pour E[ey]. Plus précisément

Proposition 2.13 Supposons qu’il existe une constante p > 0 finie telle que pour tout i > 0,

E[|| n(z) 13 |F:] < p*.

Alors pour tout By > 0,

Efen] < QV S 4 op +L6<M+m
0

Remarque :  L’intérét de cette proposition n’est pas de donner une borne précise pour El[ey] : la

2
majoration utilisée pour le terme Z =1 621 est beaucoup trop grossiére. En revanche, elle nous in-

cite & penser que f3; est de I'ordre de v/i pour tout i (une minoration de la valeur de (; nécessiterait
des informations plus précises sur la loi de répartition de n(x;) que celles données par ’hypotheése

2.2). Si c’est effectivement le cas et si le terme z est négligeable devant Zf\il u;, alors le

=1 52
terme dominant dans la borne donnée dans la proposition 2.13 pour E[ey] est 2 (M + o) qui
est comparable aux bornes obtenues en début de chapitre.

Compte tenu de la remarque précédente, nous allons nous donner des hypothéses supplémentaires
sur la loi des variables aléatoires 7(x;) afin d’améliorer la borne donnée dans la proposition 2.13.
Plus précisément, nous supposerons que I’hypothése 2.4 est vérifiée. Afin de rendre cette hypothése
plus facilement exploitable, nous utiliserons la majoration de Gy donnée dans la premiére inégalité
du lemme C.3

*2 * 2 N
ﬁ]\,<ﬁ0+223uZ 62 + N <1+%Zui>’

ol wy = max;—i.. N u;. Nous allons maintenant majorer I'espérance des différents termes du
membre de droite de cette derniére inégalité.
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Borne en espérance lorsque I’hypothése 2.1 est vérifiée

Lemme 2.1 Supposons que Uhypothése 2.1 est vérifiée. Pour tout N > 3

40t M? 2
Eluy] < —5— ( 1 +1n(N)> ,
ogV o
N 2
2 2 2 4 2 M2
B35 =1 agV x agV 235 o
Preuve
Remarquons que
. _ 207 || W(zio1) |3
agV s i=1..N 20

IN

o? s M? ” Ti— 2
29" I (Zexp( i\f i 77(02 D | )) (2.12)

OéoV%

La premiére inégalité du lemme se déduit alors du fait que la fonction t — (In(¢))? est concave sur
[e, +00[ et de I'inégalité de Jensen.
Par ailleurs :

N
2
1 1+ — i = 1 U(x;
( z) ( QMQ;QQH x1>u>

< In ((1 aoV%ﬁ(]) ZeXp < e = i) ||i>> :

Si bien que
N 2
2 202 »
uyn[14+—= ) w | <——<In| |1+ ex — i z> .
N ( 8;’>—aov%{ << aov%ﬂ())Z p( o2 e )}

(2.13)

La seconde inégalité du lemme se déduit alors de cette derniére majoration & I'aide de 'inégalité de

Jensen. g

Remarque : Comme ’hypothése 2.13 implique 'hypothése 2.1, le lemme 2.1 reste vrai si on suppose
que I’hypothése 2.13 est satisfaite.

Corollaire 2.1 Supposons que Uhypotheése 2.1 soit vérifiée. Alors pour tout N > 3 et pour tout

Bo >0
Efen] < 2601/ 2(M —l—a /2V /2V a 1> n %’
Oéo op > ﬁoozo%V N2

ot C est une constante.
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Preuve
On déduit du lemme C.3 et de I'inégalité de Jensen que

N
N(M+o0)2 Euy?] 1 2
E < + +=-E|uiyIn|1+ = u; | .
O] = [ Ao+ oV B2 2 2 ;
Soit
oV IN(M + o)2 4ot M? 2
Elen] < = | B +2 (M +0) g <%—2 F1+ ln(N)>
N aV OaOV g

1
202 M? 42 7\ 2
+— —+14+In(N)+In{14+ ——— ,
o (e e (14 )
d’aprés le lemme 2.1

Puis en utilisant le fait que pour tous x, y > 0, /x +y < vz + 5 \/_, il vient aprés simplification

2 V 2(M 2V 2V C
Bley] < 2%+ 2201 2) u 1)+
040 o ﬁOaO%V N2

o |V | 4 <%E+1>2+%E+1+ln<l+i>2
5§a07% o? o? [380407%

ou

209

Borne en espérance lorsque ’hypothése 2.13 est vérifiée
Nous voulons améliorer la borne précédente dans le cas ot I’hypothése 2.13 est vérifiée.

Théoréme 2.1 Supposons que ’hypotheése 2.13 est vérifiée et que By = 16Lozal. Alors pour tout

N>3,
8¢ |V 64VL 1In(N)%*20 V( go? > C
Eleny] < —1 | — + + == +1)+ =,
[EN]_\/N a  agN N3 s\ ap \ 64V L2 N3

ot C' est une constante.

Preuve
Puisque ’hypothése 2.13 est vérifiée, on a

N
23w = LVZHMH 2
1=1

IN
‘4;

|
Kh
—~
§
»—A
o
_l_
=
5
>—A
~
\_/

IA

‘m
=1
3
5
+
L o0
°|‘“
=
5

|
=
K
N
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Isolons maintenant le dernier terme de l'inégalité précédente dans le majorant de Sy donné par le
lemme C.3. 11 vient

2 4 8L 0% N 2 ¢
By < 50+—Zunm I3 07 D) = S + o+ S (14 25 3 i )
=1 =1
8L o 4 S
< B o LU @) 4y o 3 ke *F* <1+—;uz>7
AL & . 4 S uy? | v
< ot o S S 4y S ) I+ + S (H—Zuz)

ou la derniére inégalité provient du fait que \/r +y < /x + ﬁ pour tous z, y > 0.

Puisque ey < 3>V (f(x;) — f(2*)), nous avons obtenu

N N

8L X
D (fla) = F@)(1 - —) <2V — > (n(wio1), wio1 — 27)
i=1 aofo i=1
_ 9 N
+2V ZHnw,l H2+—+—Nln<1+?2ui>.
0 ;=1
Si nous choisissons 3y de sorte que %%) < 1 , il vient
B N PR ut? g N
Neny <4V 3y—2 Z(U(xi—1)7$i—1— —V Z n(xi—1) |2 + 2 + —N In <1 + 7 Zul>
i=1 i=1 0 =1
(2.14)

Le lemme 2.1 nous permet alors d’obtenir

AVL AV [4Ng2 4 M? 2
Elen] < 64V —|—_V< g 4 2 [<%—+1> +1n(N)2]

aoN N \ oV = 32775212 o

1

M? apo? 21\ ®
1 N2+< 4141 <1+_7>> .
N+ =5 U v

On utilise alors le fait que pour tous z,y > 0, /zr +y < /x + ﬁ pour obtenir

Bley] < 22, [V SV In(N) 20 z<a°702+1>+£
M=UNVa " aN N5 s\ ap \ 64V L2 N3’

o? M? 2 M? apo? 2
64V L2 o o 64V 235

202

OZ(]V%

ou
ot [V
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0

Le théoréme 2.1 appelle plusieurs remarques. Il est clair que les intéréts de cet algorithme ne
se limitent pas aux possibilités d’exécution on line, qui comme nous ’avons vu, existaient déja
pour l'algorithme présenté au début de ce chapitre. Nous avons en plus apporté les améliorations
suivantes :

— Bp (et par conséquent, toute la suite (3);) ne dépend plus de o, il n’est donc plus nécessaire de

connaitre ce paramétre pour mettre en oeuvre I’algorithme. Cette amélioration était nécessaire
a la réalisation d’une version utilisable dans les cas pratiques des algorithmes que nous avons
donnés. En effet, le paramétre o est fonction de 'oracle et, & moins d’opter volontairement pour
une stratégie randomisée pour la résolution d’un probléme (comme c’est le cas par exemple
pour les problémes de jeux matriciels que nous aborderons plus loin dans ce chapitre), il est
souvent difficilement accessible.

— L’algorithme obtenu est, dans une certaine mesure capable (ou tout du moins les bornes
que nous avons obtenues le sont) de s’adapter a la régularité de la fonction objectif, il suffit
pour cela de choisir By de maniére convenable. Plus précisément, dans le cas ou la fonction
considérée est a gradient borné, By doit simplement étre choisi strictement positif et dans le
cas ou le gradient de la fonction objectif est lipschitzien il suffit de le choisir suffisamment
grand (le "suffisamment grand" dépendant de la constante de Lipschitz du gradient).

De plus, nous avons obtenu, des vitesses de convergences comparables & celles obtenues dans les
cas ol le gain est déterministe, ce qui signifie que le coiit, en termes de temps de calcul, de ces
améliorations est asymptotiquement négligeable. Plus précisément, nous avons toujours deux termes
principaux : un terme qui ne dépend que du paramétre de régularité de la fonction (L ou M) et un
terme qui ne dépend que de l'oracle et plus précisément du paramétre o. Dans le cas ot le choix du

2
gain est adaptatif, il s’y rajoute deux termes qui décroissent comme ln(]\Q et —¢ respectivement
5 5

N
et sont par conséquent négligeables, quand N est suffisamment grand, devant les deux premiers.

2.4.4 Bornes en déviation - Intervalles de confiance

Nous voulons maintenant obtenir des bornes en déviation lorsque 'hypothése 2.4 et 'hypothése
2.1 ou 'hypothése 2.13 sont vérifiées.
Nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 2.2 On suppose que les hypothéses 2.1 et 2.4 sont vérifiées. Alors pour tout N et tout

a>0,ona
252 N\)°
P (u*N2 > { N <exp(%M20_2)—>} ) <,
»V oy e

N 2
2 202 402 N
Pluyln|1l+ — g il > —= 1 1+ — M?%672)— < q.
(“N n( R 1.21“) = Vag { “<< " moVﬁ3>eXp(% 7 )ea>} ) =

Preuve
Appliquons linégalité de Markov aux variables aléatoires exp (Z || n(x;) [|2). Il vient pour tout

A>0
al ” 9 Ne
P> exp (S ) I2) =1 ) < 55

i=1
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Les inégalités recherchées découlent alors des inégalités (2.12), (2.13) et de la formule précédente

avec)\:%. O

Nous allons maintenant utiliser les propositions B.5, B.6 et le lemme précédent pour obtenir des
bornes pour les déviations de ey

Proposition 2.14 Supposons que U’hypothése 2.1 est vérifiée. Pour tout o > 4exp (—%), tout
Bo >0, et tout A > \*(N,«) ou

A*(Nv Oé) = W)\I(N7a)
oV [, AN 202 \? o2
+ = 60+—_(M +to +)\2(N,Oé))+ 33 )‘3(N7a)+ 533 )\4(N,Oé),
N Qo 2V oo 2V o Bo
avec
M (N, @) = 1/ —In(4a=1), Xa(N,a) \/ 28 In(4a=1), A3(N,a) = {In [ ex (%M2a_2)4N 2
1 ) - P y N2 ) 5%2 s N3 ) - p ca
et )
40 4N
M(N,a) = {ln <<1—|— 7 2> exp(seM?*072) >} ,
xagV 3 ex
on a

P(EN > )\) < a.

Proposition 2.15 Supposons que U’hypothése 2.13 est vérifiée. Pour tout o > 4 exp (—%), tout By
tel que L < L et tout X\ > N\*(N,a) ot

oofBo — 2
4VBy 2Do 4V [402N < 202 >2 02
AN(N,a) = +—M(N,a)+— — (1 4+ A2(IV, +{——— MV, a) + ——M(N, ),
(N.0) = 7+ 2N (N, 0) N\/ o (1 eV, + (2 ) Ms(V,) 2 (V)

avec

M (N, o) = \/%, Ao(N, ) = \/E)j—fN In(4a~1), A3(N,a) = {ln <exp(%M2g—2)%> }2

) v = (10 2 Yemrr )

xagV 3 ex

on a
Pleny > A) < a.

2.4.5 Gain adaptatif pour les problémes d’inégalités variationnelles

Nous objectif est de mettre en ceuvre la méthode de construction adaptative du gain que nous
venons de décrire pour résoudre les problémes d’inégalités variationnelles. Nous avons déja abordés
ces problémes dans la partie 2.3.1 de ce chapitre, nous conserverons ici les mémes notations. Afin de
clarifier la lecture, la plupart des preuves de cette partie ont été omises et reportées dans ’annexe
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C.

Comme nous 'avons déja vu, 'algorithme de descente en miroir nécessite deux suites de paramétres
(7i): et (B;);- Nous allons fixons arbitrairement les termes de la suite (7;); & 1 et une valeur 5y > 0.
Les autres termes de la suite (/3;); sont alors définis récursivement par

v W) B

52'-1—1 Bz Bz % Oé()V

La version adaptative de ’algorithme 2.4 est alors donnée par

Algorithme 2.7

— Initialisation : xg € Q, (o =0 € E*
— Mise a jour : pouri =1 a N faire
- Cz Cz 1— (xz 1)

_ [RAETEY]H
52 51 1+ oV Bi_1

- &= W@(Cz)

— Sortie :

Nous voulons maintenant des bornes en espérance et en déviations pour e(zV) = max,cq(g(z), 2V —
x). Nous supposerons dans la suite que les hypothéses 2.5, 2.6 et 2.8 sont vérifiées

Proposition 2.16 Pour tout By > 0 et tout N > 3,

230 +2M) |V 2VBy In(N)? |V 207 < 402 > C
Ele(z™)] < =F———24 | — + + = 1+ — |+ —
=T Vaae TN T Vaaosr o ' aemve) TN

ot C' est une constante.

Afin de compléter cette étude, donnons maintenant une borne pour les déviations de e(mN ).

Proposition 2.17 On suppose que Uhypothése 2.8 est vérifiée. AlorsVa > 4dexp(— ) tout By > 0
et tout A > A*(N,a) o

N o 2V DO‘ 0 v N
A (N,a) = I \/_ A(N )+\/N“2a0)\2(N )

2V 4N
HR B+ 02 gt o) +

2 2
g
A3(N, @) + ——— (N, ),
> 3( Oé) %V()éoﬁ(] 4( Oé)

202
%V()éoﬁo

avec

M(N, ) = é111(404—1), Ao (N, ) = \/55—5]\7 In(4a=1), A\3(N,a) = {m <exp(%M20_2)ﬂ> }2,

% ex
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_ 4o 5 9 AN
)\4(N7a)—{<<1+m> eXp(%M o )a>}7

Ple(z™) > \) < o

et

on a

2.4.6 Gain adaptatif pour les problémes de point selle

Afin de compléter I'étude de la version adaptative de ’algorithme de descente en miroir, il nous

reste & traiter le cas des problémes de point selle. Les hypothéses et notations utilisés ici seront les
mémes que dans la partie 2.3.2 de ce chapitre.
La version de l'algorithme de descente en miroir que nous avons mis en ceuvre pour les problémes de
point selle nécessite trois suites de parameétres (v;)i, (6x.:): et (By,:)i- Nous allons fixer arbitrairement
les termes de la suite (;); & 1 et deux valeur Sxo > 0 et OBy, > 0. Les autres termes des suites
(Bx.i)i et (By,i)i sont alors définis récursivement par

2
Uip | ®(@i-1,9i-1) 1%,
Bxis1 = Oxi+ —— i = — =,
5X,i OéX70VX
et
2
Vi1 | ¥(zi-1,9i-1) |y,
Byiv1 = Byi + — i = — -
Byi ay,oVy

La version adaptative de l'algorithme 2.5 est alors donnée par

Algorithme 2.8

— Initialisation (xo,y0) € X x Y et (¢o,&) =0 € EY x E5.
— Pouri=1,--- N faire la mise & jour

G = Gi-1— ®(i-1,¥i-1),

& o= S+ (w1, yim1),

| ®(wi-1,vi-1) H?X’*
ax,oVxBx,i-1

| W(zim1,9i-1) 3.
ayoVyByi-1

Bxi = Bxi-1+

9

By = PByi-1+

T = W;{,,@xﬁi(ci%
yi = Wyg,, (&)

9

L L
T = Ti-1, Y = Yi-1-
N — N p
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En vue d’étudier la convergence de cet algorithme, nous supposons dans la suite que les hypo-
theses 2.9, 2.10 et 2.12 sont satisfaites et nous nous intéressons a la quantité

Ay = max L(z",y) — min L(z, y").
yey zeX

Proposition 2.18 Pour tout Bx0 > 0, tout By, > 0 et tout N > 3,

P oM Vy 2V m(N)? |V 20% 403
E[Ay] < (3ox + X) Vx n XﬁX,O+ n( 3) X 0x 1+ +
VN 2ax 0 N N3 2aix 0 »(Mx + ox) OéX7O/8X7(]VX%

2(30’y + 2My) Vy 2Vyﬁy70 111(N)2 Vy 20’%/ 40’%/ C
+ + + 1 —— Y |
VN 2ay N N2 2ay,g #(My + oy) ay oy Vy N2

ot C est une constante.

La proposition suivante donne des bornes pour les déviations de Ay

Proposition 2.19 On suppose que Uhypothése 2.12 est satisfaite. Alors Vo > 8exp (—%), tout

Bx0 >0, tout By >0 et tout A > X*(N,«) ou

Al(N,a) ox VX gy Vy

+ + 24 Ag(N,
N\ U\ 2ax0 T VN Bay, | @A)

N(N,a) = (Dxox + Dyoy)

2V x AN 202 2 o2\ x (N, a)
N X0 ax o Vx (M5 + 0% + % ) »V xax0Bx,0 #V xax,08x,0
20’% O’%)u;y(N, a)

7 2

2V 4N

+— Y\/ﬁ%’o—l—iv (M%—FU%—FO’%)\Q(N,Q)) + < ) )\37y(N,Oz)+
ayoVy

xVyayofyo wVyayobyo

4 28
A (N,a) =1/ —=In(8a~1), Ma(N,a) = \/5%—2]\[ In(8a~1),

»

2 2
A3 x (N, a) = {ln <eXp(%M)2(O')_(2)%>} s M x(N,a) = {ln <<1 + L) exp(%M)z(J%)@)} :

%V xax00% e

2
N\ )2 402 N
= e ) v~ fo (1 et

2
#Vyayofy, eq

on a

P(AN Z )\) § .

2.5 Exemples et simulations

2.5.1 Introduction

Nous donnons dans cette partie différents exemples d’utilisation des algorithmes étudiés dans la
premiére partie de ce chapitre.
Un des principaux points clé de leur mise en oeuvre réside dans le choix de la fonction V :
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— pour obtenir un algorithme efficace, il faut que le calcul de la trajectoire dans I'espace primal x;
a partir de la trajectoire duale (; se fasse rapidement (autrement dit, on doit savoir expliciter
la fonction Wé et/ou la calculer en un temps non prohibitif),

— nous avons vu dans la partie théorique qui précéde qu’une des constantes caractéristique du

probléme est \/azo , nous essayerons donc de faire en sorte que cette constante soit aussi faible
que possible.
Nous allons nous intéresser dans ce qui suit & trois exemples : les jeux matriciels, le probléme des
moindres carrés en norme L et un probléme de localisation.

2.5.2 Jeux matriciels
Nous considérons le probléme de point selle suivant :

minmax L(z,y) avec L(z,y) = (p,y) + (y, Az) + (¢, x), (2.15)
zeX yeY
on X ={zx e R'|x > 0,2;21 20 =1}, Y ={y e R’y > 0,3 5_,y® =1}, pe R, g € R® et
A € M, ,(R). Les choix 'naturels’ pour les normes sont les normes ¢; sur R" et R® respectivement.
Nous allons chercher une solution de ce probléme en utilisant I’algorithme 2.5. Les fonctions Vx et
Vy que nous allons utiliser sont les fonctions entropie

Vx(z) =In(r) + ZT: 2™ In(z™), Vi (y) = In(s) + Zs:y(k) In(y™).
k=1 k=1

Les différentes constantes du probléme sont alors données par My =| ¢ |loo + || A |loo; My =||
Plloc + [ Allos, Vx <In(r) et Vy <In(s) ot || A [oo= maxi<j<y, 1<k<s [ajk]-

Afin de résoudre le probléme (2.15), qui est de nature déterministe, nous allons utiliser une stratégie
randomisée. Une approche "déterministe" du probléme consisterait & "regarder" tous les coefficients
de la matrice A afin de résoudre le probléme. Nous allons au contraire essayer de trouver une solution
approchée, proche de la vraie solution tout en ne regardant qu’une faible partie des coefficients : au
cours du i-éme pas de l'algorithme, nous ne regarderons qu’une seule ligne et qu’une seule colonne
de la matrice A, le choix de cette ligne et de cette colonne étant déterministe et ne dépendant que
de la valeur courante (z;,y;) du point de recherche. Plus précisément, considérons les coordonnées

des vecteurs z; et y; comme des lois de probabilité sur les ensembles {1,--- ,r} et {1,--- , s} respec-
tivement et choisissons j € {1,--- ,r} et k € {1,--- , s} selon ces deux lois. Nous définissons alors
les versions stochastiques des dérivées partielles de L par

q>(xi7 yl) = qT + A]%7.7

\Il(x% yl) = pT + A.ﬁv

ou Ay et A ; désignent respectivement la k-iéme ligne et la j-éme colonne de la matrice A. Nous
voulons maintenant vérifier que 'hypothése 2.10 est satisfaite et trouver une borne pour ox et oy .
Remarquons que

E[@(.’L’“ yl)"ﬂ_l] = E[qT + A]Ag7 E—lL

S
k
= "+ > yMA
k=1

oL
= q¢ +y A ax(:cz,yz),
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et de maniére analogue
oL
E[W(zi, yi) | Fi1] = (24, ¥i)-
(Wi )l Fia] = (i)

De plus, nous avons

oL
(1| (i) — 5 () I m_l} = E[] (4" +4;) — (@ + 5T A) % 1Fi]

|
E [l A, — oA 1% 1Fi-a]
[

E(2HAHOO)],
4l A%

VANVAN

On montre de maniére analogue que
oL
B W) — G i) [ | <40 4

par conséquent 'hypothése 2.10 est vérifiée avec ox = oy =2 || A ||oc. On peut aussi montrer que
I’hypothése 2.12 est vérifiée avec » = 1.

Il nous reste a préciser les valeurs des paramétres qui réglent la taille des pas de la phase de descente
de I'algorithme. Conformément & la proposition 2.9, nous choisirons

(Mx +0)VE _ (L0l 431 ALVE o (12l +3 1 A ) VN

vi =1, Bx; = =
[2ax.0V x 21In(r) 21n(s)

Dans le cas particulier qui nous intéresse, ’algorithme 2.5 s’écrit

Algorithme 2.9

— Initialisation xg = (,--- )T, yo = (,--- , )T et (¢, &) =0 € R" x
RS.

~ Pouri=1,---,N choisir j € {1,---,r} et k € {1,---,s} suivant les
lois données respectivement par x;—1 et y;—1 et faire la mise a jour

G o= G- (" +4; D

& = &1+ (" A 5),
®) r © \ 1
() G ¢ .
€T = eX ex our :17 T
; p(ﬂxZ) (E_l p(ﬂm)) pour j
(k) s (m) \ !
(k) & &
s = exp g exp pour k=1, ,S
Y (51/,2‘) <m:1 (ﬁy,z )>
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Notons comme précédemment Ay = maxyey L(zV,y) — mingex L(z,y"). En appliquant les
propositions 2.9 et 2.11 a notre probléme, nous obtenons les résultats suivants pour Ay (qui,
rappelons-le, est toujours positif) :

Théoréme 2.2 Bornes pour le probleme de jeu matriciel 2.15 :

2 (g e +5 1) 4 flo) + f 22

Pour tout o > dexp(—4) et tout A > X\*(N, ) ot

Bl g lloc +7 1| Afloo)v/In(r) +3 | P [loo +7[[ A lloo) y/In(s)

0 <E[AN] < (e lloo +5 (1A loe)-

A (N,a) = V2N
n(4a—1 0
n 16| A Hoi/Nl G + \/%%\/ln(zla—l)(\/]n(r) + \/ln(s))

P(Axy > \) < a.

Remarque : 11 est intéressant de noter que la vitesse de convergence et la précision de ’algorithme
de descente en miroir ne dépendent dans cet exemple que trés faiblement des dimensions r et s
du probléme étudié, en effet ils n’apparaissent que sous la forme \/ In(r) et \/ In(s). Cette faible
dépendance et le fait que 'oracle utilisé soit du premier ordre justifient I’emploi de cet algorithme

pour les problémes de grandes dimensions.

Dans l'exemples qui suit, nous avons || p o= ¢ [lco=0, || A ||loo=1 et r = s = n si bien que
les bornes données dans le théoréme 2.2 deviennent

21In(n)

E[AN] <10 et P(AN>)\) <

pour tout o > 4exp(—% et tout

_1 —1
2> 14 /ln +16/ 4a +12\/141n ) In(4a )

La matrice A considérée est donnee par

1 2 n—1 n
) 2 1 n—1
A=—
n
n—1 1 2
n n—1 --- 2 1

Les figures qui suivent illustrent les résultats obtenus numériquement. La premiére donne la
précision A obtenue en dimension 10000 en fonction du nombre d’itérations effectuées. La seconde
donne la précision obtenue pour 1600 itérations en fonction de la dimension du probléme considéré.
Ces deux figures ont été réalisées en effectuant 100 simulations pour chaque paire (dimension du pro-
bléme, nombre d’itérations considéré). Enfin les deux derniéres figures représentent les coordonnées
(z,y) d’un vecteur solution obtenu apreés 1600 itérations en dimension 10000.

Ces simulations confortent les résultats théoriques que nous avions obtenus : la précision obtenue
est bonne et les résultats dépendent peu de la dimension du probléme considéré.
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2.5.3 Probléme de localisation minmax
Introduction

Nous allons nous intéresser au probléme suivant : étant donné un certain nombre d’usagers
répartis sur un territoire donné et une ressource qu’ils doivent partager, ou faut-il placer cette
ressource ? Le probléme est de premiére importance quand la ressource en question est un moyen
d’intervention d’urgence tel qu'une caserne de pompiers, un hépital, ... Dans ce cas, il faudra garantir
la meilleure qualité de service possible en pire cas : c¢’est-a-dire que nous chercherons a minimiser la
distance maximale entre la ressource et chacun des usagers. C’est cet objectif en terme de service qui
a donné ce probléme le nom de probléme de localisation minmax. Bien entendu, dans les problémes
réels que nous avons donnés en exemple, la position des différents usagers n’est pas fixe : le probléme
qui nous intéresse est donc stochastique par nature.

Il existe diverses versions de ce probléme. Nous nous intéresseront & deux d’entre elles, la premiére
est empruntée a [21] et la seconde est inspirée de [6].

Premier modéle

On se place dans un domaine convexe X de R? ol se trouvent m individus qui doivent partager
une méme ressource. La loi qui régit les déplacements de I'individu 5 dans le domaine X sera notée
F;. Si la ressource est placée au point x € X, les "difficultés d’accés" a la ressource pour I'individu
j sont données par la distance moyenne de x cet individu, c’est-a-dire par la fonction

=/u z—p |12 dF;(p).

Notre probléme est de trouver un emplacement pour la ressource qui minimise la distance au plus
éloigné des usagers.
Mathématiquement parlant, il faut résoudre le probléme stochastique minmax suivant :

min o(z), p(z) = max ¢;(z).

On suppose que la seule source d’information dont on dispose pour résoudre le probléme est un

échantillon

wlz(p%77p}n)7 7(p{\777p%)

ou les variables aléatoires (pg) j sont indépendantes et p§- suit la loi F).
Le probléme minmax précédent peut alors étre considérer comme un probléme de point selle sto-
chastique ayant pour fonction objectif

m

O(x,y) = Zy(j)qﬁj(:n) : X xY =R,
j=1

oY ={y eR™y >0,y =1}.
Les versions stochastiques ¥, et ¥, des dérivées partielles de ® qui interviennent dans nos algo-
rithmes de point-selle sont données ici par

Uy (2,y) = (H e =pi 2Ll 2= pm 2),
r—Dpj
\IIX(:Evy) = Zy —t

Iz —pjll2”
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On peut vérifier que

Bx(y)] = D 906,() = 2 (2.,
j=1
ETy(z,y)] = <¢1<x>,...,¢m<x>>=g—§<w,y>.

Précisons maintenant les normes et les fonctions proximales associées que nous allons utiliser.
Au vu du probléme considéré, le choix le plus naturel pour la norme sur X est la norme || - |2
et celui pour la fonction proximale associée est Vx(z) = 5 || z — 2o [|2 (ot 2 sera le point de
recherche initial de I'algorithme) qui est fortement convexe de parameétre ay o = 1. On notera dans
la suite ITy la projection orthogonale sur X. Y étant un simplexe, nous choisirons || . |ly=|| . |1
et utiliserons la fonction proximale suivante : Vy (y) = In(m) + 37", y@) In(y)). L’algorithme 2.5

devient alors

Algorithme 2.10

— Initialisation zo € X, yo = (1/m,---,1/m) € Y et ({p,&) = 0 €
R? x R™.
— Pouri=1,--- N faire

m ) T 1_pi

. i .
G o= G =) Y
7 % zj:1 % 1” Tiq _p; ”2

& o= G+l zicr =P 2y |l mict — Pl ll2),
5 = Thy(zo+ ),
Bx.i
y9 = &7 1By (Z 655“/6;»,2) i=1,---,m.
k=1

- Sortie

N N
N Zi:l YiTi-1 N Zi:l Vi Yi—1

X = T —<N ) - N
Zi:l Vi Zi:l Yi

Il nous faut maintenant préciser les parameétres du probléme. Nous allons nous placer dans un
cas simple. Un exemple plus réaliste sera donné lors de I’étude du second modéle. Nous supposerons
que X est le pavé [—10,10] x [-10, 10] € R?. Les déplacements des cinq individus considérés ont lieu
de maniére uniforme dans des disques (de rayon r) centrés aux sommets d'un pentagone régulier.
Ce pentagone régulier a pour centre de symétrie le point (0,0) et un de ses sommets au point (5, 0).
Le dessin ci-dessous shématise le probléme dans le cas r = 1.
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On vérifie aisément My < 1, My < 20, Vx < 400, Vy < In(5). Il nous faut ensuite évaluer a§< et
0)2/. Pour tout y € A et tout z € X, on a

m

e P = [ (R - [ s qﬂ) HdF )
</ gym/HQ\;—_SHQ |r;—_qq]|rz>dF<q”2dFj(q” jﬁdFj(pf‘)’

< 4

si bien que ag( < 4. Majorons maintenant 'espérance de || ny (z,y) || pour tout z,y. On a, pour
tout 1 < j < m et tout p; dans le support de la mesure dF},

Iz —p | —/ |2 — g 12 dF;(q;)

< /||| r—pjls— |l = —qj o] dF;(g;).

< / I 4 = pj ll2 dFj(g;),
< 2r.
D’ou a% < 4r2,
Pour résoudre le probléme de localisation minmax dans le cas ol le modéle retenu est celui que

nous venons de décrire, nous allons mettre en ceuvre I’algorithme 2.5 avec un nombre N de pas fixé
a l'avance. par conséquent nous ferons les choix de paramétres suivants pour les suites (7;):, (8x.,i)i

et (By.i)i
(Mx—l-Ux)\/N 3vN 5 . (My+0y)\/N . 4(5—|-T)\/N
2ox0Vx 202 7T 2ayoVy  2l()

Remarquons que ’hypothése 2.12 est vérifiée avec »x = 1. Nous avons donc

Vi_vi=1, Bx,; =
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Théoréme 2.3 Bornes pour le premier modéle du probléme de localisation minmaz :

V2100 + /2In(m) (5 + )
TN .

E[AN] <

Pour tout o > exp (—%), et tout A > X*(N,«a) ou

) N

NN, a) = 2v/2(35 + (15 +r)4/In(m)) + 8(10 + ryin(a™) o (4\/5+ \/1n(m)> VIn(da T

VN

on a

P(AN > )\) < a.

Notons que les bornes obtenues dans le théoréme 2.3 ne dépendent que faiblement du nombre
m de villes puisque celui-ci n’apparait que sous la forme 4/In(s). L’algorithme 2.10 est donc parti-
culiérement bien adapté au cas ot il y a un grand nombre de villes.

Simulations

Nous présentons maintenant des résultats de simulations de ce premier modéle. Les trajectoires
ont toutes été initialisées au point zyp = (10, —10). La premiére figure donne une trajectoire type
(z); lorsque le nombre d’itérations est égal a 100. la seconde figure donne les coordonnées du point
solution x obtenu sur 100 réalisations avec un nombre d’itérations égal a 200.

Trajectoire

-10

Nous pouvons observer une convergence rapide de la trajectoire vers la solution du probléme et
la précision obtenue est bonne.

)
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Deuxiéme modéle : une version plus réaliste

Le modéle que nous avons étudié était trés simpliste et visait seulement & illustrer la convergence
de I'algorithme dans le cadre de la recherche de point selle. Quelques modifications simples nous
paraissent souhaitables si I’algorithme doit étre utilisé avec des données réelles. Nous en proposons
trois :

— donner des poids différents aux individus,

— ne recevoir que la position d’un seul individu a chaque pas de ’algorithme, la fréquence pour
chaque individu étant proportionnelle au poids qui lui a été attribué ,
permettre que les lois qui régissent les déplacement des individus ne soient pas toutes iden-
tiques.

Voici quelques raisons d’étre pour ces modifications. La premiére peut étre le résultat de regroupe-
ments d’individus ayant des propriétés similaires (afin de réduire la taille du probléme par exemple)
ou de l'importance accordée a chacun des individus (s’il s’agit d’'un entrepot au service de deux
boutiques ayant des chiffres de vente trés différents, il peut étre intéressant de se placer plus prés
de celle qu’il faut réapprovisionner le plus souvent). Dans la mesure ou seuls les poids relatifs des
différents individus ont de I'importance, nous supposerons dans la suite que la somme totale de
tous les poids est égale a 1, ainsi les différents poids pourront étre considérés comme une loi de
probabilité sur les différents individus.

Pour ce qui est de la seconde, elle permet de se placer dans un contexte plus réaliste : s’il s’agit
par exemple de trouver un emplacement pour une station d’ambulance, les demandes arrivent une
par une et sont en général plus fréquentes en provenance des zones les plus peuplées. Notons que si
les poids accordés aux différents individus sont proportionnels aux fréquences des demandes qui en
émanent, cette hypothése nous permettra de ne pas supposer que les poids sont connus. Nous nous
placerons d’ailleurs dans la suite dans le cas ot 'individu d’ou provient la demande est choisi selon
la loi de probabilité donnée par les poids. Enfin cette hypothése permet un traitement on line des
données.

Enfin la troisiéme modification permet de supposer que les individus ont des comportements diffé-
rents, certains pouvant étre plus mobiles que d’autres.

Le nouveau modéle est le suivant : dans une partie convexe X de R? se trouvent m individus qui
se déplacent de maniére indépendante les uns des autres. On note F} la loi qui régit le déplacement
du j-éme individu. Comme dans le modéle précédent, les m individus partagent une ressource
commune. La distance moyenne qui sépare l'individu j de la ressource si celle-ci est située en x € X
est donnée par la fonction

by(x) = / |z —p 2 dFi(p).

On note A; la proportion du nombre total d’accés a la ressource effectué par j (0 < A; < 1,
S Aj = 1). Les coefficients (\;); ne sont pas supposés connus

G=1" : 7)i P PP :
On cherche & savoir ot placer la ressource pour minimiser le pire cas en tenant compte des pondé-
rations, c’est-a-dire & résoudre le probléme suivant :

min p(z), ¢(z) = max A;é;(z).

La seule source d’information dont on dispose est un échantillon wy, = (ix, pg) ot i, € {1---m}
avec P(ix, = j) = A; et la loi conditionnelle de pj, sachant ij est Fj, .



2.5. EXEMPLES ET SIMULATIONS 55

La fonction objectif de notre probléme de point selle devient alors

O(z,y) = > yPNgi(z): X xV - R,
j=1

oY ={yeRy>0,>7", 49 =1}
Et les versions stochastiques Wx et Uy des dérivées de ® sont maintenant données par

\IlY(x7y) == H T — Pk H2 (61,ik7 e 75n,ik)7
. €T —
\IJX(QZ‘,Z/) = y(lk)7pk7
|2 —pr |2

o §; ; vaut 1 sii = j et 0 sinon. On a bien

EWx(ey)] = > y900;() = —(z9),
j=1
E[Wy (r,y)] = Mm,---,Anw»zg—j@,y»

Les normes et les fonctions proximales associées que nous allons utiliser sont les mémes que dans
le modéle précédent.

La norme sur X est la norme || - ||z et la fonction proximale associée est Vx () = 3 || 2 — zg |2
(ot g sera le point de recherche initial de I'algorithme) . On notera dans la suite IIx la projection
orthogonale sur X. Sur Y nous considérerons || . [[y=|| . ||1 et utiliserons la fonction proximale :

Vy (y) = In(m) + >, v In(y")). Lalgorithme utilisé pour résoudre le probléme est alors
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Algorithme 2.11

~ Initialisation xg € X, yo = (1/m,--- ,1/m) € Y , (¢0,&) = 0 € R? x
Rm, ﬂ)@o >0 et ﬂ)@o > 0.
— Pouri=1,--- N faire

Y
G o= G- 1—2% e

EEETAN

& = £i_1+(|| Ti-1 —pl sz“ | i1 —pfn l[2):
p
Bx; = Bxi-1+=——"—] y 13
‘ - VXﬁXz 1 ]z; " 1 pj ”2
1 4 4
Byi = Brici+=—— I (lzict =i 2,5 | mic1 — Pl l12) 12,
VYﬁYz 1
ﬂXz
. 1
y9 = £ /By (Z 6&5‘“)/ﬁy,i> =1, ,m
k=1

Donnons maintenant les bornes théoriques pour la vitesse de convergence de cet algorithme

Théoréme 2.4 Bornes pour le second modéle du probléme de localisation minmazx

8003x,0 + 2In(m)By,o
N

@(H 1 >+47‘2 In(m) <1+ 1672 ) +£
3 250x 0 104 r By, In(m) N3’

E[AN] (80 4+ (3r + 20)+/In(m)) +

4
< -
T V2N
In(NV)?
V2ZN3

ot C est une constante.

pour tout o > 8 exp (—%), tout Bx 0 > 0, tout By > 0 et tout X > X\*(N,«) ot

)

N(N.a) = 402 + \2/% 21n(m) N 4(1\(% T))\I(N7 o+ 40 + 2\7;Nln(m) M. )
| 800 N 2 A x (N, @)
\/ﬂX 0 100 (5 + 4)\2(N a)) <5Oﬁx70> )\37)((N, Oé) + 1005}(70
21In(m) 16N 82 2 4r2\1y (N, a
N \/ﬁyo + Tn(m) )(100 +7r2(1+ X (N, ) + <7ln(m)ﬂy,0> A3y (N, ) + —ln(m)ﬂy,o
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avec

M(N, Q) = /IImBa 1), A(N,a) = ;—Jiln@a—l),

1 AR 100 AR
v = (0 (55)) v = (S (55))

2 2
T o (1) 8N A w1+ 1672 e (100 8N
o Nexp (o) 22 — T Y exp [ 2] 2

1005% P\1) e Y In(m)fs., P\57 ) ea ’

]P’(AN Z )\) § .

)\4,X = {ln

on a

Simulations

Donnons maintenant quelques résultats de simulation pour ce probléme. Les deux premiéres

figures représentent deux exemples de trajectoires, la premiére est obtenue aprés 100 itérations et la
seconde apreés 500 itérations (dans la mesure ou la seconde version de I’algorithme ne demande que
la position d’un seul des cinq sommets du pentagone a chaque itération, c’est la seconde trajectoire
qu’il faut comparer avec celle obtenue pour le premier modéle). La croix bleue marque 'emplace-
ment de la solution calculée par ’algorithme, la croix rouge la solution théorique.
Les résultats obtenus sont conformes & la théorie. Nous pouvons constater sur la troisiéme figure
que la premiére coordonnée du point x solution est systématiquement positive et la seconde systé-
matiquement négative : cet effet est 1ié au choix de zq, trés éloigné de la solution x* et qui "marque"
la trajectoire. ce phénoméne tend a disparaitre lorsque le nombre d’itérations augmente ou lorsque
le point initial zg est choisi plus proche du pentagone.

Trajectoire 100 itérations

-5+

-10 ! ! ©
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Trajectoire 500 itérations
5 ‘ ‘

-10 ‘ ; O
-5 0 5 10
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3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’adapter au cas stochastique l'algorithme d’extrapolation dual intro-
duit par Nesterov dans [24].
Comme dans le chapitre précédent, nous nous intéresserons a trois grandes classes de problémes :
les problémes de minimisation sans contrainte, les problémes d’inégalités variationnelles a opérateur
monotone et les problémes de point selle. Nous montrerons ensuite que, comme pour l'algorithme
de descente en miroir, il est possible de mettre en place une stratégie de choix du gain qui puisse
s’adapter dans une certaine mesure & l’oracle utilisé.

3.2 Algorithme pour les problémes de minimisation sans contrainte

3.2.1 Algorithme

Nous considérons de nouveau le premier des problémes qui nous ont intéressés dans le chapitre
précédent, a savoir

ggg f(z),

ou () est un convexe fermé et f une fonction convexe sur @). L’ensemble () est inclus dans un espace
vectoriel de dimension finie £ muni de la norme || - ||. Nous noterons E* 'espace dual de E, || - ||«
la norme duale associée et (-,-) le produit scalaire sur E' x E*.

Les outils nécessaires & la mise en oeuvre de ce nouvel algorithme sont sensiblement les mémes que
pour l'algorithme de descente en miroir. Nous supposons connue une fonction fortement convexe d
de paramétre ag > 0 et differentiable sur (). Nous noterons V' la divergence de Bregman associée a
d qui est donnée par

Va,y V(z,y) = d(y) — d(z) — (d'(z),y — z).

Comme d est fortement convexe, pour tous z, y € Q, V(z,y) > % || x—y ||*. Choisissons arbitraire-
ment un point T comme ’centre’de I'ensemble Q) (T aura sensiblement le méme réle que celui du point
zo dans l'algorithme de descente en miroir) et V > 0 tel que z* € Fyr = {z € Q, V(Z,z) < V}.
Nous utiliserons dans la suite les deux fonctions de support suivantes :

Vs € E* &r(s) = max{(s,x —7), z € Fy},

V(z,8) €e ExE*, >0 Ws(z,s) = mag{(s,a: —z)—0V(z,x)}.
BAS
Nous supposerons dans la suite que la fonction f est continue sur @ et pour z € ) nous noterons
f'(z) un élément quelconque du sous-gradient V f(x) de f en z. Nous supposerons que 1'une des
deux hypothéses parmi 2.13 et '’hypothése suivante est vérifiée.

Hypothése 3.1 [’ est a variations bornées sur Q. Il existe une constante M > 0 telle que

Yo,y € Q |l /(=) = f(y) o< M.

Nous disposons de plus d'un oracle qui nous fournit une version aléatoire (bruitée) ¥ de f’ et
on note n = ¥ — f’. Les hypothéses a faire concernant 7 seront discutées ultérieurement.
Nous allons maintenant étudier le pas de mise a jour de ’algorithme que nous allons considérer. Il
met en jeu, comme pour l'algorithme de descente en miroir, deux paramétres strictement positifs
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et 7. Le pas €3, que nous allons expliciter, transforme un point quelconque de I'espace dual £* en
un nouveau point s € E*. Plus précisément, notons

T3(z,s) = argmax{(s,x — z) — fV(z,z) : x € Q},
alors £g~(s) = (x,y, s4) avec

r = Tﬁ(T,S),
= Tﬁ(x7_7\l’(w))a
st = s—7¥(y).

La mise a jour du parameétre s nécessite la construction de deux points intermédiaires dans I'espace
primal contre un seul pour l'algorithme de descente de descente en miroir. En fait, la différence
entre les deux algorithmes réside dans la construction du point y, le pas de 'algorithme de descente
en miroir peut en effet se réécrire

r = Tﬁ($07<)7
G = (—7%().

Tout se passe donc, dans ’algorithme d’extrapolation duale, comme si, aprés avoir obtenu le point
x a partir des points de recherche y précédents par un pas semblable & celui de la méthode de
descente, nous essayions de ’deviner’ le point de recherche suivant en réinitialisant 1'algorithme de
descente en miroir avec xg = x et en conservant le premier point x1 = y de la nouvelle trajectoire
construite. Le pas £3(s) met alors & jour la valeur de s en utilisant le point y extrapolé a partir
du début de la trajectoire, plutot que le point x qui serait fournit par I’algorithme de descente en
miroir.

Décrivons maintenant 1’algorithme obtenu. Le choix des suites (;); et (/3;); sera discuté ultérieu-
rement. Nous supposerons seulement pour le moment que les deux suites sont & valeurs strictement
positives et que la suite (3;); est croissante.

Algorithme 3.1

— Initialisation : s_.1 =0 € E*.
~ Pour k=0 a N faire (xk, Yk, Sk) = Egy i (Sk—1)-
- Sortie :

N _ Ziso Vi
N
zi:() Yi

y g

3.2.2 Bornes en espérance

Nous voulons maintenant étudier la convergence de I'algorithme. Remarquons d’abord que pour
tout 8 >0, s € E*
&7(s) < BV + Wa(Z, s).

La démonstration de la convergence del’algorithme repose principalement sur le lemme suivant
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Lemme 3.1 Soient s, § € E* et z € Q. Alors
Wis(z,s +0) < Wg(z,s) + (6, T3(z,5) — 2) + Wa(Tp(z, ), ).

Preuve
Notons pour simplifier les expressions T3 = Tj3(z, s). Par définition de Wy et de T :

Ws(z,s+0) = mggc{(s +o,x—z)—pBV(z,2)},
= I;leaécﬂs,Tﬁ —2) = BV(2,Tp) + (6,1 — 2) + (s + 0, — Tg) + fV (2, 13) — BV (2,2)},

= Wps(z,s)+ (6,15 — 2) + max {(s+ 6,2 —Tp) + pV(2,1p) — BV (z,x)} .

Par définition de V', pour tout z € @,
V(z,Tp) — V(z,2) = d(x) — d(Tg) — (Vd(z),Ts — x).

De plus, comme T} est solution du probléme de maximisation qui définit Wg(z, s), il satisfait & la
condition d’optimalité du premier ordre qui s’écrit :

(s = B(Vd(Tg) —Vd(z)),x —T) <0Vr € Q
si bien que
max {(s + 6,2 — Tp) + BV (2,Tp) = BV (2,2)} < max{(6,¢ —Tp) — B(d(Tp) — d(z) — (Vd(Tp),z — Tp))},
< Wﬁ(Tg,5).

Remarque : Comme WS’ﬁ(z, s) =T3(z,s) — z € E, le lemme 3.1 peut se réécrire
Wiz, s +6) < Wy(z5) + (0, W 5(2,8)) + Wy(Th(z5), 0).

Comme pour ’algorithme de descente en miroir I’étude de la convergence de I’algorithme d’extra-
polation dual se raméne a I'étude des accroissements de la fonction Wi(Z, ) le long de la trajectoire
(8;);- Le lemme suivant donne le principal résultat qui sera utilisé

Lemme 3.2 Soit s € E* et (v,y,51) = E3(s). Alors

2

| W)~ wy) 222 ey

W)y =) + Wo(T, 1) < Wo(@ ) + 50— ;

Preuve
Choisissons z =T et § = —yV¥(y) dans le lemme 3.1. Il vient

Ws(T,s —v¥(y)) < Ws(T, s) + (—7¥(y), T5(T, s) — T) + Ws(T3(T, 5), —7¥(y))-

C’est-a-dire
Ws(T, s4) < Wi(Z,s) + (=¥ (y),z — 7) + Wg(z, —7¥(y)). (3.1)

Choisissons ensuite z = z, s = —yV¥(x), 6 = v(¥(x) — ¥(y)) dans le lemme 3.1. Alors

Wp(z, =¥ (y)) < Wa(z, =y¥(2))+ {7 (¥ (2) =P (y)), Ts (2, ¥ (2)) =)+ Wp(Ts(z, =¥ (2)),7(¥(2) =¥ (y)))-
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Soit
Wz, —¥(y)) < Wa(z,—y¥(2)) + (v(¥(z) — ¥(y)),y — ) + Wa(y,7(¥(z) — ¥(y))),

2
< Wyl —y¥(@)) + +(1( ¥ (@) - ¥(y),y —2) + 52— || U(z) - U(y) [33.2)

2008
Y — )

Comme y a été choisit de telle sorte que Wg(x, —y¥(z)) = (—y¥(x),
onaV(z,y) > tag ||z —y |? On déduit alors de (3.1) et (3.2) que

Y(U(y),y — ) + Wp(T,s+) — Ws(T, s) Y¥(y),y —T) — (¥ * (y), 2 — ) + Wg(z, —v¥(y)),
YU(y),y — x) + Wg(z, —y¥(2)) + (¥ (z) — ¥(y),y — z)

’Y2 2
+m | W(z) —¥(y) s,

Y (x),y — ) = (¥(2),y —x) — BV (,y)
,72

b | W)~ W) [,
2 «

) W) B -2 ey

— BV (z,y), et comme

IN A

IA

Nous souhaitons maintenant majorer I'erreur ey = f(y™V) — f(z*).

N N
<Z%> en < Y vlfw) - fa),
=0 i=0

N
N v 8
< Z%‘(f/(yi) = U(yi),yi —27) + Z%‘(‘I’(Zli),yi -7)+ Z%‘(‘I’(yi)af - "),
=0 =0 =0
N N
< = v v — 2t + > %), i — T) + & (sw),
=0 i=0
avec &-(sy) < BnV + Wg, (T, sn). On note
k
=0

Nous déduisons alors du lemme 3.2 et du fait que (5;); soit croissante que

ap = ap—1+ V(W) yx —T) + W5, (T, s1) — Wg,_, (T, sk-1),
< ag—1+ 7k<‘11(yk)a Yk — §> + ng (Ea Sk) - Wﬁk (Ev 3k—1)7

2
Vi 9 0Pk 2
< 1+ —"— || W — v — — .
> Ag—1 20406]@ H (:Ek) (yk) H* 2 H Tk Yk ||

Ensuite, puisque a_; = By V, nous obtenons
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Proposition 3.1

N N
<;%) en < ﬁNV—;7i<77(yi yi —a* +Z <2a0@ () — T(ys) |2 _040251 |2 -y H2> ‘

(3.3)

Nous allons maintenant utiliser ’équation (3.3) pour obtenir une borne en espérance pour ey.
Comme notre algorithme est stochastique, il nous aurons besoin de quelques hypothéses portant sur
les variables aléatoires n(x;) et n(y;) pour étudier son comportement.

Notons F_; = {&,Q} et pour tout ¢ > 0, F; est la tribu engendrée par F;_; et les variables aléatoires
n(x;) et n(y;). Nous supposerons que I’hypothése suivante est satisfaite

Hypothése 3.2 I existe 0 < 0 < 400 telle que pour tout 1,
Eln(z:)|Fi] =0 p.s., Eln(y:)| 7] =0 p.s.,
Ell| n(z:) |2 |Fi] < 0® p.s. et B[l n(y) |F1F] < 0 pos.
Commencons par traiter le cas ot ’hypothése 3.1 est vérifiée. Puisque pour tout ¢
W (i) = W(yi) < (M [ n(zi) [+ + [ nyi) (1), (34)

nous déduisons de (3.3) que

1= OfYZ

Elen] < = ! <5NV+Z%> : (3.5)

Proposition 3.2 La borne (3.5) est minimale lorsque v; = v et 5; = 3 avec la relation

_ (M +20)/(N+1)
\/20&0‘/

=2 |

On a alors

Efen] < \/;(Mma)\/Nl_Jr

Si on ne connait pas a ’avance le nombre de pas a effectuer dans I’algorithme, on peut choisir (;);
et (5;); de fagon a ce qu’ils dépendent de i et non plus de N. Nous pouvons par exemple choisir

vi=1let B =(M+ 20)(@07)%1\/1 + 1. Il vient alors

1% VN +2
E < U —(M +20) "2,
len] < ao( +20) N+1

Supposons maintenant que I’hypothése 2.13 est vérifiée. Alors

1) = Wlya) 15 < 3 (1 Wlwa) — (o) 112+ 1 F (@) = Q) 112+ 1 () — (wa) I12)
< 3 (i) 17 +L2 12 — i I + | n(wa) 1I7) (3.6)
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et (3.3) devient

N

N . N 2L2 0406'
(;%) en < BNV — ;%(77(%)7% )+ Z (2%@ 9 Z> | @i —yi |I?

=

N
3
+§ 2,5, @) 12+ ) 1)

En choisissant (5;); et (v;); telles que iy, > \/gLoza L pour tout i, le troisieme terme du membre
de gauche de 'inégalité précédente est négatif et

Deux cas de figure se présentent alors
-SiN+12> (522;), les choix de paramétres qui permettent de minimiser la borne en espérance
sont v; = v et §; = 0 avec la relation

oy/3(N +1)
vV Oéov 7

3V. o
< 2\/0;0\/]\[:_”. (3.7)

— Sinon, en choisissant v; = v et 3; = (3 avec la relation fy~! = \/gLao_ il vient

= |
+

et nous obtenons alors

3LV 3V

e LT T o
(N +1) ag o /N +1

Nous avons donc obtenu :

Proposition 3.3 On suppose que ’hypothése 2.13 est vérifiée. Alors

3V o 4 ma 3V o V3L 'V

oY 7 X b 7 A

a0 VN +1 ao VN+1 (N+1)ag

E[EN] <

Cette borne est obtenue lorsque les deux suites ([3;); et (7;)i sont constantes, égales a (3 et v respec-

tivement, avec
B_ <a,/3(N ) \/§L)
5 .

pr— )
agV Qo
Remarque : Nous retrouvons dans (3.8), comme dans le cas de I'algorithme de descente en miroir,

une vitesse de convergence qui dépend différemment de L et de o. C’est 1a un des intéréts de l'al-
gorithme d’extrapolation dual.

Dans le cas ou le nombre de pas a effectuer dans 'algorithme 3.1 n’est pas connu & I'avance,
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si v/2ago > VVL le choix v =1let §; = \/60’2oz Vv 1(2 + 1) permet d’obtenir

Elen] < 204/6V (N + 2).

\/Oé()(N + 1) ’
— sinon, en posant v; = 1 et §; = %Q—Lox/i + 1, nous obtenons

E[E]<\/§<E+ﬁ>;
M=Vala "L )UNt1T

3.2.3 Bornes en déviation, intervalles de confiance

Nous allons maintenant donner des bornes pour les déviations de e dans le cas ot 'hypothése
3.2, 'hypothése suivante et une des deux hypothéses 3.1 et 2.13 sont satisfaites.

Hypothése 3.3 [l existe une constante 0 < s < oo telle que pour touti > 0, E [exp ( ”"(x‘ ”2) ‘ .7-"}
e p.s. etE[exp( M)‘}-} <ep.s.

Commencons par le cas ou I'hypothése 3.1 est vérifiee. D’aprés (3.4) et (3.3), en utilisant les choix
pour (f;); et (7v;); donnés dans la proposition 3.2,

1 [ (M +20)/V(N+1) iny 31/ V(N + 1)(M2 + 202)

_l’_

N+1 2000 .
al WV ., o
! ; 2a0(N + 1)(M + 20) [l (i) 11F =) + (l n(wi) 17 —0)] | -

En appliquant la proposition B.5 & la suite de variables aléatoires (—ﬂo_(n(y,-),yi —x*)); et la
2V/2

proposition B.6 aux variables aléatoires (|| n(z;) ||«): et (|| n(z;) ||+):, nous obtenons la proposition
suivante

Proposition 3.4 On suppose que I’hypothése 8.1 est vérifiée. Alors pour tout o > 3 exp (—%Lﬁ)
et tout A > \*(N +1,a) ou

V (M +2 2V v M? + 202
MN+1a) = |2 ME20) 5 IV T np1,a) 4 ) o S £ 207)
200 /N +1 ap VN +1 2a0 /N + 1(M + 20)

2V 302
+4— A(N +1, ),
\ a0 (M +20)V/N + 1 3 @)

4 2
MV +1,a)= ;ln(?)a—l) et \s(N +1,a) = \/5 ( 8

avec

= -1
#2(N +1) In(3a~%),

on a

Pleny >N < a
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Considérons maintenant le cas ou 'hypothése 2.13 est vérifiée et ou les choix de paramétres
effectués sont ceux donnés dans la proposition 3.3. Nous avons alors

— N
r (”V?’(N_*l),m) LS )i — 2)

€ < ——max —
No= NF1 VaoV o) N—l—liz0

L1 i V3V
N +1%25,/ag(N +1)
N

En appliquant alors la proposition B.5 a la suite de variables aléatoires (— Y= (n(y;), y; — *)); et
2v/2

(Fn(a) 12 + 1 n(ya) 112)-

la proposition B.6 aux variables aléatoires (|| 7(z;) ||+): et (|| 7(x;) ||«)i, nous obtenons

i X o (N+1)
Proposition 3.5 On suppose que I’hypothése 2.13 est vérifiée. Alors pour tout o > 3 exp <—%T>

et tout A > \*(N +1,a) ou

1% V3(N +1 L 2V
MN+10) = — max | 22D V3L) L, 7 \N(N+1,a)
N+1 NG a0 ao VN +1

(14+A3(N +1,a)),

3V_ o
ag VN +1

avec

28

-1
A 1) BT,

4
MV +1,0)= ;ln(?)a—l) et \s(N +1,a) = \/

on a
Pley > A) < a.

3.3 Algorithme pour les inégalités variationnelles

Comme pour l'algorithme de descente en miroir, I'algorithme d’extrapolation dual peut étre
appliqué a de larges classes de problémes. Nous abordons ici le cas des problémes variationnels
& opérateur monotone que nous avons déja abordé. A savoir nous nous plagons dans un ensemble
convexe fermé @ inclus dans I'espace vectoriel de dimension finie (E, || - ||) et nous notons (E*, || - ||«)
I’espace dual et la norme duale associée. Nous voulons résoudre le probléme

Trouver z* € Q : (g(z),z —2*) > 0 Vz € Q,

ol g : Q — E* est un opérateur continu et monotone. Nous supposons dans ce qui suit que 'une
des deux hypothéses suivantes est vérifiée.

Hypothése 3.4 L’opérateur g est a variations bornées sur Q. Il existe une constante M > 0 telle
que

Vo,y € Q | g(z) —g(y) [«< M.

Hypothése 3.5 L’opérateur g est lipschitzien sur Q, il existe une constante L > 0 telle que

| g(x) —g(y) «< L z-yl Vr,yeQ.
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Nous disposons en outre d’un oracle qui nous fournit une version aléatoire ¥ de g et on note
n =W — g. Les hypothéses & faire concernant ¥ seront discutées ultérieurement.

Comme précédemment, nous nous donnons une fonction d fortement convexe sur ) de paramétre
ap pour la norme || - ||.

Soit d une fonction fortement convexe sur ) de parameétre oy que nous supposons différentiable sur
Q. Nous noterons V' la divergence de Bregman associée, c¢’est-a-dire

Y,y € Q V(z,y) =d(y) —d(x) — (d'(x),y —z).

Fixons-nous un point T comme ’centre’ de ’ensemble (). Nous nous intéressons dans la suite a la
fonction de mérite restreinte suivante :

ey (7) = gleag{@(y% y—x)|V(Z,y) <V},

ot V > 0 est un parameétre fixé.
Nous aurons besoin des fonctions de support de () définies sur E* suivantes :

E(s) = max{(s,o—3)[V(@2) < T},
Ws(z,s5) = Hl;iX{<8,:E —T) — BV (z,2)|V(Z,2) <V},
oit 3,V >0 et z € Q et nous noterons Tj(z, s) = argmax,{(s,z — z) — BV (z,7)}.

Etant données deux constantes strictement positives 3 et v, le pas d’extrapolation duale Es.~(s) qui
transforme un point arbitraire s € E* en un nouveau point s; est définit par :

r = Tﬁ(fﬂ s),
(l'vyv 3+) = gﬁﬁ(s)_ <~ Yy = Tﬁ(gj> —’Y‘IJ(SL')),
st = s—7¥(y).

L’algorithme qui nous intéresse est alors donné par

Algorithme 3.2

— Initialisation : s_1 =0 € E*.
— Pas : pour k=0 a N faire

vy = T, (T, sk-1),
ye = Tp (k=Y (rr)),
sp = Sp—1— wY(yr).
— Sortie N
yN _ Zi:o YiYi

N
> im0 Vi

Nous allons maintenant étudier la convergence de 1’algorithme. Notons

er(y") = max{(g(z),y" —2)|V(z,2) <V}.
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Proposition 3.6 VN >0 et V35 >0 :

N
(Z%) < (B4 BV + D viln(wi). 5i — v +Z )2

N 2 )
53 ( e W) — W) | —Cmfl =l

ol

Cherchons maintenant des bornes en espérance pour eV(yN ). Nous nous plagons dans le contexte
probabiliste suivant : F_1 = {&,Q} et pour tout ¢ > 0, F; est la tribu engendrée par F;_; et
les variables aléatoires n(z;) et n(y;). Nous supposerons dans la suite que I'hypothése suivante est
satisfaite

Hypothése 3.6 Il existe 0 < 02 < +o0o telle que pour tout i,
Eln(z:)|F:] = 0 p.s., Eln(y:)|Fi] =0 p.s.,
E[|| n(x:) |12 |7 < 0® p.s. et B[ n(y:) |12 |F] < 0® pos.

Proposition 3.7 Supposons que l’hypothése 3.4 est vérifiée. Alors si on choisit alors les deux suites
(7i)i et (B;)i constantes et satisfaisant

N+1
v =1cet By = (20 + M) ( +—),
2000V
on a
Eler-(y™)] < V2(M + 30) L.
v B ag(N +1)
Preuve

Il suffit de prendre I'espérance de I’expression de ey-(IN) donnée dans la proposition 3.6 en choisissant

B=o0,/ é\; +1 et en remarquant que pour tout i, la variable aléatoire §; — y; est F;_j-mesurable. [J

Supposons maintenant que ’hypothése 3.5 est vérifiée. Alors

2
- SiL?< W, en choisissant les deux suites (7;); et (/;); constantes et telles que

3(N + 1)
OZ(]V

3 2V3+V2)o |V
Elez(y™)] < W\/O;o'

wv=1let fn=0

nous obtenons
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— Sinon, en choisissant les deux suites (7;); et (5;); constantes et telles que

3
YN = 1et 5]\/ = Of_()L7
il vient
Eleo(y¥)] < V3LV (V3+V2)o [V
v T (N+1)ag N +1 ap

Nous avons donc obtenu le résultat suivant

Proposition 3.8 On suppose que I'hypothése 3.5 est vérifiée. Alors on a

V3+v3o [V VIL V. Ve [V
Blep(y™)] < N1 \/o;oeraX (N+1Dag’ VN+1\ a0

Cette borne est obtenue lorsque les suites (7y;); et (5;); sont constantes et égales a 1 et max (a\ / %, \/ %)

respectivement.

Donnons maintenant des bornes pour les déviations de eV(yN ) I'hypothése 3.6, 'hypotheése
suivante et I'une des hypothéses 3.4 et 3.5 sont vérifiées.

Hypothése 3.7 Il existe une constante 0 < 3 < oo telle que pour toutt > 0, E [exp (%”n(jﬁié)”%) ‘ .7:1} <
e p.s. etE{exp( M)‘}-} <ep.s.

Commengons par traiter le cas ot ’hypothése 3.4 est vérifiée. En utilisant la borne obtenue dans
la proposition 3.6 avec les valeurs des paramétres donnés dans la proposition 3.7,nous obtenons

(M +40) | V R ; [ n(yi) 112 —
—\/— e DU )+ e Z e

(M? +20%) & 3 \/? ) .
+ 5. i) % z;) ||y —2.0
Vi ea{lbrraes 2 oy 1t Ve (1700 Btz 2 20

Appliquons maintenant la proposition B.5 a la suite de variables aléatoires ( Va0 M(Y:), 9i — vi))i
2V 2V

)

IN

e (y

et la proposition B.6 aux variables aléatoires (|| n(z;) ||+)i et (|| n(z;) ||+)i- Nous obtenons

Proposition 3.9 On suppose que l’hypothése 8./ est vérifiée. Alors pour tout o > 3 exp (—%Lﬁ)
et tout A > \*(N +1,a) ou

4M + 7o
N+1 l “1)+(4 -1
AN+, 0) = VN+1 \/— 2a0 n(3a ) \/2a0N—|—1\/5%2N—|—1 a3,

on a
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" X Ay N+1
Proposition 3.10 On suppose que l’hypothése 3.5 est vérifiée. Alors pour tout o > 3 exp (—%T)

et tout A > \*(N +1,a) ou

. . (V2+V3) |V [3(N+1) [3L
M(N+1,0) = Y, i \/7+N+1 { N \/ao}
2V 4 f+2\f -
\/N+ V a0 _1 2V N +1 \/7\/5%2 ST

Pler(y™) > A) <

on a

3.4 Algorithme pour les problémes de point-selle

Nous nous intéressons de nouveau au probléme de recherche de point selle d’une fonction convexe-
concave L(x,y) (L est convexe en x et concave en y) ou les variables = et y appartiennent respec-
tivement & des ensembles convexes fermés X et Y. Le probléme & résoudre est donc le suivant :

g e Lo y)

X et Y sont supposés inclus dans des espaces vectoriels de dimension finie Fx et Fy munis respec-
tivement des normes || - ||x et || - ||y. Nous notons (E%, || - ||x«) et (E%, ] - [|x,«) les espaces duaux
et les normes duales associés.

Nous supposons que f est continue et nous notons 9,L(x,y) le sous-différentiel de la fonction
xz — L(z,y) et 0yL(z,y) le super-différentiel de la fonction y — L(xz,y); dans ce qui suit, L'y (z,y)
(respectivement L}, (z,y)) désignera un élément quelconque de 9, L(x,y) (respectivement 9, L(z,y)).
Nous supposons de plus que L vérifie une des deux hypothéses suivantes

Hypothése 3.8 L' et L, sont a variations bornées sur Q = X x Y, c’est-a-dire que

| L'y (z,y) — L'y (w, 2) [|x« < Mx,
Y(z,y), (w,z) € Q, ,
(@9), (w2) € Q { | Ly(ay) — Lo(ws2) llye < My,

ot Mx et My sont deux constantes strictement positives.
Hypothése 3.9 Ly et L sont lipschitziens sur Q = X XY, c’est-a-dire que

L'y(z,y) — L'y (w,2) |xx < Mxx||lz—wlx+Mxy[|y—z]|y
v f]:, , U),Z e ) ” X ? X ) 5% — 5 ) )
(@), (w,2) € Q { | Er(@,y) — (. 2) v < My |2 —wx +Myy |y -2 |y

ot Mx x, Mxy, My x et My sont quatre constantes strictement positives.

Les réalisations de ces différentes fonctions (c’est-a-dire L’y et L)) nous sont fournies par un oracle
stochastique. Nous noterons nx (z,y) = ®(z,y) — L'y (z,y) et ny(z,y) = ¥(z,y) — L'y (x,y). Les
hypothéses portant sur ® et ¥ seront données lors de I’étude de la précision de l'algorithme.
Comme dans le cas de I’algorithme de descente en miroir, nous ne traiterons pas le probléme du point
selle comme un simple cas particulier du probléme d’inégalité variationnelle, mais nous chercherons
a particulariser les deux variables x et y.
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Pour mettre en oeuvre I'algorithme, nous avons aussi besoin de deux fonctions fortement convexes
dx et dy de paramétres respectifs o x et agy. Nous supposons que dx et dy sont différentiables
sur leurs domaines X et Y et nous définissons

Vx(z,u) = dx(x)—dx(u)+ (dx(z),u— ),
Vy(y,v) = dy(y) —dy(v) + (dy(y),v —y).

Fixons arbitrairement deux points T et ¥ pour ’centres’ des ensembles X et Y respectivement et
Vx, Vy >0 tels que 2* € Fy7 et y* € Fy7, ou (x*,y*) est le point-selle de L et

fV = {:E € X|Vx(T,$) < Vx},

X

Fr, = veY|W(@,y) <Vy}.

Nous serons amenés par la suite a considérer les fonctions de support suivantes :

Vs € Ex &y (s) = max{(s,x—@, mefvx},

T

VtGE;(/ é'vy(t) = max{(t,y > ye}—v }

V(”) 8) € Ex x E;{a ﬁ >0 WXﬂ(uv 8) = mg%{{(s,w > ﬁVX(u l‘)}
\V/(’U,t) € EY X Eikfy ﬁ >0 WY,B(th) = I;lea;{{@vy > ﬁVY(’U y)}

Notons TBX(z,s) = argmax,{(s,z — z) — fVx(z,z) : * € X}, donnons-nous 3,7 > 0, y,v € Y et
considérons le pas suivant Eé{v’ qui transforme un point arbitraire s € £ en un nouveau point s .
Plus précisément, Sé%(s,y,v) = (z,u, s4) avec

r = Téf(f, s),
u = TBX(‘T, —’yCI)(x,y)),
sy = s—7P(u,v).

De maniére analogue, notons pour tous ¢ € Y, t € E§., B et v >0, TBY(C, t) = argmax,{(t,v — () —

BVy((,y) : y € Y} et on considérons le pas 8 L (tz,u) = (y,v,ty) avec t,ty € EY et x € X donné
par

y = Ty ([@1),
= T3 (y,7¥(z,y)),
ty = t+y¥Y(u,v).

Nous avons maintenant tous les éléments en main pour pouvoir décrire 'algorithme. Le choix des
suites (vi)i, (Bx.i)i et (By.i)i sera discuté ultérieurement. Nous supposerons seulement pour le mo-
ment que chacune de ces trois suites est strictement positive et que (ﬂx,i)i et (By,i); sont décrois-
santes.
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Algorithme 3.3

— Initialisation : s_1,=0€ EY, t_1,=0¢€ E5.
— Pas : pour k=0 a N faire

T = Tﬁ);k (T, Sk—1),

Y = Téi’,k ¥ tk—1),

up = T (k=@ @k, yn)),
ve = Th, (kP (2h, yr),
s = Sk—1— TP (uk, vr),

te = ti—1+ eV (ug, vg).

- Sortie

N N
N _ D im0 Vil N _ Y im0 Vil
U = —=-——=, 0 = N
Zi:o Vi

N b
> im0 Vi

Nous souhaitons borner I'erreur ey = max,c Fr, L(uN ,Y) — minge Fr L(z,v

Proposition 3.11 Pour tous Bx > 0 et By >0,

2

N N N
v v 85
(; %) en < (Bx +Bx.N)Vx + ;:0 Yilnx (wi, vi), 4 — ug) + E . BaxoBx Il nx (i, vi) [
N 2

N
By BV = 3 vty (a0 B = i) 3 5t () I

+Z<

ax,08x,i
) s, y1) — Bus, v0) [%en —OX00Ki 0y, H?X)

2ax oﬁx i 2

s vl )
+ Z <204Y05Yz | W (i, yi) — W(ui,vi) [y« T [ yi — v Hy> , (3.9)

N — i—1 -~ — i—1
ot iy = Tg (96, > =0 ’anX(Uj7vj)) et o =T} <y7 — > =0 ’anY(uj,’Uj)>-
Donnons maintenant des bornes en espérance pour ey. Pour cela notons F_1 = {0, Q} et pour

tout @ > 0, notons F; la tribu engendrée par F;_; et les variables aléatoires nx (u;, v;), nx(zi, ¥i),
Ny (us,v;) et Ny (x;,y;). Nous supposerons que ’hypothése suivante est satisfaite

Hypothése 3.10 I existe deux constantes strictement positives ox et oy telles que pour touti > 0
les relations sutvantes sont vraies presque stirement

E[nx (us, v;)| Fi] = 0, E[nx (z,y:)|Fi] = 0,
E[ny (u;, v;)|Fi] =0, Eny (z:,v:)|Fi] =0
E[l| nx (ui, vi) 1% . 1Fi] < 0%, Elll nx (@i, 1) lIx« |Fi] < 0%,
E(|l ny (wi,vi) 5. [Fi] < 0%, Elll ny (zi,9:) Iy« |Fi] < 03
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Commengons par le cas ou cette hypothése et 'hypothése 3.8 sont vérifiées. Nous avons alors

| (i, yi) — P(wi, vi) || x
H \Ij($iayi) - ‘I’(Ui,vi) HY,*

Mx+ || nx (zi, yi) llx + | mx (wi, vi) Il x
My + || ny (i ys) v + [ my (i i) [y« -

En prenant l'espérance dans (3.9) il vient

N 2 N 2
Vi 2
en < (Bx + Vx + (By + Vy+y i o243 T,
(;7) N < (Bx 4+ Bx,n)Vx + (By + Byn)Vy Z Saxofe X ;20&0&/ Y
N2 42
+ — 1 (Mx +20x)? + ———(My + 20y )".
;204X,06X,z( X x) ZQayoﬁw( Y v)

Cette borne est minimale lorsque les trois suites (7;);, (8x.:)i et (8x,i)i sont constantes et que y; = 1,

ocxvN +1 (Mx—I-QO')() N+1
Bx = B et ﬁX,i = — ’

\/20x,0V x \/2OZX,0VX

O'y\/N—I—l (My+20y) N +1
Py = —F/——, DBvi= :

A/ 2()éy70Vy A/ 2OZY,OVY

Alors

Proposition 3.12

\/_(Mx+30')() \/7(My+30'y) Vy
N+1 axo N+1 ayo

Dans le cas ou 'hypothése 3.9 est vérifiée, nous avons

| ®(xi,y5) — P(ui,vi) || x
| W (i, yi) — W (ui, vi) ”Y,*

Mx x || zi —u; [|[x +Mxy | yi —vi lly + | nx (@i, vi) xs + | mx (wi, vi) |l x
My x || zi —w; [|x +Myy || vi —vi lv + | nv (@i, vi) llve + || ny (wi, vi) |y -

IN N
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N N N 9
D i en < Bx +Bxn)Vx + D vilnx (i, vi), i — wi) + Y 2772 Il 7 (s, 03) 1%
; = 20x 00x
2

7=0 =0 7
N N y
+ (By + By N)Vy — Z’n(ny(u,-,v,-),@i —u) + Z T 1 7y (s, v3) ”Y*
i=0
N 3,2
_oh
+ ; 204X706 P (H nX(Uu'Uz) HX* + || 77X(ZL'Z,yZ) HX*)
N 3,2
v o o 9
" Z 200y (I oy (uiy 03) llvie + oy (i, 93) llyis)
3 3¢ M2 377 2 ax oﬂx: )
+ ’ X+ M > .
ZZ: <2aX OﬁX % X 2ay7oﬂy7i Y. X H ) ”X

37 M2 37 p ayoﬁw) )
+ Z yto—a - Mxy - —5— o 2. (310
Z < aYOﬁYz Y 2aX,OﬁX,i XY 2 H Yi ? HY ( )

Considérons alors le systéme d’équations suivant

37 37 2

(S) aXvOﬁX’Z Z aX,OgX,i X, X + C“Y,OzﬁY,i Y, X
. 3; 3v; 2

aY’OﬁY’Z Z ay,ofy,: " Y,Y + ax,08x,i MX,Y

Si (S) est satisfait, nous obtenons en prenant I’espérance dans (3.10)

N 1
en) < <Z %’)
=0

La borne (3.11) est minimale lorsque les trois suites (v;)i, (5x.i)i et (Bx,:); sont constantes et que
Yi = 17

2

(Bx +Bx.N)Vx + (By + Byn)Vy + < 2ay0ﬁy> Z%

2ax 00x

+§:%2< 60k 4 60% >] (3.11)
i=0

axofBxi  ayoby

O'X\/N—i- 3 ox+/6 N—I—l)
X, =
\/204X0VX \/aXOVX
3 oyvVN 3 oy\/6(N + 1)
Y = Yi = — /— -

\/ 2ay7()YX ’

Par conséquent, si ces valeurs satisfont (), il vient

Elen] < \/_(1 i 2\/_ \/ ;/XXO \/ ;/YYO

VovoVy

Proposition 3.13



3.4. ALGORITHME POUR LES PROBLEMES DE POINT-SELLE 7

Sinon, il nous faut minimiser (3.11) sous contrainte (S). Remarquons que la solution est encore
atteinte lorsque les les trois suites (’y,-)i, ([3 XZ)Z et ([3 XZ)Z sont constantes et par conséquent on peut
garder les valeurs de (7;);, Sx et By données ci-dessus. Trouver des valeurs adéquates pour (8x ;)i
et (Bx,;); revient donc a résoudre un probléme de dimension 2 ce qui peut étre fait efficacement au
cas par cas.

Afin de fixer les idées sur la borne obtenue, nous allons imposer la contrainte supplémentaire
Bx.i = Py,i = (i pour tout i. Le systéme (S) a satisfaire devient alors

2 2 2 2
N o 9 MX,X MY,X MY,Y MX,Y
(5) 5 2 372 max | oy Mix My |
Ax o ax,0ay,o Oy ax.00y,0

Nous choisirons comme précédemment les deux suites (7;); et (3;); constantes et égales a 1 et 3
respectivement ot :

«_ | 6N+l (0% | oY ok ntiofait (G
B = \/(Vx+Vy) ono T o si B* satisfait (5'),
A= ~ M2 M2 M2 M2 .
B=4[3max [ —=% 4 X WY 4 XNV sinon.
% o ax,0av,0’ ay ax,0y,o0

Ce choix pour les paramétres permet d’obtenir

E[sN] < ox QVX n oy 2Vy VX —I—Vy < O'g( n 0% >
T VN+1|ax,0 VN+1\ ay,0 N+1 axo  ayp

-+ \/G(VX+VY) ( % 0,2/) GV +Vy)

N+1 axo ay,0 N+1

Remarque : La borne précédente n’est pas la meilleure que 'on puisse obtenir dans le cas ot les
deux suites (8x;)i et (By,)i sont égales. En effet, forcer cette égalité revient a se replacer dans
plus général des problémes variationnels a opérateur monotone que nous avons déja abordés en
choisissant pour normes sur £ = Ex x Ey et sur E* = EX x Ej les normes || - || et || - ||« données
respectivement par

V(z,y) € Ex x By | (z,y) | = max(| z|x,[lyly)
V(z,t) € Ex x By || (z0) [l = |2 llx«+ [ty

Plutét que de conserver les deux fonctions dx et dy utilisées pour construire la méthode, il est alors
plus judicieux, comme dans [27], de les renormaliser pour construire une fonction d mieux adaptée
au probléme en posant

1 1
Vx Y
qui est fortement convexe de paramétre g = min(ZX, 2.
Vx’' Vy

Donnons maintenant des bornes pour les déviations de €.
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Proposition 3.14 Supposons que [’hypothése 3.8 est vérifice. Alors pour tout o > 6 exp (—%
et tout A > X*(N,a) ou

Vx (AMx +7 Vy (4My + 7
NN, a) = x (AMx + O'X)+ y (4My + Toy)
200x 0 N +1 200y, N+1

)

Vx 40'X Vy 40’y NN, )+ Vx 40'X Vy 40’y NN, )
200x,0 VN 20,0 /N e 200x,0 VN 2ay,0 VN 2T
avec
A(N,a) = éln(6a—1) et N5(N, ) = Lln(Ga_l)
CE N Y 2T TN B2 (N +1) ’
on a
Pleny > \) <«
Proposition 3.15 Supposons que l’hypothése 3.9 est vérifiée et que les valeurs Bx ; = % Vj(ONVJ;l)
et By; = % :116/,(:9:) satisfont (S). Alors pour tout o > 6 exp <—%(N2_1)> et tout A > N*(N,«) ou
Vx ox Vy oy
M(N,a) = (1+V2+2V3
(N, = ) 2ax0 VN 2ayp /N +1
VX 40'X Vy doy VX _ox Vy oy N

A (N, a)+(1+2V3)

Y IV — Y| M(N,a),
20,0 VN 2ayp /N +1 20,0 VN 2ayp /N +1 2N, )

avec

(N, o) = éln(60z—1) et \5(N,a) = \/ 28 In(6a~1),
P 52 (

2(N+1)
on a
Pleny > A) < a.

3.5 Choix de gain adaptatif

3.5.1 Introduction

Dans le chapitre consacré a 'algorithme de descente en miroir nous avons vu quels étaient les
avantages a effectuer le choix de la suite des gains (f3;); de maniére adaptative, a savoir :
— le traitement de données on line;
— la possibilité d’améliorer la vitesse de convergence des algorithmes lorsque la fonction objectif
était plus réguliére;
— le fait qu’il n’était plus nécessaire de connaitre le niveau du bruit o pour mettre en oeuvre
I’algorithme considéré.
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Dans la mesure ou ’algorithme que nous étudions dans ce chapitre est déja capable, lorsque le choix
du gain est déterministe, de prendre en compte la régularité de la fonction objectif, les enjeux seront
ici plus restreints que dans le chapitre précédent. Néanmoins les deux autres points (implémentation
on line et non nécessité de connaitre o) justifient a eux seuls l'intérét de la construction que nous
nous proposons d’effectuer.

3.5.2 Construction et bornes pour I’algorithme

Plagons-nous dans le cadre d’étude de la section 3.2. La suite (7;); sera dans la suite choisie
constante et égale a 1 pour tout ¢. Il nous faut déterminer comment construire la suite (3;); a
I’aide des informations fournies par 'oracle. Par analogie avec ce qui a été fait pour l'algorithme
de descente en miroir, nous supposons que Jy est une constante fixée (dont nous déterminerons une
valeur adéquate ultérieurement) et nous définissons la suite (3;); récursivement par

U; 1
Bit+1 =G+ = ouu; = ﬁ | (i) — ¥(y:) Hi : (3.12)

Cette construction est naturelle au vu de la borne (3.3) et de ce qui a déja été fait au chapitre
précédent : la mise & jour du gain s’effectue en ajoutant le terme quadratique & sa valeur courante.
Fixons alors un point Z € @ et notons alors pour tout 5 > 0 et tout s € E*, Eg(s) = (z,y, s4) avec

r = Tﬁ(fﬂ s),
sy = s—VY(y).

L’algorithme obtenu s’écrit (g est supposé connu)

Algorithme 3.4

— Initialisation : s_1 =0 € E*.
— Pour k=0 a N faire

1. (wlmylwsk) = gﬁkﬂ{k (Sk_l),
2. Prt1 = Bk + 2a01V5k | (k) — W (y) [I2,

- Sortie :

N
yN:M
N+1

Le résultat suivant se déduit alors de la borne 3.3.

Proposition 3.16 Pour tout N, on a

N

N
7 * Q ﬁz
(N + ey <20vaV =D ()i —a*) =Y 02 [ (3.13)
=0 i=0
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Nous allons maintenant établir une borne en espérance pour €y lorsque I’hypothése 2.2 est vérifiée,
le contexte probabiliste étant le méme que dans la section 3.2 . Notons que dans ce cas, le second
terme du membre de droite de I’équation (3.13) est d’espérance nulle et le troisiéme est toujours
négatif, en conséquence nous allons concentrer nos efforts sur I'étude de Gn1.

I1 découle de I'équation de récurrence (3.12) que

w|@ o

2 N
B4 = 50+2ZUZ+ZZ2 50+2ZU1 Zﬁo.

Par conséquent si nous supposons que les variables aléatoires n(x;) ont un moment d’ordre 4 fini,
nous obtiendrons une borne pour E[ey]. Plus précisément

Proposition 3.17 Supposons que ’hypothése 3.1 qu’il existe une constante pu > 0 finie telle que
pour tout ¢ > 0,

(|| n(z:) |13 1F] < pt
Alors pour tout By > 0, alors

2V 8(N +1) 16(N +1)
Elen] < \/ﬁg + W(M +0)?+ W(M + )t (3.14)

Remarque : La borne (3.14) est en général trés grossiére. D'une part nous avons majoré [3; ! par
By L et cette approximation peut étre trés mauvaise. D’autre part, nous n’avons pas tenu compte
du terme — SN 0 O‘Oﬁ || z; — y; ||? qui est toujours négatif et contribue donc & réduire I'espérance
de ¢ N-

Nous allons donc nous donner des hypothéses supplémentaires pour affiner cette borne. En
particulier nous supposerons que I’hypothese 3.3 est vérifice. Nous noterons dans la suite uy =
SUP;=o...N Ui-

D’aprés la proposition 3.16 et le lemme C.3, nous avons

N N N N N
_ 9 o uy 2 ‘ N " apB; ‘ 2
(N+1)ey <2V, | 85+ D ui+ = 1n<1+@2u2)—2<n(y1),y2—x>—Z 5 i |l

i=0 0 =0 i=0 i=0
(3.15)

Nous supposons & partir de maintenant que '’hypothése 3.1 est satisfaite. Nous avons donc pour
tout 0 <¢ < N :

L) - ) |2<

—— (M*+ z) |12 + D12,
2oV _2a0V( [ n(za) 15+ [ nCyi) [15)

Ui =

Lemme 3.3 Pour tout N > 1

T )] < g o (o) (oo (5 w2 v 0)]
E[Z n<1+ﬂg;uz>]§4mov In HmoVﬁS exp| =g | +2 ) (N+1))| .
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Preuve
On a d’une part

In

IN

1n<1+ 2§%u> < 1n<1+ s (7 e 1+ ui>),

(1 i %aovﬂo> [(N Flew <%i\242>
+§; (o (ZLEEEY . o (M))]) ,

1=

et d’autre part

u}k\/ 1 3 2 2
=< sup u; < — sup (M*+ T + i
Yo g € o sup (e 2+ | o) )
90 xM? = || () |12 || 77( i) II3
< —In [ (N+1 S Z i) Wk i) 15 ) )
= dsxagV n (( + 1) exp < o2 > + 2 (eXP < 2 > + exp ( 2 >>
Si bien que

o2 302 »M?
N
o1 3] < e [ (1 ) [0 v (5)

+§: (exp (220 uz> op (120 u>>m

(2

Remarquons alors que la fonction x — In(x)? est concave sur I'ensemble [e, +-0o[; par conséquent
nous pouvons appliquer 'inégalité de Jensen a l'inégalité précédente dés que N > 1 ce qui permet
d’obtenir le résultat annoncé. O

Donnons maintenant des bornes en espérance pour €y.

Proposition 3.18 Supposons que Uhypothése 3.1 est vérifie. Alors pour tout N > 1 et pour tout
Bo >0

2V (M + 20) 2V60 1802 2V 1 C
Elen] < 4 — + = In(N 4+ 1) + ——,
len] ap VN+1 N+1 M—i—2a Qg (N—i—l)% ( y (N—i—l)%

ot C est une constante.

Preuve
En passant a l'espérance dans (3.3), il vient grace au lemme précédent

2V

Elen] < N—HEWN]

2V (M + 20)? 902 << 302 > < M? > )
—_— +(N+1 — + —1 1+ ——=— —)+2](N+1)).
60 ( ) 2VO[() 4%a0V " %Oé()Vﬂg exp(% 0'2 ) ‘ ( )

IN
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Utilisons maintenant le fait que pour tous z, y > 0, \/z +y < /x + #

2V 3o 2V (M +20)
Elen] < 4| e 4 Gy,
vl = ¥ a yN11 N

ou
902 2V 1 302 M?
EN = ln 1+ ——== ) (exp(e—5) +2¢ ) (N+1) ],
MU M+20\ g 0 (N+1)2 << moVﬁS>< Pi ) >( )>
dont on déduit immeédiatement le résultat annoncé. O

Proposition 3.19 Supposons que les hypothéses 2.18 et 3.1 sont vérifiées. Alors pour tout N > 1
et tout ffo > VoL

2V 3o 6V 20 |V 90 9 C
Eeyl < —— 4+ ——+4/———In(N+ 1) "+ —,
en] N +1 ap VN +1 6002%(]\[—1—1)% ( ) (N—I—l)%
ot C' est une constante.

Preuve
Comme ’hypothése 2.13 est vérifiée, on a

(i) 12+ 1 ) = f/ (o) 12+ 1 ne) 12)

~
I
o
S
-
Il
o

[\
(]
£
IA
<|‘°°
M-

(o) 112 +L2 | =i 12+ [T 0wa) 117) -

Q
S

IA
<|‘°°
M-

1=0
L’équation (3.15) devient alors
N N a 5
* 0Me
(N+Deny < =) i) yi—a*) = TZ |z — i |?
1=0 =0

N
3
42D, | B3+ == (@) 12 +L2 |2 — wi |12+ | n(ws) 12) + Nm( 2Zu,>
3 =1

0407 =0
N N N
* aOﬁ' 3
< = )y —at) =Yy 5 @i — v I> +2D 53+%—VZL2 |2 —yi |2
=0 =0 =0

N
+2V iZ(H (@) [1F + 1 n(ya) 12) + N In <1 + —Z“>
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On utilise alors le fait que pour tous z, y > 0, \/zr +y < /x + #

N N N
. apfB; 2 | o 3 2 2
(N+1eny < ;:0 M(yi),yi — ™) ;:0 5 | zi — v ||* +2V (ﬁo + 200V B ;:0 L* |z — i || )

N
+2V iZur () 113+ [ n(y) 1) + —Nln <1 + —22u2>

0 j=1

IN

N N
— 3 u’ 2 —
2V [ == (I ml) 12+ I nws) 12) + 2Nln 1+ 5> ui | +2V5
OéoV - ﬁO P

\fL

puisque pour tout i, par construction , 8; > By > . On utilise alors la concavité de la fonction

x — /x et I'inégalité de Jensen. On obtient

2V By 2V | 6(N + 1)o2 N
E < = +E In|1 ill-
[EN]_N+1+N+1 o nfl+ 2;1;

On utilise une nouvelle fois le fait que pour tous z, y > 0, /Jz+y < /x + ﬁ et le lemme 3.3

pour obtenir
2V By 6V 20 -
Elen] < | ———= +én,
R Voo v 1 Y

ou
Y/ 2 M2
EN =/ L970—31n2 <<1 + %) <exp(%—2) + 2e> (N + 1)> ,
6o 4(N +1)2 wogV B o
ce qui achéve la preuve . O

Donnons maintenant des bornes en déviation pour ey. Nous commencgons par un lemme qui

nous permettra de borner les déviations des termes uj; et UTN In (1 + % Zf\il ul)

Lemme 3.4 (Inégalité de Markov) Soit X une variable aléatoire a valeurs positives. Alors pour

tout A >0 on a
E[X
]P’(X>>\)§%.

En particulier pour tout A > 0, on a

P (35 o (<150 ) s o (21200 )] ) < 200

1=0
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Proposition 3.20 Supposons que les hypothéses 3.1 et 3.3 sont vérifiées. Alors pour tout a >
4exp (—%), tout By > 0 et tout X > N*(N,a) ot

N (N, @) = 40\/ 2VIn(4a”l) | \/ VEM2+20%) | V3o [2V < ln(4oz_1)>%
’ 5)

apx(N +1) ag(N +1) (N + 1)% oy
30 D 302 2V o
—In( |1+ —== M?o? N+1a ') (N+1
N1V n<< +%040Vﬁ8> (exp(>M?0™%) + 8e(N + 1)a ') (N + )>+N+1’

on a
Pleny >N < a

Proposition 3.21 Supposons que les hypothéses 2.13, 3.1 et 3.3 sont vérifiées. Alors pour tout
a > 4dexp (—%), tout By > \/O%L et tout A\ > \*(N,«) ou

1
2V1n(4a—1 V 2V Z
AN (N, o) =4 ,/ \/
(N, a) = do apx(N +1) «/ N+1§ %ao
30 v _ 2V 3o
—In( {1+ ——= M?672) +8e(N 4+ 1)a ) (N +1
+N+1\/m0 n<< +movﬁ0>(e><p(% )+ 8e(N +1)a ') (N + )>+N+1,
na

Pleny >N < a

]
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4.1 Introduction

Les deux chapitres précédents étaient dédiés a 1’étude de plusieurs algorithmes destinés & ré-
soudre certaines classes de problémes variationnels. L’objet de ce chapitre est d’étudier des pro-
blémes d’optimisation stochastique sujets & des contraintes fonctionnelles. Plus précisément, nous
allons chercher a résoudre des problémes de la forme

géi;{l fo(z) sous contraintes fj(x) <0, j=1,...,m; (4.1)
ou les fj(x), j = 0,...,m sont des fonctions convexes continues et X est un ensemble convexe
compact inclus dans un espace vectoriel de dimension n. Nous supposerons dans toute la suite
que ce probléme a des solutions, c’est-a-dire que l'ensemble {z € X|f;j(z) <0,j=1,...,m} est
non vide. Comme dans les deux chapitres précédents, nous nous plagons dans le cas stochastique :
les valeurs de tout ou partie des fonctions f; et de leurs sous-gradients ne sont pas accessibles
directement, nous ne recevons que des versions bruitées fournies par un oracle. Les hypothéses
(portant sur l'oracle utilisé et sur les fonctions f;) qui nous serons nécessaires seront introduites au
fil de I’étude.

Considérons maintenant la fonction de Lagrange L(z,\) (ot 2 € X et A = (A ... A(M) ¢ R7)
associée au probléme (4.1) donnée par

m

L(z,\) = fol@) + > A9 f(x).

J=1

De part sa construction, cette fonction est convexe en x et concave en A, nous allons donc nous
intéresser au probléme de point selle

min max L(z, A). (4.2)
ze€X AeRT

Il est connu (voir par exemple [10]) que si (z*, \*) est un point selle de L, alors z* est une solution du
probléme (4.1). Il est alors tentant de vouloir résoudre le probléme qui nous intéresse actuellement
en utilisant un des algorithmes étudiés dans les chapitres précédents. Malheureusement cette idée se
heurte a quelques difficultés qui ont pour origine le fait que nous n’ayons pas de bornes a priori sur
les multiplicateurs de Lagrange (\;);j=1..m. En effet, rappelons que les algorithmes que nous avons
décrits nécessitent tous pour leur mise en oeuvre une ou plusieurs fonctions proximales (notées V)
qui doivent étre, entre autres propriétés, fortement convexes. Ceci implique en particulier, dans le
cas qui nous interesse, qu'une telle fonction V est non bornée sur R™. Or la valeur maximale V de
V intervient a la fois dans nos bornes pour 'erreur commise par les différents algorithmes et dans
la plupart des choix de paramétres nécessaires a leur mise en oeuvre. De plus, ’absence de borne
pour les \; risque de provoquer une "explosion" du niveau du bruit. Plus précisément, nous avons
supposé que les valeurs des fonctions f; et f]’ ne sont pas directement accessibles, mais qu’un oracle
nous en transmet des versions bruitées : f;(x) + n;(x) et fi(x) + 7 (z). Considérons maintenant
la version stochastique de % qui intervient & la fois dans I’étude et dans la mise en oeuvre des
algorithmes qui nous intéressent. Avec les notations précédentes,

m

Wi ) = T2 ) + () = o) + ) + D0 A (F5(0) + 1),

i=1
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Les coefficients \; agissent donc multiplicativement sur les variables aléatoires n;(x) et 77; (x), et par
conséquent ils agissent de la méme fagon sur le niveau (I'écart type) du bruit. Comme les coefficients
Aj sont potentiellement grands et que le niveau du bruit intervient directement dans la précision
de ’algorithme, celle-ci risque de diminuer fortement. Les inconvénients liés a la recherche du point
selle de la fonction L sont donc nombreux et & la fois d’ordre théorique et pratique. Nous allons
donc chercher & mettre en oeuvre d’autres méthodes pour résoudre le probléme (4.1).

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Nous allons dans un premier temps réduire le
probléme (4.1) & un nouveau probléme unidimensionnel et nous envisagerons deux algorithmes
pour le résoudre. Nous proposerons ensuite un algorithme pour résoudre le probléme initial dont
nous étudierons la précision et la complexité. Enfin nous traiterons en guise d’exemple le probléme
de Markowitz.

4.2 Reéduction a un probléme unidimensionnel

L’objet de cette section est de réduire le probléme (4.1) & un probléme de dimension 1, a
savoir chercher un zéro d’une fonction f* de R dans R. Nous commencons par définir et étudier
la fonction f* en question. Nous proposons ensuite deux algorithmes pour résoudre le nouveau
probléme obtenu : une méthode de dichotomie et une variante de ’algorithme de Newton. Enfin
nous faisons le lien avec les problémes de point selle précédemment étudiés.

4.2.1 Définition et propriétés de la fonction f*

Oublions dans un premier temps que nous avons un probléme stochastique et concentrons-nous
sur le probléme d’optimisation sous contraintes sous-jacent. Notons

f(t,x) = max{fo(x) — ¢t, fi(x);i=1...m}

ol z € X et t € R et considérons la fonction

f*(t) = min f(¢t,x).

zeX

Nous commencons par donner quelques propriétés élémentaires de la fonction f* qui vont nous
permettre de reformuler le probléme (4.1) en utilisant uniquement la fonction f*.

Lemme 4.1 Soit t* la valeur optimale du probleme (4.1). Alors

fft) < 0sit>t*
fft) > 0sit<tr.

Preuve

Soit ¢t > t*. Pour tout x € X : f(t,z) < f(t*,x), donc f*(t) < f(t*,z). Si z* est solution de (4.1)
ona f(t*,z*) <0et f*(t) <0.

Supposons que t < t* et que f*(t) < 0. Alors il existe x € X tel que fo(x) <t < t* et que fj(z) <0,
i =1...m, ce qui contredit le fait que t* soit la valeur optimale du probléme. O

Ainsi, résoudre (4.1) est équivalent a chercher un zéro de la fonction f* (comme nous allons le
voir par la suite, f* est convexe et le point qui nous intéresse est la borne inférieure de I’ensemble
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des zéros de f*). Cette derniére remarque est fondamentale pour la suite : elle nous permet de
ramener le probléme (4.1) & un probléme ’simple’ unidimensionnel.

Cette remarque étant faite, nous donnons maintenant des propriétés de la fonction f* qui vont
nous permettre de mettre en ceuvre des algorithmes adéquats pour résoudre le probléme qui nous
intéresse. Les deux propositions suivantes sont empruntées a [28|.

Proposition 4.1 Pour tout A>0etteR
fr) =A< fFE+A) < (7).

La fonction f* est donc décroissante et lipschitzienne de constante 1.

Preuve
On a
[fa+4a) = min 122%3;1{%(!17) —t—A, fi(x)},
< min max {fo(x) —t, fi(@)} = /7(2).
et
frt+A) = min 1I%ﬂjaggn{fo(w) —t, fi(z) + A} = A,
> min 121%%%(%) -t fi(x)} —A=f"() - A

Proposition 4.2 La fonction f* est convexe.

Preuve
Soit tg,t2 € R et a € [0,1]. On note t; = (1 — a)tg + aty et x4 = (1 — )™ (to) + ax*(t2), out z*(t;)
est solution de f*(¢;) = f(t;, z*(t;)). Alors

ff(t1) < max {fo(wa) —t1, fj(za)}

1<j<m
< 1%%}%{(1 —a)(fo(z"(to)) — to) + a(fo(z™(t2)) — t2), (1 — @) f(x"(to) + afj(z™(t2)}
< (1-«q) élj?jnﬁo(ﬂf*(to)) —to, fi(z"(t0))} + 121].?;1“0(33*('52)) — ta, fj(z"(t2))}
< (1—=a)f*(to) + af*(ta).

0

Les deux propositions précédentes résument les propriétés qui nous seront utiles pour résoudre
notre probléme. Néanmoins il est possible d’affiner I’étude de la fonction f* afin d’en établir un "pro-
fil type". Plus précisément, remarquons que la fonction f* est de la forme min, e x max (u(x) — ¢, v(x))
ol u = fo et v = maxi<j<n, fj sont des fonctions convexes et continues. Comme X est compact, il
existe des constantes u, u, v et U telles que pour tout x € X

u<u(r) <7 v<o(r) <7,

et chacune de ces bornes est atteinte sur X. Alors il est clair que
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—si—t>0—u, f(t)=u—t,

—sit>u—v, f*t)=v
Il en découle en particulier que la valeur 1 est la meilleure constante de Lipschitz possible pour f*.
Le dessin ci-dessous donne un exemple de fonction f* ayant toutes les propriétés que nous avons
énoncées :

Nous avons vu que la fonction f* est continue, car lipschitzienne. Nous ne pourrons en général
rien affirmer de plus sur sa régularité, comme lillustre ’exemple suivant.
Plagons-nous dans R™ et considérons le probléme

mi)? fo(x) sous contraintes fj(x) <0,j=1,...,m;
Te

ot X est la boule euclidienne de R™ de centre 0 et de rayon 1 : X = {x € R™| || = ||2< 1},
fo(z) =| = ||3 et pour tout j = 1---m, fj(z) = (z,e;) ol e; désigne le jéme vecteur de la base
canonique de R™. Alors la fonction f* est donnée par

sit <0, FE(t) = —t,
. 1 * _ 1 —1 /1
sit>1+ - TMOES

La fonction f* obtenue est bien continue, mais pas dérivable.

Nous allons maintenant proposer deux algorithmes de recherche du plus petit zéro t* de f*.
Rappelons-nous que notre objectif est de résoudre un probléme stochastique, par conséquent nous
devons prendre en compte le fait que ni les valeurs de f*, ni celles de son sous-gradient ne sont
connues de maniére exacte a priori.
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4.2.2 Résolution a ’aide d’une variante de l’algorithme de Newton

Le premier algorithme que nous proposons ici est une adaptation de l'algorithme de Newton
classique a notre probléme. Cette version de 'algorithme de Newton est inspirée des algorithmes
donnés dans le chapitre 2 de [28] que nous avons repris et modifiés pour exploiter au mieux les
différentes propriétés du probléme que nous étudions. L’algorithme proposé est le suivant :

Algorithme 4.1

— Initialisation : choisir to < t*, k €]0, %[ et € > 0.
~ Pask (k>0) :

1. Trouver deuzx nombres f+(tx) et f~(ty) tels que :

Fr(te) = f () = f7 () et [~ (k) = (1= &) T (tr).

Si fT(tg) <€, fin de lalgorithme.

9 ¢ t0+f_(t0) Sik:o?
T T ER S shon.

Cet algorithme cherche a imiter I'algorithme de Newton classique (pour lequel la construction
d’un nouveau point de recherche & partir du point courant ¢ est donné par la droite en pointillés
bleus dans le dessin ci-aprés), mais puisque les valeurs de f*(t) et de son sous-gradient df*(¢) en
un point t donné ne sont pas connues, quelques adaptations sont nécessaires. Nous allons conserver
le schéma général de l'algorithme, mais il faut trouver des valeurs adéquates a substituer a f*(t)
et f*(t). Notre objectif étant de trouver le plus petit zéro t* de la fonction f*, nous voudrions
construire une suite de points de recherche (tj)x qui soit croissante et majorée par t*. Ces conditions
peuvent étre réalisées si nous savons calculer un minorant de f* strictement positif et un minorant
de son sous-gradient en un point ¢t < t* donné. En effet, pour un tel point ¢, si f~(¢) est un minorant
strictement positif de f*(¢) et p(t) un minorant de df*(t), alors le zéro t* de la droite passant par
le point (¢, f~(t)) et de pente p(t) (droite en pointillés verts sur le dessin) vérifie , puisque f* est

convexe et décroissante, t < tT < t*.
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t ot £

Dans I'algorithme proposé, nous effectuons une construction de ce type. Plus précisément, en
chaque point de recherche ¢, pour calculer une valeur de p(t;) adéquate, I’algorithme procede ainsi :
si k = 0, puisque f* est lipschitzienne de constante 1, nous pouvons borner inférieurement son sous-
gradient au point ¢y par p(tg) = —1; si k > 1, nous pouvons minorer la valeur du sous-gradient de
J* en ty par le coefficient directeur de la droite contenant les points (tx—1, f1(tx—1)) et (tg, £~ (tx))-

La proposition suivante évalue la complexité de I'algorithme 4.1
Proposition 4.3 L’algorithme 4.1 s’arréte aprés au plus N (€) iterations o

1 t* —to
N = mEr )y T e

Preuve
Voir 'annexe C.
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4.2.3 Reésolution par dichotomie

Afin d’offrir une alternative a ’algorithme 4.1, nous proposons maintenant un second algorithme
pour résoudre notre probléme de recherche de zéro pour f*. Comme pour I'algorithme de Newton, le
contexte stochastique dans lequel nous nous trouvons va nécessiter d’adapter quelque peu la version
usuelle de ’algorithme de dichotomie a notre probléme. Plus précisément :

— L’évaluation de la fonction f* aux différents points de recherche est remplacée par une es-
timation de f*, puisque nous ne connaissons pas les valeurs des différentes fonctions f; de
maniére exacte.

— La seconde modification concerne le critére d’arrét : comme nous ne connaissons pas v, il n’est
pas raisonnable de stopper l'algorithme lorsque nous trouvons un point ¢ tel que f*(t) est
proche de 0 (comme lillustre le dessin ci-aprés). Par conséquent, nous arréterons 1’algorithme
lorsque 'amplitude de l'intervalle de recherche sera égale ou inférieure & la précision e sou-
haitée : comme f* est lipschitzienne de constante 1, tout point ¢ de l'intervalle de recherche
courant vérifiera lors | f*(t)| < e.

f*

L’algorithme proposé est le suivant :

Algorithme 4.2

— Initialisation : choisir ag < t*, bg > t* et € > 0.
- a = ap, b= bo.

— Tant que b — a > € faire
a+b

~ construire un estimateur f(c) de f*(c) on ¢ = b,
— si f(c) > € faire a = ¢,
- si f(c) < € faire b= c.

a+

— Sortie .

2

Le principal probléme soulevé par cet algorithme est de trouver un estimateur de f*(c¢) qui soit
suffisamment précis pour nous permettre de déterminer si f*(c¢) > 0 ou non avec une probabilité
d’erreur fixée & I’'avance. Les deux lignes
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— si f(c) > € faire a = ¢,

~ si f(c) < e faire b= ¢,
doivent donc étre comprises comme un test d’hypothése. Il faudra donc veiller a choisir convenable-
ment f (c) pour controler efficacement les risques d’erreur.
Donnons maintenant la complexité de ’algorithme 4.2.

Proposition 4.4 L’algorithme 4.2 termine aprés au plus N (e€) itérations ot N(€) est le plus petit

entier supérieur ou égal a
1 1 bo — ap
n .
In(2) €

4.2.4 Remarques et comparaison des deux algorithmes

Le but de ce paragraphe est de donner quelques indications d’ordre technique concernant la mise
en oeuvre des deux algorithmes que nous avons proposés pour résoudre le probléme de recherche de
zéro pour la fonction f*; puis de les comparer, d’une part en termes de complexité algorithmique
et d’autre part en termes de robustesse aux erreurs éventuelles, afin de justifier le fait que nous
privilégierons 'algorithme 4.1 dans la suite.

Initialisation des algorithmes

Le premier point concerne le choix de tg pour 'algorithme 4.1 et de ag et by pour 'algorithme 4.2.
Il s’agit donc de trouver une borne inférieure et une borne supérieure pour la solution du probléme
(4.1). 11 est bien entendu envisageable d’avoir des valeurs "naturelles" pour ces constantes au vu du
probléme concret étudié. Notre propos ici est de donner une méthode pour construire des valeurs
admissibles pour tg, ag et by lorsque la modélisation n’en fournit pas a priori.
Une borne inférieure peut étre aisément obtenue en cherchant la solution du probléme sans contrainte
mingex fo(x), que nous savons résoudre a l'aide de l'algorithme 2.5. une fois cette borne inférieure
connue, il suffit de remarquer que max,cx fo(z) < mingex fo(x)+ LoDx ou Ly désigne la constante
de Lipschitz de la fonction fy (que nous supposerons connue) et Dx le diamétre de ’ensemble X
pour obtenir une valeur convenable pour bg.

Complexité

Les propositions 4.3 et 4.4 nous donnent le nombre d’itérations & effectuer en pire cas dans
les algorithmes 4.1 et 4.2 respectivement. Dans les deux cas ce nombre d’itérations décroit comme
In (@) ol erry est le manque de précision initial pour t*, a savoir t* — ¢y pour I'algorithme 4.1 et
bo—ag pour 'algorithme 4.2. Le nombre d’itérations a effectuer est donc du méme ordre de grandeur
pour chacun des deux algorithmes. Le second point qui doit étre pris en compte pour déterminer
la complexité algorithmique de chacun des deux algorithmes est la "taille" des estimations : nous
avons d'une part déja mentionné le fait que les valeurs f* et f~ nécessaires pour le bon déroule-
ment de 'algorithme 4.1 sont les bornes d’un intervalle de confiance pour f* et d’autre part qu’il
faudrait savoir controler les risques d’erreurs lors du test d’hypothése qui intervient & chaque pas
de l'algorithme 4.2. Or il est connu qu’en statistiques effectuer un test d’hypothése ou construire
un intervalle de confiance sont des problémes trés proches : il faut donc s’attendre a ce que l'effort,
en termes de calculs, pour résoudre chacun de ces deux problémes soit similaires. Par conséquent,
les deux algorithmes 4.1 et 4.2 ont des temps de calculs théoriques en pire cas comparables. Nous



4.2. REDUCTION A UN PROBLEME UNIDIMENSIONNEL 95

verrons cependant plus loin que dans la pratique, nous pouvons nous attendre & ce que le temps de
calcul de ’algorithme 4.1 soit bien inférieur a la borne théorique en pire cas et par conséquent soit
aussi inférieur & celui de 'algorithme 4.2.

Robustesse aux erreurs

Les algorithmes 4.1 et 4.2 sont tous les deux itératifs et nécessitent & chaque étape une construc-
tion faisant appel au hasard :

— dans le cas de I'algorithme 4.1 il s’agit de construire un intervalle de confiance pour f*,

— dans le cas de l'algorithme 4.2 il s’agit de choisir un nouveau point de recherche en fonction

du résultat d’un test d’hypothéses.

Meéme avec des niveaux de confiance raisonnables, nous aurons de fortes chances d’observer des
erreurs dans ces constructions au cours de l’exécution de I'algorithme que nous aurons choisi :
par exemple avec un niveau de confiance de 99%, il se produira en moyenne deux erreurs si nous
effectuons 200 itérations. Notre propos ici est de déterminer s’il est possible de détecter et, siil y a
lieu, de corriger ces erreurs pour chacun des deux algorithmes 4.1 et 4.2.
Commengons par 'algorithme 4.1. Pour cet algorithme, une erreur se produit lorsque, au pas k,
f*(tx) n’appartient pas a I'intervalle de confiance [f~(x), f T (tx)] que nous avons construit. Afin de
fixer les idées, nous supposerons qu’une seule erreur a lieu et qu’elle se produit au pas k ou k # 0.
Nous sommes alors dans une des deux situations suivantes

fr fr
\ T \
N N
N N
A AN
N N
N - N
N N
N N
te—1 tr t* le—1 l t*

Commencons par traiter le premier cas, c’est-a-dire celui ou f~(tg) > f*(t). Alors
— soit f~(tx) > fT(tx—1)), auquel cas nous pouvons immédiatement détecter la présence d’une
erreur (de telles valeurs contredisent la décroissance de f*) et nous pouvons la corriger en
construisant un nouvel intervalle de confiance pour f*(tx) et f*(tx—1)),
— soit f(tx) < fT(tk—1)) auquel cas nous ne pouvons pas a priori détecter 'erreur et nous
construisons un nouveau point de recherche tj11 :

— si tgy1 < t* (ce qui signifie que f~(t) est proche de f*(t;) et sera le cas le plus courant),
I’erreur commise est sans conséquence sur le déroulement ultérieur de ’'algorithme,

— sinon, en général l'algorithme s’arréte et renvoie ¢;11 (solution incorrecte); il est encore
possible de détecter la présence d’une erreur si nous obtenons une valeur f*(txp1q1) < 0
puisque par construction tous les points ¢; construits par l'algorithme doivent satisfaire
t <t
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Venons-en maintenant au second cas, c’est-a-dire au cas ou f*(tx) < f*(tx). Alors 'erreur n’est
généralement pas détectable avant de construire un intervalle de confiance pour le point de recherche
suivant t;1q (qui dans ce cas vérifie toujours tp11 < t*), cette construction ayant lieu pourvu
que fT(tx) > € (dans le cas contraire l'algorithme s’arréte prématurément et renvoie la solution
incorrecte ty). Alors
— 81 f(tg) < f(tge1), Verreur est détectée puisque ces valeurs contredisent la décroissante de
f* et il est possible de la corriger en calculant un nouvel intervalle de confiance pour f*(t)
et f* (tk-i-l))
— sinon le point #5415 est construit et
— si tpyo < t* Perreur commise est sans conséquence sur le bon déroulement ultérieur de
I’algorithme,
— sl tp4o > t* algorithme s’arréte et renvoie la réponse incorrecte tys.
En conclusion, lorsque 'algorithme 4.1 est utilisé, certaines erreurs commises lors de la construction
des intervalles de confiance peuvent étre corrigées et détectées.
En revanche, lorsque I'algorithme 4.2 est utilisé, toute conclusion erronée quant au test d’hypothése
mis en ceuvre a pour conséquence que les intervalles de recherche suivants ne contiendront plus t* :
Ierreur n’est pas détectable et ne peut pas non plus étre corrigée. En conséquence, nous utiliserons
I’algorithme 4.1, qui est plus robuste aux erreurs éventuelles, dans la suite.

4.2.5 Lien avec les problémes de point-selle stochastiques

L’algorithme 4.1 nous a permis de résoudre le probléme de recherche de zéro de f* pourvu que
nous sachions comment trouver deux valeurs f* et f~ adéquates a chaque pas. C’est sur ce nouveau
probléme : comment calculer une borne supérieure f*(¢) et une borne inférieure f~(¢) pour f*(t)
que nous nous penchons maintenant.

Supposons donc fixée un réel t et rappelons-nous que

f5(t) =min max f;:(z) ou for(x) = fo(z) —t, fij(zx) = fi(x) sij > 0.
zeX j=0,....m

Notons f(; () le vecteur (fo(z),. .. , fmt(x))T et considérons la fonction L;(x,y) donnée par
Li(z,y) =Y _yifialx) = y" f () (4.3)
j=0

otyeA={yecR™y; >0,>"y; =1}
Remarquons que la fonction L¢(x,y) est concave par rapport a la variable y et convexe par rapport
a la variable x et que

Proposition 4.5

f7() =mip max fi.(z)=min ma Li(z,y).

Trouver une valeur approchée pour f*(t) est donc équivalent a résoudre le probléme de recherche de
point selle pour la fonction Ly, ce que nous savons faire en utilisant ’algorithme 2.5. Nous allons donc
utiliser ’algorithme 2.5 pour calculer une valeur approchée pour f*(t) et utiliser ensuite les bornes
en déviations obtenues dans le chapitre 2 pour 'erreur d’approximation faite dans cet algorithme
afin d’en déduire un encadrement de f*(¢). La borne inférieure et la borne supérieure ainsi obtenues
joueront alors respectivement les roles de f~ et f* dans I'algorithme 4.1.

Ainsi a chaque pas de I'algorithme 4.1, nous avons & résoudre un probléme de point-selle, et résoudre
le probléme (4.1) est équivalent a résoudre une suite de problémes de point selle stochastiques.
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4.3 Algorithme

4.3.1 Introduction - notations

Revenons maintenant a notre probléme initial. Pour rappel, nous voulons résoudre le probléme
d’optimisation suivant

min fo(z) sous contraintes f;j(z) <0,j=1,...,m;

zeX
ou les fj(x), j =0,...,m sont des fonctions convexes, X est un ensemble convexe compact inclus
dans l’espace vectoriel de dimension n Ex muni de la norme || - ||x. Nous n’avons accés qu’a un

oracle stochastique du premier ordre qui nous fournit des variables aléatoires indépendantes ¢;(z),
j=0,--- ,met¢;(x), j=0,---,m, telles que

E [y ()] = f;(z), El¢; ()] = fj(x),

ol f]’ (x) désigne un élément quelconque du sous-différentiel 0f;(x) de f; au point .

Dans ce qui suit nous supposerons que le probléme considéré posséde des solutions, c¢’est-a-dire que
I'ensemble {z € X|f;(x) <0, j =1---m} est non vide. Dans la premiére partie de ce chapitre, nous
avons expliqué comment décomposer le probléme (4.1) en une suite de problémes de points selle.
L’algorithme 4.1 va nous fournir le schéma général, et I'algorithme 2.5 (avec quelques modifications
que nous allons détailler) et les inégalités de déviations que nous avons obtenues, nous permettrons
alors de calculer des valeurs adéquates pour f et f~. Nous voulons donc maintenant résoudre le
probléme

min max fj(v) = mxingleath(%y),

ou A = {y cR™M |y >0et Z;”Jrll yl) = } . Notons Fi(z) la fonction convexe maxyea Li(z,y).

A cause de la forme trés particuliére de la fonction L; ( voir (4.3)) nous avons seulement besoin de
connaitre les valeurs prises par les fonctions f;; au point  pour calculer Fi(z). Nous avons donc
Y =A, || - lly=ll-lli et || - [lyvs«=l - |loo- L'algorithme que nous allons construire utilisera des
versions stochastiques des sous/sur-différentiels de la fonction Ly, a savoir

; oL
Dulay) = Yy Poi(e,y) = F (@ y) +ax(ey),

Wy(ry) = <wo<x,y>—t,w1<x,y>,---,wm@:,y))=%—Zt<x,y>+w<x,y>.

Afin de mettre en oeuvre l'algorithme que nous avons esquissé, il reste a discuter les deux points
suivants :

— A chaque pas de 'algorithme 4.1, nous avons besoin d’un intervalle de confiance pour f*(tx) =
F, (z*(tr)) ot x*(t) est un élément quelconque de X tel que l'égalité f*(ty) = Fy, (2™ (tx))
ait lieu. Nous devons donc trouver comment le construire en utilisant I'algorithme 2.5 et les
bornes en déviations pour ’erreur.

— Si nous choisissons de prendre (;) et (7;) constantes dans 1’algorithme 2.5 (ce qui sera le cas
dans la suite), il faudra connaitre a 'avance combien de pas effectuer ce méme algorithme et
par conséquent définir une stratégie de choix pour le nombre de pas a effectuer.

Ces deux points font 'objet des deux paragraphes qui suivent.
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4.3.2 Inégalités de déviations, compléments

Commengons par traiter le premier des deux points évoqués au paragraphe précédent, c’est a dire
construire un intervalle de confiance pour f*(t) = Fy(z*(t)) ou x*(t) désigne un point de ’ensemble
X tel que I'égalité précédente ait lieu. Nous nous plagons dans le cas ou les hypothéses 2.12 et 2.10
sont satisfaites.

L’algorithme 2.5 nous permet obtenir une valeur approchée 2 pour x*(t), mais comme notre oracle
est stochastique, nous n’avons pas directement accés a Fy(xV). Nous allons donc plutét essayer
d’approcher f*(t) par

N N
1 1
Sy =y 2 Laioy) = 7 max 3 fielaioa),

et plus précisément considérer sa version stochastique
N
A 1
Sy = — max E Yj(Tio1)
N j=0---m 4 -
1=

avec Yo = g —t et 1;; = 1pj si j > 0. Comme Sy ne dépend que de t et des informations fournies
par l'oracle, cet estimateur de f*(¢) peut étre construit au cours de 'exécution de I’algorithme 2.5
et va par conséquent nous servir de point de départ pour construire un intervalle de confiance pour

fr ().

Remarquons maintenant que

N

N
1 1
_ o > . *) > : *) * _ f%
SN NI;leaniEZI Li(zi—1,y) > N;:l Li(zi—1,y") _gg)rth(fc,y) Fy(x*(t)) = f*(1),

et par conséquent Sy — f*(¢) > 0. Ainsi, si nous trouvons deux réels positifs A(N,a) et N(N, «)
tels que, a > 0 étant donné, nous ayons :

— d’une part Sy — f*(t) < A(V, @) avec une probabilité au moins égale & 1 — &,

— d’autre part |Sy — Sy| < N(N,a) avec une probabilité au moins égale a 1 — ¢,
alors f*(t) appartiendra a I'intervalle

[Sn — AV, a) = X (N, ), Sy + N (N, )]
avec une probabilité au moins égale a 1 — a,et nous aurons construit notre intervalle de confiance

[f=(@), £ ()] pour f(t).

Commencons par traiter le terme Sy — f*(¢). Nous avons

N
1
< - * = — , — mi
0< Sy — Fi(z*(t)) Nglgilh(:vz—l,y) gggglg%(w,y),
1=

IN

N N
1 1.
 nax ;:1 Le(wi-1,y) — 77 min ;:1 Li(z,yi-1).
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On déduit alors de I'inégalité 2.8 que

N N

0< N (Sy = Fi(z*(1) < BxnVx = (i1 =T nx (i1, i) ) FBY NV Y+ ) (Wio1 =T,y (zio1, 1))
i=1 i=1

N 2
D(xi—1, " W (xi—1,Yi— "
Z(H zlyzl)Hx || (21%1)”)/,)‘(.)

pa 200 x,00x,i-1 2ay,08y,i-1

T=argmaxgex Zf\; (@, nx (Tim1,Yi-1)),
_ . N

y=argmingea, » ;- {Y, 7y (Ti-1,Yi-1))-
La proposition 2.11 permet alors d’obtenir

avec

Proposition 4.6 Pour tout o > 8exp (——) et tout A > A(N, ) o

Vx Vy 4
My + 20y )4 D D = In(8a-1
2axs + (3My + 20y) 500 + (Dxox + Dyoy) ~ n(8a~1)
Vy
3 n(8a-1) \/
* JX\/5 o | \/2 axo | Sy (BT 2070

B(Sy — Fi(a*(1) > V) < 5

AN, a) = % (3Myx + 20%)

on a

Majorons maintenant le second terme, a savoir |Sy — S ~|. Nous avons
N N
NSy =Syl = max Y fiu(zio1)— max > (i),
7=0,....m Py 7=0,....m pa

< max

N
- D i) = el
i=1

N N
< max (%%(%ZWY(%-M%-M I;jneax (%ZU ($i—17yi—1)>>'

i=1 i=1

En utilisant le lemme C.1, il vient

maX@yZUY(xi—lyyi—l» < ﬂYVy-FZ i1, 1y (Ti-1,Yi-1) +Z | v (zi-1,9i-1) H%/,*,

yeA 7 P 204Y0ﬁy
N
1;1eax —u, > v (@ic1,4io1)) < ﬂYVy-FZ Yi—1,1y (Ti-1,Yi-1) +Z2ay06 Iy (@1, yim1) (15
i=1 i=1
ou

i1 i1
N _
By = oy ”ﬁ’ gi = W, <—Z77Y($k—layk—1)> , Ui =W, (Zﬂﬂ%-b%-l)) :
&Y,0 k=1 k=1

Les propositions B.5 et B.6 permettent alors d’obtenir
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Proposition 4.7 Pour tout o > 8exp (——) et tout A > N (N

oy QVY oy 4 _1 VY \/ -1
N(N,a) = Wi \/_ n(8a ”2013/0 5%2N n(8a~1),

N N
[0
P <maX(y Zny(wi_l,yi-1)> > X) < —ethP <ma><<y Zny(xi_l,yi_1)> > /\’> <7

€A SN
! =1 v i=1

on a

|0

Nous déduisons alors des propositions 4.6 et 4.7

Théoréme 4.1 Pour tout o > 8exp (—ﬂ) on a

P (f*(t) € 8y — A(N,a) — N(N,a), Sy + N(N, a)]) >1-a

Vy
2ay7()

1 v
AN, a) = o (3Mx + 20x) 20;(0

28 Vx \/ 28 Vy
_ 2% 1n(8a-1 B 45
+3UX\/5%2N n(8a )\/ baxo OV 52N n(8a”) 2ay, |’ (45)
2VY oy 4 VY
'(N,a) = X —In(8a~1) \/ -
N(N,«a) i —I-\/_ (8av 2avs 5%2N n(8a~1).

Nous avons maintenant en main tous les outils nécessaires pour construire un intervalle de
confiance pour f*(t) étant donné ¢. Plus précisément il nous faut

— choisir un risque a > 0 et N € N satisfaisant les prémisses du théoréme 4.1,

— effectuer N pas dans ’algorithme 2.5 et calculer Sy.
Un intervalle de confiance au niveau 1 — o pour f*(t) est alors donné par [f~(t), f(t)] = [Sx —
AMN,a) — N(N,a), Sy + N(N,a)]. Ce sont ces valeurs que nous allons utiliser dans 1’algorithme
4.1 apreés nous étre assurés qu’elles vérifient I'inégalité f~(t) > (1 — &) fT(t) puisqu’il faut satisfaire
cette condition pour calculer la valeur suivante de ¢t dans ce méme algorithme.

4
+ (3My + 20y) + (Dxox + Dyoy) > 111(8&‘1

Remarque : La valeur prise par la constante My est susceptible de varier avec la valeur courante
de t dans l'algorithme 4.1. Dans tout ce qui suit nous supposerons connue une borne supérieure #
pour t* et nous noterons My = sup;cp, 7 My (t).

4.3.3 Complexité : préliminaires

Supposons fixé un niveau de confiance 1 — a. Nous allons maintenant expliquer comment choisir
le nombre de pas & effectuer dans ’algorithme 2.5. Commencgons par nous donner quelques notations
afin de simplifier les calculs & venir :

— Ny est le plus petit entier supérieur a % In(8a1),

— Ma) = sup,>n, VA(n, @) et N (a) = sup,,> N, V1A (1, ) ott A\(N, ) et X' (N, ) sont donnés

par (4.5).
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Remarquons que la proposition 4.6 est encore vraie si on remplace A(N, «) et N'(NV, «) par \/—INX(Q)
et \/—%X/(oz) respectivement. Afin de simplifier les calculs et les notations, nous allons donc utiliser
ces deux valeurs dans la suite.

Notons ny, le nombre de pas a effectuer dans I'algorithme 2.5 pour obtenir I'intervalle de confiance
pour t et passons en revue les contraintes que doit satisfaire ny, :
— Pour garantir un niveau de confiance au moins égal & 1 — «, d’aprés la proposition 4.6, il faut
choisir n; > Nj.
— Notons Ay = fH(tg) — f~ (t), c’est-a-dire

Aa) + 2X ()
NS

par construction. Si I'inégalité f~(¢;) > (1 — k) fT(t;) est vraie pour j € [0, k], on a
A = () — (),
(¢
(1),

A, =

S ()
< kT (),
K 1 k
< 1_va*(t0)(t*—t0) [m] ;

ol la derniére inégalité a été montrée dans la preuve du lemme C.13. Notons alors

o (1R @+ 2N (@)
nk_( K ) f*(to)(t* —to) (21 = w7 (46)

Nous avons la borne inférieure n, > nj.

— _ 2
— On a ng < nle, ) oit n(e,a) = = ()\(a) + 2)\,(04)) . En effet : puisque

K

Ma) + 2N (a)
NG

si fT(tg)(1 — k) > f(tg) et ng > n(e, ), alors il vient fT(t;) < € et le critére d’arrét de
I’algorithme 4.1 est par conséquent satisfait.
Remarque : La valeur de nj, donnée par 'équation (4.6) dépend de f*(to) et de ¢+ dont nous ne
connaissons pas a priori la valeur. Nous devrons donc dans la pratique y substituer des valeurs
calculables a ’aide des constantes du probléme que nous connaissons. Comme f* est lipschitzienne
de constante 1, f*(tg) < t* — tg. Le probléme revient donc & trouver un majorant ¢ de t,, ce que
nous avons déja fait au paragraphe 4.2.4. Nous utiliserons donc en pratique la valeur de nj suivante

- —/
o (1=R\? (@) +2X (@) ok
ng = = 5 (2(1 — k))“".
K (t - t(])
Maintenant que nous avons donné des bornes pour ng, il nous reste a décider comment nous
allons fixer sa valeur dans la pratique puisque le nombre de pas nj a effectuer dans 'algorithme
2.5 doit étre connu a l'avance. L’idée est de choisir une valeur de nj qui soit faible (afin de limiter

F () = fH(tr) —

(4.7)



102 CHAPITRE 4. OPTIMISATION STOCHASTIQUE SOUS CONTRAINTES

autant que faire se peut le temps de calcul de 1'algorithme), de calculer f*(t;) et f~(tx) a 'aide
de lalgorithme 2.5 et, si la condition f*(#)(1 — k) < f~(tx) n'est pas satisfaite, de recommencer
en augmentant la valeur de ny. Plus précisément, la valeur initiale de ny sera fixée a min{Ny, nj}
et tant que des valeurs adéquates de fT(t;) et f~(tx) n’auront pas été trouvées nous doublerons
la valeur courante de ng jusqu’a ce qu’elle atteigne (ou dépasse) la valeur n(e, o) en actualisant les
valeurs de f(tx) et f~(tx) & chaque étape a 'aide de I'algorithme 2.5.

4.3.4 Algorithme : complexité et précision

Donnons maintenant ’algorithme que nous proposons pour résoudre le probléme (4.1). Le schéma
général de l'algorithme reprend comme annoncé celui de ’algorithme 4.1, le calcul des valeurs de
fT et f~ s'effectue dans une boucle interne a I’aide de I’algorithme 2.5 et la politique de choix des
valeurs pour ny est celle que nous venons de décrire.

Algorithme 4.3

— Initialisation : choisir tg < t*, Kk € ]0, % [, a>0ete>0.
~ Pask (k>0) :

1. ny = max(Ny,nj)

2. Utiliser UAlgorithme 2.5 pour calculer z(") | S'nk

f_(tk) = S"k_

f+(tk) = S"k+

3. Alors
— sing > n(e,a) ou fH(ty) <e, fin de Ualgorithme , renvoyer z(*),
t.
—st fT(tk) < (1 — R)ft(tg) faire la mise a jour ngp <«
min(2ng, n(e, «)) et aller a 2.
. t0+f_(t0) Sik:o?
— sinon tyy1 = { th + f_(tk)ﬁ(tk# sinon.

te—1)—f~ ()

Nous allons maintenant étudier la complexité et la précision de notre algorithme. Pour ce qui
est de la complexité de I’algorithme 4.3, nous allons la mesurer en comptant le nombre total 7'(a, €)
d’appels a 'oracle au cours de son exécution. La précision de I'algorithme, quant & elle, sera mesurée
par f*(tsor) — f*(t*) ou tsy est la valeur de ¢ renvoyée par 'algorithme 4.3 : si aucune erreur, au
sens utilisé dans le paragraphe 4.2.4 n’a lieu au cours de ’exécution de ’algorithme, cette quantité
sera positive. La quantité |ts, — t*| pourrait elle aussi étre intéressante a évaluer en vue d’étudier la
précision de notre algorithme, malheureusement ’algorithme 4.1 que nous avons choisi ne permet
pas d’obtenir de bornes précises pour cette quantité.
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Commengons par le premier point, & savoir la complexité de notre algorithme. D’aprés le co-
rollaire 4.3, il faut d’une part effectuer au maximum N (e) fois la boucle principale ou N(e) =

1 1 Y& —to)f* (to)
In(2(1—k)) (1—-k)e
pour construire les valeurs f1(tx) et f~(t;) lorsque t est donné. En effet,

— si Ny > n(e, ) alors Ny appels a loracle sont effectués pour calculer f¥(tx) et f~(t),

— s Ny < n(e, ) la stratégie que nous avons adoptée pour les choix successifs de nj nous

garantit qu’au plus 3n(e, ) appels a l'oracle seront nécessaires.

. D’autre part, au plus max{3n(e, ), No } appels a Poracle sont nécessaires

Nous avons donc obtenu
Théoréme 4.2 Le nombre d’appels a Uoracle T (cv, €) dans 'algorithme 4.3est majoré par :
T(a,€) < N(e)max{3n(e,a), No}.

En particulier, si Ny < n(e,a), on a

- 2
1 T —t0)f*(Lo) ()\(a) + 2\ (a))
T(oe) = In(2(1 — k)) n < (1 —OI{)E : > K2e?

) (4.8)

et ainsi T'(a,€) = O <1n(oflg)+(e’l)) '

Remarque : L’expression donnée par (4.8) est seulement une borne supérieure et les valeurs réelles
de T'(av, €) pourront étre bien plus petites. En effet :

— le nombre de pas a effectuer dans la boucle principale peut étre plus petit que N (e),

— si No < n(e, a) , alors la valeur finale de ny, est au plus une fois égale a n(e, ) (dans la derniére
boucle principale), dans la grande majorité des boucles, ce nombre peut étre nettement plus
petit (en particulier dans les toutes premiéres boucles ou les intervalles de confiance & calculer
n’ont pas besoin d’étre de faible amplitude).

— Afin de simplifier les calculs, nous nous sommes donnés une valeur A(a) qui ne dépendait pas
du nombre n de pas a exécuter dans la boucle interne de ’algorithme 4.3, dans la pratique,
nous pouvons utiliser les valeurs A*(n,a) données dans la proposition 4.6. Comme \*(n, )
décroit avec n et est plus petit que A(a), il est possible de réduire ainsi le nombre d’appels &
l'oracle & effectuer.

Ainsi la complexité de 'algorithme 4.3 peut étre inférieure a la borne donnée dans la proposition

4.2. Pour illustrer plus concrétement la remarque précédente, supposons que nous ayons N (€) boucles
principales, n; pas dans la k™€ boucle et oublions Ny pour cet exemple. Alors

— —/ 2 €
N(e) - <1 ; K>2 (A(a) + 2X (a)> N( )(2(1 ),

f*(to)(t* —to

k=0

)
_ — 2
<1 — ,i)? (A(a) +2A (a)) (2(1 — #))2N©O+1)
K frto)(t* —to)  (2(1—k))Z—1 "~
_ - 2
4 (A(a) + 2 (a)) (1 k)
S TR mBome
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-1
par conséquent,la complexité de I'algorithme devient T'(c, €) = O (m((:_z)> . Remarquons que la suite

(nk)r n'est pas nécessairement croissante, c’est-a-dire que 'amplitude de lintervalle de confiance
pour t; n’est pas toujours une fonction décroissante de l'indice k.

Nous abordons maintenant le probléme de la précision de I'algorithme que nous avons proposé.
Nous allons nous intéresser a la quantité e = f*(tso1) — f*(t*) ol L5y est la valeur de ¢ renvoyée par
I’algorithme & la fin de son exécution. Deux cas peuvent se produire :

— la vraie valeur de f* est toujours dans notre intervalle de confiance (nous bornerons la pro-

babilité de cet événement par 1 dans la suite) auquel cas nous avons ¢ < €;

— au moins un des intervalles de confiance construits ne contient pas le point f*(tx) qu’il était
supposé contenir (ce qui se produit avec une probabilité inférieure & aN (€)) ; dans ce (mauvais)
cas nous devons nous contenter de choisir t5, = to (nous n’avons pas réduit l'erreur initiale
et nous avons donc ¢ < t* — ¢y ( puisque f* est contintiment lipschitzienne de constante 1
d’aprés la proposition 4.1).

Par conséquent, nous avons obtenu

Ele] < e+ aN(e)(t" —to),
at” —to) (t* —to) f*(t0)
S RO T ome

4.4 Exemple : probléme de Markowitz

Introduction

Le probléme auquel nous nous intéressons maintenant est celui de la gestion de portefeuille

boursier. Le modéle que nous considérons ici est le modéle moyenne variance de Markowitz (voir
[19]).
Nous souhaitons investir une certaine somme S dans n actifs risqués. Nous supposons que le temps
est discrétisé et qu’a chaque pas de temps k nous pouvons réajuster le portefeuille, c’est-a dire
modifier le montant :E,(g ) de chacun des n actifs dans le portefeuille, les cotits liés & ces transactions
étant supposés nuls. Nous notons r,(j ) le rendement de Dactif j au temps k. Le rendement du
portefeuille au temps k est alors donné par

R(k) = Z $,(§j)r,(€j).
=1

Les actifs considérés étant supposés risqués, le rendement de chacun des actifs peut s’écrire sous la

forme ' ' '

réﬁ) _ pl(j) _1_77,(3),
ou les variables aléatoires sont centrées. Notons rp = (rlgj))jzl...n, Pk = (plgj))jzl...n et mp =
(n,(j ))jzl...n. Alors E[ry] = pg et nous noterons Q = E[nn!] la matrice de covariance des ren-

dements des actifs considérés. Par construction, la matrice ;. est semi-définie positive. Nous nous
placons ici dans le cas stationnaire, c’est-d-dire que p; et Qr ne dépendent pas de k et nous les
noterons p et () dans la suite.

Notre objectif est de minimiser les risques liés aux investissements, c¢’est-a-dire la variance 7 Qx du
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portefeuille, tout en garantissant un rendement minimal ¢ pour le portefeuille. Autrement dit nous
allons chercher a résoudre le probléme suivant :

1
min —z! Qx sous contrainte p’z > /. (4.9)
T€EAg 2

Paramétres du probléme

Pour résoudre ce probléme, nous allons utiliser I'algorithme 2.5 et ’algorithme 4.1 comme décrit
dans ce chapitre. Dans ce but, commencons par préciser les différents paramétres du probléme que
nous étudions. Les ensembles X et Y sont donnés par

X=A§=0zeRNX >0, V=8 etV =A}= {y6R2|Y20,y(1)+y(2) :1}.
j=1

Les normes que nous considérons sur ces ensembles sont || - || x=|| - |1, | - [|x+=] - [locs || - ly=I - [I1

et ||+ ly=l - lloo-
Lorsque le paramétre t est fixé, la fonction objectif est donnée par

1
Ly(z,y) =y <§wTQ:c — t> +y@ (pTz 1),

et ses dérivées partielles valent respectivement

oL oL 1 T
a—;($7y) = y(l)Q;U +y(2),0 et 8—;(x>y) = <§$TQ3: - t)lOT:E - E) )
de sorte que
oL
| 8—;(667?/) o < S1@Qloc+ Il pllo= Mx,
0Ly S?2
—_— o < = oo+t o= My (t).
| 8y(w,y) lo = S 1 Q@llc +[t]+ 511 | v (t)
Les versions stochastiques de ces dérivées sont données par
oL oL
®(z,y) = = (2,9) + nx(2,y) et U(z,y) = ——(z,y) + v (2,y),
Oz oy
ou
nx (x,y) =y et ny (2,y) = (0,972)7.

Par conséquent, Uhypothése 2.10 est vérifice avec 0% =n || Q [|oo et 0% =S || Q ||0o-
Il ne nous reste plus, afin de mettre en ceuvre notre algorithme qu’a préciser quelles sont les fonctions
proximales & utiliser et & donner leur B-conjuguées respectives :

Vx(xz) = S1n (%) —I—Z:E(J)ln(x(j)) et Wxpg(() =SFn EZE(B ,
j=1

2 2
V(y) =n(2) + 3y ) et Wyp(e)=pin 53 %
j=1
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La fonction Vx est fortement convexe sur X de parameétre ax,g = S ~1 ¢t son maximum sur X vaut
Vx = S1In(n). De méme, la fonction Vy est fortement convexe sur Y de paramétre ay,p = 1 et son
maximum sur Y vaut Vy = In(2).

Algorithme

Donnons maintenant la version de ’algorithme 2.5 & laquelle nous allons faire appel au cours

de Pexécution de l'algorithme 4.3 lorsque t est fixé. Conformément & la proposition 2.9, les suites

()i, (Bx.i)i et (By,i)i sont choisies constantes et telles que v; = 1, Bx; = % et By =
(My +oy)VN ’
\/Z(XY’()VY

, soit

(SNQllos + 1l plloc +v/7 [ Q loc) VN By == CENQ oo +1t|+ S 1l p o) VN
21n(n) = 2m(2) '

Vi =1, Bxi =

Algorithme 4.4

— Initialisation xg = (%, e ,%)T, Yo = (%, %) et (Co,&0) =0 € B x E.
— Pouri=1,--- N faire la mise & jour
1 2
G = G-1-— 'Viyg_)lQ:Ei—l + yl(_)lﬂ

T
1
& = G+ (533?_1@%—1 —tyrla g — f> ,

wmN T B
o ¢ noo
T, = VWXﬂXz(CZ):S eﬁx,---7eﬁx Zeﬁx )

J=1

T -1
Y; = VWYﬂY,z‘(&): e s e B e B +e?B .

- Sortie

N N
N Zi:l YiTi-1 N Zi:l Vi Yi—1

€ = T —<N ) - N
D i1 Vi D1 Vi

Nous supposons que ’hypothése 2.12 est vérifiée pour un certain » > 0 (c’est par exemple le cas
si le vecteur aléatoire n est gaussien). Nous pouvons alors résoudre le probléme (4.9) en utilisant
Palgorithme 4.3 avec Ny = £ 1In(8a 1), X(a) = sup,>n, A(p, ), X/(a) = sup,>n, N (p, @) ot A(p, @)
et X' (p, o) sont donnés par le théoréme 4.1 mutatis mutandis, nj, est donné par I'équation (4.7) et

n(e,a) = > (Aa) + 2X/(04))2.

€
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Nous avons étudié dans ce mémoire plusieurs problémes généraux relevant de l'optimisation
stochastique en grande dimension : les problémes de minimisation sans contrainte, les problémes
d’inégalités variationnelles a opérateur monotone et les problémes de point selle. Les algorithmes,
adaptatifs ou non, que nous avons développés pour les résoudre offrent de trés bonnes propriétés de
convergence théoriques et les simulations numériques que nous avons pu effectué jusqu’ici sont elles
aussi porteuses de résultats prometteurs. Nous avons aussi mis au point un algorithme pour résoudre
les problémes d’optimisation sous contraintes qui jouit aussi de bonnes performances théoriques.

Les perspectives de poursuite de travaux pour cette thése sont les suivantes.

Sur le plan théorique elles concernent essentiellement les problémes d’optimisation sous contraintes
et sont :

— mettre au point un algorithme de résolution pour ce type de problémes qui s’appuie sur
I’algorithme d’extrapolation dual, puis des versions adaptatives pour pouvoir gérer de maniére
plus efficace le choix des paramétres ny,

— lorsque les contraintes sont de deux types, déterministes et stochastiques, envisager des stra-
tégies qui permettent de les traiter séparément.

Sur le plan pratique, il s’agit de

— développer d’avantage les applications, notamment en statistiques et en gestion de production,

— effectuer une comparaison en pratique des différents algorithmes obtenus : d’une part com-
parer les versions "simples" et adaptatives des deux algorithmes de descente en miroir et
d’extrapolation duale et d’autre part comparer les performances de ces deux algorithmes,

— il apparait dans les simulations que "gonfler" les valeurs de 3 (par rapport aux valeurs qui
minimisent 'espérance de lerreur d’approximation) améliore les performances des différents
algorithmes, il peut étre intéressant de savoir en pratique a quel point il convient de surestimer
les valeurs de 3.
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A.1. FONCTIONS CONVEXES REGULIERES ET FONCTIONS FORTEMENT CONVEXES113

Nous donnons dans ce chapitre les résultats d’analyse convexe nécessaires la lecture de ce do-
cument. Les résultats présentés dans la premiére partie de ce chapitre sont classiques et seront
énoncés sans preuve. Le lecteur intéressé trouvera leur démonstration dans tout ouvrage traitant de
I'analyse convexe, par exemple [7] et [10]. Les résultats de la seconde partie sont empruntés a [3] et
au chapitre 7 de [10].

Dans toute la suite, E' est un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme (dite
primale) || - ||, E* est 'espace dual associé et || - ||« la norme duale définie de maniére usuelle pour
tout z € E* par :

z = Imax (2, Uu
I = o= e (2, w),

et © est un convexe compact inclus dans F.

A.1 Fonctions convexes réguliéres et fonctions fortement convexes

Définition A.1 Soit f une fonction sur E & valeur réelles. On dit que f est convexe si pour tout
x,y € E et tout \ € [0,1], on a

fQz+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= f(y)

A.1.1 Fonctions convexes réguliéres

Notons C’i’l(E) ou L € R’ I'ensemble des fonctions de classe C Usur £ a valeurs réelles dont la
dérivée soit L-lipschitzienne, c’est-a-dire que pour tous z,y € F,

I @) =@ l=Llz—yl.

Lemme A.1 Soit f € C'i’l(E). Alors pour tousx, y € E, on a :

po|

fy) = fl@) = (f'@), y—a) < S ly—= 2.

Proposition A.1 Une fonction continiment différentiable f(x) est convere sur E (notation f €
FYE)) si et seulement si pour tous x, y € E, on a : f(y) > f(z) + (f'(z), y — ).

Proposition A.2 Une fonction f € FY(E) si et seulement si elle est contintiment différentiable et
pour tous z, y € B on a : (f'(z) = f(y), x —y) > 0.

Notons F g’l(E) la classe des fonctions convexes dont la dérivée est L-lipschitzienne.

Proposition A.3 Soit f € F'. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. feFl(E),
2.V, y€ B, 0< f(y) = fa) — (f'@)y—x) < 5 |z —y |I%,
8. Yz, y€ B, f(y) = f(x) +(f'(x), y —x) + o | f’( )= f'(y) IIZ,
4o Nz, y e R (f'(x) = f'(y), z —y) 2 £ || F(2) = fy) |2
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A.1.2 Fonctions fortement convexes

Définition A.2 Soit ag > 0. Une fonction continue d(-) sur © est dite fortement convere de
parameétre ag pour la norme || - || si

a
Az + (1= Ny) < Md(@) + (1= Nd(y) = A0 =) [z —y [
pour tous x, y € © et tout X € [0, 1].

Lemme A.2 Sid(-) est ag-fortement conveze sur © alors l’ensemble

ind
argmin (x)

est un singleton x* et pour tout x € © on a

da) = d(a) + 3 | =2 |

Définition A.3 Soit d(-) une fonction ag-fortement convexe sur © et xy € © tel que d(-) soit
différentiable en xo. On appelle fonction prozimale la fonction V (-, xo) définie sur © par

V(z,x0) = d(z) — d(z0) + (d'(z0), 0 — ).
Cette fonction est fortement convexe de paramétre cg sur © et vérifie pour tout x € O,

ap
V(x,z0) > > |z — 0 |*.

A.2 Transformée de Legendre d’une fonction convexe

A.2.1 Fonctions semi-continues inférieurement

Définition A.4 Soit f une fonction définie sur E et & valeurs dans R U +o0o. On dit que f est
semi-continue inférieurement en x € E si pour toute suite (x;)ien convergeant vers x on a f(x) <
liminf; 4~ f(2;). On dira que f est semi-continue inférieurement sur E si elle est semi-continue
inférieurement en tout point de E.

Proposition A.4 Une fonction f définie sur R™ et a valeurs dans R U {+o0} est semi-continue
inférieurement si et seulement si son épigraphe est fermé.

Définition A.5 Une fonction convexe sera dite propre si son épigraphe est fermé.

Proposition A.5 Une fonction convere f propre est la borne supérieure de tous ses minorants
affines. De plus, si x est un point de lintérieur du domaine de f, cette borne supérieure est un
maximum : il existe un minorant affine de f sur E qui vaut f(x) en x (c’est-a-dire qu’il existe un
hyperplan affine qui sépare proprement le point (x, f(x)) et Uintérieur de ’épigraphe de f).

Définition A.6 Soit f une fonction convere . On appelle cloture (convexe) de f et on note cl f la
fonction (convexe) dont lépigraphe est l’adhérence de l’épigraphe de f.
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A.2.2 Sousgradient, sousdifférentiel

Soit f une fonction convexe sur E et x € Dom(f). On suppose qu'il existe un minorant affine
de f sur E qui soit exact en z, c’est-a-dire qu'il existe un vecteur z € E* tel que f(y) > f(z) +
(z,y —z)Vy € E.

Définition A.7 Tout vecteur z vérifiant la propriété précédente est appelé sousgradient de f en x.
On appelle sousdifférentiel de f en x et on note f (x) l'ensemble de tous les sousgradients de f en
x.

Proposition A.6 Soit f une fonction conveze et x € Dom(f). Alors :

1. Of(x) est un ensemble convexe fermé qui est non vide dés que x appartient a I’ intérieur du
domaine de f.

2. Six € int Dom(f) et est différentiable en x alors Of (x) est un singleton et son unique élément
est Vf(x).
A.2.3 Transformée de Legendre d’une fonction convexe

Définition A.8 Soit f une fonction convexe sur E. On appelle transformée de Legendre de f et on
note f* la fonction définie pour tout z € E* par f*(z) = sup,cp[(z,x) — f(z)].

Proposition A.7 Soit f une fonction convexe sur E. Alors :
1. f* est conveze et semi-continue inférieurement ;
2. (f*)* =cl f. En particulier, si f est propre, (f*)* = f.

Preuve

1. f* est le supremum des fonctions affines (g;)zer o0t g(2) = (z,2) — f(z) pour tout z € E*.
Elle est donc convexe et semi-continue inférieurement par construction.

2. Pour tout x € F/, on a

(F) (@) = supl(z.a) — f*(2) = sup  [(z2) . (A.1)

zeE* z€E*, a>f*(2)
Or on a
(a>f"(z2) e VreXa>(z,x)— f(x) & (Vx e X f(x) > (2,2) — a).

Par conséquent, le second supremum dans (A.1) est la borne supérieure de tous les minorants

affines de f, c’est donc la cloture de f et (f*)* = cl(f).
Dans le cas ou f est propre, f = cl(f) et donc (f*)* = f. O

Proposition A.8 Soit f une fonction conveze. Alors :

(z € 0f(z)) & (f7(2) + f(z) = (z,2) = 0),

et st f est propre :

(z € 0f(x)) & (z € 8f*(2)).
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Preuve
D’une part, I'inégalité suivante, dite inégalité de Fenchel, découle de la définition de f* :

V(z,z) € E* x E, [*(2) + f(x) = (2,2).
D’autre part, z € E* est un sousgradient de f en x € E si et seulement si

Vy € E fly) 2 f(x) + (2,y — z),

ce qui est équivalent & f*(z) + f(z) < (2,). Si bien que (z € 0f(z)) < (f*(2) + f(z) — (z,x) = 0).
Si f est propre, (f*)* = f et en appliquant ce qui vient d’étre démontré a f puis & f*, on obtient

(z€0f(x)) & (f7(2) + f(z) = (z,2) = 0) & (z € If*(2)).

A.2.4 Transformée de Legendre d’une fonction fortement convexe

Définition A.9 Soient 8 > 0 et V : © — R une fonction convexe. On appelle 3-conjuguée de V la

fonction Wy donnée par
Vz e E*, Wa(z) = sup{(z,6) — BV (0)}.
0cO

Notons que si V' est a valeurs positives et si G > 1 > 0 alors pour tout z € E*,
Wi, (2) < Wg,(2).

Théoréme A.1 Soient V : © — R une fonction convexe continue et § > 0. Alors la f— conjuguée
Wy de V' posséde les propriétés suivantes :

1. La fonction Wg : E* — R est convere et sa conjuguée est BV, c’est-a-dire

V0 €O, BV (0) = sg£{<z,9> - Ws(2)};

2. Si'V est ag-fortement convexe pour la norme || - ||, alors :

(a) Wg est continiment différentiable et son gradient Wé vérifie
0) — BV (0)} = W}, ;
argmax{(z,0) — fV(6)} = Wp(2) € ©;
(b) .
Wh(z) = WhE) I — || 2 — 2 ||+, Vz,Z € B,
| Wi(z) = Wp(2) [I< e | |
et par conséquent

Wp(z) < Ws(2) + (Wps(z), 2 — 2) + | z—2|? Vz,% € E*.

1
2008

Preuve
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1. Preuve analogue a celle de la proposition A.7 en remarquant que la fonction V' est propre
puisqu’elle est continue.

(a) Comme Wj est convexe, il suffit de vérifier que pour tout z € E*, 0Wp(2) est un singleton.
La proposition A.8 et la compactité de © impliquent que OWp(z) = argmaxpece{(z,0) —
BV (0)}. La convexité forte de V' a pour conséquence que ce dernier ensemble est réduit
a un point, et donc OWp(z) est un singleton.

(b) Soient z,Z € E*. On pose x = Wy(z) et y = Wj(2). Comme V est fortement convexe de

parameétre «p,
1 -
(B(Z—Z),w—w >apflz—y|?*.

Et puisque (z — Z,z —y) <||z —y || - | 2 — Z ||+, il vient
lo =y l=I Wj) - WhE) 1< — || 2~ % |
o P g ’

ce qui prouve que Wg € fi (E*). La derniére égalité a démontrer est alors donnée par
apB
la proposition A.3.



118ANNEXE A. ELEMENTS D’ANALYSE CONVEXE, TRANSFORMEE DE LEGENDRE-FENCHEL



Annexe B

Inégalités de déviation

119



120 ANNEXE B. INEGALITES DE DEVIATION



B.1. INTRODUCTION 121

B.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de donner des résultats généraux permettant d’étudier des bornes pour
les probabilité de déviation des erreurs commises par les différents algorithmes étudiés. L’intérét de
ce type de résultat est double :

— ces bornes en déviation viennent, en premier lieu, en complément des bornes en espérance
obtenues pour les algorithmes que nous avons étudiés afin de nous permettre de mieux appré-
hender leur précision ;

— en second lieu, elles nous sont aussi indispensables pour aborder les problémes d’optimisation
sous contraintes du chapitre 4.

B.1.1 Hypothéses

Commengons par nous donner un cadre général pour cette étude. On considére une suite (X;);
de variables aléatoires sur un espace probabilis¢ (2, F,P) muni d’une filtration F = (F;);. On fera
dans la suite 'hypothése suivante :

Hypothése B.1 - (X;); est une différence de martingale dans la filtration (F;); :
E[X;|Fi—1] = 0 p.s. pour tout i > 0. (B.1)
— Il existe des constantes (0;); et o strictement positives telles que pour tout i, o; < o < 00 et
E[X?|Fi—1] < 07 p.s.. (B.2)

Cette hypothése est simplement une reformulation des hypothéses effectuées lors de I'étude des
bornes en espérance pour la précision des différents algorithmes. Pour obtenir des bornes en dévia-
tions, nous allons faire une hypothése supplémentaire et supposer que les variables aléatoires (X;);
ont un moment exponentiel. Plus précisément, on supposera que 'une des hypothéses suivantes est
vérifiée :

Hypothése B.2 [] existe une constantes » > 0 telle que

Elexp(s| X;|o; HFi—1] < e p.s. pour tout i > 0. (B.3)
Hypothése B.3 Il existe une constante » > 0 telle que

Elexp(s| X;|%0; 2| Fi—1] < e p.s. pour tout i > 0. (B.4)

Nous voulons établir des bornes pour les probabilités de déviations modérées de SJ(\}) et SJ(\%) ol

N N
i=1 =1

quand I’hypothése B.1 et I'une des 2 hypothéses précédentes sont vérifiées.
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B.1.2 Lemmes calculatoires

On rappelle ici quelques résultats qui seront utilisés dans la suite.

Lemme B.1 Soient a, b et ¢ des réels positifs. Alors

a

- a \s
supz®e” " = (—) ;
x>0

o=

et le maximum est atteint pour x = (%)

Corollaire B.1 Si Y est une variable aléatoire qui satisfait E[em] <'e, alors pour tout k € N, on
a E[[Y[¥] < (5)Fe.

Preuve

k
E[Y|*] = B[]y [Fe Y1) < sg%xk e R[] < (g)ke.

Lemme B.2 Pour tout x € R et tout k € N

k—1
o ‘xk‘ Sl
il

1=0

Lemme B.3 (Formule de Stirling) Pour tout k > 1

E\* E\* o
2k E < k! < v 2k E €12k,

Corollaire B.2 Soit Y une variable aléatoire telle que Elel¥!] < e. Pour tout 0 < s <1, on a

es? 1

Verl—s’

E [exp(sY)] < E[sY] + S—SE Y71+

Preuve
A Tl’aide du corollaire B.1 et de la formule de Stirling, on obtient

Elexp(sY)] < 1+E[sY]+ 2 EY2 +i§E[ }
k=3

< 1+E[sY]+2 EY2
k=
683 1
< 1+4+E[sY]+ EY2
[sY] V2] + NI
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B.2 Borne avec un moment exponentiel d’ordre 1

On commence par le cas ou les hypothéses B.1 et B.2 sont satisfaites. On cherche dans un

. L - 1
premier temps une borne pour les déviations modérées de S](V) = Ziil X;.

Proposition B.1 Notons

et pour tout A > \*,

Preuve

Soit 0 <t < 2. Pour tout i, on déduit du corollaire B.2 avec Y = Lot 5 = % que

o

2 2,52
t* o et“o;

E tX:)|Fic1] <1+ —0; : B.5
[exp(tXy)|Fia] <1+ Soi + N (B.5)
On a alors, par inégalité de Markov, pour tout A > 0
(1)
< PltSy =t |D> o2,
< E [exp(tS](\}))] exp [ —At
En utilisant (B.5) et des conditionnements successifs, on obtient
(B.6)

Notons

Si0 < A< A* on peut choisir
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dans (B.6) et on a

La proposition suivante se déduit immédiatement de la proposition précédente

Proposition B.2 Notons

A*:<g+%%;6_ﬂ>x/ﬁ

Alors pour tout 0 < A < A", on a

1/1 -
P (SZ(\}) > )\O'\/N> < exp <_Z <§ + %2;\}6_7T> )\2> ,

et pour tout X > \*,

P SV = AoV < exp <—g\/ﬁ <)\ - %)) .

En particulier, pour tout niveau de confiance a donné, on a P <S](\}) > Aoy N) < « dés que

o5+ ) i

On s’intéresse maintenant aux déviations modérées de SJ(\?) = Zfil(Xf — E[X2|F;—1]).

Proposition B.3 Soit N € N*, K > 0 et t > 0. Supposons que t < %K‘l et K > %O’. Alors,
pour tout T > 0

N 9 9 s 9 K Nt? 8 \* 4
P E (X7 —E[X7|Fici]) >7) < Ne o +exp | —tr +tNK“e *oe+ —e <—> o* |.
P 2 e

Preuve
Dans cette preuve, on note Y; = X? — E[X?|F;_1]. Montrons d’abord les inégalités suivantes

Lemme B.4 Soit K > %a, alors

LK
EYilgx,<x}lFic1]l < K’e > oe, (B.7)

| < e <%>404. (B.8)

%Xz‘
o

E[Ye?




B.2. BORNE AVEC UN MOMENT EXPONENTIEL D’'ORDRE 1 125

Preuve
Remarquons que

Xi21{|Xi\§K} — E[Xlz‘f;—l] < Y;'l{\XJSK} < Xz2 - E[Xiz‘ﬂ—l]l{‘XHSK}

et
E[Y;1(x 1<k} Fim1]l = ELXP L x5 k[ Fit] < E[e%‘T‘] sup 2?75,
>

u.’t

2¢7¥s est décroissante. Par conséquent, pour K > %0

Alors pour z > 27”, la fonction x — z“e™
K
[E[Yilyx, <} Fio1]| < K?e ae.

On déduit (B.8) du lemme B.1 :

x| X4 x| Xq
ElY?e2l7l] < E[Xfe?I™]],
X x T
< E[e"17 ]supzte 2=
x>0
g \4
< e <—> .
e
O
Soit t tel que 0 < t < ZK ! Sur Pévénement {X; < K}, on a
P
1Y, <X < X,
et on déduit des lemmes B.1 et B.2 que
: t2 :
E[e™ 1 x <l Fia] < 1HENiLgx, <yl Fia] + 5 E [Wﬁtwl{\xi\g}m—l} ,
o 1k | 1 221X
< 14+tK e e + 5E [Yi ez 1{|Xi|§K}‘-7:i—1] ,
2 4
< 1+ tK2el_”g + —e <i> .
2 e
2 /8\*
< exp <tK261_”(§) + —e <—> 04> )
2 e
otons vg = min{i > 1:|X;| > K}. On déduit de I'inégalité de Markov pour 7 > 0 que
N in{i >1:|X K}. On déduit de I'inégalité de Mark 0
2 Lk N2/ 8)\*
P (S](V)l{N<VK} > T> < exp (—tT + NtK?e' = + € <%> ot .
Maintenant remarquons que
P(vk < N) < NsupP(|X;| > K) < Ne' ™7,
i
ce qui permet de conclure la preuve. O

Etudions maintenant les déviations modérées de S](\?).
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Proposition B.4 Pour tout A > 0 tel que A > 237 r, ON a
x2N3

P (S](\?) > N)\02> < (Ne+1)exp <—g\/N—)\) .

En particulier pour tout 1o > 0, et tout X > 0 tel que

37 4 112
)\ 2 max{m, %2N [ln ((N€+ 1)a 1)] }7
on a
P <S](3) > N)\O'z) < q.
Preuve

Grace a la proposition B.3, on a pour tout 7 > 0 :

P (Sﬁ) > 7') < Plugk <N)+P <5](3)1{N<VK} > T) , (B.9)
Nt2 4
< N el=%) + exp (—tT + ENE2e! (%) + € <8_0> > 7
2 e
avec t < 577 et K > 20 . On choisit 7 de la forme N\o?2 et t = orice K Alors

2 4
F (553’1{N<VK} > NAo?) < exp <‘tN Ao INK2e A5 | N <8_0> ) ,

2 e
no o 8Ne [ 85 \?

Prenons maintenant K = v N, de telle sorte que

222

P (Sﬁ)l{N<VK} > N)\(oz)0'2) < exp < sV N+ —N\/— —5VNA 4 (8e~ )4e> . (B.10)

Par le lemme B.1, on a

ZENVNATEVNY < Z—j(m)%e—%m,
we [ 6\° 54

< s _
— 4\ \ xe w2e2 )\

si bien que (B.10) permet d’obtenir

110
P (S](\?)l{NQJK} > N)\(a)02> < exp < xVN + ) .

Quand X > —37 on obtient 12 < Z{/NX et on déduit que
2N P2 2

P (S0 Lincvey > NA0?) < exp (~SVNA).
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On déduit alors de (B.9)
P (5}5) > N)\O'2> < (Ne+1)exp (—g\/m) .
Un calcul simple permet alors de vérifier que si A vérifie les conditions données dans la proposition,

on a
P <S](3) > N)\J2) < q.

B.3 Borne avec un moment exponentiel d’ordre 2

On veut maintenant montrer des inégalités de déviations similaires quand les hypothéses B.1 et
B.3 sont vérifiées. On commence par donner une borne pour les déviations de S](\}).

Proposition B.5 Pour tout A > 0,

P(Sy > 0o (B.11)

Notons que (B.11) implique en particulier que pour tout A > 0,

2
P (S](\}) > )\U\/N) < exp <—%> .

Preuve
Remarquons d’abord que x € R, ¥ < x + e**. On conclut que pour 0 <t <

Lz,
Elexp(tX;)|Fi—1] < E[exp(t?X?)|Fi_1] < exp(t?c?).
D’autre part,

t?0?  xX; t?0? 1 t>o?
tX; < % + %—;, et Elexp(tX;)|Fi—1] < exp ( % + —> < exp < 7 > ,
207 2 »

»2 2

N

lorsque t > ¥Z. On obtient alors par conditionnements successifs pour tout ¢ > 0

N
E [exp <tZXZ>] < exp <7t2 Ziil 0?) ) (B.12)
i=1

Si bien que
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En particulier pour

on a

(2)

On donne maintenant une borne pour les déviations de Sy
Proposition B.6 Soit A > 0
5,2 A2 N

P(S(2) > )\02N> < exp <_ —> pour 0 <A< 5%{;
No= T exp(—ZEN-7L)) pour A> L.

En particulier pour tout o > exp ( —) et pour tout A > ln( 1), on a

N
P <5§3) > Aza§> <a
i=1

Preuve
Soit t > 0. Nous allons appliquer le corollaire B.2 avec Y =

2X? to? .
—- et s = L. Pour cela, il nous faut
1

calculer une borne pour E[X}|F;_1]. On déduit du corollaire B.1

4
E[X}|Fi1] < <é> i

e) x?

On obtient alors pour tout 0 < t < ol

204 2e odt3 204 eott?
E [exp(tX?)|Fic1] < 1+to? + ’t2+7<1+ o2t + ’t2+ Dy
[expEXDIFi-] < N A on

7ot 7ot
< 1402ty % —Lt? < 2t —42 ),
< + ot + 5y exp (O‘Z + 502
On obtient alors par conditionnements successifs que pour 0 <t < 5%
2
[exp <tZX2)] < exp (tZa 5—2 ),
et par conséquent que

=1

E [exp (tS](\?))} < exp (57t22 3 af) ,
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Tout est maintenant en place pour finir la preuve : en effet, par inégalité de Markov, pour A > 0
et 0 <t < ﬁ on a :

N N
P <S](3) > )\Z JZZ) < E [exp <t51(3) — t)\z 02-2)] ,
i=1

i=1
N 7t2 N
< exp —t/\ZUZ-2+7ZJZ4 . (B.13)

Notons

N
)\* 7 Zi:l O-;/l

Pour 0 < A < \*, on choisit

dans (B.13) et on obtient

v 522 (S, 07
P (S](\?) > )\Z a?) <exp | — —

28 Z]\Ll o}

7

Pour A > \*, on choisit ¢ = 5% et on obtient

N N
A*
P <SJ(\2) > )\Zaf) < exp (—%Zaf <)\— 7)) .
i=1 i=1

Le résultat annoncé dans la proposition s’en déduit. O
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C.1 Preuve des bornes pour ’algorithme de descente en miroir

C.1.1 Lemme technique préliminaire

On se place sur un ensemble convexe compact ) inclus dans un espace vectoriel de dimension
finie (E, || - ||) de dual (E*, || - ||+). On se donne deux suites de variables aléatoire (z;);>0 et (1;)i>0
a valeurs dans @) et E* respectivement ol gy est une constante fixée et x;11 est une fonction de ;.
On définit une famille de tribu F; par F_; = {@,Q}, et pour i > 0, F; est la tribu engendrée par
Fi_1 et n; de sorte que x; est F;_1-mesurable. On suppose connues une fonction fortement convexe
V sur () de paramétre o dont le minimum est atteint en xy et vaut 0 ainsi que ses G-transformées
W3 données pour tout z € E* par

Wilz) = max {(2,2) = BV (@)}

xe

On suppose que pour tout i, E[n;|F;—1] = 0 et E[|| n; |2 |Fi=1] < 02 p.s. On note V = maxzeq V().

Lemme C.1 Soient 8 > 0 et (7;); une suite de réels strictement positifs. Alors

N
BV + Z% <m, Wy <Z ’wmk> > +y° 27’
=1

N
gleaéigw(%@ 2

[Ty 2
9 =1 17 )
I;leagZ% iy ] < 20| =St

IN

112,

A

Preuve
On a
N N
W (Z %m) = max (Z Yi(i @) — ﬁV(w)> :
i=1 =1
N
> AR V
> max (;7 (n >> Bmax V(z)
De plus
N N-1 N-1 2
Wy <Z%m> < Wy <Z %m) + <77N,Wé (Z wmk>> o ﬁ Il 12,
i=1 i=1 k=1
N i—1 N /72
< 0)+Z%’ <%Wé <Z’Ylmk>>+zm [
i=1 k=1 i=1

Comme Wg(0) = 0, il vient

N N i—1
I;leagZ’yi (ni,xz) < BV + Z%’ <77i, Wé <Z ’wmk) > + Z
i=1 i=1 k=1

1% -
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Comme Wé (Z;;ll ank) est F;_q1-mesurable, on obtient par conditionnements successifs :

N
E {1, <
I;leaé(;% <772 x>] =

i
P 2003’
N
% Vil %’2
20[0 ’
Zf\rzl “/1'2 O

si on choisit § = L
ﬁ g 2a0V

C.1.2 Cas des inégalités variationelles a opérateur monotone

Preuve de la proposition 2.4

N) N

On veut borner 'erreur e(z — x)}. Montrons d’abord que € est une

"bonne’ fonction d’erreur.

= maxgeq{(g(), 2

Lemme C.2 La fonction € est bien définie et convexe sur Q. Pour tout x € @, e(x) > 0 avec égalité
si et seulement si x est solution du probléme variationel.

Preuve
€ est bien définie puisque @ est supposé borné, € est clairement positive (e(z) > (g(z),x —z) =0
et €(x) = 0 est équivalent a (2.1). O

On a par monotonie de g,

Y) = max{g(z),2" — ),

Tz€EQ

N -1

- (5) S
i]:Vl »

< <Z ’YZ) max Z ’Yz xz - .Z'>
i=1

e(x

Pour tout « € () on a alors

N N N
> vilgla), e — ) =Y (@), 2 —x) = > viln(x:), z; — )

D’autre part on a pour tout ¢,

Wﬁz(@) - Wﬁi—l (Ci—l) < Wﬁifl (CZ) - Wﬁifl (Ci—l),
2
< (Wh,_ (Gi-1),G — Gim1) + 501 5— I ¢ — Gio1 |12
2
< U (im), wim) e | W) |2

+ [ S
2008i-1



C.1. PREUVE DES BORNES POUR L’ALGORITHME DE DESCENTE EN MIROIR 135

On en déduit
N

N N
D ovilgla), e —a) < =Y min(@i)zi—z) =Y yi(C(zia), zion)
i=1 i=1

1=1

N
+> W, (G) = We,_, (G +ZZ v | (zi) |2,
i=1 i—

IN

N
—Z’Mn(wi),l’i—$>+<$7CN>+W50(C0) Wiy (C) +22a 5 | (i) |12,

N
< V() -3 winta +Z e | W) I
i=1 i—1

puisque Wg,(¢o) = 0 et (x,¢n) — Way (Cn) < vV (z). On a donc obtenu la borne suivante :

N
(ny,) <maxﬁNV( )+mafoyZ (), +22a o | U (zimq) |2

Preuve de la proposition 2.5

D’apres le lemme C.1 , on a

N -1 —
< (Z ’Yi) BNV + 20 Voimni 1% Z 2@05 (M +0)?|. (C.1)
i=1 "

On cherche maintenant les suites (;); et (3;); qui minimisent notre majorant de E[e(z")] , sachant
qu’elles doivent étre strictement positives et que la seconde doit étre croissante. Le troisiéme terme
de (C.1) étant maximal si (3;_; est le plus grand possible, on prendra donc (3;); constante. Ensuite,
si Zfil i est fixée, le second et le troisiéme terme de C.1 sont minimaux quand la suite (7;); est

constante.
5NV v ’YN(M —l—o’)2
E < —— + 20 .
@) N * 200N * 28N ag

On a donc
By (M + o)vV'N

En choisissant

TN iV, QCMQV

WV (M + o) |V
Ele(z™)] < e + 20 300N

Si on ne se donne pas a 'avance le nombre de pas que l'on va effectuer, on peut choisir v; = 1

et 52 — (M+0' \/Z—l—

on obtient

. On a alors

2AM VN +1 vV
(M + o) i + 20

\V OZ(]VN 200N '

Ele(z™)] <
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Preuve de la proposition 2.6

D’aprés la proposition 2.4 et le lemme C.1, on a

IN

N N
(@) < g (ﬂNngeag;m(wi_l), o) + 30 g ¥l Hz) ,

1), Fit — iy +Z<2a01@ W) I 5o e ||3<}>z)

ou &; = Wj (22:1 n(xk— 1)) et B =0, /%. I1 vient alors

==

IN

K ((ﬁN +OV +

1=1

1
e(zV) < ~ (M + 20)

&‘

— N
NV
+Z wz 1 y Ti—1 —332‘—1>
i=1

N —
+Z Vv 2M? + 2 ” 77(332' - 1) HE + 2 ” 77(332' - 1) HE
— 200N \ M + o M+o o ’

- M + 20 Z Fi1), Fig — i) + 2M? eri v ™
- VN 2 N i=1), Fi1 =1 (M_|_0—)\/N 200 No\ 209N K

zi—1) 7

11 suffit alors appliquer la proposition B.2 a la suite de variables aléatoires %(77(3:2-_1), Tie1 — Ti—1)
et la proposition B.4 a la suite n(z;—1) pour obtenir le résultat annoncé.

La proposition 2.7 se démontre de maniére analogue.

C.1.3 Cas des problémes de point selle
Preuve de la proposition 2.8

Compte tenu du schéma de 'algorithme, on a pour tout ¢ > 1

1
Wxp, 1 (G) < Wxpg  (G1) +(VWx g, (Ci=1),G — Gi—1) + Soxolris ¢ — G- |12,
2
< Wxp o (G-1) = vil@iz1, ®(@io1,9i-1)) + 77’ | ®(zio1,yi-1) |17
2ax,00x,i-1

En utilisant la derniére inégalité, le fait que (8x;)i>0 est une suite décroissante et que, pour tout z
fixé, B — Wp(2) es une fonction décroissante, il vient

V2 || ®(wi1,yi-1) ||X*
20 x,08x,i-1

Wx,6,(G) = Wx g, 1 (Gim1) < —vilwi—1, ®(2i-1,Yi-1)) +2
Puisque ®(x;,v;) = Lx(x,y) + nx(x,y),0on a pour tout = inX

Yi{(wi—1 — ), Lx (xi—1,yi-1)) < =i, ®(zi-1,%i-1)) — vi{(Tic1 — ), nx (i1, Yi-1))
V| @(xio1,yi1) 3.
200 x,00x,i-1 '

+ WX,ﬁx,iﬂ(Ci—l) - WXﬂX,i(Ci) +
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En sommant et en utilisant que Zfil —7®(zi—1,yi—1) = (v et Wx g,(¢o) = 0, on obtient

N
Z% zio — ), Lx (zio1,9i-1)) < (2, N) = Wx gy n (CN) — Z%‘((ﬂ?i—l —x),nx (Tim1, Yi-1))

i1

N

P 2

Yl P(wiz1,yi-1) |15 .
+ —. (C.3
ZZ:; 200 x,00x,i-1 (C3)

Comme Bx vVx (-, z0) et Wx gy 5 () sont conjuguées I'une de 'autre, Vo € X, (z,(n)—Wx gy v (CN) <
Bx,NVx(x,zg). De plus, pour tout y € Y, x — L(x,y) est convexe si bien que ((z;—1—x), Ly (i—1, yi—1)) >
L(zi—1,yi-1) — L(z,y;-1). Dot

N

Z%[L(:Ei—lyyi—l) — L(z,yi—1)] < Bx,nVx(x,20) — Z%’((!Ei—l —x),nx (Ti—1,Yi-1))
; i—1

% | ®(zi-1,yi-1) ”X*
+ . (C4
ZZ:; 20 x,08x,i-1 (C-4)

De maniére analogue & ce qui précéde, on obtient

’77, || \Il(xhyl) HY*
2ay,0By,i—1

N N
> =1ilyi—y, Ly (i, 4)) < (Y, 68) =Wy (E8)+ D Yili =y, v (i, i) +Z
i=1 =1

Et finalement puisque pour tout z € X, y — L(x,y) est concave, on a

N

Z% (i, y)— L2, yi)] < Byv Vi (1 w0)+ > %ilwi—v, v (24, 95) +Z

i=1

’77, H \P(:Elvyl) ||Y*
2ay,08y,i-1

. (C.5)

I1 suffit alors d’additionner (C.4) et (C.5) pour achever la preuve.

Preuve de la proposition 2.9

Avec le lemme C.1 et 'hypothése 2.9 et (2.8), on obtient

BxnVx + By NV (ZN—WZ)% [27 %
E[AN]_ X,NV X Y,N Y+ = ox X+O'Y Y
ax,o ay,o

1 N

N
ZZ 17 D i1 Vi

_|_

N

Z’y_ [(Mx+Ux) n (My+0y)2:| ‘
i=1"7i =1

ax,06x,i-1 ay,0fy,i-1

(]

(Mx+ox)VN _ (My+oy)VN

En choisissant v; = 1, Bx; = e et By, = T
0 0

[A 2\/ Mx—l-O'X 2\/ My+0y VY
N , /2a <o V2ayoN 2a X, ON 20y 0N

on obtient
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Si le nombre de pas a effectuer dans 'algorithme n’est pas connu & ’avance, en posant v; = 1
M +Ux)\/l+ o (My—l—o’y)\/l—l— . . s
Bx,i = Mxtox)Vitl o By, = ~——7===—, on obtient de maniére analogue
VaxoVx VayoVy

2(M VN +1  2(M vV N
Ejay] < X X+U"i 1AMy Fov)VNHL 2 X .
axoVxN ayoVyN X0 Y0

Preuve de la proposition 2.10

On a d’apres (2.8) et le lemme C.1

N

> Wicr—ti-1,my (wio1, vic1))
i=1
+Z | ®(zio1,yi1) 1% N | mx (@i-1, yi- 1) 1% - N 1Ozt yio1) 5. | ov(@ion,yi-1) R

200 x,00x,i-1 2ax 08x 2ay,08y,i-1 2ay,0 8y ’

N
NAN < (BxN+Bx)V x+(Byn+8y)V Z Tic1—Ti—1,Nx (Ti-1, Yi—1))+

ou &; = Wy <Z§g:1 77X(£Ek—1,yk—1)>, yi = W, (— Skt 77Y($k—1,yk—l)>a Bx =ox N et

205X,()VX
_ / N
ﬁY =0y QQY,OVY .

D’ou

NV T;
NAN < (Mx +20x) Soxo +(My+20y)\/ 2aY0 XZ Sk (wie1, vie1)

N
Yi—1 — Yi—1 2M% X 2ME
+D Yol “Yiml i ,/
Y;< Dy My (Zi-1,9i-1)) + Mx +ox \ 2ax My+0y 204}/0

+Z 2Na H nx (-1, yi-1) i +— 2Na H ny (i1, yi-1) |74

11 sufﬁt alors appliquer la proposition B.2 aux suites de variables aléatoires de terme général

D (Tim1 — &1, x (im1,9i-1)) et p—(Yio1 — Fio1, Ny (i1, 9i-1)) et la proposition B.4 aux suites
de terme général nx (z;—1,yi—1) et Ny (zi—1,y;—1) pour obtenir le résultat annonce.

La proposition 2.11 se démontre de maniére analogue.
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C.2 Preuve des bornes pour l’algorithme de descente en miroir a
gain adaptatif
C.2.1 Lemme préliminaire

Lemme C.3 Soit (u;); une suite de réels strictement positifs et o > 0. Considérons les deuz suites
([32-(1)) et (62(2)) données par ﬁél) = [3((]2) = [y et pour tout i > 0,

1 (1) Ui+1
51'—1—1 - 5@ + 5(1)
2 _ 5@ i
B = B+ 50

Alors, pour tout N > 0,

ﬁ(l) 2

=
IN
=
_l_
[\
§
Q
l\)
_l_
/—\
—_
s 4+
S|
[]=
g
N————

i

A
N
+
)
[]=
8
=
=)
N
—
+
|
g
&
SN——

0l UN = MaAX;—(...N Uj.

Preuve
On déduit immédiatement de I’équation de construction de (ﬁfl)) que pour tout %, ﬁi(}r)f = B

1)—2 TP
2u;41 + u?Hﬁi( )2 En sommant ces inégalités, il vient

By —60+2Zu,+z W (C.6)
=0 My

Remarquons maintenant que

N-1 2 2 N-1 2

0 < Uipr  Uig <2 R < Uy
= 1) 2 1) NOFE = 32
i—0 \/5 5z+1 i=0 i ﬁz-{—l 0

i+1 i
2u; 1 2uy 1 s
H— < 5 H_H-l <In <ﬁg + 2 Zuk —1In ﬁg + 2 Z ug | ,

ﬁz-{—l B + 22 %1 wk k=1 k=1

Par conséquent

N
2§53+22ui 62 1 <1+ﬁ22u2>.
=1

La preuve de la seconde inégalité utilise les mémes arguments. O
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C.2.2 Cas des problémes d’inégalités variationnelles
Preuve de la proposition 2.16

D’aprés I’équation (C.2) on a

1
Nea™) < (By-+ BV +3 (i) 11— m+§j(2aﬂ 1 0ion) I+ i) 12).

=1

ou = \/ﬁ et #; = Wj (2221 77(5Uk—1))- Compte tenu de la définition de la suite (/3;);, il vient

alors
N

N( )§(26N+ﬁ :L'zl - 1_1'@1 +ZLHU($Z 1)H2

||M2

D’autre part, d’aprés le lemme C.3 et en notant uj = maxi = 1--- Nu;, on a

N * 2 * N
U U 2
612\,§63+2E u; + ]\27+—N1n 1+—25 ui |,
i=1 & 2 ﬁoizl

si bien que

N N

Nele™) < 67+ 3 (afei-1) i — i) + 3 5o L aioa) I
i=1

1=1

+ 2V 604—22%

+—N1 (14—622@42) (C.7)

Il nous faut maintenant majorer 'espérance des termes sous le radical.
Lemme C.4 Pour tout N >3

4o M? 2
Eju}?] < _LQ (%—2 +14 ln(N)> ,
a%V P o

N 2

2 202 M? 402
1 1+—§ji < — 141 — |+ In(N) ) .
uNn< B3 4 u)] - gV <% o? n( OéoV%ﬁg> nl )>

=1

E

Preuve
Voir la preuve du lemme 2.1. O

On obtient alors

V 20 2Vpy

Ele(e™)] <\ 5o N 42 N

IN(M + o)? 402 M? 2
( s o) + 0_2 <%— +1+ 1n(N)>
agV A

o2

1

o2 M? 402 e
+— v——+14+In(l14+ —— | +In(NV .
agV < o? < QOV%ﬁ(%) ( )>
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On utilise alors le fait que pour tout z, y > 0, \/r +y < /o + % pour obtenir

V (60 +4M) 2Vpp agV 4o M? 2
— — +14+In(N
00 ~ + N + 2N3(M n 0-2) 04(2)58‘/%2 ” o2 + 1+ Il( )

o? M? 402 2
— | +1+In(l1+—— In(N .
+a0% (% = + 1+ n< + aOV%ﬁ(%) + In( )> ]
On en déduit que
230 +2M) [V 2VB In(N)? |V 202 ( o > C
@) = VN 2av9 N N3 200 #(M + o) oF2V » N3

\% 462 M2 2 M2 402 2
= +1) + (= 14+l + —— .
e o 11) (g e (1 25 )

202 V
Preuve de la proposition 2.17

Ele(z™)] <

ol

C =

#(M +0) \ 200

e
D’apreés,

N
Ne@@™) < BV + 3 (n(wi-1), #im1 — wi1) +Z 5 I n@i-1) [
i=1

N * 2 * N
— U U 2
+2V, |8 +2) uﬁég +7N1n<1+?§ uz>
0

i=1 0 =1

/ i .
ou = \/7 et ; = Wy <Zk:1 n(xk_l)), soit

wz 1 — Ti—1 1 V
\/—\/7 \/—Z n(xi-1) 5t O_N%\/E;(H (i) |7 —0?)

=2

N
2V |, A(M?+0%)N 0 oy, UN
= - 1
2 et o gumlu o)+ o+ + 3 Zu
Les propositions B.5 et B.6 permettent de controler les déviations des termes S~ | (n(x;_1), %>

et Zf\il(H n(zi_1) ||> —o?). Il reste donc a borner les déviations des deux autres termes non constants
de l'expression C.8, ce que nous permet de faire le lemme suivant

Lemme C.5 On suppose que les hypothéses 2.5 et 2.8 sont vérifiées. Alors pour tout N et tout

a>0,ona
2
2 N
P (u*N2 > { o’ In <exp(%M20_2)—>} ) < q,
»V oy e
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P ( iyl Z {1 <<1+L2> (e M? —2)£>}2 <
Uy In 2iluZ > _0 n %aoVﬂg exp(s o . < a.

Preuve
Voir la preuve du lemme 2.2. O

La preuve de la proposition 2.17 se déduit alors de (C.8), des propositions B.5 et B.6 et du
lemme C.5.

C.2.3 Cas des problémes de point selle
Preuve de la proposition 2.18

D’aprés 1’équation (2.8) et le lemme C.1, on a

N
NAN < (Bxn +Bx)Vx = > (nx (@1, 4i-1), 31 — Fi1)
i=1
N
+ By + B)Vy + Dy (Tic1,yic1), Yio1 — Gio1)
i=1

Z | ®(xi-1,9i-1) % N Inx (i1, 9i-1) %
2ax,00x,i-1 2ax,008x

+Z (H Ui, yi1) I3, N | nv (i1, yi-1) H%@) ’

2ay,08y,i-1 2ay,0 0y

ol

Ox = UX\/MXZzVX’ T =W, (Zzzl 77X(33k—17yk—1)> ;
By = oy, / 205Y]\(§VY’ Ui = Wéy <ZZ:1 ﬁY(xk—l,yk—l)) .

Compte tenu de la définition de (8x ;)i et (By,i)i, I'inégalité précédente devient

N

NAN < (28xn +Bx)Vx — > _(nx (@i 1,5i1), i1 — &io1)
i=1

N
+ (2Byn + B Vy + Yy (et ¥im1), Yim1 — Jio1)
=1

N (nx @icnvic) ke v (@icn,yion) 3,
55 . ).

2ax,008x 2ay,0 By

=1
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On note uy = supj<;<yui et vy = sup;<,<n v;. D’aprés le lemme C.3, pour tout Bxo > 0 et
By,o >0

2
X,N

IN

N 5 N
5§<,O+QZW +—1 I+ —— ) uil,
4 5X0

ﬁX70 =1

*2 U* 2 N
/8}2/,]\7 = 5Y0+2sz +7N1n 1+T Vi |-

BYO BY,O i=1

N

On en déduit que

— — N N
NV x

NAy < s T
N ox 2axa +oy 2ay0 ; nx(Ti—1,Yi—1), Ti—1 — &; 1>+;<77Y(xz LYi-1),Yi—1 — Yi—1)

N — —

1 Vx 1 Vy
1 1 C.9
+ZZ:; (UX SaxoN | x (ziz1, vie1) %4 + 2oy H ny (ziz1,yi-1) |13 (C.9)

+2Vx ﬁX0+2Zuz +_N1n PRl Uy

5)(0 5)(,0 ]

2 N
+2VY ﬁyo‘i’QZ'Uz +_N1 2 Ui |-
ﬁyo —
D’autre part,

Lemme C.6 Pour tout N > 3

404 M2 2
E[u}k\[?] < . O-_)g (% 5— + 1+ In(N )) ,
aX’OVX%2 X

N 2
2 202 M? 402
Eluyln(1+——> uw]| < X (St (1 ——=X ) (V)] ,
Pxo i axoVxx | ox axoVxh%

454 M2 2
E[vy’] < %’g( —+1+ln(N)> ,
N 2 2 2 2
2 2 My 4
Elovin (14 5= o )| € —2— (s +1+ln|1+—=" ) £ 1(V) )
By = ay,oVysx oy OéypVy%ﬂKO

Preuve
Voir la preuve du lemme 2.1. O
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D’ou
20x VX 20y Vy
E[AN] < +
[An] = VN \ 2ax0 N\ 20y
2V OIN(Myx + ox)? 404 M?2 2
+ 22 B+ (Mx + 0x) o (% X +1+1In(N)
N axoV x 04%(70VX %263(70 0x

1
o2 M? 402 ik
+—=X w2+ 1+ |1+ ——%— | +In(N)

OzX,oVX% Ox OZX,OVX %ﬁg(',o
oV ON(My + oy )? 4ol M?2 2
+ 5 | B + (My +ov)” | m— <%—2Y+1+ln(N)
N ay,oVy a§,70VY%2632/70 Oy

1

o? M? 402 ik
+—2L | +l+n |1+ ——F—— | +In(N) .
Ozy,oVy% Ox Ozy,oVy%ﬁY’o

On utilise alors le fait que pour tout z, y > 0, /z +y < /z + % pour obtenir

P oM Vy 2V In(N)? | 7 20% 403
E[Ay] < (Box +2Myx) | Vx n Xﬁx,oJr n( 3) X ox 1+ ;X_
VN 2ax 0 N N3 2aix 0 »(Mx + ox) OéX7O/8X7(]VX%

n 2(30’y + 2My) Vy n 2Vyﬁy70 n 111(N)2 Vy 2032/ 14 40’%/ n Q
VN 2ay0 N N2\ 2ay #(My +oy) ayoBy Vyx) N2’

ou

202 Vx 402 M?2 2 M? 402 ?
%(MX —I—Ux) 204)(70 aX,OﬁX,OVX% Ox Ox OZX,OVX%ﬁX,o

_|_

207 Vy do? Mz N mg 402 ’
= = <%—2+1> + (o= +1+n |1+ ——-
x(My +oy) \| 2ayo ay,oﬂY70Vy% oy Oy OéY,OVY}fﬂyp
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Preuve de la proposition 2.19

D’aprés (C.9), on a

= N N
NAy < UX1/204X0 + oy 2ayo = x (@i 1,yi1)s o — Eioa) + {0y (@1, ¥ic1), Vi1 — ie1)

=1 =1

P Y (Y S N S By Ly P
; 2ax 0N ’ - 2ay,N 7 i

2 * N
— U 2
+2Vx ﬁX0+2§ Ui+ g+ =t |14+ —— >
ﬁX,O 2 ﬁX,O i=1

*2 * N
— v 2
+2Vy | B3 +2 E vi + 2+ Nin <1+— vi>,

2
ﬁY,O 2 By i1
ou
Bx =0x,/ ZQX]IVX7 ;= Wp, (ZZZl 77X(£L"k—1,yk—1)> ;
By = UY\/M%, Ui = Wéy (2221 ﬁY(wk—l,yk—l)) .
Soit
o 2V T —x; Vv N
AN_ X Xt X (L1, Yi-1 Dol Ty X X (L1, Yi-1 . —03
OZXO Z n i—1,Yi— ) Dy > UXN2 20x.0 ; || n i—1,Yi— ) ||X X)
E—
2Vy i1 — Yi—1 1 Vy 2 2
v (i1, Yi-1 + ; v (Tio1,Yi—1 O
Z n i— — ) DY > O’yN% 2aY,0 ; (H n ( 7 ? ) HY7 Y)
— N N
2V x 4(M3% + a§)N uwR? o uly 2
+1| 8%+ — I nx (ie1,vi) 5. —0%) + 2t (14 —— >
N x0 axoVx aX OVX Ez: T e X %0 2 P05 Z
— N N
2Vy 4(ME + J%,)N viF Uk 2 :
+—— |2+ — | ny (xiz1,yi,) |I? *—0'2)4- 4+ YXn|14+— uvi | .
N vo ay,oVy aYOVY EZ: o Y 12/,0 2 512/,0 =1
(C.10)
De plus,

Lemme C.7 On suppose que les hypothéses 2.9 et 2.12 sont vérifiées. Alors pour tout N et tout

a>0,ona
202 N\)°
P (u}kvz > {_i In <eXp(%M)2<U)_<2)—>} ) <a,
%VonX,o ex

N 2 2 2
2 2 4 N
Pluyln {1+ —5—) u|> % (14 #2 exp(>M%oy?)— < a,
Bxo = #V xaxp xax oV xPx e
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202 N\)°
P (v}kvz > {_Lln <eXp(%M§2/O';2)—>} ) <a,
©Vyayyp ex

N 2
2 202 402 N

Ployln|1+ — v; | > L In 1+ #2 exp(%M%a;2)— < a.
By0 = #Vyayg xay,oVy By e

Preuve
Voir la preuve du lemme 2.2. O

La proposition 2.19 se déduit alors de I’équation (C.10), du lemme C.7 et des propositions B.5
et B.6.

C.3 Preuve des bornes pour ’algorithme d’extrapolation dual

C.3.1 Cas des problémes d’inégalités variationnelles
Lemmes préliminaires

Lemme C.8 Soient s, d € E* et z € Q. Alors
Wi(z,s +0) < Wg(z,s) + (6, T3(z,5) — 2) + Wa(Tp(z, ), ).

Preuve
Voir la preuve du lemme 3.1. O

Lemme C.9 Soit s € E* et (x,y,54) = Eg~(s). Alors

ol

. 2
-y

2
WU,y =) + Wo(,54) < Wal@) + 50— || W) = ¥() | -

Preuve
Voir la preuve du lemme 3.2. O

Preuve de la proposition 3.6

Par monotonie de g, on a

en(y™) = max{(g(x),y" —2)|V(z,2) < D},
N
< ——max{> vulg(y). i — o) [V(z,y) < DY,
i=0 Vi =0
N
< Nl max {Z% (i) yi —2) — (i) yi — ) + (Y (wi), T — ) — (N(vi), T — w>)} :
> im0 i i=0
1 N N N
< S {Z%((‘I’(yi%yi =) — (%), yi —T)) +&p (—Z%‘W%)) +¢p (Z%n(%)) }
1=0 /?

1=0 =0 =0



C.3. PREUVE DES BORNES POUR L’ALGORITHME D’EXTRAPOLATION DUAL 147

Le lemme C.9 nous permet alors d’obtenir

N

Z’Yz z _x +§D< Z’Yz yz) < Z’Yi(ql(yi)ayi_E>+5ND+WﬁN(E73N)7

=0

ﬁNDJrZ <2 o |0 () — (y;) |2 —aof" | @ — i ||2>.

IA

De plus, grace au lemme C.8, pour tout 3 > 0,

N N
£D<§:%n@0> < ﬁD+4M3&ﬁ§:%n@0>-—W%@J%
i—0 i=0
N i i—1 i
< BD+> |\Ws (2D wmys) | = Ws | 7. vin(y))
i=0 j=0 J=0 J
i—1 N i—1
< 5EL%§:<vm1h Ts | 2, vmlys) —f>-%§:W% Ts | %) vn(y) | vinw) |
=0 7=0 =0 7=0
N N 2
< BD+ > (v, i — T) + Z 70 | 1) I
=0
ou
i—1
i =Ts | T, > vn(y;)
=0
Si bien que
N N 2
(Z ’Yz) < (B+Bn)D+ > viln(wi), 5 — i) + Z S0 Il n(ys) |12
=0

N
+> (”— 10 es) — By 12 -2 ) oy — |!2> :
; 200 5; 2

1=

Preuve de la proposition 3.7

Comme 'hypothése 3.4 est vérifiée, on a pour tout ¢

W (i) = W(ya) [l+< M 0z [« + [ n(wi) [l

si bien qu’en passant & l’espérance dans la borne obtenue & la proposition 3.6, on obtient

(Z%) (ﬁ+ﬁND+—Z%+Z OﬁlM”ff)

Cette borne est minimale quand les suites (7;); et (0;); sont constantes et lorsque

-|-1 IN+1
vi=1, 8 = (M + 20) B=o0 500D
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On a alors

Preuve de la proposition 3.8

Comme 'hypothése 3.5 est vérifiée, on a pour tout ¢

| O(xi) = O(y) 1< L || @i —yi || + | n(@) 1« + [ 0(ys) s
et
N N N 2
(}:%>Qﬂfﬁ§(6+@wD+§:%m@m%—y»+§:2 5 ) I
i =0

N
392 39212 aofh
£ 30T (g 2+ ) I +Z(2a5 BN Yy

: N . 37212
On obtient alors en passant a 'espérance lorsque (ZS 5~ agf; <0,
7

N N 3,_}/2
(o) Elots ™ < 4 i+ 52 3t 3 0
=0 i=0 !

On choisit alors les suites (7;); et (3;); constantes avec v; =1, =0 21\07[;% et

- B :a\/?’(NH) siN+1> L2£),
- G = \/_Lao sinon.

Les bornes annoncées dans la proposition s’en déduisent en remarquant que dans le second cas

—1 -1 agD
i <o st

C.3.2 Cas des problémes de point selle
Préliminaires

Remarque : Pour tous 8> 0, s € B

{px(8) < BDx + Wx 5(T, 5).

Lemme C.10 soient s, 0 € E et z € X. Alors
Wx (2,8 +6) < Wx g(z, s) + (0, TBX(z, s) — z) + Wx,ﬁ(TBX(z, s),9).

De plus Vz € X, s € EX;, on a

I's 1%,

w z,8) <
x,6(2,8) 2ox 0
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Preuve
Analogue a celle du lemme 3.1. O

Lemme C.11 Soit s € EX et (x,u,s4) = 85{7(3,31,1)), Alors
2

5
2ax 00

ax,of H

o2
5 r—u % -

7<¢(’LL,’U),’LL—E>+WX75(E, S—i—) < WXﬂ(Ea S)+ || q>(x>y)_(1)(uvv) H?X',* -

Preuve
On pose z =T et § = —y®P(u) dans le lemme C.10. On a

WX,ﬁ(Ea s — 7<I>(u7 U)) < WX,ﬁ(Ev 3) + <_7<I>(u7 U)7 TQX(E¢ S) - j> + WX,ﬁ(TBX(Ev 3)7 _/7(1)(“7 U))
C’est-a-dire

Wx (T, s4) < Wx g(T,s) + (—yP(u,v),z — T) + Wx g(x, —y®(u,v)). (C.11)

On choisit maintenant z = z, s = —y®(z,y), 6 = y(P(z,y) — ®(u,v)) dans le lemme C.10. On a

W g(z, =@ (u,v)) < Wx (@, —y®(x,y)) + (7(2(2,y) — (u,0)), T3 (z, —7®(z,y)) — )

+ WX,ﬁ(Tﬁ(xa —’)/(I)(l‘, y))7 ’7(<I>(l‘, y) - @(u, U)))

Soit

Wx p(z, —y®(u,v)) < Wxg(w, —y®(z,y)) + (v(®(z,y) — ®(u,v)), u — x) + Wx g(u, y(®(2,y) — ®(u,v))),

2

2ax,003
On a choisit u tel que Wx g(z, —y®(z,y)) = (—®(z,y),u — ) — BVx(x,u), et on a Vx(z,u) >
%a x0 || # —u|[%. On déduit donc des deux inégalités précédentes que

< Wi, —v®(2,9)) + (1(2(2,y) — (u,v),u — x) +

Y(®(u,v),u —T) + Wx g(T,s4+) — Wxg(T,s) < y(®(u,v),u—7T)—y(®(u,v),z — ) + Wx g(z, —y®(u,v)),
< ’Y<CI)(U7U)7U - .Z'> + WXﬂ(‘Ta _fyq)(xay))
+7<<p(x7y) - (I)(U,’U),u - .Z'>
2
i 2
+ b(r,y) — P(u,v o
2axod | @(z,y) — (u,v) ||k,
< ’y(CI)(x,y),u - .Z'> - ’y(CI)(x,y),u - .Z'> - ﬂVX(.Z',U)
2
i 2
+ b(r,y) — P(u,v .
2axod | @(z,y) — (u,v) ||k,
< ) - du0) B — 20 3
> 204X,Oﬁ 'Y ) X, * 9 X -
O
Lemme C.12 Soitt € E5 et (y,v,t4) = 5gv(t,x,u), Alors
2
_ _ _ v ay,0
(¥ (u,v),v =) +Wyg(7,t+) — Wys(7,t) < | ¥(z,y) — ¥ (u,v) |3, — ly—v 3
2ay,03 2

Preuve
Analogue a celle du lemme précédent. O

H <I>(l‘,y - <I>(u7v) ||%(,* .
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Preuve de la proposition 3.11

N N
(Z’”) o (Z”’) sup_ (L(u",) = Ly o))

Z‘EFDX 7y€~7:Dy

=0 =0
N N
< sup Z%‘[L(uiay) L(uuvz)] + sup Z’V@ uuvi) - L(m,vi)],
YEF Dy i=0 T€Fpy =0
< sup Z% LX uuvz —l‘> + <L/y(’LLZ',UZ‘),y—’UZ’>],

IEG]'—DX ’ye]:DY i=0

puisque L est convexe-concave. Majorons maintenant chacune de ces deux sommes.

N N
sup Z% (L' (ug,vi),u; —x) = sup Z%((<1>(u2,vl) T —z) —nx(ui,v), T —x))
©€Fpy i—g z€Fpy ;g
N
+Z’7’l(<®(ulavl) U; — f> - T,X(u’iav’i)au’if>)7
1=0
N N
< &by <—Z’Y¢‘I’(ui,’vi)> +&Dx (Z’Yinx(ui,’vi))
i=0 i=0
N
+ > (P (i, vi), us — ) — nx (ui, v), UE)).
=0

Gréace au lemme C.12,

N N N
D i@ (s, vi), ui — ) + Epy (‘ > i (u, Ui)) < ) v ®(ui, vi), ui — T) + Bx N Dx + Wi gy v (T, 58),

1=0

< BxwnDx + Z | @ (s, yi) — (us, i) [I%0

2ax oﬁx i

ax008x,i 2
-3
=0
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D’autre part d’aprés le lemme C.10 pour tout 8x > 0

N N
Dx <Z %nx(ui,vi)> < BxDx + Wx gy <E,Z%77X(Ui,vi)) — Wx g, (T,0),
i=0 1=0

N i N
< BxDx+) Wxpy | B ) vmx(uyv) | =Y Wxpe [T vymx (ug,v;)
pars — — —
N
< BxDx+ ) v <nx(uuvz Ty me uj, ;) —f>
=0
N —
+ZWX,ﬁX Thy T,Z’anx(ujwj) s Yinx (i, vi) |
i=0 j
N N 72
< D . Cw) i — T o Lvi) |12 .
> 5X x + ;’ﬁ(nX(uuvz)fuz .Z'> + ZZ:; 204X,05X H TIX(UZ Uz) ”X7
ou i; = TB}; (E, Z;;B yan(uj,vj)). Si bien que
N N N 22
sup Z% Lix (ug, v7), ui—2) < (5X+5X,N)DX+Z7i<ﬁX(Uiavi)afLi—ui>+ZW | mx (i, vs) HX*
T€FDy 120 i=0 X

ax,08x,i
+ Z <2aX0ﬁX1 || (I)(Zﬂzayz) - (I)(’LLZ',UZ') ||%(7* —TZ || T — U H%{_) ) (0.12)

On montre de la méme maniére que pour tout Gy > 0

N N N 9
- Y
sup Vi LY uzavz) r— Uz> (5Y+5Y,N)Dy— ’Yz'(??Y(ui,Uz'),Uz'—Uz'>+ H UY(UwUz) Hy*
Y€Fpy =0 i=0 2a 6

+z(

ou v; = TB}; (@, — Z;;% ’yjny(uj,vj)>. Le résultat annoncé se déduit alors de (C.12) et (C.13). O

ay,0fy,i
| W (i, i) — Wlui,vi) Iy —— o || yi — v; ||§/> , (C13)

2ay, oﬁYz 2

Preuve de la proposition 3.10

D’apreés la proposition 3.6, on a pour tout 8 > 0

2

(N + 1)EV(Z/N) < (B +ﬁN Z —yi) + Z || n(y:) ||*

=0

+Z(2a o e 12 =292 s ),
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ou
N+1
ji =15 | T, )| —Tet =0 —.
5 Zn(yz) 3 20T
Comme g est lipschitzien sur @, il vient
NV + Deply™) < oy LEED) v+Z RS S Ly P Y
€7 o ) s
v\Yy > 2000 N yz 2 var 2QQ(N T 1)0_ UANS

3 2 2 2 2 i 2
i i) 15 L7 2 =y |I7) — =y lI7) -
+§i:0:<2a0ﬁi(\\n(x)H*+Hn(y)|!+ A D P

En choisissant 3; = max <0 3(5:;1), \foL) on obtient
0

o V.V {U 3(N +1) fL}

VN+1\Vag N+1 agV Qg
N
2 2V ao (Ui — i)
—I_— — 3 pp—
a1\ o ;@(yz) A )

VMN ) |12 —o? z V3 3 ) |12 —o2
+\/:0 v T 2w =) + aO%(NH);Z(M )12 =02).

Il ne reste plus alors qu’a appliquer les propositions B.5 et B.6 pour achever la preuve.

C.4 Preuve des résultats du chapitre 4

Preuve de la proposition 4.3

Cette preuve est empruntée a [28].

Lemme C.13 .
t* — g 1
+
t
fr) s 3= [2(1—/@)]

Preuve .
On note g = )(< 1) et o = % Si k > 1, alors les trois points (tx_1, fT(tx—1)),
(ti, f~(t)) et (tk+1, 0) sont situés sur une méme droite (par construction), et par conséquent

n - by —lg—1, .

frt-1) = () + ——— (" (t) = 0)
tht1 — Uk

> (1 ¥ M) (1 W) FH (1)
le+1 — Uk

2 [ AL (1 ) (1),
k+1 — Uk

v
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Donc 0, < Br_1 et il s’ensuit que

fTtk) = Ok/tes1 — te
< Bov/tert — tr
t —t
< BT T
1—tp
t —t
< R (t)y | St

f=(to)

Alors, puisque f~(t;) > (1 — &) fT(tg),

ﬁk
11—k

Bk
11—k

Bk

——(t* —tg).
1—/<;( 0)

frte) <

V(o) (tks1 — te)

f*(to)(t* — to)
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Hypothéses utilisées dans le chapitre 2

Hypothése 2.1

f est borné sur Q :
sup || f/(z) [[s= M < +o0.
z€Q

Hypothése 2.2
Pour tout 1,
Eln(a;)|Fi] = 0 p.s., et B[ n(w:) |?1F] < 0 < 400 ps.

Hypothése 2.3
Il existe une constante 0 < 3 < oo telle que pour tout ¢ > 0

B o (A1) 5]

Hypothése 2.4
Il existe une constante 0 < 2 < oo telle que pour tout 7 > 0

o o (w2218 5] <. s

Hypothése 2.5
L’opérateur g est borné sur @, il existe une constante M > 0 telle que

Ve e | g(z) [.< M.

Hypothése 2.6
Pour tout 1,
E[n(a;)|Fi1] = 0 et E[|| n(z:) |2 [Fi-1] < 0? pis.

Hypothése 2.7
Il existe 0 < 3¢ < oo telle que pour tout ¢ > 0

E e (= M)‘f]@ps.

g

Hypothése 2.8
Il existe 0 < s < ¢ telle que pour tout i > 0

2
E[exp( m)‘f] <ep.s.
o?
Hypothése 2.9

Les sous-/super-différentiels de L sont bornés : pour tout z € X et tout y € Y, on a

| Lx (@,9) Ixs < Mx,
| Lx (@,9) Ix < My

Hypothése 2.10
Pour tout 1,

Enx (zi—1,yi-1)|Fi—1] = 0, Elny (zi—1,yi—1)|Fi-1] =0,
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E[l| nx (zi-1,%i-1) |7 |Fim1] < ok et E[|| ny (zi-1,5i-1) ||} |Fim1] < 0% ps.

Hypothése 2.11
Il existe une constante 0 < s < oo telle que pour tout ¢ > 0

E [exp <%” nx (@i, yi) ”X*> ‘ E] <eps. et E [exp < Iy (i ) ”Y*> ‘ .7-"} <eps.

ox gy

Hypothése 2.12
Il existe une constante 0 < 3 < oo telle que pour tout ¢ > 0

I nx (i, yi) 5 . Iy (i, 9i) 115
exp | » 5 exp | s 5 Fi| <eps.
9x gy

Hypothése 2.13
f’ est lipschitzien sur @ : il existe une constante positive L < oo telle que pour tous z,z’ € Q,

I f'(x) = f'@) b= Lflz—a"].

E

fi] <eps.etE

Hypothéses utilisées dans le chapitre 3

Hypothése 3.1
f! est a variations bornées sur Q. Il existe une constante M > 0 telle que

Va,y € Q || f'(x) — f(y) l.< M.

Hypothése 3.2
Il existe 0 < 02 < 400 telle que pour tout 1,

E[n(zi)| 7] = 0 p.s., E[n(y;)|Fi] =0 p.s.,

E[l| n(z:) |12 |Fi] < 0® ps. et B[ n(y:) |3 |Fi] < 0® ps.

Hypothése 3.3
Il existe une constante 0 < 3 < oo telle que pour tout ¢ > 0,

8 o (L2 5] < ot o (L) 5] <

Hypothése 3.4
L’opérateur g est & variations bornées sur (). Il existe une constante M > 0 telle que

v,y e Q |l g(z) —g(y) [+< M.
Hypothése 3.5 L’opérateur g est lipschitzien sur @), il existe une constante L > 0 telle que
l9(@) —g) [+<Lz—yl Vz,y € Q.

Hypothése 3.6
Il existe 0 < 02 < +o0o telle que pour tout 7,

E[n(z:)| 7] = 0 p.s., E[n(y;)|Fi] =0 ps.,
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E[l| n(z:) |12 |Fi] < 0® ps. et B[ n(y:) |2 7] < 0® ps.

Hypothése 3.7
Il existe une constante 0 < s < oo telle que pour tout ¢ > 0,

8 o (LY ] < e ey (L2228 5] < s

O'

Hypothése 3.8
L' et LY, sont a variations bornées sur Q = X x Y, c’est-a-dire que

| L ,9) — T (w,2) lxe
V(m,y),(w,z) € Q? { ” L)z/(l',y) - L)/;('IU,Z) ”Yv*

ININA

MY7

ot Mx et My sont deux constantes strictement positives.

Hypothése 3.9
L'y et LY, sont lipschitziens sur Q = X x Y, c’est-a-dire que

| Ly (z,y) = Ly (w, 2) || x«

Myx ||z—wlx +Mxy ||y —z |y
X\, ’ ’ 7
V(z,y), (w,2) € Q, { | Ly (z,y) — Ly (w, 2) ||y

<
< Myx|lz—w|x +Myy [[y—z|y

ou Mx x, Mxy, My x et Myy sont quatre constantes strictement positives.

Hypothése 3.10
Il existe deux constantes strictement positives ox et oy telles que pour tout ¢ > 0 les relations
suivantes sont vraies presque slirement

nx (ug, ;)| Fi] =0, Enx (x:,y:)|Fi] = 0,

v (ui, v3)|Fi] =0, E[ny (x4, y:)|Fi] = 0,

x (i, vi) (% 1Fi) < 0%, Elll nx (zi,41) x| 7] < 0%,
v (ui, 0i) 5. 1F] < 0%y Elll oy (@i i) v |F] < o3

E[
Eln
E[
[

K/
E[]| n
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