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Introdution générale" La souris est un animal qui tué en quantité su�sante et dans des onditions ontr�lées, produit une thèsede dotorat." Woody Allen
En raison d'une modernisation inessante des outils de prodution, les systèmes industrielsdeviennent de plus en plus omplexes et sophistiqués. En parallèle, une demande arue de�abilité, de disponibilité, de reon�gurabilité et de sûreté de fontionnement des systèmessont devenus de véritables enjeux du troisième millénaire. L'Automatique, qui repose sur unenotion de système représentant un ensemble d'éléments formant un tout struturé, a permisà l'Homme de développer des méthodes de supervision telles le diagnosti et la ommandetolérante aux défauts des systèmes.Ces deux notions que nous dé�nirons plus tard, sont issues d'un travail préliminairenéessaire qui est la modélisation du système, 'est-à-dire une représentation mathématiquedu omportement dynamique du système. Cependant, la modélisation de systèmes physiquesrequiert non seulement une onnaissane préise des phénomènes intervenant sur e système,mais également une aptitude à les représenter sous une forme mathématique. Le problèmeprinipal réside en l'utilisation d'un modèle simple mais su�samment préis pour dérire�dèlement le omportement du système. Une hypothèse largement répandue dans le domainede l'Automatique est la linéarité des systèmes ar de nombreux outils mathématiques existentpour des systèmes représentés par des systèmes Linéaires Invariants dans le Temps (LTI). Ce-pendant, il faut bien souligner que ette hypothèse de linéarité n'est valable que pour une plagede fontionnement restreinte autour d'un point d'équilibre, de sorte que lorsque le systèmes'éloigne de e point, la modélisation n'est plus en adéquation ave le omportement du système.Le diagnosti, à l'image du domaine médial, onsiste à ausulter le système en omparantses données ourantes aux données provenant d'un fontionnement normal. Ces indiateurspermettent en général, de déterminer des sympt�mes amenant alors la détetion et l'iso-lation de la ou des partie(s) défaillante(s) du système. De nombreuses méthodes ont étédéveloppées dans le adre des systèmes linéaires (Gertler, 1998) et (Chen and Patton, 1999).Néanmoins, omme nous l'avons rappelé, la notion de linéarité s'applique uniquement pour



14 Introdution généraledes systèmes partiuliers ou des systèmes réels représentés autour d'un point d'équilibrepartiulier ave une plage de fontionnement réduite. A�n d'e�etuer le diagnosti d'unsystème non linéaire prenant en ompte une plus grande plage de fontionnement, desméthodes basées sur la onnaissane d'un modèle analytique du système provenant d'unereprésentation mathématique du omportement physique du système, ont été développées(Isidori, 1995), (Hammouri et al., 2001), (Fliess, 2001). Cependant, dans le domaine industriel,la onnaissane exate du modèle du système sur toute sa plage de fontionnement n'estpas une hose aisée de part la omplexité même du système. En e�et, la onnaissane dusystème autour de di�érents modes de fontionnement peut permettre par exemple de produiretelle ou telle quantité de matière. De même, en aéronautique, les régulateurs sont synthé-tisés pour di�érentes plages de paramètres en fontion de l'altitude et de la vitesse par exemple.A�n de représenter le omportement dynamique du système, une approhe globale baséesur des modèles multiples Linéaires Invariants dans le Temps (LTI), a été développée depuisplusieurs années omme indiqué dans le livre de (Murray-Smith and Johansen, 1997). Cetteapprohe, dénommée multi-modèles, s'attahe à onstruire une représentation polytopiqueonvexe pour approher la dynamique d'un système pouvant être obtenue par plusieursméthodes omme la linéarisation autour de points de fontionnement (Angelis, 2001),(Glover, 2003) ou à partir de données d'entrées-sorties (Gasso et al., 2002).Le diagnosti des défauts a rarement été abordé dans le ontexte de la représentationmulti-modèle où la problématique de déterminer les fontions d'interpolation et d'isoler lesdéfauts est double. Ainsi, sur la base de ette modélisation, un des objetifs de ette thèse estd'élaborer des méthodes permettant la détetion des défauts, l'isolation voire l'estimation enligne de l'amplitude des défauts au sein de systèmes sur une grande plage de fontionnementreprésentés par des multi-modèles. La détetion de défauts est une opération déliate soumiseaux perturbations de l'environnement du système. Il est néessaire de synthétiser des méthodesde détetion de défauts robustes aux perturbations a�n d'éviter les fausses alarmes et les nondétetions de défauts. Dans ertains systèmes omplexes, omme dans l'aéronautique ou lesentrales nuléaires, la détetion et la loalisation d'un ou de plusieurs défauts est néessairemais n'est pas su�sante pour garantir la sûreté de fontionnement ar il est indispensablede modi�er la loi de ommande en temps réel a�n de maintenir la stabilité du système et degarantir ainsi un fontionnement aeptable en mode dégradé. Ainsi, il est néessaire d'assoierau diagnosti une loi de ommande tolérante aux défauts.Ainsi, l'autre objetif de ette thèse est de synthétiser une loi de ommande tolérante auxdéfauts dans le adre des multi-modèles a�n d'e�etuer une aommodation de défauts et/ouune reon�guration du régulateur. Les systèmes tolérants aux défauts résultants permettentd'aroître la séurité et la disponibilité des outils de prodution. La ontribution prinipalede nos travaux est de générer des systèmes tolérants aux défauts en synthétisant à la fois desmodules de diagnosti ainsi qu'un méanisme de reon�guration lors de la perte d'ationneursprenant en onsidération l'information du module de diagnosti. Cette vue globale du problèmed'automatique pour la mise en oeuvre de systèmes tolérants aux défauts nous a amené à étudierà la fois des méthodes pour le diagnosti ainsi que des méthodes de ommande tolérante aux



Introdution générale 15défauts.Ce mémoire omporte 4 hapitres artiulés omme suit :Chapitre 1 : Ce hapitre présente les prinipales stratégies de ommande tolérante auxdéfauts. Il permet notamment de lasser diverses méthodes en deux grandes atégories : leslois de ommandes tolérantes aux défauts passives d'une part, et atives d'autre part. L'aentest toutefois porté sur les ommandes tolérantes atives exploitant des modules de diagnosti,onentrant notre attention sur l'approhe multi-modèle. Les avantages et inonvénients dehaune de es méthodes de ommande tolérante permettent de dé�nir l'orientation et laproblématique de la thèse.Chapitre 2 : Ce hapitre aborde le problème du diagnosti de défauts des systèmesreprésentés par des multi-modèles. La représentation multi-modèle est basée sur des fontionsd'ativation où la présene de défauts peut engendrer des problèmes lors de l'obtentiond'une représentation globale du système. Ce hapitre traite de e problème au travers unexistant, a�n d'obtenir une représentation d'état globale du système. Le diagnosti des défautss'e�etuera alors par la synthèse d'un �ltre adéquat permettant de déteter, isoler et estimerdes défauts en ligne. La stabilité de e �ltre est analysée et les performanes du �ltre illustréesà travers di�érents exemples, notamment le système des 3 uves.Chapitre 3 : Ce hapitre est dévolu à l'élaboration d'Observateurs Polytopiques à entréesinonnues (UIO) pour le diagnosti des systèmes représentés par des multi-modèles. Les UIOpermettent de rejeter des informations non désirables (erreurs de modélisation modéliséesomme des entrées inonnues) tout en onservant leur apaité de générer des résidussensibles aux défauts. Ces observateurs font l'objet d'une analyse de stabilité et de onver-gene au moyen d'Inégalités Matriielles Linéaires LMI. Des exemples, notamment une uvede réation ontinûment remuée ou CSTR, permettent d'illustrer les di�érents UIO synthétisés.Chapitre 4 : Ce hapitre a pour objetif de présenter une synthèse de lois de ommandestolérantes atives aux défauts dans le adre multi-modèle. Cette synthèse permet d'assurer lastabilité du système en boule fermée en présene de défauts ationneurs mais aussi lors dedéfaillane d'ationneurs 'est-à-dire lorsqu'un ationneur est totalement hors servie. Cettesynthèse par retour d'état et de sortie est appliquée sur di�érents exemples ainsi qu'unepartie appliquée sur un système réel : le système des 3 uves. Cette appliation met en reliefles résultats de nos propositions tant au niveau de la synthèse des régulateurs que de laompensation des défauts ationneurs.Le travail présenté dans e mémoire ontribue à enrihir les méthodes visant à la synthèsed'un �ltre de détetion et isolation des défauts, aux méthodes dédiées aux observateurs poly-topiques disrets à entrées inonnues ainsi qu'à la synthèse de lois de ommandes tolérantesaux défauts dédiées aux systèmes représentés sous forme polytopique. A la �n de ette thèse,un paragraphe sera onsaré aux onlusions et perspetives des travaux présentés.





Chapitre 1Conepts et prinipes des systèmestolérants aux défautsCe hapitre a pour objet la présentation des prinipaux onepts de synthèse de ommandetolérante aux défauts. La lassi�ation des méthodes résultantes, permet d'e�etuer un étatde l'art de l'ensemble des méthodes de Commandes Tolérantes aux Défauts (Fault TolerantControl) a�n de synthétiser des systèmes tolérants aux défauts.
1.1 Les systèmes tolérants aux défauts1.1.1 Objetifs de la ommande tolérante aux défautsUn système tolérant aux défauts possède la apaité de maintenir les objetifs nominauxen dépit de l'ourrene d'un défaut et à s'en aommoder de manière automatique. Il permetnotamment de garantir la stabilité du système et/ou des performanes dégradées aeptables enprésene de défauts. Un onventionnel gain de retour d'état peut s'avérer très limité et amenerle système vers des omportements non désirés, voire à l'instabilité, en présene d'un défaut.Pour pallier de telles atastrophes, de nouvelles lois de ommande ont été développées dans lebut préis de maintenir les performanes du système ainsi que sa stabilité, lors d'un mauvaisfontionnement du système (Wu, 2001). Dans le domaine industriel ou en aéronautique, etype de problèmes a été souvent évité en se fondant sur de la redondane matérielle à based'ationneurs et de apteurs. Cette stratégie est non seulement onéreuse mais elle requiertaussi un important dispositif de maintenane. Ainsi, la ommande tolérante aux défauts traitéede manière analytique, permet d'éviter de tels oûts d'ahat et d'entretien.La tâhe prinipale qui inombe à la ommande tolérante aux défauts est de synthétiser deslois de ommande ave une struture permettant de garantir la stabilité et les performanesdu système, non seulement lorsque tous les omposants de la ommande sont opérationnels,mais aussi lorsque des apteurs ou des ationneurs sont défaillants.La ommande tolérante aux défauts est généralement lassée en deux approhes distintes :une approhe passive (Passive Fault Tolerant Control, PFTC) et une approhe ative (Ative



18 Chapitre 1 : Conepts et prinipes des systèmes tolérants aux défauts
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Fig. 1.1: Prinipe d'un système de ommande tolérante aux défautsFault tolerant Control, AFTC). Dans le adre de la première approhe, les régulateurs sontsynthétisés de façon à être robuste à ertains défauts (Eterno et al., 1985). L'idée prinipaleest de faire en sorte que le système en boule fermée (BF) soit robuste aux inertitudes et àquelques défauts spéi�ques. Cette approhe ne néessite auun shéma de détetion de défautsni auune reon�guration de loi de ommande mais sa apaité de tolérane reste restreinte àquelques défauts.A l'opposé de la voie passive, l'AFTC est amenée à réagir aux diverses défaillanes du systèmeen reon�gurant les lois de ommande tout en préservant la stabilité et les performanes deelui-i. La �gure (L'AFTC requiert tout d'abord, de synthétiser un shéma de FDD permettant de fournirde manière aussi préise que possible une information sur les défauts éventuels (l'instant d'ap-parition, le type et l'amplitude du défaut) ainsi qu'un modèle de défaut du système. Puis,de synthétiser en ligne un nouveau régulateur (reon�gurable ou restruturable) en réponseaux défauts du système et de ompenser l'e�et de eux-i tout en assurant la stabilité et lesperformanes de l'ensemble.Pour poursuivre, nous dé�nissons brièvement les di�érents types de défauts présents appa-raissant sur les systèmes.1.1.2 Les di�érents types de défautsLes défauts sont des événements qui apparaissent à di�érents endroits du système. Dans lalittérature, les défauts sont lassés en fontion de leur loalisation, dé�nissant alors des typesde défauts.Les défauts ationneurs :



1.1 Les systèmes tolérants aux défauts 19Les défauts ationneurs agissent au niveau de la partie opérative et détériorent le signald'entrée du système. Ils représentent une perte totale (défaillane) ou partielle d'un ationneuragissant sur le système. Un exemple de perte totale d'un ationneur est un ationneur qui estresté "ollé" sur une position entraînant une inapaité à ommander le système par le biaisde et ationneur. Les défauts ationneurs partiels sont des ationneurs réagissant de manièresimilaire au régime nominal mais en partie seulement, 'est-à-dire ave une ertaine dégra-dation dans leur ation sur le système.(perte de puissane d'un moteur, fuite dans un vérin, . . .).Les défauts apteurs :Ce type de défaut est la ause d'une mauvaise image de l'état physique du système. Undéfaut apteur partiel produit un signal ave plus ou moins d'adéquation ave la valeur vraiede la variable à mesurer. Cei peut se traduire par une rédution de la valeur a�hée parrapport à la valeur vraie, ou de la présene d'un biais ou de bruit aru empêhant une bonneleture. Un défaut apteur total produit une valeur qui n'est pas en rapport ave la grandeurà mesurer (0,∞).Les défauts omposants ou systèmes :Ce type de défaut provient du système lui-même ; bien souvent les défauts n'appartenantpas à un défaut apteur ou ationneur sont lassés de manière arbitraire dans ette atégorie.Néanmoins, un défaut omposant résulte de la asse ou de l'altération d'un omposant dusystème réduisant les apaités de elui-i à e�etuer une tâhe. En pratique, ei revientà onsidérer une modi�ation des aratéristiques du système proprement dit (la CTN :résistane à Coe�ient de Température Négatif, d'une hau�erie est assée, un roulement estaltéré, . . .).Par la suite, nous allons faire un état de l'art des prinipales ommande tolérantes auxdéfauts pour amener et justi�er les hoix et les orientations de ette thèse. Chaque type deméthodes fait l'objet d'une disussion ave ses avantages et ses inonvénients.1.1.3 Méthodes passivesLes méthodes PFTC utilisent les tehniques de la ommande robuste pour assurer que lesystème en boule fermée demeure insensible à ertains défauts ave des régulateurs onstantset sans utilisation d'information en ligne des défauts sur le système (Eterno et al., 1985),(Zhou, 2000), (Chen and Patton, 2001), (Niemann and Stoustrup, 2003). Les régulateurs passifsont pour but de maintenir le système "�able" au sens de la stabilité et de ses performanesdans les as nominaux et de défauts prédé�nis. Le but est de herher un régulateur quioptimise les performanes "pour le pire défaut" (en terme de synthèse LQR ou H∞) pourtous les défauts antiipés. Cette approhe onsidère que les défaillanes (défaut de 100%)peuvent apparaître dans un ensemble prédé�ni de défauts potentiels sur les ationneurs et lesapteurs. Le régulateur "passif" rejette le défaut si e dernier se modélise omme une simpleinertitude. Pour une vue globale des méthodes des ommandes robustes ou �ables, le leteur



20 Chapitre 1 : Conepts et prinipes des systèmes tolérants aux défautspourra se référer aux travaux de (Zhao and Jiang, 1998), (Veillette, 2002), (Suyama, 2002). EnPFTC, le système en défaut ontinue d'opérer ave le même régulateur et la même struturedu système : les objetifs et performanes restent les mêmes que eux du système nominal.Cependant, le système est synthétisé de manière à être robuste à ertains défauts en supposantun ensemble de défauts potentiels restritifs voire des fois un seul défaut. Cei peut êtrevalable dans ertains as restreints ave des défauts de faibles amplitudes. Dans des onditionspratiques, l'utilisation seule de la ommande robuste peut être risquée. Comme un régulateurinintelligent, sans utilisation de module de diagnosti et sans onnaissane sur l'ourrene dedéfaut(sa sévérité, sa loalisation,. . .), le système passif a alors une faible apaité de toléraneaux défauts.1.1.4 Méthodes ativesLes méthodes AFTC se distinguent des méthodes PFTC par les prinipes énonés préédem-ment tels l'utilisation d'un module FDD (Tyler and Morari, 1994), une synthèse en ligne durégulateur,. . ., omme proposé par (Patton, 1997) et (Zhang and Jiang, 2003a). Il est possiblede lasser les AFTC selon ertains ritères tels que la ommande ative développée soit ou non :- basée sur des lois de ommande pré-alulées hors-ligne (méthodes de projetion),- basée sur de l'aommodation de défauts en ligne (ommutation de modèles de défauts parexemple) et n'utilisant pas de FDI,- tolérante aux défauts non-antiipés utilisant l'isolation et la détetion des défauts (FaultDetetion and Isolation, FDI).Cependant ertains types de ommande ative sont parfois di�iles à lasser et de e fait,la lassi�ation i-après n'est pas exhaustive mais permet de se repérer parmi les grandestendanes atuelles.- Loi de ommande Re-séquenée ou ontrol law re-shedulingUne vision simple de la loi de ommande tolérante aux défauts onsiste à enregistrer aupréalable des paramètres de gains pré-alulés. Ce onept est diretement lié aux lois deommandes tolérantes aux défauts par re-séquenement (Control Law Re-sheduling (CLR))qui est onsidéré pour les hangements en aérodynamique (don spéi�que au domaine del'aéronautique) : altitude, vitesse... . Dans les appliations d'aéronautique, le méanisme deCLR est délenhé par les données de vol. Des herheurs omme (Rugh, 1992), (Shamma andAthans, 1992) et (Stiwell and Rugh, 1999), ont étudié e type de ommande. Les prinipauxdispositifs de la loi de ommande par séquenement sont :- Utilisation des méanismes de FDI,- Estimation d'état pour reon�guration du régulateur,- Lois de ommande pré-alulées et enregistrées.Un système muni d'une loi de ommande séquenée peut être vu omme un système ave



1.1 Les systèmes tolérants aux défauts 21une ommande de retour d'état dont les gains sont ajustés par ompensation. Cependantl'ajustement e�etué par ette loi de ommande ne tient pas ompte des performanes dusystème en boule fermée pour ompenser une ation inorrete de la CLR. Cei implique unerobustesse arue du module de FDD ar toute fausse alarme ou défaut non déteté pourraitentraîner une instabilité et onduire au désastre.- Méthode de la pseudo-inverseLa méthode de pseudo-inverse (Gao and Antsaklis, 1991) est une référene des plus itéesdans le domaine de ommande tolérante ative aux défauts du fait de sa simpliité de alulet sa apaité à manipuler une très large lasse de défauts, à ondition qu'ils soient prédé�nis.La version de base de la méthode pseudo-inverse (il en existe plusieurs autres revisitées ommeréemment dans (Staroswieki, 2005)) onsidère un système linéaire nominal :
{
xk+1 = Axk +Buk
yk = Cxk

(1.1)ave loi de ommande de retour d'état uk = Fxk, sous l'hypothèse que le veteur d'état estonnu. Le système en défaut se représente de la manière suivante :
{
xfk+1 = Afx

f
k +Bfu

R
k

yfk = Cfx
f
k

(1.2)où la nouvelle loi de ommande reon�gurée est de struture équivalente, 'est-à-dire
uRk = FRx

f
k . Le but est de trouver la matrie de gain de retour d'état FR telle que la "distane"entre les matries d'état des systèmes nominaux et en défaut soit minimisée :





FR = argmin
FR

‖(A+BF ) − (Af +BfFR)‖F

= B+
f (A+BF − Af)

(1.3)où B+
f est la pseudo-inverse de la matrie Bf et ‖.‖F la norme de Frobenius (Cf. AnnexeB). Les avantages de ette approhe résident dans le fait qu'elle est très appropriée pour uneimplémentation en ligne dûe à sa simpliité et que les hangements sur le système ausés parun défaut, sont alulés diretement par (- Plaement de struture propre : eigenstruture assignmentLa méthode par plaement de struture propre (Liu and Patton, 1998) pour la reon�gu-ration de régulateur est une approhe plus intuitive que l'approhe par pseudo-inverse ar ellevise à faire oïnider les strutures propres (.à.d les valeurs propres et les veteurs propres)des matries des systèmes nominaux et en défaut en boule fermée. L'idée prinipale est d'assi-gner exatement les plus importantes valeurs propres de es matries tandis qu'en même tempsl'approhe minimise la di�érene de la norme 2 entre les di�érents veteurs propres orrespon-dants. La proédure a été développée aussi bien ave un retour d'état onstant (Zhang and



22 Chapitre 1 : Conepts et prinipes des systèmes tolérants aux défautsJiang, 1999a), (Zhang and Jiang, 2000) ainsi que par retour de sortie (Konstantopoulos andAntsaklis, 1996). Plus préisément, dans le as de retour d'état, si λi, i = 1, 2, . . . , N sont lesvaleurs propres de la matrie délinant la boule fermée A + BF ave une loi de ommandede retour d'état uk = Fxk, et si vi sont leurs veteurs propres orrespondants, la méthode parplaement de struture propre alule le gain FR de retour d'état pour le modèle en défaut (




Trouver FRtel que (Af +BfFR)vfi = λiv
f
i , i = 1, 2, . . . , Net vfi = argmin

vf
i

‖vi − vfi ‖
2
Wi

(1.4)ave argmin
vf

i

‖vi − vfi ‖
2
Wi

= (vi − vfi )
TWi(vi − vfi ) où la matrie Wi est une matrie depondération dé�nie positive servant de degré de liberté supplémentaire. En d'autres termes lenouveau gain FR est synthétisé de manière à e que les p�les du système en boule ferméeoïnident ave les p�les du système nominal en boule fermée ; de même que les veteurspropres des matries d'état doivent être les plus prohes possibles. Du fait que les valeurs et lesveteurs propres déterminent la forme de la réponse du système en boule fermée, le but estdon de préserver la dynamique du système en boule fermée la plus prohe possible de elledans le as nominal. Ainsi, la méthode par plaement de struture semble garantir la stabilitédu système en boule fermée. La harge de alul ne semble pas importante par le fait que lasolution de l'expression analytique (- Neuro-FlouCes méthodes basées sur des réseaux de neurones et de la logique �oue, ont aussi reçu unegrande attention de la part de la ommunauté s'intéressant à la ommande tolérante aux défauts.Ces méthodes ont le prinipal avantage de très bien s'appliquer sur des systèmes non linéaireshabituellement modélisés par des modèles �ous de Takagi-Sugeno (Takagi and Sugeno, 1985).Les modèles de Takagi-Sugeno se représentent par des 'règles'(rules) de la façon suivante : IF

z(t) ∈ Mj THEN
{
ẋ(t) = Ajx(t) +Bju(t)

y(t) = Cjx(t) +Dju(t)
(1.5)ave Mj représentant un ensemble �ou et j ∈ [1, . . . , r] représentant le nombres de règles.Les apaités d'apprentissage de es méthodes rendent possible l'adaptation du modèle àla suite de l'ourrene d'un défaut sur le système. Pour plus de détails sur es méthodesneuro-�ou pour le FTC, le leteur intéressé pourra se référer aux travaux de (Chen andNarendra, 2001) onernant la synthèse d'une loi de ommande adaptative utilisant lesmulti-modèles, (Diao and Passino, 2001) pour une ommande tolérante au défauts appliquéesur un moteur, (Lopez-Toribio et al., 1998), (Lopez-Toribio et al., 1999) et (Patton andLopez-Toribio, 2000) pour une loi de ommande tolérante basée sur une représentation�oue de type Takagi-Sugeno. Cette dernière approhe a pour mérite de traiter des systèmesnon linéaires et onsidère notamment des représentations multi-modèles ave des fontionsd'ativation �oues .à.d dé�nies de manière arbitraires et ne tenant pas ompte de l'apparitiond'un défaut. Elles sont synthétisées de telle manière que la dynamique du modèle représente



1.1 Les systèmes tolérants aux défauts 23au mieux la dynamique du système. Ces fontions d'ativation sont parfois fondées sur unban d'observateurs qui onsidèrent un ensemble restreint de défaut pouvant survenir sur lesystème.- Linéarisation par retour ou prinipe d'identi�ation en ligneLes régulateurs linéaires fontionnent généralement orretement pour des petites variationsde l'état ou de variables. Le onept de linéarisation par retour (feedbak linearization) peutêtre utilisé pour ompenser les e�ets liés aux non linéarités. Ces tehniques ont été utilisées enaéronautique (Meyer and Hunt, 1984) et (Lane and Stengel, 1988). Les défauts sont identi�ésen estimant les paramètres des équations du mouvement de l'avion en utilisant les moindresarrés réursifs. Les paramètres estimés sont alors utilisés pour mettre à jour les nouveauxparamètres du régulateur. Étant donné qu'un avion a de nombreux paramètres à surveiller,des di�ultés peuvent survenir quant à l'identi�ation des paramètres.- Approhes par modèles de référeneCette approhe est une alternative de l'approhe de linéarisation par retour où l'on onsidère
3 stratégies : Expliite (Morse and Ossman, 1990), Impliite (Huang and Stengel, 1990) eten�n l'approhe Multiple Model Kalman �ltering (Napolitano and Swaim, 1991). L'approhepar modèles de référene est une méthode attrative pour la nouvelle synthèse du régulateurd'un système assoié à une ommande tolérante aux défauts. En e�et, le but est d'émulerles aratéristiques des performanes du modèle désiré en présene ou non de défauts et dedéfaillanes. Classiquement, l'approhe de poursuite de modèles (Model Following), onsidèreun modèle de référene de la forme :

{
xMk+1 = AMx

M
k +BMrk

yMk = CxMk
(1.6)où rk est un signal de trajetoire de référene et xMk l'état du modèle de référene. Le butest de aluler des matries de gains Kr et Kx telles que la ommande par retour d'état avele système (

uk = Krrk +Kxxk (1.7)permettant d'être le plus prohe possible du modèle de référene. Ainsi, le modèle deréférene et le système en boule fermée sont représentés sous la forme suivante :
{
xMk+1 = AMx

M
k +BMrk

yk+1 = (CA+ CBKx)xk + CBKrrk
(1.8)tel que le "Perfet Model Following" puisse être réalisé en séletionnant :

Kx = (CB)−1(AM − CA)

Kr = (CB)−1BM
(1.9)



24 Chapitre 1 : Conepts et prinipes des systèmes tolérants aux défautsCes gains sont obtenus si le système est arré .à.d si dim(y) = dim(u) et que l'inverse de lamatrie CB existe. Lorsque les matries du système (- Commande AdaptativeLa ommande adaptative est une ommande très appropriée dans le terme de ommandeAtive tolérante aux défauts. En e�et, e type de ommande a pour apaité d'adapterautomatiquement les paramètres du régulateur en fontion des hangements du système. Cetype de méthode ne requiert don pas de module FDD omme 'est le as dans les shémasde AFTC. Les méthodes de ommandes ave paramètres linéaires variant dans le temps ouLinear Parameter Varying (LPV) dédiées au FTC sont inluses dans la lasse des ommandesadaptatives omme elles développées dans la thèse de (Kanev, 2004). D'autres méthodesadaptatives omme (Landau, 1999), (Jiang et al., 2003), (Dionisio et al., 2003) et (Boskoviand Mehra, 2003) illustrent les propos de la ommande adaptative. Cependant, es méthodesn'utilisent pas le FDI, il n'y a pas de module de supervision et des problèmes de onvergenelors de l'estimation de paramètres peuvent apparaître.Nous allons expliiter plus en détails une approhe basée sur les multi-modèles. Après unbref aperçu de la ommande par multi-modèles en l'absene de défauts, nous présenteronsdiverses approhes de ommande ative tolérante en multi-modèles.1.1.5 Approhe Multi-ModèlesDans ette setion, nous allons foaliser notre attention sur des méthodes dites multi-modèles utilisées pour des objetifs de reon�guration de la loi de ommande et de diagnosti.L'approhe Multi-Modèle est basée sur un ensemble de modèles j = 1, . . . , N dérivant lesystème dans diverses onditions opératoires selon la représentation d'état suivante :
{
xk+1 = fj(xk, uk)

yk = gj(xk, uk)
(1.10)où fj(xk, uk) et gj(xk, uk) sont des fontions onnues pour haque modèle j. Ces modèles sontsouvent onsidérés omme des modèles de défauts, où haque modèle représente un type de dé-faut. Ainsi, pour haque modèle j, un régulateur Rj est synthétisé. L'objetif est de synthétiseren ligne la loi de ommande à appliquer au système au travers une ombinaison pondérée, dedi�érentes lois de ommande issues de haque régulateur Rj (Athans et al., 2005) dans "Issueson Robust Adaptive Feedbak Control" session plénière du 16ème World IFAC, (Maybek andSteven, 1991), (Zhang and Jiang, 2001) et (Demetriou, 2001). Cette loi de ommande pondé-rée est également dé�nie omme une onjugaison de lois de ommande, en anglais "blendingontrol law" (Gri�n and Maybek, 1991), (Tayebi and Zaremba, 2002), (Theilliol et al., 2003a).La �gure (

uk =
M∑

j=1

ϕj(η) u
j
k , (1.11)



1.1 Les systèmes tolérants aux défauts 25
où ujk représente la loi de ommande générée par le régulateur Rj et ϕj(η) représente lavariable d'interpolation en fontion de η, elle-même dépendant des variables du système (état,entrée, . . .). Ainsi, ϕj(η) peut être onsidérée omme un paramètre dépendant du temps.Cette fontion peut être aussi alulée par l'intermédiaire de la sortie estimée du système(omme détaillé dans les paragraphes suivants), ou du résidu de sortie d'un �ltre, ou grâe àla onnaissane du omportement physique du système omme par exemple dans le adre dela logique �oue ave les règles d'inférenes (Tanaka et al., 1996).
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Fig. 1.2: Prinipe de la ommande multi-régulateursDans le adre des multi-modèles représentant haun un défaut partiulier, les désavantagesrésident dans le fait qu'un nombre �ni et prédéterminé de défauts est apable d'être déteté.En e�et, selon la plupart des approhes multi-modèles proposées, elles-i ne onsidèrentqu'un seul défaut pouvant intervenir à la fois sur le système et que par onséquent un seulmodèle j est séletionné. Si le modèle représentant le système à l'instant k n'appartient pas àl'ensemble des modèles prédé�nis, la ommande alors assoiée n'est pas optimale orrespondantà une pondération inadéquate de plusieurs modèles à la fois onduisant le système à l'instabilité.La ommande multi-ontr�leur, en l'absene de défauts, est également développée a�n d'as-servir un système non linéaire par l'intermédiaire de l'interpolation des lois de ommande ujk is-sues des régulateurs loaux synthétisés autour deM points de fontionnement di�érents omme



26 Chapitre 1 : Conepts et prinipes des systèmes tolérants aux défautsnous l'illustrons à la �gure (A)Multiple Model Swithing and Tuning (MMST)L'approhe multi-modèle onerne plus partiulièrement la ommande reon�gurable, no-tamment ave la méthode Multiple Model Swithing and Tuning (MMST) (Jones, 2002),(Kanev, 2004). Lorsqu'un défaut apparaît, la stratégie MMST onduit à ommuter sur uneloi de ommande pré-alulée orrespondant à une situation donnée. Ainsi, haque senario dedéfaut est dérit par un modèle di�érent. Ces modèles sont implantés en parallèle, où haunpossède un régulateur propre omme illustré à la �gure (
S =

{
ẋ = A0(p(t))x+B0(p(t))u

y = C0(p(t))x
(1.12)ave x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rk, A0 ∈ Rn×n, B0 ∈ Rn×m, C0 ∈ Rk×n et p(t) ∈ S ∈ Rldé�nissent les paramètres du système. p(t) varie dans le temps de manière brutale et représenteles sénari de défauts.
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Fig. 1.3: Shéma de prinipe de la méthode Multiple Model Swithing and TuningL'ensemble de modèles M est un ensemble de N modèles linéaires
M : {M1, . . . ,MN} (1.13)tel que

Mj =

{
ẋj = Ajxj +Biu

yj = Cixj +Diu
(1.14)où le modèleMj orrespond à un ensemble de paramètres partiuliers pj ∈ S. Un régulateurstabilisant Kj est synthétisé pour haque modèle Mj ∈ M.



1.1 Les systèmes tolérants aux défauts 27La loi de ommande est établie de la façon suivante : à haque instant, le modèle leplus prohe, en terme de dynamique, du système ourant(.à.d le plus apte à représenter leomportement dynamique du système), est déterminé en alulant un indie de performane
Jj(t), fontion des erreurs εj(t) entre les sorties estimées du modèle Mj et les mesures àl'instant t (Narendra et al., 1995) :

Jj(t) = αεj(t)
2 + β

∫ t

0

e−λ(t−τ)ε2
j(τ)dτ

α ≥ 0, β > 0, λ > 0 (1.15)où α et β sont hoisis pour donner une ombinaison désirée des mesures exates à ourt etlong termes. Un fateur λ assure que l'indie de performane Jj(t) est borné en �xant un seuilmaximum à εj . Le ouple modèle/régulateur, Mj/Kj possédant le plus petit index est alorshoisi et une période d'attente Tmin > 0 est imposée pour prévenir des ommutations troprapides. Les algorithmes MMST inlus une partie "tuning" qui apparaît durant la période oùle régulateur Kj est atif. Or durant ette période, les paramètres du modèleMj orrespondantsont réatualisés en utilisant une tehnique appropriée d'identi�ation (Astrom and Wit-tenmark, 1995). Le théorème suivant énone des résultats de stabilité de ette approhe MMST :Théorème 1 (Narendra et al., 1995) Considérons le système (
• le temps d'attente Tmin ∈ (0, Ts)

• et qu'il existe au moins un modèle Mj ave erreur de paramètres ‖p̂j − pj‖ < µs(p, Tmin)alors tous les signaux de tous les systèmes, en fontion des indies de performanes Jj(t),sont uniformément bornés. Ii, Ts dépend uniquement de S, et µs dépend de β, λ, α et S.Ainsi, le théorèmePlusieurs études ont utilisées e type d'approhe. Dans (Boskovi and Mehra., 1998) et(Boskovi et al., 2000), un régulateur MMST est onsaré à un avion. 11 modèles ont été requispour ouvrir les sénari de défauts et un intervalle de ommutation de 25ms a été �xé pourassurer la stabilité. Cependant, ette approhe ne pouvait pas onsidérer de défauts multiples.Toujours dans le domaine de l'aviation, (Boskovi and Mehra, 1999) utilise un shéma MMSTave pertes d'e�aité des ationneurs. Seulement 5 modèles sont requis pour satisfaire auxonditions de performane mais enore une fois l'aommodation aux défauts multiples nepeut être réalisée.Pour des systèmes ave relativement peu de modes de défaillanes ou des modes parfaitementonnus, la ommutation de modèles multiples possède l'avantage d'être très rapide et stable.Des travaux dans le adre non linéaire de la ommande MMST (Narendra et al., 2003) ontpermis d'étendre des résultats du adre linéaire vers le non linéaire. Cependant, les défauts nonrépertoriés peuvent toujours apparaître onstituant la prinipale limitation de es méthodes.L'explosion du nombre de modèles ave le nombre de défauts simultanés onsidérés représente



28 Chapitre 1 : Conepts et prinipes des systèmes tolérants aux défautségalement une autre limitation.Un autre aspet de la ommutation entre modèles peut être géré par des automates dans leadre d'une approhe hybride alliant un système sous forme ontinue et un automate disretgérant les transitions entre les di�érents modèles. La ommande hybride tolérante aux défautsse base sur un aspet ommun ave l'approhe multi-modèle dans le sens où ette approheonsidère que le système peut être représenté par un ensemble �ni N de modèles, où haquemodèle représente un mode partiulier. Ce mode est diretement lié au défaut apparaissantsur le système (Clements, 2003) dans le adre de la ommande hybride et (Coquempot etal., 2003) dans le adre du développement du diagnosti sur les systèmes hybrides. SottClements onsidère notamment un graphe permettant d'allier à la fois la partie disrète dusystème et la partie ontinue ave les équations dynamiques du système. La ommutationd'un mode de défaut à un autre se fait au travers e type de graphe que l'on retrouve dansle livre de (Blanke et al., 2003). La ommunauté sienti�que se penhe sur la question et surles formalismes à adopter en e qui onerne l'alliane des travaux provenant du domaine dis-ret ave elui provenant du domaine ontinu omme dans l'AS Systèmes Dynamiques Hybrides.B)Interating Multiple Models (IMM)La méthode d'Interation des Modèles Multiples (en anglais Interating Multiple Model)repousse les limitations de la méthode MMST en onsidérant que les modèles de défauts sontreprésentés par une ombinaison onvexe de modèles dans un ensemble de modèles. (Zhang andJiang, 1999b) onsidèrent haque défaut omme un modèle partiulier tout en ommandant lessystèmes dérits sous forme de systèmes stohastiques hybrides linéaires à partir de l'algorithmed'IMM développé par Blom (Blom and Bar Shalom, 1988) et amélioré par (Rong et al., 2002).Une modélisation mathématique plus appropriée est obtenue en utilisant une modélisationdes systèmes sous forme � hybrides � stohastiques qui di�èrent des systèmes stohastiquesde type lassique par le fait que les premiers peuvent hanger d'état de façon abrupte. (Valet al., 2002) traitent des systèmes linéaires à sauts Markoviens (Markov jump linear systems)lorsqu'une partie de l'état n'est pas mesurée a�n de synthétiser un régulateur.Un système linéaire disret stohastique soumis à des défauts peut être onsidéré omme unsystème hybride ave un séquenement de mode traduit sous forme de haînes de Markov enassimilant les défauts à des modes de fontionnement en tenant ompte des probabilités d'o-urrene des défauts/défaillanes. Néanmoins, (Blom and Bar Shalom, 1988) ont développé etalgorithme pour résoudre le problème de l'estimation d'état au sein des systèmes linéaires dontles oe�ients basulent brusquement d'un modèle à l'autre a�n d'être exploité à des �ns deommande de systèmes (Li and BarShalom, 1993). (Zhang and Li, 1998) ont été parmi les pre-miers à prendre en ompte une telle hypothèse onsidérant l'algorithme IMM, pour synthétiserune approhe permettant de déteter et de loaliser ainsi des probabilités d'ourrene entreles défauts, et d'estimer le veteur d'état de haque �ltre au moyen des modes de probabilités.L'interation des modèles multiples onsiste en un ban de �ltres de Kalman où haque �ltrereprésente un mode de fontionnement du système. Cette tehnique a la apaité d'estimerl'état sous une rédution signi�ative du bruit, sans pour autant augmenter la harge de alul(Li and BarShalom, 1993). L'estimation initiale au début de haque yle, est une ombinaison



1.1 Les systèmes tolérants aux défauts 29appropriée des estimations réentes, e qui permet à l'algorithme IMM de prendre en omptel'historique des modes du système. La méthode d'interation des modèles multiples, utilise unemodélisation de hangement abrupt du système sous forme hybride. La probabilité de haquemodèle est alulée pour indiquer le mode atuel et le mode de transition à haque instant.Le système se dé�nit sous la forme d'un modèle dynamique hybride selon la représentationsuivante :
{
x(k + 1) , A(k,m(k + 1))x(k) +B(k,m(k + 1))u(k) + ω(k,m(k + 1)),

y(k) , C(k,m(k + 1))x(k) + ν(k,m(k + 1)),
(1.16)où x ∈ ℜn est l'état, y ∈ ℜm est la sortie, u ∈ ℜp est l'entrée du système, ω et ν aratérisentles bruits de système et de sortie mutuellement indépendants à moyenne nulle et de matriesde ovariane assoiées Q et R respetivement. m(k+1) représente le mode de fontionnementdu système à l'instant (k + 1).Considérons qu'un ensemble de M modèles linéaires est utilisé pour réaliser une desriptiondu système original (

mj

{
x(k + 1) = (A(k) + ∆Aj(k))x(k) + (B(k) + ∆Bj(k))u(k) + ωj(k),

x(k + 1) = Aj(k)x(k) +Bj(k)u(k) + ωj(k),
(1.17)

mj

{
y(k) = (C(k) + ∆Cj(k))x(k) + νj(k),

y(k) = Cj(k)x(k) + νj(k) ∀j ∈ (1, 2, · · · ,M),
(1.18)où ∆Aj(k), ∆Bj(k), et ∆Cj(k), représentent des hangements sur les omposants dusystème, sur les ationneurs et sur les apteurs liés à l'ourrene des défauts. En l'absene dedéfauts, es matries sont onsidérées omme nulles.L'ensemble M = [m1, m2, . . . , mM ] représente les modèles onçus pour dérire toutes lesonditions de fontionnement du système sous ertaines hypothèses de défauts, ils sont nommés� modes � dans l'ensemble M. Dans e ontexte, m1 représente le mode de fontionnementsans défaut et [m2, m3, . . . , mM ] représentent les "modes" ave des onditions partiulières dedéfauts.Par ailleurs, le mode m(k) du système est dé�ni omme une haîne de Markov du premierordre où à haque instant d'éhantillonnage, la probabilité de transition d'un mode mi à unmode mj peut être dé�nie par :

πij(k) = P{m(k) = j | m(k − 1) = i} ∀ mj , mj ∈ M, (1.19)ave
∀j ∈ (1, . . . , M) ΣM

j=1 πij(k) = 1, (1.20)
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πji est la probabilité de transition du mode mj au mode mi ; l'événement mj qui a lieuau temps k est dérit par mj , {m(k) = j}. La plus grande di�ulté dans l'exploitation del'algorithme IMM réside dans la détermination de la matrie πji.C)Séletion de régulateur : ontroller swithingCette approhe représente un type de méthode de projetion en ommande ative toléranteaux défauts. Le point de départ est un ensemble de modèles linéaires loaux qui représente ladynamique du système sous in�uene d'un défaut partiulier prédé�ni. Un régulateur est syn-thétisé pour haque modèle puis séletionné en fontion de la dynamique du système lorsqu'unmodèle représente le plus �dèlement possible le système. Auune pondération, interpolationni "mélange" (mixing) des lois de ommande dé�nies pour haque modèle n'apparaît, seul unrégulateur est atif à un moment donné. Dans (Boskovi et al., 1999) et (Lemos et al., 1999)les sorties des modèles loaux sont omparées aux sorties mesurées du système pour dé�nir unegénération de résidus à partir de laquelle on dé�nit quel modèle représente le mieux le systèmeà un instant t. Réemment, une approhe (Yamé and Kinnaert, 2003) a été proposée où laommutation est réalisée par la surveillane du système en boule fermée. Dans (Mahmoudet al., 2001) une attention partiulière a permis la synthèse d'un ban de régulateurs, ensupposant que l'apparition des défauts sont des proédés markoviens du premier ordre avedes matries de transitions de probabilités données. Il existe des approhes développées surla ommutation de régulateur notamment dans (Maki et al., 2001) et (Médar et al., 2002).Le problème de rédution des périodes transitoires lors des ommutations a été réemmentonsidéré par (Kovashazy et al., 2001). Le prinipal inonvénient de ette approhe est dene onsidérer l'apparition que d'un seul défaut à la fois. En revanhe, la modélisation desinertitudes peut être prise en ompte en synthétisant des régulateurs loaux robustes auxinertitudes.La �gure (Il faut toutefois noter que la plupart du temps dans la synthèse de loi de ommandetolérante aux défauts, il est supposé un "prinipe de séparation" des modules FDI/FTComme par exemple dans la reon�guration de la loi de ommande des systèmes LPV (Ganguliet al., 2002). En e�et, le module FDI est la plupart du temps onsidéré omme "parfait"permettant une détetion et une estimation en ligne du défaut sans inertitudes ni retard àla détetion. Des travaux de reherhe (Shin, 2003) soulignent e problème enore ouvert, oùla phase transitoire liée au retard à la détetion du module FDI est quanti�ée a�n de dé�nirsi le système peut être rendu instable par e temps de retard. Ce problème dé�nit à lui seulun problème d'automatique ainsi qu'un axe de reherhe d'interation ommande/diagnosti(Jaques et al., 2003) lors de la reon�guration de la loi de ommande et nous nous plaeronsdans un ontexte où le module de FDI sera supposé parfait.Dans ette première setion, nous avons lassé les plus importantes approhes de om-mande tolérante aux défauts notamment elles utilisant l'approhe multi-modèle. Nous nousfoalisons désormais sur les méthodes dédiées aux systèmes non linéaires représentés par desmulti-modèles.
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1.2 Diagnosti de défauts à base de multi-modèlesPréédemment, nous avons montré omment l'approhe multi-modèle pouvait être utiliséedans le adre de la ommande, nous proposons de déouvrir omment eux-i ont été utilisés àdes �ns de diagnosti de défauts.Le développement du diagnosti de défauts en Automatique a prinipalement été réalisépar l'étude des systèmes linéaires (Basseville and Nikiforov, 1993), (Gertler, 1998), (Chenand Patton, 1999), et. A�n de résoudre le problème du diagnosti de défauts à base demodèles sur des systèmes réels, le diagnosti dédié aux systèmes non linéaires a fait l'objetd'une attention partiulière. Des artiles de référene illustrent l'attrativité et la vitalité dudomaine non linéaire en diagnosti tels les travaux de (Hammouri et al., 2001) et (Persis andIsidori, 2001) pour les méthodes géométriques, (Alorta-Garia and Frank, 1997) pour lesméthodes analytiques. Toutefois, es méthodes s'utilisent prinipalement lorsqu'il existe unmodèle mathématique représentant le système sur toute la plage de fontionnement alors quebien souvent la modélisation ne représente le système que pour une plage de fontionnementréduite. Aussi, si les représentations non linéaires peuvent être di�iles à obtenir, une stratégieonsiste à représenter le système non linéaire autour de plusieurs points de fontionnement



32 Chapitre 1 : Conepts et prinipes des systèmes tolérants aux défautsoù les modèles sont onnus (Johansen and Foss, 1993) et (Por�rio et al., 2003). Cettereprésentation se regroupe sous la dénomination des multi-modèles où la dynamique du sys-tème est représentée par une pondération de modèles loaux qui ne sont pas forément linéaires.Dans le adre de la représentation multi-modèles, deux tendanes émergent toutefois : lesmulti-modèles où haque modèle représente un défaut et les multi-modèles où haque modèlereprésente le système autour d'un point de fontionnement.
1.2.1 Les multi-modèles de défautsUn algorithme d'estimation d'état à base de multi-modèles (Multiple Model AdaptiveEstimation) ouplé ave un algorithme de ommande a été proposé pour résoudre le problèmedu ontr�le des systèmes dynamiques linéaires stohastiques en présene de défauts (ouinertitudes paramétriques). Cet algorithme a notamment été utilisé dans le domaine del'aéronautique (Stepaniak and Maybek, 1997), (Hamlon and Maybek, 1997). (Eide andMaybek, 1996) ont développé un ban de �ltres de Kalman synthétisés pour des défautsationneurs et apteurs spéi�ques, permettant d'une part la détetion et l'isolation du défaut(Dai et al., 1997), ainsi qu'une estimation de l'état en ligne. Le MMAE , réemment retravaillédans (Athans et al., 2005), est basé sur le prinipe que le système en défaut peut être modélisépar un modèle partiulier en fontion du type de défaut renontré. La modélisation repose surdes modèles stohastiques de la forme :

mj

{
xk+1 = Ajxk +Bjuk + ωjk

yk = Cjxk +Djuk + νjk
(1.21)où x ∈ Rn est le veteur d'état, u ∈ Rp est le veteur de ommande, y ∈ Rm est le veteurde sortie, ωjk et νjk sont deux bruits blans gaussiens, de ovariane Qj et Rj respetivement.Les matries Aj , Bj, Cj, Dj sont des matries d'état onnues et de dimensions appropriées. A�nde réaliser simultanément l'estimation d'état et l'identi�ation du défaut, l'algorithme supposequ'une seule hypothèse mj peut être véri�ée à la fois parmi les N valeurs possibles. De efait, à haune des hypothèses mj orrespond un système linéaire stohastique à temps disretdérivant un mode de fontionnement identi�é et déterminé. Les hypothèses onsidèrent quele résidu résultant de la di�érene entre le système et haque �ltre, suit une loi de distributionnormale entrée permettant de aluler une densité de probabilité. A partir du Théorème deBayes, le alul de la probabilité de haque modèle pjk est réalisée de la manière suivante :

pjk = Pr[m = mj |yk = yj ] (1.22)Cette probabilité pjk est la probabilité que le système peut être représenté par le mode
mj onnaissant le veteur des mesures de la sortie y à l'instant k et peut se aluler omme suit :
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pjk+1 =

℘jkp
j
k∑N

l=1 ℘
l
kp
l
k

(1.23)Cette dernière utilise une fontion de densité normale entrée, ave le résidu γjk exprimantla di�érene entre la sortie du système et la sortie du jème �ltre :
℘jk =

exp{−0.5(γjk)
T (Θj

k)
−1γjk}

(2π)ψ/2|Θj
k|

1/2
(1.24)où la matrie Θj

k représente la matrie de variane du résidu et ψ la dimension du veteurdes résidus. Cette tehnique permet la reonstrution globale de l'état du système à partir desestimations d'état des modèles pondérés par les probabilités. L'état global se représente alorsde la manière suivante :
x̂k+1 =

N∑

j=1

x̂jkp
j
k (1.25)Sur la �gure (
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34 Chapitre 1 : Conepts et prinipes des systèmes tolérants aux défautsCe paragraphe a développé l'approhe MMAE où haque modèle représente le système dansun type de défaillane partiulière. Le méanisme illustré à la �gure (1.2.2 Les multi-modèles autour de points de fontionnementLa modélisation représente une étape indispensable pour la onduite de proessus indus-triels. Cette étape est tout aussi néessaire pour l'élaboration d'une loi de ommande ou d'unshéma de diagnosti. La modélisation d'un proessus vise don à établir les relations qui lientles variables aratéristiques de e dernier entre elles et à représenter d'une manière rigoureuseson omportement dans un domaine de fontionnement donné.L'approhe multi-modèles a onnu un intérêt ertain depuis de nombreuses années. Lestravaux de (Johansen and Foss, 1993), (Murray-Smith and Johansen, 1997) dé�nissent l'idée del'approhe multi-modèles omme l'appréhension d'un omportement non linéaire d'un systèmepar un ensemble de modèles loaux (linéaires ou non linéaires) aratérisant le fontionnementdu système dans di�érentes zones de fontionnement. La motivation d'une telle approhedéoule du fait qu'il est souvent di�ile de onevoir ou d'identi�er un modèle tenant omptede toute la omplexité du système étudié.Depuis (Zadeh, 1965) qui fût un des instigateurs de la logique �oue dans la deompositiondes systèmes non linéaires en de multiples systèmes linéaires, d'autres omme (Takagi andSugeno, 1985), (Tanaka et al., 1996) et (Zhao, 1995) ont suivi ette approhe. L'approhe �ouepropose un ensemble de règles "si prémisse alors onséquene"(IF-THEN-RULES), telle quela onséquene d'une règle est la séletion d'un modèle. Le modèle global est alors obtenu parl'agrégation des di�érents modèles loaux.La modélisation de systèmes non linéaires par les multi-modèles a été d'un intérêt roissantomme il est possible de l'appréhender dans les travaux de (Hadjili and Wertz, 2002), (Bhagwatet al., 2003) et (Venkat et al., 2003). Ces derniers proposent notamment des fontions depondération à pente doue en fontion de l'entrée du système. (Zheng et al., 2002) modélisentun CSTR (Continuous Stirred Tank Reation) par approhe multi-modèles autour de di�érentspoints de fontionnement aratéristiques du système. D'autre part, les travaux de (Leith andLeithead, 2000) sont orientés sur les fontions de pondération doues des modèles en l'absenede défaut.Dans le adre de l'approhe multi-modèle, les systèmes étudiés se représentent sous formed'une interpolation entre les modèles linéaires loaux. Chaque modèle loal est un systèmedynamique LTI valide autour d'un point de fontionnement. Selon l'information disponible,plusieurs méthodes distintes peuvent être utilisées pour l'obtention d'un multi-modèle. Deuxméthodes sont prinipalement utilisées pour obtenir les modèles loaux d'une représentationmulti-modèles d'un système non linéaire :- Identi�ation de type boîte noire lorsque le système non linéaire n'a pas de formeanalytique,- Linéarisation du système autour de plusieurs points de fontionnement.



1.2 Diagnosti de défauts à base de multi-modèles 35Si l'on ne dispose par exemple que des mesures d'entrées-sorties du système, il faut proéderpar identi�ation (Gasso et al., 2002) en herhant ou en imposant la struture multi-modèlereherhée (Johansen et al., 1998).Il est parfois possible en onnaissant les équations qui régissent l'ensemble d'un système dedé�nir un modèle unique non linéaire. Toutefois, il est bien souvent préférable de linéarisere modèle pour pouvoir utiliser des tehniques de ommande ou de diagnosti faites pour lesas linéaires. Même si notre but n'est pas l'identi�ation des systèmes non linéaires par lesmulti-modèles, un des points fondamentaux dans ette déomposition reste le hoix du nombreainsi que l'emplaement des points de fontionnement a�n de re�éter au mieux l'évolutionintrinsèque du système. Il est important de dé�nir des ritères pour une meilleure séletion desrégimes linéaires : � Stabilité des régimes de fontionnement,� Bonnes performanes des régimes,� Bonnes ommutations entre les modèles.Cependant, l'augmentation des problèmes liés à la ommutation entre modèles et au tempsde alul n'est pas négligeable. De e fait, il sera judiieux de hoisir le nombre de modèleset la zone des modèles ave parimonie (Gasso, 2000) même si ei ne onstitue pas notreproblématique de reherhe.De manière à illustrer es propos, onsidérons un système non linéaire pour lequel nousherhons à obtenir une représentation multi-modèles permettant de dérire le omportementde e système. Ainsi sur la �gure (
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36 Chapitre 1 : Conepts et prinipes des systèmes tolérants aux défautsonstruits par exemple à partir de onnaissanes physiques sur le fontionnement du sys-tèmes dans es zones. La validité loale de haque modèle fj est indiquée par une fontionde validité βj(x(t), u(t)) pour j ∈ [1, . . . , N ]. Le modèle global s'obtient de la manière suivante :
ym(t) =

N∑

j=1

βj(x(t), u(t))fj(x(t), u(t))

N∑

j=1

βj(x(t), u(t))

(1.26)et posons
γj(x(t), u(t)) =

βj(x(t), u(t))
N∑

j=1

βj(x(t), u(t))
(1.27)En ombinant alors les équations (

ym(t) =

N∑

j=1

γj(x(t))fj(x(t), u(t)) (1.28)La fontion d'ativation γj(x(t), u(t)) est normalisée et détermine le degré d'ativationdu jème modèle loal assoié. Selon la zone où évolue le système, ette fontion indiquela ontribution plus ou moins importante du modèle loal orrespondant dans le modèleglobal(multi-modèle). Elle assure un passage progressif de e modèle aux modèles loauxvoisins. Ces fontions sont généralement de forme triangulaire, sigmoïdale ou gaussienne etsatisfont aux propriétés suivantes :
N∑

j=1

γj(x(t), u(t)) = 1

0 ≤ γj(x(t), u(t)) ≤ 1 (1.29)Soient f et g les fontions non linéaires ontinues telles que le système non linéaire étudiéait une représentation d'état de la forme :
{
xk+1 = f

(
xk, uk

)

yk = g
(
xk, uk

) (1.30)où x ∈ Rn est le veteur d'état et u ∈ Rp est le veteur d'entrée. Nous supposerons dans la



1.2 Diagnosti de défauts à base de multi-modèles 37suite que le omportement dynamique du système non linéaire (
xk+1 =

N∑

j=1

γj(xk, uk)
(
Ajxk +Bjuk + ∆Xj

)

yk =
N∑

j=1

γj(xk, uk)
(
Cjxk +Djuk + ∆Yj

)
(1.31)ave

Aj =
∂f(x, u)
∂x

∣∣∣∣
x=xj
u=uj

, Bj =
∂f(x, u)
∂u

∣∣∣∣
x=xj
u=uj

, ∆Xj = f(xj , uj) − Ajxj −Bjuj

Cj =
∂g(x, u)
∂x

∣∣∣∣
x=xj
u=uj

, Dj =
∂g(x, u)
∂u

∣∣∣∣
x=xj
u=uj

, ∆Yj = g(xj, uj) − Cjxj −Djuj

(1.32)La préision de la modélisation souhaitée dépend diretement du nombre de modèles loaux
N , de la omplexité du système non linéaire ainsi que du hoix des fontions d'ativation devantsatisfaire les relations (Dans le as où le point de fontionnement appartient à l'ensemble des points d'équilibredé�ni par f(xj, uj) = g(xj, uj) = 0, les expressions de ∆Xj

et ∆Yj
se simpli�ent de la sorte :

∆Xj
= −Ajxj −Bjuj (1.33)

∆Yj
= −Cjxj −Djuj (1.34)La représentation mathématique des multi-modèles s'apparente aussi à des formes demodélisation de systèmes de type Linéaires à Paramètres Variants dans le temps ou LPV,dont les paramètres varient dans le temps. Certains systèmes LPV sont intéressants à étudiernotamment les systèmes LPV a�nes de la forme A0 +

∑N
j=1 Θj

kAj . De nombreux travauxexistent dans e domaine attratif où (Arzelier et al., 2001) et (Reberga et al., 2005) traitentdes diverses formes de modèles pouvant s'érire sous une forme LPV. Une autre représentationintéressante des systèmes LPV est la représentation polytopique utilisée par (Angelis, 2001),(Hensen et al., 2000), ainsi que dans (Glover, 2003), (Angeli et al., 2000) où eux-i modélisentles systèmes non linéaires sous une forme polytopique ∑2N

j=1 ρ
j
kÃj ( Voir Annexe D), similaireà elle utilisée en multi-modèles. Cette forme polytopique est une généralisation des systèmesa�nes. Dans (Rosinova and Vesely, 2004), il est question d'un système ave des inertitudesparamétriques mis sous forme LPV a�ne puis sous forme polytopique. On notera toutefoisque la présene de défauts y est rarement mentionnée et reste don peu traitée.Nous allons désormais traiter des multi-modèles, au sens de modèles dé�nis autour deplusieurs points de fontionnement, et de diagnosti de manière générale permettant ladétetion, l'isolation et l'estimation des défauts.



38 Chapitre 1 : Conepts et prinipes des systèmes tolérants aux défauts1.2.3 Représentation multi-modèle en présene de défautsA�n d'avoir un modèle qui représente à la fois le système autour des di�érents points defontionnement onsidérés tout en tenant ompte des défauts ationneurs et apteurs, nousredé�nissons la représentation d'état. En reprenant l'équation non linéaire (La dynamique du système (
{
xk+1 = Ajxk +Bjuk + Fxjdk + ∆Xj

yk = Cjxk +Djuk + Fyjhk + ∆Yj

(1.35)où les matries (Aj, Bj , Cj, Dj) sont des matries invariantes dé�nies autour du jème pointde fontionnement (PF j). La matrie de distribution des défauts ationneurs et apteurs sontreprésentées respetivement par Fxj ∈ Rn×p et Fyj ∈ Rm×n. dk ∈ Rp représente le veteurdes défauts ationneur et hk ∈ R
p le veteur des défauts apteur. ∆Xj

et ∆Yj
représentent lesveteurs onstants dépendants du jème point de fontionnement dé�nis préédemment. Ainsi,de manière similaire au formalisme de (Johansen et al., 1998) en l'absene de défauts, le systèmelinéaire (

Sj =

[
Aj Bj Fxj

∆Xj

Cj Dj Fyj
∆Yj

]
, ∀j = [1, . . . , N ] (1.36)A�n de pouvoir représenter le système non linéaire (

Sk :=

{
∑N

j=1 ρ
j
kSj : ρjk ≥ 0,

∑N
j=1 ρ

j
k=1

} (1.37)Cette séquene Sk aratérise à haque instant le système non linéaire et par onséquent, ladynamique du système non linéaire peut être représentée par un ensemble onvexe de multiplesmodèles linéaires invariants. Comme onsidéré dans (Murray-Smith and Johansen, 1997) et(Theilliol et al., 2003b), un modèle apte à représenter toute la plage de fontionnement dusystème est onstitué de N modèles loaux pondérés par des fontions de pondération ρjk.Ces fontions de pondération ou d'ativation ρjk ∀j ∈ [1, . . . , N ] évoluent dans un ensembleonvexe Ω tel que
Ω:=

{
ρjk : ρjk ≥ 0,

N∑

j=1

ρjk=1

} (1.38)Ces fontions de pondération ρjk dépendent du veteur d'état xk du système ainsi que del'entrée uk du système telles que elles-i s'érivent de manière similaire à (D'après (Park et al., 1994) et sans nuire à la généralité de la méthode présentée, les défautsapteurs onsidérés omme des inertitudes struturées, peuvent être interprétés mathématique-ment omme des défauts ationneurs par une augmentation d'état en supposant une dynamiquelente du défaut apteur. Il est alors possible de redé�nir la représentation (
Sj =

[
Aj Bj Fj ∆Xj

Cj Dj ∆Yj

]
, ∀j = [1, . . . , N ] (1.39)



1.3 Conlusions et problématique 39Cette dernière représentation du système non linéaire va nous permettre dans les hapitressuivants, de pouvoir avoir une représentation à la fois du système autour de di�érents pointsde fontionnement tout en pouvant e�etuer un travail de diagnosti de défauts.
1.3 Conlusions et problématiqueA�n de mettre en exergue l'intérêt de nos travaux, nous avons lassé di�érentes méthodesde ommande ative tolérante aux défauts notamment elles utilisant l'approhe multi-modèle,en énumérant leurs avantages et leurs inonvénients.Il est apparu au ours de ette étude que es stratégies d'AFTC étaient essentiellement onsa-rées à des systèmes linéaires et le problème reste ouvert, en e qui onerne le développementde stratégies pour des systèmes non linéaires ou variant dans le temps que sont majoritairementles systèmes industriels.De plus, omme nous avons pu le onstater, les méthodes développées se basent sur ladétetion et l'aommodation d'un seul défaut, ne permettant pas de traiter des défautsmultiples. Il est essentiel de pouvoir, dans le as de défauts multiples, développer une stratégiepermettant d'une part de déteter, isoler et estimer plusieurs défauts à la fois et d'autre part,il apparaît intéressant de développer une stratégie qui tienne ompte des inertitudes pour unemeilleure prise de déision.Dans l'approhe multi-modèle, nous avons pû onstater que les modèles représentent soitun type de défaut soit un modèle dé�ni autour d'un point de fontionnement. Très peu destratégies multi-modèles permettent d'appréhender le multi-modèle ave des modèles issusd'identi�ation loale ave une prise en ompte des défauts inorporés sur es modèles. Deplus, peu d'approhes multi-modèle s'attahent à rendre robuste aux défauts les fontionsd'ativation.Les hypothèses de travail sur lesquelles ette thèse repose sont : un système inonnu (dontles équations physiques nous sont inonnues (Athans et al., 2005)), ave des onnaissanesuniquement loales du système autour de plusieurs points de fontionnement. Autour de esPF, il est supposé que l'on dispose d'une représentation d'état du système ainsi que les entrées
U j
e et sorties Y j

e du système assoié. Ainsi, l'objetif est d'e�etuer un diagnosti de défautset plus tard, de remédier à l'ourrene de es derniers par la reon�guration sur une plageonnue du système. Cei a�n de pallier la présene de défauts pour rejoindre les performanesnominales du système autour de es points de fontionnement. Ce type d'hypothèses seretrouvent notamment dans la onduite des proédés himiques industriels tels que les uves deréation (CSTR) dans (Gatzke and Doyle, 1999), (Zheng et al., 2002), (Ozkan et al., 2003) et(Wan and Kothare, 2004), où des modèles loaux sont identi�és pare qu'ils sont intéressantsd'un point de vue rendement et\ou éonomique. Le proédé est vu omme un ensemble demodèles dé�nissant des onditions de fontionnement spéi�ques. En auun as, un aspetplus approfondi sur la partie modélisation a été envisagé. Nous avons onsidéré que le nombrede modèles requis ou à onsidérer pour une plus grande plage de fontionnement faisait partie



40 Chapitre 1 : Conepts et prinipes des systèmes tolérants aux défautsd'une reherhe en soi (Gasso, 2000) et n'a pas été le but de ette thèse.D'autre part, le diagnosti à base de �ltres de Kalman sera basé sur la représentation dusystème inonnu au travers ses N modèles linéaires. Ceux-i, à la manière d'(Athans etal., 2005), devront permettre une évaluation du système représenté par es multi-modèles.Les fontions de pondération ou d'ativation des di�érents modèles sont bien souvent issuesde mesures sur le système (entrées-états-sorties). Or, il est évident que de telles mesurespeuvent être sujettes aux défauts (ainsi que l'état du système) engendrant alors des fontionsd'ativation orrompues par la présene de défaut et une mauvaise séletion du modèlereprésentant le système. Si l'on développe une stratégie permettant d'assurer la robustesse desfontions d'ativation, il est alors possible d'avoir à la fois une représentation de la dynamiquedu système non linéaire et d'avoir onnaissane du ou des défauts présents sur le système. Lastabilité de e shéma FDD doit pouvoir être véri�ée pour permettre d'assurer la �abilité dusystème en présene de défauts.Ainsi réalisé, le shéma de diagnosti dédié aux systèmes non linéaires représentés par desmulti-modèles, permet la synthèse d'une stratégie de ommande ative tolérante aux défautssur de tels systèmes. Les stratégies d'AFTC en multi-modèles notamment, onsidèrent qu'unemodélisation du système en défaut est disponible, restreignant le type et le nombre de défautspotentiellement détetables, e qui est di�ile et n'est pas toujours possible. Il est intéressantde pouvoir synthétiser une stratégie d'AFTC permettant de onsidérer dans un premier tempsplusieurs défauts potentiels arrivants sur le système. Puis dans un seond temps, il sembleintéressant que la stratégie à développer puisse tenir ompte de toute la plage de fontionnementdu système de manière analogue à elles vues dans le adre multi-modèles préédemment et àl'image du shéma (



Chapitre 2Synthèse d'un �ltre de détetion,d'isolation et d'estimation de défauts" Douter de tout ou tout roire sont deux solutions également ommodes, qui l'une et l'autre nous dispensentde ré�éhir." Henri Poinaré
Ce hapitre a pour objetif la synthèse d'un �ltre permettant la détetion, l'isolationet l'estimation de défauts au sein de systèmes représentés par des multi-modèles. Commenous l'avons vu au hapitre 1, onsidérer des multi-modèles modélisant le système au-tour de plusieurs points de fontionnement tout en onsidérant des défauts n'est pas unehose ourante. Nos hypothèses de travail sont elles spéi�ées au hapitre 1 dans la setion 1.3 .

2.1 IntrodutionDiverses méthodes de diagnosti basées sur des représentations analytiques existent dans leadre linéaire (Cf. Chapitre 1) telle la synthèse d'observateurs à entrées inonnues présentéedans le livre de (Chen and Patton, 1999), les �ltres de détetion dont une édition spéialeleur est entièrement onsarée (Edelmayer, 2002), l'a�etation de strutures propres (Liu andPatton, 1998) et les équations de parité struturées en onsidérant la redondane temporelle(Gertler, 1998). L'état de l'art de (Frank and Ding, 1997) onstitue une bonne base sur lagénération de résidus robustes ainsi que les diverses méthodes de diagnosti qui s'y rapportent.Le développement du diagnosti et de l'automatique a été réalisé prinipalement dansle domaine de l'étude des systèmes linéaires, ependant, un grand nombre des proessusindustriels sont naturellement non linéaires. A�n de résoudre le problème du diagnosti pourde tels proessus et sous l'hypothèse d'une représentation par un modèle non linéaire exat,de nombreux travaux ont onsisté à générer des résidus déouplés des défauts pour des lassespartiulières de systèmes non linéaires tels que les systèmes bilinéaires (Kinnaert, 1999) et lessystèmes polyn�miaux. Dans les tehniques dédiées au diagnosti des systèmes non linéaires,on peut iter des artiles onsarés au déouplage exat des défauts par méthodes géométriques



42 Chapitre 2 : Synthèse d'un �ltre de détetion, d'isolation et d'estimation de défautstels (Hammouri et al., 2001) et (Persis and Isidori, 2001), et par méthodes analytiques :(Alorta-Garia and Frank, 1997). Dans le adre du diagnosti des systèmes non linéaires pardéouplage exat, on pourra iter les référenes suivantes (Join, 2002) et (Kinnaert, 2003). Cesméthodes sont utilisées s'il existe une desription mathématique du système ; malheureusementette ondition n'est pas faile à remplir de part la omplexité des systèmes non linéaires,engendrant ainsi l'impossibilité d'e�etuer un déouplage.Si les représentations non linéaires peuvent quant à elles être très di�iles à obtenir,un autre type de représentation onsiste à dé�nir di�érents points de fontionnement et àonsidérer un modèle linéaire autour de haque point de fontionnement. Les multi-modèlesonstituent une autre manière de représenter la dynamique d'un système non linéaire sur toutesa plage de fontionnement (Cf. Chapitre 1).Nous nous attahons plus partiulièrement ii aux méthodes de �ltres de détetion,d'isolation et d'estimation de défauts.A�n de mieux appréhender la problématique à laquelle nous nous sommes onfrontés enonsidérant de telles hypothèses de travail, nous retraerons la méthode mise en oeuvre pour ob-tenir des fontions d'ativation robustes (Adam-Medina et al., 2003) et (Adam-Medina, 2004).E�etivement, les représentations de systèmes à base de multi-modèles dépendent de variablesde déision ρjk(xk) fontion des paramètres du système, bien souvent l'état et\ou de l'entrée dee dernier. Ces fontions d'ativation aussi utilisées dans la logique �oue, permettent d'avoirune représentation d'état du système à tout instant.Cependant, lors de l'apparition de défaut(s) au sein du système, l'état et les sorties dusystème sont alors orrompus par la présene de e(s) dernier(s). Par onséquent, les fontionsd'ativation basées sur l'état du système en défaut donneront également une informationfausse et de e fait, le système ne pourra pas être orretement modélisé. Toute tentativede diagnosti sur une représentation d'état erronée sera impossible. C'est pourquoi, nousproposons d'étudier dans un premier temps, une façon d'obtenir des fontions d'ativationsrobustes aux défauts a�n dans un seond temps de développer un module de diagnosti dedéfauts via la synthèse d'un unique générateur de résidus ou �ltre déouplant adaptatif. Leterme "adaptatif" est diretement en relation ave la représentation du système sous formede multi-modèles. Le module de diagnosti de défauts résultant de nos travaux de reherhedoit permettre de déteter, isoler et estimer les défauts tout en onsidérant les onditions destabilité propres à e module.
2.1.1 Problématique et résidus orrompusDans un premier temps, nous allons montrer le problème de pondération des modèles loauxpar des fontions d'ativation synthétisées sur des résidus au travers l'utilisation d'un ban de�ltres de Kalman lassiques lors de la présene de défauts. Soit la représentation d'état loalesuivante dé�nie au hapitre préédent :
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{
xk+1 = Ajxk +Bjuk + Fjdk + ∆Xj

+ ωjk
yk = Cjxk +Djuk + ∆Yj

+ νjk
(2.1)où les matries (Aj , Bj, Cj, Dj,∆Xj

,∆Yj
) sont des matries invariantes dé�nies autourdu jème point de fontionnement (PF j). Les termes ωjk et νjk sont deux bruits gaussiens,indépendants, de moyenne nulle et de matries de variane-ovariane respetivement Qj et

Rj pour le jème point de fontionnement. Dans la suite de e hapitre, nous noterons j lemodèle loal représentant le système et i le �ltre de Kalman établi autour du jème point defontionnement.En onsidérant les travaux de (Banerjee et al., 1995) réalisés dans le adre de la ommandeet l'estimation d'état de systèmes non linéaires ainsi que, dans le adre du diagnosti, euxd' (Athans et al., 2005) en multi-modèles : soit un ban de N �ltres de Kalman (i) exploitésautour de N points de fontionnement (j). A�n d'expliiter la problématique de l'obtentionde fontions de pondération lors de l'apparition de défauts sur le système, un �ltre de Kalmanest établi en onsidérant que le système évolue autour d'un PF j , et se représente sous la forme :
{
x̂ik+1 = Aix̂

i
k +Biuk +Ki

k(yk − ŷik) + ∆Xi

ŷik = Cix̂
i
k +Diuk + ∆Yi

∀i ∈ [1, . . . , N ]
(2.2)où x̂i est l'estimation du veteur d'état et ŷi est l'estimation du veteur de sortie. Ki

k ∈ Rn×morrespond à la matrie de gain du �ltre de Kalman. ∆Xi
et ∆Yi

représentent les veteursonstants dépendants du ième modèle onsidéré. La �gure (De la même façon que (Banerjee et al., 1995) et (Murray-Smith and Johansen, 1997) leproposent, nous synthétisons des fontions de validité des modèles linéaires omme pouvantêtre dé�nies par des probabilités établies sur la base de résidus rik = yk − ŷik. Celles-ipermettent de déterminer une pondération à haque modèle linéaire lors de la reonstrutiondu modèle non linéaire sous un ensemble onvexe Ω. Comme suggéré par (Maybek, 1999),le résidu est utilisé pour aluler la densité de probabilité sous l'hypothèse de suivre uneloi de distribution gaussienne autour de haque point de fontionnement. Si le jème mo-dèle dérit exatement le système, alors l'innovation rik du ième �ltre est de moyenne nulleet a pour matrie de variane-ovariane Θi. La densité de probabilité, notée ℘ik est dé�nie par :
℘ik =

exp{−0.5rik(Θ
i
k)

−1(rik)
T}

[(2π)det(Θi
k)]

1/2
(2.3)ave Θi = CiQiC

T
i +Ri ave respetivement Qi et Ri les matries de variane-ovariane dubruit de l'état et de la mesure du ième modèle.En présene de défauts, e prinipe ne peut en auun as être onsidéré : nous proposonsde déouvrir i-dessous les prinipales raisons et di�ultés inhérentes à la mise en oeuvre dudiagnosti dans e ontexte. Celles-i sont notamment expliitées dans (Adam-Medina, 2004)et (Rodrigues et al., 2004).
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Fig. 2.1: Multi-modèles
1er Cas de �gure :Chaun des �ltres de Kalman du ban permet d'obtenir une erreur d'estimation, lorsque lesystème est représenté par le modèle j orrespondant à l'estimateur i( j = i) en l'absene dedéfaut (dk = 0), alors l'erreur d'estimation ainsi que le résidu r̄ik sont équivalents à :

ε̄ik = xk − x̂ik
ε̄ik+1 =

(
Ai −Ki

kCi
)
ε̄ik −Ki

kν
j
k + ωjk

(2.4)
et

r̄ik = yk − ŷik
r̄ik = Ciε̄

i
k + νjk

(2.5)Les notations ε̄ik et r̄ik signi�ent que le système est onsidéré en l'absene de défaut.
2ème Cas de �gure :Si le modèle j orrespond à l'estimateur i (.à.d j = i) en présene de défauts (dk 6= 0), alorsle veteur d'erreur d'estimation (εi) et le veteur des résidus de sortie (rik) peuvent s'ériresous la forme :
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εik = xk − x̂ik

εik+1 =
(
Ai −Ki

kCi
)
εik −Ki

kν
j
k + ωjk + Fjdk

(2.6)et
rik = yk − ŷik
rik = Ciε

i
k + νjk

(2.7)L'erreur d'estimation (
3ème Cas de �gure :Lorsque le modèle j est di�érent de l'estimateur i (j 6= i) en l'absene de défauts (dk = 0),alors le veteur d'erreur d'estimation (εi) et le veteur des résidus de sortie (rik) se représententsous la forme :

εik = xk − x̂ik
εik+1 =

(
Ai −Ki

kCi
)
εik −Ki

kν
j
k + ωjk

+ (∆∆i
Xj

−Ki
k∆∆i

Yj
)ξij(k)

(2.8)et
rik = yk − ŷik
rik = Ciε

i
k + νjk + ∆∆i

Yj
ξij(k)

(2.9)où ξij ∈ ℜ(n+p+1)×1 orrespond à la distane entre le système non linéaire représenté par le
jème modèle linéaire et le ième modèle linéaire utilisé dans la synthèse du �ltre de Kalman.
∆∆i

Xj
∈ ℜn×(n+p) et ∆∆i

Yj
∈ ℜm×(n+p), sont les matries de distribution des inertitudesassoiées respetivement à l'équation d'état, et à l'équation de sortie. Leur dimension estliée aux possibles inertitudes sur les matries d'état. Le veteur des erreurs d'estimation etde résidus sont orrompus par la présene des inertitudes. On notera que es inertitudesstruturées représentent la non adéquation entre le système et le modèle.

4ème Cas de �gure :Lorsque le modèle j est di�érent de l'estimateur i (j 6= i) et que le système est en présenede défauts (dk 6= 0), alors le veteur d'erreur d'estimation (εi) et le veteur de résidus de sortie(ri) deviennent équivalents à :
εik = xk − x̂ik

εik+1 =
(
Ai −Ki

kCi
)
εik −Ki

kν
j
k + ωjk

+ Fjdk + (∆∆i
Xj

−Ki
k∆∆i

Yj
)ξij(k)

(2.10)
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rik = yk − ŷik
rik = Ciε

i
k + νjk + ∆∆i

Yj
ξij(k)

(2.11)Dans e dernier as, le veteur des erreurs d'estimation et de résidus sont orrompus parla présene des inertitudes mais également des défauts : deux types d'information interfèrentsur la génération de résidus.Les équations ( Si dk = 0, i = j alors r̄ik ∼ N (0,Θi) ⇒ (r̄ik,Θ
i
k)

dk 6= 0, i = j rik 6= r̄ik ⇒ Fjdk
dk = 0, i 6= j rik 6= r̄ik ⇒ ∆∆i

Yj
ξij(k)

dk 6= 0, i 6= j rik 6= r̄ik ⇒ Fjdk + ∆∆i
Yj
ξij(k)

(2.12)Le bilan i-dessus permet d'observer le omportement du résidu dans les di�érentesonditions. Quand le point de fontionnement PF j , est dérit exatement pour le �ltre (i),en l'absene de défaut (dk = 0), le résidu rik = r̄ik suit une loi gaussienne de moyenne nulle.En dehors de ette ondition, le résidu ne suit pas une loi gaussienne entrée, ausé soitpar les e�ets de défauts (Fjdk), et/ou soit par les e�ets des inertitudes de modèles (∆∆i
Yj
ξij(k)).Au vue des di�érentes situations possibles le fait de vouloir envisager un diagnosti dedéfauts à partir d'un ban de �ltres de Kalman n'est pas réalisable. De plus, l'exploitationdes probabilités alulées à partir de l'innovation issue de haun des �ltres ne peut pas nonplus être onsidérée pour déterminer le modèle le plus représentatif du système onsidéréétant donné que les innovations ne sont pas robustes à la présene de défauts. Le diagnostide défauts ne peut être réalisé orretement étant donné que les résidus sont orrompus auxmêmes instants par deux types d'information : un hangement de point de fontionnementainsi que l'apparition d'un défaut. La méthode des probabilités de Bayes ne peut être utiliséepour dé�nir des fontions de pondération robustes aux défauts ave de tels �ltres, mais resteependant appropriée pour des résidus insensibles aux défauts.Dans le but de savoir quel est le modèle le plus représentatif à haque instant dans le assans et ave défaut, nous nous sommes intéressés à une nouvelle synthèse de résidus déouplésdes défauts permettant de générer un premier signal insensible aux défauts et un seondsensible aux défauts et pouvant s'exprimer omme suit :

r̃ik =

[
Σi

Ξi

]
rik (2.13)où Σi et Ξi sont des termes introduits dans le but de déoupler les résidus dans des diretionsadéquates ave des dimensions appropriées, et r̃ik dé�nit le nouveau veteur des résidus. Cetteidée nous a poussé à étudier plus en profondeur les �ltres de détetion générant des résidusdéouplés des défauts omme dans (Keller, 1999), que nous avons étendu et intégré dans le



2.1 Introdution 47adre des multi-modèles.2.1.2 Fontions de pondération robustes aux défautsSous les hypothèses que le défaut apparaît à un instant kd (k > kd), et que le hangementde point de fontionnement apparaisse à l'instant ke (k > ke), le veteur de résidus du ième�ltre s'exprime alors :
rik = r̄ik + ∆∆i

Xj
ξij,k + ρk,kd

[dkd
dkd+1 . . . dk−1] + βk,ke

[ξij,ke
ξij,ke+1 . . . ξ

i
j,k−1] (2.14)ave

ρk,kd
= Ci




Γik,kd+1Fj
Γik,kd+2Fj

· · ·

Fj


 (2.15)et

βk,ke
= Ci




Γik,ke+1(∆∆i
Xj

−Ki
ke

∆∆i
Yj

)

Γik,ke+2(∆∆i
Xj

−Ki
ke+1∆∆i

Yj
)

· · ·

(∆∆i
Xj

−Ki
k−1∆∆i

Yj
)


 (2.16)où

Γik,(kd,ke)
=

∏k−1
τ=(kd,ke)

Liτ
Lik = (Ai −Ki

kCi)
(2.17)En l'absene de défaut, le veteur de l'erreur d'estimation est représenté par ε̄i et le veteurde résidus de sortie est noté r̄ik. L'équation (

(
Ai −Ki

kCi

)
Fi = 0 (2.18)Si l'équation (

Ki
k = ωiΞi + K̄i

kΣi (2.19)ave Ξi = (CiFi)
+, ωi = AiFi, Σi = αi(Im − CiFiΞi) et αi ∈ ℜ(m−q)×m est une matriearbitraire onstante dé�nie telle que la matrie Σi soit de plein rang ligne.En�n, le résidu est dé�ni dans (

rik = r̄ik + ∆∆i
Xj
ξij,k + CiFi[dk−1] + βk,ke

[ξij,ke
ξij,ke+1 · · · ξij,k−1] (2.20)



48 Chapitre 2 : Synthèse d'un �ltre de détetion, d'isolation et d'estimation de défautsSous les onditions d'existene et de stabilité présentées et étudiées dans (Keller, 1999),haque �ltre est dérit par :
{
X̂ i
k+1 = AiX̂

i
k +BiUk + (ωiΞi + K̄i

kΣi)(Yk − Ŷ i
k ) + ∆Xi

Ŷ i
k = CiX̂

i
k + ∆Yi

(2.21)où
K̄i
k = ĀiP̄

i
kC̄

T
i (C̄iP̄

i
kC̄

T
i + V̄i)

−1 (2.22)
P̄ i
k+1 = (Āi − K̄i

kC̄i)P̄
i
k(Āi − K̄i

kC̄i)
T + K̄i

kV̄i(K̄
i
k)
T + Q̄i (2.23)ave Āi = (Ai−ωiΞiCi), C̄i = ΣiCi, V̄i = ΣiRiΣ

T
i et Q̄i = Qi+ωiΞiRiΞ

T
i ω

T
i . Les paires

(Āi, C̄)∀i ∈ [1, . . . , N ] sont supposées observables. En relation ave (
r̃ik =

[
γik
Ωi
k

]
=

[
Σir

i
k

Ξir
i
k

]
=

[
Σi(Yk − Ŷ i

k )

Ξi(Yk − Ŷ i
k )

] (2.24)où γik ∈ ℜm−q est le veteur des résidus déouplés des défauts et Ωi
k ∈ ℜq est le veteur desrésidus sensibles aux défauts. Par les propriétés des matries ΣiCiFj = 0 et ΞiCiFj = I, haquerésidu est dé�ni par l'équation (

γik = Σi(r̄
i
k + ∆∆i

Xj
ξij,k) + Σiβk,ke

[ξij,ke
ξij,ke+1 · · · ξij,k−1] (2.25)

Ωi
k = dk−1 + Ξi(r̄

i
k + ∆∆i

Xj
ξij,k) + Ξiβk,ke

[ξij,ke
ξij,ke+1 · · · ξij,v] (2.26)Les équations (Suivant es suppositions, lorsqu'un système opère autour du jème point de fontionnement,le nouveau résidu insensible aux défauts γik satisfait :

∀d,

{
γik ∼ N if i = j

γik ≁ N if i 6= j
(2.27)Considérant que le résidu γik suit une loi de distribution gaussienne autour du jème pointde fontionnement, le veteur des résidus peut alors être utilisé pour aluler la densité deprobabilité telle que :

℘ik =
exp{−0.5γik(Θ

i
k)

−1(γik)
T}

[(2π)(m−q) det(Θi
k)]

1/2
(2.28)où Θi

k dé�nit la matrie de ovariane des résidus γik, égale à (C̄iP̄
i
kC̄

T
i + V̄i). La probabilitéde mode insensible aux défauts se représente alors omme suit :

ϕi(γk+1) =
℘ikϕ

i(γik)∑N
h=1 ℘

h
kϕ

h(γhk )
(2.29)



2.2 Synthèse d'un �ltre adaptatif 49Ces probabilités de modes permettent alors de déterminer ave préision où le système nonlinéaire opère. Ces probabilités sont utilisées pour déterminer le point de fontionnement etpar onséquent dé�nissent des fontions de pondération robustes aux défauts.Sur la base de es fontions de pondération robustes aux défauts, le omportement dyna-mique du système peut être représenté autour et lors du passage d'un point de fontionnementspéi�que, à l'aide d'un ensemble onvexe Ω de modèles LTI omme dé�nis en (
S⋆k :=

{
∑N

i=1 ϕ
i(γk)Si : ϕi(γk) ≥ 0,

∑N
i=1 ϕ

i(γk)=1

} (2.30)où S⋆k représente le modèle global omme dé�ni en (
Si =

[
Ai Bi Fi ∆Xi

Ci ∆Yi

]
, ∀i = [1, . . . , N ] (2.31)Les termes ∆Xi

et ∆Yi
sont eux dé�nis au Chapitre 1.Notons que sans perte de généralité, nous n'avons pas onsidéré pour Si le as ave uneentrée direte Diuk sur le veteur de sortie.En prenant en onsidération la représentation onvexe du système non linéaire (
{
xk+1 = A⋆kxk +B⋆

kuk + F ⋆
k dk + ∆⋆

x,k

yk = C⋆
kxk + ∆⋆

y,k

(2.32)ave des matries (·)⋆k égale à N∑

i=1

ϕi(γk)(·)i obtenues grâe aux hypothèses faîtes sur le bruità l'équation (Sur la base de la représentation d'état (2.2 Synthèse d'un �ltre adaptatifDans la suite de la synthèse du �ltre adaptatif, il est supposé qu'il n'existe pas de nonlinéarités sur les sorties du système et les matries d'observation Ci, ∀i ∈ [1, . . . , N ]. Celles-isont alors identiques et équivalentes à une unique matrie C. On notera toutefois que si toutesles matries Fi supposées de plein rang olonne sont identiques .à.d Fi = F, ∀i ∈ [1, . . . , N ],alors le leteur pourra passer diretement au paragraphe 2.2.2.2.2.1 Représentation unique des défautsDans la représentation d'état (
( N∑

i=1

ϕi(γk)Fi
)
dk (2.33)



50 Chapitre 2 : Synthèse d'un �ltre de détetion, d'isolation et d'estimation de défautsA�n de permettre le déouplage des résidus sur l'ensemble des points de fontionnementonsidéré, l'ériture des défauts (Théorème 2 (Theilliol et al., 2003b)(Rodrigues et al., 2004) Soient rang[Fi] = q ∀h ∈ [1...q],

∀i ∈ [1, . . . , N ],si rang

[
F h

1 . . . F
h
i . . . F

h
N

]
= 1, alors (∑N

i=1 ϕ
i(γk)Fi

)
dk = ℑfkoù d ∈ Rq représente le veteur des défauts et f ∈ Rq est alors une image du veteur desdéfauts, et ℑ ∈ Rn×q est une matrie de distribution des défauts dont les veteurs olonnes sontolinéaires aux veteurs olonnes des matries Fi. �Preuve :Si Rang[F h

1 . . . F
h
i . . . F

h
N ] = 1, alors la hème olonne de la matrie Fi a alors la mêmediretion. Cette ondition peut être reformulée de la façon suivante : F h

i = αhi ℑ
h où αhi estun salaire orrespondant à la hème olonne de la matrie Fi ave ℑ une matrie omposéed'éléments onstants. Ainsi, es oe�ients αhi ne peuvent être égaux à zéro sinon les onditionsde rang ne seraient plus véri�ées.Par dé�nition, on a Fi = [F 1

i . . . F
h
i . . . F

q
i ] don

( N∑

i=1

ϕi(γk)Fi

)
dk =

( N∑

i=1

ϕi(γk)[F
1
i . . . F

h
i . . . F

q
i ]

)
dk

=
[ N∑

i=1

ϕi(γk)F
1
i . . .

N∑

i=1

ϕi(γk)F
h
i . . .

N∑

i=1

ϕi(γk)F
q
i

]
dk (2.34)

or par dé�nition, dk =




d1
k...
dhk...
dqk


Ainsi,

( N∑

i=1

ϕi(γk)Fi

)
dk =

[ N∑

i=1

ϕi(γk)F
1
i d

1
k . . .

N∑

i=1

ϕi(γk)F
h
i d

h
k . . .

N∑

i=1

ϕi(γk)F
q
i d

q
k

] (2.35)En onsidérant l'élément∑N
i=1 ϕ

i(γk)F
h
i d

h
k et en soulignant la olinéarité de haque olonne,la ontribution des défauts dans la représentation d'état peut être notée suivant :

(∑N
i=1 ϕ

i(γk)F
h
i

)
dhk =

(∑N
i=1 ϕ

i(γk)(α
h
iℑ

h)

)
dhk

ℑh

(∑N
i=1 ϕ

i(γk)α
h
i d

h
k

)
= ℑhfhk

(2.36)



2.2 Synthèse d'un �ltre adaptatif 51où ∑N
i=1 ϕ

i(γk)α
h
i est un salaire et dhk et fhk dé�nissent le hème élément du veteur desdéfauts.En onsidérant l'égalité (

(∑N
i=1 ϕ

i(γk)Fi

)
dk = ℑfk (2.37)ave, ∀i

ℑ =
[

1
α1

i

F 1
i

1
α2

i

F 2
i ...

1
αq

i
F q
i

] (2.38)
fk =

[ (∑N
i=1 ϕ

i(γk)α
1
i d

1
k

)T
...

(∑N
i=1 ϕ

i(γk)α
q
id
q
k

)T ]T

⋄Remarque n�1 : La matrie ℑ n'est pas unique par sa synthèse. Les salaires αhi sontdéterminés et sont �xés, et de plus ils ne sont pas nuls si les onditions de rang du Théorème
1 sont respetées.Remarque n�2 : L'obtention d'une unique matrie de distribution des défauts ℑ est diretedans le adre des défauts apteurs ar es derniers peuvent être onsidérés, après une augmen-tation d'état (Park et al., 1994), par un ensemble de 1 et de 0.Remarque n�3 : Sous l'hypothèse que la matrie (

∑N
i=1 ϕ

i(γk)Fi) soit de plein rang olonne,les défauts dk peuvent être estimés par une matrie de Moore-Penrose appliquée à (
d̂k =

(∑N
i=1 ϕ

i(γk)Fi

)+

ℑfk (2.39)où (·)+ représente la matrie de Moore-Penrose.Remarque : n�4 :Dans le as de défauts ationneurs et si la matrie de ommande B est unique quels quesoient les points de fontionnement, il est possible que la matrie de défauts soit uniquesimpli�ant ainsi le problème.A partir du Théorèmeoù ℑ est la nouvelle représentation de la matrie de distribution des défauts.2.2.2 SynthèseDans le but de déteter et d'isoler les défauts, un �ltre déouplant possédant un gain Kkadéquat, peut être synthétisé ave les matries A⋆k et C dé�nies en (
{
x̂k+1 = A⋆kx̂k +B⋆

kuk +Kk(yk − ŷk) + ∆⋆
x,k

ŷk = Cx̂k + ∆⋆
y,k

(2.40)



52 Chapitre 2 : Synthèse d'un �ltre de détetion, d'isolation et d'estimation de défautsoù x̂ et ŷ représentent respetivement l'état estimé et la sortie estimée.Suivant (
{
ek+1 = (A⋆k −KkC)ek + ℑfk
rk = C ek

(2.41)où ℑ = F si quelque soit le point de fontionnement onsidéré la matrie de distributiondes défauts est onstante. Sous l'hypothèse que le défaut apparaît à l'instant kd (k > kd), leveteur résiduel est dé�ni tel que :
rk = r̄k + ρk,kd

[fkd
fkd+1 · · · fk−1] (2.42)où r̄k représente le résidu dans le as sans défaut et

ρk,kd
= C




Γkd+1
k ℑ

Γkd+2
k ℑ

· · ·

ℑ


 (2.43)ave Γkd

k =
∏k−1

τ=kd
Lτ , Lk = (A⋆k −KkC).Comme dé�ni en (

Kk = ωkΠ + K̄kΣ (2.44)ave Π = (Cℑ)+, ωk = A⋆kℑ, ΣC = C̄, Ā⋆k = A⋆k − ωkΠC et Σ = α(Im − CℑΠ) où
α est une matrie arbitraire déterminée telle que Σ soit de plein rang ligne. Les paires
(Āi, C̄)∀i ∈ [1, . . . , N ] sont supposées observables.Selon (

{
x̃k+1 = A⋆kx̃k +B⋆

kuk + ∆⋆
x,k + (ωkΠ + K̄kΣ)(yk − ỹk)

ỹk = Cx̃k + ∆⋆
y,k

(2.45)où x̃k et ỹk sont respetivement l'état estimé et la sortie estimée.La déomposition du gain, dé�nie en (
ΠCℑ = I and ΣCℑ = 0 (2.46)et rend alors possible la génération du veteur de résidus modi�é (Adam-Medina et al., 2003) :

[
γ⋆k
Ω⋆
k

]
=

[
Σ

Π

]
rk =

[
Σr̄k

Πr̄k + fk−1

] (2.47)Il peut être noté que γ⋆k ∈ Rm−q est un veteur de résidus insensible aux défauts et Ω⋆
k ∈ Rq estun veteur de résidus sensibles aux défauts et permet d'estimer par la même oasion le veteur



2.2 Synthèse d'un �ltre adaptatif 53des défauts fk. En présene d'un défaut ationneur, l'indie de détetabilité (Cf. (Liu, 1996) et(Keller, 1999)) est équivalent à 1 omme il est possible de le onstater dans l'équation (Le gain K̄k, dé�ni en (En prenant l'erreur d'estimation du �ltre adaptatif (
ēk+1 =

(
A⋆k −KkC

)
ēk =

(
A⋆k − (ωkΠ + K̄⋆

kΣ)C
)
ēk

=
(
A⋆k(I − ℑΠC) − K̄⋆

kΣC
)
ēk

=
(
Ā⋆k − K̄⋆

kC̄
)
ēk (2.48)ave Ā⋆k =

N∑

i=1

ϕi(γk)Āi et Āi = Ai(I − ℑΠC).2.2.3 Stabilité sur un ensemble onvexeEn utilisant la dé�nition de la stabilité de Lyapunov sur l'erreur d'estimation sans défaut (
{

(Āi − K̄iC̄)TP (Āi − K̄iC̄) − P < 0

P > 0, ∀i ∈ [1, . . . , N ]
(2.49)Le omplément de Shür (Boyd et al., 1994) transforme l'inégalité (

(
P (Āi − K̄iC̄)TP

P (Āi − K̄iC̄) P

)
> 0, ∀i ∈ [1, . . . , N ] (2.50)Or ette dernière inégalité n'est pas linéaire en les variables P et K̄i. En e�etuant unhangement de variables, il est possible de linéariser ette inégalité ave PK̄i = Mi :

(
P ĀTi P − C̄TMT

i

PĀi −MiC̄ P

)
> 0, ∀i ∈ [1, . . . , N ] (2.51)En multipliant haune des LMI (




P

N∑

i=1

ϕ(γik)(Ā
T
i P − C̄TMT

i )

N∑

i=1

ϕ(γik)(PĀi −MiC̄) P



> 0, ∀i ∈ [1, . . . , N ] (2.52)En résolvant l'inégalité (Ainsi, trouver une unique solution P pour tout i = [1, . . . , N ] assure la stabilité du �ltre (Remarque : n�5 :Il faut noter qu'il est toutefois possible de synthétiser des LMI moins restritives a�n d'assurerla stabilité quadratique de l'erreur d'estimation. En e�et, des méthodes faisant appel à lastabilité polyquadratique sont expliitées dans (Daafouz and Bernussou, 2001) et (Bara, 2001).Cette méthode permet de synthétiser plusieurs matries dé�nies positives Pi ainsi que d'obtenirdes degrés de liberté supplémentaires ave l'adjontion de matries G qui ne sont pas forémentdé�nies positives. Cependant, nous ne sommes pas intéressés dans notre problématique dediagnosti à développer plus en profondeur de tels outils.



54 Chapitre 2 : Synthèse d'un �ltre de détetion, d'isolation et d'estimation de défauts2.2.4 Résumé de la méthode développée

FILTRE 
ADAPTATIF

Diagnostic

SYSTEME

Filtre de 
Kalman 

découplant 1

����� �

Fonctions de 
pondération 
robustes

A*�= A �* i

B*�= B �* i

A*�
B*������

i

i

����
��
��

�
��

� �
������ � �!"#� $

Estimation

%�
Filtre de 
Kalman 

découplant 2

Filtre de 
Kalman 

découplant N &�Fig. 2.2: Shéma général de diagnostiLa �gure (La détetion, l'isolation et l'estimation des défauts sont diretement liées à la synthèse du�ltre adaptatif via le veteur des résidus sensibles aux défauts Ω∗
k.On notera toutefois que l'estimation des défauts ne peut se faire que si la modélisation dusystème est adéquate, .à.d si les points de fontionnement onsidérés représentent la plage defontionnement étudiée. En d'autres termes, si l'on s'éloigne trop des points de fontionnementonsidérés(ou onnus), le �ltre ne sera plus apable de diserner les inertitudes des défautsar es dernières deviendront trop importantes si le système évolue trop loin de tous les pointsde fontionnement onnus. Ainsi, les défauts onsidérés sont des défauts de faibles amplitudesdé�nis autour des points de fontionnement reensés. La setion suivante va permettre d'illustrernos propos.2.3 ExemplesLe premier exemple met en exergue la méthode et permet de montrer l'e�aité du �ltre.Dans e premier exemple, nous ne nous attahons pas à la synthèse des fontions d'ativationmais nous le montrons dans le seond exemple. Le seond apporte un regard plus pratique etmontre les avantages et inonvénients de la méthode développée.



2.3 Exemples 552.3.1 Premier exempleLa méthode proposée est appliquée à un système linéaire par moreaux en boule ouvertereprésenté par un multi-modèle (Adam-Medina et al., 2003) et (Rodrigues et al., 2004). Cesystème disret possède les dimensions suivantes : x ∈ ℜ4, u ∈ ℜ1 et y ∈ ℜ3. Le jème modèlelinéaire représente la dynamique du système autour du jème point de fontionnement dépendantdiretement de l'amplitude des entrées de ommande solliitant le système. Assoié à haqueplage de ommande, la dynamique du système est di�érente omme dé�nie dans la Table (Tab. 2.1: Dé�nition des points de fontionnement et aratéristique dynamiquePoints defontionnement j = 1 j = 2 j = 3

U ∈ [0; 3[ U ∈ [3; 6[ U ∈ [6; 9[

YPj

3.2-5.0 5.82-8.54 9.88-15.622.58 4.88 8.34
UPj

2 4 7Valeurs propresde Aj 


0.15

0.37

0.60

0.22







0.01

0.02

0.04

0.01







0.20

0.50

0.80

0.30


Les di�érentes matries sont données par la suite :

∀j, Bj = [1 0 0 0]T , C =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


, Qj = diag([0.9 0 0.5 0.3])T and Rj = I3×3 et

∆Xi
= ∆Yi

= 0, ∀i.Les matries de distribution des défauts sont di�érentes et équivalentes à :
F1 =




0 0

0.9 0

0 2.8

0 0


, F2 =




0 0

2.4 0

0 1.4

0 0


 and F3 =




0 0

3.2 0

0 3.7

0 0


.La simulation du système onsidéré est développée dans le adre de multiples défauts (d ∈ ℜ2)ave une entrée U hoisie omme une suession d'éhelons ave des transitions doues (Fig. (Un ban de 3 �ltres de Kalman déouplant est élaboré selon (Selon la synthèse du �ltre adaptatif développée dans les préédentes setions, di�érentesonditions doivent être véri�ées telles que : rank(Cℑ) = q < m ave q = 2 et m = 3 sur etexemple. De plus, les onditions de rang spéi�ées dans le Theorem

ℑ =




0 0

5 0

0 7

0 0


, α = 1e − 5∗

[
10 30 50

] et P = 1e + 2∗




1.547 0 0 0

0 1.575 0 0

0 0 1.575 0

0 0 0 1.575


Après avoir obtenu la matrie P > 0, on obtient les 3 gains K̄i = P−1Mi, ∀i ∈ [1, . . . , 3]selon les inégalités (
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).Fig. 2.3: Entrée du système et évolution du séleteur de modèle en présene de défaut.

K̄1 = 1e+ 2∗




0

0

0

4.5


, K̄2 =




0

0

0

30


, K̄3 = 1e+ 2∗




0

0

0

6


 et C̄ = 1e− 3∗

[
0 0 0 0.5

]La �gure (
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Fig. 2.4: Estimation de défaut par le �ltre adaptatifComme illustré dans la �gure (La �gure (Ce premier exemple numérique permet d'illustrer la synthèse même du �ltre adaptatif dansun as idéal. Dans l'exemple suivant, nous allons illustrer la stratégie omplète appliquée à unsystème hydraulique en simulation.2.3.2 Seond exemple : Appliation à un système hydrauliqueLe �ltre adaptatif est appliqué à un système hydraulique (Zolghadri et al., 1996) ommeexpliité dans la �gure (



2.3 Exemples 57

0 50 100 150 200 250
−1

0

1

2

3

4

5

6

Time (s)

PSfrag replaements ր

տ

d2

d1

d

∣∣∣∣
d1

d2

Fig. 2.5: Estimation de défauts
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Fig. 2.6: Résidu insensible généré par le �ltre adaptatifLe système hydraulique est omposé de 3 uves ylindriques de setion identique S. Lesuves sont onnetées par 2 tubes ylindriques ave pour setion Sp et un oe�ient de sortienoté µ13 = µ32. La sortie est loalisée sur la uve 2, ave une setion irulaire Sp et unoe�ient de sortie µ20. Deux pompes sont ommandées par des moteurs à ourant ontinusur les uves 1 et 2. Le débit est noté, respetivement, q1 pour la pompe 1 et q2 pour la pompe
2 : le veteur de ommande résultant est noté U = [q1 q2]

T . Les trois uves sont équipéesde apteurs piézo-résistifs pour mesurer le niveau des liquides (l1, l2, l3) et le veteur de sortie
Y est [l1 l2 l3]

T . En utilisant les équations d'équilibre des débits, le système peut êtrereprésenté de la façon suivante :




S
dl1(t)

dt
= q1(t) − q13(t)

S
dl2(t)

dt
= q2(t) + q32(t) − q20(t)

S
dl3(t)

dt
= q13(t) − q32(t)

(2.53)où qmn représente la vitesse du �ux du liquide de la uve m à n (m,n = 1, 2, 3 ∀m 6= n), ets'exprime sous l'hypothèse d'un éoulement laminaire selon la loi de Torrielli par :
qmn(t) = µmnSpsign(lm(t) − ln(t))

√
2g | lm(t) − ln(t) | (2.54)et q20 représente la vitesse de sortie ave
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q20(t) = µ20Sp

√
2gl2(t) (2.55)
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Fig. 2.7: Système hydrauliqueSous l'hypothèse qu'en l'absene ou en présene de défaut la propriété l1 > l3 > l2 estonservée, les 3 onditions opératoires répertoriées dans le tableau (Tab. 2.2: Dé�nition des points de fontionnementPoint de fontionnement PF i 1 2 3

32.26 80.65 80.65

yie = [l1 l2 l3]
T 24.19 24.19 65.32(%) 28.23 52.42 72.58

uie = [q1 q2]
T 14.60 38.6 20.63

(%) 33.66 9.65 58.16Chaque modèle linéaire est disrétisé ave pour période d'éhantillonnage Te = 5s etpossède une représentation d'état disrète de la forme suivante :
{
xk+1 = Aixk+Biuk+∆Xi

yk= Cxk+∆Yi

(2.56)où x ∈ R3, u ∈ R2 et y ∈ R3. Les matries Ai, Bi, C,∆Xi
,∆Yi

, ∀i ∈ [1, 2, 3], ont lesdimensions appropriées. Nous onsidérons ii des défauts ationneurs pouvant a�eter lesystème. Un défaut ationneur peut se représenter sous la forme suivante :
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ufk = αuk (2.57)où u et uf représente respetivement le veteur de ommande nominal et en défaut. Leterme α , diag[α1, α2, . . . , αh, . . . , αp], αh ∈ R, tel que αh = 0 représente une perte totale, unedéfaillane du hème ationneur et αh = 1 implique que le hème ationneur opère normalement(Theilliol et al., 2002a) . Ainsi, en présene de défauts ationneurs et autour du ième point defontionnement, (

{
xk+1 = Aixk+Biuk+Fidk+∆Xi

yk= Cxk+∆Yi

(2.58)où dk ∈ R
2 représente le défaut. Dans notre as, par le fait que seuls des défauts a-tionneurs sont onsidérés, la matrie de distribution Fi est égale à Bi, et dû au systèmelui-même : ∀i, Bi = B. Par onséquent, ∀i Fi est égale à une unique matrie F et le ré-sidu sensible aux défauts Ω∗

k est diretement équivalent à l'image du défaut d̂k (voir setion 2.2).L'analyse de la stabilité du �ltre adaptatif résultant a été réalisée omme dans la setion
2.2.3 et les gains K̄i synthétisés assurent une stabilité quadratique autour de haque point defontionnement PF i.2.3.3 Résultats et ommentairesa) En l'absene de défaut :Les simulations ont été réalisées en l'absene de défaut en atteignant les 3 onditions opéra-toires mentionnées dans la Table (La �gure (

uk =

3∑

i=1

̺ik ∗ u
i
e (2.59)où ̺ik est une variable de séquenement assoiée à haque mode opératoire générée par nossoins dans le adre de ette étude en BO, telle que pour k = 1 à 4000 :

̺1
k =

1

(1 + exp(0.05 ∗ (k − 510)))

̺2
k =

1

(1 + exp(−0.05 ∗ (k − 510))
+ exp(0.05 ∗ (k − 2520)))

̺3
k = 1 − ̺1

k − ̺2
k (2.60)Note : pour obtenir le veteur temporel, il faut multiplier k par Te = 5s.Dans la suite, ̺ik sera onsidérée omme la probabilité de référene ou fontion de pondérationde référene aratérisant la dynamique du système non linéaire. L'évolution dynamique de ̺iest illustrée à la �gure (



60 Chapitre 2 : Synthèse d'un �ltre de détetion, d'isolation et d'estimation de défautsDans le but d'évaluer la méthode, un ban de 3 �ltres de Kalman dé�nis en (Sur la base des fontions de pondération issues des �ltres de Kalman déouplant, les résidusgénérés par le �ltre adaptatif sont présentés sur la �gure (
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Fig. 2.8: Les sorties en l'absene de défaut
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62 Chapitre 2 : Synthèse d'un �ltre de détetion, d'isolation et d'estimation de défautsle défaut étant donné que la modélisation du système serait alors inadaptée. Pour illustrer nospropos, nous appliquons des défauts de l'ordre de 60% (au lieu de 10%) par rapport à la valeurnominale de la ommande. On observe à la �gure (
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Fig. 2.12: Sorties en présene de défaut
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Fig. 2.13: Entrées en présene de défaut2.4 ConlusionLa problématique du diagnosti de défauts présents au sein de systèmes non linéaires baséssur une représentation multi-modèles a été développée dans e hapitre. Nous avons montréque la synthèse de fontions de pondérations robustes aux défauts onstituait un élémentessentiel. Ces fontions de pondération robustes permettent de reproduire la dynamique dusystème sur une grande plage de fontionnement en présene ou en l'absene de défaut. Onpourra remarquer qu'en boule fermée, les fontions de pondération robustes peuvent être des
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Fig. 2.17: Estimation des défauts ave ommande réduite de 60% de sa valeur nominaleou orrompues par la présene de défaut.Un �ltre adaptatif robuste est synthétisé pour déteter, isoler et estimer les défautsau travers d'une représentation multi-modèle du système. A�n de garantir la stabilité du�ltre adaptatif, une étude de stabilité est réalisée au moyen de LMI. Le premier exempleexpliite les performanes du �ltre déouplant tandis que le seond plus pratique, illustre sonpotentiel ainsi que ses limites. En e�et, lorsque les défauts éloignent de manière trop forte le



2.4 Conlusion 65système de son point de fontionnement initial, le �ltre n'est plus alors apable de fournirune estimation du défaut adéquate. Cependant, une solution serait de dé�nir d'autres pointsde fontionnement autour desquels le �ltre serait à même de pouvoir e�etuer un diagnostiorret. De même, on pourrait envisager un apprentissage du type de défauts ainsi que de leurséventuelles amplitudes, omme 'est le as en aéronautique, a�n de dé�nir plus préisément lesbesoins pour e�etuer un diagnosti orret du système. A�n de pallier ses limitations, nousproposons de tenir ompte de es erreurs de modélisation qui n'a�etent pas les fontions depondération mais seulement l'estimation des défauts.
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Chapitre 3Synthèse d'observateurs polytopiques àentrées inonnues pour le diagnosti"Seuls les royants qui demandent à la siene de leur remplaer le atéhisme auquel ils ont renoné,verront d'un mauvais oeil qu'un savant poursuive et développe ou même qu'il modi�e ses idées". Sigmund Freud
Ce hapitre traite de la génération de résidus robustes aux erreurs de modèles inhérentsà l'exploitation d'une représentation multi-modèle de systèmes. Ces erreurs de modèlesinterviennent sur le système omme des "entrées inonnues" (entrées exogènes). Sur la basede es hypothèses, nous proposons de déouvrir dans e hapitre la synthèse d'observateurspolytopiques à des �ns de diagnosti de défauts.

3.1 IntrodutionLes travaux de reherhe développés dans e hapitre ont pour but de prendre en onsidé-ration les perturbations a�etant la génération de résidus. Le type de perturbations sur lequelnous nous sommes foalisé sont les erreurs de modélisation. Ces erreurs de modélisation nuisentà la détetion de défauts autour des points de fontionnement mais aussi lors des transitions depoints de fontionnement à un autre. De plus, elles peuvent engendrer de fausses alarmes lorsde la détetion des défauts ou interférer sur leur estimation. Sous l'hypothèse que les défautsationneurs et apteurs puissent être modélisés sous la forme d'inertitudes struturées et quedans e ontexte multi-modèles les fontions d'interpolation soient insensibles aux défauts, laontribution de es travaux résident en la synthèse d'un générateur de résidus robustes. Nousreprenons par ailleurs les hypothèses formulées au premier hapitre à la setion 1.3, onernantla modélisation des systèmes autour de di�érents points de fontionnement ainsi que leurreprésentation dynamique.Dans les travaux préédents de (Theilliol et al., 2003b), (Rodrigues et al., 2004) et dans le



68 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnostipréédent hapitre, les erreurs de modélisation (perturbations) avaient été prises en omptemais auun déouplage ne permettaient de les éliminer de la génération de résidus. De e fait,e hapitre se propose de prendre en ompte es dernières dans le shéma de diagnosti dessystèmes représentés par des multi-modèles et de s'attaher à éliminer es informations quiperturbent les résidus pour la détetion des défauts.A des �ns de robustesse, les observateurs à entrées inonnues ont été développés initialementdans le domaine de la ommande a�n que l'erreur d'estimation onverge vers zéro en présenede perturbations (entrées inonnues) modélisées sous forme d'inertitudes struturées. Aprèsl'observateur de (Luenberger, 1966), un grand nombre d'approhes ont été proposées pouronevoir des observateurs à entrées inonnues telle la déomposition en valeurs singulières de(Fairman et al., 1984) ou l'approhe algébrique de (Hou and Muller, 1992) ave des obser-vateurs d'ordre réduit. En onsidérant les défauts omme des perturbations, les observateursà entrées inonnues ont inspiré un grand nombre de herheurs depuis es vingt dernièresannées (Frisk, 1996). Une synthèse bibliographique ainsi que la mise en oeuvre de tehniquesà base d'entrées inonnues sont présentées dans le livre de (Chen and Patton, 1999), dansl'état de l'art de (Frank and Ding, 1997) et les référenes qui s'y rapportent. Cependant, esméthodes ne permettent pas la prise en ompte à la fois de l'évolution dynamique du systèmesur plusieurs points de fontionnement et du déouplage des perturbations sur les résidus.Parmi les méthodes de déouplage et de par la représentation des défauts onsidérés dansle as polytopique, nous proposons d'utiliser des observateurs à entrées inonnues, largementtraités dans le as linéaire (Chen and Patton, 1999), mais onduisant ii à la synthèsespéi�que d'observateurs polytopiques. La stabilité et la onvergene de l'erreur d'estimationsont étudiées au travers l'utilisation de LMI alliant les ontraintes de déouplage et l'ensemblepolytopique sur lequel le système est représenté. La synthèse de es di�érents observateurs àentrées inonnues (en anglais Unknown Inputs Observer, UIO) va notamment dépendre desmatries de déouplage des erreurs de modélisation.
3.2 Modélisation des perturbations et problématique pourla génération de résidus robustes3.2.1 Erreurs de modélisation : détermination des matries de distri-butionLa matrie de distribution des perturbations n'est généralement pas disponible diretementni mesurable. Toutefois, il existe des as où à partir de onnaissanes a priori du système, ilest possible de déterminer la matrie de distribution E des perturbations omme suggéré par(Chen and Patton, 1999).Par exemple, soit un système modélisé ave des variations de paramètres pouvant êtredérites omme suit :
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x(t) = (A+ ∆A(t))x(t) + (B + ∆B(t))u(t) (3.1)Ces variations de paramètres peuvent parfois être approximées, omme par exemple dans ledomaine de la ommande robuste, de la façon suivante :

∆A(t) =
N∑

i=1

ai(t)Ai ∆B(t) =
N∑

i=1

bi(t)Bi (3.2)où Ai et Bi sont des matries onstantes et onnues, les termes ai(t) et bi(t) sont dessalaires variant dans le temps. Dans e as, les erreurs de modèles peuvent être approximéesde la manière suivante :
∆A(t)x(t) + ∆B(t)u(t) = [A1 . . . AN . . . B1 . . . BN ]




a1(t)x(t)

. . .

aN (t)x(t)

b1(t)u(t)

. . .

bNu(t)




= Ed(t) (3.3)
D'autre part, dans le domaine de la ommande robuste, il est fréquent d'avoir des matries

∆A et ∆B bornées supposées satisfaire la ondition suivante :
[∆A(t) ∆B(t)] = EΣ(t)[Fa Fb] (3.4)où E,Fa, Fb sont des matries onnues ave des dimensions appropriées, Σ(t) est unematrie diagonale variant dans le temps qui représente les inertitudes paramétriques. Dansette situation, la matrie de distribution des perturbations est E et le veteur des entréesinonnues est alors : d(t) = Σ(t)[Fax(t) Fbu(t)].Dans un autre ontexte, onsidérons les matries d'un système dépendant d'un veteur deparamètres α ∈ Rk :
ẋ(t) = A(α)x(t) +B(α)u(t) (3.5)Si le veteur des paramètres est dé�ni autour de la valeur nominale α = α0, l'équation (

ẋ(t) = A(α0)x(t) +B(α0)u(t) +

Ed(t)︷ ︸︸ ︷
k∑

i=1

[
∂A

∂αi
δαix(t) +

∂B

∂αi
δαiu(t)]

(3.6)



70 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnostiDans e as, la matrie de distribution et le veteur des perturbations sont :
E = [ ∂A

∂α1
| ∂B
∂α1

|...| ∂A
∂αk

| ∂B
∂αk

]

d(t) = [δα1x
T |δα1x

T |...|δαkxT |δαkxT ]T
(3.7)où d(t) est l'amplitude des perturbations présentes sur le système.De manière similaire, lors du alul de la dérivée d'une fontion f(x) par le théorème deTaylor, les dérivées de l'ordre 2 à n peuvent être onsidérées omme des inertitudes et lepolyn�me de Taylor Pf,a,n(x) s'érit alors :

Pf,a,n(x) = f(a) +

n∑

l=1

f l(a)

l!
(x− a)l (3.8)En se basant sur ette dé�nition, il vient

ẋ(t) =

N∑

i=1

γi(x(t))
(
Aix(t) +Biu(t) + ∆xi +

n∑

l=2

∂lf(x, u)

l!∂xl

∣∣∣∣
x=xi
u=ui

(x− xi)
l +

n∑

l=2

∂lf(x, u)

l!∂ul

∣∣∣∣
x=xi
u=ui

(u− ui)
l(3.9)ave

Ai =
∂f(x, u)
∂x

∣∣∣∣
x=xi
u=ui

, Bi =
∂f(x, u)
∂u

∣∣∣∣
x=xi
u=ui

, ∆xi = f(xi, ui) − Aixi − Biui (3.10)L'équation préédente peut s'érire de la manière suivante
ẋ(t) =

N∑

i=1

γi(x(t))
(
Aix(t) +Biu(t) + ∆xi + Eid(t) (3.11)ave

Ei =
[
∂2f(x, u)

2!∂x2

∣∣∣∣
x=xi
u=ui

∂2f(x, u)
2!∂u2

∣∣∣∣
x=xi
u=ui

. . .
∂nf(x, u)
n!∂xn

∣∣∣∣
x=xi
u=ui

∂nf(x, u)
n!∂un

∣∣∣∣
x=xi
u=ui

] (3.12)et
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d(t) =




(x− xi)
2

(u− ui)
2...

(x− xi)
n

(u− ui)
n




(3.13)Ainsi, nous avons pu voir à travers quelques exemples, qu'il est possible de ramener l'ériturede variations de paramètre sous une forme additive Ed(t). Par la suite et en admettant qu'ilest possible de s'y ramener, nous utiliserons e type de représentation pour les perturbationsintervenant sur le système dans le as disret. Notons que dans (Chen and Patton, 1999),plusieurs travaux permettent de déterminer les matries de distribution des erreurs demodélisation autour de di�érents points de fontionnement. Ainsi es matries de distributionpourront provenir de tels travaux. Cependant, il est toutefois possible que des perturbations(entrées inonnues) apparaissent diretement sur le veteur de sortie du système. Ce as seraétudié dans e hapitre à la setion 3.3.Nous allons voir dès à présent la problématique de la génération de résidus orrompue parla présene de e type de perturbations.3.2.2 Positionnement du problèmeSoit un système représenté dans le as disret autour d'un point de fontionnement i tenantompte des erreurs de modélisation et des défauts :
xk+1 = Aixk +Biuk + Eidk + Fifk + ∆xi

yk = Cixk
(3.14)Les matries de distribution des entrées inonnues et de défauts sont notées respetivement

Ei ∈ Rn×q et Fi ∈ Rn×f supposées toutes deux de plein rang en olonne. D'autre part et d'unpoint de vue de détetabilité des défauts (Armeni, 2004), nous supposerons que les matries
Fi, ∀i ∈ [1 . . .N ] sont monis .à.d que si fk 6= 0 alors Fifk 6= 0. De plus, il faut noter que demanière lassique et à des �ns de détetabilité de défauts, le diagnosti des systèmes linéaires(Willsky, 1976), (Frank and Ding, 1997) ou (Chen and Patton, 1999), impose que le nombrede perturbations et\ou défauts, soit inférieur stritement au nombre de sorties du système.Tout module de diagnosti, basé sur la génération de résidus, est don tributaire du nombrede sorties du système a�n de pouvoir déteter et isoler les défauts. De e fait et omme auhapitre 2, il sera spéi�é que le nombre de sorties du systèmes est supérieur stritement aunombre de défauts et perturbations à déteter. Le fait de onsidérer omme onnue la matrie
Ei se dé�nit par le terme "d'inertitudes struturées".Comme nous l'avons expliqué au hapitre 1, le omportement dynamique du système, surune plage de fontionnement donnée, peut être approximé à partir de la pondération des N



72 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnostimodèles loaux PF i (Tayebi and Zaremba, 2002) par des fontions d'interpolation ρik ∈ Ω,sous la forme d'état suivante (Rodrigues et al., 2005a) :
xk+1 =

∑N
i=1 ρ

i
k

[
Aixk +Biuk + Eidk + Fifk + ∆xi

]

yk = Cxk
(3.15)Conernant (

Ξi =

[
Ai Bi Ei Fi ∆xi
C

]
, ∀i ∈ [1, . . . , N ] (3.16)où Ξi orrespond aux sommets d'un ensemble Θ onvexe Co{Ξ1, ...,ΞN} tel que :

Θ:=

{
Ξ(ρ) : Ξ(ρ) =

N∑

i=1

ρiΞi,
N∑

i=1

ρi = 1, ρi ≥ 0

} (3.17)Ainsi, l'ensemble polytopique Ξ(ρ) modélise la représentation du omportement non linéairedu système.Ces fontions peuvent être générées omme nous l'avons vu au hapitre 2, permettant degénérer des résidus insensibles aux défauts sur lesquelles sont synthétisées les fontions depondération ((Adam-Medina et al., 2003) et (Theilliol et al., 2003b)). Ainsi, les fontions d'a-tivation sont robustes aux défauts et la dynamique du système est orretement représentée.Les fontions d'ativation utilisées dans e hapitre seront supposées provenir de es travauxantérieurs ou d'autres travaux permettant de les synthétiser. Notons toutefois qu'il est di�iled'obtenir des fontions d'ativation robustes aux erreurs de modélisation étant donné que lesmatries Ei dépendent de l'état du système.Les erreurs de modélisation représentées sous forme d'inertitudes struturées, nousonduisent en toute logique à nous attaher à la synthèse d'observateurs a�n de résoudre laproblématique du diagnosti de défauts sous nos hypothèses de travail.Dans le adre du diagnosti, un observateur est souvent destiné à estimer le veteur de sortied'un système. Pour le onevoir, on suppose que les modèles loaux sont loalement observables,'est-à-dire que toutes les paires (Ai, Ci) sont observables (Chen and Patton, 1999). Dans ledomaine de la logique �oue, l'utilisation de multiples observateurs de Luenberger a souventété utilisée a�n de servir à une estimation d'état en ligne du système (Tanaka et al., 1996),(Lopez-Toribio et al., 1998). Cependant, ette stratégie n'intègre pas toujours la robustessevis-à-vis des défauts et enore moins vis-à-vis des inertitudes. Les fontions d'ativation sontimposées omme des "règles" ou "lois" en fontion d'un veteur de déision fontion des valeursque prennent les entrées, l'état du système ou des variables du système supposées mesurableset onnues. Cependant, il n'y a pas d'étude de robustesse des fontions d'ativation vis-à-visdes défauts qui peuvent orrompre e veteur de déision. De plus, les systèmes sont souventdes modèles de défauts où est supposé onnu un ertain nombre de modèles du système endéfaut, e qui n'est pas en adéquation ave nos hypothèses. Cette stratégie ouvre dans leadre de la détetion de défauts, un nombre forément limité de modèles en défauts onnus



3.2 Modélisation des perturbations et problématique pour la génération de résidus robustes 73alors que notre étude se veut plus générale permettant une détetion de défauts plus large.A�n de réaliser le diagnosti de systèmes onnus autour de multiples points de fontionne-ment, la synthèse d'un ban d'observateurs de Luenberger (
{
x̂k+1 = Aix̂k +Biuk +Ki(yk − ŷk) + ∆xi

ŷk = Cix̂k
(3.18)

∀i ∈ [1, . . . , N ] ave Ki le gain de l'observateur loal, x̂ l'estimation de x et ∆xi un termeonnu dépendant du point de fontionnement onsidéré. L'erreur d'estimation ek = xk−x̂k ∈ Rnet le résidu rk = yk − ŷk ∈ Rm s'expriment de la manière suivante :
{
ek+1 = (Ai −KiCi)ek + Eidk + Fifk

rk = yk − ŷk = Ci(xk − x̂k) = Ciek
(3.19)Comme nous l'avons vu au hapitre 2, l'erreur d'estimation et le résidu (Les observateurs à entrées inonnues, ont été développés pour estimer l'état d'un systèmeen dépit de la présene d'entrées inonnues ou des perturbations en les éliminant dans leséquations d'état. Cet outil a été parfaitement dé�ni pour les systèmes linéaires (Chen andPatton, 1999), (Frisk, 1996) et est adapté pour rejeter les informations à ne pas prendre enompte au moyen d'un déouplage exat basé sur la onnaissane des matries de distributiondes inertitudes autour des PF i. Cependant, auune étude à notre onnaissane ne permet dedéoupler les erreurs de modélisation dans leur ensemble au travers tous les points de fontion-nement identi�és : il semble don intéressant de dé�nir une méthode permettant d'e�etuerle déouplage de es erreurs même lors des transitions. Au ours de notre étude sur les UIO,des travaux e�etués en parallèle dans un autre ontexte utilisant les UIO sous la mêmedénomination polytopique, ont été publiés omme (Millerioux and Daafouz, 2004a) où eux-itraitent du problème de la synhronisation dans un ontexte de ryptage de l'information ainsique dans un ontexte plus général dans (Millerioux and Daafouz, 2004b). Cependant, eux-ine traitent pas de diagnosti de défauts mais utilisent les UIO pour estimer une entrée ou unétat, même si toutefois les outils utilisés restent les mêmes : UIO, LMI,. . . . Dans le mêmetemps, la thèse de (Akhenak, 2004) se situe dans le même axe de reherhe des multi-modèleset un hapitre est onsaré à la synthèse de multi observateurs utilisant les UIO. Néanmoins,l'estimation d'état reste le but prinipal de la méthode alors que nous désirons nous onsarerà la génération de résidus robustes pour la détetion de défauts sur des systèmes représentéspar des multi-modèles. Les résultats sont toutefois assez similaires sur la façon de synthéti-ser les UIO pour des systèmes représentés par des multi-modèles à la di�érene que noussynthétisons un module de détetion, d'isolation et d'estimation des défauts dans son ensemble.Nous proposons d'étudier dans la setion suivante la synthèse d'observateurs polytopiquesdédiés aux systèmes (Ce hapitre se ompose de 2 parties prinipales sur la synthèse d'observateurs polytopiques :la première dérit la synthèse d'un observateur polytopique lorsque les matries de distributiondes entrées inonnues sont di�érentes pour haque modèle loal et que le veteur de sortieest soumis à es mêmes entrées inonnues. La seonde partie traite des entrées inonnues qui



74 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnostidi�èrent selon haque point de fontionnement sans que elles-i n'interviennent sur le veteurde sorties. Ces entrées inonnues sont alors ramenées à l'expression d'une seule et uniquematrie de distribution. La synthèse de l'UIO ainsi que l'étude de stabilité, sont alors revisitées.
3.3 Synthèse d'un observateur polytopique à entrées in-onnues : 1ère PartieTout d'abord, ette setion o�re une solution de déouplage lorsque les entrées inonnues
dk ∈ Rq(q < n), sont di�érentes pour haque modèle loal (Ei) et que le veteur de sortie yk estsoumis à es mêmes entrées inonnues dk par une matrie unique G. Considérons le système (





xk+1 =

N∑

i=1

ρi(γk)
[
Aixk +Biuk + Eidk + Fifk + ∆xi

]

yk = Cxk +Gdk

(3.20)ave




N∑

i=1

ρi(γk) = 1

0 ≤ ρi(γk) ≤ 1 , ∀i ∈ [1, . . . , N ]

(3.21)où xk ∈ Rn représente le veteur d'état, uk ∈ Rp est le veteur d'entrée et y ∈ Rm estle veteur de sortie. Ei ∈ Rn×q et G ∈ Rm×q sont les matries de distribution des entréesinonnues intervenant respetivement sur l'équation d'état et de sortie. La matrie d'étatdu ième modèle loal est Ai ∈ R
n×n, la matrie de ommande est Bi ∈ R

n×p et la matriede sortie est C ∈ Rm×n. Les matries de distribution des défauts sont notées Fi ∈ Rn×f , et
fk ∈ Rf représente le veteur des défauts. Le terme ∆xi ∈ Rn×1 est un veteur dépendant duième point de fontionnement. A�n d'isoler les défauts, une ondition néessaire onsiste àdé�nir que le nombre de sorties doit être supérieur au nombre de perturbations sur le système(Hou and Muller, 1994), (Darouah and Zasadzinski, 1994) et (Frank and Ding, 1997). Ainsi,on supposera que le nombre des inertitudes q ajouté à elui des défauts f , est inférieur à mreprésentant la dimension de la sortie du système : q + f < m. Les prinipes d'isolation desdéfauts seront énonés dans la dernière setion de e hapitre. De même, on supposera queles paires (Ai, C) sont observables. Les fontions d'ativation des modèles loaux sont notées
ρi(γk) et γk représente le veteur de variables de déision qui peuvent dépendre des sortieset/ou des entrées. Pour alléger les notations, ρi(γk) sera noté ρik. Ces fontions d'ativationpourraient être obtenues omme nous l'avons vu au hapitre préédent.Dé�nition 1 (Observateur polytopique à entrées inonnues)(UIO) Un observateur polytopiquepour le système dérit par les équations (



3.3 Synthèse d'un observateur polytopique à entrées inonnues : 1ère Partie 75Cet observateur polytopique à entrées inonnues se présente omme suit :
zk+1 =

N∑

i=1

ρik
[
Sizk + TBiuk +Kiyk + ∆zi

]

x̂k+1 = zk+1 +Hyk+1

(3.22)où x̂ ∈ Rn est l'estimation de l'état et z ∈ Rn est l'état de l'observateur. Si ∈ Rn×n estla matrie d'état de l'observateur, Ki ∈ Rn×m est le gain, ∆zi ∈ Rn est un veteur onstantdépendant du point de fontionnement et une matrie T ∈ Rn×n. L'UIO permet de rejeter lesinformations non désirables au moyen du déouplage des entrées inonnues. Dans la suite, lanotation X(ρ) =
∑N

i=1 ρ
i
kXi est adoptée pour l'ensemble des matries érites sous ette forme.L'erreur d'estimation entre le système (

ek+1 = xk+1 − x̂k+1

= xk+1 − (zk+1 +Hyk+1)

= xk+1 −H(Cxk+1 +Gdk+1) − zk+1

= [I −HC]xk+1 −HGdk+1 − (S(ρ)zk + TB(ρ)uk +K(ρ)yk + ∆z(ρ))

(3.23)En déomposant le gain K(ρ) sous la forme K(ρ) = K1(ρ) + Π(ρ), l'équation (
ek+1 = [I −HC](A(ρ)xk +B(ρ)uk + E(ρ)dk + F (ρ)fk + ∆x(ρ)) − ∆z(ρ)

−TB(ρ)uk − S(ρ)(xk − ek −Hyk) −K1(ρ)(Cxk +Gdk) − Π(ρ)yk −HGdk+1(3.24)L'erreur d'estimation est équivalente à :
ek+1 = S(ρ)ek − [S(ρ) − (I −HC)A(ρ) −K1(ρ)C]xk + [(I −HC)E(ρ) −K1(ρ)G]dk

−[Π(ρ) − S(ρ)H ]yk − [T − (I −HC)]B(ρ)uk + (I −HC)F (ρ)fk −HGdk+1

+[I −HC]∆x(ρ) − ∆z(ρ)

rk+1 = Cek+1 (3.25)Les matries S(ρ), T,K(ρ) et H doivent être synthétisées dans le but d'assurer la onvergeneet la stabilité de l'erreur d'estimation ek = xk − x̂k et du résidu rk en l'absene de défaut(fk = 0). Si les onditions suivantes sont véri�ées :




T = I −HC

TEi = K1
iG

Si = TAi −K1
i C

Πi = SiH

T∆xi = ∆zi
HG = 0

S(ρ) =

N∑

i=1

ρikSi est stable (3.26)



76 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnostiL'erreur d'estimation et le résidu s'érivent alors :
ek+1 = S(ρ)ek + TF (ρ)fk
rk+1 = Cek+1

(3.27)En l'absene de défaut, l'erreur d'estimation notée ēk et le résidu r̄k assoié, tendent asymp-totiquement vers zéro si l'ensemble de es onditions (
ēk+1 = S(ρ)ēk =

N∑

i=1

ρikSiēk

r̄k+1 = Cēk+1

(3.28)La déroissane de l'erreur asymptotique ēk dépend de la matrie S(ρ) ar la stabilitéloale des matries Si ne permet pas de garantir la stabilité globale de l'erreur d'estimation.Il est don néessaire d'étudier la stabilité de la matrie S(ρ) sur l'ensemble onvexe pourpouvoir assurer la onvergene de ette erreur d'estimation. Les paires (Āi, C) seront supposéesdétetables.3.3.1 Convergene de l'observateur polytopiqueIl existe de nombreuses façons d'assurer la onvergene et la stabilité de l'erreur d'estimationnotamment en imposant les valeurs propres de Si tout en respetant les ontraintes matriiellesénonées dans (L'équation dynamique (
{
STi PSi − P < 0, ∀i ∈ [1 . . .N ]

P > 0
(3.29)Ainsi, en se fondant sur l'équation (





STi PSi − P < 0

P > 0

T = I −HC

TEi = K1
iG

Si = TAi −K1
i C, ∀i ∈ [1 . . .N ]

Πi = SiH

T∆xi = ∆zi
HG = 0

Πi = SiH

Ki = K1
i + Πi

(3.30)
On peut remarquer la première inégalité de (Soit les hangements de variables suivant :

{
Qi = PK1

i

M = PH, ∀i ∈ [1 . . .N ]
(3.31)



3.3 Synthèse d'un observateur polytopique à entrées inonnues : 1ère Partie 77Les ontraintes des lignes (4) et (8) de (
{
MG = 0

(P −MC)Ei = QiG, ∀i ∈ [1 . . .N ]
(3.32)A l'aide du omplément de Shur (Cf. Annexe A), il est possible de transformer l'ériture dela première inégalité de (

(
P ∗

PSi P

)
> 0, ∀i ∈ [1 . . .N ] (3.33)En remplaçant Si par TAi −K1

i C, la LMI (
(

P ∗

PTAi −QiC P

)
> 0, ∀i ∈ [1 . . .N ] (3.34)L'ériture devient alors :

(
P ∗

PAi −MCAi −QiC P

)
> 0, ∀i ∈ [1 . . .N ] (3.35)Cette dernière inégalité est linéaire par rapport aux matries P,M et Qi. Il est possible depondérer ette LMI sur un ensemble onvexe pour assurer la stabilité de l'erreur d'estimation.La LMI (Remarque :Il faut noter qu'en résolvant les LMI (Les autres matries de l'observateur polytopique peuvent alors être déduites en onnaissanedes matries P,M et Qi, ∀i ∈ [1 . . .N ] :





H = P−1M

T = I −HC

T∆xi = ∆zi
K1
i = P−1Qi

Si = TAi −K1
i C

Πi = SiH

Ki = K1
i + Πi

(3.36)
Dans ette dernière partie, nous avons montré omment passer de ontraintes BMI(inégalités matriielles bilinéaires) à des ontraintes LMI par hangements de variables.Il est également possible de ontraindre les valeurs propres de l'observateur à appartenir àune région préise du erle unité pour garantir la onvergene de l'observateur à l'aide de LMI(Voir Annexe C).3.3.2 Plaement de p�lesDans le adre de notre étude, la onvergene de l'UIO polytopique est �xée à partir desvaleurs propres des matries Si en alulant un gain de telle sorte que es valeurs propres



78 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnostiappartiennent à un ensemble spéi�que d'une région du plan omplexe dé�ni par LMI. Ilest important d'e�etuer un plaement de p�les aux sommets Si du polytope a�n d'assurerqu'autour de ses sommets l'UIO a une dynamique adéquate. Par la suite, nous allons utiliserune région du plan omplexe dé�nissant un erle à l'intérieur du erle unité a�n de pouvoirassurer une déroissane par l'intermédiaire du paramètre r sur l'erreur d'estimation (enanglais deay rate). Le paramètre q 6= 0 permet de régler le entre du erle a�n de onvergerailleurs que vers zéro ave les LMI et d'obtenir un plaement de p�les adéquat.Proposition 1 Soit D, une région LMI dé�nissant un disque de entre (−q, 0), et de rayon
r ave (q+ r) < 1 pour dé�nir un plaement de p�les dans le erle unité (Chilali and Gahinet,1996). L'erreur d'estimation (

(
−rP ∗

qP + PAi −MCAi −QiC −rP

)
< 0, ∀i ∈ [1 . . .N ] (3.37)sous ontraintes

{
MG = 0

(P −MC)Ei = QiG
(3.38)ave

{
Qi = PK1

i

M = PH
(3.39)

�Preuve :Si (
(

−rP ∗

qP + P (TAi −K1
i C) −rP

)
< 0, ∀i ∈ [1 . . .N ] (3.40)où T = I−HC. En notant Āi = TAi, les p�les des matries (Āi−K1

i C) restent dans le erlede entre (−q, 0) et de rayon (q + r) < 1 (Cf. voir dé�nition des régions LMI élémentairesdans (Chilali and Gahinet, 1996)). En pondérant haque LMI (
(

−rP qP +
∑N

i=1 ρ
i
k(Āi −K1

i C)TP

qP + P
∑N

i=1 ρ
i
k(Āi −K1

i C) −rP

)
< 0, ∀i ∈ [1 . . . N ] (3.41)où les matries ∑N

i=1 ρ
i
k(Āi − K1

i C) peuvent s'érire (Ā(ρ) − K1(ρ)C) sous un ensembleonvexe Ω, assurant que les p�les de l'erreur d'estimation ēk de (Remarque : si les paramètres r = 1 et q = 0 alors la LMI (



3.3 Synthèse d'un observateur polytopique à entrées inonnues : 1ère Partie 793.3.3 Détetion de défaut par la génération de résidusRappelons que nous avons supposé que les matries Fi ∈ Rn×f , ∀i ∈ [1 . . .N ] étaient de pleinrang olonne et moni .à.d que si fk 6= 0 alors Fifk 6= 0. Si les onditions de déouplage (
ek+1 = S(ρ)ek + TF (ρ)fk
rk = Cek

(3.42)Le déouplage permet le rejet des perturbations en annulant le terme [TE(ρ) −K1(ρ)G] del'équation (
Rang[TF (ρ)] = rang[F (ρ)], ∀ρ ∈ Ω (3.43)Si ette ondition est véri�ée, elle permet d'assurer que le déouplage des entrées inonnuesn'altère pas la détetion des défauts sur l'erreur d'estimation. Cette ondition s'interprète demanière géométrique suivant :

N⋃

i=1

Im(Fi) ⊆ Im(T T ) (3.44)Si l'image de l'union des matries Fi est inluse dans l'image de la matrie de déouplage
T T , alors la détetion des défauts est possible sur toute la plage de fontionnement. Cetterelation est équivalente à :

N⋃

i=1

Im(Fi)
⋂

Ker(T ) = {0}

= Im([F1 . . . Fi . . . FN ])
⋂

Ker(T ) = {0} (3.45)La ondition (3.3.4 Estimation des entrées inonnuesNous avons démontré préédemment que la onvergene de l'observateur (




x̂k+1 =
N∑

i=1

ρik
(
Aix̂k +Biuk + Eid̂k + ∆xi

)

yk = Cx̂k +Gd̂k

(3.46)L'estimation des entrées inonnues peut s'e�etuer omme suit lorsque fk = 0 :




[ N∑

i=1

ρikEi
]
d̂k = x̂k+1 −

[ N∑

i=1

ρik
(
Aix̂k +Biuk + ∆xi

)]

Gd̂k = yk − Cx̂k

(3.47)



80 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnostiSous l'hypothèse que la matrie L = [(

N∑

i=1

ρikEi)
T GT ]T soit de plein rang olonne, alorsle problème se ramène à un système d'équations linéaires en dk équivalent à un problèmed'optimisation linéaire résolu par la méthode des moindres arrés. La solution numérique dee problème est basée sur le alul de la pseudo-inverse de la matrie L. Une estimation del'entrée inonnue est alors déduite :

d̂k = (LTL)−1LT


 x̂k+1 −

[ N∑

i=1

ρik
(
Aix̂k +Biuk + ∆xi

)]

y − Cx̂k


 (3.48)et L est égale à :

L =




N∑

i=1

ρikEi

G


 (3.49)Remarquons que si la matrie G est de plein rang olonne alors le alul de l'estimation desperturbations peut s'e�etuer de la manière suivante selon la 2ème équation de (

d̂k = (GTG)−1GT (yk − ŷk) (3.50)ave ŷk = Cx̂k. Cette méthode, en l'absene de défaut, peut être utilisée pour faire de ladétetion et de l'estimation de perturbation. Elle peut également servir à estimer des défautsqui auraient la struture des perturbations.Ainsi, l'Observateur polytopique peut avoir de multiples usages en fontion de e que l'onherhe à déteter et à estimer.A�n d'illustrer ette setion, nous allons présenter un premier exemple ave des pertur-bations à la fois sur l'état et sur les sorties du système ainsi qu'en présene d'un défautationneur. Cet exemple permet de souligner le déouplage des perturbations et la onservationde la détetion des défauts sur les résidus.3.3.5 ExempleConsidérons un système représenté par 3 modèles loaux dé�nis autour de 3 points defontionnement omportant 4 états et 4 sorties dérit par :




xk+1 =

N∑

i=1

ρik
(
Aixk +Biuk + Eidk + Fifk + ∆xi

)

yk = Cxk +Gdk + υk

(3.51)



3.3 Synthèse d'un observateur polytopique à entrées inonnues : 1ère Partie 81Ces modèles loaux sont dé�nis respetivement pour les valeurs de la ommande uk assoiéeautour des points de fontionnement i tel que u1
e = 2, u2

e = 5, u3
e = 7. On suppose onnuesles fontions d'ativation provenant par exemple d'un ban de �ltres déouplant ommenous l'avons vu au seond hapitre. Un bruit additif gaussien entré υk de variane 0.004est ajouté à la sortie yk. Les valeurs numériques des matries Ai, Bi, Ei, G, C sont les suivantes :

A1 =




0.15 0 0 0

0 0.375 0 0

0 0 0.60 0

0 0 0 0.225


A2 =




0.01 0 0 0

0 0.025 0 0

0 0 0.04 0

0 0 0 0.015


A3 =




0.20 0 0 0

0 0.50 0 0

0 0 0.80 0

0 0 0 0.30


 (3.52)

Bi =




1

1

1

1


E1 =




0.4

−1

0.5

0.5


E2 =




0.5

−1

−0.3

0.3


E3 =




0.5

−0.5

−0.7

0.2


G =




1

1

1

1


C =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


 (3.53)

∆x1 = 1e − 4 ∗




0.50

0

0

−0.35


∆x2 =




0.494

1.68

4.2

0.813


∆x3 =




−0.752

−2.062

−3.875

−1.158


 (3.54)Étant donné que nous avons onsidéré un défaut ationneur, les matries Fi sont équi-valentes aux matries Bi = B. L'observateur polytopique synthétisé est alors dé�ni omme suit :

zk+1 =

N∑

i=1

ρik
[
Sizk + TBiuk +Kiyk + ∆zi

]

x̂k+1 = zk+1 +Hyk+1

(3.55)En appliquant la méthode développée dans la setion préédente, les valeurs numériques del'observateur polytopique sont :
S1 = S2 = S3 =




0.01 0 0 0

0 0.01 0 0

0 0 0.01 0

0 0 0 0.01


T =




−1.2179 0.3336 −0.6267 2.5109

−1.2179 0.3336 −0.6267 2.5109

−1.2179 0.3336 −0.6267 2.5109

−1.2179 0.3336 −0.6267 2.5109


 (3.56)

K1 =




−0.1927 0.1251 −0.3760 0.5650

−0.1827 0.1151 −0.3760 0.5650

−0.1827 0.1251 −0.3860 0.5650

−0.1827 0.1251 −0.3760 0.5550


K2 =




−0.0222 0.0083 −0.0251 0.0377

−0.0122 −0.0017 −0.0251 0.0377

−0.0122 0.0083 −0.0351 0.0377

−0.0122 0.0083 −0.0251 0.0277


 (3.57)

K3 =




−0.2536 0.1668 −0.5014 0.7533

−0.2436 0.1568 −0.5014 0.7533

−0.2436 0.1668 −0.5114 0.7533

−0.2436 0.1668 −0.5014 0.7433


H =




2.2179 −0.3336 0.6267 −2.5109

1.2179 0.6664 0.6267 −2.5109

1.2179 −0.3336 1.6267 −2.5109

1.2179 −0.3336 0.6267 −1.5109


 (3.58)

P = 1e − 014 ∗




0.2248 0 0 0

0 0.2248 0 0

0 0 0.2248 0

0 0 0 0.2248


 (3.59)



82 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnostiave r = 0.005 et q = 0.1 de façon à obtenir une onvergene rapide ainsi qu'une dynamiqueadéquate de l'UIO par rapport aux valeurs propres des matries Ai, i ∈ [1, 2, 3].Le séquenement des modèles est représenté sur la �gure (
uk =

3∑

i=1

ρik ∗ u
i
e (3.60)ave les ommandes uie dé�nies autour des points de fontionnement i.
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Fig. 3.2: Fontions d'ativationEn absene de défauts et de perturbations, l'erreur d'estimation (équivalent au résidu danset exemple) onverge vers zéro sur la �gure (Dans une seonde expérimentation, on simule le système en présene de perturbations illus-trées à la �gure (a. En présene de défaut ationneur : résultats et ommentairesUn défaut ationneur apparaît à l'instant t = 50s lors d'une transition de points de fon-tionnement ave une amplitude variante omme illustré à la �gure (b. En présene de perturbations et de défauts : résultats et ommentairesDans le as où un défaut ationneur fk apparaît en présene de perturbations dk sur lesystème, la �gure (
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Sec Fig. 3.5: Amplitude du défaut ationneur fk3.3.6 Conlusion de la première partieNous avons onsidéré une représentation multi-modèle alliant la présene d'inertitudeset de défauts. La synthèse de l'observateur polytopique ainsi que son étude de stabilité etonvergene nous ont amené à di�érentes onsidérations matriielles se ramenant à des alulsde gains loaux. D'un point de vue diagnosti, l'UIO est apable de générer di�érents typesd'information : d'une part l'estimation des inertitudes en l'absene de défaut et d'autre part ladétetion des défauts par la génération de résidus sur l'ensemble des points de fontionnementonsidérés. Des onditions de détetion des défauts ont été formulées a�n de distinguer lesdéfauts des inertitudes pour permettre une détetion robuste.3.4 Observateur polytopique à entrées inonnues 2èmePartie :Les erreurs de modélisation peuvent apparaître di�éremment selon le point de fontionnementonsidéré ave des matries de distribution des perturbations Ei di�érentes omme nous avonspu le voir dans la première partie. Néanmoins, il est possible que les perturbations n'a�etentpas diretement le veteur de sortie mais uniquement l'état du système. L'inonvenient prinipalde la synthèse d'un observateur polytopique dé�ni en (
TEi = 0, i ∈ [1, . . . , N ] (3.61)Cette ontrainte (Même si le déouplage autour de haque PF est possible, il n'est pas intéressant de le fairedans le sens où on ne maîtriserait pas le déouplage des perturbations (don le diagnosti) lorsdes transitions. De plus, la synthèse d'une matrie de déouplage Hi pour haque PFi généreraitun problème non-onvexe dans les LMI de synthèse de l'UIO (

(
P ∗

PTiAi − PK1
i C P

)
> 0, ∀i ∈ [1, . . . , N ] (3.62)ave Ti = I −HiC. Cette inégalité serait alors non linéaire en les paramètres P , K1

i et Ti,et sa résolution ne peut se faire ave les outils standard LMI.



3.4 Observateur polytopique à entrées inonnues 2ème Partie : 85
3.4.1 Approximation d'un ensemble de matries d'erreurs de modé-lisationAinsi, pour ontribuer à la robustesse du diagnosti vis-à-vis des inertitudes de modèlesau travers de plusieurs PF , l'idée d'obtenir une unique matrie de distribution des erreurs demodélisation, notée E∗, a pour but de garantir sur l'ensemble de la plage de fontionnementonernée, que la matrie de distribution soit de rang plein en olonne et permet un déouplagedes erreurs de modélisation même entre les PF (Rodrigues et al., 2005a). Il faut en e�et noterque de manière générale un déouplage loal ne garantit en auun as le déouplage lors d'unetransition. Nous proposons d'utiliser une tehnique référenée dans (Lou et al., 1986) et (Chenand Patton, 1999) permettant d'apporter une solution à notre problème.Soit R l'ensemble des N matries de distribution des erreurs de modélisation tel que :

R = [E1 . . . Ei . . . EN ] (3.63)où i ∈ [1, . . . , N ], Ei ∈ R
n×q soit don R ∈ R

n×(N×q). Le problème de aluler unematrie E∗ permettant d'approximer au mieux l'ensemble R est équivalent au problème de laminimisation du ritère suivant :
min
R∗

‖R− R∗‖2
F (3.64)sous ontrainte de rang(R∗) < moù ‖.‖2

F représente la norme de Frobenius. De plus, la ondition de rang imposée à R∗ est�xée pour obtenir une solution dans l'objetif d'e�etuer un déouplage exat omme nous ledéouvrirons dans le paragraphe suivant. La matrie R∗ est synthétisée selon (où U et V sont des matries orthogonales, k est le rang de la matrie R et σ1 ≥ σ2 > . . . ≥ σksont les valeurs singulières. Alors la solution R∗ peut être trouvée de la façon suivante :
R∗ = Udiag(σ1, . . . , σq, 0, . . . , 0)V T (3.65)L'obtention de la matrie E∗ de rang q (voir Annexe B et (Chen and Patton, 1999)) et dedimension n× q requise est fondée sur la déomposition de la solution R∗ selon :

R∗ = R1R2 (3.66)où R1 ∈ Rn×q est de rang plein en olonne et R2 ∈ Rq×(N×q). D'après (



86 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnosti3.4.2 SynthèseNous allons voir au ours de ette setion, omment les inertitudes in�uent sur le déouplageet modi�ent les onditions de stabilité et de onvergene de l'UIO polytopique. Le travail préé-dent sur un ensemble de matries d'erreurs de modélisation va nous permettre, dans la synthèsede observateur polytopique, d'obtenir une unique matrie T ∗ de déouplage permettant d'assurerla stabilité de l'erreur d'estimation sur la base d'une approximation des erreurs de modélisation.L'approximation par la norme de Frobenius de la matrie des erreurs de modélisation, permetde redé�nir la représentation d'état du système (
xk+1 ≃

∑N
i=1 ρi(γk)

[
Aixk +Biuk + E∗dk + Fifk + ∆xi

]

yk = Cxk
(3.67)ave





N∑

i=1

ρi(γk) = 1

0 ≤ ρi(γk) ≤ 1 , ∀i ∈ [1, . . . , N ]

(3.68)ave E∗ ∈ Rn×q la matrie unique sur laquelle est basée le déouplage des erreurs demodélisation de plein rang olonne. De la même façon que préédemment, nous supposerons lespaires (Ai, C) observables et que le nombre des inertitudes q ajouté à elui des défauts f , estinférieur à m représentant la dimension de la sortie du système soit : q + f < m. ρi(γk) sontles fontions d'ativation des modèles loaux et γk représente le veteur de variables de dé-ision qui peuvent dépendre de l'état, des sorties et/ou des entrées. Elles sont supposées onnues.L'observateur polytopique à entrées inonnues assoié à (
zk+1 =

N∑

i=1

ρik
[
Sizk + TBiuk +Kiyk + ∆zi

]

x̂k+1 = zk+1 +H∗yk+1

(3.69)où x̂ est l'estimation de l'état et z l'état de l'observateur. L'erreur d'estimation entre lesystème (
ek+1 = xk+1 − x̂k+1

= xk+1 − (zk+1 +H∗yk+1)

= xk+1 −H∗(Cxk+1) − zk+1

= [I −H∗C]xk+1 − (S(ρ)zk + TB(ρ)uk +K(ρ)yk + ∆z(ρ))

(3.70)En déomposant le gain K(ρ) sous la forme K(ρ) = K1(ρ) + Π(ρ), l'équation (
ek+1 = [I −H∗C](A(ρ)xk +B(ρ)uk + E∗dk + F (ρ)fk + ∆x(ρ)) − ∆z(ρ)

−TB(ρ)uk − S(ρ)(xk − ek −H∗yk) −K1(ρ)Cxk − Π(ρ)yk
(3.71)



3.4 Observateur polytopique à entrées inonnues 2ème Partie : 87L'erreur d'estimation et le résidu sont équivalents à :
ek+1 = S(ρ)ek − [S(ρ) − (I −H∗C)A(ρ) −K1(ρ)C]xk + (I −H∗C)E∗dk

−[Π(ρ) − S(ρ)H∗]yk + [I −H∗C]∆x(ρ) + (I −H∗C)F (ρ)fk
−∆z(ρ) − [T − (I −H∗C)]B(ρ)uk

rk+1 = Cek+1

(3.72)Les matries S(ρ), T,K(ρ) et H∗ doivent être synthétisées dans le but d'assurer la onver-gene et la stabilité de l'erreur d'estimation ek = xk − x̂k en l'absene de défaut (fk = 0).Si les onditions suivantes sont véri�ées alors il s'agit d'un déouplage parfait (e�etué surune matrie de distribution d'erreur de modélisation E∗) (Rodrigues et al., 2005a) :




(I −H∗C)E∗ = 0

T = I −H∗C

Si = TAi −K1
i C

Πi = SiH
∗

Ki = K1
i + Πi

T∆xi = ∆zi

S(ρ) =
N∑

i=1

ρki Si est stable (3.73)
L'erreur d'estimation et le résidu s'érivent alors :

ek+1 = S(ρ)ek + TF (ρ)fk
rk+1 = Cek+1

(3.74)La synthèse de et UIO polytopique s'e�etue par la résolution des équations (
(a) Rang(CE∗) = Rang(E∗) = q < m

(b) les ouples (TAi, C) doivent être détetables, ∀i ∈ [1, . . . , N ].Ces onditions (a) et (b) onstituent une extension au as polytopique de elles énonées par(Chen and Patton, 1999) dans le as linéaire.La ondition (a) étant réalisée, il est possible de synthétiser la matrie de déouplage H∗permettant d'annuler l'e�et des entrées inonnues. La synthèse de la matrie de déouplage H∗se fait de la manière suivante selon la première égalité de (
H∗ = E∗(CE∗)+ (3.75)D'autre part, la ondition (b) assure l'existene d'un gain K1

i permettant d'obtenir des ma-tries Si = TAi −K1
i C, ∀i ∈ [1, . . . , N ] qui soient Hürwitz par plaement de p�les ainsi qu'uneerreur d'estimation ek tendant vers zéro en l'absene de défaut. Il est à noter que la matrie

E∗ est �xe ∀i ∈ [1, . . . , N ] et que dans un but de détetion des défauts, il est important deontraindre : q + f < m, 'est-à-dire que le rang de la matries des erreurs de modèles ajouté



88 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnostiau rang de la matrie des défauts doit être inférieur au nombre de sorties du système strite-ment pour pouvoir déteter et isoler les défauts. Cette ondition permet aussi de pouvoir plaerarbitrairement les valeurs propres des matries Si (Millerioux and Daafouz, 2004a).Pour isoler les défauts, il su�t d'utiliser l'UIO en ban ave pour entrées inonnues unenouvelle matrie Enew = [E∗ F j(ρ)] où F j(ρ) représente la jème olonne de la matrie F (ρ)omme dans les strutures Dediated Observer Sheme (DOS)(Garia and Frank, 1996) ouGeneralized Observer Sheme (GOS) (Frank and Wunnenberg, 1989).3.4.3 Convergene de l'observateurL'équation de l'erreur d'estimation en l'absene de défaut ēk et le résidu assoié r̄k s'érivent :
ēk+1 = S(ρ)ēk =

N∑

i=1

ρikSiēk

r̄k+1 = Cēk+1

(3.76)L'erreur d'estimation est asymptotiquement stable s'il existe une matrie symétrique etdé�nie positive P > 0, telle que :
STi PSi − P < 0

P > 0, ∀i ∈ [1, . . . , N ]
(3.77)En se basant sur l'équation (





STi PSi − P < 0

P > 0

T = I −HC

Si = TAi −K1
i C

T∆xi = ∆zi
Πi = SiH

∗

Ki = K1
i + Πi

(3.78)
A l'aide du omplément de Shür (Annexe A et équivalenes d'éritures), il est possible detransformer l'ériture des deux premières inégalités de (

(
P ∗

PSi P

)
> 0, ∀i ∈ [1, . . . , N ] (3.79)En remplaçant Si par TAi −K1

i C, la LMI (
(

P ∗

PTAi − PK1
i C P

)
> 0, ∀i ∈ [1, . . . , N ] (3.80)Or es inégalités (



3.4 Observateur polytopique à entrées inonnues 2ème Partie : 89Une fois déterminée la matrie H∗ de l'équation (
Qi = PK1

i (3.81)qui permet de réérire les inégalités (Cette dernière inégalité est linéaire par rapport aux matries P et Qi. Il est possible depondérer ette LMI sur un ensemble onvexe pour assurer la stabilité quadratique de l'erreurd'estimation. Ayant ainsi résolu e problème et obtenu des solutions P et Qi véri�ant (
K1
i = P−1Qi (3.82)Finalement les matries H, T,K1

i ayant été déterminées, on en déduit les matries d'état Siet les matries Ki,∆zi :




Si = TAi −K1
i C

∆zi = T∆xi
Πi = SiH

∗

Ki = K1
i + Πi

(3.83)Ainsi, l'erreur d'estimation en l'absene de défaut notée ēk, tend asymptotiquement vers zérosi l'ensemble de es onditions (
ēk+1 = S(ρ)ēk
r̄k+1 = Cēk

(3.84)3.4.4 Plaement de p�lesLe plaement de p�les onerne en partiulier les valeurs propres des sommets Si du polytope
S(ρ) (Cf. Setion (

ēk+1 = S(ρ)ēk =

Ā(ρ)︷ ︸︸ ︷
TA(ρ)−K1(ρ)Cēk

r̄k+1 = Cēk+1

(3.85)où K1(ρ) =

N∑

i=1

ρikK
1
i . A�n d'assurer une bonne dynamique de la onvergene de l'UIOpolytopique, il est néessaire de dé�nir une région du plan omplexe où l'on désire plaer lesvaleurs propres de la matrie S(ρ).Proposition 2 (Rodrigues et al., 2005a) Soit D(r) une région LMI dé�nissant un disqueirulaire inlus dans le erle unité ave un entre d'a�xe (−q, 0) et un rayon q + r < 1.L'erreur d'estimation (

(
−rP qP + ĀTi P − CTRT

i

qP + PĀi − RiC −rP

)
< 0, ∀i ∈ [1 . . . N ] (3.86)ave Ri = PK1

i et Āi = TAi. �



90 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnostiPreuve :Si (
(

−rP qP + (Āi −K1
i C)TP

qP + P (Āi −K1
i C) −rP

)
< 0, ∀i ∈ [1 . . . N ] (3.87)Les p�les de la matrie (Āi−K

1
i C) sont dans le erle de entre (−q, 0) et de rayon q+r < 1(Cf. Voir les dé�nitions élémentaires des régions LMI dans (Chilali and Gahinet, 1996)). Enpondérant haune des LMI (

(
−rP qP +

∑N
i=1 ρ

i
k(Āi −K1

i C)TP

qP + P
∑N

i=1 ρ
i
k(Āi −K1

i C) −rP

)
< 0, ∀i ∈ [1 . . . N ] (3.88)où la matrie ∑N

i=1 ρ
i
k(Āi −K1

i C) peut être érite omme (Ā(ρ) −K1(ρ)C) sous l'ensembleonvexe Ω, assurant que les p�les de l'erreur d'estimation ēk in (Les onditions de détetion de défauts restent les mêmes que elles énonées dans la premièrepartie. On véri�e de la même façon que le déouplage sur les entrées inonnues E∗ n'altère pasla détetion des défauts sur les résidus.D'autre part, l'erreur d'estimation (L'exemple qui suit, est un système de uve ontinuement remuée ou CSTR où nousappliquons l'observateur polytopique ave une unique matrie E∗ a�n de déteter un défautationneur.3.4.5 CSTR : Continuous Stirred Tank Reation3.4.5.1 Desription du systèmeL'illustration de l'UIO polytopique robuste porte sur le diagnosti de défauts d'un systèmenon linéaire étudié en boule ouverte : un CSTR (Rodrigues et al., 2005a). Une desriptionplus omplète du système CSTR peut être trouvée dans (Chen et al., 1995). Ce système possèdeplusieurs aratéristiques non linéaires telles que : la multipliité des entrées, le hangementde signe du gain de la aratéristique statique, une réponse asymétrique et une réponse aveminimum et non-minimum de phase (Gatzke and Doyle, 1999), (Gatzke and Doyle, 2002). Laréation onsidérée est une uve de réation remuée ontinuement : la réation prinipale estdonnée par la transformation du ylopentadiene (substane A) pour produire du ylopentenol(substane B). Le ylopentendiene réagit dans une réation parallèle mais non désirée pourproduire du diylopentadiene (substane D). De plus, le ylopentanediol (substane C) seforme dans un réation involontaire et parallèle pour produire du ylopentenol. Cette réa-tion se nomme ommunément la réation de Van der Vusse et se résume sous la forme suivante :
A ⇛ B ave B ⇛ C et 2A ⇛ D.



3.4 Observateur polytopique à entrées inonnues 2ème Partie : 91Tous les modèles de réation utilisent la vitesse de réation d'Arhenius dépendant de latempérature v et onduisent à une représentation d'état lassique suivante :




ĊA = V̇
Vr

(CA0 − CA) − k1(v)CA − k3(v)C
2
A

ĊB = V̇
Vr
CB + k1(v)CA − k2(v)CB

v̇ = V̇
Vr

(v0 − v) −
k1(v)CA∆HRAB+k2(v)CB∆HRBCk1(v)+k3(v)C2

A∆HRAD

ρCp

+ kwAr

ρCpVr
(v − vk)

v̇k = 1
mkCPK

× ((Q̇k − vk) + kwAr(v − vk))

(3.89)
où ki(v) = ki0e

Ei
v+273.15
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Fig. 3.6: Courbe de gain statiqueCe modèle possède 4 états : la onentration de A (CA) de onentration initiale CA0, laonentration de B (CB), la température du réateur v initialement �xée à v0 et la températuredu iruit primaire vk. Les états sont supposés diretement mesurables exepté vk. Les om-mandes du système sont : le débit volumique V̇
Vr

et un débit de haleur Q̇k. Les autres variablessont des paramètres onstants dé�nis dans le tableau (3.4.5.2 Conditions d'exploitationUne ondition évoquée dans le benhmark (Chen et al., 1995), souligne le fait que la onen-tration du produit B doit rester omprise entre [0.8, 1.09] mol.l−1 pour des entrées de ommandeomprises dans l'intervalle [3h−1; 35h−1] assoié à V̇
Vr

et [−9000kJ.h−1; 0] assoié à Q̇k. Au vuedes aratéristiques physiques d'utilisation, la température d'entrée v0 est onsidérée onstanteà 105oC omme préisé dans (Chen et al., 1995). Dans le as de notre étude et sur la base deséquations d'état dé�nies en (La �gure (
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Fig. 3.7: Conentrations de l'élèment A en Mol.L−1, de l'élèment B en Mol.L−1 et de la tem-pérature du réateur en�C
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Temps en min Fig. 3.8: Débit volumique en h−13.4.5.3 Expérienes et résultatsDans la suite de notre étude, nous supposons que le système est exploité uniquement autourde quatre points de fontionnement. Sur la base des équations d'état dé�nies en (Le système a été linéarisé autour des 4 points de fontionnements suivants : CB1 =

0.85mol.L−1, CB3 = 1.09mol.L−1 et CB2 = 1.00mol.L−1 ave V̇21

Vr
= 7.8570h−1 et CB2 =

1.00mol.L−1 ave V̇22

Vr
= 27.90h−1. Il est à noter que (Gatzke and Doyle, 2002) dé�nit un pointde fontionnement optimal permettant de générer un maximum de la substane B représentéii par la onentration CB3 = 1.09mol.L−1.Ainsi, le système non linéaire, dont les équations sont en ontinu, a été disrétisé par la méthodede Tustin permettant de générer les modèles linéaires disrets sous la forme dé�nie à l'équation( Possédant les quatre modèles linéaires, onformément au adre de notre étude onsarée àla synthèse et l'analyse d'un observateur polytopique, nous supposons les fontions d'ativationonnues et insensibles à l'ourrene des défauts. En appliquant ette tehnique, la �gure (



3.4 Observateur polytopique à entrées inonnues 2ème Partie : 93
k10 = 1.287.1012h−1 k20 = 1.287.1012h−1 k30 = 9.043.109 1

molAh

E1 = −9758.3K E2 = −9758.3K E3 = −8560K

∆HRAB = 4.2 kJ
molA

∆HRBC = −11 kJ
molB

∆HRBD = −41.85 kJ
molA

ρ = 0.9342kg
L

Cp = 3.01 kJ
kgK

CPK = 2.0 kJ
kgK

kw = 4032 kJ
hm2K

AR = 0.215m2 mK = 5.0kg

VR = 10L FKC = 10.52kg
h

vk0 = 60oC
V̇ = 14.10L

hTab. 3.1: Tableau des paramètres
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Fig. 3.9: Evolution des fontions d'ativation ρikToutes les matries de distributions d'erreurs de modélisation Ei sont ∀i ∈ [1, . . . , N ] de rang
3 et de plus le rang de l'ensemble de es matries [E1 E2 E3 E4] est également de rang 3.Pour obtenir l'observateur polytopique adéquat, la tehnique employée est elle développée dansle paragraphe 3.4.1 par utilisation de la SVD et permet l'obtention d'une matrie optimale dedistribution des erreurs de modélisation E∗ de rang 2 < m où m est le nombre de sortiesmesurées, m = 3. De ette manière, la synthèse de la matrie de déouplage H∗ se déduit àl'aide de la formule (Muni de la matrie unique des inertitudes E∗, la synthèse du gain de l'observateur polyto-pique déouplant s'e�etue selon le plaement de p�les développé au paragraphe 3.4.4 ave unerégion LMI dé�nie ave les paramètres : r = 0.1 et q = 0.5. Les p�les de l'observateur sontsynthétisés omme dans (Les performanes de l'UIO polytopique sont dans une première étape évaluées en l'absenede défauts en soumettant une entrée de ommande semblable à elle dé�nie préédemment. La�gure (La norme des résidus rk = Cek est un bon indiateur en diagnosti de la pertinenedes résultats. L'amplitude de la norme est quasi-onstante au travers l'ensemble des PF etreprésente l'amplitude résiduelle des erreurs de modélisation du fait de l'approximation deelles-i.



94 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnostiUne seonde expériene est e�etuée en présene d'un défaut ationneur représenté par la�gure (
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Fig. 3.10: Commandes en défaut et sans défautLe défaut ationneur se réperute évidemment sur l'erreur d'estimation et sur les résidus (En présene de plusieurs ationneurs, un ban d'UIO polytopique peut être envisagé. Dansle as de notre étude, l'isolation de l'unique défaut ationneur se réduit à un simple problème dedétetion, ne remettant pas en ause l'e�aité de la méthode développée en terme de diagnostide défauts.
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Fig. 3.11: Comparaison des normes des résidus en présene et absene de défaut3.4.6 Conlusion de la 2ème partieDans ette setion, nous avons présenté une méthode de génération de résidus robustes auxerreurs de modélisation et sensibles aux défauts sur des systèmes représentés par des multi-modèles. La di�érene prinipale entre la première et la seonde partie tient du fait que lesentrées inonnues sont absentes sur le veteur de sortie entraînant des modi�ations tant surle déouplage des entrées inonnues que sur l'étude de stabilité de e nouvel UIO.



3.4 Observateur polytopique à entrées inonnues 2ème Partie : 95L'approximation des matries de distribution des erreurs de modélisation sur plusieurspoints de fontionnement permet d'e�etuer un déouplage unique sur toute la plage defontionnement même lors des transitions. La ontribution de nos travaux s'insrit dans lasynthèse d'un observateur polytopique à entrées inonnues UIO qui permet de générer desrésidus déouplés des erreurs de modélisation ave un gain d'observation onstruit de manièrepolytopique à partir de l'utilisation de LMI sur un ensemble onvexe. Cette stratégie permetd'assurer non seulement la stabilité mais aussi le plaement de p�les de l'UIO ave des outilsdont l'implémentation est aisée. Le diagnosti de défauts d'un système non linéaire CSTR estainsi réalisé en présene d'erreurs de modélisation et d'un défaut ationneur sans onnaissanepréalable de leurs amplitudes ni des instants d'apparition.Cependant, dans l'exemple du CSTR, nous n'avons pas montré la possible détetion dedéfauts multiples du fait des dimensions mêmes du système par rapport aux onditions dedétetion et isolation. Nous allons montrer par la suite que l'UIO généré peut tout à fait êtreutilisé en ban pour isoler de multiples défauts.Les matries ayant permis la synthèse de l'UIO polytopique du CSTR ainsi que ellesassurant la stabilité de l'erreur d'estimation, sont données par la suite.
E∗ =




−0.8142 1.3831

−0.0032 −1.6090

11.7210 0.0956

0 0


 H∗ =




0.4289 −0.4933 −0.0398

−0.4933 0.5739 −0.0344

−0.0398 −0.0344 0.9972

0 0 0


 (3.90)

K1

1
=




0.4300 0.5161 0.0343

0.5439 0.2455 0.0296

0.0439 0.0359 −0.1976

3.7878 3.2781 0.7970


 K1

2
=




0.3878 0.4710 0.0292

0.5079 0.2070 0.0253

0.0414 0.0332 −0.1979

3.6401 3.2116 0.7846


 (3.91)

K1

3 =




0.4108 0.5010 0.0324

0.5271 0.2322 0.0279

0.0427 0.0351 −0.1977

3.8198 3.2521 0.7925


 K1

4 =




0.3033 0.4148 0.0252

0.4342 0.1577 0.0217

0.0346 0.0285 −0.1983

3.8482 3.1264 0.7560


 (3.92)

X = 1.0e + 003 ∗




1.5003 0.2468 0.0199 −0.0601

0.2468 1.4257 0.0171 −0.0517

0.0199 0.0171 1.2148 −0.0042

−0.0601 −0.0517 −0.0042 0.0049


 , C =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0


 (3.93)Les matries R1, R2, R3, R4 ne sont pas mentionnées ii ar elles se déduisent de par larelation K1

i = X−1Ri.Nous donnons dans e paragraphe, les prinipes permettant d'isoler de multiples défauts autravers une utilisation en ban des UIO préalablement synthétisés.3.4.7 Observateur Polytopique en ban : shéma d'isolationLa loalisation d'un défaut s'opère à partir de l'évaluation de résidus issus d'un band'observateurs à entrées inonnues insensibles à l'une des omposantes des perturbations



96 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnosti(défauts) et sensibles aux autres. (Frank and Wunnenberg, 1989) ont été parmi les premiers àproposer des strutures de bans d'observateurs de Luenberger généralisés (GOS : GeneralizedObserver Sheme) ou dédiés (Garia and Frank, 1996) (Dediated Observer Sheme). Dansle shéma généralisé, haun des observateurs est insensible à un seul défaut par ontre dansle as dédié, haun des observateurs génère un résidu insensible à tous les défauts sauf àun. La struture DOS dé�nit une matrie d'inidene équivalente à une matrie d'identitépermettant l'isolation de multiples défauts simultanés, haque observateur étant insensible à
(p+m− 1) défauts. La struture GOS dé�nit une matrie unitaire ave des termes diagonauxnuls onduisant à l'isolation d'un unique défaut. Conformément à (Hou and Muller, 1994) et(Darouah and Zasadzinski, 1994), une ondition néessaire selon laquelle le nombre de sortiesest supérieur au nombre d'entrées inonnues, doit être respetée.Un ban de d'observateurs polytopiques à entrées inonnues reonstruit le veteur de sortie etle veteur d'état par autant d'observateurs polytopiques qu'il y a d'entrées p. Le ième observateurpolytopique est piloté par toutes les sorties et toutes les entrées exeptée la ième (ui). La détetionet la loalisation de défaut du ième ationneur est e�etuée en onsidérant l'entrée ui ommeétant une entrée inonnue au système, voir �gure (
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Fig. 3.12: Shéma de détetion par UIODans le as de défaut ationneur, la matrie de défaut Fi est représentée par la matrie Bi.Supposons que elle-i soit �xe quelque soit le point de fontionnement onsidéré, nous allonsmontrer omment l'UIO développé peut être utilisé en ban pour e�etuer une proedure dediagnosti. Soit le système suivant :
xk+1 =

∑N
j=1 ρi(γk)

[
Ajxk +Buk + [E∗ Fd]

[
dk
fdk

]
+ F ∗

xf
∗
k + ∆xj ]

yk = Cxk

(3.94)ave
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N∑

i=1

ρi(γk) = 1

0 ≤ ρi(γk) ≤ 1 , ∀i ∈ [1, . . . , N ]

(3.95)En dissoiant la matrie de distribution des défauts ationneurs sous la forme : Fi = [Fd F
∗
x ]ave la matrie Fd égale à Bi qui représente la ième olonne de B, et la matrie F ∗

x égale à B̄iqui est la matrie B sans la ième olonne. La matrie [E∗ Fd] fait o�e de nouvelle matriede distribution des perturbations à déoupler et la matrie F ∗
x représente les défauts à déteter.La restrition pour pouvoir estimer es défauts ationneurs sera d'imposer que le systèmepuisse être représenté ave une unique matrie de ommande B quels que soient les points defontionnement onernés.L'observateur polytopique à entrées inonnues se présente de manière similaire à l'UIO dela seonde partie :

zk+1 =

N∑

i=1

ρik
[
Sizk + TBuk +Kiyk + ∆zi

]

x̂k+1 = zk+1 +H∗yk+1

(3.96)où x̂ est l'estimation de l'état et z l'état de l'observateur. Les onditions d'existene sontelles évoquées dans la seonde partie. L'estimation de l'amplitude du défaut est extraite dire-tement du lème observateur polytopique à entrées inonnues (l ∈ [1, . . . , p]) qui est synthétiséde manière à être insensible au lème défaut (f ∗
k = 0). Si les onditions (

ek+1 = S(ρ)ek + TF ∗
xf

∗
k

rk = Cek
(3.97)Les onditions de détetion des défauts sont les mêmes que elles évoquées lors de la premièrepartie. Si les onditions (L'isolation de défauts est réalisée par un ban de p observateurs polytopiques à entréesinonnues omme mentionnée dans les travaux de (Theilliol et al., 2002a). Chaque veteur desrésidus rlk = yk −Cx̂k, produit par le lème observateur à entrées inonnues, permet de déteterun défaut. Une proposition d'isolation et d'estimation de défauts a été faîte dans (Rodrigueset al., 2005b) en onsidérant uniquement des défauts ationneurs (pas de perturbation) sur unsystème représenté sous forme polytopique. Cette estimation d'amplitude de défaut ationneura été réalisée a�n de permettre une aommodation en ligne de la loi de ommande. Nousverrons dans le prohain hapitre, omment l'inorporation des défauts au sein de la loi deommande peut pallier les défaillanes du système.Proposition 3 (Rodrigues et al., 2005b) Si (

f̂dk = F+
d

(
x̂k+1 −A(ρ)x̂k −Buk − ∆x(ρ)

) (3.98)
�



98 Chapitre 3 : Synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues pour le diagnostiPreuve :Alors, si (Notons qu'en présene d'un défaut ationneur, Fd est une matrie de plein rang olonne.3.5 ConlusionDans e hapitre, une nouvelle méthode de génération de résidus robustes aux erreurs demodélisation et sensibles aux défauts a été développée pour des systèmes représentés par desmulti-modèles. La synthèse d'observateurs polytopiques à entrées inonnues dépend diretementde la représentation multi-modèles du système ainsi que des matries de distribution des erreursde modélisation. La ontribution de nos travaux s'insrit dans la synthèse d'un observateurpolytopique à entrées inonnues UIO qui permet de générer des résidus déouplés des erreursde modélisation ave un gain d'observation onstruit de manière polytopique à partir del'utilisation de LMI sur un ensemble onvexe. Cette stratégie permet d'assurer non seulementla stabilité mais aussi le plaement de p�les de l'UIO ave des outils dont l'implémentation estaisée. Le diagnosti de défauts d'un système non linéaire est ainsi réalisé en présene d'erreursde modélisation et de défauts ationneurs et/ou apteurs sans onnaissane préalable de leursamplitudes ni des instants d'apparition.A�n de générer des résidus robustes aux erreurs de modélisation permettant la détetionde défauts, nous avons synthétisé des Observateurs Polytopiques. Nous avons pu voir qu'enfontion de l'apparition des perturbations sur le système, si elles apparaissent diretement surl'état et/ou sur la sortie, di�érents UIO polytopiques ont été synthétisés. Ces UIO ont leurspropres aratéristiques en fontion du déouplage des perturbations qui in�uenent diretementl'étude de la stabilité de l'erreur d'estimation et du résidu.Étant donné que les systèmes étudiés sont représentés par des multi-modèles sur desensembles onvexes, l'outil utilisé pour l'étude de la stabilité a été les LMI. Cet outil estpartiulièrement bien adapté aux ensembles onvexes que nous avons traités. Les problèmesde déouplage des perturbations, qui avait entraîné des résolutions de type BMI, ont pu êtresolutionné en linéarisant elles-i par hangements de variables.Nous fondant sur des travaux de (Lou et al., 1986), (Chen and Patton, 1999), nous avonspû approximer un ensemble de matries d'erreurs de modélisation permettant de ontribuer àun déouplage unique sur plusieurs points de fontionnement même lors des transitions. Nousavons aussi donné des onditions permettant de tester la détetion des défauts sur la générationde résidus robustes. Ces travaux ont été appliqués sur des exemples de type aadémique et aussisur un CSTR pour montrer l'e�aité de la méthode appliquée à un problème non linéaire.Le diagnosti est réalisé en synthétisant un ban d'UIO polytopiques permettant d'isoler lesdéfauts à la manière des strutures GOS, DOS existant dans le as linéaire. L'estimation dedéfauts ationneurs peut alors être réalisée via es strutures.



Chapitre 4Commande ative tolérante aux défauts"La siene a-t-elle promis le bonheur ? Je ne le rois pas. Elle a promis la vérité, et la question est de savoirsi l'on fera jamais du bonheur ave de la vérité." Emile Zola
L'objetif de e hapitre est de synthétiser une loi de ommande ative tolérante aux défautsationneurs pour des systèmes représentés par des multi-modèles.Les études sur des modules de diagnosti ont été développées dans les 2 hapitres préédentssur des systèmes représentés de la sorte. La synthèse de ommande ative tolérante aux défautsque nous proposons de développer ii, onsiste à s'appuyer sur un module de diagnosti quipourvoit à l'estimation du ou des défaut(s) ationneur(s) onsidéré(s). Cette estimation dudéfaut ationneur doit pouvoir permettre une synthèse en ligne du nouveau régulateur qui estun des prinipes de la ommande tolérante ative aux défauts.Comme spéi�é au hapitre 1, la détetion, isolation et estimation des défauts permet dedéterminer l'origine d'un mauvais fontionnement mais ne permet pas au système de ontinuerd'opérer en toute séurité. Le module de diagnosti n'est que le premier maillon en vue d'unenouvelle synthèse de la loi de ommande permettant de prendre en ompte les défauts. Leseond maillon est un méanisme de reon�guration apte à synthétiser une nouvelle loi deommande ave les informations du module FDI assurant en même temps la stabilité dusystème en boule fermée. C'est e seond maillon de la ommande ative tolérante aux défautsque nous allons développer dans e hapitre.Dans le paragraphe suivant, nous retraçons brièvement la synthèse de régulateur par retourd'état en multi-modèles. Nous soulignons notamment les e�ets des défauts ationneurs au seindu système ave es régulateurs nominaux. Puis, au travers d'un existant dans le domaine dela synthèse des régulateurs en vue d'une aommodation de défauts (Cf. Chapitre 1), nousexpliquons nos objetifs de reon�guration par une loi de ommande tolérante aux défautsationneurs. Une étude de as d'un système linéaire ave une redondane matérielle permettrade diserner plus justement nos propos lors de la reon�guration de la loi de ommande enmulti-modèles. Di�érents exemples permettent d'illustrer les propositions de reon�guration de



100 Chapitre 4 : Commande ative tolérante aux défautsloi de ommande sur plusieurs types de systèmes.
4.1 Systèmes tolérants aux défauts en multi-modèles4.1.1 ProblématiqueConsidérons un système représenté par le multi-modèle suivant :





xk+1 =

N∑

j=1

ρjk[Ajxk +Bjuk]

yk =

N∑

j=1

ρjk[Cj ]xk

(4.1)
xk ∈ Rn représente le veteur d'état, uk ∈ Rp est le veteur d'entrée, y ∈ Rm est le veteurde sortie. A la manière des hapitres préédents, et en onsidérant l'équation (

Sk :=

{
N∑

j=1

ρjkSj : ρjk ≥ 0,

N∑

j=1

ρjk=1

} (4.2)ave Sj = [Aj , Bj, Cj]. De manière similaire aux préédents hapitres, les fontions d'ativation
ρjk sont supposées robustes aux défauts, pouvant provenir des travaux du hapitre 2 ou detravaux de (Narendra et al., 1995). Le but de e hapitre n'est pas l'obtention de es fontionsmais bien de reon�gurer la loi de ommande lors de défauts ationneur et d'assurer la stabilitéen Boule Fermée. Ces fontions d'ativation seront supposées onnues et robustes aux défautsourrent sur le système.De manière lassique en l'absene de défaut, le système (

{
xk+1 = Ajxk +Bj(−Kjxk)

= (Aj − BjKj)xk
(4.3)Les gains Kj ∈ [1, . . . , N ] sont alulés de façon à stabiliser l'équation (En présene de défaut ationneur (sous forme multipliative) sur le système à l'instar de(Kanev and Verhaegen, 2002), (Wu et al., 2000) et (Rodrigues et al., 2005d), le systèmepréèdent s'érit de la façon suivante :

{
xk+1 = Ajxk +Bf

j uk
= Ajxk +Bj(Ip×p − γk)uk

(4.4)ave
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γk , diag[γ1

k, γ
2
k, . . . , γ

p
k], γ

i
k ∈ R, tel que

{
γik = 1 défaillane du ième ationneur i ∈ [1, . . . , p]

γik = 0 le ième ationneur opère normalement (4.5)Il faut noter que haque omposante γik dépend du temps k. En prenant un simple retourd'état, le système (
{
xk+1 = Ajxk +Bf

j (−Kjxk)

= (Aj −Bf
jKj)xk = (Aj − Bj(I − γk)Kj)xk

(4.6)Il est lair que les gains nominaux Kj des régulateurs ne peuvent garantir la stabilité dusystème en boule fermée (En reprenant un shéma de ommande tolérante aux défauts du premier hapitre à la �gure(
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Fig. 4.1: Shéma de prinipe général ave ommande tolérante aux défautsLes hypothèses de travail seront de supposer qu'un module de FDI est réalisé et qu'il fournitune estimation exate, en un temps minimal, de multiples défauts ationneurs apparaissantsur le système. Les hapitres 2 et 3 permettent d'assurer une détetion et/ou une estimationdu défaut sur des systèmes représentés par des multi-modèles. Ces méthodes (Filtre Adaptatifet Observateurs polytopiques à entrées inonnues) ont notamment permis de montrer qu'ilétait possible d'e�etuer un diagnosti des défauts sur de tels systèmes. Ainsi, dans la suite dela méthode présentée et de la même façon que (Zhang and Jiang, 2003b), nous onsidéreronsqu'il possible d'estimer en ligne l'amplitude du ou des défaut(s) ationneur γk sur le système.Nous supposerons que ette estimation γ̂k est parfaite et qu'il n'y a pas d'inertitudes :
γk = γ̂k (4.7)



102 Chapitre 4 : Commande ative tolérante aux défautsComme mentionné au hapitre 1 à la setion (4.1.2 Commande tolérante en multi-modèles : aommodation parompensationUne approhe de ommande tolérante aux défauts en multi-modèles a été développée par(Theilliol et al., 2003a). Cette approhe onsidère des défauts sous forme additive où haquemodèle loal s'érit de la façon suivante :
{
xk+1 = Ajxk +Bj(u

j
k + fak )

= Ajxk +Bju
j
k + Fjf

a
k

(4.8)ave les égalités suivantes Fj = Bj et fak est le terme en défaut de l'entrée de ommande.L'objetif de la méthode est de synthétiser une loi de ommande urk qui annule l'e�et desdéfauts sur le système en BF. Chaque loi de ommande loale est synthétisée pour haquerégulateur de la façon suivante :
urk = ujk + ujad (4.9)où ujad dé�nit une loi de ommande additive loale et ujk représente un gain de retour d'étatnominal tel que ujk = −Kjxk. Le terme ujad est synthétisé a�n de ompenser le défaut (Theilliolet al., 1998), (Noura et al., 2000) et (Theilliol et al., 2002a), dans la représentation d'état (

Bju
j
ad + Fjf

a
k = 0 (4.10)De e fait, le système (





xk+1 = Ajxk +Bju
r
k + Fjf

a
k

= Ajxk +Bj(u
j
k + ujad) + Fjf

a
k

= (Aj − BjKj)xk +Bju
j
ad + Fjf

a
k︸ ︷︷ ︸

=0

= (Aj − BjKj)xk

(4.11)Cette première étude e�etuée dans le adre de l'aommodation de défauts ationneurs enligne basée sur un module FDD, permettait d'apporter une solution pour les systèmes représentéspar des multi-modèles. Le module de FDD utilisé était un ban de �ltres adaptatifs (Rodrigueset al., 2004) que nous avons présenté au seond hapitre. Ceux-i permettaient notamment, dedéteter, isoler et estimer l'amplitude du défaut fak et par e fait, de déterminer le terme additif
ujad dans l'équation (Néanmoins, omme dans (Zhang and Jiang, 2003b), ette étude ne permettait pas la priseen ompte des pertes d'ationneur ar seule l'aommodation était permise. C'est pourquoia�n d'étendre es travaux dans le ontexte de défauts ationneurs représentés sous formemultipliative, nous avons déidé de nous foaliser sur les pertes d'ationneur et l'analyse dela synthèse de régulateurs adéquats assurant la stabilité en BF du système.
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 Fig. 4.2: Aommodation de défaut en multi-modèles4.2 Stratégie de reon�guration en présene de défauts a-tionneurs : vers une solutionSoit I l'ensemble des ationneurs en mode nominal. Soit I = IN ∪ IF où IN est le sousensemble des ationneurs sans défaut tandis que IF est le sous ensemble des ationneurs endéfaut à l'instant donné k. La dynamique d'un système linéaire en défaut (Staroswieki, 2002),(Blanke et al., 2003) est dérite par :

xk+1 = Axk +Buk

= Axk +
∑

i∈I

Biui(k)

= Axk +
∑

i∈IN

Biui(k) +
∑

i∈IF

βi(ui(k), θi) (4.12)où x ∈ Rn est le veteur d'état et u ∈ Rp est le veteur de ommande. ui ∈ Rp est l'entrée du
ième ationneur ∈ I tel que p =

∑
i∈I pi. Le terme βi(ui(k), θi) dérit la ontribution du ièmeationneur en défaut ave θi qui orrespond aux éléments γi 6= 0 dé�nis en (Dans un premier temps, a�n d'illustrer le as de défaillane d'ationneur (.à.d lors de laperte d'un ationneur), nous allons supposer que le système dispose d'une redondane matériellesu�sante. Cette première hypothèse va nous permettre d'expliiter la loi de ommande lorsd'une reon�guration d'ationneur, ave l'ensemble des ationneurs en défaut et elui en modenominal omme illustré dans l'équation (Considérons le système nominal suivant
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xk+1 = Axk +Buk (4.13)En présene de défauts ationneurs, de l'ériture (

xk+1 = Axk +B(I − γk)uk (4.14)en notant que l'ensemble IN représente le as où γik = 0, ∀i ∈ [1, . . . , p− r] et IF le as où
γik 6= 0, ∀i ∈ [1, . . . , r]. Remarquons que l'ensemble IF représente à la fois les ationneurs endéfauts (0 < γik < 1, i ∈ [1, . . . , r − h]) et les ationneurs défaillants (γik = 1, i ∈ [1, . . . , h]),.à.d perdus.En s'appuyant sur ette nouvelle représentation des défauts ationneurs au sein du système,l'idée est de aluler une loi de reon�guration de ommande urk à partir de la loi de ommandenominale uk, de telle façon que les e�ets des défauts soient totalement ompensés et que lesystème reon�guré puisse être stable.Dans la suite du doument, nous utiliserons les notations suivantes : Ip représente lamatrie identité de dimension p × p, Ip×h représente la matrie identité de dimension p × h,
0p représente une matrie de zéros de dimension p× p et 0p×h représente une matrie de zérosde dimension p× h. En�n, dans le as où p ≤ l, Ip×l = [Ip 0p×(l−p)].Dé�nissons la matrie Γk qui représente seulement les ationneurs totalement perdus :

Γk , (Ip − γk)(Ip − γk)
+ (4.15)Ainsi, Γk est une matrie diagonale et ontient sur ses entrées diagonales seulement des 1(absene de défaut) et des 0 (représentant des défauts totaux). Nous omettrons la dépendaneau temps sur les matries γ et Γ pour permettre une meilleure lisibilité des indies. Sans pertede généralité, il est possible de onsidérer que

Γ =

(
Ip−h 0

0 0h

) (4.16)où nous avons noté le nombre d'ationneurs totalement perdus par h, et p−h les ationneursqui fontionnent normalement ou qui sont en défaut mais non défaillants (γi 6= 1). La matrie
Γ orrespond au as où la matrie γ est représentée par :

γ =

(
γp−h 0

0 Ih

) (4.17)



4.2 Stratégie de reon�guration en présene de défauts ationneurs : vers une solution 105ave γp−h étant une matrie diagonale ontenant sur sa diagonale les entrées diagonales de
γip−h, i ∈ [1, . . . , p] qui sont di�érentes de 1. Il faut noter que (Ip−h−γp−h) est une matrie non-singulière par dé�nition rendant possible son inversion. Considérons la partition de la matrie
B suivant (

B = [Bp−h Bh] (4.18)ave Bp−h ∈ Rn×(p−h) et Bh ∈ Rn×h. Nous pouvons érire que
B(I − γ) = BΓ(I − γ) = [Bp−h(Ip−h − γp−h) 0n×h] (4.19)qui substituée dans l'équation (

xk+1 = Axk +Bp−h(Ip−h − γp−h)u
r
p−h (4.20)où nous avons dé�ni la nouvelle loi de ommande en défaut urp−h ∈ Rp−h, .à.d les ation-neurs restant qui peuvent être utilisés pour ommander le système. On notera que le systèmeen défaut (Hypothèse préliminaire :

R(B) = R(Bp−h) � (4.21)où R(B) est l'espae engendré par les olonnes de la matrie B = [b1, . . . , bp] ∈ Rn×p dé�nietelle que
R(B) = span(b1, . . . , bp) = {v ∈ R

n : v =

p∑

i=1

βibi, βi ∈ R, i = 1, . . . , p} (4.22)Cette hypothèse exprime le as de redondane matérielle sur un système. Cette hypothèsesemble à première vue une hypothèse forte et restritive, mais dans le domaine de l'aéronau-tique, aérospatiale, aviation,. . . il est beauoup plus probable et moins pessimiste de onsidérerette hypothèse due au fait de la présene d'ationneurs redondants omme des ationneurssymétriques sur les avions, les élévateurs droit et gauhe, et. Ainsi, dans le as où un de esationneurs est défaillant alors le modèle du système en défaut est supposé satisfaire à ettehypothèse.Sous ette hypothèse, une première stratégie de reon�guration peut être expliitée. A ette�n, onsidérons la partition de la loi de ommande nominale u(k), orrespondant à la partition(
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u(k) =

(
up−h(k)

uh(k)

) (4.23)Le régulateur est synthétisé pour le système nominal, et ne hange pas quelque soit l'appari-tion des défauts. L'idée est de trouver ur(k) telle que l'équation résultante (
Système

Module FDI 

Actionneur Capteur

Régulateur
nominal

Reconfiguration
du régulateur U(k)

Ur(k)

Défaut

Fig. 4.3: Stratégie de reon�gurationProposition 4 Considérons le système (
ur(k) =

[
Ip−h

0h×(p−h)

]
[Ip−h − γp−h]

−1
[
Ip−h 0(p−h)×h

]
u(k) (4.24)appliquée au système en défaut (Preuve :Nous allons montrer que le système en défaut (Le système (

xk+1 = Axk +B(I − γ)ur(k)

= Axk + [Bp−h Bh]

[
Ip−h − γp−h 0

0 0h

]
ur(k) (4.25)En appliquant l'expression de ur(k) donnée en (

xk+1 = Axk +Bp−h(Ip−h − γp−h)(Ip−h − γp−h)
−1up−h(k)

= Axk +Bp−hup−h(k) (4.26)Or, du fait de l'hypothèse (



4.3 Commande tolérante ative sur de multiples points de fontionnement 107Nous avons étudié le as d'un système ave des défauts ationneurs en onsidérant la pertepossible d'ationneurs dans le as de redondane matérielle d'ationneurs. Nous avons vu om-ment la loi de ommande de reon�guration pouvait permettre au système en défaut de onti-nuer d'opérer ave le reste des ationneurs non hors-servie. Maintenant, nous allons for-maliser une tehnique dédiée aux systèmes multi-modèles ommandables pour haque paires
(Aj, B

i
j), ∀j ∈ [1, . . . , N ] où Bi

j représente la ième olonne de la matrie Bj ave i ∈ [1, . . . , p]sans pour autant parler de redondane matérielle. Les notions évoquées dans l'étude de e aslinéaire et notamment les notations (Note : La ommande de reon�guration peut aussi s'érire ur(k) = (I − γ)+u(k) ave (·)+représentant la matrie de Moore-penrose, la pseudo-inverse, qui peut être alulée par déom-position en valeurs singulières (SVD) telle que (I − γ)+ =

[
(Ip−h − γp−h)

−1 0

0 0

]

4.3 Commande tolérante ative sur de multiples points defontionnementComme nous l'avons vu lors du premier hapitre, il existe de nombreuses stratégies permet-tant de synthétiser des régulateurs permettant de ramener le système en défaut au as nominalpar la méthode pseudo-inverse omme référenée dans (Gao and Antsaklis, 1991) ou parplaement de struture propre (Zhang and Jiang, 1999a). Pour des systèmes représentés sousforme multi-modèles, des approhes omme (Banerjee et al., 1995) ont étudié la pondérationde la loi de ommandes loales a�n d'en dé�nir une globale pour ommander le système. Demême, dans le domaine de la logique �oue, des approhes omme (Wang et al., 1996) et(Tanaka et al., 1996) ou plus réemment (Guerra et al., 1999), ont étudié la stabilité dessystèmes représentés par un multi-modèle. D'autres approhes sur des systèmes Linéaires àParamètres Variants (LPV) dans (Shamma and Athans, 1992) et (Stiwell and Rugh, 1999),ont été développées permettant d'assurer la stabilité du système en fontion des paramètresdu système. Néanmoins, toutes es approhes ne tiennent pas ompte des défauts et desdéfaillanes potentiels qui peuvent apparaître sur le système.Étant donné que nous onsidérons des systèmes représentés par des multi-modèles ave desdéfauts et pertes d'ationneur, nous proposons de synthétiser des régulateurs ave des outilsadéquats tels les LMI. En e�et, elles-i permettent de synthétiser des gains pour des systèmesreprésentés sous forme polytopique (Daafouz and Bernussou, 2001) et\ou d'e�etuer du pla-ement de p�les (Chilali and Gahinet, 1996) dans le adre de la ommande robuste par exemple.Lors de la synthèse de la loi de ommande, les performanes désirées du système en boulefermée peuvent être requises tout en garantissant la stabilité. Aussi, une réponse dynamiquesatisfaisante peut être garantie en on�nant les p�les dans une région préise du plan omplexe,voir Annexe C. Pour la plupart des problèmes réels, le plaement de p�les de manière striten'est pas néessaire : il su�t de garantir que les p�les en boule fermée restent dans une régionpréise du plan omplexe (Rodrigues et al., 2005) et (Rodrigues et al., 2005e), omme nousl'avons vu au ours du hapitre 3.



108 Chapitre 4 : Commande ative tolérante aux défauts4.3.1 Synthèse d'une loi de ommande tolérante ative par retourd'étatSoit un système, onsidérant des défauts ationneurs γk, représenté autour des points defontionnement suivant PF j :
xk+1 =

N∑

j=1

ρjk
[
Ajxk +

p∑

i=1

Bi
j(I − γk)uk

]

yk =
N∑

j=1

ρjkCjxk (4.27)ave i : i = 1, . . . , p l'ensemble des ationneurs pour haque PF j et les matries
(Aj, Bj , Cj) ∈ Sk dé�nies dans (

Bi
j = [0, . . . , 0, bij, 0, . . . , 0] (4.28)et Bj =

p∑

i=1

Bi
j = [b1j , b

2
j , . . . , b

p
j , ] ave bij ∈ Rn×1. Il est supposé que haque olonne de Bj estde plein rang olonne quel que soit le PF j. La matrie des défauts ationneurs γk se modélisede la façon suivante :

γk , diag[γ1
k, γ

2
k, . . . , γ

p
k], γ

i
k ∈ R, tel que

{
γik = 1 défaillane du ième ationneur i ∈ [1, . . . , p]

γik = 0 le ième ationneur opère normalement (4.29)Hypothèse 2 :Les paires (Aj, b
i
j), ∀i = 1, . . . , p sont supposées ommandables ∀j = 1, . . . , N . �Avant d'aborder la synthèse de la loi de ommande en défaut, nous développons une synthèsede gains de régulateurs dans le adre nominal ar les gains reon�gurant le système en défautseront basés sur la synthèse des gains nominaux.Soit D, une région LMI dé�nissant un disque de entre (−q, 0), et de rayon r ave (q+r) < 1dé�nissant le erle unité (Voir Annexe C). Considérons tout d'abord le système (

(
−rXi qXi + (AjXi −Bi

jYi)
T

qXi + AjXi −Bi
jYi −rXi

)
< 0 (4.30)Théorème 3 (Rodrigues et al., 2005d) Soit un système (
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ujnom = −(

p∑

i=1

GiYi)(

p∑

i=1

Xi)
−1xk (4.31)

= −Y X−1xk = −Knomxkave ∑p
i=1GiYi = Y , X =

∑p
i=1Xi et Gi = Bi+

j B
i
j une matrie possédant des zéros partoutsauf à l'entrée (i, i) où il y a un 1. La ommande générale pour tout PF j peut être dé�nie telleque :

uk =
N∑

j=1

ρjku
j
nom = −

N∑

j=1

ρjkKnomxk = −Knomxk (4.32)
�Preuve :La ommandabilité des paires (Aj , b

i
j) permet d'assurer le plaement de p�les par retour d'étatdes matries Aj − Bi

jKi. La sommation de (dérivant la D-stabilité quadratique dans une région LMI préise. Notons X =
∑p

i=1Xi(ave X = XT > 0), (



−rX qX + (AjX −

p∑

i=1

Bi
jYi)

T

qX + (AjX −

p∑

i=1

Bi
jYi) −rX



< 0 (4.33)Notons la l-ème ligne de la matrie Yi par Y l

i , i = 1, ..., p et l = 1, .., p, .à.d
Y l
i = GlYi (4.34)Ainsi,

p∑

i=1

Bi
jYi =

p∑

i=1

[0, .., 0, bij, 0, ..., 0]Y i
i = Bj

p∑

i=1

Y i
i (4.35)onduisant à

p∑

i=1

Bi
jYi = Bj(

p∑

i=1

GiYi) (4.36)De plus, en prenant Y =
∑p

i=1GiYi, l'équation (
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p∑

i=1

Bi
jYi = BjY (4.37)En substituant (

(
−rX qX + (AjX − BjY )T

qX + (AjX − BjY ) −rX

)
< 0 (4.38)pour tout PF j, j = 1, 2, .., N . En multipliant haque LMI (




−rX qX +

N∑

j=1

ρjk(AjX − BjY )T

qX +

N∑

j=1

ρjk(AjX − BjY ) −rX



< 0 (4.39)qui est équivalent à

(
−rX qX + (A(ρ)X −B(ρ)Y )T

qX + (A(ρ)X −B(ρ)Y ) −rX

)
< 0 (4.40)où A(ρ) =

∑N
j=1 ρ

j
kAj ∈ Sk et B(ρ) =

∑N
j=1 ρ

j
kBj ∈ Sk. La D-stabilité quadratique est alorsassurée en résolvant (En absene de défaut, il est possible de relaxer l'hypothèse 2 pour la synthèse de tels régula-teurs, .à.d qu'il est possible de onsidérer que seules les paires (Aj, Bj), ∀j ∈ [1, . . . , N ] doiventêtre ommandables. Cependant, omme nous désirons traiter du as de défaillane d'ation-neurs, il s'avère néessaire de onsidérer ette hypothèse étant donné que les gains de reon-�guration sont basés sur les gains Ki = YiX

−1
i , i ∈ [1, . . . , p]. Le Théorème qui suit proposeune solution pour la reon�guration de la loi de ommande lors de défauts engendrant desdéfaillanes d'ationneurs, spéi�ées dans la setion préédente notamment aux équations (Théorème 4 (Rodrigues et al., 2005d) Soit le système (Preuve :En appliquant la nouvelle loi de ommande tolérante aux défauts (

Bj(I − γk)u
j
FTC = −BjΓk(

∑

i∈Θ

GiYi)(
∑

i∈Θ

Xi)
−1xk (4.41)ave Γk = (I − γk)(I − γk)

+ dé�nie en (où Γk est une matrie diagonale possédant seulement des zéros (représentant des défaillanes)et des 1 (signi�ant l'absene de défaut). De e fait, la matrie BjΓk =
∑
i∈Θ

Bi
j modélise unique-ment les ationneurs non défaillants (γai 6= 1) suivant les matries dé�nies en (Cette synthèse de loi de ommande tolérante aux défauts dépend de l'estimation de l'am-plitude du défaut et onduit à appliquer au système la nouvelle loi de ommande suivante :

uk =
∑N

j=1 ρ
j
ku

j
FTC

= −KFTCxk
(4.42)



4.3 Commande tolérante ative sur de multiples points de fontionnement 111ave KFTC = (I − γk)
+
∑
i∈Θ

GiYi(
∑
i∈Θ

Xi)
−1.Remarque1 :Il n'y a pas lieu d'étudier la stabilité des matries telles Aj −BjKl(l 6= i) ar un unique gainde régulateur est utilisé. On pourra le onstater dans (Wang et al., 1996) ou omme le faitremarquer (Chadli, 2002) pour des modèles Takagi-Sugeno, ave une loi de ommande PDC(Parallel Distributed Compensation) qui utilise un unique gain.Remarque2 :Si tous les modèles loaux ont la même matrie Bj, .à.d Bj = B pour tout j = 1, . . . , N ,il est alors possible d'envisager une synthèse de gains di�érents pour tous les points defontionnement du système :

uk =

N∑

j=1

ρjku
j
nom = −

N∑

j=1

ρjk[Kjxk] (4.43)ave Kj = YjQ
−1. Les matries résultantes restent les mêmes exepté que les matries

Kj remplaent les matries K, la matrie B remplae les matries Bj, et les matries Yjremplaent les matries Y .Remarque3 :De la même façon que la remarque (2), si les matries d'entrée Bj sont positivement etlinéairement dépendantes, .à.d ∃αj : Bj = αjB, ∀j ∈ [1, . . . , N ], on pourra dé�nir un type deloi nommée CDF (Compensation et Division pour modèles Flous) (Guerra et al., 1999) de lafaçon suivante :
uk = −

N∑

j=1

ρjkαjKj

N∑

j=1

ρjkαj

xk (4.44)Cette loi de ommande permet notamment de n'observer les onditions de stabilité que pourles termes dominants Aj−BjKj (Chadli, 2002) à l'instar de la synthèse de gains multiples dansle adre des systèmes linéaires par moreaux (Pieewise Linear Systems(Ozkan et al., 2003)).Remarque4 :La synthèse des gains du régulateur dans le as nominal se fait en prenant le nombre
h = 0, qui est le nombre d'ationneurs défaillants. Dans e as, l'ensemble Θ est équivalent àl'ensemble i : i ∈ [1, . . . , p] des ationneurs non défaillants. �La stratégie proposée est résumée sur la �gure (
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Système

Banc de régulateurs

K1, Y1, X1

K2, Y2, X2

KP, YP, XP

…

Module FDI

Reconfiguration du régulateur

U Y=XActionneur

défaut

(I- γγγγa)+(ΣΣΣΣGiYi)(ΣΣΣΣXi)-1

Fig. 4.4: Reon�guration de régulateur pour défauts ationneurCette stratégie permet de onsidérer le as de défaillane γi = 0 si l'hypothèse de omman-dabilité des paires (Aj, B
i
j) est véri�ée .à.d si toutes les paires (Aj , b

i
j) sont ommandables.Le système reste ommandable tant qu'il reste au moins un ationneur non défaillant sur lesystème.A�n d'illustrer notre méthode de reon�guration par retour d'état présentée, nous allonsutiliser une représentation de modèle a�ne LPV ou Linéaire à Paramètres Variants dans letemps. Ce type de représentation a notamment été utilisé et développé dans (Bara, 2001) pourla synthèse d'observateur polytopique, dans (Rosinova and Vesely, 2004) où il est question d'unsystème ave des inertitudes paramétriques mis sous forme LPV a�ne puis sous forme poly-topique, dans (Hensen et al., 2000), (Angelis, 2001) et (Glover, 2003) pour la représentationpolytopique des systèmes non linéaires et la synthèse de ommande et en�n réemment dans(Reberga et al., 2005) où il est question de divers systèmes pouvant s'érire sous une forme LPV.

4.3.2 Exemples numériquesA. Système LPV-polytopique : Soit un système représenté par un modèle LPV a�nesous la forme suivante :
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xk+1 = (A0 +

N∑

j=1

Θj
kAj)xk + (B0 +

N∑

j=1

Θj
kBj)uk

yk = Cxk (4.45)où N = 2 et ave les variables Θj
k qui varient selon Θ1

k ∈ [−0.05, 0.05] et Θ2
k ∈ [−0.1, 0.1].Les matries dérivant e système LPV a�ne sont représentées par :

A0 +
2∑

j=1

θjkAj =




0.75 0 0 0

0 0.85 0 0

0 0 0.75 + Θ1
k 0

0 0 0 1 + Θ2
k


 , B0 +

2∑

j=1

θjkBj =




1 + Θ1
k 1 + Θ1

k

1 1

1 + Θ2
k 1 + Θ2

k

1 1


(4.46)

θ1θ1

θ2

θ2

θ2

θ1

M1
s M2

s

M3
s M4

s

Fig. 4.5: Le domaine d'évolution des paramètres ΘjOn notera que pour des valeurs de paramètres Θ2
k ≥ 0, le système est instable. Il est possibleà partir d'une représentation sous forme a�ne, de transformer la représentation d'état (

xk+1 =

2N∑

j=1

ρjkÃjxk +

2N∑

j=1

ρjkB̃j(I − γk)uk

yk = Cxk (4.47)ave ρjk = ρ(k,Θ
j

k,Θ
j
k,Θ

j
k). Le veteur des paramètres évolue dans un retangle donné sur la�gure (

Ã1 =




0.75 0 0 0

0 0.85 0 0

0 0 0.75 0

0 0 0 0.9


 , B̃1 =




0.95 0.95

1 1

0.9 0.9

1 1


 Ã2 =




0.75 0 0 0

0 0.85 0 0

0 0 0.8 0

0 0 0 0.9


 , B̃2 =




1.05 1.05

1 1

0.9 0.9

1 1




Ã3




0.75 0 0 0

0 0.85 0 0

0 0 0.70 0

0 0 0 1.1


 , B̃3 =




0.95 0.95

1 1

1.1 1.1

1 1


 , Ã4 =




0.75 0 0 0

0 0.85 0 0

0 0 0.8 0

0 0 0 1.1


 , B̃4 =




1.05 1.05

1 1

1.1 1.1

1 1






114 Chapitre 4 : Commande ative tolérante aux défautsLa simulation s'e�etue ave des défauts ationneurs à partir de l'instant k ≥ 2 ave lamatrie γk =

[
1 0

0 0.9

]Selon la matrie γk, il y a une défaillane du premier ationneur et un défaut de 90% sur leseond. Les matries issues des ThéorèmeDans le as nominal, la matrie de retour d'état K =
∑2

i=1GiYi(
∑2

i=1Xi)
−1 vaut :

Y2 = 1.0e+ 007 ∗

[
0 0 0 0

4.0708 4.6969 4.3427 5.3087

]
, K =

[
0.0391 0.0195 0.0308 0.3556

0.0391 0.0195 0.0308 0.3556

]Sur la �gure (
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Fig. 4.8: Reon�guration : (a) Evolution de l'état du système, (b) Evolution du seond ation-neur, () Evolution du premier ationneur, (d) Evolution des paramètres ρjkB. Appliation à un système hybride à ommutationLe système hybride (



116 Chapitre 4 : Commande ative tolérante aux défauts
xk+1 =

2N∑

j=1

ρjkÃjxk +

2N∑

j=1

ρjkB̃j(I − γk)uk

yk = Cxk (4.48)ave ρjk = ρ(k,Θ
j

k,Θ
j
k,Θ

j
k). Les modes de e système hybride à ommutation sont donreprésentés par les matries Ãj , B̃j, C̃ de l'exemple préédent mais ave des paramètres

ρjk = 1, ρik = 0, i 6= j. Les matries de gain de retour d'état sont les mêmes que elles del'exemple préédent.La �gure (
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Fig. 4.11: Reon�guration : (a) Evolution de l'état du système, (b) Evolution du seond a-tionneur, () Evolution du premier ationneur, (d) Evolution des paramètres ρjkLa méthode proposée est basée sur un retour d'état. Nous avons vu que si la sortie nereprésentait pas totalement l'état du système, alors un estimateur devait être utilisé. Cependant,il existe des as où il est possible de s'a�ranhir d'utiliser un estimateur d'état et d'e�etuer



118 Chapitre 4 : Commande ative tolérante aux défautsdiretement un retour de sortie. Nous allons voir sous quelles onditions ette synthèse parretour de sortie est rendue possible.4.3.3 Synthèse d'une loi de ommande ative tolérante aux défautspar retour linéaire de sortieDi�érents gains de retour de sortie en multi-modèles sont envisagés, en l'absene de défaut,notamment dans (Chadli et al., 2002) ou dans (Wang et al., 1996) "Output Parallel DistributedCompensation (OPDC)" pour les modèles �ous de type Takagi-Sugeno. Notre objetif est desynthétiser une ommande ative tolérante aux défauts par un retour linéaire de sortie, a�nd'étendre notre stratégie à un as plus général où l'état n'est pas disponible de suite. Nousallons voir notamment les onditions spéi�ques à e type de ommande a�n de garantir lastabilité du système en présene de défauts ationneurs ou apteurs.Tout d'abord, si l'on désire prendre en ompte les défauts apteur ainsi que les défauts a-tionneurs, il est possible de redé�nir une nouvelle représentation du système (
xk+1 =

N∑

j=1

ρjk
[
Ajxk +

p∑

i=1

Bi
j(Ip×p − γk)uk

]

yk = (Im×m − σk)Cxk (4.49)où σk se dé�nit omme suit
σk , diag[σ1

k, σ
2
k, . . . , σ

m
k ], σlk ∈ R, tel que

{
σlk = 1 défaillane du l-ème apteur l ∈ [1, . . . , m]

σlk = 0 le l-ème apteur opère normalement (4.50)Sans toutefois parler de défaillane de apteur (.à.d σlk 6= 1, ∀l ∈ [1 . . .m]), il estpossible d'envisager de manière analogue au as de défaut ationneur, une loi de reon�-guration basée sur un retour de sortie permettant la prise en ompte des deux sortes dedéfauts. Dans un premier temps, seuls les défauts ationneurs seront supposés apparaître surle système .à.d σk = 0, ∀k, le as des défauts apteurs étant disuté plus tard dans ette setion.Hypothèse 3 : Dans ette setion, nous supposons que C = Cj, ∀j ∈ [1 . . . N ]. De plus,ette matrie de sortie C est supposée être de plein rang ligne. �Le retour de sortie linéaire dans le as nominal, s'exprime sous la forme suivante :
uk = −Fyk (4.51)



4.3 Commande tolérante ative sur de multiples points de fontionnement 119ave yk = Cxk. La matrie de gain est F ∈ R
p×m. En présene de défauts, ationneurs toutd'abord, la représentation multi-modèles du système ave un régulateur (

xk+1 =
N∑

j=1

ρjk[Ajxk +Bj(I − γk)(−FFTCyk)]

=

N∑

j=1

ρjk(Aj − BjFFTCC)xk

(4.52)ave la matrie FFTC à déterminer a�n de pouvoir annuler l'e�et des défauts ationneurssur le système.Comme dé�ni préédemment dans e hapitre, nous désirons établir la stabilité du systèmeen boule fermée au moyen d'un plaement de p�les des valeurs propres de la matrie dusystème en BF. Ainsi, nous avons pu voir préédemment que pour déterminer des réponsestransitoires adéquates ainsi que des performanes sur le système en BF, il était essentielde réaliser un plaement de p�les. Les valeurs propres du système en BF peuvent se dé�nirdans une région préise du plan omplexe (Lopez-Toribio and Patton, 2000), (Chilali andGahinet, 1996) et (Rodrigues et al., 2005d).Nous reprenons la région LMI D dé�nie dans la setion préédente, qui dérit une régionirulaire à l'intérieur du erle unité. Le plaement de p�les du système en BF (
(

−rX qX + (AjX − BjFCX)T

qX + (AjX −BjFCX) −rX

)
< 0, ∀j ∈ [1 . . .N ] (4.53)Cependant, es inégalités (De la même façon que dans la setion préédente, nous allons synthétiser un gain F pourhaque ationneur pour permettre un retour de sortie qui stabilise le système même lors d'unedéfaillane d'un ationneur.Théorème 5 Considérons le système (

(
−rXi qXi + (AjXi − Bi

jNiC)T

qXi + AjXi − Bi
jNiC −rXi

)
< 0, ∀i = [1, . . . , p], ∀j = [1, . . . , N ](4.54)ave pour ontrainte égalité

CXi = MiC, ∀i = [1, . . . , p], ∀j = [1, . . . , N ] (4.55)La loi de ommande par retour de sortie uk = −Fyk permet de plaer les valeurs propres dusystème (



120 Chapitre 4 : Commande ative tolérante aux défautsPreuve :Cette preuve est similaire à elle de la setion préédente. En additionnant (
p∑

i=1

(
−rXi qXi + (AjXi − Bi

jNiC)T

qXi + AjXi −Bi
jNiC −rXi

)
< 0, ∀i = [1, . . . , p], ∀j = [1, . . . , N ](4.56)On note X =

p∑

i=1

Xi (ave X = XT > 0) et l'on obtient



−rX qX + (AjX −

p∑

i=1

Bi
jNiC)T

qX + (AjX −

p∑

i=1

Bi
jNiC) −rX



< 0, ∀i = [1, . . . , p], ∀j = [1, . . . , N ](4.57)Notons, la l-ème ligne de la matrie Ni telle que N l

i , i = 1, . . . , p et l = 1, . . . , p, et
Gi = Bi+

j B
i
j est une matrie ayant des zéros partout exeptée à l'entrée (i, i) où il y a un 1 :

N l
i = GlNi (4.58)Aussi,

p∑

i=1

Bi
jNiC =

p∑

i=1

[0, . . . , 0, bij, 0, . . . , 0]N i
iC = Bj

p∑

i=1

N i
iC (4.59)amenant à

p∑

i=1

Bi
jNiC = Bj

p∑

i=1

N i
iC = Bj(

p∑

i=1

GiNiC) (4.60)Ainsi, en prenant N =

p∑

i=1

GiNi, l'équation (
p∑

i=1

Bi
jNiC =

p∑

i=1

Bi
jNiC = BjNC (4.61)on obtient

(
−rX qX + (AjX − BjNC)T

qX + (AjX − BjNC) −rX

)
< 0, ∀i = [1, . . . , p], ∀j = [1, . . . , N ](4.62)



4.3 Commande tolérante ative sur de multiples points de fontionnement 121Ave les hangements de variables N = FM et CX = MC qui, substitué dans la LMI (
(

−rX qX + (AjX − BjFCX)T

qX + (AjX − BjFCX) −rX

)
< 0, ∀i = [1, . . . , p], ∀j = [1, . . . , N ](4.63)qui sont des BMIs (




−rX qX +
N∑

j=1

ρjk(AjX −BjNC)T

qX +

N∑

j=1

ρjk(AjX − BjNC) −rX



< 0 (4.64)qui est équivalent à

(
−rX qX + (A(ρ)X −B(ρ)NC)T

qX + (A(ρ)X − B(ρ)NC) −rX

)
< 0 (4.65)ave A(ρ) =

∑N
j=1 ρ

j
kAj ∈ Sk et B(ρ) =

∑N
j=1 ρ

j
kBj ∈ Sk.Étant donné que la matrie C est supposée de plein rang ligne, nous nous déduisons de (Dans un seond temps, nous nous plaçons dans le as où seuls les défauts ationneurspeuvent apparaître sur le système.Théorème 6 Considérons le système (

Θ , {i : i ∈ (1, . . . , p), γi 6= 1}La loi de ommande tolérante aux défauts par retour de sortie autour d'un PF j estéquivalente à
uFTC = −(I − γk)

+
(∑

i∈Θ

GiNi(CC
T (C

∑

i∈Θ

XiC
T )−1

)
yk

= −(I − γk)
+Frecyk = −FFTCyk (4.66)ave Gi = Bi+

j B
i
j, appliquée au système en défaut (La loi de ommande par retour de sortie uk = −FFTCyk permet de plaer les va-leurs propres du système en BF dans une région LMI prédéterminée ave FrecM = N ,

Frec =
∑
i∈Θ

GiNi(CC
T (C

∑
i∈Θ

XiC
T )−1 ou Frec = NCCT (CXCT )−1, ave Gi = Bi+

j B
i
j , ∀i =

[1, . . . , p], ∀j = [1, . . . , N ]. �Preuve :Cette preuve est similaire à elle du Théorème
Bj(I − γk)uFTC = −BjΓk

(∑

i∈Θ

GiNi(CC
T (C

∑

i∈Θ

XiC
T )−1))yk (4.67)



122 Chapitre 4 : Commande ative tolérante aux défautsave Γk = (I − γk)(I − γk)
+ dé�nie en (Sans toutefois parler de défaillane de apteur (.à.d σl 6= 1, ∀l ∈ [1 . . .m]), il est possibled'envisager de manière analogue au as de défaut ationneur, une nouvelle sortie ỹk synthétiséede la façon suivante

ỹk = (Im×m − σk)
+yk (4.68)Cette nouvelle sortie ỹk permet d'annuler l'e�et des défauts apteurs sur le système (

uk = −F ỹk = −F (I − σk)
+yk (4.69)qui appliqué sur le système (

xk+1 =

N∑

j=1

ρjk
[
Ajxk −

p∑

i=1

Bi
j(I − γk)F ỹk

]

=

N∑

j=1

ρjk
[
Ajxk −

p∑

i=1

Bi
j(I − γk)F (I − σk)

+yk
]

=
N∑

j=1

ρjk
[
Ajxk −

p∑

i=1

Bi
j(I − γk)F (I − σk)

+(I − σk)Cxk
] (4.70)Comme nous ne onsidérons pas le as de perte de apteur, (

xk+1 =

N∑

j=1

ρjk
[
Ajxk −

p∑

i=1

Bi
j(Ip×p − γk)FCxk

] (4.71)De e fait, en utilisant la nouvelle sortie (
uk = −(I − γk)

+F ỹk = −(I − γk)
+F (I − σk)

+yk (4.72)sans autre ondition supplémentaire à elle énonées dans ette setion, si l'on ne onsidèrepas la perte de apteur sur le système. Dans le as ontraire, il faut alors envisager de nouvellesonditions plus restritives pour pallier la perte éventuelle d'un apteur. Nous ne traitons pasde e as ii.Nous allons présenter un premier exemple numérique a�n de montrer l'apport de la loi deommande tolérante aux défauts par retour de sortie sur des systèmes variant dans le tempsomme les systèmes LPV (Linear Parameter Varying). Nous illustrons notamment la perted'un ationneur.



4.3 Commande tolérante ative sur de multiples points de fontionnement 1234.3.4 Exemple numériqueSoit un système représenté par 4 modèles loaux instables en présene de défauts ationneursuniquement (σk = 0). Considérons la représentation d'état (
A1 =




0.75 0 0 0

0 0.85 0 0

0 0 1.25 0

0 0 0 1.5


 , A2 =




0.6 0 0 0

0 0.68 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1.2


 , A3 =




0.525 0 0 0

0 0.595 0 0

0 0 0.875 0

0 0 0 1.05


et

A4 =




0.6375 0 0 0

0 0.7225 0 0

0 0 1.0625 0

0 0 0 1.2750


 , C =

[
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

]
, B1 =




1 1

1 1

1 1

1 1


Les autres matries sont B2 = 0.8 ∗B1, B3 = 0.7 ∗ B1 et B3 = 0.85 ∗B1. Le système est enboule fermée par un retour de sortie uk = −(I − γk)

+Fyk = −(I − γk)
+FCxk synthétisé selonles théorèmes (

N1 =

[
−0.1573 −0.1527 −0.1321

0 0 0

]
, N2 =

[
0 0 0

−0.1573 −0.1527 −0.1321

]
,M1 =

[
0.9680 0.1074 0.1079

0.1074 0.1738 0.1341

0.1079 0.1341 0.1071

]et
M2 =

[
0.9680 0.1074 0.1079

0.1074 0.1738 0.1341

0.1079 0.1341 0.1071

]
, X1 =




1 0 0 0

0 0.9680 0.1074 0.1079

0 0.1074 0.1738 0.1341

0 0.1079 0.1341 0.1071


 , X2 =




1 0 0 0

0 0.9680 0.1074 0.1079

0 0.1074 0.1738 0.1341

0 0.1079 0.1341 0.1071


ave F = NM−1 =

p∑

i=1

GiNi(C

p∑

i=1

XiC
T (CCT ))−1 :

F =

[
−0.0253 −1.2221 2.1734

−0.0253 −1.2221 2.1734

]
, G1 =

[
1 0

0 0

]
, G2 =

[
0 0

0 1

]Le système est en boule fermée ave une défaillane du premier ationneur à partir de
k = 2 et un défaut de 60% sur le seond ationneur. Les paramètres sont q = −0.05, r = 0.93et la matrie γ est égale à

γk =

[
1 0

0 0.6

]
, k ≥ 2La �gure (La �gure (La �gure (La �gure (L'exemple qui suit est un exemple pratique mettant en avant un aspet plus industriel aveune régulation de niveaux autour de points de fontionnement onnus. Dans et exemple, leveteur de sortie représente exatement le veteur d'état. Nous allons appliquer la méthode surun système hydraulique : le système des 3 uves.
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Fig. 4.14: Reon�guration : (a) Evolution des sorties du système, (b) Evolution de l'état dusystème, () Evolution du seond ationneur, (d) Evolution du premier ationneur,(e) Evolution des paramètres ρjk
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Partie réelle Fig. 4.15: Le domaine des valeurs propres de la matrie A(ρ) −B(ρ)FC en absene de défaut4.4 Appliation sur un système hydraulique : les 3 uves4.4.1 Desription du proédéLa méthode présentée dans e hapitre est appliquée au benhmark des 3 uves (Zolghadri etal., 1996), (Theilliol et al., 2003a) et (Rodrigues et al., 2005d). Le système hydraulique est om-posé de trois ylindres ave des setions identiques S. Les uves sont ouplées par deux tuyauxylindriques ave une setion Sp et un oe�ient de sortie µ13 = µ32. La sortie d'évauation estloalisée sur la uve 2, et a de même une setion Sp et un oe�ient de sortie µ20 : les données



126 Chapitre 4 : Commande ative tolérante aux défautsnumériques sont répertoriées dans la Table (




S
dl1(t)

dt
= q1(t) − q13(t)

S
dl2(t)

dt
= q2(t) + q32(t) − q20(t)

S
dl3(t)

dt
= q13(t) − q32(t)

(4.73)où qmn représente le débit d'eau entre les uves m et n (m,n = 1, 2, 3 ∀m 6= n), et peut êtreexprimé en utilisant la loi de Torrielli :
qmn(t) = µmnSpsign(lm(t) − ln(t))

√
(2g | lm(t) − ln(t) |) (4.74)et q20 représente le débit de sortie ave

q20(t) = µ20Sp
√

(2gl2(t)) (4.75)
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Fig. 4.16: Système hydrauliqueLe système expérimental est équipé de apteurs et d'ationneurs qui ommuniquent via unearte d'aquisition (DAC6214) et un ordinateur. Deux onvertisseurs D/A ave une gammede tensions omprises entre −10 et +10V , sont utilisées pour ommander les pompes. Le plusgrand débit de la pompe i est noté qimax (voir Tableau (Le but est de ommander le système autour de trois points de fontionnement parfaitementonnus. Aussi, sous l'hypothèse qu'en l'absene et en présene de défauts la ondition (l1 > l3 >

l2) soit vraie, 3 modèles linéaires ont été identi�és autour de es points de fontionnement etles onditions opératoires sont répertoriées dans la Table (



4.4 Appliation sur un système hydraulique : les 3 uves 127Tab. 4.1: Paramètres du système des 3 uvesVariable Symbole ValeurSetion de la uve S 0.0154m2Setion inter-uve Sp 5 × 10−5m2Coe�ient de sortie µ13 = µ32 0.5

µ20 0.6Débit maximum qimax(i ∈ [1 2]) 2 × 10−4m3s−1Niveau maximum ljmax(j ∈ [1 2 3]) 0.62mTab. 4.2: Dé�nition des points de fontionnementPoint de fontionnement j=1 j=2 j=3
0.20; 0.50; 0.50;

yje(m) 0.15; 0.15; 0.405;

0.175 0.325 0.45

uje 1.7509; 4.6324; 2.4761;

(m3/s) × 10−5 4.0390 1.1574 6.9787Le système linéarisé est dérit par une représentation d'état disrète ave une période d'éhan-tillonnage Ts = 1s. Pour haque PF , haque paire de matries (Aj , b
i
j) est ommandable. Lesrégulateurs ont été synthétisés pour les niveaux l1 et l2 a�n de suivre le veteur de référene

Y r ∈ R2. Les régulateurs nominaux ont été synthétisés au moyen du ThéorèmeEn simulation, il est souvent supposé que les vannes peuvent être ouvertes à l'in�ni. En fait,es hypothèses ne sont pas réalistes et les vannes ont d'un point de vue physique, des limitationsau niveau de la saturation d'ouverture. Le régulateur a été implanté ave une anti-windup surhaque ation intégrale a�n d'éviter des problèmes de stabilisation\d'osillations durant lestransitions.4.4.2 Appliation sur un proédé réelDans l'appliation de la méthode développée sur e système réel que l'on visualise à la �gure( Les expérienes ont été réalisées telles que les 3 onditions opératoires dérites dans la Table( Dans un premier temps, nous avons réalisé une expérimentation en l'absene de défaut aveles 3 points de fontionnement : nous pouvons voir les résultats sur la �gure (Dans une seonde expériene, nous avons introduit un défaut ationneur. La onséquened'un défaut ationneur est illustrée sur la �gure (Dans une troisième expériene, nous introduisons notre régulateur qui tient ompte des dé-fauts ationneurs sur la �gure (Le alul de la norme de l'erreur de poursuite en l'absene de défaut, en présene de défautsans et ave FTC souligne les performanes de ette approhe omme on peut le voir dans le



128 Chapitre 4 : Commande ative tolérante aux défauts

Fig. 4.17: Système réeltableau ( Tab. 4.3: Comparaison de l'erreur entre l1 et lref1Erreur Sans défaut Défaut ationneurNorme Régulateur nominal FTC
‖ el1 ‖ 1.1063 3.3365 1.1176A�n d'illustrer le potentiel inhérent à la méthode développée, nous onsidérons toujours lesystème des 3 uves non plus uniquement autour de 3 points de fontionnement mais réagissantfae à des hangements de onsigne amenant le système à évoluer en dehors des points defontionnements parfaitement onnus. La ommande permettant de générer es ourbes estdé�nie omme suit :

Uk =

3∑

j=1

ρjk ∗ U
j
e (4.76)ave les ommandes U j

e dé�nies autour des points de fontionnement dont les valeurs sontdonnées en (Sous l'hypothèse que la dynamique du système se représente à travers l'interpolation de es
3 points de fontionnement, et que le module de diagnosti de défauts est apte à isoler etestimer les défauts, nous e�etuons 3 expérienes similaires ave des régulateurs uniquementproportionnels : l'une en l'absene de défauts, l'autre ave des défauts sans FTC et une dernièreave FTC. La �gure (Un défaut ationneur de 80% apparaît à l'instant t = 500s illustré dans le as d'un régulateurnominal à la �gure (Le défaut est supposé être ompensé 30s après son apparition pour mieux visualiser l'impatsur le système et prendre en onsidération le temps de retard du module FDI. On observe surla �gure (
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Fig. 4.18: Evolution des aratéristiques du système dans le as nominal :(a) les sorties dusystème, (b) les paramètres ρjk, () les ommandes du système4.5 ConlusionDans e hapitre, nous avons présenté une stratégie de ommande tolérante aux défautsappliquée aux systèmes représentés sous une forme polytopique ou multi-modèles. La méthodedéveloppée souligne l'importane de l'AFTC sur les systèmes représentés par des multi-modèles.Cette méthode illustre l'apport de la loi de ommande ative tolérante fae aux défauts ation-neurs sur toute la plage de fontionnement.Un régulateur robuste est synthétisé pour haque ationneur séparément, au moyen d'unplaement de p�les par LMI en présene et en absene de défaut. Cei permet au systèmede ontinuer d'opérer de manière saine, évitant ainsi de stopper le système immédiatementtout en assurant sa stabilité. La synthèse de ette ommande de retour d'état ou sortie prenden ompte les informations provenant d'un module de FDI en supposant que l'estimationdes défauts ationneurs est parfaite. Cei est une limite à la méthode de reon�gurationque nous avons proposé dont nous reparlerons dans les perspetives de la thèse. Nousavons aussi montré qu'il était possible d'intégrer des défauts apteurs au sein de la loi de re-
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Conlusion générale et perspetives"Aller à l'idéal pour omprendre le réel". Jean JaurésLes systèmes tolérants aux défauts se délinent en deux grandes familles ave d'une part uneapprohe passive et d'autre part l'approhe voie ative inluant un module de diagnosti. Ungrand nombre de publiations traite du domaine de la ommande tolérante aux défauts mais laplupart traite des systèmes linéaires ou de systèmes évoluant dans un domaine restreint. Notreobjetif a été de développer des lois de ommandes tolérantes aux défauts en onsidérant dessystèmes représentés par des multi-modèles. De e fait, deux axes majeurs ont été développés :l'un dans le domaine du diagnosti et l'autre dans le domaine de la ommande tolérante auxdéfauts sur de tels systèmes.A�n de synthétiser des outils permettant d'e�etuer un diagnosti sur des systèmes repré-sentés par une interpolation de modèles loaux, nous avons tout d'abord développé un �ltredéouplant permettant d'e�etuer la détetion, l'isolation et l'estimation de défauts. Ce �ltreest tributaire d'une bonne estimation de la dynamique du système au moyen de fontionsde pondération robustes aux défauts. Celles-i permettent notamment de pouvoir obtenir àtout instant une représentation d'état du système et de savoir autour de quel point de fon-tionnement se situe le système. Moyennant ertaines onditions de rang pour la détetabilitédes défauts, e �ltre génére des estimations de défauts en ligne, information néessaire pourla ommande tolérante ative aux défauts (AFTC). La stabilité de e �ltre est garantie parl'utilisation d'outils appropriés tels que les LMI lors de la synthèse de gains. La stabilitéquadratique de l'erreur d'estimation est alors garantie sur un ensemble onvexe.Toutefois, des inertitudes de modélisation peuvent altérer le �ltre adaptatif et nuire àl'estimation des défauts qu'il génére. A ette �n, les observateurs à entrées inonnues (UIO)nous ont permis de déoupler la génération de résidus des perturbations. Cette méthodebien onnue dans le as linéaire a été revisitée et adaptée sur des systèmes représentés pardes multi-modèles. Les prinipales di�ultés résident dans la matrie de distribution desperturbations qui peuvent être di�érentes selon les points de fontionnement onsidérés. Ceientraîne un problème de déouplage de elles-i sur la génération de résidus, et à ette �ndeux types d'UIO polytopiques ont été synthétisés. L'étude de stabilité de l'UIO est e�etuéeau moyen de LMI ; le déouplage des perturbations entraîne la résolution de problèmesd'inégalités matriielles bilinéaires BMI. Ceux-i sont résolus en e�etuant des hangementsde variables adéquats. La génération de résidus qui en déoule permet de prendre en ompte lesdéfauts apparaissant sur le système si eux-i remplissent des onditions de rang spéi�ques.Les UIO polytopiques synthétisés sont alors apables de générer des résidus robustes à la



136 Chapitre 4 : Commande ative tolérante aux défautsprésene d'inertitudes. Ceux-i permettent de rendre le module de diagnosti robuste auxerreurs de modèles dans le adre de son exploitation au sein de systèmes tolérants aux défauts.Le �ltre adaptatif ainsi que les UIO polytopiques sont des outils spéi�ques aux systèmesreprésentés par de multi-modèles : eux-i peuvent servir de module de diagnosti pourl'AFTC. A�n de synthétiser une loi de ommande apable de reon�gurer le système lors de ladéfaillane d'un ationneur, le système est supposé ommandable par haque ationneur. Dansun premier temps un retour d'état est synthétisé ave des gains provenant de LMI permettantde ontraindre les p�les du système en boule fermée dans une région préise du plan omplexe.La synthèse du gain global tient ompte de l'information provenant du module de diagnostiet le système peut ontinuer d'opérer ave les ationneurs non hors-servies. Dans un aspetplus industriel, un retour de sortie est synthétisé ar bien souvent l'état du système n'est pasatteignable et requiert un observateur. Ce retour de sortie permet d'assurer que le système estrobuste aux défauts ationneurs. L'impat de la méthode proposée se visualisent au traversde di�érents exemples qui dépassent le adre initial des multi-modèles. La représentationmulti-modèles peut en e�et s'apparenter à la représentation linéaire à paramètres variant(LPV) polytopique, et es exemples soulignent le fait que la méthode proposée de ommandeative tolérante aux défauts peut être utilisée dans de nombreux domaines tels les systèmesLPV, les systèmes hybrides, les systèmes non linéaires, . . ., ave une perte d'ationneurentraînant alors la reon�guration du régulateur. Un exemple sur un as pratique met enexergue les apaités de l'AFTC proposée. La régulation de niveau des uves autour de plusieurspoints de fontionnement, omme 'est souvent le as dans les proédés himiques, permetde onsidérer un système représenté par un multi-modèle. La loi de ommande nominale nepermet pas de ompenser l'apparition du défaut alors que la loi de ommande tolérante auxdéfauts que nous avons proposée permet de le faire.PerspetivesLa loi de ommande tolérante proposée repose sur une estimation parfaite du défaut ation-neur. S'il apparaît possible dans le as linéaire d'intégrer des inertitudes sur l'estimation dudéfaut pour les intégrer dans les inertitudes de la matrie de ommande B (Wu et al., 2000),il est plus di�ile d'intégrer es éléments dans le adre des multi-modèles notamment dans larésolution des LMI. Des inertitudes ∆γa sur l'estimation du défaut γ̂a telle que
(I − γa) = (I − γ̂a)(I + ∆γ) (4.77)pourraient être prises en ompte ave la méthode atuelle dans la synthèse des gains aveune synthèse en ligne. Cette synthèse tiendrait ompte via les LMI de l'inertitude reportéesur la matrie B qui deviendrait alors B(∆γa) et les gains générés seraient robustes à e typed'inertitudes.De la même façon que dans le as de défaut ationneur, les inertitudes sur les défautsapteurs pourraient être inorporées au sein de la matrie C(∆γc). Si l'on désire traiter du



4.5 Conlusion 137as de perte de apteur, il faudra envisager de nouvelles ontraintes du type de redondane deapteur, par exemple en imposant que l'espae engendré par les m lignes de la matrie C puisseêtre engendré par un moindre nombre de lignes. De ette façon, il est possible de onsidérer laperte d'un apteur. Bien sûr ei suppose de pouvoir avoir une ertaine redondane de apteursde la même façon que nous l'avons proposé pour les ationneurs (La ommande ative tolérante aux défauts pourrait être aussi envisagée omme minimisantun ritère d'énergie sur la ommande. Ainsi, une ommande tolérante de type Model PreditiveControl (MPC) pourrait selon les prinipes évoqués par (Wan and Kothare, 2003) ou (Kothareet al., 1996), permettre de synthétiser des gains alliant la stabilité ainsi que la minimisation d'unritère d'énergie. Ainsi, désirant générer des gains de retour d'état uk = Kxk qui stabilisent lesystème autour de haque point de fontionnement, l'objetif serait de minimiser une fontionquadratique sur un horizon in�ni du type :
min

u(k+l)=−Kx(k+l)
max
[Aj ,Bj ]

J∞(k) (4.78)ave J∞(k) ,
∑

∞

l=1 ‖xk+l‖
2
Q1

+ ‖uk+l‖2
R = J(Aj, Bj , Q1, R) ave Q1 = QT

1 > 0 et
R = RT > 0. Ce ritère pourrait être réévalué en fontion de la perte d'ationneurs ave unenouvelle matrie Bf

j = Bi(I − γ). De la même façon que nous avons généré les gains pourhaque ationneur, les LMI pourraient dé�nir de nouveaux régulateurs ave une minimisationdu ritère J∞(k).D'autre part, omme nous l'avions noté dans les remarques [1] à [4] de la setion 4.3.1,il peut être intéressant d'étudier le as où l'on a des gains di�érents pour haque point defontionnement. L'étude de stabilité qui en déoulera, se dirigera vers des LMI permettant detraiter les termes dominants et les termes roisés (Chadli, 2002).En�n, la relaxation de la ontrainte de ommandabilité de haque paire pourrait être unebonne voie d'investigation. En e�et, le problème pourrait être abordé de deux façons, parexemple : une première façon pourrait être de synthétiser des gains de régulateurs, pour unsystème représenté par des multi-modèles, où tant que le système reste stabilisable ave unensemble d'ationneurs non défaillants. L'étude de stabilité ainsi que les moyens employés pour-raient être totalement di�érents. D'autre part, le problème pourrait être abordé d'un autre pointde vue, par exemple, en realulant en fontion de l'amplitude du défaut, les paramètres q et
r a�n de permettre au système d'avoir des degrés de liberté supplémentaire (Staroswieki, 2005).Conernant le module de diagnosti, déterminer un seuil adaptatif de détetion de défautspourrait être une solution pour évaluer les résidus générés par les observateurs polytopiques.En e�et, a�n d'aroître les performanes à la détetion de défaut entre les fausses alarmes etla non détetion, il serait intéressant de réaliser un seuil de détetion adaptatif en fontion desinertitudes de modèle.





Annexe AStabilitéNous allons rappeler ii quelques notions sur la stabilité dynamique des systèmes à tempsontinu et à temps disret. La théorie de Lyapunov (Boyd et al., 1994) traite de la stabilité dumouvement ou de la trajetoire d'un système.Stabilité au sens de LyapunovLa stabilité au sens de Lyapunov est une théorie mathématique générale appliable à touteéquation di�érentielle. Ce prinipe signi�e qu'une équation di�érentielle autonome ave uneondition initiale su�samment prohe de la trajetoire d'équilibre a une solution qui reste ar-bitrairement prohe de la trajetoire d'équilibre.Cas des systèmes à temps ontinuConsidérons l'ensemble des systèmes dérits par l'équation dynamique générale :
ẋ(x, t) = f(x(t), u(t), t)y(t) = g(x(t), u(t), t), ∀t ≥ 0 (A.1)ave les onditions x(t0) où x(t) ∈ Rn est le veteur d'état, u(t) ∈ Rm est le veteur desentrées et y(t) ∈ Rp est le veteur des sorties.La méthode direte de Lyapunov nous permet de regarder la stabilité asymptotique ommel'existene d'une fontion de Lyapunov propre dé�nie positive telle que sa dérivée soit strite-ment négative.Une lasse de fontions de Lyapunov jouant un r�le important dans l'analyse de la stabilité dessystèmes dynamiques est la lasse des fontions quadratiques. Ces fontions s'érivent sous laforme :

V (x, t) = xT (t)Px(t) (A.2)
V̇ (x, t) = ∂V (x, t)/∂t+ (∂V (x, t)/∂t)T < 0 (A.3)Cette fontion est dé�nie positive si P est une matrie symétrique dé�nie positive. Dans leas des systèmes autonomes LTI :

ẋ = Ax (A.4)



164 Annexe A : Stabilitéune ondition néessaire et su�sante pour que la dérivée V̇ (x, t) soit négative et impliite-ment pour que le système autonome LTI soit asymptotiquement stable , onsiste à trouver unematrie P symétrique dé�nie positive telle que l'inégalité matriielle soit véri�ée
ATP + PA < 0 (A.5)Notons que les fontions de Lyapunov ne sont pas néessairement quadratiques. D'autreslasses peuvent être dé�nies omme par exemple les fontions de Lyapunov polyhédrales. Danse rapport néanmoins nous nous limiterons au as des fontions de Lyapunov quadratiques.Cas des systèmes à temps disretDans le as des systèmes autonomes LTI, la notion de stabilité quadratique s'exprime aveune fontion de Lyapunov de la forme V (x, k) = xTkPxk > 0 et P > 0 pour l'étude de stabilitéd'un système du type :
Xk+1 = AXk (A.6)A�n de garantir la stabilité asymptotique de (

V (x+ 1, k + 1) − V (x, k) < 0 (A.7)En utilisant la forme quadratique de la fontion V (x, k), nous pouvons onlure que le système(
ATPA− P < 0

P > 0
(A.8)est véri�ée.Il existe aussi des équivalenes d'éritures pour la stabilité (Daafouz et al., 2002), (Boyd etal., 1994) dans le but d'utiliser des Inégalités Matriielles Linéaires (LMI) qui se représententsous la forme suivante :Lemme2 : Si P = P T > 0 et Q = P−1, alors :

P − ATPA > 0 ⇔

(
P ATP

PA P

)
> 0 (A.9)

Q− AQAT > 0 ⇔

(
Q AQ

QAT Q

)
> 0 (A.10)
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Théorie des matriesUne matrie P (n × n) est dé�nie positive si et seulement si pour tout x non nul on a
xTPx > 0.Théorème :Les valeurs propres d'une matrie P symétrique dé�nie positive sont réelles et positives et
det(P ) > 0.Une matrie est dé�nie non négative lorsque pour tout veteur x non nul on a xTPx ≥ 0.Lorsqu'une matrie P a son opposé (−P ) qui est dé�ni positive, P est dé�nie négative, etlorsque −P est dé�nie non négative alors P est dé�nie non positive, es notions sont àdistinguer de la dé�nition d'une matrie positive qui est une matrie dont tous les oe�ientssont positifs, ou d'une matrie négative dont tous les oe�ients sont négatifs, ou non négativelorsque eux-i sont positifs ou nuls.
Complément de Shur(Boyd et al., 1994)Lemme1 : Soient les matries Q ∈ Sn (ensemble des matries symétriques dans Rn), R ∈ Smet la matrie blo

M =

(
Q S

ST R

)
< 0alors les a�rmations suivantes sont équivalentes :1. M est dé�nie négative2. R < 0 et Q− SR−1ST < 03. Q < 0 et R− STQ−1S < 0
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Annexe BDéomposition de rang de matrie etnorme de FrobeniusProposition(Chen and Patton, 1999)Toute matrie E ∈ R
p×q et de rang r(r < min(p, q)), peut être déomposée de la façonsuivante :

E = E1E2 (B.1)où E1 ∈ Rp×r, E2 ∈ Rr×q et
rang(E1) = rang(E2) = r (B.2)Preuve :En se basant sur la déomposition en valeurs singulières (SVD), la matrie E peut êtredéomposée omme suit

E = UΣV T (B.3)où U ∈ Rp×p et V ∈ Rq×q sont des matries orthogonales et
Σ =

(
Σ2
r 0r×q−r

0(p−r)×r 0(p−r)×(q−r)

)
∈ R

p×q (B.4)ave
Σ2
r = diag(σ2

1, σ
2
2, . . . , σ

2
r) (B.5)où σ2

1, σ
2
2 , . . . , σ

2
r sont les valeurs singulières de E.



168 Annexe B : Déomposition de rang de matrie et norme de FrobeniusLa matrie E peut alors être réérite de la façon suivante :
E = U

[
Σr

0(p−r)×r

]
[Σr 0r×(q−r)]V

T (B.6)On dé�nit les matries suivantes :
E1 = U

[
Σr

0(p−r)×r

]
= [u1, u2, . . . , ur]Σr ∈ R

p×r (B.7)
E2 =

[
Σr 0r×(q−r)

]
V T = Σr[v1, v2, . . . , vr]

T ∈ R
r×q (B.8)où u1, u2, . . . , ur sont les r premières olonnes de U et v1, v2, . . . , vr sont les r premièresolonnes de V . On peut aisément voir que E1 est une matrie de plein rang olonne et E2 estune matrie de plein rang ligne.Norme de FrobeniusLa norme de Frobenius est dé�nie omme étant la raine arrée de la somme au arré detous les élèments de la matrie, .a.d,

A ∈ R
n×m, ‖ A ‖F=

√√√√
n∑

i=1

m∑

j=1

a2
ij (B.9)ou par équivalene

‖ A ‖F=
√
Trace(ATA) (B.10)



Annexe CRégions LMIDé�nition 2 les régions LMI (Chilali and Gahinet, 1996)Un sous ensemble D du plan omplexe est dit 'une région LMI' s'il existe une matriesymétrique α ∈ Rm×m et une matrie β ∈ Rm×m telle que
D = z ∈ C : fD(z) < 0 (C.1)ave fD(z) = α + zβ + z̄βT . La notation z̄ désigne le onjugué de z et fD(z) est appelée lafontion aratéristique de D. �Les valeurs propres d'une matrie A sont plaées dans une région LMI D (

MD(A,P ) = α⊗ P + β ⊗ (AP ) + βT ⊗ (AP )T (C.2)où ⊗ représente le produit de Kroneker de (Arzelier et al., 1993). Considérons 2 régions
LMI D1 et D2 du plan omplexe. Les valeurs propres de la matrie A appartiennent à larégion LMI D1 ∩D2 ave des fontions aratéristiques fD1(z) et fD2(z) respetivement, si etseulement si il existe une matrie symétrique P > 0 solution des inégalités suivantes :

MD1
(A,P ) < 0 (C.3)

MD2
(A,P ) < 0que z ∈ D,

fD(z̄) = fD(z) < 0 (C.4)Soit une région résultante de l'intersetion de N sous-régions LMI, Di. Les valeurs propresd'une matrie réelle appartiennent à D si et seulement si il existe une matrie P ∈ R
n×n,symétrique dé�nie positive, telle que :
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MDi

(A,P ) = αi ⊗ P + βi ⊗ (AP ) + βTi ⊗ (AP )T < 0, ∀i ∈ [1, 2, .., N ] (C.5)e qui est équivalent à :
MD(A,P ) = α⊗ P + β ⊗ (AP ) + βT ⊗ (AP )T = Diag(MDi

(A,P )) < 0, (C.6)
∀i ∈ [1..N ]où α = diag(α1, ..., αN) et β = diag(β1, .., βN). Cette inégalité montre alors que D peutelle-même être formulée omme une région LMI. Cei montre que l'approhe LMI permet deonsidérer la même matrie P pour toutes les sous-régions de l'intersetion tout en préservantla néessité de la ondition de D-stabilité.L'utilité du domaine d'appliation de la fontion fD(z) permet de onsidérer un erle de rayon

r et de entre (−q, 0) (Garia and Bernussou, 1995). La fontion aratéristique assoiée estalors :
fD(z) =

(
−r q + z̄

q + z −r

)
< 0 (C.7)La LMI garantissant que les p�les de la matrie A appartiennent à la région D est alors :

(
−rP qP + PAT

qP + AP −rP

)
< 0 (C.8)ave P > 0.Les oe�ients sont alors réglés omme suit α =

(
−r q

q −r

) et β =

(
0 0

1 0

)
.Si l'on pose q = 0 et r = 1 (e qui orrespond au erle unité en disret)(Garia andBernussou, 1995), alors ela revient à aluler

(
−P PAT

AP −P

)
< 0 (C.9)qui est équivalent en fait, en utilisant le Complément de Shür (f. Annexe A), à ATPA−P < 0ave P symétrique dé�nie positive exprimant la stabilité quadratique d'un système de la forme

Xk+1 = AXk (Daafouz and Bernussou, 2001).La fontion (



Annexe DConvexité et systèmes LPVLes systèmes Linéaires à Paramètres Variants (LPV)Dans un système LPV, les matries d'état A,B,C,D dépendent d'un veteur de paramètres
Θ qui peut varier en fontion du temps (Apkarian et al., 1995), (Arzelier et al., 2001),(Bara, 2001), (Hensen et al., 2000). Étant donné l'ensemble des trajetoires admissibles duveteur des paramètres Γ, le système LPV est dé�ni omme étant l'ensemble des trajetoiresadmissibles à temps variant assoiés à la famille Γ. Le système LPV est représenté par :

xk+1 = A(Θ)xk +B(Θ)uk

yk = C(Θ)xk +D(Θ)uk (D.1)A défaut de onnaître à l'avane la trajetoire de Θ, on onnaît souvent des bornes surses di�érentes omposantes : Θk ≤ Θk ≤ Θk ainsi que les vitesses de variations : Θ̇k ≤ Θ̇k ≤ Θ̇k.Les systèmes quasi-LPV sont des systèmes dans lesquels il existe un ouple de matries nonnulles (F,G) tel que :
Fθk = Gxk (D.2)Dans la réalité, la plupart des systèmes renontrés dans la pratique sont quasi-LPV.Il existe des représentations d'état di�érentes ave lesquelles on peut passer de l'une à l'autre.Le veteur des paramètres peut être vu omme une entrée supplémentaire qui ne rentrealors plus dans la lasse des systèmes linéaires. Parmi les systèmes LPV, ertains types par-tiuliers sont intéressants à étudier : les systèmes LPV a�nes et les systèmes LPV polytopiques.Les systèmes LPV a�neDans e as, la dépendane des matries d'état en fontion des paramètres est linéaire. Notons
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M(Θ) =

[
A(Θ) B(Θ)

C(Θ) D(Θ)

] (D.3)On a alors M(Θ) = M0 + Θ1
kM1 + Θ2

kM2 + . . .+ ΘN
k MN .Les systèmes LPV polytopiquesLa matrie représentant le système est une ombinaison baryentrique de plusieurs matries

Ms
1 ,M

s
2 , . . . : M = ρ1

kM
s
1 + ρ2

kM
s
2 + . . .+ ρ2N

k Ms
2N , ave 0 ≤ ρjk ≤ 1 et ∑ ρk = 1.Un système LPV a�ne dont les paramètres varient sur des intervalles onnus peutêtre onsidéré omme un système polytopique. Traitons l'exemple d'un système dépendant dedeux paramètresM(Θ) = M0+Θ1

kM1+Θ2
kM2 et notons Ms

1 ,M
s
2 ,M

s
3 ,M

s
4 ses sommets tels que :

Ms
1 = M0 + Θ1M1 + Θ2M2

Ms
2 = M0 + Θ1M1 + Θ2M2

Ms
3 = M0 + Θ1M1 + Θ2M2

Ms
4 = M0 + Θ1M1 + Θ2M2 (D.4)en prenant pour notation Θ1 pour la borne inférieure de Θ1

k, et Θ1 pour la borne supérieure.Construisons maintenant le système polytopique M̃ = ρ1
kM

s
1 + ρ2

kM
s
2 + ρ3

kM
s
3 + ρ4

kM
s
4 ave

ρ1
k =

Θ1 − Θ1
k

Θ
1
− Θ1

Θ
2
− Θ2

k

Θ
2
− Θ2

ρ2
k =

Θ1
k − Θ1

Θ
1
− Θ1

Θ
2
− Θ2

k

Θ
2
− Θ2

ρ3
k =

Θ1 − Θ1
k

Θ
1
− Θ1

Θ2
k − Θ2

Θ
2
− Θ2

ρ4
k =

Θ1
k − Θ1

Θ
1
− Θ1

Θ2
k − Θ

2

Θ
2
− Θ2

(D.5)Moyennant quelques aluls, on peut véri�er que M̃ = M . Ce résultat est enore valablepour un nombre de paramètres d'ordre supérieur. On retiendra qu'il y a équivalene entre lesreprésentations a�nes et polytopiques. Ce type de modèle admet une dé�nition plus généraleque le modèle a�ne pare que l'hyper-retangle Γ peut être remplaé par un polytope à m = 2Nsommets.



173ConvexitéUn ensemble C est dit onvexe (Barmish, 1994), (Boyd et al., 1994) si une ligne joignantdeux points C1 et C2 de et ensemble C reste dans et ensemble. Ainsi quels que soient C1 et
C2 ∈ C et 0 < λ < 1, on a alors :

λC1 + (1 − λ)C2 ∈ CL'aspet géométrique peut être visualiser sur les �gures suivantes :

Ensemble Convexe Ensemble Non
Convexe

C1

C2

Fig. D.1: Exemples onvexes et non onvexesPolytopesDé�nition : Un polytope P dans Rk est un orps onvexe d'un ensemble �ni de points
p1,p2,...,pm. On érit :

P = convpi (D.6)où p1,p2,...,pm est un ensemble de générateurs. Cependant il faut noter que et ensemblepeut ne pas être unique. De e fait, on introduit la notion de point extrême. Ainsi, en prenant
P = convpi un polytope, alors un point p ∈ P est dit point extrême de P s'il ne peut êtreexprimé omme une ombinaison onvexe de deux points distints de P . De e fait, il n'existepas pa et pb ∈ P ave pa 6= pb et λ ∈ (0, 1) tels que :

P = λpa + (1 − λ)pb (D.7)Par exemple dans la �gure (Propriétés de la ombinaison onvexeSoit un polytope P = convp1, p2, ...., pm haque point p ∈ P peut être exprimé omme uneombinaison onvexe de pi ; 'est pourquoi il existe des salaires réels λ1,λ2,λ3,....,λm tels que :
m∑

i=1

λipi = p (D.8)
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m∑

i=1

λi = 1 (D.9)En onséquene il est parfois préférable de dérire les ontraintes de et ensemble en utilisantla notation :
Λ = {λ ∈ R

m : λi ≥ 0 pour i = 1,2,...m et m∑

i=1

λi = 1 } (D.10)Pour de tels as, Λ est appelé unit simplex.
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RésuméCette thèse traite de la synthèse de méthodes de diagnosti et de lois de ommandes ativestolérantes aux défauts pour des systèmes dérits par des multi-modèles.Dans le premier volet onsaré à la synthèse de méthodes de diagnosti : deux approhesont été développées. La première onerne la synthèse d'un �ltre "adaptatif" permettant de gé-nérer deux types de résidus : l'un étant sensible aux défauts et l'autre insensible. Le résiduinsensible est utilisé à des �ns d'obtention de fontions de pondération robustes aux défautstandis que le résidu sensible est quant à lui utilisé à des �ns de détetion, d'isolation et d'es-timation des défauts apteur ou ationneur. La stabilité de e �ltre adaptatif est analysé aumoyen d'Inégalités Matriielles Linéaires (LMI). La seonde approhe traite de la oneptiond'Observateurs polytopiques à entrées inonnues (UIO). Cette synthèse permet de rejeter desinformations indésirables lors de la génération de résidus telles les erreurs de modélisation aumoyen de ontraintes égalités et de LMI. L'analyse de la stabilité et le plaement de p�les de esobservateurs sont essentiellement basés sur l'analyse onvexe par LMI ou ramenés à de tels as.En�n, des lois de ommande atives tolérantes aux défauts sont synthétisées par retour d'état etde sortie. Le as de défaillane d'ationneurs, perte d'ationneur, y est largement abordé en re-on�gurant le régulateur tout en préservant la stabilité du système en BF par plaement de p�lesen régions LMI. L'approhe est étendue aux systèmes Linéaires à Paramètres Variants dans letemps (LPV) mis sous forme polytopique ainsi qu'aux systèmes hybrides à ommutations.Mots-lés : diagnosti, ommande ative tolérante aux défauts, multi-modèles, �ltre, obser-vateur polytopique à entrées inonnues, stabilité, LMIAbstratThe main work presented in this doument deals with diagnosis and Ative Fault TolerantControl (AFTC) for systems desribed by multi-models. The �rst part of the thesis presentssome methods for diagnosis purposes in multi-models framework : the �rst step onsists in anAdaptive Filter design through a multi-model representation (of a nonlinear system for example).The main ontribution is a deoupling of adaptive �lter residual whih provides two types ofresidual : one is insensitive to faults and the other one is sensitive to fault. The last one isused in order to generate probabilities robust to fault that allow to obtain a global state spaerepresentation of the system. The stability is ensured by use of LMI. The seond step takes intoaount modeling errors through polytopi Unknown Inputs Observers (UIO) in multi-modelsframework. These polytopi UIO allow to onsider di�erent distribution matries for eah modelby LMI onsideration. A pole plaement is also onsidered with LMI so as to guarantee a deay-rate of the UIO. A CSTR example is given with diagnosis purposes.The third step is devoted to Ative FTC design. This method onsiders a FDI sheme whihprovides an aurate fault magnitude estimation. Based on it, two ontrol laws are synthesized :one uses a state feedbak and the other one onsiders an output feedbak. These two ontrol lawsensure losed-loop system stability through pole plaement in the unit irle despite of multipleatuator failures. The method is applied to the well known Three-Tank system, LPV systemsand swithed systems.Key words : diagnosis, ative Fault Tolerant Control, multi-models, �lter, polytopi UnknownInputs Observer (UIO), stability, LMI


