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Chapitre 1

Introduction

1 Modélisation et position du probléme

Un grand nombre de problémes en biologie et en physique conduisent a des équa-

tions de diffusion non linéaires et non locales voir M.Chipot [eMCO03], [Chi00], S.A
Gourley |eSA05|, |[Gou00| et aussi dans [ePAO6| et bien d’autres...
Nous commencons par donner ici une motivation principale a I'introduction de pro-
blémes non locaux trouvant tout son sens dans les phénoménes de diffusion en dy-
namique de populations. Nous considérons des bactéries confinées dans un domaine
Q). Trois situations peuvent se produire. La premiére est la naissance de bactéries,
la deuxiéme est la mort de bactéries et enfin la troisiéme est le déplacement de bac-
téries dans €. C’est précisemment ce déplacement de bactéries connu sous le nom
de diffusion qui va nous intéresser. Soit I’équation

— —YAu=f (1.1)

modélisant la diffusion de nos bactéries dans le domaine €, ou u(t, z) est la densité
de bactéries au point x a I'instant ¢, v le coefficient de diffusion de ces bactéries et
f la densité des naissances de ces bactéries. On remarquera qu’ici f et 7 peuvent
dépendre de z,t et de u rendant donc les termes f et v locaux. Nous nous plagons
dans la situation ou le coefficient de diffusion v dépend uniquement de x,t et u et
f dépend uniquement de z et de t c’est-a-dire que v = y(t,z,u) et f = f(t,x).
La principale difficulté expérimentale dans ce type de probléme est la mesure de la
densité ponctuelle u des bactéries de masse ponctuelle. Pour pallier ce probléme une
des solutions a été de mesurer notre densité u dans un voisinage de = ce qui est a
priori plus aisé de maniére pratique et donc de substituer dans notre équation u par
1

Bar) fB(w »y Us O B(z,r) désigne la boule de centre x et de rayon r. L’équation

(1.1) devient alors dans 2 trouver u, solution de

ou 1
"yt uy | Au,(t,x) = f(t,x 1.2
5 (4 B o) ) e = it 2

lorsque r — 0. D’autres types d’approches permettent de construire des problémes
non locaux, voir |Lov95|. Le modéle que nous allons étudier généralise une classe

1




2 Introduction

de problémes non locaux pouvant s’écrire sous la forme générale

u—al [ou)Au=f dans R* x Q
u(t,x) =0 sur RT x 00 (1.3)
u(0,.) = ug dans ()

ot 99 définit le bord de Q. Les fonctions f et ug sont telles que f,uq € L?(Q). Ce type
d’équations a été I'objet de trés nombreuses récentes études voir [eBLO1|, [eBL99|,
[eLMO1[, [eMO03], [Sie06], |eMC04|, [eMCO03|, [eAR] et [eJF92|. Plus précisemment
il est présenté des résultats d’existence, d'unicité, de solutions stationnaires et de
comportement asymptotique de solutions. Pour notre étude nous nous intéresserons
a I'équation

up — div(a(l-(u(t)))Vu) = f dans Q x Rt

u(z,t) =0 sur 00 x R (1.4)

u(.,0) = ug dans

avec

L (u(t)) = / Sy (1.5)

B(z,r) désignant la boule de centre z et de rayon r et g une fonction définie telle que
g € L?(Q). La fonction g joue donc un role crucial de “poids” dans (1.5). Lorsque g =
1 est un cas typique de la diffusion dans les problémes en dynamique de populations.
En effet en considérant B(z,7) N ©Q un sous domaine de © et g = 1 'équation
(1.4) peut décrire I’évolution de la densité d’'une population u(x,t) soumis & une
vitesse de diffusion proportionnelle & a(l,.(u)). f représente la densité de naissances
de la population et [,.(u) la population totale du sous domaine B(x,r) N de Q. De
maniére plus générale lorsque g n’est pas égal a 1, ce type de modéle a de nombreuses
applications en théorie de I’élasticité et dans les modéles de diffusion de la chaleur.
Pour plus de précision voir [Chi00], |Cia86] .

D’un point de vue mathématique 1’équation (1.4) présente un intérét particulier
notamment dans la recherche des solutions stationnaires lorsque le paramétre r varie.
En effet le probléme stationnaire associé sous la forme faible a (1.4) s’écrit

(1.6)

) —div(a(l.(u))Vu) = f dans
" ue HY(Q).

Lorsque r = 0 le probléme

(P) {—a(O)lAu = f dans ()
u € Hy(%),

est linéaire et admet une unique solution par simple application du théoréme de Lax
Milgram. En revanche lorsque » = d ou d représente le diamétre de {2, M.Chipot et
B.Lovat ont montré dans [eBL01| que le nombre de solutions du probléme

—a(l(u))Au = f dans Q
“m{ueHam,



Modélisation et position du probléme 3

l() = / 9(y)u(y)dy

est le méme que celui donné par le probléme dans R

a(p)p = 1U(e), (1.7)

avec 1(¢) = [, 9(y)o(y)dy et p = [, g(y)u(y)dy. Ici, ¢ désigne la solution faible du
probléme

—A¢p=f dans
¢ € Hy(Q),

et a une application de R dans (0,400). Si I'on suppose par exemple que [(¢) > 0

a(x1) |

x1 X

Fi1a. 1.1 — Unicité de la solution

a0) _|
a(x1) -

ax2)_ |

Fi1G. 1.2 Solutions multiples

alors on voit bien que le probléme (1.6) admet une ou plusieurs solutions en r = d
comme représenté sur fig 1.1 et fig1.2. En considérant le cas ou (P;) admet plusieurs
solutions il est donc important de remarquer que lorsque r décrit I'intervalle [0, d],
notre probléme stationnaire associé passe d’un probléme classique de Laplace avec
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des conditions simples de Dirichlet qui admet une unique solution a un probléme
non local admettant plusieurs solutions. La question du compte du nombre de so-
lutions du probléme (P,) en fonction de r se pose donc trés naturellement. Plus
précisemment, existe t’il une branche globale de solutions possédant des points de
bifurcations ? Un cas similaire peut aussi étre considéré lorsque 1’'on considére a la
place de [,(u) la fonctionnelle L, (u) telle que

L(u) = ][B( Sy

avec
1

guly)dy = ———= g(y)u(y) dy.
][B(x,r)ﬂﬂ ( ) ( ) |B(ZL’,T’)HQ| B(z,r)NQ ( ) ( )

On montre dans ce cas voir [Chi04] que lorsque le paramétre r décrit I'intervalle
[0, d], notre probléme stationnaire associé fait la transition entre le probléme local

—div(a(u)Vu) = f dans €
u € H(% (Q)>

et le probléme non local

—div(a(Lg(u))Vu) = f dans
u € Hy (Q),

La(u) = |1§| / o(y)u(y) dy.

Revenons a I'étude de notre probléme stationnaire associé¢ (P,.). La principale dif-
ficulté dans I'étude du nombre de solutions du probléme (P,) en fonction r est la
difficulté d’appliquer en théorie de bifurcations directement a notre probléme une
variante du théoréme [eGP95| qui suit :

Théoréme 1.1. Soit X, Y deux espaces de Banach. On suppose que F € C*(R x
X,Y) est tel que F(\,u*) = 0 pour tout X € R. Soit \* tel que L = F, (X", u*) vérifie
(i) ker(L) est de dimension 1, c¢’est a dire w* € X, w* # 0 tel que ker(L) =
{tw* : t € R},
(i) R est fermé et codim(R) = 1,
avec R = R(L). De plus si l'on note M application linéaire F, x(A\*,u*) et que

Muw* € R.

Alors X* est un point de bifurcation pour F'. De plus ’ensemble de solutions des
points non triviauzr de F = 0 est au voisinage de (\*,u*) une unique courbe C* de
représentation paramétrique sur ker(L).

Une autre question trés importante est aussi celle de I'unicité de (P,) pour tout
r € [0,d]. En effet si nous montrons que les problémes () et (P;) admettent
une unique solution, il est en revanche plus difficile de montrer que le probléme
(P) lui aussi admet une unique solution Vr €]0,d[, c’est précisemment ce qui se
produit lorsque a est croissante. Plusieurs autres questions se posent aussi : étude
du comportement asymptotique, de principe de comparaison de solutions...
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2 Présentation des résultats

Pour le probléme stationnaire, nous commencons par démontrer a r fixé un théo-
reme d’existence et en ajoutant une condition de Lipschitz sur a qui nous garantit
I'unicité (théoréme3.1). Cette condition est réutilisée sur a pour prouver la conti-
nuité de 'application r — wu,. dans le cas particulier o ¢ = 1 et de maniére générale
(théoréme 3.6). Nous présentons ensuite un critére général d’inversibilité dépendant
de r dans le cas ont g = 1 (théoréme 3.11). Ce critére trés important va par la suite
nous permettre en exemple d’application de retrouver des résultats d’inversibilités
déja connu en r = d dans [eBLO1]|, [eBL99].

Aprés avoir démontré la convergence forte dans HJ (2) de u,. vers respectivement
les solutions ug et ug de (Fp) et (Py;), nous prouvons d’abord pour n = 1 puis gé-
néralisé en n > 1 un principe de comparaison (proposition4.11) d’une solution wu,
de (P,), uqg de (P;) et de la solution ug de (P) dans le cas de solutions radiales sy-
métriques. Grace a ce principe (proposition 4.23 et proposition 4.19) nous montrons
sous certaines conditions que pour

si a est croissante on a que

ug < up <ug Vr€[0,d]
si a est décroissante on a que
up < up <ug Vre|0,d].

L’utilisation de ce principe de comparaison va nous permettre ensuite de généra-
liser le compte du nombre de solutions stationnaires du probléme (P,) mais cette
fois pour r € [0,d] en fonction de a (proposition4.15 et proposition4.18). Nous
terminons I’étude du probléme stationnaire par ’existence de branches locales et
ou globales de solutions (théoréme4.34). Nous donnons quelques applications nu-
meériques de ce principe de comparaison utilisant une méthode de point fixe et de
Newton (proposition 4.23).

Pour ce qui est du probléme parabolique, nous commenc¢ons par montrer ’exis-
tence et I'unicité d’une solution au probléme (théoréme6.1). Ensuite nous donnons
un résultat d’existence de borné absorbant dans L*(€2) puis dans Hg () ce qui par
la suite nous permettra de montrer I’existence d’'un attracteur global associé a notre
probléme (théoréme 6.4). Pour finir grace a la méthode d’itérations de Moser nous
démontrons une estimation L> de la solution en fonction d’estimations L7, ¢ > 1
(théoréme 6.6).

3 Plan de la thése

Dans le chapitre 2, nous nous contentons de rappeler trés briévement des versions
de théorémes adaptées de la théorie de bifurcations et des semi-groupes.

Dans le chapitre 3, nous commencons par donner un résultat d’existence et une
condition d’unicité du probléme stationnaire associé & mon probléme a r fixé. Aprés
avoir donné un résultat général d’inversibilité du probléme associé en fonction du
paramétre r, nous donnons un exemple d’application au cas ot r = diam(f)) avec
diam(2) =diameétre de Q et a croissant.
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Dans le chapitre4 toujours en considérant le probléme stationnaire, nous mon-
trons un résultat de convergence forte de notre solution lorsque r converge vers
0 et diam(£2). Parallélement nous montrons un principe de comparaison de solu-
tions dans le cas de solutions radiales symétriques. Ce principe est ensuite adapté
pour généraliser le compte du nombre de solutions stationnaires introduite par
M.Chipot |eBLO1| |[Chi00| et montrer un résultat d’existence de branches locales et
globales de solutions.

Dans le chapitre 5 nous présentons au travers d’une méthode de points fixes et
de Newton une application numérique du principe de comparaison décrit dans le
chapitre4 aux cas ou a est croissant et a a la forme d’une gaussienne.

Enfin, dans le chapitre 6 nous commencons par étudier I'existence d’un attracteur
global associé a notre probléme d’évolution, avant de montrer au travers d’itérations
de Moser une estimation L de la solution de mon probléme d’évolution en fonction
d’estimations L4, g > 1.



Chapitre 2

Quelques rappels

Dans cette partie nous introduisons quelques notions de bases apparaissant tout
au long de mon étude. Pour la preuve de certains résultats se reporter aux références
mentionnées.

Théoréme 2.1. [eJM83] Soit Q un ouvert quelconque de R™. Si v est une fonction
de HY(Q), la fonction ©, prolongement de v par 0 dans R™\Q), appartient a H'(R").

Inégalité de Poincaré-Sobolev [eJMR99| Soit Q un ouvert borné de RY contenu
dans une bande, par exemple {(x1,...,zn),|z1| < a}a > 0. Alors il existe une
constante ¢(Q) > 0 telle que pour tout u € WyP(Q), on ait

/Q|u(:1:)|pdx§C(Q)/Q|Vu(:c)|pdx,

ou 1 < p < 4o00.

Définition 2.2. [eJM83] Un ouvert Q0 de R™ est 1-régulier si 2 est borné et si sa
frontiere T' est une variété de classe C* de dimension n — 1, Q étant d’un seul coté

de T.

Théoréme 2.3. (Théoréeme de trace) [eJM83] On suppose que 'ouvert 2 est 1-
régulier. Alors D(Q) est dense dans H'(Q) et Uapplication vy : v +— yov = v/r de
D(Q) dans L*(T") se prolonge par continuité en une application linéaire et continue
de HY(Q) dans L*(T') encore notée 7.

Théoréme 2.4. Inégalité d’interpolation ( [Bre83])Si f € LP(Q2) N LY(2) avec
1 <p<qg<oo,aors f € L"(Q) pour tout p < r < q et on a l'inégalité d’interpola-
tion,

1 a 1-«

1 llr@) < M 12w 1 ey 02— = P (0<a<1). (2.1)

Théoréme 2.5. (Théoreme de Laz-Milgram) Soit V un espace de Hilbert réel. Soient
L une forme linéaire continue sur V et a une forme bilinéaire continue et coercive.
Alors, il existe une et une seule fonction u € V tel que

a(u,v) = Lv) YveV. (2.2)
7
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De plus, si a est symétrique c’est a dire que a(v,w) = a(w,v) pour tout (v,w) €
V x V alors u est solution de (2.2) est équivalente & u est solution du probléeme
d’optimisation suivant :

J(u) = min{J(v), v € V},

avec )

J(v) = 5@(1},2}) — L(v).
Théoréme 2.6. (Théoréeme de point fize de Schauder) Soit V un espace de Banach,
C un convexe compact non vide de V et T : C' — C une application continue. Alors

T admet un point fize, c¢’est a dire qu’il existe un ug € C tel que Tug = uyg.
On a aussi

Théoréme 2.7. (Variante du théoréeme de point fize de Schauder) Soit V un espace
de Banach, C' un conveze fermé non vide de V et T : C' — C' une application
continue tel que T'C soit relativement compact. Alors T admet un point fixe, ¢’est a
dire qu’il existe un ug € C' tel que Tug = uyg.

Théoréme 2.8. (Théoréme de ['application contractante de Picard) Soit (X,d) un
espace métrique complet non vide. Soit S : X — X telle qu’il existe un € > 0 avec
0<e<1 tel que

ed(u,v) > d(Su, Sv).

Alors, il existe un seul point fire u € X vérifiant Su = u.

Nous présentons ici sous une forme appropriée pour notre étude le théoréme des
fonctions implicites qui jouera un role trés important dans notre analyse.

Théoréme 2.9. [eGPY5] Soit F € C*(AxU,Y), k>1,o0uY désigne un espace
de Banach et A (resp U) est un sous-ensemble ouvert de l’espace de Banach T (resp
X ). Supposons que F(A\*,u*) =0 et que F,(N\,u*) € Inv(X,Y)

alors il existe un voisinage © de X\* dans T et U* de u* dans X et une application

g € CK(O, X) telle que
(i) F(X g(\)) =0 pour tout \ € O,
(ii) F(\,u)=0,(\u) €O xU implique que u= g(\),
(iii) g'(\) = —=[Fu(p)] Lo Fx(p), o p= (A, g(N\) et AeO.

Théoréme 2.10. Soit E un espace vectoriel normé et KK(E) ’ensemble des opéra-
teurs compacts. Si T € K(E) alors

S

~— — — ~—

N(I —T) est de dimension finie,

R(I —T) est fermé, et plus precisement R(I —T) = N(I —T*)*
NI-T)={0V s RI-T)=E

dimN(I —T) = dimN(I —T7).

oS

S

Remarque 2.11. L’alternative de Fredholm est souvent utilisée pour résoudre des
équations de la forme uw — Tu = f. Elle exprime le fait que :
— ou bien pour tout f € E l’équation u — Tu = f admet une unique solution



— ou bien ’équation homogéne u — Tu = 0 admet k > 0 solutions linéairement
indépendantes et , dans ce cas, l’équation non homogéne u — Tu = f est
résoluble si et seulement si f vérifie k conditions d’orthogonalité, c’est a dire

que f € N(I —T*)*
Soit X un espace de Banach, de norme ||.||x

Définition 2.12. Pour a,b € R on désigne par

LP(a,b, X), 1<p<+0

Vespace (des classes de) fonctions f : (a,b) — X qui sont mesurables et telles que

b
/nﬂm&ﬁ<+m,

et par L>=(a,b, X) Uespace des fonctions bornées sur (a,b) ¢’est a dire qu’il existe
un M tel que

IfOx <M pp te(ab).
Nous avons aussi :

Théoréme 2.13. [Chi00] Les espaces LP(a,b,X), 1<p < +oo sont des espaces
de Banach equippés de la norme

b
1
rummmng/uﬂm&ww, | <p <t

[l @px) = mf{M e R [ |[f()[x <M pp te(ab)}

Remarque 2.14. Si X, Y sont deux espaces de Banach tels que
X =Y (injection continue),

Alors il est clair que

D'(a,b; X) < D'(a,b;Y)

" LP(a,b, X) — LP(a,b;Y), 1<p<+c0
On considére maintenant V' et H deux espaces de Hilbert tels que
VeH<—V,
et

V' dense dans H

ot V' est le dual de V. Nous pouvons montrer que
Théoréme 2.15. [Chi00] H'(a,b;V, V') est un espace de Hilbert pour la norme
lullf = llullZ2g@p0) + luellZ2go b0

On a aussi
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Théoréme 2.16. [Chi00] Soit w € H'(a,b; V,V'). Alors u peut étre identifié avec
une fonction continue sur [a,b] a valeur dans H. De plus

H'(a,b;V,V") — C(la,b]; H)

ot C(la,bl; H) désigne 'espace des fonctions continues sur [a,b] & valeurs dans H
muni de la topologie de la convergence uniforme sur [a,b].

Aussi
Théoréme 2.17. [Chi00] Siu € H(a,b;V,V"), alors pour tout v € V

d

() v) =<w()v> in D'a,b).

Lemme 2.18. lemme de Gronwall uniforme
Soit g, h ety telles que g, h,y,y’ € L} (Ry). On suppose que

loc
v <gy+h, Yt>t

et que

t+r t+r t+r
/ g(s)ds < aq, / h(s)ds < as, et / y(s)ds < ag
t t t

avec t >ty ot ty et r > 0 sont fizés. Alors
a
y(t +7) < (73 + az)exp(ar), Vit > to.

On désignera dans tout ce qui suit par H un espace de Banach(dans certain cas
nous prendrons H = L*(Q)) et S(¢) défini par S(t) : H — H avec t > 0 un semi
groupe.

Définition 2.19. On suppose que f € L*(Q) et que [y est une partie bornée de
L3(Q). On dit que By est un ensemble borné absorbant pour I'équation (1.4) si
VB € L*(Q) borné il existe un to = to(B) tel que pour tout t > t,

S(t)B C By.

Définition 2.20. Soit ug € H on appelle ensemble w limite de ug [’ensemble noté
w(ug) (sl existe) défini par

w(ue) = (U St)uo

s>0t>s

De méme st B C H alors

w(B) = Jsw®B.

s>0t>s

Proposition 2.21. On suppose que B € H et 3ty tel que m US(t)B est relative-
t>tg
ment compact dans H, Alors w(B) est non vide compact et invariant.
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Définition 2.22. On dit que l'on peut associé un attracteur global A a S(t) si S(t)
est compact, non vide, invariant et attire tous les bornés de H.

Proposition 2.23. Si S(t) vérifie la propriété : VB C H borné, Ity = to(B) tel que

m US(t)B est relativement compact, alors S(t) est uniformément compact pour t
t>to
grand.

Théoréme 2.24. On suppose que S(t) admet un borné absorbant B C H et que S(t)

est uniformément compact pour t grand. Alors A = w(B) est non vide, compact,
nwvariant et attire les bornés de H.



12

Quelques rappels




Chapitre 3

Probléme stationnaire associé

On suppose que f € H~1(Q) le dual de H}(Q). Par probléme stationnaire associé,
on entend ici le probléme suivant : trouver un u = u(z) tel que

(3.1)

—div(a(l.(u))Vu) = f dans €
u=20 sur 02

ou [, est définie par [.(u)(z) = fB(m r)mg(y)u(y)dy. On suppose 7 € RT et que
g € L*(Q). Sous sa forme faible u est donc la solution du probléme

u € Hi(Q) (3.2)
Jo allo(u)VuVede =< f, ¢ > Vo € Hi(Q) '

oll <.,.> désigne le crochet de dualité entre H—1(Q) et H}(€). On supposera de plus
que a est telle que
a:R —]0,00] est continue (3.3)

0<m<ale) <M VeeR. (3.4)

1 Quelques résultats d’existence et unicité

Théoréme 3.1. (Ezistence) Soit Q un ouvert borné de R™, a une fonction continue
de R dans (0, +00) tel qu’il existe deux constantes m,M tel que

O0<m<ale)<M VeeR

et g € L*(Q). Pour tout r € [0, diam(Q)], r fizé le probléeme (3.2) admet une solution
u e HY Q).

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme nous allons utiliser la méthode du
point fixe de Schauder. On sait que pour tout w € L*(Q) le probléme

Joall,(w))VuVede =< f,¢ > Vo € Hy (%), |

13
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admet une unique solution (théoréme de Lax-Milgram) d’ou l'existence de u =
T.(w). Prenons ¢ = u dans (3.5) il vient que

/Qa(lr(w))|Vu|2dx =< f,u>. (3.6)

(3.4) et (3.6) nous donne
mlulli < |f[llully

ol nous avons posé V = HJ () et

lull? = / Vul*de
Q

< >
et ||, la norme de H=1(Q) avec |f|, = sup M Il vient que
w0 lully
uweHL(Q)
|/«
< . 3.7
fully < 21 57
Ce qui fait que
h()| f |«
uly < MW _ (3.8)
m

ou |ul3 = [, |u(x)]*dz et h(Q) désigne la constante de Poincaré Sobolev c’est-a-
dire
Juls < h(2) [Jullv- (3.9)

En posant B = {v € L*(), ||y < C}, il est clair que I'application
w— u =T, (w)

est une application de B dans lui méme. De plus (3.7) nous montre que u appartient
& un borné de H}(Q) qui est relativement compact dans L*(2) , d’ou

T, : L*(Q) — L*(Q)) est compact

w— T.(w) = u.

(3.10)

Pour terminer la preuve il suffit que nous montrions que 1" est continue. Soit w,, € B
tel que
w, — w dans B. (3.11)

Posons u,, = T'(w,,) la solution de (3.5) c¢’est-a-dire que w,, est la solution du probléme

u, € H}(Q) (3.12)
Jo a(lo(wy))Vu,Vodr =< f, ¢ > Vo € HY (). '
D’aprés (3.7), (3.8) et (3.11) on peut extraire des sous suites que 1’'on renommera en
indices n tel que
w, — w p.p dans €,
- Vu, = Vu dans L*(Q),
— u, — u dans L*(Q).
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Ce qui fait que [.(w,) — [.(w) p.p Q. En effet on a

n—oo

|l (wn)(x) = b (w) ()] S/ l9(W)[[wn(y) — w(y)ldy

B(z,r)NQ (313)
< [glafwn — wla.

Ce qui montre bien que [.(w,) — [.(w) p.p Q. D’ou

a(l,(w,))Vv — a(l.(w))Vv dans L*(9) (3.14)
Vu, = Vu dans L*(9). (3.15)

Avant de passer a la limite nous énoncons un lemme intéressant

Lemme 3.2. [Chi00] Soit H un espace de Hilbert et x,, et vy, deuz suites tels que
Tp — T, Yn — Y
alors on que

lim (2, y,) = (2, ).

n—oo

Démonstration. On a que

|(xn7yn> - (xay)‘ = ‘(S(In —flf,y) + (xnvyn _y>| S |(5L’n —flf,y)| + ‘anyn _y‘v

en y ajoutant le fait que x, — x pour le premier terme, et que x, est borné dans
H, on obtient le résultat. O

Revenons maintenant a la preuve du théoréme 3.1. En passant a la limite dans
(3.12), en utilisant (3.14), (3.15) et le lemme 3.2 on obtient

/ a(l (W) VuVeds =< f,6> Vo e HY(Q).
Q

Ce qui montre que u = T,(w). Nous avons montré que u, — u dans H}(Q)
faiblement (vrai pour une suite extraite) montrons que c’est en fait toute la suite
qui converge. Soit u,, une autre suite extraite tel que

Upp — @ dans L*(Q) (3.16)

Vi, = Vi dans L*(Q). (3.17)

En combinant (3.16), (3.17) et le lemme 3.2 et en utilisant le méme raisonnement
que précédemment il vient que

lim a(lr(wn))Vunngbdx:/a(lr(w))Vﬂngdx.

Ce qui montre que @ est aussi solution de (3.5) . Grace a 'unicité de (3.5) on conclut
que u = U, ce qui montre bien que, u, a pour unique limite possible u = T,.(w), et
démontre que T, est continue. Ce qui achéve la preuve de I'existence. O
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Dans ce qui va suivre nous examinons une propriété pour laquelle nous avons
I'unicité. Nous commencons par examiner un cas modéle lorsque ¢ = 1. On a le
résultat suivant :

Proposition 3.3. (Unicité) On prend g = 1. On suppose toujours que (3.4) et (3.3)
sont vérifices. Si de plus a est tel que

la(z1) — a(z2)| < 7|21 — 29 Y(z1, 25) € R?, (3.18)

pour tout v tel que
2

_m
[2/2h(€2)”

ou h(SY) désigne la constante de Poincaré Sobolev et || la mesure de Q. Alors le
probléme (3.2) admet une unique solution.

|fley < (3.19)

Démonstration. L’existence est donnée par le théoréme 3.1. Si u,v sont deux solu-
tions de I’équation (3.2), il vient que

/Q(a(lr(u))Vu —a(l,(v))Vv)Vodr = 0 Vo € Hy(Q). (3.20)

De plus on sait que
a(l,(u))Vu — a(l.(v)) Vv = (a(l-(u)) — a(l-(v))Vu + a(l.(v)) V(v —v),  (3.21)
(3.20) et (3.21) nous donne bien

/Q(a(lr(u)) —a(l,(v))VuVeo + a(l,(v))V(u—v)Vedr = 0 Vo € HY(Q). (3.22)
Si on prend ¢ = u — v dans (3.22) on a que

/Qa(lr(v))\V(u —)|?dr = — /(a(lr(u)) —a(l,(v))VuV (u — v)dx (3.23)

Q

d’ou
/Qa(lr(v))lv(u —v)Pdz < /Q la(lr(u)) — a(l,(v)|[Vu||V(u—v)|dz.  (3.24)

Il est clair que
|a(lr(u) = a(ly(v))] < |l (u—v)], (3.25)
de plus

L@l [ty (3.20

B(z,r)N

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a (3.26) on obtient
|1 (u(2))| < Q2 R(Q)Jullv, (3.27)

ol bien str h(f2) désigne la constante de Poincaré Sobolev et 2] la mesure de €.
De (3.25) et (3.27) on a que

|a(l(u) = a(l-(v))] < AQ2R(Q)]lu — vllv, (3.28)
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en combinant (3.28) et (3.24) on a
/ a(l,(v) |V (u — v)|2dx < 5|QY?h(Q)||u — UHV/ |Vu||V(u—v)|de.  (3.29)
Q Q

De l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans (3.29) et (3.4) il résulte que

mllu = o[} <y [QY2(Q)lu = 0|3 ullv (3.30)
En utilisant le fait que
fully < L
m

(voir (3.7)) on obtient que

/1

mllu = vl < 122 RE@EE u - o,

d’ou si u # v, on a
m* < 1Q"2h(Q)|fl..
Il suffit donc de prendre pour finir

2

m
|fley < W

pour avoir

Ce qui termine la preuve. [
De maniére plus générale nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.4. On suppose que g € L*(Q). On suppose toujours que (5.4) et
(8.3) sont vérifiées. Si de plus a est tel que

|a(z1) — a(z2)| < ’)/|Zl — 22‘ V(Zl, ZQ) S Rz, (331)

pour tout v tel que

m2

lgl2 | fls < VT(Q)’

ot h(Q) est la constante de Poincaré-Sobolev. Alors le probléeme (3.2) admet une
unique solution.

(3.32)

Démonstration. Comme précedemment soient u, v deux solutions de I’équation (3.2).
On avait d’aprés (3.24) que

/Qa(lr(v))lv(u —v)fPda < /Q |a(lr(u) = ally (V)| Vul|V (v —v)|dz.  (3.33)
Comme par hypothése

|a(lr(u)) = all:(v)] < All(u = v)],
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et qu’en appliquant les inégalité de Cauchy-Schwarz et de Poincaré Sobolev on a

() ()] < [gl2 () [[ullv, (3.34)

avec h(2) désignant la constante de Poincarré, il découle que
|a(lr(u)) — a(ly(v))] < 7lgl2 M(E)[lu — vy (3.35)

En combinant (3.33), (3.35) et en y adjoignant (3.4) on a

mllu— vl < vlgls h(Q)[lu — vl lullv, (3.36)
puis en utilisant le fait que
|1«
Jully < ==,
m
on obtient
mllu = vlly < v]gl2 M) = [lu = vfly,
ce qui donne u = v ou
m* < |gla R(Q)|f1..
Il suffit donc de prendre pour finir
2
m
[fllgle < =5
7 h(€)
pour avoir u = v. Ce qui termine la preuve. U

2 Continuité de la solution u,

Nous donnons ici un résultat de continuité au sens que si r et s sont trés proches
alors u, et u, restent eux aussi trés proches. Comme dans le cas de 'unicité nous
commencons par un cas modéle lorsque g = 1. On a le résultat suivant :

Proposition 3.5. On suppose que g = 1 et que les hypothéses de la proposition 3.3
sont toujours vérifices c’est a dire que (3.4), (3.18) et (3.19). Alors l'application

G [0, diam(2)] — H(Q)

r— G(r)=u,
est continue, avec u, la solution de (3.2).

Démonstration. Soit u la solutions du probléme

u € HL(Q) (3.37)
Jo all(w))VuVedr =< f,¢ > Vo € HY(Q) '

et v la solution du probléme
v e HI Q) (3.38)
Jqa(ls(v))VoVede =< f,¢ > Vo € HY(Q) '
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avec s et r appartenant a [0, diam(€2)]. (3.37) et (3.38) nous donnent

/(z(a(lr(u))Vu — a(ls(v))Vu)Vedr =0 Vo € Hy(9).

Comme

a(l,(w))Vu — a(ly(v)) Vo =(a(l,(u)) — a(l.(v))Vu + (a(l,(v)) — a(ls(v))Vu

+ a(ls(v))V(u —v).

En combinant (3.39) et (3.40) puis en prenant ¢ = v — v on a que

/Qa(ls(v))|V(u —)dx = — /Q(a(lr(u)) —a(l,(v))VuV(u —v)dx

_ /Q (a(l,(0)) = ally(v)) V¥ (u — v)da
(3.41) et (3.4) nous donnent
e =olfy < | (ot ) = ot )Vl V(= v)lda
+ [ a1, (0) = @) |IVall 9w - 0)lds,
il est aisé de voir en utilisant (3.27) que
0ty () — ally ()] < A 2R u - vl

il nous reste a majorer ’expression

la(lr(v)) = a(ls(v))].

Par hypotheése sur a on sait que

|a(l(v)) — a(ls(v))] < 7 [l:(v) = ls(v)].
De plus

|l (0) () = Ls(v)(2)] =

Ce qui fait que

/ v(y)dy — / v(y)dy|.
B(z,r)NQ B(z,s)NQ

|l (v) = Ls(v)| =

/Q 1 (y)0(y)dy — / 155 (y)v(y)dy

Q

ou 14(y) est défini par

Laly) = 1 si yed
AW=N0 sioyea

et donc en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

|l (v) = Ls(v)] < (/IlB@c,r) - 1B(m,8)|2dy) h(S)|vllv

Q

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)
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On sait que
g — 1P =14+ 15 —2140lp =14+ 1p — 141 — 141p = 1au — Lans,

et donc lorsque B C A
14 —1p|* =14 — 1p. (3.45)

De méme on sait qu’en dimension n ’expression du volume d’une boule de rayon R
est donnée pour n pair (n = 2p) par

™,
Un:2‘/2p:Fva

et pour n impair (n = 2p — 1) par
22r=Hp — Dlpp~t
(2p—1)!

Si on suppose sans perte de généralité que B(x,s) C B(z,r), en utilisant (3.45) il
vient que

p—1

Up = 2‘/217_1 =

/ ‘1B(x,r) - 1B(m,s)|2dy = /(1B(m,r) - 1B(m,s)>dy
Q Q

En y adjoignant le résultat sur le volume de la boule on a

/Q 1) — 1(s| dy < k™ — 5" (3.46)
ol k est une constante dépendant de n. (3.44) et (3.46) nous donnent
1(0) = L()] < k2 " = s"|2 (@) o]l (3.47)
d’ou
la(l;(¢)) = allu(v))] < 7 k2" — 5" [2R(Q) o]y (3.48)

(3.42), (3.43) et (3.48) nous donnent

Twu—ﬂﬁSﬂQW%GMW—MWlNVWVW—UWM
(3.49)
+7kﬂr"—SWQhGDHMh:LIVUHVOL—Ude

En utilisant (3.7) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur le membre de droite on a

|f|* |f|*

o
TMU—N%SVMW%() = v|l} + k2| — 2R(Q)

||u — |y, (3.50)
et aussi
|f|* 1 n n |f|42<
(m —~|Qh(Q) == )~ ollf < Ak3|r" — \wm>m|m—mw. (3.51)

Il résulte de (3.19) et I'inégalité de Young que

I e LI
VS 2wt =R |1

1 1/2 ‘f|*
5 (m =12 h(Q) =) u

D’ou la continuité de la solution. O
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Nous donnons une généralisation de la proposition 3.5.

Théoréme 3.6. On suppose que g € L*(Q) et que les hypothéses du théoréeme 3./
sont toujours vérifiées c’est a dire que (3.3), (3.4) (3.31) et (3.32). Alors Uapplica-
tion
G : [0, diam(Q)] — Hy (%)
r— G(r) =u,
est continue, avec u, la solution de (3.2).
Démonstration. Pour faire la preuve de ce théoréme nous avons besoin du lemme

suivant

Lemme 3.7. On suppose que g € L*(Q) et que (3.3), (3.4), (3.51) et (3.52) sont
vérifiées. Pour s,r € [0,diam(Q)] on a que u et v désignent respectivement les
solutions de

u € H(Q) (3.53)
Joally(w)VuVede =< f,¢ > Vo € HYH(Q) '
et de
1
{” € Ho(SY) (3.54)
Jo a(ls(v))VoVeder =< f, ¢ > Vo € Hi ().
Alors on a que
1 () () = L (v) (@) < gl (M Q)lu = vlly + C s ="V o]ly),  (3.55)

avec h(Q)) désignant la constante de Poincaré-Sobolev, C' une constante dépendant
de Q) et de n et (n) défini par

2 sin=1
B(n) =<3 sin=2
n sin > 3.

Démonstration. On a que

|l () () = Ls(v)(2)] =

u(y)dy — v(y)dy|,
/B (mvrmg(y) (y)dy / g(y)v(y)dy

B(z,s)NQ

ce qui fait, que si s > 7, on a

() () — 1, (0)()] < /

B(z,r)NQ

l9(y)( — v) ()| dy + /(B( ey
o (3.56)

En isolant le premier terme du membre de droite et en lui appliquant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz on a que

/ l9(y)(u— v)(@)ldy < ( / 9y 2dy)[u — o], (3.57)
B(z,r)NQ

B(z,r)NQ
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ce qui donne bien en utilisant I'inégalité de Poincaré-Sobolev que

/B< 9= ) wldy < r@)lgllale = vlv, (3.58)

ou h(§2) désigne la constante de Poincaré. Etudions maintenant le deuxiéme terme
du membre de droite de I'inégalité (3.56). Pour cela supposons pour commencer que
n =1, n étant bien sir la dimension de . Di & I'injection continue de Hj () dans

C(€) on a que

9(W)vy)ldy < Cillolly / ey sen@g@dy,  (3.59)

/(B(m,s)\B(m,r))ﬂQ Q

ou C est telle que ||.||o < Ci]|.||v- Ainsi en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

/ 9wy < Cllolvlgbizr — 25> (3.60)
(B(z,s)\B(z,r))NQ
Pour n = 2 on prend p = 6. Pour n > 3, on pose p = % En utilisant 'inégalité de

Hélder on a que

1/p
/ 9(y)o(y)|dy < ( / |g<y>|ﬁdy) o, (3.61)
(B(z,5)\B(z,r))NQ (B(z,5)\B(z,r))NQ

avec [v[h = [ [v(y)[Pdy et -+ = 1. En utilisant I'injection de Sobolev de Hg(Q)
dans LP(Q2) on a que
|’U‘p S CQ|VU|2. (362)

Si on utilise de nouveau I'inégalité de Holder avec ¢ := 2/p/, il vient

) 1/p
(/ lg(y) [P dy) o], <
(B(z,5)\B(z,r))N92

“ K/Q |g(y)\2dy) 1/q|B(xv s\ B(z, )V

1/’
|VU|2,

(3.63)

avec % + i = 1. D’ou

) 1/p'
(/ Py Il <
(B(z,s)\B(z,r))NQ

1/2
2 T, S . )|V Vla
02(/Q|g<y>\ dy) Bla, )\ Bz, 7)Y [T,
(3.64)

Comme la mesure |B(z,7)| de B(x,r) est égale a ¢,,r", 'inégalité (3.63) devient alors

1/2
/ lg(y)v(y)|dy < Ci/“’Cz(/ \g(y)lzdy) | =™V o]y, (3.65)
(B(a,9)\B(zr)n2 0
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D’ou

/(B( B Qg(y)v(y)dy < IOy glals™ — Y |y (3.66)
Z,8s x,r))N

En utilisant (3.60) lorsque n = 1 et en vérifiant que lorsque n = 2, p'¢’ = 3 et que
pour tout n > 3, p'q’ = n on obtient

/(B( N\B(z,r))NQ l9)o)ldy < /P Cy lglals™ — [V o]l (3.67)
x,s x,r))N

ou 3(n) est définie de la fagon suivante

2 sin=1
Bn)=43 sin=2 (3.68)

n stn > 3.
(3.58) et (3.67) nous donne bien
1 () () = Ls(0) ()] < lgl2 (R(Q)|lu = vllv + /PP Culs™ =D o]ly).  (3.69)
Ce qui achéve la preuve du lemme. O

Revenons a la preuve de notre théoréme. En utilisant (3.39) et (3.40) on a

/Q (@(1s(0))V (4 — v) Vo = — / (all, () — a(l()))VuVede Y € HL(Q).

En prenant ¢ = u — v dans (3.70), (3.4) et (3.31) il vient que )
mflu—lfy < All(w) = L(v)] /Q [Vul[V(u—v)|de, (3.71)
et en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a
m [l = vll§ < Al(w) = L)lllullv]lu = vl (3.72)
En utilisant le lemme 3.7 et (3.72) il résulte que
m = ol <algla( RO 1l -

+ /By |5 — YO |||y o]y |l — vy ).

Ainsi (3.73) et (3.7) nous donne

f* n n n n fz
(m—ﬂgbh(m" i — vl < ey [sm — oo ey o 37
m m

2
(= lala(@) L Y=oy < ey o = pepoolll g

Ce qui montre bien la continuité. O
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3 Cas ou ’a’ est croissante et r = diam({2)

On a que :

Proposition 3.8. On suppose que f € H1(Q), f >0, g € L), g > 0 et de
plus que les conditions (3.3) et (3.4) sont satisfaites. Si a est croissante alors pour
r = diam(2) le probleme (3.2) admet une unique solution.

On commence par rappeler que la condition f € H=1(Q), f > 0 signifie que
<6 a0 Vo HU), 6> 0,

Pour faire la preuve de cette proposition nous avons besoin du lemme qui va suivre
di & M.Chipot et B.Lovat [eBLO1| . Soit ¢ la solution faible du probléme

{—Agb =f dans ()

b HI(Q), (3.76)

il est clair en utilisant le théoréme de Lax-Milgram que le probléme (3.76) admet
une unique solution. Nous rappelons que la solution ¢ du probléme (3.76) qui vient
d’étre construit est celle qui va nous servir dans le lemme qui suit.

Lemme 3.9. [Chi00] Pour r = diam(S2) le probléme (3.2) admet le méme nombre
de solutions que le probleme dans R suivant :

a(p)p = 1(¢) (3.77)
ou I(¢) = [ g(y)o(y)dy.

Q

Démonstration. Soit u une solution du probléme (3.1), comme r = diam(€2) il vient
que [.(u) = l(u). Ce qui entraine que a(l(u)) est une constante. La premiére équation
de (3.1) peut donc s’écrire

—A(a(l(u)u) = f dans S (3.78)

Di a l'unicité, en identifiant (3.76) et (3.78) on a que

a(l(u))u = ¢, (3.79)
[ étant linéaire en appliquant [ des deux cotés de 1'égalité on obtient
a(l(u))l(u) =1(p). (3.80)

Ce qui montre bien que {(u) € R est bien solution de (3.77).
Réciproquement, soit p une solution de (3.77) alors puisque a(u) # 0, il existe une
unique solution faible au probléme

{—a(,u)Au:f dans Q (3.81)

u € HY(Q).
D a l'unicité des problémes (3.76) et (3.81) il vient que

a(p)u = ¢. (3.82)
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En prenant [ de part et d’autre de I’égalité on obtient :

a(p)l(u) = () = a(p)p.- (3.83)

Comme a(u) # 0, on a
l(u) = p. (3.84)
De (3.81) et (3.84) il résulte bien que u est une solution de (3.1). Ce qui termine la
preuve du lemme. O

Remarque 3.10. Le lemme 3.9 nous permet de voir que si l(¢) =0 alors p =10 ce

qui a pour conséquence que l'unique solution du probléme (3.2) est u = a;%) qui est

aussi la solution de (3.2) en r = 0. Le fait de prendre dans certains exemples f >0
et f £ 0 permettra d’ obtenir d’aprés le principe du mazimum [(¢) > 0 et donc des
solutions de (3.2) strictement positives.

Revenons maintenant a la preuve de la proposition 3.8.

Démonstration. Soit py et po deux solutions du probléme (3.77) on a bien que

alpr)pn = alpz) pia- (3.85)

De la remarque 3.10 on déduit que p; et py positifs. Sans perte de généralité on peut
supposer que p; > s > 0, (3.85) peut alors se réecrire sous la forme

(a(pn) = alpz))pa + alpz)(pn — p2) = 0 (3.86)

a étant croissante il vient que

(a(p1) — a(p2))p = 0,

alpi2)(p1 — p2) = 0.
Comme g > 0 (voir remarque 3.10) on a g3 = pe. Ce qui termine la preuve de la
proposition. [

4 Quelques propriétés locales des solutions station-
naires

On suppose dans tout ce qui va suivre que

a € C(R) i%fa >0, supa < oo, (3.87)
R
f e HY(Q), V=HQ) et lorsque cela ne posera pas de confusion ||.|[y; = ||.|. On

définit application F : R, x H}(Q) — H~'(Q) par

F(r,u) = —div(a(l, (1)) V) — f.



26 Probléme stationnaire associé

4.1 Critére général d’inversibilité
Nous commencons d’abord par montrer que pour tout r > 0 I'application

u— F(rju)

est dérivable en u et que sa dérivée est telle que Yw € HJ () on a

D, F(r,u)(w) = —div(a(l,(u))Vw) — div(a' (I, (u))l.(w)Vu).
Pour cela nous fixons r > 0 et u € H}(£2), puis posons
A(w) = —div(a(ly(u))Vw) = div(d (I (u))l(w) Vu).
Ona A € L(H}Q), H'(Q2)) et montrons que si 'on pose
R(w) = F(r,u+w) — F(r,u) — A(w),
alors R(w) = o(||lw]|) c¢’est & dire que

|R@)l _

loll—o0  [Jw]]
w#0
On a que

R(w), ¢ >= / all, () + 1, () VuV + / ol (u) + 1, () VeV o

/( ))VuVe — / u))VwVeo — / w)VuVe.

(3.88)

Ce qui donne
R(w), ¢ >= / (aly(u) + 1 (w)) = a(ly(u)) — o' (I, (w))1: (w)) VuV e
Q (3.89)
+ /Q (a(lo(w) + 1 (w)) — a(l, () Vo Vo,

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et une petite majoration il vient que

| < R(w), ¢ > | <[la(l(u) + I (w)) — a(le(w) — o' (r(w)lr(w) |solullv[|¢]lv

+lale(w) + () — ally (@) ol 6y (3.90)
D’ou
() -y <Hallo () + () = ol 1) = QLD )il
(@) + 1 (w)) — ally () o]y
Ce qui fait bien en supposant w # 0 que
L <t )+ 1) = a0, 0) = @ ) g

+ lall(w) + I (w)) = ally(u)) |-
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Puisque
a(ly(u) + 1 (w)) — ally(w)) = a'(I(u))lr(w) + (|1 (w)])

avec 0(|l.(w)]) tel que
AL w))

e (w)—0 |1 (w)]
U (w)#0

En y ajoutant (3.27), I'inégalité (3.92) devient alors

[Z(w)l[a-1 _ |6(L(w)])

lwllv = flwllv

= 0.

‘HUHV‘I'CHCLIHOOHQUHV+9(|lr(w)|)' (3.93)

De plus on sait aussi en utilisant (3.27) que
0L ()] o 105D
[[w]lv | (w)]
(3.94) et (3.93) nous permettent de conclure que
R
IB@] _

lwj—0  |lw]|
w#0

(3.94)

On démontre le résultat suivant

Théoréme 3.11. Soit u une solution du probléme F(r,u) = 0. On suppose que r
est fizé et ||/l < %, g =1 avec ¢ = |B(0,7)['h(Q)[ully o [B(0,r)| désigne la
mesure de la boule de centre 0 et de rayon r et h(Q2) la constante de Poincaré définie
comme dans (3.9). Alors on a que Uapplication

Dy(r,u) : Hy(Q) — H™ Q)

w +— Dy F(r,u)(w), (3.95)
avec
D F(r,u)(w) = —div(a(l,(u))Vw) — div(a'(1,(u))l.(w)Vu)
est un isomorphisme .
Démonstration. Soit
B:Hj(Q) x Hy(Q) — R (3.96)

(w, ¢) — B(w, ¢),
avec

B(w, ¢) = /Q a(l,(u ))Vqubdx—l—/ "(1,(u)l,(w)VuV ¢d. (3.97)

Q
Il est facile de montrer que B est bilinéaire et continue, de plus

Aﬂﬂ»()Wwa /m DI ()] [Vl |Vl dz.

d’ot en utilisant (3.27) il vient que

‘/ w)VuVwdz| < [B0,r)]2h(Q)]la’ [l [ully[lw]}- (3.98)




28 Probléme stationnaire associé

De plus (3.97) et (3.98) nous donne bien que
B(w,w) = (m —[B(0,)[*h())l|a'|| o [[ullv) ][}
En prenant
c=|B(0,r)["2h(<)|ullv

et comme par hypothése
m — c||a'l|s >0,

on a que B est coercive. Par application du théoréme de Lax Milgram pour tout
f € H Q) il existe un unique w € H}(Q) tel que

w € H{(Q)
Dy(r, u)(w) = f,
d’ou la bijectivité. D,F(r,u) étant bijective, continue et linéaire on applique le
théoréme de I'application ouverte voir [Bre83| pour conclure que (D, F(r,u))™! est
continue. Ce qui termine la preuve du théoréme. O

4.2 Quelques applications

Nous donnons quelques applications du théoréme3.11. On suppose que r =
diam(Q) = d et que [(u fQ y)dy. On suppose que Q C RY. Commencons
par montrer que I’ apphcatlon

10, +oc[ — R
r—l.(u)(x)

est dérivable p.p x € Q. En effet, soit 7 > 0 et u € HJ(Q) on sait que u peut
étre prolongé par 0 en dehors de  (voir théoréme 2.1) par la fonction @ € H'(RY)

définie par :
. u(z) el
= 3.99
=) { 0 zeRMQ (3.99)

Si on suppose que @ est continue sur RV alors on a

St =5 ([ )
ar</|0|| 1/ (z + s0)s™ ™ 1d8d0>

_/ w(x +ro)r N=1 o
lefl=1

= / u(y) dy.
O(B(z,r)NQ)

Le cas général se démontre par densité. En effet soit une suite g, de C°(RY) telle
que

(3.100)

pn — u dans Hj(€2), (3.101)



Quelques propriétés locales des solutions stationnaires 29

avec p, la restriction de p, a Q. Il est clair au vu de la continuité de I'application
u— l.(u) que
l-(pn) — l.(u) p.pxeld (3.102)

De plus on a que
0
@ [l = [ ama [
or O(B(z,r)NQ) O(B(z,r)NQ) OB (z,r)NQ

< / 1pn(y) — uly)| dy
O(B(z,r)NN)

<[9(B(z,r)N Q)|1/2|/?n - U|L2(a(3(x,r)msz))

et
0
'a_z,@n)(x) - / u(y) dy\ < Clo(B(,r) Nl = ull gy, (3.103)
r (B(z,r)NQ)

ot C' est une constante strictement positive telle que |u|r2B@r)n0) < Cllullm @
(voir théoréme 2. 3) En utilisant (3.101) dans I’équation (3.103) précédente on a que

+(pn) —>/ dy  uniformément. (3.104)
O(B(z,r)NQ)

On conclut donc en utilisant (3.102) et (3.104) que

glr(u)(z):/ u(y)dy p.p dans €.
or (B(z,r)N)

On montre aussi que 'application
0, +o0[ — HH(Q)
r— F(r u)

est dérivable en r et que sa dérivée est
0
D, F(r,u) = —div(a'(I.(u ))El (u)Vu). (3.105)
Proposition 3.12. L’application
F: (0,00) x Hy(Q) — H ()

(r,u) — —div(a(l,(u)Vu) — f, (3.106)

est C' dans (0,00) x H}(Q).

Démonstration. Pour montrer que F est C'! dans (0,00) x H}(Q), F étant continue
dans (0,00) x H(2) nous avons besoin de montrer que les applications

D,F :(0,00) x H} () — H(Q)

D, F : (0,00) x HY(Q) — L(H}Q), H Q) (3.107)

sont continues. En effet soient (r,u) et Y = R x H}(Q). On définit la norme de Y par
Il.lly = |.] + ||.][v de tel sorte que pour tout (r,u) € Y on ait ||[(r,u)|ly = |r| + ||ullv
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ou |.| désigne simplement la valeur absolue. On considére (r,,u,) et (r,u) tel que
r, — 1 et u, — u. On a que pour tout w € H}(Q)

< Dy F(rp, up)w — D F(r,u)w, ¢ >

- [ ¢ wveve [

Q

_ /Q a1, ()l () Vi Vb
ally, (1) VUV — / Vngb‘

et, aussi

< D F(rp, up)w — D, F(r,u)w, ¢ >

— /Q(a,/(lm(un)) - a,’(lm(U)))lrn (w)vunv¢
+ [ @), )V = V6 + [ @)1 () = (@) TuT
—l—/ﬂ(a’(lm(u)) _a/(lr(u)))lr(w)VuV¢+/

[ at(0) = all ) VT
T / (ally, () — a(lr(U)))VwWﬁ‘,

(3.108)
et donc
' < DyF(rm, u)w — DuF(r,u)w, ¢ > | <
) = 0 () ) [V

+ 10 @)l )V = 01961+ [ 10, @), () = )Tl V9

/\a a0) = @) )Tl V6] + [ Jall, (02)) = all, ()| [Vl V5
[ 1ot (@) = att. )V Vl,

(3.109)
En utilisant (3.27), (3.47) et (3.109) on a

‘ < DyF(rp,up)w — D F(r,u)w, ¢ > | <

o (1, (un)) = @ (L, (W) oo (1212 R(2)? 0] ]l [ ]

+ [l ool 2R ]| 1t — ]l [ 1] + 1] [look® 7 = ™2 R()[aw]| ull | ]

+[a (L, (un)) = @' (L () |oo || 2R(Q) [[w]| [|ull [ ]

+ [la(l, (un)) = ally, () |sollwl|o| + [lall, (w)) — all-(u)[lsllwll ],
(3.110)
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ot N représente la dimension de §2 et ||al|o = sup |a(x)|. On déduit de (3.110) que
z€QN

| D' (1 un) — Dy F'(r, U)HL(H(%(Q),H*(Q)) <

'Ly, () = @ (L, () oo (1202 (2))? [ |

[l lloo (2R [, — ul| + [0 [l ook [rY — N [21(€) [Jul] (3.111)
[0, (1)) = (e (1)) o | |22 S2) |

+ llalls, (wn)) = alls, (W)l + lla(ls, () = a(l, ()]s -

D’aprés le lemme 3.7 on a
L, () () = Lo (w) ()| < R(Q) [, = ull gz @y + C " = M2l ey (3.112)
En utilisant le fait que

r, —1r dans R

3.113
U, —u dans Hg(Q), ( )

on obtient
L., (up) — I, (u) uniformément dans €. (3.114)

En considérant (3.114), (3.113) et le fait que a € C*(R) pour passer a la limite dans
(3.110) on a bien que

|DWF (1, upn) — Dy F(r, u)||£(H3(Q)7H71(Q)) — 0 lorsque (rp,u,) — (r,u).
Ce qui prouve bien que
Dy F :(0,00) x Hy(Q) — L(Hy (), H'(€2))

est continue et cela pour tout (r,u) € (0,00) x Hj(Q) . De la méme maniére on
montre que || D, F(ry,u,) — D F(r,u)||g-1@ — 0 lorsque (r,,u,) — (r,u).Ce
qui prouve bien que

D,F : (0,00) x Hy(2) — H Q)

est continue et cela pour tout (r,u) € (0,00) X Hy(€2). O
Nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant :

Proposition 3.13. On suppose que g = 1 et que le probléme F(d,u) = 0 admet
une unique solution u* et que de plus

m — clld]|o >0 (3.115)

ot ¢ = h(Q)|QY2||lu*||y alors il existe un B > 0 et un § > 0 tel que pour tout
r €ld—B,d+ (], le probléme F(r,u) = 0 admet une unique solution u telle que pour
lu —u*| <.

Démonstration. La preuve est une conséquence directe du théoréme des fonctions
implicites 2.9 . Soit u* 'unique solution du probléme, da a (3.115) on applique le
théoréme 3.11 pour montrer que D, F(d,u*) est un isomorphisme de H} () dans
H7Y(Q). Le théoréme?2.9 des fonctions implicites nous permet donc de conclure
qu'il existe un S > 0 et un 0 > 0 tel que pour tout r €]d — 3,d + (], le probléme
F(r,u) = 0 admet une solution pour ||u — u*|| < 4. O
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Dans ce qui va suivre nous allons montrer un résultat qui généralise la proposi-
tion 3.13. On pose toujours

F(r,u) = —div(a(l,(u))Vu) — f.

On suppose de plus que si r = diam(€2) alors il existe exactement k solutions au
probléme
F(d,u) = 0. (3.116)

Soilent {u}}i—1 . ; ces k solutions, on a le résultat suivant :

Proposition 3.14. On suppose que g = 1. Soient {u}},—1 . les k solutions du
probléme (3.116) et

m—cp|a]|oe >0 (3.117)
ol

C1 = Inax ¢;
1<i<k

avec ¢; = |QY2h(Q)||utllv, Vi€ {1,...,k}. Alors il existe un 3 > 0 tel que pour
tout r €]d — B,d+ [, le probléme F(r,u) =0 admet exactement k solutions.

Démonstration. La preuve utilise les mémes arguments que précédemment. Soient
{u}}iz1, k les k solutions de (3.116), il est clair que (d@ au théoréme3.11 et di
a (3.117) ) D, F(d,u?) est un isomorphisme de H{(Q2) dans H=(Q) et cela Vi €
{1,...,k} , nous appliquons comme cela a été fait dans le cas précédent le théo-
réme 2.9 des fonctions implicites localement a chaque solution, pour conclure qu’il
existe un 3; > 0 et §; > 0 tel que pour tout r €|d—f3;, d+ [3;[, le probléme F(r,u;) =0
admet une unique solution pour ||u — u}|| < §; . En posant simplement

b= lfélilgk{ﬁi}
il vient que pour tout r €]d — 3,d + f3[, le probléme F(r,u) = 0 admet au moins k
solutions.

Montrons qu’il admet au plus k solutions pour terminer la preuve. Pour cela
supposons qu’il existe une branche de solutions tel que pour tout r, € [d — 3,d], le
probléme F'(r,,u, ) = 0 admet sans perte de généralité k+ 1 solutions avec 3 définie
comme ci dessus. On considére maintenant u,,, la solution du probléme F(r,, u,, ) =
0, lorsque r, — d, il est clair au vu des méthodes de compacité utilisées pour passer
a la limite dans le théoréme 3.1 que u,, — u; dans H(€) ol u; est une solution
du probléme F(d,u) = 0. Ce qui est en contradiction avec le fait que d’aprés le
théoréme des fonctions implicites, il existe un 3; > 0etund; >0 i€ {1,...,k} tel
que pour les k solutions du probléme F'(d,u) = 0, on a pour tout r €]d — 5;,d+ (i,
le probléme F'(r,u) = 0 admet une unique solution pour ||ju—u;|| < §;. Ce qui achéve
la preuve. ]

4.3 Le cas r = diam((2)

Nous donnons dans ce qui suit un critére important d’inversibilité utilisant 1’al-
ternative de Fredholm. On montre le résultat suivant :



Quelques propriétés locales des solutions stationnaires 33

Théoréme 3.15. On suppose que f € H1(Q), f #0 et g =1. Soit u € H}(Q) tel
que F(d,u) =0 et soit D, F(d,u) l'opérateur linéaire tel que

D F(d,u): H}(Q) — H Q)
w +— Dy F(d,u)(w), (3.118)

D F(r,u)(w) = —a'(I(u))l(w)Au — a(l(u))Aw,
alors F!(d,u) est inversible si et seulement si a'(I(w))l(u) + a(l(u)) # 0.

Pour faire la démonstration de ce théoréme nous avons besoin des lemmes sui-
vants :

Lemme 3.16. On considére le probléme

—a' (l(u))l(w)Au — a(l(u))Aw =0 dans £, (3.119)
w e H(Q), '
avec u la solution du probléme
—a(l(ul))Au = f dans Q, (3.120)
u € Hy(Q).
On pose
X,={ve H;(Q) v=mu, méeR}.
Soit S l’ensemble des solutions de (3.119) alors
SCX,.
Démonstration. On considére ¢ = 0 I'unique solution du probléme
—A¢, = d Q
o1 1 0 dans & (3.121)

Soit w une solution de (3.119), comme a'(I(u)), I(w) et a(l(u)) sont des constantes
la premiére expression de (3.119) peut se réecrire

—A(d (I(uw)l(w)u + a(l(u))w) = 0, (3.122)

(3.121) et (3.122) nous donne

a' (l(u))l(w)u + a(l(u))w = 0. (3.123)
D’ou
w = cu
avec ¢ = —a/(l(“))l(w), ce qui prouve bien que

a(l(w))
S cC X,
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On a aussi

Lemme 3.17. D, F(d,u) est inversible si et seulement si ker(D,F(d,u)) = {0}.

Démonstration. La condition nécessaire est triviale, nous nous contenterons donc de
montrer la condition suffisante. Si ker(D,F(d,u)) = {0} alors on a que le probléme

—a'(l(u)l(w)Au — a(l(u))Aw =0 dans £,
w € Hy(Q),

admet w = 0 comme unique solution . Soit B 'opérateur linéaire

B: Hy(Q) — H ()
w — Bw = —d' (I(u))l(w)Au.

On sait que B est continu. En effet
< Bw, ¢ >= / o/ () (w) VuVo,
Q
en utilisant (3.27) dans (3.126) on a que

1
| < Bw, ¢ > [ < QA Q)[la oo lull () w13 () [0l 112 ()
d’ou la continuité.
Pour g € H*(Q) le probléme
—a (l(u)l(w)Au — a(l(u))Aw = g dans Q
w eV,
peut se reécrire
Bw — a(l(u))Aw = g.
L’opérateur —A défini par
~A: Hy(Q) — H Q)
b+— —AD,

étant inversible, (3.128) devient alors
(=A™ o B)w + a(l(u))w = —A™g.

Ce qui fait bien

(@(—A‘l o B) + I)w = h,
avec .

Ay Y

D’ou I'équivalence des problémes (3.127) et (3.131).

h=—

(3.124)

(3.125)

(3.126)

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)

— A1 est compact (conséquence de I'injection compacte de HJ(€2) dans H~1(Q)),
de plus comme B est continu il vient que —A~!' o B est compact. On peut donc

appliquer 'alternative de Fredholm a (3.131) pour affirmer que
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— ou bien le probléme

a(l(u))
ce qui implique que D, F(d, u) est inversible
ou bien le probléme

admet une unique solution et dans ce cas | —— (=A™} oB)+I) est inversible

! 1o w =
(a(l(u))(—A B) + 1) 0 (3.132)

admet un nombre fini £ > 1 de solutions indépendantes.
On va montrer que ce dernier cas est impossible ¢’est-a-dire que le probléme (3.132)
admet une unique solution et donc k£ = 1. En effet on a montré que les problémes

D, F(d,u)w =0

(W(—A—l o B) + I)w =0,

sont équivalents. Comme par hypothése
ker(D,F(d, u)) = {0},

il est donc naturel que le probléme (3.132) admette lui aussi une unique solution, ce
qui contredit le fait que £ > 1. On a bien montré que dans tous les cas

(G2 om0+ 1),

est inversible ce qui implique que D, F(d,u) est inversible et termine la preuve. [

Revenons maintenant a la preuve du théoréme.

Démonstration. (Théoréme3.15) Pour montrer la condition nécessaire nous fai-
sons un raisonnement par contraposé, en d’autres termes nous montrons que si
a'(l(w)l(u) + a(l(u)) = 0 alors D, F(d,u) est non inversible. Supposons que

a (l(w)l(u) + a(l(u) =0
alors en prenant v = w on a que
D F(d,v)u = —a'(I(u))l(u)Au — a(l(u))Au = 0,

il résulte donc que

D, F(d,u)u=0.

Comme u # 0 (principe du maximum car f # 0), il vient que D,F(d,u) est non
inversible.
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Pour la condition suffisante on procéde comme précédemment par un raisonne-
ment par contraposé. On suppose donc que D, (d,u) est non inversible. D’aprés le
lemme 3.17 on a ker(D,F(d,u)) # {0}. Soit w € ker(D,F(d,u)) avec w # 0. En
utilisant (3.123) on a que

a'(l(u)l(w)u + a(l(u))w = 0. (3.133)

On sait aussi d’aprés 1'équation (3.133) que {(w) # 0. En effet si I(w) = 0 on aurait
d’aprés (3.133) que a(l(u))w = 0 et donc w =0 ce qui est absurde et montre bien
que [(w) # 0. En appliquant [ & ’équation (3.133) on obtient

a (1(w))l(w)l(u) + a(l(u))l(w) = 0.

Il résulte que

a'(l(w)l(u) + a(l(u)) = 0.

Ce qui prouve bien la condition suffisante, et termine la preuve du théoréme. ]

4.4 Application au cas ’a’ croissant

On considére toujours ¢ la solution faible du probléme

—A¢ = d Q
¢ 1 f - dans (3.134)
¢ € Hy(2).
Alors on a le résultat suivant :
Corollaire 3.18. On suppose que (3.3) et (3.4) sont vérifiées. On prend
feHYQ),g=1, f>0 eta croissant. Si
m —cl|la||oo >0 (3.135)

ot ¢ = h(Q)|QY2||u*||v avec u* unique solution du probléme en r = d alors il existe
un >0 et un § > 0 tel que Vr €]d — 3,d+ [ le probléme F(r,u) = 0 admette une
unique solution pour ||u — u*|| < 0.

Démonstration. On a d’aprés le principe du maximum que ¢ > 0 dans 2, ce
qui entraine que [(¢) > 0. En appliquant la proposition3.8 on a que le probléme
F(d,u) = 0 admet une unique solution. La proposition 3.13 et (3.136) nous donne
bien le résultat souhaité. 0

Remarque 3.19. Un résultat similaire au corollaire 3.18 peut étre obtenu dans le
cas décroissant, il s’énoncerait de la fagon suivante
On suppose que (3.3) et (5.4) sont vérifiées. On prend f € H'(Q), f <0 eta
décroissant. St
m —c|ld||o >0 (3.136)

ot ¢ = h(Q)|QY2||u*||y avec u* lunique solution du probleme enr = d alors il existe
un >0 et un d > 0 tel que Vr €|d — B,d+ ([ le probléeme F(r,u) = 0 admette une
unique solution pour ||lu — u*|| < 0.
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La preuve découle du fait que cette fois I(¢) < 0. Soit uy et py deux solutions du
probléme en v = d on a bien que

a(pn) i = alpz) e (3.137)

Sans perte de généralité on peut supposer que j1; > o l’égalite peut se réecrire sous
la forme

(a(p1) — alp2))pr + alpa) (g — p2) = 0, (3.138)
a étant décroissante il vient que

(a(p1) —a(p2))m =0 et a(pz)(pr — p2) = 0.

Ce qui implique bien que 1y = po et donc Uunicité. On applique comme dans le cas
croissant la proposition 3.18 pour conclure.

Remarque 3.20. Le cas l[(¢) = 0 est un cas singulier, dans la mesure ot dans ce
cas le probléeme F(d,u) = 0 admet une unique solution u tel que u = %, ce qui
montre en appliquant la proposition 3.13 qu’il existe un 3 > 0 tel que le probleme
F(r,u(r)) =0 admette une unique solution Vr €|ld — 3,d+ 3| et cela quelque soit la
monotonie de a.

5 Un petit résultat de parité

Nous donnons ici des conditions pour lesquelles on peut déterminer la parité de
la solution w.

Proposition 3.21. On suppose que r = diam(S2), Q est symétrique par rapport a
0, f € HYQ) et f est paire c’est a dire

< fih>=< f h> Vhe H)Q)
avec h(z) = h(—x). Si u est une solution du probleme (3.2) alors u est paire.

Remarque 3.22. Avant de faire la preuve de cette proposition on peut remarquer
que si r = diam()) alors on sait que la solution u du probléeme (3.2) s’écrit u = %
(a(p) étant constante) et il est clair que si ¢ est paire u ’est aussi. Pour la preuve
de la proposition, on montrera donc que ¢ est paire.

Démonstration. Soit ¢ la solution du probléme

{—Agb:f dans ()

3.139
¢=0 dans 0f2. ( )

Sous la forme faible on a que
/ VoVh =< f,h> Yhe Hj(Q).
Q
Soit v telle que v(z) = ¢p(—x), on a

LVU(x)Vh(x)dx:/QVQS(—x)Vh(x)dx.
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En faisant un changement de variable y = —x et en utilisant le fait que  soit

symétrique par rapport a 0, on obtient

/Q VoVhdr = / (V) () (Vh)(~y) dy,
et done

| vovh = [ 0109, (-}

Ce qui fait bien

/ VoVh = / Vo(y)Vily)dy =< f,h> .
Q Q

D a la parité de f c’est a dire que
< fh>=<f,h> VYhev,

avec h(x) = h(—=z) il vient que

/VvVh =< f,h >= / VoVh VhelV,
Q Q

(3.140)

(3.141)

I'unicité de (3.139) nous permet de conclure que v = ¢. Ce qui achéve la preuve de

la proposition.

O



Chapitre 4

Phase transitoire des solutions
stationnaires

On considére toujours €2 un ouvert borné de R™ et de bord 0f2. Soit a une fonction
continue vérifiant

0<m<ale) <M VeeR.
Soit f € H~1(2), on considére les problémes sous leur forme faible

{v e HY(Q) 1)
—a(0)Av = f dans €,

u e Hi(Q) (4.2)
—a(l(u))Au = f dans Q. '

Nous nous intéressons ici au comportement d’une solution w, du probléme

w, € HY(Q)
{—dmaar(w»ww» S dams (43)

lorsque le parameétre r varie. On rappelle qu’ici

1 (w,)(x) = /B Sy »

() = / 9(y)uly)dy,

et g € L*(Q).

1 Convergence de la solution w,

Dans cette section nous montrons a travers le résultat qui suit le comportement de
la solution w, lorsque r tend respectivement vers 0 ou diam(f2). Plus précisemment
nous allons montrer que w, converge vers v et u respectivement lorsque r tend vers
0 et diam(2) avec v la solution de (4.1) et u une solution de (4.2). On a le résultat
suivant

39
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Théoréme 4.1. Soit w, la solution de (4.3), alors on a que

w, — v dans Hy(Q) fortement. (4.5)

r—0

De plus si (3.3), (3.4) (3.31) et (3.32) sont vérifiées alors on a que

w, — u dans Hy(2) fortement. (4.6)

r—diam(§2)
Avec v et u respectivement les solutions de (4.1) et de (4.2).

Démonstration. Nous commencons par montrer (4.5).
Il est clair en utilisant (3.7) qu'il existe un v, € H}(Q) et une sous-suite que 1'on
renomme w, tel que pour r — 0

w, = v, dans H}(Q), w, —wv, dans L*(Q), w, —v, ppdans Q.

(4.7)
De plus comme
l-(w,) — 0 p.pdans €, (4.8)
en utilisant (4.7) et (4.8), on obtient
Vw, = Vv, dans (L*(Q))", (4.9)
a(l,(w,))Veé — a(0)Veé dans (L*())™. (4.10)
En utilisant le lemme 3.2 pour passer a la limite dans (3.2) on a que
/a(O)Vv*ngdx =< f,6> Vo € Hy(Q). (4.11)

Q

Ce qui montre bien que v, = v. Pour conclure il suffit de voir que ce qui est vrai
pour une sous suite extraite ’est aussi pour toute la suite grace a 'unicité de (4.11).
Il reste cependant a prouver que cette convergence dans Hj () est forte. Pour cela
nous prenons ¢ = w, dans (4.3), il vient immédiatement en passant a la limite que

lim [ a(l,(w,))|Vw,|*dr = liII(l) < fyw, >=< f,v>= / a(0)|Vo|*de.  (4.12)

r—0 Q Q

Comme
m||V(w, — v)||2 < / a(l,(w,))|V(w, — v)|2dat, (4.13)
Q
il vient que

I, =)l < [ altw)) Va2 |

QCL(Z,1(11),1))V7JJTVU—|—/CL(Z,1(u),1))|Vv|2.

Q
(4.14)
En utilisant (4.12), (4.10) et le lemme 3.2 pour passer a la limite dans (4.14), on
obtient

lim ( [ ettt T =2 [ attw)Tu. 7o+ [ a<o>|W|2) —0. (4.15)

r—0
Q
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Il résulte que
w, — v dans H}(Q) fortement lorque 7 — 0,

ce qui montre bien (4.5).
La démonstration pour montrer (4.6) est identique, il suffit simplement de voir
que
l.(w,) — l(u) p.p dans Q.

En effet en utilisant toujours (3.7) il existe un u, € H(Q) et une sous-suite que I'on
renomme w, tel que pour r — d

w, —u, dans Hj(Q), w, —u, dans L*(Q), w,—u, p.pdans Q.
(4.16)
En utilisant le fait que

/B( mg(y)(u(y)—wr(y))dy < |glolu — wy o, (4.17)

pour estimer |[(u)(z) — I.(w,)(z)| on obtient en utilisant le lemme 3.7 que
() (@) = L (w,) (@)] < |gle [u—wyls + e/ "M Cr Q)| — [V w, |y, (4.18)

avec h(€)) désignant la constante de Poincaré-Sobolev, C une constante telle que
l.lp < Cy||.|lv, ¢, une constante dépendant de n et 3(n) défini par

2 sin=1
Bn) =<3 sin=2
n stn > 3.
Il vient immédiatement lorsque  — d en utilisant (4.16) et (4.17) dans (4.18) que

l.(w,) — l(u)  uniformément dans Q.

et en particulier
l.(w,) — l(u) p.p dans €.

Ce qui termine la preuve du théoréme. O

Remarque 4.2. Dans le cas ou le probléme 4.3 admet plusieurs solutions le résultat
(4.6) reste vrai mais a une sous suite prés. En effet l'absence d’unicité de (4.2) ne
nous permettant de conclure au fait que ce qui est vrai pour une sous suite [’est aussi
pour toute la suite.

Remarque 4.3. Le résultat 4.6 peut étre aussi obtenu si nous considérons
Liw)e) = [y
B(z,r)NQ

a la place de l.(w,), les hypothéses sur a restants valides c¢’est a dire que le probléme

local
u € HL(Q) (LO)
Joa(w)VuVeder =< f,¢ > Vo € HL(Q),

admet une unique solution. Pour plus de détails voir [Chi04]
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2 Principe de comparaison

Dans cette partie nous donnerons notre contribution sur un principe du com-
paraison de la solution de (4.3). Plus précisemment nous montrerons sous certaines
conditions qu’une solution w, de (4.3) reste toujours comprise entre la solution de
(4.1) et une solution de (4.2) pour r € [0, diam(§2)]. On peut d’ores et déja remar-
quer que comparer une solution w, de (4.3) avec une solution v de (4.2) permet de
comparer w, avec n’importe quelle autre solution de (4.2). En effet, on a que les so-
lutions {v;};er avec I fini de (4.2) s’écrivent sous la forme v; = % voir lemme 3.9,
ce qui permet en r = diam(2) de comparer les différentes solutions de (4.2). Ce ré-
sultat est trés important dans la mesure ot pour un ¢ fixé, ¢ € I, si on sait comparer
la solution w, de (4.3) avec v; (w, < v; ou w, > v;) alors on saura aussi comparer
w, avec v;, j fixé, j#iet jel.

Définition 4.4. On dit qu’un domaine Q C R™ est symétrique si
Q=R" ou Q=B,={zeR" |z|<a}

ou

Q={zeR" a<|z| <b}

ot 0 <a<b<oo (un anneau sib < o)

Avant de donner des résultats plus généraux de notre étude, nous commencons
par un cas assez élémentaire.

2.1 Lecasn=1

Nous supposerons dans la suite que 2 = (—[,l) ou [ est un réel strictement
positif, f € L*(Q), f > 0 et que f est paire. On a

Lemme 4.5. On suppose que a,b € C(Q) avec a et b paires. Soient u et v les
solutions des problémes

{—<a<a:>uf>f=f dans ] = 11| (4.19)
we Hy(| = LI)NnH(]=1,1)),
et
{—<b<x>v'>'=f dans ] =11 (4.20)
ve HY = LI) N H> (] = 1,1).

Si 0 < a<bsurQ alors u et v sont paires et vérifient u > v dans Q =| — 1, 1[.

Démonstration. f étant paire, on a en utilisant la proposition 3.21 que u et v sont
paires. Pour commencer nous supposons que a,b € W1*°(R). On vérifie que pour
tout x € [0,1] on a que

()= - [ et v'(x :—L )
w@) == [y et @) =~ [ rwn @)
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Ce qui montre grace au fait que a < b p.p que pour tout z € [0,(], v'(z) < v'(z).
Comme u(l) = v(l) = 0 il vient alors que

() = /l (tdt > /l (Bt = vo(x). (4.92)

De la parité de u et v on démontre aussi de la méme facon que pour tout z € [, 0]
on a u(z) > v(x). Ce qui montre bien que v > v p.p. La démonstration dans le cas
général se fait par densité (voir proposition4.11). O

Lemme 4.6. Nous supposons que a € WH*(R). Soit T Uapplication définie par

T:L*Q) — L*Q)

v — T(v)=u,

avec u la solution du probléme

u € Hy(®)
{—(a(lr(v)w)’ = f dans Q. (4.23)
Soit »
K= {y € Hy(] = LI N H*(] = L), y paire, |y|s < %}

avec h(Q2) la constante de Poincaré-Sobolev. Alors on a que T(K) C K.

Démonstration. Soit v € K montrons que T'(v) = u € K. On a que

{u e HY( = 1,1) (424
—(a(l,(v)u') = fdans | —1,1[.

Il est clair que le probleme (4.24) admet une unique solution u € Hg(Q2) N H?(Q).
Dii a U'injection continue et compacte H} () dans C'(Q2) on a bien que u € C'(€2). On

a aussi (voir (3.8)) que |uly < % Pour finir f étant paire et v € K on a d’aprés
la proposition 3.21 que w est paire. Ce qui montre que u = T'(v) € K et achéve la
démonstration. O

Nous pouvons maintenant donner le résultat principal de cette partie

Théoréme 4.7. On suppose que f € L*(Q), f > 0, f paire, g = 1, f # 0 et
la fonction a vérifie les hypothéses (3.3), (3.4),(3.18), (3.19) et est décroissante.
Soit r € [0,diam(Q2)]. On désigne par u,v et w, respectivement la solution paire du

probléme
u e Hy(©)
{_(G(O)U’)’Zf dans |1 —1,1] (4.25)

une solution paire du probléme

v e H(Q)
{_(Cl(l(v))v’)/ = f dans ] — l’l[ (4.26)
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et w, une solution paire de

{w, e HY(Q)

(4.27)
—(a(l,(w,))w.) = f dans |—1]1].

On a :
O<u<w,<wv

Démonstration. Le fait que u, v et w, soient paires résultent de la proposition 3.21.
Soit
Ky ={we KNlu,v|},

avec [u,v] désignant
{we L*(Q), u<w< v}

Il est clair que Ky # ) car contenant u, il est aussi facile de voir que Ky est convexe
et fermé dans L?(Q). Soit w, € Ks, on sait au vu de la décroissance de a que

a(l,(v)) < a(l.(w,)) < a(l.(u)). (4.28)
En appliquant le lemme 4.5, il vient que
u<T(w,) <w. (4.29)
L’application

T:L*(Q) — L*(Q)

4.30
w, — T'(w,) = w, (4:30)
avec w la solution du probléme
HY (O
w € Ho(Q) (4.31)
—div(a(l,(w,))Vw) = f dans

étant continue, on conclut la preuve du théoréme par une application du théoréme
de point fixe comme dans le théoréme 3.1 pour montrer que w, € Ks. O

2.2 (Généralisation pour les solutions radiales

Dans tout ce qui va suivre on suppose que n > 1 et que €2 est la boule ouverte
de R™ de rayon d/2. Pour chaque fonction u dans L?(§2) on lui associe une fonction
@ dans L*(0,d/2) définie par u(x) = @(||z]|) p.p € Q, permettant alors d’identifier
L*(0,d/2) a L(Q). Soit A tel que

A€ WH(Q) radial, infA > 0. (4.32)
On considére le probléme linéaire

—div(A(x)Vu) = f dans L*(Q), wue€ Hy(Q)NH* Q). (4.33)

Nous allons commencer par donner un résultat d’existence et d’unicité.
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Proposition 4.8. On suppose que f € L?(Q) et que f > 0 alors le probléeme (4.33)
admet une unique solution . De plus, elle est radiale et pour presque tout x € [0, d/2]

on a que
n—1

—(Ad) — A = f(x) (4.34)

X

W(z) = _A(lx> /0 ) (i)n_l F(t)dt (4.35)

Démonstration. Il est facile de voir par un calcul simple que (4.33) admet une unique
solution radiale qui vérifie (4.34). De plus en posant V' = A@’ dans (4.34), on obtient

avec

n—1 ~

vty o (4.36)

x
En remarquant simplement que (Va" ') = —z"~!f une petite intégration permet
d’obtenir (4.35). O

Proposition 4.9. On suppose que supa < 0o, a € C(R,R), g =1, i%fa >0 et que
R

f € LA(Q) alors le probleme (4.3) admet au moins une solution radiale.

Démonstration. Pour tout v € L3(€2) , au vu de la définition de [,.(v) c’est a dire que
l.(v)(x) = me(w’r) v(y)dy on a que l.(v)(z) =1.(v)(Rx) pp x € Q et cela pour
toute rotation R de R"(la rotation conservant la distance). Ce qui permet de dire
que [,(v) est invariant par rotation et de conclure que a(l.(v)) est radial. On peut
donc appliquer la proposition 4.8 pour conclure que T'(v) est radiale. En appliquant
une méthode de point fixe on a le résultat. O

Remarque 4.10. L’analogue de la proposition précédente lorsque ['on considere
dans le cas général

L) (x) = / 9(y)o(y)dy,

nécessite d’imposer pour que a(l,(v)) soit radiale que

g(Ry) =g(y) ppyeE (4.37)

Pour pouvoir contréler le signe de la solution w, de (4.3) on prendra aussi
g>0 pp dans Q, g#0. (4.38)

Nous donnons maintenant un résultat principal de cette section qui permet de
comparer deux solutions de I’équation (4.3) en fonction de la monotonie du coefficient
de diffusion.

Proposition 4.11. Soient A, B € C(Q) et vérifiant 0 < A < B dans Q. On suppose
de plus que f € L2(Q) et f > 0. Siu et v désignent respectivement les solutions de
(4.33) avec respectivement A et B. Alors on a

u>v pp dans S (4.39)
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Démonstration. Nous commengons par faire la preuve pour A, B € WhH*(Q). Dans
ce cas comme A < B en utilisant (4.35) il vient que @' < ¢’ pour tout x € [0,d/2].
Puisque @(d/2) = 9(d/2) = 0, il vient que

i(x) = / @)y > / " )y = o(a). (4.40)

/2 /2

Dans le cas général on considére € un réel stictement positif tel que ing —e> 0.

On pose A, = A — ¢, on considére u, la solution du probléme

{ue e HY(Q) (4.41)
—div(A(x)Vu.) = f dans H(Q). '

Puisque A, + € < B, alors il existe A, et B, dans Wh*°(Q) tel que

A, — A, B,— B dans C(Q)

~ (4.42)
0<c<A,(x) < By(zr) YxeQ, Vn>0,

ou c est une constante indépendante de n et x. Soit u,, et v,, les solutions respectives
de (4.33) avec respectivement A, et B, pour coefficients de diffusions. A, et B,
étant réguliéres il vient que d’aprés ce qui précéde (premiére partie de la preuve)
que u, > v,. On montre aussi avec un argument de compacité comme cela a été fait
dans la preuve du théoréme 3.1 que les suites u,, et v, sont telles que

Up — Ue, U, —> v p.pdans . (4.43)

n—oo n—oo
Ainsi u, > v. De la méme facon il est facile de montrer que u, — u lorsque ¢ — 0.
Ce qui permet de conclure que u > v. O

Avant de donner quelques applications de la proposition4.11 nous allons don-
ner des résultats quantitatifs a propos des solutions radiales en généralisant le
lemme 3.9 (voir [Chi00]). En effet dans le lemme 3.9 on a vu que le nombre de
solutions du probléme4.2 dépendait du choix de a, c’est a dire que le nombre de
solutions du probléme (4.2) était le méme que celui du probléme dans R

a(p)p = U(¢)

comme défini dans le lemme 3.9. Soit [, := [i:%f l.(¢),sup l.(¢)] Vr € [0,d]. Dans
Q

ce qui va suivre nous allons conditionner ce nombre de solutions a l'inclusion ou non
de I, a un intervalle de R et cela pour tout r € [0,d], ce qui permet donc de donner
des résultats quantitatifs non plus uniquement en r = d mais aussi lorsque r € [0, d],
ce qui donne une bonne généralisation du lemme 3.9.

Lemme 4.12. On suppose que [ € L2(Q), f > 0,9 € L*(Q),a € C(R,R),
i%fa >0, supa < oo et que (4.37) et (4.38) sont vérifiées. Soit v € [0,d] et sup-
R

posons que a est tel qu’il existe deux réels positifs m et M avec 0 < m < M tel
que

a(m) =maxa a(M)= min a 4.44
(m) = maxa a(M) = miy (4.44)
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I, C [ma(m), Ma(M)]. (4.45)
Alors le probleme (4.3) admet une solution radiale w vérifiant
m <Il.(w) <M p.pdans Q.
Démonstration. L’ensemble
E={wel?() : m<l(w) <M ppdans Q}

est fermé, convexe et non vide. En effet au vu de (4.44) et (4.45) on a que ¢/a(m)
appartient a . Pour tout v € £ on a en utilisant (4.44) que

a(M) < a(l.(w)) < a(m). (4.46)
a(l,(v)) étant radiale on applique la proposition4.11 a (4.46) pour avoir

¢ ¢

L <nw s 5 (4.47)

ot T,.(v) est définie comme dans (3.10). Puisque g est positive (4.47) nous donne

L(9) ()
a(m) a(M)’

< 1(T,(w)) <

(4.48)

Ainsi de (4.45) et (4.48) on déduit que 7). (w) appartient & E. Pour terminer la preuve
il suffit d’appliquer le théoréme de point fixe de Schauder comme dans le théoréme
3.1. O

Proposition 4.13. On suppose que f € L2(Q), f > 0,9 € L*(Q), f # 0,a €
C(R,R), i%fa >0, supa < 0o et que (4.37) et (4.38) sont vérifiées. Soit r € (0,d]
R

et supposons que a est tel qu’il existe trois réels positifs my, msy et M avec 0 < my <
meo < M tel que

a(0) = maxa; a(m;) = min a

[0,m1] [0,m1] (4 49)
a(my) = max a; a(M) = min a '
[m27M] [m27M}
et
I, C [0,mya(my)] N [maa(ms), Ma(M)]. (4.50)

Alors le probleme (4.3) admet au moins deuz solutions radiales u et v tel que

0<Il.(u) <my p.pdans )
me < l.(v) <M p.pdans Q.

Démonstration. On applique le lemme4.12 avec m = 0 et M = my pour avoir
I'existence d’une solution u tel que [.(u) < m; p.p dans Q. De méme en réutilisant
ce procédé avec m = my et M = M on a l'existence d’une solution v tel que
me < l.(v) < M p.pdans €. Puisque m; < my il vient que u et v sont distincts.
Ce qui achéve la preuve. O
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Remarque 4.14. Une fonction a vérifiant les conditions de la proposition /.13
existe. Nous donnons sur un exemple une facon de le prouver. En effet soit r € (0,d],
a(0) > 0. On pose

a(0)

my :=max [./a(0) et a(my):= —5

Comme f # 0 et f > 0 d’aprés le principe du mazximum on a que ¢ > 0. Si
g>0 p.pdans Q on a que max I, > 0 et donc que mqy > 0. Soit mo et M tel que
my < mo < M et posons

a(mg) :=min I, /ms et M :=2max I,/a(ms).
En prenant par exemple a(M) := a(ms)/2 on a que

a(ms)
2

Il suffit pour finir de supposer que a est décroissante sur [meq, M| pour voir que le
msy et le M choisis vérifient bien les hypothéses de la proposition.

moa(msy) = min I, < max [, = M = Ma(M). (4.51)

Nous allons dans ce qui suit généraliser la proposition 4.13.

Proposition 4.15. On suppose que f € L*(Q),f > 0,9 € L*(Q),a € C(R,R),
i%fa > 0,supa < oo et que (4.37) et (4.38) soient vérifices. Soit r € (0,d] et ny
R

un entier naturel impair, supposons que a est tel qu’il existe ny + 1 réels positifs

{mi}izo0..n,, avec mg = 0 et pour tout i € {0,...,ny — 1} on a m; < m;1. Si de
plus
a(m;) = [ max }a; a(mii) = [ min }a Vie{0,2,...,ny —3,n; — 1}
TG, MG -1 TG, M1
4.52
e ) lmalm) mea(men) 92

1=0,2,....n1—3,n1—1
alors le probleme (4.3) admet au moins "
vérifiant

solutions radiales {w;}ic(o,2,...n1—1}

m; S l,«(wl) S mia1 Vi € {0, 2, o,y — 3,71,1 - 1}

Démonstration. Pour la démonstration nous faisons un raisonnement par récurrence.
Pour n; = 1 on a vu que la proposition est vraie. En effet d’aprés le lemme 4.12 pour
ny = 1 on a que le probléme 4.3 admet au moins une solution radiale. Supposons
maintenant que pour n; > 1 (4.3) admet "1T+1 solutions telles que ces solutions
vérifient

m; S lr(w,) S m;+1 Vi € {0,2,. N 0 3,711 — 1}

no+1
2

et montrons que pour ny = n; + 2 le probléme 4.3 admet solutions telles que

ces solutions vérifient
mlglr(wl) SmHl WE{O,Q,...,n2—3,n2—1}.
Commengons par considérer les points m,,_1 et m,,. On a bien que
a(my,—1) = max a; a(my,_1)= min a
[mng—1,mn,] [Mmng—1,mn,]

I, C [mng—la(mn2—1)> mnza(mm)]'
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D’ot, en utilisant le lemme 4.12 on obtient 'existence d’une solution radiale w,,,_;
telle que
Mpy—1 < L (Wny—1) <My, p.p dans Q.

De plus comme par hypothése (4.3) admettait pour les n; premiers points anH

solutions telles que ces solutions vérifiaient

m; Slr(wz) SmHl ViE{O,Q,...,nl—S,nl—l},

il vient en utilisant le fait que m,, < m,,—1 que (4.3) admet au moins ”12“ +1
solutions. En remarquant simplement que "1T+1 +1= ”22“, on a bien que pour ne
points le probléme 4.3 admet bien "QTH solutions. Ce qui achéve la démonstration.

O

On a aussi

Proposition 4.16. On suppose que f € L*(Q),f > 0,9 € L*(Q),a € C(R,R),

i%fa > 0,supa < oo et que (4.37) et (4.38) sont vérifies. Soit r € (0,d] et suppo-
R

sons que a est tel qu’il existe trois réels positifs my, mo et M avec

0<m <mo < M tel que

a(0) = min a; a(my) = maxa
( ) [0,m1] ( 1) [0,m1]

= ;oa = min a (4.53)
a(ms) = ax. a; (M) = nin
et
I, C [0,m1a(0)] N [maa(ms), Ma(M)]. (4.54)

Alors le probleme (4.3) admet au moins deux solutions radiales.

Pour faire la preuve de cette proposition nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 4.17. On suppose que f € L2(Q), f >0, g € L*(Q), a € C(R,R), ilﬁfa > 0,
supa < oo et que (4.37) et (4.38) soient vérifiées. Soit r € [0,d] et supposons que a
R

est tel qu’il existe deux réels positifs m et M avec 0 < m < M tel que

a(m) = [fﬁij‘l/}]a a(M) = [rrrr}%a (4.55)
I, C [ma(M), Ma(m)]. (4.56)

Alors le probleme (4.3) admet une solution radiale w, vérifiant
m < l.(w,) <M p.pdans Q.
Démonstration. On considére toujours I'ensemble
E:={w, € L}Q) : m<l.(w,) <M ppdans Q}
qui est fermé , convexe et non vide. En effet au vu de (4.55) et (4.56) on a que

l(¢) < Ma(m),
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ENR

(@) = ma(M),

ce qui fait en considérant le fait que a(m) < a(M) que

(i) o

On a bien ¢/a(m) appartient & E. Pour tout w, € E on a en utilisant (4.55) que

ce qui fait

Et aussi

a(m) < a(l.(w,)) < a(M). (4.57)
En appliquant la proposition4.11 & (4.57) comme dans le lemme 4.12 on a
¢ ¢
D) = (wr) e (4.58)
ot T,.(w,) est définie comme dans (3.10). Puisque ¢ est positive (4.58) nous donne
Ly Ly
() < (Tr(w,)) < () (4.59)

a(M)

Ainsi de (4.56) et (4.59) on déduit que 7,(w,) appartient a E. Pour terminer la
preuve il suffit d’appliquer le théoréme de point fixe de Schauder comme dans le
théoréme 3.1. O

Revenons maintenant a la preuve de la proposition4.17

Démonstration. On applique le lemme4.16 avec m = 0 et M = my pour avoir
Iexistence d’une solution w, tel que [.(w,) < m; p.p dans €. De méme on applique
le lemme4.12 avec m = my et M = M pour avoir 'existence d’une solution v tel
que mg < [.(v) < M. Puisque m; < my il vient que w, et v sont distincts. Ce qui
termine la preuve de la proposition. O

Comme pour la proposition 4.13 nous généralisons la proposition 4.16 .

Proposition 4.18. On suppose que f € L*(Q),f > 0,9 € L*(Q),a € C(R,R),
i%fa >0, supa < oo et que (4.37) et (4.38) soient vérifiées. Soit r € (0,d] et ny > 1
R

un entier naturel impair, supposons que a est tel qu’il existe ny + 1 réels positifs
) 1

{mi}izo..n,, avec mo = 0 et pour tout i € {0,...,ny — 1} on a m; < m;y. Si de
plus
a(m;)= min a; a(m;;) = max a
[mi,miq1] [mi,miqa]
a(mire) = max a; a(miz)= min a Vi€ {0,4,8,...,n1 —7,n; —3}
[Mit1,miq2 [Mit1,mi42]
I, C n {[mia(m;), mizia(m;)] O [migea(mire), mipsa(miis)]}

1=0,4,8,....,n1—7,n1—3

(4.60)

: - +1
alors le probleme (4.8) admet au moins ™45

vérifiant

solutions radiales {w;}ico,2,...n1—1}

m; S lr(wz) S mia1 Vi € {0, 2, o,y — 3,71,1 - 1}



Principe de comparaison ol

Démonstration. Pour la démonstration nous faisons un raisonnement par récurrence.
our nqy = 3 on a vu que la proposition est vraie. En effet d’aprés la proposition 4.
P 1=3 1 t t En effet d’apres 1 tion 4.16
pour n; = 3 on a que le probléme 4.3 admet au moins deux solutions radiales.
Supposons maintenant que pour n; > 3 (4.3) admet "1+1 solutions telles que ces

solutions vérifient

m; SZT(w,) §m,~+1 Vi € {0,2,...,711—3,711—1}

no+1
2

et montrons que pour ny = n; + 4 le probléme 4.3 admet solutions telles que

ces solutions vérifient
m; Slr(wz) SmHl ViE{O,Q,...,m—S,ng—l}.

Commencgons par considérer les points my,,_s3, Mp,—2, My,—1 €t my,,. On a bien que

a(my,—3) = min  a; a(Mmp,—2) = max a
[mnzf?’,mnzfﬂ [mn2737mn272]

a(my,1) = max a; a(m,,)= min a
[mnz—l,mng] [mng—lvmnz}

I, C [mnz—?»a(mnz—?»)a mn2—2a(mn2—2)] N [mm—la(mn2—1)> mnza(mnz)]'

D’otu en utilisant la proposition4.16 on obtient I’existence de deux solutions radiales
Wp,—3 et wy,,—1 telles que

Mpy—3 < L (Wpy—3) < Mp,—o  p.p dans )

M1 < L (Wpy,—1) <My, p.p dans Q.

De plus comme par hypothése (4.3) admet pour les n; premiers points "12“ solutions

telles que ces solutions vérifiaient
m; Slr(wz) SmHl ViE{O,Q,...,nl—S,nl—l},

il vient en utilisant le fait que my,, < m,,_3 que (4.3) admet au moins “L=L 4+ 2
solutions. En remarquant simplement que "1T+1 +2 = ”2T+1, on a bien que pour ne

points le probléme 4.3 admet bien "QTH solutions. Ce qui achéve la démonstration.
O

Nous allons maintenant donner quelques résultats qualitatifs de ces solutions.

Proposition 4.19. On suppose que f € L*(Q),f > 0,9 € L*(Q), a € C(R,R),
mfa > 0, supa < oo et que (4.37) et (4.38) soient vérifiées. Soit ¢ la solution du

on a que
¢ ¢

pmbleme (3 76) et on considére pour tout r € [0,d], w, une solution de (4.3). Alors
— < T(w,) < —/——
SUP[g,00) @ (1) inf(y o) @

(4.61)

Démonstration. Puisque f est positive il découle du principe du maximum que w,
I’est aussi. Il résulte bien que

[énf)a < a(l.(w,)) < sup a p.p dans Q. (4.62)
00 [0,00)

I1 suffit pour finir d’appliquer la proposition4.11 a (4.62). 0
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D’aprés le lemme 3.9 on sait que toute solution u du probléme (4.2) s’écrit sous
la forme u = % avec i définie par

uz/ﬂg(y)U(y)dy-

De méme il est évident de voir que v la solution du probléme (4.1) s’écrit v = %
La monotonie de I'application u +— [,.(u), nous permet donc de comparer a(0) et
a(pg) c’est a dire que 1'on peut avoir a(0) < a(pq) ou a(0) > a(pg). Commengons

par considérer le cas ou a(0) > a(pug) c’est & dire ug < ug. On a le résultat suivant :
Proposition 4.20. On suppose que f € L2(Q), f >0, g € L*(Q), (4.37) et (4.38).
Si de plus on a que

(i) il existe une solution p de (3.77) avec a(p) = r[nir]la.
O,u

(it) a(0) = maxa.
[0,4]

Alors il eziste une solution radiale w, de (4.3) tel que
v <w, <u, (4.63)

_ % — 9
avecu—aw) etv—a().

Démonstration. Nous utilisons comme précédemment une méthode de point fixe
dans E avec
E={wel?(Q)v<w<u}.

Soit w € F, di a (4.38) on a que
0 <l (w)<l(u) <l(u)=pn dans . (4.64)
Ainsi en utilisant (i) et (i4) on obtient
a(0) = a(ly(w)) = a(p). (4.65)
On applique ensuite la proposition4.11 pour déduire que
v < T (w,) <u. (4.66)
On conclut simplement avec le théoréme de point fixe de Schauder. O

Remarque 4.21. Dans la proposition 4.20 les hypotheses (i) et (ii) nous permettent
bien de voir que dans le cas particulier de fonctions décroissantes des hypotheéses
supplémentaires ne seraient pas nécessaires pour avoir le principe de comparaison
annoncé v < w, < u. Cependant nous verrons dans la suite que le cas ot a(0) <
a(p), il nécessite des hypothéses supplémentaires.

Nous considérons maintenant le cas ou a(0) < a(u) c’est a dire v < v (en utilisant
la proposition 4.11). Le résultat qui suit découle directement de la proposition 4.19

Corollaire 4.22. On suppose que f € L2(Q), f >0, g > 0,9 € L*(Q), (4.87) et
(4.38). Si de plus on a que
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(i) il existe une solution p de (3.77) avec a(p) = sup a.
[0,00)

(i1) a(0) = [(i)nf)a.
Alors il eziste une solution radiale w, de (4.3) tel que

u<w, <wv, (4.67)

avecuzﬁ etv:f’g).

Démonstration. On applique simplement la proposition4.19 avec v = gb/[inf)a et
0,00

u = ¢/sup a. O
[0,00)

On a aussi

Proposition 4.23. On suppose que f € L2(Q), f >0, g>0, g€ L*(Q) et (4.37).
Si de plus on a que

(1) il existe une solution p de (3.77) avec a(p) = maxa et

[0,]
sug L (¢)(x) < a(0) pg. (4.68)
S
(11) a(0) = mina.
[0,]
Alors il eziste une solution radiale w, de (4.3) tel que
u<w, <wv, (4.69)
= ¢
avec u = 5.

Démonstration. Soit @ : R — R définie par

() si0<p <p

(0) sipm <0 (4.70)
apa) st p < .

a(m) =qa

Soit w, une solution du probléme

{wr e HY(Q) N HA(Q) N L2(Q)

- , (4.71)
—div(a(l,(w,))Vw,) = f dans L*(Q).

L’existence d’une solution w, au probléme (4.71) est bien sir assurée par la re-
marque 4.10. En utilisant le corollaire 4.22 et la définition de @ on a que v < w, < v.
De plus u et g étant positif il vient immédiatement que

ogu@nsumzzgj

En utilisant (4.68) on a,
0 < 1,(@) < u. (1.72)

Ce qui donne par définition de @ en utilisant (4.72) que a(l,.(w,)) = a(l.(w;)) et
donc que w;, est une solution de (4.3). De plus w, vérifie bien

u <w, <.
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Remarque 4.24. On a vu que le fait de considérer a(0) < a(p) nous oblige a
mettre une hypothése (4.68) rendant 'utilisation en pratique de la proposition .23
tres facile pour des r proche de O mais en revanche tres difficile lorsque r est trés
proche du diamétre de €.

Nous essayons dans ce qui suit d’avoir un résultat similaire a la proposition 4.20.

Proposition 4.25. Si f € L*(Q),f >0, g > 0,9 € L*(Q), (4.37), (4.38) et que
a est croissante sur [0, l4(ug)] alors pour tout r € [0, d] il existe une solution radiale

w, de (4.3) tel que
a(l(u))

mugwrﬁv’

ot u et v désignent respectivement les solutions de (4.2) et (4.1).

(4.73)

Démonstration. Soit

- 2|

qui est fermé , convexe et non vide (car contenant v) . Soit w € E. Comme ¢ et v
sont positives et que a est croissante sur [0,1(v)], il découle que

a(0) < a(ly(w,)) < a(ly(v)) < a(l(v)). (4.74)

Une application de la proposition 4.11 nous donne

< T (w,) <. (4.75)

a(l(v))
ou T,.(w,) est définie comme dans (3.10). De plus comme ¢ = a(p)u pour toute
solution u de (4.2) il résulte que T,.(w,) € E. On applique le théoréme de point fixe
pour conclure. O

Remarque 4.26. Comme annoncé le résultat obtenu dans le cas ot a(0) < a(u) est

moins précis que celui que nous avions dans le cas a(0) > a(u). En effet le fait que
a(l(u))
onit a(l(v)) !
de Uapplication w — [, (wy s’adapte mieuz au cas a(0) > a(jq).

u < v montre que < 1. Ce phénomene s’explique par le fait que la monotonie

Nous donnons pour une fonction particuliére a un résultat plus précis de notre
principe de comparaison.

Proposition 4.27. On suppose que f € L*(Q), f >0, ¢g>0,g9 € L*(Q)(4.37) et
que a est croissante sur [0, pug). Si a vérifie

a1(0) sip; <0
a(p) = ai(p) si0< <p (4.76)
ai(pa) st p < g,

ol ay désigne une fonction croissante définie sur R. Alors pour tout r € [0,d] il
existe une solution w, de (4.3) tel que

u<w, <wv, (4.77)

ot u et v désignent respectivement les solutions de (4.2) et (4.1).
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Démonstration. Soit w, € L*() satisfaisant
u < w, <.
Puisque g et v sont positives et que par définition de a voir (4.76), alors on a que
a(0) < a(ly(w,)) < a(l(v)) < a(p). (4.78)
En appliquant simplement la proposition4.11 on obtient
u < T.(w,) <w. (4.79)
On conclut simplement en appliquant toujours une méthode de point fixe. O

Nous étudions dans ce qui va suivre au moyen de la théorie de bifurcations
quelques propriétés des branches de solutions de notre probléme. Pour cela nous
commencons par repréciser quelques notions.

Définition 4.28. Etant donné un u : [0,d] — HY(Q), on dit que le graphe de u est
une branche globale de solutions si

(i) u € C([0,d], Hy (),
(i1) u(r) est une solution de (4.3) pour tout r appartenant a [0, d].

Si u est définie uniquement sur un sous intervalle de [0, d] de mesure positive on
parlera dans ce cas de branche locale de solutions.

Définition 4.29. ( [eGPY95]) Soit {(r,u,) : r € [0,d]} une branche de solutions et
ro € [0,d]. On dit que ro est un point de bifurcation pour cette branche s’il existe
une suite (rp,u,,) dans [0,d] X H}(Q) tel que pour tout n, u,, est une solution de

(4.3), u, # uy, et

(T Uy, ) — (T0,p,)  dans R x Hy () (4.80)

n—oo

Avant de donner le résultat principal de partie nous commencons par donner un
résultat d’existence et d'unicité d’une branche locale de solutions.

Proposition 4.30. On suppose que f € H1(Q), a € WH°(R), g = 1 et que a
vérifie (3.4). Soit r € [0,d] et w,, la solution du probléeme (4.3) en ry vérifiant

|2]'/2h(Q)|f]4la’ |
(inf a(lr, (wr,)) = pla'lsc)

S <1, (4.81)

0u |a'|oo désigne sup |d'(x)| et p une constante strictement positive. Alors il existe
z€eR

un €,0 > 0 tel que pour tout r € [ro — €,79 + €| le probléme (4.3) admet une unique
solution dans la boule fermée de H}(QY) de rayon & et centrée en w,, désignée par

B(w,,, 8, H} (2)).



56 Phase transitoire des solutions stationnaires

Démonstration. Nous allons pour faire la preuve utiliser le théoréme de point fixe
de Banach sur la boule B(w,,,d, H}(Q)) c’est a dire que nous allons montrer que
T, défini comme dans (3.10) envoie la boule B(w,,,d, H}(Q2)) sur elle méme, et est
contractante. Soit py une constante positive définie comme dans (3.47) par

Do = k‘%h(Q) et p > 0 une constante tel que

i%fa(lm(wro) — |d'|sop >0
| 2R(Q)]f|:]a’| (4.82)

1= — < 1.
U (infa(ly (wr,) — [a]ocp)’

Le fait que a € WH°(R) et (4.81) nous garantit I'existence d’un tel p. On pose

Ll Ve
(inf L (wr,)) — [0 |p)

(4.83)

Soit € > 0 tel que

€
91207+ a0 Vit s < p. (4.84)

oil g(€) = Cle|/? et C est une constante positive vérifiant | — g |12 < C|r —rq|Y/2.

Si on pose

5 A (4.85)
1— C1

alors pour tout r € [rg—e¢,79+€] et v appartenant & B(w,,, 6, H}(Q)), avec u = T,.(v)
on a

/Q a(l, (v))VuVe = /Q a(lyy (w,,))Vw, Vo, Vo € HL(S) (4.86)
ce qui fait
/Q @l (1)) ¥ (1 — 03y) Vi + / (a1, (0)) — allyy (02,))) VuVé = 0. V6 € HI()

Q
(4.87)
En prenant ¢ = u — w,,, on obtient

i all(un) [ [90=wn)P < [ a0,(0) = ally (w IITul V= ). (455

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans (4.88) et le fait que a € WH™(R)
on obtient aprés un petit calcul

inf a(lry (wre )|V (1 = wyy ) o < @00 [1(0) = by (wro)[ [ V]2, (4.89)
Comme on avait pour g = 1, il vient
1 (0)(@) = Ly (wry) (@)] < RV (0 = wy) |5 + kZR(Q) 1™ = [V, |2,

D’ou
11, (0) () — Ly (wy) ()] < R(Q|QY25 + k2 h(Q) qr — 70)|Vawr, |2,
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En posant
v = [QY2h(2) § + p2q(r — 70) | Vs

on déduit que
| (0) = b (wry)] < . (4.90)
En utilisant (4.89) et (4.90) on a

|0/ |oo V]

IV (u—wry)|2 < Ww (4.91)
De plus comme ,
[Vuls < % (4.92)
(4.91) devient alors
IV (u— w2 < <]ecl /1 (4.93)

inf a(l, (wm))i%fa(lr(v))v'
Puisque p > v (car ¢(r — ro) < q(€)) on a que

a(lx(v) Z a(lny(wry)) = P |0/|oc- (4.94)
(4.93) et (4.94) nous donne

V(=) < ol /1

= ifall, (o) fif () —plal)

Ce qui fait que
|@/|oo] £ 1
i%f a(lr, (wro)>(iﬁf a(lyy (W) — pla']oc)

@/ ool £«
i%f a(lr, (wro)>(i%f a(lyy (W) = pla']o

V(= wry)]2 < |Q2h(2) 6

)p2 Q(T - TO)|VUT’0|2'

(4.96)
Ce qui fait avec (4.82) et (4.83)
o i%fa(lro(wro)) —pldw 5 i%fa(lro(wro)) —pldw
_ < — 7).
| (u uro) |2 —_ I%f a(lro (wro)) Cl + l]ﬁ’éf a,(lm (wro)) C2 q(r TO)
(4.97)
i%fa(lro (wry)) = Pl o
Comme i%fa(lro(wro)) < 1 et (4.85) il vient que
V(U — tpy)le <18+ caq(r —rg) =6. (4.98)

Ce qui montre bien que T, envoie bien la boule B(u,,,d, H}(2)) sur elle méme.
Montrons maintenant qu’elle est contractante. Pour cela on pose u; = T,(vy) et
us = T(v2). On a que

/Q a(l,(v1))Vu Vo = / (1)) Vua Ve, Vo € Hi () (4.99)
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ce qui fait

La(lr(vg))V(ul )V + /(a(lr(vl)) — a(l(02))) Vi Vé = 0. Vo € HL(Q)

Q
(4.100)
En prenant ¢ = u; — us comme dans (4.88), on obtient

i%fa(lr(vz))/ﬂlv(ul —up)” < /Q |a(ly(v1)) = a(ly(u2))][Vua ||V (w1 — ug)]. (4.101)
Ce qui donne

p1|a/|00|f|*
i%f a(lr(w))ifﬁf a(ly(v1))

|V(U1 - U2)|2 S |V(’U1 — ’Ug)|2. (4102)

c’est a dire en utilisant toujours le fait que

inf a(l,(v1)) > inf a(ly, (wy,)) — pld |
- N , (4.103)
lﬁf a(lr(w)) > lﬁf a(lro(wro)) -Dp |a |oo

on a
Q2R |la' oo

|V (ug — ug)|s < (i%fa(lro(uhb)) —p \a'\oo)

5 1V(v1 = v2) o (4.104)

Ce qui donne en utilisant (4.82) que T,. est une contraction. On conclut en appliquant
le théoréeme du point fixe de Banach. ]

On a aussi

Corollaire 4.31. Si f € H (), a € W"(R) et que i%fa =m > 0 alors on a

(i) Sir est suffisamment petit alors (4.3) admet une unique solution.
(ii) Si
Q2R f | _

m2

(4.105)
alors (4.3) admet une unique solution pour tout r € [0, d).

Démonstration. Si on remplace |Q|/2h(Q) par |B(0,7)[*/2h(2) dans (4.104) on ob-
tient pour r suffisamment petit 'unicité. On rappelle qu’'une telle substitution est
possible di au fait que pour estimer |2 N B(0,7)| dans (3.27) on aurait pu prendre

QN B(0,r) <|B(0,r)] alaplacede |QN B(0,r)] <9

De méme en prenant v; = u; et v9 = us dans (4.104) et en considérant (4.105) on
montre que la condition (4.105) est une condition suffisante pour montrer I'unicité
du probléme (4.3) et cela pour tout r € [0, d]. O

Remarque 4.32. Nous avons vu dans la proposition 4.30 que 6 dépendait de
rendant donc a priori le résultat d’unicité dépendant de ro, nous allons dans ce qui
va suivre donner un résultat d’unicité indépendamment de rg.



Principe de comparaison 59

On a
Théoréme 4.33. On suppose que f € H1(Q), a € WH2(R) et que i%fa >0. 5

de plus on a
(i) il existe un nombre positif ji1 tel que a(pr) = ming ) a ;

(i1) pour tout r € [0,d], w, est une solution de (4.3) et
0<l(w.)(x) <p ppzxeE; (4.106)

(i) il existe un X > 0 tel que

1
Q2R flld | oo —— 4.107
QY 2R(Q)] f4]a’| oo, AN 3 ( )

Alors il existe un 0 > 0(indépendant de r et de w, ) tel que pour tout r € [0,d], (4.3)
admet une unique solution dans B(w,,d, H}(£2)).

Démonstration. On pose J = [—=\, u1 + A]. Soit p > 0 tel que

a(pn) — |a'|oc,7p >0
|2 2h(Q)]f ][00, (4.108)
o
(a(p1) = [0/|oc,sp)

Soit & > 0 vérifiant
1Q|2h(Q) 6 < min(\, p). (4.109)

En utilisant (4.90) et (4.106) on a que pour u solution de (4.3) appartenant a
B(w,, 6, Hy(Q))

—|QI"2h(2)8 < L(u) < 1 (w,) + 1Q2h(Q)0. (4.110)

Ainsi en utilisant (4.109), (4.110) on montre aisément que [,.(u)(x) € J. De plus on
sait d’aprés (4.102) que

|Q|1/2h(9)|a’/|oo,J|f|*
i%f a(lr(wr))i%f a(l,(u))

V(u—w,)|s < IV (u — w,)|. (4.111)

Au vu de la condition (i) et (i7) on a que

i%fa(lr(wr)) > ap). (4.112)
De plus on a que
inf a(l,(u)) > inf a(l; (w,)) = [2*h(Q)]a’ |15, (4.113)
(4.112) et (4.113) nous donne
inf a(l, () > a(m) — Q" 21(Q)]d/w,s5, (4.114)

et aussi en utilisant (4.109)

inf a(l,(w)) = a(pm) = pla|e,. (4.115)
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De (4.112) et (4.115) il résulte donc que (4.111) devient

Q12 h( )]0 0.1 f 1+

(@l = plaa )z | v Wl (4.116)

[V(u = w2 <

En y adjoignant (4.108) on obtient 'unicité. O

Nous pouvons maintenant donner le résultat principal de cette partie qui nous
donne un critére d’existence et d'unicité de branche globale de solutions radiales.

Théoréme 4.34. On suppose que f € L2(Q), f >0, g=1 et que l'on a

(1) il existe une solution pg de (3.77) avec a(pq) = [mln] a.
Ov/de

(ii) a(0) = maxa.
[Ouud]

Si de plus a € WH*°(R) et il existe un X\ > 0 tel que

1

Ql/2hQ ) /oo— -
QR f a0, Nuat\ s

<1, (4.117)

alors on a

(i) pour tout r € [0,d], (4.3) admet une unique solution radiale w, dans [v,u], ou
v et u désignent respectivement la solution de (4.3) en r =0 et une solution

de (4.3) en r =d.

(i) {(r,w,) : r € [0,d]} est une branche globale de solutions n’admettant pas de
points de bifurcations,

(iii) cette branche globale de solutions est l'unique branche globale,
(iv) sia est décroissante sur [0, ug] alors application v +— w, est croissante.
Démonstration. Soit w, une solution de (4.3). Si I'on considére a comme dans (4.70)

les hypothéses de la proposition 4.20 sont vérifiées. D’ou I'existence d’une solution
radiale w, € [v,u] du probléme

{—div(a(lr(wr))Vwr) = [ dans Q) (4.118)

w, € HY(Q).

Comme @ > a(pg) il vient immédiatement que (4.117) devient

b
alpq)?

le corollaire 4.31 nous permet donc de conclure que (4.118) admet une unique so-
lution. Ce qui prouve (). Souvenez vous que pour a = @ on avait que la solution
w, vérifiait 'hypothése (4.81). En utilisant (4.117) et le fait que m < a(uq) avec m
défini comme dans (3.3) on montre en utilisant la proposition 3.5 que 'application

|21 f L@ oo, At <L

[0, 00] = H™H(Q)

= W,

(4.119)

est continue. De plus comme
0 <l (w) < g, (4.120)
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on déduit de la proposition4.30 que {(r,w,) : € [0,d]} est une branche globale
de solutions. De plus en utilisant le théoréme4.33 on montre que cette branche
n’admet pas de points de bifurcations, ce qui prouve (ii). Soit {(r,w,) : r € [0,d]}
une branche globale de solutions. On définit I'ensemble

E={rel0,d:w, =uv}.
Da a la continuité de w, — v, on a que E est fermé. Comme w, vérifie
0 <l (w.) < pg, (4.121)

il vient en utilisant le théoréme 4.33 que E est ouvert. Ce qui nous garantit da a la
connexité de E qu'il est soit vide soit égal a[0,d]. Comme pour r = 0 on a wy = vy,
il est donc égal a [0, d]. Ce qui montre bien (7ii). Pour finir soit r1,ry € [0,d], 71 < 19
et w € [w,,,u]N L3() on rappelle qu’ici u désigne la solution de (4.3) en r = d. On
a que

lTl (wh) < ZT2 (w) < ld(“)? (4'122)
puis di a la décroissance de a
a(ly, (wr,)) 2 a(ly,(w)) = a(la(w)). (4.123)

En utilisant la proposition4.11 on conclut immédiatement que
wy, < Ty (w) < w. (4.124)

Ce qui nous donne en appliquant le théoréme de point fixe de schauder l'existence
d’une solution de (4.3) en r = 7y appartenant a [w,,,u] N L?(Q). Grace a 'unicité
de la solution cette solution est bien w,,. Donc w,, < w,,. U

Corollaire 4.35. On suppose f € L2(Q), f > 0 et g = 1. Alors il existe une
fonction a vérifiant

a € CY(R,R), i%fa >0, supa< oo
R

et une solution uy de (Py) tel qu’il existe une branche locale de solutions et qui ne
soit pas globale démarrant en u,.

Démonstration. 11 est tout a fait possible grace au lemme3.9 de construire une
fonction a tel que le probléme (P;) admette plusieurs solutions et que a vérifie

(i) il existe une solution uy de (3.77) tel que a(p2) = mina;

[071'62]
(ii)) a(0) = maxa;
[0,/12}
(iii ‘Q‘l/zh(ﬁ)‘f|*‘a/‘oo,[—>\7ud+>\}w <1

iii)
(iv)
En utilisant le fait que pyd'(p1) # a(py) , le théoréme3.15 et le théoréme des
fonctions implicites on conclut & l'existence d’une branche locale démarrant en u

avec bien str u} = % De plus les hypothéses du théoréme 4.34 étant vérifiées

cela prouve I'existence d’une branche globale de solutions passant par u2. Comme

p > po il résulte que ul # u?, et démontre bien qu’il n’existe pas de branche globale

démarrant en u} ]

il existe p1 > o solutions de avec py a'(py) # a(py).
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Chapitre 5

Résultats numériques du probléme
stationnaire

On considére toujours que f € H Q) , V = H}(Q) et

{—mmp@@w»qu:f dans

w, € HJ (), (5.1)

avec [.(w,) = fB(x o w,(y)dy. Dans cette partie notre contribution est apportée
au cas n = 1, c’est a dire que nous étudierons le probléme

—(ally(w)w)) = fdans] — 1,1]
(5.2)
w, € Hy(] = 1,1]).
On considére toujours ici que v est la solution du probléme
— Y — —_
(a(0)v") = f dans |—11] (5.3)
v e Hy(]—1,1[)

et que u est une solution du probléme

(a(l(u))u)' = f dans |11
{ueﬂm L) (5:4)

La méthode utilisée est celle des éléments finis. Pour simplifier les écritures lors-
qu’aucune confusion ne sera possible nous prendrons simplement w = w,. Pour
I'espace de discrétisation on introduit (V},)s=0 un sous espace de V' tel que

Pour tout h > 0, V" est de dimension fini.

— UpsoV" soit dense dans V.

Notre probléme étant de trouver wy, € V}, tel que

[t = [ son von e i (5.5

Q Q

On se donne une subdivision uniforme de Uintervalle [—[,{] de pas h = == et

x;=—l+ih i€ {0,---, N+ 1}. On définit I'espace

Vi, = {w e C°([-1,1]), w(=)=w(l)=0, wy, est affine Vi e {0,---,N}}.
63

JTig1]
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Il s’agit bien d’un sous espace affine de V' de dimension finie. On cherche donc
N
wi(r) =Y wg;(w),
j=1

ot les (¢;)1<i<n forment une base de V;. Pour le calcul il est naturel de considérer
(voir( |eJM83|) que

@L}fl) siz € [xi_l,xi]
pi(x) = w si @ € [x;, xig1]
0 sinon.

On a bien que

/ a(zr(éwm)) gwkm(m)@@)dm - [ @@ i1 N

ol encore
AWp)Wy, = By,
ou
w1y
wi=| . A(Wy) = (AWh)ij)i<ij<n,
wN
avec
L (61)(2)
AWy = AQ(LT(x>Wh)¢;¢;dI avec L,(z) =
L (6x) (@)
et
(f1,¢1)
Bi=| .
(fx> &)

Pour déterminer W), nous allons utiliser la méthode de Newton. Nous allons pour
cela résoudre le probléme

F(Wh) =0 avec F(Wh) = A(Wh)Wh - Bh.

Avant de donner des résultats de convergence de notre probléme et les résultats ob-
tenus dans le cas de 'unicité du probléme et de solutions multiples pour le probléme
(3.2), il est important de bien comprendre 'influence de

(lr(¢i))1§i§N-
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1 Caractérisation de L,(z)

Les différentes valeurs données par les (1.(¢;))i1<i<ny sont déterminantes dans
I'étude numérique a cause du fait qu’a chaque i fixé [,.(¢;) est déterminée par la
position x et le rayon r. Pour nos simulations numériques, nous prenons [ = 10, N =
100 et nous donnons différentes illustrations graphiques de [.(¢;) avec i = 1,50 et
100 , la méthode de calcul pour les intégrales est celle des trapézes. On rappelle que
les pas utilisés pour discrétiser la position et le diamétre du domaine sont les mémes,
c’est-a-dire que h = Az = Ar = Nz—-il-l’ et que sur les graphiques qui vont suivre X
représente les valeurs du rayon r et Y les valeurs de .

F1G. 5.1 = [.(¢;) avec i =1

Dans le cas ou ¢ = 1, I'intégrale ij”’“ é1(y)dy est telle que

Tj—Tk

/Ijm ¢1(y)dy = {O si [7j — 7, 5+ i) N 20, 22] = 0

J— h  si[zo,ze] C [x; — 7%, 2 + 7]
avec 1 < 7,k < N + 1. Ce qui est décrit respectivement par le triangle inférieur et
supérieur sur la figure5.1.

Lorsque [x; — ry, xj + 1] N [zo, x2] # 0 et que [zg, xo] & [x; — 1, xj + 7] plusieurs
situations peuvent se produire, nous donnons a titre d’exemple une d’entres elles.
Supposons que

To <x; — 71 <1 et que ro < X + Ty

Dans ce cas

Tk Ti—1Tp — xg)?
[ oty = n - o=z

ik

ces situations se traduisant par la formation d’une coupe oblique d’isovaleurs entre
le triangle supérieur et inférieur sur la figure5.1. Nous donnons pour récapituler
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lr(¢1)'
( .
0 si [g’;j — Tk, Tj + Tk] N [3’}0,1’2] = @
) i o] € fey ity 4 7o)
R — 2 .
@i+ o () h — W si xj — 1y, € [0, 11]
WY)OY = (@a—(z;=ri)? Sizi—r
@iy, 2h 5 = T €y, @)
—_ . o 2
hiw six; + 15 € [21, 2]
. — 2 :
w si zj + i €]2o, 11].
Une situation a peu prés similaire se produit lorsque ¢ = 100 tel que le montre

F1G. 5.2 — [.(¢;) avec i = 100

la figure 5.2, la seule différence étant bien évidemment que dans ce cas la coupe
oblique est opposée a celle du cas ¢ = 1. Un autre cas important est ¢ = 50 qui
lui nous montre une apparition de deux petites coupes symétriques par rapport a
I'axe X = 50 (voir figure 5.3), s’expliquant par le fait que lorsque r, = [ nous avons

I’égalité qui suit :
i+l TN 2+l
[ ewa= [ satan

51 N+2—;—1

2 Convergence de ’algorithme de Newton
On a vu précédemment que nous cherchions a résoudre le probléme

F(Wh) =0 avec F(Wh) = A(Wh)Wh - Bh7
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Fi1G. 5.3 - [.(¢;) avec i = 50

de facon itérative. Pour cela pour un choix initial W° € R™, nous calculons
Wt =W — (F'(W™) ' F(W™)  ¥n > 0.
Nous donnons ici un résultat de convergence.

Proposition 5.1. On suppose que F est de classe C? de RY dans RY, et que Wi
est un zéro régulier de ' c’est a dire que F(Wy) = 0 et F'(Wy) est inversible. 1
existe un réel 3 > 0 tel que si WO est tel que |Wy, — WO|| < 3, alors la méthode de
Newton converge, c¢’est-a-dire que la suite (W™) converge vers W, , et il existe une
constante ¢ > 0 telle que

W = W] < e W™ — Weo?

Démonstration. F' étant continue on sait qu’il existe un 5 > 0 tel que F” est inver-
sible pour tout point appartenant a la boule de centre W, et de rayon (3. Si W™ est
tel que |[Wo, — W"|| < 3 alors on sait que F'(W") est inversible. De plus on sait
d’aprés I'algorithme de Newton que

Wt =W — (W) TLE(WT). (5.6)
En y adjoignant le fait que F'(W,,) = 0, il vient que (5.6) devient

Wt - W = W™ — Wy — F'(W™) " HE(W™) — F(Wy)). (5.7)
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En faisant un développement de taylor autour de W™, on obtient
Wt — W =W" — Wy,
o F/(Wn>—1 o F/(Wn)<Woo - Wn)

WOO_W”2 / n n
W R Py 4 on (1 — w2

avec 01(||[Wae — W™||?) tel que

o1(|[Wee — W™[1?)

im =0.
[Weo=Wn|—0  [|[Woo — Wn||?

Ce qui fait

[Woeo — W™

Wt — W = F'(W™) L F"(W™) | 5 + 0a(||Wae — W™|?), (5.9)

et donne aprés un petit calcul

HWHLWMKHFM%—FMQWWFMMQ_

[Woo — W™

(W — W),

(5.10)

{WWW%FW%MHWWQM

D’ou

WOO_Wn2 .
W “ W 4 (w2,

(5.11)
ou cp (), k1, cpn () et ky désignent respectivement le module de continuité de F”,
| F'(W)]|, 1e module de continuité de F” et ||F”(W,)||. En posant

nw%hwmms&mm+myTWW%+@

[we(B) + k] wen (8) + ko
2

on obtient bien

[V — W] < €|V — Wee|?

en supposant [ suffisamment petit de tel sorte que fe < 1 cela nous permet bien de
vérifier que pout tout n > 0,

W™ =W < 5.
Ce qui termine la preuve. U

Nous allons donc utiliser cet algorithme pour déterminer une solution discréte
wy, du probléme 5.5.
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3 Le cas ou a est croissant

Nous donnons ici une application numérique du corollaire4.22 et de la propo-
sition 4.23). Ce cas est particuliérement intéressant parce qu’il nécessite dans son
étude théorique des hypothéses plus fortes que le cas ot a est décroissant pour com-
parer les solutions w, lorsque r varie. En revanche le fait qu’il admette une unique
solution pour » = d nous permet une mise en oeuvre numérique beaucoup plus facile.
Pour illustrer ce théoréme dans un cas simple nous prenons n = 1, d = 2, f(x) = 22,
N =100, g = 1 et a(x) = exp(z) + 0.1 voir figh.5. Nous rappelons qu’ici v et u
désignent respectivement les solutions de

—(a(0)') = f dans |—1,1]
{v € H)(] —1,1]), (5.12)
et
—(a(l(u))u") = f dans ]| —1,1]
{uGH&(] —1,1]). (5.13)

On désigne aussi par w,, une solution de

—(a(l,(w,))w.) = f dans] — 1,1]
w, € Hy(] —1,1[).

Nous représentons aussi les différentes valeurs de w,(xy/2) fig5.4 pour bien mettre

F1G. 5.4 — w,(zn/2) en fonction de r, avec a croissant

en évidence I’évolution de la solution w, lorsque r va de 0 & d. On peut essayer de vé-
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u
\

— wenr=1.1287129
w en r=0.5346535

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

F1G. 5.5 — w, en fonction de r, avec a croissant

rifier que certaines conditions utilisées pour montrer I'existence de notre principe de
comparaison (proposition 4.23) reste valable. En effet un calcul simple nous permet
de voir que

xr  xr r r
(@) =25 - - s L
(¢) 6 3 30 + 6
2
l(p) = 5 et I(u) = 0.1096510,
et aussi que
ror
sup I, ) < ——+ =,
S L0 S g+ g

ol ¢ désigne la solution de (3.76). Pour r € [0,1 — €[U]1 + ¢, 2] on a bien que

sup () (x) < a(0) l(u),

ze(—1,1)

avec € > (0. Ce qui est conforme avec le fait que (voir remarque4.24) pour r notre
condition s’applique trés bien. En revanche on peut souligner que pour r proche de
1 la condition

sup () (x) < a(0) l(u),

ze(—1,1)

devient inutilisable.
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0.9 5
0.8 -
0.7 — aleral|*ma,-
0.6 -
0.5 1
0.4 '
0.3 '

1.2 4

0.1 +

U . T T ' T T T T . T L N 1
v} 1 2 3 -+ 3 G g 8 9

F1G. 5.6 — a(p) p en fonction de p

4 Exemple de a ayant la forme d’une gaussienne

Nous considérons les hypothéses du Théoréeme 4.7, cela dit nous substituons 1’hy-
pothése de décroissance de a par le fait que a ait la forme d’une gaussienne. On
prend donc a(x) = exp(—2?) +0.1, [ = 1. En se souvenant que pour r = diam() le
probléme 3.2 admet le méme nombre de solutions que le probléme dans R suivant :

alu)n = 1(9) (5.14)

voir lemme 3.9 il est donc important de remarquer en regardant la courbe repré-
sentative de a(u) p que cet exemple a la particularité de nous décrire, comme nous
le montre la figure 5.6 que nous avons soit 'unicité de la solution, soit plusieurs
solutions.

Dans le cas de I'unicité deux cas de figure se présentent a notre étude comme le
montre la figure 5.6 :

4.1 Premier cas : [(¢) “petit”

Par [(¢) “petit” on entend ici le fait que 'on ait [(¢) compris entre |0, 0.24] comme
le montre la figure 5.6. Nous avons pris pour la simulation numérique N = 100 et
f(z) = 22, ce qui implique que I(¢) = 2/15. Pour pouvoir suivre Iévolution de
w, nous représentons aussi la courbe de w, au point xy/; en fonction de r. Un
petit calcul trés simple nous permet de voir que ¢ = —5a* + &, I(¢) = 2/15,
uw= —0.075758 2* + 0.075758 et que v = —0.076722 2* + 0.076722. Pour ce cas voir

figure 5.8 il apparait trés clairement que u < w, < v et la figure5.7 nous permet
bien d’observer que la courbe croit bien de la valeur de w, au point xy/; pour r =0
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F1G. 5.7 — w,(zn/2) en fonction de 7, [(¢) "petit”

a celle de 7 = diam(Q)) c’est a dire d’approximativement 0.075758 a 0.0767220, ce
qui est conforme a la théorie. Dans la figure 5.8 nous avons représenté w, en r = 50,
u et v. Il apparait trés clairement que u et v étant trés proches il est plus difficile
sur ce graphique de distinguer les différentes solutions ; néanmoins la figure 5.7 nous
permet bien de dire qu’elles sont croissantes et que 1'on a bien uv < w, < v. Ce cas
est trés intéressant parce qu’il nous montre un cas d’existence de branche globale de
solutions n’admettant pas de bifurcations étudier dans le théoréme 4.34 mais avec
des arguments différents. Il reste cependant clair que le fait que (P,) admette une
unique solution en 7 = 0 et en r = diam(2) ne suffit pour justifier I'existence d’une
branche globale de solutions comme on va le voir sur I’exemple qui suit.

4.2 Deuxiéme cas : [(¢) “grand”

Par [(¢) “grand” on entend ici aussi le fait que 'on ait 0.52 < [(¢). C’est un cas
assez particulier d’unicité car il nous révele la difficulté d’étudier notre probléme de
facon générale avec la méthode de Newton méme dans le cas de I'unicité au diamétre.
Nous avons pour la simulation pris N = 100 et f = 1, ce qui implique que [(¢) = 2/3.
On remarque qu’en utilisant notre algorithme de Newton pour » = 0.8316832 notre
algorithme ne converge plus, résultat de la présence de 0 dans le spectre de F'(U)
et donc de I'existence d’'un point de bifurcation en r = 0.8316832 tel que représenté
sur la figure 5.9. Pour pallier cette difficulté nous allons utiliser un autre algorithme
de point fixe qui lui n’utilisera pas l'inverse F'(U) et est en grande partie basé sur
la démonstration du théoréeme 3.1. D’autres variantes de ce types de méthodes sont
étudiées dans |Lio73| |eJR90|.
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Pour la description et I’étude de la convergence de la nouvelle méthode nous
traiterons le cas général c’est a dire que n > 1. En revanche nous nous ramenerons
pour la mise en oeuvre numérique au cas n = 1. Nous cherchons donc a résoudre le
probléme

—div(a(l.(w,))Vw,) = f

w, € V.
Nous commencons par décrire un processus itératif. La solution de départ w® que
nous allons considérer est celle prise en r = d. En effet comme nous I'avons vu
dans le lemme 3.9 en r = d la solution u de (5.12) peut étre décrite de maniére trés
explicite. Soit donc w® = u di au fait que v > 0 (car f > 0) il vient que w® > 0.
Nous posons I’hypothése de départ suivant

o o P(D Q2 || £
(i%fa)2

<1,

ou h(2) désigne la constante de Poincarré-Sobolev, |Q2| la mesure de ) et

|a'|o = sup |a'(z)|. Supposons maintenant que u" soit déterminé avec w™ > 0. On
z€Q)

considére le probléme linéaire en w™*!

~div(a(l, (w")Tur*1) = f
wn-i—l cV.

Il vient immédiatement da au fait que a > 0, f > 0 et en appliquant le principe du
maximum que w" > 0, ce qui montre bien que nous avons un processus itératif.
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Etudions maintenant la stabilité de ce processus. Pour cela nous commencons par
montrer que
|w™ |y, < C  indépendamment de n.

En effet on avait (sous la forme variationnelle) que

/a(lr(w"))Vw"+1V¢:/f¢ Vo € V.
Q Q

+1

D’ou en prenant ¢ = u™"" on a

[l Hlv 111«

n+112 <
oy < 2

ce qui fait bien
|w™ ™)y < C  indépendamment de n,

avec C' = iI:Ir{f”a' Pour finir nous allons montrer que si 'on pose pour tout n > 0,
R
T = |Jw"™ — w"|| alors on a que h} < a"h{ avec a €]0,1[. En effet on a que pour
tout n > 0
/a(lr(w"+1))Vw"+2V¢: / fo YoeV, (5.15)
Q Q
et

/Qa(l,n(w"))Vw"Hng:/Qfgb Vo € V. (5.16)
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(5.16) et (5.15) nous donne aprés un petit calcul que

/Qa(lr(w"+1))V(w"+2—w"+l)V¢ = —/(a(lr(w"“))—a(lr(w")))Vw"“ng Vo e V.

’ (5.17)

n2 "t et en considérant (3.27) dans (5.17) il vient que

En prenant ¢ = w

(i%fa)”wn—m _ wn—i-l”%/ < |a/|OO h(Q) ‘9‘1/2 ||w"+1 o wnHV Hwn—HHV Hwn—i—2 o wn+1HV-

En y adjoignant (3.7) on obtient

|’ Joo (D)2 |1 £«

wn+2 _ wn+1 < wn"rl
|| I < |

— "y (5.18)

De plus comme par hypothése

|| s h()|Q]2 ]| f]].
(infa)2
R

<1,

il vient que (5.18) devient alors

@' Joo ()2 1/«
' 2
(uﬁfa)

RITE < ah? avec o=

Ce qui démontre bien que A7 est décroissante. On peut donc conclure de I'existence
d'un hy; = inf A7. Ce qui termine I'étude de la convergence de notre algorithme.
n

Pour la simulation numérique nous avons pris f(z) =1, n =1 et N = 150. On voit
trés clairement avec ce nouvel algorithme dans la figure 5.10 que pour r proche de
0.8211921 le terme ||[Wy — W |2 commence & étre trés grand. Ici bien str Wy désigne
la solution en r = 0.8476821 et W celle obtenu numériquement en r = 0.8344371.
Cette différence est accentuée en r = 0.8079471 comme nous le montre les figures 5.11
et 5.12. Ce qui ne nous permettait pas avec la méthode de Newton de suivre cette
solution. Cet exemple a aussi la particularité de nous montrer I’existence locale mais
pas globale d’une branche de solutions a notre probléme.
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F1G. 5.10 — wy(2n/2) avec la méthode de point fixe , [(¢) “grand”
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Chapitre 6

Etude du probléme parabolique

Nous commencgons comme dans le cas stationnaire par montrer ’existence d’une
solution de notre probléme parabolique.

1 Reésultats d’existence et d’unicité

Dans cette partie nous montrons un premier résultat d’existence et nous donnons
une condition sur a pour obtenir I'unicité du probléme (1.4).
On pose V = H}(Q) et V' son dual, on prendra pour norme dans V, ||.||y tel que

Julfy = [ 1VuPda
)
<.,.> désigne le crochet de dualité de V' et V. On a le résultat suivant :

Théoréme 6.1. Soit T > 0 et f € L*(0,T,V’) et uy € L*(Q), on suppose les
hypotheses (3.3) et (3.4) vérifiées et g = 1 alors pour tout v fixé, r € [0, diam($2)],
il existe une fonction u telle que

ue L*0,T,V), u; € L*(0,T,V")

(0,.) = ug dans Q

%(u, o) + fQ a(l,(u(t)))VuVodr =< f, ¢ > dans D'(0,T) V¢ € H}(Q).
(6.1)

<

De plus si a est lipschitz ¢’est-a-dire que

la(lr(ur (1)) = ally(ua()))] < AL (ua () = L (ua(B))] - V(e (ua(t)), 1 (us(1))) G(éR;
alors la solution de (6.1) est unique. |

Avant de faire la preuve, il est nécessaire de voir que pour r = 0 le probléme (6.1)
est linéaire et la preuve résulte d’un résultat bien connu voir [eJLL88|, il en est de
méme lorsque 7 = diam(2) voir [Chi00|. Nous nous intéresserons donc dans la suite
au cas ot r €]0, diam(Q)][.

79
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Démonstration. Nous allons utiliser le théoréme de point fixe de Schauder. Si w €
L*(0,T, L*(2)) alors on a que (1.5)

t — L (w(t)),
est mesurable, comme a est continue alors
t — a(l(w(t))),
'est aussi. Le probléme qui consiste a trouver u = u(t, z) solution de

we L20,7,V)NC([0,T], L*(£)) u, € L*(0,T,V")
u(0,.) = g
L(u,¢) + [ ally(w(t)VuVede =< f,¢ > in D'(0,T) V¢ € H} (),
(6.3)
est linéaire, de plus (6.3) admet une unique solution v = F'(w) voir |eJLL88|, |Chi00].
Ainsi nous voulons montrer que 'application

w — F(w) = u, (6.4)

admet un point fixe. En prenant w = u dans (6.3) nous obtenons en utilisant (3.4)
et 'inégalité de Cauchy-Schwarz

1d

577/l + mllully < fllulv, (6.5)

ot ||.||v est la norme usuelle dans V et | f|, est la norme duale de f. On a que

T 3
|U|L2(0,T,V) = {/ ||U||%/dt} .
0

En utilisant I'inégalité de Young au membre de droite de (6.5), il vient que

1d
2dt
En intégrant (6.6) sur (0,¢) pour ¢ < T on obtient

m 1
ulf+ 2l < 51 (6.6)

t t
OB+ [ el < Gl + 5 [ 17 (6.7
On en déduit qu’il existe une constante C' = C(m, ug, f) telle que
[u|r20,mv) < C (6.8)
De plus de
<ug,v >+ < —div(a(l.(u(t)))Vu),v >=< fo > Yo eV,

nous déduisons que
uele < Mlully +[f]. (6.9)
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En élevant (6.9) au carré et en utilisant 'inégalité de Young on a que

uely < 207 |[ull, + 2| £ (6.10)

En intégrant (6.10) sur (0,¢) et en considérant (6.8) on obtient
el 20007y < O, (6.11)
avec C" = C'(m, M, f,ug), on C" est indépendant de w. Il résulte de (6.8) et (6.11)
il Fa0,m,v) + Ul 20,0y < R (6.12)
avec R = C? + C". De (6.8) et de I'inégalité de Poincaré il vient que
u| 20,0200y < R, (6.13)

En posant

Ry = maz(R', R), (6.14)

et en y associant (6.13) et (6.14), il vient que I'application F' envoie la boule B(0, R;)
de L*(0,T, L*(€2)) dans elle méme. Comme les boules de H*(0,7T,V, V") sont relati-
vement compactes dans L%(0, T, L*(€2)) (voir [eJLL88] pour plus de détails), (6.12)
nous montre bien que F(B(0, R;) est relativement compact dans B(0, Ry ) avec

B0, Ry) = {u e L*(0, T, L*(Q));  |ulr20r.02)) < R}

Pour pouvoir appliquer le théoréme de point fixe de Schauder comme annoncé, nous
avons juste besoin de montrer que F est continue de B(0, R;) dans elle méme. Pour
cela nous considérons w,, une suite dans B(0, R;) telle que

w, — w dans L*(0,T,L*(Q)), (6.15)
et prenons u, = T'(w,). De (6.15) et (6.12) il vient que
l,(w,) — L.(w) dans L*(0,T, L*(Q)), (6.16)

‘“m‘%%omv') + ‘“n‘%%o,T,V) < Ry, (6.17)

ou R est une constante indépendante de n. Pour tout v € D(0,7),¢ € V on a

_ /0 ' /Q w0 (t)ddt + /0 ' /Q a(ly (wn(£))) Vun Vo () dvdt — /0 o fes e,
(6.18)

pour passer a la limite dans (6.18) nous avons besoin de quelques propriétés. De
(6.17), on montre qu’il existe un uy,, € H'(0,7,V,V’) et une sous suite de n que
I’on renommera en n telle que

Uy — Uso € HY(0,T,V, V') faiblement, (6.19)

et
Uy — Uso € L*(0,T, L*(2)) fortement. (6.20)
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De plus, en utilisant (6.16) et (3.3) on obtient

L (w,) = l.(w) pp te(0,T), (6.21)
et
a(l,(w,)) — a(l,(w)) pp te(0,7), (6.22)
et ainsi
a(l,(w,))Vé — a(l,(w)))Veé dans L*((0,T) x Q). (6.23)

Maintenant que certaines propriétés sont établies , nous pouvons maintenant passer
a la limite dans (6.18). Il est clair que u, satisfait

U € L*(0,T,V), (uoo): € L*(0,T, V") (6.24)

d
E(uoo, o)+ / a(l,(w(t)))VuVodr =< f, ¢ > dans D'(0,T), Vo € Hy ()
Q
(6.25)
Puisque u,,us € HY0,T,V,V') de T'injection continue de H(0,T,V,V’) dans
C([0,T], H) (voir théoréme 2.16), on déduit que wu,, us € C([0,T], H). Ce qui nous
donne en utilisant le théoréme 2.17 que

t
(tn6)0) = (w0,0) = [ <unsv> pp teOT)V0EV.
0

En passant a la limite on a que

(Uoo(t),v)—(ug,v) = /0 < Upoy, U >= (U (t),0)—(Uuse(0),v) pp t€(0,T),YveV

¢’est-a-dire que

(Uoo(0) —ug,v) Yv eV,

nous avons aussi

(oo (0) — ug,v) Vo € L*(Q).

On conclut par densité que
Uso(0) = up.

Ce qui montre que us = F(w). Pour finir il nous reste & montrer que (u,) a uni-
quement F'(w) = u comme limite possible pour conclure la preuve de la continuité.
Soit @ une valeur d’adhérence de w,. D & (6.17), on peut extraire une sous suite
que 'on désigne par u,, tel que

Uy, — @€ HY(0,T,V,V') faiblement,

et
Uy, — @ € L*(0,T,L*(Q)) fortement,

et en utilisant les mémes arguments que précédemment pour prouver que U, est la
solution de (6.3) il est clair que @ est aussi une solution de (6.3). Bien évidemment
de 'unicité de (6.3) il résulte que us = . Ce qui compléte la preuve de la continuité
et termine la preuve de D'existence.
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Pour montrer I'unicité, on considére u; et uy deux solutions (6.1), en les soustrayant
on obtient dans D’(0,7)

%(ul—uQ, v)—l—/ﬂ(a(lr(ul(t))Vul(t)—a(lr(ug(t)))VuQ(t))ngdx =0 Vo € Hy(Q).

(6.26)
Comme
a(ly(ui(t)))Vur — a(ly(u2(t))) Vua(t) = (a(ly(ui(t))) — a(lr(ua(t))) Vui (1) (6.27)
+ a(l(ua(1)))V(ur(t) — ua(t)), '
cela nous donne
%(ul - U2,v)+/Qa(lr(u2(t)))V(u1(t) — us(t))Vodz 625)
— [ (alt wn(®) = all (walt) Vs Vode Vo € HY(@),
Puisque u1, us € C([0,T], L?(2)) nous avons pour z > 0
L (ui (1)), i (ua(t)) € [—2, 2]. (6.29)

En prenant v = u; — us nous déduisons par (3.4) que

gl = sl s = walfy < [ (a (ua(®)) = all (wa6)][ Ve[V s )

(6.30)
De plus en y ajoutant (6.2), (6.29) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

1d

57l = uals +mlun —wlf < Al (ur(8)) = L (o)l flv[lur = wallv. (6.31)

On a aussi

I (u(t))] < / fult, y)ldy,

B(z,r)NQ

en utilisant toujours Cauchy-Schwarz, il vient que
[l (ult)) < [B(z,r) QY u()]: < Q12 |u(t)]e. (6.32)
ou |§2| représente la mesure de Q. En utilisant (6.32) dans (6.31) on obtient

1d

- 1/2
2dt

|ty — |3 +mllur — uslf3 < Y[QY2ur — usalun[|v [lur — uallv-. (6.33)

En appliquant I'inégalité de Young
1 m
ab < —b* + —a?
— 2m 2

au membre de droite de (6.33), il est clair que

p(t)

1d m
|ty — a3 +mllur — o[y, < T|U1 — tsf3 + §||U1 — us|f}, (6.34)

2dt
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ol
1
p(t) = E72|Q|||U1H%/ € L'(0,T).
On obtient L d 0
m p(t
§£|U1 — us|3 + 5”“1 — s} < T|U1 — U3, (6.35)
ainsi p
E|U1 — us|3 < p(t)|ur — usl3. (6.36)
En multipliant (6.36) par ¢~/ ?()9s i] vient que
— [y p(s)ds d 2 —ftp(s)ds 2
e Jo £|u1 — ugly — p(t)e o |ug — usl; < 0. (6.37)
D’ou p
Eﬁewﬁ@“my-wg}go. (6.38)
Jpls)d
Ce qui nous montre que t — e 0! luy — usl3 est décroissante. Puisque pour
t=0,

ul(O, ) = UQ(O, ) = Ug

cette fonction s’annule en 0 et comme elle est positive , elle est identiquement nulle,
ce qui termine la preuve de 'unicité. ]

2 Existence d’un attracteur global

On considére le probléme

up — div(a(l-(u(t)))Vu) = f dans Q x Rt
u=70 sur 00 x RT (6.39)
u(0,.) = ug dans Q.

On pose

S(t) : L2(Q) — L*(Q)

), (6.40)

avec u(t) la solution du probléme (6.39) et ¢ > 0.

2.1 Existence d’un borné absorbant dans L?(Q)

On suppose dans ce qui va suivre que f ne dépend pas de ¢ et que f € L?(Q).

Théoréme 6.2. Soit py tel que py > % et Co = Cr20)(0, po) la boule de centre 0
et de rayon py de L*(Q) avec \ désignant la valeur propre principale de 'opérateur
Laplacien avec les conditions auz limites de Dirichlet alors Cy est positivement in-

variant par S(t) dans L*(Q), si de plus py > % alors Cy est un borné absorbant
pour S(t) dans L?(2).
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Démonstration. En prenant ¢ = u dans (6.1) on a que

Ld ey / a1, (u())|Vul? = (f,u). (6.41)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (3.4) on a

1d
Sl IVl < | flaful. (6.4
Ce qui donne
1d 1
5 il + IVl < I fLlVuls, (643

ou A désigne la valeur propre principale de I'opérateur Laplacien avec les conditions
aux limites de Dirichlet. En appliquant I'inégalité de Young a (6.43), on a

1d

1
S S+ Zvult < I, (6.4

et encore en utilisant I'inégalité de Poincaré-Sobolev
i\uﬁ—l—m)\\uﬁ < L I3 (6.45)
dt' 2 2= am! '

En multipliant (6.45) par e*™! on a que

d

S = S pmA e < |fRe (6.46)

Il vient en intégrant entre O et ¢

O™ < ol + o P - 1 (6.47)
Ainsi
1) < ol ™+ sl L — ) (6.48)
Ce qui nous donne
) < o™+ (6.49)

Par hypothése
Co={ve L*Q), |v]s<po},

nous supposons aussi

|/l
> = 6.50
Po =N ( )

Soit ug € Cy. En utilisant (6.48) et (6.50) on a
()3 < poe” 3" + gl — e R, (6.51)

d’ou
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Ce qui fait que u(t) € Cy et donc S(t)Cy C Cp. Cela prouve bien que Cj est
positivement invariant par S(t).
Supposons maintenant que

|f]2
> 22
£o >\m7

et montrons que Cy est un borné absorbant pour S(t) dans L?(Q) , c’est a dire que
pour tout B C L?(Q) borné, il existe un t, = t,(B) tel que pour uy € B on ait

B étant borné dans L*(Q), il vient qu'il existe un rq tel que B C Byz(q)(0,70). Si on
prend ug € B alors (6.49) nous donne

1
< 2 —m)\t 2. 6.52
uOf; < 7™ + s (6:52)
Pour que u(t) € Cy il suffit que
r2e MM ! (6.53)
’ (mA)? '
o 71
—my “m*pg — 2
NS 5 5o (6.54)
Ainsi \ 2
m*py — |f13
t>——1 . 6.55
~m n< A2 m?2r} ) (6.55)
En posant
A NmPpg — | f13
t, = 0,——1 0 2 6.56
(0.5 (S5 ) 69
il résulte immédiatement que si
t>t, alors |u(t)|3 < pp.
Ce qui montre que u(t) € Cy pour ug € B et termine la preuve du théoréme. O

2.2 Estimation uniforme en temps

Nous prouvons dans ce qui va suivre une estimation de u dans L™ (R™, H}(9)).
On prendra toujours ||ul[} = [, [Vu|*dz. On suppose ici que ug € Hj ().
Il est bien connu (voir [Tem97]) que —Awu est dans L?(0,T, L*(2)) pour tout 7" > 0.
Nous avons donc en multipliant (6.39) par —Awu(t) et en intégrant sur Q que

(ug, —Au) + (—div(a(l,(u))Vu), —Au) = (f, —Au). (6.57)

On a en utilisant la formule de Green

ou 0u 1d
(s, =) = /A“_dx - Z/ oz 210w, = 2 v
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de plus en utilisant le fait que a est lipschitz on a
—div(a(l,(u))Vu) = —a(l,(u))Au — a' (1. (u))VI.(u). Vu.
(6.57) devient alors

1d

§%||u||%/—l—(—a(lr(u))Au, —Au)+(—ad (I, (1)) Vi (u).Vu, —Au) = (f, —Au). (6.58)

De plus on sait en utilisant (3.4) que
(—a(l,(u))Au, —Au) > m|Aul3, (6.59)

et aussi par un calcul

VI (u)]z < Q][ V. (6.60)
On a en utilisant (6.60) que
(= (1 () VI (). Vu, = Au)| < [9Q]a|oo[[ul[{| Aul (6.61)

et aussi
(—a' (L (w) Vi (w).Vu, —Au) > —c1(Q)]d|oo||ul|F] Aulz, (6.62)
avec ¢1(Q) = |Q|. En utilisant (6.59) et (6.62) dans (6.58) on a

1d

5 77 1l + mlAul; — e (@) | |ulfi | Auly < [flo] Aul,. (6.63)

En utilisant I'inégalité de Young ab < ﬁaQ + Zb? on a que

1d m 1 m 1
5l | = A — (e @) ) — Al < 5|7 (664
Ce qui donne
Dralr < Lire+ Lo @2 a 2 ) (6.65)
dt = m 2T o0 ' '

Dans l'optique d’appliquer le lemme de Gronwall & (6.65) nous commengons par
faire une petite estimation. On avait d’aprés (6.44) que

d 1
Sl + mll? < 17 (6.66)
En l'intégrant on a que
t+to t+1to 1
e+t +m [ ulPds< [ i Bds B (007
t t m
Ce qui fait bien
o 2 to 2 1 2
[l ds < S5 s+ —pu(o)l (6.68)

Maintenant nous sommes donc bien en mesure d’appliquer le lemme de Gronwall
uniforme. Pour cela nous prenons respectivement a la place de y, g et h dans le
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lemme 2.18 les expressions |[ul|?, L¢1(Q)2|d/|2 [|ul|? et L|f|3. De méme il vient en
utilisant les mémes notations que dans le lemme 2.18 que

1 t toA 1
e (2112 _ Loy _ A e oo ‘
@ mcl( )ld'[Seas  as m|f|2 as m2|f|2+ o (6.69)

On applique simplement le lemme de Gronwall uniforme (lemme 2.18) a (6.65) pour
montrer que

lu(t +to)|| < (t +ag)exp(ar) VYt =0, (6.70)
0
to > 0. Ce qui donne bien une estimation L>(tq, 400, H}(£2)) de la solution wu.

Remarque 6.3. Une estimation a priori de u dans L>=(0,ty, H}(Q)) Vto > 0
s’obtient grace au lemme de Gronwall classique. En effet de (6.65) on avait que

d :
S lully < — s+ —01( )la’ S llullv- (6.71)

De plus de (6.66) on déduit en intégrant entre 0 et t (t <ty) que

t t
1
u(t)3+ m Wﬁﬁﬁfxﬂm@+M@ (6.72)
0 0o AM

et ausst ,

Anm@ ol (6.73)
Ce qui montre que
t
/Wm@wSa, (6.74)
0

avec & = 25| f|3 + L|uol3, o ne dépendant pas du temps. En posant fy = =|f|3 et
y = Lc ()2 |2 dans (6.71) on a que

d
Sl < B+ Bollully (6.75)

Puis en multipliant (6.75) par (=82 Jo lullids) e qui est totalement justifié par
(6.74) il découle que

iHuH? ~B2 [y llull3ds) — Bolul|& e B2 s Il ds) < 3, o(=Ba Jy ulds). (6.76)
Ce qui donne

dt(HuH2 B2 ol ds)y < g, (=2 Jp lullfds), (6.77)

En intégrant de nouveau (6.77) entre O et t, on a
¢

lu() [} e o Teliods) < [l 2 +/ By e Jo Il ds) gy (6.78)
0

et bien

Fa(@)12 < fluoll? 0@ 6 1t ¢ t/ﬁuaﬁﬁww*dﬂ (6.79)
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Ce qui montre bien en utilisant (6.74) et pour t fini (ce qui est notre cas t < ty)
qu’il existe bien une constante (3 tel que

lu(®)|3 < B3 indépendamment det.

Ce qui montre que u € L=(0,ty, H}(Q)) et associé au fait que uw € L™ (tg, 00, H} (2))
démontre pour finir que u € L™ (R, H}(Q)).

On a donc bien montré une estimation de u € L® (R, H}()).
Maintenant que toutes les conditions sont réunies nous sommes en mesure de
donner le résultat principal de cette section.

Théoréme 6.4. On suppose que f € L*(Q), ug € L*(Q) et que a vérifie (3.4) et
(6.2). Soit S(t) le semi groupe associé a l’équation (6.1) définie par

S(t) : L2(Q) — L*(Q)

ug — u(t),

avec u(t) la solution du probléeme (6.59). Alors (6.39) admet un attracteur global
associé a S(t).

Démonstration. On suppose que ug € L?(Q2) et que |ugls < R. D’aprés le théo-
réme 6.2 on avait pour tout t > to(R)

S(t) BL2(Q) (0, R) C C() = CLQ(Q)(O,pQ). (680)

On rappelle que Cy = Cp20)(0, po) est le borné absorbant du théoréme6.2 et que
B2(0)(0, R) désigne la boule de centre 0 et de rayon R de L?*(©2). Comme on avait

d 1 1
Slull? < —17B+ e (@21l (6.81)

nous allons une nouvelle fois appliquer le lemme de Gronwall uniforme, mais cette
fois avec to = to(R) et t; > 0 fixé. On avait (voir (6.68)) que

h 2 3] 2 1 2
[l ds < 51 ds + S (6.82)

Comme t > to(R) alors |u(t)|3 < p3. (6.82) devient alors

i 2 2] 2 1 2
lull®ds < =5 |fl2ds + —pp = as. (6.83)
t

On a aussi comme dans (6.69)

1 t
_ 02ld 12 = 2Lif2 6.84
ax mcl( ) la |ooa3 as m|f|2a ( )

il vient donc en appliquant le lemme de Gronwall uniforme que

()|l < (Ct‘—f +an)exp(ar) V> to(R) + 1. (6.85)
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On conclut que si |up| < R alors [[u(t)|lv < (£ + a2)exp(ar) Vt > to +t1. Ce
qui montre que si t > to(R) + t; alors u(t) est dans un borné de Hj(S2) que 1'on
nomme By (q) (0, ($ + az)exp(ar)). Ce qui démontre que S(t) transforme bien pour
t > to(R) + t; les bornés de L?(Q) en bornés de HJ(Q) et donc en relativement
compact de L*(Q2) (résulte de I'injection compacte de Hj(€2) dans L?*(2)) et prouve
que S(t) est uniformément compact pout ¢ grand. On applique le théoréme 2.24 pour
conclure. O

Remarque 6.5. Le théoreme 6.4 est tres important car il montre une propriété
déterminante liée a leffet régularisant des équations paraboliques qui montre en fait
que u(t) € HL(Q)des que t >ty méme si la donnée initiale ug € L*(€).

2.3 Estimation L*° de la solution

Dans ce qui va suivre nous obtenons des estimations L> de la solution de (6.39)
a partir d’ estimations L9, la méthode que nous allons employer est basée sur des
itérations du type Moser, pour plus de détails sur la méthode voir ( [ePS07]).
On a donc le résultat suivant :

Théoréme 6.6. Soit n > 3 et u une solution classique de (6.39) définie sur [0,T).
On suppose que ¢ > 1 et p > 1 tel que % + % = 1. Supposons de plus que U, =

sup, |u(t)]y < oo, f € L>(0,00,LY(Q)). Sip < 5 alors Uy < 0.
Pour faire la preuve nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 6.7. Soit une solution classique de (6.39) sur [0,T) r > 1 et p > 1 tel que
% + % =1 avec p < 5. On prend U, = max{1, |ug|oo, U = supi<r|u(t)|.}, posons

p(n+2)
2[r(2p — pn+n) + np|’

o(r) =
Alors il eziste une constante Cs = C5(€2,m) tel que

Uy, < [Cs ||fHLoo(o,oo,Lq(Q))]U(r)TU(r)ﬁr-

2r—

Démonstration. En multipliant (6.39) par v*"~! puis en utilisant I'inégalité de Hol-

der, on obtient

Ld [ ooy 2]
—— [ u¥dr+m
2rdt Jq r?

/Q V()P < |l (6.56)

Comme -
a1, = (6.87)
-

en prenant w = u” dans (6.86) et (6.87), on a que

1d 2r —1 N
gawg +WTWW\§ < |flglwls,, (6.88)
avec o = @ Soit 3 tel que
1 1—
— =0+ b (6.89)
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avec 2* = 22 On a que 3 € (0,1).
En effet
2nr — (n—2)(2r — 1)p

(n+2)2r—1)p
comme p < 2~ - alors 3 > 0. De méme 2n(2r—1)p > 2nr, d’ott (n+2)(2r—1)p >
2nr — (n — 2)(2r — 1)p. Ce qui montre bien que § < 1 et donc que 5 € (0,1). En
utilisant I'inégalité d’interpolation (voir théoréme2.4); (6.88) et (6.89), nous donne

b=

1 3 (0%
IVl < |f\q(\w|? wll: ﬁ) | (6.90)

et en utilisant des injections de Sobolev on a que

a(1-8) a(1-p)

1 d 2 —1 2r o B m 2 1-B)a
gy ot v < (1, (2) T pulimete [(2) T vaig

(6.91)
Puis

a(l-p) a(l-p)

§%|w\2+m 2 < |Iflq ooy lw|" C o [Vwly ;

(6.92)

comme 3 € (0,1)et § € (0,1) il est clair que (1 b) € (0,1). En appliquant I'inégalité

de Young a (6.92) avec w +1-— a(l 5 — 1 On obtient

a(1-p)
1d o 1 s 5] a(l-B)[(m
L u<ollrf () 7 i o]+ C2 (2 va],

(6.93)
avec § = 1 — @ En joignant le fait que o‘(l 5 € (0,1) et que § < 1 dans (6.93),
on a que
1d, , -2 o o oa(a\m s
op g Wl T Vwly < [flg jwly® Cs. (6.94)
On pose
1—
2ro(r) — 1= a( 55 b) et 2p(r) = ra
(6.94) devient alors
1d 3r—2 Lo\ e
o+ m Ve <1 () wOch (o)
Ce qui fait
I — 1 1 2ro(r)—1 §
gl =2wu < i (L) et o)
De plus comme @ > 1, ainsi

2ro(r)
1/ 2r r 2
sl mivul <1 (%) w0 med (6.97
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On vérifie que
2nr — (n—2)(2r — 1)p

plr) = 2r(p(n +2)+n) —2n(2r — 1)p’
et que p(r) € (0,1). En effet on vérifie facilement que

n(2r —1)p — 2nr
(n+2)2r—1)p’

1—p=2

et aussi que
a(l—p8) r(pn+2)+n)—n(2r—-1)

0= = . 6.98
2 (n+2)rp (6.98)
Comme 5 ( 22— 1)
nr— (n — r—1)p
off = 6.99
& (n+2)rp (6.99)
alors en utilisant (6.98) et (6.99) on déduit bien que
af 2nr — (n—2)(2r — 1)p
— =2p(r) = . 6.100
4] plr) r(p(n+2)+n)—n(2r—1)p ( )
Ce qui prouve bien que
2nr — (n—2)(2r — 1)p
p(r) = :
2r(p(n+2) +n) —2n(2r — 1)p
Pour finir nous montrons que p(r) € (0,1). Dt au fait que
(2r — 1)(n+2)p < 2r(n+ 2)p. (6.101)
En écrivant n + 2 = 2n — (n — 2), (6.101) devient
—2r—1)(n—2)p<2r(n+2)p—2n2r—1)p (6.102)
et aussi en ajoutant 2rn dans chaque membre de (6.102) on a
2nr — (2r—1)(n—2)p <2r((n+2)p+n) —2n(2r —1)p (6.103)

ce qui montre bien que p(r) < 1. Pour terminer la preuve il suffit de montrer que
p(r) > 0 ce qui s’obtient facilement car §, [ et a sont strictements positifs. Ce qui
démontre bien que p(r) € (0,1). En utilisant 'inégalité de Poincaré-Sobolev et le
fait que p(r) < 1 dans (6.97), il vient

d ) m ) % 2 2ro(r) ) 5
%|w|2 + mmb <|flq poey lwlfm C's, (6.104)

ou C1(Q2) désigne la constante de Poincaré-Sobolev. Ce qui fait bien

— ooyt d iyt 2 d 2 m 2 3 2r 2o 2 2
e A en® jwly ) = %\w|2+m|w\2 < |fla poey jwlim C7. (6.105)

En intégrant (6.105) sur [0,¢) et en faisant une petite majoration, on a

2ro(r)
1 2r 2
lw(®)]3 < JwO)5 + | £112 000 zaan | — mC's w2, (6.106)
(0.00.29() 7
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Comme
w(O)f2 = / w(0)dr = / w(0)da < |Q[u(0)Z < |77, (6.107)
Q Q

(6.106) et (6.107), nous donne

T

2ro(r)
721 21 3 2r 2 o
U22r < ‘Q‘UE + ||f“£00(07oo7[/q(g)) <_m> m(C's U2 . (6.108)

De méme de § > 1 et 2ra(r) > 0 il découle

. ) 1 9 2ro(r) Y
0% < COMlginan () 07, (6.109)

avec Cy = Cy(Q2). En remarquant que o(r) = 55 il résulte que
Uz < C5 N £ 0 0 Lagey "0, (6.110)

avec C5 = C5(2,m). Ce qui achéve la preuve du lemme. O

On a aussi

_ p(n+2)
= 2[r(2p—pntn)+np

Lemme 6.8. Soitr >1,n >3, p < "5 et o(r) } alors on a que

o(2fr) < 6Fo(r) VEk €N,

avec 6 € (0,1).

) , 2
Démonstration. En posant ¢; = %, o = (2p —pn+n) et ¢c3 = np on a que
o(r)= reeo; Avec c1, ¢, ¢3 € RY . Démontrons maintenant le résultat par récurrence.

Pour £ = 0 le résultat est évident, supposons maintenant que le résultat soit vrai au
rang k — 1 et montrons qu’il en est de méme au rang k. On a que

o(2br) 2 lreg ez 2k=Lpey
o(2k=1p)  2krcy fc3 2krey +c3
Comme
219—17,02 . Co > Co
2kreg + 3 209 + e 20 +c3’
d’on
o (2Fr) o
O'(Qk_l’r’) o 202 + C3 ’

Il vient que

Co + C3 E_1
okpy < =29 )
o(2'r) < 2¢co + c3 o(r)

Ce qui donne bien
o(2fr) < 0o (r),

et termine la preuve du lemme. O

Revenons maintenant a la preuve du théoréme, d’apres le lemme6.7 on a que
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Démonstration. . .
Us < [C5 ||f||Lw(O,m,Lq(Q))]J(T)TJ(T)Ur-

En itérant cette relation en prenant r = h,r = 2h,r = 22h, etc, on obtient
Upisr), < [Cs ||f||Lo<>(o,oo,Lq(Q))]/\1 222 M1,
avec
A1 = o (h) 4+ 0(2h) + 0 (22h) + .. + o (257h) + o(2Fr)

et
Ay = 0 (2h) + 20(22h) 4+ 30(2°h) + ... + (k — D)a(2"7'h) + ko (2%r).

Pour terminer la preuve il suffit de montrer que A, Ay < 400 ce qui est clair compte
tenu du fait que d’apreés le lemme 6.8

M <) ato(h) <) ato(h) = (1"(_% < 0.

=0

En remarquant aussi que
o(2%h) < 6o (2h) Vk € N*.
On obtient

k [e's)
>\2 S Z,uoz“_la@h) S ZMOK'M_IO'(Q}I) = m < 00,

ce qui achéve la preuve du théoréme. O
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Titre : Equations de diffusion paramétrée par la portée des interactions
a longue distance

Résumé Nous nous intéressons dans cette thése a I'étude d'une équation para-
bolique quasilinéaire dans laquelle la diffusion est paramétrée par la longueur des
différentes interactions non locales. Pour ce qui est du probléme stationnaire associé,
aprés avoir montré des résultats d’existence, d’unicité et de continuité. Nous présen-
tons ensuite un critére général d’inversibilité dépendant du paramétre, ce critére trés
important va par la suite nous permettre en exemple d’application de retrouver des
résultats d’inversibilités déja connus lorsque le paramétre est égale au diamétre du
domaine. Nous donnons ensuite un résultat de principe de comparaison de solutions
symétriques radiales et une généralisation du compte du nombre de solutions. Enfin
nous donnons quelques applications numériques utilisant une méthode de point fixe
et de Newton pour illustrer ces résultats. Pour le probléme d’évolution, aprés avoir
montré I'existence d'un attracteur global associé a notre probléme, nous démontrons
une estimation L de la solution en fonction d’estimations L9, ¢ > 1 utilisant des
itérations de type Moser.

Mot-clefs
Equation parabolique, solutions stationnaires, solutions radiales, principe de
comparaison.

Abstract This thesis is devoted to a quasilinear parabolic equation in which the
diffusion is defined by the length of different nonlocal interactions. As regards sta-
tionary problem, having shown the results of existence, uniqueness and continuity.
We introduce a general criterion of inversibility later depending on parameter, this
very important criterion is going to allow us in example of application to find well
known results when parameter will be equal to the diameter of domain. We give then
a fundamental result of comparison of solutions in the case of radial symmetrical
solutions and a general implementation of count of solutions. Finally we give some
numerical applications using a method of fixed point and Newton’s method to illus-
trate these results. As regards parabolic problem having shown existence of global
attractor associated to our problem, we show an estimate L> of solution according
to estimate L9, ¢ > 1 by using Moser’s iteration.

Keywords Parabolic equation, stationary solutions, radial solutions, principle of
comparison.



