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Chapitre 1Introdution
1 Modélisation et position du problèmeUn grand nombre de problèmes en biologie et en physique onduisent à des équa-tions de di�usion non linéaires et non loales voir M.Chipot [eMC03℄, [Chi00℄, S.AGourley [eSA05℄, [Gou00℄ et aussi dans [ePA06℄ et bien d'autres...Nous ommençons par donner ii une motivation prinipale à l'introdution de pro-blèmes non loaux trouvant tout son sens dans les phénomènes de di�usion en dy-namique de populations. Nous onsidérons des batéries on�nées dans un domaine
Ω. Trois situations peuvent se produire. La première est la naissane de batéries,la deuxième est la mort de batéries et en�n la troisième est le déplaement de ba-téries dans Ω. C'est préisemment e déplaement de batéries onnu sous le nomde di�usion qui va nous intéresser. Soit l'équation

∂u

∂t
− γ∆u = f (1.1)modélisant la di�usion de nos batéries dans le domaine Ω, où u(t, x) est la densitéde batéries au point x à l'instant t, γ le oe�ient de di�usion de es batéries et

f la densité des naissanes de es batéries. On remarquera qu'ii f et γ peuventdépendre de x,t et de u rendant don les termes f et γ loaux. Nous nous plaçonsdans la situation où le oe�ient de di�usion γ dépend uniquement de x,t et u et
f dépend uniquement de x et de t 'est-à-dire que γ = γ(t, x, u) et f = f(t, x).La prinipale di�ulté expérimentale dans e type de problème est la mesure de ladensité pontuelle u des batéries de masse pontuelle. Pour pallier e problème unedes solutions a été de mesurer notre densité u dans un voisinage de x e qui est apriori plus aisé de manière pratique et don de substituer dans notre équation u par

1
|B(x,r)|

∫

B(x,r)
u, où B(x, r) désigne la boule de entre x et de rayon r. L'équation(1.1) devient alors dans Ω trouver ur solution de

∂ur

∂t
− γ

(

t, x,
1

|B(x, r)|

∫

B(x,r)

ur

)

∆ur(t, x) = f(t, x) (1.2)lorsque r → 0. D'autres types d'approhes permettent de onstruire des problèmesnon loaux, voir [Lov95℄. Le modèle que nous allons étudier généralise une lasse1



2 Introdutionde problèmes non loaux pouvant s'érire sous la forme générale










ut − a(
∫

Ω
u)∆u = f dans R+ × Ω

u(t, x) = 0 sur R+ × ∂Ω

u(0, .) = u0 dans Ω

(1.3)où ∂Ω dé�nit le bord de Ω. Les fontions f et u0 sont telles que f, u0 ∈ L2(Ω). Ce typed'équations a été l'objet de très nombreuses réentes études voir [eBL01℄, [eBL99℄,[eLM01℄, [eM03℄, [Sie06℄, [eMC04℄, [eMC03℄, [eAR℄ et [eJF92℄. Plus préisemmentil est présenté des résultats d'existene, d'uniité, de solutions stationnaires et deomportement asymptotique de solutions. Pour notre étude nous nous intéresseronsà l'équation










ut − div(a(lr(u(t)))∇u) = f dans Ω × R+

u(x, t) = 0 sur ∂Ω × R+

u(., 0) = u0 dans Ω

(1.4)ave
lr(u(t)) =

∫

B(x,r)∩Ω

g(y)u(y, t)dy. (1.5)
B(x, r) désignant la boule de entre x et de rayon r et g une fontion dé�nie telle que
g ∈ L2(Ω). La fontion g joue don un r�le ruial de �poids� dans (1.5). Lorsque g ≡
1 est un as typique de la di�usion dans les problèmes en dynamique de populations.En e�et en onsidérant B(x, r) ∩ Ω un sous domaine de Ω et g ≡ 1 l'équation(1.4) peut dérire l'évolution de la densité d'une population u(x, t) soumis à unevitesse de di�usion proportionnelle à a(lr(u)). f représente la densité de naissanesde la population et lr(u) la population totale du sous domaine B(x, r)∩Ω de Ω. Demanière plus générale lorsque g n'est pas égal à 1, e type de modèle a de nombreusesappliations en théorie de l'élastiité et dans les modèles de di�usion de la haleur.Pour plus de préision voir [Chi00℄, [Cia86℄ .D'un point de vue mathématique l'équation (1.4) présente un intérêt partiuliernotamment dans la reherhe des solutions stationnaires lorsque le paramètre r varie.En e�et le problème stationnaire assoié sous la forme faible à (1.4) s'érit

(Pr)

{

−div(a(lr(u))∇u) = f dans Ω

u ∈ H1
0 (Ω).

(1.6)Lorsque r = 0 le problème
(P0)

{

−a(0)∆u = f dans Ω

u ∈ H1
0 (Ω),est linéaire et admet une unique solution par simple appliation du théorème de LaxMilgram. En revanhe lorsque r = d où d représente le diamètre de Ω, M.Chipot etB.Lovat ont montré dans [eBL01℄ que le nombre de solutions du problème

(Pd)

{

−a(l(u))∆u = f dans Ω

u ∈ H1
0 (Ω),



Modélisation et position du problème 3ave
l(u) =

∫

Ω

g(y)u(y)dyest le même que elui donné par le problème dans R

a(µ)µ = l(φ), (1.7)ave l(φ) =
∫

Ω
g(y)φ(y)dy et µ =

∫

Ω
g(y)u(y)dy. Ii, φ désigne la solution faible duproblème

{

−∆φ = f dans Ω

φ ∈ H1
0 (Ω),et a une appliation de R dans (0, +∞). Si l'on suppose par exemple que l(φ) > 0

x1 x

k
/x

a(x1)

a(x)

Fig. 1.1 � Uniité de la solution

x2x1 x

a(0)
a(x1)

a(x2)

a(x)

k
/x

Fig. 1.2 � Solutions multiplesalors on voit bien que le problème (1.6) admet une ou plusieurs solutions en r = domme représenté sur �g 1.1 et �g 1.2. En onsidèrant le as où (Pd) admet plusieurssolutions il est don important de remarquer que lorsque r dérit l'intervalle [0, d],notre problème stationnaire assoié passe d'un problème lassique de Laplae ave



4 Introdutiondes onditions simples de Dirihlet qui admet une unique solution à un problèmenon loal admettant plusieurs solutions. La question du ompte du nombre de so-lutions du problème (Pr) en fontion de r se pose don très naturellement. Pluspréisemment, existe t'il une branhe globale de solutions possédant des points debifurations ? Un as similaire peut aussi être onsidéré lorsque l'on onsidère à laplae de lr(u) la fontionnelle Lr(u) telle que
Lr(u) =

∫

−
B(x,r)∩Ω

g(y)u(y)dy,ave
∫

−
B(x,r)∩Ω

g(y)u(y) dy =
1

|B(x, r) ∩ Ω|

∫

B(x,r)∩Ω

g(y)u(y) dy.On montre dans e as voir [Chi04℄ que lorsque le paramètre r dérit l'intervalle
[0, d], notre problème stationnaire assoié fait la transition entre le problème loal

{

−div(a(u)∇u) = f dans Ω

u ∈ H1
0 (Ω),et le problème non loal

{

−div(a(Ld(u))∇u) = f dans Ω

u ∈ H1
0 (Ω),ave

Ld(u) =
1

|Ω|

∫

Ω

g(y)u(y) dy.Revenons à l'étude de notre problème stationnaire assoié (Pr). La prinipale dif-�ulté dans l'étude du nombre de solutions du problème (Pr) en fontion r est ladi�ulté d'appliquer en théorie de bifurations diretement à notre problème unevariante du théorème [eGP95℄ qui suit :Théorème 1.1. Soit X, Y deux espaes de Banah. On suppose que F ∈ C2(R ×
X, Y ) est tel que F (λ, u⋆) = 0 pour tout λ ∈ R. Soit λ⋆ tel que L = Fu(λ

⋆, u⋆) véri�e(i) ker(L) est de dimension 1, 'est à dire w⋆ ∈ X, w⋆ 6= 0 tel que ker(L) =
{t w⋆ : t ∈ R},(ii) R est fermé et codim(R) = 1,ave R = R(L). De plus si l'on note M l'appliation linéaire Fu,λ(λ

⋆, u⋆) et que
Mw⋆ 6∈ R.Alors λ⋆ est un point de bifuration pour F . De plus l'ensemble de solutions despoints non triviaux de F = 0 est au voisinage de (λ⋆, u⋆) une unique ourbe C1 dereprésentation paramétrique sur ker(L).Une autre question très importante est aussi elle de l'uniité de (Pr) pour tout

r ∈ [0, d]. En e�et si nous montrons que les problèmes (P0) et (Pd) admettentune unique solution, il est en revanhe plus di�ile de montrer que le problème(Pr) lui aussi admet une unique solution ∀r ∈]0, d[, 'est préisemment e qui seproduit lorsque a est roissante. Plusieurs autres questions se posent aussi : étudedu omportement asymptotique, de prinipe de omparaison de solutions...



Présentation des résultats 52 Présentation des résultatsPour le problème stationnaire, nous ommençons par démontrer à r �xé un théo-rème d'existene et en ajoutant une ondition de Lipshitz sur a qui nous garantitl'uniité (théorème 3.1). Cette ondition est réutilisée sur a pour prouver la onti-nuité de l'appliation r 7→ ur dans le as partiulier où g ≡ 1 et de manière générale(théorème 3.6). Nous présentons ensuite un ritère général d'inversibilité dépendantde r dans le as où g ≡ 1 (théorème 3.11). Ce ritère très important va par la suitenous permettre en exemple d'appliation de retrouver des résultats d'inversibilitésdéja onnu en r = d dans [eBL01℄, [eBL99℄.Après avoir démontré la onvergene forte dans H1
0 (Ω) de ur vers respetivementles solutions u0 et ud de (P0) et (Pd), nous prouvons d'abord pour n = 1 puis gé-néralisé en n > 1 un prinipe de omparaison (proposition 4.11) d'une solution urde (Pr), ud de (Pd) et de la solution u0 de (P0) dans le as de solutions radiales sy-métriques. Grâe à e prinipe (proposition 4.23 et proposition 4.19) nous montronssous ertaines onditions que pour� si a est roissante on a que

ud ≤ ur ≤ u0 ∀r ∈ [0, d]� si a est déroissante on a que
u0 ≤ ur ≤ ud ∀r ∈ [0, d].L'utilisation de e prinipe de omparaison va nous permettre ensuite de généra-liser le ompte du nombre de solutions stationnaires du problème (Pr) mais ettefois pour r ∈ [0, d] en fontion de a (proposition 4.15 et proposition 4.18). Nousterminons l'étude du problème stationnaire par l'existene de branhes loales etou globales de solutions (théorème 4.34). Nous donnons quelques appliations nu-mériques de e prinipe de omparaison utilisant une méthode de point �xe et deNewton (proposition 4.23).Pour e qui est du problème parabolique, nous ommençons par montrer l'exis-tene et l'uniité d'une solution au problème (théorème 6.1). Ensuite nous donnonsun résultat d'existene de borné absorbant dans L2(Ω) puis dans H1

0 (Ω) e qui parla suite nous permettra de montrer l'existene d'un attrateur global assoié à notreproblème (théorème 6.4). Pour �nir grâe à la méthode d'itérations de Moser nousdémontrons une estimation L∞ de la solution en fontion d'estimations Lq, q > 1(théorème 6.6).3 Plan de la thèseDans le hapitre 2, nous nous ontentons de rappeler très brièvement des versionsde théorèmes adaptées de la théorie de bifurations et des semi-groupes.Dans le hapitre 3, nous ommençons par donner un résultat d'existene et uneondition d'uniité du problème stationnaire assoié à mon problème à r �xé. Aprèsavoir donné un résultat général d'inversibilité du problème assoié en fontion duparamètre r, nous donnons un exemple d'appliation au as où r = diam(Ω) ave
diam(Ω) =diamètre de Ω et a roissant.



6 IntrodutionDans le hapitre 4 toujours en onsidérant le problème stationnaire, nous mon-trons un résultat de onvergene forte de notre solution lorsque r onverge vers
0 et diam(Ω). Parallèlement nous montrons un prinipe de omparaison de solu-tions dans le as de solutions radiales symétriques. Ce prinipe est ensuite adaptépour généraliser le ompte du nombre de solutions stationnaires introduite parM.Chipot [eBL01℄ [Chi00℄ et montrer un résultat d'existene de branhes loales etglobales de solutions.Dans le hapitre 5 nous présentons au travers d'une méthode de points �xes etde Newton une appliation numérique du prinipe de omparaison dérit dans lehapitre 4 aux as où a est roissant et a a la forme d'une gaussienne.En�n, dans le hapitre 6 nous ommençons par étudier l'existene d'un attrateurglobal assoié à notre problème d'évolution, avant de montrer au travers d'itérationsde Moser une estimation L∞ de la solution de mon problème d'évolution en fontiond'estimations Lq, q > 1.



Chapitre 2Quelques rappelsDans ette partie nous introduisons quelques notions de bases apparaissant toutau long de mon étude. Pour la preuve de ertains résultats se reporter aux référenesmentionnées.Théorème 2.1. [eJM83℄ Soit Ω un ouvert quelonque de Rn. Si v est une fontionde H1
0 (Ω), la fontion ṽ, prolongement de v par 0 dans Rn\Ω, appartient à H1(Rn).Inégalité de Poinaré-Sobolev [eJMR99℄ Soit Ω un ouvert borné de RN ontenudans une bande, par exemple {(x1, . . . , xN), |x1| ≤ a} a > 0. Alors il existe uneonstante c(Ω) > 0 telle que pour tout u ∈ W 1,p

0 (Ω), on ait
∫

Ω

|u(x)|pdx ≤ c(Ω)

∫

Ω

|∇u(x)|pdx,où 1 ≤ p < +∞.Dé�nition 2.2. [eJM83℄ Un ouvert Ω de Rn est 1-régulier si Ω est borné et si safrontière Γ est une variété de lasse C1 de dimension n − 1, Ω étant d'un seul otéde Γ.Théorème 2.3. (Théorème de trae) [eJM83℄ On suppose que l'ouvert Ω est 1-régulier. Alors D(Ω) est dense dans H1(Ω) et l'appliation γ0 : v 7→ γ0v = v/Γ de
D(Ω) dans L2(Γ) se prolonge par ontinuité en une appliation linéaire et ontinuede H1(Ω) dans L2(Γ) enore notée γ0.Théorème 2.4. Inégalité d'interpolation ( [Bre83℄)Si f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) ave
1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, alors f ∈ Lr(Ω) pour tout p ≤ r ≤ q et on a l'inégalité d'interpola-tion

‖f‖Lr(Ω) ≤ ‖f‖α
Lp(Ω)‖f‖1−α

Lq(Ω) où 1

r
=

α

p
+

1 − α

q
(0 ≤ α ≤ 1). (2.1)Théorème 2.5. (Théorème de Lax-Milgram) Soit V un espae de Hilbert réel. Soient

L une forme linéaire ontinue sur V et a une forme bilinéaire ontinue et oerive.Alors, il existe une et une seule fontion u ∈ V tel que
a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V. (2.2)7



8 Quelques rappelsDe plus, si a est symétrique 'est à dire que a(v, w) = a(w, v) pour tout (v, w) ∈
V × V alors u est solution de (2.2) est équivalente à u est solution du problèmed'optimisation suivant :

J(u) = min{J(v), v ∈ V },ave
J(v) =

1

2
a(v, v) − L(v).Théorème 2.6. (Théorème de point �xe de Shauder) Soit V un espae de Banah,

C un onvexe ompat non vide de V et T : C −→ C une appliation ontinue. Alors
T admet un point �xe, 'est à dire qu'il existe un u0 ∈ C tel que Tu0 = u0.On a aussiThéorème 2.7. (Variante du théorème de point �xe de Shauder) Soit V un espaede Banah, C un onvexe fermé non vide de V et T : C −→ C une appliationontinue tel que TC soit relativement ompat. Alors T admet un point �xe, 'est àdire qu'il existe un u0 ∈ C tel que Tu0 = u0.Théorème 2.8. (Théorème de l'appliation ontratante de Piard) Soit (X,d) unespae métrique omplet non vide. Soit S : X −→ X telle qu'il existe un ǫ > 0 ave
0 < ǫ < 1 tel que

ǫ d(u, v) ≥ d(Su, Sv).Alors, il existe un seul point �xe u ∈ X véri�ant Su = u.Nous présentons ii sous une forme appropriée pour notre étude le théorème desfontions impliites qui jouera un r�le très important dans notre analyse.Théorème 2.9. [eGP95℄ Soit F ∈ Ck(Λ×U, Y ), k ≥ 1, où Y désigne un espaede Banah et Λ (resp U) est un sous-ensemble ouvert de l'espae de Banah T (resp
X). Supposons que F (λ⋆, u⋆) = 0 et que Fu(λ

⋆, u⋆) ∈ Inv(X, Y )alors il existe un voisinage Θ de λ⋆ dans T et U⋆ de u⋆ dans X et une appliation
g ∈ Ck(Θ, X) telle que(i) F (λ, g(λ)) = 0 pour tout λ ∈ Θ,(ii) F (λ, u) = 0, (λ, u) ∈ Θ × U implique que u = g(λ),(iii) g′(λ) = −[Fu(p)]−1 ◦ Fλ(p), où p = (λ, g(λ)) et λ ∈ Θ.Théorème 2.10. Soit E un espae vetoriel normé et K(E) l'ensemble des opéra-teurs ompats. Si T ∈ K(E) alors

a) N(I − T ) est de dimension �nie,
b) R(I − T ) est fermé, et plus preisement R(I − T ) = N(I − T ⋆)⊥

c) N(I − T ) = {0} ⇔ R(I − T ) = E

d) dimN(I − T ) = dimN(I − T ⋆).Remarque 2.11. L'alternative de Fredholm est souvent utilisée pour résoudre deséquations de la forme u − Tu = f . Elle exprime le fait que :� ou bien pour tout f ∈ E l'équation u − Tu = f admet une unique solution



9� ou bien l'équation homogène u − Tu = 0 admet k > 0 solutions linéairementindépendantes et , dans e as, l'équation non homogène u − Tu = f estrésoluble si et seulement si f véri�e k onditions d'orthogonalité, 'est à direque f ∈ N(I − T ⋆)⊥Soit X un espae de Banah, de norme ‖.‖XDé�nition 2.12. Pour a, b ∈ R on désigne par
Lp(a, b, X), 1 ≤ p < +∞l'espae (des lasses de) fontions f : (a, b) −→ X qui sont mesurables et telles que

∫ b

a

‖f(t)‖p
Xdt < +∞,et par L∞(a, b, X) l'espae des fontions bornées sur (a, b) 'est à dire qu'il existeun M tel que

‖f(t)‖X ≤ M p.p t ∈ (a, b).Nous avons aussi :Théorème 2.13. [Chi00℄ Les espaes Lp(a, b, X), 1 ≤ p ≤ +∞ sont des espaesde Banah equippés de la norme
‖f‖Lp(a,b,X) = (

∫ b

a

‖f(t)‖p
Xdt)

1
p , 1 ≤ p < +∞

‖f‖L∞(a,b,X) = inf{M ∈ R | ‖f(t)‖X ≤ M p.p t ∈ (a, b)}.Remarque 2.14. Si X, Y sont deux espaes de Banah tels que
X →֒ Y (injection continue),Alors il est lair que

D
′(a, b; X) →֒ D

′(a, b; Y )et
Lp(a, b, X) →֒ Lp(a, b; Y ), 1 ≤ p ≤ +∞On onsidère maintenant V et H deux espaes de Hilbert tels que

V →֒ H →֒ V ′,et
V dense dans Hoù V ′ est le dual de V . Nous pouvons montrer queThéorème 2.15. [Chi00℄ H1(a, b; V, V ′) est un espae de Hilbert pour la norme

‖u‖2
1 = ‖u‖2

L2(a,b;V ) + ‖ut‖2
L2(a,b;V ′).On a aussi



10 Quelques rappelsThéorème 2.16. [Chi00℄ Soit u ∈ H1(a, b; V, V ′). Alors u peut être identi�é aveune fontion ontinue sur [a, b] à valeur dans H. De plus
H1(a, b; V, V ′) →֒ C([a, b]; H)où C([a, b]; H) désigne l'espae des fontions ontinues sur [a, b] à valeurs dans Hmuni de la topologie de la onvergene uniforme sur [a, b].AussiThéorème 2.17. [Chi00℄ Si u ∈ H1(a, b; V, V ′), alors pour tout v ∈ V

d

dt
(u(.), v) =< ut(.), v > in D

′(a, b).Lemme 2.18. lemme de Gronwall uniformeSoit g, h et y telles que g, h, y, y′ ∈ L1
loc(R+). On suppose que

y′ ≤ gy + h, ∀t ≥ t0et que
∫ t+r

t

g(s) ds ≤ a1,

∫ t+r

t

h(s) ds ≤ a2, et

∫ t+r

t

y(s) ds ≤ a3ave t ≥ t0 où t0 et r > 0 sont �xés. Alors
y(t + r) ≤ (

a3

r
+ a2)exp(a1), ∀t ≥ t0.On désignera dans tout e qui suit par H un espae de Banah(dans ertain asnous prendrons H = L2(Ω)) et S(t) dé�ni par S(t) : H → H ave t ≥ 0 un semigroupe.Dé�nition 2.19. On suppose que f ∈ L2(Ω) et que β0 est une partie bornée de

L2(Ω). On dit que β0 est un ensemble borné absorbant pour l'équation (1.4) si
∀B ∈ L2(Ω) borné il existe un t0 = t0(B) tel que pour tout t ≥ t0

S(t)B ⊂ β0.Dé�nition 2.20. Soit u0 ∈ H on appelle ensemble ω limite de u0 l'ensemble noté
ω(u0)(s'il existe) dé�ni par

ω(u0) =
⋂

s≥0

⋃

t≥s

S(t)u0De même si B ⊂ H alors
ω(B) =

⋂

s≥0

⋃

t≥s

S(t)B.Proposition 2.21. On suppose que B ∈ H et ∃t0 tel que ⋂

t≥t0

⋃

S(t)B est relative-ment ompat dans H, Alors ω(B) est non vide ompat et invariant.



11Dé�nition 2.22. On dit que l'on peut assoié un attrateur global A à S(t) si S(t)est ompat, non vide, invariant et attire tous les bornés de H.Proposition 2.23. Si S(t) véri�e la propriété : ∀B ⊂ H borné, ∃t0 = t0(B) tel que
⋂

t≥t0

⋃

S(t)B est relativement ompat, alors S(t) est uniformément ompat pour tgrand.Théorème 2.24. On suppose que S(t) admet un borné absorbant B ⊂ H et que S(t)est uniformément ompat pour t grand. Alors A = w(B) est non vide, ompat,invariant et attire les bornés de H.



12 Quelques rappels



Chapitre 3Problème stationnaire assoiéOn suppose que f ∈ H−1(Ω) le dual de H1
0 (Ω). Par problème stationnaire assoié,on entend ii le problème suivant : trouver un u = u(x) tel que

{

−div(a(lr(u))∇u) = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(3.1)où lr est dé�nie par lr(u)(x) =

∫

B(x,r)∩Ω
g(y)u(y)dy. On suppose r ∈ R+ et que

g ∈ L2(Ω). Sous sa forme faible u est don la solution du problème
{

u ∈ H1
0 (Ω)

∫

Ω
a(lr(u))∇u∇φdx =< f, φ > ∀φ ∈ H1

0 (Ω)
(3.2)où <.,.> désigne le rohet de dualité entre H−1(Ω) et H1

0 (Ω). On supposera de plusque a est telle que
a : R −→]0,∞[ est continue (3.3)
0 < m ≤ a(ǫ) ≤ M ∀ǫ ∈ R. (3.4)1 Quelques résultats d'existene et uniitéThéorème 3.1. (Existene) Soit Ω un ouvert borné de Rn, a une fontion ontinuede R dans (0, +∞) tel qu'il existe deux onstantes m,M tel que
0 < m ≤ a(ǫ) ≤ M ∀ǫ ∈ Ret g ∈ L2(Ω). Pour tout r ∈ [0, diam(Ω)], r �xé le problème (3.2) admet une solution

u ∈ H1
0 (Ω).Démonstration. Pour démontrer e théorème nous allons utiliser la méthode dupoint �xe de Shauder. On sait que pour tout w ∈ L2(Ω) le problème

{

u ∈ H1
0 (Ω)

∫

Ω
a(lr(w))∇u∇φdx =< f, φ > ∀φ ∈ H1

0 (Ω),
(3.5)13



14 Problème stationnaire assoiéadmet une unique solution (théorème de Lax-Milgram) d'où l'existene de u =
Tr(w). Prenons φ = u dans (3.5) il vient que

∫

Ω

a(lr(w))|∇u|2dx =< f, u > . (3.6)(3.4) et (3.6) nous donne
m‖u‖2

V ≤ |f |⋆‖u‖Voù nous avons posé V = H1
0 (Ω) et

‖u‖2
V =

∫

Ω

|∇u|2dxet |.|⋆ la norme de H−1(Ω) ave |f |⋆ = sup
u 6=0

u∈H1
0
(Ω)

| < f, u > |
‖u‖V

. Il vient que
‖u‖V ≤ |f |⋆

m
. (3.7)Ce qui fait que

|u|2 ≤
h(Ω)|f |⋆

m
= C, (3.8)où |u|22 =

∫

Ω
|u(x)|2dx et h(Ω) désigne la onstante de Poinaré Sobolev 'est-à-dire

|u|2 ≤ h(Ω) ‖u‖V . (3.9)En posant B = {v ∈ L2(Ω), |v|2 ≤ C}, il est lair que l'appliation
w −→ u = Tr(w)est une appliation de B dans lui même. De plus (3.7) nous montre que u appartientà un borné de H1

0 (Ω) qui est relativement ompat dans L2(Ω) , d'où
Tr : L2(Ω) −→ L2(Ω) est compact

w −→ Tr(w) = u.
(3.10)Pour terminer la preuve il su�t que nous montrions que T est ontinue. Soit wn ∈ Btel que

wn −→ w dans B. (3.11)Posons un = T (wn) la solution de (3.5) 'est-à-dire que un est la solution du problème
{

un ∈ H1
0 (Ω)

∫

Ω
a(lr(wn))∇un∇φdx =< f, φ > ∀φ ∈ H1

0 (Ωl).
(3.12)D'après (3.7), (3.8) et (3.11) on peut extraire des sous suites que l'on renommera enindies n tel que� wn −→ w p.p dans Ω,� ∇un ⇀ ∇u dans L2(Ω),� un −→ u dans L2(Ω).



Quelques résultats d'existene et uniité 15Ce qui fait que lr(wn) −→ lr(w)
n→∞

p.p Ω. En e�et on a
|lr(wn)(x) − lr(w)(x)| ≤

∫

B(x,r)∩Ω

|g(y)||wn(y) − w(y)|dy

≤ |g|2|wn − w|2.
(3.13)Ce qui montre bien que lr(wn) −→ lr(w)

n→∞

p.p Ω. D'où
a(lr(wn))∇v −→ a(lr(w))∇v dans L2(Ω) (3.14)

∇un ⇀ ∇u dans L2(Ω). (3.15)Avant de passer à la limite nous énonçons un lemme intéressantLemme 3.2. [Chi00℄ Soit H un espae de Hilbert et xn et yn deux suites tels que
xn ⇀ x, yn −→ yalors on que
lim

n→∞
(xn, yn) = (x, y).Démonstration. On a que

|(xn, yn) − (x, y)| = |(xn − x, y) + (xn, yn − y)| ≤ |(xn − x, y)| + |xn||yn − y|,en y ajoutant le fait que xn ⇀ x pour le premier terme, et que xn est borné dans
H , on obtient le résultat.Revenons maintenant à la preuve du théorème 3.1. En passant à la limite dans(3.12), en utilisant (3.14), (3.15) et le lemme 3.2 on obtient

∫

Ω

a(lr(w))∇u∇φdx =< f, φ > ∀φ ∈ H1
0 (Ωl).Ce qui montre que u = Tr(w). Nous avons montré que un −→ u dans H1

0 (Ω)faiblement (vrai pour une suite extraite) montrons que 'est en fait toute la suitequi onverge. Soit unk une autre suite extraite tel que
unk −→ ũ dans L2(Ω) (3.16)

∇unk ⇀ ∇ũ dans L2(Ω). (3.17)En ombinant (3.16), (3.17) et le lemme 3.2 et en utilisant le même raisonnementque préédemment il vient que
lim

n→∞

∫

Ω

a(lr(wn))∇unk∇φdx =

∫

Ω

a(lr(w))∇ũ∇φdx.Ce qui montre que ũ est aussi solution de (3.5) . Grâe à l'uniité de (3.5) on onlutque u = ũ, e qui montre bien que, un a pour unique limite possible u = Tr(w), etdémontre que Tr est ontinue. Ce qui ahève la preuve de l'existene.



16 Problème stationnaire assoiéDans e qui va suivre nous examinons une propriété pour laquelle nous avonsl'uniité. Nous ommençons par examiner un as modèle lorsque g ≡ 1. On a lerésultat suivant :Proposition 3.3. (Uniité) On prend g ≡ 1. On suppose toujours que (3.4) et (3.3)sont véri�ées. Si de plus a est tel que
|a(z1) − a(z2)| ≤ γ|z1 − z2| ∀(z1, z2) ∈ R2, (3.18)pour tout γ tel que

|f |⋆γ <
m2

|Ω|1/2h(Ω)
, (3.19)où h(Ω) désigne la onstante de Poinaré Sobolev et |Ω| la mesure de Ω. Alors leproblème (3.2) admet une unique solution.Démonstration. L'existene est donnée par le théorème 3.1. Si u, v sont deux solu-tions de l'équation (3.2), il vient que

∫

Ω

(a(lr(u))∇u − a(lr(v))∇v)∇φdx = 0 ∀φ ∈ H1
0 (Ω). (3.20)De plus on sait que

a(lr(u))∇u − a(lr(v))∇v = (a(lr(u)) − a(lr(v))∇u + a(lr(v))∇(u − v), (3.21)(3.20) et (3.21) nous donne bien
∫

Ω

(a(lr(u)) − a(lr(v))∇u∇φ + a(lr(v))∇(u − v)∇φdx = 0 ∀φ ∈ H1
0 (Ω). (3.22)Si on prend φ = u − v dans (3.22) on a que

∫

Ω

a(lr(v))|∇(u − v)|2dx = −
∫

Ω

(a(lr(u)) − a(lr(v))∇u∇(u − v)dx (3.23)d'où
∫

Ω

a(lr(v))|∇(u − v)|2dx ≤
∫

Ω

|a(lr(u)) − a(lr(v))||∇u||∇(u− v)|dx. (3.24)Il est lair que
|a(lr(u)) − a(lr(v))| ≤ γ|lr(u − v)|, (3.25)de plus

|lr(u)(x)| ≤
∫

B(x,r)∩Ω

|u(y)|dy. (3.26)En appliquant l'inégalité de Cauhy-Shwarz à (3.26) on obtient
|lr(u(x))| ≤ |Ω|1/2h(Ω)‖u‖V , (3.27)où bien sûr h(Ω) désigne la onstante de Poinaré Sobolev et |Ω| la mesure de Ω.De (3.25) et (3.27) on a que

|a(lr(u)) − a(lr(v))| ≤ γ|Ω|1/2h(Ω)‖u − v‖V , (3.28)



Quelques résultats d'existene et uniité 17en ombinant (3.28) et (3.24) on a
∫

Ω

a(lr(v))|∇(u − v)|2dx ≤ γ|Ω|1/2h(Ω)‖u − v‖V

∫

Ω

|∇u||∇(u− v)|dx. (3.29)De l'inégalité de Cauhy-Shwarz dans (3.29) et (3.4) il résulte que
m‖u − v‖2

V ≤ γ |Ω|1/2h(Ω)‖u − v‖2
V ‖u‖V (3.30)En utilisant le fait que

‖u‖V ≤ |f |⋆
m

,(voir (3.7)) on obtient que
m‖u − v‖2

V ≤ γ |Ω|1/2h(Ω)
|f |⋆
m

‖u − v‖2
V ,d'où si u 6= v, on a

m2 ≤ γ |Ω|1/2h(Ω)|f |⋆.Il su�t don de prendre pour �nir
|f |⋆γ <

m2

|Ω|1/2h(Ω)pour avoir
u = v.Ce qui termine la preuve.De manière plus générale nous avons le résultat suivant :Proposition 3.4. On suppose que g ∈ L2(Ω). On suppose toujours que (3.4) et(3.3) sont véri�ées. Si de plus a est tel que

|a(z1) − a(z2)| ≤ γ|z1 − z2| ∀(z1, z2) ∈ R2, (3.31)pour tout γ tel que
|g|2 |f |⋆ <

m2

γ h(Ω)
, (3.32)où h(Ω) est la onstante de Poinaré-Sobolev. Alors le problème (3.2) admet uneunique solution.Démonstration. Comme préedemment soient u, v deux solutions de l'équation (3.2).On avait d'après (3.24) que

∫

Ω

a(lr(v))|∇(u − v)|2dx ≤
∫

Ω

|a(lr(u)) − a(lr(v))||∇u||∇(u− v)|dx. (3.33)Comme par hypothèse
|a(lr(u)) − a(lr(v))| ≤ γ|lr(u − v)|,



18 Problème stationnaire assoiéet qu'en appliquant les inégalité de Cauhy-Shwarz et de Poinaré Sobolev on a
|lr(u)(x)| ≤ |g|2 h(Ω)‖u‖V , (3.34)ave h(Ω) désignant la onstante de Poinarré, il déoule que

|a(lr(u)) − a(lr(v))| ≤ γ|g|2 h(Ω)‖u − v‖V . (3.35)En ombinant (3.33), (3.35) et en y adjoignant (3.4) on a
m‖u − v‖2 ≤ γ |g|2 h(Ω)‖u − v‖2

V ‖u‖V , (3.36)puis en utilisant le fait que
‖u‖V ≤ |f |⋆

m
,on obtient

m‖u − v‖2
V ≤ γ |g|2 h(Ω)

|f |⋆
m

‖u − v‖2
V ,e qui donne u = v ou

m2 ≤ γ |g|2 h(Ω)|f |⋆.Il su�t don de prendre pour �nir
|f |⋆ |g|2 <

m2

γ h(Ω)pour avoir u = v. Ce qui termine la preuve.2 Continuité de la solution urNous donnons ii un résultat de ontinuité au sens que si r et s sont très prohesalors ur et us restent eux aussi très prohes. Comme dans le as de l'uniité nousommençons par un as modèle lorsque g ≡ 1. On a le résultat suivant :Proposition 3.5. On suppose que g ≡ 1 et que les hypothèses de la proposition 3.3sont toujours véri�ées 'est à dire que (3.4), (3.18) et (3.19). Alors l'appliation
G : [0, diam(Ω)] → H1

0 (Ω)

r → G(r) = urest ontinue, ave ur la solution de (3.2).Démonstration. Soit u la solutions du problème
{

u ∈ H1
0 (Ω)

∫

Ω
a(lr(u))∇u∇φdx =< f, φ > ∀φ ∈ H1

0 (Ω)
(3.37)et v la solution du problème

{

v ∈ H1
0 (Ω)

∫

Ω
a(ls(v))∇v∇φdx =< f, φ > ∀φ ∈ H1

0 (Ω)
(3.38)



Continuité de la solution ur 19ave s et r appartenant à [0, diam(Ω)]. (3.37) et (3.38) nous donnent
∫

Ω

(a(lr(u))∇u − a(ls(v))∇v)∇φdx = 0 ∀φ ∈ H1
0 (Ω). (3.39)Comme

a(lr(u))∇u − a(ls(v))∇v =(a(lr(u)) − a(lr(v))∇u + (a(lr(v)) − a(ls(v))∇u

+ a(ls(v))∇(u − v).
(3.40)En ombinant (3.39) et (3.40) puis en prenant φ = u − v on a que

∫

Ω

a(ls(v))|∇(u − v)|2dx = −
∫

Ω

(a(lr(u)) − a(lr(v))∇u∇(u− v)dx

−
∫

Ω

(a(lr(v)) − a(ls(v))∇u∇(u− v)dx

(3.41)(3.41) et (3.4) nous donnent
m‖u − v‖2

V ≤
∫

Ω

|(a(lr(u)) − a(lr(v))||∇u||∇(u− v)|dx

+

∫

Ω

|(a(lr(v)) − a(ls(v))||∇u||∇(u− v)|dx,

(3.42)il est aisé de voir en utilisant (3.27) que
|a(lr(u)) − a(lr(v))| ≤ γ|Ω|1/2h(Ω)‖u − v‖V (3.43)il nous reste à majorer l'expression

|a(lr(v)) − a(ls(v))|.Par hypothèse sur a on sait que
|a(lr(v)) − a(ls(v))| ≤ γ |lr(v) − ls(v)|.De plus

|lr(v)(x) − ls(v)(x)| =

∣

∣

∣

∣

∫

B(x,r)∩Ω

v(y)dy −
∫

B(x,s)∩Ω

v(y)dy

∣

∣

∣

∣

.Ce qui fait que
|lr(v) − ls(v)| =

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

1B(x,r)(y)v(y)dy −
∫

Ω

1B(x,s)(y)v(y)dy

∣

∣

∣

∣

,où 1A(y) est dé�ni par
1A(y) =

{

1 si y ∈ A

0 si y 6∈ A,et don en utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz
|lr(v) − ls(v)| ≤

(
∫

Ω

|1B(x,r) − 1B(x,s)|2dy

)
1
2

h(Ω)‖v‖V (3.44)



20 Problème stationnaire assoiéOn sait que
|1A − 1B|2 = 12

A + 12
B − 2 1A1B = 1A + 1B − 1A1B − 1A1B = 1A∪B − 1A∩B,et don lorsque B ⊂ A

|1A − 1B|2 = 1A − 1B. (3.45)De même on sait qu'en dimension n l'expression du volume d'une boule de rayon Rest donnée pour n pair (n = 2p) par
vn = 2 V2p =

πp

p!
R2p,et pour n impair (n = 2p − 1) par

vn = 2 V2p−1 =
22p−1(p − 1)!πp−1

(2p − 1)!
R2p−1.Si on suppose sans perte de généralité que B(x, s) ⊂ B(x, r), en utilisant (3.45) ilvient que

∫

Ω

|1B(x,r) − 1B(x,s)|2dy =

∫

Ω

(1B(x,r) − 1B(x,s))dy.En y adjoignant le résultat sur le volume de la boule on a
∫

Ω

|1B(x,r) − 1B(x,s)|2dy ≤ k |rn − sn| (3.46)où k est une onstante dépendant de n. (3.44) et (3.46) nous donnent
|lr(v) − ls(v)| ≤ k

1
2 |rn − sn| 12 h(Ω)‖v‖V (3.47)d'où

|a(lr(v)) − a(ls(v))| ≤ γ k
1
2 |rn − sn| 12 h(Ω)‖v‖V . (3.48)(3.42), (3.43) et (3.48) nous donnent

m‖u − v‖2
V ≤γ|Ω|1/2h(Ω)‖u − v‖V

∫

Ω

|∇u||∇(u− v)|dx

+ γk
1
2 |rn − sn| 12 h(Ω)‖v‖V

∫

Ω

|∇u||∇(u− v)|dx.

(3.49)En utilisant (3.7) et l'inégalité de Cauhy-Shwarz sur le membre de droite on a
m‖u − v‖2

V ≤ γ|Ω|1/2h(Ω)
|f |⋆
m

‖u − v‖2
V + γk

1
2 |rn − sn| 12 h(Ω)

|f |2⋆
m2

‖u − v‖V , (3.50)et aussi
(m − γ|Ω|1/2h(Ω)

|f |⋆
m

)‖u − v‖2
V ≤ γk

1
2 |rn − sn| 12 h(Ω)

|f |2⋆
m2

‖u − v‖V . (3.51)Il résulte de (3.19) et l'inégalité de Young que
1

2
(m − γ|Ω|1/2h(Ω)

|f |⋆
m

)‖u − v‖2
V ≤ γ2k|rn − sn| h(Ω)2|f |4⋆

2m3(m2 − γ|Ω|1/2h(Ω) |f |⋆)
. (3.52)D'où la ontinuité de la solution.



Continuité de la solution ur 21Nous donnons une généralisation de la proposition 3.5.Théorème 3.6. On suppose que g ∈ L2(Ω) et que les hypothèses du théorème 3.4sont toujours véri�ées 'est à dire que (3.3), (3.4) (3.31) et (3.32). Alors l'applia-tion
G : [0, diam(Ω)] → H1

0 (Ω)

r → G(r) = urest ontinue, ave ur la solution de (3.2).Démonstration. Pour faire la preuve de e théorème nous avons besoin du lemmesuivantLemme 3.7. On suppose que g ∈ L2(Ω) et que (3.3), (3.4), (3.31) et (3.32) sontvéri�ées. Pour s, r ∈ [0, diam(Ω)] on a que u et v désignent respetivement lessolutions de
{

u ∈ H1
0(Ω)

∫

Ω
a(lr(u))∇u∇φdx =< f, φ > ∀φ ∈ H1

0 (Ω)
(3.53)et de

{

v ∈ H1
0 (Ω)

∫

Ω
a(ls(v))∇v∇φdx =< f, φ > ∀φ ∈ H1

0 (Ω).
(3.54)Alors on a que

|lr(u)(x) − ls(v)(x)| ≤ |g|2 (h(Ω)‖u − v‖V + C |sn − rn|1/β(n)‖v‖V ), (3.55)ave h(Ω) désignant la onstante de Poinaré-Sobolev, C une onstante dépendantde Ω et de n et β(n) dé�ni par
β(n) =











2 si n = 1

3 si n = 2

n si n ≥ 3.Démonstration. On a que
|lr(u)(x) − ls(v)(x)| =

∣

∣

∣

∣

∫

B(x,r)∩Ω

g(y)u(y)dy −
∫

B(x,s)∩Ω

g(y)v(y)dy

∣

∣

∣

∣

,e qui fait, que si s > r, on a
|lr(u)(x) − ls(v)(x)| ≤

∫

B(x,r)∩Ω

|g(y)(u− v)(y)|dy +

∫

(B(x,s)\B(x,r))∩Ω

|g(y)v(y)|dy.(3.56)En isolant le premier terme du membre de droite et en lui appliquant l'inégalité deCauhy-Shwarz on a que
∫

B(x,r)∩Ω

|g(y)(u− v)(y)|dy ≤ (

∫

B(x,r)∩Ω

|g(y)|2dy)1/2|u − v|2, (3.57)



22 Problème stationnaire assoiée qui donne bien en utilisant l'inégalité de Poinaré-Sobolev que
∫

B(x,r)∩Ω

|g(y)(u− v)(y)|dy ≤ h(Ω)‖g‖2‖u − v‖V , (3.58)où h(Ω) désigne la onstante de Poinaré. Etudions maintenant le deuxième termedu membre de droite de l'inégalité (3.56). Pour ela supposons pour ommener que
n = 1, n étant bien sûr la dimension de Ω. Dû à l'injetion ontinue de H1

0 (Ω) dans
C(Ω) on a que

∫

(B(x,s)\B(x,r))∩Ω

|g(y)v(y)|dy ≤ C1‖v‖V

∫

Ω

1B(x,s)\B(x,r)(y)|g(y)|dy, (3.59)où C1 est telle que ‖.‖∞ ≤ C1‖.‖V . Ainsi en utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz
∫

(B(x,s)\B(x,r))∩Ω

|g(y)v(y)|dy ≤ C1‖v‖V |g|2|2r − 2s|1/2. (3.60)Pour n = 2 on prend p = 6. Pour n ≥ 3, on pose p = 2n
n−2

. En utilisant l'inégalité deHölder on a que
∫

(B(x,s)\B(x,r))∩Ω

|g(y)v(y)|dy ≤
(

∫

(B(x,s)\B(x,r))∩Ω

|g(y)|p′dy

)1/p′

|v|p, (3.61)ave |v|pp =
∫

Ω
|v(y)|pdy et 1

p
+ 1

p′
= 1. En utilisant l'injetion de Sobolev de H1

0 (Ω)dans Lp(Ω) on a que
|v|p ≤ C2|∇v|2. (3.62)Si on utilise de nouveau l'inégalité de Hölder ave q := 2/p′, il vient

(∫

(B(x,s)\B(x,r))∩Ω

|g(y)|p′dy

)1/p′

|v|p ≤

C2

[( ∫

Ω

|g(y)|2dy

)1/q

|B(x, s)\B(x, r)|1/q′
]1/p′

|∇v|2,(3.63)ave 1
q

+ 1
q′

= 1. D'où
(

∫

(B(x,s)\B(x,r))∩Ω

|g(y)|p′dy

)1/p′

|v|p ≤

C2

(
∫

Ω

|g(y)|2dy

)1/2

|B(x, s)\B(x, r)|1/q′p′|∇v|2,(3.64)Comme la mesure |B(x, r)| de B(x, r) est égale à cnrn, l'inégalité (3.63) devient alors
∫

(B(x,s)\B(x,r))∩Ω

|g(y)v(y)|dy ≤ c1/q′p′

n C2

(
∫

Ω

|g(y)|2dy

)1/2

|sn−rn|1/q′p′‖v‖V . (3.65)



Continuité de la solution ur 23D'où
∫

(B(x,s)\B(x,r))∩Ω

g(y)v(y)dy ≤ c1/q′p′

n C1 |g|2|sn − rn|1/q′p′‖v‖V . (3.66)En utilisant (3.60) lorsque n = 1 et en véri�ant que lorsque n = 2, p′q′ = 3 et quepour tout n ≥ 3, p′q′ = n on obtient
∫

(B(x,s)\B(x,r))∩Ω

|g(y)v(y)|dy ≤ c1/β(n)
n C2 |g|2|sn − rn|1/β(n)‖v‖V , (3.67)où β(n) est dé�nie de la façon suivante

β(n) =











2 si n = 1

3 si n = 2

n si n ≥ 3.

(3.68)(3.58) et (3.67) nous donne bien
|lr(u)(x) − ls(v)(x)| ≤ |g|2 (h(Ω)‖u − v‖V + c1/β(n)

n C1|sn − rn|1/β(n)‖v‖V ). (3.69)Ce qui ahève la preuve du lemme.Revenons à la preuve de notre théorème. En utilisant (3.39) et (3.40) on a
∫

Ω

(a(ls(v))∇(u − v)∇φ = −
∫

Ω

(a(lr(u)) − a(ls(v)))∇u∇φdx ∀φ ∈ H1
0 (Ω).(3.70)En prenant φ = u − v dans (3.70), (3.4) et (3.31) il vient que

m ‖u − v‖2
V ≤ γ|lr(u) − ls(v)|

∫

Ω

|∇u||∇(u− v)|dx, (3.71)et en appliquant l'inégalité de Cauhy-Shwarz on a
m ‖u − v‖2

V ≤ γ|lr(u) − ls(v)|‖u‖V ‖u − v‖V . (3.72)En utilisant le lemme 3.7 et (3.72) il résulte que
m ‖u − v‖2

V ≤γ|g|2( h(Ω)‖u − v‖2
V ‖u‖V

+ c1/β(n)
n C1 |sn − rn|1/β(n)‖u‖V ‖v‖V ‖u − v‖V ).

(3.73)Ainsi (3.73) et (3.7) nous donne
(

m − γ|g|2 h(Ω)
|f |⋆
m

)

‖u − v‖2
V ≤ c1/β(n)

n C2 |sn − rn|1/β(n) |f |2⋆
m2

‖u − v‖V . (3.74)
(

m − γ|g|2 h(Ω)
|f |⋆
m

)

‖u − v‖V ≤ c1/β(n)
n C2 |sn − rn|1/β(n) |f |2⋆

m2
. (3.75)Ce qui montre bien la ontinuité.



24 Problème stationnaire assoié3 Cas où 'a' est roissante et r = diam(Ω)On a que :Proposition 3.8. On suppose que f ∈ H−1(Ω), f ≥ 0, g ∈ L2(Ω), g ≥ 0 et deplus que les onditions (3.3) et (3.4) sont satisfaites. Si a est roissante alors pour
r = diam(Ω) le problème (3.2) admet une unique solution.On ommene par rappeler que la ondition f ∈ H−1(Ω), f ≥ 0 signi�e que

< f, φ >H−1,H1
0
≥ 0 ∀φ ∈ H1

0 (Ω), φ ≥ 0.Pour faire la preuve de ette proposition nous avons besoin du lemme qui va suivredû à M.Chipot et B.Lovat [eBL01℄ . Soit φ la solution faible du problème
{

−∆φ = f dans Ω

φ ∈ H1
0 (Ω),

(3.76)il est lair en utilisant le théorème de Lax-Milgram que le problème (3.76) admetune unique solution. Nous rappelons que la solution φ du problème (3.76) qui vientd'être onstruit est elle qui va nous servir dans le lemme qui suit.Lemme 3.9. [Chi00℄ Pour r = diam(Ω) le problème (3.2) admet le même nombrede solutions que le problème dans R suivant :
a(µ)µ = l(φ) (3.77)où l(φ) =

∫

Ω

g(y)φ(y)dy.Démonstration. Soit u une solution du problème (3.1), omme r = diam(Ω) il vientque lr(u) = l(u). Ce qui entraine que a(l(u)) est une onstante. La première équationde (3.1) peut don s'érire
−∆(a(l(u))u) = f dans Ω. (3.78)Dû à l'uniité, en identi�ant (3.76) et (3.78) on a que

a(l(u))u = φ, (3.79)
l étant linéaire en appliquant l des deux otés de l'égalité on obtient

a(l(u))l(u) = l(φ). (3.80)Ce qui montre bien que l(u) ∈ R est bien solution de (3.77).Réiproquement, soit µ une solution de (3.77) alors puisque a(µ) 6= 0, il existe uneunique solution faible au problème
{

−a(µ)∆u = f dans Ω

u ∈ H1
0 (Ω).

(3.81)Dû à l'uniité des problèmes (3.76) et (3.81) il vient que
a(µ)u = φ. (3.82)



Quelques propriétés loales des solutions stationnaires 25En prenant l de part et d'autre de l'égalité on obtient :
a(µ)l(u) = l(φ) = a(µ)µ. (3.83)Comme a(µ) 6= 0, on a

l(u) = µ. (3.84)De (3.81) et (3.84) il résulte bien que u est une solution de (3.1). Ce qui termine lapreuve du lemme.Remarque 3.10. Le lemme 3.9 nous permet de voir que si l(φ) = 0 alors µ = 0 equi a pour onséquene que l'unique solution du problème (3.2) est u = φ
a(0)

qui estaussi la solution de (3.2) en r = 0. Le fait de prendre dans ertains exemples f ≥ 0et f 6≡ 0 permettra d' obtenir d'après le prinipe du maximum l(φ) > 0 et don dessolutions de (3.2) stritement positives.Revenons maintenant à la preuve de la proposition 3.8.Démonstration. Soit µ1 et µ2 deux solutions du problème (3.77) on a bien que
a(µ1)µ1 = a(µ2)µ2. (3.85)De la remarque 3.10 on déduit que µ1 et µ2 positifs. Sans perte de généralité on peutsupposer que µ1 ≥ µ2 ≥ 0, (3.85) peut alors se réerire sous la forme

(a(µ1) − a(µ2))µ1 + a(µ2)(µ1 − µ2) = 0 (3.86)
a étant roissante il vient que� (a(µ1) − a(µ2))µ1 = 0,� a(µ2)(µ1 − µ2) = 0.Comme µ1 ≥ 0 (voir remarque 3.10) on a µ1 = µ2. Ce qui termine la preuve de laproposition.4 Quelques propriétés loales des solutions station-nairesOn suppose dans tout e qui va suivre que

a ∈ C1(R) inf
R

a > 0, sup
R

a < ∞, (3.87)
f ∈ H−1(Ω), V = H1

0 (Ω) et lorsque ela ne posera pas de onfusion ‖.‖V = ‖.‖. Ondé�nit l'appliation F : R+ × H1
0 (Ω) → H−1(Ω) par

F (r, u) = −div(a(lr(u))∇u) − f.



26 Problème stationnaire assoié4.1 Critère général d'inversibilitéNous ommençons d'abord par montrer que pour tout r > 0 l'appliation
u 7→ F (r, u)est dérivable en u et que sa dérivée est telle que ∀w ∈ H1

0 (Ω) on a
DuF (r, u)(w) = −div(a(lr(u))∇w) − div(a′(lr(u))lr(w)∇u).Pour ela nous �xons r > 0 et u ∈ H1

0 (Ω), puis posons
A(w) = −div(a(lr(u))∇w) − div(a′(lr(u))lr(w)∇u).On a A ∈ L(H1

0 (Ω), H−1(Ω)) et montrons que si l'on pose
R(w) = F (r, u + w) − F (r, u) − A(w),alors R(w) = o(‖w‖) 'est à dire que

lim
‖w‖→0

w 6=0

‖R(w)‖
‖w‖ = 0.On a que

< R(w), φ >=

∫

Ω

a(lr(u) + lr(w))∇u∇φ +

∫

Ω

a(lr(u) + lr(w))∇w∇φ

−
∫

Ω

a(lr(u))∇u∇φ −
∫

Ω

a(lr(u))∇w∇φ −
∫

Ω

a′(lr(u))lr(w)∇u∇φ.(3.88)Ce qui donne
< R(w), φ >=

∫

Ω

(a(lr(u) + lr(w)) − a(lr(u)) − a′(lr(u))lr(w))∇u∇φ

+

∫

Ω

(a(lr(u) + lr(w)) − a(lr(u)))∇w∇φ.

(3.89)En utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz et une petite majoration il vient que
| < R(w), φ > | ≤‖a(lr(u) + lr(w)) − a(lr(u)) − a′(lr(u))lr(w)‖∞‖u‖V ‖φ‖V

+ ‖a(lr(u) + lr(w)) − a(lr(u))‖∞‖w‖V ‖φ‖V .
(3.90)D'où

‖R(w)‖H−1(Ω) ≤‖a(lr(u) + lr(w)) − a(lr(u)) − a′(lr(u))lr(w)‖∞‖u‖V

+ ‖a(lr(u) + lr(w)) − a(lr(u))‖∞‖w‖V .
(3.91)Ce qui fait bien en supposant w 6= 0 que

‖R(w)‖H−1

‖w‖V

≤‖a(lr(u) + lr(w)) − a(lr(u)) − a′(lr(u))lr(w)‖∞
‖u‖V

‖w‖V

+ ‖a(lr(u) + lr(w)) − a(lr(u))‖∞.

(3.92)



Quelques propriétés loales des solutions stationnaires 27Puisque
a(lr(u) + lr(w)) − a(lr(u)) = a′(lr(u))lr(w) + θ(|lr(w)|)ave θ(|lr(w)|) tel que

lim
|lr(w)|→0

lr(w) 6=0

θ(|lr(w)|)
|lr(w)| = 0.En y ajoutant (3.27), l'inégalité (3.92) devient alors

‖R(w)‖H−1

‖w‖V
≤ |θ(|lr(w)|)|

‖w‖V
‖u‖V + C‖a′‖∞‖w‖V + θ(|lr(w)|). (3.93)De plus on sait aussi en utilisant (3.27) que

|θ(|lr(w)|)|
‖w‖V

≤ C
|θ(|lr(w)|)|
|lr(w)| , (3.94)(3.94) et (3.93) nous permettent de onlure que

lim
‖w‖→0

w 6=0

‖R(w)‖
‖w‖ = 0.On démontre le résultat suivantThéorème 3.11. Soit u une solution du problème F (r, u) = 0. On suppose que rest �xé et ‖a′‖∞ < m

c
, g ≡ 1 ave c = |B(0, r)|1/2h(Ω)‖u‖V où |B(0, r)| désigne lamesure de la boule de entre 0 et de rayon r et h(Ω) la onstante de Poinaré dé�nieomme dans (3.9). Alors on a que l'appliation

Du(r, u) : H1
0(Ω) −→ H−1(Ω)

w 7−→ DuF (r, u)(w),
(3.95)ave

DuF (r, u)(w) = −div(a(lr(u))∇w) − div(a′(lr(u))lr(w)∇u)est un isomorphisme .Démonstration. Soit
B : H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω) −→ R

(w, φ) 7−→ B(w, φ),
(3.96)ave

B(w, φ) =

∫

Ω

a(lr(u))∇w∇φdx +

∫

Ω

a′(lr(u))lr(w)∇u∇φdx. (3.97)Il est faile de montrer que B est bilinéaire et ontinue, de plus
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

a′(lr(u))lr(w)∇u∇φdx

∣

∣

∣

∣

≤
∫

Ω

|a′(lr(u))||lr(w)||∇u||∇φ|dx,d'où en utilisant (3.27) il vient que
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

a′(lr(u))lr(w)∇u∇wdx

∣

∣

∣

∣

≤ |B(0, r)|1/2h(Ω)‖a′‖∞‖u‖V ‖w‖2
V . (3.98)



28 Problème stationnaire assoiéDe plus (3.97) et (3.98) nous donne bien que
B(w, w) ≥ (m − |B(0, r)|1/2h(Ω))‖a′‖∞‖u‖V )‖w‖2

V .En prenant
c = |B(0, r)|1/2h(Ω)‖u‖Vet omme par hypothèse

m − c‖a′‖∞ > 0,on a que B est oerive. Par appliation du théorème de Lax Milgram pour tout
f ∈ H−1(Ω) il existe un unique w ∈ H1

0 (Ω) tel que
{

w ∈ H1
0(Ω)

Du(r, u)(w) = f,d'où la bijetivité. DuF (r, u) étant bijetive, ontinue et linéaire on applique lethéorème de l'appliation ouverte voir [Bre83℄ pour onlure que (DuF (r, u))−1 estontinue. Ce qui termine la preuve du théorème.4.2 Quelques appliationsNous donnons quelques appliations du théorème 3.11. On suppose que r =
diam(Ω) = d et que l(u) =

∫

Ω
u(y)dy. On suppose que Ω ⊂ RN . Commençonspar montrer que l'appliation

]0, +∞[ → R

r 7→ lr(u)(x)est dérivable p.p x ∈ Ω. En e�et, soit r > 0 et u ∈ H1
0 (Ω) on sait que u peutêtre prolongé par 0 en dehors de Ω (voir théorème 2.1) par la fontion ũ ∈ H1(RN)dé�nie par :

ũ(x) =

{

u(x) x ∈ Ω

0 x ∈ RN�Ω.
(3.99)Si on suppose que ũ est ontinue sur RN alors on a

∂

∂r
lr(u)(x) =

∂

∂r

(
∫

B(x,r)∩Ω

ũ(y) dy

)

=
∂

∂r

(
∫

‖σ‖=1

∫ r

0

ũ(x + sσ)sN−1 dsdσ

)

=

∫

‖σ‖=1

ũ(x + rσ)rN−1 dσ

=

∫

∂(B(x,r)∩Ω)

u(y) dy.

(3.100)
Le as général se démontre par densité. En e�et soit une suite ρ̃n de C∞

c (RN) telleque
ρn → u dans H1

0 (Ω), (3.101)



Quelques propriétés loales des solutions stationnaires 29ave ρn la restrition de ρ̃n à Ω. Il est lair au vu de la ontinuité de l'appliation
u 7→ lr(u) que

lr(ρn) −→ lr(u) p.p x ∈ Ω. (3.102)De plus on a que
∣

∣

∣

∣

∂

∂r
lr(ρn)(x) −

∫

∂(B(x,r)∩Ω)

u(y) dy

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

∂(B(x,r)∩Ω)

ρn(y) dy −
∫

∂B(x,r)∩Ω

u(y) dy

∣

∣

∣

∣

≤
∫

∂(B(x,r)∩Ω)

|ρn(y) − u(y)| dy

≤ |∂(B(x, r) ∩ Ω)|1/2|ρn − u|L2(∂(B(x,r)∩Ω))et
∣

∣

∣

∣

∂

∂r
lr(ρn)(x) −

∫

∂(B(x,r)∩Ω)

u(y) dy

∣

∣

∣

∣

≤ C |∂(B(x, r) ∩ Ω)|1/2‖ρn − u‖H1
0 (Ω), (3.103)où C est une onstante stritement positive telle que |u|L2(∂(B(x,r)∩Ω)) ≤ C‖u‖H1(Ω)(voir théorème 2.3). En utilisant (3.101) dans l'équation (3.103) préédente on a que

∂

∂r
lr(ρn) −→

∫

∂(B(x,r)∩Ω)

u(y) dy uniformément. (3.104)On onlut don en utilisant (3.102) et (3.104) que
∂

∂r
lr(u)(x) =

∫

∂(B(x,r)∩Ω)

u(y) dy p.p dans Ω.On montre aussi que l'appliation
]0, +∞[ → H−1(Ω)

r 7→ F (r, u)est dérivable en r et que sa dérivée est
DrF (r, u) = −div(a′(lr(u))

∂

∂r
lr(u)∇u). (3.105)Proposition 3.12. L'appliation

F : (0,∞) × H1
0 (Ω) → H−1(Ω)

(r, u) 7→ −div(a(lr(u))∇u) − f,
(3.106)est C1 dans (0,∞) × H1

0 (Ω).Démonstration. Pour montrer que F est C1 dans (0,∞)×H1
0 (Ω), F étant ontinuedans (0,∞) × H1

0 (Ω) nous avons besoin de montrer que les appliations
DrF : (0,∞) × H1

0 (Ω) → H−1(Ω)

DuF : (0,∞) × H1
0 (Ω) → L(H1

0(Ω), H−1(Ω))
(3.107)sont ontinues. En e�et soient (r, u) et Y = R×H1

0 (Ω). On dé�nit la norme de Y par
‖.‖Y = |.| + ‖.‖V de tel sorte que pour tout (r, u) ∈ Y on ait ‖(r, u)‖Y = |r|+ ‖u‖V



30 Problème stationnaire assoiéoù |.| désigne simplement la valeur absolue. On onsidère (rn, un) et (r, u) tel que
rn → r et un → u. On a que pour tout w ∈ H1

0 (Ω)

∣

∣

∣

∣

< DuF (rn, un)w − DuF (r, u)w, φ >

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

a′(lrn
(un))lrn

(w)∇un∇φ

−
∫

Ω

a′(lr(u))lr(w)∇u∇φ +

∫

Ω

a(lrn
(un))∇w∇φ −

∫

Ω

a(lr(u))∇w∇φ

∣

∣

∣

∣

,et aussi
∣

∣

∣

∣

< DuF (rn, un)w − DuF (r, u)w, φ >

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

(a′(lrn
(un)) − a′(lrn

(u)))lrn
(w)∇un∇φ

+

∫

Ω

a′(lrn
(u))lrn

(w)∇(un − u)∇φ +

∫

Ω

a′(lrn
(u))(lrn

(w) − lr(w))∇u∇φ

+

∫

Ω

(a′(lrn
(u)) − a′(lr(u)))lr(w)∇u∇φ +

∫

Ω

(a(lrn
(un)) − a(lrn

(u)))∇w∇φ

+

∫

Ω

(a(lrn
(u)) − a(lr(u)))∇w∇φ

∣

∣

∣

∣

, (3.108)et don
∣

∣

∣

∣

< DuF (rn, un)w − DuF (r, u)w, φ >

∣

∣

∣

∣

≤
∫

Ω

|a′(lrn
(un)) − a′(lrn

(u))||lrn
(w)||∇un||∇φ|

+

∫

Ω

|a′(lrn
(u))||lrn

(w)||∇(un − u)||∇φ|+
∫

Ω

|a′(lrn
(u))||lrn

(w) − lr(w)||∇u||∇φ|

+

∫

Ω

|a′(lrn
(u)) − a′(lr(u))||lr(w)||∇u||∇φ|+

∫

Ω

|a(lrn
(un)) − a(lrn

(u))||∇w||∇φ|
∫

Ω

|a(lrn
(u)) − a(lr(u))||∇w||∇φ|, (3.109)En utilisant (3.27), (3.47) et (3.109) on a

∣

∣

∣

∣

< DuF (rn, un)w − DuF (r, u)w, φ >

∣

∣

∣

∣

≤

‖a′(lrn
(un)) − a′(lrn

(u))‖∞(|Ω|1/2h(Ω))2 ‖w‖ ‖un‖ ‖φ‖
+ ‖a′‖∞|Ω|1/2h(Ω)‖w‖ ‖un − u‖ ‖φ‖+ ‖a′‖∞k

1
2 |rN

n − rN | 12 h(Ω)‖w‖ ‖u‖ ‖φ‖
+ ‖a′(lrn

(un)) − a′(lr(u))‖∞ ‖u‖|Ω|1/2h(Ω) ‖w‖ ‖u‖ ‖φ‖
+ ‖a(lrn

(un)) − a(lrn
(u))‖∞‖w‖‖φ‖+ ‖a(lrn

(u)) − a(lr(u))‖∞‖w‖ ‖φ‖, (3.110)



Quelques propriétés loales des solutions stationnaires 31où N représente la dimension de Ω et ‖a‖∞ = sup
x∈Ω

|a(x)|. On déduit de (3.110) que
‖DuF (rn, un) − DuF (r, u)‖L(H1

0(Ω),H−1(Ω)) ≤
‖a′(lrn

(un)) − a′(lrn
(u))‖∞(|Ω|1/2h(Ω))2 ‖un‖

+ ‖a′‖∞ |Ω|1/2h(Ω)‖un − u‖ + ‖a′‖∞k
1
2 |rN

n − rN | 12 h(Ω) ‖u‖
+ ‖a′(lrn

(un)) − a′(lr(u))‖∞‖u‖|Ω|1/2h(Ω)‖u‖
+ ‖a(lrn

(un)) − a(lrn
(u))‖∞ + ‖a(lrn

(u)) − a(lr(u))‖∞ .

(3.111)
D'après le lemme 3.7 on a
|lrn

(urn
)(x) − lr(u)(x)| ≤ h(Ω)‖urn

− u‖H1
0 (Ω) + C |rN

n − rN |1/β(N)‖u‖H1
0 (Ω). (3.112)En utilisant le fait que

rn → r dans R

un → u dans H1
0 (Ω),

(3.113)on obtient
lrn

(un) → lrn
(u) uniformément dans Ω. (3.114)En onsidérant (3.114), (3.113) et le fait que a ∈ C1(R) pour passer à la limite dans(3.110) on a bien que

‖DuF (rn, un) − DuF (r, u)‖L(H1
0 (Ω),H−1(Ω)) → 0 lorsque (rn, un) −→ (r, u).Ce qui prouve bien que

DuF : (0,∞) × H1
0 (Ω) → L(H1

0(Ω), H−1(Ω))est ontinue et ela pour tout (r, u) ∈ (0,∞) × H1
0 (Ω) . De la même manière onmontre que ‖DrF (rn, un) − DrF (r, u)‖H−1(Ω) → 0 lorsque (rn, un) −→ (r, u).Cequi prouve bien que

DrF : (0,∞) × H1
0 (Ω) → H−1(Ω)est ontinue et ela pour tout (r, u) ∈ (0,∞) × H1

0 (Ω).Nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant :Proposition 3.13. On suppose que g ≡ 1 et que le problème F (d, u) = 0 admetune unique solution u⋆ et que de plus
m − c‖a′‖∞ > 0 (3.115)où c = h(Ω)|Ω|1/2‖u⋆‖V alors il existe un β > 0 et un δ > 0 tel que pour tout

r ∈]d−β, d+β[, le problème F (r, u) = 0 admet une unique solution u telle que pour
‖u − u⋆‖ ≤ δ.Démonstration. La preuve est une onséquene direte du théorème des fontionsimpliites 2.9 . Soit u⋆ l'unique solution du problème, dû à (3.115) on applique lethéorème 3.11 pour montrer que DuF (d, u⋆) est un isomorphisme de H1

0 (Ω) dans
H−1(Ω). Le théorème 2.9 des fontions impliites nous permet don de onlurequ'il existe un β > 0 et un δ > 0 tel que pour tout r ∈]d − β, d + β[, le problème
F (r, u) = 0 admet une solution pour ‖u − u⋆‖ ≤ δ.



32 Problème stationnaire assoiéDans e qui va suivre nous allons montrer un résultat qui généralise la proposi-tion 3.13. On pose toujours
F (r, u) = −div(a(lr(u))∇u) − f.On suppose de plus que si r = diam(Ω) alors il existe exatement k solutions auproblème

F (d, u) = 0. (3.116)Soient {u⋆
i }i=1,...,k es k solutions, on a le résultat suivant :Proposition 3.14. On suppose que g ≡ 1. Soient {u⋆

i }i=1,...,k les k solutions duproblème (3.116) et
m − c1‖a′‖∞ > 0 (3.117)où

c1 = max
1≤i≤k

ciave ci = |Ω|1/2h(Ω)‖u⋆
i ‖V , ∀i ∈ {1, . . . , k}. Alors il existe un β > 0 tel que pourtout r ∈]d − β, d + β[, le problème F (r, u) = 0 admet exatement k solutions.Démonstration. La preuve utilise les mêmes arguments que préédemment. Soient

{u⋆
i}i=1,...,k les k solutions de (3.116), il est lair que (dû au théorème 3.11 et dûà (3.117) ) DuF (d, u⋆

i ) est un isomorphisme de H1
0 (Ω) dans H−1(Ω) et ela ∀i ∈

{1, . . . , k} , nous appliquons omme ela a été fait dans le as préédent le théo-rème 2.9 des fontions impliites loalement à haque solution, pour onlure qu'ilexiste un βi > 0 et δi > 0 tel que pour tout r ∈]d−βi, d+βi[, le problème F (r, ui) = 0admet une unique solution pour ‖u − u⋆
i ‖ ≤ δi . En posant simplement

β = min
1≤i≤k

{βi}il vient que pour tout r ∈]d − β, d + β[, le problème F (r, u) = 0 admet au moins ksolutions.Montrons qu'il admet au plus k solutions pour terminer la preuve. Pour elasupposons qu'il existe une branhe de solutions tel que pour tout rn ∈ [d − β, d[, leproblème F (rn, urn
) = 0 admet sans perte de généralité k+1 solutions ave β dé�nieomme i dessus. On onsidère maintenant urn

la solution du problème F (rn, urn
) =

0, lorsque rn → d, il est lair au vu des méthodes de ompaité utilisées pour passerà la limite dans le théorème 3.1 que urn
→ u1 dans H1

0 (Ω) où u1 est une solutiondu problème F (d, u) = 0. Ce qui est en ontradition ave le fait que d'après lethéorème des fontions impliites, il existe un βi > 0 et un δi > 0 i ∈ {1, . . . , k} telque pour les k solutions du problème F (d, u) = 0, on a pour tout r ∈]d− βi, d + βi[,le problème F (r, u) = 0 admet une unique solution pour ‖u−ui‖ ≤ δi. Ce qui ahèvela preuve.4.3 Le as r = diam(Ω)Nous donnons dans e qui suit un ritère important d'inversibilité utilisant l'al-ternative de Fredholm. On montre le résultat suivant :



Quelques propriétés loales des solutions stationnaires 33Théorème 3.15. On suppose que f ∈ H−1(Ω), f 6≡ 0 et g ≡ 1. Soit u ∈ H1
0 (Ω) telque F (d, u) = 0 et soit DuF (d, u) l'opérateur linéaire tel que

DuF (d, u) : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω)

w 7−→ DuF (d, u)(w),
(3.118)ave

DuF (r, u)(w) = −a′(l(u))l(w)∆u − a(l(u))∆w,alors F ′
u(d, u) est inversible si et seulement si a′(l(u))l(u) + a(l(u)) 6= 0.Pour faire la démonstration de e théorème nous avons besoin des lemmes sui-vants :Lemme 3.16. On onsidère le problème

{

−a′(l(u))l(w)∆u − a(l(u))∆w = 0 dans Ω,

w ∈ H1
0(Ω),

(3.119)ave u la solution du problème
{

−a(l(u))∆u = f dans Ω,

u ∈ H1
0 (Ω).

(3.120)On pose
Xu = {v ∈ H1

0 (Ω) v = mu, m ∈ R}.Soit S l'ensemble des solutions de (3.119) alors
S ⊂ Xu.Démonstration. On onsidère φ1 ≡ 0 l'unique solution du problème

{

−∆φ1 = 0 dans Ω,

φ1 ∈ H1
0 (Ω).

(3.121)Soit w une solution de (3.119), omme a′(l(u)), l(w) et a(l(u)) sont des onstantesla première expression de (3.119) peut se réerire
−∆(a′(l(u))l(w)u + a(l(u))w) = 0, (3.122)(3.121) et (3.122) nous donne

a′(l(u))l(w)u + a(l(u))w = 0. (3.123)D'où
w = cuave c = −a′(l(u))

a(l(u))
l(w), e qui prouve bien que

S ⊂ Xu.



34 Problème stationnaire assoiéOn a aussiLemme 3.17. DuF (d, u) est inversible si et seulement si ker(DuF (d, u)) = {0}.Démonstration. La ondition néessaire est triviale, nous nous ontenterons don demontrer la ondition su�sante. Si ker(DuF (d, u)) = {0} alors on a que le problème
{

−a′(l(u))l(w)∆u − a(l(u))∆w = 0 dans Ω,

w ∈ H1
0 (Ω),

(3.124)admet w ≡ 0 omme unique solution . Soit B l'opérateur linéaire
B : H1

0 (Ω) −→ H−1(Ω)

w 7−→ Bw = −a′(l(u))l(w)∆u.
(3.125)On sait que B est ontinu. En e�et

< Bw, φ >=

∫

Ω

a′(l(u))l(w)∇u∇φ, (3.126)en utilisant (3.27) dans (3.126) on a que
| < Bw, φ > | ≤ |Ω| 12 h(Ω)‖a′‖∞‖u‖H1

0 (Ω)‖w‖H1
0 (Ω)‖φ‖H1

0 (Ω)d'où la ontinuité.Pour g ∈ H−1(Ω) le problème
{

−a′(l(u))l(w)∆u − a(l(u))∆w = g dans Ω

w ∈ V,
(3.127)peut se reérire

Bw − a(l(u))∆w = g. (3.128)L'opérateur −∆ dé�ni par
−∆ : H1

0 (Ω) −→ H−1(Ω)

b 7−→ −∆b,
(3.129)étant inversible, (3.128) devient alors

(−∆−1 ◦ B)w + a(l(u))w = −∆−1g. (3.130)Ce qui fait bien
(

1

a(l(u))
(−∆−1 ◦ B) + I

)

w = h, (3.131)ave
h = − 1

a(l(u))
∆−1g.D'où l'équivalene des problèmes (3.127) et (3.131).

− ∆−1 est ompat (onséquene de l'injetion ompate de H1
0 (Ω) dans H−1(Ω)),de plus omme B est ontinu il vient que −∆−1 ◦ B est ompat. On peut donappliquer l'alternative de Fredholm à (3.131) pour a�rmer que



Quelques propriétés loales des solutions stationnaires 35� ou bien le problème
(

1

a(l(u))
(−∆−1 ◦ B) + I

)

w = hadmet une unique solution et dans e as (

1
a(l(u))

(−∆−1◦B)+I

) est inversiblee qui implique que DuF (d, u) est inversible� ou bien le problème
(

1

a(l(u))
(−∆−1 ◦ B) + I

)

w = 0 (3.132)admet un nombre �ni k > 1 de solutions indépendantes.On va montrer que e dernier as est impossible 'est-à-dire que le problème (3.132)admet une unique solution et don k = 1. En e�et on a montré que les problèmes
DuF (d, u)w = 0et

(

1

a(l(u))
(−∆−1 ◦ B) + I

)

w = 0,sont équivalents. Comme par hypothèse
ker(DuF (d, u)) = {0},il est don naturel que le problème (3.132) admette lui aussi une unique solution, equi ontredit le fait que k > 1. On a bien montré que dans tous les as

(

1

a(l(u))
(−∆−1 ◦ B) + I

)

,est inversible e qui implique que DuF (d, u) est inversible et termine la preuve.Revenons maintenant à la preuve du théorème.Démonstration. (Théorème 3.15) Pour montrer la ondition néessaire nous fai-sons un raisonnement par ontraposé, en d'autres termes nous montrons que si
a′(l(u))l(u) + a(l(u)) = 0 alors DuF (d, u) est non inversible. Supposons que

a′(l(u))l(u) + a(l(u)) = 0alors en prenant u = w on a que
DuF (d, u)u = −a′(l(u))l(u)∆u − a(l(u))∆u = 0,il résulte don que

DuF (d, u)u = 0.Comme u 6≡ 0 (prinipe du maximum ar f 6≡ 0), il vient que DuF (d, u) est noninversible.



36 Problème stationnaire assoiéPour la ondition su�sante on proède omme préédemment par un raisonne-ment par ontraposé. On suppose don que Du(d, u) est non inversible. D'après lelemme 3.17 on a ker(DuF (d, u)) 6= {0}. Soit w ∈ ker(DuF (d, u)) ave w 6= 0. Enutilisant (3.123) on a que
a′(l(u))l(w)u + a(l(u))w = 0. (3.133)On sait aussi d'après l'équation (3.133) que l(w) 6= 0. En e�et si l(w) = 0 on auraitd'après (3.133) que a(l(u))w = 0 et don w = 0 e qui est absurde et montre bienque l(w) 6= 0. En appliquant l à l'équation (3.133) on obtient

a′(l(u))l(w)l(u) + a(l(u))l(w) = 0.Il résulte que
a′(l(u))l(u) + a(l(u)) = 0.Ce qui prouve bien la ondition su�sante, et termine la preuve du théorème.4.4 Appliation au as 'a' roissantOn onsidère toujours φ la solution faible du problème
{

−∆φ = f dans Ω

φ ∈ H1
0 (Ω).

(3.134)Alors on a le résultat suivant :Corollaire 3.18. On suppose que (3.3) et (3.4) sont véri�ées. On prend
f ∈ H−1(Ω), g ≡ 1, f ≥ 0 et a roissant. Si

m − c‖a′‖∞ > 0 (3.135)où c = h(Ω)|Ω|1/2‖u⋆‖V ave u⋆ l'unique solution du problème en r = d alors il existeun β > 0 et un δ > 0 tel que ∀r ∈]d− β, d+ β[ le problème F (r, u) = 0 admette uneunique solution pour ‖u − u⋆‖ ≤ δ.Démonstration. On a d'après le prinipe du maximum que φ > 0 dans Ω, equi entraine que l(φ) > 0. En appliquant la proposition 3.8 on a que le problème
F (d, u) = 0 admet une unique solution. La proposition 3.13 et (3.136) nous donnebien le résultat souhaité.Remarque 3.19. Un résultat similaire au orollaire 3.18 peut être obtenu dans leas déroissant, il s'énonerait de la façon suivanteOn suppose que (3.3) et (3.4) sont véri�ées. On prend f ∈ H−1(Ω), f ≤ 0 et adéroissant. Si

m − c‖a′‖∞ > 0 (3.136)où c = h(Ω)|Ω|1/2‖u⋆‖V ave u⋆ l'unique solution du problème en r = d alors il existeun β > 0 et un δ > 0 tel que ∀r ∈]d− β, d+ β[ le problème F (r, u) = 0 admette uneunique solution pour ‖u − u⋆‖ ≤ δ.



Un petit résultat de parité 37La preuve déoule du fait que ette fois l(φ) < 0. Soit µ1 et µ2 deux solutions duproblème en r = d on a bien que
a(µ1)µ1 = a(µ2)µ2 (3.137)Sans perte de généralité on peut supposer que µ1 ≥ µ2 l'égalite peut se réerire sousla forme

(a(µ1) − a(µ2))µ1 + a(µ2)(µ1 − µ2) = 0, (3.138)
a étant déroissante il vient que

(a(µ1) − a(µ2))µ1 = 0 et a(µ2)(µ1 − µ2) = 0.Ce qui implique bien que µ1 = µ2 et don l'uniité. On applique omme dans le asroissant la proposition 3.13 pour onlure.Remarque 3.20. Le as l(φ) = 0 est un as singulier, dans la mesure où dans eas le problème F (d, u) = 0 admet une unique solution u tel que u = φ
a(0)

, e quimontre en appliquant la proposition 3.13 qu'il existe un β > 0 tel que le problème
F (r, u(r)) = 0 admette une unique solution ∀r ∈]d− β, d + β[ et ela quelque soit lamonotonie de a.5 Un petit résultat de paritéNous donnons ii des onditions pour lesquelles on peut déterminer la parité dela solution u.Proposition 3.21. On suppose que r = diam(Ω), Ω est symétrique par rapport à0, f ∈ H−1(Ω) et f est paire 'est à dire

< f, h >=< f, ȟ > ∀h ∈ H1
0 (Ω)ave ȟ(x) = h(−x). Si u est une solution du problème (3.2) alors u est paire.Remarque 3.22. Avant de faire la preuve de ette proposition on peut remarquerque si r = diam(Ω) alors on sait que la solution u du problème (3.2) s'érit u = φ

a(µ)( a(µ) étant onstante) et il est lair que si φ est paire u l'est aussi. Pour la preuvede la proposition, on montrera don que φ est paire.Démonstration. Soit φ la solution du problème
{

−∆φ = f dans Ω

φ = 0 dans ∂Ω.
(3.139)Sous la forme faible on a que

∫

Ω

∇φ∇h =< f, h > ∀h ∈ H1
0 (Ω).Soit v telle que v(x) = φ(−x), on a

∫

Ω

∇v(x)∇h(x)dx =

∫

Ω

∇φ(−x)∇h(x)dx.



38 Problème stationnaire assoiéEn faisant un hangement de variable y = −x et en utilisant le fait que Ω soitsymétrique par rapport à 0, on obtient
∫

Ω

∇v∇h dx =

∫

Ω

−(∇φ)(y)(∇h)(−y) dy,et don
∫

Ω

∇v∇h =

∫

Ω

(∇φ)(y)∇y{h(−y)}. (3.140)Ce qui fait bien
∫

Ω

∇v∇h =

∫

Ω

∇φ(y)∇ȟ(y)dy =< f, ȟ > .Dû à la parité de f 'est à dire que
< f, ȟ >=< f, h > ∀h ∈ V,ave ȟ(x) = h(−x) il vient que

∫

Ω

∇v∇h =< f, h >=

∫

Ω

∇φ∇h ∀h ∈ V, (3.141)l'uniité de (3.139) nous permet de onlure que v = φ. Ce qui ahève la preuve dela proposition.



Chapitre 4Phase transitoire des solutionsstationnairesOn onsidère toujours Ω un ouvert borné de Rn et de bord ∂Ω. Soit a une fontionontinue véri�ant
0 < m ≤ a(ǫ) ≤ M ∀ǫ ∈ R.Soit f ∈ H−1(Ω), on onsidère les problèmes sous leur forme faible
{

v ∈ H1
0 (Ω)

−a(0)∆v = f dans Ω,
(4.1)

{

u ∈ H1
0 (Ω)

−a(l(u))∆u = f dans Ω.
(4.2)Nous nous intéressons ii au omportement d'une solution wr du problème

{

wr ∈ H1
0 (Ω)

−div(a(lr(wr))∇wr) = f dans Ω,
(4.3)lorsque le paramètre r varie. On rappelle qu'ii

lr(wr)(x) =

∫

B(x,r)∩Ω

g(y)wr(y)dy

l(u) =

∫

Ω

g(y)u(y)dy,

(4.4)et g ∈ L2(Ω).1 Convergene de la solution wrDans ette setion nous montrons à travers le résultat qui suit le omportement dela solution wr lorsque r tend respetivement vers 0 ou diam(Ω). Plus préisemmentnous allons montrer que wr onverge vers v et u respetivement lorsque r tend vers
0 et diam(Ω) ave v la solution de (4.1) et u une solution de (4.2). On a le résultatsuivant 39



40 Phase transitoire des solutions stationnairesThéorème 4.1. Soit wr la solution de (4.3), alors on a que
wr −→ v

r→0
dans H1

0 (Ω) fortement. (4.5)De plus si (3.3), (3.4) (3.31) et (3.32) sont véri�ées alors on a que
wr −→ u
r→diam(Ω)

dans H1
0 (Ω) fortement. (4.6)Ave v et u respetivement les solutions de (4.1) et de (4.2).Démonstration. Nous ommenons par montrer (4.5).Il est lair en utilisant (3.7) qu'il existe un v⋆ ∈ H1

0 (Ω) et une sous-suite que l'onrenomme wr tel que pour r → 0

wr ⇀ v⋆ dans H1
0 (Ω), wr → v⋆ dans L2(Ω), wr → v⋆ p.p dans Ω.(4.7)De plus omme

lr(wr) −→ 0 p.p dans Ω, (4.8)en utilisant (4.7) et (4.8), on obtient
∇wr ⇀ ∇v⋆ dans (L2(Ω))n, (4.9)

a(lr(wr))∇φ ⇀ a(0)∇φ dans (L2(Ω))n. (4.10)En utilisant le lemme 3.2 pour passer à la limite dans (3.2) on a que
∫

Ω

a(0)∇v⋆∇φdx =< f, φ > ∀φ ∈ H1
0 (Ω). (4.11)Ce qui montre bien que v⋆ = v. Pour onlure il su�t de voir que e qui est vraipour une sous suite extraite l'est aussi pour toute la suite grâe à l'uniité de (4.11).Il reste ependant à prouver que ette onvergene dans H1
0 (Ω) est forte. Pour elanous prenons φ = wr dans (4.3), il vient immédiatement en passant à la limite que

lim
r→0

∫

Ω

a(lr(wr))|∇wr|2dx = lim
r→0

< f, wr >=< f, v >=

∫

Ω

a(0)|∇v|2dx. (4.12)Comme
m‖∇(wr − v)‖2 ≤

∫

Ω

a(lr(wr))|∇(wr − v)|2dx, (4.13)il vient que
m‖∇(wr − v)‖2 ≤

∫

Ω

a(lr(wr))|∇wr|2 − 2

∫

Ω

a(lr(wr))∇wr∇v +

∫

Ω

a(lr(wr))|∇v|2.(4.14)En utilisant (4.12), (4.10) et le lemme 3.2 pour passer à la limite dans (4.14), onobtient
lim
r→0

(
∫

Ω

a(lr(wr))|∇wr|2 − 2

∫

Ω

a(lr(wr))∇wr∇v +

∫

Ω

a(0)|∇v|2
)

= 0. (4.15)



Convergene de la solution wr 41Il résulte que
wr −→ v dans H1

0 (Ω) fortement lorque r → 0,e qui montre bien (4.5).La démonstration pour montrer (4.6) est identique, il su�t simplement de voirque
lr(wr) −→ l(u) p.p dans Ω.En e�et en utilisant toujours (3.7) il existe un u⋆ ∈ H1

0 (Ω) et une sous-suite que l'onrenomme wr tel que pour r → d

wr ⇀ u⋆ dans H1
0 (Ω), wr → u⋆ dans L2(Ω), wr → u⋆ p.p dans Ω.(4.16)En utilisant le fait que

∣

∣

∣

∣

∫

B(x,r)∩Ω

g(y)(u(y)− wr(y))dy

∣

∣

∣

∣

≤ |g|2|u − wr|2, (4.17)pour estimer |l(u)(x) − lr(wr)(x)| on obtient en utilisant le lemme 3.7 que
|l(u)(x) − lr(wr)(x)| ≤ |g|2 |u − wr|2 + c1/β(n)

n C1 h(Ω)|dn − rn|1/β(n)‖wr‖V , (4.18)ave h(Ω) désignant la onstante de Poinaré-Sobolev, C1 une onstante telle que
|.|p ≤ C1 ‖.‖V , cn une onstante dépendant de n et β(n) dé�ni par

β(n) =











2 si n = 1

3 si n = 2

n si n ≥ 3.Il vient immédiatement lorsque r → d en utilisant (4.16) et (4.17) dans (4.18) que
lr(wr) −→ l(u) uniformément dans Ω.et en partiulier

lr(wr) −→ l(u) p.p dans Ω.Ce qui termine la preuve du théorème.Remarque 4.2. Dans le as où le problème 4.3 admet plusieurs solutions le résultat(4.6) reste vrai mais à une sous suite près. En e�et l'absene d'uniité de (4.2) nenous permettant de onlure au fait que e qui est vrai pour une sous suite l'est aussipour toute la suite.Remarque 4.3. Le résultat 4.6 peut être aussi obtenu si nous onsidérons
Lr(wr)(x) =

∫

−
B(x,r)∩Ω

wr(y)dyà la plae de lr(wr), les hypothèses sur a restants valides 'est à dire que le problèmeloal
{

u ∈ H1
0 (Ω)

∫

Ω
a(u)∇u∇φdx =< f, φ > ∀φ ∈ H1

0 (Ω),
(LC)admet une unique solution. Pour plus de détails voir [Chi04℄



42 Phase transitoire des solutions stationnaires2 Prinipe de omparaisonDans ette partie nous donnerons notre ontribution sur un prinipe du om-paraison de la solution de (4.3). Plus préisemment nous montrerons sous ertainesonditions qu'une solution wr de (4.3) reste toujours omprise entre la solution de(4.1) et une solution de (4.2) pour r ∈ [0, diam(Ω)]. On peut d'ores et déjà remar-quer que omparer une solution wr de (4.3) ave une solution v de (4.2) permet deomparer wr ave n'importe quelle autre solution de (4.2). En e�et, on a que les so-lutions {vi}i∈I ave I �ni de (4.2) s'érivent sous la forme vi = φ
a(µi)

voir lemme 3.9,e qui permet en r = diam(Ω) de omparer les di�érentes solutions de (4.2). Ce ré-sultat est très important dans la mesure où pour un i �xé, i ∈ I, si on sait omparerla solution wr de (4.3) ave vi (wr ≤ vi ou wr ≥ vi) alors on saura aussi omparer
wr ave vj, j �xé, j 6= i et j ∈ I.Dé�nition 4.4. On dit qu'un domaine Ω ⊂ Rn est symétrique si

Ω = Rn ou Ω = Ba = {x ∈ Rn, |x| < a}ou
Ω = {x ∈ Rn, a < |x| < b}où 0 < a < b ≤ ∞ (un anneau si b < ∞)Avant de donner des résultats plus généraux de notre étude, nous ommençonspar un as assez élémentaire.2.1 Le as n = 1Nous supposerons dans la suite que Ω = (−l, l) où l est un réel stritementpositif, f ∈ L2(Ω), f ≥ 0 et que f est paire. On aLemme 4.5. On suppose que a, b ∈ C(Ω) ave a et b paires. Soient u et v lessolutions des problèmes

{

−(a(x)u′)′ = f dans ] − l, l[

u ∈ H1
0 (] − l, l[) ∩ H2(] − l, l[),

(4.19)et
{

−(b(x)v′)′ = f dans ] − l, l[

v ∈ H1
0 (] − l, l[) ∩ H2(] − l, l[).

(4.20)Si 0 < a ≤ b sur Ω alors u et v sont paires et véri�ent u ≥ v dans Ω =] − l, l[.Démonstration. f étant paire, on a en utilisant la proposition 3.21 que u et v sontpaires. Pour ommener nous supposons que a, b ∈ W 1,∞(R). On véri�e que pourtout x ∈ [0, l] on a que
u′(x) = − 1

a(x)

∫ x

0

f(y)dy et v′(x) = − 1

b(x)

∫ x

0

f(y)dy. (4.21)



Prinipe de omparaison 43Ce qui montre grâe au fait que a ≤ b p.p que pour tout x ∈ [0, l], u′(x) ≤ v′(x).Comme u(l) = v(l) = 0 il vient alors que
u(x) =

∫ x

l

u′(t)dt ≥
∫ x

l

v′(t)dt = v(x). (4.22)De la parité de u et v on démontre aussi de la même façon que pour tout x ∈ [−l, 0]on a u(x) ≥ v(x). Ce qui montre bien que u ≥ v p.p. La démonstration dans le asgénéral se fait par densité (voir proposition 4.11).Lemme 4.6. Nous supposons que a ∈ W 1,∞(R). Soit T l'appliation dé�nie par
T : L2(Ω) −→ L2(Ω)

v −→ T (v) = u,ave u la solution du problème
{

u ∈ H1
0 (Ω)

−(a(lr(v)u′)′ = f dans Ω.
(4.23)Soit

K =

{

y ∈ H1
0 (] − l, l[) ∩ H2(] − l, l[), y paire, |y|2 ≤

h(Ω) |f |⋆
m

}

,ave h(Ω) la onstante de Poinaré-Sobolev. Alors on a que T (K) ⊂ K.Démonstration. Soit v ∈ K montrons que T (v) = u ∈ K. On a que
{

u ∈ H1
0 (] − l, l[)

−(a(lr(v)u′)′ = f dans ] − l, l[.
(4.24)Il est lair que le problème (4.24) admet une unique solution u ∈ H1

0 (Ω)∩H2(Ω).Dû à l'injetion ontinue et ompate H1
0 (Ω) dans C(Ω) on a bien que u ∈ C(Ω). Ona aussi (voir (3.8)) que |u|2 ≤ h(Ω) |f |⋆

m
. Pour �nir f étant paire et v ∈ K on a d'aprèsla proposition 3.21 que u est paire. Ce qui montre que u = T (v) ∈ K et ahève ladémonstration.Nous pouvons maintenant donner le résultat prinipal de ette partieThéorème 4.7. On suppose que f ∈ L2(Ω), f ≥ 0, f paire, g = 1, f 6≡ 0 etla fontion a véri�e les hypothèses (3.3), (3.4),(3.18), (3.19) et est déroissante.Soit r ∈ [0, diam(Ω)]. On désigne par u, v et wr respetivement la solution paire duproblème

{

u ∈ H1
0 (Ω)

−(a(0)u′)′ = f dans ] − l, l[
(4.25)une solution paire du problème

{

v ∈ H1
0 (Ω)

−(a(l(v))v′)′ = f dans ] − l, l[
(4.26)



44 Phase transitoire des solutions stationnaireset wr une solution paire de
{

wr ∈ H1
0 (Ω)

−(a(lr(wr))w
′
r)

′ = f dans ] − l, l[.
(4.27)On a :

0 < u ≤ wr ≤ vDémonstration. Le fait que u, v et wr soient paires résultent de la proposition 3.21.Soit
K2 = {w ∈ K ∩ [u, v]},ave [u, v] désignant

{w ∈ L2(Ω), u ≤ w ≤ v}.Il est lair que K2 6= ∅ ar ontenant u, il est aussi faile de voir que K2 est onvexeet fermé dans L2(Ω). Soit wr ∈ K2, on sait au vu de la déroissane de a que
a(lr(v)) ≤ a(lr(wr)) ≤ a(lr(u)). (4.28)En appliquant le lemme 4.5, il vient que

u ≤ T (wr) ≤ v. (4.29)L'appliation
T : L2(Ω) −→ L2(Ω)

wr 7−→ T (wr) = w,
(4.30)ave w la solution du problème

{

w ∈ H1
0 (Ω)

−div(a(lr(wr))∇w) = f dans Ω
(4.31)étant ontinue, on onlut la preuve du théorème par une appliation du théorèmede point �xe omme dans le théorème 3.1 pour montrer que wr ∈ K2.2.2 Généralisation pour les solutions radialesDans tout e qui va suivre on suppose que n > 1 et que Ω est la boule ouvertede Rn de rayon d/2. Pour haque fontion u dans L2

r(Ω) on lui assoie une fontion
ũ dans L2(0, d/2) dé�nie par u(x) = ũ(‖x‖) p.p x ∈ Ω, permettant alors d'identi�er
L2(0, d/2) à L2

r(Ω). Soit A tel que
A ∈ W 1,∞(Ω) radial, inf

Ω
A > 0. (4.32)On onsidère le problème linéaire

−div(A(x)∇u) = f dans L2(Ω), u ∈ H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω). (4.33)Nous allons ommener par donner un résultat d'existene et d'uniité.



Prinipe de omparaison 45Proposition 4.8. On suppose que f ∈ L2
r(Ω) et que f ≥ 0 alors le problème (4.33)admet une unique solution . De plus, elle est radiale et pour presque tout x ∈ [0, d/2]on a que

−(Ãũ′)′ − n − 1

x
Ãũ′ = f̃(x) (4.34)ave

ũ′(x) = − 1

Ã(x)

∫ x

0

(

t

x

)n−1

f̃(t)dt (4.35)Démonstration. Il est faile de voir par un alul simple que (4.33) admet une uniquesolution radiale qui véri�e (4.34). De plus en posant V = Ãũ′ dans (4.34), on obtient
−V ′ − n − 1

x
V = f̃ . (4.36)En remarquant simplement que (V xn−1)′ = −xn−1f̃ une petite intégration permetd'obtenir (4.35).Proposition 4.9. On suppose que sup

R

a < ∞, a ∈ C(R, R), g ≡ 1, inf
R

a > 0 et que
f ∈ L2

r(Ω) alors le problème (4.3) admet au moins une solution radiale.Démonstration. Pour tout v ∈ L2
r(Ω) , au vu de la dé�nition de lr(v) 'est à dire que

lr(v)(x) =
∫

Ω∩B(x,r)
v(y) dy on a que lr(v)(x) = lr(v)(Rx) p.p x ∈ Ω et ela pourtoute rotation R de Rn(la rotation onservant la distane). Ce qui permet de direque lr(v) est invariant par rotation et de onlure que a(lr(v)) est radial. On peutdon appliquer la proposition 4.8 pour onlure que T (v) est radiale. En appliquantune méthode de point �xe on a le résultat.Remarque 4.10. L'analogue de la proposition préédente lorsque l'on onsidèredans le as général

lr(v)(x) =

∫

Ω

g(y)v(y)dy,néessite d'imposer pour que a(lr(v)) soit radiale que
g(Ry) = g(y) p.p y ∈ Ω. (4.37)Pour pouvoir ontr�ler le signe de la solution wr de (4.3) on prendra aussi

g ≥ 0 p.p dans Ω, g 6≡ 0. (4.38)Nous donnons maintenant un résultat prinipal de ette setion qui permet deomparer deux solutions de l'équation (4.3) en fontion de la monotonie du oe�ientde di�usion.Proposition 4.11. Soient A, B ∈ C(Ω) et véri�ant 0 < A ≤ B dans Ω. On supposede plus que f ∈ L2
r(Ω) et f ≥ 0. Si u et v désignent respetivement les solutions de(4.33) ave respetivement A et B. Alors on a

u ≥ v p.p dans Ω. (4.39)



46 Phase transitoire des solutions stationnairesDémonstration. Nous ommençons par faire la preuve pour A, B ∈ W 1,∞(Ω). Danse as omme A ≤ B en utilisant (4.35) il vient que ũ′ ≤ ṽ′ pour tout x ∈ [0, d/2].Puisque ũ(d/2) = ṽ(d/2) = 0, il vient que
ũ(x) =

∫ x

d/2

ũ′(y)dy ≥
∫ x

d/2

ṽ′(y)dy = ṽ(x). (4.40)Dans le as général on onsidère ǫ un réel stitement positif tel que inf
Ω

A − ǫ > 0.On pose Aǫ = A − ǫ, on onsidère uǫ la solution du problème
{

uǫ ∈ H1
0 (Ω)

−div(Aǫ(x)∇uǫ) = f dans H−1(Ω).
(4.41)Puisque Aǫ + ǫ ≤ B, alors il existe An et Bn dans W 1,∞(Ω) tel que

An → Aǫ, Bn → B dans C(Ω)

0 < c ≤ An(x) ≤ Bn(x) ∀x ∈ Ω, ∀n ≥ 0,
(4.42)où c est une onstante indépendante de n et x. Soit un et vn les solutions respetivesde (4.33) ave respetivement An et Bn pour oe�ients de di�usions. An et Bnétant régulières il vient que d'après e qui préède (première partie de la preuve)que un ≥ vn. On montre aussi ave un argument de ompaité omme ela a été faitdans la preuve du théorème 3.1 que les suites un et vn sont telles que

un −→ uǫ
n→∞

, vn −→ v
n→∞

p.p dans Ω. (4.43)Ainsi uǫ ≥ v. De la même façon il est faile de montrer que uǫ −→ u lorsque ǫ → 0.Ce qui permet de onlure que u ≥ v.Avant de donner quelques appliations de la proposition 4.11 nous allons don-ner des résultats quantitatifs à propos des solutions radiales en généralisant lelemme 3.9 (voir [Chi00℄). En e�et dans le lemme 3.9 on a vu que le nombre desolutions du problème 4.2 dépendait du hoix de a, 'est à dire que le nombre desolutions du problème (4.2) était le même que elui du problème dans R

a(µ)µ = l(φ)omme dé�ni dans le lemme 3.9. Soit Ir := [inf
Ω

lr(φ), sup
Ω

lr(φ)] ∀r ∈ [0, d]. Danse qui va suivre nous allons onditionner e nombre de solutions à l'inlusion ou nonde Ir à un intervalle de R et ela pour tout r ∈ [0, d], e qui permet don de donnerdes résultats quantitatifs non plus uniquement en r = d mais aussi lorsque r ∈ [0, d],e qui donne une bonne généralisation du lemme 3.9.Lemme 4.12. On suppose que f ∈ L2
r(Ω), f ≥ 0, g ∈ L2(Ω), a ∈ C(R, R),

inf
R

a > 0, sup
R

a < ∞ et que (4.37) et (4.38) sont véri�ées. Soit r ∈ [0, d] et sup-posons que a est tel qu'il existe deux réels positifs m et M ave 0 ≤ m ≤ M telque
a(m) = max

[m,M ]
a a(M) = min

[m,M ]
a (4.44)



Prinipe de omparaison 47
Ir ⊂ [ma(m), Ma(M)]. (4.45)Alors le problème (4.3) admet une solution radiale w véri�ant

m ≤ lr(w) ≤ M p.p dans Ω.Démonstration. L'ensemble
E := {w ∈ L2

r(Ω) : m ≤ lr(w) ≤ M p.p dans Ω}est fermé, onvexe et non vide. En e�et au vu de (4.44) et (4.45) on a que φ/a(m)appartient à E. Pour tout v ∈ E on a en utilisant (4.44) que
a(M) ≤ a(lr(w)) ≤ a(m). (4.46)

a(lr(v)) étant radiale on applique la proposition 4.11 à (4.46) pour avoir
φ

a(m)
≤ Tr(w) ≤ φ

a(M)
(4.47)où Tr(v) est dé�nie omme dans (3.10). Puisque g est positive (4.47) nous donne

lr(φ)

a(m)
≤ lr(Tr(w)) ≤ lr(φ)

a(M)
. (4.48)Ainsi de (4.45) et (4.48) on déduit que Tr(w) appartient à E. Pour terminer la preuveil su�t d'appliquer le théorème de point �xe de Shauder omme dans le théorème3.1.Proposition 4.13. On suppose que f ∈ L2

r(Ω), f ≥ 0, g ∈ L2(Ω), f 6≡ 0, a ∈
C(R, R), inf

R

a > 0, sup
R

a < ∞ et que (4.37) et (4.38) sont véri�ées. Soit r ∈ (0, d]et supposons que a est tel qu'il existe trois réels positifs m1, m2 et M ave 0 < m1 <
m2 < M tel que

a(0) = max
[0,m1]

a; a(m1) = min
[0,m1]

a

a(m2) = max
[m2,M ]

a; a(M) = min
[m2,M ]

a
(4.49)et

Ir ⊂ [0, m1a(m1)] ∩ [m2a(m2), Ma(M)]. (4.50)Alors le problème (4.3) admet au moins deux solutions radiales u et v tel que
0 ≤ lr(u) ≤ m1 p.p dans Ω

m2 ≤ lr(v) ≤ M p.p dans Ω.Démonstration. On applique le lemme 4.12 ave m = 0 et M = m1 pour avoirl'existene d'une solution u tel que lr(u) ≤ m1 p.p dans Ω. De même en réutilisante proédé ave m = m2 et M = M on a l'existene d'une solution v tel que
m2 ≤ lr(v) ≤ M p.p dans Ω. Puisque m1 < m2 il vient que u et v sont distints.Ce qui ahève la preuve.



48 Phase transitoire des solutions stationnairesRemarque 4.14. Une fontion a véri�ant les onditions de la proposition 4.13existe. Nous donnons sur un exemple une façon de le prouver. En e�et soit r ∈ (0, d],
a(0) > 0. On pose

m1 := max Ir/a(0) et a(m1) :=
a(0)

2
.Comme f 6≡ 0 et f ≥ 0 d'après le prinipe du maximum on a que φ > 0. Si

g > 0 p.p dans Ω on a que max Ir > 0 et don que m1 > 0. Soit m2 et M tel que
m1 < m2 < M et posons

a(m2) := min Ir/m2 et M := 2 max Ir/a(m2).En prenant par exemple a(M) := a(m2)/2 on a que
m2a(m2) = min Ir ≤ max Ir = M

a(m2)

2
= Ma(M). (4.51)Il su�t pour �nir de supposer que a est déroissante sur [m2, M ] pour voir que le

m2 et le M hoisis véri�ent bien les hypothèses de la proposition.Nous allons dans e qui suit généraliser la proposition 4.13.Proposition 4.15. On suppose que f ∈ L2
r(Ω), f ≥ 0, g ∈ L2(Ω), a ∈ C(R, R),

inf
R

a > 0, sup
R

a < ∞ et que (4.37) et (4.38) soient véri�ées. Soit r ∈ (0, d] et n1un entier naturel impair, supposons que a est tel qu'il existe n1 + 1 réels positifs
{mi}i=0...n1, ave m0 = 0 et pour tout i ∈ {0, . . . , n1 − 1} on a mi < mi+1. Si deplus

a(mi) = max
[mi,mi+1]

a; a(mi+1) = min
[mi,mi+1]

a ∀i ∈ {0, 2, . . . , n1 − 3, n1 − 1}

Ir ⊂
⋂

i=0,2,...,n1−3,n1−1

[mia(mi), mi+1a(mi+1)]
(4.52)alors le problème (4.3) admet au moins n1+1

2
solutions radiales {wi}i∈{0,2,...,n1−1},véri�ant

mi ≤ lr(wi) ≤ mi+1 ∀i ∈ {0, 2, . . . , n1 − 3, n1 − 1}.Démonstration. Pour la démonstration nous faisons un raisonnement par réurrene.Pour n1 = 1 on a vu que la proposition est vraie. En e�et d'après le lemme 4.12 pour
n1 = 1 on a que le problème 4.3 admet au moins une solution radiale. Supposonsmaintenant que pour n1 > 1 (4.3) admet n1+1

2
solutions telles que es solutionsvéri�ent

mi ≤ lr(wi) ≤ mi+1 ∀i ∈ {0, 2, . . . , n1 − 3, n1 − 1}et montrons que pour n2 = n1 + 2 le problème 4.3 admet n2+1
2

solutions telles quees solutions véri�ent
mi ≤ lr(wi) ≤ mi+1 ∀i ∈ {0, 2, . . . , n2 − 3, n2 − 1}.Commençons par onsidérer les points mn2−1 et mn2 . On a bien que
a(mn2−1) = max

[mn2−1,mn2 ]
a; a(mn2−1) = min

[mn2−1,mn2 ]
a

Ir ⊂ [mn2−1a(mn2−1), mn2a(mn2)].



Prinipe de omparaison 49D'où, en utilisant le lemme 4.12 on obtient l'existene d'une solution radiale wn2−1telle que
mn2−1 ≤ lr(wn2−1) ≤ mn2 p.p dans Ω.De plus omme par hypothèse (4.3) admettait pour les n1 premiers points n1+1

2solutions telles que es solutions véri�aient
mi ≤ lr(wi) ≤ mi+1 ∀i ∈ {0, 2, . . . , n1 − 3, n1 − 1},il vient en utilisant le fait que mn1 < mn2−1 que (4.3) admet au moins n1+1

2
+ 1solutions. En remarquant simplement que n1+1

2
+ 1 = n2+1

2
, on a bien que pour n2points le problème 4.3 admet bien n2+1

2
solutions. Ce qui ahève la démonstration.On a aussiProposition 4.16. On suppose que f ∈ L2

r(Ω), f ≥ 0, g ∈ L2(Ω), a ∈ C(R, R),
inf
R

a > 0, sup
R

a < ∞ et que (4.37) et (4.38) sont véri�ées. Soit r ∈ (0, d] et suppo-sons que a est tel qu'il existe trois réels positifs m1, m2 et M ave
0 < m1 < m2 < M tel que

a(0) = min
[0,m1]

a; a(m1) = max
[0,m1]

a

a(m2) = max
[m2,M ]

a; a(M) = min
[m2,M ]

a
(4.53)et

Ir ⊂ [0, m1a(0)] ∩ [m2a(m2), Ma(M)]. (4.54)Alors le problème (4.3) admet au moins deux solutions radiales.Pour faire la preuve de ette proposition nous avons besoin du lemme suivantLemme 4.17. On suppose que f ∈ L2
r(Ω), f ≥ 0, g ∈ L2(Ω), a ∈ C(R, R), inf

R

a > 0,

sup
R

a < ∞ et que (4.37) et (4.38) soient véri�ées. Soit r ∈ [0, d] et supposons que aest tel qu'il existe deux réels positifs m et M ave 0 ≤ m ≤ M tel que
a(m) = min

[m,M ]
a a(M) = max

[m,M ]
a (4.55)

Ir ⊂ [ma(M), Ma(m)]. (4.56)Alors le problème (4.3) admet une solution radiale wr véri�ant
m ≤ lr(wr) ≤ M p.p dans Ω.Démonstration. On onsidère toujours l'ensemble

E := {wr ∈ L2
r(Ω) : m ≤ lr(wr) ≤ M p.p dans Ω}qui est fermé , onvexe et non vide. En e�et au vu de (4.55) et (4.56) on a que

lr(φ) ≤ Ma(m),



50 Phase transitoire des solutions stationnairese qui fait
lr

(

φ

a(m)

)

≤ M.Et aussi
lr(φ) ≥ ma(M),e qui fait en onsidérant le fait que a(m) ≤ a(M) que
lr

(

φ

a(m)

)

≥ m.On a bien φ/a(m) appartient à E. Pour tout wr ∈ E on a en utilisant (4.55) que
a(m) ≤ a(lr(wr)) ≤ a(M). (4.57)En appliquant la proposition 4.11 à (4.57) omme dans le lemme 4.12 on a

φ

a(M)
≤ Tr(wr) ≤

φ

a(m)
(4.58)où Tr(wr) est dé�nie omme dans (3.10). Puisque g est positive (4.58) nous donne

lr(φ)

a(M)
≤ lr(Tr(wr)) ≤

lr(φ)

a(m)
. (4.59)Ainsi de (4.56) et (4.59) on déduit que Tr(wr) appartient à E. Pour terminer lapreuve il su�t d'appliquer le théorème de point �xe de Shauder omme dans lethéorème 3.1.Revenons maintenant à la preuve de la proposition 4.17Démonstration. On applique le lemme 4.16 ave m = 0 et M = m1 pour avoirl'existene d'une solution wr tel que lr(wr) ≤ m1 p.p dans Ω. De même on appliquele lemme 4.12 ave m = m2 et M = M pour avoir l'existene d'une solution v telque m2 ≤ lr(v) ≤ M . Puisque m1 < m2 il vient que wr et v sont distints. Ce quitermine la preuve de la proposition.Comme pour la proposition 4.13 nous généralisons la proposition 4.16 .Proposition 4.18. On suppose que f ∈ L2

r(Ω), f ≥ 0, g ∈ L2(Ω), a ∈ C(R, R),
inf
R

a > 0, sup
R

a < ∞ et que (4.37) et (4.38) soient véri�ées. Soit r ∈ (0, d] et n1 > 1un entier naturel impair, supposons que a est tel qu'il existe n1 + 1 réels positifs
{mi}i=0...n1, ave m0 = 0 et pour tout i ∈ {0, . . . , n1 − 1} on a mi < mi+1. Si deplus
a(mi) = min

[mi,mi+1]
a; a(mi+1) = max

[mi,mi+1]
a

a(mi+2) = max
[mi+1,mi+2]

a; a(mi+3) = min
[mi+1,mi+2]

a ∀i ∈ {0, 4, 8, . . . , n1 − 7, n1 − 3}

Ir ⊂
⋂

i=0,4,8,...,n1−7,n1−3

{[mia(mi), mi+1a(mi)] ∩ [mi+2a(mi+2), mi+3a(mi+3)]}. (4.60)alors le problème (4.3) admet au moins n1+1
2

solutions radiales {wi}i∈{0,2,...,n1−1},véri�ant
mi ≤ lr(wi) ≤ mi+1 ∀i ∈ {0, 2, . . . , n1 − 3, n1 − 1}.



Prinipe de omparaison 51Démonstration. Pour la démonstration nous faisons un raisonnement par réurrene.Pour n1 = 3 on a vu que la proposition est vraie. En e�et d'après la proposition 4.16pour n1 = 3 on a que le problème 4.3 admet au moins deux solutions radiales.Supposons maintenant que pour n1 > 3 (4.3) admet n1+1
2

solutions telles que essolutions véri�ent
mi ≤ lr(wi) ≤ mi+1 ∀i ∈ {0, 2, . . . , n1 − 3, n1 − 1}et montrons que pour n2 = n1 + 4 le problème 4.3 admet n2+1

2
solutions telles quees solutions véri�ent

mi ≤ lr(wi) ≤ mi+1 ∀i ∈ {0, 2, . . . , n2 − 3, n2 − 1}.Commençons par onsidérer les points mn2−3, mn2−2, mn2−1 et mn2 . On a bien que
a(mn2−3) = min

[mn2−3,mn2−2]
a; a(mn2−2) = max

[mn2−3,mn2−2]
a

a(mn2−1) = max
[mn2−1,mn2 ]

a; a(mn2) = min
[mn2−1,mn2 ]

a

Ir ⊂ [mn2−3a(mn2−3), mn2−2a(mn2−2)] ∩ [mn2−1a(mn2−1), mn2a(mn2)].D'où en utilisant la proposition 4.16 on obtient l'existene de deux solutions radiales
wn2−3 et wn2−1 telles que

mn2−3 ≤ lr(wn2−3) ≤ mn2−2 p.p dans Ω

mn2−1 ≤ lr(wn2−1) ≤ mn2 p.p dans Ω.De plus omme par hypothèse (4.3) admet pour les n1 premiers points n1+1
2

solutionstelles que es solutions véri�aient
mi ≤ lr(wi) ≤ mi+1 ∀i ∈ {0, 2, . . . , n1 − 3, n1 − 1},il vient en utilisant le fait que mn1 < mn2−3 que (4.3) admet au moins n1+1

2
+ 2solutions. En remarquant simplement que n1+1

2
+ 2 = n2+1

2
, on a bien que pour n2points le problème 4.3 admet bien n2+1

2
solutions. Ce qui ahève la démonstration.Nous allons maintenant donner quelques résultats qualitatifs de es solutions.Proposition 4.19. On suppose que f ∈ L2

r(Ω), f ≥ 0, g ∈ L2(Ω), a ∈ C(R, R),
inf
R

a > 0, sup
R

a < ∞ et que (4.37) et (4.38) soient véri�ées. Soit φ la solution duproblème (3.76) et on onsidère pour tout r ∈ [0, d], wr une solution de (4.3). Alorson a que
φ

sup[0,∞) a
≤ Tr(wr) ≤

φ

inf [0,∞) a
(4.61)Démonstration. Puisque f est positive il déoule du prinipe du maximum que wrl'est aussi. Il résulte bien que

inf
[0,∞)

a ≤ a(lr(wr)) ≤ sup
[0,∞)

a p.p dans Ω. (4.62)Il su�t pour �nir d'appliquer la proposition 4.11 à (4.62).



52 Phase transitoire des solutions stationnairesD'après le lemme 3.9 on sait que toute solution u du problème (4.2) s'érit sousla forme u = φ
a(µ)

ave µ dé�nie par
µ =

∫

Ω

g(y)u(y)dy.De même il est évident de voir que v la solution du problème (4.1) s'érit v = φ
a(0)

.La monotonie de l'appliation u 7→ lr(u), nous permet don de omparer a(0) et
a(µd) 'est à dire que l'on peut avoir a(0) ≤ a(µd) ou a(0) ≥ a(µd). Commençonspar onsidérer le as où a(0) ≥ a(µd) 'est à dire u0 ≤ ud. On a le résultat suivant :Proposition 4.20. On suppose que f ∈ L2

r(Ω), f ≥ 0, g ∈ L2(Ω), (4.37) et (4.38).Si de plus on a que(i) il existe une solution µ de (3.77) ave a(µ) = min
[0,µ]

a.(ii) a(0) = max
[0,µ]

a.Alors il existe une solution radiale wr de (4.3) tel que
v ≤ wr ≤ u, (4.63)ave u = φ

a(µ)
et v = φ

a(0)
.Démonstration. Nous utilisons omme préédemment une méthode de point �xedans E ave

E = {w ∈ L2
r(Ω) v ≤ w ≤ u}.Soit w ∈ E, dû à (4.38) on a que

0 ≤ lr(w) ≤ lr(u) ≤ l(u) = µ dans Ω. (4.64)Ainsi en utilisant (i) et (ii) on obtient
a(0) ≥ a(lr(w)) ≥ a(µ). (4.65)On applique ensuite la proposition 4.11 pour déduire que

v ≤ Tr(wr) ≤ u. (4.66)On onlut simplement ave le théorème de point �xe de Shauder.Remarque 4.21. Dans la proposition 4.20 les hypothèses (i) et (ii) nous permettentbien de voir que dans le as partiulier de fontions déroissantes des hypothèsessupplémentaires ne seraient pas néessaires pour avoir le prinipe de omparaisonannoné v ≤ wr ≤ u. Cependant nous verrons dans la suite que le as où a(0) ≤
a(µ), il néessite des hypothèses supplémentaires.Nous onsidérons maintenant le as où a(0) ≤ a(µ) 'est à dire u ≤ v (en utilisantla proposition 4.11). Le résultat qui suit déoule diretement de la proposition 4.19Corollaire 4.22. On suppose que f ∈ L2

r(Ω), f ≥ 0, g ≥ 0, g ∈ L2(Ω), (4.37) et(4.38). Si de plus on a que



Prinipe de omparaison 53(i) il existe une solution µ de (3.77) ave a(µ) = sup
[0,∞)

a.(ii) a(0) = inf
[0,∞)

a.Alors il existe une solution radiale wr de (4.3) tel que
u ≤ wr ≤ v, (4.67)ave u = φ

a(µ)
et v = φ

a(0)
.Démonstration. On applique simplement la proposition 4.19 ave v = φ/ inf

[0,∞)
a et

u = φ/ sup
[0,∞)

a.On a aussiProposition 4.23. On suppose que f ∈ L2
r(Ω), f ≥ 0, g ≥ 0, g ∈ L2(Ω) et (4.37).Si de plus on a que(i) il existe une solution µ de (3.77) ave a(µ) = max

[0,µ]
a et

sup
x∈Ω

lr(φ)(x) ≤ a(0) µd. (4.68)(ii) a(0) = min
[0,µ]

a.Alors il existe une solution radiale wr de (4.3) tel que
u ≤ wr ≤ v, (4.69)ave u = φ

a(µ)
.Démonstration. Soit a : R → R dé�nie par

a(µ1) =











a(µ) si 0 ≤ µ1 ≤ µ

a(0) si µ1 ≤ 0

a(µd) si µ ≤ µ1.

(4.70)Soit wr une solution du problème
{

wr ∈ H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) ∩ L2

r(Ω)

−div(a(lr(wr))∇wr) = f dans L2(Ω).
(4.71)L'existene d'une solution wr au problème (4.71) est bien sûr assurée par la re-marque 4.10. En utilisant le orollaire 4.22 et la dé�nition de a on a que u ≤ wr ≤ v.De plus u et g étant positif il vient immédiatement que

0 ≤ lr(wr) ≤ lr(v) =
lr(φ)

a(0)
.En utilisant (4.68) on a,

0 ≤ lr(wr) ≤ µ. (4.72)Ce qui donne par dé�nition de a en utilisant (4.72) que a(lr(wr)) = a(lr(wr)) etdon que wr est une solution de (4.3). De plus wr véri�e bien
u ≤ wr ≤ v.



54 Phase transitoire des solutions stationnairesRemarque 4.24. On a vu que le fait de onsidérer a(0) ≤ a(µ) nous oblige àmettre une hypothèse (4.68) rendant l'utilisation en pratique de la proposition 4.23très faile pour des r prohe de 0 mais en revanhe très di�ile lorsque r est trèsprohe du diamètre de Ω.Nous essayons dans e qui suit d'avoir un résultat similaire à la proposition 4.20.Proposition 4.25. Si f ∈ L2
r(Ω), f ≥ 0, g ≥ 0, g ∈ L2(Ω), (4.37), (4.38) et que

a est roissante sur [0, ld(u0)] alors pour tout r ∈ [0, d] il existe une solution radiale
wr de (4.3) tel que

a(l(u))

a(l(v))
u ≤ wr ≤ v, (4.73)où u et v désignent respetivement les solutions de (4.2) et (4.1).Démonstration. Soit

E := L2
r(Ω) ∩

[

a(l(u))

a(l(v))
u, v

]qui est fermé , onvexe et non vide (ar ontenant v) . Soit w ∈ E. Comme g et vsont positives et que a est roissante sur [0, l(v)], il déoule que
a(0) ≤ a(lr(wr)) ≤ a(lr(v)) ≤ a(l(v)). (4.74)Une appliation de la proposition 4.11 nous donne

φ

a(l(v))
≤ Tr(wr) ≤ v. (4.75)où Tr(wr) est dé�nie omme dans (3.10). De plus omme φ = a(µ)u pour toutesolution u de (4.2) il résulte que Tr(wr) ∈ E. On applique le théorème de point �xepour onlure.Remarque 4.26. Comme annoné le résultat obtenu dans le as où a(0) ≤ a(µ) estmoins préis que elui que nous avions dans le as a(0) ≥ a(µ). En e�et le fait que

u ≤ v montre que a(l(u))
a(l(v))

≤ 1. Ce phénomène s'explique par le fait que la monotoniede l'appliation w 7→ lr(w) s'adapte mieux au as a(0) ≥ a(µd).Nous donnons pour une fontion partiulière a un résultat plus préis de notreprinipe de omparaison.Proposition 4.27. On suppose que f ∈ L2
r(Ω), f ≥ 0, g ≥ 0, g ∈ L2(Ω)(4.37) etque a est roissante sur [0, µd]. Si a véri�e

a(µ1) =











a1(0) si µ1 ≤ 0

a1(µ) si 0 ≤ µ1 ≤ µ

a1(µd) si µ ≤ µ1,

(4.76)où a1 désigne une fontion roissante dé�nie sur R. Alors pour tout r ∈ [0, d] ilexiste une solution wr de (4.3) tel que
u ≤ wr ≤ v, (4.77)où u et v désignent respetivement les solutions de (4.2) et (4.1).



Prinipe de omparaison 55Démonstration. Soit wr ∈ L2
r(Ω) satisfaisant

u ≤ wr ≤ v.Puisque g et v sont positives et que par dé�nition de a voir (4.76), alors on a que
a(0) ≤ a(lr(wr)) ≤ a(l(v)) ≤ a(µ). (4.78)En appliquant simplement la proposition 4.11 on obtient

u ≤ Tr(wr) ≤ v. (4.79)On onlut simplement en appliquant toujours une méthode de point �xe.Nous étudions dans e qui va suivre au moyen de la théorie de bifurationsquelques propriétés des branhes de solutions de notre problème. Pour ela nousommençons par repréiser quelques notions.Dé�nition 4.28. Etant donné un u : [0, d] → H1
0 (Ω), on dit que le graphe de u estune branhe globale de solutions si(i) u ∈ C([0, d], H1

0(Ω)),(ii) u(r) est une solution de (4.3) pour tout r appartenant à [0, d].Si u est dé�nie uniquement sur un sous intervalle de [0, d] de mesure positive onparlera dans e as de branhe loale de solutions.Dé�nition 4.29. ( [eGP95℄) Soit {(r, ur) : r ∈ [0, d]} une branhe de solutions et
r0 ∈ [0, d]. On dit que r0 est un point de bifuration pour ette branhe s'il existeune suite (rn, urn

) dans [0, d] × H1
0 (Ω) tel que pour tout n, urn

est une solution de(4.3), urn
6= ur0 et

(rn, urn
) −→ (r0, ur0)

n→∞

dans R × H1
0 (Ω) (4.80)Avant de donner le résultat prinipal de partie nous ommençons par donner unrésultat d'existene et d'uniité d'une branhe loale de solutions.Proposition 4.30. On suppose que f ∈ H−1(Ω), a ∈ W 1,∞(R), g ≡ 1 et que avéri�e (3.4). Soit r ∈ [0, d] et wr0 la solution du problème (4.3) en r0 véri�ant

|Ω|1/2h(Ω)|f |⋆|a′|∞
(inf

R

a(lr0(wr0)) − p|a′|∞)2 < 1, (4.81)où |a′|∞ désigne sup
x∈R

|a′(x)| et p une onstante stritement positive. Alors il existeun ǫ, δ > 0 tel que pour tout r ∈ [r0 − ǫ, r0 + ǫ] le problème (4.3) admet une uniquesolution dans la boule fermée de H1
0 (Ω) de rayon δ et entrée en wr0 désignée par

B(wr0, δ, H
1
0 (Ω)).



56 Phase transitoire des solutions stationnairesDémonstration. Nous allons pour faire la preuve utiliser le théorème de point �xede Banah sur la boule B(wr0 , δ, H
1
0(Ω)) 'est à dire que nous allons montrer que

Tr dé�ni omme dans (3.10) envoie la boule B(wr0, δ, H
1
0 (Ω)) sur elle même, et estontratante. Soit p2 une onstante positive dé�nie omme dans (3.47) par

p2 = k
1
2 h(Ω) et p > 0 une onstante tel que

inf
R

a(lr0(wr0) − |a′|∞p > 0

c1 :=
|Ω|1/2h(Ω)|f |⋆|a′|∞

(inf
R

a(lr0(wr0) − |a′|∞p)2 < 1.
(4.82)Le fait que a ∈ W 1,∞(R) et (4.81) nous garantit l'existene d'un tel p. On pose

c2 :=
p2|f |⋆|a′|∞|∇wr0|2

(inf
R

a(lr0(wr0)) − |a′|∞p)2 . (4.83)Soit ǫ > 0 tel que
|Ω|1/2h(Ω)

q(ǫ)

1 − c1
c2 + p2 q(ǫ)|∇wr0|2 ≤ p, (4.84)où q(ǫ) = C|ǫ|1/2 et C est une onstante positive véri�ant |rn − rn

0 |1/2 ≤ C|r− r0|1/2.Si on pose
δ =

q(ǫ)c2

1 − c1

, (4.85)alors pour tout r ∈ [r0−ǫ, r0+ǫ] et v appartenant à B(wr0 , δ, H
1
0(Ω)), ave u = Tr(v)on a

∫

Ω

a(lr(v))∇u∇φ =

∫

Ω

a(lr0(wr0))∇wr0∇φ, ∀φ ∈ H1
0 (Ω) (4.86)e qui fait

∫

Ω

a(lr0(wr0))∇(u − wr0)∇φ +

∫

Ω

(a(lr(v)) − a(lr0(wr0)))∇u∇φ = 0. ∀φ ∈ H1
0 (Ω)(4.87)En prenant φ = u − wr0, on obtient

inf
R

a(lr0(wr0)

∫

Ω

|∇(u−wr0)|2 ≤
∫

Ω

|a(lr(v))− a(lr0(wr0))||∇u||∇(u−wr0)|. (4.88)En utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz dans (4.88) et le fait que a ∈ W 1,∞(R)on obtient après un petit alul
inf
R

a(lr0(wr0)|∇(u − wr0)|2 ≤ |a′|∞ |lr(v) − lr0(wr0)| |∇u|2. (4.89)Comme on avait pour g ≡ 1, il vient
|lr(v)(x) − lr0(wr0)(x)| ≤ h(Ω)|Ω|1/2|∇(v − wr0)|2 + k

1
2 h(Ω) |rn − rn

0 |1/2|∇wr0|2.D'où
|lr(v)(x) − lr0(wr0)(x)| ≤ h(Ω)|Ω|1/2δ + k

1
2 h(Ω) q(r − r0)|∇wr0|2,
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γ = |Ω|1/2h(Ω) δ + p2 q(r − r0)|∇wr0|2on déduit que

|lr(v) − lr0(wr0)| ≤ γ. (4.90)En utilisant (4.89) et (4.90) on a
|∇(u − wr0)|2 ≤

|a′|∞|∇u|2
inf
R

a(lr0(wr0))
γ. (4.91)De plus omme

|∇u|2 ≤
|a′|∞|f |⋆

inf
R

a(lr(v))
(4.92)(4.91) devient alors

|∇(u − wr0)|2 ≤
|a′|∞|f |⋆

inf
R

a(lr0(wr0))inf
R

a(lr(v))
γ. (4.93)Puisque p > γ (ar q(r − r0) ≤ q(ǫ)) on a que

a(lr(v)) ≥ a(lr0(wr0)) − p |a′|∞. (4.94)(4.93) et (4.94) nous donne
|∇(u − wr0)|2 ≤

|a′|∞|f |⋆
inf
R

a(lr0(wr0)){inf
R

a(lr0(wr0)) − p |a′|∞}γ. (4.95)Ce qui fait que
|∇(u − wr0)|2 ≤

|a′|∞|f |⋆
inf
R

a(lr0(wr0))(inf
R

a(lr0(wr0)) − p |a′|∞)
|Ω|1/2h(Ω) δ

+
|a′|∞|f |⋆

inf
R

a(lr0(wr0))(inf
R

a(lr0(wr0)) − p |a′|∞)
p2 q(r − r0)|∇ur0|2.(4.96)Ce qui fait ave (4.82) et (4.83)

|∇(u − ur0)|2 ≤
inf
R

a(lr0(wr0)) − p |a′|∞
inf
R

a(lr0(wr0))
c1 δ +

inf
R

a(lr0(wr0)) − p |a′|∞
inf
R

a(lr0(wr0))
c2 q(r − r0).(4.97)Comme inf

R

a(lr0(wr0)) − p |a′|∞
inf
R

a(lr0(wr0))
< 1 et (4.85) il vient que

|∇(u − ur0)|2 ≤ c1 δ + c2 q(r − r0) = δ. (4.98)Ce qui montre bien que Tr envoie bien la boule B(ur0, δ, H
1
0 (Ω)) sur elle même.Montrons maintenant qu'elle est ontratante. Pour ela on pose u1 = Tr(v1) et

u2 = Tr(v2). On a que
∫

Ω

a(lr(v1))∇u1∇φ =

∫

Ω

a(lr(v2))∇u2∇φ, ∀φ ∈ H1
0 (Ω) (4.99)



58 Phase transitoire des solutions stationnairese qui fait
∫

Ω

a(lr(v2))∇(u1 − u2)∇φ +

∫

Ω

(a(lr(v1)) − a(lr(v2)))∇u1∇φ = 0. ∀φ ∈ H1
0 (Ω)(4.100)En prenant φ = u1 − u2 omme dans (4.88), on obtient

inf
R

a(lr(v2))

∫

Ω

|∇(u1 − u2)|2 ≤
∫

Ω

|a(lr(v1)) − a(lr(u2))||∇u1||∇(u1 − u2)|. (4.101)Ce qui donne
|∇(u1 − u2)|2 ≤

p1|a′|∞|f |⋆
inf
R

a(lr(v2))inf
R

a(lr(v1))
|∇(v1 − v2)|2. (4.102)'est à dire en utilisant toujours le fait que

inf
R

a(lr(v1)) ≥ inf
R

a(lr0(wr0)) − p |a′|∞
inf
R

a(lr(v2)) ≥ inf
R

a(lr0(wr0)) − p |a′|∞
(4.103)on a

|∇(u1 − u2)|2 ≤
|Ω|1/2h(Ω)|f |⋆|a′|∞

(inf
R

a(lr0(wr0)) − p |a′|∞)2 |∇(v1 − v2)|2. (4.104)Ce qui donne en utilisant (4.82) que Tr est une ontration. On onlut en appliquantle théorème du point �xe de Banah.On a aussiCorollaire 4.31. Si f ∈ H−1(Ω), a ∈ W 1,∞(R) et que inf
R

a = m > 0 alors on a(i) Si r est su�samment petit alors (4.3) admet une unique solution.(ii) Si
|Ω|1/2h(Ω)|f |⋆|a′|∞

m2
< 1 (4.105)alors (4.3) admet une unique solution pour tout r ∈ [0, d].Démonstration. Si on remplae |Ω|1/2h(Ω) par |B(0, r)|1/2h(Ω) dans (4.104) on ob-tient pour r su�samment petit l'uniité. On rappelle qu'une telle substitution estpossible dû au fait que pour estimer |Ω ∩ B(0, r)| dans (3.27) on aurait pu prendre

|Ω ∩ B(0, r)| ≤ |B(0, r)| à la plae de |Ω ∩ B(0, r)| ≤ |Ω|.De même en prenant v1 = u1 et v2 = u2 dans (4.104) et en onsidérant (4.105) onmontre que la ondition (4.105) est une ondition su�sante pour montrer l'uniitédu problème (4.3) et ela pour tout r ∈ [0, d].Remarque 4.32. Nous avons vu dans la proposition 4.30 que δ dépendait de r0rendant don à priori le résultat d'uniité dépendant de r0, nous allons dans e quiva suivre donner un résultat d'uniité indépendamment de r0.



Prinipe de omparaison 59On aThéorème 4.33. On suppose que f ∈ H−1(Ω), a ∈ W 1,∞(R) et que inf
R

a > 0. Side plus on a(i) il existe un nombre positif µ1 tel que a(µ1) = min[0,µ1]a ;(ii) pour tout r ∈ [0, d], wr est une solution de (4.3) et
0 ≤ lr(wr)(x) ≤ µ1 p.p x ∈ Ω; (4.106)(iii) il existe un λ > 0 tel que

|Ω|1/2h(Ω)|f |⋆|a′|∞,[−λ,µ1+λ]
1

a(µ1)2
< 1. (4.107)Alors il existe un δ > 0(indépendant de r et de wr) tel que pour tout r ∈ [0, d], (4.3)admet une unique solution dans B(wr, δ, H

1
0 (Ω)).Démonstration. On pose J = [−λ, µ1 + λ]. Soit p > 0 tel que

a(µ1) − |a′|∞,Jp > 0

|Ω|1/2h(Ω)|f |⋆|a′|∞,J

(a(µ1) − |a′|∞,Jp)2
< 1.

(4.108)Soit δ > 0 véri�ant
|Ω|1/2h(Ω) δ ≤ min(λ, p). (4.109)En utilisant (4.90) et (4.106) on a que pour u solution de (4.3) appartenant à

B(wr, δ, H
1
0(Ω))

−|Ω|1/2h(Ω)δ ≤ lr(u) ≤ lr(wr) + |Ω|1/2h(Ω)δ. (4.110)Ainsi en utilisant (4.109), (4.110) on montre aisément que lr(u)(x) ∈ J . De plus onsait d'après (4.102) que
|∇(u − wr)|2 ≤

|Ω|1/2h(Ω)|a′|∞,J |f |⋆
inf
R

a(lr(wr))inf
R

a(lr(u))
|∇(u − wr)|2. (4.111)Au vu de la ondition (i) et (ii) on a que

inf
R

a(lr(wr)) ≥ a(µ1). (4.112)De plus on a que
inf
R

a(lr(u)) ≥ inf
R

a(lr(wr)) − |Ω|1/2h(Ω)|a′|∞,Jδ. (4.113)(4.112) et (4.113) nous donne
inf
R

a(lr(u)) ≥ a(µ1) − |Ω|1/2h(Ω)|a′|∞,Jδ, (4.114)et aussi en utilisant (4.109)
inf
R

a(lr(u)) ≥ a(µ1) − p|a′|∞,J . (4.115)



60 Phase transitoire des solutions stationnairesDe (4.112) et (4.115) il résulte don que (4.111) devient
|∇(u − wr)|2 ≤

|Ω|1/2h(Ω)|a′|∞,J |f |⋆
(a(µ1) − p|a′|∞,J)2

|∇(u − wr)|2. (4.116)En y adjoignant (4.108) on obtient l'uniité.Nous pouvons maintenant donner le résultat prinipal de ette partie qui nousdonne un ritère d'existene et d'uniité de branhe globale de solutions radiales.Théorème 4.34. On suppose que f ∈ L2
r(Ω), f ≥ 0, g ≡ 1 et que l'on a(i) il existe une solution µd de (3.77) ave a(µd) = min

[0,µd]
a.(ii) a(0) = max

[0,µd]
a.Si de plus a ∈ W 1,∞(R) et il existe un λ > 0 tel que

|Ω|1/2h(Ω)|f |⋆|a′|∞,[−λ,µd+λ]
1

a(µd)2
< 1, (4.117)alors on a(i) pour tout r ∈ [0, d], (4.3) admet une unique solution radiale wr dans [v, u], où

v et u désignent respetivement la solution de (4.3) en r = 0 et une solutionde (4.3) en r = d.(ii) {(r, wr) : r ∈ [0, d]} est une branhe globale de solutions n'admettant pas depoints de bifurations,(iii) ette branhe globale de solutions est l'unique branhe globale,(iv) si a est déroissante sur [0, µd] alors l'appliation r 7→ wr est roissante.Démonstration. Soit wr une solution de (4.3). Si l'on onsidère ā omme dans (4.70)les hypothèses de la proposition 4.20 sont véri�ées. D'où l'existene d'une solutionradiale wr ∈ [v, u] du problème
{

−div(ā(lr(wr))∇wr) = f dans Ω

wr ∈ H1
0 (Ω).

(4.118)Comme a ≥ a(µd) il vient immédiatement que (4.117) devient
|Ω|1/2h(Ω)|f |⋆|a′|∞,[−λ,µd+λ]

1

a(µd)2
< 1,le orollaire 4.31 nous permet don de onlure que (4.118) admet une unique so-lution. Ce qui prouve (i). Souvenez vous que pour a = a on avait que la solution

wr véri�ait l'hypothèse (4.81). En utilisant (4.117) et le fait que m ≤ a(µd) ave mdé�ni omme dans (3.3) on montre en utilisant la proposition 3.5 que l'appliation
[0,∞] → H−1(Ω)

r 7→ wr

(4.119)est ontinue. De plus omme
0 ≤ lr(wr) ≤ µd, (4.120)



Prinipe de omparaison 61on déduit de la proposition 4.30 que {(r, wr) : r ∈ [0, d]} est une branhe globalede solutions. De plus en utilisant le théorème 4.33 on montre que ette branhen'admet pas de points de bifurations, e qui prouve (ii). Soit {(r, wr) : r ∈ [0, d]}une branhe globale de solutions. On dé�nit l'ensemble
E = {r ∈ [0, d] : wr = vr}.Dû à la ontinuité de wr − vr on a que E est fermé. Comme wr véri�e

0 ≤ lr(wr) ≤ µd, (4.121)il vient en utilisant le théorème 4.33 que E est ouvert. Ce qui nous garantit dû à laonnexité de E qu'il est soit vide soit égal à[0, d]. Comme pour r = 0 on a w0 = v0,il est don égal à [0, d]. Ce qui montre bien (iii). Pour �nir soit r1, r2 ∈ [0, d], r1 < r2et w ∈ [wr1 , u]∩L2
r(Ω) on rappelle qu'ii u désigne la solution de (4.3) en r = d. Ona que

lr1(wr1) ≤ lr2(w) ≤ ld(u), (4.122)puis dû à la déroissane de a

a(lr1(wr1)) ≥ a(lr2(w)) ≥ a(ld(u)). (4.123)En utilisant la proposition 4.11 on onlut immédiatement que
wr1 ≤ Tr2(w) ≤ u. (4.124)Ce qui nous donne en appliquant le théorème de point �xe de shauder l'existened'une solution de (4.3) en r = r2 appartenant à [wr1, u] ∩ L2

r(Ω). Grâe à l'uniitéde la solution ette solution est bien wr2. Don wr1 ≤ wr2 .Corollaire 4.35. On suppose f ∈ L2
r(Ω), f ≥ 0 et g ≡ 1. Alors il existe unefontion a véri�ant

a ∈ C1(R, R), inf
R

a > 0, sup
R

a < ∞et une solution u1 de (Pd) tel qu'il existe une branhe loale de solutions et qui nesoit pas globale démarrant en u1.Démonstration. Il est tout à fait possible grâe au lemme 3.9 de onstruire unefontion a tel que le problème (Pd) admette plusieurs solutions et que a véri�e(i) il existe une solution µ2 de (3.77) tel que a(µ2) = min
[0,µ2]

a ;(ii) a(0) = max
[0,µ2]

a ;(iii) |Ω|1/2h(Ω)|f |⋆|a′|∞,[−λ,µd+λ]
1

a(µ2)2
< 1 ;(iv) il existe µ1 > µ2 solutions de ave µ1 a′(µ1) 6= a(µ1).En utilisant le fait que µ1 a′(µ1) 6= a(µ1) , le théorème 3.15 et le théorème desfontions impliites on onlut à l'existene d'une branhe loale démarrant en u1

dave bien sûr u1
d = φ

ld(µ1)
. De plus les hypothèses du théorème 4.34 étant véri�éesela prouve l'existene d'une branhe globale de solutions passant par u2

d. Comme
µ1 > µ2 il résulte que u1

d 6= u2
d, et démontre bien qu'il n'existe pas de branhe globaledémarrant en u1

d
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Chapitre 5Résultats numériques du problèmestationnaireOn onsidère toujours que f ∈ H−1(Ω) , V = H1
0 (Ω) et

{

−div(a(lr(wr))∇wr) = f dans Ω

wr ∈ H1
0 (Ω),

(5.1)ave lr(wr) =
∫

B(x,r)∩Ω
wr(y)dy. Dans ette partie notre ontribution est apportéeau as n = 1, 'est à dire que nous étudierons le problème
{

−(a(lr(wr))w
′
r)

′ = f dans] − l, l[

wr ∈ H1
0 (] − l, l[).

(5.2)On onsidère toujours ii que v est la solution du problème
{

−(a(0)v′)′ = f dans ] − l, l[

v ∈ H1
0 (] − l, l[)

(5.3)et que u est une solution du problème
{

−(a(l(u))u′)′ = f dans ] − l, l[

u ∈ H1
0 (] − l, l[)

(5.4)La méthode utilisée est elle des éléments �nis. Pour simpli�er les éritures lors-qu'auune onfusion ne sera possible nous prendrons simplement w = wr. Pourl'espae de disrétisation on introduit (Vh)h>0 un sous espae de V tel que� Pour tout h > 0, V h est de dimension �ni.� ∪h>0V
h soit dense dans V .Notre problème étant de trouver wh ∈ Vh tel que

∫

Ω

a(lr(wh))w
′
hφ

′
h =

∫

Ω

fφh ∀φh ∈ Vh. (5.5)On se donne une subdivision uniforme de l'intervalle [−l, l] de pas h = 2l
N+1

et
xi = −l + ih i ∈ {0, · · · , N + 1}. On dé�nit l'espae
Vh = {w ∈ C0([−l, l]), w(−l) = w(l) = 0, w[xi,xi+1] est a�ne ∀i ∈ {0, · · · , N}}.63



64 Résultats numériques du problème stationnaireIl s'agit bien d'un sous espae a�ne de V de dimension �nie. On herhe don
wh(x) =

N
∑

j=1

wjφj(x),où les (φi)1≤i≤N forment une base de Vh. Pour le alul il est naturel de onsidérer(voir( [eJM83℄) que
φi(x) =











(x−xi−1)
h

si x ∈ [xi−1, xi]
(xi+1−x)

h
si x ∈ [xi, xi+1]

0 sinon.On a bien que
∫

Ω

a

(

lr

( N
∑

j=1

wjφj

)) N
∑

k=1

wkφ
′
k(x)φ′

i(x)dx =

∫

Ω

f(x)φi(x)dx i = 1, · · · , Noù enore
A(Wh)Wh = Bh,où

Wh =













w1

.

.

.
wN













A(Wh) = (A(Wh)i,j)1≤i,j≤N ,ave
A(Wh)i,j =

∫

Ω

a(Lr(x)Wh)φ
′
jφ

′
idx avec Lr(x) =













lr(φ1)(x)
.
.
.

lr(φN)(x)











et
Bh =













(f1, φ1)
.
.
.

(fN , φN)













.Pour déterminer Wh nous allons utiliser la méthode de Newton. Nous allons pourela résoudre le problème
F (Wh) = 0 avec F (Wh) = A(Wh)Wh − Bh.Avant de donner des résultats de onvergene de notre problème et les résultats ob-tenus dans le as de l'uniité du problème et de solutions multiples pour le problème(3.2), il est important de bien omprendre l'in�uene de

(lr(φi))1≤i≤N .



Caratérisation de Lr(x) 651 Caratérisation de Lr(x)Les di�érentes valeurs données par les (lr(φi))1≤i≤N sont déterminantes dansl'étude numérique à ause du fait qu'à haque i �xé lr(φi) est déterminée par laposition x et le rayon r. Pour nos simulations numériques, nous prenons l = 10, N =
100 et nous donnons di�érentes illustrations graphiques de lr(φi) ave i = 1, 50 et
100 , la méthode de alul pour les intégrales est elle des trapèzes. On rappelle queles pas utilisés pour disrétiser la position et le diamètre du domaine sont les mêmes,'est-à-dire que h = ∆x = ∆r = 2l

N+1
, et que sur les graphiques qui vont suivre Xreprésente les valeurs du rayon r et Y les valeurs de x.
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 0.18

 0.18Fig. 5.1 � lr(φi) ave i = 1Dans le as où i = 1, l'intégrale ∫ xj+rk

xj−rk
φ1(y)dy est telle que

∫ xj+rk

xj−rk

φ1(y)dy =

{

0 si [xj − rk, xj + rk] ∩ [x0, x2] = ∅
h si [x0, x2] ⊂ [xj − rk, xj + rk]ave 1 ≤ j, k ≤ N + 1. Ce qui est dérit respetivement par le triangle inférieur etsupérieur sur la �gure 5.1.Lorsque [xj − rk, xj + rk]∩ [x0, x2] 6= ∅ et que [x0, x2] 6⊂ [xj − rk, xj + rk] plusieurssituations peuvent se produire, nous donnons à titre d'exemple une d'entres elles.Supposons que

x0 < xj − rk < x1 et que x2 < xj + rk.Dans e as
∫ xj+rk

xj−rk

φ1(y)dy = h − (xj − rk − x0)
2

2hes situations se traduisant par la formation d'une oupe oblique d'isovaleurs entrele triangle supérieur et inférieur sur la �gure 5.1. Nous donnons pour réapituler
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lr(φ1).

∫ xj+rk

xj−rk

φ1(y)dy =











































0 si [xj − rk, xj + rk] ∩ [x0, x2] = ∅
h si [x0, x2] ⊂ [xj − rk, xj + rk]

h − (xj−rk−x0)2

2h
si xj − rk ∈ [x0, x1]

(x2−(xj−rk))2

2h
si xj − rk ∈]x1, x2]

h − (x2−(xj+rk)2

2h
si xj + rk ∈ [x1, x2]

(xj+rk−x0)2

2h
si xj + rk ∈]x0, x1].Une situation à peu près similaire se produit lorsque i = 100 tel que le montre
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Fig. 5.2 � lr(φi) ave i = 100la �gure 5.2, la seule di�érene étant bien évidemment que dans e as la oupeoblique est opposée à elle du as i = 1. Un autre as important est i = 50 quilui nous montre une apparition de deux petites oupes symétriques par rapport àl'axe X = 50 (voir �gure 5.3), s'expliquant par le fait que lorsque rk = l nous avonsl'égalité qui suit :
∫ xj+l

xj−l

φ1(y)dy =

∫ xN+2−j+l

xN+2−j−l

φ50(y)dy.2 Convergene de l'algorithme de NewtonOn a vu préédemment que nous herhions à résoudre le problème
F (Wh) = 0 avec F (Wh) = A(Wh)Wh − Bh,
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Fig. 5.3 � lr(φi) ave i = 50de façon itérative. Pour ela pour un hoix initial W 0 ∈ RN , nous alulons
W n+1 = W n − (F ′(W n))−1F (W n) ∀n ≥ 0.Nous donnons ii un résultat de onvergene.Proposition 5.1. On suppose que F est de lasse C2 de RN dans RN , et que W∞est un zéro régulier de F 'est à dire que F (W∞) = 0 et F ′(W∞) est inversible. Ilexiste un réel β > 0 tel que si W 0 est tel que ‖W∞ − W 0‖ ≤ β, alors la méthode deNewton onverge, 'est-à-dire que la suite (W n) onverge vers W∞ , et il existe uneonstante c > 0 telle que

‖W n+1 − W∞‖ ≤ c‖W n − W∞‖2Démonstration. F ′ étant ontinue on sait qu'il existe un β > 0 tel que F ′ est inver-sible pour tout point appartenant à la boule de entre W∞ et de rayon β. Si W n esttel que ‖W∞ − W n‖ ≤ β alors on sait que F ′(W n) est inversible. De plus on saitd'après l'algorithme de Newton que
W n+1 = W n − F ′(W n)−1F (W n). (5.6)En y adjoignant le fait que F (W∞) = 0, il vient que (5.6) devient

W n+1 − W∞ = W n − W∞ − F ′(W n)−1(F (W n) − F (W∞)). (5.7)



68 Résultats numériques du problème stationnaireEn faisant un développement de taylor autour de W n, on obtient
W n+1 − W∞ =W n − W∞

− F ′(W n)−1

[

− F ′(W n)(W∞ − W n)

− ‖W∞ − W n‖2

2
F ′′(W n) + o1(‖W∞ − W n‖2)

]

,

(5.8)
ave o1(‖W∞ − W n‖2) tel que

lim
‖W∞−W n‖→0

o1(‖W∞ − W n‖2)

‖W∞ − W n‖2
= 0.Ce qui fait

W n+1 − W∞ = F ′(W n)−1F ′′(W n)
‖W∞ − W n‖2

2
+ o2(‖W∞ − W n‖2), (5.9)et donne après un petit alul

‖W n+1 − W∞‖ ≤
[

‖F ′(W n) − F ′(W∞)‖ + ‖F ′(W∞)‖
]−1

[

‖F ′′(W n) − F ′′(W∞)‖ + ‖F ′′(W∞)‖
]‖W∞ − W n‖2

2
+ o2(‖W∞ − W n‖2).(5.10)D'où

‖W n+1 − W∞‖ ≤
[

cF ′(β) + k1

]−1[

cF ′′(β) + k2

]‖W∞ − W n‖2

2
+ o2(‖W∞ − W n‖2),(5.11)où cF ′(β), k1, cF ′′(β) et k2 désignent respetivement le module de ontinuité de F ′,

‖F ′(W∞)‖, le module de ontinuité de F ′′ et ‖F ′′(W∞)‖. En posant
ǫ =

[wF ′(β) + k1]
−1[wF ′′(β) + k2]

2on obtient bien
‖W n+1 − W∞‖ ≤ ǫ‖W n − W∞‖2en supposant β su�samment petit de tel sorte que βǫ < 1 ela nous permet bien devéri�er que pout tout n ≥ 0,

‖W n − W∞‖ ≤ β.Ce qui termine la preuve.Nous allons don utiliser et algorithme pour déterminer une solution disrète
wh du problème 5.5.



Le as où a est roissant 693 Le as où a est roissantNous donnons ii une appliation numérique du orollaire 4.22 et de la propo-sition 4.23). Ce as est partiulièrement intéressant pare qu'il néessite dans sonétude théorique des hypothèses plus fortes que le as où a est déroissant pour om-parer les solutions wr lorsque r varie. En revanhe le fait qu'il admette une uniquesolution pour r = d nous permet une mise en oeuvre numérique beauoup plus faile.Pour illustrer e théorème dans un as simple nous prenons n = 1, d = 2, f(x) = x2,
N = 100, g = 1 et a(x) = exp(x) + 0.1 voir �g 5.5. Nous rappelons qu'ii v et udésignent respetivement les solutions de

{

−(a(0)v′)′ = f dans ] − 1, 1[

v ∈ H1
0 (] − 1, 1[),

(5.12)et
{

−(a(l(u))u′)′ = f dans ] − 1, 1[

u ∈ H1
0 (] − 1, 1[).

(5.13)On désigne aussi par wr, une solution de
{

−(a(lr(wr))w
′
r)

′ = f dans] − 1, 1[

wr ∈ H1
0 (] − 1, 1[).Nous représentons aussi les di�érentes valeurs de wr(xN/2) �g 5.4 pour bien mettre
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Fig. 5.4 � wr(xN/2) en fontion de r, ave a roissanten évidene l'évolution de la solution wr lorsque r va de 0 à d. On peut essayer de vé-
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Fig. 5.5 � wr en fontion de r, ave a roissantri�er que ertaines onditions utilisées pour montrer l'existene de notre prinipe deomparaison (proposition 4.23) reste valable. En e�et un alul simple nous permetde voir que
lr(φ) = −x4r

6
− x2r3

3
− r5

30
+

r

6
,

l(φ) =
2

15
, et l(u) = 0.1096510,et aussi que

sup
x∈(−1,1)

lr(φ)(x) ≤ − r5

30
+

r

6
,où φ désigne la solution de (3.76). Pour r ∈ [0, 1 − ǫ[∪]1 + ǫ, 2] on a bien que

sup
x∈(−1,1)

lr(φ)(x) ≤ a(0) l(u),ave ǫ > 0. Ce qui est onforme ave le fait que (voir remarque 4.24) pour r notreondition s'applique très bien. En revanhe on peut souligner que pour r prohe de1 la ondition
sup

x∈(−1,1)

lr(φ)(x) ≤ a(0) l(u),devient inutilisable.
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Fig. 5.6 � a(µ) µ en fontion de µ4 Exemple de a ayant la forme d'une gaussienneNous onsidérons les hypothèses du Théorème 4.7, ela dit nous substituons l'hy-pothèse de déroissane de a par le fait que a ait la forme d'une gaussienne. Onprend don a(x) = exp(−x2) + 0.1, l = 1. En se souvenant que pour r = diam(Ω) leproblème 3.2 admet le même nombre de solutions que le problème dans R suivant :
a(µ)µ = l(φ) (5.14)voir lemme 3.9 il est don important de remarquer en regardant la ourbe repré-sentative de a(µ) µ que et exemple à la partiularité de nous dérire, omme nousle montre la �gure 5.6 que nous avons soit l'uniité de la solution, soit plusieurssolutions.Dans le as de l'uniité deux as de �gure se présentent à notre étude omme lemontre la �gure 5.6 :4.1 Premier as : l(φ) �petit�Par l(φ) �petit� on entend ii le fait que l'on ait l(φ) ompris entre ]0, 0.24[ ommele montre la �gure 5.6. Nous avons pris pour la simulation numérique N = 100 et

f(x) = x2, e qui implique que l(φ) = 2/15. Pour pouvoir suivre l'évolution de
wr nous représentons aussi la ourbe de wr au point xN/2 en fontion de r. Unpetit alul très simple nous permet de voir que φ = − 1

12
x4 + 1

12
, l(φ) = 2/15,

u = −0.075758 x4 + 0.075758 et que v = −0.076722 x4 + 0.076722. Pour e as voir�gure 5.8 il apparait très lairement que u ≤ wr ≤ v et la �gure 5.7 nous permetbien d'observer que la ourbe roit bien de la valeur de wr au point xN/2 pour r = 0



72 Résultats numériques du problème stationnaire

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
0.0756

0.0758

0.0760

0.0762

0.0764

0.0766

0.0768

Fig. 5.7 � wr(xN/2) en fontion de r, l(φ) �petit�à elle de r = diam(Ω) 'est à dire d'approximativement 0.075758 à 0.0767220, equi est onforme à la théorie. Dans la �gure 5.8 nous avons représenté wr en r = 50,
u et v. Il apparait très lairement que u et v étant très prohes il est plus di�ilesur e graphique de distinguer les di�érentes solutions ; néanmoins la �gure 5.7 nouspermet bien de dire qu'elles sont roissantes et que l'on a bien u ≤ wr ≤ v. Ce asest très intéressant pare qu'il nous montre un as d'existene de branhe globale desolutions n'admettant pas de bifurations étudier dans le théorème 4.34 mais avedes arguments di�érents. Il reste ependant lair que le fait que (Pr) admette uneunique solution en r = 0 et en r = diam(Ω) ne su�t pour justi�er l'existene d'unebranhe globale de solutions omme on va le voir sur l'exemple qui suit.4.2 Deuxième as : l(φ) �grand�Par l(φ) �grand� on entend ii aussi le fait que l'on ait 0.52 < l(φ). C'est un asassez partiulier d'uniité ar il nous révèle la di�ulté d'étudier notre problème defaçon générale ave la méthode de Newton même dans le as de l'uniité au diamètre.Nous avons pour la simulation pris N = 100 et f = 1, e qui implique que l(φ) = 2/3.On remarque qu'en utilisant notre algorithme de Newton pour r = 0.8316832 notrealgorithme ne onverge plus, résultat de la présene de 0 dans le spetre de F ′(U)et don de l'existene d'un point de bifuration en r = 0.8316832 tel que représentésur la �gure 5.9. Pour pallier ette di�ulté nous allons utiliser un autre algorithmede point �xe qui lui n'utilisera pas l'inverse F ′(U) et est en grande partie basé surla démonstration du théorème 3.1. D'autres variantes de e types de méthodes sontétudiées dans [Lio73℄ [eJR90℄.
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Fig. 5.8 � wr en fontion de r, l(φ) �petit�Pour la desription et l'étude de la onvergene de la nouvelle méthode noustraiterons le as général 'est à dire que n > 1. En revanhe nous nous rameneronspour la mise en oeuvre numérique au as n = 1. Nous herhons don à résoudre leproblème
{

−div(a(lr(wr))∇wr) = f

wr ∈ V.Nous ommençons par dérire un proessus itératif. La solution de départ w0 quenous allons onsidérer est elle prise en r = d. En e�et omme nous l'avons vudans le lemme 3.9 en r = d la solution u de (5.12) peut être dérite de manière trèsexpliite. Soit don w0 = u dû au fait que u ≥ 0 (ar f ≥ 0) il vient que w0 ≥ 0.Nous posons l'hypothèse de départ suivant
|a′|∞h(Ω)|Ω|1/2 ‖f‖⋆

(inf
R

a)2 < 1,où h(Ω) désigne la onstante de Poinarré-Sobolev, |Ω| la mesure de Ω et
|a′|∞ = sup

x∈Ω
|a′(x)|. Supposons maintenant que un soit déterminé ave wn ≥ 0. Ononsidère le problème linéaire en wn+1

{

−div(a(lr(w
n))∇wn+1) = f

wn+1 ∈ V.Il vient immédiatement dû au fait que a > 0, f ≥ 0 et en appliquant le prinipe dumaximum que wn+1 ≥ 0, e qui montre bien que nous avons un proessus itératif.
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Fig. 5.9 � wr(xN/2) en fontion de r, l(φ) �grand�Etudions maintenant la stabilité de e proessus. Pour ela nous ommençons parmontrer que
‖wn+1‖V ≤ C indépendamment de n.En e�et on avait (sous la forme variationnelle) que

∫

Ω

a(lr(w
n))∇wn+1∇φ =

∫

Ω

f φ ∀φ ∈ V.D'où en prenant φ = un+1 on a
‖wn+1‖2

V ≤ ‖wn+1‖V ‖f‖⋆

inf
R

a
,e qui fait bien

‖wn+1‖V ≤ C indépendamment de n,ave C = ‖f‖⋆

inf
R

a
. Pour �nir nous allons montrer que si l'on pose pour tout n ≥ 0,

hn
1 = ‖wn+1 − wn‖ alors on a que hn

1 ≤ αnh0
1 ave α ∈]0, 1[. En e�et on a que pourtout n ≥ 0

∫

Ω

a(lr(w
n+1))∇wn+2∇φ =

∫

Ω

f φ ∀φ ∈ V, (5.15)et
∫

Ω

a(lr(w
n))∇wn+1∇φ =

∫

Ω

f φ ∀φ ∈ V. (5.16)



Exemple de a ayant la forme d'une gaussienne 75(5.16) et (5.15) nous donne après un petit alul que
∫

Ω

a(lr(w
n+1))∇(wn+2−wn+1)∇φ = −

∫

Ω

(a(lr(w
n+1))−a(lr(w

n)))∇wn+1∇φ ∀φ ∈ V.(5.17)En prenant φ = wn+2 − wn+1 et en onsidérant (3.27) dans (5.17) il vient que
(inf

R

a)‖wn+2 − wn+1‖2
V ≤ |a′|∞ h(Ω) |Ω|1/2 ‖wn+1 − wn‖V ‖wn+1‖V ‖wn+2 − wn+1‖V .En y adjoignant (3.7) on obtient

‖wn+2 − wn+1‖V ≤ |a′|∞h(Ω)|Ω|1/2 ‖f‖⋆

(inf
R

a)2 ‖wn+1 − wn‖V . (5.18)De plus omme par hypothèse
|a′|∞h(Ω)|Ω|1/2 ‖f‖⋆

(inf
R

a)2 < 1,il vient que (5.18) devient alors
hn+1

1 ≤ α hn
1 avec α =

|a′|∞h(Ω)|Ω|1/2 ‖f‖⋆

(inf
R

a)2 .Ce qui démontre bien que hn
1 est déroissante. On peut don onlure de l'existened'un h1 = inf

n
hn

1 . Ce qui termine l'étude de la onvergene de notre algorithme.Pour la simulation numérique nous avons pris f(x) = 1, n = 1 et N = 150. On voittrès lairement ave e nouvel algorithme dans la �gure 5.10 que pour r prohe de0.8211921 le terme ‖W0 −W‖2 ommene à être très grand. Ii bien sûr W0 désignela solution en r = 0.8476821 et W elle obtenu numériquement en r = 0.8344371.Cette di�érene est aentuée en r = 0.8079471 omme nous le montre les �gures 5.11et 5.12. Ce qui ne nous permettait pas ave la méthode de Newton de suivre ettesolution. Cet exemple a aussi la partiularité de nous montrer l'existene loale maispas globale d'une branhe de solutions à notre problème.
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Fig. 5.10 � wr(xN/2) ave la méthode de point �xe , l(φ) �grand�
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Fig. 5.11 � wr(xN/2) ave la méthode de point �xe, l(φ) �grand�
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Fig. 5.12 � wr ave la méthode de point, l(φ) �grand�
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Chapitre 6Etude du problème paraboliqueNous ommençons omme dans le as stationnaire par montrer l'existene d'unesolution de notre problème parabolique.1 Résultats d'existene et d'uniitéDans ette partie nous montrons un premier résultat d'existene et nous donnonsune ondition sur a pour obtenir l'uniité du problème (1.4).On pose V = H1
0 (Ω) et V ′ son dual, on prendra pour norme dans V , ‖.‖V tel que

‖u‖2
V =

∫

Ω

|∇u|2dx<.,.> désigne le rohet de dualité de V ′ et V . On a le résultat suivant :Théorème 6.1. Soit T > 0 et f ∈ L2(0, T, V ′) et u0 ∈ L2(Ω), on suppose leshypothèses (3.3) et (3.4) véri�ées et g ≡ 1 alors pour tout r �xé, r ∈ [0, diam(Ω)],il existe une fontion u telle que










u ∈ L2(0, T, V ), ut ∈ L2(0, T, V ′)

u(0, .) = u0 dans Ω
d
dt

(u, φ) +
∫

Ω
a(lr(u(t)))∇u∇φdx =< f, φ > dans D′(0, T ) ∀φ ∈ H1

0 (Ω).(6.1)De plus si a est lipshitz 'est-à-dire que
|a(lr(u1(t))) − a(lr(u2(t)))| ≤ γ|lr(u1(t)) − lr(u2(t))| ∀(lr(u1(t)), lr(u2(t))) ∈ R2,(6.2)alors la solution de (6.1) est unique.Avant de faire la preuve, il est néessaire de voir que pour r = 0 le problème (6.1)est linéaire et la preuve résulte d'un résultat bien onnu voir [eJLL88℄, il en est demême lorsque r = diam(Ω) voir [Chi00℄. Nous nous intéresserons don dans la suiteau as où r ∈]0, diam(Ω)[. 79



80 Etude du problème paraboliqueDémonstration. Nous allons utiliser le théorème de point �xe de Shauder. Si w ∈
L2(0, T, L2(Ω)) alors on a que (1.5)

t −→ lr(w(t)),est mesurable, omme a est ontinue alors
t −→ a(lr(w(t))),l'est aussi. Le problème qui onsiste à trouver u = u(t, x) solution de











u ∈ L2(0, T, V ) ∩ C([0, T ], L2(Ω)) ut ∈ L2(0, T, V ′)

u(0, .) = u0

d
dt

(u, φ) +
∫

Ω
a(lr(w(t)))∇u∇φdx =< f, φ > in D′(0, T ) ∀φ ∈ H1

0 (Ω),(6.3)est linéaire, de plus (6.3) admet une unique solution u = F (w) voir [eJLL88℄, [Chi00℄.Ainsi nous voulons montrer que l'appliation
w −→ F (w) = u, (6.4)admet un point �xe. En prenant w = u dans (6.3) nous obtenons en utilisant (3.4)et l'inégalité de Cauhy-Shwarz

1

2

d

dt
|u|22 + m‖u‖2

V ≤ |f |⋆‖u‖V , (6.5)où ‖.‖V est la norme usuelle dans V et |f |⋆ est la norme duale de f. On a que
|u|L2(0,T,V ) =

{∫ T

0

‖u‖2
V dt

}
1
2

.En utilisant l'inégalité de Young au membre de droite de (6.5), il vient que
1

2

d

dt
|u|22 +

m

2
‖u‖2

V ≤ 1

2m
|f |2⋆. (6.6)En intégrant (6.6) sur (0, t) pour t ≤ T on obtient

1

2
|u(t)|22 +

m

2

∫ t

0

‖u‖2
V dt ≤ 1

2
|u0|22 +

1

2m

∫ t

0

|f |2⋆. (6.7)On en déduit qu'il existe une onstante C = C(m, u0, f) telle que
|u|L2(0,T,V ) ≤ C (6.8)De plus de

< ut, v > + < −div(a(lr(u(t)))∇u), v >=< f, v > ∀v ∈ V,nous déduisons que
|ut|⋆ ≤ M‖u‖V + |f |⋆. (6.9)



Résultats d'existene et d'uniité 81En élevant (6.9) au arré et en utilisant l'inégalité de Young on a que
|ut|2⋆ ≤ 2M2‖u‖2

V + 2|f |2⋆. (6.10)En intégrant (6.10) sur (0, t) et en onsidérant (6.8) on obtient
|ut|L2(0,T,V ′) ≤ C ′, (6.11)ave C ′ = C ′(m, M, f, u0), où C ′ est indépendant de w. Il résulte de (6.8) et (6.11)

|ut|2L2(0,T,V ′) + |u|2L2(0,T,V ) ≤ R, (6.12)ave R = C2 + C ′2. De (6.8) et de l'inégalité de Poinaré il vient que
|u|L2(0,T,L2(Ω)) ≤ R′, (6.13)En posant
R1 = max(R′, R), (6.14)et en y assoiant (6.13) et (6.14), il vient que l'appliation F envoie la boule B(0, R1)de L2(0, T, L2(Ω)) dans elle même. Comme les boules de H1(0, T, V, V ′) sont relati-vement ompates dans L2(0, T, L2(Ω)) (voir [eJLL88℄ pour plus de détails), (6.12)nous montre bien que F (B(0, R1) est relativement ompat dans B(0, R1) ave

B(0, R1) = {u ∈ L2(0, T, L2(Ω)); |u|L2(0,T,L2(Ω)) ≤ R1}.Pour pouvoir appliquer le théorème de point �xe de Shauder omme annoné, nousavons juste besoin de montrer que F est ontinue de B(0, R1) dans elle même. Pourela nous onsidérons wn une suite dans B(0, R1) telle que
wn −→ w dans L2(0, T, L2(Ω)), (6.15)et prenons un = T (wn). De (6.15) et (6.12) il vient que

lr(wn) −→ lr(w) dans L2(0, T, L2(Ω)), (6.16)
|unt

|2L2(0,T,V ′) + |un|2L2(0,T,V ) ≤ R1, (6.17)où R1 est une onstante indépendante de n. Pour tout v ∈ D(0, T ), φ ∈ V on a
−

∫ T

0

∫

Ω

unφv′(t)dxdt +

∫ T

0

∫

Ω

a(lr(wn(t)))∇un∇φv(t)dxdt =

∫ T

0

< f, φ > v(t)dt,(6.18)pour passer à la limite dans (6.18) nous avons besoin de quelques propriétés. De(6.17), on montre qu'il existe un u∞ ∈ H1(0, T, V, V ′) et une sous suite de n quel'on renommera en n telle que
un ⇀ u∞ ∈ H1(0, T, V, V ′) faiblement, (6.19)et
un −→ u∞ ∈ L2(0, T, L2(Ω)) fortement. (6.20)



82 Etude du problème paraboliqueDe plus, en utilisant (6.16) et (3.3) on obtient
lr(wn) ⇀ lr(w) p.p t ∈ (0, T ), (6.21)et

a(lr(wn)) −→ a(lr(w)) p.p t ∈ (0, T ), (6.22)et ainsi
a(lr(wn))∇φ −→ a(lr(w)))∇φ dans L2((0, T ) × Ω). (6.23)Maintenant que ertaines propriétés sont établies , nous pouvons maintenant passerà la limite dans (6.18). Il est lair que u∞ satisfait

u∞ ∈ L2(0, T, V ), (u∞)t ∈ L2(0, T, V ′) (6.24)
d

dt
(u∞, φ) +

∫

Ω

a(lr(w(t)))∇u∞∇φdx =< f, φ > dans D′(0, T ), ∀φ ∈ H1
0 (Ω)(6.25)Puisque un, u∞ ∈ H1(0, T, V, V ′) de l'injetion ontinue de H1(0, T, V, V ′) dans

C([0, T ], H) (voir théorème 2.16), on déduit que un, u∞ ∈ C([0, T ], H). Ce qui nousdonne en utilisant le théorème 2.17 que
(un(t), v) − (u0, v) =

∫ t

0

< unt
, v > p.p t ∈ (0, T ), ∀v ∈ V.En passant à la limite on a que

(u∞(t), v)−(u0, v) =

∫ t

0

< u∞t
, v >= (u∞(t), v)−(u∞(0), v) p.p t ∈ (0, T ), ∀v ∈ V'est-à-dire que

(u∞(0) − u0, v) ∀v ∈ V,nous avons aussi
(u∞(0) − u0, v) ∀v ∈ L2(Ω).On onlut par densité que

u∞(0) = u0.Ce qui montre que u∞ = F (w). Pour �nir il nous reste à montrer que (un) a uni-quement F (w) = u omme limite possible pour onlure la preuve de la ontinuité.Soit ũ une valeur d'adhérene de un. Dû à (6.17), on peut extraire une sous suiteque l'on désigne par un1 tel que
un1 ⇀ ũ ∈ H1(0, T, V, V ′) faiblement,et
un1 −→ ũ ∈ L2(0, T, L2(Ω)) fortement,et en utilisant les mêmes arguments que préédemment pour prouver que u∞ est lasolution de (6.3) il est lair que ũ est aussi une solution de (6.3). Bien évidemmentde l'uniité de (6.3) il résulte que u∞ = ũ. Ce qui omplète la preuve de la ontinuitéet termine la preuve de l'existene.



Résultats d'existene et d'uniité 83Pour montrer l'uniité, on onsidère u1 et u2 deux solutions (6.1), en les soustrayanton obtient dans D
′(0, T )

d

dt
(u1−u2, v)+

∫

Ω

(a(lr(u1(t))∇u1(t)−a(lr(u2(t)))∇u2(t))∇φdx = 0 ∀φ ∈ H1
0 (Ω).(6.26)Comme

a(lr(u1(t)))∇u1 − a(lr(u2(t)))∇u2(t) = (a(lr(u1(t))) − a(lr(u2(t)))∇u1(t)

+ a(lr(u2(t)))∇(u1(t) − u2(t)),
(6.27)ela nous donne

d

dt
(u1 − u2, v)+

∫

Ω

a(lr(u2(t)))∇(u1(t) − u2(t))∇φdx

= −
∫

Ω

(a(lr(u1(t))) − a(lr(u2(t)))∇u1∇φdx ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

(6.28)Puisque u1, u2 ∈ C([0, T ], L2(Ω)) nous avons pour z > 0

lr(u1(t)), lr(u2(t)) ∈ [−z, z]. (6.29)En prenant v = u1 − u2 nous déduisons par (3.4) que
1

2

d

dt
|u1 − u2|22 + m‖u1 − u2‖2

V ≤
∫

Ω

|(a(lr(u1(t)))− a(lr(u2(t)))||∇u1||∇(u1 − u2)|dx.(6.30)De plus en y ajoutant (6.2), (6.29) et l'inégalité de Cauhy-Shwarz on a
1

2

d

dt
|u1 − u2|22 + m‖u1 − u2‖2

V ≤ γ|lr(u1(t)) − lr(u2(t))|‖u1‖V ‖u1 − u2‖V . (6.31)On a aussi
|lr(u(t))| ≤

∫

B(x,r)∩Ω

|u(t, y)|dy,en utilisant toujours Cauhy-Shwarz, il vient que
|lr(u(t)) ≤ |B(x, r) ∩ Ω|1/2|u(t)|2 ≤ |Ω|1/2|u(t)|2, (6.32)où |Ω| représente la mesure de Ω. En utilisant (6.32) dans (6.31) on obtient

1

2

d

dt
|u1 − u2|22 + m‖u1 − u2‖2

V ≤ γ|Ω|1/2|u1 − u2|2‖u1‖V ‖u1 − u2‖V . (6.33)En appliquant l'inégalité de Young
ab ≤ 1

2m
b2 +

m

2
a2au membre de droite de (6.33), il est lair que

1

2

d

dt
|u1 − u2|22 + m‖u1 − u2‖2

V ≤ p(t)

2
|u1 − u2|22 +

m

2
‖u1 − u2‖2

V (6.34)
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p(t) =

1

m
γ2|Ω|‖u1‖2

V ∈ L1(0, T ).On obtient
1

2

d

dt
|u1 − u2|22 +

m

2
‖u1 − u2‖2

V ≤ p(t)

2
|u1 − u2|22, (6.35)ainsi

d

dt
|u1 − u2|22 ≤ p(t)|u1 − u2|22. (6.36)En multipliant (6.36) par e−

R t
0 p(s)ds il vient que

e−
R t

0
p(s)ds d

dt
|u1 − u2|22 − p(t)e−

R t

0
p(s)ds|u1 − u2|22 ≤ 0. (6.37)D'où

d

dt
{e−

R t

0
p(s)ds|u1 − u2|22} ≤ 0. (6.38)Ce qui nous montre que t 7−→ e

−
t

R

0

p(s)ds
|u1 − u2|22 est déroissante. Puisque pour

t = 0,
u1(0, .) = u2(0, .) = u0ette fontion s'annule en 0 et omme elle est positive , elle est identiquement nulle,e qui termine la preuve de l'uniité.2 Existene d'un attrateur globalOn onsidère le problème











ut − div(a(lr(u(t)))∇u) = f dans Ω × R+

u = 0 sur ∂Ω × R+

u(0, .) = u0 dans Ω.

(6.39)On pose
S(t) : L2(Ω) → L2(Ω)

u0 7→ u(t),
(6.40)ave u(t) la solution du problème (6.39) et t ≥ 0.2.1 Existene d'un borné absorbant dans L2(Ω)On suppose dans e qui va suivre que f ne dépend pas de t et que f ∈ L2(Ω).Théorème 6.2. Soit ρ0 tel que ρ0 ≥ |f |2

λ m
et C0 = CL2(Ω)(0, ρ0) la boule de entre 0et de rayon ρ0 de L2(Ω) ave λ désignant la valeur propre prinipale de l'opérateurLaplaien ave les onditions aux limites de Dirihlet alors C0 est positivement in-variant par S(t) dans L2(Ω), si de plus ρ0 > |f |2

λ m
alors C0 est un borné absorbantpour S(t) dans L2(Ω).



Existene d'un attrateur global 85Démonstration. En prenant φ = u dans (6.1) on a que
1

2

d

dt
|u|22 +

∫

Ω

a(lr(u(t)))|∇u|2 = (f, u). (6.41)En utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz et (3.4) on a
1

2

d

dt
|u|22 + m|∇u|22 ≤ |f |2|u|2. (6.42)Ce qui donne

1

2

d

dt
|u|22 + m|∇u|22 ≤

1√
λ
|f |2|∇u|2, (6.43)où λ désigne la valeur propre prinipale de l'opérateur Laplaien ave les onditionsaux limites de Dirihlet. En appliquant l'inégalité de Young à ( 6.43), on a

1

2

d

dt
|u|22 +

m

2
|∇u|22 ≤

1

2λ m
|f |22, (6.44)et enore en utilisant l'inégalité de Poinaré-Sobolev

d

dt
|u|22 + mλ |u|22 ≤

1

λ m
|f |22. (6.45)En multipliant (6.45) par eλ m t, on a que

d

dt
(|u|22emλ t) =

d

dt
|u|22emλ t + mλ |u|22emλ t ≤ 1

λ m
|f |22emλ t. (6.46)Il vient en intégrant entre 0 et t

|u(t)|22 emλ t ≤ |u0|22 +
1

(mλ)2
|f |22[emλ t − 1]. (6.47)Ainsi

|u(t)|22 ≤ |u0|22e−mλ t +
1

(mλ)2
|f |22[1 − e−mλ t]. (6.48)Ce qui nous donne

|u(t)|22 ≤ |u0|22e−mλ t +
1

(mλ)2
|f |22. (6.49)Par hypothèse

C0 = {v ∈ L2(Ω), |v|2 ≤ ρ0},nous supposons aussi
ρ0 ≥

|f |2
λ m

. (6.50)Soit u0 ∈ C0. En utilisant (6.48) et (6.50) on a
|u(t)|22 ≤ ρ2

0 e−
m
λ

t + ρ2
0[1 − e−

m
λ

t], (6.51)d'où
|u(t)|22 ≤ ρ2

0.



86 Etude du problème paraboliqueCe qui fait que u(t) ∈ C0 et don S(t) C0 ⊂ C0. Cela prouve bien que C0 estpositivement invariant par S(t).Supposons maintenant que
ρ0 >

|f |2
λ m

,et montrons que C0 est un borné absorbant pour S(t) dans L2(Ω) , 'est à dire quepour tout B ⊂ L2(Ω) borné, il existe un t⋆ = t⋆(B) tel que pour u0 ∈ B on ait
|u(t)|2 ≤ ρ0 ∀t ≥ t⋆.

B étant borné dans L2(Ω), il vient qu'il existe un r0 tel que B ⊂ BL2(Ω)(0, r0). Si onprend u0 ∈ B alors (6.49) nous donne
|u(t)|22 ≤ r2

0e
−mλ t +

1

(mλ)2
|f |22. (6.52)Pour que u(t) ∈ C0 il su�t que

r2
0e

−mλ t +
1

(mλ)2
|f |22 ≤ ρ2

0, (6.53)d'où
e−

m
λ

t ≤ λ2 m2ρ2
0 − |f |22

λ2 m2r2
0

. (6.54)Ainsi
t ≥ − λ

m
ln

(

λ2 m2ρ2
0 − |f |22

λ2 m2r2
0

)

. (6.55)En posant
t⋆ = max

(

0,− λ

m
ln

(

λ2 m2ρ2
0 − |f |22

λ2 m2r2
0

))

, (6.56)il résulte immédiatement que si
t ≥ t⋆ alors |u(t)|22 ≤ ρ2

0.Ce qui montre que u(t) ∈ C0 pour u0 ∈ B et termine la preuve du théorème.2.2 Estimation uniforme en tempsNous prouvons dans e qui va suivre une estimation de u dans L∞(R+, H1
0 (Ω)).On prendra toujours ‖u‖2

V =
∫

Ω
|∇u|2dx. On suppose ii que u0 ∈ H1

0 (Ω).Il est bien onnu (voir [Tem97℄) que −∆u est dans L2(0, T, L2(Ω)) pour tout T > 0.Nous avons don en multipliant (6.39) par −∆u(t) et en intégrant sur Ω que
(ut,−∆u) + (−div(a(lr(u))∇u),−∆u) = (f,−∆u). (6.57)On a en utilisant la formule de Green

(ut,−∆u) = −
∫

Ω

∆u
∂u

∂t
dx =

n
∑

i=1

∫

Ω

∂u

∂xi

∂2u

∂t∂xi
dx =

1

2

d

dt
‖u‖2

V



Existene d'un attrateur global 87de plus en utilisant le fait que a est lipshitz on a
−div(a(lr(u))∇u) = −a(lr(u))∆u − a′(lr(u))∇lr(u).∇u.(6.57) devient alors

1

2

d

dt
‖u‖2

V +(−a(lr(u))∆u,−∆u)+(−a′(lr(u))∇lr(u).∇u,−∆u) = (f,−∆u). (6.58)De plus on sait en utilisant (3.4) que
(−a(lr(u))∆u,−∆u) ≥ m|∆u|22, (6.59)et aussi par un alul

|∇lr(u)|2 ≤ |Ω||∇u|2. (6.60)On a en utilisant (6.60) que
|(−a′(lr(u))∇lr(u).∇u,−∆u)| ≤ |Ω||a′|∞‖u‖2

V |∆u|2 (6.61)et aussi
(−a′(lr(u))∇lr(u).∇u,−∆u) ≥ −c1(Ω)|a′|∞‖u‖2

V |∆u|2, (6.62)ave c1(Ω) = |Ω|. En utilisant (6.59) et (6.62) dans (6.58) on a
1

2

d

dt
‖u‖2

V + m|∆u|22 − c1(Ω)|a′|∞‖u‖2
V |∆u|2 ≤ |f |2|∆u|2. (6.63)En utilisant l'inégalité de Young ab ≤ 1

2m
a2 + m

2
b2 on a que

1

2

d

dt
‖u‖2

V +m|∆u|22 −
m

2
|∆u|22−

1

2m
(c1(Ω)|a′|∞‖u‖2

V )2 − m

2
|∆u|22 ≤

1

2m
|f |22. (6.64)Ce qui donne

d

dt
‖u‖2 ≤ 1

m
|f |22 +

1

m
c1(Ω)2‖a′‖2

∞‖u‖4. (6.65)Dans l'optique d'appliquer le lemme de Gronwall à (6.65) nous ommençons parfaire une petite estimation. On avait d'après (6.44) que
d

dt
|u|22 + m‖u‖2 ≤ 1

λ m
|f |22. (6.66)En l'intégrant on a que

|u(t + t0)|22 + m

∫ t+t0

t

‖u‖2 ds ≤
∫ t+t0

t

1

λ m
|f |22 ds + |u(t)|22. (6.67)Ce qui fait bien

∫ t+t0

t

‖u‖2 ds ≤ t0
λ m2

|f |22 ds +
1

m
|u(t)|22. (6.68)Maintenant nous sommes don bien en mesure d'appliquer le lemme de Gronwalluniforme. Pour ela nous prenons respetivement à la plae de y, g et h dans le



88 Etude du problème paraboliquelemme 2.18 les expressions ‖u‖2
V , 1

m
c1(Ω)2|a′|2∞‖u‖2

V et 1
m
|f |22. De même il vient enutilisant les mêmes notations que dans le lemme 2.18 que

a1 =
1

m
c1(Ω)2|a′|2∞a3 a2 =

t0
m
|f |22 a3 =

t0λ

m2
|f |22 +

1

m
ρ2

0. (6.69)On applique simplement le lemme de Gronwall uniforme (lemme 2.18) à (6.65) pourmontrer que
‖u(t + t0)‖ ≤ (

a3

t0
+ a2)exp(a1) ∀t ≥ 0, (6.70)

t0 > 0. Ce qui donne bien une estimation L∞(t0, +∞, H1
0(Ω)) de la solution u.Remarque 6.3. Une estimation à priori de u dans L∞(0, t0, H

1
0 (Ω)) ∀t0 > 0s'obtient grâe au lemme de Gronwall lassique. En e�et de (6.65) on avait que

d

dt
‖u‖2

V ≤ 1

m
|f |22 +

1

m
c1(Ω)2|a′|2∞‖u‖4

V . (6.71)De plus de (6.66) on déduit en intégrant entre 0 et t (t ≤ t0) que
|u(t)|22 + m

∫ t

0

‖u‖2
V ds ≤

∫ t

0

1

λ m
|f |22 ds + |u0|22, (6.72)et aussi

∫ t

0

‖u‖2
V ds ≤ t

λ m2
|f |22 +

1

m
|u0|22. (6.73)Ce qui montre que

∫ t

0

‖u‖2
V ds ≤ α, (6.74)ave α = t2

λ m2 |f |22 + 1
m
|u0|22, α ne dépendant pas du temps. En posant β1 = 1

m
|f |22 et

β2 = 1
m

c1(Ω)2|a′|2∞ dans (6.71) on a que
d

dt
‖u‖2

V ≤ β1 + β2‖u‖4
V . (6.75)Puis en multipliant (6.75) par e(−β2

R t

0
‖u‖2

V
ds) e qui est totalement justi�é par(6.74) il déoule que

d

dt
‖u‖2

V e(−β2
R t

0
‖u‖2

V
ds) − β2‖u‖4

V e(−β2
R t

0
‖u‖2

V
ds) ≤ β1 e(−β2

R t

0
‖u‖2

V
ds). (6.76)Ce qui donne

d

dt
(‖u‖2

V e(−β2
R t

0
‖u‖2

V
ds)) ≤ β1 e(−β2

R t

0
‖u‖2

V
ds). (6.77)En intégrant de nouveau (6.77) entre 0 et t, on a

‖u(t)‖2
V e(−β2

R t
0 ‖u‖2

V
ds) ≤ ‖u0‖2 +

∫ t

0

β1 e(−β2

R r
0 ‖u‖2

V
ds) dr, (6.78)et bien

‖u(t)‖2
V ≤ ‖u0‖2

V e(β2

R t
0 ‖u‖2

V
ds) +

∫ t

0

β1 e(−β2

R r
t
‖u‖2

V
ds) dr. (6.79)



Existene d'un attrateur global 89Ce qui montre bien en utilisant (6.74) et pour t �ni (e qui est notre as t ≤ t0)qu'il existe bien une onstante β3 tel que
‖u(t)‖2

V ≤ β3 indépendamment de t.Ce qui montre que u ∈ L∞(0, t0, H
1
0(Ω)) et assoié au fait que u ∈ L∞(t0,∞, H1

0(Ω))démontre pour �nir que u ∈ L∞(R+, H1
0 (Ω)).On a don bien montré une estimation de u ∈ L∞(R+, H1

0 (Ω)).Maintenant que toutes les onditions sont réunies nous sommes en mesure dedonner le résultat prinipal de ette setion.Théorème 6.4. On suppose que f ∈ L2(Ω), u0 ∈ L2(Ω) et que a véri�e (3.4) et(6.2). Soit S(t) le semi groupe assoié à l'équation (6.1) dé�nie par
S(t) : L2(Ω) → L2(Ω)

u0 7→ u(t),ave u(t) la solution du problème (6.39). Alors (6.39) admet un attrateur globalassoié à S(t).Démonstration. On suppose que u0 ∈ L2(Ω) et que |u0|2 ≤ R. D'après le théo-rème 6.2 on avait pour tout t ≥ t0(R)

S(t) BL2(Ω)(0, R) ⊂ C0 = CL2(Ω)(0, ρ0). (6.80)On rappelle que C0 = CL2(Ω)(0, ρ0) est le borné absorbant du théorème 6.2 et que
BL2(Ω)(0, R) désigne la boule de entre 0 et de rayon R de L2(Ω). Comme on avait

d

dt
‖u‖2

V ≤ 1

m
|f |22 +

1

m
c1(Ω)2|a′|2∞‖u‖4

V . (6.81)nous allons une nouvelle fois appliquer le lemme de Gronwall uniforme, mais ettefois ave t0 = t0(R) et t1 > 0 �xé. On avait (voir (6.68)) que
∫ t+t1

t

‖u‖2
V ds ≤ t1

λ m2
|f |22 ds +

1

m
|u(t)|22. (6.82)Comme t ≥ t0(R) alors |u(t)|22 ≤ ρ2

0. (6.82) devient alors
∫ t+t1

t

‖u‖2 ds ≤ t1
λ m2

|f |22 ds +
1

m
ρ2

0 = a3. (6.83)On a aussi omme dans (6.69)
a1 =

1

m
c1(Ω)2|a′|2∞a3 a2 =

t1
m
|f |22, (6.84)il vient don en appliquant le lemme de Gronwall uniforme que

‖u(t)‖V ≤ (
a3

t1
+ a2)exp(a1) ∀t ≥ t0(R) + t1. (6.85)



90 Etude du problème paraboliqueOn onlut que si |u0| ≤ R alors ‖u(t)‖V ≤ (a3

t1
+ a2)exp(a1) ∀t ≥ t0 + t1. Cequi montre que si t ≥ t0(R) + t1 alors u(t) est dans un borné de H1

0 (Ω) que l'onnomme BH1
0 (Ω)(0, (

a3

t1
+ a2)exp(a1)). Ce qui démontre que S(t) transforme bien pour

t ≥ t0(R) + t1 les bornés de L2(Ω) en bornés de H1
0 (Ω) et don en relativementompat de L2(Ω) (résulte de l'injetion ompate de H1

0 (Ω) dans L2(Ω)) et prouveque S(t) est uniformément ompat pout t grand. On applique le théorème 2.24 pouronlure.Remarque 6.5. Le théorème 6.4 est très important ar il montre une propriétédéterminante liée à l'e�et régularisant des équations paraboliques qui montre en faitque u(t) ∈ H1
0 (Ω)dès que t ≥ t0 même si la donnée initiale u0 ∈ L2(Ω).2.3 Estimation L∞ de la solutionDans e qui va suivre nous obtenons des estimations L∞ de la solution de (6.39)à partir d' estimations Lq, la méthode que nous allons employer est basée sur desitérations du type Moser, pour plus de détails sur la méthode voir ( [ePS07℄).On a don le résultat suivant :Théorème 6.6. Soit n ≥ 3 et u une solution lassique de (6.39) dé�nie sur [0, T ).On suppose que q > 1 et p > 1 tel que 1

p
+ 1

q
= 1. Supposons de plus que Uq =

supt<T |u(t)|q < ∞, f ∈ L∞(0,∞, Lq(Ω)). Si p < n
n−2

alors U∞ < ∞.Pour faire la preuve nous avons besoin des lemmes suivants :Lemme 6.7. Soit une solution lassique de (6.39) sur [0, T ) r ≥ 1 et p > 1 tel que
1
p

+ 1
q

= 1 ave p < n
n−2

. On prend Ũr = max{1, |u0|∞, Ur = supt<T |u(t)|r}, posons
σ(r) =

p(n + 2)

2[r(2p − pn + n) + np]
.Alors il existe une onstante C5 = C5(Ω, m) tel que

Ũ2r ≤ [C5 ‖f‖L∞(0,∞,Lq(Ω))]
σ(r)rσ(r)Ũr.Démonstration. En multipliant (6.39) par u2r−1 puis en utilisant l'inégalité de Höl-der, on obtient

1

2r

d

dt

∫

Ω

u2rdx + m
2r − 1

r2

∫

Ω

|∇(ur)|2dx ≤ |f |q|u2r−1|p. (6.86)Comme
|u2r−1|p = |ur|

2r−1
r

p 2r−1
r

, (6.87)en prenant w = ur dans (6.86) et (6.87), on a que
1

2r

d

dt
|w|22 + m

2r − 1

r2
|∇w|22 ≤ |f |q|w|ααp, (6.88)ave α = 2r−1

r
. Soit β tel que

1

αp
= β +

1 − β

2⋆
, (6.89)



Existene d'un attrateur global 91ave 2⋆ = 2n
n−2

. On a que β ∈ (0, 1).En e�et
β =

2nr − (n − 2)(2r − 1)p

(n + 2)(2r − 1)p
,omme p < 2r

2r−1
n

n−2
alors β > 0. De même 2n(2r−1)p > 2nr, d'où (n+2)(2r−1)p >

2nr − (n − 2)(2r − 1)p. Ce qui montre bien que β < 1 et don que β ∈ (0, 1). Enutilisant l'inégalité d'interpolation (voir théorème 2.4) ; (6.88) et (6.89), nous donne
1

2r

d

dt
|w|22 + m

2r − 1

r2
|∇w|22 ≤ |f |q

(

|w|β1 |w|1−β
2⋆

)α

, (6.90)et en utilisant des injetions de Sobolev on a que
1

2r

d

dt
|w|22+m

2r − 1

r2
|∇w|22 ≤

[

|f |q
(

2r

m

)
α(1−β)

2

|w|βα
1 C(1−β)α

] [(

m

2r

)
α(1−β)

2

|∇w|(1−β)α
2

]

.(6.91)Puis
1

2r

d

dt
|w|22 + m

2r − 1

r2
|∇w|22 ≤

[

|f |q
(

2r

m

)
α(1−β)

2

|w|βα
1 C(1−β)α

] [(

m

2r

)

|∇w|22
]

α(1−β)
2

,(6.92)omme β ∈ (0, 1) et α
2
∈ (0, 1) il est lair que α(1−β)

2
∈ (0, 1). En appliquant l'inégalitéde Young à (6.92) ave α(1−β)

2
+ 1 − α(1−β)

2
= 1. On obtient

1

2r

d

dt
|w|22+m

2r − 1

r2
|∇w|22 ≤ δ

[

|f |
1
δ
q

(

2r

m

)
α(1−β)

2δ

|w|
βα
δ

1 C
2
δ

]

+
α(1 − β)

2

[(

m

2r

)

|∇w|22
]

,(6.93)ave δ = 1 − α(1−β)
2

. En joignant le fait que α(1−β)
2

∈ (0, 1) et que δ < 1 dans (6.93),on a que
1

2r

d

dt
|w|22 + m

3r − 2

2r2
|∇w|22 ≤ |f |

1
δ
q

(

2r

m

)
α(1−β)

2δ

|w|
βα
δ

1 C
2
δ . (6.94)On pose

2rσ(r) − 1 =
α(1 − β)

2δ
et 2ρ(r) =

βα

δ
.(6.94) devient alors

1

2r

d

dt
|w|22 + m

3r − 2

2r2
|∇w|22 ≤ |f |

1
δ
q

(

2r

m

)2rσ(r)−1

|w|2ρ(r)
1 C

2
δ . (6.95)Ce qui fait

d

dt
|w|22 + m

3r − 2

r
|∇w|22 ≤ |f |

1
δ
q (2r)2rσ(r)

(

1

m

)2rσ(r)−1

|w|2ρ(r)
1 C

2
δ . (6.96)De plus omme 3r−2

r
> 1, ainsi

d

dt
|w|22 + m|∇w|22 ≤ |f |

1
δ
q

(

2r

m

)2rσ(r)

|w|2ρ(r)
1 m C

2
δ . (6.97)
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ρ(r) =

2nr − (n − 2)(2r − 1)p

2r(p(n + 2) + n) − 2n(2r − 1)p
,et que ρ(r) ∈ (0, 1). En e�et on véri�e failement que

1 − β =
2n(2r − 1)p − 2nr

(n + 2)(2r − 1)p
,et aussi que

δ =
α(1 − β)

2
=

r(p(n + 2) + n) − n(2r − 1)

(n + 2)rp
. (6.98)Comme

αβ =
2nr − (n − 2)(2r − 1)p

(n + 2)rp
(6.99)alors en utilisant (6.98) et (6.99) on déduit bien que

αβ

δ
= 2ρ(r) =

2nr − (n − 2)(2r − 1)p

r(p(n + 2) + n) − n(2r − 1)p
. (6.100)Ce qui prouve bien que

ρ(r) =
2nr − (n − 2)(2r − 1)p

2r(p(n + 2) + n) − 2n(2r − 1)p
.Pour �nir nous montrons que ρ(r) ∈ (0, 1). Dû au fait que

(2r − 1)(n + 2)p < 2r(n + 2)p. (6.101)En érivant n + 2 = 2n − (n − 2), (6.101) devient
−(2r − 1)(n − 2)p < 2r(n + 2)p − 2n(2r − 1)p (6.102)et aussi en ajoutant 2rn dans haque membre de (6.102) on a

2nr − (2r − 1)(n − 2)p < 2r((n + 2)p + n) − 2n(2r − 1)p (6.103)e qui montre bien que ρ(r) < 1. Pour terminer la preuve il su�t de montrer que
ρ(r) > 0 e qui s'obtient failement ar δ, β et α sont stritements positifs. Ce quidémontre bien que ρ(r) ∈ (0, 1). En utilisant l'inégalité de Poinaré-Sobolev et lefait que ρ(r) < 1 dans (6.97), il vient

d

dt
|w|22 +

m

C1(Ω)
|w|22 ≤ |f |

1
δ
q

(

2r

m

)2rσ(r)

|w|21 m C
2
δ , (6.104)où C1(Ω) désigne la onstante de Poinaré-Sobolev. Ce qui fait bien

e
− m

C1(Ω)
t d

dt

(

e
m

C1(Ω)
t|w|22

)

=
d

dt
|w|22+

m

C1(Ω)
|w|22 ≤ |f |

1
δ
q

(

2r

m

)2rσ(r)

|w|21 m C
2
δ . (6.105)En intégrant (6.105) sur [0, t) et en faisant une petite majoration, on a

|w(t)|22 ≤ |w(0)|22 + ‖f‖
1
δ

L∞(0,∞,Lq(Ω))

(

2r

m

)2rσ(r)

m C
2
δ |w|21. (6.106)
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|w(0)|22 =

∫

Ω

w(0)2dx =

∫

Ω

u(0)2rdx ≤ |Ω||u(0)|2r
∞ ≤ |Ω|Ũ2r

r , (6.107)(6.106) et (6.107), nous donne
Ũ2r

2r ≤ |Ω|Ũ2r
r + ‖f‖

1
δ

L∞(0,∞,Lq(Ω))

(

2r

m

)2rσ(r)

m C
2
δ Ũ2r

r . (6.108)De même de 1
δ

> 1 et 2rσ(r) > 0 il déoule
Ũ2r

2r ≤ (C4)
1
δ ‖f‖

1
δ

L∞(0,∞,Lq(Ω))

(

2r

m

)2rσ(r)

Ũ2r
r , (6.109)ave C4 = C4(Ω). En remarquant que σ(r) = 1

2rδ
il résulte que

Ũ2r ≤ C
σ(r)
5 ‖f‖σ(r)

L∞(0,∞,Lq(Ω))r
σ(r)Ũr, (6.110)ave C5 = C5(Ω, m). Ce qui ahève la preuve du lemme.On a aussiLemme 6.8. Soit r > 1, n ≥ 3, p < n

n−2
et σ(r) = p(n+2)

2[r(2p−pn+n)+np]
alors on a que

σ(2kr) ≤ θkσ(r) ∀k ∈ N,ave θ ∈ (0, 1).Démonstration. En posant c1 = p(n+2)
2

, c2 = (2p − pn + n) et c3 = np on a que
σ(r) = c1

rc2+c3
ave c1, c2, c3 ∈ R⋆

+ . Démontrons maintenant le résultat par réurrene.Pour k = 0 le résultat est évident, supposons maintenant que le résultat soit vrai aurang k − 1 et montrons qu'il en est de même au rang k. On a que
σ(2kr)

σ(2k−1r)
=

2k−1rc2 + c3

2krc2 + c3

= 1 − 2k−1rc2

2krc2 + c3

.Comme
2k−1rc2

2krc2 + c3
=

c2

2c2 + c3
2k−1r

≥ c2

2c2 + c3
,d'où

σ(2kr)

σ(2k−1r)
≤ 1 − c2

2c2 + c3
.Il vient que

σ(2kr) ≤ c2 + c3

2c2 + c3
θk−1σ(r).Ce qui donne bien

σ(2kr) ≤ θkσ(r),et termine la preuve du lemme.Revenons maintenant à la preuve du théorème, d'après le lemme6.7 on a que
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Ũ2r ≤ [C5 ‖f‖L∞(0,∞,Lq(Ω))]

σ(r)rσ(r)Ũr.En itérant ette relation en prenant r = h, r = 2h, r = 22h, etc, on obtient
Ũ2k+1h ≤ [C5 ‖f‖L∞(0,∞,Lq(Ω))]

λ1 2λ2 hλ1 Ũh,ave
λ1 := σ(h) + σ(2h) + σ(22h) + .. + σ(2k−1h) + σ(2kr)et

λ2 := σ(2h) + 2σ(22h) + 3σ(23h) + ... + (k − 1)σ(2k−1h) + kσ(2kr).Pour terminer la preuve il su�t de montrer que λ1, λ2 < +∞ e qui est lair omptetenu du fait que d'après le lemme 6.8
λ1 ≤

k
∑

µ=0

αµσ(h) ≤
∞

∑

µ=0

αµσ(h) =
σ(h)

(1 − α)
< ∞.En remarquant aussi que

σ(2kh) ≤ θk−1σ(2h) ∀k ∈ N⋆.On obtient
λ2 ≤

k
∑

µ=1

µαµ−1σ(2h) ≤
∞

∑

µ=1

µαµ−1σ(2h) =
σ(2h)

(1 − α)2
< ∞,e qui ahève la preuve du théorème.
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Titre : Equations de di�usion paramétrée par la portée des interationsà longue distaneRésumé Nous nous intéressons dans ette thèse à l'étude d'une équation para-bolique quasilinéaire dans laquelle la di�usion est paramétrée par la longueur desdi�érentes interations non loales. Pour e qui est du problème stationnaire assoié,après avoir montré des résultats d'existene, d'uniité et de ontinuité. Nous présen-tons ensuite un ritère général d'inversibilité dépendant du paramètre, e ritère trèsimportant va par la suite nous permettre en exemple d'appliation de retrouver desrésultats d'inversibilités déjà onnus lorsque le paramètre est égale au diamètre dudomaine. Nous donnons ensuite un résultat de prinipe de omparaison de solutionssymétriques radiales et une généralisation du ompte du nombre de solutions. En�nnous donnons quelques appliations numériques utilisant une méthode de point �xeet de Newton pour illustrer es résultats. Pour le problème d'évolution, après avoirmontré l'existene d'un attrateur global assoié à notre problème, nous démontronsune estimation L∞ de la solution en fontion d'estimations Lq, q > 1 utilisant desitérations de type Moser.Mot-lefsEquation parabolique, solutions stationnaires, solutions radiales, prinipe deomparaison.Abstrat This thesis is devoted to a quasilinear paraboli equation in whih thedi�usion is de�ned by the length of di�erent nonloal interations. As regards sta-tionary problem, having shown the results of existene, uniqueness and ontinuity.We introdue a general riterion of inversibility later depending on parameter, thisvery important riterion is going to allow us in example of appliation to �nd wellknown results when parameter will be equal to the diameter of domain. We give thena fundamental result of omparison of solutions in the ase of radial symmetrialsolutions and a general implementation of ount of solutions. Finally we give somenumerial appliations using a method of �xed point and Newton's method to illus-trate these results. As regards paraboli problem having shown existene of globalattrator assoiated to our problem, we show an estimate L∞ of solution aordingto estimate Lq, q > 1 by using Moser's iteration.Keywords Paraboli equation, stationary solutions, radial solutions, priniple ofomparison.


