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❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t

❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❊st

➱❝♦❧❡ ❉♦❝t♦r❛❧❡ ✿ ■❈▼❙

❉✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✿ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

■♥é❣❛❧✐tés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

♣❛r

❏♦s❡♣❤ ▲❡❤❡❝

❙♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✸ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✽ ❞❡✈❛♥t ✉♥ ❥✉r② ❝♦♠♣♦sé ❞❡

▼▼✳ ❋r❛♥❝❦ ❇❛rt❤❡ ❘❛♣♣♦rt❡✉r
❉❛r✐♦ ❈♦r❞❡r♦✲❊r❛✉sq✉✐♥ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
❖❧✐✈✐❡r ●✉é❞♦♥ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
❇♦✬❛③ ❑❧❛rt❛❣ ❘❛♣♣♦rt❡✉r
❘❛❢❛➟ ▲❛t❛➟❛ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
❇❡r♥❛r❞ ▼❛✉r❡② ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡
▼❛t❤✐❡✉ ▼❡②❡r ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
❆❧❛✐♥ P❛❥♦r ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r





❏❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ❞✬❛✈♦✐r ❡✉ ❇❡r♥❛r❞ ▼❛✉r❡② ♣♦✉r ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡
t❤ès❡✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ♣r♦✜t❡r ❞❡ s♦♥ s❛✈♦✐r ❡t ❞❡ s♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱
❥❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t s❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✳

❏❡ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t à ❋r❛♥❝❦ ❇❛rt❤❡ ❡t ❇♦✬❛③ ❑❧❛rt❛❣ ❞❡ s✬êtr❡
✐♥tér❡ssés à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ r❛♣♣♦rt❡✉rs✳

❏✬❛✐ ❡✛❡❝t✉é ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❆♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡ ▼❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❊st✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ▼ét❤♦❞❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡♥ ❝♦♥✈❡①✐té ❢✉t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠♦t✐✲
✈❛t✐♦♥✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ② ♦♥t ♣❛rt✐❝✐♣é✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ▼❛t❤✐❡✉ ▼❡②❡r
❡t ❆❧❛✐♥ P❛❥♦r✱ q✉✐ ♠❡ ❢♦♥t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞✬êtr❡ ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
▼❛tt❤✐❡✉ ❋r❛❞❡❧✐③✐✱ ◆❛t❤❛ë❧ ●♦③❧❛♥ ❡t ❈②r✐❧ ❘♦❜❡rt♦✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ❞♦✐t ❛✉ss✐
❜❡❛✉❝♦✉♣ à ❧✬➱q✉✐♣❡ ❞✬❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P✐❡rr❡ ❡t ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡✱ ❡t ❝✬❡st
✉♥ ❣r❛♥❞ ♣❧❛✐s✐r ❞✬❛✈♦✐r ❉❛r✐♦ ❈♦r❞❡r♦✲❊r❛✉sq✉✐♥ ❡t ❖❧✐✈✐❡r ●✉é❞♦♥ ❞❛♥s
♠♦♥ ❥✉r②✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦✐s ❆❧❛✐♥ P❛❥♦r✱ ♣♦✉r s♦♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❡✉r♦♣é❡♥ P❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❍✐❣❤ ❉✐♠❡♥s✐♦♥✱ q✉✐ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞❡
♣❛rt✐❝✐♣❡r à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ q✉✐ ♠✬♦♥t été très ♣r♦✜t❛❜❧❡s✳ P❛r ❝❡
❜✐❛✐s ❥✬❛✐ ♣✉ r❡♥❝♦♥tr❡r ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞❡ ❤❛✉t ✈♦❧ ❝♦♠♠❡ ❑❡✐t❤ ❇❛❧❧✱ q✉✐ ♠✬❛
❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ♣❡♥❞❛♥t tr♦✐s ♠♦✐s à ▲♦♥❞r❡s✱ ♦✉ ❘❛❢❛➟ ▲❛t❛➟❛ q✉✐ ♠❡ ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r
❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ♠♦♥ ❥✉r②✳



❘és✉♠é✳ ▲❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❇❧❛s❝❤❦❡✲❙❛♥t❛❧ó✱ q✉✐ s✬é♥♦♥❝❡ ❛✐♥s✐ ✿ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s②♠étr✐q✉❡s✱ ❧❛
❜♦✉❧❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t vol(K) vol(K◦)✱ K◦ ❞és✐❣♥❛♥t ❧❡ ♣♦✲
❧❛✐r❡ ❞❡ K✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ ❞é❝♦✉✈❡rt❡s
♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ✭❇❛❧❧✱ ❆rtst❡✐♥✱ ❑❧❛rt❛❣✱ ▼✐❧♠❛♥✱ ❋r❛❞❡❧✐③✐✱ ▼❡②❡r✳ ✳ ✳✮✱
♠❛✐s ❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✳ ▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s ❞❡ ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó✱ ♣❛r❢♦✐s
très s✐♠♣❧❡s✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ à ♣❛rt ❡t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❤❛♦s ❣❛✉ss✐❡♥ ✿ ♦♥
❞é♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♦s ❣❛✉ss✐❡♥ ❞✉❡ à ▲❛t❛➟❛
♣❛r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ à ❧❛ ❚❛❧❛❣r❛♥❞✳

▼♦ts ❝❧és✳ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ❝♦♥✈❡①✐té✱ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s✳

●❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

❆❜str❛❝t✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♠♦st❧② ❛❜♦✉t t❤❡ ❇❧❛s❝❤❦❡✲❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤
st❛t❡s t❤❛t ❛♠♦♥❣ s②♠♠❡tr✐❝ s❡ts✱ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜❛❧❧ ♠❛①✐♠✐s❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
vol(K) vol(K◦)✱ ✇❤❡r❡ K◦ ✐s t❤❡ ♣♦❧❛r ❜♦❞② ♦❢ K✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ✭❇❛❧❧✱
❆rtst❡✐♥✱ ❑❧❛rt❛❣✱ ▼✐❧♠❛♥✱ ❋r❛❞❡❧✐③✐✱ ▼❡②❡r✳ ✳ ✳✮ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❞✐r❡❝t
♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ♥❡✇ ♣r♦♦❢s ♦❢
❙❛♥t❛❧ó✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠♣❧❡✳

❚❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛❜♦✉t ●❛✉ss✐❛♥ ❝❤❛♦s❡s✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❤❛r♣ ❜♦✉♥❞ ❢♦r
♠♦♠❡♥ts ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝❤❛♦s❡s ❞✉❡ t♦ ▲❛t❛➟❛✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❤❛✐♥✐♥❣ ♦❢
❚❛❧❛❣r❛♥❞✳

❑❡②✇♦r❞s✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ❝♦♥✈❡① ❣❡♦♠❡tr②✱ ❣❛✉ss✐❛♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡s✳

✹



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮ ♣❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ✷✸
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✶✳✺ ❆♣♣❡♥❞✐① ✿ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❙❛♥t❛❧ó ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✸✼
✷✳✶ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✷✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸ P❛rt✐t✐♦♥s ❡t ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✹✹
✸✳✶ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✸✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❋r❛❞❡❧✐③✐✲▼❡②❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✹ P❛rt✐t✐♦♥s à ❧❛ ❨❛♦ ❡t ❨❛♦ ✺✵
✹✳✶ ▼❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✹✳✷ ❈❡♥t❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❜❛s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✹✳✸ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✹✳✹ ❈♦♥t✐♥✉✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✹✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✺ ❈❤❛î♥❛❣❡ ❡t ❝❤❛♦s ●❛✉ss✐❡♥ ✻✷
✺✳✶ ➱♥♦♥❝é ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✺✳✷ ▲❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✺✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✺✳✹ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ Rn✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛✲
❧❛✐r❡ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts x, y ❞❡ Rn ❡st ♥♦té x · y ❡t |x| =

√
x · x ❞és✐❣♥❡ ❧❛

♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ x✳ ▲❛ ❜♦✉❧❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ {x ∈ Rn | |x| ≤ 1} ❡st ♥♦té❡
Bn

2 ✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ voln ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇r✉♥♥✲▼✐♥❦♦✇s❦✐✲▲✉st❡r♥✐❦✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♠♣❛❝ts ❡t ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❞❡ Rn✱ ♦♥ ❛

voln(A + B)
1
n ≥ voln(A)

1
n + voln(B)

1
n . ✭✶✮

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❛ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐s♦♣ér✐♠étr✐❡ s✉r Rn✳ ❙♦✐t A ⊂ Rn ❡t D ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❡✉✲
❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡ q✉❡ A✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇r✉♥♥✲▼✐♥❦♦✇s❦✐✲▲✉st❡r♥✐❦
❡t ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t

voln(A + ǫBn
2 ) ≥

(

voln(A)
1
n + ǫ voln(Bn

2 )
1
n

)n

= voln(D + ǫBn
2 ),

♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✳ ▲✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❛♥❞ ♦♥
é♣❛✐ss✐t A q✉❡ q✉❛♥❞ ♦♥ é♣❛✐ss✐t D✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ ǫ ✈❡rs 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✐s♦♣ér✐♠étr✐q✉❡ ✿ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ❜♦✉❧❡
❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳

❙♦✐t λ ∈ (0, 1)✱ ❝♦♠♠❡
(

λa1/n + (1 − λ)b1/n
)n ≥ aλb1−λ ♣♦✉r t♦✉s ré❡❧s

♣♦s✐t✐❢s a ❡t b✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✮ ✐♠♣❧✐q✉❡

voln
(

λA + (1− λ)B
)

≥ voln(A)λ voln(B)1−λ. ✭✷✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✭✶✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✷✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✮ ♣♦ssè❞❡ ❡♥ ♦✉tr❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ r❡st❡r
✈r❛✐❡ s✐ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s A ♦✉ B s♦♥t ✈✐❞❡s ❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✈✐♥❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇r✉♥♥✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❞✉❡ à Pré❦♦♣❛ ❬✷✸✱ ✷✹❪ ❡t ▲❡✐♥❞❧❡r ❬✶✻❪✳

✻



■♥é❣❛❧✐té ❞❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r✳ ❙♦✐❡♥t f1, f2, f3 : Rn → R+✱ ❡t λ ∈ (0, 1)
t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s x ❡t y ❞❛♥s Rn ♦♥ ❛✐t

f3

(

λx + (1− λ)y
)

≥ f1(x)λf2(y)1−λ.

❆❧♦rs
∫

Rn

f3 ≥
(

∫

Rn

f1

)λ(
∫

Rn

f2

)1−λ
.

◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡s ❞❡
A✱ B ❡t λA + (1− λ)B ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✮✳

❉♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥✳ ❙✐ n = 1 ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ P❛r ❤♦♠♦❣é♥é✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
∫

R
f1 =

∫

R
f2 = 1✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ x ❞❡ R ❞❛♥s R

t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t

∫ x(t)

−∞
f1(s) ds =

∫ t

0

f2(s) ds.

❆❞♠❡tt♦♥s q✉❡ x ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t x′(t)f1(x(t)) = f2(t)✳
P♦s♦♥s z(t) = λx(t) + (1− λ)t✳ ❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❛r✐t❤♠ét✐❝♦✲❣é♦♠étr✐q✉❡✱
♦♥ ❛

z′(t) = λx′(t) + (1− λ)

≥ x′(t)λ = f2(t)
λf1(x)−λ.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
∫

R+

f3 ≥
∫

R

f3(z(t))z′(t) dt

≥
∫

R

f1(x)λf2(t)
1−λf2(t)

λf1(x)−λ

=

∫

R

f2 = 1,

❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ❞é♠♦♥tr❡r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s x
❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❞❡♥s✐té✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st ✈r❛✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n − 1✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ Rn à
Rn−1 × R✳ P♦✉r x ∈ Rn−1 ❡t i = 1, 2, 3✱ ♦♥ ♣♦s❡ (fi)x : t 7→ fi(x, t) ❡t

Fi : x ∈ Rn−1 7→
∫

R

fi(x, t) dt.

✼



❋✐①♦♥s x, y ❞❛♥s Rn−1✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉s ré❡❧s s, t

(f3)λx+(1−λ)y(λs + (1− λ)t) ≥ (f1)x(s)
λ(f2)y(t)

1−λ,

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ré❡❧❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

F3(λx + (1− λ)y) ≥ F1(x)λF2(y)1−λ.

❉✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
∫

Rn−1

F3 ≥
(

∫

Rn−1

F1

)λ(
∫

Rn−1

F2

)1−λ

❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ❋✉❜✐♥✐✳
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇r✉♥♥✲▼✐♥❦♦✇s❦✐✲▲✉st❡r♥✐❦ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬✐♥✲
é❣❛❧✐té ❞❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ❀ ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉r✲
r❡♥❝❡✳ ❖♥ ✈♦✉❞r❛✐t ❝♦♣✐❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡
très ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

❙♦✐t K ⊂ Rn✱ ❧❡ ♣♦❧❛✐r❡ ❞❡ K ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

K◦ = {x ∈ Rn | ∀y ∈ K, x · y ≤ 1}.

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ Bn
2 =

(

Bn
2

)◦
✳

■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❧❛s❝❤❦❡✲❙❛♥t❛❧ó✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ Rn ❛②❛♥t s♦♥
❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡♥ 0✱ ❛❧♦rs

voln(K) voln(K◦) ≤ voln(Bn
2 )2. ✭✸✮

❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞û à ❇❧❛s❝❤❦❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 2 ❡t 3 ❡t à ❙❛♥t❛❧ó ❬✷✻❪
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❉❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ♣❛r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ s②♠étr✐✲
s❛t✐♦♥✱ ♦♥t été tr♦✉✈é❡s ❞❡♣✉✐s ♣❛r ❙❛✐♥t✲❘❛②♠♦♥❞ ❬✷✺❪✱ ♣✉✐s ♣❛r ▼❡②❡r ❡t
P❛❥♦r ❬✷✵❪✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❡rs✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ ❞✉❡s à ❑❡✐t❤
❇❛❧❧ ❬✸❪✱ ❆rtst❡✐♥✱ ❑❧❛rt❛❣ ❡t ▼✐❧♠❛♥ ❬✷❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❋r❛❞❡❧✐③✐ ❡t ▼❡②❡r ❬✶✶❪✳
➱♥♦♥ç♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❑❡✐t❤ ❇❛❧❧✳

❱❡rs✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó ✭❑❡✐t❤ ❇❛❧❧✮✳ ❙♦✐❡♥t f, g : Rn → R+

❡t ρ : R+ → R+✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉s x, y ✈ér✐✜❛♥t x · y ≥ 0 ♦♥ ❛

f(x)g(y) ≤ ρ(
√

x · y)2 ✭✹✮

❡t s✐ f ❡st ♣❛✐r❡✱ ❛❧♦rs
∫

Rn

f

∫

Rn

g ≤
(

∫

Rn

ρ(|x|) dx
)2

.

✽



P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ f = 1K ✱ g = 1K◦ ❡t ρ = 1[0,1]✱ ❛❧♦rs ✭✹✮ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
✈r❛✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑❡✐t❤ ❇❛❧❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙❛♥✲
t❛❧ó ♣♦✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s②♠étr✐q✉❡s✳

❆rtst❡✐♥✱ ❑❧❛rt❛❣ ❡t ▼✐❧♠❛♥ s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ❝❛s ρ(t) = e−
t2

2 ✱ q✉✐ ♣♦✉ss❡
à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐té s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✱ s❛
♣♦❧❛✐r❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

f ◦ : x 7→ inf
y∈Rn

(e−x·y

f(y)

)

. ✭✺✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
(

e−φ
)◦

= e−Lφ✱ ♦ù Lφ ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡
❞❡ φ ✿

Lφ(x) = sup
y∈Rn

(

x · y − φ(y)
)

.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r f ◦ ❡st ❧♦❣✲❝♦♥❝❛✈❡✱ ❡t r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡
(

e−
1
2
|x|2)◦ = e−

1
2
|x|2 ✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❛❧❧ s✬é❝r✐t ❛✐♥s✐ ✿ s✐ f ❡st ♣❛✐r❡✱ ❛❧♦rs
∫

Rn

f

∫

Rn

f ◦ ≤
(

∫

Rn

e−
1
2
|x|2 dx

)2
= (2π)n. ✭✻✮

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♣❡r♠❡t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❇❧❛s❝❤❦❡✲❙❛♥t❛❧ó ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
s②♠étr✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t K ✉♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t NK ❧❛ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té

x · y ≤ NK(x)NK◦(y) ≤ 1
2
NK(x)2 + 1

2
NK◦(y)2

♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
(

e−
1
2
N2

K

)◦
= e−

1
2
N2

K◦ ✳ ❙✐ K ❡st s②♠étr✐q✉❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❞♦♥❝

∫

Rn

e−
1
2
N2

K

∫

Rn

e−
1
2
N2

K◦ ≤ (2π)n

❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t✱ ❝❛r ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t 1K ❡t e−
1
2

N2
k ❡♥ ♣♦❧❛✐r❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

Rn

e−
1
2
N2

K = (2π)
n
2

voln(K)

voln(Bn
2 )

❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r K◦✳
▲❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✈ér✐✜❛♥t 0 <

∫

f < ∞ ❡t
∫

|x|f(x) dx < ∞✱
❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

bar(f) =

∫

f(x)x dx
∫

f(x) dx
.

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✷❪ s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ❝❛s ♥♦♥✲s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✻✮✳ ■❧s
❞é♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ s✉✣t q✉❡ ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ f ◦ s♦✐t ❡♥ 0 ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t
✈r❛✐❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ z ∈ Rn t❡❧ q✉❡

∫

Rn

fz

∫

Rn

(fz)
◦ ≤ (2π)n,

✾



❡♥ ♣♦s❛♥t fz : x 7→ f(x + z)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ (fz)
◦(y) = f ◦(y)ez·y✱ ❡♥ ♠✉❧t✐✲

♣❧✐❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té 1 ≤ ey·z − y · z ♣❛r f ◦(y) ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡♥ y ✐❧ ✈✐❡♥t
∫

Rn

f ◦(y) dy ≤
∫

Rn

(fz)
◦(y) dy −

∫

Rn

(y · z)f ◦(y) dy.

❙✐ bar(f ◦) = 0✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❡st ♥✉❧ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∫

Rn

f

∫

Rn

f ◦ ≤
∫

Rn

(fz)

∫

Rn

(fz)
◦

♣♦✉r t♦✉t z✳
❊♥✜♥ ❋r❛❞❡❧✐③✐ ❡t ▼❡②❡r ❞é♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥✲s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲

é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❛❧❧✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✭❝✬❡st✲à ❞✐r❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ρ✮✳
❉❛♥s ❝❡s tr♦✐s ❛rt✐❝❧❡s ❬✸✱ ✷✱ ✶✶❪✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥s❡♠✲

❜❧✐st❡ ✭✸✮✱ s♦✐t ❡♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ s♦✐t
à ❞✬❛✉tr❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸✱ ♦♥
❞é♠♦♥tr❡ t♦✉t❡s ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s
♦r✐❣✐♥❡❧❧❡s✱ ♠❛✐s s✉rt♦✉t ❞✐r❡❝t❡s✱ ❝✬❡st✲à ❞✐r❡ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛s ❛♣♣❡❧ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❇❧❛s❝❤❦❡✲❙❛♥t❛❧ó✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ♣♦✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ♦✉ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❞✉❡ à ❇♦r❡❧❧ ❬✻❪✳

■♥é❣❛❧✐té ❞❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❙♦✐❡♥t g1, g2, g3 : R+ →
R+ ✈ér✐✜❛♥t g1(s)g2(t) ≤ g3(

√
st)2 ♣♦✉r t♦✉s s, t ∈ R+✳ ❆❧♦rs

∫

R+

g1

∫

R+

g2 ≤
(

∫

R+

g3

)2
.

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t Pré❦♦♣❛ à f1, f2, f3✱ ❛✈❡❝ fi(x) =
gi(e

x)ex✳ P♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❬✸✱ ✽❪✳
❉♦♥♥♦♥s ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó✳ ❙♦✐❡♥t f, g : R→
R ❡t ρ : R+ → R+ ✈ér✐✜❛♥t ✭✹✮✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡
♦♥ tr♦✉✈❡

∫

R+

f

∫

R+

g ≤
(

∫

R+

ρ
)2

∫

R−

f

∫

R−

g ≤
(

∫

R+

ρ
)2

.

❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
∫

R

f

∫

R

g ≤ 1

4θ(1− θ)

(

∫

R

ρ(|t|) dt
)2

✶✵



♦ù θ =

R

R+
f

R

R
f
✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ 4θ(1−θ) ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ 1 q✉❛♥❞ θ = 1

2
✱

❝✬❡st✲à ❞✐r❡ q✉❛♥❞ 0 ❡st ✉♥❡ ♠é❞✐❛♥❡ ♣♦✉r f ✳ ❈✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛s q✉❛♥❞
f ❡st ♣❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑❡✐t❤ ❇❛❧❧ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ❖♥
r❡tr♦✉✈❡r❛ ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s 2 ❡t 3 ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥✱ q✉✐ ✈❡✉t q✉✬✐❧
s❡ ♣❛ss❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❞é❝♦✉♣❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♠❡s✉r❡
♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳

❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♥♦s tr❛✈❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ❝❤❛♣✐tr❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▼❛✉✲
r❡② ❞❛♥s ❬✶✾❪✳ ❙♦✐t (X, µ) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t c : X × X → R+

✈ér✐✜❛♥t c(x, y) = c(y, x) ❡t c(x, x) = 0 ♣♦✉r t♦✉s x, y ✭♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦ût✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ c ♣❡✉t✲êtr❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♦✉ ❧❡ ❝❛rré ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✳
❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (µ, c) ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮ s✐ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✐♥♦ré❡
f ✈ér✐✜❡

∫

e−f dµ

∫

ef⊡c dµ ≤ 1, ✭✼✮

♦ù f ⊡ c ❡st ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧é❡ ❞❡ f ❡t c ✿

f ⊡ c(x) = inf
y∈X

(

f(y) + c(x, y)
)

. ✭✽✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t y = x ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦♥ tr♦✉✈❡ f ⊡ c ≤ f ❝❡ q✉✐ ❡st r❛✐s♦♥✲
♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❡s♣ér❡r ❛✈♦✐r ✭✼✮ ♣✉✐sq✉❡ ♣❛r ❏❡♥s❡♥ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs

∫

e−f
∫

ef ≥ 1✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s♦✐t (µ, c) ✈ér✐✜❛♥t ✭τ✮ ❡t A ⊂ X✳ Pr❡♥❛♥t ♣♦✉r f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛✉t 0 s✉r
A ❡t +∞ ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛

f ⊡ c(x) = c(x, A) := inf
y∈A

c(x, y),

❡t ✭✼✮ ❞❡✈✐❡♥t
∫

ec(x,A) dµ(x) ≤ 1

µ(A)
.

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A ❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡ 1
2
✱ ❡t q✉❡ c ❡st ❧❡ ❝❛rré ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ d✳ ❊♥

✉t✐❧✐s❛♥t ▼❛r❦♦✈✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss✐

{x ∈ X | d(x, A) ≤ t}

❞❡ A ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s 1−2e−t2 ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ (X, µ, d) ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❡❞♦✉① ❬✶✺❪✳

▼❛✉r❡② r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮ ❛✈❡❝
✉♥ ❝♦ût q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ❙♦✐t N ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ N(x) = |x|2 ❡t

✶✶



c ❧❡ ❝♦ût c(x, y) = N(x− y)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧é❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♣❛r❛❧❧é❧♦❣r❛♠♠❡✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉s x, y

(f ⊡
c
4
)(x)− 1

2
|x|2 − f(y)− 1

2
|y|2 ≤ 1

4
|x− y|2 − 1

2
|x|2 − 1

2
|y|2

= |1
2
(x + y)|2.

❈❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ tr✐♣❧❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s

f1 = ef⊡
c
4
−N

2

f2 = e−f−N
2

f3 = e−
N
2

✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r✱ ❛✈❡❝ λ = 1
2
✳ ❆✐♥s✐

∫

e−f dγn

∫

ef⊡
c
4 dγn ≤ 1.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t (γn,
c
4
) ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮✳ ■❧ ❡st ❢❛✐t ♠❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛r✲

t✐❝❧❡ ❬✷❪ ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❡ ❙❛♥t❛❧ó✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ L ❞és✐❣♥❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ♦♥ ❛

−L(f + N
2
) = (f ⊡

c
2
)− N

2
.

❙♦✐t f ♠✐♥♦ré❡ ❡t ♣❛✐r❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✻✮ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭♣❛✐r❡✮
e−f−N

2 ✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∫

e−f dγn

∫

ef⊡
c
2 dγn ≤ 1.

❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛✐r❡s✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été (τ)
❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦ût c

2
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ c

4
✭❝❡ q✉✐ ❡st ♠✐❡✉①✱ ♣❧✉s ❧❡ ❝♦ût ❡st ❣r❛♥❞✱ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

❡st ❧✬✐♥é❣❛❧✐té✮✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡

Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ←→ Pr♦♣r✐été ✭τ✮
❙❛♥t❛❧ó ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ←→ Pr♦♣r✐été ✭τ✮ ♣❛✐r❡

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮
♣❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ❧✬ét❛♣❡ ❙❛♥t❛❧ó✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡
❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮ ✉s✉❡❧❧❡ q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s
❛♣♣❡❧ à Pré❦♦♣❛✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♣r♦✲
♣r✐été ✭τ✮ ♣♦✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♣✉✐s ♦♥ t❡♥s♦r✐s❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧❡s
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♣❡t✐t❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ♣♦✉r f
❡t f ⊡

c
2
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ✿ ♣♦✉r f s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡

❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ❛
∫

f 2 dγn ≤
∫

|∇f |2 dγn.

❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r

L = ∆− x · ∇

❡st ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ❞❛♥s L2(γ)✱ q✉✬✐❧ s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
❞✬❍❡r♠✐t❡ ❡t q✉❡ s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❡st N✳ ❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ f
❡st ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ♣❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t ❛❧❧❡r ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

f 2 dγn ≤
1

2

∫

|∇f |2 dγn.

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❛♠é❧✐♦ré❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛✐r❡s ✭1
2
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 1✮ s❡ ré♣❡r❝✉t❡

❡t ❡①♣❧✐q✉❡ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥♥❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮ ❛♠é❧✐♦ré❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣❛✐r❡s✱ ❛✈❡❝ c

2
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ c

4
✳

P♦✉r t❡♥s♦r✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮ ♣❛✐r❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ s②♠étr✐✲
s❛t✐♦♥✱ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✱ ♠❛✐s
♣❡✉ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❙♦✐t K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡
Rn ❡t H ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ❙♦✐t PH ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ s✉r H✱ ❡t
v ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à H✳ P♦✉r t♦✉t x ∈ PH(K)✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à H ♣❛ss❛♥t ♣❛r x ❡t ❞❡ K ❡st ✉♥ s❡❣♠❡♥t✱ s♦✐t ℓH(x)
s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ▲❡ s②♠étr✐sé sH(K) ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ K ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts

sH(K) =
⋃

x∈PH(K)

(

x + [−1
2
ℓH(x), 1

2
ℓH(x)]v

)

.

❈✬❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❈♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠
❧✬✐♥❞✐q✉❡ sH(K) ❡st s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à H✱ ❡t ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✐❧
❡st ❝♦♥✈❡①❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❋✉❜✐♥✐

voln
(

sH(K)
)

=

∫

H

ℓH(x) dx = voln(K).

❖♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❬✺❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❬✷✵❪✱ ▼❡②❡r ❡t P❛❥♦r ♠♦♥tr❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❇r✉♥♥✲▼✐♥❦♦✇s❦✐✲▲✉st❡r♥✐❦ q✉❡ s✐ K ❡st s②♠étr✐q✉❡✱ ❛❧♦rs voln(K◦) ≤
voln

(

sH(K)◦
)

✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t voln(K) voln(K◦) ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛♣rès
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s②♠étr✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (Hp)p∈N

❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (Kp)p∈N ❞❡ ❝♦r♣s ❝♦♥✈❡①❡s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Kp = sHp(· · · sH1(sH0(K)) · · · )

❝♦♥✈❡r❣❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛✮ ✈❡rs ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡
q✉❡ K✳ ❊♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

voln(K) voln(K◦) ≤ voln(Kp) voln(K◦
p)

✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❧❛s❝❤❦❡✲❙❛♥t❛❧ó ♣♦✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s②♠étr✐q✉❡s✳
❘❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾❪✱ ▼❛✉r❡② ❞é♠♦♥tr❡

q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮ s❡ t❡♥s♦r✐s❡ ✿ s✐ (X, µ, c1) ❡t (Y, ν, c2) ✈ér✐✜❡♥t ✭τ✮ ❛❧♦rs
(X×Y, µ⊗ν, c) ❛✉ss✐✱ ❛✈❡❝ c(x, y) = c1(x)+c2(y)✳ ❊sq✉✐ss♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✳ ❙♦✐t f : X × Y → R✳ P♦✉r t♦✉t y ∈ Y ♣♦s♦♥s fy : x → f(x, y) ❡t
❞é✜♥✐ss♦♥s φ ♣❛r

e−φ(y) =

∫

X

e−fy(x) dµ(x).

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮ à fy✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∫

X

efy⊡c1(x) dµ(x) ≤ eφ(y),

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
∫

X

ef⊡c(x,y) dµ(x) ≤ eφ⊡c2(y).

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮ ♣♦✉r ν ✿
∫

Y

e−φ(y) dν(y)

∫

Y

eφ⊡c2(y) dν(y) ≤ 1,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t t❡♥s♦r✐s❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮ ♣❛✐r❡ ♦♥ ❡st
❝♦♥❢r♦♥té à ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té s✉✐✈❛♥t❡✳ ❘❛❥♦✉t❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✏f ♣❛✐r❡✑ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡
♣❛s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fy ❡t φ ❧❡ s♦✐❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Sf ✈ér✐✜❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt

Sf(x, y) = Sf(x,−y) = Sf(−x, y)

♣♦✉r t♦✉s x, y ❀ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
∫

X×Y

e−f d(µ⊗ ν) ≤
∫

X×Y

e−Sf d(µ⊗ ν),

∫

X×Y

ef⊡c d(µ⊗ ν) ≤
∫

X×Y

e(Sf)⊡c d(µ⊗ ν);

✶✹



❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ X ❡t Y
❡✉❝❧✐❞✐❡♥s✱ µ ❡t ν ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ c1 ❡t c2 ❞❡s ❝♦ûts q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱
♦♥ ❡①❤✐❜❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Sf ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞♦♥♥❡ ✭τ✮✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞♦♥♥❡
✭τ✮ ♣❛✐r❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t t❡♥t❛♥t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r✳ ❆✲t✬♦♥ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥
♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❛✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à
❞❡✉① ❄ ◆♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧✬ét❛♣❡
✏♣❡t✐t❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✑ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡❣rés 0 ❡t
1✱ ❧❛ t❡♥s♦r✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❛ss❡ ♣❧✉s✳

❊♥ ❛♥♥❡①❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬❆rt✲
st❡✐♥✱ ❑❧❛rt❛❣ ❡t ▼✐❧♠❛♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛✐r✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛✉ss✐ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥✳

❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡ ✉♥ t♦✉t
♣❡t✐t ♣❡✉ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❆rtst❡✐♥✱ ❑❧❛rt❛❣ ❡t ▼✐❧♠❛♥✳ ❙✐ f ❡t g ✈ér✐✜❡♥t ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té

∀x, y ∈ Rn, f(x)g(y) ≤ e−x·y

❡t s✐ f ✭♦✉ g✮ ❛ s♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❡♥ 0✱ ❛❧♦rs
∫

Rn

f

∫

Rn

g ≤ (2π)n.

▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷❪ ❡st q✉✬♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s q✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛②❛♥t s♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❡♥ 0 ❡st ❧♦❣✲❝♦♥❝❛✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❡st ✈r❛✐♠❡♥t très s✐♠♣❧❡✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ P♦✉r
t❡♥s♦r✐s❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ❡st ❝♦♥❢r♦♥té ❛✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♣❛✐r ✿ ❧❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❡ f ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡✉r ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❡♥ 0✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s
♠❛r❣✐♥❛❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❡ f ✿

F+ : y ∈ Rn−1 7→
∫

R+

f(y, t) dt

F− : y ∈ Rn−1 7→
∫

R−

f(y, t) dt

✭✾✮

❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s G+ ❡t G− ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t

∫

R+

fx

∫

R+

gy ≤
π

2
e−x·y,

♣♦✉r t♦✉s x, y✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t F+ ❡t 2
π
G+ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té✱ ❡t

❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r F− ❡t G−✳ ❙✐ ♣❛r ❝❤❛♥❝❡ ♦♥ ❛ ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s

✶✺



✭✐✮
∫

F+ =
∫

F− = 1
2

∫

f
✭✐✐✮ bar F+ = bar F− = 0✱

❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ✭✐✐✮ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ à F+ ❡t F−✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
∫

Rn−1

F+

∫

Rn−1

G+ ≤
π

2
(2π)n−1

∫

Rn−1

F−

∫

Rn−1

G− ≤
π

2
(2π)n−1.

❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✐✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
∫

Rn−1 G+ +
∫

Rn−1 G− =
∫

Rn g✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∫

Rn

f

∫

Rn

g ≤ (2π)n,

❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t✳ P♦✉r ✜♥✐r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
q✉✐tt❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ r❡♠♣❧❛❝❡r f ♣❛r
f ◦ T ❛✈❡❝ T ❛✣♥❡✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs s✉♣♣♦s❡r ✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮✳

❆✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❞✉❡ à ❋r❛❞❡❧✐③✐
❡t ▼❡②❡r✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : Rn → R+✱ ♦♥
♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣♦✐♥t c ∈ Rn t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ g : Rn → R+ ❡t ρ : R+ → R+

s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té

∀x, y ∈ Rn, x · y ≥ 0⇒ f(c + x)g(y) ≤ ρ(
√

x · y)2, ✭✶✵✮

♦♥ ❛
∫

Rn

f

∫

Rn

g ≤
(

∫

Rn

ρ(|x|) dx
)2

.

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó ❞❡ f ✉♥ t❡❧ c✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑❡✐t❤
❇❛❧❧✱ ❝✐té❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ s❡ tr❛❞✉✐t ❛✐♥s✐ ✿ s✐ f ❡st ♣❛✐r❡✱ ❛❧♦rs 0 ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
❙❛♥t❛❧ó ❞❡ f ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ρ ✜①é❡ ❡t ♣❛r❧❡r ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó ❞❡ f ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré✲

❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ s✐ ρ(t) = e−
t2

2 ❛❧♦rs bar(f) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
❙❛♥t❛❧ó ❞❡ f ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ρ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó✱ ♦♥ ♣❡r❞ ❞♦♥❝ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛✈❛✐t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❧❛ t❡♥s♦r✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ Pré❦♦♣❛✲
▲❡✐♥❞❧❡r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ t♦✉t❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ f ✱ ❝✬❡st✲à ❞✐r❡ t♦✉t
ré❡❧ c ✈ér✐✜❛♥t

∫ c

−∞ f =
∫ +∞

c
f ✱ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó✳ ❊ss❛②♦♥s ❞❡ ❞é♠♦♥✲

tr❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❋r❛❞❡❧✐③✐✲▼❡②❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ✐❞é❡s ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡ F+ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ F−
❞❡ f ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✭✾✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
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✭✐✮
∫

Rn−1 F+ =
∫

Rn−1 F− = 1
2

∫

Rn f ✳
✭✐✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ c ∈ Rn−1 q✉✐ s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó ♣♦✉r F+ ❡t F−✳

❆❧♦rs✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ c ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó ❞❡ f ✳ ❊♥
tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ q✉✐
s♦✐t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❛✣♥❡ ❞❡ ✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ♠❛r❝❤❡r ❧❡s ❝❤♦s❡s✳ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s
❞♦♥❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ c ❡st ✉♥ ❝❡♥tr❡ ♣♦✉r f : Rn → R+ ✐♥té❣r❛❜❧❡✱
s✐ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❛ ❧✐❡✉✳ ❙♦✐t n = 1 ❡t c ❡st ✉♥❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ f ✳ ❙♦✐t
n ≥ 2✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❛✣♥❡ H sé♣❛r❛♥t Rn ❡♥ ❞❡✉① ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡s
H+ ❡t H−✱ ❡t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r v ♥♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à H t❡❧s q✉✬❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t

F+ : y ∈ H 7→
∫

R+

f(y + tv) dt

F− : y ∈ H 7→
∫

R−

f(y + tv) dt

♦♥ ❛✐t
✲ H ❡st ♠é❞✐❛♥ ♣♦✉r f ✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù

∫

H+
f =

∫

H−
f = 1

2

∫

Rn f ✳
✲ c ∈ H ❡t c ❡st ✉♥ ❝❡♥tr❡ ♣♦✉r F+ ❡t F−✳

■❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ s✐ c ❡st ✉♥
❝❡♥tr❡ ♣♦✉r f ❛❧♦rs c ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó ❞❡ f ✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋r❛❞❡❧✐③✐✲
▼❡②❡r s❡ r❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥
❝❡♥tr❡✳

■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ❛ ❞é❥à été ét✉❞✐é❡ ♣❛r ❆✳❈✳ ❨❛♦ ❡t
❋✳❋✳ ❨❛♦✳ ❉❛♥s ❬✷✾❪✱ ✐❧s ❞é♠♦♥tr❡♥t q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ✐♥té❣r❛❜❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝❡♥tr❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ✭❝❡ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
s✉✐✈❛♥t✮✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝❡♥tr❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
❙❛♥t❛❧ó ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✳ ❉✬♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋r❛❞❡❧✐③✐ ❡t ▼❡②❡r✳

■❧ ② ❛ ✉♥ ♠♦②❡♥ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✉♥ ❝❡♥tr❡ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó✳
❙♦✐❡♥t f, g, ρ ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✵✮ ❡t A ✉♥ ❝ô♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ M(Rn

+) ❛✈❡❝ M ∈
GLn✳ ❊♥ t❡♥s♦r✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t

∫

A

f(c + x) dx

∫

A∗

g(y) dy ≤
(

∫

Rn
+

ρ(|z|) dz
)2

, ✭✶✶✮

♦ù A∗ ❡st ❧❡ ❝ô♥❡ ❞✉❛❧ ❞❡ A ✿

A∗ = {y ∈ Rn | ∀x ∈ A, x · y ≥ 0}.

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛❞♦♣t♦♥s ♣❛s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡ q✉✐ ❝♦♥s✐s✲
t❡r❛✐t à r❡♠♣❧❛❝❡r ✏≥✑ ♣❛r ✏≤✑✳ ❨❛♦ ❡t ❨❛♦ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✐ c ❡st ✉♥ ❝❡♥tr❡

✶✼



♣♦✉r f ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ❞❡ Rn ❡♥ 2n ❝ô♥❡s ♣❛rt❛♥t ❞❡ c✱ q✉✐
s♦✐❡♥t t♦✉s ❞❡ ♠ê♠❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❞❡♥s✐té f ✱ ❡t ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ t♦✉t ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❛✣♥❡ é✈✐t❡ ✭❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✮ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ❝ô♥❡s✳ ❉❡
♠❛♥✐èr❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ ✈ér✐✜❡

✭✐✮ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ P s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ c + A ❛✈❡❝ A ✐♠❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Rn
+

✭✐✐✮ ♣♦✉r t♦✉t B ∈ P ✱
∫

B
f = 2−n

∫

Rn f
✭✐✐✐✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {A∗ | (c + A) ∈ P} ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Rn✳

❖♥ tr❛❞✉✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✐✐✮ ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉❡ P ❡st ✉♥❡ éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ♣♦✉r f ✳ ❊♥
s♦♠♠❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✶✮ s✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∑

(c+A)∈P

∫

A

f(c + x) dx

∫

A∗

g(y) dy ≤ 2n
(

∫

Rn
+

ρ(|z|) dz
)2

.

❉✬❛♣rès ✭✐✐✮✱ ♦♥ ❛
∫

A

f(c + x) dx = 2−n

∫

Rn

f

♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝ô♥❡s A✳ ❉❡ ♣❧✉s ✭✐✐✐✮ ✐♠♣❧✐q✉❡

∑

A

∫

A∗

g =

∫

Rn

g.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝
∫

Rn

f

∫

Rn

g ≤ 4n
(

∫

Rn
+

ρ(|z|) dz
)2

=
(

∫

Rn

ρ(|z|) dz
)2

,

❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ❞é♠♦♥tr❡r✳ ❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡ss❡♠❜❧❡ à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ♣r♦✉✈❛♥t q✉❡ t♦✉t❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ f ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
❙❛♥t❛❧ó✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❙❛♥t❛❧ó✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❜♦♥♥❡
♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r Rn✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ✜♥✐❡ µ s✉r Rn ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r Rn ❡♥ 2n ❝ô♥❡s✱ q✉✐ s♦✐❡♥t t♦✉s ❞❡ ♠ê♠❡ ♠❡s✉r❡
2−nµ(Rn) ♣♦✉r µ ❡t ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ t♦✉t ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❛✣♥❡ é✈✐t❡ ✭❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✮
✉♥❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙✐ E = {c} ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
♣♦ss✐❜❧❡ P = {c} ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ ❡t s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❡st c✳
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❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 1✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ P ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ ❞❡ E s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❛✣♥❡ F ❞❡ E✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r v ∈ ~E\~F
❡t ❞❡✉① ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ P+ ❡t P− ❞❡ F ❝❡♥tré❡s ❛✉ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t c t❡❧❧❡s
q✉❡

P =
{

A + R−v |A ∈ P−
}

∪
{

A + R+v |A ∈ P+

}

.

▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ P ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ c✳

P❧✉s✐❡✉rs r❡♠❛rq✉❡s s✬✐♠♣♦s❡♥t✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ P ❡st ✉♥❡ ♣❛r✲
t✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ E ❛✉ s❡♥s ♦ù ∪P = E ❡t ♦ù ❧❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts
❞✐st✐♥❝ts ❞❡ P ♥❡ s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ♣❛s ✭♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡✉rs ❢r♦♥t✐èr❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬✐♥✲
t❡rs❡❝t❡r✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {(−∞, 0], [0, +∞)} ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡
❨❛♦✲❨❛♦ ❞❡ R✱ ❡t s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❡st 0✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦
s♦♥t ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧è❧❡s✳

❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ P ❡st ✉♥❡ éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ♣♦✉r µ s✐
µ(A) = 2−nµ(E)✱ ♣♦✉r t♦✉t A ∈ P✳ ❨❛♦ ❡t ❨❛♦ s❡ r❡str❡✐❣♥❡♥t ❛✉① ♠❡✲
s✉r❡s ✜♥✐❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
1✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❀ ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ♣♦s✐t✐✈✐té s♦♥t ❞♦♥❝ tr♦♣ ❢♦rt❡s✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s r❛✐s♦♥✲
♥❛❜❧❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡st s❛♥s ❛t♦♠❡✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ✐❧
❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✜♥✐❡s ♥❡ ❝❤❛r❣❡❛♥t ♣❛s ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s✱
❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❢❡r❛ ❞♦ré♥❛✈❛♥t✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t r✐❣✐❞❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r
❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙✐ P ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ ❞❡ ❝❡♥tr❡ c✱ ❛❧♦rs
t♦✉t ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ❢❡r♠é ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ c ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ P ✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ q✉✐ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ E✱ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t µ
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✜♥✐❡ ♥❡ ❝❤❛r❣❡❛♥t ♣❛s ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡t P ✉♥❡ éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡
❨❛♦✲❨❛♦ ♣♦✉r µ✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦♥✈❡①❡ ✈ér✐✜❛♥t

µ(K) > (1− 2−n)µ(E). ✭✶✷✮

❉✬❛♣rès ❍❛❤♥✲❇❛♥❛❝❤✱ s✐ ❧❡ ❝❡♥tr❡ c ❞❡ P ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à K✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ H ❝♦♥t❡♥❛♥t c ❡t ♥✬✐♥t❡rs❡❝t❛♥t ♣❛s K✳ ❉✬❛♣rès ❧❛
♣r♦♣r✐été ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡ H ❝♦♥t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ P ❡t
❞♦♥❝ µ(H) ≥ 2−nµ(E)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ✭✶✷✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
❞é♠♦♥tré ❧❡

▲❡♠♠❡✳ ❯♥ ❝♦♥✈❡①❡ K ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✷✮ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦
❞❡ µ✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❞é❜❛rr❛ss❡ ❧❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ ❞❡ s❡s ❤②♣♦t❤ès❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❞❡♥s✐té ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮✳

✶✾



❚❤é♦rè♠❡ ❞✬éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦✳ ❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ n✳ ❙♦✐t µ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✜♥✐❡ ♥❡ ❝❤❛r❣❡❛♥t ♣❛s ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ E✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣♦✉r µ✱ ❝✬❡st✲à ❞✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ P ✈ér✐✜❛♥t µ(A) = 2−nµ(E) ♣♦✉r t♦✉t A ∈ P✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ µ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ c✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡
♣❛rt✐t✐♦♥ P ❝❡♥tré❡ ❡♥ c✳

❙✐ ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❛✣♥❡ F sé♣❛r❡ E ❡♥ ❞❡✉① ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡s F+ ❡t F− ✈ér✐✜❛♥t
µ(F+) = µ(F−) = 1

2
µ(E)✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ F ❡st ♠é❞✐❛♥ ♣♦✉r µ✳ ❙♦✐t v ✉♥ ✈❡❝t❡✉r

♥♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à F ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ µF,v ❞❡ µ ♣❛r

µF,v(A) = µ(A + R+v)

♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ A ❞❡ F ✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ µ ❡st ✜♥✐❡ ❡t
♥❡ ❝❤❛r❣❡ ♣❛s ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ E✱ ❛❧♦rs µF,v ❡st ✜♥✐❡ ❡t ♥❡ ❝❤❛r❣❡ ♣❛s ❧❡s
❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ F ✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✉♥ ♣♦✐♥t c ∈ E ❡st
❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✬✉♥❡ éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣♦✉r µ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
s✉✐✈❛♥t❡ ❛ ❧✐❡✉ ✿

✲ s✐ dim E = 1✱ ❛❧♦rs c ❡st ✉♥❡ ♠é❞✐❛♥❡ ♣♦✉r µ
✲ s✐ dim E > 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ F ✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t c ❡t ♠é❞✐❛♥ ♣♦✉r µ✱
❡t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r v ∈ ~E\~F t❡❧s q✉❡ c s♦✐t ✉♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣♦✉r µF,v

❡t µF,−v

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❨❛♦✲❨❛♦✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞é✲
♠♦♥tr❡r ❧❡✉r ❡①✐st❡♥❝❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ♠ê♠❡ ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t à ❞❡s ♠❡s✉r❡s à ❞❡♥✲
s✐té ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❝❤❛r❣❡❛♥t t♦✉s ❧❡s ♦✉✈❡rts✱
✐❧ ♥✬② ♣❛s ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❝❡♥tr❡✳ ❙❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ ❞✐s♦♥s q✉✬❡♥ ❝♦♥s✐✲
❞ér❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛s❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ❝❡♥tr❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡
❝❤❛r❣❡❛♥t ❧❡s ♦✉✈❡rts✳

❙♦✐t µ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ E ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉
é❣❛❧❡ à 2✱ t❡❧❧❡ q✉❡ µ ❝❤❛r❣❡ ❧❡s ♦✉✈❡rts ❡t ♥❡ ❝❤❛r❣❡ ♣❛s ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ F ♠é❞✐❛♥ ♣♦✉r µ✱ ♦♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s µF,v ♣♦✉r t♦✉t v ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❡♥tr❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡
♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r v t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ µF,v ❡t µF,−v ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳
❨❛♦ ❡t ❨❛♦ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇♦rs✉❦✲❯❧❛♠ ❀ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r
❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ µF,v ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ v ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉✬✐❧
❛❞✈✐❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ µF,v q✉❛♥❞ ♦♥ ♣r❡♥❞ v très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ F ✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ é♥♦♥❝é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st r❡❥❡té à
❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♣♣♦sé❡ à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ v s✉r F ✳

◆♦tr❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❨❛♦ ❡t ❨❛♦✱ ♠❛✐s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉t✐✲
❧✐s❡r ❇♦rs✉❦✲❯❧❛♠ ♦✉ ❇r♦✉✇❡r✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥❡ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥ v ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ µF,v ✈ér✐✜❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✱ q✉✐
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♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡r ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ µF,v ❡t µF,−v ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t
♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ✜♥✐❡s ♥❡ ❝❤❛r❣❡❛♥t ♣❛s ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡t ❝❤❛r❣❡❛♥t
t♦✉s ❧❡s ♦✉✈❡rts✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❡♥❧è✈❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t
❞❡ ❞❡♥s✐té✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♥✬❛ r✐❡♥ à ✈♦✐r ❛✈❡❝ ❙❛♥t❛❧ó✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✹❪ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ▲❛t❛➟❛ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts
❞✉ ❝❤❛♦s ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

∑

an1,...,nd
gn1 · · · gnd

,

♦ù g1, g2, . . . ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s st❛♥❞❛r❞ ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❡ ❝❛s d = 1 ❡st ❢❛❝✐❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡

(

E|∑aigi|p
)

1
p = |a|2

(

E|g1|p
)

1
p

≈ |a|2
√

p,

❛✈❡❝ |a|22 =
∑

a2
i ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s d = 2✱ ✐❧ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍❛♥s♦♥ ❡t

❲r✐❣❤t ❬✶✷❪ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥✈❡r✈❡♥✐r ❧❡s ♥♦r♠❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t ❡t ❞✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ a = (aij) ✿

(

E|∑aijgigj|p
)

1
p ≈ √p‖a‖HS + p‖a‖op.

❙❛♥s ❞♦♥♥❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧✱ ❞✐s♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s
❞❡ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t ❡t ❞❡s ♥♦r♠❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s ✐♥❥❡❝t✐✈❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❆♣rès q✉❡❧q✉❡s
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ▲❛t❛➟❛ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s✉♣ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ d = 3 ✐❧ ❢❛✉t ❡st✐♠❡r

E sup
(x,y)∈Bn

2 ×Bn
2

∑

aijkxiyjgk.

➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡

E sup
∑

aijkxiyjgk ≤ E
(
∑

ij(
∑

kaijkgk)
2
)

1
2

≈
(
∑

a2
ijk

)
1
2

♥❡ ❞♦♥♥❡ r✐❡♥ ❞✬✐♥tér❡ss❛♥t✳ P♦s♦♥s

Px,y =
∑

aijkxiyjgk.

✷✶



■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s✉♣ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ P s❡ r❛♠è♥❡
à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (Bn

2 ×Bn
2 , d) ❛✈❡❝

d
(

(x, y), (x′, y′)
)2

= E
(

Px,y − Px′,y′

)2

=
∑

k

(
∑

ijaij(xiyj − x′
iy

′
j)
)2

.

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ s✉♣ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✉❞❧❡② ✿
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡

E sup Px,y ≤ C

∫ ∞

0

√

log N(Bn
2 ×Bn

2 , d, ǫ) dǫ,

♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ N(Bn
2 ×Bn

2 , d, ǫ) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d✮ ❞❡ r❛②♦♥ ǫ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r r❡❝♦✉✲
✈r✐r Bn

2 ×Bn
2 ✳ ❘❡♥✈♦②♦♥s ❛✉ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❋❡r♥✐q✉❡ ❬✶✵❪ ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡

❝❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❉✉❞❧❡② ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❝✐s❡ ❛✉ s❡♥s ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ s✉♣✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ✐❝✐ ✿ ▲❛t❛➟❛ ♣❛r✈✐❡♥t à ❡st✐♠❡r
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡s✱ ♠❛✐s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❉✉❞❧❡② ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❧❡ ❜♦♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ q✉❡❧q✉❡
❝❤♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ✜♥✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ s✉♣ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠étr✐q✉❡
❛ été tr♦✉✈é❡ ♣❛r ❚❛❧❛❣r❛♥❞✱ ❝✬❡st ❧❡ ❢❛♠❡✉① t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠❛❥♦✲
r❛♥t❡ ❬✷✼❪✳ ❉❡♣✉✐s✱ ❚❛❧❛❣r❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧✐✜é s♦♥ rés✉❧t❛t q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t ♣❧✉s ✐♥t❡r✈❡✲
♥✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❙❛ t❤é♦r✐❡✱ q✉✬✐❧ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥
❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✷✽❪✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ▲❛t❛➟❛ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r✈❡♥✉ à ✉t✐❧✐s❡r
❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❚❛❧❛❣r❛♥❞ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❆♣rès ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❡♥tr♦♣✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✐t t♦✉t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✉❞❧❡② à
❧❛ ♠❛✐♥✳ ▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▲❛t❛➟❛
❥✉sq✉✬à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ♣✉✐s ❞❡ ❜✐❢✉rq✉❡r ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❣é✲
♥ér✐q✉❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✉♥ ♣❡t✐t ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❡t s✉rt♦✉t ♣❧✉s
❧✐s✐❜❧❡✳

✷✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭τ✮ ♣❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛
♠❡s✉r❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡

❚❤❡ ❇❧❛s❝❤❦❡✲❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t② st❛t❡s t❤❛t ✐❢ K ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥✈❡①
❜♦❞② ♦❢ Rd t❤❡♥

vold(K) vold(K
◦) ≤ vold(D) vold(D

◦) = v2
d, ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ vold ✐s t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡✱ K◦ t❤❡ ♣♦❧❛r ❜♦❞② ♦❢ K✱ D t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜❛❧❧ ❛♥❞ vd ✐ts ✈♦❧✉♠❡✳ ■t ✇❛s ✜rst ♣r♦✈❡❞ ❜② ❇❧❛s❝❤❦❡ ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥
2 ❛♥❞ 3 ❛♥❞ ❙❛♥t❛❧ó ❬✷✻❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t t♦ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❑✳ ❇❛❧❧
✐♥ ❬✸❪ ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ ♣r♦✈❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡♥✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❢♦✉♥❞ ❡✐t❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦r ♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❇❛❧❧✬s
✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ▲✉t✇❛❦ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ❬✶✽❪✱ ❆rtst❡✐♥✱ ❑❧❛rt❛❣ ❛♥❞ ▼✐❧♠❛♥
❬✷❪✱ ♦r ❋r❛❞❡❧✐③✐ ❛♥❞ ▼❡②❡r ❬✶✶❪✳
❇❛❧❧✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿ ✐❢ F ✐s ❛ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡
❡✈❡♥ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ Rd t❤❡♥

∫

F (x) dx

∫

F ◦(x) dx ≤ (2π)d, ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ F ◦ ✐s t❤❡ ♣♦❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ F ✿

F ◦(x) = inf
y∈Rd

e−x·y

F (y)
.

▲❡t K ❜❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ❛♥❞ NK t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥♦r♠✳ ❉❡✜♥✐♥❣
FK = e−

1
2
N2

K ✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t (FK)◦ = FK◦ ✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t vd

∫

FK = (2π)d/2 vold(K) ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r K◦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛♣♣❧②✐♥❣ ✭✶✳✷✮ t♦ FK ✱ ✇❡ ❣❡t ✭✶✳✶✮✳ ❙♦ ✭✶✳✷✮ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❙❛♥t❛❧ó✬s
✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

✷✸



■♥ ❬✷❪✱ ❆rtst❡✐♥✱ ❑❧❛rt❛❣ ❛♥❞ ▼✐❧♠❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ t❤❡ ♥♦♥ ❡✈❡♥
s❡tt✐♥❣ ✿ t❤❡② ♣r♦✈❡ t❤❛t ✭✶✳✷✮ ❤♦❧❞s ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ F ◦ ✐s ❛t 0
✭✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡ ✇❤❡♥ F ✐s ❡✈❡♥✮✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡✐r ♣❛♣❡r ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
r❡♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚❛❧❛❣r❛♥❞ ❛♥❞
♥❛♠❡❞ ❛❢t❡r ❤✐♠ ❜② ▼❛✉r❡② ✐♥ ❬✶✾❪✳ ❍❡r❡ ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✿ ❧❡t µ ❜❡ ❛ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ Rd ❛♥❞ w ❛ ✇❡✐❣❤t ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡q✉❛❧
t♦ 0 ❛t 0✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t (µ, w) s❛t✐s✜❡s ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ✿

∫

e−f dµ

∫

ef⊡w dµ ≤ 1, ✭✶✳✸✮

✇❤❡r❡ f ⊡ w ✐s t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ f ❛♥❞ w ✿

f ⊡ w(x) = inf
y∈Rd

(

f(x + y) + w(y)
)

.

❈❧❡❛r❧②✱ ✇❡ ♠❛② r❡♣❧❛❝❡ ✏f ≥ 0✑ ❜② ✏f ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✑✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡
f ⊡ w(x) ≤ f(x) ✭t❛❦❡ y = 0✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ f ⊡ w(x)✱ ♦♥❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦
♠♦✈❡ ❢r♦♠ x t♦ s♦♠❡ x + y s✉❝❤ t❤❛t f(x + y) ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ f(x)✱ ❜✉t t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦sts w(y)✳
▲❡t γd ❜❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ Rd✳ ❋♦r x ∈ Rd✱ ✇❡ ❧❡t |x|
❜❡ ✐ts ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦st c : x 7→ |x|2✳ ▼❛✉✲
r❡② r❡♠❛r❦❡❞ t❤❛t (γd,

c
4
) s❛t✐s✜❡s ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛♠♦✉s

Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✿ ❧❡t u✱v ❛♥❞ w ❜❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❛t✐s✲
❢②✐♥❣ w(x+y

2
) ≤ 1

2
(u(x) + v(y)) ❢♦r ❛❧❧ x ❛♥❞ y ✐♥ Rd✱ t❤❡♥

(

∫

e−u dx
)

1
2
(

∫

e−v dx
)

1
2 ≤

∫

e−w dx. ✭✶✳✹✮

❚❤✐s ✐s ❛ r❡✈❡rs❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❬✹❪ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ ❛♥❞
s❡❧❡❝t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ u = f + c

2
✱ v = −(f ⊡

c
4
)+ c

2

❛♥❞ w = c
2
②✐❡❧❞s ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡✳

■t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❬✷❪ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮
❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❛♥t❛❧ó✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✭✶✳✷✮ t♦
F = e−f− c

2 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❡❛s✐❧②
∫

e−f dγd

∫

ef⊡
c
2 dγd ≤ 1.

❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ r❡str✐❝t t♦ ❡✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮ ❢♦r (γd,
c
2
) ✭✇❡

❣❛✐♥ ❛ ❢❛❝t♦r 2 ✐♥ t❤❡ ❝♦st✮✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮✱
❛♥❞ ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ ✐t ❞✐r❡❝t❧②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✐♥ ●❛✉ss s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡✇ ♣r♦♦❢
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♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤✐s ♣r♦♦❢ ❛✈♦✐❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧
❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❢♦r ❝♦♥✈❡① s❡ts✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇❛❧❧✬s ♣r♦♦❢✳
❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Hf t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ⊡

c
2
✿

Hf(x) = inf
y∈Rd

(

f(x + y) + 1
2
|y|2
)

.

❲❡ r❡st❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ ✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳ ▲❡t f ❜❡ ❛♥ ❡✈❡♥✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥
♦♥ Rd✳ ❚❤❡♥

∫

e−f dγd

∫

eHf dγd ≤ 1.

✶✳✶ ❆ ✏s♠❛❧❧ ǫ✑ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳ ▲❡t C > 0 ❛♥❞ ǫ ∈ (0, 1]✳ ▲❡t F(C, ǫ) ❜❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ♦♥ Rd s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿

✭✐✮ f ✐s ▲✐♣s❝❤✐t③ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t Cǫ
✭✐✐✮ ❢♦r ❛♥② x ❛♥❞ h ✐♥ Rd ✿

f(x + h) + f(x− h)− 2f(x) ≤ Cǫ2|h|2.

❚❤✐s ❝❧❛ss F(C, ǫ) ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐t ✐s
❝❧❡❛r❧② ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t✱ ❛♥❞✱ ✐❢ f ✐s ✐♥ F(C, ǫ) ❛♥❞ u ∈ Rd t❤❡♥ x 7→ f(x+u) ❛♥❞
x 7→ f(−x + u) ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ F(C, ǫ)✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐❢ (fi)i∈I ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✐♥ F(C, ǫ) ❛♥❞ ✐❢ ❢♦r s♦♠❡ x0✱ infi∈I fi(x0) > −∞✱ t❤❡♥ f = infi fi ✐s st✐❧❧ ✐♥
F(C, ǫ)✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ❝❧❡❛r t❤❛t f ✐s ♥♦✇❤❡r❡ ❡q✉❛❧ t♦ −∞ ❛♥❞ t❤❛t ✐t
✐s Cǫ✲▲✐♣s❝❤✐t③✳ ▲❡t x, h ∈ Rd ❛♥❞ ❧❡t i0 s❛t✐s❢② fi0(x) ≤ f(x) + η ❀ ✇❡ ❤❛✈❡

f(x + h) + f(x− h)− 2f(x) ≤ fi0(x + h) + fi0(x− h)− 2fi0(x) + 2η.

❆♣♣❧②✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✭✐✐✮ ❢♦r fi0 ❛♥❞ ❧❡tt✐♥❣ η ❣♦ t♦ 0✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t✳
▲❡t X ❜❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r ♦♥ Rd✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② E✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳ ▲❡t C > 0✱ ❢♦r ❡✈❡r② ǫ ∈ (0, 1]✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❡✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ∈
F(C, ǫ) ✇❡ ❤❛✈❡

E e−f(X) E eHf(X) ≤ 1 + Kǫ3,

✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t K ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ C s♦❧❡❧②✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ ❛ s②♠✲
♠❡tr✐❝ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳
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▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ L2(R
d, γd)✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f ✐s

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ t♦ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✿

E f(X) = 0 ❛♥❞ E Xf(X) = 0. ✭✶✳✺✮

❚❤❡♥
E f(X)2 ≤ 1

2
E|∇f(X)|2. ✭✶✳✻✮

■t ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ✐ts ♣r♦♦❢ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ t❤❡ r❡❛❞❡r
❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t ❬✽❪ ✇❤❡r❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡♠❡♥t ✐s ♣r♦✈❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (Hα)α∈Nd ♦❢ t❤❡ ❍❡r♠✐t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦♥
Rd✳ ■t ✐s ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ L2(γd) ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✭✉♥❜♦✉♥❞❡❞✮ ♦♣❡r❛t♦r

L : f 7→ ∆f − x · ∇f

✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✿ ❢♦r ❛❧❧ α ✇❡ ❤❛✈❡ −LHα = |α|Hα✱ ✇❤❡r❡ |α| =
∑

αi✳ ❲❡ r❡❢❡r
t♦ ❬✷✷✱ ❝❤❛♣t❡r ✷❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜②
♣❛rts ❢♦r♠✉❧❛ ✿

−E Lf(X)g(X) = E∇f(X) · ∇g(X).

▲❡t ✉s ✇r✐t❡ f =
∑

fαHα✳ ❲❡ ❤❛✈❡ −Lf =
∑|α|fαHα ❛♥❞ ✭✶✳✺✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

fα = 0 ✇❤❡♥ |α| = 0 ♦r 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

E|∇f(X)|2 = −E Lf(X)f(X) =
∑

|α|≥2

|α|f 2
α ≥ 2 E f(X)2,

✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ K1, K2, . . . ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❞❡♣❡♥❞
♦♥❧② ♦♥ C✳ ▲❡t ǫ ∈ (0, 1] ❛♥❞ f ∈ F(C, ǫ)✱ ❡✈❡♥✳ ❘❡♣❧❛❝❡ f ❜② ✐ts ❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❜② s♦♠❡ ❡✈❡♥ r❡❣✉❧❛r ❉✐r❛❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ (ρn) ✭●❛✉ss✐❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳
❈❧❡❛r❧② ρn ∗ f ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ F(C, ǫ)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ f
✐s ▲✐♣s❝❤✐t③✱ ρn ∗ f → f ✉♥✐❢♦r♠❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s H(ρn ∗ f) → Hf ✳ ▼♦r❡♦✲
✈❡r✱ ❜❡✐♥❣ ▲✐♣s❝❤✐t③✱ f ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ 1 + |x|✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡
❤♦❧❞s ❢♦r Hf ✳ ❚❤❡♥ e−ρn∗f ❛♥❞ eH(ρn∗f) ❛r❡ ❜♦t❤ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
x→ AeB|x|✳ ❇② t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

E e−(ρn∗f)(X) E eH(ρn∗f)(X) → E e−f(X) E eHf(X),

✇❤❡♥ n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❤❡♥ f
✐s C2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t t♦ f ✳
❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t E f(X) = 0✳ ❲❤❡♥ f ✐s C2✱ ♣r♦♣❡rt② ✭✐✐✮
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Hessf(x) ≤ Cǫ2Id ❢♦r ❛♥② x✳ ❍❡♥❝❡ ❜② ❚❛②❧♦r✬s ❢♦r♠✉❧❛

✷✻



✭✐✐✬✮ ❢♦r ❛♥② x ❛♥❞ h✱ f(x + h) ≤ f(x) +∇f(x) · h + C
2
ǫ2|h|2✳

❋✐rst ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ E e−f(X)✳ ❲❡ ✇r✐t❡

E e−f(X) =
∞
∑

k=0

(−1)k

k!
E f(X)k.

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ f(X)✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ✿ ✐❢ φ ✐s ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞✱ ♠❡❛♥ 0 ❛♥❞ 1✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦♥ Rd✱ t❤❡♥ φ(X) ✐s ❝❧♦s❡ t♦ 0 ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛♥②
t > 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Prob
{

|φ(X)| ≥ t
}

≤ 2e−t2/2.

❲❡ r❡❢❡r t♦ ❬✶✺✱ t❤❡♦r❡♠ ✷✳✺❪ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❛t
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥st❛♥t M s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② p ≥ 1

(

E|φ(X)|p
)1/p

≤M
√

p.

❙✐♥❝❡ f ✐s Cǫ✲▲✐♣s❝❤✐t③✱ f
Cǫ

✐s ✶✲▲✐♣s❝❤✐t③✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ♠❡❛♥ 0 s♦ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♣♣❧✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r k ≥ 3✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜♦✉♥❞ |(−1)k E f(X)k| ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡
❜② (MC

√
k)kǫ3✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

E e−f(X) ≤ 1 + 1
2
E f(X)2 + K1ǫ

3. ✭✶✳✼✮

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E ef(X) ≤ 1 + 1
2
E f(X)2 + K1ǫ

3 and E
∣

∣ef(X) − 1
∣

∣ ≤ K2ǫ
2. ✭✶✳✽✮

❲❡ ♥♦✇ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ Hf ✳ ❚r②✐♥❣ y = −∇f(x) ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Hf ✱ ✇❡ ❣❡t

Hf(x) ≤ f(x−∇f(x)) + 1
2
|∇f(x)|2.

❆♣♣❧②✐♥❣ ✭✐✐✬✮ t♦ x ❛♥❞ h = −∇f(x)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Hf(x) ≤ f(x)− |∇f(x)|2 + 1
2
|∇f(x)|2 + C

2
ǫ2|∇f(x)|2.

❘❡♠❛r❦ t❤❛t s✐♥❝❡ f ✐s Cǫ✲▲✐♣s❝❤✐t③✱ ✇❡ ❤❛✈❡ |∇f(x)| ≤ Cǫ ❢♦r ❛♥② x✳ ❲❡
♦❜t❛✐♥

Hf(x) ≤ f(x)− 1
2
|∇f(x)|2 + 1

2
C3ǫ4.

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ |∇f | ≤ Cǫ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❣❡t

eHf(x) ≤ ef(x)
(

1− 1
2
|∇f(x)|2 + K3ǫ

4
)(

1 + K4ǫ
4
)

≤ ef(x) − 1
2
|∇f(x)|2 + 1

2
(1− ef(x))|∇f(x)|2 + K5e

f(x)ǫ4.

✷✼



❲❡ t❛❦❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ ✭✶✳✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

E eHf(X) ≤ 1 + 1
2
E f(X)2 − 1

2
E|∇f(X)|2 + K6ǫ

3. ✭✶✳✾✮

▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✭✶✳✼✮ ❛♥❞ ✭✶✳✾✮ ✇❡ ❣❡t

E e−f(X) E eHf(X) ≤ 1 + E f(X)2 − 1
2
E|∇f(X)|2 + Kǫ3. ✭✶✳✶✵✮

◆♦✇ ✇❡ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✶✳✹ ✿ s✐♥❝❡ f ❤❛s ♠❡❛♥ 0 ❛♥❞ ✐s ❡✈❡♥✱ ✐t s❛t✐s✜❡s ✭✶✳✺✮✱
❤❡♥❝❡ E f(X)2 ≤ 1

2
E|∇f(X)|2✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❘❡♠❛r❦✳ ❲✐t❤♦✉t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✏f ❡✈❡♥✑ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇♦✉❧❞
♦♥❧② s❛②

E f(X)2 ≤ E|∇f(X)|2,
❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡

E e−f(X) E e(f⊡
c
4
)(X) ≤ 1 + Kǫ3.

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮✱ ✇❡ t❡♥s♦r✐③❡ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳
❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ✈❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐❝❛❧ t♦♦❧s✱ ♠♦st ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t♦ s♣❡✲
❝✐❛❧✐sts✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss F(C, ǫ)✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✺✳ ▲❡t E1 ❛♥❞ E2 ❜❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞ µ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡
♦♥ E1✳ ▲❡t f : E1 × E2 → R ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② x ∈ E1 t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
y 7→ f(x, y) ✐s ✐♥ F(C, ǫ)✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ φ ❜②

e−φ(y) =

∫

E1

e−f(x,y) dµ(x).

❚❤❡♥✱ ✉♥❧❡ss φ = −∞✱ φ ❜❡❧♦♥❣s t♦ F(C, ǫ)✳

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣❡rt② ✭✐✮ ✐s s✐♠♣❧❡✳ ❲❡ ❝❤❡❝❦ ✭✐✐✮ ✿ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② −1
2
t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

f(x, y + h) + f(x, y − h) ≤ 2f(x, y) + Cǫ2|h|2✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♥❞
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∫

E1

e−f(x,y) dµ(x)e−
Cǫ2

2
|h|2 ≤

∫

E1

e−
1
2

f(x,y+h)e−
1
2

f(x,y−h) dµ(x).

❚❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❧♦❣
❛♥❞ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r φ✳

✷✽



✶✳✷ ❙②♠♠❡tr✐s❛t✐♦♥

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧ ✐♥ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❙t❡✐♥❡r✬s s②♠♠❡tr✐s❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❬✺❪ ❢♦r ❞❡✲
✜♥✐t✐♦♥✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞
▼❡②❡r ❛♥❞ P❛❥♦r✬s ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❇❧❛s❤❦❡✲❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ■t ✐s t❤✉s ♥❛t✉r❛❧✱
❛♥❞ ❛s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤✐s ✐❞❡❛ ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ ❬✷❪✱ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦❢ t❤✐s s②♠♠❡tr✐s❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ f : E → R ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳
❲❡ ❞❡✜♥❡

Sf : x 7→ inf
u∈E

(

1
2

(

f(u + x) + f(u− x)
)

+ 1
2
|u|2
)

.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Sf ✐s ❡✈❡♥✳
▲❡t E1, E2 ❜❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡s ❛♥❞ g : E1 × E2 → R✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ S1g ❛♥❞
S2g t♦ ❜❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ♦❢ g ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞
✈❛r✐❛❜❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✿

S1g : x, y 7→ inf
u∈E1

(

1
2

(

f(u + x, y) + f(u− x, y)
)

+ 1
2
|u|2
)

,

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r S2✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✼✳ ▲❡t γ ❜❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ E✳ ❋♦r ❛♥② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s f
♦♥ E✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∫

E

e−fdγ ≤
∫

E

e−Sfdγ. ✭✶✳✶✶✮

▲❡t γ1, γ2 ❜❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ E1 ❛♥❞ E2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♥② ❝♦♥t✐✲
♥✉♦✉s g ♦♥ E1 × E2 s❛t✐s✜❡s

∫

E1×E2

eHgdγ1 ⊗ dγ2 ≤
∫

E1×E2

eHS2gdγ1 ⊗ dγ2. ✭✶✳✶✷✮

Pr♦♦❢✳ ❙❡t f̃ : x → f(−x)✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Sf ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❡✈❡r② z ❛♥❞
u ∈ Rd

Sf(z) + 1
2
|z|2 ≤ 1

2
f(u + z) + 1

2
f(−z + u) + 1

2
|u|2 + 1

2
|z|2

= 1
2

(

f(u + z) + 1
2
|u + z|2) + 1

2

(

f̃(z − u) + 1
2
|z − u|2

)

.

▲❡t x, y ∈ Rd✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ z = x+y
2

❛♥❞ u = x−y
2
✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

Sf(
x + y

2
) + 1

2

∣

∣

x + y

2

∣

∣

2 ≤ 1
2

(

f(x) + 1
2
|x|2) + 1

2

(

f̃(y) + 1
2
|y|2
)

.

✷✾



❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ❣❡t ✭✶✳✶✶✮✳
■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✳✶✷✮ ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿ ✐❢ K ✐s ❛ ❝❡♥tr❛❧❧②
s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ❛♥❞ Ku ✐ts ❙t❡✐♥❡r s②♠♠❡tr❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ u t❤❡♥ vold(Ku)

◦ ≥ vold(K
◦)✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❦❡② ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ▼❡②❡r ❛♥❞

P❛❥♦r✬s ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ s❡❡ ❬✷✵❪✳ ❆❝t✉❛❧❧② t❤✐s ✐❞❡❛
❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ ❙❛✐♥t✲❘❛②♠♦♥❞ ❬✷✺❪ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s②♠♠❡tr✐s❛t✐♦♥
♦❢ ❤✐s ♦✇♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❙t❡✐♥❡r✬s✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ ✭✶✳✶✷✮✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠

−S1(−Hg) ≤ HS2g. ✭✶✳✶✸✮

■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ✭✶✳✶✶✮ ✇❡ ❣❡t ❢♦r ❡✈❡r② y ∈ E2

∫

eHg(x,y) dγ1(x) =

∫

e−(−Hg)(x,y) dγ1(x)

≤
∫

e−S1(−Hg(x,y)) dγ1(x) ≤
∫

eHS2g(x,y) dγ1(x),

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✭✶✳✶✷✮✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✶✳✶✸✮ ✿ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡❛✈② ❜✉t ✐t ✐s str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞✳

2HS2g(x, y) = inf
u,v

{

2S2g(x + u, y + v) + |u|2 + |v|2
}

= inf
u,v,w

{

g(x + u, w + y + v) + g(x + u, w − y − v)

+ |u|2 + |v|2 + |w|2
}

.

❙✐♥❝❡ g ✐s ❡✈❡♥✱ t❤❡ ❧❛t❡st ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s

inf
u,v,w

{

g(x + u, w + y + v) + g(−x− u,−w + y + v) + |u|2 + |v|2 + |w|2
}

.

❲❤❡r❡❛s

−2S1(−Hg)(x, y) = − inf
t

{

(−Hg)(t + x, y) + (−Hg)(t− x, y) + |t|2
}

= sup
t

{

Hg(t + x, y) + Hg(t− x, y)− |t|2
}

.

❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② t, u, v, w

Hg(t + x, y) + Hg(t− x, y) ≤ g(x + u, w + y + v) + g(−x− u,−w + y + v)

+ |u|2 + |v|2 + |w|2 + |t|2,

✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r ✿ ✉s❡ t✇✐❝❡ Hg(a)− g(b) ≤ 1
2
|b− a|2✳

✸✵



✶✳✸ ❚❡♥s♦r✐s❛t✐♦♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽✳ ▲❡t n ∈ N∗✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❧❛ss Fn(C, ǫ) ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ n ✿
❧❡t f ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ (Rd)n✱ ✇❡ s❛② t❤❛t f ❜❡❧♦♥❣s t♦ Fn(C, ǫ) ✐❢

✲ ❢♦r ❡✈❡r② y ∈ Rd✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x ∈ (Rd)n−1 7→ f(x, y) ✐s ✐♥ Fn−1(C, ǫ)
✲ ❢♦r ❡✈❡r② x ∈ (Rd)n−1✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ y ∈ Rd 7→ f(x, y) ✐s ✐♥ F(C, ǫ)✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s Fn(C, ǫ) ✐s t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Rd × · · · × Rd t❤❛t
❜❡❧♦♥❣ t♦ F(C, ǫ) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧
♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss Fn(C, ǫ) ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r s②♠♠❡tr✐s❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✾✳ ▲❡t f ❜❡❧♦♥❣ t♦ Fn(C, ǫ)✱ s❡t E1 = (Rd)n−1 ❛♥❞ E2 = Rd✳ ❚❤❡♥
S2f ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣s t♦ Fn(C, ǫ)✳

Pr♦♦❢✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss F(C, ǫ) t❤❛t ✇❡
♠❡♥t✐♦♥♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✿ ❢♦r ❡✈❡r② x ∈ E1 ❛♥❞ u ∈ E2✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

y 7→ 1
2

(

f(x, u + y) + f(x, u− y)
)

+ 1
2
|u|2

✐s ✐♥ F(C, ǫ) s♦ t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦✈❡r u✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤✐s
✐♥✜♠✉♠ ✐s ♥♦t −∞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r✱ s✐♥❝❡ 1

2

(

f(x, u + y) + f(x, u − y)
)

✐s
▲✐♣s❝❤✐t③ ✐♥ u✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❛♥② y, u ∈ E2✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

x 7→ 1
2

(

f(x, u + y) + f(x, u− y)
)

+ 1
2
|u|2

✐s ✐♥ Fn−1(C, ǫ) ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦✈❡r u✳

❚❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛ ✐s ❛ t❡♥s♦r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st❛♥t
K✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✶✵✳ ▲❡t X1, . . . , Xn ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♣✐❡s ♦❢ X ❛♥❞ ❧❡t f ❜❡ ❡✈❡♥
❛♥❞ ✐♥ Fn(C, ǫ)✳ ❚❤❡♥

E e−f(X1,...,Xn) E eHf(X1,...,Xn) ≤ (1 + Kǫ3)n.

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ n = 1✱ ✐t ✐s ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳ ▲❡t n ≥ 2✱ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r n − 1✳ ▲❡t f : (Rd)n → R ❜❡ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ✐♥
Fn(C, ǫ)✳ ❙❡t E1 = (Rd)n−1✱ E2 = Rd ❛♥❞ X̃ = (X1, . . . , Xn−1)✱ ✐t ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧
✈❡❝t♦r ♦♥ E1✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡

E e−f(X̃,Xn) E eHf(X̃,Xn) ≤ (1 + Kǫ)n.

▲❡t g = S2f ✳ ❲❡ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✶✳✼✱ ❢♦r ❡✈❡r② x ∈ E1 ✇❡ ❤❛✈❡ ✿ E e−f(x,Xn) ≤
E e−S2f(x,Xn)✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

E e−f(X̃,Xn) ≤ E e−S2f(X̃,Xn).

✸✶



❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✼ ❣✐✈❡s

E eHf(X̃,Xn) ≤ E eHS2f(X̃,Xn).

❍❡♥❝❡ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

E e−g(X̃,Xn) E eHg(X̃,Xn) ≤ (1 + Kǫ)n. ✭✶✳✶✹✮

❇② ▲❡♠♠❛ ✶✳✾✱ ✇❡ ❤❛✈❡ g ∈ Fn(C, ǫ)✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ S2✱ ❢♦r ❡✈❡r② x ∈ E1✱
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ y 7→ g(x, y) ✐s ❡✈❡♥✳ ❇✉t ❛s g ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❡✈❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦
g(−x, y) = g(x,−y) = g(x, y)✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛♥② y ∈ E2✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ gy : x →
g(x, y) ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞ ✐♥ Fn−1(C, ǫ)✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

E e−(gy)(X̃) E eH(gy)(X̃) ≤ (1 + Kǫ3)n−1. ✭✶✳✶✺✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✾❪✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ✐t ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r H1 ❜②

H1g(x, y) = H(gy)(x) = inf
u∈E1

(

g(x + u, y) + 1
2
|u|2
)

.

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ❜②

e−φ(y) = E e−g(X̃,y).

❋♦r ❛♥② x ∈ E1✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ y → g(x, y) ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ F(C, ǫ)✳ ❇②
▲❡♠♠❛ ✶✳✺✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r φ✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✶✳✸ t♦ ❣❡t

E e−φ(Xn) E eHφ(Xn) ≤ 1 + Kǫ3. ✭✶✳✶✻✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✳✶✺✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥② y ❛♥❞ u ✐♥ Rd ✇❡
❤❛✈❡

E eH1g(X̃,y+u)+ 1
2
|u|2 ≤ eφ(y+u)+ 1

2
|u|2(1 + Kǫ3)n−1. ✭✶✳✶✼✮

▲❡t (x, y) ∈ E1×E2✳ ❋♦r ❛♥② u ∈ Rd ✇❡ ❤❛✈❡ H1g(x, y+u)+ 1
2
|u|2 ≥ Hg(x, y)✳

❍❡♥❝❡✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦✈❡r u ✐♥ ✭✶✳✶✼✮✱ ✇❡ ❣❡t

E eHg(X̃,y) ≤ eHφ(y)
(

1 + Kǫ3
)n−1

, ✭✶✳✶✽✮

✇❤✐❝❤ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

E eHg(X̃,Xn) ≤ E eHφ(Xn)
(

1 + Kǫ3
)n−1

. ✭✶✳✶✾✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✶✳✶✾✮ ✇✐t❤ ✭✶✳✶✻✮ ②✐❡❧❞s ✭✶✳✶✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

✸✷



✶✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶

▲❡t n ∈ N✱ ❛♥❞ f ❜❡ ❛♥ ❡✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ Rd t♦ R ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ F(C, 1)✳
❙❡t

g : (Rd)n → R

(x1, . . . , xn) 7→ f
(

1√
n
(x1 + · · ·+ xn)

)

.

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t g ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ Fn(C, 1√
n
)✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✵✱

✇❡ ♦❜t❛✐♥

E e−g(X1,...,Xn) E eHg(X1,...,Xn) ≤ (1 + K 1
n3/2 )

n ≤ 1 + K′√
n
. ✭✶✳✷✵✮

❚❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

Hg(x1, . . . , xn) = inf
u1,...,un

f
(

1√
n

∑

(xi + ui)
)

+ 1
2

∑|ui|2

≥ inf
u1,...,un

f
(

1√
n

∑

xi + 1√
n

∑

ui

)

+ 1
2

∣

∣

1√
n

∑

ui

∣

∣

2
,

= Hf
(

1√
n

∑

xi

)

.

❲❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ ✭✶✳✷✵✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r 1√
n

∑

Xi

❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❧❛✇ ❛s X✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

E e−f(X) E eHf(X) ≤ 1 + K′√
n
.

◆♦✇ ✇❡ ❧❡t n→∞ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r f ✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
❢♦r ❛♥② ❡✈❡♥ f ✐♥ F(C, 1)✳ ❇✉t t❤✐s ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② C✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ C ❛s
❜✐❣ ❛s ✇❡ ✇❛♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r ❛♥② ❡✈❡♥ ❛♥❞ C2 ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt✳ ❆♥❞ ❛ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s
✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡✈❡♥✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✳

❘❡♠❛r❦s

■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛✲
s✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ♥♦t ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈❡♥
❛♥②♠♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✸ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r✲
❢♦r♠ t❤❡ t❡♥s♦r✐s❛t✐♦♥ ✭❥✉st ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s②♠♠❡tr✐s❛✲
t✐♦♥✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r♦♦❢ ✭✉s✐♥❣
t❤❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮ ❜✉t ✇❡ ✜♥❞ ✐t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t ♣r♦✲
♣❡rt② ✭τ✮ ❤❛s t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✇❤❡r❡❛s ✐ts
s②♠♠❡tr✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ❤❛s t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✳

✸✸



❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❣♦ ❢❛rt❤❡r ✿ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ f ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
t♦ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 ❄ ❆❝t✉❛❧❧② ❡✈❡♥
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s
♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✿ ✇❡ ❤❛❞ t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥
✇❛s ❡✈❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s str♦♥❣❡r✳
▲❛st❧②✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❑❧❛rt❛❣ ❬✶✸❪✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦✲
♣❡rt② ✭τ✮ t♦ ♠❡❛s✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ❧♦❣✲❝♦♥❝❛✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ●❛✉s✲
s✐❛♥✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮ ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r 1✲▲✐♣s❝❤✐t③ ✐♠❛❣❡✳
❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦✲
♣❡rt② ✿ ❧❡t µ s❛t✐s❢② t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮ ❛♥❞ T ❜❡ 1✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❛♥❞
♦❞❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ T#µ ♦❢ µ ❜② T ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ❜② ❈❛✛❛r❡❧❧✐ ✭s❡❡ ❬✼❪✮ t❤❛t ✐❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡
µ ✐s ❧♦❣✲❝♦♥❝❛✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ✕ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t dµ

dx

✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ e−V − c
2 ❢♦r s♦♠❡ V ❝♦♥✈❡① ✕ t❤❡♥ t❤❡ ❇r❡♥✐❡r ♠❛♣ tr❛♥s♣♦rt✐♥❣

t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡ t♦ µ ✐s 1✲▲✐♣s❝❤✐t③✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❛t µ
✐s ❡✈❡♥✱ t❤❡ ❇r❡♥✐❡r ♠❛♣ ✇✐❧❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜❡ ♦❞❞ s♦ µ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ❜② ❛ 1✲▲✐♣s❝❤✐t③ ♦❞❞ ♠❛♣ ❛♥❞ t❤✉s ✇✐❧❧ s❛t✐s❢② t❤❡
s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮✳ ❍❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ❧♦❣✲
❝♦♥❝❛✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡ t♦ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✱ s❛t✐s❢② t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝
♣r♦♣❡rt② ✭τ✮✳

✶✳✺ ❆♣♣❡♥❞✐① ✿ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❙❛♥t❛❧ó

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ❧❡❛✈❡ ♣r♦♣❡rt② ✭τ✮ ♦✉t ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✶✳ ▲❡t f, g s❛t✐s❢②

∀x, y ∈ Rn, f(x)g(y) ≤ e−x·y. ✭✶✳✷✶✮

■❢ f ✐s ❡✈❡♥✱ t❤❡♥
∫

Rn

f

∫

Rn

g ≤ (2π)n.

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ t❤❡ r❡✲
s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r
✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✶✷✳ ▲❡t φ1, φ2 ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ R+✳ ■❢ ❡✈❡r② s
❛♥❞ t ✐♥ R+ s❛t✐s❢② φ1(s)φ2(t) ≤ e−st✱ t❤❡♥

∫

R+

φ1(s) ds

∫

R+

φ2(t) dt ≤ π

2
.
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❚❤✐s ❧❡♠♠❛ ✐s ❛♥ ❡❛s② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✐ts
♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤✐s ❧❡♠♠❛ t✇✐❝❡✱ ✜rst t♦ φ1 : s ∈ R+ 7→
f(s) ❛♥❞ φ2 : t 7→ g(t) ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ φ1 : s ∈ R+ 7→ f(−s) ❛♥❞ φ2 : t 7→ g(−t)✳
❲❡ ❣❡t

∫

R+

f

∫

R+

g ≤ π

2
∫

R−

f

∫

R−

g ≤ π

2
.

❙✐♥❝❡ f ✐s ❡✈❡♥
∫

R+
f =

∫

R−
f = 1

2

∫

R
f ✳ ❚❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

❛❜♦✈❡ ✇❡ ❣❡t
∫

R

f

∫

R

g ≤ 2π

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n − 1✳ ▲❡t f, g : Rn → R+

s❛t✐s❢② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❧❡t

F (x) =

∫

Rn−1

f(x, s) ds

G(y) =

∫

Rn−1

g(y, t) dt.

❆ss✉♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛❧❧② t❤❛t f(x, t) = f(x,−t) ❢♦r ❛❧❧ x ∈ Rn−1 ❛♥❞ t ∈ R✳ ▲❡t
x, y ∈ Rn−1✱ ❞❡✜♥✐♥❣ fx : t 7→ f(x, t) ❛♥❞ gy : t 7→ g(y, t)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

fx(s)gy(t)e
x·y ≤ e−st.

❙✐♥❝❡ fx ✐s ❡✈❡♥✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❝❛s❡ ②✐❡❧❞s

F (x)G(y) =

∫

R

fx

∫

R

gy ≤ 2πe−x·y,

❢♦r ❛❧❧ x, y ∈ Rn−1✳ ❙✐♥❝❡ f ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❡✈❡♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ f(−x, t) = f(x,−t) =
f(x, t)✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t F ✐s ❡✈❡♥✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
✇❡ ❣❡t

∫

Rn−1

F

∫

Rn−1

G ≤ 2π(2π)n−1.

❇② ❋✉❜✐♥✐ t❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s
∫

Rn

f

∫

Rn

g ≤ (2π)n

✸✺



✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ s❤❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡
♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♦♥❡ ❜② ❛ s②♠♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ▲❡t

S2f : (x, s) ∈ Rn−1 × R 7→ sup
s′∈R

(

f(x, s′ − s)f(x, s′ + s)
)

1
2

S1g : (y, t) ∈ Rn−1 × R 7→ sup
y′∈Rn−1

(

g(y′ − y, t)g(y′ + y, t)
)

1
2 .

❙✐♥❝❡ f ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❡✈❡♥✱ ✇❡ ❝❧❡❛r❧② ❤❛✈❡

S2f(x, t) = S2f(x,−t) = S2f(−x, t) ✭✶✳✷✷✮

❢♦r ❛❧❧ x, t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✶✮ ②✐❡❧❞s

f(x, s′ + s)f(x, s′ − s)g(y′ + y, t)g(y′ − y, t)

=
(

f(x, s′ + s)g(y′ + y, t)
)(

f(−x,−s′ + s)g(y′ − y, t)
)

≤ e−2x·y−2st,

❢♦r ❛❧❧ x, y, y′, s, s′, t✳ ❚❛❦✐♥❣ s✉♣r❡♠❛ ✐♥ s′ ❛♥❞ y′✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

S2f(a)S1g(b) ≤ e−a·b

❢♦r ❛❧❧ a, b ∈ Rn✳ ❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ t❤✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✶✳✷✷✮ ✐♠♣❧✐❡s
∫

Rn

S2f

∫

Rn

S1g ≤ (2π)n. ✭✶✳✷✸✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ S2f ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

S2f(x, s+t
2

)2 ≥ f(x, s)f(x,−t)

❢♦r ❡✈❡r② x ∈ Rn−1 ❛♥❞ s, t ∈ R✳ ❚❤❡♥ t❤❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❣✐✈❡s
∫

R

fx ≤
∫

R

(S2f)x,

❢♦r ❛❧❧ x ∈ Rn−1✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❣❡t
∫

Rn

f ≤
∫

Rn

S2f.

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②
∫

Rn g ≤
∫

Rn S1g✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✶✳✷✸✮✳

✸✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❙❛♥t❛❧ó ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❇❧❛s❝❤❦❡✲❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t② st❛t❡s t❤❛t ❛♥② ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② K ✐♥ Rn

✇✐t❤ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❛t 0 s❛t✐s✜❡s

voln(K) voln(K◦) ≤ voln(D) voln(D◦) = v2
n, ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ voln st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✱ K◦ ✐s t❤❡ ♣♦❧❛r ❜♦❞② ♦❢ K✱ D t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❜❛❧❧ ❛♥❞ vn ✐ts ✈♦❧✉♠❡✳ ■t ✇❛s ✜rst ♣r♦✈❡❞ ❜② ❇❧❛s❝❤❦❡ ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❛♥❞
3 ❛♥❞ ❙❛♥t❛❧ó ❬✷✻❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t t♦ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡
✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ✿ ✐❢ g ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ Rn s❛t✐s❢②✐♥❣
0 <

∫

g < ∞ ❛♥❞
∫

|x|g(x) dx < ∞✱ ✇❤❡r❡ |x| ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ x✱
t❤❡♥

bar(g) =

∫

g(x)x dx
∫

g(x) dx

❞❡♥♦t❡s ✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✭♦r ❜❛r②❝❡♥t❡r✮✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✭♦r ❝❡♥tr♦✐❞✮
♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s✉❜s❡t ♦❢ Rn ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ ✐ts ✐♥❞✐❝❛t♦r
❢✉♥❝t✐♦♥✳

▲❡t ✉s st❛t❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ✭✷✳✶✮ ❞✉❡ t♦ ❆rtst❡✐♥✱ ❑❧❛rt❛❣ ❛♥❞ ▼✐❧✲
♠❛♥ ❬✷❪✳ ❚❤❡② ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r ❜♦❞② ✿ ✐❢ f ✐s ❛
♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ Rn✱ t❤❡ ♣♦❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ f ✐s

f ◦ : x 7→ inf
y∈Rn

e−x·y

f(y)
.

❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②
(

e−φ
)◦

= e−Lφ✱ ✇❤❡r❡ Lφ ✐s t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ φ ✿

Lφ(x) = sup
y∈Rn

(

x · y − φ(y)
)

.

✸✼



❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ◦ ✐s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧♦❣✲❝♦♥❝❛✈❡✳ ❍❡r❡ ✐s t❤❡✐r r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳ ■❢ f ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ Rn s✉❝❤ t❤❛t f ◦

❤❛s ✐ts ❜❛r②❝❡♥t❡r ❛t 0✱ t❤❡♥
∫

Rn

f(x) dx

∫

Rn

f ◦(y) dy ≤ (2π)n.

■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❡✈❡♥ t❤✐s r❡s✉❧t ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦
❑❡✐t❤ ❇❛❧❧ ❬✸❪✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳ ▲❡t f ❛♥❞ g ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Rn s❛t✐s❢②✐♥❣

∀x, y ∈ Rn, f(x)g(y) ≤ e−x·y. ✭✷✳✷✮

■❢ f ✭♦r g✮ ❤❛s ✐ts ❜❛r②❝❡♥t❡r ❛t 0 t❤❡♥
∫

Rn

f(x) dx

∫

Rn

g(y) dy ≤ (2π)n. ✭✷✳✸✮

❚❤✐s ✐s s❧✐❣❤t❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s
✐ts ❜❛r②❝❡♥t❡r ❛t 0 s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦❣✲❝♦♥❝❛✈❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷
❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❇❧❛s❝❤❦❡✲❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▲✉t✇❛❦ ✐♥ ❬✶✼❪✱ ✇✐t❤ ❛
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳ ▲❡t Q ❜❡ ❛ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ 0✮ ❜♦❞② ✐♥ Rn ❤❛✈✐♥❣
✐ts ❝❡♥tr♦✐❞ ❛t 0✳ ❚❤❡♥

voln(Q) voln(Q◦) ≤ v2
n. ✭✷✳✹✮

Pr♦♦❢✳ ■❢ L ✐s ❛ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❜♦❞② ✐♥ Rn ✇❡ ❧❡t NL(x) = inf{r > 0 |x ∈ rL}
❜❡ ✐ts ❣❛✉❣❡ ❛♥❞

φL : x ∈ Rn 7→ e−N2
L(x)/2.

■♥t❡❣r❛t✐♥❣ φL ❛♥❞ 1L ✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥
∫

Rn

φL(x) dx = cn voln(L) ✭✷✳✺✮

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t cn ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ L ❜② t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜❛❧❧ ✇❡ ❣❡t cn = (2π)n/2v−1

n ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②
∫

Rn

xφL(x) dx = c′n

∫

L

x dx.

❚❤✉s ✐❢ L ❤❛s ✐ts ❜❛r②❝❡♥t❡r ❛t 0 t❤❡♥ s♦ ❤❛s φL✳ ▲❡t f = φQ ❛♥❞ g = φQ◦ ✱
t❤❡♥ bar(f) = 0 ❛♥❞ ✭✷✳✷✮ ❤♦❧❞s s✐♥❝❡ ❢♦r ❛♥② x, y ∈ Rn ✿

x · y ≤ NQ(x)NQ◦(y) ≤ 1
2
NQ(x)2 + 1

2
NQ◦(y)2.

❚❤✉s ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ❛♣♣❧✐❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✭✷✳✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✷✳✺✮✱ ②✐❡❧❞s
✭✷✳✹✮✳

✸✽



✷✳✶ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts

❲❡ ♥♦✇ st❛t❡ ♦✉r ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✳ ❆ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s
✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▼❡②❡r ❛♥❞ P❛❥♦r ✐♥ ❬✷✶❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳ ▲❡t f ❛♥❞ g ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Rn s❛t✐s❢②✐♥❣
✭✷✳✷✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f ❤❛s ❛ ❜❛r②❝❡♥t❡r✳ ▲❡t H ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✱ H+, H−
t❤❡ t✇♦ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② H ❛♥❞ ❧❡t λ ∈ [0, 1] ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② λ

∫

Rn f =
∫

H+
f ✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts z ∈ H s✉❝❤ t❤❛t

∫

Rn

f(x) dx

∫

Rn

g(y)ey·z dy ≤ 1

4λ(1− λ)
(2π)n. ✭✷✳✻✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ❡✈❡r② H ✇❤✐❝❤ s♣❧✐ts t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ t✇♦ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s ♦❢ ❡q✉❛❧
♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② f ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ z0 s✉❝❤ t❤❛t

∫

Rn

f(x) dx

∫

Rn

g(y)ey·z0 dy ≤ (2π)n. ✭✷✳✼✮

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ❢♦❧❧♦✇s ❡❛s✐❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳ ▲❡t f, g s❛t✐s❢② ✭✷✳✷✮✳ ❆ss✉♠❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t g ❤❛s
✐ts ❜❛r②❝❡♥t❡r ❛t 0✳ ❚❤❡♥ 0 ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ g ❜②
❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✱ s♦ t❤❡r❡ ❡①✐sts x1, . . . , xn+1 ∈ Rn s✉❝❤ t❤❛t 0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡
✐♥t❡r✐♦r ♦❢ conv{x1, . . . , xn+1} ❛♥❞ g(xi) > 0 ❢♦r i = 1 . . . n + 1✳ ▲❡tt✐♥❣
‖x‖ = max(x · xi | i = 1 . . . n + 1) ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ ✭✷✳✷✮

f(x) ≤ Ce−‖x‖

❢♦r s♦♠❡ C > 0 ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② x ∈ Rn✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
∫

f > 0✱
♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ❚❤❡♥ f ❤❛s ❛ ❜❛r②❝❡♥t❡r ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧②
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts z0 ∈ Rn s✉❝❤ t❤❛t ✭✷✳✼✮ ❤♦❧❞s✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ g(x)dx t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② 1 ≤ ex·z0 − x · z0 ✇❡ ❣❡t

∫

Rn

g(x) dx ≤
∫

Rn

g(x)ex·z0 dx−
∫

Rn

(x · z0)g(x) dx.

❙✐♥❝❡ bar(g) = 0✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s 0 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
∫

Rn

g(x) dx ≤
∫

Rn

g(x)ex·z0 dx,

✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✷✳✼✮✱ ②✐❡❧❞s ✭✷✳✸✮✳

✸✾



■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❡♠♠❛✱
s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ❵Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥✬✳ ▲❡t
✉s ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❇r✉♥♥✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✹❪ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ ❛♥❞
s❡❧❡❝t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■❢ f, g, h ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥
Rn s❛t✐s❢②✐♥❣ f(x)λg(y)1−λ ≤ h(λx+(1−λ)y) ❢♦r ❛❧❧ x, y ✐♥ Rn ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡
✜①❡❞ λ ∈ (0, 1)✱ t❤❡♥

(

∫

Rn

f(x) dx
)λ(

∫

Rn

g(y) dy
)1−λ

≤
∫

Rn

h(z) dz.

❍❡r❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❡♠♠❛ ✿

▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳ ▲❡t φ1, φ2 ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ R+✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t
φ1(s)φ2(t) ≤ e−st ❢♦r ❡✈❡r② s, t ✐♥ R+✱ t❤❡♥

∫

R+

φ1(s) ds

∫

R+

φ2(t) dt ≤ π

2
. ✭✷✳✽✮

❘❡♠❛r❦✳ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✽✮ ✐s t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ 0×∞ = 0✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧❡ss φ1 ♦r φ2 ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② 0 ♦♥ R∗

+✱ ❜♦t❤ φ1 ❛♥❞ φ2 ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s ❛♥ ❡❛s② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✿ ❧❡t
f(s) = φ1(e

s)es✱ g(t) = φ2(e
t)et ❛♥❞ h(r) = exp(−e2r/2)er✳ ❋♦r ❛❧❧ s, t ∈ R ✇❡

❤❛✈❡
√

f(s)g(t) ≤ h( t+s
2

)✱ ❤❡♥❝❡ ❜② Pré❦♦♣❛
∫

R
f
∫

R
g ≤

(∫

R
h
)2
✳ ❇② ❝❤❛♥❣❡

♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s
∫

R+

φ1(s) ds

∫

R+

φ2(t) dt ≤
(

∫

R+

e−u2/2 du
)2

.

✷✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹

■t ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ▲❡t f ❛♥❞ g ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡✱ ✇✐t❤ 0 <

∫

f <∞✱ ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ f(s)g(t) ≤ e−st

❢♦r ❛♥② s, t ∈ R✳ ❈❧❡❛r❧② ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
∫

f = 1✳ ▲❡t r ∈ R ❛♥❞
λ =

∫∞
r

f ∈ [0, 1]✳ ❙❡tt✐♥❣ φ1(s) = f(s + r) ❛♥❞ φ2(t) = g(t)ert✱ ✇❡ ❤❛✈❡
φ1(s)φ2(t) ≤ e−st ❢♦r ❛♥② s, t > 0✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∫ ∞

r

f(s) ds

∫ ∞

0

g(t)ert dt ≤ π

2
,

❤❡♥❝❡
∫ ∞

0

g(t)ert dt ≤ 1

4λ
2π.

✹✵



❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ φ1(s) = f(−s + r) ❛♥❞ φ2(t) = g(−t)e−rt✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∫ 0

−∞
g(t)ert dt ≤ 1

4(1− λ)
2π.

❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇❡ ❣❡t ✭✷✳✻✮ ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳
❆ss✉♠❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ t♦ ❜❡ tr✉❡ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n − 1✳ ▲❡t f, g s❛t✐s❢② t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

∫

f = 1✳ ▲❡t µ ❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡
♦♥ Rn ✇❤♦s❡ ❞❡♥s✐t② ✐s f ✳ ▲❡t H ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ s♣❧✐ts t❤❡ s♣❛❝❡
✐♥t♦ t✇♦ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s H+ ❛♥❞ H− ❛♥❞ ❧❡t λ = µ(H+)✳ Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❛t λ 6= 0, 1
✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ b+ ❛♥❞ b− t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡rs ♦❢ µ|H+ ❛♥❞ µ|H−

✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❙✐♥❝❡ µ(H) = 0✱ t❤❡ ♣♦✐♥t b+ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ H+✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧②
❢♦r b−✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ b+ ❛♥❞ b− ✐♥t❡rs❡❝ts H ❛t ♦♥❡ ♣♦✐♥t✱
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ z ✭s❡❡ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳

H

b+

b−

z

H+

H−

en v+

▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t
∫

Rn

g(x)ez·x dx ≤ 1

4λ(1− λ)
(2π)n. ✭✷✳✾✮

▲❡t L ❜❡ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ H ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ 0✳ ▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ ❛♥
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s e1, . . . , en s✉❝❤ t❤❛t L = e⊥n ❛♥❞ (b+ − z) · en > 0✳ ▲❡t
L+ = {x ∈ Rn |x · en ≥ 0} ❛♥❞ L− = {x ∈ Rn |x · en ≤ 0}✳ ❙❡t

v+ =
b+ − z

(b+ − z) · en

,

❛♥❞

F+ : y ∈ L 7→
∫

R+

f(z + y + sv+) ds.

■❢ A ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ Rn t❤❛t ♠❛♣s en t♦ v+ ❛♥❞ ei t♦ ✐ts❡❧❢ ❢♦r
i = 1 . . . n− 1 t❤❡♥✱ ❜② ❋✉❜✐♥✐

∫

L

F+(y) dy =

∫

L+

f(z + Ax) dx.

✹✶



❙✐♥❝❡ z +AL+ = H+ ❛♥❞ A ❤❛s ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t 1✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❡q✉❛❧ t♦
∫

H+
f =

λ✳ ▲❡t ✉s ❝❤❡❝❦ t❤❛t F+ ❤❛s ✐ts ❜❛r②❝❡♥t❡r ❛t 0✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
π ✇✐t❤ r❛♥❣❡ L ❛♥❞ ❦❡r♥❡❧ Rv+✱ ✇❡ ❣❡t

λ bar(F+) =

∫

L+

π(Ax)f(z + Ax) dx = π
(

∫

L+

(Ax)f(z + Ax) dx
)

.

❚❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛s ❜❡❢♦r❡ ②✐❡❧❞s
∫

L+

(Ax)f(z + Ax) dx =

∫

H+

(x− z)f(x) dx = λ(b+ − z).

❍❡♥❝❡ bar(F+) = π(b+ − z) ❛♥❞ t❤✐s ✐s 0 ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ π✳ ▲❡t B = (A−1)t✱
s✐♥❝❡ A|L ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✇❡ ❤❛✈❡ Ben = en✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡

G+ : y′ ∈ L 7→
∫

R+

g(By′ + ten)ez·(By′+ten) dt.

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ Ax ·Bx′ = x · x′ ❢♦r ❛❧❧ x, x′ ∈ Rn✱ s♦

(y + sv+) · (By′ + ten) = y · y′ + st

❢♦r ❛❧❧ s, t ∈ R ❛♥❞ y, y′ ∈ L✳ ❍❡♥❝❡

f(z + y + sv+)g(By′ + ten)ez·(By′+ten) ≤ e−st−y·y′

.

❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺ t♦ φ1(s) = f(z + y + sv+) ❛♥❞

φ2(t) = g(By′ + ten)ez·(By′+ten)+y·y′

✇❡ ❣❡t
F+(y)G+(y′) ≤ π

2
e−y·y′

, ✭✷✳✶✵✮

❢♦r ❡✈❡r② y, y′ ∈ L✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t bar(F+) = 0✱ t❤❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n− 1✮

∫

L

F+(y) dy

∫

L

G+(y′) dy′ ≤ π

2
(2π)n−1. ✭✷✳✶✶✮

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ t❤❛t
∫

L
F+ = λ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ❜② ❋✉❜✐♥✐

∫

L

G+(y) dy =

∫

L+

g(Bx)ez·Bx dx.

✹✷



❙♦ ✭✷✳✶✶✮ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s
∫

L+

g(Bx)ez·Bx dx ≤ 1

4λ
(2π)n. ✭✷✳✶✷✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤

F− : y ∈ L 7→
∫

R+

f(y − sv+) ds and

G− : y′ ∈ L 7→
∫

R+

g(By′ − ten)ez·(By′−ten) dt

✇❡ ♦❜t❛✐♥
∫

L−

g(Bx)ez·Bx dx ≤ 1

4(1− λ)
(2π)n. ✭✷✳✶✸✮

❆❞❞✐♥❣ ✭✷✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✸✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
∫

Rn g(Bx)ez·Bx dx ≤ 1
4λ(1−λ)

(2π)n ✇❤✐❝❤
②✐❡❧❞s ✭✷✳✾✮ s✐♥❝❡ B ❤❛s ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t 1✳

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

P❛rt✐t✐♦♥s ❡t ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❙❛♥t❛❧ó
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■❢ A ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ Rn ✇❡ ❧❡t A◦ ❜❡ t❤❡ ♣♦❧❛r ♦❢ A ✿

A◦ = {x ∈ Rn | ∀y ∈ A, x · y ≤ 1},

✇❤❡r❡ x · y ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ x ❛♥❞ y✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
♥♦r♠ ♦❢ x ❜② |x| = √x · x✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ Rn ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡
❇❧❛s❝❤❦❡✲❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t② st❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t z ✐♥ Rn s✉❝❤ t❤❛t

voln(K) voln(K − z)◦ ≤ voln(D) voln(D◦) = v2
n, ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ voln st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ Rn✱ D ❢♦r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜❛❧❧
❛♥❞ vn ❢♦r ✐ts ✈♦❧✉♠❡✳ ■t ✇❛s ✜rst ♣r♦✈❡❞ ❜② ❇❧❛s❝❤❦❡ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❛♥❞
3 ❛♥❞ ❙❛♥t❛❧ó ❬✷✻❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t t♦ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥
❡❧❡♠❡♥t z ♦❢ Rn s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✸✳✶✮ ✐s ❛ ❙❛♥t❛❧ó ♣♦✐♥t ❢♦r K✳
❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r ❛ ✇❡✐❣❤t ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ : R+ → R+ s✉❝❤
t❤❛t ❢♦r ❛♥② n✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x 7→ ρ(|x|) ✐s ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ♦♥ Rn✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ Rn✱ ❛♥❞ ρ
❜❡ ❛ ✇❡✐❣❤t✳ ❲❡ s❛② t❤❛t c ∈ Rn ✐s ❛ ❙❛♥t❛❧ó ♣♦✐♥t ❢♦r f ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ρ ✐❢
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s ✿ ❢♦r ❛❧❧ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ g ♦♥ Rn✱ ✐❢

∀x, y ∈ Rn, x · y ≥ 0 ⇒ f(c + x)g(y) ≤ ρ
(√

x · y
)2

, ✭✸✳✷✮

t❤❡♥
∫

Rn

f(x) dx

∫

Rn

g(y) dy ≤
(

∫

Rn

ρ(|x|) dx
)2

. ✭✸✳✸✮

✹✹



❍❡✉r✐st✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ρ ❣✐✈❡s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✉❛❧✐t② ✭♦r
♣♦❧❛r✐t②✮ ❢♦r ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ♣r♦♦❢ ♦❢
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ❞✉❡ t♦ ❋r❛❞❡❧✐③✐ ❛♥❞ ▼❡②❡r ❬✶✶❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳ ▲❡t f ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts c ∈ Rn

s✉❝❤ t❤❛t c ✐s ❛ ❙❛♥t❛❧ó ♣♦✐♥t ❢♦r f ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② ρ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ f ✐s
❡✈❡♥ t❤❡♥ 0 ✐s ❛ ❙❛♥t❛❧ó ♣♦✐♥t ❢♦r f ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② ✇❡✐❣❤t✳

❚❤❡ ❡✈❡♥ ❝❛s❡ ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ ❑❡✐t❤ ❇❛❧❧ ✐♥ ❬✸❪✱ t❤✐s ✇❛s t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✮✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ ❆rtst❡✐♥✱ ❑❧❛rt❛❣ ❛♥❞ ▼✐❧♠❛♥ ❬✷❪
♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛♥② ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ f ❛❞♠✐ts ❛ ❙❛♥t❛❧ó ♣♦✐♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
✇❡✐❣❤t t 7→ e−t2/2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ f s✉✐ts✱ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❀ ✐♥❞❡❡❞✱ t❛❦✐♥❣

f = 1(−2,0) + 41(0,1)

g = 1(−0.5,0] +
1
4
1(0,1)

ρ = 1[0,1],

✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t f ❤❛s ✐ts ❜❛r②❝❡♥t❡r ❛t 0✱ ❛♥❞ t❤❛t f(s)g(t) ≤ ρ
(√

st
)2

❛s s♦♦♥ ❛s st ≥ 0✳ ❍♦✇❡✈❡r
∫

R

f(s) ds

∫

R

g(t) dt = 9
2

> 4 =
(

∫

R

ρ(|r|) dr
)2

.

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❙❛♥t❛❧ó ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✶✶❪ ✉s❡ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❢♦r ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✮✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♦♥ ❛ ❝❧❛ss
♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ Rn ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❨❛♦ ❛♥❞ ❨❛♦ ❬✷✾❪✳
▲❛st❧②✱ t❤❡ ❇❧❛s❝❤❦❡✲❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ✈❡r② ❡❛s✐❧② ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷ ✿
✇❡ ❧❡t t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐❢ c ✐s ❛ ❙❛♥t❛❧ó ♣♦✐♥t ❢♦r 1K ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
✇❡✐❣❤t 1[0,1] t❤❡♥ c ✐s ❛ ❙❛♥t❛❧ó ♣♦✐♥t ❢♦r K✳

✸✳✶ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r r❡❛❧ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■❢ E ✐s
s✉❝❤ ❛ s♣❛❝❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ~E t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t P ✐s ❛
♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E ✐❢ ∪P = E ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦rs ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ P ❞♦
♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❡t {(−∞, a], [a, +∞)} ✐s
❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ R✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s
♦❢ ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡✳

✹✺



❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ■❢ E = {c} ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡
♣❛rt✐t✐♦♥ P = {c} ✐s ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E✱ ❛♥❞ ✐ts ❝❡♥t❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡
c✳
▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 1✳ ❆ s❡t P ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦
♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛✣♥❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ F ♦❢ E✱ ❛ ✈❡❝t♦r v ∈ ~E\~F
❛♥❞ t✇♦ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s P+ ❛♥❞ P− ♦❢ F ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❡♥t❡r c s✉❝❤
t❤❛t

P =
{

A + R−v |A ∈ P−
}

∪
{

A + R+v |A ∈ P+

}

,

❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ P ✐s t❤❡♥ x✳

■❢ A ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ~E✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ pos(A) st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❤✉❧❧ ♦❢
A✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ A✳
❆ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ♦❢ ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ E ❤❛s 2n ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢♦r
❡❛❝❤ A ✐♥ P t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜❛s✐s v1, . . . , vn ♦❢ ~E s✉❝❤ t❤❛t

A = c + pos(v1, . . . , vn), ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ P ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t P ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② F, v,P+ ❛♥❞
P− ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ▲❡t A ∈ P+ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛
❜❛s✐s v1, . . . , vn−1 ♦❢ ~F s✉❝❤ t❤❛t A = c + pos(v1, . . . , vn−1)✳ ❚❤❡♥ A + R+v =
c + pos(v, v1, . . . , vn−1)✳

❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E ❛♥❞ c ✐ts ❝❡♥t❡r✳ ▲❡t
ℓ ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠ ♦♥ E s✉❝❤ t❤❛t ℓ(c) = 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts A ∈ P s✉❝❤
t❤❛t ℓ(x) ≥ 0 ❢♦r ❛❧❧ x ∈ A✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t A ♦❢ P
s✉❝❤ t❤❛t ℓ(x) > 0 ❢♦r ❛❧❧ x ∈ A\{c}✳
Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ♦❢ E✳ ❲❤❡♥ n = 0 ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s✱
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t n ≥ 1 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡s ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥ n − 1✳ ▲❡t ℓ ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠ ♦♥ E s✉❝❤ t❤❛t ℓ(c) = 0✳ ❲❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ F, v,P+,P− ❣✐✈❡♥ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts A+ ∈ P+ ❛♥❞ A− ∈ P− s✉❝❤ t❤❛t

∀y ∈ A+ ∪ A− ℓ(y) ≥ 0.

■❢ ℓ(c + v) ≥ 0 t❤❡♥ ℓ(x + tv) ≥ 0 ❢♦r ❛❧❧ x ∈ A+ ❛♥❞ t ∈ R+✱ t❤✉s ℓ(x) ≥ 0
❢♦r ❛❧❧ x ∈ A+ + R+v✳ ■❢ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ℓ(c + v) ≤ 0 t❤❡♥ ℓ(x) ≥ 0 ❢♦r ❛❧❧
x ∈ A− + R−v✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
t❤❡ ❵♠♦r❡♦✈❡r✬ ♣❛rt ✐s s✐♠✐❧❛r✳

❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤
❞✉❛❧ ❝♦♥❡s ✿ ✐❢ C ✐s ❝♦♥❡ ♦❢ Rn t❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♥❡ ♦❢ C ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥

C∗ = {y ∈ Rn | ∀x ∈ C, x · y ≥ 0}.

✹✻



❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✺✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ Rn ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t 0✳ ❚❤❡♥

P∗ := {A∗ |A ∈ P}

✐s ❛❧s♦ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ Rn✳

❆❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❞✉❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t 0 ❜✉t
✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✉s❡ t❤✐s ❢❛❝t✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t x ∈ Rn ❛♥❞ ℓ : y ∈ Rn 7→ x · y✳ ❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡r❡
❡①✐sts A ∈ P s✉❝❤ t❤❛t ℓ(y) ≥ 0 ❢♦r ❛❧❧ y ∈ A✳ ❚❤❡♥ x ∈ A∗✳ ❚❤✉s ∪P∗ = Rn✳
▼♦r❡♦✈❡r ✐❢ x ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ A∗✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ y ∈ A\{0} ✇❡ ❤❛✈❡
ℓ(y) > 0✳ ❆❣❛✐♥ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡ s✉❝❤ A✳ ❚❤✉s
t❤❡ ✐♥t❡r✐♦rs ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ P∗ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t✳

❲❡ ♥♦✇ ❧❡t M(E) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❇♦r❡❧ ♠❡❛s✉r❡ µ ♦♥ E ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✜♥✐t❡
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② µ(F ) = 0 ❢♦r ❛♥② ❛✣♥❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ F ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ▲❡t µ ∈ M(E)✱ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ P ❢♦r µ ✐s ❛ ❨❛♦✲
❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E s❛t✐s❢②✐♥❣

∀A ∈ P , µ(A) = 2−nµ(E). ✭✸✳✺✮

❲❡ s❛② t❤❛t c ∈ E ✐s ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ❝❡♥t❡r ♦❢ µ ✐❢ c ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦
❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❢♦r µ✳

❍❡r❡ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤♦s❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✼✳ ▲❡t µ ∈ M(Rn)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❢♦r µ✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ µ ✐s ❡✈❡♥ t❤❡♥ 0 ✐s ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ❝❡♥t❡r ❢♦r µ✳

❯♣ t♦ s♦♠❡ ❡①tr❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❆✳❈✳
❛♥❞ ❋✳❋✳ ❨❛♦ ❬✷✾❪✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ✈❡r②
t❤❡♦r❡♠✳

✸✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❋r❛❞❡❧✐③✐✲▼❡②❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛❧❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛✲
s✉r❡✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ Pré❦♦♣❛✲▲❡✐♥❞❧❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠
♦❢ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❇r✉♥♥✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✹❪ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ ❛♥❞
s❡❧❡❝t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■❢ ϕ1, ϕ2, ϕ3 ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦♥ Rn s❛t✐s❢②✐♥❣ ϕ1(x)λϕ2(y)1−λ ≤ ϕ3(λx + (1 − λ)y) ❢♦r ❛❧❧ x, y ✐♥ Rn ❛♥❞
❢♦r s♦♠❡ ✜①❡❞ λ ∈ (0, 1)✱ t❤❡♥

(

∫

Rn

ϕ1

)λ(
∫

Rn

ϕ2

)1−λ

≤
∫

Rn

ϕ3.

✹✼



❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ ✭s❡❡ ❬✶✶✱ ✸❪✮ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Pré❦♦♣❛✳
❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✽✳ ▲❡t f1, f2, f3 ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Rn
+ s❛t✐s❢②✐♥❣

f1(x)f2(y) ≤
(

f(
√

x1y1, . . . ,
√

xnyn)
)2

.

❢♦r ❛❧❧ x, y ✐♥ Rn
+✳ ❚❤❡♥

∫

Rn
+

f1

∫

Rn
+

f2 ≤
(

∫

Rn
+

f3

)2

. ✭✸✳✻✮

Pr♦♦❢✳ ❋♦r i = 1, 2, 3 ✇❡ ❧❡t

gi(x) = fi(e
x1 , . . . , exn)ex1+···+xn .

❚❤❡♥ ❜② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡
∫

Rn

gi =

∫

Rn
+

fi.

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ f1, f2, f3 ②✐❡❧❞s

g1(x)g2(y) ≤ g3(
x+y

2
),

❢♦r ❛❧❧ x, y ✐♥ Rn✳ ❚❤❡♥ ❜② Pré❦♦♣❛
∫

Rn

g1

∫

Rn

g2 ≤
(

∫

Rn

g3

)2

.

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✾✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❇♦r❡❧ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ Rn✱ ❛♥❞
❧❡t c ❜❡ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ❝❡♥t❡r ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② f ✳ ❚❤❡♥ c ✐s ❛ ❙❛♥t❛❧ó
♣♦✐♥t ❢♦r f ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② ✇❡✐❣❤t✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ✇✐t❤ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✼ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
t❤❡ ❋r❛❞❡❧✐③✐✲▼❡②❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ 0 ✐s ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ❝❡♥t❡r ❢♦r f t❤❡♥ 0 ✐s ❛
❙❛♥t❛❧ó ♣♦✐♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ c ✐s ❛ ❝❡♥t❡r ❢♦r f t❤❡♥ 0 ✐s ❛ ❝❡♥t❡r ❢♦r

fc : x 7→ f(c + x).

❆♥❞ ✐❢ 0 ✐s ❛ ❙❛♥t❛❧ó ♣♦✐♥t ❢♦r fc t❤❡♥ c ✐s ❛ ❙❛♥t❛❧ó ♣♦✐♥t ❢♦r f ✳
▲❡t P ❜❡ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❢♦r f ✇✐t❤ ❝❡♥t❡r 0✳ ▲❡t g ❛♥❞ ρ ❜❡ s✉❝❤
t❤❛t ✭✸✳✷✮ ❤♦❧❞s ✭✇✐t❤ c = 0✮✳ ▲❡t A ∈ P✱ ❜② ✭✸✳✹✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r

✹✽



T ♦♥ Rn ✇✐t❤ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t 1 s✉❝❤ t❤❛t A = T
(

Rn
+

)

✳ ▲❡t S = (T−1)∗✱ t❤❡♥
S
(

Rn
+

)

= A∗✳ ▲❡t f1 = f ◦ T ✱ f2 = g ◦ S ❛♥❞ f3(x) = ρ(|x|)✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ x, y
✇❡ ❤❛✈❡ T (x) · S(y) = x · y✱ ✇❡ ❣❡t ❢r♦♠ ✭✸✳✷✮

f1(x)f2(y) ≤ ρ(
√

x · y)2 = f3(
√

x1y1, . . . ,
√

xnyn)2,

❢♦r ❛❧❧ x, y ✐♥ Rn
+✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ✇❡ ❣❡t ✭✸✳✻✮✳ ❇② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐t ②✐❡❧❞s
∫

A

f

∫

A∗

g ≤
(

∫

Rn
+

ρ(|x|) dx
)2

.

❚❤❡r❡❢♦r❡
∑

A∈P

∫

A

f

∫

A∗
g ≤ 2n

(

∫

Rn
+

ρ(|x|) dx
)2

. ✭✸✳✼✮

❙✐♥❝❡ P ✐s ❛♥ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❢♦r f ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ A ∈ P
∫

A

f = 2−n

∫

Rn

f.

❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✺✱ t❤❡ s❡t {A∗, A ∈ P} ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ Rn✱ t❤✉s

∑

A∈P

∫

A∗

g =

∫

Rn

g.

■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✼✮ ❜❡❝♦♠❡s
∫

Rn

f

∫

Rn

g ≤ 4n
(

∫

Rn
+

ρ(|x|) dx
)2

,

❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❡q✉❛❧ t♦
(∫

Rn ρ(|x|) dx
)2
✳

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

P❛rt✐t✐♦♥s à ❧❛ ❨❛♦ ❡t ❨❛♦

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❬✷✾❪✱ ❆✳❈✳ ❛♥❞ ❋✳❋✳ ❨❛♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µ ♦♥ Rn✱
❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ 0✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ Rn ✐♥t♦ 2n r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r µ✱ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❡✈❡r②
❛✣♥❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦❢ Rn ❛✈♦✐❞s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✇❛s
❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♣✉r♣♦s❡s ❜✉t ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧
✐♥ ♦t❤❡r ❛r❡❛s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✶❪ ✉s❡ ✐t t♦ ♣r♦✈❡
❘❛♠s❡② t②♣❡ t❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s❤♦✇ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❇❧❛s❝❤❦❡✲❙❛♥t❛❧ó ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❨❛♦ ❛♥❞ ❨❛♦ ✐s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡
❇♦rs✉❦✲❯❧❛♠ t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❨❛♦✲❨❛♦
t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ✇❛②✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s t❤❡♦r❡♠ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s ❧♦♥❣❡r✱
❜✉t ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❆❧s♦ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
✭µ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡♥s✐t② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ 0✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛♥♥♦②✐♥❣ ❢♦r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬✷✾❪ ❜❡✐♥❣ ✈❡r② s❦❡t❝❤②✱ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ✭❛❧♠♦st✮
❡✈❡r② ❞❡t❛✐❧✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡s ❀ ✐❢ E ✐s s✉❝❤ ❛
s♣❛❝❡✱ ~E ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t P ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
♦❢ E ✐❢ ∪P = E ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦rs ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ P ❞♦ ♥♦t
✐♥t❡rs❡❝t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❡t P = {(−∞, a], [a, +∞)}
✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ R✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ■❢ E = {x} ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✱ ✇❡ s❛② t❤❛t P
✐s ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E ✐❢ P = {x} ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ P t♦ ❜❡
x✳

✺✵



▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 1✳ ❲❡ s❛② t❤❛t P ✐s ❛ ❨❛♦✲❨❛♦
♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛✣♥❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ F ♦❢ E✱ ❛ ✈❡❝t♦r v ∈ ~E\~F
❛♥❞ t✇♦ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s P1 ❛♥❞ P−1 ♦❢ F ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❡♥t❡r x s✉❝❤
t❤❛t

P =
{

A + R−v |A ∈ P−1

}

∪
{

A + R+v |A ∈ P1

}

,

❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t x ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ P ✳

❲❤❡♥ E ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ❥✉st t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡✜✲
♥❡❞ ❜② t✇♦ ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s✳ ❋r♦♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✱ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳

F

v

■❢ E ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ t❤❡♥ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E ❤❛s 2n ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✇❡
s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❡✈❡r② ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦❢ E ❛✈♦✐❞s ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s st❛t❡ ♦✉r ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✳
▲❡tM(E) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❇♦r❡❧ ♠❡❛s✉r❡s µ ♦♥ E ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✜♥✐t❡
❛♥❞ s❛t✐s❢② µ(F ) = 0 ❢♦r ❛♥② ❛✣♥❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ F ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ▲❡t µ ∈ M(E)✱ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ P ❢♦r µ ✐s ❛ ❨❛♦✲
❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E s❛t✐s❢②✐♥❣

∀A ∈ P , µ(A) = 2−nµ(E). ✭✹✳✶✮

❲❡ s❛② t❤❛t x ∈ E ✐s ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ❝❡♥t❡r ♦❢ µ ✐❢ x ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦
❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❢♦r µ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳ ▲❡t µ ∈ M(E)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❢♦r µ✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ µ ❤❛s ❛ ❝❡♥t❡r ♦❢ s②♠♠❡tr② x ∈ E✱ t❤❡♥ x ✐s ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ❝❡♥t❡r
❢♦r µ✳

✺✶



✹✳✶ ▼❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s

■❢ A ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ~E ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② pos(A) t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❤✉❧❧ ♦❢ A✱ t❤❛t ✐s
t♦ s❛② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ A✳
❆ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ♦❢ ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ E ❤❛s 2n ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢♦r
❡❛❝❤ A ✐♥ P t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜❛s✐s v1, . . . , vn ♦❢ ~E s✉❝❤ t❤❛t

A = x + pos(v1, . . . , vn), ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ P ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t P ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② F, v,P1 ❛♥❞
P−1 ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✮✳ ▲❡t A ∈ P1 ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛
❜❛s✐s v1, . . . , vn−1 ♦❢ ~F s✉❝❤ t❤❛t A = x+pos(v1, . . . , vn−1)✳ ❚❤❡♥ A+R+v =
x + pos(v, v1, . . . , vn−1)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E ❛♥❞ x ❜❡ ✐ts ❝❡♥t❡r✳
❆♥② ❛✣♥❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ x ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ P✳
Pr♦♦❢✳ ❲❤❡♥ E ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ▲❡t E ❤❛✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
n ≥ 1 ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ❛✣♥❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
n − 1✳ ▲❡t ℓ ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠ ♦♥ E s✉❝❤ t❤❛t ℓ(x) ≥ 0✱ ❛♥❞ ❧❡t H =
{y ∈ E | ℓ(y) ≥ 0}✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts A+ ∈ P1 ❛♥❞ A− ∈ P−1 s✉❝❤ t❤❛t

∀y ∈ A+, ℓ(y) ≥ 0 ❛♥❞ ∀y ∈ A−, ℓ(y) ≥ 0.

▲❡t ~ℓ ❜❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ♦♥ ~E ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ℓ✱ ✐❢ ~ℓ(v) ≥ 0 t❤❡♥ ℓ(x + tv) ≥ 0

❢♦r ❛❧❧ x ∈ A+ ❛♥❞ t ∈ R+✱ t❤✉s A+ + R+v ⊂ H✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✐❢ ~ℓ(v) ≤ 0 t❤❡♥
A− + R−v ⊂ H✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s H ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ P ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳ ▲❡t µ ∈M(E) ❛♥❞ ❧❡t K ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① s✉❜s❡t ♦❢ E s❛t✐s❢②✐♥❣
µ(E\K) < 2−nµ(E)✳ ❚❤❡♥ ❛♥② ❨❛♦✲❨❛♦ ❝❡♥t❡r x ♦❢ µ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ K✳

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❡♥t❡r x ♦❢ µ ♦✉ts✐❞❡ K✱ ❛♥❞
❧❡t P ❜❡ ❛♥ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❡♥t❡r x✳ ❇② ❍❛❤♥✲❇❛♥❛❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤❛❧❢✲
s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ x ❛♥❞ ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ K✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✱ t❤✐s ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡
❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t A ♦❢ P ✳ ❙♦ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ µ(A) = 2−nµ(E) ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞ A ⊂ E\K✱ t❤✉s ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✹✳✷ ❈❡♥t❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❜❛s✐s

▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❛♥❞ L = (ℓ1, . . . , ℓn) ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧②
♦❢ ❛✣♥❡ ❢♦r♠s ♦♥ E s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣

x ∈ E 7→
(

ℓ1(x), . . . , ℓn(x)
)

∈ Rn

✺✷



✐s ♦♥❡ t♦ ♦♥❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t L ✐s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■❢ x ∈ E ❛♥❞ v ∈ ~E
✇❡ ✇r✐t❡ xi ❛♥❞ vi ❢♦r ℓi(x) ❛♥❞ ~ℓi(v)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❧❡t e1, . . . , en ❜❡
t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ~E s❛t✐s❢②✐♥❣ ei

j = δij✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✻✳ ❆ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ♦❢ E ❣✐✈❡♥ ❜② F, v, x,P1 ❛♥❞ P−1

✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ L ✐❢ F = {y ∈ E | y1 = x1} ❛♥❞ ✐❢ P1 ❛♥❞ P−1 ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
(ℓ2|F , . . . , ℓn|F ) ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦♥ F ✮✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r v ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ P ✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❤❡♥ v1 = 1✳ ❙✐♥❝❡ P ❤❛s 2n ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡ ♠❛♣
❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝✉❜❡ {−1, 1}n✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥str✉❝t s✉❝❤ ❛ ♠❛♣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✼✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E ❛❞❛♣t❡❞ t♦ L✱ ❞❡✜♥❡❞
❜② x,P1,P−1 ❛♥❞ v ✭✇✐t❤ v1 = 1✮✳ ▲❡t P(∅) = E ❛♥❞ ❧❡t (ε1, . . . , εk) ❜❡
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ±1 ♦❢ s✐③❡ k ∈ {1, . . . , n}✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Pε1 ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
F ✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Pε1(·) ✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ F ✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ Pε1(∅) = F ✳ ❲❡
❛ss✉♠❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ Pε1(ε2, . . . , εk) ❛♥❞ ✇❡ ❧❡t

P(ε1, . . . , εk) = Pε1(ε2, . . . , εk) + R+(ε1v).

❆♥ ❡❛s② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t

P =
{

P(ε) | ε ∈ {−1, 1}n
}

. ✭✹✳✸✮

❍❡r❡ ✐s ❛ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳

P(1,−1)

P(−1,−1)

P(1, 1)

P(−1, 1)

e2

e1

❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡ts P(·)✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ ❜②
✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ✐❢ P ✐s ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛s✐s L✱ t❤❡♥
❢♦r ❛❧❧ ±1 s❡q✉❡♥❝❡ ε ♦❢ s✐③❡ k✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs v1, . . . , vk

s❛t✐s❢②✐♥❣ vi
j = 0 ❛♥❞ vi

i = 1 ❢♦r ❛❧❧ j < i ≤ k ✭✇❡ ❝❛❧❧ s✉❜✲❞✐❛❣♦♥❛❧ s✉❝❤ ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ❤❡r❡❛❢t❡r✮ s✉❝❤ t❤❛t

P(ε) = x + pos(ε1v
1, . . . , εkv

k) + span(ek+1, . . . , en), ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ P ✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ✜rst ✈❡❝t♦r v1 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢
P ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ε✮✳ ▲❡t x, y ∈ E ❛♥❞ v1, . . . , vn ❛♥❞
w1, . . . , wn ❜❡ t✇♦ s✉❜✲❞✐❛❣♦♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ~E✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢

x + pos(v1, . . . , vn) = y + pos(w1, . . . , wn)

✺✸



t❤❡♥ x = y ❛♥❞ vi = wi ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n✳ ▲❡t P ❛♥❞ Q ❜❡ ❨❛♦✲❨❛♦
♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ E s❛t✐s❢②✐♥❣ P(ε) = Q(ε) ❢♦r s♦♠❡ ±1 s❡q✉❡♥❝❡ ε ♦❢ ❧❡♥❣t❤
k ≤ n✳ ▲❡t P ❜❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ E ✇✐t❤ r❛♥❣❡ span(e1, . . . , ek) ❛♥❞ ❦❡r♥❡❧
span(ek+1, . . . , en)✳ ❯s✐♥❣ ✭✹✳✹✮✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② P

(

P(ε)
)

= P
(

Q(ε)
)

❛♥❞ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❣❡t

(x1, . . . , xk) = (y1, . . . , yk) ❛♥❞

(v1, . . . , vk) = (w1, . . . , wk),
✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ x ❛♥❞ y ❛r❡ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ P ❛♥❞ Q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❀ ❛♥❞ v ❛♥❞ w ❛r❡
t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✭v1 = w1 = 1✮ ❛①❡s✳

■❢ S ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ E ✭♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t②✮✱ ✇❡ ❧❡t BE(S) ❜❡
t❤❡ s♠❛❧❧❡st σ✲❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ E ♠❛❦✐♥❣ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳
❲❤❡♥ ❛ s❡t A ❜❡❧♦♥❣s t♦ BE(S) ❢♦r s♦♠❡ S✱ ✇❡ s❛② t❤❛t A ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥
S✳ ❆♥♦t❤❡r s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭✹✳✹✮ ✐s t❤❛t ❢♦r ❛♥② ε ♦❢ ❧❡♥❣t❤ k t❤❡ s❡t
P(ε) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ (ℓ1, . . . , ℓk)✳
▲❡t α ∈ R ❛♥❞ F = {ℓ1 = α}✳ ❋♦r ❛♥② u ∈ ~E\~F ✇❡ ❧❡t πF,u : F + R+u→ F
❜❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r ❛♥② x ∈ F ❛♥❞ t ∈ R+✱ ♠❛♣s x + tu t♦ x✳ ▲❡t
A ⊂ F ✱ ✇❡ ❧❡t

Au = (πF,u)
−1(A) = {x ∈ E |x1 ≥ α ❛♥❞ x− (x1 − α)

u

u1

∈ A}. ✭✹✳✻✮

▲❡t P ❜❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E✳ ▲❡t k < n ❛♥❞ ε1, . . . , εk ❜❡ ❛ ±1 s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡
❡①✐sts ❛♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠ ℓ ∈ span(1, ℓ1, . . . , ℓk) s✉❝❤ t❤❛t

P(ε1, . . . , εk, 1) = P(ε1, . . . , εk) ∩ {ℓk+1 ≥ ℓ} ✭✹✳✼❛✮

P(ε1, . . . , εk,−1) = P(ε1, . . . , εk) ∩ {ℓk+1 ≤ ℓ}. ✭✹✳✼❜✮

▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ ✭✹✳✼✮ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ k✳ ❲❤❡♥ k = 0 ✇❡ ❤❛✈❡ P(1) = F +R+v =
{ℓ1 ≥ x1} ❛♥❞ P(−1) = {ℓ1 ≤ x1}✳ ■❢ k ≥ 1✱ ❧❡t v ❜❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✭v1 = 1✮
❛①✐s ♦❢ P ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② t❤❛t

Pε1(ε2, . . . , εk1) = Pε1(ε2, . . . , εk) ∩ {ℓk+1 ≥ ℓ}

❢♦r s♦♠❡ ℓ ∈ span(1, ℓ2, . . . , ℓk)✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ε1 = 1✱ t❤❡♥

P(1, ε2, . . . , εk, 1) = (πF,v)
−1
(

P1(ε2, . . . , εk) ∩ {ℓk+1 ≥ ℓ}
)

= P(1, ε2, . . . , εk) ∩ Av,

✇❤❡r❡ A = F ∩ {ℓk+1 ≥ ℓ}✳ ❯s✐♥❣ ✭✹✳✻✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Av = {x1 ≥ α} ∩ {ℓk+1 ≥ ℓ′}

✺✹



✇❤❡r❡ ℓ′ = ℓ + (ℓ1 − α)(vk+1 − ~ℓ(v))✳ ❙✐♥❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛❧❧② {x1 ≥ α} ❝♦♥t❛✐♥s
P(1, ε2, . . . , εk)✱ ✇❡ ❣❡t ✭✹✳✼❛✮ ✇❤❡♥ ε1 = 1✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ε1 = −1 ❛♥❞ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✹✳✼❜✮ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳
❋r♦♠ ✭✹✳✼✮✱ ✇❡ ❣❡t ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

P(ε1, . . . , εk) = P(ε1, . . . , εk, 1) ∪ P(ε1, . . . , εk,−1).

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r ❛♥② ε ♦❢ s✐③❡ k

P(ε) = ∪
{

P(ε, τ) | τ ∈ {−1, 1}n−k
}

✇❤❡r❡ (ε, τ) ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ε ❛♥❞ τ ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐❢ P ✐s ❛♥ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❢♦r µ t❤❡♥

µ
(

P(ε1, . . . , εk)
)

= 2−kµ(E). ✭✹✳✽✮

✹✳✸ ❯♥✐q✉❡♥❡ss

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❨❛♦✲❨❛♦
❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❛s✐s✱ ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t❤❡
s♣❛❝❡ E ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ℓ1, . . . , ℓn ❛♥❞ ❛❧❧ ❨❛♦✲❨❛♦
♣❛rt✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤✐s s②st❡♠✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✽✳ ▲❡t α ∈ R ❛♥❞ F = {z ∈ E | z1 = α}✳
✭✐✮ ▲❡t A ⊂ F ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ℓ2, . . . , ℓk✱ ❧❡t v, w ∈ ~E s❛t✐s❢②✐♥❣ v1 = w1 =

1 ❛♥❞ (v2, . . . , vk) = (w2, . . . , wk)✱ t❤❡♥ Av = Aw ✳

✭✐✐✮ ▲❡t ℓ ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠ ♦♥ E✱ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ♦♥ F ❛♥❞ ❧❡t A = F ∩{ℓ ≥
0}✳ ▲❡t v, w s❛t✐s❢② v1 = w1 = 1 ❛♥❞ ~ℓ(v) > ~ℓ(w)✱ t❤❡♥ Av ( Aw✳

✭✐✐✐✮ ❆❣❛✐♥ ❧❡t A = F ∩{ℓ ≥ 0}✱ ❛♥❞ ❧❡t (vp) ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ vp
1 = 1

❢♦r ❛❧❧ p ❛♥❞ ~ℓ(vp) ↑ +∞✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥② µ ∈M(E) ✇❡ ❤❛✈❡

lim
p→+∞

µ(Avp) = 0.

Pr♦♦❢✳ P♦✐♥t ✭✐✮ ❢♦❧❧♦✇s ❡❛s✐❧② ❢r♦♠ ✭✹✳✻✮✳ ❋♦r ✭✐✐✮✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❤❡♥ A =
F ∩ {ℓ ≥ 0}✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮ ❜❡❝♦♠❡s

Av = {x ∈ E |x1 ≥ α ❛♥❞ ℓ(x) ≥ (x1 − α)~ℓ(v)}, ✭✹✳✾✮

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r Aw✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ Av ⊂ Aw ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ❇❡s✐❞❡s✱
s✐♥❝❡ ℓ ✐s ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ♦♥ F ✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ x s❛t✐s❢②✐♥❣ x1 = 1 + α ❛♥❞

~ℓ(w) < ℓ(x) < ~ℓ(v),

s♦ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s str✐❝t✳ ❇② ✭✐✐✮ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (Avp) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝❧❡❛r❧② ❜②
✭✹✳✾✮ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ∩Avp ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ F ✱ ❤❡♥❝❡ ✭✐✐✐✮✳

✺✺



❚❤❡ ❦❡② st❡♣ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

▲❡♠♠❛ ✹✳✾✳ ▲❡t P ❛♥❞ Q s❛t✐s❢②

∀ε1, . . . , εk, P(ε1, . . . , εk) = Q(ε1, . . . , εk) ✭✹✳✶✵✮

∃ε′1, . . . , ε′k+1, P(ε′1, . . . , ε
′
k+1) 6= Q(ε′1, . . . , ε

′
k+1) ✭✹✳✶✶✮

❢♦r s♦♠❡ k < n✳ ■❢ xk+1 ≥ yk+1✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts δ1, . . . , δk s✉❝❤ t❤❛t
P(δ1, . . . , δk, 1) ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Q(δ1, . . . , δk, 1)✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ k✳ ■❢ k = 0 t❤❡♥ ✭✹✳✶✶✮ ❜❡❝♦♠❡s

P(1) = {ℓ1 ≥ x1} 6= {ℓ1 ≥ y1} = Q(1).

❙♦ x1 6= y1✱ t❤✉s x1 > y1✱ ❤❡♥❝❡ P(1) ( Q(1)✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t k ≥ 1✳ ▲❡t v ❛♥❞ w ❜❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✭v1 = w1 = 1✮ ❛①❡s
♦❢ P ❛♥❞ Q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✭✹✳✶✵✮ ✐♠♣❧✐❡s ✭✹✳✺✮ ✿ (x1, . . . , xk) =
(y1, . . . , yk) ❛♥❞ (v1, . . . , vk) = (w1, . . . , wk)✳ ❆❧s♦✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ✭✹✳✶✵✮ ✇✐t❤
{ℓ1 = x1}✱ ✇❡ ❣❡t

∀ε1, . . . εk, Pε1(ε2, . . . , εk) = Qε1(ε2, . . . , εk). ✭✹✳✶✷✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳ ■❢ vk+1 = wk+1✱ s✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ε1, . . . , εk+1✱ t❤❡ s❡t A =
Pε1(ε2, . . . , εk+1) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ℓ2, . . . , ℓk+1✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✽ ✭✐✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

P(ε1, . . . , εk+1) = Pε1(ε2, . . . , εk+1) + R+(ε1v)

= Pε1(ε2, . . . , εk+1) + R+(ε1w).
✭✹✳✶✸✮

❆❧s♦ Q(ε1, . . . , εk+1) = Qε1(ε2, . . . , εk+1) + R+(ε1w)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ♠✉st
❡①✐st (δ1, ε

′
2, . . . , ε

′
k+1) s✉❝❤ t❤❛t

Pδ1(ε
′
2, . . . , ε

′
k+1) 6= Qδ1(ε

′
2, . . . , ε

′
k+1),

♦t❤❡r✇✐s❡ ✭✹✳✶✶✮ ✇♦✉❧❞ ❢❛✐❧✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✹✳✶✷✮✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧②
t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ Pδ1 ❛♥❞ Qδ1 ✿ t❤❡r❡ ❡①✐sts δ2, . . . , δk s✉❝❤ t❤❛t
Pδ1(δ2, . . . , δk1) ✐s str✐❝❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Qδ1(δ2, . . . , δk1)✳ ❚❤❡♥ ✭✹✳✶✸✮ s❤♦✇s t❤❛t
P(δ1, . . . , δk1) ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥Q(δ1, . . . , δk1)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳
■❢ vk+1 > wk+1✱ t❤❡♥ ❜② ✭✹✳✼✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✽ ✭✐✐✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

P1(ε2, . . . , εk1) + R+v ( P1(ε2, . . . , εk1) + R+w, ✭✹✳✶✹✮

❢♦r ❛❧❧ ε2, . . . , εk✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts δ2, . . . , δk

s✉❝❤ t❤❛t
P1(δ2, . . . , δk1) ⊂ Q1(δ2, . . . , δk1).

✺✻



❚❤✐s ❤♦❧❞s ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ P1 ❛♥❞ Q1 ✿ ❡✐t❤❡r ✇❡ ❤❛✈❡
❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛❧❧ δ2, . . . , δk✱ ♦r t❤❡r❡ ❡①✐sts δ2, . . . , δk s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s
str✐❝t✳
❚❤❡ ❝❛s❡ vk+1 < wk+1 ✐s s✐♠✐❧❛r✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ P−1 ❛♥❞ Q−1

✐♥st❡❛❞ ♦❢ P1 ❛♥❞ Q1✳

❲❡ ♥♦✇ ❧❡t M∗(E) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s µ ∈ M(E) ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢②
µ(U) > 0 ❢♦r ❡✈❡r② ♦♣❡♥ s❡t U ✳ ❍❡r❡ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✳ ▲❡t µ ∈ M∗(E)✱ t❤❡♥ µ ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❝❡♥t❡r ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s②st❡♠ L✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ k ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ µ
❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ µ t♦ BE(ℓ1, . . . , ℓk)✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t µ, ν ∈ M∗(E) s❛t✐s❢② ν(A) = µ(A) ❢♦r ❛❧❧ A ∈ BE(ℓ1, . . . , ℓl)✳ ❲❡
❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t µ(E) = 1(= ν(E))✳ ▲❡t P ❛♥❞ Q ❜❡ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥s ❢♦r µ
❛♥❞ ν✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❝❛❧❧ x ❛♥❞ y t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ P ❛♥❞
Q✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t (x1, . . . , xl) = (y1, . . . , yl)✳ ■❢ P 6= Q✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
k s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✹✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

(x1, . . . , xk) = (y1, . . . , yk) ✭✹✳✶✺✮

❛♥❞ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t xk+1 ≥ yk+1✳ ❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
(ε1, . . . , εk+1) s✉❝❤ t❤❛t P(ε1, . . . , εk+1) ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Q(ε1, . . . , εk+1)✳
❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ s❡ts ❛r❡ ♣♦❧②t♦♣❡s✱ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡Q(ε1, . . . , εk+1)\P(ε1, . . . , εk+1)
❤❛s ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡r✐♦r✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s❡t Q(ε1, . . . , εk+1) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥
ℓ1, . . . , ℓk+1✳ ❙♦ ✐❢ k + 1 ≤ l✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✭✹✳✽✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t µ(U) > 0 ❢♦r
❛♥② ♦♣❡♥ s❡t U ✱ ✇❡ ❣❡t

2−k−1 = µ
(

P(ε1, . . . , εk+1)
)

< µ
(

Q(ε1, . . . , εk+1)
)

= ν
(

Q(ε1, . . . , εk+1)
)

= 2−k−1,

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜s✉r❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ l ≤ k✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✳✶✺✮✳
❚❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❧❡tt✐♥❣ ν = µ ❛♥❞ l = n✳

✹✳✹ ❈♦♥t✐♥✉✐t②

❲❡ ♥♦✇ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ❢♦r t❤✐s ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ t♦♣♦❧♦❣②
♦♥M(E)✳ ▲❡t (µp)p∈N ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢M(E) ❛♥❞ µ ∈ M(E)✳
❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (µp) ❝♦♥✈❡r❣❡s ♥❛rr♦✇❧② t♦ µ ✇❤❡♥

∫

φ dµp →
∫

φ dµ ✭✹✳✶✻✮

✺✼



❢♦r ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ E✳ ❆ s✉❜s❡t F ♦❢ M(E) ✐s
t✐❣❤t ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ε > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s❡t K ♦❢ E s✉❝❤ t❤❛t
µ(E\K) < ε ❢♦r ❛❧❧ µ ∈ F ✳ ❆ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧②
t✐❣❤t✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❤❡♥ T : Ω1 → Ω2 ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠❛♣✱ ❛♥❞ µ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥
Ω1✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❡❛s✉r❡ T#µ ♦❢ µ ❜② T ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

T#µ(A) = µ
(

T−1(A)
)

,

❢♦r ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s✉❜s❡t A ♦❢ Ω2✳
▲❡t F ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦❢ E✳ ❋♦r ❛♥② µ ∈M(E) ❛♥❞ v ∈ ~E\~F ✇❡ ❧❡t
µF,v = (πF,v)#µ✱ ❤❡♥❝❡

∀A ⊂ F, µF,v(A) = µ(A + R+v). ✭✹✳✶✼✮

▲❡t (νp) ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ M(E) ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♥❛rr♦✇❧② t♦✇❛r❞s
ν ∈ M(E)✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ A ⊂ E ✐s ❛ ♣♦❧②t♦♣❡✱ t❤❡♥ ν(∂A) = 0 ❛♥❞ t❤✉s
νp(A)→ ν(A)✳
▲❡t (vp) ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ~E\~F ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ v ∈ ~E\~F ✳ ❚❤❡♥

νp
F,vp → νF,v, ♥❛rr♦✇❧②.

■♥❞❡❡❞✱ ❜② t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡t {ν, νp | p ∈ N}✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡
♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t K✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t F +
R+vp = F +R+v ❢♦r ❛❧❧ p✳ ❚❤❡♥✱ s❡tt✐♥❣ µp = νp

F,vp ❛♥❞ µ = νF,v✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦
s❡❡ t❤❛t t❤❡ s✉♣♣♦rts ♦❢ µ ❛♥❞ µp ❢♦r ❛❧❧ p ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s❡t
L ♦❢ F ✳ ▲❡t φ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ F ✱ t❤❡♥ φ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ L✱ ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❣❡t φ ◦ πF,vp → φ ◦ πF,v✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦♥ K✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❡❛s✐❧②✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t✱ ✐❢ (up) ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ~E ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ 0 ❛♥❞
✐❢ Tp ✐s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦r up✱ t❤❡♥ (Tp)#νp → ν✱ ♥❛rr♦✇❧②✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s ❛♥ ❡❛s② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✶✳ ▲❡t F ⊂ M(E) ❜❡ t✐❣❤t ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t {µ(E) |µ ∈ F} ✐s
❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s❡t ♦❢ E ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥② ❝❡♥t❡r ♦❢
❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ F ✳

❲❡ ♥♦✇ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❨❛♦✲❨❛♦ ❝❡♥t❡r✳ ▲❡t µ ∈ M(E)✳
❚❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t x ∈ E ✐s ❛ ❝❡♥t❡r ❢♦r µ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ (ℓ1, . . . , ℓn) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ ❧❡tt✐♥❣ F = {ℓ1 = x1} t❤❡r❡ ❡①✐sts v ∈ ~E\~F s✉❝❤ t❤❛t

✲ µ(F + R+v) = 1
2
µ(E)✳

✲ t❤❡ ♣♦✐♥t x ✐s ❛ ❝❡♥t❡r ❢♦r ❜♦t❤ µF,v ❛♥❞ µF,−v✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②st❡♠
♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (ℓ2|F , . . . , ℓn|F )✳

✺✽



■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ s✉❝❤ ❛ ✈❡❝t♦r v✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛①✐s ❢♦r (µ, F )✱ ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t v
✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐❢ v1 = 1✳ ❍❡r❡ ✐s ❛ ✜rst ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✷✳ ▲❡t (µp) ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢M(E) ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♥❛r✲
r♦✇❧② t♦✇❛r❞s µ ∈ M(E)✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s µp s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝❡♥t❡r x
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (ℓ1, . . . , ℓn) ❀ t❤❡♥ x ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝❡♥t❡r ♦❢ µ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ♦❢ E✳ ❲❤❡♥ n = 1✱
t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♦❜✈✐♦✉s ✿ ✐❢ x ✐s ❛ ♠❡❞✐❛♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s µp t❤❡♥ ✐t ✐s
❛ ♠❡❞✐❛♥ ❢♦r µ✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t n ≥ 2 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥②
❛✣♥❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n−1✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t µ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s
µp ❛r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳ ▲❡t F = {ℓ1 = x1}✳ ❋♦r ❛❧❧ p t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐s vp ❢♦r (µp, F )✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (vp) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳
■♥❞❡❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ℓ ❛✣♥❡ ♦♥ E s✉❝❤ t❤❛t ~ℓ(vp)→ +∞✳ ▲❡t H =
{ℓ ≥ 0} ∩ F ✳ ▲❡t ǫ > 0✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✽ ✭✐✐✐✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts w s✉❝❤ t❤❛t w1 = 1

❛♥❞ µ(Hw) < ǫ✳ ❋♦r p ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ~ℓ(vp) > ~ℓ(w)✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✽ ✭✐✐✮ ✇❡
❣❡t Hvp ⊂ Hw✳ ❆❧s♦ ❢♦r p ❧❛r❣❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ µp(Hw) ≤ µ(Hw) + ǫ✳ ❚❤✉s

µp
F,vp(H) = µp(Hvp) < 2ǫ.

❚❛❦✐♥❣ ǫ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺ t❤❛t ❢♦r ❛♥② s✉❝❤ p
t❤❡ ❝❡♥t❡r x ♦❢ µp

F,vp ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ H✳ ❍❡♥❝❡ ℓ(x) ≤ 0✳ ▲❡t m > 0✱ t❤❡
s❛♠❡ ❤♦❧❞s ✐❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ℓ ❜② ℓ + m✱ s♦ ✇❡ ❣❡t ℓ(x) ≤ −m ❢♦r ❛❧❧ m > 0✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜s✉r❞✳
❯♣ t♦ ❛♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t (vp) ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t✱ s❛② v ✭✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s
v1 = 1✮✳ ❚❤❡♥

µp
F,vp → µF,v ♥❛rr♦✇❧②.

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ x ✐s ❛ ❝❡♥t❡r ❢♦r µF,v ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛s✐s
(ℓ2|F , . . . , ℓn|F )✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r µF,−v✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ x ✐s ❛ ❝❡♥t❡r ❢♦r
µ✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✸✳ ▲❡t (µp) ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ M(E) ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣
♥❛rr♦✇❧② t♦✇❛r❞s µ ∈M(E)✳ ■❢ ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r❡ µp ❤❛s ❛ ❝❡♥t❡r xp ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ (ℓ1, . . . , ℓn) ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (xp) ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t x✱ t❤❡♥ x ✐s ❛ ❝❡♥t❡r ♦❢ µ
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (ℓ1, . . . , ℓn)✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t vp = x− xp ❛♥❞ Tp ❜❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦r vp✳ ❙✐♥❝❡ vp → 0
✇❡ ❤❛✈❡ (Tp)#µp → µ✱ ❛♥❞ ❝❧❡❛r❧② x = Tp(x

p) ✐s ❛ ❝❡♥t❡r ❢♦r (Tp)#µp✳ ❚❤❡♥
t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✳

✺✾



✹✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸

▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ❡❛s② ❢❛❝t✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
n✱ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❛s✐s (e1, . . . , en)✳ ▲❡t T : V → V ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ s❛t✐s❢②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿

✭❛✮ ❋♦r k = 1 . . . n ❛♥❞ v ∈ V ✱ t❤❡ k ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ Tv ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧②
♦♥ t❤❡ k ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ v✳

✭❜✮ ■❢ f ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ❛♥❞ (vp) ❛ s❡q✉❡♥❝❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ f(vp) → +∞ t❤❡♥
f(Tvp)→ +∞✳

❚❤❡♥ T ✐s ♦♥t♦✳
■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t u ✐♥ V ❛♥❞ u1, . . . , un ❜❡ ✐ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❇② ✭❜✮ ❛♥❞ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ T ✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ v1 ∈ R s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ T (v1e1)
✐s u1✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✜♥❞ v2 ∈ R s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ T (v1e1 + v2e2)
✐s u2✱ ❛♥❞ ❜② ✭❛✮ t❤❡ ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ T (v1e1 + v2e2) ✐s st✐❧❧ u1✳ ❆♥❞ s♦ ♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ (ℓ1, . . . , ℓn) ❜❡ ❛ s②st❡♠ ♦❢
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❆♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ M∗(E) ❛❞♠✐ts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❡♥t❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
(ℓ1, . . . , ℓn)✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♣r♦✈❡
✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■❢ E ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 t❤❡♥ ✇❡
❥✉st ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② µ ∈M∗(E) ❤❛s ❛ ♠❡❞✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r✳
■❢ n ≥ 2✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ❛✣♥❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ n − 1✳ ▲❡t α ∈ R s❛t✐s❢② µ{ℓ1 ≥ α} = 1

2
µ(E) ❛♥❞ ❧❡t F = {ℓ1 = α}✳

▲❡t u ∈ ~E s❛t✐s❢② u1 = 1✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❢♦r ❛❧❧ v ∈ ~F ❛♥❞
ε ∈ {−1, 1}✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ µF,ε(u+v) ❛❞♠✐ts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❡♥t❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
(ℓ2, . . . , ℓn) ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ x(ε)(v)✳ ■❢ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts v s✉❝❤
t❤❛t x(1)(v) = x(−1)(v)✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

T : v ∈ ~F 7→ x(−1)(v)− x(1)(v) ∈ ~F .

■❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (vp) ❣♦❡s t♦ v✱ t❤❡♥ µF,u+vp ❝♦♥✈❡r❣❡s ♥❛rr♦✇❧② t♦ µF,u+v✳ ❚❤❡♥
❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✶✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

(

x(1)(vp)
)

p
✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❛♥❞ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✸✱

❛♥② ♦❢ ✐ts ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ❣♦❡s t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ µF,u+v✳ ❚❤❡✲
r❡❢♦r❡ x(1)(vp)→ x(1)(v)✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r x(−1)✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ T ✳
■❢ (v2, . . . , vk) = (w2, . . . , wk) t❤❡♥✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✽ ✭✐✐✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Au+v = Au+w

❢♦r ❛❧❧ A ∈ BF (ℓ2, . . . , ℓk)✱ ❤❡♥❝❡ µF,u+v(A) = µF,u+w(A)✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✱
t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r i = 2, . . . , k

ℓi

(

x(1)(v)
)

= ℓi

(

x(1)(w)
)

,

✻✵



❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r x(−1)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ T s❛t✐s✜❡s ✭❛✮✳
▲❡t ℓ ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠ ♦♥ E✱ ❛♥❞ (vp) ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ~F s✉❝❤
t❤❛t ~ℓ(vp)→ +∞✳ ❚❤❡♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✽ ✭✐✐✐✮ t❤❛t ❢♦r ❛♥② m > 0
❛♥❞ ❛♥② ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ p ✇❡ ❣❡t µu+vp(F ∩ {ℓ ≥ −m}) < 2−nµ(F )✱ ✇❤✐❝❤ ❜②
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ℓ(x(1)(vp)) ≤ −m✳ ❍❡♥❝❡

ℓ
(

x(1)(vp)
)

→ −∞.

❙✐♠✐❧❛r❧② ℓ
(

x(−1)(vp)
)

→ +∞✳ ❚❤✉s T s❛t✐s✜❡s ✭❜✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ T ✐s ♦♥t♦✳ ❚❤❡r❡

❡①✐sts v ∈ ~F s✉❝❤ t❤❛t Tv = 0✱ t❤❡♥ x(1)(v) = x(−1)(v) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡
♣r♦♦❢✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✺✳ ■❢ µ ∈M∗(E) ❤❛s ❛ ❝❡♥t❡r ♦❢ s②♠♠❡tr② z t❤❡♥ z ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡
❨❛♦✲❨❛♦ ❝❡♥t❡r ♦❢ µ✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❜❛s✐s L✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t x ❜❡ t❤❡ ❨❛♦✲❨❛♦ ❝❡♥t❡r ♦❢ µ ❛♥❞ s : E → E ❜❡ t❤❡ s②♠♠❡tr②
♦❢ ❝❡♥t❡r z✳ ❚❤❡♥ ❝❧❡❛r❧② s(x) ✐s ❛ ❝❡♥t❡r ❢♦r s#µ✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ L✳ ❙✐♥❝❡
s#µ = µ ❛♥❞ ❜② ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ s(x) = x✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
x = z✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡
♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❛♥❞ (ℓ1, . . . , ℓn) ❜❡ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ▲❡t γ ❜❡ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢M∗(E)✳ ▲❡t µ ∈ M(E) ❛♥❞ ❢♦r k ≥ 1 ❧❡t µp = µ + 1

p
γ✳

❚❤❡♥ ♦❜✈✐♦✉s❧② µp ∈ M∗(E) ❛♥❞ µp → µ✱ ♥❛rr♦✇❧②✳ ▲❡t xp ❜❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r
♦❢ µp ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (ℓ1, . . . , ℓn)✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✶ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✸✱ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ (xp) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛♥② ♦❢ ✐ts ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡
✐s ❛ ❝❡♥t❡r ❢♦r µ✱ s♦ µ ❤❛s ❛ ❝❡♥t❡r✳
■❢ µ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✱ t❤❡♥ ✇❡ ❧❡t γ ❜❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢M∗(E)
s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✳ ❚❤❡♥ s♦ ✐s µp✱ ❜② t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✇❡ ❣❡t
xp = x ❢♦r ❛♥② p✱ t❤❡r❡❢♦r❡ x ✐s ❛ ❝❡♥t❡r ❢♦r µ✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❈❤❛î♥❛❣❡ ❡t ❝❤❛♦s ●❛✉ss✐❡♥

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ♥♦t❡ [n] ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, . . . , n}✳ ❙♦✐❡♥t g1, . . . , gk ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r✲
♠❛❧❡✱ ❡t (aα)α∈[k]n ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

Y =
∑

α∈[k]n

aαgα1 · · · gαn

❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝❤❛♦s ❣❛✉ss✐❡♥ ❞✬♦r❞r❡ n✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ ✭✈♦✐r ❬✾❪✮ q✉❡ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♦s ❞é❝♦✉♣❧é

Ỹ =
∑

α∈[k]n

aαgα1,1 · · · gαn,n

♦ù (gi,j)i,j∈[k]×[n] ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ k×n ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s st❛♥❞❛r❞ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱
s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❞❡ Y ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡
❞❡ n✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉❡ à
▲❛t❛➟❛ ❬✶✹❪ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ Ỹ ✳ ❖♥ s✉✐✈r❛ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ▲❛t❛➟❛
♠❛✐s ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ ✉♥ r❛❝❝♦✉r❝✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❚❛❧❛❣r❛♥❞✳

P♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ tr❛î♥❡r ❞❡s ♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✐❧ ❡st
❝♦♠♠♦❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✳ ❙✐ X ❡t Y s♦♥t ❡s♣❛❝❡s
✈❡❝t♦r✐❡❧s ♥♦r♠és ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ X ⊗ǫ Y ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧
✐♥❥❡❝t✐❢ ❞❡ X ❡t Y ✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ X ⊗ǫ Y ❡st ✐s♦♠étr✐q✉❡ à L(X∗, Y ) ♠✉♥✐ ❞❡
❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r✳ ❙✐ X ❡t Y s♦♥t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡ X⊗2 Y ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t
t❡♥s♦r✐❡❧ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s X ❡t X∗✱ ❛✐♥s✐ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
X⊗ǫ Y ❡t X⊗2 Y s♦♥t ✐s♦♠étr✐q✉❡s à L(X, Y ) ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r
❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
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❙♦✐❡♥t E1, . . . , En ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❡✉❝❧✐❞✐❡♥s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡
I = {i1 . . . ip} ⊂ [n]✱ ♦♥ ♣♦s❡

EI = Ei1 ⊗2 · · · ⊗2 Eip .

❖♥ ♣♦s❡r❛ ❛✉ss✐ ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ E∅ = R✳ ❖♥ ♥♦t❡ ‖·‖I ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ EI ❡t

BI = {x ∈ EI | ‖x‖I ≤ 1}

s❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té✳ ❙✐ x = (x1, . . . , xn) ∈ E1×· · ·×En ♦♥ ♣♦s❡ xI = xi1⊗· · ·⊗xip ∈
EI ✳
❙♦✐❡♥t A ∈ E[n] ❡t P = {I1, . . . , Ik} ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ [n]✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ‖A‖P
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ A ❡♥ t❛♥t q✉✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

EI1 ⊗ǫ · · · ⊗ǫ EIk
.

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ n = 2✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r A ❝♦♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ E1 ❞❛♥s
E2✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ‖A‖{1}{2} ❡st ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ A ❡t ‖A‖{1,2} s❛
♥♦r♠❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t✳
❙♦✐❡♥t I ⊂ [n] ❡t x ∈ EI ♦♥ ♥♦t❡ A ·x ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ x ♣❛r A ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥t
❞❡ L(EI , E[n]\I)✳ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ P = {I1, . . . , Ik} ♦♥ ❛

‖A‖P = sup
{

A · (x1 ⊗ · · · ⊗ xk) |xj ∈ BIj

}

.

❙✐ Q = {J1, . . . , Jl} ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ q✉❡ P ✱ ❛❧♦rs

{x1 ⊗ · · · ⊗ xl |xj ∈ BJj
} ⊂ {y1 ⊗ · · · ⊗ yk | yj ∈ BIj

}

❡t ❞♦♥❝ ‖A‖Q ≤ ‖A‖P ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

‖A‖{1}···{n} ≤ ‖A‖P ≤ ‖A‖[n].

✺✳✶ ➱♥♦♥❝é ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉①

❙✐ P ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ [n]✱ s♦♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ cardP ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ [n] q✉✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❡♥t✳ ❙♦✐❡♥t E1, . . . , En ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❡✉❝❧✐✲
❞✐❡♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t A ∈ E[n]✳ ❙♦✐❡♥t X1, . . . , Xn ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Xi s✉✐✈❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ❞❡ Ei✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ X[n] ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ✭❛❧é❛t♦✐r❡✮ X1⊗ · · · ⊗Xn✱
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭ré❡❧❧❡✮

A ·X[n]

❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝❤❛♦s ❣❛✉ss✐❡♥ ❞é❝♦✉♣❧é ❞✬♦r❞r❡ n✳ ❈✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞❡ ▲❛t❛➟❛✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ ✭▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♦s ❣❛✉ss✐❡♥✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ αn ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ n t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p ≥ 1 ♦♥ ❛✐t

(

E|A ·X[n]|p
)1/p ≤ αn

∑

P
p

cardP

2 ‖A‖P ,

❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦rt❛♥t s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s P ❞❡ [n]✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡t s♦♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s♦♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s
❞♦♥t ♦♥ ✈❛ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ■❧s ♦♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧❡✉r ✐♥térêt
♣r♦♣r❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳ ❙♦✐❡♥t F1, . . . , Fk+1 ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❡✉❝❧✐❞✐❡♥s✱ s♦✐❡♥t A ∈ F[k+1]

❡t X ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣❛✉ss✐❡♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ Fk+1✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ (0, 1) ✿

E‖A ·X‖{1}···{k} ≤ βk

∑

P
tk−cardP‖A‖P ,

❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦rt❛♥t s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s P ❞❡ [k + 1] ❡t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ βk ♥❡
❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ k✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✸✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t p ≥ 1

(

E‖A ·X‖p{1}···{k}
)1/p

≤ δk

∑

P
p

cardP−k
2 ‖A‖P .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦s♦♥s f : x ∈ Fk+1 7→ ‖A · x‖{1}···{k}✳ P❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠❡s✉r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✺❪✮ ♦♥ ❛✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t m = E f(X)✱

(

E|f(X)−m|p
)1/p ≤ δ′

√
p‖f‖lip,

♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ δ′ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✱ ❡t ‖f‖lip ét❛♥t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡
f ✳ ❖♥ ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ‖f‖lip = ‖A‖{1}···{k+1}✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱
✐❧ ✈✐❡♥t

(

E|f(X)|p
)1/p ≤ E f(X) + δ′

√
p‖A‖{1}···{k+1}.

▲❡ rés✉❧t❛t s✬♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ E f(X) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷ ❛✈❡❝ t = p−1/2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳ Pr♦❝é❞♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n✳ ❙✐ n = 1✱
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ A · X1 s✉✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ ❧❛ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ‖A‖{1}g✳
▲❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ p ❞✬✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞ ét❛♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

√
p✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t
(

E|A ·X1|p
)

1
p ≤ α

√
p‖A‖{1}

✻✹



♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ α ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❛✉ r❛♥❣ 1✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✈r❛✐ ❛✉ r❛♥❣ n − 1✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s Xn✱ q✉✐ ❡st ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t ❞❡ X[n−1]✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A′ = A ·Xn✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

E
(

|A′ ·X[n−1]|p
∣

∣Xn

)

≤ αp
n−1

(

∑

P
p

cardP

2 ‖A′‖P
)p

,

❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ [n − 1]✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♣✉✐s
❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ 1/p✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

(

E|A ·X[n]|p
)

1
p ≤ αn−1

(

E
(

∑

P
p

cardP

2 ‖A ·Xn‖P
)p
)

1
p

≤ αn−1

∑

P
p

cardP

2

(

E‖A ·Xn‖pP
)

1
p
,

✭✺✳✶✮

❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❙♦✐t P = {I1, . . . , Ik} ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ [n−1]✳
P♦s♦♥s Fi = EIi

♣♦✉r i ∈ [k] ❡t Fk+1 = En✳ ▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✱ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛
♠❛tr✐❝❡ A ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ F[k+1] ❞♦♥♥❡

(

E‖A ·Xn‖pP
)1/p ≤ δkp

− k
2

∑

Q
p

cardQ

2 ‖A‖Q, ✭✺✳✷✮

❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦rt❛♥t s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s Q ❞❡ [n] q✉✐ s♦✐❡♥t ♠♦✐♥s ✜♥❡s
q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥

{

I1, . . . , Ik, {n}
}

✳ ❉✉ ❝♦✉♣✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❡♥❝♦r❡ ✈r❛✐❡ s✐ ♦♥
❢❛✐t ♣♦rt❡r ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ [n]✳ ❘❡♣♦rt♦♥s ✭✺✳✷✮ ❞❛♥s
✭✺✳✶✮✱ ❧❡s p

cardP

2 s✬é❧✐♠✐♥❡♥t ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ αn

q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ αn−1 ❡t ❞❡s δk ♣♦✉r k ∈ [n]✳

■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❢❛✐r❡
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

✺✳✷ ▲❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❣é♥ér✐q✉❡

❙♦✐❡♥t F1, . . . , Fk+1 ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❡✉❝❧✐❞✐❡♥s✱ s♦✐t A ∈ F[k+1] ❡t X ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❣❛✉ss✐❡♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ Fk+1✳ P♦✉r i ∈ [k] s♦✐t Bi ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❞❡ Fi✱ ♣♦s♦♥s
T = B1 × · · · × Bk✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r x = (x1, . . . , xk) ∈ T ♦♥ ♥♦t❡
x[k] = x1 ⊗ · · · ⊗ xk✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡

E‖A ·X‖{1}···{k} = E sup
x∈T

A · (x[k] ⊗X). ✭✺✳✸✮

✻✺



◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ (Px)x∈T =
(

A · (x[k] ⊗ X)
)

x∈T
❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ E supT Px s❡ r❛♠è♥❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (T, dP )✱ ❡♥
♣♦s❛♥t

dP (x, y) =
(

E(Px − Py)
2
)

1
2 .

❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❡✛❡t A · (x[k] ⊗X) = (A · x[k]) ·X
❡t ❞♦♥❝

dP (x, y) = ‖A · (x[k] − y[k])‖{k+1}. ✭✺✳✹✮

▲❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❚❛❧❛❣r❛♥❞✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ t②♣❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❀ r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ ❡t r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡
❧❡❝t❡✉r ❞és✐r❡✉① ❞✬❡♥ s❛✈♦✐r ♣❧✉s ❛✉ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❚❛❧❛❣r❛♥❞ ❬✷✽❪✳
❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (T, d)✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡

(

An

)

n∈N
❞❡

s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ P(T ) ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s s✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳

✲ P♦✉r t♦✉t n✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ An ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ T ✳
✲ ▲❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ An ❡st ♠♦✐♥s ✜♥❡ q✉❡ An+1✳
✲ A0 = {T} ❡t cardAn ≤ 22n

♣♦✉r n ≥ 1✳
◗✉❛♥❞ s❡✉❧❡s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ s✉✐t❡
❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❡♠❜♦îté❡s✳
❙✐ (An)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ T ❡t t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ T ✱ ♦♥ ♥♦t❡
An(t) ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ An q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ t✳ P♦✉r S ⊂ T ✱ ♦♥ ♥♦t❡ ∆(S, d)
❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ S✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✳ ❖♥ ♣♦s❡

γ2(T, d) = inf
(

sup
t∈T

∞
∑

n=0

∆
(

An(t), d
)

2n/2
)

,

❧✬✐♥✜♠✉♠ ♣♦rt❛♥t s✉r t♦✉t❡s ❧❡s s✉✐t❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ T ✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ γ2(T, d) ≥ ∆(T, d) ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ T ♥✬❡st ♣❛s ré❞✉✐t
à ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧♦rs γ2(T, d) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s (An)n∈N t❡❧❧❡ q✉❡

sup
t∈T

∞
∑

n=0

∆
(

An(t), d
)

2n/2 ≤ 2γ2(T, d).

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠❛❥♦r❛♥t❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡
κ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ ❝❡♥tré (Xt)t∈T ♦♥ ❛✐t

1
κ
γ2(T, dX) ≤ E sup

t∈T
Xt ≤ κγ2(T, dX),

❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ dX ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ dX(s, t) =
(

E(Xs −Xt)
2
)1/2

✳

✻✻



❙✉✐✈❡♥t ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✐♠♣❧❡s✱ q✉✐ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
γ2✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✺✳ ❙♦✐t (T, d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❙♦✐❡♥t a, b ❞❡s ré❡❧s s✉♣ér✐❡✉rs
à 1✱ ❡t (An)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❡♠❜♦✐té❡s ❞❡ T ✈ér✐✜❛♥t ♣♦✉r t♦✉t n

cardAn ≤ 2a+b2n

.

P♦s❛♥t S = supx∈T

∑∞
n=0 ∆

(

An(x), d
)

2n/2✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r ✉♥ ρ ✉♥✐✈❡rs❡❧

γ2(T, d) ≤ ρ
(
√

ab∆(T, d) +
√

bS
)

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t p, q ❡♥t✐❡rs ♠✐♥✐♠❛✉① t❡❧s q✉❡ a ≤ 2p ❡t b ≤ 2q✳
P♦s♦♥s

Bn =

{

{T} s✐ n ≤ p + q
An−q−1 s✐ n ≥ p + q + 1.

❙✐ n ≥ p + q + 1 ❛❧♦rs p ≤ n− 1 ❡t ❞♦♥❝

cardBn ≤ 22p+2n−1 ≤ 22n

.

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s (Bn)n∈N ❡st ❞♦♥❝ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r t♦✉t
t ∈ T

∞
∑

n=0

∆
(

Bn(t), d
)

2n/2 =

p+q
∑

n=0

∆(T, d)2n/2 +
∞
∑

n=p

∆
(

An(x), d
)

2
n+q+1

2

≤ 2
p+q+1

2 −1√
2−1

∆(T, d) + 2
q+1
2 S.

❉❡ ♣❧✉s 2p ≤ 2a ❡t 2q ≤ 2b✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✻✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ T ♣♦ssè❞❡ N ♠étr✐q✉❡s d1, . . . , dN ✳
❆❧♦rs

γ2

(

T, d1 + · · ·+ dN

)

≤ ρ′√N
(

γ2(T, d1) + · · ·+ γ2(T, dN)
)

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ [N ]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ (Ai
n)n∈N

✈ér✐✜❛♥t

sup
t∈T

∞
∑

n=0

∆
(

Ai
n(t), di

)

2n/2 ≤ 2γ2(T, di).

❖♥ ♣♦s❡ ❡♥s✉✐t❡
Bn = {A1 ∩ · · · ∩ AN |Ai ∈ Ai

n}.
■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ (Bn) ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❡♠❜♦✐té❡s ❞❡ T ❡t
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ♦♥ ❛

cardBn ≤ 2N2n

. ✭✺✳✺✮

✻✼



P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r t ∈ T ❡t i ∈ [N ] ♦♥ ❛ Bn(t) ⊂ Ai
n(t)✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

∆
(

Bn(t), d1 + · · ·+ dN

)

≤
N
∑

i=1

∆
(

Ai
n(t), di

)

.

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r 2n/2 ❡t ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❡♥ n ✐❧ ✈✐❡♥t

sup
t∈T

∞
∑

n=0

∆
(

Bn(t), d1 + · · ·+ dN

)

2n/2 ≤
N
∑

i=1

γ2(T, di). ✭✺✳✻✮

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✮ ❡t ✭✺✳✻✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✺✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷

Pr♦❝é❞♦♥s ♣❛r ré❝✉r❡♥❝❡ s✉r k✳ P♦✉r k = 1 ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ ❢❛✐t
s✉✐✈❛♥t ✿ s♦✐t A ∈ F1 ⊗ F2 ❡t X s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ F2 ♦♥ ❛

E‖A ·X‖{1} ≤
(

E‖A ·X‖2{1}
)

1
2 = ‖A‖{1,2}.

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ k ≥ 2 ❡t q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ✈r❛✐ ❛✉ r❛♥❣ k − 1✳ ❙♦✐t
A ∈ F[k+1]✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r i ∈ [k] ♦♥ ♥♦t❡ Bi ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❞❡ Fi ❡t T
❧❡ ♣r♦❞✉✐t B1 × · · · ×Bk✳ ❙♦✐t I = {i1, . . . , ip} ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡
[k] ❡t s♦✐t dI ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡ s✉r T ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dI(x, y) = ‖A · (xI − yI)‖[k+1]\I . ✭✺✳✼✮

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠❛❥♦r❛♥t❡ ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✸✮ ❡t ✭✺✳✹✮✱
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✬✳ P♦✉r t♦✉t t ∈ (0, 1) ♦♥ ❛

γ2(T, d[k]) ≤ β′
k

∑

P
tk−cardP‖A‖P ,

❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦rt❛♥t s✉r t♦✉t❡ ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s P ❞❡ [k + 1]✳

❙✉♣♣♦s♦♥s I 6= [k] ✭❞♦♥❝ p < k✮✱ ♣♦✉r j ∈ [p] ♣♦s♦♥s F ′
j = Fij ❡t ♣♦s♦♥s

F ′
p+1 = F[k+1]\I ✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✬ ❡st ✈r❛✐

♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ F ′
[p+1]✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈

(0, 1)

γ2(T, dI) ≤ β′
p

∑

Q
tp−cardQ‖A‖Q, ✭✺✳✽✮

✻✽



❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦rt❛♥t s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s Q ❞❡ [k +1] q✉✐ s♦✐❡♥t ♠♦✐♥s ✜♥❡s
q✉❡ {i1}, . . . , {ip}, [k+1]\I✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té r❡st❡ ✈r❛✐❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ♣♦rt❡r ❧❛ s♦♠♠❡
s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ [k + 1]✳ P♦✉r t♦✉t t > 0✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡

δt =
∑

∅(I([k]

tk−card IdI .

❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✻ ❡t ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉ γ2✱ ♦♥ ❛

γ2(T, δt) ≤ ρ′√N
∑

∅(I([k]

tk−card Iγ2(T, dI)

♦ù N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ [k] q✉✐ s♦✐❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ∅ ❡t [k]✱
à s❛✈♦✐r 2k − 2✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✽✮ ✐❧ ✈✐❡♥t

γ2(T, δt) ≤ ηk

∑

P
tk−cardP‖A‖P , ✭✺✳✾✮

♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ηk ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ k✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ s✐ (T, d) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t ǫ > 0✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥tr♦♣✐❡ N(T, d, ǫ) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ r❡✲
❝♦✉✈r✐r T ♣❛r n ❜♦✉❧❡s ❞❡ r❛②♦♥ ǫ✳ ❆❞♠❡tt♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✼✳ P♦✉r t♦✉t S ⊂ T ✱ ♣♦✉r t♦✉t t > 0 ♦♥ ❛

N
(

S, d[k], 2∆(S, δt) + 2tk‖A‖[k+1]

)

≤ 2k(1+ρt−2),

♣♦✉r ✉♥ ρ ✉♥✐✈❡rs❡❧✳

❊♥ s✉❜st❛♥❝❡✱ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♣❛♣✐❡r ❞❡ ▲❛t❛➟❛ ✭❬✶✹✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷❪✮✱
♦♥ ❡♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
P♦s♦♥s tn = min(t, 2−n/2)✳ ❙♦✐t (Bn)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡
T ✈ér✐✜❛♥t

sup
x∈T

∞
∑

n=0

∆
(

Bn(x), δt

)

2
n
2 ≤ 2γ2(T, δt). ✭✺✳✶✵✮

❖♥ ❛✣♥❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s (Bn) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t n ❡t
B ∈ Bn ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ à B ❡t tn ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✼✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
PB = {B(1), . . . , B(N)} ❞❡ B ✈ér✐✜❛♥t

N ≤ 2k(1+ρt−2
n ), ✭✺✳✶✶✮

∆(B(i), d[k]) ≤ 2∆(B, δtn) + 2tkn‖A‖[k+1], ∀i ∈ [N ]. ✭✺✳✶✷✮

✻✾



❖♥ ♣♦s❡ ❡♥s✉✐t❡ An = ∪{PB |B ∈ Bn}✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬♦♥ ❢♦r♠❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡
s✉✐t❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ T ✳ ❈♦♠♠❡ t−2

n ≤ 2n + t−2✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ✭✺✳✶✶✮

cardAn ≤ N cardBn

≤ 2(1+ρk)2n+k(1+ρt−2).
✭✺✳✶✸✮

❙♦✐❡♥t x ∈ T ❡t n ∈ N✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ An(x) ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡
Bn(x) ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✼✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣❛r ✭✺✳✶✷✮

∆
(

An(x), d[k]

)

≤ 2∆
(

Bn(x), δtn

)

+ 2tkn‖A‖[k+1],

≤ 2∆
(

Bn(x), δt

)

+ 2tkn‖A‖[k+1],

❝❛r tn ≤ t ❡t ❞♦♥❝ δtn ≤ δt✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✶✵✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∞
∑

n=0

∆
(

An(x), d[k]

)

2n/2 ≤ 4γ2(T, δt) + 2
∞
∑

n=0

tkn2n/2‖A‖[k+1].

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ tn = min(t, 2−n/2)✳ ❙♦✐t n0 ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r ✈ér✐✜❛♥t
2−

n0
2 ≤ t✳ ❖♥ ❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t

∞
∑

n=0

tkn2
n
2 ≤ tk

n0−1
∑

n=0

2
n
2 +

∞
∑

n=n0

2
(1−k)n

2

≤ 10tk−1.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✾✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝

sup
x∈T

∞
∑

n=0

∆
(

An(x), d[k]

)

2n/2 ≤ 4ηk

∑

P
tk−cardP‖A‖P + 20tk−1‖A‖[k+1]

≤ (4ηk + 20)
∑

P
tk−cardP‖A‖P .

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ An ❡st ❝♦♥trô❧é ♣❛r ✭✺✳✶✸✮ ❀ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
▲❡♠♠❡ ✺✳✺✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

γ2(T, d[k]) ≤ η′
k

(

t−1∆(T, d[k]) +
∑

P
tk−cardP‖A‖P

)

.

❉❡ ♣❧✉s

∆(T, d[k]) = 2 sup
x∈T
‖A · x‖{k+1}

= 2‖A‖{1}···{k+1},

✼✵



❞♦♥❝

γ2(T, d[k]) ≤ η′
k

(

2t−1‖A‖{1}···{k+1} +
∑

P
tk−cardP‖A‖P

)

≤ 3η′
k

∑

P
tk−cardP‖A‖P ,

❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✬✳
P♦✉r êtr❡ ❝♦♠♣❧❡t✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✼✱

❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉❡ à ▲❛t❛➟❛✳

✺✳✹ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✼

❙♦✐t x = (x1, . . . , xk) ∈ F1 × · · · × Fk✱ ♦♥ ♥♦t❡ |xi| ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ xi ❞❛♥s
Fi✳ ❙♦✐t X1, . . . , Xk ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣❛✉ss✐❡♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t t❡❧s q✉❡ Xi s♦✐t à
✈❛❧❡✉r ❞❛♥s Fi ❡t s✉✐✈❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✽✳ P♦✉r t♦✉t❡ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ ‖·‖ s✉r F[k]✱ ♦♥ ❛

P
(

‖X[k] − x[k]‖ ≤ E
∑

∅(I⊂[k]

4card I‖XI ⊗ x[k]\I‖
)

≥ 2−ke−
1
2

Pk
i=1|xi|2 .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❙♦✐t x ∈ Rn✱
s♦✐❡♥t X ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣❛✉ss✐❡♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ Rn ❡t K ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s②♠é✲
tr✐q✉❡ ❞❡ Rn✱ ♦♥ ❛

γn(x + K) ≥ γn(K)e−
1
2
|x|2 . ✭✺✳✶✹✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ K ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♦♥ ❛
∫

x+K

e−
1
2
|z|2 dz =

∫

K

1
2
(e−

1
2
|x+y|2 + e−

1
2
|x−y|2) dy

≥
∫

K

e−
1
2
(|x|2+|y|2) dy

❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ✭✺✳✶✹✮✳
❖♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r k✳ P♦✉r k = 1✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t

✭✺✳✶✹✮ à K = {y ∈ F1 | ‖y‖ ≤ 4 E‖X1‖} ❡t x = x1✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

P
(

‖X1 − x1‖ ≤ 4 E‖X1‖
)

≥ e−
1
2
|x1|2 P

(

‖X1‖ ≤ 4 E‖X1‖
)

.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ▼❛r❦♦✈ P
(

‖X1‖ ≥ 4 E‖X1‖
)

≤ 1
4
≤ 1

2
✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r

k = 1✳
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❙♦✐t k ≥ 2✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥♥✉ ❛✉ r❛♥❣ k − 1✳ P♦s♦♥s

S =
∑

∅(I⊂[k−1]

4card I‖XI ⊗ x[k−1]\I ⊗Xk‖

T =
∑

∅(I⊂[k−1]

4card I‖XI ⊗ x[k−1]\I ⊗ xk‖

❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts

A =
{

‖x[k−1] ⊗ (Xk − xk)‖ ≤ 4 E‖x[k−1] ⊗Xk‖
}

B =
{

‖(X[k−1] − x[k−1])⊗Xk‖ ≤ E(S |Xk)
}

C =
{

E(S |Xk) ≤ 4 E S + E T
}

.

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡

‖X[k] − x[k]‖ ≤ ‖x[k−1] ⊗ (Xk − xk)‖+ ‖(X[k−1] − x[k−1])⊗Xk‖,

q✉❛♥❞ A✱ B ❡t C s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ♦♥ ❛

‖X[k] − x[k]‖ ≤ 4 E‖x[k−1] ⊗Xk‖+ 4 E S + E T

= E
∑

∅(I⊂[k]

4card I‖XI ⊗ x[k]\I‖.

❙✉♣♣♦s♦♥s Xk ✜①é✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ à F1, . . . , Fk−1

❡t à ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ ‖y‖1 = ‖y ⊗Xk‖ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ F[k−1]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

P(B |Xk) ≥ 2−k+1e−
1
2

Pk−1
i=1 |xi|2 .

❈♦♠♠❡ A ❡t C ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ Xk✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

P(A ∩B ∩ C) ≥ P(A ∩ C)2−k+1e−
1
2

Pk−1
i=1 |xi|2 .

P♦✉r y ∈ Fk ♣♦s♦♥s

‖y‖2 = ‖x[k−1] ⊗ y‖,
‖y‖3 = E

∑

∅(I⊂[k−1]

4card I‖XI ⊗ x[k−1]\I ⊗ y‖.

❉❡ s♦rt❡ q✉❡

A =
{

‖Xk − xk‖2 ≤ 4 E‖Xk‖2
}

,

C =
{

‖Xk‖3 ≤ 4 E‖Xk‖3 + ‖xk‖3
}

.
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P♦s♦♥s
K = {y | ‖y‖2 ≤ 4 E‖Xk‖2} ∩ {y | ‖y‖3 ≤ 4 E‖Xk‖3},

❛❧♦rs A ∩ C ⊃ x + K ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ♣❛r
▼❛r❦♦✈

P
(

{

‖Xk‖2 ≥ 4 E‖Xk‖2
}

∪
{

‖Xk‖3 ≥ 4 E‖Xk‖3
}

)

≤ 1
4

+ 1
4

= 1
2
,

❡t ❞♦♥❝ P
(

Xk ∈ K
)

≥ 1
2
✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✭✺✳✶✹✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t P (A ∩ C) ≥

2−1e−
1
2
|xk|2 ✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✽✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❧✉s Fk+1 ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t A ∈ F[k+1]✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r I = {i1, . . . , ip} ⊂ [k + 1]✱ ♦♥ ♥♦t❡

FI = Fi1 ⊗2 · · · ⊗2 Fip

❡t ‖·‖I ❧❛ ♥♦r♠❡ ✭❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✮ ❛ss♦❝✐é❡✳ P♦s♦♥s ‖y‖ = ‖A · y‖{k+1} ♣♦✉r t♦✉t
y ∈ F[k]✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r x ∈ F1 × · · · × Fk ❡t ∅ ( I ( [k] ♦♥ ❛

E‖XI ⊗ x[k]\I‖ ≤
(

E‖XI ⊗ x[k]\I‖2
)

1
2

= ‖A · x[k]\I‖I∪{k+1},

❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥❝♦r❡ é❣❛❧ à d[k]\I(0, x)✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✺✳✼✮✳ ❙✐ I = [k] ♦♥ ❛
❞❡ ♠ê♠❡

E‖A ·X[k]‖{k+1} ≤ ‖A‖[k+1].

❆✐♥s✐ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✽ ❞♦♥♥❡

P
(

d[k](x, X) ≤
∑

∅(I([k]

4k−card IdI(x, 0) + 4k‖A‖[k+1]

)

≥ 2−ke−
1
2

Pk
i=1|xi|2 .

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡❝✐ à 1
t
x = (x1

t
, . . . , xk

t
) ♣♦✉r t > 0 ❡t x ∈ T = B1 × · · · ×Bk

✐❧ ✈✐❡♥t

P
(

d[k](x, tX) ≤ δ4t(x, 0) + (4t)k‖A‖[k+1]

)

≥ 2−ke−
1
2
kt−2

. ✭✺✳✶✺✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✺✳✼✳ ❙♦✐t t > 0✱ s♦✐t S ⊂ T = B1×· · ·×Bk✱ ❝♦♠♠❡
❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦r♠❡ s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ♦♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ 0 ∈ S✳ ❆✐♥s✐ δ4t(x, 0) ≤ ∆(S, δ4t) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S✳ P♦s♦♥s

εt = ∆(S, δ4t) + (4t)k‖A‖[k+1].

❉✬❛♣rès ✭✺✳✶✺✮✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S

µ(Bx) ≥ 2−ke−
1
2
kt−2

,

✼✸



♦ù Bx ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x ❡t ❞❡ r❛②♦♥ εt ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d[k] ❡t µ ❧❛
❧♦✐ ❞❡ tX✳ ❙♦✐t S ′ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ 2εt✲sé♣❛ré❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ S ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♠❛①✐♠❛❧✳
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ S ′ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ 2εt✲rés❡❛✉ ❞❡ S✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

N(S, d[k], 2εt) ≤ card S ′.

❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❜♦✉❧❡s (Bx)x∈S′ s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ ❞♦♥❝

µ
(

∪{Bx |x ∈ S ′}
)

≥ 2−ke−
1
2
kt−2

card S ′.

❊t ❝♦♠♠❡ µ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

N(S, d[k], 2εt) ≤ 2ke
1
2
kt−2

.

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡❝✐ à t
4
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✼✳

✼✹
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❬✶✷❪ ❉✳▲✳ ❍❛♥s♦♥ ❛♥❞ ❋✳❚✳ ❲r✐❣❤t✳ ❆ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❛✐❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r q✉❛❞r❛✲
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