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Introduction générale

Dans cette introduction, aprés quelques remarques préliminaires sur la combinatoire
basées sur 91|, [95] et [60], on présente quelques définitions et résultats sur les partitions
d’entiers et sur les surpartitions (qui en sont une généralisation), en insistant particulié-

rement sur les identités de type Rogers-Ramanujan faisant intervenir ces objets.

Cette thése s’inscrit dans le domaine de la combinatoire, ott 'on étudie des objets
formés par un arrangement discret de « briques » élémentaires. Plus précisément, elle
fait partie de la combinatoire énumeérative, qui cherche a compter le nombre de tels ob-
jets vérifiant certaines propriétés. Soit C une classe combinatoire , c¢’est-a-dire un en-
semble sur lequel on peut définir une taille (application de C dans N) telle que pour
tout n, le nombre d’éléments de taille n est fini. Notons ¢, ce nombre; on appellera sou-
vent, dans la suite, « objets comptés par ¢, » les éléments de C de taille n. On souhaite
obtenir une représentation de c,. La représentation la plus simple possible est une ex-
pression explicite, comme dans le cas des permutations ol ¢, = n!. Mais il n’est pas
toujours possible d’obtenir une telle expression et quand c’est possible, elle est parfois
trés compliquée et pas trés utile pour étudier les propriétés de la séquence (c,). Clest
pourquoi on a souvent recours a une représentation analytique : la série génératrice (se-
lon la taille) de C, définie comme la série entiere Y., . ¢ = Y ns0Cad", O A est
la taille de A\. On peut définir de méme une série génératrice a plusieurs paramétres,
par exemple Y, o afNydN ) =57 57 ST o c(l,myn)aly™ 2", ot ¢l m, n) est le
nombre d’éléments A de C tels que f(A) = 1, g(A) = m et h(\) = n. Les séries géné-
ratrices permettent d’étudier de nombreuses propriétés de leurs coefficients : propriétés
statistiques, comportement asymptotique, relations de récurrence, congruences... et de
démontrer des identités combinatoires. Dans cette thése, les objets qu’on va étudier par

des méthodes bijectives et analytiques sont des généralisations d'une classe d’objets com-
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binatoires trés classiques : les partitions d’entiers.

Partitions et identités d’Andrews-Gordon

Cette section présente quelques notions de base sur les partitions ainsi que I’histoire
des identités de Rogers-Ramanujan et d’Andrews-Gordon. Pour plus de détails, on pourra
se reporter a [9] et [17] ainsi qu’aux références citées dans la suite.

Une partition d’un entier positif n est une fagon d’écrire n comme une somme d’entiers
strictement positifs ot I'ordre des termes ne compte pas (pour n = 0, on considére qu’il y
a une partition de 0 : la partition vide). L’entier n est appelé taille de la partition. On note
A la taille d'une partition A. Par convention, on range les termes de la somme (appelés
parts de la partition) dans 'ordre décroissant, et on peut ainsi définir une partition de n
comme une suite finie décroissante (au sens large) d’entiers strictement positifs dont la
somme vaut n. Par exemple, les partitions de 4 sont (4), (3,1), (2,2), (2,1,1) et (1,1,1,1).

Selon |50, chapitre 3|, c’est dans une lettre de Leibniz a Jean Bernoulli datée de 1669
qu’on trouve la premiére trace d’un intérét pour les partitions (appelées « divulsions » par
Leibniz) ; toutefois, c’est Euler [52] qui a obtenu les premiers résultats dans ce domaine.
Notons p(n) le nombre de partitions de n; la série génératrice des partitions est définie

par
P(q) = p(n)q".

Euler |53] a montré que, pour |q| < 1,

P(q)zﬂl_lq,

=1

Euler a également démontré le résultat suivant :

Théoréme d’Euler. Pour tout entier positif n, le nombre de partitions de n en parts

distinctes est égal au nombre de partitions de n en parts impaires.

On remarque que les deux classes de partitions intervenant dans ce résultat sont, d'une
part, des partitions vérifiant des conditions sur la différence entre deux parts (dire que
les parts sont distinctes revient a dire qu’elles différent d’au moins 1) et, d’autre part,

des partitions dont les parts appartiennent a certaines classes de congruence (dire que les
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parts sont impaires revient a dire qu’elles sont congrues a 1 modulo 2). C’est également
le cas pour deux identités qui comptent parmi les résultats les plus célébres de la théorie

des partitions : les identités de Rogers-Ramanujan.

Premiére identité de Rogers-Ramanujan. Le nombre de partitions de n en parts
différant d’au moins 2 est égal au nombre de partitions de n en parts congrues a 1 ou 4

modulo 5.

Seconde identité de Rogers-Ramanujan. Le nombre de partitions de n en parts dif-
férant d’au moins 2 et supérieures ou €gales a 2 est égal au nombre de partitions de n en

parts congrues a 2 ou 3 modulo 5.

Ces identités ont d’abord été énoncées sous forme analytique par Rogers [82] : pour

lgl <1, 0n a
Ly 7 1 : (4
— 1—qg)(1—=¢*)---(1—q") o (1 — gon+1)(1 — gont4)
et
" i T 1 (x3)
—(1-q)(1—¢*)--(1—g") 12 (1—gm2)(1—gon3)

Elles ont été redécouvertes en 1913 par Ramanujan. Les travaux de Rogers étaient alors
tombés dans I'oubli et Ramanujan n’a pu démontrer lui-méme les identités. Aprés avoir
fait appel & Hardy et & d’autres mathématiciens qui n’ont pas réussi non plus a trouver
une démonstration, Ramanujan a fini par découvrir en 1917 I'article de Rogers conte-
nant les démonstrations de (%) et (xx). Entre temps, MacMahon |77| avait interprété
ces résultats combinatoirement en énoncant les deux identités de partitions ci-dessus. La
correspondance entre Rogers et Ramanujan a permis ensuite la découverte de nouvelles
preuves plus simples [83, 84]. A la méme époque, Schur a redécouvert et démontré in-
dépendamment ces identités [86]. De nombreuses autres preuves ont été publiées depuis,
analytiques comme celles de Rogers et Ramanujan, combinatoires comme celles de Schur
ou de Garsia et Milne [55] ou basées sur les algébres de Lie comme celle de Lepowsky
et Wilson [69, 70|. Les identités de Rogers-Ramanujan restent parmi les plus profondes
du point de vue combinatoire, la seule preuve bijective connue (celle de Garsia et Milne)

étant trés compliquée.
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Par la suite, on a cherché a généraliser les identités de Rogers-Ramanujan. Une idée
naturelle était de chercher & démontrer que le nombre de partitions en parts différant d’au
moins d et supérieures ou égales a m (le cas d = m = 1 correspondant au théoréme d’Euler
et le cas d = 2 aux identités de Rogers-Ramanujan) était égal au nombre de partitions dont
les parts appartiennent & un certain ensemble. Mais Lehmer [68] et Alder [7| ont montré
qu'un tel résultat ne peut exister. Puis, en 1954, Alder [8] a présenté une généralisation
analytique des identités de Rogers-Ramanujan basée sur une fonction et une relation
de récurrence introduites par Selberg [88] mais n’a pas pu interpréter combinatoirement
cette généralisation (plus tard, Andrews [21] a obtenu une interprétation combinatoire
des résultats d’Alder). Enfin, en 1961, Gordon [59] a obtenu la premiére généralisation

combinatoire de ces identités :

Théoréme de Gordon. Pour tous entiers k et i tels que k > 2 et 1 < i < k, soit Ay ;(n)
le nombre de partitions de n en parts non congrues a 0, £i modulo 2k + 1. Soit By ;(n) le
nombre de partitions de n de la forme (A, Aa, ..., Xs) 00 A\j — Njsp—1 = 2 et au plus i — 1

parts sont égales a 1. Alors pour tout entier positif n, Ay;(n) = Byi(n).

La premiére identité de Rogers-Ramanujan correspond au cas k = ¢ = 2 de ce théoréme
et la seconde au cas k = 2, ¢ = 1. Le théoréme d’Euler n’est par contre pas inclus dans le
théoréme de Gordon.

En se basant sur les travaux de Selberg [88], Andrews [11] a démontré analytiquement

le théoréme de Gordon. Les fonctions utilisées par Andrews sont les suivantes :

Jii(x;q) = Hyi(2q; q)

et
0 (_1)nxknqkn2+n—in+(g)(1 — zig?ni)
Hyi(z;q) =
; (@)n(2g")oo

avec les notations classiques ci-dessous [57] :

n—1
(a;q)n = (a)n = [[(1 — ag")
=0
et,
(a1,as,...,a5;q)n = (@1,a2, ..., a5)n = (a1;¢)n(a2; @)n - - - (Qk; )n-

La démonstration du théoréme de Gordon présentée dans [11]| est basée sur le fait que

ces fonctions vérifient certaines équations aux g-différences et que Ji;(1;¢q) peut s’écrire
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comme un produit infini en utilisant I'identité du produit triple de Jacobi (voir section
[.2).

Ces fonctions ont été généralisées dans |15] :

H)\,k,i(al, AN q) :(IBC]@I17 .. ,xqa;\l)oo
(7¢) oo
X i ((—1)n(>\+1)xknq%(2k—)\+1)n2+%(>\+1—2z‘)n(al gy
n=0
(1 — 2°¢?) (2)nlan, .. ., ar)n )
(1 —2)(@)n(zqai’, . .. ,xqa;l)n
et
A
Takilar, .. axzq) =Y (=1oi(art, .. a3 )l Hypijlar, . . ax; 2g; )

=0

o 0; est la j¢ fonction symétrique élémentaire :

Uj(X17“‘7X>\): Z XZ XZ2XZ

J
11 < << <A

Remarquons que ces fonctions sont de plus en plus générales quand A augmente, car
Hypilay,...,ax;2;q) :_;: Hy_1ri(ar,...,ax_1;2;q) (de méme pour Jy ;). Les fonc-
tions Ji; et Hy,; de [11]| correspondent au cas A = 0. De nombreux auteurs ont étudié des
spécialisations des Jy j; (voir la table de la page suivante), mais aucun n’a fait une étude
combinatoire générale (sans spécialiser les variables ay, ..., ay). De plus, le casou A > 1 a
été trés peu étudié. Au chapitre II, on présentera une étude combinatoire générale du cas
A = 2 (les fonctions qu’on étudiera sont obtenues en multipliant les Js; par un produit
infini).

Dans [20|, Andrews a établi une généralisation analytique des identités de Rogers-
Ramanujan correspondant au théoréme de Gordon :

ni+-ng_ Fnitetng_g 1

> o S ——

n1Sng > Sng_10 (q)nl_n2 (q)nk—Q_nk—l(q)nk—l n#0,4i (mod 2k+1)

Par la suite, d’autres familles de partitions ont été mises en correspondance avec celles
intervenant dans le théoréme de Gordon. Les correspondances entre toutes ces familles
sont connues sous le nom d’identités d’Andrews-Gordon.

Le rang d’une partition a été défini par Dyson [51| comme la plus grande part moins

le nombre de parts. Cette notion lui a permis d’interpréter les congruences suivantes dues
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Auteurs Iaki(@iy ...y ax;x;q)
Andrews [11] Jok,i(z;q)
Andrews [13] Jogi(z; q)
Andrews [14] (—IBC])OOJO,MJF%(IUQS q°)
Andrews [12] Jiki(—= ;. 6°)
Andrews |[16] Dopi(=¢, =2, .., = ;M)

Andrews et Santos [28] mjl,k,i(%xQ q°)
Bressoud |36] (—2q) 717%(x2;q2)
Connor [43] (Iqq —Jo k(23 —q)
Corteel et Mallet, [49] Jigi(—1/a; ;5 q)
Lovejoy |71| Jirr(=152;9)
Jira(—=q; 25 q)
Lovejoy |72] ($qq —Joki(—1,¢;7;6°%)

(a:qq2) J2k:z( an7q2)

(—1; 2% ¢?)

Lovejoy [74] (=)o J) &

(2q) oo 3

a Ramanujan [81] :

p(bn+4) =0 (mod 5)

et
p(Tn+5)=0 (mod 7).

Dyson a conjecturé que les partitions de 5n + 4 (resp. 7n + 5) peuvent étre séparées en
classes de méme taille selon la valeur du rang modulo 5 (resp. modulo 7), ce qui implique
les congruences de Ramanujan. Ces résultats ont été démontrés par Atkin et Swinnerton-
Dyer [30].

Par la suite, Atkin [29] a défini la notion de rangs successifs. Pour pouvoir expliquer
cette notion, on va maintenant introduire certaines représentations classiques des parti-
tions. Depuis les travaux de Sylvester |92], il est habituel de représenter une partition par

un diagramme de Ferrers ot une rangée de ¢ cases correspond a une part de taille /. Par



Introduction générale 21

exemple, la premiére figure de la page suivante correspond a la partition A = (5,4, 3, 3).

On peut décomposer un tel diagramme en équerres comme sur la deuxiéme figure de

la page suivante, otl on a trois équerres.

On peut alors définir le ¢ rang successif, noté r;, comme la largeur de la ¢ équerre
moins sa hauteur. On note r = (ry,r, -+ ). Dans notre exemple, on a r = (1,0, —1).

Une autre représentation classique est le symbole de Frobenius |54]. Considérons une
partition de n dont le diagramme de Ferrers a N équerres. Son symbole de Frobenius est

alors le tableau a deux lignes
a; ag - ayn
by by --- by

ol, pour tout ¢ compris entre 1 et N, a; est la largeur de la * équerre moins 1 et b; est
la hauteur de la ¢ équerre moins 1. Par construction, les deux lignes sont des partitions
en parts distinctes positives ou nulles et n = Zﬁ\;l(ai + b; + 1). Comme la largeur de la
1° équerre est alors a; + 1 et que sa hauteur est b; + 1, les rangs sont obtenus a partir du

symbole de Frobenius par une simple soustraction : r; = a; — b; pour 1 < 7 < N. Dans

4 2 0
I’exemple précédent, N = 3 et on obtient le symbole de Frobenius qui nous

3 21

permet de retrouver r = (1,0, —1).
Andrews [18]| a montré que si 'on note Cj;(n) le nombre de partitions de n dont les
rangs successifs sont compris entre —i + 2 et 2k — ¢ — 1, alors Ay ;(n) = Bgi(n) = Cri(n).
Une autre partie des identités d’Andrews-Gordon fait appel a une certaine décompo-

sition du diagramme de Ferrers d’une partition. Le carré de Durfee d’'une partition \ [92]
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est le plus grand carré entiérement contenu dans le diagramme de Ferrers de . Cette dé-
finition implique que le coin supérieur gauche du carré coincide avec celui du diagramme,
et que le coté du carré de Durfee est égal au nombre d’équerres et donc au nombre de
colonnes du symbole de Frobenius. Sur la figure suivante, on a mis en évidence le carré

de Durfee de la partition (5,4, 3,3), qui est de coté 3.

[ |

Une généralisation a été établie par Andrews [22|. La partie du diagramme de Ferrers
située sous le carré de Durfee est elle-méme le diagramme de Ferrers d'une partition :
cette partition posséde un carré de Durfee et ainsi de suite. On peut donc définir une
suite de carrés de Durfee successifs pour une partition. La dissection de Durfee introduite
par Andrews est basée sur cette idée. La (k,1i)-dissection de Durfee d’'une partition est
définie comme suit : on détermine d’abord les ¢ — 1 premiers carrés de Durfee successifs
puis k — ¢ rectangles maximaux dont la hauteur est égale a la largeur plus 1, situés les
uns en dessous des autres. La figure suivante illustre la (4, 2)-dissection de la partition

(8,8,6,5,4,4,3,2,2,1).

On dit qu'une partition est (k,i)-admissible s’il n'y a aucune part sous le dernier
rectangle de sa (k, i)-dissection de Durfee et si la derniére ligne de chacun des rectangles de
cette dissection est une part de la partition (c’est-a-dire s’il n’y a pas de cases appartenant
au diagramme et situées a droite du rectangle dans la méme ligne). Pour i = k, dire qu’une
partition est (k, k)-admissible revient a dire qu’elle a au plus k& — 1 carrés de Durfee
successifs, car il y a au plus £ — 1 carrés suivis de 0 rectangle et aucune part en-dessous.

Par exemple, la partition de la figure précédente n’est pas (4, 2)-admissible : aucune des
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deux conditions n’est respectée.

Andrews [22] a montré que le membre de gauche de la généralisation analytique des
identités de Rogers-Ramanujan démontrée dans |20| est la série génératrice des partitions
(k,i)-admissibles. Autrement dit, si I'on note Dy ;(n) le nombre de partitions de n qui
sont (k,7)-admissibles, on a Ay ;(n) = By(n) = Cki(n) = Dy i(n).

Une derniére interprétation est basée sur des travaux de Burge [39, 40]. Burge a établi
des correspondances entre les ensembles de partitions comptés par By ;(n), Cii(n) et
Dy,.i(n) par des méthodes récursives. Andrews et Bressoud [27] ont reformulé les résultats
de Burge en utilisant des mots binaires, qui peuvent aussi étre vus comme des chemins
du plan. Enfin, Bressoud [38] a exposé a son tour ces résultats en utilisant des chemins
légérement différents, qu’on va maintenant présenter plus en détail et qu’on appellera
dans la suite chemins de Bressoud-Burge.

On considére des chemins de longueur finie situés dans le premier quadrant. Ces che-
mins commencent sur ’axe des ordonnées, se terminent sur I’axe des abscisses et utilisent
trois types de pas :

Nord-Est, de (i,7) a (i + 1,5+ 1);
Sud-Est, de (i,7) a (i+ 1,7 —1);

— Est, de (4,0) a (¢4 1,0) ; un pas Est ne peut apparaitre que sur l’axe des abscisses.
Un pic est défini comme un sommet situé sur le chemin, précédé d’'un pas Nord-Est et
suivi d’'un pas Sud-Est. On définit I'indice majeur d’'un chemin comme la somme des
abscisses de ses pics. Par exemple, le chemin de la figure suivante posséde trois pics et son

indice majeur est 3 4+ 7+ 13 = 23.

3 7 13
On dit qu'un chemin vérifie les (k,7)-conditions s’il commence en (0, k — i) et si aucun
de ses sommets n’est de hauteur supérieure a k — 1. Par exemple, le chemin de la figure
précédente vérifie les (5,2)-conditions. Bressoud [38] a montré que si l'on note Ej ;(n)

le nombre de chemins d’indice majeur n vérifiant les (k,7)-conditions, on a Ay;(n) =
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D’autres résultats trés proches des identités d’Andrews-Gordon vont également nous
intéresser dans cette thése. En 1979, Bressoud [36] a obtenu un résultat trés similaire au

théoréme de Gordon :

Théoréme [36]. Soit flkz(n) le nombre de partitions de n en parts non congrues a 0, %1
modulo 2k. Soit Bkl(n) le nombre de partitions de n de la forme (A1, Aa, ..., As) comptées
par By i(n) et telles que s’il existe j tel que \j — Njix—o < 1, alors N\j+-- -+ Xjipo =i—1

(mod 2). Alors pour tout entier positif n, Ayi(n) = Byi(n).

Bressoud a en fait démontré un résultat plus général qui englobe également le théoréme
de Gordon et celui d’Euler, mais on présente ici le théoréme de Gordon et le résultat
précédent de facon séparée car leurs interprétations combinatoires et leurs généralisations
sont différentes.

Comme pour le théoréme de Gordon, d’autres interprétations combinatoires de ce
résultat ont été présentées par la suite. Bressoud [37] a montré que si I'on note é’kz(n) le
nombre de partitions dont les rangs successifs sont compris entre —¢ + 2 et 2k — 7 — 2, on
a /L“(n) = Bkl(n) = C‘kl(n) Il a aussi donné 'interprétation en termes de chemins [38] :
si Ekz(n) est le nombre de chemins comptés par Ej ;(n) tels que tous les pics de hauteur
k—1 ont une abscisse congrue 4 i —1 modulo 2, on a Ay ;(n) = Byi(n) = Cy.i(n) = Er(n).
L’interprétation utilisant la dissection de Durfee existe aussi dans ce cas, mais elle est plus

compliquée. Elle sera abordée au chapitre II.

Surpartitions

Une surpartition d’'un entier positif n est une suite finie décroissante d’entiers stricte-
ment positifs dont la somme vaut n et ol on peut surligner la derniére occurrence d’un
nombre (ou, dans une autre version de la définition, la premiére occurrence). La taille
d’une surpartition est définie et notée de la méme facon que pour une partition. Par

exemple, les quatorze surpartitions de 4 sont
(4),(4),(3,1),(3,1),(3,1),(3,1),(2,2),(2,2), (2,1, 1),
(2,1,1),(2,1,1),(2,1,1),(1,1,1,1),(1,1,1,1).

Pour calculer la série génératrice des surpartitions, on peut observer que les parts

surlignées forment une partition en parts distinctes et que les parts non surlignées forment
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une partition ordinaire. En notant p(n) le nombre de surpartitions de n, on a la série

génératrice
(e} o

Plo) =S pmg = [ L — !

n=0 i—1 1- qZ B 194(07 Q)

ot Wy(z,q) = 300 _(—=1)"¢""e™* est 'une des fonctions ¥ de Jacobi [65] (la notation

n=—oo

utilisée est celle de Whittaker et Watson [94]).

Les surpartitions ont été introduites dans [46, 45| pour interpréter et prouver combi-
natoirement des identités analytiques telles que la somme 191 de Ramanujan [61, p. 222,
équation (12.12.2)] et I'identité de g-Gauss [63|, mais elles étaient en fait déja apparues
sous différentes formes dans plusieurs articles sur les séries hypergéométriques basiques
(voir par exemple |66] ainsi que les références données dans [80| ot les surpartitions sont
appelées « diagrammes de MacMahon standard »).

Comme une partition, une surpartition peut se représenter de différentes facons. Ainsi,
le diagramme de Ferrers d’une surpartition est similaire a celui d’une partition, a part que
les coins du diagramme peuvent étre marqués, ce qui correspond a surligner la derniére
occurrence de la part correspondante (un coin est une case du diagramme qui est la plus
a droite dans sa ligne et la plus en bas dans sa colonne). La figure suivante représente le

diagramme de Ferrers de la surpartition (5,4, 3, 3).

F

Le symbole de Frobenius d’une surpartition [47, 73] est un tableau a deux lignes

al 0/2 ) a/N
bl b2 ce bN
o (ay,...,ay) est une partition en parts distinctes positives ou nulles et (by,...,by)

une surpartition en parts positives ou nulles ol on peut surligner la premiére occurrence
d’un nombre. Comme pour les partitions, le symbole de Frobenius d’une surpartition de n
vérifie Zﬁ\;l(ai +b; + 1) = n. Corteel et Lovejoy [47| ont montré que ces tableaux sont en
bijection avec les surpartitions. Ce résultat est plus difficile & prouver que dans le cas des

partitions, mais la bijection est assez simple a décrire : étant donné une surpartition A, soit
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a = (aq,ag,...) la partition constituée des parts non surlignées de A et 5 = (51, o, .. .)
la partition en parts distinctes constituée des parts surlignées. Tant que « ou [ n’est pas
vide, on ajoute une colonne au symbole de Frobenius de la fagon suivante. Si oy > 3; (ou

aq
si (3 est vide), on ajoute au symbole la colonne , ou [(«) est le nombre de parts

l(a) —1

de «, et on supprime la premiére équerre de a. Sinon, on ajoute au symbole la colonne

IS
l(@)

Enfin, quand on a terminé d’ajouter des colonnes, on diminue de 1 toutes les parts de

, on diminue de 1 toutes les parts de « et on supprime la plus grande part de (.

la premiére ligne du symbole obtenu. Par exemple, A = (8,7,5,5,5,4,3,3,1) nous donne

a=(7,5,5,4,3,1) et B = (8,5,3), et on obtient le symbole de Frobenius

S’il n’y a pas de parts surlignées, 3 est vide et la ligne du bas est une surpartition ou
toutes les parts sont surlignées, ce qui est équivalent a une partition en parts distinctes :
on retrouve bien le cas des partitions.

On peut définir le rang d’une surpartition en transposant la définition de Dyson.
Lovejoy [73| a montré que ce rang peut aussi étre défini a partir du symbole de Frobenius :
le rang d’une surpartition, avec les notations précédentes, est égal & a; —b; moins le nombre
de parts non surlignées dans l'ensemble {bs, ..., bx}.

Il n’existe pas d’analogue du théoréme de Gordon pour les surpartitions pour tous k
et ¢ : on peut définir un analogue des By ;(n), mais la série génératrice correspondante
n’est pas un produit infini dans le cas général et ne peut donc pas s’interpréter comme la
série génératrice d'une classe de partitions ou de surpartitions vérifiant des conditions de
congruence. Toutefois, il existe deux analogues partiels des identités d’Andrews-Gordon,
qui constituent la motivation initiale de cette thése. En 2003, Lovejoy |71| a obtenu le

résultat suivant :

Théoréme de Gordon pour les surpartitions. Soit A,(n) le nombre de surpartitions
de n en parts non divisibles par k. Soit Ek(n) le nombre de surpartitions de n de la forme
A= (A1, A2, -, A0) 00 Nj — Njppo1 =1 80 A\jp1 est surlignée et N\; — Njpp—1 = 2 sinon.

Alors Ap(n) = Bi(n).
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On remarque que dans le cas ou il n’y a pas de parts surlignées, les conditions qui
définissent By (n) se réduisent aux conditions qui définissent By (n) dans le théoréme de
Gordon.

Un autre résultat a été démontré par Corteel et Lovejoy [47]. On définit la partition
associée d'une partition A en parts distinctes positives ou nulles comme la partition ob-
tenue en enlevant 0 a la plus petite part de A, 1 a la deuxiéme plus petite part de \ et

ainsi de suite. Par exemple, la partition associée de (7,6,5,2,0) est (3,3,3,1,0).

Théoréme [47, théoréme 1.6]. Soit Dy(n) le nombre de surpartitions de n telles que

la partition associée de la premiére ligne du symbole de Frobenius a au plus k — 2 carrés

de Durfee. Alors Ap(n) = Dy(n).

Structure de cette thése

Le chapitre I est un prolongement de l'introduction qui présente quelques outils ana-
lytiques indispensables. Le corps de cette thése est constitué des chapitres II, IIT et TV.
Le chapitre II présente une généralisation des identités d’Andrews-Gordon (et des résul-
tats analogues basés sur le théoréme de Bressoud) aux paires de surpartitions, qui seront
définies dans ce chapitre. Le chapitre III présente des preuves supplémentaires de cer-
tains résultats du chapitre II. Enfin, au chapitre IV, on présente en détail d’autres objets,
les surpartitions n-colorées, et on les utilise pour interpréter combinatoirement certaines

séries multiples.






Chapitre 1

Outils

Dans ce chapitre, on va introduire certains outils analytiques utiles pour I’énumération
des objets qui seront étudiés dans les chapitres suivants. Ces outils appartiennent au
domaine des séries hypergéométriques basiques, également appelées g-séries.

Une série hypergéométrique basique de base g est une série de la forme > ¢, ot ¢,11/c,,
est une fonction rationnelle de ¢" a coefficients dans C, ¢ étant un paramétre fixé qui
vérifie généralement |g| < 1 pour des raisons de convergence. Comme l'indique 'ouvrage
de référence de Gasper et Rahman sur le sujet [57|, I'histoire de ces séries a commencé
avec les travaux d’Euler [53] qui a étudié le produit infini (¢)! (la série génératrice des
partitions), mais elles ont vraiment pris leur essor avec Heine |62, 63, 64] qui a étudié la
série

a),(b

201(a, by c;q,2) = Z Wzn

Les séries hypergéométriques basiques sont intimement liées a I’énumération des par-

n=0

titions. Comme on I'a déja mentionné, la série génératrice des partitions est donnée par

En notant pg;(n) le nombre de partitions de n en parts distinctes, la série génératrice

des partitions en parts distinctes s’écrit
o
Zpdist(n)qn = (_Q)oo‘
n=0

En notant pcy(n) le nombre de partitions de n en parts inférieures ou égales a N, la série
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génératrice des partitions en parts inférieures ou égales & N s’écrit

Z p<n(n)q" = ——.
n=0

C’est également la série génératrice des partitions en au plus N parts; ce résultat est
trés facile & démontrer en utilisant une bijection classique, la conjugaison. Le conjugué
d’une partition \ est la partition A\’ dont le diagramme de Ferrers est le symétrique du

diagramme de Ferrers de A par rapport a sa diagonale principale (voir figure I.1).

FiGg. I.1 : Diagrammes de Ferrers de la partition A = (5,4,3,3) et de son conjugué

N =(4,4,4,2,1).

Il est clair que la conjugaison est involutive et qu’elle préserve la taille : le conjugué
d’une partition de n est une partition de n. Comme la diagonale principale du diagramme
n’est pas modifiée par la symétrie, la conjugaison préserve aussi le nombre de colonnes
du symbole de Frobenius. Elle s’exprime d’ailleurs de fagon trés simple en utilisant cette
représentation : comme une équerre de largeur a et de hauteur b est transformée par la
conjugaison en une équerre de largeur b et de hauteur a, le conjugué de la partition ayant

pour symbole de Frobenius
al a2 .« .. a/N

by by --- by

est la partition ayant pour symbole de Frobenius
by by --- by
al a2 .« .. aN

Autrement dit, prendre le conjugué d’une partition revient a échanger les lignes du sym-

bole de Frobenius.
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I.1 Coefficients ¢-binomiaux

Les coefficients g-binomiauz, également appelés polyndmes gaussiens car ils ont été

introduits par Gauss [58|, sont définis par

B, (@r(@nt
Leur nom vient du fait qu’ils sont des g-analogues des coefficients binomiaux classiques

(+)

ce qui signifie que les coefficients binomiaux sont la limite des coefficients ¢-binomiaux

quand ¢ tend vers 1. En effet, pour ¢ # 1,

n
(@)n
_ (1-g)"
o b (D
(1-g)F (1—g)n—*
l-gl-¢’ 1=¢"
o 1—q 1—q 1—
_ﬂl—q“1kx11 1—gnk
1—q 1—¢q 1—q 1—q 1— 1—q

—q

¢

q
1-(1+ ) (A+q+- 4"
1-(14q)--- (1+q+ ) X 1-(14q) (14 q+ -+ g F)
q—1 1-2-

2--k><1-2---(n—k;)
n!

~ T
-(&)

Les coefficients g-binomiaux ont une interprétation combinatoire simple qui est don-

née par le théoréme suivant, dont on donne la démonstration pour illustrer I'utilisation
d’équations aux g¢-différences (g-analogues des équations aux différences classiques, comme
par exemple (I.2)) dans la démonstration de résultats d’énumération ; de telles équations

seront abondamment utilisées au chapitre II.

PN . . . n . . .
Théoréme 1.1 (Sylvester [92]). Le coefficient q-binomial [/{;] est la série génératrice des
partitions en au plus k parts qui sont toutes inférieures ou égales a n — k, ou, en d’autres
termes, la série génératrice des partitions dont le diagramme de Ferrers est contenu dans

un rectangle de longueur n — k et de largeur k.
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Démonstration. On reprend la présentation d’Andrews [25]. On observe d’abord que

-

et que

g [" ; 1L. (1.2

On remarque ensuite que (I.1) et (I.2) définissent de maniére unique {Z] pour tous n et
k positifs ou nuls. Par ailleurs, ces deux relations permettent de montreg par récurrence
que les coefficients g-binomiaux sont des polynémes.

D’autre part, en notant p(n — k, k,£) le nombre de partitions de ¢ en au plus k parts

qui sont toutes inférieures ou égales a n — k, on a

p

1 sin—k=¢=0
p(n — k,0,£) = (13)
0 sinon
\
et
(
1 sik=/¢=0
p(0,k,0) = (1.4)
0 sinon

\

car la partition vide, qui est de taille 0, est la seule partition dont aucune part n’est
strictement positive et la seule partition dont le nombre de parts n’est pas strictement
positif.

Si on note F(n, k) = Zbop(n — k. k,0)¢", (1.3) et (I.4) impliquent que

F(n,0) = F(n,n) = 1. (L5)

De plus, p(n — k, k,¢) — p(n — k,k — 1,¢) compte les partitions de [ en exactement k
parts qui sont toutes inférieures ou égales a n— k. On transforme chacune de ces partitions

en supprimant toutes les parts égales a 1 et en enlevant 1 a chaque part supérieure a 1.
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Les partitions obtenues sont de taille / — k, elles ont au plus k& parts et chaque part
est inférieure ou égale & n — k — 1. Notre transformation est clairement une bijection

entre les partitions comptées par p(n — k, k,¢) — p(n — k, k — 1,0) et celles comptées par

p(n—k—1,k,¢—k). On a donc
p(n—Fk, k) —pn—Fkk—140)=pn—k—1Fk{—k), (1.6)
ce qui se traduit sur la série génératrice par
F(n,k)—F(n—1,k—1)=¢"F(n—1,k). (1.7)

Donc, comme [ ] et F(n,k) vérifient les mémes conditions initiales (respectivement

q
(I.1) et (I.5)) et la méme équation de récurrence (respectivement (1.2) et (I1.7)), ces deux

quantités sont égales et le théoréme I.1 est démontré. O

I.2 L’identité du produit triple de Jacobi

Jacobi |65] a démontré le résultat suivant, que Gauss avait en fait déja obtenu dans

un manuscrit non publié (voir [80]) :

Théoréme 1.2 (Identité du produit triple de Jacobi).

oo

> 2 = (—2¢.—q/% 0% Ve (.8)

n=-—o00

L’identité du produit triple de Jacobi permet de démontrer des identités analytiques
de type Rogers-Ramanujan, o1 I'un des deux membres est une série et 'autre un produit
infini. Elle est par exemple utilisée dans la démonstration analytique du théoréme de

Gordon due & Andrews [11].

I.3 Paires de Bailey

Le but de cette section n’est pas d’exposer en détail la théorie des paires de Bailey,
mais seulement de présenter quelques notions utilisées dans les chapitres suivants. Pour
une présentation de la théorie des paires de Bailey, de son histoire et de ses applications

en mécanique statistique, voir [93].
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Soit a € C. Une paire de Bailey par rapport a a est un couple («, 3) de suites vérifiant,

pour tout n = 0,
n

ﬁnzz i

r=0 (q)n—'r(a(J)n—I—r‘
Les paires de Bailey ont été introduites dans [31, 32]. Elles permettent, a 1'aide de

I'identité du produit triple de Jacobi, de démontrer les identités de Rogers-Ramanujan et
d’autres identités du méme type. Slater [89, 90] a ainsi obtenu 130 identités de ce type en
utilisant les paires de Bailey.

Il est possible d’obtenir une paire de Bailey a partir d'une autre paire déja connue en

utilisant le théoréme suivant, di a Andrews |23, 24| :

Théoréme 1.3 (Andrews). Soit (o, 3) une paire de Bailey par rapport a a. Alors (o, 3'),

01

n

_ (p)nl0)nlag/po)" ot 3 = (p)r(U)T(aq/pa)’”(aq/pa)n_f,ﬂ“

“ = (ag/p)alag/o), " 2= (aq/P)(aq]0)u(@)ar

est ausst une paire de Bailey par rapport a a pour tous p et o tels que les séries convergent

absolument.

En faisant tendre n, p et o vers I'infini dans 'identité liant les 3], et les o). qui résulte

de ce théoréme, on obtient que si («, 3) est une paire de Bailey par rapport a a, on a

(e e 1 [e.e]

2 2
g a"q" B, = g a"q" . 1.9
r=0 (aq)oo r=0 ' ( )

La premiére identité de Rogers-Ramanujan est obtenue en utilisant (1.9) avec la paire de

Bailey par rapport a 1 suivante |83] :

1 sin=20 1
oy = et ﬁn:(

n(3n—1)

(-=1)"¢ =2 (14 ¢") sinon

et en appliquant l'identité du produit triple de Jacobi. La deuxiéme identité de Rogers-

Ramanujan est obtenue de méme avec la paire de Bailey par rapport a ¢ suivante [83] :
n(3n+1) 1— 2n+1 1
) o iRV

1—gq (@)n

En appliquant le théoréme 1.3 itérativement, on peut, a partir d'une paire de Bailey,

a, = (—1)"q

obtenir une suite infinie de paires appelée chaine de Bailey. Les chaines de Bailey per-

mettent, entre autres, de démontrer la version analytique du théoréme de Gordon [20)]
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dans le cas particulier o1 © = 1 ou 2 = k, mais ne suffisent pas pour traiter le cas général.
On a besoin pour cela d'un outil plus puissant : le treillis de Bailey. L’idée est de pouvoir
passer d'une paire de Bailey a une autre paire qui ne soit pas relative au méme parameétre

a, ce qui est rendu possible par le lemme suivant.

Lemme 1.4 (Agarwal, Andrews et Bressoud [5]). Soit (a, 3) une paire de Bailey par

/
)

rapport & a. Alors (

sim=20

(P)n(@)n o a®"Pan_g :
(%) @iy (o - aest) sin>1
n

@2=Z (0)i(a/p0)"(a/ p )i

(q n—k(a/p)n(a/a)n

est une paire de Bailey par rapport a aqg=t pour tous p et o tels que les séries convergent

absolument.

Le théoréme 1.3 et le lemme 1.4 permettent de démontrer le théoréme suivant |5,

théoréme 3.1] :

Théoréme 1.5 (Agarwal, Andrews et Bressoud). Si («, 3) est une paire de Bailey par

rapport a a et 0 < 1 < k, alors, pour tous p; et o; tels que les séries convergent absolument,

T (P = (Pr)ne (01 = (T, (@/p101)n—ny - - (4/PiTi)ni_—n;

n2ng = 2ng 20 (q)”_”l T (q)”k—l—”k (a/pl)” Y (a/pi)m'—l (a/al)n T (a/Ui)ni_1

(aq/pi+10i+1)ni—ni+1 e (aq/pko.k)nk_l_nkan1+---+nkqm+1+~~+nkﬁnk
(aq/pix1)n; - (aq/ pk)ny_ (aq/Tix1)n, -+ - (aq/Ok)ny_, (prO1)™ - - - (prO®)™

n

B Qp (p1)e(o1)s - (pi)t(o'i)tait(l —a)
= @l ; (a/pr)i(a/or)e - (a/pi)i(a/oi)i(py - pior -+ o) @)n—t(@)nts
( (pir)e(ois1)e - (pr)i(on)i(ag)* Ve
(aq/piv1)i(aq/oiza): - (GQ/Pk) (aq/ow)e(piv1 - proip1 - op)t (1 — ag?)
(Pix1)e-1(0ir 1)1 (pr)e-1(0k) i1
(aq/piv1)e- 1(GQ/Uz+1)t -+ (aq/pr)i-1(aq/or)i—1
(aq) "0 Dag® 20y 4
. (Pig1 PrOigr - 'Uk)tfl(l — aq2t2))

X

En utilisant des valeurs particuliéres des parameétres n, p; et o; et en faisant appel
a l'identité du produit triple de Jacobi, ce théoréme permet de démontrer la version

analytique du théoréme de Gordon et d’autres résultats similaires [5].






Chapitre 11

Paires de surpartitions et séries

hypergéométriques basiques

I1.1 Introduction

Dans ce chapitre, basé sur |76], on étudie deux classes de séries hypergéométriques

basiques :
—axq, bx oo &bx kn2+(k i+l)n ( ) 1 a, —1/b
Ris(a b ) = =00 —020) Z S (~1/a,~1/D)awq).
(SE(L aba:q (Q> —axq, _wa)n
(2n+1) —2n n n
9 (1_ abx'q (11+q /a)(1+1q /b)) )
(14 azq™1)(1 + bag™+1)
et
? —azq, —brq)s —abah Ly E=n=2(3) (1 10 1 /b), (22¢% ¢2).
Rk,i(mb;x;q):( 4, ~brq) Z )"q (=1/ /b)n(2%6% q°)

(4% ¢*)n(—axq, —bzq),

Z(Qn—l—l) 2n n n
(1 abr' (1+¢"/a)(1+q"/b) (I1.2)
(14 axg™*)(1 + bxgnt!)

(2q, abrq) s

Dans la premiére partie du chapitre, on interpréte le coefficient de a®b'x™¢™ dans (I1.1)
et (I1.2) en termes de paires de surpartitions. Une paire de surpartitions de n est un couple
(A, i) de surpartitions tel que la somme des parts de \ et des parts de u est égale a n.

Par exemple, les 12 paires de surpartitions de 2 sont

), ((5)7 Q) ) ((17 1)7 @) ) ((LT)v @) ) ((1)7 (T)) ) ((1)7 (1)) >
(D), (@), (D, (D). (2,(2),(2,(2),(2.(1,1)), (2, (1,1)).

—~
—~
[\
~—
~—
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Les paires de surpartitions ont été introduites dans [46] pour démontrer combinatoirement

la somme 17; de Ramanujan :

(b)n ° = (b,b/az,q/a,z;q)oo

ﬁf: (@, (b/a,q.q/az, a2 @)
n=—c0

pour [g| < let || <|z] < 1.
Pour pouvoir définir de facon concise les paires de surpartitions qui nous intéressent,
on dira qu'un entier j apparait non attaché dans la paire de surpartitions (A, pu) s'il
apparait uniquement non surligné et uniquement dans p. Par exemple, dans la paire de
surpartitions ((6,4, 4,3),(6,4,4,2,2, 1)), seul 1 apparait non attaché. Notons f;(\) (resp.
f3(A)) le nombre de parts non surlignées (resp. surlignées) d’une surpartition A égales a
7, et O;(A) le nombre de parts surlignées de X\ inférieures ou égales & j. On définit la

valuation d’une paire de surpartitions (A, x) en j par

vi (A, 1)) = fj(A) + f3;(00) + f5(p) + x(j apparait non attaché dans (A, u)), (I1.3)
ou y est la fonction caractéristique usuelle :

1 si A est vrai
x(A) =
0 sinon.
Par exemple, la valuation de la paire précédente en 4 vaut 3 car fy(A) = 2, fz(\) = 0,
fz(p) = 1 et 4 n’apparait pas non attaché.
On peut maintenant énoncer nos deux premiers théorémes. Dans tout ce chapitre, sauf

mention contraire, on suppose que k > 2 et que 1 <1 < k.

Théoréme IL.1. Soit ry;(s,t,m,n) le nombre de paires de surpartitions (A, i) de n avec
m parts, parmi lesquelles s sont des parts surlignées de A ou des parts non surlignées de

W, ett sont des parts de i, ot
(1) vi((Ap)) <i—1;
(i1) pour tout j =1, fi(A) +vjp1 (A p)) <k —1.
Alors
Ry i(a,byx;q) = Z Tei(s, t,m,n)a’b'z™q".

s,t,m,n>0
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Théoréme I1.2. Soit 7 ;(s,t,m,n) le nombre de paires de surpartitions (A, ) comptées
par rii(s,t,m,n) telles que s’il y a égalité dans la condition (ii) du théoréme I1.1 pour un

certain 7 =1, on a
G5O+ G+ Do) =i~ 1+ 0;(0) +O0;(u) (mod2).  (IL4)

Alors
Rpila,biz;q) = Y Fra(s t,m, n)ab'a™q"

8,t,m,n >0

Dans le cas des partitions (A n’a pas de parts surlignées et u est vide), on a v;((\, @)) =
fj(A) et on retrouve donc les partitions vérifiant des conditions de multiplicités dans les
théorémes de Gordon (pour le théoréme I1.1 et de Bressoud (pour le théoréme I1.2.

Ces théorémes unifient et généralisent de nombreuses familles importantes d’identités
sur les partitions, parmi lesquelles le théoréme de Gordon, le théoréme analogue obtenu
par Bressoud [36], les théorémes de Gordon pour les surpartitions [71], la généralisation
d’Andrews des identités de Gollnitz-Gordon [12], leur analogue pour les surpartitions [72],
ainsi que des résultats plus généraux obtenus en collaboration avec Corteel et Lovejoy
[49, 48]. La facon dont tous ces résultats découlent des théorémes I1.1 et I1.2 via 'identité
du produit triple de Jacobi sera expliquée dans la section 1.4, et plusieurs nouvelles
familles d’identités seront présentées.

Dans la deuxiéme partie du chapitre, on étudie trois autres classes d’objets combina-
toires comptés par Ry ;(a,b;1;q) et RM((L, b; 1;q). Ces objets seront définis dans la suite

du chapitre. Afin de pouvoir énoncer les autres résultats de ce chapitre, posons

Byi(s,t,n) = Z rki(s,t,m,n)

m =0
et
Blmstn Zr;“stmn)

m2=0
Théoréme I1.3. Soit Cy ;(s,t,n) le nombre de paires de surpartitions de n dont la re-
présentation de Frobenius posséde s parts non surlignées dans la ligne du bas et t parts
non surlignées dans la ligne du haut, et dont les rangs successifs sont dans l'intervalle
[—i+ 2,2k —i — 1]. Soit Dy (s,t,n) le nombre de paires de surpartitions de n qui sont

(k,i)-admissibles et dont la représentation de Frobenius posséde s parts non surlignées
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dans la ligne du bas et t parts non surlignées dans la ligne du haut. Soit Ej;(s,t,n) le
nombre de chemins de Bressoud-Burge généralisés d’indice majeur n vérifiant les (k,1)-

conditions impaires, ot le nombre de pics marqués par a (resp. marqués par b) est s (resp.

t). Alors

By i(s,t,n) = Cii(s,t,n) = Dy(s,t,n) = Ey (s, t,n).

Théoréme I1.4. Soit é’k,i(s,t,n) le nombre de paires de surpartitions de n dont la re-
présentation de Frobenius posséde s parts non surlignées dans la ligne du bas et t parts
non surlignées dans la ligne du haut, et dont les rangs successifs sont dans ['intervalle
[—i 42,2k —i —2]. Soit Dy (s, t,n) le nombre de paires de surpartitions de n auto-(k,)-
conjuguées dont la représentation de Frobenius posséde s parts non surlignées dans la
ligne du bas et t parts non surlignées dans la ligne du haut. Soit Ekﬂ-(s,t, n) le nombre
de chemins de Bressoud-Burge généralisés comptés par Ey ;(s,t,n) qui vérifient aussi les

(k,i)-conditions paires. Alors

Bkﬂ-(s, t,n) = C’M(s, t,n) = Dkﬂ-(s,t, n) = Ek,i(s,t, n).

Les théoremes I1.3 et I1.4 étendent des travaux sur les surpartitions obtenus en col-
laboration avec Corteel et Lovejoy [49, 48|, qui sont eux-mémes une généralisation aux
surpartitions des identités d’Andrews-Gordon et des résultats analogues basés sur le théo-

réme de Bressoud.

Ce chapitre est organisé comme suit : le théoréme I1.1 est démontré dans la section
I1.2 en utilisant les équations aux ¢-différences d’Andrews pour certaines familles de séries
hypergéométriques basiques |15]. Le théoréme I1.2 est démontré dans la section 11.3 de
la méme maniére, a ceci prés que nous avons dii établir les équations aux g-différences
nécessaires. Dans la section 1.4, on présente quelques unes des nombreuses identités com-
binatoires qui découlent des théorémes I1.1 et I1.2. Dans les sections I1.5 & I1.7, on définit
les structures combinatoires qui apparaissent dans les théorémes I1.3 et I1.4 et on démontre

ces théorémes.
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I1.2 Les Rkﬂ;(a, b; x; Q>

Les fonctions J) ;; d’Andrews |15] sont liées & nos fonctions par I'égalité

Rk,i(aa bS%Q) = J2,k,i(—1/@> —1/5335;9)- (H-5)

1
(abzq) oo
En employant les équations aux g¢-différences pour les Joy,; et les Hyy; [15, équations
(2.1)-(2.4), A =2|,

Hypi(a,b,2;q) — Hapio1(a,b,x;q) = -TFlJQ,k,k:fiJrl(C% b;x;q), (IL.6)

J2,k,i(@> b; x; Q) = HQ,k,i(aa b; xq; Q) - xq(l/& + 1/b)H2,k,ifl(CL> b; xq; Q)

+ 2%¢%/(ab) Hy . i—o(a, b; 2q; q), (T1.7)
Hyyp i(a,b;x;q) = —x " Hyy.i(a, b ; q), (T1.8)
Hz,k,o(@> b; x; Q) =0 (H-9)

on peut déduire que les Ry ;(a,b; x; q) vérifient les égalités suivantes :

Lemme II1.5.

Ry.1(a,b;7;q) = Rixla, b 2g; q), (11.10)
X
Rip(a,biw3q) = Rea(a, by q) = 77— — sbquk,kl(aa b; 2q;q) (I1.11)
arq
1 — abwq k7k’(aa g5 Q>
bxq
T~ abag kk(a, b 2; q)
abxq
1 — abxq Rk,k(av y Lq, q)

et pour 3 <i < k,

(zq)"
1 — abxq
a(zq)'™!
1 —abxq
b xq 1—1
+ %Rk,k—i-w(aa b; xq; q)
ab(zq)'™"

—— Rk b xq; q).
+ 1= abag ™+ +3(a, b; wq; q)

Ry i(a,b;x;q) — Rii—1(a, by x;q) = Ry p—iv1(a, b; zq; q) (I1.12)

Rk,k7i+2(aa b; xq; q)
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Démonstration. On ne démontre que (11.10), la démonstration des autres égalités étant

trés similaire. On a

Ru(0,5230) = T a1/, =1 i
— m (Hop1(—1/a, —1/b;zq; q) + abz’q*Hoj,—1(—1/a, —1/b; zq; q))
(par (I1.7) et (I1.9))
B L;TCZ))Z]HMJ(—U% —1/b;zq; q) (par (11.8))
B m&k,k(—l/a, —1/b; zq; q) (par (I1.6) et (11.9))

= Rii(a, b;2q;q).

En utilisant ces égalités, on peut déduire le théoréme II.1.

Démonstration du théoréeme I1.1. On observe d’abord que les équations aux ¢-différences
du lemme IL5 et la condition initiale Ry ;(a,b;0;¢) = 1 définissent de maniére unique les
fonctions Ry ;(a, b; x; q). Posons
f{k,i(a, b;x;q) = Z Tri(s, t,m,n)a’bla™q".
8,t,m,n>0

On veut montrer que Elm(a, b;x;q) = Ry.i(a,b; x; q). Pour cela, on va montrer que les fonc-
tions }A%kﬁi(a, b; z; q) vérifient les équations aux g¢-différences du lemme IL.5. Tl est évident
que fikﬂ-(a, b;0;q) = 1, puisqu’il n’y a pas de paires de surpartitions sans parts hormis la
paire vide.

On remarque qu’en enlevant 1 & chaque part d’une paire de surpartitions vérifiant la
condition (ii) du théoréme IL.1 (et en supprimant les zéros obtenus), on obtient une autre
paire de surpartitions qui vérifie cette condition. De méme, en ajoutant 1 & chaque part
d’une paire qui vérifie la condition, on obtient une autre paire vérifiant la condition.

Commengons par (I1.10). Une paire de surpartitions (), 1) comptée par ry 1(s, t,m,n)
ne contient aucune part 1 et vérifie donc ve((A, 1)) < k— 1. En enlevant 1 a chaque part,
on obtient que Ek,l(a, b;z;q) = Ek,k(a, b; xq; q).

Pour (I1.11), on observe que la fonction

Ryo(a, b;2;q) — Ria(a, b x; q)
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est la série génératrice des paires de surpartitions (A, 1) comptées par rxo(s, t, m,n) telles
que v1((A, 1)) = 1. On sépare ces paires en quatre classes disjointes : celles pour lesquelles
1 est une part de A, celles pour lesquelles 1 est une part de A, celles pour lesquelles 1
est une part de u, et celles o 1 apparait non attaché. Dans le premier de ces quatre
cas, va((A, 1)) < k — 2. Alors, en supprimant le 1 de A ainsi que tous les 1 qui peuvent
apparaitre dans p, puis en enlevant 1 a toutes les parts restantes, on voit que ces paires

de surpartitions sont engendrées par

#Rkk 1(a, b; xq; q).

Dans le deuxiéme cas, c’est-a-dire quand 1 apparait dans A\, on a vo((\, i) < k — 1.
Alors, en supprimant le 1 de \ ainsi que tous les 1 qui peuvent apparaitre dans ju, puis
en enlevant 1 a toutes les parts restantes, on voit que ces paires de surpartitions sont
engendrées par

arq =~
—R b; xq; q).
1_ &bl’q k,k(&> xq Q)

En procédant exactement de la méme fagon, on voit que les paires contenant un 1 dans p

sont engendrées par

bxq

mRk k(a, by 2q; q).

Pour le dernier cas, celui ot 1 apparait non attaché dans la paire de surpartitions (A, u),
on a encore va((A, 1)) < k — 1. Alors, en supprimant tous les 1 de p et en enlevant 1 a

toutes les parts restantes, on voit que ces paires de surpartitions sont engendrées par

abrq =~
1 R b:za:a).
1 — &bl’q k,k(a> ; Xq; Q)

En regroupant toutes ces observations, on obtient (I1.11).

Passons maintenant a (I1.12). Comme précédemment, la fonction
Ry i(a,b;25.q) — Riia(a, by 23 q)

est la série génératrice des paires de surpartitions comptées par r;;(s,t,m,n) telles que

v1((A\, 1)) =i — 1. Et, encore une fois, on considére quatre cas :
L fi(A) =
2. fi(A) =i—2et f(A) =1;
3. i) =i—2et fi(p) =1;
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4 fi(N) =1i=3, fr(A) =Tet fr(n) =1.

Remarquons que comme ¢ — 1 > 2, on ne peut pas avoir une occurrence non attachée de
1 dans (\, p).

Dans le premier de nos quatre cas, va((A, 1)) < k — 4. Alors, en supprimant les i — 1
parts égales a 1 de A ainsi que tous les 1 de pu, puis en enlevant 1 a chaque part restante,

on voit que ces paires de surpartitions sont engendrées par

(zq)™" 5

——— R p_iv1(a,b;xq; q).

1 — abaq de—i1( 4 q)
Dans le deuxiéme cas, ot f1(A) =i —2et fy(A) =1, on a va((A\, p)) < k —i+ 1. Alors
en supprimant les i — 2 parts égales a 1 et le 1 de A, ainsi que tous les 1 de p, puis en
enlevant 1 a chaque part restante, on voit que ces paires de surpartitions sont engendrées

par

azq(xq)' ™ 5
GIYRTD) Ry vivala, b 2q: ).
1 — abzq b o—i+2( 4 q)
De méme, les paires de surpartitions pour lesquelles fi(\) = i — 2 et fr(u) = 1 sont

engendrées par

brq(xq)™* 5
———— Ry r—ir2(a, b; 2q; q).
1 — abzq kh-i+2(a; b; 2; )

Enfin, si fi(\) = ¢ =3, ff(A) = 1, et fr(p) = 1, alors va((A, ) < k — i+ 2. Alors, en
supprimant les i — 3 parts égales a 1 et le 1 de ), le 1 et tous les 1 non surlignés de p,
puis en enlevant 1 a chaque part restante, on voit que ces paires de surpartitions sont

engendrées par

axq)(bzq)(xq) 3 ~
( )1(_ &Ziq ) Rk,k7i+3(aa b; xq; Q)-

En regroupant toutes ces observations, on obtient (I1.12) pour les fikﬂ-(a, b;z;q) et on
peut maintenant en conclure que Ry ;(a, b;z;q) = Ek,i(a, b; z; q), ce qui établit le théoréme

I1.1. U

1.3 Les Ry (a,b;x;q)

Contrairement au cas des Ry ;(a, b; z; q), il va falloir développer a partir de zéro la théo-

rie des récurrences pour les Ry ;(a,b;z;q). Dans cette tache, on suit de prés la démarche
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d’Andrews [15]. Pour k > 1 et i € Z, on définit

(—azxq, —brq) s
(2q) o
(—ab)"at=Dng 2 (<1 0, 1/8), (2% ¢%)a(1 — 2'”")
<2 (¢% ¢*)n(—axq, —bzq)n(1 — )

HQ,k,i(aa b;x;q) =

n=0
et

Joi(a,b; w3 q) = (abrq) o Rii(a, b; 23 q).

Quand a = 0 ou b = 0, ces fonctions se simplifient et on retrouve les ]:Ikﬂ- et les j;”

étudiées dans [48]. On va établir les résultats suivants :

Proposition I1.6. On «a

Hy .0(a, b 75.9) = 0, (T1.13)
Hap—i(a,b;z;9) = —2  Hapi(a, b; 7;q), (11.14)
Hy e i(a, b;;q) — Hagio(a, b;5q) = 22 (1 + &) Jo kit (a, b; 23 q) (I1.15)

et

jz,k,i(% byx;q) = g2,k,i(a, b; xq; q) + (axq + be)ﬁZ,k,ifl(aa b; £q; q)
+ @53526]21{[2,1@,1'72(@7 b; q; q). (I.16)

Démonstration. Les égalités (I1.13) et (I1.14) sont immédiates. Pour les deux autres, on

introduit quelques notations pour simplifier les calculs. On pose

(7)o

éQ,k,i(av byz;q) = (—axq, —bxq)

f{Q,k‘,i(aa b; x; CI) (H-17)

et
(7)o
(—axq, —brq) s

DZ,k,i(aa b; x; Q) = jZ,k,i(aa b; x; Q)- (H-18)

On pose également
M, (a,b; 3 q) = M, (x) = a*Fngk=0me2e (g, (I1.19)

Ces trois définitions sont analogues a celles données par Andrews dans [15]. Remar-

quons que

M1 (z) = —aba* g B DRIV () (I1.20)
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et que

M, (zq) = ¢* D" M, (z). (I1.21)
Nous sommes maintenants préts a traiter le cas de (IL.15). On a

é2,k,i(a, bz q) — Cy ki—2(a, ;75 q)

M, (%)(2%; ¢*)n(—=1/a, —1/b),,
$ % )n(—arq, —brq),

X (qu(l . q2n) + xiqun(ifQ)(l . x2q2n))

i M, (2)g~™(2%q%; ¢*)n-1(—1/a,—1/b),
=({1+2) ,; (¢% ¢®)n-1(—axq, —bxq),

i—2 Mn(x)qn(i_m (x2q2; q2)n(_1/a7 _1/b>n
Te i) Z (@% ¢®)n(—axq, —bxq),

n>0
=(1+x)) M1 (2)g "D (2262 ¢2)n(—1/a, —1/b) i1
n>=0 (QQ; q2)n(_&x% _be)nJrl
Mn n(-2) (2262 ¢2),,(—1/a, —1/b),,
Lt ) S M@ g (1 e 1))

(4% ¢*)n(—axq, —bxq),

— _ajbxkflqkfl?kl(l + .CE) Z Mn(x)qn(Qkfi*Q) ($2q2; q2>n(_1/a, —1/b)n+1
(¢% ¢*)n(—azq, —bxq) i1

n=0
. Mn n(i=2) (2262 ), (—1/a, —1/b),,
T Ll G et P e T L)
"0 (¢% ¢*)n(—azq, —bxq),

— _abxqukﬂ'ﬂ(l + ) Z Mn(xq)qn(kfifl)(quQ; ¢2)n(—1/a, —1/b)nir

n>0 (4% ¢*)n(—axq, —bxq)n 41

P24y M, (2q)q" =V (22¢% ¢*)n(—1/a, —1/b),,

+x
n>0 (q2; q2)n —axrq, _bx(Dn

(
M, —n(k=i+1) (2242 ¢2) (—1/a, —1/b),
21 423 Mnloa T ) o, 1Y)
n>=0 (q 14 )n(—an, _be)n

aba (1 + x)(x >

n(k—i+1)+2n(k—i+1)=2n(1.2,2. /2) (_1 —1/b
y Z "(2°¢% ¢*)n(=1/a, =1/b)nsa
>0 (4% ¢*)n(—axq, —bxq)n i1

Mn —nlh=i+1) (2202 ¢2),.(—1/a, —1/b),,
—2(1+$)Z (xQ)q — (xQ7Q) ( /CL, /)
pe (4% ¢*)n(—azxg, —brq)n

z+1q(2n+1)(k i+1)— 2n(1 +q"/a)(1 + qn/b)
(1 _ aanJrl)( _ bquJrl)

/‘\

2(1+ 2) Do p—iy1(a, b; 7;q).

En multipliant les extrémités de la chaine d’égalités ci-dessus par (—axq, —bxq)s/(2q) oo
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on obtient (I1.15).
Passons maintenant a (I1.16). En réduisant au méme dénominateur I’expression entre

parenthéses dans la définition des Ry ;(a,b;x;q), on a

M, (zq)qg"™(2*¢*; ¢*)n(—1/a, —1/b),
(q2; q2)n(_af’5qa _be)nJrl

D2,k,i(a7 byx;q) = Z

n>0

X (1 (a ) " bt — g1+ (a+ b)g T+ abq_Q”))

x 1/a,—1/b),
_Z (QQ)( /a, —1/b)

n=0 (_aan _be>n+1

X [(1 T q(2n+1) )+ (a+ b)wg™ (1 — Ii—lq(2n+1)(z‘—1))

T aba? 2n+2(1 xiqu(ZnJrl)(ifZ))]
_ (1 —xq)
(14 azq)(1 + bxq)
3 M, (2q)g ™ ((2q)% ¢*)n(=1/a, =1/b)n(1 = (xq)'¢*™)
(6% ¢®)n(—al(zq)q, =b(2q)q)n(1 — 2q)

n>0
+ (a+ b)x

y Z 2 (zq)q —(i-1)n ((xq) ) (—=1/a,—1/b),(1 — (x )z’—lqzn(pl))
(4% ¢*)n(—a(zq)q, —b(2q)q)n(1 — 2q)

n>0
+ abx?¢?

<3 My (2q)q =" ((24)* ¢*)n(=1/a, =1/b)n(1 — (xq)wq%(z‘z))]

(¢% ¢®)n(—a(zq)q, —b(zq)q)n (1 — 2q)

n>0
_ (1 —zq)
(14 azq)(1 + bxq

+(a + b)$q62,k,i—1(a7 b;xq; q) + abx2q2@2,k,i—2(a7 b;xq;q)| -

) éQ,k,i(CL> b; xq; Q)

On multiplie les deux cotés de cette chaine d’équations par (—axq, —brq)/(2q), ce qui

achéve la démonstration de (I1.16). La proposition I1.6 est donc démontrée. U

On a 'analogue du lemme I1.5 pour les Rk,i(a, b; z; q) grace a la proposition IL.6.

Lemme II1.7.

Ry1(a,b;7;q) = Rixla, b;0q; q), (11.22)
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1

Rio(a,b;2;q) = %Rk,k—l(aa b; 2q; q) (11.23)
T g i (@ b2 )
n %Rk,k(a, b; 2¢; q)
n %Rk,k(a, b; xg; q),

et, pour 3 <1 < k,

2q) (1 + 2q) -~
( q) ( Q)Rk,kfzﬁrl(aa b; xq; Q) (H-24)

Rk,i(% b; x; Q) - Rk,id(@; b; x; Q) =

1 - abxq
a(qu)’_ii;;; " Ry k-iva(a, b 2q; q)
ab(xz)iZ(l +7q) Ry r_ivs(a, by zq; q).
— abxq

Démonstration du théoreme I1.2. On commence par observer que pour une paire de sur-
partitions (A, i) comptée par 7y ;(s,t, m,n), si (A, u) — 1 vérifie I'égalité dans la condition
(ii) du théoréme I1.1 en j, alors (A, 1) la vérifie aussi en j + 1, la notation —1 signifiant

qu’on enléve 1 a chaque part et qu'on supprime ensuite les zéros. Par conséquent, on a
G =1+ G+ Do (A p) = 1) = (G + 1) 12N + (G + 2)v52((A, 1))
= (fi+1(AN) + vj42((A, 1))
=1—14+0;11(A\)+0j41(p) — (k—1) (mod 2)
=k—i+0O;\A=1)+0;(u—1) (11.25)

(
0, silé€Xetldup,
+40, siTeletl ey, (mod?2).

1, sinon

\
On procéde maintenant comme dans la démonstration du théoréme II.1. L’égalité

(I1.25) sera utilisée tout au long de la démonstration (parfois de fagon implicite) pour
garantir la condition (IT.4) dans les paires de surpartitions considérées. On observe que
la condition initiale f%kﬁi(a, b;0;q) = 1 et les équations aux ¢-différences du lemme I1.7
définissent de maniére unique les fonctions Rk,i(a, b; z; q). Posons maintenant

S'M(&,b;x;q): Z Fri(s, t,m,n)a’b'z™q".

s,t,m,n=>0
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Encore une fois, S”kﬂ-(a, b;0;q) = 1 car il n'y a qu’une paire de surpartitions sans aucune
part : la paire vide. Donc, pour démontrer le théoréme II1.2, il suffit de montrer que
les S'kﬂ-(a, b; z; q) vérifient les mémes équations aux g-différences que les Rkﬂ-(a, b;z;q) du
lemme 11.7.

Commencons par (I1.22). Une paire de surpartitions comptée par 7 (s,t,m,n) n’a
pas de parts 1 et vérifie vo((A, 1)) < k—1. En enlevant 1 & chaque part et en faisant appel
a (I1.25), on voit que ces paires de surpartitions sont engendrées par S’hk(a, b; xq; q).

Pour (I1.23), on remarque tout d’abord qu’une paire de surpartitions (A, ) comptée
par 7y2(s,t,m,n) n’a pas de parts 1 ou vérifie v1((\, 1)) = 1. S’il n’y a pas de parts 1,
vo((A, 1)) < k — 2. En effet, on ne peut pas avoir ve((A, £)) = k — 1, car on aurait alors
Lf1(AN) 4+ 2v((A, 1)) =0 (mod 2), ce qui violerait la condition (11.4) dans la définition des
Tk2(s,t,m,n). En enlevant 1 & chaque part de (A, ) et en faisant appel a (I1.25), on voit

que ces paires de surpartitions sont engendrées par
gk,kfl(aa b;xq; q). (11.26)

Si vi((\, 1)) = 1, quatre cas se présentent : 1 apparait dans )\, 1 apparait dans \, 1
apparait dans p, ou 1 apparait non attaché. Dans le premier cas, on a va((\, u)) < k — 2.
En enlevant 1 a chaque part, puis en supprimant le 1 de X\ ainsi que tous les 1 de p, on
voit que ces paires sont engendrées par

%S‘k,k_l(a, b: q; q)- (11.27)
Dans le deuxiéme cas, ou 1 apparait dans \, on a vy((A, ) < k — 1. Remarquons que si
vo((\, ) =k—1,0ona1fi(A)+2v((A\, 1)) =0 (mod 2), qui est congru a 2—1+O1(\)+
O (p) modulo 2 : la condition (IT.4) est donc bien respectée. En supprimant le T de A

ainsi que tous les 1 de p, puis en enlevant 1 a chaque part restante, on conclut (toujours

a l'aide de (I1.25)) que ces paires sont engendrées par

axq ~
—S b; xq; q). I1.28
1 aba:q k,k(aa ; X4, q) ( )

Le troisiéme cas, ou 1 apparait dans p, est analogue au deuxiéme cas et les paires de

surpartitions correspondantes sont engendrées par

bxqg -
—_— b xq; q). 11.29
1— CLbZL’q Sk,k‘(av y g, Q) ( )
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Enfin, on considére le cas ou 1 apparait non attaché dans la paire de surpartitions (A, u).
Si va((A\, 1)) = k — 1, la condition (I.4) serait violée, donc on a va((A, p)) < k — 2. En
supprimant tous les 1 non attachés et en enlevant 1 a chaque part restante, on voit que

ces paires sont engendrées par

abrq -
——— Sk k- b;xq;q). 11.30
1 aba:q k.k 1(@, y Lq, q) ( )

En regroupant (I1.26) - (I1.30), on conclut que la récurrence (I1.23) est vraie pour les
fonctions gk,i(a, b; z; q).

On passe maintenant a la récurrence (I11.24), pour laquelle on va procéder de fagon trés
analogue. La fonction S'k,i(a, b;x;q) — S'k,i,g(a, b; z; q) est la série génératrice des paires de
surpartitions (A, ) qui sont comptées par 7 ;(s,t,m,n) et qui vérifient soit vy ((A\, p)) =
i — 1, soit v1((A, 1)) = i — 2. On considérera huit cas, dont le dernier se divise en deux
sous-cas (i > 3 et i = 3).

Dans le premier cas, supposons que vy (A, 1)) =i—1et f1(A) = i—1. Alors va((\, p)) <
k — 4. Les paires correspondantes sont engendrées par

(zq)"!

Sk ki b;xq; q). I1.31
1 — abaq hk—i+1(a, b; q; q) ( )

Dans le deuxiéme cas, supposons que vy (A, p)) =i—2et fi(A) =i—2. Alors va((A, 1)) <
k — i, car si on avait vy((A, 1)) = k — ¢ + 1, cela violerait la condition (I1.4). Les paires

correspondantes sont engendrées par

.
%SM,Z-H(&, b; xq; q). (I1.32)
1 — abxq

Dans le troisiéme cas, supposons que vy (A, 1)) =i — 1, ff(A) =1 et f1(A) =i — 2. Alors

va((A, 1)) < k — i+ 1. Les paires correspondantes sont engendrées par

alza)i-1 -
iSk,kfzva((% b; q; q). (I1.33)
1 — abxq
Dans le quatriéme cas, supposons que v1((\, 1)) =1 —2, fr(A) = 1 et f1(\) =i—3. Alors
va((A ) < k—i+ 1, car si on avait va((\, 1)) = k — i + 2, cela violerait la condition

(I1.4). Les paires correspondantes sont engendrées par

a(zq)' ™ &
XD 5 o olabagq). 17.34
1 — abag Sk k—i+2(a, b; 2g; q) (I1.34)
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Le cinquiéme et le sixiéme cas sont analogues respectivement au troisiéme et au quatriéme,

en remplacant fy(A) = 1 par fy(u) = 1. Les paires correspondantes sont engendrées par

b 1—1 b 1‘72~
(xQ) i (xQ) Sk,k—i—l—Z(aab?‘T%Q)‘ (11-35)

1 — abxq

Dans le septiéme cas, supposons que vy (A, 1)) =i—1, fr(A) = fi(p) = Let f(\) =i—3.

Alors ve((A, ) < k — i+ 2. Les paires correspondantes sont engendrées par

ab(zq)
D& oiala b 2q; ). 11.36
1 — abrq Skn—i+3(a, b; 2q; q) ( )

Pour le huitiéme cas, supposons que vy (A, 1)) =i—2, f7(A) = fr(n) = 1et f1(A) =i—4.
Cela nécessite de supposer que @ > 4. Ici, vo((A, 1)) < k — i+ 2 car la condition (II.4)
serait violée si I'on avait vy((\, p)) = k—i+3. Les paires correspondantes sont engendrées
(pour i > 4) par

ab(zq)?

—i b; xq; q). I1.37
1 — abag Sk,k—i+3(a, b; 2¢; q) (I1.37)

Si ¢ = 3, par contre, on ne peut pas avoir v1((\, 1)) =i — 2 = 1 et avoir en méme temps
une part 1 a la fois dans A et dans p. Cependant, 1 peut apparaitre non attaché. On a
alors va((A, ) < k—1 (=k —i+2), et donc les paires correspondantes sont engendrées
par (I11.37) quand i = 3.

En additionnant (I1.31) - (I1.37), on obtient que (I1.24) est vraie pour les Sy ;(a, b; x; q)
et on peut maintenant conclure que S’k,i(a, b;z;q) = Rkﬁi(a, b;xz;q), ce qui achéve la dé-

monstration du théoréme 11.2. ]

I1.4 Corollaires

En utilisant la définition alternative suivante des (a; ¢), (équivalente a la définition de

la page 18 pour n € N mais valable pour tout n dans C) :

(a; @)oo = (2)o = [ [(1 — aq)

Z:(a)oo

aq™) s

(a; Q)n - (a)n

)

—~

il est facile de montrer que
n+1)

(—1)g("s

) = @

(I1.38)
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En utilisant cette égalité, on peut déduire de (I1.1) et (I1.2) les expressions suivantes des

fonctions Ry ;(a, b; 1;q) et ék,i(a, b;1;q) :

s AN S )

Ry.i(a,b; 1;
el 7= (q, &bq (—aq, —bq),

et

(~ag, —bg)oe = ") (21 /0, —1/0), (—ab)"
(q,abq) 4= (—ag, —bq)x '

Rk,i(aa b; 1; Q) = (H-40)

En appliquant I'identité du produit triple de Jacobi, on trouve que de nombreuses spécia-
lisations de (I1.39) et de (II1.40) sont des produits infinis avec de bonnes interprétations
combinatoires. Grace au théoréme II.1, cela conduit a de nombreuses identités faisant in-
tervenir les partitions, les surpartitions, et les paires de surpartitions. Par exemple, quand

(a,b,q) — (1,1/q,4¢*), on obtient un produit infini dans (11.39) quand i = k :

2 n 2kn +2n—(n%—n) 1. —q: g2 -n
q q q;q » =447 )nq
Ria(1, 1/g; 1;¢%) = L0l 2 L) Z - )»
(q $0%)oo(4 )0 S (=¢* =4 ¢*)n
—q;q OO q(Qk 1)n2+2n
(q, oo ; L+ g
2( ) (io: (_1)nq(2k—1)n2+2n 21: (—1)nq(2k—1)n2+2n>
= -4 +
2n 2n
(€0 \ = 1+gq = l+gq
2( 7(]) Z (_1)nq(2k71)n2+2n Z (_1)nq(2k71)n2
= _|_ e
(q, )oo >0 1+ q2n et 14+ an

(dans la deuxiéme somme, on a changé n en —n puis multiplié par ¢ en haut et en bas)

( 2k1
a (QQ) <1+2; )
Q(Iooz (2k1

OO neE”L

_ (—q; Doo (@16 oo

(@) (g% 1 g2 1)

ou la derniére égalité vient de (1.8) et du théoréme d’Euler qui implique que (—¢;¢)oo =

(43 %) oo
Dans les ry (s, ¢, m,n) du théoréme II.1, la spécialisation (a,b,q) — (1,1/q,q?) cor-

respond a transformer une paire de surpartitions (A, x) en une surpartition de la fagon



11.4 : Corollaires 53

suivante : une part j non surlignée de A est transformée en une part 2j, une part j
de X est transformée en une part 2j, une part j non surlignée de p est transformée
en une part 25 — 1 et une part j de p est transformée en une part 2 — 1. La notion
de part non attachée se transpose alors aux surpartitions en disant qu’une part im-
paire 2j — 1 apparait non attachée si 27,27, et 25 — 1 n’apparaissent pas. La valuation
v;((A, 1)) devient une valuation définie sur les surpartitions pour des nombres pairs :
v3;(A) = f2;(N) + foj=1(A) + fa5(A) + x(2j — 1 apparait non attaché dans ).

Pour le produit infini, on observe que

2k—1. 2k—1) 0 1

(g

4 o
(¢ @) 1;[1 1-¢
2k—14

est la série génératrice des partitions en parts non divisibles par 2k — 1. De méme,

(=4 @)oo
(_q2k—1; qQk—l)Oo

est la série génératrice des partitions en parts distinctes non divisibles par 2k —1. Ces deux
remarques impliquent que la forme produit de Ry (1,1/¢;1;¢*) calculée précédemment
est la série génératrice des surpartitions en parts non divisibles par 2k — 1, d’otu le résultat

suivant, qui est I'analogue pour les surpartitions des identités d’Andrews-Gordon-Gollnitz

[12] :

Corollaire I1.8 (Lovejoy, [72]). Soit Ai(n) le nombre de surpartitions de n en parts non

divisibles par 2k — 1. Soit Bj(n) le nombre de surpartitions X\ de n telles que
(i) vs(\) <k —1;
(it) pour tout j =1, on a fo;(N) +v5;,5(N) <k — 1.

Alors A}(n) = Bj(n).

Tous les autres résultats mentionnés aprés le théoréme I1.2 se déduisent de la méme fa-
con. Le théoréme de Gordon [59] correspond au cas Ry ;(0,0;1; ¢), le théoréme de Bressoud
[36] au cas RM(O,O; 1;q), la généralisation d’Andrews des identités de Gollnitz-Gordon
[12] au cas Ry ;(0,1/q;1;¢?), et les théoremes de Gordon pour les surpartitions |71] aux
cas Ry 1(0,1;1;¢) et Ry1(0,1/q;1;¢q). Pour plus de détails, on pourra se reporter a [49, 48].
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Un autre exemple, ot ni a ni b ne sont nuls, est le cas a =i et b = —i de (I1.40), on

i = v/—1. On obtient un produit infini quand : =k — 1 :

ST (=% ¢%)oo (—1)ngtk—Dn*+2n
Rix1(i,—1;1;9) = 9
il Y (@)% % 1+ ¢
n,(k—1)n+2n -1 n (k—1)n2-+9n
S Gl S | o G Vi A )
(Q)go n=0 1 + q27’l St 1 + an
_ 2= ) (Z (—1)gmmee 3 M)
2 2n mn
(05 n20 L+q = 1Td
2
(4)Z g
(—q2;q2)oo n_(k—1)n2
- (q)z Z(_l) q "
© nez
(=% 0% oo(" 0" Mo

PR
_ (0" ) (@ 6" )
(@)oo (0% oo (=" 11 ¢F Voo

En appliquant le théoréme I1.2 et en séparant les parties réelle et imaginaire des séries

génératrices, on obtient deux identités pondérées, dont I'une (correspondant & la partie

réelle) est la suivante :

Corollaire I1.9. Soit AZ(n) le nombre de paires de surpartitions (\, p) ot les parts de p
sont paires et les parts de \ ne sont pas divisibles par k — 1. Soit
B2 (TL) _ Z inomhre de parts surlignées de )\(_i)nombre de parts surlignées de p
2(n) =

(M) EB k-1

ot By x—1 est l'ensemble des paires de surpartitions de n vérifiant les conditions du théo-
reme I1.2 pour i = k — 1 (c’est-a-dire les conditions (i) et (ii) du théoréme II.1 et (I11.4)
s’il y a égalité dans la condition (ii)) et ayant un nombre pair de parts surlignées. Alors

A(n) = Bi(n).
Notons que BZ(n) est bien un nombre réel, car il peut s’écrire

Blf (n) — E (_1)nnmbre de parts surlignées de p % inombre de parts surlignées de (\, )
(AN p)EB k-1
et le nombre de parts surlignées de (A, u) est pair. Par ailleurs, il est intéressant de

remarquer que A?(n) est une fonction non pondérée, tandis que Bi(n) est pondérée.

D’autres interprétations non pondérées de A2(n) se trouvent dans [74].
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Dans notre dernier exemple, on considére le cas abg = 1. Le probléme est que dans
ce cas, le facteur 1/(abrq)s = 1/(2)w qui apparait dans Ry ,(a,b;x;q) et Rk,i(a, b; z;q)
tend vers l'infini quand x tend vers 1. Pour remédier & ce probléme, on ne considérera pas

Ry i(a,b;1;q) ou fik,i(a, b; 1;q) comme avant, mais les limites

lim (1 — 2) Ry.i(a, b; 75 q) (11.41)
et
lim (1 — @) Ryi(a, by 73 q)- (11.42)

Ces limites se déduisent facilement de (1.8) :

(—aq, —1/a)oc (¢, ¢, 1 % 1)
(0)%

lim (1 — @) Ry, i(a,1/ag; 7;q) = (I1.43)

et

~ — —1 o i—1 2k—i—1 _2k—2. 2k—2oo
lim(l—I)Rk,i(a,l/aq;x;q)=( I LLIC Y MY et i )

(I1.44)
a1 (9)%
D’autre part, en invoquant le lemme d’Abel, selon lequel si |z] < 1 et lim,, .., A, existe,

on a

lirr%(l —x) Z Apr™ = lim A,,,
T— =0 m— o0

les limites (I1.43) et (I1.44) peuvent s’interpréter comme les séries génératrices des paires
de surpartitions comptées respectivement par ry;(s,t,00,n) et 7y (s, t,00,n) (ici, le coef-
ficient A,, du lemme d’Abel est la série génératrice des paires de surpartitions ayant m
parts et vérifiant les conditions du théoréme I1.1 ou du théoréme I1.2). Le nombre infini de
parts correspond nécessairement & un nombre infini de zéros non surlignés dans p, puisque
le facteur 1/(abrq)s vient des parts non surlignées de p. On peut enlever ces zéros non
surlignés (une surpartition avec une infinité de zéros non surlignés est équivalente a une
surpartition sans zéros), ce qui nous donne une paire de surpartitions normale.

Par exemple, si on prend (a,b,q) = (1/q,1/q,q?), alors le produit infini dans (11.43)

vaut
2i—2 | Ak—2i
y 4 )

(% ¢*)2

Pour les paires de surpartitions du théoréme II.1, les parts 7 de A deviennent 27, les parts

4k—2. 4k—2

(—¢;4%)2%(q 2 %)

7 de X ou u deviennent 2j — 1, et les parts j de u deviennent 2j — 2. Etant donné que

les parts surlignées sont nécessairement impaires, le surlignage devient inutile et on peut
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parler simplement de paires de partitions sans parts impaires répétées. La définition d'une
part non attachée devient celle-ci : on dit qu'une part paire 25 de p est non attachée dans
la paire de partitions (A, 1) si 2j+1 n’apparait ni dans A ni dans p et que 2542 n’apparait

pas dans p. La valuation devient une valuation pour les entiers pairs :

Vi (A1) = faj(N) + faj-1(A) + foj1(p) + x(2) — 2 apparait non attache).
On peut alors énoncer le résultat :

Corollaire I1.10. Pour i > 2, soit A} ;(n) le nombre de paires de partitions (X, p) de n
telles que les parts impaires ne peuvent pas étre répétées, et les parts paires de j ne sont
pas congrues a0 ou +(2i—2) modulo 4k —2. Soit B}} ;(n) le nombre de paires de partitions

(\, p) de n sans parts impaires répétées, ou

(i) 1(A) + fo(A) + filp) <i—1;
(i) pour tout j =1, on a fo;(X) + 03, 5((A, p)) <k —1.

Alors Ail(n) = B,‘Z’Z(n)

Naturellement, on montre qu’il existe un résultat similaire pour les R;“ et (a,b,q) —
(1/q,1/q,¢*) en utilisant (I1.44) et le théoréme I1.2. La démonstration est laissée au lec-

teur.

I1.5 Chemins

Dans les trois prochaines sections, on va prouver les théorémes I1.3 et I1.4. On com-
mence, dans cette section, par définir les chemins comptés par Ej ;(s,t,n) et Ek,i(s,t, n)
et montrer que leurs séries génératrices sont respectivement (I1.39) et (I1.40). Cette sec-
tion est une généralisation des travaux sur les surpartitions exposés dans [49] et [48], qui
généralisent eux-mémes des résultats et des méthodes d’Andrews et Bressoud |27, section
2].

On étudie des chemins situés dans le premier quadrant qui utilisent cinq types de pas
unitaires :

— Nord-Est (NE) : (z,y) — (z+ L,y +1);

Sud-Est (SE) : (z,y) = (x+ 1,y — 1);
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Sud (S) : (z,y) — (z,y — 1);
— Sud-Ouest (SO) : (z,y) = (r — 1,y —1);
— Est (E) : (z,0) — (z+1,0).
Ces chemins vérifient les conditions suivantes :
Un pas S ou SO ne peut apparaitre qu’aprés un pas NE,
— Un pas E ne peut apparaitre qu’a hauteur 0 (la hauteur d’'un sommet est son
ordonnée),
Les chemins commencent sur I’axe des ordonnées et se terminent sur I’axe des abs-
cisses.

La notion la plus importante asssociée a ces chemins est la notion de pic. Un pic est
un sommet précédé d’'un pas NE et suivi d'un pas S (auquel cas il peut étre étiqueté par
a ou par b et appelé respectivement a-pic ou b-pic), d'un pas SO (auquel cas il est appelé
ab-pic) ou d’'un pas SE (auquel cas il est appelé 1-pic). On dit qu’un pic est marqué par
a si ¢’est un a-pic ou un ab-pic, et qu’il est marqué par b si ¢’est un b-pic ou un ab-pic.

L’indice majeur d’'un chemin est la somme des abscisses de ses pics. Pour éviter toute
ambiguité dans la représentation graphique d’un chemin, on ajoute une étiquette aux a-
pics et aux b-pics et on ajoute un nombre au-dessus d’'un sommet s’il y a un ou plusieurs

ab-pics qui s’y trouvent (voir les figures I1.1 et 11.2).
M 1

F1G. II.1 : Exemple de chemin. Il y a deux 1-pics (situés en (4,1) et en (7,1)), un a-pic

(situé en (2,2)), un b-pic (situé en (6, 1)), et un ab-pic (situé en (7,1)). La séquence des pas
est SE-NE-S-SE-NE-SE-NE-S-NE-SO-NE-SE. L’indice majeur est 24446+ 7+ 7 = 26.

2 1

(AL

FiG. I1.2 : Autre exemple. Il y a un 1-pic (situé en (1,2)), un a-pic (situé en (3,2)) et

quatre ab-pics (situés en (1,2), (1,2), (6,2) et (7,1)). La séquence des pas est NE-SO-NE-
SO-NE-SE-NE-S-SE-NE-NE-SO-SE-NE-SO. L’'indice majeur est 1+1+1+4+34+6+7 = 19.

On appelle ces chemins chemins de Bressoud-Burge généralisés, car ils généralisent

les chemins de Bressoud-Burge présentés dans I'introduction. Quand il n’y a pas de pics
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marqués par b, on retrouve les chemins étudiés dans [49] et [48], et quand il n’y a que des
1-pics, on retrouve les chemins de Bressoud-Burge.
On définit maintenant les (k,7)-conditions qui apparaissent dans les théorémes 11.3 et

I1.4.

Définition I1.11. On dit qu’un chemin vérifie les (k,i)-conditions impaires s’il commence
a la hauteur k—1 et que sa hauteur est toujours inférieure a k. On dit qu’un chemin vérifie
les (k,i)-conditions paires s’il vérifie les (k,1)-conditions impaires et que pour tout pic de
coordonnées (x,k—1), r—u+v=i—1 (mod 2) ot u est le nombre de a-pics a la gauche

du pic et v est le nombre de b-pics a la gauche du pic.

Cette terminologie vient du fait que les (k, 7)-conditions impaires généralisent les condi-
tions vérifiées par les chemins des identités d’Andrews-Gordon ; dans ces identités appa-
raissent des partitions vérifiant des conditions de congruence modulo un nombre impair.
Les (k,i)-conditions paires, quant a elles, sont liées au théoréme de Bressoud o inter-
viennent des conditions de congruence modulo un nombre pair.

Par exemple, le chemin de la figure 1.1 vérifie les (3, 1)-conditions paires (et donc les
((3, 1)-conditions impaires) et celui de la figure I1.2 vérifie les (3, 2)-conditions paires.

On considére d’abord les chemins vérifiant les (k,i)-conditions impaires. Pour cela,
notons Ey ;(s,t,n, N) le nombre de chemins d’indice majeur n ayant N pics, dont s sont
marqués par a et t par b, et vérifiant les (k,7)-conditions impaires. Pour 0 < i < k,
soit & ;(N) la série génératrice de ces chemins, ¢’est-a-dire & ;(N) = &i(a,b,q, N) =
D eim Ey.i(s,t,n, N)a*btq™. De plus, pour 0 < i < k, soit 'y ;(IN) la série génératrice des
chemins obtenus en supprimant le premier pas NE d'un chemin compté par & ;41 (N) qui

commence par un pas NE.

Proposition 11.12. On a les égalités suivantes :

Eei(N) = ¢"Triia(N) + Vi (N)  (0<i<k), (I1.45)
Cpi(N) = ¢ T a(N) + (a+ b+ ¢+ abg" )& i (N — 1) (0 <i<k), (I1.46)
Exp(N) = ¢"Thp-1(N) + ¢V Eep(N), (I1.47)

Ei(0) = 1, (11.48)
Fyo(N) = 0. (11.49)
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Démonstration. Le seul chemin compté par & ;(0) est celui qui va de (0,k—14) a (k—1,0)
en n’utilisant que des pas SE. Ce chemin a pour indice majeur 0, puisqu’il n’a pas de pics.
On a donc & ;(0) =1 : (I1.48) est vérifice.

Si le chemin qu’on considére a au moins un pic, on peut enlever son premier pas et
décaler le chemin d’une unité vers la gauche. Si 0 < ¢ < k, un chemin compté par & ;(N)
commence par un pas NE ou un pas SE. S’il commence par un pas NE, la suppression de
ce premier pas et le décalage vers la gauche produisent un chemin compté par I'y ;1 (V)
dont I'indice majeur est inférieur de N a celui du chemin initial, car I’abscisse de chacun
des N pics a diminué de 1 : le chemin initial est donc compté par qNFm-,l(N). Si notre
chemin commence par un pas SE, le méme raisonnement montre qu’il est compté par
qVEri11(N). On obtient ainsi (11.45).

Pour (I1.46), souvenons-nous que I'y ;(NN) est la série génératrice des chemins obtenus
en supprimant le premier pas NE d’un chemin compté par & ;1(/N) et commencant par un
pas NE. Les chemins comptés par I', ;(N) peuvent commencer par un pas NE (et sont alors
comptés par ¢"T'y;_1(N), par le méme raisonnement qu’au paragraphe précédent), un pas
S ((a+b)Ekiv1(N—1)), un pas SE (¢V'& ;11 (N —1)) ou un pas SO (abg' N & iy1(N—1)).

Pour démontrer (I1.47), on remarque qu’un chemin compté par & x(N) peut commen-
cer par un pas NE (¢"Tx_1(N)) ou un pas E (¢V&E,x(N)).

Enfin, comme la hauteur des chemins est inférieure a k, aucun chemin de hauteur

initiale £ —1 ne peut commencer par un pas NE, donc I'y o(N) = 0 : (IL.49) est établie. O

Remarquons que les récurrences et les conditions initiales ci-dessus définissent de ma-
niére unique les séries génératrices & ;(N) et 'y ;(IV). On va utiliser cette remarque pour

démontrer les expressions suivantes de ces séries génératrices :

Théoréme 11.13.

N (—1)ng(@h=1n+3)/2+(k=i=1)n

Eri(N) = (ab)(=1/a, =1/b)xg™ >

— (@) N—n(@) N+n

Tei(N) = (ab)N(—1/a, —1/b)y Z

n=—N

i (_1)nqn((2k—1)n+3)/2+(k—z—2)n
(

Q)N—n—l(Q)N-i-n

Démonstration. Posons

N (_1)nqn((Zkfl)n+3)/2+(k7if1)n

€L (N) = (@) (~1/a,~1/b)ng" Y

— (Q)N-—n(@)Nin
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et

N-—1 .
_1)nqn((2k—1)n+3)/2+(k—z—2)n
T, (N 1/a,—1/b (

On va montrer que ces fonctions vérifient les cinq équations de la proposition I1.12.

On commence par (I1.45) :

qNgllc,i—f—l(N) + qNF;c,i—l(N)
n((2k—1)n+3)/24+(k—i—2)n

(@) (=1/a, —1/B)nq" Z (—1)”q(

N-1 n((2k—1)n+3)/2+(k—i—1)n
N

+ (ab)N (=1/a,—1/b)y Z q

qN

QN-n(Q)N+n

N n— 1(q>N+n

—1 g ((2k—1)n+3) /24 (k—i—1)n

= (b (=1/a,~1/b)x NZ

I (@ "+ 1=a")

N((2k—1)N+3)/2+(k—i—1)N

(@)o(@)2n
N (_1)nqn((Qk—l)n—i—?))/Q—i—(k—i—l)n

= (ab)™(=1/a, —1/b)ng" Z

n=—N (Q)N-n(@)N4n

T <ab>N<—1/a,—1/b>NqN(‘” q

= 8]21(]\[)
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Ensuite, on établit (11.46) :

QNFZ,iA(N) +(a+b+ ¢+ ¢ Nab)g, (N =1)

N-1
1)nqn((2k Dn+3)/2+(k—i—1)n
= (ab)N(=1/a,—1/b (= ol
(@) (=10 =1 o)y 3
N-1
1)rg™ ((2k—1)n+3)/24+(k—i—2)n
+(ab)V T (=1/a, —1/b)no1 Y (=1 (a+b+¢ "+ ¢ Nab)
e N41 (Q)N—n—l (Q)N+n—1

N-1 (_1)nqn((%—1)n+3)/2+(k—i—2)n

= (ab)"(~1/a,~1/b)x Y

— (O)N-n-1(@)N4n

N+n
q

Nl (—1)”q"(@k*1)n+3)/2+(k7i72)n

+(ab)V " (=1/a, —1/b)xo1 Y

=—N+1

(q>an71 (Q)NJrnfl

X abql_N(l + a_qu_l)(l + b_qu_l)

N-1 .
-1 nqn((2k71)n+3)/2+(k7172)n
@)1y Y Y (@ + (1= )
n=—N+1 (Q)N—n-1(0)N4n
(_1)qufN((Zkf1)(7N)+3)/2+(k7i72)(7N)
+ (ab)N(=1/a, —1/b)N
(ab)™ (=1/a,—1/b) Dova@e
N-1 g n((2k—1)n+3) /24 (k—i—2)n
= (ab)™(=1/a, =1/b)n
ZN N nfl(Q)NJrn

- F;CZ(N)

Pour démontrer (I1.47), on montre que &, (N) = &, (V) puis on combine ce résultat

avec (I1.45) :

N K ¢ (2k=1)n+3)/2-2n
& N) = 1/a,—1/b)n
k,k:Jrl( ) ( ) ( / / Z (q>N+n
N
_1)nq—n((Qk—l)(—n)+3)/2+2n
= (ab)N(=1/a, —1/b)ng" (
(@)D" ) —

(en remplagant n par —n)

N (_1)nqn((2k71)n+3)/27n

= (ab)™ (=1/a, =1/b)yg"

n=—N

(O)Nn(@)N-n
= 51:;,k(N)‘

On a donc, en utilisant (11.45),

Exn(N) = ¢V EL(N) + ¢ T 1 (N).
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Il est immédiat que (I1.48) est vérifiée. Enfin, pour (I1.49), on a

N-1 (_1)nqn((Qk—l)n+3)/2+(k—2)n

ko) = (@)™ (=1/a,~1/b)x Y

— (O)N-n-1(@)N4n

—1 (_1)n n((2k—1)n+3)/2+(k—2)n

= (ab)N(~1/a,—1/b)n (Z (qq)

n=0

N-—-n—1 (Q)N—i—n

21: (— 1)nqn((2k—1)n+3)/2+(k—2)n
+
o @@

En remplacant n par —n—1 dans la deuxiéme somme et en simplifiant, on obtient I'opposé

oo . / —
de la premiére somme, ce qui prouve que Fk,O(N) =0.

Puisque & ;(N) et I} ;(N) vérifient les mémes récurrences et les mémes conditions
initiales que & ;(N) et T'y;(V), on a & i(N) = & ;(N) et I';(N) = I’ ;,(N), ce qui achéve

la démonstration. O

Le lemme suivant est le dernier résultat dont on a besoin pour pouvoir montrer que

Eyi(s,t,n) = By(s,t,n) dans le théoréme I1.3.

Lemme 11.14. Pour tout entier n, on a

(N (@) N=n T (Gabg)w (I11.50)

3 (=q"/a, =q"/b)n—n(abg)" " (=aq, =bq)n  (—aq, —bq)u

NZ|n|

Démonstration. On ne montre que le cas n > 0. Le cas n < 0 est identique car on montre

facilement, en utilisant (11.38), que

(=q"/a, =g /b)nn(abg) " (—ag, —bg)n _ (=¢"/a, =q"/b)n-n(abg)" " (—ag, —bq)n
(@) N-n(@)N+n (@) N+ (@) N-n '
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On a

(—=q"/a,—q" /b)n_n(abg)" " (—aq, —bq),
Z (q)NJrn(Q)an
—q"/a,—q" /b) n(abq)N (—aq, —bq)n
(@) N42n (@)
( aq, —bq)n ~—~ (—q"/a, —q"/b)n (abg)™
(@)2n Ngo (¢, ¢** )N
_ (=agq,—bq)n (—ag"™*!, —bg" )
(7)2n (¢>"+1, abq)oo

(par le corollaire 2.4 de [25] (identité de ¢-Gauss) avec n — N, a — —q¢"/a, b — —¢" /b

N>n

ZM

et ¢ — ¢> )

_ (_CLQa _bQ)oo
(¢, abq) s

O

Démonstration de I’égalité By ;(s,t,n) = Ey.(s,t,n) dans le théoréme I1.3. On utilise la

forme close de & ;(IN) donnée par le théoréme I1.13; en sommant sur N, on obtient

Z Eyi(s,t,n)a’blq" = Z Eki(N

s,t,n>0 NZ0
N (_1)nqn((Zkf1)n+3)/2+(k7i71)n

= (ab)N(=1/a,—1/b)xg" >

N2>0 n=—N

(D) N-n @) N+n

- _ i (ab)N(=1/a, —1/b)ng™
_ (_1)nqn((2k 1)n+3)/24+(k—i—1)n
> y

QN-n(@Q)N+n

n=-—00 N=|n|
i (—ab)”(—l/a 1/b) n((2k—1)n+3)/2+(k—i)n

= X
n=-—oo (_ )n( bg)n

abq)N " (—q" /a, —q"/b) N
Z( q) (( q"/a,—q"/b)

N>\n| Q)N—n(Q)N—i—n

1/a —1/b) n((2k—1)n+3)/2+(k—i)n

_ (~ag ) ¥
(0w abq Z (—aq)n(=bq)n

n=—oo

(par le lemme 11.14)
= Rpi(a,b;1;q)  (par (I1.39))
= Z By.i(s,t,n)a’b'q"™  (par le théoréme I1.1).

s,t,n>0



64 Chapitre 11 : Paires de surpartitions et séries hypergéométriques basiques

On a donc

Eii(s,t,n) = By (s, t,n).
]

On traite maintenant le cas des chemins vérifiant les (k, 7)-conditions paires. La plupart
des arguments sont similaires a ceux utilisés pour les chemins vérifiant les (k,7)-conditions
impaires. Par conséquent, on ne rentrera pas autant dans les détails. Soit Ekﬂ-(s,t, n, N)
le nombre de chemins d’indice majeur n ayant N pics, dont s sont marqués par a et t
sont marqués par b, et vérifiant les (k,)-conditions paires. Notons & ;(N) et Ty (N) les

analogues de & ;(N) et I'y;(IV) dans le cas pair.

Proposition 11.15.

Eri(N) = ¢ Thica(N) + Vit (N) (0 <i < k) (I1.51)
Tei(N) = ¢"Thi i (N) + (a+ b4+ ¢V +abg™MEini(N=1)  (0<i<k) (T1.52)
Erik(N) = ¢V € xr(N) + ¢ T pa(N) (I1.53)

Eri(0) =1 (I1.54)
Tho(N) =0 (I1.55)

Démonstration. Si i < k, on procéde exactement comme dans la démonstration de la
proposition I1.12. Si le chemin posséde au moins un pic, alors quand on enléve le premier
pas, ¢ augmente ou diminue de 1 et par conséquent, la parité de + — 1 change. De plus,
tous les pics sont décalés de 1, donc la parité de © — u + v ne change pas (pour (I1.52),
si le pas qu’on enléve est un pas S, les pics ne sont pas décalés mais u ou v diminue de 1
pour tous les pics, donc le résultat est le méme).

Dans le cas ot ¢ = k, remarquons qu'un chemin compté par g’kk(N) peut commen-
cer par un pas NE ou par un pas E. S’il commence par un pas NE, il est compté par
qu‘k,kq(N) car il est clair que le chemin obtenu en supprimant ce premier pas NE puis
en décalant le chemin d’une unité vers la gauche est compté par fhk,l(N). Pour les che-
mins qui commencent par un pas E, le fait que tous les pics de coordonnées (z,k — 1)
vérifient z —u+v = k—1 (mod 2) est équivalent au fait que tous les pics de coordonnées
(x,k — 1) ont un nombre pair de pas E a leur gauche. Cela permet de montrer que les

chemins obtenus en supprimant le premier pas E d’'un chemin compté par g’kk(N) qui
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commence par un pas E sont en bijection avec les chemins comptés par gk,k_l(N). Cette
bijection est définie de la facon suivante : si le chemin ne contient pas de pas E, on le
décale vers le haut (chaque sommet (x,y) est transformé en (x, y+1)) et on ajoute un pas
SE a la fin du chemin. Cela crée un chemin compté par gk,k_l(N) qui n’a aucun sommet
sur I'axe des abscisses, hormis le sommet final. Si le chemin contient au moins un pas E,
on décale vers le haut la partie du chemin qui précéde le premier pas E, on transforme ce
pas E en pas SE et on ne modifie pas le reste du chemin. Cela crée un chemin compté par
Exr-1(N) qui a au moins un sommet (autre que le sommet final) sur I’axe des abscisses.

Dans les deux cas, il est facile de voir que I'opération est inversible. ]

Comme dans le cas impair, les récurrences et les conditions initiales ci-dessus défi-

nissent de maniére unique les fonctions & ;(N) et I'y ;,(N). Dans le cas présent, on a

Théoréme 11.16.

5 N N N qkn2+(k—i—1)n_2(g)
Eri(N) = (ab)™ (=1/a, —1/b)ng HZ_N(_l)n -
[i(N) = (ab)N(=1/a, —1/b)x sz (—1)"qkn2+(k_i_2)”_2@)
| N T @ @

La démonstration de ce résultat est trés similaire & celle du théoréme 11.13.

Démonstration de [’égalité B;m-(s, t,n) = Ekﬂ-(s, t,n) dans le théoréeme II.4. Elle est ana-
logue a celle de 'égalité By ;(s,t,n) = Ex,(s,t,n). En sommant sur N l'expression de
Eri(N) dans le théoréme T1.16, en changeant I'ordre de sommation et en utilisant le
lemme I1.14, on obtient

Z Eri(s,t,n)a’b'q" = Ry i(a,b;1;q) = Z Byi(s, t,n)a*blq",

5,t;n>0 5,620
et on en conclut que

Ekﬂ-(s,t, n) = Bk,i(s,t, n).

I1.6 Rangs successifs

Dans cette section, on s’intéresse aux paires de surpartitions comptées par Cj ;(s,t,n)

et C’kﬂi(s,t,n). On construit une bijection entre ces paires et les chemins de la section
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précédente, ce qui va établir I'égalité entre Cy ;(s,t,n) et Ey,;(s,t,n), d'une part, et entre
ém(s,t, n) et Ek,i(s,t, n), d’autre part. Cette section est une généralisation des travaux
sur les surpartitions apparaissant dans [49] et [48], qui ont eux-mémes généralisé une
bijection de Bressoud |38, section 3].

La représentation de Frobenius d’une paire de surpartitions de n [46, 47, 74| est un

tableau a deux lignes

a as ... ay
b1 b2 bN
ou (ay,...,ay) et (by,...,by) sont des surpartitions en parts positives ou nulles ot on

peut surligner la premiére occurrence d’'un nombre, et N + > (a; + b;) = n. On dit qu’un
tel tableau est la représentation de Frobenius d’une paire de surpartitions car ces tableaux
sont en bijection avec les paires de surpartitions de n [46, 96]. Par exemple, la paire de

surpartitions ((7, 2,2,1),(7,3,2,2, T)) a pour représentation de Frobenius
533310
330000

Cet exemple est tiré de [46].

On définit maintenant les rangs successifs d'une paire de surpartitions en utilisant la

représentation de Frobenius.

Définition I1.17. Si une paire de surpartitions a pour représentation de Frobenius

a; Qs an
bl b2 bN

alors son ¢ rang successif r; est €gal a a; — b; moins le nombre de parts non surlignées
dans {biy1,...,bn} plus le nombre de parts non surlignées dans {a;11,...,an}.
533310
Par exemple, les rangs successifs de sont (0,—1,2,2,0,0). Cette

330000

définition est une généralisation des rangs successifs pour les partitions, car comme on
I’a vu dans l'introduction générale, le cas des partitions correspond au cas ou toutes les
entrées du tableau sont surlignées. On retrouve alors la définition des rangs a partir du

symbole de Frobenius donnée dans l'introduction : r; = a; — b;.
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On rappelle que Cy;(s,t,n) est défini comme le nombre de paires de surpartitions de
n dont la représentation de Frobenius posséde s parts non surlignées dans la ligne du
bas et ¢ parts non surlignées dans la ligne du haut, et dont les rangs successifs sont dans

l'intervalle [—i + 2,2k — i — 1]. On va démontrer le résultat suivant :

Proposition I1.18. [l existe une bijection entre les chemins d’indice majeur n comptés
par Ey (s, t,n) et les paires de surpartitions de n comptées par Cy (s, t,n). Cette bijection
est telle que le chemin a N pics si et seulement si la représentation de Frobenius de la

paire de surpartitions a N colonnes.

Démonstration. On démontre cette proposition par une bijection directe qui généralise
une bijection présentée dans [49]. Etant donné un chemin compté par Ej,(s,t,n), qui
commence en (0,k — 7), et un pic (z,y), soit u (resp. v) le nombre de a-pics (resp. le
nombre de b-pics) situés a la gauche du pic. En commencant par la gauche du chemin, on

construit un tableau a deux lignes de la droite vers la gauche en associant a ce pic une

p
colonne du tableau , ol

p=(r+k—i—y+u—0v)/2 (IL.56)

et

g=(@—k+i+ty—2—u+v)/2 (I1.57)

s'il y a un nombre pair de pas E a gauche du pic, et
p=(@+k—it+y—1+u—v)/2 (I1.58)

et

g=x—k+i—y—1—u+v)/2 (I1.59)

s'il y a un nombre impair de pas E a gauche du pic. De plus, on surligne les parts
correspondantes comme suit :

— si le pic est un 1-pic, on surligne p et ¢;

— si ¢’est un a-pic, on surligne p;

si ¢’est un b-pic, on surligne q.
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Par exemple, le chemin de la figure 11.3 ci-dessous correspond a la paire de surpartitions

dont la représentation de Frobenius est

=3
|
w
[\

14 12 12 8

oy
|
w
—

9 8 8 7

Fi1G. I1.3 : Illustration de la correspondance entre chemins et symboles de Frobenius.

Dans cet exemple, on a k =5 et 1 = 3.

Pour établir la proposition, il faut montrer que le résultat de cette opération est bien
la représentation de Frobenius d’une paire de surpartitions comptée par Cj;(s,t,n) et
que l'application est inversible. La démonstration est quelque peu fastidieuse et prend
quelques pages de calculs et d’observations. Vers la fin de la démonstration, on laissera
de coté certains détails dans les cas analogues a ceux déja traités.

D’abord, il n’est pas évident a priori que les nombres p et ¢ définis ci-dessus soient, des
entiers. Pour le montrer, remarquons d’abord qu’au point de départ du chemin, soit en
(x,y) = (0,k — 1), les quantités p et ¢ dans (I1.56) et (I1.57) sont des entiers. La parité
de x —y, x+ 1y, u—v et u+ v est préservée par les pas NE, SE et SO, tandis qu'un pas
S change la parité de toutes ces quantités. Le seul probléme se pose quand on a un pas
E, qui change la parité de z — y et de z + y. C’est pour cela qu’'on a deux cas dans la
définition de p et g, ce qui garantit que notre tableau a deux lignes ne contient que des
valeurs entiéres.

Ensuite, la définition de notre transformation implique que le nombre de pics du chemin
est égal au nombre de colonnes du tableau correspondant. Elle implique également que si
le chemin contient s (resp. ¢) pics marqués par a (resp. par b), alors le tableau posséde
s (resp. t) parts non surlignées dans la ligne du bas (resp. du haut). On rappelle qu'un
ab-pic est marqué par a et par b. En ce qui concerne n, quelle que soit la définition de p

et g, on a toujours

ptqg+l=u (11.60)
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Par conséquent, si n est I'indice majeur du chemin, alors n est aussi la somme de toutes
les valeurs du tableau correspondant et du nombre de colonnes.
En appliquant la définition II1.17, on calcule les rangs successifs du tableau a deux

lignes. Remarquons d’abord que la définition des rangs et celle de notre transformation

D
impliquent que si est la 7 colonne du tableau en partant de la gauche, le j¢ rang

q
successif est égal & p — g — u + v. Les pics sont tous de hauteur au moins 1, donc pour un

pic (x,y) qui est précédé d’'un nombre pair de pas E, on a :

I<y=k—t+14+q¢g—p+u—-—v<k-1
& —i+2<p—q—ut+v<k—1i (I1.61)

< le rang successif correspondant est > —1 +2 et <k —1
et si le pic est précédé d’un nombre impair de pas E, on a :

1<y=p—q—utv—-—k+i1<k-1
S k—i+1<p—qg—ut+v<2k—i—1 (I1.62)

< le rang successif correspondant est > k —1+ 1 et <2k —1— 1.

Par conséquent, les rangs successifs du tableau sont tous dans U'intervalle [—i 42, 2k—i—1].
Enfin, il faut montrer que dans le tableau a deux lignes que nous avons construit,

chaque ligne est une surpartition en parts positives ou nulles. Dans la suite, on note (x;, y;)

p .

les coordonnées du j° pic en partant de la droite et | 1a colonne correspondante, c’est-
4q;

a-dire la j° colonne en partant de la gauche.

D’abord, on montre que py > 0. Si le pic le plus a gauche a un nombre pair de pas E
a sa gauche, alors py = (xny +k — i — yn)/2. 1l est facile de voir que que chaque sommet
a une valeur de x — y supérieure ou égale a celle du sommet précédent. Comme le chemin
commence en (0, k—i), on a t—y = —k+1i au début du chemin et on a donc z—y > —k+i
pour tous les sommets et en particulier pour le pic le plus a gauche. Si maintenant notre
pic a un nombre pair de pas E a sa gauche, alors py = (zy +ynv + &k —i — 1)/2. Comme
ry =2 1, yy = 1 et k >4, on obtient que py = 0.

Ensuite, on montre de maniére similaire que gy > 0. Si le pic le plus a gauche a un

nombre pair de pas E a sa gauche, alors ¢y = (zy + yn — (k — i) — 2)/2. Le chemin
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commence en (0, k — i), les pas qui peuvent apparaitre avant le pic le plus a gauche (SE,
E et NE) ne font pas diminuer x 4 y, et il doit y avoir un pas NE avant le premier pic,
qui fait augmenter x + y de 2. Par conséquent, xny +yy — (k—1i) —2 > 0. Si le pic le plus
a gauche a un nombre impair de pas E a sa gauche, alors gy = (xy —yny — (K —1i) — 1)/2.
Dans ce cas, le chemin passe par le point (k—i+ 1,0), et comme z —y ne diminue jamais,

on a qy = 0.

Maintenant qu’on a prouvé que toutes les valeurs du tableau sont positives ou nulles,
on va maintenant montrer que les suites {p;} et {g;} sont des surpartitions, c¢’est-a-dire
que p; = pjy1 (resp. g; = ¢j+1) avec une inégalité stricte si p;41 (resp. ¢j41) est surlignée.
Montrons d’abord que p; > p;i1. On considére quatre cas. Si le j® pic (en partant de
la droite) et le (j + 1)¢ ont tous les deux un nombre pair de pas E a leur gauche, alors
Pj—Dj+1 = (T;—Tj1—Yj+Yjr1+u;—ujs1—v;+v41) /2. On a toujours x; —x41 = Yj—Yj+1
car x —y ne diminue jamais le long du chemin. On ne peut avoir u; — w1 —v; +v41 <0
que si le (j+1)° pic est un b-pic, mais dans ce cas, on a x; —xj11 > y; —Y;+1- Si le j© pic et
le (j+1)° pic ont tous les deux un nombre impair de pas E a leur gauche, la démonstration
est identique. Si le j¢ pic a un nombre impair de pas E a sa gauche et que le (j + 1)° pic a
un nombre pair de pas E a sa gauche, le résultat se montre facilement en utilisant le fait
que T; — x4 = 2 puisqu’il y a au moins un pas E entre les deux pics. Dans le dernier cas,
ot le j° pic a un nombre pair de pas E a sa gauche et le (j 4+ 1)° pic a un nombre impair
de pas E a sa gauche, on a p; —pji1 = (¥, —Tj41 — y; — Yjp1 + 1+ uj — w1 —v; +vj41)/2
Puisqu'’il y a au moins un pas E entre le j¢ pic et le (j+1)° pic, on a z; —xj41 = y; +yj+1
sauf si le (j + 1)° pic est un ab-pic (voir la figure I11.4). Comme u; — u;41 ne peut valoir
que 0 ou 1 (de méme pour v; —v;41), on a 1 +u; —ujr; —v;+v41 = 0 et par conséquent,
pj —pj+1 = 0. Sile (j+ 1) pic est un ab-pic, on a z; — xj41 = y; + yj+1 — 1, uj = ujqq et

v; = vj41. On a donc également p; — p;q = 0.

On a donc vu que dans tous les cas, on a p; = p;y1. Si pj1 est surlignée, alors le
(7 + 1)¢ pic est un 1-pic ou un a-pic. En reprenant les arguments précédents, on trouve
que U'inégalité p; > p;jiq est stricte quand le (j + 1)¢ pic est un 1-pic ou un a-pic. La
démonstration pour les {¢;}, trés similaire au cas des {p;} traité ci-dessus, est laissée au

lecteur.

I est assez simple de voir que I’application est inversible. En commencant par la gauche
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Tjt1 T Lj+1
Fi1G. I1.4 : Sile (j + 1)® pic n’est pas un ab-pic (& gauche), on a x; — z;41 = y; + yj11.
Si le (j + 1) pic est un ab-pic (& droite), on a seulement z; — x;11 > y; + yj+1 — 1 mais

comme u; = Uj41 et v; = V41, p;j — Pj+1 est bien positif ou nul.

p
du tableau, pour toute colonne , les valeurs de u et v sont déterminées par les parts

q
surlignées des colonnes situées a droite. Par conséquent, pour retrouver la position (z,y)

d’un pic dans le chemin & partir de la colonne, on doit résoudre soit les équations (I1.56)
et (I1.57), soit les équations (I1.58) et (I1.59) en x et y. Seul un de ces deux systémes
d’équations admet une solution ot x et y sont des entiers strictement positifs. [.’équation
(I1.60) garantit que x n’augmente pas au cours du processus. Il y a alors une maniére
unique de placer les pas entre les pics, et (I1.61) et (II.62) montrent que le chemin ne

dépasse jamais la hauteur k£ — 1. Cela achéve la démontration de la proposition. O

On va conclure cette section en énongant et en démontrant I’analogue de la proposition

I1.18 pour les fonctions Cy (s, t,n) et Ey (s, t,n).

Proposition I1.19. [l existe une bijection entre les chemins d’indice majeur n comptés
par E’k,i(s, t,n) et les paires de surpartitions de n comptées par é’k,i(s, t,n). Cette bijection
est telle que les chemins ont N pics si et seulement si la représentation de Frobenius de

la paire de surpartitions a N colonnes.

Démonstration. Un chemin compté par Ekﬁi(s,t,n) est aussi compté par Ej;(s,t,n) et
une paire de surpartitions comptée par CN*M(S, t,n) est aussi comptée par Cy (s, t,n). On
peut donc appliquer la bijection utilisée dans la démonstration de la proposition II.18 a
un chemin compté par Ekﬂi(s,t,n). On doit alors montrer qu’aucun des rangs successifs
de la paire de surpartitions correspondant ne peut étre égal a 2k — ¢ — 1. Si c¢’était le
cas, on aurait p —q —u +v = 2k — i — 1 et d’aprés la bijection, on sait qu’on a soit

p—q—u+v=k—i—y+1,soit p—q—u+v=k—i+y. Le premier cas implique que
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y = 2 —k, ce qui impossible vu que k > 2 (y est la hauteur d’un pic, donc il est supérieur
ou égal a 1). Le deuxiéme cas implique que y =k —letp=(r +u—v+2k—i—2)/2.
Comme p est un entier, on a * — u + v = ¢ (mod 2). Cela est interdit par la derniére

condition de la définition des Ey (s, t,n). O

I1.7 Dissection de Durfee et (k,i)-conjugaison pour les
paires de surpartitions

Dans cette section, on étudie les paires de surpartitions comptées par Dy ;(s,t,n) dans
le théoréeme II1.3 et par [?k,i(s, t,n) dans le théoréme I1.4. On achéve notre démonstration
de ces deux théorémes en utilisant la théorie des paires de Bailey pour montrer que ces
deux quantités sont respectivement égales a By ;(s,t,n) et Bkﬂi(s, t,n). Le but est d’étendre
des travaux d’Andrews [22]| et de Garvan [56] aux paires de surpartitions en utilisant la
représentation de Frobenius.

On commence par rappeler une bijection utile pour les surpartitions : I’algorithme de
Joichi-Stanton [66]. A partir d'une surpartition a de taille n en N parts positives ou nulles
(ott on peut surligner la premiére occurrence d’'un nombre), on obtient une partition A
en N parts positives ou nulles et une partition g en parts distinctes positives ou nulles
et strictement inférieures & N, telles que || 4+ |u| = n, de la facon suivante. On initialise
d’abord A & «. Ensuite, pour tout m entre 1 et N, si la m® part de « est surlignée, on
enléve le surlignage de la m*® part de A\, on diminue de un les m — 1 premiéres parts de A
et on ajoute une part m — 1 a u. Par exemple, a = (5,4, 3, 3) nous donne \ = (4,3, 3,3)

et = (2,0).
Définition I1.20. On dit que X est la partition associée de a.

Ainsi, étant donné une paire de surpartitions, on peut décomposer sa représentation de
Frobenius en quatre partitions A1, i1, A2, pt2, 01 Ay et pq (resp. A2 et uy) sont obtenues en
appliquant ’algorithme de Joichi-Stanton a la ligne du haut (resp. du bas). Par exemple,

la paire de surpartitions dont la représentation de Frobenius est

12 12 7 6 5 3 2 1

wl

14 12 10 8 6 5 2
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nous donne Ay = (9,9,5,4,3,2,1,1), 3 = (7,5,2), Ao = (11,9,8,7,5,4,3,2) et puy =
(6,3,2).

Ensuite, on définit la notion de paire de surpartitions (k,7)-admissible qui apparait
dans I’énoncé du théoréme 11.3. La (k, i)-admissibilité pour les paires de surpartitions est
similaire, mais pas totalement identique, a la (k, ¢)-admissibilité pour les partitions définie

dans |22] (voir page 21).

Définition 11.21. Soit ™ une paire de surpartitions, Ay la partition associée a la deuxiéme
ligne de son symbole de Frobenius et N le conjugué de \y. On dit que 7 est (k,i)-admissible
st Ny est obtenu a partir d’une partition v en parts positives ou nulles qui a au plus k — 2
carrés de Durfee en insérant une part de taille n; dans v pour tout j tel que ¢ < j < k—1.
Ici, nj est la taille du (j — 1) carré de Durfee de v si j > 2, et ny est le nombre de

colonnes dans la représentation de Frobenius de la paire de surpartitions.

Par exemple, la paire de surpartitions dont la représentation de Frobenius est

11 10 9 5 3

(@]

12 11 11 6

est (4,2)-admissible : on a ici Ay = (10,10, 10,6,6) et donc X, = (5,5,5,5,5,5,3,3,3,3),
qui est obtenue & partir de v = (5,5,5,5,5,3,3,3) en ajoutant une part ny = 5 et une
part nz = 3.

On rappelle que Dy ;(s,t,n) est défini comme le nombre de paires de surpartitions de
n (k,i)-admissibles dont la représentation de Frobenius posséde s parts non surlignées

dans la ligne du bas et ¢ parts non surlignées dans la ligne du haut.

Proposition 11.22. On a la série génératrice suivante :

qm+n§+---+n§,1+ni+---+nk_1 (=1/a, —1/b),,a™b™

Z Dy (s, t,n)a’b'q" = Z =

5,t,n>0 ny>>ng_q1 =0 (q)n17n2 e (q)nk—27nk71 (q)nk71

(I1.63)

Démonstration. Considérons une paire de surpartitions comptée par Dy ;(s,t,n) dont la
représentation de Frobenius a n; colonnes. En utilisant l'algorithme de Joichi-Stanton
sur les deux lignes, on peut décomposer cette représentation de Frobenius de la maniére

suivante :
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la ligne du haut, qui est comptée par

(=1/b)n, U™
(Dna 7
le facteur 1/(q)n, correspondant a Ay et le facteur 6™ (—1/b),,, a u1;
les n; colonnes (on rappelle que n =ny + Y (a; + b;)), qui sont comptées par ¢"* ;
— la partition py en n; parts positives ou nulles (obtenue a partir de la ligne du bas)
qui est comptée par (—1/a),,a™ ;

2 2
not g :

les k — 2 (au plus) carrés de Durfee de v, qui sont comptés par q

— les régions situées entre les carrés de Durfee de v, qui sont comptées, d’aprés le

M)
N2j, N3], Nk—114

les parts n;, ..., n,_; insérées dans v, qui sont comptées par g™t t7k-1,

théoréme 1.1, par

Ces trois derniers morceaux forment \,, le conjugué de la partition associée de la ligne
du bas. En sommant sur nq,...,ng_1, on obtient la série génératrice :

> (/D) b (=1/a),,a™ g™ g3t +rkgrittnen {nl] ["’“—2}
q q

n N
1 Zng >0y 20 (@), 2 k-1

S a0 (D
ni>no > 2ng_1 >0

(q>n17n2 e (q)nk72*nk71(Q)nk71

O

Pour incorporer Dy ;(s,t,n) dans le théoréme I1.3, on utilise la théorie des paires de
Bailey pour montrer que la série multiple (I1.63) est égale a (I1.39). Plus précisément, on

va utiliser le lemme suivant :

Lemme I1.23. Si (av,, 8,) est une paire de Bailey par rapport a q, alors pour tout 0 <

1<k ona
nitnitengtnigteng (] /g —1 n1
@i g g o A )
(Q7 —ag, _bQ)oo 1 >0 30 (Q)m—nQ T (q)nk—l_nk
_ 0 1 (=1/a, —1/b),(ab)q™*=m=Dtin(] _ g
(@)% (D% &7 (—aq, =bq)n

(IL.64)

q(n2+n)(k7i) q((nf1)2+(n71))(k7i)+2n71
X — 1_ q2”_1 Ap—1 | -
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Démonstration. Ce résultat est un cas particulier du théoréme 1.5 : on pose a = ¢, p; =
—1/a, o0y = —1/b, et on fait tendre n ainsi que tous les p; et o, restants vers 'infini dans

cette identité pour obtenir le lemme. ]

Démonstration de I’égalité By ;(s,t,n) = Dy(s,t,n) dans le théoreme I1.3. Elle utilise la

paire de Bailey par rapport a ¢ suivante [89, p. 468, (B3)] :

1 —1)" n(3n+1)/2 1 — g2ntl
Bn = et = (=g (1=q )
(1—q)

En remplacant dans le lemme I1.23 et en simplifiant, on obtient

qn1+n§+---+ni+m+1+---+nk(_1/% —1/b) a™Mpm

Z ni

n122nk20 (q)nl_n2 e (q)nk—l_nk (q)nk

(—aq, —bq)o (1 . qlmz+(l<:—z‘+1)n+n(n+1)/2(_ab)n(_l/&7 ~1/b),
n>1

(qa &bQ)oo (_aqa _bQ)n

+

n>1

qan_(k—z‘)n+n(n+1)/2(_ab)n(_l/&7 _1/b)n
(—ag, —bg)n

En remplacant n par —n dans la deuxiéme somme, en simplifiant a I’aide de (I11.38), puis

en remplacant k par kK — 1 et ¢ par i — 1, on aboutit a (11.39). O

On s’intéresse maintenant aux fonctions Dy ;(s,t,n). On définit une opération sur les
paires de surpartitions, appelée k-conjugaison, qui utilise encore une fois la représentation
de Frobenius. On fait appel a la décomposition d'un symbole de Frobenius décrite aprés
la définition 11.20. Notons A} (resp. A}) le conjugué de A; (resp. de Ag). Alors \| et A,
sont des partitions en parts inférieures ou égales a ny, ot n; est le nombre de colonnes de
la représentation de Frobenius. On considére deux régions. La premiére région, notée G,
est la partie de A} située sous son (k —2)® carré de Durfee. La deuxiéme région, notée G1,
est formée des parts de A} qui sont inférieures ou égales a la taille du (k — 2)°® carré de

Durfee de \;,. Sik =2, 0ona Gy = N, et G; = \].

Définition 11.24. Le k-conjugué d’une paire de surpartitions est une paire de surparti-
tions obtenue de la facon suivante. On échange d’abord les deux régions G et Go pour
obtenir deuzr nouvelles partitions N{ et Xj. Ensuite, on les conjugue pour obtenir \{' et
Ny Enfin, on utilise l’algorithme de Joichi-Stanton a lenvers pour assembler \|' et p

pour former la ligne du haut et Ny et ps pour former la ligne du bas.
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On remarque que si \;, a moins de k — 2 carrés de Durfee, la k-conjugaison est en
fait I'identité car GG; et G5 sont vides. Remarquons aussi que cette k-conjugaison est une
généralisation de la k-conjugaison pour les surpartitions définie dans [48], qui est elle-
méme une généralisation de la conjugaison pour les surpartitions de Lovejoy [73] et de
la k-conjugaison pour les partitions de Garvan [56]. Si k = 2 et qu’il n’y a pas de parts
non surlignées dans le symbole de Frobenius, on retrouve la conjugaison classique des
partitions décrite au chapitre I, qui consiste a intervertir les deux lignes du symbole.

En reprenant I'exemple qui suit la définition I1.20, il est facile de voir qu’on a | =
(8,6,5,4,3,2,2,2,2) et A, = (8,8,7,6,5,4,4,3,2,1,1). Pour k = 4, si on échange les deux
régions définies ci-dessus, on a A/ = (8,6,5,4,3,2,1,1) et \; = (8,8,7,6,5,4,4,3,2,2,2,2)
(voir la figure 11.5). En conjuguant, on obtient les partitions A/ = (8,6,5,4,3,2,1,1)" et

m

yo=(12,12,8,7,5,4,3,2). En appliquant I’algorithme de Joichi-Stanton a l’envers (on
rappelle que uy = (7,5,2) et que pup = (6,3,2)), on voit que le 4-conjugué de 7 est

11 9 7 653 21

e T |

N, Ny N Vi

(a) Décomposition de 7. (b) Décomposition de 7).
Fic. IL.5 : Illustration de la 4-conjugaison. Pour la paire de surpartitions initiale 7
(sous-figure I1.5(a)), on a A} = (8,6,5,5,4,3,2,2,2) et X, = (8,8,7,6,5,4,4,3,2,1,1).
Les régions coloriées sont échangées par la 4-conjugaison, ce qui nous donne \| =
(8,6,5,5,4,2,1,1) et \J = (8,8,7,6,5,4,4,3,3,2,2,2) pour 7, le 4-conjugué de 7 (sous-
figure I1.5(b)).

Définition I1.25. On dit qu’une paire de surpartitions est auto-k-conjuguée si elle est

invariante par k-conjugaison.

'On remarquera que \{ est auto-conjuguée. Ce n’est que le fruit du hasard. ..
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Dans la figure I1.5, on n’a pas une paire de surpartitions auto-4-conjuguée car les

régions échangées par la 4-conjugaison ne sont pas identiques.

Proposition I1.26. La série génératrice des paires de surpartitions auto-k-conjuguées est

R )y (1),

(11.65)
(07 TR () MNRN (/SR P

nizngz..2ng_120
ot ny est le nombre de colonnes du symbole de Frobenius et ns,...,ng_1 sont les tailles

des k — 2 premiers carrés de Durfee successifs de N,.

Démonstration. La décomposition d’une paire de surpartitions auto-k-conjuguée est si-
milaire a celle d’une paire de surpartitions (k, k)-admissible. Le symbole de Frobenius se
décompose de la maniére suivante :
— 1, qui est compté par (—1/b),, 0™ ;
— Mg, qui est compté par (—1/a),,a™ ;
les n; colonnes, qui sont comptées par ¢™ ;

les k — 2 carrés de Durfee de X, qui sont comptés par ¢"3+ -1 ;

les régions situées entre les carrés de Durfee de A, qui sont comptées par

)
na2], Nkg—1]4

— les parts de A] qui sont supérieures a ng_1, la taille du (k — 2)® carré de Durfee de

A} (et qui sont bien sir inférieures ou égales a ny) : elles sont comptées par

1 _ (q)nk—l .
(T=gmt)- (1 =gm) (@,

— les deux régions identiques GGy et G, qui sont comptées par

1
(0% ¢ )niy
car 1/(q2; q2)n est la série génératrice des partitions en au plus n parts paires, et
c’est aussi la série génératrice des couples de partitions identiques ayant chacune au
plus n parts. La preuve de ce résultat est trés simple : étant donné une partition en
au plus n parts paires, on divise chaque part en deux moitiés égales et on attribue

la premiére moitié a la premiére partition et la deuxiéme moitié a la deuxiéme. On

obtient bien ainsi deux partitions identiques en au plus n parts.
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En sommant sur ny,ns,...,n,_1, on obtient la série génératrice :

ST (1B b (<1 fa), @M g M {”H] @Dy 1
q q

N9 k1], (On (€% q2)nk—l

niz..2ng_120

Ly O e

n1=...>np_10 (q)nlf’nQ ttt (q)nk72ink71 (qQ; q2)nk71

O

Définition I1.27. On dit qu'une paire de surpartitions est auto-(k,i)-conjuguée si elle
est obtenue en prenant une paire de surpartitions auto-k-conjuguée et en ajoutant une
part n; (n; est la taille du (j — 1) carré de Durfee successif de Ny si j > 2, et ny est le

nombre de colonnes du symbole de Frobenius) a Ny pour i < j <k —1.

On rappelle qu’on note Dk,i(s,t,n) le nombre de paires de surpartitions de n auto-
(k,i)-conjuguées dont la représentation de Frobenius a s parts non surlignées dans la ligne
du bas et ¢ parts non surlignées dans la ligne du haut. On peut maintenant achever la

démonstration du théoréme 11.4.

Démonstration de ’égalité [?k,i(s, t,n) = B;m-(s, t,n) dans le théoreme II.4. 1l est clair, é-

tant donné la proposition I1.26 et la définition I1.27, que

qn1+n§+---+ni_1+m‘+---+nk71(_1/a’ —1/6) ampn

Z D]“Z‘(S, t, n)asbtq” = Z ni

st ny>ng > >ny_1 =0 (q)n17n2 st (q)nk727nk71 (q2’ q2)nk71

(IL.66)
Considérons la paire de Bailey par rapport a ¢ suivante [89, p.468, (E3)] :

1 (=D (1 — gt
v e

(% ¢*)oo
En remplacant dans le lemme I1.23 et en raisonnant comme dans le cas de Dy (s, t,n),

on obtient que (I1.66) est égal a (I1.40). O



Chapitre 111

Preuves combinatoires

Certains des résultats du chapitre II ont été démontrés par des méthodes non combi-
natoires, par exemple en établissant des équations aux g-différences vérifiées par les Ry ; et
Rk,z’ ou en utilisant le treillis de Bailey. Il est naturel de se demander si I’on peut prouver
ces résultats d'une fagon purement combinatoire. Ce n’est probablement pas le cas, vu la
difficulté de démontrer combinatoirement les identités de Rogers-Ramanujan qui ne sont
qu'un cas trés particulier de nos résultats. Cependant, dans ce chapitre, on va montrer
combinatoirement la correspondance entre les chemins et les séries multiples de la section
I1.7, d’une part, et celle entre les chemins et les surpartitions vérifiant des conditions de

multiplicités, d’autre part.

III.1 Chemins et séries multiples

Au chapitre précédent, les chemins ont été liés combinatoirement aux paires vérifiant
des conditions de rangs successifs et 1’étude des paires vérifiant des conditions sur leur
dissection de Durfee a fait apparaitre certaines séries multiples. Dans cette section, on
montre par un argument combinatoire que les séries multiples intervenant respectivement
dans (I1.63) et (I1.66) sont les séries génératrices des chemins comptés respectivement par
Ei(s,t,n) et Ek,i(s, t,n). Ce résultat est une extension de |49, section 6.2] ou les travaux
de Bressoud [38| ont été généralisés aux surpartitions.

On va utiliser la notion de hauteur relative d’'un pic. Cette notion a été définie ori-

ginellement par Bressoud [38] pour les chemins de Bressoud-Burge. Une définition plus
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simple de la hauteur relative a été proposée par Berkovich et Paule [34] et étendue dans
[49] aux chemins sans pics marqués par b. On étend a présent cette définition aux chemins

définis a la section 11.5.

Définition IT1.1. La hauteur relative d’un pic (z,y) est le plus grand entier h pour lequel
on peut trouver deux sommets (z',y—h) et (", y—h) situés sur le chemin respectivement
avant et apres (x,y) et tels qu’entre ces deux sommets, il n’y a pas de pic de hauteur >y

et que tous les pics de hauteur y ont une abscisse > x.

Cette notion est bien définie car pour A = 1, on peut toujours trouver deux sommets
(x',y—1) et (2", y—1) vérifiant les conditions demandées. Dans la définition originelle de
Berkovich et Paule, les deux sommets doivent vérifier 2/ < x < 2”, ce qui est équivalent a
dire, dans le cas des chemins de Bressoud-Burge, que (2',y —h) et (2", y — h) sont de part
et d’autre de (z,y). Pour nos chemins, on a toujours 2’ < x mais on peut avoir z” = x si
(x,y) est un a-pic ou un b-pic, ou méme z” = z — 1 si ¢’est un ab-pic.

Par exemple, les hauteurs relatives des pics du chemin de la figure I1.3 (reproduit sur

la figure II1.1) sont, de gauche a droite, 2, 1, 4, 1, 2, 1, 1 et 3.

1 a b /\/A\

FiG. III.1 : Illustration de la notion de hauteur relative.

Seul le cas des chemins vérifiant les (k,i)-conditions impaires sera traité en détail, le

cas des (k,)-conditions impaires étant trés similaire. On va démontrer le résultat suivant :

Proposition II1.2. Le coefficient de a®b'q™ dans

gty (] fa, —1/b),, a™ b (I11.1)
(Q)nrnz T (q)nk—2*nk—l(q)nk—l .

est le nombre de chemins d’indice majeur n, avec s pics marqués par a et t pics marqués
par b, vérifiant les (k,i)-conditions impaires et ayant n; pics de hauteur relative > j pour

1<j<k—1.
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De ce résultat, on peut alors déduire que

qn1+n§+---+ni_1+m‘+---+nk71(_1/a’ —1/6) ampnt

Z ni

n1z-2ng_120 (q)nlan e (q)nk727nk71(q)nk71

= Z Eri(s, t,n)a’b'q"

s,t,n>0

= Ryi(a,b;1;q),

la derniére égalité découlant des résultats des sections I1.2 et I1.5.

Pour démontrer cette proposition, on va utiliser un résultat de Bressoud [38] :

Lemme IT1.3 (Bressoud). Le coefficient de ¢" dans

qn§+n§+---+n§,1+m+---+nk,1

(Dni—ns  (Dnp—g—nge_y (g

est le nombre de chemins de Bressoud-Burge d’indice majeur n, commencant a la hauteur
k —1, dont la hauteur est toujours strictement inférieure a k et ayant n; pics de hauteur

relative > 7 pour 1 < j < k—1.

Un exemple d’un tel chemin, tiré de [38], est donné par la figure I111.2. Pour ce chemin,

onak=4,1=1,n =3, ny=1et ng=1.

FiG. II1.2 : Exemple de chemin de Bressoud-Burge. On a indiqué au-dessus de chaque

pic sa hauteur relative.

Démonstration de la proposition II1.2. On généralise le raisonnement de [38|. Considérons
un chemin de Bressoud-Burge qui commence a la hauteur k—i, dont la hauteur est toujours
strictement inférieure & k—1 et ayant n; pics de hauteur relative > j—1 pour 2 < j < k—1.
D’apreés le lemme III.3, ces chemins sont comptés par

qn§+--~+n§,1+ni+-~-+nk_1

Pk,i,ﬁ'(q) = (Q)ng—ns Ce (q)nk_Q_nk_l(Q)nk_l

(111.2)

ou2<i<ketn=(ng,...,ng_1). On a remplacé k par k — 1, i par i — 1 et n; par n, 4

dans le lemme T11.3 car I’algorithme qu’on va décrire va modifier les hauteurs relatives (ce
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qui aura pour conséquence que dans le chemin final, n; sera le nombre de pics de hauteur
relative > j) et introduire les termes en n;, nous donnant ainsi la série génératrice sous
la forme (IIL.1).

Pour tout & > 2 et tout ¢ tel que 1 < ¢ < k, on décrit un algorithme qui produit
un chemin compté par (III.1) & partir d’'un chemin compté par Py, 7(q) si ¢ > 2 ou par
Pro.i(q) sii =1, de deux partitions « et 5 en parts distinctes comprises entre 0 et k—1 et
d’une partition vy en ny; — ny parts positives ou nulles. On illustrera les différentes étapes
de cet algorithme dans le cas k = 5 et ¢ = 2, avec comme entrées de I'algorithme le chemin
de la figure II1.2 compté par P52 31,1) et les partitions a = (6,3,1,0) et § = (4,0).

On devra prouver que cette procédure est bijective, que tous les chemins comptés par
E) (s, t,n) peuvent étre engendrés par notre algorithme, que la distribution des hauteurs
relatives n’est pas modifiée (sauf a la premiére étape ou la hauteur relative de tous les
pics augmente de 1) et que I'algorithme modifie la série génératrice comme on le souhaite.

On effectue d’abord un « soulévement volcanique » en insérant en chaque pic un pas
NE suivi d’un pas SO (voir figure I11.3). Cette opération augmente toutes les hauteurs

relatives de 1.

DO

Fic. I11.3 : Effet du soulévement volcanique sur le chemin de la figure I11.2.

Ensuite, on insére au début du chemin le chemin d’indice majeur minimal commencant
en (0,k—1) et possédant ny —ng ab-pics (voir figure I111.4). On remarque que ces nouveaux
pics sont tous de hauteur relative 1 et que ce sont les seuls pics dans ce cas, puisque le
soulévement volcanique a augmenté de 1 toutes les hauteurs relatives.

Si ¢ = 1, on introduit un pas SE supplémentaire au début du chemin, de (0,5 — 1) &
(1,k—2).

Ensuite, pour tout j tel que 1 < j < nq, si a contient une part 5 — 1, on transforme le
j¢ pic en partant de la droite en b-pic, puis si 3 contient une part j — 1, on transforme le
j¢ pic en partant de la droite en a-pic si ¢’est un ab-pic ou en 1-pic si ¢’est un b-pic (voir

figure I11.5). Ces transformations ne modifient pas les hauteurs relatives.
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0 g 00

Fi1G. I11.4 : Résultat de I'insertion du chemin minimal & n; — ny = 4 pics au début du

chemin de la figure I11.3.

FiG. IIL.5 : Résultat de la transformation de certains pics dans le chemin de la figure

I11.4. Dans cet exemple, o = (6,3,1,0) et 3 = (4,0).

Enfin, pour tout j tel que 1 < j < ny — no, on déplace le j¢ pic de hauteur relative 1
a partir de la droite 7, fois selon les régles illustrées par la figure III.6.

Quand on déplace un pic, il peut rencontrer le pic situé immédiatement a sa droite.
On dit qu'un pic (z,y) rencontre un pic (2/,y') si
2

2 si(x,y) est un 1-pic

T —x =41 si(z,y)est un a-pic ou un b-pic

0 si(z,y) est un ab-pic.

\
Dans ce cas, on abandonne le pic qu’on était en train de déplacer et on déplace le pic situé
immédiatement & sa droite. Si on se retrouve avec une suite de pics contigus, on déplace
le plus a droite de ces pics (voir figure I11.7).

Pour achever la démonstration, on doit montrer que la distribution des hauteurs rela-
tives n’est pas modifiée par les opérations de la figure I11.6 (proposition 111.4), que notre
construction est inversible (proposition II1.5), qu’on engendre bien tous nos chemins (pro-

position II1.6) et que le chemin obtenu est bien compté par (II1.1) (proposition IIL.7). O

Proposition I11.4. Les opérations de la figure II1.6 préservent le nombre de pics de

hauteur relative > 7 pour tout j.

Démonstration. On va le montrer seulement pour les opérations 1, 2 et 3, la preuve pour

les autres opérations étant trés similaire (pour les opérations 4 et 7, la proposition se
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FiG. I11.6 : Régles de déplacement des pics de hauteur relative 1.

1 1
1 a a
a
FiG. IIL.7 : On veut déplacer le pic de gauche de deux pas vers la droite, mais apres le

premier déplacement, on se retrouve avec une suite de trois pics adjacents. On déplace

alors le pic le plus a droite de cette suite.

montre comme pour lI'opération 1; pour 5 et 8, elle se montre comme pour 2; pour 6 et
9, elle se montre comme pour 3). On note p le pic déplacé et (x,y) ses coordonnées. De
plus, on appelle montagne une partie d’'un chemin qui commence sur 1’axe horizontal ou
I'axe vertical, se termine sur I’axe horizontal et ne contient aucun sommet intermédiaire
sur cet axe (par exemple, le chemin de la figure TT1.1 a quatre montagnes et celui de la
figure IIL.5 en a deux).

Remarquons d’abord que la hauteur relative d'un pic est nécessairement inférieure ou
égale a sa hauteur (c’est-a-dire a son ordonnée) : en effet, si un pic de coordonnées (z,y)
a pour hauteur relative h, il existe un sommet d’ordonnée y — h situé sur le chemin, donc

y = h car nos chemins sont situés dans le premier quadrant. Il s’ensuit que la hauteur
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relative d’un pic ne dépend que des positions des pics situés dans sa montagne. Par
conséquent, pour démontrer la proposition, il suffit de s’intéresser aux hauteurs relatives
des pics des montagnes affectées par le déplacement ; les autres montagnes ne sont pas
modifiées, donc les hauteurs relatives de leurs pics ne changent pas.

Pour l'opération 1, qui ne peut étre appliquée que si y = 1, il est clair que la hauteur
relative de p ne change pas. Dans ce cas, p est le seul pic de sa montagne, qui est la seule
montagne affectée par le déplacement.

Pour l'opération 2, on distingue trois cas. Le premier cas est celui o y = 1. Si la
hauteur du pic suivant (noté p,) est supérieure a 2 (voir figure I11.8), la hauteur relative
de p reste clairement 1 d’apreés la figure, la hauteur relative de p, n’est pas modifiée car
il n’apparait pas de nouveau pic de méme hauteur que p, a sa gauche et celles des autres

pics de la montagne ot se trouve p, ne changent pas non plus. Si la hauteur de p, est égale

FiG. II1.8 : Cas ou la hauteur de p est égale & 1 et celle de p, est supérieure a 2. On a
indiqué les abscisses 2’ et 2" qui interviennent dans la définition de la hauteur relative de

p; on constate que cette hauteur relative ne change pas.

a 2, p et p, échangent leurs hauteurs relatives (voir figure 111.9) et les autres hauteurs
relatives ne changent pas. Au total, le nombre de pics de hauteur relative donnée n’est

pas modifié. Le deuxiéme cas est celui ot y > 1 et p est le premier pic de sa montagne.

FiG. II1.9 : Cas ou p et p, échangent leurs hauteurs relatives. Cela ne modifie pas le

nombre de pics ayant une hauteur relative donnée.

Dans ce cas, le raisonnement est similaire au cas précédent : si la hauteur de p, est égale a
) +

y—+1, p et p. échangent leurs hauteurs relatives ; sinon, les hauteurs relatives ne changent

pas. Enfin, si p n’est pas le premier pic de sa montagne, on distingue deux sous-cas. Si

la hauteur de p, est supérieure a y 4+ 1, la hauteur relative de p reste 1 d’apres la figure
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IT1.10, la hauteur relative de p, ne change pas car il n’apparait pas de nouveau pic de
méme hauteur que lui a sa gauche et les hauteurs relatives des autres pics ne changent

pas non plus. Si la hauteur de p, est égale & y + 1, p et p, vont échanger leurs hauteurs

Y

:E/ :El/ x/ x/l

FiG. II1.10 : Cas ou la hauteur de p, est supérieure & y+ 1. Encore une fois, la hauteur

relative de p reste 1.

relatives comme dans le cas illustré par la figure I11.9.

Pour I'opération 3, on distingue deux cas. Le premier est celui ol p est le dernier pic de
sa montagne. Dans ce cas, la hauteur relative de p reste 1 (voir figure I11.11). Les hauteurs
relatives des autres pics de la montagnes ne sont pas modifiées. En effet, en ce qui concerne
p_, il n’y a pas de pics plus hauts que lui a sa droite, avant comme apreés le déplacement :
sa hauteur relative ne change donc pas. Quant aux autres pics, le déplacement de p ne

change rien pour eux. Dans le deuxiéme cas, si p n’est pas le dernier pic de sa montagne,

N Ny

I/ I// I/ I//

Fi1G. II1.11 : Si p est le dernier pic de sa montagne, sa hauteur relative n’est pas modifiée.

il est également facile de voir que sa hauteur relative reste 1. Les hauteurs relatives des

autres pics ne sont pas modifiées pour les mémes raisons que précédemment. U

Proposition II1.5. La construction utilisée dans la démonstration de la proposition I11.2

est inversible.

Démonstration. On va décrire la procédure inverse. On part d’un chemin compté par
(ITI.1). 11 faut d’abord déplacer vers la gauche les pics de hauteur relative 1 : comme on
sait, grace a la proposition II1.4, que le déplacement des pics dans notre algorithme ne
modifie pas le nombre de pics de hauteur relative donnée, le nombre de pics insérés apres
le soulévement volcanique est égal au nombre de pics de hauteur relative 1 dans le chemin

compté par (IT1.1) obtenu a la fin de I'algorithme. On commence par le plus a gauche



II1.1 : Chemins et séries multiples 87

de ces pics et on le déplace jusqu’au début du chemin en appliquant en sens inverse les
opérations de la figure II1.6. Si notre pic devient adjacent & un autre pic au cours de ce
déplacement, on abandonne le pic qu’on était en train de déplacer et on déplace le pic situé
immédiatement a sa gauche; si on se retrouve avec une suite de pics contigus, on déplace
le plus & gauche de ces pics. L.e nombre de mouvements nécessaires pour amener notre pic
jusqu’au début du chemin nous donne 7,,, _,,. On procéde de la méme fagon pour les autres
pics de hauteur relative 1, ce qui nous donne une partition v en n; —no parts positives ou
nulles (il y a ny — ny pics de hauteur relative 1 et le nombre de mouvements nécessaires
pour déplacer le i pic de hauteur relative 1 en partant de la gauche est inférieur ou égal
au nombre de mouvements nécessaires pour déplacer le (i + 1)® pic).

Ensuite, on transforme les 1-pics en b-pics et les a-pics en ab-pics : si le i€ pic en partant
de la droite a été ainsi transformé, on ajoute une part + — 1 dans «, qui va donc étre une
partition en parts distinctes comprises entre 0 et ny — 1. Aprés, on transforme les b-pics
en ab-pics, ce qui nous donne de méme une partition 5 en parts distinctes comprises entre
0 et ny — 1. Tous les pics restants sont maintenant des ab-pics.

Si i = 1, on supprime le premier pas SE du chemin. Enfin, on supprime le chemin
minimal comprenant les ny — ny premiers pics, et pour chaque pic, on retire le pas NE
qui le précéde et le pas SO qui le suit. Cela diminue de 1 la hauteur de tous les pics, qui
sont maintenant tous des 1-pics. Le chemin obtenu est compté par Py ; 7(¢) si ¢ > 2 et par

Proilq) sii=1. O

Proposition II1.6. Tout chemin compté par Ey;(s,t,n) peut étre engendré par notre

algorithme.

Démonstration. On peut appliquer I'algorithme inverse décrit dans la démonstration de
la proposition II1.5 & n’importe quel chemin C compté par (III.1), ce qui nous donne un
chemin de Bressoud-Burge C'. En appliquant I’algorithme direct a ce chemin, on retrouve C
puisque les deux procédures sont inverses I'une de 'autre. Donc, pour tout chemin compté

par Ej ;(s,t,n), il existe un chemin de Bressoud-Burge qui permet de l'engendrer. ]

Proposition II1.7. Le chemin obtenu en appliquant notre algorithme est compté par

(I1L.1).

Démonstration. Le soulévement volcanique transforme les ny 1-pics en ab-pics et augmente

I'indice majeur de ny puisque chaque pic est décalé de 1. De plus, toutes les hauteurs
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relatives augmentent de 1, ce qui fait que n; compte maintenant les pics de hauteur
relative > j.

La contribution totale a I'indice majeur des ab-pics introduits a I’étape suivante est
de ny —ny (il y a ny — ny ab-pics qui sont tous d’abscisse 1). Au total, le soulévement

volcanique et l'insertion introduisent dans la série génératrice un facteur
(ab)™q"* x g™ "2 (ab)™ " = (abg)™.

Si 7 =1, on ajoute un pas SE supplémentaire au début du chemin, ce qui introduit un
facteur ¢™.

Quand on transforme le j¢ pic en partant de la droite en a-pic, I'indice majeur aug-
mente de j car les j — 1 pics les plus a droite sont décalés de 1 vers la droite. On effectue
cette transformation s’il y a une part 5 — 1 dans «; au total, 'augmentation de I'indice
majeur est égale a la taille de a, qui est une partition en parts distinctes comprises entre ()
et ny — 1. Cette étape introduit donc un facteur (—1/a),, et la deuxiéme transformation,
qui utilise 3, introduit de méme un facteur (—1/b),,.

Enfin, quand le j°® pic de hauteur relative 1 en partant de la droite est déplacé de -,
pas vers la droite, I'indice majeur augmente de 7;. Si on tient compte du déplacement de
tous les pics de hauteur relative 1, I’augmentation de I'indice majeur est égale a la taille

de 7, qui est une partition en ny; — ny parts positives ou nulles. Le déplacement des pics

introduit donc un facteur L O
(q)n17n2

Dans le cas des (k,17)-conditions paires, on raisonne de la méme facon en utilisant le

résultat suivant, qui est I’analogue du lemme II1.3 pour le cas pair :

Lemme III.8 (Bressoud [38]). Le coefficient de ¢" dans

q"?+"§+"'+ni_1+"i+'"+nk—1

(q)mfnz T (q)nk72*nk71 ((]2; q2)nk71

est le nombre de chemins de Bressoud-Burge d’indice majeur n, commencant a la hau-

teur k — i, dont la hauteur est toujours strictement inférieure a k, tels que tout pic de
coordonnées (z,k — 1) vérifie x =i —1 (mod 2), et ayant n; pics de hauteur relative > j
pour 1 < j<k—1.

L’analogue de Py 7(q) est

n34-4n?_ +ni+tng_1

q
(q)m—ns T (q)nk—Q_nk—l (q)nk—l

Prilq) = , (I11.3)
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qui est la série génératrice des chemins de Bressoud-Burge commencant a la hauteur k —1,
dont la hauteur est toujours strictement inférieure & k—1, tels que tout pic de coordonnées
(x,k — 2) vérifie z = i — 2 (mod 2), et ayant n; pics de hauteur relative > j — 1 pour
2<j<k—-1

Le soulévement volcanique augmente 1’abscisse et la hauteur de chaque pic de 1, ce qui
fait que les pics de hauteur maximale sont maintenant les pics de coordonnées (x,k — 1),
qui vérifient z =4 — 1 (mod 2).

Les pics insérés a 1'étape suivante ont pour coordonnées (1,k — i+ 1). Si i = 2, on
ak—i+1=Fk—1 et ces nouveaux pics vérifient bien la condition x =i — 1 (mod 2)
(a ce stade, il n’y a que des ab-pics donc u et v sont nuls pour tous les pics); si i > 2,

k—1+ 1< k—1donc I'abscisse de ces pics n’est pas contrainte.

Quand on transforme un ab-pic en a-pic, b-pic ou 1-pic, cela décale les pics situés a sa
droite, ce qui nous donne la condition z —u+v =i—1 (mod 2) pour les pics de hauteur
k—1.

Enfin, il faut s’assurer que le chemin va toujours vérifier les (k,i)-conditions paires
aprés le déplacement des pics de hauteur relative 1. Si on doit déplacer un pic de hauteur
k—1, sa hauteur va diminuer ; les pics restants de hauteur £ —1 ne bougent pas et vérifient
donc toujours la condition, et le chemin vérifie toujours les (k,7)-conditions paires. Par
ailleurs, on peut obtenir un nouveau pic de hauteur k—1 en appliquant ['une des opérations
2, 5 ou 8 a un pic de hauteur k — 2; ce pic va alors rencontrer un pic qui était déja de
hauteur & — 1. En traitant chacun des trois cas (le nouveau pic de hauteur £ — 1 est un
ab-pic, c’est un a-pic ou un b-pic, ou c’est un 1-pic), on montre facilement que comme
le pic qui était déja de hauteur k — 1 vérifie la condition x —u+v =7 —1 (mod 2), le

nouveau pic de hauteur k£ — 1 va aussi la vérifier.

IT11.2 Etude combinatoire des multiplicités dans le cas

des surpartitions

Notons f;(A) = f;(A) + f3(A) la multiplicité du nombre j dans une surpartition A,

c’est-a-dire le nombre total d’occurrences de j dans . Soit By;(j,n) = By.i(5,0,n) le
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nombre de surpartitions A de n avec j parts surlignées telles que pour tout ¢,

fl <1
1 si Apyg_1 est surlignée (111.4)
Ao — Aeyk1 =
2 sinon
ou, de maniére équivalente,
fl <1
k+1 siune part £ est surlignée (IIL.5)
Ve, fg + fg.;.il <
k sinon.

On notera cette derniere condition V¢, fy + fip1 < k(+1)7.

Quand on considére le cas ; = & (cas des surpartitions) des objets intervenant dans
le théoréme I1.1, on retrouve bien cette définition, car v (A, @)) = fo(A) + fr(X) = fe(N)
et la condition (ii) du théoréme devient fy(A) + fip1(A) = fe(A) + ferr(A) — fz(A) < k. On
a donc fy(A) + fer1(A) <k + fz(N), ce qui est équivalent a (II1.5).

Soit Eyi(j,n) = E;(j,0,n) le nombre de chemins de Bressoud-Burge généralisés
d’indice majeur n sans pics marqués par b qui ont j pas S (ou j pics marqués par a, ce qui
revient au méme ici) et qui vérifient les (k,)-conditions impaires. Le but de cette section

est de démontrer le résultat suivant, dont une ébauche de preuve a été présentée dans

[49] :

Proposition I11.9. Il existe une bijection entre les chemins comptés par Ek,i(j, n) et les
surpartitions comptées par Ekﬂ-(j, n). Cette bijection est telle que le nombre de pics d’'un
chemin est égal a la longueur de la suite de multiplicités de la surpartition correspondante

(cette notion sera définie dans la suite de la section).

Cette bijection n’a pas été généralisée aux paires de surpartitions pour le moment.

La démonstration de la proposition I11.9 est une généralisation de |39, section 3|. On va
utiliser la représentation d’une surpartition comme une suite de multiplicités : on associe
a une surpartition la suite finie (fo, f1, fo,...) ou on surligne f; si j apparait surligné.
Par exemple, la suite des multiplicités de A = (6,6,5,4,4,4,3,1) est (0,1,0,1,3,1,2).
Naturellement, la multiplicité f; est toujours nulle; on I'introduit ici pour simplifier les

définitions.
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On dit qu'une suite (fim, ..., fmse) est un multuplet ((¢ 4 1)-uplet de multiplicités) si
Jmie >0
— [m n'est pas surlignée;
Jm+p est surlignée pour 1 <p < - 1.
La longueur d'un multuplet (fm, ..., fmie) est £ et son m-poids est Zfzo(m + 1) fmgi- On
peut définir d’une facon générale le m-poids d'une suite de multiplicités (fu,. .., frip)
par Zfzo(m + z)fw, on remarque que la taille d’'une surpartition est égale au 0-poids

de sa suite de multiplicités.

On divise la suite de multiplicités d'une surpartition en multuplets en allant de la
droite vers la gauche. Quand on trouve une multiplicité strictement positive, on ferme
une parenthése a sa droite. On cherche la plus proche des multiplicités non surlignées
situées a sa gauche et on ouvre une parenthése a gauche de cette derniére multiplicité.
La longueur d’une suite de multiplicités est définie comme la somme des longueurs des
multuplets de sa décomposition. La décomposition étant unique, cette notion est bien
définie. Par exemple, la suite de multiplicités (0,2,0,2,1,1) nous donne la décomposition
((0,2),0,(2,1,1)); le multuplet (2,1,1) est de longueur 2 et le multuplet (0,2) est de
longueur 1, donc la longueur de la suite est 3. Dans le cas des partitions traité dans 39|,

les multuplets sont des couples de multiplicités (multuplets de longueur 1) et la longueur

d’une suite de multiplicités est simplement le nombre de ces couples.

On définit une application F' qui a un multuplet de m-poids n et de longueur ¢ associe
une suite de multiplicités de m-poids n — £. Etant donné un multuplet (fawr -+ frmse), 12

suite F'(fu, ..., fmte) est calculée en utilisant 'algorithme suivant :

Si fmye = 1, on enléve le surlignage de Jm+e et on surligne fy, ;
Si finge # Tet £>1, on enléve le surlignage de f,, ., 1 et on surligne f,, ;
— on diminue fy,4¢ de 1;

— on augmente f,, de 1.

Par exemple, pour m = 1 et le multuplet (1,1,3),onan =12,/ =2et F(1,1,3) = (2,1,2)
qui est de 1-poids 10.

Dans la suite, on assimile une surpartiton a sa suite de multiplicités. Soit Ekﬂ-(j, n, N)
le nombre de surpartitions comptées par Ekﬂ-(j, n) qui sont de longueur N. On pose

Bii(N) = ijn By.i(j,n, N)a?q". On divise maintenant une surpartition A comptée par
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By.i(N) en multuplets en allant de la droite vers la gauche et on applique F & chaque
multuplet. Les multiplicités ne faisant pas partie d’'un multuplet (qui sont forcément
nulles) ne sont pas modifiées. Si la suite obtenue contient une part de taille 0 (ce qui arrive
si A posséde un multuplet qui commence par fy), on supprime cette part. On note F'(\) la
suite ainsi obtenue. Remarquons que si A est de taille n et de longueur N, alors F'(\) est de
taille n — N et de longueur N ou N —1. Par exemple, soit A = (0, (0,1), (1,1, 3)) qui est de
taille 24 et de longueur 3. On a F'(\) = u = ((0,1), (0,2), (1,2)), qui a pour taille 21 et pour
longueur 3. Si on applique encore une fois F', on obtient F(u) = v = (0,0,(1,1),(2,1))

qui a pour longueur 2 et pour taille 18 (voir la table suivante).

fo o fo fz fu s

~—~
o
(]|
N—
—~
—_
(]|
S~—

<
I
ﬁj
~~
=
N~—
e}
(@)
—
—_
|
N~—
—~
[\
|
~—

Soit Gy.;(N) la série génératrice des surpartitions g = F()\) ot A est une surpartition
comptée par By, ;1(N) et posséde un multuplet (fy, f1) avec f; # 1.
Proposition II1.10. Soit A\ une surpartition comptée par By ;(N) avec N > 0. Alors

1. X est une surpartition de n et posséde un multuplet (fo, ..., fo) avec ¢ >1 ou fy =1
si et seulement si F'(\) est une surpartition de n— N, a une part surlignée de moins

que X et est comptée par By (N —1);

2. X est une surpartition de n et posséde un multuplet (fo,..., fo) avec £ =1 et f #1
si et seulement si F'(X\) est une surpartition de n — N, a le méme nombre de parts

surlignées que X\ et est comptée par Gy 1(N) ;

3. X est une surpartition de n et ne posséde pas de multuplet (fo, ..., fi) si et seulement
si F'(X) est une surpartition de n — N, a le méme nombre de parts surlignées que X

et est comptée par By iy1(N).
Soit X une surpartition comptée par Gy ;(N). Alors

1. X est une surpartition de n est posséde un multuplet (fo, ..., fo) avec £ >1 ou fy =1

que X et est comptée par By (N —1);
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2. X est une surpartition de n et posséde un multuplet (fo,..., fo) avec £ =1 et fo #1
si et seulement si F'(X\) est une surpartition de n — N, a le méme nombre de parts

surlignées que X\ et est comptée par Gy 1(N).

3. X est une surpartition de n et ne posséde pas de multuplet (fo, ..., fi) si et seulement
si F(X\) est une surpartition de n — N + 1, a le méme nombre de parts surlignées

que X\ et est comptée par Bk,i-f—l(N —1).

Démonstration. On ne traitera que le premier cas, les autres étant similaires. On considére
une surpartition A de taille n comptée par By ;(N) ot N > 0. Pour chaque multuplet
(fm>---» fmse), Vapplication de F' fait augmenter f,, de 1 et diminuer f,, 4, de 1 : le m-
poids du multuplet diminue donc de £. En sommant sur tous les multuplets, on constate
que la taille de la surpartition diminue de N : F'()\) est donc une surpartition de n — N.

Montrons ensuite que F'(X) vérifie, comme A, la condition V¢, f; 4 fr1 < k(+1);. Le
seul cas ou la somme de deux multiplicités consécutives f,, et f,q1 peut augmenter est
celui ot I'une de ces deux multiplicités est la plus a gauche d’un multuplet. Si c’est f,,,
alors aprés I'application de F, f,, devient surlignée et on a encore f, + fy1 < k(+1).
Sic’est fmy1, alors fp, + fmy1 n’augmente de 1 que si f,,, = 0 avant qu’on applique F'. On
sait que frqy1 < k — 1 avant cette opération (car fu41 + fmie <k et fyo > 0), donc la
condition fp, 4 fmy1 < k est vérifie par F/(\).

Si A posséde un multuplet (fy,..., fr) avec £ > 1 ou f; = 1, on distingue deux cas.
Sil>1et fi #1, Je—1 va perdre son surlignage au profit de fo, mais fo ne peut étre
surlignée puisqu’il n’y a aucune part 0 : F'(\) aura donc une part surlignée de moins que
A Sify = 1, c’est la part fr qui perd son surlignage et, comme précédemment, F'(\) a
une part surlignée de moins que .

Intéressons-nous maintenant a I’évolution de la longueur. On dit qu'une multiplicité
est dextre si elle est la plus a droite d’'un multuplet. 11 est facile de voir que la longueur
d’une surpartition est égale & la somme du nombre de parts surlignées et du nombre
de multiplicités dextres non surlignées. En effet, un multuplet (fpn,..., fmye) a £ parts
surlignées si f,4¢ est surlignée et £ — 1 parts surlignées sinon; en sommant sur tous les
multuplets, on obtient le résultat souhaité. On sait que dans le cas présent, le nombre de
parts surlignées diminue de 1 quand on applique F'. Que devient le nombre de multiplicités

dextres non surlignées ? Considérons un multuplet (fy,, ..., fmie). Deux cas se présentent :
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S0it f e reste une multiplicité dextre, soit ce n’en est plus une. Dans le second cas, f,1¢1
devient dextre : pour que ce ne soit pas le cas, il faudrait que A\ posséde un multuplet
(fo, f1) et que soit f; = 1, soit f; devienne la multiplicité la plus a gauche d’'un multuplet
apreés 'application de F'. On sait que c’est impossible dans notre cas puisque le multuplet
(fo,---, fe) vérifie £ > 1 ou f, = 1. Par conséquent, le nombre de multiplicités dextres
non surlignées ne change pas et la longueur de la surpartition diminue donc de 1 quand

on applique F.

Comme f; n’augmente pas (f; diminue de 1 §’il y a une paire (fp, f1) dans A et ne

change pas sinon), on obtient que F()\) est comptée par By ;(N — 1).

Réciproquement, soit, A une surpartition comptée par Ek,i(N) (avec N > 0) telle que
F(\) est une surpartition de n— N, a une part surlignée de moins que A et est comptée par
By.i(N —1). Tout d’abord, comme X est de longueur N et que la taille d’une surpartition
de longueur N diminue de N quand on applique F', on sait que A est une surpartition de
n. Ensuite, quand on applique F', on ne peut perdre une part surlignée qu’en surlignant
une part O qui disparait ensuite : on en déduit donc qu’il y a un multuplet de la forme
(fo,---, fe) dans . Si on avait £ = 1 et f, # 1 pour ce multuplet, le nombre de parts

surlignées resterait identique : on a donc £ > 1 ou f, = 1.

Quelques remarques sont nécessaires avant de passer a la suite. Tout d’abord, on a
Ek,i(()) = 1, vu que la seule surpartition de longueur 0 est la surpartition vide. Ensuite,
si A est comptée par Ek,l(N), ona fop =0et fi =0 doncil n’y a pas de multuplet
(fo,---, fe)- En appliquant F', on obtient nécessairement une surpartition de n — N avec
le méme nombre de parts surlignées que A qui est comptée par EM(N). De méme, si A est
comptée par G 1(N), il n’y a pas de multuplet (fo, ..., fr) et F()\) est une surpartition de

n— N +1 avec le méme nombre de parts surlignées que \ qui est comptée par By o( N —1).
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Ces remarques et la proposition précédente impliquent que :

Bi1(N) = ¢"Bga(N);
Bri(N) = ¢~ (Bris1(N) + Gric1(N) + aBi (N — 1)), si 1 < i < k;
Gra(N) = ¢~ 1Bk2( —1);
Gri(N) = ¢V "Brii(N = 1) + ¢¥Gri1(N) + ag™ By (N = 1), si 1 <i<k;
Byi(0) =

On a maintenant tous les ingrédients nécessaires pour démontrer la proposition I11.9.
On remarque que By x1(N) = Bgr(N), car s'il existait une surpartition A comptée par
By, x+1(N) mais pas par By, x(N), elle vérifierait f;(A\) = k et pour que la condition fo+f; <
k(+1); soit vérifiée, il devrait y avoir une occurrence surlignée de 0 dans A, ce qui est
impossible. De plus, on pose Ty ;(N) = Gii(N) + aByiy1 (N — 1) sii > 0 et Ty o(N) = 0.

On a alors

Bis(N) = ¢" Brssa(N) + T 1(N)), si i < k:
Bii(N) = ¢"Thp1(N)/(1 = ¢™);
Tii(N) = (a+ " )Brint(N = 1) + ¢" T (N), si i >0;
Byi(0) =

) =

Ty o(N

Ces récurrences sont vérifiées par E;m-(N), la série génératrice des chemins qui n’ont pas
de pics marqués par b et qui vérifient les (k,7)-conditions impaires; en effet, elles corres-
pondent au cas b = 0 de la proposition I1.12. De plus, elles définissent &, ;(N) de maniére

unique. Donc By ;(N) = &;(N) et la proposition I11.9 est démontrée.






Chapitre 1V

Surpartitions n-colorées

IV.1 Introduction

Parmi les généralisations classiques des partitions, on trouve les partitions planes, ou

partitions bidimensionnelles. Une partition plane de n est un tableau d’entiers

A A2 A

A2 A2a Aag
A\ =

A1 Az Az

tel que pour tout (z,7), A j = i j11 et A j = Ay 5, et vérifiant Z” Aij = n. Par exemple,

4 3 21
311
2

2

est une partition plane de 19. En notant pp(n) le nombre de partitions planes de n, la

série génératrice des partitions planes s’écrit, pour |¢| < 1 [77] :

PP =Y me =[] == (v.1)

Il n’est pas évident de montrer que ce produit infini est bien la série génératrice des parti-

tions planes (les preuves les plus simples font intervenir une bijection entre les partitions
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planes et des matrices d’entiers positifs qui sont comptées par (IV.1); voir [79] pour un
exemple d’une telle bijection). En revanche, il est beaucoup plus facile de voir que c’est

la série génératrice des partitions formées en prenant les parts non plus dans I'ensemble

N* ={1,2,3,4,5,...}, mais dans ’ensemble
NO = {11,21,2,31,35,35,...} = | J{in, 2, ..., ii}
i=1

On dit que la taille d’une part ¢; est ¢ et que sa couleur est j. En utilisant les méthodes
classiques de la théorie des partitions [25, chapitre 1], on montre que la contribution des

arts 7, a la série génératrice est —— et que I’ensemble des parts de taille ¢ donne donc
.7 1_qz

1
(17qi)i I

partitions spéciales qu’on vient de définir. Ces partitions sont appelées partitions avec n

un facteur ce qui permet de conclure que (IV.1) est bien la série génératrice des
copies de m ou partitions n-colorées, car il y a n couleurs possibles pour une part de taille
n. Dans un tel objet, on ordonne les parts d’abord par ordre décroissant de taille puis par

ordre décroissant de couleur. Par exemple, les partitions n-colorées de 4 sont

(44)’ (43)’ (42)7 (41)7 (337 11)7 (327 11)’ (31’ 11)’ (22’ 22)’ (22’ 21)’

(21721)7 (227 117 11)7 (217 117 11)7 (]-17 ]-17 ]-17 ]-1)

Si certains travaux sur les partitions planes avaient déja fait intervenir des objets
équivalents aux partitions n-colorées (voir par exemple [41, 42|), I'étude de ces derniéres
a véritablement commencé dans les années 1980 avec les travaux d’Agarwal, Andrews et
Bressoud [4, 1, 2, 3, 5]; la motivation initiale était d’interpréter combinatoirement des
identités de type Rogers-Ramanujan révélées par les travaux de Baxter sur un modéle de
mécanique statistique |33, chapitre 14]. On définit la différence pondérée de deux parts m;
et n;, notée ((m; —n;)), comme étant m —n — i — j. Agarwal et Andrews |4] ont obtenu

le résultat suivant :

Théoréme IV.1 (Agarwal et Andrews). Pour k > 2 et 0 <t < k — 1, soit Ay(k,v) le
nombre de partitions (ordinaires) de v en parts non congrues a 0, £2(k—t) (mod 4k +2).
Pour k > 2, soit By(k,v) le nombre de partitions n-colorées de v telles que si la différence
pondérée de deuz parts m; et n; vérifiant m = n est négative ou nulle, alors elle est paire et

supérieure ou égale & —2min(i—1,j—1,k—3). Alors pour tout v > 0, Ag(k,v) = By(k,v).
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Par exemple, on a Ag(2,7) = By(2,7) = 11. Les partitions comptées par Ay(2,7) sont

(7)7 (67 1)7 (57 2)7 (37 37 ]')7 (37 27 2)7 (37 27 ]‘7 ]‘)7 (37 17 ]‘7 ]‘7 1)7 (27 27 27 1)7

(2,2,1,1,1),(2,1,1,1,1,1),(1,1,1,1,1,1,1)

et les partitions n-colorées comptées par Ag(2,7) (qui sont simplement les partitions n-

colorées de 7 dont les différences pondérées sont strictement positives) sont

(77)7 (76)7 (7’ 5)7 (74)7 (73)7 (72)7 (71)’ (61a 11)? (62a 11)? (63a 11)? (517 21)'

Agarwal et Andrews ont en fait obtenu un résultat plus général ; pour I’énoncer, nous
allons avoir besoin d’introduire d’autres objets. Pour tout entier positif ¢, on définit une
partition (n 4 t)-colorée comme une partition oit il y a n + ¢ couleurs possibles pour une
part de taille n : on peut avoir des parts ny,ns, ..., n,¢. De plus, si ¢ > 0, on peut avoir
une unique part de taille 0. La différence pondérée pour ces objets est définie comme pour

les partitions n-colorées. Par exemple, les partitions (n + 1)-colorées de 2 sont

(21)7 (217 01)7 (11’ 11)? (11a 11a Ol)a (22)a (227 01)7 (127 11)7

(127 117 01)7 (23)a (237 01)7 (127 12)7 (127 127 01)

On peut maintenant énoncer le résultat d’Agarwal et Andrews sur les partitions (n + t)-

colorées :

Théoréme IV.2 (Agarwal et Andrews). Pour k > 2 et 0 < t < k — 1, soit Bi(k,v) le
nombre de partitions (n 4+ t)-colorées de v vérifiant la condition de différence pondérée de

Bo(k,v) et telles qu’il existe une part de la forme i,y sit > 0. Alors pour tout v > 0,

Ai(k,v) = Bi(k,v).

La formulation analytique du théoréme IV.2, due a Agarwal, Andrews et Bressoud [5],

est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme IV.3 (Agarwal, Andrews et Bressoud). Pour tout k > 2, posons r = ng , 0l

|| est la partie entiére de x. Alors pour k—r —1<t<k—1, ona

n§+---+n%+n1+---+nr+nk,t+---+nr+(”;)x(kpaz‘r) 2(k—t) 2(k+t+1) 4k+2.
b

q (g . q ¢
Z B (Q)oo

N1 >n, 20 (Dnr—ns = (D —ne (O (G @)yt

4k+2)oo
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et pour 0 <t <r, en posant ¢~™ (1 —¢™)=1sit=0, on a

§ : q
(Q)nl—m T (q)nrfl_nr (Q)nr (Q§ q2)n,«

ny = 2ny 20
2k—t) g2ktt1) k2.
bl b

(@)oo

Il existe aussi une interprétation combinatoire des séries multiples du théoréme IV.3 au

3ot ng ot —n ——net (9 ) x(k Pflir)(l —q™)

(q 4k;+2)

4 q

oo

moyen de certains chemins, due & Agarwal et Bressoud [6]. Les chemins qu’on considére ici
sont les mémes que les chemins de Bressoud-Burge, excepté que dans les chemins étudiés
dans [6], qu’on appellera chemins d’Agarwal-Bressoud dans la suite, un sommet situé au
début du chemin et suivi d'un pas SE est considéré comme un pic. Dans un tel chemin,
on appelle vallée un sommet précédé d’un pas SE et suivi d'un pas NE. Un exemple, tiré

de [6], est donné par la figure IV.1.

A AN

F1G. IV.1 : Exemple de chemin d’Agarwal-Bressoud. Ce chemin a cinq pics (situés en

(0,3), (3,2), (9,2), (12,3) et (17,2) et trois vallées (situées en (2,1), (10,1) et (15,0)).

On peut maintenant énoncer le résultat d’Agarwal et Bressoud sur les chemins :

Théoréme IV.4 (Agarwal et Bressoud). Les séries multiples du théoréme IV.3 sont la
série génératrice des chemins d’Agarwal-Bressoud commencant en (0,t) et n’ayant pas de
vallée de hauteur supérieure 4 k — 3 (ou pas de vallée du tout si k = 2) ou ’exposant de

q compte l’indice majeur.

Agarwal et Bressoud ont également défini une bijection entre les chemins du théo-
réme IV.4 et les partitions (n + t)-colorées du théoréme IV.3 qui permet de démontrer le
théoréme IV.2 d’une autre facon. Cette bijection est définie comme suit : a chaque pic
(x,y) d’'un chemin, on associe une part x, dans la partition (n+t)-colorée correspondante.
Par exemple, la partition (n + 3)-colorée correspondant au chemin de la figure IV.1 est
(174,125, 94, 35, 03).

Dans [75], afin d’interpréter les g-séries

Z (@)n—1(—1)"g"n /2

= (G
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3 (Q)n(=1)"g"nt1)/2

= (G (=

et

3 (Q)ng™ " |

. o2 _
n>0 (Qa q )n—f—l( Q)n
nous avons été amenés a introduire des objets qui généralisent les partitions n-colorées.
Une surpartition n-colorée |75] est une partition n-colorée ot on peut surligner la derniére

occurrence d'une part n;. Par exemple, les six surpartitions n-colorées de 2 sont

(22),(21), (22), (21), (11, 11), (11, Tn).

Pour tout entier ¢ > 0, on peut définir, de fagon analogue aux partitions (n + t)-colorées,
les surpartitions (n + t)-colorées, ou les parts de taille n qui peuvent apparaitre sont
ni,Ng, ..., Nyye €6 OU on peut avoir une unique part de taille 0 (surlignée ou non) si ¢ > 0.
La différence pondérée pour les surpartitions n-colorées ou (n + t)-colorées est définie de
la méme fagon que pour les partitions n-colorées ou (n + t)-colorées.

Le but de ce chapitre est de démontrer des résultats analytiques et combinatoires sur

les séries suivantes, qui sont liées aux surpartitions (n + t)-colorées :

Vk,t(au Q) = Z

niz2ng - 2ny 20

(_1/a)nlanlq(n12+1)+ng+---+ngfn1*"-7nt+("‘27")x(k pair)(l o qnt)

(Dns—ns (D0 (D (€5 G,

(IV.2)
ouk>2 r= L%J, 0<t<r,etonposeq ™ "1 —qg")=1sit=0,et

(—1/a),,a™ q("lfjl)+n§+---+n%+n1+---+nr+nk7t+---+nr+(";)X(k pair)

Wedo)= 2, Do Do s D @ P
(IV.3)
onk>2r= L%J,etk—r—lgtgk—l.

Le cas particulier a — 0 de ces séries correspond aux séries du théoréeme IV.3; I'inter-
prétation combinatoire avec les partitions (n+t)-colorées est donnée par le théoréme V.2
et celle avec les chemins d’Agarwal-Bressoud par le théoréme IV.4. Les séries V(1 q),
Vao(l,q), Wai(q™',q) et W31(g™t, q) ont été interprétées combinatoirement dans |75] en
utilisant les surpartitions n-colorées; de plus, V3 o(a;q) a été interprété en termes de che-
mins et de symboles de Frobenius par Corteel [44].

Les théorémes suivants sont les interprétations combinatoires de Vi ,(a, q) et Wy +(a, q)

au moyen des surpartitions (n + t)-colorées :
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Théoréme IV.5. Vi :(a,q) est la série génératrice des surpartitions (n-+t)-colorées telles

que

(1) pour toutes parts m; et n; telles que m > n, si ((m; — n;)) plus le nombre de parts
surlignées dont la taille est dans lintervalle [n,m| est négatif ou nul, alors cette

quantité est paire et supérieure ou égale & —2min(i — 1,5 — 1,k — 3), et
(i1) sit >0, il existe une part de la forme T4,

ot l’exposant de q compte la taille et celui de a compte le nombre de parts surlignées.

Théoréme IV.6. Wi (a,q) est la série génératrice des surpartitions (n + t)-colorées
vérifiant les conditions du théoréme IV.5 telles qu’aucune part de la forme x,,; n'est

surlignée.

Une autre interprétation combinatoire de ces séries multiples utilise des chemins qui
seront définis a la section TV.2 et qui sont trés proches de ceux introduits dans [49] pour

interpréter une généralisation des identités d’Andrews-Gordon aux surpartitions :

Théoréme IV.7. Vi :(a,q) est la série génératrice des chemins d’Agarwal-Bressoud gé-
néralisés commencant en (0,t) et n’ayant pas de vallée de hauteur supérieure a k —3 (ou
pas de vallée du tout si k = 2) ou 'exposant de q compte l'indice majeur et celui de a

compte le nombre de pas S.

Théoréme IV.8. Wy (a,q) est la série génératrice des chemins vérifiant les conditions
du théoréme IV.7 tels que tout pic dont les coordonnées sont de la forme (z,x +t) est un

1-pic.

Une derniére interprétation combinatoire, qui est une généralisation de [4], fait inter-

venir des symboles de Frobenius similaires a ceux des surpartitions :

Théoréme IV.9. Vi .(a,q) est la série génératrice des symboles de Frobenius
a az ... an
bl bg RN bN

tels que la ligne du haut est une partition en parts distinctes positives ou nulles et la

ligne du bas une surpartition en parts supérieures ou égales a —1 ou on peut surligner la
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premiere occurrence d’une part, possédant une part 0 dans la ligne du haut si t > 0, ne

possédant pas de part —1 dans la ligne du bas si t = 0, et vérifiant, pour 1 <i < N — 1,

bi — Aj+1 +1 Z 3—k— Us, (IV4)
ai—bi+1—t—1 ZS—k—i—uiH, (IVE))
ot u; est le nombre de parts non surlignées dans {bi11,...,bn}.

Dans cette série génératrice, 'exposant de q compte la taille du symbole, définie par
Z?;(ai +b;+1), et celui de a compte le nombre de parts non surlignées dans la ligne du

bas.

Théoréme IV.10. W, ,(a,q) est la série génératrice des symboles de Frobenius vérifiant

0

les conditions du théoreme IV.9 ne possédant pas de colonne de la forme avec b non

b

surlignée.

S’il n’y a pas de parts surlignées dans les surpartitions (n + t)-colorées, pas de pas
S dans les chemins ou pas de parts non surlignées dans la ligne du bas des symboles de
Frobenius, ce qui correspond au cas a — 0, on retrouve les interprétations combinatoires
des séries multiples étudiées dans [5| (pour les symboles de Frobenius, la définition des
symboles donnée dans [4] est équivalente mais pas exactement identique ; voir la remarque
a la fin de la section IV 4).

Enfin, les spécialisations de nos séries mentionnées avant le théoréme IV.5 peuvent
d’écrire comme des produits infinis, ce qui implique plusieurs identités de type Rogers-
Ramanujan liant les partitions ou surpartitions (n + t)-colorées aux partitions ou surpar-
titions ordinaires. Nous avons obtenu d’autres identités similaires, qui seront étudiées a

la fin du chapitre :

Théoréme IV.11. On a

(9o (@5 ¢ oo
Vio(1,q) = N == (IV.6)
2. .4 4k—4 4k ,8k—4. 8k—4
Vk,o(q_l,(f) — ((] 4 )oo(q &;]) y 4 4 )oo; (IV7)
_ 2k—1-2t 2k—1+2t ,4k—2. A4k—2
Wk,t(q_17Q) — ( Q)oo(q aq aq aq )oo (IVS)

(@)oo
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Chacune de ces identités peut étre interprétée combinatoirement, ce qui nous donne

les trois corollaires suivants.

Corollaire 1V.12. Soit Ax(v) le nombre de surpartitions en parts non divisibles par
2k — 1. Soit Bi(v) le nombre de surpartitions n-colorées de v telles que pour toutes parts
m; et nj vérifiant m > n, si ((m; —n;)) plus le nombre de parts surlignées dont la taille

est dans Uintervalle [n, m| est négatif ou nul, alors cette quantité est paire et supérieure

ou égale & —2min(i — 1,7 — 1,k — 3). Alors Ax(v) = Bi(v).

Par exemple, on a A3(4) = B;3(4) = 14. Les surpartitions comptées par As(4) sont

(4)7 (1)7 (37 1)7 (37 1)7 (37 T)’ (§7 T)’ (27 2)7 (275)7 (27 ]‘7 1)7
2,1,1),(2,1,1),(2,1,1),(1,1,1,1),(1,1,1,7)

et les surpartitions n-colorées comptées par Az(4) sont

(44)’ (43)’ (42)7 (41)7 (14)7 (13)7 (12)7 (Zl)’ (31’ 11)’ (glﬁ 11)’ (31’T1)> (§1>T1)> (32>T1)> (§2>T1)

(ici, comme k = 3, la condition de différence pondérée est simplement que ((m; — n;))
plus le nombre de parts surlignées dont la taille est dans [n, m[ doit étre positif ou nul).

Pour le deuxiéme corollaire, on remarque que l'opération a — ¢~ et ¢ — ¢? revient
a transformer, dans une surpartition n-colorée comptée par Vj o(a,q), une part m; non
surlignée en M; = 2m; et une part m; surlignée en M; = (2m — 1);. Les parts surlignées
étant nécessairement impaires (et réciproquement), le surlignage est inutile et le résultat
de la transformation peut donc étre vu comme une partition n-colorée. D’autre part, il
est clair que dans cette partition n-colorée, toute part M; vérifie ¢ < [%L ou [z] est le

n

plus petit entier supérieur ou égal a x. On appellera un tel objet partition (ﬂ -colorée

pour énoncer le corollaire de facon plus concise.

Corollaire IV.13. Soit A} (v) le nombre de partitions de v en parts non congrues a 2
modulo 4 et non congrues a 0,£4k modulo 8k — 4. Soit B (v) le nombre de partitions
[%W -colorées de v ot les parts impaires sont distinctes et telles que pour toutes parts m; et
n; vérifiant m = n, si [%w — (%w —1— 7 plus le nombre de parts impaires dont la taille est
dans Uintervalle [n — x(n pair),m — x(m pair)| est négative ou nulle, alors cette quantité

est paire et supérieure ou égale ¢ —2min(i — 1,7 — 1,k — 3). Alors A\ (v) = By(v).
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Par exemple, on a A,(8) = B(8) = 6. Les partitions comptées par AL(8) sont
(7,1),(5.3),(5,1,1,1),(3,3,1,1),(3,1,1,1,1,1),(1,1,1,1,1,1, 1, 1)
et les objets comptés par B(8) sont

(84), (83), (82), (81), (71, 11), (T2, 1n).

! revient a transformer, dans une

Pour le troisiéme corollaire, l'opération a — ¢~
surpartition (n-+t)-colorée comptée par Wy ;(a, q), une part m; surlignée en M; = (m—1);;

les parts non surlignées ne sont pas modifiées.

Corollaire I1V.14. Soit ’kf’t(u) le nombre de surpartitions dont les parts non surlignées ne
sont pas congrues G 0, &(2k —1—2t) modulo 4k —2. Soit B ,(v) le nombre de surpartitions
(n + t)-colorées telles que pour toutes parts m; et n; vérifiant m > n, si ((m; —n;)) +
x(my surlignée) — x(n; surlignée) plus le nombre de parts surlignées dont la taille est dans
Uintervalle [n — x(n non surlignée), m — x(m non surlignée)| est négative ou nulle, alors
cette quantité est paire et supérieure ou égale & —2min(i — 1,j — 1,k — 3), et telles que si

t >0, il existe une part non surlignée de la forme v, y. Alors Ay (v) = By ,(v).
Par exemple, on a A3 ,(5) = B3 ,(5) = 10. Les surpartitions comptées par Az ,(5) sont
(5),(5),(4,1),(4,1),(3,2),(3,2),(3,2),(3,2),(2,2,1), (2,2, 1)
et les surpartitions (n + 2)-colorées comptées par Bj,(5) sont

(57)7 (547 02)7 (537 02)7 (537 02)’ (52’ 02)’ (52’ 02)’ (51’ 02)’ (517 02)7 (117 13)7 (417 12)'

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section IV.2, on donne les définitions
nécessaires sur les chemins et on démontre les théorémes IV.7 et IV.8. Dans la section
IV.3, on étudie 'interprétation avec les surpartitions (n + t)-colorées et on démontre les
théorémes IV.5 et IV.6. Dans la section IV.4, on démontre les théorémes IV.9 et 1V.10
relatifs aux symboles de Frobenius. Enfin, dans la section IV.5, on démontre le théoréme

IV.11 en utilisant le treillis de Bailey introduit au chapitre I.

1V.2 Chemins

Les séries multiples de [5] ont été interprétées dans [6] a 'aide des chemins d’Agarwal-

Bressoud. Dans cette section, on va interpréter de méme nos séries multiples en utilisant
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une généralisation de ces chemins. Les démonstrations seront trés similaires a celle de la
proposition 1.4 de [6].

Les chemins utilisés ici, qu'on appellera chemins d’Agarwal-Bressoud généralisés, géné-
ralisent les chemins d’Agarwal-Bressoud de la méme fagon que les chemins de [49] (chemins
de la section II.5 sans pics marqués par b) généralisent les chemins de Bressoud-Burge.
Un chemin d’Agarwal-Bressoud généralisé utilise donc des pas NE, SE, S et E, et il n'y a
que des 1-pics et des a-pics. Les autres conditions sur les chemins sont identiques. Un pic
est ici un sommet précédé d'un pas NE (ou situé au début du chemin) et suivi d’'un pas
S ou SE. Une wvallée est maintenant un sommet précédé d’'un pas S ou SE et suivi d’un
pas NE. L’indice majeur d’un chemin et la hauteur relative d’un pic sont définis comme

précédemment. Un exemple est donné par la figure 1V.2.

RAN

F1G. IV.2 : Ce chemin a quatre pics : deux 1-pics (situés en (0,3) et en (8,2)) et deux

a-pics (situés en (3,2) et en (11,3)). Il y a deux vallées, situées en (2,1) et en (9,1).
L’indice majeur est 0 +3 + 8 4+ 11 = 22.

Démonstration du théoréme I'V.7. On commence par traiter le cas ot k est impairet ¢ = 0,

pour lequel on va avoir besoin du lemme suivant [6] :

Lemme IV.15 ([6]).
i
(Q)nrnz T (Q)nr—rnr (Q)nr (q; q2)nr

est la série génératrice des chemins d’Agarwal-Bressoud commengant en (0,0), sans val-

lées de hauteur supérieure a 2r—2 = k—3, et tels que pour 1 < j < r, il y a exactement n;
pics dont la hauteur relative est au moins j et pour lesquels la différence entre la hauteur

et la hauteur relative est au plus k — 25 — 1.

On considére un chemin d’Agarwal-Bressoud commengant en (0,0), sans vallées de
hauteur supérieure a £ —5 et tel que pour 2 < j < r, il y a n; pics dont la hauteur relative
est au moins j — 1 et pour lesquels la différence entre la hauteur et la hauteur relative est

au plus £ — 25 — 1. Par le lemme IV.15, ces chemins sont comptés par

i
(IV.9)

(Dns—ns = ( Dy (D (€5 G,
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ni1+1
Le facteur (—1/a)n1a"1q( 2 )/(q)m,m est introduit par une procédure similaire a 1’algo-
rithme de la section III.1. Cette procédure est inspirée de [6] et [49].
On commence par effectuer un soulévement volcanique en insérant 4 chaque pic un

pas NE suivi d'un pas S. Cette opération introduit un facteur a™ et augmente 'indice

ng + 1
1+2+---—|—n2:(2 )

majeur du chemin de

2

De plus, la hauteur et la hauteur relative de chaque pic augmentent de 1, donc n; compte
maintenant les pics dont la hauteur relative est au moins j et pour lesquels la différence
de la hauteur et de la hauteur relative est au plus £ — 25 — 1.

On insére ensuite au début de notre chemin le chemin minimal commengant en (0, 0)

n1—n2+1)

avec ny —ney a-pics de hauteur 1. La somme des abscisses de ces nouveaux pics est ( 5

et ils font augmenter I’abscisse de chacun des pics déja existants de n; — ny. Remarquons
qu’aucun de ces nouveaux pics n’est compté par nsy et que n; compte maintenant le nombre

total de pics. En tout, ces deux opérations introduisent un facteur

no+1

L5 x

n1+l)

na = @nlq( 2

ni1—no+1
a n1*n2q( 1752 )-i—ng(m—ng)

Le facteur (—1/a),, correspond & une partition en parts distinctes situées entre 0 et
ny — 1. Si cette partition contient une part j — 1 (1 < j < ny), on transforme le j° pic en
partant de la droite en 1-pic, ce qui augmente I'indice majeur du chemin de 5 — 1.

Le facteur (q), ', correspond & une partition (by, b, ...,bn, _n,) €N Ny — Ny parts

ni—ng
positives ou nulles. Pour 1 < j < ny — no, on déplace le j¢ (en partant de la droite) des
pics insérés apres le soulévement volcanique b; fois vers la droite selon les régles suivantes.
La premiére série de régles, illustrée par la figure IV.3, est identique aux régles 1 a 6 de
la figure II1.6. Ici, on ne peut appliquer les régles 2 et 5 que si la hauteur du pic qu’on
déplace est au plus k — 3, car sinon, on créerait une vallée de hauteur supérieure a k — 3.

La seconde série de régles a pour but d’éviter de créer des vallées de hauteur supérieure
a k — 3. Dans la suite de la démonstration, on note p le pic qu’on est en train de déplacer,
p. le pic suivant et p_ le pic précédent. Sur les figures, on ne représentera que le cas ol p
et py (ou p et p_) sont tous les deux des 1-pics; le cas ott au moins 'un des deux est un
a-pic est trés similaire.

Si p est suivi d’un pas SE (ou S) suivi de deux pas NE et que sa hauteur est au moins

k — 2, on diminue la hauteur de p, comme indiqué sur la figure IV.4. Remarquons que
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R SR
[ P A O
NSNS

Fi1G. IV.3 : La premiére série de régles de déplacement des pics.

p est maintenant de hauteur relative au moins 2, mais que comme la différence entre sa

hauteur et sa hauteur relative est égale a k — 4, il n’est pas compté par ns.

P+
k—3 p — l p P+

FiG. IV.4 : Premieére régle de la deuxiéme série.

Si p est précédé d’au moins deux pas NE et suivi d’au moins deux pas SE (ou d'un
pas S suivi d’au moins un pas SE), aux moins une des deux vallées qui I’encadrent est de

hauteur £ — 3 ou &k — 4. On considére cinq sous-cas :

1. si la vallée a droite de p est de hauteur £ — 3 et que p, est plus haut que p, on

diminue la hauteur de p, comme indiqué sur la figure IV.5;

P+

FiGg. IV.5 : Seconde régle de la deuxiéme série : premier cas.

2. si la vallée a droite de p est de hauteur £k — 4 et que p, est plus haut que p, on

augmente la hauteur de p comme indiqué sur la figure IV.6;

3. sila vallée a droite de p est de hauteur £ —3 ou k—4 et que p, est de méme hauteur

que p, on abandonne p et on déplace p, ;
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P+ p P+

FiG. IV.6 : Seconde régle de la deuxiéme série : deuxiéme cas.

4. si la vallée a droite de p est de hauteur inférieure a k — 4 et que la vallée & gauche

est de hauteur k¥ — 3, on diminue la hauteur de p comme indiqué sur la figure IV.7;

p- p -

Fi1G. IV.7 : Seconde régle de la deuxiéme série : quatriéme cas.

5. si la vallée a droite du pic est de hauteur inférieure a k — 4 et que la vallée & gauche

est de hauteur k£ — 4, on augmente la hauteur de p_ comme indiqué sur la figure

IV.8.
D

Fi1G. IV.8 : Seconde régle de la deuxiéme série : cinquiéme cas.

Enfin, si p rencontre p, (au sens de la définition donnée a la page 83), on abandonne
p et on déplace p,.
Le cas ou k est pair et ¢ = 0 utilise le lemme suivant [6] :

Lemme IV.16 ([6]).
gt (Y)
(q>n1—n2 e (Q>nrf1—nr (Q)nr (Q; q2)nr

est la série génératrice des chemins d’Agarwal-Bressoud commencant en (0,0), sans val-

lées de hauteur supérieure a 2r—3 = k—3, et tels que pour 1 < j < r, il y a exactement n;
pics dont la hauteur relative est au moins j et pour lesquels la différence entre la hauteur

et la hauteur relative est au plus k — 25 — 1.

Le reste de la démonstration est identique.
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Pour k impair et ¢ > 0, la démonstration est basée sur le lemme suivant [6, lemme 4.1,

h=1]|:

Lemme IV.17 ([6]).
qn§+---+n%7n17---fnt(1 _ qnt)

(Dni—ns - ( Dy, (D (@5 6,

est la série génératrice des chemins d’Agarwal-Bressoud commencant en (0,t) qui n’ont
pas de vallées de hauteur supérieure a 2r — 2 = k — 3 et tels que pour 1 < 53 < r, il y a
exactement n; pics dont la hauteur relative est au moins j et pour lesquels la différence

entre la hauteur et la hauteur relative est au plus k — 25 — 1.

On considére un chemin d’Agarwal-Bressoud commencgant en (0,t), sans vallées de
hauteur supérieure a £ —5 et tel que pour 2 < j < r, il y a n; pics dont la hauteur relative
est au moins j — 1 et pour lesquels la différence entre la hauteur et la hauteur relative est

au plus £ — 25 — 1. Par le lemme IV.17, ces chemins sont comptés par

qnng---Jrn%fngf---fnt (1 _ qnt)

@Drars (Do (@D (@ = P, (IV.10)

et le facteur (—1/@)711oz”lq(nljl)/(q)m,n2 est introduit comme précédemment.

Encore une fois, le cas ot k est pair et ¢ > 0 est trés similaire au précédent.
Dans tous les cas, on peut montrer que les pics que nous déplacons ne sont toujours
pas comptés par nsy apres le déplacement et que la procédure qu’on vient de présenter est

inversible. O

Démonstration du théoréeme I'V.8. Elle utilise les mémes méthodes que la démonstration
du théoréme précédent.
Pour k£ impair, on a besoin du lemme suivant :
Lemme IV.18 ([6]).
qn§+---+n%+n1+---+nk_t_1+2nk_t+~~+2nr

(Q)nrnz T (Q)nr—rnr (Q)nr (Q? q2)nr+1

est la série génératrice des chemins d’Agarwal-Bressoud commengant en (0,t), sans vallées

de hauteur supérieure a 2r —2 = k—3 et tels que pour 1 < j < r, il y a exactement n; +1
) J
pics dont la hauteur relative est au moins j et pour lesquels la différence entre la hauteur

et la hauteur relative est au plus k — 25 — 1.
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Soit ' = k-2, ' =t—1sit<k—2ett' =k—3sit=%k—1. On considére un
chemin d’Agarwal-Bressoud commencant en (0,t¢') sans vallées de hauteur supérieure a
E'—3 =k —5 et tel que pour 2 < j < r, il y a exactement n; + 1 pics dont la hauteur
relative est au moins j — 1 et pour lesquels la différence entre la hauteur et la hauteur
relative est au plus &' —2(j — 1) — 1=k — 25 — 1.

Sit < k—2, on doit introduire le facteur (—1/a)ma"1q(n12+l)+"l/(q)m,m. On effectue
le soulévement volcanique et le déplacement de pics comme avant ; la seule différence est
que le chemin qu’on insére commence en (0,t) et finit en (ny —ng,t — 1) : il y a un 1-pic
en (0,t) suivi de ny — ny — 1 a-pics de hauteur 1.

Sit = k—1, on doit introduire le facteur (—1/a)ma”1q(n12+1)+"1/(q)n1,n2. Dans ce cas, le
chemin qu’on insére commence en (0, k—1), passe par (2, k—3) et finit en (ny—no+1, k—3) :
il y a maintenant un 1-pic en (0,k — 1) suivi de ny — ny — 1 a-pics de hauteur k — 3.

Dans le cas ou k est pair, la démonstration est trés similaire. ]

IV.3 Surpartitions (n + t)-colorées

Les résultats sur les surpartitions (n+t)-colorées sont essentiellement une reformulation
de ceux sur les chemins. En effet, on peut associer a un chemin compté par Vj,, ou W, ; une
surpartition (n +t)-colorée de la fagon suivante : & un pic (z,y), on fait correspondre une
part z,, qu'on surligne si et seulement si le pic correspondant est un a-pic. Par exemple,
la partition (n + 3)-colorée correspondant au chemin de la figure TV.2 est (113,83, 35, 03).
Cette correspondance est une généralisation de celle présentée dans [6].

On va maintenant montrer comment les conditions sur les chemins se traduisent sur
les surpartitions (n + t)-colorées. Considérons d’abord le cas de deux pics consécutifs
(m,i) et (n,j) (avec m > n) séparés par une vallée, ce qui est équivalent au fait que
((m; —ny)) + x(n; surlignée) < 0.

La premiére condition est illustrée par les figures IV.9 et IV.10. Sii < j,onam—n >
J—i+2—x((n,7) est un a-pic) =i —j+ 2 — x((n, j) est un a-pic), donc ((m; —n;)) +
x(n; surlignée) > —2(j — 1) et ((m; —n;)) + x(n; surlignée) > —2(: — 1). Au total, on a
((m; —ny)) + x(n; surlignée) > —2min(i — 1,5 — 1). Le cas ¢ > j est analogue.

D’autre part, la quantité ((m; — n;)) + x(n; surlignée) est toujours paire si elle est
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j—i—1d

FiG. IV.9 : lllustration de la premiére condition sur les différences pondérées pour ¢ < j,
dans le cas ou (n,j) est un a-pic. Remarquons que d est nécessairement pair et qu'il est

supérieur ou égal a 2.

F1G. IV.10 : Cas ou i < j et (n,j) est un 1-pic. Comme sur la figure précédente, d est

pair et supérieur ou égal a 2.

négative ou nulle, comme le demande le théoréme IV.5. En effet, si i < j et que (n, j) est
un a-pic (figure IV.9), on am —n = j —i— 1+ d donc ((m; — n;)) + x(n; surlignée) =
m—n—i—j+ 1= —2i+d est un nombre pair. Si i < j et que (n,j) est un 1-pic (figure
IV.10), on a de méme ((m; —n;)) + x(n; surlignée) =m —n —i—j = —2i+d qui est un
nombre pair. L. aussi, le cas ¢ > j est trés similaire.

La derniére condition est illustrée par la figure IV.11. Comme la vallée entre nos deux
pics est de hauteur au plus k —3, onam—n > i+ j — 2k + 6 — x((n,j) est un a-pic),
donc pour la surpartition (n + t)-colorée, on a ((m; —n;)) + x(n; surlignée) > —2(k — 3).
En regroupant les deux conditions, on obtient ((m; —n;)) + x(n; surlignée) > —2min(i —
1,7 —1,k—3).

Dans le cas de pics non consécutifs, on remarque que si les pas S entre nos deux pics
étaient transformés en pas SE, on serait ramené au cas des partitions (n + t)-colorées, ou
si la différence pondérée ((m; —n;)) est négative ou nulle, alors elle est paire et supérieure
ou égale & —2min(i — 1,5 — 1,k — 3). Un tel changement ferait augmenter m du nombre

de pas S entre nos deux pics, qui est le nombre de a-pics entre (n, j) inclus et (m, i) exclu,
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<k-3

>j—k+3>i—k+3

Fi1G. IV.11 : Illustration de la derniére condition sur les différences pondérées dans le

cas ou (n,7) est un 1-pic.

ou, dans la surpartition (n+t)-colorée correspondante, le nombre de parts surlignées dont
la taille est dans l'intervalle [n, m[. Ceci explique la condition (i) du théoréme IV.5.

De plus, si t > 0, la condition sur la hauteur initiale correspond au fait qu’il existe
une part de la forme z,,, : si le chemin commence par un pas SE (resp. par un pas S),
ce sera une part 0; (resp. 0;), et si le chemin commence par un pas NE, ce sera une part
Zy4t avec x > 1. Il n’y a pas de condition de ce type si ¢ = 0 puisque le chemin peut
commencer par un pas SE ou par un pas E. La condition supplémentaire du théoréme
IV.8 explique aussi clairement celle du théoréme IV.6 : au 1-pic (z,z +t), on associe une

part non surlignée x, ;.

IV.4 Symboles de Frobenius

Cette section est une généralisation de la démonstration du théoréme IV.2 exposée
dans [4]. Notre but est de démontrer la proposition suivante, qui implique les théorémes

IV.9 et IV.10 :

Proposition IV.19. Pour tous k et t tels que k > 2 et 0 < t < k — 1, il existe une
bijection entre les symboles de Frobenius de taille v vérifiant les conditions du théoréeme
IV.9 et les surpartitions (n + t)-colorées de v vérifiant les conditions du théoréme IV.5.
Cette bijection est telle que le symbole de Frobenius a N colonnes si et seulement si la

surpartition (n + t)-colorée a N parts.

Démonstration. Soit Cy(k,v) le nombre de symboles de Frobenius de taille v vérifiant

les conditions du théoréme IV.9. On démontre d’abord la proposition pour ¢ = 0 : dans
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ce cas, les objets comptés par Co(k,v) sont simplement les symboles de Frobenius des

surpartitions de taille v vérifiant les conditions (IV.4) et (IV.5). On définit une application

¢ qui, a chaque colonne ¢ d’un symbole de Frobenius, associe une part m; de la facon
b
suivante :
a (a4+b+1)pr14u sta<b+u
o : —
b (a4+b+1)4pu sia>b+u

ol u est le nombre de parts non surlignées de la ligne du bas situées a droite de la colonne.
Par ailleurs, on surligne m; si et seulement si b n’est pas surlignée. L’application ¢ ainsi
définie est une bijection : c’est en fait le cas particulier a = 0 de la bijection utilisée
dans la démonstration de la proposition 4.1 de [49]. Dans le cas des partitions n-colorées
(u = 0 pour toutes les colonnes), on retrouve la bijection utilisée dans la démonstration

du théoréme IV.2. La bijection inverse est définie par

(m+i—1+u)/2
sim+uzi (mod?2)
o my (m—i—1—u)/2

. 9
(m = itu)/ sim+u=i (mod?2)

(m+i—2—u)/2

ol u est le nombre de parts surlignées < m et 'entrée de la ligne du bas est surlignée si

et seulement si m; ne l'est pas.

Supposons maintenant qu’on a un symbole de Frobenius avec deux colonnes adjacentes

a c a C

telles que ¢ =m; et ¢ = n;. Notons u (resp. u') le nombre de parts
b d b d
a
non surlignées situées a droite de la colonne (resp. le nombre de parts non surlignées
b
c
situées a droite de la colonne ). On a

d
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(
20 —u—2d—2—u sib+u=aetd+u >c
2b+u—2d—1—u sib+u<aetd+u >c
20 —u—2c—1+4 sib+u=aetd+u <c
(2b+u—2c+ sibt+u<aetd+u <c
(
—2(0—1)+2b—d—1)+u—u sib+uzaetd+u >c
20—d)—1+u—1 sib+u<aetd+u >c

= (IV.12)
2a@—c)—1—u+u sibtu>aetd+u <c
\—2(i—1)+2(a—c—1)—u—|—u/ sibtu<aetd+u <c
(
20 -1+2a—c—1)—u+u sib+uzaetd+u >c
20—d)—1+u—1 sib+u<aetd+u >c

- (IV.13)
2a@—c)—1—u+u sib+u>aetd+u <c
|20 -1 +20b-d-1)F+u—v sibtu<aetd+u <c

Remarquons maintenant que par définition des symboles de Frobenius des surparti-
tions, on a a > c. D’autre part, si d est surlignée, on a b — d > 1 (car seule la premiére
occurrence d’'un nombre peut étre surlignée) et u — «' = 0; dans le cas contraire, on a
b—d>0etu—u =1. Au total, on a toujours b—d > 1—u+/, donc b+u > d + u'.

Par conséquent, si notre symbole de Frobenius vérifie (IV.4) et (IV.5), alors

((ms —ny)) +u—1' > —2(i — 1) par (IV.12), (IV.14)

((m; —n;)) +u—u >—2(j — 1) par (IV.13) (IV.15)
et

((m; —nj)) +u—u > —2(k — 3) par (IV.11), (IV.16)

ce qui correspond bien aux conditions du théoréme IV.5 (u—u’ est précisément le nombre
de parts surlignées dont la taille est dans 'intervalle [n, m[). Notons que si k = 2, on n’a
pas (IV.16), mais on a ((m; —n;)) +u — u' > 1, comme souhaité.

De plus, seules les premiére et quatriéme lignes de (IV.11) peuvent étre négatives,

donc si ((m; —n;)) +u — ' <0, cette quantité doit étre paire.
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Réciproquement, en appliquant ¢! & deux parts m; et n; d’une surpartition n-colorée,

on a, en notant u (resp. u') le nombre de parts surlignées < m (resp. le nombre de parts

surlignées < n),

a—Cc=

b—d={

b—c=

a—d—-1=

((mi —ny)) +i+ z(u—u)
((mi =) + 5 + 5(u— )
((ms —mny)) +i+j—5+3
((ms —ny)) + 5+ 5(u—u)

sim+uZzin+u £j

sim+u=in+u £j
sim4+uZin+u =j
simt+u=i,nt+u =7
sim+uZzint+u £j
simtu=in+u #j
sim4+uZin+u =j
simt+u=i,n+u =7

sim+uZin+u #j
simt+u=in+u #j
sim+uZint+u =j

sim+u=i,nt+u =7

simt+uZin+u #£j
simt+u=i,n+u #£j
simt+uZzi,n+u =j

simt+u=in+u=j

(mod 2)
(mod 2)
(mod 2)

(mod 2)
(IV.17)

(mod 2)
(mod 2)
(mod 2)
(mod 2)
(IV.18)

(mod 2)
(mod 2)
(mod 2)

(mod 2)
(IV.19)

(mod 2)
(mod 2)
(mod 2)
(mod 2)
(IV.20)

On voit facilement que a—c > 0 dans le symbole de Frobenius correspondant. En effet,

pour la premiére ligne de (IV.17), on remarque que si 'entier Q = ((m; —

nj))+u—u <0,
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il est pair et supérieur ou égal & —2(i — 1), donc a — ¢ > 0. Pour la deuxiéme ligne, comme
on sait que a — ¢ est un entier et que si ) < 0, il est pair, on en déduit que a — ¢ > 0.
Pour la troisiéme ligne, le raisonnement est similaire. Enfin, pour la quatriéme ligne, on
raisonne de la méme facon que pour la premiére ligne en remplacant ¢ par j.

De méme, en utilisant (TV.18) et le théoréme IV.5, on obtient que b—d+u—u" > 0. On
montre que (IV.4) est vérifiée en utilisant (IV.19) et le théoréme IV.5, et en remarquant

que —3(u +u') = 3(u — ') — u. De fagon analogue, (IV.5) se déduit de (IV.20) et du

théoréme IV.5 en utilisant le fait que 3(u+ v’) = 3(u — u’) + «’. La bijection est donc
établie pour ¢ = 0.

Pour ¢ > 0, le raisonnement est similaire : ¢ devient

a (@+b+1)p—grty14a sia<b+t+u

b (a+b+1)gpt—u sia>b+t+u

et ¢! devient

(m+i+t—1+u)/2
sim+uZi+t (mod2)

(m—i—t—1—u)/2

(m—i+t+u)/2
sim+u=i+t (mod 2)

(m+i—t—2—u)/2

\

Par exemple, le symbole de Frobenius de la surpartition (n+ 3)-colorée (113, 85, 32, 03)

6 5 2 0
est
4 2 0 —1
0
Dans ce cas, on doit avoir une part ¢;,+, qui correspond a une colonne . Cette
1—1

colonne doit étre la dernieére du symbole de Frobenius et la part ¢, ; doit étre la plus petite

part de la surpartition (n 4+ t)-colorée ; en effet, si 4,14 > n;, on aurait
((lgr—mny))+u—u' =i—n—i—t—j+u—u=-n—t—j7j< -2j+u—u < -2(j—1)

vique 0 <u—u <1.
Remarquons que comme ¢ > 0, on peut avoir une part de taille 0 dans la surpartition

(n + t)-colorée. Cette part est nécessairement la plus petite; or, comme on sait que la
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plus petite part est de la forme 7;,;, on en déduit que la seule part de taille 0 possible est

0;, qui correspond a la colonne . Dans le cas des partitions (n + t)-colorées traité
-1

dans [4], une part —1 ne peut apparaitre que dans une telle colonne, car les deux lignes
du symbole sont des partitions en parts distinctes. Pour pouvoir formuler leur résultat en
n’utilisant que des symboles de Frobenius de partitions classiques, les auteurs éliminent
cette « colonne fantome » et imposent au symbole de Frobenius de vérifier la condition
ay —r>=3—ksiay > 0.

D’autre part, dans le cas des surpartitions (n + t)-colorées comptées par Wy (a, q),

une part de la forme 7;,; est nécessairement non surlignée. Cela se traduit sur le symbole

0
de Frobenius en disant que s’il y a une colonne de la forme , b est surlignée; on a

b
donce le théoréme 1V.10. O

IV.5 Produits infinis

Pour démontrer le théoréme V.11, on va utiliser le treillis de Bailey [5] présenté a
la section 1.3. Rappelons qu'une paire de Bailey par rapport a a est un couple («, 3) de

suites vérifiant, pour tout n > 0,

n

ﬁnzz o

r=0 (Q)n—r(aq)n—f—y"
On a besoin du lemme suivant, qui est un cas particulier du théoréme 1.5 (théoréme 3.1

de [5]) :

Lemme 1V.20. Si (o, 3,) est une paire de Bailey par rapport a 1, on a
(—1/a)n,amq("s ) st
(Dny—nz = (Dnpy—n,

G0, 1~ (Sl )

2 ( (—ag)n(1 —¢*")
(_1/a)n—1a"71q’"(”*1)+(7“*1)(("*1)2*(nfl))+("gl)+2n72
(—aq)n_1(1 — ¢>2) an_1> .

Démonstration. On prend ¢ =0, a = 1, py = —1/a, et on fait tendre n ainsi que tous les

D,

Qn

autres p; et o; vers I'infini dans le théoréeme 1.5 pour obtenir ce résultat. O
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On démontre d’abord (IV.6) pour k impair. En prenant a = 1 dans le lemme IV.20 et

en utilisant la paire de Bailey par rapport a 1 |5, équation (5.7), corrigée|

0 si n impair 1

3n2_2n
4

(14+¢™) sinon

on obtient

(1)

2 (Dni—ns Dy -0 (D (€5 G,

nyz-ny 20

_(_Q)oo 14 Z 2 q(”_%)”Q"'%Oé B 2 q(r—%)(n—1)2+”7—1a

B (Q)oo = 1+q¢® 1—¢* L ¢l 1-— qg(nfl) n—1
(—)ox 2 q(4r_2)n2+n(1 —q'") 3n2_ 2
(@)oo +;1+q2n 1 — g*n (=1)"q (1+¢™)

(Q)oo n>1

_ (=@)oo Z (q4r+1)n2(_1)n

(@)oo

_(_q)oo
“ .

n=—oo

8r+2 : 8r—|—2) (

4r+1, 8r+4+2
oo (g %)

Adr+1, 8r+2
)

q (g

e}

(@ (6" 5q )
(@)oo (—q™ 1 g 1)

:(_q)oo (q%_1§q2k_l)oo
(Do (1% 1)

Si k est pair, la démonstration est identique, a part qu’on utilise cette fois-ci la paire de

Bailey suivante [5, équation (5.8), corrigée] :

0 si n impair 5 q(g)
O = et =
! " (@nlg P

n2—2n

(=1)2¢" T (14¢") sinon

L’équation (IV.7) se démontre en utilisant les mémes paires de Bailey, en prenant
(a,q) = (g7, ¢*) dans le lemme IV.20.

Pour (IV.8), on utilise le lemme suivant :
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Lemme IV.21. Si (o, 8,) est une paire de Bailey par rapport a q?, alors pour tout t tel

quek—r—1<t<k—1,0na

D)

_ 2
(¢, —ag?) B

(—1/a),,a™ q(n1;1)+"§+'“+n3~+n1+---+nr+nk,t+...+nr

On,

(q)m—m T (q)nrfl_nr

Qg 1 (k=t=2)(n? —n)+ (%) +2(k—t—1)n 5
+ > g Z (1-q)
(@Doo(0P)oo (D)oo(d®)oo 25

(t+1)n24+2(t+1)n (t+1)(n—1)2+42(t+1)(n—1)+2n
L (2 q
1 — g2nt2 Qn 1— g2 Qn—1 |-
Démonstration. On prend t =k —i— 1, a = ¢*, py = —1/a, et on fait tendre n ainsi que
tous les autres p; et o; vers l'infini dans le théoréme 1.5 pour obtenir ce résultat. O

On a également besoin des paires de Bailey par rapport a ¢ suivantes [5, équations

(5.5) et (5.6)] :

0 sl n impair 5 1
O5n = et n— T~
(Q)n(Q7 q2)n+1

n 3n2+2n 1 2n+2
n sniom g :
(=1)2q™ = (g, sinon

pour k impair, et
0 si n impair p q(g)
a, = et S S
" (Q>n(Q7 q2)n+1

n 2
(=1)2q = —g,— Sinon

pour k pair.
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Résultats

Au chapitre II, on a tout d’abord interprété les séries hypergéométriques basiques
Ry i(a,b;x;q) et }?k,i(a, b;z;q) comme les séries génératrices des paires de surpartitions
vérifiant certaines conditions sur les multiplicités de leurs parts, en utilisant une méthode
classique basée sur les équations aux g¢-différences vérifiées par les J ;. Grace a 'identité
du produit triple de Jacobi, on a montré que pour certaines valeurs des variables a, b et
q, nos fonctions peuvent s’écrire comme des produits infinis quand x = 1, ce qui implique
plusieurs identités de type Rogers-Ramanujan dont certaines sont des résultats classiques.
On a ensuite défini deux familles de chemins du plan et prouvé qu’elles sont comptées
respectivement par Ry ; et sz en montrant que leurs séries génératrices vérifient certaines
équations de récurrence, a la maniére de [27]. Grace a une bijection entre ces chemins et
des familles de paires de surpartitions vérifiant des conditions sur leurs rangs successifs,
qui est une généralisation d’une bijection de [38|, on a établi une autre interprétation
combinatoire de nos fonctions a I’aide des rangs. Enfin, en étudiant la dissection de Durfee
d’une paire de surpartitions, en généralisant la k-conjugaison de Garvan et en utilisant
les paires de Bailey, on a trouvé une derniére interprétation combinatoire des Ry ; et des
Rk,l

Au chapitre 111, on a montré que certains résultats qu’on avait démontrés au chapitre
précédent par des méthodes analytiques peuvent aussi étre obtenus de fagon plus combi-
natoire. On a établi que les séries multiples associées a la dissection de Durfee sont aussi
les séries génératrices de nos chemins. On a également prouvé, dans le cas des surpartitions
(b =10), que les surpartitions vérifiant certaines conditions de multiplicités sont comptées

par la méme série génératrice que les chemins, en montrant que les séries génératrices
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vérifient les mémes récurrences.

Le deuxiéme ensemble de résultats est celui du chapitre IV. Aprés avoir défini deux
familles de séries hypergéométriques basiques Vj.(a,q) et Wi (a,q), on les a interpré-
tées combinatoirement en utilisant les surpartitions (n + t)-colorées, certains chemins
proches de ceux du chapitre IT et des symboles de Frobenius vérifiant des conditions de
type « rangs décalés ». On a également montré que pour certaines valeurs de a et ¢,
nos fonctions s’écrivent comme des produits infinis, ce qui implique des identités de type

Rogers-Ramanujan liant les (sur)partitions (n+t)-colorées et les (sur)partitions ordinaires.

Perspectives

Une premiére extension envisageable de notre travail consisterait a obtenir des preuves
combinatoires de nos résultats la o elles n’existent, pas encore. Ainsi, il serait intéressant
de démontrer combinatoirement dans le cas général la correspondance entre les multi-
plicités et les chemins, soit par une preuve récursive qui généraliserait la section 111.2,
soit par une preuve directe qui généraliserait les travaux de Bressoud [38| dans le cas
des partitions. On pourrait aussi chercher une bijection entre les chemins et les paires de
surpartitions de la section 11.7.

Un autre axe de recherche consisterait a étendre les résultats obtenus a des objets plus
généraux. Pour le chapitre 1V, il s’agirait d’étudier les séries Vs ((a, b; q) et Way(a, b; q)
obtenues en remplagant le facteur (—1/a)ma”1q(n12“) par (—1/a,—1/b),, (abg)™" dans
Vit(a, q) et Wi(a,q), et de les interpréter au moyen de paires de surpartitions (n + t)-
colorées et de chemins qui généraliseraient les chemins d’Agarwal-Bressoud de la méme
facon que les chemins du chapitre II généralisent les chemins de Bressoud-Burge. Il fau-
drait étudier aussi d’autres séries obtenues en remplagant le facteur (q),, par (¢ ¢*)n,
dans Va4 et Wa ¢ (autrement dit, ces séries sont a Vs, et Wa ., ce que les R;“ sont aux
Ry ;) ; certaines instances, dans le cas a = b = 0 et r = 1, ont été étudiées dans [2]. Notons
enfin que les paires de surpartitions n-colorées permettent d’interpréter combinatoirement

le g-analogue du deuxiéme théoréme de Gauss |19, équation (1.8)]

N+1)

= (a)n(b)wq —q)oo(aq; 4*) 0o (b4; ¢%) oo
Z()()q _ (—9)so(aq; ¢*)oe (bq; ¢7)

= (@)n(qab;*)n (abg; ¢*)oo
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et que la recherche d’une preuve bijective de ce théoréme constituerait également un projet

intéressant.

En ce qui concerne la généralisation des résultats du chapitre II, on sait que les
Jo.k.i(x; q) s'interprétent combinatoirement en utilisant les partitions, les Jy ;. ;,(—1/a; x; q)
en utilisant les surpartitions et les Jyx ;(a, b; ; ¢) o/ (abrq)~ en utilisant les paires de sur-
partitions. Il est naturel de se demander ce qui se passe pour A = 3; cependant, on
ignore pour le moment quels sont les objets a considérer dans ce cas. Quand on passe des
partitions aux surpartitions puis aux paires, le facteur q”2 des séries génératrices devient
(—1/a)na"q(n;1) puis (abq)"(—1/a, —1/b),.. Pour les symboles de Frobenius, on a d’abord
des symboles ot les deux lignes dont des partitions en parts distinctes, puis des symboles
ou la ligne du bas est une surpartition et enfin des symboles ou les deux lignes sont des
surpartitions. Pour les chemins, on a uniquement des pics ouverts (1-pics) dans le cas
des partitions, puis on autorise des pics semi-ouverts (a-pics) et enfin des pics fermés
(ab-pics). A chaque fois, le mécanisme de généralisation est clair mais ne nous permet pas
de comprendre comment traiter le cas A = 3. La clé du probléme réside peut-étre dans
I’étude des g-séries. On sait en effet que la correspondance entre une paire de surpartitions
et son symbole de Frobenius est intimement liée a I'identité de ¢g-Gauss; pour essayer de
comprendre comment aller au-dela des paires de surpartitions, on pourrait donc chercher

une preuve bijective simple d'une généralisation cette identité.

D’autres résultats combinatoires mériteraient d’étre généralisés. Ainsi, on pourrait
chercher a étendre aux surpartitions une généralisation du théoréme de Schur [87| due a
Alladi et Gordon [10] ainsi qu’'une version finie des identités d’Andrews-Gordon étudiée
par Berkovich et Paule [34, 35|. De plus, il serait intéressant de généraliser la notion de

rangs successifs comme cela a été fait dans |26] dans le cas des partitions.

En outre, comme on I’a signalé dans l'introduction, plusieurs instances de la fonction
Ik ont été étudiées, mais il reste beaucoup a faire dans ce domaine : il existe sans
doute de nombreuses autres instances qui peuvent s’écrire comme des produits infinis et
conduire & des identités de type Rogers-Ramanujan. En particulier, il faudrait étudier
les Ry ; et les sz dans le cas ol k et ¢ sont des demi-entiers, comme cela a été fait par
plusieurs auteurs |14, 36, 74| pour les J; ;;. Pour ne citer qu'un exemple, on sait que

Ro.3/2(—¢, —¢*; 1;¢%) est un produit infini. Dans le méme esprit, on pourrait définir les
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J}Hk,i pour tout A et les utiliser pour prouver des identités de séries hypergéométriques
basiques et des résultats combinatoires. Notons également que dans [48, section 6], on a
défini une famille de fonctions qui généralise les Jy ;;(a;x;q) et les jm,i(a;a:;q) . pour

m > 1, on définit
Teim(@;73q) = Hysm(a; 265 ) + azqHy ;1 m(a; 7g; ),
ou
Hyim(a; 7 q) = Z(—a)"qkn%r”*m*(m*l)(g)xn(k—m—l)
n>0

" (1 —2'¢®™)(=1/a)n(—axq" ) o (2™ ¢ )n
(@™ q™)n (%) oo '

Le cas m = 1 correspond a Jy ;. ;(a; x;q) et lecasm = 2 & ij,i(a; x; q). Les équations (I1.8)
et (I1.9) (ou (IT.13) et (I1.14)) sont vraies pour ?Ik,i,m(a;x; q) et par une démonstration

analogue a celle de (I1.6) ou de (I.15), on peut montrer que
Hyiom(a;239) = Hiiomm (@3 23¢) = 2" (1 2 4+ 2% 4 -+ 2™ ) ki m(a; 25 9)-

Il serait intéressant de trouver une interprétation combinatoire de ces séries.

Enfin, une derniére piste a explorer est celle des algorithmes de génération pour les
surpartitions et les objets liés. 11 s’agirait de généraliser les algorithmes de génération
exhaustive et aléatoire |67, 78| et les algorithmes de type code de Gray [85] pour les

partitions.
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Résumé

Une partition d’un entier positif est une facon d’écrire ce nombre comme une somme
d’entiers strictement positifs ot ’ordre des termes ne compte pas. Plusieurs généralisations
des partitions ont été étudiées, parmi lesquelles les surpartitions, qui sont des partitions ou
I’on peut surligner la derniére occurrence d'un nombre, les paires de surpartitions ou encore
les partitions n-colorées, qui sont liées & un modéle de physique statistique. Dans cette
thése, on généralise aux paires de surpartitions les identités d’Andrews-Gordon, qui sont
une extension d’un résultat classique de la théorie des partitions : les identités de Rogers-
Ramanujan. Pour cela, on définit deux classes de séries hypergéométriques basiques et on
montre que ce sont les séries génératrices des paires de surpartitions vérifiant différents
types de conditions (multiplicités, rangs successifs, dissection de Durfee) et de certains
chemins du plan. On montre également que pour certaines valeurs des parameétres, ces
séries peuvent s’écrire comme des produits infinis, ce qui conduit a plusieurs identités
de type Rogers-Ramanujan. LLa démonstration utilise diverses méthodes combinatoires et
analytiques. On définit enfin une généralisation des partitions n-colorées, les surpartitions
n-colorées, et on les utilise pour interpréter combinatoirement certaines séries multiples
et démontrer d’autres identités de type Rogers-Ramanujan.

Mots-clés : partitions, surpartitions, partitions n-colorées, identités de type Rogers-
Ramanujan

Around overpartitions and Rogers-Ramanujan-type identities

Abstract

A partition of a nonnegative integer is a way of writing this number as a sum of posi-
tive integers where order does not matter. Several generalizations of partitions have been
studied, among which overpartitions, which are partitions where the last occurrence of
a number can be overlined, overpartition pairs, and n-color partitions, which are related
to a model of statistical physics. In this thesis, we generalize to overpartition pairs the
Andrews-Gordon identities, which are an extension of a classical result of partition theory:
the Rogers-Ramanujan identities. To do this, we define two classes basic hypergeometric
series and we show that they are generating functions for overpartition pairs satisfying
various kinds of conditions (multiplicities, successive ranks, Durfee dissection) and for
certain lattice paths. We also show that for some values of the parameters, these series
can be written as infinite products, which leads to several Rogers-Ramanujan-type iden-
tities. The proof uses various combinatorial and analytical methods. Finally, we define a
generalization of n-color partitions, called n-color overpartitions, and we use these objects
to interpret combinatorially certain multiple series and prove other Rogers-Ramanujan-
type-identities.

Keywords: partitions, overpartitions, n-color partitions, Rogers-Ramanujan-type-iden-
tities



