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Introduction

Nous étudions des équations différentielles du type F (y, . . . ,y(n)) = 0 où F (Y0, . . . ,Yn) est
une série formelle en Y0, . . . ,Yn à coefficients dans un certain corps de séries généralisées Mr.
Notre objet est de comprendre le lien existant entre l’ensemble des exposants de leurs coefficients
(qu’on note Supp F ) et les exposants des éléments deMr solutions.

Etant donné un groupe abélien totalement ordonné G, on appelle série généralisée à puis-
sances dans G une expression a =

∑
g∈G

Agt
g. Les coefficients Ag sont réels, t est la variable

formelle et le support de a (l’ensemble des puissances g telles que Ag 6= 0) est un sous-ensemble
bien ordonné de G. Il est connu depuis [Hah07] que l’ensemble de ces séries muni de l’addition
et de la multiplication (produit de convolution) usuelles est un corps valué. (L’hypothèse de
bon ordre permet de définir le produit de convolution).

L’étude des séries généralisées se situe au confluent de récents progrès dans plusieurs do-
maines. Nous soulignons l’importance, dans les différents contextes que nous allons évoquer,
de la théorie des corps valués de caractéristique nulle. Nous-mêmes utilisons dans notre travail
une approche valuative.

Concernant le cas du corps R
((
xR)) des séries de puissances réelles de x, muni de la valua-

tion et de la dérivation usuelles, on a trois résultats récents similaires. D. Y. Grigoriev et M. F.
Singer considèrent dans [GS91] des équations différentielles polynomiales P

(
x,y, . . . ,y(n)

)
= 0

avec P ∈ Q [[x,Y0, . . . ,Yn]]. Ils montrent qu’alors tout élément de R
((
xR)) solution a ses expo-

sants dans un Z-module finiment engendré (corollaire de la section 3).
J. Cano étudie dans [Can93] des séries généralisées à exposants rationnels solutions d’équa-

tions différentielles de la forme f
(
x,y,y′ . . . ,y(n)

)
= 0, où f

(
x,y, . . . ,y(n)

)
∈ R [[x,Y0, . . . ,Yn]]. Il

prouve qu’alors les exposants d’une telle série solution ont un dénominateur commun (série de
type Puiseux : cf théorème 1), puis il détermine l’indice de Gevrey de la solution en fonction de
celui de la série formelle f définissant l’équation (théorème 2).

F.Cano, R. Moussu et J.-P. Rolin montrent dans l’appendice de [CMR05] que ce résul-
tat est encore valide pour des solutions à exposants réels d’équations différentielles formelles
f (x,y,xy′,xy′′) = 0, où f ∈ R [[x,Y0,Y1,Y2]] : le support d’une série solution est alors réticulé
c’est-à-dire appartient à un sous semi-groupe additif finiment engendré de R+. Ce résultat leur
est utile dans la preuve d’un théorème de désingularisation des champs de vecteurs en dimension
3 le long d’une trajectoire non-oscillante (cf théorème 1 de [CMR05]).

Ces résultats sont des cas particuliers d’un énoncé beaucoup plus général obtenu dans sa
thèse par J. van der Hoeven ([vdH97]). Sans rentrer dans le détail des définitions, il peut se
résumer comme suit: une transsérie à support bien ordonné solution d’un polynôme différentiel
à coefficients transséries réticulées est également réticulée.

Les transséries sont des séries formelles construites itérativement à partir de R, x, les opé-
rations de corps, l’exponentielle, le logarithme et un procédé de sommation infinie analogue à
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la construction des séries généralisées à partir d’un corps ordonné abstrait. On obtient ainsi un
corps totalement ordonné, réel clos, stable par dérivation, intégration, composition et l’inversion
fonctionelle. L’introduction des transséries est due à J. Ecalle dans sa preuve de la conjecture
de Dulac (cf [É92]). Pour un survol historique concernant les transséries nous renvoyons à
l’introduction de la thèse de J. van der Hoeven ([vdH97]).

On retrouve dans d’autres contextes des corps similaires à celui des transséries sous les
noms de corps des séries logarithmico-exponentielles (LE-series), ou encore séries exp-log. In-
dépendamment des travaux de J. Ecalle, le corps des LE-series est introduit par L. van den
Dries ([vdD84][vdD86]) et B. I. Dahn et P. Göring ([DG87]) en théorie des modèles, en liaison
notamment avec le problème de Tarski sur l’exponentiation réelle. Un des objets de ces travaux
est de comprendre les propriétés des corps qui sont des extensions du corps des nombres réels
et qui sont stables par exponentiation (c’est-à-dire un isomorphisme entre le groupe additif du
corps et son sous-groupe multiplicatif d’éléments positifs).

L’introduction de ce type de corps est notamment motivée par le fait (prouvé par F.-V.
Kuhlmann, S. Kuhlmann et S. Shelah dans [KKS97]) que les corps de séries généralisées non
triviaux ne peuvent pas être munis d’une exponentielle. Néanmoins les corps de séries géné-
ralisées peuvent être munis d’une exponentielle réelle restreinte, et même de n’importe quelle
fonction analytique restreinte (cf [vdDMM94]). Une étude systématique des corps ordonnés
stables par les fonctions analytiques restreintes et une exponentielle non restreinte est faite par
S. Kuhlmann dans [Kuh00] : ceux-ci peuvent être vus comme une union dénombrable croissante
de corps de séries généralisées construite de manière récursive à partir d’un corps de séries
généralisées quelconque (corps des séries log-exp : cf théorème 5.7).

Certains aspects des corps des séries log-exp sont déjà étudiés dans le cadre des séries géné-
ralisées par H. Hahn ([Hah07]) et dans celui des formes imbriquées par B. Salvy et J. Shackell
([SS95], [SS99]). On trouve une construction des LE-series (analogue à celle de S. Kuhlmann
pour les séries exp-log) dans [vdDMM97] dans le contexte de la théorie des modèles. Pour un
survol historique, nous renvoyons à l’introduction de l’ouvrage de S. Kuhlmann ([Kuh00]).

Un exemple fondamental de corps non-archimédien stable par exponentiation est fourni par
les corps de Hardy (les corps de germes de fonctions réelles stables par différentiation). Ces
corps peuvent être naturellement munis d’une valuation et d’une notion de rang (le nombre de
classes archimédiennes du groupe de valuation associé).

Ces corps représentent un outil important pour l’étude des phénomènes non oscillants dans
le domaine réel (la définition même des corps de Hardy impose à leurs éléments d’être non
oscillants, c’est-à-dire de n’avoir qu’un nombre fini de zéros). En particulier, dans le cas d’un
corps de Hardy de rang fini, M. Rosenlicht a prouvé qu’il existe une échelle asymptotique
finiment engendrée (cf [Ros83][Ros83]). L’exemple fondamental de corps de Hardy stable par
exponentiation est celui des fonctions log-exp (les germes de fonctions réelles obtenues par
composition des fonctions semi-algébriques, de l’exponentielle et du logarithme) (cf G. H. Hardy
[Har71][Har11]), dont les séries log-exp peuvent être vues comme la contrepartie formelle.

Ces connexions entre les corps de Hardy et les différents corps de séries log-exp ont conduit
à une généralisation récente de la notion de corps de Hardy par M. Aschenbrenner et L. van den
Dries : celle de H-field (“H” comme Hardy et comme Hahn : cf [AvdD00], [AvdD02], [AvdD05b]).
Ce sont des corps différentiels ordonnés munis d’une relation de domination compatible avec
l’ordre (tout élément f � 1 a une dérivée logarithmique positive) et la dérivation sur le corps
(si f � 1, alors il existe un élément c du corps de constante associé au corps tel que f − c ≺ 1).
Pour un survol historique, nous renvoyons cette fois à [AvdD05a].
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Dans notre thèse, nous considérons le cas d’un groupe abélien totalement ordonné G de rang
fini r ∈ N∗ (c’est-à-dire avec un nombre fini de classes archimédiennes). D’après le théorème
d’immersion de Hahn (cf [Hah07]), tout groupe abélien ordonné est isomorphe en tant que groupe
ordonné à un sous-groupe d’un produit lexicographique de R (produit de Hahn). Nous pouvons
donc travailler avec le produit lexicographique de r copies de R : Rr

lex qu’on notera simplement
Rr, muni de l’addition composante par composante.

Nous associons à Rr une copie multiplicative, notée Gr = tR1 . . . t
R
r où t1, . . . ,tr sont des

variables formelles. Nous considérons alors le corps des multiséries de rang r Mr = R [[Gr]]
dont les éléments ont leurs exposants qui sont des sous-ensembles bien ordonnés de Rr (la
terminologie de multisérie est empruntée à B. Salvy et J. Schackell dans [SS99]. Gr est le
sous-groupe de monômes et (Rr ∪ {∞}, + , ≤) est le groupe de valuation associé (on note
v :Mr → Rr ∪ {∞} la valuation).

Nous munissonsMr d’une dérivation avec les deux hypothèses suivantes :
(H1) pour tous a,b ∈Mr, v (a) ≤ v (b)⇔ v (a′) ≤ v (b′)

(H2) v
(
t′k
tk

)
< v

(
t′k+1

tk+1

)
∀k ∈ {1, . . . ,r − 1}

Ces deux hypothèses sont légèrement plus générales que les axiomes de définition des H-fields
(cf [AvdD05a]).

Afin d’énoncer notre résultat principal, nous introduisons les définitions suivantes. Étant
donnés des sous-ensembles X1, . . . ,Xp bien ordonnés de Rr

>(0,...,0), on appelle transformations
élémentaires :
- la somme de deux sous-ensembles : Xl +Xm = {a+ b | a ∈ Xl,b ∈ Xm}
- l’adjonction d’un nouveau générateur α ∈ R∗+ : Xl + Nα
- la génération comme semi-groupe additif : 〈Xl〉 = {k1χ1 + · · ·+kqχq | ki ∈ N, χi ∈ Xl, q ∈ N}
- la translation négative de β ∈ R∗+ : (Xl)≥β − β
A tout corps différentielMr, on associe des sous-ensembles bien ordonnés T1, . . . ,Tr de Rr

>(0,...,0)

construits à partir des supports des dérivées t′1, . . . ,t′r des générateurs t1, . . . ,tr deMr (cf Défi-
nition 4.1.22 et Notation 4.2.9). Nous montrons que (Théorème 5.1.2) :

Soit une équation F (y, . . . ,y(n)) = 0 avec F (Y0, . . . ,Yn) ∈ Mr[[Y0, . . . ,Yn]] et dont le support
Supp F est un sous-ensemble bien ordonné de Rr. Soit une solution y0 ∈Mr de cette équation

avec v (y0) > max{(0, . . . ,0) ,− nv
(
t′1
t1

)
}. Alors les exposants de y0 sont inclus dans un sous-

ensemble bien ordonné de Rr
>(0,...,0) obtenu à partir de Supp F, T1, . . . ,Tr par un nombre fini de

transformations élémentaires.

En d’autres termes, les exposants de toute série solution d’une équation différentielle à sup-
port bien ordonné dans ce type de contexte ont un degré de complexité fini relativement au
support de l’équation. En particulier, nous en déduirons (Corollaire 7.5.2) l’analogue du résultat
de J. Van der Hoeven cité précédemment : dans le cas d’un corps différentiel dont les dérivées
des générateurs ont un support réticulé, toute solution à support bien ordonné d’une équation
réticulée a elle-même ses exposants dans un réseau (nous qualifions de réticulé un ensemble
inclus dans un sous-semi groupe additif de Rr

>(0,...,0) dont les générateurs sont positifs)
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Les résultats de D.Y.Grigoriev-M.F.Singer, J.Cano, F.Cano-R.Moussu-J.-P.Rolin, et J.Van
der Hoeven s’appuient sur des généralisations du polygône de Newton-Fine. L’idée centrale est
d’utiliser un algorithme consistant à déterminer les différents exposants dominants possibles
d’une série solution en analysant les pentes des côtés du polygone associé à l’équation, puis
de substituer le terme obtenu dans l’équation afin d’obtenir une nouvelle équation et donc
un nouveau polygone. On obtient ainsi les différentes branches-solutions possibles. La clé de
cette méthode est qu’au bout d’un nombre fini d’applications de l’algorithme, chaque branche
est uniquement déterminée (“solution stabilisée” dans [GS91], situation de “point pivot” dans
[Can93] et [CMR05], “équation quasi-linéaire” dans [vdH97]). Dans le cas des transséries, la
démonstration est assez complexe.

Notre choix est de ne pas utiliser cette méthode, mais d’exprimer directement les relations
valuatives entre les exposants des solutions et ceux des coefficients de l’équation. Tout élément
y0 deMr de valuation positive a une partie initiale de la forme
y0,k =

∑
(µk,...,µr)>(0,...,0),µk>0

M(µk,...,µr)t
µk
k · · · t

µr
r pour un certain k ∈ {1, . . . ,r}. Nous procédons

par récurrence sur le nombre de générateurs impliqués dans l’écriture de la partie initiale de la
solution considérée. Le cas initial est celui d’une partie initiale de la forme

∑
µ∈R

Mµt
µ
r , c’est-à-dire

ne faisant intervenir que des puissances du générateur “le moins plat” tr .
Notre démonstration s’appuie d’abord dans le chapitre 4 sur une analyse des propriétés

valuatives du corps Mr pour r ∈ N∗ fixé. Dans le cas du corps R
((
xR)), on peut travailler

avec une équation de la forme F (x,y,xy′, . . . ,xny(n)) = 0 au lieu de F (x,y,y′, . . . ,y(n)) = 0. Ainsi
un monôme Axα avec A ∈ R∗ et α ∈ R∗ est équivalent à ses dérivées à tout ordre xk(Axα)(k)

pour k ∈ {1, . . . ,n}. Cela permet de mieux comprendre les annulations qui surviennent entre
les termes lorsqu’on substitue une partie initiale de la solution dans l’équation (cf [CMR05]).
Dans notre cas, on ne peut espérer obtenir une dérivation qui ait la bonne propriété pour tous
les monômes de Gr. Néanmoins nous définissons r nouvelles dérivations D1, . . . ,Dr adaptées au
nombre de générateurs t1, . . . ,tr impliqués dans l’écriture des monômes, c’est-à-dire telles que,
pour tout k ∈ {1, . . . ,r}, pour tous µk, . . . ,µr ∈ R, µk 6= 0, on a Dk(t

µk
k · · · tµrr ) ∼ µkt

µk
k · · · tµrr .

L’intérêt d’une part est, comme dans le cas du corps R
((
xR)), d’exprimer les condi-

tions d’annulations entre les termes lorsqu’on substitue une partie initiale d’une multisérie
dans l’équation, en fonction de la valuation de cette partie initiale. D’autre part, ces nou-
velles dérivations nous permettent de définir les sous-ensembles bien ordonnés T1, . . . ,Tr de
Rr
≥(0,...,0) cités précédemment dans l’énoncé de notre résultat principal (cf notation 4.2.9). Ces

ensembles expriment en quelque sorte la “contribution du corpsMr à l’enrichissement du sup-
port des solutions relativement au support de l’équation” : pour toute partie initiale de la forme
y0,k =

∑
(µk,...,µr)>(0,...,0)

M(µk,...,µr)t
µk
k · · · t

µr
r , on a Supp (F̃0,k(y0,k, . . . ,D

n
ky0,k)) ⊆ 〈Supp y0,k〉 +

Supp F̃0,k + Tk.
En contrepartie, il nous faudra donc pouvoir changer de dérivation en cours de processus afin

de travailler avec la dérivation adaptée au nombre de générateurs intervenant dans l’écriture
de la partie initiale considérée. Les ensembles T1, . . . ,Tr nous permettent d’exprimer l’évolution
du support de l’équation lorsqu’on change de dérivation (cf Propositions 5.3.8 et 5.3.13).
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Une autre clé de notre preuve du théorème principal est l’introduction de la notion d’ordre de
Weierstrass w ∈ N d’une équation à support bien ordonné (cf 6.1.2). Il s’agit d’une généralisa-
tion de la notion d’ordre de régularité d’une équation polynomiale ou formelle classique, comme
celles considérées dans le théorème de préparation de Weierstrass (cf par exemple [KP02]). Cet
ordre joue le même rôle que l’ordre de Newton de J. van der Hoeven dans sa preuve à l’aide
du polygone de Newton-Fine (cf [vdH97], [vdH06]). Il nous permet, à l’intérieur même de la
récurrence générale sur le nombre de générateurs, de raisonner par récurrence sur cet ordre.

Étant donnée une équation F = 0 d’ordre de Weierstrass w ∈ N∗, nous traitons d’abord le
cas des équations dérivées partielles d’ordre w−1 de F . Certaines de ces équations sont d’ordre
de Weierstrass 1 : nous montrons alors que soit le support de la multisérie considérée est inclus
dans un ensemble bien ordonné associé à l’une de ces équations, soit on a stabilisation de la
valuation à partir d’un partie initiale fixée de la multisérie pour toutes ces équations dérivées
partielles. Dans ce dernier cas, on écrit le développement de Taylor de l’équation F = 0 pour
une partie initiale plus longue et on montre que la somme de tous les termes correspondants
aux dérivées partielles d’ordre supérieur à w−1 a une valuation stabilisée. Nous nous ramenons
alors pour les équations dérivées partielles d’ordre inférieur à w − 1 à un cas analogue au cas
d’ordre de Weierstrass 1.

En itérant ce raisonnement, nous “réduisons” en quelque sorte l’ordre de Weierstrass de
l’équation F = 0 “le long de la multisérie considérée”. Pour conclure, nous remarquons qu’une
équation d’ordre de Weierstrass 0 n’admet pas de solution. Puisque nous considérons une mul-
tisérie solution de F = 0, nous “réduisons” l’ordre de Weiestrass de l’équation F = 0 au plus à
l’ordre 1.

Notre exposé se divise en sept chapitres.
L’objet des deux premiers est d’introduire notre méthode dans des cas particuliers et bien

connus. Dans le premier chapitre, nous traitons le cas des équations non différentielles (chapitre
1). Nous redémontrons le fait classique suivant (Théorème 1.2.1) :

Toute série généralisée y0 =
∞∑
j=1

Mµjx
µj de R

((
xR)) solution d’une équation f(x,y) = 0 avec

f(x,y) ∈ R [[x,y]] a des exposants µj rationnels avec un dénominateur commun (série de type
Puiseux).

Notre méthode dans ce chapitre comme dans les suivants consiste à calculer la valuation de
l’équation f évaluée en des parties initiales de plus en plus longues de la série y0. On montre
d’abord que si les exposants d’une série généralisée ne sont pas rationnels, alors on a stabilisation
de la valuation de l’équation et la série ne peut pas être solution. Ensuite nous démontrons par
l’absurde que ces exposants ont un dénominateur commun : dans le cas contraire, on “réduit”
l’équation à l’ordre de Weierstrass 0 et la série généralisée y0 ne peut pas être solution.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons une généralisation des résultats de [Can93],
[GS91] et de l’annexe de [CMR05] (cf Théorème 2.1.12) :
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Toute série généralisée y0 =
∞∑
j=1

Mµjx
µj de R

((
xR)) solution d’une équation formelle f(x,y,

. . . ,xny(n)) = 0 à support réticulé (c’est-à-dire avec f ∈ R [[xτ1 , . . . ,xτr ]] [[Y0, . . . ,Yn]] pour cer-
tains τi > 0) a elle-même un support réticulé.

Dans le cas d’une équation d’ordre de Weierstrass 1 (ou assimilé à une équation d’ordre de
Weierstrass 1 après “réduction”), nous introduisons la notion de polynôme annulateur (cf Défi-
nition 2.2.5). Ce polynôme est construit à l’aide des coefficients de l’équation qui déterminent
son ordre de Weierstrass. Ce sont ces coefficients qui, lorsqu’on évalue l’équation en une partie
initiale d’une série y0, fournissent les termes de plus petite valuation. La croissance de cette
valuation ou sa stabilisation est une conséquence des annulations possibles entre ces termes
dominants, qui elles-mêmes n’ont lieu que pour des valeurs particulières des exposants de y0.
Une des difficultés supplémentaires du cas différentiel par rapport au cas non différentiel est que
des annulations peuvent survenir du fait que des termes a(i0,...,in)y

i0 · · · (xny(n))in de l’équation
ayant même degré généralisé i0 + · · ·+ in et des coefficients a(i0,...,in) équivalents sont eux-mêmes
équivalents (cf par exemple la section 3.2.1 Introduction de [vdH02]). Ces annulations ont lieu
pour les termes dominants lorsqu’un exposant de y0 est une racine du polynôme annulateur.
Ainsi chacune des racines positives enrichit d’un nouveau générateur le support Supp y0 par
rapport au support de l’équation.

Pour la preuve par récurrence (cas d’une équation d’ordre w > 1), nous procédons par
l’absurde en supposant que les exposants de y0 n’appartiennent à aucun réseau de R+. Nous
montrons alors que les valuations de l’équation f = 0 et des équations dérivées partielles de f
évaluées en des parties initiales de longueur finie se stabilisent. La série généralisée y0 ne peut
alors pas être solution.

Le chapitre 3 est consacré à une généralisation du résultat précédent aux équations différen-
tielles sous-analytiques (cf Théorème 3.3.1) : si une solution y0 (x) d’une équation différentielle

sous-analytique admet un développement asymptotique de la forme
∞∑
i=1

Mix
µi , µi ∈ R+, alors

les exposants µi appartiennent à un réseau de R+.
Rappelons qu’une fonction réelle est dite sous-analytique si son graphe est un ensemble

sous-analytique de R2 (c’est-à-dire la projection d’un ensemble défini par des équations et
inéquations analytiques). Nous montrons d’abord comment ce type d’équations peut survenir
dans le cadre de la réduction des champs de vecteurs analytiques de dimension n quelconque,
dans l’esprit des travaux de F. Cano, R. Moussu et J.-P. Rolin dans [CMR05].

Notre résultat découle de la décomposition des fonctions sous-analytiques obtenue par L.
van den Dries, A. Macintyre et D. Marker dans [vdDMM94] ou par J.-M. Lion et J.-P.Rolin
dans [LR97] : nous procédons par récurrence sur la complexité de l’équation sous-analytique
considérée afin de nous ramener au cas des équations analytiques.

Après quelques rappels concernant les séries généralisées, nous définissons dans le chapitre 4
le corps des multiséries, la dérivation sur ce corps et les notions d’équations différentielles et de
solution de ces équations.

Nous prouvons quelques propriétés élémentaires concernant notamment les valuations des
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dérivées des générateurs t1, . . . ,tr d’un corpsMr. Puis nous définissons les r nouvelles dériva-
tions D1, . . . ,Dr, et les sous-ensembles bien ordonnés de Rr

≥(0,...,0) T1, . . . ,Tr cités précédemment.

L’objet du chapitre 5 est d’obtenir quelques résultats préliminaires concernant d’une part les
changements de dérivation, d’autre part certains changements d’inconnues dont nous aurons
besoin.

Nous déterminons notamment le support de l’équation après changement de dérivation par
rapport au support de l’équation initiale. Ce sont ces changements d’équation qui présentent le
plus de difficultés, d’autant que l’ordre de Weierstrass n’est a priori pas conservé.

Les changements d’inconnues que nous utilisons sont les éclatements (les transformations
y = tµz pour un certain monôme tµ : cf section 5.3.1) et les translations (les transformations
y = pS+y1 pour une certaine partie initiale pS de y0). Ce sont ces deux changements d’inconnue
qui nous permettront d’appliquer la récurrence générale sur le nombre de générateurs impliqués
dans l’écriture d’une partie initiale d’une multisérie y0. Nous en donnons quelques propriétés
élémentaires, notamment comme pour les changements de dérivation, nous déterminons le sup-
port de l’équation transformée en fonction de celui de l’équation initiale.

Dans le chapitre 6, nous traitons le cas initial de la récurrence générale : la partie initiale
de la solution considérée est une série généralisée à un seul générateur tr (cf Théorème 6.1.1).
Etant donnée une équation F = 0 d’ordre de Weiertrass w ∈ N∗, comme dans le chapitre 2, nous
utilisons aussi une notion de polynôme annulateur, et raisonnons par récurrence descendante sur
l’ordre de dérivation l ∈ {0, . . . ,w − 1} des équations dérivées partielles de F = 0 considérées :

∂lF

∂Y i0
0 · · · ∂Y in

n

= 0.

Afin d’expliciter les ensembles bien ordonnés auxquels appartiennent les exposants de la
partie initiale d’une solution, nous ne raisonnons pas par l’absurde comme dans la preuve du
Théorème 2.1.12. Nous montrons par récurrence transfinie sur le support des parties principales
considérées soit l’appartenance des exposants de y0 à un ensemble bien ordonné convenable, soit
la stabilisation de la valuation associée à l’équation. Dans ce dernier cas, nous pouvons “réduire
l’ordre de Weierstrass” l’équation, c’est-à-dire travailler avec les équations dérivées partielles
d’ordre de dérivation inférieur.

Nous déduisons de cette démonstration le théorème général concernant les corps de rang 1
(Théorème 6.4.1).

Le chapitre 7 est consacré à la preuve de la récurrence sur le nombre de générateurs (passage
d’une solution avec une partie initiale décrite avec tk+1, . . . ,tr à une autre décrite avec tk, . . . ,tr
générateurs : cf Théorème 7.1.1). Nous considérons une équation d’ordre de Weierstrass w ∈ N∗
et nous raisonnons aussi par récurrence descendante sur l’ordre de dérivation l ∈ {0, . . . ,w− 1}
des équations dérivées partielles.

Une difficulté supplémentaire provient du fait que les annulations des polynômes annulateurs
ont lieu pour des valeurs particulières µk d’un élément µ = (0, . . . ,0,µk,µk+1, . . . ,µr) du support
de la partie initiale de la multisérie considérée. Il reste alors à déterminer à quel ensemble
bien ordonné appartiennent µk+1, . . . ,µr pour ces valeurs de µk particulières. Pour cela, nous
supposons que la multisérie que nous considérons est solution et nous nous ramenons par une
translation, un éclatement et un changement de dérivation convenables à une équation d’un
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certain ordre de Weierstrass w′ ∈ N∗ ayant pour solution une multisérie z0 avec une partie
initiale décrite avec tk+1, . . . ,tr : on applique alors l’hypothèse de récurrence générale.

Nous en déduisons ensuite la preuve du théorème principal 5.1.2, qui correspond au cas d’une
partie initiale décrite avec les r générateurs. Nous concluons avec la preuve du Corollaire 7.5.2
concernant le cas réticulé, moyennant un lemme de stabilité des réseaux par les transformations
élémentaires citées précédemment.

Nous joignons à l’exposé une annexe A donnant quelques rappels concernant les notions
d’ensembles bien ordonnés, de segment initial et de récurrence transfinie.
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Chapitre 1

Théorème de Puiseux

Nous donnons dans ce chapitre une preuve rapide du fait classique suivant: les exposants d’une
série formelle solution d’une équation formelle f (x,y) = 0 sont rationnels et ont un dénomina-
teur commun. Comme dans la suite de ce travail, notre propos n’est pas de résoudre l’équation,
mais de comprendre la nature des exposants de la série solution. Nous n’utilisons donc pas
l’algorithme usuel qui s’appuie sur l’analyse des pentes du polygone de Newton de l’équation.
Notre méthode consiste à montrer que la connaissance d’un développement initial suffisamment
long de la série solution donne un renseignement complet sur la nature des exposants ultérieurs.

1.1 Définitions

Définition 1.1.1 Une série généralisée est une série formelle de la forme y0 =
∞∑
j=1

Mµjx
µj où

lesMµj ,j ∈ N, sont des nombres réels et (µj)j∈N est une suite strictement croissante de nombres
réels strictement positifs. L’ensemble des exposants µj tels que Mµj 6= 0 est le support de y0,
noté Supp y0.

Pour tout réel positif α, l’ensemble 〈y0〉α (qui peut être vide) est constitué des (p+ 1)-uplets
d’entiers naturels (l,m1, . . . ,mp), p ∈ N, tels qu’il existe des exposants µj1 , . . . ,µjp de la série
〈y0〉 vérifiant l +m1µj1 + · · ·+mpµjp = α. L’ensemble 〈y0〉 est formé des α ∈ R tels que 〈y0〉α
est non vide.

Remarque 1.1.2 Puisque les exposants de y0 sont positifs, il est clair que pour tout réel
α ∈ 〈y0〉, l’ensemble 〈y0〉α est fini. De plus, l’ensemble 〈y0〉, en bijection avec un sous-ensemble
de
⋃
p∈N

Np+1, est dénombrable.

Définition 1.1.3 Soient f (x,y) =
∑

l,m∈N
al,mx

lym ∈ R [[x,y]] une série formelle (à exposants en-

tiers) et y0 =
∞∑
j=1

Mµjx
µj une série généralisée. La série composée f (x,y0) est la série généralisée∑

n∈N
cαkx

αk , où les exposants appartiennent à 〈y0〉 et, pour tout αk ∈ 〈y0〉, le coefficient cαk est

défini par:

cαk =
∑

l+m1µj1+···+mpµjp=αk

al,m1+···+mpM
m1
µj1
· · ·Mmp

µjp
.
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Remarque 1.1.4 Le coefficient ci-dessus est obtenu en développant la série

f (x,y0) =
∑

al,mx
l
(∑

Mµjx
µj
)m

Le support de la série composée f (x,y0) est l’ensemble des éléments α de 〈y0〉 tels que le
coefficient cα est non nul.

Le calcul de chacun des coefficients de la série composée f (x,y0) ne fait intervenir qu’une
partie initiale finie de la série généralisée y0. De plus, si α ∈ Supp f (x,y0), l’ensemble Σα des
éléments de Supp f (x,y0) inférieurs ou égaux à α est fini. Donc seule une partie initiale finie
de la série y0 intervient dans le calcul des coefficients des monômes cβxβ pour β ∈ Σα. Nous
adoptons les notations suivantes:

- si pk =
k∑
j=1

Mjx
µj , alors fk = f (x,pk), f (i) (x,y) =

∂if

∂yi
(x,y), f (i)

k =
∂if

∂yi
(x,pk) et f0 =

f (x,0).
- vk = v (fk), où v est la valuation usuelle qui à toute série généralisée z associe le plus petit

élément de Supp z si z est non nul, et v (0) =∞.
- Pour tout entier i ∈ N, v(i)

k = v
(
f

(i)
k

)
. En particulier, v(0)

k = vk.

Définition 1.1.5 La série généralisée y0 est dite solution de l’équation formelle f (x,y) = 0 si
tous les coefficients de la série composée f (x,y0) sont nuls.

1.2 Exposants d’une série solution d’une équation formelle
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant:

Théorème 1.2.1 Soit y0 =
∞∑
j=1

Mµjx
µj une série généralisée solution de l’équation f (x,y) = 0,

où f (x,y) ∈ R [[x,y]]. Alors les exposants µj sont rationnels. De plus il existe un entier q ∈ N

tel que les exposants µj ∈
1

q
N.

Remarque 1.2.2 Pour démontrer ce théorème, nous utilisons le fait que nous pouvons sup-
poser la série formelle f (x,y) régulière au sens de Weierstrass en la variable y. Il suffit en effet
d’écrire f (x,y) = xn0f0 (x,y), où n0 est le plus petit exposant de la variable x apparaissant
dans la série f (x,y) et de remarquer que la série f0 (x,y) est régulière en la variable y.

1.2.1 Rationalité des exposants d’une série solution

Démonstration. Soit w l’ordre de régularité en y de la série f (x,y). Supposons qu’il existe
j ∈ N tel que µj ne soit pas rationnel. On note j0 + 1 le plus petit de ces j, et donc µj ∈ Q∗+
pour tout j ≤ j0. On en déduit que, pour tout i ∈ {0, . . . ,w − 1}, v(i)

j0
∈ Q+. Alors on a :

vj0 6= v
(1)
j0

+ µj0+1 6= · · · 6= (w − 1)µj0+1 + v
(w−1)
j0

6= wµj0+1. On pose m0µj0+1 + v
(m0)
j0

=

min{mµj0+1 + v
(m)
j0
| m ∈ {0, · · · ,w}}.
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On note ŷ0 = y0 − pk0 et donc v (ŷ0) = µk0+1. D’après la formule de Taylor, on a

f (x,y0) = fk0 +
1

1!
ŷ0f

(1)
k0

+ · · ·+ 1

(w − 1)!
ŷ

(w−1)
0 f

(w−1)
k0

+ ŷw0 Vk

= fk0 +
1

1!
xµk0+1ûk0f

(1)
k0

+ · · ·+ 1

(w − 1)!
x(w−1)µk0+1ûw−1

k0
f

(w−1)
k0

+ xwµk0+1ûwk0
Vk0

= xv
(0)

Û
(0)
k0

+ xµk0+1+v(1)

Û
(1)
k0

+ · · ·+ x(w−1)µk0+1+v(w−1)

Û
(w−1)
k0

+ xwµk0+1Û
(w)
k0

= xm0µj0+1+v
(m0)
j0 Vk0 6= 0

avec v(Û
(0)
k0

) = · · · = v(Û
(w)
k0

) = v(Vk0) = 0
y0 ne serait alors pas solution. �

1.2.2 Existence d’un dénominateur commun

Nous supposons donc dorénavant que les exposants de y0 sont rationnels. Notre stratégie
pour démontrer la deuxième affirmation du Théorème 1.2.1 consiste à supposer que les exposants
µj ∈ Q∗+ de y0 n’ont pas de dénominateur commun et à montrer alors que la valuation vk se
stabilise et que y0 ne peut alors être solution de l’équation f(x,y) = 0.

Nous utiliserons à plusieurs reprises le résultat suivant :

Lemme 1.2.3 Soient y0 =
∞∑
j=1

Mµjx
µj une série généralisée et une équation f (x,y) = 0 avec

f (x,y) ∈ R [[x,y]]. Supposons qu’il existe une constante c ≥ 0 et un entier naturel k1 tels que,
pour tout k ≥ k1, on peut écrire fk+1 = fk + xµk+1+cuk+1 avec v(uk+1) = 0.

S’il existe k0 ≥ k1 tel que µk0+1 + c 6= vk0, alors les vk se stabilisent à vk0+1 avec vk0+1 ≤
µk0+1 + c < µk + c pour tout k > k0 + 1.

Démonstration. On démontre la stabilisation et les inégalités par une récurrence immédiate
sur k ≥ k0 + 1 en appliquant l’inégalité triangulaire ultramétrique pour l’expression de fk+1 et
le fait que la suite des µk, k ≥ 1 est strictement croissante. �

Nous déduisons la deuxième affirmation du Théorème 1.2.1 du lemme suivant.

Lemme 1.2.4 Supposons que les exposants µj ∈ Q∗+ de y0 n’ont pas de dénominateur commun.
Posons v(w) = 0. Pour tout l ∈ {0, . . . ,w − 1}, il existe un entier kl tel que, pour tout k > kl,
on a :

v(l) + lµk < v(l+1) + (l + 1)µk < · · · < (w − 1)µk + v(w−1) < wµk

Démonstration. Nous procédons par récurrence descendante sur l.
a) Si l = w− 1, f (w−1) est régulière d’ordre 1 au sens de Weierstrass. D’après la formule de

Taylor appliquée à l’ordre 2 à fw−1, on a pour tout k ≥ 0 (on pose f0 = f(x,0)) :

f
(w−1)
k + 1 = f

(w−1)
k +Mk+1x

µk+1f (w) +M2
k+1x

2µk+1bk+1

= f
(w−1)
k + xµk+1u

(w−1)
k+1
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avec v(bk+1) ≥ 0, v(f (w)) = 0 et v(u
(w−1)
k+1 ) = 0. Puisque les exposants µj n’ont pas de déno-

minateur commun, il existe kw−1 ≥ 0 tel que v(w−1)
kw−1

6= µkw−1+1 (sinon on montrerait par une
récurrence immédiate que les µk sont tous entiers). On applique le Lemme 1.2.3.

b) Si 0 ≤ l < w− 1, on applique l’hypothèse de récurrence à l’équation f (l+1) (x,y) = 0. On
obtient donc des valuations stabilisées v(m) = v

(m)
k pour m ∈ {l + 1, . . . ,w − 1} à partir d’un

rang kl+1, telles que pour tout k ≥ kl+1 :

v(l+1) + (l + 1)µk < · · · < (w − 1)µk + v(w−1) < wµk

D’après la formule de Taylor à l’ordre 1 pour f (l), on a pour tout k ≥ kl+1 :

f
(l)
k + 1 = f

(l)
k + xµk+1+v(l+1)

u
(l)
k+1

avec v(u
(l)
k+1) = 0. Puisque les µk n’ont pas de dénominateur commun, il existe un rang kl ≥ kl+1

tel que v(l)
kl
6= µkl+1+v(l+1) (sinon les µk auraient tous le dénominateur commun de µ1, . . . ,µkl+1

).
On applique le Lemme 1.2.3. �

La preuve du Théorème 1.2.1 correspond au cas l = 0 : on a stabilisation de la valuation
vk à vk0 = v(0) pour un certain k0 ∈ N∗, et, pour tout k > k0, v(0) < v(l) + lµk pour tout
l ∈ {1, . . . ,w}.

Démonstration. Supposons que les µk n’ont pas de dénominateur commun. Nous montrons par
récurrence sur l’ordre w en la variable y de la série formelle f (x,y) qu’on a alors stabilisation
de la valuation et que y0 n’est pas solution.

On note ŷ0 = y0 − pk0 avec v (ŷ0) = µk0+1, d’après la formule de Taylor on a :

f (x,y0) = fk1 +
1

1!
ŷ0f

(1)
k0

+ · · ·+ 1

(w − 1)!
ŷw−1

0 f
(w−1)
k0

+ ŷw0 Vk

= xv
(0)

Û
(0)
k0

+ xµk0+1+v(1)

Û
(1)
k0

+ · · ·+ x(w−1)µk0+1+v(w−1)

Û
(w−1)
k0

+ xwµk0+1Û
(w)
k0

= xv
(0)

j0
Vk0 6= 0

avec v(Û
(0)
k0

) = · · · = v(Û
(w)
k0

) = v(Vk0) = 0.
La série y0 n’est donc pas solution. �
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Chapitre 2

Extension du théorème de Puiseux aux
équations différentielles

L’étude des séries généralisées solutions d’équations différentielles est l’objet de plusieurs pu-
blications. Les coefficients des polynômes différentiels que D. Y. Grigoriev et M. F. Singer
considèrent dans [GS91] ont des exposants qui tendent vers +∞. J. Cano étudie dans [Can93]
des séries généralisées à exposants rationnels solutions d’équations différentielles de la forme
f
(
x,y,y′ . . . ,y(n)

)
= 0, où f (x,Y0,Y1 . . . ,Yn) ∈ R [[x,Y1, . . . ,Yn]]. Dans ces deux articles, les

auteurs montrent que les exposants de la série solution appartiennent à un réseau (ou sous
semi-groupe finiment engendré) de R+.

F. Cano, R.Moussu et J.-P. Rolin montrent dans l’appendice de [CMR05] que ce résul-
tat est encore valide pour des solutions à exposants réels d’équations différentielles formelles
f (x,y,xy′,xy′′) = 0, où f ∈ R [[x,Y0,Y1,Y2]]. Dans ces trois articles, la preuve s’appuie sur l’ana-
lyse des pentes du polygône de Newton-Fine associé à l’équation différentielle. Dans ce chapitre
nous généralisons ce dernier théorème aux équations différentielles d’ordre n, non nécessaire-
ment polynomiales, et dont les coefficients sont des séries généralisées dont le support commun
est inclus dans un réseau de R+. Comme dans le chapitre précédent, nous ne proposons pas
un algorithme de calcul des exposants, et n’utilisons pas explicitement le polygône de Newton-
Fine. Nous montrons que la connaissance d’un développement initial suffisamment long de la
série solution permet de conclure.

Rappelons que ces résultats sont des cas particulier d’un énoncé beaucoup plus général
obtenu dans sa thèse par J. van der Hoeven [vdH97]. Sans rentrer dans le détail des définitions,
il peut se résumer comme suit: une transsérie à support bien ordonné solution d’un polynôme
différentiel à coefficients transséries réticulées est également réticulée. Sa démonstration est très
complexe. C’est pourquoi nous jugeons utile, dans les cas que nous considérons, de donner une
preuve autonome. Cela nous permet de plus d’illustrer une méthode que nous généralisons plus
loin à d’autres corps de séries (qui ne sont pas nécessairement des transséries).
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2.1 Définitions et résultats
Notation 2.1.1 Pour tout λ ∈ R+, et tout entier naturel i ≥ 1, on note: (λ)∗i = i!

(
λ
i

)
= λ (λ− 1) · · · (λ− i+ 1)

(λ)∗0 = 1

Définition 2.1.2 Pour n ∈ N, la dérivée d’ordre n d’un momôme généralisé xα, α ∈ R+,
est définie par: (xα)(n) = (α)∗i x

(α−n). De même, la dérivée d’ordre n d’une série généralisée

y0 =
∞∑
i=1

Mµix
µi , µi > 0, est la série y(n)

0 =
∞∑
i=1

Mµi (µi)∗n x
µi−n.

Remarque 2.1.3 La Définition 1.1.1 impose aux exposants d’une série généralisée d’être po-
sitifs. Ça n’est pas nécessairement le cas des exposants de la série dérivée yn0 . En revanche,

pour tout n∈ N, la série xny(n)
0 = xn

∞∑
j=1

Mµj (µj)∗n x
µj−n =

∞∑
j=1

Mµj (µj)∗n x
µj est bien une série

généralisée, de même valuation que la série y0.

Définition 2.1.4 Soient τ1, . . . ,τr ∈ R. Le sous-semi groupe additif de R engendré par τ1, . . . ,τr,
est appelé réseau engendré par τ1, . . . ,τr. On le note Nτ1 ⊕ · · · ⊕ Nτr ou plus simplement
〈τ1, . . . ,τr〉.
Si τ1, . . . ,τr ∈ R+, on note R [[xτ1 , . . . ,xτr ]] [[Y0, . . . ,Yn]] l’anneau des séries formelles de la forme :

f (x,Y0, . . . Yn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

ai0,...,in (x)Y i0
0 · · ·Y in

n =
∑

I∈Nn+1

aI (x)Y I

où les ai0,...,in sont des séries généralisées dont le support est contenu dans 〈τ1, . . . ,τr〉 et Y I =
Y i0

0 · · ·Y in
n . Un telle série s’écrit donc également :

f (x,Y0, . . . ,Yn) =
∑

aαl,i0...,inx
αlY i0

0 · · ·Y in
n =

∑
aαl,Ix

αlY I

où αl ∈ 〈τ1, . . . ,τr〉, I = (i0,i1, . . . in) ∈ Nn+1 et aαl,i0,...,in ∈ R.

Remarque 2.1.5 Le fait de considérer des équations dont les coefficients ont des exposants
éventuellement non entiers nous amène à étendre la définition de l’ensemble 〈y0〉 défini par une
série généralisée y0 avec v(y0) > 0.

Définition 2.1.6 Soient τ1, . . . ,τr ∈ R+ et y0 =
∞∑
j=1

Mµjx
µj une série généralisée. Pour tout

réel positif α, l’ensemble 〈y0〉α (défini par la série y0 avec v(y0) > 0 et les réels τ1, . . . ,τr) est
constitué des (r + p)-uplets d’entiers positifs (l1, . . . ,lr,i1, . . . ,ip), p ∈ N, tels qu’il existe des
exposants µj0 , . . . ,µjn de la série y0 avec

α = l1τ1 + · · ·+ lrτr + i1µj1 + · · ·+ ipµjp

L’ensemble 〈y0〉 est formé des réels α tels que 〈y0〉α est non vide.
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Remarque 2.1.7 L’ensemble 〈y0〉 est le réseau de R+ engendré par les nombres τ1, . . . ,τr et
µj, j ∈ N. Puisque ces générateurs sont positifs, il est clair que pour tout α ∈ 〈y0〉, l’ensemble
〈y0〉α est fini. De plus, l’ensemble 〈y0〉, en bijection avec un sous-ensemble de

⋃
p∈N

Nr+p, est

dénombrable.

Définition 2.1.8 Soient f (x,Y0, . . . ,Yn) =
∑

aβl,Ix
βlY I ∈ R [[xτ1 , . . . ,xτr ]] [[Y0, . . . ,Yn]] et une

série généralisée y0 =
∞∑
i=1

Mµix
µi avec µi > 0. La série composée f

(
x,y0,y

′
0, . . . ,x

ny
(n)
0

)
est la

série généralisée
∑
n∈N

cαkx
αk , où les exposants appartiennent à 〈y0〉 et, pour tout αk ∈ 〈y0〉, le

coefficient cαk est défini par :

cαk =
∑

a
βl,i

1
0+···+il00 ,...,i1n+···+ilnn

i0!

i10! · · · il00 !
· · · in!

i1n! · · · ilnn !(
µj10

)i10
∗0
· · ·
(
µ
j
l0
0

)il00
∗0
· · ·
(
µj1n
)i1n
∗n · · ·

(
µjlnn

)ilnn
∗n
M i10

µ
j10

· · ·M i
l0
0

µ
l0
j0

· · ·M i1n
µ
j1n

· · ·M ilnn
µlnjn

où la somme est prise sur les t-uples
(
βl,i

d
s

)
tels que βl +

n∑
s=0

ls∑
d=1

idsµjds = αk c’est-à-dire sur les

éléments de 〈y0〉αk .

Remarque 2.1.9 Le coefficient ci-dessus est obtenu en développant l’expression:

f
(
x,y0, . . . ,x

ny
(n)
0

)
=

∑
aβl,i0,...,inx

βl
(∑

Mµjx
µj
)i0
· · ·
(∑

Mµj (µj)∗n x
µj
)in

Nous adoptons les notations suivantes:

Notation 2.1.10 Soient k ∈ N, y0 =
∞∑
j=1

Mµjx
µj une série généralisée et I = (i0,i1, . . . ,in) ∈

Nn+1

- si pk =
k∑
j=1

Mµjx
µj , on note fk = f (x,pk, . . . ,x

n (pk)
n) . En particulier, f0 = f (x,0, . . . ,0) =

a0 (x) .
- |I| = i0 + · · ·+ in est la longueur de I et I! = i0! · · · in!
- Pour tout réel µ, on pose (µ)I = (µ)i0∗0 (µ)i1∗1 · · · (µ)in∗n.
- Soient I et J deux multi-indices de Nn+1. On note I ≤ J si ik ≤ jk pour tout k ∈ {0, . . . ,n}.

- f (I) =
∂If

∂Y i0
0 · · · ∂Y in

N

, f (I)
k = f (I) (x,pk, . . . ,x

n (pk)
n) et f (I)

0 = f (I) (x,0, · · · ,0).

- Enfin, on note v0
k = vk = v (fk) et v(I)

k = v
(
f

(I)
k

)
.

Définition 2.1.11 La série généralisée y0 est dite solution de l’équation

f
(
x,y, . . . ,xny(n)

)
= 0 (2.1.1)

si tous les coefficients de la série composée f
(
x,y0, . . . ,x

ny
(n)
0

)
sont nuls.
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Enonçons le résultat principal de ce chapitre:

Théorème 2.1.12 Soient f ∈ R [[xτ1 , . . . ,xτr ]] [[Y0, . . . ,Yn]] et y0 =
∞∑
j=1

Mjx
µj avec µj > 0, une

série généralisée solution de l’équation f
(
x,y, . . . ,xny(n)

)
= 0. Alors il existe des réels positifs

σ1, . . . ,σs tels que les exposants µj appartiennent au réseau 〈σ1, . . . ,σs〉.

2.2 Exposants de la série solution

2.2.1 Un lemme sur les réseaux de R+.

Nous fixons dorénavant f (x,Y0, . . . ,Yn) =
∑

I∈Nn+1

aI (x)Y I ∈ R [[xτ1 , . . . ,xτr ]] [[Y0, . . . ,Yn]],

avec R0 = 〈τ1, . . . ,τr〉 et une série généralisée y0 =
∞∑
j=1

Mµjx
µj , µj > 0. Le fait que les exposants

des coefficients aI appartiennent au réseau R0 permet de supposer f régulière au sens de
Weierstrass, en procédant comme suit. En effet, si on appelle Supp f l’ensemble des exposants
α ∈ R0 des coefficients aI non nuls, cet ensemble admet un plus petit élément qui est égal
à la valuation d’un des coefficients. On note v (aI0) = α0. Alors, en écrivant f = xα0f0 on
peut supposer que f possède les propriétés suivantes : il existe un entier w, appelé l’ordre de
Weierstrass de f , tel que :

- pour tout I ∈ Nn+1, v (aI (x)) ≥ 0.
- il existe I0 ∈ Nn+1 tel que |I0| = w et v (aI0 (x)) = 0 (i.e. aI0 est une unité).
- pour tout J ∈ Nn+1 avec |J | < w, v (aJ (x)) > 0.

Nous devons vérifier que cette nouvelle équation f0 a elle-aussi un support réticulé (c’est-à-
dire inclus dans un réseau du type 〈λ1, . . . ,λr〉 avec λ > 0 pour tout i). C’est l’objet du lemme
suivant, que nous utiliserons aussi dans la suite.

Lemme 2.2.1 Soient Λ = 〈λ1, . . . ,λr〉 un réseau engendré par des nombres réels positifs, et
α > 0. Notons (Λ)>α l’ensemble (supposé non vide) des éléments de Λ strictement supérieur à
α. Alors il existe des réels positifs ν1, . . . ,νs tels que (Λ)>α − α ⊂ 〈ν1, . . . ,νs〉.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur r
a) Si r = 1, notons k0 = min {k ∈ N | kλ1 > α}. Tout élément a de Λ = 〈λ1〉≥α − α s’écrit

kλ1 − α avec k ∈ N et kλ1 > α, ou encore:

a = (k − k0)λ1 + (k0λ1 − α)

Nous concluons en posant ν1 = λ1 et ν2 = k0λ1 − α.
b) Supposons le lemme démontré pour des réseaux engendrés par r − 1 nombres réels.

Considérons un réseau Λ = 〈λ1, . . . λr〉. Soit k0 le plus petit des entiers positifs k tels que
kλr > α. Tout élément a de 〈Λ〉>α − α peut s’écrire sous la forme:

a =
r−1∑
i=1

kiλi + krλr − α
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Si kr ≥ k0 , a s’écrit
r−1∑
i=1

kiλi+ (kr − k0)λr +k0λr−α et appartient à 〈λ1, . . . ,λr−1,λr,k0λr − α〉.

Sinon a appartient à l’un des réseaux 〈λ1, . . . ,λr−1〉>(α−krλr) − (α− krλr) , kr < k0, auxquels
nous appliquons l’hypothèse de récurrence. �

Le Théorème 2.1.12 est une conséquence immédiate de la proposition suivante, que nous
démontrons par récurrence sur l’ordre de Weierstrass de f :

Proposition 2.2.2 Il existe un entier positif s et des nombres réels positifs σ1, . . . ,σs tels que
le réseau R = 〈σ1, . . . ,σs〉 contienne le réseau R0 = 〈τ1, . . . ,τr〉 et tels qu’on ait:

i) soit les exposants de la série y0 appartiennent à R.
ii) soit il existe un entier positif k0 tel que pour tout entier k > k0, vk = vk0+1 et tel que

pour tout k ≤ k0, µk ∈ R. Dans ce cas, y0 n’est pas solution de l’équation 2.1.1.

2.2.2 Résultats préliminaires

Nous consacrons cette section à deux résultats que nous appliquerons à plusieurs reprises.
Le premier donne deux conditions de stabilisation de la valuation vk. Il généralise le Lemme
1.2.3.

Lemme 2.2.3 Soient une équation 2.1.1 et une série généralisée y0 =
∞∑
j=1

Mµjx
µj dont les

exposants µj sont strictement positifs. Supposons qu’il existe une constante c ≥ 0 et un entier
naturel k1 tels que, pour tout k ≥ k1 :

i) On peut écrire fk+1 = fk + xµk+1+cbk+1 avec v(bk+1) ≥ 0. S’il existe un indice k0 ≥ k1 tel
que µk0+1 + c > vk0, alors les vk se stabilisent à vk0 avec vk = vk0 < µk0+1 + c < µk + c pour
tout k > k0 + 1.

ii) On peut écrire fk+1 = fk + xµk+1+cuk+1 avec v(uk+1) = 0. S’il existe k0 ≥ k1 tel que
µk0+1 + c 6= vk0, alors les vk se stabilisent à vk0+1 avec vk0+1 ≤ µk0+1 + c < µk + c pour tout
k > k0 + 1.

Démonstration. On démontre la stabilisation et les inégalités par une récurrence immédiate
sur k ≥ k0 + 1 en appliquant l’inégalité triangulaire ultramétrique pour l’expression de fk+1 et
le fait que la suite des µk, k ≥ 1 est strictement croissante. �

Le deuxième résultat concerne les conditions d’annulation des termes dominants quand on
évalue l’équation 2.1.1 en une partie principale pk d’une série y0.

Etant données une équation 2.1.1 et une série généralisée y0 =
∞∑
j=1

Mjx
µj avec µi > 0, nous

supposons qu’il existe un multi-indice J ∈ Nn+1 de longueur 1, un entier kJ ≥ 0 et un réel
v(O) ≥ 0 tels que, pour tout k ≥ kJ , on a les hypothèses suivantes (v0 désigne v(f(x,0, . . . ,0))) :

v
(J)
k = v

(J)
kJ

= v(O) (2.2.1)

v(O) = min{v(I)
k | |I| = 1} (2.2.2)

v(O) + µk+1 < min{v(I)
k + µk+1 | |I| ≥ 2} (2.2.3)
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Notation 2.2.4 On note alors :
- A l’ensemble des multi-indices de longueur 1 vérifiant ces propriétés
- C(J)

kJ
xv

(O) le terme dominant de f (J)
kJ

(x,0, . . . ,0)
- jJ la position de 1 dans J = (0, . . . ,0,1,0, . . . ,0)
- k0 = max{kJ | J ∈ A}

Définition 2.2.5 Le polynôme annulateur associé à l’équation 2.1.1 et à la série y0 (sous les
hypothèses 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3) est :

πk0(X) =
∑
J∈A

C
(J)
k0

(X)∗jJ

Lemme 2.2.6 Pour tout entier k ≥ kJ , on a πk (X) ≡ πk0 (X) ≡
∑
J∈A

C
(J)
kJ

(X)∗jJ .

Démonstration. En appliquant la formule de Taylor pour f (I) avec I ∈ A, on obtient pour
tout k > kI :

f
(I)
k = f

(I)
kI

+
∑
|J |≥1

1

J !
f

(I+J)
kI

MµkI+1
xµkI+1uk(x)

avec v(f
(I)
k ) = v

(I)
k = v(O) = v

(I)
kI

= v(f
(I)
kI

) (Hypothèse 2.2.1). D’après l’Hypothèse 2.2.3, on
a donc :

f
(I)
k ∼ f

(I)
kJ

et donc C(I)
k = C

(I)
kI

pour tout k > kI . �

Remarque 2.2.7
1) Le polynôme annulateur étant de degré inférieur ou égal à n, il a au plus n racines

positives qu’on note {ρ1, . . . ,ρm} avec m ≤ n.
2) Dans le cas où f est d’ordre de Weierstrass égal à 1, il existe des multi-indices I tels que

|I| = 1 et v (cI) = 0. On note A l’ensemble de ces multi-indices, et on a les hypothèses 2.2.1,
2.2.2 et 2.2.3 avec v(O) = 0 et k0 = 0 = kI pour tout I ∈ A. On a alors :

πk0(X) =
∑
J∈A

f (J)(0)(X)∗jJ

2.2.3 Démonstration du Théorème 2.1.12

Soit f d’ordre de Weierstrass w ≥ 1. Le Théorème 2.1.12 résulte du lemme suivant, qui
généralise le Lemme 1.2.4 qui a permis la preuve du Théorème 1.2.1 :

Lemme 2.2.8 Supposons qu’il n’existe aucun réseau de R+ engendré par un nombre fini de
réels positifs qui contienne les exposants de la série généralisée y0. Posons v(w) = 0. Pour tout
l ∈ {0, . . . w − 1}, il existe un entier positif kl, un multi-indice Il ∈ Nn+1 de longueur |Il| = l et
un réel strictement positif v(l) tel que, pour tout k > kl, on a :

i) v(Il)
k = v(l)

ii) v(l) < v(l+1) + µk.
iii) v(l) = min{v(I)

k | i ∈ Nn+1, |I| = l}
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Démonstration. Nous procédons par récurrence descendante sur l.
a)Si l = w − 1, on a v(l+1) = v(w) = 0. Pour tout multi-indice I de longueur |I| = w − 1, on

a deux cas :
- Soit il existe un entier kI > 0 tel que v(I)

kI
< µkI+1. On applique alors le point i) du Lemme

2.2.3 et on a stabilisation de v(I)
k à v(I)

kI
.

- Soit pour tout k > 0, on a v(I)
k ≥ µk+1.

Montrons que l’ensemble des multi-indices vérifiant le premier cas est non vide. Puisque f
est d’ordre de Weierstrass w, il existe un multi-indice I de longueur w − 1 tel que f (I) soit
d’ordre 1. On note A l’ensemble des multi-indices I ∈ Nn+1 de longueur w tels que v(I)

0 = 0,
et AI l’ensemble des multi-indices J avec |J | = 1 tels que (I + J) ∈ A, c’est-à-dire tels que
v(I+J) = 0. On note {ρ(I)

1 , . . . ,ρ
(I)
mI} l’ensemble des racines positives du polynôme annulateur

associé à I (cf Remarque 2.2.7). D’après l’hypothèse faite concernant les exposants de y0, il
existe un entier positif k0 tel que µk0+1 6= vk0 et µk /∈ {ρ(I)

1 , . . . ,ρ
(I)
mI} pour tout k ≥ k0 +1 (sinon

on aurait pour tout k ≥ 1, µk ∈ R =
〈
τ1, . . . ,τr,ρ

(I)
1 , . . . ,ρ

(I)
mI

〉
). D’après la formule de Taylor,

on a donc pour tout k ≥ k0 + 1 :

f
(I)
k+1 = f

(I)
k + (πI (µk) + bk+1 (x))Mk+1x

µk+1 avec v (bk+1) > 0 et π (µk+1) 6= 0

Puisque µk0+1 6= vk0 , on applique alors le point ii) du Lemme 2.2.3.
On pose kw−1 le plus grand des kI à partir desquels les valuations v(I)

k sont stabilisées et
telles que les µk pour k ≥ kw−1 ne soient pas racines des polynômes annulateurs associés aux
multi-indices I. On pose alors v(w−1) = min{v(I)

kw−1
| |I| = w − 1} pour tout k ≥ kw−1, qui est

bien égale à une valuation v(Iw−1)
kw−1

stabilisée pour un certain multi-indice Iw−1 de longueur w−1.
b) Soit l ∈ {0, . . . ,w − 1} et supposons la propriété prouvée pour les éléments de {l, . . . ,w − 1}.

L’hypothèse de récurrence montre qu’il existe un entier k′l = max{ki | i = l · · ·w − 1} tel que,
pour tout k ≥ k′l

v(l) < v(l+1) + µk < v(l+2) + 2µk < · · · < (w − l)µk

et v(l) = min{v(I)
k | i ∈ Nn+1, |I| = l}.

Pour tout multi-indice I de longueur |I| = l − 1, d’après la formule de Taylor, on a donc
pour tout k ≥ k′l :

f
(I)
k+1 = f

(I)
k +Mk+1x

µk+1+v(l)

bk+1 (x) avec v (bk+1) ≥ 0

On a alors deux cas :
- Soit il existe un entier kI > k′l tel que v

(I)
kI
< µkI+1 +v(l). On applique le point i) du Lemme

2.2.3 et on a stabilisation de v(I)
k à v(I)

kI
.

- Soit pour tout k > k′l, on a v(I)
k ≥ µk+1.

Montrons que l’ensemble des multi-indices vérifiant le premier cas est non vide. Il existe
un multi-indice I de longueur l − 1 tel que I + J = Il pour un certain multi-indice J de
longueur 1. On a donc v(I+J)

k = v
(Il)
k = v(l) pour tout k ≥ k′l. On note AI l’ensemble des

multi-indices J avec |J | = 1 tels que v(I+J) = v(l). On définit le polynôme annulateur associé à
I : πk′l,I(X) =

∑
J∈AI

C
(I+J)

k′l
(X)∗jJ (où jJ désigne la position de 1 dans J = (0, . . . ,0,1,0, . . . ,0)).
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On note alors {ρ(I)
1 , . . . ,ρ

(I)
mI} l’ensemble des racines positives de πk′l,I(X). D’après l’hypothèse

faite concernant les exposants de y0, il existe un entier positif kI tel que µkI+1 + v(l) 6= vkI
et µk /∈ {ρ(I)

1 , . . . ,ρ
(I)
mI} pour tout k ≥ kI + 1 (sinon on aurait pour tout k ≥ 1, µk ∈ R =〈

τ1, . . . ,τr,µ1, . . . ,µk′l ,ρ1, . . . ,ρm
〉
). D’après la formule de Taylor, on a donc pour tout k ≥ kI +1 :

f
(I)
k+1 = f

(I)
k + (π (µk) + bk+1 (x))Mk+1x

µk+1 avec v (bk+1) > 0 et π (µk+1) 6= 0

Puisque µk0+1 6= vk0 , on applique alors le point ii) du Lemme 2.2.3.
On pose kl−1 le plus grand des kI + 1 à partir desquels les valuations v(I)

k sont stabilisées
et telles que les µk pour k ≥ kl−1 ne sont pas racines des polynômes annulateurs associés aux
multi-indices I. On pose alors v(l−1) = min{v(I)

kw−1
| |I| = l− 1} pour tout k ≥ kl−1, qui est bien

égale à une valuation v(Il−1)
kl−1

stabilisée pour un certain multi-indice Il−1 de longueur l − 1. �

On en déduit la démonstration du Théorème 2.1.12 :

Démonstration. Supposons comme dans le lemme précédent que les exposants de la série y0

n’appartiennent à aucun réseau de R+ finiment engendré par des nombres réels positifs. Nous
pouvons appliquer le lemme avec l = 0.

Montrons que y0 ne peut alors être solution de 2.1.1. On note ŷ0 = y0−pk0+1 et on applique
la formule de Taylor :

f
(
x,y0, . . . ,x

ny
(n)
0

)
= fk0+1 +Mk0+2x

µk0+2 b̂k0+1 (x)

avec v
(
b̂k0+1

)
≥ 0 et puisque v (fk0+1) = vk0+1 = v(0) < µk0+2 on a donc

f
(
x,y0, . . . ,x

ny
(n)
0

)
= xv

(0)

U (x) 6= 0 avec v (U (x)) = 0

�
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Chapitre 3

Application : solutions d’équations
différentielles sous-analytiques

3.1 Introduction
Nous reprenons ici le contenu de la note [MR06]. Nous montrons que si une solution y (x)

d’une équation différentielle sous-analytique admet un développement asymptotique de la forme
∞∑
i=1

cix
µi , µi ∈ R+, alors les exposants µi appartiennent à un réseau ( c’est-à-dire sous-semi-

groupe finiment engendré) de R+. Nous en déduisons un résultat analogue pour les composantes
des trajectoires non oscillantes de champs de vecteurs analytiques réels en dimension n.

Soit X un champ de vecteur analytique sur une variété réelleM de dimension 3. Considérons
une courbe intégrale γ : t 7→ γ (t), t ≥ 0, de X, qu’on suppose être sous-analytiquement non-
oscillante et transcendante. C’est-à-dire telle que tout sous-ensemble sous-analytique de M de
codimension positive a un nombre fini de points d’intersection avec son support |γ|. Ainsi γ a
un seul point ω-limite p. On définit :

Définition 3.1.1 Une transformation γ-admissible est une suite finie d’éclatements avec
centre non singulier, et de revêtements ramifiés.

et le théorème de désingularisation suivant est démontré dans [CMR05] :

Sous les hypothèses précédentes, il existe une transformation γ-admissible π :
(
M̃,γ̃,p̃

)
→

(M,γ,p) telle que la courbe relevée soit une courbe intégrale d’un champ de vecteur avec une
partie linéaire non nilpotente (singularité élémentaire de champ de vecteur).

On se donne un système de coordonnées locales (x,y,z) de M de centre p. L’hypothèse de
non-oscillation nous permet de supposer que le support |γ| appartient au quadrant positif et
que γ est paramétrée par x. Une étape clé de la preuve est le résultat suivant (Proposition 2
de [CMR05]) :
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Proposition 3.1.2 Supposons que l’axe x = y = 0 n’est pas invariant par le champ de vecteur
X. Considérons la projection (x,y (x)) et supposons que y (x) a un développement asymptotique
∞∑
i=0

cix
µi (µi ∈ R+) relativement à x. Alors les exposants µi appartiennent à un réseau de R+.

Remarque : si les exposants µi sont des nombres rationnels, la proposition fournit un déve-
loppement asymptotique (éventuellement divergent) en série de Puiseux de y (x).

Exemple : on considère un nombre irrationnel α > 0 et une solution H (x) de l’équation
d’Euler x2y′ = y− x, définie pour x ≥ 0. Alors z (x) = xH (xα) est la troisième composante de
la trajectoire du champ de vecteur défini par :

ẋ = xy
ẏ = αy2

ż = αz − αxy + yz

Le développement asymptotique de z (x) à l’origine est une série divergente de puissances de x
dont les exposants sont des nombres irrationnels appartenant au semi-groupe engendré par 1
et α.

Notre but ici est de démontrer une version n-dimensionnelle de la proposition précédente :

Théorème 3.1.3 Soient X un champ de vecteur analytique sur une variété analytique n-
dimensionnelle M , et γ une courbe intégrale de X sous-analytiquement non oscillante et trans-
cendante. Considérons p le point ω-limite de γ, et un système de coordonnées locales analytique
(x1, . . . ,xn) de centre p, tel que |γ| soit inclus dans l’octant positif et que γ admette une para-
métrisation x1 7→ (x1,x2 (x1) , · · · ,xn (x1)). Si toute composante de γ admet un développement

asymptotique
∞∑
i=0

cix
µi, alors les exposants µi appartiennent à un réseau de R+.

Dans [CMR05], ce résultat découle d’un procédé d’élimination à deux étapes. Supposons que
µ1 > 2. La première étape consiste à montrer que les composantes de γ (x) = (x,y (x) ,z (x)) et
leurs dérivées jusqu’à l’ordre 2 vérifient un système de deux équations analytiques. La deuxième
étape utilise les hypothèses concernant l’axe x = y = 0, en rapport avec une propriété des
applications analytiques (cf [KK83]), afin d’éliminer z (x) entre les deux équations. Ainsi la
composante y (x) vérifie une équation différentielle analytique R (x,y (x) ,xy′ (x) ,x2y′′ (x)) = 0.
Cela implique que les exposants µi appartiennent à un réseau de R+, d’après le résultat prouvé
dans [CMR05] qui généralise à la fois [Can93] et [GS91].

Notre approche est une généralisation de ce procédé d’élimination suivi d’une résolution.
L’étape complète d’élimination, traitée dans la section 2, ne conduit plus à une équation dif-
férentielle analytique, mais à une équation différentielle sous-analytique. Les propriétés des
exposants d’une série généralisée qui est le développement asymptotique d’une solution d’une
équation différentielle sous-analytique sont étudiées dans la section 3.
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3.2 Des champs de vecteur aux équations différentielles
sous-analytiques

Nous démontrons ici le Théorème 3.1.3

Notre preuve suit celle de [CMR05]. A une ramification x 7→ xq près, pour q ∈ N suf-
fisamment grand (ce qui n’a pas d’incidence sur la conclusion du théorème), on peut sup-
poser que µ1 > n − 1. Avec les notations de l’introduction, le champ de vecteur X est dé-
crit, dans le système de coordonnées (x1, · · · ,xn), par n équations différentielles analytiques :
ẋi = ai (x1, · · · ,xn), i = 1, · · · ,n. ẋi désigne la dérivée de xi par rapport au temps t. On déduit
directement de ces équations que les composantes x2 (x1) , · · · ,xn (x1) satisfont les équations
a1 (x1, · · · ,xn)x′j = aj (x1, · · · ,xn), j = 2, · · · ,n, où x′j désigne la dérivée de xj par rapport à
x1. Répétons (n− 2) fois les opérations suivantes : calculons la dérivée de la première équation,
et éliminons x′3 (x1) , · · · ,x′n (x1) dans celle-ci à l’aide des équations restantes. On obtient un sys-
tème d’équations différentielles analytiques fj

(
x1,x2 (x1) , · · · ,x(n−1)

2 (x1) ,x3 (x1) , · · · ,xn (x1)
)
,

j = 2, · · · ,n.

La projection du sous-ensemble analytique A de R2n−1 définie dans un voisinage de l’origine
par les équations f2 = · · · = fn = 0 sur l’espace Rn+1×{0}n−2 est un ensemble sous-analytique
π (A). On en déduit qu’il existe une fonction sous-analytiqueH telle que la courbe non oscillante
x1 7→

(
x1,x2 (x1) , · · · ,x(n−1)

2 (x1)
)

vérifie l’équation H = 0. Cela implique que la fonction

ϕ : x1 7→ x
−(n−1)
1 x2 (x1), dont le développement asymptotique est

∑
cix

µi−(n−1)
1 , est solution

d’une équation différentielle sous-analytique f
(
x1,ϕ (x1) ,xϕ′ (x1) , · · · ,xn−1ϕ(n−1) (x1)

)
= 0.

Le théorème est une conséquence du résultat de la section suivante.

3.3 Séries généralisées solutions d’équations différentielles
sous-analytiques

Théorème 3.3.1 Soit f une fonction sous-analytique définie dans un voisinage de l’origine
de Rn+2. Considérons un élément φ d’un corps de Hardy à l’origine de R+ qui est solution de
l’équation f

(
x,ϕ (x) ,xϕ′ (x) · · · ,xnϕ(n) (x)

)
= 0. Si φ admet un développement asymptotique

ϕ̂ (x) =
∞∑
i=1

cix
µi, µi ∈ R∗+, lim

i→∞
= +∞, alors les exposants µi appartiennent à un réseau de

R∗+.

Notre approche utilise le résultat du Théorème 2.1.12. Avec les notations suivantes, si on se
donne une série convergente :

F (x,u0,u1, · · · ,un) =
∑

i,j0,··· ,jn

Fi,j0,··· ,jnx
αiuj00 · · ·ujnn

où les exposants αi appartiennent à un réseau de R+ et les jk étant des entiers positifs, on a :

26



• soit F
(
x,ϕ (x) , · · · ,xnϕ(n) (x)

)
= 0 et les exposants µk de son développement φ̂ appartiennent

à un réseau de R+ ;
• soit il existe un entier naturel k0, un réel positif γ et une unité analytique U définie dans

un voisinage de l’origine tels que, si on définit φ1 par ϕ (x) =

k0∑
i=1

cix
µi + xµkϕ1 (x), alors

F
(
x,ϕ (x) , · · · ,xnϕ(n) (x)

)
= xγU

(
xβ1 , · · · ,xβs ,ϕ1 (x) , · · · ,xnϕ(n)

1 (x)
)
, avec γ,β1, · · · ,βs ∈ R∗+.

Nous dirons ici que la paire (F,φ) est monomialisable (c’est le cas où on a stabilisation de la
valuation dans l’énoncé du Théorème 2.1.12).

On en déduit la preuve du Théorème 3.3.1

Démonstration. La preuve repose sur le résultat précédent et sur une description des fonctions
sous-analytiques, obtenue, par exemple, dans [LR97] ou [vdDMM94]. Considérons la fonction
sous-analytique de l’énoncé du théorème. On peut l’écrire comme composée finie des trois
applications suivantes :

1. une fonction analytique F : V → R, où V est un voisinage de l’origine de Rp, p ∈ N,
2. une ramification x 7→ xr, pour x ∈ R+ et r ∈ Q+,
3. la fonction division D définie sur R2 par D (x,y) =

x

y
si |y| ≥ |x|, et D (x,y) = 0 sinon.

Cela permet de procéder par récurrence sur la complexité de f , en posant qu’une fonction
sous-analytique est plus simple que f si elle est décrite dans la décomposition précédente de f .
Nous démontrons ici que la dichotomie ci-dessus reste valide pour des paires (f,φ) où f est une
fonctions sous-analytique, ce qui implique directement le théorème.

1. Si f est une fonction analytique, nous avons vu précédemment qu’on a la dichotomie d’après
le théorème 2.1.12.

Supposons maintenant que f est une fonction sous-analytique, et que le résultat a été prouvé
pour des fonctions sous-analytiques plus simples que f .

2. Supposons que f = f r1 , avec r ∈ Q+, et f1 plus simple que f . Si f1

(
x,ϕ (x) , · · · ,xnϕ(n) (x)

)
=

0, nous appliquons l’hypothèse de récurrence pour f1. Sinon, la paire (f1,φ) est monomialisable,
ce qui implique que (f,φ) l’est aussi.

3. Supposons que f = F (f1, · · · ,fl), avec F analytique et f1, · · · ,fl fonctions sous-analytiques
plus simples que f . Si φ est une solution d’une des équations différentielles
fj
(
x,ϕ (x) , · · · ,xnϕ(n) (x)

)
= 0, nous concluons à l’aide de l’hypothèse de récurrence. Sinon, il

est clair que les paires (f1,ϕ) , · · · , (fl,ϕ) sont simultanément monomialisable. Donc, φ1 définie

par ϕ (x) =
k∑
i=1

cix
µi + xµkϕ1 (x) est une solution de :

F
(
xγ1U1

(
x, · · · ,xnϕ(n)

1 (x)
)
, · · · ,xγlUl

(
x, · · · ,xnϕ(n)

1 (x)
))

= 0,

où U1, · · · ,Ul sont analytiques et les γj ′s appartiennent à R+. Cette equation s’écrit :

F1

(
xβ1 , · · · ,xβs ,ϕ1 (x) ,xϕ′1 (x) , · · · ,xnϕ(n)

1 (x)
)

= 0

où F1 est analytique et les βj ′s appartiennent à R+.
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4. Finalement, supposons que f = D (f1,f2), où f1,f2 sont plus simples que f . Une fois encore,
si les paires (f1,ϕ) et (f2,ϕ) sont simultanément monomialisables, on obtient :

f
(
x,ϕ (x) , · · · ,xnϕ(n) (x)

)
=
xγ1U1

(
x,ϕ1 (x) , · · · ,xnϕ(n)

1 (x)
)

xγ2U2

(
x,ϕ1 (x) , · · · ,xnϕ(n)

1 (x)
)

avec γ1 > γ2 and U1,U2 analytique. Cela prouve que la paire (f,φ) est elle-aussi monomialisable.
�

Cela conclut la preuve du Théorème 3.1.3.
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Chapitre 4

Corps de multiséries bien ordonnées

Nous introduisons ici le cadre de travail pour les équations que nous traiterons dans notre
théorème principal (théorème 5.1.2). Tout d’abord, nous définissons le corps de séries générali-
sées qui sera le corps des coefficients des équations et de leurs solutions. Nous munirons ensuite
ce corps de différentes dérivations afin de pouvoir définir les équations différentielles. Enfin nous
définirons quelques transformations utiles à la démonstration.

4.1 Corps des multiséries de rang r

4.1.1 Définitions et propriétés préliminaires

Une partie des résultats que nous allons énoncer sont classiques. Nous n’en donnerons pas
de démonstration mais quelques références où le lecteur pourra les trouver.

Soit (G,+ , ≤) un groupe abélien totalement ordonné. D’après [Hah07], on définit le corps
des séries généralisées à coefficients réels et à exposants dans G : R ((G)), noté aussi R

((
tG
))

où
t est une variable formelle. Les éléments de R

((
tG
))

sont les sommes formelles a =
∑
g∈G

Agt
g où

le support de a, Supp a = {g ∈ G | Ag 6= 0}, est un sous-ensemble bien ordonné de G. L’addition
de deux éléments est définie terme à terme. Le fait que le support est bien ordonné (cf annexe
A) permet de définir la multiplication de deux séries à l’aide du produit de convolution usuel :(∑
g∈G

Agt
g

)(∑
g∈G

Bgt
g

)
=
∑
g∈G

Cgt
g avec Cg =

∑
g1+g2=g

Ag1Bg2 (il suffit de vérifier que cette

somme est finie et que le support est bien ordonné). Pour cette preuve, ainsi que pour celle de
l’existence d’un inverse pour tout élément non nul, nous renvoyons à [Hah07].

R
((
tG
))

est muni d’une valuation naturelle :

v : R
((
tG
))
→ G

a 7→ min (Supp a)

De plus, d’après le théorème d’immersion de Hahn dans [Hah07], G est isomorphe à un
sous-groupe d’un produit lexicographique de copies de R, le produit de Hahn associé à G. En
particulier, si le rang de G est fini égal à r, le produit de Hahn dans lequel on le plonge fini est
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un produit fini de r copies de R. Nous considérons donc ici le cas du groupe additif Rr pour un
certain rang r ∈ N∗ muni de l’ordre lexicographique ≥lex qu’on note ≥ :
∀α = (α1, . . . ,αr) , β = (β1, . . . ,βr) ∈ Rr,

α > β ⇔


α1 > β1

ou
∃i0 ∈ {1, . . . ,r − 1}, ∀i ≤ i0, αi = βi et ∀i > i0, αi > βi

Nous reprenons ici plus en détail la construction du corps de série généralisées associé à Rr.
Notons Gr = tR1 . . . t

R
r une copie multiplicative de Rr par l’isomorphisme :

v−1 : Rr → Gr
α 7→ tα1

1 . . . tαrr

avec pour tout α, β ∈ Rr, tα1
1 . . . tαrr × t

β1

1 . . . tβrr = tα1+β1

1 . . . tαr+βrr

Notation 4.1.1 on notera α+ β = (α1 + β1, . . . ,αr + βr) et tα quand il n’y a pas d’ambiguité
sur le r-uplet α considéré.

Gr hérite d’une relation d’ordre � par l’isomorphisme v : ∀ α,β ∈ R, tα � tβ ⇔ α ≥ β. Pour
toute application a : Gr → R, on note Supp a = {α ∈ Rr | a (tα) 6= 0} et on définit :

Définition 4.1.2 Mr = {a : Gr → R |Supp a bien ordonné} est dit l’ensemble des multiséries
bien ordonnées de rang r. On notera les multiséries a =

∑
α∈Rr

Aαt
α où Aα = a (tα) ∈ R

En ce qui concerne les définitions et propriétés des ensembles bien ordonnés, nous renvoyons à
l’annexe A.

Remarque 4.1.3 Mr est dans [AvdD05a] le corps des transséries à coefficients dans R et
à monômes dans Gr, noté R [[Gr]]. Dans [vdH97], Mr est le corps des séries bien ordonnées
lexicographiques, noté R [[t1; . . . ; tr]]. Nous préférons la terminologie de multisérie utilisée dans
un cas plus particulier dans [SS99], laissant ainsi le nom de transséries à la construction faite
primitivement avec log et exp par J.Ecalle dans sa preuve [É92] de la conjecture de Dulac (cf
[vdH97] Introduction).

Le résultat suivant est un cas particulier des résultats de H. Hahn dans [Hah07] :

Proposition 4.1.4 Mr muni de l’addition :

a+ b =
∑
α∈Rr

(Aα +Bα) tα

de la multiplication :

a× b =
∑
γ∈Rr

( ∑
α+β=γ

AαBβ

)
tγ

et de l’élément neutre 0 pour l’addition est un corps commutatif. De plus, muni de la loi de
composition externe :

L.a =
∑
α∈Rr

(L.Aα) tα

Mr est une R-algèbre.
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Pour toute multisérie a, Supp a étant bien ordonné, il admet un plus petit élément qu’on note
v (a). v ainsi défini est un prolongement àMr − {0} de l’isomorphisme v : Gr → Rr. On pose
v (0) = ∞ avec ∞ > α pour tout α ∈ Rr afin de prolonger v à Mr. On montre alors que
v :Mr → R est une valuation de laquelle découlent les relations d’équivalence suivantes :

a � b⇔ v (a) = v (b)

a ∼ b⇔ v (a− b) > min{v (a) ,v (b)}

Le terme Av(a)t
v(a) de a correspondant à v (a) est dit terme dominant de a, noté δ (a).

On noteM≺
r (respectivementM0

r,M�
r ,M�) le sous-ensemble deMr : {a ∈ Mr | v (a) >

0 (respectivement = 0, < 0), ≥ 0}.

Nous allons déterminer les conditions pour pouvoir substituer une multisérie dans une série
formelle à coefficients dansMr. Pour cela nous aurons besoin du résultat fondamental suivant :

Proposition 4.1.5 Soit une famille (ai)i∈I ∈MI
r fortement sommable c’est-à-dire telle que :

-
⋃
i∈I

Supp ai est un sous-ensemble bien ordonné de Rr

- pour tout α ∈ Rr, l’ensemble {i ∈ I | α ∈ Supp ai} est fini.
Alors

∑
i∈I

ai est bien défini et, si on note ai =
∑
α∈Rr

A(i)
α t

α pour tout i ∈ I, on a :

∑
i∈I

ai =
∑
α∈Rr

(∑
i∈I

A(i)
α

)
tα

Définition 4.1.6 On dira qu’une série formelle F (y) = c0 + c1y + c2y
2 + · · · ∈ Mr [[y]] est

bien ordonnée si Supp F =
⋃
i≥0

Supp ci est un sous-ensemble bien ordonné de Rr.

On définit F (y0) =
∑
α∈Rr

Aαt
α avec Aα =

∑
Cm,γ(m)Mµ1 · · ·Mµl où la somme est prise sur

m ∈ N et les doublets
(
γ(m),j1µ1 + · · ·+ jlµl

)
∈ Supp cm × 〈Supp y0〉 tels que j1 + · · ·+ jl = m

et γ(m) + j1µ1 + · · ·+ jlµl = α.

Corollaire 4.1.7 Étant données une série bien ordonnée F (y) ∈ Mr [[y]] et une multisérie
y0 ∈M≺

r , alors F (y0) ∈Mr

Démonstration. Le coefficient Aα dans la définition de F (y0) est obtenu en développant la série

F (y0) =
∑

Cm,γ(m)tγ
(m)
(∑

Mµt
µ
)m

Montrons que la famille (ciy
i
0)i∈N est fortement sommable.

-Supp F =
⋃
m∈N

Supp cm est bien ordonné par hypothèse, et puisque Supp y0 ⊆ Rr
>(0,...,0),

〈Supp y0〉 l’est aussi. Donc Supp F + 〈Supp y0〉 est bien ordonné.
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-Soit α ∈ Rr. A m ∈ N fixé, l’ensemble des doublets
(
γ(m),j1µ1 + · · ·+ jlµl

)
∈ Supp cm ×

〈Supp y0〉 tels que j1 + · · · + jl = m et γ(m) + j1µ1 + · · · + jlµl = α est clairement fini.
On note 〈y0〉α cet ensemble (éventuellement vide). Supposons qu’on ait une infinité de m ∈
N tel que 〈y0〉α soit non vide. On pourrait extraire une suite infinie croissante d’éléments
j1µ1 + · · ·+ jlµl ∈ 〈Supp y0〉, à laquelle correspondrait une suite infinie décroissante d’éléments
γ(m) = α− (j1µ1 + · · ·+ jlµl) de Supp F . C’est absurde puisque Supp F est bien ordonné. �

Ce résultat nous autorise à travailler avec des équations à coefficients dansMr

Définition 4.1.8 Soit une équation (1) : F (y) = c0+c1y+c2y
2+. . . = 0 avec F (y) ∈Mr [[y]].

Une solution de (1) est une multisérie y0 ∈M≺
r telle que F (y0) = 0 ∈Mr.

Remarque 4.1.9 Dans le cas d’équations polynomiales en y, on peut aussi substituer par
une multisérie y0 ∈ M0

r ou même y0 ∈ M�
r . En effet, il est clair que dans ces cas la famille

(ciy
i
0)i∈I fini⊆N est fortement sommable. Ces cas se ramènent en fait au nôtre par le changement

de variable y ↔ tµy +M où Mtµ est le terme dominant δ (y0) de y0.

Afin d’illustrer notre propos, nous suivrons tout au long de notre exposé le même exemple
suivant :

Exemple 4.1.10

On se donne :


t1 = exp

(
−1

x

)
t2 = x

t3 =
−1

log (x)
= − log−1 (x)

avec x ∈ V (0+).

Un monôme tα = tα1
1 t

α2
2 t

α3
3 = exp

(
−α1

x

)
xα2
(
− log−1 (x)

)α3 a pour valuation (α1,α2,α3)

dans R3 muni de l’ordre lexicographique.
Les éléments deM3 s’écrivent :
a =

∑
α∈R3

tα

=
∑
α1∈R

tα1
1

∑
α2∈R

tα2
2

∑
α3∈R

Mαt
α3
3

=
∑
α1∈R

exp

(
−α1

x

)∑
α2∈R

xα2

∑
α3∈R

Mα

(
− log−1 (x)

)α3

Le principe de notre démonstration du théorème principal (Théorème 5.1.2) consiste comme
précédemment à substituer dans l’équation une partie initiale d’une multisérie y0 (ce qui cor-
respond à un segment initial de Supp y0) et à déterminer la valuation de l’équation quand on
passe à une partie initiale plus longue (c’est-à-dire quand on ajoute au segment initial considéré
un segment successeur : cf annexe A pour les définitions de segment initial et successeur).

Notation 4.1.11 soit une équation (1) : F (y) = c0+c1y+c2y
2+. . . = 0 avec F (y) ∈Mr [[y]].

Soit y0 =
∑
µ∈Rr

Mµt
µ ∈Mr. Pour tout segment initial S de Supp y0, on note :
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• pS =
∑
µ∈S

Mµt
µ

• fS = F (pS)
• vS = v (fS)

•

 F (0)(y) = F (y)

F (n)(y) = n!cn +
(n+ 1)!

1!
cn+1y +

(n+ 2)!

2!
cn+2y

2 + . . .

• pour tout sous-ensemble bien ordonné X ⊆ Rr, 〈X〉 désigne le semi-groupe engendré par les
éléments de X. Si X ⊆ Rr

≥(0,...,0) alors 〈X〉 est bien ordonné.

Nous utiliserons la généralisation suivante de la formule de Taylor afin d’exprimer le lien
entre vS et vS⋃ S̃ pour S̃ segment successeur de S segment initial de Supp y0 :

Proposition 4.1.12 Pour tout segment successeur S̃ de S segment initial de Supp y0, on a :

fS⋃ S̃ =
∑
n≥0

1

n!
f

(n)
S pn

S̃

où :

{
f

(0)
S = F (pS) = fS
f

(n)
S = F (n)(pS)

Démonstration. Il suffit d’ajouter terme à terme les séries :
1

n!
f

(n)
S pn

S̃
=

1

n!
F (n)(pS)pn

S̃

= [cn +
(n+ 1)

1!
cn+1pS +

(n+ 2) (n+ 1)

2!
cn+2p

2
S + . . . ]pn

S̃

et on retrouve bien fS⋃ S̃ = F (pS + pS̃). �

4.1.2 Dérivation

Afin de traiter le cas des équations différentielles, nous montrons que le choix d’une dérivée
pour chacun des ti s’étend à tout le corpsMr. Tout d’abord, nous posons :

t′1 ∈Mr de terme dominant : T1t
τ (1)

...
t′r ∈Mr de terme dominant : Trt

τ (r)

et, pour tout α ∈ Rr, pour tout A ∈ R∗ :

(Atα)′ = Atα
(
α1
t′1
t1

+ . . .+ αr
t′r
tr

)
On définit alors la dérivation surMr :
Définition 4.1.13

d : Mr →Mr

a 7→ a′

avec a′ =
∑
α∈Rr

(Aαt
α)′ =

∑
α∈Rr

Aαt
α

(
α1
t′1
t1

+ . . .+ αr
t′r
tr

)
et : ∀A ∈ R, A′ = 0.
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Il s’agit bien d’une dérivation :
• les propriétés de morphisme d’espace vectoriel sont trivialement vérifiées.
• pour la multiplication, on se donne a,b ∈Mr

(a× b)′ =
∑
γ∈Rr

( ∑
α+β=γ

AαBβ

)
tγ
(
γ1
t′1
t1

+ . . .+
t′r
tr

)
=

∑
γ∈Rr

( ∑
α+β=γ

AαBβ

)
tαtβ

(
β1
t′1
t1

+ . . .+ βr
t′r
tr

)
+
∑
γ∈Rr

( ∑
α+β=γ

AαBβ

)
tαtβ

(
α1
t′1
t1

+ . . .+ αr
t′r
tr

)
= a× b′ + a′ × b

On a donc :
Proposition 4.1.14 Mr est un corps différentiel

De plus, nous aurons besoin de comparer les valuations des termes dérivés les uns avec les
autres. Pour cela, nous ajoutons les hypothèses suivantes :

Hypothèses de compatibilité valuation-dérivation 4.1.15 Pout tous a,b ∈Mr avec v (a) 6=
0 et v (b) 6= 0, on suppose que :

(H1) v (a) > v (b)⇔ v (a′) > v (b′)

(H2) v
(
t′k
tk

)
< v

(
t′k+1

tk+1

)
∀k ∈ {1, . . . ,r − 1}

Remarque 4.1.16 1) Se donner l’hypothèse (H1) équivaut dans notre cas à supposer que v
est une valuation différentielle au sens de M. Rosenlicht dans [Ros80]. En effet, le corollaire 1
de [Ros80] s’applique puisqueM�

r = R +M≺
r oùM�

r est l’anneau de valuation de v,M≺
r son

idéal maximal et R le sous-corps des constantes.
2) L’hypothése (H2) évite la difficulté que soulève M. Rosenlicht dans l’exemple 13 de

[Ros80] : un corps différentiel muni d’une valuation différentielle ne vérifie pas en général le fait

que a ≺ b⇒ a′

a
� b′

b
. Dans [Ros81], notre cas correspond à ce que M. Rosenlicht définit comme

une valuation de type Hardy. Nous verrons dans les deux propositions suivantes en quoi cette
hypothèse est fondamentale.

3) Un pre-H-field (cf [AvdD05a]) est un corps différentiel ordonné muni d’une relation de
domination � tel que :

(PH1) si f � 1 et 0 6= g ≺ 1 alors f ′ ≺ g′

g

(PH2) si f � 1 alors
f ′

f
> 0

On a alors pour tous éléments f et g d’un tel corps :
– si f,g 6= 0 et v(f),v(g) 6= 0, alors f � g ⇔ f ′ � g′

– si 0 < v(f) ≤ v(g) alors v
(
f ′

f

)
≥ v

(
g′

g

)
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et donc en particulier on a nos hypothèses 4.1.15.

Nous déduisons des Hypothèses 4.1.15 les propriétés fondamentales suivantes concernant les
valuations τ (k) = (τ

(k)
1 , . . . ,τ

(k)
r ) des dérivées t′k des générateurs.

Proposition 4.1.17 .
τ

(k+1)
i = τ

(k)
i , ∀i = 1..k − 1

τ
(k+1)
k = τ

(k)
k − 1

τ
(k+1)
k+1 − 1 ≥ τ

(k)
k+1

Démonstration. Soit k ∈ {1, . . . ,r − 1}. D’après les Hypothéses 4.1.15, on a v (t′k) > v
(
t′k+1

)
(puisque v(tk) > v(tk+1)) et v

(
t′k
tk

)
< v

(
t′k+1

tk+1

)
. Donc :

(
τ

(k+1)
1 − τ (k)

1 , . . . ,τ
(k+1)
k − τ (k)

k ,τ
(k+1)
k+1 − τ

(k)
k+1, . . . ,τ

(k+1)
r − τ (k)

r

)
< (0, . . . ,0)(

τ
(k+1)
1 − τ (k)

1 , . . . ,τ
(k+1)
k − τ (k)

k + 1,τ
(k+1)
k+1 − 1− τ (k)

k+1, . . . ,τ
(k+1)
r − τ (k)

r

)
> (0, . . . ,0)

et donc :


τ

(k+1)
1 = τ

(k)
1

...
τ

(k+1)
k−1 = τ

(k)
k−1

τ
(k)
k ≥ τ

(k+1)
k ≥ τ

(k)
k − 1

En particulier, on a
τ

(k+1)
k ≥ τ

(k)
k − 1 (4.1.1)

. Or, pour tous αk,βk+1 ∈ R∗, on a :
(tαkk )′ = αkt

αk
k

t′k
tk(

t
βk+1

k+1

)′
= βk+1t

βk+1

k+1

t′k+1

tk+1

et puisque pour tout αk > 0 , v (tαkk ) > v
(
t
βk+1

k+1

)
, alors on a aussi :

v
(
(tαkk )′

)
> v

((
t
βk+1

k+1

)′)
Donc pour tout αk > 0 et tout βk+1 ∈ R∗ :
(0, . . . ,αk,− βk+1, . . . ,0) >

(
τ

(k+1)
1 − τ (k)

1 , . . . ,τ
(k+1)
k − τ (k)

k + 1,τ
(k+1)
k+1 − 1− τ (k)

k+1, . . . ,τ
(k+1)
r − τ (k)

r

)
= (0, . . . ,0,τ

(k+1)
k − τ (k)

k + 1,τ
(k+1)
k+1 − 1− τ (k)

k+1, . . . ,τ
(k+1)
r − τ (k)

r )

et donc τ (k+1)
k − τ (k)

k + 1 ≤ 0, c’est-à-dire τ (k+1)
k ≤ τ

(k)
k − 1. D’après la relation 4.1.1 précédente,

on en déduit que τ (k+1)
k = τ

(k)
k − 1.

Puisque v
(
t′k+1

tk+1

)
− v

(
t′k
tk

)
= (0, . . . ,0,τ

(k+1)
k+1 − 1 − τ (k)

k+1, . . . ,τ
(k+1)
r − τ (k)

r ) > (0, . . . ,0), on

en déduit que τ (k+1)
k+1 − 1− τ (k)

k+1 ≥ 0. On obtient bien τ (k+1)
k+1 − 1 ≥ τ

(k)
k+1. �

Exemple 4.1.18
Soit d la dérivation usuelle par rapport à x. On a :
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
t′1 = exp

(
−1

x

)
x2 de valuation (1,− 2,0)

t′2 = 1 de valuation (0,0,0)

t′3 =
1

x log2 (x)
de valuation (0,− 1,2)

et donc :



t′1
t1

=
1

x2
de valuation (0,− 2,0)

t′2
t2

=
1

x
de valuation (0,− 1,0)

t′3
t3

=
−1

x log (x)
de valuation (0,− 1,1)

On a bien l’hypothèse (H2) de 4.1.15. Pour montrer qu’on a l’hypothèse (H1), il suffit de
vérifier la propriété pour les monômes (en effet, la comparaison de deux multiséries et de leurs
dérivées revient alors à comparer leurs termes dominants qui sont des monômes).

Soient (α1,α2,α3) < (β1,β2,β3). Cela équivaut à (α1 < β1) ou bien (α1 = β1 et α2 < β2) ou
bien (α1 = β1, α2 = β2 et α3 < β3). On a :

v

((
exp

(
−α1

x

)
xα2
(
− log−1 (x)

)α3

)′)
=


(α1,α2 − 2,α3) si α1 6= 0
(0,α2 − 1,α3) si α1 = 0 et α2 6= 0
(0,− 1,α3 + 1) si α1 = α2 = 0 et α3 6= 0
(0,0,0) si α1 = α2 = α3 = 0

et v
((

exp

(
−β1

x

)
xβ2
(
− log−1 (x)

)β3

)′)
=


(β1,β2 − 2,β3) si β1 6= 0
(0,β2 − 1,β3) si β1 = 0 et β2 6= 0
(0,− 1,β3 + 1) si β1 = β2 = 0 et β3 6= 0
(0,0,0) si β1 = β2 = β3 = 0

Il suffit pour conclure de comparer les valuations dans chaque cas selon l’ordre lexicogra-
phique. On obtient bien dans tous les cas :

v

((
exp

(
−α1

x

)
xα2
(
− log−1 (x)

)α3

)′)
< v

((
exp

(
−β1

x

)
xβ2
(
− log−1 (x)

)β3

)′)
.

Remarque 4.1.19 Pour pouvoir évaluer une équation non différentielle F (y) = 0 avec F ∈
Mr [[y]] en une multisérie y0 ∈Mr, il suffit que celle-ci ait une valuation positive (cf corollaire
4.1.7). Cette condition n’est pas suffisante en général dans le cas différentiel : une multisérie y0

peut avoir une valuation positive mais des dérivées de valuation négative. Dans le chapitre 2, à
l’instar de F. Cano, R. Moussu et J.-P. Rolin dans [CMR05], nous avons considéré des équation
différentielles sous la forme F (x,y,xy′, . . . ,xny(n)) = 0 (cf Remarque 2.1.3).

Dans le cas des multiséries, on ne peut espérer obtenir une “bonne” dérivation D sur tout
M≺

r , c’est-à-dire vérifiant pour tout élément y0 ∈ M≺
r , v(y0) = v(D(y0)) = · · · = v(Dn(y0)).

En effet, toute multisérie y0 ∈ M≺
r se décompose en y0 = y0,1 + · · · + y0,r avec Supp y0,k ⊆

{0}k−1 × R∗ × Rr−k, et chacune des parties y0,k a une dérivée y′0,k de valuation v(y0,k) + v(
t′k
tk

)

qui dépend donc de k ∈ {1, . . . ,r}. C’est pourquoi nous définissons r nouvelles dérivations
D1, . . . ,Dr telles que, pour tout k ∈ {1, . . . ,r} :

Dk (tαkk . . . tαrr ) � tαkk . . . tαrr ∀αi ∈ R, αk 6= 0

Exemple 4.1.20 Tout élément y0 deM≺
3 s’écrit :

36



y0 =
∑
µ3>0

Mµ3t
µ3

3 +
∑
µ2>0

tµ2

2

∑
µµ2,3∈R

M(µ2,µµ2,3)t
µµ2,3

3

+
∑
µ1>0

tµ1

1

∑
µ2∈R

t
µµ1,2

2

∑
µµ1,µ2,3∈R

M(µ1,µµ1,2,µµ1,µ2,3)t
µµ1,µ2,3

3

=
∑
µ3>0

Mµ3

(
−1

log(x)

)µ3

+
∑
µ2>0

xµ2

∑
µµ2,3∈R

M(µ2,µµ2,3)

(
−1

log(x)

)µµ2,3

+
∑
µ1>0

exp

(
−µ1

x

)∑
µ2∈R

xµµ1,2

∑
µµ1,µµ1,2

,3∈R

M(µ1,µµ1,2,µµ1,µµ1,2
,3)

(
−1

log(x)

)µµ1,µ2,3

Par exemple, la partie y0,3 a pour dérivée :

y′0,3 =

(∑
µ3>0

Mµ3

(
−1

log(x)

)µ3
)′

=
∑
µ3>0

Mµ3

(
1

x

)(
−1

log(x)

)µ3+1

dont tous les termes ont une valuation de la forme (0,− 1,µ3 + 1) < (0,0,0).
La partie y0,2 a pour dérivée :

y′0,2 =

∑
µ2>0

xµ2

∑
µµ2,3∈R

M(µ2,µµ2,3)

(
−1

log(x)

)µµ2,3

′

=
∑
µ2>0

µ2x
µ2−1

∑
µµ2,3∈R

M(µ2,µµ2,3)

(
−1

log(x)

)µµ2,3

+
∑
µ2>0

xµ2−1
∑

µµ2,3∈R

M(µ2,µµ2,3)µµ2,3

(
−1

log(x)

)µµ2,3+1

et a donc pour valuation (0,µ
(0)
2 − 1,µ

(0)

µ
(0)
2 ,3

) où (0,µ
(0)
2 ,µ

(0)

µ
(0)
2 ,3

) = min(Supp y0,2). Cette valuation

est positive si et seulement si v(y0,2) > (0,1,0).
De même, on montre que y′0,3 a pour valuation (µ

(0)
1 ,µ

(0)

µ
(0)
1 ,2
− 2,µ

(0)

µ
(0)
1 ,µ

(0)
µ1,2

,3
) > (0,0,0).

Notation 4.1.21
• pour toute dérivation D, on note : Di = D ◦D ◦ . . . ◦D pour tout i ≥ 1

• pour tout k = 1..r, dk = δ

(
t′k
tk

)
. On note aussi d0 = 1 pour la dérivation initiale.

• ∀k ∈ {1, . . . ,r},Mr,k = {y0 ∈ Mr | Supp y0 ⊆ {0}k−1 × R∗ × Rr−k⋃{(0, . . . ,0)}. On note
aussiM≺

r,k,M
�
r,k,M0

r,k etM�
r,k à l’instar deMr. On a pour tout y0 ∈M≺

r , y0 = y0,1 + · · ·+y0,r

avec y0,k ∈M≺
r,k pour tout k ∈ {1, . . . ,r}.

Définition 4.1.22 Pour tout k ∈ {1, . . . ,r}, on définit l’opérateur différentiel Dk par :

Dk : Mr → Mr

a 7→ a′

dk

Proposition 4.1.23 Pour tout k ∈ {1, . . . ,r}, Dk est une dérivation sur Mr telle que, pour
tout y0,k ∈ Mr,k et tout i ∈ N, on a Di

k (y0,k) ∼ µiky0,k où v (y0,k) = µ = (0, . . . ,0,µk, . . . ,µr)
avec µk 6= 0.
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Démonstration.
• Les Dk vérifient clairement les axiomes de dérivation.
• Procédons par récurrence sur i.

i=1 : on note δy0,k = Mµt
µ et on a y′0,k ∼Mµt

µ

(
µk
t′k
tk

+ · · ·+ µr
t′r
tr

)
. D’après l’hypothèse (H2)

de 4.1.15, v
(
t′k
tk

)
< · · · < v

(
t′r
tr

)
et donc y′0,k ∼Mµt

µµk
t′k
tk
∼Mµt

µµkdk.

Récurrence : soit i ∈ N, on suppose que Di
k (y0,k) ∼ µiky0,k. Or, Di+1

k (y0,k) = Dk (Di
k (y0,k)) et

on a le résultat d’après le cas i = 1 ci-dessus. �

Exemple 4.1.24

On définit


D1y = x2y′ d1 =

1

x2

D2y = xy′ d2 =
1

x

D3y = −x log (x) y′ d3 =
−1

x log (x)

4.2 Equations différentielles à coefficients dansMr

Soit n ∈ N∗ fixé. Nous souhaitons travailler avec des équations différentielles d’ordre n à
coefficients dans Mr. Pour cela, il nous faut définir comme dans la section précédente une
notion d’équation bien ordonnée. Tout d’abord, nous précisons le système de notations.

Notation 4.2.1
• pour tout multi-indice I = (i0,...,in) ∈ Nn+1, ‖I‖ = i1 + 2i2 + . . .+ nin

• ∀a ∈Mr,

{
a(I)0 = ai0 (a′)i1 . . .

(
a(n)
)in

a(I)k = ai0 (Dka)i1 . . . (Dn
ka)in , ∀k ∈ {1, . . . ,n}

(on notera a(I) et D quand il n’y a pas d’ambiguité sur la dérivation qui intervient)

Définition 4.2.2 On dira qu’une série F (y, . . . ,Dny) =
∑

I∈Nn+1

cIy
(I) ∈Mr [[y, . . . ,Dny]] (avec

D une des r + 1 dérivations précédentes) est bien ordonnée si Supp F =
⋃

I∈Nn+1

Supp cI est un

sous-ensemble bien ordonné de Rr.

Proposition 4.2.3 Etant données une série bien ordonnée F et une multisérie a ∈ M≺
r avec

v (Dia) > (0, . . . ,0) pour tout i ∈ {1, . . . ,n}, alors F (a, . . . ,Dna) ∈Mr.

Démonstration. on procède par récurrence sur l’ordre de dérivation n.
Le cas initial est donné par le Corollaire 4.1.7
Nous supposons que, pour toute équation bien ordonnée G (y, . . . ,Dn−1y) = 0, on peut

substituer a ∈ M≺
r avec v (Dia) > (0, . . . ,0) pour tout i ∈ {1, . . . ,n − 1}. Donc, étant donné

F (y, . . . ,Dny) = 0 bien ordonnée, pour tout i ∈ N, on a
∂iF

∂Y i
n

(
a, . . . ,Dn−1a,0

)
∈ Mr. Or,⋃

i∈N

Supp
∂iF

∂Y i
n

(
a, . . . ,Dn−1a,0

)
⊆ Supp F+〈Supp a〉+· · ·+

〈
Supp Dn−1a

〉
est donc bien ordonné.

D’après la formule de Taylor et le Corollaire 4.1.7, puisque v (Dna) > (0, . . . ,0), on a :
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F (a, . . . ,Dna) =
∑
i∈N

1

i!

∂iF

∂Y i
n

(
a, . . . ,Dn−1a,0

)
(Dna)i ∈Mr. �

Déterminons pour chacune des dérivations les conditions pour lesquelles on a v (Dia) >
(0, . . . ,0) pour i ∈ {0, . . . ,n}.

Proposition 4.2.4
i) Soit a ∈Mr. Alors :

v (a) > max{(0, . . . ,0) ,− nv (d1)} ⇒ v
(
a(i)
)
> (0, . . . ,0) ∀i ∈ {0, . . . ,n}

ii) On note v (a) = α = (0, . . . ,αk, . . . ,αr) pour un certain k ∈ {1, . . . ,r} avec αk 6= 0 et on a
pour tout l ∈ {1, . . . ,r}:
• si l ≥ k : ∀i ∈ {0, . . . ,n}, v (Di

l (a)) > (0, . . . ,0)⇔ α > (0, . . . ,0)⇔ αk > 0
• si l < k : αk > 0⇒ ∀i ∈ {0, . . . ,n}, v (Di

l (a)) > (0, . . . ,0)

Démonstration.
i) On pose v(a) = (0, . . . ,0,αk, . . . ,αr) > max{(0, . . . ,0) ,− nv (d1)} où k le plus petit entier

tel que αk 6= 0, et a = Atαkk · · · tαrr + b avec v(b) > v(a). On démontre par récurrence sur i que
v
(
a(i)
)
≥ v(a) + iv(d1) > (0, . . . ,0) pour tout i ∈ {0, . . . ,n}

Si i = 1, d’après les Hypothèses 4.1.15, a′ = Atαkk · · · tαrr
(
αk
t′k
tk

+ · · ·+ αr
t′r
tr

)
+ b′ =

Atαkk · · · tαrr αkdk + b̃ avec v(b̃) > v(a) + v(dk). D’après l’hypothèse (H2) de 4.1.15, on a v (d1) <
. . . < v (dr), et donc v(a′) = v(a) + v(dk) > v(a) + v(d1) > (0, . . . ,0).

Si n > i ≥ 1, on suppose que v(a(i)) ≥ v(a) + iv(d1) > (0, . . . ,0). Alors v(a(i+1)) ≥
v(a(i))+v(d1) pour les mêmes raisons que précédemment, et donc v(a(i+1)) ≥ v(a)+(i+1)v(d1) >
(0, . . . ,0).

ii) On a le cas l = k d’après la Proposition 4.1.23. Pour le cas où l < k, montrons que :
Lemme 4.2.5

∀l < k, ∀i ∈ {1, . . . ,n}, v
(
Di
la
)

= (0, . . . ,βli , . . . ,βr)

avec li > l et βli > 0.

Démonstration. on remarque d’après la Proposition 4.1.17 que

v

(
dk
dl

)
=
(

0, . . . ,0,τ
(k)
l+1 − τ

(l)
l+1, . . . ,τ

(k)
k − 1− τ (l)

k , . . . ,τ
(k)
r − τ (l)

r

)
> (0, . . . ,0) et on raisonne par

récurrence sur i.
i=1 : a′ ∼ αka

t′k
tk
∼ αka×dk. Donc Dla ∼ αka

dk
dl
. On a bien v (Dla) = v (a)+v

(
dk
dl

)
> v (a) >

(0, . . . ,0) avec la propriété voulue.
Récurrence : supposons la propriété vraie jusqu’à un rang i. On a v (Di

la) = (0, . . . ,βli , . . . ,βr)

avec li > l et βli > 0. Or Di+1
l a = Dl (D

i
la) = Dli (Di

la) × dli
dl

. Donc v
(
Di+1
l a

)
= v (Di

la) +

v

(
dli
dl

)
> v (Di

la) > (0, . . . ,0) avec la propriété voulue puisque

v

(
dli
dl

)
=
(

0, . . . ,0,τ
(li)
l+1 − τ

(l)
l+1, . . . ,τ

(li)
li
− 1− τ (l)

li
, . . . ,τ

(li)
r − τ (l)

r

)
> (0, . . . ,0) (li > l). �
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Pour le cas l > k, on montre que :

Lemme 4.2.6

∀l > k, ∀i ∈ {1, . . . ,n}, Di
la ∼ αika

(
dk
dl

)i
Démonstration. on remarque d’après la Proposition 4.1.17 que

v

(
dk
dl

)
=
(

0, . . . ,0,τ
(k)
k+1 − τ

(l)
k+1, . . . ,τ

(k)
l − τ

(l)
l + 1, . . . ,τ

(k)
r − τ (l)

r

)
< (0, . . . ,0) et on raisonne

par récurrence sur i.

i=1 : a′ ∼ αka
t′k
tk
∼ αka× dk. Donc Dla ∼ αka

dk
dl
.

Récurrence : on suppose que Di
la ∼ αika

(
dk
dl

)i
. On a :

v (Di
la) =

(
0, . . . ,0,αk,αk+1 + i

(
τ

(k)
k+1 − τ

(l)
k+1

)
, . . .

)
.

Donc Di+1
l a = Dl (D

i
la) ∼ Dl

(
αika

(
dk
dl

)i)
∼ αi+1

k a

(
dk
dl

)i+1

. �

Dans ce cas v (Di
la) est donc du signe de a. Cela clôt la preuve de la Proposition 4.2.4 �

On en déduit les conditions qu’une multisérie y0 doit vérifier pour pouvoir être substituée
dans une équation différentielle.

Corollaire 4.2.7 Soient F (Y0, . . . ,Yn) ∈Mr [[Y0, . . . ,Yn]] bien ordonnée et y0 ∈M≺
r .

1. Pour pouvoir substituer y0 dans la série F
(
y, . . . ,y(n)

)
, il suffit d’avoir

v (y0) > max{(0, . . . ,0) ,− nv
(
t′1
t1

)
}

2. On peut toujours substituer y0 dans une série F (y, . . . ,Dn
l y) pour l ∈ {1, . . . ,r}.

Remarque 4.2.8 La condition que nous obtenons au point 1) est l’analogue dans [Can93] de
la condition v(y0) > n que se donne J. Cano pour le cas d’une série généralisée y0 élément de
R((xQ)). A la différence près que, dans notre cas, il ne s’agit que d’une condition suffisante.
En effet, une multisérie de la forme y0 =

∑
µ>0

Mµt
µ
3 a des dérivées de valuation positive si

v(y0) > max{(0, . . . ,0),− v(d3)− (n− 1)v(d1)}. Pour illustrer notre propos, nous renvoyons à
l’Exemple 4.1.20.

Pour obtenir une condition nécessaire et suffisante, il faudrait considérer les différents cas
suivant la forme d’une partie initiale de y0. Etant donné que notre objet est d’obtenir un résultat
qualitatif sur la nature des exposants et non de les calculer explicitement, nous nous en tenons
à la condition 1).
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Nous aurons besoin de suivre l’évolution du support de l’équation au fûr et à mesure qu’on
y substituera des parties principales d’une multisérie y0. En pratique, dans la preuve du
théorème principal 5.1.2, nous substituerons des multiséries y0,k ∈ M≺

r,k dans des équations
F (y, . . . ,Dn

ky) = 0 pour k ∈ {1 . . . ,r}.

Notation 4.2.9 on note pour tout k ∈ {1 . . . ,r}

Tk =

〈
Supp

Dktk
tk

〉
+ · · ·+

〈
Supp

Dn
k tk
tk

〉
+ · · ·

+

〈
Supp

Dktr
tr

〉
+ · · ·+

〈
Supp

Dn
k tr
tr

〉
=

n∑
i=1

r∑
l=k

〈
Supp

Di
ktl
tl

〉
Lemme 4.2.10 pour tout k ∈ {1 . . . ,r}, Tk est bien ordonné et inclus dans Rr

≥(0...,0)

Démonstration. il suffit de montrer que, pour tous k < l ∈ {1 . . . ,r} et tout i ∈ {0, . . . ,n}, on

a v
(
Di
ktl
tl

)
> (0, . . . ,0).

En effet,
Dktl
tl
∼ dl
dk

qui est de valuation positive d’après (H2).

De plus, si v

(
Dj
ktl
tl

)
> (0, . . . ,0), alors v

(
Dj
ktl
)
> v (tl). Donc v

(
Dj+1
k tl

)
> v (Dktl) et

donc v

(
Dj+1
k tl
tl

)
> v

(
Dktl
tl

)
> (0, . . . ,0) �

Proposition 4.2.11 Soit k ∈ {1, . . . ,r} et une multisérie y0,k ∈Mr,k

Supp F (y0,k, . . . ,D
n
ky0,k) ⊆ Supp F + Tk + 〈Supp y0,k〉

Montrons d’abord le résultat intermédiaire suivant :
Lemme 4.2.12 Soient k ∈ {1, . . . ,r}, l ∈ {0, . . . ,r}, et j ∈ {1, . . . ,n}. Soit y0,k ∈M≺

r,k.
Alors Supp Di

ly0,k ⊆ Supp y0,k+⋃
j
(k)
1 +···+ij(k)

i +...+j
(r)
1 +···+ij(r)i =i

Supp
(
Dltk
tk

)j(k)
1

· · ·
(
Di
ltk
tk

)j(k)
i

· · ·
(
Dltr
tr

)j(r)1

· · ·
(
Di
ltr
tr

)j(r)i

Démonstration.
i = 1 : on écrit y0,k =

∑
µ∈Supp 0,k

Mµt
µ. Donc Dly0,k =

∑
µ∈Supp y0,k

Mµt
µ

(
µk
Dltk
tk

+ · · ·+ µr
Dltr
tr

)
.

On a bien Supp Dly0,k ⊆ Supp y0,k +

(
Supp

Dltk
tk

⋃
· · ·
⋃

Supp
Dltr
tr

)
.

Récurrence : on suppose la propriété vraie jusqu’à un rang i, c’est-à-dire :
Supp Di

ly0,k ⊆ Supp y0,k+⋃
j
(k)
1 +···+ij(k)

i +...+j
(r)
1 +···+ij(r)i =i

Supp
(
Dltk
tk

)j(k)
1

· · ·
(
Di
ltk
tk

)j(k)
i

· · ·
(
Dltr
tr

)j(r)1

· · ·
(
Di
ltr
tr

)j(r)i

.
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Donc Supp Di+1
l y0,k ⊆⋃

j
(k)
1 +···+ij(k)

i +...+j
(r)
1 +···+ij(r)i =i

SuppDl

y0,k

(
Dltk
tk

)j(k)
1

· · ·
(
Di
ltk
tk

)j(k)
i

· · ·
(
Dltr
tr

)j(r)1

· · ·
(
Di
ltr
tr

)j(r)i

.

Dl

y0,k

(
Dltk
tk

)j(k)
1

· · ·
(
Di
ltk
tk

)j(k)
i

· · ·
(
Dltr
tr

)j(r)1

· · ·
(
Di
ltr
tr

)j(r)i


= Dl (y0,k)

(
Dltk
tk

)j(k)
1

· · ·
(
Di
ltk
tk

)j(k)
i

· · ·
(
Dltr
tr

)j(r)1

· · ·
(
Di
ltr
tr

)j(r)i

+y0,kDl

(Dltk
tk

)j(k)
1

· · ·
(
Di
ltk
tk

)j(k)
i

· · ·
(
Dltr
tr

)j(r)1

· · ·
(
Di
ltr
tr

)j(r)i


=

∑
µ∈Supp y0,k

Mµt
µ

r∑
m=k

µm

(
Dltk
tk

)j(k)
1

· · ·
(
Dltm
tm

)j(m)
1 +1

· · ·
(
Di
ltr
tr

)j(r)i

+y0,k

r∑
m=k

i∑
h=1

(
Dltk
tk

)j(k)
1

· · ·
(
Dh
l tm
tm

)j(m)
h −1(

Dh+1
l tm
tm

)j(m)
h+1+1

· · ·
(
Di
ltr
tr

)j(r)i

On a bien pour tout m ∈ {k, . . . ,r}, j(k)
1 + · · · + j

(m)
1 + 1 + · · · + ij

(r)
i = i + 1, et pour tout

h ∈ {1, . . . ,i}, j(k)
1 + · · ·+ h

(
j

(m)
h − 1

)
+ (h+ 1)

(
j

(m)
h+1 + 1

)
+ · · ·+ ij

(r)
i = i+ 1 �

En ce qui concerne la Proposition 4.2.11, on a :
Démonstration. Pour tout multi-indice I, on a :

Supp
(
cIy

(I)
0,k

)
⊆ Supp cI + Supp yi00,k + . . .+ Supp (Dny0)in

c’est-à-dire, d’après le lemme précédent :
Supp

(
cIy

(I)
0

)
⊆

Supp cI + Supp y|I|0,k + Supp


 ∑
j
(k)
1 +···+j(r)1 =i1

(
Dltk
tk

)j(k)
1

· · ·
(
Dltr
tr

)j(r)1

 · · ·
 ∑
j
(k)
1 +···+nj(k)

n +···+j(r)1 +···+nj(r)n =nin

(
Dltk
tk

)j(k)
1

· · ·
(
Dn
l tk
tk

)j(k)
n

· · ·
(
Dltr
tr

)j(r)1

· · ·
(
Dn
l tr
tr

)j(r)n




Donc :
Supp

(
cIy

(I)
0

)
⊆ Supp cI + Supp y|I|0,k + Supp ∑

h
(k)
1 +···+nh(k)

n +···+h(r)
1 +···+nh(r)

n =‖I‖

(
Dltk
tk

)h(k)
1

· · ·
(
Dn
l tk
tk

)h(k)
n

· · ·
(
Dltr
tr

)h(r)
1

· · ·
(
Dn
l tr
tr

)h(r)
n


et donc :
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Supp F (y0, . . . ,D
ny0) ⊆

( ⋃
I∈Nn+1

Supp cI

)
+

(⋃
j≥0

Supp yj0,k

)
+

 ⋃
h

(k)
1 ≥0

Supp
(
Dltk
tk

)h(k)
1


+ . . .+

 ⋃
h

(r)
n ≥0

Supp
(
Dn
l tr
tr

)h(r)
n


�

Exemple 4.2.13 La condition i) du Corollaire 4.2.7 s’écrit v (y0) > −nv (d1) = (0,2n,0) =
v (x2n).

Pour tout i ≥ 1, on a pour la dérivation D1 :
D1

(
exp

(
−1

x

))
= exp

(
−1

x

)
D1 (x) = x2

D1

(
− log−1 (x)

)
= x log−2 (x)

Di
1

(
exp

(
−1

x

))
= exp

(
−1

x

)
Di

1 (x1) = i!xi+1

Di
1

(
log−1 (x)

)
= xi[(i− 1)! log−2 (x)− c3 log−3 (x) + · · ·

+ (−1)i ci log−i (x) + (−1)i+1 i! log−i−1 (x)]
où les ch sont des entiers naturels non nuls.

On a donc : T1 =

〈
Supp

D1t1
t1

〉
+ · · ·+

〈
Supp

Dn
1 t1
t1

〉
+

〈
Supp

D1t2
t2

〉
+ · · ·+

〈
Supp

Dn
1 t2
t2

〉
+

〈
Supp

D1t3
t3

〉
+ · · ·+

〈
Supp

Dn
1 t3
t3

〉
T1 = N (1,0,0) + N (0,2,0) + N (0,3,0) + N (0,1,2)

+ N (0,2,2) + N (0,2,3) + N (0,3,3) + N (0,3,4)
Pour tout i ≥ 1, on a pour la dérivation D2 :{
D2 (x) = x
D2

(
− log−1 (x)

)
= log−2 (x){

Di
2 (x1) = x

Di
2

(
− log−1 (x)

)
= i!

(
− log−1 (x)

)i+1

On a donc : T2 =

〈
Supp

D2t2
t2

〉
+ · · ·+

〈
Supp

Dn
2 t2
t2

〉
+

〈
Supp

D2t3
t3

〉
+ · · ·+

〈
Supp

Dn
2 t3
t3

〉
T2 = N (0,1,0) + N (0,0,2) + N (0,0,3)

Pour tout i ≥ 1, on a pour la dérivation D3 :{
D3

(
− log−1 (x)

)
= − log−1 (x)

Di
3

(
− log−1 (x)

)
= − log−1 (x)

On a donc : T3 =

〈
Supp

D3t3
t3

〉
+ · · ·+

〈
Supp

Dn
3 t3
t3

〉
T3 = N (0,0,1)
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On a :


T1 = N (1,0,0) + N (0,2,0) + N (0,3,0) + N (0,1,2)

+ N (0,2,2) + N (0,2,3) + N (0,3,3) + N (0,3,4)
T2 = N (0,1,0) + N (0,0,2) + N (0,0,3)
T3 = N (0,0,1)

On a aussi l’analogue de la Proposition 4.1.12 (on reprend les notations 2.1.10 concernant
f (I)). On choisit comme en 4.1.11 de noter fS lorsqu’il s’agit de l’équation F = 0 évaluée en
une partie initiale pS de y0 :

Proposition 4.2.14 (Formule de Taylor) Pour tout segment initial propre S de Supp y0,
pour tout segment successeur S̃ de S dans Supp y0, on a :

fS
⋃
S̃ =

∑
I∈Nn+1

1

I!
f

(I)
S p

(I)

S̃

En effet, il suffit de remarquer que f (I)
S est bien défini : puisque F est bien ordonnée, F (I)

l’est aussi (Supp F (I) ⊆ Supp F ).

Comme dans la section précédente, on définit y0 solution d’une équation bien ordonnée (1) :
F (y, . . . ,Dny) = 0 si et seulement si F (y0, . . . ,D

ny0) = 0 ∈Mr.
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Chapitre 5

Préliminaires à la preuve du théorème
principal : changements d’inconnues

5.1 Introduction
Afin d’énoncer le théorème principal, nous faisons les définitions suivantes :

Définition 5.1.1 Soient X, Y des sous-ensembles bien ordonnés de Rr
≥(0,...,0). On appellera

transformations élémentaires :
• la somme de sous-ensembles bien ordonnés X + Y = {x+ y | x ∈ X,y ∈ Y }
• les translations négatives τα pour tout α > (0, . . . ,0) :

τα (X) = (X − α)≥(0,...,0) = X≥α − α = {x− α | x ∈ X x ≥ α}
• la génération comme semi-groupe additif
〈· · · 〉 : X 7→ 〈X〉

• l’enrichissement εβ par un générateur β > (0, . . . ,0) :
εβ (X) = X + Nβ

Notre résultat principal est :

Théorème 5.1.2 Soit une équation bien ordonnée F
(
y, . . . ,y(n)

)
=

∑
I∈Nn+1

cIy
(I)0 = 0 avec

F (Y0, . . . ,Yn) ∈ Mr [[Y0, . . . ,Yn]]. Soit une multisérie solution y0 =
∑
µ∈Rr

Mµt
µ ∈ M≺

r . On

suppose que v (y0) > max{(0, . . . ,0) ,− nv (d1)}.
Alors Supp y0 ⊆ R où R est un sous-ensemble bien ordonné de Rr

>(0,...,0) obtenu à partir de
Supp F , T1, . . ., Tr (cf Définition 4.1.22 et Notation 4.2.9) par un nombre fini de transforma-
tions élémentaires.

Remarque 5.1.3 Pour l’hypothèse v (y0) > max{(0, . . . ,0) , − nv (d1)}, nous renvoyons au
Corollaire 4.2.7.

On rappelle que toute multisérie y0 ∈ M≺
r s’écrit y0 = y0,r + y0,r−1 + . . . + y0,1 avec, pour

tout k ∈ {1, . . . ,n}, y0,k ∈M≺
r,k. Notre stratégie consiste à démontrer le résultat par récurrence

descendante sur k ∈ {1, . . . ,r} le rang de la partie y0,k considérée.
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Pour le cas initial de la récurrence k = r (Théorème 6.1.1), nous considérons une équation
F (y, . . . ,Dn

r y) =
∑

I∈Nn+1

cIy
(I)r = 0 avec F (Y0, . . . ,Yn) ∈ Mr [[Y0, . . . ,Yn]] d’un certain ordre de

Weierstrass w ∈ N∗, et une multisérie y0 de partie initiale y0,r ∈ M≺
r,r. Pour démontrer le ré-

sultat, nous procéderons comme dans les chapitres 1 et 2 en introduisant une notion d’ordre de
Weierstrass qui nous permettra de raisonner par récurrence descendante sur l’ordre de dériva-

tion l ∈ {0, . . . ,w−1} des équations dérivées partielles de F = 0 considérées :
∂lF

∂Y i0
0 · · · ∂Y in

n

= 0.

On remarque que la partie initiale y0,r s’écrit
∑

(0,...,0,µr)∈Supp y0

Mµrt
µr
r . C’est un cas analogue à

celui d’un corps de rang 1 (cas r = 1), que d’ailleurs nous obtiendrons en corollaire (cf Corollaire
6.4.1) du Théorème 6.1.1.

Pour une étape k quelconque, on considère une multisérie y0 ∈ M≺
r de partie initiale non

nulle y0,k ∈ M≺
r,k et supposons qu’on a le résultat du Théorème 7.1.1 pour le cas d’équations

G (y, . . . ,Dn
l y) = 0 avec une multisérie solution z0 de partie initiale z0,l pour l ∈ {k + 1, . . . ,r}.

Nous démontrons alors que le résultat est vérifié pour tous les µ = (0, . . . ,0,µk, . . . ,µr) ∈
Supp y0,k, sauf un nombre fini de valeurs de µk. Dans ces cas, on considère donc des éléments
µ = (0, . . . ,0,µk,µk+1, . . . ,µr) ∈ {0}k−1×R∗×Rr−k avec µk fixé. Afin de déterminer µk+1, . . . ,µr,
nous nous ramenons par des changements d’inconnues et de dérivation appropriés à une équation
et une multisérie correspondant au théorème à une étape l ∈ {k + 1, . . . ,r}.

Il ne reste ensuite qu’à coordonner ces résultats afin de démontrer le Théorème 5.1.2.

Pour cela, ainsi que pour mener à bien les différentes démonstrations intermédiaires, nous
aurons besoin d’une part de savoir passer d’une dérivation à une autre dans l’équation consi-
dérée, d’autre part de faire certains changements d’inconnues, notamment “éclater l’équation”
et la “translater le long de y0”. C’est l’objet des sections suivantes.

5.2 Changements de dérivations. Changements de variables
polynomiaux

5.2.1 Changements de dérivations

Nous voulons passer d’une équation du type (1)k : F (y, . . . ,Dn
ky) = 0 à (1)l : F̃ (y, . . . ,Dn

l y) =
0 pour tous k,l ∈ {0, . . . ,r} afin de nous ramener à la dérivation correspondant à la partie y0,l

de y0 considérée (la dérivation Dl pour laquelle on a Di
ly0,l � y0,l pour tout i). Pour cela, il nous

faut d’une part exprimer le changement de dérivation proprement dit, c’est-à-dire la relation
entre les monômes différentiels yi0 · · · (Dn

ky)in et yj0 · · · (Dn
l y)jn . C’est l’objet de la proposition

suivante.
D’autre part, il nous faudra vérifier qu’un tel changement de dérivation (F (y, . . . ,Dn

ky) =
F̃k,l (y, . . . ,D

n
l y)) est "bien défini", c’est-à-dire que l’équation F̃k,l (y, . . . ,D

n
l y) = 0 que nous

obtenons a un support bien ordonné. Nous verrons que c’est bien le cas pour k < l et pour
v(d1) > (0, . . . ,0) pour le changement de dérivation F (y, . . . ,y(n)) = F̃0,l(y, . . . ,D

n
l y) (cf Propo-

sition 5.2.7). Dans les autres cas, nous aurons à appliquer à l’équation F̃k,l (y, . . . ,Dn
l y) = 0 un
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changement d’inconnu supplémentaire : l’éclatement (cf Définition 5.3.1 et Proposition 5.3.5)
pour obtenir une équation F̃ (y, . . . ,Dn

l y) = 0 dont le support est bien ordonné.

Proposition 5.2.1 Soient k,l ∈ {0, . . . ,r}, on notem =
dl
dk

. On a F (y, . . . ,Dn
ky) = F̃k,l (y, . . . ,D

n
l y)

avec pour tout i ∈ {1, . . . ,n}, Di
ky = q1,iDly+q2,iD

2
l y+. . .+qi,iD

i
ly où la multi-suite (qj,i)j=1..i,i=1..n

est définie par :
q1,1 = m
q1,i+1 = Dkq1,i ∀i = 1..n− 1
qj+1,i+1 = qj,im+Dkqj+1,i ∀i = 1..n− 1 ∀j = 1..i− 1
qi+1,i+1 = qi,im ∀i = 1..n− 1

En particulier on a q1,i = Di−1
l m et qi,i = mi pour tout i ∈ {1, . . . ,n}.

Démonstration. on raisonne par récurrence sur i

• i = 1 : on a, par définition des Dk, Dky =
y′

dk
=
dl
dk
× y′

dl
=
dl
dk
Dly. On pose q1,1 = m.

• Récurrence : on suppose la propriété vraie jusqu’à un rang i ≤ n − 1. On a donc Di
ky =

q1,iDly + q2,iD
2
l y + . . .+ qi,iD

i
ly et donc :

Di+1
k y = Dkq1,iDly + q1,iDkDly + . . .+Dkqi,iD

i
ly + qi,iDkD

i
ly

= Dkq1,iDly + q1,i
dl
dk
D2
l y + . . .+Dkqi,iD

i
ly + qi,i

dl
dk
Di+1
l y

= Dkq1,iDly + (q1,im+Dkq2,i)D
2
l y + . . .+ (qi−1,im+Dkqi,i)D

i
ly + qi,imD

i+1
l y

On a bien la propriété au rang i+ 1.
Le fait que q1,i = Di−1

l m et qi,i = mi pour tout i ∈ {1, . . . ,n} découle par une récurrence

immédiate du fait que respectivement q1,i+1 = Dkq1,i et qi+1,i+1 = qi,i
dl
dk

. �

Donnons maintenant les propriétés générales de la multi-suite (qj,i) j = 1..i
i = 1..n

. Etant donné

un multi-indice I = (i0,i1, . . . ,il) ∈ Nl+1 pour un entier l ∈ {0, . . . ,n}, on note m(I)k =

mi0 (Dkm)i1 . . .
(
Di−1
k m

)ii−1

Lemme 5.2.2 Pour tous i ∈ {1, . . . ,n} et j ∈ {1, . . . ,i}, qj,i est un polynôme différentiel en
m tel que qj,i =

∑
Q

(j,i)
I m(I)k ∈ Mr où la somme est prise sur les I ∈ Ni avec |I| = j et

‖I‖ = i− j.
Démonstration. nous raisonnons par récurrence sur i
i = 1 : q1,1 = m et Q(1,1)

(1) = 1

i = 2 :

{
q1,2 = Dkm Q

(1,2)
(0,1) = 1

q2,2 = m2 Q
(2,2)
(2,0) = 1

Récurrence : supposons la propriété vraie jusqu’au rang i. On a q1,i+1 = Di
km, Q

(1,i+1)
(0,..,0,1) = 1 et

qi+1,i+1 = mi+1, Q
(i+1,i+1)
(i+1,0,..,0) = 1.

qj+1,i+1 = mqj,i +Dkqj+1,i

=
∑

|I|=j,‖I‖=i−j

Q
(j,i)
I m(I+(1,0,..,0))k +

∑
|I|=j+1,‖I‖=i−j−1

Q
(j,i)
I Dk

(
m(I)k

)
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Pour la première somme, on pose J = I + (1,0,..,0) et donc on a |J | = j + 1 et ‖J‖ =
i+ 1− j − 1.

Pour la deuxième, on a :

Dk

(
m(I)k

)
= Dk

(
mi0 (Dkm)i1 . . .

(
Di−1
k m

)ii−1
)

=
i−1∑
l=0

ilm
i0 . . .

(
Dl
km
)il−1 (

Dl+1
k m

)il+1
. . .
(
Di−1
k m

)ii−1

On pose K = I + (0,..,− 1,1,..,0) avec -1 en lème position. On a |K| = j + 1 et ‖K‖ =
i+ 1− j − 1.

On obtient donc, pour tout l = 1, . . . ,i− 1, Q(j+1,i+1)
I = Q

(j,i)
I−(1,0,..,0) + (il + 1)Q

(j,i)
I−(0,..,−1,1,..,0)

pour tout I ∈ Ni+1 avec |I| = j + 1, ‖I‖ = i+ 1− j − 1, i1 ≥ 1 et il+1 ≥ 1. �

Explicitons les premiers polynômes qi,j :
i = \j = 1 2 3 4 5

1 m - - - -
2 Dkm m2 - - -
3 D2

km 3Dkm.m m3 - -
4 D3

km 4D2
km.m+ 3 (Dkm)2 6Dkm.m

2 m4 -
5 D4

km 5D3
km.m+ 10D2

km.Dkm 10D2
km.m

2 + 15 (Dkm)2m 10Dkm.m
3 m5

Exemple 5.2.3 On traite à titre d’exemple le cas des changements de dérivation F
(
y, . . . ,y(n)

)
=

F̃0,l (y, . . . ,D
n
l y) pour l ∈ {1,2,3}. On a donc pour la dérivation initiale :

d′1 =

(
1

x2

)′
=
−2

x3

d′2 =

(
1

x

)′
=
−1

x2

d′3 =

(
− log−1 (x)

x

)′
=

log−1 (x) + log−2 (x)

x2

et pour tout i ≥ 1 :

(
1

x2

)(i)

=
(−1)i (i+ 1)!

xi+2(
1

x

)(i)

=
(−1)i i!

xi+1(
− log−1 (x)

x

)(i)

= (−1)i−1 i! log−1 (x) + l2 log−2 (x) + · · ·+ li log−i (x) + i! log−i−1 (x)

xi

où les lh sont des entiers naturels non nuls.
Pour l = 1, les polynômes qi,j s’écrivent donc :
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j
i

1 2 3 4

1
1

x2
- - -

2
−2

x3

1

x4
- -

3
6

x4

−6

x5

1

x6
-

4
24

x5

36

x6

−12

x7

1

x8

Pour l = 2 :
j

i
1 2 3 4

1
1

x
- - -

2
−1

x2

1

x2
- -

3
2

x3

−3

x3

1

x3
-

4
6

x4

11

x4

−6

x4

1

x4

Pour l = 3 :
j

i
1 2

1
− log−1 (x)

x
-

2
log−1 (x) + log−2 (x)

x2

log−2 (x)

x2

3
−2 log−1 (x)− 3 log−2 (x)− 2 log−3 (x)

x3

−3 log−2 (x)− 3 log−3 (x)

x3

4
6 log−1 (x) + 11 log−2 (x) + 12 log−3 (x) + 6 log−4 (x)

x4

9 log−2 (x) + 14 log−3 (x) + 9 log−4 (x)

x4

i
j

3 4

3
− log−3 (x)

x3
-

4
6 log−3 (x) + 6 log−4 (x)

x4

log−4 (x)

x4

On remarque que les valuations de ces polynômes qi,j intervenant dans le changement de
dérivation sont négatives. Nous aurons alors dans ce type de situation à pratiquer un autre
changement de variable afin d’obtenir effectivement une équation bien ordonnée (cf section
5.3.1). Nous déterminons d’abord les conditions pour lesquelles les séries F̃k,l sont bien ordon-

nées, en fonction des valuations des
dl
dk

et de leurs dérivées.
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5.2.2 Changements de variables polynomiaux

Etant donnée une série à support bien ordonnée F (Y0, . . . ,Yn) ∈ Mr [[Y0, . . . ,Yn]], on effec-

tue un changement de variable du type Yi =
i∑

j=0

qj,iZj, i ∈ {0, . . . ,n} = ∆i pour certains

qj,i ∈Mr. Nous voulons comprendre les conditions à nous donner sur ces qj,i pour que la série
F̃ (Z0, . . . ,Zn) = F (∆0, . . . ,∆n) = 0 ainsi obtenue ait un support bien ordonné. Nous applique-
rons ce résultat d’une part aux équations obtenues après changement de dérivations, d’autre
part à un autre changement de variable de ce type, l’éclatement, que nous étudions dans la
section suivante.

Proposition 5.2.4 Soient un monôme m ∈ R∗Gr et, pour j = 0, . . . ,n, i = 1, . . . ,n, des
polynômes différentiels qj,i en m de degré inférieur ou égal à i, d’ordre de dérivation inférieur
ou égal à i relativement à une des r + 1 dérivations définies précédemment D. Soit une série

à support bien ordonné F (Y0, . . . ,Yn) ∈ Mr [[Y0, . . . ,Yn]]. On pose ∆k =
i∑

j=1

qj,iZi pour tout

i ∈ {0, . . . ,n} (où Z0, . . . ,Zn sont des variables formelles), et F̃ (Z0, . . . ,Zn) = F (∆0, . . . ,∆n).
Si, pour tout i ∈ {0, . . . ,n}, v (Dim) ≥ (0, . . . ,0), alors F̃ a un support bien ordonné.

Démonstration. Pour tout multi-indice I = (i0, . . . ,in) ∈ Nn+1, on note Y (I) = Y i0 · · ·Y in . On
écrit F (Y0, . . . ,Yn) =

∑
I∈Nn+1

cIY
(I) et F̃ (Z0, . . . ,Zn) =

∑
I∈Nn+1

c̃IZ
(I), et on remarque que

Supp c̃J ⊆
⋃
|I|=|J |

Supp cI +
n∑
i=0

n∑
j=0

Supp
(
Djm

)i|I|
.

Donc on a : ⋃
J∈Nn+1

Supp c̃J ⊆
⋃

I∈Nn+1

Supp cI + 〈Supp m〉+ . . .+ 〈Supp Dnm〉

Si v (m) ≥ (0, . . . ,0) , . . . ,v (Dnm) ≥ (0, . . . ,0), alors 〈Supp m〉 , . . . , 〈Supp Dnm〉 sont bien
ordonnés et donc

⋃
J∈Nn+1

c̃J l’est aussi. �

Pour appliquer ce résultat aux changements de dérivations, nous traduisons ces conditions

en fonction de m =
dl
dk

avec Yi = Di
ky et Zi = Di

ly pour tout i ∈ {0, . . . ,n}. Les qj,i sont les

polynômes différentiels en m relativement à la dérivée Dk définis dans la Proposition 5.2.1.

Remarque 5.2.5 Nous supposerons que v (dk) 6= (0, . . . ,0) pour tout k ∈ {1, . . . ,r}. En effet,
dans le cas contraire, on aurait la dérivation initiale qui jouerait directement le rôle d’une des
dérivations Dk, ce qui se traite de la même façon que les cas où on considère k,l ∈ {1, . . . ,r}.

Lemme 5.2.6 Pour tous k,l ∈ {1, . . . ,r}, on note m =
dl
dk

et pour tout i ∈ {0, . . . ,n}, on a :

1. v
(
d

(i)
l

)
≥ v (dl) + iv (d1)
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2. Si k < l, v (Di
km) > (0, . . . ,0)

3. Si k > l, v (Di
km) =

(
0, . . . ,β

(i)
li
, . . . ,β

(i)
r

)
avec li > l et βli 6= 0

Démonstration.
1. On a v (d1) < . . . < v (dr) d’après l’hypothèse (H2) de 4.1.15.

2. Si k < l, v
(
dl
dk

)
=
(

0, . . . ,0,τ
(l)
l+1 − τ

(l)
l+1, . . . ,τ

(k)
k − 1− τ (l)

k , . . . ,τ (k)
r − τ (l)

r

)
> (0, . . . ,0). Le

résultat est une conséquence de la Proposition 4.2.4.
3. Si k > l, la démonstration est analogue à celle du Lemme 4.2.5 :

on a v

(
dl
dk

)
=
(

0, . . . ,0,τ
(l)
l+1 − τ

(k)
l+1, . . . ,τ

(l)
k − τ

(k)
k + 1, . . . ,τ

(l)
r − τ (k)

r

)
< (0, . . . ,0) et on

raisonne par récurrence sur i.

i = 1 :
(
dl
dk

)′
∼
(
τ (l)
m1
− τ (k)

m1

)( dl
dk

)
dm1 où m1 est le plus petit indice tel que τ (l)

m1 − τ
(k)
m1 6= 0. On

a m1 > l et Dk

(
dl
dk

)
∼
(
τ (l)
m1
− τ (k)

m1

)( dl
dk

)
dm1

dk
.

Donc v
(
Dk

(
dl
dk

))
= v

(
dl
dk

)
+ v

(
dm1

dk

)
. Puisque m1 > l, on a :

v

(
dm1

dk

)
=


(

0, . . . ,0,τ
(m1)
m1+1 − τ

(k)
m1+1, . . . ,τ

(m1)
k − τ (l)

k + 1, . . . ,τ
(m1)
r − τ (k)

r

)
si m1 < k

(0, . . . ,0) si m1 = k(
0, . . . ,0,τ

(m1)
k+1 − τ

(k)
k+1, . . . ,τ

(m1)
m1 − τ

(k)
m1 + 1, . . . ,τ

(m1)
r − τ (k)

r

)
si m1 < k

On a bien dans tous les cas la propriété voulue.

Récurrence : supposons la propriété vraie jusqu’à un rang i. On a v
(
Di
k

(
dl
dk

))
= (0, . . . ,βli , . . . ,βr)

avec li > l et βli 6= 0.

Or Di+1
k

(
dl
dk

)
= Dk

(
Di
k

(
dl
dk

))
= Dli

(
Di
k

(
dl
dk

))
dli
dk

, et on a le résultat pour les mêmes

raisons que ci-dessus pour tous les cas concernant v
(
dli
dk

)
. �

Nous en déduisons, avec la Proposition 5.2.1, le corollaire suivant que nous utiliserons à
plusieurs reprises dans la preuve du théorème principal.

Corollaire 5.2.7 1. Si v (d1) > (0, . . . ,0), on peut effectuer le changement de dérivation
F
(
y, . . . ,y(n)

)
= F̃0,l (y, . . . ,D

n
l y) pour tout l ∈ {1, . . . ,n}.

2. On peut toujours effectuer les changements de dérivations F (y, . . . ,Dn
ky) = F̃k,l (y, . . . ,D

n
l y)

avec tous k < l ∈ {1, . . . ,n}

Exemple 5.2.8 On a pour k = 1 et l = 2,
d2

d1

= x et, pour tout i ≥ 1, Di
1

(
d2

d1

)
= i!xi+1.

Donc v
(
Di

1

(
d2

d1

))
= (0,i+ 1,0) > (0,0,0).
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Pour k = 1 et l = 3,
d3

d1

= −x log−1 (x) et, pour tout i ≥ 1,

Di
1

(
d3

d1

)
= xi+1

[
−i! log−1 (x) + c2 log−2 (x) · · ·+ (−1)i ci log−i (x) + (−1)i+1 i! log−i−1 (x)

]
où

les ch sont des entiers naturels non nuls. Donc v
(
Di

1

(
d3

d1

))
= (0,i+ 1,1) > (0,0,0).

Pour k = 2 et l = 3,
d3

d2

= − log−1 (x) et, pour tout i ≥ 1, Di
2

(
d3

d2

)
= (−1)i i! log−i−1 (x).

Donc v
(
Di

2

(
d3

d2

))
= (0,0,i+ 1) > (0,0,0).

Pour les cas où v (d1) < (0, . . . ,0) ou k > l ∈ {1, . . . ,n}, nous introduisons un nouveau
changement de variable : l’éclatement.

5.3 Eclatements - Support des changements de dérivation
- Décalages

5.3.1 Eclatement

Définition 5.3.1 Soit un monôme m ∈ R∗Gr. On appelle éclatement par m le changement de
variable y = mz.

Ce changement d’inconnue va nous permettre d’effectuer les changements de dérivations
dans les cas problématiques où v (d1) < (0, . . . ,0) (changement de dérivation F

(
y, . . . ,y(n)

)
=

F̃0,l (y, . . . ,D
n
l y)), ou bien k > l ∈ {1, . . . ,n} (changement de dérivation F (y, . . . ,Dn

ky) =
F̃k,l (y, . . . ,D

n
l y)). Dans ces cas, les termes Dim et donc les polynômes différentiels qj,i ont des

valuations négatives. Par l’éclatement on obtient une équation dont les coefficients ont des
valuations suffisament grandes de sorte que, en appliquant ensuite le changement de dérivation,
on obtienne une équation bien ordonnée.

Proposition 5.3.2 Soient Dl, l ∈ {0, . . . ,r} une des r+1 dérivations définies précédemment
et un monôme m = Ltλ avec λ = (0, . . . ,λk, . . . ,λr), λk > 0, pour un k ≥ l (cela implique que
v (Di

lm) > (0, . . . ,0) pour tout i ∈ {0, . . . ,}). Soit une équation bien ordonnée F (y, . . . ,Dn
l y) =

0. Par l’éclatement y = mz, on obtient une équation F̂ (z, . . . ,Dn
l z) = 0) telle que :

1. Si Dl est la dérivation initiale D0 = d et si λ ≥ max{(0, . . . ,0) ,−nv (d1)}, alors l’équation
F̂ = 0 est bien ordonnée. Pour les autres dérivations, F̂ = 0 est toujours bien ordonnée.

2. On note F (y, . . . ,Dn
l y) =

∑
I∈Nn+1

cIy
(I)l et F̂ (z, . . . ,Dn

l z) =
∑

J∈Nn+1

ĉJz
(J)l. Alors :

v (ĉJ) ≥ min{v (cI) + v
(
m(K)l

)
| jp + · · ·+ jn + km + · · ·+ kn ≤ ip + · · ·+ in

∀p ∈ {0, . . . ,n} et |I| = |J | = |K|

}
3. y0 ∈ M≺

r avec v(y0) > v(m) est solution de F (y, . . . ,Dn
l y) = 0 si et seulement si

z0 =
y0

m
∈M≺

r est solution de F̂ (z, . . . ,Dn
l z) = 0.

4. Supp ĉJ ⊆ Supp F + |J |λ+ Tl et Supp F̂ ⊆ Supp F + Nλ+ Tl.
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Démonstration.
1. L’éclatement par m s’écrit :

y = mz
Dly = Dmz +mDz
...
Dn
l y =

∑n
i=0C

i
nD

n−i
l mDiz

Le résultat découle donc des propositions 5.2.4 et 4.2.4.

2. Pour alléger les notations, on écrit Dl = D. On considère un terme ĉJz(J) quelconque de
F̂ (z, . . . ,Dnz). On raisonne par récurrence descendante sur p ∈ {0, . . . ,n} pour montrer que :
“pour qu’un terme cIy(I) de F (y, . . . ,Dny) intervienne dans le calcul de ĉJz(J), il faut qu’on ait
jp + ..+ jn ≤ ip + ..+ in pour tout p ∈ {0, . . . ,n}”.
p = n : pour qu’un terme cIy(I) de F (y, . . . ,Dny) intervienne dans le calcul de ĉJz(J), on doit
avoir jn ≤ in. En effet, seuls les termes Dny peuvent fournir des termes Dnz.

Récurrence : supposons la propriété vraie à un rang p ∈ {1, . . . ,n}. On se donne cIy(I) interve-
nant dans le calcul de ĉJz(J) : on a jp + ..+ jn ≤ ip + ..+ in. Un terme Dp−1z provient de termes
Dqy avec q ≥ p − 1. Or, on a déjà (Dpz)jp . . . (Dnz)jn qui provient de (Dpy)ip . . . (Dny)in .
Puisque jp + .. + jn ≤ ip + .. + in, il reste au plus ip + .. + in − (jp + ..+ jn) puissances
de Dp−1z pouvant provenir de ce terme, auxquelles peuvent s’ajouter au plus ip−1 puissances
provenant de (Dp−1y)

ip−1 . On a donc jp−1 ≤ ip + .. + in − (jp + ..+ jn) + ip−1, c’est-à-dire
jp−1 + ..+ jn ≤ ip−1 + ..+ in.

Pour conclure, il suffit de remarquer que, puisque tout Dpy fournit des termes Dp−imDiz,
on peut faire le même raisonnement avec les puissances k0, . . . ,kn de m, . . .Dnm : on montre
que “pour qu’un terme cIy(I) de F (y, . . . ,Dny) intervienne dans le calcul de ĉJz(J), il faut qu’on
ait kp + .. + kn ≤ ip + .. + in − (jp + ..+ jn)”. De plus, il est clair que tout terme y(I) fournit
des termes CKm(K)z(J) avec |K| = |J | = |I| et CJ̃ ∈ N∗.

3. La partie directe est immédiate. Pour la partie réciproque, il suffit de remarquer que le chan-
gement d’inconnue inverse de l’éclatement y = mz est aussi un éclatement z =

y

m
= m−1y.

4. D’après ci-dessus, on a ĉJ =
∑

cICJ̃m
(J̃) pour certains J̃ et cI avec |J̃ | = |J | = |I|. On

obtient le résultat d’après le Lemme 4.2.12. �

Exemple 5.3.3 Pour illustrer le point 3 de la proposition précédente, nous pratiquons un
éclatement y = mz pour un monôme m ∈M≺

r dans une équation linéaire d’ordre 2 :

F (y,y′,y′′) = c0 + c(1,0,0)y + c(0,1,0)y + c(0,0,1)y
′′ (5.3.1)

L’éclatement par m s’écrit :


y = mz
y′ = m′z +mz′

y′′ = m′′z + 2m′z′ +mz′′

L’équation 5.3.1 devient :

c0 +
(
c(1,0,0)m+ c(0,1,0)m

′ + c(0,0,1)m
′′) z +

(
c(0,1,0)m+ 2c(0,0,1)m

′) z′ + c(0,0,1)z
′′ = 0
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On a donc :


ĉ0 = c0

ĉ(1,0,0) = c(1,0,0)m+ c(0,1,0)m
′ + c(0,0,1)m

′′

ĉ(0,1,0) = c(0,1,0)m+ 2c(0,0,1)m
′

ĉ(0,0,1) = c(0,0,1)

et donc :


v(ĉ(1,0,0)) ≥ min{v(c(1,0,0)) + v(m), v(c(0,1,0)) + v(m′), v(c(0,0,1)) + v(m′′)}
v(ĉ(0,1,0)) ≥ min{v(c(0,1,0)) + v(m), v(c(0,0,1)) + v(m′)}
v(ĉ(0,0,1)) = v(c(0,0,1)) + v(m)

Remarque 5.3.4 On remarque qu’un termeDiy fournit par éclatement un terme analogueDiz
plus des termes d’ordre de dérivation inférieur. Donc un terme cIy(I) de l’équation F (y, . . . ,Dny) =
0 fournit un terme analogue cIz(I) plus des termes bJz(J) avec |J | = |I| et ‖J‖ < ‖I‖. pour
des termes cIy(I) avec |I| fixé et des coefficients cI de même valuation, on obtient par la trans-
formation au moins un terme cI0z(I0) qui ne peut pas subir d’annulation : celui pour I0 le plus
petit pour l’ordre lexicographique.

On en déduit les transformations à effectuer pour pouvoir changer de dérivation dans les cas
où v (d1) < (0, . . . ,0) et k > l ∈ {1, . . . ,n} avec les conditions correspondantes sur la valuation
de y0.

Proposition 5.3.5 On considère (1)k : F (y, . . . ,Dn
ky) = 0 et (1)l : F̃k,l (y, . . . ,D

n
l y) = 0

pour tous k,l ∈ {0, . . . ,n} comme dans la Proposition 5.2.1. Alors :
1. Dans le cas où Dk est la dérivation initiale D0 = d et v (d1) < (0, . . . ,0), on considère

y0 ∈ M≺
r avec v (y0) > −nv (d1). Alors F

(
y, . . . ,y(n)

)
= F̂

(
z, . . . ,z(n)

)
= F̃ (z, . . . ,Dn

l z) est
bien ordonnée, avec y = d−n1 z et F̃ = F̂0,l.

2. Dans le cas où k > l ≥ 1, on considère y0 ∈ M≺
r avec v (y0) > 2nv

(
dk
dl

)
. Alors

F (y, . . . ,Dn
ky) = F̂ (z, . . . ,Dn

kz) = F̃ (z, . . . ,Dn
l z) est bien ordonnée, avec y =

(
dk
dl

)2n

z et

F̃ = F̂k,l.

Démonstration.
1. Par l’éclatement y = d−n1 z, d’après ii) de la proposition 4.1.3, un terme ĉJz(J) provient de
termes cIy(I) avec v (ĉJ) ≥ min{v (cI) + v

(
m(K)

)
| ∀l = 0..n, jl + . . . + jn + kl + . . . ≤

il + . . . + in et |J | = |I| = |K|}. On remarque que ‖K‖ + ‖J‖ ≤ ‖I‖ . Or, d’après le Lemme
5.2.6, v

((
d−n1

)(i)
)
≥ v

(
d−n1

)
+ iv (d1) = (i− n) v (d1) pour tout i = 0..n. Donc v

((
d−n1

)(K)
)
≥

‖K‖v (d1)− n|K|v (d1) = ‖K‖v (d1)− n|I|v (d1)

D’après le Lemme 5.2.6, on a pour tout i = 0..n, v
(
d

(i)
l

)
≥ v (dl)+iv (d1). Quand on procède

au changement de dérivation pour F̂ , on a d’après la Proposition 5.2.1 et le Lemme 5.2.2, pour
tous i = 1..n et j = 1..i, qj,i (dl) =

∑
I∈Ni,|I|=j,‖I‖=i−j

Q
(j,i)
I d

(I)0
l . Donc v

(
Q

(j,i)
I d

(I)0
l

)
= |I|v (dl) +

‖I‖v (d1) = jv (dl) + (i− j) v (d1) = j (v (dl)− v (d1)) + iv (d1) ≥ iv (d1). Tout terme c̃Lz(L) de
F̃ provient de termes ĉJz(J) avec v (c̃L) = ‖J‖v (d1)+v (ĉJ) et v (ĉJ) ≥ min{v (cI)+‖K‖v (d1)−
n|I|v (d1)} où ‖K‖+ ‖J‖ ≤ ‖I‖. Donc v (c̃L) ≥ min{v (cI) + (‖J‖+ ‖K‖) v (d1)− n|I|v (d1)}.
Il suffit alors de remarquer que −n|I|v (d1) ≥ −‖I‖v (d1) et on a bien v (ĉJ) ≥ min{v (cI)}.
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2. La preuve est identique à la précédente en remarquant que

v

(
Di
k

((
dk
dl

)2n
))
≥ iv

(
dl+1

dk

)
+ 2nv

(
dk
dl

)
> (i− 2n) v

(
dl
dk

)
et que

v

(
Di
k

(
dl
dk

))
≥ v

(
dl
dk

)
+ iv

(
dl+1

dk

)
> (i+ 1) v

(
dl
dk

)
(cf preuve du Lemme 5.2.6). �

Remarque 5.3.6
1. Pour le premier cas, les conditions sur y0 sont les mêmes que, dans le Corollaire 4.2.7,

celles qui nous assurent qu’on peut effectivement substituer y0 dans l’équation initiale (1) :
F
(
y, . . . ,y(n)

)
= 0. Cela correspond bien à l’hypothèse du théorème principal 5.1.2 : v (y0) >

max{(0, . . . ,0) ,− nv (d1)}
2. Le changement d’équation décrit dans le deuxième cas correspond au passage de l’étude

de la partie y0,k de y0 à y0,l avec l < k. Puisque v (y0,l) = (0, . . . ,µl, . . . ,µr) avec µl > 0 et

v

((
dk
dl

)2n
)

= 2n.
(

0, . . . ,0,τ
(k)
l+1 − τ

(l)
l+1, . . . ,τ

(k)
k − 1− τ (l)

k , . . . ,τ
(k)
r − τ (l)

r

)
, on aura v

 y0,l(
dk
dl

)2n

 >

(0, . . . ,0). On pourra donc en pratique faire l’éclatement y =

(
dk
dl

)2n

z dans les cas que l’on

considérera.

Exemple 5.3.7 Dans le cas l = 1 de notre Exemple 5.2.3 avec n = 3, on a l’éclatement
y = d−n1 z = x2nz = x6z :

y′ = 6x5z + x6z′

y′′ = 30x4z + 12x5z′ + x6z′′

y′′′ = 120x3z + 90x4z′ + 18x5z′′ + x6z′′′

et le changement de dérivation :
z′ =

1

x2
D1z

z′′ =
−2

x3
D1z +

1

x4
D2

1z

z′′′ =
6

x4
D1z +

−6

x5
D2

1z +
1

x6
D3

1z

On obtient donc :
y′ = 6x5z + x4D1z
y′′ = 30x4z + 88x3D1z + x2D2

1z
y′′′ = 120x3z + 60x2D1z − 12xD2

1z +D3
1z

Avec les notations de la Proposition 5.3.5, on en déduit que Supp F̃ ⊆ Supp F + N (0,1,0).
Dans la section suivante, nous déterminons dans les différents cas le support des nouvelles
équations obtenues par éclatement et changement de dérivation.

5.3.2 Support des changements de dérivation

Nous aurons besoin dans la preuve du théorème principal de suivre l’évolution du support
de l’équation au fur et à mesure des changements de dérivations. Montrons que :
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Proposition 5.3.8 1. Pour tous 1 ≤ k < l, on considère comme dans l’énoncé du corollaire
5.2.7 le changement de dérivation F (y, . . . ,Dn

ky) = F̃k,l (y, . . . ,D
n
l y). Alors on a Supp F̃k,l ⊆

Supp F + Tk
2. Pour tous k > l ≥ 1, on considère comme dans l’énoncé de la Proposition 5.3.5 le

changement de dérivation avec éclatement F (y, . . . ,Dn
ky) = F̂ (z, . . . ,Dn

kz) = F̃ (z, . . . ,Dn
l z)

(on rappelle que y = m−2nz où m =
dl
dk

). Alors on a Supp F̃ ⊆ Supp F + Tl

Démonstration.
1. On applique le résultat du Lemme 4.2.12 à

dl
dk

(on rappelle que v
(
dl
dk

)
> (0, . . . ,0) d’après

l’hypothèse (H)2) de 4.1.15

2. On considère comme dans le Lemme 5.2.2, pour tous i ∈ {1, . . . ,n} et j ∈ {1, . . . ,i}, qj,i =∑
Q

(j,i)
I m(I) ∈ Mr où la somme est prise sur les I ∈ NI avec |I| = j et ‖I‖ = i − j. Nous

allons déterminer Supp qj,i. Pour cela, montrons que :

Lemme 5.3.9 Pour tout h ∈ {1, . . . ,i− 1}, on a l’inclusion

Supp Dh
km ⊆

⋃
Supp

(
m−1

)(J)k + (|J |+ 1) v (m)

où l’union est prise sur les multi-indices J = (j0, . . . ,jh) ∈ Nh+1 avec j0 = 0 et ‖J‖ = h.

Démonstration.

h = 1 : Dkm = Dk
dl
dk

= −
(
dl
dk

)2

Dk
dk
dl

= −m2Dk

(
m−1

)
Récurrence : on considère pour J = (j0, . . . ,jh) ∈ Nh+1 avec j0 = 0 et ‖J‖ = h :

Dk

[
(m−1)

(J)k m|J |+1
]

= m|J |+1Dk (m−1)
(J)k + (m−1)

(J)k (|J |+ 1)m|J |Dkm

=
∑

m|I|+1Dk

(
m−1

)(I)k −
(
m−1

)(J+(1,0,...,0))k (|J |+ 1)m|J |+2

où la somme est prise sur les I ∈ Nh+2 avec i0 = 0, |I| = |J | et ‖I‖ = h+ 1. �

Lemme 5.3.10 Pour tout h ∈ {1, . . . ,i− 1}, on a l’inclusion

Supp Dh
k

(
m−1

)
⊆
⋃

Supp
(
Dltk
tk

)i1
· · ·
(
Dh+1
l tk
tk

)ih+1

+ (2h− 1) v (m)

où l’union est prise sur les multi-indices I = (i0, . . . ,ih+1) ∈ Nh+2 avec i0 = 0 et ‖I‖ = 2h.

Démonstration.

h = 1 : Dk (m−1) = Dk
dk
dl
∼ dl
dk
Dl

(
Dltk
tk

)
= m

(
D2
l tk
tk
−
(
Dltk
tk

)2
)

Récurrence : on considère pour I = (i0, . . . ,ih+1) ∈ Nh+2 avec i0 = 0 et ‖I‖ = h+ 1 :

Dk

[
m2h−1

(
Dltk
tk

)i1
· · ·
(
Dh+1
l tk
tk

)ih+1
]

= (2h+ 1)m2h−2

(
Dltk
tk

)i1
· · ·
(
Dh+1
l tk
tk

)ih+1

Dkm+m2hDl

[(
Dltk
tk

)i1
· · ·
(
Dh+1
l tk
tk

)ih+1
]
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Or, Dkm = −m2Dkm
−1 ∼ −m3

(
D2
l tk
tk
−
(
Dltk
tk

)2
)

et pour tout j ∈ {1, . . . ,h+ 1} :

Dl

(
Dj
l tk
tk

)ij

= ij

(
Dj
l tk
tk

)ij−1

Dl

(
Dj
l tk
tk

)

= ij

(
Dj
l tk
tk

)ij−1(
Dj+1
l tk
tk

− Dj
l tkDltk
t2k

)

= ij

(
Dj
l tk
tk

)ij−1
Dj+1
l tk
tk

− ij
Dltk
tk

(
Dj
l tk
tk

)ij

∼ ij
Dltk
tk

(
Dj
l tk
tk

)ij−1
Dj+1
l tk
tk

− ij
Dltk
tk

2
(
Dj
l tk
tk

)ij

puisque m−1 =
dk
dl
∼ Dltk

tk
. �

On en déduit que, pour tout h ∈ {1, . . . ,i− 1},
Supp Dh

km ⊆
⋃
Tl + (j1 + · · ·+ (2h− 1) jh) v (m) + (|J |+ 1) v (m) où l’union est prise sur les

multi-indices J = (j0, . . . ,jh) ∈ Nh+1 avec j0 = 0 et ‖J‖ = h. Donc j1 + · · · + (2h− 1) jh =
2‖J‖ − |J | et donc (j1 + · · ·+ (2h− 1) jh) v (m) + (|J |+ 1) v (m) = 2h+ 1.

Or, puisque pour tous i ∈ {1, . . . ,n} et j ∈ {1, . . . ,i}, qj,i =
∑

Q
(j,i)
I m(I) avec I ∈ NI ,

|I| = j et ‖I‖ = i− j, on a donc :
Supp qj,i ⊆ Tl +

⋃
(i0 + 3i1 + · · ·+ (2 (i− 1) + 1) ii−1) v (m) où l’union est prise sur les I ∈ NI

avec |I| = j et ‖I‖ = i− j. De plus i0 + 3i1 + · · ·+ (2 (i− 1) + 1) ii−1 = 2‖I‖+ |I| = 2i− j et
donc i ≤ 2i− j ≤ 2i− 1.

Or par l’éclatement y = m−2nz, on a Dh
ky =

h∑
i=0

(
h
i

)
Dh−i
k m−2nDi

kz. On montre comme

dans le lemme précédent que :

Lemme 5.3.11 Pour tout h ∈ {1, . . . ,n}, on a l’inclusion

Supp Dh
k

(
m−2n

)
⊆
⋃

Supp
(
Dltk
tk

)i1
· · ·
(
Dh+1
l tk
tk

)ih+1

+ (2h− 2n) v (m)

où l’union est prise sur les multi-indices I = (i0, . . . ,ih+1) ∈ Nh+2 avec i0 = 0 et ‖I‖ = 2h.

On obtient donc que Supp Dh−i
k m−2n ⊆ Tl + (2 (h− i)− 2n) v (m) pour tout h ∈ {1, . . . ,n}

et tout i ∈ {0, . . . ,h}. En facteur de Di
kz, on a donc m2(h−i)−2n multiplié par des éléments dont

le support est dans Tl. Par changement de dérivation, on obtient de plus en facteur un coefficient
qj,i consistant en des termes avec m à une puissance inférieure à 2i − 1 et des éléments dont
le support est aussi dans Tl. Par conséquent, on obtient un coefficient avec m à la puissance

2h− 2n− 1 < 0, c’est-à-dire un coefficient
(
dk
dl

)j
avec j ≥ 1, et des termes de valuation dans

Tl. Il suffit alors de remarquer à nouveau que Supp
dk
dl
∼ Supp

Dltk
tk

. �
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Exemple 5.3.12 Pour illustrer notre propos, nous traitons le cas l = 2, k = 3 de notre exemple.

On a
d2

d3

=
−1

log−1 (x)
. Donc D3

(
d2

d3

)
=

1

log−1 (x)
et pour tout h ≥ 1, Dh

3

(
d2

d3

)
=

(−1)h−1

log−1 (x)
de

support (0,0,− 1).

Or, pour tout h ≥ 1, Dh
3

(
d3

d2

)
= − log−1 (x) =

d3

d2

de support (0,0,1). Donc, avec les nota-

tions du Lemme 5.3.9, on a Supp (m−1)
(J)k = −|J |v (m) = |J | (0,0,1) et donc Supp (m−1)

(J)k +
(|J |+ 1) v (m) = v (m) = (0,0,− 1). On a bien Supp Dh

km ⊆ (0,0,− 1).

De plus,
D2t3
t3

= x.

(
− log−1 (x)

)′
− log−1 (x)

= − log−1 (x) = t3 et pour tout j ≥ 1,
Dj

2t3
t3

= (−1)j j! log−j (x) =

j!tj3 de support (0,0,j). On a avec les notations du Lemme 5.3.10 Supp
(
D2t3
t3

)i1
· · ·
(
Dh+1

2 t3
t3

)ih+1

=

‖I‖ (0,0,1) = −2hv (m) et donc on a bien :

Supp Dh
3 (m−1) = (0,0,1) ⊆ −2hv (m) + (2h− 1) v (m) = −v (m) = (0,0,1)

D’autre part, D3 (m−2n) = D3

(
log−2n (x)

)
= (2n) log−2n (x) et pour tout h ∈ {1, . . . ,n}

Dh
3 (m−2n) = (2n)h log−2n (x) de support 2n (0,0,1). Avec les notations du lemme 5.3.11, on

a Supp
(
Dltk
tk

)i1
· · ·
(
Dh+1
l tk
tk

)ih+1

= ‖I‖ (0,0,1) = −2hv (m) et donc Supp Dh
k (m−2n) =

2n (0,0,1) ⊆ −2hv (m) + (2h− 2n) v (m) = −2nv (m) = 2n (0,0,1).
En conclusion, on montre comme dans l’Exemple 5.3.7 que Supp F̃ ⊆ N (0,0,n+ 1) + · · ·+

N (0,0,2n), et on a donc bien Supp F̃ ⊆ Supp F+T2 puisque T2 = N (0,1,0)+N (0,0,2)+N (0,0,3).

En ce qui concerne la dérivation initiale d = D0, on montre la proposition suivante que nous
utiliserons à plusieurs reprise dans la preuve du théorème principal.

Proposition 5.3.13 Pour tout l ∈ {1, . . . ,r}, on considère :
1. si v (d1) > (0, . . . ,0), F

(
y, . . . ,y(n)

)
= F̃0,l (y, . . . ,D

n
l y) (cf Corollaire 5.2.7). Alors on a

Supp F̃0,l ⊆ Supp F + T1 + Nv (d1)

2. si v (d1) < (0, . . . ,0) : F
(
y, . . . ,y(n)

)
= F̂

(
z, . . . ,z(n)

)
= F̃ (z, . . . ,Dn

l z) avec y = d−n1 z (cf
proposition5.3.5). Alors on a Supp F̃ ⊆ Supp F + T1 − Nv (d1)

Démonstration.
1. Montrons que :
Lemme 5.3.14 Pour tout h ∈ {0, . . . ,n}, Supp d(h)

l ⊆ v (dl) + hv (d1) + T1

Démonstration. Le cas h = 0 est trivial.
On se donne β = (β1, . . . ,βr) ∈ Supp d(h)

l et on suppose que β = v (dl) + hv (d1) + θ avec
θ ∈ T1. Donc :(

tβ
)′

= tβ
(
β1
t′1
t1

+ · · ·+ βr
t′r
tr

)
= tβd1

(
β1
D1t1
t1

+ · · ·+ βr
D1tr
tr

)
�
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Il suffit de remarquer que v (dl) + hv (d1) = v

(
dl
d1

)
+ (h+ 1) v (d1) et que v

(
dl
d1

)
=

v

(
D1tl
tl

)
∈ T1.

2. On montre comme dans le lemme précédent que :
Lemme 5.3.15 Pour tout h ∈ {0, . . . ,n}, Supp

(
d−n1

)(h) ⊆ (h− n) v (d1) + T1

Donc, comme dans la preuve de la proposition précédente, on obtient que Supp
(
d−n1

)(h−i)

⊆ T1 + (h− i− n) v (d1) pour tout h ∈ {1, . . . ,n} et tout i ∈ {0, . . . ,h}. En facteur de z(i),
on a donc dh−i−n1 multiplié par des éléments dont le support est dans T1. Par changement de
dérivation, on obtient de plus en facteur de Dj

l z un coefficient qj,i, j ≤ i, consistant en des
termes avec d1 à la puissance i − j, dl à la puissance j (cf lemme 5.2.2) et des éléments dont
le support est aussi dans T1. Par conséquent, on obtient un coefficient avec d1 à la puissance

h−j−n−1 < 0 et dl à la puissance j, c’est-à-dire un coefficient
(
dl
d1

)j
avec j ≥ 1, dh−n−1

1 et des

termes de valuation dans T1. Il suffit alors de remarquer à nouveau que v
(
dl
d1

)
= v

(
D1tl
tl

)
∈ T1.

�

Avant de passer à la preuve du lemme principal 6.3.1 proprement dite, nous introduisons un
autre changement d’inconnu que nous nommons translation : nous aurons besoin de “translater”
l’équation le long de la multisérie y0 associée, c’est-à-dire d’effectuer un changement de variable
du type y = y1 + pS où S segment initial de Supp y0.

5.3.3 Translation

Définition 5.3.16 Soit une équation F (y, . . . ,Dn
ky) = 0 où k ∈ {0, . . . r}. Soit une multi-

série a ∈ M≺
r . On appelle translation de a le changement de variable y = a + y1. On note

FSupp a (y1, . . . ,D
n
ky1) = F (a+ y1, . . . ,D

n
ka+Dn

ky1) = 0 l’équation translatée.

La proposition suivante donne les propriétés qui nous serons utiles dans la preuve du théo-
rème principal.

Proposition 5.3.17 Soient une équation F (y, . . . ,Dn
ky) = 0 où k ∈ {0, . . . r} et une multisérie

a ∈M≺
r .

1. Si F est bien ordonnée et v (Dia) > (0, . . . ,0) pour tout i ∈ {0, . . . ,n}, alors FSupp a l’est
aussi.

2. Si k 6= 0 et a ∈M≺
r,k, alors Supp (FSupp a) ⊆ Supp F + 〈Supp a〉+ Tk

Démonstration. Le changement de variable s’écrit :
y = y1 + a
Dy = Dy1 +Da

...
Dny = Dny1 +Dna

D’après la formule de Taylor, on a :
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Fa (y1, . . . ,D
n
ky1) = F (y1 + a, . . . ,Dny1 +Dna)

=
∑

I∈Nn+1

1

I!
f (I)
a y

(I)
1

De plus f (I)
a = F (I) (a, . . . ,Dna) ∈Mr et d’après la Proposition 4.2.11, on a pour tout I ∈ Nn+1 :

Supp f (I)
a ⊆ Supp F (I) + 〈Supp a〉+ T

Puisque Supp F (I) ⊆ Supp F pour tout I ∈ Nn+1, on a : Supp f (I)
a ⊆ Supp F +〈Supp a〉+T

et donc Supp F (I)
a ⊆ Supp F + 〈Supp a〉+ T qui est un ensemble bien ordonné.

Le deuxième point est une conséquence directe du lemme 4.2.12. �

Remarque 5.3.18 Les coefficients de l’équation translatée sont pour tout I ∈ Nn+1,
1

I!
f (I)
a .

Nous pouvons maintenant passer à la démonstration du théorème principal 5.1.2. Comme
nous l’avons annoncé précédemment, nous commencerons par démontrer un résultat (Théorème
6.1.1) pour une partie initiale du type y0,r de y0. Nous obtiendrons en corollaire le théorème
général pour les corps de rang 1, (c’est-à-dire pour le cas r = 1 : Corollaire 6.4.1).

Le chapitre suivant sera consacré à prouver un théorème pour une partie initiale générale
du type y0,k pour k ∈ {1, . . . ,r} quelconque (Théorème 7.1.1). C’est ce résultat qui permettra
d’analyser une multisérie générale y0 selon la décomposition : y0 = y0,r + y0,r−1 + . . . + y0,1.
Nous pourrons alors démontrer le théorème principal 5.1.2. Nous concluerons ce chapitre par
un corollaire concernant les équations réticulées (c’est-à-dire à support inclus dans un réseau).
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Chapitre 6

Preuve du théorème principal : Cas d’un
corps de rang 1

6.1 Introduction
Dans ce chapitre nous démontrons le résultat suivant :

Théorème 6.1.1 Soit une équation bien ordonnée

F (y, . . . ,Dn
r y) =

∑
I∈Nn+1

cIy
(I)r = 0 (6.1.1)

avec F (Y0, . . . ,Yn) ∈ Mr [[Y0, . . . ,Yn]] d’ordre de Weierstrass w ∈ N∗. Soit une multisérie
y0 = y0,r + . . .+ y0,1 ∈ M≺

r avec une partie initiale non nulle y0,r =
∑
µr>0

Mµrt
µr
r ∈ M≺

r,r. Alors

il existe un sous-ensemble bien ordonné Rr de Rr
>(0,...,0) obtenu à partir de supp F et Tr par un

nombre fini de transformations élémentaires (cf Définition 5.1.1) tel qu’on a deux cas :
- soit supp y0,r ⊆ Rr

- soit il existe un segment initial propre S0 de supp y0,r de successeur µ̃(0) tel que S0 ⊆ Rr

et, pour tout S̃ successeur de S0, on a vS0∪S̃ = vS0∪{µ̃(0)}. On dit qu’on a stabilisation de la
valuation vS et, dans ce cas, y0 ne peut pas être solution de 6.1.1.

Ce résultat constitue l’étape initiale de la récurrence que nous faisons sur le nombre de
générateurs t1, . . . ,tr impliqués dans l’écriture de la partie initiale de la multisérie y0 condidérée.
Afin de le démontrer, nous commençons par plusieurs définitions et résultats que nous utiliserons
aussi dans le chapitre suivant (où nous démontrons la récurrence et le théorème principal).

Comme dans la preuve des Théorèmes 1.2.1 et 2.1.12, nous introduisons une notion d’ordre
de Weierstrass. On considère D une des n+ 1 dérivations définies précédemment.

Définition 6.1.2 Soit F (Y0, . . . ,Yn) ∈Mr [[Y0, . . . ,Yn]] et l’équation différentielle associée

F (y, . . . ,Dny) =
∑

I∈Nn+1

cIy
(I) = 0 (6.1.2)

On dit que cette équation est d’ordre de Weierstrass w ∈ N si et seulement si :

1. pour tout I ∈ Nn+1, v (cI) ≥ (0, . . . ,0),
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2. il existe I0 avec |I0| = w tel que v (cI0 (x)) = (0, . . . ,0)

3. pour tout I avec |J | < w , v (cI) > (0, . . . ,0).

Proposition 6.1.3 Toute équation bien ordonnée admet un ordre w ∈ N au sens de Weiers-
trass .

Démonstration. Puisque supp F est bien ordonné, on divise l’équation par tmin(supp F ). �

Remarque 6.1.4 Nous excluons le cas où w = 0. En effet, dans ce cas la valuation est stabilisée
quelle que soit la multisérie considérée : v (F (y0, . . . ,D

ny0)) = (0, . . . ,0) pour tout y0 ∈ M≺
r

avec v (Diy0) > (0, . . . ,0) pour tout i ∈ {1, . . . ,n} (cf la formule de Taylor).

Notre démonstration du Théorème 6.1.1 suit en partie le plan que celles des Théorèmes 1.2.1
et 2.1.12. Nous évaluons l’équation en des parties initiales d’une multisérie y0 correspondant
à des segments initiaux propres de plus en plus longs de Supp y0. Mais à la différence des
preuves des chapitres 1 et 2, au lieu de raisonner par l’absurde, nous démontrons la dichotomie
de l’énoncé du Théorème 6.1.1. Le but est d’expliciter les sous-ensembles bien ordonnés de
Rr
≥(0,...,0) auxquels appartiennent les exposants de la partie initiale de y0 dans le cas où celle-ci

est solution.
Nous commençons par quelques résultats préliminaires donnant notamment des conditions

élémentaires de stabilisation de la valuation de l’équation évaluée en des parties initiales de y0.

6.2 Résultats préliminaires
Nous consacrons cette section à deux résultats que nous appliquerons à plusieurs reprises

dans ce chapitre et le suivant. Le premier donne deux conditions de stabilisation de la valuation
vk. Il généralise les Lemmes 1.2.3 et 2.2.3.

Soit un entier k ∈ {1, . . . ,r}. On considère une équation bien ordonnée

F (y, . . . ,Dn
ky) =

∑
I∈Nn+1

cIy
(I)k = 0 (6.2.1)

avec F (Y0, . . . ,Yn) ∈ Mr [[Y0, . . . ,Yn]] et une multisérie y0 = y0,k + . . . + y0,1 ∈ M≺
r avec une

partie initiale non nulle y0,k =
∑

µ∈{0}k−1×R∗+×Rr
Mµt

µ ∈M≺
r,k.

Lemme 6.2.1 Supposons qu’il existe une constante c ∈ Rr
≥(0,...,0) et un segment initial propre

S0 de Supp y0,k tels que, pour tout segment successeur S de S0 admettant un élément successeur
dans Supp y0,k noté µ̃ :

i) On peut écrire fS0∪S∪{µ̃} = fS0∪S + tµ̃+cbS0∪S∪{µ̃} avec v(bS0∪S∪{µ̃}) ≥ (0, . . . ,0). S’il existe
un segment successeur S1 de S0, d’élément successeur µ̃(1) dans Supp y0,k, tel que µ̃(1) + c >
vS0∪S1, alors les vS0∪S1∪S se stabilisent à vS0∪S1 avec vS0∪S1∪S = vS0∪S1 < µ̃(1) + c < µ̃+ c pour
tout segment S successeur de S1 dans Supp y0.

ii) On peut écrire fS0∪S∪{µ̃} = fS0∪S + tµ̃+cuS0∪S∪{µ̃} avec v(uS0∪S∪{µ̃}) = (0, . . . ,0) sauf pour
µ élément d’un sous-ensemble propre E de Supp y0,k pour lesquel on a fS0∪S∪{µ̃} = fS0∪S +
tµ̃+cbS0∪S∪{µ̃} avec v(bS0∪S∪{µ̃}) ≥ (0, . . . ,0). On a deux cas :
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- Soit pour tout segment successeur S de S0, d’élément successeur µ̃ dans Supp y0,k, on a
µ̃+ c = vS0∪S ou µ̃ ∈ E.

- Soit il existe un segment successeur S1 de S0, d’élément successeur µ̃(1) dans Supp y0,k avec
µ̃(1) /∈ {µ1, . . . ,µm} et tel que µ̃(1) + c 6= vS0∪S1, alors les vS0∪S1∪S se stabilisent à vS0∪S1∪{µ̃(1)}
avec vS0∪S1∪S = vS0∪S1∪{µ̃(1)} ≤ µ̃(1) + c < µ̃ + c pour tout segment S successeur de S1 ∪ {µ̃(1)}
dans Supp y0. De plus, pour tout segment successeur S de S0 avec S ( S1, on a µ̃+ c = vS0∪S
ou µ̃ ∈ E (on note µ̃ l’élément successeur de S dans Supp y0,k).

Démonstration.
i) On raisonne par récurrence transfinie sur l’ensemble bien ordonné Supp y0\(S0 ∪ S1)

(cf Annexe A). Etant donné un segment initial propre S ( Supp y0\(S0 ∪ S1) (qui est donc
un segment successeur de (S0 ∪ S1) dans Supp y0), on note µ̃ son élément successeur. On
suppose que vS0∪S1∪S = vS0∪S1 et que vS0∪S1 < µ̃(1) + c < µ̃ + c. Or on a fS0∪S1∪S∪{µ̃} =
fS0∪S1∪S + tµ̃+cbS0∪S1∪S∪{µ̃} avec v(bS0∪S1∪S∪{µ̃}) ≥ (0, . . . ,0). D’après l’inégalité triangulaire
ultramétrique, on a donc vS0∪S1∪S∪{µ̃} = min{vS0∪S1∪S, µ̃ + c} = vS0∪S1∪S = vS0∪S1 . De plus, si
on note µ̃′ le successeur de S ∪ {µ̃}, on a µ̃′ > µ̃ et donc µ̃′ + c > µ̃+ c > µ̃(1) + c > vS0∪S1 .

ii) La dichotomie du point ii) est une conséquence immédiate de l’inégalité triangulaire
ultramétrique appliquée à l’expression de fS0∪S∪{µ̃}. Dans le deuxième cas de l’énoncé du point
ii) (le cas où on a µ̃(1) + c 6= vS0∪S1 et µ̃(1) /∈ E), on se ramène au cas précédent en remarquant
qu’on a vS0∪S1∪{µ̃(1)} = min{vS0∪S1 , µ̃

(1) + c} < µ̃ + c pour µ̃ élément successeur de µ̃(1) (on
applique l’inégalité triangulaire ultramétrique à l’expression de fS0∪S1∪{µ̃(1)}). �

Le deuxième résultat concerne les conditions d’annulation des termes dominants quand on
évalue l’équation 6.2.1 en une partie initiale pS d’une multisérie y0 = y0,k + . . . + y0,1 ∈ M≺

r .
On généralise la Définition 2.2.5 et le Lemme 2.2.6.

Etant données l’équation 6.2.1 et une série généralisée y0 ∈M≺
r de partie initiale non nulle

y0,k =
∑

µ∈{0}k−1×R∗+×Rr
Mµt

µ ∈ M≺
r,k. , nous supposons qu’il existe un multi-indice J ∈ Nn+1 de

longueur 1, un segment initial SJ de Supp y0,k et une constante v(O) ≥ (0, . . . ,0) tels que, pour
tout segment successeur S de SJ d’élément successeur noté µ̃, on a les hypothèses suivantes (v0

désigne v(F (0, . . . ,0))) :

v
(J)
S0∪S = v

(J)
S0

= v(O) (6.2.2)

v(O) = min{v(I)
S0∪S | |I| = 1} (6.2.3)

v(O) + µ̃ < min{v(I)
k + µ̃ | |I| ≥ 2} (6.2.4)

Notation 6.2.2 On note alors :
- A l’ensemble des multi-indices de longueur 1 vérifiant ces propriétés
- C(J)

SJ
xv

(O) le terme dominant de f (J)
SJ

(x,0, . . . ,0)
- jJ la position de 1 dans J = (0, . . . ,0,1,0, . . . ,0)

- S0 =
⋃
J∈A

SJ
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Définition 6.2.3 Le polynôme annulateur associé à l’équation 6.2.1 et à la multisérie y0 (sous
les hypothèses 6.2.2, 6.2.3, 6.2.4) est :

πS0(X) =
∑
J∈A

C
(J)
S0

(X)jJ

Lemme 6.2.4 Pour tout segment successeurs S de S0, on a πS0∪S (X) ≡ πS0 (X) ≡
∑
J∈A

C
(J)
SJ

(X)jJ .

Démonstration. En appliquant la formule de Taylor pour f (I) avec I ∈ A, on obtient pour
tout segment successeur S de SI , avec µ̃I l’élément succeseur de SI :

f
(I)
S∪SI = f

(I)
SI

+
∑
|J |≥1

1

J !
f

(I+J)
SI

MµSI+1
tµ̃IuS∪SI

avec v(f
(I)
S∪SI ) = v

(I)
S∪SI = v(O) = v

(I)
SI

= v(f
(I)
SI

) (Hypothèse 6.2.2) et v(uS∪SI ) = (0, . . . ,0).
D’après l’Hypothèse 6.2.4, on a donc :

f
(I)
S∪SI ∼ f

(I)
SJ

et donc C(I)
S∪SI = C

(I)
SI

pour tout segment successeur S de SI . �

Remarque 6.2.5
1) Le polynôme annulateur étant de degré inférieur ou égal à n, il a au plus n racines

positives qu’on note {ρ1, . . . ,ρm} avec m ≤ n.
2) Dans le cas où F est d’ordre de Weierstrass égal à 1, il existe des multi-indices I tels que

|I| = 1 et v (cI) = (0, . . . ,0). On note A l’ensemble de ces multi-indices, et on a les hypothèses
6.2.2, 6.2.3 et 6.2.4 avec v(O) = (0, . . . ,0) et S0 = ∅ = SI pour tout I ∈ A. On a alors :

πS0(X) =
∑
J∈A

f (J)(0)(X)jJ

6.3 Démonstration du Théorème 6.1.1
Soit une équation 6.1.1 : F (y, . . . ,Dn

r y) =
∑

I∈Nn+1

cIy
(I)k = 0 d’ordre de Weierstrass w ≥ 1 et

une multisérie y0 = y0,r + . . .+y0,1 ∈M≺
r avec une partie initiale non nulle y0,r =

∑
µr>0

Mµrt
µr
r ∈

M≺
r,r. Le Théorème 6.1.1 résulte du lemme suivant, qui généralise les Lemmes 1.2.4 et 2.2.8 :

Lemme 6.3.1 Posons v(w) = (0, . . . ,0) et Rw = Supp F . Pour tout l ∈ {0, . . . w − 1}. On a
deux cas :

- Soit pour tout l ∈ {0, . . . ,w − 1}, il existe un segment initial propre Sl de Supp y0,r, un
multi-indice Il ∈ Nn+1 de longueur |Il| = l et une constante v(l) > (0, . . . ,0) tels que, pour tout
segment successeur S de Sl dans Supp y0 d’élément successeur µ̃, on a :

i) v(Il)
S∪Sl = v(l)

ii) v(l) < v(l+1) + µ̃.
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iii) v(l) = min{v(I)
S∪Sl | I ∈ Nn+1, |I| = l}

De plus, il existe des réels strictement positifs {ν(l)
1 , . . . ,ν

(l)
ml} avec 0 ≤ ml ≤ n + 1 tels que,

si on pose Rl =
(
Rl+1 + Tr +

〈
(0, . . . ,0,ν

(l)
1 ); · · · ; (0, . . . ,0,ν

(l)
ml)
〉
− v(l+1)

)
>(0,...0)

, on a Sl ⊆ Rl.

- Soit il existe l0 ∈ {0, . . . ,w− 1} tel que pour tout l ∈ {l0 + 1, . . . ,w− 1} on a les propriétés
du point précédent et il existe des réels strictement positifs {ν(l0)

1 , . . . ,ν
(l0)
ml0
} avec 0 ≤ ml0 ≤ n tels

que, si on pose Rl0 =
(
Rl0+1 + Tr +

〈
(0, . . . ,0,ν

(l0)
1 ); · · · ; (0, . . . ,0,ν

(l0)
ml0

)
〉
− v(l+1)

)
>(0,...0)

, on a

Supp y0,r ⊆ Rl0.

Démonstration. Nous procédons par récurrence descendante sur l.
a) Si l = w − 1, on a v(l+1) = v(w) = (0, . . . ,0). On note A l’ensemble des multi-indices

I ∈ Nn+1 de longueur w tels que v(cI) = (0, . . . ,0). Il existe un multi-indice I de longueur
w − 1 tel que F (I) est d’ordre 1. On note Aw−1 l’ensemble de ces multi-indices et, pour tout
I ∈ Aw−1, AI l’ensemble des multi-indices J avec |J | = 1 tels que (I + J) ∈ A. On désigne
par {ρ(I)

1 , . . . ,ρ
(I)
mI} l’ensemble des racines positives du polynôme annulateur associé à I (cf

Remarque 6.2.5). D’après la formule de Taylor, on a pour tout segment initial propre S de
Supp y0,r d’élément successeur µ̃ = (0, . . . ,0,µ̃r) , pour tout segment successeur S̃ de S :

f
(I)

S∪S̃ = f
(I)
S +

(
πI (µ̃r) + b

(I)

S∪S̃

)
Mµ̃t

µ̃ avec v
(
b

(I)

S∪S̃

)
> (0, . . . ,0)

On applique alors le point ii) du Lemme 6.2.1 et on a deux cas :
- Soit pour tout segment initial propre S de Supp y0,r d’élément successeur µ̃, on a µ̃ = v

(I)
S ou

µ̃r ∈ {ρ(I)
1 , . . . ,ρ

(I)
mI}. Montrons par récurrence transfinie (cf Théorème A.0.8) sur l’ensemble bien

ordonné Supp y0,r que Supp y0,r ⊆ RI = 〈Supp F 〉 + Tr +
〈

(0, . . . ,0,ρ
(I)
1 ); · · · ; (0, . . . ,0,ρ

(I)
mI )
〉
.

On se donne un segment initial propre S de Supp y0,r d’élément successeur µ̃. Supposons
que S ⊆ RI = Supp F (I) + Tr +

〈
(0, . . . ,0,ρ

(I)
1 ); · · · ; (0, . . . ,0,ρ

(I)
mI )
〉
. On a µ̃ = v

(I)
S ou µ̃ ∈

{(0, . . . ,0,ρ(I)
1 ), . . . ,(0, . . . ,0,ρ

(I)
mI )}. D’après la Proposition 4.2.11, Supp f (I)

S ⊆ Supp F (I) + Tr +

〈S〉 ⊆ RI puisque Supp F (I) ⊆ Supp F . Donc µ̃ = v
(I)
S ∈ RI .

On obtient ainsi le deuxième cas du lemme avec l0 = w − 1
- Soit il existe un segment initial propre SI de Supp y0,r d’élément successeur µ̃(I) =

(0 . . . ,0,µ̃
(I)
r ) tel que µ̃(I) 6= v

(I)
SI

et µ̃(I)
r /∈ {ρ(I)

1 , . . . ,ρ
(I)
mI}. On a stabilisation de v(I)

S à v(I)

SI∪{µ̃(I)}.
On note v̂(I) cette valuation stabilisée et on a v̂(I) ≤ µ̃(I) < µ̃ pour tout µ̃ > µ̃(I).

Supposons que pour tous les multi-indices de Aw−1 on a le deuxième cas de la dichotomie
précédente. On pose S ′w−1 =

⋃
I∈Aw−1

SI , µ̃′w−1 son élément successeur et Sw−1 = S ′w−1 ∪ {µ̃′w−1}.

On note v(I′)
Sw−1

= min{v(I)
Sw−1

| I ∈ Aw−1} qui est bien une valuation stabilisée v(I′)
Sw−1

= v̂(I′). On
a v̂(I′) ≤ µ̃′w−1 et donc, si on note µ̃w−1 l’élément successeur de Sw−1, on a v̂(I′) < µ̃w−1. De plus,
on montre comme pour le premier cas de la dichotomie précédente par récurrence transfinie sur
Sw−1 que Sw−1 ⊆ Rw−1 = Supp F (I′) + Tr +

〈
(0, . . . ,0,ρ

(I′)
1 ); · · · ; (0, . . . ,0,ρ

(I′)
mI′ ); µ̃

′
w−1

〉
.

Pour tout multi-indice I de longueur |I| = w − 1 avec I /∈ Aw−1, d’après la formule de
Taylor, pour tout segment successeur S de Sw−1 on a :

f
(I)
Sw−1∪S = f

(I)
Sw−1

+ b
(I)
Sw−1∪SMµ̃w−1t

µ̃w−1 avec v
(
b

(I)
Sw−1∪S

)
> (0, . . . ,0)
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On a alors deux cas :
- Soit v(I)

Sw−1
≤ µ̃w−1. D’après l’inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc v(I)

Sw−1∪S =

v
(I)
Sw−1

. On note v̂(I) cette valuation stabilisée et on a v̂(I) ≤ µ̃w−1 < µ̃ pour tout µ̃ > µ̃w−1.
- Soit v(I)

Sw−1
> µ̃w−1. D’après l’inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc v(I)

Sw−1∪S >

µ̃w−1 > v̂(I′).
On pose donc v(w−1) = min{v(I)

Sw−1
| I ∈ Nn+1, |I| = w − 1} et on a bien v(w−1) = v

(Iw−1)
Sw−1

pour un certain Iw−1 de longueur w − 1 (il peut s’agir d’un multi-indice qui n’est pas élément
de Aw−1). On obtient le premier cas de l’énoncé du lemme pour l = w − 1.

b) Soit l ∈ {0, . . . ,w − 2} et supposons qu’on a le premier cas du lemme prouvé pour les
éléments de {l + 1, . . . ,w − 1}. D’après l’hypothèse de récurrence, il existe un segment initial

propre Ŝl =
w−1⋃
p=l+l

Sp tel que, pour tout segment successeur S de Ŝl de successeur µ̃, on a :

v(l+1) + µ̃ < v(l+2) + 2µ̃ < · · · < (w − l) µ̃

et v(l+1) = min{v(I)
Sl+1
| I ∈ Nn+1, |I| = l + 1} = min{v(I)

Ŝl
| I ∈ Nn+1, |I| = l + 1}. De plus,

Ŝl ⊆ Rp pour un certain entier p ≥ l + 1.
On note Al l’ensemble des multi-indices I de longueur l tels qu’il existe un multi-indice J de

longueur 1 avec v(I+J)

Ŝl
= v(l+1). On définit donc pour tout I ∈ Al le polynôme annulateur associé

(cf Définition 6.2.3) et on note {ρ(I)
1 , . . . ,ρ

(I)
mI} l’ensemble de ses racines strictement positives.

D’après la formule de Taylor, on a pour tout segment successeur S de Ŝl d’élément successeur
µ̃ = (0, . . . ,0,µ̃r) :

f
(I)

Ŝl∪S∪{µ̃}
= f

(I)

Ŝl∪S
+
(
πI (µ̃r) + b

(I)

Ŝl∪S

)
Mµ̃t

µ̃+v(l+1)

avec v
(
b

(I)

S∪S̃

)
> (0, . . . ,0)

On applique alors le point ii) du Lemme 6.2.1 et on a alors deux cas :
- Soit pour tout segment successeur S de Ŝl dans Supp y0,r, d’élément successeur µ̃, on

a µ̃ + v(l+1) = vS ou µ̃r ∈ {ρ(I)
1 , . . . ,ρ

(I)
mI}. On en déduit comme ci-dessus par une récurrence

transfinie immédiate sur l’ensemble bien ordonné Supp y0,r\Ŝl à l’aide de la Proposition 4.2.11
que Supp y0,r\Ŝl + v(l+1) ⊆ Supp F (I) + Tr +

〈
(0, . . . ,0,ρ

(I)
1 ); · · · ; (0, . . . ,0,ρ

(I)
mI )
〉
. Donc on a

Supp y0,r\Ŝl ⊆ RI =
(
Supp F (I) + Tr +

〈
(0, . . . ,0,ρ

(I)
1 ); · · · ; (0, . . . ,0,ρ

(I)
mI )
〉
− v(l+1)

)
>(0,...0)

, et

donc Supp y0,r ⊆ RI +Rp. C’est le deuxième cas du lemme avec l0 = l puisque Supp F (I) ⊆
Supp F .

- Soit il existe un segment initial propre de SI ⊇ Ŝl de Supp y0,r d’élément successeur µ̃I tel
que µ̃I + v(l+1) 6= v

(I)
SI

et µ̃I /∈ {ρ(I)
1 , . . . ,ρ

(I)
mI}. On a stabilisation de v(I)

S à v(I)
SI∪{µ̃I}. On note v̂(I)

cette valuation stabilisée et on a v̂(I) ≤ µ̃I < µ̃ pour tout µ̃ > µ̃I .
Supposons que pour tous les multi-indices de Al on a le premier cas de la dichotomie

précédente. On pose S ′l =
⋃
I∈Al

SI , µ̃′l son élément successeur et Sl = S ′l ∪ {µ̃′l}. On note v(I′)
Sl

=

min{v(I)
Sl
| I ∈ Al} qui est bien une valuation stabilisée v(I′)

Sl
= v̂(I′). On a v̂(I′) ≤ µ̃′l et donc,

si on note µ̃l l’élément successeur de Sl, on a v̂(I′) < µ̃l. De plus, on montre comme pour le
premier cas de la dichotomie précédente par récurrence transfinie sur Sl que Sl ⊆ RI′ +Rp.
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Pour tout multi-indice I de longueur |I| = l avec I /∈ Al, d’après la formule de Taylor, pour
tout segment successeur S de Sl on a :

f
(I)
Sl∪S = f

(I)
Sl

+ b
(I)
Sl∪SMµ̃lt

µ̃l+v
(l+1)

avec v
(
b

(I)
Sl∪S

)
> (0, . . . ,0)

On a alors deux cas :
- Soit v(I)

Sl
≤ µ̃l+v

(l+1). D’après l’inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc v(I)
Sl∪S = v

(I)
Sl

.
On note v̂(I) cette valuation stabilisée et on a v̂(I) ≤ µ̃l + v(l+1) < µ̃+ v(l+1) pour tout µ̃ > µ̃l.

- Soit v(I)
Sl

> µ̃l + v(l+1). D’après l’inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc v(I)
Sl∪S >

µ̃l + v(l+1) > v̂(I′).
On pose donc v(l) = min{v(I)

Sl
| I ∈ Nn+1, |I| = l} et on a bien v(l) = v

(Il)
Sl

pour un certain Il
de longueur l (il peut s’agir d’un multi-indice qui n’est pas élément de Al), et on obtient bien
le premier cas de l’énoncé du lemme pour le rang l. �

On en déduit la démonstration du Théorème 6.1.1 :

Démonstration. On considère une équation bien ordonnée 6.1.1 : F (y, . . . ,Dn
r y) =

∑
I∈Nn+1

cIy
(I)r =

0 avec F (Y0, . . . ,Yn) ∈ Mr [[Y0, . . . ,Yn]] d’ordre de Weierstrass w ∈ N∗, et une multisérie
y0 = y0,r + . . . + y0,1 ∈ M≺

r avec une partie initiale non nulle y0,r =
∑
µr>0

Mµrt
µr
r ∈ M≺

r,r. Nous

pouvons appliquer le lemme précédent, et on a deux cas :
- Soit Supp y0,r ⊆ Rl0 pour un l0 ∈ {0, . . . ,w − 1}. Il suffit alors de remarquer que Rl0 est

bien obtenu à partir de Supp F et Tr à l’aide d’un nombre fini de transformations élémentaires,
et on obtient le premier cas du Théorème 6.1.1.

- Soit dans le premier cas du lemme précédent, on a pour l = 0 stabilisation de la valuation
vS à vS0 pour S0 segment initial propre de Supp y0,r. De plus S0 ⊆ R0. Montrons que y0 ne
peut alors être solution de l’équation 6.1.1. On note ŷ0 = y0 − pS0 , µ̃0 l’élément successeur de
S0 (qui est donc égal à la valuation de ŷ0) et on applique la formule de Taylor :

f (y0, . . . ,D
n
r y0) = fS0 +Mµ̃0t

µ̃0 b̂S0

avec v
(
b̂S0

)
≥ (0, . . . ,0). Puisque v (fS0) = vS0 = v(0) < µ̃0 on a donc :

f (y0, . . . ,D
n
r y0) = tv

(0)

U 6= 0 avec v (U) = (0, . . . ,0)

�

Exemple 6.3.2 Afin d’illustrer la démonstration, nous traitons l’équation d’ordre 1 suivante
(1) : (1− t3)y −D3y −

∑
k≥1

t
k
k+1

3 = 0

avec t3 = − log−1(x) et D3y = −x log(x)y′ comme précédemment.
On considère une multisérie y0 =

∑
µ∈R∗+

Mµt
µ
3 et on remarque que pour tout µ ∈ R∗+, on a

(1− t3)Mµt
µ
3 −D3 (Mµt

µ
3) = Mµ (1− µ) tµ3 +Mµt

1+µ
3 .

Le polynôme annulateur associé à (1) est π (µ) = 1− µ de racine ρ = 1.
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Pour tout segment initial de supp y0, on a stabilisation de la valuation vS associée à (1) sauf

si on a y0 =
∑
k≥1

(k + 1)t
k
k+1

3 + ŷ0 avec v(ŷ0) ≥ 1. On note pS0 =
∑
k≥1

(k + 1)t
k
k+1

3 et on a alors :

(1)S0 : (1− t3)y −D3y −
∑
k≥1

(k + 1) t
1+ k

k+1

3 = 0

Si on note µ̃(0) le successeur de S0 dans supp y0, on a deux cas possibles (pour lesquels on n’a

pas stabilisation de la valuation associée) : µ̃(0) = ρ = 1 ou µ̃(0) = 1 +
1

2
=

3

2
. Dans le premier

cas, le coefficient M1 est un réel non nul quelconque. On peut considèrer que le deuxième cas
correspond à M1 = 0. On obtient ainsi les parties initiales des différentes branches solutions de
l’équation (1) : pS1 =

∑
k ≥ 1(k + 1)t

k
k+1

3 +M1t3.
On considère donc l’équation :
(1)S1 : (1− t3)y −D3y −

∑
k≥1

(k + 1) t
1+ k

k+1

3 = 0

avec une multisérie y1,0 =
∑
µ>0

Mµt
µ
3 . Pour tout segment initial de supp y1,0, on a stabilisation de

la valuation vS associée à (1)S1 sauf si on a y1,0 =
∑
k≥1

−(k + 1)2

k
t
1+ k

k+1

3 + y2,0 avec v(y2,0) ≥ 2.

On note pS2 =
∑

k ≥ 1
−(k + 1)2

k
t
1+ k

k+1

3 et on obtient une nouvelle équation :

(1)S1∪S2 : (1− t3)y −D3y −
∑
k≥1

(k + 1)2

k
t
2+ k

k+1

3 = 0

On montre par récurrence que toute solution y0 de (1) s’écrit :

y0 =
∑
k≥1

(k + 1)t
k
k+1

3 +M1t3 +
∑
l≥1

∑
k≥1

(−1)l(k + 1)l+1

k(2k + 1) · · · (lk + l − 1)
t
l+ k

k+1

3 avec M1 ∈ R.

On a ici supp y0 = {(0,0, k

k + 1
) ; k ≥ 1}+ N(0,0,1) ⊆ supp F + T3 (cf Exemple 4.2.13)

Exemple 6.3.3 Nous considérons l’équation d’ordre de Weierstrass 2 :

(1) : F (y,D3y) =
y2

2
−yD3y−

(∑
k≥1

t
k
k+1

3

)
y+

(∑
k≥1

(k + 1)t
k
k+1

3

)
D3y−

∑
l≥1

∑
k≥l

(lk−1)t
k
k+1

+ l
l+1

3

−2t3 +
∑
k≥1

(4k + 3)t
2+ k

k+1

3 = 0

On a les équations dérivées partielles de (1) :
F (1,0)(y,D3y) = y −D3y −

∑
k≥1

t
k
k+1

3 = 0

F (0,1)(y,D3y) = −y +
∑
k≥1

(k + 1)t
k
k+1

3 = 0

On considère une multisérie y0 =
∑
µ∈R∗+

Mµt
µ
3 . Pour tout segment initial de supp y0, on a

stabilisation de la valuation vS associée à (1) sauf si on a y0 =
∑
k≥1

(k + 1)t
k
k+1

3 + 2t3 + ŷ0 avec
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v(ŷ0) > (0,0,1). On note pS0 =
∑
k≥1

(k + 1)t
k
k+1

3 , µ̃(0) = 1 et pS1 =
∑
k≥1

(k + 1)t
k
k+1

3 + 2t3. On

obtient f (1,0)
S1

= 0, f (0,1)
S1

= −t3 et l’équation décalée:

(1)S1 :
y2

2
− yD3y − 2t3D3y +

∑
k≥1

(2k + 1)t
2+ k

k+1

3 = 0

On procède dans (1)S1 à l’éclatement y = t3z. On obtient D3y = t3z + t3D3z et :
ˆ(1) :

−t23
2
z2 − t23zD3z − 2t23z − 2t23D3z +

∑
k≥1

(4k + 3)t
2+ k

k+1

3 = 0

On divise cette équation par t23 et on obtient une équation d’ordre de Weierstrass 1 :
˜(1) :

z2

2
− zD3z − 2z − 2D3z +

∑
k≥1

(2k + 1)t
2+ k

k+1

3 = 0

avec une multisérie associée z0 =
∑
ν>0

Nνt
ν
3 telle que ν = µ− 1 et Nν = Mν+1 pour µ > 1.

Le polynôme annulateur associé est π(ν) = −2(1 + ν) qui n’a pas de racine positive. Pour
tout segment initial S̃ de supp z0, on a stabilisation de la valuation vS̃ associée à ˜(1) sauf si on

a z0 =
∑
k≥1

k + 1

2
t
2+ k

k+1

3 + z1,0 avec v(z1,0) ≥ (0,0,3). On note p̃S̃0
=
∑
k≥1

k + 1

2
t

k
k+1

3 et l’équation

décalée: ˜(1)S̃0
:
z2

2
− zD3z +

(
−2 + p̃S̃0

−D3p̃S̃0

)
z −

(
2 + p̃S̃0

)
D3z +

p̃2
S̃0

2
− p̃S̃0

D3p̃S̃0
= 0

qu’on peut écrire :

˜(1)S̃0
:
z2

2
− zD3z −

(
2 +

∑
k≥1

2k + 1

2
t
2+ k

k+1

3

)
z −

(
2 +

∑
k≥1

k + 1

2
t
2+ k

k+1

3

)
D3z

−
∑
l≥1

∑
k≥1

(l + 1)(5k + 3)

8
t
4+ l

l+1
+kk+1

3 = 0

On peut continuer la résolution comme dans l’Exemple 6.3.2. On obtient une solution de (1)

correspondante y0 =
∑
k≥1

(k + 1)t
k
k+1

3 + 2t3 +
∑
k≥1

k + 1

2
t
3+ k

k+1

3 + y1,0 et on montre que

supp y0 ⊆
∑
k≥1

N(0,0,
k

k + 1
) + N(0,0,1) = 〈supp F 〉+ T3.

6.4 Cas d’un corps de rang 1
Comme annoncé précédemment on en déduit le résultat pour un corps de rang 1 M1. On

note t le générateur tel que v (t) = 1 et D la dérivation telle que Da ∼ v (a) a pour tout a ∈M1.

Corollaire 6.4.1 Soit une équation bien ordonnée (1) : F
(
y, . . . ,y(n)

)
=
∑

I∈Nn+1

cIy
(I) = 0 avec

F (Y0, . . . ,Yn) ∈M1 [[Y0, . . . ,Yn]]. Soit y0 =
∑
µ∈R

Mµt
µ ∈M≺

1 avec v (y0) > max{0,nv
(
t′

t

)
}.

Alors il existe R un sous-ensemble bien ordonné de R+ obtenu à partir de supp F et〈
supp

t′

δ (t′)

〉
par un nombre fini de transformations élémentaires, tel qu’on a deux cas :
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- soit supp y0 ⊆ R
- soit il existe un segment initial propre S0 ( supp y0 de successeur µ̃(0) tel que S0 ⊆ R

et, pour tout S̃ successeur de S0, on a vS0∪S̃ = vS0∪{µ̃(0)}. On dit qu’on a stabilisation de la
valuation vS et, dans ce cas, y0 ne peut pas être solution de (1).

Démonstration. On remarque que
Dt

t
=

t′

t

δ
(
t′

t

) =
t′

δ (t′)
. Etant donnée l’équation (1), on

procède au changement de dérivation décrit dans la Proposition 5.2.1. Dans le cas où v
(
t′

t

)
> 0,

d’après le Corollaire 5.2.7, on obtient une nouvelle équation ˜(1) : F̃ (y, . . . ,Dny) = 0. La

multisérie associée est y0 et, d’après la proposition 5.3.13, on a : supp F̃ ⊆ supp F + Nv
(
t′

t

)
+〈

supp
t′

δ (t′)

〉
.

Dans le cas où v

(
t′

t

)
< 0, on obtient d’après la Proposition 5.3.5 une nouvelle équation

˜(1) : F̃ (z, . . . ,Dnz) = 0 où y = δ

(
t′

t

)−n
z. D’après la Proposition 5.3.13, on a supp F̃ ⊆

supp F − Nv
(
t′

t

)
+

〈
supp

t′

δ (t′)

〉
.

Dans les deux cas, on divise l’équation ˜(1) par tmin(supp F̃) et on obtient une équation d’un
certain ordre de Weierstrass w :

(2) :


G (y, . . . ,Dny) = 0 avec y0 =

∑
µ∈R

Mµt
µ

(
cas v

(
t′

t

)
> 0

)
G (z, . . . ,Dnz) = 0 avec z0 =

∑
µ∈R

Mµt
µ+nv

(
t′
t

) (
cas v

(
t′

t

)
< 0

)
D’après le Théorème 6.1.1, il existe R0 un sous-ensemble bien ordonné de R+ obtenu à

partir de supp G et
〈
supp

t′

δ (t′)

〉
par un nombre fini de transformations élémentaires, et tel

qu’on a deux cas :
- soit supp y0 (respectivement supp z0)⊆ R0. Or, dans le deuxième cas, supp z0 = supp y0 +

nv

(
t′

t

)
. Donc supp y0 ⊆ R0 − nv

(
t′

t

)
.

- soit il existe un segment initial propre S0 ( supp y0 (respectivement S0 + nv

(
t′

t

)
(

supp z0) tel que S0 ⊆ R0 et on a stabilisation de la valuation pour l’équation (2) à partir

de S0 (respectivement S0 + nv

(
t′

t

)
). Cela correspond à une stabilisation de la valuation vS

pour l’équation (1) à partir de S0 dans les deux cas, et on a S0 ⊆ R0 dans le premier cas, et

S0 ⊆ R0 − nv
(
t′

t

)
dans le deuxième cas pour les mêmes raisons que précédemment. Dans ce

cas, y0 ne peut pas être solution de ˜(1), ni donc de (1).

Pour conclure la preuve, on remarque que supp G = supp F̃ −min
(
supp F̃

)
⊆ supp F +
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N|v
(
t′

t

)
|+
〈
supp

t′

δ (t′)

〉
−min

(
supp F̃

)
. Donc R0 est obtenu à partir de supp F et〈

supp
t′

δ (t′)

〉
par un nombre fini de transformations élémentaires.

On pose R =


R0

(
cas v

(
t′

t

)
> 0

)
R0 − nv

(
t′

t

) (
cas v

(
t′

t

)
< 0

)
qui dans les deux cas est obtenu à partir de supp F et

〈
supp

t′

δ (t′)

〉
par un nombre fini de

transformations élémentaires. �

Nous en déduisons un résultat plus particulier concernant les solutions d’équations réticulées :

Définition 6.4.2 Une équation bien ordonnée (1) : F
(
y, . . . ,y(n)

)
=

∑
I∈Nn+1

cIy
(I) = 0 avec

F (Y0, . . . ,Yn) ∈ M1 [[Y0, . . . ,Yn]] est dite réticulée si son support est inclus dans un réseau
de R+, c’est-à-dire un sous-semi-groupe additif finiment engendré Λ = 〈λ1, . . . ,λr〉 dont les
générateurs λi sont positifs.

Corollaire 6.4.3 Soit une équation (1) : F (y, . . . ,Dny) =
∑

I∈Nn+1

cIy
(I) = 0 réticulée. On sup-

pose de plus que t′ a aussi un support inclus dans un réseau. Alors toute solution y0 ∈ M≺
1 de

(1) a un support inclus dans un réseau R contenant le réseau de l’équation et celui de t′.

Démonstration. Puisque y0 est solution, on est dans le premier des deux cas du Corollaire 6.4.1.
Il nous suffit de montrer que toute transformation élémentaire préserve le fait d’appartenir à
un réseau.

C’est trivialement vrai pour la somme de deux réseaux, l’enrichissement par un générateur
et la génération comme semi-groupe additif. Pour les translations négatives, il s’agit du résultat

du Lemme 2.2.1. De ce lemme on déduit aussi le fait que supp
t′

δ (t′)
est inclus dans un réseau

contenant supp t′. �
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Chapitre 7

Preuve du théorème principal : cas d’un
corps de rang r

7.1 Introduction
Nous démontrons ici le théorème suivant duquel on déduira la preuve du Théorème 5.1.2.

On suppose que l’équation est d’ordre de Weierstrass w ≥ 1 d’après la Proposition 6.1.3.

Théorème 7.1.1 Soit k ∈ {1, . . . ,r} quelconque. Soit une équation bien ordonnée 6.2.1 :
F (y, . . . ,Dn

ky) =
∑

I∈Nn+1

cIy
(I)k = 0 avec F (Y0, . . . ,Yn) ∈Mr [[Y0, . . . ,Yn]] d’ordre de Weierstrass

w ≥ 1. Soit y0 ∈ M≺
r une solution de 6.2.1 de partie initiale y0,k =

∑
µ∈{0}k−1×R∗+×Rr−k

Mµt
µ ∈

M≺
r,k.
Alors il existe un sous-ensemble bien ordonné Rk de Rr

>(0,...,0) obtenu à partir de Supp F ,
Tk, . . . ,Tr par un nombre fini de transformations élémentaires tel que Supp y0,k ⊆ Rk

Démonstration. Nous raisonnons par récurrence descendante sur k. Le cas initial k = r est
donné par le Théorème 6.1.1. Pour la preuve de la récurrence, nous nous donnons un k ∈
{1, . . . ,r − 1}, une équation 6.2.1 avec une multisérie associée y0 de partie initiale y0,k, et nous
supposons le Théorème 7.1.1 vrai pour toute équation G (y, . . . ,Dn

l y) = 0 avec une multisérie
solution z0 de partie initiale z0,l pour l ∈ {k + 1, . . . ,r}. Le résultat pour cette équation 6.2.1
est donné par le lemme suivant analogue au Lemme 6.3.1 :

Lemme 7.1.2 Etant données une équation bien ordonnée 6.2.1 et une solution y0 ∈ M≺
r de

partie initiale y0,k =
∑

µ∈{0}k−1×R∗+×Rr−k
Mµt

µ ∈M≺
r,k, on pose v(w) = (0, . . . ,0) et Rw = 〈Supp F 〉.

Alors il existe un entier l0 ∈ {0, . . . ,w − 1} tel que :

1) Pour tout entier l ≥ l0 + 1, il existe un segment initial propre Sl de Supp y0,r, un multi-
indice Il ∈ Nn+1 de longueur |Il| = l et une constante v(l) > (0, . . . ,0) tels que, pour tout
segment successeur S de Sl dans Supp y0 d’élément successeur µ̃, on a :

i) v(Il)
S∪Sl = v(l)

ii) v(l) < v(l+1) + µ̃.
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iii) v(l) = min{v(I)
S∪Sl | I ∈ Nn+1, |I| = l}

De plus, il existe une constante νl ≥ (0, . . . ,0) et au plus n sous-semi-groupes additifs
R1,l, . . . ,Rpl,l de Rr

≥(0,...,0) obtenus à partir de Supp F , Tk, . . . ,Tr par un nombre fini de trans-
formations élémentaires, tels que, si on pose Rl = Rl+1 +Tk + · · ·+Tr +R1,l + · · ·+Rpl,l +Nνl,
on a Sl ⊆ Rl.

2) Il existe au plus n sous-semi-groupes additifs R1,l0 , . . . ,Rpl0 ,l0
de Rr

≥(0,...,0) obtenus à partir
de Supp F , Tk, . . . ,Tr par un nombre fini de transformations élémentaires, tels que, si on pose
Rl0 = Rl0+1 + Tk + · · ·+ Tr +R1,l0 + · · ·+Rpl0 ,l0

, on a Supp y0,k ⊆ Rl0.

Nous raisonnons par récurrence descendante sur l ∈ {0, . . . ,w − 1}.

7.2 Preuve du Lemme 7.1.2 : cas l = w − 1

On a v(l+1) = v(w) = (0, . . . ,0). On note A l’ensemble des multi-indices I ∈ Nn+1 de longueur
w tels que v(cI) = (0, . . . ,0). Il existe un multi-indice I de longueur w−1 tel que F (I) est d’ordre
1. On note Aw−1 l’ensemble de ces multi-indices et, pour tout I ∈ Aw−1, AI l’ensemble des
multi-indices J avec |J | = 1 tels que (I + J) ∈ A. On désigne par {ρ(I)

1 , . . . ,ρ
(I)
mI} l’ensemble

des racines positives du polynôme annulateur associé à I (cf Remarque 6.2.5). Etant donné un
multi-indice I ∈ Aw−1, d’après la formule de Taylor, on a pour tout segment initial propre S
de Supp y0,k d’élément successeur µ̃ = (0, . . . ,0,µ̃r, . . . ,µ̃r) , pour tout segment successeur S̃ de
S :

f
(I)

S∪S̃ = f
(I)
S +

(
πI (µ̃k) + b

(I)

S∪S̃

)
Mµ̃t

µ̃ avec v
(
b

(I)

S∪S̃

)
> (0, . . . ,0)

On applique alors le point ii) du Lemme 6.2.1 et on a deux cas :
- Soit pour tout segment initial propre S de Supp y0,k d’élément successeur µ̃, on a µ̃ = v

(I)
S

ou µ̃k ∈ {ρ(I)
1 , . . . ,ρ

(I)
mI}.

- Soit il existe un segment initial propre SI de Supp y0,k d’élément successeur µ̃(I) =

(0 . . . ,0,µ̃
(I)
k , . . . ,µ̃

(I)
r ) tel que µ̃(I) 6= v

(I)
SI

et µ̃(I)
k /∈ {ρ(I)

1 , . . . ,ρ
(I)
mI}. On a stabilisation de v(I)

S

à v(I)

SI∪{µ̃(I)}. On note v̂(I) cette valuation stabilisée et on a v̂(I) ≤ µ̃(I) < µ̃ pour tout µ̃ > µ̃(I).

De plus, pour tout segment initial propre S de SI d’élément successeur µ̃, on a µ̃ = v
(I)
S ou

µ̃k ∈ {ρ(I)
1 , . . . ,ρ

(I)
mI}.

Montrons par récurrence transfinie que, suivant les deux cas précédents, Supp y0,k (respec-
tivement SI) est inclus dans un sous-semi-groupe additif RI de Rr

≥(0,...,0) de la forme :
RI = 〈Supp F 〉+ Tk + · · ·+ Tr +R1,I + · · ·+RpI ,I

où pI est un entier naturel inférieur à n et R1,I , . . . ,RpI ,I sont des sous-semi-groupe additifs
de Rr

≥(0,...,0) obtenus à partir de Supp F, Tk, · · · ,Tr par un nombre fini de transformations
élémentaires.

On considère un segment initial propre S de Supp y0,k (respectivement SI) d’élément succes-
seur µ̃. Supposons que S est inclus dans un semi-groupe additifR contenant 〈Supp F 〉 , Tk, · · · ,Tr.
On a deux cas :

- Soit µ̃ = v
(I)
S . D’après la Proposition 4.2.11, Supp f (I)

S ⊆ Supp F (I) +Tk+〈S〉 ⊆ R puisque
Supp F (I) ⊆ Supp F . Donc µ̃ ∈ R.
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- Soit µ̃k ∈ {ρ(I)
1 , . . . ,ρ

(I)
mI}. Par exemple on a µ̃k = ρ

(I)
h . Les calculs que nous faisons dans

cette situation sont représentés de façon symbolique dans le cas r = 2 et k = 1 par la figure
??, dans laquelle les points noirs représentent les éléments du support de y0. Les changements
de dérivation nécessaires y sont également mentionnés.

On pose Sh = {µ ∈ Supp y0,k | µk = ρ
(I)
h }, σ(h) = min(Sh), S ′h = {µ ∈ Supp y0,k | µ < σ(h)}

et S ′′h = S ′h ∪{σ(h)}. Montrons qu’il existe un sous-semi-groupe additif Rh,I de Rr
≥(0,...,0) obtenu

à partir de Supp F, Tk, · · · ,Tr par un nombre fini de transformations élémentaires, tel que
Sh ⊆ Rh,I .

Pour cela, nous remarquons que σ(h) =
(

0, . . . ,0,ρ
(I)
h ,0, . . . ,0,σl,h, . . . ,σr,h

)
pour un certain

l > k tel que σl,h 6= 0 et donc pSh\{σ(h)} = tσ
(h)
ẑ0 où ẑ0 = ẑ0,l+· · ·+ẑ0,k+1 ∈M≺

r de partie initiale
ẑ0,l ∈ M≺

r,l. Nous nous ramenons à une équation du type G (z, . . . ,Dn
l z) = 0 dont la multisérie

z0 =
y0−pS′′

h

tσ
(h) de partie initiale ẑ0,l est solution afin d’appliquer l’hypothèse de récurrence générale :

• On effectue la translation y = y1 + pS′′h qui est bien définie d’après la Proposition 5.3.17. On
obtient une équation FS′′h (y1, . . . ,D

n
ky1) = 0 avec une multisérie solution ỹ0 = y0−pS′′h de partie

initiale ỹ0,k = y0,k − pS′′h . Puisque S
′
h ⊆ S ⊆ R, on a :

Supp FS′′h ⊆ Supp F + Tk + 〈S ′′h〉 ⊆ R+ Nσ(h)

• On effectue dans l’équation précédente l’éclatement y = tσ
(h)
z qui est bien défini d’après la

Proposition 5.3.2. On obtient une équation F̂ (z, . . . ,Dn
kz) =

∑
J∈Nn+1

ĉJz
(J) = 0 avec v (ĉJ) ≥

min{v (cI) + |J |σ(1) | ∀l = 0..n, jl + . . .+ jn + kl + . . .+ kn ≤ il + . . .+ in et |J | = |I| = |K|}
(cf Proposition 5.3.2 et le fait que v

(
Di
kt
σ(h)
)

= v
(
tσ

(h)
)

= σ(h) pour tout i = 0, . . . ,n).

La multisérie solution associée est z0 =
ỹ0

tσ(h)
=

y0 − pS′′h
tσ(h)

∈ M≺
r avec pour partie initiale

z0,l =
pSh\{σ(h)}

tσ(h)
∈M≺

r,l. On a :

Supp F̂ ⊆ Supp FS′′h + Nσ(h) + Tk ⊆ R+ Nσ(h)

• On effectue le changement de dérivation F̂ (z, . . . ,Dn
kz) = F̃k,l (z, . . . ,D

n
l z) qui est bien défini

d’après le Corollaire 5.2.7 puisque l > k. D’après la Proposition 5.2.1 et le Lemme 5.2.2, on a

Di
kz =

i∑
j=1

qj,iD
j
l z où qj,i polynôme différentiel en

dl
dk

de degré j, d’ordre de dérivation i − 1.

Or, d’après le lemme 4.2.5, on a v (qj,i) = χj,i = (0, . . . ,0,χj,im , . . . ,χ
j,i
r ) avec m > k. Donc le

minimum des valuations des coefficients est réalisé pour un multi-indice I avec |I| ∈ N pour
une valuation qu’on note χ(0). D’après la Proposition 5.3.8, on a :

Supp F̃k,l ⊆ Supp F̂ + Tk ⊆ R+ Nσ(h)

• On divise l’équation F̃k,l = 0 par tχ(0) et on obtient une équation G (z, . . . ,Dn
l z) = 0 d’un

certain ordre de Weierstrass w̃ ∈ N∗. On remarque que v
(
ĉ(0,...,0)

)
> χ(0) (sinon on obtiendrait

une équation F̃ (z, . . . ,Dn
l z) = 0 d’ordre 0 dont z0 ne pourrait pas être solution). On a :

Supp G = Supp F̃k,l − χ(0) ⊆
((
R+ Nσ(h)

)
− χ(0)

)
≥(0,...,0)

On applique l’hypothèse de récurrence à l’équation G (z, . . . ,Dn
l z) = 0 avec la multisérie

solution z0 ∈ M≺
r de partie initiale ẑ0,l ∈ M≺

r,l. On a Supp ẑ0,l ⊆ R̃h où R̃h est un sous-
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semi-groupe additif de Rr
≥(0,...,0) obtenu à partir de Supp F̃ , Tl, . . . ,Tr par un nombre fini de

transformations élémentaires. Puisque Supp F̃ ⊆
((
R+ Nσ(h)

)
− χ(0)

)
≥(0,...,0)

, on en déduit
que R̃h est obtenu à partir de Supp F,Tk,Tl, . . . ,Tr par un nombre fini de transformations
élémentaires.

On obtient un segment initial S ′′′h = Supp ẑ0,l + σ(h) de Sh qui est inclus dans R̃h + σ(h). On
note σ̃(h) = min (Sh\S ′′′h ) et on a σ̃(h) =

(
0, . . . ,0,ρ

(I)
h ,0, . . . ,0,σ̃m,h, . . . ,σ̃r,h

)
pour un entier m

avec k ≤ m ≤ l+ 1. On pose S̃h = Sh\S ′′′h , S̃ ′h = {µ ∈ Supp y0,k | µ < σ̃(h)} et S̃ ′′h = S̃ ′h∪{σ̃(h)}.
On se ramène alors comme précédemment à une équation du type G(z, . . . ,Dn

mz) = 0 dont la
multisérie z̃O =

y0−pS′′
h

tσ̃
(h) de partie initiale ẑ0,m est solution afin d’appliquer à nouveau l’hypo-

thèse de récurrence générale et on montre que Supp ẑ0,l ⊆ ˜̃Rh où ˜̃Rh est un sous-semi-groupe
additif de Rr

≥(0,...,0) obtenu à partir de Supp F, Tm, . . . ,Tr par un nombre fini de transformations

élémentaires. Donc S ′′′h ∪
(
Supp ẑ0,l + σ̃(h)

)
⊆
(
R̃h + ˜̃Rh + σ(h)

)
.

On obtient ainsi de proche en proche que Sh est inclus dans un sous-semi-groupe additif
Rh,I de Rr

≥(0,...,0) obtenu à partir de Supp F, Tm, . . . ,Tr par un nombre fini de transformations
élémentaires. En particulier on a µ̃ ∈ Rh,I . La récurrence transfinie est donc vérifiée si on
suppose que Rh,I ⊆ R.

On obtient donc que Supp y0,k (respectivement SI) est inclus dans un sous-semi-groupe
additif RI de Rr

≥(0,...,0) de la forme :
RI = 〈Supp F 〉+ Tk + · · ·+ Tr +R1,I + · · ·+RpI ,I

où pI ≤ mI ≤ n et R1,I , . . . ,RpI ,I sont des sous-semi-groupe additifs de Rr
≥(0,...,0) obtenus à

partir de Supp F, Tk, · · · ,Tr par un nombre fini de transformations élémentaires.

Pour conclure la preuve du lemme, on remarque qu’on a deux cas pour les multi-indices
I ∈ Aw−1 :
1) Soit il existe un multi-indice I0 ∈ Aw−1 tel que Supp y0,k ⊆ RI0 . C’est le cas où l0 = w − 1
dans l’énoncé du lemme.
2) Soit pour tout I ∈ Aw−1, il existe un segment initial SI de Supp y0,k tel qu’on a stabilisation
de v(I)

S à v(I)

SI∪{µ̃(I)} = v̂(I) et on a v̂(I) ≤ µ̃(I) < µ̃ pour tout µ̃ > µ̃(I). De plus, on a SI ⊆ RI .

On pose S ′w−1 =
⋃

I∈Aw−1

SI , µ̃′w−1 son élément successeur et Sw−1 = S ′w−1 ∪ {µ̃′w−1}. On

note v(I′)
Sw−1

= min{v(I)
Sw−1

| I ∈ Aw−1} qui est bien une valuation stabilisée v(I′)
Sw−1

= v̂(I′). On a
v̂(I′) ≤ µ̃′w−1 et donc, si on note µ̃w−1 l’élément successeur de Sw−1, on a v̂(I′) < µ̃w−1.

Pour tout multi-indice I de longueur |I| = w − 1 avec I /∈ Aw−1, d’après la formule de
Taylor, pour tout segment successeur S de Sw−1 on a :

f
(I)
Sw−1∪S = f

(I)
Sw−1

+ b
(I)
Sw−1∪SMµ̃w−1t

µ̃w−1 avec v
(
b

(I)
Sw−1∪S

)
> (0, . . . ,0)

On a alors deux cas :
- Soit v(I)

Sw−1
≤ µ̃w−1. D’après l’inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc v(I)

Sw−1∪S =

v
(I)
Sw−1

. On note v̂(I) cette valuation stabilisée et on a v̂(I) ≤ µ̃w−1 < µ̃ pour tout µ̃ > µ̃w−1.
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- Soit v(I)
Sw−1

> µ̃w−1. D’après l’inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc v(I)
Sw−1∪S >

µ̃w−1 > v̂(I′).
On pose donc v(w−1) = min{v(I)

Sw−1
| I ∈ Nn+1, |I| = w − 1} et on a bien v(w−1) = v

(Iw−1)
Sw−1

pour un certain Iw−1 de longueur w − 1 (il peut s’agir d’un multi-indice qui n’est pas élément
de Aw−1). De plus S ′w−1 ⊆ RI′ et donc Sw−1 ⊆ RI′ + Nµ̃′w−1 avec RI′ = 〈Supp F 〉+ Tk + · · ·+
Tr +R1,I′ + · · ·+RpI′ ,I

′ . On pose Rw−1 = RI′ + Nµ̃′w−1.

7.3 Preuve du Lemme 7.1.2 : récurrence
On considère l ∈ {0, . . . ,w−2} et on suppose avoir les propriétés du point 1) du lemme pour

les multi-indices I de longueur |I| ≥ l + 1. On a donc l’existence d’un segment initial propre

Ŝl =
w−1⋃
p=l+l

Sp tel que, pour tout segment successeur S de Ŝl d’élément successeur µ̃, on a :

v(l+1) + µ̃ < v(l+2) + 2µ̃ < · · · < (w − l) µ̃

et v(l+1) = min{v(I)
Sl+1
| I ∈ Nn+1, |I| = l + 1} = min{v(I)

Ŝl
| I ∈ Nn+1, |I| = l + 1}. De plus,

Ŝl ⊆ Rp pour un certain entier p ≥ l + 1.
On note Al l’ensemble des multi-indices I de longueur l tels qu’il existe un multi-indice J de

longueur 1 avec v(I+J)

Ŝl
= v(l+1). On définit donc pour tout I ∈ Al le polynôme annulateur associé

(cf Définition 6.2.3) et on note {ρ(I)
1 , . . . ,ρ

(I)
mI} l’ensemble de ses racines strictement positives.

D’après la formule de Taylor, on a pour tout segment successeur S de Ŝl d’élément successeur
µ̃ = (0, . . . ,0,µ̃k, . . . ,µ̃r) :

f
(I)

Ŝl∪S∪{µ̃}
= f

(I)

Ŝl∪S
+
(
πI (µ̃k) + b

(I)

Ŝl∪S

)
Mµ̃t

µ̃+v(l+1)

avec v
(
b

(I)

S∪S̃

)
> (0, . . . ,0)

On applique alors le point ii) du Lemme 6.2.1 et on a alors deux cas :
- Soit pour tout segment initial propre S de Supp y0,k d’élément successeur µ̃, on a µ̃ =

v
(I)
S + v(l+1) ou µ̃k ∈ {ρ(I)

1 , . . . ,ρ
(I)
mI}.

- Soit il existe un segment initial propre SI de Supp y0,k d’élément successeur µ̃(I) =

(0 . . . ,0,µ̃
(I)
k , . . . ,µ̃

(I)
r ) tel que µ̃(I) + v(l+1) 6= v

(I)
SI

et µ̃(I)
k /∈ {ρ(I)

1 , . . . ,ρ
(I)
mI}. On a stabilisation

de v(I)
S à v(I)

SI∪{µ̃(I)}. On note v̂(I) cette valuation stabilisée et on a v̂(I) ≤ µ̃(I) + v(l+1) < µ̃+ v(l+1)

pour tout µ̃ > µ̃(I). De plus, pour tout segment initial propre S de SI d’élément successeur µ̃,
on a µ̃+ v(l+1) = v

(I)
S ou µ̃k ∈ {ρ(I)

1 , . . . ,ρ
(I)
mI}.

On montre comme dans la section précédente par récurrence transfinie que, suivant les deux
cas précédents, Supp y0,k+v(l+1) (respectivement SI+v(l+1)) est inclus dans un sous-semi-groupe
additif RI de Rr

≥(0,...,0) de la forme :
RI = 〈Supp F 〉+ Tk + · · ·+ Tr +R1,I + · · ·+RpI ,I

où pI est un entier naturel inférieur à n et R1,I , . . . ,RpI ,I sont des sous-semi-groupe additifs
de Rr

≥(0,...,0) obtenus à partir de Supp F, Tk, · · · ,Tr par un nombre fini de transformations
élémentaires. Donc Supp y0,k (respectivement SI) est inclus dans

(
RI − v(l+1)

)
≥(0,...,0)

.
On obtient deux cas pour les multi-indices I ∈ Al :
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1) Soit il existe un multi-indice I0 ∈ Al tel que Supp y0,k ⊆ RI0 . C’est le cas où l0 = l dans
l’énoncé du lemme.
2) Soit pour tout I ∈ Al, il existe un segment initial propre SI de Supp y0,k tel qu’on a
stabilisation de v(I)

S à v(I)

SI∪{µ̃(I)} = v̂(I) et on a v̂(I) ≤ µ̃(I) +v(l+1) < µ̃+v(l+1) pour tout µ̃ > µ̃(I).
De plus, on a SI ⊆

(
RI − v(l+1)

)
≥(0,...,0)

.

On pose S ′l =
⋃
I∈Al

SI , µ̃′l son élément successeur et Sl = S ′l ∪ {µ̃′l}. On note v
(I′)
Sl

=

min{v(I)
Sl
| I ∈ Al} qui est bien une valuation stabilisée v(I′)

Sl
= v̂(I′). On a v̂(I′) ≤ µ̃′l et donc, si

on note µ̃l l’élément successeur de Sl, on a v̂(I′) < µ̃l + v(l+1).
Pour tout multi-indice I de longueur |I| = l avec I /∈ Al, d’après la formule de Taylor, pour

tout segment successeur S de Sl on a :

f
(I)
Sl∪S = f

(I)
Sw−1

+ b
(I)
Sl∪SMµ̃w−1t

µ̃l+v
(l+1)

avec v
(
b

(I)
Sl∪S

)
> (0, . . . ,0)

On a alors deux cas :
- Soit v(I)

Sl
≤ µ̃l+v

(l+1). D’après l’inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc v(I)
Sl∪S = v

(I)
Sl

.
On note v̂(I) cette valuation stabilisée et on a v̂(I) ≤ µ̃l + v(l+1) < µ̃+ v(l+1) pour tout µ̃ > µ̃l.

- Soit v(I)
Sl
> µ̃w−1 + v(l+1). D’après l’inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc v(I)

Sl∪S >

µ̃l + v(l+1) > v̂(I′).
On pose donc v(l) = min{v(I)

Sl
| I ∈ Nn+1, |I| = l} et on a bien v(l) = v

(Il)
Sl

pour un cer-
tain Il de longueur l (il peut s’agir d’un multi-indice qui n’est pas élément de Al). De plus
S ′l ⊆

(
RI′ − v(l+1)

)
≥(0,...,0)

et donc Sl
(
RI′ + Nµ̃′l − v(l+1)

)
≥(0,...,0)

avec RI′ = 〈Supp F 〉 + Tk +

· · ·+ Tr +R1,I′ + · · ·+RpI′ ,I
′ . On pose Rl = RI′ + Nµ̃′l.

Pour conclure la preuve du lemme, montrons que dans le cas où l0 = 0, y0 ne pourrait pas
être solution de 6.2.1. En effet dans ce cas, on aurait l’existence d’un segment initial propre S0

de Supp y0,r et d’une constante v(0) > (0, . . . ,0) tels que, pour tout segment successeur S de S0

dans Supp y0 d’élément successeur µ̃, on aurait vS∪S0 = v(0) et v(0) < v(1) + µ̃. En particulier,
si on pose ŷ0 = y0 − pS0 , µ̃0 l’élément successeur de S0 (qui est donc égal à la valuation de ŷ0)
et on applique la formule de Taylor :

f (y0, . . . ,D
n
ky0) = fS0 +Mµ̃0t

µ̃0 b̂S0

avec v
(
b̂S0

)
≥ (0, . . . ,0). Puisque v (fS0) = vS0 = v(0) < µ̃0 on a donc :

f (y0, . . . ,D
n
ky0) = tv

(0)

U 6= 0 avec v (U) = (0, . . . ,0)

�

7.4 Preuve du théorème principal
Démonstration. On considère une équation bien ordonnée

F
(
y, . . . ,y(n)

)
=
∑

I∈Nn+1

cIy
(I)0 = 0 (7.4.1)
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avec F (Y0, . . . ,Yn) ∈ Mr [[Y0, . . . ,Yn]] et une multisérie y0 =
∑
µ∈Rr

Mµt
µ ∈ M≺

r avec v (y0) >

max{(0, . . . ,0) ,−nv (d1)} (cf Corollaire 4.2.7). On écrit y0 = y0,r + y0,r−1 + . . .+ y0,1 avec, pour
tout k ∈ {1, . . . ,n}, y0,k =

∑
µ∈Supp y0,k

Mµt
µ ∈M≺

r,k.
Montrons par récurrence descendante sur k ∈ {1, . . . ,r} que :

Lemme 7.4.1 Si y0 est solution de l’équation 7.4.1 alors, pour tout k ∈ {1, . . . ,r}, il existe un
sous-ensemble bien ordonné Rk de Rr

>(0,...,0) obtenu à partir de Supp F,T1, . . . ,Tr par un nombre
fini de transformations élémentaires, tel que Supp (y0,r + · · ·+ y0,k) ⊆ Rk

Démonstration.
• k = r : on procède à un changement de dérivation dans 7.4.1 pour se ramener aux hypothèses
du Théorème 6.1.1. On a deux cas :

- Si v (d1) > (0, . . . ,0), on applique le changement de dérivation F
(
y, . . . ,y(n)

)
= F̃0,r (y, . . . ,Dn

r y)

qui est bien défini d’après le Corollaire 5.2.7. On obtient une équation bien ordonnée F̃0,r (y, . . . ,Dn
r y) =

0 avec, d’après la Proposition 5.3.13 :
Supp F̃0,r ⊆ Supp F + T1 + Nv (d1)

- Si v (d1) < (0, . . . ,0), on procède aux changements d’équation F
(
y, . . . ,y(n)

)
= F̂

(
z, . . . ,z(n)

)
=

F̃0,r (z, . . . ,Dn
l z) avec y = d−n1 z (cf Proposition 5.3.5). On a d’après la Proposition 5.3.13 :

Supp F̃0,r ⊆ Supp F̂ + T1 − Nv (d1)

La multisérie associée est z0 = dn1y0 de partie initiale z0,r = dn1y0,r ∈ M≺
r,r (on a supposé que

v (y0) > max{(0, . . . ,0) ,− nv (d1)}).

Dans les deux cas, on divise l’équation par tmin(Supp F̃0,r) et on obtient une équation bien
ordonnée F̃ = 0 d’un certain ordre de Weierstrass w ∈ N∗ (on exclut le cas où w = 0 puisque
y0 est supposée solution de 7.4.1). On a

Supp F̃ ⊆
(
Supp F̂ + T1 + N|v (d1) | −min

(
Supp F̃0,r

))
≥(0,...,0)

On applique le Théorème 6.1.1 avec la multisérie y0 ∈M≺
r de partie initiale y0,r si v (d1) >

(0, . . . ,0) (respectivement avec z0 = dn1y0 ∈ M≺
r de partie initiale z0,r = dn1y0,r si v (d1) <

(0, . . . ,0)) solution de 7.4.1. On obtient l’existence d’un sous-ensemble bien ordonné R̃r de
Rr
>(0,...,0) obtenu à partir de Supp F̃ et Tr par un nombre fini de transformations élémentaires

tel qu’on a Supp y0,r(respectivement Supp z0,r) ⊆ R̃r. Dans le deuxième cas, cela implique que
Supp y0,r ⊆ R̃r − nv (d1)

Etant donné que Supp F̃ ⊆
(
Supp F̂ + T1 + N|v (d1) | −min

(
Supp F̃0,r

))
≥(0,...,0)

, on en

déduit que R̃r (respectivement R̃r − nv (d1)) est obtenu à partir de Supp F , T1 et mathcalTr
par un nombre fini de transformations élémentaires.

On pose donc Rr =

{
R̃r si v (d1) > (0, . . . ,0)

R̃r − nv (d1) si v (d1) < (0, . . . ,0)

• Récurrence : on suppose le lemme vrai jusqu’à un rang k + 1 et on note Rk+1 l’ensemble
bien ordonné correspondant. On a Supp (y0,r + · · ·+ y0,k+1) ⊆ Rk+1. Nous nous ramenons aux
hypothèses du Théorème 7.1.1 en procédant aux changements d’équations suivants :
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1) On procède dans (1) au changement de dérivation :
- si v (d1) > (0, . . . ,0), F

(
y, . . . ,y(n)

)
= F̃0,k (y, . . . ,Dn

ky) (cf Corollaire 5.2.7). On obtient
une équation bien ordonnée ˆ(1) : F̃0,k (y, . . . ,Dn

ky) = 0 avec, d’après la Proposition 5.3.13 :
Supp F̃0,k ⊆ Supp F + T1 + Nv (d1)

- si v (d1) < (0, . . . ,0), F
(
y, . . . ,y(n)

)
= F̂

(
z, . . . ,z(n)

)
= F̃0,k (z, . . . ,Dn

kz) avec y = d−n1 z (cf
Proposition 5.3.5). On obtient une équation bien ordonnée ˜(1) : F̃0,k (y, . . . ,Dn

ky) = 0 avec,
d’après la proposition 5.3.13,

Supp F̃0,k ⊆ Supp F + T1 − Nv (d1)

La multisérie associée est z0 = dn1y0 ∈ M≺
r (on a supposé que v (y0) > max{(0, . . . ,0) , −

nv (d1)}).

2) On note Sk = Supp (y0,r + · · ·+ y0,k+1) (respectivement S̃k = Supp (z0,r + · · ·+ z0,k+1) =
Supp dn1 (y0,r + · · ·+ y0,k+1) = Sk + nv (d1)). On procède à la translation de Sk(respectivement
S̃k) dans l’équation précédente qui est bien définie d’après les propositions 5.3.17 et 4.2.4. On
obtient une équation FSk (y, . . . ,Dn

ky) = 0 (respectivement F̃S̃k (y, . . . ,Dn
ky) = 0) de support :

Supp FSk = Supp F̃ + 〈Supp Sk〉+ Tk
⊆ Supp F + T1 + Nv (d1) + 〈Rk+1〉+ Tk

(respectivement Supp F̃S̃k ⊆ Supp F + T1 − Nv (d1) + 〈Rk+1〉+ Tk)

3) On divise alors l’équation précédente par tmin(Supp FSk) (respectivement par tmin
(
Supp F̃S̃k

)
) et

on obtient une équation F̃ (y, . . . ,Dn
ky) = 0 (respectivement ˜̃F (z, . . . ,Dn

kz) = 0) d’un certain
ordre de Weierstrass w ∈ N avec une multisérie associée ỹ0 ∈M≺

r de partie initiale ỹ0,k ∈Mk,r

(respectivement z̃0 = dn1 ỹ0 ∈M≺
r de partie initiale z0,k = dn1 ỹ0,k ∈Mk,r).

On applique le Théorème 7.1.1 : on obtient un ensemble bien ordonné R̃k (respectivement
˜̃Rk) obtenu à partir de Supp FSk (respectivement Supp F̃S̃k) et Tk, . . . ,Tr par un nombre
fini de transformations élémentaires, tel que Supp y0,k ⊆ R̃k (respectivement Supp z0,k =

Supp dn1y0,k ⊆ ˜̃Rk et donc Supp y0,k ⊆ ˜̃Rk − nv (d1)).

Pour conclure la preuve du lemme, on pose Rk =

{
˜̃Rk

˜̃Rk − nv (d1)
et, puisque Supp FSk ⊆

Supp F + T1 + Nv (d1) + 〈Rk+1〉 + Tk (respectivement Supp F̃S̃k ⊆ Supp F + T1 − Nv (d1) +
〈Rk+1〉+ Tk), on remarque que dans les deux cas Rk est obtenu à partir de Supp F, T1, . . . ,Tr
par un nombre fini de transformations élémentaires. �

Le Théorème 5.1.2 correspond au cas k = 1 du lemme précédent. �

Exemple 7.4.2 Nous illustrons notre propos en traitant l’équation suivante d’ordre de Weiers-
trass 1 :

F (y,y′,y′′) = 16y − 7xy′ + x2y′′ − x4
∑
k≥1

t
2+ k

k+1

3 − x5
∑
k≥1

t
k
k+1

3 − t1
∑
k≥1

x1+ k
k+1 = 0 (7.4.2)

Nous considérons une multisérie y0 solution de 7.4.2 avec v(y0) > nv(d1) = (0,2,0). On peut
donc écrire une partie initiale de y0 sous la forme y0,3 = x4

∑
µ>0

Mµt
µ
3 , et nous pratiquons
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le changement de dérivation F (y,y′,y′′) = F̃0,3(z,D3z,D
2
3z) avec y = x4z. Ce changement de

dérivation s’écrit (en combinant l’éclatement y = x4z et le changement de dérivation 5.2.3) :
y = x4z
y′ = 4x3z + x3t3D3z
y′′ = 12x2z + x2(7t3 + t23)D3z + t23D

2
3z

On obtient, après division par x4t23, l’équation :

F̃0,3(z,D3z,D
2
3z) = D3z +D2

3z −
∑
k≥1

t
k
k+1

3 − x
∑
k≥1

t
−2+ k

k+1

3 − t1
∑
k≥1

x1+ k
k+1 = 0 (7.4.3)

La multisérie associée est z0 =
y0

x4
de partie initiale z0,3 =

∑
µ>0

Mµt
µ
3 . Le polynôme annulateur

est π(µ) = µ + µ2 qui n’admet pas de racine positive. Pour tout segment initial S de z0 on

a stabilisation de la valuation associée vS sauf si on a z0,3 =
∑
k≥1

k(2k + 1)

(k + 1)2
t

k
k+1

3 . On a donc

y0,3 = x4
∑
k≥1

k(2k + 1)

(k + 1)2
t

k
k+1

3 .

On procéde au translation de Supp y0,3 dans l’équation 7.4.2 et on obtient l’équation sui-
vante :

F̂ (y,y′,y′′) = 16y − 7xy′ + x2y′′ − x5
∑
k≥1

t
k
k+1

3 − t1
∑
k≥1

x1+ k
k+1 = 0 (7.4.4)

avec une multisérie associée ŷ0 = y0−y0,3 (on a conservé le même y pour l’inconnue afin d’alléger
les notations). Une partie initiale de ŷ0 s’écrit a priori sous la forme y0,2 =

∑
µ>4

xµ
∑
νµ∈R

Mµ,νµt
νµ
3 .

Nous pratiquons le changement de dérivation F̂ (y,y′,y′′) = F̃0,2(z,D3z,D
2
3z) avec y = x4z

qui s’écrit (en combinant l’éclatement y = x4z et le changement de dérivation 5.2.3) :
y = x4z
y′ = 4x3z + x3D2z
y′′ = 12x2z + 7x2D2z + x2D2

2z
On obtient, après division par x4, l’équation suivante :

F̃0,2(z,D2z,D
2
2z) = D2

2z − x
∑
k≥1

t
k
k+1

3 − t1
∑
k≥1

x1+ k
k+1 = 0 (7.4.5)

La multisérie associée est notée ẑ0 =
ŷ0

x4
de partie initiale z0,2 =

∑
µ>0

xµ
∑
νµ∈R

Mµ,νµt
νµ
3 (on a

conservé le même µ pour alléger les notations). Le polynôme annulateur associé est π(µ) = µ2

qui n’admet pas de racine strictement positive.
On a pout tous µ,ν ∈ R, D2(xµtν3) = µxµtν3 + νxµtν+1

3 et D2
2(xµtν3) = µ2xµtν3 + 2µνxµtν+1

3 +
ν(ν + 1)xµtν+2

3 . Pour tout segment initial Ŝ de z0,2, on a stabilisation de la valuation associée

v̂Ŝ sauf si on a z0,2 = x
∑

t
k
k+1

3 + z1,2 avec v(z1,2) ≥ (0,1,1). On translate l’équation par cette
partie initiale et on obtient :

F̃1,2(z,D2z,D
2
2z) = D2

2z+x
∑
k≥1

2k

k + 1
t
1+ k

k+1

3 +x
∑
k≥1

k(2k + 1)

(k + 1)2
t
2+ k

k+1

3 −t1
∑
k≥1

x1+ k
k+1 = 0 (7.4.6)
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. On peut alors réitérer ce procédé.
On montre par récurrence qu’une solution ẑ0 de 7.4.5 a nécessairement une partie initiale

qui s’écrit z0,2 = x

(∑
k≥1

t
k
k+1

3 −
∑
k≥1

2k

k + 1
t

k
k+1

3

∑
k≥1

k(2k + 1)

(k + 1)2
t

k
k+1

3 + · · ·

)
. Cela correspond à une

solution y0 avec comme partie initiale

y0,2 = x4
∑
k≥1

k(2k + 1)

(k + 1)2
t

k
k+1

3 + x5

(∑
k≥1

t
k
k+1

3 −
∑
k≥1

2k

k + 1
t

k
k+1

3

∑
k≥1

k(2k + 1)

(k + 1)2
t

k
k+1

3 + · · ·

)
.

On procéde au translation de Supp y0,2 dans l’équation 7.4.4 et on obtient l’équation sui-
vante :

F̃ (y,y′,y′′) = 16y − 7xy′ + x2y′′ − t1
∑
k≥1

x1+ k
k+1 = 0 (7.4.7)

avec une multisérie associée ỹ0 = y0−y0,3−y0,2. Une partie initiale de ỹ0 s’écrit a priori sous la
forme y0,1 =

∑
λ>0

tλ1
∑
µλ∈R

xµλ
∑

νλ,µλ∈R

Mλ,µλ,νλ,µλ
t
νλ,µλ
3 . Nous pratiquons le changement de dérivation

F̃ (y,y′,y′′) = F̃0,1(z,D3z,D
2
3z) avec y = x4z qui s’écrit (en combinant l’éclatement y = x4z et le

changement de dérivation 5.2.3) :
y = x4z
y′ = 4x3z + x2D1z
y′′ = 12x2z + 6xD1z +D2

1z
On obtient, après division par x2, l’équation suivante :

F̃0,1(z,D1z,D
2
1z) = −xD1z +D2

1z − t1
∑
k≥1

x
−1
k+1 = 0 (7.4.8)

La multisérie associée est notée z̃0 =
ỹ0

x4
de partie initiale

z0,1 =
∑
λ>0

tλ1
∑
µλ∈R

xµλ
∑

νλ,µλ∈R

Mλ,µλ,νλ,µλ
t
νλ,µλ
3 (on a conservé les mêmes µλ et νλ,µλ pour alléger les

notations). Le polynôme annulateur associé est π(λ) = λ2 qui n’admet pas de racine strictement
positive.

On a pout tous λ,µ,ν ∈ R,
D1(tλ1x

µtν3) = tλ1 [λxµtν3 + xµ+1(µtν3 + νtν+1
3 )]

D2
1(tλ1x

µtν3) = tλ1 [λ2xµtν3 + xµ+1(2λµtν3 + 2λνtν+1
3 ) + xµ+2(µ(µ+ 1)tν3

+(2µν + ν)tν+1
3 + ν(ν + 1)tν+2

3 )]

Donc − xD1(tλ1x
µtν3) +D2

1(tλ1x
µtν3) = tλ1 [λ2xµtν3 + xµ+1(λ(2µ− 1)tν3 + 2λνtν+1

3 )
+xµ+2(µ2tν3 + 2µνtν+1

3 + ν(ν + 1)tν+2
3 )]

On a nécessairement λ = 1, ν = 0 et donc −xD1(t1x
µ) +D2

1(t1x
µ) = t1[xµ + (2µ− 1)xµ+1 +

µ2xµ+2]. Pour tout segment initial S̃ de z0,1, on a stabilisation de la valuation associée ṽS̃ sauf
si on a z0,1 = t1

∑
k≥1

x
−1
k+1 + z1,1 avec v(z1,1) ≥ (1,0,0). On translate l’équation par cette partie

initiale et on obtient :

F̃1,1(z,D1z,D
2
1z) = −xD1z +D2

1z − t1
∑
k≥1

k + 3

k + 1
x

k
k+1 + t1

∑
k≥1

1

k2
x1+ k

k+1 = 0 (7.4.9)

. On peut alors réitérer ce procédé.
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On montre par récurrence qu’une solution z̃0 de 7.4.8 a nécessairement une partie initiale

qui s’écrit z0,2 = t1

(∑
k≥1

x
−1
k+1 +

∑
k≥1

k + 3

k + 1
x

k
k+1 −

∑
k≥1

(
1 +

3

(k + 1)2

)
x1+ k

k+1 + · · ·

)
. Cela cor-

respond à une solution y0 de 7.4.2 qui s’écrit :

y0 = x4
∑
k≥1

k(2k + 1)

(k + 1)2

(
−1

log(x)

) k
k+1

+x5

(∑
k≥1

(
−1

log(x)

) k
k+1

−
∑
k≥1

2k

k + 1

(
−1

log(x)

) k
k+1 ∑

k≥1

k(2k + 1)

(k + 1)2

(
−1

log(x)

) k
k+1

+ · · ·

)

+ exp

(
−1

x

)(∑
k≥1

x3+ k
k+1 +

∑
k≥1

k + 3

k + 1
x4+ k

k+1 −
∑
k≥1

(
1 +

3

(k + 1)2

)
x5+ k

k+1 + · · ·

)

7.5 Cas des équations réticulées
Nous en déduisons un résultat plus particulier concernant les solutions d’équations réticulées

Définition 7.5.1 Une équation bien ordonnée 7.4.1 : F
(
y, . . . ,y(n)

)
=

∑
I∈Nn+1

cIy
(I) = 0 avec

F (Y0, . . . ,Yn) ∈ Mr [[Y0, . . . ,Yn]] est dite réticulée si son support est inclus dans un réseau de
Rr
≥(0,...,0), c’est-à-dire un sous-semi-groupe additif finiment engendré Λ = 〈λ1, . . . ,λr〉 dont les

générateurs λi sont des éléments de Rr
>(0,...,0).

Corollaire 7.5.2 Soit une équation (1) : F
(
y, . . . ,y(n)

)
=

∑
I∈Nn+1

cIy
(I) = 0 réticulée. On sup-

pose de plus que les t′k pour k ∈ {1, . . . ,r} ont aussi un support inclus dans un réseau.
Alors toute solution y0 ∈ M≺

r de (1) a un support inclus dans un réseau R contenant le
réseau de l’équation et celui de t′k.

Démonstration. Il nous suffit de montrer que toute transformation élémentaire préserve le fait
d’appartenir à un réseau.

C’est trivialement vrai pour la somme de deux réseaux, l’enrichissement par un générateur
et la génération comme semi-groupe additif. Pour les translations négatives, il s’agit du résultat
suivant (qui généralise le Lemme 2.2.1) :

Lemme 7.5.3 Soient Λ = 〈λ1, . . . ,λl〉 un réseau de Rr
≥(0,...,0) engendré par des éléments de

Rr
≥(0,...,0), et α > (0, . . . ,0). Notons (Λ)>α l’ensemble (supposé non vide) des éléments de Λ

strictement supérieurs à α. Alors il existe ν1, . . . ,νs ∈ Rr
≥(0,...,0) tels que (Λ)>α−α ⊂ 〈ν1, . . . ,νs〉.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur l
• l = 1 : notons k0 = min {k ∈ N | kλ1 > α}. Tout élément de a de Λ = 〈λ1〉>α−α s’écrit kλ1−α
avec k ∈ N et kλ1 > α, ou encore:

a = (k − k0)λ1 + (k0λ1 − α)

Nous concluons en posant ν1 = λ1 et ν2 = k0λ1 − α.
• Récurrence : supposons le lemme démontré pour des réseaux engendrés par l − 1 nombres
réels. Considérons un réseau Λ = 〈λ1, . . . λl〉 avec (Λ)>α non vide. Donc il existe un indice
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i ∈ {1, . . . ,l} tel que kλi > α pour au moins un entier positif k. Soit k0 le plus petit de ces k.
Tout élément a de 〈Λ〉>α − α s’écrit sous la forme:

a =
∑
j 6=i

kjλj + kiλi − α

Si ki ≥ k0 , a s’écrit
∑
j 6=i

kjλj + (ki − k0)λi + k0λi − α et appartient à 〈λ1, . . . ,λr,k0λr − α〉.

Sinon a appartient à l’un des réseaux 〈λ1, . . . ,λi−1,λi+1, . . . ,λr〉>(α−kiλi) − (α− kiλi) , ki < k0,
auxquels nous appliquons l’hypothèse de récurrence. �

De ce lemme on déduit aussi le fait que les Tk sont aussi inclus dans un réseau contenant les
Supp t′k. �
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Conclusion

Notre travail nous oriente dans trois principales directions de recherche.

1. Nos résultats (Théorèmes 3.3.1, 6.4.1 et 5.1.2) donnent une description qualitative des
exposants des séries généralisées solutions d’une large classe d’équations différentielles, à l’instar
des résultats de [GS91] (corollaire du théorème 4.1) , [Can93] (théorème 1), [CMR05] (théorème
5) et [vdH06] (corollaire 8.38).

Dans [CMR05], F. Cano, R. Moussu et J.-P. Rolin prouvent un théorème de désingularisation
des champs de vecteurs en dimension 3 (Théorème 1) le long d’une trajectoire non oscillante
γ. Pour cela ils associent à γ (dans le cas où celle-ci est transcendante) le corps de Hardy des

germes
f

g
◦ γ avec f,g sont analytiques au point singulier isolé p considéré. Ils montrent alors

que ce corps valué est isomorphe au corps des fonctions méromorphes en p, et considèrent les
différents cas pour le rang (le nombre de classes archimédiennes dans le groupe de valuation) et
le rang rationnel (le nombre maximum de valuations rationnellement indépendantes) associés
à γ. En particulier, le Théorème 5 joue un rôle essentiel dans les cas où le rang rationnel
de γ est strictement inférieur à la dimension 3 de la variété considérée. Dans les cas où ce
rang est supérieur, la réduction des singularités est connue pour une variété de dimension finie
quelconque (cf Théorème 4 de [CMR05]). Dans le chapitre 3, notre Théorème 3.3.1 généralise
leur Théorème 5 dans la même optique que la preuve du théorème de désingularisation, mais
dans le cas d’une variété de dimension quelconque finie.

D’autre part, l’utilisation des corps de Hardy (étant donné leur connexion avec les struc-
tures o-minimales, les H-fields et les transséries comme nous l’avons décrit dans l’introduction)
conduit à considérer des corps différentiels valués abstraits. Actuellement F. Cano et C. Roche
travaillent sur une généralisation du Théorème 1 (toujours en dimension 3) au cas d’une valua-
tion abstraite définie sur les germes de fonctions méromorphes réelles au voisinage d’un point
singulier :

Quelle est la généralisation du théorème de désingularisation de [CMR05] au cas d’une va-
luation abstraite associée au corps des fonctions méromorphes définies au voisinage du point
singulier?

Notre Théorème 5.1.2 pourrait représenter un progrès dans ce sens : il serait intéressant
de comprendre l’effet sur les champs de vecteurs des transformations que nous utilisons pour
réduire les équations (translations, éclatements, changements de dérivations).
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2. Une autre direction de recherche nous est donnée par notre méthode de démonstration.
Celle-ci a des aspects que nous pouvons qualifier de constructifs (cf exemples 6.3.2 et 7.4.2) qui
mériteraient d’être précisés. On devrait pouvoir obtenir un algorithme permettant de déterminer
le nombre et la forme des différentes branches solutions d’une équation donnée.

Pour cela il faudrait d’abord répondre aux deux problèmes suivants :

- minimiser la puissance des éclatements intervenant lors des changements de dérivation (la
condition que nous nous donnons pour les changements de dérivation dans la Proposition 5.3.5
est suffisante mais non nécessaire)

- déterminer l’ordre de Weierstrass des équations obtenues après changement de dérivation
(nous pouvons montrer que l’ordre de Weierstrass d’une équation est stable par éclatement et
par translation, mais pas par changement de dérivation)

On pourrait ainsi déterminer précisément le nombre de nouveaux générateurs adjoints au
support de l’équation et aux Tk. Un tel résultat nous conduirait à voir en les multiséries de bons
candidats pour être les représentants formels des germes de fonctions des corps de Hardy de rang
fini. En effet, des exemples importants de ces corps sont ceux naturellement associés aux solu-
tions d’équations différentielles polynomiales (cf section 3 dans [Ros83] : R〈y〉 = R(y,y′,y′′ · · · )
le plus petit corps stable par dérivation et contenant R et y solution d’une équation différentielle
polynomiale, est un corps de Hardy de rang fini). La valuation et la dérivation d’un corps de
Hardy quelconque vérifient les Hypothèses 4.1.15 (cf Théorème 0 pour l’Hypothèse (H1) et les
Propositions 3 et 4 pour l’Hypothèse (H2)). Et les corps de Hardy de rang fini admettent une
échelle asymptotique finiment engendrée (cf section 4 de [Ros83]).

3. La troisième direction de recherche que nous envisageons est la généralisation de notre
résultat au cas de rang infini. D’une part il s’agirait, en se donnant comme dans notre cas une
équation dont les coefficients appartiennent à un corps de rang fini, de comprendre quel degré de
complexité peut atteindre une solution qu’on supposerait appartenir à un corps de rang infini.

D’autre part, on pourrait traiter le cas où les coefficients de l’équation appartiennent à un
corps de rang infini. Autrement dit : quel est le lien entre le support de l’équation et celui de la
solution dans le cas d’un corps de rang infini?

Cela nous permettrait non plus de supposer donné le corps auquel appartient la solution
mais de chercher toutes les solutions possibles.

Le théorème d’immersion de Hahn dans [Hah07] s’applique à tout groupe ordonné Γ, y
compris de rang infini (c’est-à-dire avec une infinité de classes archimédiennes). Dans ce cas,
on peut considérer le produit de Hahn HΓ = R[Γ] ordonné lexicographiquement où [Γ] est
l’ensemble des classes archimédiennes de Γ, et le corps de séries généralisées à support bien
ordonné associé R((tHΓ)).

La première difficulté à laquelle nous sommes confrontés est celle de définir une “bonne”
dérivation sur le corps (c’est-à-dire une dérivation vérifiant au moins nos hypothéses 4.1.15
voire celles de définition des H-fields ou d’autres). On trouve dans la récente thèse de J.M.
Blanco Maraña (Valladolid 2006) une étude détaillée de cette question, avec notamment le cas
de dérivations vérifiant une règle de l’Hopital comme dans le cas des pré-H-fields (cf 4.1.16).
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Dans la même optique, nous pouvons aussi essayer d’appliquer notre méthode au corps des
transséries (cf [vdH97]). Pour cela, nous devons d’abord déterminer sous quelles conditions nous
pouvons obtenir les Hypothèses 4.1.15.
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Annexe A

Ensembles bien ordonnés et récurrence
transfinie

Nous rappelons quelques définitions et résultats fondamentaux concernant la théorie du bon
ordre. Pour les démonstrations et une vue d’ensemble plus complète, nous renvoyons à [Bou70]
et à [Kri69].

Définition A.0.4 On dit qu’un ensemble E est bien ordonné s’il est ordonné et si toute partie
non vide de E admet un plus petit élément.

Un ensemble bien ordonné est totalement ordonné.
La notion fondamentale associée à celle de bon ordre est :

Définition A.0.5 Dans un ensemble ordonné E, on appelle segment initial de E toute partie
S de E telle que les relations x ∈ S, y ∈ E et y ≤ x entraînent y ∈ S.

Toute intersection ou toute réunion de segments initiaux de E est un segment initial de E.
L’ensemble E et l’ensemble vide sont eux-mêmes des segments initiaux de E.

On montre que :

Proposition A.0.6 Dans un ensemble bien ordonné E, tout segment initial propre S de E
(c’est-à-dire tel que S ( E) est un intervalle ] ← ,a[ pour un certain élément a de E. On le
note Sa.

De plus, puisque E bien ordonné admet un plus petit élément e, tout segment initial propre
de E est de la forme [e,a[ pour un élément a de E.

L’introduction de la notion de segment initial est justifiée par la proposition suivante :

Proposition A.0.7 L’ensemble E∗ des segments initiaux d’un ensemble bien ordonné E est
bien ordonné pour l’inclusion ; l’application x 7→ Sx est un isomorphisme de l’ensemble bien
ordonné E sur l’ensemble des segments initiaux propres de E.

et par le principe de récurrence transfinie :

Théorème A.0.8 Soit un ensemble bien ordonné E. Soit P une propriété sur les ensembles
telle qu’on a la relation :

(x ∈ E et P(Sx) vraie)⇒ P(Sx ∪ {x}) vraie

Alors P(E) est vraie.
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La notion de bon ordre se situe aux fondements-mêmes de la théorie des ensembles.

Théorème A.0.9 (Zermelo) Sur tout ensemble il existe un bon ordre.

Ce théorème est équivalent à l’axiome du choix :

(AC) : pour chaque ensemble E dont les éléments sont non vides et disjoints deux à deux, il
existe un ensemble F dont l’intersection avec chaque élément de E est un ensemble à un seul
élément.

dont on peut donner d’autres énoncés équivalents :

(AC’) : pour tout ensemble E, il existe une application h de l’ensemble des parties non vides
de E dans E telle que h(X) ∈ X pour toute partie X non vide de E.

(AC”) : le produit d’une famille d’ensembles non vides est non vide.
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