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Introduction

Nous étudions des équations différentielles du type F(y,...,y™) = 0 ou F(Y,...,Y,) est
une série formelle en Yy, ...,Y,, a coefficients dans un certain corps de séries généralisées M,..
Notre objet est de comprendre le lien existant entre I’ensemble des exposants de leurs coefficients
(qu’on note Supp F') et les exposants des éléments de M, solutions.

Etant donné un groupe abélien totalement ordonné GG, on appelle série généralisée a puis-

sances dans G une expression a = E Agt9. Les coefficients A, sont réels, ¢ est la variable

geG
formelle et le support de a (I'ensemble des puissances g telles que A, # 0) est un sous-ensemble
bien ordonné de G. Il est connu depuis | | que I'ensemble de ces séries muni de I'addition

et de la multiplication (produit de convolution) usuelles est un corps valué. (L’hypothése de
bon ordre permet de définir le produit de convolution).

L’étude des séries généralisées se situe au confluent de récents progrés dans plusieurs do-
maines. Nous soulignons I'importance, dans les différents contextes que nous allons évoquer,
de la théorie des corps valués de caractéristique nulle. Nous-mémes utilisons dans notre travail
une approche valuative.

Concernant le cas du corps R ((xR)) des séries de puissances réelles de x, muni de la valua-
tion et de la dérivation usuelles, on a trois résultats récents similaires. D. Y. Grigoriev et M. F.

Singer considérent dans | | des équations différentielles polynomiales P (x,y, e ,y(“)) =0
avec P € Q[[z,Yo,...,Y,]]. Ils montrent qu’alors tout élément de R ((xR)) solution a ses expo-
sants dans un Z-module finiment engendré (corollaire de la section 3).

J. Cano étudie dans | | des séries généralisées & exposants rationnels solutions d’équa-

tions différentielles de la forme f (x,y,y’ o ,y(”)) =0,ou f (a:,y, o ,y(")) € Rl[z,Yo,....Y,]. I
prouve qu’alors les exposants d'une telle série solution ont un dénominateur commun (série de
type Puiseux: cf théoréme 1), puis il détermine I'indice de Gevrey de la solution en fonction de
celui de la série formelle f définissant 1’équation (théoréme 2).

F.Cano, R. Moussu et J.-P. Rolin montrent dans 'appendice de | | que ce résul-
tat est encore valide pour des solutions a exposants réels d’équations différentielles formelles
f(ry,xy xy”) = 0, ou f € R[[z,Yy,Y1,Ys]]: le support d'une série solution est alors réticulé
c’est-a-dire appartient a un sous semi-groupe additif finiment engendré de R, . Ce résultat leur
est utile dans la preuve d’un théoréeme de désingularisation des champs de vecteurs en dimension
3 le long d’une trajectoire non-oscillante (cf théoréme 1 de | D).

Ces résultats sont des cas particuliers d’un énoncé beaucoup plus général obtenu dans sa
theése par J. van der Hoeven (| |). Sans rentrer dans le détail des définitions, il peut se
résumer comme suit: une transsérie a support bien ordonné solution d’un polyndéme différentiel
a coefficients transséries réticulées est également réticulée.

Les transséries sont des séries formelles construites itérativement a partir de R, x, les opé-
rations de corps, l'exponentielle, le logarithme et un procédé de sommation infinie analogue a
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la construction des séries généralisées a partir d’un corps ordonné abstrait. On obtient ainsi un
corps totalement ordonné, réel clos, stable par dérivation, intégration, composition et ['inversion
fonctionelle. L’introduction des transséries est due a J. Ecalle dans sa preuve de la conjecture
de Dulac (cf [[£92]). Pour un survol historique concernant les transséries nous renvoyons a
I'introduction de la thése de J. van der Hoeven (| D

On retrouve dans d’autres contextes des corps similaires & celui des transséries sous les
noms de corps des séries logarithmico-exponentielles (LE-series), ou encore séries exp-log. In-
dépendamment des travaux de J. Ecalle, le corps des LE-series est introduit par L. van den
Dries (| I |) et B. I. Dahn et P. Goring (| |) en théorie des modéles, en liaison
notamment avec le probléme de Tarski sur I’exponentiation réelle. Un des objets de ces travaux
est de comprendre les propriétés des corps qui sont des extensions du corps des nombres réels
et qui sont stables par exponentiation (c’est-a-dire un isomorphisme entre le groupe additif du
corps et son sous-groupe multiplicatif d’éléments positifs).

L’introduction de ce type de corps est notamment motivée par le fait (prouvé par F.-V.
Kuhlmann, S. Kuhlmann et S. Shelah dans | |) que les corps de séries généralisées non
triviaux ne peuvent pas étre munis d’une exponentielle. Néanmoins les corps de séries géné-
ralisées peuvent étre munis d’une exponentielle réelle restreinte, et méme de n’importe quelle
fonction analytique restreinte (cf | ). Une étude systématique des corps ordonnés
stables par les fonctions analytiques restreintes et une exponentielle non restreinte est faite par
S. Kuhlmann dans | | : ceux-ci peuvent étre vus comme une union dénombrable croissante
de corps de séries généralisées construite de maniére récursive a partir d'un corps de séries
généralisées quelconque (corps des séries log-exp : cf théoréme 5.7).

Certains aspects des corps des séries log-exp sont déja étudiés dans le cadre des séries géné-
ralisées par H. Hahn (| |) et dans celui des formes imbriquées par B. Salvy et J. Shackell
(| I, | ]). On trouve une construction des LE-series (analogue a celle de S. Kuhlmann
pour les séries exp-log) dans | | dans le contexte de la théorie des modéles. Pour un
survol historique, nous renvoyons a 'introduction de l'ouvrage de S. Kuhlmann (| ])-

Un exemple fondamental de corps non-archimédien stable par exponentiation est fourni par
les corps de Hardy (les corps de germes de fonctions réelles stables par différentiation). Ces
corps peuvent étre naturellement munis d’une valuation et d’une notion de rang (le nombre de
classes archimédiennes du groupe de valuation associé).

Ces corps représentent un outil important pour 1’étude des phénoménes non oscillants dans
le domaine réel (la définition méme des corps de Hardy impose a leurs éléments d’étre non
oscillants, c’est-a-dire de n’avoir qu’'un nombre fini de zéros). En particulier, dans le cas d’un
corps de Hardy de rang fini, M. Rosenlicht a prouvé qu’il existe une échelle asymptotique
finiment engendrée (cf | I |). L’exemple fondamental de corps de Hardy stable par
exponentiation est celui des fonctions log-exp (les germes de fonctions réelles obtenues par
composition des fonctions semi-algébriques, de 'exponentielle et du logarithme) (cf G. H. Hardy
| I ]), dont les séries log-exp peuvent étre vues comme la contrepartie formelle.

Ces connexions entre les corps de Hardy et les différents corps de séries log-exp ont conduit
a une généralisation récente de la notion de corps de Hardy par M. Aschenbrenner et L. van den
Dries: celle de H-field (“H” comme Hardy et comme Hahn: cf | |, | |, 1 D).
Ce sont des corps différentiels ordonnés munis d’'une relation de domination compatible avec
lordre (tout élément f > 1 a une dérivée logarithmique positive) et la dérivation sur le corps
(si f <1, alors il existe un élément ¢ du corps de constante associé au corps tel que f —c < 1).
Pour un survol historique, nous renvoyons cette fois a | |.
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Dans notre theése, nous considérons le cas d’un groupe abélien totalement ordonné G de rang
fini v € N* (c’est-a-dire avec un nombre fini de classes archimédiennes). D’aprés le théoréme
d’immersion de Hahn (cf | 1), tout groupe abélien ordonné est isomorphe en tant que groupe
ordonné a un sous-groupe d’un produit lexicographique de R (produit de Hahn). Nous pouvons
donc travailler avec le produit lexicographique de r copies de R: Rj,, qu’on notera simplement
R”, muni de I'addition composante par composante.

Nous associons a R” une copie multiplicative, notée G, = t¥...t8 ou ty,...,t, sont des
variables formelles. Nous considérons alors le corps des multiséries de rang r M, = R[[G,]]
dont les éléments ont leurs exposants qui sont des sous-ensembles bien ordonnés de R" (la
terminologie de multisérie est empruntée a B. Salvy et J. Schackell dans | |. G- est le
sous-groupe de monomes et (R" U {oo}, +, <) est le groupe de valuation associ¢ (on note
v: M, — R"U{oco} la valuation).

Nous munissons M, d’une dérivation avec les deux hypothéses suivantes :

(H1) pour tous a,b € M,, v(a) <v(b) < v(d) <v ()

t, t/
(H2) U(t—k> <v<tk—+1) VEe{l,...r—1}
k

k+1
Ces deux hypotheéses sont légérement plus générales que les axiomes de définition des H-fields

(cf ] -

Afin d’énoncer notre résultat principal, nous introduisons les définitions suivantes. Etant
donnés des sous-ensembles X, ..., X, bien ordonnés de R;(o,...,o)’ on appelle transformations
élémentaires :
la somme de deux sous-ensembles: X; + X, ={a+0b|a € X;,b € X,,}

I'adjonction d’un nouveau générateur o € R : X; + Nav

la génération comme semi-groupe additif: (X;) = {kix1+---+koxq | ki €N, xi € Xi, ¢ € N}
la translation négative de 5 € R% : (X;)s3 — /8
A tout corps différentiel M,., on associe des sous-ensembles bien ordonnés 7y, ...,7, de R% 0,...0)

construits & partir des supports des dérivées ¢}, ...t des générateurs ty,...,t, de M, (cf Défi-
nition 4.1.22 et Notation 4.2.9). Nous montrons que (Théoréme 5.1.2):

Soit une équation F(y,...,y™) =0 avec F(Yy,...,Y,) € M,[[Yo,...,Y,]] et dont le support

Supp F est un sous-ensemble bien ordonné de R". Soit une solution yo € M, de cette équation
t/

avec v (yo) > max{(0,...,0), —nv (t_l) }. Alors les exposants de yy sont inclus dans un sous-
1

ensemble bien ordonné de R’;(O 0

transformations élémentaires.

) obtenu a partir de Supp F, Ty, ..., T, par un nombre fini de

En d’autres termes, les exposants de toute série solution d’une équation différentielle a sup-
port bien ordonné dans ce type de contexte ont un degré de complexité fini relativement au
support de I’équation. En particulier, nous en déduirons (Corollaire 7.5.2) 'analogue du résultat
de J. Van der Hoeven cité précédemment : dans le cas d’un corps différentiel dont les dérivées
des générateurs ont un support réticulé, toute solution a support bien ordonné d’une équation
réticulée a elle-méme ses exposants dans un réseau (nous qualifions de réticulé un ensemble
inclus dans un sous-semi groupe additif de R;(o,..‘,o) dont les générateurs sont positifs)
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Les résultats de D.Y.Grigoriev-M.F.Singer, J.Cano, F.Cano-R.Moussu-J.-P.Rolin, et J.Van
der Hoeven s’appuient sur des généralisations du polygone de Newton-Fine. L’idée centrale est
d’utiliser un algorithme consistant a déterminer les différents exposants dominants possibles
d’une série solution en analysant les pentes des cotés du polygone associé a 1’équation, puis
de substituer le terme obtenu dans I’équation afin d’obtenir une nouvelle équation et donc
un nouveau polygone. On obtient ainsi les différentes branches-solutions possibles. La clé de
cette méthode est qu’au bout d’un nombre fini d’applications de I'algorithme, chaque branche
est uniquement déterminée (“solution stabilisée” dans | |, situation de “point pivot” dans
| | et | |, “équation quasi-linéaire” dans | |). Dans le cas des transséries, la
démonstration est assez complexe.

Notre choix est de ne pas utiliser cette méthode, mais d’exprimer directement les relations
valuatives entre les exposants des solutions et ceux des coefficients de I’équation. Tout élément
Yo de M, de valuation positive a une partie initiale de la forme
Yo = Z Mg,y t" -t pour un certain £ € {1,...,r}. Nous procédons

(e s--str)>(0,...,0) g >0
par récurrence sur le nombre de générateurs impliqués dans [’écriture de la partie initiale de la
solution considérée. Le cas initial est celui d’une partie initiale de la forme Z M, tl, c’est-a-dire

pER
ne faisant intervenir que des puissances du générateur “le moins plat” ¢, .

Notre démonstration s’appuie d’abord dans le chapitre 4 sur une analyse des propriétés
valuatives du corps M, pour r € N* fixé. Dans le cas du corps R ((xR)), on peut travailler
avec une équation de la forme F(z,y,zy/, ..., 2"y"™) = 0 au lieu de F(x,y,y/,...,y"™) = 0. Ainsi
un mondme Az® avec A € R* et o € R* est équivalent a ses dérivées a tout ordre z*(Az®)®)
pour k € {1,...,n}. Cela permet de mieux comprendre les annulations qui surviennent entre
les termes lorsqu’on substitue une partie initiale de la solution dans I’équation (cf | D).
Dans notre cas, on ne peut espérer obtenir une dérivation qui ait la bonne propriété pour tous
les monoémes de G,. Néanmoins nous définissons r nouvelles dérivations D1, ...,D, adaptées au
nombre de générateurs tq, ... ,t,. impliqués dans I’écriture des monomes, c’est-a-dire telles que,
pour tout k € {1,...,r}, pour tous fig, ...t € R, p # 0, on a Dy (th* - thr) ~ pugti® - - - thr.

L’intérét d’'une part est, comme dans le cas du corps R ((HL‘R)), d’exprimer les condi-
tions d’annulations entre les termes lorsqu’on substitue une partie initiale d’'une multisérie
dans I’équation, en fonction de la valuation de cette partie initiale. D’autre part, ces nou-
velles dérivations nous permettent de définir les sous-ensembles bien ordonnés 7i,...,7, de
RZ 0,0y Cités précédemment dans I'énoncé de notre résultat principal (cf notation 4.2.9). Ces
ensembles expriment en quelque sorte la “contribution du corps M, a I'enrichissement du sup-
port des solutions relativement au support de I’équation” : pour toute partie initiale de la forme

Yor = > Myttt on a Supp (For(Yoss - .Divor)) S (Supp yox) +

Supp Fo,k + 7.

En contrepartie, il nous faudra donc pouvoir changer de dérivation en cours de processus afin
de travailler avec la dérivation adaptée au nombre de générateurs intervenant dans 1’écriture
de la partie initiale considérée. Les ensembles 77, . ..,7, nous permettent d’exprimer 1’évolution
du support de I’équation lorsqu’on change de dérivation (cf Propositions 5.3.8 et 5.3.13).
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Une autre clé de notre preuve du théoréme principal est 'introduction de la notion d’ordre de
Weierstrass w € N d’une équation & support bien ordonné (cf 6.1.2). Il s’agit d’une généralisa-
tion de la notion d’ordre de régularité d’'une équation polynomiale ou formelle classique, comme
celles considérées dans le théoréme de préparation de Weierstrass (cf par exemple | ]). Cet
ordre joue le méme role que 'ordre de Newton de J. van der Hoeven dans sa preuve a I’aide
du polygone de Newton-Fine (cf | |, | ). Il nous permet, a lintérieur méme de la
récurrence générale sur le nombre de générateurs, de raisonner par récurrence sur cet ordre.

Etant donnée une équation F = 0 d’ordre de Weierstrass w € N*, nous traitons d’abord le
cas des équations dérivées partielles d’ordre w—1 de F'. Certaines de ces équations sont d’ordre
de Weierstrass 1: nous montrons alors que soit le support de la multisérie considérée est inclus
dans un ensemble bien ordonné associé a 1'une de ces équations, soit on a stabilisation de la
valuation a partir d'un partie initiale fixée de la multisérie pour toutes ces équations dérivées
partielles. Dans ce dernier cas, on écrit le développement de Taylor de I’équation F' = 0 pour
une partie initiale plus longue et on montre que la somme de tous les termes correspondants
aux dérivées partielles d’ordre supérieur a w — 1 a une valuation stabilisée. Nous nous ramenons
alors pour les équations dérivées partielles d’ordre inférieur & w — 1 & un cas analogue au cas
d’ordre de Weierstrass 1.

En itérant ce raisonnement, nous “réduisons” en quelque sorte 'ordre de Weierstrass de
I’équation F' = 0 “le long de la multisérie considérée”. Pour conclure, nous remarquons qu’une
équation d’ordre de Weierstrass 0 n’admet pas de solution. Puisque nous considérons une mul-
tisérie solution de F' = 0, nous “réduisons” 'ordre de Weiestrass de 1’équation F' = 0 au plus a
I'ordre 1.

Notre exposé se divise en sept chapitres.
L’objet des deux premiers est d’introduire notre méthode dans des cas particuliers et bien
connus. Dans le premier chapitre, nous traitons le cas des équations non différentielles (chapitre
1). Nous redémontrons le fait classique suivant (Théoréme 1.2.1):

Toute série généralisée yy = Z M, z" de R ((CBR)) solution d’une équation f(x,y) =0 avec
j=1
f(zy) € Rllz,y]] a des exposants p; rationnels avec un dénominateur commun (série de type
Puiseur).

Notre méthode dans ce chapitre comme dans les suivants consiste a calculer la valuation de
I’équation f évaluée en des parties initiales de plus en plus longues de la série y5. On montre
d’abord que si les exposants d’une série généralisée ne sont pas rationnels, alors on a stabilisation
de la valuation de I’équation et la série ne peut pas étre solution. Ensuite nous démontrons par
I’absurde que ces exposants ont un dénominateur commun : dans le cas contraire, on ‘“réduit”
I’équation a l'ordre de Weierstrass 0 et la série généralisée y, ne peut pas étre solution.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons une généralisation des résultats de | |,
| | et de 'annexe de | | (cf Théoréme 2.1.12):



Toute série généralisée yy = Z M, x" de R ((:L’R)) solution d’une équation formelle f(x,y,
j=1
@™y ™) =0 a support réticulé (c’est-a-dire avec f € R[[a™,... 2™ [[Yo,...,Ya]] pour cer-
tains 7, > 0) a elle-méme un support réticulé.

Dans le cas d'une équation d’ordre de Weierstrass 1 (ou assimilé & une équation d’ordre de
Weierstrass 1 aprés “réduction”), nous introduisons la notion de polyndéme annulateur (cf Défi-
nition 2.2.5). Ce polynéme est construit a I'aide des coefficients de 1’équation qui déterminent
son ordre de Weierstrass. Ce sont ces coefficients qui, lorsqu’on évalue I’équation en une partie
initiale d’une série y,, fournissent les termes de plus petite valuation. La croissance de cette
valuation ou sa stabilisation est une conséquence des annulations possibles entre ces termes
dominants, qui elles-mémes n’ont lieu que pour des valeurs particuliéres des exposants de .
Une des difficultés supplémentaires du cas différentiel par rapport au cas non différentiel est que
des annulations peuvent survenir du fait que des termes a(im“,in)yio e (x”y(”))i" de I'équation
ayant méme degré généralisé ip+- - - 41, et des coefficients a;, . ;.) équivalents sont eux-mémes
équivalents (cf par exemple la section 3.2.1 Introduction de | |). Ces annulations ont lieu
pour les termes dominants lorsqu’un exposant de yg est une racine du polyndéme annulateur.
Ainsi chacune des racines positives enrichit d’un nouveau générateur le support Supp yy par
rapport au support de I’équation.

Pour la preuve par récurrence (cas d’une équation d’ordre w > 1), nous procédons par
I’absurde en supposant que les exposants de yo n’appartiennent a aucun réseau de R, . Nous
montrons alors que les valuations de I’équation f = 0 et des équations dérivées partielles de f
évaluées en des parties initiales de longueur finie se stabilisent. La série généralisée yy ne peut
alors pas étre solution.

Le chapitre 3 est consacré a une généralisation du résultat précédent aux équations différen-
tielles sous-analytiques (cf Théoréme 3.3.1) : si une solution yo () d'une équation différentielle
o

sous-analytique admet un développement asymptotique de la forme Z M;z", p; € RT, alors
i=1
les exposants ji; appartiennent & un réseau de R*.

Rappelons qu’une fonction réelle est dite sous-analytique si son graphe est un ensemble
sous-analytique de R? (c’est-a-dire la projection d’un ensemble défini par des équations et
inéquations analytiques). Nous montrons d’abord comment ce type d’équations peut survenir
dans le cadre de la réduction des champs de vecteurs analytiques de dimension n quelconque,
dans Desprit des travaux de F. Cano, R. Moussu et J.-P. Rolin dans | .

Notre résultat découle de la décomposition des fonctions sous-analytiques obtenue par L.
van den Dries, A. Macintyre et D. Marker dans | | ou par J.-M. Lion et J.-P.Rolin
dans | | : nous procédons par récurrence sur la complexité de 1'équation sous-analytique
considérée afin de nous ramener au cas des équations analytiques.

Apreés quelques rappels concernant les séries généralisées, nous définissons dans le chapitre 4
le corps des multiséries, la dérivation sur ce corps et les notions d’équations différentielles et de
solution de ces équations.

Nous prouvons quelques propriétés élémentaires concernant notamment les valuations des
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dérivées des générateurs ¢y, ...,t, d'un corps M,.. Puis nous définissons les r nouvelles dériva-
tions Dy, ...,D,, et les sous-ensembles bien ordonnés de R;(O,..‘,o) Ty, ..., 7, cités précédemment.

L’objet du chapitre 5 est d’obtenir quelques résultats préliminaires concernant d’une part les
changements de dérivation, d’autre part certains changements d’inconnues dont nous aurons
besoin.

Nous déterminons notamment le support de I’équation aprées changement de dérivation par
rapport au support de I’équation initiale. Ce sont ces changements d’équation qui présentent le
plus de difficultés, d’autant que 'ordre de Weierstrass n’est a priori pas conservé.

Les changements d’inconnues que nous utilisons sont les éclatements (les transformations
y = 1"z pour un certain monéme t*: cf section 5.3.1) et les translations (les transformations
Yy = ps+¥1 pour une certaine partie initiale pg de yo). Ce sont ces deux changements d’inconnue
qui nous permettront d’appliquer la récurrence générale sur le nombre de générateurs impliqués
dans I'écriture d’'une partie initiale d’une multisérie yy. Nous en donnons quelques propriétés
élémentaires, notamment comme pour les changements de dérivation, nous déterminons le sup-
port de I’équation transformée en fonction de celui de I’équation initiale.

Dans le chapitre 6, nous traitons le cas initial de la récurrence générale: la partie initiale
de la solution considérée est une série généralisée a un seul générateur ¢, (cf Théoréme 6.1.1).
Etant donnée une équation F' = 0 d’ordre de Weiertrass w € N*, comme dans le chapitre 2, nous
utilisons aussi une notion de polynéme annulateur, et raisonnons par récurrence descendante sur
Uordre de dérivation | € {0,... w — 1} des équations dérivées partielles de F = 0 considérées :

OF

) A

Afin d’expliciter les ensembles bien ordonnés auxquels appartiennent les exposants de la
partie initiale d’une solution, nous ne raisonnons pas par l’absurde comme dans la preuve du
Théoréme 2.1.12. Nous montrons par récurrence transfinie sur le support des parties principales
considérées soit 'appartenance des exposants de gy & un ensemble bien ordonné convenable, soit
la stabilisation de la valuation associée a I’équation. Dans ce dernier cas, nous pouvons ‘“réduire
I'ordre de Weierstrass” 1’équation, c’est-a-dire travailler avec les équations dérivées partielles
d’ordre de dérivation inférieur.

Nous déduisons de cette démonstration le théoréme général concernant les corps de rang 1
(Théoreme 6.4.1).

Le chapitre 7 est consacré a la preuve de la récurrence sur le nombre de générateurs (passage

d’une solution avec une partie initiale décrite avec tx11,. ...t a une autre décrite avec ty, ... ,t,
générateurs: cf Théoréme 7.1.1). Nous considérons une équation d’ordre de Weierstrass w € N*
et nous raisonnons aussi par récurrence descendante sur l'ordre de dérivation [ € {0,...,w —1}

des équations dérivées partielles.
Une difficulté supplémentaire provient du fait que les annulations des polynémes annulateurs

ont lieu pour des valeurs particuliéres py, d'un élément p = (0, ... 0,0, fgs1, - - - 1) du support
de la partie initiale de la multisérie considérée. Il reste alors a déterminer a quel ensemble
bien ordonné appartiennent pi.q,...,u, pour ces valeurs de py particulieres. Pour cela, nous

supposons que la multisérie que nous considérons est solution et nous nous ramenons par une
translation, un éclatement et un changement de dérivation convenables a une équation d’un
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certain ordre de Weierstrass w’ € N* ayant pour solution une multisérie z, avec une partie
initiale décrite avec tj1,...,t.: on applique alors I’hypothése de récurrence générale.

Nous en déduisons ensuite la preuve du théoréme principal 5.1.2, qui correspond au cas d'une
partie initiale décrite avec les r générateurs. Nous concluons avec la preuve du Corollaire 7.5.2
concernant le cas réticulé, moyennant un lemme de stabilité des réseaux par les transformations
élémentaires citées précédemment.

Nous joignons a l'exposé une annexe A donnant quelques rappels concernant les notions
d’ensembles bien ordonnés, de segment initial et de récurrence transfinie.
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Chapitre 1

Théoréme de Puiseux

Nous donnons dans ce chapitre une preuve rapide du fait classique suivant: les exposants d’une
série formelle solution d’une équation formelle f (z,y) = 0 sont rationnels et ont un dénomina-
teur commun. Comme dans la suite de ce travail, notre propos n’est pas de résoudre 1’équation,
mais de comprendre la nature des exposants de la série solution. Nous n’utilisons donc pas
I’algorithme usuel qui s’appuie sur 'analyse des pentes du polygone de Newton de 'équation.
Notre méthode consiste & montrer que la connaissance d’un développement initial suffisamment
long de la série solution donne un renseignement complet sur la nature des exposants ultérieurs.

1.1 Définitions

o
Définition 1.1.1 Une série généralisée est une série formelle de la forme yo = ) M, 2" ol
j=1
les M,,;,7 € N, sont des nombres réels et (Mj)j cn st une suite strictement croissante de nombres
réels strictement positifs. L’ensemble des exposants p; tels que M), # 0 est le support de ypo,
noté Supp yo-

Pour tout réel positif «, 'ensemble (yo),, (qui peut étre vide) est constitué des (p + 1)-uplets
d’entiers naturels (I,mq,...,m,), p € N, tels qu’il existe des exposants 1, ...,u;, de la série
(yo) veérifiant [ 4+ mypj, + - - 4+ mpp;, = a. L’ensemble (yo) est formé des o € R tels que (yo),,
est non vide.

Remarque 1.1.2 Puisque les exposants de y, sont positifs, il est clair que pour tout réel
« € (o), 'ensemble (yo),, est fini. De plus, 'ensemble (yo), en bijection avec un sous-ensemble
de |J NP*1 est dénombrable.

peN

Définition 1.1.3 Soient f (z,y) = > a;mz'y™ € R[[x,y]] une série formelle (4 exposants en-
I,meN

oo

tiers) et yo = > M, 27 une série généralisée. La série composée f (x,yo) est la série généralisée
Jj=1

> Ca, %, ol les exposants appartiennent a (yo) et, pour tout ax € (yo), le coefficient c,, est

neN
défini par:

— g mi .. mp
Cak = a17m1+...+mpM#jl M/»Ljp .

rma gy A= tmp g, =ag
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Remarque 1.1.4 Le coefficient ci-dessus est obtenu en développant la série

f (ZL‘,’yo) _ Zal,mxl (Z Mujxuj>m

Le support de la série composée f(x,yy) est 'ensemble des éléments o de (yo) tels que le
coefficient ¢, est non nul.

Le calcul de chacun des coefficients de la série composée f (z,y9) ne fait intervenir qu’'une
partie initiale finie de la série généralisée yo. De plus, si a € Supp f (z,y0), I'ensemble 3, des
éléments de Supp f (x,yy) inférieurs ou égaux a « est fini. Donc seule une partie initiale finie
de la série yo intervient dans le calcul des coefficients des monémes cgz® pour 3 € X,. Nous
adoptons les notations suivantes:

. k , (3) aif (@) aif

-slpp = 1Mj;pﬂa, alors fi, = f(x,px), f (z,y) = Jy (xy), fr = ay (x,pr) et fo =
f (z,0).

- v = v (fr), ot v est la valuation usuelle qui a toute série généralisée z associe le plus petit
élément de Supp z si z est non nul, et v (0) = oo.

J

- Pour tout entier : € N, U,(:) =0 ( ,9) En particulier, U](CO) = V.

Définition 1.1.5 La série généralisée y est dite solution de 1’équation formelle f (z,y) = 0 si
tous les coeflicients de la série composée f (z,yo) sont nuls.

1.2 Exposants d’une série solution d’une équation formelle

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant:
oo
Théoréme 1.2.1 Soityy = Z M, 2" une série généralisée solution de I’équation f (z,y) = 0,
j=1
ou f(xy) € R[[x,y]]. Alors les exposants ji; sont rationnels. De plus il existe un entier ¢ € N

1
tel que les exposants p1; € —N.
q

Remarque 1.2.2 Pour démontrer ce théoréme, nous utilisons le fait que nous pouvons sup-
poser la série formelle f (z,y) réguliere au sens de Weierstrass en la variable y. Il suffit en effet
d’écrire f(z,y) = x" fo (z,y), oit ng est le plus petit exposant de la variable x apparaissant
dans la série f (z,y) et de remarquer que la série fy (x,y) est réguliére en la variable y.

1.2.1 Rationalité des exposants d’une série solution

Démonstration. Soit w l'ordre de régularité en y de la série f (z,y). Supposons qu’il existe

J € N tel que p; ne soit pas rationnel. On note jo + 1 le plus petit de ces j, et donc p; € Q7
pour tout j < jo. On en déduit que, pour tout ¢ € {0,...,w — 1}, v](»é) € Q.. Alors on a:
(w— (mo)

1 1
Ujo # vg('o) + Hjo+1 #£ - F (’LU - 1) Hjo+1 =+ Yj, ) # Whjo+1- On pose Mofjo+1 + Vs =
min{m”jo-ﬁ-l + UJ('ZL) | m e {07 e aw}}
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On note gy = yo — P, et donc v (go) = pgy+1- D’aprés la formule de Taylor, on a

A(w—1 w—1 ~

L
(w—1)!

I,

1 ~ 1 w— AUW— w— w AW
_ fko + ﬁxuk0+lukofl§i) ot m:p( 1)Mk0+1uk0 1f;§0 1) +r Mk0+lukovko
— xv(o) Ulg(?) + m#koﬂ‘f‘v(l)[}é;) 4+ 4 x(W—l)ﬂkoJrl-i-v(w*l)ﬁ]gzU*l) + ij'u’k0+1 UIE;;U)
L mg)
— Mok +1tY ’ V}fo 7£ 0
~-(0 2 (w
avec U(U,EO)) =...= U(U,go )) =0v(Vi) =0
Yo ne serait alors pas solution. [

1.2.2 Existence d’un dénominateur commun

Nous supposons donc dorénavant que les exposants de o sont rationnels. Notre stratégie
pour démontrer la deuxiéme affirmation du Théoréme 1.2.1 consiste a supposer que les exposants
pj € Q7 de yo n’ont pas de dénominateur commun et a montrer alors que la valuation vy se
stabilise et que yo ne peut alors étre solution de I’équation f(x,y) = 0.

Nous utiliserons a plusieurs reprises le résultat suivant :

[e¢]
Lemme 1.2.3 Soient yg = ZMM;E“J' une série généralisée et une équation f(xy) = 0 avec
j=1
f(z,y) € Ri[x,y]]. Supposons qu’il existe une constante ¢ > 0 et un entier naturel ki tels que,
pour tout k > ky, on peut écrire fri1 = fir + xM 1w, avec v(ugyq) = 0.
Sl existe kg > ky tel que pig,+1 + ¢ # vk, alors les vy se stabilisent a Vg 41 avec Vg1 <
Hiko+1 + € < p + ¢ pour tout k > ko + 1.

Démonstration. On démontre la stabilisation et les inégalités par une récurrence immédiate
sur k > ko + 1 en appliquant 'inégalité triangulaire ultramétrique pour 'expression de fi,; et
le fait que la suite des uy, k > 1 est strictement croissante. O

Nous déduisons la deuxiéme affirmation du Théoréme 1.2.1 du lemme suivant.

Lemme 1.2.4 Supposons que les exposants p1; € Q% de yo n'ont pas de dénominateur commun.
Posons v") = 0. Pour tout | € {0,...;w — 1}, il existe un entier k; tel que, pour tout k > ki,
on a:

v 4l < 0" 1 (T4 Dy < -+ < (w = 1) g + 007D < wpy

Démonstration. Nous procédons par récurrence descendante sur [.
a) Sil=w—1, f® 1 est réguliére d’ordre 1 au sens de Weierstrass. D’aprés la formule de
Taylor appliquée a lordre 2 & f“~! on a pour tout k¥ > 0 (on pose fy = f(z,0)):

1 = Y Myt fO0) 4 M2 aPey

_ f]gw—l)_f_xukﬂu’(;izl)

14



avec v(bpy1) > 0, v(f™) = 0 et v(u,(:izl)) = 0. Puisque les exposants j; n’ont pas de déno-
minateur commun, il existe k,_1 > 0 tel que v,(;:)jll) # [k, ,+1 (sinon on montrerait par une
récurrence immeédiate que les py, sont tous entiers). On applique le Lemme 1.2.3.

b) Si 0 <1 < w — 1, on applique 'hypothése de récurrence a 'équation fU*V (x,y) = 0. On
obtient donc des valuations stabilisées v(™) = U](fm) pour m € {l +1,...,w — 1} a partir d'un
rang k.1, telles que pour tout k > kjyq:

oD L (T4 D < -+ < (w—1) g + 07 < wp
D’aprés la formule de Taylor a 'ordre 1 pour %, on a pour tout k > ki1
1= A0 e g,

avec v(u,(cl}rl) = (. Puisque les p; n’ont pas de dénominateur commun, il existe un rang k; > k;q

tel que "U](Cll) # gy 11 +vF) (sinon les juy, auraient tous le dénominateur commun de gy, . . . My )-
On applique le Lemme 1.2.3. O

La preuve du Théoreme 1.2.1 correspond au cas [ = 0: on a stabilisation de la valuation
vp & v, = v pour un certain kg € N¥, et, pour tout & > ko, v© < v + [ pour tout
led{l,... w}.

Démonstration. Supposons que les j; n’ont pas de dénominateur commun. Nous montrons par
récurrence sur l'ordre w en la variable y de la série formelle f (z,y) qu'on a alors stabilisation
de la valuation et que yy n’est pas solution.

On note §o = Yo — Pk, avec v (Yo) = fry+1, d’apres la formule de Taylor on a:

I .« 1 A~ — -1 A
f(ry) = fk1+ﬁyof]§0)+"'+ﬁy0 1f;§3” )‘i‘yOVk

(w
- Ulig) + m“k0+1+v(1)0,£;) N I(w—l)uk0+1+v<w*1)Ué§1—1) 4 pWHkg+1 UIS)U)
(0
JZjO Vk‘() # O
U — o — (U™ — (Vi) = 0
avee v(0Y) o(U) = v(Viy) = 0.
La série yy n’est donc pas solution. [
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Chapitre 2

Extension du théoréme de Puiseux aux
équations différentielles

L’étude des séries généralisées solutions d’équations différentielles est 1'objet de plusieurs pu-
blications. Les coefficients des polynomes différentiels que D. Y. Grigoriev et M. F. Singer
considérent dans | | ont des exposants qui tendent vers +oo. J. Cano étudie dans | ]
des séries généralisées a exposants rationnels solutions d’équations différentielles de la forme
f (a:,y,y' o ,y(”)) = 0, ou f(x,Yy,Y1....Y,) € R[[z,Yq,....Y,]]. Dans ces deux articles, les
auteurs montrent que les exposants de la série solution appartiennent & un réseau (ou sous
semi-groupe finiment engendré) de R,.

F. Cano, R.Moussu et J.-P. Rolin montrent dans 'appendice de | | que ce résul-
tat est encore valide pour des solutions a exposants réels d’équations différentielles formelles
f(zy,xy' xy”) =0, on f € R[x,Yy,Y1,Y3]]. Dans ces trois articles, la preuve s’appuie sur I’ana-
lyse des pentes du polygone de Newton-Fine associé a I’équation différentielle. Dans ce chapitre
nous généralisons ce dernier théoréme aux équations différentielles d’ordre n, non nécessaire-
ment polynomiales, et dont les coefficients sont des séries généralisées dont le support commun
est inclus dans un réseau de R*. Comme dans le chapitre précédent, nous ne proposons pas
un algorithme de calcul des exposants, et n'utilisons pas explicitement le polygéne de Newton-
Fine. Nous montrons que la connaissance d'un développement initial suffisamment long de la
série solution permet de conclure.

Rappelons que ces résultats sont des cas particulier d'un énoncé beaucoup plus général
obtenu dans sa thése par J. van der Hoeven | |. Sans rentrer dans le détail des définitions,
il peut se résumer comme suit: une transsérie a support bien ordonné solution d’un polyndéme
différentiel a coefficients transséries réticulées est également réticulée. Sa démonstration est trés
complexe. C’est pourquoi nous jugeons utile, dans les cas que nous considérons, de donner une
preuve autonome. Cela nous permet de plus d’illustrer une méthode que nous généralisons plus
loin & d’autres corps de séries (qui ne sont pas nécessairement des transséries).
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2.1 Définitions et résultats

Notation 2.1.1 Pour tout A € R, et tout entier naturel « > 1, on note:

)., = i!(?):A(A—U---(A—z’H)
()‘)*0 = 1

Définition 2.1.2 Pour n € N, la dérivée d’ordre n d'un momoéme généralisé =z, o € R,
est définie par: (z*)™ = (a),,; z*™™. De méme, la dérivée d’ordre n d'une série généralisée

yo = Mya", ;> 0, est la série yim = 3 My, (i), 2
i1 <

Remarque 2.1.3 La Définition 1.1.1 impose aux exposants d'une série généralisée d’étre po-
sitifs. Ca n’est pas nécessairement le cas des exposants de la série dérivée yj. En revanche,

oo oo
Aps n, M) _  n . Hi—m __ ) 1y . P
pour tout ne N, la série 2™y, ' == g M, (pj),, 27" = g M, (1), " est bien une série
j=1 Jj=1
généralisée, de méme valuation que la série .

Définition 2.1.4 Soient 7y, ...,7. € R. Le sous-semi groupe additif de R engendré par 7, ... ,7,,
est appelé réseau engendré par 7y,...,7.. On le note N7y @ --- @ N7 ou plus simplement

(T1y oy Tr).
Sity,...,m € RT onnote R{[z™,...,27]] [[Yo,...,Y,]] anncau des séries formelles de la forme:

f(ZE,Yb7Yn) = s, ..., Zn(x)Y'OZOYnfn: Z al(x)yl

(i0,00nyin ) ENPH TeNn+1

ot les @, ;, sont des séries généralisées dont le support est contenu dans (7y,...,7,.) et Yyl =
Y, - --Y'». Un telle série s’écrit donc également :

_ apy/io in __ oyl
f(zYy,...)Y,) = E Aoy ig...inEOYG0 - Y = E Aoy, 12Y
N s . 1
ou oy € (11,...,7v), I = (ioyit,...in) € N"T et ay, 4, i €R.

Remarque 2.1.5 Le fait de considérer des équations dont les coefficients ont des exposants
éventuellement non entiers nous améne a étendre la définition de 'ensemble (yy) défini par une
série généralisée yo avec v(yo) > 0.

o0

Définition 2.1.6 Soient 7q,...,7 € RT et yy = ZMujx‘” une série généralisée. Pour tout
j=1

réel positif «, 'ensemble (yo), (défini par la série yo avec v(yy) > 0 et les réels ,...,7,) est

constitué des (r + p)-uplets d’entiers positifs (I1,....,0i1,...,ip), p € N, tels quil existe des
exposants fij,, . .. ,/;, de la série yy avec

o = l171+“'+err+i1[Lj1+"‘+ip/ljp

L’ensemble (yo) est formé des réels « tels que (yo), est non vide.
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Remarque 2.1.7 L’ensemble (yo) est le réseau de RT engendré par les nombres 71, ...,7, et
i, j € N. Puisque ces générateurs sont positifs, il est clair que pour tout a € (yo), I'ensemble

(vo),, est fini. De plus, I'ensemble (yo), en bijection avec un sous-ensemble de U NP est

peN
dénombrable.

Définition 2.1.8 Soient f (z,Yy,...,Y,) = Z ag YT € Rz™, ... 27| [Yo,. . .,Ya]] et une

o0
série généralisée yg = Z M, z" avec p; > 0. La série composée f <x,y0,y6, e ,:E”y(()n)> est la
i=1
série généralisée Zc%x
neN
coefficient ¢,, est défini par:

@ on les exposants appartiennent a (yo) et, pour tout ay € (yo), le

Cap = E a, . o 1 . ,
@k Bt el 1y loy gL gl

.1 o In
i 2 2711 < ) in il ilo i1 jln
P R (A P L Mib o M M
(Mj()) *0 (MJOO > %0 (M]n) 1 'u]"n *n 'uj(% #ég ik “?ﬁ

n ls
ol la somme est prise sur les t-uples (3,,i) tels que 3 + ipja = ay, c’est-a-dire sur les
s=0 d—1

¢éléments de (Yo) ay, -

Remarque 2.1.9 Le coefficient ci-dessus est obtenu en développant ’expression:

f <-T,y0, <. ’xny[() )> = Z aﬁl,io,...,inmﬁl <Z Mujx,uj> e (Z Muj (H’])*n 'ruj>

Nous adoptons les notations suivantes:

Notation 2.1.10 Soient k£ € N, yy = ZMujx“J’ une série généralisée et I = (ig,iq,...,in) €
=1
Nn+1 ’
k
-sipy = Z M, x" onnote fr = f(x,pk, ..., 2" (pr)") . En particulier, fo = f (2,0,...,0) =
j=1
ap (x) .
- [I| =ig 4 - - 4 i, est la longueur de I et I! = ig!- - -,
- Pour tout réel i, on pose ()] = (1% ()%, -+ (1)1
- Soient I et J deux multi-indices de N**1. On note I < J sii; < jj pour tout k € {0,... n}.

o'f
f ayolo T 8}/}@” y Jk f ( Pk ; (pk) ) fO f ( sy ; )

- Enfin, on note vg =uvr =v(fg) et U;(CI) =v <f1£1)>

Définition 2.1.11 La série généralisée yq est dite solution de [’équation

f(zy,...a"y™) = 0 (2.1.1)
si tous les coefficients de la série composée f (a:,yo, e ,:B"y(()n)> sont nuls.
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Enoncgons le résultat principal de ce chapitre:

Théoréme 2.1.12 Soient f € R[[z™,... a7 [Yo,... .Y, ]] etyo =D M;a" avec ;> 0, une

j=1
série généralisée solution de l’équation f (x,y, e ,:L‘"y(")) = 0. Alors il existe des réels positifs
o1,...,0s tels que les exposants p; appartiennent au réseau (o, . ..,05).

2.2 Exposants de la série solution

2.2.1 Un lemme sur les réseaux de R,.

Nous fixons dorénavant f(x,Yy,...,Y,) = Z ar () YT € R[z™,... 2™]][[Yo,...,Yal],

IeNntl

oo
avec Rg = (71, ...,7,) et une série généralisée yy = E M, 2" ;> 0. Le fait que les exposants
Jj=1

des coefficients a; appartiennent au réseau Ry permet de supposer f réguliere au sens de
Weierstrass, en procédant comme suit. En effet, si on appelle Supp f ’ensemble des exposants
a € Ry des coefficients a; non nuls, cet ensemble admet un plus petit élément qui est égal
a la valuation d’un des coefficients. On note v (a;,) = «ap. Alors, en écrivant f = 2% f, on
peut supposer que f posséde les propriétés suivantes: il existe un entier w, appelé ['ordre de
Weierstrass de f, tel que:

- pour tout I € N"™! v (as (x)) > 0.

- il existe Iy € N tel que |Iy] = w et v (ar, (x)) =0 (i.e. aj, est une unité).

- pour tout J € N"™ avec |J| < w, v (ay (z)) > 0.

Nous devons vérifier que cette nouvelle équation fy a elle-aussi un support réticulé (c’est-a-
dire inclus dans un réseau du type (A1,...,A.) avec A > 0 pour tout 7). C’est 'objet du lemme
suivant, que nous utiliserons aussi dans la suite.

Lemme 2.2.1 Soient A = (\,...,\.) un réseau engendré par des nombres réels positifs, et
a > 0. Notons (A).,, l'ensemble (supposé non vide) des éléments de A strictement supérieur a
. Alors il existe des réels positifs vy, ... v, tels que (A),, —a C (v1,...,Vs).

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur r
a) Sir = 1, notons ky = min{k € N|kX; > a}. Tout élément a de A = (A1), — « s’écrit
kA — «a avec k € N et kA > «, ou encore:

a = (lf — ]{?0) /\1 + (k()/\l - Oé)

Nous concluons en posant v; = A\j et vy = kg1 — .
b) Supposons le lemme démontré pour des réseaux engendrés par r — 1 nombres réels.
Considérons un réseau A = (Ay,...\,.). Soit ky le plus petit des entiers positifs k tels que

kXA > a. Tout élément a de (A)_ — o peut s’écrire sous la forme:

r—1
a = Zk:i)\i—i-krr)\r — o
i=1
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r—1

Siky > ko, as'écrit > kii+ (ky — ko) A+ koA, — a et appartient a (Ar,... A_1, A ko, — @),

i=1
Sinon @ appartient a I'un des réseaux (i, ... ,)\,,_1>>(a_kw\r) — (= kN, ke < ko, auxquels
nous appliquons I'hypothése de récurrence. O

Le Théoréme 2.1.12 est une conséquence immédiate de la proposition suivante, que nous
démontrons par récurrence sur 'ordre de Weierstrass de f:

Proposition 2.2.2 [ existe un entier positif s et des nombres réels positifs o1, ...,0s tels que
le réseau R = (071, ...,05) contienne le réseau Ro = (11, ...,7.) et tels qu’on ait:

i) soit les exposants de la série yo appartiennent a R.

it) soit il existe un entier positif ko tel que pour tout entier k > ko, v = vg,41 €t tel que
pour tout k < kg, pup € R. Dans ce cas, yo n’est pas solution de l’équation 2.1.1.

2.2.2 Reésultats préliminaires

Nous consacrons cette section a deux résultats que nous appliquerons a plusieurs reprises.
Le premier donne deux conditions de stabilisation de la valuation vg. Il généralise le Lemme
1.2.3.

oo
Lemme 2.2.3 Sotent une équation 2.1.1 et une série généralisée yy = ZMM:E“J' dont les
i=1
exposants [1; sont strictement positifs. Supposons qu’il existe une constanti& c > 0 et un entier
naturel kq tels que, pour tout k > kq :

i) On peut écrire fry1 = fr + a1 avec v(bgy1) > 0. S’il existe un indice ko > ky tel
que flgo+1 + € > Vg, alors les vy se stabilisent a vy, avec vy = Vg, < fgy+1 + € < p + ¢ pour
tout k > ko + 1.

ii) On peut écrire fry1 = fr + oM+ U,y avec v(ugr) = 0. Sl existe kg > ki tel que
Uko+1 + C F Vg, alors les vy, se stabilisent a v 11 avec Vg1 < pgy+1 + ¢ < g + ¢ pour tout
k>ko+1.

Démonstration. On démontre la stabilisation et les inégalités par une récurrence immédiate
sur k > ko + 1 en appliquant I'inégalité triangulaire ultramétrique pour ’expression de fr.1 et
le fait que la suite des g, k > 1 est strictement croissante. O

Le deuxieme résultat concerne les conditions d’annulation des termes dominants quand on
évalue I’équation 2.1.1 en une partie principale pr d’une série yp.

o
Etant données une équation 2.1.1 et une série généralisée yy, = Z Mzt avec p; > 0, nous
j=1
supposons qu’il existe un multi-indice J € N**! de longueur 1, un entier k; > 0 et un réel
v(©) > 0 tels que, pour tout k& > kj, on a les hypothéses suivantes (vy désigne v(f(x,0,...,0))):

v,(gj) = v,(g‘j) =9 (2.2.1)
v© = min{ol" | |I| = 1} (2.2.2)
0O 4 e < min{ol” + e | 1] > 2} (2.2.3)
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Notation 2.2.4 On note alors:

- A T'ensemble des multi-indices de longueur 1 vérifiant ces propriétés
- C,g)x”(o) le terme dominant de f,g) (2,0,...,0)

- j; la position de 1 dans J = (0,...,0,1,0,...,0)

- ko =max{k; | J € A}

Définition 2.2.5 Le polynoéme annulateur associé a I'équation 2.1.1 et a la série yy (sous les
hypothéses 2.2.1, 2.2.2) 2.2.3) est:

Tho(X) = > O (X)),

JeA

Lemme 2.2.6 Pour tout entier k > ky, on a mp (X) = 7, (X) = Z C’,gi)(X)*jJ.
JeA

Démonstration. En appliquant la formule de Taylor pour f) avec I € A, on obtient pour
tout k > kr:

I I L a4
flg : = flf:[) + E jflgf )Mukjﬂx#klﬂuk(x)
|7]=1 "

avec v ,il)) = v,(f) =) = v,g) = v(f,g)) (Hypothése 2.2.1). D’aprés 'Hypothése 2.2.3, on
a donc:

() ()
j}; ~ f%J
et donc C’,gl) = C’,g) pour tout k > k. O

Remarque 2.2.7

1) Le polynome annulateur étant de degré inférieur ou égal a n, il a au plus n racines
positives qu’on note {py,...,pm} avec m < n.

2) Dans le cas ou f est d’ordre de Weierstrass égal a 1, il existe des multi-indices [ tels que
|I| =1 et v(c;) = 0. On note A I’ensemble de ces multi-indices, et on a les hypothéses 2.2.1,
2.2.2 et 2.2.3 avec v'9) =0 et ko = 0 = k; pour tout I € A. On a alors:

Tko (X> = Z f(J) (0)(X)*]I

JeA

2.2.3 Démonstration du Théoréme 2.1.12

Soit f d’ordre de Weierstrass w > 1. Le Théoréme 2.1.12 résulte du lemme suivant, qui
généralise le Lemme 1.2.4 qui a permis la preuve du Théoréme 1.2.1:

Lemme 2.2.8 Supposons qu’il n’existe aucun réseau de R, engendré par un nombre fini de
réels positifs qui contienne les exposants de la série généralisée yy. Posons v™) = 0. Pour tout
1 €{0,...w — 1}, il existe un entier positif ki, un multi-indice I; € N"*1 de longueur |I;| =1 et
un réel strictement positif v tel que, pour tout k > k;, on a:

i) U,E:Il) = p®

i) v <o) 4 gy

iii) v = min{o!" | i € Nt |I| =1}
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Démonstration. Nous procédons par récurrence descendante sur /.
a)Sil=w— 1, on a v = v = 0. Pour tout multi-indice I de longueur |I| = w — 1, on
a deux cas:
(1)

- Soit il existe un entier kr > 0 tel que v, ~ < g, 41. On applique alors le point i) du Lemme

2.2.3 et on a stabilisation de v,(f) a v,gl)

- Soit pour tout £ > 0, on a v,g ) > fhet1-

Montrons que I’ensemble des multi-indices vérifiant le premier cas est non vide. Puisque f
est d’ordre de Weierstrass w, il existe un multi-indice I de longueur w — 1 tel que fU) soit
d’ordre 1. On note A l'ensemble des multi-indices I € N**! de longueur w tels que v(()l) =0,
et A; Pensemble des multi-indices J avec |J| = 1 tels que (I + J) € A, c’est-a-dire tels que
vU+7) = 0. On note {,051), e ,pgﬂ} I’ensemble des racines positives du polynéome annulateur
associé a [ (cf Remarque 2.2.7). D’aprés I'hypothése faite concernant les exposants de 7, il
existe un entier positif kg tel que fig,+1 7# Vi, €t i ¢ {pgl), . ,me} pour tout k& > kg + 1 (sinon

on aurait pour tout k£ > 1, up € R = <7’1, - ,Tr,pgn, e ,p%3>) D’aprés la formule de Taylor,

on a donc pour tout k > kg +1:

SO = D 4 () + by (2)) M@+ avee v (bysr) > 0 et 7 (jug41) # 0

Puisque pig,+1 # vk, on applique alors le point i) du Lemme 2.2.3.
On pose k,_1 le plus grand des k; a partir desquels les valuations v,(cl) sont stabilisées et
telles que les uy, pour k > k,_1 ne soient pas racines des polyndmes annulateurs associés aux

(w=1)

multi-indices . On pose alors v = min{v,ii)_l | |[I| = w — 1} pour tout k > ky_1, qui est

bien égale a une valuation v( v 1) stabilisée pour un certain multi-indice /,,_; de longueur w —1.

b) Soit € {0,...,w — 1} et supposons la propriété prouvée pour les éléments de {[, ... ,w — 1}.
L’hypothése de récurrence montre qu'il existe un entier k; = max{k; | i =[---w — 1} tel que,
pour tout k > k;

v < oD o <™ Lo << (w = 1)

et vl = min{v,(f) | i e N*TL || =1}.
Pour tout multi-indice I de longueur |I| = [ — 1, d’aprés la formule de Taylor, on a donc
pour tout k > k;:

f,ifl = (I) o+ Mz, () avee v (byy) > 0

On a alors deux cas:

- Soit il existe un entier k; > kj tel que vy,

2.2.3 et on a stabilisation de U]E: ) a v,(c?.

- Soit pour tout k£ > kj, on a v,(c ) > Lot 1-

Montrons que l'ensemble des multi-indices vérifiant le premier cas est non vide. Il existe
un multi-indice I de longueur [ — 1 tel que I + J = I; pour un certain multi-indice J de
longueur 1. On a donc v,i”‘” = v,(fl) = v pour tout k& > kj. On note A; 'ensemble des
multi- indices J avec |J| =1 tels que v+ = v On deéfinit le polynéme annulateur associé a
I 7 Z C’ H‘] )«j, (ot jj désigne la position de 1 dans J = (0,...,0,1,0,...,0)).

JeA;

() - Moep+1 +v®. On applique le point ) du Lemme
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On note alors {pgl), . ,p%%} 'ensemble des racines positives de m ;(X). D’apreés 'hypothese
faite concernant les exposants de yq, il existe un entier positif k; tel que g, 41 + v® # vy,
et up ¢ {pgl),...,pgﬁ} pour tout £ > k; + 1 (sinon on aurait pour tout k& > 1, ux € R =
<Tl, e Ty P ,pm>). D’aprés la formule de Taylor, on a donc pour tout k > ky+1:

= A+ (7 (i) + i (2) Mia 21 avee v (bgsr) > 0 et 7 (1) # 0

Puisque pig,+1 # vk, on applique alors le point i) du Lemme 2.2.3.
On pose k;_1 le plus grand des k; + 1 & partir desquels les valuations v,(f) sont stabilisées
et telles que les uy pour k > k;_1 ne sont pas racines des polyndémes annulateurs associés aux

1-1)

multi-indices 7. On pose alors v(=1) = nrlin{v,(ﬂi)i1 | |[I| =1—1} pour tout k > k;_1, qui est bien

égale & une valuation v,illl_’ll) stabilisée pour un certain multi-indice ;_; de longueur [ — 1. [

On en déduit la démonstration du Théoréme 2.1.12:

Démonstration. Supposons comme dans le lemme précédent que les exposants de la série yg
n’appartiennent a aucun réseau de R, finiment engendré par des nombres réels positifs. Nous
pouvons appliquer le lemme avec [ = 0.

Montrons que yy ne peut alors étre solution de 2.1.1. On note o = yo — pk,+1 €t on applique
la formule de Taylor:

f (x7y07 s 7$nyén)) = fkoJrl + Mk0+2x#k0+2i)ko+1 (.CC)

avec v (3k0+1> > 0 et puisque v (frg41) = Vkor1 = 09 < pigo42 on a donc

f (m,yo, . ,x”y[()n)) = U () #0 avec v (U (x)) =0
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Chapitre 3

Application : solutions d’équations
différentielles sous-analytiques

3.1 Introduction

Nous reprenons ici le contenu de la note | |. Nous montrons que si une solution y (z)
d’une équation différentielle sous-analytique admet un développement asymptotique de la forme

o0
g cixtt) p; € R, alors les exposants yu; appartiennent a un réseau ( c’est-a-dire sous-semi-
i=1

groupe finiment engendré) de R*. Nous en déduisons un résultat analogue pour les composantes
des trajectoires non oscillantes de champs de vecteurs analytiques réels en dimension n.

Soit X un champ de vecteur analytique sur une variété réelle M de dimension 3. Considérons
une courbe intégrale v : t — v (t), t > 0, de X, qu’on suppose étre sous-analytiquement non-
oscillante et transcendante. C’est-a-~dire telle que tout sous-ensemble sous-analytique de M de
codimension positive a un nombre fini de points d’intersection avec son support |vy|. Ainsi 7 a
un seul point w-limite p. On définit :

Définition 3.1.1 Une transformation ~-admissible est une suite finie d’éclatements avec
centre non singulier, et de revétements ramifiés.

et le théoréme de désingularisation suivant est démontré dans | | :

Sous les hypotheses précédentes, il existe une transformation y-admissible = : (M ﬁ,ﬁ) —

(M,y,p) telle que la courbe relevée soit une courbe intégrale d’un champ de vecteur avec une
partie linéaire non nilpotente (singularité élémentaire de champ de vecteur).

On se donne un systéme de coordonnées locales (z,y,z) de M de centre p. L’hypothése de
non-oscillation nous permet de supposer que le support |y| appartient au quadrant positif et
que 7y est paramétrée par x. Une étape clé de la preuve est le résultat suivant (Proposition 2
de | E
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Proposition 3.1.2 Supposons que l'axe x = y = 0 n’est pas invariant par le champ de vecteur

X. Considérons la projection (x,y (x)) et supposons que y (x) a un développement asymptotique

Z it (p; € Ry) relativement a x. Alors les exposants j; appartiennent a un réseau de R, .
i=0

Remarque: siles exposants p; sont des nombres rationnels, la proposition fournit un déve-
loppement asymptotique (éventuellement divergent) en série de Puiseuz de y (x).

Exemple : on considére un nombre irrationnel o > 0 et une solution H (z) de l'équation
d’Euler 2%y’ = y — z, définie pour z > 0. Alors z () = xH (z%) est la troisiétme composante de
la trajectoire du champ de vecteur défini par:

T = xy
y o= ay’
z = az—axy+yz

Le développement asymptotique de z (x) a 'origine est une série divergente de puissances de x
dont les exposants sont des nombres irrationnels appartenant au semi-groupe engendré par 1
et a.

Notre but ici est de démontrer une version n-dimensionnelle de la proposition précédente :

Théoréme 3.1.3 Soient X un champ de vecteur analytique sur une variété analytique n-
dimensionnelle M, et v une courbe intégrale de X sous-analytiquement non oscillante et trans-
cendante. Considérons p le point w-limite de v, et un systéme de coordonnées locales analytique
(x1,...,x,) de centre p, tel que || soit inclus dans 'octant positif et que v admette une para-
métrisation x1 — (x1,x9 (1), -+ @, (21)). Si toute composante de v admet un développement

asymptotique E cieht, alors les exposants p; appartiennent a un réseau de R, .
=0

Dans | |, ce résultat découle d'un procédé d’élimination a deux étapes. Supposons que
w1 > 2. La premiére étape consiste & montrer que les composantes de vy (z) = (z,y (x) ,z (x)) et
leurs dérivées jusqu’a I'ordre 2 vérifient un systéme de deux équations analytiques. La deuxiéme
étape utilise les hypothéses concernant l'axe x = y = 0, en rapport avec une propriété des
applications analytiques (cf | |), afin d’éliminer z (z) entre les deux équations. Ainsi la
composante y () vérifie une équation différentielle analytique R (x,y (z) ,xy (x) ,z*y" (z)) = 0.
Cela implique que les exposants p; appartiennent a un réseau de R, d’aprés le résultat prouvé
dans | | qui généralise a la fois | | et | |-

Notre approche est une généralisation de ce procédé d’élimination suivi d’une résolution.
L’étape compléte d’élimination, traitée dans la section 2, ne conduit plus a une équation dif-
férentielle analytique, mais a une équation différentielle sous-analytique. Les propriétés des
exposants d'une série généralisée qui est le développement asymptotique d’une solution d’une
équation différentielle sous-analytique sont étudiées dans la section 3.
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3.2 Des champs de vecteur aux équations différentielles
sous-analytiques

Nous démontrons ici le Théoréme 3.1.3

Notre preuve suit celle de | ]. A une ramification x — 9 prés, pour ¢ € N suf-
fisamment grand (ce qui n’a pas d’incidence sur la conclusion du théoréme), on peut sup-
poser que p; > n — 1. Avec les notations de l'introduction, le champ de vecteur X est dé-
crit, dans le systéme de coordonnées (xy,--- ,x,), par n équations différentielles analytiques :
;= a; (1, -+ ,xy), i =1,-+ n. &; désigne la dérivée de x; par rapport au temps t. On déduit
directement de ces équations que les composantes x5 (x1),--- 2, (z1) satisfont les équations
ay (r1, -+ x,) ) = aj (x1,+ 2,), j = 2,--+ 0, oit 7 désigne la dérivée de x; par rapport a
x1. Répétons (n — 2) fois les opérations suivantes: calculons la dérivée de la premiére équation,

et éliminons x4 (1), - - - ,2!, (1) dans celle-ci a 'aide des équations restantes. On obtient un sys-

teme d’équations différentielles analytiques f; (1,22 (21), - - - ,xgn_l) (x1) 23 (1), 2y (x1)>,

j=2, n.

La projection du sous-ensemble analytique A de R?"~! définie dans un voisinage de 1'origine
par les équations fy = --- = f, = 0 sur I'espace R™** x {0}"2 est un ensemble sous-analytique
7 (A). On en déduit qu’il existe une fonction sous-analytique H telle que la courbe non oscillante
T (a:l,arg (x1),--- ,xén_l) ($1)> vérifie 'équation H = 0. Cela implique que la fonction

(n—1) pi—(n—1)

QT Ty xo (1), dont le développement asymptotique est Zcixl , est solution

d’une équation différentielle sous-analytique f (:cl,gp (z1) 20" (21), -+ 2" LY (:r;l)) =0.

Le théoréme est une conséquence du résultat de la section suivante.

3.3 Séries généralisées solutions d’équations différentielles
sous-analytiques

Théoréme 3.3.1 Soit f une fonction sous-analytique définie dans un voisinage de l’origine

de R""2. Considérons un élément ¢ d’un corps de Hardy a lorigine de Ry qui est solution de

I’équation f (x,gp (z) 20 (z) - 2™ (:L‘)) = 0. Si ¢ admet un développement asymptotique

o (x) = Zcix“i, p; € RY, lim = +o00, alors les exposants p; appartiennent a un réseau de
i=1

R

Notre approche utilise le résultat du Théoréme 2.1.12. Avec les notations suivantes, si on se
donne une série convergente :

_ @, Jo J
F (mau()?ul? T ’un) - E : F‘ivj()v“'vjnx Up Uy

4,505 »Jn

ou les exposants a; appartiennent a un réseau de R, et les j, étant des entiers positifs, on a:
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e soit I (x,go (z),- - 2"p™ (x)) = 0 et les exposants ;. de son développement ngﬁ appartiennent
a un réseau de R, ;
e soit il existe un entier naturel kg, un réel positif v et une unité analytique U définie dans

ko
un voisinage de l'origine tels que, si on définit ¢, par ¢ (v) = Zcix”i + Mty (x), alors
i=1
F (I’,QO ($) y T 7'1"”90(”) <I>) =a"U (‘Zﬂl? T 7‘7‘1557%01 ($> ) 73’1”@5”) ($)>7 avec 77617 T 7/88 S Ri
Nous dirons ici que la paire (F,¢) est monomialisable (c’est le cas ot on a stabilisation de la
valuation dans I’énoncé du Théoréme 2.1.12).
On en déduit la preuve du Théoréme 3.3.1

Démonstration. La preuve repose sur le résultat précédent et sur une description des fonctions
sous-analytiques, obtenue, par exemple, dans | | ou | |. Considérons la fonction
sous-analytique de I’énoncé du théoréme. On peut l'écrire comme composée finie des trois
applications suivantes :

1. une fonction analytique F': V — R, ot V est un voisinage de l'origine de R?, p € N,

2. une ramification x +— 2", pour x € R, et r € Q.

3. la fonction division D définie sur R? par D (x,y) = s ly| > |z|, et D (z,y) = 0 sinon.
)

Cela permet de procéder par récurrence sur la complezrité de f, en posant qu’une fonction
sous-analytique est plus simple que f si elle est décrite dans la décomposition précédente de f.
Nous démontrons ici que la dichotomie ci-dessus reste valide pour des paires (f,¢) ot f est une
fonctions sous-analytique, ce qui implique directement le théoréme.

1. Si f est une fonction analytique, nous avons vu précédemment qu’on a la dichotomie d’aprés
le théoréme 2.1.12.

Supposons maintenant que f est une fonction sous-analytique, et que le résultat a été prouvé
pour des fonctions sous-analytiques plus simples que f.

2. Supposons que f = f],avecr € Q4, et fi plus simple que f.Si f; (:1:,90 (z),-- 2™ (:1:)) =
0, nous appliquons I'hypothése de récurrence pour f;. Sinon, la paire (f1,¢) est monomialisable,
ce qui implique que (f,¢) 'est aussi.

3. Supposons que f = F (fi, -+ ,f1), avec F analytique et fi,-- - ,f; fonctions sous-analytiques
plus simples que f. Si ¢ est une solution d’une des équations différentielles

fi (x,go (z),-- 2™ (x)) = 0, nous concluons a 'aide de 'hypothése de récurrence. Sinon, il
est clair que les paires (f1,), -, (fi,0) sont simultanément monomialisable. Donc, ¢, définie

k
par ¢ (x) = Z c;xt + My () est une solution de:

i=1
F (x"“Ul (m, e ,x”gpgn) (m)) AR A o) (m, e ,x%@ (x))) =0,
ou Uy, --- ,U; sont analytiques et les ,'s appartiennent a R,. Cette equation s’écrit :

B (2%, 2”1 (2) 2] (@), ool (@) = 0

ol F} est analytique et les 3;'s appartiennent a R,.
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4. Finalement, supposons que f = D (f1,f2), ou fi,f2 sont plus simples que f. Une fois encore,
si les paires (f1,p) et (fa,pp) sont simultanément monomialisables, on obtient :

™ Ul (x,QOI (.7)) y T 7xn90§n) (‘T))

fre@), - a2 (2) =
( ) 272Uy (x,gm (), 790”905”) (33))

avec 1 > 7o and Uy,Us, analytique. Cela prouve que la paire (f,¢) est elle-aussi monomialisable.

g

Cela conclut la preuve du Théoréme 3.1.3.
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Chapitre 4

Corps de multiséries bien ordonnées

Nous introduisons ici le cadre de travail pour les équations que nous traiterons dans notre
théoréme principal (théoréme 5.1.2). Tout d’abord, nous définissons le corps de séries générali-
sées qui sera le corps des coefficients des équations et de leurs solutions. Nous munirons ensuite
ce corps de différentes dérivations afin de pouvoir définir les équations différentielles. Enfin nous
définirons quelques transformations utiles & la démonstration.

4.1 Corps des multiséries de rang r

4.1.1 Définitions et propriétés préliminaires

Une partie des résultats que nous allons énoncer sont classiques. Nous n’en donnerons pas
de démonstration mais quelques références ou le lecteur pourra les trouver.

Soit (G, +, <) un groupe abélien totalement ordonné. D’aprés | |, on définit le corps
des séries généralisées a coefficients réels et & exposants dans G: R ((G)), noté aussi R ((¢9)) o

t est une variable formelle. Les éléments de R ((tg)) sont les sommes formelles a = Z Agt? ol

geg
le support de a, Supp a = {g € G | A, # 0}, est un sous-ensemble bien ordonné de G. L’addition

de deux éléments est définie terme a terme. Le fait que le support est bien ordonné (cf annexe
A) permet de définir la multiplication de deux séries a I’aide du produit de convolution usuel :

(Z Ag#’) (Z Bgt9> = ZC’gtg avec Oy = Z A, By, (il suffit de vérifier que cette

geg geg g€eg gi1+g92=g
somme est finie et que le support est bien ordonné). Pour cette preuve, ainsi que pour celle de

I'existence d’'un inverse pour tout élément non nul, nous renvoyons a | .
R ((t9)) est muni d’une valuation naturelle:

v R((9) — G

a — min (Supp a)

De plus, d’aprés le théoreme d’immersion de Hahn dans | |, G est isomorphe a un
sous-groupe d’un produit lexicographique de copies de R, le produit de Hahn associé a G. En
particulier, si le rang de G est fini égal a r, le produit de Hahn dans lequel on le plonge fini est
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un produit fini de r copies de R. Nous considérons donc ici le cas du groupe additif R” pour un
certain rang r € N* muni de l'ordre lexicographique >;., qu’on note >:

Va = (aq,...,a), B=(01,...,0,) € R,

ar > b
a>0F& < ou
Hioe{1,...,T—1},Vi§io,Oéi:ﬂietVi>io,CYi>ﬂi

Nous reprenons ici plus en détail la construction du corps de série généralisées associé a R".
Notons G, = ¢ ... t% une copie multiplicative de R" par I'isomorphisme :

vl RT— G,

a— et
avec pour tout a, 5 € R, 9 .. 40 x 7' 4P = ¢ H00 | porthr

Notation 4.1.1 on notera a + 3 = (a; + 51, .. .,a + () et t* quand il n’y a pas d’ambiguité
sur le r-uplet a considéré.

G, hérite d’une relation d’ordre < par Iisomorphisme v:V o, € R, t* <t} & a > 3. Pour
toute application a : G, — R, on note Supp a = {a € R" | a (t*) # 0} et on définit:

Définition 4.1.2 M, = {a : G, — R |Supp a bien ordonné} est dit [’ensemble des multiséries
bien ordonnées de rang r. On notera les multiséries a = Z At ot Ay =a(t*) e R
a€R”

En ce qui concerne les définitions et propriétés des ensembles bien ordonnés, nous renvoyons a
I’annexe A.

Remarque 4.1.3 M, est dans | | le corps des transséries a coefficients dans R et
a monomes dans G,, noté R[[G,]]. Dans | |, M, est le corps des séries bien ordonnées
lexicographiques, noté R [[¢y;. . .;t,]]. Nous préférons la terminologie de multisérie utilisée dans
un cas plus particulier dans | |, laissant ainsi le nom de transséries a la construction faite
primitivement avec log et exp par J.Ecalle dans sa preuve [[£92] de la conjecture de Dulac (cf
| | Introduction).

Le résultat suivant est un cas particulier des résultats de H. Hahn dans | |:

Proposition 4.1.4 M, muni de l’addition :
a+b=> (As+ Bo)t"
acR”
de la multiplication :
axb=>" ( > AaBﬁ)ﬂ
YER™ \a+p=y

et de l’élément neutre O pour l'addition est un corps commutatif. De plus, muni de la loi de
composition externe:

La= ) (LAt

a€R”
M, est une R-algébre.
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Pour toute multisérie a, Supp a étant bien ordonné, il admet un plus petit élément qu’on note
v (a). v ainsi défini est un prolongement & M, — {0} de l'isomorphisme v : G, — R". On pose
v (0) = oo avec oo > « pour tout @ € R" afin de prolonger v & M,. On montre alors que
v: M, — R est une valuation de laquelle découlent les relations d’équivalence suivantes :

axbsv(a)=uv(b)

a~b<v(a—>b)>min{v(a),v(b)}

Le terme A,(,)t"® de a correspondant a v (a) est dit terme dominant de a, noté 4 (a).

On note M (respectivement M2, M, M=) le sous-ensemble de M,.: {a € M, | v(a) >
0 (respectivement =0, <0), >0}.

Nous allons déterminer les conditions pour pouvoir substituer une multisérie dans une série
formelle a coefficients dans M,.. Pour cela nous aurons besoin du résultat fondamental suivant :
Proposition 4.1.5 Soit une famille (a;),.; € M! fortement sommable c¢’est-a-dire telle que :
- U Supp a; est un sous-ensemble bien ordonné de R”

iel
- pour tout aw € R", 'ensemble {i € I | a € Supp a;} est fini.

Alors Zai est bien défini et, si on note a; = Z Ag)t“ pour tout i € I, on a:

iel a€cR"
Su- 3 (Tao)e
i€l acR” i€l

Définition 4.1.6 On dira qu’une série formelle F (y) = ¢y + c1y + coy* + -+ € M, [[y]] est
bien ordonnée si Supp F = U Supp ¢; est un sous-ensemble bien ordonné de R".
i>0
On définit F (yo) = Z Aut® avec A, = ZC’mﬁ(m) M, --- M, ot la somme est prise sur
a€eR”
m € N et les doublets (Y™ i1 + -+ + jiu) € Supp ¢ X (Supp yo) tels que j1+---+ji=m

et Y™ + jipn -+ i =

Corollaire 4.1.7 Etant données une série bien ordonnée F (y) € M., [[y]] et une multisérie
Yo € M2, alors F (yo) € M,

T

Démonstration. Le coefficient A, dans la définition de F'(yg) est obtenu en développant la série

Fy) = Y Crupomt’™ (Z Mut“>m

Montrons que la famille (¢;y});oy est fortement sommable.

-Supp F = U Supp ¢, est bien ordonné par hypothese, et puisque Supp yo C R;(o 0
meN
(Supp o) 'est aussi. Donc Supp F' + (Supp o) est bien ordonné.
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-Soit @ € R". A m € N fixé¢, ’ensemble des doublets (’y(m),jlul + - —l—jl,ul) € Supp ¢, X
(Supp yo) tels que j; + --- + 51 = m et Y™ + jipuy + - + jyy = «a est clairement fini.
On note (yo), cet ensemble (éventuellement vide). Supposons qu’on ait une infinité de m €
N tel que (yo), soit non vide. On pourrait extraire une suite infinie croissante d’éléments
Jipr + -+ g € (Supp yo), & laquelle correspondrait une suite infinie décroissante d’éléments
7™ = o — (i 4 -+ + Jiy) de Supp F. C’est absurde puisque Supp F est bien ordonné. [

Ce résultat nous autorise a travailler avec des équations a coefficients dans M,

Définition 4.1.8 Soit une équation (1) : F (y) = co+cry+cay*+... = 0 avec F (y) € M., [[y]].
Une solution de (1) est une multisérie yo € M telle que F (yo) =0 € M,.

Remarque 4.1.9 Dans le cas d’équations polynomiales en gy, on peut aussi substituer par
une multisérie yo € MY ou méme yo € M. En effet, il est clair que dans ces cas la famille
(civl)ics rinicn €st fortement sommable. Ces cas se rameénent en fait au notre par le changement
de variable y < t'y + M ot Mt* est le terme dominant 6 (yo) de yo.

Afin d’illustrer notre propos, nous suivrons tout au long de notre exposé le méme exemple
suivant :

Exemple 4.1.10

On se donne:  t, = x avec x € V (071).

l3 = log (7) = —log™ ' (2)

—Q a: .
Un monoéme t* = t7t5%t5* = exp (—1> 2°2 (—log™! (z))™ a pour valuation (ay,as,a3)
T

dans R?® muni de l'ordre lexicographique.
Les éléments de M3 s’écrivent :
a = Z t
a€cR3
= Y ) Mg
a1 eR az€R az€R

=D exp (_70”) ST 3 M, (< log™ (2))*

a1 €R as€R [e%} eRr

Le principe de notre démonstration du théoréme principal (Théoréme 5.1.2) consiste comme
précédemment & substituer dans I’équation une partie initiale d’une multisérie y, (ce qui cor-
respond & un segment initial de Supp 7o) et & déterminer la valuation de 1’équation quand on
passe & une partie initiale plus longue (c’est-a-dire quand on ajoute au segment initial considéré
un segment successeur : cf annexe A pour les définitions de segment initial et successeur).

Notation 4.1.11 soit une équation (1) : F (y) = co+cry+cay®+... = 0 avec F (y) € M, [[y]].
Soit yg = Z M, t" € M,. Pour tout segment initial S de Supp o, on note:
pER™
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®pg = Z M, t"
HES

e fs=F(ps)
e vg =v(fs)

FOy) =F(y) | '
] 1)! 2)!

F(n)(y) = n!cn + (n_; ) Cn+1Y %
e pour tout sous-ensemble bien ordonné X CR", (X ) désigne le semi-groupe engendré par les
éléments de X. Si X CRY ;) alors (X) est bien ordonné.

Cns2y® +

Nous utiliserons la généralisation suivante de la formule de Taylor afin d’exprimer le lien
entre vg et Vgy§ pour S segment successeur de S segment initial de Supp yp:

Proposition 4.1.12 Pour tout segment successeur S de S segment initial de Supp vo, on a:

L ) n
fSUS:mes Ps

n>0

)Y = Flps) = fs
ou . { fé'n) F(")(ps)

Démonstration. 11 suffit d’ajouter terme a terme les séries :

1 n).n 1 n 7
Hfé )pg = EF()(ps)pg

n+1 n+2)(n+1 "
= [en ( T )Cn+1pS + ( )2|( )Cn+2p%‘ +...Ip§
et on retrouve bien fg 5 = F(ps + p3)- O

4.1.2 Dérivation

Afin de traiter le cas des équations différentielles, nous montrons que le choix d’une dérivée
pour chacun des t; s’étend a tout le corps M,.. Tout d’abord, nous posons:

t, € M, determe dominant : Tyt™"

t’. € M, de terme dominant : T.¢7"

et, pour tout a € R", pour tout A € R*:

t! t!
(At™) = At® (ozl—l +...+ ozr—r)
t t
On définit alors la dérivation sur M, :

Définition 4.1.13
d : M, — M,

a—a

t! t!
avec a’ = Z (Agt™) = Z A t® (oqt—1 + ...+ ozrt—r) et: VAe R, A =0.
1

a€cR” a€cR” r
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Il s’agit bien d’une dérivation :
e les propriétés de morphisme d’espace vectoriel sont trivialement vérifiées.
e pour la multiplication, on se donne a,b € M.,

, # #
(axb) = Z(Z AQB/3>t7<’Yla+...+E>

YER™ \a+pB=y

— Z < Z AaBﬂ> P (ﬁ%+...+ﬁr%)

YER™ \a+f=y

t t!

+ ABs | t*tP (a2 + ...+, =

3 (30 o) ()
vyeR” \a+B=v

= axb+ad xb

On a donc:
Proposition 4.1.14 M, est un corps différentiel

De plus, nous aurons besoin de comparer les valuations des termes dérivés les uns avec les
autres. Pour cela, nous ajoutons les hypothéses suivantes :

Hypothéses de compatibilité valuation-dérivation 4.1.15 Pout tous a,b € M, avecv (a) #
0 et v (b) # 0, on suppose que :

(H1) v(a) > v (b) & v(d) > v (V)
) o () <o () vee 1o

k+1

Remarque 4.1.16 1) Se donner I'hypothése (H;) équivaut dans notre cas a supposer que v
est une valuation différentielle au sens de M. Rosenlicht dans | |. En effet, le corollaire 1
de | | s’applique puisque MZ =R + M o M= est Panneau de valuation de v, M son
idéal maximal et R le sous-corps des constantes.

2) L’hypothése (H,) évite la difficulté que souléve M. Rosenlicht dans 'exemple 13 de

| | : un corps différentiel muni d’une valuation différentielle ne vérifie pas en général le fait
/! /

que a < b= — > —. Dans | |, notre cas correspond & ce que M. Rosenlicht définit comme
a
une valuation de type Hardy. Nous verrons dans les deux propositions suivantes en quoi cette
hypothése est fondamentale.
3) Un pre-H-field (cf | |) est un corps différentiel ordonné muni d’une relation de

domination < tel que:
/

(PH1) sifjletO#g%lalorsf’%g—
g

/!

(PH2) si f > 1 alors f7 >0

On a alors pour tous éléments f et g d’un tel corps:
—si fg# 0etv(f)o(g) #0,alors f 2g & [ =g

~ 51 0 < v(f) < v(g) alors v (?) = (g_/>

9
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et donc en particulier on a nos hypothéses 4.1.15.

Nous déduisons des Hypotheses 4.1.15 les propriétés fondamentales suivantes concernant les

valuations 7(*) = (Tl(k), . ,Tr(k)) des dérivées t), des générateurs.
Proposition 4.1.17
7 = 7 Vi=1k-1
Tékﬂ) _ T;Ek) _q
k1 k)
T/§+1 f-1 > TIE+1

Démonstration. Soit k € {1,...,r — 1}. D’apres les Hypothéses 4.1.15, on a v (t,) > v ( §€+1)

t/ /
(puisque v(tx) > v(tgs1)) et v (t_k> <w ( k+1). Donc:
k

k1
k k k k) _(k k k k
B N B R S Ja < (0.0
Tl(kﬂ) — Tl(k), o ,Tlgkﬂ) - T,Ek) + 1,7,5’_?{1) —-1- T,i]i)l, . ,T,gkﬂ) — Tr(k)> > (0,...,0)
AD 0
et donc: :
k+1 k
71571 = Tlgf)l
7',5 ) > T,gkﬂ) > T,gk) —1
En particulier, on a
D > 20 (4.1.1)
. Or, pour tous ag,0k+1 € R*, on a:
t/
) = etk
k
/ t
(1) = Bty
k+1

et puisque pour tout ay >0, v (%) > v <tf’f11), alors on a aussi:

() > o ((2))

Donc pour tout ap > 0 et tout G € R*:

k k k k k k k
(O,...,ak, —ﬁk+1,...70) > 7'1( +) —7'1( ),...,T,i +) —7',5 ) —i—l,T,iJl) —1 —T,ng)l,...,T,S +1)
=(0 0 Tk(;kﬂ) — T,gk) +1 Tk(;ktl) —1- T,gk)l pik+D) T(k)>
NN VA et 41T T
et donc T,ikﬂ) — T]ik) +1 <0, c’est-a-dire T]S]H_l) < T]gk) — 1. D’aprés la relation 4.1.1 précédente,
on en déduit que T,gkﬂ) = T,ik) —1.
t !
Puisque v (ﬂ) - (t—k> = (0, ... ,O,T,iﬁl) —-1- T,gi)l, e ’quk+1) — Tygk)) > (0,...,0), on
k+1 k
en déduit que T,ilr{l) —-1- T]E,ﬁ_)l > 0. On obtient bien T,gl_f[l) —-1> T]gﬁ_)l. O

Exemple 4.1.18
Soit d la dérivation usuelle par rapport a z. On a:
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—1
t, = exp (7>x2 de valuation (1, —2,0)
th = 1 de valuation (0,0,0)
1
ty = ——5— de valuation (0, — 1,2)
xlog” (x)
(1] 1
t_l = — de valuation (0, — 2,0)
} T
t 1
et donc: t_2 = = de valuation (0, — 1,0)
? T
t —1
3 = —— —  de valuation (0, —1,1)
ts xlog ()

\

On a bien I’hypothése (Hy) de 4.1.15. Pour montrer qu’on a 'hypothése (Hy), il suffit de
vérifier la propriété pour les monoémes (en effet, la comparaison de deux multiséries et de leurs
dérivées revient alors a comparer leurs termes dominants qui sont des monomes).

Soient (ay,aa,a3) < (f1,02,03). Cela équivaut a (a3 < 1) ou bien (a; = (1 et ag < (33) ou
bien (o = By, ag = [ et az < [3). On a:

ag,00 — 2,03)  siag £0

(
—a1\ _ as ' 0,a0 — 1,03 sta; =0et ayg#0
! ((eXp <T> 7 (~log™ (1)) ) ) - Eo, ~ 1az +)1) siay =as =0 Zi az #0
(0,0,0) Sty =g =a3=0
5 N Lo e Lo o
—b1 3 -1 B3 _ 02 — 1,03 st Pr =0 et [y
etv((exp(7>x5 (_log (5U>) ))_ (O,_l,ﬁ?,‘f“l) si61:62206t637é0
(0,0,0) S1 ﬁl = 62 = ﬂg =0
I1 suffit pour conclure de comparer les valuations dans chaque cas selon I'ordre lexicogra-
phique. On obtient bien dans tous les cas:

o (e () o ) Y < ( (o (22 o ) ).

Remarque 4.1.19 Pour pouvoir évaluer une équation non différentielle F'(y) = 0 avec F' €
M., [[y]] en une multisérie yo € M,., il suffit que celle-ci ait une valuation positive (cf corollaire
4.1.7). Cette condition n’est pas suffisante en général dans le cas différentiel : une multisérie yq
peut avoir une valuation positive mais des dérivées de valuation négative. Dans le chapitre 2, a
I'instar de F. Cano, R. Moussu et J.-P. Rolin dans | |, nous avons considéré des équation
différentielles sous la forme F(z,y,zy/, ... 2"y™) = 0 (cf Remarque 2.1.3).

Dans le cas des multiséries, on ne peut espérer obtenir une “bonne” dérivation D sur tout
M3, cest-a-dire vérifiant pour tout élément yo € M, v(yo) = v(D(yo)) = -+ = v(D"(v0))-
En effet, toute multisérie yo € M se décompose en yop = yo1 + -+ + Yo, avec Supp yor <

/
{0}~ x R* x R"™, et chacune des parties yox a une dérivée yj, de valuation v(yox) + v(t—k)
qui dépend donc de k € {1,...,r}. C’est pourquoi nous définissons r nouvelles dérivatiogs
Dy, ...,D, telles que, pour tout k € {1,...,r}:
Dk (tzk t?r> thk ...t?r VOQ' € ]R, (073 7£ 0

Exemple 4.1.20 Tout élément yo de M3 s’écrit :

36



vy = ZM#J%_’_ Ztuz Z M“27H”23tﬂu23

p3>0 p2>0 Hpug,3ER
E : n1 E Huq,2 E ' Huq,pg,3
+ t t M(/—Llyﬂul,Zyﬂul,uz,Py)tS
p1>0 p2€R #m po,3€R

-1 Hpg,3
e s e ()

p3>0 p2>0 Hug,3ER

1 Hpy,po,3
+ Z eXp ( > Z xulbl 2 Z M(,Uf17/J'N1 25Hpq, Mg ,2 3) <10g< ))

p1>0 H2ER Hopt gy 25 3€R
Par exemple, la partie yp3 a pour dérivée:

Yoz = (%MM <®>%>, |
= 2 M (1) (lo;é:))

p3>0
dont tous les termes ont une valuation de la forme (0, — 1,u3 + 1) < (0,0,0).
La partie yp 2 a pour dérivée:

_1 /J'MQ,S
/
Yo = (Do D My, (m)
1 _1 uu2,3
= Z /LQLU“‘Q Z M(“27Nu2,3) <@>

p2>0 Hpo,3ER
-1 Pug,3+1
§ p2—1 E [
+ Z M(M27Mu2,3)uﬂ273 (log@))
pn2>0 Hug,3ER

et a donc pour valuation (O,ugo) — 1,u(% ) (O,ug ),u( (?)) ) = min(Supp yop2). Cette valuation

est positive si et seulement si v(yp2) > (0,1,0)
De méme, on montre que ¥ 5 a pour valuation (,ugo),,u(% , 2,,u( (2)) © 3) > (0,0,0).
’ 1u‘1 ) P, 29
Notation 4.1.21
e pour toute dérivation D, on note: D' = Do Do...o D pour tout ¢ > 1

!/

t
e pour tout k= 1..r,dy, = ¢ (t—k
k

ek e {l,...m}, Myp ={yo € M, | Supp yo C {0}F 1 x R* x R J{(0,...,0)}. On note
aussi M, Mfk, M7, et M7, aVinstar de M,.. On a pour tout yo € M, yo = yo 1+ +Yor
avec yor € M., pour tout k € {1,...,r}.

). On note aussi dyg = 1 pour la dérivation initiale.

Définition 4.1.22 Pour tout k € {1,...,r}, on définit Uopérateur différentiel Dy, par:
Dk . Mr - MT‘

a/

H —

a a

Proposition 4.1.23 Pour tout k € {1,...,r}, Dy est une dérivation sur M, telle que, pour

tout Yo € M,y et tout i € N, on a D (yor) ~ Yok 00 v (yor) = p = (0,...,0, 0k, .. pty)
avec py # 0.
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Démonstration.
e Les Dy, vérifient clairement les axiomes de dérivation.

e Procédons par récurrence sur .
/ /

t
i=1: on note 0yor = M,t" et on a g, ~ M,t" (th_k +-o 4 urt—’"). D’apreés 'hypothése (Hs)
k

r

t t! t
de 4.1.15, v (t_k) < e < (t—T) et donc yg, ~ Mut“,uki ~ M, t" pydy,.

k I
Récurrence : soit i € N, on suppose que D% (yox) ~ piyor. Or, Ditt (yor) = Dy, (Di (yor)) et
on a le résultat d’aprés le cas ¢ = 1 ci-dessus. O

Exemple 4.1.24

1
Dy = z%y dy = -
{
On définit < Doy = xv/ dy = -
—1
Dyy = —zl " ody = ——
3y zlog (z)y  ds 102 ()

4.2 Equations différentielles a coefficients dans M,

Soit n € N* fixé. Nous souhaitons travailler avec des équations différentielles d’ordre n a
coefficients dans M,.. Pour cela, il nous faut définir comme dans la section précédente une
notion d’équation bien ordonnée. Tout d’abord, nous précisons le systéme de notations.

Notation 4.2.1
e pour tout multi-indice I = (ig,...,i,) € N"TL | T|| = iy + 20y + ... + niy,
Dy —  io (4701 (n)\in
“Vae M, a(l)o a (a) = (at™) i
av = a° (Dga)* ... (Dfa)™,Vk € {1,... ,n}

(on notera a'’) et D quand il n’y a pas d’ambiguité sur la dérivation qui intervient)

Définition 4.2.2 On dira qu’une série F' (y,...,D"y) = Z ey € M, [ly,....D™y]] (avec
IeNn+1
D une des r + 1 dérivations précédentes) est bien ordonnée si Supp F = U Supp c; est un

IeNn+1
sous-ensemble bien ordonné de R”.

Proposition 4.2.3 Etant données une série bien ordonnée F' et une multisérie a € M avec
v(D'a) > (0,...,0) pour tout i € {1,...,n}, alors F (a,...,D"a) € M,.

Démonstration. on procéde par récurrence sur I'ordre de dérivation n.

Le cas initial est donné par le Corollaire 4.1.7

Nous supposons que, pour toute équation bien ordonnée G (y,...,D" 'y) = 0, on peut
substituer a € M avec v (D'a) > (0,...,0) pour tout i € {1,...,n — 1}. Donc, étant donné
OF
o (a, o ,D”_la,O) e M,. Or,

8ZF n—1 n—1 : 2

U Supp Y (a,...,D""a,0) € Supp F+(Supp a)+---+(Supp D" 'a) est donc bien ordonné.
iEN n
D’aprés la formule de Taylor et le Corollaire 4.1.7, puisque v (D™a) > (0,...,0), on a:

F(y,...,D") = 0 bien ordonnée, pour tout i € N, on a
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F(a,...,D"a) = Z %g;j (a, o ,D”_la,O) (D”a)i eM,. O

1€N

Déterminons pour chacune des dérivations les conditions pour lesquelles on a v (D'a) >
(0,...,0) pour i € {0,...,n}.

Proposition 4.2.4
i) Soit a € M,.. Alors:

v(a) > max{(0,...,0), —nv(d)} = v(a?)>(0,...,0) Vie {0,...,n}
ii) On note v(a) = a = (0,...,0,...,a,) pour un certain k € {1,...,r} avec o # 0 et on a
pour tout L € {1,...,r}:
esil>k : Vie{0,...,n},v(Di(a)) > (0,....0) & a>(0,...,0) & a; >0
esil<k : a>0= Vie{0,...n}, v(Di(a))>(0,...,0)

Démonstration.

i) On pose v(a) = (0,...,0,ax, . ..,a,) > max{(0,...,0), —nv (di)} ou k le plus petit entier
tel que ag # 0, et a = A" -+ -8 + b avec v(b) > v(a). On démontre par récurrence sur ¢ que
v (™) > v(a) +iv(dy) > (0,...,0) pour tout i € {0,...,n}

t] t
Si ¢ = 1, d’aprés les Hypothéses 4.1.15, ' = At)*---tor <akt_k +o 4 Oért—r) +V =
k r
AtY* -t opdy, + b avee v(b) > v(a) +v(dy). D’aprés Phypothése (Hy) de 4.1.15, on a v (d;) <
... <wv(d,), et donc v(a’) = v(a) +v(dy) > v(a) +v(d1) > (0,...,0).

Sin > i > 1, on suppose que v(a®¥) > w(a) + iv(dy) > (0,...,0). Alors v(al*V) >
v(a™)+v(d;) pour les mémes raisons que précédemment, et donc v(aV) > v(a)+(i+1)v(dy) >
(0,...,0).

ii) On a le cas [ = k d’aprés la Proposition 4.1.23. Pour le cas ou [ < k, montrons que:
Lemme 4.2.5 .

Vi<k, Vie{l,...n}v (Dfa) =(0,....0,,....0)

avec l; > 1 et 3, > 0.

Démonstration. on remarque d’aprés la Proposition 4.1.17 que

d
v (f) = <0, o ,O,Tl(f)l — Tl(i)l, . ,T]gk) —1- T,il), A Tr(l)> > (0, ...,0) et on raisonne par
I

récurrence sur ,1

d d
i=1:da ~ akat—k ~ aga X dy. Donc Dyja ~ akazk. On a bien v (Dja) = v (a) +v (Ek) > v (a) >
k 1 !
(0,...,0) avec la propriété voulue.
Récurrence : supposons la propriété vraie jusqu’a un rang i. On a v (Dia) = (0,...,8,,....5,)

avec l; > L et B, > 0. Or Dj"'a = D;(Dia) = Dy, (Dia) x % Donc v (Dj*'a) = v (Dja) +
!

d, A
v ( ll) > v (Dja) > (0,...,0) avec la propriété voulue puisque

di
dy, I ! I ! l; !
v (dl) = (O,...,O,Tl&z —Tl(Jr)l,...,Tl(i ) —1—715),...,T7§ )—T,O) > (0,...,0) (I; > 1). O

39



Pour le cas [ > k, on montre que:

Lemme 4.2.6

A (!
VI >k, Vie{l,...n}, Dia~aia (f)
l

Démonstration. on remarque d’aprés la Proposition 4.1.17 que
d
v (i) = (0, . ,O,T,il_?l — 7',521, . ,Tl(k) — l(l) 41,00 Tr(l)> < (0,...,0) et on raisonne
par récurrence sur i.
/

dy
i=1:d ~ akat—k ~ aia X di. Donc Dyja ~ apa—.

k d;
1
Récurrence : on suppose que Dia ~ aia [ = ) . On a:
B l k d
!

v (Dlla) = (O’ s 707ak7ak+1 +Z <7—’£Ii)1 — Tli?l) g ) .

. . (A . s
Donc Dj*'a = D, (Dia) ~ D, <o¢}€a <§) > ~a;a (—) . O
!

Dans ce cas v (D}a) est donc du signe de a. Cela clot la preuve de la Proposition 4.2.4 [

On en déduit les conditions qu'une multisérie y, doit vérifier pour pouvoir étre substituée
dans une équation différentielle.

Corollaire 4.2.7 Soient F (Yy,...,Y,) € M, [[Yo,...,Y,]] bien ordonnée et yo € M.

1. Pour pouvoir substituer yo dans la série F (y, O ,y(n))7 il suffit d’avoir
tl
v (yo) > max{(0,...,0), — nv (t_l)}
1

2. On peut toujours substituer yo dans une série F (y,...,Dl'y) pourl € {1,...r}.

Remarque 4.2.8 La condition que nous obtenons au point 1) est I’analogue dans | | de
la condition v(yo) > n que se donne J. Cano pour le cas d’une série généralisée yo élément de
R((z?)). A la différence prés que, dans notre cas, il ne s’agit que d’une condition suffisante.

En effet, une multisérie de la forme yq = ZMHtg a des dérivées de valuation positive si
n>0

v(yo) > max{(0,...,0), —v(ds) — (n — 1)v(dy)}. Pour illustrer notre propos, nous renvoyons a

I’Exemple 4.1.20.

Pour obtenir une condition nécessaire et suffisante, il faudrait considérer les différents cas
suivant la forme d’une partie initiale de yy. Etant donné que notre objet est d’obtenir un résultat
qualitatif sur la nature des exposants et non de les calculer explicitement, nous nous en tenons
a la condition 1).
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Nous aurons besoin de suivre 1’évolution du support de I’équation au fir et & mesure qu’on
y substituera des parties principales d’une multisérie yo. En pratique, dans la preuve du
théoréme principal 5.1.2, nous substituerons des multiséries yo, € /\/lfk dans des équations
F(y,....D}y) =0pour k€ {1...r}.

Notation 4.2.9 on note pour tout k € {1...,r}
Dyt Dyt
T, = (Supp =~ )+ -+ ( Supp —=
tk tk
+ ..
Dy, Dit,
+ <Supp : > +-F <Supp tk >

= ii <Supp %>

i=1 I=k

Lemme 4.2.10 pour tout k € {1...,r}, Ty est bien ordonné et inclus dans R 0.0

Démonstration. il suffit de montrer que, pour tous k <l € {1...,r} et tout i € {0,...,n}, on

Dit
v( t’”) > (0,...,0).
l

Dt d

En effet, % ~ L qui est de valuation positive d’aprés (Hs).
! k
Dt

De plus, si v > > (0,...,0), alors v (Ditl) > v (t;). Donc v (Di“tl) > v (Dyt;) et

7]

D't Dyt
doncv( kt l>>v<%>>(0,...,0) O
! !

Proposition 4.2.11 Soit k € {1,...,r} et une multisérie yo € M, x

Supp F (Yok, - - - Diyor) € Supp F + Tp, + (Supp yo )

Montrons d’abord le résultat intermédiaire suivant :
Lemme 4.2.12 Soient k € {1,...,r}, 1 €{0,...r}, et j € {1,...,n}. Soit yor € M.

Alors Supp Diyoy C Supp yor+
(")

Dt \ "t Dlltk ¢ Dit, \"1 Dlltr v
U Supp —_— ... .. ...
tk tk tr tr

GO i g ) i (D =

i

Démonstration. 5 H

t t
.4 P _ o — H _l k . Lo
¢ =1:on écrit yor = E M, t". Donc Dyyo i = g Mt (Mk e T+t Uy i )

HESUPP 0.k HESUPP Yo,k
. Dt Dit,
On a bien Supp Diyor C Supp yox + | Supp —Lk U e U Supp L),
tr Ly

Récurrence : on suppose la propriété vraie jusqu’a un rang ¢, c’est-a-dire:
Supp Djyox € Supp yox+
(r)

(%) O (r) i
Dty )1 Dlltk ¢ Dit, ) Dlltr ¢
U Supp —_— ... o e DRI .
" ( tr tr t, t,

A et g i =i
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Donc Supp D lygx C

(k)
Dyt \
U Supp Dy | yox (%)

k
P (N L R
()
N
tr

Dty \ ™ Dity \ ™ Dit,\ "
Dy yor | — : .
ty, tr t,
e L e NS
Dt \ 1 Dltk ¢ Dt \7" Dltr Js
:Dl(y(],k) —_— e PR .

tr tr t, t,
e W pe N
n D Dt \ ! D;tk ¢ Dt \"! D;tr ¢

vort 173 123 t, t,

. MWZM(%% ”(W i

)+1 ( z )JZ
HESUPP Yo,k tr

m=k h=1
On a bien pour tout m € {k,...,r}, j1 4 ™4 ijm

heur”¢yﬁ“+~-+h@$9 ) (h+n<ﬁg+4>+~~mﬁ”:¢+1

En ce qui concerne la Proposition 4.2.11, on a:
Démonstration. Pour tout multi-indice I, on a:

Supp (ny(() k) C Supp ¢; + Supp ¥y, + ... + Supp (D"yo)
c’est-a-dire, d’apres le lemme précédent :

Supp (cfyé )> C
.(k
Dt \! Dt \’
> () ()

i+ =in

in

Supp ¢; + Supp y + Supp

> (thk)h <D?tk >J“ (thr)h (
]{M+-~~+nj»,(zk)+~~-+j§r)+...+njr(f):nin tk tk t?"
Donc:
Supp (nyé ) - Supp cr + Supp y —|— Supp

(k) (r)

(k)
j{: Dt \ ™ Dri\ "™ D, \"
ty, tk t,

PR e B e = 1))

et donc:
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Dyt Dit,, " DI, R Dit, \ 7
+y0kZZ( lk) .. ( > ( ) '”<tl )

D,

{

Drt,

)

h(")

A(r)

=1+ 1, et pour tout
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, Dt
Supp F (vo,...,D"yo) C ( U Supp 01> + <U Supp y&k) + U Supp (J

JeNn+1 _]20 h(k?)zo k

()

D\

S LT
+ + U upp ( ‘ ) )
R >0

OJ

Exemple 4.2.13 La condition i) du Corollaire 4.2.7 s’écrit v (yo) > —nv (dy) = (0,2n,0) =
v ().

Pour tout ¢ > 1, on a pour la dérivation D; :

2 (0(5)) - (5)
| D, (o) - rlog (1)
() -
¢ Di (z') = z!;z:+
Diflog (@) = li—Dlog?(e) —calog (1) -
+ (=1’ ¢ log " (z) + (=1 illog™ ! (2)]

\
ol les ¢;, sont des entiers naturels non nuls.

D1t D"t
Onadonc: 7; = <Supp t11>+---+<8upp t11>
1

1
Dt Dt

+{Supp =2 +--- 4 { Supp =2
2 2
Dt Dttt

+{ Supp =) + -+ { Supp =12
3 3

7, = N(1,0,0) + N (0,2,0) + N (0,3,0) + N (0,1,2)
+N(0,2,2) + N (0,2,3) + N(0,3,3) + N (0,3,4)

Pour tout ¢ > 1, on a pour la dérivation D, :

{ Dy (x) =z

D? (— log™* (:z:)) = log 2 ()

{ D5 (zh) =z .
Di(—log™' (z)) = il (—log " (2))’

Dot Dt
On adonc: 7o = <Supp t22>+---~|—<8upp 22>
2

Dot Dyt
—|—<Supp ;3 + -+ ( Supp t2 3>
3 3
7, = N(0,1,0) + N(0,0,2) + N(0,0,3)
Pour tout ¢ > 1, on a pour la dérivation Ds:

{ Dy (—log’1 (2)) = —log™ ! (x)

Di(~log™" (x)) = —log™" ()
D Dy
On adonc: 73 = <Supp t3t3> + -+ <Supp t3t3>
3 3
T, = N(00,1)
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T, = N(1,0,0) + N(0,2,0) + N(0,3,0) + N (0,1,2)
+N(0,2,2) + N(0,2,3) + N (0,3,3) + N (0,3,4)

T, = N(0,1,0) + N (0,0,2) + N(0,0,3)

T; = N(0,0,1)

On a:

On a aussi l'analogue de la Proposition 4.1.12 (on reprend les notations 2.1.10 concernant
D). On choisit comme en 4.1.11 de noter fg lorsqu’il s’agit de 1’équation F' = 0 évaluée en
une partie initiale pg de yq:

Proposition 4.2.14 (Formule de Taylor) Pour tout segment initial propre S de Supp o,
pour tout segment successeur S de S dans Supp yo, on a:

1 I) (I
Fos= Y w

TeNntl

En effet, il suffit de remarquer que fg) est bien défini: puisque F' est bien ordonnée, F')
Iest aussi (Supp FU) C Supp F).

Comme dans la section précédente, on définit yo solution d’une équation bien ordonnée (1) :
F(y,...,D"y) =0 si et seulement si F (yo,...,D"yp) =0 € M,.
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Chapitre 5

Préliminaires a la preuve du théoréme
principal : changements d’inconnues

5.1 Introduction

Afin d’énoncer le théoréme principal, nous faisons les définitions suivantes :

Définition 5.1.1 Soient X, Y des sous-ensembles bien ordonnés de er(o
transformations élémentaires :
e la somme de sous-ensembles bien ordonnés X +Y ={z+y | r € X,y €Y}
e les translations négatives 1, pour tout a > (0,...,0):

To(X)=(X=-a)yp. n=Xsa—a={r—a [ ze€Xz>a}
e la génération comme semi-groupe additif

() X = (X)
o U'enrichissement g par un générateur 3 > (0,...,0):

€g(X):X+Nﬁ

0)- On appellera

-----

Notre résultat principal est:

Théoréme 5.1.2 Soit une équation bien ordonnée F (y, e ,y(”)) = Z cryPo = 0 avec
IeNntl

F(Yy,....Y,) € M, [[Yo,....Y,]]. Soit une multisérie solution y, = Z M, t" € M7 On
HERT

suppose que v (yo) > max{(0,...,0), —nv (di)}.

Supp F, 11, ..., T, (cf Définition /.1.22 et Notation 4.2.9) par un nombre fini de transforma-

tions élémentaires.

Remarque 5.1.3 Pour 'hypothése v (yg) > maz{(0,...,0), — nv(dy)}, nous renvoyons au
Corollaire 4.2.7.

On rappelle que toute multisérie yo € M s’écrit yo = yo,r + Yor—1 + ... + Yo1 avec, pour
tout k € {1,...,n}, yor € M. Notre stratégie consiste & démontrer le résultat par récurrence
descendante sur k € {1,...,r} le rang de la partie yo; considérée.
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Pour le cas initial de la récurrence k = r (Théoréme 6.1.1), nous considérons une équation
F(y,...,Dy) = Z cryDr = 0 avec F(Yy,....Y,) € M, [[Ys,...,Y,]] d'un certain ordre de

IeNn+l
Weierstrass w € N*, et une multisérie y, de partie initiale yo, € M. Pour démontrer le ré-

sultat, nous procéderons comme dans les chapitres 1 et 2 en introduisant une notion d’ordre de
Weierstrass qui nous permettra de raisonner par récurrence descendante sur l'ordre de dériva-

OF
tion [ € {0,...,w—1} des équations dérivées partielles de F' = 0 considérées: ———— =
9Y,° --- oY)
On remarque que la partie initiale ¥, s’écrit E M, tI. C’est un cas analogue a

(0,...,0,ur )ESupp yo
celui d'un corps de rang 1 (cas r = 1), que d’ailleurs nous obtiendrons en corollaire (cf Corollaire

6.4.1) du Théoréme 6.1.1.

Pour une étape k quelconque, on considére une multisérie yo € M de partie initiale non
nulle yo € ./\/l:k, et supposons qu’on a le résultat du Théoréme 7.1.1 pour le cas d’équations
G (y,...,D'y) = 0 avec une multisérie solution z, de partie initiale zo; pour [ € {k+1,...r}.
Nous démontrons alors que le résultat est vérifie pour tous les p = (0,...,0,0%, ... 1) €
Supp ¥o %, sauf un nombre fini de valeurs de p. Dans ces cas, on considére donc des éléments
p=(0,....0,splhsts- - sptr) € {0 I XR* x R"* avec py, fixé. Afin de déterminer figy1, .. . iy,
nous nous ramenons par des changements d’inconnues et de dérivation appropriés a une équation
et une multisérie correspondant au théoréme a une étape l € {k+1,...r}.

Il ne reste ensuite qu’a coordonner ces résultats afin de démontrer le Théoréeme 5.1.2.

Pour cela, ainsi que pour mener a bien les différentes démonstrations intermédiaires, nous
aurons besoin d’une part de savoir passer d’une dérivation a une autre dans I’équation consi-
dérée, d’autre part de faire certains changements d’inconnues, notamment “éclater 1’équation”
et la “translater le long de y,”. C’est 'objet des sections suivantes.

5.2 Changements de dérivations. Changements de variables
polynomiaux

5.2.1 Changements de dérivations

Nous voulons passer d'une équation du type (1), : F (y,...,Diy) =0a(1), : F(y,...,Df'y) =
0 pour tous k,l € {0,...,r} afin de nous ramener a la dérivation correspondant a la partie yo,
de yo considérée (la dérivation D, pour laquelle on a D}yo,; =< yo; pour tout i). Pour cela, il nous
faut d’'une part exprimer le changement de dérivation proprement dit, c¢’est-a-dire la relation
entre les monomes différentiels y™ - - - (Diy)™ et y? - - (Diy)in. C’est objet de la proposition
suivante.

D’autre part, il nous faudra vérifier qu'un tel changement de dérivation (F (y,...,D}y) =
Fk,l (y,...,D'y)) est "bien défini", c’est-a-dire que ’équation Fk,l (y,....Dl'y) = 0 que nous
obtenons a un support bien ordonné. Nous verrons que c’est bien le cas pour & < [ et pour
v(dy) > (0,...,0) pour le changement de dérivation F(y,...,y"™) = Fo(y,...,Dy) (cf Propo-

sition 5.2.7). Dans les autres cas, nous aurons a appliquer a ’équation Fy; (y,...,Dj'y) = 0 un
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changement d’inconnu supplémentaire: 1'éclatement (cf Définition 5.3.1 et Proposition 5.3.5)
pour obtenir une équation F (y,...,Dj'y) = 0 dont le support est bien ordonné.

d .
Proposition 5.2.1 Soient k,l € {0,...,r}, on notem = d—l OnaF(y,....D}y) = Fr,(y,...,Dl'y)
k

avec pour touti € {1,...,n}, Diy = q1,Diy+q2;Diy+. . .+ Diy ou la multi-suite (q;;)
est définie par:

j=1l..4,4=1..n

di,1 = m
q1,i+1 = Drqu Vi=1l.n—1
dj+1i+1 = Gj;m + Dkq]‘-{-l,i Vi=1.n—-1 \V/] =1l.—-1
Qi+1i+1 = Qiim Vi=1ln-—1
En particulier on a q1,; = Df’lm et g;; =m' pour tout i € {1,... n}.

Démonstration. on raisonne par récurrence sur i
Y _d ¥y _dpy oo
— n pose =
dk dk: 4 d Y- p h,1 =
e Récurrence: on suppose la propriété vraie jusqu’a un rang ¢ < n — 1. On a donc Diy =
1Dy + ¢ Dy + ... + ¢ D}y et donc:
Dif'y = DyquiDiy + QLiZley + ...+ Dyqii Dy + qz-,ilc?lkny
l i L i
= Dypqi; Dy + Q1,id—Dz2y + ...+ Dyqii Dy + Qi,id_Dl+1y
k k , .
= DyquiDwy + (qrim + Digai) Diy + ... + (¢i—15m + Digi) Djy + gismD; 'y

On a bien la propriété au rang i + 1.
Le fait que ¢;; = Df_lm et ¢;; = m' pour tout i € {1,...,n} découle par une récurrence

e | = 1: on a, par définition des Dy, Dyy =

immédiate du fait que respectivement ¢; ;41 = Drq1; €t qit1i+1 = q“d—l O
k

Donnons maintenant les propriétés générales de la multi-suite (g;;) . _ i Etant donné

.
un multi-indice I = (ig,i1,...,i;) € N+ pour un entier I € {0,...,n}, on note mr =
mio (Dym)"™ ... (D}:lm)iifl

Lemme 5.2.2 Pour tous i € {1,...,n} et j € {1,...,i}, q;; est un polynome différentiel en
m tel que q;; = ZQ(Ij’i)m(I)k € M., ou la somme est prise sur les I € N* avec |I| = j et
M =i— ;.

Démonstration. nous raisonnons par récurrence sur i

t=1:q1=met Qﬁ)l) =1

1,2
i=9- QI,2:ka Qg()lg:l
42,2 = m? Q(Q 0) — 1
Récurrence : supposons la propriété vraie jusqu’au rang i. On a qi ;41 = Dim, Q é2+01)1 =1let
(i+1,i+1)
Qi+1,i+1 = Hl, Q Z+1 8, 0) = 1.
Qjtlie1 = WQJ,i+Dqu+1z -
_ Z Q(] ) (I4+(1,0,..,0)),, 4 Z Q?’Z)Dk (m(I)k)
[|=5,1l|l=i—j [I|=j+1,|/]|=i—j~1
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Pour la premiére somme, on pose J = I 4 (1,0,..,0) et donc on a |J| = j + 1 et ||J|| =
it1—j—1.
Pour la deuxiéme, on a:

Dy (m) = Dy (m (D)™ ... (D 'm)" ")
i_l . 1 . 1 .
= Z im ... (chm)”_ (D?rlm)”Jr . (D,i‘lm)”_1
=0
On pose K = I + (0,.., —1,1,..,0) avec -1 en [°™ position. On a |K| = j + 1 et ||K| =
1+1—-7-1 o N N
On obtient dpnc, pour tout [ =1,...,4—1, ngﬂ’”l) = ng—ﬂ()l,ﬂ,..,o) + (i +1) gjj()o,..,—l,l,..,o)
pour tout 7 € N avec [I| =7+ 1, ||[I||=i+1—75—1,4; > 1et iy > 1. O

Explicitons les premiers polynémes g; ; :

== 1 2 3 1 5
1 m - - - -
2 D;m m? - - -
3 Dim 3Dym.m m? - -
4 Dim | 4D?m.m + 3 (Dym)’ 6Dxm.m? m? -
5 Dim | 5D}m.m + 10D2m.Dym | 10D?m.m? + 15 (Dym)*m | 10Dgm.m> | m5

Exemple 5.2.3 On traite a titre d’exemple le cas des changements de dérivation F’ (y, e ,y(")) =
Fou(y,...,Dl'y) pour [ € {1,2,3}. On a donc pour la dérivation initiale :

( d = i / — __2
! 2 3
1\’ —1
d/ = — e _
= (3) -

1 /
d. = B IOg (‘T) _
\ 3 i 2
t pour tout ¢ > 1:

( (1 ><’) (=1)" (i + 1)!

@

a? s
< <l)(i) _ (_1)12.!

€T it

<_10g_1 )" (_py-1 Mog™ (@) + bolog™ (2) + -+ lilog™ (x) + il log ™ (1)
\ € Tt

ol les I, sont des entiers naturels non nuls.
— A Y AeT .
Pour [ = 1, les polynémes g; ; s’écrivent donc:
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Sl ]3|
1
15| -] - |-
—2 1
S Wl sl
4 241 36 | —12
25 | 26 | 27 | o8
Pour [ = 2:
o284
1
1 S N
ST
G W 3 ol
6 IT]—-611
bl il el el
Pour [ = 3:
I~ 1 2
) —log™" ()
T
log™" (7) +log? () log ™ ()
2 x? 12
3 —2log™" (7) — 3log? (x) — 2log* () —3log™? (z) — 3log* ()
a3 x3
6log™" (z) + 11log™* (x) + 121og > (z) + 6log™ " (z) | 9log™? (z) + 14log™" (x) + 9log ™" (x)
4 x? x?
! 3 4
J
3 - logj () ]
T
6log™® (z) + 6log™* (z) | log™* ()
! xt x?

On remarque que les valuations de ces polynomes ¢; ; intervenant dans le changement de
dérivation sont négatives. Nous aurons alors dans ce type de situation a pratiquer un autre
changement de variable afin d’obtenir effectivement une équation bien ordonnée (cf section
5.3.1). Nous déterminons d’abord les conditions pour lesquelles les séries Fk,l sont bien ordon-

di
nées, en fonction des valuations des — et de leurs dérivées.
k
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5.2.2 Changements de variables polynomiaux

Etant donnée une série & support bien ordonnée F(Yy,...,Y,) € M, [[Yo,...,Y,]], on effec-

7
tue un changement de variable du type Y; = qu,iZj, i € {0,...,n} = A; pour certains
=0
qji € M,. Nous voulons comprendre les conditiojns a nous donner sur ces g;; pour que la série
F(Zy,....Z,) = F(Ay,...,A,) =0 ainsi obtenue ait un support bien ordonné. Nous applique-
rons ce résultat d’une part aux équations obtenues aprés changement de dérivations, d’autre
part & un autre changement de variable de ce type, I’éclatement, que nous étudions dans la
section suivante.

Proposition 5.2.4 Soient un monéme m € R*G, et, pour 7 = 0,...n, 1 = 1,...n, des
polynomes différentiels q;; en m de degré inférieur ou égal a @, d’ordre de dérivation inférieur
ou égal a 1 relativement a une des r + 1 dérivations définies précédemment D. Soit une série

a support bien ordonné F(Yy,...,Y,) € M, [[Yo,...,Ya]]. On pose Ay = ZQj,iZi pour tout
j=1
i €10,...,n} (ou Zy,...,Z, sont des variables formelles), et F'(Zy,...,Z,) = F (Ao, ...,A,).
Si, pour tout i € {0,...,n}, v(D'm) > (0,...,0), alors F' a un support bien ordonné.

Démonstration. Pour tout multi-indice I = (ig, . . .,i,) € N**! on note Y!) = Y% ... Y% On
écrit F (Yy,...,Y,) = Z YD et F(Zy,....2,) = Z ¢1Z0 | et on remarque que
IeNn+1 IeNn+tl

Supp ¢; C U Supp c; + i i Supp (Djm)iul )

1|=J| i=0 j=0
Donc on a:
U Supp ¢; C U Supp ¢y + (Supp m) + ...+ (Supp D"m)
JeNn+1 IeNn+l
Si v(m) > (0,...,0),...,v(D™m) > (0,...,0), alors (Supp m),...,(Supp D"m) sont bien
ordonnés et donc U ¢y lest aussi. O
JeNn+1

Pour appliquer ce résultat aux changements de dérivations, nous traduisons ces conditions

d ‘ ,
en fonction de m = d—l avec Y; = Dy et Z; = Djy pour tout ¢ € {0,...,n}. Les ¢;; sont les
k

polynomes différentiels en m relativement a la dérivée Dj définis dans la Proposition 5.2.1.

Remarque 5.2.5 Nous supposerons que v (dy) # (0,...,0) pour tout k € {1,...,r}. En effet,
dans le cas contraire, on aurait la dérivation initiale qui jouerait directement le réle d’une des
dérivations Dy, ce qui se traite de la méme fagon que les cas ou on consideére k,l € {1,...,r}.

d
Lemme 5.2.6 Pour tous k,l € {1,...,r}, on note m = d—l et pour tout i € {0,...,n}, on a:
k

1. v (dl(i)) > v (dy) + v (dq)
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2. Sik <1, v(Dim) > (0,...,0)

3. Sik>1, v(Dim) = (o . ﬁ“) avec ; > 1 et B, # 0

Démonstration.
1.Onawv(dy) <...<wv(d,) d’aprés I'hypothése (Hy) de 4.1.15.
d
2. 81 k < I, U(d;i = <0 07‘1() Tl(fr)l,.. r,ﬁ’“) 1—7‘,8),...,@(’“)—7'751)) > (0,...,0). Le

résultat est une conséquence de la Proposition 4.2.4.
3. 51 k > [, la démonstration est analogue a celle du Lemme 4.2.5:
d
on a v (d_l) = <0, . ,O,Tl(jr)l — Tl(f)l, e ,7’,51) — T,Ek) +1,... ,Tr(l) — Tr(k)> < (0,...,0) et on

k
raisonne par récurrence sur i.

d’ d
1=1: (—l) ~ (T(l) — T(k)) <—l) d.,, ot my est le plus petit indice tel que T,SQ — Tf,fl) # 0. On

dk mi mq dk
d;\ d,
am; >let Dy | — N(TTE?—T()) - L
dy, v \dy ) dy,
Ay
Doncv( ( ) ( ) v(dl).Puisquem1>l,ona:
k
p (0, o ,0,7’7(,:?21 - Téfl)ﬂ, . T]iml) r,i” +1,. .5 m T,gk)> siomy <k
v(;nl): (0,...,0) si my =
g (0 .0 T,iilll) — T]gi)l, . T,(nr?l) T,(fl) +1,. (ml) — Tr(k)> si omy <k

On a bien dans tous les cas la propriété voulue.
d;

Récurrence : supposons la propriété vraie jusqu’a un rang i. On a v (Dl ( 7 )> 0,....0,,-.0)
k

avec [; > let 3, # 0.

) d . (d - (d d;.
Or DZH (d_;i) = Dy (Di (d_;i)) =D, (D}c (d_,i)> d_Z’ et on a le résultat pour les mémes

. . li
raisons que ci-dessus pour tous les cas concernant v - . [
k

Nous en déduisons, avec la Proposition 5.2.1, le corollaire suivant que nous utiliserons a
plusieurs reprises dans la preuve du théoréme principal.

Corollaire 5.2.7 1. Si v(dy) > (0,...,0), on peut effectuer le changement de dérivation
F (y, o ,y(")) = FOJ (y,...,Dl'y) pour tout l € {1,... n}.

2. On peut toujours effectuer les changements de dérivations F (y, ..., Dyy) = ﬁk,l (y,...,.Dly)
avec tous k <l e {1,...,n}

d . (d .
Exemple 5.2.8 On a pour £k =1 et [ = 2, d—2 = x et, pour tout ¢ > 1, Dj (d—2> = qlgitt
1

1
do
Donc v (DZ (d )) = (0, 4+ 1,0) > (0,0,0).
1

o1



d
Pour k =1etl =3, d—3 = —xlog™" () et, pour tout i > 1,
1

o (d . - , < ,
D (d—i’> = gt [—i! log™! (z) 4+ cxlog 2 (z) - + (=1)" cilog ™" () + (=1)illog ™! (x)| on

ds
les ¢;, sont des entiers naturels non nuls. Donc v (D’ (d )) =(0,+1,1) > (0,0,0).
1

d (d « ,
Pour k =2 et | = 3, d—3 = —log™ ! (z) et, pour tout i > 1, D} (d_s) = (=1)"dillog " ().
2 2

Donc v (DZ (i)) = (0,0,i + 1) > (0,0,0).

Pour les cas ou v (dy) < (0,...,0) ou k > [ € {1,...,n}, nous introduisons un nouveau
changement de variable: 1’éclatement.

5.3 Eclatements - Support des changements de dérivation
- Décalages

5.3.1 Eclatement

Définition 5.3.1 Soit un monéme m € R*G,.. On appelle éclatement par m le changement de
variable y = mz.

Ce changement d’inconnue va nous permettre d’effectuer les changements de dérivations
dans les cas problématiques ot v (d;) < (0,...,0) (changement de dérivation F (y,...,y™) =
Foy(y,...,Dpy)), ou bien k > 1 € {1,...,n} (changement de dérivation F (y,...,D}y) =
Fk,l (y,...,Djy)). Dans ces cas, les termes D'm et donc les polynomes différentiels ¢;; ont des
valuations négatives. Par ’éclatement on obtient une équation dont les coefficients ont des
valuations suffisament grandes de sorte que, en appliquant ensuite le changement de dérivation,
on obtienne une équation bien ordonnée.

Proposition 5.3.2 Soient Dy, | € {0,...,r} une des r+1 dérivations définies précédemment
et un monoéme m = Lt avec X = (0,... M\, ...,\), A > 0, pour un k > 1 (cela implique que
v (Dim) > (0,...,0) pour tout i € {0,...,}). Soit une équation bien ordonnée F (y, ... ,Dl'y) =
0. Par l’éclatement y = mz, on obtient une équation F( ,Dpz) =0) telle que:

1. Si Dy est la dérivation initiale Dy = d et si A > max{( ,0) ,—nv (dy)}, alors Iéquation
F =0 est bien ordonnée. Pour les autres dérivations, F' =0 est toujours bien ordonnée.

2. On note F (y,...,D'y) = Z cryDvet F(z,... .Dl'z) = Z ey Alors -

IeNn+l1 JeNn+1

v(ey) > min{v (er) + v (M) | Gy 4o gkt Ry <yt
Vp e {0,...,n} et |I| =|J| = |K]

3. yo € M7 avec v(yo) > v(m) est solution de F (y,...,Dj'y) = 0 si et seulement si
20 = % e M est solution de F(z,...,Di'z) = 0.

m A
4. Supp ¢; C Supp F + |JIN+ T, et Supp F' C Supp F + N+ 7.
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Démonstration.
1. L’éclatement par m s’écrit :

Y = mz
Dy = Dmz+mDz

Dry = " CiD'mDz
Le résultat découle donc des propositions 5.2.4 et 4.2.4.

2. Pour alléger les notations, on écrit D; = D. On considére un terme ¢é;2’) quelconque de
F (z,...,D"z). On raisonne par récurrence descendante sur p € {0,...,n} pour montrer que:
“pour qu'un terme c;y) de F (y,...,D™y) intervienne dans le calcul de é¢;2(7), il faut qu’on ait
Jp+ o+ jn <y + ..+ iy, pour tout p € {0,...,n}".

p =n: pour quun terme c;y) de F (y,...,D™y) intervienne dans le calcul de ¢;2¢) ) on doit

avoir j, < 1,. En effet, seuls les termes D"y peuvent fournir des termes D"z.

Récurrence : supposons la propriété vraie a un rang p € {1,...,n}. On se donne cly(l ) interve-
nant dans le calcul de ¢;2(/): on a Jpt -t Jn <ipt..+i,. Un terme Dr~1z provient de termes
D%y avec ¢ > p — 1. Or, on a déja (DPz)™...(D"z)’" qui provient de (DPy)”...(D"y)™.
Puisque j, + .. + jn < 4y + .. + iy, il reste au plus i, + .. + i, — (jp + .. + jn) puissances
de DP~'z pouvant provenir de ce terme, auxquelles peuvent s’ajouter au plus i, ; puissances
provenant de (Dpfly)ip_l. On a donc j,—1 < ip+ .. + 4y — (Jp + .. + Jn) + ip_1, C'est-a-dire
T T ol A N T o S . A

Pour conclure, il suffit de remarquer que, puisque tout DPy fournit des termes DP~*mD"z,
on peut faire le méme raisonnement avec les puissances ko, ...k, de m,... D" m: on montre
que “pour qu'un terme c;y") de F (y,...,D"y) intervienne dans le calcul de ¢;2(7) | il faut qu’on
ait k, + ..+ k, < i, + ..+, — (j, + ..+ ju)" De plus, il est clair que tout terme y!) fournit
des termes Cxm®) ) avec |K| = |J| = |I| et C; € N*.

3. La partie directe est immédiate. Pour la partie réciproque, il suffit de remarquer que le chan-

. . , . , Y -
gement d’inconnue inverse de 'éclatement y = mz est aussi un éclatement z = - = m™'y.
m

4. D’aprés ci-dessus, on a ¢; = ZC[ij(j) pour certains .J et ¢; avec |.J| = |J| = |I]. On
obtient le résultat d’apres le Lemme 4.2.12. O

Exemple 5.3.3 Pour illustrer le point 3 de la proposition précédente, nous pratiquons un
éclatement y = mz pour un monéme m € M7 dans une équation linéaire d’ordre 2:

F(y.y'y") = co+ cao0ny + 01,0 + 001y (5.3.1)
y = mz
L’éclatement par m s’écrit : y = m'z+mz

= m'z+2m'7 +mz2"
L’équation 5.3.1 devient :

Co + (C(l’(),o)m + 0(07170)771/ + 0(07071)771//) Z+ (6(0’170)771 + 20(07071)771/) Z/ + C(0,071)Z// =0
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ég = (O

On a donc: C100) = €00m+ co1,0m + coonm”
C0,1,0) = C0,1,0M + 2c,01)m
5(0,0,1) = €0,0,1)

v(C100) = min{v(cu,o0) +v(m), v(co10) +v(m'), v(coo)) +v(m")}
et donc: ¢ v(¢o1,0) = min{v(coa,0)) + v(m), v(coo)) +v(im')}
v(¢o01) = vlcoo)) +v(m)

Remarque 5.3.4 On remarque quun terme D%y fournit par éclatement un terme analogue D'z
plus des termes d’ordre de dérivation inférieur. Donc un terme c;y") de I'équation F(y, ...,D"y) =
0 fournit un terme analogue c;z") plus des termes b;2) avec |J| = |I| et ||J| < ||I||. pour
des termes c;y'!) avec |I] fixé et des coefficients ¢; de méme valuation, on obtient par la trans-
formation au moins un terme cIOz(IO) qui ne peut pas subir d’annulation: celui pour I le plus
petit pour 'ordre lexicographique.

On en déduit les transformations a effectuer pour pouvoir changer de dérivation dans les cas
ouv(dy) <(0,...,0) et k>1€{l,...,n} avec les conditions correspondantes sur la valuation
de Yo-

Proposition 5.3.5 On considere (1), : F(y,...,D{y) =0 et (1), : Fk,l (y,....D'y) =0
pour tous k,l € {0,... n} comme dans la Proposition 5.2.1. Alors:
1. Dans le cas ot Dy est la dérivation initiale Dy = d et v (dy) < (0,...,0), on considére
Yo € M7 avec v (yo) > —nv (dy). Alors F (y,....y™) = F(z,...2™) = F(z,...,Dpz) est
bien ordonnée, avec y = d;"z et F= Fo,z-
dy,

2. Dans le cas ou k > | > 1, on considére yo € M7 avec v (yy) > 2nv <3) Alors
!

A ~ d 2n
F(y,....D}y) = F(z,...,.D}z) = F(z,...,D'z) est bien ordonnée, avec y = (—k) z et

d;
F=Fy,.
Démonstration.

1. Par Iéclatement y = d; "z, d’aprés ii) de la proposition 4.1.3, un terme ¢;2) provient de
termes c;yD avec v (¢;) > min{v(c;) + v (M) | VI =0.n, ji4+ ...+ jo+ R+ ... <
i+ ...+ i, et |J| = |I| = |K|}. On remarque que ||K| + ||J]] < ||I]| . Or, d’aprés le Lemme
5.2.6, v ((df")(z)> > v (di™) +iv (di) = (i —n)v (di) pour tout i = 0..n. Donc v ((df”)(K)> >
1Ko (dr) = n|Klv(dy) = [[K|v (di) = nl]v(d1) |

D’aprés le Lemme 5.2.6, on a pour tout ¢ = 0..n, v (df”) > v (dy)+iv (dy). Quand on procéde

au changement de dérivation pour F, ona d’aprés la Proposition 5.2.1 et le Lemme 5.2.2, pour

tous i = l.n et j = 1.4, q;; (d;) = Z Q¥"d". Donc v ( }“M}”O) = |Iv(d;) +
TEN? [ I|=j,|[I]|=i—j

[ 1]|v (di) = jv (di) + (i — j) v (dy) = j (v(dy) — v (dr)) + iv (di) > iv (dy). Tout terme épz") de

F provient de termes é;2(") avec v (1) = ||J||v (d1) +v (¢5) et v (¢;) > min{v (¢;)+ || K|Jv (d1) —

nllfv (dy)} ou [|K|[ +[[J] < [[1]]. Donc v (¢r) = min{v (¢r) + (/]| + [ K]]) v (dv) = nlI]v (d)},

Il suffit alors de remarquer que —n|I|v (dy) > —||I]|v (d;) et on a bien v (¢;) > min{v (¢;)}.
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2. La preuve est identique a la précédente en remarquant que

(D“ ((2’;) )) > v (dczl) + 2nv (‘;’;) > (i—2n)v<3—;>
(2 (5)) 2o (@) o () = e (5)

(cf preuve du Lemme 5.2.6). O

et que

Remarque 5.3.6

1. Pour le premier cas, les conditions sur yo sont les mémes que, dans le Corollaire 4.2.7,
celles qui nous assurent qu’on peut effectivement substituer y, dans I’équation initiale (1)
F (y, e ,y(")) = 0. Cela correspond bien a I'hypothése du théoréme principal 5.1.2: v (y) >
max{(0,...,0), —nv(dy)}

2. Le changement d’équation décrit dans le deuxiéme cas correspond au passage de I'étude
de la partie yor de yo & yo; avec | < k. Puisque v (yo;) = (0,... 0, ... .pr) avec g > 0 et

d 2n
((z) ):zn.(o,...,o,ng'fg_Tﬁgl,...,f,gm_1_7,50,...,7,@—ﬂf”),onaurav i
l

d 2n
d;

2n
) z dans les cas que 'on

d
(0,...,0). On pourra donc en pratique faire I’éclatement y = (Ek
l

considérera.

Exemple 5.3.7 Dans le cas [ = 1 de notre Exemple 5.2.3 avec n = 3, on a |’éclatement

y=d;"z=12"2=2a52:

y = 6a°z+ a8
y" = 30xtz +122°2 —|— 282"
y" = 12023z + 902tz + 18252 + 282"
et le changement de dérivation :
7 = =Dz
—2 1
2 = —3D12 + —4D%Z
x
—6 1
2" = —Dlz + —5sz + —GD?Z
xt x x
On obtlent donc:
Yy = 6x°z+a*Dz
y' = 30x*z+882°Diz + a?Diz
y" = 1202z + 602°Dz — 122D?z + D3z

Avec les notations de la Proposition 5.3.5, on en déduit que Supp F C Supp F + N (0,1,0).
Dans la section suivante, nous déterminons dans les différents cas le support des nouvelles
équations obtenues par éclatement et changement de dérivation.

5.3.2 Support des changements de dérivation

Nous aurons besoin dans la preuve du théoréme principal de suivre 1’évolution du support
de I’équation au fur et & mesure des changements de dérivations. Montrons que:
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Proposition 5.3.8 1. Pour tous 1 < k <[, on considére comme dans l’énoncé du corollaire
5.2.7 le changement de dérivation F (y,...,.Dpy) = Fi;(y,...,Dl'y). Alors on a Supp Fy; C

Supp F + T4,
2. Pour tous k > 1 > 1, on considére comme dans ’énoncé de la Proposition 5.3.5 le
changement de dérivation avec éclatement F (y,...,D{y) = F(z,...,Dpz) = F(z,...,D'z)

d 5
(on rappelle que y = m™2"z ot m = d—l) Alors on a Supp F C Supp F+ 7T,
k

Démonstration.

d d
1. On applique le résultat du Lemme 4.2.12 & d—l (on rappelle que v (d—l) > (0,...,0) d’aprés
k k
I'hypotheése (H),) de 4.1.15

2. On considére comme dans le Lemme 5.2.2, pour tous ¢ € {1,...,n} et j € {1,...,i}, ¢j; =
ZQ”) (D€ M, ot la somme est prise sur les I € N! avec |I| = j et ||I|| = i — j. Nous
allons déterminer Supp g¢;;. Pour cela, montrons que:

Lemme 5.3.9 Pour tout h € {1,...,i — 1}, on a Uinclusion

Supp Di'm C U Supp (mfl)u)’“ + (|J|+1)v(m)

ot l'union est prise sur les multi-indices J = (jo, . ..,jn) € N1 avec jo =0 et ||J| = h.
Démonstration. )
d _ di d; 9 1
h=1: Dym = Dy— = — | Dy— =-m"D
Récurrence : on considére pour J = (Jo, . . .,jn) € N1 avec jo =0 et || J|| = h:
Dy (m—l)(J)k m'JHl} — ml/D, (m—l)(f)k + (m—l)(J)k (IJ] + 1) m! Dym
Zm\IHle (mfl)(l)’“ . (m71)(J+(1707---70))k (1] + 1) m) /12
otl la somme est prise sur les I € N**2 avec ig =0, |I| = |J| et ||I|| = h + 1. O

Lemme 5.3.10 Pour tout h € {1,...,i— 1}, on a l'inclusion

Dyt \ ™ DiF1, 0\ "
Supp D} (m™") € | Supp (t—) ( i ) +(2h—1)u(m)

k
ot l'union est prise sur les multi-indices I = (ig, .. .,iny1) € N2 qvec ig = 0 et ||| = 2h.
Démonstration. )
dp d Dit Dt Dyt
hlek( ) Dk—kN—lDl lk =m lk— [k
di dy e bk bk
Récurrence : on considere pour I = (i, . . . ,ins1) € N*"? avec ip = 0 et [[I]| = h +1:

Dot \ 1 Dty Dt \ 1 Dty th1
Dy m2h—1 [k l k :(2h+1)m2h—2 1Yk l k
173 123 t te
Dem 4 i, | (Pt (DB
[ [




D?ty,

Dltk

Or, Dym = —m?Dym=t ~ —m? (
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cooh 1}

(
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2
) ) et pour tout j € {1,

. [ . ti—1 .
Dit\’ Dit,\’ Dit
D, 1Yk _ ij 1Yk D, 1Yk
2% 2% (7%
i \ 9N [ it j
— Dl [ Dl tr B Dl trDity.
T\t th t2
T 7\ i
_ (Pt " DIy, _ Dty [ Dity ’
J Ifk tk J tk tk
AN N
. Dity [ Dity DMy, Dty (Dt
Ttk 7% k Ttk 7%
d Dyt
puisque m~! = b 2R [
dl tr

On en déduit que, pour tout h € {1,...,0 — 1},
Supp Dim CUT + (j1+ -+ (2h — 1) jn) v (m) + (]J]| + 1) v (m) ot 'union est prise sur les
multi-indices J = (jo,...,jn) € Nt avec jo = 0 et ||J|| = h. Donc j; + -+ + (2h — 1) jj =
2||J|| = |J| et donc (j1 + -4+ (2h — 1) ju)v (m) + (|J| + 1) v (m) = 2h + 1.

Or, puisque pour tous i € {1,...,n} et j € {1,...,i}, ¢j; = Zng’i)mm avec I € N7,
|I| =j et ||I|| =i—j, on a donc:
Supp ¢;; CT +UGio+3i1+ -+ (2(i— 1)+ 1)i;—1) v (m) ou I'union est prise sur les I € N’
avec [I| =jet ||I|| =i —j. Deplusig+3iy +---+ 2@ —1)+ 1),y =2||I|| + |[I| =2i—j et
donc i <2 —j5 <21 —1.

h
h . .
Or par léclatement y = m=2"z, on a Dy = E (2) DZ‘lm_Q”D}gz. On montre comme
=0
dans le lemme précédent que:

Lemme 5.3.11 Pour tout h € {1,...,n}, on a linclusion

ing1) € N2 guec ig = 0 et ||I]| = 2h.

Dyt

k

179

ih+l
Supp DZ (m—2n) C U Supp ( ) + (2h —2n)v (m)

ot l"union est prise sur les multi-indices I = (ig, . .

On obtient donc que Supp DI 'm =" C T, + (2 (h — i) — 2n) v (m) pour tout h € {1,... n}
et tout i € {0,...,h}. En facteur de D}z, on a donc m?*=9=2" multiplié¢ par des éléments dont
le support est dans 7;. Par changement de dérivation, on obtient de plus en facteur un coefficient
;i consistant en des termes avec m a une puissance inférieure a 2¢ — 1 et des éléments dont
le support est aussi dans 7;. Par conséquent, on obtient un coefficient avec m a la puissance

J
k) avec j > 1, et des termes de valuation dans

!
Dty
te

d
2h —2n — 1 < 0, c’est-a-dire un coefficient <

OJ

7,. 11 suffit alors de remarquer & nouveau que Supp Ek ~ Supp
!
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Exemple 5.3.12 Pour illustrer notre propos, nous traitons le cas [ = 2, k = 3 de notre exemple.

d ~1 d 1 d —1)!
Ona — = ———— Donc D3 (—2> = ———— et pour tout h > 1, DQ <—2) = % de
dz3  log™" (x) ds log™ () ds log™ ()
support (0,0, — 1).
Or, pour tout h > 1, Db (%) = —log ' (z) = % de support (0,0,1). Donc, avec les nota-
2 2

tions du Lemme 5.3.9, on a Supp (m_l)w’c = —|Jv(m) =1J|(0,0,1) et donc Supp (m_l)(J)’“+
(|J] + 1) v (m) =v(m) = (0,0, — 1). On a bien Supp Dpm C (0,0, — 1).
— /
Dyt (—log™" (x))

Dit : }
De plus, =z. — = —log~! (z) = t3 et pour tout j > 1, =22 = (=1)’ jllog ™ (z) =
t3 — lOg (Z’) t3

i . . Doty \" Dit'ty e

j't} de support (0,0,5). On a avec les notations du Lemme 5.3.10 Supp . e . =
3 3

II7] (0,0,1) = —2hv (m) et donc on a bien:

Supp D4 (m~') = (0,0,1) C —2hv (m) + (2h — 1) v (m) = —v (m) = (0,0,1)

D’autre part, D3 (m=>") = Dj (log™*" (z)) = (2n)log™*" (z) et pour tout h € {1,...,n}
DI (m=2") = (2n)"log™" () de support 2n (0,0,1). Avec les notations du lemme 5.3.11, on
Dit\" DIty " "
a Supp (?) ( 0 ) = |||/ (0,0,1) = —2hv(m) et donc Supp Dy (m~*") =
2n.(0,0,1) € —2hv (m) + (2h — 2n) v (m) = —2nv (m) = 2n (0,0,1).
En conclusion, on montre comme dans I'Exemple 5.3.7 que Supp ' C N 0,0,n+1)4---+
N (0,0,2n), et on a donc bien Supp F' C Supp F+7; puisque 75 = N (0,1,0)+N(0,0,2)+N(0,0,3).

En ce qui concerne la dérivation initiale d = Dy, on montre la proposition suivante que nous
utiliserons a plusieurs reprise dans la preuve du théoréme principal.

Proposition 5.3.13 Pour toutl € {1,...,r}, on considére :

1. siv(dy) > (0,...,0), F (y, . ,y(”)) = Fou(y,...,.D}y) (cf Corollaire 5.2.7). Alors on a
Supp Fo; C Supp F + T, + No (dy)

2. siv(d) < (0,...,0): F(y,....y™) = F (z,...,2™) = F(z,...,.D'z) avecy = di"z (cf
proposition5.3.5). Alors on a Supp F C Supp F + T, — Nv (dy)

Démonstration.
1. Montrons que:

Lemme 5.3.14 Pour tout h € {0,...,n}, Supp dl(h) Co(d)+hv(d)+ T,

Démonstration. Le cas h = 0 est trivial.
On se donne 3 = (f4,...,5,) € Supp dl(h) et on suppose que 3 = v (d;) + hv (dy) + 0 avec
0 € 7,. Donc:

(7)) = (Bt +- -+ BT
1 Ly

Dyt Dht,
— 84, <ﬁ1 t11+,..+5rt;)
1 T
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d d
Il suffit de remarquer que v (d;) + hv(dy) = v (d—l> + (h+1)v(dy) et que v <d—l) =
1 1
D
v ( 1251) e 7.
2]
2. On montre comme dans le lemme précédent que:
Lemme 5.3.15 Pour tout h € {0,...,n}, Supp (dl_”)(h) Ch—n)v(d)+T

Donc, comme dans la preuve de la proposition précédente, on obtient que Supp (dl_”)(h_i)

C 7T+ (h—i—n)v(dy) pour tout o € {1,...,n} et tout i € {0,...,h}. En facteur de 2,
on a donc di"i’" multiplié par des éléments dont le support est dans 7;. Par changement de
dérivation, on obtient de plus en facteur de Dlj z un coefficient ¢;;, j < 4, consistant en des
termes avec d; a la puissance i — j, d; a la puissance j (cf lemme 5.2.2) et des éléments dont
le support est aussi dans 7;. Par conséquent, on obtient un coefficient avec d; a la puissance

d J
h—j—n—1 < 0et d; ala puissance j, c’est-a-dire un coefficient (d—l) avec j > 1, d" ™1 et des
1

d

termes de valuation dans 7;. Il suffit alors de remarquer a nouveau que v (d—l> =0 (%“) e 7.
1

O

Avant de passer a la preuve du lemme principal 6.3.1 proprement dite, nous introduisons un
autre changement d’inconnu que nous nommons translation : nous aurons besoin de “translater”
I’équation le long de la multisérie 1, associée, c’est-a-dire d’effectuer un changement de variable
du type y = y; + ps ou S segment initial de Supp yo.

5.3.3 Translation

Définition 5.3.16 Soit une équation F (y,...,.Dyy) = 0 ou k € {0,...r}. Soit une multi-
série a € M. On appelle translation de a le changement de variable y = a + y;. On note
Fsupp o (Y1, -, Diy1) = F(a+y1,...,Da+ Diy) = 0 Uégquation translatée.

La proposition suivante donne les propriétés qui nous serons utiles dans la preuve du théo-
réme principal.

Proposition 5.3.17 Soient une équation F (y,...,D}y) =0 ouk € {0,...7} et une multisérie
a€ M:.

1. Si F est bien ordonnée et v (D'a) > (0,...,0) pour tout i € {0,...,n}, alors Fsuy, o Uest
ausst.

2. Sik#0 etae My, alors Supp (Fsupy o) € Supp F + (Supp a) + Ty

Démonstration. Le changement de variable s’écrit :

Y = y+ta
Dy = Dy, + Da

D'y = D"y + D"a

D’aprés la formule de Taylor, on a:
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F,(y1,....D}yn) = F(y1+a,...,D"y; + D"a)

1 I
=Y g

IeNntl

De plus fﬁ” = F9 (a,...,D"a) € M, et d’aprés la Proposition 4.2.11, on a pour tout I € N"*!:
Supp fé” C Supp F 4 (Supp a) + 7T

Puisque Supp F') C Supp F pour tout € N**! on a: Supp fél) C Supp F+(Supp a)+7T
et donc Supp Y ¢ Supp F' + (Supp a) + 7 qui est un ensemble bien ordonné.

Le deuxiéme point est une conséquence directe du lemme 4.2.12. O

1
— ¢
’I!f“ '

Remarque 5.3.18 Les coefficients de ’équation translatée sont pour tout I € N**!

Nous pouvons maintenant passer a la démonstration du théoréme principal 5.1.2. Comme
nous I’avons annoncé précédemment, nous commencerons par démontrer un résultat (Théoréme
6.1.1) pour une partie initiale du type yo, de yo. Nous obtiendrons en corollaire le théoréme
général pour les corps de rang 1, (c’est-a-dire pour le cas r = 1: Corollaire 6.4.1).

Le chapitre suivant sera consacré a prouver un théoréme pour une partie initiale générale
du type yox pour k € {1,...,r} quelconque (Théoréme 7.1.1). C’est ce résultat qui permettra
d’analyser une multisérie générale vy, selon la décomposition: yo = yo, + Yo,r—1 + .. + Yo.1-
Nous pourrons alors démontrer le théoréme principal 5.1.2. Nous concluerons ce chapitre par
un corollaire concernant les équations réticulées (c’est-a-dire a support inclus dans un réseau).
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Chapitre 6

Preuve du théoréme principal: Cas d’un
corps de rang 1

6.1 Introduction

Dans ce chapitre nous démontrons le résultat suivant :

Théoréme 6.1.1 Soit une équation bien ordonnée

F(y,...,.Dly) = Z cryDr =0 (6.1.1)

IeNn+1
avec F (Yy,...,Y,) € M, [[Yo,...,Y,]| dordre de Weierstrass w € N*. Soit une multisérie
Yo = Yor + ...+ Yo1 € M avec une partie initiale non nulle yo, = Z M, " e M:T. Alors

H7~>0
il existe un sous-ensemble bien ordonné R, de R;(o,...,o) obtenu a partir de supp F' et T, par un

nombre fini de transformations élémentaires (cf Définition 5.1.1) tel qu’on a deuz cas:

- soil supp Yo, C Ry

- soit il existe un segment initial propre Sy de supp Yo, de successeur a9 tel que Sy C R,
et, pour tout S successeur de Sy, on a Us,us = Useuia@}- On dit qu'on a stabilisation de la
valuation vg et, dans ce cas, yo ne peut pas étre solution de 6.1.1.

Ce résultat constitue 1’étape initiale de la récurrence que nous faisons sur le nombre de
générateurs tq, . ...t impliqués dans I’écriture de la partie initiale de la multisérie yo condidérée.
Afin de le démontrer, nous commencons par plusieurs définitions et résultats que nous utiliserons
aussi dans le chapitre suivant (ot nous démontrons la récurrence et le théoréme principal).

Comme dans la preuve des Théorémes 1.2.1 et 2.1.12, nous introduisons une notion d’ordre

de Weierstrass. On considére D une des n + 1 dérivations définies précédemment.

Définition 6.1.2 Soit F (Yy,...,Y,) € M, [[Yo,...,Y,]] et Uéquation différentielle associée

F(y,...,.D") = Z ey’ =0 (6.1.2)

IeNn+l

On dit que cette équation est d’ordre de Weierstrass w € N si et seulement si :

1. pour tout I € N"* v (c;) > (0,...,0),
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(0,...,0)

2. il existe Iy avec |Io| = w tel que v (cy, (z)) =
3. pour tout I avec |J| < w , v(er) > (0,...,0).

Proposition 6.1.3 Toute équation bien ordonnée admet un ordre w € N au sens de Weiers-
trass .

Démonstration. Puisque supp F est bien ordonné, on divise 1’équation par ¢™n(surp F) O

Remarque 6.1.4 Nous excluons le cas ott w = 0. En effet, dans ce cas la valuation est stabilisée
quelle que soit la multisérie considérée: v (F' (yo,...,D"y)) = (0,...,0) pour tout yo € M7
avec v (D'yy) > (0,...,0) pour tout i € {1,...,n} (cf la formule de Taylor).

Notre démonstration du Théoréeme 6.1.1 suit en partie le plan que celles des Théorémes 1.2.1
et 2.1.12. Nous évaluons 1’équation en des parties initiales d’une multisérie gy, correspondant
a des segments initiaux propres de plus en plus longs de Supp yo. Mais a la différence des
preuves des chapitres 1 et 2, au lieu de raisonner par l’absurde, nous démontrons la dichotomie
de I’énoncé du Théoréme 6.1.1. Le but est d’expliciter les sous-ensembles bien ordonnés de
Rg(o,...,o) auxquels appartiennent les exposants de la partie initiale de 3y dans le cas ou celle-ci
est solution.

Nous commencons par quelques résultats préliminaires donnant notamment des conditions
élémentaires de stabilisation de la valuation de I’équation évaluée en des parties initiales de .

6.2 Résultats préliminaires

Nous consacrons cette section a deux résultats que nous appliquerons a plusieurs reprises
dans ce chapitre et le suivant. Le premier donne deux conditions de stabilisation de la valuation
vg. 11 généralise les Lemmes 1.2.3 et 2.2.3.

Soit un entier k£ € {1,...,r}. On considére une équation bien ordonnée
F(y,...,.Dly) = Z cryPr =0 (6.2.1)
ITeNn+l

avec F' (Yp,...,Y,) € M, [[Yo,...,Yn]] et une multisérie yo = yor + ...+ Yo1 € M avec une
partie initiale non nulle yg ; = Z Mt e Mfk
pe{0}r—1 xR xR"

Lemme 6.2.1 Supposons qu’il existe une constante ¢ € RY $(0,...0) €t un segment watial propre
So de Supp yox tels que, pour tout segment successeur S de Sy admettant un élément successeur
dans Supp Yo noté [i:

i) On peut écrire fs,usuia = fsous + tFbsyusuiar avec 'U(bgouSU{#}) (0,...,0). S"il existe
un segment successeur Sy de Sy, d’élément successeur 'Y dans Supp yor, tel que )+ e >
Us,usy s alors les vg,us,us se stabilisent a vsyus, avec Vsyus,us = Vsous, < ,u( )+ ¢ < i+ c pour
tout segment S successeur de Sy dans Supp yo.

i) On peut écrire fsyusugay = fsous +tﬂ+cusousu{ﬁ} avec v(usyusugay) = (0,...,0) sauf pour
p €lément d’un sous-ensemble propre E de Supp yor pour lesquel on a fs,usugsy = fsous +
tF*bg,usugay avee v(bsyusugay) = (0,...,0). On a deux cas :

62



- Soit pour tout segment successeur S de Sy, d’élément successeur fi dans Supp Yo, on a
fL+c=uvs,us ou 1 € I

- Soit il existe un segment successeur Sy de Sy, d’élément successeur 'Y dans Supp Yo,k AVEC
A ¢ L, .. ) et tel que iV + ¢ # vs,us,, alors les vs,us,us se stabilisent & Vsousiu{aM}
AVEC Vsaus1US = Vgous,ufa} < [L(l) + ¢ < [t + ¢ pour tout segment S successeur de Sy U {ﬁ(l)}
dans Supp yo. De plus, pour tout segment successeur S de Sy avec S C S1, on a fi + ¢ = vs,us
ou fi € E (on note i I’élément successeur de S dans Supp yo ).

Démonstration.

i) On raisonne par récurrence transfinie sur ’ensemble bien ordonné Supp yo\(So U S1)
(cf Annexe A). Etant donné un segment initial propre S C Supp 4o\ (So U S1) (qui est donc
un segment successeur de (Sp U Sy) dans Supp yp), on note i son élément successeur. On
SUppose que Usyus,us = Usous; €t que usyus, < g+ ¢ < i+c Oron a fsousiusu{a} =
Fsousius + 4 bgus,usugay avee v(bs,usiusuay) = (0,...,0). D’aprés I'inégalité triangulaire
ultramétrique, on a donc vs,us,usuga; = min{vs,us,us; it + ¢} = Vgus,us = Usyus, - De plus, si
on note fi’ le successeur de S U {ji}, on a i’ > fi et donc i’ + ¢ > fi +c > M + ¢ > vg,us, -

i1) La dichotomie du point i) est une conséquence immédiate de 'inégalité triangulaire
ultramétrique appliquée a I'expression de fs,usugsy- Dans le deuxiéme cas de 'énoncé du point
ii) (le cas ot on a iY) + ¢ # vg,us, et i) ¢ E), on se raméne au cas précédent en remarquant
quon a vg, g ugamy = min{vs,us,, A + ¢} < fi + ¢ pour i élément successeur de i) (on
applique I'inégalité triangulaire ultramétrique a I'expression de fg, g, ¢a03)- 0

Le deuxiéme résultat concerne les conditions d’annulation des termes dominants quand on
évalue I'équation 6.2.1 en une partie initiale pg d'une multisérie yo = yox + ... + yo1 € M .
On généralise la Définition 2.2.5 et le Lemme 2.2.6.

Etant données I’équation 6.2.1 et une série généralisée yo € M de partie initiale non nulle

Yoo = Z Mt e Mfk, , nous supposons qu’il existe un multi-indice J € N**! de
pe{0}r—I xR xR"

longueur 1, un segment initial S; de Supp o et une constante v(@) > (0,...,0) tels que, pour

tout segment successeur S de S; d’élément successeur noté fi, on a les hypothéses suivantes (vg
désigne v(F(0,...,0))):

J J
UL(%ZJS = vgo) =9 (6.2.2)
V@ = min{oy) s | 1] =1} (6.2.3)
v + i < min{ol) + 4| 1] > 2} (6.2.4)

Notation 6.2.2 On note alors:

- A 'ensemble des multi-indices de longueur 1 vérifiant ces propriétés
- C’éi)x”(m le terme dominant de fé‘j) (2,0,...,0)

- 77 la position de 1 dans J = (0, ...,0,1,0,...,0)

-So=J S,

JeA
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Définition 6.2.3 Le polynéme annulateur associé a 1’'équation 6.2.1 et & la multisérie yo (sous
les hypotheses 6.2.2, 6.2.3, 6.2.4) est :

T (X) =Y C§(X)

JeA

Lemme 6.2.4 Pour tout segment successeurs S de Sy, on a wsyus (X) = mg, (X) = Z C’é‘j) (X)?”
JeA

Démonstration. En appliquant la formule de Taylor pour f) avec I € A, on obtient pour
tout segment successeur S de Sy, avec ji; I’élément succeseur de St :

I+J i
fSuS, st + E Mg, 1" usus,

|J|>1
avec v(fSUSI) = vgﬂsl = v = v (f(l)) (Hypothése 6.2.2) et v(usus,) = (0,...,0).
D’aprés 'Hypotheése 6.2.4, on a donc
fSuSI ~ fSJ
et donc CSUSI = Cg) pour tout segment successeur S de Sy. OJ

Remarque 6.2.5

1) Le polynoéme annulateur étant de degré inférieur ou égal a n, il a au plus n racines
positives qu’on note {p1,...,pm} avec m < n.

2) Dans le cas ou F est d’ordre de Weierstrass égal a 1, il existe des multi-indices I tels que
I =1et v(cr) =(0,...,0). On note A 'ensemble de ces multi-indices, et on a les hypothéses
6.2.2, 6.2.3 et 6.2.4 avec v(©) = (0,...,0) et Sy = () = S; pour tout I € A. On a alors:

WSO(X) = Zf(J)

JeA

6.3 Démonstration du Théoréme 6.1.1

Soit une équation 6.1.1: F' (y,...,Dly) = Z cryDr = 0 d’ordre de Weierstrass w > 1 et
IeNntl
une multisérie yo = Yo, +...+yo1 € M, avec une partie initiale non nulle yq, = Z M, th e
,Uf'r>0
MZT. Le Théoréme 6.1.1 résulte du lemme suivant, qui généralise les Lemmes 1.2.4 et 2.2.8:

Lemme 6.3.1 Posons v™) = (0,...,0) et Ry, = Supp F. Pour tout | € {0,...w —1}. On a
deuz cas:
- Soit pour tout | € {0,...,w — 1}, il existe un segment initial propre S; de Supp Yo, un

multi-indice I; € N+ de longueur |I| = 1 et une constante vV > (0,...,0) tels que, pour tout
segment successeur S de S; dans Supp yo d’élément successeur fi, on a:
i) v =y

i) vl < v 4 f.

64



iii) v = min{vl)g | I € N1 |I| =1}

De plus, il existe des réels strictement positifs {yfl), .. I/ml} avec 0 < my < n+1 tels que,

si on pose R; = (Rl+1 + 7, + <(O, . ,0,1/}”); <5 (0, ... ,0,V7(n)1)> — v(lH)) 0..0) onaS; CR.
>(0,...0

- Soit il eziste ly € {0, ..., w—1} tel que pour tout l € {ly+1,.. — 1} on a les propriétés

du point précédent et il existe des réels strictement positifs {VYO), : V,%? } avec 0 < my, < n tels

que, si on pose Ry, = <R10+1 +7, + <(O .0 uflO)), -5(0,. .. ,O,ug?))> — v(l+1)> 0..0) on a
>(0,...

0

Supp yo,r € Ry, -

Démonstration. Nous procédons par récurrence descendante sur /.

a) Sil =w—1, on a v = ™ = (0,...,0). On note A l'ensemble des multi-indices
I € N*™! de longueur w tels que v(c;) = (0,...,0). Il existe un multi-indice I de longueur
w — 1 tel que FY) est d’ordre 1. On note A,,_; I'ensemble de ces multi-indices et, pour tout
I € A,_1, A; Pensemble des multi-indices J avec |J| = 1 tels que (I + J) € A. On désigne
par {pgl), e ,p%}} I'ensemble des racines positives du polynéme annulateur associé a I (cf
Remarque 6.2.5). D’aprés la formule de Taylor, on a pour tout segment initial propre S de
Supp yo, d’élément successeur i = (0,...,0,4,) , pour tout segment successeur Sde S:

I I . s
féJg = fé )¢ <7TI (fur) + bsus) Mttt avec v (bgL)Jg) > (0,...,0)

On applique alors le point i) du Lemme 6.2.1 et on a deux cas:

- Soit pour tout segment initial propre S de Supp yo, d’élément successeur fi, on a i = U(SI) ou

fr € {p(I) o ,p%%} Montrons par récurrence transfinie (cf Théoréme A.0.8) sur I'ensemble bien

ordonné Supp yo, que Supp yo, € Ry = (Supp F) + 7, + <(0, 000, ,0,p§53)>

On se donne un segment initial propre S de Supp yp, d’élément successeur ji. Supposons
que S € R; = Supp FU —I—T+<( Opgl));---,(() 0,07(711)> Onau—vg)ouue

{(0,... ,O,pgl)), (0. pm,)} D’apres la Proposmon 4.2.11, Supp fs) C Supp FU) +7, +
(S) C R, puisque Supp F ) C Supp F. Donc ji = Us €ER;.
On obtient ainsi le deuxiéme cas du lemme avec [j = w — 1

- Soit il existe un segment initial propre Sr de Supp yp, d’élément successeur ol =
(D)

(0...,0,ii") tel que D) U([ et i ¢ {p\", ... pY. On a stabilisation de US) & Vg eamy-

On note 91) cette valuation stabilisée et on a 90 < i) < fi pour tout ji > !,

Supposons que pour tous les multi-indices de A4, _; on a le deuxiéme cas de la dichotomie

précédente. On pose S!,_| = U Sr, fil,_, son élément successeur et S, = S, _; U{f,_,}.
[EAw 1

On note vg{u)_l = min{vgj_l | I € A,_1} qui est bien une valuation stabilisée vé{u)_l =4, On
a ) < fi,,_, et donc, si on note fi,,—1 I’élément successeur de S,,—1, on a oI < fhw—1- De plus,
on montre comme pour le premier cas de la dichotomie précédente par récurrence transfinie sur
Sw—l que Sw—l - Rw—l - Supp F(Il) + 7;" + <(07 s 707pgl ))7 Ty (07 S 707p7(711)/> Mw 1>

Pour tout multi-indice I de longueur |I| = w — 1 avec I ¢ A,_;, d’aprés la formule de
Taylor, pour tout segment successeur S de S, _; on a:

é‘i)_lus = f(I) +b s usMa,_ 1"t avec v (b( 1U3> > (0,...,0)
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On a alors deux cas:
- Soit vgz_l < [iy—1. D’aprés 'inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc Ugw)_lus =

véi)_l. On note ) cette valuation stabilisée et on a 9D < fi,,_; < fi pour tout fi > fiy_1.

- Soit vé{j_l > [i,—1. D’aprés 'inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc vgu?_lus >
/lwfl > @(I,).

On pose donc v~ = min{vg{j_l | I € N+ |I| = w — 1} et on a bien v~ = vé{i“_‘l)
pour un certain /,,_; de longueur w — 1 (il peut s’agir d’'un multi-indice qui n’est pas élément
de A,_1). On obtient le premier cas de I’énoncé du lemme pour [ = w — 1.

b) Soit [ € {0,...,w — 2} et supposons qu’on a le premier cas du lemme prouvé pour les
éléments de {I 4+ 1,...,w — 1}. D’aprés 'hypothése de récurrence, il existe un segment initial
w—1
propre S = U Sy tel que, pour tout segment successeur S de S, de successeur fi, on a:
p=l+1

v <o) L oi< < (w—1)p
et v+ = min{vgil | I e N |I| =1+ 1} = min{vg) | I € N*T1 || = [+ 1}. De plus,

Sl C R, pour un certain entier p > [ + 1.

On note A; 'ensemble des multi-indices I de longueur [ tels qu’il existe un multi-indice J de
longueur 1 avec vé”‘]) = ¢ On définit donc pour tout I € A; le polynéme annulateur associé
l
(cf Définition 6.2.3) et on note {pg), o ,pgg} I’ensemble de ses racines strictement positives.
D’aprés la formule de Taylor, on a pour tout segment successeur S de S; d’élément successeur

a=(0,...,0,i,):

(1) _ D ~ () oD (1)
fS‘lUSu{ﬂ} = fSluS + (m (i) + bS,uS) Mt avec v <bSuS> > (0,...,0)
On applique alors le point i) du Lemme 6.2.1 et on a alors deux cas:
- Soit pour tout segment successeur S de .S; dans Supp yo,, d’élément successeur ji, on
a i+ v =g ou fi, € {pgl), e ,p%} . On en déduit comme ci-dessus par une récurrence
transfinie immédiate sur I’ensemble bien ordonné Supp yo,-\S; & I'aide de la Proposition 4.2.11

que Supp yg7r\gl + o@D C Supp FUO 4+ 7, + <(0, . ,O,pg)); —5(0,. .. ,0,p§2)>. Donc on a
Supp 4o, \S € Ry = (SUPp FO 4+ T, + <(0, 0080, ,0,p5ﬂ)> - v(’“))>(0 o

donc Supp yo, € Rr + Rp. Clest le deuxiéme cas du lemme avec ly = [ puisque Supp F' () C
Supp F. A
- Soit il existe un segment initial propre de S; 2 S; de Supp o, d’élément successeur iy tel

que jiy + v £ ng) et fir ¢ {p\”, ... p}. On a stabilisation de vg) A Ué?u{ﬁ;}' On note 57
cette valuation stabilisée et on a o) < [y < i pour tout i > fis.

Supposons que pour tous les multi-indices de A; on a le premier cas de la dichotomie
précédente. On pose S) = U Sr, iy son élément successeur et S; = S; U {f;}. On note vg/) =

IeA

min{v(sjl) | I € A;} qui est bien une valuation stabilisée U(SIZI) =9, On a o) < jif et donc,
si on note fi; I'élément successeur de S;, on a o) < [i;. De plus, on montre comme pour le
premier cas de la dichotomie précédente par récurrence transfinie sur S; que S; € Rp + R,.
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Pour tout multi-indice I de longueur |I| =1 avec I ¢ A;, d’aprés la formule de Taylor, pour
tout segment successeur S de S; on a:

fg&s = fé(wll) + ngLSMmtﬁl*”(lH) avec v <b(sll)us) > (0,...,0)

On a alors deux cas:

- Soit vg) < 4o D’aprés I'inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc Ufsll)us = vg).
On note 9D cette valuation stabilisée et on a o0 < ji; + v < i+ 0D pour tout it > fi.

- Soit Ug) > [y + v D’aprés l'inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc Ugbs >
fiy 4+ oD > 50,

On pose donc v = min{vg) | I € N1 |I| =1} et on a bien vV = vgl) pour un certain I,
de longueur [ (il peut s’agir d’un multi-indice qui n’est pas élément de A4;), et on obtient bien
le premier cas de I’énoncé du lemme pour le rang [. [

On en déduit la démonstration du Théoréme 6.1.1 :

Démonstration. On considére une équation bien ordonnée 6.1.1: F' (y,...,Dl'y) = Z cryDr =
IeNn+1

0 avec F (Yp,....Y,) € M, [[Yo,...,Y,]] dordre de Weierstrass w € N*| et une multisérie

Yo = Yor + ...+ Yo1 € M avec une partie initiale non nulle yq, = Z M, " e /\/l:r. Nous

Nr>0
pouvons appliquer le lemme précédent, et on a deux cas:

- Soit Supp o, C Ry, pour un Iy € {0,...,w — 1}. Il suffit alors de remarquer que R;, est
bien obtenu & partir de Supp F' et 7, a ’aide d’un nombre fini de transformations élémentaires,
et on obtient le premier cas du Théoréeme 6.1.1.

- Soit dans le premier cas du lemme précédent, on a pour [ = 0 stabilisation de la valuation
vg a vg, pour Sy segment initial propre de Supp yo,. De plus Sy C Ry. Montrons que yy ne
peut alors étre solution de ’équation 6.1.1. On note 9y = yo — ps,, o ’élément successeur de
So (qui est donc égal a la valuation de ¢) et on applique la formule de Taylor :

f@Wo, .. .DlMyo) = fso + Mz t™bg,
avec v (?)50) > (0,...,0). Puisque v (fs,) = vg, = v¥ < fip on a donc:

»(©

f(o,....Dryg) = t" UF#0 avec v(U)=(0,...,0)

O

Exemple 6.3.2 Afin d’illustrer lzz démonstration, nous traitons I’équation d’ordre 1 suivante
(1) : (I—ts)y— Dy — > t5" =0
k>1
avec t3 = —log™!(x) et D3y = —xlog(z)y’ comme précédemment.
On considére une multisérie yy = Z M,t5 et on remarque que pour tout x4 € RY, on a
uGRi
(1 - tB) Mutg — D (Mutg) = Mu (1 - M) tg + MutéﬂL-
Le polynéme annulateur associé a (1) est 7 (u) = 1 — p de racine p = 1.

67



Pour tout segment initial de supp yo, on a stabilisation de la valuation vg associée a (1) sauf

sion a yy = Z(k + 1)25’“rl + g0 avec v(gp) > 1. On note pg, = Z(k‘ + 1)15’“r1 et on a alors:
k>1 k>1

1+-5
(Dso © I—ts)y—Dsy— Y _ (k+1)t; “ =0
k>1

Si on note 19 le successeur de Sy dans supp yo, on a deux cas possibles (pour lesquels on n’a
pas stabilisation de la valuation associée): i(® = p=1oug® =1+ = = 3 Dans le premier
cas, le coefficient M; est un réel non nul quelconque. On peut considérer que le deuxiéme cas
correspond & M; = 0. On obtient ainsi les parties initiales des différentes branches solutions de

_k

I’équation (1): ps, = Zl{: > 1(k + 1)t5" + Mits.

On COHSldere donc I'équation :

(s, © (1—ts)y—Dsy— Y (k+ 1)t

k>1

avec une multisérie y; o = Z M, t5. Pour tout segment initial de supp y1,0, on a stabilisation de
u>0

1+k+l

=0

, o , —(k+1)% 1445
la valuation vg associée a (1)g, sauf si on a y; 9 = Z —_—1, + Y0 avec v(ya0) > 2.
k>1

—(k+1)?
On notep5222k21%

kE+1)? o4k
(1)SIU52 : (1 — tg)y — D3y — Z %% T _
k>1
On montre par récurrence que toute solution yo de (1) s’écrit :

+)l+1 Z+L
= STk DT 4+ Myt £ avee M, € R.
Yo ;(Jr) + 13+;;k2k+1 N

)

; k> 1} +N(0,0,1) C supp F + T3 (cf Exemple 4.2.13)

Iy . ) :
ty "*' et on obtient une nouvelle équation :

k
On a ici = {(0,0,——
n a 1C1 supp Yo {( 5 7]47 1)

Exemple 6.3.3 Nous considérons I'équation d’ordre de Weierstrass 2:

(1) : F(y,Dsy) ——Q—sty (Zt‘““) (Z(l{:—kl)t?’jil) Dgy—zz(lk_l)t;%ﬂ%

E>1 k>1 >1 k>l

k
2+ Y (dk+3)t, T =0
k>1
On a les équations dérivées partielles de (1):
FUO(yDyy) = y— Dy — S 157 =
k>1
FOU(y.Dyy) = —y+ 3 (k+ D =0

k>1
On considére une multisérie yy = g M, t5. Pour tout segment initial de supp yo, on a
uERi

ke
stabilisation de la valuation vg associée a (1) sauf si on a yy = Z(k: + 1)t5™ + 2t3 + yo avec
k>1
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_k_ _k_
v(fo) > (0,0,1). On note ps, = ¥ (k+ 1)t i@ =1et ps, =Y (k+ 1)t +2t;. On

k>1 k>1
obtient fg =0, f o1 —t3 et I’équation décalée:
2 k
Yy 24k
(1)s, : 5~ yDsy — 2t3 D3y + Z(Zk + 1)ty =0
k>1

On procede dans (1)g, a I'éclatement y = t3z. On obtient Dyy = t3z + t3D32 et:
N —¢2 .
(1) : 7322 —t32D32 — 2t52 — 2t D3z + E (4k + 3)t§+ =)

k>1

On divise cette équation par 2 et on obtient une équation d’ordre de Weierstrass 1 :
2

W sy _
(1) + 5 —2Dsz =22 —2Dsz + Y 2k+ 1)ty T =0
k>1
avec une multisérie associée zg = Z N,t5 telle que v =p—1et N, = M, pour p > 1.

v>0
Le polynome annulateur associé¢ est m(v) = —2(1 + v) qui n’a pas de racine positive. Pour

tout segment initial S de supp 2, on a stabilisation de la valuation vg associée a (1) sauf si on

k+1 k+1
a zg = Z —;— t?’““ + 21,0 avec v(z10) > (0,0,3). On note pg = Z %tk“ et I'équation

k>1 k>1
~ 22 ﬁ%
décalée: (1)g, 5 z2D3z + (—2 +Dg, — D3]5§0) z— (2 —1—]550) D3z + 70 — pg,Dspg, =0

qu’on peut écrire :

- 2 % + 1 k+1
(1)s, : %—ngz— <2+Z i t2+’““> <2+2Lt§+k+l> Dy

k>1 k>1

_ Z Z l + 1)(5k + 3) t4+l_~+1+/€k+1 —0
) 3

I>1 k>1
On peut continuer la résolution comme dans I’ Exemple 6. 3 2. On obtient une solution de (1)

+13
correspondante 1, = Z(k’ +1 15’“+1 + 2ts + Z —t3+ = + y1,0 et on montre que
k>1 k>1

supp yo C > N(0,0,-——) + N(0,0,1) = (supp F) + T.

k>1

k
E+1

6.4 Cas d’un corps de rang 1

Comme annoncé précédemment on en déduit le résultat pour un corps de rang 1 M;. On
note t le générateur tel que v (t) = 1 et D la dérivation telle que Da ~ v (a) a pour tout a € M;.

Corollaire 6.4.1 Soit une équation bien ordonnée (1) : F (y, . ,y(”)) = Z cryD =0 avee
ITeNn+l
tl
F(Yy,....Y,) € My [[Yo,...,Y,]]. Soit yo = Z M, t* € M7 avec v (yo) > maz{0,nv (?) }

pER
Alors il existe R un sous-ensemble bien ordonné de R, obtenu a partir de supp F et

/
<supp > par un nombre fini de transformations élémentaires, tel qu’on a deuz cas:

J(t)
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- soit supp yo € R
- soit il existe un segment initial propre So & supp yo de successeur 09 tel que Sy C R
et, pour tout S successeur de Sp, On @ Vg 5 = Usyugaoy- On dit qu'on a stabilisation de la
valuation vg et, dans ce cas, yo ne peut pas étre solution de (1).
Dt £ t

Démonstration. On remarque que - = i = Etant donnée 1’équation (1), on

o(F) o)

procéde au changement de dérivation décrit dans la Proposition 5.2.1. Dans le cas ot v (— >0

= 0.
t
supp F'+ Nv (;)

d’aprés le Corollaire 5.2.7, on obtient une nouvelle équation (1) : F (y,
-

multisérie associée est y, et, d’aprés la proposition 5.3.13, on a: supp F

(e 5

/
Dans le cas ou v (;) < 0, on obtient d’aprés la Proposition 5.3.5 une nouvelle équation

/ —n

- . ¢ .
(1) : F(z,....D"z) =0ouy =94 (— z. D’apres la Proposition 5.3.13, on a supp F C

t
SUu F—Nv —t, + ( su 4

Dans les deux cas, on divise I’équation (1) par gmin(supp F) ot o1 obtient une équation d’un
certain ordre de Weierstrass w :

n t/
G(y,...,D") =0 avecyy = E M, t# (cas v (?) N 0)

(2): () ,
G(Z,...,Dnz):() avec zy = E Mt t <CCLS’U(?> <O)

neER

D’aprés le Théoréeme 6.1.1, il existe Ry un sous-ensemble bien ordonné de R, obtenu a
/

partir de supp G et <3upp > par un nombre fini de transformations élémentaires, et tel

5 (t)
qu’on a deux cas:
- soit supp o (respectivement supp zo)C Ro. Or, dans le deuxiéme cas, supp zo = supp yo+

t t/
nv (;) Donc supp yo € Ry — nv (?)

- soit il existe un segment initial propre So C supp yo (respectivement Sy + nv n -

/

supp zp) tel que Sy C Ry et on a stabilisation de la valuation pour I’équation (2) & partir
/

de Sy (respectivement Sy + nv n ). Cela correspond & une stabilisation de la valuation vg

pour ’équation (1) a partir de Sy dans les deux cas, et on a Sy C Ry dans le premier cas, et

/
Sy C Ry —nv (?) dans le deuxiéme cas pour les mémes raisons que précédemment. Dans ce

cas, 9o ne peut pas étre solution de (1), ni donc de (1).

Pour conclure la preuve, on remarque que supp G = supp F — min (supp F ) C supp F'+
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t/ t’ ~
Nlv (?) | + <3upp 3 (t/)> — min <supp F) Donc Ry est obtenu a partir de supp F' et

tl
supp 0 par un nombre fini de transformations élémentaires.
tl
Ro cas v n >0
On pose R = / /
t t
Ro—nv| — casv|— | <0
t t
t/
qui dans les deux cas est obtenu a partir de supp F' et <supp m> par un nombre fini de
transformations élémentaires. OJ

Nous en déduisons un résultat plus particulier concernant les solutions d’équations réticulées:

Définition 6.4.2 Une équation bien ordonnée (1) : F (y, e ,y(")) = Z cry?) = 0 avec

IeNn+l1
F(Yy,....Y,) € My[[Yo,....Y,]] est dite réticulée si son support est inclus dans un réseau
de R, c’est-a-dire un sous-semi-groupe additif finiment engendré A = (\;,...,\,.) dont les

générateurs \; sont positifs.

Corollaire 6.4.3 Soit une équation (1) : F (y,...,D"y) = Z cryD = 0 réticulée. On sup-

IeNntl
pose de plus que t' a aussi un support inclus dans un réseau. Alors toute solution yo € M7 de

(1) a un support inclus dans un réseau R contenant le réseau de I’équation et celui de t'.

Démonstration. Puisque yq est solution, on est dans le premier des deux cas du Corollaire 6.4.1.
Il nous suffit de montrer que toute transformation élémentaire préserve le fait d’appartenir a
un réseau.

C’est trivialement vrai pour la somme de deux réseaux, l'enrichissement par un générateur
et la génération comme semi-groupe additif. Pour les translations n,égatives, il s’agit du résultat

t
5 (t)

contenant supp t'. O

est inclus dans un réseau

du Lemme 2.2.1. De ce lemme on déduit aussi le fait que supp
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Chapitre 7

Preuve du théoréme principal : cas d’un
corps de rang r

7.1 Introduction

Nous démontrons ici le théoréme suivant duquel on déduira la preuve du Théoréme 5.1.2.
On suppose que 1’équation est d’ordre de Weierstrass w > 1 d’apreés la Proposition 6.1.3.

Théoréme 7.1.1 Soit k € {1,...,r} quelconque. Soit une équation bien ordonnée 6.2.1:

F(y,...,.Dly) = Z cryDe = 0 avec F (Yy, ..., Y,) € M, [[Y,...,Y,]] dordre de Weierstrass
IeNn+1

w > 1. Soit yo € M une solution de 6.2.1 de partie initiale yo 5 = Z Mt e

pe{0}F—1xR% xRr—Fk
<
rk*

Alors il existe un sous-ensemble bien ordonné Ry de R;(o._.o) obtenu a partir de Supp F,
Ty, ..., 7, par un nombre fini de transformations élémentaires tel que Supp yor C Ry

Démonstration. Nous raisonnons par récurrence descendante sur k. Le cas initial £k = r est
donné par le Théoréme 6.1.1. Pour la preuve de la récurrence, nous nous donnons un k €
{1,...,r — 1}, une équation 6.2.1 avec une multisérie associée y, de partie initiale yx, et nous
supposons le Théoréme 7.1.1 vrai pour toute équation G (y,...,D'y) = 0 avec une multisérie
solution 2y de partie initiale zo; pour [ € {k + 1,...,r}. Le résultat pour cette équation 6.2.1
est donné par le lemme suivant analogue au Lemme 6.3.1:

Lemme 7.1.2 Etant données une équation bien ordonnée 6.2.1 et une solution yo € M7 de

partie initiale yo , = Z Mt € M7, on pose v® =(0,...,0) et Ry = (Supp F).
pe{0}F—1 xR% xRk
Alors il existe un entier ly € {0,... ,w— 1} tel que:

1) Pour tout entier | > ly + 1, il existe un segment initial propre S; de Supp yo,, un multi-
indice I, € N"*! de longueur |I| = | et une constante v > (0,...,0) tels que, pour tout
segment successeur S de S; dans Supp yo d’élément successeur ji, on a:

i) v, = v

i) v < o+ 4,
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iii) v = min{vl)g | I € N1 |I| =1}

De plus, il existe une constante v; > (0,...,0) et au plus n sous-semi-groupes additifs
Rigy-- Ry de R;(07...,0) obtenus a partir de Supp F, T, ..., 7. par un nombre fini de trans-
formations élémentaires, tels que, si on pose Ry = Riy1 +Tp+- -+ T, + R+ + Ry + Ny,
on aS; CR;.

2) 11 existe au plus n sous-semi-groupes additifs Ry, . .. ,Rplo,lo de ]RTZ(O _____ 0) obtenus a partir
de Supp F, T, ..., . par un nombre fini de transformations élémentaires, tels que, si on pose
Riy =Rigt1 + Tp+ -+ T+ Ragy + -+ Ry 1o 00 @ Supp yor € Ry

Nous raisonnons par récurrence descendante sur [ € {0,...,w — 1}.

7.2 Preuve du Lemme 7.1.2:cas [ =w — 1

On a v =y = (0,...,0). On note A I'’ensemble des multi-indices I € N"*! de longueur
w tels que v(cr) = (0,...,0). Il existe un multi-indice I de longueur w—1 tel que FU) est d’ordre
1. On note A,_; 'ensemble de ces multi-indices et, pour tout I € A,_;, A; 'ensemble des
multi-indices J avec |J| = 1 tels que (I + J) € A. On désigne par {pgl), . ,pﬁ,{i} I’ensemble
des racines positives du polynéme annulateur associé a I (cf Remarque 6.2.5). Etant donné un
multi-indice I € A,,_1, d’aprés la formule de Taylor, on a pour tout segment initial propre S
de Supp yo d’élément successeur i = (0,...,0,4,...,d,) , pour tout segment successeur S de

S
I I - T . I
féu)g = fs(v ) + <7T1 (fir) +bf§3§) Mt" avec v (b(sds,‘) > (0,...,0)

On applique alors le point i) du Lemme 6.2.1 et on a deux cas:

- Soit pour tout segment initial propre S de Supp yo, d’élément successeur fi, on a ji = U(SI)

~ (1 (1)
ou fix € {py’, .. .pmy}

- Soit il existe un segment initial propre S; de Supp o, d’élément successeur Al =
(0...,0,/1,9, o ,/17(})) tel que ) +# ng) et ,&,(f) ¢ {pgl), . ,p%%}. On a stabilisation de U(SI)
a U(II) A0y On note ) cette valuation stabilisée et on a o) < i) < i pour tout ji > a'!).

De plus, pour tout segment initial propre S de S; d’élément successeur i, on a ji = vg) ou

~ I I
e e (P, ).

Montrons par récurrence transfinie que, suivant les deux cas précédents, Supp o (respec-
tivement Sy) est inclus dans un sous-semi-groupe additif R; de R’;(O 0) de la forme:

Ri=(Supp F) + Ty + -+ T+ Ror+- + Ry

oul py est un entier naturel inférieur & n et Ry 7,..., Ry, r sont des sous-semi-groupe additifs
de Rg(o,...,o) obtenus a partir de Supp F, 7;,--- .7, par un nombre fini de transformations
élémentaires.

On considére un segment initial propre S de Supp yo . (respectivement Sy) d’élément succes-
seur fi. Supposons que S est inclus dans un semi-groupe additif R contenant (Supp F), 7, - ,7,.
On a deux cas:

- Soit 1 = ’Uél). D’aprés la Proposition 4.2.11, Supp fél) C Supp FU + 7,4 (S) C R puisque
Supp FY) C Supp F. Donc i € R.
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- Soit fi € {pg), e ,p,(fg}. Par exemple on a i, = ,0,(11). Les calculs que nous faisons dans

cette situation sont représentés de facon symbolique dans le cas r = 2 et kK = 1 par la figure
7?7, dans laquelle les points noirs représentent les éléments du support de yy. Les changements
de dérivation nécessaires y sont également mentionnés.

On pose S, = {p € Supp yox | tu = pg)}, o™ =min(Sy,), S; = {u € Supp yor | p < o™}
et ) = S U{oc™}. Montrons qu'il existe un sous-semi-groupe additif R, ; de RZ o, o) Obtenu

a partir de Supp F, 7, --,7, par un nombre fini de transformations élémentaires, tel que
Sh € Rh1-

Pour cela, nous remarquons que o) = (0, - ,O,p,(f),O, 50000, ,O’T7h> pour un certain

[ >k tel que 07, # 0 et donc Ps\fom} = t”(h)éo ol 29 = 2o+ - -+ 204+1 € M de partie initiale

20, € Mf,l. Nous nous ramenons a une équation du type G (z,...,D}'z) = 0 dont la multisérie
Yo—Ppgy

20 = ig( ,j” de partie initiale 2y ; est solution afin d’appliquer I’hypothése de récurrence générale :

e On effectue la translation y = y; + psy qui est bien définie d’apreés la Proposition 5.3.17. On
obtient une équation Fgy (y1,-..,Diy1) = 0 avec une multisérie solution gy = yo — psy de partie
initiale gox = yor — psy. Puisque S}, €S C R, on a:
Supp Fgr € Supp F + T 4 (Sy) € R + No
e On effectue dans I’équation précédente 1’éclatement y = o™ qui est bien défini d’aprés la
Proposition 5.3.2. On obtient une équation F(z,...,Djz) = Z é;2Y) = 0 avec v (¢;) >
n41
min{v (¢;) + |J|eM | VI=0.n, i+ ...+ jn+ ki +... +kn §fﬁ—...+in et |J| =|I| =|K|}
(cf Proposition 5.3.2 et le fait que v (th"w)) =0 (t"(h)> = o™ pour tout i = 0,...,n).
Yo Yo — Psy

La multisérie solution associée est zy = P € M avec pour partie initiale
g g
Psi\{o™} <
20,0 = e € M7 On a:

Supp F C Supp Fsr + No® 4+ T7;, C R + No®

e On effectue le changement de dérivation F'(z,...,Dfz) = Fr; (2, ...,Di'z) qui est bien défini
d’apreés le Corollaire 5.2.7 puisque [ > k. D’aprés la Proposition 5.2.1 et le Lemme 5.2.2, on a

7
. : d . L
Dz = Z q;: D]z ou ¢;j; polynome différentiel en d—l de degré j, d’ordre de dérivation ¢ — 1.
: k
Jj=1
Or, d’aprés le lemme 4.2.5, on a v (g;;) = x?" = (0,...,0,x%,...,x2") avec m > k. Donc le
minimum des valuations des coefficients est réalisé pour un multi-indice I avec |I| € N pour

une valuation qu’on note x(?). D’aprés la Proposition 5.3.8, on a:

Supp Fj; C Supp F+T, CR+No®
e On divise ’équation Fk,l = 0 par X et on obtient une équation G (z,...,D'z) = 0 d'un
certain ordre de Weierstrass w € N*. On remarque que v (6(07”"0)) > x(© (sinon on obtiendrait

une équation F (z,...,Dpz) = 0 d’ordre 0 dont zy ne pourrait pas étre solution). On a:
Supp G = Supp Fry = x© € (R+No™) =x@),
On applique I'hypothése de récurrence a I'équation G'(z,...,Df'z) = 0 avec la multisérie

solution zp € M de partie initiale Zy; € M:l. On a Supp Z2p; € Ry ou 7~2h est un sous-
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semi-groupe additif de R;(o 0) obtenu & partir de Supp F, 7, ...,7, par un nombre fini de

geeey

transformations élémentaires. Puisque Supp F C ((R—l—Na(h)) — X(D)) , on en déduit

8 >(0,...,0)
que Ry est obtenu & partir de Supp F,7;,7;,...,7, par un nombre fini de transformations
élémentaires.

On obtient un segment initial S} = Supp 2o, + o™ de S, qui est inclus dans Ry, 4+ ™. On
note ¢ = min (S,\S") et on a ¢ = (0, . ,o,pﬁf),o, e 0,Gmn, - ,5,ﬂ,h) pour un entier m

avec k <m < 1+1. On pose S, = Sp\Sy, Sh = {p € Supp your | p < 5™} et Sy = S, U{sM]}.

On se raméne alors comme précédemment & une équation du type G(z,...,D"z) = 0 dont la
Yo—Dgy

multisérie zp = % de partie initiale Zj,, est solution afin d’appliquer & nouveau I’hypo-

these de récurrence générale et on montre que Supp Zp; C Ry, ol Ry, est un sous-semi-groupe

additif de R;(o .0) obtenu & partir de Supp F, 7,,,...,7Z, par un nombre fini de transformations

élémentaires. Donc S;" U (Supp Zog + &(h)) C <7~2h + R+ g(h)>.

On obtient ainsi de proche en proche que S, est inclus dans un sous-semi-groupe additif
R de R;(o,...,()) obtenu a partir de Supp F), 7,,, ...,Z, par un nombre fini de transformations
élémentaires. En particulier on a i € Ry ;. La récurrence transfinie est donc vérifiée si on
suppose que Ry € R.

On obtient donc que Supp yo (respectivement S;) est inclus dans un sous-semi-groupe
additif Ry de R;(o,...,o) de la forme:

Ri=Supp F)+Te+ -+ T+ Ris+ -+ Ry
oupr <my <netRig ..., Ry sont des sous-semi-groupe additifs de R;(o... 0) obtenus a
partir de Supp F), 7, -+ ,7, par un nombre fini de transformations élémentaires.

Pour conclure la preuve du lemme, on remarque qu’'on a deux cas pour les multi-indices
I e Aw—l .
1) Soit il existe un multi-indice Iy € A,_1 tel que Supp yor C Ry,. Clest le cas ot [p = w — 1
dans I’énoncé du lemme.

2) Soit pour tout I € A,,_1, il existe un segment initial S; de Supp yo . tel qu'on a stabilisation

() 5 ()
de vy’ a Vg Lgamy

On pose S|, _; = U Sr, fil,_, son élément successeur et S, = S, _; U {il,_;}. On
IeAy, 1
note vgwll = min{v(slul1 | I € A,_1} qui est bien une valuation stabilisée U(slw),l =9, On a

=9U et on a oY) < g) < i pour tout it > D). De plus, on a S; C Ry.

o) < [, et donc, si on note fi,,_; I’élément successeur de S,,_1, on a oI < fhay—1-
Pour tout multi-indice I de longueur |I| = w — 1 avec I ¢ A,_1, d’aprés la formule de
Taylor, pour tout segment successeur S de S,_; on a:

(1) _ (I) (I
suaus = Jfs, o Fbss usMaw

thv=1 avec v <b(5'113,1us) > (0,...,0)

On a alors deux cas:
- Soit Ugl)

U(S{B,l- On note 9) cette valuation stabilisée et on a 91 < ji,,_; < fi pour tout ji > fiy_1.

< jiw_1. D’aprés l'inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc ng,lus =

w—1
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- Soit vgw)_l > [i,_1. D’apres l'inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc Ué{?,_lus >

/jLw—l > @(1,)-

On pose donc v~ = min{vgj_l | I € N**! |I| = w — 1} et on a bien v~ = véif:ll)
pour un certain I,,_; de longueur w — 1 (il peut s’agir d’'un multi-indice qui n’est pas élément
de Ay_1). De plus SI,_; C Ry et donc S,,—1 € Rp + N, avec Ry = (Supp F) + T, +--- +
1, + Rl,[’ + 4 RP[/J" On pose Ry—1 = Ry + Nﬂ:ﬂ_l.

7.3 Preuve du Lemme 7.1.2: récurrence

On consideére [ € {0, ... ,w—2} et on suppose avoir les propriétés du point 1) du lemme pour

les multi-indices I de longueur |I| > [+ 1. On a donc 'existence d'un segment initial propre
w—1

S, = U Sy tel que, pour tout segment successeur S de S, d’élément successeur [t, on a:
p=l+1
v 4 <D p o< < (w—1) 1

et o) = min{o{) |7 €N |1] =1+ 1} = min{v} | T € N**', [I| = [+ 1}. De plus,

Sl C R, pour un certain entier p > [ + 1.
On note A; 'ensemble des multi-indices I de longueur [ tels qu’il existe un multi-indice J de

longueur 1 avec vé ) — @) On définit donc pour tout I € A; le polynéme annulateur associé

(cf Définition 6.2.3) et on note {pgj), . ,p%i} I’ensemble de ses racines strictement positives.
D’aprés la formule de Taylor, on a pour tout segment successeur S de S; d’élément successeur

fi=(0,....0, 0k, fir):

(1) _ . (1) D) (1)
Taosoy = Jaos (7” (fox) + bg,us> Mt" avec v <65ug> > (0,...,0)

On applique alors le point i) du Lemme 6.2.1 et on a alors deux cas:
- Soit pour tout segment initial propre S de Supp yo i d’élément successeur fi, on a i =
I N I I
U(s) + v ou Hr € {pg )7 s 7p7(713}
- Soit il existe un segment initial propre S; de Supp yok d’élément successeur ) =

(()...,O,ugC ) ,,u,,« ) tel que ) + p+D £ vg et ,u gé {,01 ,...,pgi}. On a stabilisation
de US) A vg )u{ (ny- On note o) cette valuation stabilisée et on a o) < i) 4o+ < fj 40+
pour tout fi > ). De plus, pour tout segament initial propre S de S; d’élément successeur [,
on a i+ vt = ()ouuke{pl P

On montre comme dans la section précédente par récurrence transfinie que, suivant les deux
cas précédents, Supp yo i Hp+D) (respectivement S [—{—v(l+1)) est inclus dans un sous-semi-groupe
additif Ry de R;(o .0 de la forme:

Ri=Supp F)+ T+ -+ L +Ris+--+ Ry
ot p; est un entier naturel inférieur & n et Ry 7,..., Ry, 1 sont des sous-semi-groupe additifs
de R;(o,...,o) obtenus & partir de Supp F, 7, --- ,7, par un nombre fini de transformations
élémentaires. Donc Supp yo . (respectivement Sy) est inclus dans (RI — v(”l))

>(0,...,0)"
On obtient deux cas pour les multi-indices I € A;:
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1) Soit il existe un multi-indice Iy € A; tel que Supp yor C Ry,. Clest le cas ou |y = | dans
I’énoncé du lemme.

2) Soit pour tout I € A, il existe un segment initial propre S; de Supp yox tel qu'on a
stabilisation de US) A Uél)u{ (I)} =W et on a o) < a0 oD < 4+ pour tout i > gl

De plus, on a S; C (R; — v{HD)

2(07"'70).
On pose 5] = U Sr, [iy son élément successeur et S; = S; U {f;j}. On note vg) =
IeA;
min{vg) | I € A} qui est bien une valuation stabilisée vg) = o). On a o) < fi} et donc, si

on note ji; I’élément successeur de S, on a oI < i+ D),
Pour tout multi-indice I de longueur |I| = [ avec I ¢ A;, d’aprés la formule de Taylor, pour
tout segment successeur S de S; on a:

1)

~ ’U(l
fSluS — f( ) + bSluSMﬂw—ltM+ 1 avec v (Q%?us) > (0, . ,0)

On a alors deux cas:

- Soit U(S? < 4+ D’aprés I'inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc U(SIL g = vg)
On note ) cette valuation stabilisée et on a 9D < fi; + v < fi 4 v+ pour tout i > fi.

- Soit vg[) > fiy_1 + v, D’aprés I'inégalité triangulaire ultramétrique, on a donc Ug)u g >
iy + 0D = 1),

On pose donc vV = mln{v | I € N+ |I| = [} et on a bien v) = ’Ué Y pour un cer-
tain I; de longueur [ (il peut s agir d’un multi-indice qui n’est pas élément de A4;). De plus
Sl/ Q (R[/ — U(l+1))>(0’m70) et donc Sl (RI/ + N/jb; - U(l+1)) avec R[/ = <Supp F> + 779 +

4T, +Rip+--+Ry, r Onpose R; = Ry + Nfi.

>(0,...,0)

Pour conclure la preuve du lemme, montrons que dans le cas ol [y = 0, yo ne pourrait pas
étre solution de 6.2.1. En effet dans ce cas, on aurait I'existence d’un segment initial propre Sy
de Supp yo, et d’'une constante v > (0,...,0) tels que, pour tout segment successeur S de Sy
dans Supp yo d’élément successeur fi, on aurait vg,g, = v® et v® < v 4 fi. En particulier,
si on pose o = Yo — Ps,, o ’élément successeur de Sy (qui est donc égal a la valuation de g)
et on applique la formule de Taylor:

f(wo,-...Diye) = fs, + Mﬂotﬂogso

avec v (BSO> > (0,...,0). Puisque v (fs,) = vs, = v¥ < fip on a donc:

f o .Diyo) = U0 avec v(U) = (0,....0)
O
7.4 Preuve du théoréme principal
Démonstration. On considére une équation bien ordonnée
F (y, . ,y(”)) = Z cryPo =0 (7.4.1)

]EN”+1
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avec F' (Yo, ....Y,) € M, [[Yo,...,Y,]] et une multisérie yo = Z M,t" € M7 avec v (yp) >
pER”
max{(0,...,0),—nv(dy)} (cf Corollaire 4.2.7). On écrit Yo = Yo, + Yor—1+- - -+ Yo.1 avec, pour
tout k& € {1,....n}, Yok = D csupp voe Mut" € M
Montrons par récurrence descendante sur k € {1,...,r} que:

Lemme 7.4.1 Siyg est solution de ’équation 7.4.1 alors, pour tout k € {1,....r}, il existe un
sous-ensemble bien ordonné Ry de ]R>(0 obtenu a partir de Supp F\Ty, ..., T, par un nombre
fini de transformations élémentaires, tel que Supp (Yor + -+ Yox) C Ry

Démonstration.
e k = r: on procéde a un changement de dérivation dans 7.4.1 pour se ramener aux hypothéses
du Théoréme 6.1.1. On a deux cas:

-Siv(dy) > (0,...,0), on applique le changement de dérivation F' (y, o ,y(”)) = FOJ, (y,...,.DMy)
qui est bien défini d’apreés le Corollaire 5.2.7. On obtient une équation bien ordonnée Fo,r (y,...,Dl'y) =
0 avec, d’aprés la Proposition 5.3.13:

Supp £y, € Supp F + T; + Nv (dy)

-Siw(dy) < (0,...,0), on procéde aux changements d’équation F’ (y, Y )

Fl(z ...,z
Fy, (z,...,Dpz) avec y = dy"z (cf Proposition 5.3.5). On a d’aprés la Proposition 5.3.13 : -
Supp Fo,r € Supp F'+ T, — Nv (dy)

La multisérie associée est 2o = djyo de partie initiale 2, = diyo, € M. (on a supposé que
v (yo) > max{(0,...,0), —nv(dy)}).

Dans les deux cas, on divise I'équation par gmin(Supp For) ot on obtient une équation bien
ordonnée F' = 0 d’un certain ordre de Weierstrass w € N* (on exclut le cas ot w = 0 puisque
Yo est supposée solution de 7.4.1). On a

Supp F' C (Supp F +T; + N|v (dy)| — min (Supp F(),T)) o)
>(0,...,0

On applique le Théoréme 6.1.1 avec la multisérie yo € M* de partie initiale y,. si v (dy) >

(0,...,0) (respectivement avec 2y = diyo € M de partie initiale z, = diyo, si v(di) <

(0,...,0)) solution de 7.4.1. On obtient l'existence d'un sous-ensemble bien ordonné R, de

R ¢, . 0) Obtenu & partir de Supp F' et 7, par un nombre fini de transformations élémentaires

tel qu’on a Supp Yo (respectivement Supp zp,) C R... Dans le deuxiéme cas, cela implique que
Supp yor € R, — nv (dy)

Etant donné que Supp F C <Supp F+T + Nlv (dy) | — min (Supp F07T>> 0.0 on en
>(0,...,0

déduit que R, (respectivement R, — nv (dy)) est obtenu & partir de Supp F, T; et mathcalT,
par un nombre fini de transformations élémentaires.

(R, si v (dy) > (0,...,0)
On pose donc RT o { ﬁr — nv (dl) st v (dl) < (Oa s 70)

e Récurrence: on suppose le lemme vrai jusqu'a un rang k£ + 1 et on note Ry 'ensemble
bien ordonné correspondant. On a Supp (Yo, + - - + Yox+1) € Re+1. Nous nous ramenons aux
hypothéses du Théoréme 7.1.1 en procédant aux changements d’équations suivants:
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1) On procéde dans (1) au changement de dérivation :
-siv(di) > (0,...,0), F(y,....y™) = Fox (y,...,Dyy) (cf Corollaire 5.2.7). On obtient

une équation bien ordonnée (1) : Fyy (y,...,Dy) = 0 avec, d’aprés la Proposition 5.3.13:
Supp Fyr € Supp F + 7; + No (dy)

-siwv(dy) < (0,...,0), F (y, e ,y(”)) =F (z, o ,z(”)) = Fo,k (z,...,Dpz) avec y = d; "z (cf
Proposition 5.3.5). On obtient une équation bien ordonnée (1) : Fox(y,...,Dy) = 0 avec,
d’apreés la proposition 5.3.13,

Supp Fox € Supp F + T, — Nu (dy)
La multisérie associée est zp = diyo € M (on a supposé que v (yg) > max{(0,...,0), —

nv (di)}).

2) On note Sy = Supp (Yo, + - + Yox+1) (respectivement Sy = Supp (200 + -+ 20jt1) =
Supp d} (Yo + -+ - + Yox+1) = Sk +nv (dy)). On procéde a la translation de Si(respectivement
S’k) dans I’équation précédente qui est bien définie d’aprés les propositions 5.3.17 et 4.2.4. On
obtient une équation Fs, (y,...,D}y) = 0 (respectivement ng (y,...,D}y) = 0) de support :

Supp Fs, = Supp F+ (Supp S;) + Ty
C Supp F+ 71 +Nv(dy) + (Rys1) + T
(respectivement Supp Fg C Supp F + 71 — Nv (di) + (Ret1) + Ti)

min(Supp Fs, ) (respectivement par tmin(supp Fsk)) et

3) On divise alors I’équation précédente par ¢
on obtient une équation F (y,...,Dfy) = 0 (respectivement F (z,...,D}{z) = 0) d’un certain
ordre de Weierstrass w € N avec une multisérie associée gy € M de partie initiale o, € My,

(respectivement Z, = d}gy € M, de partie initiale 2o = di'Gor € Mg, ).

~ On applique le Théoréme 7.1.1: on obtient un ensemble bien ordonné Ry (respectivement
Rji) obtenu a partir de Supp Fs, (respectivement Supp ﬁgk) et 7y,...,7, par un nombre

fini de transformations élémentaires, tel que Supp yor C Ry (respectivement Supp zpp =
Supp diyor C R et donc Supp Yo C Ry — nv (dy)).
Pour conclure la preuve du lemme, on pose R; = 73’“ et, puisque Supp F,
Ry — nv (dy)
Supp F + 71 + Nv (d1) + (Ry41) + Tx (respectivement Supp Fg C Supp F'+ 71 — Nv (d;) +
(Ry+1) + 71), on remarque que dans les deux cas Ry est obtenu a partir de Supp F, 71, ...,7,
par un nombre fini de transformations élémentaires. O

N

Le Théoréme 5.1.2 correspond au cas k = 1 du lemme précédent. O

Exemple 7.4.2 Nous illustrons notre propos en traitant I’équation suivante d’ordre de Weiers-
trass 1:

_k_ _k_
Flyy'y") = 16y — Tay + 2% —2* Y 6, 57 =283 57 -1,y attET =0 (7.4.2)

k>1 k>1 k>1

Nous considérons une multisérie yo solution de 7.4.2 avec v(yy) > nv(dy) = (0,2,0). On peut

donc écrire une partie initiale de yo sous la forme yo3 = z* E M,t5, et nous pratiquons
u>0
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le changement de dérivation F(y,y/,y") = Fos(2,D32,D3z) avec y = x*2. Ce changement de
dérivation s’écrit (en combinant P'éclatement y = 2z et le changement de dérivation 5.2.3):
y = 1%z
v = 4adz+ 23t3Dsz
y' = 122%2 + 2*(Tt3 + t3) D3z + t3D32
On obtient, aprés division par z%t2, 'équation :

~ _o4_k_
Fos(2,D32,D32) = Dsz + D3z — > g St Y et =0 (7.4.3)

k>1 k>1 k>1

La multisérie associée est zy = % de partie initiale zp3 = Z M, t5. Le polyndéme annulateur
n>0

est m(u) = pu + p? qui n’admet pas de racine positive. Pour tout segment initial S de zy on

k(2k + 1)

(k+1)2

k+1

a stabilisation de la valuation associée vg sauf si on a zp3 = E . On a donc

k>1
4 2k —|— 1 e k
On procede au translation de Supp yo3 dans I’équation 7.4.2 et on obtient ’équation sui-
vante :
Fyy' ") = 16y — Tay' + 2%y — 2° Z tk“ —t Z 2 HET =0 (7.4.4)
k>1 k>1
avec une multisérie associée o = yo—7Yo 3 (on a conservé le méme y pour I'inconnue afin d’alléger
les notations). Une partie initiale de gy s’écrit a priori sous la forme yg o = Z xt Z M, ts tar
u>4 v, €ER
Nous pratiquons le changement de dérivation F (y, ' y") = F, 2(2,D32,D32) avec y = 'z
qui s’écrit (en comblnant 'éclatement y = 2?2 et le changement de derlvatlon 2.3):
y = x'z
Y = 423z + 23Dyz
y' = 12222+ 72*Dyz + 22D32
On obtient, aprés division par z#, 'équation suivante :

FO,Q(ZaDQZngz) = Dgz - Zt?ﬁ —t Z xH—kL“ =0 (745)

La multisérie associée est notée zZ; = % de partie initiale 29 = Zx“ Z vt V“ (on a
©>0 vuER
conservé le méme p pour alléger les notations). Le polynéme annulateur associé est m(pu) = u
qui n’admet pas de racine strictement positive.
On a pout tous 1,v € R, Dy(at'ty) = paty + vartyth et D3(aity) = p’aity + 2uvarty™ +
v(v + 1)a#t5T2. Pour tout segment initial S de 20,2, on a stabilisation de la Valuatlon associée

2

Ug sauf si on a zpo = thk“ + 212 avec v(z12) > (0,1,1). On translate 'équation par cette
partie initiale et on obtient :

_ (2k
Fi2(2,Dy2,D32) = D3zt Y k ”k“+ § k++1 2+’““—t1§ o't 0 (7.4.6)
k>1 k>1
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. On peut alors réitérer ce procédé.
On montre par récurrence qu’'une solution zy de 7.4.5 a nécessairement une partie initiale

2k k(2k + 1
qui s’écrit 290 =« Ztk“ — Z — 5t Z gt’“rl +-- ) . Cela correspond a une

3 2
= = kE+1 = (k+1)
solution yy avec comme partie initiale
k(2k + 1) . 2k k- k(2k + 1)
4 k+1 5 k+1 k+1 k+1
= SHEED G (St Rt M)
k>1 (k+1)* k>1 k>1k+1 k>1 (k+1)2

On procéde au translation de Supp yo2 dans I’équation 7.4.4 et on obtient ’équation sui-

vante : X

Flyy ") =16y — Ty + 2%y" — 1 Zx B = (7.4.7)
k>1
avec une multisérie associée yo = yo — Yo,3 — Yo,2. Une partie initiale de 1y s’écrit a priori sous la
forme yo ;1 = Z ty Z ™ Z M iy s, ty""* . Nous pratiquons le changement de dérivation
A>0 ux€ER l/)\yy‘/\ER
Flyy' ") = Fy1(2,D32,D3z) avec y = 2*z qui s’écrit (en combinant 'éclatement y = z*z et le
changement de dérivation 5.2.3) :
y = a'z
y = 4Pz + 22Dz
y" = 122%2+6zDyz + D3z
On obtient, aprés division par 22, ’équation suivante :

For(2,D12,D%2) = —aDiz + Diz —t, Y a1 =0 (7.4.8)
k>1

., ., L~ Yo C
La multisérie associée est notée zp = = de partie initiale
x

201 = Z t) Z ™ Z M iz, £ty (on a conservé les mémes iy et Uxpu, Pour alléger les
A>0 pr€R Uy ER

notations). Le polynéme annulateur associé est m(\) = A\? qui n’admet pas de racine strictement

positive.

On a pout tous A\, u,v € R,

Dy(trahty) =ty [Matty + at T (uty + vty )

D2(trahty) = A [N2ahty + 22ty + 2wty ) 4+ a2 (e + 1)ty

+2uv + )5+ v (v + 1))
Donc — zDy(t2z"ty) + D3 (thakty) = 3 [N2arty + 2 (N (2u — 1)t + 2wty ™)
—|—£C'u+2(/L2tV + 2luytu+1 4 V(I/ + 1)tu+2>]

On a nécessairement A = 1, v = 0 et donc —z Dy (t12) + Di(t12#) = ty[z" + (2u — 1)z +
w2z 2], Pour tout segment initial S de 20,1, on a stabilisation de la valuation associée vg sauf
sionaz =t Zxk;fl + 211 avec v(z11) > (1,0,0). On translate I'équation par cette partie

k>1
initiale et on obtient :

N E+3 & k
2.\ _ 2 —
Fi1(2,D12,Diz) = —xDy1z 4+ Diz — 4 25+ 1xk+ k§>1 Rt = (7.4.9)

. On peut alors réitérer ce procédé.
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On montre par récurrence qu’une solution zy de 7.4.8 a nécessairement une partie initiale

_ kE+3 3

qui s’écrit zpo = (Z kall + Z 3 i lxkiﬂ — Z (1 + (k+—1)2> foil + . ) Cela cor-
k>1 k>1 k>1

respond a une solution yy de 7.4.2 qui s’écrit :

= k@k+1) [ -1\
W=D <1og<x>>

k>1

k k
—1 \ % [ —1 \FT=k2k+1) [ —1 \FT
5 _ _— .
T <Z (log(x)) “k+1 (log ) (k+1)2 (log(x)) * )
k>1 k>
texp Z$3+k+l+zk+3 Aphy Z 1+— $5+,€%1+.__
k41 (k+1)2

k>1 k>1 k>1

7.5 Cas des équations réticulées

Nous en déduisons un résultat plus particulier concernant les solutions d’équations réticulées

Définition 7.5.1 Une équation bien ordonnée 7.4.1: F (y, e ,y(”)) = Z cryD = 0 avec

IeNntl1
F(Yy,....Y,) € M, [[Yo,...,Y,]] est dite réticulée si son support est inclus dans un réseau de
R;(o 0 c’est-a-dire un sous-semi-groupe additif finiment engendré A = (\{,...,\,) dont les

generateurs A; sont des éléments de R’;(O 0)-

-----

Corollaire 7.5.2 Soit une équation (1) : F (y, . ,y(”)) = Z cryD = 0 réticulée. On sup-

IeNn+l
pose de plus que les t;, pour k € {1,...,r} ont aussi un support inclus dans un réseau.

Alors toute solution yo € M de (1) a un support inclus dans un réseau R contenant le
réseau de l’équation et celui de t).

Démonstration. 11 nous suffit de montrer que toute transformation élémentaire préserve le fait
d’appartenir a un réseau.

C’est trivialement vrai pour la somme de deux réseaux, l'enrichissement par un générateur
et la génération comme semi-groupe additif. Pour les translations négatives, il s’agit du résultat
suivant (qui généralise le Lemme 2.2.1):

Lemme 7.5.3 Soient A = (\y,...,\)) un réseau de R 5 0,..0) engendré par des éléments de
R 0 €t @ > (0,...,0). Notons (A),, Uensemble (suppose non vide) des éléments de A
strictement supérieurs a . Alors il existe vy, ..., vs € RY (o tels que (A),,—a C (v, ... vs).

'''''

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur [
e [ = 1:notons ky = min {k € N|kA; > a}. Tout élément de a de A = ()., —a s’écrit kA —a
avec k € N et kA > a, ou encore:

a = (]i' — ko) )\1 + (k[))\l - Oé)

Nous concluons en posant vy = A\; et vy = kg1 — .
e Récurrence: supposons le lemme démontré pour des réseaux engendrés par [ — 1 nombres
réels. Considérons un réseau A = (Ay,...\;) avec (A)_, non vide. Donc il existe un indice
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i€ {1,...,l} tel que kA; > a pour au moins un entier positif k. Soit kg le plus petit de ces k.

Tout élément a de (A)., — a s’écrit sous la forme:

a = Zk])\j—'—kz)\z —
J#

Sik; > ko, a sécrit ij)\j + (ki — ko) \i + ko\i — « et appartient a (A, ... A\ koA, — ).

J#i
Sinon a appartient & 'un des réseaux (A1, ..., Ai—1,\ix1,--- ’)\T>>(0¢_ki)\i) — (= Kk \) ki < ko,
auxquels nous appliquons I'hypothése de récurrence. |

De ce lemme on déduit aussi le fait que les 7, sont aussi inclus dans un réseau contenant les
Supp t. O
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Conclusion

Notre travail nous oriente dans trois principales directions de recherche.

1. Nos résultats (Théorémes 3.3.1, 6.4.1 et 5.1.2) donnent une description qualitative des
exposants des séries généralisées solutions d’une large classe d’équations différentielles, a 'instar

des résultats de | | (corollaire du théoréme 4.1) | | | (théoréme 1), | | (théoréme
5) et | | (corollaire 8.38).
Dans | |, F. Cano, R. Moussu et J.-P. Rolin prouvent un théoréme de désingularisation

des champs de vecteurs en dimension 3 (Théoréme 1) le long d’une trajectoire non oscillante
7. Pour cela ils associent & v (dans le cas ou celle-ci est transcendante) le corps de Hardy des

germes — o~y avec f,g sont analytiques au point singulier isolé p considéré. Ils montrent alors

que ce corps valué est isomorphe au corps des fonctions méromorphes en p, et considérent les
différents cas pour le rang (le nombre de classes archimédiennes dans le groupe de valuation) et
le rang rationnel (le nombre maximum de valuations rationnellement indépendantes) associés
a . En particulier, le Théoréme 5 joue un role essentiel dans les cas ou le rang rationnel
de 7 est strictement inférieur a la dimension 3 de la variété considérée. Dans les cas ou ce
rang est supérieur, la réduction des singularités est connue pour une variété de dimension finie
quelconque (cf Théoréme 4 de | |). Dans le chapitre 3, notre Théoréme 3.3.1 généralise
leur Théoréme 5 dans la méme optique que la preuve du théoréme de désingularisation, mais
dans le cas d’une variété de dimension quelconque finie.

D’autre part, l'utilisation des corps de Hardy (étant donné leur connexion avec les struc-
tures o-minimales, les H-fields et les transséries comme nous I’avons décrit dans I'introduction)
conduit & considérer des corps différentiels valués abstraits. Actuellement F. Cano et C. Roche
travaillent sur une généralisation du Théoréme 1 (toujours en dimension 3) au cas d’une valua-
tion abstraite définie sur les germes de fonctions méromorphes réelles au voisinage d’un point
singulier :

Quelle est la généralisation du théoréme de désingularisation de [ | au cas d’une va-
luation abstraite associée au corps des fonctions méromorphes définies au voisinage du point
singulier ?

Notre Théoréeme 5.1.2 pourrait représenter un progrés dans ce sens: il serait intéressant
de comprendre [’effet sur les champs de vecteurs des transformations que nous utilisons pour
réduire les équations (translations, éclatements, changements de dérivations).
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2. Une autre direction de recherche nous est donnée par notre méthode de démonstration.
Celle-ci a des aspects que nous pouvons qualifier de constructifs (cf exemples 6.3.2 et 7.4.2) qui
mériteraient d’étre précisés. On devrait pouvoir obtenir un algorithme permettant de déterminer
le nombre et la forme des différentes branches solutions d’une équation donnée.

Pour cela il faudrait d’abord répondre aux deux problémes suivants :

- minimiser la puissance des éclatements intervenant lors des changements de dérivation (la
condition que nous nous donnons pour les changements de dérivation dans la Proposition 5.3.5
est suffisante mais non nécessaire)

- déterminer 'ordre de Weierstrass des équations obtenues aprés changement de dérivation
(nous pouvons montrer que 'ordre de Weierstrass d’une équation est stable par éclatement et
par translation, mais pas par changement de dérivation)

On pourrait ainsi déterminer précisément le nombre de nouveaux générateurs adjoints au
support de I’équation et aux 7. Un tel résultat nous conduirait & voir en les multiséries de bons
candidats pour étre les représentants formels des germes de fonctions des corps de Hardy de rang
fini. En effet, des exemples importants de ces corps sont ceux naturellement associés aux solu-
tions d’équations différentielles polynomiales (cf section 3 dans | |: R{y) =R(y,y/",y" -+ +)
le plus petit corps stable par dérivation et contenant R et y solution d’une équation différentielle
polynomiale, est un corps de Hardy de rang fini). La valuation et la dérivation d’un corps de
Hardy quelconque vérifient les Hypothéses 4.1.15 (cf Théoréme 0 pour 'Hypothése (Hy) et les
Propositions 3 et 4 pour I'Hypothése (Hs)). Et les corps de Hardy de rang fini admettent une
échelle asymptotique finiment engendrée (cf section 4 de | D).

3. La troisiéme direction de recherche que nous envisageons est la généralisation de notre
résultat au cas de rang infini. D’'une part il s’agirait, en se donnant comme dans notre cas une
équation dont les coefficients appartiennent & un corps de rang fini, de comprendre quel degré de
complexité peut atteindre une solution qu’on supposerait appartenir a un corps de rang infini.

D’autre part, on pourrait traiter le cas ou les coefficients de I’équation appartiennent a un
corps de rang infini. Autrement dit: quel est le lien entre le support de I’équation et celui de la
solution dans le cas d’un corps de rang infini?

Cela nous permettrait non plus de supposer donné le corps auquel appartient la solution
mais de chercher toutes les solutions possibles.

Le théoréme d’immersion de Hahn dans | | s’applique a tout groupe ordonné T, y
compris de rang infini (c’est-a-dire avec une infinité de classes archimédiennes). Dans ce cas,
on peut considérer le produit de Hahn Hpr = R ordonné lexicographiquement ot [I] est
I’ensemble des classes archimédiennes de I, et le corps de séries généralisées a support bien
ordonné associé R((t1r)).

La premiére difficulté a laquelle nous sommes confrontés est celle de définir une “bonne”
dérivation sur le corps (c’est-a-dire une dérivation vérifiant au moins nos hypothéses 4.1.15
voire celles de définition des H-fields ou d’autres). On trouve dans la récente these de J.M.
Blanco Marana (Valladolid 2006) une étude détaillée de cette question, avec notamment le cas
de dérivations vérifiant une régle de I'Hopital comme dans le cas des pré-H-fields (cf 4.1.16).
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Dans la méme optique, nous pouvons aussi essayer d’appliquer notre méthode au corps des
transseéries (cf | |). Pour cela, nous devons d’abord déterminer sous quelles conditions nous
pouvons obtenir les Hypothéses 4.1.15.
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Annexe A

Ensembles bien ordonnés et récurrence
transfinie

Nous rappelons quelques définitions et résultats fondamentaux concernant la théorie du bon
ordre. Pour les démonstrations et une vue d’ensemble plus compléte, nous renvoyons a | ]
et a | |.

Définition A.0.4 On dit qu'un ensemble E est bien ordonné s’il est ordonné et si toute partie
non vide de E admet un plus petit élément.

Un ensemble bien ordonné est totalement ordonné.
La notion fondamentale associée a celle de bon ordre est:

Définition A.0.5 Dans un ensemble ordonné E, on appelle segment initial de E toute partie
S de E telle que les relations x € S, y € F et y < z entrainent y € S.

Toute intersection ou toute réunion de segments initiaux de E est un segment initial de F.
L’ensemble E et I’ensemble vide sont eux-mémes des segments initiaux de F.

On montre que:

Proposition A.0.6 Dans un ensemble bien ordonné E, tout segment initial propre S de E
(c’est-a-dire tel que S C FE) est un intervalle | < ,a[ pour un certain élément a de E. On le
note S,.

De plus, puisque E bien ordonné admet un plus petit élément e, tout segment initial propre
de E est de la forme [e,a] pour un élément a de E.

L’introduction de la notion de segment initial est justifiée par la proposition suivante :

Proposition A.0.7 L’ensemble E* des segments initiaux d’un ensemble bien ordonné E est
bien ordonné pour linclusion ; Uapplication x — S, est un isomorphisme de [’ensemble bien
ordonné E sur [’ensemble des segments initiaux propres de E.

et par le principe de récurrence transfinie :

Théoréme A.0.8 Soit un ensemble bien ordonné E. Soit P une propriété sur les ensembles
telle qu’on a la relation :

(x € E et P(S,) vraie) = P(S, U{z}) vraie
Alors P(E) est vraie.
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La notion de bon ordre se situe aux fondements-mémes de la théorie des ensembles.
Théoréme A.0.9 (Zermelo) Sur tout ensemble il existe un bon ordre.

Ce théoréme est équivalent a l'axiome du choix :

(AC): pour chaque ensemble E dont les éléments sont non vides et disjoints deuz a deuz, il

existe un ensemble F dont l’intersection avec chaque élément de E est un ensemble a un seul
élément.

dont on peut donner d’autres énoncés équivalents:

(AC’) : pour tout ensemble E, il existe une application h de l’ensemble des parties non vides
de E dans E telle que h(X) € X pour toute partie X non vide de E.

(AC”): le produit d’une famille d’ensembles non vides est non vide.
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