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Modélisation fractale des réseaux électriques

Depuis plus d’une vingtaine d’années une attention toute particuliére est portée sur
I’é¢tude de réseaux ¢électriques afin d’améliorer leur dimensionnement, leur qualité,
leur sécurité et leurs performances. En effet, les réseaux deviennent de plus en plus
complexes avec 1’apparition de nouvelles sources d’énergie de nature diverse et
I’augmentation de dispositifs d’¢lectronique de puissance qui servent d’interfaces de

connexion ou de dispositifs de contrdle.

Ces évolutions engendrent de nombreux problémes d’analyse et de dimensionnement
des réseaux ¢électriques modernes. Pour résoudre ces problémes, nous proposons une
démarche de modélisation et d’analyse basée sur les systémes d’ordre non entier. Elle
peut s’appliquer soit aux réseaux électriques, soit a leurs composants (machines

¢lectriques, piles a combustibles, charges, etc.).

Plus précisément, le premier objectif de ce mémoire est 1’application de la théorie
fractale a la modélisation dynamique des systemes électriques afin d’obtenir des
modeles plus précis et réduits. On tachera notamment de mettre en évidence les liens
qui existent entre géométrie fractale des systémes électriques, performances
fréquentielles et modélisation d’ordre non entier.

Le deuxieme objectif est ’application des modeles d’ordre non entier aux études de

stabilité classiquement menées sur les systémes ¢€lectriques.

Ce mémoire débutera par un court apercu des évolutions en cours des systémes
¢lectriques. Evidement les problemes engendrés par ces développements seront

exposés tout au long du chapitre.

Le deuxieme chapitre donnera un premier apercu théorique de la géométrie fractale et
fera le lien entre cette géométrie et la dérivation d’ordre non entier. Nous aborderons
notamment la propriété d’invariance d’échelle qui est constitutive de nombreux

aspects des réseaux électriques.
Dans le chapitre trois, nous détaillerons une premicre modélisation fractale d’un

réseau électrique, L’étude portera sur un réseau d’étude simplifié et sur un réseau

¢lectrique réel.
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Ayant posé les bases fractales de la modélisation d’ordre non entier, le quatrieme
chapitre exposera une méthode d’analyse de stabilité trés souvent utilisée pour
I’analyse des réseaux électriques. Nous verrons en quoi elle pourrait étre reprise avec

une modélisation d’ordre non entier.
Finalement, le chapitre cinq achévera ce mémoire par une étude de stabilité d’un

systeme de génération ¢électrique, simple mais représentatif de la plupart des systémes

de génération actuels.
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L'évolution des réseaux électriques. Problémes
posés par leur modélisation dynamique.
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L'évolution des réseaux électriques. Problemes posés par leur modélisation dynamique

I.1. Les réseaux électriques actuels et leur
évolution

Systeémes de plus en plus complexes, alimentant des charges elles-mémes de plus en
plus exigeantes, les réseaux électriques couvrent la majorité des territoire des pays
¢lectriquement développés, sont omniprésents sur les sites industriels, mais aussi dans
les réseaux embarqués (voitures, avions, navires) ou les générateurs, moteurs,

transformateurs et actionneurs électriques sont de plus en plus utilisés.

I.1.1. Le réseau électrique de distribution

Le réseau de distribution actuel a été concu afin d’acheminer I’énergie €lectrique
depuis des moyens de production, raccordés au réseau de transport, vers des clients
raccordés a des niveaux de tension de type BTB (0.4 — 1 kV) ou HTA (1 — 50 kV).
Pour des raisons de cott et de simplicité technique, les réseaux de distribution ont une
structure arborescente. Cette structure est adaptée a un systéme verticalement intégré
dans laquelle la production d’énergie €lectrique est centralisée et la consommation est

distribuée.

[ ] Biogaz,
Biomasse, Disp,
m Hydraulique W Photovoltaique Thermique
18% 0% 13%

m Eolien
2%

m Cogénération
e 39%

r

m Déchets
ménagers et
assimilés
8%

Figure I- 1: Puissance cumulée d’installations de production décentralisée injectant sur les
réseaux de distribution [EDF - 07]

Ces réseaux deviennent de plus en plus complexes avec I’apparition de nombreuses
sources d'énergie électrique qui ne s'appuient plus ou beaucoup moins sur des
combustibles fossiles (groupes hydraulique, €olien, solaire photovoltaique, centrales

de cogénération, sources utilisant la biomasse ou les déchets, Figure I- 1) et
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I’augmentation du nombre de dispositifs d’électronique de puissance qui servent
d’interfaces de connexion ou de dispositifs de controle, Figure I- 2. Actuellement la
puissance ¢€lectrique injectée par ces nouvelles sources sur le réseau de distribution
francais est de 7100 MW, sur une puissance totale installée de 108 000 MW. Elle est
habituellement nommée production décentralisée. La Figure I- 1 montre la répartition
de cette puissance selon chaque type de source.

La présence de la production décentralisée au niveau des réseaux de distribution a
principalement un impact sur la gestion de la tension [RIC 06], [RAM 06]. En effet,
leur raccordement sur un réseau de distribution (de type arborescent) provoque une
¢lévation locale de la tension. Cette élévation peut méme provoquer des excursions de
I’amplitude de la tension hors des intervalles imposés par les normes sur la qualité de
I’énergie fournie (i.e. la norme européenne EN 50160).

L’¢lectronique de puissance jusqu’ici relativement peu présente dans les réseaux
¢lectriques commence a faire son apparition d’une maniére significative avec
I’utilisation des sources décentralisées. C'est a l'origine de nombreux problémes

portant sur I’analyse, notamment dynamique, et le dimensionnement des réseaux.

Figure I- 2: Nouvelle architecture de réseaux électriques

Ces problémes sont surtout liés au contréle/commande de 1’¢lectronique de puissance

[ETX 03, GAZ 06, LOP 06], a la qualité de tension [ARR 85], a la fiabilité du réseau
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[SAS 94] et a la conception des équipements afin de pouvoir faire transiter 1’énergie

« dans les 2 sens » [CAN 95].

I.1.2. Les réseaux électriques embarqués

Les réseaux embarqués, i.e. les réseaux d’alimentation ¢lectrique a bord des voitures,
trains, avions ou bateaux ou les systemes d’alimentation autonome, ont eux aussi
connu ces dernieres années des évolutions conséquentes, évolutions qui ont suivi
directement les progres de 1’électronique de puissance.

Les contraintes sur les réseaux embarqués portent essentiellement sur le cofit,
I’encombrement et la fiabilit¢ du réseau qui doit parfois étre exceptionnelle (la
probabilité de pannes dans 1’aéronautique civile doit ainsi rester inférieure a 10™ par
heure de vol!), tout ceci avec I’augmentation trés importante de la demande en
puissance embarquée. Par exemple, dans le cas de I’automobile, une RS consommait
environ 0.5 kW, alors qu’une monospace consomme actuellement environ 5 kW.

Ces réseaux sont :

0 soit a courant continu (les réseaux automobile de 14 et 42 V),

0 soit alternatif, comme par exemple a bord des bateaux avec la aussi, des
niveaux de tension différentes qui cohabitent: 6,3 kV et 440 V, a une
fréquence de 60 Hz pour une puissance d’environ 2x44 MW (le Queen
Elisabeth II) [FIL D56],

0 soit hybride, i.e. avec des étages alternatifs et continus. Par exemple dans un
avion cohabitent un réseau 115 V — 400 Hz pour l'alimentation des charges de
puissance (par exemple les galleys des cuisines, 'éclairage ou les ventilateurs)

et un réseau 28 Vdc pour l'avionique [EMA].
L’¢lectronique de puissance a permis de réduire considérablement la masse et

d’améliorer la fiabilité et la qualité de 1’énergie dans ces réseaux, mais a entrainé un

certain nombre de problémes li¢ principalement a leur comportement non - linéaire.
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Batterie
Electrique
Moteur a e

essence ., .
X Générateur Hydraulique

Mécanique

Onduleur

_ Réseau électrique
Réseau électrique d’avion

d’une voiture

Figure I- 3: Exemples de réseaux électrique embarqués : réseau d’alimentation d’une voiture et
réseau aéronautique

On peut ainsi noter des problémes liés a la pollution harmonique qu'il faut garder dans
les normes et des problemes de stabilité liés au fonctionnement a puissance constante

de certaines charges [MID 76, BAR 06, LIU 07].

I.2. Le probléme de la modélisation dynamique

I.2.1 Pourquoi modéliser les réseaux électriques

Quel que soit le type de réseau, une attention toute particuliére doit ainsi étre portée a
la qualité d’alimentation en tension d’une part, mais aussi a la slireté et a la fiabilité
des réseaux ¢lectriques, non seulement pris globalement, mais aussi au niveau de leurs
composants et de leurs sous-systemes [KUN 94]. Les réseaux d’énergie embarqués
requierent quant a eux une conception intégrant de multiples contraintes tant statiques
que dynamiques ou harmoniques, ces contraintes interagissant entre elles (le choix

d’un filtre passif peut ainsi dégrader le plan de tension d’un réseau) [BAR 06].

On assiste a une généralisation de I’alimentation des machines électriques par des
convertisseurs ; la modélisation classique de ces machines par des schémas
équivalents a parameétres constants devient inadaptée. Ces réseaux sont caractérisés

par une forte complexité de structure et de comportement (fortes non linéarités).
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Afin de modéliser des phénoménes physiques et €¢lectromagnétiques sur de grandes
plages de fréquences, des modeles de systeme électrique (machines électriques,
lignes, transformateurs, interfaces, etc...) de plus en plus fins sont donc requis pour
diverses études de réseau, notamment de stabilité et de circulation d’harmoniques
dans les réseaux. Cette amélioration des modeles nécessite 1’utilisation de modeles
comportant un plus grand nombre de paramétres afin de tenir compte de phénomenes
de nature distribuée comme la propagation ou la diffusion [SCH 99].

Ameéliorer les modeles existants engendre donc une augmentation considérable du
nombre de variables d’état, et donc de ’ordre, de systémes multi - machines ; des
techniques de réduction d’ordre sont alors utilisées pour diminuer les temps de calcul

des algorithmes de simulation [GER 78, DEC 80].

I1.2.2. Quelques techniques de réduction d'ordre des
modéles

Il existe deux grandes familles de simplification de modele, notamment dans le
domaine d’automatique : les simplifications structurelles qui consistent a modifier sa
structure méme (c'est le cas de la linéarisation d'un modéle non-linéaire) et les
réductions ont pour principe la diminution de 1’ordre d'un modéle sans modification
structurelle.

Les méthodes qui partent d'un modele sous forme de représentation d'état ont pour
principe d’obtenir une représentation simplifiée qui approche au mieux le
comportement du réseau pour une entrée donnée. La méthode repose sur un
changement de base de la représentation initiale du systétme d’état et sur une
troncature du vecteur d’état. Ces méthodes sont valides pour des mod¢les linéaires et

permettent généralement une réduction globale sur I'ensemble du domaine fréquentiel.

D'autres méthodes partent d'une représentation sous forme de fonction de transfert.
Dans ce cas, la simplification s'effectue par réduction du nombre de parametres
caractéristiques de la fonction de transfert (poles, zéros, gain statique pour les plus
connus mais ce ne sont pas les seuls). Ces méthodes sont uniquement valables pour
des modeles linéaires. Généralement elles conduisent a une réduction dans une bande
fréquentielle délimitée et leurs performances sont moindres que les méthodes
précédentes. Il existe enfin une troisiéme classe de méthodes dite de découplage des

variables d'état. Elles ne sont pas a proprement parler des méthodes de réduction
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puisqu'elles permettent seulement de découpler les variables d'état en plusieurs
ensembles disjoints. On peut cependant aboutir a une réduction si, par exemple, seul
l'ensemble correspondant aux modes dominants est conservé dans la représentation
d'état. La méthode des perturbations singulieres semble particulierement intéressante
car elle est valable pour tout type de systéme continu ou pas, linéaire ou pas,
déterministe ou pas. La difficulté essentielle de ces méthodes consiste a déterminer les

frontieres entre variables découplables [BOR 92].

De plus, dans le domaine des réseaux électriques, différentes techniques de réduction
du réseau ont été développées pour mener des analyses de stabilité et faire des
simulations, il s’agit des méthodes de réduction par des équivalents dynamiques :
I’analyse de la cohérence des groupes de générateurs, 1’analyse modale ou encore

I’approche par I’identification paramétrique.

En regardant la précision du mod¢le et la diminution de sa taille, les résultats obtenus
avec ces différentes méthodes de réduction sont satisfaisants mais certains
inconvénients sont a relever [RET 03]. Ainsi leur compacité est relative, la précision
sur certaines zones de fréquence est faible, la généricité de ces méthodes n’est pas
¢vidente suivant le type de réseau considéré et parfois, lors des transformations
mathématiques ou de I’identification de composants, le sens physique du modéle ou
de certains parametres peut étre perdu (par exemple par l'utilisation des inductances

négatives pour le modele de la machine synchrone) [IEE 95].

I.2.2. La modélisation d’ordre non entier

Afin d’améliorer les problémes existants de modélisation, nous proposons une
nouvelle approche basée sur les systémes d’ordre non-entier, en utilisant notamment
leurs propriétés de précision et de compacité dans le domaine fréquentiel.

L’utilisation des systémes d’ordre non entier s’inscrit dans un contexte trés large de
représentation précise et condensée de phénoménes physiques décrits par des
équations aux dérivées partielles. Ce concept et le formalisme mathématique de la
dérivation non entiére ont été¢ introduits par Podlubny vers 1980 [POD 99]. Ces
systémes sont appliqués depuis plusieurs années dans le domaine des sciences

appliquées. Ainsi, A. Oustaloup est 1'un des premiers a avoir appliqué ce concept en

23



L'évolution des réseaux électriques. Problemes posés par leur modélisation dynamique

France avec 1’équipe CRONE du LAPS de Bordeaux (Commande Robuste d’Ordre
Non Entier). Ils se sont ainsi intéressés a I’application de la dérivation non enticre

dans les domaines suivants :

0 En automatique a travers la commande CRONE (i.e. un régulateur synthétisé
a partir de dérivateurs et d’intégrateurs d’ordre non entier) ; une tool-box
Matlab a ainsi été développée pour permettre 1’identification et l'analyse par
modele d'ordre non entier de dispositifs physiques [COI 92].

0 En automobile, la dérivée non enti¢re est utilisée en isolation vibratoire grace
a la suspension CRONE, fondée sur le principe de la commande CRONE de

deuxieéme génération [OUS 95].

Les systemes d’ordre non entier ont également été utilisés dans d’autres domaines de
la physique comme la rhéologie, 1’¢lectronique, 1’¢lectrochimie, ... [MOR 04]. Dans
tous les cas, ces systémes sont particulierement adaptés pour modéliser soit des
phénomeénes physiques de nature diffusive [RIU 02] (diffusion de la chaleur [POI 02],
diffusion d’espéces gazeuses, ...) [SAB 07], soit des phénomenes intervenant sur un
support physique de nature fractale (phénomeéne de houle sur la digue de Venise,

interfaces électroniques, ...).

Concernant I’application de la dérivation d’ordre non entier dans le domaine du génie
¢lectrique, de nombreux travaux ont ét¢ menés. Ces études ont ainsi consisté a
modéliser la diffusion du champ magnétique dans différentes piéces conductrices de
machines ¢électriques a ’aide de systémes d’ordre non entier. Deux approches

complémentaires peuvent ainsi tre mentionnées :

0 une modélisation d’ordre non entier dont I’ordre n'est pas imposé a priori mais
résulte soit des caractéristiques géométriques et physiques des constituants de
la machine, soit de 1'identification [LIN 01, CAN 93, MAC 05],

0 des modeles de machine incluant des impédances dont I’ordre est imposé (et

égal & %) [RIU 01].

Ces approches permettent dans tous les cas de déterminer des schémas équivalents de

machines ¢€lectriques particulierement précis, compacts (le nombre de parametres peut
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étre diminué d’un facteur 2 par rapport aux modeles classiques d’ordre entier) et
conservant un sens physique particulicrement utile pour la conception d’un systéme.
La contrepartie réside dans la difficulté¢ de simuler un réseau électrique incluant des
impédances d’ordre non entier dans le domaine temporel. En effet, ces systémes
incluent intrinséquement un nombre infini de modes. Il est cependant possible
d’effectuer des simplifications permettant de simuler dans des temps corrects des

réseaux ¢€lectriques d’ordre non entier [POD 99].

Les travaux actuels, en ¢électrochimie, sur les systémes non entiers portent
essentiellement sur les réseaux hybrides embarqués et stationnaires utilisant de
nouvelles sources d’énergie (par exemple les piles a combustible [USM 06])
hybridées a un ou plusieurs dispositifs de stockage électrochimique ou mécanique

[KUH 03].

I.3. Vers une modélisation fractale des réseaux
électriques ?

Jusqu’a présent, les travaux ont porté essentiellement sur la modélisation fréquentielle
des constituants d’un réseau : générateurs, lignes, machines, ... Les mode¢les d’ordre
non entier permettent ainsi de réduire 1’ordre du modele du réseau consécutivement a
la réduction structurelle du modéle de chaque élément qui y est connecté. La question
que l'on peut alors se poser est: serait-il possible de réduire encore plus
significativement I’ordre du modéle du réseau en considérant un modele d'ordre non
entier pour I'ensemble ?

Par leur complexité, les réseaux de distribution présentent des caractéristiques
géométriques et é€lectriques qui, & grande échelle, se reproduisent sous forme de
motifs qui sans €tre exactement semblables offrent de grandes similarités. Ainsi leurs
ramifications peuvent rappeler la structure d’un objet fractal (cf Figure I- 4 et Figure
I- 5). Cette premicre perception nous a incité a nous orienter vers une utilisation des
outils fractals pour modéliser et analyser le comportement dynamique des réseaux
¢lectriques. De plus, ces réseaux sont constitués de composants dont le comportement
est régi par une €quation de diffusion modélisée par un systeéme d'ordre un demi. Or,
les systémes d'ordre non entier sont eux aussi liés aux objets fractals, comme nous le

verrons dans les chapitres suivants. On en a conclut que les objets fractals semblent
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présenter un grand nombre d’atouts pour modéliser les réseaux ¢électriques, en
reconsidérant le lien entre espace et temps décrit par les équations aux dérivées

partielles constitutives de ces systémes.

Figure I- 4: Architecture d'un réseau Figure I- 5 : Motif fractal semblable aux
électrique de distribution architectures de réseaux électriques [Men]

Cette thése présente ainsi une contribution a 1’application de la théorie fractale pour
modéliser les réseaux électriques. Nos efforts se sont principalement concentrés sur la
mise en évidence du(des) lien(s) qu’il pouvait y avoir — dans le domaine des réseaux
¢lectriques — entre la représentation spatiale du réseau, sa caractérisation dans le

domaine fréquentiel et les systémes d’ordre non entier, Figure I- 6.
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Systémes ®
fractionnaires
— ‘)
e | [ W W
Architecture de
. . . Comportement
réseau électrique . .
fréquentiel

Figure I- 6: Liens (?) entre le réseau électrique, sa réponse fréquentielle et la géométrie fractale

Ayant mis en évidence ce lien, nous nous attacherons ensuite a étendre a reprendre

1'étude de stabilité d'un réseau électrique modélisé par des systémes d'ordre non entier.
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Systemes a invariance d’échelle et dérivation fractionnaire

II.1 Introduction

Comme nous ’avons vu en introduction dans le chapitre précédent, nous allons
essayer a travers ce mémoire de mettre en évidence un caractére fractal des réseaux
¢lectriques et pour cela, il semble dans un premier temps opportun d‘évoquer les
caractéristiques fondamentales des objets fractals et les moyens pour les caractériser
et notamment déterminer leur dimension fractale ou dimension de Hausdorff.

Nous évoquerons dans un deuxieéme temps quelques propriétés générales concernant

ces objets, a commencer par la propriété d’invariance d’échelle.

Enfin, nous donnerons quelques définitions et propriétés sur la dérivation d’ordre non
entier qui nous serons nécessaires par la suite pour la caractérisation des réseaux

¢lectriques a I’aide de la théorie des objets fractals.

II.2 Les objets fractals

I1.2.1 Quelques généralités

Les objets fractals furent introduits dans les années 70 par le mathématicien B.
Mandelbrot ; le terme « fractal » vient du latin « fractus » qui signifie brisé ou
irrégulier.

De nombreux travaux ont montré que la fractalité était présente dans de nombreux
domaines physiques, & commencer par la nature elle-méme. Ainsi, le motif de base se
retrouve quel que soit le point d’observation pour une branche d’arbre, une feuille de
fougere (Figure II- 1), un paysage montagneux ou cdtier, ou une branche de chou

(chou-fleur, romanesco ou brocoli) (Figure II- 2).
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Figure II- 1: Feuille de fougére Figure II- 2: Chou Romanesco

D’apres B. Mandelbrot, un objet fractal est ainsi une figure géométrique ou un objet
naturel pouvant présenter une structure fort complexe, qui combine les
caractéristiques suivantes (sic) :
0 chaque partie a la forme ou structure de I’entier mais a une échelle différente
et pouvant étre légérement déformée ;

0 sa forme est soit tres irréguliere, soit trés fragmentée, donc non différentiable.

Le domaine d’application des fractales est trés vaste. Les premiéres utilisations des
fractales restent des jeux de mathématiciens autour de la définition d’objets ayant une
dimension non entiére, la dimension de Hausdorff; ces objets étaient alors qualifiés
de pathologiques ! [MAN 84, BAR 88].
Depuis, les objets fractals ont été utilisés dans de trés nombreux domaines des
sciences théoriques et expérimentales (la liste ci-dessous n’est pas exhaustive) :
- en informatique, ils sont utilisés pour la transformation d’images [PEI 89],
- en médecine, on les retrouve en neurobiologie, en électrophysiologie, en
embryologie, en génétique médicale ou en ingénierie biomédicale [BAR
88, FIS 99],
- en biologie, les applications de la géométrie fractale sont immenses ; elle

est ainsi utilisée pour modéliser des plantes comme les fougeres, des arbres
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ou méme des légumes. L'homme lui aussi est concerné puisque ses réseaux
sanguins et neuronaux, ou certains organes vitaux comme le rein ou les
poumons présentent une structure fractale [TEI 00],

en astrophysique, la répartition des galaxies dans l'espace pourrait étre
fractale [MAN 89],

dans le domaine du multimédia, les fractales sont trés souvent utilisées
pour la construction graphique des jeux vidéo,

en mécanique, on retrouve des propriétés d’invariance d’échelle dans le
cas de la relaxation de 1’eau sur une digue poreuse ou dans les matériaux
viscoélastiques [BAR 88, MAN 89],

en physique, les fractales sont utilisées pour la modélisation des agrégats,

des aérosols, les polymeéres et autres colloides [FOR 79, GOU 96].

Dans le chapitre 3, nous évoquerons le cas des domaines de la physique ou la théorie

fractale est utilisée pour la modé¢lisation de circuits présentant une invariance

d’échelle plus ou moins parfaite ; ces travaux nous permettront d’appliquer cette

théorie aux réseaux électriques.

I1.2.2 Classification des objets fractals

Nous allons dans cette partie rappeler la maniére dont les objets fractals peuvent étre

classés. La nature d’un objet fractal est ainsi étroitement liée au procédé de

construction de cet objet. On distingue ainsi trois catégories de fractales [MAN 82] :

o

les fractales aléatoires, i.e. non générées par des mécanismes
déterministes mais par des processus stochastiques. On inclue dans cette
catégorie toutes les fractales dites "naturelles" ou paysages fractals, c'est a
dire les phénomeénes naturels, artificiels qui ont une structure fractale. On
verra cependant dans le chapitre 3 que la nature fractale des phénomenes
naturels n’a généralement rien d’aléatoire mais résulte d’une optimisation

de circulation des flux (théorie constructale),

les fractales construites a partir de systemes de fonctions itérées (procédé

mathématique permettant de définir un certain nombre de transformations
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géométriques affines). La régle de construction repose ainsi sur un
remplacement géométrique fixe : d’une itération a une autre, on remplace
chaque ¢élément par un autre, identique pour tous. A titre d’exemple, cette
famille regroupe 1’ensemble de Cantor, le triangle ou tapis de Sierpinski, le
flocon de Koch, ... etc. C’est généralement cette famille d’objets fractals

qui présente une propriété¢ d’autosimilarité,

0 enfin, la dernicre catégorie regroupe les fractales construites a partir d’une
relation de récurrence en chaque point dans I’espace. On retrouve dans
cette catégorie les ensembles de Julia et de Mandelbrot ainsi que les

fractales de Lyapunov (voir Figure II-3).

Figure II-3: Construction de I’ensemble de Mandelbrot (Z(i+1) = [Z()]*+C)

Une autre classification beaucoup plus descriptive des objets fractals est possible par
rapport a leur dimension fractale. Nous I’évoquerons rapidement au paragraphe

suivant ... apres avoir défini la notion de dimension fractale.

I1.2.3 Définition de la dimension fractale

I1.2.3.1 Notions de dimension et mesure en géométrie euclidienne
En géométrie euclidienne, la dimension d’un objet est €gale au nombre de paramétres

(définissant une unité de mesure) nécessaires pour le décrire. La dimension d’une
droite est ainsi €égale a 1, puisqu’un seul parametre, i.e. la distance entre une origine
choisie et un point de cette droite, permet de la caractériser. Une figure quelconque

dans le plan a quant a elle une dimension égale a 2, puisque tout point de cette figure
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est décrit par 2 paramétres (une abscisse et une ordonnée). Nous qualifierons par la

suite cette dimension de topologique.

Afin de mesurer une longueur, une surface ou un volume, une méthode employée
consiste a recouvrir ces ensembles de pavés dont la longueur, la surface ou le volume

peuvent tre considérés comme une unité de mesure (cf Figure 11-4).

d=0 d=1 d=2 d=3

Figure II-4: Pavages de points, lignes, surfaces et volumes

Si € désigne le coté d’un pavé, la mesure M d’un objet de dimension euclidienne d

peut étre approximée par la relation suivante [LeME 90] :
M=NE?=Nu -1

ou N est le nombre de pavés nécessaires pour recouvrir 1’objet. La grandeur u
correspond a 1’unité de mesure (longueur, surface ou volume).

Cette mesure est également appelée mesure de recouvrement.

L’équation II- 1 peut également se réécrire sous la forme suivante :

NDLd:(s_d II- 2
£

I1.2.3.2 Dimension fractale ou de Hausdorff
Pour les objets fractals, la notion de dimension est beaucoup moins triviale. Elle

permet de quantifier le degré d’irrégularité et de fragmentation d’un ensemble

géométrique. Notons tout de suite que, dans la grande majorité des cas, cette
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dimension fractale est non-entiére contrairement a la dimension topologique définie
plus haut. Par ailleurs, Mandelbrot précise qu’un objet fractal possede une dimension
fractale strictement supérieure a sa dimension topologique. Cette dimension permet
ainsi de décrire comment [’objet fractal occupe «1’espace » lorsque le nombre

d’itérations devient infini.

Pour introduire cette dimension de Hausdorff, nous allons reprendre le principe de la
mesure vu au paragraphe I1.3.3.1. Nous allons ainsi recouvrir un objet par un

ensemble d’¢léments d’unité de mesure [ = Ed(E )

ou d(E) est la dimension cherchée
de I’objet.
Dans le cas ou cette dimension est inconnue, on proceéde alors par tdtonnements en

prenant comme unité de mesure une valeur 4 =& avec un coefficient o indéterminé

(on parle alors d’un a-recouvrement).

Prenons le cas simple d’un carré de longueur L, et recouvrons-le de N pavés de

longueur ¢. Le nombre de pavés sera bien str choisi tel que N = (L / 5)2 .

La mesure (i.e. la surface) est alors approchée par :
M=NEY=(L/e)? e = 12772 1I- 3

Si a est pris égal a 1, nous trouvons que lim M - oo, et la surface d’un carré serait
-0

alors infinie. Si nous prenons @ =3, nous trouvons que lim M - 0, ce qui induit
-0

que la surface d’un carré de longueur L non nulle, est nulle.
La surface du carré est finalement obtenue pour @ =2, ce qui montre que la

dimension d’un carré est bien égale a 2.

Pour généraliser cette approche aux objets fractals, prenons un objet S d’une forme
quelconque, plongé dans un espace euclidien de dimension E. La méthode de calcul
de la mesure consiste alors a recouvrir 1’objet par non pas des pavés mais un ensemble

de boules V; de diameétre noté diam V;, et a définir la mesure élémentaire par
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,u=(diam_Vl-)a. La mesure du a-recouvrement effectué (notée m“(S)) est alors

définie de la maniere suivante [CHE 87, PEI 91, FAL 03]:

m?($) = lim inf{Z(dimV,«)a :0V; O8,diam _V; < g} -4

-0

Cela revient a compter le nombre de boules ¢lémentaires nécessaires pour recouvrir
I’objet S, sachant que I’on ne prend en compte que les boucles V; inclues dans cet
objet en faisant tendre leur rayon vers zéro.

La dimension de Hausdorff est alors définie par la relation suivante :

dim S = infla/m? (S) = o}
II- 5
=sup a’/ma(S)= 00}
La dimension de Hausdorff ou dimension fractale de 1’objet S est ainsi la valeur de a
pour laquelle la mesure varie subitement entre 0 et 1’infini, cette valeur étant quant a
elle un réel non nul.
Difficile a appréhender physiquement, cette dimension donne cependant une idée de
la maniére qu’a un objet fractal de remplir soit une ligne, soit un plan, soit un volume.
En pratique, cette dimension de Hausdorff est rarement calculée, sans doute en raison
de sa définition un tant soit peu absconde. La plupart du temps, on cherche plutot a
approcher cette dimension en effectuant un certain nombre de recouvrements, avec
des diameétres de boules plus ou moins grands. Dans le cas d’objets fractals construits
a partir de systetmes de fonctions itérées, la dimension peut &tre déterminée
directement.
Le paragraphe suivant va illustrer I’application de ces deux méthodes sur le cas de

I’ensemble de Cantor.

I1.2.3.3 Détermination de la dimension fractale
Il existe dans certains cas simples des moyens de déterminer analytiquement la

dimension fractale d’un motif a partir de sa description géométrique. C’est cette
approche que nous privilégierons dans la suite pour mieux comprendre les liens entre

géométrie, représentation fréquentielle et dimension. Cependant, cette démarche n’est
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applicable qu’a des cas d’étude relativement triviaux (par exemple, lorsqu’on maitrise
parfaitement le procédé¢ itératif de création du motif). Nous I’illustrons largement dans
le chapitre 3.

D’un point de vue plus général, il existe d’autres techniques de « mesure » permettant
une indentification de la dimension fractale d’un motif. Le principe de ces techniques
consiste ainsi a procéder a des recouvrements du motif avec une certaine mesure, ou a
dénombrer ses similarités.

A titre d’illustration, prenons le cas de la fractale de Cantor. La Figure II- 5 ci-dessous

illustre le principe de construction de cet objet.

Nombre itérations = 1

Nombre itérations =2

Nombre itérations =3

Nombre itérations =5

Nombre itérations =8

Figure II- 5: Construction de ’ensemble de Cantor

11.2.3.3.1 Détermination directe
Pour un objet fractal construit a partir d’un systéme de fonctions itérées, il est possible

de déterminer sa dimension fractale directement a partir de I’observation d’une
itération. Ainsi, cette dimension est une fonction directe du nombre d’exemplaires de
taille réduite du motif initial d’une itération a I’autre (k), et du facteur de réduction a

proprement dit (#) [CHE 87, MAN 89, SAP 90] :

_ log(k
log(h

~—

d

II- 6

N—

Ainsi, dans le cas de I’ensemble de Cantor, on a k égal a 2 (chaque segment se
décompose en 2 segments d’une itération a l’autre) et h égal a 3 (la taille d’un
segment est divisée par un facteur 3 d’une itération a ’autre). Dans ce cas, la

dimension d¢ de I’ensemble de Cantor est donnée par :

37



Systemes a invariance d’échelle et dérivation fractionnaire

II- 7

11.2.3.3.2 Détermination par identification (recouvrement)
Le principe de cette méthode consiste a recouvrir 1’objet fractal étudi¢ d’un certain

nombre de boules (N) de rayon (R), et de tracer 1’évolution de log(N) en fonction de
log(R). Cette courbe suit une loi quasi-linéaire et 1’identification de la pente de la
droite (pente négative) donne généralement une bonne approximation de la dimension

fractale de I’objet considéré.

Cette propriété que 1’on utilise trés fréquemment pour déterminer la dimension
fractale d’un objet, est issue directement de 1’équation II- 8, ou le produit de N et de

R est constant et égal & la mesure de I’objet :

NOR™® II- 8

Dans le cas de I’ensemble de Cantor, la figure ci-dessous représente 1’évolution de
log(N) en fonction de log(R). L’identification de la pente donne alors une dimension
fractale approchée de 0,643. Cette méthode donne donc des résultats tout a fait

pertinents.
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Figure II- 6: Identification de la dimension fractale de I’ensemble de Cantor

I1.2.3.4 Classification des fractales par leur dimension de
Hausdorff

Finalement, les objets fractals peuvent étre classifiés non seulement par rapport a leur
procédé de construction (itératif, récurrent ou aléatoire) mais également par rapport a
leur dimension fractale. On distingue ainsi :

- les poussicéres fractales (dimension fractale comprise entre 0 et 1),

les courbes fractales (dimension fractale comprise entre 1 et 2),

les surfaces fractales (dimension fractale comprise entre 2 et 3),

et enfin, les volumes fractals (dimension fractale supérieure a 3).

Les figures ci-dessous illustre ces différentes catégories sur des exemples simples.
Nous n’avons pas trouvé dans la littérature d’exemple de volume fractal puisque ces
objets doivent occupé dans les premicres itérations un hyperespace (dimension

topologique égale a 4) ce qui rend difficile leur représentation.
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Nonbre itérations: 1

Nombre itérations =1

Normbre itérations: 2

Nombre itérations = 2

Nombre itérations =3

Nonbre itérations: 3

Nombre itérations =5

Norrbre itérations: 8

Poussiére fractale (ensemble de Cantor) Courbe fractale (fractale de Von Koch)
dzmzoﬁjﬂ d:M:L%z
log(3) log(3)

Nombre itérations 1 Nombre itérations 1

-q

s . Nombre itérations 2
Nombre itérations 2

Nombre itérations 6

Nombre itérations 4

Autre courbe fractale (triangle de Sierpinski) Surface fractale (éponge de Menger)
d:M:ljgs d:M:2’727
log(2) log(3)

Figure II- 7: Classification des objets fractals en fonction de leur dimension
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Finalement, cela revient a considérer qu’un objet fractal de dimension d tend, lorsque
le nombre d’itérations est suffisamment grand, vers un objet de dimension

topologique I’entier directement inférieur a d.

Ainsi, le générateur de I’ensemble de Cantor (un segment de longueur L) tend a un
ensemble de points de dimension topologique 0. Le triangle plein générateur du
triangle de Sierpinski, tend vers une courbe de dimension topologique 1. Le cube
plein de I’¢éponge de Menger tend a n’occuper qu’une surface de dimension

topologique 2.
I1.2.4 Conclusion sur les objets fractals

Nous venons ainsi de montrer que les mesures et dimension utilisées
traditionnellement en géométrie euclidienne, sont inappropriées pour caractériser les
objets fractals ; leur mesure est en effet infinie et leur non-dérivabilité liée aux
nombreuses « cassures » est problématique pour 1’application des propriétés
mathématiques classiques.

Il est ainsi nécessaire de recourir au principe de la mesure de Hausdorff pour
déterminer la dimension fractale d’un tel objet, dimension permettant de caractériser
la maniere dont a I’objet pour recouvrir un espace. Des techniques de recouvrement
permettent d’identifier la dimension fractale d’un objet, mais nous présenterons dans
le chapitre 3 une méthode plus simple pour la déterminer dans le cas de réseaux
¢lectriques. Cette méthode sera basée sur le lien que nous avons mis en évidence entre

fractalité et dérivation d’ordre non entier.

Parallélement a ces définitions et caractérisations de motifs fractals géométrique, des
phénomeénes physiques peuvent également présenter une propriété d’invariance
d’échelle ou d’autosimilarité. Le phénomene auquel nous allons nous intéresser dans
le paragraphe suivant et qui présente cette propriété est a I’origine du fonctionnement

de la plupart des dispositifs électrotechnique : la diffusion.
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II.3 Invariance d’échelle dans les phénoménes
diffusifs

II.3.1 Le mouvement Brownien

Le mouvement Brownien caractérise la trajectoire d’une particule microscopique se
déplagant en suspension dans un liquide. On parle aussi de particule brownienne.
Einstein, dans ses travaux pour prouver 1’existence d’atomes de taille définie, suppose
qu’une particule brownienne se déplace suivant une trajectoire au hasard, les
changements de direction étant dus aux chocs aléatoires entre la particule et les
molécules du fluide. A partir de cette hypothése, il a démontré le lien entre le
mouvement Brownien, la marche aléatoire et la diffusion [COL 89].

Cette théorie fut confirmée plus tard par I’expérience de F. Perrin, qui dessina le
parcours de la particule en représentant sa position toutes les 30 secondes. La Figure
II- 8 montre cette trajectoire ainsi qu’un zoom effectué¢ a une échelle temporelle 100
fois plus petite. On retrouve ainsi approximativement la trajectoire de la particule a
une autre échelle.

Le mouvement Brownien est donc caractérisé par une invariance d’échelle ou
autosimilarité approchée. La théorie du mouvement Brownien permet ainsi de lier

étroitement la diffusion et 1’autosimilarité, donc la fractalité.
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Figure II- 8: Mouvement brownien d’une particule et extrait 2 une échelle 100 fois plus grande
d’une partie de cette trajectoire

II. 3.2 Invariance d’échelle et phénomeéne diffusif

Nous restons dans ce paragraphe sur I’exemple généralisable de la diffusion de
particules. Le paragraphe suivant traitera du cas particulier du génie électrique et de la

diffusion du champ magnétique.

Le flux de particules entre deux points d’un fluide varie proportionnellement avec la
différence de concentration des particules entre ces deux points. Le coefficient de
proportionnalité est appelé coefficient de diffusion (D). La relation de proportionnalité
s’appelle quant a elle loi de Fick. Dans le cas d’une diffusion unidirectionnelle suivant

I’axe z, cette relation s’écrit sous la forme suivante :

2
D 0°n(z,t) _ on(z,t)

1I- 9
0z ot
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ou 7 est le nombre de particules par unité de volume.

Nous allons regarder comment se modifie la loi de Fick lorsque I’on cherche a se
placer a une autre échelle géométrique: z — A.z. On montre alors 1’équivalence

suivante :

H Epznu (k.1) _ On(A &)
922 ot

II- 10

D Epzn(z, 1) _ on(z,t)
A 92 ot

Nous retrouvons donc la méme équation quelle que soit I’échelle d’observation, avec
comme facteur de proportionnalité, le coefficient de diffusion D divisé par le facteur
d’échelle A. L’équation de diffusion présente ainsi une propriété d’invariance

d’échelle.

I1.3.3 Cas de la diffusion du champ magnétique - Lien
avec les systémes d’ordre non entier

Pour mettre en évidence ce lien, considérons le cas d’une barre conductrice placée
dans une encoche rectangulaire de hauteur 4, de largeur e et de longueur L,. La barre
possede une conductivité 0 et une perméabilité relative [;. L’encoche est entourée
d’un matériau ferromagnétique de perméabilité infinie et non conducteur (Figure II-

9).

W

H
UX:/! - /A

A
A

Y
2"

Figure II- 9: Représentation d’une barre d’encoche
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L’¢équation de diffusion du champ magnétique H dans une hypothése linéaire et

unidirectionnelle, avec ses conditions aux limites et initiale s’écrit [ALG 70] :

0 2H(z, 1) on(z,t) _ ) e
—-ou =0 équation de la diffusion

0z° o1
- 11
H(z,0)=0 condition initiale
H(h,t)=0 condition aux limites

La solution générale de 1’équation II- 11 est obtenue apres avoir utilisé la transformée

de Laplace :

1(z.5) = Pls)expley/oms )+ ) enol- = Jarm )
ou: Hz,s)=L{H(z,1); s}

II- 12

Dans le cas ou la hauteur de la barre est infinie (4 — o), la condition H (OO,t) =0

impose P(s) =0,dou:

E(Z, s) =0(s) Exp(— z@)

9 — 1I- 13
EH(Z’S) =-0(s)Q/aus Exp(— zq/a/,zs)
On obtient ainsi la relation suivante :

9 H(z,s)= ~Jou 32 H(z,s) 1I- 14

0z

Nous verrons plus loin dans ce chapitre que la transformation de Laplace inverse

d’une fonction 59 .F(s) est égale a la dérivée d’ordre a de la fonction f{(t), o o n’est

pas forcément entier. Ainsi, en appliquant la transformée de Laplace inverse de II- 14,

on obtient la relation :
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%
= H(z.)= o P 1) - 15

ot

Dans le cas d’une barre de hauteur finie, on trouve une relation similaire entre la

dérivée spatiale d’ordre 1 et la dérivée temporelle d’ordre 'z suivant [RIU 01] :

_y gl
etEIa—H(Z,TB)z,/J/JD“ %E—Ia—lz[et Gl(z,rm)] 11- 16
0z o1

A partir de I’équation de diffusion du champ magnétique, équation faisant apparaitre
une invariance d’échelle, nous voyons donc apparaitre la notion de dérivée d’ordre
non entier dont la définition sera précisée plus loin. Ce lien a été généralisé a tout
phénomene de diffusion [RIU 02] et nous a permis dans des travaux antérieurs de
construire des schémas €quivalents de machines ou de dispositifs électrochimiques
intégrant des modeles d’ordre non entier dans certaines pi¢ces ou intervient un
phénoméne de diffusion (zones actives d’électrodes, barres de cages d’écureuil de
machines asynchrones, ...etc) [RIU 01, USM 06].

Bien sir, nous ne prétendons pas faire de stricte €quivalence entre invariance
d’échelle (fractalité), diffusion et dérivation d’ordre non entier. Nous allons cependant
montrer au fil de ce mémoire les différents liens entre ces objets, propriétés et outils

mathématiques.
Pour terminer ce chapitre, nous allons dans cette derni¢re partie rappeler quelques

définitions et propriétés de la dérivation d’ordre non entier afin de posséder toutes les

connaissances théoriques pour mieux appréhender le chapitre suivant.
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II.4 Un outil mathématique adapté a 1la
modélisation des systémes a invariance
d’échelle : les systémes d’ordre non entier

II1.4.1 Définition de la dérivation non entiére

Dans la suite, nous considérerons les notations suivantes :
* ¢ :ordre de la dérivation (appartenant a I’ensemble des réels),

. e -y d
. D(a) : opérateur dérivation non enti¢re d’ordre @ (D = Z ).
t

Dans les études que nous effectuerons par la suite, seul le cas ou le coefficient a est
positif sera considéré. On parlera alors de dérivation d’ordre a . Il existe cependant
des applications faisant apparaitre des coefficients a négatifs; on parle alors
d’intégration d’ordre non entier.

Dans la suite, nous ne considérerons que des fonctions causales, i.e. & valeur initiale
nulle.

Pour une fonction f(¢)continue, deux expressions permettent de définir 1’opérateur

dérivation non entierD(a). Ces deux définitions sont données ci-dessous.

I1.4.1.1 Définition de Griinwald - Letnikov [POD 99]
La dérivée d’ordre 1, D(l), de f(t) s’écrit :

pW () = lim M 11-17

h-0

De méme, la dérivée d’ordre 2, D(z), de f(t) s’écrit :

p® () = tim S0)-20 -2h)+f(t-2h) s
h-0 h

Pour un entier n quelconque, on peut généraliser cette relation ; la dérivation D("),

s’écrit alors:
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n . .
Dl )= tim 3. (1) ] e )
h-0 hn j=0
II- 19

, !
ou: Cf =—

"= )
La dérivée d’ordre @ de la fonction f(z), ot o est un réel, est finalement une

généralisation de 1’expression II- 19 [POD 99]:

D))= tim L 17 4 -

h—>0ha j=0 J
II- 20
t
ou : (a] :% avee I(x)=[e™ %! (fonction Gamma)
i) r()ola-) 0

Cette relation correspond a la définition de Griinwald — Letnikov. Pour un pas de

discrétisation 4 trés petit, la relation II- 20 peut également s’écrire :

pl@) (=L S (-1 EE‘ij(z—j %) 21

ha j:() J

Dans le cas d’une fonction causale, la somme infinie se réduit a une somme de K
termes. La dérivation d’ordre o peut alors étre calculée assez simplement en

effectuant une discrétisation temporelle :

D(a)fm = L § (_ l)J [Ec;jfm—j 1I- 22

ha ]=0
ou f, =ft,)=f (mh) ou h est le pas de discrétisation.

A travers cette définition, on voit déja apparaitre I’'une des propriétés de la dérivation
d’ordre non entier : elle prend en compte le passé global de la fonction et donc

I’ensemble de ses dynamiques.
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I1.4.1.2 Définition de Riemann - Liouville [POD 99]
Cette définition donne une autre expression de la dérivation d’ordre non entiere d’une

fonction f (t), qui s’écrit ainsi :

m (J) —atj t
@) r()= 3/ (0) + ! m=a (m+1)(, _
P f(t) ]Z:O I'(—a+j+1) I‘(—a+m+1)£r / (t r)dr II- 23

ou m est choisi de maniére a respecter les inégalités : m<a <m+1

Pour une fonction f (t), (m+1) continiment dérivable pourz >0, les expressions de

Griinwald — Letnikov et Riemann — Liouville sont équivalentes.

I1.4.1.3 Caractéres implicite et explicite de la dérivation d’ordre
non entier

Il existe deux classes de dérivations d’ordre non entier : la dérivation explicite et la

dérivation implicite [OUS 95].

Pour la dérivation explicite, I’opérateur D(a) porte directement sur la fonction f (t) :

1I- 24

La dérivation implicite quant a elle porte sur le produit de f (t) par une

exponentielle :

da(f(t)@%)

dr?

II- 25

Un systémes d’entrée e(t) et de sortie f(t) a caractére explicite est ainsi décrit par une

équation différentielle d’ordre o du type :

r9.DYF()+ f(t) = e(t) 1I- 26
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Un systéme a caracteére implicite est quant a lui décrit par une équation différentielle

du type :
a na tiT|— t/'t
r”.D lf(t).e I—e(t).e II- 27

Si on reprend les équations de diffusion du champ magnétique II- 13 et II- 14, on
constate ainsi que les caractéres implicite ou explicite sont liés directement a la

dimension finie ou non de la piéce ou intervient un phénomene diffusif [RIU 01].

Pour terminer ces différentes définitions, rappelons que :

- une équation différentielle généralisée est une équation faisant apparaitre des
dérivées d’ordre non entier d’une entrée et d’une sortie ;

- un systeme d’ordre non entier est un systeme décrit par une (ou plusieurs)

équation(s) différentielle(s) généralisée(s).

I1.4.2 Transformée de Laplace de la dérivée d’ordre non
entier

La transformée de Laplace d’une fonction f (t) est définie par la relation :

00

Fls)={f()s} = [ f(e) ™ ar 11- 28

0

A D’instar de la transformée de Laplace d’une dérivation d’ordre entier d’une fonction
causale, la transformée de Laplace d’une dérivation d’ordre a de f (t) est égale au

produit de I’opérateur de Laplace s ¢élevé a la puissance @ et de la transformée de

Laplace de f (t) :

@]} = s {1 (e)s) 11- 29

En appliquant cette relation aux équations II- 26 et II- 27, il est possible de les
caractériser dans le domaine fréquentiel. Le transfert suivant permet ainsi de définir

un systéme caractérisé par une dérivation non entiere d’ordre O explicite :
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1
F explicite (S ) = a 1I- 30
1+(r 3)
Pour un systéme a caractere implicite, ce transfert s’écrit :
1
Fimplicite (S) = a 1I- 31
(1 +7 E+)

I1.4.3 Analyse de systémes d’ordre 1/2

A titre applicatif, nous allons étudier dans ce paragraphe deux systémes d’ordre non
entier égal a 2, ’'un a caractere explicite et ’autre, implicite. Ces deux systémes sont
supposés a gain et de constante de temps T unitaires. Ils peuvent ainsi €tre décrits par

les transferts suivants :

1
R )=

—

T &

II- 32

Fz(s)=

:

1+s

Le cas considéré n’est pas li¢ au hasard ; nous avons ainsi montré que la diffusion
dans une piece conductrice faisait intervenir la dérivation d’ordre '2 [RIU 01]
conduisant a I’insertion d’impédances variant avec la racine carrée de la fréquence

dans le schéma équivalent de machines €lectriques ou de piles a combustible.

I1.4.3.1 Analyse dans le domaine fréquentiel
Le gain et la phase du systéme d’ordre '% implicite sont donnés par :

G2l =[Fh ()| =-1010gli+0?)

II- 33

Pi}n/ﬁ ( j a)) = —% Erctan(a))
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Pour un systéme d’ordre 2 explicite, son gain et sa phase sont donnés par les relations

. o . T . TT
suivantes (en utilisant la relation \/7 = cos(zj +J. sm(zj ):

exp

2 2
F”z(ja))(dB =-201log (1+\/5%] +(\/Z)gj

G (jo) =

II- 34

Pelx/g ( J a)) =- arctan(LJ

7 +dw

La Figure II- 10 représente dans le diagramme de Bode les transferts des systémes

d’ordre '~ implicite et explicite. Nous avons également représenté la fonction de

\ Ut e 1
transfert d’un systéme d’ordre entier égal a 1 décrit par : F ! (s) = T5s
+s
0
'.?.’ '
T
g 20
'\".
ﬁ,‘.‘
_ !.‘\ = .
g ""\. :'E' —40 ."'---.._.:'..'."."awu-—-
- (O]
,(% 40 @
£ -60
60
—80
=80 3 -100 3
0.01 0.1 1 10 100 1-10 0.01 0.1 1 10 100 1-10

Fréquence [Hz] Fréquence [Hz]

= « = Ordre 1/2 implicite sssssas ordre 1/2 explicite ordre 1

ordre 1 =« = Ordre 1/2implicCite sassuas: ordre 1/2 explicite

Figure II- 10: Comparaison des réponses fréquentielles de systémes d’ordre % explicite et implicite
et d’un systeme d’ordre 1

On constate ainsi que le gain des systémes d’ordre 2 explicite et implicite décroit
asymptotiquement avec une pente ¢gale a -10 dB/décade, ce qui se traduit par une

phase tendant vers -45°. Des différences existent entre les systémes implicite et

explicite notamment autour de la pulsation de coupure.
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I1.4.3.2 Analyse temporelle : étude de systémes fractionnaire

Les réponses indicielles des systemes implicite et explicite décrits ci-dessus sont

données par les relations suivantes [OUS 95] :

by )= = el
séqu (t) = ﬁ -e [62 - erfc(— \/;))

0 2 _
ou: eifc(x):j—@ ot
N

l '.&",q-gfr-'(.)," — e
' - ;P-
s 7

o / ’
£ g ,'
Q
+— ¥ ’
[
> ] ’
) '
=] , !
S 05]¢ ¢
) ’
%)
s |l
o 9t
0 H
o M

|}

.

*

U

O ) 8
0 2 4 6
Temps [s]
= .« = Ordre 1/2 implicite ordre 1/2 explicite = = ordre 1

10

II- 35

Figure II- 11: Comparaison de réponse temporelle d’un systéme implicite d’ordre 'z et un

systéme entier d’ordre 1

On remarque ainsi que la réponse d’un systéme d’ordre non entier commence a

répondre trés rapidement au changement de consigne puis met un temps assez long

pour atteindre la valeur finale. On retrouve ainsi une propriété¢ remarquable et déja

évoquée des systemes d’ordre fractionnaire : inclure a la fois des dynamiques rapides

et lentes [OUS 95]. On remarque que dans le domaine fréquentiel, cette prise en

compte du passé global de la fonction est décrite par un systéme extrémement

compact, i.e. décrit par un nombre de parameétres treés réduit. C’est cette derniere

propriété qui nous a fait nous intéresser de preés a ces systémes notamment dans le
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domaine des réseaux ¢lectriques ou il est souvent nécessaire de recourir a des

techniques de réduction d’ordre. Nous reviendrons sur ce point au chapitre 5.

II.5 Conclusion

Ce chapitre, de caractere trés théorique, nous a permis d’introduire et de mettre en
évidence une propriété appropriée aux objets fractals, la propriété d’invariance
d’échelle. Cette propriété a été aussi retrouvée dans les phénomenes diffusifs.

Les fractales sont des figures géométriques qui ne peuvent plus étre décrits par la
géométrie euclidienne mais sont caractérisés par une dimension non entiére appelée
dimension fractale.

Nous avons également évoqué les liens qu’il semble exister entre fractalité, dérivation
non entiere et donc systémes d’ordre non entier.

Dans le chapitre suivant, nous allons appliquer quelques propriétés décrites ici pour
tenter de caractériser un réseau ¢électrique a partir de la théorie fractale, i.e. déterminer

la dimension fractale d’un réseau électrique.
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Chapitre III

Application aux réseaux électriques







Application aux réseaux électriques

III.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est I’application de la modélisation fractale et non entiére aux
réseaux ¢électriques dans un souci principal de réduction d’ordre sans perte de
connaissances.

Les constats de départ sont les suivants. D une part, la géométrie de certains réseaux
¢lectriques rappelle des objets fractals. D’autre part, les réseaux électriques raccordent
de nombreux composants diffusifs aux propriétés d’invariance d’échelle (machines
¢lectriques, transformateurs, dispositifs électrochimiques). Enfin, les réseaux eux-
mémes peuvent étre décrits par un systéme d’équations aux dérivées partielles dont on
peut se demander si elles ne présentent pas les mémes propriétés.

On peut donc se demander si la modélisation dynamique d’un réseau électrique ne
pourrait pas se faire a 1’aide des systémes d’ordre non entier, la valeur de I’ordre étant
donnée par la dimension fractale du réseau, qui elle-méme découlerait de sa

géométrie.

Pour répondre a cette interrogation, un état de 1’art est tout d’abord présenté sur les
applications et les méthodes de caractérisation des modeles fractals. Ensuite, dans le
cas d’un réseau électrique présentant une structure fractale sans mailles (réseau de
Cantor), nous établirons quelques propriétés théoriques afin de bien mettre en
¢vidence les apports et difficultés de la modélisation fractale. Enfin, nous étudierons

la modélisation non entiére d’un réseau é€lectrique réel.

II1.2 Application et caractérisation des structures
fractales

Nous allons dans un premier temps présenter quelques domaines d’application pour
lesquels la modélisation fractale est utilisée : systéme respiratoire ou cerveau humain,
cours d’un fleuve, dispositifs poreux (électrodes ou ... digues de mer) et enfin,
quelques applications récentes a I’étude de black-out de réseaux é€lectriques. Apres ce
bref état de 1’art, nous exposerons les différentes méthodes de caractérisation et

d’identification utilisées pour les modeles fractals.
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III.2.1 Etat de I’art des domaines d’applications

On peut distinguer deux types d’application des outils fractals a la modélisation de
systémes présentant une invariance d’échelle manifeste : réseaux de neurones,
ramifications du systéme respiratoire, structure des arbres, méandres d’un fleuve,
réseaux d’habitat ou de déplacement urbain, fabrication d’électrodes ou de circuits
¢lectroniques, réseaux d’alimentation électrique, .... Toutes ces applications peuvent
étre modélisées en utilisant les outils fractals pour obtenir des lois de comportement

structurellement simples mais denses en informations.

De nombreux travaux ont permis de trouver la dimension fractale de structures
naturelles comme par exemple les ramifications dans un chou-fleur ou le découpage
escarpé des cotes au bord de la mer. Mise a part I'intérét parfois extraordinaire de
connaitre ces dimensions (égale a log(13)/log(3) = 2,33 pour le chou-fleur), une
théorie, dite « théorie constructale » élaborée dans les années 90 par A. Bejan permet
d’expliquer a partir des lois thermodynamiques la forme et I’évolution de ces

systemes naturels [BEJ 00]. Nous reparlerons de ce point particulier un peu plus loin.

D’autres travaux ont porté sur 1’utilisation des outils fractals pour la caractérisation de
systémes techniques présentant une invariance d’échelle :

0 dans le domaine de 1’¢électrochimie, [SCH 75] et [LIU 85] ont ainsi montré que
la rugosité des électrodes pouvait étre modélisée par des circuits €lectriques
constitu¢ de cellules (RC) présentant un ou plusieurs facteurs de récursivité
entre les parametres. Dans [LIU 85] la rugosité est modélisée par un ensemble
de rayures qui tendent a s’affiner avec la progression dans le matériau,
constituant un réseau de Cantor de dimension 0,63,

0 dans le domaine de I’urbanisme, les outils fractals sont utilis€és pour modéliser
le développement des villes. [ROD 00] montre ainsi que les rues de la ville de
Tokyo présente une dimension fractale de 1,23. Dans [SIK 03], le réseau de
métro de la ville de Séoul présente une dimension de 1,85. Le principal intérét
de cette modélisation réside dans 1’aide a la décision politique pour I’évolution
des infrastructures des grandes villes en observant I’évolution temporelle de la

dimension fractale.
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0 enfin, dans le domaine des réseaux d’énergie ¢électrique, des travaux menés a
AREVA portent sur la modélisation fractale des réseaux de transport pour
I’établissement des lois stochastiques prédisant I’apparition de black-out [SEE

08].

Cette liste ne se veut bien siir pas exhaustive. Il existe de nombreux autres domaines
d’applications de la modélisation fractale mais il ne nous a pas semblé utile de tous les
lister. Cette courte liste est en effet suffisante pour illustrer les deux intéréts majeurs
de la modélisation fractale : la modélisation de systemes pouvant présenter des
structures complexes avec des lois trés simples et la possibilité de pouvoir prédire

I’évolution de ces structures.

II1.2.2 Etat de I’art des méthodes de caractérisation

Avant d’aborder la modélisation « fractale » des réseaux ¢électriques d’énergie,
revenons rapidement sur les méthodes de caractérisation ou d’identification
couramment utilisées dans les domaines évoqués précédemment.

Nous avons listé trois méthodes :

0 la premicre, la plus triviale, consiste a observer attentivement 1’objet que 1’on
cherche a modéliser et a (essayer de) trouver la loi d’invariance d’échelle le
caractérisant. Une branche de chou-fleur se divise ainsi généralement et en
moyenne en 13 sous-branches 3 fois plus courtes [MAN 84]. Cette approche
peut bien sir étre améliorée en intégrant des outils probabilistes ou
stochastiques pour améliorer la précision du modéle,

0 la deuxiéme repose sur le choix d’une jauge et le tracé d’une grandeur
caractéristique du systéme étudié¢ en fonction de la jauge. Cette représentation
est bien souvent linéaire, et la pente de la droite permet de définir la dimension
fractale du systéme. Ainsi, dans le cas du réseau de métro de Séoul, [SIK 03] a
tracé I’évolution du nombre de sous-stations en fonction d’une distance

¢lémentaire (cf figure I11-1 et 11I-2).
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Figure III- 1: Plan du réseau de métro de  Figure III- 2: Tracé du nombre de sous-stations en
Séoul [SIK 03] fonction d’une distance élémentaire [SIK 03]

0 enfin, la troisiéme méthode, celle que nous utiliserons par la suite, repose sur
I’¢tude de I'impédance d’entrée du circuit électrique équivalent modélisant le
réseau [LeME 82, LIU 85, KAP 85, SAP 88]. Cette troisieme méthode ne
s’applique bien siir qu’aux objets dont une premiere analyse a permis d’établir
cette modélisation sous forme de circuit. Un circuit modélisant un objet
présentant une nature fractale de dimension dr a alors une impédance d’entrée
présentant dans une certaine plage de fréquences un comportement tres
caractéristique de la nature fractale. Cette zone se caractérise par un blocage
de phase, trés couramment dénommé CPA dans la littérature (pour Constant
Phase Angle). Les références bibliographiques citées ci-dessus montrent qu’il
existe un lien trés étroit entre la valeur de la phase dans cette zone de CPA et

la dimension dr de 1’objet. Ainsi, dans le cas du modele uni-dimensionnel
d’une ¢lectrode, [LIU 85] a montré que la phase était égale a —/7% avec

n=1-d ;. Dans cette zone de fréquences bien particulicre, le réseau se

comporte alors comme un systéme d’ordre non entier égal a -.

III.3 Invariance d’échelle dans les réseaux
électriques

Dans un premier temps, nous nous intéressons a un réseau électrique « idéal »
présentant une structure topologique fractale de type Cantor. Nous allons ainsi essayer
de mettre en ¢évidence les liens théoriques entre géométrie fractale, caractérisation

fréquentielle et modélisation non entiére. Ainsi, nous allons essayer de trouver une
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méthode de détermination de la nature fractale du réseau de Cantor a partir de la
mesure de son impédance. Une fois que ces liens auront ét¢ mis en évidence, nous
tenterons dans un deuxiéme temps de caractériser le comportement fractal d’un réseau

¢lectrique quelconque.

II1.3.1 La fractale de Cantor

La fractale de Cantor, également nommée ensemble ou poussiere de Cantor [MAN
64] est constituée d'une myriade de points en fragmentation continue (Figure III- 3).
La figure de base est un segment de droite fini dont on extrait le tiers central : 1'échelle
de réduction étant égale a 1/3, il reste 2 segments de longueur 1/3. L'opération
d'extraction du tiers central est réitérée pour les deux tiers restants : de chacun d'eux
ne subsistent que les deux autres tiers. La méme opération est ensuite refaite
indéfiniment pour la série de tous les tiers restants et, a l'infini, il ne subsiste plus

qu'une « poussiere de points » infinitésimaux.

itération O
— — itération 1
— — — — itération 2
- - - - - - - - itération 3
- o e R - itération 4

Figure III- 3: Fractale, ensemble ou poussiére de Cantor

Pour cette fractale la dimension fractale peut étre calculée directement par :

d/,:—:—:().63 III- 1
Ina In3

ou p est le nombre de segments restant apres chaque itération (p=2) et a est le facteur

de réduction (a=3). Cette « poussieére » infinitésimale est un intermédiaire entre un

point de dimension nulle et une ligne de dimension 1.
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II1.3.2 Présentation du réseau électrique dérivé de la
fractale de Cantor

Par analogie au motif fractal de Cantor, il est possible de définir un réseau électrique
radial de type fractal. C’est un réseau a plusieurs étages, ou les paramétres de la
cellule RLC d’un étage sont liés par un facteur d’échelle aux parametres des cellules
des étages supérieurs. Pour simplifier 1’étude, seules les résistance et inductance
présentent un facteur d’échelle d’un étage a 1’autre; les capacités sont prises

identiques. Le principe de construction de notre réseau est le suivant :

- a Ilitération 0, la cellule de base correspond a un troncon de ligne
¢lectrique de section S et de longueur L ;

- al’itération 1, on suppose que la ligne se divise en deux trongons de méme
longueur L et de section S/a. La résistance de cette nouvelle cellule est
donc égale a a.R. L’inductance varie elle aussi avec la diminution de la
section mais suivant une loi non linéaire. On note son évolution par un
facteur b. Pour des questions de simplification, nous supposerons que b est
égal aa’;

- al’itération 2, on procede de méme pour chaque trongon ...

REMARQUE - Nous rappelons que I’objectif de cette partie consiste a exposer
les développements théoriques nécessaires a la compréhension des liens
entre fractalité, géométrie et caractérisation dynamique d’un réseau
¢lectrique. Les hypothéses, méme grossieres, que nous avons du poser

seront discutées plus loin.

Notre réseau présente finalement la structure de la Figure III- 4.
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Figure III- 4: Structure du réseau électrique dérivé de la fractale de Cantor

La réponse en fréquence de I’impédance d’entrée € du réseau a chaque itération
1
e

est donnée ci-dessous. On peut distinguer trois zones dans le comportement de cette

impédance :

- un comportement inductif pour les hautes fréquences ;

- un comportement capacitif pour les basses fréquences ;

- pour les fréquences intermédiaires, un comportement correspondant a un

blocage de phase (ou CPA).
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Figure III- 5: Réponse fréquentielle du réseau d’étude pour différentes itérations

(R=25Q/L=0.1 mH / C=1pF / a=3)
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L’observation de I’impédance d’entrée du réseau permet de mettre en évidence un

certain nombre de propriétés :

- 1l existe une zone de blocage de phase trés nette apparaissant aux
fréquences intermédiaires, caractéristique d’un phénomeéne a invariance
d’échelle [LIU 85],

- cette zone de CPA, inexistante pour une ou deux cellules (RLC) mises en
cascade, s’étend aux basses fréquences lorsque le nombre de cellules
augmente. La valeur de la phase reste presque constant quelque soit le

nombre de cellules.

Bien siir, ces premiéres constatations requicrent une étude théorique plus approfondie
afin de bien comprendre le lien entre la structure du réseau et son impédance d’entrée,

et ceci avant de passer a 1’é¢tude de réseaux réels.

II1.3.3 Etude analytique de I’impédance d’entrée

L’impédance d’entrée du réseau ¢lectrique présenté Figure I1I- 4 est définie par :

14

e

Z(a)):]—

III- 2

ou V, et I, sont respectivement la tension et le courant d’entrée.

Par la suite, n représentera le nombre d’étages du réseau (ou nombre d’itérations).

II1.3.3.1 Comportements asymptotiques de I'impédance d’entrée
Pour les hautes fréquences, les capacités et les résistances deviennent négligeables par

rapport aux inductances ; I’impédance d’entrée se met alors sous la forme :
Z(W)y ., 0 =ial IIL- 3

Ainsi, pour les hautes fréquences, I’'impédance présente un comportement inductif

avec une phase égale a % et un gain de pente égale a 20 dB/décade.
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Pour les basses fréquences, ce sont les résistances et les inductances qui sont

négligeables devant les capacités ; ’impédance d’entrée s’écrit alors :

1 1 1 1
Z(W),, o =~ =- " 11I- 4
wC izk iawC 2" -1
=

Pour les trés basses fréquences, I’impédance présente un comportement capacitif avec

une phase tendant vers _% et un gain de pente -20 dB/décade.

II1.3.3.2 Comportement CPA de ’impédance d’entrée
Considérons un nombre fini n de cellules. Une fagon commode d’écrire I’expression

de I'impédance d’entrée consiste a utiliser des fractions continues :

Z(w) = R+i L+
il + III- 5

Cette équation III- 5 peut se réécrire sous la forme :

Z(w) = R+i L +

ilwlC + II- 6

On montre alors que Z s’écrit sous la forme d’une loi d’échelle :

1

T+ 20 III- 7
a Z(wh)

Z(w)=R+iWL+
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En supposant que I’'impédance diverge plus lentement que %4) quand w tend vers 0

(hypothése 1), on obtient la relation :
Z(w)=R+iWlL +§DZ(aJElz) 10I- 8

L’¢équation III- 8 est une loi d’échelle (ou scaling equation en anglais), dont la
résolution n’est pas évidente. Afin de trouver une solution a cette équation, nous
utilisons une méthode reposant sur le Théoréme Maitre (ou Master Theorem) [THO
94, ROU 97] basé sur le principe de récurrence. Il consiste a réécrire 1’équation III- 8
en exprimant I’impédance Z(wa) en fonction de Z( wa’), puis Z( wa’) en fonction de
Z(wa’), et ainsi de suite.

L’impédance d’entrée du réseau s’écrit alors en tenant compte de la deuxiéme

itération :

Z(w =%EE%BZ(iw@z)+R+tiBzUJ}+R+tiUJ

) 2 -9
= 2] mwrz?)+rM+Z |+imm i+
2 2 2
Puis :
Z(w) :%E{%[ﬁ%mwmﬁmﬂmmﬂEL}RHDW:EL}
+R+iW(L
1II- 10

a 3 a a 2 a2 a2 ?
:(—j Z(wE)+R. 1+—+(—j +illL] 1+ —+| —
2 2 2 2 2

Ainsi, plus généralement a I’itération k :
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k k=17 . \J -1 2/
%j Z(wl* )+Rmz(%j + [l DZO(%J

J=0 J=
a k 2.R a k 2i [evlL a? ¢
=(—j BZ(a)sz)+ ; 1—(-) + - —
2 2-a 2 2 —q? 2

Dans I’équation III- 11, £ est fixé de telle sorte que, a une fréquence donnée, on puisse

III- 11

écrire wla® =@y ou @ est une pulsation choisie arbitrairement. k est alors

directement lié¢ a ) par :

f=_ W 1I- 12

loga

Avec cette définition, rien ne garantit que k soit un entier. Considérons alors k 1’entier
, g q

le plus proche de k. La différence € entre k et k peut s’écrire sous la forme :

(47
log—o
"= k+g= a)+€ 1II- 13
loga
avec €0 —l,l
22
Dans le cas ou aw<<<a} (hypotheése 2), ce qui impose une condition
(45
log—o
w

supplémentaire sur w, (et donc k), le terme est trés grand devant €, et ce

loga
dernier peut alors étre négligé.

w

loga

Autrement, dans ces conditions, on peut supposer que k = est un entier. Et,

I’équation III- 11 peut alors étre mise sous la forme suivante :
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log(ayp)-log(w) log(ap )—log(w)
_(a 10ga 2R a 10ga
Z(w) =|— Z + 1-|—
@=[4] @[
log(ap)-log(®) fHi-14
2iad a? loga
|1 =
2-a 2
Cette relation peut aussi s’écrire :
. -1 ;
2iayL
Z(w)-2R A [ @) gy -2 2% I0I- 15
2-a 2-4° 2-a 2-4?
ou: /7:1—10g2 .
loga
On pose A(w) = Z(w) —22—R _ diek . La relation précédente devient :
a4 2-a
,«p»—(lﬁi_qlﬂab) 10I- 16
)
Cette loi d’échelle est vérifiée par la fonction 4 suivante :
I- 17

Aw) O (i) ™"

On suppose que I’on puisse négliger les termes résistifs et inductifs de 4 devant Z

(hypothése 3). L’impédance d’entrée du réseau de Cantor peut alors s’écrire :

Z(w) O (iw)™” I1I- 18

Plusieurs remarques peuvent étre faites :

0 sig estinférieur a 1 (ce qui est toujours vrai pour a supérieur a 1), I’hypothese

1 est vérifiée.
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0 L’hypothése 2 a.w<<<a.w' =w,est vérifiée si k est suffisamment grand.

Pour un nombre de cellules infini (ce qui revient a choisir k infini),
I’hypothése est donc toujours vraie. Pour un réseau fini, k ne peut pas dépasser
la valeur du nombre de cellules. Il faudra donc que le réseau ait un nombre

suffisamment important de cellules.

0 Si la fréquence augmente, le terme inductif

5 est supérieur aux deux
a” -2

autres termes de I’équation III- 15 et on retrouve le comportement inductif de
I’impédance décrit précédemment. Nous reviendrons sur ce point et sur la
validité de I’hypothese 3 a la section suivante ;

0 Dans la plage de fréquences correspondant a cette étude, le systéme se
comporte globalement comme un systéme d’ordre non entier égal a -n. Ceci se

-nin

traduit par le blocage de phase égal a identique a celui de la Figure I11-

5.

0 La relation /7=1-d ; montre le lien entre le comportement frequentiel de

I’impédance et sa structure fractale. Elle illustre également I’intérét d’utiliser

des systémes d’ordre non entier pour caractériser une géométrie fractale.

Nous mettons ainsi en évidence différentes relations possibles entre géométrie,
comportement fréquentiel (ou dynamique) et systétmes d’ordre non entier. Toutefois,
nous n’avons pas démontré de strictes équivalences entre représentation fréquentielle,
modélisation non entiére et structure fractale. Ainsi a un systéme d’ordre non entier O
correspond une infinité de motifs fractals de dimension 1-a. Par contre, tout réseau,
présentant un blocage de phase sur une certaine plage de fréquences, peut étre
modé¢lisé par une impédance d’ordre non entier.

Il reste alors a analyser la zone de fréquences ou intervient le blocage de phase et

I’influence des parameétres du réseau sur la largeur de cette zone.

III.3.4 Bande passante du comportement « CPA »

L’impédance d’un réseau ayant une structure fractale présente un comportement CPA

dans une bande passante qu’il convient de mieux situer.
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Reprenons le réseau présenté sur la Figure III- 4. Il est constitué par une mise en

cascade de quadripdles d’ordre deux. Considérant que le coefficient d’amortissement
R |C . ‘- N Preier Ter s
z=3 7 de la premicre cellule (RLC) est supérieur a I'unité, ’'impédance du

quadripdle Z; peut s’écrire sous la forme :

. W . W
I+;— |0+ —
W, @ 7 II- 19

Z1(jw) = I7e

ou w; ; et w; > sont les pulsations caractéristiques données par:

II1- 20

De méme, il est possible de définir les pulsations caractéristiques pour chaque cellule

du réseau étudié. Pour la n'“" cellule, ces deux pulsations s’écrivent :

II1- 21

Etant donné que le facteur de réduction a est supérieur a 1 (a=3), il est possible de

classer les pulsations caractéristiques dans I’ordre suivant :

! Z—sz—lj<...< ! Z—\lzz —1)<

zH+7 —lj 111- 22
d'\LITC NLIC Eé

1
VLLC
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Si la pulsation w du réseau est telle que : W<< W,¢ =;[€z —z? —lj , le
a" QILIC

comportement de chaque quadripdle est capacitif. Ainsi, en deca de cette pulsation, le

réseau €lectrique ne présente plus un comportement anormal mais capacitif.

De méme, pour des frequences telles que: w>>dyy, =

ﬁ[ﬁz+\/ﬁj le

réseau ¢lectrique présent un comportement inductif.

Nous avons ainsi affiné la plage de fréquences du comportement CPA. Sa bande

passante est restreinte a la plage de fréquences comprise entre :
1 [ [
Winf :—Eéz— zz—lj et a)sup=L[€z+ zz—lj,
a" O/JLIC NLIC

Les plages de fréquence de I’'impédance d’entrée sont résumées sur la Figure I1I- 6.

Comportement Comportement Comportement
capacitif CPA inductif
| |
| |
w—0 inf wsup W—00

Figure III- 6: Bande passante du comportement CPA de I’'impédance

Il est important de noter que plus le nombre de cellules augmente, plus la pulsation
inférieure baisse de valeur, la pulsation supérieure restant constante. Autrement dit, la
zone de comportement CPA s’étend vers les basses fréquences au détriment de la

zone capacitive (cf. Figure III- 7 ci-dessous).
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Figure III- 7: Evolution des bornes de la zone de comportement CPA

Un dernier point reste en suspens concernant 1’hypothése 3 du calcul. Elle suppose

que les termes 2R et 2ial sont négligeables devant Z(a) dans la zone de

2—a 2-4?

comportement CPA. Nous vérifions sur la figure ci-dessous que c¢’est bien le cas pour
le terme inductif. Il faut toutefois étre plutdt basse fréquence pour que le terme résistif
soit négligeable. Ceci nous conduit a une nouvelle interprétation de la zone de
comportement CPA. C’est la zone ou les comportements inductif a haute fréquence et
capacitif a basse fréquence sont les plus faibles et laissent la place a une valeur
d’impédance qui n’est plus limitée que par son amortissement, c’est-a-dire la
résistance. Une interprétation plus géométrique peut encore étre faite. A basses
fréquences, les capacités « court-circuitent » le systéme. A hautes fréquences, les
inductances « ouvrent » le systeme. Ce n’est que dans la zone intermédiaire que 1’on
voit fréquentiellement I’ensemble du réseau.

A noter enfin que nous retrouvons bien les bornes inférieure et supérieure de la zone

de comportement CPA.
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Figure III- 8: Réponse fréquentielle du réseau d’étude pour 5 itérations

II1.3.5 Influence des paramétres du réseau électrique sur
le comportement CPA

Avant d’analyser le comportement fractal d’un réseau électrique réel, nous allons
analyser I’influence des différents parameétres du réseau de Cantor afin de tester la
robustesse de 1’identification de la dimension fractale a partir de la zone de blocage de
phases. Pour cela, nous allons regarder sommairement (c’est-a-dire sans refaire de
calculs théoriques analogues au paragraphe précédent) I’influence des parametres R, L
et C de chaque cellule. Nous verrons dans un deuxieme temps I’influence des autres

parametres du réseau.

II1.3.5.1 Influence des paramétres (RLC)
Nous avons montré au paragraphe précédent que 1I’impédance d’entrée, dans une zone

de fréquences bien déterminée, présente une évolution fréquentielle ne dépendant que
de la structure du réseau (mais pas du choix des parameétres (RLC) de chaque cellule.
Une modification d’un ou plusieurs de ces paramétres ne devrait dés lors pas modifier

la zone de blocage de phase.
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La Figure III- 9, montre 1’évolution du module et du gain de I’impédance du réseau
¢lectrique €tudié avec les parametres suivants : R=10 Q, L=5 mH et C=1 pF (dans ce
cas z = 0,07 alors que dans le cas présenté au I11.3.4, z était égal a 1,25).

Nous montrons alors que la zone CPA voit apparaitre des « oscillations »

correspondant aux résonances du réseau ¢€lectrique [LAR 96].
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Figure III- 9: Impédance du réseau électrique (gain et module) pour un coefficient
d’amortissement inférieur a 0.5 et quatre itérations
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Les paramétres du réseau électrique R, L et C n’influencent pas fondamentalement le
comportement fractal du réseau mais peuvent le modifier dans certains cas par des
résonances. Ceci pourrait nous poser des problémes en termes d’identification de la

dimension fractale.

II1.3.5.2 Autres influences
Nous listons dans ce paragraphe I’influence des autres parametres susceptibles de

modifier la zone de blocage de phase :

0 La présence de charges électriques connectées en certains nceuds du réseau
¢lectrique aura plus ou moins d’influence sur la zone de blocage de phase
suivant leur valeur et leur localisation. Nous avons ainsi montré qu’un
ensemble de charges (R-L) connectées aux extrémités du réseau de Cantor ne
modifiait pas la zone caractéristique de blocage de phase, ni en valeur, ni en
bande passante. Le rapprochement des charges vers la source tend cependant a
modifier la géométrie fractale du réseau, conduisant a une modification de la
dimension fractale.

0 Seule une source ¢électrique a €té prise en compte pour alimenter notre réseau.
Dans le cas d’un systéme multi-sources, il pourrait étre intéressant de
comparer les différentes impédances d’entrée vues de chaque source afin de
mieux identifier les potentielles zones de blocage de phase et donc d’améliorer
la modélisation du réseau. Ce point sera d’autant plus intéressant a étudier que
le réseau comporte des mailles.

0 Enfin, seuls les modé¢les statiques des différents composants du réseau (lignes
et charges) ont ¢t¢ utilisés dans un premier temps pour déterminer I’impédance
d’entrée de notre réseau. Il sera intéressant par la suite d’évaluer la pertinence
d’utiliser des modeles plus fins tenant compte par exemple de I’effet de peau
ou de la propagation dans les lignes et de la diffusion dans les charges pour
affiner la représentation globale du réseau. Du point de vue théorique, la
juxtaposition de deux problémes fractals, liés a la structure du réseau et au
phénomene de diffusion, pourrait nous amener a utiliser d’autres outils non

présentés dans ce mémoire : les multifractales.
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II1.3.6 Réponse fréquentielle d’un réseau électrique réel

Pour terminer ce chapitre sur la caractérisation fractale d’un réseau, nous allons nous
intéresser au comportement d’un réseau électrique réel de distribution. Ce réseau
comprend 189 nceuds dont 1 poste source et 103 nceuds de charge impédants et actifs
consommant au total 21 MW et 10 MVAr. Cinq zones peuvent étre définies
correspondant aux 5 départs du poste source. Le niveau de tension est fixé a 20 kV.
Les longueurs des départs varient entre 6,9 km et 21,9 km [RIC - 06]. La topologie

générale du réseau est décrite Figure I1I- 10.

Figure III- 10: Topologie du réseau électrique réel étudié

Les module et phase de I'impédance d’entrée de ce réseau sont représentés Figure II1-

11. Nous pouvons repérer trois zones distinctes de fonctionnement :

- pour les hautes fréquences (au-dela de 10 kHz), le comportement inductif
des lignes et des charges prime sur les autres éléments du réseau ;
- pour les basses fréquences (en dessous de 100 Hz), le réseau a un

comportement capacitif ;
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- et enfin, pour les fréquences intermédiaires, nous observons l’existence
d’un comportement particulier du réseau. Sans conclure trop vite, on
semble noter un comportement CPA influencé par de nombreuses
résonances. Il faut noter que le coefficient d’amortissement de chaque
ligne ¢électrique est relativement bas (inférieur a 0,1) ce qui va dans le sens

de notre conclusion.

Cette premicre analyse montre qu’un réseau réel a une réponse fréquentielle qui peut
se rapprocher de celle d’un réseau fractal, dans une bande de fréquences données. Il
convient toutefois d’étre prudent car la zone de fréquence considérée ne nous permet
plus de considérer que 1’hypothése « lignes courtes » pour la modélisation du réseau
est toujours justifiée. Il faudrait tenir compte d’éventuelles propagations et ne plus
utiliser une représentation par de simples cellules RLC. L’impact de la propagation
sur la zone de comportement CPA reste a ¢étudier et ouvre de nouvelles perspectives

pour la poursuite de ces travaux de modélisation.

10" 10° 10° 10 10° 10°
Fréquence [H7]

Figure III- 11: Réponse fréquentielle du réseau réel étudié
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II1.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de mettre en évidence les liens qui existent entre la
structure d’un réseau électrique et sa caractérisation fréquentielle a travers I’utilisation
des outils fractals.

Ainsi, dans le cas d’un réseau présentant une structure fractale dite de Cantor, nous
avons réussi a montrer théoriquement que I'impédance de ce réseau présente un
comportement particulier de blocage de phase dans une bande de fréquences bien
délimitée. Ce blocage de phase permet alors de retrouver la dimension fractale du
réseau étudié.

Cependant, ces premiers résultats doivent étre nuancés lorsque 1’on s’intéresse a la
modélisation d’un réseau électrique réel. Ainsi, suivant la valeur des paramétres des
différents éléments du réseau et notamment le coefficient d’amortissement des
différentes lignes, la zone de blocage de phase peut étre difficilement décelable du fait
de la présence de nombreuses résonances.

Par ailleurs, il est important de revenir sur la modélisation des différents composants
du réseau étant donnée la zone de hautes fréquences ou intervient le comportement
fractal du réseau.

Cette premiere ¢tude nous a tout de méme permis d’appliquer pour la premiere fois

les outils fractals a la mod¢lisation des réseaux électriques, méme si de nombreuses

limitations sont apparues.
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IV.1. Introduction

La stabilit¢ des réseaux a toujours été un sujet de premicre importance. Elle
caractérise la propriété qu'a un réseau de revenir a un état d'équilibre a la suite d'une
perturbation, grande ou petite, courte ou durable, voulue ou non. Dans un contexte de
décentralisation de la production et du stockage d'énergie, de multiplication de
convertisseurs d'électronique de puissance, la stabilit¢ prend de plus en plus
d'importance. Il faut en effet pouvoir continuer de garantir de bonnes performances
dynamiques quelles que soient les conditions de fonctionnement ou de production et
ce pour des réseaux qui peuvent étre de plus en plus isolés, voire I’étre totalement
comme les réseaux embarqués.

La stabilité recouvre en fait de multiples définitions. On parle ainsi de stabilité petits
signaux (le systeme est soumis a des perturbations si petites que la linéarisation des
équations du systémes est possible) ou grands signaux (la linéarisation n'est plus
possible) ; on parle également de stabilit¢ d’angle interne, de stabilit¢ de fréquence ou
de tension [KUN 94]. Chaque type de stabilité¢ nécessite alors une méthode d’analyse
propre (en petits ou grands signaux) et un modele du systéme qui soit adapté et plus
ou moins précis. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons particulierement a la
stabilit¢ de tension d’un réseau ¢lectrique soumis a de petites perturbations. Nous
resterons ainsi dans le cadre d’hypothéses linéaires, pour lesquelles des méthodes
comme l'analyse modale ou fréquentielle de Nyquist donnent des résultats tres
satisfaisants.

Les charges ¢lectriques modernes ont non seulement 1’inconvénient d’étre non
linéaires (du fait des interfaces d’électronique de puissance), mais aussi d’étre a
« puissance constante ». Ainsi, lorsqu’un systéme est régulé en tension avec une
charge en aval a puissance constante, la relation tension/courant en entrée de la charge
est caractérisée par une hyperbole. En petits signaux, la résistance équivalente qui en
résulte est négative puisqu’a une diminution de la tension d’entrée correspond une
augmentation du courant [MID 76, LIU 07]. Cela peut donc rendre le systéme instable
vis-a-vis de petites perturbations.

Dans un souci de conception optimale des réseaux ¢€lectriques modernes, il est donc
important de disposer de méthodes pour bien étudier la participation et la sensibilité

de certains parametres vis-a-vis de la stabilité en petits signaux du systéme. Ces
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méthodes, qu'elles dérivent de 1'analyse modale ou d'approches fréquentielles, sont le
plus souvent basées sur des modeles d'ordre entier. Pourtant, ils ne sont pas toujours
les plus adéquats car ils peuvent étre généralement d’ordre élevé afin d’étre
suffisamment précis sur une large plage de fonctionnement ; le modele est alors
assimilé a un modele de type « boite noire » et les parametres identifiés obtenus n'ont
alors souvent plus de lien avec la physique du réseau [RIU 01, KHA 01, RET 03]. Les
analyses de sensibilit¢é pour la conception du systeme deviennent deés lors plus
difficiles.

Méme si les modeles de réseaux ont été décrits principalement dans le domaine
fréquentiel, ils demeurent avant tout des modeles de connaissance, li€s étroitement
aux caractéristiques du réseau. Nous avons ainsi privilégié¢ les méthodes d’analyse par
matrice d’état puisque nous disposons a priori de modeles dont la connaissance est
suffisante pour établir la représentation d’état. Cette représentation est par ailleurs
classiquement utilisée pour 1’analyse de réseaux.

Les méthodes d’analyse fréquentielle peuvent de toutes facons étre utilisées
¢galement, soit a partir du calcul des impédances de deux systémes interconnectés sur
un méme bus puis en appliquant les critére de Nyquist ou de Middlebrook [MID 78],
soit en dérivant directement a partir de la matrice d’état la fonction de transfert du
systeme considéré. Ces méthodes d’analyse de stabilité a partir de représentations
fréquentielles utilisant des impédances/admittances sont trés utilisées dans les
systemes DC ou AC/DC [JOU 02, BAR 03].

Dans ce chapitre, nous proposons de mener 1'étude de stabilit¢ d’un systéme ¢électrique
dont les composants sont modélisés avec des impédances d'ordre non entier
introduites au chapitre 3. On mettra en évidence 1’apport des modéles d’ordre non
entier pour l’analyse d’un réseau ou d’un systeme ¢électrique au chapitre 5.
Néanmoins, au préalable, nous présentons dans ce chapitre tous les ¢éléments
théoriques nécessaires pour la bonne compréhension du chapitre 5 et notamment
comment mener une analyse de stabilité avec une approche modale sur un systéme

d’ordre non entier quelconque.
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IV.2. Analyse de stabilité par approche modale

IV.2.1 Construction d’un systéme d’état généralisé

A partir des équations électriques reliant les grandeurs (courants, flux, tensions) du
modele d’ordre non entier d'un systeme électrique, il est possible de construire un
systeme d’état faisant intervenir les dérivées d’ordre non entier des variables d’état du
systtme. Nous présentons dans ce paragraphe la méthodologie générale pour

construire ce systéme d’état généralisé [OUS 98, HAR 98, MAT 96].

IV.2.1.1 Equation différentielle décrivant un systéme dynamique
Afin de déterminer la représentation d’état d’un systéme d’ordre non entier nous

partons de l'équation différentielle générale donnée par I’équation IV- 1 obtenue a

partir de la linéarisation du systéme considéré :

SRR VIORS N 4 T v

n=0 dt m=0 dt
a,, B, 00
soit :

dt

ao(ij% 0+ al(%]al )+t aN(ijaN 70)=by (ijﬂ‘) u(0)+

Iv- 2
By Pu
d d
+bh| — | ult)+..+by|— ult
(5] ) o[ 4] ul)
ou le vecteura = (a’o S e, AN ) représente le vecteur des ordres de dérivation de la

sortie f (t), classés dans I’ordre croissant. Les coefficients B; quant a eux représentent
les ordres de dérivation de I’entrée u(t) Les coefficients a;et b; sont définis en

fonction des paramétres du systéme considéré (résistances, inductances, ...etc).
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IV.2.1.2 Changement de variables
La seconde étape pour construire le systéme d’état généralisé consiste a effectuer le

changement de variables suivant :
0 la premicre variable introduite, x;, est définie comme la dérivée d’ordre ag de
1),
0 la deuxiéme variable,x,, est définie comme la dérivée d’ordre a; de la

fonction f (t) ,

0 lai®™ variablex; est définie comme la dérivée d’ordre @;_; de la fonction de

sortie f (t) .

Remarque : en général, ap =0 ; la variable x1 correspond ainsi a la fonction f (¢ ( )

Les nouvelles variables et les relations que 1’on peut définir entre elles s’écrivent

alors :
(1=
(" (27 ==t
(4] = (%j(” ) =) ) -3
(%) (@n-) (dij (@y-1—an-2 +aN_2)f(t) _ (aiv—l_aN—Z)(t) -
() ()" el

B
X TN (1) =20 (1) - xy () = - V=L (1) + Af:b_m(ij o) w4
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IV.2.1.3 Construction du systéme d’état généralisé
A partir des équations IV- 3 et [V- 4, nous pouvons écrire le systeme d’état reliant le

vecteur d’état )_c(t) a N composantes et le vecteur d’entrée L_l(l) a M composantes sous

la forme :
x(al_ao)(t) 0 1 0 0 r xl(t) 7
xzaz _al)(t) 0 .0 .1 : % (t)
. _ : . . . 0 il . +
. 0 e e 0 1
.xggivll av-2) gy a4 _a ay- xy-1(0)
xg\?'N_aN—l)(t) 1| aw ay ay |L XN(t) J _
F0...0 ]
0---0 B ()
L 0.0 :
0---0 (Bu)
n g |10
L4N 4N |
Ainsi, le systeme IV- 5 peut s’écrire plus généralement sous la forme :
x ()= 4G()+B () V- 6

)= i)+ D)

Ainsi, comme dans le cas entier, une représentation d’état d’ordre non entier comporte

deux équations [OUS 98] :

0 une équation d’état généralisée dans laquelle le vecteur d’état ne fait plus
I’objet d’une dérivation unitaire mais d’une dérivation d’ordre non entier, réel

ou complexe ;
0 une équation d’observation.

Les vecteurs intervenant dans 1’équation IV-6 sont :

0 Le vecteur d’état : )_c(t)= [xl (t)‘xz (t)‘ ...... |xN (t)]T
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0 Le vecteur d’entrée (ou de commande) :

;Q):[uu%)@) LABM)@HT

uwz)(t)\ ......

0 Le vecteur de sortie (ou d’observation) : )_/(t) = [yl (t) ‘ V2 (t) ‘ ...... | yp (t)]T

On voit également apparaitre 1’opérateur vectoriel (1;) = (al -ag,....ay —a N—l)

appliqué au vecteur d’état. Ainsi, ce vecteur n’est pas forcément composé de termes

identiques. Néanmoins, dans les études de stabilité, on cherchera systématiquement un

arrangement des variables d’état pour que les composants de ce vecteur (n) soient les
mémes. Il pourra alors étre assimilé a un nombre n réel ou complexe. A titre
d’exemple, comme nous le verrons dans le chapitre 5, le systeme d’état généralisé
d’un réseau ¢lectrique incluant un alternateur modélisé a I’aide d’impédances d’ordre

fractionnaire, sera d’ordre %2 (n=0.5). Le systéme d’état s’écrit alors :

(n)

x  (6)=40G()+Ba() R
¥(t)= CGle)+ D)

REMARQUE : pour n =1, nous retrouvons la représentation d'état classique d’un

systeme d’ordre entier [LYA 66, KUN 94] :

@

x (1)=4aG{)+Bak) V- 8

)= CGle)+ D ()

IV.2.2 Valeurs propres et condition de stabilité

IV.2.2.1 Valeurs propres et vecteurs propres associés
On peut appliquer la transformée de Laplace L au systeme d’état généralis¢ IV- 6

pour obtenir la fonction de transfert du systéme. Notre mode¢le sera obtenu a partir de
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la linéarisation des véritables variables d’état du réseau (i.e. courants dans les

inductances ou le couple ¢lectromagnétique) :

A0l a{;@)} v a{;(t)}

- V-9

L:;(f)} i u{;@)} ‘D u{;(t)}

En utilisant les relations et définitions suivantes (les valeurs initiales des toutes les
grandeurs étant nulles puisque 1’on considére uniquement les petites variations autour

d’un point de fonctionnement) :

L:x(r)}=f(s)=[X1<s>|xz<s>|...|XN<s>] 4] =06 115007

()
Ll x (t) :L[xl(n)

T

xgn) ‘x%)} = [ s" X4 (s)‘san (s)(...‘snXN (s)}T = snX(s)

Le systéme IV- 9 devient alors :

{s" X (s) = 4 Ox(s)+ BW(s) V- 10

}_’(s) =C D?(S) +D El[_/(s)

Finalement, en combinant les deux relations de 1’équation précédente, nous trouvons

I’expression de la sortie }_’(s) :

7(s) :[C(s”l A" B@(s)+ D m?(s)} = 11(s) W (s) v 11

ou H (s) est la fonction de transfert linéarisée d’ordre non entier entre la sortie et

I’entrée du systeme.
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REMARQUE : pour n =1, nous retrouvons la représentation classique d’un systéme

d'ordre entier [KUN 94] :
Y(s) =|c(s7 - 4) B+ D| T (s) = 1 (s) T(s) Iv- 12

Les poles de la fonction de transfert H(s) sont alors donnés la résolution de

I’équation :
det(s”[ - A): 0 IV- 13

D’un autre coté, les valeurs propres du systéme sont calculées a partir de la matrice A
et ceci ne nécessite donc pas de techniques particuliéres liées aux systémes d’ordre
non entier. On voit donc bien que les pdles du systéme et les valeurs propres ne seront
pas forcément identiques comme dans le cas ou n=1.

Nous allons donc dans un premier temps définir les relations entre pdles du systéme et
valeurs propres. Pour cela, nous devrons introduire, pour chaque valeur propre 4;, un

vecteur @; a N éléments qui satisfait la relation :
AW, = ), [, V- 14

ou, ®; est appelé vecteur propre « droit » de la matrice 4 associé a la valeur propre ;.

De la méme fagon, un vecteur W; a N éléments, satisfaisant la relation :

W, U= W IV- 15

est appelé vecteur propre « gauche » de la matrice 4 associ¢ a la valeur propre 4, On
peut alors définir deux matrices de vecteurs propres « droits » et « gauches » de la

maniére suivante :
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cb:l_cbl q32 CDN] V- 16

W= [wl W, .. wN]T

La matrice de Jordan (A =diag(Ay,A;,...,Ay ), regroupant ’ensemble des valeurs

propres, vérifie I’équation suivante :

AID =D [A
YA4=AW¥Y IvV- 17
Yib=J

ou / est la matrice identité. On modifie alors le systéme d’état IV- 10 en introduisant

le changement de variable suivant : x = ® L%, . Le systéme V- 10 devient :

{q:x,(n)(z) = AT %, (1) + B

)= C o, ()+ pE() m
On peut alors écrire :
{x,w(t) =0l ()+o s m() {xtw(f) =AE (),
)= CcroE(0)+pm() ¥()=C, &)+ D ()

En appliquant la transformée de Laplace au systéme [V-19, on obtient la relation :
_ -1 _
Y(s) =[Ct (s"I - /\) B, + D}U(s) V- 20

De fait, les pdles de la fonction de transfert sont obtenus en résolvant I’équation :

s" =2, =0 V- 21

Ce qui permet de relier dans le cas d’un systeme d’état d’ordre non entier les pdles
aux valeurs propres.
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IV.2.2.2 Condition de stabilité
Pour que le systéme soit stable, il faut que les poles p; du systéme soient a partie

réelle négative [LY A 66]. Ces podles sont déterminés en résolvant 1’équation IV- 21.
[OUS 05] donne la solution de I’équation IV- 21 dans le cas général ou n est un
complexe, s’écrivant sous la forme n =a +i[b. Nous ne présentons ici que le cas ou

n est un réel. Le module o et 'argument &, de chaque pole sont alors donnés par :

o = (A |)%
ka Vi IV- 22

O, =larg(/1[)+ ,  k=123...
n n

ou les coefficients my, sont des entiers.

Nous allons chercher par la suite a trouver un critére de stabilité portant sur les valeurs
propres.

Le calcul des poles px du systeme s’effectue en utilisant le théoréme des résidus [OUS
07]. Ce calcul permet alors de trouver une relation définissant les entiers my par
rapport a la coupure utilisée (cf Annexe 1 présentant les principales étapes du calcul).
On montre alors que la condition de stabilité au sens de Lyapunov sur les valeurs

propres du systéme s’écrit :

|arg(/]l )| > % Iv- 23

REMARQUE : cette expression représente une généralisation de la condition de stabilité

petits signaux d’un systéme d’ordre entier :
7 |
|arg(/11 )| > By dans le cas ou n=1 V- 24

La relation IV- 23 se traduit dans le plan complexe par une coupure entre la zone de
stabilité et la zone d’instabilité. La Figure IV- 1 illustre cette coupure dans le cas ou

I’ordre de dérivation est égal a 5.
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Figure IV- 1: Localisation des valeurs propres - Zones de stabilité et d’instabilité dans le plan
complexe (n=1/2)

IV.2.3 Facteurs de participation et sensibilités

Pour améliorer ’analyse de la stabilit¢ d’un systéme, il peut étre intéressant de
déterminer les liens entre les paramétres du systéme et la localisation des podles (ou
des valeurs propres). Ces liens sont généralement mis en évidence a partir des facteurs
de participation et des matrices de sensibilit¢ [KUN 94]. Nous rappelons dans ce
paragraphe leur définition dans le cas de systemes d’état classique et d’ordre non

entier.

IV.2.3.1 Facteurs de participation
A Tinstar d’un modele d’état classique d’ordre entier, la matrice des facteurs de

participation P est définie par :

P=[pips - oyl Iv- 25
avece .
Dl ®y; )

_| P2i |_| P2 BV V- 26
Pi=| . |7 :

PNi Dy Wiy

.ieme

ou Oy; est I’élément de la kieme ligne et de la /" colonne de la matrice modale @, et

yi est I’élément de la /™ ligne et de la £“™ colonne de la matrice modale y.
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L’élément p;; = ®;; [W;, est appelé facteur de participation de la k™ variable d’état

sur la i*™ valeur propre. Dans le cas de valeurs propres complexes conjuguées, le
facteur de participation de ces deux valeurs propres est bien sir identique et relie la

variable d’état au mode d’oscillation associé.

IV.2.3.2 Matrices de sensibilité
Cette matrice permet d’améliorer le premier niveau d’analyse fournit par les facteurs

de participation en liant explicitement les valeurs propres aux ¢léments de la matrice
d’état 4, et donc aux parameétres du systéme. Ainsi, la sensibilité d’une valeur propre

A; a ’élément a;; de la matrice A est donné par 1’équation suivante :
g

04 _ Wi P i V- 27
Gakj Ci

ou C; est produit scalaire de ¢/ ; [ .

Il faut noter que les facteurs de participation correspondent a la diagonale de la

matrice de sensibilités.

IV.2.4 Comportement asymptotique d’un systéme d’état
généralisé

La sortie y(¢) du systeme d’état généralisé IV-10 est une combinaison lin€aire des

q
différents modes propres du systeme de la forme : L — Xu(t) ou q est

un scalaire décrivant la multiplicité (potentielle) de la valeur propre A; [OUS 05].
Nous donnons alors simplement les réponses originales du transfert

q

1 : o
G(s) = — dans le cas simple ou q = 1, obtenues en utilisant les méthodes
s"=A Ji

d’intégration classiques des fonctions multiformes en déterminant les résidus,

suivant :
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1 ctjw
gy=— [ €"°G(s)ds V- 28
2 c—jw

ou ¢ est supérieur aux abscisses des points singuliers de G(s).

Suivant la définition adoptée pour calculer la dérivée non entiere (cf chapitre 2),

[MAT 96] et [OUS 05] donnent deux formulations de g(t) décrites ci-dessous.

0 Expression proposée par A. Oustaloup [OUS-05]

-1 1
gl)=1 =
s" _Al
nombre 5 1v-29
de pol . 0 n =t
_ e;i) S pr TN s1n(n DT) : x'e - dx
k=1 ny T ox*" =200 " cos(n 07) + A,

ou py est un pole du systeme.

Le premier terme correspond au mode exponentiel « classique » d’un systéme d’état,
mais le second terme correspond & un mode a dynamique apériodique a mémoire
longue [OUS 05]. 11 est intéressant de noter que ce mode peut étre représenté par une
réalisation d d’état infinie appelée aussi représentation diffusive [MAT 96]. Cette
représentation mathématique est un autre outil de modélisation utilis€ pour
caractériser des systémes de nature distribuée mais que, par manque de temps, nous
n’avons pas exploré.

0 Expression proposée par D. Matignon [MAT 96]

2
= o) f(1+erf(/1, m”))
s =A V- 30
2

_.2
ou erf est la fonction d’erreur : erf(x) = Tn .[(;C eV dy
m
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On s’intéresse maintenant au comportement asymptotique, pourt — o, et au respect
de la condition de stabilité. Les figures ci-dessous représentent la réponse modale g(t)

associée a une valeur propre A; dans le cas ou n = '4, ceci pour trois cas de figure :

. . P Y/
(1) I’argument de A; est strictement inférieur a n By = R

. , . T
(i))  D’argument de A;est égal a e

, . .. . . n_n
(iii)  D’argument de A; est strictement supérieur a n By = e

Nous avons représenté les réponses modales déterminées a partir des deux expressions

présentées ci-dessus.

1000

--- approche Oustaloup
--- approche Matignon

800

600

400

200

~200
0 5 10 15 20

Figure IV- 2: Cas (i) : comportement asymptotique divergent.

--- approche Oustaloup
--- approche Matignon

2

~4
0 5 10 15 20

Figure IV- 3: Cas (ii) : comportement asymptotique oscillant.
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--- approche Oustaloup
--- approche Matignon

"2
0 5 10 15 20

Figure IV- 4: Cas (iii) : comportement asymptotique convergent.

On constate quelques écarts entre les deux formulations présentées, mais ceci est li¢

aux approximations utilisées dans les deux méthodes pour calculer les intégrales.

IV.2.5 Application de l’analyse modale a l’étude de
stabilité d’un systéme non entier

Nous allons appliquer les résultats des paragraphes précédents au cas d’un systeme

trés simple constitué par une résistance R et une inductance L mises en série et une
)5
. . - jw)'? .
impédance parallele d’ordre 2 s’écrivant Z Y= Ry 1+(— (cf Figure 1V- 5).
o

Nous justifierons I’approximation faite par rapport aux impédances présentées au
chapitre 2 plus loin (cf chapitre 5).
Nous allons ainsi construire le systéme d’état généralisé et analyser la dynamique

petits signaux de ce systeme.

[

Figure IV- 5: Circuit électrique élémentaire d’ordre non entier.
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" =1/2( ., \1/2
14 Ry +R w

A partir de la fonction de transfert = = 0 Oa_)(i/z (] 1/)2 T il est
Ve  (R+Rg)+Roan™ ' *(je)'* +L(je)

possible d’écrire 1I’équation différentielle généralisée sous la forme :

y(d) d g ]
e/ Ve ro[ ) 10+ R+ Ro )z 74 )=
dt dt Iv- 31

Ro(gj v, (0)+ Ry ()

Suivant la méthodologie décrite au paragraphe 4.2.1, on peut alors réécrire 1’équation

différentielle IV- 31 sous la forme :

N

& _La)o% a t IV- 32
)
o (L) 0+
LCL)OA dt L

On peut alors définir des variables d’état x;(¢) correspondant aux différents ordres de

dérivation de la sortie Vs, suivant 1’ordre croissant :

(0)
< v 0=r0=x0)

(4 o
4, 0=r 0= 000 = ) V- 3
7 Y 0=r.00) =03

La)o% L IV- 34
- fb/ e+ 2o, 0
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On obtient ainsi le systéme d’état généralisé a deux variables d’état suivant :

NS

W)(r)

%)}: (R3R)) Ry [Exl(r)}

B L La)o% x2(t)

0 0 (0) IV- 35
+| Ro Ry Ve (t)
B E@M

L Lw()%

v, ()=t 0]{2 ((tt))}

soit, sous forme plus condensée :

{f(") = AG(r)+ BG() V- 36
s(t)=cx()+ D@ ()

O
ou:x=[x; x]%et w=fp,® Ve(l/z)]

0 1 0 0
A= _(R+Ry) Ry p=|Ro Ro

L Lwo% L La)o% V- 37
c=[ o] D=0

Par la suite, on adoptera les valeurs numériques suivantes :
R=1[Q], Ry =0.5[Q], L =0.01[H] et apy =10[rad /5].

Les valeurs propres du systéme sont alors complexes conjuguées, ¢gales a :
-7,906 +j 9.354

Les poles du systéme, complexes conjugués également, sont donnés par :

—0.583 + j3.451

La réponse temporelle de la tension de sortie est alors représentée sur la Figure IV- 6.
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2

1.5
S
&)
@

0.5

0

0 0.5 1

temps(s)

Figure IV- 6: Réponse temporelle de Vs(t)

IV.3 Conclusions

Ce chapitre nous a permis de montrer que les approches classiques d’études de
stabilit¢ en utilisant une approche modale étaient tout a fait généralisables aux
systemes décrits par des systemes d’ordre non entier.

Ainsi, a partir d’un schéma équivalent d’un dispositif ou un ou plusieurs systémes
d’ordre non entier sont introduits, il est possible de construire la représentation d’état
généralisée a un certain ordre non entier puis d’en déduire la stabilité du systéme en
déterminant les valeurs propres et les poles associés.

Comme nous 1’avons vu sur un exemple trés simple, I’intérét d’utiliser une analyse
modale est de fournir une analyse compléte de la stabilité en permettant — via le calcul
des facteurs de participation et des matrices de sensibilité — de lier les paramétres du
systéme au placement des modes et donc de pouvoir revenir a la phase de conception
du systéme le cas échéant

Nous pouvons ainsi développer une méthodologie d’études compléte destinée aux
systémes intégrant des modeles d’ordre non entier, ou d’étendre et de généraliser les
¢études classiques avec des modeles d’ordre entier. Le chapitre 5 comparera ainsi les
résultats d’analyse de stabilit¢ d’un systtme de génération simplifié avec des

approches classiques et non entieres.
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V.1. Introduction

Comme nous ’avons montré dans les chapitres précédents, il devient primordial de
disposer de modele fins et précis des différents composants constituant un systéme
¢lectrique afin de pouvoir prévoir des la phase de conception les performances
dynamiques.

Au cours de ce chapitre, nous présenterons tout d’abord une méthode originale de
modélisation de la machine synchrone basée sur les systemes d’ordre non entier [RIU
01]. La machine synchrone constitue en effet une des sources d’alimentation les plus
courantes.

Dans un deuxiéme temps, nous analyserons la stabilit¢ de cet ensemble de génération
en utilisant les principes et les résultats vus au chapitre précédent. L’objectif essentiel
est de montrer que les méthodes classiques d’analyse de stabilité¢ peuvent tout a fait

étre généralisées a la modélisation d’ordre non entier des systémes ¢électriques.

V. 2. Modélisation de la machine synchrone a
I’aide de systémes d’ordre non entier

V.2.1. Préambule: représentation de Park d’une
machine synchrone

La modélisation de Park d’une machine triphasée permet de réduire la complexité de
sa représentation mathématique. Le principe est basé sur le changement de repere des
axes (a, b, c) représentant les enroulements statoriques de la machine triphasée vers
les axes (d, g, o) liés au rotor de la machine, les deux axes d et q étant fixes I’un par
rapport a I’autre et orthogonaux (cf Figure V- 1) [VAS 92]. Ceci requiert cependant
de supposer sinusoidale la répartition du champ dans 1’entrefer de la machine et de

négliger la saturation.
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phase a

sens de
rotation

Figure V- 1: Représentation classique de 1a machine synchrone. Repéres (a,b,c) et (d,q,0), I’axe o

étant perpendiculaire au plan de la feuille [VAS 92]

Dans le cas de systémes équilibrés en courant, nous pouvons simplifier encore cette
modélisation de Park en ne tenant pas compte de 1’axe homopolaire o.
Les relations de passage entre les axes (d) et (q) et (a, b, c) sont données ci-dessous

pour les courants [VAS 92] :

cosd cos(@ - 2%7) cos[ﬁ + 2%7)

iq
i |= 2 —-sin @ —sin[@—z—ﬂj —Sin[g"'z—ﬂj ip | = g[T] Ip
3 3 3 . 3 )

1 1 1
2 2 2

ou : T est la matrice de transformation de Park.

La méme transformation s’applique aussi aux flux et aux tensions. Finalement, en
considérant une machine synchrone triphasée comportant des amortisseurs et un

bobinage d’excitation (indicé par la lettre f), la représentation dans le référentiel de

Park est la suivante :
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axe q axe d

Figure V-2 : Représentation de Park de la machine synchrone [VAS 92]

A partir de cette représentation et de la modélisation vectorielle des grandeurs
¢lectriques, on peut construire un schéma équivalent dans chacun des axes d et q de la

machine.

V.2.2. Schéma équivalent classique d’ordre entier

D’aprés la Figure V- 2 et en ’absence d’effet de peau dans les pieces conductrices, la
machine peut étre modélisée par les schémas équivalents de la Figure V- 3, déduits

directement des équations ¢€lectriques régissant la machine [KUN 94].
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rsg lsg l124 I It
._/\N\/_KWV\ ®- LYY YN Py fVW\_/\/\/\/_.
|14
V
Mg
ocq)q
lsq ISq
— NN\~ g
Vv &
q lag
rlq

Figure V- 3: Schéma équivalent de la machine synchrone (axes d et q)

Les différents parametres caractérisant ces schémas équivalents sont :

0 Dans ’axe d:

la résistance (ry) et I’inductance de fuite (/y;) des enroulements du stator,
I’inductance magnétisante (/,4 représentant 1’énergie stockée dans
I’entrefer,

la résistance (r;4) et I’'inductance de fuite (/;;) des amortisseurs,

la résistance (7) et I’inductance de fuite (/;) des enroulements d’excitation,
la force électromotrice induite au stator par la rotation du rotor a la

. o
pulsation o, qui s’écrit - ¢q.

o0 Dans I’axe g:

la résistance (ry,) et I’inductance de fuite (/,,) des enroulements du stator,
I’inductance magnétisante (/,, représentant 1’énergie stockée dans
I’entrefer,

la résistance (7;,) et I’inductance de fuite (/;,) des amortisseurs,

la force é¢lectromotrice induite au stator par la rotation du rotor a la

ulsation ®, qui s’écrit ®-¢g.
b
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On ajoute également dans 1’axe d, 1I’inductance /;,; qui décrit le flux mutuel entre les

amortisseurs et I’excitation.

Ce schéma équivalent ne tient pas compte de I’effet de peau. Classiquement, pour
améliorer la précision de ce schéma, on rajoute un certain nombre de cellules (R-L) au
rotor. En théorie, le nombre de cellules doit étre infini si I’on souhaite représenter
finement ce phénomene distribué. En pratique, on choisit généralement de rajouter des
cellules (R-L) afin d’avoir un schéma équivalent acceptable jusqu’a environ 1 kHz
[CAN 93, KAM 97]. Au-dela de cette fréquence, des phénomenes capacitifs
apparaissent et nécessitent une modélisation spécifique [IEE 95]. Cette démarche
accroit considérablement 1’ordre du schéma équivalent et conduit en méme temps a
une diminution de sa pertinence physique. La figure ci-dessous montre un schéma
équivalent classiquement utilis¢ pour modéliser I’effet de peau dans les amortisseurs
d’une machine synchrone [CAN-69, KAM 94, KAM 97]. A minima, le schéma

équivalent est donc décrit par 11 paramétres dans 1’axe d.

lg s 1 I m2 le
._/\/v\/_/\(\(\/\ _____ WYY\_/\N\/_.
A
|14 I2d ! nd V
Vd Iad f
r1d 2d rnd
wd,

Figure V- 4: Schéma équivalent tenant compte de ’effet de peau (seul I’axe d a été représenté)

V.2.3. Schéma équivalent d’ordre non entier de la
machine synchrone

Afin de disposer de modeles fréquentiels fiables et compacts sur une plage de
fréquence allant jusqu'a 1 kHz, des travaux ont propos¢ une modélisation d’ordre non
entier de la machine synchrone en introduisant des impédances d’ordre 2 vues au

chapitre II [RIU 01, CAN 93]. Par rapport aux modeles d’ordre entier présentés au
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paragraphe précédent, les impédances d’ordre '2 sont intégrées en respectant les

considérations physiques suivantes :

o

les courants induits sont négligés dans le bobinage du stator aux fréquences
considérées.

I’inductance représentant 1’énergie magnétique stockée dans I’entrefer est
supposée constante. Cette inductance est notée 1,4 dans I’axe d et 1,4 dans I’axe
q;

les parties massives du rotor sont le siége de courants induits. Cette partie de la

machine est donc modélisée par les impédances d’ordre '% suivantes :

L, Gw

1+j w V-2

leéz(w) =

Elles présentent un comportement inductif a basse fréquence.

dans les enroulements d’excitation, on néglige les courants induits. De fait, ils
sont modélisés par une résistance ry et une inductance Iy ;

le champ mutuel de fuite liant les enroulements statoriques et les amortisseurs
dans I’axe (d) (respectivement I’axe (q)), n’influence pas les courants induits.
On lui associe donc une inductance liq (respectivement 1154) dans le modele de
la machine synchrone ;

les amortisseurs dans les axes (d) et (q) sont modélisés par des impédances

d’ordre %2 présentant un comportement résistif a basse fréquence :

12,0 [ LW

Zyy (@) =Ryy Q1+ jI— V-4
W

51/2 .

Z, (w=R, O+ jE3— V-5
w,
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Tout ceci nous permet de construire les schémas €quivalents d’ordre non entier de la

machine synchrone dans les axes d et q (cf Figure V- 5 et Figure V- 6).

rsg g l124 I Is

Figure V- 5: Schéma équivalent d’ordre non entier d’un alternateur (axe d)

sq sq I12q

Figure V- 6: Schéma équivalent d’ordre non entier d’un alternateur (axe q)

La modélisation non entiere de la machine synchrone nous conduit a manipuler des
systemes décrits par des équations différentielles généralisées a dérivées non entieres
implicites puisque les pieces modélisées sont de dimension finie [POD 99].
Cependant, le calcul de la réponse temporelle d’un systéme décrit a partir de dérivées
non entieres implicites s’avere relativement compliqué et long a mettre en ceuvre et a
résoudre. En effet, le systeme d’état généralisé correspondant comprend un nombre de
variables d’état extrémement important par rapport a un modele d’ordre entier
classique. Ceci vient du fait que la propriété de compacité des systémes d’ordre non
entier disparait lorsque 1’on passe du domaine fréquentiel au domaine temporel [RIU

01].
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De plus, la construction de systeme d’état généralisé n’est pour 1’heure possible que
si le systéme n’inclue que des impédances d’ordre non entier implicites avec la méme

fréquence de coupure wy. En effet, le calcul est basé sur le changement de variable

dans le domaine de Laplace s; =1+—— de maniere a ne considérer que des systémes

d’ordre non entier explicite en s . Ce changement de variable ne convient pas lorsque

le systéme possede plusieurs pulsations de coupure. La méthode proposée dans [RIU
01] devient donc inadéquate pour 1’étude d’une machine synchrone modélisée avec
quatre impédances d’ordre 2 n’ayant a priori pas les mémes fréquences de coupure.
Nous avons donc adapté la méthode existante en approximant les systémes implicites
par des systemes explicites.

Les impédances d’ordre 2 des schémas équivalents de la machine synchrone sont

donc approchées par les impédances suivantes :

P Lig Jw sz, - Liglie
2

1+[j5ﬂj 1+ jo%

Wy Wy

51/2 —_ .
237 (@)= Ryg 1+ j B—

]% b

Wrg

La figure ci-dessous illustre 1’approximation faite sur I'impédance Z;4 avec les
parametres qui seront identifiés plus loin. Nous avons également superposé la

variation fréquentielle de I’impédance analytique présentée au chapitre 2.
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10 100
/ T T
1 = --\\_\_\
~ / Z 80
g 0.1 Esii 5
S & <
£ / 2
S 0.01 s
an A
e = 60 ‘-
-3 /
1-10 v
110 ) -5 4 —3 40 -5 4 3
1-10 1-10 1-10 0.01 0.1 1 1-10 1-10 1-10 0.01 0.1 1
fréquence (Hz) fréquence (Hz)

modele implicite
modele explicite approché
* modéle analytique

modele implicite
modele explicite approché
* modéle analytique

Figure V- 7: Comparaison entre modéle implicite, modéle explicite approché et modéle analytique de
Pimpédance d’ordre 2 Z4

Les erreurs de modélisation liées a cette approximation seront exposées pour la

machine synchrone complete.

REMARQUE - les paramétres liag, Ryq et wyq sont difficilement identifiables

puisque la branche des amortisseurs est court-circuitée aux hautes fréquences

par I'impédance z,/? [RIU 01]. Nous avons donc modélisé¢ les amortisseurs

dans I’axe q par un simple circuit (R-L) de parameétres o4 et 1.

V.2.4. Identification des paramétres du schéma
équivalent d’ordre non entier de la machine synchrone

Afin d’obtenir les parametres du schéma d'ordre non entier de la machine synchrone,
nous nous servons des grandeurs opérationnelles obtenues par des essais SSFR (en

anglais StandStill Frequency Response tests) [IEE 95, KAM 97]. Ce sont :

0 [l’inductance opérationnelle La de I'axe (d) vue du stator quand I’enroulement

d’excitation est en court - circuit :
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(rf +j@ly) 2]
1/2
2d

(ry *jd) Zyy

leéz Jwllpg +
ry +]C()Mf +Z

ja)DJad E

/2, .
Z,,~ tjwlly + . /2
ry +]a)mf +sz

(ry +j0l) 2y V7

rp+ ey 75 f

1/2
Z,; " GJwllpg +

jwmad"' . 1/2
(rf +Ja)mf)D32d

1/2 .
Zld +]wm12d + . 1/2
I’f +]C()D|f +sz

L(w)=1., +
d(@) =1l w

0 I’inductance opérationnelle Zq de I’axe (q) vue du stator quand 1’enroulement
d’excitation est en court - circuit :

12 -
Z,,  Wwly +ryy)

0 La fonction de transfert sG entre le stator et I'excitation, a vide:

1/2
Zl Hwll,g

Zl/dZ +j&)m méiiz
— _ 1d ad
sG (@) = U2 ion
V4 17 d
(Jwly +ryp) 11;12 ¢ +jw12d+Zé£12 + V-9
Zld t+jwllyy
1/2
Z - Gowl
+Zé212 1172 . “ +jwllng
Zld +jwllyy

0 L’impédance Zafo entre le stator et les enroulements d’excitation :
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1/2 —.
Zig Gy /s

2. Z,,
Zld +jwllyy

1/2
Zld Daﬂad

V-10

Z 4o (@) =

+Zl/2

Jwllpg + 2d

/2 .
Zld +jwllyy

Nous disposons des mesures d’un alternateur dit de « Darlington » regroupées dans le

tableau V-1. Ces données ont été récupérées dans la littérature [KAM 94] :

Alternateur « Darlington »

Puissance [MVA] 1101

Tension [kV] 22

Fréquence [Hz] 60
Inductance de fuite de I’axe d, 14 [pu] 0.19
Inductance synchrone de I’axe d sans saturation, l,4 [pu] 1.58
Inductance de fuite de ’axe q, lsq [pu] 0.218
Inductance synchrone de I’axe q sans saturation, lq [pu] 1.58

Tableau V- 1: Données de I’alternateur de type Darlington

La méthode d’identification adoptée dans cette thése est basée sur la comparaison du
comportement fréquentiel de la machine a celui de son modele dont on cherche a
¢évaluer les parametres. Cette méthode s’avere particulierement efficace lorsque la
fonction a identifier est non linéaire [XHU 89].

Pour évaluer les paramétres du modele, on définit un critére que 1’on nomme J suivant
I’équation générale V-12. L’objectif de I’identification consistera a minimiser ce

critére :

_ k _
J(6) = Yy - F(O)1 V11
=1

ou:

o les fonctions F(6) représentent les différentes grandeurs opérationnelles

caractérisant la machine ;
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o] y(z' ) représente les mesures des grandeurs opérationnelles
0 @; représentent les parametres a identifier des schémas équivalents d’ordre

non entier dans les axes d et q.

Les résultats d’identification des schémas équivalents d’ordre non entier de la

machine synchrone de type Darlington sont présentés dans le tableau ci-dessous.

Parametre Identification
Liq [p.u.] 6,21
®1d [p-u.] 1,39.10*
Roq [p-u.] 8.10°
24 [p-u.] 0,416
li24 [p-u.] 0,216

I [p-u.] 0,01

r¢ [p.u.] 8,016.10™
Lig [pu] 4,67
®1q [pu.] 2,15.10"
Toq [pou.] 0,012
log [p.u.] 0,166

Tableau V- 2: Parameétres identifiés de I’alternateur de « Darlington »

Afin de valider notre modele et I’hypothése que I'on a fait en approximant les
systemes implicites par des systémes explicites, nous allons comparer, dans le
diagramme de Bode, les grandeurs opérationnelles mesurées et identifiées avec les

modeles implicite et explicite (cf Figure V- 8).
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Ld - module [p.u.]

10° 1
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Lqg - module [p.u]
100.2 i
—

10°} 1
1 0—0.2 L i
1 00.4 L B
10°°L ‘ ‘ ]
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o sG - module [p.u]
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"
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+
+
+
3
10 Il L L
10" 107 10° 10° 10*
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R ZafO - module [p.u]

10 :
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10* 1

5
10 L L L
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Ld - phase [degd]
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Lg - phase [deq]
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Fréquence [Hz]

100

-150

sG - phase [deg]

10

100

10 10 10 10
Fréquence [H7]

Zafo - phase [deg]

10 10 10 10
Fréquence [HzZ]

Figure V- 8: Diagrammes de Bode des grandeurs opérationnels de I’alternateur Darlington
(mesures en points bleus, modéle explicite approché en croix rouge et modéle implicite en noir)
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Nous pouvons voir que les modeles approchés utilisant des termes d’ordre non entier
explicites donnent des résultats tout a fait acceptables par rapport aux termes
implicites. L'étude dynamique de la machine synchrone sera donc poursuivie avec

cette approximation.

REMARQUE - Afin de valider notre approche, nous avons ¢galement utilisé un
modele classique d’alternateur d’ordre entier que nous avons identifié¢. Pour
plus de clarté, nous avons reporté¢ en Annexe 2 les résultats d’identification de
ce modele ainsi que la comparaison avec les modéles d’ordre non entier des

diverses grandeurs opérationnelles.

V.3. Analyse de stabilité petits signaux d’un
systéme électrique contenant un modéle d'ordre
non entier de la machine synchrone

Le systeme étudié est constitué de la machine synchrone identifiée au paragraphe
précédent et associée a des boucles de régulation en tension et en fréquence, d’une
charge fonctionnant soit a puissance constante soit a impédance constante et d’une
ligne de transmission les reliant (Figure V- 9). Le fonctionnement a puissance
constante (avec P = Po = Vo.lo) se traduit par un comportement petits signaux
équivalent a une résistance négative (Req pee) alors que le fonctionnement a
impédance constante (avec Z = Zo = Vo / lo) se traduit par un comportement petits
signaux équivalent a une résistance positive (Req zcte) avec Req zete = - Req pete-
DEMONSTRATION - Considérons en effet une petite variation OV de la tension
se traduisant par une variation de courant Ol telle que :
Vo.dl +10.0V =0 pour la charge a puissance constante
Vo.0l —10.0V =0 pour la charge a impédance constante
Les relations entre OV et &l permettent de définir les résistances petits signaux

équivalentes :

= = = rae DoOUT la charge a puissance constante
ad Io Po -

= =""=Z70=R

J 1 eg zete POUL la charge a impédance constante
o _
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Notre objectif est de reprendre 1'outil d’analyse de stabilité présenté au chapitre 4 dans

le cas ou le modele de la machine intégre des impédances d’ordre non entier.

T Régulation
en vitesse
w
Pm Ligne
Charge
Vf

Y \V
Régulation
_E en tension

Figure V- 9: Schéma général du systéme étudié

La régulation de vitesse est supposée parfaite et assurant une vitesse constante de
l'alternateur. Seule l'effet de la régulation de tension sur la stabilité sera pris en
compte. Cette hypothése peut étre justifiée par le découplage des constantes de temps
mécanique et électrique de la machine. Elle pourra bien entendue étre reprise dans une
¢tude plus poussée mais nécessitera d'avoir acces a un modele de la turbine ou du
moteur entrainant 'alternateur.

Nous avons considéré une charge consommant une puissance de 800 MVA avec un
facteur de puissance unitaire. La résistance équivalente « petits signaux » est alors
¢gale a +0,4 pu suivant que I’on fonctionne a puissance ou impédance constantes.
Dans toute cette partie, I’impédance de la ligne est supposée nulle. Pour prendre en
compte cette ligne, il sera simplement nécessaire de modifier les parameétres série rsq/q

et ISd/q.

V.3.1. Construction du systéme d’état généralisé

La machine synchrone est modélisée par le schéma équivalent d’ordre non entier vu
au paragraphe V.2.3. Dans un premier temps, afin d’exposer notre démarche le plus
simplement possible, nous n’avons pas pris en compte la régulation en tension de
I’alternateur. Le modéele est donc en boucle ouverte. Cette régulation a cependant été

étudiée et les résultats ont été reportés en Annexe 3.
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La charge est modélisée par une résistance équivalente dans les axes (d) et (q) avec

Rach = Rgen = résistance petits signaux équivalente.

iy Tsa  lsq |24 I ft
o g MLAAN sl
1/2 1/2 V
Rd,ch Vd Iad Ly L' f
. @ . . o
wd,
Ilq |2q
I
q
12
|2q

Figure V- 10: Modéle d'ordre non entier de la machine synchrone connectée a une charge

En considérant que la pulsation o restent constantes, le systeme d’équations régissant
les grandeurs électriques petits signaux des schémas équivalents ci-dessus est donné

dans le domaine de Laplace par :

Ryeny =-ryq Uy —lsq 80y —14g 3y tip tiyg +ing)

Vf =1y D]f _lf B‘D]f =l B‘Eﬁrd +if +i1g +i2d)_112d B’[(bf +i2d)
_ 12 o

0=-Z,," Uy ~l4 E*[ﬁ’d tip iy +12d)

_ 12 AP i
0=-Z,; g ~lad s tip tig +ing )=l E*[ﬁ’f +izg) v

Ryen By =15 By 15 BT, 1y G[(Vq tilg +i2q)
0:—1"2q |__l]2q _ZZq B'L_l]zq _laq K .q +i1q +i2q

__,1/2 L
0=,y ~laq B[ﬁ’q Tig +’2q)

ou s est ’opérateur de Laplace.
51/2  51/2 51/2 : . .
En remplagant Zy;~, Z Iq et Z,,” par leur expression données par les relations V- 6

dans V- 12, on obtient :
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Ry en Gg ==1gq Gy =l B0y =14g Blig tip tiyy +ing)
Vi==rply =1y Bl —ly B[ﬂid tip tiyg +i2d)‘112d B’[ﬂif +i2d)

1/2
0="Ryq 1+(éj Urg —laa Bt(id+if+ild+i2d)_

—lipq B [(if +i2d)
Snld

1+ -5

Wyq
Ryen Gy ==rsg Oy ~lyg BTy ~log BT, +ir, +ing)
0:—1"2q qu _IZq B‘qu —l

0=- 75 Hid ~laa B’[(id“fﬂu”zd) V-13

aq LS ig tig Ting

1/2
0=-s Elq qu - 1+[MLJ an B‘[(lq +i1q +i2q)
q

En développant puis en factorisant selon les puissances croissantes de 1'opérateur de

Laplace, on trouve :

Ry cnly =-rgq Uy —lgg Ly =1,y 13 [ﬁid tiptiy +i2d)
Vo= mry Gy =1 By =g By +ip +ig +ing)=hog Bl +i2g)

_ Ryg 172 L oL
0__R2d m2(/1_\/0.1—6”5' mZd_lad B‘[ﬁld +lf+lld +12d)_112d B‘[ﬁlf+12d)
d

_ S . lag =324 L. L. )
0=-LigBly —l,u ld*?f”ld*hd)‘ia K Eﬁld”lf*lld’”zd) V-14

VAHd
Rq_ch C] = _qu 1 _lsq K Bq _laq B’Ijlq +i1q +i2q)
0= Iy qu _ZQq K Zq _laq L$ Eﬁiq +i1q +i2q

I
0=L, 3Gy, ~l, G [ﬁiq +iy, +12q)— \/Zqi 32 [ﬁiq +iy, +i2q)
q

Un systéme d’état généralisé est alors construit en utilisant le changement de variables

suivant :
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x| =igs X7 :il(i,);
_ (172) _.(172). .
Xy =X =iy xXg =iy
. _ (172) _.(1/2).
X3 =1, X9 — X =1 5
351y ) q V-15
x4 :x§1/2) :ig/z); X10 =izg;
- _ (172) _.(1/2).
X5 =145 X1 =% " Tlhy
_ (1r2) _.(172). _.().
x6 —Xg ) —lgd ), xlz _ll(q)’

Le systéme V- 14 devient :

O=—x1(1/2)+x2'

_ 1/2 1/2 1/2
0=l +lad)DC£ )‘lad DQ(; )‘lad ng )‘lad L7 =(rg + Rg cn)-x1
0:—x§1/2)+x4;

_ 1/2 1/2 1/2 ,
O__(lf'+lad+ll2d)554(1 )-lach§ )‘(lad”nd)@g )‘ladDW‘rfos—Vf,

1/2)

Oz—xg + x5

_ 1/2 1/2 1/2 Ry .
0—‘(lad+llzd)55g )‘ladﬂfg )_(lad"'llZd)DQ(; )‘ladDW‘ [kg = Ryg Lis;

Jary

T,

0= _xgl/z) + X

Ja,

— 1/2 1/2
0= _(lsq +laq)DCg )_laq D51(1 )_laq Eop) _(rsq +Rq,ch)558;
0= _xl(})/z) g

— 1/2 1/2 .
0= _(llq +laq)|351(1 )_laq Dc(g )_laq DC]Z ~Tyg DC](),

/ / 1/2
— B(l/z)_ — [ﬁ’"gl/z)+xl(ll/2))( )_(qu”aq)B‘lz_lan‘

(1/2) _; glr2).

0=- 9 ag Y11

Aprés avoir opéré quelques manipulations des équations linéaires ci-dessus, le

systeme d’état généralisé peut s’écrire :
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x1(1/2) = xy;

A2 =y o+ dy 3 B + Ay g T + g7 g + ey W

xgl/z) = xy;

XS;I/Z) = Ay Oy + Ay 3G+ Ay o Lig + Ay 7 o7 + kg Vs

xgl/z) = X6s

xg/z) = Agy Uy + Ag 3 Uy + Ag 6 Lk + Ao 7 L7 + ke V

xgm) = Ay Dy +dyp Uy + A7 3 Uiy + Ay g Ly + Ay 5 Lis + A7 g g + A7 7 Dog + Ag 4 Ly + V-17
iV +g Vi

xg/z) = x;

«{/2) = Ag g Lig + Ag 10 Ly + Ay 12 Doy o3

xl(})u) =X

x1(11/2) = A8 g + A1 y0 Do + 411,10 Do

xl(lz/z) = Ajp g Lg + Ajp g Lo + App 10 Lhyo + Ayp11 By + Apy,12 s

L’expression des différents coefficients 4;; est donnée en Annexe 4.

Mis sous une forme matricielle, le systéme V- 17 s’écrit finalement sous la forme :

xV?) =gz +B; V-18

ou la matrice d’état généralisée 4 est donnée par :

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ay 0 A3 0 0 Ayg Ay O 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Ay 0 Ag3 0 0 Ayg Ag7 O 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
|der 0 Ags 0 dgs Agg Az O 0 0 0 0 v
47 A7 A7p A7z Aga Azs Aze A7z O 0 0 0 0 19
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Ag 0 Ao 0 Ao
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 Ayg 0 Ay 0 Ay
0 0 0 0 0 0 0 Apg Aizo Aizio Aiznn A2z |

Les vecteurs d’entrée B et u sont donnés par :
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S O O O o O

B=|¢ u=[Vf V}l/z)l V-20

=~
N
=~
~ %

S O O o O
S O O o O

REMARQUE - On peut noter dans la matrice 4 1’absence de couplage entre les axes d et
q- En effet, la vitesse est constante et cela se traduit par la disparition dans les
équations petits signaux des forces électromotrices induites qui couplent les deux

axes.

V.3.2. Valeurs propres du systéme d’ordre non entier de
la machine synchrone

Les valeurs propres de la matrice sont calculées et représentées dans le plan
complexe :

- dans le cas d’une charge a impédance constante, sur la Figure V- 11,

- dans le cas d’une charge a puissance constante, sur la Figure V- 12.
Ces valeurs propres sont également récapitulées dans le Tableau V- 3.
Pour chaque cas, nous avons situé¢ sur la méme figure les résultats obtenus avec le
modele d’ordre non entier de la machine synchrone et ceux donnés par le modele

d’ordre entier présenté en Annexe 5.
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2 . : ;
| | |
| | |
15 - - P b b
l | l
o [ L A
| | |
o+ l l
o 05 [ e
. | | |
% o oo wem —
| | |
S o N
o+ l l
] A [ [ ]
| | |
l & l
AS5p- - [ [ N
| | |
| | |
_2 | L 1
) 1 0 1
Réel

Figure V- 11: Lieux des valeurs propres du systéme avec une charge a impédance constante.

Modéle d’ordre non entier (en bleu) et d’ordre entier (en rouge).
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Figure V- 12: Lieux des valeurs propres du systéme avec une charge a puissance constante.

Modéle d’ordre non entier (en bleu) et d’ordre entier (en rouge).
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Charge a impédance constante Charge a puissance constante
-0.2034 + 1.3657i -1.7941
-0.6521 = 0.6809i1 1.2904
-0.4930 -0.6493 + 0.68871
-0.0033 + 0.02061 -0.4016
-0.1358 + 1.2898i -0.0033 + 0.02061
-0.3062 -1.5891
-0.1027 = 0.06571 1.2417
-0.1802

-0.1278 £ 0.07211

Tableau V- 3: Valeurs propres du systéme de génération (modéle d’ordre non entier)

Charge a impédance constante Charge a puissance constante
-1.0438 1.0407
-0.0003 -0.0003
-0.0052 -0.0052
-1.4095 1.3886
-0.002 -0.002

Tableau V- 4: Valeurs propres du systéme de génération (modéele d’ordre entier)

Comme nous I’avons vu dans le chapitre précédent, le systéme est stable si et
seulement si I’argument de chaque valeur propre A; obtenues avec la modélisation

d’ordre n respecte la condition |arg(/1] )| > % .

Dans le cas d’une charge a impédance constante, on peut voir que cette condition est
respectée et que notre systeme est stable du point de vue des variations petits signaux
quel que soit le modéle utilisé.

Dans le cas d’une charge a puissance constante, on constate que certaines valeurs
propres franchissent la frontiére de stabilité en se déplagant vers la droite ; le systeme

est alors instable. La aussi, les résultats sont analogues pour les deux modeles étudiés.
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Nous allons maintenant étudier plus en profondeur la stabilité¢ de notre systéme afin de
pouvoir évaluer les parametres du réseau les plus influents sur le placement des

valeurs propres, et donc sur sa stabilité.

V.3.3. Facteurs de participation et matrices de
sensibilité

Les facteurs de participation de notre systéeme d’état sont donnés dans le Tableau V-
5. Afin d’interpréter ces résultats, la matrice des facteurs de participation peut étre lue
verticalement et horizontalement. Verticalement, on peut mesurer la participation

-iéme

relative de la 1 valeur propre sur la k™

variable d’état, et vice-versa
horizontalement. A titre d’exemple, nous pouvons voir que la variable d’état x; est
influencée par les valeurs propres A, A, et As.

Pour simplifier, nous ne faisons apparaitre que les liens significatifs entre variables

d’état et valeurs propres (les valeurs inférieures a 0.01 seront négligées).

M | Ay | A3 | g | As | A | A7 | Ag | Ao | Mo M1 M2
1=ig 0.28 | 0.28 0.47
=ig™® [ 0.55 | 0.55 -0.1
X3=if 0.04 | 0.04 0.46 | 0.46
=if’? 0.04 | 0.04 0.46 | 0.46
Xs5=izd 0.46 | 0.46 0.04 | 0.04
Xe=izg P 0.48 | 0.48
x7=i;d’ | 0.16 | 0.16 0.7
§=iq 033033 1.4 | -0.54 | -0.54
Xo=iq " 0.54 | 0.54 | -0.19 | 0.05 | 0.05
X10=i2q -0.4 0.7 0.7
S 137 | 119 | 1.19
X12=igq" 0.120.12] 1.56 | -04 | -0.4

Tableau V- 5: Facteurs de participation du systéme étudié

I1 est possible d’associer dans le plan complexe les variables d’état a chacune des

valeurs propres. Cette association est montrée sur la Figure V- 13 :
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Figure V- 13: Liens entre valeurs propres et variables d’état du systéme

Les liens ainsi mis en évidence permettent d’analyser finement la stabilité¢ du systéme
a travers notamment 1’¢tude des valeurs propres critiques i.e. des valeurs propres se
trouvant a la limite de stabilité.

Il est également intéressant d’étudier les matrices de sensibilit¢é du systéme
correspondant a I’influence d’un éléments 4;; non nul de la matrice A sur chacune des
valeurs propres. Les matrices de sensibilité de notre systéme sont données en Annexe

6.

Nous pouvons ainsi observer que quatre ¢léments de A sont particulierement
sensibles. Ces éléments sont 443, A73, A71.10 €t A;210. Les deux premiers éléments sont
liés aux valeurs propres Aj, A2, A4, Ag €t A7 ; les deux autres, aux valeurs propres Ag, Ao,
M1 et Ao. Les éléments Aq3 et 473 sont définis en fonction notamment de 7, et /.
Quant aux deux autres, ils dépendent des parametres r,, et [5,. De fait, les valeurs
propres désignées ci-dessus seront fortement influencées par ces parametres. La
Figure V- 14 et la Figure V- 15 illustrent par exemple le déplacement des valeurs

propres en faisant variant ’inductance /; d’une part et la résistance r,, d’autre part.
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Figure V- 14: Déplacement des valeurs propres pour une variation de I,
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Figure V- 15: Déplacement des valeurs propres pour une variation de r,,

On constate ainsi qu’en augmentant I’inductance Ir de 0.006 a 0.016 pu, le systeme
tend & se rapprocher d’un comportement instable. Par contre, pour une modification
de ryq entre 0.006 et 0.016 pu, on constate que les valeurs propres ne se déplacent pas
toutes de la méme manicre. Certaines tendent a rendre plus instables certains modes,

d’autres a les stabiliser.

Ces ¢tudes de participation et de sensibilité sont trés importantes lors de 1’analyse ou

du dimensionnement d’un systéme ¢lectrique. Elles permettent de choisir les bons
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compromis de réglage entre les paramétres du systéme et de déterminer I’influence
des incertitudes sur leur valeur. La encore, le modeéle d’ordre non entier de la machine
se révele tout aussi approprié qu’un modele d’ordre entier. On peut en outre gager
qu’un mod¢le intégrant plus de connaissance permettra d’analyser plus finement le
comportement dynamique du systéme ¢€lectrique en rendant plus explicites les liens

entre grandeurs de modé¢lisation et comportement physique.

Les travaux que nous avons présentés dans ce chapitre sont restés trés simples. Mais
ils ont prouvé la possibilité d’une étude complete en régime dynamique d’un systéme

¢lectrique modélisé a 1’aide de dérivations d’ordre non entier.

V.4. Conclusions

Au cours de ce chapitre nous nous sommes intéressés a la modélisation d'ordre non
entier d’'une machine synchrone et a 1’é¢tude de stabilité en petits signaux lorsque le
systeme subit des petites variations. Dans le cadre des systeémes électriques, une
source importante d’instabilité est liée a la présence de charges a puissance constante
qui se comportent en petits signaux comme une impédance négative.

Ces résultats ont été retrouvés par 1’approche modale classiquement utilisée par les
¢lectriciens et ici appliquée aux modeles d’ordre non entier. Malgré un formalisme
d’écriture parfois un peu lourd pour les approches modales, I’ordre non entier a
montré qu’il était parfaitement applicable, notamment dans le domaine fréquentiel ou
sa compacité est un atout. Ce résultat est fondamental car il ouvre de nombreuses
perspectives a 1’utilisation de 1’ordre non entier pour I’étude dynamique des systémes

¢lectriques modernes.
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Conclusions et perspectives

Les évolutions récentes des réseaux ¢lectriques, avec 1’augmentation du nombre de
charges, d’actionneurs et 1’apparition de nouvelles sources et de nombreux étages
d’¢lectronique de puissance, rendent leur modélisation et leur analyse de plus en plus
délicates.

Il devient ainsi primordial de disposer de mode¢les suffisamment fins et précis pour
pouvoir le cas échéant revenir sur les paramétres de conception du réseau, tout en
étant d’ordre suffisamment réduit pour diminuer les temps de calcul.

Dans cette optique, les modeles de réseaux développés dans le cadre de ce mémoire
en utilisant les outils mathématiques de modélisation fractale et de dérivation
fractionnaire offrent des perspectives tres intéressantes pour la modélisation de

connaissance d’ordre réduit des systémes complexes.

Ainsi, sur un cas d’étude certes trés simple ou le réseau électrique présente une
arborescence de type Cantor, nous avons mis en €vidence une bande de fréquences
pour laquelle I’'impédance d’entrée du réseau est assimilable a un systéme d’ordre non
entier, dont 1’ordre est intimement lié a la dimension fractale du réseau. Nous avons
également montré que cette zone de fréquences, correspondant a un blocage de phase,
met en évidence le comportement du réseau uniquement amorti par les résistances, ou
les effets inductifs et capacitifs pour les hautes et basses fréquences ne sont plus
prédominants. Nous avons ainsi fait le lien entre la topologie du réseau, les outils

fractals ou d’ordre non entier et la représentation fréquentielle.

La modélisation d’ordre non entier d’un réseau électrique pose ensuite le probleme de
son analyse dynamique. Nous avons ainsi montré que les approches classiques
d’¢étude de stabilité sont tout a fait généralisables aux modeles d’ordre non entier. Ceci

permet ainsi d’étendre le domaine d’études de ces modeles.

Les travaux présentés dans ce mémoire offrent de premiers résultats encourageants,
mais ils doivent €tre poursuivis avant d’étre totalement valorisables. De nombreuses
pistes de recherche restent ainsi encore a explorer.

Les liens entre géométrie du réseau et dimension non enti¢re doivent tout d’abord étre
renforcés et étendus a la modélisation de réseaux complexes, anisotropes et pour
lesquels ont lieu des phénomenes de diffusion ou de propagation. Il sera ainsi

nécessaire de revenir sur la modélisation fréquentielle des différents éléments du
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réseau et de travailler sur de nouveaux outils d’identification de dimension fractale
plus précis qu’en utilisant une représentation fréquentielle. C’est 1’objet de la these d’
Anis Amrane [AMR 10].

L’outil de modélisation fractale devra également étre utilisé et comparé pour des
applications plus ciblées « Réseaux », comme par exemple le diagnostic et la
localisation de défauts dans les réseaux ou une mod¢lisation fréquentielle pourrait étre

pertinente [ENC 06], ou pour 1’aide a la conception ou la planification de réseaux.

Un deuxiéme axe de recherche porterait sur la commande des réseaux. En effet, le
controle des réseaux devient également problématique avec [’émergence de
nombreuses sources de production décentralisée et la complexification de la
topologie. Le concept de correcteurs d’ordre non entier qui s’adapteraient a I’ordre du
systétme a commander nous semble une étude particulierement intéressante a mener.
Dans le cas de réseaux ou demeureraient certaines incertitudes de modélisation
portant sur la dimension fractale identifiée ou la plage de fréquences de validité du
modele obtenu, il nous semblerait pertinent de synthétiser des correcteurs d’ordre non
entier robustes qui permettraient par ailleurs de respecter certaines performances de
qualité¢ de tension suite a des perturbations. Les contréleurs CRONE (Commande
Robuste d’Ordre Non Entier) développés au LAPS de Bordeaux et appliqués sur de
nombreux processus [OUS 99] nous semblent dés lors étre une solution trés

intéressante pour répondre a ce probléme.
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Annexe 1

Condition de stabilité pour un systéme d’ordre non entier

Les module et argument du pole de rang k d’un systéme d’ordre non entier n=a-+ib

s’expriment par :

1
Pr = Q/‘z|€b8’“ )/a

_ a b Al-1
v et U

2amy 1T
a’ +b?

Afin de simplifier le calcul on suppose que n=a+ib soit un réel. Alors les équations

A1-1 deviennent :

Pr = MD%

Al-2
6 = lﬁlrg(/‘z)+ 2Tt
n

w@kw%mﬁmmﬂWﬂw A3
n n

Pour que la partie réelle du pole p; soit négative, une condition s’impose sur son

argument :
< (1 arg(4,)+ 2mkﬂj 7 Al-4
2 \n n 2

D’apres la condition Al-4, [OUS 05] la condition de stabilit¢ d’un systéme

fractionnaire :

Al1-9

|arg(/]l )| > %
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Annexe 2

Annexes

Identification du modéle d’ordre entier de D’alternateur de
« Darlington »
Schémas équivalents :
rsd Isd I12d If rf
._/\N\/_/YW\ ®- LYY YN Py /YYY\_M/\/_.
|14 %
V
Vd ¢ d Iad f
Mg
wq)q
F'sq Isq
— NN\~ e
Vv &
q I
bq\ r
1q
. i
q)d

Figure A2-1 : Schéma équivalent d’ordre 2 de la machine synchrone (axes d et q)
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Identification de parametres :

Parametre Identification

r1a [p.u.] 0.003

Lia [p.u.] 0.727
li2g [p-u] 0.074

l¢ [p.u.] 0.15

re [pu.] 0.0006

laa [p-u.] 1.58

Tig [p-u] 0.0033
lig [pu] 0.073

lag [p-u.] 1.1092

Tableau A2-1 : Parameétres identifiés de I’alternateur de
« Darlington », modéle entier d’ordre deux

Comparaison avec le modele explicite d’ordre un demi :
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Annexes

Figure A2-2 : Diagrammes de Bode de ’inductance opérationnelle Ld et Lq (mesures, modele

d’ordre un demi et modéle d’ordre 2)

160



Modélisation fractale des réseaux électriques

Annexe 3

Systeme d’état généralisé et matrice d’état généralisée. Modele
d’ordre non entier de la machine synchrone et boucle de régulation
en tension

Systeme d’équations caractérisant la machine synchrone :

0= _x1(1/2)+x2;

_ 1/2 1/2 1/2

0—‘(ld+lad)56g )‘ladDQ(; )-ladﬁé )‘ladDW‘(rd’fRd,ch)Dfl
0:—x§1/2)+x4;

0= {1 + 1oy + 12 ) BN =1,y B2 = (1 #1100 ) B2 = 1 Gy =1 Gy =13
—\Nf Ttad T 24 )4 ad “*) ad " 112d 6 ad X7~ X3 7 X3,

0= —xgl/z) +xg;

_ 1/2 1/2 1/2 R
0—‘(lad+112d)55g )‘ladﬁfg )_(lad+ll2d)DQ(1 )‘ladDW‘ 2d_ [ - Ry Ois;

Jora

0:—l"—d[ﬁxg”z)+x£”2)+xg/2))(1/2)—1‘1745c(”2)—

N Jag

~(Lg *10a) B7 = Lg Eﬁxg/z) +X4(;1/2) +Xg/2)) A3-1
0= —xg/z) +Xo;

— 1/2 1/2
0‘_(lq+laq)5‘$ )_lan‘1(1 )_lan‘12_(”q+Rq,ch)D‘10_V?

0= _xl(%)/z) tx

_ 1/2 1/2
0= _(IZq +laq)551(1 )_laq D‘l(o )_laq Bop) Ny L 0;

/ [ 1/2
o=~ 6l oL gy i

\/Kq 12 \/Iq 9 1 aq

0= —x1(13/ 2) + X4

0= _xl(a/z) _X3 (Vrejf' _Vt)mr
T T

r r

1/2).
5y
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Le systéme d’état généralisé apres le changement de variable est :

(172) _
xl =X2,
1/2) _ ‘
) ) =ap Ly +ay s s +ay 6 lig tay g iy;
(172) _
x3 = X4,
1/2) _ _
xz(t ) a3 i3 tays s taygelie tag s Uys;
x(l/z):x _
5 6>
1/2) _ .
xé ) =ag) by +ag3 k3 +ags s +ag e g +agy L7 +ag 3 Lys;
1/2) _
Xg ) =ag) Bl +a7’2 D{z +a7’3 33 +a7’5 BS +a7’6 36 +a7’7 37 +
+tag3 33 A3-2
x(l/z) .
8 9>
1/2) _
xé ) =agg lig +ag o 1o +ag ) 3123
x(l/z) —
10 11>
1/2) _ .
x1(1 ) =ayg Ly +ayy g0 Lo +ayy o Bos
1/2) _ .
x1(2 ) =appg g ajg g +ajgjo g *argn By +argnn By
L2
13 145
1/2) _
x1(4 ) =ajg3 3 +f[ﬁVréf _Vz)§

La matrice d’état généralisée s’écrit :

o 1 0o 0o 0o 0 0 0 0 0 0 o 0 0
a; O 0 0 ays aze azg 0 0 0 0 0 ax;3 O
0 0 0o 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a43 0 ag5 as O 0 0 0 0 0 agi3 O
0 0 o 0 o0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
agy 0 ag3 0 ags age as7 0 0 0 0 0 agi3 O
q=|91 @2 a3 0 ags age azg 0 0 0 0 0 az;3 O A3
0 0 o 0 O 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ag O ag O agp 0 0
0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0O 0 0 0 0 0 0 ag O ayo O apa 0 0
0 0 0 0 0 0 0 apg a9 a0 41211 41202 0 0
0 0 0o 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 1
| 0 0 0o 0 O 0 0 0 0 0 0 0 aja13 O_
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Annexe 4

Parameétres de la matrice d’état du systéme d’ordre '

Matrice d’état
0 1
Ay 0

0 0
Ay O
0 0

A= 461 0

A1 A7
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

A

0

A3
0

A3
0

463
473

S O O O

S O = O O

S O O O

S O O o O

o o o o oX

0
A6

A6

As.6
476

S o o O

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 1
Agg 0
0 0
A8 O

Apg Aino Aizio A A2

Les paramétres de la matrice d’état A sont :

3

rd + Rd,ch

A1 = g
Ar3 = tad Ryg;
7 AB Y
_lag Rog

Ay6 = E—,a&_d’

2

l i
A :_Cld _Cl_d’
27" 4IB B
__r.
43 = I
_Ryy
46 =7
f
_ Ry

S O O O O o o O

410
0

4110

—_ O O O O O O o o <o

0

S O O O O o o O

A 1o
0

A2

A4-1
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/

ad

A = r;
o1y’
r
_r.

A6,3 _1_3
f
g5 =—CLRyy;

R
A6 =—C =24 .

Vara

A - =-C0 +la_d+l§d,
6,7 ad lf AB’

!
A7y = lag [ Oy +W -4 Gy

A7, = H G Uy
r

dy3 =L
Ly

A7,5 =l FRyy —WIC Ry,

R R
A7,6 =l D;'GA—WE ]—2d ;

N

2
—_ 72 2 )i ]
477 _ladF+ladG—J+W[—CUad +_lad +_f }

A
Agg =1y [Z;
Ag 10 = N ling;
Ag 12 = NUyys
Ay g =1, M
__"2q
Ao =7
la
A =- 4.
e =7
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p =l lry (M - Z)
287 ri+vu)
P =—rq[ﬂM—Z).
12,9 (1+U) >
Tl XX
12,10 — T(1+U)’
X
Aipg1 = (1+U);
Kl W
12,12 — T(1+U) >
ou:
A=l +hog;
2
B=lyy+ly ——9
@ g g
1 1 12
C=—+ +-ad .
Iy lag*+hoa A4°B
F:_L_'_C_ lad ’
I ALB
_i_ lad .
B AMB’
/
H: ad ’
N Mg
J=lgq +Lig;
R
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Annexe 5

Parameétres de la matrice d’état d’un systéme d’ordre entier

Matrice d’état A :

A1 A A3 0 0]
Ay Ay Ay 00
A= 431 A3 A33 0 0 A
0 0 0 Ay Ays
0 0 0 A5y Ass |

Les paramétres de la matrice d’état A sont :

~(li2g +14a)Bp =17 Qliog +14a)~1p Oy

All = (R
~(lg +14a) 0y Qo +1aa) =g +1aq)Wli2d +10a)0p =g +15q)dp Oy + hd
+15, Op +15, Oy

A21 - lad ”D [Rch,d
~(lg *+14a) 3 Qliog +1aa) =g +1aa ) A2 +10a)Op =1y +1,4)0p T +
+ay Op +10, 0y

o = Lya [lf [Rch,d

31 =
~(lg +1aa) B Qliog +1aq) =g +1aa) A2 +10a)Op =g +1,4)0p T +
+io, Op +17, 0y

A12 — lad [lD [l’f
~(g +10a) B Qhiog +10q) =g +1aa)Ai2g +10a)Dp = (g +1q)dp Of +
+lo, Op+15, 0y

on = lﬁd ~Ip Wiy +14q) =g +10a) Q2 +1aa)

»n =

¥y
~(tg +10a) 3y Qhiog +10g) =g +1aq)dli2d +1aa)dp (g +140)0p B p + /

+l§d Up +l§d Uy
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o = 1§d+(1d+lad)[ﬂllzd +laq) -
27 (1, +1,,)0, Qg +1,g) -1y +1,0)dliag +1g)dp —(lg +1,4)dp O+ 7
d "tad )Y f R2d T tad d "tad 12d T tad YD d Ttad YD Hf

2 2
+lad UD +lad Uf

Aiq = lad [lf [l"D
Py g )0 Qliog +1aa) = (g +1ag)A2a +10a)Op =g +140)Bp Op +
+lay Op +15, Uy
dys = —lﬁd +(lg * 14 )dh2a +10a) a3,
~(lg +10a) B Qhiog +10a) =g +1aa)Ai2g +1a0a)Dp = (g +14q)dp O f +
gy Op +15, Uy
B ljd ~1p Qg +13q) =g +10g ) dl2g +14a)
A3z =— — ~ Up
(g +1a) B Qliog +1ag) =g +1aq) A2 +10a)Op ~ 1y +159)0p O +
+1oy Op +10, Oy
o+l
A4g = — Lo Rep,q
~lag +(lq +laq)maq +(1q +laq)D‘Q
lp+la
A54 = D 9 E Dzch,q
~lag +(lq +laq)uaq +(lq +laq)DQ
Ays = e Ro
_lgq +(lq +laq)uaq +(lq +laq)mQ
-\, +l
A55 — (aq CI) mQ

12+l g )Oag + Uy + g )T
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Annexe 6

Matrices de sensibilités du systéme d’ordre un demi

Annexes

Indices de sensibilité de A;

0.0029
0.4953
0.4953
0.0102
0.0102
0.0147
0.0147

S OO OO

0.0128
0.5755
0.5755
0.0025
0.0025
0.0003
0.0003

S OO OO

0.0000
0.0178
0.0178
0.8111
0.8111
8.4956
8.4956

S OO OO

0.0000
0.0206
0.0206
0.1990
0.1990
0.1766
0.1766

SO O OO

0.0047
0.4471
0.4471
0.8495
0.8495
1.2865
1.2865

SO O OO

0.0203
0.5195
0.5195
0.2084
0.2084
0.0267
0.0267
0

0
0
0
0

0.1515
0.2588
0.2588
0.0029
0.0029
0.0006
0.0006

S OO OO

SO OO OO OO0

SO OO OO OO0

eNeoNoNeoNeo oo lo o Rol ol w)

S OO O OO OO OoOOoO O

S OO OO OO OoOoO O

Indices de sensibilité de A,

0.0090
0.4434
0.4434
0.0203
0.0203
0.0315
0.0315

S OO OO

0.0393
0.5152
0.5152
0.0050
0.0050
0.0007
0.0007
0

0
0
0
0

0.0000

0.0159

0.0159

1.6186

1.6186
18.2053
18.2053

eleNeoNeNe)

0.0001
0.0185
0.0185
0.3972
0.3972
0.3784
0.3784

SO O OO

0.0143
0.4003
0.4003
1.6952
1.6952
2.7568
2.7568
0

0
0
0
0

0.0625
0.4651
0.4651
0.4160
0.4160
0.0573
0.0573
0

0
0
0
0

0.4662
0.2317
0.2317
0.0058
0.0058
0.0013
0.0013

(=N eNoNoNo)

S OO OO OO OO0

SO OO O OO OO0

sNeoNoNeoNeXeNeleo ool o e

SO OO O OO OO0

=NeoNoNeoNeXeNelo ool ol e

Indices de sensibilité de A3

0.0000
0.0000
0.0000
0.0008
0.0008
0.0008
0.0008

S OO OO

0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0002
0.0000
0.0000

S OO OO

0.0000
0.0000
0.0000
0.0633
0.0633
0.4374
0.4374

SO O OO

0.0000
0.0000
0.0000
0.0155
0.0155
0.0091
0.0091

S OO OO

0.0000
0.0000
0.0000
0.0663
0.0663
0.0662
0.0662
0

0
0
0
0

0.0000
0.0000
0.0000
0.0163
0.0163
0.0014
0.0014
0

0
0
0
0

0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0002
0.0000
0.0000

S OO OO

S OO OO OO OO0

SO OO OO OO OO0

[eNeoNeoleololololoRohol ol =)

SO OO OO OO OO0

[eNeoNeoleololololoRohol ol =)
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Indices de sensibilité de Ay

0.0000
0.0000
0.0000
0.0032
0.0032
0.0364
0.0364

S OO OO

0.0000
0.0000
0.0000
0.0008
0.0008
0.0008
0.0008

S OO OO

0.0000
0.0000
0.0000
0.2580
0.2580
21.0463
21.0463
0

0
0
0
0

0.0000
0.0000
0.0000
0.0633
0.0633

0.0000
0.0000
0.0000
0.2702
0.2702

0.0000
0.0000
0.0000
0.0663
0.0663

0.0000
0.0000
0.0000
0.0009
0.0009

0.4374 3.1870 0.0662 0.0015
0.4374 3.1870 0.0662 0.0015

S OO OO

SO O OO

SO O OO

0

0
0
0
0

S OO OO OO OO0

SO OO OO OO OO0

[eNeNeoleololololoRohol ol =)

SO OO OO OO OO0

[eNeoNeoleololololoRohol ol =)

Indices de sensibilité de As

0.0000
0.0059
0.0059
0.0052
0.0052
0.0008
0.0008

SO OO O

0.0001
0.0069
0.0069
0.0013
0.0013
0.0000
0.0000

SO O OO

0.0000
0.0002
0.0002
0.4138
0.4138
0.4356
0.4356

SO OO

0.0000
0.0002
0.0002
0.1015
0.1015
0.0091
0.0091

SO O OO

0.0000
0.0053
0.0053
0.4334
0.4334
0.0660
0.0660
0

0
0
0
0

0.0002
0.0062
0.0062
0.1063
0.1063
0.0014
0.0014
0

0
0
0
0

0.0014
0.0031
0.0031
0.0015
0.0015
0.0000
0.0000

SO OO O

SO O OO OO OO OO0

SO OO O OO OO OO0

S OO DODOD OO oo OoOo O

S OO OO OO OO0

SO OO OO0

Indices de sensibilité de Ag

0.0002
0.0048
0.0048
0.0212
0.0212
0.0345
0.0345

SO OO

0.0007
0.0056
0.0056
0.0052
0.0052
0.0007
0.0007

S OO OO

0.0000

0.0002

0.0002

1.6910

1.6910

19.9723

19.9723

0

0
0
0
0

0.0000
0.0002
0.0002
0.4149
0.4149
0.4151
0.4151
0

SO OO

0.0003
0.0043
0.0043
1.7710
1.7710

0.0012
0.0050
0.0050
0.4346
0.4346

0.0087
0.0025
0.0025
0.0060
0.0060

3.0244 0.0629 0.0015
3.0244 0.0629 0.0015

S OO OO

S OO OO

0

0
0
0
0

SO OO OO OO0

S OO OO OO OoOOoOOoO O

eNeoNoNeoNeoXeNelo o Rol ol o)

SO OO O OO OoOOoOOoO O

eNeoNoNeoNeXeNeloRoRol ol w)

Indices de sensibilités de A,

0.0200
0.0372
0.0372
0.0044
0.0044
0.0070

0.0874
0.0432
0.0432
0.0011
0.0011
0.0001

0.0001
0.0013
0.0013
0.3489
0.3489
4.0382

0.0003
0.0015
0.0015
0.0856
0.0856
0.0839

0.0319
0.0336
0.0336
0.3654
0.3654
0.6115

0.1391
0.0390
0.0390
0.0897
0.0897
0.0127

1.0376
0.0194
0.0194
0.0012
0.0012
0.0003

S OO O OO

S OO O OO

S OO OO O

S OO O OO

SO OO OO
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0.0070  0.0001

SO O OO

SO O OO

4.0382 0.0839 0.6115 0.0127 0.0003

0

0
0
0
0

0

SO O OO

0
0
0
0

0

0
0
0
0

SO OO O

SO OO OO

SO OO OO

SO OO OO

SO OO OO

Indices de sensibilité de Ag

SO OO OO OO OoOOO O

S OO OO OO OoOOoO O

S OO OO OO OoOOoOOo OO

SO OO O OO OoOOoOOoOO

==

SO OO O OO OoOOoOO
SO OO OO OoOO

=]

S OO OO OO OoOOoOO O

SO OO OO

0.0050
0.4937
0.4937
0.0612
0.0612

SO OO OO O

0.0169
0.5553
0.5553
0.0045
0.0045

SO O OO OO

0.0098
0.4261
0.4261
3.1862
3.1862

SO OO OO O

0.0336
0.4792
0.4792
0.2342
0.2342

SO OO OO O

0.1820
0.2666
0.2666
0.0065
0.0065

Indices de sensibilité de Ag

[eReNeoNeNeXeNel=NeNo NN

=NeoNoNeoNeXeoNel-Ne ol o R

SO OO O OO OO OoOO

SO OO O OO OO OoOO

seoNoNeoNeXeoNel-Ne ol o e]
=N eNeNoNeNeNel =Rl

SO OO O OO OO OoOO

S OO O OO

0.0138
0.4587
0.4587
0.1219
0.1219

S OO OO O

0.0471
0.5159
0.5159
0.0090
0.0090

S OO O OO

0.0274
0.3958
0.3958
6.3468
6.3468

S OO OO O

0.0935
0.4452
0.4452
0.4665
0.4665

SO OO O OO

0.5061
0.2477
0.2477
0.0130
0.0130

Indices de sensibilité de A

=NeoloNeoNeXeNe oo No o e

SO OO OO OO OO0

SO OO O OO OoOOoOOoOO

SO OO OO OO OoOoOO

=NeoloNeoNeXeNe oo lo ol e
SO OO OO OO OO0

SO OO O OO OoOOoOoOO

SO OO OO

0.0001
0.0094
0.0094
0.0095
0.0095

SO OO OO

0.0003
0.0106
0.0106
0.0007
0.0007

SO O OO OO

0.0002
0.0081
0.0081
0.4938
0.4938

SO OO OO

0.0005
0.0092
0.0092
0.0363
0.0363

SO OO O OO

0.0028
0.0051
0.0051
0.0010
0.0010
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Indices de sensibilité de A;;

[eNeoNeoleolololololohol ol =)

[eNeNeoleololololoRohol ol e)

[w)
[e)
[e)

SO O OO

0.0006
0.0082
0.0082
0.1317
0.1317

S OO OO OO OO0

SO OO OO OO OO0

[eNeoNeoleololololoRohol ol =)

S OO O OO OO0

S OO O OO OO OoOO
o

SO OO OO

0.0019
0.0092
0.0092
0.0097
0.0097

SO O OO OO

0.0011
0.0071
0.0071
6.8584
6.8584

SO OO OO

0.0039
0.0080
0.0080
0.5041
0.5041

SO DD OO OO

0.0209
0.0044
0.0044
0.0140
0.0140

Indices de sensibilité de A,

[eNeoNeoleololololoRoholo N =)

[eNeoNeoleolololoRoRohol o N =)

SO OO OO

0
0.0285
0.0421
0.0421
0.0340
0.0340

S OO OO OO OO0
S OO OO OO OO OO
[cNeNeoleololololoRohol o N =)
SO OO OO OO0
SO OO OO OO OOO

[e)
[e)
[e)

SO OO OO

0
0.0973
0.0474
0.0474
0.0025
0.0025

SO OO OO

0
0.0566
0.0364
0.0364
1.7706
1.7706

SO OO OO

0
0.1933
0.0409
0.0409
0.1301
0.1301

SO OO OO

S

1.0461
0.0227
0.0227
0.0036
0.0036

Tableau A6-1 : Indices de sensibilité de chaque valeur propre
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RESUME EN FRANCAIS

Depuis plus d’une vingtaine d’années une attention toute particuliére est portée sur
I’étude de réseaux ¢lectriques afin d’améliorer leur dimensionnement, leur qualité,
leur sécurité et leurs performances. En effet, ces réseaux deviennent de plus en plus
complexes avec I’apparition de nouvelles sources d’énergie de nature diverse et
I’augmentation de dispositifs d’¢lectronique de puissance qui servent d’interfaces de
connexion ou de dispositifs de controle. Ces évolutions engendrent de nombreux
problémes d’analyse et de dimensionnement des réseaux électriques modernes. Pour
les résoudre, nous proposons une démarche originale de modélisation et d’analyse
basée sur les systémes d’ordre non entier. Elle peut s’appliquer soit aux réseaux
¢lectriques, soit a leurs composants (machines ¢lectriques, piles a combustibles,
charges, etc.). Plus précisément, le premier objectif de ce mémoire est I’application de
la théorie fractale a la modélisation dynamique des systémes é€lectriques afin d’obtenir
des modéles de connaissance plus précis et d’ordre réduit. On tichera notamment de
mettre en ¢évidence les liens qui existent entre géométrie fractale des systémes
¢lectriques, performances fréquentielles et modélisation d’ordre non entier. Le
deuxiéme objectif est I’application des modeles d’ordre non entier aux études de
stabilité classiquement menées sur les systémes €lectriques.

ABSTRACT

Since twenty years, a particular attention is focused on the study of electrical
networks to improve their design, their quality and safety and at least their
performance. Indeed, these electrical networks become more complex with the
emergence of new sources of energy of various kinds and the rise of electronic
devices which connect or control devices. These changes lead to numerous issues of
analysis and design of modern electrical power networks. To solve them, the authors
propose an original approach of modelling and analysis based on non-integer order
systems. This approach can be applied to global power networks or to one of their
components (e.g. electrical machines, fuel cell, loads). More specifically, the first aim
of this PhD concerns the application of fractal theory to the dynamic modelling of
electrical systems in order to obtain knowledge models which are more accurate and
of reduced order. Then, this report highlights the links between fractal geometry of
electrical systems, frequency performance and non-integer order modelling. The
second objective is the application of non-integer order models to stability studies of
electrical systems.

MOTS-CLES

Modélisation fractale, systémes d’ordre non entier, analyse de stabilité, réseaux
¢lectriques

KEYWORDS

Fractal modelling, non-integer order systems, stability analysis, electrical networks
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