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Résumé Dans la premiere partie de cette these, nous étudions un modele de marche aléatoire
centrifuge. Nous démontrons une loi du logarithme itéré pour sa norme, et nous obtenons la loi
asymptotique des fluctuations de sa direction. Nous donnons ensuite un encadrement du taux de
décroissance exponentielle de la probabilité qu’elle se trouve a l'instant n dans un compact fixé en
montrant que la probabilité qu'une marche aléatoire centrée classique retourne dans un compact a
I'instant n sans quitter un cone ne décroit pas a vitesse exponentielle.

Dans la seconde partie, nous étudions le mouvement brownien de dimension quelconque, condi-
tionné a rester dans un cone de révolution pendant une unité de temps, et nous en déduisons un
principe d’invariance pour une marche aléatoire conditionnée & rester dans un cone.

Mots clés : Marche aléatoire centrifuge, mouvement brownien conditionné, théorémes limite.

Abstract In the first part of this thesis, we study a model of centrifugal random walk. We prove
a Law of Iterated Logarithm for its norm, and find the asymptotic law of the fluctuations of its
direction. We then give upper and lower bounds for the exponential decay of the probability that
the centrifugal random walk visits a fixed compact set at time n; this is achieved by proving that
the probability that a centered random walk visits a compact set at time n without having left a
cone does not decrease exponentially.

In the second part, we study the multidimensional Brownian motion conditioned to stay in a
circular cone for a unit of time, and derive an Invariance Principle for a random walk conditioned
to stay in a circular cone.

Key words : Centrifugal random walk, conditioned Brownian motion, limit theorems.
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Notations

Avertissement : constante variable Dans les inégalités, les lettres k, ¢ ou C désignent des
constantes réelles positives dont la valeur est susceptible de changer d’une ligne a l'autre.

Ensembles particuliers
~ B(x,r) ou BYz,r) = {y € R?: ||y — z|| < r}, boule ouverte de centre z et de rayon r.
~ B(z,7] ou BY(z,7] = {y € R?: ||y — z|| < r}, boule fermée de centre z et de rayon .
— B ou B = B4(0,1), boule unité de R
~ B, ou B = B4(0,r).
— S(x,7) ou Sz, ) = {y € R?: ||y — z|| = r}, sphere de centre z et de rayon r.
— S ou S = 840, 1), sphere unité de R
~ S, ou S¢ = 840, r).
- 0, = {y € R?: ||y| > r}, couronne extérieure fermée.
-~ Of ={yeR?:r<|y| <R}

Inhabituelles mais efficaces
— (xn) € (Ay), signifie que, pour tout n, z, € A,.

Espace de fonctions
~ Cy ou Cf, espace des fonctions continues sur 'intervalle [0,], & valeurs dans R.
— Cx ou Cgo, espace des fonctions continues sur U'intervalle [0, +o00[, & valeurs dans R,
— II;, projection de C, sur Cy par restriction : ITy(w) = wi[o,4-

X ou X (t), fonctions coordonnées : X¢(w) = w(t).

— 0y, décalage temporel : 0;(w)(s) = w(t + s).

— 0., décalage temporel par un temps optionnel : 6, (w)(s) = w(7(w) + s).

Ecriture polaire Pour tout z € R%\ {0}, on note & = z/||z|| la projection du point z sur la
sphére unité S,

Abréviation Le TTC désigne indifféremment 1'une ou 'autre des deux versions du théoreme de
la transformation continue qui sont présentées en annexe (théorémes B.1 et B.2).

Terminologie Dans toute cette these, le terme « positif » est employé pour dire 'appartenance
a l'ensemble R = {x € R: z > 0}.






Introduction

Cette these est composée de deux parties largement indépendantes que nous présentons ici dans
leurs grandes lignes.

Partie I. Contributions a I’étude d’une marche aléatoire centrifuge

La marche aléatoire centrifuge a été introduite et étudiée par J.-D. Fouks, E. Lesigne et M. Peigné
dans [13]. C’est une chaine de Markov dans ’espace euclidien R?, d > 1, dont les transitions sont
celles d’une marche aléatoire symétrique, perturbées par une dérive centrifuge. Plus précisément,
les probabilités de transition sont données par la relation

(1) p(z,z+dy) = (1 +a(llyl)(Z,y)u(dy) =: pz(dy)  (avec &= z/||z[) ,

oll ;1 est une loi de probabilité sur R¢, symétrique et & support borné, et a est une fonction posi-
tive convenablement choisie. La loi p représente la loi de la marche non perturbée. Pour obtenir
un comportement centrifuge, on impose aux lois u(dy) et a(||ly||)u(dy) de satisfaire les conditions
d’isotropie suivantes :

1. la matrice de covariance de p(dy) est égale & m’'I, m’ > 0;
2. la matrice de covariance de a(]|y||)p(dy) est égale a mI, m > 0.

L’accroissement moyen partant d’un point z € R?% est alors donné par

(2) / y pz(dy) = mi

et la variance dans la direction @ vaut

/

3) / (y — m, @)? pz(dy) = {m ,

m —m? sid=

1
|_
311

S11

L’équation (2) assure que l’accroissement est centrifuge en moyenne, tandis que 1’équation (3) montre
que la dispersion est plus importante sur ’hyperplan orthogonal a la direction de ’accroissement.

L’exemple le plus simple de ces marches aléatoires centrifuges est celui de la marche centrifuge
auz quatre plus proches voisins sur Z2. Elle est obtenue en perturbant la marche simple aux quatre
plus proches voisins sur Z2, dont la loi i est donnée par

1
m = 1(561 + 0 + 0ey + 5*62) )

avec e; = (1,0) et e = (0,1). La fonction de perturbation a est choisie constante, égale & un
parametre compris entre 0 et 1. Pour un point 2 = (r cosf,rsinf) € Z?2, les transitions aux quatre

9



plus proches voisins de x sont données par :

plx,x+e) = %(14—@0059) ;
plx,x—e) = i(l—acos&) ;
p(x,x+e) = %(1+asin0) ;
p(z,x —e2) = %(1—asin0) .

Les parametres m’ et m valent respectivement 1/2 et a/2.

Notons (X, )n>0 la chaine de Markov & valeurs dans R?, issue de 'origine, associée aux transitions
p définies par (1). Pour toute fonction mesurable bornée f sur R?, on a

E(f(Xnt1) [ Fn) =/f(Xn+y)(1+a(||y||)<fn,y>)u(dy),

ou F, = o{Xi,..., Xy} est la filtration naturelle associée a la suite (X,).

Nous noterons p, = || X,|| le module de la marche centrifuge et X,, = X,,/p, la direction de la
marche centrifuge (lorsqu’elle est définie).

Dans larticle [13], J-D. Fouks, E. Lesigne et M. Peigné étudient le comportement asymptotique
en norme, puis en direction, de la marche centrifuge et obtiennent les résultats suivants :

Théoréme 1 (Loi des grands nombres pour la norme). Presque sirement, pour tout e > 0,

Pn —NM

lim =0.
n—00 n§+6

Théoréme 2 (Théoreme limite central pour la norme). La suite

Pn — NN
Vn
converge en loi vers une loi normale centrée de variance m' —m?.

Théoréme 3 (Convergence de la direction). La suite des directions (fn) converge presque sirement
vers une direction limite X .

Théoréme 4 (Support de la direction limite). En dimension d > 2, le support de la loi de la
direction limite X est la sphére S¥1 tout entiére.

Théoréme 5 (Indépendance asymptotique de la norme et de la direction). Le couple

Pn—nm =
X
( vn >
converge en loi vers (U,)?), ot la wvartable U est indépendante de X et suit la loi gaussienne
N(0,m' —m?).

Les trois premiers théoremes (1, 2 et 3) sont traités par des méthodes de martingales : la suite
considérée est décomposée en une martingale a laquelle on applique des théorémes classiques de
convergence, et un reste dont on démontre qu’il est négligeable. Les deux théorémes suivants (4 et 5)
reposent sur un résultat de piégeage de la marche centrifuge dans des cones de petite ouverture.

Notre contribution a ’étude de la marche centrifuge peut étre classée selon les sujets suivants :

10



Comportement de la norme En utilisant les mémes méthodes de martingales, nous complétons
la panoplie des résultats « classiques » :

Théoréme 2.2 (Loi du logarithme itéré pour le module). Presque sirement,

i Pn — NN 41
im sup =+1.
n—oo +/2n(m’ —m?2)loglogn

Pour tout n > 1, notons I',,(¢) le processus sur C; valant
pr — km
n(m’ —m?)

aux instants t = k/n et interpolé linéairement ailleurs.

Théoréme 2.6 (Principe d’invariance pour le module). La suite de processus (I'y,) converge en loi
vers le mouvement brownien.

Comportement de la direction En affinant les estimations utilisées pour démontrer le théoréme 3
de convergence de la direction, nous obtenons une vitesse de convergence :

Théoreme 3.1. Presque sirement, pour tout ¢ > 0,

lim n%_g(f ~X,)=0.

n—o0

Cette vitesse de convergence est optimale puisque nous démontrons que la suite

converge en loi quand n tend vers I'infini. Nous avons d’abord étudié le cas de la dimension 2 ou
cette question devient un probleme d’angle, donc essentiellement unidimensionnel. Nous appelons
angle d’un vecteur @ € S! tout nombre réel 6 tel que @ = €, ot le cercle S! est identifié avec le
groupe des nombres complexes de module 1. On définit par récurrence la suite (6,) des angles de
la marche aléatoire, trajectoire par trajectoire, en choisissant pour 6,41 (w) 'unique angle de X}LH
appartenant & l'intervalle [0,,(w) — 7, 6, (w) + 7[. Avec ce choix, les accroissements 6,41 — 6, sont
comparables aux accroissements XnH — Xn, et 'on en déduit que la suite (6,) converge presque
sirement vers un angle limite 6. En utilisant des méthodes de martingales, nous obtenons :

Théoréme 3.7. La suite )
(n§ 0 — en))

converge en loi vers une gaussienne N (0, %)

Lorsque la dimension est plus grande (d > 3), il n’est plus possible de se ramener & un probléme
unidimensionnel. On peut néanmoins traiter directement la suite des directions (X,) a l'aide de
théoremes limites pour des martingales dont la variance conditionnelle possede un équivalent qui

n’est pas déterministe. En utilisant de tels outils, nous avons obtenu le théoreme suivant :
Théoréme 3.10. La suite )

(né (X - Xn)>
converge en loi vers une variable Y dont la fonction caractéristique ¢ est donnée par

(4) o(t) = E(e 30Tty |

— . = .

ou I' est la matrice aléatoire dont les coefficients v;; sont donnés par v;; = %(52 - X'X7).

11



Restait a interpréter géométriquement la loi de Y. Et c’est 1a que le résultat obtenu en dimension 2
s'est révélé utile. Pour x assez petit, on a e = 1 + jz, donc e fn—0) — 1 =~ (0, — ), ou encore

efn — % = (0, — ). En termes de vecteurs, cette relation se traduit par

ol

n2(X, — X) 2 n2(0, — 0) R(X),

ou R est la rotation d’angle 7/2. De la & penser que 'expression précédente converge en loi vers la
variable pR(X), ou p est une variable de loi (0, %) indépendante de X, il n’y a qu’un pas qu’un
calcul permet de franchir : la fonction caratéristique de pR(X) est bien donnée par la formule (4)!
Cela se généralise de la fagon suivante. Donnons-nous :

— une famille {(e1 (), ez(@),...,eq(@)) : @ € ST} de bases orthonormées de R? telles que
(&) (’lj) = ’J;
— des variables aléatoires po, ps3,. .., pq de loi normale N(0, %) telles que p2, p3,...,pq et X

soient mutuellement indépendantes.
Alors ¢ est la fonction caractéristique du vecteur Y = poea(X) + pses(X) + -+ + pgeq(X).

Comportement global Compte tenu des théoremes 1, 3 et 3.1, I'identité
X, —nmX = (pn — nm) X, + nm(X, — X)

implique
. X, —nmX

lim ——— =0 p.s,

n—o0 n§+e
quel que soit € > 0. Nous nous sommes intéressés au cas ou € est pris égal a 0, mais les méthodes
de martingales utilisées jusqu’a présent se sont révélées inefficaces : la différence entre la partie
matingale et la suite de départ n’est pas négligeable. Etant donnés les théorémes 2, 3 et 3.10, on
s’attend néanmoins a la convergence en loi suivante :

X, — nmX
NLD

Z = piX + paea(X) + ... + paea(X) ,

Conjecture 4.1. La suite

converge en lot vers la variable

ou p1 suit une loi N'(0,m' —m?), pa,...,pq suwivent la loi N'(0,m’), et les variables p1, pa, ..., pq et
X sont mutuellement indépendantes.

Notez que les variances des coordonnées p1, p2, ..., pq correspondent bien a celles qu’on attend au
vu de l'identité (3).

La variable Z apparait dans un autre théoreme limite central. Il y a en fait une martingale qui
s’obtient trés naturellement & partir de la suite (X,,) : d’apres I’équation (2), on a

E(Xpi1 — Xn | Fn) =mX,

ce qui signifie que la suite (X,,+1 — X, — m)zn) est une suite d’accroissements de martingale. En
appliquant un théoreme limite central directement a la martingale qui possede ces accroissements,
on obtient :

12



Théoréme 4.2. La suite

Xn — mZZ;l Xk
Vn

converge en lot vers la variable
7 = plX + pgeg()z) + ...+ pded()?) .

Ce théoreme est I'un des plus faciles a obtenir parce qu’il s’agit d’une vraie martingale et qu’il
n’y a donc pas de reste a estimer. Malheureusement, il ne permet ni de confirmer ni d’infirmer la
conjecture.

Premier pas vers un théoréme limite local La question d’un théoreme limite local pour la
marche centrifuge est posée dans [13]. Il s’agit de déterminer un équivalent, lorsque n tend vers
I'infini, de la probabilité pour que la marche centrifuge se trouve a l'instant n dans une partie
bornée K de I'espace. Les auteurs de 'article soulignent qu’ils savent déja que

P(X, e K)<Cp",

ou p €]0,1] et C' sont deux constantes. On doit donc s’attendre & un équivalent dont le terme
principal est exponentiel. Un premier pas vers le théoreme limite local consiste alors a préciser
le taux de décroissance exponentielle, c’est-a-~dire la limite (lorsqu’elle existe) de la suite de terme
général

P(X, € K)Y/".

Pour tout @ € S¢~!, notons Ly la transformée de Laplace de la loi ugz, définie pour tout = € R¢
par

L) = [ €70 uatdy).

Il est démontré dans Darticle [13] que, pour tout A > 0, le maximum en @ € S%~! de la quantité
Li(—\i0) majore la transformée de Laplace E(e!”") du module de la marche centrifuge évaluée en
t = —A. Un argument classique permet d’en déduire que

limsup P(X,, € K)Y/" < inf max Lg(—\@) .
n—o0 A>0 geSd—1
Les auteurs démontrent par ailleurs que ce majorant est < 1. Il ne restait donc plus qu’a trouver
un bon minorant de la limite inférieure de P(X,, € K)'/".

L’idée générale de notre approche est la suivante : si la marche centifuge (X)) reste dans un
cone de direction u et de petite ouverture, alors les lois p <, des accroissements restent proches de
la loi pgz, et la marche centrifuge a un comportement qui est proche de celui d’une vraie marche
aléatoire de loi uz qui reste dans ce méme cone. En utilisant le procédé de relativisation de Cramer,
on arrive grosso modo a la minoration

n
P(X, € K)> < iéldf 1Lg(1‘)> P(S, € K;Tc(Sp) > n),
TESTT
ou C est le cone dont il était question, T¢ le temps de sortie de C, défini pour toute suite (x,) € R¢
par To(x,) = inf{k > 1: 24 ¢ C}, et (S,) une marche aléatoire centrée.
Se pose alors la question du comportement asymptotique de la quantité P(S,, € K;Tc(S,) > n).
Ce comportement était déja connu pour certaines lois, mais il n’existait aucun résultat général. Nous
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étudions cette quantité au chapitre 6 et démontrons qu’elle ne décroit pas exponentiellement vite
vers 0.
On obtient alors le théoreme suivant :

Théoréme 5.6. Pour toute partie bornée et accueillante' K C R%, on a

liminf P(X, € K)Y" > sup inf Ly(x).

n—00 7eSd—1 zeR?

L’encadrement ainsi obtenu permet de répondre positivement a la question de I'existence d’un
taux de décroissance exponentielle a condition que les deux bornes soient égales, c’est-a-dire

sup inf Lgz(x) = inf max Lgz(—\4) .
7eSd—1 zeR? “ A>0 gegd-1 "

Nous avons pu démontrer que cette égalité a lieu dans deux cas particuliers :

Théoréme 5.8. Pour la marche centrifuge plane aux quatre plus proches voisins, de paramétre
a€l0,1], on a

2 _ 2
lim P(X, € K)/" = a

n—00 2 ’

quelle que soit la partie K C 72 bornée et contenant au moins deux points (x,y) et (z',y') de Z?
distincts de lorigine et tels que v + vy et 2’ + v/ aient une parité différente?.

Théoréme 5.9. Pour toute marche centrifuge dont la loi non perturbée p est invariante par les
rotations vectorielles, les bornes de l’encadrement sont €gales et valent

e T
inf a(— i) ,

quel que soit @ € S41.

Temps de sortie d’un céne pour une marche aléatoire Ce chapitre a fait ’objet d’une note
publiée aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences [14].

Soit £ une loi de probabilité sur R? et soit {2 I'ensemble des suites (£,),>0 € R? muni de sa tribu
borélienne et de la famille de mesures probabilités (Py),crd, ot Py = 0, @ LN (8, est la mesure de
Dirac en z). Sous P,, les variables &y, &1, &2 . . . sont indépendantes, £y = x et £1,&2 ... suivent la loi
L. Nous notons (Sy,)r>0 la marche aléatoire associée (i.e. Sy, =&o+ &1 + -+ &).

On fixe un cone C, convexe et d’intérieur non vide, ayant son sommet en ’origine et on considere
le temps de sortie T du cone C défini par

Te=inf{n>1:5,¢C}.

La recherche d’un équivalent de la quantité P,(T¢c > n) lorsque n tend vers l'infini (pour un
x € C fixé) est un sujet ancien qui a fait 'objet de nombreux travaux. Un premier résultat ob-
tenu par F. Spitzer ([31], Theorem 3.5) en dimension 1 pour C' =]0,+o00|, et désormais classique,
dit que Po(Tc > n) est équivalent a en~ Y2 lorsque la loi £ est apériodique, centrée, et possede
un moment d’ordre 2. En fait, on sait précisément que Po(Tc = n) est équivalent & (c/2)n~3/2

1. La notion d’ensemble accueillant est définie au chapitre correspondant ; ne considérer que de tels ensembles est
une précaution qui permet de rendre rigoureux le raisonnement que nous avons esquissé.
2. Ce sont les parties accueillantes de Z? pour la marche centrifuge plane aux quatre plus proches voisins.
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(Borovkov [4], Corollary 9), et c’est grace a cette estimation que D. Iglehart a pu donner la
premiere démonstration du principe d’invariance pour une marche aléatoire conditionnée a rester
positive ([18]). La démonstration que donne F. Spitzer du premier résultat utilise la factorisation de
Wiener-Hopf; par les mémes méthodes, D. Iglehart démontre?® que la quantité Eo(¢(S,); To > n)
(ol ¢ est une fonction de la variable réelle a support compact) est équivalente a en~3/2. Ce résultat
intervient de fagon essentielle pour I'obtention d’un théoréeme limite local sur le groupe affine de
la droite réelle ([21]) ou dans I’étude des probabilités d’extinction de processus de branchement en
milieu aléatoire ([15]). Des résultats du méme ordre existent en dimension supérieure lorsque C' est
un demi-espace; ils permettent par exemple d’obtenir un théoreme limite local pour les marches
aléatoires centrées sur le groupe des matrices triangulaires supérieures d’ordre 2 ([22]). Des travaux
plus récents, dus a N. Varopoulos [33], montrent qu’en toute dimension E,(¢(Sy,); T > n) décroit a
vitesse polynomiale vers 0 lorsque des hypotheses convenables 4 sont faites sur la loi £ et la position
du cone (qui doit étre adaptée a la loi £).

L’intérét que nous portons a ces résultats est dit a la méthode que nous employons pour minorer
la probabilité pour que la marche centrifuge se trouve dans une partie bornée de ’espace a l'instant n.
Comme nous 'avons expliqué dans le paragraphe traitant de cette question, pour minorer le taux
de décroissance exponentielle de la marche centrifuge, il suffit de démontrer que la quantité P, (S,, €
K;Tc > n) ne décroit pas a vitesse exponentielle vers 0 lorsque (S,) est une marche de loi L,
centrée et a support borné. Le résultat requis n’a pas besoin d’étre aussi précis que ceux que nous
avons cités plus haut, mais il doit étre valable sous des hypotheses beaucoup plus générales.

Ayant cela a ’esprit, nous avons obtenu le résultat qui suit.
On suppose que la loi £ des accroissements possede une moyenne p et une matrice de covariance
définie positive. Nous fixons une direction # intérieure au cone C' et notons Cs = d@ + C le coéne C
translaté par 0.

Théoréme 6.1. Si u = 0, alors il existe deur nombres réels positifs Ro et § tels que pour tout
compact K C Cs on ait

liminf inf Py(||Sa|| < Ro;Te >n)YV™ > 0.

Les constantes 0 et Ry dépendent de la loi £ et du cone C et peuvent étre interprétées de la

fagon suivante :

— pour que la marche puisse rester dans le cone pendant un certain temps, il peut étre nécessaire
qu’elle soit issue d’'un point suffisamment éloigné du bord de C' : le cone translaté Cs joue
le role d’'un céne de sécurité. Si la marche issue de 0 reste dans C et atteint son intérieur
a l'instant n avec une probabilité positive, c’est-a-dire si Py(S,, € C°;Te > n) > 0, alors le
résultat du théoréme est vrai avec § = 0.

— il se peut que la marche ne puisse pas s’approcher trop pres de 'origine sans quitter le cone;
cela justifie 'existence d’une distance critique Ry.

La démonstration du théoreme 6.1 ne fait appel qu’a des outils tres classiques du Calcul des

Probabilité, dont le plus sophistiqué est le Principe d’invariance de Donsker. Afin d’en donner une

3. Pour étre tout & fait précis, D. Iglehart s’intéresse dans [19] & une marche aléatoire de moyenne négative avec
des moments exponentiels; il démontre que la quantité P(S, € K;T¢ > n) décroit en n73/2p", ol p est le minimum
de la transformée de Laplace de la loi des accroissements. Dans [21], E. Le Page et M. Peigné lui attribuent cependant
le résultat pour une marche centrée et montrent comment celui-ci s’obtient a ’aide des méthodes développées par
D. Iglehart.

4. N. Varopoulos étudie d’abord le cas ou L est a support borné, portée par un réseau ou absolument continue,
puis étend ses résultats a une classe particuliere de lois ayant un support non borné et des moments d’ordre grand

(cf. [33], section 6.2). Le cone doit se trouver en position générale relativement a la loi £ (cf. [33], section 0.7).
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idée assez précise, voyons par exemple comment nous démontrons que
lim inf Po(Te > n)/vV™* >0,
n—oo

lorsqu’il existe un point z a Uintérieur du cone tel que Py(&; = z) > 0. On commence par minorer
Po(T > n) en ne considérant que les trajectoires de la marche dont les [/n] premiers pas sont
égaux a z; en utilisant I'indépendance et la stationnarité des accroissements, on obtient

Po(Te > n) > (Po(&1 = 2))V" Po([Vnlz + Sk € Cok =1.. . k),

ou k, = n — [y/n]. On utilise ensuite le fait que le cone est invariant par changement d’échelle et
convexe pour récrire le dernier terme de droite sous la forme

Po(ynz + Sk, (t) € C,Vt €]0,1]) ,

ol Y, = [v/n]/kn et {Sp(t),t > 0} est le processus a trajectoires continues valant Sy /n aux instants
t = k/n et interpolé linéairement ailleurs. Grace au principe d’invariance de Donsker, qui stipule
que S, converge en loi vers le mouvement brownien B issu de 0, on a

nh_,IEOPO(%Z + Sk, (t) € C,Vt €]0,1])) =Po(z + B(t) € C,Vt €]0,1]) ;
et comme z est a l'intérieur de C, cette limite est positive. Il s’ensuit alors que
lim inf Po(T¢ > n) VP > P& = 2) .
Avec le méme argumentaire, on peut aussi démontrer que

lim inf Po(|[ Syl < v/m; Te > n)V/V" > Bo(& = 2) -

Le théoréme 6.1 s’en déduit par une comparaison entre les quantités Po(||S,| < /n;Te > n) et
Po(|[Sull < R; T > n).

Le procédé de relativisation de Cramer permet de déduire facilement du théoréme 6.1 le corollaire
suivant :

Corollaire 6.2. Si u # 0 et si la loi L posséde tous les moments exponentiels, alors il existe deux
nombres réels positifs Ry et § tels que pour tout point x € Cs on ait

lim Py, ([|Sall < Ro;Te > n)™ = pr
n—oo

ot pr est le minimum de la transformée de Laplace de la mesure L.

Notons que la limite apparaissant dans ’énoncé précédent ne dépend pas du cone choisi.

Partie II. Théoremes limites pour des processus aléatoires conditionnés a rester
dans des cones

Cette partie est consacrée a ’obtention de théorémes de convergence en loi pour les processus

suivants :

1. le mouvement brownien issu d’un point z a l'intérieur d’un céne C' et conditionné a rester
dans ce cone pendant une unité de temps ; nous étudions la convergence en loi de ce processus
lorsque z tend vers le sommet du cone;

2. une marche aléatoire centrée, convenablement normalisée, et conditionnée a rester dans un
cOne jusqu’a l'instant n; nous étudions la convergence en loi lorsque n tend vers l'infini.

Le second cas peut étre considéré comme 1’anologue discret du premier, et il n’est pas surprenant
que la limite apparaissant dans ces deux cas soit la méme. Dans les deux paragraphes suivants, nous
présentons les résultats que nous avons obtenus et leurs liens avec des travaux antérieurs.
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Mouvement brownien conditionné Dans ce qui suit, d > 1 est un entier fixé. Soit Co, ’espace
des fonctions continues w : [0, 00[— RY muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts, et soit {X (¢),¢ > 0} le processus canonique de Cx (pour tout w € Coo, X (¢)(w) = w(t)).
Pour tout z € R?, on note W, la loi sur Coo du mouvement brownien issu de z. Soit C' C R? un
cone de révolution de sommet 0, ouvert et convexe, et soit 7¢ = inf{t > 0: X; ¢ C} le temps de
sortie de C. Pour tout x € C' et t > 0, on définit la loi /Wft du mouvement brownien issu de z et
conditionné & rester dans C jusqu’a l'instant ¢ en posant

We(A; 70 > t)

17C
A) =
We(4) We(te >1t)

quel que soit A € Cxe.
Le résultat principal de ce chapitre est le théoreme suivant :

Théoreme 7.42. Lorsque x € C tend vers 0, la loi chl converge étroitement (sur Coo) vers une
loi limite W(fl.
Ce théoreme étend en dimension supérieure les résultats précédemment obtenus par R. Durrett,
D. Iglehart et D. Miller ([10]) en dimension 1, et par M. Shimura ([28]) en dimension 2.

Dans le cas de la dimension 1 avec C' =0, +o0[, 'existence d’une limite est démontrée direc-

tement en identifiant la loi conditionnelle avec celle d’une section du mouvement brownien. Plus
précisément, les auteurs introduisent le temps aléatoire T, défini par

T,=inf{t>0: X; =zet Xs >0,Vs €Jt,t + 1]},
(qui est Wy-presque stirement fini) et démontrent que
Wi () = Wo(X(To + ) € %) -

Il leur suffit alors de vérifier que T); converge presque surement vers 7y pour obtenir le théoreme 7.42
la loi limite est donnée par la relation W(fl(*) = Wo(X(Tp + -) € *). En calculant les transitions
limites, ils démontrent que cette loi est celle du méandre brownien qui se définit habituellement,
sous Wy, par la transformation des trajectoires

X'(0) = == |X(r+ (1= 0)0)]

ou o =sup{t <1:X; =0} est le temps du dernier retour en 0 avant l'instant 1.

En dimension supérieure, leur méthode permet évidemment de traiter le cas ou C' est un demi-
espace, mais est inadaptée aux autres cas; nous y reviendrons dans le paragraphe consacré aux
marches aléatoires conditionnées.

Notre démonstration du théoreme 7.42 en dimension d > 2 s’inspire largement de celle qu’en
donne M. Shimura en dimension 2 et suit le schéma habituel :

1. convergence des lois fini-dimensionnelles ;

2. tension.

Convergence des lois fini-dimensionnelles La convergence des lois fini-dimensionnelles se
déduit de la convergence des lois de premiere transition, c’est-a-dire des lois ng (X¢ e dy) (t €]0,1])
lorsque z € C tend vers 0. Ces lois possedent toutes une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
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qui s’exprime en fonction des transition p® (¢, z,y) du mouvement brownien tué a la sortie de C' par

la formule

Wy(te >1—1t)
We(me > 1)

Nous déterminons la densité limite en calculant un équivalent du noyau de la chaleur pc(t, z,Y),
lorsque = tend vers 0, grace au développement en série qu’en donnent R. Banuelos et R. Smits
dans [1]. Bien que la formule pour le noyau de la chaleur d’un cone du plan fit connue depuis 1959
(cf. [8], p. 379) M. Shimura n’en fait pas usage; il reformule le probleme en terme de processus
d’Ornstein-Uhlenbeck tué dont il parvient a calculer les transitions.

W;fl (X¢ € dy) = p°(t,z,y) dy .

Tension Pour démontrer la tension® de la famille de lois {Wfl :x € C} lorsque = € C tend vers
0, nous reprenons une idée de prolongement due a M. Shimura selon laquelle il suffit de démontrer
que cette famille est tendue lorsque = € C' tend vers n’importe quel autre point du bord de C.
En dimension 2, pour un point zg # 0 appartenant au bord de C, il est assez facile de déduire de
la version unidimensionnelle du théoréme 7.42 que (Wf; 1) converge (et est donc tendue) lorsque
T, € C tend vers xg, car C' est localement un demi-espace en xg. Mais en dimension d > 3,
la géométrie du bord d’un céne n’est plus aussi simple, et cela nous a amené a reconsidérer le
probleme dans un cadre plus général.

Sans entrer dans tous les détails, on remplace le cone C' par un ouvert U contenu dans le demi-
espace D = {z = (z1,...,24) : 1 > 0} et dont le bord contient 0, et I'on étudie la convergence des

lois Wg 1 lorsque € U tend vers 0. Pour tout = € U, on a la relation suivante :

Wocl,)l(*;TU > 1)

(5) Woh(x) =

En utilisant la version unidimensionnelle du théoréme 7.42, on démontre que les lois WxDl convergent

vers une loi W({?l, que 'on appellera D-méandre brownien, sous laquelle les coordonnées du processus
canonique (X1, Xo,...,Xy) sont indépendantes et X; (resp. Xo,..., Xy) est un méandre brownien
(resp. mouvement brownien). Si U est suffisamment lisse en 0, on peut espérer que le D-méandre
brownien reste pendant une unité de temps dans U avec une probabilité positive, c’est-a-dire que
W[ﬂ (ty > 1) > 0. Supposons que U ait cette propriété et qu’en plus on puisse appliquer un théoréme
du type Portemanteau au numérateur et au dénominateur du membre de droite de 1’équation (5).
On en déduirait alors que .
D (..

lim U, (x) = S0AlsT0 > 1)

zeU—0 ’ W()I?I(TU > 1)

Des conditions suffisantes pour exploiter cet argument sont données dans la proposition suivante :

Proposition 7.23. On suppose que U est un ouvert co-régulier®. On a :
1. si W(€1(TU >0) =1, alors WO%(TU >1)>0;

2. si (xzy) € U est une suite convergeant vers 0 telle que

(6) lim lim sup WN/JQJ(TU <s)=0,

520 nooo

alors la suite de mesures Wae“l(*; T > 1) converge vers W(f’l(*;TU > 1).

5. Nous disons que la famille de lois {ch 1 2z € C} est tendue lorsque € C tend vers 0 si, pour toute suite

(zn) € C convergeant vers 0, la suite (anl)n est tendue.
6. voir le chapitre correspondant.
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Si les deux conditions sont réunies, alors la suite (Wgﬁl) converge vers Wé{l = Wo?l(* |7r > 1).

Dans [6], K. Burdzy obtient un critéere qui permet de décider, selon la régularité du bord de U
en 0, si Wol?l(TU > 0) = 1 ou 0 (le méme critere est découvert indépendamment par M. Shimura
dans [27], mais seulement en dimension 2). Nous insistons seulement sur le fait que ce critere suffit
a démontrer que W(ﬁ (ty > 1) > 0 lorsque U contient une boule qui est tangente au bord de D en
0. La condition (6) est quant a elle une hypothese technique ad hoc permettant de compenser la
forte irrégularité de 7y, mais qui est loin d’étre une condition nécessaire : elle n’a aucune chance
d’étre vérifiée si, par exemple, la suite (z,,) longe le bord de U. En utilisant un argument de nature
géométrique, nous sommes cependant parvenus a démontrer que cette condition est vérifiée lorsque
U = B est une boule de rayon r > 0 centrée en re; et que la suite (z,) est portée par le demi-axe
{Xe1 : A > 0}.

Ces résultats, bien que partiels, permettent de résoudre le probleme initial. Considérons de
nouveau un cone convexe C' de sommet 0 et un point o # 0 appartenant au bord de C. Si C
contient une boule B dont le bord est tangent au bord de C' en xg, alors la suite ng converge
lorsque x tend vers x¢ le long du rayon joignant le centre de la boule B a xg. Lorsque C' est un céne
de révolution, I'invariance du probleme par rotation autour de I’axe de C et par homothétie font
que 'on peut toujours se ramener au cas précédent. Nous obtenons donc :

Théoréme 7.34. Soit C C R? un céne de révolution conveze de sommet 0. Pour tout point xo # 0
du bord de C' et toute suite (x,) € C convergeant vers xo, la suite (Wf;l) est convergente (donc
tendue).

Comme nous 'avons mentionné plus t6t, cela suffit a démontrer la tension de la suite (Wé’; 1)
lorsque x,, € C tend vers 0 et complete donc la démonstration du théoreme 7.42.

Marche aléatoire conditionnée L’étude que nous menons dans cette seconde partie trouve son
origine dans une série d’articles (]27],[28],[29]) que M. Shimura a publiés dans les années quatre-
vingt. Il y étudie des marches aléatoires dans le plan, conditionnées a rester dans des cones, et
I’analogue « continu », & savoir le mouvement brownien plan conditionné a rester dans un cone
pendant une unité de temps. Pour bien comprendre les travaux de M. Shimura, il nous faut revenir
un peu en arriere.

L’histoire commence en 1960, lorsque F. Spitzer parvient a calculer un équivalent de la probabi-
lité pour qu’une marche aléatoire centrée reste positive jusqu’a I'instant n. Soit (Sy)n>0 une marche
aléatoire réelle dont les accroissements (indépendants et identiquement distribués) &, = S,, — Sp—1
(So = 0) sont centrés et de carré intégrable, avec E(£2) = o2. F. Spitzer considére le temps
Tt =inf{n >1:5, <0} de sortie de I'intervalle |0, +oo[ et démontre dans [31] que

P(T* > n) ~cen V2,

lorsque la loi des accroissements est apériodique. Dans une note de bas de page rajoutée avant la
publication, il annonce le théoréme limite central suivant pour la marche (.S,,) conditionnée a rester
positive :

(7) Vz € RT, lim P(S,/ovn <z |TT >n):1_6—m2/2‘
n—od

Apparemment il n’a jamais publié sa démonstration.
Il faut attendre 'année 1974 pour que D. Iglehart donne & ce résultat le statut d’un théoreme :
dans son article [18], il démontre que le processus {S[,/0\/n,t > 0} conditionné par I’événement
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{T" > n} converge en loi vers le méandre brownien. Pour cela, il utilise des estimations précises
de P(T" = n) qui lui permettent d’écrire les quantités semblables & (7) comme des sommes de
Riemann ; afin d’avoir un bon controle de ces sommes, il ajoute I’hypothese que les accroissements
ont un moment d’ordre 3 (ce qui permet d’avoir une vitesse de convergence dans le TLC ordinaire).

Deux ans plus tard, E. Bolthausen ([3]) redémontre le théoreme de D. Iglehart en s’affranchis-
sant a la fois de I’hypotheése de moment d’ordre 3 et de la condition d’apériodicité. Plus surprenant :
la démonstration de E. Bolthausen ne nécessite aucun calcul et utilise seulement le principe d’in-
variance de Donsker et le théoreme de la transformation continue. Afin d’en expliquer les grandes
lignes, introduisons quelques notations.

Soit Coo V'espace des fonctions continues w : [0, 00o[— R muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts, et soit {X(¢),t > 0} le processus canonique de Cs (pour tout w € Cuo,
X(t)(w) = w(t)). Pour tout n > 1, on désigne par W™ la loi sur Co du processus {S,(t),t > 0}
valant Sy/o+/n aux instants t = k/n et interpolé linéairement ailleurs. Enfin, nous introduisons un
temps aléatoire T défini par T'(w) = inf{t > 0 : w(t + s) > w(t),Vs €]0,1]}. Il n’est pas difficile de
voir que 1" est W"™-presque surement fini et vérifie

P(S, € A|TT >n)=W"X(T+-)—X(T) € A),

pour tout n > 1 et tout A € Cy. Cette identité fondamentale donne une représentation du pro-
cessus conditionné en terme d’une section du processus original. Rappelons que d’apres le principe
d’invariance de Donsker la suite (W") converge en loi vers la mesure de Wiener W (c’est-a-dire la
loi du mouvement brownien). E. Bolthausen démontre que, sous W, le temps T est encore presque
strement fini et continu (comme fonction sur Cx). En utilisant le théoreme de la transformation
continue (TTC, cf. Annexe B), il en déduit que

lim P(S, € #|TT>n)=W(X(T+-)—X(T) € *).

D’apres le théoreme de D. Iglehart, la limite est le méandre brownien. Il nous faut mentionner ici le
fait qu’au méme moment, R. Durrett, D. Iglehart et D. Miller ([10]) démontrent avec une méthode
similaire que le mouvement brownien issu d’un point z > 0 et conditionné a rester positif pendant
une unité de temps converge aussi en loi vers le méandre brownien lorsque z tend vers 0. Ce résultat
peut étre considéré comme ’analogue en temps continu du théoreme d’Iglehart-Bolthausen.

Supposons maintenant que (S,) soit une marche aléatoire & valeurs dans R? (d > 2) centrée et
de matrice de covariance égale a I'identité de M;(R). Supposons aussi fixé un cone convexe C' issu
de lorigine tel que P(&; € C') > 0 et notons T¢ le temps de sortie de C. Le processus de Donsker S,,,
conditionné a rester dans C, peut encore étre représenté comme une section du processus original
a l'aide du temps T'(w) = inf{t > 0 : w(t + s) — w(t) € C,Vs €]0,1]} qui permet d’écrire

P(S, € A|Te >n) = WNX(T +-) — X(T) € A),

pour tout n > 1 et tout A € C. La perspective d’en déduire un principe d’invariance pour des
marches aléatoires conditionnées a rester dans des cones a sans doute motivé quelques recherches,
car M. Shimura et K. Burdzy publient, chacun de leur coté et a peu pres en méme temps, des
résultats relatifs au temps aléatoire T'. Dans [5], K. Burdzy découvre que I’événement

A(a) ={ Il existe des temps 0 < ¢; < t2 et un cone C' d’angle «
et de sommet X (¢1) tels que X (¢) € C pour tout ¢ €]t1,t2]}

a une mesure de Wiener égale a :
— 0si cos(a/2) > 1/Vd;
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— 1 i cos(a/2) < 1/Vd.

M. Shimura ([28]) démontre lui aussi ce résultat en dimension d = 2 et reégle le cas cos(a/2) = 1/v/2
(la probabilité est encore nulle). En conséquence, pour des cones de petite ouverture, le temps 1" est
W -presque surement infini. La conclusion est sans appel : la méthode ne s’étend pas en dimension
d > 2. Toutefois, M. Shimura parvient & étendre & la fois le théoreme de Durrett-Iglehart-Miller au
mouvement brownien planaire conditionné a rester dans un céone pendant une unité de temps, et le
principe d’invariance d’Iglehart-Bolthausen a une marche aléatoire planaire conditionnée a rester
dans un cone. Nous ne rentrerons pas ici dans les détails des hypotheses et des techniques qu’il
utilise pour obtenir son principe d’invariance : cela sera discuté dans le chapitre correspondant. En
nous inspirant de la démonstration qu’il propose, nous avons obtenu le théoreme suivant :

Théoréme 8.19. (d = 2). Soit C est un cone du plan d’ouverture 3. On suppose que la marche
aléatoire (Sy,) est a pas bornés et que P(Te > n) décroit lentement” vers 0. Alors la suite de mesures
conditionnelles

(P(Sn € *|Te > n)),
converge vers /W/(fl sur Cso. De plus, on a
P(Te > n) =n""?’L(n) ,
ot L(n) est une fonction a variation lente.
Bien que I'hypothese de décroissance lente de P(T > n) paraisse difficile a vérifier en pratique,

sa présence est justifiée par les faits suivants :

1. sous les hypotheses du théoreme de Shimura, on peut démontrer directement (en utilisant des
arguments semblables aux siens) que P(T > n) décroit lentement vers 0;

2. les travaux [33] de N. Varopoulos montrent que cette hypothese est satisfaite par une grande
classe de lois;

3. historiquement, la premiere démonstration qu’a donnée D. Iglehart du principe d’invariance
pour une marche réelle conditionnée a rester positive utilisait de fagon cruciale 1’équivalent
P(Tc > n) ~ cn™ /2,

4. enfin, 'argument le plus important est que cette condition est tout simplement nécessaire.
On a en effet le théoreme suivant :

Théoreme 8.20. On suppose que d > 2 et que C' est un céne de révolution.

Si
P(S, € *|Te >n) = WS, ,
alors on a
1
P(TC > n) = @L(n) s
n—= 1

ou L est une fonction a variation lente.

7. Une suite f : N — R décroit lentement vers 0 si f(n) tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini et si pour tout

t>1,ona
f([tn])

(n)

lim inf >0.
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Remarque. Le coefficient a; est donné par la formule

d 2
alz\/)\1+(2_1> ’

ol —A1 < 0 est la premiere valeur propre du Laplacien sphérique agissant comme opérateur sur
les fonctions différentiables sur C' N S?! qui s’annulent sur C N S (voir la section 7.3.2 du
chapitre 7).

Perspectives Nous espérons étendre le théoreme 8.19 en dimension d > 3 comme nous ’avons fait
dans le cas du mouvement brownien (théoreme 7.42). Il y a cependant une difficulté supplémentaire
a surmonter car, contrairement au mouvement brownien, les processus de Donsker ne bénéficient
pas des propriétés d’invariance par rotation et par changement d’échelle que nous avons mises a
profit pour démontrer le théoreme 7.42.
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Premiere partie

Contributions a I’étude d’une marche
aléatoire centrifuge
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Chapitre 1

Présentation du modele de la marche
centrifuge

Résumé. La marche aléatoire centrifuge est un processus de Markov dans l'espace euclidien dont
les transitions sont celles d’une marche aléatoire symétrique ordinaire perturbées par une dérive
centrifuge. Ce processus a été introduit et étudié par J. D. Fouks, E. Lesigne et M. Peigné dans [13].
Une présentation succinte du modele et des résultats qu’ils ont établis a déja été donnée dans
I'introduction générale. Dans ce chapitre, nous revenons sur le modele de la marche centrifuge et
rappelons les estimations de moments obtenus dans [13] que nous utiliserons sans arrét au cours de
ce travail.

1.1 Modele élémentaire et hypotheses d’isotropie

Soit un entier d > 2. La marche centrifuge est la chaine de Markov dans R¢ associée a la
probabilité de transition p définie sur R? par la formule !

(1.1) p(x,z +dy) = (1 +a(llyl){Z,y)) uldy) =: pz(dy) ,

ou
— p est une loi de probabilité sur R?, symétrique et & support borné, qui représentera la loi de
la marche non perturbée. (On suppose que p n’est pas la masse de Dirac en 0);
— a est une fonction positive d’une variable réelle, borélienne, et telle que ||y|la(]|y|]) < 1 pour
U-presque tout y.
Cela assure en particulier que, pour tout = # 0, la fonction y — 1+ a(|ly||){Z,y) est bien une
densité de probabilité pour la mesure u.

Conditions d’isotropie Afin d’obtenir un comportement centrifuge, on impose aux lois u(dy) et
a(lly|)u(dy) de satisfaire les conditions d’isotropie suivantes :

— la matrice de covariance de p(dy) est égale & m'I, m’ > 0;

— la matrice de covariance de a(||y||)u(dy) est égale & mI, m > 0.

1. Pour z = 0 la formule (1.1) doit se lire simplement p(0,dy) = p(dy). Cette convention sera utilisée dans
I’ensemble de nos calculs.
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La premiere condition implique que dans toute base orthonormée la matrice de covariance de p est
égale & m'I, donc

m siiu=27,;

0 siulX.

(1.2) vz e st /<y,ﬁ><y,f>u(dy)={

La variance V = [ ||ly|| u(dy) de p est égale & dm’. Puisque la méme condition est imposée & la
mesure a(||y||) u(dy), on a aussi

m' sid=

8y

(1.3) vz e s, /<y,ﬁ><y,f’>a(HyH)u(dy) = {0 SiﬁLff :

Avec ces hypotheses d’isotropie, ’accroissement moyen est centrifuge :

Proposition 1.1. L’accroissement moyen partant d’un point x # 0 vaut

/ y pz(dy) = ma .
Démonstration. On a

/ y pz(dy) = / y u(dy) + / y(Zy)a(lyll) s(dy) ;

——
=0

donc
(i, [ynstin)) = [(@y)(Ey)a(lul) utdy).
et le résultat découle de (1.3). O

La proposition suivante montre que la dispersion de ’accroissement est plus importante sur
I’hyperplan orthogonal a x.

Proposition 1.2. Partant d’un point x # 0, la variance de l’accroissement dans une direction U

vaut
N m St
/<y—mw,U>2uf(dy) = { C
La variance de l'accroissement vaut

[y = ma P ux(dy) = =

<
l_
S11

3
|
3
;S
S
I
8

Démonstration. On a
[ty ma @) pstdy) = [ natdy) ~ 23,7 [ (0) naldy) + (2,7
or,
[ nstdn) = [0 utdn) + [ (03 0)allyl) ) = m -+ 0,

car la fonction y — (y,@)?(Z,y)a(||y||) est impaire et u symétrique; et d’apreés la proposition 1.1
on a

/<y,a>uf<dy> - </yuf<dy>,a> = m(Z,T) |

Donc
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Quelques notations Dans toute la suite, nous noterons (X,,),>0 la marche aléatoire centrifuge
de loi de base u et de fonction de perturbation a, c’est-a-dire la chaine de Markov associée a la
probabilité de transition p définie par la relation (1.1). Pour toute fonction mesurable bornée f sur
R?, on a

E(f(Xnt1) [ Fn) =/f(Xn+y)(1+a(||y||)<fn,y>)u(dy),

ou F, = o{Xi,...,X,} est la filtration naturellement associée a la suite (X,,).

La loi du processus (X;)n>0 est entierement déterminée par la loi des transitions et par la
distribution v de la variable aléatoire Xy. Nous noterons alors P, la probabilité sur I’espace des
réalisations et [E, 'espérance associée. Si la distribution initiale v de la chaine est une masse de
Dirac en un point = € R%, la probabilité P, est notée P,. Lorsque = = 0, on omet l'indice.

Nous noterons p, = || X, || le module de la marche centrifuge et X,, = X,,/p, la direction de la
marche centrifuge (lorsqu’elle est définie).

La proposition 1.1 dit exactement que

E(Xpi1 — Xn | Fn) =mX, .

c’est-a-dire que l'accroissement moyen, partant de X,, est proportionnel a X, : la marche est
centrifuge en moyenne.

1.2 Support de la marche centrifuge

Dans cette section, nous démontrons que le support de la marche centrifuge est le méme que
celui de la marche aléatoire de loi u, éventuellement privé de 'origine. Pour ce faire, nous établissons
en fait une propriété un peu plus forte qui constituera un outil essentiel pour cerner le domaine de
validité du théoreme limite local du chapitre 5.

Soient S le support de la loi u et G le support de la marche aléatoire de loi u. On rappelle que
G est le semi-groupe fermé engendré par S et que ses éléments sont donc caractérisés par la relation

ye G Ve>0,3z1,29,...,2,, tels que z; € Set 21 + 20+ -+ + 2, € By, €) .

On note G* = G\ {0}.

La principale difficulté dans I’étude du support de la marche centrifuge provient du fait que la
densité 1 + a(||ly||)(Z,y) peut s’annuler lorsque y se trouve sur la demi-droite engendrée par —7.
Ainsi, partant de x # 0, un pas dans la direction —Z peut étre impossible pour la marche centrifuge
alors qu’il est possible pour la marche aléatoire de loi . Notre premier lemme montre que, dans les
bons cas, un pas possible pour la marche aléatoire de loi p 1’est aussi pour la marche centrifuge.

Lemme 1.3. Soient x et y deux points de G* non alignés avec l'origine et tels que y —x € S. Pour
tout € > 0, il existe a > 0 tel que

inf P,(X; € B(y,¢]) >0.
z€B(z,q]

Démonstration. Fixons € > 0 et posons a = y — x. Comme les points x et y ne sont pas alignés avec
'origine, les points z et a ne le sont pas non plus et ’on peut trouver un 0 < a < €/2 tel qu'un point
z de B(z,a] et un point u de B(a, a] ne soient jamais alignés avec l'origine. Choisissons un tel a.
Comme aucune des deux boules B(zx, a] et B(a,a] ne contient 1'origine, la fonction (z,u) — (2, @)
est continue sur le compact B(z,a] x B(a,a] et y atteint son minimum ~y. Par le choix de «, on a
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nécessairement vy > —1.
Pour tout (z,u) € B(x,a] x B(a,a], on a (Z,4) > =, soit encore ( Z,u) > 7| ul|. En tenant compte
du fait que ||ul|a(||u||) < 1 pour u-presque tout u, on obtient que

1+ a(||ul))(Z,u) > 1+ min{0,~}

pour p-presque tout u € B(a,a] et tout z € B(z,a]. D’autre part, tous ces couples de points

vérifient ||z +u —y|| = [z —z +u —al <2a <e.
On a donc
Jbf PA(Xi€Bud) = il / L.z + w)(1 + a(ul))(Z,u)) p(du)
> [ a1+ a2 u)) ua)
> ot [ @)1+ min0,9) ()
> (1+min{0,7}) u(B(a al)
Cette derniere quantité est strictement positive car v > —1 et a € S. ]

Si z et y sont deux points de GG, la marche aléatoire de loi 4 peut passer de x & un voisinage de
y en un nombre fini de pas. Le lemme suivant, de nature purement algébrique, montre que lorsque
x et y ne sont pas nuls on peut choisir les pas de sorte qu’ils soient tous autorisés pour la marche
centrifuge.

Lemme 1.4. Soient x et y deux points de G*. Pour tout € > 0, il existe un entier n > 1 et une
suite finie xg, x1, . ..,Ty de points de G* tels que :

(a) zo =z et x,, € B(y,¢€);

(b) pour touti=0...n—1, les différences x;11 — x; sont dans S ;

(¢) pour touti=0...n—1, les points x; 11 et x; ne sont pas alignés avec l'origine.

Démonstration. Soient = et y deux points de G* et soit ¢ > 0 suffisamment petit pour que la
boule B(y, €) ne contienne pas l'origine. Comme nous ’avons rappelé en début de section, puisque
y—x € G, il existe 21,29, ,2, € S tels que z1 + 20+ ...+ 2, € B(y — z,¢). En posant zg = x et
x; =x9+ 21+ ...+ 2 pour i = 1...n, on obtient une suite xg, z1, ..., x, satisfaisant les points (a)
et (b) de I’énoncé. Si cette suite ne satisfait pas (c), alors on peut la modifier en introduisant des
points intermédiaires. Commengons par une modification mineure. Si deux points consécutifs x; et
Zi+1 sont égaux, on choisit un pas non nul a € S et 'on remplace dans la suite initiale la sous-suite

Tj, Tiy1 par T, x; + a, ;1. Comme x; + a —x; = a € S et ;41 — (; +a) = —a € S (car S est
symétrique), la nouvelle suite ainsi obtenue satisfait encore I’hypothese (b). Nous pouvons donc, sans
perdre en généralité, supposer que deux points consécutifs de la suite zg, z1, ..., T, sont toujours

distincts. Considérons maintenant le premier couple (z;, x;11) tel que z; et x;41 soient alignés avec
lorigine. (Notons que x; # 0, car ou bien i = 0 et &; = x # 0, ou bien i > 1 et par notre choix de i,
les points x;_1 et z; ne sont pas alignés avec l'origine.) Deux cas peuvent se produire :

— Si ;41 # 0, on choisit a € S tel que a n’appartienne pas a la droite (x;,z;+1) (ce qui est
possible car S n’est pas contenu dans un demi-espace). La suite z;, z; + a, Zj+1 + a, T;41 est
telle que deux points consécutifs ont leur différence dans S et ne sont pas alignés avec 1’origine.
On remplace alors dans la suite de départ xg, x1,...,x, la sous-suite x;, x;11 par la sous-suite
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Ti, Ti + A, Tit1 + @, Tiy1.

Li4+1

S

T+ a Tiy1+a

— Si xj41 =0, alors z; 49 # 0.
Si x; et x; 12 sont alignés avec ’origine, on choisit encore un a € S n’appartenant pas a la droite
(24, xiy2). Lasuite x;, x;+a, x;y1+a, x;ip2+a, x; 2 est telle que deux points consécutifs ont leur
différence dans S et ne sont pas alignés avec ’origine. On remplace alors dans la suite de départ

o, T1, ..., Ty la sous-suite x;, Xi+1,Ti42 par la sous-suite z;, z; + a, Tit+1 +a,Tiyo + a, Tig2.
x; 0=zi41 Tit2
Ti+a Tit1 +a Ti+2 +a

Si x; et x;49 ne sont pas alignés avec l'origine, alors la suite x;, z; + ;19, T;12 est telle que
deux points consécutifs ont leur différence dans S et ne sont pas alignés avec 'origine. On
remplace alors dans la suite de départ xg,z1,...,x, la sous-suite z;, x;4+1, ;12 par la sous-
suite x;, T; + Tij+2, Tit2.

T 0=mit1
)

Ti+ Tiyo Tit2

Dans tous les cas, la suite obtenue apres cette opération contient strictement moins de couples de
points successifs alignés avec I'origine que la suite de départ. En répétant cette opération autant de
fois que cela est nécessaire, on obtient une suite satisfaisant les hypotheses (a), (b) et (c). O

En combinant les lemmes 1.3 et 1.4 on déduit que, pourvu qu’ils soient non nuls, deux points
joignables par la marche aléatoire de loi u le sont aussi par la marche centrifuge :

Lemme 1.5. Soient x et y deux points de G*. Pour tout € > 0, il existe « > 0 et n € N* tels que

inf P,(X, € B(y,e]) >0.
et ( (y,€])

Démonstration. Deux points x et y de G* et un réel ¢ > 0 étant fixés, considérons une suite
T = x9,T1,..., T, ayant les propriétés énoncées dans le lemme 1.4 et choisissons un réel a,, > 0 tel
que B(zp,an] C B(y,€). Comme x,, et x,_;1 sont deux points de G* non alignés avec 1’origine et
dont la différence x,, — x,,—1 appartient a S, d’apres le lemme 1.3, il existe a,,—1 > 0 tel que

inf P.( X1 € B(zp,an]) > 0.

ZGB(xn—lvan—l]
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En répétant cet argument, on construit de proche en proche une suite oy, a1, ..., a1, ag de réels
strictement positifs tels que, pour tout ¢ =0...n — 1, on ait

inf ]P’z(Xl € B($i+1,ai+1]) >0.

2€B(wi,q;]

Par la propriété de Markov, on a alors

n—1
inf P.(X, € B(xy, > inf P,(X; € B(ziy1,q >0,
zEBl(Islco,ozo] Z( n (xn an]) = H) zGBI&i,ai] z( 1 (xz—i-l az+1])
et I'on en déduit que o = g convient. ]

On s’intéresse a présent au comportement des pas lorsque la marche est issue d’un voisinage de
’origine.

Lemme 1.6. I existe deuz réels v’ > r > 0 tels que

inf P.(X,€0!)>0.
z€B(0,r]

Démonstration. Choisissons r > 0 tel que p(Q,,.) > 0, puis ' > 3r tel que M(Og;_r) > 0. Pour tout
z € B(0,7] et tout y € 0;;4, onar<|y|l-lz] <|lz+y| <7, et Von en déduit que

inf P,(X ! = inf L, (z+ 14+a z, u(dy) ,
zEln(O,T] ( 1€ Or ) ZEI (077‘]/ or. ( y)( (Hy||)< y)) ( y)
> in I ’ +a z % d .
— ZGIB(%,T]/ O;fT(y) (1 (||yH)< 7y>) ( y)

Posons

£:) = [ g2 ) (1 + allylD 2, ) el

On a f(0) = u( 5;_T) > 0. Puisque f est constante sur les demi-droites pointées, I'infimum de f
sur la boule B(0,r] privée de l'origine est égal a son infimum sur la sphere S(0,7). Or la fonction
f y est continue, donc y atteint son minimum. Pour démontrer le lemme, il suffit de prouver que f
ne s’annule pas sur S(0,r). Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe un vecteur unitaire
i € S tel que

/ﬂo;;—r(y) (L +a(llyl)(d,y)) p(dy) =0.

Pour p-presque tout y € 05;_T, on a alors 1 + a(||ly]|)(@,y) = 0. En tenant compte du fait que
p-presque tout y vérifie a(||y||)||y|| < 1, on en déduit que p-presque tout y de OQ;_T réalise I'égalité

—-r

(t,y) = —||y||. Autrement dit, u-presque tout y de Og; appartient a la demi-droite engendrée

par —. Cela est impossible car p est symétrique et O;;fr a une g-mesure non nulle. O

Théoreme 1.7. Le support de la marche centrifuge est le méme que celui de la marche aléatoire
de loi p, privé éventuellement de l'origine. Plus précisément, si y € G* alors, pour tout € > 0 et
tout R > 0, il existe N € N* tel que

inf P.( X, € B(y, >0.
cepib o Sup Pal (v, ¢])
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Démonstration. 11 suffit d’établir la seconde assertion. Soient y € G* et € > 0. Considérons les deux
nombres réels ' > r > 0 donnés par le lemme 1.6 et choisissons un réel R > r’. D’apres le lemme 1.5,
pour tout z € @F N G, il existe un réel a; > 0 et un entier n, tels que

inf P.(X,, € B(y,e]) >0.
z€B(z,04]

Comme la famille de boules {B(z,a;) : € OF N G} recouvre le compact @ N G, on peut en
extraire une sous-famille finie {B(x1,a1),..., B(Zm, am)} qui recouvre encore @ N G. Si on pose
N =max{n; : i =1...m}, on obtient immédiatement

1.4 inf  sup P,( X, € B(y,¢]) >0.
( ) ZEOﬁﬂGnSR z( n (y ])

Maintenant, par notre choix de r et R > 1/, on a

inf P, (X;€0F)>0.
z€B(0,r]

En utilisant la propriété de Markov et la relation (1.4), il vient alors

(1.5) inf  sup P,(X, € B(y,¢]) >0.
2€B(0,r] n<N+1

En rassemblant (1.4) et (1.5), on obtient

inf sup P.(X, € B(y, >0;
zEB(O,R}ﬂGnSNg_l Z( " (y 6])

ce qui est bien le résultat annoncé. O

1.3 Estimations de moments

Dans cette section, nous rassemblons un certain nombre d’estimations qui se trouvent dans [13]
et que nous utiliserons & plusieurs reprises.
Nous aurons besoin des notations suivantes. Etant données deux variables aléatoires X et Y, on
écrira :
- Y = O(X) ¢l existe une fonction positive f et une constante C' > 0 telles que f(z) < C|x|
au voisinage de 0 et |Y (w)| < f(X(w)), quel que soit 'aléa w;
— Y = O(X) s'il existe une fonction positive f et une constante C' > 0 telles que f(z) < C|z|
pour tout z € R et |Y(w)| < f(X(w)), quel que soit I'aléa w.

Estimations de moments relatifs a la norme de la marche centrifuge L’espérance condi-
tionnelle du carré du module s’obtient par un calcul direct :

Lemme 1.8 ([13], Proposition 1). On a

E(p2 1| Fn) = p2+ 2mp, + V.

En écrivant p,i1 = \/p%+2pn(fn,y> + lyl|?, avec y = X,41 — Xy, et en effectuant un
développement limité, on obtient assez facilement une estimation de I’espérance conditionnelle de
I’accroissement du module :
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Lemme 1.9 ([13], Proposition 1). On a

V—-m /1
E(pni1| Fn) = pn+m+— +O<2> .
n Pn
La moyenne de I’écart entre E(p,41 — pn | Fn ) et m est précisé dans le lemme suivant :

Lemme 1.10 ([13], conséquence du Lemme 2 et de la Proposition 1). Pour toute distribution
initiale v et pour tout € > 0

Ey ([E(pn+1 | Fn) = po —ml|) = O(n™ 1) .
On connait aussi 'ordre de grandeur de I'espérance de « l'inverse » du module :

Lemme 1.11 ([13], Lemme 4). Il eziste o > 0 tel que, pour tout § > 0, il existe Cg > 0 tel que,

pour tout n > 1,
T+ pn)?) = T+ na)?

Estimations de moments relatifs a la direction de la marche centrifuge Les accroisse-
ments de la direction sont faciles a controler en norme : comme X, 1 —X,, est borné indépendamment
de n, l'inégalité ||z||||Z — ¢|| < 2|z — y|| implique le lemme suivant :

Lemme 1.12. ][] existe une constante C ne dépendant que de p telle que, pour tout n > 1, on ait

. . C
X — X, < .
H n+1 n” =1+ pn

La moyenne des accroissements est d’un ordre de grandeur inférieur :

Lemme 1.13 ([13], Lemme 3). On a

. S 1
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Chapitre 2

Comportement en norme de la
marche centrifuge

Résumé. Dans ce chapitre, nous complétons I’étude menée par J. D. Fouks, E. Lesigne et M. Peigné
au sujet du comportement de la norme p,, de la marche centrifuge. Il a été démontré que p, satisfait
une loi forte des grands nombres avec vitesse de convergence ([13], Théoréme 1); nous démontrons
que py, vérifie aussi une loi du logarithme itéré (théoreme 2.2). Nous prouvons ensuite que le théoréeme
limite central ([13], Théoreme 2) s’étend en un principe d’invariance (théoréme 2.6).

2.1 Loi des grands nombres

Nous rappelons I’énoncé de la loi forte des grands nombres obtenue par J. D. Fouks, E. Le-
signe et M. Peigné. La démonstration repose sur un principe que nous reprendrons souvent : la
suite considérée est décomposée en une martingale a laquelle on applique un théoreme classique de
convergence, et un reste dont on démontre qu’il est négligeable.

Théoréme 2.1 ([13], Théoreme 1). Quelle que soit la distribution initiale v, et quel que soit € > 0,
on a

lim P B _ 0 P,-p.s.

1
n— o0 n§+€

Démonstration. Pour tout entier n > 1, on pose
Yo = (pn — pn-1) = E(pn — pn-11Fn-1) = pn — E(pn | Fr-1) ,

et
Zn:E(pn_pn—l|Fn—1)_m:E(pn|fn—l)_pn—l_m7

de sorte que
Pn—Po—n’m:Sn-i—Rn,

avec Sp =Y 1 Yi et Ry =Y} Z.
Le support de p étant borné, les accroissements |p,+1 — pn| sont bornés par une constante C' > 0
et 'on a donc |Y,| < 2C. Comme la suite (Y;,),>1 est une suite d’accroissements de martingale

uniformément bornés, la martingale
n

Y;
>

k=1
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est bornée en moyenne quadratique, donc presque surement convergente. Le lemme de Kronecker
permet d’en déduire que, presque stirement,

lim n~'/27¢3, = 0.

n—oo

Nous devons maintenant estimer le reste R,,. D’apres le lemme 1.10, on a E, (| Z,|) = O(n=17¢) quel
que soit € > 0. Par conséquent, pour tout € > 0, la série

Z n=Ey(|Znl)
est convergente, et la série

ZTFE,ZM

converge donc presque siirement. En utilisant a nouveau le lemme de Kronecker, on en déduit que

lim n"*R, =0 p.s.

n—oo

Les estimations obtenues pour S,, et R,, suffisent & démontrer le théoréeme. ]

2.2 Loi du logarithme itéré

Cette section est consacrée a la démonstration de la loi du logarithme itéré suivante :

Théoréme 2.2 (Loi du logarithme itéré). Quelle que soit la distribution initiale, on a presque

surement
—nm
lim sup Pr =+1.
n—oo /2n(m’ —m?2)loglogn

Comme dans la démonstration du théoreme 2.1, on pose

Y= (pn—pn-1) —E(pn — pn-11Fn-1) = pn —Elpn| Fn-1),

et
Zn:E(pn_pn—l’Fn—l)_m:E(pn‘fn—l)_pn—l_m7

de sorte que
pn—Po—anSn-i'Rn,

avec S, = 1 Yeet Ry = 1 Z.

Au cours de la démonstration de la loi forte des grands nombres (théoréme 2.1), nous avons
établi le fait que pour tout € > 0 le reste R, est presque stirement négligeable devant n¢. Il s’ensuit

que
lim fin =0 p.s.
n—o0 \ /2n(m’ — m?)loglogn

Pour démontrer le théoreme 2.2, il suffit donc de vérifier que

: Sn
lim sup =41 ps.
n—oo +/2n(m’ —m?2)loglogn

Pour cela, nous utiliserons la loi du logarithme itéré pour martingale suivante :
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Proposition 2.3 ([24], Proposition VII-2-7). Soit {Sy,, Fn}n>1 une martingale de carré intégrable
dont les accroissements Yj, = Sy, — Si_1 sont uniformément bornés’. Si on note

Vo =Y E(Y?|Fr)
k=1

la variance conditionnelle, alors

+1

: S
lim sup

nooo V2Vnloglog Vi,
presque surement sur l’ensemble {V,, — oco}.

Nous pouvons appliquer directement ce résultat a la martingale (.S, ), car ses accroissements sont
uniformément bornés. Pour conclure, il suffit de vérifier que l’ensemble {V,, — oo} est de mesure
pleine et que I'on peut remplacer V;, par n(m’ —m?). Cela est I'objet du lemme suivant.

Lemme 2.4. Presque surement, on a

e ol —m?)

Démonstration. On rappelle que

Yn+1 = Pn+1 — E(pn—i—l ‘fn) )

donc
E(Y712+1|fn):E(pi+1|fn)_E(pn+l|fn)2'

En utilisant les lemmes 1.8 et 1.9, on obtient

1
E(Y3+1|fn):m’—m2+0(p> :

Choisissons un aléa w tel que p,(w) soit équivalent & nm (ce qui est réalisé par presque tout w
d’apres la loi forte des grands nombres). Il existe alors une constante C' > 0 telle que, pour tout
n > 1, on ait
C
E(Y | Fa)w) = (m' —m?)| < — .

nm

Par inégalité triangulaire, il vient

n

¢
m

=

STE(VR | Fi)(w) — nlm’ —m?)| <
k=1 k=1

Donc
lim Va(w)

WLy o

=1,

d’apres le lemme de Cesaro. C’est ce qu’il fallait démontrer. O

1. d.e. sup, |Yi| < Cte p.s.
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D’apres la proposition 2.3, presque toute éventualité w de {V;, ~ n(m’ —m?)} vérifie

: Sn(w)
lim sup
n—oo 1/2V,(w)loglog V;,(w)

Par ailleurs, une telle éventualité vérifie aussi

=+41.

Vi (w) loglog Vi (w) ~ n(m' — m?)loglogn ;

donc B
lim sup n(w) =+1.
n—oo /2n(m’ —m?2)loglogn

Comme l'ensemble {V,, ~ n(m’ — m?)} a une mesure pleine, le théoréme 2.2 est démontré.

2.3 Théoréme limite central fonctionnel

J.-D. Fouks, E. Lesigne et M. Peigné ont obtenu le théoreme limite central suivant :

Théoréme 2.5 ([13], Théoreme 2). Quelle que soit la distribution initiale de la chaine, la suite

Pn — NN
Jn
converge en loi vers une gaussienne centrée de variance m' —m?.

Nous allons démontrer que ce théoreme s’étend en un principe d’invariance pour la norme de
la marche centrifuge. Nous noterons C; l'espace mesurable des fonctions continues w : [0,1] — R
muni de sa tribu borélienne. Pour tout n > 1, on note {I',(¢),¢ € [0,1]} le processus a trajectoires
continues valant
Pk — po — km
n(m’ —m?)
aux instants ¢t = k/n et interpolé linéairement ailleurs. Nous avons alors :

Théoréme 2.6 (Principe d’invariance). Quelle que soit la distribution initiale, la suite de processus
(T'y,) converge en loi sur Cy vers le mouvement brownien.

La méthode pour étudier la convergence du processus I';, consiste a 1’écrire comme une somme
de deux processus dont le premier peut étre étudié a 'aide de méthodes de martingales, et le second
peut étre controlé directement par des estimations. Encore une fois, pour tout entier n > 1, on pose

Yn:pn_E(pn|fn—1) et Zn:E(pn‘fn—l)_pn—l_my
de sorte que Y,, + Z, = pp — pp—1 — m. En posant S, = >}, Vi et R, = > "}'_| Zj, on obtient la

décomposition

Sn+ Ry = pn — po —nm .
Le processus 'y, s’écrit alors comme la somme des deux processus S, et R,,, définis respectivement
par

S[nt] + (nt — [’I’Lt])}/’[nt}+1 R[nt} =+ (nt — [nt])Z[nt}+1
n(m’ —m?) n(m’ —m?)
Comme S, est le « processus de Donsker » associé a la martingale {S,, F,}, nous allons montrer
qu’il converge vers le mouvement brownien en appliquant un principe d’invariance pour martingale ;
nous démontrerons ensuite que le reste R, est asymptotiquement négligeable, et cela achevera la

démonstration du théoreme 2.6.
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Lemme 2.7. Quelle que soit la distribution initiale, la suite de processus (Sy) converge en loi sur
Cq1 vers le mouvement brownien.

Démonstration. Nous allons appliquer le théoreme A.1 & la martingale {S,,, F,,} d’accroissements Y;,.
Comme ces accroissements Y,, sont tous bornés par une méme constante, la condition de Lindeberg-
Feller du théoreme A.1 est trivialement vérifiée.

Au cours de la démonstration du lemme 2.4, nous avons établi que

lim |IE(Yn2 | Fre1) — (m' — m2)‘ =0 ps.

n—oo
Le lemme de Ceséro permet d’en déduire que pour tout ¢ € [0, 1],

]
lim — ) E(YZ?|Fuo1) =t(m' —m?) pas.
nggon; (Y2 | Fer) = t(m' —m?) ps

La martingale {S,,/v'm’ —m?, F,} vérifie donc les deux hypotheses du théoreme A.1 et, par suite,
le processus S,, converge en loi vers le mouvement brownien. O

Lemme 2.8. Quelle que soit la distribution initiale, la suite de processus (R,,) converge vers 0 en
probabilité.

Démonstration. Pour tout entier n > 1, on a

T |z
10u] = sup |On(t)] = max — Tl o 2i=1 |2

t€[0,1] k<n /n(m/ —m2) ~ /n(m’ —m?2)

Par I'inégalité de Markov, il vient

B, (1|0 > §) < 2=t Br(1Zk])

dy/n(m’ —m?)

pour tout § > 0. Or, nous savons d’apres le lemme 1.10 que E,(|Z,|) = O(n='"¢) pour tout € > 0.
En particulier, la série de terme général n~'/?E,(|Z,|) est convergente, et le lemme de Kronecker
permet d’en déduire que lim,, o n /237 E,(|Zx|) = 0. D’ott le lemme. O

Démonstration du Théoréeme 2.6. Le théoreme se déduit des lemmes 2.7 et 2.8. O
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Chapitre 3

Comportement en direction de la
marche centrifuge

—

Résumé. La suite des directions (X,,) de la marche aléatoire centrifuge converge presque sirement
vers une direction limite X. Nous démontrons que /n(X — X,,) converge en loi lorsque n tend vers
Iinfini, et nous identifions géométriquement la loi limite.

3.1 Convergence de la direction de la marche centrifuge

Dans [13], il est démontré que la suite des directions (X,) de la marche centrifuge converge
presque surement vers une direction limite X. Bien que cela ne soit pas mentionné dans D’article,
la démonstration qui est donnée de ce résultat permet aussi d’obtenir une vitesse de convergence.
Nous la rappelons ici.

Théoréme 3.1 ([13], Théoreme 3). La suite des directions (X,)) converge presque sirement vers
une direction limite X, et pour tout € > 0,

lim n%_e()?n ~X)=0 ps.

n—oo

Démonstration. Posons

—

Y, = Xn - X:nfl - E(Xn - anl |fn*1)

et

—

Zp =E(Xp — Xn_1|Fno1).

D’apres les lemmes 1.12 et 1.11, on a

C
E(||Ya]?) < A+na? "

Cela montre que pour tout € > 0, la martingale y ,_, k'/2=€Y;, est bornée en moyenne quadra-

tique, donc presque stirement convergente. De méme, la série Zkl/ 2=¢Z,. est presque siirement
convergente, car Z, = O(n~2) (cf. lemme 1.13 et loi forte des grands nombres). Par conséquent, la

Z k1/276()zk o Xk*l) — Z k1/276Yk 4 Z kl/?*GZk
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est presque strement convergente, et le lemme de ... permet d’en déduire que

o
. 1/2—¢ Y Y _
nh_)rgon g (X — Xg—1)=0 ps.
k=n+1

O

Le théoréme 3.1 ne peut manquer de susciter la question suivante : 'exposant 1/2 constitue-t-il
une limite théorique dans le sens ot /n(X, — X) aurait une limite (en loi) non dégénérée, ou bien
est-il simplement une limite technique due aux méthodes utilisées 7 Dans un premier temps, nous
allons étudier cette question en dimension d = 2, ou I’étude de la suite des directions peut étre
ramenée & un probleme unidimensionnel en considérant la suite des angles de la marche centrifuge.

3.2 Théoreme limite central pour ’angle de la marche centrifuge
plane

Dans toute cette section, nous nous plagons dans le cas ou la dimension d est égale a 2.

3.2.1 Angle de la marche centrifuge : définition et convergence

On appelle angle d’'un vecteur @ € S! tout nombre réel 6 tel que e = @, et 'on définit la

suite (0,) des angles de la marche centrifuge, trajectoire par trajectoire, de fagon a rendre les
accroissements 6,1 — 6, minimaux :

— 01 est 'unique angle de X 1 appartenant a l'intervalle [—7, 7[;

— pour tout n > 1, 6,41 est 'unique angle de Xn—i—l appartenant & Uintervalle [0,, — 7, 0,, + 7[.
Définir la suite des angles (6,,) avec toutes ces précautions permet de comparer ses accroissements
0n+1 — 0, avec les accroissements Xn-‘,—l — X, de la suite des directions. En particulier, nous allons
voir que la suite des angles converge presque surement vers un angle limite, et que la vitesse de
convergence est encore de Pordre de n~1/2+¢,

Pour tout # € S!, on note arg(z) I'unique angle de x appartenant & lintervalle [—m, 7| et [,
la longueur de la corde joignant x au point (1,0). La longueur de la corde [, permet de controler
I’argument de x :

Lemme 3.2. Pour tout z € S', on a
|arg(@)| = Lo + 13 x () ,
ot X est une fonction continue sur l'intervalle [0,2].
Démonstration. On a I2 = 2(1 — cos(arg(x)), donc
arccos(1 — 12/2) = arccos(cos(arg(z))) = |arg(x)] .

On conclut en effectuant un développement limité & I'ordre 2 de la fonction ¢ + arccos(1 —2/2) au
voisinage de 0. 0

Nous pouvons traduire le théoreme 3.1 de convergence de la suite des directions ()Zn) en terme
de convergence de la suite des angles (6,,) :
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Proposition 3.3. La suite des angles (0,) converge presque strement vers un angle limite 0 et,
pour tout € > 0, on a
1
lim n27%(0, —0) =0 p.s.

n—oo

—

Démonstration. Nous savons que les résultats annoncés sont vrais pour la suite des directions (X,,).
Il nous suffit donc de montrer comment 1’on peut comparer X, et 6,,. Fixons un € > 0 et considérons
une éventualité w pour laquelle on a

lim n2 (X, — X)(w)=0.

n—oo

(Dans la suite on omettra le w). Posons o = arg()? ) et notons «,, 'angle du vecteur X,, appartenant
a lintervalle Ja — m, a + 7). Il est clair que la suite () converge vers a. Soit alors ny un entier
tel que pour tous n,m > ng, on ait |, — ;| < 7; le nombre «,, est alors I'unique angle de Xm
appartenant a Uintervalle [o,, — 7, o, + 7| et le lemme 3.2 donne

’Oén - am| = HX‘n - X:mH + ||Xn - Xm‘|2X(|‘Xn - Xm”) .

Posons ¢ = 0, — . Comme |41 + ¢ — Opy| = |ang+1 — | < 7, 0n a 0,41 = apyy1 + ¢ par
définition de 6,,,41. Par récurrence, on voit que 8,, = o, +c pour tout n > ng, et ainsi, les différences
|y, — oy | sont égales aux différences |6,, — 6,,,| pour tous m,n > ng. On a donc

10— bl = 1 X = Xl + [ X = Xoal® x (1 X = Xinll) -

Ce développement prouve que la suite (6,) est de Cauchy, donc qu’elle converge vers une limite 6.
En faisant tendre m vers l'infini dans cette relation, il vient alors

16n = 0] = [ X5 — X[ + [ X0 = X|* x(| X0 = X)) -
Compte tenu du théoreme 3.1, on en déduit que

lim n2 (6, —0) = 0.

n—oo

3.2.2 Quelques estimations

Pour mener a bien notre étude, nous avons besoin de nouvelles estimations de la norme des
accroissements de la suite des directions que nous appliquerons ensuite a la suite des angles.
On rappelle que V = [ ||y||? p(dy) = dm’.

Lemme 3.4. On a

" " V—m 1

n

Démonstration. Posons pz(dy) = (1 + a(||ly]|)(@,y)) p(dy). On a

—

> by an ¥
\/p% +2pn(y, Xn ) + [lyl1?
X, -1 -
= / - ¥Pn — X | pg, (dy)

Vit 205X pn' + 200>
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Pour tout triplet de réels (a,b,z) tel que 1 + az + bx? > 0 et  # 0, on définit la quantité F, ;(z)
par la formule

1 a 3 b
Y—_ =1——z+(5a® 2?4+ 23F, () .
1+ ax + bx? 2 (8 2) 25()
En utilisant ce développement avec a = 2(y, X, ), b= |jy||2 et = = p; L, il vient

E(Xpi1 — X | Fn) = pnl/(y—)?n<y,fn>)ugn(dy)

+pn2/ (fn <3<y,)?n>2 - ”y2”2) - y<y,)?n>> py, (dy)

bn
-3 1y ¥ 1y B N2 Iyl J
+py, Fop(pn ) (Xn +ypn ) + 59y, X )™ —y=0— | ug, (dy) -

=Cn

Le premier terme a, est nul car on peut 1’écrire

on = [yng ()~ %l [z (@), %)

et I'on sait que fy,u)?n(dy) = mX,, (proposition 1.1).
Calculons b,. Puisque l'intégrale de toute fonction impaire contre p est nulle, I’expression b, se
simplifie en

by = /(fn <§<y,??n>2—uy2”2> —y<y,)?n>) p(dy) |
= X, ;/< u(dy) —/!yH2 (dy) —/y<y,X’n>u(dy),

_ %, <§m'—2v>— [ ot Tt

Or, d’apres la relation (1.2) p. 26, on a [y(y, X > wu(dy) = mX,,, donc

I —
bn:<m V)Xn.
2

Il nous reste a estimer ¢, et pour cela nous devons controler la quantité Fy(z). Nous allons
démontrer que lorsque a et b demeurent dans un compact de R, la quantité F,;(x) est bornée
au voisinage de x = 0. Soit K une partie compacte de R et soit € > 0 tel que, pour tous a, b € K
et ¥ € [—¢, €], la quantité 1 + ax + ba? soit strictement positive. Pour a, b dans K et x € [—¢, €, la
formule de Taylor & l'ordre 2 s’écrit :

1 a 3 b T 1 .
=1 2= 3724-/ 1—u2()uxdu,
1+ ax + bz? 2 (8 2) 2 0( )fa,b( )
et nous donne donc

Fop(z) = - /0 (1= )2 £ )



Or, la fonction de trois variables (a, b, x) +— fC(L?’b) (x), définie sur le pavé K x K X [—e¢, €], y est continue
et donc majorée par une constante C' > 0. Pour tous a, b € K et x € [—¢, €], on a donc

1
|Fop(z)| < 2/ (1-— u)2 du ,
0

ce qui est bien le résultat annoncé.

Comme le support de u est borné, les quantités a = 2(y, X,,) et b = ||y/|?> demeurent dans un
compact lorsque y parcourt le support de p, et Fy,,(x) est donc bornée au voisinage de x = 0,
uniformément en y dans le support de g. On en déduit que p;,3c, = O(p,,?).

La formule ||)2n+1 - Xn||2 = —2<Xn+1 — )Zn,)’(’n> permet finalement de conclure que

E(||Xn+1 - an ‘}-n) - _2<E(Xn+1 - Xn | j:n)7)zn>
= _2P;2<bnaXn>+O(P;3)
= 02 (V—m')+0(p,”) .
O

Au cours de la démonstration de la proposition 3.3, nous avons établi que presque siirement,
pour tout n assez grand, on a

|9n+1 - Hn’ = H)ZnJrl - Xn” + H)ZnJrl - XnHzX(HXnJrl - Xn”) .

Cette relation permet de déduire du lemme 3.4 un équivalent de ’espérance conditionnelle du carré
des accroissements de la suite de angles :

Corollaire 3.5. Presque sirement, on a

ml

55 -

E((On41 — en)Q | Fn) ~ n2m

Démonstration. Vu ce qui précede, c’est immédiat si I’'on se rappelle que p,, est presque stirement
équivalent a nm. O

Nous terminons cette section avec une estimation de ’espérance conditionnelle des accrois-
sements de la suite des angles. Il s’agit essentiellement d’une traduction en terme d’angle du
lemme 1.13.

Lemme 3.6. Presque sturement, pour tout € >0, on a

lim n2 ¢ E(0ps1 —0p | Fn) =0.

n—oo

Démonstration. La formule de Taylor avec reste intégral écrite a ’ordre 2 donne, pour tout réel z,
. 1 .
e = l—i—ix—xQ/ (1 —u)e™du,
0

soit, puisque fol(l —u)du = 3,
e —1 =iz + R(z),
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avec |R(z)| < 22/2. En appliquant cette inégalité avec = 0,41 — 0, et en prenant de part et
d’autre I'espérance conditionnelle, on obtient

e R (et — e | F ) = i E(Ops1 — O0n | Fn) + E(R(Ops1 — 0,) | Fn)
et on en déduit

. 4 1
E(Ont1 — 0n| Fn)l < |E(626"+1 — e’ | )| + §E((9n+1 - en)z | Fn) -

Or, on sait d’une part (lemme 1.13 et loi forte des grands nombre), que E(e@n+1 —eir | F,, ) = O(n~2)
et d’autre part, que E((0ny1 — 0,)% | Fn) est de Tordre de n~2. Le résultat annoncé s’en déduit
immédiatement. O

3.2.3 Démonstration du théoréme limite central pour 'angle

Dans cette section, nous allons démontrer le théoreme limite central suivant, relatif a la suite
des angles de la marche centrifuge :

Théoréme 3.7. La suite normalisée des écarts a 'angle limite (/n(0 — 0,,)), converge en loi vers
une loi normale centrée et de variance m'/m?.

Nous allons encore utiliser un argument de martingale. On pose g = 0. Par construction de la
suite des angles, on a toujours |0,11 — 6,| < 7, donc la variable aléatoire 6,1 — 0,, est dans L?.
Posons

Yn = (971 - Hn—l) - E(en - 0n—1 ’Fn—l)

et
Zn = E(Qn - en—l ’fn—l) )

de sorte que
o

O —On1=Yn+Zy et 0—0,= > (Ye+Zy).
k=n+1

Nous nous intéressons d’abord a la suite d’accroissements de martingale (Y;,). On a

E(Y 1) < E((Onr1 = 00)%) < CE(| X1 — Xall®)

n
et en utilisant les lemmes 1.12 et 1.11, il vient

C
2

< —
E(Yn+1) = (1 +na)2

Cela prouve que la série Y E(Y,2) est convergente; la martingale S, = > ;_, Y) est donc bornée
dans L2.
Afin d’appliquer un théoréme limite central pour martingale a S, nous devons estimer sa va-

riance conditionnelle
o0

Vo= Y E7|Fr)-
k=n+1

Pour tout n > 0, on a
E(Y 1| Fa) = E((On1 = 00)* | Fa) = E(Ons1 — O | Fa)? .
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En utilisant le corollaire 3.5 et le lemme 3.6, on voit que E(Yn2+1 | Fr.) est presque surement

équivalent & m’/(n?m?). Par sommation, on en déduit que

1 /m
Vi~ — (2) p-s.
n \m

2

Posons s2 = n~!(m//m?). Nous allons maintenant vérifier la condition de Lindeberg-Feller :

Lemme 3.8. Presque surement, pour tout € > 0, on a
[o¢]
. -2 2 _
lim 5,2 Y E(YP Ly ze,)) =0
k=n+1

Démonstration. L’'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

E( Y21y, |5esn) ) < E(Y)Y2P(|Y5| > €sn)Y?,

et, en utilisant 'inégalité de Markov pour majorer le second terme du produit de droite, il vient

1 1/2
(Y7 Uvifzenny ) < BV <e4 RO )> = 2 B0%).
En sommant, on obtient alors la majoration
oo 1 oo
) 2 4
(3'1) Sn Z E(Yk ]1{|Yk\zesn}) < 62 54 Z E(Y; )

k=n+1 " i=n+1
Estimons E( Y}, ; ). Comme
Yog1| < [0ns1 = On| + E(|0n41 — On| [ Fn)

on a

Yot < € (11 Kns1 = Zall + E( K1 = Kull |1 F0))

et le lemme 1.12 conduit a la majoration

c C C
Y., <C E Fn = .
¥ra] < <1+pn+ (1+pn‘ )) 1+ pn

On déduit alors du lemme 1.11 que

C

(’Yn+1‘ ) m )

puis, en introduisant cette majoration dans la relation (3.1), on obtient finalement

72
Z E(Y Ly, zesn) ) < 6234 Z 1—|—k:a
k=n+1

Comme la somme dans le membre de droite de cette inégalité est de 'ordre de n=3
I'ordre de n~2 le lemme est démontré.
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Puisque toutes les hypotheses du théoreme A.2 sont vérifiées par la suite d’accroissements de

martingale (Y;,), la suite
o0
k=n+1

converge en loi vers une loi normale centrée et de variance m’/m?.
Compte tenu de la décomposition

0—0p= > (O —0p_1) = ZY/H- Z (O — Ok—1 | Fr—1) ,
k=n+1 k=n-+1 k=n-+1

pour démontrer le théoreme 3.7 il suffit de vérifier que
hmfz (O —Op—1|Fr—1) =0 p.s.
n—oo
k=n+1

D’apres le lemme 3.6, on a presque stirement

lim n%E(Qn —Op1|Fn1)=0.

n—oo

Si 'on fixe une éventualité w qui vérifie la convergence précédente, alors il existe une constante C
telle que, pour tout n, on ait

IE (6 — On_y | Fre1)(w)| < Cn 33

En sommant, on obtient

ST B — b1 | Fio) @) < C Y kTS ~ On 3T
k=n+1 k=n+1

500 1 . Coe .
Puis, puisque \/n x n” 33311 = n75s tend vers 0 quand n tend vers infini, il vient

hm\fz E(0r — Ok—1 | Fr—1)(w)| =0 .

n—00
k=n+1

Comme cela est vrai pour presque tout w, on déduit du lemme de Slutsky que la suite de terme
général \/n(0 —6,) converge en loi vers la méme limite que la suite de terme général \/n Y72 | Y.
D’ou le théoreme.

3.3 Théoreme limite central pour la direction de la marche cen-
trifuge

Pour une marche centrifuge plane, nous avons traité le probleme de la convergence de la direction
en le « réduisant » & un probleme d’angle, mais en dimension supérieure & 2, une telle approche
n’est pas envisageable : en dimension 3 par exemple, il faudrait considérer un couple d’angles
et se poserait alors le probleme de I'indépendance de ces deux angles. Pour aborder le probleme
en dimension quelconque, nous allons simplement utiliser des outils plus sophistiqués que nous
appliquerons directement a la suite des directions X,.
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3.3.1 Quelques commentaires a propos de la dimension deux

Dans le cas de la dimension 2, nous avons obtenu un théoréme limite central pour ’angle de la
marche centrifuge. Voyons ce qu’il nous apprend sur la direction de la marche.

Pour x assez petit, on a e 2 144z, donc ' (=% —1 2 j(6,,—h), ou encore e’ —e?¥ 2 j(6,,—0) €.
En terme de vecteurs, cette relation se traduit par

Vin(X, — X) = /n(0, - 0) R(X) ,

olt R est la rotation d’angle 7 /2. Si les variables \/n(6,, — 0) et U := R(X) étaient indépendantes,
le théoreme 3.7 prouverait que la suite \/ﬁ()?n - X ) converge en loi vers la variable pU, ou p est
une variable de loi N(0,m'm~2) indépendante de U. Supposons que cela soit vrai et calculons la
fonction caractéristique ¢ de la variable pU. Pour tout t € R?, on a

o(t) = E(e"V)) = E(E(" ) |U)) .

Comme les variables p et U sont indépendantes, espérance conditionnelle E(e?(tU) | U) est la
fonction caractéristique de p évaluée en (¢, U ). Puisque p suit une loi N'(0,m’/m?), il vient

o(t) = B(e znr (W07

Cette fonction caractéristique est un « mélange » de fonctions caractéristiques de lois normales.

3.3.2 De nouvelles estimations

Afin de ne pas mélanger les indices relatifs au « temps » et ceux relatifs a I’espace, ces derniers
seront notés en exposant : les d coordonnées d’un point z € R¢ seront notées z',22,..., 2% On
rappelle que la matrice de covariance de la loi i est égale & m’I ; autrement dit, pour tous 1 < 4,5 < d,
on a

/ y'y’ u(dy) = m's;; .
L’estimation suivante est importante pour établir le théoreme limite central relatif a la direction de
la marche centrifuge.
Lemme 3.9. Presque surement, pour tous 1 <1,5 <d, on a
/

X = = RN = . m - -
tim 7B (X1~ X) (Rnar — Kol | F) = D65 — X1X9)

n—oo 2

Démonstration. En posant X,,+1 = X,, +y et en utilisant les estimations du lemme 3.4, on obtient
le développement

Xnt1 — Xn = ,0;1 <y - Xn(:l/:)?n)) + O(p;2)
dont on déduit que

— —

(Xn-i-l - Xn)i(Xn+1 - Xn)J = P7;2 (yiyj - Xrilyj<y7 Xn> - X’%Zﬂ Y, Xn >
+(y, Ko 2XLXD) + 0077 -

Comme toutes les fonctions de la variable y apparaissant explicitement dans le membre de droite
de cette égalité sont des fonctions paires, intégrer cette expression contre la mesure pg (dy) =
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(14 a(||y[)( Xn, y)) p(dy) revient simplement & Pintégrer contre x; done
(3.2) E((Xnﬂ - )?n)l()?n-&-l - Xn)] | Fn)
= (/yiyju(dy) —fé/yj<y,fn>u(dy)

— .

X3 [0 Kot + KX [ (0 K ) + 000,
Puisque
. d . .
[t Ty utdn) = [ o'y % utdy) = ' %)
k=1
et
[0 % ) =
la relation (3.2) se simplifie finalement en
E((Xn1 = Xn) (X1 — Xo) | Fu) = p7m (655 — X0.X]) + O(p,%) -

Le lemme se déduit alors de 1’équivalence presque stre de p, avec nm et de la convergence de la
suite (X,,) vers le vecteur X. O

3.3.3 Démonstration du théoreme limite central pour la direction

Nous allons maintenant démontrer le théoreme limite central suivant, relatif a la direction de la
marche centrifuge :

Théoreme 3.10. La suite de terme général \/ﬁ()? - Xn) converge en loi vers une loi dont la
fonction caractéristique ¢ est donnée par la formule

o(t) =B (75010

ou I' est la matrice aléatoire dont les coefficients v;; valent m/m*Q((Sij — )?’)?3)
Remarque. Une interprétation géométrique de la loi limite est donnée en fin de section.
Considérons la suite d’accroissements de martingale (A,,) définie par
Ap=X,—Xp 1 —EX,— X0 1| Fn1).

On a
||An+1H < ”Xn-s-l - XnH "‘E(”Xn-s-l - XnH |~7:n) )

si bien qu'en majorant || Xn1 — X,|| par C(1 4 pn)~t on obtient

C
A < .
Bl € -
Le lemme 1.11 conduit alors a la majoration
C
E(|Apti]?) < ——
([Antal”) < 15 na)
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dont on déduit que la série Y. E([|A,|/?) est convergente. La martingale Z, = > j_; Ay est donc
bornée dans L2.

Nous allons appliquer le théoreme limite central A.3 & la martingale Z,,. Pour cela, nous devons
d’abord estimer les variances conditionnelles

[o.¢]
Vil = > E(AAL] Fror) -
k=n+1
Lemme 3.11 (Estimation de V,fj). Presque surement, pour tous 1 <1i,5 <d, on a

ml

lim nVT? = 7((51] —X")?j) B

n—oo m2
Démonstration. On a
E(AZI:‘L+1A‘ZL+1 |}—n) = E((Xn+1 - Xn)z(XnJrl - Xn)j |‘7:n)
D’apres le lemme 1.13 et la loi forte des grands nombres, E(XnH — Xn | Fr ) est presque sirement

de l'ordre de n™2, donc B B L B ‘
E(Xp+1— Xn | Fn ) ' E(Xp41 — X | Fn)?

est négligeable devant n~2. Par conséquent, I’estimation du lemme 3.9 donne

/

. 9 . . m . .
Jljolon E(AL AL [ Fn) = W(éij - X'XY)

Le résultat annoncé s’en déduit par sommation. O

Posons 52 = n~!. Le lemme suivant montre que la suite d’accroissements de martingale (A,)

satisfait la condition de Lindeberg-Feller du théoréme A.3; il se démontre exactement comme le
lemme 3.8.

Lemme 3.12. Presque strement, pour tout € > 0, on a
(o)
. —92 2 _
dim 5,2 Y E(AR]PLgay 2 ) =0
k=n+1

Vu les lemmes 3.11 et 3.12, le théoreme A.3 montre que la suite (\/ﬁ Zioznﬂ Ak) converge en
loi vers une loi dont la fonction caractéristique ¢ est donnée par la formule

ot) =E (e73(11) |

ou I' est la matrice aléatoire dont les coefficients ~;; valent m'm=2(d;; — X ’X'J)
Comme

X-Xo= > (K-X1)= D, A+ > E(Xp—Xp1|Fra),
k=n+1 k=n+1 k=n+1

pour démontrer le théoreéme 3.10, il suffit de vérifier que

oo
lim i Y E(Xj - Xp1|Fie1) =0 pas.

n—00
k=n+1

Or, cela est clair puisque nous avons déja remarqué que E(Xn+1 - X, | Fr ) était presque stirement
de l'ordre de n~2. Le théoreéme limite central pour la direction est donc démontré.
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Identification géométrique de la loi limite Afin d’identifier géométriquement la loi limite,
nous considérons :

— une famille {(e1 (@), ez(@),...,eq(@)) : @ € ST} de bases orthonormées de R? telles que
€1 (’lj) = ’J;
— des variables aléatoires po, ps, ..., pq de loi normale N (0, %) telles que p2,p3,...,pq et X

soient mutuellement indépendantes.
Le vecteur aléatoire Y = paea(X) 4 pze3(X) + -+ + pgeq(X) donne alors une représentation de la
loi limite :

Proposition 3.13. La loi limite de \/i(X — X,)) est identique a la loi du vecteur Y .

Démonstration. 11 suffit de vérifier que la fonction caractéristique ¢y du vecteur aléatoire Y coincide
en tout point t € R? avec ¢(t) = E (e 3 (6 Ft)). Par indépendance des variables po, ..., pg et X, on
a

d -1 .

10 :E<H ipr(ten (X > (HE ipi(ten(X |X)> E(He Dy (tek(X)>2> '
k=2 k=2

Comme la famille de vecteurs {X, es(X), e3(X), ..., eq(X)} est une base orthonormée de R?, on a

d
(t,en(X))? = [1t]* - S - Y ERIRI =S di(s, - XiX) ;

2 k=1 1<4,5<d 1<i,j<d

M=~

b
[|

de sorte que
/

d 1
(t, t,I't) ;
kz: ek 2< ) > b

donc

by (1) = E (e730T) = (1) .
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Chapitre 4

Comportement global de la marche
centrifuge

Résumé. Les informations obtenues dans les deux chapitres précédents concernant le comportement
du module p,, et de la direction X, conduisent naturellement & formuler une conjecture (4.1) relative
au comportement asymptotique de la loi de la marche (X,,). Les résultats des chapitres précédents
ne suffisent ni a confirmer ni a infirmer cette conjecture. En remarquant que la suite de terme
général X, — X,,_1 — m)?n_l est une suite d’acroissements de martingale, nous obtenons néanmoins
un théoreme limite central avec centrage « non conventionnel ».

4.1 Une conjecture

Nous savons que, presque stirement, n~'p, — m et X,, — X, donc n='X,, — mX. Cela s’écrit

encore

X, —nmX
lim w:o p-s.

n— oo n

On peut étre un peu plus précis. Pour tout € > 0, on a

X, — nmX - q L
(4.1) n IS (P T R mnE (X, - X
n§+€ n5+5
et I'on sait qu’a la fois
P —nm
lim T =0 ps
n—oo n2 €
et
lim n27 (X, — X)=0 p.s.,
n—oo
donc
X, —nmX
lim T =0 ps
n—o0 n§+5

Il est alors naturel de s’interroger sur le comportement asymptotique de la suite de terme général
n~Y2(X, — nmX). Si nous observons la décomposition (4.1) avec ¢ = 0, nous voyons d’abord
apparaitre le terme n~1/ 2(pn — nm) dont nous savons qu’il converge en loi vers une variable 1
de loi normale N (0,m' — m?), indépendante de X ; vient ensuite la variable X,, qui tend vers
la variable X ; et enfin, le terme \/ﬁ()?n - X ) que nous savons converger en loi vers la variable

— —

Z =wvea(X)+- - +vgeq(X), ou les variables vy, . . ., ¥4 sont mutuellement indépendantes, de méme
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loi N (0,m'm™2) et forment une suite indépendante de X. Si nous en savions un peu plus sur
I'indépendance mutuelle des différents termes, nous pourrions espérer démontrer que

X, —nmX . . .
lim 2r A X +m(rges(X)+ - +rvgeq(X)) enloi.
n—oo \/ﬁ

Reformulons cette conjecture en harmonisant les notations. Soient p1, o, ..., ug des variables
aléatoires telles que les variables i, 2, ..., uq et X soient mutuellement indépendantes, que u
suive la loi N (0,m' — m?) et que les variables ps, ..., g suivent toutes la loi A'(0,m’). Posons

— —

Y = mei(X) + poea(X) + -+ + paea(X).

Conjecture 4.1. La suite de terme général

X, — nmX
Vn

converge en loi vers le vecteur Y .

La fonction caractéristique ¢y du vecteur Y se calcule comme celle du vecteur Z dans la
démonstration du théoreme 3.13 : par des intégrations successives, il vient

)

oy (t)=E (y%((m’fm%(t,elo?) >2+m’<t,ez(i>>2+---+m'<t,ed<>?>>2))
et puisque la famille {e1(X), e2(X),...,eq(X)} est une base orthonormée de R%, avec e1(X) = X,
on obtient la formule ~
éy (1) = E (e—%(m’ntn?—m%m?)) ,
que 'on peut aussi écrire sous la forme

by (1) =B (e730000)

olt @ est la matrice aléatoire dont les coefficients g;; valent m’d;; — m2X1X7.

4.2 Un théoréme limite central

On rappelle que, pour tout @ € S¥~ !, on a

/ Yy pug(dy) = mi ,

et qu’en conséquence,
E(Xpt1 — Xp | Fn) = /yﬂyn(dy) = m)?n .

La suite de vecteurs (A4,,) définie par A,, = X, — X;,—1 — an_l est donc une suite d’accroissements
de martingale par rapport & la filtration (F,). La martingale associée est M, = >} Ay = X, —
mzz;i Xi. Nous allons appliquer a cette martingale le théoréme limite central A.3. Calculons
d’abord les variances conditionnelles. On a
E(A%JAA%JA |‘7:N) = E((Xn-i-l - Xn)i(Xn-&-l - Xn)j ’fn) - mX%E((Xn-i-l - Xn)i |Fn)
—m XL E(Xns1 — Xp) | Fo) +m2 XEXT
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Le premier terme, E((X,11 — Xn) (Xni1 — X)) | Fn ), vaut

/ y'y pg (dy) = / y'y? p(dy) = m'o;

et, d’apres le calcul de ’espérance conditionnelle des accroissements de la marche rappelé plus haut,
on a

E((Xng1 — Xn)Z | Fn) = mX;ZL et E((Xpy1— Xn)j | Fn) = m)?:rjz )

donc
(An+1An+1 | Fr ) = m'dij — m* X, X7,

En passant a la limite, on obtient

lim IE(AnHAnJrl | Fp) =m/é;; —m*X' X7 ps.,

n—oo

donc, d’apres le lemme de Cesaro,

1< o oo
lim =Y E(ALAY | Fpy) =m'é;; —m? X' X7 pas.
Jim — ) E(ALAL| Fir) =m0 —m ps

La premiere hypotheése du théoreme A.3 est donc vérifiée avec la normalisation s, = \/n et la
matrice () dont les coefficients sont donnés par ¢;; = m/d;; — m2X1X7. La seconde hypothese est
trivialement vérifiée car les accroissements A; sont bornés par une constante, indépendante de k, et
le théoréme prouve que la suite de terme général n=/2(X,, —m ZZ;% X ) converge vers une loi dont

la fonction caractéristique est donnée par E( e~ 3(tQ0) ). On reconnait la fonction caractéristique du
vecteur Y de la section précédente. D’ou le théoreme :

Théoréeme 4.2. La suite de terme général

X, —m Y7 X
Jn

converge en loi vers le vecteur'Y .

Ce résultat constitue-t-il une avancée dans la direction de la conjecture? On a

> _ n—1

X, —nmmX X, — mxz_% .

= = —|—m\f ( -X),
vn vn n

et, comme le premier terme du membre de droite converge vers la loi de Y, il suffirait que

1
(X — X)
1

3

I\?\»—t
el 3
Il [

tende vers 0 en probabilité pour valider la conjecture. Mais il n’est pas du tout clair que cela soit
vrai. D’apres la proposition 3.1, nous savons que, presque sirement, pour tout ¢ > 0,

lim n%*()_(’n -X)=0.

n—oo
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Done, pour tout € > 0, la série > nféfe()_('n - X ) est presque sirement convergente et le lemme de
Kronecker implique alors

n—1
. _l_e — — .
71151;1011 2 kg_l(Xk—X)—O.

Nous ne savons pas ce qui se produit pour € = 0 et il ne serait pas surprenant que ce cas produise
une convergence en loi qui déjouerait notre plan d’attaque de la conjecture. L’argument heuristique
suivant plaide en faveur de cette déconvenue. Ecrivons

DS DD B

k=1 =1 j=k 7

et supposons que les variables &; soient indépendantes et de méme loi centrée et de variance égale

a 1. Le choix du dénominateur en j est justifié par le fait que E(|| X411 — X;||*|F;) est de ordre
de j72. Un réarrangement des termes donne

A Syt 3§

kl]k kn+1

D’apres le théoreme limite central pour des variables i.i.d., le terme
1 n
ORI
k=1

converge en loi vers une loi normale N (0,1). De méme, le théoréme limite central A.2 pour le reste
d’une martingale bornée dans L? montre que le terme

converge en loi vers une loi normale N(0,1). Comme ces deux termes sont indépendants, nous en
déduisons que la suite de terme général

YN

k’l]k

converge en loi vers une loi normale N (0, 2).
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Chapitre 5

Vers un théoreme limite local

Résumé. La probabilité pour que la marche centrifuge se trouve dans une partie bornée K de
I’espace a l'instant n décroit a vitesse exponentielle. Nous déterminons un encadrement de ce taux
de décroissance exponentielle, indépendant de K, et valable pour une grande classe d’ensembles K.
Nous utilisons ensuite cet encadrement pour calculer la valeur du taux de décroissance exponentielle
dans le cas de la marche centrifuge plane aux quatre plus proches voisins ; ce résultat répond a une
question soulevée dans [13].

5.1 Transformée de Laplace

Nous avons rassemblé dans cette section quelques résultats relatifs a la transformée de Laplace
d’une mesure de probabilité sur R?. Nous rappelons en particulier le procédé de relativisation de
Cramer qui jouera un role important dans la suite de ce chapitre.

Soit y une mesure de probabilité sur R%. Nous dirons que p possede tous les moments exponentiels

si, pour tout = € R, I'intégrale
/ el ) pu(dy)

est finie. Notons qu’il est équivalent de supposer que l'intégrale

/ eIl ()

est finie quelque soit v > 0, car la réunion de cones
d
U Uty eR?: Iyl < eVd(esy)}
e=+1i=1

recouvre R%, donc

d
/eallyllﬂ(dy) < Z Z/QQE\/g(va)lu(dy) .

e=+1 i=1

Lorsque la mesure de probabilité p possede tous les moments exponentiels, sa transformée de Laplace
L,, est définie pour tout x € R? par la formule

Lu(w) = [ el uldy).
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C’est une fonction convexe indéfiniment différentiable ; ses dérivées partielles sont données par

oL,
8xi

(x) = /yz-e(””’”u(dy) :

en particulier, la moyenne de u est donnée par le gradient de L, évalué au point 0. Par conséquent,
la mesure j est centrée si et seulement si 0 est un point critique de L, ; étant donné la convexité
de L, cela est équivalent a ce que L, atteigne son minimum en 0.

Supposons que g ne soit pas centrée et que sa transformée de Laplace L,, atteigne son minimum
p >0 en un point p # 0. La fonction x +— p~'L,(z +p) = [el®¥)p~LelP¥) 1(dy) est la transformée
de Laplace de la mesure de probabilité p*(dy) = plelpy) w(dy) et atteint son minimum en x = 0,
donc p* est centrée. Le procédé par lequel on obtient p* a partir de p est appelé procédé de
relativisation de Cramer. La proposition suivante donne une condition suffisante d’existence d’un
minimum global pour la transformée de Laplace, donc d’existence de la mesure relativisée.

Proposition 5.1. Soit 1 une mesure de probabilité sur R% possédant tous les moments exponentiels,
et soit L, sa transformée de Laplace.
— Si le support de p est contenu dans un demi-espace {y : (u,y) < 0}, alors

i 1,08 =l () =0).

— Si le support de p n’est pas contenu dans un demi-espace fermé, alors la fonction L, est
strictement convexe et ceercive ; elle posséde un minimum global strict p > 0, atteint en un
point p de R?, et la mesure de probabilité u* définie par la formule

e<p7y>

(5.1) p(dy) = w(dy) ,

est centrée. On dira que p* est la mesure relativisée de p.

Démonstration. Supposons que le support de p soit contenu dans le demi-espace {y € R% . (d,y) <
0}. On a alors

LX) = / M) yu(dy) .
(1,y)<0

Quel que soit A > 0, la fonction y — eM@¥) est dominée par 1 sur le demi-espace {y € R%: (i,y) <
0}; si (u,y) <0, alors limy_, eMuy) = 0, et si (t,y) =0, alors limy_, eM@Y) = 1. Le résultat
annoncé s’ensuit par le théoreme de convergence dominée.

Supposons maintenant que le support de i ne soit contenu dans aucun demi-espace fermé. Soient
x1 # x9 deux points de R? et a,b > 0 tels que a + b = 1. Puisque la fonction exponentielle est

strictement convexe, on a

e<a$1+b$2,y> S ae<zl’y> + be<12»y> ,
avec égalité si et seulement si (x1,y) = (x2,y), c’est-a-dire si y appartient 'hyperplan (z1 — z2)*"
orthogonal a x1 — 2. On en déduit que

Ly(ax1 + bxe) < aLy(x1) + bLy(z2) ,

avec égalité si et seulement si pu{(x; — 22)*} = 1. Comme le support de y n’est pas contenu dans
un hyperplan, la fonction L, est strictement convexe. Démontrons ensuite que L, est coercive. Soit
i € S%!. Comme le support de p n’est pas contenu dans le demi-espace {y € R? : (i,y) < 0},
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il existe une boule fermée B contenue dans {y € R? : (@, y) > 0} telle que u(B) > 0. En posant
a = infycp(d,y) > 0, on a pour tout A > 0

LOD = [ N udy) = Xu(B).
B
Donc
)\E}quloo L,(A@) = 400 .

Démontrons finalement que L, admet un minimum global strict. D’apres le lemme C.1, on a

lim L,(x) =400,

l[z]| =00
donc il existe un nombre R > 0 tel que L,(x) > 2 quel que soit = ¢ B(0, R). La fonction L, est
continue sur B(0, R] et y atteint donc son minimum 0 < p < L,(0) = 1. Par le choix de R, le
nombre p est nécessairement un minimum global; de plus, la stricte convexité de L, assure que

p est un minimum global strict. Le procédé de relativisation expliqué un peu plus tot s’applique
donc. O

Corollaire 5.2. Soit p une mesure de probabilité possédant tous les moments exponentiel et dont
le support n’est pas contenu dans un demi-espace. Soit /* la mesure relativisée de p. Si (Sy) est la
marche aléatoire de loi pu et si (S}) est la marche aléatoire de loi p*, alors pour tout entier n > 1,
toute fonction ¢ : (RY)™ — R borélienne positive, et tout x € R, on a

(5.2) Ey (6(Sn, Sp_t, ..., 81)) = p" PR, (e—<p’52>¢(s;’;, L .,s;)) .
Démonstration. On a
E.(é(Sn, Sn—1,-..,51)) = /¢(sn, Sn—1y---,81) p(dyr) ... p(dyn) ,

ou s = +y1 + -+ yr- En remplagant chaque occurence de i par son expression en fonction de
u* on obtient

Ex(d(Sp,Sn_t,...,81)) = p"e'P) /e<p’3">¢(sn,sn_1,...,sl)p*(dyl)...u*(dyn).

O]

5.2 Encadrement du taux de décroissance de la probabilité de re-
tour dans un compact

On rappelle la notation ugz(dy) = (1 + a(|ly]|){@,y)) u(dy). On notera Lz la transformée de
Laplace de la mesure g, définie pour tout z € R? par

Lg(x) = /e<””’y> pa(dy) -
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5.2.1 Majoration

En utilisant des méthodes classiques issues de la théorie des grandes déviations, on majore
aisément le taux de décroissance exponentielle de la probabilité pour que la marche centrifuge se
trouve dans un compact a 'instant n :

Théoréme 5.3. Pour tout compact K C R%, on a

limsupP( X,, € K)/" < inf max Lgz(—A\id) <1.
n—oo A>0 gesd—1

La démonstration de ce théoréeme fait appel au lemme suivant qui est démontré dans [13] :

Lemme 5.4 ([13], Proposition 2). Pour tout A > 0, on a

E () < <ﬁ2§%’fl Lﬁ(_m)n.

De plus, infy~omaxgega—1 Lg(—Ai) < 1.

Démonstration du théoréme 5.3. Soit K un compact de R? et B(0, R) une boule contenant K. Pour
tout nombre réel A > 0, on a

P(X,e K)<E (eMR_p”)) = MR (e_’\p") < M ( max Lg(—)ﬂ))n .

weSd—1

Le résultat s’en déduit immédiatement. O

5.2.2 Minoration

Dans cette section, nous cherchons a minorer le taux de décroissance exponentielle de la proba-
bilité pour que la marche centrifuge se trouve dans un compact a 'instant n ; ¢’est-a-dire minorer le
nombre liminf, P( X, € K )1/ ™. Mais il est clair que I’on ne peut pas espérer obtenir un minorant
non trivial qui soit valable pour n’importe quel compact K. Par exemple, la marche centrifuge plane
issue de l'origine ne peut atteindre le compact K = {(1,1)} qu’en des temps n pairs, et le nombre
liminf, P( X, € K )1/ " est, alors nul. Pour bien poser le probléme de la minoration, il est naturel de
s’intéresser a une classe particuliere de compacts. Le moins que ’on puisse exiger de la classe que
I’on considere est que ses compacts soient, a n’importe quel instant, visités par la marche centrifuge
avec une probabilité positive. Autrement dit, nous ne voulons considérer que des compacts K qui
vérifient

(5.3) dnmeN Vn>m, P(X,eK)>0.

Pour des raisons liées aux techniques que nous utilisons, nous sommes amenés a restreindre notre
étude & une sous-classe de la précédente. Nous dirons qu’un compact K € R? est accueillant pour
la marche centrifuge si pour tout nombre réel R > 0 il existe un entier b € N* tel que

5.4 inf P(XpeK)>0.
54 renong T X R

Nous donnons maintenant des exemples de compacts accueillants.

Pour la marche centrifuge plane aux quatre plus proches voisins Dans ce cas les com-
pacts accueillants et les compacts satisfaisant (5.3) sont les mémes. Il s’agit simplement de tous les
compacts qui contiennent deux points (z,y) et (z',y') de Z? tous deux distincts de l'origine et tels
que = + y et 2’ 4+ 3/ aient une parité différente.
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Pour des marches a densité Dans les cas les plus courants il existe beaucoup de compacts
accueillants. Par exemple, si la mesure 1 admet une densité strictement positive dans un voisinage
de l'origine, alors tout compact d’intérieur non vide est accueillant.

Proposition 5.5. Si p admet une densité par rapport a la mesure de Lebesque qui est strictement
positive dans un voisinage de l’origine, alors tout compact d’intérieur non vide est accueillant pour
la marche centrifuge.

Démonstration. Notons d’abord que sous les hypotheses de la proposition le support G de la marche
aléatoire de loi p est R%. Appelons f la densité de la loi p et considérons un a > 0 tel qu’on ait
f(u) > 0 pour tout u € B(0,a]. Soient K un compact d’intérieur non vide de R, y # 0 un point
intérieur a K et 0 < € < a/2 tel que 0 ¢ B(y, €] C K. Nous allons d’abord démontrer que la boule
B(y, €] est stable pour la marche centrifuge, en ce sens que

(5.5) d:= inf P,(X1€ B(y,e)>0.
2€B(y,€]

Pour ce faire, considérons la fonction F définie sur R? par la formule
F(z) =P.(X1 € By, €]) = /ﬂB(y—z,e}(u) (L + a(llul){Z,w)) p(du) .

Démontrons d’abord que F est continue sur R? — {0}. On a

IN

|F(2) = F(2)] 2/ (g2, (u) — Upy—z ()] pldu) + / lull a(llul|1Z = 2] p(dw)

2/]1B(y—z,5]AB(y—z’,e} (u) f(u> du + Hg_ 2{” 3

IN

si bien que pour démontrer la continuité de F' il nous suffit d’établir que

(56) ZIIIEIZ IlB(y—z,e]AB(y—z’,e] (u) f(u) du=0.
La fonction sous le signe intégrale est dominée par f et, pour tout u ¢ 9B(y — z,¢€], la fonction
indicatrice sous le signe intégrale tend vers 0 quand 2’ tend vers z. Le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue nous assure donc que la relation (5.6) est vraie.

Puisque la boule B(y, €] ne contient pas 0, la fonction F'y est continue et il suffit maintenant
de vérifier qu’elle ne s’y annule pas pour établir (5.5). Or, si z € B(y, €] est tel que F(z) = 0, alors
p-presque tout u € B(y — z, €] appartient a la demi-droite engendrée par Z. Cela est impossible car
cette droite est négligeable, alors que B(y — z, €] est incluse dans B(0, o] et a donc une p-mesure
positive.

Démontrons maintenant que K est accueillant. D’apres le théoreme 1.7, pour tout R > 0, il
existe un entier N € N* tel que l'on ait

= inf P,(X, € B(y,e)>0.
T eBORING nEN o(Xn € Bly,€])

Six € B(0,RING, il existe donc 1 < n < N tel que P,( X,, € B(y,¢€]) > ~. En utilisant la propriété

de Markov de la marche centrifuge, on obtient alors

N—n
Pa(Xy € Bl d) 2 Pu( Xy € Bund) (_inf P Blne)) 20"
zeEb(y,€
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Cela prouve que

inf  P,(Xy € B(y,e)) >~V .
senibinG (XN € B(y,e)) >~

Ce qui acheve la démonstration. O

Apres cette digression, nous revenons au probléme de la minoration du taux de décroissance
exponentielle. Une borne inférieure est donnée par le théoréeme suivant :

Théoréme 5.6. Pour tout compact accueillant K C R, on a

liminf P(X, € K)Y/" > sup inf Ly(x).

n—oo geSd—1 z€R?

Démonstration. Soit K un compact accueillant de R%. On remarque d’abord que pour tout borélien
H accessible a la marche centrifuge en a pas (i.e. P(X, € H) > 0) et pour tout R > 0, on a

1/n
(5.7) liminf P( X,, € K)"" > lim inf (in}f{[?’x( 1 X, < R)> :
n—oo n—oo xr€

En effet, il existe par définition un entier b tel que

inf P,(Xpe K
yeIlBr}lmG y(Xp € K) >0,

et la propriété de Markov de la marche centrifuge donne

P(Xnyarp € K) > P(Xs€H, [ Xnial £ R, Xngays € K)
> P(X,€H, || Xpnial < inf P,(X, €K
> B(Xy € H, [Xosal S R) bl By(X, € K)
>

P(X, € H) inf P, (|| X,| < inf P,(X, € K).
(Xo€ H) inf Po( | X, S R) inf Py(Xy € K)

On obtient la minoration (5.7) en faisant tendre n vers I'infini dans I'inégalité précédente apres avoir
pris la racine n-ieme de chacun des membres.

La liberté de choix de H qu’apporte cette minoration va permettre de nous placer loin de
I’'origine, dans le voisinage d’'une direction arbitraire i € S¥~'. On sait qu’alors la marche centrifuge
adopte un comportement proche d’une vraie marche aléatoire de loi pgz pour laquelle la probabilité
de retour dans une boule est « en pZ » (voir le corollaire 6.2 du chapitre 6). Il suffira alors de faire
varier 4 pour obtenir le théoréeme.

Notons S I’ensemble des vecteurs i € S¥~! pour lesquels u{y € R?: 1+ a(||y||){ 4,y ) = 0} = 0.
Nous avons déja vu que I'ensemble {y € R : 1+ a(||y|)(,y) = 0} est contenu dans la demi-droite
pointée Az = {—Aii : A > 0}. Comme la famille {Ag : @ € S¢~!} est constituée de demi-droites deux
a deux disjointes, celles ayant une p-mesure positive sont au plus dénombrables. L’ensemble S est
donc la sphere ST! privée d’une famille au plus dénombrable de vecteurs. Fixons un vecteur @ € S
et un nombre réel § €]0, 1[ (proche de 1), et choisissons € > 0 tel que pg{y € R : 1+a(||y|){ @, v) >
€} > 6. On notera As 'ensemble {y € R? : 1+ a(||y|)( i,y ) > €}. Puisque 'expression a(||y|)||y||
est p-presque sirement bornée par 1, pour tout & € S ! et tout y € Ags, on a

L+a(ly{(zy) o l&—d
L+a(llyl)(d,y) = 1T+a(lyl(dy) ~ e

Si z appartient au cone ouvert C(, (1 — d)e) de direction 4 et d’ouverture (1 — §)e défini par

C(@,(1—0)e) = {z e RI\ {0} : |7 — @] < (1 —0)e},
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alors, pour tout y € As, on a (1 +a(||y|){(Z,y)) > 6 (L +a(||ly||){(@,y)), et par suite, pour toute
fonction f borélienne positive, on a

(5.8) /f #(dy) >5/f a(dy) >52/f

ol pug s désigne la mesure de probabilité ug(A(s)_l]lAé ng- Afin d’alléger les formules, nous écrirons
simplement C' au lieu de C(i, (1 — d)e). Pour tout entier n > 1, tout nombre réel R > 0 et tout
x € C,on a

Po([[Xnll < R) = Po([|Xul| <R, Xn€C,..., X1 €C)
:c(/]lCﬂIBR(Xn—l +yn) kg, (dyn) lo(Xp-1) ... Tc(X1))

(d7aprés (58)) > 52 Ex( / ]]COIBR(anl + yn) Mﬁ,é(dyn)ﬂC(anl) s ]]C(Xl) )

S P.(||Th|| <R, T, €C,...., T €C).

v

(5.9)

ott (T,,) est la marche aléatoire issue de Ty = Xy et de loi pgzs. Supposons maintenant que la
transformée de Laplace Ly s de la mesure ;s possede un minimum pgzs atteint au point pgs, et
notons (7,7) la marche aléatoire issue de Tp et de loi relativisée p% 5. En utilisant le corollaire 5.2,
on obtient la minoration ’

(5.10) Po([|Xn|| < R) > 6% plt s e PaslBEHleDp (17 < R, T € C,..., T7 € C).

D’apres la proposition 6.1 il existe deux constantes ¢ = ¢(@,0) et Ry = Ry(u, ) telles que, pour
tout compact H contenu dans ci + C' et tout R > Ry, on ait

1/n
(5.11) lim <inf P.(||T,] < R, T;eC,...,TfeC’)) =1.

n—oo \ x€H
Avec de tels H et R, on peut donc passer a la limite dans l'inégalité (5.10) en utilisant (5.11) pour
obtenir

n—oo

1/n
lim inf <in}i;IP’x( | X < R)> > 6% pas -
S

Vu la relation (5.7), le résultat précédent appliqué & un compact H suffisamment grand pour étre
visité par la marche centrifuge conduit finalement a

(5.12) liminf P( X, € K)Y" > 6% ps 5 -

n—oo

I nous reste a étudier l'existence et le comportement de pgzs en fonction de . Comme @ € S, on
aply : 1+ a(llyl)(@,y) > 0} = 1, donc la mesure pgz(dy) = (1 + a(|lyl))( @, y)) p(dy) a méme
support que p; en particulier, le support de pgz n’est pas contenu dans un demi-espace fermé et
sa transformée de Laplace Lz posséde donc un minimum global strict pz > 0 (cf. proposition 5.1).
Puisque le support de pgz est borné, pour tout z demeurant dans un compact, on a

i< 122

D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, la valeur de I'intégrale précédente tend
vers 0 lorsque 6 tend vers 1 et il s’ensuit que Ly s converge vers L; uniformément sur les compacts.

pa(dy) -
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Donc, d’apres le lemme C.2, pour tout ¢ suffisamment proche de 1, la fonction Lgzs admet un
minimum pgz 5 qui tend vers py lorsque ¢ tend vers 1. On déduit alors de (5.12) que

liminf P( X, € K)'/" > pz = inf Lg(z) .

n—00 zER?
Le résultat se prolonge & tout vecteur # de S*~! par continuité de Lz(z) en (i, ). O

Par commodité, nous rassemblons dans un méme énoncé les théoremes 5.3 et 5.6 qui donnent
un encadrement de la probabilité de retour dans un compact.

Théoréme 5.7. Pour tout compact accueillant K C R, on a

sup inf Lg(z) < liminfP(X, € K)Y" <limsupP(X, € K)"/" < inf max Lz(—A\d) .

Zesd—1 z€RI n—00 Nn—00 A>0 geSd—1

5.3 Cas d’égalité des bornes de I’encadrement ; théoreme limite
local

5.3.1 Marche centrifuge plane aux quatre plus proches voisins

Soit a un parametre réel fixé entre 0 et 1. La marche centrifuge plane aux quatre plus proches
voisins est la marche centrifuge sur Z? dont la loi de base non perturbée 1 = %(551 +0_g+0z+0_g)
est la loi des accroissements de la marche aléatoire simple aux quatre plus proches voisins sur Z2,
et dont la fonction de perturbation a(||-||) est constante et égale & a. Dans la suite de cette section,
nous identifierons les vecteurs unitaires # = (cos#,sin ) € S! avec leur angle 6 € [0, 27[. Adaptant
de maniere évidente les notations des sections précédentes, nous obtenons par des calculs simples
les expressions des mesures g et de leur transformée de Laplace Ly :

(5.13) o = i((l +acosf)ig + (1 —acosh)d_g + (1 4+ asinb)dg + (1 — asin@)é,@) )

1
(5.14) V(z,y) € R? Ly(z,y) = §<coshx + acosfsinhz + cosh y + asin § sinh y) .
Théoreme 5.8. Pour la marche centrifuge plane aux quatre plus proches wvoisins, de paramétre
a€l0,1], on a

2 _ 2
lim P(X, € K)Y/" =/ 2—%

n—0o00 2 ’

quelle que soit la partie K C 72 bornée et contenant au moins deux points (z,y) et (z',y') de Z?
distincts de lorigine et tels que x +y et ' +y' aient une parité différente.

Démonstration. D’apres le théoreme 5.7, il suffit de démontrer que

2 —qa?
5.15 inf Lg(z,y) = inf Lo(—\) =
(5.15) ogse}lgpzw(mg)leﬂ@ o(.4) goog})gw of ) 2

Commencons par chercher le minimum de la fonction Ly. Lorsque a = 1 et 0 = kn/2, k € Z, la
mesure (g est portée par un demi-espace et I'on a donc inf , ) cr2 Lo(x,y) = 0 (cf. lemme 5.1). Dans
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: N : iy _ l—acos@
tous les autres cas, la fonction Ly possede un seul point critique (zg,ys), avec €™ = /7 Tacosd €t
eve = /izasind . qe atteint son minimum en ce point et I'on a

1+asinf >

V1 —a2cos?20+ /1 —a2sin?6
5 )

Pour 6 € [0, 27], posons f() = v/1 —a2cos20++/1 — a?sin? 6. La fonction f est w/2-périodique et,
sur 'intervalle [0, 7/2], son graphe possede un axe de symétrie en § = /4. Pour étudier les variations
de f, nous pouvons donc nous restreindre & l'intervalle [0,7/4]. Cette fonction est dérivable sur
10, /4] et sa dérivée

Ly(zg,yg) =

1 1
'(6) = a?sin 6 cos 6 - )
F(8) = a”sin cos 1—a?cos?f 1—a2sin?6/’

est positive sur cet intervalle. La fonction f atteint donc son maximum en § = /4 et par suite, on
a

2 —a?
Oénezgw (z»?lJI)IERQ 9($, y) /4 (1'”/4, yﬂ-/4) 2
Pour terminer cette démonstration, nous allons prouver que ’on a
(5.16) inf Lo(—A0) < /2=
. inf max —
A>00<60<2m o - 2
Observons que I'on a (2 /4, Yr/a) = —o (cos /4, sin7/4), avec g = % ln(gira), si bien que pour

démontrer (5.16), il suffit de vérifier que la fonction 6 — Ly(—Aof) atteint son maximum en § = /4.
Pour tout 0 € [0, 2], posons g(0) = Ly(—A@). Un calcul direct montre que

1
(5.17) g(0) = i(cosh()\ cos #) — a cos @ sinh(A cos )
+ cosh(Asin#) — asin # sinh(Asin 0)) .

La fonction g est 7/2-périodique et, sur I'intervalle [0, 7/2], son graphe posséde en axe de symétrie
en 0 = 7 /4. Il nous suffit donc, pour atteindre notre but, de montrer que la fonction g est croissante
sur l'intervalle [0, 7/4]. Cette fonction est dérivable partout et, pour tout 6 € [0,7/4], on a

6 sin 0
g 0) = % (h(cos 0) — h(sin 9)) ,
olt h(z) = —(\ — a)82LAZ 4 g) cosh Az. Pour montrer que ¢’ est positive sur [0,7/4], il suffit de
montrer que h est croissante sur [0, 1]. Pour tout = €]0, 1], on a
inh A h A
h'(z) = (X —a) 51nx2 - (A= a))\COSx T L aN?sinhAx .

La fonction b’ est du méme signe que la fonction k définie par la formule
k(x) = aX?z? sinh Az — A\(\ — a)z cosh Az + (X — a) sinh Az .
On a k(0) = 0. Pour montrer que k£ > 0 sur [0, 1], il suffit de montrer que k&’ > 0.

K (z) = Nz (a)\:zt cosh A\x + (3a — \) sinh )\m) .
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La fonction &’ est du méme signe que la fonction [ définie par la formule
l(z) = adz cosh Az + (3a — A) sinh Az .

Comme [(0) = 0, il suffit de montrer que !’ est positive sur [0,1]. On a

I(z) = )\((4a — ) cosh Az + aAz sinh )\x) .

Et I'on voit que si 0 < X < 4a, alors I’ est positive. Cela est vrai en particulier pour \g = 7 In( V3
et la proposition est démontrée.

5.3.2 Marches centrifuges de loi invariante par rotation

Pour terminer ce chapitre, nous présentons un autre cas ou les deux bornes de ’encadrement
du taux de décroissance exponentielle sont égales.

Théoréme 5.9. Pour toute mesure de probabilité p, invariante par les rotations vectorielles, et
pour toute fonction de perturbation a, on a

inf max Lz(—A&) = sup inf Lz(z
A>0 geSd-1 U( ) 7eSd—1 zeR? u( )7

et leur valeur commune est égale a
inf Lz(—\u) ,
inf Ly(—Ad)
quel que soit @ € S41.

Démonstration. Soient @ et ¥ deux vecteurs de S*~! et R une rotation vectorielle qui envoie i sur
7. Un calcul élémentaire utilisant I'invariance de p par la rotation R montre que, pour tout z € R¢,
on a

(5.18) Lg(Rx) = Lg(.fv) .
Puisque la rotation R est une bijection, nous déduisons de 1’égalité précédente que

inf Lz(z) = inf Lz(x).
zER? TR

Autrement dit, la quantité inf, cga Lz(x) est indépendante de la direction @. De la méme maniere,
en appliquant (5.18) au point x = —\4, il vient

Li(—AT) = La(=\) .

La quantité Lz(—Au) est donc indépendante de la direction , si bien que démontrer la proposition
revient a démontrer que

(5.19) inf L, (—Aep) = inf L., (z) .
A>0 zeR?

Pour obtenir la relation (5.19), il suffit de démontrer que, pour tout réel A > 0, le minimum de L.,
sur la sphere S¥71(\) de rayon X est atteint au point —\ej ; soit encore, que la quantité L., (RAe1),
oll R est une rotation vectorielle de R?, est minimale lorsque R est une rotation qui envoie le vecteur
ey sur le vecteur —e;. D’apres (5.18), on a

(5.20) Ley(Rhe1) = L-1.,(Ne1) = L(Xer) + (R e, 6(\) ),

64



ol L est la transformée de Laplace de la mesure pu et

b)) = / N da(|lyl) y uldy)

Quand R décrit le groupe des rotations vetorielles, le vecteur R~1'e; décrit la sphere S 1 ; donc,
d’apros 'inégalité de Cauchy-Schwarz, la quantité Le, (RAe;) est minimale lorsque R~te; = —@()).
Il ne reste plus qu’a vérifier que d_; = e1. Calculons donc les coordonnées du vecteur ¢(A). Pour tout
i = 2...d, soit S; la symétrie orthogonale par rapport a ’hyperplan xz; = 0. Elle envoie le vecteur
e; sur son opposé —e; et laisse invariant tous les autres vecteurs de la base canonique. On a donc

(en6l) = [N Tallyl) (esy) iy
= = [yl (Seiy) tdy)
_ —/e’\<€1’sy>a(\|SyH) (ei,Sy) u(dy) .

Puisque la mesure de probabilité p est invariante par toute rotation, elle est aussi invariante par
toute symétrie orthogonale et ’on obtient

(€, 9(A)) = —/eMel’y)a(llyH) (€iy) pldy) = —(ei, d(A) ) -

La quantité (e;, ¢(\)) ne peut donc qu’étre nulle. Calculons la premiére coordonnée de ¢(A). On a

(e1,0(0)) = /eMel’y)a(Hyll)<€17y>u(dy)

_ / Mgyl (er,y) u(dy) -
(e1,y)7#0

En utilisant & nouveau l'invariance de y par rotation et en considérant une rotation qui envoie e
sur —eq, on obtient

/ ANV a(lyl) {erry ) p(dy) = — / N a(lyl) (erry ) uldy) -
<€1’y><0 <817y>>0

En découpant le domaine d’intégration en les deux demi-espaces ouverts et en utilisant la relation
précédente, il vient :
(er0) =2 [ sinhery))allyl) {er,y) uldy)

(e1,y)>0

Exprimée sous cette forme, la quantité (e, ¢(\)) apparait clairement positive. Ainsi, nous avons
démontré que le vecteur ¢(A) est colinéaire au vecteur e; et de méme sens. Il s’ensuit que ¢p(A) = e;
et la proposition est démontrée. O
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Chapitre 6

Sur le temps de sortie d’un cone pour
une marche aléatoire

Résumé. Soit C' un cone de R? et B une boule centrée en 'origine. Nous considérons une marche
aléatoire centrée de carré intégrable et démontrons que la probabilité qu’elle se trouve dans la boule
B a l'instant n sans avoir jamais quitté le cone C ne décroit pas a vitesse exponentielle.

6.1 Introduction

Soit £ une loi de probabilité sur R de moyenne p et de matrice de covariance I définie positive.
Nous posons P = LN et nous considérons la famille d’espaces de probabilité {(Q2, F,P,),z € R4},
ot Q = {(&)n>0 ¢ & € R} et P, = 6, ® P. Notons &y, &1, ...,&y, ... les fonctions coordonnées sur
Q et posons S, = &o + &1 + -+ + &, Sous Py, la suite (Sy,),>0 est une marche aléatoire issue de z
dont les accroissements indépendants {&,,n > 1} suivent la loi L.

Soit C' un cone de R? issu de 0, convexe et d’intérieur non vide, et soit Tc = inf{n >1:5, ¢ C}
le temps de premiere sortie du cone C.

Nous fixons une direction # intérieure & C' et, pour tout nombre réel §, nous posons Cs5 = di+C.
Le résultat principal de ce chapitre est le théoreme suivant :

Théoréme 6.1. Si u = 0, alors il existe deur nombres réels positifs Ro et § tels que pour tout
compact K C Cs on ait

(6.1) liminf inf P, (||, < RoiTe > n)' V" > 0.
n—oo e

Les constantes § et Ry dépendent de la loi £ et du cone C et peuvent étre interprétées de la

fagon suivante :

— pour que la marche puisse rester dans le cone pendant un certain temps, il peut étre nécessaire
qu’elle soit issue d’un point suffisamment éloigné du bord de C' : le cone translaté Cy joue
le role d'un cone de sécurité. Si la marche issue de 0O reste dans C' et atteint son intérieur
a l'instant n avec une probabilité positive, c’est-a-dire si Py(S,, € C°;Tc > n) > 0, alors le
résultat du théoréme est vrai avec § = 0.

— il se peut que la marche ne puisse pas s’approcher trop pres de ’origine sans quitter le cone;
cela justifie 'existence d’une distance critique Ry.

Quelques détails sont donnés dans la section 6.5 de ce chapitre.

Une conséquence immédiate du théoréme concerne le comportement de la quantité (6.1) dans le

cas décentré (i.e. u # 0). Si la loi £ possede tous les moments exponentiels et si son support n’est
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pas contenu dans un demi-espace, alors sa transformée de Laplace L(z) = [ e<x7y>£(dy) possede
un minimum pz €]0, 1[ atteint en un unique point p € R? et la mesure de probabilité £*(dy) =
pzle<p’y>£(dy) est centrée. Ce procédé classique de recentrage permet de déduire facilement du
théoreme le corollaire suivant :

Corollaire 6.2. Si p £ 0 et si la loi L posséde tous les moments exponentiels, alors il existe deux
nombres réels positifs Ry et 0 tels que pour tout point x € Cs on ait

(6.2) lim P,([|S,] < Ro;Te > n)Y" = pr
n—oo
ou pr est le minimum de la transformée de Laplace de la mesure L.

Notons que la limite apparaissant dans (6.2) ne dépend pas du cone choisi.

La recherche d’un équivalent de la quantité P, (T > n) lorsque n tend vers l'infini (pour un
x € C fixé) est un sujet ancien qui a fait 'objet de nombreux travaux. Un premier résultat ob-
tenu par F. Spitzer ([31], Theorem 3.5) en dimension 1 pour C' =]0,+o00|, et désormais classique,
dit que Po(Te > n) est équivalent a en~1/2 lorsque la loi £ est apériodique, centrée, et posséde
un moment d’ordre 2. En fait, on sait précisément que Po(T¢ = n) est équivalent & (¢/2)n=3/2
(Borovkov [4], Corollary 9), et c’est grace a cette estimation que D. Iglehart a pu donner la
premiere démonstration du principe d’invariance pour une marche aléatoire conditionnée a rester
positive ([18]). La démonstration que donne F. Spitzer du premier résultat utilise la factorisation de
Wiener-Hopf; par les mémes méthodes, D. Iglehart démontre! que la quantité Po(¢(S,); T > n)
(ot ¢ est une fonction de la variable réelle a support compact) est équivalente a en3/2. Ce résultat
intervient de facon essentielle pour I'obtention d’un théoréeme limite local sur le groupe affine de
la droite réelle ([21]) ou dans I’étude des probabilités d’extinction de processus de branchement en
milieu aléatoire ([15]). Des résultats du méme ordre existent en dimension supérieure lorsque C' est
un demi-espace; ils permettent par exemple d’obtenir un théoréme limite local pour les marches
aléatoires centrées sur le groupe des matrices triangulaires supérieures d’ordre 2 ([22]). Des travaux
plus récents, dus a N. Varopoulos [33], montrent qu’en toute dimension P, (¢(Sy); T > n) décroit a
vitesse polynomiale vers 0 lorsque des hypotheses convenables? sont faites sur la loi £ et la position
du cone (qui doit étre adaptée a la loi £).

L’une de nos motivations pour étudier la quantité (6.2) est liée a I’étude de la marche centrifuge.
Lorsque le temps tend vers I'infini, la marche centrifuge est « piégée » dans des cones d’ouvertures
arbitrairement petites et ses transitions sont alors proches de celles d’'une vraie marche aléatoire. Si
I’on s’intéresse au comportement asymptotique de P( X,, € K ) (ot1 K est un compact de R?), on est
alors naturellement amené a estimer des quantités du méme type que (6.2). En utilisant ces idées et
le corollaire, nous avons pu établir (cf. chapitre 5) que la marche centrifuge plane aux quatre plus

proches voisins de parametre a € [0, 1] vérifie lim,, oo P( X, € K )1/ "= 2_2a2 ; ce qui répond a

une question soulevée dans [13].

1. Pour étre tout a fait précis, D. Iglehart s’intéresse dans [19] & une marche aléatoire de moyenne négative avec
des moments exponentiels; il démontre que la quantité P(S, € K;T¢ > n) décroit en n73/2p", ol p est le minimum
de la transformée de Laplace de la loi des accroissements. Dans [21], E. Le Page et M. Peigné lui attribuent cependant
le résultat pour une marche centrée et montrent comment celui-ci s’obtient a ’aide des méthodes développées par
D. Iglehart.

2. N. Varopoulos étudie d’abord le cas ou L est a support borné, portée par un réseau ou absolument continue,
puis étend ses résultats a une classe particuliere de lois ayant un support non borné et des moments d’ordre grand

(cf. [33], section 6.2). Le cone doit se trouver en position générale relativement a la loi £ (cf. [33], section 0.7).
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6.2 Cone de sécurité

On suppose maintenant que la marche est centrée (i.e. u = 0). Comme nous I’avons mentionné
dans l'introduction, le cone translaté Cs qui apparait dans l’énoncé du théoréeme 6.1 doit étre
interprété comme un « cone de sécurité » permettant a la marche qui en est issue de rester dans C'
pendant un temps arbitrairement long. D’un point de vue strictement technique, le cone Cs apparait
d’abord dans le lemme suivant qui est un ingrédient essentiel de la démonstration du théoreme.

Lemme 6.3. I existe un entier a > 1, une boule fermée B(z,r] contenue dans C° et un réel § > 0

tels que
Po( S, € B(z,7]; S1,...,8,€C_5)>0.

Démonstration. Soit N une variable aléatoire de loi normale A/(0,T). Comme la suite (n~1/25,,)
converge en loi vers N, en utilisant 'invariance du cone par homothétie puis le théoreme de Porte-
manteau, on obtient

liminf Po( S, € C°) = liminf Po(n~ /28, € C°) > Py(N € C°) > 0.

n—oo n—oo
On peut donc choisir un entier a > 1 tel que Po(S, € C°) > 0. 1l existe alors une boule fermée
B(z,r] contenue dans C° telle que Py( S, € B(z,7]) > 0, et le résultat annoncé se déduit simplement

du fait que

6lir+n Po( S, € B(z,7];S1,...,5 € C_5) =Po( S, € B(z,7]) .

O]

Nous allons expliquer maintenant de maniere informelle les méthodes que nous emploierons pour
démontrer le théoreme 6.1. Considérons un entier @ > 1, un boule B(z,r] C C° et un réel § > 0 tels
que

a="Py(S, € B(z,7];S1,...,5,€C_5)>0.

Quel que soit z € R, on obtient par translation

(6.3) a=P,(S, €x+ B(z,r];51,...,5 €x+C_s) .

Or, si z appartient a Cj, alors x + C_5 C C et  + B(z,r] C Cs; donc
Py(Sq €Cs;Te>a) > .

Autrement dit, partant de Cs, la marche reste dans C' jusqu’a l'instant a et se retrouve & nouveau
dans Cy a cet instant avec une probabilité > «. Elle peut alors repartir dans les mémes conditions
pour un tour dans C' d’une durée a se terminant dans Cjs ; et en répétant ’opération k fois, on voit
en particulier que

P.(Tc > ka) >a”>0.

Cela justifie I'idée de « cone de sécurité » introduite au début de cette section. Reprenons ce raison-
nement en prétant plus d’attention a la condition S, € =+ B(z,r). D’apres (6.3), pour tout z € Cy,
on a

Py(Sq € x+ B(z,r];Tc >a) > «o;

ce qui veut dire que la marche partant de Cj fait un tour dans C d’une durée a se terminant dans
Cs en ayant finalement avancé d’une direction € B(z, 7], et tout cela avec une probabilité > a. En
répétant 'opération k fois, on obtient

(6.4) Py(Ska € x + kB(z,r];Tc > ka) > af .
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La marche reste dans C' et s’éloigne de 'origine d’une distance O(k) en un temps O(k) avec une
probabilité > a¥. Afin de bien comprendre I'intérét de ce résultat, voyons comment il peut étre
utilisé pour démontrer que, pour tout x € Cs, on a

liminf Py (Te > n)Y/vVe > 0.
n—oo

Notons {S,(t),t € [0,1]} le processus & trajectoires continues valant Si/y/n aux instants ¢t = k/n
et interpolé linéairement ailleurs. Par invariance par changement d’échelle et convexité de C, on a

Po(Te >n) =Py(Vt € [0,1],n Y22 +S,(t) € C)

et en utilisant le fait que la suite (n~Y2z + S,,) converge en loi vers le mouvement brownien issu
de 0, on peut démontrer a ’aide du théoréeme de Portemanteau que P,(7¢ > n) converge vers la
probabilité pour que le mouvement brownien issu du sommet de C reste dans ce cone pendant une
unité de temps. Mais comme cette probabilité est nulle, cela n’apporte pas d’information nouvelle.
On peut néanmoins tirer parti de la convergence de S,, vers le mouvement brownien : si on utilise
la relation (6.4) avec k = y/n pour forcer la marche a s’éloigner d’abord de 'origine d’une distance
O(y/n), on obtient

P(T >n)>aV" inf P,(Tc > n—ayn)

yEx+y/nB(z,7]
donc
Po(T >n)>av" inf Py(Vte[0,1,n 2z +u+S,(t)eC).
u€B(z,r]

Comme le mouvement brownien issu d’un point u € C reste dans C' pendant une unité de temps
avec une probabilité positive, on déduit du théoreme de Portemanteau que

lim inf iél(f ]IP’O(W e[0,1,n Y2 +u+S,(t)eC)>0;
n—oo ueB(z,r

d’ot

liminf Py (Te > n)Y/vV* > a>0.

n—

Nous allons appliquer cette méthode a 1’étude de la quantité
pn(R) =Py([|Snll < B;Te > n) .

Cela ne peut étre fait directement car 1’étape de renormalisation, qui permet de se ramener au
processus S,,, conduit & minorer la quantité précédente par avV™ que multiplie une expression de la
forme

R
« inf P + S, < —
Lt Po(lut S0l <

qui tend vers 0 en méme temps que R/y/n. Cependant, cette méthode permet de montrer que

Ve € [0,1],u+ Sp(t) € C) »

lim inf p, (vn)/V" > « .

n—oo
L’étape suivante consiste alors a comparer p,(R) avec p,(y/n). S'il existait une constante C' > 0,
indépendante de n et de R, telle que 'on ait p,(R + 1) < Cp,(R) pour tout R suffisamment
grand, alors on aurait (approximativement) p,(v/n) < CV™p,(R) et cela suffirait & conclure. C’est
ce type d’argument que nous allons utiliser, a ceci pres que, dans la définition de p,, les boules
usuelles (c’est-a-~dire la norme euclidienne) seront remplacées par des ensembles mieux adaptés a la
géométrie du probleme.
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On rappelle que @ est un vecteur unitaire intérieur a C. On peut donc choisir un cone ouvert
D = {x € R?: ||¥— 1| < A} de direction % et d’ouverture 0 < A\ < /2 suffisamment petite pour que
D soit contenu dans C. Pour tous €, R > 0, on note D, = eti+D et D.(R) = {z € D : |(z,u)| < R}.

Par le choix de A < v/2, les ensembles D.(R) sont des parties bornées de R?, et il est donc
équivalent de démontrer le théoreme 6.1 avec la condition ||S,|| < R ou bien avec la condition
Sn € D(R) 3.

6.3 Probabilité de retour a une distance inférieure a la racine
carrée du temps sans jamais quitter le cone

On rappelle que C; est 'espace des fonctions continues sur I'intervalle [0, 1] & valeurs dans R?
muni de sa tribu borélienne. On note {X (¢),t € [0, 1]} le processus des coordonnées sur C; et W, la
loi du mouvement brownien de matrice de covariance I' issu d’un point z € R%.

Lemme 6.4. Soient v € C° et 0 < e < 1. Si (W,,) est une suite de mesures de probabilité sur C;
qui converge étroitement vers W, alors
(6.5) liminf W, (X (1) € D(1);Vt € [0,1],X(t) € C) > 0.
n—oo
Démonstration. Posons O = {X (1) € D.(1)°;¥vt € [0,1],X(t) € C°}. D’apres le théoréme de
Portemanteau, on a
liminf W,,(0) > W,(0) ,

n—oo
car ’ensemble O est un ouvert de C;. Puisque x appartient a C° et que D(1) est non vide et contenu
dans C°, on peut trouver une fonction w € O telle que w(0) = = (par exemple, en paramétrant le
segment joignant z a un point de D((1)?). Or, tout voisinage d’une fonction continue issue de x
possede une W, -mesure positive, donc c’est le cas pour O et le lemme est démontré. O

A partir de maintenant, nous fixons entier a > 1, la boule fermée B(z,7] et le réel § > 0 donnés
par le lemme 6.3 et nous posons a = Py(S, € B(z,7];51,...,5, € C_s). Dans toute la suite, nous
noterons [s] la partie entiere d’'un nombre réel s.

Proposition 6.5. Pour tout compact K C Cs et tout ¢ > 0, on a

liminf inf Po( S, € De(v/n);Te > n)YV" > o

n—oo zek
Démonstration. Pour tout entier k£ > 0, on définit les événements
A = {Sak+a — Suk € B(Z,?"]; SakJri — Sk € C,(s,’i =1.. .a}
et
B = {Sak+a — Sak € B(z,7]; Sap+i € Cyi=1...a} .

Puisque Cs + C_5 C C, les relations Syx € Cs et Sk — Sar € C_s impliquent Syx1; € C. D’autre
part, si Sqr € Cs et Sqkra — Sax € B(z,7], alors Sgpyq € Cs car B(z,7] C C et C5+ C C Cs. On a
donc

{Sak S 05} NAg C BN {Sak—l-a € Cg} .

3. On aurait pu se passer d’introduire un sous-cone D et travailler avec les ensembles Ce(R) = {z € C. : |(z,4)| <
R}, qui présentent les mémes propriétés, sauf dans le cas ott C' est un demi-espace car Cc(R) n’est alors pas bornée.
L’introduction de D permet aussi d’éviter la confusion entre le cone de sécurité Cs et les « boules » Ce(R) qui ont
une interprétation tres différente.
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En appliquant cette relation pour £ =0...] — 1, on obtient successivement :
{So € CsyNAg C BoN{S, € Cs};
{S() ECg}ﬂAoﬂAl CBQﬂ{Sa ECg}ﬂAl CBoﬁBlﬂ{SQQEC(;};

-1 -1
(6.6) {So € C5} N (ﬂ Ak> c () Bx-
k=0 k=0
Et puisque
-1
() Bi € {Sa € So+ B(lz,1r); S; € Coi=1...al},
k=0

il vient, pour tout z € Cs et tout n > la,

P.( Sy € De(vn); Te > n)
> Pw(mif_:loAlmSn € De(\/ﬁ);sna B 7Sal+1 € C)
>

— : . ;o
P, ( ﬂkzloAk ) yeBgcil—{lz,lr} Py(Sn—ai € De(v/n); S;i € Cii=1...n—al)

o inf Po(x+lu+Sya € D(vn)jz+lu+S;€Cii=1...n—al)

6.7
( ) u€B(z,r]

v

Pour tout n > 1, on note {S,(t),t € [0,1]} le processus a trajectoires continues valant Si/v/n
aux instants ¢t = k/n et interpolé linéairement ailleurs. Posons k, = n — a[/n] et y,(z,u) =

k:gl/z(ac + [v/n]u). Fixons 0 < € < 1 et supposons que n soit assez grand pour que kﬁl/QDg(\/ﬁ)
contienne D (1). On a alors

{o + [Vathu+ S, € D(v/)} > {yn(w,u) + St (1) € Du(1)} ;
et puisque C' est invariant par homothétie et convexe on a aussi
{x+[Vnlu+S; € Cri=1...k,} ={Vt€[0,1],yn(z,u) + Sk, (t) €C}.
En utilisant la relation (6.7) avec [ = [\/n] on en déduit que

P.(Sn € D(+v/n);Te > n)

(6.8) > VAl iBn(f }]P’O(yn(x,u)—FSkn(l)EDE/(l);VtG[O,l],yn(x,u)—FSkn(t)EC).
ueB(z,r ~

pn(T,u)

D’apres le principe d’invariance de Donsker, la suite (Sk, ) converge en loi sur C; vers le mou-
vement brownien; si (z,) et (u,) sont deux suites de R? convergeant respectivement vers x et u,
alors la suite (yn(xn,uy)) converge vers u et la suite de processus (yn(zn,un) + Sk, ) converge en
loi vers le mouvement brownien issu de u d’apres le lemme de Slutsky. Si w est a l'intérieur de C,
le lemme 6.4 montre alors que

lim inf p,, (2, uy) > 0.
n—oo
Par conséquent, pour tout compact K C Cs, on a

liminf inf inf z,u) >0,
n—oo zcK ueB(z,r] pn( )

et, vu la minoration (6.8), le résultat de la proposition s’en déduit immédiatement.
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6.4 Probabilité de retour dans une boule sans jamais quitter le
cone
Le lemme suivant est un ingrédient essentiel de la démonstration du théoreme 6.1.

Lemme 6.6. Il existe un entier b > 1 et deuxr nombres réels Ry > € > 0 tels que

inf inf Pu(Sy€ D(R);Tc>b)>0.
ngRo wEDler(lR-‘rl) ( b ( ) © )

Démonstration. Nous allons d’abord démontrer qu’il existe un entier b > 1 et deux nombres réels
Ry > € >0 tels que

6.9 inf P.(Sy, € D(Ry);Tc >b) >0,
(6.9) e (Sp (Ro);Tc > D)

puis nous en déduirons le lemme par un argument géométrique.
Fixons un nombre réel 0 < € < 1 et posons

pn(y) =Po(y+n"%8, € Do(1)iy+n~Y2S, e Cii=1...n).
D’apres le lemme 6.4, si (y,) est une suite qui converge vers un point intérieur a C, alors

lim inf py, (y,) > 0.

n—oo

Par un argument de compacité, on en déduit que pour tout compact K C C° on a

lim inf ylgf{pn(y) >0.

Pour K = D./(2), choisissons un entier b > 1 tel que inf €D @) pp(y) > 0. Puisque py(y) s’écrit aussi

po(y) =P s, (S € D, 5(Vb);Te > b),

et que Vb Do (2) = D, \/5(2\/5) contient D, \/5(\/5 + 1), nous venons de démontrer la relation (6.9)
avec Ry = Vb et e = ¢'\/b.

Pour la suite de cette démonstration, nous noterons

= inf  Pu(Sy, € D.(Ro):T >b).
LA S (S (Ro) )

Considérons un nombre réel R > Ry et un point x € D (R + 1), et posons
pe(R) = Po(Sy € D(R)T > b)

Cette quantité est croissante en R car les ensembles D(R) le sont.
Sixz € D(Rp+ 1), alors on a p,(Rp) > v par définition de v, donc aussi p,(R) > .
Six ¢ D(Rp+1),alorsona Ry+1 < (x,4) <R+ 1 et 'on pose

1—
y = et + <RO+€> (x — eu) .

(x,U)—€

Le point y vérifie les relations suivantes :
—y€D(Ry+1);
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- y+ Sy € D(Rp) implique  + Sy € D(R);
— y+ Sk € C implique z + S € C.
Par conséquent, on a aussi p,(R) > py(Ry) > 7. Cela démontre le lemme. O

Démonstration du théoréme 6.1. Fixons les nombres b > 1, Ry > € > 0 donnés par le lemme 6.6
précédent et posons

= inf inf P.(S, € D(R);Tc>b)>0.
b ngRo:ceDleI(lR-Q—l) (5 (R); Te )

Soit K C Cs un compact. Nous allons d’abord démontrer que

(6.10) liminf inf P, (S, € D(Ro); T >n) VP > af,

n—oo zeK

puis nous conclurons en comparant D.(Ry) avec les boules usuelles. Posons

pn(R) = in}f{]P’z(Sn €D(R);T>n).
xre

D’apres le lemme 6.6, on peut forcer la marche se trouvant dans D.(R+ 1) a I'instant n a retourner
dans D(R) a l'instant n + b sans jamais quitter le cone C. En effet, on a

{Snib € D(R);Te >n+b} D{Sy, € D(R+1);Tc > n} N {Spip € D(R); Spt1y- -5 Snap € C},
donc

Po(Snis € De(R); T > n+b)

> Pu(Sn € D(R+1);Tc>n)x  inf  Py(Sy, € D(R);Tc >b)
yED(R+1)

d’apres la propriété de Markov. Par définition de (3, cela donne

pn+b(R) > pn(R + 1)/8

quel que soit R > Ry, et cette propriété s’étend par récurrence en

(6.11) Pu(Ro + k) < prsip(Ro)B "

quel que soit k& > 1. Grace a cela, nous allons pouvoir comparer p,(Rp) avec py,(y/n) dont le
comportement est connu (cf. proposition 6.5). Vu la croissance de p,(-) et la relation (6.11), pour
tout n > Ra on a l’encadrement

Pr(vV/1) < pu(Ro + [Vn — Ry + 1)) < 87 py, (Ro)

ou l'on a posé I, = [/n — Ry + 1] et k, = n + l,,b. En prenant la puissance k;l/Q des membres
extrémaux de cette inégalité, il vient
—1/2 —1/2 —1/2

Bk pu (V) < pr, (Ro)*n

Puisque I,, ~ \/n et k, ~ n, un passage a la limite dans I'inégalité précédente utilisant la proposi-
tion 6.5 donne

2

(6.12) liminf py, (Ro)™ |~ > af .
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Les lacunes de la suite (k;,),,> Rz sont de taille b—1 et les intervalles d’entiers successifs qui composent
I'image de cette suite ont une longueur qui croit indéfiniment ; tout entier suffisamment grand qui
n’appartient a l'image de la suite (k‘n)ang est donc de la forme k), = ky, +b. Or d’apres (6.11) on a

pr, (Ro) > pr,, (Ro + 1) > pr, (Ro)B ,

donc la relation (6.12) est encore vraie si 'on remplace k, par k. Puisque l'on observe le méme
comportement asymptotique le long des deux sous-suites « complémentaires » (k) et (k],), on a
aussi

—1/2

lim inf p, (Rp)" > af.

Cela démontre (6.10). O

6.5 A propos des constantes du théoreme

Les lemmes 6.3 et 6.6 démontrent 1’existence de constantes § et Ry vérifiant certaines équations
qui sont ensuite utilisées pour démontrer le résultat du théoreme 6.1. Si 'on distingue ces résultats
d’existence de leur utilisation, on peut formuler le théoreme suivant.

Théoreme 6.7. Si 0 > 0 est tel qu’il existe un entier a > 1 vérifiant
(6.13) Po(S, € C%S1,...,5,€C_s) >0,
et si Ro est tel qu’il existe un entier b > 1 vérifiant

inf  inf P, <RTe>b)>0;
ng}%on|ng+1 (IISel| < R;Te>b) >0

alors, pour tout compact K C Cs, on a

liminf inf P,([|Sn| < Ro;Tc >n)YVP>0.
n—oo rek
Les lemmes 6.3 et 6.6 montrent que de tels § et Ry existent et I’on retrouve alors le théoréeme 6.1.
Malgré I'aspect un peu brut du théoreme 6.7, il est utile de voir la conclusion énoncée sous ces
hypothéses pour aborder la question suivante : quelles sont les constantes § et Ry optimales?
Il est agréable de constater que dans le cas naturel d’une marche issue de 0 qui peut entrer
immédiatement dans C°, un cone de sécurité n’est pas nécessaire : la relation (6.13) est vraie avec
=0eta=0.

6.6 Application au cas décentré

Cette courte section est consacrée a la démonstration du corollaire 6.2. On suppose que la
mesure de probabilité L est décentrée et possede tous les moments exponentiels. Soit ps le minimum
de la transformée de Laplace de £ et soit p € R? le point olt ce minimum est atteint. On note
L*(dy) = p'elP¥) L(dy) la mesure relativisée de £, et (S};) une marche aléatoire de loi £*. D’apres
le corollaire 5.2, on a

Po(|Snll < Ro; To > n) = pe!P" By (e P50)1||SH|| < Ro; ST, 85 € C) .
D’apres le théoreme 6.1, il existe Ry et ¢ tels que pour tout x € Cs on ait

lim P,(]|S%| < Ro; S5,...,5 e C)'/" =1.
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Comme

Eo(eP5): |Spll < Ro:S5,---.85 €0) _ jpimo

~llpllRo <
€ = P.(|S:] < Ro; St,..., Sz € )

on en déduit que
lim Eq(e” (P50 ||Sh]| < Ro: S5,..., S5 € OV =1,

puis
lim P, (]|Sn|| < Ro; T > n)Y™ = pr .
n—oo

C’est ce qu’il fallait démontrer.
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Deuxieme partie

Théoremes limites pour des processus
aléatoires conditionnées a rester dans
des cOnes
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Chapitre 7

Mouvement brownien conditionné a
rester dans un cone pendant une unité
de temps

Résumé. A la fin des années soixante-dix, le méandre brownien est apparu comme limite dans
plusieurs théoréemes de convergence en loi de processus conditionnés. Dans un article datant de
1977, R. Durret, D. Iglehart et D. Miller [10] démontrent que le mouvement brownien réel issu d’un
point x > 0 et conditionné a rester positif pendant une unité de temps converge vers le méandre
brownien lorsque x tend vers 0. En 1985, M. Shimura [28] obtient un résultat analogue pour le
mouvement brownien planaire conditionné a rester dans un cone : il démontre la convergence en loi
de ce processus issu d’un point x intérieur au cone lorsque = tend vers le sommet du cone, et donne
I’expression des probabilités de transition du processus limite. Le résultat principal de ce chapitre
est le théoreme 7.42 qui étend le résultat de M. Shimura au mouvement brownien de dimension
quelconque conditionné a rester dans un cone de révolution.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante :

Dans la premiere section, nous posons le probleme de la convergence du mouvement brownien
conditionné dans un cadre tres général. Etant donnés un ouvert U de R%, un point x de U et un
temps ¢ > 0, on note Wgt la loi du mouvement brownien issu de x et conditionné a rester dans
U jusqu’a Uinstant t qui est obtenue a partir de la loi W, du mouvement brownien issu de = en
la conditionnant par I’événement {7y > t}, ou 7y désigne le temps de sortie de U. La famille de
lois {Wgt :x € Ut > 0} est un « processus de Markov inhomogene » (propositions 7.2 et 7.3)
dont les transitions sont explicitement liées a celles du mouvement brownien tué a sa sortie de
U (paragraphe 7.1.2). Sous une hypothese trés générale de co-régularité de U, on démontre que
lapplication (z,t) Wgt est continue! sur U x RT (théoréme 7.7). Si zg est un point de AU,
on a Wy, (77 > 0) = 0 et 'on ne peut pas définir de loi W:%t de maniere élémentaire : la notion
de mouvement brownien issu de xo et conditionné a rester dans U n’a pas alors de sens a priori.
Une fagon détournée de définir un tel processus consiste a obtenir sa loi comme limite des lois Wgt
lorsque x € U tend vers zq. Il s’agit donc de savoir si ’application définie plus haut se prolonge par
continuité en des points du bord de U.

Dans la section 7.2, nous étudions le cas ou U = D est un demi-espace. Nous rappelons
d’abord en détail la méthode utilisée par R. Durret, D. Iglehart et D. Miller pour traiter le cas
du mouvement brownien réel conditionné & rester positif. Leur résultat s’étend immédiatement

1. La continuité s’entend au sens de la convergence en loi sur Co. Tout cela sera bien sur précisé par la suite.
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en dimension supérieure au cas d’un demi-espace puisqu’il s’agit essentiellement de conditionner
I'une des coordonnées a rester positive en laissant les autres libres; on obtient alors une famille
{WP, : x € D,t > 0} qui est continue en le couple (z,t) € D x Rt (théoréme 7.20). On cherche
alors a tirer profit de 'existence de cette famille continue pour étudier certains ouverts U dont
le bord est suffisamment lisse. Pour un ouvert U contenu dans un demi-espace D, on a l'identité

Wgt = V[fot(* | T > t) quels que soient x € U et t > 0. Si le bord de D est un hyperplan tangent a
U en un point zg € AU, cette identité suggere d’étudier la positivité de W£7t(ry > t), c’est-a-dire
lirrégularité de xo pour U® relativement au méandre brownien de dimension d, pour envisager une
définition élémentaire de W%’t comme la mesure de probabilité Wx[g’t conditionnée par I’événement
{my > t}. Dans les cas ou cette définition a un sens, nous donnons une condition suffisante de conti-
nuité en xg de la famille {Wgt cx € UU{xg},t > 0}? (proposition 7.23). Comme l'ont fait avant
nous K. Burdzy [6] dans un contexte différent et M. Shimura [27] en dimension 2, nous exploitons
la dualité entre l'irrégularité relativement au méandre brownien de dimension d et l'irrégularité
relativement au mouvement brownien de dimension d + 2 afin d’obtenir un critere permettant de
décider si Wag,t(TU > 0) = 0 ou 1, pour une certaine classe d’ouverts U. Nous illustrons ces résultats

en démontrant que la famille {Wgt :x € B,t > 0}, ou B est une boule ouverte, se prolonge par

continuité en tout x € B (proposition 7.32). A notre connaissance, ce résultat est nouveau.

La derniere section est consacrée a I'étude du cas ou U = C' est un cone de révolution de sommet
0. Nous démontrons la convergence des lois Wft lorsque = € C tend vers 0 et donnons I'expression
des probabilités de transition limites; ces dernieres s’obtiennent a partir de celles du mouvement
brownien tué & sa sortie de C' qui sont données par R. Bafniuelos et R. Smits [1]. Pour démontrer le
théoreme 7.42, il suffit alors d’établir la tension de la suite (ng +,) lorsque z, € C tend vers 0 et
tn > 0 tend vers t > 0. Cela est fait en s’inspirant de la méthode générale appliquée par M. Shimura
en dimension 2 : si la famille de lois {cht :x € C,t > 0} se prolonge par continuité en tout point de

0C'\ {0}, alors la suite (ch; +,) est tendue lorsque z,, € C tend vers 0. En dimension 2, un cone est
localement un demi-espace en tout point de son bord autre que le sommet, et le prolongement par
continuité que nous venons d’invoquer s’obtient sans difficulté. En dimension d > 2, pour un cone
de révolution C' , nous obtenons le prolongement par continuité a 0C' \ {0} a l'aide des méthodes
que nous avons développées dans la section précédente.

Notations et conventions Soit X = (X, 7) un espace topologique. Une mesure de probabilité
sur X est une mesure de probabilité définie sur la tribu borélienne de X.

Nous emploierons le terme « convergence », seul, pour désigner la notion habituelle de conver-
gence étroite ou convergence en loi. Autrement dit, si {g, (in)n>0} est une famille de mesures de
probabilité sur X, nous dirons que la suite (u,) converge vers p, et nous écrirons p, = p ou
lim p, = p, si lim p,(f) = wp(f) pour toute fonction f : X — R continue et bornée. Soit A une
partie d’un espace métrique, zp un point adhérent & A et {pz,, (fiz)zea} une famille de mesures
de probabilité sur X'. Nous dirons que pu, converge vers ji,, lorsque x € A tend vers xg, et nous
écrirons

lim =
i Hx = Hzq

si lim p, = pg, pour toute suite (z,) € A convergeant vers xg. Cela est équivalent au fait que

lim e (f) = pao (f)

rEA—xo

2. La famille est restreinte aux ¢t > 0 car la loi /W,f()),o est égale a W, si bien que WQ’O(TU > 0) est toujours nul
et la loi Wg)’o ne peut pas étre définie de cette maniere.
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pour toute fonction f : X — R continue et bornée. Lorsque xg appartient & A, nous dirons de
maniére plus concise que la famille (p;),cA4 est continue en xg; lorsque xy n’appartient pas a A,
nous dirons que la famille (u;).ca se prolonge par continuité en .

Soit d > 1 un entier. Pour tout 7" > 0, on désigne par Cr 'espace des fonctions continues sur
I'intervalle [0, 7] & valeurs dans R? et on note || || la norme uniforme définie pour tout w € Cr par
w7 = supsepo 7y [[w(t)||. On note Cr I'espace vectoriel normé (Cr, [|-[|7) ; il est complet et séparable.
On rappelle que sa tribu borélienne, Fr, est engendrée par les rectangles fini-dimensionnels

{we Cr:w(t) € By,...,w(ty,) € Br},

on0<t;<---<t,<TetBy,...,B, € BRY.

On désigne par Cy, I'espace des fonctions continues sur l'intervalle [0, +-o00[ & valeurs dans R,
et on note Co 'espace topologique (Coo, 7), ol T est la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts. Cet espace est métrisable a I'aide, par exemple, de la distance d définie par

%) in(1 o .
d(w,w’) — Z IHIH( 1”;; w || ) ]

n=1

Comme Cr, l'espace Coo est séparable et complet. Sa tribu borélienne, F,, est engendrée par les
rectangles fini-dimensionnels

{w e Cx :w(t1) € By,...,w(ty) € By},

o0 <ty <---<tyet By,...,B, € B(RY).

La projection naturelle Il : Cooc — Cr, qui associe a un élément w de Co sa restriction wjo 7y &
I'intervalle [0, 7], est une application continue. Si p est une mesure de probabilité sur Cs, on note
7%} H}l la mesure de probabilité image de p par II7. On rappelle que la convergence de mesures de
probabilités sur C est équivalente a la convergence de toutes les mesures images : si p,, pt sont des
mesures de probabilités sur C, alors

o = 1= VT >0, unoﬂ;léuoﬂ;l.

Lorsque nous aurons a considérer les mesures images, nous omettrons généralement la projection
. . . -1 -1
II7, et nous dirons improprement que p, converge vers pi sur Cr si pun, o IL;" = po Il
Sur C, nous définissons les applications coordonnées X, parfois notées X (t), par

Vw € Coo, ¥t >0, X¢(w) = w(t) .

On note X = (X¢)i>0 'application identité de Co. Pour tout 7' > 0, la sous-tribu H}l]-'T de Fiuo
coincide avec la tribu 0{X;,t < T} ; on la notera simplement Fr.

7.1 Mouvement brownien conditionné

Soit U un ouvert de R% et 77 : C — R le temps de sortie de U, défini pour tout w € Cs par
Tv(w) =1inf{t >0:w(t) ¢ U} .

Fixons un temps t > 0. Par continuité des trajectoires, ’ensemble {7y > ¢} s’écrit aussi {X; €
U,Vs €]0,t]}. Observons que pour tout fermé F et tout 0 < a < t, ensemble {X; € F,Vs € [a, t]}
est égal a

() {X(@a+k2™"(t-a)eFVk=0...2"}

n>1
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donc mesurable. Maintenant, si U, désigne le fermé {z € U : d(x,U®) > €}, on peut écrire

{X, € UVs €)0,t]} = () [ J{Xs €U, Vs € [a, 1]},
a>0e>0

et 'on en déduit que {7y > t} est mesurable, et plus précisément {7y > t} € F;. La fonction 7/ est
donc un temps d’arrét. Pour tout = € R%, on note W, la loi sur Cse du mouvement brownien issu
de x. Comme le mouvement brownien reste au voisinage de son point de départ jusqu’a 'instant
t avec une probabilité positive, on a W (1 > t) > 0 pour tout € U et 'on définit une famille
{Wgt, x € U} de lois conditionnelles sur Co en posant

— A:

(7.1) VAeF, WY(A) =Wi(A|w >t) = W

La mesure de probabilité Wgt est la loi du mouvement brownien issu de x et conditionné a rester
dans U jusqu’a linstant t.

Comme nous 'avons expliqué dans l'introduction de ce chapitre, notre but est d’étudier la
convergence des lois Wgt lorsque x € U tend vers un point zg du bord de U. Pour cette étude,
nous considérerons comme dégénéré le cas ou la définition (7.1) a un sens en xg. Afin d’éviter cette
situation, nous supposerons toujours que Wy, (77 > 0) est nul pour tous les points o du bord de
U.

Donnons maintenant quelques définitions.

Le temps de sortie 75 d’un borélien B de R est défini, comme pour un ouvert, par

T =inf{t >0: X; ¢ B} .

Nous avons vu que 7 est une application mesurable lorsque B est un ouvert; c’est aussi le cas
lorsque B est un fermé ou une réunion dénombrable de fermés. Pour simplifier, nous supposons que
B est soit ouvert, soit fermé. Un point x est dit régulier pour B si le mouvement brownien issu de
x visite immédiatement B, c’est-a-dire :

WI(TBC >0):0

Dans le cas contraire, qui correspond a W, (rge > 0) = 1 d’apres la loi du 0-1 de Blumenthal, le
point x est dit irrégulier pour B ; le mouvement brownien issu de x passe alors du temps dans B®
avant d’atteindre éventuellement B. Par continuité des trajectoires, tout point de B° est régulier
pour B, tandis que tout point du complémentaire B° de B est irrégulier pour B. La question de
la régularité pour B ne concerne donc que les points de son bord. On dit que B est régulier si
tous les points de 0B sont réguliers pour B. A ces définitions classiques, nous ajoutons les deux
suivantes : nous dirons de B qu’il est co-régulier si B est régulier (c’est-a~dire que le mouvement
brownien issu du bord de B sort immédiatement de B) et qu'’il est birégulier s'il est a la fois régulier
et co-régulier. Il existe de nombreux criteres de régularité pour le mouvement brownien. Le plus
simple et le plus connu d’entre eux est certainement le critéere du cone qui stipule que si B contient
un cone ouvert tronqué de sommet z, alors z est régulier pour B (c.f. proposition 7.26). Ce critere
assure par exemple qu’une boule, une sphére ou un céne sont biréguliers.

Lemme 7.1. Si B est co-régulier, alors W,(tp = 75) = 1 quel que soit x € R?,

Démonstration. Pour tout x ¢ B°, on a toujours Wz(TE = 0) = 1 :si x n'est pas dans B, cela
est simplement du a la continuité des trajectoires, et si x est au bord de B, c’est la définition de
co-régulier. Comme 7p est toujours plus petit que 75, on a nécessairement W,(7p = 735) = 1.
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Supposons maintenant que x soit a I'intérieur de B. Sous W, le temps de sortie 7p est positif, et
s’il est fini, alors X,, se trouve au bord de B. D’apres la propriété de Markov forte du mouvement
brownien, on a

Wo (1B < 00378 < 15) = Wy(tp < 00; Wy, (15 > 0)) ,

et comme W, (75 > 0) est nul pour tout y € 0B, on obtient

Wa(tp < oo;tp <T15)=0.

7.1.1 Propriété de Markov

Par convention, pour tout ¢ < 0 et tout z € R?, nous posons W;{t = W,.

Proposition 7.2 (Propriété de Markov). Soient x € U et t > 0. Pour tout temps s > 0, tout
A€ Fyt et tout B e Fu, on a

WY (A0 B) = W (AWY ) ,_,(B)) .

Démonstration. Supposons d’abord que s € [0,t[. D’apres la propriété de Markov du mouvement
brownien, on a

Wo(A;07 By >t) = Wi(A;j1r > s; Wxs)(B;1u >t —5))
= Weldstu > ;WY ) J(B)Wx(s)(ry >t — 5))

D’autre part, la variable Wg(s) . s(B) est Fs-mesurable, et la propriété de Markov donne aussi

Wm(A;’Wvg(s)’tfs(B);TU > t) = Wa(4; Wg(s) (B);tu > 8 Wxo)(Tu >t —5)) .

,t—s

A Tordre des termes pres, le membre de droite de cette égalité est identique au membre de droite
de I’égalité précédente; donc

Wo(A;07'B; 1y > t) = Wo(A; Wg(s),t—s(B);TU >t),

et le résultat annoncé s’en déduit en divisant chacun des membres par Wy (1 > t).
Supposons maintenant que s > t. L’événement {7y > t} est alors Fs-mesurable et la propriété
de Markov du mouvement brownien donne

We(A; 0. B; 1y > t) = W (A; Wxs)(B);mu > 1) .

Vu notre convention, c’est exactement le résultat annoncé.

O]

Proposition 7.3 (Propriété de Markov forte). Soient x € U et t > 0. Pour tout temps optionnel
7, tout A € F.+ et toute fonction f(s,w):RT x C(0,00) — R mesurable positive ou bornée, on a

W (A <t f(7,0,) = W (A < t; Wg(r),t_T(f(s, ))js=r) -
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Démonstration. La relation découle de la propriété de Markov forte du mouvement brownien :

Wo(AN{r <t} 0 {ry > t}; f(7,0,))
= W,(An{r<t}n{mw>7tn{ryob, >t—71}; f(7,0;))
Wo(AN{r <t} 0 {10 > 7h W (f(s,w)i 10 > t = 8)j5=r)
= Wo(An{r <t} N {0 > 7H Wx(n) (7 >t = 8)jsmr WY (1), (£(5,0))5=)
= WoAn{r <t}n{m > th WY, (f(5,0))=,) -

7.1.2 Probabilités de transition

Nous allons commencer par déterminer les lois marginales 1-dimensionnelles des mesures WY,
b
Notons p(s, z,y) les probabilités de transition du mouvement brownien :

1 _lly—=)?
2t

p(s,z,y) = We

On rappelle que les mesures W, (X5 € dy;7y > s) possedent des densités (pas de probabilité)
pY(s,z,y) par rapport & la mesure de Lebesgue; ces densités sont les transitions du mouvement
brownien tué a la sortie de U.

Pour t < 0 et z € R, la mesure W + est par convention égale a W ; pour tout s > 0, on a donc

WY (X5 € dy) = p(s,z.y) dy .

Pour ¢t > 0 et x € U, nous allons distinguer deux cas :
— si s <'t, alors toute fonction mesurable bornée f vérifie la relation

Wo(f(Xs);tu >1t) = Xs);tu > s;Wx, (o >t —s))
= /f S:Ey) y(tu >t—s)dy .
Cela montre que
Wi{t(Xs € dy) = Wy(ry > ) 'pY (s, 2, y) Wy (1 >t — s)dy .
— si s > t, alors toute fonction mesurable bornée f vérifie la relation
Ww(f(Xs);TU > t) = Wx(TU >t WXt(f(Xs—t)))
= [Pt W) iz

= [Fiews) { [ stz dy} -

On voit donc que

WU,(X, € dy) = Walry > £)! / V(2 2)p(s — £, z,y) dzdy |
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Ces calculs montrent que dans tous ces cas la mesure de probabilité Wgt(X s € dy) possede une
densité g(t,z; s, -) par rapport & la mesure de Lebesgue. Pour faciliter les références ultérieures, nous
rassemblons les résultats précédents :

p(s,z,y) sit<0,zeR?
(7.2) g(t,xss,y) = S Walro > ) pY (s, 2, y)Wy(rp >t —s) si0<s<tzelU
Wa(my > )1 pr(t,:C,z)p(s —t,z,y)dz si0<t<s,xeU

Rappelons maintenant quelques définitions. Une mesure de probabilité P sur C, est un processus
de Markov si, pour tout s > 0 et tout B € F, elle vérifie la relation

P(es—lB | fs) = P(QS_IB | Xs) :
Un tel processus est entierement déterminé par sa loi initiale P(X( € ) et ses lois de transition
P(s,z;t,dy) =P(X; e dy| Xs=2) ze€RL0<s<t.

Si ces lois de transition admettent toutes des densités p(s, z;t, -) par rapport a la mesure de Lebesgue,
ces dernieres vérifient ’équation de Kolmogorov inhomogene :

p(s,x;t,y) = /p(s,ac;u, 2)p(u, z;t,y)dz  (z,y € RLO<s<u< t).
Les lois fini-dimensionnelles du processus P sont alors données par la formule

P(th (S d.%'l,Xt2 S d.%'g, ce ,th € dxy, ‘ Xo = .CI?(])

= p(0,x0;t1,21)p(t1, x15t2, 2) ... p(tn—1, Tn—1; tn, Tn) dy, . .. dxo dxy |

pour tous 0 < t; < ta < --- < t,. Une telle famille de densités de probabilité {p(s,z;t,-) : x €
R 0< s < t} est appelée famille de probabilités de transition du processus P.
Fixons x € U et t > 0. La proposition 7.2 montre que pour tout s > 0 et tout B € F, on a

(7.3) W (05 B Fs) = W (o o(B) Wiips.;

,t—s

autrement dit, le processus Wft est un processus de Markov. Calculons ses lois de transition.
Puisque, sous Wgt, le processus {X(s),s > 0} reste dans U jusqu’a linstant ¢, il nous suffit de
déterminer les lois Wgt(Xu € x| Xs = z) pour z € U lorsque s < t et pour z € R? lorsque s > t.
D’apres I'équation (7.3), on a

(7.4) WY (X, € dy| Xy = 2) = WY, (Xus € dy) ;

zZ,t—s

donc
Wgt(Xu € dy’XS - Z) :ﬁ?(sv'z;u')y) dyu

ou 'on a posé
~U . — .
Dy (3727u7y) *g(t_ S, 25U — 87y) .

Ces résultats démontrent le théoréme suivant :
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Théoréme 7.4. Pour tout t > 0 et tout x € U, le processus Wgt est un processus de Markov
issu de x dont les lois de transitions possédent les densités pY (s, z;u,-) par rapport a la mesure de
Lebesgue. Les lois marginales sont données par la formule

(7.5) WU (X, € dey, Xy, € daa, ..., Xy, € dzy)

= ]5?(0,.%;751,l‘l)ﬁg(tl,xl;h,l‘g)...ﬁ?(tnfl,l‘nfl;tn,.fn) dZL‘n...dl‘Q d331 y
pour tous 0 <ty < to < -+ < t,.

FEn ce qui concerne la question principale de ce chapitre, a savoir la convergence des lois Wg ‘
lorsque x tend vers un point xy du bord de U, le théoreme précédent montre que la convergence des
lois fini-dimensionnelles tient uniquement & la convergence de la premiere transition p¢ (0, z;u, -)
lorsque x tend vers xg. Pour donner une forme précise et rigoureuse a cette intuition, nous avons
besoin des résultats de continuité présentés dans la section suivante.

7.1.3 Continuité a ’intérieur

Lemme 7.5. Soient un point x d'un owvert U de R? et un temps t > 0. Pour tout w € {Xo =
3Ty = Ty # t}, toute suite (w,) € Cs convergeant vers w et toute suite (t,) € R* convergeant
vers t, on a

lirglo ll{TU>tn}<wn) = ]1{7'U>t}(w) :

n—

Démonstration. Posons Q = {Xo = z;7y = 757 # t}. Soient w un élément de €2, (w,) € C une
suite convergeant vers w et (t,) € RT une suite convergeant vers t.

On suppose d’abord que w € {7y > t} (ce qui est le seul cas possible quand t est nul). Par
continuité, on peut choisir un € > 0 tel que w(s) € U pour tout s € [0, + €.
Posons

1 _
n== min d(w(s),T)>0.
2 sel0,t+€]
Des que n est suffisamment grand pour qu’a la fois ||w, — w|[i+e <n et t, <t+e onaw,(s) €U
pour tout s € [0,t,], donc 1y (wy,) > t,. On en déduit que
m lgp s,y (wn) = 1= L sy (w)

n—oo

Supposons maintenant ¢ > 0 et w ¢ {7y > t}. Par définition de €2, on a nécessairement 7 (w) <
t; autrement dit, il existe un temps s < ¢ tel que w(s) n’appartienne pas a U. Pour tout n assez
grand, on a a la fois wy,(s) ¢ U et t,, > s, donc 77 (wy,) < t,. Il s’ensuit que

lim H{TU>tn}(wn) =0= ]I{TU>t} (w) -

n—oo

O]

Lemme 7.6. Soit U C R? un ouvert co-régulier. Soient x € U et t > 0. Pour W,-presque tout w,
toute suite (wy,) € Coo convergeant vers w et toute suite (t,) € R* convergeant vers t, on a

hrglo ]1{7'U>tn}(w”) = ]l{TU>t} (w) :

n—

Démonstration. D’apres le lemme 7.5, il suffit de démontrer que I’événement Q = {Xy = z; 77 =
T # t} a une Wi-mesure pleine. Nous savons déja que W,(1y = 1) = 1. Par ailleurs, pour un
temps ¢ > 0, il est connu que W, (7 = t) est toujours nul. C’est aussi vrai lorsque ¢ = 0 parce que,
par continuité, les trajectoires issues de x ne peuvent pas quitter I'ouvert U immédiatement. O
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Théoréme 7.7. Soit U C Rdf\}m ouvert co-régulier. Pour toute fonction f : Coo — R, continue et
bornée, l'application (x,t) — WxUt(f) est continue sur U x [0, +ool.

Démonstration. Soient un point x € U, un temps ¢ > 0 et une fonction f : Coc — R, continue et
bornée. Considérons des suites (x,,) € U et (t,) € R telles que limz,, = x et limt, = ¢, et posons

(an(w) = f(mn - T+ w) ]1{7'U>tn}(xn - T+ w)

et
o(w) = f(w) Uy npy(w) -
D’apres le lemme 7.6, la suite de fonctions (¢, ) converge W, -presque strement vers ¢. Par conver-

gence dominée, il s’ensuit que
lim Wi (¢pn) = We(9) ,

n—oo
c’est-a-dire
nh_{go Wa, (fi10 > tn) = We(fimu > t) .

En appliquant cette relation a la fonction constante égale a 1, il vient

lim Wy, (7 > t,) = Wa(tp > 1) .

n—oo

Comme Wy (1 > t) est positif, on en déduit que

WU W, (i >t)  Walfiw>1) &y
W$n7tn (f) N W:pn (TU > tn) WI(TU > t) - Wz,t(f) .

7.1.4 Prolongement au bord
Prolongement a temps fixé

Soient un point g du bord de U et un temps ¢t > 0. Nous dirons que la famille {Wgt cxeU}

se prolonge par continuité en xg s’il existe une loi Won,t sur Cs telle que

Wgt:>W%7t quand z €U — zg .

Nous dirons que le prolongement est propre (ou que la famille se prolonge proprement) en x si le
processus limite ne quitte pas U avant l'instant ¢, c’est-a-dire que Wgyt(ﬁ] > t) = 1. Comme le
montre le théoreme suivant, cette condition est en fait équivalente a la condition que Wg),t(X s €
oU) = 0 quel que soit 0 < s < ¢. Lorsglle le prolongement est propre, le processus limite hérite de

la propriété de Markov des processus Wf:{t, zeU:

Théoreme 7.8. Soientt > 0 et xg € OU. On suppose que (Wgt) converge vers une o1 Wg}

T E Uft\cind vers xg. .

Si WIUM(XS € 0U) = 0 quel que soit 0 < s < t, alors WIUM est un processus de Markov issu de
Ty qui vérifie les propriétés suivantes :

1L WY (ru>t)=1;

2. pour tout s > 0, tout A € Fy+ et tout B € Foo,

+ lorsque

(7.6) WY (A;67'B) = WY (AW, (B)).

x0,t xo,t
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Démonstration. Pour tout 0 < s < t, la loi marginale W t(X € dy) converge vers W 0.t (Xs € dy)
lorsque x € U tend vers xg et le théoreme de Portemanteau donne donc

wUY

xo,t

(X, €U) > limsupW t(X el)=1.

T—T0

Comme on (Xs € 0U) = 0, on a nécessairement W, 0t(X € U) = 1. Notons que cela suffit a

donner un sens a la relation (7.6) pour des s < ¢ puisque les lois Wgt_s sont définies pour tout
x € U. Nous allons justement commencer par démontrer cette relation, puis nous en déduirons le
point 1.

Soit s > 0. Considérons des temps 0 < s1 < 89 < --- < S, une fonction continue et bornée
g : R" — R et posons G = g(Xs,, Xs,,...,Xs,). Fixons ensuite un e €]0, s1[, des temps 0 < ¢; <
tg < -+ <ty < s+ € et une fonction F de la forme F = f(X;,, X4,,...,Xy,) avec f: R™ — R

continue et bornée. Pour tout x € U, on a
Wi(F:Gob) = Wi (Fig(Xarssoo o, Xats,))
= W (FS WY ot se0(Xecr ,Xsn—e)))
= WEL(F; Ho(X,s0) -

avec H(y) = Wgt_s_e(g(Xsl,e, ..., Xs,—¢)). Lorsque s + € > t, la fonction H. est définie sur tout
R? par la formule He(y) = Wy(9(Xs;—c,- -, Xs,—¢)); elle est donc continue sur R? et, par suite,
la fonction H(Xsy) est continue sur Co. Lorsque s + € < t, la fonction H. n’est définie que sur
l'ouvert U ; elle y est continue d’apres le théoreme 7.7. Puisque la projection X, est continue sur

Coo €t que son image est W zo~Presque sturement contenue dans U, on en déduit que la fonction

H (Xsyc) est W o, t-presque stirement continue sur Cs. Un temps T > s+ € étant fixé, nous pouvons
donc appliquer le TTC sur Cp pour obtenir

th H(Fs H(Xste)) = wUY

T
T—T0

0, +(F H6<Xs+6)) .

Comme, par ailleurs, on a évidemment

lim W} t(F Gofs) = WZOt(F;GOGS) ,
T—T0

on en déduit que

(7.7) ont(F;Goﬁs) on J(F Ho(Xsye)) -

Par densité, la relation précédente est vraie pour tout F' € Fgy., donc a fortiori pour tout F' € F +.
Fixons maintenant F' € F +. La relation (7.7) est alors vraie pour tout € > 0, donc nous pouvons y
faire tendre € vers 0. Distinguons a nouveau deux cas. Si s > t, alors

He(Xs+e) = WX(5+€) (g(X81*E7 cee 7X8n76)) .

Pour toute fonction w € Cx, la mesure W, (54 converge vers W, ) quand € tend vers 0; donc
hm Wstste) (9(Xsi—e - -+ Xsp—e)) = Wip(s) (9(Xsys - -+, Xs5,,)) -

Autrement dit, la fonction H.(Xs4¢) converge simplement vers Hy(X) quand e tend vers 0. Sup-
posons maintenant que l'on ait s < ¢. D’apres le théoréme 7.7, pour toute fonction w € Cy telle
que w(s) € U, la mesure Wg(5+€) +—s_, COnverge vers wu w(s)i—s SUT Coo. On a donc

l% Wg(s—i-e),t—s—e(g(XSl*E? cee 7X8n*6)) = Wg(s),t—s(g(XvSl? e ?Xsn)) :
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Comme les fonctions w telles que w(s) € U forment par hypothése un ensemble de W o, f-mesure

pleine, on en déduit que la fonction H(X4¢) converge W%vt—presque strement vers Hy(X;) quand
€ tend vers 0. Dans les deux cas examinés, le théoreme de convergence dominée s’applique donc et
donne

lim W, ot(F H(Xs+e)) = W,

T
e—0

ot (F3 Ho(X5)) -
Cela démontre que

W,

T

(F; Ho(X)) =W,

T

Ot(F;GOGS) wU

xo,t

DFs WY (@) .

Par « densité », le résultat se prolonge a tout G € F et le point 2 est démontré. Le processus
ngt est donc un processus de Markov ; le fait qu'il soit issu de z est clair puisque W H(f(Xo)) =

limg_.4, Wgt(f(Xo)) = limg .4, f(x) = f(x0) pour toute fonction f continue et bornee.

Il nous reste a démontrer le point 1 selon lequel W o, (1t > t) = 1. D’apres la propriété de
Markov que nous venons d’établir, pour tout 0 < e < ¢, on a

WY (s le,t], Xy e U) = WY (WY, (ru>t—e)) =1.
Le résultat s’en déduit en faisant tendre e vers 0. O

Grace a la propriété de Markov, on peut établir facilement des propriétés intéressantes du
prolongement Wg%,r En voici une liste, non exhaustive, mais tres utile :

Proposition 7.9. Soient xg € OU et t > 0. On suppose que la famille {Wgt cx € U} se prolonge
proprement en xg. Si V est un autre ouvert de R%, alors :

1. pour tout s > 0, ngvt(Tv =s5)=0;
2. sV est co-régulier, alors Wx0 (0< Ty <757) =0

3. sixg €V et s>0, alors ngt(TV > s5) > 0.

Démonstration. 1. Fixons e €]0, min(s,t)[. D’apres la propriété de Markov, on a

Wi rv =) =W (W (v = 5= 0)) .
Or, pour tout x € U,

—~ Welty =s—e10y >t —¢€)
U — o — xT )
rt—elTV =5 =€) Wty >t —¢)

=0,

car Wy(1y = s —€) = 0. D’ou le résultat.
2. Pour tout € €]0,¢[, on a

Wg)yt(e <71y < Ty) = Wg),t (e < Ty; W}{ﬁt_e(o <1y < 7'7)> .

Or, pour tout = € U,

Wo(0 <7y < 15310 >t —€)
Wormd0 < <m) == g =0

car W(0 < 7y < 7y7) = 0 (lemme 7.1). On en déduit que

Wg)’t(e <1y <T7) =0,
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et le résultat s’ensuit en faisant tendre € vers 0.
3. Si g est un point de V, alors toute trajecton“e w € Co issue de xg a un temps de sortie 7y (w) > 0.
Comme W 20.t(X0 = m0) = 1, on a donc W zo.£(Tv > 0) = 1. Un temps s > 0 étant fixé, choisissons

un e €]0, min(s, ¢)] tel que W 2ot (TV > €) > 0. D’apres la propriété de Markov, on a

on t(Tv > 5) = W;g),t (TV > €; WXE’t_E(TV > 5 — 6)) .

Or, pour tout z e U NV,
Wy(ty >s—¢e10 >t —¢€)

0.
Wy(ty >t —¢) ~

th (v >s—¢€) =

Conditions suffisantes de convergence des lois fini-dimensionnelles

Proposition 7.10. Soient zg € OU et t > 0. Pour que les lois fini-dimensionnelles de MN/;Q
convergent en loi lorsque x € U tend wvers xo, il suffit que pour tout 0 < s < t la mesure
Wgt(Xs € dy) converge vers une mesure qui ne charge pas le bord de U quand x € U tend vers xg.

Démonstration. Pour tout 0 < s < ¢, on note ug la limite de V[N/gt(Xs € dy) lorsque z tend vers z.
D’apres le théoreme de Portemanteau, on a
115(T) > lim sup W? t(X el)=1.

T—xQ
Comme ps(0U) = 0, on en déduit que us(U) = 1.

Considérons des temps 0 < t1 < t9 < --- < ty, une fonction f : R™ — R continue et bornée, et
posons F' = f(Xy,, Xtyy .-, X¢,)- S1 0 < s < min(t1,t) est fixé, alors pour tout z € U on a

WEE) = WE (W, (f (Ko Kepas o, X1, 20))
= Wih(H(X,);

avec Hq(y) = va;{t,S(f(th_s,XtQ_s, ...y Xt,—s)). Comme la mesure de probabilité Wgt(Xs € dy)
converge vers js lorsque x € U tend vers xg, et que la fonction Hy est continue sur U (d’apres le
théoreme 7.7) qui est un ensemble de pg-mesure pleine, le TTC donne

Jim W (Ho(X) = pis(H) -

Soit encore
lim W / yt— 5 th—S)Xt2—87“'7th—8)) :U’S(dy) .

Tr—XT0

L’expression de gauche définit une mesure de probabilité sur R™ et la proposition est démontrée. [

Corollaire 7.11. Soient zg € OU et t > 0. On suppose que le bord de U est négligeable pour
la mesure de Lebesgue. Pour que les lois fini-dimensionnelles de Wgt convergent en loi lorsque
x € U tend vers xq, il suffit que pour tout 0 < s < t la densité de probabilité pY (0,z;s,-) converge
simplement vers une densité de probabilité lorsque x € U tend vers xg.

Démonstration. On rappelle que pY (0, z;s,%) est la densité de probabilité de la loi WN/E,:(XS € dy).
Notons fs(y) la limite simple de p (0, z; s,y) lorsque = € U tend vers xg. Par hypothese, la fonction
fs est une densité de probabilité, et le théoreme de Scheffé implique donc que les mesures W t(X €
dy) convergent vers la mesure de probabilité us(dy) = fs(y) dy lorsque z € U tend vers x. Comme
ps(OU) = 0, les hypotheses de la proposition 7.10 sont satisfaites et le résultat s’ensuit.

L]
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Prolongement a temps variable

Soient xp un point du bord de U et ty > 0. Nous dirons que la famille {Ngt cx e Ut >0} se

prolonge par continuité en (g, tg) s’il existe une loi W o.to SUT Ceo telle que
W :>W0t0 quand (z,t) € U x RT — (z0,t0) .

Cette notion est a priori plus forte que la notion de prolongement a temps fixé, mais la différence
ne se fait essentiellement sentir que dans le cas ou ty = 0.

Dans le paragraphe consacré au prolongement a temps fixé ¢, si nous n’avons pas parlé du cas
t = 0, c’est parce qu’il ne présente pas d’intérét : pour tout z € U, la loi WmU,o est égale a W, et
converge évidemment vers W, quand x tend vers xg. En revanche, la question du prolongement en
(20,0) de Wgt (comme « fonction » de deux variables) est beaucoup plus intéressante, et méme un

peu mystérieuse. Si W + converge vers une limite W ».0 lorsque (z,t) € U x R* tend vers (z0,0),
cette limite est nécessairement égale a W, puisque, comme nous venons de le souligner,

lim W 0= lim W, =W, .

T—x0 T—T0
La limite étant imposée par la définition, nous la clarifions en la reformulant de la fagon suivante :
on dira que la famille {Wgt :x € U,t > 0} se prolonge par continuité en (z,0) si

W = Wy, quand (z,t) € U x RT — (z0,0) .

La condition imposée est tres forte : quelles que soient les vitesses auxquelles x et ¢ convergent
respectivement vers xg et 0, la limite ne garde aucun souvenir du conditionnement. Nous disions
plus haut que cette question du prolongement en (x,0) était mystérieuse parce que nous ne savons
y répondre que dans un seul cas : la famille se prolonge en (zg,0) lorsque 'ouvert U est localement
un demi-espace en xg. Ce résultat sera démontré au corollaire 7.21.

Pour un ty > 0, la question de savoir si la famille se prolonge en (zg,%p) est liée, de maniere
beaucoup plus limpide, a la question de I’existence d’un prolongement a temps fixé. On a, en effet,
le résultat suivant :

Pr0p051t10n 7.12. Soient U un ouvert co-régulier et xo € OU. S’L pour un T > 0, la famille
{wW T :x € U} se prolonge proprement en xq, alors la famille { :xz € Uit € RT} se prolonge
proprement en tout (xg,ty) avec tog > T.

Avant de démontrer la proposition 7.12, nous avons besoin d’établir le lemme suivant qui, d’une
certaine maniere, compléete le lemme 7.5.

Lemme 7.13. Soit U un ouvert de R%. Soient © € OU et t > 0. Pour tout w € {Xo = ;70 =
T # t}, tout s €]0,t], toute suite (wy,) € {7y > s} convergeant vers w et toute suite (t,) € R
convergeant vers t, on a

hm ]]'{TU>tn} wn ]]“{TU >t}

n—oo

Démonstration. Soient w € {Xo = x;7y = 77 # t}, s €]0,1], et (w,) € {7y > s} une suite
convergeant vers w.

Supposons d’abord que w € {ry > t} et fixons un T €]t, 7y (w)[. Puisque w(u) € U pour
tout u € [s,T], on a € = Mmin,e[s 7 d(w(u),U%) > 0. Dés que n est sufissamment grand pour que
|lw — w7 < €/2, on a aussi wy,(u) € U pour tout u € [s,T]. Combiné avec I’hypothese que ces
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trajectoires wy, n’ont pas quitté U avant I'instant s, cela implique que 77 (wy,) > T'. Si de plus n est
suffisamment grand pour que ¢, < T, alors 7y (wy,) > ty.

Supposons maintenant que w ¢ {1y > t}. Par hypothese, il existe alors un u €]0,¢[ tel que
w(u) € U. Donc, pour tout n assez grand, on a wy,(u) ¢ U. Si de plus n est suffisamment grand
pour que t,, > u, alors 7y (wy) < t,. O

Démonstration de la proposition 7.12. Pour tout t > T, les lois Wgt, x € U, s’expriment en fonction

des lois WgT par la relation
~u WET(*;TU >t)
Waz,t(*) = U
Wx,T(TU > t)

Soit tg > T. Comme W:% ’T(TU > T) = 1, on démontre facilement, en utilisant la propriété de
Markov, que V[N/g) ,T(TU > tg) > 0; si bien que pour établir la convergence de VT/;Q quand (x,t) tend
vers (xo, to), il suffit de démontrer la convergence des mesures WgT(*; Ty > t) vers Wé{) (5T > t)).

Soient une suite (x,) € U convergeant vers xg, une suite (t,) € R™ convergeant vers g, et une
fonction f : Co — R continue et bornée.
Posons

Q:{X():xo;TU:Tﬁ#to} et Q/:{TU>T}.

D’apres la proposition 7.9, on sait que W£{)7T(TU =tp) =0 et W%,T(O < 1y < 777) = 0. Puisque

T

Wg)’T(TU =0) =0, on en déduit que

WU Q) =1.

Zo,

D’autre part, pour tout n > 0, on a bien sur
WY p(Q)=1.
Le lemme 7.13 montre que pour tout w € Q et toute suite (wy) € ' convergeant vers w, on a

lim f(wn)]l{‘ry>tn}(wn) = f(w)]l{TU>tn}(w) )

n—oo

nous pouvons donc appliquer le T.T.C. pour obtenir
lim W, r(fi70 > t) = Wy p(fi70 > to) -
Comme cela est valable pour toute fonction f, on a

WY (im0 >ta) WY p(fimv > to)

n—=eo WSIE{L,T(TU > tn) WUmT(TU > to)

Z

soit encore

lim WY, (f) = W5 o(f |70 > to) -

n—oo  Tn z

Cela démontre la proposition. O
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Une notion locale ?

Nous terminons cette section par une question qui nous parait importante : l'existence d'un
prolongement propre de la famille {Wgt cx € Ut > 0} en (xg,to) est-elle une question locale, qui
ne dépend que de lallure de U au voisinage de xg? Sous une forme précise, la question est : si U
et U’ sont deux ouverts co-réguliers qui coincident au voisinage d’un point xg appartenant a la fois
au bord de U et au bord de U’, a-t-on équivalence entre les propositions

1. la famille {Wft :x € U,t > 0} se prolonge proprement en (zg, %)
2. la famille {W% :x € U',t > 0} se prolonge proprement en (g, tp).

Nous n’avons qu’une réponse treés partielle (qui sera néanmoins bien utile) & donner & cette question :
si U’ est contenu dans U, alors la proposition 1 entraine la proposition 2. C’est ’'objet du théoreme
suivant.

Théoréme 7.14. Soient U un ouvert co-régulier et xg € OU. Soient encore V' un ouvert co-régulier
contenant o et U = U NV. Si, pour un tog > 0, la famille {Wgt :x € Ut € RY} se prolonge

proprement en (zo,to), alors il en va de méme pour la famille {ng cxeU',t e RT}.
Démonstration. Pour tout x € U’ et t > 0, on a la relation
~ WU *; 7Ty > 1
(7.8) WY (x) = % :
W%t(TV > t)

Comme la famille {WN/gt :x € U,t > 0} se prolonge proprement en (zp,%y) et que xo appartient a
V,ona

(si tg > 0, c’est le point 3 de la proposition 7.9; si tg = 0, alors /W\Z,%’to = Wy, et le résultat est

évident). On définit alors une mesure de probabilité Wg):to en posant

= —~u
on,to (*) = on’t0<* ’ TV > t()) .

Nous allons maintenant démontrer que ng converge vers cette loi Wg):to quand (z,t) € U’ x R

tend vers (xo,%p). Posons Q@ = {Xo = zo;7v = 7 # to}. Pour t5 = 0 on a encore une fois
Wg,to = W,,, et lon sait déja que W,,(©2) = 1 (cf. lemme 7.6). Pour to > 0, la proposition 7.9
montre que

Wg),to(Tv:to):O et WY 0<7v <77)=0.

0,to
De plus, comme o appartient a 'ouvert V', on a nécessairement Wn%,to
des trajectoires. On déduit de ces trois identités que W:%,to Q) =1.
Soient une suite (z,) € U’ convergeant vers z et une suite (¢,) € RT convergeant vers ty. Si
f :Csx — R est une fonction continue et bornée, alors le lemme 7.5 implique que, pour tout w €
et toute suite (w,) € Co convergeant vers w, on a

(ty = 0) = 0 par continuité

lim f(wn)]l{'rv>tn}(wn) = f(w)ﬂ{'rv>to}(w) :

n—oo

En appliquant le T.T.C., on obtient alors

lim ﬁ//g’tn(f;rv >ty) = WQEU (fsmv > to),

n—oo 0,to

Compte tenu de la relation (7.8), cela démontre le théoréme. O
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7.2 Le cas d’un demi-espace

7.2.1 Demi-droite et méandre brownien

Quand x > 0 tend vers 0, le mouvement brownien issu de x et conditionné a rester positif
pendant une unité de temps converge en loi vers le méandre brownien. Ce résultat apparait dans un
article de R. Durret, D. Iglehart et R. Miller [10] dont I'objectif est de donner les lois de certaines
fonctionnelles du méandre brownien et d’autres processus tels le pont brownien. Leur résultat joue
un role crucial dans notre généralisation en dimension supérieure et nous allons consacrer cette
section a la présentation de la démonstration qui en est donnée dans [10]. Dans les grandes lignes,
la méthode consiste a extraire une section d’une trajectoire brownienne dont la loi est exactement
la loi conditionnelle étudiée. Une méthode similaire s’applique aussi a des marches aléatoires condi-
tionnées, comme nous le verrons dans le chapitre suivant.

Pour simplifier les notations, nous noterons 7 le temps de sortie de la demi-droite pointée R}

et /W\Z;f ; la loi conditionnelle WE g . Afin d’exprimer la loi W;f , comme la mesure image de W par
une certaine transformation ¢, ;, nous introduisons le temps aléatoire T, ; défini pour tout > 0 et
tout ¢ > 0 par

Ty =1inf{s > 0: X(s) =z et X(u) > 0,Yu €]s,s +1t]} .

Notons des maintenant que T, ; est en fait un minimum. Afin d’établir la propriété de convergence
des temps T} ; qui est présentée au lemme 7.16, nous aurons besoin du lemme suivant qui énonce
que deux zéros consécutifs du mouvement brownien ne sont jamais espacés dans le temps d’une
durée fixée par avance :

Lemme 7.15. Pour toutt > 0,

(7.9) W(3s>0tq X(s)=X(s+t)=0 et X(u)>0,Vu€]s,s+t[)=0.

Démonstration. Fixons un T' > 0 et, pour tout ¢ € [1,2], considérons les événements A; définis par
A ={3s€[0,T] t.q. X(s) =X(s+t)=0et X(u)>0,Vu€ls,s+t[}.

Comme une trajectoire brownienne ne peut pas appartenir a plus de 1" de ces événements, seul un
nombre fini d’entre eux ont une probabilité supérieure & un nombre positif fixé. Or, par changement
d’échelle, tous les A;,t € [1,2], ont une probabilité plus grande que As. Donc As doit avoir une
probabilité nulle. En faisant tendre T" vers l'infini, on en déduit que le lemme est vrai avec t = 2, et
le cas général s’ensuit par changement d’échelle.

O]

Lemme 7.16. Pour tout x > 0 et tout t > 0, le temps aléatoire T, est presque sirement fini. Si
(z,) € RT converge vers 0 et (t,) € RT converge vers un t > 0, alors la suite de temps (Ty,, +,)
converge presque surement vers 1o .

Démonstration. Soit h = inf{t > 0 : X(¢) = 1} le temps d’atteinte de 1 et soit g = inf{t > h :
X(t) = 0} le temps de premier retour en 0 aprés h. Puisqu’au temps d’arrét h la trajectoire se
trouve en 1, la propriété de Markov du mouvement brownien donne

(7.10) W(g—h>1)=W;(min X(¢) >0)=W(min X(¢)>—-1)>0.
te(0,1] t€[0,1]
Nous construisons une suite strictement croissante h; < g1 < hg < go < --- de temps d’arrét en

posant h1 = h, g1 = g et, pour tout i > 1, hj;1 = g;+hoby, et giy1 = gi+goby,. Les accroissements
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(9 — hi)i>1 sont indépendants et identiquement distribués. D’apres (7.10), la série > W(g; —h; > 1)
diverge, et le lemme de Borel-Cantelli montre alors que W ({g; — h; > 1} i. s.) = 1. En particulier,
T1,1 est presque strement fini. On démontrerait de méme que, pour tout x > 0 et tout t > 0, T’ ;
est presque stirement fini. Enfin, il en va de méme pour les temps Tp ¢, car Tp; est majoré par T ;
quel que soit > 0.

Pour la seconde assertion du lemme, nous devons distinguer les cas t = 0 et ¢ > 0. Commencons
par le cas t = 0. Pour presque toute trajectoire brownienne w, on a Ty o(w) = inf{t : w(t) = 0} = 0.
D’autre part, presque toute trajectoire brownienne atteint des valeurs > 0 dans tout voisinage de 0.
Considérons une telle trajectoire w, fixons € > 0 et choisissons s € [0, €] tel que w(s) > 0. Si on note
a le temps du dernier retour en 0 avant s et 3 le temps du premier retour en 0 apres s, alors, des que
Ty, <w(s) et t, <[ —s, il existe un u € [a, s] tel que w(u) = z,, et que w soit strictement positive
sur |u,u + t,). Donc Ty, 4, (w) < e. Comme € est arbitraire, cela démontre que lim Ty, 4, (w) = 0.
Passons au cas t > 0. Considérons une trajectoire w appartenant au complémentaire de I’ensemble
défini a I’équation (7.9) telle que les temps (7, t, (w))n et Tot(w) soient tous finis et notons-les
respectivement (7)), et T. Par définition de T' et continuité de w, il existe un n > 0 tel que w
soit > 0 sur |7, T +t + n]. Fixons 0 < € < 7 et posons @ = maxsc(r,74¢ W(s). Dés que z,, € [0,
et t, < t-+e il existe u € [T,T + €] tel que w(u) = z,, et que w soit > 0 sur |u,u + t,]. Donc
T, < T +¢. Comme € est arbitraire, on obtient limsup7;, < T. Pour démontrer que liminf 7T}, > T,
nous raisonnons par ’absurde en supposant que le contraire est vrai. Quitte a extraire une sous-
suite, nous pouvons supposer que im7,, = < 7. On a alors w(vy) = lim, w(7T,) = limz, = 0, et
w(s) > 0 quel que soit s €],y + t[, car de tels s sont dans [T, T}, + t,,] dés que n est suffisamment
grand. Comme, par hypothese, v + t ne peut pas étre le lieu du zéro suivant, la fonction w est
strictement positive sur |y, + t], donc T' < 7. Contradiction.

O

Pour tout > 0 et tout ¢t > 0, nous définissons une transformation ¢,; de Cs dans lui-méme
en posant,
Vw € Coo,Vs >0,  ¢pi(w)(s) = w(Ty(w) +s) .

Lemme 7.17. Pour tout x >0 et toutt >0, on a

/W—i:tzwoqﬁ;%.

T

Démonstration. Soient 0 <t <ty < --- < t,, des nombres réels, B, Bs, ..., B, des boréliens de R
et B={we€ Cx :w(t;) € B;,Vi=1...n}. Le temps h, = inf{s > 0: Xy = x} de premiere atteinte
de x est un temps d’arrét < T ;. Ecrivons d’abord

W(‘bm,t e B) = W((ﬁ%t € B;T%l = hz) +W(¢1’,t c B;T%t > hz) .
1) (2)

La quantité (1) s’écrit aussi W (X (hy + ) € B; X(hy +5) > 0,Vs € [0,1]) et est égale a
Wx(B7 T+ > t) )

d’apres la propriété de Markov forte du mouvement brownien. Traitons la quantité (2). Sur I'en-
semble {1 > hy} on a Ty = hy + T4 0 Oh, €t ¢pt = ¢yt 0 0y, . La propriété de Markov forte
donne alors

(2) = Wx(‘baf,t S B§Tx,t > O) .

Partant de z, I’événement {7, ; > 0} signifie que X (s) s’annule au moins une fois pour un s € [0, ] ;
autrement dit 74 < ¢. Le temps T ; est alors plus grand que 74 et vérifie les relations T, ; =
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T +Tp 00, et ¢pt = ¢z 00- . En utilisant & nouveau la propriété de Markov forte avec le temps
d’arrét 74, on obtient

(2) = Wa(ry <t W(day € B)) = Wa(ry SO)W(dey € B) .
Rassemblant les expressions obtenues pour (1) et (2), il vient
W (st € B) = Wa(B; 7y > 1) + {1 = Wa(ry > )}W (¢ € B)
done Wa(Bi1y >1t) .

W (ot € B) = =+ = =4

Wy (4 > t) x’t(B) '

]
Théoréme 7.18. Pour toutt > 0, la famille {W;s :x > 0,5 > 0} se prolonge proprement en (0,t).
La limite WJ} est égale a W o ¢5}.

Démonstration. Soit f : Cx — R une fonction continue et bornée. Pour toute suite (z,) € R}
convergeant vers 0 et toute suite (t,) € RT convergeant vers ¢, le lemme 7.16 montre que la suite
de fonctions (f(Pz,.t,))n converge presque surement vers f(¢o). Par convergence dominée, on en
déduit que
. 1 —1
Jim Wog, 4 (f) =Wod;(f),
ce qui, en vertu du lemme 7.17, est bien le résultat annoncé. O

Pour ¢ = 0, nous avons observé que Tp o est toujours nul, donc ¢g ¢ est I'identité de C et WJ 0

n’est rien d’autre que la mesure de Wiener W. Pour ¢ > 0, la loi WOJ; sera appelée loi du t-méandre
brownien.

Effet d’'un changement d’échelle
Soit K, t > 0, la fonction de changement d’échelle de C, définie par
Vw € Coo,Vs >0, Ky (w)(s) = Vtw(s/t) .

Il est connu (et nous avons déja utilisé le fait) que la mesure de Wiener est invariante par K,
c’est-a-dire : W o K, L' — W. Nous allons voir & présent que les mesures W&Q et WJ 1 sont liées par
un tel changement d’échelle. Pour cela, observons d’abord que les temps Tp; et Tp 1 entretiennent
la relation ¢~ 1 To o Ky = Tp,1. Or, sinous calculons

K0 ¢oa1(w)(s) = VEgoi(w)(s/t) = Viw(Tyi(w) + s/t),

et
0.0 0 Ki(w)(s) = Ki(w)(Tou(Ki(w)) + 5) = Viw(t™ Top(Ki(w)) + 5/t) ,

nous voyons que K; o ¢o1 = ¢o; o K;. Par invariance de W par changement d’échelle, nous en
déduisons
-1 _ -1 =1 _ —1 -1
Wogo, =WoK; odyy =Wody ok,

donc
(7.11) Woh = Woh o Kb

En conséquence, il suffit d’étudier le 1-méandre brownien, que nous appellerons désormais simple-
ment méandre brownien, pour connaitre toute la famille {W,,¢ > 0}.
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Probabilités de transition du méandre brownien

Pour terminer cette section, nous allons montrer comment on peut calculer les lois de transition
du méandre brownien, Wy, (X; € dy| Xs = x), pour 0 < s < t < 1.
D’apres la propriété de Markov du méandre brownien, pour z > 0 et 0 < s <t < 1, on sait que

Wy(rt >1-1t)

We(rt >1—35)’

olt pT est la fonction de transition du mouvement brownien tué a la sortie de ]0, +oo| (voir sec-
tion 7.1.2, équation 7.2). Nous allons calculer la fonction p™ & 1’aide du principe de réflexion. Pour

tout t > 0, on note m(t) = mingg X (s). Par le principe de réflexion, pour tout x > 0 et tous
O<u<w,ona

Wi (Xt € (u,v);m(t) <0) =Wy (X; € (—v,—u)) = W_p (Xt € (u,v)),

W (X €dy| X =2) =W, (X1 s €dy)=pt(t—sz,y)

T

et par suite
Wi (X € (u,0); 77 > 1) = We(Xy € (u,v);m(t) > 0) = Wo(X¢ € (u,v)) — W_p(X; € (u,v)) .
On en déduit que
Wx(Xt € dy;7—+ > t) = p+(ta :Evy) dy ’

avec
_ (y—x)? _ (ytn)?

pr(ta,y) = @2nt) e —em ) Ini(y) -
En intégrant cette relation en y, nous obtenons aussi

We(rt > t) = 2 Ny(2)

2
ol nous avons posé¢ N¢(z) = fgc(Zﬁt)_l/Qe_gT dy. On a donc

= Ni—i(y)
WH(X,edy| Xs=2)=pt(t —s,z,y)——2%d
0,1( t Yyl Xs=1z)=p"( $,,Y) Ni_s(2) Y
11 nous reste a déterminer les lois NW(E (X: € dy). Pour z > 0 et t €]0,1], on a
—~ Ny (z)
WH (X, € dy) = pT(t, 2, 9)—_ gy .

2

Lorsque 2 — 0, on a Ny (z) ~ z(2m) Y2 et g(t,z,y) ~ z(2m) /2 (2t=3/2ye~ % ). Do
. Nl(x) _ _y2
1 Tt T — 32 Ni_ .
fimp™ (62 =) ye 2 Ni—¢(y)

On peut vérifier par le calcul que la derniére expression obtenue est bien une densité de probabilité,
et il s’ensuit, par le théoreme de Scheffé, que

— 2
Wo (X (t) € dy) = 2t/ 2ye™ % Ni_y(y) dy .

Théoréeme 7.19. Le méandre brownien est un processus de Markov inhomogéne a trajectoires
continues, strictement positives sur lintervalle ]0,1] et dont les transitions p+ (s, z;t,y), s,t € [0, 1],
x,y € RY, sont données par

2
2t_3/2y67g7 Ni_(y) sis=0,z=0¢ety>0;
pr(s,asty) = pt(t —s,2,y) xi:zg)) sis>0,z,y>0;
0 dans tous les autres cas .
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7.2.2 Demi-espace et méandre brownien en dimension supérieure

Rien ne s’oppose a la généralisation en dimension supérieure du résultat de convergence obtenu
dans la section précédente, lorsqu’on remplace la demi-droite |0, +oo[ par un demi-espace ouvert D.
Vu les propriétés d’'invariance du mouvement brownien, le probleme de la convergence des lois Wft
lorsque x tend vers un point zy du bord de D est invariant par déplacement. Afin d’éviter d’inutiles
complications des notations et sans perdre en généralité, nous considérerons donc uniquement le
casou D = {x € R?: 21 > 0} et 9 = 0.

On obtient facilement la généralisation suivante du théoreme 7.18 :

Théoréme 7.20. Pour tout t > 0, la famille {Wfs, x € D,s > 0} se prolonge proprement en (0,t).
La loi limite WOI’)t est égale a la loi du processus (B!, B(d — 1)), ot B! est un t-méandre brownien

et B(d —1) € R* est un mouvement brownien indépendant de Bt

Démonstration. La généralisation est pratiquement immédiate puisque les coordonnées du mouve-
ment brownien sont indépendantes et que le conditionnement ne porte que sur la premiere coor-
donnée. Soient A € FM) et B € F=1) Puisque les coordonnées du mouvement brownien sont

indépendantes et que 7p(x + X) = 74 (21 + X1), pour tout = = (x1,z2,...,24) € D, on a
Wft(AXB) = Wi+ X1 €A (xa+ Xo,...,xqg+ Xg) € Blm(z1+ X1) > )
= W(JZ1+X1 €A|T+($1+X1) >t) X W(($2+X2,...,l’d+Xd) EB)
(7.12) = W, (A) x W((22+ Xa,..., 24+ Xq) € B) .

D’autre part, la définition de W(ﬁ donne
(7.13) WE(A x B) = Wif,(A) x W((Xa,...,Xq) € B) .
Le résultat annoncé découle alors de la proposition 7.18. O

Le théoreme 7.20 est un outil précieux. Il nous permet d’obtenir un premier résultat de conver-
gence de portée (un peu) générale :

Corollaire 7.21. Soit U C D un ouvert co-régulier dont le bord contient 0. Si U est localement un
demi-espace en 0, alors la famille {Wgs, x € U,s > 0} se prolonge proprement en tout (0,t), t > 0.
Pour tout t > 0, la loi limite W&Jt est égale a W(ﬁ(* | 70 > t).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme 7.14. ]

Pour de futurs besoins, nous introduisons une autre représentation des lois ng’)t. Pour tout
x = (r1,22,...,24) € D et t > 0, on définit le processus Z,; par

Vs 20, Zpi(s) = X (T (X1) + 5) = X(Toy 1 (X1)) + 2.
Proposition 7.22. Pour tout v € D U{0} et toutt > 0, on a
W) = W (Zey € %)
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Démonstration. Afin d’alléger les formules, nous démontrons 1’égalité pour la dimension d = 2.
Soient A et B deux éléments de F. Par définition du processus Z,, en tenant compte du fait que
Xl(Txl,t(Xl)) =1, On a
W(Zyt € AX B)
= W(¢s t(X1) € A; Xo(Toy 1(X1) + ) — Xo(Ty 1(X1)) + 22 € B)
= W(de,t(X1) € AW (Xo(Toy 1(X1) + ) — Xo(T, 1 (X1)) + 22 € B[ X1))

Par indépendance des coordonnées X et X9, et par stationnarité des accroissements de X5, on a

W(XQ(Twl’t(Xl) + ) — Xg(Tml’t(Xl» +x90€B ’ Xl) = W(XQ + X9 € B) ,

si bien que
W(Zyr € AxB) = W(pz,+(X1) € A) x W(Xe+ 22 € B),
= W (A)xW(Xs+a2€B).
Ce qui est suffisant, vu (7.12) et (7.13). O

7.2.3 Application a des ouverts « lisses »

Dans cette section, nous allons montrer comment on peut utiliser le résultat de convergence
obtenu dans le cas d’'un demi-espace pour aborder le cas d’un ouvert quelconque. Nous considérons
un ouvert U dont le bord contient 'origine 0 et nous nous posons la question de la convergence des

lorsque z tend vers 0 dans U. L’idée que nous allons développer provient d'un constat

lois WY,
.
d’échec. Choisissons une fonction f : Co, — R, continue et bornée, et écrivons

Ww(fa U > t)

Puisque la loi W, converge vers Wy, quand = tend vers 0, nous nous demandons naturellement
si le numérateur et le dénominateur du membre de droite de ’équation précédente n’ont pas une
limite que l'on pourrait identifier. Or, & supposer que le théoréeme de Portemanteau s’applique (ce
qui est faux en général), nous obtiendrions la convergence de W, (1 > t) vers Wy(my > t), dont la
valeur est nulle dans les cas les plus courants : ceux ou 0 est co-régulier pour U. Une telle attaque
du probleme s’avere donc inutile ...a moins de trouver un moyen de rendre 0 irrégulier pour U¢;
c’est-a-dire de forcer les trajectoires issues de 0 a passer du temps dans U avant de s’échapper. Et,
ne pouvant modifier la géométrie du probleme, nous n’avons comme seul choix que de modifier la
loi des trajectoires. Ce projet peut étre réalisé utilement au moins dans un cas : celui ou 'ouvert U
est contenu dans le demi-espace D. En effet, comme D contient U, on a

W Walfiro >timp > 1) WhH(fitv>1)  —,
7.15 WY.(f) = = = WPE(f|7v >1t).

Nous n’avons pas beaucoup peiné mais le probléme s’en trouve fondamentalement changé :
nous conditionnons a rester dans U des trajectoires qui vivent déja dans le demi-espace D. En
lorigine, ce dernier constitue une barriere qui repousse les trajectoires dans la direction e; et nous
pouvons espérer avoir WO%(TU > t) > 0 pour des ouverts dont le bord est suffisamment lisse au
voisinage de l'origine. Cette intuition se verra confirmée par la proposition 7.29 dans laquelle nous
énoncons un critere de W(ﬁ—irrégularité de 0 pour U¢ découvert - semble-t-il indépendamment -
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par M. Shimura ([27], Lemma 3.1) et K. Burdzy ([6], Corollary 3.1); la majeure partie de cette
section est dédiée a la présentation de ce résultat qui nécessite I'introduction d’un petit arsenal
mathématique.

Avant d’aborder ce point, nous nous tournons vers l'autre partie du probleme qui consiste
a_trouver des conditions sous lesquelles le théoreme de Portemanteau s’applique aux mesures
Wft(*; Ty > t). Les résultats obtenus sont présentés a la proposition 7.23. La principale difficulté
a laquelle nous devons faire face est la discontinuité du temps d’arrét 7;7 sur ’ensemble des trajec-
toires issues de l'origine. Cet écueil peut étre contourné lorsque U est localement un demi-espace
en l'origine, car la question est inchangée si 'on remplace U par un ouvert V' qui coincide avec U
sur D et qui contient I'origine, de sorte que 7y est continu. Mais, dans tous les autres cas, nous
devrons ajouter une hypothese pour nous assurer que, sous Wft, le temps de sortie de U ne peut
pas devenir trop petit alors méme que x est proche de 0. Cette hypothese n’est pas satisfaisante,
car peu souvent vérifiée, mais suffira pour traiter des exemples importants ou 'ouvert U possede
de bonnes propriétés d’invariance : cone de révolution ou boule, par exemple.

C’est précisément par I'étude du cas d’une boule B que nous concluerons cette section, en
démontrant completement la convergence des lois Wfit lorsque = tend vers un point du bord de B
(théoreme 7.32).

Un critére de continuité
__ Soit U un ouvert co-régulier contenu dans D et dont le bord contient 0. Pour tout ¢ > 0, on note
Wl)[,]t la loi conditionnelle WO%(* | 77 > t) dés que cela a un sens, c’est-a-dire si W(ﬁ (ty >t)>0.Le

théoreme de continuité des lois Wgt se prolonge en 0 de la fagon suivante :

Proposition 7.23. Soient une suite (x,) € U convergeant vers 0 et une suite (t,) € [0,1] conver-
geant vers un t > 0. St WO%(TU > 0) =1, alors WO%(TU >t) > 0. Si, de plus,

(7.16) lim lim sup ng,tn (v <s)=0,

s—0 p—ooo
o (U wU
alors la suite (W, ;) converge vers Wy

Démonstration. Si W&(TU > 0) = 1, alors il existe 0 < s < ¢, tel que W&(TU > s) > 0. La propriété
de Markov permet d’écrire

Wei(to > t) = Wyt > 5 W, (v >t — 5))

et puisque, pour tout y € U, on a Wﬁ_s(n] >t —s) >0, on en déduit que WO%(TU >t) > 0.
Considérons des suites (), (t,) comme dans 'énoncé. Posons Q = {Xg = 0; 7y = 77 # t}. La

proposition 7.9 montre que

W&(TU:t):O et W£(0<TU<7'§):O.

De plus, par hypothese, on a W(ﬁ(TU =0) = 0. On déduit de ces trois identités que WY

xo,to (Q) =L
Soit € > 0. La relation (7.16) fait que I'on peut choisir s, > 0 tel que

W£7tn(TU >S8)>1—¢

pour tout n assez grand. Fixons un tel s. et posons Q¢ = {7y > s¢}.
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D’apres le lemme 7.13, pour tout w € 2, toute suite (w,) € QF, et toute fonction f : Coo — R
continue et bornée, on a

m f(wn) Uz, e,y (wn) = fw) g, s (w)

n—oo

En appliquant le TTC, on obtient alors

lim W2, (fimo > ta) = Wh(fimr > 1) ;

n—00
si bien que

lim @’t"(ﬁﬁ] > tn) _ @(fSTU > t) .

neeo WP (> ty)  Wh (> t)
Comme va;gltn (%) = Wéz,tn(* | T > tn), cela démontre la proposition. 0

Irrégularité de ’origine pour le méandre généralisé

__ Pour pouvoir utiliser la proposition 7.23 nous avons besoin d’un critere permettant de décider si
W(ﬁ(TU > t) = 1 ou non. Pour cela, nous allons exploiter la dualité qui existe entre la régularité pour
le D-méandre brownien de dimension d et la régularité pour le mouvement brownien de dimension
d + 2. Cette dualité apparait dans les travaux de M. Shimura [27] et de K. Burdzy [6].

Intervalles d’excursion Revenons pour quelque temps a la dimension d = 1. L’ensemble (aléatoire)
E(X) des intervalles |a, b[ tels que 0 < a < b, X(a) =0, X(t) > 0 quel que soit ¢t €]a, b et X (b) =0,
est appelé ensemble des intervalles d’excursions. Nous noterons d€(X) l'ensemble des réels a qui
sont la borne inférieure d’un intervalle de £(X). Si a € d€, nous noterons toujours b le temps du
premier retour en 0 apres a. On se souvient que la loi du méandre brownien WJ , est la loi, sous
W, du processus {X(T + s),s > 0}, ou T = min{t > 0 : X(t) = 0et X(s) > 0, Vs €Jt,t + 1]}.
En d’autres termes, il s’agit de la premiere excursion de durée plus grande que 1 : on démontre
facilement que T' = min{a € d€ : b—a > 1}. Le méandre brownien est donc 'une des excursions du
mouvement brownien et certaines de ses propriétés deviennent plus accessibles lorsqu’on travaille
globalement avec l’ensemble des excursions. Le lemme suivant donne une décomposition utile de
I’ensemble des intervalles d’excursion :

Lemme 7.24. Pour tout n > 1, on note £,(X) l'ensemble des intervalles d’excursion Ja,ble E(X)
tels que maxyeqp X (s) > 1/n. On a :

1. E(X) = Up>1En(X) ;

2. Sous W, l’ensemble E,(X) est constitué d’une suite d’intervalles successifs Jay, by], Jay, b1, . . .,
deuz a deux disjoints, et la distribution de X est identique sur chacun de ces intervalles ;

3. Sous W, la distribution de X entre linstant af et celui de premiére atteinte de 1/n est iden-
tique a la distribution d’un processus de Bessel de dimension 3 entre linstant 0 et l’instant
ot il atteint 1/n pour la premiére fois.

Démonstration. 1. Clair.

2. Soient hy,, = min{t > 0 : X(t) = 1/n} le temps d’atteinte de 1/n, 81 = min{t > hy, :
X(t) = 0} le temps de premier retour en 0 apres avoir atteint 1/n pour la premiere fois, et oy =
max{t < hys, : X(t) = 0} l'instant du dernier retour en 0 avant la premiere atteinte de 1/n.
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Ces temps sont W-p.s. finis et 51 est un temps d’arrét. On définit une suite croissantes d’instants
aléatoires o < B1 < ag < B < -+ par

Vi>1, a1 =pi+arol et Biy1=0+B100s .

Tous les intervalles |a;, 5[ sont des intervalles d’excursion de &,(X) et, entre deux de ces intervalles
consécutifs, il ne se trouve aucun autre intervalle d’excursion de &,(X) car le processus n’y atteint
pas 1/n. Autrement dit, £,(X) = {]ay, 5i[, ¢ > 1}. Par la seconde assertion, nous voulons dire que,
sous W, les processus { X (a; + s), s > 0} ont une loi sur Co, qui ne dépend pas de i : comme [3; est
un temps d’arrét, pour tout A € F, on a

W(X(aiy1+-) € A) = W(ba,, € A)
= W(ba, 0l € A)
= W(Wx,)(0a, € A))
(X(B:) =0) W (0o, € A)
= W(X(a1+-)€A).

3. D’apres ce qui précede, le temps a est l'instant du dernier retour du mouvement brow-
nien en 0 avant d’atteindre 1/n. D’apres le théoréme de décomposition des chemins browniens de
Williams [36], le mouvement brownien pris entre ces deux instants a méme loi qu’un processus de
Bessel de dimension 3 pris entre les instants 0 et I'instant ou il atteint 1/n pour la premiere fois. [

Dualité méandre/mouvement brownien pour la régularité Retournons & la dimension
d > 2 et considérons un ouvert U C R?. Nous voulons obtenir un critere de régularité du point 0
pour U relativement a W(ﬁ, c’est-a-dire un critere sur U qui permette de décider si W(f)l(TU =0)=0
ou 1. (Le fait que les seules valeurs possibles soient 0 ou 1 n’a rien d’évident & ce stade de I'exposé
et sera établi au cours de cette section.)

Introduisons une nouvelle notation : pour tout temps aléatoire v, nous notons 7, le processus
défini par

Vs >0, Z,(s)=(X1(v+s),Xa(s),...,Xa(s)) .

La loi V[N/(fl est la loi du processus Z7; , relativement & W (ou 7p,1 doit étre compris comme Tp,1(X1)),
et Wol?l(TU = 0) = W(TU(ZTOJ) = 0).

Au lieu de considérer le processus Zg; , seul, il sera profitable de travailler avec toute la famille
des excursions {Z,, a € d€(X1)} dont Zg, , fait partie. Pour commencer, considérons la relation

(7.17) W (Ya € dE(X1), 7(Za) = 0) = 1

qui implique en particulier que W(ry(Zr,;) = 0) = 1. Puisque £(X1) = Up>1&0(X1), la rela-
tion (7.17) est équivalente a

(7.18) Vn>1, W(\a € d& (X)), (Zs) =0) =

Or, d’apres le lemme 7.24, d&,(X1) est constitué d’une suite af < af < --- et les processus Zan
sont identiquement distribués sous W. Il s’ensuit que I’équation (7.18) est équivalente a

(7.19) Vn>1, W(ry(Zay) =0) =

Considérons le processus Z,» obtenu a partir de Z,» en tuant ses trajectoires lorsque leur premicre
coordonnée atteint 1/n pour la premiere fois. Puisque I’événement {7y = 0} ne dépend que du

102



futur immédiat, on a {7y(Zap) = 0} = {TU(Za?) = 0}. D’autre part, d’apres le point & du lemme
et par indépendance de ses coordonnées, le processus Za? a méme loi que (/B\g(?)),B(d — 1)), ou
B(d — 1) est un mouvement brownien d — 1 dimensionnel et 23\5(3) est le processus obtenu a
partir d’'un processus de Bessel de dimension 3, BS(3), indépendant de B(d — 1), en tuant ses
trajectoires lorsqu’elles atteignent 1/n pour la premiere fois. Pour les mémes raisons que ci-dessus,
on a {ry(BS(3), B(d—1)) = 0} = {7y (BS(3), B(d—1)) = 0}, et la relation (7.19) est équivalente &

(7.20) W(ry(\/ X2+ X2+ X2, X4, ..., Xapo) =0) = 1.

ot W doit étre interprété comme la mesure de Wiener de dimension d 4 2. Si U* = {z € R%*2 :
(V@3 + 23 + 23,24, ..., x442) € U}, alors 'équation précédente se récrit

(7.21) Wi(rg-=0)=1.

On montre de la méme maniere que Wol?l (tr > 0) = 1 est équivalent & W(my« > 0) = 1 et 'on
obtient la proposition suivante :

Proposition 7.25. Soient U € R? un ouvert et U* = {x € R™2: (/23 + 22 + 22,24, ..., 2412) €
U}. On a

W&, (v > 0) = W (- > 0) .

Démonstration. Le résultat se déduit de 1’analyse précédente et du fait que W (7= > 0) ne peut
prendre que les valeurs 0 et 1 d’apres la loi du 0-1 de Blumenthal. ]

La condition du céne Cette dualité est tres utile puisqu’elle lie la régularité relativement au
méandre brownien a la régularité relativement au mouvement brownien pour laquelle nous connais-
sons de nombreux criteres. Le plus célebre et le plus simple d’entre eux est la condition du céone qui
permet d’expliquer pourquoi le méandre brownien sort immédiatement de tout cone de révolution.

Proposition 7.26. Soit U un ouvert de R® et y € OU. S’il existe un cone ouvert C de sommet y
et r >0 tels que C N B(0,r) C U°, alors Wy(ry > 0) = 0.

Démonstration. Par invariance par translation, il suffit de démontrer la proposition pour y = 0.
Pour tout s > 0, on a W(ry < s) > W(X(s) € C N B(0,r)) = W(X(1) € Cn B(0,rs/2)),
par changement d’échelle. En passant a la limite quand s tend vers 0, on obtient W (ry = 0) >
W(X(1) € C) > 0. Le résultat découle alors de la loi du 0-1 de Blumenthal. O

Corollaire 7.27. Soit U C D un ouvert de R% dont le bord contjgnt 0. Sl existe un cone ouvert
C C R de sommet 0 et v >0 tel que C N B(0,7) C D\ U, alors W(f?l(TU >0) =0.

Démonstration. D’apres la proposition 7.25, il suffit de démontrer que Wy« > 0) = 0. On a 0 €
oU* et C* N BY0,r)* = (CNBH0,7))* C (U®)* = (U*)°. Le résultat découle de la proposition 7.26
puisque B4(0,7)* = B42(0,r) et que C* est un cone ouvert de R4 +2, O

Critere d’irrégularité de Kolmogorov Nous venons de voir qu'un cone C' de sommet 0 est
immédiatement visité par le mouvement brownien. En grande dimension, si I’on pince suffisamment
le sommet du cone de maniére a former une épine, alors le mouvement brownien ne visite plus
immédiatement ce nouvel ensemble. Un critére précis, parfois appelé critére de I’épine de Lebesgue,
est donné par la proposition suivante :
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Proposition 7.28 ([25], Proposition 3.5). Soit h : Rt — R une fonction continue telle que
h(r) > h(0) = 0 pour r > 0 et que la fonction r — h(r)/r soit croissante pour r petit. Soit d > 3 et

sout
Th:{xGRd:mZOet\/:c%+--~+xfl§h(ac1)}.

Le point O est W -régulier pour Ty, si et seulement si l'intégrale

/1 h(r)\** dr
0 T T
est divergente.

On en déduit bien str un critere de régularité relativement au méandre brownien. Soit d > 2.
Pour toute fonction continue h : Rt — R on pose U, = {z € R? : 21 > h(y/23 + - +22)}. Le

critere suivant permet de décider si 0 est W(ﬂ—irrégulier pour Up.

Proposition 7.29 ([6], Corollary 3.1.). Si h(r)/r, r > 0, est croissante dans un voisinage de 0,
alors W[i)l(TUh > 0) =1 ou 0 selon que l'intégrale fol h(r)r=2dr est convergente ou divergente.

Démonstration. On reproduit ici la démonstration que donne K. Burdzy dans [6]. D’apres la pro-
position 7.25, il est équivalent d’étudier la W-régularité de 0 pour

(U;;)C—{mERdH:\/m%—i—aﬁ%—i—x%§h(\/xi—|—---+x?i+2>} )

Lorsque d = 2, la proposition 7.28 s’applique immédiatement et montre que W(TU;: >0) =1si

et seulement si l'intégrale fol h(r)r=2dr est convergente. Pour traiter le cas général, nous allons
d’abord supposer que la fonction h est croissante. On remarque alors que I'ensemble (U})¢ contient

{;1: ERW2: 22 a2 a2 < h(|:v4|)}

et est contenu dans

U {x cR™2: \Jx2 4 a3+ a2l <h (\/g|xk|)} .
k=4
Rappelons que si (X7, X2, ..., X4+2) est un mouvement brownien, alors (X7, Xo, X3, Xj) est un mou-

vement brownien de dimension 4 quel que soit k = 4...d+2. Si 0 est W-irrégulier pour (U})¢, alors il
I’est aussi pour {a; eERM2: /22422 +22<h (]a:4|)} ; donc d’apres la proposition 7.28, I'intégrale
fol h(r)r=2 dr est convergente. Réciproquement, si 'intégrale fol h(r)r=2 dr est convergente, alors 0

est W-irrégulier pour {a: eERM2: /22422 +22<h (ﬁ]wﬂ)} quel que soit k =4...d+ 2. Ce
qui est suffisant.

Si la fonction h n’est pas croissante sur R*, nous savons néanmoins qu’elle ’est dans un voisinage
de 0. Cela est suffisant parce que, par continuité des trajectoires, le méandre brownien ne peut pas
sortir immédiatement d’une boule centrée en l'origine; donc la question de savoir si W(ﬁ (T, >
0) =1 ou 0 ne dépend que de la forme de Uj au voisinage de 0. ]
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Un exemple d’application : le cas d’une boule

Dans cette section, nous allons démontrer la convergence en loi du mouvement brownien condi-
tionné a rester dans une boule pendant une unité de temps lorsque son point de départ, intérieur a
la boule, tend vers le bord de la boule. Cet exemple est important pour la suite car les méthodes
employées et certains résultats intermédiaires seront utilisés & nouveau lorsque nous traiterons le
cas d’un cone de révolution.

Soit d > 2 un entier. On note D le demi-espace {x € R? : 2; > 0} et B la boule ouverte de
centre e; = (1,0,...,0) et de rayon 1. Elle est incluse dans D et tangente & 0D en 0. Le test de
Kolmogorov montre que Wo,l(TB > 0) = 1; si bien que pour obtenir la convergence de VVIB 1 vers

W(ﬁ(*hﬁ > 1) lorsque (x,) € B tend vers 0, il suffirait, d’apres la proposition 7.23, de vérifier que

(7.22) lim lim sup Wg’l(m <s)=0.

s—0 pn—oo

Mais un examen de la situation laisse apparaitre que (7.22) est fausse en général. En effet, en tout
point z du bord de B autre que 'origine 0, on a W 1(7'15; = 0) = 1 et il est possible de choisir une
suite (z,,) € B qui, tout en convergeant vers 0, longe dangeureusement le bord de B au point que
limg_,glimsup,, Wéz 71(7'153 < s) = 1. Pour éviter cet écueil, nous allons nous restreindre aux suites
(zn) de la forme (Aner), avec A, — 0, pour lesquelles nous démontrerons que (7.22) est vraie. Nous
obtiendrons alors la convergence de WB 1 pour de telles suites et nous en déduirons le résultat

dans le cas général en exploitant la géométrie du probleme qui fait que toute mesure W 1, T € B,

s’exprime comme la mesure image par une rotation (de centre e;) d’une mesure W;\B%l.

Commengons par un résultat de géométrie élémentaire. Soit E 1’ensemble des suites (e, ..., €q)
constituées de +1 et de —1. Pour tout € = (ea,...,€¢4) € E, on note € I’élément (—eg,..., —€4). On
définit 2971 parties disjointes de D indexées par 1’ensemble E en posant

Ve e E, Dez{.%'ED:EQ(L‘Q,...,EddeO}.
Lemme 7.30. Siy € D.N{x € R : 21 = 1}, alors B(y,1) N B¢ ne rencontre pas De.

Démonstration. Soit x un point de B(y,1) N De. On a
1> (21— 1) 4 (w2 —y2)? + -+ (g —ya)® = (w1 — 1)> + a3 + - +xd+z — 2aiyi) ;

et commey € De et x € De,onaey; > 0et —e;z; > 0, done —z;y; > 0, et la somme Zfzz(yf—ZUiyi)
est positive. Il s’ensuit que z est aussi dans B, donc B(y,1) N De C B, et le lemme est démontré.
O

Lemme 7.31.

lim lim sup W)\el (B <8)=0.

s—0 y_0

Démonstration. Nous allons d’abord démontrer que, pour tout s > 0, on a

(7.23) hril Sélp W/\el (s < 5) <2471 WO D <s),

et le résultat se déduira alors du fait que /W/Ol?l (g =0) =0.
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Pour comparer les mesures W(ﬁ et WQI 1, hous commencons par les exprimer comme les lois
de deux morceaux successifs d’'une méme trajectoire brownienne. Posons Ty = inf{t > 0: X;(¢) =
Aet Xi(s) > 0,Vs €]t,t + 1]} et introduisons le processus Z, défini par

Vs > 0, Z,\(s):X(T)\—i—s)—X(T,\)—i—)\el .

On rappelle que d’apres la proposition 7.22, pour tout A > 0, la loi de Z) sous W coincide avec
W,@l,l' On relie d’abord le temps de sortie de la boule pour Z) avec le temps de sortie de cette
méme boule pour Zj :

(7.24) W(TB(Z)\) < 8) < W(TB(Z()) <s+T)— To) -+ W(TIB(Z()) >s+ Ty — To;TB(Z)\) < 8) .

Pour alléger ’écriture des formules, posons u = 75(Z)). Si 78(Zy) > s+ T\ — Tp et u < s, alors
Zo(u+ T\ —To) = X(T) +u) — X(Tp) € B; ce qui s’écrit encore Zy(u) € B(Y), 1), ou l'on a posé
Y, = X(T()) — X(T)\) + (1 + )\)61 = (1, XQ(T()) - XQ(T)\), ce ,Xd(Tg) — Xd(TA)). Comme Z)\(u) ¢ B,
on a Zy(u) ¢ De dés que Y), € D, d’apres le lemme 7.30. Cette analyse conduit a la majoration

(7.25) W (r(Zo) > s+ To — To;78(Zx) < 8) < 3 W(Ya € De;78(22) < 55 25 (1) ¢ De) .
el

Puisque la variable Y) ne dépend que des valeurs des coordonnées (Xa, ..., Xg) prises en des instants
< T qui ne dépendent eux-mémes que de X7, elle est indépendante de Z) conditionnellement &
Xj. De plus, on a W(Yy € D] X1) = 1/2¢71 et I'on en déduit que

1
W(rs(Zo) > s+ Ty~ Toims(Z)) <5) < o7 > W(rs(2)) < 55 2x(u) ¢ De)
el
2d71 _

= a1 W2y <s).

En introduisant ce résultat dans I’équation (7.24), on obtient
(7.26) W(ts(Zy) < 5) <2 W(m(Zo) < s+ Ty —Tp) .

Le lemme découle de cette relation par passage a la limite quand X tend vers 0, car limy .o 7T\ = Tp
presque stirement (cf. lemme 7.16). d

Proposition 7.32. Pour toute suite (z,,) € B convergeant vers 0, la suite de lois (ngg) converge
vers Wol?l(* | > 1).
Démonstration. Nous venons de voir que les hypotheses de la proposition 7.23 sont satisfaites lorsque
la suite (z,,) est de la forme (Ane1). Pour toute suite (A,) € [0,2] convergeant vers 0, on a donc
/W//]\Bnel 1 W()Dl( x| > 1).

A tout point = de B on associe le nombre réel A =1 — ||z — e1]|. Il existe alors une rotation R,

de centre e; qui envoie Aej sur x et la mesure VVIB1 est la mesure image de W)\e 1 bar R;. En effet,
pour tout réel t > 0, on a

(7.27) WE o R7Y(X(t) € ) = W(mp(Ae1 +X) > 1) 7L W(Ru(er + X)(t) € #;78(Ner +X) > 1) .

Notons R la rotation vectorielle associée a R, : elle est donnée pour tout y et z par la relation
RS (y) = Ry(y + 2) — R(2), si bien que Ry(Ae; + X) = z + R%(X). Comme 7 est physiquement
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invariant par Ry, on a 1g(Ae; + X) = mg(Rz(Ae1 + X)) = ma(x + R2(X)) et le membre de droite de
I'équation (7.27) devient

W (rs(z + R(X)) > 1) Wi(a + RUX() € s+ RYX)) > 1).
Et, de l'invariance de W par rotation vectorielle, on déduit que cette expression vaut
W(ms(z + X) > 1) W(z + X(t) € %, m(z + X) > 1) = WE (X (1) € #) .
La géométrie élémentaire des rotations montre que, pour tout y € R%, on a

[z = Aea|
1R (y) =yl < lly —erll ——

lz = el
Soient alors (z,,) € B une suite convergeant vers 0 et (\,,) la suite associée. Pour tout 7' > 0 et pour
toute suite (wy,) € Cp convergeant uniformément vers un w € Cp, on a

|zn — Anea|

| Re,, (wn) — w7 < [Jwn — e1lr + [wn — w7 —n—00 0

[2n — exl]

D’apres le TTC (théoreme B.1), la suite de mesures (W;\Bn 1.1 © R_;!) converge donc sur Cr vers

Tn,

/Wv/(ﬁ(* | 78 > 1) et la proposition en découle puisque W?ﬂ 1.1 © Rl=wE .. O

7.3 Le cas d’un cone de révolution

7.3.1 Prolongement en dehors du sommet
En dimension 2

En dimension 2, tous les cones ont un bord qui est localement linéaire en dehors du sommet. Le
théoreme suivant est donc une conséquence immédiate du corollaire 7.21.

Théoréme 7.33. Soit C C R? un cone ouvert de sommet 0. Pour tout zg € OC\ {0} et tout ty > 0,
la, famille {W{, : x € C,t > 0} se prolonge proprement en (xo, o).

En dimension supérieure

En dimension d > 3, le probleme n’est plus aussi simple... La technique est similaire a celle
que nous avons détaillée pour le cas d’une boule. Nous nous y référerons sans cesse afin d’éviter la
répétition des mémes arguments. Soit d > 3. Nous considérons un vecteur v € S*~!, un nombre réel
B €]0,1] et le cone de révolution C = {x € R?: (x,u) > G| z|}.

Théoréme 7.34. Soit C C R, d > 3, un cone de révolution de sommet 0. Pour tout zo € OC\ {0}
et tout tg > 0, la famille {Wft cx € C,t > 0} se prolonge proprement en (xg,to). La loi limite

ch(;,to est égale a Wég,to(* | 7c > to), ot D est le demi-espace contenant C' dont le bord est tangent

au bord de C au point xy.

Démonstration. Soit B la boule inscrite dans C, tangente & JC' en xg, et soit p = @u le centre de B.

Nous démontrons d’abord la proposition dans le cas ou la suite (x,,) est portée par le segment [z, p].

Comme nous ’avons déja remarqué, puisque B est tangente a 9D en zg, on a ngmto (g >0)=1et

donc Wé&to (tc > 0) =1, car B est incluse dans C'. D’autre part, puisque

wp (tc <) <

Tn,tn

wPp (8 < s),

Tn,tn
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le lemme 7.31 implique que .
lim lim sup Wx[,)“tn (1 <s)=0.

s—0 p—ooo

Nous pouvons donc appliquer la proposition 7.23 qui prouve que la suite (WB

T,
Wag,to(* ’ TC > tO)
Nous allons maintenant utiliser une propriété de changement d’échelle pour étendre le résultat
précédent. Pour tout A > 0, on note ¢, la fonction de C'», dans lui-méme définie par
+ 1 2
Vw € Cx, Vs € RT, ¢ (w)(s) = Xw(/\ s) .
L’invariance par homothétie du cone C et la propriété de changement d’échelle du mouvement

brownien font que

+,) converge vers

YA>0,Vy e OVt eRT, WS =W 00"

Considérons alors le sous-ensemble P de C formé par la réunion des demi-droites issues de 0 et
passant par le segment |xg,p[ : P = {lz: 1 > 0, z €|xg, p[}. Par définition, pour tout y € P, il existe

_ l=ol?

A > 0 tel que Ay €]z, p[. Un calcul élémentaire donne A\ = {y a0y

alors limy, oo Ap = 1, lim, oo A2t, = to et la suite (\,zy,)

. Si (xy,) est une suite de points de

2
P qui converge vers xg et si A\, = (lmoglclo P
mny

est portée par le segment [zg, p] et converge vers xg. Il s’ensuit que la suite (W)\C

nmn,)\%tn)

vers WP | (%] 7c > to) et, en utilisant le TTC, on en déduit que la suite (Wg +,) converge vers la
meéme limite.

Pour démontrer le cas général, nous procédons de la méme maniére que dans le cas d’une

boule (cf. proposition 7.32). Si (z,) est une suite de points de C' qui converge vers xo, il existe,

pour tout n, une rotation vectorielle R, d’axe {lu : | € R} et un unique point y, de P tels que

converge

Ry, (yn) = xp. De l'invariance de C' et du mouvement brownien par R, , on déduit que /W}:L P

Wycn 1, 0 R 1. Cette relation, combinée avec le fait que y, tend vers z dans P et que (R, (wn))

converge uniformément vers w des que (w,,) converge uniformément vers w, implique la convergence

de (Wx(itn) vers WP, (x| 7c > to) par le TTC. O

z0,t0

7.3.2 Prolongement au sommet
Convergence des lois fini-dimensionnelles

Dans cette section, nous démontrons que les loi fini-dimensionnelles de chl convergent lorsque

x € C tend vers le sommet du cone C. On rappelle que pour ¢ €]0, 1] la loi chl (Xt € dy) possede
la densité p© (0, z;t,y) donnée par la formule
pC(t,x,y)

~C
0,;t,y) =
p ( 7'1"7 7y) W;L-(TC > 1)

Wy(te >1—1t).

Afin d’établir la convergence de ces densités, nous allons utiliser I’expression du noyau de la
chaleur p®(t,x,y) qui est présentée par R. Bafiuelos et R. Smits dans [1]. Avant de rappeler leur
résultat, introduisons quelques notations. Nous notons Cy; I'intersection du cone C' avec la sphere
S%1 et nous supposons que c’est un ouvert régulier pour le probléeme de Dirichlet sur la sphere. 11
existe alors une base orthonormée de fonctions propres m; associées aux valeurs propres 0 < A\; <
Ao < A3 < --- satisfaisant

Lmj = —Xjm; sur Cy ;
m; =0 sur 0Cy ,
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olt L est Popérateur de Laplace-Beltrami sur S9~1. On pose aj = 1/ + (4 — 1)2. Enfin, on note
I, 1a fonction de Bessel modifiée d’ordre v :

2(£)V g 0 g)u—&—Zm
7.28 I(z) = —2—— int)® cosh t)dt = 2
(7.28) (x) v+ D) /0 (sint)*” cosh(z cost) n;) T p—

Au cours de nos calculs, nous utiliserons les faits suivants (cf. [1]) :
— il existe deux constantes 0 < ¢; < co telles que

1 1

(7.29) Vi>1, c1jdt <oy <cpjdt;

— il existe une constante c telle que

(7.30) Vi>1, |mjllec < coij ;

— si C est lipschitzien, il existe une constante ¢’ telle que

(7.31) Vji>1,¥neCs, mi(n) <

_%+0%) o
c e 2t pr
p (th?y):idzla' e J(H)mj(n)
t(pT’)5_1 = 7 < t )

D’apres cette expression, on devine que pC (¢, z, y) est équivalent en 2 = 0 & la fonction g(z)h(t, y)
oll ]
g(x) = p* 2"V ()
et )
ror=(5-De=5

hit,y) = 2017 (ay + 1)ta1+1m1(77) ‘

Proposition 7.36 (Equivalent des transitions du MB tué). Pour x = pf, y =rn, on a

C
t
i P )
lell—0 ()
uniformément en (t,r,n) € [T, 4+o00[x[0, R] x Cx, pour toutes constantes positives T et R.

Démonstration. Posons M = %. On a

pe(t z,y)
g(x)h(t,y)

o

WE
s
g
S
=

3|3

=2%T"(aq + 1)e”

D’apres la relation (7.31), on a la majoration

Iaj(M)mj(9)mj(77)’< ko oy (M)
Mer my(0) my '




Or, en utilisant la repésentation intégrale de I,;, on voit que

1) < 25 h(M)/g(‘ £)25 dt
o ~ 1n
J ﬁf(aj+%)cos ; S
et (1> .
2(5)% 2
I, (1 >2/ sint)?Y dt |
= e S O
donc I (M
o; (M) < M% cosh M ,
Iaj(l)
et

Loy (M) m;(6) m;(n)

Mea ma (6) ma(n)
Grace a la relation (7.29), on peut voir que la série de terme général M* ~* cosh M converge
uniformément sur [0, 1 — €]. Par conséquent, la série

Lo, (M) my;(0) mj(n)
M my(60) mq(n)

’ < KM%~ cosh M .

est uniformément convergente en (M, 0,7n) € [0,1 — €] x Cx, x Cx. En particulier, on peut passer a
la limite terme a terme sous le signe somme : compte tenu du fait que

1 S
lim ] mj(n) _ ] T (a1 sij=1;
M—=0 M mq(0) myi(n) 0 sij>2
on obtient N
lim Y Loy (M) m;(6) mj(n) _ 1
M—»Oj: Mo m1(9) ml(n) 2a1F(a1 + 1) )
uniformément en (6,7n) € Cx, x Cyx. Cela suffit & démontrer la proposition. O

Proposition 7.37. La fonction de la variable y

p“(1,z,y) ‘

et o)

1
||$H§§

est intégrable sur R?.

Démonstration. En utilisant les relations (7.30) et (7.31), on voit que

PLay)| my(0)
s Ly - - - I.. or ‘ J M ‘
g(x) ' T%_lpal ]Z; a]( ) ml(e) ](77)
_?
e 2 I (pr) d=1
< d_q Z ’ T ’
r2 1 T 1o (1)2
Comme dans la démonstration précédente, on a
2(5)"
I, (pr) < 2cosh(,or)/ (sint)?® dt
& ﬁF(aj + %) 0
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. T (1) > 22 /g(‘ £)% dt
. i dt .
“ V(e + 3) Jo S

En posant we,; = [¢? (sint)** dt, on obtient alors

Lo, (07) _ \ cosh(pr) <’”>aj o Ve

In,(1)7 ~ V2 aj+ 1)z

Comme l'intégrale de Wallis f[f (sint)?™ dt est équivalente & cn_%7 on voit que la quantité wy; est
1

équivalente a ca;ﬁ. On déduit aussi facilement de la formule de Stirling que I'(a; + %) > ca?j e,
D’ou

N

I,.(pr Y

M < K cosh(pr) <\/§pr> J./Q .

Io,;(1)2 V2 a?]

Et, finalement, on obtient la majoration
2 2d—3
p° (1,2, y) e o~ (Vepr\T ot
— | < e cosh(,or)z a3
9(z) r2"pat = V2 a;’

Comme «; > aq, le majorant précédent est une fonction croissante de p, et donc

9 2d—3

pC(Lx,y)‘ < &7 N <\/Er>aj a, *
— ——cosh (= E =: .
K cos (2) 22 ?j/g f(r)

sup
p<3

j=1

La fonction f est continue sur [0, +o0o[ (comme a; > (% - 1) il n’y a pas de probleme en r = 0) et
donc intégrable sur tout compact. Majorons maintenant la somme apparaissant dans la définition
de f pour les grandes valeurs de 7. Soit M > 1. Lorsque 2n < a; < 2n+1, on a

04?%3 9 1 2d4—3 9 1 2d4—3
M J < M2n+1 ( n+ ) — M(M2/2)n ( n + )
L2 2n)" nn

J

P N , PR d—1
Comme a;; > c1j9-1, le nombre d’indices j pour lesquels on a o; < 2n+1 est inférieur a (27?:—?1> .

Si 'on choisit K suffisamment grand, on a donc la majoration

- O‘;(ZT_?) 1 2 n M2/2
Q4 n
> M T <MY (M?)2) o S PO,
j=1 a; n=1
ou P est un polynéome. En appliquant ce résultat, pour r > 2,/2/e, avec M = ;[%, on obtient alors
o (1-e/8) -
f(r) < k————P(r)cosh (7> ;
r2—1 2
ce qui est suffisant. O
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Proposition 7.38. Pour tout t € [0,1], on a

h(t,y
lim p~(0,z;t,y ik
]| —0 P, )= [h(1,z2)dz

Wy(TC >1-1),
uniformément sur {y € C : ||y|| < R}, pour toute constante positive R.

Rappelons que W, (7¢ > 1) f p~(1,x,2)dz. Vu les propositions 7.36 et 7.37, le théoreme de
convergence dominée donne

. Wx(TC > 1) /

7.32 lim ————= = [ h(l,2)dz .
(7.32) lz|—0  g(z) 1.2)
Comme

C C

le résultat annoncé se déduit de la proposition 7.36 et de la relation (7.32).

Remarque. Dans [1], R. Banuelos et R. Smits montrent que l’expression du noyau de la chaleur
sous forme de série peut étre intégrée terme a terme et obtiennent ainsi une expression de W, (7¢ > t)
dont ils déduisent un équivalent lorsque ¢ tend vers I'infini pour x fixé. L’utilisation que nous faisons
de l'expression du noyau de la chaleur est inverse, puisque nous commencons par en déduire un
équivalent (dont nous avons de toute fagon besoin pour le probléeme que nous étudions) que nous
intégrons ensuite. Remarquons que par changement d’échelle on déduit aisément de (7.32) que

im Wﬂf(TG>t):/h(l?Z)dZ7
t——+o00 g(t*1/21')

uniformément sur {z € C : ||z|| < R}, pour toute constante positive R. Pour un cone lipschitzien, la
convergence est donc plus forte que celle annoncée par R. Banuelos et R. Smits dans [1], Corollary 1.

La proposition 7.38 ne suffit pas & démontrer la convergence des lois
Wa?:l (Xt € dy) = }A)C(()) x;t, y) dy

lorsque = € C tend vers 0 parce que nous ne savons pas a priori si la limite des densités

h(t
pE(0,0:t,y) = _ty) ZWy(TC >1—1)

Jh(1,z)d

est elle aussi une densité de probabilité (sauf bien sir pour t = 1). Il nous semble difficile de le
vérifier par un calcul direct ; cependant, lorsque C est un cone de révolution, nous pouvons établir
le lemme suivant qui va nous permettre de conclure.

Lemme 7.39. Pour tout t € [0,1[, on a

limsup sup W 11Xl > R)=0.
R—oo ||z||<1

En d’autres termes, la famille {ng(Xt edy):xeC,|z|| <1} est tendue.
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Démonstration. Soit x un point de C' tel que |lz| <1, et soit R > 2. Notons p = 7p(g2) le temps
de sortie de B(0,2). Puisque une trajectoire issue de = ne peut pas se trouver en dehors de B(0, R)
a linstant ¢ sans avoir quitté auparavant la boule B(0,2), on a

WoAIXell > R) = Wiip <t X > R)
= Wih(p<t:Wg - p(llXt—sll > R)js=p)

< Sup yl s(HXt SH > R)
yeCNS(0,2);s€0,t]

Si ce dernier majorant ne tend pas vers 0 quand R tend vers 'infini, alors on peut trouver des suites
(yn) € CNS(0,2) et (s,) € [0,1] telles que

(7.33) limn inf W o (1 Xi—s, || >n) > 0.

Quitte & extraire des sous-suites, on peut toujours supposer que (y,) converge vers un point y €

C'NS(0,2) et que (s,) converge vers un s € [0,¢]. Mais alors, on sait que la suite (Wy%lfsn) est

convergente, donc la suite (W (Xi—s, € dy)) lest aussi, et par conséquent (7.33) ne peut pas

Yn,1—58n
étre vrai. UJ

Proposition 7.40. Les lois marginales de ng convergent lorsque x € C tend vers 0.

Démonstration. D’apres la proposition 7.38, ﬁC(O,x; t,y) converge vers 150(07 0;t,y) uniformément
sur les compacts lorsque x € C tend vers 0. Pour tout R > 0, on a donc

limsup/@C(O,l‘;t,y) pC(0,05t,)| dy < sup / p° (0, z;t,y) dy+/ p°(0,0;t,y) dy .
[|z]|[—0 llz]| <1/ B(0,R)° B(0,R)°

Vu le lemme 7.39 et le fait que p©(0,0;¢,%) est intégrable, en faisant tendre R vers I'infini dans
I'inégalité précédente, on obtient

hmsup/‘p (0,x;t,9) ﬁC(O,O;t,y)} dy=0.

[|#[| =0

Cela démontre que p©(0,0;t,7) est une densité de probabilité et que les lois ng(Xt € dy)
convergent vers la mesure de probabilité p¢ (0,0,t,y) dy lorsque x € C tend vers 0. Le résultat
se déduit alors du critere de convergence donné par le corollaire 7.11. O

Tension

Proposition 7.41. Pour toute suite (x,) € C' convergeant vers 0, la suite de mesures de probabilité
(ch;,l) est tendue.

Démonstration. D’apres Billingsley [2], il suffit de démontrer que, pour tout € > 0,

limn lim sup WE 1 (x(8,0,1) > ¢) =0,

—U n—oo

ou x(6,a,b)w = sup{||w(s) —w(t)| : |s—t| < d,s,t € [a,b]} est l'oscillation d’ordre ¢ sur U'intervalle
[a,b]. La méthode employée ici est adaptée de Shimura [28] : une grande oscillation ne peut se
produire que loin de l'origine, 14 ol le comportement des trajectoires est gouverné par des lois dont
on connait bien le comportement.
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Soit € > 0. Puisque la fonction x(9, -, ) est sous-additive en tant que fonction d’intervalles, on a

WE 1(x(8,0,1) > 4e) < WE | (x(8,0,3) > 3e) + WE | (x(8,1,1) > ¢) .
a;(ré) by:(r5)

Commencons par controler by, (). D’apres la proposition 7.40, les lois marginales Wf 1 (X 1€ dy)
sy 2
convergent vers une loi possédant une densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Il s’ensuit que

lim lim me (X% € 05) =

r—0,R—o0 M—00

Fixons un nombre réel o > 0 et choisissons 0 < r < R tels que inf,, Wf 1 (X; € 05) >1—a. On
nsy 2

a alors .
ba(6) WS 1 (X1 € OFx(8,5.1) > ¢) +a,

puis, en utilisant la propriété de Markov,

bp(0) < W (X1 € OF; WC 1(x (5,0,%)>e)>+a

2

< sup{Wyc:% (X(é,O,Q) > e)) (Y € CHOE} + .

Or, si sup{AW/yCl(Xw, 0,1) > ¢€)) : y € CNOF} ne tend pas vers 0 quand § tend vers 0, on peut
2

trouver une suite (8,) qui tend vers 0 et une suite (y,) € C' qui converge vers un point y € C'\ {0}
telles que .
lim inf W¢ , (X(én,O, %) > e) >0,

n—00 n,5

ce qui est absurde puisque la suite <V[N/C 1) est convergente (cf. théoreme 7.7 et théoréeme 7.33 ou

Yn,3
7.34 selon la dimension), donc tendue. Cela démontre que lims_,g lim sup,, b, (6) < «, et, puisque «
est quelconque,

lim lim sup b, (6) =0 .

6—0 n—oo

Occupons-nous maintenant de a,(d). Soit p = 7p(g ) le temps de sortie de la boule de centre 0 et
de rayon e. Puisque 1'oscillation d’une trajectoire reste plus petite que 2¢ tant qu’elle n’a pas quitté
B(0,¢€), on a

an(9)

IN

W1 (p < 5:x(8,p,3) > €)
< WL (p< BWE L, ((6.0,1)>9) .

En observant que si Xg € B(0,¢) et p < oo, alors X(p) se trouve dans S, par continuité des
trajectoires, il vient

limsupa,(0) < sup{Wft(x(é,O, 1)>e€):yeCNS,,te[3,1]}.

n—oo
On conclut alors comme pour by, (). O
Remarque. Sil’on n’avait pas introduit le terme b, (d), on se serait retrouvé a devoir montrer que
sup{Wft(X((S,O, 1) >¢€):y € CNSet € [0,1]} tend vers 0, ce qui pose probléme puisqu’on ne

connait pas le comportement de W 7 quand ¢ tend vers 0 et y tend vers le bord, sauf dans le cas de
la dimension 2.
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Conclusion

Des propositions 7.40 et 7.41, on déduit finalement le théoreme :

Théoreme 7.42. Lorsque x € C tend vers le sommet O du céne, le mouvement brownien issu de
x et conditionné a rester dans C' pendant une unité de temps converge en loi vers un processus de

Markov inhomogeéne dont les transitions f)c(s,x,t, y), s,t €10,1], z,y € C sont données par

ol Ve

— 20T (g + 1)ttt

ﬁC(O,O,t,y) mi <HZH> Wy(TC >1-— t)

et
Wy(TC >1-—1)

We(te >1—35)’

ﬁc(s,x,t,y):pc(t—s,x,y) z,yeC,0<s<t.

Le processus limite, dont la loi sera notée ng, est un processus de Markov inhomogene, issu de
l'origine, qui entre immédiatement dans C' et n’en ressort pas avant l'instant 1. Nous appellerons ce
processus C-méandre brownien. Pour terminer cette section, nous allons calculer la probabilité que
le C-méandre brownien quitte le cone C' avant un instant fixé ¢ > 1.

Proposition 7.43. Pour toutt > 1, on a

— « (d—2)
Wi(re >t)=t" 2+ 1

Démonstration. D’apres la propriété de Markov et I’expression des transitions, on a

Wi(re >t) = Wii(re > LWx, (¢ >t —1))

Lyl

1 / an—(d-1) — Lyl < y >
— Y 2 e 2 m | W, T >t — 1 dy .
21T (o + 1) Jo 1Y ) P )

En effectuant le changement de variable y = /tu, l'intégrale précédente devient

ERaES J lull? u
- a1=(5-1) o=t ~ \w t— 1 du.
2a1r<a1+1>/c““” S ”“(Huﬂ) valre =t 1) du

Par changement d’échelle, on a W 5 (¢ >t —1) = W,(7¢ > 1—1/t), et 'on voit ainsi apparaitre

la transition p©(0,0,1/t,u) dans l'intégrale précédente qui se récrit

(d—

= / 79(0,0,1/t,u) du .
C

gt

D’ot1 le résultat. O
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Chapitre 8

Principe d’invariance pour des
marches aléatoires conditionnées

Résumé. E. Bolthausen a démontré (cf. [3]) que le processus de Donsker associé & une marche
aléatoire centrée de carré intégrable, conditionné a rester positif pendant une unité de temps,
converge en loi vers un méandre brownien. En dimension 2, sous une hypothese de décroissance
lente de la probabilité pour que la marche reste dans un céne jusqu’a l'instant n, nous obtenons un
résultat analogue a celui de E. Bolthausen pour le processus de Donsker conditionné a rester dans
un cone pendant une unité de temps.

8.1 Marche aléatoire et processus de Donsker conditionné

8.1.1 Quelques définitions et propriétés élémentaires

Considérons une suite (&,),>1 de vecteurs aléatoires de R? définis sur un méme espace pro-
babilisé (2,.4,P). On suppose que les vecteurs &, sont indépendants et identiquement distribués,
avec E(&,) = 0 et Cov(&,) = Iy, ou I est la matrice identité de My(R), et I'on forme la marche
aléatoire S, = & + & + -+ + &,. Pour tout entier n > 1, on appelle processus de Donsker d’ordre
n le processus {S,(t),t > 0} € Cu valant Si/y/n aux instants ¢ = k/n et interpolé linéairement
ailleurs :

Stat) + (0t — [nt])&[ng 11

vn '
Nous noterons D,, I’ensemble des trajectoires de processus de Donsker d’ordre n, c’est-a-dire 1’en-
semble des trajectoires w € C qui sont linéaires sur tous les intervalles [%, %}, k>0.

Pour tout € R%, on note W7 la loi sur Co, du processus = + S,,. L’espérance associée a cette
mesure sera aussi notée W' :

VE>0, Sa(t) =

WF e F, W(F) = / Flw) W (dw)

L’indépendance et la stationnarité des accroissements de la marche (S,) se traduisent en une
propriété de Markov pour le processus de Donsker associé :

Proposition 8.1. Pour tout x € RY, tout s = k/n, tout A € F, et tout B € Foo, on a

W2(A;0,'B) = WA; WY (B)) .
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Remarque. Le processus de Donsker n’est pas un processus de Markov au sens habituel du terme.
D’une part, la propriété de Markov n’est valable qu’en des instants de la forme k/n, et d’autre part,
la prédictabilité de ce processus fait que I'on ne peut pas remplacer F; par F .+ dans I’énoncé : par
construction, immédiatement apres s = k/n, on connait le futur de S,, jusqu’a linstant s + %, de

sorte que Fo+ =F 1.

Soit un entier n > 1. On dira qu’'un temps d’arrét 7 est adapté a W™ si, sous cette loi, 7 est de
la forme k/n, k > 0, autrement dit si W"(n7 € N) = 1. Le processus de Donsker vérifie la propriété
de Markov forte suivante :

Proposition 8.2. Pour tout x € R?, tout temps d’arrét T adapté a W", tout A € F, et toute
fonction f(s,w) mesurable positive ou bornée, on a

an(A;T < OO;f(T, 97’)) = W;:Z(A;T < 00; W)?}(f(sv '))|5:T) :

Nous terminons ces quelques rappels en citant sans démonstration le principe d’invariance de
Donsker. C’est 'un des résultats les plus importants de la théorie des marches aléatoires et nous
n’aurons de cesse de 'utiliser.

Théoréme 8.3 (Principe d’invariance de Donsker). Pour tout x € R%, la suite (W) converge en
loi sur Coo vers le mouvement brownien W, lorsque n tend vers l'infini.

Nous allons maintenant définir les processus conditionnés qui sont le sujet de ce chapitre.
Considérons un cone convexe C' tel que P(&{; € C') > 0 et notons T = inf{n > 1: 5, ¢ C}
le temps de sortie de C' pour la marche aléatoire. Comme un cone convexe est un semi-groupe, pour
tout entier n > 1, on a

]P)(TC>TL):P(51,SQ,,S”€C) ZP(§17§277£HEC):P(€1 Ec)n>07

et les lois conditionnelles
P(S, € x|Tc >n)

sont bien définies. La question a laquelle nous nous intéressons consiste a savoir si les lois

P(S,/vn € x|Tc >n)

convergent, et a identifier la loi limite. Plutot que d’étudier le probleme sous cette forme qui est
celle d’un théoreme limite central pour la marche conditionnée, nous allons directement nous poser
la question d’un théoreme limite central fonctionnel, c¢’est-a-dire étudier la convergence sur Coo des
lois

P(S, ex*x|Tc>n).

Afin d’éviter de jongler continuellement entre la marche aléatoire et le processus de Donsker qui
lui est associé, nous allons commencer par définir toutes les lois qui nous intéressent comme des
lois conditionnelles sur 'espace des trajectoires Coo. Pour tout ¢t > 0, on note ¢,C ’ensemble des
trajectoires qui ne quittent pas C avant l'instant ¢ :

0C = {w € Cx : w(s) € C,Vs €]0,t]} .

Comme nous n’avons pas supposé que C est ouvert ou fermé, ’ensemble 0,C n’est pas nécessairement
mesurable. Cependant, son intersection avec ’ensemble (mesurable) D,, des trajectoires qui sont
linéaires entre les instants k/n et (k+1)/n (Vk > 0) est quant a elle mesurable. Cela suffit a rendre
rigoureuses des expressions comme W)'(A;0,C), ou A est un événement mesurable quelconque.
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La convexité et 'invariance de C par homothétie font que, pour tous m,n > 0, on a

S Sm
—_— ., — = P(T .
T ,\/ﬁe(]> (Te >m) >0

Si « est un point de C, on a = + C C C, donc aussi

P(S,(s) € C,Vs €]0,m/n]) =P <

P(x+ Sn(s) € C,Vs €]0,m/n]) > 0.

Autrement dit, on a W2(0;C) > 0 quels que soient * € C et t > 0. Pour de tels = et ¢, nous
définissons la loi Wy, du processus de Donsker issu de x et conditionné a rester dans C' jusqu’a
l’instant t en posant

W (x;00C)

W) = Wi (] 0C) = s

Notez que V[N/({Ll(*) =P(S,, € *x|Tc > n). Dans les deux sections qui suivent, nous démontrons deux

propriétés importantes de la famille de loi {ﬁ//jjt cx e C,t >0}

8.1.2 Propriété de Markov

Le processus de Donsker conditionné vérifie une propriété de Markov tres semblable a celle que
vérifie le mouvement brownien conditionné :

Proposition 8.4 (Propriété de Markov). Soient x € C et t > 0. Pour tout s = k/n < t, tout
A€ Fy et tout B € Foo, 0n a

2(ANGB) =W (AR, (B)) .
Démonstration. On a

W26 BYW (0 C) = W (436, B;0:0)
= W (4;0,C;0,{B;01_sC}) .

xT

Comme {A;0sC}(ND,,) € Fs, la propriété de Markov du processus de Donsker donne

W (A; 07 BYyW2(0,C) = W (A;0,C;WE (B;04-5C))

= W2 (A0 G5 WR (01-.0) x R, (B))
(

- wn

T

A;0,C; W)’}&t_S(B)) .

De la méme fagon, on démontre la propriété de Markov forte suivante :

Proposition 8.5 (Propriété de Markov forte). Soient x € C et t > 0. Pour tout temps d’arrét T
adapté a W™, tout A € F. et toute fonction f(s,w) mesurable positive ou bornée, on a

Wi (A7 < 6 £(7.0,) = Wiy (Air SEWE,_(£(5,)ie=r) -
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8.1.3 Convergence a l’intérieur du cone

Le but de cette section est de démontrer un résultat analogue au théoreme 7.7 pour la conver-
gence des processus de Donsker conditionnés. On suppose désormais que l'intérieur C° de C' est
un ouvert non vide co-régulier pour le mouvement brownien, et que C° = C. Pour simplifier les
énoncés, nous convenons que Wgt désigne la loi chf du mouvement brownien conditionné a rester
a l'intérieur de C. On a alors le résultat suivant :

Théoréme 8.6. Soient un point x € C° et un temps t > 0. Pour toutes suites (x,) € C et (t,) >0
telles que limx, = x et limt, =t, la suite (W, , ) converge sur Co vers Wgt.

Pour démontrer ce théoréme, nous utiliserons le lemme suivant qui est analogue au lemme 7.5
et se démontre de la méme facon.

Lemme 8.7. Soient un point x de C° et un temps t > 0. Pour tout w € {Xo = x;7¢0 = 75 # t},
toute suite (wy,) € Csy convergeant vers w et toute suite (t,) € R* convergeant vers t, on a

731_{20 o,y (Wn) = Nirposiy (W) -

Démonstration du théoréme 8.6. 11 suffit de vérifier que pour toute fonction f : Cooc — R continue
et bornée, on a

(8.1) lim W, (f;00,C) = Wa(f;1c0 > 1) .

Or, le lemme précédent a pour conséquence que pour W, -presque tout w et toute suite (wy,) € Coo
convergeant vers w on a

lin () gy, ) (100) = F () Lrery ()

n—oo

Comme le principe d’invariance de Donsker assure que la suite (W' ) converge vers Wy, la conver-
gence (8.1) est une conséquence du TTC. O

8.2 Le cas d’un demi-espace

Nous nous tournons maintenant vers le cas ou le cone a la forme la plus simple possible, celle
d’un demi-espace. Nous notons D le demi-espace ouvert {z € R?: 2y > 0}. 11 est sous-entendu que
les lois Wﬁt, x € D, t > 0, font référence aux processus de Donsker conditionnés & rester dans D.
Nous attirons ’attention du lecteur sur le fait que les résultats que nous allons démontrer seraient
exactement les mémes si nous conditionnions les processus & rester dans le demi-espace fermé D ;
il est cependant délicat d’unifier les démonstrations, qui ne different pourtant que par de petits
détails, et nous ne traiterons donc que le cas d’'un demi espace ouvert.

En dimension d = 1, E. Bolthausen ([3]) a obtenu le principe d’invariance suivant :

Théoréme 8.8 (Bolthausen). La suite de lois (Wonl) converge vers la loi Woﬂ du méandre brownien.

Il n’est pas tres difficile d’étendre son résultat en dimension plus grande, mais pour des raisons
qui seront justifiées plus loin, nous voulons aussi traiter le cas ou les processus ne sont pas issus de
I’origine. Le résultat que nous nous proposons de démontrer est le théoreme suivant :

Théoréme 8.9. Soit un temps t > 0. Pour toutes suites (x,) € D et (t, = l,/n) > 0 telles que
limx, =0 et limt, =t, la suite de lois (W', , ) converge vers la loi Wo?t du D-méandre brownien.
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La difficulté pour adapter la démonstration de E. Bolthausen tient surtout a l'introduction
d’une liberté sur la position du point de départ z,, du processus conditionné. Le théoreme 8.9 est
annoncé et utilisé & plusieurs reprises dans les travaux de Shimura ([26, 27]), mais il n’a jamais, a
ma connaissance, publié la démonstration dans le cas général !

8.2.1 La méthode de Bolthausen pour la dimension 1

Avant de s’intéresser au cas général, il est utile de donner une idée précise de la méthode qu’utilise
E. Bolthausen pour démontrer le théoreme 8.8. Le point fondamental consiste a exprimer la loi du
processus de Donsker conditionné a I'aide d’une section du processus de départ, c’est-a-dire établir
une identité du type

(8.2) Wi (%) = W (Xry. — X1 € %)

a I’aide d’un temps aléatoire T' bien choisi. En notant ¢ la transformation définie par
Vw € Coo, Vs >0,  P(w)(s) = w(T(w) + s) — w(T(w)) ,

I'identité (8.2) devient

(8.3) W =Wroot,

et si la transformation ¢ possede de bonnes propriétés de continuité, la convergence des lois W™
vers la loi du mouvement brownien W (par le principe d’invariance de Donsker) entraine celle des
lois WN/&I vers W o ¢~! (par le TTC). Ce procédé permet donc d’établir la convergence vers une loi
limite qui ne dépend pas de la loi particuliere des accroissements (&;); en choisissant une marche
particuliere (par exemple la marche aux plus proches voisins sur Z) avec laquelle on peut mener des
calculs directs, il est alors possible d’identifier la loi limite. Dans ses grandes lignes, c¢’est la méthode
employée par E. Bolthausen. Nous allons maintenant en donner les détails.
E. Bolthausen considere le temps aléatoire 7' défini par la formule 2

Vw € Coo, T(w) =min{t > 0:w(s) > w(t),Vs €]t,t +1]}.
La possibilité de « déconditionner » les lois repose largement sur la propriété suivante du temps 7" :
Lemme 8.10 (Propriété de coupure). Pour tout t > 0, il existe un événement Ay € Fy tel que
{T=t} =An{X; > X}, Vs €lt,t+ 1]} .
Démonstration. Comme T est un minimum, on a
{T =t} ={Xs > X,Vs €lt,t + 1]} N{Vu < t,3s €lu,u+ 1] t.q. X5 < X,,}.

Considérons un w € {T' =t} et u < t. On ne peut pas avoir w(s) > w(u) pour tout s €|u,t], car
dans le cas contraire on aurait w(s) > w(u) pour tout s €Ju,t + 1] et cela contredirait la définition
de T'(w). En conséquence, on a

{T =t} ={Xs > Xi,Vs €]t,t + 1]} N {VYu < t,3s €u,min(u + 1,1)] t.q. X5 < Xy},

et le dernier événement de cette égalité est Fi-mesurable. O

1. Dans [26], M. Shimura démontre le théoréme 8.9 lorsque la suite (z,) est constante et égale & 0; il écrit :”to
simplify the situation, we prove it when the z, = 0. The extension for general {z,} will be made easily”.

2. Le fait que T soit un minimum n’est pas complétement évident et doit étre démontré. Soit A = {t > 0: w(s) >
w(t),Vs €]t,t + 1]} et supposons que T' = inf A ¢ A. Il existe alors une suite strictement décroissante (t,,) d’éléments
de A qui converge vers T. Pour une telle suite, dés que t, < T + 1, on a w(tnt1) < w(tn) et donc w(T) < w(tn). Si
s €]T, T + 1], alors dés que t, < s on a w(s) > w(tn,) > w(T'). Absurde.
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Nous nous tournons maintenant vers les propriétés que vérifie T' relativement a W™.
Lemme 8.11. Le temps aléatoire T est adapté a W™ et W™(T < +o0) = 1.

Démonstration. La premiére assertion se déduit de la forme particuliere des trajectoires du processus
de Donsker d’ordre n; un dessin suffit a s’en convaincre. Pour ce qui est de la seconde assertion,
comme P(Im >1t.q.§ > 0,YVk=m+1...m+mn) =1, et vu la forme du processus de Donsker
Sp, on en déduit que P(3t > 0 t.q. Sp(s) > Sp(t),Vs €]t,t +1]) = 1. O

Nous disposons maintenant des outils suffisants pour établir I'identité (8.2).
Proposition 8.12. Pour tout B € F, on a
W™(Xry. — X7 € B) = Wi (B) .
Démonstration. Avec les notations du lemme 8.10, on a
o0
WXy —Xr€B) = Y W'(T=k/n;Xs, —Xi €B)
k_o n n
oo
= > W™Ax; X, > Xi, Vs €]b/n k/n+1]; Xe, — Xx € B)
k:() n n n n
o0
(propriété de Markov) = Z W™ Ar; W"(B;01C))
k=0 "
o
(8.4) = W™B;o1C) Y W"(Ayx) .
k=0 "
En prenant B = C4,, on obtient la relation
o0
1=W"01C) Y W™(Ax),
k=0 "
qui, introduite dans 1’égalité (8.4), donne finalement
Wn(XT+. — X7 € B) = Wn(B ‘ 0'10) .
0

La proposition précédente nous assure que l'identité (8.3) est vérifiée avec la fonction ¢ construite
a partir du temps 7. Comme annoncé dans l'introduction, pour obtenir le principe d’invariance,
il suffit d’établir la continuité W-presque stre de ¢. Pour ce faire, nous aurons besoin du lemme
suivant :

Lemme 8.13. Sous la mesure de Wiener W, le temps T est presque stirement fini et coincide avec
le temps aléatoire T' défini par

Vw € Coo, T'(w) =inf{t >0:w(s) >w(t),Vse[t,t+1]}.
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Démonstration. Par changement d’échelle, pour tout € > 0, on a

W(T =o0) =W(Vt >0,3s €]t,t + €] t.q. Xs < Xy);
Ae

et, puisque les événements A, sont de plus en plus petits & mesure que € décroit, il vient

W(T = 00) = lim W(A4) = W (s A)

Or, il n’est pas difficile de voir que NesgAc est Iensemble des fonctions décroissantes, et par
conséquent est W-négligeable. D’ou la premiere assertion du lemme.

Pour la démonstration de la seconde assertion, nous renvoyons le lecteur & Bolthausen ([3],
Lemma 2.3). O

Proposition 8.14. La transformation des trajectoires ¢ : Coo — Coo est W-presque strement
continue.

Démonstration. 1l suffit de démontrer que le temps aléatoire T' : Coo — R est W-presque sfirement
continu. Le sous-ensemble Q = {T < oo} N {T = T’} de C, a une mesure de Wiener pleine. Nous
allons démontrer que 7" est continu en tout point de €.

Considérons un w € €, posons t = T'(w) et fixons € €]0, 1].
Nous vérifions d’abord qu’il existe un § > 0 tel que

(8.5) dw' ,w)<d=TWw)<t+e.
Comme w(t+1) > w(t), il existe un v €]0, €] tel que w(s) > w(t) pour tout s €]t,t+ 1+ v|. Posons

—w(t
m=min{w(s) ;s € [t+y,t+1+7]} et a:m;”()w,

Nous choisissons aussi un entier N >t + 1+ . Si w’ est tel que ||w — w'||y < @, on a & la fois
w'(t) <w(t) + «

et
Vse[t+y,t+14+1], w'(s) >m—a=wt)+ 2.

Par continuité, il existe donc au moins un s €]t, t 4+ [ tel que w'(s) = w(t) + 2a, et si
s* = max{s €]t,t + [ w'(s) = w(t) + 2a} ,

alors on a w'(s) > w'(s*) pour tout s €|s*,t + 1 + 7]; donc T'(w’') < t + e. Compte tenu de la
définition de la distance d, cela montre que (8.5) est vérifiée avec § = a/2".
Démontrons maintenant qu’il existe ¢’ > 0 tel que

(8.6) dw',w)<d§ =t—e<TW).

On raisonne par ’absurde, en supposant qu’il existe une suite (wy,) telle que d(wy,,w) — 0 et
t, = T(wy) <t — € pour tout n > 0. Quitte & extraire une sous-suite, on peut toujours supposer
que t, — t' <t—e Sis €]t/,t' + 1], alors pour tout n assez grand on a t, < s < t, + 1, donc
wn(8) > wp(ty,), et par suite w(s) > w(t'). Cela montre que T"(w) < ' < t, ce qui est absurde
puisque T7"(w) = T'(w). La relation (8.6) est donc vraie et la proposition est démontrée. O
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Comme nous 'avons expliqué dans 'introduction de cette section, les trois faits :
1. W&l =Wm"o ¢! (proposition 8.12);
2. im W™ = W (Principe d’invariance de Donsker) ;
3. ¢ est W-presque stirement continue (proposition 8.14),

impliquent par le TTC que lim AW/&l =W o ¢~ 1. 1l suffit ensuite de mener des calculs (que nous ne
ferons pas ici) avec la marche aux plus proches voisins sur Z pour vérifier que la loi limite est bien
celle du méandre brownien, et cela démontre le théoreme 8.8.

8.2.2 Extension en dimension supérieure

Cette section est consacrée a la démonstration du théoreme 8.9. Dans un premier temps nous
considérons seulement le cas de la dimension 1 pour lequel il s’agit simplement d’étendre le résultat
de E. Bolthausen lorsque la suite (x,) des points dont sont issus les processus de Donsker condi-
tionnés n’est pas constante et égale a l'origine.

Afin d’exprimer les lois W', & 'aide de sections du processus non conditionné, il nous faut
introduire de nouveaux temps aléatoires T}, ; adaptés au probleme, c’est-a-dire pour lesquels on a

(8.7) W (%) = WX (Top + ) — X (Tuy) + 2 € %) .
Pour ¢t = 1 par exemple, 'idée la plus naturelle consiste a introduire les temps
Tpi(w) =inf{t > 0:w(t) > w(s) —x,Vs €]t,t + 1]},

qui donnent au moins un section {X (71 +s) — X (Ty1)+x,s > 0} issue de = qui reste > 0 pendant
une unité de temps. Mais on voit rapidement que ces temps ne possedent pas la propriété de coupure
(sauf pour = 0). Il est possible de remédier a ce défaut de maniére artificielle en imposant des
conditions sur le comportement avant I'instant ¢. Par exemple, les temps

Tpi(w) =inf{t > 0: w(t) > w(s) —xz,Vs €]t,t + 1], et w(s) < w(t),Vs € [t —1,¢[}

posseédent bien la propriété de coupure, mais la relation (8.7) ne supportera pas le passage a la
limite car W (Tp; < 00) = 0.

La méthode qui fonctionne consiste en fait a construire une suite particuliere d’époques de sauts
et a prendre pour T} ; la premiere de ces époques qui est espacée de la suivante de plus d’une unité
de temps. Nous avons découvert cette méthode en lisant les articles [26, 27] de M. Shimura dans
lesquels il a pris I’habitude d’introduire le temps 7" de E. Bolthausen de la fagon suivante : il définit
une suite d’époques (A;);>0 en posant A\g = 0 et, pour tout j > 0,

Ajp1 = inf{t > X; w(t) < w()};

lorsque la trajectoire w € Dy, le temps T'(w) est alors le premier des \; tels que A\jyq1 — A; > 1.
Remarquons que cette définition ne fonctionne pas pour le mouvement brownien puisque la suite
(A;) est alors constante et égale a 0.

Ce procédé nous a inspiré la généralisation qui suit.

Soient n > 1, x> 0 et t = 7* > 0. On pose A\g = 0 et, pour tout j > 0,

Ajr1=min{s =1/n> X\ : Xy < X, —x} .

En raison de la forme des temps considérés, la suite (\;) est strictement croissante et ses accroisse-
ments sont plus grands que 1/n. On définit un temps aléatoire 7', en posant

Ty =min{ A : Ajp1 — Aj > t}.

xT
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Ces temps vont permettre d’adapter la démonstration de E. Bolthausen au cas général. Nous intro-
duisons aussi les temps T} définis par

T; = min{s > 0: X, > X,,Vu €]s,s +t]} .
Notez que 17 =T

Proposition 8.15. Soientn>1, x>0 et t = % >0. Ona :
WMy <Ty)=1;
2. Ty, possede la propriété de coupure : pour tout s = I/n >0, il existe As € Fs tel que

{T} = s} = A {Xy > X5 — 2,Vu €]s, s + 1]} ;

8. Pour tout B € F,
W Xrn 4. = Xrn, + 2 € B) = Wiy(B) .

Démonstration. Notons d’abord que par définition de la suite ();), on a Xg > X A; — & pour tout
s = l/n G]Aj, >‘j+l[~

1. Soit w une trajectoire de processus de Donsker d’ordre n telle que T; = Ti(w) < oo; on
voit facilement que T} est de la forme [/n. Soit A\; le plus grand des A; tels que A\; < T;. Puisque
Mo < Ty < Aga1, on a w(s) > w(Ag) — x pour tout s €]\g, Ty]. Par définition de T}, on a aussi
w(s) > w(T}) pour tout s €]T}, Ty + t]; donc w(s) > w(Ag) — x pour tout s €]\, T} + t]. D’ou
Ak+1 — A > t et par suite Tgt <\, <1T;.

2.0n a

{T;t :S} = {3] >0t.q. /\j = S,)\j+1 —)\j >tetVi<jANiy1— N St}
= Ujso({Aj=sVi <j,hig1 — N <thn{Xy > Xy — 2z, Vu=k/n €]s,s +t]})
= (Ujzo{Aj =sVi <j, A1 — N <th)N{Xy > Xs —z,YVu=Fk/n€ls,s+1]}.
Le résultat découle du fait que {\; = s;Vi < j, Aip1 — A <t} € F.

3. Ce dernier point se déduit des points 1 et 2 en utilisant la méme méthode que celle de la
proposition 8.12. 0

Nous allons maintenant établir la propriété de continuité des T;'; dont nous aurons besoin pour
appliquer le TTC. On rappelle que D, est ’ensemble des trajectoires de processus de Donsker
d’ordre n, c’est-a-dire ’ensemble des fonctions de C,, qui sont linéaires sur tous les intervalles
[l/n,(l+1)/n], l > 0. Notez que W"(D,,) = 1.

Pour tout t € R, nous introduisons le temps aléatoire T}, défini par

T/ =inf{s >0: X, > X;,Vu € [s,s+ ]} .

Notez que Ty = T et T] = T". On sait déja (lemme 8.13) que W (T = T" < co) = 1. Par changement
d’échelle, on en déduit que 'on a aussi W(T; = T} < oo) = 1. Nous avons le lemme suivant :

Lemme 8.16. Soient (z,,) € RT et (t, = l,/n) € R" deux suites convergentes telles que lim x,, = 0,
et t =limt, > 0. Pour W-presque tout w et toute suite (wy,) € (D,,) convergeant vers w, on a

lim 7 , (wp) = Ti(w) .
n—o00 o
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Démonstration. Nous allons distinguer les cas t =0 et t > 0.
On suppose d’abord que t = 0 ; dans ce cas T} est nul par définition. Soit 2 I’ensemble des trajectoires
w issues de 0 qui prennent des valeurs > 0 dans tout intervalle [0, €] ; on rappelle que W(Q2) = 1.
Si on fixe w € Q et € > 0, on peut trouver un intervalle fermé [a,b] C]0, €] sur lequel w est > 0.
Posons m = ming, 3 w(s) > 0. Toute fonction continue w’ suffisamment proche de w vérifie a la
fois w’(0) < m/2 et ming, 3 w'(s) > m/2; si s* est le dernier instant avant a ot w’ prend la valeur
m/2, alors w'(s) > w'(s*) pour tout s €]s*,b]; donc Tp_,(w') < e. Soit maintenant une suite
(wy) € (Dp) convergeant vers w. Comme 7! ; (wy) < Ti, (wy) (cela se démontre comme le point 2
de la proposition 8.15), pour tout n assez grand, on a Ty, , (w,) < Tp_q(wp) < €. Cela prouve que
im Ty , (wn) = 0.
Pour le cas t > 0, on procede comme dans la démonstration de la proposition 8.14. Posons 2 =
{w € Coo : Ty(w) = T}(w) > o0} ; c’est un ensemble de W-mesure pleine.

On choisit w € 2, on note T3 = Ty (w) et on fixe € €]0, 1].
Vérifions d’abord qu'il existe § > 0 et v €]0, €] tels que

(88) d(w’,w) < 0= TH—’Y(w/) <Ti+e.

Comme w(T; +t) > w(T}), il existe un v €]0, €] tel que w(s) > w(7T;) pour tout s €)1}, T} + ¢ + 2.

Posons
— m — w(T;
m=min{w(s):s € [Ty +~, T +t+ 27]} et a_;)(t)>0_

Nous choisissons aussi un entier N > T; +t + 27. Si w’ est tel que ||lw — w'||xy < a, on a & la fois
w'(Ty) < w(Ty) + «

et
Vs€ [T+ 7, Ti+t+27],  w(s)>m—a=uw)+2a.

Par continuité, il existe donc au moins un s €|7;, Ty + 7] tel que w'(s) = w(T}) + 2« et si
s* = max{s €|T;, T} + v[: w'(s) = w(T}) + 2a} ,

alors on a w'(s) > w'(s*) pour tout s €]s*, T} + ¢ + 2] ; donc Ty (w') < T; + €. Compte tenu de la
définition de la distance d, cela montre que (8.8) est vérifiée avec § = a/2"V.

Soit maintenant une suite (wy) € (D,) convergeant vers w. Pour tout n assez grand, on a
simultanément d(wy,, w) < § et t,, < t+7, donc Ty, (wn) < Tyyr(wn) < Ty+e. Et puisque Ty , < Tj,,
on en déduit que Ty , (w,) < Ty +e. D’ou limsup Ty ; (wp) < Ti.

Pour terminer cette démonstration, il ne reste plus qu’a vérifier que liminf 7}! ; (w,) > T;.
Raisonnons par l'absurde : posons 7, = T} , (w,) et supposons que liminf 7, < T;. Quitte a
extraire une sous-suite, on peut supposer que 7, — 7 < T;. Si s €|7,7 + t[, pour tout n assez
grand, on a 7, < § < T, + by, donc wy(s) > wy (1) — z,. En passant & la limite, on obtient alors
w(s) > w(r). Ceci montre que T} (w) < 7 < T}, ce qui est absurde puisque T} (w) = T;. O

Nous pouvons a présent démontrer le théoréme limite central fonctionnel dans le cas de la
dimension 1.

Théoréme 8.17. Si (z,) € RT et (t, = l,/n) € RT sont deux suites convergentes telles que
limz, =0 et limt, =t > 0, alors
lim W', =W,

n—oo

126



Démonstration. On définit les transformations ¢,, ¢; : Coo — Cs en posant
Pn(w)(s) = w(Ty, 4, (w) + ) —w(Ty, 4, (W) + zn

et
pe(w)(s) = w(Ti(w) + 5) — w(Ti(w))

Nous savons que :
1. W2, =Wmo ¢, (proposition 8.15);

Tn,tn
2. lim W™ = W (Principe d’invariance de Donsker) ;
3. Pour W-presque tout w et toute suite (wy) € (Dy,), lim ¢y, (wy,) = ¢(w) (lemme 8.16).
D’apres le TTC, on a donc .
lim W2, =Wog, .
n—oo n
Il ne reste alors qu’a identifier la limite en terme de méandre brownien. Pour cela, on introduit
a nouveau l'opérateur de changement d’échelle K; défini par

Vw € Coo, Vs >0,  Ki(w)(s) = Viw(s/t) .

On déduit aisément de la définition de T; que Tyo Ky = T4 puis que K;0¢1 = ¢y0 K. Par conséquent,
onalVo gbl_l o Kt_1 =Wo Kt_l o gf)t_l, et puisque W est invariante par K;, on obtient I’identité

(WopHoK P =Wogt.

Or, la démonstration du théoréme 8.8 de Bolthausen montre que quﬁl_l = WN/O+ 1, et I'on sait d’apres
la relation (7.11) p. 96 que Wofl oK' = Wdft. Le théoreme est donc démontré. O

En dimension supérieure a 2, le théoreme 8.9 ne peut pas se déduire directement du résultat ob-
tenu en dimension 1 parce que les coordonnées du processus de Donsker ne sont pas indépendantes
en général. Il faut donc refaire tout le travail en adaptant les temps T}, au probleme multi-
dimensionnel, mais la démonstration est fondamentalement la méme et ne présente aucune difficulé
nouvelle. Afin de ne pas trop alourdir I'exposé, nous expliquons succinctement comment on étend
le théoreme 8.8 de E. Bolthausen en dimension d > 2 et nous ne donnons pas de démonstration
détaillée du théoreme 8.9 en dimension d > 2. .

On rappelle que D est le demi-espace {z € R? : 1 > 0} et que W'y est la loi du processus de
Donsker d’ordre n issu de 0 et conditionné a rester dans D pendant une unité de temps. Pour toute
trajectoire w = (wy, wa,...,wq), on pose

7(w) = min{t >0:w(s) € w(t)+ D,Vs €lt,t + 1]}
= min{t > 0:wi(s) > wi(t),Vs €Jt,t + 1]}
Les propriétés de T se transmettent au temps 7 :

1. 7 possede la propriété de coupure : pour tout ¢ > 0, il existe A; € F; tel que
{T =t} = Ayn{wi(s) > wi(t),Vs €]t t + 1]} ;

2. Sous W™, la premiere coordonnée w; est encore un processus de Donsker d’ordre n associé a
une marche centrée de variance 1, donc T'(w;) est presque strement fini et de la forme [/n.
Par conséquent, le temps 7 est W™-presque stirement fini, et est adapté a W";
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3. T est W-presque stirement, continu parce que T 'est et que deux trajectoires proches ont leurs
premieres coordonnées proches.

Grace aux deux premiers points, on obtient comme a la proposition 8.12 le déconditionnement
WE(+) = WHX(T + ) = X(T) € %) ;

puis en passant a la limite a I’aide du TTC (ce qui est justifié par la continuité de 7'), on en déduit
Tim Wey = W(X(T + ) — X(T) € %) .

En utilisant 'indépendance des coordonnées du mouvement brownien, on voit facilement que, pour
tout A € FU) et B e FUé=1 on a

W(X(T+)—-X(T)eAxB) = W(X1(T+-)—X1(T) € A) x W((Xs,...,Xq) € B)
= Wy (A) x W((Xz,...,X4) € B),

et I'on reconnait la loi du D-méandre brownien.

8.2.3 Application aux bords localement linéaires

Soit €' un cone tel que C° soit régulier pour le mouvement brownien et C° = C. On note
a nouveau W', la loi du processus de Donsker d’ordre n issu de z et conditionné a rester dans
C jusqu’a linstant ¢. Exactement comme dans le cas du mouvement brownien conditionné (cf.
corollaire 7.21) on déduit du théoreme 8.9 le résultat suivant :

Théoreme 8.18. Soient xg € dC et t > 0. Si C est localement un demi-espace en xg, alors,
pour toute suite (x,) € C convergeant vers xg et toute suite (t,) € RT convergeant vers t, la suite

n C
(W3 +,) converge vers Wy ;.

8.3 Cone quelconque

On rappelle que (S,) est une marche aléatoire dans R? dont les accroissements &; vérifient
E(&) = 0 et Cov(&;) = I4. Dans cette section, on considere a nouveau le cas out C' est un cone
convexe de sommet 0 tel que P(§ € C) > 0. Pour x € C et t > 0, W;}t est la loi du processus
de Donsker d’ordre n (associé a Sy,) issu de x et conditionné a rester dans C' jusqu’a 'instant ¢.
La question a laquelle nous nous intéressons est de savoir si les lois vagfl vérifient un principe
d’invariance. Lorsque C est un cone de révolution, il est naturel de penser que la limite (s’il y a
convergence) doit étre le C-méandre brownien que nous avons identifié dans le chapitre précédent,
et la question devient : & quelle(s) condition(s) a-t-on

n 17C
Wo = Woq 7
Avant d’énoncer les résultats que nous avons obtenus, nous introduisons deux définitions :
— une suite f: N — R est ¢ variation lente si pour tout ¢ > 1,

()
we ()

Cette notion est classique. On sait en particulier qu’une telle suite est un o(n¢) quel que soit

=1.

e > 0.
— une suite f: N — R décroit lentement vers 0 si f décroit vers 0 et si, pour tout ¢t > 1,
t
lim inf 7([tn]) >0.
n—oo  f(n)
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8.3.1 Enoncés des principaux résultats obtenus

En dimension d = 2, M. Shimura ([29]) démontre que le principe d’invariance (Wo’fl = ng) est
satisfait lorsque le cone C' est adapté a la marche aléatoire (.S,,) dans le sens suivant :

— (' contient I'axe des ordonnées Oy ;

— l'ordonnée Y; de l'accroissement &; = (X;,Y;) est centrée conditionnellement & I’abscisse X;

(i. e. E(Y; | X;) = 0).

11 utilise essentiellement ces hypotheéses pour obtenir certaines estimations difficiles en se ramenant
a un probléeme unidimensionnel pour lequel des résultats sont déja connus. Cette hypothese est
évidemment satisfaite lorsque les coordonnées X; et Y; des accroissements sont indépendantes, mais
elle n’est pas tout a fait naturelle. Nous avons donc étudié en détail la démonstration de M. Shimura
et nous en avons dégagé un principe assez général qui sera présenté un peu plus loin. A partir de
ce principe, nous avons obtenu le théoréeme suivant :

Théoréme 8.19. On suppose que d = 2. Si les accroissements de la marche sont bornés et si
P(Tc > n) décroit lentement vers 0, alors

Wi = W§, -

Bien que I'hypothese de décroissance lente de P(Tx > n) paraisse difficile a vérifier en pratique,
sa présence est justifiée par les faits suivants :

1. sous les hypotheses du théoreme de Shimura, on peut démontrer directement (en utilisant des
arguments semblables aux siens) que P(T¢ > n) décroit lentement vers 0;

2. les travaux [33] de N. Varopoulos montrent que cette hypothese est satisfaite dans plusieurs
cas : si la loi des accroissements est a support borné, portée par un réseau ou absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue, et si le cone C est dans une position adaptée 3
a la loi des accroissements, alors P(T¢ > n) décroit lentement vers 0.

3. historiquement, la premiere démonstration qu’a donnée D. Iglehart du principe d’invariance
pour une marche réelle conditionnée a rester positive utilisait de fagon cruciale 1’équivalent
P(Tc > n) ~ cn™ /2.

4. enfin, argument le plus important est que cette condition est tout simplement nécessaire.
On a en effet le théoréeme suivant :

Théoréme 8.20. On suppose que d > 2 et que C' est un cone de révolution.
St Wiy = W(fl, alors on a
1
P(Te > n) = ——5=L(n) ,

n?2 1

ot L est une fonction a variation lente et oy est un nombre réel positif (lié au spectre du Laplacien :
voir page 109).

3. Il s’agit essentiellement d’éviter des cas dégénérés. Par exemple, pour la marche simple aux quatre plus proches
voisins sur Z2, un céne C' de petite ouverture peut étre placé de facon & ne contenir aucun des quatre voisins de 0,
et alors P(Tc > n) = 0 quel que soit n. Afin d’éviter cela, N. Varopoulos impose au cone C' d’étre en « position
générale », ce qui se traduit pour une marche sur Z¢ par la condition que pour tout a > 0, il existe n > 1 et € > 0
tels que

Ve, ye CNZY |z —yl <a, Po(Sn=y;Tc >n)>e.

Une condition analogue est définie pour les marches & densité.
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Démonstration. Soit t > 1. Observons d’abord que
P(Te > [tn])
P(TC > n)
avec t, = [tn]/n. Une adaptation mineure du lemme 7.13 permet de montrer que pour tout w €
{Xo = 0;75 = 7¢0 # t} et toute suite (wy,) € {o1C} convergeant vers w, on a

= W (04,0)

7}1—{20 Wo,, oy (wn) = Wroosiy (w) -

Comme Wo% (Xo=0;75 =7c0 #t) = 1 et que W&l(alC) = 1 pour tout n, les hypotheses du TTC
sont satisfaites et I'on en déduit que

lim Wy (01,C) = WE (o > t) .

n—oo
‘s . i . _oq 4 (d=2)
Or, nous avons déja montré (proposition 7.43) que cette limite vaut ¢ 5+°7 . On a donc
i o> tn]) _ s
n—oo P(Te > n)
. o (d-2) N
et cela prouve que la fonction L(n) =n2 ~ 1 P(T¢ > n) est & variation lente. O

8.3.2 La méthode de Shimura

Dans cette section, on présente en détail le principe que 'on a dégagé de la démonstration de
M. Shimura. Ce principe repose sur quatre « faits » que nous utilisons ici comme des hypotheses de
travail. Nous donnons d’abord la liste de ces faits en indiquant les cas ol nous savons qu’ils sont
vérifiés : une discussion plus poussée sur leur domaine de validité sera développée plus loin, dans
la section 8.3.3. Ensuite, on montrera comment ces faits permettent d’obtenir la tension de la suite
(W¢'), puis le principe d’invariance.

Le jeu de faits

La démonstration de M. Shimura utilise de maniére plus ou moins explicite les quatre faits
suivants :

Fait 8.21. Pour tout € >0, on a
lim P(max [|&| > ev/n|Te >n)=0.
n—oo  i=l..n

Commentaire. Ce fait est évidemment vérifié lorsque la marche est a pas bornés.
Fait 8.22. Soient x € 0C \ {0} et t > 0. Il existe une loi Wft telle que, pour toute suite (z,,) € C

n

n ) converge vers WS,.

convergeant vers et pour toute suite (t,) convergeant vers t, la suite (
Commentaire. En dimension d = 2, ce fait est toujours vérifié d’apres le théoreme 8.18.
Fait 8.23. Les lois ng convergent vers une certaine ot W(fl lorsque x € C° tend vers 0.

Commentaire. Nous avons démontré dans le chapitre précédent que cela est vérifié au moins pour
les cones de révolutions en dimension quelconque (cf. théoreme 7.42).

Fait 8.24. Pour toute valeur d’adhérence W' de la suite ngl et tout t €]0,1], on a
W' (X, €0C)=0.

Commentaire. Comme nous le verrons a la proposition 8.27, ce fait peut étre déduit de ’hypothese
de décroissance lente.
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Propriété de tension

Proposition 8.25. Si les faits 8.21 et 8.22 sont vérifiés, alors la suite (W&l) est tendue.

Démonstration. Pour tout intervalle [a,b] et tout réel § > 0, on introduit le module de continuité
x(6,a,b)(w) d'une fonction w € Cy, défini par

x(6,a,b)(w) = sup{||w(s) —w(t)] : s,t € [a,b],|s —t] <} .

Notons que pour ¢ € [a,b] on a x(,a,b) < x(4,a,c) + x(J,¢,b). On rappelle que d’apres un critere

classique (Billingsley [2], Theorem 8.2), la suite (W';) est tendue si et seulement si

Ve >0, lim limsup W@ (x(5,0,1) > ¢) =0.

6—0t n—oco

Soit € > 0. Considérons un élément w de D,, (c’est-a-dire une courbe polygonale dont les sommets
sont les points w(k/n), pour k =0,1,...), et supposons que son module de continuité x (4,0, 1)(w)
soit grand, disons > 4e. Il est alors impossible que w(t) reste dans B(0, €) pour tout ¢ € [0, 1], sinon
son module de continuité serait inférieur a 2¢. Soit donc k € [1,n] le plus petit des entiers tels que
w(k/n) soit en dehors de la boule B(0,¢). Par définition de k, pour tout entier [ < k, le sommet
w(l/n) se trouve dans B(0, €), si bien que la ligne polygonale {w(t) : t € [0, (k—1)/n|} est contenue
dans B(0,¢€) et, par suite, on a
x(0,0,(k—1)/n) < 2e.

Si 'on suppose en outre que les accroissements {w(l/n) — w((l —1)/n) : I = 1...n} sont tous
majorés en norme par €, alors on a

x(0,(k—=1)/n,k/n) <e et |wk/n)| < 2.
Par sous-linéarité de 'oscillation, il vient
x(0,k/n,1) > €.

Considérons le temps d’arrét p,(w) = inf{k/n : w(k/n) ¢ B(0,€)}. Nous venons juste de
démontrer que

Wo1(x(6,0,1) > de) W1 (pn < Lie < || X, || < 26, X(0, pns 1) > €)
—l—IF’(.mlaX 1G] > evn|Te >n) .
1=1...n

Par hypothese, le dernier terme tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini et peut donc étre ignoré.
Grace a la propriété de Markov, le premier terme du membre de droite de 'inégalité précédente se
récrit

— o

ngl(pn < l;Xpn € OEE; W)T(L'pn,lfpn(X((saoa 1- 5) > 6)|s:pn> )

et peut étre majoré par
Pn,s = sup{WNfgt(X((S, 0,1)>¢):x € 0626 NnC,telo,1]}.
Pour conclure, il suffit donc de démontrer que

lim limsupp,s =0.
d—0t n—-+4oo
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Par 'absurde, supposons que limsup,, p, s ne tende pas vers 0 quand § — 0. Il existe alors des
suites (0x) — 0T, (ng) — oo, (tx) — ¢t > 0 et (zx) — z € C'\ {0}, telles que

(8.9) lim 1an 4, (X(0k,0,1) > €) > 0.

n—oo

Or, nous savons que la suite ( ¥, ) est convergente (si z € C°, c’est le théoreme 8.6 ; si x € dC\ {0},
c’est le fait 8.22) donc tendue et (8.9) est absurde. O

Un principe d’invariance général

Théoréme 8.26. Si la suite (W&l) est tendue, et si les faits 8.23 et 8.24 sont vérifiés, alors la
suite (Wonl) converge vers fWV/OC:l.

Démonstration. 11 suffit de montrer que toute valeur d’adhérence de la suite (W&) possede les
meémes lois fini-dimensionnelles que ng Pour alléger I’exposé, nous allons simplement vérifier la
coincidence des lois 1-dimensionnelles; la généralisation est facile. Soient donc un temps ¢ €]0, 1],
une fonction continue et bornée f : R — R et une valeur d’adhérence W’ de la suite (WO 1). Afin
de ne pas surcharger les notations avec des sous-suites, on peut supposer, sans perdre en generalité,
que lim W'y = W'. Nous allons démontrer que

W (f(X0)) = WE(f(X)) -

Pour cela, nous choisissons A < ¢ et nous posons A, = max{k/n : k/n < A} et t, = max{k/n: k/n <
t}. On supposera toujours que n est suffisamment grand pour que l'on ait 0 < A\, < A < t, < t.
Nous fixons une direction u intérieure au cone, et posons C. = C + ue. Pour tout € > 0, nous posons
aussi

I =W (X, € Ce; f(X1,)) -
On a s s
W (f(Xe)) — T2 < |1 FIWEL (X, € C\ Ce) .

Comme par hypothese W&l = W , on vérifie facilement a 1’aide du théoréme de Portemanteau (ou
du TTC) que

hmhmsupWO (X, €C\C) <W'(X, €dC)=0

et

Tim W (f(Xe,) = W(£(X0) 5
donc
(8.10) hm limsup |W/(f(X;)) — J*| =0.

n—oo

On calcule ensuite la limite de J* par une autre méthode. Par la propriété de Markov on a
=W (Xa, € CaWh, 1on, (F(Keun))) = Wi (X, € Ci6u(X,)
ol l'on a posé, pour tout = € C,
On(z) = Wiy, (F(Xi,-n,)) -

132



Observons que d’apres le théoréme 8.6, pour toute suite (z,,) convergeant vers un point x € C°, la
s TN 17C
suite Wzmk A, converge vers Wx,k ), donc

lim ¢ (z) = WA (F(Xi-2)) =2 éa(x) -

n—oo

Nous allons appliquer le TTC pour montrer que

(8.11) lim J7' = lim Wi (X, € Ce; dn(Xn,)) = W/(Xy € Ce; 0A(X)) -

n—oo

Pour cela, il suffit simplement de vérifier que pour W' -presque tout w et toute suite (w,,) convergeant
vers w, on a

(8.12) lim lc, (wn(An))Pn(wn(An)) = le, (w(X))p(w(N)) .

n—oo

Si w(\) ¢ 9C,, alors on a toujours Lo, (w,(A,)) — Lo (w(N)), et dans le cas ou Lo, (w(N)) = 1,
on vient juste de voir que ¢, (wn(An)) — d(w(A)). La convergence (8.12) est donc vérifiée, et cela
démontre que (8.11) est vraie au moins pour les € > 0 tels que W (Xx € 0C) = 0, c’est-a-dire
presque tout € > 0. En se restreignant a de tels €, on peut a nouveau passer a la limite pour obtenir

lim lim J? = W'(X) € C; ¢a(Xy)) -

e—0n—oo

Vu la relation (8.10), cela prouve que
W/(f(X0) = WXy € T 0a(X)) -

La derniere étape de la démonstration consiste a faire tendre A\ vers 0 dans 'expression précédente.
On rappelle que la fonction ¢) est donnée par la formule

O (@) = WE A (f(Xion) -

Par changement d’échelle, on peut récrire ¢, sous la forme
O3(@) = WGy (F=N2X20))

Choisissons alors une suite () qui tend vers 0. Par hypothese (fait 8.23), pour toute suite (z,,) € C°

convergeant vers 0, la suite (Wg_ )12z 1

Jim gy, (2a) = WL (f(X0) -

) converge vers W, donc

On sait que pour tout n, on a w’ (X, € 0C) = 0. En dehors de la réunion de ces événements,
qui a une W’ -mesure nulle, les trajectoires ne touchent jamais OC aux instants \,. Pour de telles
trajectoires w, on a donc w(\,) € C et w(\,) — 0, donc

Or, (W) — WE(F(XL)) -

Par le théoreme de convergence dominée, on obtient finalement
W/(f(X0) = lim W'(Xy, € C565,(Xn,)) = W(WEL (F(X0)) = Wea ((X0)) -

Ce qui est bien le résultat annoncé. O

133



8.3.3 Dans quels cas peut-on utiliser cette approche ?
Un exemple d’application dans le cas d’un céne du plan

Nous allons maintenant appliquer la méthode de Shimura pour démontrer le théoréeme 8.19,
c’est-a-dire le principe d’invariance en dimension d = 2, pour une marche aléatoire & pas bornés et
telle que P(T > n) décroit lentement vers 0. Comme nous 'avons déja noté, les faits 8.22 et 8.23
sont vérifiés (théoreme 8.18 et théoreme 7.42 respectivement). Et puisque la marche est a pas bornés,
le fait 8.21 est trivialement vérifié. Il ne reste donc plus qu’a établir le fait 8.24.

L’hypothese de décroissance lente de P(T¢ > n) permet d’obtenir le résultat suivant qui contient
en particulier le fait 8.24 :

Proposition 8.27. On suppose que P(Tc > n) a une décroissance lente. Si W' est une valeur
d’adhérence de la suite (W&l), alors pour tout fermé F', négligeable par rapport a la mesure de

Lebesque, et tout t >0 on a W(X; € F) = 0.

Démonstration. L'hypothese de décroissance lente montre qu’il existe une constante K > 0 telle
que
Po(Te > n) > KPy(Tc > [n/2]) .

Posons t,, = [n/2]/n. L’équation précédente, traduite sur la ligne brisée de Donsker, s’écrit aussi
Wy (te > 1) > KW (te > ty) .

Soit F un fermé négligeable. Pour tout ¢ > 0, nous posons F, = {x € R?: d(x, F) < ¢}. D’aprés la
propriété de Markov, on a

Wo (10 < @i X € Fare > 1) = Witlre > b [ X4, | € @:Wh, (X101, € Fare > 1— )
< Wg(re > t,) sup Wi X1, € Fe)
|lzll<a
< K 'W@(re > 1) sup WXy, € F)).
lzll<a
Donc

W (1 X || < a; Xy € Fo) < K= sup WXy, € F.) .
lz]|<a

Pour toute suite (z,) € R? convergeant vers un point z, on sait que la suite (W7 ) converge en loi
vers W, ; comme t,, tend vers 1/2, on en déduit que la suite de mesures (W' (X1, € *)) converge
en loi vers W, (X; /2 € %) ; puisque cette loi est absolument continue, on a

hmthUprn(letn € FE) < hH(l)Wx(Xl/z S Fe) = Wz(Xl/Q S F) =0.

=0 nooo

Aussi, par un argument de compacité, il vient

lim limsup sup W (X1, € F.) =0;

=0 n—oo |z|<a

et par suite __
lim lim sup Wiy (|| X4, || < a; X1 € Fe) =0.
e—0 pooo ’ /

Si W’ est une valeur d’adhérence de la suite (Wo’fl), alors on a
W!(|1 X 2]l < a3 X0 € F) =0,

134



et, en faisant tendre a vers 'infini, on obtient

W' (X, €F)=0.

C’est bien le résultat annoncé dans le cas t = 1. La démonstration est similaire pour les autres
temps t; nous n’en donnons pas les détails. O

Finalement, le théoreme 8.19 est démontré.

Discutons les faits!

Nous allons ici discuter plus en détails les faits qui sont utilisés par la méthode de Shimura.

Le fait 8.24 Nous venons de voir que le fait 8.24 est toujours vérifié si P(T¢x > n) décroit lentement
vers 0. Comme il semble difficile d’obtenir ce fait sans utiliser d’estimations, je pense que I’hypothese
de décroissance lente doit accompagner toute utilisation de cette méthode.

Le fait 8.21 §Si l'on fait 'hypothese que les pas de la marche sont bornés, alors ce fait est
évidemment vérifié; cependant, il me semble que cette hypotheése est un peu restrictive et j’ai
cherché a m’en défaire. Pour la marche non conditionnée, il est assez facile de voir que

lim P(max [|&] > vn)=0.
n—oo  i=1l..n
En effet, on a

P(max 6] > Vi) < DRI > Vi) = nB(lEi] > Vi)
=1

et toute variable & de carré intégrable vérifie nP(||1]| > /n) — 0. Dans le cas de la marche
conditionnée par {T¢ > n}, les accroissements &; ne sont plus stationnaires, ni indépendants, et les
techniques habituelles ne marchent pas bien. Cependant, si on fait I'hypothese de décroissance lente
de P(T¢ > n), on peut envisager 'approche suivante : on écrit comme avant que

P(max &) > V| To > n) < 3 P(I&] > valTe > n),
2

et on découpe la somme en deux parties

an n
IIREDD
i=1 i=an+l
a l'aide d’un parametre « €]0, 1[. Pour les indices i > an + 1, on a

P(I&] > Vs Te > n) < P(Te > ans [|G]] > Vi) = P(Te > an)P([[&1] > Vi),

et, grace a 'hypothese de décroissance lente, on en déduit que

P(I&]l > vn|Te > n) < CP([|&]] > vn)

ou C est une constante qui ne dépend que de . Cela permet de démontrer que

limsup Y P(|&] > vr|Te >n) =0.

1=an+1
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Pour controler ’autre partie de la somme, on utilise I'inégalité de Markov qui nous donne

ZP (&l > vn|Te >n) < ZE 1617 Te > n) < o max E(|&]*|Te > n) .

=1

Et puisque le choix de « est arbitraire, il suffirait que max;—1_, E(||&]|? | T > n) soit borné pour
obtenir le fait 8.21.

Le fait 8.23 Ce fait concerne le mouvement brownien conditionné a rester dans un cone et a
été étudié dans le chapitre précédent. On rappelle que 'on a montré qu’il était vérifié en toute
dimension, pour des cones de révolution.

Le fait 8.22 Rappelons son énoncé : Soient x € 9C' \ {0} et t > 0. 1l existe une loi cht telle que,
pour toute suite (x,) € C convergeant vers x et pour toute suite (t,) convergeant vers t, la suite
(Wgﬂtn) converge vers cht

Nous avons démontré que cela est vrai lorsque C est un cone du plan R?; dans ce cas, la
démonstration utilisait le fait que le bord de C était localement un demi-espace en dehors du
sommet. Pour démontrer ce genre de résultat en dimension d > 3 (lorsque le bord n’est plus plat),
nous avons envisagé d’utiliser le méme genre de techniques que dans le chapitre sur le mouvement
brownien conditionné. Comme dans le cas du mouvement brownien, la technique qui consiste a
conditionner d’abord le processus a rester dans un demi-espace ne permet pas de traiter le cas ou la
suite des temps (t,) tend vers 0 car le pré-conditionnement est alors evanescent : son effet disparait
a la limite et il ne sert a rien. Il faut donc se résoudre a se passer de ce cas la. Etant donné que le
fait 8.22 est utilisé pour démontrer la tension de la suite (W), voyons comment on peut modifier
les arguments de la démonstration de la propositions 8.25 si I'on dispose seulement du

Fait 8.28. Soient x € 0C \ {0} et t > 0. Il existe une loi W 'y telle que, pour toute suite (:L'n) eC

convergeant vers x et pour toute suite (t,) convergeant vers t, la suite ( o 1) converge vers Wmt
k) I

D’abord, on pose t, = [n/2]/n et on démontre que la suite de probabilité (W&l (Xi, € dy)) est
tendue : pour tout R > 1, en posant p, = inf{k/n: X(k/n) ¢ B(0,1)}, on a

Woa ([ Xe, | > R) Woi(pn < to; [| X, || > R)
= W&l(pn < tn; W)%pn 1—pn(||th—8H > R)s=p,)

< sup 21-s([Xty—sll > R) + P(max [|&]] > vn|Te >n) .
xGO%ﬂC;se[O,%}

Par un argument de compacité, on déduit du fait 8.28, que

lim lim sup sup r1-s(|Xt,—sl > R) =0.
R—00 n—oo IGO%QC;SG[O,%]

(Observez que 'on évite le probléme en 0 car 1 — s est compris entre 1/2 et 1.) Si 'on suppose, en
outre, que le fait 8.21 est vérifié, alors on en déduit

lim lim sup W&(HthH >R)=0;
R—oo n—oo ’

ce qui démontre la tension de la suite (W&l (Xt, € dy)). Passons maintenant & la démonstration de

la tension de la suite (Wg‘l) Soit € > 0. Le probleme en t = 0 apparaissait lorsqu’on majorait

W (x(8,0,1) > 4e)
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par
Woilon <L,Wx o (X(6,0,1 =) > €)s=p,) ,

(o pp, = inf{k/n : X(k/n) ¢ B(0,¢)}) parce que 1 — p,, peut étre proche de 0. Pour éviter cet
écueil, on peut (comme on l'a fait avec le mouvement brownien) utiliser la sous-additivité de y et,
en posant t, = [n/2]/n, écrire que

W (x(8,0,1) > 8¢) < W (x(8,0, ) > de) + Wy (x(6, £, 1) > de) .
Le premier terme du membre de droite de cette inégalité est égal a
Wea(pn < tasWR, 1, (X(8,0,t0 = ) > €)sp,) .

et I’on va pouvoir utiliser le méme argument que dans la démonstration de la proposition 8.25, en
évitant cette fois le cas t = 0 parce que, lorsque p, <t, ,onal—p, > %

Afin de controler autre terme, V[N/(fl (x(,tn, 1) > 4e), on fixe un nombre réel n > 0 et I'on choisit
un R > 0 tel que .
sup T (1Xe, | < B) =1 -7,
n

ce qui est possible puisque la suite (W&l (X4, € dy))n est tendue. Pour tout n > 1, on a alors

WL (X(0, tn, 1) > 4€) < W (| X2, || < Ry X(8,tn, 1) > de) +17 .

Comme

W (01, C; || X, || < R; x(6,tn, 1) > 4e)
W”(alC)

WL (| Xen | < Ry X (8,6, 1) > 4e)

IN

W (oy, C)
D) up W (x(8,0,1 — ) > 4e)
W(01C) |zj<r ( ) > 4e)

si 'on suppose que P(T¢ > n) décroit lentement vers 0, alors il vient

WL (1Xe, | < Rix(8,t0, 1) > de) < K sup W2 (x(8,0,1 —t,,) > 4e) ,
|| <R

ou K est une constante qui ne dépend pas de n. On en déduit que

lim sup Wg'y (1 Xe, | < Rix(8,ta, 1) > 4e) =0,
n—oo

donc
lim sup W&l(x(& tn,1) > 4e) <n,
n—oo
ce qui est suffisant.

On peut se passer de I’hypothese de décroissance lente si ’on suppose que le fait 8.24 est vérifié ;
les arguments sont sensiblement différents, mais nous ne les développerons pas puisque, de toute
facon, nous ne savons pas démontrer le fait 8.24 sans supposer la décroissance lente. Résumons le
résultat que nous venons de démontrer :

Proposition 8.29. On suppose que les faits 8.21 et 8.28 sont vérifiés. Si, de plus, P(Tc > n)
décroit lentement vers 0 ou si le fait 8.24 est vérifié, alors la suite (Wg'y) est tendue.
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Pour étendre le principe d’invariance 8.19 en dimension d > 3 et pour des cones de révolution,
il suffit donc d’établir le fait 8.28. Comme pour le mouvement brownien, on doit pouvoir démontrer
que W . = Wgt lorsque z € 9C \ {0} et que (z,) tend vers x le long du segment joignant = au
centre de la sphere inscrite dans C' et tangente a 0C en z. Dans le cas du mouvement brownien cela
était suffisant parce qu’il possede la propriété d’invariance par rotation et par changement d’échelle ;
mais pour le processus de Donsker, qui ne possede pas ces bonnes propriétés, on se retrouve un peu
coincé.
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Annexe A

Théoreme limite central pour
martingales

Cette annexe contient les énoncés des théoremes limite central pour martingales que nous avons
utilisés au cours de cette thése. Le premier de ces théorémes est en fait un principe d’invariance.

Théoréme A.1 ([11], Theorem 7.2). Soit {Sy, Fn,n > 1} une martingale d’accroissements X,,, et
sout
n
Vo= E(X{|Fi-1)
k=1

la variance conditionnelle. On suppose que pour tout t € [0, 1],

. Vﬁﬂ .
(A.1) lim = t en probabilité ,
et, pour tout € > 0,
1
k=1

Alors le processus {Sy(t),t € [0,1]} a trajectoires continues, valant Si/\/n auz instants t = k/n et
interpolé linéairement ailleurs, converge en loi sur C; vers le mouvement brownien lorsque n tend
vers l'infini.

Le théoréme suivant est un théoréme limite central pour martingale bornée dans L? dont on
trouvera un énoncé plus général dans le livre de P. Hall et C. Heyde [17].

Théoréme A.2. Soit {S,,F,,n > 1} une martingale bornée dans L? d’accroissements X,, et de
limite S. On suppose qu’il existe une suite deterministe (sy) et une variable aléatoire v presque
surement finie telles que

[ee]
(A.3) lim s> Z E(XZ|Fr_1) =~ en probabilité
n—oo
k=n+1
et, pour tout € > 0,

(A.4) lim s, ) E(X7ljx, e,y ) =0

n—oo
k=n-+1
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Alors la suite (s;1(S — Sy,)) converge en loi vers une loi de fonction caractéristique
o(t) =E(e27")

Enfin, le troisieme théoreme est une extension du théoreme précédent a une martingale prenant
ses valeurs dans I'espace RY.

Théoréme A.3. Soit {S,, F,,n > 1} une martingale de R? bornée dans L? d’accroissements X,
et de limite S. On suppose qu’il existe une suite deterministe (sy) et une matrice aléatoire I' = [v;;]
presque surement finie telles que, pour tous 1 < 1i,5 <d, on ait

oo
(A.5) lim s,% > E(X{X]|Fr1) ="y en probabilité,

n—00
k=n+1

et, pour tout € > 0,

o0
(4.6) Jim 5% D B Xkl x g zes,0) =0
k=n+1

Alors la suite (s;1S,) converge en loi vers une loi de fonction caractéristique

o(t) =E(e 210 )
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Annexe B

Transformations préservant la
convergence en loi

Dans cette section, Y et Z sont des espaces métriques munis de leurs tribus boréliennes.

Théoréme B.1 (de la Transformation Continue (TTC)). Soient (un), 1 des mesures de probabilités
sur'Y et soient (¢p,), ¢ : Y — Z des fonctions boréliennes. On suppose que, pour tout € > 0, il existe
des ensembles mesurables (§25,),Q2° C Y tels que :

1. pour tout n, pun(Q2S) >1—€ et u(Q) > 1 —¢,
2. pour tout y € Q° et toute suite (y,) € (§25,) convergeant vers y, on a ¢n(yn) — ¢(y).
Si pin, = i, alors py 0 ¢t = pog=L.

Démonstration. Soient F' un fermé de Z et € > 0. Pour tout m, posons AF,, = UkZm(gb];l(F) N Q)
et observons que l'on a

lim sup pn (¢, L (F) N Q) < limsup pin (AF,) < p(AFy,) .

Comme la suite (AF,) est décroissante, en passant a la limite quand m — oo, on obtient :

limsup i (67, (F) N 25) < (N1 AFr) -

Siy € Nm>1AF,, il existe une suite (yx) qui tend vers y et une suite d’entiers n; — oo telle que
chaque y;, est élément de qﬁ,jkl (F) NSy, . Par hypothese, si y € Q° alors ¢y, (yx) — ¢(y) et comme F
est fermé, I’élément ¢(y) appartient & F. On a donc Ny>1 AF,, C ¢ 1(F) U (Q)¢, et il s’ensuit que

s o (05 (F) 1125) < 6 (F) + ()
D’ou :
lim sup (6, (F)) < a0 (F)) + 2.
O

Théoréme B.2 (Seconde version du TTC). Soient (uy), 1 des mesures de probabilités sur'Y et
soient (¢n), ¢ : Y — R des fonctions boréliennes bornées par une méme constante. On suppose que,
pour tout € > 0, il existe des ensembles mesurables (925,), Q2 C Y tels que :

1. pour tout n, pp(25) > 1 —€ et (2 >1—ck,
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2. pour tout y € Q° et toute suite (y,) € (§25,) convergeant vers y, on a ¢n(yn) — &(y).
Sipin = pu, alors pn(dn) — p().

Démonstration. Si C' est une borne uniforme pour les fonctions (¢,) et ¢, la fonction F' définie par :

—-C siz<-C
F(z) = z size[-C,+C|
C siz>C

est continue sur R et vérifie F(¢,) = ¢n, et F(¢) = ¢. D’apres le théoréeme B.1, la suite de mesures
(pin © @ 1) converge faiblement vers la mesure o ¢! et 1’on a donc :

/‘n(d’n) = Nn(F(¢n)) = Hn © d);l(F) — Ko ¢_1(F) = N(F(¢)) = M(¢) :
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Annexe C

Minimum des fonctions convexes

Nous avons rassemblé dans cette annexe quelques lemmes concernant le lien entre ’existence d’un
minimum et le comportement a I'infini d’une fonction convexe. Ces résultats sont « classiques » mais,
par manque de temps, nous n’avons pas pu trouver des références auxquelles renvoyer le lecteur.

Lemme C.1. Pour qu’une fonction conveze f : R? — R tende vers Uinfini quand ||z|| tend vers
Vinfini il faut et il suffit que dans chaque direction @ € S*' la fonction A — f(\id) tende vers
Uinfini quand X tend vers 4oc0.

Démonstration. La condition est bien str nécessaire; démontrons qu’elle est suffisante. Soit A >
max{0, f(0)}. Pour chaque direction @ € SY~!, on peut choisir un nombre Az tel que f(\zi) > 2A.
Par continuité de f, il existe alors un voisinage ouvert Oy de @ dans S?! tel que f(\g7) > A
quel que soit ¥ € Ogz. Pour chaque ¥ € Og, on a en particulier f(Az¥) > f(0), donc par convexité
f(AD) > f(Ag0) > A dés que A > Ay Autrement dit, pour tout couple (7,\) € Oz X [Az, +00[, on
a f(\) > A. Par compacité de la sphere, on peut extraire une famille finie J C S telle que la
famille {Og, @ € J} recouvre S¥~1. Pour tout x € R? tel que ||z|| > maxges Az on a alors f(z) > A.
Cela démontre le lemme. O

Lemme C.2. Soit (f,), une suite de fonctions converes sur R qui converge uniformément sur les
compacts vers une fonction convexe f. Si f admet un minimum global strict p, alors, pour tout n
assez grand, la fonction f, admet un minimum global p, qui tend vers p quand n tend vers linfini.

Démonstration. Sans perdre en généralité, on peut supposer que le minimum p de la fonction f est

atteint en 0. Soient 7 > 0 et o = ming,cg(o, f(x) > f(0). Posons § = O‘_Tf(o). Puisque la suite (fy,)

converge vers f uniformément sur les compacts, pour tout n assez grand on a

fn(0) < fO)+d<a—-d< xelg%&) ful)

et comme f,, est convexe cela implique que f,(x) > f,(0) quel que soit z ¢ B(0, r]. Donc le minimum
pn de fp sur B(0,r] est un minimum global. Cela nous apprend que, pour tout n assez grand, la
fonction f, possede un minimum global p, et qu’en outre, pour tout r > 0, il existe un rang a
partir duquel toutes les fonctions f,, atteignent leur minimum global dans la boule B(0, r]. On peut
donc choisir une suite de points (p,) qui tend vers 0 telle que f,,(pn) = pn, et I'on en déduit que
lim p,, = lim f,,(pn) = f(0) = p, car la suite (f,,) converge vers f uniformément sur les compacts. [
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Résumé Dans la premiere partie de cette these, nous étudions un modele de marche aléatoire
centrifuge. Nous démontrons une loi du logarithme itéré pour sa norme, et nous obtenons la loi
asymptotique des fluctuations de sa direction. Nous donnons ensuite un encadrement du taux de
décroissance exponentielle de la probabilité qu’elle se trouve a l'instant n dans un compact fixé en
montrant que la probabilité qu'une marche aléatoire centrée classique retourne dans un compact a
I'instant n sans quitter un cone ne décroit pas a vitesse exponentielle.

Dans la seconde partie, nous étudions le mouvement brownien de dimension quelconque, condi-
tionné a rester dans un cone de révolution pendant une unité de temps, et nous en déduisons un
principe d’invariance pour une marche aléatoire conditionnée & rester dans un cone.

Mots clés : Marche aléatoire centrifuge, mouvement brownien conditionné, théorémes limite.

Abstract In the first part of this thesis, we study a model of centrifugal random walk. We prove
a Law of Iterated Logarithm for its norm, and find the asymptotic law of the fluctuations of its
direction. We then give upper and lower bounds for the exponential decay of the probability that
the centrifugal random walk visits a fixed compact set at time n; this is achieved by proving that
the probability that a centered random walk visits a compact set at time n without having left a
cone does not decrease exponentially.

In the second part, we study the multidimensional Brownian motion conditioned to stay in a
circular cone for a unit of time, and derive an Invariance Principle for a random walk conditioned
to stay in a circular cone.

Key words : Centrifugal random walk, conditioned Brownian motion, limit theorems.
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