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Résumé

Ce travail de thèse a pour objet une méthode de détermination du champ électromagné-
tique au voisinage des bâtiments urbains, ainsi que l’évaluation de l’incertitude associée,
liée aux paramètres variables des façades.

Cette étude met en œuvre une méthode théorique, précise et rapide de caractérisation
du champ électromagnétique réfléchi par des objets diffractants diélectriques de taille su-
périeure à quelques longueurs d’onde. La réflexion comprend la rétrodiffusion, la réflexion
spéculaire et la réflexion non-spéculaire. La méthode se trouve dans la catégorie des tech-
niques basées sur les courants équivalents et calcule le rayonnement de ces courants à
l’aide des fonctions de Green associées à l’interface entre deux diélectriques semi-infinis.
Les fonctions de Green tiennent compte de la présence de l’objet diffractant correctement
dans toutes les directions, c’est pourquoi la méthode proposée ici présente une précision
plus importante que les méthodes du même type, particulièrement dans les directions non-
spéculaires. La méthode peut être appliquée dans différents domaines : radar, télédétection,
géophysique, et plus particulièrement dans l’environnement urbain dans le cadre de cette
thèse.

Un modèle simple de bâtiment urbain, composé des murs (en béton) et des fenêtres (en
verre), est adopté dans les exemples présentés au cours du manuscrit, avec l’avantage de
tenir compte simplement du type et de l’épaisseur des fenêtres. La méthode des fonctions
de Green étant rapide et peu exigeante en temps de calcul et en ressources informatiques,
elle permet d’obtenir une caractérisation rapide du champ, et en conséquence de déterminer
l’influence de plusieurs paramètres intervenant dans le calcul du champ au voisinage d’un
bâtiment via des études paramétriques/statistiques. L’influence de la variation de plusieurs
paramètres est approfondie par des études statistiques. Parmi ces paramètres citons : la
permittivité du matériau principal de la façade, la distribution des fenêtres, les dimensions
(la largeur et la hauteur) des fenêtres et le type du vitrage (l’épaisseur des fenêtres). La
connaissance des paramètres influents et la quantification de leur influence sur le champ
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réfléchi permettront aux simulateurs de la propagation d’onde de faire des simplifications
qui accélèrent le temps de calcul tout en maintenant une bonne précision des résultats. Ce
travail pourra être utilisé afin d’obtenir des modèles de propagation plus précis.

Mots clés : propagation, réflexion/diffraction, fonctions de Green, méthodes asympto-
tiques, environnement urbain, statistiques
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Introduction

Les origines des télécommunications sans fil remontent aux années 1880 où Hertz a
observé la transmission des ondes électromagnétiques et a réalisé la prédiction de Maxwell
sur la propagation d’onde qui datait de plus de 10 ans. Marconi, avec ses expériences en
télégraphie sans fil et sa réussite dans l’établissement d’une liaison radio continue avec les
bateaux en 1901, a posé le premier jalon de la télécommunication sans fil. Dans l’intervalle
d’une centaine d’années, de nombreux types de systèmes sans fil ont prospéré, et souvent
plus tard disparu : les trois générations de la téléphonie mobile depuis 1980 vont laisser
leur place dans quelques années à la quatrième génération. La tendance générale dans
le développement des communications sans fil [1] est le recours à des débits de données
plus élevés, la propagation dans des environnements plus complexes, l’emploi d’antennes
intelligentes, et les systèmes à entrées multiples et sorties multiples2. Le sujet de cette étude
se concentre sur la propagation et plus précisément sur la propagation dans l’environnement
urbain.

L’environnement urbain est un milieu complexe et divers, présentant des diffractions à
grande et à petite échelle dues aux objets statiques : façades de bâtiments, arbres, panneaux
de signalisation et des perturbations liées aux objets diffractants dynamiques comme les
voitures et les piétons [2]. Avant de mettre en œuvre la conception et la planification de
systèmes de communication sans fil, les caractéristiques précises de la propagation d’onde
dans cet environnement doivent être connues. À cette fin, l’acquisition de deux dispositifs
est nécessaire : un modèle et une méthode. Le modèle de prédiction de la propagation
d’onde dépend de l’environnement, de la complexité et de la précision recherchées. La
méthode de calcul, s’intégrant dans le modèle, doit être adaptée aux besoins du modèle
choisi. La littérature sur les deux sujets est abondante. Nous allons présenter une étude
bibliographique sur les travaux existant dans le domaine et nous allons y situer la méthode
et le modèle présentés dans ce manuscrit.

2multiple-input multiple-output (MIMO)



2 Introduction

Modèles de prédiction de propagation

Dans la prédiction de la propagation d’onde la connaissance de deux types de para-
mètres est d’un grand intérêt; les paramètres correspondants à l’affaiblissement à grande
échelle3 et aux évanouissements à petite échelle4. Les premiers sont importants pour pré-
voir la couverture et le meilleur emplacement de la station de base pour avoir la puissance
moyenne exigée du signal à grandes distances. Les derniers sont utiles pour donner des
informations statistiques locales sur la fluctuation des champs à quelques longueurs d’onde
de l’émetteur et combattre les évanouissements liés aux trajets multiples [3].
Les modèles de prédiction de l’affaiblissement à grande échelle peuvent être divisés en trois
catégories [1].

Les modèles empiriques sont basés sur des équations tirées de mesures extensives du
champ. Ces modèles sont simples à employer mais ils ne peuvent pas être utilisés
d’un environnement à un autre sans être modifiés. À titre d’exemple nous pouvons
nommer le modèle de Okumura [4] ou Hata [5].

Les modèles spécifiques au site 5 sont basés sur les méthodes numériques, telles que le
tracé de rayon [6], [7], [8] la méthode des différences finies dans le domaine temporel,
la méthode des moments, etc. Les paramètres de ces modèles sont nombreux et liés à
un site donné; le temps de calcul, selon la complexité de l’environnement, peut être
long. Parmi les méthodes de cette catégorie, la méthode de tracé de rayon a largement
été utilisée dans le domaine de la propagation dans l’environnement urbain. Plusieurs
études ont été menées afin d’améliorer et d’accélérer cette méthode [9].

Les modèles théoriques (physiques) sont obtenus en imposant certaines conditions
idéalisées sur la géométrie [10]. Ils utilisent souvent l’optique physique. Ces modèles
sont plus efficaces que les modèles spécifiques au site. Parmi ces modèle, on peut
nommer la diffraction “over-rooftop” [11] qui impose parfois des critères sur la hauteur
des bâtiments ou leur espacement. Dans cette catégorie, les modèles imposant une loi
statistique pour l’espacement des bâtiments ou des fenêtres sur les façades sont connus
sous le titre des modèles semi-déterministes, parmi lesquels le modèle supposant une
loi exponentielle pour l’espacement entre les bâtiments a souvent été utilisé dans la
littérature.

3large-scale path-loss
4small-scale fading
5site-specific models
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Les modèles de prédiction de l’évanouissement à petite échelle sont souvent des modèles
statistiques et connus sous le titre général de modèle du canal. Parmi ces modèles nous
citons : un modèle statistique pour les trajets multiples6 en environnement urbain basé
sur les mesures [12] et un modèle statistique pour les bâtiments des usines basé sur les
mesures [13].

Méthodes de calcul électromagnétique

Les méthodes de calcul du champ électromagnétique, selon la capacité de calcul à
disposition, sont divisées en deux catégories : méthodes rigoureuses et méthodes asympto-
tiques. Les méthodes rigoureuses [14] basées sur la résolution directe (souvent numérique)
des équations de Maxwell, donnent une précision maximale mais deviennent rapidement
contraignantes dans les problèmes dont la taille dépasse quelques longueurs d’onde, pour
des raisons du temps de calcul et des ressources informatiques. Dans le cadre de notre étude,
l’application de la méthode de calcul est destinée à l’environnement urbain qui présente
des objets diffractants de très grande échelle (quelques dizaines de longueurs d’ondes) : les
méthodes rigoureuses sont ainsi souvent inadaptées. Nous nous limitons alors dans cette
étude bibliographique aux méthodes asymptotiques. Cependant il est important de noter
que l’utilisation des méthodes rigoureuses dans les modèles de la propagation d’onde dans
l’environnement urbain, malgré leur rareté, a été déjà signalée [15], [16].

Méthodes asymptotiques

Les méthodes haute fréquence et leurs solutions sont appelées asymptotiques dans le sens
où leur précision augmente à mesure que certaines dimensions associées à l’objet diffrac-
tant deviennent électriquement grandes lorsque la fréquence augmente [17]. Ces méthodes
servent à compléter les méthodes numériques et rigoureuses dont la convergence pour les
problèmes de grandes échelles ralentit. Les méthodes asymptotiques ont l’avantage par
rapport aux méthodes numériques de donner une solution explicite pour un problème com-
plexe. Ces méthodes, selon la grandeur sur laquelle elles basent leurs formulations, peuvent
être divisées en deux catégories.

1. Les techniques basées sur le champ :
– l’optique géométrique7;

6multipath
7Geometrical Optics (GO)
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– la théorie géométrique de la diffraction8;
– la théorie uniforme de la diffraction9;
– la théorie incrémentale de la diffraction10

2. Les techniques basées sur le courant :
– l’optique physique11;
– la théorie physique de la diffraction12;
– la méthode des courants équivalents13;
– la théorie incrémentale de la diffraction (formulation améliorée de la première théo-
rie)

L’optique géométrique est une approximation haute fréquence de l’équation de Maxwell
pour décrire la propagation du champ électromagnétique à l’aide de rayons. La formula-
tion s’obtient en écrivant la solution de l’équation en une série (expressions de Luneberg-
Kline [18], [19]) et en supposant qu’en hautes fréquences seul le terme indépendant de la
fréquence, le premier terme, intervient. Selon l’optique géométrique, dans un milieu ho-
mogène isotrope, les champs se propagent le long des rayons qui satisfont le principe de
Fermat et qui sont orthogonaux au front d’onde. Malgré la simplicité de cette formulation,
l’approximation ne fonctionne pas très bien aux fréquences RF et micro-ondes. L’optique
géométrique prévoit un champ nul dans la zone d’ombre et la valeur du champ est discon-
tinue à la limite entre la zone illuminée et la zone d’ombre. Afin de surmonter les défauts
de l’optique géométrique, Keller a introduit une nouvelle classe des rayons diffractés qui
pénètrent dans la zone d’ombre.

La théorie géométrique de la diffraction, présentée par Keller [20], décompose le champ
total en un champ obtenu par l’optique géométrique et un champ diffracté qui s’obtient
via une généralisation du principe de Fermat. Le champ diffracté s’écrit sous la forme de
l’onde incidente multipliée par un coefficient de diffraction, calculé suivant la nature de la
surface au voisinage du point de diffraction [21] : bord, sommet, discontinuité électrique
ou géométrique, etc. Malgré cette correction, la théorie géométrique de la diffraction, sous
sa forme originale, ne permet pas toujours d’avoir le champ continu à la limite de la zone
illuminée et de la zone d’ombre. Pour résoudre ce problème, les techniques uniformes de la
diffraction ont été présentées.

8Geometrical Theory of Diffraction (GTD)
9Uniform Theory of Diffraction (UTD)

10Incremental Theory of Diffraction (ITD)
11Physical Optics (PO)
12Physical Theory of Diffraction (PTD)
13Method of Equivalent Currents (MEC)
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Parmi les techniques uniformes, la théorie uniforme de la diffraction qui est la méthode
la plus utilisée, a été proposée par Pathak et Kouyoumjian [22], [17]. Dans cette technique,
les champs obtenus par l’optique géométrique sont discontinus sur les limites de la zone
d’ombre, les champs diffractés sont également discontinus, mais les discontinuités sont de
sorte qu’en ajoutant les deux termes, le champ total est continu. Autrement dit, les sin-
gularités sont enlevées par la technique de soustraction. La théorie asymptotique uniforme
est une autre technique de correction pour l’optique géométrique dans laquelle les singu-
larités sont enlevées en multipliant par des termes correctifs [23], [24]. Cette méthode est
mathématiquement plus difficile à appliquer et la théorie uniforme de la diffraction reste
la plus répandue.

La méthode la plus représentative de la catégorie des méthodes asymptotiques basées
sur les courants (les sources) est l’optique physique. Dans cette catégorie, en général, au lieu
d’utiliser directement les rayons ou les champs, les expressions asymptotiques des courants,
qui créent les champs, sont calculées et les champs sont obtenus en utilisant les intégrales
de rayonnement. Ces méthodes sont plus efficaces dans les zones où la méthode de rayon
échoue, comme évoqué par la suite.

Dans la méthode de l’optique physique, l’obstacle est remplacé par les courants surfa-
ciques électrique et magnétique obtenus à l’aide du principe d’équivalence physique. Les
courants équivalents rayonnent en absence de l’objet diffractant et génèrent les champs élec-
tromagnétiques, dus à la présence de l’objet diffractant, à l’extérieur de cet objet [25], [26].
Nous donnerons des explications détaillées sur l’optique physique et le principe d’équiva-
lence physique dans le chapitre 1. Dans cette introduction, nous citons ses caractéristiques
uniquement comme une des méthodes asymptotiques.

L’optique physique est apte à donner une meilleure approximation en comparaison
avec l’optique géométrique qui prédit un niveau de champ infini dans certaines zones de
diffraction, par exemple pour les zones adjacentes au point caustique des surfaces concaves.
Il est important de noter que l’optique physique, comme l’optique géométrique, n’introduit
aucun champ dans la zone d’ombre. De plus, l’optique physique satisfait la réciprocité
seulement dans la direction spéculaire [17], [27]. Nous allons montrer dans le chapitre 1,
les raisons de l’inexactitude de l’optique physique dans les directions non-spéculaires. Ces
défauts sont corrigés par la théorie physique de la diffraction.

La théorie physique de la diffraction, développée par Ufimtsev [28], modifie les courants
équivalents surfaciques de l’optique physique (courants uniformes) en ajoutant des termes
de courants (courants non-uniformes) qui tiennent compte de la diffraction par les bords.
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Dans cette formulation, les courants uniformes sont créés d’après le même principe que
dans l’optique physique; ils sont liés aux champs induits sur le plan infini tangent à l’objet.
Les courants non-uniformes sont créés par la diffraction en raison de tout écart entre le
plan tangent infini et la surface diffractante. Dans le cas d’un objet présentant des arêtes,
la composante non-uniforme de courant est décrite asymptotiquement par les fonctions de
Sommerfeld [29].

D’une manière plus générale, toutes les techniques qui consistent à ajouter un champ
correcteur à celui de l’optique géométrique/physique forment une extension de la théorie
géométrique/physique de la diffraction. Ce champ correcteur s’obtient :
• à partir des courants
– Méthode des ondes élémentaires de bords14 [30]
– Coefficients incrémentaux de longueur de diffraction15 [31], [32]
– Méthode des courants équivalents [33]
• directement à partir des champs locaux
– Théorie incrémentale de la diffraction [34], [35]
• à partir des courants ou des champs selon la formulation employée [36]

Objectifs de l’étude

Ce travail a été réalisé à l’université Paris-Est (Marne-la-Vallée) au sein du laboratoire
ESYCOM (Équipe Systèmes de Communications et Microsystèmes). Il a fait l’objet d’un
contrat de recherche externe avec Orange Labs (ex France Telecom R&D).

France Telecom et, d’une manière plus générale, les opérateurs de téléphonie mobile,
disposent actuellement d’outils de prédiction de la propagation d’onde en milieu urbain
qui ne prennent pas en compte les hétérogénéités locales susceptibles d’induire de fortes
variations du champ. Dans le modèle utilisé dans ces outils, les immeubles sont considérés
comme homogènes avec au mieux des ouvertures. La méthode de calcul est fréquemment
une méthode asymptotique du type tracé de rayon. Afin d’utiliser les ressources radio
avec une meilleure efficacité, le développement de nouveaux outils de prédiction s’est avéré
indispensable.

La nouvelle génération des outils est exigée pour prendre en compte de manière dy-
namique la complexité locale des scènes qui influence de façon considérable le niveau du

14Elementary Edge Waves (EEW)
15Incremental Length Diffraction Coefficients (ILDC)
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champ électromagnétique. Dans ce but, un travail de thèse a été réalisé à Orange Labs
qui a mis en œuvre une méthode d’homogénéisation dynamique pour évaluer les niveaux du
champ radio en milieu urbain [37]. Conjointement, deux autres sujets de thèse ont été défi-
nis. Le premier, développé dans ce manuscrit, avait pour l’objet de présenter une méthode
rapide et précise pour connaître les paramètres importants se trouvant sur la façade d’un
bâtiment et de quantifier leur influence sur le champ électromagnétique local sous forme
d’incertitudes. Le deuxième, en cours, étudiera l’influence de la diffraction par les rugosités
sur les façades telles que les balcons.

Cette étude met en œuvre avant tout une méthode théorique, précise et rapide, de ca-
ractérisation du champ électromagnétique réfléchi par des objets diffractants diélectriques
de taille plus grande que quelques longueurs d’onde. La réflexion comprend la rétrodiffu-
sion16, la réflexion spéculaire et la réflexion non-spéculaire17. La méthode se trouve dans
la catégorie des techniques basées sur les courants équivalents et présente une précision
plus importante que la plus connue des méthodes de cette catégorie, l’optique physique,
particulièrement dans les directions non-spéculaires. La méthode ne tient pas compte des
diffractions par les bords, toutefois cet effet peut être ajouté avec les courants de bords cor-
recteurs présentés auparavant. La méthode peut être appliquée dans différents domaines :
radar, télédétection, géophysique, et plus particulièrement dans l’environnement urbain
dans le cadre de cette thèse. Elle permet d’obtenir une caractérisation rapide du champ
et en conséquence de connaître l’influence de plusieurs paramètres intervenant dans le cal-
cul du champ au voisinage d’un bâtiment via des études paramétriques/statistiques. Un
modèle géométrique simple, composé des murs (en béton) et des fenêtres (en verre), est
adopté dans les exemples présentés au cours du manuscrit avec l’avantage d’apporter un
moyen pour tenir compte du type et de l’épaisseur des fenêtres. La méthode peut être
également appliquée dans les modèles plus complexes ayant davantage de détails architec-
turaux. Parmi les modèles de prédiction de la propagation d’onde présentées au début de
l’introduction, elle s’intègrerait convenablement dans les modèles théoriques et les modèles
spécifiques au site. Le modèle théorique utiliserait la méthode directement à la place de
l’optique physique. Il pourrait aussi été employé dans des applications hybrides du type
SBR18 [38]. Le modèle spécifique au site du type tracé de rayon profiterait de la méthode
pour modifier les coefficients de réflexion utilisés. La méthode pourrait améliorer également
l’algorithme de base de tracé de rayon et réduire le nombre des objets intervenant dans le

16monostatic scattering ou backscattering
17bistatic scattering
18Shooting-and-Bouncing Ray
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calcul, en apportant des informations essentielles sur l’influence de chaque paramètre par
exemple sur la façade d’un bâtiment.

Plan de la thèse

Le chapitre 1 introduit les courants équivalents utilisés dans notre méthode. Différents
principes d’équivalence conduisant à différentes techniques pour calculer les courants équi-
valents et leur rayonnement sont présentés. Nous soulignons dans ce chapitre le principe
d’équivalence sur lequel se base la méthode présentée dans ce manuscrit et nous mettons
en évidence la différence de base entre cette méthode et la méthode la plus connue dans
cette catégorie : l’optique physique.

Le chapitre 2 apporte l’outil principal du calcul du champ : les fonctions de Green.
Les détails de la procédure du calcul des fonctions du champ électromagnétique, associées
à l’interface entre deux milieux semi-infinis, sont présentés dans ce chapitre ainsi que la
validation des expressions obtenues à l’aide des expressions analytiques existant dans la
littérature. La comparaison entre ces fonctions de Green et celles de l’optique physique (les
fonctions de Green de l’espace libre) est également exposée.

Le chapitre 3 présente plusieurs exemples concrets de l’application des fonctions de
Green : à une structure homogène de surface finie, à une structure inhomogène, à une
structure multicouche ainsi que la validation des résultats à l’aide de deux simulateurs élec-
tromagnétiques 3D. Une technique basée sur le concept de la permittivité équivalente est
également présentée pour tenir compte de l’épaisseur finie des fenêtres. Quelques exemples
de bâtiments urbains à la fin du chapitre ouvrent des pistes pour les études statistiques.

Le chapitre 4 est consacré à la connaissance des paramètres influents dans la caractérisa-
tion d’une onde au voisinage d’un bâtiment. Quelques sources d’incertitude du champ sont
présentées. En définissant des variables aléatoires et en leur attribuant des distributions
appropriées, la variation du champ électrique est étudiée et quantifiée à l’aide des mesures
statistiques. Les effets de variation de plusieurs paramètres sur le champ sont comparés
pour en supprimer les moins influents.



Chapitre 1

Principes d’équivalence

Les principes d’équivalence en électromagnétisme sont essentiellement divisés en deux
catégories : principe d’équivalence volumique et principe d’équivalence surfacique. Le pre-
mier est basé sur les courants et les charges de polarisation induits dans le corps de l’objet
(rayonnant ou diffractant) tandis que le deuxième est basé sur les courants surfaciques
remplaçant les courants et les charges volumiques [26], [25]. Le principe d’équivalence sur-
facique est seulement applicable aux milieux homogènes (ou homogènes par morceaux)
alors que le principe d’équivalence volumique reste valide pour tout type de milieu : homo-
gène, inhomogène, anisotrope, aléatoire, etc [39]. Les deux principes forment la base des
méthodes des équations intégrales ainsi que celles des méthodes asymptotiques.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons au calcul du champ dans l’environnement
urbain et plus particulièrement à l’influence des bâtiments, si bien qu’il s’agit d’une appli-
cation du principe d’équivalence en diffraction et non pas en rayonnement. Autrement dit,
le problème du rayonnement des antennes et le principe d’équivalence appliqué aux sources
ne sont pas traités dans ce manuscrit. Ensuite, l’objet diffractant principal dans ce milieu
est la façade de bâtiment. La façade d’un bâtiment urbain est un milieu inhomogène. Pour
une caractérisation précise des matériaux, les inhomogénéités à petite échelle (inférieure à
la longueur d’onde) peuvent être considérées mais pour les études de propagation seuls les
changements de milieux à grande échelle sont pris en compte. Nous considérons alors la
façade étudiée comme un milieu homogène par morceaux et nous étudierons uniquement
les principes d’équivalence surfacique.
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1.1 Principes d’équivalence surfacique

Le principe d’équivalence surfacique est basé sur le théorème d’unicité, d’après ce théo-
rème : le champ dans une région à pertes est exclusivement spécifié par les sources dans
la région accompagnées par les composantes tangentielles du champ ~E sur la limite de la
région, ou les composantes tangentielles du champ ~H sur la limite, ou les premières sur
une partie et les dernières sur le reste de la limite [25]. Nous pouvons alors déduire que
les champs dans la région sans source peuvent être déterminés dès lors que les compo-
santes tangentielles des champs électrique et magnétique sont connues complètement sur
une surface fermée.

Dans les problèmes de diffraction, on utilise souvent deux autres principes d’équivalence,
qui trouvent leur racine dans le principe d’équivalence surfacique, mais qui sont connus sous
des noms différents.

1.1.1 Équivalence inductive (Théorème d’induction)
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Fig. 1.1 – Théorème d’induction (a) Problème original des sources rayonnant dans le milieu 1
en présence d’un objet diffractant (b) Problème équivalent des sources surfaciques rayonnant
à l’interface entre l’objet diffractant et le milieu 1

Supposons que des sources −→Ji et −→Mi rayonnent dans le milieu 1 (ε1, µ1) en présence
d’un objet diffractant désigné par le milieu 2 (ε2, µ2), comme présenté sur la Fig. 1.1(a).
Le champ total dans le milieu 1 s’écrit sous la forme suivante :

−→
E = −→Ei +−→Es (1.1)
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−→
H = −→Hi +−→Hs (1.2)

où −→E et −→H sont les champs électrique et magnétique totaux en présence de l’objet dif-
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Fig. 1.2 – Géométrie pour les conditions aux limites des champs électromagnétiques entre
deux milieux

fractant, −→Ei et
−→
Hi sont les champs électromagnétiques en absence de l’objet diffractant et

−→
Es et

−→
Hs les champs électrique et magnétique liés à la présence de l’objet diffractant. Les

champs −→Et et
−→
Ht, sur la Fig. 1.1, sont les champs transmis dans l’objet diffractant.

Nous supposons que −→Ei et −→Hi peuvent être déterminés partout dans l’espace. Nous
formulons un problème équivalent qui donne directement −→Es et

−→
Hs à l’extérieur de l’objet

et −→Et et
−→
Ht à l’intérieur de l’objet, sachant que les conditions aux limites pour les courants

électrique et magnétique à l’interface entre les deux milieux, comme celle présentée sur la
Fig. 1.2, sont les suivantes :

n̂× (−→E2 −
−→
E1) = −−→Ms (1.3)

n̂× (−→H2 −
−→
H1) = −→Js (1.4)

Nous souhaitons que (−→E2,
−→
H2) et (−→E1,

−→
H1) soient égaux à (−→Es,

−→
Hs) et (−→Et,

−→
Ht), respective-

ment. Nous introduisons alors les courants équivalents de façon à ce que le résultat souhaité
soit obtenu :

n̂× (−→Es −
−→
Et) = −−→Ms (1.5)

n̂× (−→Hs −
−→
Ht) = −→Js (1.6)

Sachant que les composantes tangentielles du champ électromagnétique dans le problème
principal sont continues, nous pouvons écrire :

n̂× (−→Ei +−→Es) = n̂×
−→
Et (1.7)

n̂× (−→Hi +−→Hs) = n̂×
−→
Ht (1.8)
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En insérant (1.7) et (1.8) dans (1.5) et (1.6), nous obtenons :

−→
Ms = n̂×

−→
Ei (1.9)

−→
Js = −n̂×−→Hi (1.10)

Les courants équivalents surfaciques sont précisés sur la Fig. 1.1(b). Le problème équivalent
avec les courants ainsi calculés est jusqu’ici exact. Nous remarquons que :

– les courants équivalents sont connus car ils sont liés uniquement aux champs électro-
magnétiques incidents;

– les courants surfaciques rayonnent à l’interface des deux milieux : la présence de
l’objet diffractant rend difficile une résolution analytique;

– les courants équivalents donnent simultanément le champ réfléchi et le champ trans-
mis.

Nous rappelons que la solution de l’équation d’onde est analytique dans un milieu
homogène. Les courants surfaciques dans ce principe d’équivalence se trouvent à l’inter-
face entre deux milieux (un milieux inhomogène), l’équation d’onde n’est plus facile à
résoudre. À cause de la présence de l’objet diffractant, l’équivalence inductive n’est prati-
quement pas applicable sous sa forme exacte. En appliquant des approximations au théo-
rème d’équivalence, les méthodes asymptotiques peuvent en être dérivées, comme la théorie
des images [40] ou la méthode présentée dans ce manuscrit (cf. section 1.3).

1.1.2 Équivalence physique

Prenons à nouveau le problème présenté dans la partie précédente où des sources de
courant rayonnent dans le milieu 1 en présence d’un objet diffractant. Les champs élec-
tromagnétiques dans le milieu 1 sont donnés par (1.1) et (1.2). Nous présentons deux
problèmes équivalents, un pour la réflexion et un pour la transmission (Fig. 1.3).

En considérant les conditions aux limites des courants (1.3) et (1.4) et celles des champs
électromagnétiques (1.7) et (1.8), nous introduisons les courants surfaciques suivants pour
le problème équivalent en réflexion (Fig. 1.3(b)) :

−→
Ms = −n̂×−→E = −n̂× (−→Ei +−→Es) (1.11)

−→
Js = n̂×

−→
H = n̂× (−→Hi +−→Hs) (1.12)

Le rayonnement de ces courants en milieu homogène 1 crée les champs électrique et magné-
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Fig. 1.3 – Équivalence physique (a) Problème original des sources rayonnant dans le milieu 1
en présence d’un objet diffractant (b) Problème équivalent en réflexion des sources rayonnant
dans le milieu 1 (c) Problème équivalent en transmission des source rayonnant dans le milieu 2

tique liés à la présence de l’objet diffractant dans le milieu 1. Le champ électromagnétique
donné par ces courant à l’intérieur de l’objet diffractant n’est pas valide; pour cela le
traitement d’un problème équivalent en transmission est indispensable.

Le problème équivalent en réflexion est jusqu’ici exact. Nous remarquons que :
– les courants équivalents sont inconnus car ils sont liés au champ électromagnétique
total (en présence de l’objet);

– les courants surfaciques rayonnent dans le milieu homogène 1 en absence de l’objet
diffractant;

– le rayonnement des courants donne uniquement le champ électromagnétique diffracté.
Les courants surfaciques dans le problème équivalent en transmission se calculent de

façon similaire au problème équivalent en réflexion (Fig. 1.3(c)). Malgré leur rayonnement
dans le milieu homogène 2 qui simplifie les calculs postérieurs, le champ transmis reste
présent dans l’expression des courants. Ce dernier étant inconnu, le même problème se
pose donc pour le problème équivalent en transmission. En résumé :

– les courants équivalents sont inconnus car ils sont liés au champ électromagnétique
transmis;

– les courants surfaciques rayonnent dans le milieu homogène 2 en absence du milieu 1;
– le rayonnement des courants donne uniquement le champ électromagnétique transmis.
Le problème à résoudre, pour lequel les courants surfaciques sont liés à la solution

inconnue du problème, s’écrit sous forme d’équations intégrales. Différentes techniques,
telle que la méthode des moments, existent pour résoudre les équations intégrales [41],
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mais elles deviennent inapplicables pour des surfaces de grande taille par rapport à la
longueur d’onde. C’est pourquoi, nous nous intéressons ici aux méthodes asymptotiques
qui peuvent en être dérivées, telle que l’optique physique [40].

Dans la section suivante nous allons présenter les méthodes asymptotiques, dérivées des
deux principes d’équivalence, les plus utilisées dans les problèmes de diffraction.

1.2 Méthodes asymptotiques classiques

L’équivalence inductive et l’équivalence physique présentées dans la section précédente
(sous leur forme exacte) permettent de remplacer le problème original par un problème équi-
valent qui n’est pas nécessairement plus facile à résoudre mais dont la solution est identique
à celle du problème principal. Les approximations appliquées aux principes d’équivalence
conduisent aux méthodes asymptotiques qui présentent des problèmes équivalents plus
faciles à résoudre mais dont la solution n’est plus exacte.

1.2.1 Théorie des images

La théorie des images se base sur le principe d’équivalence inductive (cf. section 1.1.1)
et trouve son application la plus directe dans le cas des structures métalliques. Pour un
métal parfait (Fig. 1.4(a)), le champ électromagnétique transmis est nul (−→Et = −→Ht = 0) et
nous calculons les courants équivalents d’après (1.9) et (1.10). Ces courants rayonnent en
présence de l’objet diffractant. Sachant que le courant électrique (−→Js) ne peut pas rayonner
à l’interface d’un métal parfait, les courants équivalents dans le cas d’un objet métallique se
réduisent à un seul type : le courant magnétique surfacique (−→Ms). Le calcul du rayonnement
de −→Ms à l’interface entre le milieu 1 et le métal n’est cependant pas facile. Si l’objet
diffractant est électriquement grand, il peut être approximé par un métal parfait plan
et infini et la théorie des images est donc applicable [26], [25]. L’expression du courant
équivalent après avoir appliqué la théorie des images :

−→
Ms = 2n̂×−→Ei (1.13)

Ce courant dépend uniquement du champ incident et rayonne dans le milieu homogène 1
comme présenté sur la Fig. 1.4(b). Il est désormais facile de résoudre ce problème.

Le calcul de l’image pour un élément de source au dessus d’un plan diélectrique revient
à calculer les impédances de surface [42]. Dans le cas d’un objet diffractant non-métallique,
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Fig. 1.4 – (a) Problème équivalent exact obtenu par le théorème d’induction (b) Problème
équivalent approché obtenu par la théorie des images pour un objet métallique

l’application de la théorie des images aide uniquement à trouver les trajets valides dans les
méthodes basées sur les rayons [7], [43].

1.2.2 Optique physique

Cette méthode est basée sur l’équivalence physique. Comme pour la théorie des images,
l’application la plus simple de cette méthode est envisageable pour les structures mé-
talliques. Les courants équivalents de l’équivalence physique en réflexion se calculent à
partir des équations (1.11) et (1.12). Ces courants rayonnent dans le milieu homogène
1 (Fig. 1.5(a)). Pour que les courants ne soient pas dépendants du champ diffracté, les
champs −→Es et −→Hs sont remplacés par leur approximation. Sachant que dans le cas d’un
métal parfait infini et plan le coefficient de réflexion est égal à −1, −→Es est remplacé par
−
−→
Ei et

−→
Hs par −→Hi. Le courant magnétique équivalent (−→Ms) sera donc nul et le courant

électrique équivalent devient :
−→
Js = 2n̂×−→Hi (1.14)

Ce courant dépend uniquement du champ incident et rayonne dans un milieu homogène
comme présenté sur la Fig. 1.5(b). À partir de cette étape, la résolution du problème ne
présente pas de difficulté.

Dans le cas d’un objet diélectrique, le champ diffracté (−→Es) doit être remplacé par une
approximation du champ diffracté qui est le champ réfléchi calculé à l’aide du coefficient de
réflexion de Fresnel. Cette approximation est encore moins bonne que dans le cas d’un objet
métallique car le coefficient de réflexion pour le métal est unique pour toutes les directions
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Fig. 1.5 – (a) Problème équivalent exact obtenu par l’équivalence physique en réflexion (b)
Problème équivalent approché obtenu par une approximation du champ tangentiel pour un
objet métallique

d’incidence et d’observation tandis que pour un diélectrique ce coefficient diffère suivant
l’angle d’incidence et il est valable uniquement dans la direction spéculaire. Cette infor-
mation est très importante et nous allons voir dans les chapitres suivants que, pour cette
raison, la méthode de l’optique physique devient moins précise que la méthode proposée
dans ce manuscrit pour un objet diélectrique. Nous allons développer cette approximation
dans le cas d’une onde plane, polarisée TE et incidente sur un objet diélectrique plan et
électriquement grand pour que l’utilisation du coefficient de réflexion de Fresnel soit va-
lide. D’après (1.11) et (1.12), les courants équivalents pour l’onde plane présentée sur la
Fig. 1.6(a) s’écrivent de la façon suivante :
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Fig. 1.6 – Onde plane incidente en polarisation (a) TE (Perpendiculaire) (b) TM (Parallèle)
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−→
Ms = −âz × (âx +R⊥ âx)Ei e−jk0y sin θi

= −(1 +R⊥)Ei e−jk0y sin θi ây
(1.15)

−→
Js = âz ×

[
(− sin θi âz − cos θi ây) +R⊥(− sin θi âz + cos θi ây)

]Ei
η0
e−jk0y sin θi

= (1−R⊥)Ei
cos θi
η0

e−jk0y sin θi âx

(1.16)

où R⊥ est le coefficient de réflexion de Fresnel pour la polarisation TE et η0 =
√
µ0/ε0 est

l’impédance du vide.
Les résultats présentés pour une structure métallique s’obtiennent en imposant R⊥ = −1.

Une onde plane (ou localement plane) en polarisation quelconque se décompose en
polarisations TE et TM. Dans ce cas, on peut utiliser les coefficients de réflexion dyadiques
de Fresnel, les courants équivalents de l’optique physique sont [44], [45] :

−→
Ms = −n̂×−→Ei(1 +R) (1.17)

−→
Js = n̂×

[
k̂i ×

−→
Ei
]
(1−R) η0

−1 (1.18)

où R est le coefficient de réflexion dyadique de Fresnel et k̂i est le vecteur unitaire dans
la direction de la propagation de l’onde incidente. Ainsi, le champ électrique incident (−→Ei)
est décomposé en champ électrique parallèle et champ électrique perpendiculaire au plan
d’incidence et pour chaque composante le coefficient de réflexion dyadique (R) prend res-
pectivement la valeur des coefficients R‖ et R⊥ de Fresnel.

1.3 Méthode proposée à l’aide des fonctions de Green

Précédemment nous avons présenté les deux principes d’équivalence les plus utilisés
dans les problèmes de diffraction et les méthodes asymptotiques classiques qui en dérivent.
Notons bien que d’autres approximations peuvent être employées afin de simplifier la forme
exacte du problème équivalent selon la nature du problème et la précision recherchée. Cette
section est consacrée à la description de notre méthode : une troisième façon de simplifier
le problème équivalent exact, qui s’inspire du principe d’équivalence inductive mais qui ne
se sert pas de la théorie des images.

Selon le principe d’équivalence inductive, une onde incidente (−→Ei) crée des courants
équivalents (−→Js et

−→
Ms) qui dépendent du champ incident, rayonnent à l’interface de l’objet
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diffractant et donnent le champ électromagnétique simultanément à l’extérieur et à l’in-
térieur de l’objet diffractant. La principale difficulté dans ce problème équivalent est la
présence de l’objet. Dans notre méthode nous n’apporterons pas de simplifications pour
supprimer cette présence mais nous prendrons des conditions particulières pour pouvoir
calculer le rayonnement des courants surfaciques en présence de l’objet diffractant.

Nous allons voir dans le chapitre 2 que si nous possédons les fonctions de Green associées
à l’interface entre deux diélectriques, nous pouvons calculer le rayonnement d’une distribu-
tion quelconque de courant sur cette interface. Malheureusement, obtenir les fonctions de
Green pour tout type d’interface, de matériau et de milieu s’avère complexe. Sachant que
l’application de la méthode est prévue pour l’environnement urbain, ce qui veut dire que les
obstacles sont de dimensions importantes, nous supposons que l’objet diffractant s’étend à
l’infini. Ainsi les courants équivalents créés sur la surface de l’objet diffractant rayonnent
à l’interface entre deux milieux semi-infinis. Le calcul des fonctions de Green associées à
une interface entre deux milieux semi-infinis est présenté dans le chapitre suivant. Nous
présentons les calculs des courants surfaciques dans le cas d’une onde plane qui illumine
l’interface plane entre deux diélectriques semi-infinis en polarisation TE ou TM (Fig. 1.6).

1.3.1 Courants équivalents pour la polarisation TE

Les courants surfaciques équivalents pour la polarisation TE (perpendiculaire) se cal-
culent en se référant à la Fig. 1.6(a) et aux relations (1.9) et (1.10) :

−→
Ms = âz × Ei e−jk0y sin θi âx

= Ei e
−jk0y sin θi ây

(1.19)

−→
Js = −âz × (− sin θi âz − cos θi ây)

Ei
η0
e−jk0y sin θi

= −Ei
cos θi
η0

e−jk0y sin θi âx

(1.20)

1.3.2 Courants équivalents pour la polarisation TM

Les courants surfaciques équivalents pour la polarisation TM (parallèle) se calculent en
se référant à la Fig. 1.6(b) et aux relations (1.9) et (1.10) :

−→
Ms = âz × (sin θi âz + cos θi ây)Ei e−jk0y sin θi

= −Ei cos θi e−jk0y sin θi âx
(1.21)
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−→
Js = −âz ×

Ei
η0
e−jk0y sin θi âx

= −Ei
η0
e−jk0y sin θi ây

(1.22)

1.4 Conclusion

Nous avons présenté les principes d’équivalence utilisés dans les études de diffraction.
Ils sont employés sous leur forme exacte ou approchée suivant la précision recherchée et
la complexité permise. Les méthodes numériques, basées sur la forme exacte des principes
d’équivalence, ne sont pas adaptées aux besoins des simulateurs de la propagation d’onde
dans l’environnement urbain car les dimensions des bâtiments sont grandes devant la lon-
gueur d’onde et une méthode exacte demanderait un temps de calcul et de ressources
informatiques prohibitives. Il est alors inévitable d’apporter des approximations à la for-
mulation exacte afin de la rendre applicable dans les simulateurs.

Le point commun à tous les principes est l’introduction de courants équivalents, la diffé-
rence réside dans la manière avec laquelle le rayonnement de ces courants est obtenu. Nous
avons présenté la méthode asymptotique de l’optique physique, basée sur le principe d’équi-
valence physique, qui est largement utilisée dans le domaine de la propagation d’onde et de
la diffraction. Les inconvénients de l’approximation appliquée dans cette méthode ont été
soulignés. Nous avons proposé une méthode, basée sur le principe d’équivalence inductive
et les fonctions de Green, qui applique aussi des approximations à la formulation exacte
mais différentes de celles de la théorie des images. Afin d’obtenir le rayonnement des cou-
rants équivalents dans cette méthode, nous calculerons les fonctions de Green nécessaires
dans le chapitre suivant. L’avantage de la méthode des fonctions de Green par rapport à
l’optique physique sera démontré dans ce chapitre.
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Chapitre 2

Fonctions de Green

L’un des problèmes fondamentaux de l’électromagnétisme est de trouver les solutions
d’équations différentielles linéaires avec une source spécifiée et certaines conditions aux
limites. Avec la technique des fonctions de Green, une solution de l’équation différentielle
s’obtient en utilisant une source unitaire (impulsion ou delta de Dirac). La solution pour
la vraie source du problème est écrite comme la superposition des réponses impulsionnelles
(fonctions de Green) avec le delta de Dirac appliqué aux différents points de la source, ce
qui s’écrit sous la forme d’une intégrale [26].

En 1828 George Green (1793–1841) a publié un essai sur l’application de l’analyse
mathématique à la théorie de l’électricité et du magnétisme. Dans cet ouvrage de physique
mathématique, Green a cherché à déterminer le potentiel électrique dans un espace vide
délimité par des conducteurs à un potentiel spécifié [46]. Cet essai reste peu connu jusqu’à
ce qu’entre 1850 et 1855, il soit réédité par Lord Kelvin (1824–1907) en trois numéros d’un
journal [47]. C’est seulement suite à la réédition de l’essai que Riemann (1826–1866) a
donné un nom au résultat du travail de George Green : fonction de Green. Les fonctions
de Green ont ensuite été utilisées dans des domaines différents : équation de Laplace,
équation de la chaleur, équation de l’onde, etc. Le fameux essai de Green a été récemment
réédité [48].

Les fonctions de Green peuvent prendre des formes diverses suivant le problème donné :
– des fonctions analytiques quand la solution de l’équation différentielle homogène est
connue;

– une série infinie de fonctions orthonormales satisfaisant les conditions aux limites
quand la solution de l’équation homogène est inconnue. Une forme alternative pour-
rait être une série orthonormales des fonctions propres pour l’opérateur Sturm-
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Liouville dont les valeurs propres se trouvent en appliquant les conditions aux limites;
– une forme intégrale quand le spectre des valeurs propres est continu.

La forme de la vraie source du problème joue un rôle significatif dans le choix de la forme
de la fonction de Green la plus appropriée pour un problème donné. Pour les problèmes
qui satisfont l’équation vectorielle de Helmholtz, on emploie des vecteurs et des dyades.
On fait alors intervenir une forme spéciale des fonctions de Green : les Fonctions de Green
dyadiques.

Le but de ce chapitre est de calculer les fonctions de Green exigées par la méthode
présentée dans la section 1.3. Nous y avons précisé que cette méthode est basée sur le
principe d’équivalence inductive et elle s’applique aux diélectriques semi-infinis.

2.1 Les outils

Afin d’obtenir les fonctions de Green dyadiques associées à l’interface entre deux di-
électriques semi-infinis, nous avons besoin des outils de calcul. Cette section présente des
préparatifs pour le processus principal du calcul des fonctions de Green. Nous allons ainsi
étudier la signification de la fonction dyadique, les potentiels vecteur et scalaire comme
un outil mathématique du calcul électromagnétique, la méthode appropriée pour résoudre
l’équation de Helmhotlz étant donné la physique du problème et finalement les conditions
aux limites à l’interface entre les deux diélectriques. Ayant acquis les connaissances néces-
saires, nous entamons le calcul des fonctions de Green dans la section suivante.

2.1.1 Dyades et fonctions dyadiques

Soit une fonction vectorielle F dans un système de coordonnées orthogonales comme
les coordonnées cartésiennes. Un vecteur est décrit par ses 3 composantes suivant les 3
directions possibles. La fonction vectorielle peut s’écrire :

F =
3∑
i=1

Fix̂i (2.1)

où x̂i est le vecteur unitaire des coordonnées. Prenons trois fonctions vectorielles distinctes :

F j =
3∑
i=1

Fijx̂i j = 1, 2, 3 (2.2)
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La fonction dyadique F est définie par :

F =
3∑
j=1

F jx̂i (2.3)

Insérant (2.1) dans (2.3), on obtient :

F =
3∑
j=1

3∑
i=1

Fijx̂ix̂j (2.4)

Afin de donner une signification physique à la relation (2.4), on prend le cas du champ
électrique créé par différentes sources de courant. F signifie : l’ensemble des champs avec
la même fréquence d’oscillation et dans le même environnement qui sont produits par 3
courants distincts de distribution J j (j = 1, 2, 3). La notion dyadique de Fijx̂ix̂j désigne :
la composante scalaire suivant i du champ électrique créé par un élément de courant dirigé
selon j [49].

2.1.2 Potentiels vecteur et scalaire

Dans l’analyse des problèmes électromagnétiques, il est souvent utile d’emprunter des
potentiels auxiliaires pour faciliter l’obtention des champs électrique et magnétique. Alors
que les champs électrique et magnétique sont des quantités physiques et mesurables, les
potentiels vecteur et scalaire restent strictement des outils mathématiques. L’utilisation
des potentiels ajoute une étape dans le calcul des champs et y introduit des fonctions
supplémentaires mais l’ensemble de la procédure du calcul des champs électromagnétiques
est ainsi simplifié. Les deux approches possibles sont schématisées sur la Fig. 2.1. Dans

Sources

J, M
Champs électromagnétiques

E, H

Potentiels vecteurs et scalaires

A, F, V, U

Intégration

Intégration Dérivation

Fig. 2.1 – Deux approches pour calculer les champs créés par des sources de courant

cette étude, ~A et ~F sont des potentiels vecteurs créés par des courants électrique ( ~J) et
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magnétique ( ~M). Les grandeurs V et U sont des potentiels scalaires associés respectivement
aux mêmes types de courant. Les relations suivantes relient les champs électrique ~E et
magnétique ~H aux potentiels vecteur et scalaire :

−→
EJ = −jω ~A−−−→∇V (2.5)

−→
HJ = 1

µ
∇× ~A (2.6)

−→
EM = −1

ε
∇× ~F (2.7)

−−→
HM = −jω ~F −−−→∇U (2.8)

Pour un problème donné dont les sources de courant sont spécifiées, on peut résoudre les
équations de Helmholtz des potentiels et ensuite calculer les champs à l’aide des potentiels.

2.1.3 Solution générale de l’équation scalaire de Helmholtz

En coordonnées cylindriques, l’équation scalaire de Helmholtz s’écrit de la façon sui-
vante :

1
ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂ψ

∂ρ

)
+ 1
ρ2
∂2ψ

∂ϕ2 + ∂2ψ

∂z2 + k2ψ = 0 (2.9)

Le choix des coordonnées cylindriques vient directement des hypothèses du problème : les
fonctions de Green sont associées à l’interface entre deux diélectriques semi-infinis. Suppo-
sons donc que les deux milieux sont semi-infinis suivant z ayant le plan xOy comme interface
qui s’étend à l’infini dans les directions x et y. Les coordonnées cylindriques permettent la
simplification des calculs pour les géométries présentant une symétrie de révolution selon
la direction z. Dans ce cas, la solution élémentaire de l’équation de Helmholtz homogène,
peut être obtenue par la séparation des variables :

Ψ = P(ρ)Φ(ϕ)Z(z) (2.10)
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En insérant (2.10) dans (2.9) et en séparant les différentes variables, on obtient :

ρ
d
dρ

(
ρ

dP
dρ

)
+
[
(kρρ)2 − n2

]
P = 0

d2Φ
dϕ2 + n2Φ = 0

d2Z
dz2 + kzZ = 0

(2.11)

où kρ et kz sont respectivement les constantes de propagation radiale et verticale et
k2
ρ + k2

z = k2
0.

L’équation en ρ est une équation de Bessel d’ordre n dont la solution, notée Bn(kρρ),
peut être une des fonctions suivantes :

Bn(kρρ) ∝ Jn(kρρ), Nn(kρρ), H(1)
n (kρρ), H(2)

n (kρρ) (2.12)

où Jn(kρρ) est la fonction de Bessel de première espèce, Nn(kρρ) la fonction de Bessel
de deuxième espèce, H(1)

n (kρρ) la fonction de Hankel de première espèce et H(2)
n (kρρ) la

fonction de Hankel de deuxième espèce.
Les solutions des équations en ϕ et z sont des fonctions harmoniques qui peuvent prendre
une des formes suivantes :

h(nϕ) ∝ sin(nϕ), cos(nϕ), ej(nϕ), e−j(nϕ) (2.13)

h(kzz) ∝ sin(kzz), cos(kzz), ej(kzz), e−j(kzz) (2.14)

La solution élémentaire de l’équation de Helmhotlz s’écrit donc sous la forme :

Ψ = Bn(kρρ) · h(nϕ) · h(kzz) (2.15)

Sachant que les combinaisons linéaires des fonctions élémentaires sont également solutions
de l’équation de Helmholtz, la somme sur n et kρ offre une forme plus générale de la
solution :

Ψ =
∑
n

∮
C
fn(kρ)Bn(kρρ) · h(nϕ) · h(kzz)dkρ (2.16)

où la fonction fn(kρ) est une fonction complexe à déterminer à partir des conditions aux
limites et C est un contour d’intégration dans le plan complexe. Le choix du chemin d’in-
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tégration, en principe arbitraire, est restreint par la nature de l’intégrant.

2.1.4 Conditions aux limites pour les potentiels vecteur et sca-
laire

Soit une distribution arbitraire de courant électrique et magnétique à l’interface infinie
entre deux diélectriques (Fig. 2.2). Les conditions aux limites pour les champs électroma-
gnétiques sont :

âz × (−→E1 −
−→
E2) = −−→Ms (2.17)

âz × (−→H1 −
−→
H2) = −→Js (2.18)

où −→E et −→H sont les champs électrique et magnétique à l’interface et les indices 1 et 2 dési-
gnent respectivement les diélectriques supérieur et inférieur. Afin de trouver les conditions
aux limites équivalentes pour les potentiels vecteurs et scalaires, les expressions (2.5)–(2.8)
doivent être insérées dans (2.17) et (2.18). Dans le cas d’une excitation par une onde plane
incidente dans le plan yOz et en polarisation TE, les dipôles électrique et magnétique sont
respectivement suivant x et y (cf. section 1.3 et Fig 2.3). Dans le cas d’une polarisation
TM, les directions des courants élémentaires sont inversées. Nous nous occupons d’abord
uniquement de la polarisation TE et nous démontrons ensuite que les expressions finales
des fonctions de Green pour la polarisation TM s’obtiennent directement à partir de celles
de la polarisation TE.
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Fig. 2.2 – Distribution arbitraire des courants électrique et magnétique à l’interface entre
deux diélectriques
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Fig. 2.3 – Dipôle électrique suivant x et dipôle magnétique suivant y à l’interface entre deux
diélectriques

Dipôle électrique horizontal

Soit un dipôle électrique suivant x à l’interface entre deux diélectriques (Fig. 2.3). En
insérant (2.5) dans (2.17) nous obtenons [50], [51] et [52] :

V1 = V2 (2.19)

Ax1 = Ax2 , Ay1 = Ay2 ,
1
µ1
Az1 = 1

µ2
Az2 (2.20)

et en insérant (2.6) dans (2.18) :

1
µ1

∂Ax1

∂z
− 1
µ2

∂Ax2

∂z
= −Jx (2.21)

Ensuite nous faisons intervenir la jauge de Lorentz à l’interface et nous obtenons une
équation supplémentaire qui nous servira plus tard:

∇. ~A+ jωµεV = 0 (jauge de Lorentz) (2.22)

1
µ1ε1
∇.
−→
A1 = 1

µ2ε2
∇.
−→
A2 (2.23)

Dipôle magnétique horizontal

Soit un dipôle magnétique suivant y à l’interface entre deux diélectriques (Fig. 2.3). Les
conditions aux limites pour les champs et les potentiels peuvent être obtenues en appliquant
le concept de dualité [25] :

U1 = U2 (2.24)
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Fx1 = Fx2 , Fy1 = Fy2 ,
1
ε1
Fz1 = 1

ε2
Fz2 (2.25)

1
ε1

∂Fy1

∂z
− 1
ε2

∂Fy2

∂z
= −My (2.26)

∇. ~F + jωµεU = 0 (jauge de Lorentz) (2.27)
1

µ1ε1
∇.
−→
F1 = 1

µ2ε2
∇.
−→
F2 (2.28)

2.2 Fonctions de Green des potentiels vecteurs et sca-
laires

Cette partie a pour l’objet de trouver les fonctions de Green des potentiels vecteur et
scalaire associés aux courants électrique et magnétique distribués à l’interface entre deux
diélectriques semi-infinis. La procédure est la suivante. Nous allons choisir d’abord une
solution générale de l’équation scalaire de Helmholtz pour chaque composante du potentiel
vecteur et pour le potentiel scalaire, comme présenté dans la section 2.1.3. Ensuite pour
préciser les inconnues dans l’expression générale des potentiels, nous allons appliquer les
conditions aux limites à l’interface entre les deux diélectriques. Ces condition aux limites,
comme présenté dans la section 2.1.4, sont obtenues en ayant comme source un dipôle
électrique suivant x pour les potentiels électriques et un dipôle magnétique suivant y pour
les potentiels magnétiques. Les résultats finaux sont par définition les fonctions de Green
recherchées.

Notons bien que les fonctions de Green ainsi calculées sont liées aux courants électrique
(suivant x) et magnétique (suivant y) correspondants à la polarisation TE de l’onde plane
incidente. Nous présentons les détails de la procédure du calcul uniquement pour cette
polarisation et les fonctions de Green liées à la polarisation TM de l’onde sont tirées direc-
tement des expressions finales de la polarisation TE à l’aide de l’invariance rotationnelle
du problème. Nous les présenterons à la fin de cette section.

Dans les calculs à venir nous ferons l’hypothèse que le premier diélectrique est l’air est
le deuxième est non magnétique, dans les expressions précédentes nous imposons alors :
ε1 = ε0, ε2 = ε et µ1 = µ2 = µ0.
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2.2.1 Potentiel vecteur électrique (dû à Jx)

Le potentiel vecteur ~A étant la solution de l’équation vectorielle de Helmholtz, nous
choisissons une forme dyadique :

GA =


Gxx
A Gxy

A Gxz
A

Gyx
A Gyy

A Gyz
A

Gzx
A Gzy

A Gzz
A

 (2.29)

où Gij
A est la ie composante scalaire du potentiel créée par la je composante de courant

électrique (voir section 2.1.1). Les neuf composantes du potentiel vecteur sont calculées
selon la géométrie et la physique du problème.

Le diélectrique étant homogène et infini en x et y, les éléments croisés x-y et y-x sont
nuls.

Gxy
A = Gyx

A = 0 (2.30)

Le courant électrique est considéré comme un courant surfacique, l’effet de courant pouvant
exister suivant z est aussi nul :

Gxz
A = Gyz

A = Gzz
A = 0 (2.31)

La structure infinie présente une invariance par rotation autour de z, donc :

Gyy
A (ϕ) = Gxx

A (ϕ− π/2) (2.32)

Gzy
A (ϕ) = Gzx

A (ϕ− π/2) (2.33)

Les seules deux composantes restant à calculer sont Gxx
A et Gzx

A .

Pour chaque composante de la solution dyadique, nous adoptons la forme convenable
de la solution générale de l’équation scalaire de Helmholtz (2.16) et nous appliquons les
conditions aux limites à l’interface obtenues dans la section 2.1.4.

Gxx
A n’admet pas de dépendance en ϕ, nous choisissons donc n = 0 dans la solution

générale de (2.16). L’infinitude des deux milieux suivant z oblige la dépendance en z à
prendre la forme e±jkzz. En raison des conditions de rayonnement nous choisissonsH(2)

n (kρρ)
car celle-ci est la seule fonction possible qui s’annule pour les grandes valeurs de ρ avec kρ
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complexe. La composante Gxx
A s’écrit comme :

G
xx
A1

Gxx
A2

=
∮
C

fA1(kρ)

fA2(kρ)
H

(2)
0 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.34)

où :
jkz0 =

√
k2
ρ − k2

0 (2.35)

jkz =
√
k2
ρ − k2 (2.36)

À z = 0 nous imposons la condition aux limites (2.20) à (2.34) : Gxx
A1 = Gxx

A2 . Nous en
déduisons :

fA1(kρ) = fA2(kρ) (2.37)

Afin de trouver le coefficient fAn(kρ), nous remplaçons le dipôle électrique élémentaire
suivant x par la forme intégrale suivante [53] :

−→
Js = δ = 1

4π

∮
C
H

(2)
0 (kρρ)kρ dkρ âx (2.38)

Nous imposons ensuite la condition aux limites (2.21) à (2.34) :

fAn(kρ) = µ0

4π
kρ

jkz0 + jkz
n = 1, 2 (2.39)

La composante Gxx
A dans les deux diélectriques s’obtient par l’expression suivante :

G
xx
A1

Gxx
A2

= µ0

4π

∮
C

kρ
DH

H
(2)
0 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.40)

où :
DH = jkz0 + jkz (2.41)

Afin d’obtenir la forme appropriée pour la composante Gzx
A , nous développons la jauge

de Lorentz donnée par (2.23) :

ε0
∂Az2

∂z
− ε∂Az1

∂z
= (ε− ε0)

(∂Ax
∂x

+ ∂Ay
∂y

)
= cosϕ(ε− ε0)∂Ax

∂ρ
(2.42)

Visiblement la composante Gzx
A a une dépendance en cosϕ, dite dépendance azimutale.
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Compte tenu de la forme générale de (2.16), cela implique que n = 1. Le reste des arguments
précédents pour le choix de la dépendance en z et ρ reste également valide pour cette
composante. Nous écrivons donc la forme générale de Gzx

A :
G

zx
A1

Gzx
A2

=
∮
C

gA1(kρ)

gA2(kρ)
H

(2)
1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.43)

Nous imposons la condition aux limites (2.20) à (2.43) sachant que µ0 = µ1 : Gzx
A1 = Gzx

A2 .
Nous en déduisons :

gA1(kρ) = gA2(kρ) (2.44)

Afin de trouver le coefficient gAn(kρ), nous insérons (2.42) dans l’expression générale (2.43).
Sachant que ∂H

(2)
0 (kρρ)
∂ρ

= −kρH(2)
1 (kρρ) [54], nous obtenons :

gan(kρ) = −µ0

4π cosϕ(ε− ε0)
k2
ρ

(jkz0 + jkz)(εjkz0 + ε0jkz)
n = 1, 2 (2.45)

La composante Gzx
A dans les deux diélectriques s’obtient par l’expression suivante :

G
zx
A1

Gzx
A2

= µ0

4π cosϕ(ε0 − ε)
∮
C

k2
ρ

DH ·DE
H

(2)
1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.46)

où :
DE = εjkz0 + ε0jkz (2.47)

Toutes les composantes du potentiel vecteur sont ainsi calculées.

2.2.2 Potentiel scalaire électrique (dû à Jx)

La relation qui relie le potentiel vecteur au potentiel scalaire est la jauge de Lo-
rentz (2.23). Le potentiel scalaire en fonction du potentiel vecteur est :

V = − 1
jωµε

(
cosϕ∂Ax

∂ρ
+ ∂Az

∂z

)
(2.48)
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Ayant précédemment calculé le potentiel vecteur, la jauge nous conduit à l’expression du
potentiel scalaire :

G
x
V1

Gx
V2

= cosϕ
4πjω

∮
C

k2
ρ

DE
H

(2)
1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.49)

Notons bien que cette expression correspond au potentiel scalaire du dipôle élémentaire
associé à l’élément de courant unitaire, il s’agit donc de la fonction de Green d’un doublet
de charge et non pas celle d’une charge ponctuelle.

2.2.3 Potentiel vecteur magnétique (dû à My)

Le potentiel vecteur ~F est également la solution de l’équation vectorielle de Helmholtz,
une forme dyadique est adoptée. Par analogie avec la section 2.2.1, les seules composantes
à calculer sont Gyy

F et Gzy
F .

La composante Gyy
F n’admet pas de dépendance en ϕ, nous choisissons donc n = 0 dans

la solution générale de (2.16). L’infinitude des deux milieux suivant z et les conditions de
rayonnement nous obligent à choisir e±jkzz et H(2)

n (kρρ) pour la dépendant en z et ρ. La
composante Gyy

F s’écrit comme :
G

yy
F1

Gyy
F2

=
∮
C

fF1(kρ)

fF2(kρ)
H

(2)
0 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.50)

où jkz0 et jkz sont définis par (2.35) et (2.36).
Nous imposons la condition aux limites (2.25) à (2.50) : Gyy

F1 = Gyy
F2 . Nous en déduisons :

fF1(kρ) = fF2(kρ) (2.51)

Afin de trouver le coefficient fFn(kρ), nous remplaçons le dipôle magnétique élémentaire
suivant y par la forme intégrale suivante :

−→
Ms = δ = 1

4π

∮
C
H

(2)
0 (kρρ)kρ dkρ ây (2.52)

Nous imposons ensuite la condition aux limites (2.26) à (2.50) :

fFn(kρ) = ε0ε

4π
kρ

εjkz0 + ε0jkz
n = 1, 2 (2.53)
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La composante Gyy
F dans les deux diélectriques s’obtient par l’expression suivante :

G
yy
F1

Gyy
F2

= ε0ε

4π

∮
C

kρ
DE

H
(2)
0 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.54)

où DE est défini par (2.47).

Afin d’obtenir la forme appropriée pour la composante Gzy
F , nous développons la jauge

de Lorentz donnée par (2.27) :

ε0
∂Fz2

∂z
− ε∂Fz1

∂z
= (ε− ε0)

(∂Fx
∂x

+ ∂Fy
∂y

)
= sinϕ(ε− ε0)∂Fy

∂ρ
(2.55)

Visiblement la composante Gzy
F a une dépendance en sinϕ. Compte tenu de la forme

générale de (2.16), cela implique que n = 1. Le reste des arguments précédents pour le
choix de la dépendance en z et ρ reste également valide pour cette composante. Nous
écrivons donc la forme générale de Gzy

F :
G

zy
F1

Gzy
F2

=
∮
C

gF1(kρ)

gF2(kρ)
H

(2)
1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.56)

Nous imposons la condition aux limites (2.25) à (2.56) sachant que ε0 6= ε : 1
ε0
Gzy
F1 = 1

ε
Gzy
F2 .

Nous en déduisons :
gF2(kρ) = ε

ε0
gF1(kρ) (2.57)

Afin de trouver le coefficient gFn(kρ), nous insérons (2.55) dans l’expression générale (2.56) :

gF1(kρ) = −ε0(ε− ε0)
4π sinϕ

k2
ρ

(jkz0 + jkz)(εjkz0 + ε0jkz)
(2.58)

La composante Gzy
F dans les deux diélectriques s’obtient par l’expression suivante :

G
zy
F1

Gzy
F2

= (ε0 − ε)
4π sinϕ

ε0

ε

∮
C

k2
ρ

DH ·DE
H

(2)
1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.59)

où DH et DE sont respectivement définis par (2.41) et (2.47).
Toutes les composantes du potentiel vecteur sont ainsi calculées.
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2.2.4 Potentiel scalaire magnétique (dû à My)

La relation qui relie le potentiel vecteur au potentiel scalaire est la jauge de Lo-
rentz (2.28). Le potentiel scalaire en fonction du potentiel vecteur est :

U = − 1
jωµε

(
sinϕ∂Fy

∂ρ
+ ∂Fz

∂z

)
(2.60)

Ayant précédemment calculé le potentiel vecteur, la jauge nous conduit à l’expression du
potentiel scalaire associé au doublet de charge :

G
y
U1

Gy
U2

= 1
4πjωµ0

sinϕ
∮
C

k2
ρ

DE ·DH
(ε0jkz0 + εjkz)H(2)

1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.61)

Pour une source donnée, les potentiels vecteurs et scalaires peuvent être calculés par un
produit de convolution des fonctions de Green associées et de la source du problème. Dans
le cas d’une excitation par une onde plane, la source se transforme en courants électrique
et magnétique surfaciques. Toutefois, ces potentiels ne sont qu’un outil mathématique de
calcul. Le but final est de trouver les champs électromagnétiques. Nous supprimons donc
l’étape supplémentaire du calcul des potentiels et nous obtenons directement les champs
électromagnétiques. Nous présentons juste avant les expressions des fonctions de Green
pour la polarisation TM.

2.2.5 Potentiels vecteurs et scalaires (dus à Jy et Mx)

Les fonctions de Green des potentiels sont calculées pour un élément de courant élec-
trique suivant x et un élément de courant magnétique suivant y. Cela sous-entend que
les courants sont créés par une onde plane en polarisation TE. La polarisation TM de
l’onde plane crée des courants électrique suivant y et magnétique suivant x. Sachant que
les calculs se font pour des diélectriques infinis selon x et y, nous en déduisons que le
problème est invariant dans ces directions. En se basant sur les relations (2.32) et (2.33)
qui résument cette hypothèse, nous obtenons les expressions des fonctions de Green des
potentiels vecteur et scalaire pour la polarisation TM :

G
yy
A1

Gyy
A2

= µ0

4π

∮
C

kρ
DH

H
(2)
0 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.62)
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G
zy
A1

Gzy
A2

= µ0

4π sinϕ(ε0 − ε)
∮
C

k2
ρ

DH ·DE
H

(2)
1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.63)

G
y
V1

Gy
V2

= sinϕ
4πjω

∮
C

k2
ρ

DE
H

(2)
1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.64)

G
xx
F1

Gxx
F2

= ε0ε

4π

∮
C

kρ
DE

H
(2)
0 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.65)

G
zx
F1

Gzx
F2

= (ε0 − ε)
4π cosϕ

ε0

ε

∮
C

k2
ρ

DH ·DE
H

(2)
1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.66)

G
x
U1

Gx
U2

= 1
4πjωµ0

cosϕ
∮
C

k2
ρ

DE ·DH
(ε0jkz0 + εjkz)H(2)

1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.67)

2.3 Fonctions de Green des champs électromagnétiques

Les champs électromagnétiques peuvent être tirés des potentiels vecteurs et scalaires
en utilisant les expressions (2.5)–(2.8). Ainsi les fonctions de Green des champs électroma-
gnétiques se calculent à partir des fonctions de Green des potentiels. Voici les expressions
complètes des composantes cartésiennes du champ électrique créé par des dipôles électrique
et magnétique liés aux polarisation TE et TM à l’interface entre l’air et le diélectrique.

2.3.1 Polarisation TE

Nous rappelons que l’onde plane en polarisation TE crée des courants électrique (J)
suivant x et magnétique (M) suivant y.

Gxx
EJ

= 1
4πjω

[
k2

0
ε0

∮
C

kρ
DH

H
(2)
0 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ

− cos2 ϕ
∮
C

k3
ρ

DE
H

(2)
0 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ

+ cos2 ϕ
∮
C

k2
ρ

ρ ·DE
H

(2)
1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ

]
(2.68)
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Gyx
EJ

= sinϕ cosϕ
4πjω

[ ∮
C

k3
ρ

DE
H

(2)
0 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ

−
∮
C

k2
ρ

ρ ·DE
H

(2)
1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ

] (2.69)

Gzx
EJ

= cosϕ
4πjω

∮
C

k2
ρ

DE
H

(2)
1 (kρρ)

jkz · e
−jkz0z

jkz0 · e+jkzz
dkρ (2.70)

Gxy
EM

= sin2 ϕ

4π (ε− ε0)
∮
C

k2
ρ

DH ·DE

(
kρH

(2)
0 (kρρ)− H

(2)
1 (kρρ)
ρ

)e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ

+ 1
4π

∮
C

kρ
DE

H
(2)
0 (kρρ)

−jkz0 · ε · e−jkz0z

+jkz · ε0 · e+jkzz
dkρ

(2.71)

Gyy
EM

= sinϕ cosϕ
4π (ε0 − ε)

∮
C

k2
ρ

DH ·DE

(
kρH

(2)
0 (kρρ)− H

(2)
1 (kρρ)
ρ

)e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.72)

Gzy
EM

= cosϕ
4π

∮
C

k2
ρ

DE
H

(2)
1 (kρρ)

ε · e
−jkz0z

ε0 · e+jkzz
dkρ (2.73)

2.3.2 Polarisation TM

Nous rappelons que l’onde plane en polarisation TM crée des courants électrique (J)
suivant y et magnétique (M) suivant x.

Gxy
EJ

= sinϕ cosϕ
4πjω

[ ∮
C

k3
ρ

DE
H

(2)
0 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ

−
∮
C

k2
ρ

ρ ·DE
H

(2)
1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ

] (2.74)
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Gyy
EJ

= 1
4πjω

[
k2

0
ε0

∮
C

kρ
DH

H
(2)
0 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ

− sin2 ϕ
∮
C

k3
ρ

DE
H

(2)
0 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ

+ sin2 ϕ
∮
C

k2
ρ

ρ ·DE
H

(2)
1 (kρρ)

e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ

]
(2.75)

Gzy
EJ

= sinϕ
4πjω

∮
C

k2
ρ

DE
H

(2)
1 (kρρ)

jkz · e
−jkz0z

jkz0 · e+jkzz
dkρ (2.76)

Gxx
EM

= −sinϕ cosϕ
4π (ε0 − ε)

∮
C

k2
ρ

DH ·DE

(
kρH

(2)
0 (kρρ)− H

(2)
1 (kρρ)
ρ

)e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ (2.77)

Gyx
EM

= −cos2 ϕ

4π (ε− ε0)
∮
C

k2
ρ

DH ·DE

(
kρH

(2)
0 (kρρ)− H

(2)
1 (kρρ)
ρ

)e
−jkz0z

e+jkzz
dkρ

− 1
4π

∮
C

kρ
DE

H
(2)
0 (kρρ)

−jkz0 · ε · e−jkz0z

+jkz · ε0 · e+jkzz
dkρ

(2.78)

Gzx
EM

= −sinϕ
4π

∮
C

k2
ρ

DE
H

(2)
1 (kρρ)

ε · e
−jkz0z

ε0 · e+jkzz
dkρ (2.79)

2.4 Expressions asymptotiques pour les intégrales de
Sommerfeld

Les expressions des fonctions de Green du champ électrique suivent la forme de l’intégrale
de Sommerfeld [50] :

Sn[f ] =
∮
C
H(2)
n (kρρ)kn+1

ρ f(kρ, z)dkρ (2.80)

Dans cette étude nous allons simplifier le calcul de cette intégrale à l’aide des approxi-
mations qui resteront valides pour nos applications tout en sachant qu’en cas de besoin,
certaines méthodes numériques existent pour calculer cette intégrale [55], [56].

Les expressions des composantes du champ électrique sont calculées pour trouver le
champ électromagnétique réfléchi par des milieux diélectriques, notamment les façades des
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bâtiments dans l’environnement urbain. Nous nous intéressons donc uniquement au calcul
des intégrales des champs et des potentiels dans l’air. L’intégrale de Sommerfeld s’écrit
dans l’air sous cette forme :

Sn[f ] =
∮
C
H(2)
n (kρρ)kn+1

ρ e−jkz0zf(kρ)dkρ (2.81)

Une intégration asymptotique se fait pour la région de kρρ� 1 qui nous donne des expres-
sions approchées du champ lointain (rayonnement). La technique asymptotique utilisée est
la méthode de la plus grande pente [50] en introduisant le développement asymptotique
de la fonction de Hankel [54]. En absence de pôles, le développement asymptotique de
l’intégrale de Sommerfeld (2.81) est :

Sn[f ] = 2jk0 cos θ(jk0 sin θ)nf(kρ)
e−jk0r

r
(2.82)

Les fonctions de Green calculées auparavant pour deux milieux semi-infinis ne présentent
pas de pôles. Cela nous permet d’appliquer cette approximation aux intégrales du champ
électrique de la section 2.3 et d’obtenir un développement trigonométrique des expressions.
Les expressions approchées sont faciles à programmer et restent tout de même précises
en dehors des critères habituellement retenus pour définir la région du champ lointain
de l’objet diffractant. Afin de quantifier cette précision, le domaine de validité de cette
approximation pour les structures concrètes sera examiné dans la section 3.1.4 du chapitre
suivant.

2.5 Diagrammes de rayonnement des dipôles électrique
et magnétique

Pour valider les expressions des fonctions de Green, les diagrammes de rayonnement
des dipôles électrique et magnétique situés à l’interface entre l’air et le diélectrique sont
tracés en utilisant les approximations des intégrales de Sommerfeld et ils sont comparés
avec les résultats trouvés dans la littérature.

En 1972, Kong [57] a présenté une méthode pour calculer les champs électromagné-
tiques rayonnés par un dipôle au-dessus d’un milieu stratifié. Cette méthode consistait en
une décomposition de l’onde électromagnétique en modes TE et TM. Kong ne fait pas
intervenir les potentiels auxiliaires électrique et magnétique. En se basant sur le fait que
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deux fonctions scalaires suffisent à obtenir toutes les composantes du champ électroma-
gnétique à l’extérieur d’une source, il a calculé uniquement deux composantes du champ
électromagnétique perpendiculaires aux couches : Ez et Hz. En 1975 et 1977, les auteurs
de [58] et [59] ont calculé le gain des dipôles électrique et magnétique à l’interface entre
l’air et un milieu anisotrope stratifié. La technique utilisée est la décomposition de l’onde
électromagnétique en modes TE et TM telle que Kong l’a présentée dans [57]. Nous avons
calculé le gain (ici la puissance rayonnée) obtenu par les fonctions de Green pour les mêmes
dipôles et nous l’avons comparé avec les résultats de [58] et [59] pour le cas particulier d’un
milieu isotrope semi-infini de permittivité relative égale à 3. Les résultats sont présentés
sur la Fig. 2.4. Des résultats similaires ont été obtenus dans [60]. Les résultats des fonctions
de Green montrent une excellente concordance avec ceux de la littérature.

Jusqu’à présent, le rayonnement d’un dipôle surfacique est directement lié aux caracté-
ristiques des deux milieux et totalement non corrélé à l’onde incidente qui pourrait le créer.
Notons bien que ce n’est pas le cas avec la méthode de l’optique physique pour laquelle le
rayonnement d’un dipôle sur l’interface entre deux diélectriques infinis est obtenu en multi-
pliant les fonctions de Green de l’espace libre par des facteurs correctifs obtenus à partir des
coefficients de réflexion/transmission dyadiques de Fresnel correspondant à chaque angle
d’incidence. Sur la Fig. 2.4, ce rayonnement est en revanche obtenu directement par les
fonctions de Green associées à l’interface entre les deux milieux, sans facteur correctif. Dans
la section suivante nous rendrons cette explication plus claire par une démonstration.

2.5.1 Comparaison avec l’optique physique

Supposons qu’une onde plane en polarisation TE illumine l’interface infinie entre l’air
et le diélectrique (εr = 10, f = 900 MHz). D’après l’optique physique, cette onde crée
une distribution de courant surfacique selon les relations (1.15) et (1.16) qui rayonnent
à l’aide des fonctions de Green de l’espace libre. D’après la méthode des fonctions de
Green, l’onde incidente crée une distribution de courant surfacique selon les relations (1.19)
et (1.20) qui rayonnent à l’aide des fonctions de Green calculées dans la section 2.3. Les deux
distributions se composent des paires de dipôles électrique et magnétique perpendiculaires
parmi lesquelles nous considérons uniquement une paire de dipôles créée à l’origine O de
l’interface xOy entre l’air et le diélectrique. Le champ électrique total rayonné dans l’air
par les deux dipôles dans toutes les directions et dans le plan d’incidence est calculé par
l’optique physique et par les fonctions de Green et les résultats sont présentés sur la Fig 2.5.
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Les Fig. 2.5(a) et Fig. 2.5(b) comparent les résultats obtenus par l’optique physique et
les fonctions de Green pour θi = 0° et θi = 30°. Nous observons que les deux méthodes
coïncident seulement dans la direction spéculaire et divergent ailleurs. Cela peut être ex-
pliqué par le fait que l’utilisation du coefficient de réflexion de Fresnel, qui est calculé pour
la direction spéculaire, ne garantit pas une valeur précise pour la réflexion non-spéculaire.
Il est à noter que, pour une ouverture de 20° autour de la direction spéculaire, la diffé-
rence relative maximale entre les deux résultats, par l’optique physique et les fonctions de
Green, est égale à 2% en incidence normale et 14% en incidence oblique de 30°. De même,
si nous choisissons deux constantes diélectriques différentes par exemple en incidence nor-
male, nous observons que la différence relative maximale entre les deux résultats est égale à
2% pour εr = 10 et 7% pour εr = 2. Cela montre que la différence entre les deux méthodes
devient plus importante pour les petites permittivités et les incidences obliques.

Pour la dernière partie de la démonstration, supposons que l’angle d’incidence de l’onde
plane varie entre 0° et 90°. Encore une fois, nous observons le champ électrique total
rayonné par une paire de dipôles électrique et magnétique mais cette fois uniquement dans
les directions spéculaires. Nous observons un excellent accord entre les deux méthodes sur
la Fig. 2.5(c).

La comparaison entre l’optique physique et les fonctions de Green s’est faite sur l’élé-
ment de base de chaque méthode : les dipôles élémentaires électrique et magnétique. Dans
le chapitre 3 nous allons comparer les deux méthodes pour des structures de surface finie
et donc pour l’ensemble du champ réfléchi par tous les dipôles surfaciques issus d’une onde
plane. Nous retrouverons les mêmes tendances que celles observées dans cette partie pour
des structures concrètes et nous comparerons les résultats obtenus par les deux méthodes
à ceux donnés par une méthode numérique rigoureuse (HFSS).

2.6 Conclusion

Trouver une méthode pour calculer le rayonnement des courants surfaciques équiva-
lents calculés dans le chapitre 1 était l’objectif principal de ce chapitre. Nous avons choisi
les fonctions de Green car c’est un outil de calcul puissant dans plusieurs domaines dont
l’électromagnétisme. La fonction de Green, dite la réponse impulsionnelle, décrit le com-
portement d’un système indépendamment de la source d’excitation. Malgré la complexité
mathématique de la procédure du calcul, la logique de l’enchaînement des étapes est phy-
sique et agréable à suivre. Finalement, les fonctions de Green nous donnent une solution
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élégante et précise.
Pour le processus du calcul nous avons fait intervenir les potentiels auxiliaires électriques

et magnétiques, nous avons choisi la méthode de la séparation des variables et nous avons
appliqué à la fin les approximations champ lointain. Les calculs sont faits pour répondre
aux besoins des deux polarisations de base de l’onde incidente : TE et TM. La méthode
est ainsi généralisable pour une distribution quelconque du courant surfacique. Nous avons
comparé la méthode des fonctions de Green avec la méthode de l’optique physique qui
est couramment utilisée dans le domaine. L’importance de cette comparaison apparaît
lorsqu’on évalue le champ dans une direction non-spéculaire. En particulier, lorsqu’il s’agit
d’une petite permittivité, en incidence oblique et pour des points d’observation relativement
près de l’objet diffractant, les résultats de l’optique physique se montrent moins précis que
ceux obtenus par la méthode des fonctions de Green.
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Chapitre 3

Application des fonctions de Green

Les fonctions de Green, comme l’indique leur définition, sont calculées pour des courants
élémentaires (les deltas de Dirac) électrique et magnétique surfaciques. Pour les appliquer à
un problème avec une source donnée, il faut calculer le produit de convolution des fonctions
de Green avec la vraie source excitant le système. Dans notre cas la vraie source est une
onde plane incidente qui se transforme d’après le principe d’équivalence en une distribution
de courants électriques et magnétiques sur l’interface entre l’air et l’objet diffractant. La
valeur (le module et la phase) de chaque élément de courant dépend de la nature de l’onde
plane incidente (la polarisation, l’angle d’incidence, etc.) et également de l’endroit où il
a été créé (les coordonnées de la surface). Afin de trouver le champ électromagnétique
rayonné par la distribution de courant en un point d’observation, les fonctions de Green
s’appliquent aux différents points de la source et les résultats se superposent et se réduisent
à une intégrale. La formulation générale de cette procédure pour le champ électrique est
la suivante :

−→
EJ =

∫∫
S′

GE(r, r′) • −→Js(r′) ds′ (3.1)

où GE est la fonction de Green dyadique calculée dans la section 2.3, −→Js est le courant
surfacique obtenu dans la section 1.3 et r et r′ représentent respectivement les coordonnées
du point d’observation et celles de la source.

La méthode des fonctions de Green dans ce manuscrit est destinée finalement à une
application dans l’environnement urbain. Nous allons étudier dans ce chapitre les différents
types de structures qu’une méthode d’analyse de la propagation d’onde rencontre inévita-
blement dans cet environnement et nous allons examiner si la méthode des fonctions de
Green proposée est apte à satisfaire ces besoins.
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Notons bien que les approximations du champ lointain sont appliquées partout dans ce
chapitre pour les calculs du champ réfléchi par différentes structures.

3.1 Structures homogènes de surface finie

Le champ réfléchi par un milieu infini est connu analytiquement à partir des coefficients
de réflexion de Fresnel [26]. Dans les cas pratiques, par exemple celui de la façade d’un
bâtiment, la surface réfléchissante ne s’étend pas à l’infini. Autrement dit, le coefficient de
réflexion de la structure et le champ réfléchi total ne sont pas connus analytiquement. Afin
d’utiliser les courants équivalents de surface pour calculer le champ réfléchi, il faut faire des
intégrations surfaciques pour tenir compte de l’influence de chaque élément de courant sur le
champ total (3.1). Le rayonnement de courant élémentaire est calculé préalablement suivant
la méthode utilisée. Dans notre méthode, ce rayonnement est donné par les fonctions de
Green.

Les fonctions de Green présentées dans le chapitre 2 sont calculées pour un diélectrique
semi-infini et de surface infinie. Il est donc indispensable d’étudier l’influence de la finitude
de la surface réfléchissante sur la validité de la méthode. Dans cette section nous nous
intéresserons à l’opération d’intégration sur la surface et au domaine de validité de la
méthode des fonctions de Green appliquée à de surfaces finies.

3.1.1 Diélectrique homogène

Nous considérons un milieu homogène d’épaisseur infinie et de surface finie (3, 7 m ×
3, 7 m) comme présenté sur la Fig. 3.1. La fréquence de travail est 300 MHz (λ = 1 m), à
cette fréquence la taille de la structure représente quelques longueurs d’onde. Le simulateur
électromagnétique 3D, CST Microwave Studio, nous sert à comparer les résultats obtenus
par les fonctions de Green avec une méthode numérique, dite exacte. Le simulateur est basé
sur la méthode FIT (Finite Integration Technique) [61] et tient compte de la géométrie
exacte du problème. Dans le cas de l’excitation avec une onde plane, CST ne nous permet
pas d’utiliser les parois absorbantes appropriées pour simuler un milieu semi-infini. Pour
cela nous insérons de fortes pertes dans le diélectrique : εr = 5−j4, avec une épaisseur réelle
de 1,4 m sous CST. L’atténuation de l’onde dans le diélectrique est d’environ 60 dB. La
structure est illuminée par une onde plane en polarisation TE et en incidence normale. Pour
appliquer la méthode des fonctions de Green, il suffit de calculer les courants équivalents de
surface et ensuite de les intégrer sur la surface avec les expressions des fonctions de Green
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de champ électrique (2.68)-(2.73) tout en faisant attention aux changements de variables
nécessaires (cf. annexe B). Nous avons utilisé MATLAB pour les opérations numériques.
L’observation du champ électrique réfléchi est divisée en deux parties : la variation du
champ dans la direction spéculaire et la variation angulaire du champ.

Variation du champ dans la direction spéculaire

Le champ électrique lointain est observé en des points placés sur l’axe z à des distances
comprises entre 100 m et 105 m de l’origine. Les résultats obtenus par les fonctions de
Green et CST sont présentés sur le Tab. 3.1. Les deux résultats montrent une excellente

Tab. 3.1 – Champ électrique lointain réfléchi d’un diélectrique homogène sur une ligne dans
la direction spéculaire obtenu avec les fonctions de Green et CST

Er (V/m)
Distance (m) Fonctions
à l’origine de Green CST

100 0,0640 0,0629
101 0,0634 0,0623
102 0,0628 0,0617
103 0,0622 0,0611
104 0,0616 0,0605
105 0,0610 0,0600

concordance. Le temps de calcul avec CST pour 6 sondes est de plus de 3 heures comparé
à moins d’une minute pour les fonctions de Green. L’erreur relative maximum entre les
deux résultats est de 1,7%.

Variation angulaire du champ

Nous observons maintenant le champ électrique lointain réfléchi dans toutes les di-
rections sur un quart de cercle de rayon 100 m dans les plans ϕ = 90° et ϕ = 0°. Les
diagrammes de rayonnement normalisés obtenus avec les deux méthodes sont présentés sur
la Fig. 3.1. La comparaison est très satisfaisante pour les angles entre ±40° de la direction
spéculaire. La différence apparaissant au delà de cet intervalle est due à l’effet de bord.

L’effet de bord s’explique par le fait que les fonctions de Green sont calculées pour un
milieu qui s’étend à l’infini : les éléments croisés dans le potentiel vecteur dyadique (2.30)
sont considérés nuls à la suite de l’invariance cylindrique du milieu. En d’autres termes,
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Fig. 3.1 – Diagramme de rayonnement d’un diélectrique homogène en incidence normale
obtenu avec les fonctions de Green et CST à f = 300 MHz et dans le plan (a) ϕ = 90°(b)
ϕ = 0°

le rayonnement d’un dipôle à l’interface de deux diélectriques infinis s’annule à θ = 90°,
alors que le même dipôle placé sur une interface finie a un rayonnement non nul dans cette
direction. Sachant que le champ réfléchi par la structure est une superposition du champ
rayonné par tous les dipôles à l’interface, le zéro du diagramme de rayonnement d’un
dipôle élémentaire à θ = 90° se retrouve sur le diagramme de rayonnement de la structure
étudiée. De toute évidence, l’écart entre le résultat des fonctions de Green et celui prévu
par la physique est plus importante pour les dipôles situés aux bords que pour ceux qui se
trouvent au centre de l’interface. Par conséquent, plus la surface est petite, plus l’erreur est
importante. L’effet de bord spécifie ainsi la limite de la méthode des fonctions de Green qui
est due à la finitude de la surface réfléchissante. Cependant cet effet peut être considéré en
ajoutant des courants correcteurs de bords [29]. Dans le cadre de l’application des fonctions
de Green dans ce manuscrit, nous ne considérons pas l’effet de bord et nous considérons que
l’erreur engendrée est acceptable pour les structures plus grandes que quelques longueurs
d’onde. Pour cet exemple l’erreur à θ = 90° est d’environ 8% du lobe principal dans le plan
ϕ = 90° et de 5% dans le plan ϕ = 0°.

Afin de mettre en évidence l’influence des bords, nous présentons sur la Fig. 3.2 une
comparaison entre les diagrammes de rayonnement d’une plaque métallique (3, 7 m×3, 7 m)
obtenus analytiquement sans effet de bord, avec cet effet en utilisant les formules de diffrac-
tion de Keller [26] et par CST. Nous observons que le résultat obtenu avec CST (méthode
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Fig. 3.2 – Diagrammes de rayonnement d’une plaque métallique obtenus “avec” et “sans”
effet de bord et par CST

numérique rigoureuse) concordent bien avec celui obtenu en tenant compte de la diffrac-
tion analytiquement. Nous observons également que la différence entre ces deux résultats
et celui obtenu sans tenir compte de l’effet de bord vers les angles rasants est du même
ordre que la différence entre les résultats obtenus par CST et par les fonctions de Green
présentés sur la Fig. 3.1. En cas de besoin, l’effet de bord peut être alors considéré dans
les calculs par les fonctions de Green en utilisant les techniques de correction qui ajoutent
aux résultats le champ diffracté dû aux bords.

3.1.2 Convergence de la méthode

MATLAB étant très optimisé pour les opérations matricielles, l’intégration surfacique
des fonctions de Green est réalisée en utilisant des matrices sous MATLAB. À cette fin,
la surface d’intégration est discrétisée suivant x et y, les courants équivalents sont cal-
culés sur chaque petite surface et pour un point d’observation donné, les champs créés
par les surfaces élémentaires se superposent. La précision (la convergence) du résultat dé-
pend naturellement de la taille des surfaces élémentaires. Nous avons choisi l’exemple du
diélectrique homogène de surface finie, présenté dans la section précédente, pour l’étude
de la convergence. La Fig. 3.3(a) présente l’évolution du module du champ réfléchi dans
la direction spéculaire, en incidences normale et oblique, en fonction de la discrétisation



50 Application des fonctions de Green

00.010.020.030.040.050.060.070.080.090.1
0

5

10

15

20

25

30

35

Discrétisation ( λ )

Er
re
u
r 
(%

)

00.20.40.60.81
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

 

 

Discrétisation ( λ )

|E
r| 
(V
/m

)

θ
i 
= 0°

θ
i 
= 30°(a) (b)
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entre l’enveloppe supérieure et inférieure du champ électrique

uniforme au long de x et y. Nous observons que l’enveloppe inférieure du champ converge
beaucoup plus rapidement que l’enveloppe supérieure. Pour trouver l’erreur, nous avons
calculé la distance relative entre les enveloppes supérieure et inférieure du champ en inci-
dences normale et oblique. Le résultat en fonction de la discrétisation est présenté sur la
Fig. 3.3(b).

La méthode converge plus facilement en incidence normale qu’en incidence oblique,
ce qui veut dire que pour avoir une précision identique, il faut discrétiser plus finement
en incidence oblique. Sachant que les valeurs du champ sont plus faibles en incidences
obliques, généralement la précision souhaitée pour ces incidences peut être moins élevée
qu’en incidence normale. Dans ce manuscrit, nous prenons souvent un maillage égal à λ/30
pour les fonctions de Green et CST. Avec cette discrétisation, pour les fonctions de Green
d’après la Fig. 3.3(b), la différence relative entre les enveloppes supérieure et inférieure du
champ réfléchi est de 1% pour θi = 0° et de 5% pour θi = 30°.

3.1.3 Comparaison avec l’optique physique

Nous avons donné des explications détaillées sur la différence entre la méthode de
l’optique physique et la méthode des fonctions de Green dans le chapitre 1 et nous avons
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comparé les diagrammes de rayonnement des éléments de base des deux méthodes, les
dipôles électrique et magnétique dans le chapitre 2. Sachant que l’optique physique, basée
sur le rayonnement des courants équivalents, est largement utilisée dans les simulations
de propagation d’onde, nous avons perçu la nécessité de comparer les résultats de notre
méthode avec ceux de l’optique physique pour des cas concrets et de répertorier les cas
critiques.

Soit un diélectrique homogène semi-infini en z et de section 1 m× 1 m (λ ' 0, 33 m),
comme montré sur la Fig. 3.4. Nous éclairons la structure avec une onde plane en polarisa-
tion TE à la fréquence de 900 MHz. Deux cas sont traités ici, tout d’abord une constante
diélectrique de εr = 8 en incidence normale, puis une constante diélectrique de εr = 2
en incidence oblique avec θi = 30°. Le champ lointain réfléchi est observé dans toutes les
directions sur un quart de cercle de rayon 100 m et dans le plan ϕ = 90°. Afin de trouver
le domaine de validité de notre méthode par rapport à l’optique physique, la structure
est simulée avec ANSOFT HFSS et les diagrammes de rayonnement sont comparés sur la
Fig. 3.4.
Se référant à la Fig. 3.4(a) (εr = 8, θi = 0°), on observe une très bonne concordance entre
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Fig. 3.4 – Diagramme de rayonnement d’un diélectrique homogène obtenu avec les fonctions
de Green, HFSS et l’optique physique à f = 900 MHz et dans le plan d’incidence ϕ = 90°
(a) εr = 8, θi = 0° (b) εr = 2, θi = 30°

les fonctions de Green et HFSS pour les angles d’observation de moins de 50°. Pour ces
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angles, la différence entre ces deux résultats et celui de l’optique physique est faible. En
particulier autour de la direction spéculaire les trois méthodes concordent très bien. La dif-
férence apparaissant au-delà de 50° entre HFSS et les deux autres résultats est due à l’effet
de bord, qui n’est considéré ni dans l’optique physique, ni par les fonctions de Green. Ce
qui veut dire que l’optique physique a la même limite de validité liée à la finitude de surface
que les fonctions de Green. Se référant à la Fig. 3.4(b) (εr = 2, θi = 30°), le même accord
entre les fonctions de Green et HFSS est observé. Pour l’optique physique en revanche, la
concordance avec HFSS n’est plus assurée, même autour de la direction spéculaire. Cela
confirme notre observation précédente, dans la section 2.5.1, sur une paire de dipôles élec-
trique et magnétique. La différence entre les fonctions de Green et l’optique physique est
plus importante lorsque la permittivité est faible et l’incidence est oblique. Pour conclure,
bien que la même limitation sur la finitude de la surface soit associée à l’optique physique
et à notre méthode, les fonctions de Green permettent de trouver une solution plus précise
pour la réflexion non spéculaire dans le cas de l’excitation par une onde plane.

3.1.4 Champ proche

La section 2.4 était consacrée aux approximations, dites champs lointains, appliquées
aux intégrales de Sommerfeld dans les expressions des fonctions de Green. Puisque les
fonctions de Green sont calculées pour un élément de courant infiniment petit et un milieu
de surface infinie, le résultat impose une condition uniquement sur la valeur de kρρ. Alors
que dans les études de diffraction, les limites de différentes zones sont souvent liées à la
taille de la structure comme présenté sur la Fig. 3.5.

Pour résumer, le standard IEEE [62] définit trois zones pour le rayonnement d’une
ouverture de côté D : champ lointain (distance > 2D2/λ), champ proche rayonnant ou
zone de Fresnel (λ/2π < distance < 2D2/λ) et champ proche réactif (distance < λ/2π).
Le seul critère ne dépendant pas de la taille de l’objet diffractant (ou de l’antenne) est
celui du champ réactif qui est basé sur la prédominance du champ réactif devant le champ
actif dans cette zone. Ce critère s’est avéré être contestable par plusieurs auteurs [63], [64],
car le champ réactif continue à rester dominant au-delà de cette distance selon le type
d’antenne et la fréquence de travail. Certains auteurs ont distingué la zone de Rayleigh
(distance < D2/2λ) dans la zone de Fresnel. D’autres [65], [64] ont défini une nouvelle zone,
champ très proche, en élargissant la définition du champ proche réactif et en y attribuant
de nouveaux critères.

Le calcul exact des intégrales de Sommerfeld, présentées dans la section 2.3, donne le
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champ réfléchi exact partout dans l’espace ainsi que dans la zone du champ proche de
l’objet diffractant. Les expressions approchées des fonctions de Green, obtenues à l’aide de
l’approximation présentée dans la section 2.4, donnent le champ réfléchi avec une bonne
précision dans la zone de champ lointain de l’objet diffractant. Dans cette section, nous
allons vérifier jusqu’à quelle distance de l’objet diffractant, ces expressions approchées
restent valides pour le calcul du champ réfléchi. Le simulateur électromagnétique 3D, ici
CST, nous servira des références.

–1.85 m 1.85 m
0

4 m

–1.5 m 1.5 m

4 m

30°

Diélectrique

C1

C2

C3

Fig. 3.6 – Schéma des courbes sur lesquelles le champ réfléchi est observé

Nous considérons la structure précédente, un milieu homogène d’épaisseur infinie, de
surface 3, 7 m×3, 7 m de permittivité εr = 5− j4 et à la fréquence de 300 MHz (λ ' 1 m).
Pour cette structure et à cette fréquence, les limites de la zone du champ très proche
(D2/8λ) et la zone de Rayleigh (D2/2λ) sont respectivement 1,7 m et 6,8 m. Les études
de champs proches sont effectuées en incidence normale et en incidence oblique (θi = 30°).
La structure est éclairée par une onde plane en polarisation TE. Nous observons d’abord
le champ réfléchi sur une ligne de 4 m dans la direction spéculaire à partir de l’origine (C1
et C3 sur la Fig. 3.6) et ensuite sur un demi-cercle de rayon 1,5 m centré à l’origine et dans
le plan ϕ = 90° (C2 sur la Fig. 3.6). Les résultats sont comparés avec CST sur les Fig. 3.7
et la Fig. 3.8.

Nous observons sur les deux figures que globalement le module du champ réfléchi,
obtenu par les fonctions de Green, présente plus de différence avec les résultats obtenus
par CST que la phase du champ réfléchi. Plus précisément, d’après les résultats obtenus
dans les deux cas, nous présentons l’erreur entre les deux méthodes dans le Tab. 3.2.

Les cartographies du champ proche total de la structure sont présentées sur la Fig. 3.9
pour les incidences normale et oblique, pour des simulations sous CST et avec les fonctions
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Tab. 3.2 – Pourcentage d’erreur entre les résultats du champ proche observé sur les courbes
de la Fig. 3.6, obtenus par CST et par les fonctions de Green

Incidence normale (θi = 0°)
Courbe Module (V/m) Phase (°)
C1 r>0,5 m erreur<15% r>0,5 m erreur<2%
C2 −40°<θ<40° erreur<15% −40°<θ<40° erreur<1%

Incidence oblique (θi = 30°)
Courbe Module (V/m) Phase (°)
C3 r>2 m erreur<15% r>2 m erreur<1%
C2 −45°<θ<45° erreur<15% −45°<θ<45° erreur<1,5%

de Green. La ressemblance entre les résultats obtenus par les deux méthodes nous oblige
à vérifier la cartographie de l’erreur qui est présentée sur la même figure. L’erreur est
plus importante lorsqu’on est très près de la plaque mais également dans la direction
spéculaire lorsqu’on s’éloigne de la plaque. Concernant la variation angulaire du champ,
nous remarquons un angle limite au-delà duquel l’erreur croît rapidement. Cet angle se
situe autour de ±45° autour de l’axe z perpendiculaire à la plaque.

En conclusion, pour une surface finie le domaine de validité angulaire des fonctions
de Green en champ proche est plus ou moins le même qu’en champ lointain. Bien que
l’erreur dans les résultats des fonctions de Green en champ proche soit naturellement plus
élevée qu’en champ lointain, la méthode est cependant capable de donner des résultats
acceptables même dans la zone du champ proche.

3.1.5 Comparaison des composantes du champ

Avant de présenter les autres applications des fonctions de Green, il est intéressant de
comparer les différentes composantes du champ réfléchi issues de différentes polarisations
de l’onde incidente. Le but est de mettre en valeur les composantes influentes du champ
et d’économiser du temps de calcul en supprimant celles dont le niveau est faible.

Prenons l’exemple du diélectrique homogène de la section 3.1.1, illuminé par une onde
plane en polarisations TE et TM à f = 300 MHz, en incidences normale et oblique. Le
champ électrique réfléchi est observé dans toutes les directions à 100 m du centre de la
structure. Les différentes composantes du champ électrique (Ex, Ey et Ez) sont tracées sur
la Fig. 3.10.
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Nous observons que dans le plan d’incidence (ϕ = 90°), en incidences normale et oblique,
la composante Ex pour la polarisation TE et Ey pour la polarisation TM sont importantes.
La composante Ez intervient d’une manière significative uniquement pour la polarisation
TM et en incidence oblique dans ce plan. Dans le plan perpendiculaire au plan d’incidence
(ϕ = 0°), seulement en incidence normale, les composantes Ex et Ey sont influentes pour
les deux polarisations; le niveau du champ en incidence oblique dans ce plan reste très
faible.

3.2 Structures inhomogènes

La caractérisation du champ électromagnétique dans l’environnement urbain exige la
prise en compte de structures complexes. Par exemple, la façade d’un bâtiment est consti-
tuée de plusieurs détails architecturaux : les murs, les fenêtres, les balcons, etc. avec des
caractéristiques physiques diverses. La méthode des fonctions de Green peut être appli-
quée aux structures composées. Dans cette méthode, un diélectrique composé est consi-
déré comme une juxtaposition de plusieurs diélectriques simples. La méthode ne tient
pas compte de l’interaction entre les différents matériaux sachant que cette interaction
reste faible pour une surface ne présentant pas de rugosité. Ceci ne serait pas le cas pour
des inhomogénéités à petite échelle, pour lesquelles les interactions mutuelles doivent être
considérées [66], [67]. Suivant les critères existants, les techniques utilisées dans ce domaine
traitent la diffraction simple, la diffraction multiple ou la diffusion [68] dans un milieu in-
homogène aléatoire.

Dans ce manuscrit, la façade de bâtiment est considérée comme un milieu homogène
par morceaux (cf. chapitre 1). Nous observerons dans cette section l’influence des inho-
mogénéités sur le champ réfléchi. Cette étude sera généralisée dans le chapitre 4 lors des
analyses statistiques.

3.2.1 Diélectrique composé

La structure inhomogène (Fig. 3.11) est composée de deux diélectriques homogènes de
permittivités relatives égales à εr1 = 5− j4 et εr2 = 2− j1, 6. Le diélectrique est illuminé
par une onde plane en polarisation TE et en incidences normale et oblique (θi = 30°) à
f = 300 MHz.
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Variation du champ dans la direction spéculaire

Le champ électrique lointain est observé sur une ligne dans la direction spéculaire et
entre 100 m et 105 m de l’origine. Les résultats obtenus par les fonctions de Green et CST
sont présentés sur le Tab. 3.3. Les deux résultats montrent une excellente concordance. Le

Tab. 3.3 – Champ électrique lointain réfléchi par un diélectrique inhomogène sur une ligne
dans la direction spéculaire obtenu avec les fonctions de Green et CST, en incidences normale
et oblique

Er (V/m)
θi = 0° θi = 30°

Distance (m) Fonctions Fonctions
à l’origine de Green CST de Green CST

100 0,05108 0,05111 0,04828 0,04995
101 0,05057 0,05061 0,04780 0,04961
102 0,05008 0,05011 0,04734 0,04912
103 0,04959 0,04962 0,04688 0,04865
104 0,04912 0,04915 0,04642 0,04818
105 0,04865 0,04868 0,04598 0,04772

temps de calcul avec CST pour 6 sondes est de plus de 3 heures comparé à moins d’une
minute pour les fonctions de Green. L’erreur relative maximum entre les deux résultats est
inférieure à 0,1% en incidence normale et inférieurs à 4% en incidence oblique.

Variation angulaire du champ

Le diagramme de rayonnement de la structure, obtenu par CST et les fonctions de
Green, est présenté sur la Fig. 3.11 dans les plans ϕ = 90° et ϕ = 0° en incidence nor-
male. Sachant que les dimensions des deux parties diélectriques constituant la structure
représentent quelques longueurs d’onde (3, 7λ× 1, 85λ) à cette fréquence, les fonctions de
Green restent valides sur chaque partie. D’après la Fig. 3.11, le même domaine de validité
angulaire peut être considéré pour le résultat obtenu par les fonctions de Green pour un
diélectrique inhomogène que pour un diélectrique homogène (cf. section 3.1.1). Des résul-
tats similaires en incidence oblique (θi = 30°) sont présentés sur la Fig. 3.12. L’écart entre
les deux méthodes vers les angles d’observation rasantes est légèrement plus important en
incidence oblique qu’en incidence normale.

Notons bien que pour les dipôles qui se trouvent sur la discontinuité entre les deux
diélectriques (l’axe x), le problème de l’effet de bord se présente comme pour les dipôles
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sur les bords de la structure. L’importance de cet effet augmente avec l’écart entre les deux
valeurs de la permittivité et l’inclinaison de l’onde incidente.

3.3 Structures multicouches

À l’heure actuelle, les systèmes de communication fonctionnent à des fréquences de
l’ordre du GHz. À cette échelle, les dimensions des fenêtres sont comparables à la longueur
d’onde. Un mur en béton, compte tenu de ses pertes, peut être considéré comme un milieu
d’épaisseur infinie. Au contraire une vitre en verre, mince et presque sans perte, est une
source de multiples réflexions pour les champs électromagnétiques éclairant la façade. Afin
d’avoir un modèle réaliste des bâtiments, dans les simulateurs de la propagation d’onde, les
deux parties (les fenêtres et les murs) ne peuvent pas êtres traitées d’une même manière.

Pour tout algorithme basé sur l’utilisation des coefficients de réflexion, notamment
l’optique physique, le problème se résout en utilisant directement le coefficient de réflexion
d’un milieu multicouche qui se calcule analytiquement à partir des expressions de Fresnel.

En restant dans l’esprit des fonctions de Green, une solution serait de calculer les
fonctions de Green associées à de milieux stratifiés. Plusieurs études sur les fonctions de
Green de milieux stratifiés ont été menées durant des années pour différents domaines
d’application : l’électromagnétisme [69], [57], le sondage géophysique [70], [71], les lignes
micro-rubans [72], [53], [73], etc. Les problèmes numériques qui se posent en manipulant
ces fonctions de Green sont souvent liés à la présence des singularités. Aujourd’hui encore
certaines études sont consacrées aux techniques d’intégration des fonctions oscillantes en
présence des singularités [74]. Vu la complexité de l’environnement urbain, les simulateurs
de la propagation d’onde cherchent à simplifier les structures formant cet environnement.
L’utilisation des fonctions de Green stratifiées n’est donc pas suffisamment pratique dans
ce domaine, cependant la modélisation des fenêtres avec la méthode des moments et les
équations intégrales a déjà été signalée [75].

Dans cette section nous proposons un modèle équivalent pour les fenêtres d’un bâtiment
(milieu stratifié) afin de pouvoir utiliser les fonctions de Green d’un milieu semi-infini,
faciles à manipuler et sans singularités, pour calculer le champ réfléchi par l’ensemble de
la façade. Sachant que ces fonctions de Green dépendent de la constante diélectrique des
deux milieux, le modèle semi-infini doit conduire à une permittivité équivalente qui est
ensuite insérée dans les expressions. Ce modèle est uniquement valable pour la réflexion.
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3.3.1 Permittivité équivalente

Supposons qu’une onde plane en polarisation TE (|Ei| = 1 V/m) illumine la surface
d’une structure de M + 1 couches. On emploie les formules matricielles du coefficient de
réflexion de milieux stratifiés [76]. Le coefficient de réflexion (ΓT,m = ET,m−

ET,m+
) se calcule à

partir de la relation suivante :

ΓT,m = ρT,m + ΓT,m+1e
−2jδm

1 + ρT,mΓT,m+1e−2jδm
m = M,M − 1, . . . , 1 (3.2)

avec la valeur initiale de ΓT,M+1 = ρT,M+1 et où :

ρT,m = nT,m−1 − nT,m
nT,m−1 + nT,m

, m = 1, 2, . . . ,M + 1 (3.3)

nT,m =


nm

cos θm , polarisation TM

nm cos θm, polarisation TE
, m = i, 1, 2, . . . ,M, t (3.4)

δm = ω

c0
nmdm cos θm = 2π

λ
nmdm

√√√√1− n2
i sin2 θi
n2
m

(3.5)

nm (l’indice de réfraction de la couche), θm (l’angle d’incidence sur la couche) et dm (l’épais-
seur de la couche) sont définis sur la Fig. 3.13.

On cherche à remplacer le milieu multicouche par un matériau équivalent d’épaisseur
infinie pour la réflexion. Notre milieu équivalent doit être capable de donner le même champ
réfléchi que la structure principale pour une polarisation d’onde donnée. Notons bien que
ce milieu sera donc équivalent en réflexion et non en transmission. Le champ réfléchi par
un milieu d’épaisseur infinie et de permittivité équivalente (εreq) est donné par le coefficient
de réflexion de Fresnel [26] :

Er−total =
cos θi −√εreq cos θt
cos θi +√εreq cos θt

(3.6)

où :
sin θt = sin θi√

εreq

. (3.7)

Il suffit de résoudre l’équation non-linéaire suivante pour trouver la permittivité du maté-
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Fig. 3.13 – Réflexions multiples sur une structure multicouche

riau recherché :

Er−total =
cos θi −√εreq cos

(
sin−1

(
sin θi√
εreq

))
cos θi +√εreq cos

(
sin−1

(
sin θi√
εreq

)) (3.8)

où Er−total est le champ réfléchi total donné par (3.2)–(3.5) et θi est le même angle d’inci-
dence que pour la structure multicouche d’origine. La méthode numérique de Newton [77]
est utilisée pour résoudre l’équation non-linéaire. La permittivité équivalente (εreq) ainsi
trouvée dépend de l’angle d’incidence et de l’épaisseur électrique de différentes couches de
la structure.

Dans le cas des fenêtres d’un bâtiment, les deux milieux extrêmes (ni et nt) sont l’air.
Les deux types de fenêtre sont le simple vitrage (verre) et le double vitrage (verre-air-verre)
dont les coefficients de réflexion et les permittivités équivalentes peuvent être extraits de
la formule générale en choisissant M = 1 et M = 3. Quelques résultats sont présentés sur
la Fig. 3.14 et la Fig. 3.15 pour les deux types de fenêtre avec f = 900 MHz et εrverre = 5, 5.
On observe qu’à cette fréquence le comportement du verre change nettement suivant
l’épaisseur des différentes couches et l’angle d’incidence. Sachant que dans les fréquences de
travail plus élevées, telles que 1 800 MHz et 2,4 GHz, les dimensions électriques des couches
deviennent plus importantes, l’interaction des réflexions multiples dans le verre réserve des
résultats encore plus imprévisibles qu’à cette fréquence. Il est alors primordial de prendre
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Fig. 3.14 – Simple vitrage : partie réelle et partie imaginaire (a) du coefficient de réflexion
et (b) de la permittivité équivalente
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Fig. 3.15 – Double vitrage : partie réelle et partie imaginaire (a) du coefficient de réflexion
et (b) de la permittivité équivalente
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en compte les caractéristiques des fenêtres dans les simulateurs de propagation d’onde. À
titre d’exemple, l’évolution du coefficient de réflexion et de la permittivité équivalente en
fonction de la fréquence de travail est présentée sur la Fig. 3.16 pour le double vitrage de
4-16-8 mm en incidence normale.

Partie réelle

Partie imaginaire

(a) (b)

0 2 4 6 8 10
−1

−0.5

0

0.5

f (GHz)

Γ

0 2 4 6 8 10
−150

−100

−50

0

50

100

150

f (GHz)

ε
re

q

Fig. 3.16 – Évolution de la partie réelle et de la partie imaginaire (a) du coefficient de
réflexion et (b) de la permittivité équivalente d’un double vitrage d’épaisseur 4-16-8 mm, en
incidence normale, en fonction de la fréquence

Si la convention utilisée pour les champs électromagnétiques en régime harmonique est
de la forme eiωt, la constante diélectrique d’un milieu à pertes a une partie réelle positive et
une partie imaginaire négative. Les relations de Kramers-Kronig décrivent la relation entre
ces deux parties [78]. Par ailleurs, l’équation de Debye [26] permet d’obtenir les parties
réelle et imaginaire de la permittivité relative complexe d’un matériau en fonction de la
fréquence et en faisant intervenir la partie réelle de la permittivité à la fréquence zéro (ε′r0)
et à la fréquence infinie (ε′r∞) :

εr(ω) = ε′r∞ + ε′r0 − ε′r∞
1 + jωτe

= < εr(ω) + j= εr(ω) (3.9)

où :
< εr(ω) = ε′r∞ + ε′r0 − ε′r∞

1 + ω2τ 2
e

(3.10)

= εr(ω) = −(ε′r0 − ε′r∞)ωτe
1 + ω2τ 2

e

(3.11)
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et τe est le temps de relaxation du diélectrique. D’après cette équation, si la partie réelle de
la permittivité est positive, la partie imaginaire doit être négative. La solution de l’équation
non-linéaire (3.8) est complexe avec des parties réelle et imaginaire positives ou négatives
suivant l’épaisseur électrique des couches de verre et l’angle d’incidence, comme observé sur
les Fig. 3.14 et Fig. 3.15. La permittivité équivalente ainsi calculée ne représente donc pas
toujours un milieu physique. Dans l’application des fonctions de Green, ce fait a un impact
sur la choix de la constante de propagation. Dans les expressions générales des fonctions de
Green, nous trouvons le terme ejkzz, kz représentant la constante de propagation de l’onde
se propageant dans le milieu vers les z négatifs. Sachant que jkz =

√
k2
ρ − k2, le choix du

signe + ou − dépendra de la nature du milieu et de la direction de propagation. Dans
chaque milieu suivant la forme recherchée pour la constante de propagation, l’une des deux
possibilités dans le choix du signe est éliminée. Le Tab. 3.4 résume cette opération.

Tab. 3.4 – Résumé du choix du signe de la constante de propagation suivant la permittivité
équivalente du milieu multicouche

εr = ε′r − jε′′r εr = ε′r + jε′′r
milieu à pertes milieu amplificateur

solution + e+jkzz = e+Aze+jBz X e+jkzz = e+Aze−jBz ※
s’atténue et se propage vers z− s’atténue et se propage vers z+

solution − e−jkzz = e−Aze−jBz ※ e−jkzz = e−Aze+jBz X
s’amplifie et se propage vers z+ s’amplifie et se propage vers z−

3.3.2 Validation du modèle

Nous avons présenté un modèle équivalent pour une structure multicouche. D’après
les explications précédentes le milieu semi-infini équivaut au mulitcouche seulement en
réflexion. Nous allons examiner la validité de ce modèle par l’examen de trois structures :

– un milieu multicouche de surface infinie à l’aide du calcul de la zone de Fresnel;
– un milieu multicouche de surface finie à l’aide du logiciel commercial CST MWS;
– un milieu composé de dimensions finies à l’aide de CST MWS.

Dans tous les cas on insère la permittivité équivalente dans les fonctions de Green de
milieux semi-infinis.
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Milieu de surface infinie

Afin de trouver la valeur du coefficient de réflexion de Fresnel avec les fonctions de
Green et la permittivité équivalente, on considère une onde plane en polarisation TE (|Ei| =
1 V/m) qui illumine en incidence normale un double vitrage (εrverre = 5, 5) d’épaisseur 4-16-
8 mm et de surface infinie. La permittivité équivalente de cette structure selon la méthode
présentée précédemment pour l’incidence normale est εreq = −0, 5213 + j1, 375. Sur la
Fig. 3.17 le double vitrage est remplacé par un milieu d’épaisseur infinie avec la permittivité
εreq . Nous choisissons un point d’observation sur l’axe z à 100 m de la surface (r) et
nous calculons le champ rayonné en ce point en intégrant les courants à l’interface entre
l’air et le milieu équivalent. En commençant par un petit cercle centré à l’origine et en
augmentant progressivement le rayon de ce cercle, nous observons l’évolution du champ
réfléchi (Er) en fonction du rayon (r′) de la surface réfléchissante. Le résultat est tracé sur
la Fig. 3.17. Théoriquement, pour une onde plane en incidence normale, les intersections
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Fig. 3.17 – (a) Étude de la zone et du coefficient de réflexion de Fresnel (b) Évolution du
champ réfléchi par le milieu équivalent en fonction du rayon de la surface réfléchissante

des ellipsoïdes de Fresnel et de la surface réfléchissante sont des cercles [79], [80]. Pour
un point d’observation à 100 m de l’origine et dans la direction spéculaire le rayon du
premier cercle est 5,77 m et l’amplitude du champ électrique réfléchi atteint un maximum
en ce point. Sa valeur alors est égale au double du coefficient de réflexion de Fresnel [81]
qui est dans le cas considéré égal à ΓFresnel = −0, 1222 − j0, 5187 de norme de 0,53 selon
(3.6)–(3.7). Pour notre milieu équivalent, le point (5,77, 1,06) sur la Fig. 3.17 désigne la
zone de Fresnel. La valeur maximale est en effet atteinte à r′ = 5, 77 m et elle correspond à
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Er = 2× |ΓFresnel| = 1, 06 V/m. La validité du modèle est donc démontrée pour un milieu
de surface infinie.

Milieu de surface finie

Pour calculer le champ réfléchi par une structure de surface et d’épaisseur finies, nous
utilisons le simulateur commercial CST MWS. La structure choisie est un simple vitrage
(εrverre = 5, 5) de surface 1,2 m×1,2 m et d’épaisseur d = 10 mm, illuminé par une onde
plane en polarisation TE en incidence normale et à f = 900 MHz. La Fig. 3.18 montre une
comparaison entre le diagramme de rayonnement de cette structure dans le plan ϕ = 90°
obtenu par CST et celui calculé à l’aide des fonctions de Green du milieu infini en utilisant
la permittivité équivalente. Cette valeur pour l’incidence normale est εreq = 0, 622+j2, 053.
Les deux résultats sont en excellente concordance sauf pour les angles rasants (θ > 60°) où
les effets de bords deviennent importants. Cependant le niveau du champ électrique réfléchi
reste faible au-delà de cet angle. Le temps de calcul avec CST est d’environ 12 heures pour
un maillage à λ/40 contre 15 secondes avec les fonctions de Green avec le même maillage.
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Fig. 3.18 – Simple vitrage et son diagramme de rayonnement en incidence normale obtenu
avec CST et les fonctions de Green en utilisant εreq = 0, 622 + j2, 053

Afin de valider le modèle pour les incidences obliques, nous éclairons la structure précé-
dente toujours avec une onde plane en polarisation TE en faisant varier l’angle d’incidence
de 0° à 90° par pas de 15° et nous observons le champ réfléchi par la structure à 100 m
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de l’origine et dans la direction spéculaire (Fig. 3.19). Le champ réfléchi par le milieu
équivalent est calculé avec les fonctions de Green en utilisant la permittivité équivalente
correspondant à chaque incidence. Les deux résultats sont présentés sur le Tab. 3.5. Jus-
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Fig. 3.19 – Simple vitrage de la Fig. 3.18 sous incidences obliques

Tab. 3.5 – Permittivité équivalente et champ réfléchi dans la direction spéculaire du simple
vitrage de la Fig. 3.18 en incidence oblique

Er (V/m)
θi(°) εreq F. de Green CST
0 0,6218 + 2,0526i 0,01649 0,01639
15 0,5937 + 1,9866i 0,01641 0,01587
30 0,5167 + 1,7907i 0,01613 0,01574
45 0,4107 + 1,4728i 0,01545 0,01597
60 0,3039 + 1,0490i 0,01382 0,01363
75 0,2252 + 0,5459i 0,00953 0,02564
90 0,1962 + 0,0000i 0,00000 0,03080

qu’à 60° les valeurs obtenues par le milieu équivalent correspondent bien à celles de CST
avec le maximum d’erreur relative de 3%. À partir de cet angle d’incidence les diffractions
par les bords deviennent prépondérantes. Ce décalage entre les deux résultats pour les
incidence rasantes est attendu car la structure de départ est une lame de verre d’épaisseur
réduite (10 mm ' 0.3λ), il est donc normal que l’effet de bord soit plus prononcé pour les
incidences rasantes. Notons bien que sur la façade d’un bâtiment les fenêtres sont entourées
par les murs dont l’épaisseur est assez importante pour affaiblir l’effet de la diffraction. La
partie suivante est consacrée à l’étude d’un cas plus réaliste, celui d’une fenêtre intégrée
dans un mur en béton.
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Milieu composé de surface finie

La Fig. 3.20 présente une fenêtre en double vitrage d’épaisseur 10-20-10 mm et de
surface 1, 2 m × 1, 2 m intégrée dans un mur en béton d’épaisseur 0,5 m et de surface
2 m × 2 m. Comme précédemment, les permittivités des matériaux sont εrverre = 5, 5 et
εrbéton = 6− j4, 8. L’objet est illuminé par une onde plane en polarisation TE, en incidence
normale et à la fréquence de 900 MHz. Les dimensions réelles de la structure sont modélisées
avec CST. Pour appliquer les fonctions de Green, étant donné les pertes dans le béton et
son épaisseur, le mur peut être considéré comme un milieu d’épaisseur infinie. Le verre,
en revanche, doit être remplacé par un milieu infini de permittivité équivalente pour une
incidence normale : εreq = 17 + j18, 39. Les diagrammes de rayonnement à 100 m de la
structure obtenus par les deux méthodes sont présentés sur la Fig. 3.20. Les deux résultats
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Fig. 3.20 – Fenêtre double vitrage intégrée dans un mur en béton avec son diagramme de
rayonnement en incidence normale

montrent une très bonne concordance. L’écart entre les deux résultats vers les directions
d’observation rasantes est faible, en raison de la présence du béton dont les pertes et
l’épaisseur sont importantes autour de la fenêtre.

Nous avons validé le modèle semi-infini équivalent d’un milieu multicouche pour les
différentes configurations. Un bâtiment béton-verre est constitué de plusieurs blocs simi-
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laires à celui de la Fig. 3.20 et peut être simulé en appliquant les fonctions de Green sur
l’ensemble de la façade en utilisant la permittivité équivalente pour les fenêtres.

3.4 Bâtiments urbains

L’objectif final de la méthode des fonctions de Green est d’évaluer le champ électroma-
gnétique réfléchi par un bâtiment dans l’environnement urbain. La façade d’un bâtiment
est composée en réalité de plusieurs matériaux de différentes formes et dimensions. La sim-
plification des éléments constituant une façade pour le modèle utilisé dans le simulateur de
la propagation d’onde est donc inévitable. La précision des résultats dépend cependant de
la précision du modèle qui a été choisi. Dans ce manuscrit, nous avons considéré un modèle
simple pour les bâtiments, en supposant que les deux matériaux principaux se trouvant sur
une façade sont le béton et le verre, mais un modèle plus complexe comprenant un plus
grand nombre de matériaux pourrait être utilisé selon les besoins. Dans notre étude, les
fenêtres sont donc choisies pour être les seuls détails architecturaux.

Malgré la simplicité du modèle, différents paramètres y interviennent. Dans cette section
nous allons observer l’influence de quelques paramètres qui nous semblent les plus impor-
tants et nous en tirerons des conclusions générales après avoir mené des études statistiques
dans le chapitre suivant.

3.4.1 Influence du type de matériau

Une façade générique de bâtiment est présentée sur la Fig. 3.21. La partie principale
est modélisée par du béton avec des fenêtres consécutives distribuées sur la surface. Les
dimensions sont indiquées en mètres. Nous avons choisi deux types de béton comme ma-
tériau principal, “béton A” et “béton B” avec les permittivités : εrbéton A = 6, 13 − j0, 13
et εrbéton B = 3, 44 − j0, 08 à la fréquence du GSM (900 MHz) [82]. Les fenêtres sont mo-
délisées par une couche de verre (εrverre = 5, 5) dont l’épaisseur est 1,2 cm. La permittivité
équivalente pour les fenêtres se calcule avec la méthode présentée dans la section 3.3.1
et pour une incidence normale est égale à εreq = 0, 48 + j2, 7. Nous ne nous préoccupons
pas du choix des valeurs de permittivité dans ce manuscrit. On peut se rapporter aux
diverses études existantes qui caractérisent le béton pour les différentes fréquences et taux
d’humidité [82], [83]. Ici le but est de prouver que la constante diélectrique des matériaux
constituant les façades et leurs formes ont une influence non négligeable sur le champ réflé-
chi par l’ensemble du bâtiment. L’onde plane incidente est de polarisation TE, avec θi = 0°
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Fig. 3.21 – Façade générique d’un bâtiment béton-verre (bâtiment no 1) avec 16 fenêtres
représentant 33% de sa surface totale

et θi = 60°. Les diagrammes de rayonnement pour les deux types de béton sont tracés sur
la Fig. 3.22 dans le plan ϕ = 90°. Le point d’observation est placé à 300 m du centre de
la structure. En raison des grandes dimensions du bâtiment en terme de longueurs d’onde
les résultats ne peuvent pas être comparés avec un logiciel commercial (CST ou HFSS) car
les ressources demandées par les logiciels sont au-delà de celles disponibles. Dans le cas de
l’incidence normale, la différence relative entre les deux combinaisons est de 21% pour le
lobe principal et 10% pour le premier lobe secondaire. De même en incidence oblique, les
différences sont de 12% et 3%, respectivement. Cette étude particulière nous inspire deux
hypothèses suivantes sur l’influence du type de matériau constituant la façade :

– la permittivité affecte plus le lobe principal du champ réfléchi que les lobes secon-
daires;

– la permittivité affecte plus le champ réfléchi en incidence normale qu’en incidence
oblique.

Nous allons confirmer ces hypothèses avec les études statistiques (cf. chapitre 4).
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Fig. 3.22 – Champ réfléchi par le bâtiment no 1, en incidence normale et oblique, pour les
deux types de béton dans le plan ϕ = 90°

3.4.2 Influence du type de vitrage

Afin d’observer l’influence du type de vitrage sur le champ réfléchi total, nous conservons
le bâtiment no 1 (la Fig. 3.21) avec le béton B (εrbéton B = 3, 44− j0, 08) et nous considérons
deux types de fenêtres, tout d’abord un simple vitrage avec le verre (εrverre = 5, 5) d’épais-
seur de 10 mm, puis un double vitrage avec les épaisseurs air-verre-air correspondantes de
4-16-8 mm. L’onde plane en polarisation TE éclaire la façade en incidence normale. La
permittivité du béton est susceptible d’être utilisée directement dans les expressions des
fonctions de Green. Les permittivités équivalentes des parties en verre sont calculées en
incidence normale : εrsimple = 0, 622 + j2, 053 et εrdouble = −0, 5213 + j1, 375. Le champ
réfléchi total pour les deux paires de constantes diélectriques est calculé dans toutes les
directions sur un demi-cercle de rayon 100 m centré à l’origine et dans le plan d’incidence.
La Fig. 3.23 compare ces résultats avec le cas de l’utilisation de la permittivité du verre
directement dans les expressions des fonctions de Green, autrement dit en supposant que la
partie en verre est d’épaisseur infinie. Nous observons que les caractéristiques des fenêtres
ont une influence importante sur le lobe principal du rayonnement. Les erreurs entre le
résultat obtenu par un vitrage infini et les vitrages réels sont environ 30% pour le double
vitrage et 17% pour le simple vitrage.
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Notons bien que le type de vitrage se traduit par un changement de permittivité équiva-
lente et son influence peut être étudiée de façon similaire à l’influence du type de matériau
(section 3.4.1). Nous avons tout de même préféré séparer ces deux parties et nous en ex-
pliquerons davantage les raisons dans le chapitre 4.

3.4.3 Influence de la distribution des fenêtres

La Fig. 3.24 présente deux façades de bâtiment avec le béton B et le même pourcen-
tage des fenêtres que le bâtiment no 1 (33%) mais cette fois distribuées différemment :
le bâtiment no 2 avec 2 grandes fenêtres verticales et le bâtiment no 3 avec 48 petites fe-
nêtres (1 m×1 m) distribuées aléatoirement. La façade du bâtiment no 3 ne représente
peut être pas une façade réaliste, cependant elle nous aide à bien observer l’influence de la
distribution des fenêtres. Le champ réfléchi par ces deux façades, en incidence normale et

  

12 m

1
2

 m 2 m

(a) (b)

Fig. 3.24 – (a) Bâtiment no 2 (b) Bâtiment no 3, avec des fenêtres qui couvrent 33% de la
façade

oblique (θi = 60°), est comparé avec le champ réfléchi par le bâtiment no 1 sur la Fig. 3.25.
En incidence normale, la différence relative maximale entre les trois types de distribution
des fenêtres est de 9% pour le lobe principal et 40% pour le premier lobe secondaire. En
incidence oblique, les différences sont d’environ 1% pour le lobe principale et 12% pour
le premier lobe secondaire. Cette étude nous conduit aux deux hypothèses suivantes sur
l’influence de la distribution des fenêtres (des inhomogénéités) :
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Fig. 3.25 – Champ réfléchi par les trois façades de bâtiment, en incidence normale et oblique,
avec le béton B et dans le plan ϕ = 90°
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– la distribution des inhomogénéités affecte plus le lobe secondaire du champ réfléchi
que le lobe principal;

– la distribution des inhomogénéités affecte plus le champ réfléchi en incidence normale
qu’en incidence oblique.

Nous allons confirmer également ces hypothèses avec les études statistiques (cf. chapitre 4).

3.5 Conclusion

Les courants surfaciques (donnés par le principe d’équivalence dans le chapitre 1) ainsi
que l’outil de calcul du rayonnement des courants (fourni par les fonctions de Green ob-
tenues dans le chapitre 2), nous ont donné suffisamment de matière pour appliquer la
méthode aux structures concrètes dans ce chapitre. Cette application n’est alors qu’une
intégrale de surface destinée, somme toute, à l’environnement urbain. À cette fin, nous
avons étudié les caractéristiques des bâtiments et nous nous sommes intéressés à trois par-
ticularités : la finitude de la surface, les inhomogénéités à grande échelle et la stratification
des fenêtres. Nous avons appliqué la méthode des fonctions de Green aux structures ayant
ces caractéristiques et nous avons vérifié à l’aide des simulateurs électromagnétiques 3D
jusqu’où la méthode peut assurer la précision des résultats. Au cours de cette application
nous avons mené de différentes études : la comparaison avec l’optique physique, la clarifi-
cation de la signification des approximations dites champ lointain et l’introduction d’une
permittivité équivalente.

La complexité et la variabilité sont des caractéristiques importantes des bâtiments ur-
bains. Il est quasi-impossible de connaître précisément les matériaux se trouvant sur les fa-
çades et de tenir compte de leurs formes exactes pour tous les bâtiments dans une ville. Par
ailleurs l’influence de tous les paramètres intervenant dans les calculs n’est pas identique.
Nous avons besoin d’un moyen qui permet une connaissance suffisante de ces influences. La
méthode des fonctions de Green, étant rapide et peu exigeante en ressources informatiques,
nous donne la possibilité de lancer de nombreuses études paramétriques et nous fournit les
éléments de base pour mener des études statistiques de la propagation d’onde.
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Chapitre 4

Études statistiques

Prédire les champs électromagnétiques à proximité des façades de bâtiments dans l’en-
vironnement urbain est une étape importante pour caractériser la propagation des ondes
électromagnétiques. L’environnement urbain est complexe et variable : connaître les carac-
téristiques exactes de tous les bâtiments dans une ville est impossible et les paramètres
influents variant d’un bâtiment à un autre sont nombreux. En conséquence cet environ-
nement ne peut pas être complètement décrit par un simple modèle déterministe. L’en-
vironnement n’étant connu que de façon approchée, le champ ne pourra être prédit par
simulation qu’avec une précision limitée. Il est important, pour interpréter les résultats
obtenus, de pouvoir évaluer les marges d’incertitude associées.

Par ailleurs, un outil pratique et rapide d’analyse de la propagation d’onde exige un mo-
dèle simplifié de l’environnement urbain, il est alors indispensable de limiter la complexité
de la description des façades. Une simplification réaliste se fait uniquement si, connaissant
tous les paramètres intervenant, on néglige uniquement ceux dont l’influence est la moins
importante. La connaissance de l’influence de chaque paramètre de l’environnement urbain
nous permet d’employer les bonnes approximations qui accélèrent le temps de calcul tout
en gardant une précision acceptable, et nous permet de quantifier l’erreur commise lors des
simplifications choisies.

Nous avons présenté la méthode des fonctions de Green pour calculer le champ réfléchi
par des bâtiments urbains. Dans ce chapitre nous réalisons des études statistiques en uti-
lisant notre méthode afin de caractériser l’influence de différents paramètres sur le champ
électromagnétique au voisinage d’un bâtiment.
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4.1 Sources d’incertitude du champ

Les sources d’incertitude du champ électromagnétique dans l’environnement urbain
étant diverses, nous nous limitons à la réflexion/diffraction par les façades de bâtiments.
Nous pouvons identifier plusieurs paramètres liés à l’architecture des bâtiments. Prenons
le modèle du bâtiment béton-verre présenté dans la section 3.4, les questions suivantes se
posent :

– La permittivité du béton est fonction de la fréquence et de différents paramètres tels
que le taux d’humidité. Comment la variation de la permittivité du béton, matériau
principal de la façade, influence-t-elle le champ réfléchi ?

– La permittivité des fenêtres est fonction de la permittivité du verre, de l’épaisseur
de la vitre, de l’angle d’incidence et de la fréquence. Comment la variation de la
permittivité des fenêtres, qui constituent les inhomogénéités présentes sur la façade,
influence-t-elle le champ total ?

– La distribution des fenêtres est-elle importante dans l’analyse de la propagation
d’onde ? Serait-il équivalent d’avoir plusieurs petites fenêtres ou une grande baie
vitrée avec le même pourcentage de verre ?

– Quel est l’impact de la variation des dimensions des fenêtres (par exemple la largeur,
la hauteur et l’épaisseur) sur le champ total ?

– La polarisation de l’onde incidente change-t-elle l’influence de chaque paramètre ?
– etc.

Nous rappelons que la formulation générale du champ dans notre méthode est une intégrale
de surface de la forme suivante :

~E =
∫
s
GE •

−→
Js ds (4.1)

où :
1. La fonction de Green dyadique GE contient les informations sur le type du matériau

et l’angle d’observation.
2. Le courant surfacique −→Js reflète la source du problème.
3. L’intégrale de surface porte des informations sur la taille et la distribution des inho-

mogénéités.
Ainsi la méthode nous permet de tenir compte de différentes sources d’incertitude du
champ électromagnétique et de trouver des réponses aux questions posées précédemment
en conduisant des études statistiques.
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Nous pouvons considérer deux types d’études statistiques :

Approche analytique Ayant les expressions exactes des champs électromagnétiques, une
distribution est attribuée à un paramètre et sa variation aléatoire se traduit directe-
ment dans l’expression analytique du champ.

Approche numérique La collecte des données se fait à l’aide des tirages aléatoires d’une
distribution connue pour un paramètre. L’interprétation des données s’effectue par
la suite à l’aide des outils statistiques existants.

Dans les deux cas, il faut choisir les paramètres intéressants et connaître la nature de leur
variation dans l’environnement urbain. Suivant la variation des paramètres et la complexité
des expressions, l’approche analytique peut devenir difficilement applicable.

4.2 Approche analytique

Dans cette section l’étude statistique analytique se fait avec deux approches différentes.
La première, décrite dans la section 4.2.1, est basée sur les expressions exactes des fonctions
de Green. Cette approche est la plus puissante et la plus universelle mais elle est plus difficile
à réaliser en raison de la complexité des calculs. Nous allons développer brièvement l’idée
de cette approche dans cette section. La deuxième approche analytique, détaillée dans
la section 4.2.2, est basée le développement limité qui donne des expressions approchées
pour les composantes du champ sous forme des polynômes d’ordre n. Les expressions
approchées peuvent être utilisées dans les calculs déterministes et statistiques de la même
manière que les expressions exactes. Elles s’avèrent quelquefois plus simples à manipuler
ayant des coefficient pré-calculés. Les polynômes d’ordre 1 deviennent particulièrement
intéressants pour la statistique analytique grâce à leur linéarité mais ils ont l’inconvénient
d’être moins précis. En conséquence l’approche analytique basée sur le développement
limité trouve des cas d’application plus restreints que l’approche analytique basée sur les
expressions exactes. Elle deviendrait même plus difficile à appliquer dans certains cas (cf.
section 4.2.2) que l’approche numérique présentée dans la section 4.3.

4.2.1 Fonction de variable aléatoire

Soient X une variable aléatoire et Y = g(X) une fonction de cette variable. Sachant que
Y est à son tour une variable aléatoire, nous pouvons déterminer la densité de probabilité
de Y en fonction de la densité de probabilité de X. Il faut résoudre l’équation y = g(x) en
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désignant les antécédents par xn :

y = g(x1) = · · · = g(xn) = · · · (4.2)

Nous pouvons démontrer que [84] :

fy(y) = fx(x1)
|g′(x1)| + · · ·+ fx(xn)

|g′(xn)| + · · · (4.3)

où fy(y) et fx(x) sont respectivement les densités de probabilité de Y et X, et g′(x) est la
dérivée de g(x). Pour déterminer la densité de probabilité de Y il suffit alors que g(x) soit
dérivable et inversible.

Dans l’expression générale du champ électromagnétique (4.1) différentes variables in-
terviennent, par exemple la permittivité et les dimensions de l’objet diffractant, l’angle
d’incidence et l’angle d’observation et le type de l’excitation du problème. Les variations
attribuées à chacun de ces paramètres se manifestent dans les variations du champ élec-
trique réfléchi. Nous pouvons alors dire que le champ est une fonction aléatoire de diffé-
rentes variables aléatoires. Prenons à titre d’exemple la permittivité de l’objet diffractant
(εr) apparaissant dans les expressions des fonctions de Green. La permittivité étant une
variable aléatoire, la fonction de Green du champ réfléchi est une fonction de cette variable
GE(εr). Connaissant la densité de probabilité de εr, la densité de probabilité de GE et en
conséquence la densité de probabilité de −→E s’obtiennent en appliquant (4.3). Ayant les
densités de probabilité, nous pouvons calculer toutes les mesures statistiques : moyenne,
médiane, variance, etc.

Cette approche est très puissante et complète, l’inconvénient est la complexité du pro-
cessus du calcul. En particulier, on rencontre souvent des problèmes lorsqu’on cherche la
fonction inverse g, surtout quand il s’agit de variables qui se trouvent aux bornes de l’inté-
grale surfacique (les dimensions de l’objet diffractant). A cause de cette difficulté et pour
avoir un accès rapide aux paramètres intéressants de la fonction aléatoire, nous proposons
une approche numérique dans la section suivante.

4.2.2 Développement limité

Supposons que la fonction réelle ou complexe f(x) est n fois dérivable au voisinage d’un
nombre réel ou complexe x0, le développement limité de cette fonction s’écrit de la manière
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suivante (série de Taylor [85]) :

f(x) = f(x0)+(x−x0)f ′(x0)+(x− x0)2

2! f ′′(x0)+· · ·+(x− x0)(n−1)

(n− 1)! f (n−1)(x0)+Rn(x) (4.4)

où Rn est le terme du reste de la série qui peut s’exprimer sous plusieurs formes. La forme
intégrale [86] est utilisée dans ce manuscrit :

Rn(x) =
∫ x

x0

f (n+1)(t)
n! (x− t)ndt (4.5)

Nous utilisons cette méthode pour développer les expressions du champ électrique calculées
dans le chapitre 2 au voisinage de la permittivité du matériau principal de la façade d’un
bâtiment. Si l’approximation du premier ordre est utilisée, la série s’arrête au deuxième
terme et le reste Rn dépend de la dérivée seconde de la fonction étudiée. Les expressions
sont les suivantes :

f(x) = f(x0) + (x− x0)f ′(x0) +R1 (4.6)

R1(x) =
∫ x

x0
f ′′(t)(x− t)dt (4.7)

L’avantage d’une approximation du premier ordre est d’obtenir une fonction linéaire de x,
cela permet de prévoir facilement la variation de f(x) en fonction des variations de x au
voisinage de x0. La précision de l’approximation du premier ordre dépend de la forme de la
fonction étudiée et la taille du voisinage autour de x0. Nous allons voir dans cette section
dans quelle mesure cette précision peut être suffisante pour notre application.

Une onde plane en polarisation TE qui illumine la surface d’un diélectrique de permitti-
vité relative εr crée des courants électrique et magnétique surfaciques dont le rayonnement
est donné par les expressions (2.68)–(2.73). Nous souhaitons appliquer le développement
limité au premier ordre aux expressions du champ électrique réfléchi au voisinage de la per-
mittivité du matériau principal d’un bâtiment et calculer le champ pour d’autres valeurs de
permittivité, par exemple pour la permittivité des inhomogénéités, à l’aide de la nouvelle
expression linéaire. Nous présentons ici le processus du calcul pour une des composantes
le reste du calcul se trouvant dans l’annexe C. Prenons l’exemple de la composante z du
champ électrique dans l’air créée par le courant électrique Jx.

EzJx = cosϕ
4πjω

∮
C

k2
ρ

DE
H

(2)
1 (kρρ)jkze−jkz0zdkρ (4.8)
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où :
DE = ε0εrjkz0 + ε0jkz (4.9)

jkz0 =
√
k2

0 sin2 θ − k2
0 (4.10)

jkz =
√
k2

0 sin2 θ − k2 (4.11)

Après avoir appliqué les approximations de la plus grande pente (2.81) :

EzJx (εr) = cosϕ
4πjω

1
DE(εr)

2jk0 cos(θ)jk0 sin(θ) (4.12)

D’après la relation (4.6), le développement limité au premier ordre au voisinage du matériau
principal (εr1) de la façade est le suivant :

EzJx (εr) = cosϕ
4πjω

1
DE(εr1)2jk0 cos(θ)jk0 sin(θ)

+ (εr − εr1) cosϕ
4πjω2jk0 cos(θ)jk0 sin(θ) ·

[ 1
DE(εr)

]′∣∣∣∣∣
εr1

(4.13)

où la dérivée de 1
DE

selon εr se calcule en se référant à (4.9) :

[ 1
DE(εr)

]′∣∣∣∣∣
εr1

= −DE
′

DE2

∣∣∣∣∣
εr1

= −
jk0 cos(θ)ε0 + jk0ε0

2
√
εr1−sin2(θ)(

jk0ε0εr1 cos(θ) + jk0ε0

√
εr1 − sin2(θ)

)2 (4.14)

La nouvelle expression de EzJx est linéaire en εr. Le calcul de cette composante du champ
réfléchi par une structure présentant des inhomogénéités (Fig. 4.1) se fait en deux étapes :

1. intégrer le premier terme de l’expression approchée (4.13) de la fonction de Green
sur toute la surface de la façade comme présenté sur la Fig. 4.1(a);

2. intégrer le deuxième terme de l’expression (4.13) de la fonction de Green en εr = εr2

uniquement sur la surface des inhomogénéités comme présenté sur la Fig. 4.1(b).

Cette opération économise du temps de calcul pour les structures de grande taille. Les
résultats de l’étape 1 du calcul, pour un matériau principal donné, peuvent être stockés.
Pour des inhomogénéités de différentes forme et permittivité, seule l’étape 2 du calcul reste
nécessaire à refaire. Par ailleurs, la quantification de l’influence de la variation de la permit-
tivité sur la composante z du champ électrique est ainsi plus simple à calculer qu’à partir de
l’expression exacte de EzJx . Ayant calculé similairement toutes les composantes du champ
électrique dans l’annexe C, la simplicité de calcul est généralisée au champ total réfléchi
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+

(a) (b)

Fig. 4.1 – Décomposition d’une structure inhomogène

par une façade de bâtiment. En ce qui concerne les études statistiques, connaissant la
distribution de la permittivité, la distribution du champ réfléchi s’obtient analytiquement.

L’expression (4.13) donne un résultat exact pour εr = εr1 et plus l’écart entre εr et εr1

est important plus l’erreur de l’approximation devient grande. Cette erreur est prévisible
à l’aide de l’expression du reste de la série (4.7). Afin de calculer cette erreur pour la
composante z du champ électrique créé par le courant électrique Jx, nous avons besoin de
calculer la dérivée seconde de 1

DE
selon εr :

[ 1
DE(εr)

]′′
= −DE

′′ ·DE + 2DE ′2

DE3 (4.15)

où :
DE ′ = jk0 cos(θ)ε0 + 1

2jk0ε0
(
εr − sin2(θ)

)−1/2
(4.16)

DE ′′ = −1
4jk0ε0

(
εr − sin2(θ)

)−3/2
(4.17)

Les expressions nécessaires pour calculer les erreurs correspondantes aux autres compo-
santes du champ sont également données dans l’annexe C.

Dans la partie suivante, nous présenterons le champ réfléchi obtenu par le développe-
ment limité ainsi que l’erreur liée à l’approximation du premier ordre.

Exemples d’application du développement limité

Supposons une structure composée de deux diélectriques représentant éventuellement
le matériau principal de la façade d’un bâtiment et les inhomogénéités qui s’y trouvent. La
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structure est illuminée par une onde plane en polarisation TE à la fréquence f = 900 MHz.
Nous calculons le champ électrique lointain dans le plan d’incidence d’abord avec les expres-
sions exactes des fonctions de Green et ensuite avec les expressions approchées obtenues par
un développement du premier ordre au voisinage de la permittivité du matériau principal
de la façade. Nous étudions comment l’écart entre les permittivités des deux diélectriques
peut influencer l’erreur. La permittivité relative du matériau principal est égale à 9.

Une première simulation est faite avec deux inhomogénéités de dimensions 1,6 m×0,8 m
qui représentent 7% de la surface totale. La permittivité relative des inhomogénéités est
une fois égale à 5 et une fois égale à 2 pour être alternativement proche et éloignée de la
permittivité du matériau principal. Le diagramme de rayonnement de la structure est tracé
sur la Fig. 4.2 pour les deux valeurs de permittivité. En direction spéculaire et dans le cas
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Fig. 4.2 – Structure composée de deux diélectriques : la permittivité relative du matériau
principal est égale à 9 et des inhomogénéités de permittivité relative égale à 5 ou 2 repré-
sentant 7% de la surface totale. Diagramme de rayonnement de la structure en incidence
normale et dans le plan ϕ = 90° obtenu par les expressions exactes des fonctions de Green et
le développement limité au premier ordre

de la permittivité relative de 5, l’erreur entre les deux résultats est de 0,5% et dans le cas de
la permittivité relative de 2 cette erreur est de 2,6%. Les erreurs sont petites et plus faibles
en comparaison avec le cas extrême qui est celui de l’élimination des inhomogénéités. En
direction spéculaire et dans le cas de la permittivité relative de 5 l’erreur entre la solution
exacte et la solution homogène est de 1,6% et dans le cas de la permittivité de 2 cette
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erreur augmente à 4,7%.

La deuxième simulation est faite avec des inhomogénéités deux fois plus grandes que
les précédentes : leur dimensions 3,2 m×1,6 m représentent 28% de la surface totale. Les
permittivités relatives des inhomogénéités sont comme pour la première simulation égales à
5 et 2. Le diagramme de rayonnement de la structure est tracé sur la Fig. 4.3 pour les deux
valeurs de permittivité. En direction spéculaire et dans le cas de la permittivité relative
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Fig. 4.3 – Structure composée de deux diélectriques : la permittivité relative du matériau
principal est égale à 9 et des inhomogénéités de permittivité relative égale à 5 ou 2 repré-
sentant 28% de la surface totale. Diagramme de rayonnement de la structure en incidence
normale et dans le plan ϕ = 90° obtenu par les expressions exactes des fonctions de Green et
le développement limité au premier ordre

de 5, l’erreur entre les deux résultats est de 2% et dans le cas de la permittivité relative
de 2 cette erreur est de 13%. L’erreur reste faible pour la permittivité plus proche de la
permittivité du matériau principal de la façade et elle devient importante pour la petite
valeur de la permittivité. Dans ce cas, l’approximation du premier ordre ne suffit pas. En
ajoutant des ordres supplémentaires, nous obtenons des expressions plus précises mais nous
perdons la linéarité et le développement limité perd son intérêt dans les études statistiques
analytiques.
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4.3 Approche numérique

Les expressions analytiques de la fonction de répartition ou de la densité de probabilité
d’une variable aléatoire nous permettent d’accéder à toutes les informations nécessaires sur
la variable. Dans le cas où les expressions analytiques de la variable en question ne sont
pas disponibles, par exemple dans le cas de la mesure d’un paramètre inconnu dans un
système, les informations peuvent être tirées à partir d’un ensemble d’échantillons qui sont
fournis par les mesures ou les essais. Par ailleurs si les expressions analytiques existent mais
que leur complexité ne permet pas une manipulation simple pour obtenir les informations
nécessaires, le tirage aléatoire nous donne la possibilité d’accéder rapidement à certains
paramètres intéressants concernant la variable aléatoire (ou une fonction de la variable
aléatoire). Par exemple, dans le cas des fonctions de Green présentées dans ce manuscrit,
les expressions complexes de toutes les composantes du champ électromagnétique étant
connues, l’extraction des expressions de densités de probabilité pour tous les paramètres
intervenant est théoriquement possible sachant qu’un outil informatique puissant devient
rapidement indispensable.

La variable aléatoire nous intéressant dans cette section est le champ électrique réfléchi
par les façades de bâtiments. Le champ est une variable aléatoire des paramètres de la
façade dont l’influence est plus facile à observer avec l’approche numérique. Nous allons
étudier la variation de quelques paramètres importants de la façade. Notons bien que
l’influence de tous les autres paramètres peut être étudiée en utilisant cette approche, il
suffit d’avoir une information précise sur le type de variation du paramètre afin de lui
attribuer un modèle réaliste.

4.3.1 Variation aléatoire de la permittivité du béton

Considérons la façade générique du bâtiment présentée sur la Fig. 4.4. Supposons que la
permittivité du béton varie de façon aléatoire et suit une loi normale avec une moyenne (µ)
de 6,13 et un écart-type (σ) de 0,25. La tangente de perte (tan δ) est considérée constante
et égale à 0,02. Les fenêtres sont en simple vitrage avec la permittivité du verre égale à 5,5
et l’épaisseur de 10 mm. La façade est illuminée par une onde plane en polarisation TE en
incidence normale et à la fréquence de 900 MHz. La permittivité équivalente des fenêtres
pour cette incidence est égale à εreq = 0, 622 + j2, 053. Pour les 10 000 tirages aléatoires de
la permittivité du béton, le champ lointain réfléchi est observé à 300 m de la façade et les
valeurs sont enregistrées pour le lobe principal (θr = 0°) et pour le premier lobe secondaire
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Fig. 4.4 – Façade générique d’un bâtiment béton-verre avec 16 fenêtres représentant 33% de
sa surface totale

(θr = 2, 4°). Les densités de probabilité du champ réfléchi dans les deux directions sont
tracées sur la Fig. 4.5.

Sachant que |Ei| = 1 V/m, lorsque le champ électrique est observé dans la direction
spéculaire le résultat est nommé le coefficient de réflexion et dans la direction non spéculaire
la notation de |Er| V/m est conservée. Les deux histogrammes ne sont pas à la même échelle
car le niveau du champ électrique au premier lobe secondaire et nettement moins élevé
qu’au lobe principal. Ces densités de probabilité sont comparables avec leurs équivalents
en incidence oblique présentés sur la Fig. 4.6. Malgré la ressemblance avec la densité de
probabilité de la loi normale, nous allons vérifier avec un test d’hypothèse statistique à la
fin de cette section qu’aucune des deux fonctions ne suit une loi normale.

Nous allons définir une mesure importante pour pouvoir comparer les résultats: le coef-
ficient de variation. Il est défini en divisant l’écart-type de la distribution par sa moyenne
et est souvent exprimé en pourcentage. Cette mesure étant sans unité, elle permet de
comparer la dispersion des distributions de variables de natures différentes [87].

CV = σ

µ
(4.18)

Le coefficient de variation de la permittivité du béton est de 4% et ceux du champ réfléchi
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Fig. 4.5 – Densités de probabilité du module du champ électrique réfléchi en incidence nor-
male (a) θr = 0° (b) θr = 2, 4°

dans la direction de θr = 0° et θr = 2, 4° sont de 1,38% et 0,94%, respectivement. Ainsi
une dispersion de la permittivité du béton se transforme en dispersions moins importantes
du champ réfléchi dans la direction spéculaire et non spéculaire.

Dans le cas d’une incidence oblique de 30°, la permittivité équivalente des fenêtres est
égale à εreq = 0, 5167+j1, 7907 et la permittivité du béton varie de la même façon que pour
l’incidence normale. Le champ réfléchi est observé dans le plan d’incidence pour θr = 30°,
θr = 32, 8° et θr = 27, 3° à 300 m de la façade du bâtiment. Les densités de probabilité du
champ réfléchi dans les trois directions sont tracées sur la Fig. 4.6.
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Fig. 4.6 – Densités de probabilité du module du champ électrique réfléchi en incidence
oblique(θi = 30°) (a) θr = 30° (b) θr = 32, 8° (c) θr = 27, 3°

Le coefficient de variation de 4% de la permittivité du béton donne des coefficients
de variation moins importants du champ réfléchi : 1,23%, 0,65% et 0,78% pour θr = 30°,
θr = 32, 8° et θr = 27, 3°.
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Nous complétons l’investigation sur la variation de la permittivité avec une dernière
étude, il s’agit d’une onde plane en polarisation TE illuminant la façade (Fig. 4.4) en inci-
dences 0°–90°. La permittivité du béton varie aléatoirement selon la loi normale présentée
précédemment. Pour chaque incidence, la permittivité équivalente des fenêtres est calculée
et son évolution est tracée sur la Fig. 4.7. Le champ lointain réfléchi est observé dans la
direction spéculaire. Le maximum, le minimum et la moyenne du coefficient de réflexion
(champ réfléchi dans la direction spéculaire) sont tracés en fonction de l’angle d’incidence
sur la Fig. 4.8 et la Fig. 4.9 pour les distances de 300 m et 100 m de la façade.
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Fig. 4.7 – Parties réelle et imaginaire de la permittivité équivalente des fenêtres en simple
vitrage avec la permittivité et l’épaisseur du verre égale à 5,5 et 10 mm

Nous observons que la différence relative maximum entre les résultats (10,6% à 300 m
et 9,2% à 100 m) se produit en incidence normale et la différence relative minimum (5,5%
à 300 m et 5% à 100 m) pour l’incidence oblique de 60°. La courbe est tracée jusqu’à 60°
car nous estimons qu’au-delà de cet angle, l’incidence est considérée comme étant rasante
et le résultat obtenu par la méthode n’est plus réaliste (cf. section 3.1).

Le choix de la distribution normale pour la permittivité du béton est légitime si nous
savons a priori quel type de béton, avec une valeur de permittivité nominale, est utilisé
dans une catégorie de construction civile. Dans ce cas, la variation gaussienne autour de la
valeur moyenne représente bien les incertitudes liées par exemple à la fabrication du béton.
Dans les études précédentes, nous avons choisi une permittivité pour le béton (εrbéton A =
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Fig. 4.8 – Variation du coefficient de réflexion en fonction de l’angle d’incidence à 300 m de
la façade la permittivité de béton suivant une distribution normale N(6,13, 0,25)
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Fig. 4.9 – Variation du coefficient de réflexion en fonction de l’angle d’incidence à 100 m de
la façade. La permittivité de béton suit une distribution normale N(6,13, 0,25)
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6, 13− j0, 13) [82] et nous avons basé la variation gaussienne de la permittivité autour de
cette valeur nominale avec un écart-type de 0,25. En réalité les valeurs de permittivité pour
les matériaux utilisés dans l’environnement urbain, y compris le béton, sont très variées.
Le Tab. 4.1 regroupe quelques valeurs de εr pour différents types de béton.

Tab. 4.1 – Propriétés électriques de quelques types de béton trouvées dans la littérature

Type de béton ε′r ε′′r Fréquence Réf.
mélange des bétons bitumineux 3,44 0,08 1 GHz [82]
mélange des bétons bitumineux 6,13 0,13 1 GHz [82]
mélange des bétons bitumineux 4,96 0,16 1 GHz [82]
ciment Portland 10 2,5 750 MHz [88]
3 jours après la fabrication 10 3 1 GHz [83]
béton séché au four 5,55 0,79 900 MHz [89]

Pour étudier l’influence de cet intervalle large de la variation de la permittivité du
béton, nous avons refait les études statistiques avec une distribution uniforme attribuée
à la partie réelle de la permittivité du béton : U(2, 9) et une tangente de perte égale à
0,02. La façade étudiée est toujours celle de la Fig. 4.4 avec le même type de fenêtre. Les
densités de probabilité du champ réfléchi par la structure, en incidences normale et oblique
et en directions spéculaire et non-spéculaire sont présentées sur la Fig. 4.10. Le coefficient
de variation, le maximum et le minimum de chaque distribution sont également notés sur
la figure. Nous observons que les distributions du champ réfléchi ne sont pas uniformes. La
probabilité que le module du coefficient de réflexion (le champ réfléchi) corresponde aux
valeurs élevées de la permittivité est plus importante. Les coefficients de variations sont plus
importants que ceux dans l’étude précédente, ceci est lié à l’augmentation de l’intervalle
de variation de la permittivité du béton. La Fig. 4.11 présente l’évolution des maximum,
minimum et de la moyenne du coefficient de réflexion (le champ lointain réfléchi dans la
direction spéculaire) en fonction de l’angle d’incidence pour la distribution uniforme de
la permittivité du béton à 300 m du centre du bâtiment. La différence relative maximum
entre les résultats (62%) se produit en incidence normale et la différence relative minimum
(38%) pour l’incidence oblique de 60°. La valeur moyenne du coefficient de réflexion varie
entre 0,47 en incidence normale et 0,41 en incidence oblique de 60°.

A l’aide de l’ensemble de cette étude statistique, nous pouvons confirmer les conclusions
de la section 3.4.1.

– La variation de la permittivité du matériau principal de la façade affecte plus le lobe
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Fig. 4.11 – Variation du coefficient de réflexion en fonction de l’angle d’incidence à 300 m de
la façade. La permittivité de béton suit une distribution uniforme U(2,9)

principal que les lobes secondaires.
– L’influence de la variation de la permittivité du matériau principal de la façade sur
l’ensemble du diagramme de rayonnement est plus importante en incidence normale
qu’en incidence oblique.

Nous insistons sur le matériau principal car la variation de la permittivité des inhomogé-
néités n’affecte pas le champ réfléchi total de la même façon (cf. section 4.3.4).

Test d’hypothèse statistique

Nous allons vérifier dans cette partie si le champ électrique réfléchi pour une variation
aléatoire de la permittivité du béton (selon la loi normale) suit également une loi normale.
Nous réalisons un test d’hypothèse statistique permettant de vérifier la validité d’une hy-
pothèse sur la valeur d’un paramètre dans un modèle statistique. Nous commençons par
une brève explication sur le test.

Le test Kolmogorov-Smirnov [84] est un des tests non paramétriques [90] pour vérifier
si la distribution d’une variable aléatoire est égale à une distribution connue. Il ne s’agit
donc pas d’un test sur la valeur d’un paramètre mais sur la fonction de répartition de la
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variable aléatoire.

L’hypothèse nulle (H0) La fonction de répartition F (x) de la variable aléatoire X est
égale à la fonction F0(x).

L’hypothèse alternative (H1) La fonction de répartition F (x) de la variable aléatoire
X n’est pas égale à la fonction F0(x).

Une nouvelle variable aléatoire est définie :

q = max
x
|F (x)− F0(x)| (4.19)

Supposons que F̂ (x) est l’estimation empirique de F (x). Pour un grand nombre d’échan-
tillons :

F̂ (x) −→
n→∞

F (x) (4.20)

Lorsque n tend vers l’infini, q tend vers 0 si H0 est vraie et q tend vers le maximum de
|F (x)−F0(x)| si H1 est vraie. On peut rejeter alors H0 si q est plus grand qu’une constante
c qui s’exprime sous la forme du seuil de signification. En appliquant l’approximation de
Kolmogorov [84] la valeur de ce seuil est égal à :

α = P{q > c |H0} = 2e−2nc2 (4.21)

Le test de Kolmogorov-Smirnov nécessite de déterminer q. L’hypothèse nulle (H0) est
ensuite acceptée si :

q <

√
− 1

2n log α2 (4.22)

Plus n est grand, plus la valeur du membre droite de l’inéquation est petite, de sorte que
pour accepter l’hypothèse nulle il faut que q soit de plus en plus petit. Autrement dit le
test Kolmogorov-Smirnov accepte plus facilement l’hypothèse nulle pour un petit nombre
d’échantillons.

Les modules du champ électrique, présentés sur les Fig. 4.5 et Fig. 4.6, ne peuvent
théoriquement pas suivre une loi normale car les valeurs sont toujours positives alors que
dans une loi normale la variable aléatoire peut prendre des valeurs négatives. Nous allons
donc tester les parties réelle et imaginaire du champ électrique réfléchi. Nous utilisons
MATLAB pour appliquer le test statistique, une fonction ad hoc y étant déjà implantée [91].
Si α = 0, 05, le résultat de test pour 10 000 échantillons montre que l’hypothèse nulle peut
être rejetée. En d’autres termes, la probabilité que le champ électrique réfléchi suive une
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loi normale est suffisamment faible pour être rejetée par le test. Il est à noter que le test
donne une réponse différente pour un petit nombre d’échantillons; jusqu’à environ 2 500
échantillons le test de Kolmogorov-Smirnov conclut que l’hypothèse nulle ne peut pas être
rejetée. Ce résultat est lié à la puissance de ce test qui dépend du nombre d’échantillons
considérés (cf. (4.22)).

Il est important de remarquer que connaître la distribution du champ réfléchi est un
atout supplémentaire mais que sa méconnaissance n’est pas critique. Le facteur important
dans l’analyse du champ électromagnétique dans l’environnement urbain est la connais-
sance du niveau du champ associé à une incertitude qui s’exprimerait par exemple sous
forme d’un pourcentage et qui est le résultat de la variation de tous ou certains paramètres
importants dans cet environnement. Même si les densités de probabilité présentées dans
cette section ne suivent pas une loi normale, le champ réfléchi varie plus ou moins autour
d’une moyenne et l’allure de cette variation ressemble beaucoup à une variation gaussienne
et n’indique pas une anomalie dans le comportement du champ. Le paramètre important
dans cette étude reste le coefficient de variation (CV) qui représente la sensibilité du champ
réfléchi lointain à la variation de la permittivité du béton comme matériau principal de la
façade du bâtiment.

4.3.2 Variation aléatoire de la distribution des fenêtres

Nous étudions dans cette partie l’influence de la distribution des fenêtres, en tant
qu’uniques détails architecturaux de la façade du bâtiment, sur le champ réfléchi total.
Pour cela nous choisissons une façade générique et nous conservons le type de béton, le
type de vitrage et le pourcentage du verre sur la façade constants, tout en distribuant
d’une manière aléatoire le verre sur la façade pour différentes tailles de fenêtres (petites,
moyennes et grandes). Le résultat des variations aléatoires de la distribution des fenêtres
sur la façade n’est souvent pas réaliste mais cette opération nous permet de pousser la
distribution libre des fenêtres à l’extrême et d’observer l’influence de ce déplacement sur
le champ électromagnétique.

La façade générique de la Fig. 4.4 est notre référence avec la permittivité du béton
εrbéton = 6, 13 − j0, 13 et la permittivité du verre εrverre = 5, 5. La surface de la façade
est couverte à 33% par les fenêtres en simple vitrage avec la permittivité équivalente en
incidence normale εreq = 6, 22+j2, 053. Les dimensions des fenêtres pour la façade générique
sont 2 m×1,5 m. Des façades aléatoires béton-verre sont construites sous MATLAB avec
les mêmes caractéristiques des matériaux. Le nombre et les dimensions des fenêtres sont
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choisis de sorte que le pourcentage du verre sur la façade du bâtiment reste égal à 33%.
Différentes techniques pour créer des façades aléatoires sont envisageables, comme celle

basée sur des chaînes de Markov présentée dans [37]. Ces techniques permettent d’imposer
certaines contraintes et d’obtenir ainsi des façades “aléatoires” ressemblantes à des bâti-
ments “réalistes”. Ici nous présentons une technique simple de génération qui consiste à
choisir k entiers tirés uniformément, sans répétition (pour éviter les recouvrements), parmi
n entiers : n et k sont définis suivant la taille et le pourcentage total des fenêtres. Par
exemple, si une façade de dimensions 12 m×12 m porte sur 33% de sa surface des fenêtres
de dimensions 2 m×2 m, nous aurons 12 fenêtres. Nous pouvons placer 2 fenêtres pour
chacune des 6 lignes, donc k = 2 et n = 6 et les combinaisons sans répétition (Ck

n) se
calculent aisément sous MATLAB.

Fenêtres de dimensions 2 m×2 m

Afin d’avoir 33% de verre, 12 fenêtres de dimensions 2 m×2 m doivent être créées sur la
façade de dimensions 12 m×12 m. Ainsi 1 000 profils de façade ont été créés dont 3 exemples
sont présentés sur la Fig. 4.12. Les diagrammes de rayonnement des 3 façades, pour une
incidence normale, sont tracés sur la Fig. 4.13 entre 0°et 7°. L’intervalle angulaire est choisi
de sorte que le lobe principal et les deux premiers lobes secondaires soient observables, le
reste du diagramme est supprimé car le niveau du champ réfléchi est très faible au-delà du
troisième lobe secondaire en raison de grandes dimensions de la façade.
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Fig. 4.12 – Trois profils aléatoires de façade avec 33% de verre sous forme de 12 fenêtres de
dimensions 2 m×2 m

Nous nous intéressons au champ réfléchi correspondant à deux angles fixes sur les dia-
grammes de rayonnement : θr = 0° et θr = 2, 5°. Suivant la forme du profil, les lobes
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Fig. 4.13 – Diagrammes de rayonnement de trois profils aléatoires présentés sur la Fig. 4.12
en incidence normale

secondaires se déplacent, l’angle de 2,5° a donc été choisi pour se placer dans une direction
non-spéculaire où tous les profils renvoient suffisamment d’énergie. Néanmoins, cet angle
ne correspond pas au premier lobe secondaire pour toutes les façades. Pour les trois pro-
fils présentés, la variation du champ réfléchi aux deux angles précisés est indiquée sur la
Fig. 4.13.

Pour les 1 000 profils créés, la valeur du champ aux deux angles définit deux variables
aléatoires dont on peut extraire, par exemple le minimum, le maximum, la moyenne et
les quartiles. Pour présenter les caractéristiques de ces variables aléatoires nous avons
choisi la Boîte à moustaches (Box-and-Whisker Plot). Le boxplot, inventé par Tukey en
1977 [92], [93], peut être utile pour comparer visuellement les paramètres de localisation
et de dispersion de plusieurs échantillons sans faire d’hypothèses sur leurs distributions
statistiques. Dans cette étude nous utilisons MATLAB pour tracer les boxplots. Afin de
pouvoir bien interpréter les résultats nous donnons une brève explication sur la construction
d’un boxplot (cf. Fig. 4.14) :

– Calculer le premier quartile (Q1), la médiane (Q2) et le troisième quartile (Q3)
– Construire une boîte délimitée par Q1 et Q3 avec un trait au milieu indiquant Q2

– Calculer l’écart interquartile : IQR = Q3 −Q1

– Placer la moustache inférieure à Q1 − 1, 5× IQR
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Fig. 4.14 – Exemple d’un boxplot pour 1 000 échantillons tirés avec la loi N (0, 1)

– Placer la moustache supérieure à Q3 + 1, 5× IQR
– Indiquer les données qui sortent de l’intervalle par des points

Sur la Fig. 4.15 sont tracés les boxplots présentant la variation du champ réfléchi à θr = 0°
et θr = 2, 5° ainsi que la densité de probabilité du champ à ces deux angles. Les boxplots
fournissent une bonne quantité d’information sur la dispersion du champ tandis que les
densités de probabilité donnent une idée sur la forme de la distribution. Se référant aux
boxplots de la Fig. 4.15(a), nous observons que le champ dans la direction spéculaire
(CV = 2, 8%) varie moins que dans la direction non-spéculaire (CV = 25, 9%). En d’autres
termes, l’influence de la distribution des fenêtres est plus importante dans la direction non-
spéculaire. Se référant aux densités de probabilité de la Fig. 4.15(b), nous remarquons que
les distributions sont unimodales et qu’elles ressemblent à une loi normale.

Fenêtres de dimensions 1 m×1 m

Dans une deuxième étape de cette étude nous diminuons les dimensions des fenêtres
tout en conservant le pourcentage total de verre; les positions des 48 fenêtres de dimensions
1 m×1 m sont ainsi générées aléatoirement. Quelques profils ainsi créés sont présentés sur la
Fig. 4.16 dont les diagrammes de rayonnement sont tracés sur la Fig. 4.17. La variation du
champ réfléchi aux deux angles étudiés est plus petite pour les petites fenêtres (1 m×1 m)
que pour les grandes fenêtres (2 m×2 m). Ceci est dû au fait que la forme des inhomogé-
néités de grande taille a plus d’influence sur la forme du diagramme de rayonnement d’un
objet diffractant que des inhomogénéités de petite taille. Nous présentons les résultats de
l’étude statistique pour les 1 000 profils créés aléatoirement dans cette catégorie de fenêtre
sur la Fig. 4.18. Les résultats confirment notre observation précédente, l’influence de la dis-
tribution de petites fenêtres affecte plus le champ réfléchi dans la direction non-spéculaire
(CV = 13, 6%) que dans la direction spéculaire (CV = 1, 4%) et les deux coefficients de
variation sont plus faibles que ceux obtenus pour de grandes fenêtres.
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Fig. 4.15 – Résultats de l’étude statistique sur la distribution des fenêtres de dimensions
2 m×2 m pour une onde plane en incidence normale (a) Boxplots présentant la variation du
champ réfléchi dans les directions spéculaire et non-spéculaire (b) Densités de probabilité du
champ réfléchi dans les directions spéculaire et non-spéculaire
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Fig. 4.16 – Trois profils aléatoires de façade avec 33% de verre sous forme de 48 fenêtres de
dimensions 1 m×1 m
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Fig. 4.17 – Diagrammes de rayonnement de trois profils aléatoires présentés sur la Fig. 4.16
en incidence normale



4.3 Approche numérique 105

0 2.5

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

|E
r| (

V
/m

)

θ
r
 (°)

0.44 0.46 0.48 0.5
0

20

40

60

Coe"cient de ré$exion ou |E
r
| (V/m)

D
e

n
si

té
 d

e
 p

ro
b

ab
ili

té

0.05 0.1 0.15
0

10

20

30

|E
r
| (V/m)

D
e

n
si

té
 d

e
 p

ro
b

ab
ili

té

CV = 13.6 %

CV = 1.4 %

θ
r
 = 0°

θ
r
 = 2.5°

(a) (b)

Fig. 4.18 – Résultats de l’étude statistique sur la distribution des fenêtres de dimensions
1 m×1 m pour une onde plane en incidence normale (a) Boxplots présentant la variation du
champ réfléchi dans les directions spéculaire et non-spéculaire (b) Densités de probabilité du
champ réfléchi dans les directions spéculaire et non-spéculaire
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Fenêtres de dimensions 0,4 m×0,4 m

Dans la dernière étape de cette étude nous diminuons davantage les dimensions des fe-
nêtres toujours avec le même pourcentage total : 300 fenêtres de dimensions 0,4 m×0,4 m.
Quelques profils créés aléatoirement sont présentés sur la Fig. 4.19 dont les diagrammes de
rayonnement sont tracés sur la Fig. 4.20. La variation du champ à θr = 0° et θr = 2, 5°est
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Fig. 4.19 – Trois profils aléatoires de façade avec 33% de verre sous forme de 300 fenêtres de
dimensions 0,4 m×0,4 m

très faible. La taille des inhomogénéités étant petite et dépassant à peine une longueur
d’onde (λ '0,33 m), la façade se comporte plus comme un milieu homogène dont la permit-
tivité effective est fonction du pourcentage des inhomogénéites et quasiment indépendante
de leur distribution. Ici les méthodes d’homogénéisation et de calcul de la permittivité ef-
fective de la façade deviennent plus intéressantes [37]. Notons bien qu’étant donné la taille
des inhomogénéités, nous sommes dans la limite de la validité des fonctions de Green. Les
boxplots et les densités de probabilité correspondant aux 1 000 profils aléatoires ayant des
fenêtres de dimensions 0,4 m×0,4 m sont tracés sur la Fig. 4.21. La distribution de très
petites fenêtre entraîne des variations faibles dans les directions spéculaire (CV = 0, 6%)
et non-spéculaire (CV=5,5%).

Une comparaison globale de l’influence de la distribution des fenêtres est présentée
sur la Fig. 4.22 entre les incidences normale et oblique, les directions spéculaire et non-
spéculaire, et pour les différentes tailles de fenêtres. Les hypothèses de la section 3.4 sont
confirmées.

– Pour toute taille de fenêtre, les lobes secondaires du champ réfléchi, en incidences
normale et oblique, sont plus sensibles à la variation de la distribution des fenêtres
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Fig. 4.20 – Diagrammes de rayonnement de trois profils aléatoires présentés sur la Fig. 4.19
en incidence normale

que les lobes principaux.
– Le champ réfléchi en incidence normale est globalement plus sensible à la variation
de la distribution des fenêtres qu’en incidence oblique.

– Toutes les variations diminuent lorsque la taille des fenêtres diminue.
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Fig. 4.21 – Résultats de l’étude statistique sur la distribution des fenêtres de dimensions
0,4 m×0,4 m pour une onde plane en incidence normale (a) Boxplots présentant la variation
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4.3.3 Variation aléatoire des dimensions des fenêtres

Dans cette section les paramètres variables sont la hauteur et la largeur des fenêtres.
L’influence de l’épaisseur ou du type de fenêtre est traitée dans la section suivante. La
Fig. 4.23 présente une façade de bâtiment en béton-verre. Le béton est de type A avec
la permittivité εrbéton A = 6, 13 − j0, 13. Les fenêtres sont en simple vitrage (εrverre = 5, 5)
dont l’épaisseur est 10 mm. La façade est illuminée par une onde plane en polarisations
TE et TM, en incidences normale et oblique (θi = 30°). À 900 MHz (λ = 0, 333 m), la
permittivité équivalente des fenêtres en incidence normale est εreq = 0, 6218 + j2, 053. En
incidence oblique, cette permittivité pour la polarisation TE est εreq = 0, 5167 + j1, 791 et
pour la polarisation TM εreq = 0, 417 + j1, 914 . Cette étude est divisée en deux parties.

Largeur

H
a

u
te

u
r

y (ϕ = 90°)

x (ϕ = 0°)

12 m

1
2

 m

Fig. 4.23 – Façade de bâtiment béton-verre

D’abord la largeur des fenêtres est considérée constante (1,5 m), la hauteur des fenêtres
varie selon la loi normale de N (2 m, 0,4 m) et nous observons le champ réfléchi par la
façade dans les directions spéculaire et non-spéculaire (premier lobe secondaire). Ensuite
nous supposons que la hauteur est constante (1,5 m), nous faisons varier la largeur des
fenêtres suivant la loi normale et nous observons le champ dans les directions spéculaire
et non-spéculaire. Excepté le pourcentage constant des fenêtres, la différence principale
entre cette étude et l’étude précédente sur la distribution des fenêtres est la manière de
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définir la variable aléatoire sur une façade de bâtiment. Dans l’étude de la distribution, les
fenêtres sont distribuées aléatoirement sur l’ensemble de la façade. Dans cette section nous
définissons un type de bâtiment et nous y ajoutons une perturbation en faisant varier les
dimensions des fenêtres. Les profils ainsi créés ressemblent plus à des bâtiments réalistes
et en définissant des catégories de bâtiment, nous pouvons trouver des règles générales
régissant la catégorie en cas de perturbation.

Les densités de probabilité du champ réfléchi à 300 m du centre du bâtiment sont
tracées sur la Fig. 4.24 et la Fig. 4.25 pour 1 000 échantillons. Les résultats comprennent
le champ réfléchi dans le plan d’incidence ϕ = 90°, en incidences normale (θi = 0°) et
oblique (θi = 30°), en directions spéculaire (θr = 0°, θr = 30°) et non-spéculaire (θr = 2°,
θr = 32, 5°). Nous avons présenté uniquement les résultats de l’incidence normale dans
le plan ϕ = 0° car le champ réfléchi en incidence oblique est très faible dans le plan
perpendiculaire au plan d’incidence. Nous observons que d’une manière globale, la variation
de 20% de la largeur et de la longueur des fenêtres engendre des variations plus petites du
champ réfléchi du bâtiment pour chaque incidence et dans chaque direction d’observation.
Cela veut dire qu’ajouter une perturbation dans cette catégorie de bâtiment n’influence
pas de manière prépondérante le niveau du champ réfléchi par le bâtiment.

Afin de rechercher l’influence de la distance du point d’observation, les résultats de
la même étude sont comparés sur la Fig. 4.26 pour trois zones de champ différentes (cf.
Fig. 3.5) : zone de Fresnel (300 m), zone de Rayleigh (100 m) et zone du champ proche
(10 m). Nous avons présenté uniquement les résultats dans le plan d’incidence et dans
la direction spéculaire mais les mêmes types de variations sont valides pour les autres
directions.

Les résultats prouvent que la perturbation ajoutée aux dimensions des fenêtres ne mo-
difie le champ réfléchi par le bâtiment qu’en champ proche; le coefficient de variation est
de l’ordre de 40% pour le champ proche et de 1% pour les autres zones. Cette conclusion
confirme l’intérêt d’une approche hiérarchique pour traiter l’influence des objets diffrac-
tants sur les façades [37]; si le point d’observation est près de la façade, en l’occurrence près
d’une fenêtre, la plupart de l’énergie reçue par le récepteur vient plutôt de la fenêtre que
du mur qui se trouve autour de la fenêtre. En revanche si le point d’observation est loin
du bâtiment, l’ensemble de la façade et des inhomogénéités qui s’y trouvent participent au
renvoi de l’énergie. Le champ proche réfléchi par le bâtiment est ainsi plus sensible à la
variation des dimensions des fenêtres.

Il est important de noter que le choix de la distribution gaussienne pour la variation
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Fig. 4.24 – Densités de probabilité du champ réfléchi en polarisation TE à 300 m de la façade
de la Fig. 4.23 suite à la variation de la hauteur et de la largeur selon la loi N (2 m, 0.4 m),
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Fig. 4.27 – Densités de probabilité du champ réfléchi en polarisation TE à 300 m de la façade
de la Fig. 4.23 suite à la variation de la hauteur et de la largeur selon la loi U (0 m, 4 m),
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de la largeur et de la hauteur des fenêtres est légitime si l’on considère une catégorie de
bâtiment avec une taille de fenêtre plus ou moins standard. La distribution normale dé-
signe une variation de dimensions autour d’une valeur nominale. En revanche, pour un
ensemble hétérogène comprenant plusieurs types de bâtiment une distribution gaussienne,
caractérisée par un paramètre de localisation (la moyenne) et un paramètre de dispersion
(l’écart-type) n’est plus appropriée. Dans ce cas, faute d’information plus précise une dis-
tribution uniforme permet de prendre en compte l’ensemble des configurations possibles
sans en privilégier aucune. Nous faisons varier les dimensions des fenêtre de la Fig. 4.23
selon une loi uniforme U(0 m, 4 m). Les densités de probabilité du champ réfléchi sont pré-
sentées sur la Fig. 4.27. Le coefficients de variation, le maximum et le minimum du champ
réfléchi sont marqués sur les distributions qui ne ressemblent pas toutes à de distributions
uniformes.

4.3.4 Variation aléatoire de l’épaisseur des fenêtres

La variation de l’épaisseur ou du type de fenêtre se manifeste par la variation de la
permittivité équivalente (cf. section 3.3) des fenêtres qui, d’après notre modèle, sont les
seuls détails architecturaux pris en compte sur la façade du bâtiment.

La façade générique de la Fig. 4.4 est constituée de béton de permittivité εrbéton =
6, 13 − j0, 13 et de fenêtres en simple vitrage de permittivité εrverre = 5.5. Supposons que
l’épaisseur du simple vitrage suive une loi uniforme: U(1 mm, 20 mm). La façade est
illuminée par une onde plane en polarisation TE et en incidence normale à la fréquence de
900 MHz. La permittivité équivalente des fenêtres est calculée pour θi = 0° et son évolution
en fonction de toutes les épaisseurs possibles de la vitre est tracée sur la Fig. 4.28.

Pour chaque épaisseur du verre et en conséquence chaque permittivité équivalente, le
champ réfléchi est calculé dans la direction spéculaire à 300 m de la façade. Les valeurs
du champ (coefficient de réflexion) correspondant à chaque permittivité équivalente sont
tracées sur la Fig. 4.29(a) en fonction de l’épaisseur du verre. Nous observons sur cette
figure que le coefficient de réflexion est une fonction quasi-linéaire de l’épaisseur du verre
pour les valeurs entre 4 mm et 13 mm et l’on voit également un infléchissement de la
courbe à l’extérieur de cet intervalle. Ce résultat est attendu car la transformation entre
l’épaisseur du verre et la permittivité équivalente est une transformation non-linéaire.

Nous tirons aléatoirement selon la loi uniforme, U(1 mm, 20 mm), 2 000 échantillons
pour l’épaisseur du verre. Nous avons ainsi 2 000 valeurs pour la permittivité équivalente
et pour le champ réfléchi spéculaire du bâtiment. La densité de probabilité du coefficient
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Fig. 4.28 – Parties réelle et imaginaire de la permittivité équivalente des fenêtres en simple
vitrage en incidence normale (θi = 0°) avec la permittivité du verre égale à 5,5
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de réflexion est présentée sur la Fig. 4.29(b). Nous observons que la distribution ressemble
à une distribution uniforme légèrement déformée et le coefficient de réflexion est quasi-
uniforme entre 0,4 et 0,55. Ces valeurs du coefficient correspondent aux épaisseurs entre
4 mm et 13 mm (cf. Fig. 4.29). Dans ce cas, avoir une information précise sur les catégories
de bâtiment et le type de vitrage peut être utile; si le type de vitrage d’une catégorie de
bâtiment se trouve entre 4 mm et 13 mm, nous pouvons dire que le coefficient de réflexion
varie d’une manière linéaire entre 0,4 et 0,55. Pour les vitres plus épaisses que 13 mm et
moins épaisses que 4 mm, le coefficient de réflexion varie moins; entre 0,55 et 0,63 dans le
premier cas et entre 0,36 et 0,4 dans le deuxième cas.

La même expérience est réalisée pour la direction non-spéculaire. La permittivité équi-
valente reste identique à celle de la Fig. 4.28 car l’incidence est toujours normale. Les valeurs
du champ correspondant à chaque permittivité équivalente sont calculées pour θr = 2, 5°
et θr = 3, 5° et elles sont tracées sur la Fig. 4.30(a) en fonction de l’épaisseur du verre.
Nous observons que la variation du champ réfléchi pour les deux angles d’observation est
très différente. Pour θr = 2, 5°, la variation du champ est faible, tandis que pour θr = 3, 5°,
cette variation est plus importante. Pour mieux comprendre la raison, nous traçons à titre
d’exemple le diagramme de rayonnement de l’ensemble de la façade pour deux épaisseurs
différentes du verre.
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verre. Densité de probabilité du champ à (b) θr = 2, 5° et (c) θr = 3, 5° pour 2 000 échantillons
de l’épaisseur du simple vitrage tirés aléatoirement d’une loi Uniforme U(1 mm,20 mm)
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Sur la Fig. 4.31, le diagramme de rayonnement de la façade (jusqu’à 5°) est tracé pour
deux épaisseurs du simple vitrage : 3 mm et 17 mm. Les deux valeurs se trouvent vers les
deux extrêmes dans l’intervalle de variation de l’épaisseur du verre (1 mm à 20 mm) et cor-
respondent sur la Fig. 4.29(a) aux valeurs quasi-extrêmes du coefficient de réflexion. Cette
figure montre que le changement de l’épaisseur du verre déforme fortement le diagramme de
rayonnement de sorte qu’un maximum pour une épaisseur correspond à un minimum pour
une autre épaisseur. En conséquence, nous ne pouvons plus faire correspondre un angle fixe
au premier ou au deuxième lobe secondaire pour toutes les épaisseurs. De plus, l’amplitude
de la variation du niveau du champ pour deux angles d’observation assez proches (ici 2,5°
et 3,5°) est très différente.
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Fig. 4.31 – Diagramme de rayonnement de la façade en incidence normale pour deux épais-
seurs du verre différentes

Les densités de probabilité du champ réfléchi après le tirage aléatoire de l’épaisseur du
verre sont présentées sur la Fig. 4.30(b). Les résultats sont obtenus pour 2 000 échantillons
de l’épaisseur du verre, équivalents à 2 000 valeurs de la permittivité équivalente. Nous
observons que seule la première distribution ressemble à une loi uniforme. On retrouve,
pour ces directions obliques, une variation quasi-linéaire du module du champ réfléchi
pour des épaisseurs de verre comprises, comme dans la direction spéculaire, entre 4 mm
et 13 mm. Autrement dit si, suivant la première étude dans la direction spéculaire, des
catégories de bâtiment selon l’épaisseur du simple vitrage ont été définies, ces catégories
restent pour cet exemple valides pour les directions non-spéculaires. Les niveaux de champ
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étant beaucoup plus faibles, les variations sont moins significatives pour les directions non-
spéculaires que pour la direction spéculaire.

Jusqu’à présent nous avons étudié l’influence de l’épaisseur du simple vitrage en in-
cidence normale. Les résultats montrent l’importance d’une prise en compte du type de
vitrage dans la simulation du bâtiment. Dans le cas du simple vitrage et en incidence nor-
male, le comportement du champ réfléchi devient à peu près prévisible si l’on sait dans
quel intervalle se situe l’épaisseur des fenêtres. Si nous incluons l’étude de tout type de
fenêtres, simple, double ou triple vitrage, en incidences normale ou oblique, la complexité
du problème augmentera et l’influence des fenêtres deviendra de plus en plus imprévisible.

4.4 Conclusion

Nous avons présenté dans les chapitres précédents une méthode rapide et précise de cal-
cul du champ diffracté par les objets diélectriques et électriquement grands, en vue d’une
application finale sur l’environnement urbain. Étant donné la grande variabilité de cet
environnement, une méthode purement déterministe se montre inadéquate pour la carac-
térisation de la propagation d’onde. Afin d’intégrer la variabilité des paramètres d’entrée
dans la méthode, il faut connaître les sources d’incertitude du champ dans l’environnement
urbain et la nature de leurs variations. Nous pouvons ainsi modéliser ces sources d’incerti-
tude en définissant des variables aléatoires convenables et conduire des études statistiques.

Deux approches ont été présentées pour les études statistiques : l’approche analytique
qui est robuste mais conduit à des développements complexes; l’approche numérique qui
est longue en temps de calcul et répétitive mais facile à réaliser.

Parmi de nombreuses variables aléatoires, nous nous sommes intéressés :
– à la permittivité du béton (le matériau principal de la façade) qui influence de manière
prépondérante le coefficient de réflexion spéculaire et en incidence normale;

– à la distribution des fenêtres (particulièrement celle des fenêtres de grande taille) qui,
contrairement à la permittivité, influence de manière prépondérante le coefficient de
réflexion non-spéculaire mais toujours en incidence normale;

– aux dimensions (la largeur et la hauteur) des fenêtres qui créent une petite perturba-
tion sur le coefficient de réflexion défini pour une catégorie de bâtiment (comportant
des petites ou des grandes fenêtres) et dont l’influence est faible en dehors de la zone
du champ proche;

– à l’épaisseur (le type) du vitrage qui rend le comportement du champ réfléchi impré-
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visible et qui se montre indispensable à modéliser pour une caractérisation précise
du champ.
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Conclusions et perspectives

L’objectif de ce travail de thèse était de présenter une méthode pour évaluer le champ
électromagnétique au voisinage des bâtiments urbains et d’associer à ce champ une incer-
titude liée aux paramètres variables des façades.

L’environnement urbain est trop grand et complexe pour être traité par une méthode to-
talement rigoureuse et un modèle complètement déterministe. Nous avons développé notre
méthode en supposant certaines approximations qui simplifient les équations gouvernant
le problème exact tout en maintenant une bonne précision en comparaison avec d’autres
méthodes du même type. Nous avons par la suite appliqué notre méthode à un modèle
théorique simple proposé dans ce manuscrit, tout en gardant la possibilité d’être intégrée
dans des modèles théoriques plus complexes ou des modèles spécifiques au site. Les études
statistiques finales ont quantifié l’incertitude du champ à l’aide de notre méthode et dans
le modèle proposé. Les étapes suivies pour atteindre ce but étaient les suivantes.

La méthode proposée dans ce manuscrit est basée sur les courants équivalents surfa-
ciques. Les méthodes basées sur les courants se différencient dans le calcul des courants
équivalents et dans l’obtention de leur rayonnement. Nous avons présenté alors dans le
premier chapitre les différents principes d’équivalence formant la base de ces méthodes, en
particulier principe d’équivalence inductive sur lequel notre méthode est basée. Les parti-
cularités de ce principe d’équivalence sont les suivantes : un seul problème est défini pour la
réflexion et la transmission, les courants équivalents sont liés uniquement au champ incident
(un avantage) et leur rayonnement doivent être calculés en présence de l’objet diffractant
(un inconvénient). Nous avons également présenté dans ce chapitre le principe d’équivalence
physique formant la base de la méthode de l’optique physique : deux problèmes distincts
doivent être définis pour la réflexion et la transmission, les courants équivalents sont liés
au champ total (un inconvénient) et leur rayonnement se calcule en absence de l’objet
diffractant (un avantage). Ainsi, si nous choisissons les fonctions de Green comme l’outil
de calcul, il s’agit des fonctions de Green de l’espace libre pour l’optique physique et les
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fonctions de Green associées à l’interface entre deux diélectriques semi-infinis pour notre
méthode. Les détails du calcul de ces dernières, plus compliquées que les premières, ont été
donnés dans le deuxième chapitre.

Le deuxième chapitre a fait intervenir le concept des potentiels fictifs vecteur et sca-
laire en tant qu’un outil mathématique pour le calcul du champ électromagnétique. Une
alternative à cette approche peut être le calcul direct des champs en décomposant l’onde
en polarisation TE et TM. Nous avons confirmé nos résultats à l’aide des résultats obtenus
par la deuxième approche qui se trouvent dans la littérature. La comparaison entre nos
fonctions de Green et celles de l’optique physique multipliées par le coefficient correcteur
a été présentée dans ce chapitre, pour une paire de dipôles électrique et magnétique pla-
cée à l’interface entre deux milieux semi-infinis. Nous avons conclu que les deux méthodes
concordent dans la direction spéculaire et divergent ailleurs.

Nous avons mis en évidence les capacités et les limites des fonctions de Green dans le
troisième chapitre relatif aux applications. Ainsi plusieurs perspectives s’ouvrent à partir
des résultats obtenus, nous en présenterons les plus importantes dans la section “Perspec-
tives”. Les fonctions de Green ont donné des résultats rapides et suffisamment précis, sauf
vers les angles d’incidence et d’observation rasants, pour être appliquées aux structures de
surface finie suffisamment grande par rapport à la longueur d’onde. Nous avons confirmé
pour une structure de surface finie que notre méthode et l’optique physique sont en parfait
accord dans la direction spéculaire et que notre méthode présente une précision plus im-
portante dans les directions non-spéculaires, en comparaison avec les résultats obtenus par
les simulateurs électromagnétiques 3D. L’effet de bord étant négligé dans ces simulations,
les fonctions de Green telles qu’elles sont présentées dans ce manuscrit ont la même limite
que la méthode de l’optique physique concernant la diffraction par les bords. Les milieux
inhomogènes ont été considérés comme une juxtaposition de milieux homogènes, la taille
des inhomogénéités restant comparable à la longueur d’onde pour respecter la validité des
fonctions de Green. Nous avons mis en œuvre un modèle équivalent en réflexion pour les
milieux présentant des couches afin de rendre les fonctions de Green applicables aux mi-
lieux stratifiés. Ce modèle a nécessité le calcul d’une permittivité équivalente qui s’insère
dans les expressions des fonctions de Green des milieux semi-infinis. L’introduction de la
permittivité équivalente nous a donné la possibilité de tenir compte du type de vitrage
dans les bâtiments tout en gardant le même type de fonctions de Green sur l’ensemble de
la façade. Les résultats ont montré dans ce chapitre que les fenêtres, détails architecturaux
souvent négligés dans les simulateurs de la propagation d’onde, ont une influence impor-
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tante sur le champ au voisinage du bâtiment. L’application de la méthode aux modèles
génériques de bâtiment, à la fin de ce chapitre, a ouvert des pistes intéressantes pour les
études statistiques.

Le quatrième chapitre a quantifié l’influence de plusieurs paramètres de la façade d’un
bâtiment en utilisant la méthode des fonctions de Green et un modèle simple de bâtiment
béton-verre. Les perspectives dans cette partie sont également nombreuses. Nous avons
proposé et développé l’idée d’une approche analytique pour faire des études statistiques
et nous avons surtout présenté de nombreux résultats en utilisant l’approche numérique.
Ces résultats confirment que la modélisation de certains paramètres de bâtiment dans un
simulateur de la propagation d’onde est nécessaire alors que cette modélisation peut être
inutile pour d’autres paramètres, selon le temps de calcul et la complexité autorisés. Dans
tous les cas, la connaissance de l’influence de ces paramètres nous permet de faire les
simplifications tout en restant conscients de l’erreur commise.

Perspectives

Plusieurs perspectives sont envisageables pour la partie théorique de la méthode des
fonctions de Green.

– Nous avons présenté des fonctions de Green qui ne tiennent pas compte de l’effet de
bord. Cet effet peut être considéré en ajoutant les courants de bords [94], [36] ou
dans un cadre plus théorique en développant les fonctions de Green associées à une
arrête.

– Les techniques d’intégration de surface peuvent être améliorées, particulièrement du
point de vue de l’efficacité, en employant des méthodes numériques plus sensibles à
la variation de phase [95] et en utilisant des langages de programmation plus adaptés
que MATLAB.

– L’analyse du champ transmis est intéressante pour les études de la propagation d’onde
en “indoor/outdoor” [96]. Ces études ont pour but de garantir une bonne réception
des signaux de la communication sans fil à l’intérieur du bâtiment. L’analyse du
champ transmis par les fenêtres peut conduire au design et à la conception des fenêtres
sélectives en fréquence [97], [98].

– L’étude de l’existence et de l’influence des ondes de surface pour les fenêtres peut
être utile sur le bilan d’énergie réfléchie et transmise.
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De nombreuses perspectives pour la modélisation et les études statistiques sont conce-
vables. Nous en citons quelques-unes.

– Il est important de tenir compte de la forme de la source, ainsi que de l’incertitude
associée à cette forme. Les fonctions de Green étant indépendantes de l’excitation du
système, elles nous laissent la liberté du choix des sources.

– Approfondir l’approche analytique pour les études statistiques peut aboutir à des ré-
sultats plus faciles à interpréter. Cette approche nous évitera des simulations longues
et répétitives.

– Les variables aléatoires peuvent être mieux modélisées avec davantage de connais-
sances sur la nature de la variation des paramètres influents dans l’environnement
urbain.

– L’analyse de l’influence de la montée en fréquence sur les résultats des études statis-
tiques est intéressante.

– Il est intéressant de comparer les résultats des études statistiques avec une campagne
de mesure réalisée dans l’environnement urbain.

– L’intégration des fonctions de Green comme méthode de calcul dans un simulateur
de la propagation d’onde comportant un modèle complexe de l’environnement urbain
est envisageable.

En conclusion, la méthode des fonctions de Green proposée dans ce travail ouvre de
nombreuses perspectives pour l’amélioration des simulateurs de propagation en environne-
ment urbain, grâce à sa robustesse, sa précision et sa rapidité.



Annexe A

Formulation compacte des fonctions
de Green

Les détails du calcul des fonctions de Green, présentés dans le chapitre 2, peuvent
nous conduire à oublier la généralité de l’écriture dyadique des fonctions de Green. Nous
présentons dans cette annexe la formulation compacte des fonctions de Green des poten-
tiels vecteurs et scalaires ainsi que celles des champs électriques en respectant l’écriture
dyadique. Les expressions des composantes ne sont pas présentées de nouveau ici; elles se
trouvent au chapitre 2.

L’interface entre l’air et le diélectrique est toujours le plan xOy, et une distribution du
courant surfacique peut avoir simultanément des composantes suivant x et y; il n’existe
pas de composante du courant suivant z.

A.1 Courant électrique

Fonction de Green du potentiel vecteur électrique:

GA =


Gxx
A 0 0
0 Gyy

A 0
Gzx
A Gzy

A 0

 (A.1)

où :
Gyy
A (ϕ) = Gxx

A (ϕ− π/2) (A.2)

Gzy
A (ϕ) = Gzx

A (ϕ− π/2) (A.3)
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Fonction de Green du potentiel scalaire électrique :

GV =
(
Gx
V Gy

V 0
)

(A.4)

où :
Gy
V (ϕ) = Gx

V (ϕ− π/2) (A.5)

Fonction de Green du champ électrique :
Sachant que :

−→
EJ = −jω ~A−−−→∇V (A.6)

la même expression reste valide pour les fonctions de Green du champ :

GEJ = −jωGA −G∇V (A.7)

Après avoir remplacé les fonctions de Green des potentiels vecteur et scalaire électriques :

Gxx
EJ

Gxy
EJ

Gxz
EJ

Gyx
EJ

Gyy
EJ

Gyz
EJ

Gzx
EJ

Gzy
EJ

Gzz
EJ

 = −jω


Gxx
A 0 0
0 Gyy

A 0
Gzx
A Gzy

A 0

−

∂Gx

V

/
∂x ∂Gy

V

/
∂x 0

∂Gx
V

/
∂y ∂Gy

V

/
∂y 0

∂Gx
V

/
∂z ∂Gy

V

/
∂z 0

 (A.8)

Finalement pour la vraie distribution de courant électrique du problème, l’expression du
champ électrique s’écrit à l’aide du produit entre un vecteur et un tenseur :

GEJ •
−→
Js =


Exx
J Exy

J 0
Eyx
J Eyy

J 0
Ezx
J Ezy

J 0

 •

Jx

Jy

0

 =


Jx E

xx
J + Jy E

xy
J

Jx E
yx
J + Jy E

yy
J

Jx E
zx
J + Jy E

zy
J

 (A.9)

A.2 Courant magnétique

Fonction de Green du potentiel vecteur magnétique :

GF =


Gxx
F 0 0
0 Gyy

F 0
Gzx
F Gzy

F 0

 (A.10)

où :
Gyy
F (ϕ) = Gxx

F (ϕ− π/2) (A.11)
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Gzy
F (ϕ) = Gzx

F (ϕ− π/2) (A.12)

Fonction de Green du potentiel scalaire magnétique :

GU =
(
Gx
U Gy

U 0
)

(A.13)

où :
Gy
U(ϕ) = Gx

U(ϕ− π/2) (A.14)

Fonction de Green du champ électrique :
Sachant que :

−→
EM = −1

ε
∇×

−→
F (A.15)

la même expression reste valide pour les fonctions de Green du champ :

GEM = −1
ε
∇×GF (A.16)

Après avoir remplacé les fonctions de Green des potentiels vecteur et scalaire magnétiques:
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Gzz
EM

 = −1
ε


∂Gzx

F

/
∂y ∂Gzy

F

/
∂y − ∂Gyy

F

/
∂z 0

∂Gxx
F

/
∂z − ∂Gzx

F

/
∂x −∂Gzy

F

/
∂x 0

−∂Gxx
V

/
∂y ∂Gyy

F

/
∂x 0

 (A.17)

Finalement pour la vraie distribution du courant magnétique du problème, l’expression du
champ électrique s’écrit à l’aide du produit entre un vecteur et un tenseur :

GEM •
−→
Ms =


Exx
M Exy

M 0
Eyx
M Eyy

M 0
Ezx
M Ezy

M 0

 •

Mx

My

0

 =


Mx E

xx
M +My E

xy
M

Mx E
yx
M +My E

yy
M

Mx E
zx
M +My E

zy
M

 (A.18)
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Annexe B

Changement de variables

Les fonctions de Green du champ électrique présentées dans la section 2.3 sont calculées
pour des éléments de courant électrique et magnétique suivant x ou y situés à l’origine.
Pour une onde plane illuminant un objet diffractant, les courants équivalents sont répartis
sur la surface de l’objet; leur amplitude est liée à l’inclinaison de l’onde incidente et leur
phase à la position de l’élément de courant sur la surface selon les équations (1.19)–(1.22).
Le champ électrique en un point donné dans l’espace se calcule en superposant le champ
créé en ce point par chaque élément de courant sur la surface. Les fonctions de Green du
champ doivent être utilisées dans les intégrales de surface avec les changements de variable
nécessaires.

La Fig. B.1 présente la géométrie du problème : le plan xOy désigne l’interface entre
l’air et le diélectrique, le point S présente un élément de courant quelconque sur la surface
et le point M est le point d’observation. Les coordonnées du vecteur associé au point
d’observation (−→r ) :

−→r


x = r sin θ cosφ
y = r sin θ sinφ
z = r cos θ

 (B.1)

Les coordonnées du vecteur associé au point de source (
−→
r′ ), sachant que les courants sont

créés sur une interface plane :

−→
r′


x′ = r′ cosφ′

y′ = r′ sinφ′

z′ = 0

 (B.2)

Les changements de variables suivants doivent être alors intégrés dans les fonctions de
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θ

φ′

r′

r

R

M

S

O

x

y

z

Y

X

Z

Θ

Φ

φ

Fig. B.1 – Géométrie des coordonnées du point de source et du point d’observation

Green pour le champ électrique créé en un point d’observation M(r, θ, φ) par un point de
source S(x′, y′, 0) :

R =
√
r2 + x′2 + y′2 − 2r sin θ(x′ cosφ+ y′ sinφ) (B.3)

cos Θ = r cos θ
R

(B.4)

tan Φ = r sin θ sinφ− x′
r sin θ cosφ− y′ (B.5)



Annexe C

Expressions du développement limité

Le développement limité du premier ordre appliqué aux 6 composantes (2.68)–(2.73)
du champ électrique créées par les courants électrique (Jx) et magnétique (My), nécessite
le calcul des dérivées des expressions selon εr. Nous présentons uniquement les dérivées
des parties dépendantes en εr, le reste des expressions est considéré constant. Les par-
ties constantes interviennent évidemment dans le calcul du développement limité mais les
étapes de calcul ne sont pas présentées dans ce manuscrit.
Les dérivées selon εr nécessaires pour les composantes du champ créé par Jx :

DE ′ = jk0 cos(θ)ε0 + 1
2jk0ε0

(
εr − sin2(θ)

)−1/2
(C.1)

DH ′ = 1
2jk0

(
εr − sin2(θ)

)−1/2
(C.2)

( 1
X

)′
= −X

′

X2 X = DE,DH (C.3)

Les dérivées selon εr nécessaires pour les composantes du champ créé par My :

( 1
DE ·DH

)′
= −DE

′ ·DH +DH ′ ·DE
(DE ·DH)2 (C.4)

( ε− ε0

DE ·DH
)′

= ε0

DE ·DH
+
( 1
DE ·DH

)′
(ε− ε0) (C.5)

( ε

DE

)′
= ε0

DE
+ ε

( 1
DE

)′
(C.6)

Afin de trouver l’erreur de l’approximation du premier ordre, il faut calculer le reste
de la série de Taylor (4.7). Nous avons alors besoin des dérivées secondes des expressions
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précédentes selon εr :
DE ′′ = −1

4jk0ε0
(
εr − sin2(θ)

)−3/2
(C.7)

DH ′′ = −1
4jk0

(
εr − sin2(θ)

)−3/2
(C.8)

( 1
X

)′′
= −X

′′ ·X + 2X ′2

X3 X = DE,DH (C.9)

(DE ·DH)′′ = DE ′′ ·DH +DH ′′ ·DE + 2DE ′ ·DH ′ (C.10)
( 1
DE ·DH

)′′
= −(DE ·DH)′′ ·DE ·DH + 2(DE ·DH)′2

(DE ·DH)3 (C.11)

( ε− ε0

DE ·DH
)′′

= 2
( 1
DE ·DH

)′
ε0 +

( 1
DE ·DH

)′′
(ε− ε0) (C.12)

( ε

DE

)′′
= 2

( 1
DE

)′
ε0 +

( 1
DE

)′′
ε (C.13)
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