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Résumé

La naissance de ce sujet de thése a été motivée par la volonté de plus en plus importante
d’introduire des non-linéarités dans les modeéles afin de mieux rendre compte du comporte-
ment de structures toujours plus complexes. Ceci aboutit & 1’écriture de systémes dynamiques
non-linéaires pouvant présenter des solutions de nature complexe (solutions périodiques mais
aussi quasi-périodique voire chaotique) et pouvant coexister. I’enjeu d’une modélisation étant
la prédiction du comportement du systéme pour son dimensionnement notamment, il est né-
cessaire de pouvoir prédire toutes les solutions vers lesquelles pourra tendre la structure en

fonctionnement.

Actuellement peu d’outils ou de méthodes sont dédiés a ce type d’analyse, dite globale,
permettant d’exhiber toutes les solutions d’un systéme dynamique non-linéaire. Le parti est
généralement pris de réaliser « un grand nombre de tirages » & 1’aide d’algorithmes de recherche
locale. Ceci peut amener a trouver effectivement toutes les solutions mais ne permet pas de
garantir qu’on en posséde la totalité et est généralement tres coliteux numériquement. Notre
principal objectif était donc de combler cette lacune en tentant de proposer des réponses
satisfaisant & la fois au but théorique mais aussi & des contraintes pratiques liées aux ressources
numériques requises pour les mettre en ceuvre.

Pour y parvenir, nous avons mis en ceuvre quatre types de méthodes : des méthodes de cell-
mapping qui consiste en une discrétisation de ’espace d’états et du temps, des méthodes
basées sur des tests d’exclusion appliqués & une cellule, des méthodes utilisant I'arithmétique
des intervalles de facon & réduire et exclure des cellules et enfin, des méthodes requérant une
approximation polynomiale des non-linéarités et une résolution du systéme par homotopie.
Ces différentes méthodes ont été illustrées par le cas académique de l'oscillateur de Duffing,
présentant une non-linéarité simple de facon & pouvoir les comparer, puis nous les avons
appliquées a différents systémes relatifs & la modélisation de la dynamique des machines

tournantes.

Parallelement a ce but principal, nous avons étudié des techniques de continuation - per-
mettant de suivre ’évolution d’une solution lorsqu’un des paramétres du systéme varie - ainsi
que les méthodes d’analyse de stabilité et de bifurcation dans le cas des solutions constantes
et périodiques. Ce second volet permet par exemple d’établir les fonctions de réponse en fré-
quence de structures non-linéaires sur lesquelles on fait apparaitre les cycles limites en cas
d’instabilité.

Mots-clés

Non-linéaire, Analyse globale, Cell-mapping, Tests d’exclusion, Analyse intervalles, Homoto-

pies, Rotors (dynamique des)






Abstract

Birth of this PhD thesis subject was motivated by the growing will to introduce nonlinea-
rities in models ; this in done in order to have a better description of more and more complex
structures behaviour. It leads to nonlinear dynamic systems which can exhibit solutions of
complex nature (periodic but also quasiperiodic or even chaotic ones) and in which multiple
solutions can coexist. Prediction of the structure behaviour being at stake in modelling, in
particular in view of its dimensioning, one should be able to predict all of the solutions the
system can hang to.

Nowadays few tools or methods are dedicated to this kind of analysis, named global

analysis, which are able to find all the solutions of a nonlinear dynamic system. One usually
tests an « important »number of different initial conditions using a local search algorithm.
This can lead to effectively find all the solutions but does not ensure it and is very often a
costly approach according to numerical resources. Our main goal was then to fill this lack
of methods and to propose answers satisfying both the theoretical request and the practical
constraints bound to numerical resources they need.
In order to reach this goal, we implemented four kind of methods : cell-mapping which consists
in state-space and time discretization, test exclusion algorithms which try to exclude cells
using a simple test, methods based on interval analysis which aim at reducing as well as
excluding cells and finally methods requiring a polynomial approximation of the nonlinearities
expressions which solve the system using homotopy. These different methods were applied to
a simple Duffing oscillator in order to compare them. We then applied them to many examples
chosen in the field of rotordynamics.

In parallel of this main goal continuation techniques were studied - techniques which
allow to follow solution evolution while one of the system parameters varies; stability and
bifurcation analysis methods were also implemented in case of constant and periodic solutions.
This second part of our work allows to draw frequency response of nonlinear structures showing

also limit cycles if instability occurs.
Keywords

Nonlinear, Global analysis, Cell-mapping, Exclusion test, Interval analysis, Homotopy, Ro-

tordynamics
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Introduction

L’utilisation d’outils numériques pour modéliser et prédire le comportement dynamique
de systémes complexes apparait aujourd’hui comme incontournable dans le cadre du dévelop-
pement de produits industriels ou la conception de bancs expérimentaux. L’ utilisation de tels
outils permet en effet de réduire les cofits et les délais en minimisant le nombre de corrections
apportées a un prototype avant d’obtenir le produit final, 'optimisation, en faisant varier des
jeux de parameétres pour sélectionner le meilleur, et de prédire de facon fiable les résonances,
les contraintes au sein de la structure, etc. Les méthodes relatives a la modélisation linéaire
d’une structure ont été largement étudiées ces cinquante derniéres années et sont aujourd’hui
bien maitrisées. On dispose ainsi d’outils permettant de réaliser 'analyse du comportement

dynamique de systémes de grandes tailles dans des délais raisonnables.

Cependant, force est de constater que la nature n’a pas engendré des systémes destinés a
simplifier la tache des mécaniciens et que 'on doit recourir parfois & une modélisation plus
complexe pour lui rester fidéle. La volonté industrielle d’une part et plus généralement celle
des dynamiciens d’autre part, est aujourd’hui de prendre en compte cet écart des systémes
réels aux modeéles linéaires que I’on met en miroir afin de prédire mieux leur comportement.
En effet, la recherche de performances toujours accrues pousse les concepteurs a aller vers des
structures plus légeres, donc plus flexibles, travaillant aux limites de leurs capacités méca-
niques et a 'introduction d’organes complexes ayant pour but d’assurer la meilleure cohérence
de l'ensemble. Deux grandes voies permettent de prendre cet écart en compte. La premiére
consiste en l'utilisation d’un modéle linéaire dont certains parameétres comportent des incer-
titudes qui reflétent alors une gamme de comportements possibles que 1’on ne connait pas
exactement sous forme d’une loi entrée-sortie mais sous forme d’une répartition probable
d’états. La seconde est de choisir d’inclure dans le modéle une loi entrée-sortie non-linéaire
dont les paramétres sont connus. Dans le premier cas, on obtient un ensemble de comporte-
ments simples (en ce sens qu’ils découlent d’une analyse linéaire) probables et leur probabilité
de réalisation ; dans le second, on obtient le comportement certain de la structure en accord
avec la loi implémentée, comportement qui peut se révéler complexe. Notons que rien n’em-
péche de croiser les deux approches, postulant que ’on connait exactement le modéle (non-
linéaire) des corps utilisés et que seuls subsistent des incertitudes sur quelques paramétres
qui les caractérisent (incertitudes liées souvent a la réalisation de I'objet, comme la dispersion
autour des cotes nominales, I'hétérogénéité du module d’Young d’un corps métallique qui
peut contenir des impuretés, etc). Rien ne 'empéche théoriquement ; la pratique en revanche
connait actuellement certaines limites, notamment liées aux coiits de calcul, qui rendent rare

cette approche.

Ce travail s’inscrit dans le cadre de la seconde approche : nous essaierons de caractériser

toutes les solutions de systémes non-linéaires déterministes. L’emploi du verbe « essayer »



2 Introduction

découle de la volonté de trouver toutes les solutions des systémes non-linéaires considérés.
En effet, la difficulté majeure dans I’étude de tels systémes provient du fait que I'on ne peut
prédire la nature (périodique, chaotique, ...) ni le nombre des solutions recherchées alors
que 'on sait que pour une méme excitation, plusieurs solutions de natures identiques ou
différentes peuvent coexister et que le systéme se dirige vers I'une ou ’autre en fonction des
conditions initiales. On connait aujourd’hui un certain nombre de techniques numériques ou
analytiques permettant de trouver une solution particuliére du systéme. L’objectif de nos
recherches est de les trouver toutes de fagon a garantir un dimensionnement avisé de la
structure : nous souhaitons contribuer & ’élaboration d’une méthode d’analyse globale des

systémes dynamiques non-linéaires.

Le champ de I’analyse globale, bien que relativement récent, n’est pas complétement vierge.
Son essor a globalement suivi celui des capacités de calcul numérique dont il est trés dépen-
dant. En effet, les seules méthodes de résolution numérique exacte (aux erreurs d’arrondis
prés) dont nous disposons actuellement s’appliquent uniquement & des systémes linéaires. Le
champ des systémes non-linéaires requiert ainsi généralement l'itération d’une méme étape
un « grand » nombre de fois. Celui de I'analyse globale des systémes non-linéaires multi-
plie encore le nombre d’itérations nécessaires. On comprend donc aisément que le principal
enjeu de l'analyse globale, outre le fait de reposer sur une méthode capable théoriquement
de garantir l'obtention de toutes les solutions, sera de le faire « vite », i.e. dans des temps
raisonnables pour les enjeux considérés (12 a 24 heures). On trouve actuellement quelques mé-
thodes d’analyse globale dans la littérature ; elles s’appliquent le plus souvent & des systémes
de petite taille (moins d’une dizaine d’inconnues) et sous forme algébrique. Afin d’atteindre
notre objectif, il faudra faire évoluer ces méthodes de fagon & pouvoir traiter des systémes

d’équations différentielles de grande taille (plus d’une centaine d’inconnues).

Nous commencerons donc par exposer dans un premier chapitre, les spécificités des sys-
témes non-linéaires par rapport au cas linéaire. Nous donnerons dans un second chapitre les
principales méthodes d’étude locale répertoriées dans la littérature, vouées a la recherche et
a la continuation d’une solution particuliére. Nous explorerons ensuite dans les chapitres 3 a
6 différentes méthodes d’étude globale appliquées & 'oscillateur non-linéaire classique qu’est
Poscillateur de Duffing. Cette premieére application permettra de dégager les avantages et in-
convénients de chaque méthode ainsi que leur comparaison dans le cadre d’'un dernier chapitre.
Cette derniére partie contiendra aussi 'application de certaines des méthodes & des systémes
choisis pour leur intérét dans 1’étude des structures tournantes. Ceci nous permettra d’affiner

la comparaison et de dégager la méthode qui donne le plus de satisfaction.



Chapitre 1

Phénoménologie des systémes

non-linéaires

Lors de la mise en équation d’un systeme mécanique, on peut étre amené & introduire des
non-linéarités dans le systeme si l’'on souhaite traiter des grands déplacements, introduire une
loi de comportement d’un matériau non-élastique, ou plus localement introduire un organe au
comportement non-linéaire (roulements, amortisseurs squeeze-film, etc) ou enfin, considérer
des efforts intérieurs de type contact-perte de contact. On aboutit alors a une équation de la
forme (1.1), contenant une contribution linéaire (matrices de masse M, de « dissipation » C
pouvant contenir outre les effets dissipatifs, une contribution anti-symétrique due aux effets
gyroscopiques et de raideur K pouvant elle aussi contenir au dela des termes de raideur
classiques des contributions telles que les effets d’assouplissement), une contribution non-

linéaire (f(q,q)) et une excitation du systeme (fo(t)).
Mg+ C.g+ K.q+ f(q.4) = fe(t) (1.1)

La présence d’une contribution non-linéaire empéche ['application du strict principe de
superposition (bien qu’un certain mombre de travauz tels que [SP94] et [PSP01] aient mis
en place des méthodes de superposition approchée). Ainsi, méme en ne considérant que des
excitations simples, i.e. périodiques, on ne peut établir de cadre général permettant la réso-
lution du systéeme d’équations. On ne sait pas a priori la forme que la solution aura, si elle
sera unique ou si plusieurs solutions coexisteront, ni prédire simplement [’évolution de la so-
lution lorsqu’un des paramétres du systéme change (par exemple, la fréquence ou l'amplitude

de lexcitation,).
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Dans ce chapitre, nous proposons dans un premier temps de décrire les solutions possibles
d’un systéme non-linéaire, leur caractérisation formelle et leur classification, ainsi que les
outils utilisés pour les représenter aprés avoir fait un petit détour par quelques définitions
formelles. Nous aborderons dans un second temps les notions de continuation et bifurcation,
liées a Uétude de I’évolution des solutions lorsque ’on fait varier un paramétre du systéeme.
Pour une description plus détaillée de ces différents aspects, nous recommandons les ouvrages
[NB95] et [Sey88].

1.1 Quelques définitions pour bien commencer

Lorsque l'on écrit les équations d’un systéme mécanique, on obtient classiquement un
systéeme différentiel d’ordre 2 de la forme (1.1). Cette écriture n’est pas la plus compacte
ni la plus adaptée & I’étude mathématique du systéme puisqu’elle fait apparaitre de facon
dissociée la position ¢(t) et la vitesse ¢(¢) qui sont toutes deux nécessaires pour caractériser
complétement 'état d’un systéme, en laissant sous-jacente leur relation de dérivée par rapport
au temps. On aura donc le plus souvent recours & la forme augmentée de cette équation, aussi
nommeée équation d’états ou ces deux informations sont regroupées dans un unique vecteur

d’inconnues z(t) appelé vecteur d’inconnues augmenté ou vecteur d’états :
A+ B+ F(z) = Fu(t) (1.2)

Nous renvoyons a la section Notations (p. 187) pour la définition des termes qui la constituent.
On utilisera aussi par commodité de notation la forme (1.3) qui suppose, par rapport a la
forme (1.2), l'inversibilité de A.

&= F(x,t) (1.3)

Soulignons que la présence du temps comme variable dans F' refléte uniquement 'excitation
du systéme. Ainsi, lorsque nous considérerons la dérivée de I’ par rapport a x, celle-ci ne
dépendra que de x et sera notée D, F(x).

Outre ces différentes écritures, il est bon de connaitre la définition ci-dessous, faisant la

différence entre les systémes dépendant ou non explicitement du temps :

Définition 1.1 : Systéme autonome ou non-autonome
Un systéme est dit autonome si le temps n’apparait pas explicitement comme variable dans

I’équation (1.3). A linverse, on parle de systéme non-autonome. O

Maintenant que ces bases sont jetées, nous pouvons aborder les différents aspects d’un

probléme non-linéaire.

1.2 Solutions d’un systéme non-linéaire : caractérisation et re-

présentation

Nous donnerons dans cette partie les moyens d’identifier et caractériser les différentes

formes de solutions d’un systéme non-linéaire. Nous ne donnerons de caractérisation mathé-
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matique que dans le cas des solutions dites point fixe et périodique car ce sont les deux types
de solution les plus fréquemment rencontrés et sur lesquels nous focaliserons généralement

notre étude.

1.2.1 Catégories de solution

On distingue quatre types de solutions & un probléme non-linéaire : les solutions de type
point fixe, ou point d’équilibre, qui sont constantes dans le temps, les solutions périodiques
qui consistent en un motif se reproduisant & une fréquence f constante, les solutions quasi-
périodiques qui sont une superposition de signaux périodiques de fréquences incommensu-
rables (& rapport non rationnel) entre elles, et enfin les solutions chaotiques dont il est dif-
ficile de donner une définition claire si ce n’est par opposition aux trois autres types d’états
stationnaires précédemment mentionnés (|[NB95, Chap. 5]).

Formellement, ceci se traduit de la facon suivante pour les points fixes et les solutions
périodiques :

— Points fixes : ¢(t) solution de (1.1) tel que ¥V ¢ > 0, ¢(¢) = 0. On note alors ¢(t) = qo.

— Solutions périodiques : ¢(t) solution de (1.1) tel que 3T > 0, Vt >0, q(t +T) = q(t).

On note alors f = 1/T la fréequence de la solution et w = 27 f sa pulsation.

Il peut sembler peu pertinent d’envisager que la solution d’un systéme soumis & une
excitation périodique soit constante. Cela peut pourtant étre le cas et ne signifie pas que
la structure ne vibre pas mais que les parameétres et le réferentiel choisis pour décrire son
mouvement sont constants. Ceci peut étre le cas notamment lors d’une formulation autonome

du probléme.

1.2.2 Stabilité des solutions

Une fois que ’on posséde une solution, il est nécessaire d’en connaitre la stabilité. En effet,
si plusieurs solutions de natures identiques ou différentes coexistent et que 1'une est instable,
il y a toutes les chances pour que le systéme saute de cette solution instable & une solution
stable. Le fait de connaitre toutes les solutions et leur stabilité permet de prédire ces sauts

qui peuvent étre violents et amener le systéme hors de la zone de fonctionnement souhaitée.

Plusieurs définitions de la stabilité sont fréquemment rencontrées. Nous donnons ici la
plus utilisée d’une fagon générale, qui est celle de Lyapunov (1892, Russie), désignée aussi

sous le terme de stabilité uniforme :

Définition 1.2 : Stabilité au sens de Lyapunov ou uniforme

Une solution z(t) du probléme (1.3) est dite stable au sens de Lyapunov si et seulement si :
quel que soit € > 0, il existe § > 0 tel que pour toute solution y(t) satisfaisant ||z (t)—y(t)|| < §
a linstant ¢ = to, la relation ||z(¢t) — y(t)|| < € est vérifiée pour tout instant ultérieur (V ¢ >
to). O

La définition de la stabilité la plus communément utilisée en mécanique et que nous utiliserons
aussi est celle de stabilité asymptotique, raffinement de la stabilité uniforme : le systéme

légérement perturbé a 'instant tg revient vers la solution z(t) au bout d’un temps infini.
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Définition 1.3 : Stabilité asymptotique
Une solution z(t) est dite asymptotiquement stable si et seulement si elle est stable (au sens

de Lyapunov) et tlim llz(t) — y(t)|| = 0. O
—00

Ces définitions sont relatives & la stabilité locale : elles s’intéressent a I’évolution d’une solu-
tion. On parle de stabilité globale lorsque I’on considére la stabilité de I’ensemble des solutions ;

nous n’aborderons pas ce probléme dans ce mémoire.

Classiquement, pour déterminer la stabilité d’une solution z(t), on utilise une technique
de pertubation en considérant 1’évolution d'une solution du probléme qui s’écrirait y(t) =

x(t) 4+ z(t), z(t) « petit ». Ainsi on peut réaliser le développement au premier ordre suivant :

y(t) = F(y(b),1)
& @) +2(t) = Flat),t) + Do F(x(t).2(t) + O(||2(t)|*)
En réinjectant la relation & = F(x,t) qui traduit le fait que x(t) est solution de I’équation,
on obtient :
2(t) = D, F(x(t)).2(t) (1.4)

On a donc l'équation différentielle qui gouverne 1’évolution temporelle d’une petite per-
turbation z(¢) de la solution z(t) étudiée. Si toute petite perturbation tend & s’évanouir
(limy—o0 ||2(2)|| = 0), la solution est stable, sinon, elle est instable. Nous verrons dans les cas
particuliers des points fixes et des solutions périodiques comment conclure facilement sur la
stabilité a partir de cette équation en § 1.3.1.

Il est intéressant de remarquer qu’une solution instable constitue un attracteur si 1’on
considére les temps indirects (sens décroissant de t) : en effet, si une fois la solution perturbée,
le systéme s’écarte d’une solution instable dans le sens des temps croissants (ou directs), a
I'inverse, dans le sens des temps décroissants, il y revient alors qu’il s’écarterait d’une solution
stable. Ceci est ilustré en figure 1.1 ou un point fixe instable A est représenté sous forme
de portrait de phase en (a) et sous forme du déplacement fonction du temps sur la partie
droite (graphiques (b) et (c¢)). Dans le sens des temps directs, on parcourt la spirale de A
vers B, s’éloignant du point fixe, il est donc instable; cependant, en parcourant la courbe
dans le sens du temps décroissant, on parcourt la spirale de B vers A. Temporellement,
au lieu d’obtenir un signal qui diverge dans le sens du temps croissant comme illustré en
(b), on converge vers un point fixe dans le sens décroissant du temps (graphique (c)). Cette
remarque est parfois utilisée pour arriver & retrouver des solutions instables ([MBCO03]) :
au lieu d’intégrer 1’équation différentielle dans le sens du temps croissant comme on le fait
couramment, on programme 1’algorithme pour l'intégrer dans le sens des temps décroissants
de facon & reconstruire des cycles limites, des points fixe, etc, difficiles voire impossibles a

tracer par une intégration temporelle directe.

1.2.3 Attracteurs et bassin d’attraction

Les solutions que nous considérons ne sont généralement pas atteintes des I’instant initial.
En effet, le systéme part de conditions initiales qui correspondent rarement & celles d’une des

solutions particuliéres puis, aprés un régime transitoire, va se « fixer » sur l'une des solutions ; il
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est attiré par une des solutions stables que ’on nomme aussi attracteur. Il est ainsi intéressant
de définir le bassin d’attraction de chacune des solutions, c’est a dire I’ensemble des conditions
inititales (¢(0),¢(0)) telles qu’au bout d’un certain temps, le systéme rejoindra cette solution.
Pour le concepteur qui doit dimensionner une structure, cette information lui permet par
exemple de connaitre la perturbation maximale que le systéme, sur son régime stationnaire,
peut supporter sans quitter son bassin d’attraction, c’est-a-dire a I’issue de laquelle il reviendra
a son régime initial et non vers un autre.

Ce type de graphique est coliteux a obtenir dans la mesure ou il nécessite d’avoir testé
(donc intégré temporellement) un grand nombre de conditions initiales (idéalement une infi-
nité). De plus, sa représentation est malaisée et oblige & procéder par plan de coupe lorsque

le systéme est constitué de plus d'un degré de liberté (ddl).

Pour illustration, nous donnons la figure 1.2 qui représente le bassin d’attraction simplifié
d’un oscillateur de Duffing obtenu grace a une méthode de cell-mapping (cf. Sec. 3.5). Sur
cette figure, on lit que trois solutions Sy, So et S3 coexistent. Puis, on lit que toutes les
trajectoires prenant leurs conditions initiales sur la zone blanche convergeront vers S : cette
zone constitue le bassin d’attraction de S;. De la méme facon, toutes les trajectoires prenant
leurs conditions initiales dans la zone rouge convergeront vers Ss. Enfin, Sy se trouve sur la
frontieére entre les bassins de S et de S3, c’est-a-dire sur une séparatrice. Cette solution est

instable.

1.2.4 Les outils de visualisation

Afin d’identifier des solutions au comportement temporel complexe, il est judicieux d’avoir
recours aux outils suivants : les portraits de phase, les sections de Poincaré et les spectres fré-
quentiels dans le cas des solutions périodiques ou quasi-périodiques. En effet, le tracé du signal

au cours du temps ne permet bien souvent pas d’en dégager les grandeurs caractéristiques.

Portrait de phase

Le portrait de phase consiste en général a tracer des courbes (q(t),q(t)) paramétrées par

la variable temporelle ¢ pour différentes conditions initiales (g(0), ¢(0)). g(t) est fréquemment
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un vecteur & N composantes. Il faut alors pour étre rigoureux, tracer N portraits a partir de
chacune des N coordonnées ¢;(t). On obtient alors un réseau de courbes fléchées dans le sens
des temps croissants, qui vont converger vers des lieux que l'on dit attracteurs ou s’éloigner
d’autres lieux que I’on nomme alors répulseurs ou solutions instables (si la représentation est
faite pour des durées t assez longues). Ces lieux qui ressortent sont des solutions. Un exemple
de portrait de phase est proposé en figure 1.3 ou l'on visualise deux trajectoires issues de
conditions initales différentes (points B et C') venant « s’enrouler » vers un point fixe A dont

on déduit qu’il est stable.

S »(’9

B

F1G. 1.3 — Portrait de phase schématique

Section et application de Poincaré

Une section de Poincarré consiste le plus souvent a relever (¢(t),¢(t)) ou x(t) a des instants
t réguliérement espacés.
Ainsi, si ¢(t) est une solution périodique de période identique a la période d’excitation T, et
si I’échantillonage se fait & des instants espacés de T,, on obtient toujours le méme point. Si
la solution a une période égale a 2T, et que ’échantillonage est fait tous les T, on obtiendra
deux points distincts. Pour une solution quasi-périodique & deux fréquences maitresses dont
I'une est celle de I'excitation (comme c’est féquemment le cas aprés une bifurcation de Hopf),
on obtiendra une courbe fermée, et pour une solution chaotique, un amas de points. Ces

sections de Poincaré types sont illustrées par la figure 1.4.

Une autre fagon de construire une section de Poincaré, beaucoup moins rencontrée dans
la littérature est de regarder l'intersection de z(t) avec un hyperplan ¥ de I'espace d’états que
I’on aura choisi. La démarche n’est donc plus de maitriser I'intervalle de temps séparant deux
relevés consécutifs, mais de maitriser le lieu de ’espace d’états ol ces points sont relevés. Ceci

n’est pertinent que dans le cas des systémes & formulation autonome.

Ce relevé de points effectué de 'une ou l'autre des fagons peut permettre de construire

une application, nommeée application de Poincaré définie comme suit :

Définition 1.4 : Application de Poincaré

Dans le cas d’un systéme non-autonome, nous nommerons application de Poincaré 'applica-
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F1G. 1.4 — Sections de Poincaré schématiques
tion :

xg — P(xo)=x(tp), x(t)étant solution de (1.3)
pour la condition initiale z(0) =

avec t, un temps fixé (souvent pris égal a T¢, période d’excitation du systéme).

Dans le cas d'un systéme autonome, nous nommerons application de Poincaré ’application :

D . RAN-1 _, R2N-1
xog — P(zp), premiére intersection avec I’hyperplan ¥ de x(t)

solution de (1.3) de condition initiale z(0) = xg

oil ¥ est un hyperplan de I'espace d’états (IR*V) que I’on s’est donné.

Dans ce second cas, I'application de Poincaré est aussi nommée application de premier retour.C

L’intérét d’une telle application est que I’on diminue d’un la taille de ’espace dans lequel on
travaille (élimination du temps ¢ € IR dans le premier cas, d’une dimension de I’espace d’états
par ajout d’une équation dans le second). De plus, on peut démontrer que la stabilité des
solutions de cette fonction est équivalente a la stabilité des solutions de I’équation différentielle

a partir de laquelle elle a été construite ([Kuz04, Sec. 1.5]).

Spectres fréquentiels

Un dernier outil d’analyse du signal est le tracé du spectre fréquentiel. Ceci est trés

pratique dans le cas de l’analyse de solutions périodiques et quasi-périodiques car il fait
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ressortir nettement les contributions fréquentielles majeures. Une fagon trés simple d’obtenir
un spectre fréquentiel & partir d’un signal expérimental ou numérique (échantilloné dans les
deux cas) est le tracé de la transformée de Fourier discréte (ou DFT pour Discrete Fourier

Transform) qui est définie comme suit :

Définition 1.5 : Transformée de Fourier discréte (DFT)
Soit q(tx), k € {0,...,n} les valeurs de la solution étudiée & des instants ¢; constituant un
échantillonage de pas h de la durée T" = n x h en n + 1 points. La transformée de Fourier

discréte de ce signal vaut :

—_

1 «— . ;
fq(ljj) = E q(tk)e—Zmthk, vj = %, j € {0’ ce,n— 1}
k=0

Le module de F,(v;) donne la contribution en amplitude de la fréquence v; associée au
signal ¢(t). Il est ainsi facile d’identifier les solutions périodiques dont le spectre ne comporte
des pics qu’en des multiples d’une fréquence fondamentale et les solutions quasi-périodiques
dont les spectres font apparaitre des pics aux multiples des fréquences maitresses et de leurs

combinaisons linéaires.

La figure 1.5 illustre I'intérét d’un tel outil. Le signal temporel représenté en (a) vaut ¢(t) =
0.4 4 cos(27t) 4 0.2 cos(4nt) + cos(v/22nt). La présence de deux contributions fréquentielles
incommensurables (1 et v/2) rend le déchiffrage du signal temporel impossible. En revanche,
la figure (b) représente la norme de sa DFT (pour une période d’étude T' = 10s et n = 500
points d’échantillonage). On observe une symétrie des valeurs autour de f = 25Hz; cette
symétrie provient du fait que v; = ,_;. La figure (c) réalise un zoom sur les premiers pics et
permet bien de retrouver (avec la précision permise par la discrétisation, 1/T) les différentes
fréquences mises en jeu et la hauteur de leur contribution : vy = 0 Hz pour le terme constant,
vy =1Hzet vy =2~ 1.4 Hz.

1.2.5 Classification des solutions

On a pour habitude de classer les solutions en points hyperboliques et non-hyperboliques.
Ceci donne lieu a un certain nombre de noms qu’il est bon de connaitre pour pouvoir com-
prendre la littérature. Nous nous limitons & la classification des points fixes et des solutions
périodiques qui constitueront la majeure partie de notre étude. Nous mentionnons entre pa-
renthéses les appellations anglophones dans la mesure ou la totalité des ouvrages que nous

avons considérée est ainsi rédigée.

Classification des points fixes

Soit xg un point fixe de I’équation (1.3). On notera \;, i = 1..2N les valeurs propres de
la jacobienne D, F'(xy) de F en ce point. Si toutes les valeurs propres \; ont une partie réelle
non nulle, le point fixe est dit hyperbolique ; sinon, il est dit non-hyperbolique. L’arborescence

ci-dessous permet de raffiner les cas.
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Point fixe hyperbolique (hyperbolic fixed point) : Vi € [1, 2N], Re(\;) #0
Puits (Sink) : Vi € [1, 2N], Re(\;) <0
— Noeud stable (Stable node) : Vi € [1, 2N], \; € R
— Foyer stable (Stable focus) : 37 € [1, 2N], Im(\;) #0
Source (Source) : Vi € [1, 2N], Re(X\;) >0
— Noeud instable (Unstable node) : Vi € [1, 2N], \; € R
— Foyer instable (Unstable focus) : 37 € [1, 2N], Im(\;) #0
Noeud selle ou noeud col (Saddle) : 34,5 € [1, 2N], Re(\;)Re();) <0
Instable & la fois dans les temps directs et indirects, on qualifie aussi en anglais un
tel point de « nonstable » fixed point (et non « unstable » fixed point) pour marquer
cette spécificité.
Point fixe non-hyperbolique (non-hyperbolic fixed point) :
3i € [1, 2N], Re(X\;)) =0
Point fixe non-hyperbolique instable (Unstable non-hyperbolic fixed point) :
dj5 € [1, 2N], Re(\;) >0
Point fixe neutralement stable (Neutrally (ou marginally) stable non-hyperbolic fixed point) :
Vi € [1, N], Re(\) <0
Centre (Center) : Vi € [1, 2N], Re(\;) =0, Im(X\;) #0

Les points fixes hyperboliques sont illustrés par leurs portraits de phase en figure 1.6.

Noeud stable Foyer stable
q q
A A
Point selle
| q — q q

Noeud instable Foyer instable — q
q q

A A

~— (o

F1G. 1.6 — Portraits de phase types des différentes classes de points fixes hyperboliques

Classification des cycles limites (ou solutions périodiques)

La classification des cycles limites calque celle du point fixe dans la mesure ou ’étude

d’un cycle limite peut se ramener & 1’étude du point fixe de la section de Poincaré associée
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(cf. § 1.2.4). Par conséquent, en s’appuyant cette fois sur la section de Poincaré associée et

non plus sur le portrait de phase, I’analyse précédente peut se décliner de facon analogue.

1.3 Notions de continuation et bifurcations

Nous avons considéré, dans le début de ce chapitre, un systéme d’équations non-linéaires
de la forme (1.3), c’est-a-dire dont tous les paramétres sont fixés et constants. Ce systéme
posséde des solutions dont nous avons donné un apercu et des moyens de caractérisation
dans les paragraphes précédents. Il peut maintenant sembler intéressant de chercher a savoir
comment ces solutions évoluent lorsqu’un des paramétres du systéme, notons le u, varie. En
formulation linéaire, on trace fréquemment des frf (fonctions de réponse en fréquence) de fagon
a voir I’évolution des amplitudes du mouvement d’un point de la structure en fonction de la
fréquence d’excitation. Le paramétre p serait donc f., la fréquence d’excitation du systéme.
Dans le cas de systémes tournants o 'excitation est due & un balourd (mauvais équilibrage),
I’excitation dépend, en fréquence et en amplitude, de la vitesse de rotation du systéme. Il
est ainsi fréquent de considérer €2, vitesse de rotation comme le paramétre variant, aussi
appelé parameétre de continuation. Formellement, on fait alors apparaitre ce paramétre dans
la fonction F' régissant I’évolution temporelle du systéme dans une formulation analogue a
(1.3) :

&= F(x,t,pn) (1.5)

L’étude de I’évolution des solutions lorsque le parameétre p varie s’appelle une étude de conti-
nuation - partant du principe qu’il existe généralement une certaine continuité entre une
solution du systéme pour une valeur pg du paramétre et celle obtenue pour une valeur de p
infiniement proche de pg. Cependant, il arrive que les solutions changent radicalement pour
certaines valeurs critiques du paramétre p. On appelle ces points des points de bifurcation.
Ainsi, une étude de continuation compléte d'un systéme consiste en le suivi et 'analyse en
stabilité et bifurcation de toutes les solutions d’un systéme non-linéaire obtenues pour une

valeur initiale de u lorsque ce paramétre évolue sur un domaine donné.

Nous consacrerons la seconde partie de ce chapitre a I’exposé des principales bifurcations

des points fixes et des solutions périodiques.

1.3.1 Bifurcations

Les points de bifurcation sont des points (x, 1) ol une solution change de nature ou de
stabilité lorsque le paramétre de continuation évolue. Si ’on compare deux portraits de phase
du systeéme juste avant et juste apres un point de bifurcation, il doit y avoir un changement
notable dans la nature, la stabilité et le nombre des solutions observées. Les bifurcations
possibles pour un systéme étudié sous la variation d’un seul paramétre de continuation sont
bien répertoriées et caractérisées dans la littérature (on pourra par exemple se référer aux
ouvrages [NB95, Kuz04| et [TS02, Chap. 13]).

Il est intéressant de faire la distinction entre les bifurcations continues et les bifurcations
discontinues ou catastrophiques : dans le premier cas, la solution continuée change de nature

ou disparait mais laisse place & une autre de facon continue en amplitude. Dans le second, il
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y a perte de la solution continuée (qui devient instable) mais on ne « gagne » pas de nouvelle

solution stable de fagon continue. On doit alors mener une analyse globale, ¢’est-a-dire sonder

I’espace d’états, pour trouver d’autres solutions stables que le systéme peut accrocher.
Enfin, comme précisé en § 1.2.2, I’étude de la stabilité et celle des bifurcations reposent

généralement sur les méme indicateurs. Nous les avons donc regroupées ici.

Stabilité et bifurcation des points fixes

Soit * une solution de (1.5) pour une valeur po du parameétre de continuation. I’étude
de la stabilité et des bifurcations se fait grace aux valeurs propres de la jacobienne J =
D, F(z*, o) qui est constante dans le temps étant donné que x* est un point fixe. On note

i, 1 € {1,...,2N}, ses valeurs propres.

Stabilité : signe de la partie réelle des valeurs propres \;
— parties réelles toutes strictement négatives : stabilité asymptotique
— parties réelles nulles ou négatives, pas de valeur propre nulle : stabilité
— une partie réelle au moins strictement positive : instabilité
Bifurcation : annulation de la partie réelle d’une valeur propre au moins
— une valeur propre réelle s’annule : bifurcation type Turning Point (retournement),
Transcritique (croisement de deux branches de points fixes) ou Pitchfork (appari-
tion/disparition de deux branches de points fixes)
Ces bifurcations sont dites statiques.
— deux valeurs propres complexes conjuguées coupent ’axe imaginaire : bifurcation type
Hopf (apparition/disparition d’une solution périodique).

Ces bifurcations sont dites dynamiques.

La figure 1.7 donne l'allure de ces bifurcations.

Stabilité et Bifurcation des cycles limites

Soit x*(t) une solution T'—périodique de (1.5) pour une valeur po du paramétre de conti-
nuation. L’étude de sa stabilité et de ses bifurcations se fait par I’étude des valeurs propres de
la matrice de monodromie ® (voir § 2.3.2 pour son calcul) qui posséde la propriété suivante

par rapport a une pertubation z(t) de x*(t) :
V>0, 2(t+T) = Pz(t)

On note ses valeurs propres p;, i € {1,...,2N}. Elles se nomment couramment multiplicateurs
de Floquet.

Précisons que dans le cas d’un systéme autonome, l'une des valeurs propres vaut sys-
tématiquement 1. Il faut alors exclure cette valeur propre particuliére des critéres donnés

ci-dessous. On pourra consulter [NB95, Sec. 3.2.1] pour la démonstration de ce résultat.

Stabilité : module des valeurs propres p; de ®
— module strictement inférieur a 1 : stabilité asymptotique
— module inférieur ou égal a 1 : stabilité

— un module au moins supérieur a 1 : instabilité
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FiG. 1.7 — Bifurcations des solutions types points fixes
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Bifurcation : traversée du cercle unité dans le plan complexe par une des valeurs propres
— sortie du cercle par +1 : transcritique, symmetry-breaking, cyclic-fold
— sortie du cercle par -1 : period doubling ou flip (doublement de la période de la
solution)

— sortie du cercle par C\{—1,+1} : Hopf (apparition d’une solution quasi-périodique)

Ces différents cas sont résumeés sur la figure 1.3.1

Im(pi)
Hopf
Period doubling
ou Flip
< > Re(p;)
Transcritique,
1 symmetry-breaking,

cyclic-fold

F1a. 1.8 — Bifurcations des solutions périodiques selon la position

des coefficients de Floquet dans le plan complexe

1.3.2 Diagramme de bifurcation

Un diagramme de bifurcation représente 1’évolution des solutions au cours de la variation
du parameétre de continuation p. Il est généralement obtenu par échantillonage du signal a la

fréquence d’excitation.

On donne sur la figure 1.9 l'allure des différentes solutions vue sur un diagramme de bi-
furcation. On représente le parameétre de continuation en abscisse et en ordonnée, I’'amplitude
d’une des inconnues du systéme, échantillonnée a une fréquence donnée (généralement fe).
Nous n’avons représenté ici que les solutions stables du systéme comme c’est généralement le

cas dans la littérature.

Un tel diagramme souffre d’insuffisances dans la mesure ou une perte d’informations sur-
vient par l'intermédiaire de ’échantillonage : on ne peut par exemple pas distinguer un point
fixe d’une solution périodique dont la période est multiple de celle utilisée pour I’échantillo-
nage. De méme, on perd généralement I'information sur les amplitudes des signaux lorsqu’ils
ne sont pas constants. Ceci est symptomatique de la complexité des systémes non-linéaires :
les deux dimensions (voire trois en s’appliquant) & notre disposition pour représenter vi-
suellement toutes les informations sont généralement insuffisantes. Malgré tout, ce type de
graphique permet d’avoir un apercu rapide de I’évolution du comportement du systéme et se

trouve trés répandu dans la littérature.

1.4 Conclusion : enjeux

Au terme de ce premier chapitre, on apercoit les difficultés liées & I'analyse globale d’un

systéme non-linéaire possédant un paramétre qui varie : il faut se donner les moyens de
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FiG. 1.9 — Diagramme de bifurcation schématique

trouver, pour une valeur du paramétre donné, toutes les solutions - qui peuvent étre de
natures diverses - puis il faut ensuite savoir calculer leur évolution, leur stabilite, détecter les

points de bifurcation et éventuellement construire les solutions qui naissent en ces points.

Le chapitre suivant passe en revue l’essentiel des techniques numériques permettant de

réaliser ces différentes taches. Il ne traite pas 'aspect cotit de calcul que nous aborderons dans
des trois derniers chapitres.



Chapitre 2

Méthodes d’étude classiques (locales)

A Uissue du premier chapitre, nous avons eu un aper¢u des différents phénoménes non-
linéaires qui distinguent ces systémes des systemes linéaires classiques. Nous dédions ce deuxiéme
chapitre auz outils d’étude locale de tels modeéles. Nous commencerons par ce qu’il y a de
plus naturel, c’est-a-dire les algorithmes d’intégration temporelle. Nous donnerons ensuite les
grands principes des algorithmes de résolution de systémes non-linéaires algébriques. Munis
de ces deux approches, nous exposerons les méthodes non-linéaires dédiées a la construction
et a l'étude des points fizes et des cycles limites. Enfin, nous donnerons les principales clefs

de la mise en ceuvre d’une étude de continuation.

2.1 Algorithmes d’intégration temporelle

L’utilisation d’intégration temporelle est inévitable, tant pour la construction de sections
de Poincaré que pour une analyse de type Floquet (cf. § 2.3.2) et d’une fagon générale elle
conforte, en dernier lieu, les résultats obtenus par d’autres méthodes. Il existe différents
types de schémas d’intégration ayant chacun leurs avantages et inconvénients en termes de
colit numérique, de précision et de stabilité. Nous présentons dans cette section les schémas
principaux et les notions qui servent a évaluer leurs performances. A titre d’introduction aux

schémas d’intégration temporelle, nous recommandons la lecture de [GR93, Chap. 7].

19
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2.1.1 Notions essentielles pour qualifier un schéma d’intégration tempo-
relle

Lorsque 'on se raméne & une équation du premier ordre de la forme (1.3) et que I'on note

x, = x(t,), on pourra généralement mettre ’algorithme numérique sous la forme :
m m
T+l = Zajanrl,j —h X Zﬁjian*ja h = tn+1 —tn (21)
j=1 J=0
On distingue alors deux grandes catégories de schémas :

Définition 2.1 : Schéma d’intégration temporelle explicite ou implicite
Si By = 0, le schéma est dit explicite : z,41 peut étre calculé a partir des résultats calculés

aux pas de temps précédents.

Si Gy # 0, le schéma est dit implicite : x,11 dépend de sa propre dérivée. O

Les algorithmes & schéma explicite ne sont pas inconditionnellement stables mais présentent
I’avantage d’un faible cotit de calcul car les opérations & mener & chaque itération se résument a
du calcul vectoriel (sommes et produits). Pour les algorithmes & schéma implicite, en revanche,
les équations du mouvements doivent étre remaniées avant d’étre résolues et la solution sera
obtenue de facon itérative dans le cas non-linéaire. Ils sont généralement inconditionnellement
stables mais présentent un coiit de calcul élevé car ils nécessitent la résolution d’un systéme

d’équations & chaque itération.

Définition 2.2 : Consistance d’une méthode d’intégration

; sz . . . ... Ipy1 —
Un schéma d’intégration temporelle est consistant si et seulement si lim ol Tn

= x(t,).0

h—0 h ( n)
La consistance d’un schéma d’intégration est un élément fondamental dans la mesure ou elle
assure que la solution exacte des équations différentielles discrétisées tend vers la solution

exacte des équations continues lorsque le pas de discrétisation tend vers 0.

Définition 2.3 : Stabilité d’une méthode d’intégration
Un schéma d’intégration directe est dit stable si et seulement s’il existe un pas hg > 0 tel que
pour tout pas h € [0 hg], pour toute perturbation finie de x,, & l'instant ¢,, la modification

des x4, j > 1 est non croissante. O

Un schéma stable ne signifie pas qu’il converge vers la solution mais que la différence entre
la solution numérique obtenue et la solution exacte est bornée. Ainsi, on utilise le terme de
précision pour qualifier la proximité du résultat obtenu par intégration temporelle & la solution
réelle. Les schémas les plus précis sont les schémas a la limite de la stabilité et de I'instabilité.
En effet, un schéma instable a tendance a faire diverger les amplitudes alors quun schéma
stable a tendance a les atténuer. L’idéal est donc un schéma a la frontiére qui les reproduit

exactement.
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Dans le cas des systémes non-linéaires, il n’est pas toujours possible de déterminer par
avance la stabilité de 'algorithme utilisé. Il est intéressant alors de vérifier que I’on a conserva-
tion de ’énergie. Ceci, en effet, doit étre nécessairement vérifié et constitue un critére classique

de stabilité d’un algorithme.

2.1.2 Cas des systémes linéaires

Nous considérerons dans cette section les problémes différentiels linéaires de la forme (2.2).
&= Jax+ F.(t) (2.2)

Il est en effet plus aisé de définir les schémas sur des systémes linéaires car on peut alors quan-
tifier analytiquement les notions énoncées précédemment. Nous donnerons leurs adaptations

aux systémes non-linéaires dans la section suivante.

Nous commencerons cette section par une recherche du pas optimal en temps. Nous pré-
sentons ensuite deux méthodes particuliéres : la méthode de Newmark, qui est une méthode
implicite & un pas (m=1), puis la méthode des différences finies centrées qui est une méthode

explicite.

Valeur du pas en temps pour une précision optimale

La question du pas de temps est primordiale : un pas de temps trop grand génére des
imprécisions, un pas de temps trop petit rend le calcul coliteux et accumule inutilement les
erreurs numériques. Il est donc important de le choisir judicieusement. Comme expliqué au
paragraphe précédent, le cas idéal pour la précision du calcul est un schéma a la limite de
la stabilité. Reprenons donc la définition de la stabilité pour en déduire le pas optimal et
posons z, une petite perturbation de x, a linstant ¢,. L’équation (2.2) nous donne que la
perturbation respecte ’équation 2,11 = J.z,+1. En réinjectant ces expressions dans I’équation
(2.1), on obtient :

m
Z (Oéj[ —h x ﬁ]J) Zn41—j§ = 0, ag = —1 (2.3)
j=0
On pose ensuite u;, 7 € {1,...,2N} les valeurs propres de J (supposée de rang 2N) que 1'on
réunit dans la matrice diagonale p, et on note X la matrice des vecteurs propres (normés)
associés. On peut ainsi écrire I'équation caractéristique de (2.3) en posant 2,4 1_mir = A*XZ
m
D (T —hx BA)ATIXE =0
j=0
En prémultipliant par X! et en utilisant la relation d’orthogonalité des vecteurs propres
X'X = I, on obtient alors :

m

S (gl —hxBp) A" 7| 2=0 & Vk € [1, 2N], Y (o — hyueB)) N7 =0
i=0 pa:

Comme il est facile de s’apercevoir que le schéma est stable si et seulement si |A\| < 1, on peut

écrire A la frontiére entre stabilité et instabilité A = e, 0 < 6 < 2.
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Ainsi, dans le cas général la limite de stabilité est obtenue pour

i ajeia(m—j)

ph = S (2.4)

Z /Bj ei@(m—
j=0

Méthode de Newmark

La démonstration de 1’élaboration de cette méthode permet de bien comprendre I’approche
des schémas d’intégration temporelle et ses différents points clés; nous I’exposerons donc en
détail.

Cette méthode étant initialement dédiée aux équations classiques de la dynamique, nous

utiliserons le formalisme suivant, équivalent linéaire de la formulation (1.1) :
M.G+C.q+K.q= fe(t) (2.5)

Cette méthode repose sur un développement au premier ordre et une approximation des restes

intégraux par quadrature numérique :

- Développement au premier ordre de (¢, + h) et ¢(t, +h) :
tn+1
Gn+1 = qn + hgy + / Gq(r)(ty +h—T1)dr
tn

tn+1
dnt1 = Gn + / g(r)dr
tn

- Approximation des restes intégraux :

(a ) )(tn —7) +

(b) < dGns1 = G(7) + 4P () (tnp —7) + ..

(1 =7)(a) +v(b) (T) (1= %)dn +Yint1 + ¢D () (T = by = 1) + O(R?qW)
(1—28(a)) +28(b) : G(1) = (1 = 28)Gn + 2BGnr1 + ¢B) (7)(T — 208 — t,) + O(h*qW)

tn+1
[ it = (0= i+ 2 4
t

) G = G(7) + ¢ (T

=

)

g1
/t G(T)(tn + b = T)dr = [(1/2 = B)iin + Biins1] h + 7,
= (7= Y2DR2q9(F) + O D), t <7 < tusn
rh = (8= 1/6)h*® (7) + O(hiq™)

A ce stade, on voit que le choix des constantes v et (3 influence grandement 1’algorithme.

Deux cas sont fréquemment rencontrés :

a)y=1/2, f=1/6: ce cas revient a une interpolation linéaire des accélérations sur [t, t,+1],
G(7) = Gn + (T = tn)(Gns1 = Gn) /h-

b) v = 1/2, B = 1/4 : ce cas revient a utiliser une valeur moyenne de accélération sur
[(tn tn1), G(7) = (Gns1 + Gn) /2-
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On a donc dans le cas général le schéma implicite suivant :

q.n-l-l _ Qn + hQn + h2(1/2 - /B)Qn + h2/6dn+1 (26)
dn+1 dn (1 = Mhin + vhgn+1

Comme nous l'avons déja dit en introduisant les méthodes implicites, il est nécessaire de
reformuler les équations pour arriver & résoudre le systéme. De facon a pouvoir calculer une

valeur approchée de §,,11, on réinjecte le schéma (2.6) dans 'équation (2.5) :

[M +yhC + BR°K].dni1 = fe(tni1) — [Cudns1 + K.Gni1 ] (2.7)

avec 6n+1 =(gn+ hqn + (1/2 - ﬁ)hQQn et §n+1 = Qn + (1 - V)hQn

Une fois §p,+1 évalué, il ne reste plus qu’a effectuer les corrections sur ¢,41 et gni1-
L’algorithme complet permettant de mettre en ceuvre la méthode est présenté en figure 2.1.
Méthode des différences finies centrées

La méthode des différences finies centrées est équivalente & une méthode de Newmark avec

y=1/2et B=0:
An+1 dn (h/2)(qn + qn+1)

On peut alors mettre ce systéme sous une forme a trois pas en exprimant g, :
Gn = Gn—1 + hgn—1 + (h2/2)q'n71

En réinjectant dans la deuxiéme équation de (2.8) et en divisant le tout par h, on obtient :

dn+1 —qn  Gn — 4n-1
h h

= Qn - anl + (h/Q)(Qn - q'nfl)

Puis, en remplacant ¢, par ¢n—1 + (h/2)(Gn + Gn—1) (premiére équation de (2.8) écrite a

I'instant précédent), on obtient :

. Gnt1 — 2qn + qn—1
qn - h2

(2.9)

2.1.3 Cas des systémes non-linéaires

Nous présentons maintenant ’adaptation de la méthode de Newmark a des systémes non-
linéaires. On utilisera la formulation (1.1) des équations. Le principe est le méme que dans
le cas des systémes linéaires : on effectue une prédiction ¢n41 et ¢ni1 en fonction des termes
Gn, 4n €t §n, puis on évalue ¢,+1 que 'on réinjecte pour obtenir ¢,11 et ¢,+1. La différence
principale avec le traitement des systémes linéaires est I’évaluation de ¢n,41 et la correction
des termes ¢,+1 et ¢,41 qui en résulte. En effet, lorsque 1'on écrit I'équivalent de 1’équation

(2.7), on obtient le systéme non-linéaire suivant (d’inconnue §p41) :

[M + VhC + 6h2K] -dn—l—l = fe(tn-i-l) - [C-§n+1 + K-q~n+1
+ f(Gnt1 + BP%Gnt1, Gnat + Yhing1)]
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M, C, K, (1), o, do
Y
Calcul de gy, n < 0
Y
. Incrément temporel :
1 tpi=tath
Y
Prédiction :
gn-i-l =0

Gnt1 = dn + (1= 7)hijp
Gnt1 = Gn + hin + h2(1/2 — B)
v
Calcul de 'accélération :
S =M +~vhC + Bh’K
nenti] | Sbner = fe(tns1) = Cogni1 — K.Gnia
7y ¥
Correction :
Gn41 = Gny1 + PYGns1
Gn+1 = Gn1 + h*Binsa
Y

(Optionnel)
Evaluation de la stabilité de
I’algorithme par bilan énergétique

Fia. 2.1 — Algorithme d’intégration temporelle par une méthode de Newmark - Systéme

linéaire
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11 est alors classique d’utiliser un algorithme de type Newton-Raphson pour le résoudre.

On pose donc :

.(0) = () o) _ ~
qn+1 = 4n+1, qn+1 = 4n+1, qn+1 = gn+1
Puis on cherche les corrections successives Al telles que :

SO AGH = )

avec T(J)rl =M. q,(fil +C. q,(h)q + K. qn+1 + f(qn+17 qy(f+1) fe(tnt1),
S&)q =M +~vh(G + D + DQf(Qn+1’ q1(12+1)) + B0 (K + qu(qnﬂ’qiﬂ)rl))

Enfin on applique les corrections :
G = 00+ G0, D =+ anag®, P = o, + rtag

Et on itére tant que :

(i+1)
0N > e

L’algorithme du schéma entier est donné en figure 2.2.

2.1.4 Synthéses des différentes méthodes trouvées dans la littérature

Nous avons détaillé dans les deux paragraphes précédents des techniques fondamentales
s’appuyant tant dans le cas non-linéaire que dans le cas linéaire sur une approche de type
Newmark. Certains raffinements permettent d’introduire de ’amortissement numérique de
facon a stabiliser le schéma (HHT-«), et & pouvoir optimiser la répartition fréquentielle de
cet amortissement (Generalized-«). Nous donnons dans le tableau 2.1 les éléments principaux
de ces méthodes. Appliquées au cas des systémes linéaires, elles sont performantes et 1’on peut
en assurer la stabilité et le degré d’approximation (cf. [BBBEO06]). En revanche, elles perdent
frequemment leur stabilité une fois appliquées aux systémes non-linéaires (cf. [EBB02]). Un
certain nombre de méthodes forcant la conservation de I’énergie totale et/ou des moments
énergétiques dans le cas de non-linéarités structurales sont alors apparues. On en trouvera une
présentation générale dans [KC99| et une mise en ceuvre dans [Gon00]. On pourra consulter
les références [ST92, NSP04| pour 'exposé de la méthode fondatrice dite EMCA (Energy

Momentum Conserving Algorithm).

2.2 Algorithmes de résolution de systémes non-linéaires

Les équations du dynamicien sont initialement formulées sous la forme (1.1), c’est-a-
dire sous forme d’équations différentielles. Une premiére fagon de résoudre ces équations est,
comme nous venons de le voir, d’utiliser un schéma d’intégration temporelle qui donne &
partir de conditions initiales I’évolution des différentes coordonnées du systéme dans le temps.
Cette approche peut étre relativement cotiteuse en temps de calcul car I'obtention d'un état
stationnaire - ce qui nous intéresse le plus fréquemment - peut demander d’intégrer le systéme
sur des durées longues. Comme nous le verrons par la suite (§ 2.3), il existe donc des méthodes
qui, partant d’'une hypothése sur la forme de I’état stationnaire recherché permettent de

transformer les équations différentielles en équations algébriques (non-linéaires) et permettent
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M, C, K, fe(t), qo0, do
y
Calcul de gg, n < 0
Y
. Incrément temporel :
i tns1 =th+h
y
Prédiction :

..(0 =
n<«—n+1 qgllzan:O

. .(0 < . ..
i+ 0 ng)_l =(qnt+1 = qn + (1 - 'Y)hQn

1 QL(L)_l = qn-i—l =qn+ hQn + (1/2 — ﬂ)hQQn

Y

Test du résidu : B
Veai | [Pl < e?7®
Faux

Y
Correction :
S(Z) Ac’j(i) - _ S}rl(*) i—i+1

i+1

qLL’ 0y + BR2AGE) ¥
qffﬁ )=l A
i =+ Aq'@l

*) Définis par :
7(1211 = M-('I'SJ)A + C-(JSJ)A + K'Qq(miJ)rl + f(qu)rbqu)rl) — fe(tni1)

SO = M 4+ yh(C + Dy f (¢, %)) + BRA(K + Dy f(ql) 1,4 )

Fia. 2.2 — Algorithme d’intégration temporelle par une méthode de Newmark - Systéme

non-linéaire



Nom - Parameétres Caractéristiques
Equations
Référence
Newmark -
v, B — Tmplicite

Mi+Ciq+Kq=fe
Qo1 = dn + B + (1= 26)in + 2(26)dn1
Gn+1 = Gn + (1 - V)h(jn + YGni1

c.f. [GR93]

— Pas d’amortissement numérique
_ 1 _ 1.
-~ Poury=3, B8=7:

— Stabilité inconditionnelle
— Pas d’erreur d’amplification

Différences finies centrées
M.j+Ci+K.q=f.

Gnt1 = Gn + "Gy 1

Gnt1+3 = Qo3 + PGnya

c.f. [GR93]

— Explicite
— Pas d’amortissement numérique
— Stabilité conditionnelle : wh < 2

— Pas d’erreur d’amplification

Hilber-Hughes-Taylor : HHT-« - v, (3, «

M.Gn1+ (1 - ) fzﬁ—tl + O‘fribm =1 -a)fent1+afen
. 2 .. 2 ..

Gnt+1 = Gn + hgn + %(1 - Qﬂ)qn + %(Qﬂ)an

(jn-ﬁ-l = Qn + (1 - V)hqn + 'an-ﬁ-l

c.f. [GR93]

— Implicite
— Amortissement numeérique
—Pour 0<a< %,’y:%—&—m ﬁ:%(1+a)2 :

— Stabilité inconditionnelle

— Erreur d’amplification du second ordre

Generalized-a - (v, 3, ap, ay) ou p>

M.((1 = oum)dn+1 + ?m‘jn) +01- O‘f) win topfit =1 —ag)fentr +apfen
gn+1 = Qqn + hQn + %(1 - 26)(171 + %(2ﬁ)qn+l

(jn-ﬁ-l = Qn + (1 - V)hqn + 'an-ﬁ-l

c.f. [CH93]

— Implicite

— Amortissement numérique optimal :

— Dissipation hautes freq max si # = (1 — am + ary)?
— Dissipation basses freq min si oy = 2t

— Pour a, <y < % et > % + %(Oéf — ) : stab. incond.
— Pour v = % — oy + ay @ erreur d’amplification du 274 ordre
— En respectant tous les paramétres optimum : il suffit de choisir

p°°, rayon spectral des hautes fréquences puis :
2p%° —1 ap = p=

Qo = P F1 po+1

TAB. 2.1 — Synthése des différents algorithmes d’intégration temporelle en linéaire

SOITRQUI[-UOU SOUWIRISAS 9P UOTIN{OSYI 9P SoWIIOZY "Z'C

LC
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de trouver plus rapidement les états stationnaires. Nous présentons donc ici de fagon treés
simple les idées maitresses des algorithmes pouvant étre mis en ceuvre de facon & résoudre le

probléme non-linéaire algébrique suivant :

A~

H(%) =0, H(#) = H#+ H(%) — H. (2.10)

ou la fonction H se décompose en une contribution linéaire, H, une contribution non-linéaire
H et enfin, une contribution constante H., souvent imputable aux efforts extérieurs. Pour une
présentation illustrée des principes et des algorithmes, nous recommandons la consultation

de [PTVF92, Chap. 9].

2.2.1 Algorithmes sans gradient

L’idée de cette catégorie de méthodes est de construire la surface ||H(Z)|| & partir des
valeurs en quelques points 2, i = 1,...,p. Classiquement, on utilise une interpolation
polynomiale de degré p — 1. Une fois réalisée I'approximation de ||H|| par un polynome P

(c.f. [DJKPO7, Chap. 3]), il ne reste plus qu’a trouver les zéros du polynéme.

2.2.2 Algorithmes avec gradient

Ces algorithmes sont des méthodes itératives reposant sur le développement de I’équation
(2.10) au premier ordre (voire au second). On se donne un point de départ (9 qui ne vérifie
généralement pas (2.10). On cherche donc une correction au premier ordre AZ telle que

H(© + A%) = 0. On écrit pour cela le développement :

H(%+ A%) = H#O) + D H(E).Az + O(||Az]))? ~ H(zY) + D; H(#?).Az
Il faut donc résoudre le systéme linéaire suivant pour trouver la correction :
D;H(#0).Az = —H (™)

On note alors 2 = 70 4 AF et on réiteére le processus jusqu'a avoir ||H ()| < e, € étant
une quantité positive que 1’on s’est donnée comme permettant d’approximer numériquement la

nullité. Cette méthode est couramment nommée méthode de Newton ou de Newton-Raphson.

On peut aussi chercher du cété des méthodes de minimisation en ayant pour but de trouver

un minimum nul de la norme de la fonction & annuler. On tente donc de minimiser :
H() = ||H(Z)|| ou H(Z) = ||H(&)[]*

De nombreuses méthodes raffinent le principe de base de Newton (qui s’appelle alors mé-
thode de la plus profonde descente) en réalisant un développement non pas au premier mais
au second ordre sans toutefois requérir I’évaluation de la hessienne (méthode du gradient
conjugué), etc.

Cependant, elles partagent toutes des travers tels que la dépendance forte de la conver-
gence au choix du point initial ou la possibilité de tomber dans un puits (un minimum local
non nul) et de ne plus en sortir. Elles ne sont donc & utiliser que lorsque 'on est capable

d’initialiser 1’algorithme pour une valeur « proche » d'un zéro.
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2.3 Construire et étudier des solutions

Nous avons présenté jusqu’ici des algorithmes généraux. Détaillons maintenant les tech-
niques relatives a I’étude des points fixes et des solutions périodiques répondant au probléme
(1.3). Nous entendons par « étude » la construction de telles solutions et ’obtention de gran-

deurs permettant d’en caractériser la stabilité.

2.3.1 Solutions type point fixe
Construction des points fixes

La recherche d’un point fixe revient a la résolution du probléme :
Trouver z* € IR*Y solution de F(z*,t) = 0 (2.11)

Le plus souvent, le systéme est autonome (absence de la variable ¢ dans I’expression de F').
F' étant un systéme d’équations algébriques non-linéaires, on se trouve dans le cas évoqué en

section 2.2.

Etude de stabilité des points fixes

Lorsque 'on perturbe une solution z* de type point fixe par z(t), on obtient I’équation
(2.12) (cf. § 1.2.2 pour la démonstration).

i = D,F(z*).2 (2.12)

x* étant constant, la matrice jacobienne gouvernant 1’évolution de la perturbation 1’est aussi.
z est donc solution d’une équation différentielle du premier ordre a coefficients constants réels

dont on sait que les solutions s’écrivent :
2N
z(t) = Zzie)"'t, Vi € [1, 2N], z € @*¥
i=1

avec \; les 2N valeurs propres complexes de D, F'(z*).

La décroissance en norme de z dépend donc du signe des parties réelles des A;. Les différents

cas ont déja été traités en section 1.3.1.

2.3.2 Solutions périodiques

Une solution périodique est une solution telle qu’il existe une période T non nulle telle que
V>0, 2*(t+T) = z*(t). Cette caractérisation n’est pas évidente a retracer numériquement.
Le point de vue adopté est donc le suivant : on cherche un point du cycle z, € IR*" et une
période T* > 0 tels que la résolution numeérique de (1.3) avec pour condition initiale z*(0) = x..
au bout d'un temps ¢ = T* redonne z*(7™) = .. On n’est pas str alors d’avoir la plus petite
période et il est recommandé de tester la périodicité en T*/k,k € IN.

Il est fréquent que 'on connaisse la période de la solution cherchée dans la mesure ou 1’on

cherche souvent une réponse & une sollicitation connue et sinusoidale (la réponse est alors
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souvent de période égale a celle de la sollicitation). Cependant, nous donnerons les méthodes
de construction en faisant 'hypothése que cette période est inconnue, ce qui se transpose trés
aisément au cas de période connue. Nous considérerons des systémes dans leur formulation
autonome qui est le cas le plus fréquent pour lequel la période de réponse est inconnue. Il est

alors intéressant de considérer les deux problémes équivalents suivants :

Trouver (z.,T*) € IR*N x IR** tel qu'il existe x*(t) solution de :

{i@:F@@) (2.13)
z(0) =z, x(T*) =z,

En posant 7 = t/T™*, on obtient le probléme aux limites ou z*(7) est périodique de période
1:
Trouver (z.,T*) € IR*N x IR** tel qu'il existe x*(t) solution de :
o (1) = T*F(x(7)) (2.14)
z(0) =z, z(1) =z,
dx

avec la convention d’écriture 2’ = —

dr

Construire une solution périodique

Il existe quatre grandes familles de méthodes pouvant servir & construire une solution pé-
riodique. Trois d’entre elles sont des méthodes dites temporelles et permettent de déterminer
un point x. du cycle limite recherché : différences finies, tir (shooting) et collocation orthogo-
nale. La quatriéme, trés répandue lorsque la période de la solution recherchée est connue, est
la balance harmonique ; c’est une méthode fréquentielle. Nous donnons pour chacune d’elles

le principe de la méthode.

Différences finies On utilise ici la formulation (2.14) du probléme. Le principe de cette
méthode repose sur ’échantillonnage de la période avec un pas h = 1/m. En notant 7, =

kh et zF = x(7;,), on obtient le systéme suivant :

(20 =T*F(29)

ik = T*F(2F)

.,tmfl — T*F(xmfl)

\

On a ainsi m x 2N + 1 inconnues (les m vecteurs ¥ a4 2N composantes et T*) pour 2mN
équations. Il y a en effet un probléme de phase (« phase shift ») & imposer : si 2*(¢) est solution

du probleme, z*(t + t') Pest aussi, quel que soit '. Il faut donc fixer une des coordonnées

k

des x”, xfo, ce qui permet de se ramener & mN inconnues. L’inconvénient est que si les

solutions sont totalement inconnues, rien ne garantit que 1’espace de solutions périodiques a
une intersection non nulle avec I’hyperplan ainsi défini.

Il faut ensuite choisir un schéma d’intégration temporelle. La méthode tire son nom du

S B

schéma classiquement utilisé : les différences finies que I'on peut choisir centrées ( x



2.3. Construire et étudier des solutions 31

(RT*/2)(F (") + F(2*))), avant ou arriére en fonction des problémes de stabilité numérique
que 'on peut rencontrer.
On obtient finalement le systéme non-linéaire suivant & résoudre dont la derniére ligne intégre

la condition de périodicité :

(o = h;ﬁ* (F(') + F(«2))
xk+1 _ (L‘k — ?(F(xlwrl) + F((L‘k)) (2_15)
20 —ml = hg* (F(z°) + F(z™ 1Y)

La résolution de ce systéme peut se faire par une méthode classique de Newton-Raphson.

Tir (shooting) On utilise ici plutot la formulation (2.13) du probléme. Cette méthode
est basée sur des corrections successives du couple supposé solution (x.,7%). On donne donc
initialement un premier couple, puis on le corrige d’aprés la valeur de x obtenue aprés un temps
T* en partant de x.. On note z(T*, z.) cette valeur pour faire apparaitre la dépendance du

résultat considéré avec le point initialement choisi. On cherche donc AT™* et Az, tels que
(T + AT x. + Ax.) =z,

Le développement au premier ordre autour de (7%, z.) donne

ox " " or ,__,
x(T* z.) + 5T (T, x.). AT* + o, (T*, z.). Az — 2. =0
Les expressions des dérivées partielles s’obtiennent comme suit :
ox ox ot .
8) o (17 we) = 5o X o =& x 1= F(a(T", 2))
0 ox , ., 0 or OF (x(T*, x OF Ox
) 2O 1 ) = 50 O (1 ) = P2 OF B
ot 0x,. Ox,. Ot o0x, Ox Ox,
Puis on remarque que ’ (t = 0) = I, matrice identité.

0z,

Ainsi, est solution de I’équation différentielle :

o
ox,
Y = D, F(x(t,z.))Y, Y(0) =1

Etant donné que I'on réalise une intégration temporelle depuis x(0, z.) = x, jusqu’a 'instant
t = T*, on peut obtenir aisément g—i(T*,xC) en intégrant temporellement I’équation diffé-
rentielle précédente. Il est intéressant de remarquer que l'on effectue ainsi sans le vouloir le

calcul de la matrice de monodromie.

Une fois obtenues les deux dérivées partielles de z, il ne reste plus qu’a résoudre :

ox ox
T* ATH
o= 1 me) AT+ 5

(T, z.).Ax. =z — 2(T", x.) (2.16)

Il nous manque donc une équation : on retrouve en effet le probléme du décalage de phase. On

peut donc choisir de fixer une des coordonnées de la correction ce qui revient & supprimer une
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des inconnues, ou de rajouter une équation, par exemple en imposant ['orthogonalité entre
Azg et F(x.) ou F(z(T*, z.)).!

Une mise en ceuvre trés compléte et appliquée aux rotors est proposée dans [SN97].

Collocation orthogonale Cette méthode utilise comme celle des différences finies un
découpage de la période 1 (formulation (2.14) du probléme) en m+1 points 0 = 75 <
71 < .. < T, = 1. Sur chacun des segments [7;,7;+1], on approche la solution par un
polynoéme z(?) (1) de degré maximal p. Le terme collocation signifie que 1'on requiert que
notre approximation satisfasse I’équation exacte en p points sur chaque intervalle [, 7;41] :
T < &1 < i< .o <&ip < Tig1.

On veut donc obtenir :

da® .
VO<i<m-1V1<j<p, ;”—T@m-) = ToF (2 (&) (2.17)

Il est pratique de définir les polynoémes 2@ par leurs valeurs (49 aux m+1 points équidistants
T =Ti0 < Ti1 <. <T; <. <Tp=Tiy1. Puis de les écrire en les décomposant sur la base

des polynomes de Lagrange :

p p
‘ N T
i=0 e

On génére ainsi 2N (p+1)m inconnues que I'on raméne a 2N [(p+1)m—(m—1)] = 2N (pm+1)
en remarquant que par continuité Vi € [1, m — 1], 2z(=1P) = £(0) En prenant en compte
que la période est elle aussi inconnue, on a au total 2Npm + 2N + 1 inconnues.

En réinjectant 1'expression des z()(7) dans (2.17), on obtient 2Nmp équations. Reste a ex-

primer la condition de périodicité et le blocage de la phase.

La périodicité raméne 2N équations par I’écriture de

m— 17p) 070)

o _

Enfin, le blocage de la phase redonne une équation. [Kuz04, Sec. 10.1.4] propose une condition

sur la phase moins contraignante que le blocage d’une des coordonnées a une valeur donnée :

1
/0 <z(r),y(t) >dr=0

ou y(7) est une solution périodique connue. Par exemple, la solution du pas précédent lorsque
I’on réalise une continuation.
On a donc réussi a écrire les 2Nmp+ 2N + 1 équations nécessaires & la résolution du systéme.
Il faut en dernier lieu choisir les points de collocation &;;. [Kuz04| donne que ceux qui
permettent de minimiser ’erreur sont les points de Gauss dont le calcul est répertorié dans
la littérature.
Comme on peut le voir, cette méthode génére un grand systéme. Il est donc nécessaire
pour le résoudre de prendre en compte la structure particuliére de la matrice jacobienne qui

en découle.

'D’autres techniques sont envisageables comme cela est précisé dans [NB95] p. 451-452
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Balance harmonique C’est la seule méthode qui nécessite de connaitre la période de la
solution recherchée par avance. Elle fait partie des méthodes fréquentielles (en opposition aux
trois précédentes qui sont des méthodes dites temporelles). Elle repose sur la décomposition
de la solution en sa série de Fourier que I’on tronque & un ordre p donné. On utilise plutot
I’équation différentielle d’ordre 2 (1.1) dans la mesure ou la forme de ¢ étant imposée, ¢ en
découle directement et ne constitue pas une inconnue véritable. Si la période de la solution

est T* = 27 /w*, on écrit donc :
P
= Z a, cos(kw*t) + by sin(kw™t)) (2.18)

ot ap € RN, Yk € [1, p], ax € R, b, € RN

La condition de périodicité est donc automatiquement vérifiée et il n’y a plus qu’a réinjec-
ter cette forme dans I’équation différentielle puis a la projeter sur la base (1, cos(kw*t), sin(kw*t))
a l’aide du produit scalaire (., .),~ défini par (2.19) pour obtenir le systéme (2.20) de (2p+1)N

équations algébriques non-linéaires régissant les ay, et les by.

2
/ F@®g(t)dt, w == (2.19)
[ K | (G/O %(f(% Q)a 1)11}* %(fe(t)v 1)11}*
A ap ¢+ (fA(q,(J), cos(kw*t))u ¢ = (fe(t), cos(kw*t))y- o (2.20)
’ b (£(g,4), sin(kw*t))- (fel#), sin(kw*t))
i 7 ] :
H T H(%) H.
avec A = K- (k:w*)QM fwC et 1<k <p.

—kw*C K — (kw*)?>M
On trouvera une mise en ceuvre de cette méthode appliquée au cas d’un contact rotor /stator
dans [vGEO1].

Etudier une solution périodique

L’étude d’une solution périodique se fait grace aux coefficients de Floguet, valeurs propres
de la matrice de monodromie ®. L’intérét et la signification de cette matrice viennent de
I'étude de I’évolution de la perturbation z(¢) d’une solution T*-périodique z*(t) : si I'on consi-
dére une solution y(t) = z*(t) + z(t), c’est a dire une perturbation de la solution périodique

considérée, on peut écrire (cf. § 1.2.2) :
2= D,F(z*(t)).z (2.21)

On peut alors considérer une base de solutions z1(t), ..., zon (t). Puis, on peut montrer que si
z(t) est solution Z(t) = z(t+T*) l'est aussi. Ainsi, on peut construire une seconde base de solu-

tions 21 (t), ..., Zan (t). Il existe alors une matrice @ telle que [21(t)...2on (t)] = [21(8)...22n ()] D.
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Cette matrice est appelée matrice de monodromie. Pour l'obtenir, il suffit de remarquer
que si on choisit pour conditions initiales I’ensemble : [z1(0)...2o5(0)] = I, matrice identité
(conditions initiales choisies indépendantes pour chaque solution z;), alors [21(0)...2an(0)] =
[21(T%)...2on (T™)] = I®. 11 suffit donc d’obtenir z;(T™*) par intégration temporelle de (2.21)

ayant pour condition initiale z;(0) = {0 0...1...0}!, le 1 étant placé au i-iéme rang.

2N
On a alors de fagon simple toute solution z(t) de (2.21) qui s’écrit z(t) = Z a;z(t) et ainsi :
i=1

2N
2kT) = Y 0izi(kT) = [21(kT)...2on (RT) {01 .con } = [21(0)...205 (0)]@F {ry .00}
i=1
= O a;..aon}t = BF2(0)

On voit donc que la stabilité d’une solution périodique dépend du module des valeurs propres

pi de @ (c.f. section 2.3.2 pour 'analyse de ses valeurs).

Ce résultat succinctement démontré repose sur un théoréme démontré par Gaston Floquet
(1847-1920) et qui porte son nom :

Théoréme 2.1 : Théoréme de Floquet

Si A(t) est une matrice périodique de période minimale T" et X (¢) le systéme fondamental
de solutions associé & I'équation X = A(t)X, alors il existe une matrice périodique inversible
P(t) et une matrice constante R telles que X (t) = P(t)ef?* pour tout t. O

La matrice périodique mentionnée dans ce théoréme n’est autre pour nous que la matrice
D, F(z*(t)) a laquelle la T*-périodicité de z* se transmet. Le systéme fondamental, quant a
lui est donné par Z(t) = [z1(t)...zan (1)].

En prenant pour base de départ B la base canonique, B = Isx, on peut écrire :

Z(0) = P(0) =T et Z(T*) = ® = P(T*)el'T" = P(0)efT" = & = i7"

Ainsi, aux valeurs propres de ® - les p; - on peut aisément faire correspondre les valeurs
propres de R, notées \; :

p; = et

On retrouve alors de facon évidente le résultat énoncé précédemment sur le lien entre le

module des valeurs propres p; et la stabilité de la solution x*.

2.4 Algorithmes de continuation

Nous consacrons cette derniére partie aux méthodes de suivi des solutions, appelées mé-
thodes de continuation lorsque 'on fait varier un des parameétres du systéme (noté p, formu-
lation (1.5) du probléme). On se place dans le contexte ou I'on posséde déja une ou plusieurs
solutions pour une valeur initiale po du paramétre.

Pour chaque solution, nous cherchons donc & construire la courbe H(z(s),u(s)) = 0,
paramétrée par ’abscisse curviligne s. Un paramétrage par p n’est en effet pas un bon choix

dans la mesure ol dans le cas de bifurcation type turning point, la courbe se « replie ». p est
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donc une inconnue du probléme. Lorsque 1'on posséde un point (x,, (), pin(Sn)) de la courbe,
le principe général de la continuation est ainsi de faire une prédiction sur le point suivant
(Tnt1, pnt1) pour une abscisse curviligne s,41 = s, + As, puis de corriger ce point prédit

jusqu’a retomber sur la courbe étudiée.

Nous allons voir dans un premier temps les principaux moyens de prédiction et de correc-
tion. Dans un second temps, nous exposons briévement les principes permettant d’adapter la
finesse de description de la courbe (i.e. la distance entre deux points successifs, lice & As) et

quelques méthodes utiles lorsque plusieurs solutions se rencontrent en un méme point.

2.4.1 Principales méthodes de prédiction et de correction

Comme on a pu le voir en § 2.3, une solution non constante de (1.5) & p donné, n’est
pas décrite par son signal temporel continu mais par certaines variables (les ap et by dans
le cas de la balance harmonique, le couple (z.,7*) dans le cas d’'une méthode de tir, etc).
Ainsi, lorsque nous parlons de la continuation d’une solution, c’est en fait la continuation de
ses descripteurs (dont nous noterons P le nombre). Ces variables de description ne sont alors
pas solution d’une équation différentielle mais d’une équation algébrique de la forme (2.10).
C’est donc plus souvent sur cette équation que nous nous appuierons, équation dans laquelle

on fait apparaitre le paramétre de continuation explicitement :
H(#,p) =0, avec H : R” x R — R” (2.22)

Nous avons donc pour objectif de construire la courbe H(Z(s), u(s)) = 0 paramétrée par son
abscisse curviligne s. L’algorithme général d’une méthode de continuation est donné en figure
2.3 et les deux sous-sections suivantes proposent les méthodes de prédiction et de correction les
plus fréquemment rencontrées. Cet algorithme général est & appliquer & chacune des solutions
obtenues par une analyse globale pour la valeur po du paramétre de continuation. En cas de
bifurcation détectée, il faut, selon le type de bifurcation, ajouter une solution a la liste des
solutions & continuer (bifurcation continue) ou procéder & une analyse globale pour détecter

la ou les nouvelles solutions stables apparaissant (bifurcation catastrophique).

Nous utiliserons dans cette section la notation suivante qui regroupe la valeur des P

descripteurs et celle du paramétre de continuation :
T
_ c RP+1
I

Méthodes de prédiction

Nous considérons comme acquis les points vy, ..., y, d’abscisses curvilignes respectives
50y - - -y Sn, solution de (2.22). Les méthodes ci-dessous servent & donner une approximation
yfgzl du prochain point y,11. La prédiction est faite pour une abscisse curviligne s, + As, As
étant imposé. Le réglage de sa valeur requiert une certaine attention et est traité en § 2.4.2.

Ces méthodes sont illustrées en figure 2.4.
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Initialisation :

Yo = (:EOHUJO)’ AS, n«—0

| »| Prédiction :
: 0 _ (~(0) (0) )
Nouveau point : Yn+1 = Tni1s Bppr
Ynt1 = (Tnt1, fint1) i+ 0
Analyse stabilité et bifurcatior
n—n-+1
Adaptation du pas As ‘ "'
t 1 (@& k)l < e ? [
Vrai
Faux
) 1—1+1
Correction : |
(i+1) _ (~G+1)  (i+1)
ynZJrl = (%ZH HunZJrl )
|

FiG. 2.3 — Algorithme général d’une méthode de continuation

Meéthode de la sécante On considére les deux dernier points y, = {Zn, tin}t, yYn_1. La

prédiction est faite selon le vecteur défini par ces deux points :

(0) Yn — Yn—1
Yoty = Yn + As.——————
i " Hyn - yn—lH
Méthode de la tangente La prédiction est réalisée selon la tangente £ & la courbe orientée
H(x(s),pu(s)) = 0 au dernier point connu y,. On peut aussi considérer ce vecteur comme la
tangente induite par la matrice jacobienne du probléme Dy H (y,). Elle est alors définie de la

facon suivante :

Définition 2.4 : Tangente induite par une matrice

La tangente induite par une matrice A est 'unique vecteur ¢ tel que :

At =0
It =1

A
det( ) >0
tt

Le calcul de  est fait en écrivant :

D;H (y,).AZ + DMH(yn).A,u =0, © AT =Auz, z= (—DiH(yn)’l.DuH(yn))
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ce qui permet d’obtenir une droite porteuse. Puis, la longueur du vecteur ¢ étant normée a 1,

on écrit :
AFPAT+ AP =24+ DA =1= Ap=+1/V/Z17+1

La direction enfin est donnée par le signe du déterminant :

DzH D, H ) :det< Dz:H D,H )-AM>0

E’t

det <

>t

Ainsi, on obtient le point prédit par :

0 —
y;ll =y, + As.t

Méthodes d’ordres supérieurs La méthode de la sécante revient en terme de polynéme
a un polynome d’ordre 1 en s ou s est I’abscisse curviligne (ot plutot abscisse curviligne
d’une approximation polygonale de la courbe suivie). La méthode de la tangente, quand a
elle, est issue d'un développement limité au premier ordre de H(y, + Ay). On en parle donc
comme des prédicteurs d’ordre 1. Si 'on utilise plus de points déja connus, on peut construire
des prédicteurs d’ordre supérieurs. Nous présentons ici une catégorie de prédicteurs basés sur
une interpolation par les polyndémes de Lagrange.

Si 'on veut approcher localement H par un polynéme P d’ordre m, il faut se donner m + 1
points Y, .., Yn—m qui sont d’abscisses curvilignes respectives sy, .., Spn—m. Puis, on détermine
le polynome P grace aVi € {n —m,..m}, P(s;) = y;. Les polynomes qui permettent de

résoudre rapidement ce systéme sont les polynomes de Lagrange. P s’écrira donc :
n n

Py = > |w IT S =2

i=n—m k=n—m
k#1

Il ne reste plus qu’a effectuer la prédiction en calculant P(s, + As) :
0
yfl_zl = P(s, + As)

Pratiquement, il est simple de se donner pour origine de ’abscisse curviligne s, = 0 (i.e.
P(0) = y,), puis d’approcher le calcul des s,_1,..,Sy—m qui découle normalement d’une
intégration le long de la courbe étudiée (et que 1’on ne posséde pas ici de fagon continue) par

la somme des longueurs des segments qui relient vy, & y,—; :
sn, =0
Vi e {1,.,m}, sn—i=38n—it1 — [Yn—it1 —yn—il| < O

Méthodes de correction

Nous considérons ici comme acquis les points o d’abscisses curvilignes respectives
05 s Yn

(0)
n+1

ci-dessous pour obtenir le point y,+1. Dans la mesure ot I'on doit corriger P 4 1 inconnues

50, - - -, Sp €t une prédiction au rang suivant y,, que nous corrigerons par une des méthodes
a l'aide de P équations (H(%,pu) € IRF), il est nécessaire de fixer arbitrairement une des
inconnues (ce que fait la méthode de Newton) ou d’ajouter une équation, ce qui est souvent
un choix plus judicieux et le cas des méthodes Pseudo-arclength et de Moore-Penrose. Ces

méthodes sont illustrées en figure 2.5.
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Prédicteurs
Sécante Tangente Ordre supérieur
z z z
A A A
(0) (0)
ynJ,»l y’I’LJrl
(0)
yn-i—l
.- @
Yn
Yn Yn—1
Yn-1 Yn Yn—2
-1 -1 —

Fia. 2.4 — Continuation : Principaux prédicteurs

Méthode naturelle ou de Newton Cette méthode a pour particularité de fixer I'inconnue

Un+1 & sa valeur de prédiction :
0
Hn4+1 = uflll

Ce type de correction est assez peu efficace lorsque ’on effectue la continuation de courbes pré-

sentant des retournements. On écrit ensuite simplement un schéma de type Newton-Raphson :

H('%S——I’——ll)a Mn—f—l) ~ H('i'g—)H? ,Un-i-l) + DiH('ﬁg—)I—lv Mn-l—l)'Ai'

Ce qui permet d’écrire le point corrigé :

~(3) .

i T,4q+ AT - i _ (i

yﬁzjrrll) = { J;j } ) AT = —DEH($£LJ)F1,Mn+1) 1H(x1(13rl’,un+1)
n+1

Méthode Pseudo-arclength Cette méthode consiste en la correction simultanée de T et p

en imposant comme équation manquante que le point corrigé se trouve sur 'hyperplan de

0 I
IRP*1 normal au vecteur yr(L ng — Yn, ce que 'on peut écrire :

+1 0 0
< yr(:-i-l) - yr(H)-17yr(L-i)-1 —yn>=0

j 0 0 0
e <y =y 0 — g >+ < Ayl — g >=0

0
& <Ay,y£ll—yn >=0

Les équations s’écrivent donc :

(i+1) () Az DEH(yS?Fl) DuH(ySL) Az | _H(yr(zl—)l—l)
Ynt1” = Ynf1 t+ Aul _0) ©) Al
H Tpi1 — Tn Hpt1 = Hn H 0

Méthode de Moore-Penrose Cette méthode effectue aussi des correction & la fois sur
x et p en utilisant 'inverse (ou pseudo-inverse) de Moore-Penrose. En effet, ’équation man-
quante se traduit par le caractére non-carré de la matrice jacobienne du probléme (2.22). On
ne peut donc pas inverser la jacobienne pour trouver la correction & appliquer. Il est donc
intéressant d’utiliser alors non pas I'inverse mais la pseudo-inverse de Moore-Penrose dont la

définition est la suivante :
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Définition 2.5 : Matrice Pseudo-Inverse de Moore-Penrose
Si A est une matrice de taille P x M, son inverse (ou pseudo-inverse) de Moore-Penrose est
déterminée par :

A+ — At(AAt)fl

Elle posséde les propriétés suivantes :
e Vuec IRP, A(Atw)=u
o V (u,v) € RY x Ker(A), < At u,v>=0

En notant D*H(yffil) la pseudo-inverse de la jacobienne DyH(yr(g_l) = [DiH(yff_)H) DMH(yr(f_)H)],

et effectuant la correction suivante :

(i+1) _ () Az Az | (i) (i)
Ynt1l = YUni1 T+ {AM} ) {AM} = _D+H(yn+1)'H(yn+1)

on voit d’aprés la seconde propriété énoncée que la correction est effectuée orthogonalement
au noyau de Dy H (y,(fil) (direction (A;) en figure 2.5), ce qui est intéressant étant donné que
toute contribution appartenant a son noyau (symbolisé par les vecteurs #; en figure 2.5) ne

permet pas de diminuer la norme de H (yy(f_tll )).

Correcteurs

Newton Pseudo-Arclength Moore-Penrose

(A) . iy

~ ~ ~L

Fic. 2.5 — Continuation : Principaux correcteurs

2.4.2 Adaptation de la distance entre deux points successifs

Lorsque I’on effectue la prédiction d’un nouveau point, nous avons vu qu’il était nécessaire
de se donner As. Cet incrément d’abscisse curviligne est un parameétre important a régler. En
effet, plus il est grand, moins on utilise de points pour décrire la courbe, ce qui est a priori
avantageux en terme de coiit de calcul. Inversement, plus il est grand, plus le point prédit
est éloigné du précédent et plus mauvaise est la prédiction, donc plus il faudra d’itérations
de correction pour retrouver notre courbe. On voit donc qu’il va falloir faire un compromis
entre ces deux aspects. La figure 2.6 illustre deux cas de figure classiques. La premiére partie
de la courbe présente une courbure faible; on peut donc espacer les points la décrivant : les

prédictions resteront bonnes et le nombre d’itérations de correction nécessaires sera faible. En
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revanche, la seconde partie de la courbe présente un point de retournement, donc une forte
courbure ; il faut donc un grand nombre de points pour le décrire correctement. Il est logique
de ne pas utiliser le méme pas As dans les deux cas mais de ’adapter (on parle de steplength

adaptation en anglais).

: = p
As grand - As petit

Fi1c. 2.6 — Intérét de "adaptation du pas de continuation

Il existe plusieurs tactiques pour adapter ce pas. On trouvera 1’essentiel résumé dans
[AGO03, Chap. 6], [Sey88, Sec. 4.4] et [Kuz04, Sec. 10.2.1], qui propose une solution trés simple
et relativement efficace & mettre en ceuvre : on se donne un pas initial et un nombre d’itérations

de correction maximal N/ et minimal N/

As, la correction nécessite plus de N2 itérations, la correction est arrétée et l'on refait

une prédiction avec un pas plus petit (par exemple, As/2). Si la correction converge apres

. Si aprés la prédiction n + 1 utilisant un pas

moins de N™ itérations, on utilisera pour la prédiction suivante un pas plus important (par
exemple 2As). Si le nombre d’itérations nécessaires a la correction est compris entre les deux

bornes, le méme pas est conservé pour la prédiction suivante.

En ce qui concerne l'initialisation de la valeur du pas, nous préconisons d’utiliser un ordre
de grandeur identique & la discrétisation en p attendue. En effet, on peut s’attendre & un
démarrage « plat de la courbe ». L’essentiel de la variation d’abscisse curviligne revient alors

a celle du paramétre de continuation :

As = /AZ2 + Ap? =~ |Ap| (2.23)

2.4.3 Branch switching

Lorsque plusieurs solutions de type point fize se rejoignent ou partent d’'un méme point, on
ne poursuit avec une technique de continuation usuelle que I'une de ces branches de solutions.
Or on désire généralement les tracer toutes. Il faut donc pouvoir passer d’une branche de
solution & I’autre. On appelle le point de rencontre de ces solutions un point d’embranchement

(branching point) dont nous donnons la définition issue de [Kuz04, Sec. 10.2.4] :
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Définition 2.6 : Point d’embranchement (Branching Point)

Un point xq est appelé point d’embranchement pour le probléme de continuation :
F(z,p) =0, F: RNT! - RN (2.24)

si F'(xg, o) = 0 et qu’il existe au moins deux courbes réguliéres satisfaisant F'(z,u) = 0 et

passant par (xo, (o). O

Ainsi, lorsque l'on réalise une continuation d’un probléme continu en temps et qu’une
bifurcation de type Hopf se produit, on ne se trouve pas dans ce cas de figure. En revanche,
I’étude menée dans le cas discret & 1’aide d’une section de Poincaré permet de se ramener &
I’étude de points fixes, et donc de correspondre & la définition donnée.

Deux grandes catégories d’approches permettent alors de suivre l'une ou l'autre des
branches : soit par construction des tangentes, soit par perturbation du systéme, ce qui tend
généralement & « casser » l’embranchement en deux branches qui ne se coupent plus (voir
figure 2.7).

/ Perturbation
\ B N

F1G. 2.7 — Destruction du point d’embranchement par perturbation

Points d’embranchement

Nous proposons de détailler les méthodes d’embranchement par recherche des tangentes.

L’idée générale est d’avoir recours a la hessienne de F' étant donné que les tangentes recher-
chées annulent la Jacobienne. On se raménera au cas le plus fréquent ot seules deux branches
se rencontrent, et on posera une condition sur la hessienne pour qu’il existe deux tangentes

distinctes.

Notons yo = {z0, o} € RN*! un point d’embranchement.
Localement, on peut écrire :
F(yo + Ay) = F(yo) + DyF(y0)-Ay + Dy, F(y0).(Ay, Ay) + O(||Ay|?)

N+1 aQF yo .
avec Dy, F(yo).(Ax, Ay) = Z (9y](3yk Yk , la Hessienne de F en yyg.
i=1..N

Paramétrons selon l’abscisse curviligne une des branches de solution : ¢;(s) telle que
¢1(0) = yo et pour s au voisinage de 0, F'(c1(s)) = 0. (I’existence de ¢; est fournie par le
théoreme des fonctions implicites). En différenciant la relation précédente par rapport a s, on
obtient : Dy F(ci(s)).¢1(s) = 0; les tangentes recherchées ¢;(s) annulent donc la jacobienne
Dy F(y). On note K = ker(DyF(yo)) le noyau de la jacobienne en ypo.

Le cas le plus fréquent est la rencontre de deux branches distinctes de solution. On est
donc en recherche de deux tangentes ¢ et to : dim(K) = 2. Notons ¢, g2 deux vecteurs indé-

pendants formant une base de K. Le théoréme du rang nous permet de déduire de dim(K) = 2
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que dim(ker(DyF (yo)")) = 1. Il existe donc un unique vecteur ¢ non nul (a une multiplication
par un scalaire prés) tel que DyF(yo)t.¢ = 0. Nous allons utiliser ce vecteur pour pouvoir

construire une preuve d’existence de deux tangentes distinctes.

Différencions deux fois F'(¢1(s)) = 0 par rapport a s et prenons 1’équation obtenue en s =0 :
DyF(yo)-¢1(0) + DyyF'(yo).(¢1(0),¢1(0)) =0

Si l'on fait le produit scalaire & gauche avec ¢ de cette relation, on obtient :

< ¢, DyF(y0).¢1(0) > + < &, Dy, F'(y0).(¢1(0), é1(s)) >=0

En remarquant que < ¢, Dy F(yp).c1(0) >=< Dy, F'(yo).¢,¢1(0) >=< 0,¢1(0) >= 0, on

obtient enfin :
< ¢, Dny(yO)'(él(o)a él(O)) >=0

On peut alors considérer le membre de gauche comme une fonction quadratique définie sur
K. En écrivant que tout vecteur v de K se décompose sur ¢ et g2 selon v = viq; + v2g2, on

a -
< ¢, Dyy F(yo)-(v,v) >=02b11 + v3bas + 20102b12, bij =< &, Dyy F(y0)-(q1,¢2) >

En posant que 'un des vecteurs de la base de K vaut ¢ = ¢; = ¢1(0) (connu d’aprés la
continuation), on obtient facilement un vecteur g en le cherchant orthogonal & ¢; et dans K
(tel que DyF(yo).q2 = 0). Il ne reste donc plus qu’a trouver les coefficients 31 et (3 tels que
ta = 11 + P2g2.

Quels que soient ces coefficients, t5 € K par construction. La derniére équation & satisfaire
pour ty = é2(0) est donc : < ¢, Dyy F(y0).(¢2(0), é2(0)) >= 0. Ce que 'on peut écrire :

B : bi1 b1 B _0
B2 bio  bao B2

Une solution évidente est (51,32) = (1,0) qui redonne ¢;. Le probléme ci-dessus posséde
deux solutions distinctes (donc deux tangentes distinctes) non triviales si le déterminant est
négatif : by1byg — b%Q < 0. En réinjectant que t; = 1.q; 4+ 0.g2, on obtient by;; = 0 et par suite
B1 = —boa/(2b12) 2. Il ne reste plus qu’a fixer o en imposant par exemple une condition de

normalisation du type [|t2]| = 1.

Obtenir numériquement ¢, ¢ et g ne pose pas de probléme. Pour approcher les quantités

b;j, on peut utiliser les différence finies en écrivant :
Dyy F(y0)-(4i, %) = (F(yo + ha;) + F(yo — hqi)) /h* et
DyyF(yo)-(ai>4;) = (1/4) (DyyF(y0)-(6i + 65, G + ¢5) — DyyF(y0)-(6i — 45,6 — ¢5))

Ce qui précéde justifie la définition et le lemme suivants :

Définition 2.7 : Point d’embranchement simple (Simple branching point)

Un point d’embranchement yq est dit simple si :
1. dim(ker(D,F(yo))) = 2

2. by1bog — b%2 <0 O
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Lemme 2.2 : Lemme relatif aux points d’embranchement

Soit yo un point d’embranchement simple. Alors il existe deux courbes réguliéres passant par
Yo et satisfaisant (2.24). De plus, leurs tangentes ¢; en yo sont linéairement indépendantes et
satisfont toutes deux < ¢, Dy, F'(yo).(ti, t;) >= 0. O

Points de bifurcation de Hopf

Comme on a pris le soin de le préciser en introduction de cette section, la naissance
d’une branche de solutions périodiques ne rentre pas dans le cadre de I’étude précédente. On
souhaite néanmoins pouvoir « attraper » ces branches de solutions périodiques. On peut alors
utiliser deux approches : la premiére, plus radicale, est de transformer le probléme périodique
en un probléme de point fixe par le biais d’une section de Poincaré. On peut alors appliquer
la théorie de la section 2.4.3. La seconde méthode est plus pragmatique : si une bifurcation
de type Hopf a été détectée en (zg, po), on posséde les deux valeurs propres conjuguées de
partie réelle nulle : \; = +jwy, et A\; = —jwy,. On sait alors que la solution naissante vaut la
solution type point fixe initiale perturbée d'une composante de période T},, avec Ty, = 27 /wy,.
De plus, on peut facilement se procurer les deux vecteurs propres associés v; et v;. Il suffit
donc de chercher une solution périodique a proximité du point de bifurcation, avec pour point
de départ de la recherche zg + Re(v;) cos(wp.t) + Im(v;) sin(wp,.t).

Cependant, il existe deux types principaux de bifurcation de Hopf (c.f. figure 1.7) lorsque
I'on écarte le cas dégénéré. Pour savoir dans quel cas, sur ou sous-critique, on se trouve et
donc de quel coté de pg chercher, il est possible de calculer /1, premier nombre de Lyapunov.
Les étapes de calcul étant quelque peu fastidieuses, nous ne les détaillons pas ici. Elles sont
trés clairement résumées dans [Kuz04, Sec. 10.2.3]. Lorsque 1'on a effectué ce calcul, le signe
de [; donne le cas dans lequel on se trouve : [; < 0 correspond au cas sur-critique et {; > 0

correspond au cas sous-critique.

2.5 Meéthode de réduction de la taille du probléme

La recherche des cycles limites est fréquemment réalisée par une méthode de balance
harmonique (cf. § 2.3.2). Il est possible, lors de l'utilisation de cette méthode, de réaliser la
majeure partie des calculs sur un faible nombre de ddl non-linéaires en procédant comme
suit : on partitionne les variables z;, ¢ = 1... P en V,; variables non-linéaires dont dépend
la fonction non-linéaire H(Z) en V; = P — Vj,; variables dites linéaires n’intervenant pas dans
I’expression de cette fonction. On peut alors réordonner le vecteur d’inconnues en placant les
inconnues linéaires I; en téte et les inconnues non-linéaires Z,,; en pied de vecteur, et réécrire

synthétiquement les équations du systéme (2.20) comme suit :

H, H,, 7 H)(%, H.
i 1 . Inl ;1?1 + R l(m~ l) _ l (2-25)
Hnll Hnlnl LTnl Hnl(xnl) chl

En séparant les deux groupes d’équations, on peut ainsi effectuer la résolution sur les variables
non-linéaires uniquement en traitant (2.26b) puis obtenir les variables linéaires par la relation
(2.26a).

i =Hy;' [Hcl — HjpiZpy — ﬁl(fnl)] (2.26a)
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[Hpini — HouHyy ' Hypg] &0 + {ﬁnl(@nl) - Enuﬁﬁlﬁl(fnl)] = Hep — HyHy 'Hy o (2.26b)

Ainsi, si 'on avait N ddl initialement dont N,,; ddl non-linéaires (impliqués dans ’expression
des non-linéarités) et que l'on utilise une méthode de balance harmonique & p harmoniques,
on résout un systéme de taille au plus V,,; = (2p + 1)N,;; au lieu de considérer un systéme
de taille P = (2p + 1)N. Pour des structures dont les non-linéarités sont issues d’organes

spécifiques ou de contact, le gain peut étre trés important.

2.6 Conclusion

Les outils présentés dans ce chapitre permettent d’étudier localement les solutions de type
point fixe ou périodique de systémes non-linéaires : ils permettent de construire des solutions,
d’étudier leur stabilité, leur évolution en fonction de la variation d’un parameétre du systéme
et dans ce cadre, la détection et I’étude des bifurcations.

Il nous reste maintenant & aborder les techniques permettant de trouver non pas une seule
mais toutes les solutions d’un systéme dynamique non-linéaire sur lesquelles nous pourront
appliquer ces techniques locales. C’est a cela que sont consacrés les quatre chapitres suivants

de ce mémoire.



Chapitre 3

Analyse globale par cell-mapping

Nous abordons avec ce chapitre I’étude des méthodes d’analyse globale adaptées aux cas de

systémes mécaniques dynamiques.

Premier volet des quatre familles qui seront explorées, le cell-mapping ou cell-to-cell map-
ping consiste d’une part en la suppression de l’aspect temporel du probleme et d’autre part
en une discrétisation de l'espace d’états en cellules. L’objectif est de transformer un systéme
continu en espace et en temps en un systeme discret. Pour bien comprendre le cell-mapping, il
est intéressant de découpler les deur aspects : suppression ou transformation de l’aspect tem-
porel d’une part, ce qui est relatif au terme « mapping » et discrétisation de l’espace d’autre

part, ce qui est relatif & la notion de cellule (cell). L’ouvrage faisant référence a ce sujet est

le livre de C. S. Hsu, [Hsu87].

3.1 Construction d’'un mapping

Partant d’une équation différentielle (1.3) décrivant le comportement d’un systéme et d’un
ensemble de conditions initiales £7¢, on souhaite généralement connaitre le comportement
du systéme pour des temps longs : points fixes, solutions périodiques, quasi-périodiques et
solutions chaotiques. Une méthode directe bien qu’impossible & réaliser matériellement est

d’intégrer le systéme (1.3) en tout point xg € Er¢ sur une durée infinie.

Afin d’obtenir ces solutions, nous réalisons un mapping G qui est une application de IR%
dans IR? (Q = 2N dans notre cas) qui discrétise aspect temporel. Deux types de mapping

peuvent étre construits afin de représenter un systéme de la forme (1.3) :

45
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— en considérant un point = de IR?, on pose ' = G(z) le point obtenu apreés I'intégration
de (1.3) pendant un temps 7 fixé avec = pour condition initiale

— en considérant un hyperplan ¥ de IR? et en attribuant pour image & tout point z de ¥
le premier point de la trajectoire issue de I'intégration temporelle de (1.3) ayant x pour

condition initiale qui coupe ¥ de facon transverse et directe

Il va de soi que dans le second cas, si I'hyperplan ¥ n’a pas été choisi de facon judicieuse
(par exemple, les trajectoires issues de X restent dans X), le mapping n’est pas représentatif
du comportement du systéme. Ces mappings correspondent a la définition donnée en § 1.2.4

d’une application de Poincaré.

La figure 3.1 illustre les deux méthodes de construction. Dans le cas (a), @ = 2 et dans le
cas (b) I'étude d’un systéme autonome de dimension @ = 3 est ramenée a celle d’un systéme

de dimension 2 par intersection avec I’hyperplan ..

=13
€T9 T2
(a) Mapping par échantillonage a 7 (b) Mapping par intersection avec

un hyperplan X

F1G. 3.1 — Modes de construction d’'un mapping

Le choix entre 'une ou 'autre des méthodes de construction dépend essentiellement de
la nature autonome ou non du probléme. En effet, lorsque qu’un systéme est non-autonome,
c’est fréquemment parce qu’il est soumis & une excitation périodique. Il semble alors assez
naturel d’utiliser la premiére méthode en prenant 7 égal & la période d’excitation. Dans le
cas d’un systéme autonome en revanche, puisqu’aucun temps particulier ne se dégage, il est
préférable d’utiliser une section de Poincaré, dans la mesure ol cela a 'avantage de ramener
I’étude d’un systéme de dimension ) & celle d’'un systéme de taille () — 1 par restriction a
un hyperplan. Si ’on souhaite néanmoins utiliser une application de premier retour avec un
systéme non-autonome & = F'(z,t), on peut augmenter ce systéme en utilisant le changement

de variable § = 27t/ et en rajoutant I’équation 0 =2m /T, T ayant été choisi arbitrairement.

L’intérét d’utiliser de tels mappings est qu’il a été démontré que les propriétés des systémes
étaient conservées en termes de nombre, natures et stabilité de solutions ainsi qu’en termes
de bifurcation. Bien que [Hsu87| soit 'ouvrage de référence en matiére de cell-mapping, on
trouvera des explications satisfaisantes sur les mapping ou point-mapping décrits ci-dessus,
dans [NB95].
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3.2 Discrétisation de ’espace

Il va de soi que s’étre affranchi du probléme temporel en utilisant un mapping ne suffit
pas : en effet, il faudrait construire le mapping pour un espace continu inclus dans IR% ou
RO~ ce qui releve de 'impossible 4 moins de pouvoir obtenir une expression analytique
du mapping. Comme ce dernier cas est peu fréquent, on a recours & une discrétisation de
I’espace en cellules. On borne donc le domaine d’étude puis on le découpe en un nombre fini
de cellules; on obtient alors une collection de cellules & laquelle on ajoute une cellule puits
(sink cell) qui sert a représenter tous les états en-dehors de la zone d’intérét 7o que 'on s’est

fixée.

La facon la plus courante de définir ces cellules est de se donner un pavé ¢ de IR9
(resp. IR?~! selon le mapping adopté) et de choisir un nombre de morceaux dans chaque
direction de I'espace N X Ny x --- x Ng (resp. Ny x Ny x --- x Ng_1) afin d’obtenir [[V;
cellules partitionnant ¢ auxquelles on ajoute la cellule puits pour obtenir une collection C
de Nog =[] N; + 1 cellules.

Si I'on note :
e £i¢ =By Ef]x - x [Eq Eg] : 'espace d’intérét,
e h; = (E; — E;)/N; : le pas de discrétisation dans chaque direction,

chaque cellule couvre donc les x tels que :

Vi e [1, Q, Ef + (2 —Dhi <2 < E; + 2k

les z; € {1,...,N;} dépendant de la cellule considérée. Il est donc assez naturel de désigner
une cellule, notée z, par ses coordonnées {z1,z22,...,2¢Q}. On peut choisir d’attribuer a la
cellule puits la coordonnée {0,0,...,0}.

Une fois cette discrétisation de 'espace effectuée, il faut attribuer & chaque cellule une
image. Trois méthodes sont alors possibles :

— Cell-mapping simple (Simple cell-mapping) : seul un point par cellule est retenu et fait

office de conditions initiales. Généralement, c’est le centre de la cellule qui est utilisé

— Cell-mapping interpolé (Interpolated cell-mapping) : plusieurs points sont utilisés sur

la cellule et une interpolation est réalisée sur les différentes images

— Cell-mapping généralisé (Generalized cell-mapping) : plusieurs points sont utilisés sur

la cellule et une probabilité est attribuée aux différentes images obtenues
Dans 'ordre d’énumération, le cotit numérique augmente car un nombre croissant de points
est utilisé pour décrire I’évolution de la cellule dans le temps. En méme temps que ce coiit,
augmente bien évidemment la qualité de la description du systéme. C’est donc un compromis
temps/qualité qu'il faut réaliser.

La figure 3.2 illustre un simple cell-mapping pour ¢ = 2. Selon cette figure, 'image de
la cellule z; = {z1,22} = (1,1) est la cellule z, = (2,2) et celle de la cellule z, est la cellule
73 = (3,6). Il apparait clairement qu’il y a une approximation réalisée en amont et en aval :
d’une part, le centre de la cellule vaut pour représentant de la cellule tout entiére or cette
approximation n’est valable que si la cellule est suffisamment petite. D’autre part, 'image
du centre de z, n’est pas exactement le centre de z;. L’analyse de ce mapping, comme on le

verra dans la section suivante consiste & dire que I'image de z; par G2 est z5. Si 'on redonne
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son sens physique a ceci, c’est que ’on considére que les points de la cellule z; au bout d’une
durée 27 se trouvent dans la cellule z;. On voit donc qu’il y a un cumul d’erreurs qui peut

devenir génant en termes d’interprétation si les cellules sont trop grossiéres.

zZ9 = 1
:1;1/ =7 acl/
=7 W Erc
L
A ¢
/ zZ1 = 1 /‘/___7/
/ — /

yd A

N\

/ 562/

T2

Intégration sur une
durée T

Y

Fic. 3.2 — Tllustration d’un simple cell-mapping

3.3 Analyse d’un cell-mapping

Une fois construit le cell-mapping G qui a chaque cellule associe une cellule image selon
I'une ou 'autre des techniques de mapping et de description de I'image d’une cellule, il faut
analyser le résultat, c’est a dire trouver les chemins qui se referment sur eux-mémes. Nous
décrivons ici brievement ’algorithme d’analyse proposé par [Hsu87| dans le cas d’un cell-
mapping simple.

Il est proposé d’attribuer trois nombres a chaque cellule :

e Gr, le numéro du groupe de cellules : toutes les cellules attirées par une méme séquence

périodique sont du méme groupe

e St, le nombre d’itérations de G nécessaires pour qu'une cellule rejoigne le groupe pé-

riodique vers lequel elle se dirige (St = 0 pour les cellules constituant la séquence
périodique)

e P, la période de la séquence périodique a laquelle appartient la cellule ou vers laquelle

elle se dirige
[’analyse du cell-mapping se fait alors selon ’algorithme donné en figure 3.3 dont nous dé-
taillons les étapes ci-dessous :

1. On initialise ces trois nombres a 0 pour chacune des N¢ cellules.

2. On attribue a la cellule puits z, les nombres suivants : Gr(z,) = 1, St(z,) = 0 et P(z,) =
1.

3. On construit des séquences de cellules L, = [z9,2; = G(2),...,z, = G"(z)] jusqu’a

tomber sur une séquence périodique déja repérée ou refermer la séquence sur elle-méme,
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Initialisation
VzelC, Gr(z) <0, St(z) — 0, P(z) — 0

A

Traitement spécial de la cellule puits
Gr(zs) <1, St(zs) — 0, P(z,) — 1

Construction d’une nouvelle séquence L,
Choix de z € C telle que Gr(z) =0
n 0, 29—z, L. — [z], Gr(zy) — -1

—1 2z’ — G(z,

)

z' appartient 4 un groupe déja identifié

[ Gr(z)>17? ]—' Vk € [0, n], Gr(z,) «— Gr(Z),

N

St(zy,) < St(z')+n+1—k, P(z,) — P(Z)

Découverte d’une boucle au sein de L,

O
O

Vk € [0,n], Gr(z;) < Ngr, P(zp) < n+1—1
Vk € [0,1 — 1], St(z) «— i —k, Yk € [i,n], St(z;) < 0

: S . y
[Gr(g’) _ 19 ] i € [0,n]/ 2" = z; ; nouveau numéro de groupe Ngy
N

Ajout de z' a la séquence en cours

g LZ — [Z(]’Zl’ s 7Zn7Zn+1 - Z/]v GT(Z/) — _1

n—n-++1

F1a. 3.3 — Algorithme d’analyse d’un cell-mapping
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ce qui revient & découvrir une nouvelle séquence périodique, en partant d’une cellule
7o dont le nombre Gr(z,) est nul (ce qui signifie qu’elle n’a pas encore été traitée). Un
nombre Gr(z,) = —1 est attribué temporairement a toute cellule de la séquence en
cours de traitement.

Considérons donc la séquence L, = [zg,2, = G(2),...,2, = G"(2)].

VEk € [0, n], Gr(z) = —1, St(z,) =0, P(z,) =0

Considérons les trois cas suivants pour I'image de z,, 2’ = G(z,,) :

(a) SiGr(z') > 1,z appartient a un groupe déja identifié : on répercute les informations
sur les cellules de la séquence :
e Vk € [0, n], Gr(z;,) = Gr(Z)
e Vk € [0, n], St(z) = St(z)+n+1—k
o Vk € [0, n], P(z) = P(2)
On choisit une nouvelle cellule z, telle que Gr(zg) = 0 pour démarrer une nouvelle

séquence.

(b) Si Gr(z') = —1, une nouvelle séquence périodique est découverte au sein de L, :
Ji € [0, n] tel que z’ = z;. Un nouveau numéro de groupe N¢, est attribué a
chacune des cellules.

e VEk € [0, n], Gr(z;) = Ng

e Vk € [0, i—1], St(z,)=i—k, Vk € [i, n], St(z;,) =0

e Vk € [0, n], Plz;,) =n+1—1

On choisit une nouvelle cellule z, telle que Gr(z,) = 0 pour démarrer une nouvelle

séquence.

(c) Si Gr(z') =0, la séquence s’agrandit d’une nouvelle cellule :
e Gr(z)=-1
® LZ = [Z07Z17 ... 7Zn7Zn+1 - ZI]

: . /
On poursuit le raisonnement avec z’ = G(z,,,1).

Enfin, nous donnons ’exemple suivant : soit le cell-mapping trivial représenté en figure
3.4; les cellules ont été numérotées de 1 a 8, le numéro 9 étant attribué a la cellule puits et
la cellule image de chaque cellule est désignée par une fléche. Cette figure résume en somme
les informations que 1’on posséde aprés discrétisation de ’espace Er¢ puis construction du
cell-mapping simple par intégration temporelle du centre de chaque cellule.

Ces informations sont reportées dans les trois premiéres colonnes du tableau 3.1. La premiére
colonne reporte les coordonnées discrétes z; et zo selon les axes x et y, la seconde indique le
numeéro de la cellule correspondante et la troisiéme, le numéro de la cellule image. Les colonnes
suivantes reflétent I’état des trois nombres Gr, St et P lors de la construction d’une séquence
commencant par la cellule 1. On voit ainsi que ’on ajoute successivement les cellules 1 (n=0),
2 (n=1), 7 (n=2) puis 6 (n=3). On se trouve alors avec 7, image de la cellule 6, valant la
cellule 2 pour laquelle le nombre Gr vaut -1. Conformément & ’étape 3.b de l’algorithme,
on identifie une nouvelle séquence et on cherche l'indice i tel que z’ = z; : i = 1 pour notre
exemple. On en conclut, en derniére colonne, que l'on a un cycle de période 3 constitué des

cellules 2, 7 et 6 ayant la cellule 1 dans son bassin d’attraction.
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Fia. 3.4 — Cell-mapping - Illustration de la méthode d’analyse

Fin

P

St

P | Gr

St

P | Gr

St

P || Gr

St

P | Gr
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Im || Gr

Nb

21 22
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31

41

42

32

22

12

TaB. 3.1 — Cell-mapping - Illustration de la méthode d’analyse
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3.4 Interprétation d’un cell-mapping

Aprés 'étape d’analyse, reste & interpréter les résultats. En effet, selon la finesse de la
discrétisation adoptée, les séquences périodiques ou cycles trouvés, reflétent plus ou moins
fidelement le comportement du systéme. En poussant a ’extréme, si ’on a fait le choix de
prendre une seule cellule pour discrétiser £7¢, deux groupes au plus peuvent étre dégagés :
le groupe 1, relatif & la cellule puits et le groupe 2 qui donne que I'image de la cellule est
elle-méme, ce qui ne veut rien dire de plus qu’il existe au moins une trajectoire revenant
dans &;¢. Ceci ne donne que peu d’informations relativement a la dynamique du systéme.
De la méme facon, si une solution périodique réelle existe dans ’espace continu, il se peut
qu’elle soit traduite par plusieurs cycles du cell-mapping, ceci provenant du fait qu’une cellule
sera toujours plus large qu’un point. On trouvera des exemples d’application de méthodes de
cell-mapping et donc d’analyse, dans les articles [LSW97| et [DCLO05].

Afin de parer a ces problémes, il est intéressant d’adopter une technique de raffinement :
partant d’une discrétisation grossiére de I'espace ¢, on la raffine autour des zones ou des
cycles ont été détectés. Ainsi, on travaille avec un maillage lache aux endroits de peu d’intérét
et fin sur les zones contenant des solutions remarquables. Une telle approche mélant cell-
mapping simple en premiére approximation et cell-mapping généralisé sur les zones de fort
intérét est proposée par [Hsu87| et dénommée « From large to small » ; [GK99| propose aussi

une méthode de raffinement adaptatif dans le cas du cell-mapping généralisé.

3.5 Application & un oscillateur de Duffing

Nous proposons de tester chacune des méthodes d’analyse globale sur le systéme simple
que constitue 'oscillateur de Duffing dont une étude est donnée en annexe A. Nous appliquons
donc un cell-mapping simple pour ce systéme en étudiant la zone de condition initiales E;0 =
[—2,2]x[—3, 3]. Le tableau 3.2 résume les caractéristiques numériques des cell-mapping utilisés
pour créer les figures 3.5 & 3.9. Les calculs ont été réalisés sur un serveur Intel Core 2 Duo
E6600 (4Go de Ram). La ligne intitulée « Cycles » donne la période des cycles trouvés en
notation abrégée : n-P signifie que le cycle est constitué de n cellules; cette indication est

suivie par le nombre de cycles de cette période.

Les figures 3.5 et 3.6 représentent les bassins d’attraction obtenus pour les valeurs respec-
tives de w = 1.2 rad.s ™! et w = 1.5 rad.s~'. Sur ces deux figures, on distingue trois solutions,
marquées par des symboles + et leurs bassins d’attraction représentés par des symboles e
de méme couleur. Les solutions S7, en bleu et S3, en rouge sont stables; elles possédent des
bassins d’aire non nulle. La solution Sy, en vert, en revanche, se situe sur la séparatrice entre

les deux bassins de S7 et de S3 et ne posséde pas son propre bassin : elle est instable.

Nous avons raffiné les zones encadrées en figure 3.5 (w = 1.2 rad.s~!) qui contiennent
les ilots de solution Sy, Ss et S3. Nous appliquons sur ces zones un nouveau cell-mapping
simple afin d’affiner la localisation des solutions. On obtient alors respectivement les figures
3.7, 3.8 et 3.9. Nous avons aussi tracé sur ces trois derniéres figures le résultat de 'intégration
temporelle issue du centre de chaque cellule. Partant du centre matérialisé par un point

bleu, nous menons un trait jusqu'au point obtenu a la fin de I'intégration temporelle (donc
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FIG. 3.5 — Cell-mapping - Oscillateur de Duffing : Bassin d’attraction pour w = 1.2 rad.s~!
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F1G. 3.6 — Cell-mapping - Oscillateur de Duffing : Bassin d’attraction pour w = 1.5 rad.s ™
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Fig. 3.5 Fig. 3.6 Fig. 3.7 Fig. 3.8 Fig. 3.9

P [—2,2] [—2,2] [—0.34,—0.22] | [-0.65,—0.49] | [0.73,0.89]

e [—3, 3] [—3,3] [—0.03,0.15] [0.09,0.33] [0.27,0.51]

Divisions
101 x 101 | 101 x 101 51 x 51 51 x 51 51 x 51

(Nl X Ng)

Temps cpu (s) 112 95 17 20 21

Cycles : période 1P - 6 1-pP: 14 1P 9 L.P -5 I-P:1

et nombre ' 3-P:5 ' ' 8-P:1

TAB. 3.2 — Cell-mapping - Oscillateur de Duffing :

tableau récapitulatif des caractéristiques numériques
au bout d’un temps 7 = 27/w). On voit ainsi se dessiner la dynamique du systéme aux
abords de ces trois solutions. Nous avons souligné le mouvement dominant au voisinage des
solutions a I’aide d’un trait noir fléché. On peut lire ainsi que, conformément a la classification
établie en § 1.2.5, les solutions S7 et S3 sont des foyers stables tandis que la solution S5
consiste en un point selle dont nous avons représenté les directions attractrices et répulsives.
La stabilité ainsi lue des solutions se retrouve en figure 3.10 qui donne les portraits de phase
obtenus pour des intégrations temporelles dont les conditions initiales correspondent aux
zones identifiées comme étant des solutions : en bleu est représentée la trajectoire durant les
100 périodes d’excitation pour lesquelles I'intégration temporelle a été menée; en vert, seule
la premiére période d’excitation est représentée et en rouge, la derniére. On voit donc que
pour les solutions stables S et S3 la trajectoire forme une ellipse inchangée au cours des 100
périodes d’intégration : les premiers et derniers cycles se superposent. En revanche, le cycle
instable S représenté en vert est vite quitté par le systéme qui regagne ici le cycle Ss.

Nous venons de voir que les figures produites par un cell-mapping sont trés séduisantes et
que la quantité d’informations quant & la dynamique du systéme est importante : solutions,
bassins d’attraction, stabilité. Cependant, cette étude a été menée sur un systéme trés simple
a un seul degré de liberté. Qu’en est-il lorsque la taille du systéme augmente ? En effet, si la
quantité d’informations résultant d’un cell-mapping est importante c’est entre autres parce
que la quantité d’informations traitée I'est aussi : cette méthode génére un grand nombre de
cellules donc un grand nombre d’informations a stocker et demande une intégration temporelle
par cellule, donc un temps de calcul que I’on peut supposer conséquent méme si cela n’est pas
perceptible sur notre exemple. Essayons donc d’extrapoler ces résultats pour des systémes de
taille plus importante. D’aprés les temps de calcul recensés pour nos cinqg essais, on en déduit
un temps moyen de calcul T}, = 0.0085 s par cellule. Pour un systéme dynamique a /N ddl -

donc un espace d’états de dimension 2N - que I'on subdiviserait en N; morceaux dans chaque

direction (N7 = --- = Noy = Ny), on obtient les grandeurs clé suivantes :
Nombre de cellules a traiter N, = N (3.1a)
Temps total de calcul Tyot = TynoyN., (3.1b)
Espace de stockage S =s,N. (3.1c)

ou s, désigne l'espace dédié au stockage des informations pour une cellule.

En prenant s, = 1 octet, c’est & dire I'espace permettant juste de créer un vecteur dont
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FiG. 3.7 — Cell-mapping - Oscillateur de Duffing : raffinement autour de la premiére solution
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Fia. 3.9 — Cell-mapping - Oscillateur de Duffing : raffinement autour de la troisiéme solution
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Fia. 3.10 — Cell-mapping - Oscillateur de Duffing : portraits de phase des trois solutions
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I’élément ¢ contient I'indice j de la cellule image lors d’un cell-mapping simple, et en appliquant
ces formules pour des systémes de 1 & 5 ddl et des valeurs de N, variant entre 10 et 100, on
obtient les diagrammes représentés en figure 3.11. On voit ainsi que pour un systéme de 4 ddl
pour lequel on réaliserait 20 divisions dans chaque direction, il faudrait stocker au minimum
500 Go de données obtenues apres 10 ans de calcul... quand bien méme on diviserait par 10
le temps de calcul par cellule, I'utilisation d’une telle méthode n’est pas envisageable. Cette
extrapolation nous améne donc a nous tourner vers d’autres méthodes, certainement moins

riches dans leur résultats mais permettant de traiter des systémes de taille plus importante.

3.6 Conclusion

Basé sur l'intégration temporelle de points de 'espace d’états, donc donnant une image
globale de I’évolution du systéme, le cell-mapping s’avére étre une méthode séduisante en
termes de richesse des résultats : solutions de différentes natures, bassins d’attraction et
stabilité. Cependant elle s’est révélée trop cotiteuse numériquement pour pouvoir satisfaire a
notre besoin. En effet, elle ne permet de traiter dans des délais raisonnables (quelques jours au
maximum) que des systémes & un ou deux degrés de liberté qui ne suffisent pas pour décrire
des structures industrielles. Nous allons donc nous tourner dans les prochains chapitres vers
des techniques donnant une vision moins compléte de la dynamique du systéme - en faisant
par exemple des hypothéses sur la forme des solutions recherchées donc en restreignant le

champ d’investigation - mais plus rapides en termes de calcul.
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(a) Extrapolation du temps de calcul selon le nombre de ddl et de divisions
T T T T T
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(b) Extrapolation de I’espace de stockage selon le nombre de ddl et de divisions
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FiG. 3.11 — Cell-mapping - Extrapolation des temps de calcul et des espaces de stockage



Chapitre 4

Analyse globale par exclusion de

cellules

Nous abordons avec ce chapitre ['utilisation de méthodes permettant la résolution de sys-
témes algébriques et non de systéemes dynamiques. Ces méthodes nécessitent donc la transfor-
mation de l’équation différentielle (1.1) en un systéme algébrique (2.10) voué a représenter
un type de solution particulier (point fixe, solution périodique, etc). Il faut donc appliquer ces
méthodes sur des systémes de la forme (2.10) issus de transformations de (1.1) différentes,
pour obtenir toutes les solutions du probléeme considéré. Leur avantage sur les méthodes de
cell-mapping est en revanche leur capacité a traiter de plus gros systémes.

Le principe des méthodes par exclusion de cellule est de traiter l'ensemble Q) des valeurs
possibles pour les variables %; sous forme de cellules X réunies dans une partition T') de
Uespace inclus dans Q0 dont on va chercher a montrer qu’elle ne contiennent pas de solution. Si
Uon y arrive, la cellule est éliminée, sinon, elle est subdivisée en sous-cellules. Le moyen utilisé
pour montrer qu’aucune solution n’est contenue dans la cellule est un test numériquement peu
cotteux. Ce test est nommé test d’exclusion ou cell discarded condition que nous noterons
sous sa forme abrégée CDC dans la suite de ce chapitre. Ce processus est décrit par ’algorithme

J.1.

Lefficacité de ces méthodes dépend essentiellement de deux choses. Premiérement et ma-
joritairement, elle dépend du test d’exclusion : s’il n’élimine pas facilement de larges zomes
vides de solutions, ces zones sont subdivisées en zones plus petites qui sont testées a leur tour.
Si le test n’est capable d’éliminer que des cellules de trés petite taille, il faudra [’exécuter sur

un nombre de cellules trés important ce qui ralentira 'exécution de l’algorithme. Plusieurs

99
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Initialisation
Partition initiale I'y de Q; k «— 1
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des cellules solution ; Arrét

Fia. 4.1 — Méthodes d’exclusion - Algorithme général

types de tests sont proposés dans la littérature, adaptés a différentes situations. Nous donnons
dans les sections suivantes les principauz tests d’exclusion et la littérature associée et mous
conseillons dés a présent Uarticle [XZW96] qui constitue une bonne introduction & ces mé-
thodes. Le second paramétre jouant sur [’efficacité de ['algorithme est la finesse de partition
de la zone étudiée : si lorsque l'on passe de la partition I'y & une partition plus fine I'kxiq,
on subdivise chaque cellule en un trop grand mombre de sous-cellules, il faudra exécuter un
trés grand nombre de fois le test d’exclusion, ce qui sera codteus ; si, a ['inverse, on subdivise
trop peu L'y, le test d’exclusion est effectué un faible nombre de fois mais le domaine apres
exclusion n’est pas trés différent du domaine précédent dans la mesure ou les cellules testées

sont peu différentes de celles du rang précédent.

Ce chapitre s’organise comme suit : nous détaillons tout d’abord les étapes du schéma 4.1,
puis nous consacrons les sections 4.2 et 4.3 a des tests d’exclusion exploitant les éventuelles
spécificités de la fonction H(Z) que ['on essaye d’annuler. Nous présentons ensuite en détail un
test d’exclusion plus général basé sur la méthode dite « du simplexe ». Enfin, nous appliquons
cette derniére méthode au méme oscillateur de Duffing que celui du chapitre précédent.

On rappelle que ['on note P la dimension de T et on suppose, sauf mention contraire, que le

systéme est carré (i.e. on posséde autant d’équations que d’inconnues).

4.1 Etapes de I’algorithme général

Lorsque 'on veut mettre en ceuvre 1’algorithme décrit briévement en introduction et re-

présenté en figure 4.1, il faut commencer par créer une premiére partition I'y de ’espace €2
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qui représente le domaine de IR” sur lequel les variables #;, 1 <4 < P peuvent prendre leurs
valeurs. Les cellules X constituant une telle partition sont des pavés de IRY. On peut donc
choisir I'y = €2 et ne considérer qu’une cellule pour la premiére partition si la forme de Q 8’y
préte ou au contraire considérer plusieurs cellules, par exemple d’une taille maximale imposée
si I’on posséde des informations sur efficacité du test d’exclusion utilisé ensuite. Pour ce qui

nous concerne, nous avons choisi la premiére possibilité.

L’étape sur laquelle on est ensuite susceptible de s’interroger est celle consacrée au raffi-
nement de '), en | PN ' contient uniquement des cellules que le test d’exclusion ne peut
éliminer ; elles sont donc trop vastes, il faut en réduire la taille. Il est rare de trouver dans la
littérature une autre méthode que celle qui vient assez naturellement de former une partition
de I'espace restant en divisant les cellules en deux selon chacune des P directions. Il semble
méme que cette méthode soit généralement optimale selon [XZW96]. Notons quand méme
la proposition faite dans [YT02| d’exploiter les calculs réalisés pendant application du test

d’exclusion dans le cas de la méthode du simplexe.

Examinons maintenant le critére important de la taille limite de la cellule en-deca de
laquelle on estime que si le test ne I’a pas exclue, c’est qu’elle contient une solution. Idéalement,
le critére serait que la cellule soit réduite & un point. Ceci étant impossible & obtenir par
dichotomie, on choisit que la cellule soit suffisamment petite, c’est-a-dire que chacune des
bornes inférieures et supérieures de ses composantes soit suffisamment proche. Ceci peut se
quantifier de facon relative - suffisamment proche par rapport & la valeur centrale - ou absolue.
La premiére facon est séduisante sauf dans le cas o la cellule posséde une de ses composantes
centrée sur une valeur proche de zéro (le critére relatif imposant alors de diviser par zéro).

Nous choisissons donc le critére suivant :

Si0eX;, wX;)<
Cellule assez petite < Vi € [1, P], { ' ! w(){) Xa
i

Si0¢ X;, w(X;) < ex, min(|X,],|Xi])

en notant }Z et X ; respectivement les bornes inférieure et supérieure et w(X'Z) =X;,—- X ; la
largeur de la cellule selon la composante 4.
Un choix qui semble raisonnable des valeurs ex, et ex, est 107 pour le premier et 10~3 pour

le second.

Enfin, les deux étapes permettant I'arrét de l'algorithme correspondent au cas ou toutes
les cellules de la partition 'y ont été éliminées par le test : il n’existe donc aucune solution
sur le domaine € étudié. L’autre cas, plus attendu, correspond & la configuration o [} ne
contenait plus que quelques cellules qui aprés subdivision sont d’une taille jugée raisonnable

pour pouvoir étre considérées comme représentantes de solutions.

4.2 Tests d’exclusion simples

Nous reportons dans cette section deux tests d’exclusion simples dans leur formulation,
proposés par [XZW96]| et qui s’appuient sur des propriétés fortes de la fonction H étudiée.
On rappelle que l'objectif d’un test d’exclusion appliqué a une cellule X est de garantir la

non-existence d’une solution sur cet espace. On utilise donc généralement la contraposée d’une
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proposition de la forme :
1l existe une solution Z* sur X = Conditions & vérifier (4.2)

En testant les conditions et en trouvant qu’elles ne sont pas vérifiées, on peut affirmer qu’il
n’existe aucune solution sur X. Nous formaliserons un test d’exclusion conformément a (4.2).

Enfin, nous définissons les notations suivantes :

&—FXi

— Centre d’une cellule X : mid(X), Vi € [1, P], mid(X;) =

— Largeur d’une cellule X : w(X;) = El — X, et w(X) = 1@@}(}3(10()@))
_Z_

4.2.1 Fonction lipschitzienne

Si H est lipschitzienne sur 'ouvert Q C IRY, on a par définition :

Vi € [1, P], 3oy € R tel que ¥ (2,9) € Q% ||Hi(&) — Hi(9)|| < |7 — 7|
Ainsi, s'il existe un zéro #* sur la cellule X C €, on peut écrire que 'on a nécessairement :
Vi e [L Pl [[Hi@) < aaillZ" — ]

En particularisant § comme étant le centre mid(X) de la cellule étudiée et en notant
7t = {w(Xy),...,w(Xp)} le vecteur désignant les dimensions de la cellule selon ses P co-

ordonnées, on aboutit au CDC suivant :
3i*eX /H@E)=0=VYi € [1, P], |[|[Himid(X))|| < o4fi/2 (4.3)

La difficulté pour 'utilisation de ce test d’exclusion est de déterminer les plus petits «;, c’est-
a-dire les constantes de Lipschitz de chacune des composantes de H qui permettent de réaliser

un test efficace.

4.2.2 Fonction monotonement décomposable
En définissant la relation d’ordre suivante sur IR” :
r<g&eVvi e [1, Pl z; <y,
on dit qu’une fonction C' de IRY dans IR" est isotone si elle conserve 'ordre :
C isotone < V (Z,7) € (RP)?, 2 < j= C(z) < C(%)

On dit alors que H est monotonement décomposable si et seulement s’il existe deux fonctions
C et D isotones telles que H = C' — D.

Si H est monotonement décomposable, et posséde un zéro £* sur X, on peut alors utiliser

la relation X < #* < X pour écrire :

C(X) < C(F") < C(X) et D(X) < D(#") < D(X)
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et par suite :
C(X) - D(X) < H(F*) = 0 < C(X) - D(X)
On obtient donc le CDC :
C(X) < DX
17X /H(I@)=0= (T) - (T) (4.4)
X) < O(X)

Il faut donc pour pouvoir utiliser ce test d’exclusion avoir déterminé - si cela est possible - les

deux fonctions C' et D qui décomposent H. On a donc un travail préalable d’existence et de

construction des fonctions & effectuer, ce qui ne correspond pas & notre objectif de pouvoir

traiter automatiquement une grande variété de non-linéarités.

4.3 Tests basés sur la domination de fonction

Nous abordons dans cette section des tests reposant sur le principe de la domination de

fonction. L’objectif sera donc d’une fagon générale de trouver des fonctions g; pertinentes qui

majorent la valeur absolue des fonctions H;. Le théoréme 4.1 donné plus loin permet alors de

construire différents tests.

4.3.1 Fonctions développables en série entiére

Nous reportons dans cette section le test d’exclusion construit et justifié par [XZL97].

Donnons d’abord quelques définitions et notations :

1. Conventions d’écriture :

P
e Vae N, |a|:Zak
k=1

P
o ¥ (#,0) € (R x NT), o =[] &
k=1

e ViecRY |7 ={|71],...,|zp|}

2. On dira qu’une fonction h : IRP — IR est développable en série entiére si et seulement

si elle peut s’écrire pour tout & € IR” :

[ee]
h(z) = Z cai® a € INY, ch € R
|| =0

3. On en définit alors la valeur absolue |h| :

vie R, |h|(@) =) |cal®®
|ar|=0

4. Relation d’ordre partielle pour h = > ¢, 2% et g = Y dpo® :

h<geVac N || < |d
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5. On note &, I'ensemble des fonctions de IRY dans IR pour lesquelles il existe k(€ IV)

fonctions décomposables en séries entieres h(*) telles que
vze R, nz)=hr"(z)+ Z 1n) (&

6. On note enfin &y = {H : R" — R / Vi € [1, P], H; € &}

Une fois ces définitions établies, on peut énoncer le théoréme suivant (démontré dans [XZL97]) :

Théoréme 4.1 : Domination par une fonction décomposable en série entiére

Soit h € &, et g une fonction décomposable en série entiére telle que |h| < g.
Alors V (2,5) € (R”)?, |h(&) — h(@)| < |gl(9] + |2 —g]) — 19l () O

Ainsi, §'il existe un zéro #* de h sur X et que Pon choisit § = mid(X), on peut écrire :

[A(mid(X))| < lgl(mid(X) + ) — [g|(mid(X))

On obtient alors aisément le test d’exclusion suivant sur H € gy telle qu'il existe G : RY —

IR” développable en série entiére et dominant H :
95 € X/ H(#) = 0= |[Hmid(X))| < |Gl(mid(X)| +7) - [Gl(midX)])  (45)

On voit que les conditions de mise en ceuvre d’un tel test sont fortes; elles nécessitent
une forme particuliére pour H et la construction d’une fonction G qui domine H « au plus
proche ». Il faut en effet tenter d’obtenir une majoration qui ne soit pas trop grossiére de peur

d’obtenir un test totalement inefficace.

4.3.2 Deéveloppement de Taylor

Reprenant les travaux de [XZWO96| et [XZL97|, Kurt Georg propose dans [Geo0l] et
[Geo03] plusieurs tests d’exclusion basés sur le développement de Taylor de la fonction H.
Comme précédemment, nous donnons quelques définitions et notations avant d’énoncer les

résultats principaux.

1. On appelle h : Q C IR” — IR une fonction absolument continue si et seulement si
Ve>0,3n>0, /¥ (,9) € Q)7 [ —gll <n=[h(Z) - (@] <e

2. Onnote : Va € INP, 0%h = 0l®lh/0x(" ... 0x}F

3. On définit aussi les deux ensembles suivant :
. Ak(f() = {h X - IR /Y aeINF |a| <k, 0 est absolument continue}
o Ki(X) ={g € Au(X) / ¥ |a] < b,V (,7) € (X)?,

0<Z<g=0<0%(x) <)}

4. Pour h € Ap(X) et g € Ki(X), on dira que g domine h a l'ordre k sur X si et seulement

si
Vial <k, VieX, |0(z)] <0%(|)

On notera cette relation k(%) < g(Z), & € X ou plus simplement h <j g s'il n’y a pas
d’ambiguité.
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5. On généralise cette définition de dominance a H : Q — IRP en posant que si Vi €
[1, P], H; € Ap(X), il existe G; € Kp(X), telle que H; <, G, alors G = {G1,...,Gp}!
domine H a lordre k sur X : H <, G.

Fort de ces définitions préalables, on peut alors énoncer les différents tests d’exclusion sui-

vants :

1 - Soit X une cellule de IRF| k > 0 un entier et G tels que |H(%)| < G(Z — mid(X))| pour
# e X. Alors (4.6) est un test d’exclusion pour H sur X.

37*eX /H@E)=0=>
[Hmid(X))| < G(i/2) - G0) -y (9°G(0) - 0" Hmid(X))|) {/2)*  (46)
0<|a|<k ~~
>0

2 - Soit X une cellule de IR”, k > 0 un entier et G tels que |H(&)| < G() pour & € X.
Alors (4.7) est un test d’exclusion pour H sur X.

3 € X/ H(@*) = 0= |Hmid(X)]| < G(mid(X)| +5/2) - G(mid (X))
- ¥ (aaa(mid(X)) - |6°‘H(m1d(X))|) (7/2)% (4.7)

0<|a|<k

>0

3 - Constantes de Lipschitz pour H : si H € Al()z'), considérant les constantes de Lipschitz
c, :
Vil =1, Cy > sup |0“H ()]

gex

Alors (4.8) est un test d’exclusion pour H sur X.

i e X [ H(#) =0=[Hmid(X))| < Y Cu(i/2)* (4.8)
lal=1

4 - Constantes de Lipschitz pour H : si H € .AQ(X), considérant les constantes de Lipschitz
Cs:
VBl =2, C5>sup‘8ﬁH ‘
geX

Alors (4.9) est un test d’exclusion pour H sur X.

3@ eX [ HE) =0= [HmidX))| < > [0°Hmid(X)|F/2)* + > Cai/2)? (4.9)
jaf=1 181=2

Ces différents développements impliquent une étude préalable de la fonction pour pouvoir
construire une fonction G appropriée. Encore une fois, étant donnée notre volonté de traiter
des non-linéarités variées dans leurs expressions, nous laissons de coté la mise en ceuvre de
ces méthodes pour nous tourner vers une méthode dont le champ d’application est plus vaste

et que nous appellerons « méthode du simplexe ». Nous lui consacrons la section suivante.
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4.4 Meéthode du simplexe

La méthode du simplexe est une méthode d’optimisation sous contraintes linéaires. Elle
est expliquée en détail dans [PTVF92, Chap. 10.8]. Partant d’un systéme non-linéaire de
la forme (4.10), que I'on cherche & résoudre sur X, intervalle borné de IRY, on traduit les
non-linéarités du systéme en inégalités (4.11) :

A~

Hz+H(#) -H.=0, € X (4.10)

Hi+j=0ieX, HX)-H.<§<H(X)-H, (4.11)

On n’a donc pas deux systémes équivalents mais I'implication (4.10) = (4.11); (4.11) corres-

pond bien & un test d’exclusion pour (4.10), comme 'ont démontré et illustré [YKT98, YT02].

Dans une premiére section, nous exposons la méthode du simplexe, puis, nous la relions
a notre probléme initial (4.10).
4.4.1 Probléme traité par une méthode de simplexe : forme et résolution
Forme générale

Une méthode de simplexe est capable de traiter les problémes d’optimisation linéaire &

contraintes linéaires. Ils peuvent se mettre d’une facon générale sous la forme suivante :

Maximiser : 2= f.2, f'={f1,....fp} € R" (4.12a)

Sous les contraintes primaires : >0 (4.12b)

Sous les contraintes supplémentaires : C1.2 <by, Cy € My p, b >0 (4.12c)
Co.# > by, Cy € Mypy.p, by >0 (4.12d)

Cs.% = by, C3 € My, p, b3 >0 (4.12¢)

On entend bien sir par < g la relation Vi € [1, P], #; < g; et on note M, ,, I'ensemble

des matrices réelles & m lignes et n colonnes.

z est appelée fonction objectif (objective function).

Forme normale

Le probléme ne peut étre traité directement sous la forme précédente : il faut ramener
les inégalités (4.12c-4.12d) a des égalités. Pour ceci, on augmente le systéme d’inconnues en
ajoutant mj + me variables d’écart (slack variables), A1) € IR™ et \(?) € IR™2 définies par :

A —p — 017 et AP =(0y.7 — by

En adoptant les notations suivantes, on peut exprimer le probléme sous une forme normale
(4.13) équivalente a (4.12) :

T f b1 Cr Imy
T = >\(1) ) f = 0m1,1 ’ l; = b2 ) é = 02 _Im2
A2 O, 1 b3 C3
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Maximiser : 2= f.@ (4.13a)
Sous les contraintes primaires : >0 (4.13b)
Sous les contraintes supplémentaires : Ci=b b>0 (4.13¢)

On note P = P + mq + mo la dimension de Z.

Forme normale restreinte

La résolution du systéme sous forme normale nécessite une derniére manipulation : il
faut que l'on ait identifié des variables de gauche et des variables de droite. Ceci se fait en
retravaillant 1’expression des contraintes additionnelles (4.13c). Tl faut en effet obtenir une
écriture de ces contraintes telle que chaque égalité posséde dans son membre de gauche au
moins une variable affectée d'un coefficient strictement positif et qui n’apparaisse que dans
cette égalité. On appelle alors ces variables variables de gauche (left-hand variables) et les
autres, variables de droite (right-hand variables). Le probléme est alors dit sous sa forme
normale restreinte (restricted normal form).

En admettant que ’on ait réussi & mettre les contraintes sous cette forme, adoptons les

notations suivantes :

Ca=0,0>0

N : ensemble des indices i tels que Z; soit une variable de gauche
N, : ensemble des indices i tels que Z; soit une variable de droite
NUN,={1,...,P+mq+ma+ms}, NNOAN, =10

La distinction entre variables de gauche et variables de droite peut alors s’écrire ainsi :

Vi e [1, mi+me+ms], 35 € [1, P]] tel que
C’{j>0eth S [[1, m1+m2+m3]], k # 1, A;C]-:O

Z; est appelée « variable de gauche ».

Ce passage de la forme normale & la forme normale restreinte est illustré sur un exemple en
équations (4.15) et (4.16).

En remplacant les variables de gauche par leurs expressions en fonction des 13; et des
variables de droite, seules subsistent alors les variables de droite et les lA); dans I’expression de
Z (équation (4.17) de I'exemple).

S’il est possible de mettre le probléme (4.13) sous forme restreinte, ceci veut dire qu'il
existe au moins un vecteur respectant 1’ensemble des contraintes. En effet, mettant & zéro
les variables de droite, ce qui respecte les contraintes primaires associées, on obtient que les
variables de gauche z;, ¢ € N; valent l;;g / C’,’m > 0 par respect des contraintes additionnelles.
Elles respectent ainsi elles aussi les contraintes primaires de non négativité. On posséde donc
un vecteur & qui, sans forcément maximiser Z, respecte toutes les contraintes. Un tel vecteur
est appelé vecteur admissible (feasible vector). La recherche systématique d’un vecteur ad-
missible pour un probléme sous forme normale donné constitue la phase I de la méthode du
simpleze. Si aucun vecteur admissible ne peut étre exhibé, c’est qu’il n’existe aucun vecteur
satisfaisant a toutes les contraintes simultanément, et donc, que le probléme n’admet pas de

solution. La résolution du probléme & partir d’'une forme normale restreinte constitue la phase
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11 de la méthode du simpleze. Elle s’effectue a ’aide d’un tableau et de pivots successifs entre

variables de gauche et variables de droite.
Nous donnons ci-aprés la méthode utilisée pour réaliser la phase IT de la méthode du sim-
plexe, puis, la méthode permettant la transformation systématique d’une formulation normale

en une formulation normale restreinte, dite phase I.

Phase II de la méthode du simplexe

Nous ne donnons pas ici d’explication théorique et préférons I’explication par I'exemple.

Considérons le probléme général :

Maximiser z = Z1 + Z9 + I3
Sous les contraintes :
71 >0, 22 2>0, 3 >0
T1+22<6
To+223<7

T1 — 222 =0

(4.14)

On introduit A\ = 6 — (1 + T2) et Ao = 7 — (Z1 + 2Z3) pour mettre le probléme sous forme
normale :
Maximiser 2 = T1 + To + I3
Sous les contraintes :
2120, 290>0, 732>0, A\ >0, A2 >0
AM+21+T2=06
Ao+ To+2T3=7

T1 — 229 =0

(4.15)

Le probléeme étant trés simple ici, il est aisé de le mettre sous forme normale restreinte en

constatant que 1 = 279 :

Maximiser 2z = 329 + I3
Sous les contraintes :
7120, 22>0, 23>0, Ay >0, Ay >0

. (4.16)
A +372=06
Ao+ 239+ 223 =17
T1—229=0
Pour résoudre ce systéme, on construit le tableau suivant :
b| 2o | T3 — Variables de droite (Z2, Z3)
z 10 Ly 2=0+3.22+ 1.23
z1 |0 L1 21 =0+222+0.23
AM|6]-3]0 Ly A =6—3.22+0.23 (4.17)
A | T —=2] =2 Ly A =7T7—2.29 —2.%3
T

Variables de gauche (&1, A1, A2)
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Ce tableau traduit la fonction & maximiser et les contraintes additionnelles en exprimant les
variables de gauche en fonction des variables de droite. La colonne b donne la valeur de 2 et

des variables de gauche lorsque toutes les variables de droite sont mises & zéro.

L’objectif étant de maximiser Z en augmentant les variables de droite (étant & 0, elles
ne peuvent qu’augmenter), on repére les variables pour lesquelles les coefficients de Lj sont

positifs : si la variable augmente, Z fera de méme.
Sur notre exemple, les deux variables de droite sont susceptibles d’augmenter Z.

Il faut, apres sélection des variables, déterminer de combien elles peuvent augmenter au
maximum. Le facteur limitant est cette fois déterminé par les lignes L1 & Ly, 4myt+ms qui
traduisent la dépendance des variables de gauche avec celles de droite et qui doivent respecter
les contraintes primaires de non-négativité. Ainsi, une variable de droite peut augmenter
jusqu’a annuler une variable de gauche. Seule les variables de gauche diminuant lorsque les
variables de droite augmentent sont limitantes : il faut examiner les lignes comportant des
coefficients négatifs. Aprés avoir trouvé 'augmentation maximale pour chaque variable de
droite sélectionnée, on regarde son impact sur la fonction objectif Z et on choisit d’utiliser

celle provoquant le gain le plus important.

Examinons notre exemple :

— variable Zo :
— limitée par A; & une variation de —(6/(—3)) = 2
— limitée par Ay & une variation de —(7/(—2)) = 7/2
= T9 peut varier au plus de 2, ce qui augmenterait 2 de 2 x 3 =6

— variable Z3 :
— limitée par Ay & une variation de —(7/(—2)) = 7/2
= I3 peut varier au plus de 7/2, ce qui augmenterait zZ de 7/2 x 1 = 7/2

C’est donc To, limité par A1 que 'on va faire varier de +2.

Aprés variation, la variable de droite retenue est & sa valeur maximale pour la configuration
actuelle et la variable de gauche qui a servi a sa limitation est annulée, donc est a sa valeur
minimale ; elle ne peut qu’augmenter. On effectue donc un « échange » entre les deux variables :
la premiére devient une variable de gauche et vice-versa. On répercute bien évidemment cet
échange sur le reste du tableau en réexprimant la dépendance de 2 et des autres variables de

gauche avec la nouvelle variable de droite.

[’échange T5 <+ A1 impacte le tableau de facon suivante :

bl A\ | @3
216 =1 | 1 |2 =0+3.(2-1/3.\)+ 133 =6 — 1.\ + 1.3
F1|4]-2/3] 0 | =0+2.(2—1/3.71)+0.53 =4 — (2/3).\1 + 073
Fp|2]-1/3] 0 |2 =2—1/3.\ +0.73
Ao [3] 2/3 | =2 | X =T7—-2.(2-1/3.\1) — 283 =3+ (2/3).\1 — 2.73

En réitérant cette opération jusqu’a ce que la ligne Lg relative & Z ne contiennent que des
coefficients négatifs - ce qui signifie que Z ne peut plus augmenter, donc est maximisée - on

obtient le tableau :
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b A | A
2 015/2] -1 | 1
| 4 | -2/3] 0
i 2 | -1/3| 0
P3| 3/2 | 1/3 | —1/2

On lit alors que la valeur maximale de Z est 15/2 et est atteinte pour (Z1,Zo,T3) =
(4,2,3/2).

Remarque : 1l peut arriver que le probléme ne soit pas borné, et donc qu’une solution
particuliére ne puisse étre obtenue. Ceci se traduit dans le tableau par 'existence d’une
variable de droite susceptible de faire augmenter Z (son coefficient en Lg est strictement
positif) qui n’est limitée par aucune variable de gauche (les coefficients de sa colonne sont
tous positifs ou nuls). Si ce cas est détecté, la procédure est arrétée et signale que le probléme

est non borné.

Phase I de la méthode du simplexe

Comme la phase II de la méthode du simplexe ne sait résoudre que des problémes sous
forme normale restreinte, on s’assure d’avoir un tel systéme en 'augmentant encore & 'aide

de variables artificielles (fake variables) : u = {1, ..., fim,+m, ' définies par :

=

p=>b—C.
et soumises aux contraintes primaires et additionnelles :
p>0 et pu+Cia=b

Le nouveau probléme s’écrit donc :

Maximiser : 5= fta (4.18a)
Sous les contraintes primaires : >0, 4 >0 (4.18b)
Sous les contraintes supplémentaires :  pu+C.2 =b, b>0 (4.18c)

Ainsi, on voit se dessiner les variables de droite, & servant & exprimer Z et les variables de
gauche p (chaque p; n’apparait bien que dans une équation de contrainte supplémentaire,
affecté du coefficient positif 1). En revanche, le nouveau probléme (4.18) n’est pas équivalent
a celui que l'on souhaite traiter (4.13), & moins que pu = 0. On impose donc cette condition
en introduisant une fonction objectif auziliaire (auxiliary objective function) 2’ = —pu; —--- —
tmi4+ms, que U'on réexprime en fonction des variables de droite Z; et que 'on va chercher a
maximiser. Les ju; étant tenus d’étre tous positifs ou nuls, 2’ est maximale lorsqu’elle est nulle,
ainsi que tous les ;.

La maximisation de 2’ s’effectue grace a la phase II du simplexe. Si cette étape aboutit
a 2/ = 0 alors le tableau résultant, auquel on enléve les colonnes relatives aux p; (qui sont

passés de variables de gauche & variables de droite puisque nuls), fournit le tableau initial
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pour la résolution du probléme consistant & maximiser 2. Si cette étape aboutit a 2’ # 0, c’est

qu’il n’existe pas de vecteur admissible pour notre probléme initial : le probléme n’admet pas

de solution.

En termes de tableaux, on observe donc les étapes décrites en figure 4.2.

b | i P
z 0 bil Ip
H1 by Ci o
pa | by | Can O
2 = bi |- Ca ->Cip
Simplex Phase 11 l Maximiser 2’
b fjl . ‘/'i‘jr 125} 1238
Z X X X X . X
Ti, X X X X o X
Z;, X X X X . X
2 0 [x<0 x <0|lx <0 x <0

Obtenir un tableau

sous forme normale restreinte

Supprimer p; colonnes
et 2’ lignes

b T zj,
Z X X X i1,...,0 € N}
T4, X X X J1s---,Jr € Ny
P=P+mi+my
:ﬁil X X X M:m1+m2

FiG. 4.2 — Méthodes d’exclusion - Méthode du simplexe - Tableaux de la Phase II

4.4.2 Application de la méthode & un systéme non-linéaire

Comme évoqué en introduction, I'idée essentielle de cette méthode est de passer les non-
linéarités en contraintes additionnelles de type inégalitaires. Les étapes de résolution du pro-

bléme initial (4.10) sont décrites ci-dessous :

1 - On introduit § € IRT variables supplémentaires contraintes « remplacant » les non-

linéarités : -
Existent-ils z, y telsque: H.24+y =20
F< X, §<HX)-H, (4.19)
F>X, 5> H(X) - H.
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2 - On réalise ensuite le changement de variables (4.20) pour faire apparaitre les contraintes

primaires et additionnelles correctement formulées (4.21) :

x=3-X, k=9-HX)-H, (4.20)

Existent-ils x, ~ tels que : H.x 4+ k= — (ﬂX +H(X)— Hc)

x20, k20 (4.21)
XSbX, bx: N_XZO
K < bg, be=H(X)-H.— H(X) - H.>0

3 - On résout le probleme de signe dans ’égalité de facon & avoir un terme constant a droite
positif, conformément & la formulation des contraintes en égalité de la forme (4.12e). On pose
donc :

s = —sign (I:IX—i— I:I(X) - Hc> et by = —s <I:IX+ I:I(X') — Hc) (4.22)

Ceci permet de réécrire (4.21) sous la forme :

Existent-ils x, k telsque: x>0, k>0
X <by, by >0
Kk <bg, b. >0
S(H.X-i-li) =b3, bg ZO

(4.23)

4 - On retrouve ainsi exactement la formulation des contraintes primaires et additionnelles
d’un probléme général résolu par la méthode du simplexe (voir systéme (4.12)). Il ne manque
qu’une fonction & maximiser... dont nous n’avons a priori que faire étant donné que seule
nous intéresse 1’existence ou non d’un vecteur admissible qui satisfait & toutes les contraintes.
Or, cette (non-)existence est donnée par la phase I de la méthode qui maximise une fonction
objectif auxiliaire déterminée automatiquement.

Le test d’exclusion consiste donc en 'application de la phase I de la méthode du simplexe
sur le systéme (4.23). Si la phase I se termine en retournant un vecteur admissible, la cellule
est conservée puis divisée. En revanche, si la phase I renvoie 'information qu’il n’existe aucun
vecteur admissible, c’est que le probléme n’admet pas de solution sur la cellule X étudiée :

elle est donc exclue.

4.5 Application & un oscillateur de Duffing

Afin de tester D'efficacité de la méthode du simplexe, nous "appliquons & 'oscillateur de
Duffing dont I’étude est détaillée en annexe A pour une pulsation d’excitation w = 1.2 rad.s ™.
Cette méthode d’analyse globale permettant la résolution de systémes algébriques, nous choi-
sissons de transformer I’équation dynamique en équation algébrique en appliquant une mé-
thode de balance harmonique. Nous utiliserons plusieurs décompositions fréquentielles du
signal afin d’engendrer un nombre P d’inconnues algébriques variable. Les différentes dé-
compositions et leur dénominations courtes sont résumées dans le tableau 4.1. Les équations
en résultant sont aisées a retrouver en utilisant les expressions (A.24), (A.25) et (A.26) de

annexe.
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Dénomination | P | Expression

Cas 1H 2 | q(t) = ay cos(wt) + by sin(wt)

Cas C1H 3 | q(t) = ap + a1 cos(wt) + by sin(wt)

Cas 1H3H 4 | q(t) = aj cos(wt) + by sin(wt) + a3 cos(3wt) + bs sin(3wt)

Cas C1H3H 5 | q(t) = ap + a1 cos(wt) + by sin(wt) + a3 cos(3wt) + bz sin(3wt)

TAB. 4.1 — Méthode du simplexe - Cas d’application & un oscillateur de Duffing

Dans un premier temps, nous présentons les résultats obtenus pour les différents cas; dans
un second, nous nous appuyons sur ces résultats pour effectuer des extrapolations sur les cotits

numeériques.

4.5.1 Reésultats

Nous avons appliqué I'algorithme du simplexe aux trois cas du tableau 4.1. Nous avons

choisi les valeurs suivantes pour les paramétres relatifs au critére d’arrét :
exr =1072, exo =103, ey =1073

L’espace initial €2 est pris égal a :

Q=[-22"

Chaque variable ay, ou by peut donc varier sur un intervalle [-2,2].

Les résultats chiffrés sont présentés dans le tableau 4.2 ; ils sont obtenus apres calcul sur
un serveur Intel Core 2 Duo E6600 (4Go de Ram).

Cas P | Temps cpu (s) Nombre de cellules | Nombre de cellules
traitées retenues

1H 2|14 2073 42

ClH 3 | 143 9161 106

1H3H 4 | 1836 56481 153

CIH3H | 5 | 9864 235425 306

TAB. 4.2 — Méthode du simplexe - Résultats

Les figures 4.3 a 4.5 donnent une représentation graphique des premiers résultats sous
forme de pavés. Sur ces figures, les cellules ont été regroupées automatiquement sur le critére
que si deux cellules possédent au moins un coin en commun, elles font partie d’'un méme
groupe. Nous avons ensuite représenté le barycentre des centres de chaque cellule d’'un méme
groupe par un point vert. Puis, partant de ce point nous avons résolu de fagon « exacte »
I’équation en initialisant un solveur de type Newton avec ce barycentre. Le point obtenu est

alors représenté en rouge.
En figure 4.4, la composante ag n’a pas été représentée. Pour chaque rectangle en aq, by re-
présenté, deux cellules sont formées en ajoutant les intervalles [—4.883 10=%, 0] ou [0, 4.883 10~4]

selon ag pour le premier groupe de cellules et les intervalles [—2.441 1074, 0] ou [0,2.441 10~4]
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pour les trois autres. Par ailleurs, les groupes 3 et 4 sur les figures 4.3 et 4.4 font vraisembla-
blement référence a la méme solution. Cependant, ne possédant aucun coin en commun, ils

apparaissent comme distincts. De méme pour les groupes 3, 4 et 5 sur la figure 4.5.

Groupe de cellules 1 Groupe de cellules 2
0.19 0.0311
0.188 1 0.031
0.186 1 0.0309
o084 — 1 o o0m8 oo
0.182 ‘ 1 0.0307
0.18 — 1 0.0306
0.178 0.0305
-0.59 -0.5895 -0.589 -0.5885 -0.588 -0.5875 -0.2518 -0.2516 -0.2514 -0.2512
ay ai
Groupe de cellules 3 Groupe de cellules 4
0.3463 0.356
0.3462 —_— 0.354
0.3461 1 ‘
0.352 =
— 0.346 —
L) =
M © 0.35
0.3459
0.3458 ] 0.348 ‘
0.3457 0.346
0.778 0.779 0.78 0.781 0.782 0.783 0.776 0.778 0.78 0.782
ai ai

FiG. 4.3 — Méthode du simplexe - Cas 1H

Ces figures montrent que cette méthode permet de bien retrouver les trois solutions pé-
riodiques du systéme & peu de degré de liberté. Nous allons dans le paragraphe qui vient

extrapoler les performances de cette méthode en termes de colit numérique.

4.5.2 Extrapolations

Etant donné que la méthode procéde par une division des cellules, il nous semble naturel
pour établir une loi d’évolution du nombre de cellules de la chercher sous la forme N, = a.b”
ou N, désigne le nombre de cellules traitées et P le nombre d’inconnues algébriques. Le

graphique 4.6 valide cette hypothése avec a = 82.4 et b = 4.96.

Nous tentons maintenant une extrapolation du temps de calcul. Nous partons du principe
que le temps de calcul T est de la forme T = N..t,, t, représentant le temps de calcul par
cellule. Nous cherchons ensuite la dépendance de ¢, avec P. La courbe 4.7 semble indiquer
qu’elle est linéaire : ¢, = c¢.P +d, ¢ = 0.0123 et d = —0.0189. Ceci est cohérent avec la
méthode qui effectue une évaluation de la fonction H par cellule (ce qui implique le calcul de
P termes). On obtient ainsi une loi reliant 7', le temps de calcul et P le nombre d’inconnues
algébriques :

T = (a.b”).(c.P + d)
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Groupe de cellules 1 Groupe de cellules 2
0.186 0.0311
0.185 0.031
0.184 0.0309
— 0.183 — 0.0308 ce
e} =
-
0.182 0.0307
0.181 0.0306
0.18 0.0305
-0.59 -0.5895 -0.589 -0.5885 —-0.588 -0.5875 —0.2518 -0.2516 -0.2514 -0.2512
ai ai
Groupe de cellules 3 Groupe de cellules 4
0.354 0.3481 p—
0.353 0.3481
0.352
I 0.348
— 0.351 — . .
) )
0.348
0.35
0.3479
0.349
1
—
0.348 0.3479
0.7775 0.778 0.7785 0.779 0.7795 0.78 0.7785 0.779 0.7795 0.78 0.7805 0.781
ai ap

FiG. 4.4 — Méthode du simplexe - Cas C1H

Le graphique 4.8 présente une extrapolation du temps de calcul pour P variant de 1 &
10. Les étoiles rouges reportent les résultats du tableau 4.1. On lit alors que dés que P est
supérieur ou égal & 7, les temps de calcul dépassent la semaine. Il est bon de noter que le
temps de calcul par cellule ¢, est « minimal » sur cet exemple dans le sens otu, d'une part,
le systéme est simple dans 'expression de sa non-linéarité qui est cubique et d’autre part,
I'étape AFT (Alternate Frequency Time) qui oblige & reconstituer le signal temporel ¢(t) a
partir des coefficients fréquentiels ay, by, pour pouvoir calculer H conformément a I’équation
(2.20) est évitée car nous avons mené analytiquement cette étape pour obtenir directement
I’expression de H en fonction des variables algébriques. Les temps donnés ici sont donc en

quelques sorte minimaux et cette méthode ne semble pas prometteuse.

4.6 Conclusion

Cette méthode du simplexe qui s’inscrit dans la classe des algorithmes procédant par ex-
clusion de cellules - c’est-a-dire de portions de 'espace €2 sondé - présente ’avantage d’étre trés
aisée & la mise en ceuvre et de ne pas nécessiter une étude importante du systéme dynamique
traité si ce n’est une transformation en un systéme d’équations algébriques. En revanche,
bien que le cotit numérique de 'application du test a une cellule soit peu élevé, sa faiblesse
repose sur l'immense quantité de cellules générées lors de la subdivision d’une cellule non-
éliminée par le test. Le cott global est ainsi trop important pour envisager 1'utilisation de

cette méthode sur des systémes non-académiques a plus de trois degrés de liberté : dans le cas
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0.1808

0.1807

0.1806

0.1805

0.1804

0.1803

0.180:

0.0308

0.0308

0.0308

0.0308

by

0.0308

0.0308

0.0308

0.3462

0.346

0.3458

0.3456

0.3454

0.3452

Groupe de cellules 1

a1
Groupe de cellules 2

2
-0.5858 -0.5857 -0.5857 -0.5857 -0.5856

-0.2515

ay

Groupe de cellules 3

-0.2515

0.345
0.7735 0.7736 0.7737 0.7738 0.7739 0.774

0.3451

0.3451

0.3451

by

0.3451

0.3:

0.346

0.346

— 0.346
=

0.346

0.346

ai

Groupe de cellules 4

451
0.7737 0.7738 0.7739

0.774
ai

Groupe de cellules 5

0.7741

0.7735 0.7736

ay

0.7737

0.7738

x10° Groupe de cellules 1
4.01

-3.12 -311 -31

as

-3.09 -3.08 -3.07

x107°

x10™ Groupe de cellules 2
1.27

1.265

b3

1.26

1.255
-3.19 -3.185 -3.18

as

-3.175
x10™

Groupe de cellules 3

0.0133

0.0133

0.0133
L]
"

= 0.0132

0.0132

0.0132

442 444 446

as

4.48 4.5 4.52

x107°

Groupe de cellules 4

0.0133

0.0133

0.0133

3

= 0.0133

0.0132

0.0132

446 447

as

448 449 4.5

x10~°

Groupe de cellules 5

0.0133

0.0133

0.0133
S
0.0133 . .

0.0132

0.0132
4.42

443 444

as

445 446  4.47

x10°

FiG. 4.5 — Méthode du simplexe - Cas 1H3H



4.6. Conclusion

22 T T T T T T T T T

Extrapolation *  Reésultats

F1G. 4.6 — Méthode du simplexe - Extrapolation du nombre de cellules

T/N.=cP+d
0.12 T T T T T T T T T

0.1

0.08

Extrapolation *  Reésultats

Fi1c. 4.7 — Méthode du simplexe - Extrapolation du temps par cellule
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T = (a.b”).(c.P + d)

LI0OIS [ -

Lsem. [ : T

L JOUD froeoe e : o

Lhe [ , o

lmin, oo : s

[ ]

1 sec.

Fi1c. 4.8 — Méthode du simplexe - Extrapolation du temps de calcul

fréquent de la recherche de solution périodique, la décomposition du signal temporel requiert
au moins 'utilisation d’un harmonique. En postulant méme le terme constant comme nul pour
des mouvements centrés, seuls des systémes & moins de trois degrés de liberté peuvent étre
traités dans des délais de moins d’une journée selon notre extrapolation qui repose pourtant
sur un exemple pour lequel les calculs nécessaires a une application du test sont réduits au
minimum dans leur complexité (systéme initialement simple et expression analytique de la
non-linéarité algébrique). Nous ne retiendrons donc pas cette méthode, ni en tant que solu-
tion viable & l’issue de ces travaux, ni en tant que méthode sur laquelle il semble intéressant
de mener de nouvelles recherches étant donné que la construction somme toute rudimentaire
de T'algorithme permet facilement d’affirmer qu’aucun gain majeur en temps ne peut étre

effectué.
Dans le chapitre suivant, nous étudierons une méthode reposant sur I'arithmétique des
intervalles qui reprend le principe de découpage de I’espace en cellules mais qui ne procéde

pas uniquement par subdivision pour en réduire la taille.



Chapitre 5

Analyse globale utilisant

I’arithmétique des intervalles

L’algorithme décrit dans ce chapitre est basé sur ['utilisation de [’arithmétique des inter-
valles. Il est tiré de 'ouvrage [HWO04] et a l’avantage de combiner deux approches : globale
et locale. Il s’emploie comme les méthodes du chapitre précédent a la résolution d’un systéme
algébrique de la forme (2.10). La tentative d’exclusion d’une cellule est ici intimement liée a
sa réduction en cas d’échec. Il a été construit dans un souct d’efficacité, considérant toujours
le gain d’espace éliminé aprés application d’une méthode et changeant d’approche si celui-ci
est trop faible. Il existe une version trés simple adaptée aux équations scalaires. Nous présen-
tons ici, aprés une courte introduction au calcul sur les intervalles, la version appropriée aux

problémes a plusieurs variables.

5.1 Théorie des intervalles

Les principaux points de la théorie des intervalles sont résumés dans larticle [AMO0].
En quelques mots, elle vise & transposer les opérations courantes dans IR aux intervalles.
Ainsi, si Pon connait le domaine X; sur lequel la variable #; est susceptible de varier, on peut
encadrer rigoureusement H;(Z;). Cette théorie est relativement triviale pour les opérations
élémentaires. Elle se complique légérement lorsqu’il s’agit de fonctions particuliéres, telles les
fonctions trigonométriques. Nous donnons néanmoins les définitions des opérations élémen-

taires en annexe B.1. Une mise en ceuvre informatique de 'arithmétique des intervalles est

79
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mise & disposition sous forme d’une toolbox Matlab : INTLAB'.

Il est important de noter que les encadrements obtenus sont pessimistes : ils sont, au
bout de quelques opérations, beaucoup plus larges que nécessaires. Ainsi, si cette approche
est un bon point de départ, elle ne peut pas, a elle seule donner naissance & un outil de
résolution efficace. De plus, il est important de tenir compte, lors de ’écriture des fonctions,

de la sous-distributivité : en considérant trois intervalles A, B et C, on a :
Ax(B+C)CAxB+AxC

Il est donc intéressant de factoriser un maximum les expressions des parties non-linéaires afin

d’avoir ’encadrement le moins pessimiste possible.

Enfin, nous définissons ici trois notations fréquemment utilisées par la suite pour un pavé
de IRT noté indifferemment X = {Xl,...,f(p} ou X=Xy X x Xp:
— Borne inférieure et borne supérieure : X, et X;, X; = [ X, X;]

— Largeur (width) : w(X;) = X;— X, et w(X) = 11212};(11}(X,~))

— Magnitude : mag(X;) = max(|X;|, |§1|)

5.2 L’algorithme général d’Hansen et Walster

Cet algorithme présenté de facon trés générale en figure 5.2 combine a la fois tests d’exclu-
sion et méthodes de réduction de cellule adaptées a des grosses cellules dans un premier temps
(Hull et Box Consistency) et a des cellules plus fines dans un second (Newton Généralisé).
Nous présentons ici la démarche générale ; le détail des étapes importantes est donné dans les
paragraphes suivants et on trouvera un schéma complet et détaillé de 1’algorithme en annexe
B.3.

En premier lieu, on se donne un espace de variation des variables Z; que 'on traduit
sous forme d’un ensemble de pavés de IRT. Ainsi, si 'on posséde deux variables #; et &y et
qu’on leur laisse comme espace de variation les aires bleutées en figure 5.1.(a) ou 5.1.(b), on
obtiendra les ensembles suivants :

- Cas 1:(21,722) € {[-1,3],[-0.5,2]}

— Cas 2 : (T1,22) € [—gr, @r] X [—727’, gr] U [‘/757“, @r] x [=5,5]U [—@r, gr] X
(—5. 51U (=5, 5] < [%2r, 2] U [=5, 5] x [~ Er, — 2]

On stocke chacun de ces pavés initiaux ou « cellules » dans une liste que nous noterons int List.
L’algorithme extrait alors une premiére cellule X de cette liste pour la traiter. Il commence
par appliquer les méthodes de Hull Consistency (cf. § 5.2.2) et Box Consistency (cf. § 5.2.3)
qui tentent de réduire voire d’éliminer la cellule ; ces méthodes sont réitérées si le progrés est
considéré comme important : bloc « méthode efficace » en figure 5.2. Le critére adopté ici

pour juger d’un progrés satisfaisant est :

w(X )

Ji e 1, P] / wX) - w(X;) > ;

(5.1)

LCette toolbox est accessible et gratuite si son utilisation est faite a des fins non commerciales, sur la page
de P'Institute for Reliable Computing, http ://www.ti3.tu-harburg.de/


http://www.ti3.tu-harburg.de/

5.2. L’algorithme général d’Hansen et Walster 81

(a) Cas d’un seul pavé (b) Cas de plusieurs pavés approximant un disque
i‘g j2

27 /6
/4

/6

FiG. 5.1 — Arithmétique des intervalles - Exemple d’ensembles de départ

ot XU désigne la cellule avant application de la méthode.

On requiert donc qu’une composante au moins soit réduite d’un quart par rapport a la
composante la plus large de la cellule initiale. Ces méthodes de Hull et Box Consistency
présentent l'avantage d’étre peu cotliteuses numériquement ; elles sont donc appliquées en
premier lieu.

Lorsque ces méthodes n’ont plus une action efficace de réduction ou d’élimination de la
cellule, et si celle-ci semble pouvoir s’y préter (bloc « Cellule suffisamment petite pour une
approche locale ? »), une approche plus locale est adoptée en utilisant une méthode que nous
nommerons « Newton Généralisée »(cf. § 5.2.4) suivie éventuellement par une application
partielle d’'une méthode de Box Consistency.

Si ’ensemble des étapes Hull et Box Consistency, Newton Généralisée et Box Consistency
Partiel a permis un net progrés de réduction de la cellule, elles sont appliquées une nouvelle
fois; sinon, la cellule est subdivisée en huit sous-cellules au plus qui sont ajoutées & la liste

intList puis traitées les unes aprés les autres.

Si en cours de route, une cellule s’avére satisfaire aux critéres qui en font une cellule
solution (globalement, une cellule suffisamment petite et dont 'image est de faible magnitude,

voir § 5.2.8 pour le détail), elle est stockée dans une liste notée resultList.

On trouvera ci-dessous (sections 5.2.1 & 5.2.8) le détail des outils et étapes majeures de

I’algorithme.

5.2.1 Etape de Newton

Nous exposons ici un des outils clé de I’algorithme ; il est utilisé lors de la méthode de Box
Consistency et le méme principe apparait dans la méthode dite « Newton Généralisée ». 11
sert a la fois de test d’exclusion et de réduction d’un intervalle. On cherche & savoir s’il existe

des solutions de :
H(#) =0,& e X={X,...,Xp}
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Initialisation : intList <~ Pavés initiaux
v
( . N 0
—> intList vide? ]—' Arrét
VN
Choix d’une cellule X dans intList

!

> Hull Consistency

v
of =~ N ~ N O
4[X vide de solution ? ]‘{ X solution ? H Méthode efficace?

10 N

T Enregistrement : resultList < X

v

Box Consistency

Of -~ N ~ N O
4[X vide de solution ? ]"[ X solution ? H Méthode efficace?
40 N

T Enregistrement : resultList <~ X

v

Cellule suffisamment petite pour une approche locale?
9

Newton Généralisée

v
o = N _ N
4[X vide de solution ? ]4{ X solution ? H Méthode efficace?

0 N

T Enregistrement : resultList < X

!

Box Consistency Partiel

v
Oof 5 . ) N - ) N
4[X vide de solution ? ]‘{ X solution ?

10 ’

T Enregistrement : resultList <~ X

!

O A
\—[ Algorithme globalement efficace ?

I~ -
| Division de la cellule X puis stockage : intList < X1y, Xss

Fi1G. 5.2 — Arithmétique des intervalles - Algorithme Général
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S’il en existe, il existe a fortiori des solutions de :

Hj@)ao,{”in o

H;(z;) = H;(X1,..,Xi-1, %, Xig1, .., XpP)

La fonction considérée va de X; dans ensemble des intervalles de IR et correspond a la j-iéme
composante de la fonction H dont seule 'inconnue Z; est gardée comme variable réelle, les
autres variables étant remplacées par leurs intervalles de valeurs. Utilisant alors la formule de
Taylor sur un intervalle Y; C X;, on peut écrire que :

v (#7, 77) € (Yi)?, 3 €€ (37, ) tel que H;(#7) = H;(#7) + Hy(€).(z] — 7)

79

La notation (Z¢,%}) sert a désigner indifféremment (27, 7] ou [}, %] et H} = OH;/0%;.
En remplacant & par Y; qui contient toutes les valeurs que peut prendre &, cette formule
devient :

v (27, &) € (V)% Hj(&) C Hy(#9) + Hj(Y;).(%} — 79) (5.2)
On s’affranchit ainsi de la valeur exacte de & qui est inconnue.
Ainsi, si l'on cherche les valeurs de Z; sur Y; telles que 0 € H ;(Z7), on peut écrire que pour

ces valeurs, on a nécessairement :
0 € Hj(#0) + Hi(Y;).(&F — 79) (5.3)

Ce qui implique :

(5.4)

Or 2} € Y;. On en déduit donc que :
1. SiY;NN;(29,Y;) = 0, alors 0 ¢ H;(Y;) et par conséquent, 0 ¢ H(X1,.., X;_1, Vi, X;11,.., Xp).

On peut donc éliminer cette partie de 'espace de recherche.

2. Si f/ZﬂNj (#2,Y;) # 0, a défaut d’éliminer tout I'espace correspondant a #; € Y;, on peut
au moins restreindre nos recherches au sous-espace ffi’ —Y;,NN (z¢, Y;) - en espérant
qu'il soit effectivement plus petit que Y;.

Notons que dans ce cas, si 0 € H]’(YQ),

— soit 0 € H;(&?), ce qui implique que Nj(ic‘i’,ffi) = R U {—o00,+0o0}. Alors, 572/ =Y et
aucun progreés n’est réalisé.

~ soit 0 ¢ H;j(%9), ce qui implique que N;(#¢,Y;) = [—o0,n] U [p,+o0], n < 0 < p :
il existe un gap qui se répercutera peut-étre sur 571/ , le séparant en deux intervalles

distincts.

5.2.2 Meéthode de Hull Consistency

La méthode du Hull Consistency essaie d’exploiter au maximum la partie linéaire de la
fonction H, mieux appréhendée mathématiquement, afin de réduire ou d’éliminer la cellule X
traitée. En effet, si 'on cherche & résoudre H (%) = H.Z# + H(&) — H, = 0 et que l'on cherche

un tel zéro sur la cellule X = {Xl, X, ... ,Xp}, il est intéressant de remarquer que 1’on peut
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écrire : Vi € [1, PJ, fIl-j.Xj +fIZ(X) — H,; = 0 et que si Uon cherche & réduire X}, on peut
affirmer que 1'on peut le restreindre a son intersection avec X .. défini par :

Hy X}, = —Hi(X)+Ha0 Y HyX;, 1<i<P (5.5)
J#k

oil © désigne la soustraction étendue : X 0V =[X -Y , X - Y]

En appliquant ceci pour tout i, pour chacun des Xy, et en réinjectant les résultats au fur et

a mesure de la réduction des intervalles X}, on peut espérer diminuer de facon conséquente

la taille de la cellule initiale.

Au final, on aura amené la cellule X a étre cohérente par rapport & la formulation H.& =
—H (Z) + H. du probléme; c’est a dire a faire en sorte d’avoir le plus petit pavé X contenant
toutes les solutions de —fI(X) + H,. Ce plus petit pavé de IRY contenant toutes les solutions
d’une équation de la forme A.Z = b, avec A et b respectivement une matrice et un vecteur dont
les éléments sont des intervalles, s’appelle en anglais, le hull - d’olt le nom de la méthode. Il ne
correspond pas forcément exactement & I’ensemble des solutions mais au plus petit pavé qui
contiendra cet ensemble comme l'illustre la figure 5.3. Sur cette illustration, la partie bleutée

correspond a I’ensemble solution de 1’équation suivante :

2,3 0,11 ] - [ [0,90]
1,2 23 |7 )60,200]

Le rectangle bleu correspond au hull de I'équation.

200+

150

100+

50

_50 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
-120 -100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
x7

FiG. 5.3 — Arithmétique des intervalles - Tllustration du hull

5.2.3 Meéthode de Box Consistency

Tout comme la méthode de Hull Consistency, cette méthode a pour but principal de
diminuer la taille de la cellule considérée; il arrive cependant qu’elle permette de I’éliminer.

Elle se base principalement sur I'utilisation d’étapes de Newton (cf § 5.2.1).



5.2. L’algorithme général d’Hansen et Walster 85

Considérons que nous cherchons a réduire X;. En choisissant une des composantes de H, par
exemple H;, on sait que le calcul de Nj(icf,};;),ffi c X, z5 € Y; permet d’éliminer ou de
réduire Y;. Sil'on note X; = [X i Ez] et que le but est de remonter X ; et de descendre Ei, il est
alors assez naturel d’effectuer une étape de Newton pour Y; = [X i Cil, G € X, puis une autre
pour Y; = [Ji,fi], d; € X;. Le choix de ¢ et d; est un compromis entre rendre les intervalles
Y; larges, donc éliminer éventuellement de grandes portions de X, et considérer des intervalles
suffisamment petits pour que l'intervalle H J'(ffl) soit suffisamment petit lui aussi et ne rende
pas N; (icf,f/;) trop vaste. Les auteurs proposent de commencer par & = X, + i(?l - X))
puis d’augmenter la proportion de I'intervalle considérée si la méthode s’avére efficace. Enfin,
le point d’expansion 7 est pris égal a la borne inférieure X ;, Ou supérieure }Z selon que 'on
cherche & faire remonter la premiére ou redescendre 'autre.

L’algorithme utilisé pour remonter X ; relativement a I’équation H; est donné en figure
5.4. La quantité ex, est la méme que celle du critére d’arrét A détaillé en § 5.2.8 et jugeant de
la suffisante « petitesse » d’une cellule. Une fois exécutée cette boucle pour remonter la borne
inférieure, une boucle totalement similaire est utilisée pour descendre la borne supérieure, a
moins qu’il ait été déterminé qu’il n’existe aucune solution sur l'intervalle considéré. Ceci est

a appliquer pour chaque variable z;, 1 <¢ < P au sein de chaque équation H;, 1 < j < P.

5.2.4 Meéthode de Newton Généralisée

Cette méthode n’est appliquée que si « la cellule est assez petite pour une approche locale »
selon l'algorithme général donné en figure 5.2. On comprend aisément qu'’il n’est pas évident
de répondre a priori & cette question lorsque le peu d’informations que 'on posséde sur
une cellule tient en ses bornes et éventuellement son image; c’est pourtant ce que 'on doit
essayer de faire afin de ne pas consacrer de la ressource numérique & une méthode cotiteuse
et totalement inappropriée. Les auteurs proposent un critére basé sur la mémorisation de la
réussite des tentatives précédentes : tout au long de ’exécution de ’algorithme, deux variables
wpr et wr sont réactualisées et désignent respectivement la largeur de la derniére cellule pour
laquelle I’application d’une méthode de Newton Généralisée s’est « bien passée » et la largeur
de la derniére cellule pour laquelle I'application d’une telle méthode s’est « mal passée ». La
définition de ces qualifications « bien » ou « mal passée » repose globalement sur la régularité
de la jacobienne (composée d’intervalles) calculée pour les cellules en question; le schéma
détaillé de 'algorithme donné en annexe B.3 permet de mieux comprendre ces définitions.
Possédant ces deux nombres réels wgr et wy et devant décider si oui ou non une méthode de
Newton Généralisée sera appliquée, on compare la largeur de la cellule & la moyenne des deux
valeurs; si sa largeur est supérieure, elle est jugée mauvaise candidate & une telle méthode,

sinon, "approche par méthode de Newton Généralisée s’enclenche :

M, division de la cellule

2 (5.6)

w w
%, application de la méthode de Newton Généralisée

Si w(X) >
Si w(X) <
Nous entamons maintenant la description de cette méthode qui calque en quelque sorte

une méthode de Newton classique a ceci prés qu’elle s’effectue sur des matrices et vecteurs

constitués d’intervalles ce qui rend les calculs beaucoup plus cotiteux.
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Initialisation
B—1 onXi*Xi
O 4 ¢ A
Arrét 0€ Hj(X;)? <
(. ¢N J
5z<_XZ+6(Xz_X1)
Y, — [X; ¢
v
Y/ ¥in Ny (X, )
. v o X; = 0 : pas de solution sur X
Y/ =0et 3=17 — Arrét
(. lN J
e ~ N 1) = ~
w(Y!) <exqset 6=17 [ Red. maximale; X; <« Y/; Arrét
(Y/) st B=17 Red imale; X; — Y/; A
(. lN J
e ~ N 1) ~
Y/=0et g <17 > Red. efficace; X, < ¢, «— 208 [
(. lN J
e ~ ~ N 0 ~ ~
wY/)<w(Y;)/2 et =17 Red. efficace; X; < Y/ —
I
s _ — — N O .
Y, <Y, <Y;? — Détection d'un gap : —
N I~ o 2 nouveaux intervalles a traiter
- ST
v
( N A O
’LU(XZ) < w0/2 ?
(. iN J
Arrét

F1a. 5.4 — Arithmétique des intervalles - Algorithme de Box Consistency



5.2. L’algorithme général d’Hansen et Walster 87

Le point initial dans cette méthode est, comme dans le cas d’une étape de Newton, un
développement limité autour d’un point d’expansion Z.., appartenant a X. Le choix de ce
point d’expansion est discuté en section 5.2.5. §’il existe un zéro #* de H sur X, on peut

écrire :
0H,;
(%zj

0€ Hltew) + 10" ), = | SE4(R)] 67)

ij

Par suite, on peut affirmer que Pensemble des #* solution de H(#) = 0 sur X est tel que :
J(Z* = Zegp) = —H (Texp) (5.8)

On retrouve donc une écriture classique du probléme, identique & celle présente dans les

algorithmes dits de Newton.

Afin de minimiser les problémes numériques, on préconditionne le probléme en utilisant

P, matrice inverse de la matrice « moyenne » J. de J. Cette matrice moyenne est obtenue

en prenant le centre de chaque élément de J. Ainsi, J = P.J est rapprochée de I'identité. En

notant r = P.(—H (Z¢zp)), on obtient la formulation suivante du probléme : trouver les Z* tels
que

J(T5 — Tegp) =T (5.9)

1l faut alors distinguer les cas ou J est réguliére (i.e. ne contient aucune matrice singuliére) et
ot elle ne l'est pas. Si elle I'est, une méthode de recherche du hull est utilisée pour résoudre
exactement le probléme. Si elle ne I'est pas, on s’en remet & une méthode de type Gauss-Seidel

pour tenter de diminuer X malgré tout.

Méthode de recherche du hull

La démonstration de cette méthode permettant de trouver le hull de ’équation linéaire
J.Y = r est relativement longue. Nous ne donnons donc que les étapes principales. On rappelle
que hull est le plus petit pavé contenant 1’ensemble des solutions d’une équation de la forme

A.Z =0, A et b étant composés d’intervalles.

1. 11 faut faire en sorte que V k € [1, P], |ri| < 7. On utilise pour cela une matrice
S diagonale, comportant —1 sur sa diagonale lorsque l'inégalité précédente n’est pas

vérifiée par 7, et 1 sinon. On considére donc 7’/ = S.r.

2. Puis, on définit :
. = ()
eVk €[, P], Ch =1/(2P, — 1)
e Vk € [1, Pl, Zp = (1} +T}) Pe — (P
Les formules suivantes permettent alors de calculer Y/ = S.Y :
r CvZy siZp>0

oVk‘E[[l,P]],zk— .
Zk S1 Zk <0
—/ ~
oY =P7
3. Il ne reste plus qu’a récupérer Y en réappliquant S a Y’ puis a utiliser Y = (N — Teap)

N = Zegp + S.Y’. On espére alors réduire ou éliminer X en appliquant l'intersection
X' =NnX.
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Gauss-Seidel Method

On cherche ici a résoudre approximativement J.Y = r. Tout comme dans la méthode de

Hull Consistency, il est possible d’écrire :

Vi e[ Pl JuYi=me ) JiY;
J#k
Puis )2',’6 = Xy NN, N = 17,; + Zegp, - En réinjectant dans la somme de droite les Y/k/ déja
calculés, on peut rendre cette procédure plus efficace.

Une autre remarque permettant de rendre la procédure plus efficace est de 'appliquer
d’abord aux k tels que 0 ¢ Jik. Cette quantité venant diviser le membre de droite, elle peut,
si elle contient 0, aboutir & un gap dans le meilleur des cas, ou rendre I’étape sans intérét si le
numérateur contient 0 lui aussi (c.f. la section 5.2.1 dévolue a I’étape de Newton). En traitant
d’abord les lignes k£ ne rencontrant pas ce probléme, on diminue les chances d’obtenir 0 aussi

au numérateur dans lequel certains X}, auront été remplacés par les X, moins larges.

Enfin, apparition de gap ayant été mentionnée, le choix des auteurs est de les ignorer
au cours de la procédure, mais de stocker I'information pour une utilisation ultérieure lors de
I’étape de division de cellule. Ainsi, 8il apparait que Y/ = [—o00, n] U [pg, +00], i < 0 < py,
ce qui se répercute sur une décomposition de X .. en deux intervalles au plus : X = lag, bl U
[ck, di], on utilise dans la suite de la procédure X! = [ak, di] et Pon stocke l'existence d’'un

gap [by, ¢ sur la k-iéme composante de X.

5.2.5 Point d’expansion

Le choix du point d’expansion durant la méthode de Newton Généralisée est important
dans la mesure ou plus la linéarisation du systéme se fait proche du zéro recherché, meilleure
sera la correction. Il est donc intéressant de « perdre » un peu de temps de calcul & essayer
de ’optimiser.

Si 'on se trouve dans le cas d’une premiére application de la méthode de Newton Géné-

ralisée, le choix arbitraire du centre de la cellule est retenu :
Tezp = mid(X) (5.10)

En revanche, lorsqu’une premiére passe de type méthode de Newton Généralisée a déja
été appliquée a la cellule, on posséde une matrice réelle P, correspondant & l'inverse de la
matrice jacobienne centrée du probleme linéarisé¢ autour d’un point d’expansion Zegp. Si ce
point est toujours dans la cellule X a Détude, on peut le réutiliser directement ou tenter de

I'optimiser en le corrigeant via l’équation linéarisée dans IR :
~ ~ 1/~ ~
H(%,,,) ~ H(Zeap) + (P) 7 (Teap — Teap)

Cherchant I, tel que H(Z,,) = 0, on obtient :

erp

Thyp = Teap — PoH (Tewp) (5.11)

exp

Si [|H (%) || < [[H (Zeap)|, ce qui est le but recherché, on réitére la procédure en remplagant

Tegp PAT aﬁ'exp. Le choix est fait par les auteurs de ne réitérer cette procédure que 3 fois au plus
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afin de ne pas non plus effectuer un trop grand nombre d’itérations - méme peu cotiteuses - sur

un systéme qui n’est qu’une approximation grossiére du probléme véritable. Si, en revanche,

/
erp

Tegp qui est gardé. Enfin, il faut s’assurer que le point retenu est dans X. En effet, s'il est

le nouveau point ... n’est pas « meilleur » que le précédent, la correction est arrétée et c’est
issu de corrections, il peut étre sorti de la cellule considérée. Le choix des auteurs est alors de
remplacer toute composante Zegp,, se trouvant a 'extérieur de X; par la borne de X; la plus

proche.

5.2.6 Meéthode de Box Consistency Partiel

A la suite de la méthode de Newton Généralisée, on profite d’avoir le systéme précondi-
tionné, dont normalement la diagonale de la jacobienne est dominante, pour appliquer une
méthode de Box Consistency. Supposant cette dominance de la diagonale, seules les équations
la faisant intervenir sont considérées, c’est-a-dire les équations considérant la variable Z; pour

la composante H;, 1 <i < P. On nomme donc cette méthode « Box Consistency Partiel ».

5.2.7 Division des cellules (splitting)

Lorsque les différentes méthodes n’ont plus une efficacité suffisante sur la réduction de la
cellule, il faut se résoudre a subdiviser celle-ci en cellules plus petites. Une idée simple est
de couper la cellule en deux dans chacune des directions. On obtient alors 2F cellules... ce
qui rend vite cette pratique impossible, dii au trop grand nombre de sous-cellules générées.
Les auteurs nous proposent de générer au plus 8 sous-cellules, obtenues en découpant selon
les composantes les plus larges ou les plus influentes et en utilisant le fait que des gaps ont
pu étre repérés mais encore non exploités. Dissocions les démarches selon qu’une passe de la

méthode de Newton Généralisée ait été effectuée ou non avant cette étape de division.

Supposons qu’aucune passe de cette méthode n’ait été effectuée au préalable. Seules les
méthodes de Hull et de Box Consistency ont été appliquées a la cellule. Cela nous donne
peu d’informations quant a I'importance de telle ou telle composante de X par rapport aux
autres. On affecte donc un poids trés simple & chaque composante qui est sa largeur, w(X'Z)
On choisit ensuite de couper la cellule en deux le long de chacune des trois composantes les

plus larges. On génére ainsi au plus 8 nouvelles cellules.

Examinons maintenant le cas ol la méthode de Newton Généralisée a été appliquée a la
cellule. On posséde la matrice jacobienne J évaluée sur une cellule X° contenant la cellule X.
Il est intéressant d’utiliser cette matrice qui reflete 'influence locale de chaque composante sur
I’évolution locale de H. Sur chaque composante H;(X), X ; alinfluence J;;. La variation abso-
lue engendrée sur H;(X) par X; est donc mag(J;;).w(X;), ot mag(X) = max(|X|, | X|) pour
X intervalle de IR. Il semble donc intéressant d’affecter comme poids a chaque composante

XZ- la somme :
~ N
T; = w(X,) ) mag(Jy) (5.12)
j=1

Il se peut aussi dans ce cas qu'’il existe des gaps qui n’ont pas été encore exploités. Cepen-
dant, couper selon un gap n’est pas forcément plus intéressant que couper en deux selon une

composante trés large et influente. Les auteurs définissent le critére suivant pour décider de
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Pintéret d’un gap : supposons qu’un gap [ng, p;| ait été détecté sur la composante X;. On ne

considérera son exploitation pertinente que s’il satisfait :
min(p; — Xw}, —n;) > 0.2w(X) (5.13)

Les gaps satisfaisant a cette condition sont ordonnés selon les poids 7; décroissants précédem-
ment calculés.

Ainsi, on procéde dans 'ordre suivant pour les trois coupes (au plus) que I'on souhaite réali-
ser : d’abord selon les gaps « intéressants » puis, s’il existe moins de trois gaps, en coupant

en deux l'intervalle X;, par ordre de poids T} décroissant.

5.2.8 Critéres d’arrét

Nous décrivons dans ce dernier paragraphe trois critéres d’arrét permettant de répondre
a la question « X est-elle une cellule solution ? ». Ils sont dénommeés Critére A, B ou C dans
la description détaillée de I'annexe B.3 et correspondent pour les deux premiers a la question
« X solution? » de I'algorithme général présenté en figure 5.2. Le critére C vient ajouter une
possibilité de réponse positive a cette question lorsqu’elle est posée a la suite de ’application
d’une méthode de Newton Généralisée. Notons que lorsque la réponse donnée a cette question
est positive, cela n’affirme pas qu’une solution existe au sein de la cellule mais que la cellule

a de fortes chances (au vu de sa taille, de son image, etc) d’en contenir une.

Critére d’arrét A : taille de la cellule

Le critére A est lié a la taille de la cellule X considérée. Il n’est pas facile de construire
un critére universel adapté a tous les cas de figure et tous les ordres de grandeurs. Un critére
qui s’adapte tout seul a 'ordre de grandeur de la quantité recherchée fait tendre vers un
critére type erreur relative; malheureusement, ce type de critére devient invérifiable si la
solution recherchée est nulle. Nous avons donc fait le choix d’un critére « double » pour

chaque composante de la cellule considérée, selon qu’elle contient ou non zéro :

(5.14)

Si0eX;, wkX;)<
Critére A vérific < Vi € [L, P]],{ ' i w(){) “Xa
7

Si0¢ X, w(X;) < ex, min(|X,],|X4)

Le premier cas impose que si 0 est contenu dans la composante i, alors, tous les éléments
de Dintervalle X; sont « quasiment nuls » : si ce n'est pas le cas, c’est que soit 0 n’est pas
la solution et sera exclu de l'intervalle en raffinant la composante, soit 0 est bien la solution
cherchée et les bornes de cet intervalle devront en étre rapprochées.

Le deuxiéme cas impose une largeur relative de la cellule et peut étre transformé de fagon a

montrer que pour Z* solution dans X :

T: — ¥
v ek, Bl (5.15)

|77

On a donc une majoration de l’erreur relative commise en prenant n’importe quel point Z; de

I'intervalle pour la solution exacte ;.
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Critére d’arrét B : magnitude de 'image

Le critére B vérifie quant & lui que 'image de la cellule, censée représenter un zéro donc
d’image nulle, est suffisamment petite :
Critere B veérifie < ||H(X)|| < e, avec |[Y]| = 1121%}33(mag(\?i) (5.16)
<i<

Tous les éléments de intervalle image de la cellule X doivent donc étre suffisamment proches

de zéro pour que X soit considérée comme un bon encadrement du zéro recherché.

Critére d’arrét C : cellule irréductible

Ce dernier critére est lié a I’application d’une passe de la méthode de recherche du hull

dans le cadre de la méthode de Newton Généralisée. Il se formule ainsi :

0€ H(X)
Critere C vérifié < { J réguliere (5.17)
XcN
Les deux premiéres conditions sont déja vérifiées lorsque I’on en arrive a ce critére. La troisiéme
condition est a interpréter selon les notations utilisées en 5.2.4, au paragraphe décrivant
la méthode de recherche du hull : X désigne la cellule avant application de la méthode
de recherche du hull et N Pintervalle solution de J.(N — F.yp) = 7. Ainsi, si la troisiéme

condition est vérifiée, c’est que 'on ne peut plus réduire la cellule. Elle constitue donc une

bonne approximation de la solution cherchée.

5.3 Application a un oscillateur de Duffing

Etant donné que cette méthode traite l'espace a sonder sous forme de cellules comme
la précédente, nous proposons la méme démarche qu’au chapitre 4. Nous appliquons donc
I’algorithme aux cas décrits par le tableau 4.1 avec les mémes paramétres pour le critére
d’arrét :

exr =1072, exo =103, ey =1073

et le méme espace initial :
Q=[-2,2]"

5.3.1 Reésultats

Les résultats de ’application de I’algorithme pour chaque cas sont donnés dans le tableau
5.1 (calculs réalisé sur un serveur Intel Core 2 Duo E6600 (4Go de Ram)). Les figures 5.5, 5.6
et 5.7 donnent une représentation graphique des trois premier cas (1H, C1H et 1H3H). Nous
avons adopté les mémes symboles qu’en section 4.5.1 : un point vert pour le barycentre des
centres des cellules d'un méme groupe et un point rouge pour la valeur « exacte » obtenue
apres application d’un algorithme de résolution locale & 1’équation H(Z) = 0 initialisé avec le

barycentre.
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Cas P | Temps cpu (s) Nombre de cellules | Nombre de cellules
traitées retenues

1H 219 60 3

ClH 3| 52 142 6

1H3H 4 | 1004 1362 3

CIH3H | 5 | 2910 2267 6

TaB. 5.1 — Arithmétique des intervalles - Résultats

Seules trois cellules sont représentées en figure 5.6 alors que le tableau 5.1 en donne six.
L’algorithme a en effet retenu deux fois chacune des cellules avec ag = 0 & chaque fois. Ceci
s’explique de la fagon suivante : I'intervalle initial sur ag est symétrique. Une premiére division
selon cette direction donne donc des cellules dont la composante ay varie dans les intervalles
[—2,0] et [0,2]. Deux de ces cellules, notamment, peuvent s’écrire ainsi [—2,0] x X; x Xj et
[0, —2] x X1 x Xy les intervalles pour ay et by sont donc identiques. Une réduction sur ces
deux cellules améne a trouver que la variation de ag se réduit au point 0 pour chacune de
ces deux cellules et aux meémes intervalles finaux X/ et X} pour les variables a; et by. Le
dédoublement observé provient donc du fait que la variation composante ag soit réduite & un
point et qui plus est un point constituant une borne inférieure pour une cellule et supérieure
pour 'autre. Nous en profitons pour préciser qu’une fois cette composante réduite & un point
pour une cellule, plus aucune division selon cette direction n’a été effectuée pour la cellule en
question afin de ne pas générer des cellules totalement identiques mais traitées successivement
et donc de consommer inutilement de la ressource numérique. C’est le méme phénomeéne qui

génére de nouveau six cellules au lieu de trois dans le cas C1H3H.

Ces figures montrent que la méthode est efficace étant donné le peu de différence entre le

barycentre des cellules retenues et le point « vrai ».

5.3.2 Extrapolations

Nous allons maintenant réaliser le méme type d’extrapolations que pour la méthode du
simplexe. Comme on peut s’y attendre, I’évolution du nombre de cellules avec la dimension
P évolue selon la loi N, = a.b”, a = 4.03 et b = 3.73 (figure 5.8). On constate que le nombre
de cellules traitées est plus faible pour P = 3 et P = 5. Ceci est di au fait que ces deux
cas correspondent & ’adjonction de la composante ag. L’algorithme va en effet réduire trés
vite les intervalles de cette composante & 0 ce qui permet de se ramener rapidement & des

systémes non pas a 3 et 5 inconnues mais a 2 et 4 inconnues seulement.

Nous tentons alors d’établir une loi sur le temps de calcul par cellule ¢, = T'/N,. La
méthode est basée soit sur I’évaluation de la jacobienne (méthode de Newton Généralisée)
soit sur I'application P? fois d’une méthode (telles les méthodes de Hull Consistency ou Box
Consistency réitérant la méme opération pour chaque équation H;, 1 < ¢ < P et chaque
inconnue z;, 1 < j < P). Nous cherchons donc une loi quadratique ¢, = c.P?+dP+eet
nous trouvons ¢ = 0.0814, d = —0.1896 et e = 0.1963 qui permettent un bon lissage des
résultats (figure 5.9).

Ces deux lois nous permettent d’effectuer une extrapolation sur le temps de calcul T en
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—

—
o

—
o

b1

Groupe de cellules 1 Groupe de cellules 2
0.1825 0.0309
0.1825 0.0309
0.1824 0.0308
0.1824
0.0308
0.1824 —
e = 0.0308 oo
0.1824
0.1824 0.0307
0.1824 0.0307
0.1824 0.0306
-0.5889 —-0.5889 -0.252 -0.2515 -0.251 -0.2505 -0.25
ai ay
Groupe de cellules 3
0.3503
0.3502
0.3501
035 .
0.3499
0.3498
0.3497
0.7787 0.7788 0.7789 0.779 0.7791
a1
F1a. 5.5 — Arithmétique des intervalles - Cas 1H
Groupe de cellules 1 Groupe de cellules 2
0.183 0.0308
0.1829 0.0308
0.1828 0.0308
0.1827
0.0308
0.1826 — °
v ~ 0.0308
0.1825
0.1824 0.0308
0.1823 0.0308
0.1822 0.0308
—-0.5891 -0.589 -0.5889 —-0.5888 —0.5887 -0.2514 -0.2514
a1 ay
Groupe de cellules 3
035
035
035
035
-
035
0.3499
0.3499
0.3499
0.7788 0.7789 0.7789

ai

F1G. 5.6 — Arithmétique des intervalles - Cas C1H
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Groupe de cellules 1

«10° Groupe de cellules 1
4

0.1812
0.181 3.995
0.1808 3.99
— 0.1806 = 3.985
o ) b
L ]
0.1804 3.98
0.1802 3.975
3.97
-0.5858 —0.5857 -0.5856 -0.5855 13.115 -3.11 -3.105 -3.1 -3.095 -3.09
a1 as x10°
Groupe de cellules 2 <10 Groupe de cellules 2
0.0308 1.265
0.0308 1.2645
0.0308 . . 1.264
— "
o N} e o
0.0308 1.2635
0.0308 1.263
0.0308
~0.2515 -0.2514 -3186  -3.184  -3.182 -3.18
ai as x10™
Groupe de cellules 3 Groupe de cellules 3
0.3455 0.0133
0.3455 0.0133
0.3455 0.0133
— g]
o o
0.3455 . 0.0133 e
0.3455 0.0133
0.3455 0.0133
0.7738 0.7738 4.4506 4.4508 4.451 4.4512
ai as x107

FiG. 5.7 — Arithmétique des intervalles - Cas 1H3H
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fonction du nombre d’inconnues P :
T = (a.b”).(a.P* + b.P +¢)

représentée en figure 5.10. On voit donc qu'un temps de calcul d’'une semaine environ est
obtenu deés P = 8. Si cette méthode donne de meilleurs résultats que la précédente, il semble

donc qu’elle soit elle aussi trop cotiteuse pour étre envisagée sur de gros systémes.

N. = a.b”

15 T T T T T T T T T

5
P

Extrapolation *  Reésultats

Fia. 5.8 — Arithmétique des intervalles - Extrapolation du nombre de cellules

5.4 Conclusion

L’utilisation d’une méthode élaborée pour traiter le domaine initial 2 de variation des
inconnues algébriques permet donc de gagner du temps par rapport aux méthodes d’exclusion

mais n’offre toujours pas la possibilité de traiter des systémes & plus de trois degrés de liberté.

D’une facon générale, le principe consistant & définir un domaine que 1’on scrute a la
recherche de solutions semble aboutir & des démarches trop coiiteuses. En effet, les trois
premiéres méthodes abordées, le cell-mapping qui cherche les solutions sur une partie bornée
de l'espace d’états Er¢ ainsi que les méthodes reposant sur les tests d’exclusion ou I'analyse
par intervalles qui cherchent les inconnues algébriques traduisant des solutions sur un domaine
), ont présenté des résultats satisfaisants du point de vue de leur objectif d’analyse globale
mais obtenus dans des délais trop importants dans le cas de systémes & plus de quelques

degrés de liberté. Nous proposons donc, dans un quatriéme volet, une méthode qui ne procéde
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T/N.=c.P?>+d.P+e
7 T T T T T T T T T

Extrapolation *  Reésultats

Fia. 5.9 — Arithmétique des intervalles - Extrapolation du temps par cellule

T = (a.b").(c.P?> + d.P + c)

lan

1 mois

1 sem.

1 jour

lmin. [ %

1 sec.

FiG. 5.10 — Arithmétique des intervalles - Extrapolation du temps de calcul
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pas par analyse d’un espace continu préalablement borné. La contrepartie sera de faire une
nouvelle hypothése ou approximation sur le systéme traité, en 'occurrence, celle d’un systéme

polynomial.






Chapitre 6

Analyse globale par homotopies

polynomiales

Les trois méthodes précédemment traitées ne font pas d’hypothése sur la ou les non-
linéarité(s) mise(s) en jeu dans le probléme. Elles en font éventuellement sur la forme de
la solution recherchée pour passer des équations dynamiques auz équations algébriques, mais
non sur la forme mathématique de la non-linéarité. Cette absence de cadre de travail mathé-
matiquement particularisé empéche de faire un travail analytique préliminaire qui permettrait
de gagner du temps a la résolution. Nous avons donc eu lidée d’approrimer la partie non-
linéaire des équations algébriques par des formes polynomiales afin de se donner une classe
de probléemes aux propriétés mathématiques fortes sur laquelle travailler. Nous avons ensuite
cherché dans la littérature les méthodes permettant de résoudre les systéemes ainsi obtenus, a
savoir des systéemes multi-polynomiauz & plusieurs variables. Nous nous sommes alors apercus
que cette question était traitée assez largement depuis la fin des années 70 (les premiers tra-
vauz ont été publiés par Drezler en 1977 et Garcia et Zangwill en 1979). Une série d’articles,
parus entre 1987 et 2002 ([Wri85, MS87b, MS87a, LSY87, Zul88, Wam92, Li97, Wat02]) per-
met notamment de suivre [’évolution des principales techniques mises en place pour résoudre
ces problémes. Enfin, un ouvrage de référence, rédigé par A.J. Sommese et C.W. Wampler II,
[SW05], synthétise les résultats de ces publications et les intégre au contexte numérique.

Le principe général de la méthode imaginée est en premier lieu, d’approzimer la partie
non-linéaire des équations algébriques par une famille de polynémes. On obtient ainsi un
systeme d’équations multi-polynomiales a plusieurs variables, P(z) = 0. Pour résoudre ce

systeme, on utilise ensuite une approche par homotopie qui consiste & partir d’un systéme

99
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multi-polynomial & plusieurs variables plus simple, Q(Z) = 0, que l'on sait résoudre, et a
l’amener progressivement vers P(z) = 0 par une homotopie H(Z, \) = \Q(z)+ (1-\)P(2) =
0, ou l'on fait varier progressivement \ de 1 a 0. La difficulté majeure réside dans le choiz du
polynome Q(z) : il faut le choisir suffisamment proche de P(Z) structurellement de fagon a
pouvoir passer contindment et sans bifurcation des solutions de Q(Z) = 0 a celles de P(z) = 0,

mais suffisamment simple pour pouvoir en évaluer les solutions.

Nous exposerons tout d’abord les points théoriques essentiels qui sous-tendent ces méthodes
puis nous présenterons les différents choix possibles de polynémes Q(Z) et ceux qui nous

semblent les plus appropriés auz types de systémes que nous traitons.

Afin de lever toute ambigiiité ultérieure, nous donnons dés a présent la définition d’un

polynome a plusieurs variables dans @' et les notations associées :

Définition 6.1 : Polynéme a plusieurs variables

Une fonction P : @ — @'de P variables & = (Z1,...,Zp) est un polynome s’il peut s’exprimer
comme une somme de termes, chaque terme étant le produit d’un coefficient et d’un monéme,
chaque coefficient étant un nombre complexe et chaque mondme étant un produit des variables
élevées a une puissance entiére positive ou nulle. En formulant ceci avec une notation multi-

degré et en notant a = (a,...,ap) € INT, on écrit les monomes de la facon suivante :

P
~o ~ 0
=11
i=1
Alors, un polynéme P est une fonction qui peut s’écrire :

P: @ - @
P P@) =) and® (6.1)

acl

ot 7 est un ensemble d’index fini et a, € €. La notation P € {[zy,...,Zp] = C[z], signifie

que P est un polyndéme des variables Z; avec ses coefficients dans @.

Le degré total d’'un monéme % est || = a1 + -+ + ap et le degré total du polynome P

vaut :

deg(P) =
eg(P) aerzr}gii#OIQI

Quand aucune confusion n’est possible, on parle simplement de degré du polynéme et non de

son degré total. O
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6.1 Passage d’un systéme algébrique non-linéaire & un systéme

multi-polynomial

Pour passer d’une équation algébrique de la forme (2.10) & une équation multi-polynomiale
de la forme (6.2),

~ ~ 1
Pi(Z1,...,2p)= Z a1 ¢

alel;

~ ~ ~nP
Pp(z1,...,2p)= Z aporT”

OéPEIP

deux possibilités s’offrent & nous : soit la non-linéarité présente dans I’équation algébrique se
développe naturellement bien polynomialement et il est intéressant de faire ce développement
analytiquement (comme ce sera le cas du Duffing que nous traiterons en section 6.6), soit
la non-linéarité n’a pas véritablement une forme polynomiale qui la sous-tend et l'on réalise
alors un lissage de la non-linéarité sur une famille choisie de polynémes. Le premier cas est
transparent et ne nécessite pas plus d’explication ; nous donnons pour le second les rudiments

permettant d’effectuer 'approximation polynomiale de la partie non linéaire de I’équation.

Dans la cas ot une écriture « & la main » de la non-linéarité sous forme polynomiale n’est
pas aisée, I'objectif est d’approximer « au mieux » la partie non-linéaire H (Z) par une forme
polynomiale P;(Z) pour un espace de variation de &, noté D, généralement borné dans les
problémes d’ingénierie qui nous concernent. Un moyen simple de déterminer Py, est d’utiliser
une approximation aux moindres carrés qui s’écrit comme suit :

— on se donne n points ) € D pour lesquels on calcule b)) = I:I(ic(j)) € RP,

— on se donne pour chaque polynome Py; les mondémes qui le composeront (choix des

a'),
— puis, pour chaque composante Pyy;, on écrit que I'on cherche & minimiser la quantité

dépendant des a;,: :

2
n \I,|

r(aj01) = Z(Pnli( )y — p)y2 Z Zami’k(@(j))ai”“ 9 >0
=i j=1 | \k=1

On écrit donc que la dérivée par rapport & chacun des coefficients a (au nombre de

L]

|Zi|) est nulle, ce qui nous donne le systéme carré suivant pour chacun des Pyy; :

Qoo Z;}Zl bgj)(j(j))ai’l
R : — : |
Q01T Z;‘L:1 bl(j)(j(j))ai,\zi\
R € M‘L|(1R)a Rz(;lq) = Z(i(j))ai’p (j’;(j))ai’q
j=1

Une fois que 1’on posséde 'approximation polynomiale de la partie non-linéaire, il ne reste

plus qu’a ajouter la partie linéaire H et le terme constant H,. provenant généralement de
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I’excitation pour obtenir le polynéme final :

—Ho + Y8 Hipg + Pan(2)
P(7) = :

—H.p+ kazl Hpyip + Puip()

6.2 Nature des solutions d’un systéme multi-polynomial

Lorsque 'on résout un systéme de la forme (6.2), on le fait généralement dans €. En effet,
il est plus simple de s’appuyer sur le corps des complexes plutot que sur celui des réels (tout
polynome est scindé dans €, non dans IR). Il nous faudra donc extraire dans un second temps

les valeurs réelles qui seules, généralement, nous intéresseront.

Par ailleurs, un systéme multi-polynomial peut avoir différents types de solutions : des
points (isolés), mais aussi des courbes, des surfaces, etc. On imagine aisément qu’il est difficile
numeériquement de décrire des espaces de dimension non-nulle (non réduits a des points) et
qu’il faut faire appel a des techniques relativement sophistiquées pour y parvenir (pour plus
de détails, on peut se reporter au dernier chapitre de [SWO05] et consulter les articles [SV00]
et [SVWO03]). Les solutions de dimension non-nulle n’ayant généralement pas de pertinence

physique, nous ne nous y intéresserons pas dans la suite de notre étude.

Nous chercherons donc uniquement les solutions de type points isolés dont nous extrairons

les éléments réels.

6.3 Principe et difficultés d’une résolution par méthode homo-

topique

Le principe général de cette méthode, comme énoncé dans 'introduction de ce chapitre,
est de partir d'un polynome Q(Z) que l'on sait résoudre et de le faire évoluer continiiment
vers le polynome dont on cherche les zéros en résolvant un systéme de la forme (6.3) pour des
valeurs de A allant de 1 vers 0. On réalise donc une continuation des solutions du systéme
(6.3).

H(z,\) =0, H(z,\) = A\Q(2) + (1 — M)P(2) (6.3)

Pour que la méthode soit efficace, chaque zéro 7*9) de P(z) doit étre relié par un chemin
continu & un zéro de Q(z). Il faut donc choisir Q(Z) avec au moins autant de zéros que P(Z).
La continuité requise du chemin, impose quant & elle qu’il soit structurellement proche de
P(z) afin d’éviter toute bifurcation le long du chemin suivi. La question de I’élaboration de

Q(Z) est traitée en section 6.5.

Par ailleurs, il est fréquent que 1’on réalise une surestimation du nombre de zéros de P(Z),
donc que Q(Z) posséde des zéros « en trop ». Les chemins partant de ces zéros divergent
alors en norme vers +oo lorsque A tend vers 0. Cette divergence étant difficile a traiter
numeériquement, on a recours a un artefact : on homogénéise le polynéme P () a l’aide d’une
variable supplémentaire Ty pour se placer dans ’espace projectif. Nous donnons le détail de

la procédure dans la section 6.4.
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La figure 6.1 illustre le principe de cette méthode homotopique pour un cas trivial ou le
systéme non-linéaire serait & une seule inconnue (P = 1). On peut lire sur cette figure que
le choix du polynome Q(Z) est tel qu’il posséde deux zéros 71 et 2@, Le chemin partant
du premier conduit a l'unique zéro de P(Z), * tandis que lautre, que ’on peut qualifier a

posteriori d’« inutile », diverge vers oo lorsque A tend vers 0.

+oo

:j(Q)
. ) 7
e —
A=0 A=1

F1G. 6.1 — Illustration du principe de la méthode homotopique

6.4 Espace projectif et homogénéisation

Afin de parer au probléme des chemins divergeant lorsque A tend vers 0, on peut remarquer
que si un polynoéme Q(Z) a tous ses mondomes d’'un méme degré d, alors pour tout g € C,
Q(B%) = fQ(Z). On dit d’un tel polynéme qu’il est homogéne. Pour une telle catégorie de
polyndémes, on voit que si Z* est un zéro de Q, alors V 3 € €, BZ* en est un aussi. Ainsi,
si la norme de Z* est trop grande pour permettre un calcul numérique assez précis, on peut
considérer a la place Sz* en prenant par exemple § = 1/||Z*|| pour ramener le zéro considéré
a une norme de 1. On sent qu’il y a la une notion de classe d’équivalence et que l'on choisit

finalement le représentant de cette classe qui nous convient le mieux numériquement.

Le fait est que pour la plupart des polynémes, tous les monomes n’ont pas méme degré.
Pour pouvoir utiliser malgré cela la remarque précédente on réalise alors 1’homogénéisation
du polynéme P(Z) considéré en ajoutant une P + 1°™° variable %y par laquelle on vient
multiplier avec un degré adéquat chaque monoéme constituant P(z) de fagon a obtenir un
degré identique de tous les mondmes (constitués alors des variables Zg, 1, ...,Zp regroupées
dans le vecteur Zj et non plus seulement Zi,...,Zp). Donnons deux exemples pour bien
illustrer cette technique :

— Exemple 1 : P(31,72) = 272 + &

Le premier monome est de degré 2 quand le second est de degré 1. Le polynéme P
homogénéisé correspondant est P, (%o, T1,72) = 277 + ToZo. Ainsi les deux monomes
sont de degré 2.

— Exemple 2 : P(%1,32) = 272 + 33132 + 4

Les deux premiers mondmes sont de degré 2 et le dernier est de degré 0. Le polynome

P homogeénéisé correspondant est P, (T, 71, 72) = 277 + 3132 + 473.
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En formalisant la remarque d’introduction, on aboutit a la définition de 'espace projectif IP*
déduit de @F1! et la relation d’équivalence « pressentie » permettant de choisir le meilleur

représentant numeérique :

Définition 6.2 : Espace projectif PP
I espace projectif complexe de dimension P noté IP¥ est ’espace des lignes complexes passant
par lorigine dans @', Les points de IPY sont des P + l-uplets [Z] = (Zo,...,Zp) tels que

Vi € [0, P], Z; € € et non tous nuls, avec la relation d’équivalence suivante :
[Z] = (Zo,...,2p) ~ [¥] = (F(,...,Tp) si et seulement si I3 € T / (%, ...,7p) = (BZo,...,B%Tp)

D’une facon plus générale, pour IF un espace vectoriel sur un corps commutatif /K et en notant

G larelation d’équivalence précédemment définie, 'ensemble quotient IE* /G est appelé espace

projectif déduit de IE. O
Ainsi, si 'on cherche numériquement les zéros d'un polynome P(zZ1,...,Zp), et que I’on prend
la peine de le rendre homogene de degré d (notons le polynéme obtenu Py (Zo,...,Zp)), il est

plus avantageux de mener la recherche sur IP” en faisant les deux remarques suivantes :

ViEed®, Pli,...,ip) =Py(1,41,...,2p) (6.4)

Vit e @ ) Py(i®) =0, V B € T, PR(Bi°) = f'Py(°) =0 (6.5)

La seconde remarque se traduit de la fagon suivante : si Z° est solution de P(Z;) = 0,
alors tout élément équivalent - au sens de la relation d’équivalence donnée dans la définition
d’un espace projectif - I’est aussi. On peut donc chercher, en ce sens, les zéros non égaux a
’élément nul de Py, dans IPT en choisissant alors le représentant de la classe d’équivalence
qui convient le mieux numériquement. La premiére remarque, triviale, permet quant & elle
de relier les zéros z* de P et ceux 2° du polynéme homogéne associé Pj pourvu que leur
premiére coordonnée soit non nulle :

V30 = (35,...,3%) € CFTL / Pp(i®) =0 et 3 £ 0, 7* = —(9,...,3p) est tel que P(*) =0

0

0
et réciproquement

VIt =(37,...,3) € @8 / P(3*) =0, 3° = (1,3F,...,%%) est tel que P (3°) =0
(6.6)
Nous avons considéré jusqu’ici des polynémes P & valeur dans @'; lorsque 1’on considére -
comme c’est le cas dans les applications qui nous intéressent - un systéme multi-polynomial
P & valeurs dans @7, on homogénéise séparément chaque composante P; dont on améne tous

les mondmes & un degré d;. Si ’on considére par exemple le systéme & deux variables suivant :

P(3) = Py(%1,%2) = 3 + T1%2 + 3
PQ(f) =21+ a9 —2

on obtient aprés homogénéisation :
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Py (z) = {

S A AN =3 A ~ =9
Py, (20,71, Z2) = 27 + ToT172 + 330332}

Py (2o, 1, 22) = &1 + T2 — 2%

Le degré de la premiére composante est d; = 3 tandis que celui de la deuxiéme est do = 1.

Ainsi on peut écrire que :

dy ~
sesm-(2322)

De la méme fagon, les équations et relations (6.4), (6.5) et (6.6) se transposent aisément

lorsque 1’on passe d’un simple polynéme & un systéme multi-polynomial.

Remettons maintenant cette technique dans le contexte qui nous intéresse, a savoir ce-
lui de la résolution du systéme multi-polynomial & P variables P(Z,...,Zp) = 0 par une
homotopie H(Z, \) partant du systéme Q(z) pour A = 1 et allant vers P(Z) pour A = 0.
Conformément a ce que nous venons d’expliquer, on ne travaille pas directement avec P ()
mais avec son équivalent homogénéisé & P + 1 variables. On modifiera donc Q(Z) confor-
mément & cette homogénéisation en lui adjoignant la variable supplémentaire Zo. Ainsi, on

effectue la continuation des solutions du systéme suivant :

Hy,(Zp,A) =0,

o ~ o ~ o ~ (6.7)
Hh(xO,xl""vxPa)‘):)‘Qh(xO,xl,"'axP)+(1_)‘)Ph(x0,xl""vxP)

On est tenté d’objecter que si ’on a ajouté une inconnue, on n’a pas simultanément introduit
une équation. Il faut alors se rappeler ce pour quoi nous avons introduit la variable Z( : dans
le but de ramener la norme de 'inconnue Z & une grandeur permettant des calculs numériques
satifaisants. Une équation supplémentaire est donc implicitement introduite et s’explicite de

différentes facons selon le choix que ’on préfére :

max |Z;] = 1 (6.8a)
i=0,...,P
< Ip,z> = 1, ou z € @ est un vecteur choisi de fagon adéquate (6.8b)

Ainsi, lors du processus de continuation, on procéde comme indiqué dans le tableau sui-

vant selon la contrainte choisie :
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Contrainte (6.8a) Contrainte (6.8b)

Point connu au rang n : (3%51"), A tel que

[, (27, AM)]| < e [ (37, A)|| < e
max ]i(n)\ = \i(n)] =1 <#™ 2>=1
i=0,...,.P " J h > -
Prédiction/Correction pour obtenir un point (JE;LNH), AFDY au rang n 4 1
Hy,(2p,\) =0
en imposant #D — 2" 4one en bloquant | sur le systéme augmenté : h~(33h )
J J <xp,z>=1

une variable

Choix du meilleur représentant numérique pour iénﬂ) dans PP
(n+1)

en remplacant I, par 1’élément équi- | en modifiant éventuellement z dans le cas
valent ( max |j§n+1)|)*1i§1"+1) ou i“%nﬂ) et z seraient proches de l'ortho-

i=0,...,P ' )
gonalité : ceci entraine alors des coordonnées

~(n+1 N
xi ) trés grandes en norme et n’est pas sou-

haitable ; on génére donc par exemple aléatoi-

rement un nouveau vecteur z de ¢! puis

51"“) par 1’élément équivalent
2 >)_1§U§Ln+1)

on remplace ¥

~(n+1)
(< xﬁl

On peut donc contenir la norme des vecteurs considérés au long de la continuation et l'on
détecte aisément les points partant & linfini lorsque A tend vers 0 en faisant la remarque
suivante : si dans @ ||(Z1,...,Zp)|| — +oo lorsque A — 0, le procédé d’homogénéisation
et I'utilisation qui en est préconisée vont nous amener & contenir cette norme notamment en
faisant tendre &y vers 0 : schématiquement, si I’on choisit la contrainte (6.8a) et que |Z;| — 0
lorsque A — 0 (j € |1, P[), le procédé proposé imposant une norme égale a 1 pour Z;, on
divisera T par Z;, donc on aura Zo — 0. Le passage de C" a PP via le processus d’homo-
généisation permet donc de faciliter le suivi numérique des valeurs et de détecter en fin de

continuation les points allant & l'infini qui sont alors caractérisés par :

<€ (6.9)

oil €4 est choisi « petit » (typiquement, entre 1073 et 10~%). Par souci d’alléger les notations,
on notera identiquement par la suite le systéme polynomial initial P et le systéme homogé-
néisé Py, lorsque la distinction n’est pas essentielle, réservant toutefois I'indice 0 a la variable

d’homogénéisation.

6.5 Choix d’un polyndéme initial Q(7)

Comme évoqué en § 6.3, la principale difficulté dans la mise en ceuvre efficace d’une mé-
thode de résolution par homotopie est le choix du polynoéme Q(z) de départ. Il faut en effet
étre capable de le résoudre pour pouvoir initialiser la continuation, donc qu’il soit d’une struc-

ture relativement simple, tout en étant structurellement proche du polynome vise P(z) de
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fagon a ce que la continuation ne comporte pas de bifurcation. Cette « proximité » structurelle
consiste en premier lieu en le fait de posséder au moins autant de zéros que P(z) de fagon a ce
que chaque zéro de P () (comptés distinctement s’ils sont d’un ordre de multiplicité supérieur
a 1) soit relié & un unique zéro de Q(z). Il faut pour cela pouvoir évaluer le nombre de zéros
de P(z) avant méme de les connaitre et ceci se fait en examinant plus ou moins finement la
structure de P(Z). Selon la finesse de ’analyse, on obtient un polynéme Q(z) qui posséde un
nombre de zéros de plus en plus proche de celui de P(Z) (et toujours supérieur). Si chacun
des zéros surnumeéraires crée un chemin qui diverge en 'infini, et donc un investissement en
calcul inutile, ’analyse préliminaire peut devenir elle méme-cotiteuse et difficilement automa-
tisable. Le graphique 6.5 (issu de [SWO05, Sec 8.1]) présente de fagon hiérarchisée, les noms
des différentes méthodes actuellement dans la littérature. Etant donnée la diversité des sys-
témes que nous souhaitons pouvoir traiter, nous n’expliquons dans les paragraphes suivants
que les trois premiéres dont la mise en ceuvre peut s’automatiser aisément. Dans un dernier
paragraphe, nous donnerons quelques préconisations et éléments chiffrés pour aider au choix
de la méthode.

Paramétrisation des coefficients

U g U

Produits
de polynomes

B oo T U

Polytopes
de Newton

Simplicité
Spécificité

Produits d’éléments linéaires

U

Multi-homogeéne

U

Degré total

\J
F1G. 6.2 — Graphique des différentes méthodes permettant d’élaborer Q(Z)

Sous la ligne A, seules des techniques de résolution de systémes linéaires sont nécessaires.

Au dessus de la ligne B, des méthodes spéciales doivent étres congues au cas par cas.

6.5.1 Meéthode du degré total

Une facon certaine et simple de tenir compte de tous les zéros de P(Z) est de s’appuyer sur
le théoréme de Bezout qui nous dit que pour un systéme P(Z) dont chaque composante P;(Z)

est un polynome de degré total d;, le nombre maximal de solutions est N =dy x --- x dp. Il
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est alors facile de concevoir 'utilisation du polynome initial Q(Z) suivant :

1
Q(z) = :
-1

dont les racines sont bien connues puisque sont celles de I'unité. Le théoréme suivant permet

alors de garantir que ’on trouvera toutes les solutions de P(Z) :

Théoréme 6.1 : Homotopie de degré total

Soit un systéme multi-polynomial P(%) de @ dans @* et d; le degré de chacune de ses
composantes P;(z), i = 1,..., P. Soit Q(Z) un systéme multi-polynomial dont chacune des
composantes Q;(Z) est de degré d; et possédant N' = Hil d; solutions non-singuliéres. Alors

les A chemins solutions de I’homotopie
H(z,\)=MQz)+(1-M)P(z)=0

prenant source en les solutions de Q(Z) = 0 sont non-singuliers pour A € |0, 1] et ’ensemble
de leurs points finaux lorsque A — 0 inclut toutes les solutions non-singuliéres de P(z) = 0
pour presque tout v € €, excepté en un nombre fini de droites de dimension réelle égale a 1

0

passant par ’origine. En particulier, si I’on choisit v = €' sur le cercle unité, ces exceptions

se limitent & un nombre fini de points 6 € [0, 27]. O

Si cette méthode est trés facile & mettre en ceuvre, on sent bien que le calcul de N =
HZP: 1 d; chemins sera souvent inutilement cotiteux dans la mesure ot peu des systémes consi-
dérés posséderont en réalité autant de solutions. En particulier pour ce qui nous concerne,
les variables x; se séparent en deux groupes de tailles inégales : celles relatives aux ddl li-
néaires, donc participant uniquement & des monoémes de degré 1 et celles relatives & des ddl
non-linéaires, en faible nombre par rapport aux précédentes, mais pouvant participer a des
monoémes de degré élevé. Cela semblerait donc dommageable de ne pas pouvoir tenir compte

de cette distinction évidente et c’est pourquoi nous énoncons les deux méthodes suivantes.

6.5.2 Meéthode par multi-homogénéisation

Pour tenir compte de groupes de variables distincts - disons m groupes - une possibilité
est d’utiliser un procédé de multi-homogénéisation : de la méme facon qu’expliqué en § 6.4, on
introduit des variables visant & amener tous les monémes d’une composante P;(Z) & un méme
degré d;, mais au lieu d’introduire une seule variable supplémentaire Zg, on en introduit autant
que de groupes constitués, ¢’est-a-dire m, notées zZi, ..., Z,. On partionne donc les P variables
initiales Z1,...,Tp en m groupes )E'j possédant k; éléments (j = 1,...,m, ki + -+ + kp, =
P), puis on associe a chaque groupe une variable d’homogénéisation Z;. On homogénéise
ensuite chacun des polynomes P; conformément & cette multi-homogénéisation et on forme
une matrice de degrés D = (d;j)1<i<p, 1<j<m dont le terme d;; correspond au degré maximal

observé dans le polynome P; pour les monoémes formés par les variables du groupe Xj;.

Considérons le systéme suivant pour illustrer cette méthode de multi-homogénéisation :
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I +2
P(Z1,%9,73) = | To73 — 4

T122 + 23 —6
On voit que seule la variable Z; intervient & un degré 2. On choisit donc de faire les deux
groupes suivants auxquels on associe les variables d’homogénéisation z; et 2o :
X ={&1} (k1=1) <3
Xo = {#2,33} (k2 =2) « %
On effectue alors la multi-homogénéisation suivante en remplagant chaque variable Z; du
groupe Xj, j=1,...,m par T;/Z;, i = 1,...,k; puis en ramenant les dénominateurs de
chaque P; a 1 (donc en ramenant aux numeérateurs des monoémes de la forme ] j 2?” ; on
obtient ainsi :

i} 4 277

2
Py (21, &1, 22, T, T3) = | Toiz — 473 D=0
1

= N O

T1To + X321 — 62129

Pour une homogénéisation classique introduisant uniquement la variable Z(, on aurait eu :

T3 + 273 2
Ph(‘%oa‘%lai?ai.fﬂ) = '%2%3 _4i'g D - 2
F1%9 + T3To — 633 2

Une fois le systéme multi-homogénéisé, on peut utiliser le théoréme de Bezout pour structures
multi-homogenes qui donne que le nombre de zéros d’un tel systéme est au plus Bez(D, K)
avec la formule suivante permettant de I’évaluer (une autre formule basée sur une approche

combinatoire est possible; nous lui préférons celle-ci, plus simple & énoncer) :

P m
Bez(D, K) = coeff [ 251, zFm HZdijéj
i=1j=1
ou lexpression coeff(z% P(Z)) désigne le coefficient du monoéme % dans le polynome P(Z).
Pour notre exemple, on voit donc que le nombre maximal de zéros a rechercher est :
Bez(D, K) = coeff(2] 23, (221 + 022) (021 + 2%) (21 + %)) = 4
alors qu’utilisant une homogénéisation classique, le majorant du nombre de zéros serait :
N=2x2x2=38
En réalisant une multi-homogénéisation, on divise donc par deux, sur cet exemple, le nombre
de chemins & suivre.
Enfin, pour respecter la structure du polynéme initial P(Z) conformément & cette multi-

homogénéisation, il suffit de construire un polynéome Q(Z) ayant méme matrice de degré D et

que ’on sait résoudre. Pour notre exemple, nous pouvons donc proposer le polynome suivant :

-1
Q@) =< (T2 — 2)(73 + 3) , de solutions
(@1 +4) (22 + 73— 1)

W =(1,2,-1), #® = (1,4,-3),
70 = (-1,2,-1), #*® = (-1,4,-3)

Le théoréme énoncé ci-dessous nous permet de conclure en garantissant 'obtention de

toutes les solutions isolées et non-sigulieres de P(Z).
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Théoréme 6.2 : Homotopie de multi-homogénéisation

Soit un systéme multi-polynomial P(Z) de @ dans @* possédant une matrice de degré D pour
ses variables partitionnées en sous-ensembles de tailles K comme présenté précédemment. Soit
Q(Z) un systéme multi-polynomial ayant méme matrice de degré D et possédant Bez(D, K)

solutions non-singuliéres. Alors les Bez(D, K) chemins solutions de I’homotopie
H(z,\)=MQz)+(1-MNP(z)=0

prenant source en les solutions de Q(Z) = 0 sont non-singuliers pour A € |0, 1] et ’ensemble
de leurs points finaux lorsque A — 0 inclut toutes les solutions non-singulieres de P(Z) = 0
pour presque tout v € €, excepté en un nombre fini de droites de dimension réelle égale a 1

0

passant par ’origine. En particulier, si I'on choisit v = " sur le cercle unité, ces exceptions

se limitent & un nombre fini de points 6 € [0, 27]. O

En dernier lieu, nous proposons une formule « simple » permettant d’évaluer Bez(D, K)
pour les systémes qui nous intéressent : des structures majoritairement linéaires auxquelles
on ajoute quelques ddl non-linéaires représentant un organe, un contact, etc. Nous proposons

les notations suivantes :

e P le nombre total d’inconnues Z;, égal au nombre d’équations
e P, le nombre d’équations linéaires (supposées ne dépendre que des V variables linéaires)
e P, le nombre d’équations non-linéaires (pouvant dépendre de toutes les variables) :
P+Py=P
e V; le nombre de variables #; n’intervenant que linéairement dans les équations (ne
participant qu’a des monomes de degré 1)
e V,; le nombre de variables Z; intervenant non-linéairement dans les équations (partici-
pant & au moins un monéme de degré supérieur ou égal & 2) : V; +V,;; = P
e d le degré maximal des monomes contenant des variables non-linéaires
Si 'on ordonne par suite les z; en faisant apparaitre d’abord les V; variables purement linéaires
puis les V,,; variables non-linéaires et de méme en écrivant d’abord les P, équations purement

linéaires et les V,,;; autres ensuite, on peut former les deux goupes :

X1 =A{21,...,2y;}, k1 =V, homogénéisé par Z;
Xo =A{&v,41,...,2Zp}, ka =V, homogénéisé par 2,

La réorganisation des équations permet ensuite d’écrire une forme générale du polynoéme

homogénéisé :
(Eq linéaire 1 10 |
Eq linéaire P, 10
Py(zZ1,21,...,2v, 22, v, 41, - - -, TP) = , D=
(1, 21 PV 2p) Eq non-linéaire 1 1d
Eq non-linéaire P, ) 1d

On écrit donc facilement par suite que :
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Py Py
Bez(D, K) = coeff | 212" [ 21 x [[ (51 + d22)
i=1 j=1

Py
— VizV 3B J 59 ( g5, \Pr—d
= coeff | 2125, Z; E Cp Z1(dZ)™
J=0
CPnl_an anl
nl

_ Pnl' Vil
(Pnl - an)'vnl'

Cette formule n’est pas universelle dans la mesure ot tous les systémes non-linéaires que

nous pouvons rencontrer ne sont pas exatement de cette forme : certaines équations linéaires
peuvent faire intervenir des variables non-linéaires et certaines équations non-linéaires ne font
intervenir aucune variable linéaire. Néanmoins, cette formule permet de donner rapidement

une idée du nombre de chemins sans méme avoir posé précisément les équations.

6.5.3 Meéthode par produits d’éléments linéaires

Nous venons d’étudier un moyen d’approcher mieux la structure du systéme a résoudre
P(Z) en regroupant des variables. Le regroupement compte alors pour toute les équations ; on
peut donc envisager comme étape suivante des groupements différents pour chaque équation
en gardant a ’esprit la contrainte de savoir résoudre le systéme multi-polynomial Q(Z) qui
résulte de ’étude. La méthode proposée consiste en la décomposition de chaque équation en
un produit d’éléments linéaires. Il faut donc pour chaque équation reconstituer les espaces
vectoriels de mondmes de degré 1 dont le produit aboutit & I’espace vectoriel auquel appartient

la solution. Afin de rendre ceci plus clair, nous posons quelques notations :

o < eq,...,e, > dénote le C-espace vectoriel engendré par les éléments ey, ..., e.

o {e1,.. et @{fi,.... it ={ei® f;, 1 <i <k, 1<j <1} désigne 'ensemble produit
des deux autres ensembles

e <E>x<F>={eflec< E>, fe<F >} ensemble produit des espaces vectoriels
< E > et < F > est inclus dans I'espace vectoriel engendré par le produit des ensembles
EetF,<EQ®F >.

o EM et < F > désignent naturellement les ensembles produits respectifs E®--- ® F

et < > x---x < E > chacun comportant n facteurs identiques.
Pour un systéme multi-polynomial P(Z) = 0 & P inconnues et P équations P;(z) =0, 1 <
i < P, on cherche & décomposer le @-espace vectoriel IE; auquel appartient P;(Z) de degré d;

en un produit de d; ensembles FE;; ne contenant que des polynomes de degré 1 :

Pi(z)eFE;, F,=<E;® - ®FEjq4 > 1<i<P,

. N - . (6.10)
Vi € [[1, P]], EijC{xl,...,xp,l}, 1 <5 <d;

On peut alors montrer ([SWO05, Sec. 8.3.4]) qu'’il suffit de choisir le polynoéme initial Q(&)

dans I’ensemble £; produit des espaces vectoriels IF;; engendrés par les ensembles £ :

Vi € [[1, P]], Ql(i') EFE, =<Ej;>x--x< Eidi >=IF;; X -+ X E@'di (6.11)
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Chaque composante Q;(Z) du systéme initial s’écrit donc comme un produit de polynémes

pij(Z) € IE;j de degré 1 au plus, d’ou le nom de la méthode « produits d’éléments linéaires » :

p11(Z) ... p1a, (Z)
Q) = z Vi€ L PLV) € [L ] deg(py(®) <1

pPi(Z) .- ppap(T)

Il est alors facile de résoudre le systéme initial : chaque zéro doit annuler au moins I'un des
facteurs linéaires de chaque composante. Il suffit donc de tester tous les systémes linéaires
obtenus en choisissant un facteur linéaire par équation. Comme on cherche uniquement les
solutions non-singuliéres, on peut avant de résoudre chaque systéme linéaire en calculer le

rang et éliminer d’office les systémes ayant un rang non égal a P.

Examinons maintenant les exemples suivants pour illustrer cette décomposition en pro-

duits d’éléments linéaires :

— Exemple 1 : soit P(%1,32,73) = 73 + 47172 — ¥3. Le degré total de ce polynome est
2 et tous ses mondmes appartiennent & l’ensemble produit {Zi,Z2,Z3} ® {Z1,1} =
{%2 #1%9, 7173, 71, To, T3} En termes de structure, ce polynoéme appartient donc a I’es-
pace vectoriel < {Z1,%2, %3} ® {Z1,1} >.

— Exemple 2 : soit le systéme multi-polynomial et les ensembles E; correspondants

(51 + 72— 3 (B = < i1,70,1>

T3+ T4 —5 FEo = < 23,24,1 >
P(71,...,75) = ?ﬁ%ﬁ%_z (| Bo=<dndnl>x<inl>?

T3+ Tg + x5 — 1 E4:<x3,w6,1>><<x6,1>(2)

T3+ Ts Ey = < 23,75 >

T4+ Tg FEg = < 24,T6 >

On peut proposer d’apres les E; le polynome Q(Z) suivant :

T1+ T2+ 1
Gy +dg+1
2+ 25+ 1
3+T6+ 1
3+ Ts5)
T4+ T6)

(T5 — 1)(5 + 2)
(T — 3)(Z6 +5)

3
S N N N

=

((
(
(
(
(
(

Les différents systémes linéaires a résoudre pour trouver les zéros du systéme initial sont
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au nombre de 9 dont trois seulement ont un rang de 6 :

(1 +T2+1) (ZT1+ T2+ 1) (1 + 32+ 1)
(T3 + 24 +1) (T3 + 24 +1) (T3 +T4+1)
(To+ 35+ 1) (75 — 1) (T5 +2)
L = 06,1 L = 0¢,1 - ~ = 0¢,1
(T3 + 26 +1) (T3 + %6 + 1) (T3 +T6+1)
(3 + T5) (T3 + T5) (Z3 + 5)
(Z4 + Z6) (T4 + T6) (T4 + Tg)
rang = 6 rang = 5 rang = 5
(1 +Z2+1) (T1+ T2+ 1) (1 +32+1)
(T3 +24+1) (T3 + 24+ 1) (3 +24+1)
(To+ 35+ 1) (75 — 1) (T5 +2)
_ = 06,1 - = 0¢,1 _ = 06,1
(.T(; — 3) ($6 — 3) (.T(; — 3)
(3 + T5) (T3 + T5) (Z3 + 5)
(Ta + T6) (T4 + To) (T4 + Te)
rang = 6 rang = 5 rang = 5
(1 + T2 +1) (T1+ T2+ 1) (1 + 32+ 1)
(T3 +24+1) (3 +24+1) (3 +24+1)
(To+ 35+ 1) (75 — 1) (T5 +2)
= 0p,1 . = 06,1 _ = 0¢,1
(Zg+5) (Z6+5) (Zg +5)
(3 + T5) (T3 + T5) (Z3 + 5)
(T4 + T¢) (T4 + T6) (T4 + )
rang = rang = rang =

Ainsi, on n’aura que 3 chemins & suivre partant des solutions des systémes linéaires
écrits en colonne de gauche. Si ’on avait utilisé une méthode du degré total, on aurait
di étudier 1 x1x3x3x1x1 =9 chemins et par une méthode de multi-homogénéisation
utilisant les deux groupes « intuitifs » X| = {#1, o, 3, 74} et Xy = {&5, 6}, on aurait
généré 22 chemins, c’est-a-dire plus que dans le cas du degré total.

Comme on vient de le voir, ’évaluation du nombre de zéros du systéme multi-polynomial
initial passe par 1’évaluation du rang de chacun des systémes linéaires que 1’on peut former,
au nombre de Hf: 1 d;- On ne peut donc pas donner de formule générale mais affirmer qu’il est
nécessairement inférieur ou égal a celui résultant de la méthode du degré total. Le théoréme

suivant permet de garantir l'efficacité de la méthode.

Théoréme 6.3 : Homotopie par produit d’éléments linéaires
Soit un systéme multi-polynomial P(#) de @ dans @* appartenant a la famille de systémes
définie par I’équation (6.10). Soit Q(Z) un systéme multi-polynomial appartenant & la famille

de systéeme définie par I’équation (6.11). Alors les chemins solutions de ’homotopie
H(7,\) = \Q(3) + (1 — M)P(3) =0

prenant source en les solutions non-singuliéres de Q(Z) = 0 sont non-singuliers pour A € ]0, 1]
et I’ensemble de leurs points finaux lorsque A — 0 inclut toutes les solutions non-singuliéres
de P(z) = 0 pour presque tout 7 € €, excepté en un nombre fini de droites de dimension

0

réelle égale & 1 passant par I'origine. En particulier, si 'on choisit v = €% sur le cercle unité,

ces exceptions se limitent & un nombre fini de points 6 € [0, 27]. O
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6.5.4 Comparaison des trois méthodes

Nous venons de présenter différentes méthodes permettant de construire un systéme initial
Q(z) d’aprés des analyses de plus en plus fines de la structure du systéme initial P(Z).
Nous proposons de les comparer sur un exemple possédant une non-linéarité cubique; le

développement polynomial sera donc ici exact.

Desciption du systéme et écriture des équations dynamiques

Le systéme se compose de trois masses et ressorts linéaires amortis dont le dernier maillon

comporte en plus une raideur non-linéaire cubique (figure 6.3).

knl
k1 )
my mo m3 f—s
- . C. .
1 (6] C3
q1 q2 q3

F1G. 6.3 — Systéme étudié
Les équations s’écrivent ainsi simplement :

miGr + c1q1 — ca(g2 — 41) + k1qr — ka(g2 —q1) =0
mada + ca(da — ¢1) — c3(ds — G2) + k2(g2 — q1) — k3(g3 — @2) — kni(qs — @2)> =0 (6.12)
msds + c3(ds — G2) + k3(g3 — @2) + kni(gs — ¢2)® = fe cos(wt)

Pour alléger les écritures, on passe ensuite en déplacements relatifs en posant :

rn = q 1
2= q2—4q1 ; U={ro
rs = 43 —(Qq2 3

puis on utilise I’écriture matricielle suivante :

my c1 —C3 k1 —ko 0 0
mo My U + Cy —C3 U + kz —/{?3 U+ —knﬂ“g — 0
ms ms ms c3 ks k73 fecos(wt)
M C K
(6.13)

Nous choisissons enfin les valeurs numériques suivantes :

mi =1 (kg), k1 =1 (N.m™'), e = nky (kg.s™'), n=0.04 (s)

my =2 (kg), ko =1 (N.m™'), co = nky (kg.s™'), fe=0.1 (N)

ms = % (kg), ks =1 (N.m™1), c3 = nk3 (kg.s~ 1), Ky = 100 (N.m™1)

Ecriture des équations algébriques

Nous allons maintenant rechercher les solutions périodiques par une méthode de balance

harmonique avec une troncature du développement & 1 harmonique. On passe donc de 3
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inconnues dynamiques & 3 x (2 x 1 + 1) = 9 inconnues algébriques :

U = ag + ay cos(wt) + by sin(wt) (6.14)
aop1 ai b1 ag
ap=1Rapn p, 1 =Rap, b1 =L bop, T=3a; p € R’
a3 a13 b1z by

En substituant la forme (6.14) de U dans les équations dynamiques (6.13), on obtient les

équations algébriques suivantes :

K 03,1
K—wM  wC i+ H(z) = <O;’1) (6.15)
—wC K —wM 05:1
o H,.
( 0

—ags(agy + 5ais + 30;)

+aos(ads + 3afs + 3b%y)
0

H(Z) = ki § —3a13(ads + jals + 1b13)

+3a13(agy + jais + 1013
0

—3bus(ags + jais + 7015)

+3b13(adz + gaiz + 1bis) )

Ecriture du systéme multi-polynomial

Etant donnée I'utilisation d’une non-linéarité cubique, les équations algébriques sont déja
sous forme polynomiale; il n’est donc pas nécessaire de réaliser de lissage pour obtenir P(Z)
et 1’on obtient directement la forme exacte (6.16).

k1ao1 — k2ap2

k/’gaog — k/’3a03 — k:nla03 (agg + %G%B + %b%g)

k/’3a03 + k/’nlao3 (agg + %G%B + %b%g)

(k1 - u127711)1111 — kaa12 +werbrr — weabia

P(z) = ¢ —w?maai; + (k2 — w?ma)aiz — ksaiz + weabia — wesbis — 3kpiais(ads + ia% + ibfg)
7w2m3a11 — w2m3a12 —+ (kg — w2m3)a13 —+ u}C3b13 + 3l€nl(113(a(2)3 =+ ia%B + %b%g) — fe

—werary + wezars + (k1 — w?ma)bry — kabio

—weaarz + wezarz — w?mabyy + (ko — w?ma)bia — kabiz — 3knbiz(ads + ia%g, + ib%)

—wcecsalz — w2m3b11 — w2m3b12 + (kg - w2m3)b13 + 3knlb13(a33 + iafg + ib%3)

(6.16)

Etude préalable par continuation

Avant de procéder a I'analyse globale de ce systéme, on procéde & une étude par conti-
nuation en faisant varier la pulsation d’excitation entre 0 et 5 rad.s~! afin de déterminer
une pulsation pour laquelle on posséde plusieurs solutions. Nous obtenons la figure 6.4 repré-
sentant 'amplitude du déplacement relatif r3 en fonction de la pulsation w et choisissons de

travailler pour w = 2 rad.s~'.
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0.25F

0.15

3| (m)

0.05

O Il Il | Il Il
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
w (rad.s™t)

FiG. 6.4 — Continuation du systéme non-linéaire cubique a 3 ddl : amplitude de 73

Analyse globale

Afin d’illustrer et de chiffrer les performances des trois méthodes, nous donnons les élé-

ments caractéristiques de chacune d’elle permettant la construction du polynéme initial Q(z) :

— Méthode du degré total : il suffit de relever le degré total de chaque composante
t
D=[133133133]|=>N=3=72

— Meéthode par multi-homogénéisation : on sépare les variables en deux groupes, X,
contenant les variables « linéaires » qui seront homogénéisées par Z; et Xo qui contient
les variable « non-linéaires » qui seront homogénéisées par Zo :

X1 = {ao1, a2, a11, a12, bi1, bio}, k1 =6 — %
Xo = {aos, a13,bis}, ke =3 — %
On construit ensuite la matrice de degré D pour calculer le nombre de Bezout Bez(D, K) :
110111111 '
033033033
= Bez(D, K) = coeff(2023, 2} (%1 + 3%2)%(3%,)) = 270

— Méthode par produits d’éléments linéaires : on écrit une décomposition des en-

sembles F; en produit d’espaces vectoriels ne contenant que des mondémes de degré

inférieur ou égal a 1 :
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B =

Es
Es
Ey
Es
Eg
Er
Eg

Ey =

< api,ap2 >

< agp2, ap3, a13,b13,1 > ® < aps, a13,b13,1 > @ < apz, 1 >
< ags, a13,b13,1 >® ® < agz >

< aii,a12,b11,b12 >

< aii,ai2,a13,b12,1 > ® < aps, a3, b13, 1 >(2)

< aii,ai2,a13,1 > ® < aps, a3, bz, 1 >(2)

< a1, a12,b11,b12 >

< a12,b11,b12,b13,1 > ® < ags, arz, biz, 1 >

< bi1,b12,b13,1 > ® < aps, ai3,b13, 1 >(2)

= 99 systémes linéaires de rang 9

Les trois méthodes permettent d’aboutir & neuf solutions complexes dont trois seulement

sont réelles. Nous en donnons une représentation composante par composante en superposition

des courbes obtenues par continuation en figure 6.5. Les temps de calcul et le nombre de

chemins sont récapitulés dans le tableau 6.1. Les calculs ont été réalisés sur un serveur Intel
Core 2 Duo E6600 (4Go de Ram).

Degré Total Multi- Produit d’éleé-
homogénéisation ments linaires
Nombre de chemins 729 270 99
Temps cpu (s) 467 200 74
Temps cpu/chemin (s) 0.641 0.741 0.748

TaAB. 6.1 — Comparaison des temps de calcul sur les différentes méthodes par homotopie
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ao1
1
0.5
0 @
-0.5
-1
15 2 2.5
w (rad.s™1)
ai
0.15
0.1
0.05
-0.05
1.5 2 25
w (rad.s™t)
bii
0.08
0.06
0.04
0.02
1.5 2 25

w (rad.s™t)

@02
1
0.5
0 @
-0.5
-1
15 2 2.5
w (rad.s=1)
a2
0.2
0.1 :
0
—0.1\//
-0.2
1.5 2 2.5
w (rad.s™1)
bi2
0
-0.05 x
=011} -0.045
\.\
-0.15 e
-0.05
1.98 2 2.02
-0.2
1.5 2 2.5

w (rad.s™1)

ao3
1
0.5

0 ®
-0.5
-1

15 2 2.5
w (rad.s™1)

a3

0.2

0.1

AR

5
w (rad.s™1)

bi3

0.2

0.15

0.1

0.05

0
15

R

2 2.5
w (rad.s™1)

F1G. 6.5 — Solutions réelles multiples obtenues par homotopie
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6.6 Application & un oscillateur de Duffing

Afin de pouvoir comparer les méthodes entre elles, nous appliquons cette derniére approche
aux quatre cas présentés dans le tableau 4.1 ainsi qu’aux deux cas supplémentaires du tableau
6.2 dont le temps de calcul est rendu raisonnable par 'utilisation de cette méthode. Comme
pour les méthodes précédentes, nous présentons d’abord les résultats puis nous proposons une

extrapolation du temps de calcul.

Dénomination | P | Expression

Cas 1H2H3H 6 | ¢(t) = ay cos(wt) + by sin(wt) + ag cos(2wt) + be sin(2wt) . ..

-+ + asz cos(3wt) + b3 sin(3wt)

Cas C1H2H3H | 6 | q(t) = ap + a1 cos(wt) + by sin(wt) + ag cos(2wt) + b sin(2wt) . . .

-+ + asz cos(3wt) + bs sin(3wt)

TAB. 6.2 — Homotopies polynomiales - Cas supplémentaires d’application a un oscillateur de
Duffing

6.6.1 Résultats

Etant donné que le systéme dynamique ne comporte qu'un seul degré de liberté et que
toutes les inconnues algébriques résultant de la balance harmonique sont touchées par la
non-linéarité, seule une méthode de degré total est appliquée. Le tableau 6.3 résume les
caractéristiques principales des six calculs menés. Les calculs sont encore une fois menés sur

un serveur Intel Core 2 Duo E6600 (4Go de Ram). On voit dés & présent 1’énorme supériorité

Cas P | Temps cpu (s) | Nombre de chemins
1H 2| 1.09 9

ClH 3| 4.51 27

1H3H 41294 81

CI1H3H 5 | 121.45 243

1H2H3H 6 | 521.86 729

CI1H2H3H | 7 | 2140.42 2187

TAB. 6.3 — Homotopies polynomiales - Résultats

de cette méthode sur les précédentes.

A titre d’illustration, nous proposons les figures 6.6 & 6.9. Elles représentent les chemins
suivis pour les trois solutions réelles et un des chemins partant d’une solution surnuméraire
qui diverge lorsque A tend vers 0 lors de la résolution du cas 1H. Le chemin bleu représente

a1 et le chemin vert représente by.

6.6.2 Extrapolations

Nous possédons pour cette catégorie de méthode une évaluation a priori du nombre de
chemin N, utilisés par l'algorithme. Utilisant une méthode du degré total, on sait que I'on

a N. = 3%, ce que I'on vérifie sur la figure 6.10 pour laquelle ¢ = 1 et b = 3. Le temps de
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0.5+

-1.5

_27

F1G. 6.6 — Homotopies polynomiales - Cas 1H - Solution 1

0.4 —

F1G. 6.7 — Homotopies polynomiales - Cas 1H - Solution 2
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0.6 0.0308

0.4 0.2
A ' o 05 Re(%)

F1G. 6.8 — Homotopies polynomiales - Cas 1H - Solution 3

F1G. 6.9 — Homotopies polynomiales - Cas 1H - Chemin divergent
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calcul unitaire, qui correspond au temps nécessaire pour passer d’un zéro de Q(Z) & un zéro
de P(Z) est lissé en utilisant un polynéme d’ordre 2 en P dans la mesure ou les méthodes
de continuation utilisent I’évaluation d’une jacobienne. On trouve t, = cP? + dP + e avec
¢ =0.0208, d = —0.0138 et e = 0.0543 en figure 6.11. Ces deux évaluations nous permettent
d’établir des prédictions pour le temps de calcul total en figure 6.12. On constate alors que
c’est la seule des quatre méthodes testées qui permette de traiter des systémes a non-linéarité

cubique & plus de trois ddl dans la journée.

N, = a.b”

12 T

W |

Extrapolation % Résultats

FiG. 6.10 — Homotopies polynomiales - Extrapolation du nombre de cellules

6.7 Conclusion

Cette derniére catégorie de méthodes, basée sur ’approximation polynomiale des équations
algébriques non-linéaires résultant de la transformation du systéme dynamique, présente des
temps de calcul intéressants. Le fait de ne pas partir d’un espace continu que l'on essaie
de réduire a un ensemble de points mais de partir directement de points discrets que 'on
fait évoluer lors d’une continuation est a notre sens a l'origine de ce gain de temps. Dans le
dernier chapitre, nous proposons une application de cette méthode a différents systémes, moins
triviaux et plus proches dans leur formulation de ce que I'on peut rencontrer en dynamique

des machines tournantes.
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T/N.=c.P2+d.P+e
2 T T T T

16 1

141 n

1.2 B

T/N,

0.6 n

0.4 1

0.2 ,

Vo |

Extrapolation % Résultats

F1G. 6.11 — Homotopies polynomiales - Extrapolation du temps par chemin

T = (a.b).(c.P? +d.P +¢)

].jOllI" : T T T T o 7

kS

£ 3

*L

1 min. | | =

1 sec.

Fi1G. 6.12 — Homotopies polynomiales - Extrapolation du temps de calcul






Chapitre 7

Application a la dynamique des rotors

Nous avons exposé différentes facons de réaliser 'analyse globale d’un systéme dynamique.
Les méthodes présentées ont de facon évidente des avantages et des inconvénients intrinséques.
Cependant, nous n’avons pas trouvé dans la littérature de réelle évaluation de leurs perfor-
mances lorsqu’elles sont appliquées a des systémes dynamiques issus de la formulation de
problémes mécaniques. Nous proposons donc d’abord une comparaison rapide des résultats ob-
tenus par chacune des méthode sur l'oscillateur de Duffing puis une application de certaines
des méthodes a des cas moins académiques, pouvant s’approcher du besoin industriel. Nous
avons choisi ces exemples dans le domaine de la dynamique des rotors dont on trouvera des

études abondantes dans les ouvrages [Ehr99[, [Chi93], [LF98] ou encore [Van88|.

7.1 Comparaisons des méthodes sur un cas simple

Nous proposons ici de dresser un bilan de ’application des quatre méthodes d’analyse
globale étudiée dans les chapitre 3 & 6 au méme exemple simple que constitue 'oscillateur de
Duffing.

La premiére constatation, évidente, est que toutes s’avérent cotiteuses en termes de res-
sources numériques, la moins cotiteuse étant de loin la famille de méthodes basée sur 1’ho-
motopie d’un systéme polynomial. Le cell-mapping, tentant pour sa richesse d’informations
rendues et le peu d’hypothéses qu’il nécessite pour étre mis en ceuvre serait la solution idéale
si 'on ne considérait que des systémes & un ou deux degrés de liberté. Au dela, sa consom-
mation en temps de calcul et en espace de stockage rend cette méthode impraticable. Les

deux méthodes reposant sur les tests d’exclusion et sur ’arithmétique des intervalles se sont

125
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avérées peu performantes : elles ne cherchent qu’un type de solution et sont consommatrices
en temps, avec de plus, une difficulté a estimer a priori le temps nécessaire. En revanche, les
méthodes fondées sur la résolution de systémes polynomiaux par homotopie, si elles obligent &
une approximation de la non-linéarité, permettent d’évaluer rapidement le nombre de chemins
et le temps nécessaire a la continuation d’un chemin (il suffit d’en suivre quelques-uns, ce qui
prend quelques secondes au plus). On peut donc, dés le début de sa mise en ceuvre, donner une
estimation correcte du temps requis. De plus, la recherche de solutions périodiques se faisant
fréquemment par une méthode de balance harmonique pour obtenir des équations algébriques,
elles permettent, via I’approximation polynomiale, de s’affranchir de 'aspect AFT de cette
méthode en utilisant directement une évaluation polynomiale de H (Z); les allers et retours
entre l'espace fréquentiel et I'espace temporel étant généralement colteux, on réalise 14 un
gain de temps important. Enfin, contrairement aux trois autres méthodes, elle ne nécessite
pas de déterminer a priori ’espace de recherche initial. On est ainsi certain de ne pas manquer
une solution pour avoir trop voulu restreindre cet espace (£7¢ ou Q) afin d’économiser du

temps de calcul.

Dans la suite de ce chapitre, nous appliquerons donc préférentiellement cette méthode

pour I’étude des exemples possédant plus d’un degré de liberté.

7.2 Contact permanent rotor-stator avec stator non-linéaire

Nous proposons dans cette section d’étudier un modéle phénoménologique de contact
permanent et sans frottement issu de [Les07, Chap 5.1| (dont on trouvera aussi une étude
dans [LST07]). Le stator, déformable, est modélisé par un anneau élastique. Il est excité par
une aube dont seule la traction-compression est prise en compte étant donné qu’en 1’absence
de frottement, la flexion ne joue pas; elle est donc modélisée par un simple systéme masse-
ressort formant un angle fixe ¢, avec le repére tournant. Le contact entre 'aube et le stator
est supposé permanent. Le schéma de ce systéme est donné en figure 7.1. Les équations sont
écrites dans le repére tournant (O, X, 17) lié au rotor et animé d’une vitesse de rotation par
rapport au référentiel fixe (O, Z, ¢) valant ; on repére donc w(¢, t) le déplacement tangentiel
de I'anneau en un point de sa circonférence formant un angle ¢ avec le repére tournant et

u(¢,t) son déplacement radial.

Un tel modéle permet de décomposer le déplacement le long de 'anneau de la fagon
suivante [LST07] :

w(nt) = 3 ap(t) cos(ps) + By(t) sinps), u(bt) = g—;;j (7.1)
p=2

Cette décomposition du mouvement est appelée décomposition selon les p-émes modes d’an-
neaux (dont le corps rigide, p = 1, a été éliminé).

L’étude du modéle linéaire fait alors apparaitre des plages d’instabilité comme le montre la
figure 7.2 qui rend compte de I’étude aux valeurs propres du systéme linéaire pour le troisiéme
mode d’anneau (p = 3) : une premiére entre 304.7 et 322.5 tr/min et une seconde & partir

de 3840 tr/min. La premiére plage correspond & une divergence du mode direct de ’anneau
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=
)

Fia. 7.1 — Contact permanent non-frottant aube-carter - Modéle

(fréequence nulle dans le repére tournant) tandis que la seconde correspond & une coalescence

entre le mode direct et le mode rétrograde de I'anneau ; c’est une instabilité de flottement.

Il est donc proposé de rendre compte des non-linéarités qui limitent les déplacements en
couplant la traction-compression et la flexion du stator pour des déplacements relativement

importants. On introduit ainsi un effort non-linéaire sur son pourtour de la forme :

Fnl(¢a t) = ];anus((ﬁ, t)

Nous nous consacrons donc par la suite a 1’étude des cycles limites apparaissant dans les
zones d’instabilité. Nous donnons dans un premier temps les équations complétes du modéle
ainsi que les valeurs numériques utilisées puis les résultats de leur résolution par différentes

méthodes d’analyse globale.

7.2.1 Equations

Si ’on néglige les couplages entre les différents modes d’anneau, I’écriture des énergies en
utilisant la forme (7.1) des déplacements, puis leurs dérivations conformément aux équations

de Lagrange permet d’écrire le systéme différentiel gouvernant le p-éme mode suivant :

M+ (G+D)i+ Kq+ f(q) = fe(b), q:{ gp } (7.2)

avec respectivement les matrices de masse, gyroscopique, d’amortissement visqueux et de

raideur suivantes :



128 7. Application a la dynamique des rotors

(a) Parties réelles des valeurs (c) Parties réelles des valeurs
propres A1 et A3 propres Ao et Ay
100 T T T T 100 T T T T
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60 60 ol
-2
40 40 .
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Fia. 7.2 — Contact rotor-stator non frottant - Analyse linéaire
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M= SR+ 1) 0] K= L 2|

G = 2SR+ 1) | Ky = o SR + 1) 1Y)

D= B/ B~ V] Ka= OB/ B~ ) 1

B 9 sin(p(zbb)2 0 i _ 2\ .2 Sin(P¢b)2 0
Mb - (mbp ) |: 0 COS(p¢b)2 :| Kb - ((kb me )p ) |: 0 COS(p¢b)2
M:M5+Mb K:K6+Kg+Kd+Kb

Force non-linéaire :

. o —psin(pe) 4 ad + a3 -3
= F(9, do = pky . v s k= kni—
[, Bp) ; 1) { peos(pd) ¢ =pkn B +a28, ! 15T

Force due a 'aube :

fe(t) = _pmbRsQQ

Forme augmentée :

K 0 |. 0 -K 0 q
x + +4 = , T =
0 M K G+D f fe(t) q
v ~ v e N——
A B F(z) Fe(t)
Forme algébrique obtenue par balance harmonique : Nous effectuerons pour les

coefficients oy, et (3, une recherche de solution périodique & un harmonique pour une pulsation
égale & 3. Afin d’obtenir le systéme d’équations algébriques traitable par les algorithmes de
recherche globale, on applique une méthode de balance harmonique & 1’équation (7.2). Nous

utiliserons les notations suivantes en travaillant & p fixé :

Op | ) G0« Al blOé . o
{Bp} = {aog} + {am} cos(wt) + {bm} sin(wt), w = 3Q (7.3)

Valeurs numériques

Stator
ps 7800 kg.m ™3 masse volumique
b 1m longueur
h 2102 m épaisseur
S, b.h m? section longitudinale
g 1.41072 m gap
Rs R,+h/24gm rayon du stator
E, 210" Pa module d’Young
I, bh3/12 m* inertie longitudinale

ne 2.75107%s coefficient d’amortissement visqueux
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Autre
ko  5.108 N.m—3 raideur non-linéaire
P 3 numéro du mode observé

1 310 ou 4474 tr/min vitesse de rotation

7.2.2 Application des méthodes d’analyse par intervalles et d’homotopie
polynomiale

On applique la méthode exposée au chapitre 5 reposant sur I’analyse des intervalles ainsi
que la méthode d’homotopie polynomiale du chapitre 6 pour la résolution du systéme algé-
brique & 6 inconnues.

Pour la premiére, nous choisissons le domaine de recherche suivant :
[=5.1072, +5.107%] sur chacune des 6 composantes harmoniques
et les valeurs suivantes pour les critéres d’arrét :
exr =102, exq =102 et e = 1073

Pour la méthode par homotopie polynomiale, nous utilisons une méthode de degré total qui,
étant donnée la forme cubique de la non-linéarité, conduit & la continuation de 3% = 729

chemins. Les résultats sont donnés dans le tableau 7.1.

Homotopie polynomiale | Analyse intervalles

Temps Nombre de Temps | Nombre de

cpu (s) solutions cpu (s) | solutions
2 = 310 tr/min 249 1 00 X
= 4471 tr/min | 269 5 00 X

TAB. 7.1 — Contact rotor-stator non frottant - Résultats

Le temps de calcul pour la méthode intervalles est donné comme étant infini car le calcul
n’avait pas abouti au bout de 24 heures, temps maximal que nous nous étions fixé. Les
solutions trouvées dans le cas de la méthode par homotopie polynomiale sont données dans
le tableau 7.2. Nous avons pour chacune d’elles réalisé une intégration temporelle représentée
en figure 7.3. Les solutions 1 et 2 d’une part et 3 et 5 d’autre part donnent des résultats
trés similaires; en effet, les coefficients du premier harmonique de ces deux couples sont de
signes opposés. Ceci s’explique par la forme de la fonction non-linéaire H (Z) et absence de
terme constant sur les équations algébriques gouvernant ces variables : les deux premiéres
composantes de cette fonction, Hy (&) et Hy(Z) qui représentent la projection des équations
dynamiques selon le terme constant sont paires par rapport au premier harmonique tandis

que les suivantes I:Iz(ic), 3 <4 < 6 sont impaires. On peut donc écrire :

( ) )

Hy(#1, 80, — —$4,—$5,—$6) Hy (i1, %2, &3, 34, 5, T6)
Hy (%1, &9, — i3, — 4, — ) Hy(&1, &9, &3, 24, Ts5, i6)
A3(9~c , To, —T3, — T4, —T6) | —H; (Z1, T2, T3, 24, T5, T¢)
H4(i“ x2,—x3,—x4,—x5,—x6) B I:L;(i To, T3, T4,T5,T6)
H5 (%, &g, — ,—j —T¢) —H (%1, %2, T3, T4, T35, T6)
\ A6(9~c ,XTo, — —w4,—x5,—x6) AG( , T2, T3, T4, T5,T6)
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Ainsi, s’ existe une solution dont la composante harmonique (Zs,...,Zg) est non nulle, il
en existe nécessairement une deuxiéme comportant le méme terme constant (Z1,Z2) et une
composante harmonique opposée. Les deux solutions présentent alors les mémes cycles limites

a 'opposition de phase prés. Les solutions 1,2 et 3 correspondent vraisemblablement & des

solutions instables.

Q 310 4474 4474 4474 4474 4474
(tr/min) Sol. 1 Sol. 2 Sol. 3 Sol. 4 Sol. 5
00 -8.52.1073 | -1.24.107¢ | -1.24.107¢ | -1.23.107% | -1.23.1076 | -1.23.10~¢
ags | -3.39.107% | 6.86.107* | 6.86.107* | 6.85.107* | 6.89.10~* | 6.85.10~*
Ala 0 -2.81.1072 | 2.81.107% | 7.76.1077 0 -7.76.1077
a1 0 -7.16.1077 | 7.16.1077 | 2.53.1072 0 -2.53.1072
bia 0 6.33.1077 | 6.33.1077 | 2.53.1072 0 -2.53.1072
big 0 2.80.1072 | -2.80.1072 | -7.01.1077 0 7.01.1077

TAB. 7.2 — Contact rotor-stator non frottant - Solutions

7.2.3 Conclusion

Cet exemple réaffirme la supériorité de la méthode par homotopie polynomiale sur la
méthode par analyse intervalles. Elle permet de trouver toutes les solutions d’un probléme
dans des temps de ’ordre de la minute quand les autres méthodes requiérent plus d’une journée
- les méthodes de cell-mapping et du simplexe étant plus longues encore, nous pouvons affirmer

qu’elles n’auraient pas donné de meilleurs résultats que celle basée sur ’analyse intervalles.

Nous utiliserons donc uniquement cette méthode pour étudier les exemples suivants.

7.3 Rotor sur palier squeeze-film

Nous souhaitons appliquer la méthode retenue basée sur la résolution de systémes polyno-
miaux par homotopie & une non-linéarité trés actuelle dans la conception des rotors, a savoir
un amortisseur de type squeeze-film. Aprés une courte présentation de cet organe, nous pré-
sentons le modéle utilisé, les résultats obtenus par une analyse classique et enfin ceux obtenus

par analyse globale qui permettent d’en souligner l'intérét.

7.3.1 Généralités sur organe squeeze-film

Un squeeze-film est un organe amortissant constitué d’un film fluide écrasé (généralement
une huile) s’insérant entre le palier et le bati (fig. 7.4). Sa seule fonction est la dissipation
d’énergie de fagon a réduire les amplitudes vibratoires. Le palier souple réalise toujours la
fonction de portance de l’arbre auquel il est lié par 'intermédiaire de roulements. Il est a
noter que la bague extérieure du roulement ne doit pas comporter de mouvement de rotation.
Le squeeze-film ne réagit donc qu’aux déplacements transverses de I’arbre et non & sa rotation

propre.



132 7. Application a la dynamique des rotors
x 107 2 = 310 tr/min 2 = 4474 tr/min - Solution 1
-3 T T 0.03 - .
-4t 0.02
=5t 0.01
-6} 0
=7t -0.01
-8} -0.02
-9 : -0.03 :
0 2 4 2 4
t (s) t (s)
) = 4474 tr/min - Solution 2 ) = 4474 tr/min - Solution 3
0.03 - - 0.03 " "
0.02 0.02
0.01 0.01
0 0
-0.01 -0.01
-0.02 -0.02
-0.03 : -0.03 .
0 2 4 0 2 4
t (s) t (s)
2 = 4474 tr/min - Solution 4 ) = 4474 tr/min - Solution 5
0.04 - - 0.03 " "
0.03¢

0.02}
0.01}

-0.01¢
-0.02¢
-0.03¢
—0.04O

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

Fia. 7.3 — Contact rotor-stator non frottant - Intégration temporelle des solutions
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Arbre

é<— Roulements

< Film fluide

F1G. 7.4 — Schéma simplifi¢ d’'un palier comportant un amortisseur squeeze-film

Un grand nombre de modélisations différentes existent pour rendre compte de la physique
d’un tel amortisseur. En effet, les forces hydrodynamiques mises en ceuvres nécessitent de
faire certaines hypothéses quant & la géométrie et & la plage de fonctionnement de I'organe
pour pouvoir étre simplifiées et ne pas rendre les temps de calcul prohibitifs. Pour une étude
approfondie de cet organe, on pourra se reporter & la thése réalisée par F. Assis Robriguez
[ARO3].

Nous avons pour notre part choisi d’utiliser une modélisation 7-film comme suggéré dans
larticle [ZH95]. Cette modélisation repose sur une hypothése de paliers courts et de mouve-

ments quasi circulaires et centrés de I'arbre dans la cage du squeeze-film.

7.3.2 Systéme dynamique étudié

On considére un modéle a palier souple (k1) et éventuellement dissipatif (¢;) comportant
un squeeze-film monté lui aussi sur palier souple (k2) et dissipatif (¢2) (voir figure 7.5). Le rotor
est modélisé par une masse my de coordonnées (r1,y1) et la bague extérieure du squeeze-film

est modélisée par une masse mo de coordonnées (za,y2).

On obtient aisément le systéme d’équations suivant :

mii; + adr + kim = f:  + miuw?cos(wt)

miji + aip + kyr = fy, + mauw?sin(wt) (7.4)
maZe + a2 + ke = —f;

maliz + c2y2 + ka2 = —fy

fz et fy représentent I’action de I’huile sur I’arbre et dépendent des 8 variables x1, 2, y1, Yo,

2

1, T2, Y1, Y2. Le terme en mjuw” correspond quant & lui a ’excitation par balourd.

Puis, en divisant le systéme (7.4) par /(m1Cw?) et avec les notations précisées ensuite, on
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g
A
4 ke
N ﬁ Anneau extérieur du squeeze-film
3 Film d’huile

Y2

Y1 -

Arbre

\J
311

777777777

Fia. 7.5 — Squeeze-film - Modeéle dynamique étudié

obtient le systéme adimensionné ci-dessous :

F, UcosT
F, Usint
M{+Dj+ Kq= Y (7.5)
—F, 0
—F, 0
Notations
T=wt, £2=0z/0T, s =w/w;

a:mg/ml, ﬁ:kg/kl

§1 = c1/(miwr), &o = ca/(maws)

X =2/C : X1/C, U=u/C, F, = f,/(mCw?)
qg={X1,Y1, X5, Yo}

€= (X1 —X2)2+ (Y] — Y2)?

Matrices :

Hypothese palier court en 7-film :

R (-
R-(-

B T 1422 5 €2 .
S) raC et T ep?

E) [Qu Pt R ‘ﬁ]

F, = Fycos ¢+ F.sin ¢
F, = —F,cos ¢+ Fysin¢
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7.3.3 Quelques résultats sous hypothéses de mouvement circulaire syn-
chrone centré

Nous avons souhaité dans un premier temps retrouver les résultats présentés dans [ZH95]
dans le cas particulier des mouvements circulaires synchrones centrés. Sous ce lot d’hypo-

theses, les expressions du mouvement et de l'effort squeeze-film se simplifient comme suit :

ay b1
q(t) = P eost+4{ ™ lsing
a2 b2 (7.6)
b2 —ag
B €2 B T €
F=(-2)(—ww), B=(-2) (2 —5 _
(%) Catape) - 7= (-3) Gazame)

Ainsi, bien qu’utilisant une décomposition harmonique des déplacements, on ne récupére
que quatre inconnues algébriques. Seule une projection de I’équation dynamique sur cosT
sera donc utilisée, une projection sur sin 7 étant dans ce cas redondante. On obtient donc le

systeme d’équations algébriques a résoudre suivant :

0-1
K-M+D| ' | |z+H®) =H (7.7)
10
H, 12 U
H.(z)=— F,.(z)cos(T)dT

~ o Hy m™.Jo 0

avec H(z) = — 7 ) et H, = 0
— 1 U

_Hz Hy(z) = = Fy(Z) cos(T)dr 0

En utilisant ’ensemble de valeurs numériques suivant, on obtient alors les courbes 7.6 et
7.7 pour lesquelles on a fait varier la fréquence d’excitation (& travers le paramétre s) et le
rapport des raideurs 3 de 0.01 jusqu'a 10° qui représente le cas d'un support squeeze-film
raide (configuration classique) : B =0.1, U =04, & =0, & = 0.05, a = 0.05

7.3.4 Analyse globale par homotopies polynomiales

Nous retranscrivons maintenant 1’étude globale réalisée par la méthode d’homotopie poly-
nomiale. Nous commencons par expliquer le lissage, puis nous comparons les temps de calcul

nécessaires pour ’application de différentes versions de la méthode homotopique.

Lissage polynomial de ’effort non-linéaire

Afin d’appliquer une méthode par homotopie polynomiale, il faut commencer par ap-
proximer les efforts du squeeze-film. Nous réalisons donc un lissage. Etant donné que effort
squeeze-film ne fait intervenir les quatre variables X7, Xs, Y7 et Y5 que sous la forme de

différence X1 — X5 et Y7 — Y5, on effectue le changement de variables 7.8 pour que 'effort ne
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F1G. 7.6 — Squeeze-film - Mouvement circulaire synchrone centré
Influence de g sur e = |RS|/C
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‘ 0.01 01 ——1 10 — 100 — 1000 1000000‘

Fia. 7.7 — Squeeze-film - Mouvement circulaire synchrone centré - Influence de § sur :
(a) e = |OR|/C et (b) e =|0S|/C
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dépende que des deux variables de déplacement relatif X, et Y, et non des quatre initiales.

X3 1
Y 1

- - 7.8

T xn-x -1 1 ! (78)

Yo—-Y; -1 1

La décomposition harmonique selon I’hypothése de mouvement circulaire synchrone centré

permet ensuite d’écrire le systéme avec les quatre inconnues algébriques ai, b1, a, et b, :

al b1
b —ar | .
qr = cos(T) + sin(r) (7.9)
ar b,
by —a,

Nous effectuons le lissage en utilisant 3000 points P, = (a,,b,), générés aléatoirement sous
la contrainte que 0 < e = /a2 + b2 < 0.6. En effet, les efforts du squeeze-film tendent vers
I'infini lorsque € tend vers 1, ce qui se représente mal polynomialement et ce type de modéle
n’est pas représentatif de la physique au-dela de ¢ = 0.6. Il ne sert donc a rien d’effectuer
un lissage sur des points reflétant une excentricité supérieure a cette valeur. Nous calculons
pour ces 3000 points les décompositions harmoniques H, et H, de F, et I, sur cos7. Nous

réalisons donc enfin le lissage de ces efforts par deux polynémes P, (a,,b,) et Py(ar,b;).

Nous avons testé deux approximations; une utilisant des polynomes de degré 6 et une
seconde utilisant des polyndémes de degré 12. Nous estimons alors ’erreur commise par 1’ap-
proximation polynomiale pour chacune de ces deux configurations : la figure 7.8.(a) représente
en 3 dimensions la surface de réponse H, en fonction de a, et b,. Les figures 7.8.(b) et 7.8.(c)
représentent respectivement les valeurs obtenues par les deux approximations degré 6 et degré
12 selon les lignes de coupe rouge et verte représentées en figure 7.8.(a). Nous affinons cette
estimation de l’erreur avec les figures 7.9 et 7.10 qui représentent l'erreur relative moyenne
commise par 'approximation selon des couronnes de largeur 0.05 en excentricité. Sur la plage
d’excentricités pour laquelle le lissage a été effectué, lerreur est en moyenne de 12% pour le
degré 6 et de 4% pour le degré 12. Ces moyennes sont dégradées par I’erreur sur les trés faibles
excentricités (e < 0.2) ce qui veut dire que Pamplitude de la force non-linéaire est faible; ces

erreurs n’auront donc qu’un faible impact sur la solution trouvée.

Application de la méthode homotopique

Nous pouvons appliquer la méthode homotopique de différentes facons :

— homotopie de degré total sur systéme complet

— homotopie de degré total sur systéme réduit

— homotopie par multi-homogénéisation sur systéme complet
La méthode homotopique de degré total considére les quatre inconnues aq, by, a, et b, comme
« identiques ». On obtient alors selon le degré d utilisé pour le lissage d* chemins. La méthode
homotopique par multi-homogénéisation consiste & partitionner les variables en deux groupes :

ap et by, linéaires et a, et b, non-linéaires; on obtient alors 64> chemins & suivre. Enfin, on
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(a) Fonction vraie H,

20

(b) Ligne de coupe rouge (c) Ligne de coupe verte

15,

10
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_5 -

10— sl
-04 -0.2 0 02 04 06 -04 -0.2 0 02 04 0.6
e e
Deg. 6 —_— Vraie ——————— Deg. 12

Fia. 7.8 — Squeeze-film - Erreur de I’approximation polynomiale
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peut réaliser une réduction comme proposé en section 2.5. On ne traite alors le probléme qu’a

I'aide de deux équations & deux inconnues non-linéaires générant donc d? chemins.

Le tableau 7.3 récapitule les différents résultats obtenus pour une méme valeur de s.

Deg 6 Deg 12
Chemins | Temps | Chemins | Temps
Degré total - Systéme complet 1296 7 min 20736 4 h
Degré total - Systéme réduit 36 4s 144 36 s
2-homogénéisation - Systéme complet 216 69 s 864 10 min

TAB. 7.3 — Squeeze-film - Résultats des différentes méthodes homotopiques

La méthode reposant sur une réduction du systéme est donc sans conteste la plus intéres-
sante ; cependant, la méthode par 2-homogénéisation affiche des temps tout a fait raisonnables.
La méthode donne donc pleine satisfaction sur les temps de calcul. Elle nous a de surcroit
permis de découvrir une seconde branche de solutions : en I'appliquant pour différentes fré-
quences d’excitation (s) et pour 8 = 1, nous avons découvert une seconde branche de solutions
qui n’apparaissait pas sur la figure 7.6. La figure 7.11 rend compte de ces résultats : les points
verts représentent les solutions obtenues par analyse globale pour diverses valeurs de s et les
courbes bleues représentent les solutions obtenues par continuation en résolvant le systéme
sans approximation polynomiale (7.7). Il existe un décalage entre les résultats par homotopie
polynomiale et la continuation pour la seconde branche de solutions (en haut & droite). Ceci
est dit d'une part a ’erreur commise par I’approximation pour les valeurs d’excentricité élevées
et d’autre part a la forme « plane » de la surface de réponse H (&) dans ces zones, c’est-a-dire
une faible sensibilité. Une erreur importante sur Z n’entraine donc qu’une variation faible
de H(Z) et permet les écarts observés. Nous avons enfin réalisé une analyse de stabilité des
deux branches dont nous rendons compte en figure 7.12. Les figures (a) et (b) représentent les
coefficients de Floquet p calculés le long de chacune des courbes pour statuer sur la stabilité.
La sortie du cercle unité de ces coefficients par 1 correspond bien aux bifurcations de type
point de retournement observées en figure (c). Cette seconde branche était donc « indétec-
table » sans analyse globale dans la mesure ot elle n’est pas issue d’une bifurcation. Rien ne
nous aurait donc naturellement poussés a chercher d’autres solutions que celles obtenues par
continuation. Enfin, nous avons réalisé des intégrations temporelles pour différentes valeurs
de lexcitation ; les quatre graphiques de la figure 7.13 représentent 1’évolution temporelle des
centres rotor (en noir) et squeeze-film (en bleu), en utilisant des points de plus en plus gros
au cours du temps. On voit ainsi que la seconde branche (figure 7.13.(d)) se distingue par
une excentricité plus importante sur la bague intérieure du squeeze-film que I'excentricité du

rotor alors que c’est I'inverse dans les autres cas.

7.3.5 Conclusion

Cet exemple de rotor sur palier & amortisseur squeeze-film montre tout I'intérét de posséder
un outil d’analyse globale. En appliquant les méthodes homotopiques, nous avons mis & jour
une branche de solutions déconnectée de celle obtenue classiquement par continuation d’une

solution trouvée par recherche locale. Sans cet outil, 'existence de cette branche de solutions



7.4. Contact rotor-stator rigide 141

1 R R R R

0.9 —

0.8 -~ : -

\

0.6 _

0.5 _

0.4 —

0.3 —

0 n R | L R | L ol L ol L P

Fia. 7.11 — Squeeze-film - Découverte d’une nouvelle branche de solutions

n’aurait pu étre décelée étant donné qu’elle ne prend pas naissance apres une bifurcation de

I’autre branche; rien n’aurait donc pu laisser imaginer son existence.

Nous avons aussi, au travers de cette application, mis en ceuvre une méthode de réduction
du systéme qui permet d’abaisser encore les cotits de calcul, les faisant passer de 10 minutes
dans le cas d’un systéme complet traité par 2-homogénéisation - ce qui est trés raisonnable -
a 36 secondes.

On entrevoit donc la possibilité de traiter des systémes d’une taille adaptée & celle des

systémes non-linéaires rencontrés dans le milieu industriel.

7.4 Contact rotor-stator rigide

Cette derniére illustration consiste a étudier un systéme tournant & trois degrés de liberté.
Outre l'intérét que peuvent présenter les résultats, ce systéme qui, bien que petit, s’est avéré
riche en comportements inattendus, nous a permis de mettre en application la plupart des
techniques de recherche de solutions, continuation, analyse de stabilité et bifurcation exposées

au chapitre 2.

Nous exposons dans un premier temps le systéme, ses caractéristiques et sa mise en équa-
tions. Puis, nous effectuons I’étude des points fixes, ainsi que celle de leur stabilité et de leurs

bifurcations. Dans une derniére section, nous effectuons une ébauche d’analyse globale.

7.4.1 Systéme étudié

On cherche & étudier le contact entre un rotor et son stator. Ce contact arrive le plus
souvent en présence d’'un balourd provoquant une excentricité importante du rotor qui entre
alors en contact avec le stator. Nous ne cherchons pas & étudier la non-linéarité forte engendrée

par le passage d’un état sans contact a un état avec contact, mais uniquement le comportement
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(a) Coefficients de Floquet - Branche 1 (b) Coefficients de Floquet - Branche 2

1 1
0.5 0.5
= 0 = 0 >G
& &
-0.5 -0.5
-1 -1
-1 0 1 2 -1 0 1 2
Re(p) Re(p)
0.96
0.94 0.84
0.92 0.83
0.9
0.82
0.88
0.138 0.1386 081 1.6 1.68
10” 10" 10" 10"
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dans le cas ou le contact, établi, est gardé.

Nous faisons les hypothéses suivantes :
— contact rotor-stator permanent
— pas de frottement dans le contact
— effets gyroscopiques négligés
Comme on le voit sur les figures 7.14 et 7.15, le rotor et le stator sont soumis a une force
de rappel élastique et & une dissipation que I'on modélisera sous sa forme hystérétique ou
visqueuse selon les cas dans la suite. F’; est la force de contact exercée par le rotor sur le
stator. Le contact étant sans frottement, elle est alignée avec SR. F, est la force d’excitation,
de module F, et de phase 6. par rapport au stator. Enfin, I’hypothése de contact impose la
relation géométrique suivante : ¥ = §'+ g(cos ;X + sin 0517). Les notations de la figure 7.15
sont définies ci-dessous :
s=08 r=0R g = SR = cste
a=/L(#X) 0,=L(X,SR) = L(X,F) 0.=/(X,F.)
Deux cas sont étudiés :
— stator rigide : sa fréquence propre est supérieure a celle du rotor (wg > wg)
— stator souple : sa fréquence propre est inférieure a celle du rotor (wg < wg)

On a donc les deux jeux de valeurs suivants :

Stator « rigide » : Stator « souple » :

mp=10 kg mp=10 kg

fr=wgr/2r=10 Hz fr=wgr/2r=15 Hz

nr=0.001 s (coefficient visqueux) nr=0.001 s (coefficient visqueux)
nr=0.02 (coefficient hystérétique) nr=0.02 (coefficient hystérétique)
mg=10 kg mgs=10 kg

fs = wg/2n=15 Hz fs = wg/27=10 Hz

¢g—2 mm (jeu radial) g—2 mm (jeu radial)

Equations générales

L’écriture des équations de ce systéme avec contact n’étant pas triviale, nous en donnons le

détail. Nous choisissons une description du mouvement dans le référentiel tournant (O, X,Y).

Quantités dynamiques :  Pour établir les équations, on a besoin des expressions de 7 et §
et de leurs dérivées premiéres et secondes par rapport au temps. Nous écrivons ici ces quantités

dans la base (X,Y) en tenant compte de la relation géométrique entre 7 et 3.

F:{ 5+ gcos b } (7.10a)

gsin b

. - 9'8 V) sin 0,
po ) 90 +d)sin (7.10b)
sa+ g(0s + &) cos O

(7.10¢)

F:

5— g(és + @) sin 0y — sa? — g(és + )2 cos
st + g(fs + @) cos s + 256 — g0 + )% sin b,
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s
§= 7.11a
{o (112
5= { 3 } (7.11b)
EYe!
o . 2
s?:{ o } (7.11¢)
S+ 28¢
Excitation : L’excitation, choisie de fagon analogue & celle d’'un balourd en ce sens qu’elle
tourne avec le rotor, génére la force suivante :
. t t—
Fo(t) = Fe{ cos(wet) } _ Fe{ cos(wet — ) } (7.12)
sin(wet) @) sin(wet — @) Z.P)
(7.13)

Ceci implique la relation :
0c(t) = wet — a(t)

L’écriture du principe fondamental de la dynamique appliqué aux deux sous-

Equations :
structures R et S donne pour un amortissement visqueux :

mpg <5 — g(0s 4 &) sin Oy — g(0s + )2 cos Oy — sd2>
= —(krnr) <5 — g(0s + &) sin 93> — kr(s + gcosby) (7.14a)
+F, cos 6, — F,. cos b,

mpg (sd + g(0s + @) cos 05 + 256 — g(6; + @)? sin 05>
= —(krnr) (Sd +g(6s + &) cos «95) — kgr(gsinby) (7.14b)

+F,sinf, — F.sin 6y
—(ksns)$ — kss + F cos O (7.14c)

mg (s — sdQ) =

mg (sé + 2s$) = —(kgns)sc + F,sin 0 (7.14d)

Ces écritures font apparaitre F,. qui est une « fausse » inconnue dans la mesure ot c’est une
force de contact interne. On I’élimine en utilisant les combinaisons suivantes : (7.14a)+(7.14c),

(7.14b)+(7.14d) et (7.14c)tan 6,-(7.14d).
On obtient alors le systéme d’équations suivant, dont les inconnues sont s, 05 et «

(mp +mg)(§ — s&%) — mrg <(95 + &) sin 0, + (05 + )2 cos 95)
= —(krng + ksns)é + (krnr)g(0s + &) sin 6 (7.152)
—(kr + ks)s — krg cos 05 + F, cos 0,

(mp 4+ mg)(sc + 25&) + mpg ((95 + ) cos By — (B + &)? sin 95>
(7.15b)

= —(krnr + ksns)(s¢t) — (krnr)g(fs + &) cos b,
—kgrgsinfy + F,sin6,
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ms ((§ — s&?) tan 0 — (sé + 25¢1)) = —(ksns) (s tan s — scr) — kg(s tan 6;) (7.15¢)

avec 0, = we.t — a0

La seule hypothése ayant été faite ici est qu’il y a contact permanent entre le rotor et le
stator, ce qui est équivalent a une force de contact [, positive. Une quatriéeme équation peut

étre utilisée pour calculer F, et vérifier a posteriori cette hypothése, par exemple, ’équation

(7.14d).

Forme augmentée des équations : Pour étudier complétement ce systéme nous aurons

besoin de son expression sous forme augmentée de facon & le ramener & une formulation

identique a (1.5).

Notre systéme est actuellement sous la forme : B(q)§ = F(q,q,t,we), avec :

s mpr+mg —mpgsinby —mpgsin 0
q=4 0s ¢, Blg) = 0 mprgcosfy  mpgcosfs + (mpr+mg)s
o mg tan 0 0 —mgs
et
( ) A . 2 .
(mp 4+ mg) sa® + gmp (93 + a) cos(0s) — (krnr + ksns) §...
. + krnRY <93 + d) sin(fs) — (kg + ks) s — krg cos(0s) + Fe cos(fe)
T . 2
F(q,q,we,t) = (=2mp — 2mg) $& + gmp (93 + d) sin(0s) — (krngr + ksns) sc...
.. —krnrg <05 -+ d) cos(0s) — krgsin(fy) + Fesin(6,)
mgsc® tan(0y) + 2mgsc — kgng ($tan(fs) — s&) — kgs tan(6;)
Or on a besoin de le mettre sous la forme & = F(z,t,w.). Il faut donc écrire

G(x,t,we) = B(q) " F(q,¢,t,we) ot & = {q,{}" est le vecteur d’inconnues augmenté.
On peut alors poser notre probléeme de deux fagons :

a) Sous forme d’un systéme non-autonome :

s
0, S
(6% . és
T = A , & =F(z,t,we), F(z,t,w.) = )
§ & (7.16)
és G(z,we,t)
&
\ Vs

ou excitation s'écrit Fp cos(wet — ), Fesin(wet — «)
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b) Sous forme d’un systéme autonome :

(
s
0 8
0c 0
x = ;&= Fr,we), Flz,we) =
B We — & (7.17)
és G(xawe)
Q

ou l'excitation s’écrit F, cos(f.), Fsin(f.)

La seconde forme - autonome - nous a semblé plus judicieuse pour I’étude de nos solutions
dans la mesure o1, le probléme ainsi posé, ces solutions correspondent & des points fixes, alors
qu’en utilisant la formulation (7.16), les solutions sont périodiques moyennant la considération

de a[27], ce qui est numériquement plus long & traiter (étape d’intégration temporelle).

Le reste de I’étude se fera donc en utilisant la forme (7.17) des équations.

7.4.2 Etude des points fixes

On cherche tout d’abord les points fixes du systéme (7.17) car ce sont les plus simples a
trouver numériquement et qu’ils possédent de surcroit une signification physique particuliére.
C’est en effet le cas le plus fréquemment rencontré en pratique : le mouvement de whirl est
synchrone avec la vitesse de rotation utile €2 du rotor. On a alors le rotor qui entraine le stator
dans son mouvement et ainsi & = w, = £ = cste. On a donc, une fois une configuration
d’équilibre en F.,0,,s,0,, F. et w trouvée, § =0, § =0, 0 =0, 6, = 0 et & = 0 comme le
montrent les équations (7.18) et (7.19).

S 0

. 0 0

t=0< F(r,we) =0< . = (7.18)
We — & 0
G(x,we) 03,1

dont on peut déduire depuis les trois premiéres lignes que :

0, =0, =0 = 0,=0 (7.19)
lp=we—a=0 & ad=w, =a=0

Ces résultats ont pour conséquence de transformer les équations (7.14) de la facon suivante

pour un amortissement de type visqueux :

7.20a
7.20b
7.20c
7.20d

(mpw? — kg)(s + gcosB) + (krnrg)we sin O, — F.cos s + F, cosf, =
(meg — kgr)gsinfy — (krng)we(s + gcosls) — F.sinfg + F,sinf, =

(msw? — ks)s + F.cosfs =

o o o O
N~ T /™
~— ~— ~— ~—

—(ksng)wes + Fesinfy =
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Dans le cas d’'un amortissement de type hystérétique, on obtient :

7.21a
7.21b
7.21c
7.21d

(mpw? — kr)(s + gcosby) + krnrgsin b, — F.cosf, + F,cosf, =
(meg —kr)gsinfs — krnr(s + gcosby) — F.sinfs + F.sinf, =

(mswg —kg)s+ F.cosfs =

o o o O

—ngkss + F.sinfy =

~~ o~
~— ~— ~—

Fonctions de réponse en fréquence

On s’intéresse au tracé des solutions de ce systéme pour une amplitude d’excitation F,
donnée lorsque la pulsation d’excitation w, varie. Nous utilisons pour cela une méthode de
continuation comme expliquée en section 2.4 en utilisant une prédiction par tangente et un
correcteur par pseudo-inverse de Moore-Penrose. Nous étudions d’abord le systéme & amor-
tissement hystérétique pour les deux configurations stator souple et stator rigide. Nous nous

intéressons ensuite au cas visqueux pour le cas du stator rigide.

Résultats en amortissement hystérétique : Nous considérons d’abord une modélisa-
tion de 'amortissement sous forme hystérétique ; ce sont donc les équations (7.21) qui sont uti-
lisées. Nous avons tracé pour cette modélisation les fonctions de réponse en fréquence pour le
cas ol le stator est considéré comme rigide (plus rigide que le rotor) et celui on il est considéré
comme souple. Dans chacun des cas, nous appliquons différentes amplitudes de la force d’exci-
tation correspondant a différents niveaux de balourd. Les figures 7.16 et 7.17 rendent compte
des résultats dans le cas du stator rigide tandis que les figures 7.18 et 7.19 rendent compte
du jeu de parametres ou le stator est plus souple que le rotor (fg =10 Hz < fr =15 Hz).

Dans les deux cas, mais de fagon plus prononcée lorsque le stator est souple, on voit
apparaitre pour les faibles balourds, des ilots de solutions qui se replient voire se referment
sur eux-mémes. Ces ilots indiquent qu’il existe des solutions d’un autre type que celui étudié
pour certaines valeurs de we.

Sans étude ultérieure de stabilité, nous ne pouvons pas développer plus ’analyse de ces
résultats. Cependant, ceci nous a permis de valider nos codes dédiés & la continuation, réalisant

avec succes la description de courbes présentant des retournements.

Résultats en amortissement visqueux :  Pour la suite de I’étude, nous utiliserons
un amortissement visqueux car nous aurons besoin de réaliser des intégrations temporelles
et ’amortissement hystérétique s’y préte mal. Nous utiliserons donc dorénavant le systéme
d’équations (7.20). Enfin, nous choisissons un niveau de balourd de 200 N. L’étude ultérieure
sera donc basée sur les points fixes représentés sur la figure 7.20 (en unités S.I.) correspondant

a un rotor rigide.

Etude de stabilité

Apreés avoir obtenu les courbes de solutions de type point fixe dans le cas d’un amortisse-
ment visqueux et d’un stator rigide, nous étudions leur stabilité. Cette étude ne peut pas se

faire sur les équations simplifiées (7.20) : en effet, ces simplifications ne laissent pas de place
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(a) s (m) fonction de w, /27 (Hz) (b) 05/ (rad) fonction de w. /27 (Hz)
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a Pévolution d’une perturbation. Il faut donc reprendre la formulation compléte (7.17) du
probléme et appliquer ’étude proposée au paragraphe 2.3.1 en réinjectant dans ces équations

les solutions trouvées perturbées.

On obtient alors la courbe 7.21, qui donne deux zones d’instabilité par lecture du signe de la
partie réelle des valeurs propres \; : we/2m € [14.49 16.16] Hz et w./2m € [23.54 30.72] Hz.

Re(A;) en fonction de we /27 (Hz)
15 T T T T

10

-20 | | | |
6 14.49 16.16 23.54 30.72 40

Zm()\;) en fonction de we /27 (Hz)
400 T T T T

300 N
200
100

-100
-200 : ‘ : b
-300 N

-400 | | | |
6 14.49 16.16 23.54 30.72 40

FI1G. 7.21 — Contact rotor-stator rigide - Etude de la stabilité des solutions

Valeurs propres de la jacobienne D, F' en fonction de la fréquence d’excitation

Chacune des transitions entre un état stable et instable se fait avec deux valeurs propres
conjuguées de partie imaginaire non nulle lorsque la partie réelle s’annule : on est donc dans
le cas de bifurcations de Hopf. On doit trouver aux voisinages de ces points de bifurcation des
solutions périodiques de pulsation égale au module de la partie imaginaire des valeurs propres
concernées, soit, par ordre d’apparition : 20.85, 31.50, 75.80 et 101.4 rad/s.

Nous allons dans la suite de I’étude nous concentrer sur la premiére zone d’instabilité
située entre 14.49 et 16.16 Hz. Nous avons donc calculé les deux nombres de Lyapunov (voir
paragraphe 2.4.3) relatifs a chacun des points de bifurcation. Comme précisé dans [Kuz04,
Sec. 10.2.3], ce n’est pas la valeur de ce nombre mais uniquement son signe qui détermine
la qualité sur ou sous-critique de la bifurcation. Dans le premier cas, le signe a été trouvé

positif et dans le second, négatif. Ceci signifie que I'on a une bifurcation de Hopf sous-critique
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en 14.49 Hz et une bifurcation de Hopf sur-critique en 16.16 Hz. Ainsi, il existe pour des
fréquences légérement inférieures a 14.49 Hz des solutions périodiques instables de pulsation
voisine de 20.84 rad/s et pour des fréquences légérement inférieures a 16.16 Hz, il existe des
solutions périodiques stables de pulsation 31.50 rad/s qui disparaissent une fois passé le point
de bifurcation. Nous détaillons ’étude de ces deux points de bifurcation dans le paragraphe
7.4.3.

Afin de valider cette étude, nous avons mis en place un algorithme d’intégration temporelle
qui nous permet de suivre I’évolution d’une solution dans le temps pour un jeu de conditions

initiales donné.

Controéle par intégration temporelle

L’objectif est ici de construire pas a pas I’évolution temporelle d'un jeu de conditions
initiales. On utilise donc les équations (7.15), ou 'amortissement est modélisé de facon vis-

queuse.

Schéma d’intégration temporelle par différences finies :  On utilise un schéma aux
différences finies, centré pour I'approximation des dérivées secondes et arriére pour l'approxi-
mation des dérivées premiéres de facon a ne pas avoir des équations non-linéaires & résoudre
a chaque pas de temps.

En notant ¢; = h(i — 1), i = 1,..,m ou h est le pas de temps et ¢; = ¢q(t;) la valeur de la

grandeur ¢ & 'instant ¢;, on a donc :

, (R e Gi+1 — 2¢i + gi—1
q(ts) = gis (1) & =—=— et §(t:) ® ———5——

Ceci nous méne au systéme suivant :

mpr+mg —mpgsinfy; —mpgsin O Sit1 by

0 mpgcosfy;  mpgcosbs + (mp+mg)s; Osivi ¢ =14 b (7.22)

mg tan O; 0 —mgs; iyl b3

avec :
b= —(mp+ms) ((—=2s; + si—1) — si(a; — ai—1)?)

+mpgg ((951‘ —0si— 1+ a; — a;_1)?cosOs; — (=204 + 051 — 20; + ;1) sin 082')
—(krnr + ksns)h(s; — si—1) + (krnr)hg(0si — Osi—1 + o; — ;1) sinB;
—(kp + ks)h?s; — krh?gcos 04 + h2F,(t;) cos 0.(t;)

by = —(mr+ms) (si(=20; + a;—1) + 2(s; — si—1)(; — @i—1))
+mpg (—(—204; + 051 — 20 + j—1) cos O + (0s; — Osi—1 + o — i—1)? sin ;)
—(krnr + ksns)hsi(a; — ai—1) — (krnr)hg(0si — Osi—1 + o — aj—1) cos b;
—kph?gsin Oy 4+ h2F,(t;) sin 0 (t;)

bs = —my ((—281‘ + i1 — si(a; — a;j_1)?) tan O
—si(—20 + ai—1) — 2(s; — si—1) (0 — @i—1))
—(ksns)h ((s; — si—1) tan Og; — s;(c; — ;1)) — ksh?s; tan 6

avec 96 (tz) = we.ti — Q4
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Le calcul a posteriori de la force de contact se fait par :

Qi1 — 205 + o 98 T Siz1 Qi T il Q — Q1

F,.;sinfy,; = mg <5i w2 + h A > + (kSnS)Si A

Résultats - Comparaison avec 1’étude fréquentielle : On se place d’abord a une
frequence d’excitation pour laquelle le point fixe est stable. On choisit w./2m = 12.63 Hz. La
fenétre temporelle étudiée est ¢ € [0 12] s et 100000 points de calcul sont effectués, ce qui
donne un pas h = 12.1076 s.

On utilise deux jeux de conditions initiales. L.’un, proche du point fixe et 'autre plus éloigné. Si
le point fixe est stable et que son bassin d’attraction englobe ces deux points, on devrait pour
un temps assez grand retrouver une réponse stationnaire constante en s, 0, F., 0. et (= we)
avec les mémes valeurs que pour 1’étude fréquentielle. On lit sur la figure 7.20 que pour
F, = 200 N et we/2m = 12.63Hz, on doit trouver une telle réponse avec s = 0.0203 m,
0s = 0.08477 rad, F, = 544 N, 0, = w/2rad et & = we = 12.63 x 27 rad.s!. En donnant
alors les conditions initiales suivantes qui permettent d’initialiser I’algorithme pour les rangs

i=1 (t=0) et i=2 (t=h), on obtient les résultats présentés en figure 7.22 :

s1=0005m 654 =0rad F.,=50 N o« =0rad
s9 =0.005m 6Os3=0rad F.o=50N «ay=12.63/2 x 21 x h rad

Ces résultats coincident avec ceux de 1’étude fréquentielle.

s — moy = 0.020263 6 /- moy = 0.084734
T T
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0.02 0.3

0.015F 1 0.2

0.01F 1 0.1

0.005 1 0

. . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 6 8 10 12

Gelnz(mel—a)ln— moy = 0.49882

T T T
. .
0 2 4
0.8 T T T T T 600 T T
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06 1
400
0.4 1 300
200
0.2 4
100
0 . . . . . 0 . .
0 2 4

FC — moy = 542.9597

T
. . .
6 8 10 12

0 2 4 6 8 10 12
da/dt - moy = 79.3566 rad/s = 12.6213 Hz
120 ! ! ! ! ! 1
100 4 0.8
Excitation sinusoidale
Fe =200 N
80 [ 0.6 @, =79.3566 radls = 12.63 Hz
T=12s
60 1 04 N = 100000 points
s(1)=5(2)=0.005 | 6 (1)=6,(2)= 0 | a(1)=0,a(2)=0.0047614
40 4 0.2
20 0 :
0 2 4 6 8 10 12 o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

F1a. 7.22 — Contact rotor-stator rigide - Intégration temporelle pour w, /2w = 12.63 Hz

De méme, en choisissant des conditions éloignées de 1’état stationnaire :

s51=001lm 04 =mrad Fa=50N a1 =0rad
s9 =001 m 60s=37/2rad Fo=50 N «ay=2>5x12.63 x 21 x h rad
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on retrouve encore la solution prévue par 'analyse précédente comme le prouve la figure 7.23.

Ce point fixe est donc bien stable.

En revanche, si I'on essaie d’accéder aux solutions prédites par le modéle sous hypo-
theses pour les fréquences d’excitation de la premiére zone d’instabilité, par exemple w, /27 =
14.6031 rad/s, il apparait que les solutions ne sont pas stables, méme en donnant pour condi-

tions initiales les valeurs devant étre obtenues pour un temps infini (figure 7.24).

s - moy = 0.020263 8/m-moy = 630.0847
0.25 . 800 .
02 ) 600 3
0.15 f
400 4
0.1 f
0.05f — 200 ]
0 | | | | | o . . . . .
o 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
8 /m=(w t-a)/mt— moy = 0.49882 5 F - moy = 542.9597
e e x 10 c
0.8 ! ! ! ! ! 20 ! ! ! ! !
0.6 f 15} 4
0.4 W 4 10 g
0.2f f 5 4
of f o
~02 . . . . . 5 . . . . .
2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
da/dt - moy = 79.3566 rad/s = 12.6329 Hz
1000 ! ! ! ! ! 1r
500 — 08l
Excitation sinusoidale
0 B Fe =200 N
0.6 w_ = 79.3566 rad/s = 12.63 Hz
500 il T=125s
10001 | 0.4 N = 100000 goin\s
s(1)=5(2)=0.01 | 8,(1)=6,(2)= 3.1416 | a(1)=0,a(2)=0.047614
-1500( B 0.2r
2000 . . . . . o . . . . . . . . . ,
o 2 4 6 8 10 12 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FiG. 7.23 — Contact rotor-stator rigide - w, /27 = 12.63 Hz

Conditions initiales éloignées de la solution constante

L’analyse fréquentielle est donc corroborée par ces quelques résultats obtenus par intégra-

tion temporelle.

7.4.3 Etude des points de bifurcation de Hopf

Nous cherchons maintenant & exhiber les solutions périodiques naissant aux voisinages des
deux points de bifurcation du point fixe en wey /27 = 14.49 Hz et weo/2m = 16.16 Hz. Nous
utilisons pour cela la méthode donnée en 2.4.3 : pour chacun de ces points (zg;, we;), ¢ = 1,2,
nous avons donc recherché les vecteurs propres v; et ¥; associés aux valeurs propres \; =
JWe; et \i, puis nous avons réalisé une intégration temporelle pour @We; = wei — Aw, 0 <
Aw << 1et z;(0) = zo; + €Re(v;), € << 1 (nous rappelons que nous cherchons des solutions
« & gauche » de chacune des pulsations, ce qui explique le signe moins devant Aw). Les

résultats de ces intégrations temporelles sont donnés en figures 7.25 et 7.26.

Une fois en possession d’un point du cycle limite, il est possible d’effectuer une continuation
et une étude de stabilité des solutions périodiques. Etant donné que la nature des bifurcations

n’est pas la méme pour chacun des points, nous les traitons séparément.
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Fi1a. 7.24 — Contact rotor-stator rigide - w. /27 = 14.6031 Hz

Instabilité de la solution constante

a=1/2, B=1/4, Ni = 10000, w,/2% = 14.4921 Hz
s (m)

0.8

0.9

& (rad/s)

t (r's)
Fia. 7.25 — Contact rotor-stator rigide

Intégration temporelle pour le point de bifurcation en w, ~ we1

10



158 7. Application a la dynamique des rotors

a=1/2, B=1/4, Ni = 10000, we/27 = 16.0050 Hz
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Fi1a. 7.26 — Intégration temporelle pour le point de bifurcation en w, ~ weo

Etude de la bifurcation de Hopf sous-critique en 14.49 Hz

Nous voulons suivre I’évolution de la solution périodique exhibée en figure 7.25 lorsque
we varie. Nous avons pour cela choisi d’utiliser une méthode de continuation basée sur une
méthode de tir pour la recherche de la solution périodique correspondant a chaque valeur du
parameétre w,, car cette méthode permet de rechercher une solution périodique de période
inconnue. Il nous faut donc choisir une méthode d’intégration temporelle. Nous avons utilisé
dans la section précédente une méthode basée sur les différences finies; trés facile a écrire,
elle est cependant peu efficace, nécessitant un grand nombre de points de calcul. Nous pré-
férons donc utiliser un schéma de type Newmark adapté aux problémes non-linéaires (c.f.
paragraphe 2.1.3). Nous choisissons une approximation de I’accélération par valeur moyenne :
v = 1/2 et f§ = 1/4. Nous détaillons ci-dessous la méthode de continuation. Nous faisons
ensuite une parenthése sur le test de la périodicité qui n’est pas trivial pour ce probléme.
Enfin, nous donnons le résultat obtenu pour la solution qui nous intéresse. Les algorithmes

utilisés sont résumés dans la figure 7.27.

Continuation d’une solution périodique

On cherche a réaliser une continuation sur le probléme (¢, zg,we) = F(x(t, o, we), we)
en ayant pour objectif d’obtenir z(Tjy, z¢,w.) — xo = 0. Si 'on posséde un jeu de paramétres
x0, 1o, weo satisfaisant cet objectif, on cherche ensuite les incréments Az, AT et Aw, tels que
x(To+ AT, zp + Az, weo + Awe) — (2o + Az) = 0 de fagon a réaliser une prédiction. On écrit
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Algorithme général

Point initial :
Zo, To, We ini

1

Correction par tirs successifs :
= 2y, TO pour We = We ini

'

Prédiction selon la tangente :

= jO? T()awe pred

!

Correction par tirs successifs :

= x0, To pour we = we pred

Algorithme de correction par tirs successifs < ----

Point initial z(tn), Day(tn), Do,x(tn)

v i

Intégration temporelle tnp1 = (n+ DTy /N,
—| par Newmark non-linéaire 1
¥=1/2,5=1/4, N, = 1000 Prédiction et Correction o1
Y = 2(thi1) 0N
Test de la périodicité ¥
*Validé ) Interpolation linéaire : z (75,41 )
Non|validé ’
Sortie : (:L'(),To) = onx(Tn—i-l,i); Dwex(Tn—i—l,i)
1=1,...m

Y
. |
Prédiction : (%, Tp)

Fia. 7.27 — Algorithmes utilisés pour la continuation périodique
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donc :
x(To + AT, x0 + Az, weo + Awe) — (z¢ + Ax)

= x(Ty, z0,weo) + O — AT + a—Ax + O Aw, — (z9 + Ax)

5 5 0Ty 0z (9 0w,
X X xXr
ox

Oz
= F(x(Ty, z0,we0), weo) €6 E. est solution de I'équation
o

Comme vu au paragraphe 2.3.2

différentielle :

" Ty

Y — DxF(x(taanweo)aweo)Y7 Y(O) =1

z
est solution de I’équation différentielle :
We

De la méme facon, on montre que

Y = D, F(x(t,z0,we0),we0)Y + Dy, F(x(t, 20, we0),wen), Y (0) =0 (vecteur nul)

On doit donc résoudre : g—TO AT + <§_0 _ I) (;956

On choisit enfin de forcer la correction Az & étre orthogonale a F'(z(Ty, zg,we0),weo). On

=0.

peut donc mettre le systéme & résoudre sous la forme suivante :

ox ox ox
AT - adadi
A A +1 Owe pAw.=0, A= | 9Tj 0xg (7.23)
x 0 0 F(x(To,xo,weo),weo)
ox
En posant z = —A~!{ 0w, », on obtient par la condition de normalisation
0

t
AT AT 1 AT
+ Aw? =1 que Aw, = +———— puis = 2.Aw,
{Aw}{Aw} q \/1+ztzp {Aw}

Le signe est enfin déterminé par ’orientation de la tangente avec la condition :

ox
A Owe
det - 0 Awe > 0.

z 1

Ainsi, toutes les prédictions sont basées sur les valeurs des dérivées partielles de x par rap-
port & g, Tp et we, qui sont obtenues pour deux d’entre elles (Dy,x et D, z), par intégration
temporelle. Il est donc important que le calcul approché de ces grandeurs soit « bon ». S’il
n’est pas nécessaire d’avoir un nombre de points trés important pour bien décrire le signal
x(t) par intégration temporelle, ces dérivées partielles, elles, nécessitent un nombre de points
conséquent. Il faut donc augmenter le nombre de pas utilisés pour l'intégration de ces dérivées.
Pour ne pas augmenter simultanément le nombre de pas de calcul de z(t), ce qui rend les
calculs cotiteux, nous effectuons une interpolation linéaire entre deux points x(t,—1) et ()

de facon & obtenir :

2(Tni) = x(tn—1) + (x(tn) — z(th—1)).(i/m), i =0..m, Tn; =tp—1 + (tn — tn_1).(i/m)

Nous utilisons alors ces points intermédiaires pour l'intégration des dérivées partielles.
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Test de la périodicité

Ajoutons maintenant le moyen de nous affranchir de la « pseudo-périodicité » des angles.
En effet, ce qui nous intéresse n’est pas de tester leur égalité mais leur égalité modulo 27, ce
que 'on peut écrire 3 k € Z,02 = 01 + k(27) mais qui ne se dérive pas. On préfére donc
écrire ceci de la facon suivante :

0, = 0 [27] & { 098(01) = (:.08(02) o { 098(01) - c.os(Hg) =0
sin(f;) = sin(f2) sin(f;) — sin(f2) =0
& (cos(b1) — cos(62))? + (sin(f1) — sin(62))? = 0 < cos(fy —03) —1 =0

Ainsi, la condition d’égalité que nous vérifierons ne sera pas z(7p, zg) — xo = 0, mais

o(x(Ty, x0) — w0) = 0

»

s

05 cos(fs) — 1
avec p(r) = ¢ 9; = Sm(e‘;) -1

0s 0s

& &

Le développement au premier ordre au voisinage de (Tp, zg) devient donc :

or ox
o(x(To, x0) — wo) + Dap(x(To, 20) — x0). (a—TO(TOJCo)ATo + 8—960(T0,330)-A960> =0 (7.24)
1
—sin(fs)
—sin(fe)

avec la jacobienne de ¢(x) qui s’écrit Dyp(z) =

1
Elle est donc toujours inversible sauf si la différence entre les angles a t = Ty et t = 0 vaut

0 ou 7. Si cette différence est nulle, les angles sont égaux et 1’équation correspondant a la
ligne ou se trouve ce zéro se résume & 0 = 0. En revanche, si les deux angles différent de ,
la matrice est non inversible mais les deux angles ne respectent pas la condition d’égalité.
Nous proposons alors de contourner le probléme en effectuant un pas d’intégration temporelle
supplémentaire de facon a utiliser non plus T mais T} légérement supérieure, ce qui modifie
normalement la valeur de I’angle posant probléme de 6, (Ty, zg) en HJC(TO,QUO). Etant donné
que Tp n’était vraisemblablement pas solution du probléme (les angles différent) et n’est de

toute facon qu’une supposition, cette fagon de procéder semble raisonnable.

Application au premier point de bifurcation de Hopf

Le résultat de la continuation menée & partir du cycle limite exhibé sur la figure 7.25
est représenté en figure 7.28. On peut voir, par ’analyse des coefficients de Floquet, que la
solution périodique est bien instable au voisinage du point de bifurcation. Nous reportons en
figure 7.29, les minima et maxima des amplitudes au cours de I’évolution de la solution.

En ce point de bifurcation, il y a donc destruction d’une solution stable sans naissance
d’une autre solution stable. On est donc en présence d’une bifurcation catastrophique (cf
paragraphe 2.3.2). L’analyse de I’évolution du systéme nécessite une étude globale et non
plus locale pour savoir vers quelle solution le systéme va tendre lorsqu’il quittera le point fixe

devenu instable.
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” Pulsation de la solution périodique suivie : 27 /Ty (rad/S)
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Fia. 7.28 — Contact rotor-stator rigide - Continuation de la solution périodique du premier

point de bifurcation de Hopf - Pulsation et stabilité
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Fia. 7.29 — Contact rotor-stator rigide - Continuation de la solution périodique du premier

point de bifurcation de Hopf - Amplitudes
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Etude de la bifurcation de Hopf sur-critique en 16.16 Hz

Nous avons appliqué le méme algorithme en partant cette fois du cycle limite exhibé au
voisinage de 16.16 Hz. Le résultat de la continuation est représenté en figure 7.30. Pour plus
de lisibilité, nous avons reporté les zones de stabilité sur le schéma. Enfin, pour donner une
idée des amplitudes de ces solutions, nous avons tracé les minima et maxima des paramétres

sur la figure 7.31.

Le suivi du module des coefficients de Floquet nous indique une bifurcation en doublement
de période pour w./2m ~ 18.11 Hz (figure 7.32). Nous avons cherché et continué la solution
de période double qui nait en ce point de bifurcation. Cette solution, stable a la naissance,
devient rapidement instable, subissant une bifurcation de Hopf comme le montre la figure
7.33.

Fréquence de la solution périodique suivie : 27 /Ty (rad/S)
\
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Fia. 7.30 — Contact rotor-stator rigide - Continuation de la solution périodique du second

point de bifurcation de Hopf - Pulsation et stabilité

7.4.4 Analyse globale

Comme montré au paragraphe 7.4.3, il existe des solutions déconnectées des solutions
précédemment étudiées vers lesquelles le systéme va se diriger lorsque I’on entrera dans la zone
[14.49 16.16] Hz. C’est elles que nous recherchons et étudions dans ce dernier paragraphe. Nous
souhaiterions bien évidemment appliquer la méthode globale par homotopie polynomiale;
cependant, ne connaissant pas la période des solutions recherchées, il nous est impossible de
I'utiliser. Nous mettons 1a en évidence la nécessité de faire évoluer cet outil afin qu’il permette

de traiter ce cas de figure.

En I'absence d’un outil dédié, nous commencons par effectuer quelques essais & partir de

conditions initiales diverses en choisissant la pulsation d’excitation sur la plage de fréquences
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Fia. 7.31 — Contact rotor-stator rigide - Continuation de la solution périodique du second
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Fia. 7.32 — Contact rotor-stator rigide - Branche périodique issue de la seconde bifurcation
de Hopf - Bifurcation de doublement de période en 18.11 Hz



7.4. Contact rotor-stator rigide 165

27 /Ty (rad/S) Coefficients de Floquet dans le plan complexe

16.53 | | :

. w, = 18.1092 ||
®, =18.1074
w, =18.1036
®, =18.0991

w_ =18.0938
e

:
B
16.525
.
.
16.52 sl

16.515

16.51 06—

16.505
0.4
16.5

16.495
02—

18.005 81 18105  18.11
we /27 (Hz

i
1.4
02k -
1.2
1 L \ —0.41 |
0.8
06 -
0.6 Bifurcation
0.4 -0.8— -
0.2
_— -1+ . - -
0 L L L L L
18.09  18.095 18. 8.105 18.11 -1 -0.5 0 0.5 1
we/2m (Hz

FiG. 7.33 — Contact rotor-stator rigide - Etude de la solution de période double

concernée. Ceci nous permet d’obtenir des solutions sur lesquelles on effectue une continuation

puis une étude de stabilité et de bifurcation.

Essais

On réalise quelques intégrations temporelles de fagon & avoir une idée des solutions re-
cherchées. Il s’avere que I'on trouve des solutions périodiques. La figure 7.34 donne I’évolution
de leur pulsation ws sur la gamme de fréquences d’excitation [14.5 14.7] Hz. Il semble qu’on
ait donc un doublement de période au voisinage de 14.55 Hz et inversement un doublement

de fréquence au voisinage de 14.65 Hz.

Evolution des pulsations des solutions périodiques
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F1a. 7.34 — Contact rotor-stator rigide - Nouvelles solutions périodiques :
tirages sur la bande [14.5 14.7] Hz
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Continuation et analyse

Afin d’avoir un portrait plus global de la solution, nous choisissons de réaliser une conti-
nuation du cycle limite accroché pour w,/2m = 14.52 Hz. On obtient alors les figures 7.35 et
7.36.

Pulsation de la solution périodique suivie : 27 /Ty (rad/S)
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Fia. 7.35 — Contact rotor-stator rigide - Solution périodique déconnectée - Pulsation et sta-
bilité

Au vu de I’évolution des coefficients de Floquet, cette solution subit de nombreuses bifur-
cations. Dans un souci de respect des échéances, nous n’avons pas poursuivi chacune de ces
bifurcations comme nous avons pu le faire pour les autres branches. L’intérét de cette solution
est en effet d’exhiber ’existence d’une solution stable mais complétement déconnectée de celle
poursuivie initialement (point fixe) accrochée a 'issue d’une bifurcation catastrophique (au

premier point de bifurcation de Hopf).

Nous donnons enfin une représentation graphique de ’ensemble des solutions étudiées par
le biais des amplitudes de I'excentricité du stator (s) en figure 7.37. Nous proposons ainsi une
nouvelle représentation de ce que ’on pourrait nommer diagramme de bifurcation. Elle per-
met non seulement d’observer les bifurcation mais aussi de donner les amplitudes des solutions
périodiques ainsi que leurs fréquences de réponse. Moins synthétique que les diagrammes tra-
ditionnels, cette forme de représentation permet de fournir toutes les informations nécessaires

a la compréhension de la dynamique du systéme.
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Fia. 7.36 — Contact rotor-stator rigide - Solution périodique déconnectée - Amplitudes

Considérations numériques

Nous tenons ici a rendre compte de deux problémes liés & I’étude nécessairement numérique

et non purement analytique d’un probléme.

Valeur des coefficients de Floquet : Les coefficients de Floquet sont issus du calcul des
valeurs propres de la matrice de monodromie obtenue elle-méme par intégration temporelle.
Si le calcul des amplitudes du signal (variable x) n’est pas trop sensible au pas en temps,
il semble que celui de la matrice de monodromie le soit particuliérement, et ainsi, celui des
valeurs propres extraites. Ceci est particuliérement visible sur la figure 7.35 : la théorie donne
qu'un des coefficients de Floquet doit toujours étre égal & 1 dia a la formulation autonome
de notre probléme; or, il est évident sur la gamme de fréquences [15.7 16.2] Hz, que cette
assertion est mise en défaut. Pourtant, les solutions trouvées sont bien périodiques et dans
la continuité des précédentes. Les calculs menés sont donc « justes » en un certain sens.
Ceci montre qu’il faut étre prudent & ’analyse de ces coefficients dont le calcul manque

vraisemblablement de précision.

Une solution serait d’augmenter le nombre de points de calcul sur une période. Cependant, ceci
augmente simultanément le temps de calcul, ainsi que le cumul d’erreur numérique inhérent
a l'utilisation d’une machine limitée dans son seuil de précision. Il faut donc trouver un

compromis entre I'exactitude de ces coefficients et le temps consacré a leur calcul.
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Fia. 7.37 — Contact rotor-stator rigide - Nouveau diagramme de bifurcation
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Comparaison entre méthode de tir et différences finies : Lors de I'étude de la
derniére solution périodique, nous avons tenté de mettre en ceuvre une autre méthode de
construction des solutions périodiques : celle des différences finies (cf. section 2.3.2). Nous

nous sommes alors heurtés & plusieurs problémes qu’il nous semble intéressant de mentionner.

Tout d’abord, intrinséquement, cette méthode génére un systéme de grande taille di a
la discrétisation en temps qu’elle utilise. Elle nécessite donc une attention particuliére a la
résolution du systéme, qui exploiterait 'aspect « quasi-bande » de la matrice obtenue. De plus,
si on la compare & celle de tir, elle s’avére plus cotiteuse : considérons le nombre d’opérations
nécessaires pour la réalisation d’une itération de chacune des deux méthodes en utilisant Ny
points de discrétisation d’une période et une résolution de type Newton-Raphson.

a) Méthode des différences finies : N; calculs de F(x%, w.) et de D,F(z',w.) puis inversion
d’un systéme de taille n x N;.

b) Méthode de tir : Calcul de F(z*,w,) et de D, F(2%,w.) N; fois puis inversion d’un systéme
de taille n.

La méthode de tir semble donc moins coiiteuse car nécessite le méme nombre de calculs
élémentaires mais ne nécessite I'inversion que d’un petit systéme. Elle a de surcroit ’avantage

de fournir la matrice de monodromie, et donc de permettre rapidement 1’analyse de la stabilité.

De plus, d’une fagon purement qualitative, la convergence de la méthode des différences
finies semble assez mauvaise : lorsqu’il lui est donné un point initial trop éloigné du cycle

recherché, elle ne converge pas.

Enfin, dans le cas particulier de notre probléme, étant donné que nous traitons des angles
et qu’il est nécessaire d’avoir recours a une fonction ¢ supplémentaire afin de vérifier la
périodicité du signal (cf. paragraphe 7.4.3), elle se révéle inadaptée : elle intégre en effet dans
sa formulation la condition de périodicité z(T') — z(0) = 0, a laquelle il semble peu aisé de
substituer ¢(z(7") — x(0)) = 0.

7.4.5 Conclusion

L’étude de ce probléme montre qu’un systéme apparemment simple peut avoir des compor-
tements complexes que seule une étude compléte peut dévoiler. Ceci nous a permis d’appliquer
la majorité des méthodes d’étude locale exposées au chapitre 2, puis & proposer une forme de

diagramme de bifurcation plus compléte que celle rencontrée usuellement.

Par ailleurs, la présence d’une bifurcation de Hopf sous-critique a souligné I'importance
d’un outil d’analyse globale. Ne connaissant pas a priori la période des solutions recherchées,
nous n’avons pas pu mettre en ceuvre l'outil que nous avons développé qui requiert que ce
paramétre soit une donnée et non une inconnue. Ceci permet de dégager I'intérét d’un travail

ultérieur visant a rendre ce type de recherche possible.

7.5 Conclusion

Un rapide bilan sur les résultats obtenus par les quatre méthodes d’analyse globale appli-
quées a loscillateur de Duffing a permis d’affirmer sans peine que la méthode donnant le plus

de satisfaction était celle fondée sur ’homotopie polynomiale. Cette conclusion a ensuite été
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réaffirmée sur 'exemple d’un contact entre un rotor et un stator non-linéaire.

L’application avec succes de cette derniére méthode & différents systémes illustrant des
cas typiques d’étude dans le domaine des machines tournantes permet de démontrer son effi-
cacité, son intérét, et d’envisager sereinement son utilisation sur des systémes plus importants
correspondant aux besoins industriels.

Enfin, le dernier exemple de contact permanent entre un rotor et son stator, traité a ’aide
des outils d’analyse locale cités dans le second chapitre de ce mémoire, a exhibé le besoin
fort de poursuivre encore le travail pour étre capable de libérer la pulsation de réponse du
systéme comme une inconnue supplémentaire ; ceci permettra d’effectuer une analyse globale

efficace a 'issue de bifurcations catastrophiques par exemple.



Conclusion

L’objectif principal de ce travail de thése était de proposer un outil permettant I’analyse
globale de systémes dynamiques non-linéaires. La principale difficulté dans cette recherche de
toutes les solutions d’'un systéme non-linéaire était de trouver une méthode qui ne soit pas
trop consommatrice en termes de ressources numériques. Pour parvenir & élaborer un outil
satisfaisant, nous avons exploré quatre familles de méthodes permettant de trouver toutes les

solutions d’un systéme non-linéaire.

La premiére méthode, dite de cell-mapping et reposant sur une double discrétisation spa-
tiale et temporelle, est attrayante par sa proximité & la formulation dynamique du probléme
et par la richesse des informations qu’elle fournit : solutions de toutes natures, bassins d’at-
traction et possibilité d’analyse de stabilité. Cependant, elle nécessite un temps de calcul ainsi
qu’une allocation d’espace mémoire prohibitifs dés que 'on souhaite traiter des systémes a
plus de deux degrés de liberté.

Nous avons donc ensuite mis en ceuvre des méthodes ne traitant pas directement le systéme
différentiel mais un systéme algébrique obtenu en faisant une hypothése sur la forme du dé-
placement. Elles ne peuvent donc pas rendre compte directement de toutes les solutions du
systéme dynamique mais de toutes les solutions d’une catégorie donnée. La contrepartie de
cette restriction est un gain en temps considérable. Les deux premiéres méthodes traitant des
équations algébriques partitionnent l’espace de variation des inconnues algébriques en cellules
qu’elles essaient d’exclure & 'aide d’un test d’exclusion pour la premiére et d’exclure ou a
défaut de réduire pour la méthode travaillant sur I'arithmétique des intervalles. On observe
une amélioration des performances par rapport & la méthode de cell-mapping, mais les esti-
mations et les mises en ceuvre montrent qu’il est difficile de traiter des systémes & plus de
trois degrés de liberté avec un temps de calcul inférieur & la journée.

L’absence d’hypothése sur la forme de la non-linéarité nous a alors semblé étre un obstacle
majeur & efficacité des algorithmes testés. En effet, nous étions partis du principe que la
méthode proposée ne devait pas étre dédiée a un type de non-linéarité particulier ; ceci a pour
inconvénient 'absence de cadre mathématique permettant de faire un travail analytique en
amont qui réduirait en aval le cotit numérique. Nous avons donc eu l'idée de nous placer dans
le cadre richement étudié des polynémes en choisissant d’approcher ’expression de la non-
linéarité algébrique par une famille d’éléments polynomiaux. On ne cherche donc plus toutes
les solutions d’un systéme algébrique mais toutes les solutions d’un systéme multi-polynomial
a plusieurs variables. La résolution de ce systéme se fait alors par une méthode homotopique :
on construit un systéme multi-polynomial de méme structure que celui que l'on souhaite
résoudre dont on connait les solutions; puis, on injecte petit & petit le systéme a résoudre
tandis qu’on diminue la contribution du second systéme dans les équations. En faisant une

continuation des solutions de ce systéme au cours de son évolution, on a la garantie d’obtenir
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toutes les solutions du systéme visé. Cette derniére méthode présente des temps de calcul trés
intéressants. Son application & différents systémes du champ de la dynamique des rotors a
permis de montrer d’une part son efficacité et d’autre part son intérét en tant que méthode
d’analyse globale, permettant de mettre a jour des branches de solutions déconnectées les

unes des autres.

La solution proposée fournit donc un début de réponse a cette vaste question qu’est ’ana-

lyse globale de systémes non-linéaires de grande taille. Il reste maintenant & étendre son
champ d’action a d’autres types de solutions que les points fixes et les cycles limites. On
imagine aisément sa mise en ceuvre dans le cas des solutions quasi-périodiques en utilisant
une transformation des équations dynamiques non par balance harmonique simple mais par
balance multi-harmonique. I’enjeu majeur nous semble, pour ce type de solutions, de pouvoir
étendre la recherche a des solutions de période inconnue. Le domaine de recherche de solutions
chaotiques reste, lui, totalement vierge étant donnée la difficulté de trouver des descripteurs
fiables des attracteurs.
Une autre piste de recherche qui nous semble judicieuse est 'utilisation de calculs paral-
leles : chaque solution étant continuée indépendamment des autres, cette méthode se préte
particuliérement bien & la parallélisation. Sa mise en ceuvre dans le contexte industriel ou
I’on rencontrera un parc informatique important mais dont les unités seront peu puissantes
profiterait pleinement, & notre sens, de ce type d’architecture.

Enfin mentionnons le travail, secondaire dans le temps consacré et la difficulté rencontrée,
de mise en ceuvre de méthodes de continuation, d’analyse aux bifurcations et de stabilité.
Ces méthodes, relativement bien représentées dans la littérature, sont des outils complémen-
taires a la conduite d’une analyse globale, permettant d’une part de suivre I’évolution des
solutions éventuellement multiples exhibées par analyse globale et d’autre part de mettre en
évidence les moments clés ou effectuer une telle analyse en cas de détection d’une bifurcation

catastrophique ou de perte de stabilité.
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Nomenclature

Equation dynamique (ordre 2) : M.j+ C.g + K.q + f(q,tj) = fe(t)

e ¢ : vecteur d’inconnues issues du paramétrage du probléme, g € RN
. . . . 21, . . . 2
e (¢, { : respectivement vecteurs vitesse et accélération, ¢ = %, q= %

e M, C, K : matrices respectives dites de masse, de dissipation et de raideur

f(q,q) : vecteur des efforts non-linéaires

e fe(t) : vecteur des efforts extérieurs
Equation augmentée (ordre 1) : A.i+ B.x + F(x) = F.(t)

o I = {q} : vecteur d’inconnues augmenté, x € R?N
q

R N N
0 M K C

° F(.%',t):{

: vecteur augmenté des efforts non-linéaires

f(a,9)

0
o [, = {f 0 : vecteur augmenté des efforts extérieurs
e

Equation algébrisée : H.Z + H(Z) = H, ou H(&) = 0

e 7 : vecteur d’inconnues algébriques, & € RF

o H : partie linéaire

f[(fc) : partie non-linéaire

e H,. : terme constant (contribution des efforts extérieurs)

Dérivation :

oF

— d’une fonction F' par rapport a la variable x : D, F = e

x

) : . . ox

— d’une variable z par rapport au temps « vrai » ¢t : & = e
ox
— d’une variable z par rapport au temps adimensionnalisé 7 : 2’ = 9
-

Cellules et intervalles :

~ Pavé de R9 : X = {X1,...,Xg}ou X = X; x --- x Xg

— Bornes inférieure et supérieure d’un intervalle X; : respectivement & et X;
o XX
— Centre d’un pavé X : mid(X), Vi € [1, Q], mid(X;) = =——

Largeur d’un pavée X : w(X;) = }Z — X, et w(X) = 1132XQ(U}(XZ'))
_Z_

Magnitude d'une composante X; : mag(X;) = max(|X;], |§1|)
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188 Nomenclature

Schémas d’algorithmes :
— Stockage de I’élément o dans ’élément y : y «—
— Utilisation de 1’élément x pour le calcul de y : x — y

— Ajout de Pélément x & une liste zList : xList < x

Symboles divers :
— Ensemble des conditions initiales considérées lors de ’analyse globale d'un systéme mis
sous la forme d’une équation augmentée : ¢ C IRV

— Produit scalaire hermitien : < z,y >= zt.y

Abréviations :
— ddl : degré de liberté
— CDC : Cell Discarded Condition, test d’exclusion
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Annexe A

Oscillateur de Duffing

Un oscillateur de Duffing est un oscillateur classique dans le cadre des systémes dyna-
miques. On peut le représenter mécaniquement par un oscillateur amorti classique auquel on

adjoint une raideur non-linéaire de forme cubique comme le montre la figure A.1. L’équation

f fe(t)

knl
/W m—
k
11 |—>
1
C

NN

q(t)

FiGg. A.1 - Schéma d’un oscillateur de Duffing
différentielle s’écrit trés simplement :
mé + cq + kq + knq® = focos(wt) (A1)

ou encore
i + 26wod + wiq + Bg* =T cos(wt) (A2)

C

k e
m

2mwy m
La présence d’une telle non-linéarité peut avoir un effet dit mollissant ou raidissant comme

k
en posant wg =—, &=
m

on peut le voir sur les courbes typiques de la figure A.2. La courbe (a) est obtenue pour une

valeur négative de ky; et représente un effet mollissant : le pic de résonance penche vers la
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192 A. Oscillateur de Duffing

gauche ; la résonance arrive donc plus « tét » ou du moins se prolonge pour des valeurs de
fréquence d’excitation inférieures a celle ou le pic prend naissance. Inversement, la figure (c)
représente un effet raidissant pour une valeur de ky; positive.

Outre ces effets remarquables, cette non-linéarité présente ['avantage d’étre simple dans
son expression analytique, continue et d’étre bien tabulée dans la littérature. En mécanique,

elle est utilisée avec un coefficient k,; positif pour la modélisation de grands déplacements.

Nous proposons ici d’appliquer en détail deux méthodes non-linéaires permettant de trans-
former I’équation différentielle (A.1) en un systéme d’équations algébriques. Nous présenterons
donc dans un premier temps la méthode des échelles multiples qui fait partie des méthodes
de perturbations puis la méthode de balance harmonique, méthode fréquentielle, qui nous

donnera des expressions réutilisées au fil des chapitres 3 a 6.

(a) Duffing mollissant  (b) Oscillateur linéaire  (c) Duffing raidissant

3.5 3 1.6
L 1.4}
3 25|
1.2}
251
2 -
1 L
2 -
£ g 15 £ o8
15
0.6
1 -
1 L
0.4r
05 0.51 ool
0 0 ' 0
0 1 2 0 1 2 0 1 2
w (rad.s™1) w (rad.s™1) w (rad.s1)

Fia. A.2 — Oscillateur de Duffing - Fonction de réponse en fréquence

A.1 Application de la méthode des échelles multiples

Afin d’appliquer cette méthode, il convient de considérer les termes :
— d’amortissement : 2£wgq

— non linéaire : f¢>

— d’excitation : I" cos(wt)

comme des termes de perturbation du systéme linéaire (A.3).
G+wig=0 (A.3)

Il est alors légitime de les supposer petits et de les affecter d’un coefficient de pondération

adimensionné 0 < e < 1. On obtient ainsi la réécriture suivante de I’équation (A.2) :

G+wig=ce [—2wog — Bq® + I cos(wt)] (A.4)
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La solution ¢(t, €) de cette équation peut s’écrire sous la forme du développement selon e

suivant :
q(t,€) = qo(t,e =0) + l; ekﬁ(t, e=0)+o(e") (A.5)
okq . o ) L.
En notant gx(t) = W(t’ e = 0), on obtient 1’écriture de I’approximation de ¢(t,¢€) :
€
q(t,€) = qo(t) + eqi(t) + €qa(t) + - -+ €"q, (1) (A.6)

qo(t) est la solution & (A.3) et les termes en €*, la réponse a la perturbation. En réinjectant
le développement (A.6) dans (A.4), et en ne gardant que les termes d’ordre inférieur ou égal

a 1 en €, on obtient I’équation :

(o + i) + wp(qo + €q1) = € [—26woqo — Bag + I cos(wt)] (A7)

On introduit alors les échelles de temps suivantes : T; = €'t, i = 1, ..,n. Ainsi, si on considére
les qx(t) comme des fonctions de Tp, T4, ..,T},, on a :

dg(To, T, .-, Tn) _ dTo O, dT1 Oqk dTn Ogr _ Oqk | O | n
dt dt 0T, dt o7y =~ dt 0T, 0T orn, oT,,

Etant donné que nous avons fait le choix d’'un développement au premier ordre en ¢, il nous

faut retenir Ty et 77 comme échelles de temps afin d’étre cohérent dans les ordres du déve-

loppement. On écrira donc pour une quantité x(7p,77) :

de(Ty,Ty)  Ox or
o = o + EaTl = Doz + €Dz (A.8)
d*x(Ty, TY) 0z 0%x 0? 9
: = 2 =D 2eDgD A.
a2 orz " amer, Jaﬁéf) 0%+ 2ebotaz (4.9)
3}

avec la notation D; = 3T
i

Enfin, souhaitant étudier le comportement de I’oscillateur proche de sa pulsation de ré-

sonnance (w = wy + €0), on pose :
wt = (wo + €0)t = (wo + €0)t = woTp + o1 (A.10)
o est couramment appelé detuning parameter et permet de gérer I'écart de la pulsation d’ex-

citation a celle propre de 'oscillateur non amorti.

En réinjectant 'utilisation des échelles de temps Tj et 77 dans I'équation (A.2) puis en
égalant les coefficients de méme degré en e, on obtient le sytéme d’équations différentielles

suivant :

Digo +wiqp = 0 (A.11a)
—2DyD1qo — 26woDogo — gy + T cos(woTy + oTy)  (A.11b)

D(2J(J1 + woq1

L’équation (A.11a) donne la forme suivante pour gy :

qo(To, Ty) = A(Ty)e™™0 4 A(Ty)e 0T (A.12)
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Puis, en injectant cette forme de gg dans (A.11b) :

. ) T . )
D2q1 + q1 = —[2iwo (A + EwpA) + B(3AZA)]eiw0To — gA3ei3woTo Ee“’JOTOelUTl + [ed]

dA . . . . .

oun A = i et [cc] désigne la partie complexe conjuguée du terme écrit a droite.
1

Afin d’éliminer les termes séculiers induits par la présence de e’ il convient d’imposer :

_ T .
—[2iwo (A" 4 EwpA) + B(3A%A)] + EeWTl =0 (A.13)

Il reste donc ’équation suivante servant a trouver ¢ :
Diqy + q1 = —pA% 0™ (A.14)

En revanche, nous nous intéressons a qp, donc a l'expression de A(T}), régie par (A.13). En
cherchant A(77) sous sa forme polaire (A.15), on obtient I’équation différentielle complexe

(A.16) que l'on sépare en un systéme de deux équations différentielles réelles (A.17).

a(Th)

A(Ty) = Teia(Tl), a(Ty) € R, 6(T)) € IR (A.15)
3 I .
iwo(a’ +ial + Ewpa) + gﬁag - §el(OTl_9) =0 (A.16)
/ F 3
a +&wpa = ——sin(cT) —0)
W
\ FO (A.17)
0 — —pa® = — T —6
a Son Ba o cos(aTy — 0)
Afin de rendre le systéme autonome (i.e. faire disparaitre 77 ), on pose :
v =0T —0(T1) (A.18)
Le systéme d’équations différentielles & traiter devient :
r
a +&wpa = ——sinvy
2w . , dx
r , en gardant la convention z’ = T (A.19)
—ay +0a— —pa® = ——cosvy !
8wy 2wq

Nous ne nous intéressons qu’aux solutions stationnaires : @’ = 0 et #/ = 0. En prenant en
compte ces simplifications et en sommant les équations de (A.19) élevées au carré, on obtient
la relation suivante entre 'amplitude a de la réponse stationnaire, le décalage de la pulsation
d’excitation o par rapport a la pulsation propre du systéme (wq) et 'amplitude de I’excitation
I:

2
2w + (a — §ﬁa2> ] a? = I (A.20)

8 wo T 4wl
Grace a cette équation, et en appliquant une méthode d’analyse globale sur ’amplitude a, on

peut ainsi pour un jeu de paramétres d’excitation (o,I"), calculer toutes les solution pour a

puis . L’expression de ¢(t,€) est alors :

q(t,e) = acos(wt —v) + O(e)
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A.2 Application de la méthode de la balance harmonique

Etant donné que nous avons restreint nos recherches a des solutions stationnaires qui
s’avérent étre synchrones avec l’excitation, donc, de pulsation connue, nous nous proposons
de retrouver le résultat de ’équation (A.20) par une méthode simple de balance harmonique
qui n’est pas une méthode perturbative. On recherche donc ¢(t) solution de (A.2) sous la
forme :

q(t) = ap + a1 cos(wt) + by sin(wt) (A.21)

La seule difficulté est ici le terme en ¢3 qu'il faut développer sous forme d’harmoniques. Ceci
se fait en utilisant les formules suivantes :
(ap + ay coswt + by sin wt)3 = a% + a:f cos® wt + b‘(f sin® wt + 3(a3a1 coswt + agbl sin wt

+apa? cos? wt 4 a?by cos? wt sin wt + agb? sin® wt 4 a1b? cos wt sin? wt)

+6agaq by cos wt sin wt

cos?wt = % + % cos 2wt

sinwt = % — % cos 2wt coswtsinwt = % sin 2wt

cosPwt = % cos wt + % cos 3wt cos?wtsinwt = % sin wt + i sin 3wt
sindwt = % sin wt — % sin 3wt coswtsin?wt = % coswt — % cos 3wt

En appliquant successivement le produit scalaire (.,.), (cf. (2.19)) a I’équation (A.2)
dans laquelle 'expression harmonique (A.21) de ¢ a été injectée, pour g(t) = 1, g(t) =
coswt, et g(t) = sinwt, on obtient respectivement les équations (A.22a), (A.22b) et (A.22c)
qui constituent le systéme algébrisé par balance harmonique & un harmonique correspondant
a l’équation différentielle (A.2) :

3

aolws + Blag + (at +61)] = 0 (A-22a)
2_ 2 o L. o o
(wg — w*)ag + 2wowb; + 3Ba (af + Z(al +b7)) = T (A.22b)
1
(wi — w?)by — 2bwoway + 308by(ad + Z(a% +02) = 0 (A.22c)

Si 'on souhaite retrouver le résultat (A.20) portant sur le module a de ¢(t), il suffit de
constater que l’équation (A.22a) impose la nullité de ag puis d’écrire a = y/a? + b2. On éleve

alors au carré (A.22b) et (A.22c¢) et on somme pour obtenir :
2
a? [((w% — w2) + %ﬁa) + (2§w0w)2] =TI?2

On peut, par le méme procédé trouver les équations pour une troncature réalisée non pas

a l'ordre 1 mais & 'ordre 3 en écrivant :
q(t) = ag + ay cos(wt) + by sin(wt) + ag cos(wt) + by sin(wt) + ag cos(wt) + by sin(wt) (A.23)

On obtient alors les expressions suivantes pour les trois composantes linéaire, constante et

non-linéaire de la fonction H :

“o

Ay A — wg — (nw)? 2w (nw) (A.24)
Ao o —2wo(nw) wE — (nw)? -

T
[
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(A.25)

=
I
o O O o o H o
“&z
|
S

7 7

(aobg + aoa% + aoag + %a%ag + a1bobs + %ag + aob% + aob% .
-+ = biboas + apa} + arasas — 3bias + brashs + arbibs
%a‘z’ — %b%ag + albg + 2apbobs — %bgag + %alb% + 2apagas . . .
cee 4 alag + 2apaiag + 2a(2)a1 + %a%ag + a1b1b3 + ala% ..
<o+ 2a0b1 by + albg + asbobs + %a%ag
asboas — %a%bg + 2agpasbs + 2agai1by + %a%bl + %a%bg ...
coo+ bibd + $b3bs — arbias — 2apbaas + biaj ...
cee = %b%bgg — 2apbias + bla% + 2agb1 + %bi{’ + blbg
- 3 | biboas — aob% — biagbs + 2apaias + aoa% + b%ag ...
2 <4 alag + agbg + 2a8a2 + ajasas + %agb% .
-+ 4+ ai1bobs + 2a0b1b3 + %ag + a2a§
b;’ + 2apa1bs + 2agb2 — a1bsas + bibobs + bgag ..
--- +bragsasz + a%bg + %a%bg + b2b§ ..
<-4 2apa1b1 + ajagbs + b%bg — 2apbyas
%alag + 261(2)@3 + %a% + a%ag + %agb?,, — 2a0b1by + a%ag + %a‘z’ ...
cee b%ag — %alb% + brasby + 2agaias + b%ag — %albg
b2bs + 303 + La2by + $adbs — 163 — $b1a3 + 3b103 ...

L -+ 2apa1by + ajasby + 2apbias + 20,3[)3 + a%bg + a%bg + b%bg

(A.26)

1
2

A.3 Fonction de réponse en fréquence et stabilité

Comme nous utiliserons cet exemple comme premier fil conducteur entre les différentes
méthodes d’analyse globale, nous donnons ici la fonction de réponse en fréquence de 1’oscilla-

teur défini par les valeurs numériques suivantes :

m=1 (kg), k=1 (N.m™Y), ¢ =2eVkm (kg.s™'), £ =0.02

N 7 (A.27)
k=1 (N.m™1), fo=0.1, wel0,3] (rad.s™!)

La figure A.3 représente 'amplitude a = \/m du déplacement en fonction de la fréquence
d’excitation tandis que la figure A .4 représente I’évolution des deux composantes harmoniques
constituant le déplacement aq et by. La premiére figure constitue donc une fonction de réponse
en fréquence; l'inclinaison du pic de résonance est significative de la présence d’une non-
linéarité.

Cette figure indique qu’il existe pour certaines fréquences, plusieurs solutions qui co-
existent. C’est le cas par exemple pour une excitation de pulsation w = 1.5 rad.s~!. On peut
aussi la lire ainsi : si I'on applique une rampe montante & la pulsation d’excitation pour par-

courir l'intervalle [0,3] rad.s~!, le systéme suivra la courbe du point A au point M, puis il
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« décrochera » en amplitude pour passer du point M~ avant d’atteindre le point B en suivant
la courbe. Inversement, si I’'on part du point B et que ’on applique a la pulsation d’excitation
une rampe descendante, le systéme suivra la courbe de B jusque D~ d’ou il « sautera » &
D pour finalement rejoindre le point A. On voit ainsi premiérement qu’il y aura des sauts
en amplitude des solutions stationnaires. Deuxiémement, on s’aper¢oit qu’une portion de la
courbe n’est jamais parcourue. En effet, les solutions situées entre M+ et D~ sont instables

comme il est possible de le montrer par une analyse de Floquet.

=

15 2 2.5 3
w (rad.s™1)

0 0.5

Fia. A.3 — Oscillateur de Duffing étudié - Fonction de réponse en fréquence
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A. Oscillateur de Duffing

(a) Evolution de aq

l T

-1 1

0 1 2

w (rad.s™1)

1.6

0.2

(b) Evolution de by

1 2 3
w (rad.s™1)

F1a. A4 — Oscillateur de Duffing étudié - Evolution des composantes harmoniques



Annexe B

Arithmétique des intervalles

Nous donnons dans cette annexe les définitions des opérations de base une fois transposées
au cas des intervalles ainsi qu’une courte illustration des conséquences de la sous-distributivité.
Enfin nous présentons un schéma complet de [’algorithme proposé par Hansen et Walster que

nous n’avons présenté que sous forme de blocs résumés dans le chapitre 5.

B.1 Définition des opérations élémentaires pour les intervalles

Premiérement, nous décidons, conformément au choix des auteurs de [HW04| de nous

placer dans IR = IR U {—o0, +co}. Nous considérons les deux intervalles de IR, A = [a,a] et

B = [b,b]. La transposition d’une loi o quelconque sur IR est prise - sauf mention contraire -
au sens suivant : Ao B = {aob | a € A, b e B}. Nous détaillons ci-dessous les opérations
élémentaires +, —, x et / :
— Addition :
e A+ B=[a+ba+1D]
o (+00)+ (—0) =R
— Soustraction :
e A-B=[a—ba—b

e (+00) = (+0) =R

e AS B =[a—b,a— ] (soustraction étendue)

[}

— Multiplication

e Ax B=[min(a x b,a xb,@ x b,a x b),max(a x b,a x b,a x b,a x b)]

199



200 B. Arithmétique des intervalles

o A" = a,a<0| a<0a>0 |aa>0
Sin=0 [1,1] [1,1] [1,1]
Si n est pair [@",a"] | [0,max(a™ a@")] | [a",a"]
Si n est impair | [a",@"] [a"™, a"] [a"™, a"]
o oo X 0= E
— Division 11 11
B Si0 € B, [~00, 11U [ +oc]
) 0
e A/B=Ax —
/ X5

Remarquons qu’alors, si 0 € A et 0 € B, on arrive au cas trés défavorable A/B = IR.

B.2 Illustration des conséquences de la sous-distributivité

Nous avons conseillé en section 5.1 de factoriser un maximum les expressions utilisées
pour le calcul de la fonction H en remarquant que pour A, B, et C trois intervalles, on a
A.(B+C) C A.B+A.C, c’est-a-dire inclusion et non égalité lorsque ’on distribue ’expression.
D’une facon générale, il faut donc minimiser les occurrences d’une variable pour ne pas faire

grossir inutilement l'intervalle image.

Imaginons par exemple que l'on veuille calculer l'image de z.y + .z = x.(y + z) pour
x € [-1,2], y € [7,8] et z € [-3,4]. L’expression de gauche renvoie l'intervalle [—12,24]
tandis que l’expression de droite renvoie [—14,24]. Faire apparaitre x deux fois, c’est-a-dire
une de trop est donc préjudiciable. Cependant, il est bon de remarquer que ce n’est pas la
forme factorisée qui est la plus efficace si ’on identifie une puissance supérieure ou égale & 2 :
calculons pour les mémes intervalles de variations x? + z.y = x.(x + ). La forme de gauche,
développée mais qui prend en compte le fait que x se multiplie avec lui-méme donc dont
I'image est Pintervalle {z%,# € X}, renvoie [—8,20] tandis que la forme factorisée de droite
renvoie [—16,32]. En effet, lors du calcul du membre de droite, on envisage les cas ou l'on
multiplie entre eux deux éléments x1 et xo distincts de X, alors qu’on ne I'envisage pas dans

le premier cas.
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B.3 Schéma détaillé de l’algorithme proposé par Hansen et
Walster

Le schéma complet de 'algorithme décrit en section 5.2 est donné en double page par les
figures B.1 et B.2. Nous avons entouré les différents blocs mentionnés sur la figure 5.2 par des
pointillés étiquetés :

HC : Hull Consistency

— BC : Box Consistency

— NG : Méthode de Newton Généralisée
— BCp : Box Consistency Partiel

La question « X assez réduite comparée a X ? » revient a la question « Métode effi-

cace? » de la figure 5.2 et recoit une réponse positive si équation (5.1) est vérifiée.

La question « w(X) > (wr + wy)/27 » située en amont de la méthode de Newton Gé-
néralisée revient a I'opposé de la question « Cellulle suffisamment petite pour une approche
locale? » du schéma 5.2.

Notons enfin que la question en fin du bloc « BCp » qui compare la taille de la cellule
aprés avoir subi les différents procédés de réduction avec celle qu’elle avait initialement lors
de son extraction de intList permet de tester I'efficacité globale de ’algorithme.

Nous rappelons ci-dessous les définitions des symboles utilisés :

— Stockage de I’élément x dans ’élément y : y «—

— Utilisation de I’élément x pour le calcul de y : x — y

— Ajout de Pélément x & une liste zList : xList < x
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Initialisation : intList «+ Pavés initiaux

resultList — [|, wg < 0, w; «— max{w(X), X € intLis}

o
( intList vide? H Arrét |
N
Nouvelle cellule : X «— intList(1), intList — intList(2: fin)
Supprimer P et Tegp

|

I . N

, (_0eHX)? )

! o)

—:| resultList & X I@O( Critéres A et B satisfaits ? )
| B

! ( X assez réduite comparée a XM2 )O—'

°( )N(:\L(ZJ? ) IE

|

|

|

|

I

N @:

: “( 0eH(X)? |

: o I

—:—| resultList & X I@OC Critéres A et B satisfaits ? ) |

: x l
| ( X assez réduite comparée a X (1) ? S

N
C w(X) > (wg +w)/27? )2
_________________________ Voo o,
04< P et Z.,), existent ? ) T
Calcul du Pt "
P — Zewp d’expansion Fozp — mid(X) |

X® — X, Fogp — J < Jo = P(=J1)

Préconditionnement : J — P.J,r — —P.H(X)

@ ¢ @

C 7 Vi e [1, P], J; <0 (= J irréguliere) \L )
wr = w(X) . : P [ |
‘ C P>1(sJ réguliérel) >;| wr — w(X) .

e ha

Fic. B.1 — Arithmétique des intervalles - Algorithme d’Hansen & Walster détaillé
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7
7]
| |
(] v v i Lo [
( Vie[l, Pl,0eJ;? )

N

Gauss-Seidel pour « résoudre » J.(N — Fegp)=7; X — NN X |

!

N

(0 e HX)? )

O

resultList & X Ié( Criteres A et B satisfaits? )

°C X=07 )

¥~

( X assez réduite comparée 3 X2 ?

KB

1
|
|
intList &< X Ié( X assez réduite comparée 3 X1 7 ):N—f
|
|

Recherche du Hull pour résoudre J.(N — Zepp) =73 X —« NN X

°C X=07 )

L ~a

(0 e HX)?)

O

resultList & X Ié( Criteres A et B satisfaits? )

¥~

resultList < X I@O( Critére C satisfait ? )
VN
l<- —2( w(X) <w(X®)? )
_______________________ S

en considérant uniquement les équations (P.H);(Z;) =0, i € {1,..,Q}

Box Consistency Partiel sur systéme préconditionné P.H EX )= :
|
|
|
|

v
°( X:w)? ) Ecp:

N
(0 e HX)?)

O

resultList — X I@O( Critéres A et B satisfaits ? )

VN

© ( X assez réduite comparée a X172 )

Division de X en 8 sous-cellules X sl .- X s8 au plus

intList & X, 1<k <8

Fia. B.2 — Arithmétique des intervalles - Algorithme d’Hansen & Walster détaillé (suite)
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