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RésuméLa naissane de e sujet de thèse a été motivée par la volonté de plus en plus importanted'introduire des non-linéarités dans les modèles a�n de mieux rendre ompte du omporte-ment de strutures toujours plus omplexes. Cei aboutit à l'ériture de systèmes dynamiquesnon-linéaires pouvant présenter des solutions de nature omplexe (solutions périodiques maisaussi quasi-périodique voire haotique) et pouvant oexister. L'enjeu d'une modélisation étantla prédition du omportement du système pour son dimensionnement notamment, il est né-essaire de pouvoir prédire toutes les solutions vers lesquelles pourra tendre la struture enfontionnement.Atuellement peu d'outils ou de méthodes sont dédiés à e type d'analyse, dite globale,permettant d'exhiber toutes les solutions d'un système dynamique non-linéaire. Le parti estgénéralement pris de réaliser � un grand nombre de tirages � à l'aide d'algorithmes de reherheloale. Cei peut amener à trouver e�etivement toutes les solutions mais ne permet pas degarantir qu'on en possède la totalité et est généralement très oûteux numériquement. Notreprinipal objetif était don de ombler ette laune en tentant de proposer des réponsessatisfaisant à la fois au but théorique mais aussi à des ontraintes pratiques liées aux ressouresnumériques requises pour les mettre en ÷uvre.Pour y parvenir, nous avons mis en ÷uvre quatre types de méthodes : des méthodes de ell-mapping qui onsiste en une disrétisation de l'espae d'états et du temps, des méthodesbasées sur des tests d'exlusion appliqués à une ellule, des méthodes utilisant l'arithmétiquedes intervalles de façon à réduire et exlure des ellules et en�n, des méthodes requérant uneapproximation polynomiale des non-linéarités et une résolution du système par homotopie.Ces di�érentes méthodes ont été illustrées par le as aadémique de l'osillateur de Du�ng,présentant une non-linéarité simple de façon à pouvoir les omparer, puis nous les avonsappliquées à di�érents systèmes relatifs à la modélisation de la dynamique des mahinestournantes.Parallèlement à e but prinipal, nous avons étudié des tehniques de ontinuation - per-mettant de suivre l'évolution d'une solution lorsqu'un des paramètres du système varie - ainsique les méthodes d'analyse de stabilité et de bifuration dans le as des solutions onstanteset périodiques. Ce seond volet permet par exemple d'établir les fontions de réponse en fré-quene de strutures non-linéaires sur lesquelles on fait apparaître les yles limites en asd'instabilité.Mots-lésNon-linéaire, Analyse globale, Cell-mapping, Tests d'exlusion, Analyse intervalles, Homoto-pies, Rotors (dynamique des) i





AbstratBirth of this PhD thesis subjet was motivated by the growing will to introdue nonlinea-rities in models ; this in done in order to have a better desription of more and more omplexstrutures behaviour. It leads to nonlinear dynami systems whih an exhibit solutions ofomplex nature (periodi but also quasiperiodi or even haoti ones) and in whih multiplesolutions an oexist. Predition of the struture behaviour being at stake in modelling, inpartiular in view of its dimensioning, one should be able to predit all of the solutions thesystem an hang to.Nowadays few tools or methods are dediated to this kind of analysis, named globalanalysis, whih are able to �nd all the solutions of a nonlinear dynami system. One usuallytests an � important �number of di�erent initial onditions using a loal searh algorithm.This an lead to e�etively �nd all the solutions but does not ensure it and is very often aostly approah aording to numerial resoures. Our main goal was then to �ll this lakof methods and to propose answers satisfying both the theoretial request and the pratialonstraints bound to numerial resoures they need.In order to reah this goal, we implemented four kind of methods : ell-mapping whih onsistsin state-spae and time disretization, test exlusion algorithms whih try to exlude ellsusing a simple test, methods based on interval analysis whih aim at reduing as well asexluding ells and �nally methods requiring a polynomial approximation of the nonlinearitiesexpressions whih solve the system using homotopy. These di�erent methods were applied toa simple Du�ng osillator in order to ompare them. We then applied them to many exampleshosen in the �eld of rotordynamis.In parallel of this main goal ontinuation tehniques were studied - tehniques whihallow to follow solution evolution while one of the system parameters varies ; stability andbifuration analysis methods were also implemented in ase of onstant and periodi solutions.This seond part of our work allows to draw frequeny response of nonlinear strutures showingalso limit yles if instability ours.KeywordsNonlinear, Global analysis, Cell-mapping, Exlusion test, Interval analysis, Homotopy, Ro-tordynamis
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IntrodutionL'utilisation d'outils numériques pour modéliser et prédire le omportement dynamiquede systèmes omplexes apparaît aujourd'hui omme inontournable dans le adre du dévelop-pement de produits industriels ou la oneption de bans expérimentaux. L'utilisation de telsoutils permet en e�et de réduire les oûts et les délais en minimisant le nombre de orretionsapportées à un prototype avant d'obtenir le produit �nal, l'optimisation, en faisant varier desjeux de paramètres pour séletionner le meilleur, et de prédire de façon �able les résonanes,les ontraintes au sein de la struture, et. Les méthodes relatives à la modélisation linéaired'une struture ont été largement étudiées es inquante dernières années et sont aujourd'huibien maîtrisées. On dispose ainsi d'outils permettant de réaliser l'analyse du omportementdynamique de systèmes de grandes tailles dans des délais raisonnables.Cependant, fore est de onstater que la nature n'a pas engendré des systèmes destinés àsimpli�er la tâhe des méaniiens et que l'on doit reourir parfois à une modélisation plusomplexe pour lui rester �dèle. La volonté industrielle d'une part et plus généralement elledes dynamiiens d'autre part, est aujourd'hui de prendre en ompte et éart des systèmesréels aux modèles linéaires que l'on met en miroir a�n de prédire mieux leur omportement.En e�et, la reherhe de performanes toujours arues pousse les onepteurs à aller vers desstrutures plus légères, don plus �exibles, travaillant aux limites de leurs apaités méa-niques et à l'introdution d'organes omplexes ayant pour but d'assurer la meilleure ohérenede l'ensemble. Deux grandes voies permettent de prendre et éart en ompte. La premièreonsiste en l'utilisation d'un modèle linéaire dont ertains paramètres omportent des iner-titudes qui re�ètent alors une gamme de omportements possibles que l'on ne onnaît pasexatement sous forme d'une loi entrée-sortie mais sous forme d'une répartition probabled'états. La seonde est de hoisir d'inlure dans le modèle une loi entrée-sortie non-linéairedont les paramètres sont onnus. Dans le premier as, on obtient un ensemble de omporte-ments simples (en e sens qu'ils déoulent d'une analyse linéaire) probables et leur probabilitéde réalisation ; dans le seond, on obtient le omportement ertain de la struture en aordave la loi implémentée, omportement qui peut se révéler omplexe. Notons que rien n'em-pêhe de roiser les deux approhes, postulant que l'on onnaît exatement le modèle (non-linéaire) des orps utilisés et que seuls subsistent des inertitudes sur quelques paramètresqui les aratérisent (inertitudes liées souvent à la réalisation de l'objet, omme la dispersionautour des otes nominales, l'hétérogénéité du module d'Young d'un orps métallique quipeut ontenir des impuretés, et). Rien ne l'empêhe théoriquement ; la pratique en revanheonnaît atuellement ertaines limites, notamment liées aux oûts de alul, qui rendent rareette approhe.Ce travail s'insrit dans le adre de la seonde approhe : nous essaierons de aratérisertoutes les solutions de systèmes non-linéaires déterministes. L'emploi du verbe � essayer �1



2 Introdutiondéoule de la volonté de trouver toutes les solutions des systèmes non-linéaires onsidérés.En e�et, la di�ulté majeure dans l'étude de tels systèmes provient du fait que l'on ne peutprédire la nature (périodique, haotique, ...) ni le nombre des solutions reherhées alorsque l'on sait que pour une même exitation, plusieurs solutions de natures identiques oudi�érentes peuvent oexister et que le système se dirige vers l'une ou l'autre en fontion desonditions initiales. On onnaît aujourd'hui un ertain nombre de tehniques numériques ouanalytiques permettant de trouver une solution partiulière du système. L'objetif de nosreherhes est de les trouver toutes de façon à garantir un dimensionnement avisé de lastruture : nous souhaitons ontribuer à l'élaboration d'une méthode d'analyse globale dessystèmes dynamiques non-linéaires.Le hamp de l'analyse globale, bien que relativement réent, n'est pas omplètement vierge.Son essor a globalement suivi elui des apaités de alul numérique dont il est très dépen-dant. En e�et, les seules méthodes de résolution numérique exate (aux erreurs d'arrondisprès) dont nous disposons atuellement s'appliquent uniquement à des systèmes linéaires. Lehamp des systèmes non-linéaires requiert ainsi généralement l'itération d'une même étapeun � grand � nombre de fois. Celui de l'analyse globale des systèmes non-linéaires multi-plie enore le nombre d'itérations néessaires. On omprend don aisément que le prinipalenjeu de l'analyse globale, outre le fait de reposer sur une méthode apable théoriquementde garantir l'obtention de toutes les solutions, sera de le faire � vite �, i.e. dans des tempsraisonnables pour les enjeux onsidérés (12 à 24 heures). On trouve atuellement quelques mé-thodes d'analyse globale dans la littérature ; elles s'appliquent le plus souvent à des systèmesde petite taille (moins d'une dizaine d'inonnues) et sous forme algébrique. A�n d'atteindrenotre objetif, il faudra faire évoluer es méthodes de façon à pouvoir traiter des systèmesd'équations di�érentielles de grande taille (plus d'une entaine d'inonnues).Nous ommenerons don par exposer dans un premier hapitre, les spéi�ités des sys-tèmes non-linéaires par rapport au as linéaire. Nous donnerons dans un seond hapitre lesprinipales méthodes d'étude loale répertoriées dans la littérature, vouées à la reherhe età la ontinuation d'une solution partiulière. Nous explorerons ensuite dans les hapitres 3 à6 di�érentes méthodes d'étude globale appliquées à l'osillateur non-linéaire lassique qu'estl'osillateur de Du�ng. Cette première appliation permettra de dégager les avantages et in-onvénients de haque méthode ainsi que leur omparaison dans le adre d'un dernier hapitre.Cette dernière partie ontiendra aussi l'appliation de ertaines des méthodes à des systèmeshoisis pour leur intérêt dans l'étude des strutures tournantes. Cei nous permettra d'a�nerla omparaison et de dégager la méthode qui donne le plus de satisfation.



Chapitre 1Phénoménologie des systèmesnon-linéaires
Lors de la mise en équation d'un système méanique, on peut être amené à introduire desnon-linéarités dans le système si l'on souhaite traiter des grands déplaements, introduire uneloi de omportement d'un matériau non-élastique, ou plus loalement introduire un organe auomportement non-linéaire (roulements, amortisseurs squeeze-�lm, et) ou en�n, onsidérerdes e�orts intérieurs de type ontat-perte de ontat. On aboutit alors à une équation de laforme (1.1), ontenant une ontribution linéaire (matries de masse M , de � dissipation � Cpouvant ontenir outre les e�ets dissipatifs, une ontribution anti-symétrique due aux e�etsgyrosopiques et de raideur K pouvant elle aussi ontenir au delà des termes de raideurlassiques des ontributions telles que les e�ets d'assouplissement), une ontribution non-linéaire (f̂(q, q̇)) et une exitation du système (fe(t)).

M.q̈ + C.q̇ + K.q + f̂(q, q̇) = fe(t) (1.1)La présene d'une ontribution non-linéaire empêhe l'appliation du strit prinipe desuperposition (bien qu'un ertain nombre de travaux tels que [SP94℄ et [PSP01℄ aient misen plae des méthodes de superposition approhée). Ainsi, même en ne onsidérant que desexitations simples, i.e. périodiques, on ne peut établir de adre général permettant la réso-lution du système d'équations. On ne sait pas a priori la forme que la solution aura, si ellesera unique ou si plusieurs solutions oexisteront, ni prédire simplement l'évolution de la so-lution lorsqu'un des paramètres du système hange (par exemple, la fréquene ou l'amplitudede l'exitation). 3



4 1. Phénoménologie des systèmes non-linéairesDans e hapitre, nous proposons dans un premier temps de dérire les solutions possiblesd'un système non-linéaire, leur aratérisation formelle et leur lassi�ation, ainsi que lesoutils utilisés pour les représenter après avoir fait un petit détour par quelques dé�nitionsformelles. Nous aborderons dans un seond temps les notions de ontinuation et bifuration,liées à l'étude de l'évolution des solutions lorsque l'on fait varier un paramètre du système.Pour une desription plus détaillée de es di�érents aspets, nous reommandons les ouvrages[NB95℄ et [Sey88℄.1.1 Quelques dé�nitions pour bien ommenerLorsque l'on érit les équations d'un système méanique, on obtient lassiquement unsystème di�érentiel d'ordre 2 de la forme (1.1). Cette ériture n'est pas la plus ompateni la plus adaptée à l'étude mathématique du système puisqu'elle fait apparaître de façondissoiée la position q(t) et la vitesse q̇(t) qui sont toutes deux néessaires pour aratériseromplètement l'état d'un système, en laissant sous-jaente leur relation de dérivée par rapportau temps. On aura don le plus souvent reours à la forme augmentée de ette équation, aussinommée équation d'états où es deux informations sont regroupées dans un unique veteurd'inonnues x(t) appelé veteur d'inonnues augmenté ou veteur d'états :
A.ẋ + B.x + F̂ (x) = Fe(t) (1.2)Nous renvoyons à la setion Notations (p. 187) pour la dé�nition des termes qui la onstituent.On utilisera aussi par ommodité de notation la forme (1.3) qui suppose, par rapport à laforme (1.2), l'inversibilité de A.

ẋ = F (x, t) (1.3)Soulignons que la présene du temps omme variable dans F re�ète uniquement l'exitationdu système. Ainsi, lorsque nous onsidèrerons la dérivée de F par rapport à x, elle-i nedépendra que de x et sera notée DxF (x).Outre es di�érentes éritures, il est bon de onnaître la dé�nition i-dessous, faisant ladi�érene entre les systèmes dépendant ou non expliitement du temps :Dé�nition 1.1 : Système autonome ou non-autonomeUn système est dit autonome si le temps n'apparaît pas expliitement omme variable dansl'équation (1.3). A l'inverse, on parle de système non-autonome. 2Maintenant que es bases sont jetées, nous pouvons aborder les di�érents aspets d'unproblème non-linéaire.1.2 Solutions d'un système non-linéaire : aratérisation et re-présentationNous donnerons dans ette partie les moyens d'identi�er et aratériser les di�érentesformes de solutions d'un système non-linéaire. Nous ne donnerons de aratérisation mathé-



1.2. Solutions d'un système non-linéaire : aratérisation et représentation 5matique que dans le as des solutions dites point �xe et périodique ar e sont les deux typesde solution les plus fréquemment renontrés et sur lesquels nous foaliserons généralementnotre étude.1.2.1 Catégories de solutionOn distingue quatre types de solutions à un problème non-linéaire : les solutions de typepoint �xe, ou point d'équilibre, qui sont onstantes dans le temps, les solutions périodiquesqui onsistent en un motif se reproduisant à une fréquene f onstante, les solutions quasi-périodiques qui sont une superposition de signaux périodiques de fréquenes inommensu-rables (à rapport non rationnel) entre elles, et en�n les solutions haotiques dont il est dif-�ile de donner une dé�nition laire si e n'est par opposition aux trois autres types d'étatsstationnaires préédemment mentionnés ([NB95, Chap. 5℄).Formellement, ei se traduit de la façon suivante pour les points �xes et les solutionspériodiques :� Points �xes : q(t) solution de (1.1) tel que ∀ t > 0, q̇(t) = 0. On note alors q(t) = q0.� Solutions périodiques : q(t) solution de (1.1) tel que ∃ T > 0, ∀t > 0, q(t + T ) = q(t).On note alors f = 1/T la fréquene de la solution et ω = 2πf sa pulsation.Il peut sembler peu pertinent d'envisager que la solution d'un système soumis à uneexitation périodique soit onstante. Cela peut pourtant être le as et ne signi�e pas quela struture ne vibre pas mais que les paramètres et le réferentiel hoisis pour dérire sonmouvement sont onstants. Cei peut être le as notamment lors d'une formulation autonomedu problème.1.2.2 Stabilité des solutionsUne fois que l'on possède une solution, il est néessaire d'en onnaître la stabilité. En e�et,si plusieurs solutions de natures identiques ou di�érentes oexistent et que l'une est instable,il y a toutes les hanes pour que le système saute de ette solution instable à une solutionstable. Le fait de onnaître toutes les solutions et leur stabilité permet de prédire es sautsqui peuvent être violents et amener le système hors de la zone de fontionnement souhaitée.Plusieurs dé�nitions de la stabilité sont fréquemment renontrées. Nous donnons ii laplus utilisée d'une façon générale, qui est elle de Lyapunov (1892, Russie), désignée aussisous le terme de stabilité uniforme :Dé�nition 1.2 : Stabilité au sens de Lyapunov ou uniformeUne solution x(t) du problème (1.3) est dite stable au sens de Lyapunov si et seulement si :quel que soit ǫ > 0, il existe δ > 0 tel que pour toute solution y(t) satisfaisant ||x(t)−y(t)|| < δà l'instant t = t0, la relation ||x(t) − y(t)|| < ǫ est véri�ée pour tout instant ultérieur (∀ t >

t0). 2La dé�nition de la stabilité la plus ommunément utilisée en méanique et que nous utiliseronsaussi est elle de stabilité asymptotique, ra�nement de la stabilité uniforme : le systèmelégèrement perturbé à l'instant t0 revient vers la solution x(t) au bout d'un temps in�ni.



6 1. Phénoménologie des systèmes non-linéairesDé�nition 1.3 : Stabilité asymptotiqueUne solution x(t) est dite asymptotiquement stable si et seulement si elle est stable (au sensde Lyapunov) et lim
t→∞

||x(t)− y(t)|| = 0. 2Ces dé�nitions sont relatives à la stabilité loale : elles s'intéressent à l'évolution d'une solu-tion. On parle de stabilité globale lorsque l'on onsidère la stabilité de l'ensemble des solutions ;nous n'aborderons pas e problème dans e mémoire.Classiquement, pour déterminer la stabilité d'une solution x(t), on utilise une tehniquede pertubation en onsidérant l'évolution d'une solution du problème qui s'érirait y(t) =

x(t) + z(t), z(t) � petit �. Ainsi on peut réaliser le développement au premier ordre suivant :
ẏ(t) = F (y(t), t)

⇔ ẋ(t) + ż(t) = F (x(t), t) + DxF (x(t)).z(t) + O(||z(t)||2)En réinjetant la relation ẋ = F (x, t) qui traduit le fait que x(t) est solution de l'équation,on obtient :
ż(t) ≈ DxF (x(t)).z(t) (1.4)On a don l'équation di�érentielle qui gouverne l'évolution temporelle d'une petite per-turbation z(t) de la solution x(t) étudiée. Si toute petite perturbation tend à s'évanouir(limt→∞ ||z(t)|| = 0), la solution est stable, sinon, elle est instable. Nous verrons dans les aspartiuliers des points �xes et des solutions périodiques omment onlure failement sur lastabilité à partir de ette équation en � 1.3.1.Il est intéressant de remarquer qu'une solution instable onstitue un attrateur si l'ononsidère les temps indirets (sens déroissant de t) : en e�et, si une fois la solution perturbée,le système s'éarte d'une solution instable dans le sens des temps roissants (ou direts), àl'inverse, dans le sens des temps déroissants, il y revient alors qu'il s'éarterait d'une solutionstable. Cei est ilustré en �gure 1.1 où un point �xe instable A est représenté sous formede portrait de phase en (a) et sous forme du déplaement fontion du temps sur la partiedroite (graphiques (b) et ()). Dans le sens des temps direts, on parourt la spirale de Avers B, s'éloignant du point �xe, il est don instable ; ependant, en parourant la ourbedans le sens du temps déroissant, on parourt la spirale de B vers A. Temporellement,au lieu d'obtenir un signal qui diverge dans le sens du temps roissant omme illustré en(b), on onverge vers un point �xe dans le sens déroissant du temps (graphique ()). Cetteremarque est parfois utilisée pour arriver à retrouver des solutions instables ([MBC03℄) :au lieu d'intégrer l'équation di�érentielle dans le sens du temps roissant omme on le faitouramment, on programme l'algorithme pour l'intégrer dans le sens des temps déroissantsde façon à reonstruire des yles limites, des points �xe, et, di�iles voire impossibles àtraer par une intégration temporelle direte.1.2.3 Attrateurs et bassin d'attrationLes solutions que nous onsidérons ne sont généralement pas atteintes dès l'instant initial.En e�et, le système part de onditions initiales qui orrespondent rarement à elles d'une dessolutions partiulières puis, après un régime transitoire, va se � �xer � sur l'une des solutions ; il
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Fig. 1.1 � Illustration des temps diret et indiretest attiré par une des solutions stables que l'on nomme aussi attrateur. Il est ainsi intéressantde dé�nir le bassin d'attration de haune des solutions, 'est à dire l'ensemble des onditionsinititales (q(0), q̇(0)) telles qu'au bout d'un ertain temps, le système rejoindra ette solution.Pour le onepteur qui doit dimensionner une struture, ette information lui permet parexemple de onnaître la perturbation maximale que le système, sur son régime stationnaire,peut supporter sans quitter son bassin d'attration, 'est-à-dire à l'issue de laquelle il reviendraà son régime initial et non vers un autre.Ce type de graphique est oûteux à obtenir dans la mesure où il néessite d'avoir testé(don intégré temporellement) un grand nombre de onditions initiales (idéalement une in�-nité). De plus, sa représentation est malaisée et oblige à proéder par plan de oupe lorsquele système est onstitué de plus d'un degré de liberté (ddl).Pour illustration, nous donnons la �gure 1.2 qui représente le bassin d'attration simpli�éd'un osillateur de Du�ng obtenu grâe à une méthode de ell-mapping (f. Se. 3.5). Surette �gure, on lit que trois solutions S1, S2 et S3 oexistent. Puis, on lit que toutes lestrajetoires prenant leurs onditions initiales sur la zone blanhe onvergeront vers S1 : ettezone onstitue le bassin d'attration de S1. De la même façon, toutes les trajetoires prenantleurs onditions initiales dans la zone rouge onvergeront vers S3. En�n, S2 se trouve sur lafrontière entre les bassins de S1 et de S3, 'est-à-dire sur une séparatrie. Cette solution estinstable.1.2.4 Les outils de visualisationA�n d'identi�er des solutions au omportement temporel omplexe, il est judiieux d'avoirreours aux outils suivants : les portraits de phase, les setions de Poinaré et les spetres fré-quentiels dans le as des solutions périodiques ou quasi-périodiques. En e�et, le traé du signalau ours du temps ne permet bien souvent pas d'en dégager les grandeurs aratéristiques.Portrait de phaseLe portrait de phase onsiste en général à traer des ourbes (q(t), q̇(t)) paramétrées parla variable temporelle t pour di�érentes onditions initiales (q(0), q̇(0)). q(t) est fréquemment
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1.2. Solutions d'un système non-linéaire : aratérisation et représentation 9un veteur à N omposantes. Il faut alors pour être rigoureux, traer N portraits à partir dehaune des N oordonnées qi(t). On obtient alors un réseau de ourbes �éhées dans le sensdes temps roissants, qui vont onverger vers des lieux que l'on dit attrateurs ou s'éloignerd'autres lieux que l'on nomme alors répulseurs ou solutions instables (si la représentation estfaite pour des durées t assez longues). Ces lieux qui ressortent sont des solutions. Un exemplede portrait de phase est proposé en �gure 1.3 où l'on visualise deux trajetoires issues deonditions initales di�érentes (points B et C) venant � s'enrouler � vers un point �xe A donton déduit qu'il est stable.
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Fig. 1.3 � Portrait de phase shématiqueSetion et appliation de PoinaréUne setion de Poinarré onsiste le plus souvent à relever (q(t), q̇(t)) ou x(t) à des instantst régulièrement espaés.Ainsi, si q(t) est une solution périodique de période identique à la période d'exitation Te etsi l'éhantillonage se fait à des instants espaés de Te, on obtient toujours le même point. Sila solution a une période égale à 2Te et que l'éhantillonage est fait tous les Te, on obtiendradeux points distints. Pour une solution quasi-périodique à deux fréquenes maîtresses dontl'une est elle de l'exitation (omme 'est féquemment le as après une bifuration de Hopf),on obtiendra une ourbe fermée, et pour une solution haotique, un amas de points. Cessetions de Poinaré types sont illustrées par la �gure 1.4.Une autre façon de onstruire une setion de Poinaré, beauoup moins renontrée dansla littérature est de regarder l'intersetion de x(t) ave un hyperplan Σ de l'espae d'états quel'on aura hoisi. La démarhe n'est don plus de maîtriser l'intervalle de temps séparant deuxrelevés onséutifs, mais de maîtriser le lieu de l'espae d'états où es points sont relevés. Cein'est pertinent que dans le as des systèmes à formulation autonome.Ce relevé de points e�etué de l'une ou l'autre des façons peut permettre de onstruireune appliation, nommée appliation de Poinaré dé�nie omme suit :Dé�nition 1.4 : Appliation de PoinaréDans le as d'un système non-autonome, nous nommerons appliation de Poinaré l'applia-
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x0 → P(x0) = x(tp), x(t) étant solution de (1.3)pour la ondition initiale x(0) = x0ave tp un temps �xé (souvent pris égal à Te, période d'exitation du système).Dans le as d'un système autonome, nous nommerons appliation de Poinaré l'appliation :
P : IR2N−1 → IR2N−1

x0 → P(x0), première intersetion ave l'hyperplan Σ de x(t)solution de (1.3) de ondition initiale x(0) = x0où Σ est un hyperplan de l'espae d'états (IR2N ) que l'on s'est donné.Dans e seond as, l'appliation de Poinaré est aussi nommée appliation de premier retour.2L'intérêt d'une telle appliation est que l'on diminue d'un la taille de l'espae dans lequel ontravaille (élimination du temps t ∈ IR dans le premier as, d'une dimension de l'espae d'étatspar ajout d'une équation dans le seond). De plus, on peut démontrer que la stabilité dessolutions de ette fontion est équivalente à la stabilité des solutions de l'équation di�érentielleà partir de laquelle elle a été onstruite ([Kuz04, Se. 1.5℄).Spetres fréquentielsUn dernier outil d'analyse du signal est le traé du spetre fréquentiel. Cei est trèspratique dans le as de l'analyse de solutions périodiques et quasi-périodiques ar il fait



1.2. Solutions d'un système non-linéaire : aratérisation et représentation 11ressortir nettement les ontributions fréquentielles majeures. Une façon très simple d'obtenirun spetre fréquentiel à partir d'un signal expérimental ou numérique (éhantilloné dans lesdeux as) est le traé de la transformée de Fourier disrète (ou DFT pour Disrete FourierTransform) qui est dé�nie omme suit :Dé�nition 1.5 : Transformée de Fourier disrète (DFT)Soit q(tk), k ∈ {0, . . . , n} les valeurs de la solution étudiée à des instants tk onstituant unéhantillonage de pas h de la durée T = n × h en n + 1 points. La transformée de Fourierdisrète de e signal vaut :
Fq(νj) =

1

n

n−1∑

k=0

q(tk)e
−2iπνjtk , νj =

j

T
, j ∈ {0, . . . , n− 1} 2Le module de Fq(νj) donne la ontribution en amplitude de la fréquene νj assoiée ausignal q(t). Il est ainsi faile d'identi�er les solutions périodiques dont le spetre ne omportedes pis qu'en des multiples d'une fréquene fondamentale et les solutions quasi-périodiquesdont les spetres font apparaître des pis aux multiples des fréquenes maîtresses et de leursombinaisons linéaires.La �gure 1.5 illustre l'intérêt d'un tel outil. Le signal temporel représenté en (a) vaut q(t) =

0.4 + cos(2πt) + 0.2 cos(4πt) + cos(
√

22πt). La présene de deux ontributions fréquentiellesinommensurables (1 et √2) rend le déhi�rage du signal temporel impossible. En revanhe,la �gure (b) représente la norme de sa DFT (pour une période d'étude T = 10s et n = 500points d'éhantillonage). On observe une symétrie des valeurs autour de f = 25Hz ; ettesymétrie provient du fait que νj = ν̄n−j. La �gure () réalise un zoom sur les premiers pis etpermet bien de retrouver (ave la préision permise par la disrétisation, 1/T ) les di�érentesfréquenes mises en jeu et la hauteur de leur ontribution : ν0 = 0 Hz pour le terme onstant,
ν1 = 1 Hz et ν2 =

√
2 ≈ 1.4 Hz.1.2.5 Classi�ation des solutionsOn a pour habitude de lasser les solutions en points hyperboliques et non-hyperboliques.Cei donne lieu à un ertain nombre de noms qu'il est bon de onnaître pour pouvoir om-prendre la littérature. Nous nous limitons à la lassi�ation des points �xes et des solutionspériodiques qui onstitueront la majeure partie de notre étude. Nous mentionnons entre pa-renthèses les appellations anglophones dans la mesure où la totalité des ouvrages que nousavons onsidérée est ainsi rédigée.Classi�ation des points �xesSoit x0 un point �xe de l'équation (1.3). On notera λi, i = 1..2N les valeurs propres dela jaobienne DxF (x0) de F en e point. Si toutes les valeurs propres λi ont une partie réellenon nulle, le point �xe est dit hyperbolique ; sinon, il est dit non-hyperbolique. L'arboresenei-dessous permet de ra�ner les as.
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1.2. Solutions d'un système non-linéaire : aratérisation et représentation 13Point �xe hyperbolique (hyperboli �xed point) : ∀ i ∈ [[1, 2N ]], Re(λi) 6= 0Puits (Sink) : ∀ i ∈ [[1, 2N ]], Re(λi) < 0� Noeud stable (Stable node) : ∀ i ∈ [[1, 2N ]], λi ∈ IR� Foyer stable (Stable fous) : ∃ i ∈ [[1, 2N ]], Im(λi) 6= 0Soure (Soure) : ∀ i ∈ [[1, 2N ]], Re(λi) > 0� Noeud instable (Unstable node) : ∀ i ∈ [[1, 2N ]], λi ∈ IR� Foyer instable (Unstable fous) : ∃ i ∈ [[1, 2N ]], Im(λi) 6= 0Noeud selle ou noeud ol (Saddle) : ∃ i, j ∈ [[1, 2N ]], Re(λi)Re(λj) < 0Instable à la fois dans les temps direts et indirets, on quali�e aussi en anglais untel point de � nonstable � �xed point (et non � unstable � �xed point) pour marquerette spéi�ité.Point �xe non-hyperbolique (non-hyperboli �xed point) :
∃ i ∈ [[1, 2N ]], Re(λi) = 0Point �xe non-hyperbolique instable (Unstable non-hyperboli �xed point) :
∃ j ∈ [[1, 2N ]], Re(λj) > 0Point �xe neutralement stable (Neutrally (ou marginally) stable non-hyperboli �xed point) :
∀ i ∈ [[1, N ]], Re(λi) ≤ 0Centre (Center) : ∀ i ∈ [[1, 2N ]], Re(λi) = 0, Im(λi) 6= 0Les points �xes hyperboliques sont illustrés par leurs portraits de phase en �gure 1.6.
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14 1. Phénoménologie des systèmes non-linéaires(f. � 1.2.4). Par onséquent, en s'appuyant ette fois sur la setion de Poinaré assoiée etnon plus sur le portrait de phase, l'analyse préédente peut se déliner de façon analogue.1.3 Notions de ontinuation et bifurationsNous avons onsidéré, dans le début de e hapitre, un système d'équations non-linéairesde la forme (1.3), 'est-à-dire dont tous les paramètres sont �xés et onstants. Ce systèmepossède des solutions dont nous avons donné un aperçu et des moyens de aratérisationdans les paragraphes préédents. Il peut maintenant sembler intéressant de herher à savoiromment es solutions évoluent lorsqu'un des paramètres du système, notons le µ, varie. Enformulation linéaire, on trae fréquemment des frf (fontions de réponse en fréquene) de façonà voir l'évolution des amplitudes du mouvement d'un point de la struture en fontion de lafréquene d'exitation. Le paramètre µ serait don fe, la fréquene d'exitation du système.Dans le as de systèmes tournants où l'exitation est due à un balourd (mauvais équilibrage),l'exitation dépend, en fréquene et en amplitude, de la vitesse de rotation du système. Ilest ainsi fréquent de onsidérer Ω, vitesse de rotation omme le paramètre variant, aussiappelé paramètre de ontinuation. Formellement, on fait alors apparaître e paramètre dansla fontion F régissant l'évolution temporelle du système dans une formulation analogue à(1.3) :
ẋ = F (x, t, µ) (1.5)L'étude de l'évolution des solutions lorsque le paramètre µ varie s'appelle une étude de onti-nuation - partant du prinipe qu'il existe généralement une ertaine ontinuité entre unesolution du système pour une valeur µ0 du paramètre et elle obtenue pour une valeur de µin�niement prohe de µ0. Cependant, il arrive que les solutions hangent radialement pourertaines valeurs ritiques du paramètre µ. On appelle es points des points de bifuration.Ainsi, une étude de ontinuation omplète d'un système onsiste en le suivi et l'analyse enstabilité et bifuration de toutes les solutions d'un système non-linéaire obtenues pour unevaleur initiale de µ lorsque e paramètre évolue sur un domaine donné.Nous onsarerons la seonde partie de e hapitre à l'exposé des prinipales bifurationsdes points �xes et des solutions périodiques.1.3.1 BifurationsLes points de bifuration sont des points (x, µ) où une solution hange de nature ou destabilité lorsque le paramètre de ontinuation évolue. Si l'on ompare deux portraits de phasedu système juste avant et juste après un point de bifuration, il doit y avoir un hangementnotable dans la nature, la stabilité et le nombre des solutions observées. Les bifurationspossibles pour un système étudié sous la variation d'un seul paramètre de ontinuation sontbien répertoriées et aratérisées dans la littérature (on pourra par exemple se référer auxouvrages [NB95, Kuz04℄ et [TS02, Chap. 13℄).Il est intéressant de faire la distintion entre les bifurations ontinues et les bifurationsdisontinues ou atastrophiques : dans le premier as, la solution ontinuée hange de natureou disparaît mais laisse plae à une autre de façon ontinue en amplitude. Dans le seond, il



1.3. Notions de ontinuation et bifurations 15y a perte de la solution ontinuée (qui devient instable) mais on ne � gagne � pas de nouvellesolution stable de façon ontinue. On doit alors mener une analyse globale, 'est-à-dire sonderl'espae d'états, pour trouver d'autres solutions stables que le système peut aroher.En�n, omme préisé en � 1.2.2, l'étude de la stabilité et elle des bifurations reposentgénéralement sur les même indiateurs. Nous les avons don regroupées ii.Stabilité et bifuration des points �xesSoit x∗ une solution de (1.5) pour une valeur µ0 du paramètre de ontinuation. L'étudede la stabilité et des bifurations se fait grâe aux valeurs propres de la jaobienne J =

DxF (x∗, µ0) qui est onstante dans le temps étant donné que x∗ est un point �xe. On note
λi, i ∈ {1, . . . , 2N}, ses valeurs propres.Stabilité : signe de la partie réelle des valeurs propres λi� parties réelles toutes stritement négatives : stabilité asymptotique� parties réelles nulles ou négatives, pas de valeur propre nulle : stabilité� une partie réelle au moins stritement positive : instabilitéBifuration : annulation de la partie réelle d'une valeur propre au moins� une valeur propre réelle s'annule : bifuration type Turning Point (retournement),Transritique (roisement de deux branhes de points �xes) ou Pithfork (appari-tion/disparition de deux branhes de points �xes)Ces bifurations sont dites statiques.� deux valeurs propres omplexes onjuguées oupent l'axe imaginaire : bifuration typeHopf (apparition/disparition d'une solution périodique).Ces bifurations sont dites dynamiques.La �gure 1.7 donne l'allure de es bifurations.Stabilité et Bifuration des yles limitesSoit x∗(t) une solution T−périodique de (1.5) pour une valeur µ0 du paramètre de onti-nuation. L'étude de sa stabilité et de ses bifurations se fait par l'étude des valeurs propres dela matrie de monodromie Φ (voir � 2.3.2 pour son alul) qui possède la propriété suivantepar rapport à une pertubation z(t) de x∗(t) :

∀ t > 0, z(t + T ) = Φz(t)On note ses valeurs propres ρi, i ∈ {1, . . . , 2N}. Elles se nomment ouramment multipliateursde Floquet.Préisons que dans le as d'un système autonome, l'une des valeurs propres vaut sys-tématiquement 1. Il faut alors exlure ette valeur propre partiulière des ritères donnési-dessous. On pourra onsulter [NB95, Se. 3.2.1℄ pour la démonstration de e résultat.Stabilité : module des valeurs propres ρi de Φ� module stritement inférieur à 1 : stabilité asymptotique� module inférieur ou égal à 1 : stabilité� un module au moins supérieur à 1 : instabilité
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1.4. Conlusion : enjeux 17Bifuration : traversée du erle unité dans le plan omplexe par une des valeurs propres� sortie du erle par +1 : transritique, symmetry-breaking, yli-fold� sortie du erle par -1 : period doubling ou �ip (doublement de la période de lasolution)� sortie du erle par C\{−1,+1} : Hopf (apparition d'une solution quasi-périodique)Ces di�érents as sont résumés sur la �gure 1.3.1PSfrag replaements
Im(ρi)

Re(ρi)1Period doublingou Flip Transritique,symmetry-breaking,yli-fold
Hopf

Fig. 1.8 � Bifurations des solutions périodiques selon la positiondes oe�ients de Floquet dans le plan omplexe1.3.2 Diagramme de bifurationUn diagramme de bifuration représente l'évolution des solutions au ours de la variationdu paramètre de ontinuation µ. Il est généralement obtenu par éhantillonage du signal à lafréquene d'exitation.On donne sur la �gure 1.9 l'allure des di�érentes solutions vue sur un diagramme de bi-furation. On représente le paramètre de ontinuation en absisse et en ordonnée, l'amplituded'une des inonnues du système, éhantillonnée à une fréquene donnée (généralement fe).Nous n'avons représenté ii que les solutions stables du système omme 'est généralement leas dans la littérature.Un tel diagramme sou�re d'insu�sanes dans la mesure où une perte d'informations sur-vient par l'intermédiaire de l'éhantillonage : on ne peut par exemple pas distinguer un point�xe d'une solution périodique dont la période est multiple de elle utilisée pour l'éhantillo-nage. De même, on perd généralement l'information sur les amplitudes des signaux lorsqu'ilsne sont pas onstants. Cei est symptomatique de la omplexité des systèmes non-linéaires :les deux dimensions (voire trois en s'appliquant) à notre disposition pour représenter vi-suellement toutes les informations sont généralement insu�santes. Malgré tout, e type degraphique permet d'avoir un aperçu rapide de l'évolution du omportement du système et setrouve très répandu dans la littérature.1.4 Conlusion : enjeuxAu terme de e premier hapitre, on aperçoit les di�ultés liées à l'analyse globale d'unsystème non-linéaire possédant un paramètre qui varie : il faut se donner les moyens de
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Périodique (fe)2T-Périodique (fe/2)puis 4T-Périodique (fe/4)Quasi-périodiqueChaotiqueFig. 1.9 � Diagramme de bifuration shématiquetrouver, pour une valeur du paramètre donné, toutes les solutions - qui peuvent être denatures diverses - puis il faut ensuite savoir aluler leur évolution, leur stabilite, déteter lespoints de bifuration et éventuellement onstruire les solutions qui naissent en es points.Le hapitre suivant passe en revue l'essentiel des tehniques numériques permettant deréaliser es di�érentes tâhes. Il ne traite pas l'aspet oût de alul que nous aborderons dansdes trois derniers hapitres.



Chapitre 2Méthodes d'étude lassiques (loales)
A l'issue du premier hapitre, nous avons eu un aperçu des di�érents phénomènes non-linéaires qui distinguent es systèmes des systèmes linéaires lassiques. Nous dédions e deuxièmehapitre aux outils d'étude loale de tels modèles. Nous ommenerons par e qu'il y a deplus naturel, 'est-à-dire les algorithmes d'intégration temporelle. Nous donnerons ensuite lesgrands prinipes des algorithmes de résolution de systèmes non-linéaires algébriques. Munisde es deux approhes, nous exposerons les méthodes non-linéaires dédiées à la onstrutionet à l'étude des points �xes et des yles limites. En�n, nous donnerons les prinipales lefsde la mise en ÷uvre d'une étude de ontinuation.2.1 Algorithmes d'intégration temporelleL'utilisation d'intégration temporelle est inévitable, tant pour la onstrution de setionsde Poinaré que pour une analyse de type Floquet (f. � 2.3.2) et d'une façon générale elleonforte, en dernier lieu, les résultats obtenus par d'autres méthodes. Il existe di�érentstypes de shémas d'intégration ayant haun leurs avantages et inonvénients en termes deoût numérique, de préision et de stabilité. Nous présentons dans ette setion les shémasprinipaux et les notions qui servent à évaluer leurs performanes. A titre d'introdution auxshémas d'intégration temporelle, nous reommandons la leture de [GR93, Chap. 7℄.19



20 2. Méthodes d'étude lassiques (loales)2.1.1 Notions essentielles pour quali�er un shéma d'intégration tempo-relleLorsque l'on se ramène à une équation du premier ordre de la forme (1.3) et que l'on note
xn = x(tn), on pourra généralement mettre l'algorithme numérique sous la forme :

xn+1 =
m∑

j=1

αjxn+1−j − h×
m∑

j=0

βj ẋn+1−j , h = tn+1 − tn (2.1)On distingue alors deux grandes atégories de shémas :Dé�nition 2.1 : Shéma d'intégration temporelle expliite ou impliiteSi β0 = 0, le shéma est dit expliite : xn+1 peut être alulé à partir des résultats alulésaux pas de temps préédents.Si β0 6= 0, le shéma est dit impliite : xn+1 dépend de sa propre dérivée. 2Les algorithmes à shéma expliite ne sont pas inonditionnellement stables mais présententl'avantage d'un faible oût de alul ar les opérations à mener à haque itération se résument àdu alul vetoriel (sommes et produits). Pour les algorithmes à shéma impliite, en revanhe,les équations du mouvements doivent être remaniées avant d'être résolues et la solution seraobtenue de façon itérative dans le as non-linéaire. Ils sont généralement inonditionnellementstables mais présentent un oût de alul élevé ar ils néessitent la résolution d'un systèmed'équations à haque itération.Dé�nition 2.2 : Consistane d'une méthode d'intégrationUn shéma d'intégration temporelle est onsistant si et seulement si lim
h→0

xn+1 − xn

h
= ẋ(tn).2La onsistane d'un shéma d'intégration est un élément fondamental dans la mesure où elleassure que la solution exate des équations di�érentielles disrétisées tend vers la solutionexate des équations ontinues lorsque le pas de disrétisation tend vers 0.Dé�nition 2.3 : Stabilité d'une méthode d'intégrationUn shéma d'intégration direte est dit stable si et seulement s'il existe un pas h0 > 0 tel quepour tout pas h ∈ [0 h0], pour toute perturbation �nie de xn à l'instant tn, la modi�ationdes xn+j, j ≥ 1 est non roissante. 2Un shéma stable ne signi�e pas qu'il onverge vers la solution mais que la di�érene entrela solution numérique obtenue et la solution exate est bornée. Ainsi, on utilise le terme depréision pour quali�er la proximité du résultat obtenu par intégration temporelle à la solutionréelle. Les shémas les plus préis sont les shémas à la limite de la stabilité et de l'instabilité.En e�et, un shéma instable a tendane à faire diverger les amplitudes alors qu'un shémastable a tendane à les atténuer. L'idéal est don un shéma à la frontière qui les reproduitexatement.



2.1. Algorithmes d'intégration temporelle 21Dans le as des systèmes non-linéaires, il n'est pas toujours possible de déterminer paravane la stabilité de l'algorithme utilisé. Il est intéressant alors de véri�er que l'on a onserva-tion de l'énergie. Cei, en e�et, doit être néessairement véri�é et onstitue un ritère lassiquede stabilité d'un algorithme.2.1.2 Cas des systèmes linéairesNous onsidèrerons dans ette setion les problèmes di�érentiels linéaires de la forme (2.2).
ẋ = J.x + Fe(t) (2.2)Il est en e�et plus aisé de dé�nir les shémas sur des systèmes linéaires ar on peut alors quan-ti�er analytiquement les notions énonées préédemment. Nous donnerons leurs adaptationsaux systèmes non-linéaires dans la setion suivante.Nous ommenerons ette setion par une reherhe du pas optimal en temps. Nous pré-sentons ensuite deux méthodes partiulières : la méthode de Newmark, qui est une méthodeimpliite à un pas (m=1), puis la méthode des di�érenes �nies entrées qui est une méthodeexpliite.Valeur du pas en temps pour une préision optimaleLa question du pas de temps est primordiale : un pas de temps trop grand génère desimpréisions, un pas de temps trop petit rend le alul oûteux et aumule inutilement leserreurs numériques. Il est don important de le hoisir judiieusement. Comme expliqué auparagraphe préédent, le as idéal pour la préision du alul est un shéma à la limite dela stabilité. Reprenons don la dé�nition de la stabilité pour en déduire le pas optimal etposons zn une petite perturbation de xn à l'instant tn. L'équation (2.2) nous donne que laperturbation respete l'équation żn+1 = J.zn+1. En réinjetant es expressions dans l'équation(2.1), on obtient :

m∑

j=0

(αjI − h× βjJ) zn+1−j = 0, α0 = −1 (2.3)On pose ensuite µi, i ∈ {1, . . . , 2N} les valeurs propres de J (supposée de rang 2N) que l'onréunit dans la matrie diagonale µ, et on note X la matrie des veteurs propres (normés)assoiés. On peut ainsi érire l'équation aratéristique de (2.3) en posant zn+1−m+k = λkXz̃ :
m∑

j=0

(αjI − h× βjA) λm−jXz̃ = 0En prémultipliant par Xt et en utilisant la relation d'orthogonalité des veteurs propres
XtX = I, on obtient alors :




m∑

j=0

(
αjI − h× βjµ

)
λm−j



 z̃ = 0 ⇔ ∀ k ∈ [[1, 2N ]],

m∑

j=0

(αj − hµkβj) λm−j = 0Comme il est faile de s'aperevoir que le shéma est stable si et seulement si |λ| ≤ 1, on peutérire à la frontière entre stabilité et instabilité λ = eiθ, 0 ≤ θ < 2π.



22 2. Méthodes d'étude lassiques (loales)Ainsi, dans le as général la limite de stabilité est obtenue pour
µh =

m∑

j=0

αje
iθ(m−j)

m∑

j=0

βje
iθ(m−j)

(2.4)
Méthode de NewmarkLa démonstration de l'élaboration de ette méthode permet de bien omprendre l'approhedes shémas d'intégration temporelle et ses di�érents points lés ; nous l'exposerons don endétail.Cette méthode étant initialement dédiée aux équations lassiques de la dynamique, nousutiliserons le formalisme suivant, équivalent linéaire de la formulation (1.1) :

M.q̈ + C.q̇ + K.q = fe(t) (2.5)Cette méthode repose sur un développement au premier ordre et une approximation des restesintégraux par quadrature numérique :- Développement au premier ordre de q(tn + h) et q̇(tn + h) :






qn+1 = qn + hq̇n +

∫ tn+1

tn

q̈(τ)(tn + h− τ)dτ

q̇n+1 = q̇n +

∫ tn+1

tn

q̈(τ)dτ- Approximation des restes intégraux :






(a) : q̈n = q̈(τ) + q(3)(τ)(tn − τ) + . . .

(b) : q̈n+1 = q̈(τ) + q(3)(τ)(tn+1 − τ) + . . .






(1− γ)(a) + γ(b) : q̈(τ) = (1− γ)q̈n + γq̈n+1 + q(3)(τ)(τ − hγ − tn) + O(h2q(4))

(1− 2β(a)) + 2β(b) : q̈(τ) = (1− 2β)q̈n + 2βq̈n+1 + q(3)(τ)(τ − 2hβ − tn) + O(h2q(4))

⇒







∫ tn+1

tn

q̈(τ)dτ = [(1− γ)q̈n + γq̈n+1] h + rn

∫ tn+1

tn

q̈(τ)(tn + h− τ)dτ = [(1/2 − β)q̈n + βq̈n+1]h
2 + r′n

,







rn = (γ − 1/2)h2q(3)(τ̃) + O(h3q(4)), tn < τ̃ < tn+1

r′n = (β − 1/6)h3q(3)(τ̃) + O(h4q(4))A e stade, on voit que le hoix des onstantes γ et β in�uene grandement l'algorithme.Deux as sont fréquemment renontrés :a) γ = 1/2, β = 1/6 : e as revient à une interpolation linéaire des aélérations sur [tn tn+1],
q̈(τ) = q̈n + (τ − tn)(q̈n+1 − q̈n)/h.b) γ = 1/2, β = 1/4 : e as revient à utiliser une valeur moyenne de l'aélération sur
[tn tn+1], q̈(τ) = (q̈n+1 + q̈n)/2.



2.1. Algorithmes d'intégration temporelle 23On a don dans le as général le shéma impliite suivant :
{

qn+1

q̇n+1

}

=

{

qn

q̇n

}

+

{

hq̇n + h2(1/2 − β)q̈n + h2βq̈n+1

(1− γ)hq̈n + γhq̈n+1

} (2.6)Comme nous l'avons déjà dit en introduisant les méthodes impliites, il est néessaire dereformuler les équations pour arriver à résoudre le système. De façon à pouvoir aluler unevaleur approhée de q̈n+1, on réinjete le shéma (2.6) dans l'équation (2.5) :
[
M + γhC + βh2K

]
.q̈n+1 = fe(tn+1)−

[
C.˜̇qn+1 + K.q̃n+1

] (2.7)ave q̃n+1 = qn + hq̇n + (1/2 − β)h2q̈n et ˜̇qn+1 = q̇n + (1− γ)hq̈nUne fois q̈n+1 évalué, il ne reste plus qu'à e�etuer les orretions sur qn+1 et q̇n+1.L'algorithme omplet permettant de mettre en ÷uvre la méthode est présenté en �gure 2.1.Méthode des di�érenes �nies entréesLa méthode des di�érenes �nies entrées est équivalente à une méthode de Newmark ave
γ = 1/2 et β = 0 :

{

qn+1

q̇n+1

}

=

{

qn

q̇n

}

+

{

hq̇n + (h2/2)q̈n

(h/2)(q̈n + q̈n+1)

} (2.8)On peut alors mettre e système sous une forme à trois pas en exprimant qn :
qn = qn−1 + hq̇n−1 + (h2/2)q̈n−1En réinjetant dans la deuxième équation de (2.8) et en divisant le tout par h, on obtient :

qn+1 − qn

h
− qn − qn−1

h
= q̇n − q̇n−1 + (h/2)(q̈n − q̈n−1)Puis, en remplaçant q̇n par q̇n−1 + (h/2)(q̈n + q̈n−1) (première équation de (2.8) érite àl'instant préédent), on obtient :

q̈n =
qn+1 − 2qn + qn−1

h2
(2.9)2.1.3 Cas des systèmes non-linéairesNous présentons maintenant l'adaptation de la méthode de Newmark à des systèmes non-linéaires. On utilisera la formulation (1.1) des équations. Le prinipe est le même que dansle as des systèmes linéaires : on e�etue une prédition q̃n+1 et ˜̇qn+1 en fontion des termes

qn, q̇n et q̈n, puis on évalue q̈n+1 que l'on réinjete pour obtenir qn+1 et q̇n+1. La di�éreneprinipale ave le traitement des systèmes linéaires est l'évaluation de q̈n+1 et la orretiondes termes qn+1 et q̇n+1 qui en résulte. En e�et, lorsque l'on érit l'équivalent de l'équation(2.7), on obtient le système non-linéaire suivant (d'inonnue q̈n+1) :
[
M + γhC + βh2K

]
.q̈n+1 = fe(tn+1)−

[
C.˜̇qn+1 + K.q̃n+1

+ f̂(q̃n+1 + βh2q̈n+1, ˜̇qn+1 + γhq̈n+1)
]



24 2. Méthodes d'étude lassiques (loales)

M, C, K, fe(t), q0, q̇0?Calul de q̈0, n← 0?Inrément temporel :
tn+1 = tn + h?Prédition :

˜̈qn+1 = 0

˜̇qn+1 = q̇n + (1− γ)hq̈n

q̃n+1 = qn + hq̇n + h2(1/2 − β)q̈n?Calul de l'aélération :
S = M + γhC + βh2K

S.q̈n+1 = fe(tn+1)− C.˜̇qn+1 −K.q̃n+1?Corretion :
q̇n+1 = ˜̇qn+1 + hγq̈n+1

qn+1 = q̃n+1 + h2βq̈n+1?(Optionnel)Evaluation de la stabilité del'algorithme par bilan énergétique
6n← n + 1

-

Fig. 2.1 � Algorithme d'intégration temporelle par une méthode de Newmark - Systèmelinéaire



2.2. Algorithmes de résolution de systèmes non-linéaires 25Il est alors lassique d'utiliser un algorithme de type Newton-Raphson pour le résoudre.On pose don :
q̈
(0)
n+1 = ˜̈qn+1, q̇

(0)
n+1 = ˜̇qn+1, q

(0)
n+1 = q̃n+1Puis on herhe les orretions suessives ∆q̈(i) telles que :

S
(i)
n+1.∆q̈(i) = −r

(i)
n+1ave r

(i)
n+1 = M.q̈

(i)
n+1 + C.q̇

(i)
n+1 + K.q

(i)
n+1 + f̂(q

(i)
n+1, q̇

(i)
n+1)− fe(tn+1),

S
(i)
n+1 = M + γh(G + D + Dq̇ f̂(q

(i)
n+1, q̇

(i)
n+1)) + βh2(K + Dq f̂(q

(i)
n+1, q̇

(i)
n+1))En�n on applique les orretions :

q̈
(i+1)
n+1 = q̈

(i)
n+1 + ∆q̈(i), q̇

(i+1)
n+1 = q̇

(i)
n+1 + γh∆q̈(i), q

(i+1)
n+1 = q

(i)
n+1 + βh2∆q̈(i)Et on itère tant que :

||r(i+1)
n+1 || > ǫL'algorithme du shéma entier est donné en �gure 2.2.2.1.4 Synthèses des di�érentes méthodes trouvées dans la littératureNous avons détaillé dans les deux paragraphes préédents des tehniques fondamentaless'appuyant tant dans le as non-linéaire que dans le as linéaire sur une approhe de typeNewmark. Certains ra�nements permettent d'introduire de l'amortissement numérique defaçon à stabiliser le shéma (HHT-α), et à pouvoir optimiser la répartition fréquentielle deet amortissement (Generalized-α). Nous donnons dans le tableau 2.1 les éléments prinipauxde es méthodes. Appliquées au as des systèmes linéaires, elles sont performantes et l'on peuten assurer la stabilité et le degré d'approximation (f. [BBBE06℄). En revanhe, elles perdentfréquemment leur stabilité une fois appliquées aux systèmes non-linéaires (f. [EBB02℄). Unertain nombre de méthodes forçant la onservation de l'énergie totale et/ou des momentsénergétiques dans le as de non-linéarités struturales sont alors apparues. On en trouvera uneprésentation générale dans [KC99℄ et une mise en ÷uvre dans [Gon00℄. On pourra onsulterles référenes [ST92, NSP04℄ pour l'exposé de la méthode fondatrie dite EMCA (EnergyMomentum Conserving Algorithm).2.2 Algorithmes de résolution de systèmes non-linéairesLes équations du dynamiien sont initialement formulées sous la forme (1.1), 'est-à-dire sous forme d'équations di�érentielles. Une première façon de résoudre es équations est,omme nous venons de le voir, d'utiliser un shéma d'intégration temporelle qui donne àpartir de onditions initiales l'évolution des di�érentes oordonnées du système dans le temps.Cette approhe peut être relativement oûteuse en temps de alul ar l'obtention d'un étatstationnaire - e qui nous intéresse le plus fréquemment - peut demander d'intégrer le systèmesur des durées longues. Comme nous le verrons par la suite (� 2.3), il existe don des méthodesqui, partant d'une hypothèse sur la forme de l'état stationnaire reherhé permettent detransformer les équations di�érentielles en équations algébriques (non-linéaires) et permettent
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M, C, K, fe(t), q0, q̇0?Calul de q̈0, n← 0?Inrément temporel :
tn+1 = tn + h?Prédition :

q̈
(0)
n+1 = ˜̈qn+1 = 0

q̇
(0)
n+1 = ˜̇qn+1 = q̇n + (1− γ)hq̈n

q
(0)
n+1 = q̃n+1 = qn + hq̇n + (1/2 − β)h2q̈n?Test du résidu :
||r(i)

n+1|| < ǫ ? (∗)Vrai6n← n + 1

i← 0

-

?FauxCorretion :
S

(i)
n+1.∆q̈(i) = −r

(i)
n+1

(∗)

q
(i+1)
n+1 = q

(i)
n+1 + βh2∆q̈(i)

q̇
(i+1)
n+1 = q̇

(i)
n+1 + γh∆q̈(i)

q̈
(i+1)
n+1 = q̈

(i)
n+1 + ∆q̈(i)

6i← i + 1

�
(∗) Dé�nis par :
r
(i)
n+1 = M.q̈

(i)
n+1 + C.q̇

(i)
n+1 + K.q

(i)
n+1 + f̂(q

(i)
n+1, q̇

(i)
n+1)− fe(tn+1)

S
(i)
n+1 = M + γh(C + Dq̇ f̂(q

(i)
n+1, q̇

(i)
n+1)) + βh2(K + Dqf̂(q

(i)
n+1, q̇

(i)
n+1))Fig. 2.2 � Algorithme d'intégration temporelle par une méthode de Newmark - Systèmenon-linéaire



2.2.Algorithmesderésolutiondesystèmesnon-linéaires
27

Nom - ParamètresÉquationsRéférene CaratéristiquesNewmark - γ, β

M.q̈ + C.q̇ + K.q = fe

qn+1 = qn + hq̇n + h2

2 (1− 2β)q̈n + h2

2 (2β)q̈n+1

q̇n+1 = q̇n + (1− γ)hq̈n + γq̈n+1.f. [GR93℄ � Impliite� Pas d'amortissement numérique� Pour γ = 1
2 , β = 1

4 :� Stabilité inonditionnelle� Pas d'erreur d'ampli�ationDi�érenes �nies entrées

M.q̈ + C.q̇ + K.q = fe

qn+1 = qn + hq̇n+ 1
2

q̇n+1+ 1
2

= q̇n+ 1
2

+ hq̈n+1.f. [GR93℄ � Expliite� Pas d'amortissement numérique� Stabilité onditionnelle : ωh ≤ 2� Pas d'erreur d'ampli�ationHilber-Hughes-Taylor : HHT-α - γ, β, α

M.q̈n+1 + (1− α)f int
n+1 + αf int

n = (1− α)fe n+1 + αfe n

qn+1 = qn + hq̇n + h2

2 (1− 2β)q̈n + h2

2 (2β)q̈n+1

q̇n+1 = q̇n + (1− γ)hq̈n + γq̈n+1.f. [GR93℄ � Impliite� Amortissement numérique� Pour 0 ≤ α ≤ 1
3 , γ = 1

2 + α, β = 1
4 (1 + α)2 :� Stabilité inonditionnelle� Erreur d'ampli�ation du seond ordreGeneralized-α - (γ, β, αm, αf ) ou ρ∞

M.((1 − αm)q̈n+1 + αmq̈n) + (1 − αf )f int
n+1 + αff int

n = (1− αf )fe n+1 + αffe n

qn+1 = qn + hq̇n + h2

2 (1− 2β)q̈n + h2

2 (2β)q̈n+1

q̇n+1 = q̇n + (1− γ)hq̈n + γq̈n+1.f. [CH93℄ � Impliite� Amortissement numérique optimal :� Dissipation hautes freq max si β = 1
4 (1− αm + αf )2� Dissipation basses freq min si αf = αm+1

3� Pour αm ≤ αf ≤ 1
2 et β ≥ 1

4 + 1
2 (αf − αm) : stab. inond.� Pour γ = 1

2 − αm + αf : erreur d'ampli�ation du 2nd ordre� En respetant tous les paramètres optimum : il su�t de hoisir

ρ∞, rayon spetral des hautes fréquenes puis :

αm = 2ρ∞−1
ρ∞+1 αf = ρ∞

ρ∞+1Tab. 2.1 � Synthèse des di�érents algorithmes d'intégration temporelle en linéaire



28 2. Méthodes d'étude lassiques (loales)de trouver plus rapidement les états stationnaires. Nous présentons don ii de façon trèssimple les idées maîtresses des algorithmes pouvant être mis en ÷uvre de façon à résoudre leproblème non-linéaire algébrique suivant :
H(x̃) = 0, H(x̃) = H̄.x̃ + Ĥ(x̃)−Hc (2.10)où la fontion H se déompose en une ontribution linéaire, H̄, une ontribution non-linéaire

Ĥ et en�n, une ontribution onstante Hc, souvent imputable aux e�orts extérieurs. Pour uneprésentation illustrée des prinipes et des algorithmes, nous reommandons la onsultationde [PTVF92, Chap. 9℄.2.2.1 Algorithmes sans gradientL'idée de ette atégorie de méthodes est de onstruire la surfae ||H(x̃)|| à partir desvaleurs en quelques points x̃(i), i = 1, . . . , p. Classiquement, on utilise une interpolationpolynomiale de degré p − 1. Une fois réalisée l'approximation de ||H|| par un polyn�me P(.f. [DJKP07, Chap. 3℄), il ne reste plus qu'à trouver les zéros du polyn�me.2.2.2 Algorithmes ave gradientCes algorithmes sont des méthodes itératives reposant sur le développement de l'équation(2.10) au premier ordre (voire au seond). On se donne un point de départ x̃(0) qui ne véri�egénéralement pas (2.10). On herhe don une orretion au premier ordre ∆x̃ telle que
H(x̃(0) + ∆x̃) = 0. On érit pour ela le développement :
H(x̃0 + ∆x̃) = H(x̃(0)) + Dx̃H(x̃(0)).∆x̃ + O(||∆x̃||)2 ≈ H(x̃(0)) + Dx̃H(x̃(0)).∆x̃Il faut don résoudre le système linéaire suivant pour trouver la orretion :
Dx̃H(x̃(0)).∆x̃ = −H(x̃(0))On note alors x̃(1) = x̃(0) + ∆x̃ et on réitère le proessus jusqu'à avoir ||H(x̃(i))|| < ǫ, ǫ étantune quantité positive que l'on s'est donnée omme permettant d'approximer numériquement lanullité. Cette méthode est ouramment nommée méthode de Newton ou de Newton-Raphson.On peut aussi herher du �té des méthodes de minimisation en ayant pour but de trouverun minimum nul de la norme de la fontion à annuler. On tente don de minimiser :

H̃(x̃) = ||H(x̃)|| ou H̃(x̃) = ||H(x̃)||2De nombreuses méthodes ra�nent le prinipe de base de Newton (qui s'appelle alors mé-thode de la plus profonde desente) en réalisant un développement non pas au premier maisau seond ordre sans toutefois requérir l'évaluation de la hessienne (méthode du gradientonjugué), et.Cependant, elles partagent toutes des travers tels que la dépendane forte de la onver-gene au hoix du point initial ou la possibilité de tomber dans un puits (un minimum loalnon nul) et de ne plus en sortir. Elles ne sont don à utiliser que lorsque l'on est apabled'initialiser l'algorithme pour une valeur � prohe � d'un zéro.



2.3. Construire et étudier des solutions 292.3 Construire et étudier des solutionsNous avons présenté jusqu'ii des algorithmes généraux. Détaillons maintenant les teh-niques relatives à l'étude des points �xes et des solutions périodiques répondant au problème(1.3). Nous entendons par � étude � la onstrution de telles solutions et l'obtention de gran-deurs permettant d'en aratériser la stabilité.2.3.1 Solutions type point �xeConstrution des points �xesLa reherhe d'un point �xe revient à la résolution du problème :Trouver x∗ ∈ IR2N solution de F (x∗, t) = 0 (2.11)Le plus souvent, le système est autonome (absene de la variable t dans l'expression de F ).
F étant un système d'équations algébriques non-linéaires, on se trouve dans le as évoqué ensetion 2.2.Etude de stabilité des points �xesLorsque l'on perturbe une solution x∗ de type point �xe par z(t), on obtient l'équation(2.12) (f. � 1.2.2 pour la démonstration).

ż = DxF (x∗).z (2.12)
x∗ étant onstant, la matrie jaobienne gouvernant l'évolution de la perturbation l'est aussi.
z est don solution d'une équation di�érentielle du premier ordre à oe�ients onstants réelsdont on sait que les solutions s'érivent :

z(t) =

2N∑

i=1

zie
λit, ∀ i ∈ [[1, 2N ]], zi ∈ CI2Nave λi les 2N valeurs propres omplexes de DxF (x∗).La déroissane en norme de z dépend don du signe des parties réelles des λi. Les di�érentsas ont déjà été traités en setion 1.3.1.2.3.2 Solutions périodiquesUne solution périodique est une solution telle qu'il existe une période T non nulle telle que

∀ t > 0, x∗(t+T ) = x∗(t). Cette aratérisation n'est pas évidente à retraer numériquement.Le point de vue adopté est don le suivant : on herhe un point du yle xc ∈ IR2N et unepériode T ∗ > 0 tels que la résolution numérique de (1.3) ave pour ondition initiale x∗(0) = xcau bout d'un temps t = T ∗ redonne x∗(T ∗) = xc. On n'est pas sûr alors d'avoir la plus petitepériode et il est reommandé de tester la périodiité en T ∗/k, k ∈ IN .Il est fréquent que l'on onnaisse la période de la solution herhée dans la mesure où l'onherhe souvent une réponse à une solliitation onnue et sinusoïdale (la réponse est alors



30 2. Méthodes d'étude lassiques (loales)souvent de période égale à elle de la solliitation). Cependant, nous donnerons les méthodesde onstrution en faisant l'hypothèse que ette période est inonnue, e qui se transpose trèsaisément au as de période onnue. Nous onsidérerons des systèmes dans leur formulationautonome qui est le as le plus fréquent pour lequel la période de réponse est inonnue. Il estalors intéressant de onsidérer les deux problèmes équivalents suivants :Trouver (xc, T
∗) ∈ IR2N × IR+∗ tel qu'il existe x∗(t) solution de :

{

ẋ(t) = F (x(t))

x(0) = xc, x(T ∗) = xc

(2.13)En posant τ = t/T ∗, on obtient le problème aux limites où x∗(τ) est périodique de période
1 : Trouver (xc, T

∗) ∈ IR2N × IR+∗ tel qu'il existe x∗(t) solution de :
{

x′(τ) = T ∗F (x(τ))

x(0) = xc, x(1) = xc

(2.14)ave la onvention d'ériture x′ =
dx

dτConstruire une solution périodiqueIl existe quatre grandes familles de méthodes pouvant servir à onstruire une solution pé-riodique. Trois d'entre elles sont des méthodes dites temporelles et permettent de déterminerun point xc du yle limite reherhé : di�érenes �nies, tir (shooting) et olloation orthogo-nale. La quatrième, très répandue lorsque la période de la solution reherhée est onnue, estla balane harmonique ; 'est une méthode fréquentielle. Nous donnons pour haune d'ellesle prinipe de la méthode.Di�érenes �nies On utilise ii la formulation (2.14) du problème. Le prinipe de etteméthode repose sur l'éhantillonnage de la période ave un pas h = 1/m. En notant τk =

kh et xk = x(τk), on obtient le système suivant :






ẋ0 = T ∗F (x0)...̇
xk = T ∗F (xk)...̇
xm−1 = T ∗F (xm−1)On a ainsi m × 2N + 1 inonnues (les m veteurs xk à 2N omposantes et T ∗) pour 2mNéquations. Il y a en e�et un problème de phase (� phase shift �) à imposer : si x∗(t) est solutiondu problème, x∗(t + t′) l'est aussi, quel que soit t′. Il faut don �xer une des oordonnéesdes xk, xk

j0, e qui permet de se ramener à mN inonnues. L'inonvénient est que si lessolutions sont totalement inonnues, rien ne garantit que l'espae de solutions périodiques aune intersetion non nulle ave l'hyperplan ainsi dé�ni.Il faut ensuite hoisir un shéma d'intégration temporelle. La méthode tire son nom dushéma lassiquement utilisé : les di�érenes �nies que l'on peut hoisir entrées (xk+1−xk =
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(hT ∗/2)(F (xk+1)+F (xk))), avant ou arrière en fontion des problèmes de stabilité numériqueque l'on peut renontrer.On obtient �nalement le système non-linéaire suivant à résoudre dont la dernière ligne intègrela ondition de périodiité :







x1 − x0 =
hT ∗

2
(F (x1) + F (x0))...

xk+1 − xk =
hT ∗

2
(F (xk+1) + F (xk))...

x0 − xm−1 =
hT ∗

2
(F (x0) + F (xm−1))

(2.15)
La résolution de e système peut se faire par une méthode lassique de Newton-Raphson.Tir (shooting) On utilise ii plut�t la formulation (2.13) du problème. Cette méthodeest basée sur des orretions suessives du ouple supposé solution (xc, T

∗). On donne doninitialement un premier ouple, puis on le orrige d'après la valeur de x obtenue après un temps
T ∗ en partant de xc. On note x(T ∗, xc) ette valeur pour faire apparaître la dépendane durésultat onsidéré ave le point initialement hoisi. On herhe don ∆T ∗ et ∆xc tels que

x(T ∗ + ∆T ∗, xc + ∆xc) = xcLe développement au premier ordre autour de (T ∗, xc) donne
x(T ∗, xc) +

∂x

∂T ∗ (T ∗, xc).∆T ∗ +
∂x

∂xc
(T ∗, xc).∆xc − xc = 0Les expressions des dérivées partielles s'obtiennent omme suit :a) ∂x

∂T ∗ (T ∗, xc) =
∂x

∂t
× ∂t

∂T ∗ = ẋ× 1 = F (x(T ∗, xc))b) ∂

∂t

∂x

∂xc
(T ∗, xc) =

∂

∂xc

∂x

∂t
(T ∗, xc) =

∂F (x(T ∗, xc))

∂xc
=

∂F

∂x

∂x

∂xcPuis on remarque que ∂x

∂xc
(t = 0) = I, matrie identité.Ainsi, ∂x

∂xc
est solution de l'équation di�érentielle :

Ẏ = DxF (x(t, xc))Y, Y (0) = IÉtant donné que l'on réalise une intégration temporelle depuis x(0, xc) = xc jusqu'à l'instant
t = T ∗, on peut obtenir aisément ∂x

∂xc
(T ∗, xc) en intégrant temporellement l'équation di�é-rentielle préédente. Il est intéressant de remarquer que l'on e�etue ainsi sans le vouloir lealul de la matrie de monodromie.Une fois obtenues les deux dérivées partielles de x, il ne reste plus qu'à résoudre :

∂x

∂T ∗ (T ∗, xc).∆T ∗ +
∂x

∂xc
(T ∗, xc).∆xc = xc − x(T ∗, xc) (2.16)Il nous manque don une équation : on retrouve en e�et le problème du déalage de phase. Onpeut don hoisir de �xer une des oordonnées de la orretion e qui revient à supprimer une



32 2. Méthodes d'étude lassiques (loales)des inonnues, ou de rajouter une équation, par exemple en imposant l'orthogonalité entre
∆x0 et F (xc) ou F (x(T ∗, xc)).1Une mise en ÷uvre très omplète et appliquée aux rotors est proposée dans [SN97℄.Colloation orthogonale Cette méthode utilise omme elle des di�érenes �nies undéoupage de la période 1 (formulation (2.14) du problème) en m+1 points 0 = τ0 <

τ1 < .. < τm = 1. Sur haun des segments [τi, τi+1], on approhe la solution par unpolyn�me x(i)(τ) de degré maximal p. Le terme olloation signi�e que l'on requiert quenotre approximation satisfasse l'équation exate en p points sur haque intervalle [τi, τi+1] :
τi < ξi,1 < ξi,2 < ... < ξi,p < τi+1.On veut don obtenir :

∀ 0 ≤ i ≤ m− 1,∀ 1 ≤ j ≤ p,
dx(i)

dτ
(ξi,j) = T0F (x(i)(ξi,j)) (2.17)Il est pratique de dé�nir les polyn�mes x(i) par leurs valeurs x(i,j) aux m+1 points équidistants

τi = τi,0 < τi,1 < .. < τi,j < .. < τi,p = τi+1. Puis de les érire en les déomposant sur la basedes polyn�mes de Lagrange :
x(i)(τ) =

p
∑

j=0

x(i,j)Li,j(τ), Li,j(τ) =

p
∏

k=0,k 6=j

τ − τi,k

τi,j − τi,kOn génère ainsi 2N(p+1)m inonnues que l'on ramène à 2N [(p+1)m−(m−1)] = 2N(pm+1)en remarquant que par ontinuité ∀ i ∈ [[1, m− 1]], x(i−1,p) = x(i,0). En prenant en ompteque la période est elle aussi inonnue, on a au total 2Npm + 2N + 1 inonnues.En réinjetant l'expression des x(i)(τ) dans (2.17), on obtient 2Nmp équations. Reste à ex-primer la ondition de périodiité et le bloage de la phase.La périodiité ramène 2N équations par l'ériture de
x(m−1,p) = x(0,0)En�n, le bloage de la phase redonne une équation. [Kuz04, Se. 10.1.4℄ propose une onditionsur la phase moins ontraignante que le bloage d'une des oordonnées à une valeur donnée :

∫ 1

0
< x(τ), ẏ(τ) > dτ = 0où y(τ) est une solution périodique onnue. Par exemple, la solution du pas préédent lorsquel'on réalise une ontinuation.On a don réussi à érire les 2Nmp+2N +1 équations néessaires à la résolution du système.Il faut en dernier lieu hoisir les points de olloation ξij. [Kuz04℄ donne que eux quipermettent de minimiser l'erreur sont les points de Gauss dont le alul est répertorié dansla littérature.Comme on peut le voir, ette méthode génère un grand système. Il est don néessairepour le résoudre de prendre en ompte la struture partiulière de la matrie jaobienne quien déoule.1D'autres tehniques sont envisageables omme ela est préisé dans [NB95℄ p. 451-452



2.3. Construire et étudier des solutions 33Balane harmonique C'est la seule méthode qui néessite de onnaître la période de lasolution reherhée par avane. Elle fait partie des méthodes fréquentielles (en opposition auxtrois préédentes qui sont des méthodes dites temporelles). Elle repose sur la déompositionde la solution en sa série de Fourier que l'on tronque à un ordre p donné. On utilise plut�tl'équation di�érentielle d'ordre 2 (1.1) dans la mesure où la forme de q étant imposée, q̇ endéoule diretement et ne onstitue pas une inonnue véritable. Si la période de la solutionest T ∗ = 2π/w∗, on érit don :
q∗(t) = a0 +

p
∑

k=1

(ak cos(kw∗t) + bk sin(kw∗t)) (2.18)où a0 ∈ IRN , ∀ k ∈ [[1, p]], ak ∈ IRN , bk ∈ IRNLa ondition de périodiité est don automatiquement véri�ée et il n'y a plus qu'à réinje-ter ette forme dans l'équation di�érentielle puis à la projeter sur la base (1, cos(kw∗t), sin(kw∗t))à l'aide du produit salaire (., .)w∗ dé�ni par (2.19) pour obtenir le système (2.20) de (2p+1)Néquations algébriques non-linéaires régissant les ak et les bk.
(f, g)ω =

2

T

∫ T

0
f(t)g(t)dt, ω =

2π

T
(2.19)
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︸ ︷︷ ︸

H̄







a0...
ak

bk...






︸ ︷︷ ︸

x̃

+







1
2(f̂(q, q̇), 1)w∗...

(f̂(q, q̇), cos(kw∗t))w∗

(f̂(q, q̇), sin(kw∗t))w∗...






︸ ︷︷ ︸

Ĥ(x̃)

=







1
2(fe(t), 1)w∗...

(fe(t), cos(kw∗t))w∗

(fe(t), sin(kw∗t))w∗...






︸ ︷︷ ︸

Hc

(2.20)
ave Λk =

[

K − (kw∗)2M kw∗C

−kw∗C K − (kw∗)2M

] et 1 ≤ k ≤ p.On trouvera une mise en ÷uvre de ette méthode appliquée au as d'un ontat rotor/statordans [vGE01℄.Etudier une solution périodiqueL'étude d'une solution périodique se fait grâe aux oe�ients de Floquet, valeurs propresde la matrie de monodromie Φ. L'intérêt et la signi�ation de ette matrie viennent del'étude de l'évolution de la perturbation z(t) d'une solution T ∗-périodique x∗(t) : si l'on onsi-dère une solution y(t) = x∗(t) + z(t), 'est à dire une perturbation de la solution périodiqueonsidérée, on peut érire (f. � 1.2.2) :
ż = DxF (x∗(t)).z (2.21)On peut alors onsidérer une base de solutions z1(t), ..., z2N (t). Puis, on peut montrer que si

z(t) est solution z̃(t) = z(t+T ∗) l'est aussi. Ainsi, on peut onstruire une seonde base de solu-tions z̃1(t), ..., z̃2N (t). Il existe alors une matrie Φ telle que [z̃1(t)...z̃2N (t)] = [z1(t)...z2N (t)]Φ.



34 2. Méthodes d'étude lassiques (loales)Cette matrie est appelée matrie de monodromie. Pour l'obtenir, il su�t de remarquerque si on hoisit pour onditions initiales l'ensemble : [z1(0)...z2N (0)] = I, matrie identité(onditions initiales hoisies indépendantes pour haque solution zi), alors [z̃1(0)...z̃2N (0)] =

[z1(T
∗)...z2N (T ∗)] = IΦ. Il su�t don d'obtenir zi(T

∗) par intégration temporelle de (2.21)ayant pour ondition initiale zi(0) = {0 0...1...0}t, le 1 étant plaé au i-ième rang.On a alors de façon simple toute solution z(t) de (2.21) qui s'érit z(t) =

2N∑

i=1

αizi(t) et ainsi :
z(kT ) =

2N∑

i=1

αizi(kT ) = [z1(kT )...z2N (kT )]{α1...α2N}t = [z1(0)...z2N (0)]Φk{α1...α2N}t

= Φk{α1...α2N}t = Φkz(0)On voit don que la stabilité d'une solution périodique dépend du module des valeurs propres
ρi de Φ (.f. setion 2.3.2 pour l'analyse de ses valeurs).Ce résultat suintement démontré repose sur un théorème démontré par Gaston Floquet(1847-1920) et qui porte son nom :Théorème 2.1 : Théorème de FloquetSi A(t) est une matrie périodique de période minimale T et X(t) le système fondamentalde solutions assoié à l'équation Ẋ = A(t)X, alors il existe une matrie périodique inversible
P (t) et une matrie onstante R telles que X(t) = P (t)eRt pour tout t. 2La matrie périodique mentionnée dans e théorème n'est autre pour nous que la matrie
DxF (x∗(t)) à laquelle la T ∗-périodiité de x∗ se transmet. Le système fondamental, quant àlui est donné par Z(t) = [z1(t)...z2N (t)].En prenant pour base de départ B la base anonique, B = I2N , on peut érire :
Z(0) = P (0) = I et Z(T ∗) = Φ = P (T ∗)eRT ∗

= P (0)eRT ∗ ⇒ Φ = eRT ∗Ainsi, aux valeurs propres de Φ - les ρi - on peut aisément faire orrespondre les valeurspropres de R, notées λi :
ρi = eλiT

∗On retrouve alors de façon évidente le résultat énoné préédemment sur le lien entre lemodule des valeurs propres ρi et la stabilité de la solution x∗.2.4 Algorithmes de ontinuationNous onsarons ette dernière partie aux méthodes de suivi des solutions, appelées mé-thodes de ontinuation lorsque l'on fait varier un des paramètres du système (noté µ, formu-lation (1.5) du problème). On se plae dans le ontexte où l'on possède déjà une ou plusieurssolutions pour une valeur initiale µ0 du paramètre.Pour haque solution, nous herhons don à onstruire la ourbe H(x(s), µ(s)) = 0,paramétrée par l'absisse urviligne s. Un paramétrage par µ n'est en e�et pas un bon hoixdans la mesure où dans le as de bifuration type turning point, la ourbe se � replie �. µ est



2.4. Algorithmes de ontinuation 35don une inonnue du problème. Lorsque l'on possède un point (xn(sn), µn(sn)) de la ourbe,le prinipe général de la ontinuation est ainsi de faire une prédition sur le point suivant
(xn+1, µn+1) pour une absisse urviligne sn+1 = sn + ∆s, puis de orriger e point préditjusqu'à retomber sur la ourbe étudiée.Nous allons voir dans un premier temps les prinipaux moyens de prédition et de orre-tion. Dans un seond temps, nous exposons brièvement les prinipes permettant d'adapter la�nesse de desription de la ourbe (i.e. la distane entre deux points suessifs, liée à ∆s) etquelques méthodes utiles lorsque plusieurs solutions se renontrent en un même point.2.4.1 Prinipales méthodes de prédition et de orretionComme on a pu le voir en � 2.3, une solution non onstante de (1.5) à µ donné, n'estpas dérite par son signal temporel ontinu mais par ertaines variables (les ak et bk dansle as de la balane harmonique, le ouple (xc, T

∗) dans le as d'une méthode de tir, et).Ainsi, lorsque nous parlons de la ontinuation d'une solution, 'est en fait la ontinuation deses desripteurs (dont nous noterons P le nombre). Ces variables de desription ne sont alorspas solution d'une équation di�érentielle mais d'une équation algébrique de la forme (2.10).C'est don plus souvent sur ette équation que nous nous appuierons, équation dans laquelleon fait apparaître le paramètre de ontinuation expliitement :
H(x̃, µ) = 0, ave H : IRP × IR→ IRP (2.22)Nous avons don pour objetif de onstruire la ourbe H(x̃(s), µ(s)) = 0 paramétrée par sonabsisse urviligne s. L'algorithme général d'une méthode de ontinuation est donné en �gure2.3 et les deux sous-setions suivantes proposent les méthodes de prédition et de orretion lesplus fréquemment renontrées. Cet algorithme général est à appliquer à haune des solutionsobtenues par une analyse globale pour la valeur µ0 du paramètre de ontinuation. En as debifuration détetée, il faut, selon le type de bifuration, ajouter une solution à la liste dessolutions à ontinuer (bifuration ontinue) ou proéder à une analyse globale pour déteterla ou les nouvelles solutions stables apparaissant (bifuration atastrophique).Nous utiliserons dans ette setion la notation suivante qui regroupe la valeur des Pdesripteurs et elle du paramètre de ontinuation :

y =

{

x̃

µ

}

∈ IRP+1

Méthodes de préditionNous onsidérons omme aquis les points y0, . . . , yn d'absisses urvilignes respetives
s0, . . . , sn, solution de (2.22). Les méthodes i-dessous servent à donner une approximation
y

(0)
n+1 du prohain point yn+1. La prédition est faite pour une absisse urviligne sn +∆s, ∆sétant imposé. Le réglage de sa valeur requiert une ertaine attention et est traité en � 2.4.2.Ces méthodes sont illustrées en �gure 2.4.



36 2. Méthodes d'étude lassiques (loales)Initialisation :
y0 = (x̃0, µ0), ∆s, n← 0?Prédition :
y

(0)
n+1 = (x̃

(0)
n+1, µ

(0)
n+1)

i← 0 ?
||H(x̃

(i)
n+1, µ

(i)
n+1)|| < ǫ ?Vrai6

Nouveau point :
yn+1 = (x̃n+1, µn+1)Analyse stabilité et bifuration
n← n + 1Adaptation du pas ∆s

-
?FauxCorretion :

y
(i+1)
n+1 = (x̃

(i+1)
n+1 , µ

(i+1)
n+1 )

6i← i + 1

�
Fig. 2.3 � Algorithme général d'une méthode de ontinuationMéthode de la séante On onsidère les deux dernier points yn = {xn, µn}t, yn−1. Laprédition est faite selon le veteur dé�ni par es deux points :

y
(0)
n+1 = yn + ∆s.

yn − yn−1

||yn − yn−1||Méthode de la tangente La prédition est réalisée selon la tangente ~t à la ourbe orientée
H(x(s), µ(s)) = 0 au dernier point onnu yn. On peut aussi onsidérer e veteur omme latangente induite par la matrie jaobienne du problème DyH(yn). Elle est alors dé�nie de lafaçon suivante :Dé�nition 2.4 : Tangente induite par une matrieLa tangente induite par une matrie A est l'unique veteur t tel que :

At = 0

||t|| = 1

det

(

A

tt

)

> 0 2Le alul de ~t est fait en érivant :
Dx̃H(yn).∆x̃ + DµH(yn).∆µ = 0, ⇔ ∆x̃ = ∆µ~z, ~z = (−Dx̃H(yn)−1.DµH(yn))



2.4. Algorithmes de ontinuation 37e qui permet d'obtenir une droite porteuse. Puis, la longueur du veteur ~t étant normée à 1,on érit :
∆x̃t.∆x̃ + ∆µ2 = (~z t.~z + 1)∆µ2 = 1⇒ ∆µ = ±1/

√
~z t.~z + 1La diretion en�n est donnée par le signe du déterminant :

det
(

Dx̃H DµH

~t t

)

= det
(

Dx̃H DµH

~z t 1

)

.∆µ > 0Ainsi, on obtient le point prédit par :
y

(0)
n+1 = yn + ∆s.~tMéthodes d'ordres supérieurs La méthode de la séante revient en terme de polyn�meà un polyn�me d'ordre 1 en s où s est l'absisse urviligne (où plut�t l'absisse urviligned'une approximation polygonale de la ourbe suivie). La méthode de la tangente, quand àelle, est issue d'un développement limité au premier ordre de H(yn + ∆y). On en parle donomme des préditeurs d'ordre 1. Si l'on utilise plus de points déjà onnus, on peut onstruiredes préditeurs d'ordre supérieurs. Nous présentons ii une atégorie de préditeurs basés surune interpolation par les polyn�mes de Lagrange.Si l'on veut approher loalement H par un polyn�me P d'ordre m, il faut se donner m + 1points yn, .., yn−m qui sont d'absisses urvilignes respetives sn, .., sn−m. Puis, on déterminele polyn�me P grâe à ∀ i ∈ {n −m, ...m}, P (si) = yi. Les polyn�mes qui permettent derésoudre rapidement e système sont les polyn�mes de Lagrange. P s'érira don :

P (s) =

n∑

i=n−m







yi

n∏

k=n−m
k 6=i

s− sk

si − sk





Il ne reste plus qu'à e�etuer la prédition en alulant P (sn + ∆s) :

y
(0)
n+1 = P (sn + ∆s)Pratiquement, il est simple de se donner pour origine de l'absisse urviligne sn = 0 (i.e.

P (0) = yn), puis d'approher le alul des sn−1, .., sn−m qui déoule normalement d'uneintégration le long de la ourbe étudiée (et que l'on ne possède pas ii de façon ontinue) parla somme des longueurs des segments qui relient yn à yn−i :
{

sn = 0

∀ i ∈ {1, ..,m}, sn−i = sn−i+1 − ||yn−i+1 − yn−i|| < 0Méthodes de orretionNous onsidérons ii omme aquis les points y0, . . . , yn d'absisses urvilignes respetives
s0, . . . , sn et une prédition au rang suivant y

(0)
n+1 que nous orrigerons par une des méthodesi-dessous pour obtenir le point yn+1. Dans la mesure où l'on doit orriger P + 1 inonnuesà l'aide de P équations (H(x̃, µ) ∈ IRP ), il est néessaire de �xer arbitrairement une desinonnues (e que fait la méthode de Newton) ou d'ajouter une équation, e qui est souventun hoix plus judiieux et le as des méthodes Pseudo-arlength et de Moore-Penrose. Cesméthodes sont illustrées en �gure 2.5.
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µµ µ

x̃x̃ x̃

yn−2

yn−1

yn−1

ynyn
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y
(0)
n+1

y
(0)
n+1 y

(0)
n+1

Fig. 2.4 � Continuation : Prinipaux préditeursMéthode naturelle ou de Newton Cette méthode a pour partiularité de �xer l'inonnue
µn+1 à sa valeur de prédition :

µn+1 = µ
(0)
n+1Ce type de orretion est assez peu e�ae lorsque l'on e�etue la ontinuation de ourbes pré-sentant des retournements. On érit ensuite simplement un shéma de type Newton-Raphson :

H(x̃
(i+1)
n+1 , µn+1) ≈ H(x̃

(i)
n+1, µn+1) + Dx̃H(x̃

(i)
n+1, µn+1).∆x̃Ce qui permet d'érire le point orrigé :

y
(i+1)
n+1 =

{

x̃
(i)
n+1 + ∆x̃

µn+1

}

, ∆x̃ = −Dx̃H(x
(i)
n+1, µn+1)

−1H(x̃
(i)
n+1, µn+1)Méthode Pseudo-arlength Cette méthode onsiste en la orretion simultanée de x̃ et µen imposant omme équation manquante que le point orrigé se trouve sur l'hyperplan de

IRP+1 normal au veteur y
(0)
n+1 − yn, e que l'on peut érire :

< y
(i+1)
n+1 − y

(0)
n+1, y

(0)
n+1 − yn >= 0

⇔ < y
(i)
n+1 − y

(0)
n+1, y

(0)
n+1 − yn > + < ∆y, y

(0)
n+1 − yn >= 0

⇔ < ∆y, y
(0)
n+1 − yn >= 0Les équations s'érivent don :

y
(i+1)
n+1 = y

(i)
n+1 +







∆x̃

∆µ






,




Dx̃H(y

(i)
n+1) DµH(y

(i)
n+1)

x̃
(0)
n+1 − xn µ

(0)
n+1 − µn











∆x̃

∆µ






=







−H(y
(i)
n+1)

0





Méthode de Moore-Penrose Cette méthode e�etue aussi des orretion à la fois sur
x et µ en utilisant l'inverse (ou pseudo-inverse) de Moore-Penrose. En e�et, l'équation man-quante se traduit par le aratère non-arré de la matrie jaobienne du problème (2.22). Onne peut don pas inverser la jaobienne pour trouver la orretion à appliquer. Il est donintéressant d'utiliser alors non pas l'inverse mais la pseudo-inverse de Moore-Penrose dont ladé�nition est la suivante :



2.4. Algorithmes de ontinuation 39Dé�nition 2.5 : Matrie Pseudo-Inverse de Moore-PenroseSi A est une matrie de taille P ×M , son inverse (ou pseudo-inverse) de Moore-Penrose estdéterminée par :
A+ = At(AAt)−1Elle possède les propriétés suivantes :

• ∀ u ∈ IRP , A.(A+.u) = u

• ∀ (u, v) ∈ IRP ×Ker(A), < A+.u, v >= 0 2En notant D+H(y
(i)
n+1) la pseudo-inverse de la jaobienne DyH(y

(i)
n+1) = [Dx̃H(y

(i)
n+1) DµH(y

(i)
n+1)],et e�etuant la orretion suivante :

y
(i+1)
n+1 = y

(i)
n+1 +

{

∆x̃

∆µ

}

,

{

∆x̃

∆µ

}

= −D+H(y
(i)
n+1).H(y

(i)
n+1)on voit d'après la seonde propriété énonée que la orretion est e�etuée orthogonalementau noyau de DyH(y

(i)
n+1) (diretion (∆i) en �gure 2.5), e qui est intéressant étant donné quetoute ontribution appartenant à son noyau (symbolisé par les veteurs ~vi en �gure 2.5) nepermet pas de diminuer la norme de H(y

(i+1)
n+1 ).
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Fig. 2.5 � Continuation : Prinipaux orreteurs2.4.2 Adaptation de la distane entre deux points suessifsLorsque l'on e�etue la prédition d'un nouveau point, nous avons vu qu'il était néessairede se donner ∆s. Cet inrément d'absisse urviligne est un paramètre important à régler. Ene�et, plus il est grand, moins on utilise de points pour dérire la ourbe, e qui est a prioriavantageux en terme de oût de alul. Inversement, plus il est grand, plus le point préditest éloigné du préédent et plus mauvaise est la prédition, don plus il faudra d'itérationsde orretion pour retrouver notre ourbe. On voit don qu'il va falloir faire un ompromisentre es deux aspets. La �gure 2.6 illustre deux as de �gure lassiques. La première partiede la ourbe présente une ourbure faible ; on peut don espaer les points la dérivant : lespréditions resteront bonnes et le nombre d'itérations de orretion néessaires sera faible. En



40 2. Méthodes d'étude lassiques (loales)revanhe, la seonde partie de la ourbe présente un point de retournement, don une forteourbure ; il faut don un grand nombre de points pour le dérire orretement. Il est logiquede ne pas utiliser le même pas ∆s dans les deux as mais de l'adapter (on parle de steplengthadaptation en anglais).
PSfrag replaements

x̃

µ
∆s grand ∆s petitFig. 2.6 � Intérêt de l'adaptation du pas de ontinuationIl existe plusieurs tatiques pour adapter e pas. On trouvera l'essentiel résumé dans[AG03, Chap. 6℄, [Sey88, Se. 4.4℄ et [Kuz04, Se. 10.2.1℄, qui propose une solution très simpleet relativement e�ae à mettre en ÷uvre : on se donne un pas initial et un nombre d'itérationsde orretion maximal Nmax

cor et minimal Nmin
cor . Si après la prédition n + 1 utilisant un pas

∆s, la orretion néessite plus de Nmax
cor itérations, la orretion est arrêtée et l'on refaitune prédition ave un pas plus petit (par exemple, ∆s/2). Si la orretion onverge aprèsmoins de Nmin

cor itérations, on utilisera pour la prédition suivante un pas plus important (parexemple 2∆s). Si le nombre d'itérations néessaires à la orretion est ompris entre les deuxbornes, le même pas est onservé pour la prédition suivante.En e qui onerne l'initialisation de la valeur du pas, nous préonisons d'utiliser un ordrede grandeur identique à la disrétisation en µ attendue. En e�et, on peut s'attendre à undémarrage � plat de la ourbe �. L'essentiel de la variation d'absisse urviligne revient alorsà elle du paramètre de ontinuation :
∆s =

√

∆x̃2 + ∆µ2 ≈ |∆µ| (2.23)2.4.3 Branh swithingLorsque plusieurs solutions de type point �xe se rejoignent ou partent d'un même point, onne poursuit ave une tehnique de ontinuation usuelle que l'une de es branhes de solutions.Or on désire généralement les traer toutes. Il faut don pouvoir passer d'une branhe desolution à l'autre. On appelle le point de renontre de es solutions un point d'embranhement(branhing point) dont nous donnons la dé�nition issue de [Kuz04, Se. 10.2.4℄ :



2.4. Algorithmes de ontinuation 41Dé�nition 2.6 : Point d'embranhement (Branhing Point)Un point x0 est appelé point d'embranhement pour le problème de ontinuation :
F (x, µ) = 0, F : IRN+1 → IRN (2.24)si F (x0, µ0) = 0 et qu'il existe au moins deux ourbes régulières satisfaisant F (x, µ) = 0 etpassant par (x0, µ0). 2Ainsi, lorsque l'on réalise une ontinuation d'un problème ontinu en temps et qu'unebifuration de type Hopf se produit, on ne se trouve pas dans e as de �gure. En revanhe,l'étude menée dans le as disret à l'aide d'une setion de Poinaré permet de se ramener àl'étude de points �xes, et don de orrespondre à la dé�nition donnée.Deux grandes atégories d'approhes permettent alors de suivre l'une ou l'autre desbranhes : soit par onstrution des tangentes, soit par perturbation du système, e qui tendgénéralement à � asser � l'embranhement en deux branhes qui ne se oupent plus (voir�gure 2.7).PSfrag replaements Perturbation

Fig. 2.7 � Destrution du point d'embranhement par perturbationPoints d'embranhementNous proposons de détailler les méthodes d'embranhement par reherhe des tangentes.L'idée générale est d'avoir reours à la hessienne de F étant donné que les tangentes reher-hées annulent la Jaobienne. On se ramènera au as le plus fréquent où seules deux branhesse renontrent, et on posera une ondition sur la hessienne pour qu'il existe deux tangentesdistintes.Notons y0 = {x0, µ0}t ∈ IRN+1 un point d'embranhement.Loalement, on peut érire :
F (y0 + ∆y) = F (y0) + DyF (y0).∆y + DyyF (y0).(∆y,∆y) + O(||∆y||3)ave DyyF (y0).(∆x,∆y) =







N+1∑

j,k=1

∂2Fi(y0)

∂yj∂yk
xjyk







i=1..N

, la Hessienne de F en y0.Paramétrons selon l'absisse urviligne une des branhes de solution : c1(s) telle que
c1(0) = y0 et pour s au voisinage de 0, F (c1(s)) = 0. (L'existene de c1 est fournie par lethéorème des fontions impliites). En di�éreniant la relation préédente par rapport à s, onobtient : DyF (c1(s)).ċ1(s) = 0 ; les tangentes reherhées ċi(s) annulent don la jaobienne
DyF (y0). On note K = ker(DyF (y0)) le noyau de la jaobienne en y0.Le as le plus fréquent est la renontre de deux branhes distintes de solution. On estdon en reherhe de deux tangentes t1 et t2 : dim(K) = 2. Notons q1, q2 deux veteurs indé-pendants formant une base de K. Le théorème du rang nous permet de déduire de dim(K) = 2



42 2. Méthodes d'étude lassiques (loales)que dim(ker(DyF (y0)
t)) = 1. Il existe don un unique veteur φ non nul (à une multipliationpar un salaire près) tel que DyF (y0)

t.φ = 0. Nous allons utiliser e veteur pour pouvoironstruire une preuve d'existene de deux tangentes distintes.Di�érenions deux fois F (c1(s)) = 0 par rapport à s et prenons l'équation obtenue en s = 0 :
DyF (y0).ċ1(0) + DyyF (y0).(ċ1(0), ċ1(0)) = 0Si l'on fait le produit salaire à gauhe ave φ de ette relation, on obtient :
< φ,DyF (y0).ċ1(0) > + < φ,DyyF (y0).(ċ1(0), ċ1(s)) >= 0En remarquant que < φ,DyF (y0).ċ1(0) >=< DyF

t(y0).φ, ċ1(0) >=< 0, ċ1(0) >= 0, onobtient en�n :
< φ,DyyF (y0).(ċ1(0), ċ1(0)) >= 0On peut alors onsidérer le membre de gauhe omme une fontion quadratique dé�nie sur
K. En érivant que tout veteur v de K se déompose sur q1 et q2 selon v = v1q1 + v2q2, ona :
< φ,DyyF (y0).(v, v) >= v2

1b11 + v2
2b22 + 2v1v2b12, bij =< φ,DyyF (y0).(q1, q2) >En posant que l'un des veteurs de la base de K vaut q1 = t1 = ċ1(0) (onnu d'après laontinuation), on obtient failement un veteur q2 en le herhant orthogonal à q1 et dans K(tel que DyF (y0).q2 = 0). Il ne reste don plus qu'à trouver les oe�ients β1 et β2 tels que

t2 = β1q1 + β2q2.Quels que soient es oe�ients, t2 ∈ K par onstrution. La dernière équation à satisfairepour t2 = ċ2(0) est don : < φ,DyyF (y0).(ċ2(0), ċ2(0)) >= 0. Ce que l'on peut érire :
{

β1

β2

}t(

b11 b12

b12 b22

){

β1

β2

}

= 0Une solution évidente est (β1, β2) = (1, 0) qui redonne t1. Le problème i-dessus possèdedeux solutions distintes (don deux tangentes distintes) non triviales si le déterminant estnégatif : b11b22 − b2
12 < 0. En réinjetant que t1 = 1.q1 + 0.q2, on obtient b11 = 0 et par suite

β1 = −b22/(2b12)β2. Il ne reste plus qu'à �xer β2 en imposant par exemple une ondition denormalisation du type ||t2|| = 1.Obtenir numériquement φ, q1 et q2 ne pose pas de problème. Pour approher les quantités
bij , on peut utiliser les di�érene �nies en érivant :
DyyF (y0).(qi, qi) ≈ (F (y0 + hqi) + F (y0 − hqi)) /h2 et
DyyF (y0).(qi, qj) = (1/4) (DyyF (y0).(qi + qj, qi + qj)−DyyF (y0).(qi − qj, qi − qj))Ce qui préède justi�e la dé�nition et le lemme suivants :Dé�nition 2.7 : Point d'embranhement simple (Simple branhing point)Un point d'embranhement y0 est dit simple si :1. dim(ker(DyF (y0))) = 22. b11b22 − b2

12 < 0 2



2.5. Méthode de rédution de la taille du problème 43Lemme 2.2 : Lemme relatif aux points d'embranhementSoit y0 un point d'embranhement simple. Alors il existe deux ourbes régulières passant par
y0 et satisfaisant (2.24). De plus, leurs tangentes ti en y0 sont linéairement indépendantes etsatisfont toutes deux < φ,DyyF (y0).(ti, ti) >= 0. 2Points de bifuration de HopfComme on a pris le soin de le préiser en introdution de ette setion, la naissaned'une branhe de solutions périodiques ne rentre pas dans le adre de l'étude préédente. Onsouhaite néanmoins pouvoir � attraper � es branhes de solutions périodiques. On peut alorsutiliser deux approhes : la première, plus radiale, est de transformer le problème périodiqueen un problème de point �xe par le biais d'une setion de Poinaré. On peut alors appliquerla théorie de la setion 2.4.3. La seonde méthode est plus pragmatique : si une bifurationde type Hopf a été détetée en (x0, µ0), on possède les deux valeurs propres onjuguées departie réelle nulle : λi = +jωh et λ̄i = −jωh. On sait alors que la solution naissante vaut lasolution type point �xe initiale perturbée d'une omposante de période Th, ave Th = 2π/ωh.De plus, on peut failement se prourer les deux veteurs propres assoiés vi et v̄i. Il su�tdon de herher une solution périodique à proximité du point de bifuration, ave pour pointde départ de la reherhe x0 + Re(vi) cos(ωh.t) + Im(vi) sin(ωh.t).Cependant, il existe deux types prinipaux de bifuration de Hopf (.f. �gure 1.7) lorsquel'on éarte le as dégénéré. Pour savoir dans quel as, sur ou sous-ritique, on se trouve etdon de quel �té de µ0 herher, il est possible de aluler l1, premier nombre de Lyapunov.Les étapes de alul étant quelque peu fastidieuses, nous ne les détaillons pas ii. Elles sonttrès lairement résumées dans [Kuz04, Se. 10.2.3℄. Lorsque l'on a e�etué e alul, le signede l1 donne le as dans lequel on se trouve : l1 < 0 orrespond au as sur-ritique et l1 > 0orrespond au as sous-ritique.2.5 Méthode de rédution de la taille du problèmeLa reherhe des yles limites est fréquemment réalisée par une méthode de balaneharmonique (f. � 2.3.2). Il est possible, lors de l'utilisation de ette méthode, de réaliser lamajeure partie des aluls sur un faible nombre de ddl non-linéaires en proédant ommesuit : on partitionne les variables x̃i, i = 1 . . . P en Vnl variables non-linéaires dont dépendla fontion non-linéaire Ĥ(x̃) en Vl = P − Vnl variables dites linéaires n'intervenant pas dansl'expression de ette fontion. On peut alors réordonner le veteur d'inonnues en plaçant lesinonnues linéaires x̃l en tête et les inonnues non-linéaires x̃nl en pied de veteur, et réériresynthétiquement les équations du système (2.20) omme suit :

[

H̄ll H̄lnl

H̄nll H̄nlnl

]{

x̃l

x̃nl

}

+

{

Ĥl(x̃nl)

Ĥnl(x̃nl)

}

=

{

Hcl

Hcnl

} (2.25)En séparant les deux groupes d'équations, on peut ainsi e�etuer la résolution sur les variablesnon-linéaires uniquement en traitant (2.26b) puis obtenir les variables linéaires par la relation(2.26a).
x̃l = H̄−1

ll

[

Hcl − H̄lnlx̃nl − Ĥl(x̃nl)
] (2.26a)



44 2. Méthodes d'étude lassiques (loales)
[
H̄nlnl − H̄nllH̄

−1
ll H̄lnl

]
x̃nl +

[

Ĥnl(x̃nl)− H̄nllH̄
−1
ll Ĥl(x̃nl)

]

= Hcnl − H̄nllH̄
−1
ll Hcl (2.26b)Ainsi, si l'on avait N ddl initialement dont Nnl ddl non-linéaires (impliqués dans l'expressiondes non-linéarités) et que l'on utilise une méthode de balane harmonique à p harmoniques,on résout un système de taille au plus Vnl = (2p + 1)Nnl au lieu de onsidérer un systèmede taille P = (2p + 1)N . Pour des strutures dont les non-linéarités sont issues d'organesspéi�ques ou de ontat, le gain peut être très important.2.6 ConlusionLes outils présentés dans e hapitre permettent d'étudier loalement les solutions de typepoint �xe ou périodique de systèmes non-linéaires : ils permettent de onstruire des solutions,d'étudier leur stabilité, leur évolution en fontion de la variation d'un paramètre du systèmeet dans e adre, la détetion et l'étude des bifurations.Il nous reste maintenant à aborder les tehniques permettant de trouver non pas une seulemais toutes les solutions d'un système dynamique non-linéaire sur lesquelles nous pourrontappliquer es tehniques loales. C'est à ela que sont onsarés les quatre hapitres suivantsde e mémoire.



Chapitre 3Analyse globale par ell-mapping
Nous abordons ave e hapitre l'étude des méthodes d'analyse globale adaptées aux as desystèmes méaniques dynamiques.Premier volet des quatre familles qui seront explorées, le ell-mapping ou ell-to-ell map-ping onsiste d'une part en la suppression de l'aspet temporel du problème et d'autre parten une disrétisation de l'espae d'états en ellules. L'objetif est de transformer un systèmeontinu en espae et en temps en un système disret. Pour bien omprendre le ell-mapping, ilest intéressant de déoupler les deux aspets : suppression ou transformation de l'aspet tem-porel d'une part, e qui est relatif au terme � mapping � et disrétisation de l'espae d'autrepart, e qui est relatif à la notion de ellule (ell). L'ouvrage faisant référene à e sujet estle livre de C. S. Hsu, [Hsu87℄.3.1 Constrution d'un mappingPartant d'une équation di�érentielle (1.3) dérivant le omportement d'un système et d'unensemble de onditions initiales EIC , on souhaite généralement onnaître le omportementdu système pour des temps longs : points �xes, solutions périodiques, quasi-périodiques etsolutions haotiques. Une méthode direte bien qu'impossible à réaliser matériellement estd'intégrer le système (1.3) en tout point x0 ∈ EIC sur une durée in�nie.A�n d'obtenir es solutions, nous réalisons un mapping G qui est une appliation de IRQdans IRQ (Q = 2N dans notre as) qui disrétise l'aspet temporel. Deux types de mappingpeuvent être onstruits a�n de représenter un système de la forme (1.3) :45



46 3. Analyse globale par ell-mapping� en onsidérant un point x de IRQ, on pose x′ = G(x) le point obtenu après l'intégrationde (1.3) pendant un temps τ �xé ave x pour ondition initiale� en onsidérant un hyperplan Σ de IRQ et en attribuant pour image à tout point x de Σle premier point de la trajetoire issue de l'intégration temporelle de (1.3) ayant x pourondition initiale qui oupe Σ de façon transverse et direteIl va de soi que dans le seond as, si l'hyperplan Σ n'a pas été hoisi de façon judiieuse(par exemple, les trajetoires issues de Σ restent dans Σ), le mapping n'est pas représentatifdu omportement du système. Ces mappings orrespondent à la dé�nition donnée en � 1.2.4d'une appliation de Poinaré.La �gure 3.1 illustre les deux méthodes de onstrution. Dans le as (a), Q = 2 et dans leas (b) l'étude d'un système autonome de dimension Q = 3 est ramenée à elle d'un systèmede dimension 2 par intersetion ave l'hyperplan Σ.PSfrag replaements
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(a) Mapping par éhantillonage à τ (b) Mapping par intersetion aveun hyperplan ΣFig. 3.1 � Modes de onstrution d'un mappingLe hoix entre l'une ou l'autre des méthodes de onstrution dépend essentiellement dela nature autonome ou non du problème. En e�et, lorsque qu'un système est non-autonome,'est fréquemment pare qu'il est soumis à une exitation périodique. Il semble alors asseznaturel d'utiliser la première méthode en prenant τ égal à la période d'exitation. Dans leas d'un système autonome en revanhe, puisqu'auun temps partiulier ne se dégage, il estpréférable d'utiliser une setion de Poinaré, dans la mesure où ela a l'avantage de ramenerl'étude d'un système de dimension Q à elle d'un système de taille Q − 1 par restrition àun hyperplan. Si l'on souhaite néanmoins utiliser une appliation de premier retour ave unsystème non-autonome ẋ = F (x, t), on peut augmenter e système en utilisant le hangementde variable θ = 2πt/τ et en rajoutant l'équation θ̇ = 2π/τ , τ ayant été hoisi arbitrairement.L'intérêt d'utiliser de tels mappings est qu'il a été démontré que les propriétés des systèmesétaient onservées en termes de nombre, natures et stabilité de solutions ainsi qu'en termesde bifuration. Bien que [Hsu87℄ soit l'ouvrage de référene en matière de ell-mapping, ontrouvera des expliations satisfaisantes sur les mapping ou point-mapping dérits i-dessus,dans [NB95℄.



3.2. Disrétisation de l'espae 473.2 Disrétisation de l'espaeIl va de soi que s'être a�ranhi du problème temporel en utilisant un mapping ne su�tpas : en e�et, il faudrait onstruire le mapping pour un espae ontinu inlus dans IRQ ou
IRQ−1 e qui relève de l'impossible à moins de pouvoir obtenir une expression analytiquedu mapping. Comme e dernier as est peu fréquent, on a reours à une disrétisation del'espae en ellules. On borne don le domaine d'étude puis on le déoupe en un nombre �nide ellules ; on obtient alors une olletion de ellules à laquelle on ajoute une ellule puits(sink ell) qui sert à représenter tous les états en-dehors de la zone d'intérêt EIC que l'on s'est�xée.La façon la plus ourante de dé�nir es ellules est de se donner un pavé EIC de IRQ(resp. IRQ−1 selon le mapping adopté) et de hoisir un nombre de moreaux dans haquediretion de l'espae N1 ×N2 × · · · ×NQ (resp. N1 ×N2 × · · · ×NQ−1) a�n d'obtenir ∏Niellules partitionnant EIC auxquelles on ajoute la ellule puits pour obtenir une olletion Cde NC =

∏
Ni + 1 ellules.Si l'on note :

• EIC = [E−
1 E+

1 ]× · · · × [E−
Q E+

Q ] : l'espae d'intérêt,
• hi = (E+

i − E−
i )/Ni : le pas de disrétisation dans haque diretion,haque ellule ouvre don les x tels que :
∀ i ∈ [[1, Q]], E−

i + (zi − 1)hi ≤ xi < E−
i + zihiles zi ∈ {1, . . . , Ni} dépendant de la ellule onsidérée. Il est don assez naturel de désignerune ellule, notée z, par ses oordonnées {z1, z2, . . . , zQ}. On peut hoisir d'attribuer à laellule puits la oordonnée {0, 0, . . . , 0}.Une fois ette disrétisation de l'espae e�etuée, il faut attribuer à haque ellule uneimage. Trois méthodes sont alors possibles :� Cell-mapping simple (Simple ell-mapping) : seul un point par ellule est retenu et faito�e de onditions initiales. Généralement, 'est le entre de la ellule qui est utilisé� Cell-mapping interpolé (Interpolated ell-mapping) : plusieurs points sont utilisés surla ellule et une interpolation est réalisée sur les di�érentes images� Cell-mapping généralisé (Generalized ell-mapping) : plusieurs points sont utilisés surla ellule et une probabilité est attribuée aux di�érentes images obtenuesDans l'ordre d'énumération, le oût numérique augmente ar un nombre roissant de pointsest utilisé pour dérire l'évolution de la ellule dans le temps. En même temps que e oût,augmente bien évidemment la qualité de la desription du système. C'est don un ompromistemps/qualité qu'il faut réaliser.La �gure 3.2 illustre un simple ell-mapping pour Q = 2. Selon ette �gure, l'image dela ellule z1 = {z1, z2} = (1, 1) est la ellule z2 = (2, 2) et elle de la ellule z2 est la ellulez3 = (3, 6). Il apparaît lairement qu'il y a une approximation réalisée en amont et en aval :d'une part, le entre de la ellule vaut pour représentant de la ellule tout entière or etteapproximation n'est valable que si la ellule est su�samment petite. D'autre part, l'imagedu entre de z2 n'est pas exatement le entre de z3. L'analyse de e mapping, omme on leverra dans la setion suivante onsiste à dire que l'image de z1 par G2 est z3. Si l'on redonne



48 3. Analyse globale par ell-mappingson sens physique à ei, 'est que l'on onsidère que les points de la ellule z1 au bout d'unedurée 2τ se trouvent dans la ellule z3. On voit don qu'il y a un umul d'erreurs qui peutdevenir gênant en termes d'interprétation si les ellules sont trop grossières.
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Intégration sur unedurée τFig. 3.2 � Illustration d'un simple ell-mapping3.3 Analyse d'un ell-mappingUne fois onstruit le ell-mapping G qui à haque ellule assoie une ellule image selonl'une ou l'autre des tehniques de mapping et de desription de l'image d'une ellule, il fautanalyser le résultat, 'est à dire trouver les hemins qui se referment sur eux-mêmes. Nousdérivons ii brièvement l'algorithme d'analyse proposé par [Hsu87℄ dans le as d'un ell-mapping simple.Il est proposé d'attribuer trois nombres à haque ellule :
• Gr, le numéro du groupe de ellules : toutes les ellules attirées par une même séquenepériodique sont du même groupe
• St, le nombre d'itérations de G néessaires pour qu'une ellule rejoigne le groupe pé-riodique vers lequel elle se dirige (St = 0 pour les ellules onstituant la séquenepériodique)
• P , la période de la séquene périodique à laquelle appartient la ellule ou vers laquelleelle se dirigeL'analyse du ell-mapping se fait alors selon l'algorithme donné en �gure 3.3 dont nous dé-taillons les étapes i-dessous :1. On initialise es trois nombres à 0 pour haune des NC ellules.2. On attribue à la ellule puits zs les nombres suivants : Gr(zs) = 1, St(zs) = 0 et P (zs) =

1.3. On onstruit des séquenes de ellules Lz = [z0, z1 = G(z), . . . , zn = Gn(z)] jusqu'àtomber sur une séquene périodique déjà repérée ou refermer la séquene sur elle-même,
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Initialisation
∀ z ∈ C, Gr(z)← 0, St(z)← 0, P (z)← 0Traitement spéial de la ellule puits
Gr(zs)← 1, St(zs)← 0, P (zs)← 1Constrution d'une nouvelle séquene LzChoix de z ∈ C telle que Gr(z) = 0

n← 0, z0 ← z, Lz ← [z0], Gr(z0)← −1z′ ← G(zn)

Gr(z′) ≥ 1 ?
Gr(z′) = −1 ? O

O
N
N z′ appartient à un groupe déjà identi�é

∀ k ∈ [[0, n]], Gr(zk)← Gr(z′),
St(zk)← St(z′) + n + 1− k, P (zk)← P (z′)Déouverte d'une boule au sein de Lz

∃i ∈ [[0, n]]/ z′ = zi ; nouveau numéro de groupe NGr

∀k ∈ [[0, n]], Gr(zk)← NGr, P (zk)← n + 1− i

∀k ∈ [[0, i− 1]], St(zk)← i− k, ∀k ∈ [[i, n]], St(zk)← 0Ajout de z′ à la séquene en ours
Lz ← [z0, z1, . . . , zn, zn+1 = z′], Gr(z′)← −1

n← n + 1Fig. 3.3 � Algorithme d'analyse d'un ell-mapping



50 3. Analyse globale par ell-mappinge qui revient à déouvrir une nouvelle séquene périodique, en partant d'une ellulez0 dont le nombre Gr(z0) est nul (e qui signi�e qu'elle n'a pas enore été traitée). Unnombre Gr(zk) = −1 est attribué temporairement à toute ellule de la séquene enours de traitement.Considérons don la séquene Lz = [z0, z1 = G(z), . . . , zn = Gn(z)].
∀ k ∈ [[0, n]], Gr(zk) = −1, St(zk) = 0, P (zk) = 0Considérons les trois as suivants pour l'image de zn, z′ = G(zn) :(a) SiGr(z′) ≥ 1, z′ appartient à un groupe déjà identi�é : on réperute les informationssur les ellules de la séquene :

• ∀ k ∈ [[0, n]], Gr(zk) = Gr(z′)
• ∀ k ∈ [[0, n]], St(zk) = St(z′) + n + 1− k

• ∀ k ∈ [[0, n]], P (zk) = P (z′)On hoisit une nouvelle ellule z0 telle que Gr(z0) = 0 pour démarrer une nouvelleséquene.(b) Si Gr(z′) = −1, une nouvelle séquene périodique est déouverte au sein de Lz :
∃ i ∈ [[0, n]] tel que z′ = zi. Un nouveau numéro de groupe NGr est attribué àhaune des ellules.
• ∀ k ∈ [[0, n]], Gr(zk) = NGr

• ∀ k ∈ [[0, i− 1]], St(zk) = i− k, ∀ k ∈ [[i, n]], St(zk) = 0

• ∀ k ∈ [[0, n]], P (zk) = n + 1− iOn hoisit une nouvelle ellule z0 telle que Gr(z0) = 0 pour démarrer une nouvelleséquene.() Si Gr(z′) = 0, la séquene s'agrandit d'une nouvelle ellule :
• Gr(z′) = −1

• Lz = [z0, z1, . . . , zn, zn+1 = z′]On poursuit le raisonnement ave z′ = G(zn+1).En�n, nous donnons l'exemple suivant : soit le ell-mapping trivial représenté en �gure3.4 ; les ellules ont été numérotées de 1 à 8, le numéro 9 étant attribué à la ellule puits etla ellule image de haque ellule est désignée par une �èhe. Cette �gure résume en sommeles informations que l'on possède après disrétisation de l'espae EIC puis onstrution duell-mapping simple par intégration temporelle du entre de haque ellule.Ces informations sont reportées dans les trois premières olonnes du tableau 3.1. La premièreolonne reporte les oordonnées disrètes z1 et z2 selon les axes x et y, la seonde indique lenuméro de la ellule orrespondante et la troisième, le numéro de la ellule image. Les olonnessuivantes re�ètent l'état des trois nombres Gr, St et P lors de la onstrution d'une séqueneommençant par la ellule 1. On voit ainsi que l'on ajoute suessivement les ellules 1 (n=0),2 (n=1), 7 (n=2) puis 6 (n=3). On se trouve alors ave z′, image de la ellule 6, valant laellule 2 pour laquelle le nombre Gr vaut -1. Conformément à l'étape 3.b de l'algorithme,on identi�e une nouvelle séquene et on herhe l'indie i tel que z′ = zi : i = 1 pour notreexemple. On en onlut, en dernière olonne, que l'on a un yle de période 3 onstitué desellules 2, 7 et 6 ayant la ellule 1 dans son bassin d'attration.
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52 3. Analyse globale par ell-mapping3.4 Interprétation d'un ell-mappingAprès l'étape d'analyse, reste à interpréter les résultats. En e�et, selon la �nesse de ladisrétisation adoptée, les séquenes périodiques ou yles trouvés, re�ètent plus ou moins�dèlement le omportement du système. En poussant à l'extrême, si l'on a fait le hoix deprendre une seule ellule pour disrétiser EIC , deux groupes au plus peuvent être dégagés :le groupe 1, relatif à la ellule puits et le groupe 2 qui donne que l'image de la ellule estelle-même, e qui ne veut rien dire de plus qu'il existe au moins une trajetoire revenantdans EIC . Cei ne donne que peu d'informations relativement à la dynamique du système.De la même façon, si une solution périodique réelle existe dans l'espae ontinu, il se peutqu'elle soit traduite par plusieurs yles du ell-mapping, ei provenant du fait qu'une ellulesera toujours plus large qu'un point. On trouvera des exemples d'appliation de méthodes deell-mapping et don d'analyse, dans les artiles [LSW97℄ et [DCL05℄.A�n de parer à es problèmes, il est intéressant d'adopter une tehnique de ra�nement :partant d'une disrétisation grossière de l'espae EIC , on la ra�ne autour des zones où desyles ont été détetés. Ainsi, on travaille ave un maillage lâhe aux endroits de peu d'intérêtet �n sur les zones ontenant des solutions remarquables. Une telle approhe mêlant ell-mapping simple en première approximation et ell-mapping généralisé sur les zones de fortintérêt est proposée par [Hsu87℄ et dénommée � From large to small � ; [GK99℄ propose aussiune méthode de ra�nement adaptatif dans le as du ell-mapping généralisé.3.5 Appliation à un osillateur de Du�ngNous proposons de tester haune des méthodes d'analyse globale sur le système simpleque onstitue l'osillateur de Du�ng dont une étude est donnée en annexe A. Nous appliquonsdon un ell-mapping simple pour e système en étudiant la zone de ondition initiales EIC =

[−2, 2]×[−3, 3]. Le tableau 3.2 résume les aratéristiques numériques des ell-mapping utiliséspour réer les �gures 3.5 à 3.9. Les aluls ont été réalisés sur un serveur Intel Core 2 DuoE6600 (4Go de Ram). La ligne intitulée � Cyles � donne la période des yles trouvés ennotation abrégée : n-P signi�e que le yle est onstitué de n ellules ; ette indiation estsuivie par le nombre de yles de ette période.Les �gures 3.5 et 3.6 représentent les bassins d'attration obtenus pour les valeurs respe-tives de ω = 1.2 rad.s−1 et ω = 1.5 rad.s−1. Sur es deux �gures, on distingue trois solutions,marquées par des symboles + et leurs bassins d'attration représentés par des symboles •de même ouleur. Les solutions S1, en bleu et S3, en rouge sont stables ; elles possèdent desbassins d'aire non nulle. La solution S2, en vert, en revanhe, se situe sur la séparatrie entreles deux bassins de S1 et de S3 et ne possède pas son propre bassin : elle est instable.Nous avons ra�né les zones enadrées en �gure 3.5 (ω = 1.2 rad.s−1) qui ontiennentles îlots de solution S1, S2 et S3. Nous appliquons sur es zones un nouveau ell-mappingsimple a�n d'a�ner la loalisation des solutions. On obtient alors respetivement les �gures3.7, 3.8 et 3.9. Nous avons aussi traé sur es trois dernières �gures le résultat de l'intégrationtemporelle issue du entre de haque ellule. Partant du entre matérialisé par un pointbleu, nous menons un trait jusqu'au point obtenu à la �n de l'intégration temporelle (don
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Fig. 3.5 � Cell-mapping - Osillateur de Du�ng : Bassin d'attration pour ω = 1.2 rad.s−1
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54 3. Analyse globale par ell-mappingFig. 3.5 Fig. 3.6 Fig. 3.7 Fig. 3.8 Fig. 3.9
EIC

[−2, 2]

[−3, 3]

[−2, 2]

[−3, 3]

[−0.34,−0.22]

[−0.03, 0.15]

[−0.65,−0.49]

[0.09, 0.33]

[0.73, 0.89]

[0.27, 0.51]Divisions
(N1 ×N2)

101 × 101 101 × 101 51× 51 51× 51 51× 51Temps pu (s) 112 95 17 20 21Cyles : périodeet nombre 1-P : 6 1-P : 143-P : 5 1-P : 2 1-P : 5 1-P : 18-P : 1Tab. 3.2 � Cell-mapping - Osillateur de Du�ng :tableau réapitulatif des aratéristiques numériquesau bout d'un temps τ = 2π/ω). On voit ainsi se dessiner la dynamique du système auxabords de es trois solutions. Nous avons souligné le mouvement dominant au voisinage dessolutions à l'aide d'un trait noir �éhé. On peut lire ainsi que, onformément à la lassi�ationétablie en � 1.2.5, les solutions S1 et S3 sont des foyers stables tandis que la solution S2onsiste en un point selle dont nous avons représenté les diretions attratries et répulsives.La stabilité ainsi lue des solutions se retrouve en �gure 3.10 qui donne les portraits de phaseobtenus pour des intégrations temporelles dont les onditions initiales orrespondent auxzones identi�ées omme étant des solutions : en bleu est représentée la trajetoire durant les100 périodes d'exitation pour lesquelles l'intégration temporelle a été menée ; en vert, seulela première période d'exitation est représentée et en rouge, la dernière. On voit don quepour les solutions stables S1 et S3 la trajetoire forme une ellipse inhangée au ours des 100périodes d'intégration : les premiers et derniers yles se superposent. En revanhe, le yleinstable S2 représenté en vert est vite quitté par le système qui regagne ii le yle S3.Nous venons de voir que les �gures produites par un ell-mapping sont très séduisantes etque la quantité d'informations quant à la dynamique du système est importante : solutions,bassins d'attration, stabilité. Cependant, ette étude a été menée sur un système très simpleà un seul degré de liberté. Qu'en est-il lorsque la taille du système augmente ? En e�et, si laquantité d'informations résultant d'un ell-mapping est importante 'est entre autres pareque la quantité d'informations traitée l'est aussi : ette méthode génère un grand nombre deellules don un grand nombre d'informations à stoker et demande une intégration temporellepar ellule, don un temps de alul que l'on peut supposer onséquent même si ela n'est paspereptible sur notre exemple. Essayons don d'extrapoler es résultats pour des systèmes detaille plus importante. D'après les temps de alul reensés pour nos inq essais, on en déduitun temps moyen de alul Tmoy = 0.0085 s par ellule. Pour un système dynamique à N ddl -don un espae d'états de dimension 2N - que l'on subdiviserait en Nd moreaux dans haquediretion (N1 = · · · = N2N = Nd), on obtient les grandeurs lé suivantes :Nombre de ellules à traiter : N ′
c = N2N

d (3.1a)Temps total de alul : Ttot = TmoyN
′
c (3.1b)Espae de stokage : S = szN

′
c (3.1)où sz désigne l'espae dédié au stokage des informations pour une ellule.En prenant sz = 1 otet, 'est à dire l'espae permettant juste de réer un veteur dont
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3.6. Conlusion 57l'élément i ontient l'indie j de la ellule image lors d'un ell-mapping simple, et en appliquantes formules pour des systèmes de 1 à 5 ddl et des valeurs de Nd variant entre 10 et 100, onobtient les diagrammes représentés en �gure 3.11. On voit ainsi que pour un système de 4 ddlpour lequel on réaliserait 20 divisions dans haque diretion, il faudrait stoker au minimum500 Go de données obtenues après 10 ans de alul... quand bien même on diviserait par 10le temps de alul par ellule, l'utilisation d'une telle méthode n'est pas envisageable. Cetteextrapolation nous amène don à nous tourner vers d'autres méthodes, ertainement moinsrihes dans leur résultats mais permettant de traiter des systèmes de taille plus importante.3.6 ConlusionBasé sur l'intégration temporelle de points de l'espae d'états, don donnant une imageglobale de l'évolution du système, le ell-mapping s'avère être une méthode séduisante entermes de rihesse des résultats : solutions de di�érentes natures, bassins d'attration etstabilité. Cependant elle s'est révélée trop oûteuse numériquement pour pouvoir satisfaire ànotre besoin. En e�et, elle ne permet de traiter dans des délais raisonnables (quelques jours aumaximum) que des systèmes à un ou deux degrés de liberté qui ne su�sent pas pour dériredes strutures industrielles. Nous allons don nous tourner dans les prohains hapitres versdes tehniques donnant une vision moins omplète de la dynamique du système - en faisantpar exemple des hypothèses sur la forme des solutions reherhées don en restreignant lehamp d'investigation - mais plus rapides en termes de alul.
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Fig. 3.11 � Cell-mapping - Extrapolation des temps de alul et des espaes de stokage



Chapitre 4Analyse globale par exlusion deellules
Nous abordons ave e hapitre l'utilisation de méthodes permettant la résolution de sys-tèmes algébriques et non de systèmes dynamiques. Ces méthodes néessitent don la transfor-mation de l'équation di�érentielle (1.1) en un système algébrique (2.10) voué à représenterun type de solution partiulier (point �xe, solution périodique, et). Il faut don appliquer esméthodes sur des systèmes de la forme (2.10) issus de transformations de (1.1) di�érentes,pour obtenir toutes les solutions du problème onsidéré. Leur avantage sur les méthodes deell-mapping est en revanhe leur apaité à traiter de plus gros systèmes.Le prinipe des méthodes par exlusion de ellule est de traiter l'ensemble Ω des valeurspossibles pour les variables x̃i sous forme de ellules X̃ réunies dans une partition Γk del'espae inlus dans Ω dont on va herher à montrer qu'elle ne ontiennent pas de solution. Sil'on y arrive, la ellule est éliminée, sinon, elle est subdivisée en sous-ellules. Le moyen utilisépour montrer qu'auune solution n'est ontenue dans la ellule est un test numériquement peuoûteux. Ce test est nommé test d'exlusion ou ell disarded ondition que nous noteronssous sa forme abrégée CDC dans la suite de e hapitre. Ce proessus est dérit par l'algorithme4.1.L'e�aité de es méthodes dépend essentiellement de deux hoses. Premièrement et ma-joritairement, elle dépend du test d'exlusion : s'il n'élimine pas failement de larges zonesvides de solutions, es zones sont subdivisées en zones plus petites qui sont testées à leur tour.Si le test n'est apable d'éliminer que des ellules de très petite taille, il faudra l'exéuter surun nombre de ellules très important e qui ralentira l'exéution de l'algorithme. Plusieurs59



60 4. Analyse globale par exlusion de ellulesPSfrag replaements InitialisationPartition initiale Γ1 de Ω ; k ← 1Test d'exlusion appliqué aux ellulesde Γk ⇒ élimination de ellules de ΓkRestent les ellules Γ̂k
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Fig. 4.1 � Méthodes d'exlusion - Algorithme généraltypes de tests sont proposés dans la littérature, adaptés à di�érentes situations. Nous donnonsdans les setions suivantes les prinipaux tests d'exlusion et la littérature assoiée et nousonseillons dès à présent l'artile [XZW96℄ qui onstitue une bonne introdution à es mé-thodes. Le seond paramètre jouant sur l'e�aité de l'algorithme est la �nesse de partitionde la zone étudiée : si lorsque l'on passe de la partition Γk à une partition plus �ne Γk+1,on subdivise haque ellule en un trop grand nombre de sous-ellules, il faudra exéuter untrès grand nombre de fois le test d'exlusion, e qui sera oûteux ; si, à l'inverse, on subdivisetrop peu Γk, le test d'exlusion est e�etué un faible nombre de fois mais le domaine aprèsexlusion n'est pas très di�érent du domaine préédent dans la mesure où les ellules testéessont peu di�érentes de elles du rang préédent.Ce hapitre s'organise omme suit : nous détaillons tout d'abord les étapes du shéma 4.1,puis nous onsarons les setions 4.2 et 4.3 à des tests d'exlusion exploitant les éventuellesspéi�ités de la fontion H(x̃) que l'on essaye d'annuler. Nous présentons ensuite en détail untest d'exlusion plus général basé sur la méthode dite � du simplexe �. En�n, nous appliquonsette dernière méthode au même osillateur de Du�ng que elui du hapitre préédent.On rappelle que l'on note P la dimension de x̃ et on suppose, sauf mention ontraire, que lesystème est arré (i.e. on possède autant d'équations que d'inonnues).4.1 Etapes de l'algorithme généralLorsque l'on veut mettre en ÷uvre l'algorithme dérit brièvement en introdution et re-présenté en �gure 4.1, il faut ommener par réer une première partition Γ1 de l'espae Ω



4.2. Tests d'exlusion simples 61qui représente le domaine de IRP sur lequel les variables x̃i, 1 ≤ i ≤ P peuvent prendre leursvaleurs. Les ellules X̃ onstituant une telle partition sont des pavés de IRP . On peut donhoisir Γ1 = Ω et ne onsidérer qu'une ellule pour la première partition si la forme de Ω s'yprête ou au ontraire onsidérer plusieurs ellules, par exemple d'une taille maximale imposéesi l'on possède des informations sur l'e�aité du test d'exlusion utilisé ensuite. Pour e quinous onerne, nous avons hoisi la première possibilité.L'étape sur laquelle on est ensuite suseptible de s'interroger est elle onsarée au ra�-nement de Γ̂k en Γk+1. Γ̂k ontient uniquement des ellules que le test d'exlusion ne peutéliminer ; elles sont don trop vastes, il faut en réduire la taille. Il est rare de trouver dans lalittérature une autre méthode que elle qui vient assez naturellement de former une partitionde l'espae restant en divisant les ellules en deux selon haune des P diretions. Il semblemême que ette méthode soit généralement optimale selon [XZW96℄. Notons quand mêmela proposition faite dans [YT02℄ d'exploiter les aluls réalisés pendant l'appliation du testd'exlusion dans le as de la méthode du simplexe.Examinons maintenant le ritère important de la taille limite de la ellule en-deçà delaquelle on estime que si le test ne l'a pas exlue, 'est qu'elle ontient une solution. Idéalement,le ritère serait que la ellule soit réduite à un point. Cei étant impossible à obtenir pardihotomie, on hoisit que la ellule soit su�samment petite, 'est-à-dire que haune desbornes inférieures et supérieures de ses omposantes soit su�samment prohe. Cei peut sequanti�er de façon relative - su�samment prohe par rapport à la valeur entrale - ou absolue.La première façon est séduisante sauf dans le as où la ellule possède une de ses omposantesentrée sur une valeur prohe de zéro (le ritère relatif imposant alors de diviser par zéro).Nous hoisissons don le ritère suivant :Cellule assez petite⇔ ∀ i ∈ [[1, P ]],

{ Si 0 ∈ X̃i, w(X̃i) < ǫXaSi 0 6∈ X̃i, w(X̃i) < ǫXr min(|X̃ i|, |X̃ i|)
(4.1)en notant X̃i et X̃ i respetivement les bornes inférieure et supérieure et w(X̃i) = X̃i − X̃ i lalargeur de la ellule selon la omposante i.Un hoix qui semble raisonnable des valeurs ǫXa et ǫXr est 10−6 pour le premier et 10−3 pourle seond.En�n, les deux étapes permettant l'arrêt de l'algorithme orrespondent au as où toutesles ellules de la partition Γk ont été éliminées par le test : il n'existe don auune solutionsur le domaine Ω étudié. L'autre as, plus attendu, orrespond à la on�guration où Γ̃k neontenait plus que quelques ellules qui après subdivision sont d'une taille jugée raisonnablepour pouvoir être onsidérées omme représentantes de solutions.4.2 Tests d'exlusion simplesNous reportons dans ette setion deux tests d'exlusion simples dans leur formulation,proposés par [XZW96℄ et qui s'appuient sur des propriétés fortes de la fontion H étudiée.On rappelle que l'objetif d'un test d'exlusion appliqué à une ellule X̃ est de garantir lanon-existene d'une solution sur et espae. On utilise don généralement la ontraposée d'une



62 4. Analyse globale par exlusion de ellulesproposition de la forme :Il existe une solution x̃∗ sur X̃ ⇒ Conditions à véri�er (4.2)En testant les onditions et en trouvant qu'elles ne sont pas véri�ées, on peut a�rmer qu'iln'existe auune solution sur X̃. Nous formaliserons un test d'exlusion onformément à (4.2).En�n, nous dé�nissons les notations suivantes :� Centre d'une ellule X̃ : mid(X̃), ∀ i ∈ [[1, P]], mid(X̃i) =
X̃i + X̃i

2� Largeur d'une ellule X̃ : w(X̃i) = X̃ i − X̃ i et w(X̃) = max
1≤i≤P

(w(X̃i))4.2.1 Fontion lipshitzienneSi H est lipshitzienne sur l'ouvert Ω ⊂ IRP , on a par dé�nition :
∀ i ∈ [[1, P ]], ∃ αi ∈ IR+ tel que ∀ (x̃, ỹ) ∈ Ω2, ||Hi(x̃)−Hi(ỹ)|| ≤ αi||x̃− ỹ||Ainsi, s'il existe un zéro x̃∗ sur la ellule X̃ ⊂ Ω, on peut érire que l'on a néessairement :

∀ i ∈ [[1, P ]], ||Hi(ỹ)|| ≤ αi||x̃∗ − ỹ||En partiularisant ỹ omme étant le entre mid(X̃) de la ellule étudiée et en notant
r̃t = {w(X̃1), . . . , w(X̃P )} le veteur désignant les dimensions de la ellule selon ses P o-ordonnées, on aboutit au CDC suivant :

∃ x̃∗ ∈ X̃ / H(x̃∗) = 0⇒ ∀ i ∈ [[1, P ]], ||Hi(mid(X̃))|| ≤ αir̃i/2 (4.3)La di�ulté pour l'utilisation de e test d'exlusion est de déterminer les plus petits αi, 'est-à-dire les onstantes de Lipshitz de haune des omposantes de H qui permettent de réaliserun test e�ae.4.2.2 Fontion monotonement déomposableEn dé�nissant la relation d'ordre suivante sur IRP :
x̃ ≤ ỹ ⇔ ∀ i ∈ [[1, P ]], x̃i ≤ ỹi,on dit qu'une fontion C de IRP dans IRP est isotone si elle onserve l'ordre :

C isotone⇔ ∀ (x̃, ỹ) ∈ (IRP )2, x̃ ≤ ỹ ⇒ C(x̃) ≤ C(ỹ)On dit alors que H est monotonement déomposable si et seulement s'il existe deux fontions
C et D isotones telles que H = C −D.Si H est monotonement déomposable, et possède un zéro x̃∗ sur X̃ , on peut alors utiliserla relation X̃ ≤ x̃∗ ≤ X̃ pour érire :

C(X̃) ≤ C(x̃∗) ≤ C(X̃) et D(X̃) ≤ D(x̃∗) ≤ D(X̃)



4.3. Tests basés sur la domination de fontion 63et par suite :
C(X̃)−D(X̃) ≤ H(x̃∗) = 0 ≤ C(X̃)−D(X̃)On obtient don le CDC :
∃ x̃∗ ∈ X̃ / H(x̃∗) = 0⇒

{

C(X̃) ≤ D(X̃)

D(X̃) ≤ C(X̃)
(4.4)Il faut don pour pouvoir utiliser e test d'exlusion avoir déterminé - si ela est possible - lesdeux fontions C et D qui déomposent H. On a don un travail préalable d'existene et deonstrution des fontions à e�etuer, e qui ne orrespond pas à notre objetif de pouvoirtraiter automatiquement une grande variété de non-linéarités.4.3 Tests basés sur la domination de fontionNous abordons dans ette setion des tests reposant sur le prinipe de la domination defontion. L'objetif sera don d'une façon générale de trouver des fontions gi pertinentes quimajorent la valeur absolue des fontions Hi. Le théorème 4.1 donné plus loin permet alors deonstruire di�érents tests.4.3.1 Fontions développables en série entièreNous reportons dans ette setion le test d'exlusion onstruit et justi�é par [XZL97℄.Donnons d'abord quelques dé�nitions et notations :1. Conventions d'ériture :

• ∀ α ∈ INP , |α| =
P∑

k=1

αk

• ∀ (x̃, α) ∈ (IRP × INP ), x̃α =

P∏

k=1

x̃αk

k

• ∀ x̃ ∈ IRP , |x̃| = {|x̃1|, . . . , |x̃P |}t2. On dira qu'une fontion h : IRP → IR est développable en série entière si et seulementsi elle peut s'érire pour tout x̃ ∈ IRP :
h(x̃) =

∞∑

|α|=0

cαx̃α, α ∈ INP , cα ∈ IR3. On en dé�nit alors la valeur absolue |h| :
∀ x̃ ∈ IRP , |h|(x̃) =

∞∑

|α|=0

|cα|x̃α4. Relation d'ordre partielle pour h =
∑

cαx̃α et g =
∑

dαx̃α :
h < g ⇔ ∀ α ∈ INP , |cα| < |dα|



64 4. Analyse globale par exlusion de ellules5. On note Eh l'ensemble des fontions de IRP dans IR pour lesquelles il existe k(∈ IN)fontions déomposables en séries entières h(k) telles que
∀ x̃ ∈ IRP , h(x̃) = h(1)(x̃) +

k∑

j=2

|h(j)(x̃)|6. On note en�n EH =
{
H : IRP → IRP / ∀ i ∈ [[1, P ]], Hi ∈ Eh

}Une fois es dé�nitions établies, on peut énoner le théorème suivant (démontré dans [XZL97℄) :Théorème 4.1 : Domination par une fontion déomposable en série entièreSoit h ∈ Eh et g une fontion déomposable en série entière telle que |h| < g.Alors ∀ (x̃, ỹ) ∈ (IRP )2, |h(x̃)− h(ỹ)| ≤ |g|(|ỹ|+ |x̃− ỹ|)− |g|(|y|) 2Ainsi, s'il existe un zéro x̃∗ de h sur X̃ et que l'on hoisit ỹ = mid(X̃), on peut érire :
|h(mid(X̃))| ≤ |g|(mid(X̃) + r̃)− |g|(mid(X̃))On obtient alors aisément le test d'exlusion suivant sur H ∈ EH telle qu'il existe G : IRP →

IRP développable en série entière et dominant H :
∃ x̃∗ ∈ X̃ / H(x̃∗) = 0⇒ |H(mid(X̃))| ≤ |G|(|mid(X̃)|+ r̃)− |G|(|mid(X̃)|) (4.5)On voit que les onditions de mise en ÷uvre d'un tel test sont fortes ; elles néessitentune forme partiulière pour H et la onstrution d'une fontion G qui domine H � au plusprohe �. Il faut en e�et tenter d'obtenir une majoration qui ne soit pas trop grossière de peurd'obtenir un test totalement ine�ae.4.3.2 Développement de TaylorReprenant les travaux de [XZW96℄ et [XZL97℄, Kurt Georg propose dans [Geo01℄ et[Geo03℄ plusieurs tests d'exlusion basés sur le développement de Taylor de la fontion H.Comme préédemment, nous donnons quelques dé�nitions et notations avant d'énoner lesrésultats prinipaux.1. On appelle h : Ω ⊂ IRP → IR une fontion absolument ontinue si et seulement si
∀ ǫ > 0, ∃ η > 0, / ∀ (x̃, ỹ) ∈ (Ω)2, ||x̃− ỹ|| < η ⇒ |h(x̃)− h(ỹ)| < ǫ2. On note : ∀ α ∈ INP , ∂αh = ∂|α|h/∂xα1

1 . . . ∂xαP

P3. On dé�nit aussi les deux ensembles suivant :
• Ak(X̃) =

{

h : X̃ → IR / ∀ α ∈ INP , |α| < k, ∂αh est absolument ontinue}
• Kk(X̃) =

{
g ∈ Ak(X̃) / ∀ |α| < k,∀ (x̃, ỹ) ∈ (X̃)2,

0 ≤ x̃ ≤ ỹ ⇒ 0 ≤ ∂αg(x) ≤ ∂αg(ỹ)
}4. Pour h ∈ Ak(X̃) et g ∈ Kk(X̃), on dira que g domine h à l'ordre k sur X̃ si et seulementsi

∀ |α| < k, ∀ x̃ ∈ X̃, |∂αh(x̃)| ≤ ∂αg(|x̃|)On notera ette relation h(x̃) ≺k g(x̃), x̃ ∈ X̃ ou plus simplement h ≺k g s'il n'y a pasd'ambiguïté.



4.3. Tests basés sur la domination de fontion 655. On généralise ette dé�nition de dominane à H : Ω → IRP en posant que si ∀ i ∈
[[1, P ]], Hi ∈ Ak(X̃), il existe Gi ∈ Kk(X̃), telle que Hi ≺k Gi, alors G = {G1, . . . , GP }tdomine H à l'ordre k sur X̃ : H ≺k G.Fort de es dé�nitions préalables, on peut alors énoner les di�érents tests d'exlusion sui-vants :1 - Soit X̃ une ellule de IRP , k > 0 un entier et G tels que |H(x̃)| ≺k G(x̃ −mid(X̃))| pour

x̃ ∈ X̃. Alors (4.6) est un test d'exlusion pour H sur X̃.
∃ x̃∗ ∈ X̃ / H(x̃∗) = 0⇒
|H(mid(X̃))| ≤ G(̃r/2)−G(0) −

∑

0<|α|<k

(

∂αG(0) − |∂αH(mid(X̃))|
)

︸ ︷︷ ︸

≥0

(̃r/2)α (4.6)2 - Soit X̃ une ellule de IRP , k > 0 un entier et G tels que |H(x̃)| ≺k G(x̃) pour x̃ ∈ X̃ .Alors (4.7) est un test d'exlusion pour H sur X̃.
∃ x̃∗ ∈ X̃ / H(x̃∗) = 0⇒ |H(mid(X̃))| ≤ G(|mid(X̃)|+ r̃/2)−G(|mid(X̃)|)

−
∑

0<|α|<k

(

∂αG(mid(X̃))− |∂αH(mid(X̃))|
)

︸ ︷︷ ︸

≥0

(r̃/2)α (4.7)3 - Constantes de Lipshitz pour H : si H ∈ A1(X̃), onsidérant les onstantes de Lipshitz
Cα :

∀ |α| = 1, Cα ≥ sup
ỹ∈X̃

|∂αH(ỹ)|Alors (4.8) est un test d'exlusion pour H sur X̃.
∃ x̃∗ ∈ X̃ / H(x̃∗) = 0⇒ |H(mid(X̃))| ≤

∑

|α|=1

Cα(̃r/2)α (4.8)4 - Constantes de Lipshitz pour H' : si H ∈ A2(X̃), onsidérant les onstantes de Lipshitz
Cβ :

∀ |β| = 2, Cβ ≥ sup
ỹ∈X̃

∣
∣
∣∂βH(ỹ)

∣
∣
∣Alors (4.9) est un test d'exlusion pour H sur X̃.

∃ x̃∗ ∈ X̃ / H(x̃∗) = 0⇒ |H(mid(X̃))| ≤
∑

|α|=1

|∂αH(mid(X̃))|(̃r/2)α +
∑

|β|=2

Cβ (̃r/2)β (4.9)Ces di�érents développements impliquent une étude préalable de la fontion pour pouvoironstruire une fontion G appropriée. Enore une fois, étant donnée notre volonté de traiterdes non-linéarités variées dans leurs expressions, nous laissons de �té la mise en ÷uvre dees méthodes pour nous tourner vers une méthode dont le hamp d'appliation est plus vasteet que nous appellerons � méthode du simplexe �. Nous lui onsarons la setion suivante.



66 4. Analyse globale par exlusion de ellules4.4 Méthode du simplexeLa méthode du simplexe est une méthode d'optimisation sous ontraintes linéaires. Elleest expliquée en détail dans [PTVF92, Chap. 10.8℄. Partant d'un système non-linéaire dela forme (4.10), que l'on herhe à résoudre sur X̃, intervalle borné de IRP , on traduit lesnon-linéarités du système en inégalités (4.11) :
H̄.x̃ + Ĥ(x̃)−Hc = 0, x̃ ∈ X̃ (4.10)

H̄.x̃ + ỹ = 0, x̃ ∈ X̃, Ĥ(X̃)−Hc ≤ ỹ ≤ Ĥ(X̃)−Hc (4.11)On n'a don pas deux systèmes équivalents mais l'impliation (4.10) ⇒ (4.11) ; (4.11) orres-pond bien à un test d'exlusion pour (4.10), omme l'ont démontré et illustré [YKT98, YT02℄.Dans une première setion, nous exposons la méthode du simplexe, puis, nous la relionsà notre problème initial (4.10).4.4.1 Problème traité par une méthode de simplexe : forme et résolutionForme généraleUne méthode de simplexe est apable de traiter les problèmes d'optimisation linéaire àontraintes linéaires. Ils peuvent se mettre d'une façon générale sous la forme suivante :Maximiser : z = f t.x̃, f t = {f1, . . . , fP } ∈ IRP (4.12a)Sous les ontraintes primaires : x̃ ≥ 0 (4.12b)Sous les ontraintes supplémentaires : C1.x̃ ≤ b1, C1 ∈Mm1,P , b1 ≥ 0 (4.12)
C2.x̃ ≥ b2, C2 ∈Mm2,P , b2 ≥ 0 (4.12d)
C3.x̃ = b3, C3 ∈Mm3,P , b3 ≥ 0 (4.12e)On entend bien sûr par x̃ ≤ ỹ la relation ∀ i ∈ [[1, P ]], x̃i ≤ ỹi et on noteMm,n l'ensembledes matries réelles à m lignes et n olonnes.

z est appelée fontion objetif (objetive funtion).Forme normaleLe problème ne peut être traité diretement sous la forme préédente : il faut ramenerles inégalités (4.12-4.12d) à des égalités. Pour ei, on augmente le système d'inonnues enajoutant m1 + m2 variables d'éart (slak variables), λ(1) ∈ IRm1 et λ(2) ∈ IRm2 dé�nies par :
λ(1) = b1 − C1.x̃ et λ(2) = C2.x̃− b2En adoptant les notations suivantes, on peut exprimer le problème sous une forme normale(4.13) équivalente à (4.12) :

x̂ =







x̃

λ(1)

λ(2)







, f̂ =







f
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4.4. Méthode du simplexe 67Maximiser : ẑ = f̂ t.x̂ (4.13a)Sous les ontraintes primaires : x̂ ≥ 0 (4.13b)Sous les ontraintes supplémentaires : Ĉ.x̂ = b̂, b̂ ≥ 0 (4.13)On note P̂ = P + m1 + m2 la dimension de x̂.Forme normale restreinteLa résolution du système sous forme normale néessite une dernière manipulation : ilfaut que l'on ait identi�é des variables de gauhe et des variables de droite. Cei se fait enretravaillant l'expression des ontraintes additionnelles (4.13). Il faut en e�et obtenir uneériture de es ontraintes telle que haque égalité possède dans son membre de gauhe aumoins une variable a�etée d'un oe�ient stritement positif et qui n'apparaisse que dansette égalité. On appelle alors es variables variables de gauhe (left-hand variables) et lesautres, variables de droite (right-hand variables). Le problème est alors dit sous sa formenormale restreinte (restrited normal form).En admettant que l'on ait réussi à mettre les ontraintes sous ette forme, adoptons lesnotations suivantes :
Ĉ ′.x̂ = b̂′, b̂′ ≥ 0

Nl : ensemble des indies i tels que x̂i soit une variable de gauhe
Nr : ensemble des indies i tels que x̂i soit une variable de droite
Nl ∪Nr = {1, . . . , P + m1 + m2 + m3}, Nl ∩Nr = ∅La distintion entre variables de gauhe et variables de droite peut alors s'érire ainsi :
∀ i ∈ [[1, m1 + m2 + m3]], ∃ j ∈ [[1, P̂ ]] tel que

Ĉ ′
ij > 0 et ∀ k ∈ [[1, m1 + m2 + m3]], k 6= i, Ĉ ′

kj = 0

x̂i est appelée � variable de gauhe �.Ce passage de la forme normale à la forme normale restreinte est illustré sur un exemple enéquations (4.15) et (4.16).En remplaçant les variables de gauhe par leurs expressions en fontion des b̂′i et desvariables de droite, seules subsistent alors les variables de droite et les b̂′i dans l'expression de
ẑ (équation (4.17) de l'exemple).S'il est possible de mettre le problème (4.13) sous forme restreinte, ei veut dire qu'ilexiste au moins un veteur respetant l'ensemble des ontraintes. En e�et, mettant à zéroles variables de droite, e qui respete les ontraintes primaires assoiées, on obtient que lesvariables de gauhe x̂i, i ∈ Nl valent b̂′k/Ĉ

′
ki ≥ 0 par respet des ontraintes additionnelles.Elles respetent ainsi elles aussi les ontraintes primaires de non négativité. On possède donun veteur x̂ qui, sans forément maximiser ẑ, respete toutes les ontraintes. Un tel veteurest appelé veteur admissible (feasible vetor). La reherhe systématique d'un veteur ad-missible pour un problème sous forme normale donné onstitue la phase I de la méthode dusimplexe. Si auun veteur admissible ne peut être exhibé, 'est qu'il n'existe auun veteursatisfaisant à toutes les ontraintes simultanément, et don, que le problème n'admet pas desolution. La résolution du problème à partir d'une forme normale restreinte onstitue la phase



68 4. Analyse globale par exlusion de ellulesII de la méthode du simplexe. Elle s'e�etue à l'aide d'un tableau et de pivots suessifs entrevariables de gauhe et variables de droite.Nous donnons i-après la méthode utilisée pour réaliser la phase II de la méthode du sim-plexe, puis, la méthode permettant la transformation systématique d'une formulation normaleen une formulation normale restreinte, dite phase I.Phase II de la méthode du simplexeNous ne donnons pas ii d'expliation théorique et préférons l'expliation par l'exemple.Considérons le problème général :Maximiser z = x̃1 + x̃2 + x̃3Sous les ontraintes :
x̃1 ≥ 0, x̃2 ≥ 0, x̃3 ≥ 0

x̃1 + x̃2 ≤ 6

x̃2 + 2x̃3 ≤ 7

x̃1 − 2x̃2 = 0

(4.14)
On introduit λ1 = 6− (x̃1 + x̃2) et λ2 = 7 − (x̃1 + 2x̃3) pour mettre le problème sous formenormale : Maximiser ẑ = x̃1 + x̃2 + x̃3Sous les ontraintes :

x̃1 ≥ 0, x̃2 ≥ 0, x̃3 ≥ 0, λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0

λ1 + x̃1 + x̃2 = 6

λ2 + x̃2 + 2x̃3 = 7

x̃1 − 2x̃2 = 0

(4.15)
Le problème étant très simple ii, il est aisé de le mettre sous forme normale restreinte enonstatant que x̃1 = 2x̃2 :Maximiser ẑ = 3x̃2 + x̃3Sous les ontraintes :

x̃1 ≥ 0, x̃2 ≥ 0, x̃3 ≥ 0, λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0

λ1 + 3x̃2 = 6

λ2 + 2x̃2 + 2x̃3 = 7

x̃1 − 2x̃2 = 0

(4.16)
Pour résoudre e système, on onstruit le tableau suivant :

b x̃2 x̃3

ẑ 0 3 1

x̃1 0 2 0

λ1 6 −3 0

λ2 7 −2 −2

← Variables de droite (x̃2, x̃3)

L0 ẑ = 0 + 3.x̃2 + 1.x̃3

L1 x̃1 = 0 + 2.x̃2 + 0.x̃3

L2 λ1 = 6− 3.x̃2 + 0.x̃3

L3 λ2 = 7− 2.x̃2 − 2.x̃3

↑Variables de gauhe (x̃1, λ1, λ2)

(4.17)



4.4. Méthode du simplexe 69Ce tableau traduit la fontion à maximiser et les ontraintes additionnelles en exprimant lesvariables de gauhe en fontion des variables de droite. La olonne b donne la valeur de ẑ etdes variables de gauhe lorsque toutes les variables de droite sont mises à zéro.L'objetif étant de maximiser ẑ en augmentant les variables de droite (étant à 0, ellesne peuvent qu'augmenter), on repère les variables pour lesquelles les oe�ients de L0 sontpositifs : si la variable augmente, ẑ fera de même.Sur notre exemple, les deux variables de droite sont suseptibles d'augmenter ẑ.Il faut, après séletion des variables, déterminer de ombien elles peuvent augmenter aumaximum. Le fateur limitant est ette fois déterminé par les lignes L1 à Lm1+m2+m3
quitraduisent la dépendane des variables de gauhe ave elles de droite et qui doivent respeterles ontraintes primaires de non-négativité. Ainsi, une variable de droite peut augmenterjusqu'à annuler une variable de gauhe. Seule les variables de gauhe diminuant lorsque lesvariables de droite augmentent sont limitantes : il faut examiner les lignes omportant desoe�ients négatifs. Après avoir trouvé l'augmentation maximale pour haque variable dedroite séletionnée, on regarde son impat sur la fontion objetif ẑ et on hoisit d'utiliserelle provoquant le gain le plus important.Examinons notre exemple :� variable x̃2 :� limitée par λ1 à une variation de −(6/(−3)) = 2� limitée par λ2 à une variation de −(7/(−2)) = 7/2

⇒ x̃2 peut varier au plus de 2, e qui augmenterait ẑ de 2× 3 = 6� variable x̃3 :� limitée par λ2 à une variation de −(7/(−2)) = 7/2

⇒ x̃3 peut varier au plus de 7/2, e qui augmenterait ẑ de 7/2× 1 = 7/2C'est don x̃2, limité par λ1 que l'on va faire varier de +2.Après variation, la variable de droite retenue est à sa valeur maximale pour la on�gurationatuelle et la variable de gauhe qui a servi à sa limitation est annulée, don est à sa valeurminimale ; elle ne peut qu'augmenter. On e�etue don un � éhange � entre les deux variables :la première devient une variable de gauhe et vie-versa. On réperute bien évidemment etéhange sur le reste du tableau en réexprimant la dépendane de ẑ et des autres variables degauhe ave la nouvelle variable de droite.L'éhange x̃2 ↔ λ1 impate le tableau de façon suivante :
b λ1 x̃3

ẑ 6 −1 1

x̃1 4 −2/3 0

x̃2 2 −1/3 0

λ2 3 2/3 −2

ẑ = 0 + 3.(2− 1/3.λ1) + 1.x̃3 = 6− 1.λ1 + 1.x̃3

x̃1 = 0 + 2.(2− 1/3.λ1) + 0.x̃3 = 4− (2/3).λ1 + 0x̃3

x̃2 = 2− 1/3.λ1 + 0.x̃3

λ2 = 7− 2.(2− 1/3.λ1)− 2.x̃3 = 3 + (2/3).λ1 − 2.x̃3En réitérant ette opération jusqu'à e que la ligne L0 relative à ẑ ne ontiennent que desoe�ients négatifs - e qui signi�e que ẑ ne peut plus augmenter, don est maximisée - onobtient le tableau :



70 4. Analyse globale par exlusion de ellules
b λ1 λ2

ẑ 15/2 −1 1

x̃1 4 −2/3 0

x̃2 2 −1/3 0

x̃3 3/2 1/3 −1/2On lit alors que la valeur maximale de ẑ est 15/2 et est atteinte pour (x̃1, x̃2, x̃3) =

(4, 2, 3/2).Remarque : Il peut arriver que le problème ne soit pas borné, et don qu'une solutionpartiulière ne puisse être obtenue. Cei se traduit dans le tableau par l'existene d'unevariable de droite suseptible de faire augmenter ẑ (son oe�ient en L0 est stritementpositif) qui n'est limitée par auune variable de gauhe (les oe�ients de sa olonne sonttous positifs ou nuls). Si e as est déteté, la proédure est arrêtée et signale que le problèmeest non borné.Phase I de la méthode du simplexeComme la phase II de la méthode du simplexe ne sait résoudre que des problèmes sousforme normale restreinte, on s'assure d'avoir un tel système en l'augmentant enore à l'aidede variables arti�ielles (fake variables) : µ = {µ1, . . . , µm1+m2
}t dé�nies par :

µ = b̂− Ĉ.x̂et soumises aux ontraintes primaires et additionnelles :
µ ≥ 0 et µ + Ĉ.x̂ = b̂Le nouveau problème s'érit don : Maximiser : ẑ = f̂ t.x̂ (4.18a)Sous les ontraintes primaires : x̂ ≥ 0, µ ≥ 0 (4.18b)Sous les ontraintes supplémentaires : µ + Ĉ.x̂ = b̂, b̂ ≥ 0 (4.18)Ainsi, on voit se dessiner les variables de droite, x̂ servant à exprimer ẑ et les variables degauhe µ (haque µi n'apparaît bien que dans une équation de ontrainte supplémentaire,a�eté du oe�ient positif 1). En revanhe, le nouveau problème (4.18) n'est pas équivalentà elui que l'on souhaite traiter (4.13), à moins que µ = 0. On impose don ette onditionen introduisant une fontion objetif auxiliaire (auxiliary objetive funtion) z′ = −µ1−· · ·−

µm1+m2
, que l'on réexprime en fontion des variables de droite x̃i et que l'on va herher àmaximiser. Les µi étant tenus d'être tous positifs ou nuls, z′ est maximale lorsqu'elle est nulle,ainsi que tous les µi.La maximisation de z′ s'e�etue grâe à la phase II du simplexe. Si ette étape aboutità z′ = 0 alors le tableau résultant, auquel on enlève les olonnes relatives aux µi (qui sontpassés de variables de gauhe à variables de droite puisque nuls), fournit le tableau initial



4.4. Méthode du simplexe 71pour la résolution du problème onsistant à maximiser ẑ. Si ette étape aboutit à z′ 6= 0, 'estqu'il n'existe pas de veteur admissible pour notre problème initial : le problème n'admet pasde solution.En termes de tableaux, on observe don les étapes dérites en �gure 4.2.
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Supprimer µi olonneset z′ lignes Obtenir un tableausous forme normale restreinte
i1, . . . , il ∈ Nl

j1, . . . , jr ∈ Nr

P̂ = P + m1 + m2

M = m1 + m2Fig. 4.2 � Méthodes d'exlusion - Méthode du simplexe - Tableaux de la Phase II4.4.2 Appliation de la méthode à un système non-linéaireComme évoqué en introdution, l'idée essentielle de ette méthode est de passer les non-linéarités en ontraintes additionnelles de type inégalitaires. Les étapes de résolution du pro-blème initial (4.10) sont dérites i-dessous :1 - On introduit ỹ ∈ IRP variables supplémentaires ontraintes � remplaçant � les non-linéarités : Existent-ils x̃, ỹ tels que : H̄.x̃ + ỹ = 0

x̃ ≤ X̃, ỹ ≤ Ĥ(X̃)−Hc

x̃ ≥ X̃, ỹ ≥ Ĥ(X̃)−Hc

(4.19)



72 4. Analyse globale par exlusion de ellules2 - On réalise ensuite le hangement de variables (4.20) pour faire apparaître les ontraintesprimaires et additionnelles orretement formulées (4.21) :
χ = x̃− X̃, κ = ỹ − Ĥ(X̃)−Hc (4.20)Existent-ils χ, κ tels que : H̄.χ + κ = −

(

H̄.X̃ + Ĥ(X̃)−Hc

)

χ ≥ 0, κ ≥ 0

χ ≤ bχ, bχ = X̃ − X̃ ≥ 0

κ ≤ bκ, bκ = Ĥ(X̃)−Hc − Ĥ(X̃)−Hc ≥ 0

(4.21)3 - On résout le problème de signe dans l'égalité de façon à avoir un terme onstant à droitepositif, onformément à la formulation des ontraintes en égalité de la forme (4.12e). On posedon :
s = −sign

(

H̄.X̃ + Ĥ(X̃)−Hc

) et b3 = −s
(

H̄.X̃ + Ĥ(X̃)−Hc

) (4.22)Cei permet de réérire (4.21) sous la forme :Existent-ils χ, κ tels que : χ ≥ 0, κ ≥ 0

χ ≤ bχ, bχ ≥ 0

κ ≤ bκ, bκ ≥ 0

s
(
H̄.χ + κ

)
= b3, b3 ≥ 0

(4.23)4 - On retrouve ainsi exatement la formulation des ontraintes primaires et additionnellesd'un problème général résolu par la méthode du simplexe (voir système (4.12)). Il ne manquequ'une fontion à maximiser... dont nous n'avons a priori que faire étant donné que seulenous intéresse l'existene ou non d'un veteur admissible qui satisfait à toutes les ontraintes.Or, ette (non-)existene est donnée par la phase I de la méthode qui maximise une fontionobjetif auxiliaire déterminée automatiquement.Le test d'exlusion onsiste don en l'appliation de la phase I de la méthode du simplexesur le système (4.23). Si la phase I se termine en retournant un veteur admissible, la elluleest onservée puis divisée. En revanhe, si la phase I renvoie l'information qu'il n'existe auunveteur admissible, 'est que le problème n'admet pas de solution sur la ellule X̃ étudiée :elle est don exlue.4.5 Appliation à un osillateur de Du�ngA�n de tester l'e�aité de la méthode du simplexe, nous l'appliquons à l'osillateur deDu�ng dont l'étude est détaillée en annexe A pour une pulsation d'exitation ω = 1.2 rad.s−1.Cette méthode d'analyse globale permettant la résolution de systèmes algébriques, nous hoi-sissons de transformer l'équation dynamique en équation algébrique en appliquant une mé-thode de balane harmonique. Nous utiliserons plusieurs déompositions fréquentielles dusignal a�n d'engendrer un nombre P d'inonnues algébriques variable. Les di�érentes dé-ompositions et leur dénominations ourtes sont résumées dans le tableau 4.1. Les équationsen résultant sont aisées à retrouver en utilisant les expressions (A.24), (A.25) et (A.26) del'annexe.



4.5. Appliation à un osillateur de Du�ng 73Dénomination P ExpressionCas 1H 2 q(t) = a1 cos(ωt) + b1 sin(ωt)Cas C1H 3 q(t) = a0 + a1 cos(ωt) + b1 sin(ωt)Cas 1H3H 4 q(t) = a1 cos(ωt) + b1 sin(ωt) + a3 cos(3ωt) + b3 sin(3ωt)Cas C1H3H 5 q(t) = a0 + a1 cos(ωt) + b1 sin(ωt) + a3 cos(3ωt) + b3 sin(3ωt)Tab. 4.1 � Méthode du simplexe - Cas d'appliation à un osillateur de Du�ngDans un premier temps, nous présentons les résultats obtenus pour les di�érents as ; dansun seond, nous nous appuyons sur es résultats pour e�etuer des extrapolations sur les oûtsnumériques.4.5.1 RésultatsNous avons appliqué l'algorithme du simplexe aux trois as du tableau 4.1. Nous avonshoisi les valeurs suivantes pour les paramètres relatifs au ritère d'arrêt :
ǫXr = 10−2, ǫXa = 10−3, ǫH = 10−3L'espae initial Ω est pris égal à :

Ω = [−2, 2]PChaque variable ak ou bk peut don varier sur un intervalle [-2,2℄.Les résultats hi�rés sont présentés dans le tableau 4.2 ; ils sont obtenus après alul surun serveur Intel Core 2 Duo E6600 (4Go de Ram).Cas P Temps pu (s) Nombre de ellulestraitées Nombre de ellulesretenues1H 2 14 2073 42C1H 3 143 9161 1061H3H 4 1836 56481 153C1H3H 5 9864 235425 306Tab. 4.2 � Méthode du simplexe - RésultatsLes �gures 4.3 à 4.5 donnent une représentation graphique des premiers résultats sousforme de pavés. Sur es �gures, les ellules ont été regroupées automatiquement sur le ritèreque si deux ellules possèdent au moins un oin en ommun, elles font partie d'un mêmegroupe. Nous avons ensuite représenté le baryentre des entres de haque ellule d'un mêmegroupe par un point vert. Puis, partant de e point nous avons résolu de façon � exate �l'équation en initialisant un solveur de type Newton ave e baryentre. Le point obtenu estalors représenté en rouge.En �gure 4.4, la omposante a0 n'a pas été représentée. Pour haque retangle en a1, b1 re-présenté, deux ellules sont formées en ajoutant les intervalles [−4.883 10−4, 0] ou [0, 4.883 10−4]selon a0 pour le premier groupe de ellules et les intervalles [−2.441 10−4, 0] ou [0, 2.441 10−4]



74 4. Analyse globale par exlusion de ellulespour les trois autres. Par ailleurs, les groupes 3 et 4 sur les �gures 4.3 et 4.4 font vraisembla-blement référene à la même solution. Cependant, ne possédant auun oin en ommun, ilsapparaissent omme distints. De même pour les groupes 3, 4 et 5 sur la �gure 4.5.
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Fig. 4.3 � Méthode du simplexe - Cas 1HCes �gures montrent que ette méthode permet de bien retrouver les trois solutions pé-riodiques du système à peu de degré de liberté. Nous allons dans le paragraphe qui vientextrapoler les performanes de ette méthode en termes de oût numérique.4.5.2 ExtrapolationsÉtant donné que la méthode proède par une division des ellules, il nous semble naturelpour établir une loi d'évolution du nombre de ellules de la herher sous la forme Nc = a.bPoù Nc désigne le nombre de ellules traitées et P le nombre d'inonnues algébriques. Legraphique 4.6 valide ette hypothèse ave a = 82.4 et b = 4.96.Nous tentons maintenant une extrapolation du temps de alul. Nous partons du prinipeque le temps de alul T est de la forme T = Nc.tu, tu représentant le temps de alul parellule. Nous herhons ensuite la dépendane de tu ave P . La ourbe 4.7 semble indiquerqu'elle est linéaire : tu = c.P + d, c = 0.0123 et d = −0.0189. Cei est ohérent ave laméthode qui e�etue une évaluation de la fontion H par ellule (e qui implique le alul de
P termes). On obtient ainsi une loi reliant T , le temps de alul et P le nombre d'inonnuesalgébriques :

T = (a.bP ).(c.P + d)
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Fig. 4.4 � Méthode du simplexe - Cas C1HLe graphique 4.8 présente une extrapolation du temps de alul pour P variant de 1 à
10. Les étoiles rouges reportent les résultats du tableau 4.1. On lit alors que dès que P estsupérieur ou égal à 7, les temps de alul dépassent la semaine. Il est bon de noter que letemps de alul par ellule tu est � minimal � sur et exemple dans le sens où, d'une part,le système est simple dans l'expression de sa non-linéarité qui est ubique et d'autre part,l'étape AFT (Alternate Frequeny Time) qui oblige à reonstituer le signal temporel q(t) àpartir des oe�ients fréquentiels ak, bk pour pouvoir aluler Ĥ onformément à l'équation(2.20) est évitée ar nous avons mené analytiquement ette étape pour obtenir diretementl'expression de Ĥ en fontion des variables algébriques. Les temps donnés ii sont don enquelques sorte minimaux et ette méthode ne semble pas prometteuse.4.6 ConlusionCette méthode du simplexe qui s'insrit dans la lasse des algorithmes proédant par ex-lusion de ellules - 'est-à-dire de portions de l'espae Ω sondé - présente l'avantage d'être trèsaisée à la mise en ÷uvre et de ne pas néessiter une étude importante du système dynamiquetraité si e n'est une transformation en un système d'équations algébriques. En revanhe,bien que le oût numérique de l'appliation du test à une ellule soit peu élevé, sa faiblesserepose sur l'immense quantité de ellules générées lors de la subdivision d'une ellule non-éliminée par le test. Le oût global est ainsi trop important pour envisager l'utilisation deette méthode sur des systèmes non-aadémiques à plus de trois degrés de liberté : dans le as
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Fig. 4.8 � Méthode du simplexe - Extrapolation du temps de alulfréquent de la reherhe de solution périodique, la déomposition du signal temporel requiertau moins l'utilisation d'un harmonique. En postulant même le terme onstant omme nul pourdes mouvements entrés, seuls des systèmes à moins de trois degrés de liberté peuvent êtretraités dans des délais de moins d'une journée selon notre extrapolation qui repose pourtantsur un exemple pour lequel les aluls néessaires à une appliation du test sont réduits auminimum dans leur omplexité (système initialement simple et expression analytique de lanon-linéarité algébrique). Nous ne retiendrons don pas ette méthode, ni en tant que solu-tion viable à l'issue de es travaux, ni en tant que méthode sur laquelle il semble intéressantde mener de nouvelles reherhes étant donné que la onstrution somme toute rudimentairede l'algorithme permet failement d'a�rmer qu'auun gain majeur en temps ne peut êtree�etué.Dans le hapitre suivant, nous étudierons une méthode reposant sur l'arithmétique desintervalles qui reprend le prinipe de déoupage de l'espae en ellules mais qui ne proèdepas uniquement par subdivision pour en réduire la taille.



Chapitre 5Analyse globale utilisantl'arithmétique des intervalles
L'algorithme dérit dans e hapitre est basé sur l'utilisation de l'arithmétique des inter-valles. Il est tiré de l'ouvrage [HW04℄ et a l'avantage de ombiner deux approhes : globaleet loale. Il s'emploie omme les méthodes du hapitre préédent à la résolution d'un systèmealgébrique de la forme (2.10). La tentative d'exlusion d'une ellule est ii intimement liée àsa rédution en as d'éhe. Il a été onstruit dans un soui d'e�aité, onsidérant toujoursle gain d'espae éliminé après appliation d'une méthode et hangeant d'approhe si elui-iest trop faible. Il existe une version très simple adaptée aux équations salaires. Nous présen-tons ii, après une ourte introdution au alul sur les intervalles, la version appropriée auxproblèmes à plusieurs variables.5.1 Théorie des intervallesLes prinipaux points de la théorie des intervalles sont résumés dans l'artile [AM00℄.En quelques mots, elle vise à transposer les opérations ourantes dans IR aux intervalles.Ainsi, si l'on onnaît le domaine X̃i sur lequel la variable x̃i est suseptible de varier, on peutenadrer rigoureusement Hj(x̃i). Cette théorie est relativement triviale pour les opérationsélémentaires. Elle se omplique légèrement lorsqu'il s'agit de fontions partiulières, telles lesfontions trigonométriques. Nous donnons néanmoins les dé�nitions des opérations élémen-taires en annexe B.1. Une mise en ÷uvre informatique de l'arithmétique des intervalles est79



80 5. Analyse globale utilisant l'arithmétique des intervallesmise à disposition sous forme d'une toolbox Matlab : INTLAB1.Il est important de noter que les enadrements obtenus sont pessimistes : ils sont, aubout de quelques opérations, beauoup plus larges que néessaires. Ainsi, si ette approheest un bon point de départ, elle ne peut pas, à elle seule donner naissane à un outil derésolution e�ae. De plus, il est important de tenir ompte, lors de l'ériture des fontions,de la sous-distributivité : en onsidérant trois intervalles A, B et C, on a :
A× (B + C) ⊆ A×B + A× CIl est don intéressant de fatoriser un maximum les expressions des parties non-linéaires a�nd'avoir l'enadrement le moins pessimiste possible.En�n, nous dé�nissons ii trois notations fréquemment utilisées par la suite pour un pavéde IRP noté indi�éremment X̃ = {X̃1, . . . , X̃P } ou X̃ = X̃1 × · · · × X̃P :� Borne inférieure et borne supérieure : X̃i et X̃ i, X̃i = [X̃ i X̃i]� Largeur (width) : w(X̃i) = X̃i − X̃i et w(X̃) = max

1≤i≤P
(w(X̃i))� Magnitude : mag(X̃i) = max(|X̃i|, |X̃i|)5.2 L'algorithme général d'Hansen et WalsterCet algorithme présenté de façon très générale en �gure 5.2 ombine à la fois tests d'exlu-sion et méthodes de rédution de ellule adaptées à des grosses ellules dans un premier temps(Hull et Box Consisteny) et à des ellules plus �nes dans un seond (Newton Généralisé).Nous présentons ii la démarhe générale ; le détail des étapes importantes est donné dans lesparagraphes suivants et on trouvera un shéma omplet et détaillé de l'algorithme en annexeB.3.En premier lieu, on se donne un espae de variation des variables x̃i que l'on traduitsous forme d'un ensemble de pavés de IRP . Ainsi, si l'on possède deux variables x̃1 et x̃2 etqu'on leur laisse omme espae de variation les aires bleutées en �gure 5.1.(a) ou 5.1.(b), onobtiendra les ensembles suivants :� Cas 1 : (x̃1, x̃2) ∈ {[−1, 3], [−0.5, 2]}� Cas 2 : (x̃1, x̃2) ∈ [−
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2 r]On stoke haun de es pavés initiaux ou � ellules � dans une liste que nous noterons intList.L'algorithme extrait alors une première ellule X̃ de ette liste pour la traiter. Il ommenepar appliquer les méthodes de Hull Consisteny (f. � 5.2.2) et Box Consisteny (f. � 5.2.3)qui tentent de réduire voire d'éliminer la ellule ; es méthodes sont réitérées si le progrès estonsidéré omme important : blo � méthode e�ae � en �gure 5.2. Le ritère adopté iipour juger d'un progrès satisfaisant est :
∃ i ∈ [[1, P ]] / w(X̃

(j)
i )− w(X̃i) >

w(X̃(j))

4
(5.1)1Cette toolbox est aessible et gratuite si son utilisation est faite à des �ns non ommeriales, sur la pagede l'Institute for Reliable Computing, http ://www.ti3.tu-harburg.de/

http://www.ti3.tu-harburg.de/
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Fig. 5.1 � Arithmétique des intervalles - Exemple d'ensembles de départoù X̃(j) désigne la ellule avant appliation de la méthode.On requiert don qu'une omposante au moins soit réduite d'un quart par rapport à laomposante la plus large de la ellule initiale. Ces méthodes de Hull et Box Consistenyprésentent l'avantage d'être peu oûteuses numériquement ; elles sont don appliquées enpremier lieu.Lorsque es méthodes n'ont plus une ation e�ae de rédution ou d'élimination de laellule, et si elle-i semble pouvoir s'y prêter (blo � Cellule su�samment petite pour uneapprohe loale ? �), une approhe plus loale est adoptée en utilisant une méthode que nousnommerons � Newton Généralisée �(f. � 5.2.4) suivie éventuellement par une appliationpartielle d'une méthode de Box Consisteny.Si l'ensemble des étapes Hull et Box Consisteny, Newton Généralisée et Box ConsistenyPartiel a permis un net progrès de rédution de la ellule, elles sont appliquées une nouvellefois ; sinon, la ellule est subdivisée en huit sous-ellules au plus qui sont ajoutées à la liste
intList puis traitées les unes après les autres.Si en ours de route, une ellule s'avère satisfaire aux ritères qui en font une ellulesolution (globalement, une ellule su�samment petite et dont l'image est de faible magnitude,voir � 5.2.8 pour le détail), elle est stokée dans une liste notée resultList.On trouvera i-dessous (setions 5.2.1 à 5.2.8) le détail des outils et étapes majeures del'algorithme.5.2.1 Étape de NewtonNous exposons ii un des outils lé de l'algorithme ; il est utilisé lors de la méthode de BoxConsisteny et le même prinipe apparaît dans la méthode dite � Newton Généralisée �. Ilsert à la fois de test d'exlusion et de rédution d'un intervalle. On herhe à savoir s'il existedes solutions de :

H(x̃) = 0, x̃ ∈ X̃ = {X̃1, . . . , X̃P }
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5.2. L'algorithme général d'Hansen et Walster 83S'il en existe, il existe a fortiori des solutions de :
Hj(x̃i) ∋ 0,

{

x̃i ∈ X̃i

Hj(x̃i) = Hj(X̃1, .., X̃i−1, x̃i, X̃i+1, .., X̃P )La fontion onsidérée va de X̃i dans l'ensemble des intervalles de IR et orrespond à la j-ièmeomposante de la fontion H dont seule l'inonnue x̃i est gardée omme variable réelle, lesautres variables étant remplaées par leurs intervalles de valeurs. Utilisant alors la formule deTaylor sur un intervalle Ỹi ⊂ X̃i, on peut érire que :
∀ (x̃o

i , x̃∗
i ) ∈ (Ỹi)

2, ∃ ξ ∈ (x̃o
i , x̃

∗
i ) tel que Hj(x̃

∗
i ) = Hj(x̃

o
i ) + H ′

j(ξ).(x̃
∗
i − x̃o

i )La notation (x̃o
i , x̃

∗
i ) sert à désigner indi�éremment [x̃o

i , x̃
∗
i ] ou [x̃∗

i , x̃
o
i ] et H ′

j = ∂Hj/∂x̃i.En remplaçant ξ par Ỹi qui ontient toutes les valeurs que peut prendre ξ, ette formuledevient :
∀ (x̃o

i , x̃∗
i ) ∈ (Ỹi)

2, Hj(x̃
∗
i ) ⊂ Hj(x̃

o
i ) + H ′

j(Ỹi).(x̃
∗
i − x̃o

i ) (5.2)On s'a�ranhit ainsi de la valeur exate de ξ qui est inonnue.Ainsi, si l'on herhe les valeurs de x̃∗
i sur Ỹi telles que 0 ∈ Hj(x̃

∗
i ), on peut érire que poures valeurs, on a néessairement :

0 ∈ Hj(x̃
o
i ) + H ′

j(Ỹi).(x̃
∗
i − x̃o

i ) (5.3)Ce qui implique :
x̃∗

i ∈ Nj(x̃
o
i , Ỹi) = x̃o

i −
Hj(x̃

o
i )

H ′
j(Ỹi)

(5.4)Or x̃∗
i ∈ Ỹi. On en déduit don que :1. Si Ỹi∩Nj(x̃

o
i , Ỹi) = ∅, alors 0 6∈ Hj(Ỹi) et par onséquent, 0 6∈ H(X̃1, .., X̃i−1, Ỹi, X̃i+1, .., X̃P ).On peut don éliminer ette partie de l'espae de reherhe.2. Si Ỹi∩Nj(x̃
o
i , Ỹi) 6= ∅, à défaut d'éliminer tout l'espae orrespondant à x̃i ∈ Ỹi, on peutau moins restreindre nos reherhes au sous-espae Ỹ ′

i = Ỹi ∩ N(x̃o
i , Ỹi) - en espérantqu'il soit e�etivement plus petit que Ỹi.Notons que dans e as, si 0 ∈ H ′

j(Ỹi),� soit 0 ∈ Hj(x̃
o
i ), e qui implique que Nj(x̃

o
i , Ỹi) = IR ∪ {−∞,+∞}. Alors, Ỹ ′

i = Ỹ etauun progrès n'est réalisé.� soit 0 6∈ Hj(x̃
o
i ), e qui implique que Nj(x̃

o
i , Ỹi) = [−∞, n] ∪ [p,+∞], n < 0 < p :il existe un gap qui se réperutera peut-être sur Ỹ ′

i , le séparant en deux intervallesdistints.5.2.2 Méthode de Hull ConsistenyLa méthode du Hull Consisteny essaie d'exploiter au maximum la partie linéaire de lafontion H, mieux appréhendée mathématiquement, a�n de réduire ou d'éliminer la ellule X̃traitée. En e�et, si l'on herhe à résoudre H(x̃) = H̄.x̃ + Ĥ(x̃)−Hc = 0 et que l'on herheun tel zéro sur la ellule X̃ = {X̃1, X̃2, . . . , X̃P }, il est intéressant de remarquer que l'on peut



84 5. Analyse globale utilisant l'arithmétique des intervallesérire : ∀ i ∈ [[1, P ]], H̄ij.X̃j + Ĥi(X̃)−Hci = 0 et que si l'on herhe à réduire X̃k, on peuta�rmer que l'on peut le restreindre à son intersetion ave X̃ ′
k dé�ni par :

H̄ik.X̃
′
k = −Ĥi(X̃) + Hci ⊖

∑

j 6=k

H̄ij.X̃j , 1 ≤ i ≤ P (5.5)où ⊖ désigne la soustration étendue : X ⊖ Y = [X − Y , X − Y ]En appliquant ei pour tout i, pour haun des X̃k, et en réinjetant les résultats au fur età mesure de la rédution des intervalles X̃k, on peut espérer diminuer de façon onséquentela taille de la ellule initiale.Au �nal, on aura amené la ellule X̃ à être ohérente par rapport à la formulation H̄.x̃ =

−Ĥ(x̃) + Hc du problème ; 'est à dire à faire en sorte d'avoir le plus petit pavé X̃ ontenanttoutes les solutions de −Ĥ(X̃)+ Hc. Ce plus petit pavé de IRP ontenant toutes les solutionsd'une équation de la forme A.x̃ = b, ave A et b respetivement une matrie et un veteur dontles éléments sont des intervalles, s'appelle en anglais, le hull - d'où le nom de la méthode. Il neorrespond pas forément exatement à l'ensemble des solutions mais au plus petit pavé quiontiendra et ensemble omme l'illustre la �gure 5.3. Sur ette illustration, la partie bleutéeorrespond à l'ensemble solution de l'équation suivante :
[

[2, 3] [0, 1]

[1, 2] [2, 3]

]

.x̃ =

{

[0, 90]

[60, 200]

}Le retangle bleu orrespond au hull de l'équation.
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Fig. 5.3 � Arithmétique des intervalles - Illustration du hull5.2.3 Méthode de Box ConsistenyTout omme la méthode de Hull Consisteny, ette méthode a pour but prinipal dediminuer la taille de la ellule onsidérée ; il arrive ependant qu'elle permette de l'éliminer.Elle se base prinipalement sur l'utilisation d'étapes de Newton (f � 5.2.1).



5.2. L'algorithme général d'Hansen et Walster 85Considérons que nous herhons à réduire X̃i. En hoisissant une des omposantes de H, parexemple Hj, on sait que le alul de Nj(x̃
o
i , Ỹi), Ỹi ⊂ X̃i, x̃o

i ∈ Ỹi permet d'éliminer ou deréduire Ỹi. Si l'on note X̃i = [X̃ i, X̃ i] et que le but est de remonter X̃i et de desendre X̃ i, il estalors assez naturel d'e�etuer une étape de Newton pour Ỹi = [X̃ i, c̃i], c̃i ∈ X̃i puis une autrepour Ỹi = [d̃i, X̃ i], d̃i ∈ X̃i. Le hoix de c̃i et d̃i est un ompromis entre rendre les intervalles
Ỹi larges, don éliminer éventuellement de grandes portions de X̃i, et onsidérer des intervallessu�samment petits pour que l'intervalle H ′

j(Ỹi) soit su�samment petit lui aussi et ne rendepas Nj(x̃
o
i , Ỹi) trop vaste. Les auteurs proposent de ommener par c̃i = X̃i + 1

4(X̃ i − X̃i)puis d'augmenter la proportion de l'intervalle onsidérée si la méthode s'avère e�ae. En�n,le point d'expansion x̃o
i est pris égal à la borne inférieure X̃ i ou supérieure X̃ i selon que l'onherhe à faire remonter la première ou redesendre l'autre.L'algorithme utilisé pour remonter X̃i relativement à l'équation Hj est donné en �gure5.4. La quantité ǫXa est la même que elle du ritère d'arrêt A détaillé en � 5.2.8 et jugeant dela su�sante � petitesse � d'une ellule. Une fois exéutée ette boule pour remonter la borneinférieure, une boule totalement similaire est utilisée pour desendre la borne supérieure, àmoins qu'il ait été déterminé qu'il n'existe auune solution sur l'intervalle onsidéré. Cei està appliquer pour haque variable x̃i, 1 ≤ i ≤ P au sein de haque équation Hj, 1 ≤ j ≤ P .5.2.4 Méthode de Newton GénéraliséeCette méthode n'est appliquée que si � la ellule est assez petite pour une approhe loale �selon l'algorithme général donné en �gure 5.2. On omprend aisément qu'il n'est pas évidentde répondre a priori à ette question lorsque le peu d'informations que l'on possède surune ellule tient en ses bornes et éventuellement son image ; 'est pourtant e que l'on doitessayer de faire a�n de ne pas onsarer de la ressoure numérique à une méthode oûteuseet totalement inappropriée. Les auteurs proposent un ritère basé sur la mémorisation de laréussite des tentatives préédentes : tout au long de l'exéution de l'algorithme, deux variables

wR et wI sont réatualisées et désignent respetivement la largeur de la dernière ellule pourlaquelle l'appliation d'une méthode de Newton Généralisée s'est � bien passée � et la largeurde la dernière ellule pour laquelle l'appliation d'une telle méthode s'est � mal passée �. Ladé�nition de es quali�ations � bien � ou � mal passée � repose globalement sur la régularitéde la jaobienne (omposée d'intervalles) alulée pour les ellules en question ; le shémadétaillé de l'algorithme donné en annexe B.3 permet de mieux omprendre es dé�nitions.Possédant es deux nombres réels wR et wI et devant déider si oui ou non une méthode deNewton Généralisée sera appliquée, on ompare la largeur de la ellule à la moyenne des deuxvaleurs ; si sa largeur est supérieure, elle est jugée mauvaise andidate à une telle méthode,sinon, l'approhe par méthode de Newton Généralisée s'enlenhe :






Si w(X̃) >
wR + wI

2
, division de la elluleSi w(X̃) ≤ wR + wI

2
, appliation de la méthode de Newton Généralisée (5.6)Nous entamons maintenant la desription de ette méthode qui alque en quelque sorteune méthode de Newton lassique à ei près qu'elle s'e�etue sur des matries et veteursonstitués d'intervalles e qui rend les aluls beauoup plus oûteux.
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β ← 1
4 , w0 ← X̃ i − X̃i

0 ∈ Hj(X̃ i) ?
c̃i ← X̃ i + β(X̃ i − X̃ i)

Ỹi ← [X̃i c̃i]

Ỹ ′
i ← Ỹi ∩Nj(X̃ i, Ỹi)

Ỹ ′
i = ∅ et β = 1 ?

w(Ỹ ′
i ) < ǫXa et β = 1 ?

Ỹ ′
i = ∅ et β < 1 ?

w(Ỹ ′
i )<w(Ỹi)/2 et β=1 ?
Ỹ i < Y

′
i < Ỹ i ?

X̃i = ∅ : pas de solution sur X̃Red. maximale ; X̃i ← Ỹ ′
i ; ArrêtRed. e�ae ; X̃ i ← c̃i, β ← 2βRed. e�ae ; X̃i ← Ỹ ′

iDétetion d'un gap :2 nouveaux intervalles à traiter
X̃

(a)
i ← Ỹ ′

i et X̃
(b)
i ← [Ỹ i X̃i]

X̃ i = Ỹ
′
i

w(X̃i) < w0/2 ?ArrêtFig. 5.4 � Arithmétique des intervalles - Algorithme de Box Consisteny



5.2. L'algorithme général d'Hansen et Walster 87Le point initial dans ette méthode est, omme dans le as d'une étape de Newton, undéveloppement limité autour d'un point d'expansion x̃exp appartenant à X̃. Le hoix de epoint d'expansion est disuté en setion 5.2.5. S'il existe un zéro x̃∗ de H sur X̃, on peutérire :
0 ∈ H(x̃exp) + J.(x̃∗ − x̃exp), J =

[
∂Hi

∂x̃j
(X̃)

]

ij

(5.7)Par suite, on peut a�rmer que l'ensemble des x̃∗ solution de H(x̃) = 0 sur X̃ est tel que :
J.(x̃∗ − x̃exp) = −H(x̃exp) (5.8)On retrouve don une ériture lassique du problème, identique à elle présente dans lesalgorithmes dits de Newton.A�n de minimiser les problèmes numériques, on préonditionne le problème en utilisant

P , matrie inverse de la matrie � moyenne � Jc de J . Cette matrie moyenne est obtenueen prenant le entre de haque élément de J . Ainsi, J̃ = P.J est rapprohée de l'identité. Ennotant r = P.(−H(x̃exp)), on obtient la formulation suivante du problème : trouver les x̃∗ telsque
J̃ .(x̃∗ − x̃exp) = r (5.9)Il faut alors distinguer les as où J̃ est régulière (i.e. ne ontient auune matrie singulière) etoù elle ne l'est pas. Si elle l'est, une méthode de reherhe du hull est utilisée pour résoudreexatement le problème. Si elle ne l'est pas, on s'en remet à une méthode de type Gauss-Seidelpour tenter de diminuer X̃ malgré tout.Méthode de reherhe du hullLa démonstration de ette méthode permettant de trouver le hull de l'équation linéaire

J̃ .Ỹ = r est relativement longue. Nous ne donnons don que les étapes prinipales. On rappelleque hull est le plus petit pavé ontenant l'ensemble des solutions d'une équation de la forme
A.x̃ = b, A et b étant omposés d'intervalles.1. Il faut faire en sorte que ∀ k ∈ [[1, P ]], |rk| ≤ rk. On utilise pour ela une matrie

S diagonale, omportant −1 sur sa diagonale lorsque l'inégalité préédente n'est pasvéri�ée par rk, et 1 sinon. On onsidère don r′ = S.r.2. Puis, on dé�nit :
• P̃ = (J̃)−1

• ∀ k ∈ [[1, P ]], Ck = 1/(2P̃kk − 1)

• ∀ k ∈ [[1, P ]], Zk = (r′k + r′k)P̃kk − (P̃ .r′)kLes formules suivantes permettent alors de aluler Ỹ ′ = S.Ỹ :
• ∀ k ∈ [[1, P ]], Ỹ

′
k =

{

CkZk si Zk > 0

Zk si Zk ≤ 0

• Ỹ
′
= P̃ .r′3. Il ne reste plus qu'à réupérer Ỹ en réappliquant S à Ỹ ′ puis à utiliser Ỹ = (N − x̃exp) :

N = x̃exp + S.Ỹ ′. On espère alors réduire ou éliminer X̃ en appliquant l'intersetion
X̃ ′ = N ∩ X̃.



88 5. Analyse globale utilisant l'arithmétique des intervallesGauss-Seidel MethodOn herhe ii à résoudre approximativement J̃ .Ỹ = r. Tout omme dans la méthode deHull Consisteny, il est possible d'érire :
∀ k ∈ [[1, P ]], J̃kk.Ỹ

′
k = rk ⊖

∑

j 6=k

J̃kj .ỸjPuis X̃ ′
k = X̃k ∩ Nk, Nk = Ỹ ′

k + x̃expk
. En réinjetant dans la somme de droite les Ỹ ′

k déjàalulés, on peut rendre ette proédure plus e�ae.Une autre remarque permettant de rendre la proédure plus e�ae est de l'appliquerd'abord aux k tels que 0 6∈ J̃kk. Cette quantité venant diviser le membre de droite, elle peut,si elle ontient 0, aboutir à un gap dans le meilleur des as, ou rendre l'étape sans intérêt si lenumérateur ontient 0 lui aussi (.f. la setion 5.2.1 dévolue à l'étape de Newton). En traitantd'abord les lignes k ne renontrant pas e problème, on diminue les hanes d'obtenir 0 aussiau numérateur dans lequel ertains X̃k auront été remplaés par les X̃ ′
k, moins larges.En�n, l'apparition de gap ayant été mentionnée, le hoix des auteurs est de les ignorerau ours de la proédure, mais de stoker l'information pour une utilisation ultérieure lors del'étape de division de ellule. Ainsi, s'il apparaît que Ỹ ′

k = [−∞, nk] ∪ [pk,+∞], nk < 0 < pk,e qui se réperute sur une déomposition de X̃ ′
k en deux intervalles au plus : X̃ ′

k = [ak, bk]∪
[ck, dk], on utilise dans la suite de la proédure X̃ ′

k = [ak, dk] et l'on stoke l'existene d'ungap [bk, ck] sur la k-ième omposante de X̃ .5.2.5 Point d'expansionLe hoix du point d'expansion durant la méthode de Newton Généralisée est importantdans la mesure où plus la linéarisation du système se fait prohe du zéro reherhé, meilleuresera la orretion. Il est don intéressant de � perdre � un peu de temps de alul à essayerde l'optimiser.Si l'on se trouve dans le as d'une première appliation de la méthode de Newton Géné-ralisée, le hoix arbitraire du entre de la ellule est retenu :
xexp = mid(X̃) (5.10)En revanhe, lorsqu'une première passe de type méthode de Newton Généralisée a déjàété appliquée à la ellule, on possède une matrie réelle P , orrespondant à l'inverse de lamatrie jaobienne entrée du problème linéarisé autour d'un point d'expansion x̃exp. Si epoint est toujours dans la ellule X̃ à l'étude, on peut le réutiliser diretement ou tenter del'optimiser en le orrigeant via l'équation linéarisée dans IR :

H(x̃′
exp) ≈ H(x̃exp) + (P )−1.(x̃′

exp − x̃exp)Cherhant x̃′
exp tel que H(x̃′

exp) = 0, on obtient :
x̃′

exp = x̃exp − P.H(x̃exp) (5.11)Si ||H(x̃′
exp)|| < ||H(x̃exp)||, e qui est le but reherhé, on réitère la proédure en remplaçant

x̃exp par x̃′
exp. Le hoix est fait par les auteurs de ne réitérer ette proédure que 3 fois au plus



5.2. L'algorithme général d'Hansen et Walster 89a�n de ne pas non plus e�etuer un trop grand nombre d'itérations - même peu oûteuses - surun système qui n'est qu'une approximation grossière du problème véritable. Si, en revanhe,le nouveau point x̃′
exp n'est pas � meilleur � que le préédent, la orretion est arrêtée et 'est

x̃exp qui est gardé. En�n, il faut s'assurer que le point retenu est dans X̃. En e�et, s'il estissu de orretions, il peut être sorti de la ellule onsidérée. Le hoix des auteurs est alors deremplaer toute omposante x̃expi
se trouvant à l'extérieur de X̃i par la borne de X̃i la plusprohe.5.2.6 Méthode de Box Consisteny PartielA la suite de la méthode de Newton Généralisée, on pro�te d'avoir le système préondi-tionné, dont normalement la diagonale de la jaobienne est dominante, pour appliquer uneméthode de Box Consisteny. Supposant ette dominane de la diagonale, seules les équationsla faisant intervenir sont onsidérées, 'est-à-dire les équations onsidérant la variable x̃i pourla omposante Hi, 1 ≤ i ≤ P . On nomme don ette méthode � Box Consisteny Partiel �.5.2.7 Division des ellules (splitting)Lorsque les di�érentes méthodes n'ont plus une e�aité su�sante sur la rédution de laellule, il faut se résoudre à subdiviser elle-i en ellules plus petites. Une idée simple estde ouper la ellule en deux dans haune des diretions. On obtient alors 2P ellules... equi rend vite ette pratique impossible, dû au trop grand nombre de sous-ellules générées.Les auteurs nous proposent de générer au plus 8 sous-ellules, obtenues en déoupant selonles omposantes les plus larges ou les plus in�uentes et en utilisant le fait que des gaps ontpu être repérés mais enore non exploités. Dissoions les démarhes selon qu'une passe de laméthode de Newton Généralisée ait été e�etuée ou non avant ette étape de division.Supposons qu'auune passe de ette méthode n'ait été e�etuée au préalable. Seules lesméthodes de Hull et de Box Consisteny ont été appliquées à la ellule. Cela nous donnepeu d'informations quant à l'importane de telle ou telle omposante de X̃ par rapport auxautres. On a�ete don un poids très simple à haque omposante qui est sa largeur, w(X̃i).On hoisit ensuite de ouper la ellule en deux le long de haune des trois omposantes lesplus larges. On génère ainsi au plus 8 nouvelles ellules.Examinons maintenant le as où la méthode de Newton Généralisée a été appliquée à laellule. On possède la matrie jaobienne J évaluée sur une ellule X̃o ontenant la ellule X̃ .Il est intéressant d'utiliser ette matrie qui re�ète l'in�uene loale de haque omposante surl'évolution loale de H. Sur haque omposante Hi(X̃), X̃j a l'in�uene Jij . La variation abso-lue engendrée sur Hi(X̃) par X̃j est don mag(Jij).w(X̃j), où mag(X) = max(|X |, |X |) pour

X intervalle de IR. Il semble don intéressant d'a�eter omme poids à haque omposante
X̃i la somme :

Ti = w(X̃i)

N∑

j=1

mag(Jji) (5.12)Il se peut aussi dans e as qu'il existe des gaps qui n'ont pas été enore exploités. Cepen-dant, ouper selon un gap n'est pas forément plus intéressant que ouper en deux selon uneomposante très large et in�uente. Les auteurs dé�nissent le ritère suivant pour déider de



90 5. Analyse globale utilisant l'arithmétique des intervallesl'intérêt d'un gap : supposons qu'un gap [ni, pi] ait été déteté sur la omposante X̃i. On neonsidérera son exploitation pertinente que s'il satisfait :
min(pi − X̃i, X̃i − ni) ≥ 0.2w(X̃) (5.13)Les gaps satisfaisant à ette ondition sont ordonnés selon les poids Ti déroissants préédem-ment alulés.Ainsi, on proède dans l'ordre suivant pour les trois oupes (au plus) que l'on souhaite réali-ser : d'abord selon les gaps � intéressants � puis, s'il existe moins de trois gaps, en oupanten deux l'intervalle X̃i, par ordre de poids Ti déroissant.5.2.8 Critères d'arrêtNous dérivons dans e dernier paragraphe trois ritères d'arrêt permettant de répondreà la question � X̃ est-elle une ellule solution ? �. Ils sont dénommés Critère A, B ou C dansla desription détaillée de l'annexe B.3 et orrespondent pour les deux premiers à la question� X̃ solution ? � de l'algorithme général présenté en �gure 5.2. Le ritère C vient ajouter unepossibilité de réponse positive à ette question lorsqu'elle est posée à la suite de l'appliationd'une méthode de Newton Généralisée. Notons que lorsque la réponse donnée à ette questionest positive, ela n'a�rme pas qu'une solution existe au sein de la ellule mais que la ellulea de fortes hanes (au vu de sa taille, de son image, et) d'en ontenir une.Critère d'arrêt A : taille de la elluleLe ritère A est lié à la taille de la ellule X̃ onsidérée. Il n'est pas faile de onstruireun ritère universel adapté à tous les as de �gure et tous les ordres de grandeurs. Un ritèrequi s'adapte tout seul à l'ordre de grandeur de la quantité reherhée fait tendre vers unritère type erreur relative ; malheureusement, e type de ritère devient invéri�able si lasolution reherhée est nulle. Nous avons don fait le hoix d'un ritère � double � pourhaque omposante de la ellule onsidérée, selon qu'elle ontient ou non zéro :Critère A véri�é⇔ ∀ i ∈ [[1, P ]],

{ Si 0 ∈ X̃i, w(X̃i) < ǫXaSi 0 6∈ X̃i, w(X̃i) < ǫXr min(|X̃ i|, |X̃ i|)
(5.14)Le premier as impose que si 0 est ontenu dans la omposante i, alors, tous les élémentsde l'intervalle X̃i sont � quasiment nuls � : si e n'est pas le as, 'est que soit 0 n'est pasla solution et sera exlu de l'intervalle en ra�nant la omposante, soit 0 est bien la solutionherhée et les bornes de et intervalle devront en être rapprohées.Le deuxième as impose une largeur relative de la ellule et peut être transformé de façon àmontrer que pour x̃∗ solution dans X̃ :

∀ x̃i ∈ X̃i,
|x̃i − x̃∗

i |
|x̃∗

i |
< ǫXr (5.15)On a don une majoration de l'erreur relative ommise en prenant n'importe quel point x̃i del'intervalle pour la solution exate x̃∗

i .



5.3. Appliation à un osillateur de Du�ng 91Critère d'arrêt B : magnitude de l'imageLe ritère B véri�e quant à lui que l'image de la ellule, ensée représenter un zéro dond'image nulle, est su�samment petite :Critère B véri�é⇔ ||H(X̃)|| < ǫH , ave ||Ỹ || = max
1≤i≤P

(mag(Ỹi) (5.16)Tous les éléments de l'intervalle image de la ellule X̃ doivent don être su�samment prohesde zéro pour que X̃ soit onsidérée omme un bon enadrement du zéro reherhé.Critère d'arrêt C : ellule irrédutibleCe dernier ritère est lié à l'appliation d'une passe de la méthode de reherhe du hulldans le adre de la méthode de Newton Généralisée. Il se formule ainsi :Critère C véri�é⇔ 





0 ∈ H(X̃)

J̃ régulière
X̃ ⊂ N

(5.17)Les deux premières onditions sont déjà véri�ées lorsque l'on en arrive à e ritère. La troisièmeondition est à interpréter selon les notations utilisées en 5.2.4, au paragraphe dérivantla méthode de reherhe du hull : X̃ désigne la ellule avant appliation de la méthodede reherhe du hull et N l'intervalle solution de J̃ .(N − x̃exp) = r. Ainsi, si la troisièmeondition est véri�ée, 'est que l'on ne peut plus réduire la ellule. Elle onstitue don unebonne approximation de la solution herhée.5.3 Appliation à un osillateur de Du�ngÉtant donné que ette méthode traite l'espae à sonder sous forme de ellules ommela préédente, nous proposons la même démarhe qu'au hapitre 4. Nous appliquons donl'algorithme aux as dérits par le tableau 4.1 ave les mêmes paramètres pour le ritèred'arrêt :
ǫXr = 10−2, ǫXa = 10−3, ǫH = 10−3et le même espae initial :

Ω = [−2, 2]P5.3.1 RésultatsLes résultats de l'appliation de l'algorithme pour haque as sont donnés dans le tableau5.1 (aluls réalisé sur un serveur Intel Core 2 Duo E6600 (4Go de Ram)). Les �gures 5.5, 5.6et 5.7 donnent une représentation graphique des trois premier as (1H, C1H et 1H3H). Nousavons adopté les mêmes symboles qu'en setion 4.5.1 : un point vert pour le baryentre desentres des ellules d'un même groupe et un point rouge pour la valeur � exate � obtenueaprès appliation d'un algorithme de résolution loale à l'équation H(x̃) = 0 initialisé ave lebaryentre.



92 5. Analyse globale utilisant l'arithmétique des intervallesCas P Temps pu (s) Nombre de ellulestraitées Nombre de ellulesretenues1H 2 9 60 3C1H 3 52 142 61H3H 4 1004 1362 3C1H3H 5 2910 2267 6Tab. 5.1 � Arithmétique des intervalles - RésultatsSeules trois ellules sont représentées en �gure 5.6 alors que le tableau 5.1 en donne six.L'algorithme a en e�et retenu deux fois haune des ellules ave a0 = 0 à haque fois. Ceis'explique de la façon suivante : l'intervalle initial sur a0 est symétrique. Une première divisionselon ette diretion donne don des ellules dont la omposante a0 varie dans les intervalles
[−2, 0] et [0, 2]. Deux de es ellules, notamment, peuvent s'érire ainsi [−2, 0] × X̃1 × X̃2 et
[0,−2] × X̃1 × X̃2 ; les intervalles pour a1 et b1 sont don identiques. Une rédution sur esdeux ellules amène à trouver que la variation de a0 se réduit au point 0 pour haune dees deux ellules et aux mêmes intervalles �naux X̃ ′

1 et X̃ ′
2 pour les variables a1 et b1. Ledédoublement observé provient don du fait que la variation omposante a0 soit réduite à unpoint et qui plus est un point onstituant une borne inférieure pour une ellule et supérieurepour l'autre. Nous en pro�tons pour préiser qu'une fois ette omposante réduite à un pointpour une ellule, plus auune division selon ette diretion n'a été e�etuée pour la ellule enquestion a�n de ne pas générer des ellules totalement identiques mais traitées suessivementet don de onsommer inutilement de la ressoure numérique. C'est le même phénomène quigénère de nouveau six ellules au lieu de trois dans le as C1H3H.Ces �gures montrent que la méthode est e�ae étant donné le peu de di�érene entre lebaryentre des ellules retenues et le point � vrai �.5.3.2 ExtrapolationsNous allons maintenant réaliser le même type d'extrapolations que pour la méthode dusimplexe. Comme on peut s'y attendre, l'évolution du nombre de ellules ave la dimension

P évolue selon la loi Nc = a.bP , a = 4.03 et b = 3.73 (�gure 5.8). On onstate que le nombrede ellules traitées est plus faible pour P = 3 et P = 5. Cei est dû au fait que es deuxas orrespondent à l'adjontion de la omposante a0. L'algorithme va en e�et réduire trèsvite les intervalles de ette omposante à 0 e qui permet de se ramener rapidement à dessystèmes non pas à 3 et 5 inonnues mais à 2 et 4 inonnues seulement.Nous tentons alors d'établir une loi sur le temps de alul par ellule tu = T/Nc. Laméthode est basée soit sur l'évaluation de la jaobienne (méthode de Newton Généralisée)soit sur l'appliation P 2 fois d'une méthode (telles les méthodes de Hull Consisteny ou BoxConsisteny réitérant la même opération pour haque équation Hi, 1 ≤ i ≤ P et haqueinonnue x̃j , 1 ≤ j ≤ P ). Nous herhons don une loi quadratique tu = c.P 2 + d.P + e etnous trouvons c = 0.0814, d = −0.1896 et e = 0.1963 qui permettent un bon lissage desrésultats (�gure 5.9).Ces deux lois nous permettent d'e�etuer une extrapolation sur le temps de alul T en
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5.4. Conlusion 95fontion du nombre d'inonnues P :
T = (a.bP ).(a.P 2 + b.P + c)représentée en �gure 5.10. On voit don qu'un temps de alul d'une semaine environ estobtenu dès P = 8. Si ette méthode donne de meilleurs résultats que la préédente, il sembledon qu'elle soit elle aussi trop oûteuse pour être envisagée sur de gros systèmes.
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Fig. 5.8 � Arithmétique des intervalles - Extrapolation du nombre de ellules5.4 ConlusionL'utilisation d'une méthode élaborée pour traiter le domaine initial Ω de variation desinonnues algébriques permet don de gagner du temps par rapport aux méthodes d'exlusionmais n'o�re toujours pas la possibilité de traiter des systèmes à plus de trois degrés de liberté.D'une façon générale, le prinipe onsistant à dé�nir un domaine que l'on srute à lareherhe de solutions semble aboutir à des démarhes trop oûteuses. En e�et, les troispremières méthodes abordées, le ell-mapping qui herhe les solutions sur une partie bornéede l'espae d'états EIC ainsi que les méthodes reposant sur les tests d'exlusion ou l'analysepar intervalles qui herhent les inonnues algébriques traduisant des solutions sur un domaine
Ω, ont présenté des résultats satisfaisants du point de vue de leur objetif d'analyse globalemais obtenus dans des délais trop importants dans le as de systèmes à plus de quelquesdegrés de liberté. Nous proposons don, dans un quatrième volet, une méthode qui ne proède
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Fig. 5.9 � Arithmétique des intervalles - Extrapolation du temps par ellule
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5.4. Conlusion 97pas par analyse d'un espae ontinu préalablement borné. La ontrepartie sera de faire unenouvelle hypothèse ou approximation sur le système traité, en l'ourrene, elle d'un systèmepolynomial.





Chapitre 6Analyse globale par homotopiespolynomiales
Les trois méthodes préédemment traitées ne font pas d'hypothèse sur la ou les non-linéarité(s) mise(s) en jeu dans le problème. Elles en font éventuellement sur la forme dela solution reherhée pour passer des équations dynamiques aux équations algébriques, maisnon sur la forme mathématique de la non-linéarité. Cette absene de adre de travail mathé-matiquement partiularisé empêhe de faire un travail analytique préliminaire qui permettraitde gagner du temps à la résolution. Nous avons don eu l'idée d'approximer la partie non-linéaire des équations algébriques par des formes polynomiales a�n de se donner une lassede problèmes aux propriétés mathématiques fortes sur laquelle travailler. Nous avons ensuiteherhé dans la littérature les méthodes permettant de résoudre les systèmes ainsi obtenus, àsavoir des systèmes multi-polynomiaux à plusieurs variables. Nous nous sommes alors aperçusque ette question était traitée assez largement depuis la �n des années 70 (les premiers tra-vaux ont été publiés par Drexler en 1977 et Garia et Zangwill en 1979). Une série d'artiles,parus entre 1987 et 2002 ([Wri85, MS87b, MS87a, LSY87, Zul88, Wam92, Li97, Wat02℄) per-met notamment de suivre l'évolution des prinipales tehniques mises en plae pour résoudrees problèmes. En�n, un ouvrage de référene, rédigé par A.J. Sommese et C.W. Wampler II,[SW05℄, synthétise les résultats de es publiations et les intègre au ontexte numérique.Le prinipe général de la méthode imaginée est en premier lieu, d'approximer la partienon-linéaire des équations algébriques par une famille de polyn�mes. On obtient ainsi unsystème d'équations multi-polynomiales à plusieurs variables, P(x̃) = 0. Pour résoudre esystème, on utilise ensuite une approhe par homotopie qui onsiste à partir d'un système99



100 6. Analyse globale par homotopies polynomialesmulti-polynomial à plusieurs variables plus simple, Q(x̃) = 0, que l'on sait résoudre, et àl'amener progressivement vers P(x̃) = 0 par une homotopie H(x̃, λ) = λQ(x̃)+(1−λ)P(x̃) =

0, où l'on fait varier progressivement λ de 1 à 0. La di�ulté majeure réside dans le hoix dupolyn�me Q(x̃) : il faut le hoisir su�samment prohe de P(x̃) struturellement de façon àpouvoir passer ontinûment et sans bifuration des solutions de Q(x̃) = 0 à elles de P(x̃) = 0,mais su�samment simple pour pouvoir en évaluer les solutions.Nous exposerons tout d'abord les points théoriques essentiels qui sous-tendent es méthodespuis nous présenterons les di�érents hoix possibles de polyn�mes Q(x̃) et eux qui noussemblent les plus appropriés aux types de systèmes que nous traitons.A�n de lever toute ambigüité ultérieure, nous donnons dès à présent la dé�nition d'unpolyn�me à plusieurs variables dans CI et les notations assoiées :Dé�nition 6.1 : Polyn�me à plusieurs variablesUne fontion P : CIP → CI de P variables x̃ = (x̃1, . . . , x̃P ) est un polyn�me s'il peut s'exprimeromme une somme de termes, haque terme étant le produit d'un oe�ient et d'un mon�me,haque oe�ient étant un nombre omplexe et haque mon�me étant un produit des variablesélevées à une puissane entière positive ou nulle. En formulant ei ave une notation multi-degré et en notant α = (α1, . . . , αP ) ∈ INP , on érit les mon�mes de la façon suivante :
x̃α =

P∏

i=1

x̃αi

iAlors, un polyn�me P est une fontion qui peut s'érire :
P : CIP → CI

x̃ 7→ P(x̃) =
∑

α∈I
aαx̃α (6.1)

où I est un ensemble d'index �ni et aα ∈ CI. La notation P ∈ CI[x̃1, . . . , x̃P ] = CI[x̃], signi�eque P est un polyn�me des variables x̃i ave ses oe�ients dans CI.Le degré total d'un mon�me x̃α est |α| = α1 + · · ·+ αP et le degré total du polyn�me Pvaut :
deg(P) = max

α∈I/aα 6=0
|α|Quand auune onfusion n'est possible, on parle simplement de degré du polyn�me et non deson degré total. 2



6.1. Passage d'un système algébrique non-linéaire à un système multi-polynomial 1016.1 Passage d'un système algébrique non-linéaire à un systèmemulti-polynomialPour passer d'une équation algébrique de la forme (2.10) à une équation multi-polyn�mialede la forme (6.2),
P(x̃) = 0, P(x̃) =







P1(x̃1, . . . , x̃P )=
∑

α1∈I1

a1α1 x̃α1...
PP (x̃1, . . . , x̃P )=

∑

αP ∈IP

aPαP x̃αP







(6.2)deux possibilités s'o�rent à nous : soit la non-linéarité présente dans l'équation algébrique sedéveloppe naturellement bien polynomialement et il est intéressant de faire e développementanalytiquement (omme e sera le as du Du�ng que nous traiterons en setion 6.6), soitla non-linéarité n'a pas véritablement une forme polynomiale qui la sous-tend et l'on réalisealors un lissage de la non-linéarité sur une famille hoisie de polyn�mes. Le premier as esttransparent et ne néessite pas plus d'expliation ; nous donnons pour le seond les rudimentspermettant d'e�etuer l'approximation polynomiale de la partie non linéaire de l'équation.Dans la as où une ériture � à la main � de la non-linéarité sous forme polynomiale n'estpas aisée, l'objetif est d'approximer � au mieux � la partie non-linéaire Ĥ(x̃) par une formepolynomiale Pnl(x̃) pour un espae de variation de x̃, noté D, généralement borné dans lesproblèmes d'ingénierie qui nous onernent. Un moyen simple de déterminer Pnl est d'utiliserune approximation aux moindres arrés qui s'érit omme suit :� on se donne n points x̃(j) ∈ D pour lesquels on alule b(j) = Ĥ(x̃(j)) ∈ IRP ,� on se donne pour haque polyn�me Pnli les mon�mes qui le omposeront (hoix des
αi),� puis, pour haque omposante Pnli, on érit que l'on herhe à minimiser la quantitédépendant des aiαi :

r(i)(aiαi) =

n∑

j=i

(Pnli(x̃
(j))− b

(j)
i )2 =

n∑

j=1









|Ii|∑

k=1

aiαi,k(x̃(j))α
i,k



− b
(j)
i





2

≥ 0On érit don que la dérivée par rapport à haun des oe�ients aiαi,k (au nombre de
|Ii|) est nulle, e qui nous donne le système arré suivant pour haun des Pnli :

R(i)







aiαi,1...
aiαi,|Ii|







=







∑n
j=1 b

(j)
i (x̃(j))α

i,1...
∑n

j=1 b
(j)
i (x̃(j))α

i,|Ii|







,

R(i) ∈M|Ii|(IR), R
(i)
pq =

n∑

j=1

(x̃(j))α
i,p

(x̃(j))α
i,qUne fois que l'on possède l'approximation polynomiale de la partie non-linéaire, il ne resteplus qu'à ajouter la partie linéaire H̄ et le terme onstant Hc provenant généralement de



102 6. Analyse globale par homotopies polynomialesl'exitation pour obtenir le polyn�me �nal :
P(x̃) =







−Hc1 +
∑P

k=1 H̄1kx̃k + Pnl1(x̃)...
−HcP +

∑P
k=1 H̄Pkx̃k + PnlP (x̃)





6.2 Nature des solutions d'un système multi-polynomialLorsque l'on résout un système de la forme (6.2), on le fait généralement dans CI. En e�et,il est plus simple de s'appuyer sur le orps des omplexes plut�t que sur elui des réels (toutpolyn�me est sindé dans CI, non dans IR). Il nous faudra don extraire dans un seond tempsles valeurs réelles qui seules, généralement, nous intéresseront.Par ailleurs, un système multi-polynomial peut avoir di�érents types de solutions : despoints (isolés), mais aussi des ourbes, des surfaes, et. On imagine aisément qu'il est di�ilenumériquement de dérire des espaes de dimension non-nulle (non réduits à des points) etqu'il faut faire appel à des tehniques relativement sophistiquées pour y parvenir (pour plusde détails, on peut se reporter au dernier hapitre de [SW05℄ et onsulter les artiles [SV00℄et [SVW03℄). Les solutions de dimension non-nulle n'ayant généralement pas de pertinenephysique, nous ne nous y intéresserons pas dans la suite de notre étude.Nous herherons don uniquement les solutions de type points isolés dont nous extraironsles éléments réels.6.3 Prinipe et di�ultés d'une résolution par méthode homo-topiqueLe prinipe général de ette méthode, omme énoné dans l'introdution de e hapitre,est de partir d'un polyn�me Q(x̃) que l'on sait résoudre et de le faire évoluer ontinûmentvers le polyn�me dont on herhe les zéros en résolvant un système de la forme (6.3) pour desvaleurs de λ allant de 1 vers 0. On réalise don une ontinuation des solutions du système(6.3).
H(x̃, λ) = 0, H(x̃, λ) = λQ(x̃) + (1− λ)P(x̃) (6.3)Pour que la méthode soit e�ae, haque zéro x̃∗(j) de P(x̃) doit être relié par un heminontinu à un zéro de Q(x̃). Il faut don hoisir Q(x̃) ave au moins autant de zéros que P(x̃).La ontinuité requise du hemin, impose quant à elle qu'il soit struturellement prohe de

P(x̃) a�n d'éviter toute bifuration le long du hemin suivi. La question de l'élaboration de
Q(x̃) est traitée en setion 6.5.Par ailleurs, il est fréquent que l'on réalise une surestimation du nombre de zéros de P(x̃),don que Q(x̃) possède des zéros � en trop �. Les hemins partant de es zéros divergentalors en norme vers +∞ lorsque λ tend vers 0. Cette divergene étant di�ile à traiternumériquement, on a reours à un artefat : on homogénéise le polyn�me P(x̃) à l'aide d'unevariable supplémentaire x̃0 pour se plaer dans l'espae projetif. Nous donnons le détail dela proédure dans la setion 6.4.



6.4. Espae projetif et homogénéisation 103La �gure 6.1 illustre le prinipe de ette méthode homotopique pour un as trivial où lesystème non-linéaire serait à une seule inonnue (P = 1). On peut lire sur ette �gure quele hoix du polyn�me Q(x̃) est tel qu'il possède deux zéros x̃(1) et x̃(2). Le hemin partantdu premier onduit à l'unique zéro de P(x̃), x̃∗ tandis que l'autre, que l'on peut quali�er aposteriori d'� inutile �, diverge vers +∞ lorsque λ tend vers 0.PSfrag replaements
λ

λ = 1λ = 0

x̃(1)

x̃(2)

x̃∗

+∞

Fig. 6.1 � Illustration du prinipe de la méthode homotopique6.4 Espae projetif et homogénéisationA�n de parer au problème des hemins divergeant lorsque λ tend vers 0, on peut remarquerque si un polyn�me Q(x̃) a tous ses mon�mes d'un même degré d, alors pour tout β ∈ CI,
Q(βx̃) = βdQ(x̃). On dit d'un tel polyn�me qu'il est homogène. Pour une telle atégorie depolyn�mes, on voit que si x̃∗ est un zéro de Q, alors ∀ β ∈ CI, βx̃∗ en est un aussi. Ainsi,si la norme de x̃∗ est trop grande pour permettre un alul numérique assez préis, on peutonsidérer à la plae βx̃∗ en prenant par exemple β = 1/||x̃∗|| pour ramener le zéro onsidéréà une norme de 1. On sent qu'il y a là une notion de lasse d'équivalene et que l'on hoisit�nalement le représentant de ette lasse qui nous onvient le mieux numériquement.Le fait est que pour la plupart des polyn�mes, tous les mon�mes n'ont pas même degré.Pour pouvoir utiliser malgré ela la remarque préédente on réalise alors l'homogénéisationdu polyn�me P(x̃) onsidéré en ajoutant une P + 1ème variable x̃0 par laquelle on vientmultiplier ave un degré adéquat haque mon�me onstituant P(x̃) de façon à obtenir undegré identique de tous les mon�mes (onstitués alors des variables x̃0, x̃1, . . . , x̃P regroupéesdans le veteur x̃h et non plus seulement x̃1, . . . , x̃P ). Donnons deux exemples pour bienillustrer ette tehnique :� Exemple 1 : P(x̃1, x̃2) = 2x̃2

1 + x̃2Le premier mon�me est de degré 2 quand le seond est de degré 1. Le polyn�me Phomogénéisé orrespondant est Ph(x̃0, x̃1, x̃2) = 2x̃2
1 + x̃0x̃2. Ainsi les deux mon�messont de degré 2.� Exemple 2 : P(x̃1, x̃2) = 2x̃2

1 + 3x̃1x̃2 + 4Les deux premiers mon�mes sont de degré 2 et le dernier est de degré 0. Le polyn�me
P homogénéisé orrespondant est Ph(x̃0, x̃1, x̃2) = 2x̃2

1 + 3x̃1x̃2 + 4x̃2
0.



104 6. Analyse globale par homotopies polynomialesEn formalisant la remarque d'introdution, on aboutit à la dé�nition de l'espae projetif IPPdéduit de CIP+1 et la relation d'équivalene � pressentie � permettant de hoisir le meilleurreprésentant numérique :Dé�nition 6.2 : Espae projetif IP
PL'espae projetif omplexe de dimension P noté IPP est l'espae des lignes omplexes passantpar l'origine dans CIP+1. Les points de IPP sont des P + 1-uplets [x̃] = (x̃0, . . . , x̃P ) tels que

∀ i ∈ [[0, P ]], x̃i ∈ CI et non tous nuls, ave la relation d'équivalene suivante :
[x̃] = (x̃0, . . . , x̃P ) ∼ [x̃′] = (x̃′

0, . . . , x̃
′
P ) si et seulement si ∃ β ∈ CI∗ / (x̃′

0, . . . , x̃
′
P ) = (βx̃0, . . . , βx̃P )D'une façon plus générale, pour IE un espae vetoriel sur un orps ommutatif IK et en notant

G la relation d'équivalene préédemment dé�nie, l'ensemble quotient IE∗/G est appelé espaeprojetif déduit de IE. 2Ainsi, si l'on herhe numériquement les zéros d'un polyn�me P(x̃1, . . . , x̃P ), et que l'on prendla peine de le rendre homogène de degré d (notons le polyn�me obtenu Ph(x̃0, . . . , x̃P )), il estplus avantageux de mener la reherhe sur IPP en faisant les deux remarques suivantes :
∀ x̃ ∈ CIP , P(x̃1, . . . , x̃P ) = Ph(1, x̃1, . . . , x̃P ) (6.4)

∀ x̃◦ ∈ CIP+1 / Ph(x̃◦) = 0, ∀ β ∈ CI, Ph(βx̃◦) = βdPh(x̃◦) = 0 (6.5)La seonde remarque se traduit de la façon suivante : si x̃◦ est solution de Ph(x̃h) = 0,alors tout élément équivalent - au sens de la relation d'équivalene donnée dans la dé�nitiond'un espae projetif - l'est aussi. On peut don herher, en e sens, les zéros non égaux àl'élément nul de Ph dans IPP en hoisissant alors le représentant de la lasse d'équivalenequi onvient le mieux numériquement. La première remarque, triviale, permet quant à ellede relier les zéros x̃∗ de P et eux x̃◦ du polyn�me homogène assoié Ph pourvu que leurpremière oordonnée soit non nulle :
∀ x̃◦ = (x̃◦

0, . . . , x̃
◦
P ) ∈ CIP+1 / Ph(x̃◦) = 0 et x̃◦

0 6= 0, x̃∗ =
1

x̃◦
0

(x̃◦
1, . . . , x̃

◦
P ) est tel que P(x̃∗) = 0et réiproquement

∀ x̃∗ = (x̃∗
1, . . . , x̃

∗
P ) ∈ CIP / P(x̃∗) = 0, x̃◦ = (1, x̃∗

1, . . . , x̃
∗
P ) est tel que Ph(x̃◦) = 0 (6.6)Nous avons onsidéré jusqu'ii des polyn�mes P à valeur dans CI ; lorsque l'on onsidère -omme 'est le as dans les appliations qui nous intéressent - un système multi-polynomial

P à valeurs dans CIP , on homogénéise séparément haque omposante Pi dont on amène tousles mon�mes à un degré di. Si l'on onsidère par exemple le système à deux variables suivant :
P(x̃) =

{

P1(x̃1, x̃2) = x̃3
1 + x̃1x̃2 + x̃2

2

P2(x̃) = x̃1 + x̃2 − 2

}on obtient après homogénéisation :
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Ph(x̃h) =

{

P1h(x̃0, x̃1, x̃2) = x̃3
1 + x̃0x̃1x̃2 + x̃0x̃

2
2

P2h(x̃0, x̃1, x̃2) = x̃1 + x̃2 − 2x̃0

}Le degré de la première omposante est d1 = 3 tandis que elui de la deuxième est d2 = 1.Ainsi on peut érire que :
∀ β ∈ CI, Ph(βx̃h) =

{

βd1P1h(x̃h)

βd2P2h(x̃h)

}De la même façon, les équations et relations (6.4), (6.5) et (6.6) se transposent aisémentlorsque l'on passe d'un simple polyn�me à un système multi-polynomial.Remettons maintenant ette tehnique dans le ontexte qui nous intéresse, à savoir e-lui de la résolution du système multi-polynomial à P variables P(x̃1, . . . , x̃P ) = 0 par unehomotopie H(x̃, λ) partant du système Q(x̃) pour λ = 1 et allant vers P(x̃) pour λ = 0.Conformément à e que nous venons d'expliquer, on ne travaille pas diretement ave P(x̃)mais ave son équivalent homogénéisé à P + 1 variables. On modi�era don Q(x̃) onfor-mément à ette homogénéisation en lui adjoignant la variable supplémentaire x̃0. Ainsi, one�etue la ontinuation des solutions du système suivant :
Hh(x̃h, λ) = 0,

Hh(x̃0, x̃1, . . . , x̃P , λ) = λQh(x̃0, x̃1, . . . , x̃P ) + (1− λ)Ph(x̃0, x̃1, . . . , x̃P )
(6.7)

On est tenté d'objeter que si l'on a ajouté une inonnue, on n'a pas simultanément introduitune équation. Il faut alors se rappeler e pour quoi nous avons introduit la variable x̃0 : dansle but de ramener la norme de l'inonnue x̃ à une grandeur permettant des aluls numériquessatifaisants. Une équation supplémentaire est don impliitement introduite et s'expliite dedi�érentes façons selon le hoix que l'on préfère :
max

i=0,...,P
|x̃i| = 1 (6.8a)

< x̃h, z > = 1, où z ∈ CI est un veteur hoisi de façon adéquate (6.8b)
Ainsi, lors du proessus de ontinuation, on proède omme indiqué dans le tableau sui-vant selon la ontrainte hoisie :
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Contrainte (6.8a) Contrainte (6.8b)Point onnu au rang n : (x̃

(n)
h , λ(n)) tel que

||Hh(x̃
(n)
h , λ(n))|| < ǫ

max
i=0,...,P

|x̃(n)
i | = |x̃

(n)
j | = 1

||Hh(x̃
(n)
h , λ(n))|| < ǫ

< x̃
(n)
h , z >= 1Prédition/Corretion pour obtenir un point (x̃

(n+1)
h , λ(n+1)) au rang n + 1en imposant x̃

(n+1)
j = x̃

(n)
j don en bloquantune variable sur le système augmenté : { Hh(x̃h, λ) = 0

< x̃h, z >= 1Choix du meilleur représentant numérique pour x̃
(n+1)
h dans IPPen remplaçant x̃

(n+1)
h par l'élément équi-valent ( max

i=0,...,P
|x̃(n+1)

i |)−1x̃
(n+1)
h

en modi�ant éventuellement z dans le asoù x̃
(n+1)
h et z seraient prohes de l'ortho-gonalité : ei entraîne alors des oordonnées

x̃
(n+1)
i très grandes en norme et n'est pas sou-haitable ; on génère don par exemple aléatoi-rement un nouveau veteur z de CIP+1 puison remplae x̃

(n+1)
h par l'élément équivalent

(< x̃
(n+1)
h , z >)−1x̃

(n+1)
hOn peut don ontenir la norme des veteurs onsidérés au long de la ontinuation et l'ondétete aisément les points partant à l'in�ni lorsque λ tend vers 0 en faisant la remarquesuivante : si dans CIP ||(x̃1, . . . , x̃P )|| → +∞ lorsque λ → 0, le proédé d'homogénéisationet l'utilisation qui en est préonisée vont nous amener à ontenir ette norme notamment enfaisant tendre x̃0 vers 0 : shématiquement, si l'on hoisit la ontrainte (6.8a) et que |x̃j | → 0lorsque λ → 0 (j ∈ [|1, P |]), le proédé proposé imposant une norme égale à 1 pour x̃j , ondivisera x̃0 par x̃j, don on aura x̃0 → 0. Le passage de CIP à PP via le proessus d'homo-généisation permet don de failiter le suivi numérique des valeurs et de déteter en �n deontinuation les points allant à l'in�ni qui sont alors aratérisés par :

|x̃0|
max

i=1,...,P
|x̃i|

< ǫd (6.9)où ǫd est hoisi � petit � (typiquement, entre 10−3 et 10−6). Par soui d'alléger les notations,on notera identiquement par la suite le système polynomial initial P et le système homogé-néisé Ph lorsque la distintion n'est pas essentielle, réservant toutefois l'indie 0 à la variabled'homogénéisation.6.5 Choix d'un polyn�me initial Q(x̃)Comme évoqué en � 6.3, la prinipale di�ulté dans la mise en ÷uvre e�ae d'une mé-thode de résolution par homotopie est le hoix du polyn�me Q(x̃) de départ. Il faut en e�etêtre apable de le résoudre pour pouvoir initialiser la ontinuation, don qu'il soit d'une stru-ture relativement simple, tout en étant struturellement prohe du polyn�me visé P(x̃) de



6.5. Choix d'un polyn�me initial 107façon à e que la ontinuation ne omporte pas de bifuration. Cette � proximité � struturelleonsiste en premier lieu en le fait de posséder au moins autant de zéros que P(x̃) de façon à eque haque zéro de P(x̃) (omptés distintement s'ils sont d'un ordre de multipliité supérieurà 1) soit relié à un unique zéro de Q(x̃). Il faut pour ela pouvoir évaluer le nombre de zérosde P(x̃) avant même de les onnaître et ei se fait en examinant plus ou moins �nement lastruture de P(x̃). Selon la �nesse de l'analyse, on obtient un polyn�me Q(x̃) qui possède unnombre de zéros de plus en plus prohe de elui de P(x̃) (et toujours supérieur). Si haundes zéros surnuméraires rée un hemin qui diverge en l'in�ni, et don un investissement enalul inutile, l'analyse préliminaire peut devenir elle même-oûteuse et di�ilement automa-tisable. Le graphique 6.5 (issu de [SW05, Se 8.1℄) présente de façon hiérarhisée, les nomsdes di�érentes méthodes atuellement dans la littérature. Étant donnée la diversité des sys-tèmes que nous souhaitons pouvoir traiter, nous n'expliquons dans les paragraphes suivantsque les trois premières dont la mise en ÷uvre peut s'automatiser aisément. Dans un dernierparagraphe, nous donnerons quelques préonisations et éléments hi�rés pour aider au hoixde la méthode.PSfrag replaements Paramétrisation des oe�ientsProduitsde polyn�mes Polytopesde NewtonProduits de mon�mesProduits d'éléments linéairesMulti-homogèneDegré total

⋃⋃

⋃⋃

⋃

⋃

⋃ Spéi�itéSimpliité AB

Fig. 6.2 � Graphique des di�érentes méthodes permettant d'élaborer Q(x̃)Sous la ligne A, seules des tehniques de résolution de systèmes linéaires sont néessaires.Au dessus de la ligne B, des méthodes spéiales doivent êtres onçues au as par as.
6.5.1 Méthode du degré totalUne façon ertaine et simple de tenir ompte de tous les zéros de P(x̃) est de s'appuyer surle théorème de Bezout qui nous dit que pour un système P(x̃) dont haque omposante Pi(x̃)est un polyn�me de degré total di, le nombre maximal de solutions est N = d1 × · · · × dP . Il



108 6. Analyse globale par homotopies polynomialesest alors faile de onevoir l'utilisation du polyn�me initial Q(x̃) suivant :
Q(x̃) =







x̃d1

1 − 1...
x̃dP

P − 1





dont les raines sont bien onnues puisque sont elles de l'unité. Le théorème suivant permetalors de garantir que l'on trouvera toutes les solutions de P(x̃) :Théorème 6.1 : Homotopie de degré totalSoit un système multi-polynomial P(x̃) de CIP dans CIP et di le degré de haune de sesomposantes Pi(x̃), i = 1, . . . , P . Soit Q(x̃) un système multi-polynomial dont haune desomposantes Qi(x̃) est de degré di et possédant N =
∏P

i=1 di solutions non-singulières. Alorsles N hemins solutions de l'homotopie
H(x̃, λ) = λγQ(x̃) + (1− λ)P(x̃) = 0prenant soure en les solutions de Q(x̃) = 0 sont non-singuliers pour λ ∈ ]0, 1] et l'ensemblede leurs points �naux lorsque λ → 0 inlut toutes les solutions non-singulières de P(x̃) = 0pour presque tout γ ∈ CI, exepté en un nombre �ni de droites de dimension réelle égale à 1passant par l'origine. En partiulier, si l'on hoisit γ = eiθ sur le erle unité, es exeptionsse limitent à un nombre �ni de points θ ∈ [0, 2π]. 2Si ette méthode est très faile à mettre en ÷uvre, on sent bien que le alul de N =

∏P
i=1 di hemins sera souvent inutilement oûteux dans la mesure où peu des systèmes onsi-dérés possèderont en réalité autant de solutions. En partiulier pour e qui nous onerne,les variables x̃i se séparent en deux groupes de tailles inégales : elles relatives aux ddl li-néaires, don partiipant uniquement à des mon�mes de degré 1 et elles relatives à des ddlnon-linéaires, en faible nombre par rapport aux préédentes, mais pouvant partiiper à desmon�mes de degré élevé. Cela semblerait don dommageable de ne pas pouvoir tenir omptede ette distintion évidente et 'est pourquoi nous énonçons les deux méthodes suivantes.6.5.2 Méthode par multi-homogénéisationPour tenir ompte de groupes de variables distints - disons m groupes - une possibilitéest d'utiliser un proédé de multi-homogénéisation : de la même façon qu'expliqué en � 6.4, onintroduit des variables visant à amener tous les mon�mes d'une omposante Pi(x̃) à un mêmedegré di, mais au lieu d'introduire une seule variable supplémentaire x̃0, on en introduit autantque de groupes onstitués, 'est-à-dire m, notées z̃1, . . . , z̃m. On partionne don les P variablesinitiales x̃1, . . . , x̃P en m groupes X̃j possédant kj éléments (j = 1, . . . ,m, k1 + · · · + km =

P ), puis on assoie à haque groupe une variable d'homogénéisation z̃j . On homogénéiseensuite haun des polyn�mes Pi onformément à ette multi-homogénéisation et on formeune matrie de degrés D = (dij)1≤i≤P, 1≤j≤m dont le terme dij orrespond au degré maximalobservé dans le polyn�me Pi pour les mon�mes formés par les variables du groupe X̃j .Considérons le système suivant pour illustrer ette méthode de multi-homogénéisation :
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P(x̃1, x̃2, x̃3) =







x̃2
1 + 2

x̃2x̃3 − 4

x̃1x̃2 + x̃3 − 6





On voit que seule la variable x̃1 intervient à un degré 2. On hoisit don de faire les deuxgroupes suivants auxquels on assoie les variables d'homogénéisation z̃1 et z̃2 :
X̃1 = {x̃1} (k1 = 1) ← z̃1

X̃2 = {x̃2, x̃3} (k2 = 2) ← z̃2On e�etue alors la multi-homogénéisation suivante en remplaçant haque variable x̃i dugroupe X̃j, j = 1, . . . ,m par x̃i/z̃j , i = 1, . . . , kj puis en ramenant les dénominateurs dehaque Pi à 1 (don en ramenant aux numérateurs des mon�mes de la forme ∏j z̃
αij

j ; onobtient ainsi :
Ph(z̃1, x̃1, z̃2, x̃2, x̃3) =







x̃2
1 + 2z̃2

1

x̃2x̃3 − 4z̃2
2

x̃1x̃2 + x̃3z̃1 − 6z̃1z̃2







D =






2 0

0 2

1 1




Pour une homogénéisation lassique introduisant uniquement la variable x̃0, on aurait eu :

Ph(x̃0, x̃1, x̃2, x̃3) =







x̃2
1 + 2x̃2

0

x̃2x̃3 − 4x̃2
0

x̃1x̃2 + x̃3x̃0 − 6x̃2
0







D =






2

2

2




Une fois le système multi-homogénéisé, on peut utiliser le théorème de Bezout pour struturesmulti-homogènes qui donne que le nombre de zéros d'un tel système est au plus Bez(D,K)ave la formule suivante permettant de l'évaluer (une autre formule basée sur une approheombinatoire est possible ; nous lui préférons elle-i, plus simple à énoner) :Bez(D,K) = oe�z̃k1

1 . . . z̃km
m ,

P∏

i=1

m∑

j=1

dij z̃j



où l'expression oe�(x̃α,P(x̃)) désigne le oe�ient du mon�me x̃α dans le polyn�me P(x̃).Pour notre exemple, on voit don que le nombre maximal de zéros à reherher est :Bez(D,K) = oe�(z̃1
1 z̃2

2 , (2z̃1 + 0z̃2)(0z̃1 + 2z̃2)(z̃1 + z̃2)) = 4alors qu'utilisant une homogénéisation lassique, le majorant du nombre de zéros serait :
N = 2× 2× 2 = 8En réalisant une multi-homogénéisation, on divise don par deux, sur et exemple, le nombrede hemins à suivre.En�n, pour respeter la struture du polyn�me initial P(x̃) onformément à ette multi-homogénéisation, il su�t de onstruire un polyn�me Q(x̃) ayant même matrie de degré D etque l'on sait résoudre. Pour notre exemple, nous pouvons don proposer le polyn�me suivant :
Q(x̃) =







x̃2
1 − 1

(x̃2 − 2)(x̃3 + 3)

(x̃1 + 4)(x̃2 + x̃3 − 1)







, de solutions x̃∗(1) = (1, 2,−1), x̃∗(2) = (1, 4,−3),

x̃∗(3) = (−1, 2,−1), x̃∗(4) = (−1, 4,−3)Le théorème énoné i-dessous nous permet de onlure en garantissant l'obtention detoutes les solutions isolées et non-sigulières de P(x̃).



110 6. Analyse globale par homotopies polynomialesThéorème 6.2 : Homotopie de multi-homogénéisationSoit un système multi-polynomial P(x̃) de CIP dans CIP possédant une matrie de degré D pourses variables partitionnées en sous-ensembles de tailles K omme présenté préédemment. Soit
Q(x̃) un système multi-polynomial ayant même matrie de degré D et possédant Bez(D,K)solutions non-singulières. Alors les Bez(D,K) hemins solutions de l'homotopie

H(x̃, λ) = λγQ(x̃) + (1− λ)P(x̃) = 0prenant soure en les solutions de Q(x̃) = 0 sont non-singuliers pour λ ∈ ]0, 1] et l'ensemblede leurs points �naux lorsque λ → 0 inlut toutes les solutions non-singulières de P(x̃) = 0pour presque tout γ ∈ CI, exepté en un nombre �ni de droites de dimension réelle égale à 1passant par l'origine. En partiulier, si l'on hoisit γ = eiθ sur le erle unité, es exeptionsse limitent à un nombre �ni de points θ ∈ [0, 2π]. 2En dernier lieu, nous proposons une formule � simple � permettant d'évaluer Bez(D,K)pour les systèmes qui nous intéressent : des strutures majoritairement linéaires auxquelleson ajoute quelques ddl non-linéaires représentant un organe, un ontat, et. Nous proposonsles notations suivantes :
• P le nombre total d'inonnues x̃i, égal au nombre d'équations
• Pl le nombre d'équations linéaires (supposées ne dépendre que des Vl variables linéaires)
• Pnl le nombre d'équations non-linéaires (pouvant dépendre de toutes les variables) :

Pl + Pnl = P

• Vl le nombre de variables x̃i n'intervenant que linéairement dans les équations (nepartiipant qu'à des mon�mes de degré 1)
• Vnl le nombre de variables x̃i intervenant non-linéairement dans les équations (partii-pant à au moins un mon�me de degré supérieur ou égal à 2) : Vl + Vnl = P

• d le degré maximal des mon�mes ontenant des variables non-linéairesSi l'on ordonne par suite les x̃i en faisant apparaître d'abord les Vl variables purement linéairespuis les Vnl variables non-linéaires et de même en érivant d'abord les Pl équations purementlinéaires et les Vnl autres ensuite, on peut former les deux goupes :
X̃1 = {x̃1, . . . , x̃Vl

}, k1 = Vl, homogénéisé par z̃1

X̃2 = {x̃Vl+1, . . . , x̃P }, k2 = Vnl, homogénéisé par z̃2La réorganisation des équations permet ensuite d'érire une forme générale du polyn�mehomogénéisé :
Ph(z̃1, x̃1, . . . , x̃Vl

, z̃2, x̃Vl+1, . . . , x̃P ) =







Eq linéaire 1...Eq linéaire PlEq non-linéaire 1...Eq non-linéaire Pnl







, D =















1 0...
1 0

1 d...
1 d













On érit don failement par suite que :
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1 z̃Vnl

2 ,

Pl∏

i=1

z̃1 ×
Pnl∏

j=1

(z̃1 + dz̃2)





= oe�z̃Vl

1 z̃Vnl

2 , z̃Pl

1

Pnl∑

j=0

Cj
Pnl

z̃j
1(dz̃2)

Pnl−j





= CPnl−Vnl

Pnl
dV nl

=
Pnl!

(Pnl − Vnl)!Vnl!
dVnlCette formule n'est pas universelle dans la mesure où tous les systèmes non-linéaires quenous pouvons renontrer ne sont pas exatement de ette forme : ertaines équations linéairespeuvent faire intervenir des variables non-linéaires et ertaines équations non-linéaires ne fontintervenir auune variable linéaire. Néanmoins, ette formule permet de donner rapidementune idée du nombre de hemins sans même avoir posé préisément les équations.6.5.3 Méthode par produits d'éléments linéairesNous venons d'étudier un moyen d'approher mieux la struture du système à résoudre

P(x̃) en regroupant des variables. Le regroupement ompte alors pour toute les équations ; onpeut don envisager omme étape suivante des groupements di�érents pour haque équationen gardant à l'esprit la ontrainte de savoir résoudre le système multi-polynomial Q(x̃) quirésulte de l'étude. La méthode proposée onsiste en la déomposition de haque équation enun produit d'éléments linéaires. Il faut don pour haque équation reonstituer les espaesvetoriels de mon�mes de degré 1 dont le produit aboutit à l'espae vetoriel auquel appartientla solution. A�n de rendre ei plus lair, nous posons quelques notations :
• < e1, . . . , ek > dénote le CI-espae vetoriel engendré par les éléments e1, . . . , ek.
• {e1, . . . , ek} ⊗ {f1, . . . , fl} = {ei ⊗ fj, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l} désigne l'ensemble produitdes deux autres ensembles
• < E > × < F >= {ef |e ∈< E >, f ∈< F >} ensemble produit des espaes vetoriels

< E > et < F > est inlus dans l'espae vetoriel engendré par le produit des ensembles
E et F , < E ⊗ F >.

• E(n) et < E >(n) désignent naturellement les ensembles produits respetifs E⊗ · · · ⊗Eet < E > × · · · × < E > haun omportant n fateurs identiques.Pour un système multi-polynomial P(x̃) = 0 à P inonnues et P équations Pi(x̃) = 0, 1 ≤
i ≤ P , on herhe à déomposer le CI-espae vetoriel IEi auquel appartient Pi(x̃) de degré dien un produit de di ensembles Eij ne ontenant que des polyn�mes de degré 1 :

Pi(x̃) ∈ IEi, IEi =< Ei1 ⊗ · · · ⊗ Eidi
>, 1 ≤ i ≤ P,

∀ i ∈ [[1, P ]], Eij ⊂ {x̃1, . . . , x̃P , 1}, 1 ≤ j ≤ di

(6.10)On peut alors montrer ([SW05, Se. 8.3.4℄) qu'il su�t de hoisir le polyn�me initial Q(x̃)dans l'ensemble Ei produit des espaes vetoriels IEij engendrés par les ensembles Eij :
∀ i ∈ [[1, P ]], Qi(x̃) ∈ Ei =< Ei1 > × · · · × < Eidi

>= IEi1 × · · · × IEidi
(6.11)



112 6. Analyse globale par homotopies polynomialesChaque omposante Qi(x̃) du système initial s'érit don omme un produit de polyn�mes
pij(x̃) ∈ IEij de degré 1 au plus, d'où le nom de la méthode � produits d'éléments linéaires � :

Q(x̃) =







p11(x̃) . . . p1d1
(x̃)...

pP1(x̃) . . . pPdP
(x̃)







,∀ i ∈ [[1, P ]], ∀ j ∈ [[1, di]], deg(pij(x̃)) ≤ 1

Il est alors faile de résoudre le système initial : haque zéro doit annuler au moins l'un desfateurs linéaires de haque omposante. Il su�t don de tester tous les systèmes linéairesobtenus en hoisissant un fateur linéaire par équation. Comme on herhe uniquement lessolutions non-singulières, on peut avant de résoudre haque système linéaire en aluler lerang et éliminer d'o�e les systèmes ayant un rang non égal à P .Examinons maintenant les exemples suivants pour illustrer ette déomposition en pro-duits d'éléments linéaires :� Exemple 1 : soit P(x̃1, x̃2, x̃3) = x̃2
1 + 4x̃1x̃2 − x̃3. Le degré total de e polyn�me est

2 et tous ses mon�mes appartiennent à l'ensemble produit {x̃1, x̃2, x̃3} ⊗ {x̃1, 1} =

{x̃2
1, x̃1x̃2, x̃1x̃3, x̃1, x̃2, x̃3}. En termes de struture, e polyn�me appartient don à l'es-pae vetoriel < {x̃1, x̃2, x̃3} ⊗ {x̃1, 1} >.� Exemple 2 : soit le système multi-polynomial et les ensembles Ei orrespondants

P(x̃1, . . . , x̃6) =







x̃1 + x̃2 − 3

x̃3 + x̃4 − 5

x̃2 + x̃5 + x̃3
5 − 2

x̃3 + x̃6 + x̃3
6 − 1

x̃3 + x̃5

x̃4 + x̃6







,







E1 = < x̃1, x̃2, 1 >

E2 = < x̃3, x̃4, 1 >

E3 = < x̃2, x̃5, 1 > × < x̃5, 1 >(2)

E4 = < x̃3, x̃6, 1 > × < x̃6, 1 >(2)

E5 = < x̃3, x̃5 >

E6 = < x̃4, x̃6 >On peut proposer d'après les Ei le polyn�me Q(x̃) suivant :
Q(x̃) =







(x̃1 + x̃2 + 1)

(x̃3 + x̃4 + 1)

(x̃2 + x̃5 + 1)(x̃5 − 1)(x̃5 + 2)

(x̃3 + x̃6 + 1)(x̃6 − 3)(x̃6 + 5)

(x̃3 + x̃5)

(x̃4 + x̃6)





Les di�érents systèmes linéaires à résoudre pour trouver les zéros du système initial sont



6.5. Choix d'un polyn�me initial 113au nombre de 9 dont trois seulement ont un rang de 6 :






(x̃1 + x̃2 + 1)

(x̃3 + x̃4 + 1)

(x̃2 + x̃5 + 1)

(x̃3 + x̃6 + 1)

(x̃3 + x̃5)

(x̃4 + x̃6)







= 06,1







(x̃1 + x̃2 + 1)

(x̃3 + x̃4 + 1)

(x̃5 − 1)

(x̃3 + x̃6 + 1)

(x̃3 + x̃5)

(x̃4 + x̃6)







= 06,1







(x̃1 + x̃2 + 1)

(x̃3 + x̃4 + 1)

(x̃5 + 2)

(x̃3 + x̃6 + 1)

(x̃3 + x̃5)

(x̃4 + x̃6)







= 06,1rang = 6 rang = 5 rang = 5







(x̃1 + x̃2 + 1)

(x̃3 + x̃4 + 1)

(x̃2 + x̃5 + 1)

(x̃6 − 3)

(x̃3 + x̃5)

(x̃4 + x̃6)







= 06,1







(x̃1 + x̃2 + 1)

(x̃3 + x̃4 + 1)

(x̃5 − 1)

(x̃6 − 3)

(x̃3 + x̃5)

(x̃4 + x̃6)







= 06,1







(x̃1 + x̃2 + 1)

(x̃3 + x̃4 + 1)

(x̃5 + 2)

(x̃6 − 3)

(x̃3 + x̃5)

(x̃4 + x̃6)







= 06,1rang = 6 rang = 5 rang = 5







(x̃1 + x̃2 + 1)

(x̃3 + x̃4 + 1)

(x̃2 + x̃5 + 1)

(x̃6 + 5)

(x̃3 + x̃5)

(x̃4 + x̃6)







= 06,1







(x̃1 + x̃2 + 1)

(x̃3 + x̃4 + 1)

(x̃5 − 1)

(x̃6 + 5)

(x̃3 + x̃5)

(x̃4 + x̃6)







= 06,1







(x̃1 + x̃2 + 1)

(x̃3 + x̃4 + 1)

(x̃5 + 2)

(x̃6 + 5)

(x̃3 + x̃5)

(x̃4 + x̃6)







= 06,1rang = 6 rang = 5 rang = 5Ainsi, on n'aura que 3 hemins à suivre partant des solutions des systèmes linéairesérits en olonne de gauhe. Si l'on avait utilisé une méthode du degré total, on auraitdû étudier 1×1×3×3×1×1 = 9 hemins et par une méthode de multi-homogénéisationutilisant les deux groupes � intuitifs � X̃1 = {x̃1, x̃2, x̃3, x̃4} et X̃2 = {x̃5, x̃6}, on auraitgénéré 22 hemins, 'est-à-dire plus que dans le as du degré total.Comme on vient de le voir, l'évaluation du nombre de zéros du système multi-polynomialinitial passe par l'évaluation du rang de haun des systèmes linéaires que l'on peut former,au nombre de∏P
i=1 di. On ne peut don pas donner de formule générale mais a�rmer qu'il estnéessairement inférieur ou égal à elui résultant de la méthode du degré total. Le théorèmesuivant permet de garantir l'e�aité de la méthode.Théorème 6.3 : Homotopie par produit d'éléments linéairesSoit un système multi-polynomial P(x̃) de CIP dans CIP appartenant à la famille de systèmesdé�nie par l'équation (6.10). Soit Q(x̃) un système multi-polynomial appartenant à la famillede système dé�nie par l'équation (6.11). Alors les hemins solutions de l'homotopie

H(x̃, λ) = λγQ(x̃) + (1− λ)P(x̃) = 0prenant soure en les solutions non-singulières de Q(x̃) = 0 sont non-singuliers pour λ ∈ ]0, 1]et l'ensemble de leurs points �naux lorsque λ → 0 inlut toutes les solutions non-singulièresde P(x̃) = 0 pour presque tout γ ∈ CI, exepté en un nombre �ni de droites de dimensionréelle égale à 1 passant par l'origine. En partiulier, si l'on hoisit γ = eiθ sur le erle unité,es exeptions se limitent à un nombre �ni de points θ ∈ [0, 2π]. 2



114 6. Analyse globale par homotopies polynomiales6.5.4 Comparaison des trois méthodesNous venons de présenter di�érentes méthodes permettant de onstruire un système initial
Q(x̃) d'après des analyses de plus en plus �nes de la struture du système initial P(x̃).Nous proposons de les omparer sur un exemple possèdant une non-linéarité ubique ; ledéveloppement polynomial sera don ii exat.Desiption du système et ériture des équations dynamiquesLe système se ompose de trois masses et ressorts linéaires amortis dont le dernier maillonomporte en plus une raideur non-linéaire ubique (�gure 6.3).
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fe(t)

Fig. 6.3 � Système étudiéLes équations s'érivent ainsi simplement :






m1q̈1 + c1q̇1 − c2(q̇2 − q̇1) + k1q1 − k2(q2 − q1) = 0

m2q̈2 + c2(q̇2 − q̇1)− c3(q̇3 − q̇2) + k2(q2 − q1)− k3(q3 − q2)− knl(q3 − q2)
3 = 0

m3q̈3 + c3(q̇3 − q̇2) + k3(q3 − q2) + knl(q3 − q2)
3 = fe cos(ωt)

(6.12)Pour alléger les éritures, on passe ensuite en déplaements relatifs en posant :






r1 = q1

r2 = q2 − q1

r3 = q3 − q2

, U =







r1

r2

r3





puis on utilise l'ériture matriielle suivante :





m1

m2 m2

m3 m3 m3






︸ ︷︷ ︸

M

Ü +






c1 −c2

c2 −c3

c3






︸ ︷︷ ︸

C

U̇ +






k1 −k2

k2 −k3

k3






︸ ︷︷ ︸

K

U +







0

−knlr
3
3

knlr
3
3







=







0

0

fe cos(ωt)





(6.13)Nous hoisissons en�n les valeurs numériques suivantes :
m1 = 1 (kg), k1 = 1 (N.m−1), c1 = ηk1 (kg.s−1), η = 0.04 (s)

m2 = 2 (kg), k2 = 1 (N.m−1), c2 = ηk2 (kg.s−1), fe = 0.1 (N)

m3 = 3
2 (kg), k3 = 1 (N.m−1), c3 = ηk3 (kg.s−1), knl = 100 (N.m−1)Eriture des équations algébriquesNous allons maintenant reherher les solutions périodiques par une méthode de balaneharmonique ave une tronature du développement à 1 harmonique. On passe don de 3



6.5. Choix d'un polyn�me initial 115inonnues dynamiques à 3× (2× 1 + 1) = 9 inonnues algébriques :
U = a0 + a1 cos(ωt) + b1 sin(ωt) (6.14)

a0 =







a01

a02

a03







, a1 =







a11

a12

a13







, b1 =







b11

b12

b13







, x̃ =







a0

a1

b1







∈ IR9En substituant la forme (6.14) de U dans les équations dynamiques (6.13), on obtient leséquations algébriques suivantes :







K

K − ω2M ωC

−ωC K − ω2M








︸ ︷︷ ︸

H̄

x̃ + Ĥ(x̃) =







03,1(

02,1

fe

)

03,1







︸ ︷︷ ︸

Hc

(6.15)
Ĥ(x̃) = knl







0

−a03(a
2
03 + 3

2a2
13 + 3

2b2
13)

+a03(a
2
03 + 3

2a2
13 + 3

2b2
13)

0

−3a13(a
2
03 + 1

4a2
13 + 1

4b2
13)

+3a13(a
2
03 + 1

4a2
13 + 1

4b2
13)

0

−3b13(a
2
03 + 1

4a2
13 + 1

4b2
13)

+3b13(a
2
03 + 1

4a2
13 + 1

4b2
13)





Eriture du système multi-polynomialÉtant donnée l'utilisation d'une non-linéarité ubique, les équations algébriques sont déjàsous forme polynomiale ; il n'est don pas néessaire de réaliser de lissage pour obtenir P(x̃)et l'on obtient diretement la forme exate (6.16).
P(x̃) =







k1a01 − k2a02

k2a02 − k3a03 − knla03(a
2
03 + 3

2a2
13 + 3

2b2
13)

k3a03 + knla03(a
2
03 + 3

2a2
13 + 3

2b2
13)

(k1 − ω2m1)a11 − k2a12 + ωc1b11 − ωc2b12

−ω2m2a11 + (k2 − ω2m2)a12 − k3a13 + ωc2b12 − ωc3b13 − 3knla13(a
2
03 + 1

4a2
13 + 1

4 b2
13)

−ω2m3a11 − ω2m3a12 + (k3 − ω2m3)a13 + ωc3b13 + 3knla13(a
2
03 + 1

4a2
13 + 1

4b2
13)− fe

−ωc1a11 + ωc2a12 + (k1 − ω2m1)b11 − k2b12

−ωc2a12 + ωc3a13 − ω2m2b11 + (k2 − ω2m2)b12 − k3b13 − 3knlb13(a
2
03 + 1

4a2
13 + 1

4b2
13)

−ωc3a13 − ω2m3b11 − ω2m3b12 + (k3 − ω2m3)b13 + 3knlb13(a
2
03 + 1

4a2
13 + 1

4b2
13)





(6.16)Étude préalable par ontinuationAvant de proéder à l'analyse globale de e système, on proède à une étude par onti-nuation en faisant varier la pulsation d'exitation entre 0 et 5 rad.s−1 a�n de déterminerune pulsation pour laquelle on possède plusieurs solutions. Nous obtenons la �gure 6.4 repré-sentant l'amplitude du déplaement relatif r3 en fontion de la pulsation ω et hoisissons detravailler pour ω = 2 rad.s−1.
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Fig. 6.4 � Continuation du système non-linéaire ubique à 3 ddl : amplitude de r3

Analyse globaleA�n d'illustrer et de hi�rer les performanes des trois méthodes, nous donnons les élé-ments aratéristiques de haune d'elle permettant la onstrution du polyn�me initial Q(x̃) :� Méthode du degré total : il su�t de relever le degré total de haque omposante
Pi(x̃) :
D =

[

1 3 3 1 3 3 1 3 3
]t
⇒ N = 36 = 729� Méthode par multi-homogénéisation : on sépare les variables en deux groupes, X̃1ontenant les variables � linéaires � qui seront homogénéisées par z̃1 et X̃2 qui ontientles variable � non-linéaires � qui seront homogénéisées par z̃2 :

X̃1 = {a01, a02, a11, a12, b11, b12}, k1 = 6← z̃1

X̃2 = {a03, a13, b13}, k2 = 3← z̃2On onstruit ensuite la matrie de degré D pour aluler le nombre de Bezout Bez(D,K) :
D =

[

1 1 0 1 1 1 1 1 1

0 3 3 0 3 3 0 3 3

]t

⇒ Bez(D,K) = oe�(z̃6
1 z̃3

2 , z̃3
1(z̃1 + 3z̃2)

5(3z̃2)) = 270� Méthode par produits d'éléments linéaires : on érit une déomposition des en-sembles Ei en produit d'espaes vetoriels ne ontenant que des mon�mes de degréinférieur ou égal à 1 :
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E1 = < a01, a02 >

E2 = < a02, a03, a13, b13, 1 > ⊗ < a03, a13, b13, 1 > ⊗ < a03, 1 >

E3 = < a03, a13, b13, 1 >(2) ⊗ < a03 >

E4 = < a11, a12, b11, b12 >

E5 = < a11, a12, a13, b12, 1 > ⊗ < a03, a13, b13, 1 >(2)

E6 = < a11, a12, a13, 1 > ⊗ < a03, a13, b13, 1 >(2)

E7 = < a11, a12, b11, b12 >

E8 = < a12, b11, b12, b13, 1 > ⊗ < a03, a13, b13, 1 >(2)

E9 = < b11, b12, b13, 1 > ⊗ < a03, a13, b13, 1 >(2)

⇒ 99 systèmes linéaires de rang 9Les trois méthodes permettent d'aboutir à neuf solutions omplexes dont trois seulementsont réelles. Nous en donnons une représentation omposante par omposante en superpositiondes ourbes obtenues par ontinuation en �gure 6.5. Les temps de alul et le nombre dehemins sont réapitulés dans le tableau 6.1. Les aluls ont été réalisés sur un serveur IntelCore 2 Duo E6600 (4Go de Ram).Degré Total Multi-homogénéisation Produit d'élé-ments linairesNombre de hemins 729 270 99Temps pu (s) 467 200 74Temps pu/hemin (s) 0.641 0.741 0.748Tab. 6.1 � Comparaison des temps de alul sur les di�érentes méthodes par homotopie
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Fig. 6.5 � Solutions réelles multiples obtenues par homotopie



6.6. Appliation à un osillateur de Du�ng 1196.6 Appliation à un osillateur de Du�ngA�n de pouvoir omparer les méthodes entre elles, nous appliquons ette dernière approheaux quatre as présentés dans le tableau 4.1 ainsi qu'aux deux as supplémentaires du tableau6.2 dont le temps de alul est rendu raisonnable par l'utilisation de ette méthode. Commepour les méthodes préédentes, nous présentons d'abord les résultats puis nous proposons uneextrapolation du temps de alul.Dénomination P ExpressionCas 1H2H3H 6 q(t) = a1 cos(ωt) + b1 sin(ωt) + a2 cos(2ωt) + b2 sin(2ωt) . . .

· · · + a3 cos(3ωt) + b3 sin(3ωt)Cas C1H2H3H 6 q(t) = a0 + a1 cos(ωt) + b1 sin(ωt) + a2 cos(2ωt) + b2 sin(2ωt) . . .

· · ·+ a3 cos(3ωt) + b3 sin(3ωt)Tab. 6.2 � Homotopies polynomiales - Cas supplémentaires d'appliation à un osillateur deDu�ng6.6.1 RésultatsÉtant donné que le système dynamique ne omporte qu'un seul degré de liberté et quetoutes les inonnues algébriques résultant de la balane harmonique sont touhées par lanon-linéarité, seule une méthode de degré total est appliquée. Le tableau 6.3 résume lesaratéristiques prinipales des six aluls menés. Les aluls sont enore une fois menés surun serveur Intel Core 2 Duo E6600 (4Go de Ram). On voit dès à présent l'énorme supérioritéCas P Temps pu (s) Nombre de hemins1H 2 1.09 9C1H 3 4.51 271H3H 4 29.4 81C1H3H 5 121.45 2431H2H3H 6 521.86 729C1H2H3H 7 2140.42 2187Tab. 6.3 � Homotopies polynomiales - Résultatsde ette méthode sur les préédentes.A titre d'illustration, nous proposons les �gures 6.6 à 6.9. Elles représentent les heminssuivis pour les trois solutions réelles et un des hemins partant d'une solution surnumérairequi diverge lorsque λ tend vers 0 lors de la résolution du as 1H. Le hemin bleu représente
a1 et le hemin vert représente b1.6.6.2 ExtrapolationsNous possédons pour ette atégorie de méthode une évaluation a priori du nombre dehemin Nc utilisés par l'algorithme. Utilisant une méthode du degré total, on sait que l'ona Nc = 3P , e que l'on véri�e sur la �gure 6.10 pour laquelle a = 1 et b = 3. Le temps de



120 6. Analyse globale par homotopies polynomiales

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

−0.5

0.3499

0.7789

1.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

PSfrag replaements
λ Re(x̃)

Im(x̃)
�0

Fig. 6.6 � Homotopies polynomiales - Cas 1H - Solution 1
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6.6. Appliation à un osillateur de Du�ng 121

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

−1

−0.2514
0.0308

0.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

PSfrag replaements
λ Re(x̃)

Im(x̃)
�0

Fig. 6.8 � Homotopies polynomiales - Cas 1H - Solution 3
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122 6. Analyse globale par homotopies polynomialesalul unitaire, qui orrespond au temps néessaire pour passer d'un zéro de Q(x̃) à un zérode P (x̃) est lissé en utilisant un polyn�me d'ordre 2 en P dans la mesure où les méthodesde ontinuation utilisent l'évaluation d'une jaobienne. On trouve tu = cP 2 + dP + e ave
c = 0.0208, d = −0.0138 et e = 0.0543 en �gure 6.11. Ces deux évaluations nous permettentd'établir des préditions pour le temps de alul total en �gure 6.12. On onstate alors que'est la seule des quatre méthodes testées qui permette de traiter des systèmes à non-linéaritéubique à plus de trois ddl dans la journée.
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Fig. 6.10 � Homotopies polynomiales - Extrapolation du nombre de ellules6.7 ConlusionCette dernière atégorie de méthodes, basée sur l'approximation polynomiale des équationsalgébriques non-linéaires résultant de la transformation du système dynamique, présente destemps de alul intéressants. Le fait de ne pas partir d'un espae ontinu que l'on essaiede réduire à un ensemble de points mais de partir diretement de points disrets que l'onfait évoluer lors d'une ontinuation est à notre sens à l'origine de e gain de temps. Dans ledernier hapitre, nous proposons une appliation de ette méthode à di�érents systèmes, moinstriviaux et plus prohes dans leur formulation de e que l'on peut renontrer en dynamiquedes mahines tournantes.
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Fig. 6.11 � Homotopies polynomiales - Extrapolation du temps par hemin
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Chapitre 7Appliation à la dynamique des rotors
Nous avons exposé di�érentes façons de réaliser l'analyse globale d'un système dynamique.Les méthodes présentées ont de façon évidente des avantages et des inonvénients intrinsèques.Cependant, nous n'avons pas trouvé dans la littérature de réelle évaluation de leurs perfor-manes lorsqu'elles sont appliquées à des systèmes dynamiques issus de la formulation deproblèmes méaniques. Nous proposons don d'abord une omparaison rapide des résultats ob-tenus par haune des méthode sur l'osillateur de Du�ng puis une appliation de ertainesdes méthodes à des as moins aadémiques, pouvant s'approher du besoin industriel. Nousavons hoisi es exemples dans le domaine de la dynamique des rotors dont on trouvera desétudes abondantes dans les ouvrages [Ehr99℄, [Chi93℄, [LF98℄ ou enore [Van88℄.7.1 Comparaisons des méthodes sur un as simpleNous proposons ii de dresser un bilan de l'appliation des quatre méthodes d'analyseglobale étudiée dans les hapitre 3 à 6 au même exemple simple que onstitue l'osillateur deDu�ng.La première onstatation, évidente, est que toutes s'avèrent oûteuses en termes de res-soures numériques, la moins oûteuse étant de loin la famille de méthodes basée sur l'ho-motopie d'un système polynomial. Le ell-mapping, tentant pour sa rihesse d'informationsrendues et le peu d'hypothèses qu'il néessite pour être mis en ÷uvre serait la solution idéalesi l'on ne onsidérait que des systèmes à un ou deux degrés de liberté. Au delà, sa onsom-mation en temps de alul et en espae de stokage rend ette méthode impratiable. Lesdeux méthodes reposant sur les tests d'exlusion et sur l'arithmétique des intervalles se sont125



126 7. Appliation à la dynamique des rotorsavérées peu performantes : elles ne herhent qu'un type de solution et sont onsommatriesen temps, ave de plus, une di�ulté à estimer a priori le temps néessaire. En revanhe, lesméthodes fondées sur la résolution de systèmes polynomiaux par homotopie, si elles obligent àune approximation de la non-linéarité, permettent d'évaluer rapidement le nombre de heminset le temps néessaire à la ontinuation d'un hemin (il su�t d'en suivre quelques-uns, e quiprend quelques seondes au plus). On peut don, dès le début de sa mise en ÷uvre, donner uneestimation orrete du temps requis. De plus, la reherhe de solutions périodiques se faisantfréquemment par une méthode de balane harmonique pour obtenir des équations algébriques,elles permettent, via l'approximation polynomiale, de s'a�ranhir de l'aspet AFT de etteméthode en utilisant diretement une évaluation polynomiale de Ĥ(x̃) ; les allers et retoursentre l'espae fréquentiel et l'espae temporel étant généralement oûteux, on réalise là ungain de temps important. En�n, ontrairement aux trois autres méthodes, elle ne néessitepas de déterminer a priori l'espae de reherhe initial. On est ainsi ertain de ne pas manquerune solution pour avoir trop voulu restreindre et espae (EIC ou Ω) a�n d'éonomiser dutemps de alul.Dans la suite de e hapitre, nous appliquerons don préférentiellement ette méthodepour l'étude des exemples possédant plus d'un degré de liberté.7.2 Contat permanent rotor-stator ave stator non-linéaireNous proposons dans ette setion d'étudier un modèle phénoménologique de ontatpermanent et sans frottement issu de [Les07, Chap 5.1℄ (dont on trouvera aussi une étudedans [LST07℄). Le stator, déformable, est modélisé par un anneau élastique. Il est exité parune aube dont seule la tration-ompression est prise en ompte étant donné qu'en l'absenede frottement, la �exion ne joue pas ; elle est don modélisée par un simple système masse-ressort formant un angle �xe φb ave le repère tournant. Le ontat entre l'aube et le statorest supposé permanent. Le shéma de e système est donné en �gure 7.1. Les équations sontérites dans le repère tournant (O, ~X, ~Y ) lié au rotor et animé d'une vitesse de rotation parrapport au référentiel �xe (O,~x, ~y) valant Ω ; on repère don w(φ, t) le déplaement tangentielde l'anneau en un point de sa ironférene formant un angle φ ave le repère tournant et
u(φ, t) son déplaement radial.Un tel modèle permet de déomposer le déplaement le long de l'anneau de la façonsuivante [LST07℄ :

w(φ, t) =

ptot∑

p=2

αp(t) cos(pφ) + βp(t) sin(pφ), u(φ, t) =
∂w

∂φ
(7.1)Cette déomposition du mouvement est appelée déomposition selon les p-èmes modes d'an-neaux (dont le orps rigide, p = 1, a été éliminé).L'étude du modèle linéaire fait alors apparaître des plages d'instabilité omme le montre la�gure 7.2 qui rend ompte de l'étude aux valeurs propres du système linéaire pour le troisièmemode d'anneau (p = 3) : une première entre 304.7 et 322.5 tr/min et une seonde à partirde 3840 tr/min. La première plage orrespond à une divergene du mode diret de l'anneau
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Fig. 7.1 � Contat permanent non-frottant aube-arter - Modèle(fréquene nulle dans le repère tournant) tandis que la seonde orrespond à une oaleseneentre le mode diret et le mode rétrograde de l'anneau ; 'est une instabilité de �ottement.Il est don proposé de rendre ompte des non-linéarités qui limitent les déplaements enouplant la tration-ompression et la �exion du stator pour des déplaements relativementimportants. On introduit ainsi un e�ort non-linéaire sur son pourtour de la forme :
Fnl(φ, t) = k̃nlu

3(φ, t)Nous nous onsarons don par la suite à l'étude des yles limites apparaissant dans leszones d'instabilité. Nous donnons dans un premier temps les équations omplètes du modèleainsi que les valeurs numériques utilisées puis les résultats de leur résolution par di�érentesméthodes d'analyse globale.7.2.1 ÉquationsSi l'on néglige les ouplages entre les di�érents modes d'anneau, l'ériture des énergies enutilisant la forme (7.1) des déplaements, puis leurs dérivations onformément aux équationsde Lagrange permet d'érire le système di�érentiel gouvernant le p-ème mode suivant :
Mq̈ + (G + D)q̇ + Kq + f̂(q) = fe(t), q =

{

αp

βp

} (7.2)ave respetivement les matries de masse, gyrosopique, d'amortissement visqueux et deraideur suivantes :



128 7. Appliation à la dynamique des rotors

0 1000 2000 3000 4000 5000
−100

−80

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

100

0 1000 2000 3000 4000 5000
−300

−200

−100

0

100

200

300

0 1000 2000 3000 4000 5000
−100

−80

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

100

0 1000 2000 3000 4000 5000
−300

−200

−100

0

100

200

300

304.7 322.5

−4
−2

0
2

304.7 322.5

−4
−2

0
2

304.7 322.5
−1

0

1

304.7 322.5
−1

0

1PSfrag replaements

Ω (tr/min)

Ω (tr/min)

Ω (tr/min)

Ω (tr/min)
R

e(λ i)

R

e(λ i)

Im(λ i)/(2π)I m(λ i)/(2π)
(a) Parties réelles des valeurspropres λ1 et λ3

() Parties réelles des valeurspropres λ2 et λ4

(b) Parties imaginaires desvaleurs propres λ1 et λ3

(d) Parties imaginaires desvaleurs propres λ2 et λ4

λ1

λ1

λ2

λ2

λ3

λ3

λ4

λ4

Fig. 7.2 � Contat rotor-stator non frottant - Analyse linéaire



7.2. Contat permanent rotor-stator ave stator non-linéaire 129
Ms = (ρsSsRsπ)(n2 + 1)

[

1 0

0 1

]

Ke = (EsIsπ/R3
s)(n

3 − n)2
[

1 0

0 1

]

G = (2ρsSsRsπΩ)(n(n2 + 1))

[

0 −1

1 0

]

Kg = (−ρsSsRsπΩ2)(n2(n2 + 1))

[

1 0

0 1

]

D = (ηsEsIsπ/R3
s)(n

3 − n)2
[

1 0

0 1

]

Kd = (ηsEsIsπ/R3
sΩ)(n(n3 − n)2)

[

0 −1

1 0

]

Mb = (mbp
2)

[
sin(pφb)

2 0

0 cos(pφb)
2

]

Kb = ((kb −mbΩ
2)p2)

[
sin(pφb)

2 0

0 cos(pφb)
2

]

M = Ms + Mb K = Ke + Kg + Kd + KbFore non-linéaire :
f̂(αp, βp) =

∫ 2π

0
Fnl(φ, t)

{

−p sin(pφ)

p cos(pφ)

}

dφ = p4knl

{

α3
p + αpβ

2
p

β3
p + α2

pβp

}

, knl = k̃nl
3

4
πFore due à l'aube :

fe(t) = −pmbRsΩ
2

{

0

1

}

Forme augmentée :
[

K 0

0 M

]

︸ ︷︷ ︸

A

ẋ +

[

0 −K

K G + D

]

︸ ︷︷ ︸

B

x +

{

0

f̂

}

︸ ︷︷ ︸

F̂ (x)

=

{

0

fe(t)

}

︸ ︷︷ ︸

Fe(t)

, x =

{

q

q̇

}

Forme algébrique obtenue par balane harmonique : Nous e�etuerons pour lesoe�ients αp et βp une reherhe de solution périodique à un harmonique pour une pulsationégale à 3Ω. A�n d'obtenir le système d'équations algébriques traitable par les algorithmes dereherhe globale, on applique une méthode de balane harmonique à l'équation (7.2). Nousutiliserons les notations suivantes en travaillant à p �xé :
{

αp

βp

}

=

{

a0α

a0β

}

+

{

a1α

a1β

}

cos(ωt) +

{

b1α

b1β

}

sin(ωt), ω = 3Ω (7.3)Valeurs numériquesStator
ρs 7800 kg.m−3 masse volumique
b 1 m longueur
h 2 10−2 m épaisseur
Ss b.h m2 setion longitudinale
g 1.4 10−2 m gap
Rs Rr + h/2 + g m rayon du stator
Es 2 1011 Pa module d'Young
Is bh3/12 m4 inertie longitudinale
ηs 2.75 10−4 s oe�ient d'amortissement visqueux
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knl 5.108 N.m−3 raideur non-linéaire
p 3 numéro du mode observé
Ω 310 ou 4474 tr/min vitesse de rotation7.2.2 Appliation des méthodes d'analyse par intervalles et d'homotopiepolynomialeOn applique la méthode exposée au hapitre 5 reposant sur l'analyse des intervalles ainsique la méthode d'homotopie polynomiale du hapitre 6 pour la résolution du système algé-brique à 6 inonnues.Pour la première, nous hoisissons le domaine de reherhe suivant :

[−5.10−2, +5.10−2] sur haune des 6 omposantes harmoniqueset les valeurs suivantes pour les ritères d'arrêt :
ǫXr = 10−2, ǫXa = 10−3 et ǫH = 10−3Pour la méthode par homotopie polynomiale, nous utilisons une méthode de degré total qui,étant donnée la forme ubique de la non-linéarité, onduit à la ontinuation de 36 = 729hemins. Les résultats sont donnés dans le tableau 7.1.Homotopie polynomiale Analyse intervallesTemps Nombre de Temps Nombre depu (s) solutions pu (s) solutions

Ω = 310 tr/min 249 1 ∞ x
Ω = 4471 tr/min 269 5 ∞ xTab. 7.1 � Contat rotor-stator non frottant - RésultatsLe temps de alul pour la méthode intervalles est donné omme étant in�ni ar le aluln'avait pas abouti au bout de 24 heures, temps maximal que nous nous étions �xé. Lessolutions trouvées dans le as de la méthode par homotopie polynomiale sont données dansle tableau 7.2. Nous avons pour haune d'elles réalisé une intégration temporelle représentéeen �gure 7.3. Les solutions 1 et 2 d'une part et 3 et 5 d'autre part donnent des résultatstrès similaires ; en e�et, les oe�ients du premier harmonique de es deux ouples sont designes opposés. Cei s'explique par la forme de la fontion non-linéaire Ĥ(x̃) et l'absene determe onstant sur les équations algébriques gouvernant es variables : les deux premièresomposantes de ette fontion, Ĥ1(x̃) et Ĥ2(x̃) qui représentent la projetion des équationsdynamiques selon le terme onstant sont paires par rapport au premier harmonique tandisque les suivantes Ĥi(x̃), 3 ≤ i ≤ 6 sont impaires. On peut don érire :






Ĥ1(x̃1, x̃2,−x̃3,−x̃4,−x̃5,−x̃6)

Ĥ2(x̃1, x̃2,−x̃3,−x̃4,−x̃5,−x̃6)

Ĥ3(x̃1, x̃2,−x̃3,−x̃4,−x̃5,−x̃6)

Ĥ4(x̃1, x̃2,−x̃3,−x̃4,−x̃5,−x̃6)

Ĥ5(x̃1, x̃2,−x̃3,−x̃4,−x̃5,−x̃6)

Ĥ6(x̃1, x̃2,−x̃3,−x̃4,−x̃5,−x̃6)







=







Ĥ1(x̃1, x̃2, x̃3, x̃4, x̃5, x̃6)

Ĥ2(x̃1, x̃2, x̃3, x̃4, x̃5, x̃6)

−Ĥ3(x̃1, x̃2, x̃3, x̃4, x̃5, x̃6)

−Ĥ4(x̃1, x̃2, x̃3, x̃4, x̃5, x̃6)

−Ĥ5(x̃1, x̃2, x̃3, x̃4, x̃5, x̃6)

−Ĥ6(x̃1, x̃2, x̃3, x̃4, x̃5, x̃6)









7.3. Rotor sur palier squeeze-�lm 131Ainsi, s'il existe une solution dont la omposante harmonique (x̃3, . . . , x̃6) est non nulle, ilen existe néessairement une deuxième omportant le même terme onstant (x̃1, x̃2) et uneomposante harmonique opposée. Les deux solutions présentent alors les mêmes yles limitesà l'opposition de phase près. Les solutions 1,2 et 3 orrespondent vraisemblablement à dessolutions instables.
Ω 310 4474 4474 4474 4474 4474(tr/min) Sol. 1 Sol. 2 Sol. 3 Sol. 4 Sol. 5

a0α -8.52.10−3 -1.24.10−6 -1.24.10−6 -1.23.10−6 -1.23.10−6 -1.23.10−6

a0β -3.39.10−3 6.86.10−4 6.86.10−4 6.85.10−4 6.89.10−4 6.85.10−4

a1α 0 -2.81.10−2 2.81.10−2 7.76.10−7 0 -7.76.10−7

a1β 0 -7.16.10−7 7.16.10−7 2.53.10−2 0 -2.53.10−2

b1α 0 -6.33.10−7 6.33.10−7 2.53.10−2 0 -2.53.10−2

b1β 0 2.80.10−2 -2.80.10−2 -7.01.10−7 0 7.01.10−7Tab. 7.2 � Contat rotor-stator non frottant - Solutions7.2.3 ConlusionCet exemple réa�rme la supériorité de la méthode par homotopie polynomiale sur laméthode par analyse intervalles. Elle permet de trouver toutes les solutions d'un problèmedans des temps de l'ordre de la minute quand les autres méthodes requièrent plus d'une journée- les méthodes de ell-mapping et du simplexe étant plus longues enore, nous pouvons a�rmerqu'elles n'auraient pas donné de meilleurs résultats que elle basée sur l'analyse intervalles.Nous utiliserons don uniquement ette méthode pour étudier les exemples suivants.7.3 Rotor sur palier squeeze-�lmNous souhaitons appliquer la méthode retenue basée sur la résolution de systèmes polyno-miaux par homotopie à une non-linéarité très atuelle dans la oneption des rotors, à savoirun amortisseur de type squeeze-�lm. Après une ourte présentation de et organe, nous pré-sentons le modèle utilisé, les résultats obtenus par une analyse lassique et en�n eux obtenuspar analyse globale qui permettent d'en souligner l'intérêt.7.3.1 Généralités sur l'organe squeeze-�lmUn squeeze-�lm est un organe amortissant onstitué d'un �lm �uide érasé (généralementune huile) s'insérant entre le palier et le bâti (�g. 7.4). Sa seule fontion est la dissipationd'énergie de façon à réduire les amplitudes vibratoires. Le palier souple réalise toujours lafontion de portane de l'arbre auquel il est lié par l'intermédiaire de roulements. Il est ànoter que la bague extérieure du roulement ne doit pas omporter de mouvement de rotation.Le squeeze-�lm ne réagit don qu'aux déplaements transverses de l'arbre et non à sa rotationpropre.
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Fig. 7.3 � Contat rotor-stator non frottant - Intégration temporelle des solutions
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Fig. 7.4 � Shéma simpli�é d'un palier omportant un amortisseur squeeze-�lmUn grand nombre de modélisations di�érentes existent pour rendre ompte de la physiqued'un tel amortisseur. En e�et, les fores hydrodynamiques mises en ÷uvres néessitent defaire ertaines hypothèses quant à la géométrie et à la plage de fontionnement de l'organepour pouvoir être simpli�ées et ne pas rendre les temps de alul prohibitifs. Pour une étudeapprofondie de et organe, on pourra se reporter à la thèse réalisée par F. Assis Robriguez[AR03℄.Nous avons pour notre part hoisi d'utiliser une modélisation π-�lm omme suggéré dansl'artile [ZH95℄. Cette modélisation repose sur une hypothèse de paliers ourts et de mouve-ments quasi irulaires et entrés de l'arbre dans la age du squeeze-�lm.7.3.2 Système dynamique étudiéOn onsidère un modèle à palier souple (k1) et éventuellement dissipatif (c1) omportantun squeeze-�lm monté lui aussi sur palier souple (k2) et dissipatif (c2) (voir �gure 7.5). Le rotorest modélisé par une masse m1 de oordonnées (x1, y1) et la bague extérieure du squeeze-�lmest modélisée par une masse m2 de oordonnées (x2, y2).On obtient aisément le système d'équations suivant :






m1ẍ1 + c1ẋ1 + k1x1 = fx + m1uω2 cos(ωt)

m1ÿ1 + c1ẏ1 + k1y1 = fy + m1uω2 sin(ωt)

m2ẍ2 + c2ẋ2 + k2x2 = −fx

m2ÿ2 + c2ẏ2 + k2y2 = −fy

(7.4)
fx et fy représentent l'ation de l'huile sur l'arbre et dépendent des 8 variables x1, x2, y1, y2,
ẋ1, ẋ2, ẏ1, ẏ2. Le terme en m1uω2 orrespond quant à lui à l'exitation par balourd.Puis, en divisant le système (7.4) par /(m1Cω2) et ave les notations préisées ensuite, on
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Fig. 7.5 � Squeeze-�lm - Modèle dynamique étudiéobtient le système adimensionné i-dessous :
Mq̈ + Dq̇ + Kq =







Fx

Fy

−Fx

−Fy







+







U cos τ

U sin τ

0

0







(7.5)
Notations
τ = ωt, ż = ∂z/∂τ, s = ω/ω1

α = m2/m1, β = k2/k1

ξ1 = c1/(m1ω1), ξ2 = c2/(m2ω2)

X = x/C : X1/C, U = u/C, Fx = fx/(m1Cω2)

q = {X1, Y1,X2, Y2}t
ǫ =

√

(X1 −X2)2 + (Y1 − Y2)2Matries :
M =









1

1

α

α









, D =
1

s









ξ1

ξ1

ξ2
√

αβ

ξ2
√

αβ









, K =
1

s2









1

1

β

β







Hypothèse palier ourt en π-�lm :

Fr =

(

−B

s

)[
π

2

1 + 2ǫ2

(1− ǫ2)5/2
ǫ̇ + 2

ǫ2

(1− ǫ2)2
φ̇

]

Ft =

(

−B

s

)[

2
ǫ

(1− ǫ2)2
ǫ̇ +

π

2

ǫ

(1− ǫ2)3/2
φ̇

]

Fx = Ft cos φ + Fr sin φ

Fy = −Fr cos φ + Ft sin φ



7.3. Rotor sur palier squeeze-�lm 1357.3.3 Quelques résultats sous hypothèses de mouvement irulaire syn-hrone entréNous avons souhaité dans un premier temps retrouver les résultats présentés dans [ZH95℄dans le as partiulier des mouvements irulaires synhrones entrés. Sous e lot d'hypo-thèses, les expressions du mouvement et de l'e�ort squeeze-�lm se simpli�ent omme suit :






q(t) =







a1

b1

a2

b2







cos τ +







b1

−a1

b2

−a2







sin τ

Fr =

(

−B

s

)(

2
ǫ2

(1− ǫ2)2
ω

)

, Ft =

(

−B

s

)(
π

2

ǫ

(1− ǫ2)3/2
ω

)

(7.6)
Ainsi, bien qu'utilisant une déomposition harmonique des déplaements, on ne réupèreque quatre inonnues algébriques. Seule une projetion de l'équation dynamique sur cos τsera don utilisée, une projetion sur sin τ étant dans e as redondante. On obtient don lesystème d'équations algébriques à résoudre suivant :



K −M + D





0−1
1 0

0−1
1 0







 x̃ + Ĥ(x̃) = Hc (7.7)
ave Ĥ(x̃) = −







Hx

Hy

−Hx

−Hy







, 


Hx(x̃) =
1

π

∫ 2π

0
Fx(x̃) cos(τ)dτ

Hy(x̃) =
1

π

∫ 2π

0
Fy(x̃) cos(τ)dτ

et Hc =







U

0

0

0







.En utilisant l'ensemble de valeurs numériques suivant, on obtient alors les ourbes 7.6 et7.7 pour lesquelles on a fait varier la fréquene d'exitation (à travers le paramètre s) et lerapport des raideurs β de 0.01 jusqu'à 106 qui représente le as d'un support squeeze-�lmraide (on�guration lassique) : B = 0.1, U = 0.4, ξ1 = 0, ξ2 = 0.05, α = 0.057.3.4 Analyse globale par homotopies polynomialesNous retransrivons maintenant l'étude globale réalisée par la méthode d'homotopie poly-nomiale. Nous ommençons par expliquer le lissage, puis nous omparons les temps de alulnéessaires pour l'appliation de di�érentes versions de la méthode homotopique.Lissage polynomial de l'e�ort non-linéaireA�n d'appliquer une méthode par homotopie polynomiale, il faut ommener par ap-proximer les e�orts du squeeze-�lm. Nous réalisons don un lissage. Étant donné que l'e�ortsqueeze-�lm ne fait intervenir les quatre variables X1, X2, Y1 et Y2 que sous la forme dedi�érene X1 −X2 et Y1 − Y2, on e�etue le hangement de variables 7.8 pour que l'e�ort ne
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7.3. Rotor sur palier squeeze-�lm 137dépende que des deux variables de déplaement relatif Xr et Yr et non des quatre initiales.
qr =







X1

Y1

X2 −X1

Y2 − Y1







=









1

1

−1 1

−1 1









q (7.8)La déomposition harmonique selon l'hypothèse de mouvement irulaire synhrone entrépermet ensuite d'érire le système ave les quatre inonnues algébriques a1, b1, ar et br :
qr =







a1

b1

ar

br







cos(τ) +







b1

−a1

br

−ar







sin(τ) (7.9)Nous e�etuons le lissage en utilisant 3000 points Pn = (ar, br)n générés aléatoirement sousla ontrainte que 0 ≤ ǫ =
√

a2
r + b2

r ≤ 0.6. En e�et, les e�orts du squeeze-�lm tendent versl'in�ni lorsque ǫ tend vers 1, e qui se représente mal polynomialement et e type de modèlen'est pas représentatif de la physique au-delà de ǫ = 0.6. Il ne sert don à rien d'e�etuerun lissage sur des points re�étant une exentriité supérieure à ette valeur. Nous alulonspour es 3000 points les déompositions harmoniques Hx et Hy de Fx et Fy sur cos τ . Nousréalisons don en�n le lissage de es e�orts par deux polyn�mes Px(ar, br) et Py(ar, br).Nous avons testé deux approximations ; une utilisant des polyn�mes de degré 6 et uneseonde utilisant des polyn�mes de degré 12. Nous estimons alors l'erreur ommise par l'ap-proximation polynomiale pour haune de es deux on�gurations : la �gure 7.8.(a) représenteen 3 dimensions la surfae de réponse Hx en fontion de ar et br. Les �gures 7.8.(b) et 7.8.()représentent respetivement les valeurs obtenues par les deux approximations degré 6 et degré12 selon les lignes de oupe rouge et verte représentées en �gure 7.8.(a). Nous a�nons etteestimation de l'erreur ave les �gures 7.9 et 7.10 qui représentent l'erreur relative moyenneommise par l'approximation selon des ouronnes de largeur 0.05 en exentriité. Sur la plaged'exentriités pour laquelle le lissage a été e�etué, l'erreur est en moyenne de 12% pour ledegré 6 et de 4% pour le degré 12. Ces moyennes sont dégradées par l'erreur sur les très faiblesexentriités (ǫ < 0.2) e qui veut dire que l'amplitude de la fore non-linéaire est faible ; eserreurs n'auront don qu'un faible impat sur la solution trouvée.Appliation de la méthode homotopiqueNous pouvons appliquer la méthode homotopique de di�érentes façons :� homotopie de degré total sur système omplet� homotopie de degré total sur système réduit� homotopie par multi-homogénéisation sur système ompletLa méthode homotopique de degré total onsidère les quatre inonnues a1, b1, ar et br omme� identiques �. On obtient alors selon le degré d utilisé pour le lissage d4 hemins. La méthodehomotopique par multi-homogénéisation onsiste à partitionner les variables en deux groupes :
a1 et b1, linéaires et ar et br non-linéaires ; on obtient alors 6d2 hemins à suivre. En�n, on
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140 7. Appliation à la dynamique des rotorspeut réaliser une rédution omme proposé en setion 2.5. On ne traite alors le problème qu'àl'aide de deux équations à deux inonnues non-linéaires générant don d2 hemins.Le tableau 7.3 réapitule les di�érents résultats obtenus pour une même valeur de s.Deg 6 Deg 12Chemins Temps Chemins TempsDegré total - Système omplet 1296 7 min 20736 4 hDegré total - Système réduit 36 4 s 144 36 s2-homogénéisation - Système omplet 216 69 s 864 10 minTab. 7.3 � Squeeze-�lm - Résultats des di�érentes méthodes homotopiquesLa méthode reposant sur une rédution du système est don sans onteste la plus intéres-sante ; ependant, la méthode par 2-homogénéisation a�he des temps tout à fait raisonnables.La méthode donne don pleine satisfation sur les temps de alul. Elle nous a de surroîtpermis de déouvrir une seonde branhe de solutions : en l'appliquant pour di�érentes fré-quenes d'exitation (s) et pour β = 1, nous avons déouvert une seonde branhe de solutionsqui n'apparaissait pas sur la �gure 7.6. La �gure 7.11 rend ompte de es résultats : les pointsverts représentent les solutions obtenues par analyse globale pour diverses valeurs de s et lesourbes bleues représentent les solutions obtenues par ontinuation en résolvant le systèmesans approximation polynomiale (7.7). Il existe un déalage entre les résultats par homotopiepolynomiale et la ontinuation pour la seonde branhe de solutions (en haut à droite). Ceiest dû d'une part à l'erreur ommise par l'approximation pour les valeurs d'exentriité élevéeset d'autre part à la forme � plane � de la surfae de réponse H(x̃) dans es zones, 'est-à-direune faible sensibilité. Une erreur importante sur x̃ n'entraîne don qu'une variation faiblede H(x̃) et permet les éarts observés. Nous avons en�n réalisé une analyse de stabilité desdeux branhes dont nous rendons ompte en �gure 7.12. Les �gures (a) et (b) représentent lesoe�ients de Floquet ρ alulés le long de haune des ourbes pour statuer sur la stabilité.La sortie du erle unité de es oe�ients par 1 orrespond bien aux bifurations de typepoint de retournement observées en �gure (). Cette seonde branhe était don � indéte-table � sans analyse globale dans la mesure où elle n'est pas issue d'une bifuration. Rien nenous aurait don naturellement poussés à herher d'autres solutions que elles obtenues parontinuation. En�n, nous avons réalisé des intégrations temporelles pour di�érentes valeursde l'exitation ; les quatre graphiques de la �gure 7.13 représentent l'évolution temporelle desentres rotor (en noir) et squeeze-�lm (en bleu), en utilisant des points de plus en plus grosau ours du temps. On voit ainsi que la seonde branhe (�gure 7.13.(d)) se distingue parune exentriité plus importante sur la bague intérieure du squeeze-�lm que l'exentriité durotor alors que 'est l'inverse dans les autres as.7.3.5 ConlusionCet exemple de rotor sur palier à amortisseur squeeze-�lm montre tout l'intérêt de posséderun outil d'analyse globale. En appliquant les méthodes homotopiques, nous avons mis à jourune branhe de solutions déonnetée de elle obtenue lassiquement par ontinuation d'unesolution trouvée par reherhe loale. Sans et outil, l'existene de ette branhe de solutions
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Fig. 7.11 � Squeeze-�lm - Déouverte d'une nouvelle branhe de solutionsn'aurait pu être déelée étant donné qu'elle ne prend pas naissane après une bifuration del'autre branhe ; rien n'aurait don pu laisser imaginer son existene.Nous avons aussi, au travers de ette appliation, mis en ÷uvre une méthode de rédutiondu système qui permet d'abaisser enore les oûts de alul, les faisant passer de 10 minutesdans le as d'un système omplet traité par 2-homogénéisation - e qui est très raisonnable -à 36 seondes.On entrevoit don la possibilité de traiter des systèmes d'une taille adaptée à elle dessystèmes non-linéaires renontrés dans le milieu industriel.7.4 Contat rotor-stator rigideCette dernière illustration onsiste à étudier un système tournant à trois degrés de liberté.Outre l'intérêt que peuvent présenter les résultats, e système qui, bien que petit, s'est avérérihe en omportements inattendus, nous a permis de mettre en appliation la plupart destehniques de reherhe de solutions, ontinuation, analyse de stabilité et bifuration exposéesau hapitre 2.Nous exposons dans un premier temps le système, ses aratéristiques et sa mise en équa-tions. Puis, nous e�etuons l'étude des points �xes, ainsi que elle de leur stabilité et de leursbifurations. Dans une dernière setion, nous e�etuons une ébauhe d'analyse globale.7.4.1 Système étudiéOn herhe à étudier le ontat entre un rotor et son stator. Ce ontat arrive le plussouvent en présene d'un balourd provoquant une exentriité importante du rotor qui entrealors en ontat ave le stator. Nous ne herhons pas à étudier la non-linéarité forte engendréepar le passage d'un état sans ontat à un état ave ontat, mais uniquement le omportement
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144 7. Appliation à la dynamique des rotorsdans le as où le ontat, établi, est gardé.Nous faisons les hypothèses suivantes :� ontat rotor-stator permanent� pas de frottement dans le ontat� e�ets gyrosopiques négligésComme on le voit sur les �gures 7.14 et 7.15, le rotor et le stator sont soumis à une forede rappel élastique et à une dissipation que l'on modélisera sous sa forme hystérétique ouvisqueuse selon les as dans la suite. ~Fc est la fore de ontat exerée par le rotor sur lestator. Le ontat étant sans frottement, elle est alignée ave ~SR. ~Fe est la fore d'exitation,de module Fe et de phase θe par rapport au stator. En�n, l'hypothèse de ontat impose larelation géométrique suivante : ~r = ~s + g(cos θs
~X + sin θs

~Y ). Les notations de la �gure 7.15sont dé�nies i-dessous :
s = OS r = OR g = SR = cste

α = 6 (~x, ~X) θs = 6 ( ~X, ~SR) = 6 ( ~X, ~Fc) θe = 6 ( ~X, ~Fe)Deux as sont étudiés :� stator rigide : sa fréquene propre est supérieure à elle du rotor (ωS > ωR)� stator souple : sa fréquene propre est inférieure à elle du rotor (ωS < ωR)On a don les deux jeux de valeurs suivants :Stator � rigide � :
mR=10 kg
fR = ωR/2π=10 Hz
ηR=0.001 s (oe�ient visqueux)
ηR=0.02 (oe�ient hystérétique)
mS=10 kg
fS = ωS/2π=15 Hz
g=2 mm (jeu radial)

Stator � souple � :
mR=10 kg
fR = ωR/2π=15 Hz
ηR=0.001 s (oe�ient visqueux)
ηR=0.02 (oe�ient hystérétique)
mS=10 kg
fS = ωS/2π=10 Hz
g=2 mm (jeu radial)Équations généralesL'ériture des équations de e système ave ontat n'étant pas triviale, nous en donnons ledétail. Nous hoisissons une desription du mouvement dans le référentiel tournant (O, ~X, ~Y ).Quantités dynamiques : Pour établir les équations, on a besoin des expressions de ~r et ~set de leurs dérivées premières et seondes par rapport au temps. Nous érivons ii es quantitésdans la base ( ~X, ~Y ) en tenant ompte de la relation géométrique entre ~r et ~s.

~r =

{

s + g cos θs

g sin θs

} (7.10a)
~̇r =

{

ṡ− g(θ̇s + α̇) sin θs

sα̇ + g(θ̇s + α̇) cos θs

} (7.10b)
~̈r =

{

s̈− g(θ̈s + α̈) sin θs − sα̇2 − g(θ̇s + α̇)2 cos θs

sα̈ + g(θ̈s + α̈) cos θs + 2ṡα̇− g(θ̇s + α̇)2 sin θs

} (7.10)
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~s =

{

s

0

} (7.11a)
~̇s =

{

ṡ

sα̇

} (7.11b)
~̈s =

{

s̈− sα̇2

sα̈ + 2ṡα̇

} (7.11)Exitation : L'exitation, hoisie de façon analogue à elle d'un balourd en e sens qu'elletourne ave le rotor, génère la fore suivante :
~Fe(t) = Fe

{

cos(ωet)

sin(ωet)

}

(~x,~y)

= Fe

{

cos(ωet− α)

sin(ωet− α)

}

( ~X,~Y )

(7.12)Cei implique la relation :
θe(t) = ωet− α(t) (7.13)Équations : L'ériture du prinipe fondamental de la dynamique appliqué aux deux sous-strutures R et S donne pour un amortissement visqueux :

mR

(

s̈− g(θ̈s + α̈) sin θs − g(θ̇s + α̇)2 cos θs − sα̇2
)

= −(kRηR)
(

ṡ− g(θ̇s + α̇) sin θs

)

− kR(s + g cos θs)

+Fe cos θe − Fc cos θs

(7.14a)
mR

(

sα̈ + g(θ̈s + α̈) cos θs + 2ṡα̇− g(θ̇s + α̇)2 sin θs

)

= −(kRηR)
(

sα̇ + g(θ̇s + α̇) cos θs

)

− kR(g sin θs)

+Fe sin θe − Fc sin θs

(7.14b)
mS

(
s̈− sα̇2

)
= −(kSηS)ṡ− kSs + Fc cos θs (7.14)

mS (sα̈ + 2sṡα̇) = −(kSηS)sα̇ + Fc sin θs (7.14d)Ces éritures font apparaître Fc qui est une � fausse � inonnue dans la mesure où 'est unefore de ontat interne. On l'élimine en utilisant les ombinaisons suivantes : (7.14a)+(7.14),(7.14b)+(7.14d) et (7.14)tan θs-(7.14d).On obtient alors le système d'équations suivant, dont les inonnues sont s, θs et α :
(mR + mS)(s̈− sα̇2)−mRg

(

(θ̈s + α̈) sin θs + (θ̇s + α̇)2 cos θs

)

= −(kRηR + kSηS)ṡ + (kRηR)g(θ̇s + α̇) sin θs

−(kR + kS)s − kRg cos θs + Fe cos θe

(7.15a)
(mR + mS)(sα̈ + 2ṡα̇) + mRg

(

(θ̈s + α̈) cos θs − (θ̇s + α̇)2 sin θs

)

= −(kRηR + kSηS)(sα̇)− (kRηR)g(θ̇s + α̇) cos θs

−kRg sin θs + Fe sin θe

(7.15b)
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mS

(
(s̈− sα̇2) tan θs − (sα̈ + 2ṡα̇)

)
= −(kSηS)(ṡ tan θs − sα̇)− kS(s tan θs) (7.15)ave θe = ωe.t− αLa seule hypothèse ayant été faite ii est qu'il y a ontat permanent entre le rotor et lestator, e qui est équivalent à une fore de ontat Fc positive. Une quatrième équation peutêtre utilisée pour aluler Fc et véri�er a posteriori ette hypothèse, par exemple, l'équation(7.14d).Forme augmentée des équations : Pour étudier omplètement e système nous auronsbesoin de son expression sous forme augmentée de façon à le ramener à une formulationidentique à (1.5).Notre système est atuellement sous la forme : B(q)q̈ = F̃ (q, q̇, t, ωe), ave :

q =







s

θs

α







, B(q) =







mR + mS −mRg sin θs −mRg sin θs

0 mRg cos θs mRg cos θs + (mR + mS) s

mS tan θs 0 −mSs





et

F̃ (q, q̇, ωe, t) =







(mR + mS) sα̇2 + gmR

(

θ̇s + α̇
)2

cos(θs)− (kRηR + kSηS) ṡ...

... + kRηRg
(

θ̇s + α̇
)

sin(θs)− (kR + kS) s− kRg cos(θs) + Fe cos(θe)

(−2mR − 2mS) ṡα̇ + gmR

(

θ̇s + α̇
)2

sin(θs)− (kRηR + kSηS) sα̇...

...− kRηRg
(

θ̇s + α̇
)

cos(θs)− kRg sin(θs) + Fe sin(θe)

mSsα̇2 tan(θs) + 2mS ṡα̇− kSηS (ṡ tan(θs)− sα̇)− kSs tan(θs)





Or on a besoin de le mettre sous la forme ẋ = F (x, t, ωe). Il faut don érire
G(x, t, ωe) = B(q)−1F̃ (q, q̇, t, ωe) où x = {q, q̇}t est le veteur d'inonnues augmenté.On peut alors poser notre problème de deux façons :a) Sous forme d'un système non-autonome :

x =







s

θs

α

ŝ

θ̂s

α̂







, ẋ = F (x, t, ωe), F (x, t, ωe) =







ŝ

θ̂s

α̂

G(x, ωe, t)





où l'exitation s'érit Fe cos(ωet− α), Fe sin(ωet− α)

(7.16)



148 7. Appliation à la dynamique des rotorsb) Sous forme d'un système autonome :
x =







s

θs

θe

ŝ

θ̂s

α̂







, ẋ = F (x, ωe), F (x, ωe) =







ŝ

θ̂s

ωe − α̂

G(x, ωe)





où l'exitation s'érit Fe cos(θe), Fe sin(θe)

(7.17)
La seonde forme - autonome - nous a semblé plus judiieuse pour l'étude de nos solutionsdans la mesure où, le problème ainsi posé, es solutions orrespondent à des points �xes, alorsqu'en utilisant la formulation (7.16), les solutions sont périodiques moyennant la onsidérationde α[2π], e qui est numériquement plus long à traiter (étape d'intégration temporelle).Le reste de l'étude se fera don en utilisant la forme (7.17) des équations.7.4.2 Étude des points �xesOn herhe tout d'abord les points �xes du système (7.17) ar e sont les plus simples àtrouver numériquement et qu'ils possèdent de surroît une signi�ation physique partiulière.C'est en e�et le as le plus fréquemment renontré en pratique : le mouvement de whirl estsynhrone ave la vitesse de rotation utile Ω du rotor. On a alors le rotor qui entraîne le statordans son mouvement et ainsi α̇ = ωe = ±Ω = cste. On a don, une fois une on�gurationd'équilibre en Fe, θe, s, θs, Fc et ω trouvée, ṡ = 0, s̈ = 0, θ̇s = 0, θ̈s = 0 et α̈ = 0 omme lemontrent les équations (7.18) et (7.19).

ẋ = 0⇔ F (x, ωe) = 0⇔







ŝ

θ̂s

ωe − α̂

G(x, ωe)







=







0

0

0

03,1







(7.18)dont on peut déduire depuis les trois premières lignes que :






ṡ = ŝ = 0 ⇒ s̈ = 0

θ̇s = θ̂s = 0 ⇒ θ̈s = 0

θ̇e = ωe − α̇ = 0 ⇔ α̇ = ωe ⇒ α̈ = 0

(7.19)Ces résultats ont pour onséquene de transformer les équations (7.14) de la façon suivantepour un amortissement de type visqueux :
(mRω2

e − kR)(s + g cos θs) + (kRηRg)ωe sin θs − Fc cos θs + Fe cos θe = 0 (7.20a)
(mRω2

e − kR)g sin θs − (kRηR)ωe(s + g cos θs)− Fc sin θs + Fe sin θe = 0 (7.20b)
(mSω2

e − kS)s + Fc cos θs = 0 (7.20)
−(kSηS)ωes + Fc sin θs = 0 (7.20d)



7.4. Contat rotor-stator rigide 149Dans le as d'un amortissement de type hystérétique, on obtient :
(mRω2

e − kR)(s + g cos θs) + kRηRg sin θs − Fc cos θs + Fe cos θe = 0 (7.21a)
(mRω2

e − kR)g sin θs − kRηR(s + g cos θs)− Fc sin θs + Fe sin θe = 0 (7.21b)
(mSω2

e − kS)s + Fc cos θs = 0 (7.21)
−ηSkSs + Fc sin θs = 0 (7.21d)Fontions de réponse en fréqueneOn s'intéresse au traé des solutions de e système pour une amplitude d'exitation Fedonnée lorsque la pulsation d'exitation ωe varie. Nous utilisons pour ela une méthode deontinuation omme expliquée en setion 2.4 en utilisant une prédition par tangente et unorreteur par pseudo-inverse de Moore-Penrose. Nous étudions d'abord le système à amor-tissement hystérétique pour les deux on�gurations stator souple et stator rigide. Nous nousintéressons ensuite au as visqueux pour le as du stator rigide.Résultats en amortissement hystérétique : Nous onsidérons d'abord une modélisa-tion de l'amortissement sous forme hystérétique ; e sont don les équations (7.21) qui sont uti-lisées. Nous avons traé pour ette modélisation les fontions de réponse en fréquene pour leas où le stator est onsidéré omme rigide (plus rigide que le rotor) et elui où il est onsidéréomme souple. Dans haun des as, nous appliquons di�érentes amplitudes de la fore d'exi-tation orrespondant à di�érents niveaux de balourd. Les �gures 7.16 et 7.17 rendent omptedes résultats dans le as du stator rigide tandis que les �gures 7.18 et 7.19 rendent omptedu jeu de paramètres où le stator est plus souple que le rotor (fS = 10 Hz < fR = 15 Hz).Dans les deux as, mais de façon plus prononée lorsque le stator est souple, on voitapparaître pour les faibles balourds, des îlots de solutions qui se replient voire se refermentsur eux-mêmes. Ces îlots indiquent qu'il existe des solutions d'un autre type que elui étudiépour ertaines valeurs de ωe.Sans étude ultérieure de stabilité, nous ne pouvons pas développer plus l'analyse de esrésultats. Cependant, ei nous a permis de valider nos odes dédiés à la ontinuation, réalisantave suès la desription de ourbes présentant des retournements.Résultats en amortissement visqueux : Pour la suite de l'étude, nous utiliseronsun amortissement visqueux ar nous aurons besoin de réaliser des intégrations temporelleset l'amortissement hystérétique s'y prête mal. Nous utiliserons don dorénavant le systèmed'équations (7.20). En�n, nous hoisissons un niveau de balourd de 200 N . L'étude ultérieuresera don basée sur les points �xes représentés sur la �gure 7.20 (en unités S.I.) orrespondantà un rotor rigide.Étude de stabilitéAprès avoir obtenu les ourbes de solutions de type point �xe dans le as d'un amortisse-ment visqueux et d'un stator rigide, nous étudions leur stabilité. Cette étude ne peut pas sefaire sur les équations simpli�ées (7.20) : en e�et, es simpli�ations ne laissent pas de plae
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7.4. Contat rotor-stator rigide 153à l'évolution d'une perturbation. Il faut don reprendre la formulation omplète (7.17) duproblème et appliquer l'étude proposée au paragraphe 2.3.1 en réinjetant dans es équationsles solutions trouvées perturbées.On obtient alors la ourbe 7.21, qui donne deux zones d'instabilité par leture du signe de lapartie réelle des valeurs propres λi : ωe/2π ∈ [14.49 16.16] Hz et ωe/2π ∈ [23.54 30.72] Hz.
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Fig. 7.21 � Contat rotor-stator rigide - Étude de la stabilité des solutionsValeurs propres de la jaobienne DxF en fontion de la fréquene d'exitationChaune des transitions entre un état stable et instable se fait ave deux valeurs propresonjuguées de partie imaginaire non nulle lorsque la partie réelle s'annule : on est don dansle as de bifurations de Hopf. On doit trouver aux voisinages de es points de bifuration dessolutions périodiques de pulsation égale au module de la partie imaginaire des valeurs propresonernées, soit, par ordre d'apparition : 20.85, 31.50, 75.80 et 101.4 rad/s.Nous allons dans la suite de l'étude nous onentrer sur la première zone d'instabilitésituée entre 14.49 et 16.16 Hz. Nous avons don alulé les deux nombres de Lyapunov (voirparagraphe 2.4.3) relatifs à haun des points de bifuration. Comme préisé dans [Kuz04,Se. 10.2.3℄, e n'est pas la valeur de e nombre mais uniquement son signe qui déterminela qualité sur ou sous-ritique de la bifuration. Dans le premier as, le signe a été trouvépositif et dans le seond, négatif. Cei signi�e que l'on a une bifuration de Hopf sous-ritique



154 7. Appliation à la dynamique des rotorsen 14.49 Hz et une bifuration de Hopf sur-ritique en 16.16 Hz. Ainsi, il existe pour desfréquenes légèrement inférieures à 14.49 Hz des solutions périodiques instables de pulsationvoisine de 20.84 rad/s et pour des fréquenes légèrement inférieures à 16.16 Hz, il existe dessolutions périodiques stables de pulsation 31.50 rad/s qui disparaissent une fois passé le pointde bifuration. Nous détaillons l'étude de es deux points de bifuration dans le paragraphe7.4.3.A�n de valider ette étude, nous avons mis en plae un algorithme d'intégration temporellequi nous permet de suivre l'évolution d'une solution dans le temps pour un jeu de onditionsinitiales donné.Contr�le par intégration temporelleL'objetif est ii de onstruire pas à pas l'évolution temporelle d'un jeu de onditionsinitiales. On utilise don les équations (7.15), où l'amortissement est modélisé de façon vis-queuse.Shéma d'intégration temporelle par di�érenes �nies : On utilise un shéma auxdi�érenes �nies, entré pour l'approximation des dérivées seondes et arrière pour l'approxi-mation des dérivées premières de façon à ne pas avoir des équations non-linéaires à résoudreà haque pas de temps.En notant ti = h(i − 1), i = 1, ..,m où h est le pas de temps et qi = q(ti) la valeur de lagrandeur q à l'instant ti, on a don :
q(ti) = qi, q̇(ti) ≈

qi − qi−1

h
et q̈(ti) ≈

qi+1 − 2qi + qi−1

h2Cei nous mène au système suivant :





mR + mS −mRg sin θsi −mRg sin θsi

0 mRg cos θsi mRg cos θsi + (mR + mS)si

mS tan θsi 0 −mSsi












si+1

θsi+1

αi+1







=







b1

b2

b3







(7.22)ave :
b1 = −(mR + mS)

(
(−2si + si−1)− si(αi − αi−1)

2
)

+mRg
(
(θsi − θsi− 1 + αi − αi−1)

2 cos θsi − (−2θsi + θsi−1 − 2αi + αi−1) sin θsi

)

−(kRηR + kSηS)h(si − si−1) + (kRηR)hg(θsi − θsi−1 + αi − αi−1) sin θsi

−(kR + kS)h2si − kRh2g cos θsi + h2Fe(ti) cos θe(ti)

b2 = −(mR + mS) (si(−2αi + αi−1) + 2(si − si−1)(αi − αi−1))

+mRg
(
−(−2θsi + θsi−1 − 2αi + αi−1) cos θsi + (θsi − θsi−1 + αi − αi−1)

2 sin θsi

)

−(kRηR + kSηS)hsi(αi − αi−1)− (kRηR)hg(θsi − θsi−1 + αi − αi−1) cos θi

−kRh2g sin θsi + h2Fe(ti) sin θe(ti)

b3 = −ms

(
(−2si + si−1 − si(αi − αi−1)

2) tan θsi

−si(−2αi + αi−1)− 2(si − si−1)(αi − αi−1))

−(kSηS)h ((si − si−1) tan θsi − si(αi − αi−1))− kSh2si tan θsiave θe(ti) = ωe.ti − αi



7.4. Contat rotor-stator rigide 155Le alul a posteriori de la fore de ontat se fait par :
Fci sin θsi = mS

(

si
αi+1 − 2αi + αi−1

h2
+ 2

si − si−1

h

αi − αi−1

h

)

+ (kSηS)si
αi − αi−1

hRésultats - Comparaison ave l'étude fréquentielle : On se plae d'abord à unefréquene d'exitation pour laquelle le point �xe est stable. On hoisit ωe/2π = 12.63 Hz. Lafenêtre temporelle étudiée est t ∈ [0 12] s et 100000 points de alul sont e�etués, e quidonne un pas h = 12.10−6 s.On utilise deux jeux de onditions initiales. L'un, prohe du point �xe et l'autre plus éloigné. Sile point �xe est stable et que son bassin d'attration englobe es deux points, on devrait pourun temps assez grand retrouver une réponse stationnaire onstante en s, θs, Fc, θe et α̇(= ωe)ave les mêmes valeurs que pour l'étude fréquentielle. On lit sur la �gure 7.20 que pour
Fe = 200 N et ωe/2π = 12.63Hz, on doit trouver une telle réponse ave s = 0.0203 m,
θs = 0.0847π rad, Fc = 544 N , θe = π/2rad et α̇ = ωe = 12.63 × 2π rad.s−1. En donnantalors les onditions initiales suivantes qui permettent d'initialiser l'algorithme pour les rangsi=1 (t=0) et i=2 (t=h), on obtient les résultats présentés en �gure 7.22 :

s1 = 0.005 m θs1 = 0 rad Fc1 = 50 N α1 = 0 rad

s2 = 0.005 m θs2 = 0 rad Fc2 = 50 N α2 = 12.63/2 × 2π × h radCes résultats oïnident ave eux de l'étude fréquentielle.
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s1 = 0.01 m θs1 = π rad Fc1 = 50 N α1 = 0 rad

s2 = 0.01 m θs2 = 3π/2 rad Fc2 = 50 N α2 = 5× 12.63 × 2π × h rad



156 7. Appliation à la dynamique des rotorson retrouve enore la solution prévue par l'analyse préédente omme le prouve la �gure 7.23.Ce point �xe est don bien stable.En revanhe, si l'on essaie d'aéder aux solutions prédites par le modèle sous hypo-thèses pour les fréquenes d'exitation de la première zone d'instabilité, par exemple ωe/2π =

14.6031 rad/s, il apparaît que les solutions ne sont pas stables, même en donnant pour ondi-tions initiales les valeurs devant être obtenues pour un temps in�ni (�gure 7.24).
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(2)= 3.1416 | α(1)=0,α(2)=0.047614Fig. 7.23 � Contat rotor-stator rigide - ωe/2π = 12.63 HzConditions initiales éloignées de la solution onstanteL'analyse fréquentielle est don orroborée par es quelques résultats obtenus par intégra-tion temporelle.7.4.3 Étude des points de bifuration de HopfNous herhons maintenant à exhiber les solutions périodiques naissant aux voisinages desdeux points de bifuration du point �xe en ωe1/2π = 14.49 Hz et ωe2/2π = 16.16 Hz. Nousutilisons pour ela la méthode donnée en 2.4.3 : pour haun de es points (x0i, ωei), i = 1, 2,nous avons don reherhé les veteurs propres vi et v̄i assoiés aux valeurs propres λi =

jωei et λ̄i, puis nous avons réalisé une intégration temporelle pour ω̃ei = ωei − ∆ω, 0 <

∆ω << 1 et xi(0) = x0i + ǫRe(vi), ǫ << 1 (nous rappelons que nous herhons des solutions� à gauhe � de haune des pulsations, e qui explique le signe moins devant ∆ω). Lesrésultats de es intégrations temporelles sont donnés en �gures 7.25 et 7.26.Une fois en possession d'un point du yle limite, il est possible d'e�etuer une ontinuationet une étude de stabilité des solutions périodiques. Étant donné que la nature des bifurationsn'est pas la même pour haun des points, nous les traitons séparément.
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t (s)Fig. 7.26 � Intégration temporelle pour le point de bifuration en ωe ≈ ωe2Étude de la bifuration de Hopf sous-ritique en 14.49 HzNous voulons suivre l'évolution de la solution périodique exhibée en �gure 7.25 lorsque

ωe varie. Nous avons pour ela hoisi d'utiliser une méthode de ontinuation basée sur uneméthode de tir pour la reherhe de la solution périodique orrespondant à haque valeur duparamètre ωe, ar ette méthode permet de reherher une solution périodique de périodeinonnue. Il nous faut don hoisir une méthode d'intégration temporelle. Nous avons utilisédans la setion préédente une méthode basée sur les di�érenes �nies ; très faile à érire,elle est ependant peu e�ae, néessitant un grand nombre de points de alul. Nous pré-férons don utiliser un shéma de type Newmark adapté aux problèmes non-linéaires (.f.paragraphe 2.1.3). Nous hoisissons une approximation de l'aélération par valeur moyenne :
γ = 1/2 et β = 1/4. Nous détaillons i-dessous la méthode de ontinuation. Nous faisonsensuite une parenthèse sur le test de la périodiité qui n'est pas trivial pour e problème.En�n, nous donnons le résultat obtenu pour la solution qui nous intéresse. Les algorithmesutilisés sont résumés dans la �gure 7.27.Continuation d'une solution périodiqueOn herhe à réaliser une ontinuation sur le problème ẋ(t, x0, ωe) = F (x(t, x0, ωe), ωe)en ayant pour objetif d'obtenir x(T0, x0, ωe)− x0 = 0. Si l'on possède un jeu de paramètres
x0, T0, ωe0 satisfaisant et objetif, on herhe ensuite les inréments ∆x,∆T et ∆ωe tels que
x(T0 + ∆T, x0 + ∆x, ωe0 + ∆ωe)− (x0 + ∆x) = 0 de façon à réaliser une prédition. On érit
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PSfrag replaementsAlgorithme généralPoint initial :
x̃0, T̃0, ωe iniCorretion par tirs suessifs :

⇒ x0, T0 pour ωe = ωe iniPrédition selon la tangente :
⇒ x̃0, T̃0, ωe predCorretion par tirs suessifs :

⇒ x0, T0 pour ωe = ωe pred

Algorithme de orretion par tirs suessifsPoint initialIntégration temporellepar Newmark non-linéaire
γ = 1/2, β = 1/4, Nt = 1000

tn+1 = (n + 1)T0/Nt

x(tn), Dx0
x(tn), Dωex(tn)

Prédition et Corretion
⇒ x(tn+1)Interpolation linéaire : x(τn+1,i)

⇒ Dx0
x(τn+1,i), Dωex(τn+1,i)

i = 1, ..,m

n = 0..Nt − 1Test de la périodiitéValidé Non validéSortie : (x0, T0)Prédition : (x̃0, T̃0)Fig. 7.27 � Algorithmes utilisés pour la ontinuation périodique
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x(T0 + ∆T, x0 + ∆x, ωe0 + ∆ωe)− (x0 + ∆x)

= x(T0, x0, ωe0) +
∂x

∂T0
∆T +

∂x

∂x0
∆x +

∂x

∂ωe
∆ωe − (x0 + ∆x)

=
∂x

∂T0
∆T +

(
∂x

∂x0
− I

)

∆x +
∂x

∂ωe
∆ωeComme vu au paragraphe 2.3.2, ∂x

∂T0
= F (x(T0, x0, ωe0), ωe0) et ∂x

∂x0
est solution de l'équationdi�érentielle :

Ẏ = DxF (x(t, x0, ωe0), ωe0)Y, Y (0) = IDe la même façon, on montre que ∂x

∂ωe
est solution de l'équation di�érentielle :

Ẏ = DxF (x(t, x0, ωe0), ωe0)Y + DωeF (x(t, x0, ωe0), ωe0), Y (0) = 0 (veteur nul)On doit don résoudre : ∂x

∂T0
∆T +

(
∂x

∂x0
− I

)

∆x +
∂x

∂ωe
∆ωe = 0.On hoisit en�n de forer la orretion ∆x à être orthogonale à F (x(T0, x0, ωe0), ωe0). Onpeut don mettre le système à résoudre sous la forme suivante :

A

{

∆T

∆x

}

+







∂x

∂ωe

0






∆ωe = 0, A =





∂x

∂T0

∂x

∂x0
− I

0 F (x(T0, x0, ωe0), ωe0)



 (7.23)En posant z = −A−1







∂x

∂ωe

0






, on obtient par la ondition de normalisation

{

∆T

∆x

}t{

∆T

∆x

}

+ ∆ω2
e = 1 que ∆ωe = ± 1√

1 + ztz
puis { ∆T

∆x

}

= z.∆ωeLe signe est en�n déterminé par l'orientation de la tangente ave la ondition :
det













A







∂x

∂ωe

0







z 1













∆ωe > 0.Ainsi, toutes les préditions sont basées sur les valeurs des dérivées partielles de x par rap-port à x0, T0 et ωe, qui sont obtenues pour deux d'entre elles (Dx0
x et Dωex), par intégrationtemporelle. Il est don important que le alul approhé de es grandeurs soit � bon �. S'iln'est pas néessaire d'avoir un nombre de points très important pour bien dérire le signal

x(t) par intégration temporelle, es dérivées partielles, elles, néessitent un nombre de pointsonséquent. Il faut don augmenter le nombre de pas utilisés pour l'intégration de es dérivées.Pour ne pas augmenter simultanément le nombre de pas de alul de x(t), e qui rend lesaluls oûteux, nous e�etuons une interpolation linéaire entre deux points x(tn−1) et x(tn)de façon à obtenir :
x(τn,i) ≈ x(tn−1) + (x(tn)− x(tn−1)).(i/m), i = 0..m, τn,i = tn−1 + (tn − tn−1).(i/m)Nous utilisons alors es points intermédiaires pour l'intégration des dérivées partielles.



7.4. Contat rotor-stator rigide 161Test de la périodiitéAjoutons maintenant le moyen de nous a�ranhir de la � pseudo-périodiité � des angles.En e�et, e qui nous intéresse n'est pas de tester leur égalité mais leur égalité modulo 2π, eque l'on peut érire ∃ k ∈ ZZ, θ2 = θ1 + k(2π) mais qui ne se dérive pas. On préfère donérire ei de la façon suivante :
θ1 = θ2 [2π]⇔

{

cos(θ1) = cos(θ2)

sin(θ1) = sin(θ2)
⇔
{

cos(θ1)− cos(θ2) = 0

sin(θ1)− sin(θ2) = 0

⇔ (cos(θ1)− cos(θ2))
2 + (sin(θ1)− sin(θ2))

2 = 0⇔ cos(θ1 − θ2)− 1 = 0Ainsi, la ondition d'égalité que nous véri�erons ne sera pas x(T0, x0)− x0 = 0, mais
ϕ(x(T0, x0)− x0) = 0ave ϕ(x) = ϕ



















s

θs

θe

ŝ

θ̂s

α̂



















=







s

cos(θs) − 1

sin(θe) − 1

ŝ

θ̂s

α̂





Le développement au premier ordre au voisinage de (T0, x0) devient don :
ϕ(x(T0, x0)− x0) + Dxϕ(x(T0, x0)− x0).

(
∂x

∂T0
(T0, x0)∆T0 +

∂x

∂x0
(T0, x0).∆x0

)

= 0 (7.24)ave la jaobienne de ϕ(x) qui s'érit Dxϕ(x) =













1

− sin(θs)

− sin(θe)

1

1

1











Elle est don toujours inversible sauf si la di�érene entre les angles à t = T0 et t = 0 vaut

0 ou π. Si ette di�érene est nulle, les angles sont égaux et l'équation orrespondant à laligne où se trouve e zéro se résume à 0 = 0. En revanhe, si les deux angles di�èrent de π,la matrie est non inversible mais les deux angles ne respetent pas la ondition d'égalité.Nous proposons alors de ontourner le problème en e�etuant un pas d'intégration temporellesupplémentaire de façon à utiliser non plus T0 mais T̃0 légèrement supérieure, e qui modi�enormalement la valeur de l'angle posant problème de θx(T0, x0) en θx(T̃0, x0). Étant donnéque T0 n'était vraisemblablement pas solution du problème (les angles di�èrent) et n'est detoute façon qu'une supposition, ette façon de proéder semble raisonnable.Appliation au premier point de bifuration de HopfLe résultat de la ontinuation menée à partir du yle limite exhibé sur la �gure 7.25est représenté en �gure 7.28. On peut voir, par l'analyse des oe�ients de Floquet, que lasolution périodique est bien instable au voisinage du point de bifuration. Nous reportons en�gure 7.29, les minima et maxima des amplitudes au ours de l'évolution de la solution.En e point de bifuration, il y a don destrution d'une solution stable sans naissaned'une autre solution stable. On est don en présene d'une bifuration atastrophique (fparagraphe 2.3.2). L'analyse de l'évolution du système néessite une étude globale et nonplus loale pour savoir vers quelle solution le système va tendre lorsqu'il quittera le point �xedevenu instable.



162 7. Appliation à la dynamique des rotors

14.43 14.44 14.45 14.46 14.47 14.48 14.49
17.5

18

18.5

19

19.5

20

20.5

21

14.43 14.44 14.45 14.46 14.47 14.48 14.49
0

0.5

1

1.5

PSfrag replaements

Pulsation de la solution périodique suivie : 2π/T0 (rad/S)
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Fig. 7.28 � Contat rotor-stator rigide - Continuation de la solution périodique du premierpoint de bifuration de Hopf - Pulsation et stabilité
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Fig. 7.29 � Contat rotor-stator rigide - Continuation de la solution périodique du premierpoint de bifuration de Hopf - Amplitudes



7.4. Contat rotor-stator rigide 163Étude de la bifuration de Hopf sur-ritique en 16.16 HzNous avons appliqué le même algorithme en partant ette fois du yle limite exhibé auvoisinage de 16.16 Hz. Le résultat de la ontinuation est représenté en �gure 7.30. Pour plusde lisibilité, nous avons reporté les zones de stabilité sur le shéma. En�n, pour donner uneidée des amplitudes de es solutions, nous avons traé les minima et maxima des paramètressur la �gure 7.31.Le suivi du module des oe�ients de Floquet nous indique une bifuration en doublementde période pour ωe/2π ≈ 18.11 Hz (�gure 7.32). Nous avons herhé et ontinué la solutionde période double qui naît en e point de bifuration. Cette solution, stable à la naissane,devient rapidement instable, subissant une bifuration de Hopf omme le montre la �gure7.33.
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Fréquene de la solution périodique suivie : 2π/T0 (rad/S)
Module des oe�ients de Floquet
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Fig. 7.30 � Contat rotor-stator rigide - Continuation de la solution périodique du seondpoint de bifuration de Hopf - Pulsation et stabilité7.4.4 Analyse globaleComme montré au paragraphe 7.4.3, il existe des solutions déonnetées des solutionspréédemment étudiées vers lesquelles le système va se diriger lorsque l'on entrera dans la zone[14.49 16.16℄ Hz. C'est elles que nous reherhons et étudions dans e dernier paragraphe. Noussouhaiterions bien évidemment appliquer la méthode globale par homotopie polynomiale ;ependant, ne onnaissant pas la période des solutions reherhées, il nous est impossible del'utiliser. Nous mettons là en évidene la néessité de faire évoluer et outil a�n qu'il permettede traiter e as de �gure.En l'absene d'un outil dédié, nous ommençons par e�etuer quelques essais à partir deonditions initiales diverses en hoisissant la pulsation d'exitation sur la plage de fréquenes
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Fig. 7.31 � Contat rotor-stator rigide - Continuation de la solution périodique du seondpoint de bifuration de Hopf - Amplitudes
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Fig. 7.32 � Contat rotor-stator rigide - Branhe périodique issue de la seonde bifurationde Hopf - Bifuration de doublement de période en 18.11 Hz
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Fig. 7.33 � Contat rotor-stator rigide - Étude de la solution de période doubleonernée. Cei nous permet d'obtenir des solutions sur lesquelles on e�etue une ontinuationpuis une étude de stabilité et de bifuration.EssaisOn réalise quelques intégrations temporelles de façon à avoir une idée des solutions re-herhées. Il s'avère que l'on trouve des solutions périodiques. La �gure 7.34 donne l'évolutionde leur pulsation ωs sur la gamme de fréquenes d'exitation [14.5 14.7℄ Hz. Il semble qu'onait don un doublement de période au voisinage de 14.55 Hz et inversement un doublementde fréquene au voisinage de 14.65 Hz.
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Fig. 7.34 � Contat rotor-stator rigide - Nouvelles solutions périodiques :tirages sur la bande [14.5 14.7℄ Hz



166 7. Appliation à la dynamique des rotorsContinuation et analyseA�n d'avoir un portrait plus global de la solution, nous hoisissons de réaliser une onti-nuation du yle limite arohé pour ωe/2π = 14.52 Hz. On obtient alors les �gures 7.35 et7.36.
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Fig. 7.35 � Contat rotor-stator rigide - Solution périodique déonnetée - Pulsation et sta-bilitéAu vu de l'évolution des oe�ients de Floquet, ette solution subit de nombreuses bifur-ations. Dans un soui de respet des éhéanes, nous n'avons pas poursuivi haune de esbifurations omme nous avons pu le faire pour les autres branhes. L'intérêt de ette solutionest en e�et d'exhiber l'existene d'une solution stable mais omplètement déonnetée de ellepoursuivie initialement (point �xe) arohée à l'issue d'une bifuration atastrophique (aupremier point de bifuration de Hopf).Nous donnons en�n une représentation graphique de l'ensemble des solutions étudiées parle biais des amplitudes de l'exentriité du stator (s) en �gure 7.37. Nous proposons ainsi unenouvelle représentation de e que l'on pourrait nommer diagramme de bifuration. Elle per-met non seulement d'observer les bifuration mais aussi de donner les amplitudes des solutionspériodiques ainsi que leurs fréquenes de réponse. Moins synthétique que les diagrammes tra-ditionnels, ette forme de représentation permet de fournir toutes les informations néessairesà la ompréhension de la dynamique du système.
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Fig. 7.36 � Contat rotor-stator rigide - Solution périodique déonnetée - AmplitudesConsidérations numériquesNous tenons ii à rendre ompte de deux problèmes liés à l'étude néessairement numériqueet non purement analytique d'un problème.Valeur des oe�ients de Floquet : Les oe�ients de Floquet sont issus du alul desvaleurs propres de la matrie de monodromie obtenue elle-même par intégration temporelle.Si le alul des amplitudes du signal (variable x) n'est pas trop sensible au pas en temps,il semble que elui de la matrie de monodromie le soit partiulièrement, et ainsi, elui desvaleurs propres extraites. Cei est partiulièrement visible sur la �gure 7.35 : la théorie donnequ'un des oe�ients de Floquet doit toujours être égal à 1 dû à la formulation autonomede notre problème ; or, il est évident sur la gamme de fréquenes [15.7 16.2] Hz, que etteassertion est mise en défaut. Pourtant, les solutions trouvées sont bien périodiques et dansla ontinuité des préédentes. Les aluls menés sont don � justes � en un ertain sens.Cei montre qu'il faut être prudent à l'analyse de es oe�ients dont le alul manquevraisemblablement de préision.Une solution serait d'augmenter le nombre de points de alul sur une période. Cependant, eiaugmente simultanément le temps de alul, ainsi que le umul d'erreur numérique inhérentà l'utilisation d'une mahine limitée dans son seuil de préision. Il faut don trouver unompromis entre l'exatitude de es oe�ients et le temps onsaré à leur alul.
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Hopf n�1Hopf n�2Périodique déonnetéeConstante StableInstableFig. 7.37 � Contat rotor-stator rigide - Nouveau diagramme de bifuration



7.5. Conlusion 169Comparaison entre méthode de tir et di�érenes �nies : Lors de l'étude de ladernière solution périodique, nous avons tenté de mettre en ÷uvre une autre méthode deonstrution des solutions périodiques : elle des di�érenes �nies (f. setion 2.3.2). Nousnous sommes alors heurtés à plusieurs problèmes qu'il nous semble intéressant de mentionner.Tout d'abord, intrinsèquement, ette méthode génère un système de grande taille dû àla disrétisation en temps qu'elle utilise. Elle néessite don une attention partiulière à larésolution du système, qui exploiterait l'aspet � quasi-bande � de la matrie obtenue. De plus,si on la ompare à elle de tir, elle s'avère plus oûteuse : onsidérons le nombre d'opérationsnéessaires pour la réalisation d'une itération de haune des deux méthodes en utilisant Ntpoints de disrétisation d'une période et une résolution de type Newton-Raphson.a) Méthode des di�érenes �nies : Nt aluls de F (xi, ωe) et de DxF (xi, ωe) puis inversiond'un système de taille n×Nt.b) Méthode de tir : Calul de F (xi, ωe) et de DxF (xi, ωe) Nt fois puis inversion d'un systèmede taille n.La méthode de tir semble don moins oûteuse ar néessite le même nombre de alulsélémentaires mais ne néessite l'inversion que d'un petit système. Elle a de surroît l'avantagede fournir la matrie de monodromie, et don de permettre rapidement l'analyse de la stabilité.De plus, d'une façon purement qualitative, la onvergene de la méthode des di�érenes�nies semble assez mauvaise : lorsqu'il lui est donné un point initial trop éloigné du ylereherhé, elle ne onverge pas.En�n, dans le as partiulier de notre problème, étant donné que nous traitons des angleset qu'il est néessaire d'avoir reours à une fontion ϕ supplémentaire a�n de véri�er lapériodiité du signal (f. paragraphe 7.4.3), elle se révèle inadaptée : elle intègre en e�et danssa formulation la ondition de périodiité x(T ) − x(0) = 0, à laquelle il semble peu aisé desubstituer ϕ(x(T )− x(0)) = 0.7.4.5 ConlusionL'étude de e problème montre qu'un système apparemment simple peut avoir des ompor-tements omplexes que seule une étude omplète peut dévoiler. Cei nous a permis d'appliquerla majorité des méthodes d'étude loale exposées au hapitre 2, puis à proposer une forme dediagramme de bifuration plus omplète que elle renontrée usuellement.Par ailleurs, la présene d'une bifuration de Hopf sous-ritique a souligné l'importaned'un outil d'analyse globale. Ne onnaissant pas a priori la période des solutions reherhées,nous n'avons pas pu mettre en ÷uvre l'outil que nous avons développé qui requiert que eparamètre soit une donnée et non une inonnue. Cei permet de dégager l'intérêt d'un travailultérieur visant à rendre e type de reherhe possible.7.5 ConlusionUn rapide bilan sur les résultats obtenus par les quatre méthodes d'analyse globale appli-quées à l'osillateur de Du�ng a permis d'a�rmer sans peine que la méthode donnant le plusde satisfation était elle fondée sur l'homotopie polynomiale. Cette onlusion a ensuite été



170 7. Appliation à la dynamique des rotorsréa�rmée sur l'exemple d'un ontat entre un rotor et un stator non-linéaire.L'appliation ave suès de ette dernière méthode à di�érents systèmes illustrant desas typiques d'étude dans le domaine des mahines tournantes permet de démontrer son e�-aité, son intérêt, et d'envisager sereinement son utilisation sur des systèmes plus importantsorrespondant aux besoins industriels.En�n, le dernier exemple de ontat permanent entre un rotor et son stator, traité à l'aidedes outils d'analyse loale ités dans le seond hapitre de e mémoire, a exhibé le besoinfort de poursuivre enore le travail pour être apable de libérer la pulsation de réponse dusystème omme une inonnue supplémentaire ; ei permettra d'e�etuer une analyse globalee�ae à l'issue de bifurations atastrophiques par exemple.



ConlusionL'objetif prinipal de e travail de thèse était de proposer un outil permettant l'analyseglobale de systèmes dynamiques non-linéaires. La prinipale di�ulté dans ette reherhe detoutes les solutions d'un système non-linéaire était de trouver une méthode qui ne soit pastrop onsommatrie en termes de ressoures numériques. Pour parvenir à élaborer un outilsatisfaisant, nous avons exploré quatre familles de méthodes permettant de trouver toutes lessolutions d'un système non-linéaire.La première méthode, dite de ell-mapping et reposant sur une double disrétisation spa-tiale et temporelle, est attrayante par sa proximité à la formulation dynamique du problèmeet par la rihesse des informations qu'elle fournit : solutions de toutes natures, bassins d'at-tration et possibilité d'analyse de stabilité. Cependant, elle néessite un temps de alul ainsiqu'une alloation d'espae mémoire prohibitifs dès que l'on souhaite traiter des systèmes àplus de deux degrés de liberté.Nous avons don ensuite mis en ÷uvre des méthodes ne traitant pas diretement le systèmedi�érentiel mais un système algébrique obtenu en faisant une hypothèse sur la forme du dé-plaement. Elles ne peuvent don pas rendre ompte diretement de toutes les solutions dusystème dynamique mais de toutes les solutions d'une atégorie donnée. La ontrepartie deette restrition est un gain en temps onsidérable. Les deux premières méthodes traitant deséquations algébriques partitionnent l'espae de variation des inonnues algébriques en ellulesqu'elles essaient d'exlure à l'aide d'un test d'exlusion pour la première et d'exlure ou àdéfaut de réduire pour la méthode travaillant sur l'arithmétique des intervalles. On observeune amélioration des performanes par rapport à la méthode de ell-mapping, mais les esti-mations et les mises en ÷uvre montrent qu'il est di�ile de traiter des systèmes à plus detrois degrés de liberté ave un temps de alul inférieur à la journée.L'absene d'hypothèse sur la forme de la non-linéarité nous a alors semblé être un obstalemajeur à l'e�aité des algorithmes testés. En e�et, nous étions partis du prinipe que laméthode proposée ne devait pas être dédiée à un type de non-linéarité partiulier ; ei a pourinonvénient l'absene de adre mathématique permettant de faire un travail analytique enamont qui réduirait en aval le oût numérique. Nous avons don eu l'idée de nous plaer dansle adre rihement étudié des polyn�mes en hoisissant d'approher l'expression de la non-linéarité algébrique par une famille d'éléments polynomiaux. On ne herhe don plus toutesles solutions d'un système algébrique mais toutes les solutions d'un système multi-polynomialà plusieurs variables. La résolution de e système se fait alors par une méthode homotopique :on onstruit un système multi-polynomial de même struture que elui que l'on souhaiterésoudre dont on onnaît les solutions ; puis, on injete petit à petit le système à résoudretandis qu'on diminue la ontribution du seond système dans les équations. En faisant uneontinuation des solutions de e système au ours de son évolution, on a la garantie d'obtenir171



172 Conlusiontoutes les solutions du système visé. Cette dernière méthode présente des temps de alul trèsintéressants. Son appliation à di�érents systèmes du hamp de la dynamique des rotors apermis de montrer d'une part son e�aité et d'autre part son intérêt en tant que méthoded'analyse globale, permettant de mettre à jour des branhes de solutions déonnetées lesunes des autres.La solution proposée fournit don un début de réponse à ette vaste question qu'est l'ana-lyse globale de systèmes non-linéaires de grande taille. Il reste maintenant à étendre sonhamp d'ation à d'autres types de solutions que les points �xes et les yles limites. Onimagine aisément sa mise en ÷uvre dans le as des solutions quasi-périodiques en utilisantune transformation des équations dynamiques non par balane harmonique simple mais parbalane multi-harmonique. L'enjeu majeur nous semble, pour e type de solutions, de pouvoirétendre la reherhe à des solutions de période inonnue. Le domaine de reherhe de solutionshaotiques reste, lui, totalement vierge étant donnée la di�ulté de trouver des desripteurs�ables des attrateurs.Une autre piste de reherhe qui nous semble judiieuse est l'utilisation de aluls paral-lèles : haque solution étant ontinuée indépendamment des autres, ette méthode se prêtepartiulièrement bien à la parallélisation. Sa mise en ÷uvre dans le ontexte industriel oùl'on renontrera un par informatique important mais dont les unités seront peu puissantespro�terait pleinement, à notre sens, de e type d'arhiteture.En�n mentionnons le travail, seondaire dans le temps onsaré et la di�ulté renontrée,de mise en ÷uvre de méthodes de ontinuation, d'analyse aux bifurations et de stabilité.Ces méthodes, relativement bien représentées dans la littérature, sont des outils omplémen-taires à la onduite d'une analyse globale, permettant d'une part de suivre l'évolution dessolutions éventuellement multiples exhibées par analyse globale et d'autre part de mettre enévidene les moments lés où e�etuer une telle analyse en as de détetion d'une bifurationatastrophique ou de perte de stabilité.
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NomenlatureÉquation dynamique (ordre 2) : M.q̈ + C.q̇ + K.q + f̂(q, q̇) = fe(t)

• q : veteur d'inonnues issues du paramétrage du problème, q ∈ IRN

• q̇, q̈ : respetivement veteurs vitesse et aélération, q̇ = dq
dt , q̈ = d2q

dt2

• M, C, K : matries respetives dites de masse, de dissipation et de raideur
• f̂(q, q̇) : veteur des e�orts non-linéaires
• fe(t) : veteur des e�orts extérieursÉquation augmentée (ordre 1) : A.ẋ + B.x + F̂ (x) = Fe(t)

• x =

{

q

q̇

} : veteur d'inonnues augmenté, x ∈ IR2N

• A =

[

K 0

0 M

], B =

[

0 −K

K C

]

• F̂ (x, t) =

{

0

f̂(q, q̇)

} : veteur augmenté des e�orts non-linéaires
• Fe =

{

0

fe(t)

} : veteur augmenté des e�orts extérieursÉquation algébrisée : H̄.x̃ + Ĥ(x̃) = Hc ou H(x̃) = 0

• x̃ : veteur d'inonnues algébriques, x̃ ∈ IRP

• H̄ : partie linéaire
• Ĥ(x̃) : partie non-linéaire
• Hc : terme onstant (ontribution des e�orts extérieurs)Dérivation :� d'une fontion F par rapport à la variable x : DxF =

∂F

∂x� d'une variable x par rapport au temps � vrai � t : ẋ =
∂x

∂t� d'une variable x par rapport au temps adimensionnalisé τ : x′ =
∂x

∂τCellules et intervalles :� Pavé de IRQ : X̃ = {X̃1, . . . , X̃Q} ou X̃ = X̃1 × · · · × X̃Q� Bornes inférieure et supérieure d'un intervalle X̃i : respetivement X̃i et X̃i� Centre d'un pavé X̃ : mid(X̃), ∀ i ∈ [[1, Q]], mid(X̃i) =
X̃i + X̃i

2� Largeur d'un pavé X̃ : w(X̃i) = X̃ i − X̃ i et w(X̃) = max
1≤i≤Q

(w(X̃i))� Magnitude d'une omposante X̃i : mag(X̃i) = max(|X̃i|, |X̃i|)
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188 NomenlatureShémas d'algorithmes :� Stokage de l'élément x dans l'élément y : y ← x� Utilisation de l'élément x pour le alul de y : x →֒ y� Ajout de l'élément x à une liste xList : xList
+← xSymboles divers :� Ensemble des onditions initiales onsidérées lors de l'analyse globale d'un système missous la forme d'une équation augmentée : EIC ⊂ IR2N� Produit salaire hermitien : < x, y >= x̄t.yAbréviations :� ddl : degré de liberté� CDC : Cell Disarded Condition, test d'exlusion
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Annexe AOsillateur de Du�ng
Un osillateur de Du�ng est un osillateur lassique dans le adre des systèmes dyna-miques. On peut le représenter méaniquement par un osillateur amorti lassique auquel onadjoint une raideur non-linéaire de forme ubique omme le montre la �gure A.1. L'équationPSfrag replaements

m

c

k

knl

fe(t)

q(t)Fig. A.1 � Shéma d'un osillateur de Du�ngdi�érentielle s'érit très simplement :
mq̈ + cq̇ + kq + knlq

3 = fe cos(ωt) (A.1)ou enore
q̈ + 2ξω0q̇ + ω2

0q + βq3 = Γ cos(ωt) (A.2)en posant ω2
0 =

k

m
, ξ =

c

2mω0
, β =

knl

m
et Γ =

fe

m
.La présene d'une telle non-linéarité peut avoir un e�et dit mollissant ou raidissant ommeon peut le voir sur les ourbes typiques de la �gure A.2. La ourbe (a) est obtenue pour unevaleur négative de knl et représente un e�et mollissant : le pi de résonane penhe vers la191



192 A. Osillateur de Du�nggauhe ; la résonane arrive don plus � t�t � ou du moins se prolonge pour des valeurs defréquene d'exitation inférieures à elle où le pi prend naissane. Inversement, la �gure ()représente un e�et raidissant pour une valeur de knl positive.Outre es e�ets remarquables, ette non-linéarité présente l'avantage d'être simple dansson expression analytique, ontinue et d'être bien tabulée dans la littérature. En méanique,elle est utilisée ave un oe�ient knl positif pour la modélisation de grands déplaements.Nous proposons ii d'appliquer en détail deux méthodes non-linéaires permettant de trans-former l'équation di�érentielle (A.1) en un système d'équations algébriques. Nous présenteronsdon dans un premier temps la méthode des éhelles multiples qui fait partie des méthodesde perturbations puis la méthode de balane harmonique, méthode fréquentielle, qui nousdonnera des expressions réutilisées au �l des hapitres 3 à 6.
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Fig. A.2 � Osillateur de Du�ng - Fontion de réponse en fréqueneA.1 Appliation de la méthode des éhelles multiplesA�n d'appliquer ette méthode, il onvient de onsidérer les termes :� d'amortissement : 2ξω0q̇� non linéaire : βq3� d'exitation : Γ cos(ωt)omme des termes de perturbation du système linéaire (A.3).
q̈ + ω2

0q = 0 (A.3)Il est alors légitime de les supposer petits et de les a�eter d'un oe�ient de pondérationadimensionné 0 < ǫ < 1. On obtient ainsi la réériture suivante de l'équation (A.2) :
q̈ + ω2

0q = ǫ
[
−2ξω0q̇ − βq3 + Γ cos(ωt)

] (A.4)



A.1. Appliation de la méthode des éhelles multiples 193La solution q(t, ǫ) de ette équation peut s'érire sous la forme du développement selon ǫsuivant :
q(t, ǫ) = q0(t, ǫ = 0) +

n∑

k=1

ǫk ∂kq

∂ǫk
(t, ǫ = 0) + o(ǫn) (A.5)En notant qk(t) =

∂kq

∂ǫk
(t, ǫ = 0), on obtient l'ériture de l'approximation de q(t, ǫ) :

q(t, ǫ) ≈ q0(t) + ǫq1(t) + ǫ2q2(t) + · · ·+ ǫnqn(t) (A.6)
q0(t) est la solution à (A.3) et les termes en ǫk, la réponse à la perturbation. En réinjetantle développement (A.6) dans (A.4), et en ne gardant que les termes d'ordre inférieur ou égalà 1 en ǫ, on obtient l'équation :

(q̈0 + ǫq̈1) + ω2
0(q0 + ǫq1) = ǫ

[
−2ξω0q0 − βq3

0 + Γ cos(ωt)
] (A.7)On introduit alors les éhelles de temps suivantes : Ti = ǫit, i = 1, .., n. Ainsi, si on onsidèreles qk(t) omme des fontions de T0, T1, .., Tn, on a :

dqk(T0, T1, .., Tn)

dt
=

dT0

dt

∂qk

∂T0
+

dT1

dt

∂qk

∂T1
+ ... +

dTn

dt

∂qk

∂Tn
=

∂qk

∂T0
+ ǫ

∂qk

∂T1
+ ... + ǫn ∂qk

∂TnÉtant donné que nous avons fait le hoix d'un développement au premier ordre en ǫ, il nousfaut retenir T0 et T1 omme éhelles de temps a�n d'être ohérent dans les ordres du déve-loppement. On érira don pour une quantité x(T0, T1) :
dx(T0, T1)

dt
=

∂x

∂T0
+ ǫ

∂x

∂T1
= D0x + ǫD1x (A.8)

d2x(T0, T1)

dt2
=

∂2x

∂T 2
0

+ 2ǫ
∂2x

∂T0∂T1
(+ 6ǫ2 ∂2x

∂T 2
1

)6 = D2
0x + 2ǫD0D1x (A.9)ave la notation Di =

∂

∂TiEn�n, souhaitant étudier le omportement de l'osillateur prohe de sa pulsation de ré-sonnane (ω = ω0 + ǫσ), on pose :
ωt = (ω0 + ǫσ)t = (ω0 + ǫσ)t = ω0T0 + σT1 (A.10)

σ est ouramment appelé detuning parameter et permet de gérer l'éart de la pulsation d'ex-itation à elle propre de l'osillateur non amorti.En réinjetant l'utilisation des éhelles de temps T0 et T1 dans l'équation (A.2) puis enégalant les oe�ients de même degré en ǫ, on obtient le sytème d'équations di�érentiellessuivant :
D2

0q0 + ω2
0q0 = 0 (A.11a)

D2
0q1 + ω0q1 = −2D0D1q0 − 2ξω0D0q0 − βq3

0 + Γ cos(ω0T0 + σT1) (A.11b)L'équation (A.11a) donne la forme suivante pour q0 :
q0(T0, T1) = A(T1)e

iω0T0 + A(T1)e
−iω0T0 (A.12)



194 A. Osillateur de Du�ngPuis, en injetant ette forme de q0 dans (A.11b) :
D2

0q1 + q1 = −[2iω0(A
′ + ξω0A) + β(3A2A)]eiω0T0 − βA3ei3ω0T0 +

Γ

2
eiω0T0eiσT1 + [cc]où A′ =

dA

dT1
et [cc] désigne la partie omplexe onjuguée du terme érit à droite.A�n d'éliminer les termes séuliers induits par la présene de eiσT1 , il onvient d'imposer :

−[2iω0(A
′ + ξω0A) + β(3A2A)] +

Γ

2
eiσT1 = 0 (A.13)Il reste don l'équation suivante servant à trouver q1 :

D2
0q1 + q1 = −βA3ei3ω0T0 (A.14)En revanhe, nous nous intéressons à q0, don à l'expression de A(T1), régie par (A.13). Enherhant A(T1) sous sa forme polaire (A.15), on obtient l'équation di�érentielle omplexe(A.16) que l'on sépare en un système de deux équations di�érentielles réelles (A.17).

A(T1) =
a(T1)

2
eiθ(T1), a(T1) ∈ IR, θ(T1) ∈ IR (A.15)

iω0(a
′ + iaθ′ + ξω0a) +

3

8
βa3 − Γ

2
ei(σT1−θ) = 0 (A.16)







a′ + ξω0a =
Γ

2ω0
sin(σT1 − θ)

aθ′ − 3

8ω0
βa3 =

Γ

2ω0
cos(σT1 − θ)

(A.17)A�n de rendre le système autonome (i.e. faire disparaître T1), on pose :
γ = σT1 − θ(T1) (A.18)Le système d'équations di�érentielles à traiter devient :







a′ + ξω0a =
Γ

2ω0
sin γ

−aγ′ + σa− 3

8ω0
βa3 =

Γ

2ω0
cos γ

, en gardant la onvention x′ =
dx

dT1
(A.19)Nous ne nous intéressons qu'aux solutions stationnaires : a′ = 0 et θ′ = 0. En prenant enompte es simpli�ations et en sommant les équations de (A.19) élevées au arré, on obtientla relation suivante entre l'amplitude a de la réponse stationnaire, le déalage de la pulsationd'exitation σ par rapport à la pulsation propre du système (ω0) et l'amplitude de l'exitation

Γ :
[

ξ2ω2
0 +

(

σ − 3

8

β

ω0
a2

)2
]

a2 =
Γ2

4ω2
0

(A.20)Grâe à ette équation, et en appliquant une méthode d'analyse globale sur l'amplitude a, onpeut ainsi pour un jeu de paramètres d'exitation (σ,Γ), aluler toutes les solution pour apuis γ. L'expression de q(t, ǫ) est alors :
q(t, ǫ) = a cos(ωt − γ) + O(ǫ)



A.2. Appliation de la méthode de la balane harmonique 195A.2 Appliation de la méthode de la balane harmoniqueÉtant donné que nous avons restreint nos reherhes à des solutions stationnaires quis'avèrent être synhrones ave l'exitation, don, de pulsation onnue, nous nous proposonsde retrouver le résultat de l'équation (A.20) par une méthode simple de balane harmoniquequi n'est pas une méthode perturbative. On reherhe don q(t) solution de (A.2) sous laforme :
q(t) = a0 + a1 cos(ωt) + b1 sin(ωt) (A.21)La seule di�ulté est ii le terme en q3 qu'il faut développer sous forme d'harmoniques. Ceise fait en utilisant les formules suivantes :

(a0 + a1 cos ωt + b1 sin ωt)3 = a3
0 + a3

1 cos3 ωt + b3
1 sin3 ωt + 3(a2

0a1 cos ωt + a2
0b1 sin ωt

+a0a
2
1 cos2 ωt + a2

1b1 cos2 ωt sin ωt + a0b
2
1 sin2 ωt + a1b

2
1 cos ωt sin2 ωt)

+6a0a1b1 cos ωt sin ωt

cos2 ωt = 1
2 + 1

2 cos 2ωt

sin2 ωt = 1
2 − 1

2 cos 2ωt cos ωt sin ωt = 1
2 sin 2ωt

cos3 ωt = 3
4 cos ωt + 1

4 cos 3ωt cos2 ωt sin ωt = 1
4 sinωt + 1

4 sin 3ωt

sin3 ωt = 3
4 sin ωt− 1

4 sin 3ωt cos ωt sin2 ωt = 1
4 cos ωt− 1

4 cos 3ωtEn appliquant suessivement le produit salaire (., .)ω (f. (2.19)) à l'équation (A.2)dans laquelle l'expression harmonique (A.21) de q a été injetée, pour g(t) = 1, g(t) =

cos ωt, et g(t) = sin ωt, on obtient respetivement les équations (A.22a), (A.22b) et (A.22)qui onstituent le système algébrisé par balane harmonique à un harmonique orrespondantà l'équation di�érentielle (A.2) :
a0[ω

2
0 + β(a2

0 +
3

2
(a2

1 + b2
1))] = 0 (A.22a)

(ω2
0 − ω2)a1 + 2ξω0ωb1 + 3βa1(a

2
0 +

1

4
(a2

1 + b2
1)) = Γ (A.22b)

(ω2
0 − ω2)b1 − 2ξω0ωa1 + 3βb1(a

2
0 +

1

4
(a2

1 + b2
1)) = 0 (A.22)Si l'on souhaite retrouver le résultat (A.20) portant sur le module a de q(t), il su�t deonstater que l'équation (A.22a) impose la nullité de a0 puis d'érire a =

√

a2
1 + b2

1. On élèvealors au arré (A.22b) et (A.22) et on somme pour obtenir :
a2
[(

(ω2
0 − ω2) + 3

4βa
)2

+ (2ξω0ω)2
]

= Γ2On peut, par le même proédé trouver les équations pour une tronature réalisée non pasà l'ordre 1 mais à l'ordre 3 en érivant :
q(t) = a0 + a1 cos(ωt) + b1 sin(ωt) + a2 cos(ωt) + b2 sin(ωt) + a3 cos(ωt) + b3 sin(ωt) (A.23)On obtient alors les expressions suivantes pour les trois omposantes linéaire, onstante etnon-linéaire de la fontion H :

H̄ =









ω2
0

Λ1

Λ2

Λ3









, Λn =

[

ω2
0 − (nω)2 2ξω0(nw)

−2ξω0(nω) ω2
0 − (nw)2

] (A.24)
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Hc =







0

Γ

0

0

0

0

0







, x̃ =







a0

a1

b1

a2

b2

a3

b3







(A.25)

Ĥ(x̃) = β
3

2







a0b
2
3 + a0a

2
2 + a0a

2
3 + 1

2a2
1a2 + a1b2b3 + 2

3a3
0 + a0b

2
2 + a0b

2
1 . . .

· · · − b1b2a3 + a0a
2
1 + a1a2a3 − 1

2b2
1a2 + b1a2b3 + a1b1b2

1
2a3

1 − 1
2b2

1a3 + a1b
2
2 + 2a0b2b3 − 1

2b2
2a3 + 1

2a1b
2
1 + 2a0a2a3 . . .

· · · + a1a
2
3 + 2a0a1a2 + 2a2

0a1 + 1
2a2

2a3 + a1b1b3 + a1a
2
2 . . .

· · · + 2a0b1b2 + a1b
2
3 + a2b2b3 + 1

2a2
1a3

a2b2a3 − 1
2a2

2b3 + 2a0a2b3 + 2a0a1b2 + 1
2a2

1b1 + 1
2a2

1b3 . . .

· · · + b1b
2
2 + 1

2b2
2b3 − a1b1a3 − 2a0b2a3 + b1a

2
3 . . .

· · · − 1
2b2

1b3 − 2a0b1a2 + b1a
2
2 + 2a2

0b1 + 1
2b3

1 + b1b
2
3

b1b2a3 − a0b
2
1 − b1a2b3 + 2a0a1a3 + a0a

2
1 + b2

1a2 . . .

· · · + a2
1a2 + a2b

2
3 + 2a2

0a2 + a1a2a3 + 1
2a2b

2
2 . . .

· · · + a1b2b3 + 2a0b1b3 + 1
2a3

2 + a2a
2
3

1
2b3

2 + 2a0a1b3 + 2a2
0b2 − a1b2a3 + b1b2b3 + b2a

2
3 . . .

· · · + b1a2a3 + a2
1b2 + 1

2a2
2b2 + b2b

2
3 . . .

· · · + 2a0a1b1 + a1a2b3 + b2
1b2 − 2a0b1a3

1
2a1a

2
2 + 2a2

0a3 + 1
2a3

3 + a2
1a3 + 1

2a3b
2
3 − 2a0b1b2 + a2

2a3 + 1
4a3

1 . . .

· · · + b2
2a3 − 1

2a1b
2
1 + b1a2b2 + 2a0a1a2 + b2

1a3 − 1
2a1b

2
2

b2
1b3 + 1

2b3
3 + 1

2a2
1b1 + 1

2a2
3b3 − 1

4b3
1 − 1

2b1a
2
2 + 1

2b1b
2
2 . . .

· · · + 2a0a1b2 + a1a2b2 + 2a0b1a2 + 2a2
0b3 + a2

2b3 + a2
1b3 + b2

2b3







(A.26)

A.3 Fontion de réponse en fréquene et stabilitéComme nous utiliserons et exemple omme premier �l onduteur entre les di�érentesméthodes d'analyse globale, nous donnons ii la fontion de réponse en fréquene de l'osilla-teur dé�ni par les valeurs numériques suivantes :
m = 1 (kg), k = 1 (N.m−1), c = 2ξ

√
km (kg.s−1), ξ = 0.02

knl = 1 (N.m−1), fe = 0.1, ω ∈ [0, 3] (rad.s−1)
(A.27)La �gure A.3 représente l'amplitude a =

√

a2
1 + b2

1 du déplaement en fontion de la fréquened'exitation tandis que la �gure A.4 représente l'évolution des deux omposantes harmoniquesonstituant le déplaement a1 et b1. La première �gure onstitue don une fontion de réponseen fréquene ; l'inlinaison du pi de résonane est signi�ative de la présene d'une non-linéarité.Cette �gure indique qu'il existe pour ertaines fréquenes, plusieurs solutions qui o-existent. C'est le as par exemple pour une exitation de pulsation ω = 1.5 rad.s−1. On peutaussi la lire ainsi : si l'on applique une rampe montante à la pulsation d'exitation pour par-ourir l'intervalle [0, 3] rad.s−1, le système suivra la ourbe du point A au point M+, puis il



A.3. Fontion de réponse en fréquene et stabilité 197� dérohera � en amplitude pour passer du point M− avant d'atteindre le point B en suivantla ourbe. Inversement, si l'on part du point B et que l'on applique à la pulsation d'exitationune rampe desendante, le système suivra la ourbe de B jusque D− d'où il � sautera � à
D+ pour �nalement rejoindre le point A. On voit ainsi premièrement qu'il y aura des sautsen amplitude des solutions stationnaires. Deuxièmement, on s'aperçoit qu'une portion de laourbe n'est jamais parourue. En e�et, les solutions situées entre M+ et D− sont instablesomme il est possible de le montrer par une analyse de Floquet.
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Annexe BArithmétique des intervalles
Nous donnons dans ette annexe les dé�nitions des opérations de base une fois transposéesau as des intervalles ainsi qu'une ourte illustration des onséquenes de la sous-distributivité.En�n nous présentons un shéma omplet de l'algorithme proposé par Hansen et Walster quenous n'avons présenté que sous forme de blos résumés dans le hapitre 5.B.1 Dé�nition des opérations élémentaires pour les intervallesPremièrement, nous déidons, onformément au hoix des auteurs de [HW04℄ de nousplaer dans IR = IR ∪ {−∞,+∞}. Nous onsidérons les deux intervalles de IR, A = [a, a] et

B = [b, b]. La transposition d'une loi ◦ quelonque sur IR est prise - sauf mention ontraire -au sens suivant : A ◦ B = {a ◦ b | a ∈ A, b ∈ B}. Nous détaillons i-dessous les opérationsélémentaires +, −, × et / :� Addition :
• A + B = [a + b, a + b]

• (+∞) + (−∞) = IR� Soustration :
• A−B = [a− b, a− b]

• (+∞)− (+∞) = IR

• A⊖B = [a− b, a− b] (soustration étendue)� Multipliation
• A×B = [min(a× b, a× b, a× b, a× b),max(a× b, a× b, a× b, a× b)]199
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• An = a, a < 0 a < 0, a > 0 a, a > 0Si n = 0 [1, 1] [1, 1] [1, 1]Si n est pair [an, an] [0,max(an, an)] [an, an]Si n est impair [an, an] [an, an] [an, an]

• ±∞× 0 = IR� Division
•

1

B
=







Si 0 /∈ B, [min(
1

b
,
1

b
),max(

1

b
,
1

b
)]Si 0 ∈ B, [−∞,

1

b
] ∪ [

1

b
,+∞]

• A/B = A× 1

BRemarquons qu'alors, si 0 ∈ A et 0 ∈ B, on arrive au as très défavorable A/B = IR.B.2 Illustration des onséquenes de la sous-distributivitéNous avons onseillé en setion 5.1 de fatoriser un maximum les expressions utiliséespour le alul de la fontion H en remarquant que pour A, B, et C trois intervalles, on a
A.(B+C) ⊆ A.B+A.C, 'est-à-dire inlusion et non égalité lorsque l'on distribue l'expression.D'une façon générale, il faut don minimiser les ourrenes d'une variable pour ne pas fairegrossir inutilement l'intervalle image.Imaginons par exemple que l'on veuille aluler l'image de x.y + x.z = x.(y + z) pour
x ∈ [−1, 2], y ∈ [7, 8] et z ∈ [−3, 4]. L'expression de gauhe renvoie l'intervalle [−12, 24]tandis que l'expression de droite renvoie [−14, 24]. Faire apparaître x deux fois, 'est-à-direune de trop est don préjudiiable. Cependant, il est bon de remarquer que e n'est pas laforme fatorisée qui est la plus e�ae si l'on identi�e une puissane supérieure ou égale à 2 :alulons pour les mêmes intervalles de variations x2 + x.y = x.(x + y). La forme de gauhe,développée mais qui prend en ompte le fait que x se multiplie ave lui-même don dontl'image est l'intervalle {x2, x ∈ X}, renvoie [−8, 20] tandis que la forme fatorisée de droiterenvoie [−16, 32]. En e�et, lors du alul du membre de droite, on envisage les as où l'onmultiplie entre eux deux éléments x1 et x2 distints de X, alors qu'on ne l'envisage pas dansle premier as.



B.3. Shéma détaillé de l'algorithme proposé par Hansen et Walster 201B.3 Shéma détaillé de l'algorithme proposé par Hansen etWalsterLe shéma omplet de l'algorithme dérit en setion 5.2 est donné en double page par les�gures B.1 et B.2. Nous avons entouré les di�érents blos mentionnés sur la �gure 5.2 par despointillés étiquetés :� HC : Hull Consisteny� BC : Box Consisteny� NG : Méthode de Newton Généralisée� BCp : Box Consisteny PartielLa question � X̃ assez réduite omparée à X̃(i) ? � revient à la question � Métode e�-ae ? � de la �gure 5.2 et reçoit une réponse positive si l'équation (5.1) est véri�ée.La question � w(X̃) > (wR + wI)/2 ? � située en amont de la méthode de Newton Gé-néralisée revient à l'opposé de la question � Cellulle su�samment petite pour une approheloale ? � du shéma 5.2.Notons en�n que la question en �n du blo � BCp � qui ompare la taille de la elluleaprès avoir subi les di�érents proédés de rédution ave elle qu'elle avait initialement lorsde son extration de intList permet de tester l'e�aité globale de l'algorithme.Nous rappelons i-dessous les dé�nitions des symboles utilisés :� Stokage de l'élément x dans l'élément y : y ← x� Utilisation de l'élément x pour le alul de y : x →֒ y� Ajout de l'élément x à une liste xList : xList
+← x
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