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v C�B� ���5 ����B�� J�� � C����K � 5� K ���B5��� �� ��K ��5���� ��B � ��B����B J�� ���

5�������4 � B�� �¥ �B���5� }�� ���K ��� ���� � K�B ���B4�B B� �������� ���B K �B ��5������B � ���5 � vq��B����
�� ���� ��� } �� � C� B���K ��� ��B 4�4 ��5��� ���� ��¥ � 5�KK� ���� K�� � �� K���� �
���� 5� ���� �� �� ��5q��5q� ����B���B� ����� ���¥ 5�KK�����4B B5������J��B } ~���B
J�����4B � C45���� � �� �������� � � C���4������ � ��BB� � ��� J�� � C������B�����5� � ���
������K ��� 5�������4 � K� ������ B�� �� 5q�K �� � ������ ���BB��� J� C�B� 5��� � �� ��
�������B5�� �������4 }|4����5� ~������ � ��� ��BB��� �� B����B��J��B � �� �����5� 3����	� ��� ��BB��� ���B
�� ��K ���� �� ������K ��� �� B����� � K C��� ���� � Cq������ � C�55����� � C
��� ��B ���w
�������B �� K �� ������� } ~�B 45q����B J�� � C�� ��B ���5 ��¥ ��� 5�������4 � 5�������
5�������B ������B ���B� J� C� K������ 5� K ���B5��� ���� �� K ����� �� �55��� ���5 ��B
�¥ ����5�B q���������B ��B 5�KK�����4B ��¥J�����B �� B C����BB� } � � ��5�����BB��5�
�� 4����K ��� ���B ��������� ��w������� �� �4K	 ¦�������� � ��� �������� ���B ��w
��4B������ �� ���� ��K���� ��B� �5��� � J�� ��� �55���4 �� �����5�� �� � K�� ���	}

�� K � ���B 4����K ��� �� ��K ��5��� 5������B ��B���B����B �� ����������� �� K �w
�q4K ���J��B �� �������B � ������ Z���BB� �� ��������� |���� �� ���� ��B ����5����¥ �
J�� K C��� � ��K �B � C�
�5���� K�� ����B�rK � 5	5�� K ����4 ��� ������B4� �� �4�����B
� ��B�����B �� ��K ���B������B ����B � C������ � ��B B����K ��� � K� ����� ��B��5���5�
�������J�4� }� � ��5�����BB��5� �� 4����K ��� ���B �����B ��B � ��B����B J�� 5���������� � ���w
��� � 5� ����������� �� 5q��K � 5������ �K� 
5q��� �� ��BB����� �� B C	 ��B������ } ���K �
5����Bw�� � � � 5��� ��4�4��5 |�B�� ���� B�B q�B�����B ��� ��B � B�B 5q���B ���B ��B 5��w
����B �� B� K ��B��5q� B�����B� � �����5� Z����� ���� B� ��4B��5� �KK��J����� �� B�B
�4��������B q�K ���B 5q��������B � ��� �������� ���B ���������� |������ ���� B��
���� ���54 �� ������� �� K�� ������ K����4 �� ��B���5� J�� �� B4���� �� �� 5��4�4w
��� � ���� |������� ���� B�� ����5w������ B����B��J�� 6 �B��Bw�� J�� ����� �� ��B ��
5������B �4���� �� ��� ��B ��BJ��B �� 5��5�� � �w�w���� ���54 �� � ��� � �� � ���BJ� C�� K �
������ ���� ���K ���� 5���� ��B�� � ����� � ����� ���� ���� B� ������ �4�4��B��4 ���� ��
���K �B � C��4�B B4����B�B J�� �� ����5q�B ��������B } E��B �� B�	 �� ���B ��B5��� K ��B
���� ��BB� �K ������� � �� ������ ����� 5�B K��B v����� �����4 ���� � C�� 5�5��4 K �w
�q4K ���J�� �B� B����K ��� 4���4� ��� B� ��������BB� �� B�� 5���5�r�� � ���q��	 �q�� �
�������� �4���B��� ��BB� � ��� �� B�B �������B J�� �� � C���4�
� � C������ � ���B� J�� ���§��q��5�� ���� �� ��������BB� ���� ���� �����rK � ���4���� }~� ����������� �� K ��q4K���J��B �� �������B ��4���� �� ������ ���r�� ��B K �w
�q4K ���J��B �������B� �� �55�������� ��� ��K��� �� ��5������B ���5 ��BJ���B � C��
�� �� ����B�� �� �������� K �B �5��� ��4B 6 � ����� � ���� � v4���� � �q����� � ��q�K�� �����BB � ¦�4���	� ������5� � 3�K � � Z���5 � ��� � ���B�K � ��K �� �� ���4qr �B��B J�� ��B
K ����B ������J��B �� ��B �B��5�B 5�����B � C�������� ��B �� K 
K� B������ ���� ��B ���B
��5���B � v������� � � 4�r�� � 3�K � � ¦��� �� � ���	 ���� ��B � ����B �������¥ } � C�� 4��w
��K ��� ��� ���B4� ���� ��5��	�� ����� � ���q���� � ����� � |����� �4���� � ���q���������� �� |������� |����� J�� �BB����� �� ������� B��B ������ ����rB �� � ��B����B J��
45������ � ���5��� �� 5q�B�B 4������B B�� ����B �������¥ } ���� � � C����� 
��� 5�� ��B
� C������� �5� �����B ��B �����B � ��B����B J�� ���� J�� � K 
K� ���rB ���B �� 5��J ��B
�� ��4J��������� J����� ����� � K�B �����4�B �� ����������� �� K ��q4K ���J��B � C���
� �K��B 4�4 B	���	K�B � C����� }



�� � C��������� ��B ��� ���B �� B������ J�� K C� ������4 K �� ��������� } �� B��B
q�����¥ �� 5�KK��5�� ��� � 4�r�� ���� � C�������� � K� B�������� �� J��������
�B� ���B� 4�4� �� �� B������ B��B ������ } � ��� � B� ��K���� 5�B ������� ����B ���4�B
�� K �K ���B ���J��B ��� �� q�K B���B � ������B �����B � 5q��BB���B � K������B �� ���� �
�4�����K B �� �����B ���5B �� � ���B� � � � �� � ���B 5�����5� ���� ����� �� K 
K� ��B
B�������B }~� � ���� �� � C�� ������ � �� ������ ��B ��������B �������B } �� � ��B� �� �����5�����
� ����w����� ���� ��B J�����4B � C�K � � C��� � �K��B 4�4 �4K �����B �� 5���B �� 5�B
WV �����r��B ���4�B } �� K � ��K 4K��� ��B ����K������B � ��¥ � C�� ����B � ��B5�BB���B
��4w���r��B �� ��B�w��5q���r�� ���B� J�� ��B �4���B ����KK4B B�� �� ��4B��5� � ����Bw
� ��B���� � �� 5� 5��� ��45�B �� ���BB� 5��BB� } � � ��5�����BB��5� �� 4����K ��� ���B
��B �����B ¦������K� �� ¦����� � 4����K ��� K�B�5���B �� ����B 4���B �	��� ���BB4 ���
K���r�� ����B������ ���� ������� � �� ���¥ �� B��������� �� ���� �K��� B�� �� ��B�����
X } �� ��K ��5�� 4����K ��� E�K ��� ���� �� 5	��BK � � � C��B��5���5� ��������� �� � C���4w
�
� ���� ����BJ��� �����B 5q�B�B K C��� ���4 � ��BB�� �� ����B � ����B ���4�B } ���� �
� C�� ��� � ��B4� ���� ��B �K �B J�� ��� 5�K��4 K ��B J�� � C�� � ����B �� ��� B��B ���B��
����� J�� �� � 
�� ��KK� �� 5�KK���J��� 6 � ���q��� � ��5���� � ������ �� ¦�4���	}

� C������ ��5��� ��� ���� Cq�� �4B����� 5���� �q��B� 6 ��� ����� ����� � B�� ��5 � ��
� C���� ��B ��} ������54� ��� K �K�� ����B J�� � � � ����B ��¥ � ��¥ � ��4�B � J���J��B
� ���B B����K ��� �� �� ���� ����� �J�� �� �� ��BB���� �� �q��� � ���� �B� ����������� } 3��B
���� � � � �� B����B 5�������K ��� ��B �� ����� � C45���� 5�B ��K ��5��K ���B � ���5 �� ��5 ��
��5q� J�� ���B �B� � K��5� K �K �� � ��B ���B4�B B� �������� K ��������� ���B K � B���������w�B����� �� B� � �	��B� 5����5���� �� � ���B � K�B ��r5�B ���� �� 5��� 6 ���4��� ����� ������ � �	���K �� ��5q�� ���B ���� ����� � C���������� } ~� � ��� �� � ���� � ��B ����B
�� �� ���B ��K��wK 4���� ������4 ��� 5�B 5��J ���B����B �� ��K�B � C��� B�K ���� ��
��5��5�B � � C�� ����w��� �� ��K ���� � �� K 
K� � C��� B�K��� ���rBwK ��� � B�� B���
� ���B ��J���J��� � � ���B �������� � �� � ���B ������ ��� �� �� ��5�KK��5�� �rB ��
�����K��� } � C�� ��� �� �� ������� �� 5�B �����B � ��� ��5������� K �B ��r5�B � 5��������
� ������� �� �� � �� 5�KK� ����B �� ���� ��� ���� Cq�� ���B� J�� ���� �4��5���� K � B����
�� ���� 5� J� C���� � �55�K��� }

�� ���K ��� B�� ��� ���� � C�B���� �� �4����� 5� K ���B5��� � K�� �r�� ���5�� J�� �
���� J� C�� ������ ��4�4�� �� ����� ����� B�B K ���B � �� �B� 5�������K ��� ��rB ��� }
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~�B �����rK �B �� B4��5���� �� K��r��B B� ��B��� 5����KK��� ���B �� �����
��K��� �� ��K����B �����5����B ���B J�� �� 5�K���BB��� �� ����4�B �� �� ������K ���
�� B����� �� �� � C�K ��� } �� ��B �����B ��B ���B �����B4B ���� �4B����� 5�B �����rK �B B�
��4B���� B��B �� ���K � � C��� J������4 �4���� � K���K �B�� �����4� 5���r�� � C�� ���K �����
�� 5���r�� �������J�� � 4����B4 }~� ����5����� K��������� �� 5� ������� �� �qrB� �B� �� � ���	
 �� � C�����B����� � C�� ���
5���r�� ��5� � �� �����rK � �� B4��5���� �� K��r��B �	��J��K ��� �BB� � C�� 5����¥��
�� ������K ��� �� B����� } ~� ��B���5����� �������� B� ���� � ���� � � C����� �� B�����
�����K��� K ��q4K ���J�� }���B �� �����B ���B� �� �����rK � 5��BB�J�� �� �� �4���K ������� �� � C����� � C���
�����4���BB��� } ~� �4���BB��� ���BB����� � ���K ������ �� �4��5��� ��B q��K���J��B
����5�����B � C�� B����� �����4 � �B� 4����K ��� �����4� } ���� 5�B �����rK �B � ���B ���w
���B �� 5���r�� ���� � C�����B����� �B� ��B���4� ��� �� K ���K �B����� �� 5��� �4B������
�� � C�B��K ����� ������� } ~�B 5q����B �� ������ K����� ��B K ��4��B��� �� ������� ��B
B�����¥ ��B5���B � 5�KK� ��B B4J���5�B �� ������B �� ��B ������¥ �� ���B � C��� �K ��� }���B ���B ���4��BB��B �� �����rK � �� �� �4���K ������� �� � C����� � C��� ����� 5q���� }
E��B �� 5��������4 �� 5� �����rK � ���B 5��B��4���B 5��� � � 
 � �	��	 4�����4 � �� � C�B��w
K ����� � C��� ���B��4 ��� �� q�B�����KK� } E��B 5�B ���¥ ��K ����B � ���B ��B�����B
� C�����B����� � C�� 5���r�� ��� ��B ������B �� 5����� ��¥J�����B ���B �����J���B ���
���K � B�K��� �� ����5�� � �� � 	�	��� � ����	� �	�� ���� �� ����B ���B �
�����B 4����K ��� � � ������B 5�B ��
 4����B ��K ����B � C�����5����� �
�� ��4B����� ��B K 4�q���B �����������B � C�����B����� ��B 5���r��B � C�����K ����� } v�B
K 4�q���B � ����B 5�K��������B � ��4B������ ��� 5�K���¥ ��4 � C�����B����� K������ J��
��B K 4�q���B ���5����4�B q���������K ��� � ���� �� ���K ������ ��� ��B5������� ��45�B�
�� K��r�� }

�
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����� B���5���� ������K B ������ ���J�����	 �� � � ��� ����	 �� �����5����� ��w
K ���B B�5q �B ���� 5�K���BB��� ��� B����� �� �K ��� ���5�BB��� } ��� �� �q� K�B� �B��
����B �� B���� �q�B� ������K B �B � ���� J������	 �� � � K ���K ���� 5����� �� ���K �����
5�������� �� � �������� ������q��� 5�������� }Zq� ����5���� �����B� �� �q�B �q�B�B �B �� � ���	� � �q� �B� �� B�5q � 5��������
��B� ������ �� � ����� K���� B���5���� ������K � �	��5���	 B�� �� � B����� ���5�BB���
5����¥� } Zq� B���q� ��B���5����� K�B� q��� � B����� K��q�K ���5�� ��5������� }Z� �q�B ��� � �� B���	 �q� 5��BB�5�� ������K �� �q� �����K ������� �� �q� ����� ��
�� ���������BB��� }�� ��B� ���� �� ¦��BB��� �����BB��� ����� ��� �� �¥���5� ����5����
q��K���5B ��� �� � ���B�� B����� } �� �q�B� ��� B������B �� ���� � 5�������� �q� �B�
�� �q�5q �B ��B����� �	 �q� K ���K ������� �� �q� 5�B� ��B������ ���K �q� �B��K ����� }������ �� � ����� 5q���B K������� K�B� �� ��B5���� B�����B B�5q �B ������ B�J���5�B ��
���	 B5��� �K ���B }�� 5��B���� �q� �����K ������� �� �q� ����� �� B�5q � 5q��� } �� �q�
5��������	 �� B���	 �q� ������K � 
 � �	��	 ��B���� � �� �q� �B��K ����� �� �� �������
���B��	 �	 �� q�B�����K } ��� �q�B� ��� ��K���B � �� ��B���	 �q� �B� �� � 5��������
�	 5����� ������B �� �q�5q �� ����	 � B�K��� ���K �� �q� �����K�K E�B5�������~����q � ����5�� �� }Zq����q��� �q�B� �����5����� ��K���B � �� ���B��� ����������� K ��q��B �� �B�
�� �� ���K ����� 5������� } Zq�B� K ��q��B � 5����� 5�K�������� � ���B��� � BK ����� 5�Kw
���¥ ��	 �� �B� �q�� �B��� K ��q��B ��� ����� ������q���BB � ���5�B� ��B5������� �� �q�
K���� }
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v� ������� �� ��5q��5q� B� ���� B���4 �� 5����� �� � C������5���� ����� ��B K ��q4w
K ���J��B �� B�B �����5�����B �� ������K ��� �� B����� } � 5�� �
�� � �� � 4�4 ���54 B���
�� 5�w����5���� �� ����B ��5������B 6

� ���5 �������� � ��� ��BB��� �� ~���������� �� ���q4K ���J��B �� �����5�����B
�� � C������B��4 �� �������B

� vq��B���� � ��� ��� � �����BB��� �� ~���������� 3����� � �K ���B �� v�KK���5�����B
�� � C������B��4 �� �������B

� ���� ��� � ���� � K����� �� 5�� �4���5� �� ~���������� 3����� � �K ���B �� v�KK�w
��5�����B �� � C������B��4 �� �������B

~�B ����5����¥ ��� ��B � C4���� �� 5� K 4K���� �� �qrB� B��� ��B 5���r��B � C�� ���w
K ����� � �����B �����B4B ���B �� �4B������� �� �����rK �B �� B4��5���� �� K��r��B } � ��
��B� �� 5� ���� �� � �� ������ �� ������4 �� �� ���	
 �� � 
�� 	�
�	
��� ��� � � C�����B�����
�� ��� �� ��� 5���r�� ������ ��� B�������� 5��5�r�� ����4� � �	��J��K ��� �BB�� � C��
�����rK � �� ������K ��� �� � C�� ���K ����� } �� �B� �� �
�� ��� 5��� �� �45���� J��� 5��w
�r�� B��� �� K ���¥ �����4 � �� B�������� � � C������ J�� � C�� 5�5��4 � C�� 5���r�� � ���
������K ��� ������ �� B��� � C��� K 
K� �¥�4����5� }

v� K4K���� �� �qrB� �B� ��� �B4 �� � 5q������B } E��B �� 5q������ � C�������5���� �
���B ��4B�����B ���r��K ��� ��B 5��5���B 5��BB�J��B � C�������� � � C�B��K ����� �� B��B
�� K �¥ �K�K �� � ���B�K����5� �� �� ���K � �4�4���� ��B �����rK �B �� B4��5���� ��
K��r��B J�� ���B ���������B ��� �� B���� } ���B K �����B �� ����� �� ����5�����
��� 5���4 �� 5�B �����rK �B 6 �� B��w����K4���B����� ������� ��� � C�����B����� �� ��
K 4�q��� �� K�¥�K�K �� ����B�K����5� }

~� 5q������ W �B� 5��B�5�4 � � C�������5���� ��B 5���r��B � C�����K ����� ���B ����
�4�4�����4 } ���B �45�����B � C��4� ����5����� J�� ���� � ��K �� �� ������� �� �����rK � ��
�� B������K 4���B����� } ~� ���K � �4�4���� ��B 5���r��B � C�� ���K ����� J�� ���B �����w
B����B ���B ����� �� B���� �B� ����4� } ���B ��������B��B ��B K 4�q���B 5�K��������B
� C�����B����� ��B 5���r��B � C�� ���K ����� } v�B K 4�q���B � �����������B ��¥ K4�q���B
���5����4�B 5��BB�J��K ��� � ��4B������ ��� 5�K���¥ ��4 � C�����B����� K������ ���� ��
5��B������ ��� ��B5������� ��45�B� �� K��r�� � ����B B��� ��4B���4�B ���B �� ������
W }� }� �� 5q������ W } ~�B 5q������B 
 � � � V �� � B��� 5q�5�� 5��B�5�4B � �� �����rK �
��45�B �� B4��5���� �� K��r��B � ����K 4���J�� �� ��� � B�� ��J��� ���B ����B �����5�w
��r��K ��� ��������4 � ������ 5�B ����B ���4�B }

~� �4���K ������� �� � C����� � C�� ���5�BB�B �����4���BB�� �B� q�B����J��K ��� ��
���K ��� �� 5�B �����rK �B ���BJ�� ������ �����
 � ����� � 	 �4���� B�� 5���r�� } ���B
4������B 5� 5����¥�� ���B �� 5q������ 
 } ~�B K 4�q���B 5�K��������B B��� �����B4�B
���� ������ ��� ��B5������� ���B ��45�B� �� K��r�� ���B �� 5�B �����K ��B������ ��
���B �� 5�B ����K ��B������ ��B �K ���B �� ��¥����B }
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~�B 5q����B �� ������ K����� ��B ���� � �� 5q������ � � � C��� �� �� � C4����������
� C�� 5���r�� ���� �� ��B���5����� �B� ����4� �� ���K � �� �������� �� 5����� } v�
5���r�� B C��B5��� ���B �� ����4� ��B ������¥ �� � �BB���� B�� �� 5�K���¥ ��4 B�� 5q�B��J��
���BY�� � �� �� ����5�� � �� � 	�	��� � ����	� �	�� ���� �� ��E~ � �|�� �Y � ¦��XV� }

E ��B �� 5q������ V ���B ���B ���4��BB��B �� �����rK � �� � C�B��K ����� �� ���B��4
��� q�B�����KK� } �� ���B ����	��� B�� ��B ������¥ ��454����B �������B ��¥ 5q����B
�� ������ K����� ��B � ���B ��4B�����B �� 5���r�� � C�� ���K ����� ���� �� ��B���5�����
����B� B�� �� K ���K �B����� � C��� �������� �� 5����� �� J�� �4���� �� �����rK � ��
5q��¥ �� � Cq �B�����KK� }���B �������B ���� �� 5q������ � �� �����rK � �� �� �4���BB��� ���BB����� ���B
�� 5�B �� ��B � ����B �� �4���BB��� B��� ��4������B } v� 5����¥�� �B� �����4 ������K
��B��� � ��� |����� �� | ���4 �|��XW � |��X�� } ���B ������B ��B ������4�4B �B	K���w
��J��B �� � C�B��K ����� �������� ��� ��B K 4�q���B 5�K��������B ���B� J� C��� 4���� ��
5�K�����K ��� �� ��BJ�� �� 5���� �B��K ����� B��B �� ���K � � C��� ��4�����4 ���5�� }

������ ����¥�B 5�K��r���� 5� K 4K���� } ���B ��4B�����B �� �������qK� �� ���w
���KK����� �	��K �J�� �����¥� � � �����B4 ���B ��B �����rK �B �� B4��5���� � Cq�Bw
�����KK� �� 5q������ V } ~�B ����¥�B | �� v 5���������� ��B ����5��B �v��� � ��
�v��� � �����4B ���B ��B 5�K���w�����B �� 5�� �4���5�B �� ������K ��� �� B����� }�� ����5�� B��K �B ���� � Cq���� � ��� �������� 5�� �4���5� ���� � C��� �� �� �� �����r��
����¥� E }
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E��B 5���� ������ � ���B ��4B�����B ��B 5��5���B 5��BB�J��B � C�������� �� � C�B��K �w
���� �� B��B �� K�¥�K�K �� ����B�K����5� }

����� �b\fae]i
~ C�������� �B� ��� �������� 5�4 �BB�5�4� � ��� ��B��������� �� ����������4 } ���B

�� ������B ���r��K ��� ��� �4������� �� �� ���� J� C���� ���������� ���5 � C�����K�����
�� ������5� }

E ��B 5� K 4K���� � C�������� ������� ��B ���K �B B�������B B���� J�� ����� �B��5� ΩB��� ��B5��� �� �� �� ���K � R K��� �� �� ����� �� |���� K �B��4� ��� ��� ����������4
� ���B��4 f 6

∣∣∣∣∣∣∣∣

H(P ) = −
∑

x∈Ω

P (x) log P (x)

H(f) = −
∫

R

f(x) log f(x)dx

�� }��

�� B��Bw�������� ���� ���B J�� 0. log 0 = 0
} ~� ��B� �� �������qK � � ��� � C�K���w

���5� }
~ C�������� �B� �����K ��� �����B4� ���B ��B ��K ����B ���B J�� �� �q��K ��	��K �J��

�� � C�B����q	B�J�� } 3� ����5����� ������4 �B� �� K �B���� �� �4B����� ������4 ��� ��
��B��������� } ���� ����B������� � B�� �� �B��5� ��B5��� �� 5������� m � �� ��B���������
������K � � �� ���B ����� �������� } ���K � �����B ��B ��B���������B � ���B��4 5�������
B�� [0, 1] � 5 C�B� �� ��B��������� ������K � J�� � �� ���B ����� �������� } ���K � �����B ��B
��B���������B � ���B��4 5������� B�� R �� K�	���� �� ������5� �¥4�B µ �� σ2 � 5 C�B�
�� ��B��������� ���K ��� N (µ, σ2) J�� � �� ���B ������ �������� }v C�B� �� 5� B��B J�� � ��5� � ��� ��B�������� � C��� ��B��������� ���� �� �� 5������
���� � �� �����B����� ������� ����� �� ���K ��� ���� � Cq	���qrB� J�� 5���� ��B���������
�B� � C�� �� 5�B �	��B } E��B �� 5�B 5�������� �� � �K �������� B��B ���B�� �� �4B�����
������4 ��� B� ��B��������� }
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v��B��4���B K ��������� ���¥ ��B���������B �4����B B�� �� K 
K� �B��5� �������w

��B4 �� �	�� �� 5��¥ 4��J�4B �� �� }�� } ���B �4���BB��B ��� �������� ��� B	K4���J��
����� 5�B ���¥ ��B���������B � �����4� �������� 5���B4� � ���
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H(P,Q) = −
∑

x∈Ω

P (x) log Q(x)

H(f, g) = −
∫

R

f(x) log g(x)dx

�� }W�

��� 5�KK����4 �� �������� � ���B �� �����B ���B �� ��B���5���� ����� ��B 5����B
��B5��� �� 5������ �� ����������B ��B ��B���������B P �� Q

} ~ C��4�����4 �� 5����¥ ��4
�� ���B�� ����� �� �4B����� B������ 6
1-2@2.+/+2* � �� �� � ������� 	� H(P )

�� � ������� 	� ���	� 	� H(P,Q) �	�	
 ���

H(P ) ≤ H(P,Q)

v� �4B����� � 4����K ��� �����4 ��4�����4 � C�� ���K ����� �� 3q����� � 5��B����� ��B
�����K���B �� �� �q4���� �� � C�� ���K ����� ���B �3q��Y� } � ��� � ��K �� 4����K ��� ��
�4���� � C�� ���K ����� ��� B	K4���J�� �� ������5� ����� P �� Q 5�KK�

K(P,Q) = H(P,Q) − H(P ). �� }
�
v���� J������4 ��B����� K �B��� ���5 �� �4���� � C�������� J�� ��4B���� �� ��B���������
Q ��� ������� � P

} v C�B� � C��� ��B ��K����B�B ��������5�B � ��K ������ �� K�B����
� C45��� ����� ���¥ ���B �� ����������4 } |�BB�� ���� �|�B��� 4����� ���B �4�4����K ��� ��
��K ���� ��B Φw� �������5�B ���� � C�� ���K����� �� ������5� ���� ������ }���B ��� �������B B�� 5�B ������B � C�������� �� � C�������� 5���B4� �� 5���B ��
5q������ � ���B ��J��� ���B K��������B �� ���� 4����� J� C����B ������������� ���5 ��
�q4���� �� 5����� }

����� � _\]p`\]ab `l _ib_ cl p`� ]plp ci 	f`]_ipj^`bgi
�� ���B ���� �5� �� �B��5� B����B��J�� (Ω,A, Pθ, θ ∈ Θ) �� ��B Pθ

B��� ��B ��B���w
������B ����¥4�B ��� � C��B�K��� Θ

} v�� �B��5� � ��� 
��� ��B5��� �� 5������ � ���B 5�
������� 5�B � �� B����B��� J�� 5q�J�� ����������4 Pθ

� ��� ���B��4 fθ
��� ������� �

��� K�B��� �¥� �� ���B 5�� �������B Pθ
�� fθ

���B ��B 5�B �� 5��� �� � ��� �K����
� C������B }~�B ����4�B �� B����B��5��� B��� �� ���B B������ �� 45q�������� xn = x1, . . . , xn�� ������ n ��4���K ��� ��B�����4 B���� ��� ����������4 ��5����� P ? }~ C45q�������� 4���� ����4 � �� ���5���� �� ����B�K����5� �B�

Θ → R
θ 7→ Pθ(x

n)
�� }��

���B �� 5�B �4�4��� } ���� ���B ������5q�� ��B 5��5���B � C�������� � ���B ���B ���4w
��BB��B ������ � � C����B4 �� �� ���w����B�K����5� � J�� ���B �����B l 6

l : Θ → R
θ 7→ − log Pθ(x

n).
�� }V�
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~� K 4�q��� �� K�¥�K�K �� ����B�K����5� ��45���B� �� 5q��B�� � ���BJ� C�� �¥ �B��
�� �B� ���J�� � �� ����Kr���

θ̂ =
���K ��(l(θ), θ ∈ Θ) �� }��

�� �� ����������4 �BB�5�4� Pθ̂
5�KK� �B��K ����� �� P ? } ���� ���B �� �4����B B�� 5����

K 4�q��� � ���B �����	��B � ��B ��¥��B 5��BB�J��B 5�KK� ������� ���� �� q�B����J�� �
���§ �Y� ���� ��� �����5q� ���B �q4���J�� �� �� �	�
� J�� B C��B5��� ���B ��� ����J��
�� ������K ��� �� B����� }~��BJ�� �� B���5���� B����B��J�� �B� �� �	�� ������� 5��B����� ��� ���4� �����5� �
�� ����B�K����5� ��� ����

Θ → R

θ 7→
n∏

i=1

Pθ(xi).
�� }��

�� �� ���w� ���B�K����5�
l : Θ → R

θ 7→ −
n∑

i=1

log Pθ(xi).
�� }Y�

~� ��� ��B �����B ��K���B �BB��� J�� n−1l(θ) 5������� ���B � C�������� 5���B4�
H(P ?, Pθ)

� �������� J�� �4��BB� H(P ?) 5�� ���K 4K��� � � C��4�����4 �� 3q����� }��� 5��B4J���� � �� K���B �B	K�����J��K��� � �����B�� �� K 4�q��� �� K�¥�K�K
�� ����B�K����5� 5 C�B� 5q��B�� ��� ����������4 ���� � C�������� 5���B4� ���5 P ? B�
������5q� �� � C�������� �� P ? } �� � C�����B ���K �B � 5 C�B� 5q��B�� ��� ��B��������� J��
B� ������5q� �� P ? �� B��B �� � C�� ���K ����� �� ������5� �� }
� }

��� �� �	 OQ�� NT� �Q RT�� OQ�
���B ��4B�����B �5� �� �����rK � 5��BB�J�� �� �� B4��5���� �� K��r��B ���B ��

5���� �BB�� B�K��� J�� 5��� ������ ���� �� B���� �� 5� K 4K���� �� K �����B �� �����
B� ����5����� ��� 5���4 ���BJ� C�� �B� �����4 ���5 �� K 4�q��� �� K�¥�K�K �� ����w
B�K����5� } v��B��4���B ���� ���B ����� �B��5� B����B��J�� (Ω,A, Pθ, θ ∈ Θ) �� ���������4� xn ��4���K ��� ��B�����4� B���� ��� ����������4 P ? }��45�B��B J�� � C����������5� 4��������� �� P ? � � C��B�K��� ��B Pθ

� C����� ��B
���B ����� 4���� } �� ������ ���B �� ����4������ ��B �4�4���5�B �������� ��B ���¥
5�B � 5����B ��� �¥�K��� ���BY� � �E¦X �� J�� �������� ��B� �5����K ��� �� �4���BB���
K����� �� �� 5q���� �� ������ K����� ��B ���B �� 5�B �� �� K ��r�� 5������� �� �����
����������4 �� ���BYY� ���� ��B �4B�����B �4�4���¥ ���B �� 5�B 5�������� }3� � C�����B����� ��B��B� 
 � �	��	 � C�� ���K �����B �BB�� ��45�B�B B�� B�B ������B ��B��w
������B � �� ���� ��B 5q��5�B �� K ����� ���B B�� K��r�� Pθ, θ ∈ Θ �� � ���� ��B���������
P ? } ���� ����B������� � ������B � � C��B�������� ��� B4J���5� �� X �� �� � �� ��45�B��B
�� � J� C�� B C���� ��B �4B�����B � C��� B���� �� ���5��B �� ��r5�B � ����B �� ������� B���w
K ��� ���� K��r�� ��B ���B �� |�������� � ��5����� ���B� P ? } ��� 5����� � ������Bw�� �
��� B4J���5� �� ��K��� �4��B ���� ���B B���B B����B J� C���� �B� �� 45q�������� � C���
��� �� 3������ �� �� ������� ���� K��r�� ��B ���B ���K ���B � �¥5����� ����B P ? }

E ��B �� B���� �� 5� K 4K���� � ���B ����J�����B � C����������5� �� P ? �� K��r��
Pθ, θ ∈ Θ ���B ��B B��������B �� ���� �K����� } �� � C��B��5� �� 5���� ��45�B��� � ��
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���� ��K���5�� P ? ��� B� ���� �5���� � �� �� B��B � ��45�B�� B���� �� 5�B � B�� �����
K��r�� } 3���� �� 5����¥�� � �� ����������4 Pθ?

�4B������ P ? �� ���� 5���� ���� �5���� }

��� �� �i_ pacm^i_
E�����Bw���B 5������B B��Bw��B�K���B Θi, i ∈ I �� Θ

} �� ��B ������� B��Bw
K��r��B �� ���� K��r��B } E C��� K ���r�� �4�4���� � ����� �� �� B4��5���� �� K��r��B
5 C�B� �4���K ���� � � ������ ��B ����4�B xn � J��� �B� B��BwK ��r�� �B� �� ����K r��� θ?

���������� }���� i ∈ I �¥4 ���B ����������B � ���BJ� C�� �¥ �B�� � θ̂i
�� ����K r��� �B��K 4 �� B��B

�� K�¥�K�K �� ����B�K����5� � � C���4����� �� Θi
6

θ̂i =
���K ��(l(θ), θ ∈ Θi).

�� }��
���� � C��B���� � ���B � C����B ��B B����B4 J�� ��B K ��r��B B��� ����K4���J��B �

5���� ���B ��J��� �� 5������ ��K��� �� B��BwK ��r��B �������BB��� ���������K ��� }~�B 5q������B 
 � � �� � ��������� B�� �� ���B K ��r��B �����B J�� �� 5q������ V ��������
�� �� B4��5���� � Cq�B�����KK�B B� B���� ���B �� 5���� ���w����K4���J�� }

7 2%� '&. @8-8:0/-+;<&. *8/<-&'.
E��B �� 5�B ����K 4���J�� �� Θ = Rm �� ���5����� B������ ��B m+1 B��BwK ��r��B

�K����4B
{0} = Θ0 ⊂ Θ1 ⊂ · · · ⊂ Θm = Rm �� }�X�

�� θ = (θ1, . . . , θm) ∈ Θj
B� �� B����K ��� B� θk = 0 ���� k ≥ j + 1

} v� B����� ���
�¥�K��� ��B K��r��B �����B4B ���� �� �4���K ������� �� � C����� � C��� �����4���BB���
���B �� 5q������ 
 }�� ���� 4����K ��� ����� ���������� ��B B��BwK��r��B ��B� ����B ���B ��B �� �¥���
�� ����Kr��� θ0 �� �4�4���5� �� �� 5��B��4���� ��B 2m B��Bw��B�K���B ����¥4B ���
�� B������ S � ������ �� [[1,m]] 6

ΘS =
{
θ ∈ Θ ���B J�� ∀j ∈ S, θj 6= θ0

j
�� ∀j /∈ S, θj = θ0

j

}
. �� }���

�� ����Kr��� θ ∈ ΘS
�B� ��� �� B������ S

} ���B �������B S? �� B������ �� θ∗
}

~� 5�B �� ���B ��4J���� �B� θ0 = 0 � �� B4��5���� �� K��r��B ��� ���� ����B � 5q��5q��
��B 5�K��B����B ��� �����B �� θ∗

} ���B �����B����B B������ 5�B K ��r��B ���B ��
B���� �� ���� �� �� ��45�B��� J� C��B ��������� ��� ������� ��¥ K��r��B �K����4B }�� ����K r��� � ��� �� �
 �� ���������� � Θk

�� ����� 4����K ��� ��B 5�K��B����B
� C����5�B l < k �����B } v�B 5�K��B����B B����� �B��K 4�B B� � C�� 5��B��r�� B����K ���
��B K��r��B �� }�X� � ����B J� C����B �� �� B����� ��B B� �� � �� �4���K ���� �� B������
�� B��B ��B K��r��B �� }��� }

��� �� �M
��
�R 	�
 N��� NT�
���B �������B �5� � � ������B ��B �¥�K���B B�K ���B � �� ����5����� ��� 5���4 ��

�� B4��5���� �� K��r�� 6 �� B������K4���B����� ������� ��� � C�B��K ����� �� B��B ��
K�¥�K�K �� ����B�K����5� }



� �� � �� ��ª��ª����ª������� V

��� �� � acm^i ci ^a]_ bafp`^i_
~�B ����4�B xn B��� �5� ��� B4J���5� �� ��K���B �4��B J�� � C��B�������� �BB��� ��

K ��4��B�� � B���� ��B ��K ��J��B �����B ��454��KK��� B�� � C�������� � ��� ��B �4���B�w
����B ���4� �������B � C��� ��� ���K ��� ��5����� } �� � C��B��5� �� ���B � C�� ���K ����� �
�� K�	���� �� �� ������5� �� B�B ���B B��� ��B ����K r���B �����B } ~ C�B��5� ��B ����w
K r���B �B� ���5 R × R∗

+
� ��B ���B��4B �� ����������4 �� � �� B���

fµ,σ2(x) =
(
2πσ2

)−1/2
exp

(
−(x − µ)2

2σ2

)
, θ = (µ, σ2) ∈ R × R∗

+

�� �� ����B�K����5� �� � C45q�������� ���� � C��� � C����� ����B B C45���
n∏

i=1

fµ,σ2(x) =
(
2πσ2

)−n/2
exp

(
− 1

2σ2

n∑

i=1

(xi − µ)2

)
.

������B �� ����K r��� �� �4�4���5� (0, 1) � �����K ��� ��� �� ��� ���K ��� 5����4�
�4����� � �� 5��B��4���B ��B B��BwK ��r��B �¥���K 4B ��� �� }��� 6

Θ∅ : �� ��� N (0, 1)

Θ1 : ��B ���B N (µ, 1) ���5 µ 6= 0

Θ2 : ��B ���B N (0, σ2) ���5 σ2 6= 1

Θ{1,2} : ��B ���B N (µ, σ2) ���5 µ 6= 0, σ2 6= 1.

~� �����rK � �� B4��5���� �� K��r��B B� ��B� ���5 ���B� 6 ��J��� �� 5�B B��BwK��r��B
�� ����Kr��� θ? ����������w�� ��� �BB�	��� �� �4������ � 5���� J��B���� ��� �� K 4�q��� �� K �¥�K�K �� ����w
B�K����5� � ���B �����B ���� ���������� �� ���B�� � C
��� ��B 5���r��B � C�����K ����� } ��
�
�� ��B ����Kr���B �� R×R∗

+
�B��K 4B �� B��B �� K�¥�K�K �� ����B�K����5� B���

µ̂ =
1

n

n∑

i=1

xi, σ̂2 =
1

n

n∑

i=1

(xi − µ̂)2.

�����B J�� µ̂ 6= 0 �� σ̂2 6= 1 ���5 ����������4 � } E� ���B ���� S ⊂ [[1, 2]] � ��5����B ����K r���B (µ̂S, σ̂2
S) �B��K 4B �� B��B �� �� }�� ���B �� K��r�� ��B� �5��� ΘS

��
������� ��� K�������� ����B�K����5� J�� (µ̂, σ̂2)

} ��� 5��B4J���� � �� ����� �� ���
�� �� ����B�K����5� � ��5�� ��B K ��r��B �� 5�K�4������ � C�B� K ������� J�� �� K ��r��
����� Θ{1,2}

� �� 5� K 
K� B� �� ��� �4�4�����5� �� � C45q�������� �B� N (0, 1)
}

�� ���� �5� J�� �� K 4�q��� �� K�¥�K�K �� � ���B�K����5� ��4�r�� J� C�� ���
���BB� �� K �¥�K�K �� ��� ���4 B�� ��B ����Kr���B � �B��K �� } v� �q4��Kr�� � �����4
����
�
� 	��	�
�	�� � �B� �� ����5����� ��� 5���4 �� �� B4��5���� �� K��r��B }

��� �� � acm^i ci ck_
~� B������K 4���B����� � C�B� ��B �4B���4� ��¥ ��������B 5�������B } 3����B��B 5����

���B J�� ��B ����4�B 5��B�B���� �� ��� B4J���5� �� n ������B ����� � �� � � �4B�����B ��
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���5��B � C�� �4 } �� ��K���� � � C��B�������� B C�� � ��B� J�� �� �4 �B� ��� 4 } �� � �����
K ����� �� 5�� ���������� ��B ���¥ K��r��B 6

Pnp(X = j) =
1

6
, ∀j = 1, . . . , 6

J�� �� 5������� ��5�� ����K r��� ����� ��
Pp(X = j) = αj, ∀j = 1, . . . , 6

���5 ∑
αj = 1 J�� 5������� V ����K r���B �����B }~�B ����Kr���B �B��K 4B �� B��B �� K �¥ �K�K �� ����B�K����5� ���� �� ���¥ �rK �

B��� α̂j = nj/n
���5 nj

�� ��K��� � C����������B �� 5q�
 �� j ���B ��B ����4�B } �� ����
P̂p

�� ����������4 5����B�������� } ��� �4������� �� � C�B�K ����� �� B��B �� K �¥�K�K
�� ����B�K����5� � �� �

n∏

i=1

P̂p(X = xi) ≥
n∏

i=1

1

6
,

� C4�����4 B� ������B��� ���J��K��� B� n �B� K����� �� �� � �� J�� 5q�J�� nj
���� n/6 ���J��� 5�B ��B ���¥ K��r��B B��� �� �
�
��}��5��� ��� ���B � �� B��B �� K�¥�K�K �� � ���B�K����5� � �� K ��r�� ��� 4 ��B��B���

�� ���B ����� ��K��� �� ����K r���B �����B �B� �� K ������� � �� 5� K 
K� B� �� �4 �B�
4J������4 }

��� �� � acm^i c d]b\ife a^`\]ab ea^�b�p]`^i
v� K��r�� B� ������5q� �� �����rK � �� �4���BB��� J�� B��� �����4 ���B �� �4����B

���B �� 5q������ � } �� K ����� ���� �� �q4��K r�� �� B������K4���B����� }~�B ����4�B B��� � 5���� ���B � �� ��B�K��� �� n �����B �� ���� (xi, yi)
�� ��B xiB��� �4���K ���B��B ��B���5�B �� ��B yi

B��� ����4B ���
yi = A?(xi) + εi, i = 1, . . . , n�5� A? �B� �� ���	��K� �4�� ��5���� �� ��B εi

�4B������ �� nw45q�������� � C��� ��������
ε ∼ N (0, 1)

}
vq��B�BB��B A0, . . . , An−1

��� ��B� �� Rn−1[X] �� �45����B J� C�� ���	��K� B =∑
biAi

���� ���� B������ S ⊂ [[0, n − 1]] B� �� B����K ��� B� bi = 0 ⇔ i /∈ S
} ~�B

K��r��B ��B���4B �� �� }��� �� 5�K�4������ B���
ΘS = {L(A(x) + ε), B���(A) = S} , S ⊂ [[0, n − 1]].

���BJ�� � C������ ε �B� ���BB����� � � C����B4 �� �� ���w����B�K����5� �� � C45q����������������K ��� � �� ���	��K� A �¥4 �B� � � ��B 5��B�����B ��rB � �� ��B���5�
n∑

i=1

(A(xi) − yi)
2 .

��� 5��B4J���� �� ����B�K����5� K �¥ �K ��� �� B��� � C�� K��r�� ΘS
5����B����

� � C������ 5�KK �B� ��� �� ���	��K� � C������������� �� 5� K 
K� K��r�� } � ��B ��
���	��K� � C������������� �� ~������� �� ����4 n − 1 ���� 5���� ������ ����� } v���
B������ J�� � ��5��� �� ����� �� ��� �� �� ����B�K����5� � �� K��r�� ����� Θ[[0,n−1]]

J��
5������� �� ���	��K� �� ~������� �B� �� K ������� } E��B ���B ��B 5�B � �� ����B�K����5�
��4�r�� �� ���	��K� �� ����4 n − 1 �� ���	��K� A? � J�� � ��� 
��� �� ����4 ����
�� �4����� � ���� ����� � }� }
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� �� � � }� � ~� ���	��K� ��5���� �� �� ���	��K� � C������������� B������K4��4
��� �� � k_lpk

E��B ��B ����B ��454����B K ��r��B � ���B ����B K �B �� ����� �� B������K4���B�����
�������� ��� �� K 4�q��� �� K�¥�K�K �� ����B�K����5� } v� �q4��Kr�� �B� 5�KK��
� �� ������� ��B K��4��B�����B B����B��J��B �� ����4�B 6 �� ����B�K����5� ��4�r�� J� C��
	 ��� � ���5��� �� ����Kr���B � �B��K �� }~�B ����5����¥ �����B �����B4B ���� ������� 5� �����rK � � 4����K ��� ����5����¥
B�� ��B � C4���� �� 5� K 4K���� � B��� ��B 5���r��B � C�� ���K ����� }

E��B �� 5q������ W ���B ��B ��4B�������B �� �4���� �� ���BB����B �� q�B����J��
�� ����B �����5�����B } ���B �����������B 4����K ��� ��B K 4�q���B 5�K��������B ���5
��BJ�����B ���B ��B �����B��B }~�B 5q������B 
 � � � V �� � B��� �4B���4B ��¥ ��
 4����B �4B�����B �q4���J��B ��
�¥� 4��K �����¥ B�� ��BJ���B ���B ����B ��������4 �� 5���B 5���� �qrB� }
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~�B 5���r��B � C�� ���K ����� ������� ������� �����B�B ���K �B � ���B �����	��B � ��
������ W }� �� 5� 5q������ ���� ���B �� �4����B } ��������B J�� �� K��������� ����5�����
�� 5� ������� �� ��5q��5q� �B� �� ������4 �� � ���	
 �� � 
�� 	�
�	
� �� ��� � C�����B�����
�� ��� �� ��� 5���r�� ������ ��� B�������� 5��5�r�� ����4� }� � C�BB�� �� ����� ������� ���B � C����B ��B � ���	
 	 � C�����B����� � C�� 5���r��wK ���5��
J�� B����� �� 5�5� �� �����B 5��5��B���5�B } ��� ���B �B� � � ���5� �� ���5����� ��B
45���B � C������B ��������� �� K �����¥ ����4B J�� �����B��� ��B 5���r��B � C�� ���K �����
� ��B ��B �����B ��BB� ����4�B � �� ���B �B� ������ J� C�� �¥ �B�� ���BJ�� ������ �� 5�B
� ���	
 �
�	��� J� C�� 	 � �� �����rK �B �� B4��5���� �� K��r��B } �� 5���B �� 5q������

 � ���B �����B����B ��B 5���r��B 5��BB�J��B ���� ��� ����B������� �� ���� 5�K�����K ���
B�� �� �����rK � �B��� �� B4��5���� �� K��r��B } ~�B 5q������B � � V �� � ��4B��������
��� ��B���5����� �� � C�����B����� �� ���� 5���r�� ��B� �5��� }���B ���B ���4��BB��B 4����K ��� � ��
4�����B K 4�q���B � C�����B����� ��B 5���r��B
� C�� ���K ����� } ~� K4�q��� �� ���B 5����KK��� �����B4� �W }W� ��4B���� �� �
 �� ��
�4���� �� �45�BB���� ��� 5�K���¥ ��4 4���4� �� 5��5��B � 5���� 5�K���¥ ��4 � ��� 
���
�¥����������� ���BJ�� B��� �����B4B ��B K��r��B ��B �45���B �� �� }��� } ~ C�K��4K ����w
���� B�� K �5q��� �B� ����B 5�����B� �� ��K�B } ���B ��4B�������B ���B �� ������ W }�
�� 5� 5q������ ��B K 4�q���B �����������B K���B 5�����B�B �� ���5 ���B ��5���K ���
�¥���������B B�� K �5q��� }

� �� � 
 N�� N� Q Q� Q��
Q��NT� �Q� �
 N��
Q�
��������B ��B ��������B �� �� ������ � }W �� ��B K ��r��B �� 5�K�4������ B��� ��B

Θi ⊂ Θ, i ∈ I
} ~ C�B��K ����� �� B��B �� K �¥�K�K �� ����B�K����5� � � C���4�����

� C�� K��r�� �¥4 Θi
������� �� ����K r��� θ̂i

5�KK� �� �� }�� } ~� ���w� ���B�K����5�
l(θ̂i)

�4���� �� �� }V� ���� 
��� ��� 5�KK� ��� K�B��� �� � C��4J������ �� K��r�� Θi��¥ ����4�B } �� � �� ���B �� 5q������ ��454���� J�� 5���� K �B��� �B� K �� �����4�
�� �����rK � �� �� B4��5���� �� K��r��B ���BJ� C���� ������ �� �� B������K4���B����� }~� J��B���� J�� � C�� ���� ����B B� ��B�� �B� �� B������� 6 ���5 �� K��r�� Θi

��
������ � ��� 5������� ��4J������ � 5����B � K��B � J��� ���¥ �~ C�¥�K��� �� � C������������� ���	��K ���� ���B �� ������ � }
 K����� �����5���r��w
K ��� ���� � C���4�
� �� 5���� J��B���� 6 ���5 �� ���	��K� �� ~������� � �� ������ �
��� ������ � C������������� ����� � �� 5����������� �� ���¥ � ��	�� �B� �� ����4 K �¥ �K ��
n − 1 �� ���	��K� }

�



�X ¡¤����ª� � � ¡ª���ª�� � �����ª������

~ C��4� ��B 5���r��B � C�� ���K ����� �B� ����B �� B������� 6 �BB����� � 5q�J�� K��r��
�� 5�K�4������ �� ����B p(Θi)

�� �� K ����� �� �����5� ���5 � C��4J������ �� K��r��
��¥ ����4�B K �B��4� ��� l(θ̂i)

} v���� ��5q��5q� �� 5�K���K �B �B� �
�5��4� ��� ��
K ���K �B����� �� l(θ̂i)+p(Θi)

} ���B ������B � ��� �¥�K��� �� ������ W }W � J�� �� 5q��¥ ��
�� ���K � �������� �� 5���� �¥���BB��� �������� ���������K ��� ���B �� �� ��B���5�����
�� � C�����B����� �� 5���r��B }

� ���� � ]_\af]nli
����� �� ������ �� K ���r�� ���B ��45�B� �� ���K � J�� ��������� ��B 5���r��B

4����4B ��� �� B���� � ���B��B �� ���� � Cq������ ��B ����5����¥ ������¥ ��4B � 5� B�� �� }~ C��4� � C����B�� �� ����B�K����5� �� 5��� �45�BB���� � B�� ��������� �B� �������
���� �� ���K �r�� ���B ���B �� 5������ ��B ���4�B ���X ���5 ��B ������¥ ���������B
�� ������ �����
 � ������ �� �� ������ B �����
� }~� �����rK � �� B4��5���� �� � C����� � C�� ��� 5�BB�B �����4���BB�� B� ��
�� ���� �
� C�����B����� ��B 5���r��B � C�����K ����� } �� �B� �� ���K � �� ������� �� ������ � � 4�4
4����4 ��� 3q����� �3q���� J�� K����� ��B �4B�����B �B	K�����J��B ���B ��� ������
�� � � } J�� ������� �� 5���r�� �������� ���B ������ } � ��B �45�KK��� |����B�� �|��XX�
B C���4��BB� � ��B 45q��������B ���B �4����B �����B J�� � C�����B����� ��B 5���r��B B�� ��B
���5�BB�B �����4���BB��B ����K ��B������B K��4��B��� ��B �K ���B ��¥���4�B �B� 4����4�
��� � ���� �� � � } ���B ���X
� }

E ��B ���BY�� � ��Bq�� �45��� ��B �4�5����B �B	K�����J��B ��B K��r��B �� �4���Bw
B��� 5q��B�B ��� ��
4����B 5���r��B � C�� ���K ����� } ~� 5���� ��� �B	K�����J�� �� 5�B
�����rK �B �� �4���BB��� �B� ���� ��4��4 ��� ���� Cq�� 6 |����� �� ���� ��� 4���� ���B
�|��XX � |��XW� �� B C���4��BB��� � � C��4� ��4B��� �� ��� B�� ��B �����B �� �4���BB���
�����B J�� |���4 �|��X�� �¥���K � ��B �����B J�� � C�� ���� ������� B���� ��B ��
 4�����B
K �B���B �� ��BJ�� 5q��B� }~�B 5q����B �� ������ K�������B �� 5�5q4�B B��� � C�� ���4�
� 5������ ���B ��
��K ���� �� 5����� �� � C�� ���K����� } ~�B 5���r��B � C�� ���K ����� ���K ������ �� ��w
K ��B������ 5�B ���5�BB�B } v� B�� �� � 4�4 4����4 � �� ���rB ��B ������¥ ���������B
� C������ ��� Z��� �Z���V� �� B�� 4���� B� ����B��� �����K ��� ��� ���� Cq�� B�� ��B
�qrK �B ���B �5����B � 5����B ��B ������¥ �� ���� ��� �� � � } ����~��� } E ��B ��B ��w
�4�B ��YX � �BB���� ���BY��� ����� ��B 5q����B �� ������ K����� ��B � �� ������ ��
5�K���¥ ��4 B�� 5q�B��J�� J� C�� ��45�B��� ���B �� 5���� �4�4��� ���B ���BY�� � ��BY��
�� ���B �45�KK��� ���B ���B��� } ~� ���� ����� ��B ���¥ ������B B��� �� ����5�� � ��
� 	�	��� � ����	� �	�� ���� �� ��E~ � ���� ��J��� ���B �����	��B � �� ����5�� ���w
������ �� ��BB���� ���B�Y� �� ��¥ 4����B ���B �45����B �� |����� �� �� } �|�� �Y� ��
�� ¦������� �¦��XV� } E� 5� ���� B��� �4���4 �� 5����� ����qK 4��J�� ��4B���4 ���� �BB���� �� ���� ���B��� } v���� ��5q��J�� �B� �����B4� �� ��B � ���B �rB J� C�� B C����
�� 5�K���BB�� �� 5�5�K ��� � C�� ���K����� � ����KK��� ���B �� ���K � ���¦WXXX ��
5�K���BB��� � C�K ���B �¥�B �� ���B ��B ���K �B ���¦� �� � W�� �� 5�K���BB��� � �w
�4� } ~ C�K��4K �������� �� 5� 5����� ���B� J�� ��B �����rK �B J�� �� � B��� ��4B B���
�����4B ��� � ����� �� �� } ���B �� �vY� � ��� �Y� } ���B ������B 5�KK��� �� 5�����
����qK 4��J�� �B� ��4 � �� 5�K���¥ ��4 B�� 5q�B��J�� �� 5�KK��� �������� 5���� �����r��
5�KK� �� 5���r�� � C�� ���K ����� }~ C�����¥ �K ����� ��� �� q�B�����KK� � C��� ���B��4 �� ����������4 � �����rK �
���w����K4���J�� �� B4��5���� �� K��r��B � ���� 4����K ��� 
��� ��� �B��4� ��� � C�����w
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B����� �� 5���r��B � C�� ���K ����� } E��B 5���� ����J�� � ���� ��4B���� ��B �4B�����B ��B4B
���B �� ���K ��� ��K�B B�� �� K ���K �B����� � C��� ��B���5� �� �	�� ������5�w~��� ���
����Y�� ���B B�� �� 5���r�� �� �	�� ������ �� ���X� } ���B 5����B ��BB� ��B ������¥
�� � �BB���� �� �� } J�� ������� ��5��� �� ������ �� 5�K���¥ ��4 B�� 5q�B��J�� � 5� ���w
��rK � ���B ��3� �W� } � ��B �45�KK��� ��B �4B�����B ���w�B	K�����J��B ��� 4K ���4
���B 5� ��K ���� ����KK��� ��� ��B ������¥ �� v�B������ �v�B�� � v�BXX� J�� �����
��B �����B B�� �� ��BJ�� �� � C�B��K ����� } v����B 4����K ��� ��B ������¥ �� | ���4 �������q��5 �|�X�� J�� 4������� �� B4��5���� � Cq�B�����KK� � � C���� � C�� 5���r�� � C��
����� �� ��� �����5���� �� ��B 5�K������ � � C�����B K 4�q���B 5�KK� �� B�������� }���B ��	��B J�� 5�B 5����¥��B ��45�B � �����4���BB��� � �����BB��� � ��K ��B�����w
K ��� ��B 5q����B �� ������ K�������B �� B4��5���� � Cq�B�����KK� � B��� ������ ��
��K����B ���� ��4��4B � C�����B����� �� 5���r��B � C�� ���K ����� } ���B 	 ��� �������B ���B
�� �4���� ���B ��B 5q������B 
 � � � V �� � J�� ���� B��� 5��B�5�4B }�� ��q��B �� 5�B ��K ����B � 35q���� �35q�Y� ��B���� �� 5���r�� ������ ��rB ����w
����� ��� ��� �����5q� ��	�B����� } ���B � C4������B ��B 5� 5���r�� ���B 5� K 4K����
�� �����	��B � B�� ������ �� ��¥ ������¥ ���B �45���B �� ~�������� �� � � } ��~X��
���� ���B �� �4����B �� 5��5������ }~�B ������¥ �4�4���¥ �� � �Bq�� �� �� } ��|� YY � ��BYY� 4������� ��B 5�K�����K ���B
�B	K�����J��B ��B K��r��B 5q��B�B ��� �� 5���r�� } 3 C����	��� B�� 5�B 45���B � ��w������� �� � � } �����B��� ���B ������� �� 5���r�� ϕβ

B�� ��J��� ���B ��� �������B ��
������ W }
 } ���B �����B����B B������ ϕβ

�� 5���B �� 5� K 4K���� ���� B� �4¥ ������4 }v ����B ���� ��B ������¥ �� | ���4 �|��X�� J�� B C���4��BB� � ��B ��4�����4B B�� ��B
��BJ��B �4B������B � C�B��K ����� ��� 5���r��B � C�� ���K ����� } v� ������� ����5�� � � � C��Bw
��� ��B ������¥ �� ��BB��� ���BX�� � B C�
��5� 4����K ��� � C�¥���K �� ��B �����rK �B ��
B4��5���� �� K��r��B ���5 ��� �����5q� � �� ���B K ��q4K���J�� � 5����� �� ��45�B� }

� ���� �afpi �kbkf`^i ci_ gf]\mfi_ c d]b oafp`\]ab
��@-&..+2*

E��B �� K 
K� 5���� J�� �� ������ � }W � ���B ������B �5� �� ���K � �4�4���� ��B
5���r��B � C�� ���K ����� J�� ���B 4��������B ��� �� B���� } ���� i ∈ I � ���B �����B
|Θi| �� ��K��� �� ����K r���B �����B � �B��K �� � � C���4����� �� K��r�� Θi

} �� 5��w
�r�� � C�� ���K ����� � �v ���� ��� ��� 
�	�� ��	���	�� � B� ��4B���� B��B �� ���K � � C���
�����5����� �v

: I → R ���5
�v

(i) = 2l(θ̂i) + |Θi|α(n). �W }��
��������B J�� �� ���K � �� ����B�K����5� l(θ̂i)

�B� �4��� �� �� }V� �� �� }�� } ~� ��5����
W ������ 5� ���K � �B� ��� 5��������� q��������� } �� ������ ���������K ��� ���B � ���
�¥�K��� � �� �� ��B���5����� �� 5���r�� � C������ J�� ���B ��������B �� ������ W }W } ~�
���¥ �rK � ���K � �B� �����4 � 	�
 �	�	� ���B 	 �������B ���B J���J��B �����B }

E��B 5������B 5�B � �� ���5����� ��� ���K ���B����� �� 5���r�� �W }�� ��� n−1 } ~�
���K � �� ����B�K����5� n−1l(θ̂i)

�B� ����B ��� �B��K ����� �� � C�������� �� }�� �� �� ��Bw
��������� ��5����� Pθ?

} v C�B� ���� 5��� J�� � C�� ������ ������B � 5�KK� ���B ���XY� �
�� ���K �������� �5���r�� �������J�� � 4����B4 � ���� �4B����� �� 5���r�� � C�� ���K ����� }���B ������������B �� ������� �� ��K�B B��B 5���� ���K ���B����� J�� � �� �����B �����B �
� C����� ��B �� � �� ���B �� �� B4��5���� � C�� K��r�� }



�W ¡¤����ª� � � ¡ª���ª�� � �����ª������

G*/&-@-0/8/+2*
~� J������4 �v

(i) �W }�� K�B��� � C��4J������ ��B ����4�B � Θi
����4�4� ��� ��

����B �� 5� K��r�� } ��� ��4�����4 �� �	�� �v(i) ≤ �v
(j) B������ J�� �� K��r�� Θi�4���B� �� K������� 5�K���K �B ����� � C��4J������ ��¥ ����4�B �K�B��4� ��� 2l(θ̂i)

�
�� �� 5��� �� 5� K��r�� �K�B��4 ��� |Θi|α(n)� J�� �� �� ���� Θj

} �� � C�����B ���K �B �
��� �v(i) ≤ �v

(j) �� 5���r�� K ����� J�� B� ��4�4���5� �� �� K��r�� Θi
������ J� C�

Θj

} �� 5���r�� � C�����K ����� �4���� ���5 �� �����rK � �� B4��5���� �� K��r�� ��
5��B��4���� � ��� �¥�K��� 6

î =
���K �� (

�v
(i), i ∈ I) . �W }W�

�� 5q��B�� ����B Θî
5�KK� K ������� K��r�� 5��B4 ��5���� �� ��B��������� ��5����� }v���� K 4�q��� �� B4��5���� �� K������� K��r�� � C�B� ��B �� B���� ��BB�� �� } ~��BJ��

�� ��K��� �� K ��r��B �� 5�K�4������ �B� 4���4 � ���� �45�BB��� �� 5��5���� � ���5���
�� 5���r��B } ���B ��4B�������B ���B �� ������ W }� �� 5� 5q������ ��B K 4�q���B �����w
������B J�� � ��K ������ �� ��K ����� �� ��K��� �� 5��5��B �45�BB����B � �� B4��5����
� C�� K��r�� }
� &:8-;<&. .<- '8 @ 0*8'+/0

~� ������� W }� ����� �� �4B�K4 ��B � 4�����4B �B�����K ��� ���5����4�B � ���B ��B
�����B����B ���� �� ���� �� 5� K 4K���� }~� �4�����4 ����� J� C�¥���K 4� ���B �W }�� �B� ���4���� �� �� ��K��� �� ����K r���B
�����B �� K��r�� } v� 5q��¥ � C�B� ��B ���� �� q�B��� � ���B ������B J�� ��B ����w
5����¥ 5���r��B �����4B ���B 5� K 4K���� B��� �� 5���� ���K � } ��� 5��B4J���� � ��
B��� 4�4K ��� ��B���� � 5q��B�� ���B � C�¥���BB��� ��B 5���r��B �B� �� ���5���� �� �4��w
���4 α(n)

} ���� ����B J�� �� K 4�q��� �� K �¥�K�K �� ����B�K����5� � ������5� �
B��w����K 4���� �� K ��r�� � �� � 4�����4 4���� �� ���� ������� 5� �q4��Kr�� } ��� 5��B4w
J���� � B� �� � 4�����4 �B� ���� ������ � �� K��r�� 5q��B� ��� �W }W� ��BJ�� ��5��� � C
���
B��w����K 4��4 } � � C����B4 � B� ���� �B� ���� ����� � �� ��B������ �� �q4��K r�� �����B�
�� B��Bw����K 4���B����� } ~� 5q��¥ �� �� � 4�����4 � �� B������ �� ��B���5����� � C�� ���
5q��¥ � �B� �� 5���� �� �����rK � �����4 ���B 5� K 4K���� }�����B �5� J�� ���B 5������B ������¥ ������ �� 5�B WX �����r��B ���4�B � �� ������
��B � 4�����4B J�� �� ��4B������ ���B 5���� ���4����4 } � ��B ��45�B4K ��� �� ������ ���B
��B ������¥ �� v�B������ � |����� �� � � }� |����� � �� |���4 �v�B�� � ||� �� � |��XX �|��XW � |��X�� ��B ���K �B �� � 4�����4B �� �� ���K �

α(n) = K(1 +
√

2Li)
2 �W }
�

�� K > 1 �� Li ≥ 0 �B� �� ������� ����B �BB�5�4 �� K��r�� Θi
} v C�B� 5� ���w

���� ����B J�� � ��� ����� � ����� �� ���4����4 �� �� � 4�����4 } v�B 5���r��B B��� ��B���4B
��� ��B ����K���B �� K ���K �B����� � C�� ��BJ�� �� K ���r�� ���w�B	K�����J�� } �
� C����B4 � ��B 5���r��B �5��BB�J��B � 4�����4B ����� ���X ����B��� B�� ��B 5��B��4��w
����B �B	K�����J��B } ~� ��
 4���5� K �� ���� ����� 5�B ���¥ �	��B �� 5���r��B ����B�
B�� �� �4� �����5� �� �� ���5���� α(n) �� n

} 3� � C�� ���� �� ��� 5�K�����K ���
�B	K�����J�� � �� ���� J�� α(n) 5���BB� ���5 n �� K ���r�� � 5� J�� �� � 4�����4 ��
B��� ��B 45��B4� ��� �� ����B�K����5� ���B �W }�� } �� 5�������� � ���B �� 5���� ���
�B	K�����J�� � �� � 4�����4 � ��� ��B��� 5��B����� �� n 5�KK� ���B �W }
� } � �����



� �� � �� ���� �¡����� � ��� ¡ª���ª� ����� � ¡��� � � ������� �


��� � W }� � �� ������ ���� � Cq������ ��B 5���r��B �B���Bv���r�� �4�����4 α(n)
�4�4���5�B v�KK�������B

� �v W �����
 � ����� �
�����B4 q�B����J��K��� ���� ��
�4���K ������� �� � C�����
� C��� �����4���BB��� }

|�v
log n �35q�Y � ���~X�� ��B���5����� ��	4B�����

��� 4����4� ���B 5� K 4K���� }

ϕ log log n ������
E��B �� 5���� �� � C�����4���BB���
5���� � 4�����4 �BB���
��� 5��������5� ���BJ��wB��� }

| �v���v
log n

���BY�� � ��BY��� |�B4 B�� ��B ������B �� 5�K���¥ ��4
B�� 5q�B��J�� � ����5�� � �E~ }

�|�� �Y� �����4 � �� B4��5���� �� � C�����
� C��� 5q���� �� ������ K����� �� }

ϕβ
nβ log log n, ������� v�B �4�����4B �BB�����
0 < β < 1 ��� 5��������5� ���BJ��wB��� }

�v 5��B����� �� �v�B�� � |�B4 B�� �� K ���K �B����� ��
�4�������� ��BJ��B ��� �B	K�����J��B ����
��B K��r��B �� B4��5���� � Cq�B�����KK�B }

�v 5��B����� �� �|��XX � |��XW� |�B4 B�� �� K ���K �B����� ��
�4�������� ��BJ��B ��� �B	K�����J��B ����
��B K��r��B ��B �����rK �B �� �4���BB��� }

J�� �� 5���r�� � C������ �α(n) = 2� ���� �� 5� � C�¥5������ ���BJ� C�� ���� ������ ��B
5���r��B �5��BB�J��B � 4�����4B �B	K�����J��K��� K ��B J�� B� � 4�����4 ��BB�K��� �
5����B �W }
� �4���4�B �5������K ��� ���B �� 5���� ���w�B	K�����J�� } ~�B ������B 5��4B
��454��KK��� ��4B������ � C�������B ��B � 4�����4B �W }
� 5�KK� ��B �4�4����B�����B ��
5���� � C������ }

� �� �M�� N���� NT� � 	M� �
 N��
Q M�MQO 
 �QOM N � 	��� N�Q
� ����� � C�¥�K��� � ���B ������B �5� �� ��B���5����� �� � C�����B����� �� 5���r��

� C������ } �� �B� � C�� ��B ���K ���B 5���r��B � C�� ���K ����� ������ ���B �� ����4������
������ � } ��� �4K ��5q� � �B��� � K ���K �B�� �� ��BJ�� ��B���� �� 5q��¥ �� �� ���5����
�� �4�����4 α(n) ���B �W }�� }���B �������B �� �������� � ���B��4 fθ, θ ∈ Θ ���� �4B����� ��B ��B���������B }� �����Bw���B ���B �� 5���� ����K4���J�� �� Θ = Rm �� �� ��B K��r��B Θi, i ∈
I �� 5�K�4������ B��� ��B B��Bw�B��5�B �� ��B �� ��K ��B��� |Θi| � 5�KK� 5 C�B� ��
5�B ���� ��B B��BwK ��r��B �4���B ��� �� }��� } 3����B��B 4����K ��� J�� �� B���5����
B����B��J�� B��� �� �	� � ������� B� � ��� J�� �� � ���B�K����5� ��B ����4�B xn ����
��� ��B��������� fθ

���� ∏n
i=1 fθ(xi)

}
3��B ��B 5��������B 5��BB�J��B �� �	�
 � ��§ �Y� �� �4�������4 B�� ��B ���5����B

θ 7→ fθ(x) � �� K ����5� � C�� ���K ����� �� � �Bq�� �� θ? �4���� ���

I(θ?)r,s = −
θ?

[
∂2 log fθ(.)

∂θr ∂θs |θ=θ∗

]
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�4���� �� ������� B5������ 〈., .〉 B�� � C�B��5� ��B ����K 
���B �� ���K � �BB�5�4� ‖.‖ }3����B��B J�� � C�� ��B��B� � C�� �B��K ����� θ̂ �� θ∗ � ���� �� �K�� �� �4� �����5�
�� n ���� �� 5����4 � J�� B��� ��� ����B4 �� ��� J�� √n(θ̂− θ∗) B��� �B	K�����J��K���
���K �� } ���B �����B θ∗i

�� θ̂i
��B ���� �5����B ���q�������B ��B� �5����B �� θ∗ �� θ̂ B��

�� K��r�� ����4 Θi

} �� ������� ����B ��B ���B �B	K�����J��B B�������B 6

n
∥∥∥θ̂ − θ∗

∥∥∥
2

∼ χ2(m)

n
∥∥∥θ̂i − θ∗i

∥∥∥
2

∼ χ2(|Θi|)

n
∥∥∥(θ∗ − θ∗i ) −

(
θ̂ − θ̂i

)∥∥∥
2

∼ χ2(m − |Θi|)

�W }��

E� ���B �� �
∥∥∥θ∗ − θ̂i

∥∥∥
2

= ‖θ∗ − θ∗i ‖2 +
∥∥∥θ∗i − θ̂i

∥∥∥
2

∥∥∥θ̂ − θ̂i

∥∥∥
2

= ‖θ∗ − θ∗i ‖2 +
∥∥∥(θ∗ − θ∗i ) −

(
θ̂ − θ̂i

)∥∥∥
2

−2
〈
θ̂ − θ∗, θ∗i − θ∗

〉
.

�W }V�

�����B J�� 5� ������� ������� B5������ 5������� ���B X �� B��B L2 ��� �W }�� ��35q���� 6



[〈

θ̂ − θ∗, θ∗i − θ∗
〉2

]
≤ 1

n
‖θ∗i − θ∗‖2 


[
n

∥∥∥θ̂ − θ∗
∥∥∥

2
]

→
n→∞

0.

��������B J�� � C�� ���K����� ���� B	K4���J��� �� ������5� �4���� �� �� }
� ���w
K �� �� K�B���� � C45��� ����� ���¥ ���B��4B ���

K(θ, θ′) = −
∫

fθ(x) log
fθ′(x)

fθ(x)
dx ≥ 0.

v���� K �B��� ���� ������ �� �� ��K ���� ��B Φw� �������5�B ���� �� ������ ��� 4����
�4�����4� ��� �¥�K��� ���B �|�BY� � |�B��� } ���B �����B B�K ���K ��� � �B��� �� ����
B������ ����� � C�� ���K ����� �� ������5� �� �� ���K � �4���� ��� �� K ����5� � C�����w
K ����� �� � �Bq�� } ���� θ �� ���B����� �� θ? � �� � 6

2K(θ∗, θ) = ‖θ∗ − θ‖2 (1 + o(1)). �W }��

= (8-H<:&*/ %< A-+/�-& % (?�8+�&
~� ���K � ‖.‖ q4���4� �� �� K 4���J�� �� � �Bq�� � ����4� � � C�����K����� �� ������5�

��� �W }�� � ���B ����� �� K�	�� �� K�B���� �� ��BJ�� �� ����� ���54���� �� B4��5w
���� �� K��r�� } ���� i ∈ I �¥4 � �� ��BJ�� �4B������ �� 5q��¥ �� Θi

5�KK� �B��5�
� C�B��K ����� �� θ∗ �B�



[∥∥∥θ̂i − θ∗

∥∥∥
2
]

. �W }��
~� �4K ��5q� �� ������ 5��B�B�� ����B � 5q��B�� �� � 4�����4 �� 5���r�� �W }�� �� �����

B���� J�� 5� ��BJ�� B��� K ���K��}



� �� � �� ª������� �� ª � � ��¤ �� �V

=& A-+/�-&
~� ��BJ�� �W }�� �B� ���55�BB�� �� � � C�����B����� } ���B ��	��B K ��������� 5�KK���

� C�B��K �� ���� ������� �� 5���r�� � C������ }�����B��B ��B 4�����4B �W }V� ���B ��BJ�����B �� �4����� �� ���K � K �¥�� � 5��B� ��
B� 5��������5� ~2 ���B X ���� �B��K �� 


[
n

∥∥∥θ̂i − θ∗
∥∥∥

2
] ���



[
n

∥∥∥θ∗i − θ̂i

∥∥∥
2
]

+ 

[
n

∥∥∥θ̂ − θ̂i

∥∥∥
2
]
− 


[
n

∥∥∥(θ∗ − θ∗i ) −
(
θ̂ − θ̂i

)∥∥∥
2
]

����� ����4�B ��B ���B �B	K�����J��B �W }�� �� ���K ��� ���K � B C�B��K � ��� |Θi| �� ��������� ��� m − |Θi|
}

���� �� ���K � ��B���� 

[
n

∥∥∥θ̂ − θ̂i

∥∥∥
2
] �����B��B �� ���� �W }�� �� �B��K ��B



[
2nK(θ̂, θ̂i)

]
= 


[
2n
 θ̂

[
− log

fθ̂i
(.)

fθ̂(.)

]]

���
−2

n∑

j=1

log
fθ̂i

(xj)

fθ̂(xj)
. �W }Y�

���B� ��� �B��K ����� � ������ �� � C45q�������� �� ��BJ�� �W }�� � K���K �B�� �B� 6

− 2

n

n∑

j=1

log
fθ̂i

(xj)

fθ̂(xj)
+

2|Θi| − m

n

~� K ���K �B����� B� ���B��� ��� ������� � Θi
�� ���� ������� ���B ��B ���K �B ���B 5����

�¥���BB��� J�� � C�� �4������� ��B ���� ������� �� 5���r�� � �v ������� �����K �����v�������� � B��B �� ���K � �4�4���� �����54� �� �W }�� 6
� �v

(k) = −2
n∑

j=1

log fθ̂i
(xj) + 2|Θi|. �W }��

~ C����K��� �� ������ ��45���B� ���5 �� 5q��B�� α(n) = 2 ���� ���5���� �� �4�����4 }

� �� �Q 
	�MO��� �Q � � � N�PNN
� } ��Bq�� ����� ���B ���BYY� ��� 4���� ��B ������4�4B �B	K�����J��B ��B K��r��B

5q��B�B ��� 5���r��B � C�� ���K ����� } ~��BJ�� ��B K��r��B �� 5�K�4������ B��� �� ��
���K � �� }��� �� ���BJ�� S? �4B���� �� B������ �� θ∗ � �� K ����� �� �4B����� B������ 6
�902-�:& � �� �� � 	�	�� ��� � 
� Ŝ �� ���� ��� �� �	�	 � 
� � 	�	� 	�
�	�� �� ��	����
� �	�� ��� 
�	�� �

Ŝ = � ��� 	�(� �(S), S ⊂ [[1,m]]).
� 	 �
 � 	�
 �	�	 α(n) �
�	�� 
	� α(n) → ∞ �� α(n) = o(n) 
 ���� Ŝ ������� � ��

� ���
�	�	�	 ���� S? �
� 	 �� �� �
�	�� 
	� log log n = o(α(n))

�� α(n) = o(n) 
 ���� Ŝ ������� � � ���
� ��	��� ��� ���� S? �
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v� �4B����� � ��K �� �� ��B����� � C�����B����� � C��� K�������� �� 5���r��B � �� 5q��¥
�� �� � 4�����4 � C�	��� � C����� B�����5����� J�� �� K ��� �� 5��������5� J�� � C��
B��q���� ������� } ��� �¥�K��� � 5q��B��

α(n) = (log log log n)α, α > 0

B�� � � �BB���� �� 5��������5� �� ����������4 �� ����� �B��K ����� �� B������ } ~�
5q��¥

α(n) = (log n)γ, γ > 0

������� � J���� � �� � � ��� 5��������5� ���BJ��wB��� }

=& A-+/�-&
ϕβ

E��B 5���� ����J�� � ��w������� �� � � } ���� ��� �����B��� � C�����B�� �� 5���r�� ϕβ���� �� � 4�����4 �B� ����4� ���� 0 < β < 1 ���

α(n) = nβ log log n. �W }�X�
~� 5q��¥ ��B���� B�� �� ������ �� β ����� ��� ����K4���B����� ��B � 4�����4B �BB����� �
� �� �� �q4��rK � W }
 }� � �� 5��������5� ���BJ��wB��� �� B������ �B��K 4 ���B �� � ���
B������ } � ��� � ��K �� �� ���B �� ��������� � ���� β = 0 � �� 5���r�� ϕ �� � ����� ��
����� ������ } v���� ����K 4���B����� � C�B� ���� B�� ��B �� B���� ��BB���� }�

n �¥4 � �� ���B��K ��� �� �� ������ �� β ���K �� �� ��������� �� � 4�����4 ��B
�����B 5���r��B �B���B ���� ��BJ���B ���B �����	��B �� ������� W }� } ���� 5���� ���B��
���B �����B����B B������ �� 5���r�� ϕβ

���B ��J��� ���B �����B ������ β
} ~�B ������B

�����5���r��B �� β B��� 6

β��� = (log 2 − log log log n)/ log n

β��� = (log log n − log log log n)/ log n �W }���
�����B J�� β��� < 0 �rB J�� n ≥ 1619

} E ��B �� �� ��� � ��B ������B �� 5���r�� ϕβ��������B��� ��BB� ��B ������B �����5���r��B �� β B�������B 6

β��� =
log log n

log n
= 1 − β��� �W }�W�

�� 5��B������� � C�����B�� �� 5���r�� ϕβ
���� β��� < β < β���

} ���B 5��B�������B ���
�� �����J�� J� C�� 5q��¥ ���5q� �� β��� ����� B������ ��B K �������B �4B�����B ��
B�������� �� B�K������� }�����B J�� β��� < β��� � �� � C�����B ���K �B � �� 5���r�� ϕβ	
�

�4����B� ���B J�� ��
5���r�� |�v }

� �� STR� OQ� N�	 � 	M� NON��� NT�
����� �� ��B���5����� �� � C�����B����� ��B 5���r��B � ���B ���B ���4��BB��B ���B

5� K 4K���� � �� 5�K���¥ ��4 �� 5���� �����B����� } ��� 5�K���¥ ��4 � ���B ��������B
B�K���K ��� �� ��K��� �� 5���r��B J� C�� �B� �45�BB���� �� 5��5���� ���� �5q���� ��
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���54���� �� B4��5���� �� K��r��B } E��B �� 5�B ��B K ��r��B ��B �45���B �� �� }��� ��
K 4�q��� �W }W� � J�� ���B J���������B �� ������� � �� J�� B C45��� �5� 6

Ŝ =
���K �� (

�v
(S), S ⊂ [[1,m]]) �W }�
�

� ��� 5�K���¥ ��4 ������ 2m } v���� 5�K���¥ ��4 �¥����������� �B� B������ ���� 4���4�
���� ��� �B���� ��� �¥45����� ������ B�� K �5q��� } ���B �45�����B �5� ��B K 4�q���B
� C�����B����� ��B 5���r��B � C�� ���K ����� �����������B � �� K 4�q��� ������� }

� �� �� � k\haci gape`f`\]	i
v���� K 4�q��� �B� �����B4� ��� � �Bq�� ���B ���BYY� } � �¥��B �� ������ �� 5���r��

���BJ�� ���B ��B ����Kr���B B��� �����B 5�KK� �4�4���5� �� �B��K ��B �� B������ S?

��� Ŝ �4��� 5�KK� B��� 6
{ �v��� =

�v
([[1,m]])

Ŝ =
{
j ∈ [[1,m]],

�v��� ≤ �v
([[1,m]] \ {j})

}
.

�W }���

���B� Ŝ 5������� ��B 5�K��B����B J�� �� 5���r�� ���� �K��������B � �� �v��� ≤�v
([[1,m]] \ {j}) } v���� K 4�q��� �45�BB��� �� 5��5�� �� m + 1 5���r��B }

� �� �� � k\haci gape`f`\]	i ]b	if_ki
~� K 4�q��� 5�K�������� �����B4� ����� � 5���� ���B � 5�KK� �4�4���5� �� ������ ��

5���r�� ���BJ�� ���B ��B ����Kr���B B��� ���4B �� �B��K � S? ���
{ �v��� =

�v
(∅)

Ŝ =
{
j ∈ [[1,m]],

�v
({j}) ≤ �v���} .

�W }�V�

v� B������ 5������� ��� �������� ���B ��B 5�K��B����B J�� �� 5���r�� ���� �K��������B }v���� K 4�q��� �45�BB��� 4����K ��� �� 5��5�� �� m + 1 5���r��B }���B ������B �� 5q������ � J�� �� K 4�q��� 5�K�������� �����B4� �B� K���B ��w
��B�� J�� �� ��454����� K 4�q��� } v��� ����� �������K ��� �� ���� J�� ��B J������4B�v���, �v({j}), j = 1, . . . ,m, B�� ��BJ�����B ���B ���B ��B��B ���� � C�B��K ����� ��
B������ 5���������� K ���B � C�� ���K �����B J�� 5����B �����B4�B ��� �� K 4�q��� �W }��� }

� �� �� � k\haci gape`f`\]	i ci_gibc`b\i
v���� K 4�q��� � � � C��B��� �� �W }��� � 4��K ��� ��B 5�K��B����B ���4�B ��� �����B ���

�� 5���r�� } ~� ���54���� B� �4����� 5���� ���B �� �� ��K��� ��4������ � C4��� �B } ����
5�KK��5�� � �¥��B

S(0) = [[1,m]]�v (0)��� =
�v

(S(0)).

� �� ���K �r�� 4��� � � ���B B4��5�������B ��B 5�������B � � C4��K ������� ���

C(1) =
{

j ∈ S(0),
�v (

S(0) \ {j}
)
≤ �v(0)���

}
.
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��� � W }W � ~�B K 4�q���B 5�K��������B �� ���� 5�K���¥ ��4 }� 4�q��� v�K���¥ ��4
¦������ �W }�
� 2mv�K�������� �W }��� m + 1v�K�������� �����B4� �W }�V� m + 1v�K�������� ��B5������� � ������ W }� }
 ≤ m(m + 1)/2

�5�����B ��B���� �� 5�K��B���� J (1) ���4� �� K���B ����� ��� �� 5���r�� �� �5�����B��B
����� �4�4���5� �� ��� �� �� ���5q���� 4��� � 6

J (1) =
���K �� (�v (

S(0) \ {j}
)
, j ∈ C(1)

)

S(1) = S(0) \
{
J (1)

}

�v(1)��� =
�v

(S(1)).

~ C4��� � k ≥ 1 �	��� 4�4 �
�5��4� � �� ���5r�� � � C4��� � k + 1 6

C(k+1) =
{

j ∈ S(k),
�v (

S(k) \ {j}
)
≤ �v (k)���

}

J (k+1) =
���K �� (�v (

S(k) \ {j}
)
, j ∈ C(k+1)

)

S(k+1) = S(k) \
{
J (k+1)

}
�v (k+1)��� =

�v
(S(k+1)).

� ��� 5������� 4��� � kf + 1 � �� ��������� C(kf+1) = ∅ } v��� B������ J�� ��
5���r�� ���� J� C�� � C	 � ���B �� 5�K��B����B �������B ���B S(kf ) } ���B ���
���B ���5
�� ���54���� �� 5q��B�BB��B 5� ������� B������ 5�KK� �B��K ����� �� S? }�����B J�� �����B ��B J������4B C(.), J (.), S(.),

�v (.)���, kf
��������B ��� �� K 4�q���

5�K�������� ��B5������� B��� ��4������B } ~� 5�K���¥ ��4 �� 5���� K 4�q��� �B� ���5
���� ��BB� ��4������ � K��B ���� �B� ����4� ��� m(m + 1)/2

}

� �� �� �ape^i� ]\k_ ci_ pk\haci_
~� ������� W }W �4B�K � ��B 5�K���¥ ��4B ��B K 4�q���B �45����B } ~�B K 4�q���B 5�Kw

��������B ��4B������ �����B ��� 5�K���¥ ��4 ���	��K���� �� �� ��K��� ����� �� ����w
K r���B 5q��B�B ���� �� B4��5���� �� K��r��B } v��� �BB��� J�� ���� �����B����� B��� ���B
������ ���rB �K��4K �������� B�� K �5q��� } E� ���B � ���� �����B����� ���K �� �� B4��5w
���� �� � C�K����� J��� B������ 5������ ���B [[1,m]] �� ������� ���5 ��� ��B5�������
�� K��r�� ��BB� ��� J�� �� K 4�q��� ������� }

� 	�MR 	
�� 5���B �� 5� 5q������ � ���B ����B ��4B���4 � C��4� �4�4���� ��B 5���r��B � C��w

���K ����� �� ���BB4 �� q�B����J�� �� ����B ����������B �� �����B�����B } ���B ����B
���5����4 ��B ���K �r��B ��B���5�����B �� 5������B 5���r��B � ��v �W }�� �� ϕβ

�W }�X� �
��B4�B B�� ��B 5��B��4������B ��B� �5����B �� K ���K �B����� �� ��BJ��B �� �� B�������4
�B	K�����J�� }
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E�B K4�q���B 5�K��������B B��� ��������K ��� ����������B �� ������ W }� } � ���B
� ������ 
��� �����B4�B ���5 � C�K����� J��� 5���r�� �� �4������� � �� B��5� �� 5�K w
���¥ ��4 � C�����B����� } �� 5���B �� 5� K 4K���� � ���B ���B �
��5����B �� ��B �����B�� ��
�� K������ J�� ���� �� 5�5��4 4���� 5���� ��B K 4�q���B 5��BB�J��B � ���� ���B 5�����B�
�� ��K�B �� 5��5�� }





���� ���� �

��� � ��� ��� ��������������� ���������

�� ��� � C��� B���� �� ��������B ��4������B �4����B X = (Xt)t∈N

J�� 5 C�B� �� ���w
5�BB�B ����w�4���BB�� �����K ��B������ B� � ��� ���� t ∈ N ���� �4���� �� ��������

Xt = −
∑

i≥1

aiXt−i + Et,
�
 }��

�� (ai)i≥1
�B� ��� B���� �4���K ���B�� �� �4��B ���BJ�� ����� �� �� ���5�BB�B E = (Et)t∈N�B� �� ����� ����5 ���BB��� �� ������5� σ2 �����4 �¥5������� �� ���������� } ���

5��������� � �� ��B� Xt = 0 ���� t < 0
}

~� ������� ���� k ���� ��J��� �� B���� (a) �� B C������ ��B �B� �����4 � C����� � C��w���4���BB��� � ���B� Xt
�4���� ���4����K ��� �� Xt−1, . . . , Xt−k

K��B ��B �� Xt−k−1

}
~�B ai, i = 1, . . . , k B��� �����4B ��B 5��� 5����B � C�����4���BB��� }� ��B ��45�B4K ��� � �� ������ B C���4��BB�� �� B������ � C�����4���BB��� � 	��� � C��w
B�K���

S = {j ∈ N?, aj 6= 0} ⊂ [[1, k]]. �
 }W�
~� ����4� �� 5� B������ �B� ���B ��45�B� J�� �� B�K ��� ����4� �� � C����� ���BJ� C����
� ��K �� �� B����� �¥�5��K ��� �� J�����B ��������B ��BB4�B Xt

�4���� ���4����K ��� }
E��B �� B���� ���B �¥��B ����B K ��r��B �����4���BB��B ��� � � ���B B�����B �� B��B����4�w|���4� 3�����w|���4� � ������ ���� ��J����� ���B �����	��B � � C������� �4�4w

��� �� |������ �� � � } �||��� � �� ��4B������ ��� �¥5������� �� ������5� σ2 = 1 6




�� �� � C����� W �� 5��� 5����B �wX }V wX }XV��� �� � C����� Y �� 5��� 5����B �X }W X }W wX }Y X X X }V X }W X }W��� �� � C����� �V �� 5��� 5����B �X }V � X }X� � X � . . . � X � X }�V�
�
 }
�

v�B K��r��B B��� �	��J��K��� 5q��B�B ���B �� ����4������ ���� ���� ������ �K����� }~� K��r�� ��W ���� ��5���K ��� 
��� 5�� ����� ���5 �� K��r�� � C����� � � 5��B� ��
�� ������ ������ �� B�� ���¥ �rK � ����Kr��� } �� �V �������� J���� � �� � 
��� 5�������
���5 �� K��r�� � C����� � �� W 4���� ����4 J� C�� ������ �W 5��� 5����B ���B ���rB
��B ���¥ ���K ���B ���w���B }�� ���� �BB�	�� �� K��4��B�� ��� B4J���5� �� ����4�B �4����B xn ��� �� ���5�BB�B
����w�4���BB�� } E ��B �� ���K ��� ��K�B �� �4���K ������� �� � C����� �� 5� ���5�BB�B
�B� �� �����rK � �� B4��5���� �� K��r��B J�� ���B �������B � � C���� ��B 5���r��B
� C�� ���K ����� } E��B �� ���¥ �rK � ��K�B � ���B �BB������B �� �4���K ���� �� B������
�� �4���BB��� }

W�
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� �� � 	�Q
RN��� NT� �Q O 	T
�
Q
�� �B� ������� �� ���������� �5� ���5 ��B K��r��B �K����4B Θ0 ⊂ Θ1 ⊂ · · · ⊂ Θm5�KK� �4���B �� �� }�X� �� m �B� �� ����� K �¥ �K �� �¥4 ��� � C�����B����� } E��B �����

5���� �� K��r�� ����w�4���BB�� Θk
� C����� k 5������� ��B B����B �4����B ���BJ�� �����B

���� �� ������� ���� �� ���w���������� �B� k ��¥J�����B �� ��� ���� �� ����Kr��� ��
������5� σ2 } ~ C����������5� θ ∈ Θk

���� B� 5�K������� 5�KK� θ ∈ Θk
�� θ /∈ Θk−1

�
�� ����Kr��� θ ∈ Θk

B� �4B�K� ����B �

θ = (a1, . . . , ak, σ
2), ak 6= 0

�� � ���5 k + 1 5�K��B����B �����B }� ������ ��B ����4�B � �� �4B������� �� B	B�rK � � C4J������B �� ����w������ �������
��� �B��K �����

θ̂(k) = (â1(k), . . . , âk(k), σ̂2(k))

��B ����Kr���B �� B��B �� K�¥�K�K �� ����B�K����5� } v C�B� ���5 �� K��r�� ��w
���4���BB�� � C����� k �	��� 5�B ����Kr���B J�� ����� �� K �������� ��4J������ ��¥
����4�B xn } E� ���B � C����B4 �� �� ���w����B�K����5� �� xn � �Bw�w� �B �� 5� K��r��
Θk

�B�
2l(θ̂(k)) = n log σ̂2(k).

���� ���B �� �4����B B�� 5�B �4B�����B 5��BB�J��B � ���B �����	��B � ������ ������� }��� 5��B4J���� �� ���K � �4�4���� ��B 5���r��B � C�����K ����� �W }�� ��� ����
�v

(Θk) = n log σ̂2(k) + (k + 1)α(n) �
 }��
�� �� B4��5���� �� � C����� � C�����4���BB��� B� ���� ���

k̂ =
���K ��(�v(Θk), k = 0, . . . ,m) �
 }V�

� ���� �]pl^`\]ab_
���B �4�4���B ��� �4���B����� xn ��B ��� 5�BB�B �4�����4B �� �
 }
� �� ��B���B � C��w

�5�5��4 �� 5���r�� �
 }�� ���� �� ��5�����BB��5� �� � C����� �� K��r�� } ~�B � 4�����4B
�� 5�B 5���r��B B� �������� ���B �� ������� W }� } ���� 5�K����� ��B 5���r��B � C�� ���K �w
���� � �� K 4�q��� �� K �¥�K�K �� � ���B�K����5� � ���B �������B �§ �� ���K � ��
����B�K����5� ���B �
 }�� 6

�§
(Θk) = n log σ̂2(k).

���B ������B J�� 5���� J������4 ������ �� �� B������K4���B����� }~�B �����B 
 }� � 
 }W � 
 }
 �� 
 }� ��4B������ � C������ ��B 5���r��B �� ���5���� �� kB�� ��B ��
 4����B K��r��B 5��B��4�4B �
 }
� } vq�J�� 5���r�� B4��5������ �� ����� B����
�
 }V� � �� � C�����B ���K �B � C����� B4��5�����4 �B� � C������� �� �� 5���� � ������� B��
K ���K�K }

v�KK� ������� � �� K 4�q��� �� K�¥�K�K �� ����B�K����5� �5���� � �§ � 5q��B��
���� ���B �� ����� ���� 4���4 } ~� 5���r�� |�v J���� � �� � K ����� �� ��� 5�K�����w
K ��� } ~�B 5���r��B ϕβ

B��� 4����K ��� �� 5�5�B � 5�������� J�� �� ������ �� β B���
���� 5q��B�� } 3� ���� �B� ���� ������ � �� ���K � �� �4�����4 ���� ���� � ����� � �����BB��



� �� � ����ª�������� �� �����ª� W


�� B������K 4���B����� ������� ��� �� ����B�K����5� �����B J�� B� ���� �B� ���� �����
5 C�B� �� � 4�����4 J�� � C�K����� �� �� ��B���� ��� B��Bw����K4���B����� }v C�B� ��� �¥�K��� �� 5�B B�� �� ����� 
 }� ���5 β = 0.5 6 �� 5���r�� 5q��B�� � C�����
k̂ = 3 �� ���� �� Y } v��� ����� 4����K ��� � �� ���K � ��B 5��� 5����B �� ��Y �
 }
� J��
� ������ ���BB�� 5����� � ��� �����4���BB��� � C����� 
 � �� K 
K� � �� ����� � ���BJ��
��B �rK � �� YrK � 5��� 5����B B��� ������B } Z����B ��B 5���� �B �� 5���� ����� ���r����
5� ���� }~� K ��r�� �� �V �B� 4����K ��� �4��5�� ���BJ� C�� � ������� B� 5�� ������ ���5 ��
����� � �� W } 3�� �� ����� 
 }W � �� 5���r�� ϕ0.3

��4�r�� �� � �� � C����� �V � � C����� W
�����B J�� ϕ0.4

5q��B�� k̂ = 1
}

~� ����� 
 }
 K����� ��� ������ ��������� ��B 5���r��B � �� �45�B��� ��B 5���r��B �B�
���5 � 5��B��4��� ���5 ��45������ } � 
K� B� ��B 5��� 5����B �� ��W ������� ���Bw
B�� 5����� � �� ����� � � ��v �� ϕ0.1

���� ������� � �4���K ���� �� ��� ����� } ~�B
�����B B��Bw����K 4���B��� �����B J�� �§ 5������� � B��w����K4���B�� } �� ���K��w
���� B��B���������K ��� �� ��K��� � C45q��������B ��BJ� C� n = 10.000 B�� �� ����� 
 }� �
�� ���� ���������� ��� �45�B��� ���B ����� ��B 5���r��B � ��v ��B���� � �� ��K ��� �� ��
B��w����K4���B����� �� �§ �� ϕ0.3

���5q� �� �� B��Bw����K4���B����� }�����B J�� B�� ��B �����B 
 }� � 
 }W �� 
 }
 � �� � n = 500 � β��� ≈ 0, 3 �� β��� ≈ 0, 7��� � C4J������ �W }�W� } ~� 5���r�� ϕβ	
�
�B� ���5 B�K ������ � �� 5���� � ϕ0,3

} ~� 5���r��
ϕβ	 ��

��4B���� J���� � �� � ��� ����� B��Bw����K4���B����� } 3�� �� ����� 
 }� � �� �
5q��B� n = 10.000 � 5� J�� �K r�� β� �� ≈ 0, 24 � �� 5���r�� 5����B������� �B� ���5
��5��� �� 5�5� �����B J�� ϕβ	 ��

B��Bw����K 4���B� }v�B B�K�������B K ������ ���� �� ����� �� B��w����K4���B����� ������� ��� �� K 4w
�q��� �� K�¥�K�K �� ����B�K����5� } E� ���B � �v �B� ���� ���B ���5q� � C����� 5�
�4���� ���� n �BB�� ����� �� ���� J�� B� � 4�����4 ��B�� 5��B����� �� B C�
�5� ������
�� ���K � �� ����B�K����5� } ~� 5���r�� |�v � J���� � �� � � ��4B���� B������ �� ���
5�K�����K ��� } ~� 5���r�� ϕβ

�B� ���B �4��5�� � �����B�� 5�� �� �4����� �� ����Kr���
β �B� 5����J�� } �� ���� � C��� �� ��B �����B 
 }V �� 
 }� }���B ����������B ���B �� ���K ��� ��K�B ���5 �� ���5�BB�B ��Y } v�K����B ���
�4�BB��� B� �� 5���r�� 5q��B�� k̂ = 8 ��� �
 }V� } ~� ����� 
 }V ��4B���� �� ���¥ �� �4�BB���
B�� �XX �¥�4����5�B �� ���5���� �� β

} �� 	 ������ ��B ������B �����5���r��B �� β�4����B �� �W }��� �� �W }�W� } �� 5��B���� J�� �� 5���r�� � �v �B� ���� ���B K ���B �� 5�5�
J�� |�v } � K �B��� J�� n ���K ���� � 5� ������� � ���B� J�� ϕβ	
�

� ����� �XX� ��
�4�BB��� 5�KK� �� �q4��rK � W }
 }� �� ��4��B��� } ��� 5����� � �� ������ β��� �����
�� K�����B �4B�����B ����B J� C���� B���B���� ��B 5��������B �� 5� K 
K� �q4��rK � } ~�
� ���BB� �� 5��������5� �B� ���5 ����� �� ���B � C����B ��B �4�BB� � K����� �� 4� ����5�
�� ��� 5�K�����K ��� �� ϕβ	 ��

K 
K� ���� ��B ������B ��rB 4���4�B � C45q�������� } ~�
����� �� ������B �� β J�� ������� �� ���¥ �� �4�BB��� �� �XX� �4���� ������KK���
�� 5������B ��5����B � ���� �� K��r�� �����4���BB�� �� �wK 
K� } ���� 5�K�����B�� � ���B
�
�5����B �� K 
K� ������� ���5 �� �V �� ��4B�����B ��B �4B�����B B�� �� ����� 
 }� }

� �� � 	�Q
RN��� NT� �M �M��T
�
�� B C���4��BB� K ��������� �� B������ �� ���5�BB�B �����4���BB�� K��4��B��� ��B

����4�B xn } � �¥��B [[1,m]] 5�KK� B������ � C�����4���BB��� K�¥�K ��} ���� S ⊂
[[1,m]] �� B������ �¥4 � ��� B�K��� ���������� �� �� �4B������� ��B 4J������B ��
����w������ � ��K �� �� �4���K ���� ��B ����K r���B θ̂(S) �� B��B �� K�¥�K�K ��



W� ¡¤����ª� � � ��� ������� ���� �ª��ª������ ��� ������

� �� � 
 }� � ������ ��B 5���r��B B�� ��� �4���B����� �� ��Y �� ���5���� �� k � n� VXX }�5� � β��� ≈ 0, 3 �� β��� ≈ 0, 7
}

� �� � 
 }W � ������ ��B 5���r��B B�� ��� �4���B����� �� �� �V �� ���5���� �� k � n� VXX }�5� � β��� ≈ 0, 3 �� β��� ≈ 0, 7
}



� �� � ����ª�������� �� �����ª� WV

� �� � 
 }
 � ������ ��B 5���r��B B�� ��� �4���B����� �� ��W �� ���5���� �� k � n� VXX }�5� � β��� ≈ 0, 3 �� β��� ≈ 0, 7
}

� �� � 
 }� � ������ ��B 5���r��B B�� ��� �4���B����� �� ��W �� ���5���� �� k � n� �X }XXX }�5� � β��� ≈ 0, 24 �� β��� ≈ 0, 76
}



W� ¡¤����ª� � � ��� ������� ���� �ª��ª������ ��� ������

n = 1000

n = 10.000

� �� � 
 }V � ��Y 6 ����5������ �� B4��5���� �� ��� ����� ��� �
 }V� ���5 �� 5���r�� ϕβ�W }�X� �� ���5���� �� β
}
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n = 1000

n = 10.000

� �� � 
 }� � �� �V 6 ����5������ �� B4��5���� �� ��� ����� ��� �
 }V� ���5 �� 5���r�� ϕβ�W }�X� �� ���5���� �� β
}
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����B�K����5� 6
θ̂(S) = (âj, j ∈ S, σ̂2(S)).~�B 5���r��B B C45������ ����B

�v
(S) = n log σ̂2(S) + |S + 1|α(n).

�� ���� �����B�� �5� ��B ��
4�����B K 4�q���B �����4�B ���B �� ������ W }� ���� ��
�4���K ������� �� B������ } ���B 4������B ��B �4B�����B ����4B ��� �� K 4�q��� �������
�W }�
� �� �� K 4�q��� 5�K�������� �W }��� }

� �� �� �]pl^`\]ab_
~� K��r�� �����B4 �B� ��Y ���� n =

�XXX �� �XX }XXX � �� � ���� B������ S? =
{1, 2, 3, 6, 7, 8} } ���B �4�4���B �XX �4���B�����B �� 5� ���5�BB�B �� �����J���B � 5q�w
5��� � C����B �� 5���r�� ϕβ

���� β ������� ���B ]0, 1[ ���5 ��B ���¥ K4�q���B � �������
�W }�
� �� 5�K�������� �W }��� } �� B�55rB �B� 5�K��4 B� Ŝ = S? } ~� ��K��� �� B�55rB
���� 5q�J�� K4�q��� �B� ����4 �� ���5���� �� β ��� �� ����� 
 }� }� �������B J�� �� K 4�q��� 5�K�������� �45�BB��� �� 5��5�� �� B����K ��� m + 15���r��B J���� �� K 4�q��� ������� �� ��K ���� 2m } ~� K 4�q��� 5�K�������� �B�
K���B �� 5�5� ���� ��B 45q��������B K��4�4B �n =

�XXX� � ��B ���¥ �� B�55rB �� |�v
�� ϕβK�� 4���� ���� �� K 
K� �� � C����� �� �V� } ���� ��B 45q��������B ���B 4�����B �
��B ���¥ �� B�55rB B��� 5�K�������B }

� �� �Q ��� � N� NR Q��NT��QO
~� K��4��B����� � C�K ���B �� ������ �� ���B � ��� 
��� ��� �B��4� � � C���� �� ���w

5�BB�B �����4���BB��B ����K ��B������B 6 ��WE }��� �K ��� �� ������ �� ���B �B� �� ��B�K��� �� ��¥��B � �� B���B � ��� 4�4B ��� ����
5�������4�B (t, u) ���B �� �4B��� Z2 � 5q�5�� ��BJ���B �B� �BB�5�4 �� ������ �� ���B �
��K��� ����� X �� � } ~� ������ �� ���B X B������ J�� �� ��¥�� �B� ���� � �� � ����� �
�4B���� �� ��¥�� � ���5 } vq�J�� �4�� �� [0, 1] �� 5����B���� ��B � �� ������ �� ���B �
5�� ������ �� 5�� ������ x ∈ [0, 1] ���5 �� ������ �� ���B J�� �� � �B� �� ���B ���5q� }~�B ���5�BB�B ��WE B� ��4B������ B��B �� ���K � � C��� ��K ���� Xt,u, (t, u) ∈ Z2

�� ��������B � ������B ���B [0, 1] ��4� ��� ��� �������� �� �	��

Xt,u = −
∑

(t′,u′)∈S

at′,u′Xt−t′,u−u′ + Et,u
�
 }��

�� E �B� �� ����� ����5 ���BB��� �� ������5� σ2 �� S �B� �����4 �� B������ � C����w
�4���BB��� }�� ���B ���� ��45�B�� 5� J�� � C�� ������ ��� B������ S

} vq��B�BB��B ���� B������
� C�����4���BB��� K�¥�K �� �� ������ [[0,m]] × [[0,m]] \ (0, 0) �� Z2 } �� B������ B���
���� ���B �� �� ���K �

S =
{
(tj, uj) ∈ [[0,m]]2, j = 1, . . . , |S|

}
\ (0, 0). �
 }��

����� ���B ������������B B�� ��B �K ���B � ���B �4��������B ��B �����rK �B �� ����
�� B����B��� J�� ���� �� B��� (t, u) �� �� B������ S �¥4 � �� B��� (t − t′, u − u′)
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n = 1000

n = 100.000

� �� � 
 }� � ��Y 6 ����5������ �� B�55rB ��B ���¥ K4�q���B �W }�
� �� �W }��� ��
���5���� �� β

}
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S = {(1, 0); (2, 0); (4, 0); (3, 1); (0, 3)} S = [[0, 3]] × [[0, 2]] \ (0, 0)

� �� � 
 }Y � �¥�K���B �� B������B ��WE }

���������� � � C�K ��� ���� ���� (t′, u′) ∈ S
} 3� � C�K ��� �B� �BB�� ������ � ��B B���B ����

��BJ���B 5��� � C�B� ��B �4���B4 B��� ��rB K ����������B } ~� ������ Xt,u
� C�� ���5�BB�B��WE �� �� B��� (t, u) �4���� ���5 ���4����K ��� ��B ������B �� 5� ���5�BB�B �� ��B

B���B B���4B ���B �� J���� �� ���� ���� �� B��� 5������ (t, u) �B� �� B�KK�� } �����B
J�� ���B � �
 }�� � ���B �������B��B � C����������5� �� (0, 0) � �� B������ S ���� J��
�� ������ �� �� B��� �� �4� ���� ��B � C����wK 
K� } 3� ���B 5q��B�BB��B S �� �� ���K �
[[0, kt]]× [[0, ku]] \ (0, 0) ���5 kt, ku ≤ m � �� B������ � C�����4���BB��� �B� �� ��5������ }�� ��� B������ �B� � K����� �� �������� ���5 �� ������ � C����� � C��� �����4���BB���
�����K ��B�������� } ~�B B������B �4�4���¥ �
 }�� 5����B� ������ � �� ������ 4����K ���
��KK4� �B������ � ���B �� 5�B �����K ��B������ } ~� ����� 
 }Y 5������ 5�B ��������B }�� ������ ���B �� ����4������ ���YV � ��XV� � C�����B �4�K4����B ���� ��B B������B
� C�����4���BB���B ����K ��B��������B 6 �
��
 � , �� ���� ���	�
 � - 
 �� . �
� � ��3�� � �
� �� 	��
��
 � �� , �� ��
��
 � ��v � } ����� 5q��¥ B C�B� ����4 ���B ��B B������B �� �	��
�� ����� �
��
 � /�
���� . �
� �� 5�� ��B B��� ��B ���B B�K���B � �����B�� }

� �� �� 0^^l_\f`\]ab _lf ci_ cabbki_ fki^^i_
���B 5��B��4���B ��B �K ���B �� ��¥����B �W� �� �Y� �BB��B �� � C����K �� |��w

���� �|����� ��4B���4�B �� ����� 
 }� } ���B K ��4��B��B 5�B �K ���B ��� ��B ���5�Bw
B�B �����4���BB��B ����K ��B������B } ~� �4���K ������� �� B������ �� 5�B ���5�BB�B
�B� �� �����rK � �� B4��5���� �� K��r�� J�� ���B ��� �B�����B ���5 �� 5���r�� ϕβ���� β = βK�� �4��� �� �W }�W� } � �¥��B 5�KK� B������ � C�����4���BB��� K�¥�K ��
Sm = [[0,m]] × [[0,m]] \ (0, 0) ���5 m = 18

}
���� S ⊂ Sm

�� B������ �¥4 � � C�B��K ����� ��B ����Kr���B ât′,u′(S), (t′, u′) ∈
S, σ̂2(S) �� K��r�� �
 }�� �� B��B �� K�¥�K�K �� ����B�K����5� B� ���� � �������
� � C���� �� �� K 4�q��� �� ����w������ �� �� 5���r�� �����B4 B C45���

ϕβ(S) = n log σ̂2(S) + (|S| + 1)nβ log log n.

���B �
 �5����B �� B4��5���� �� B������B ��5����������B ��� ��� K4�q��� ������� 6
Ŝr =

���K �� (ϕβ(S), S = [[0, kt]] × [[0, ku]] \ (0, 0), kt, ku ∈ [[0,m]]) . �
 }Y�
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 �

��¥���� �W� ��¥���� �Y�

� �� � 
 }� � ~�B ���¥ �K ���B �� ��¥����B 5��B��4�4�B }

��B���� � ���B ��� �B�����B �� B4��5���� �� B������B J���5��J��B ��� ��� K4�q��� ��
�	�� 5�K�������� �W }��� J�� B C45��� �5� 6

ϕ
β,
��� = ϕβ(Sm)

Ŝc = {(t, u) ∈ Sm, ϕβ(Sm) ≤ ϕβ (Sm \ (t, u))} �
 }��
�����B J�� ��B ������¥ ��4B���4B �5� ���� B���� � 5��¥ �� � ���� �� � � } ���XV� B��

�� B��K �������� � C�K ���B ��¥���4�B � �� B4��5���� � C�� B������ � C�����4���BB��� ���B
��45�B � �� �
 }�� � C4���� ��B �����4� ���B 5�B �������B }~�B B������B ���B� B4��5�����4B B��� ��4B���4B B�� �� ����� 
 }�X } ~��BJ�� � C�� B�
��B������ ��¥ B������B ��5����������B � �� 5��B���� ��B B���B J�� B��� 4��K ��4B ���
�� K 4�q��� 5�K�������� ���BJ�� 5���� �����r�� � ��K �� ��� �4�K 4���� ���B B�����
��B B������B } � � C�����B� � 5������B B���B 5��B���4B ��� �� K 4�q��� 5�K�������� ��
B��� ��B ��5��B ���B �� B������ ��5���������� ���BJ�� 5� ������� ��4B�������� ����
�� ����K r���B �����B B C�� ������� ��B ������ �� } ~� B������ B4��5�����4 ��� �� K 4�q���
5�K�������� �B� ���5 ���B ��45�B }

� 	�MR 	
~� �����rK � �� �� ��B5������� � C��� �����4���BB��� �B� �� ������� ���� ��4��4 ����

� C�����B����� ��B 5���r��B � C�� ���K ����� � 5 C�B� ����J��� ���B � C����B �����4 ���B 5�
���K ��� 5q������ �����5���� }����� �� �4���K ������� �B����� �� � C����� � C�����4���BB��� � ���B ���B ���4��BB��B
� �� ��B5������� � ���B ��45�B� � �� B�� B������ �
 }W� } � 5���� �� � ���B �¥�������B ��
5���r�� ϕβ

�W }�X� � K���4���� ���5� � B� � 4�����4 �� � �� �����B4 ���B �� ����4������ � ���B�
J�� ��B K 4�q���B 5�K��������B ����������B �� B�5���� W }� }v�B 5��B��4������B � ����B��B4�B ��¥ �K ���B �� ��¥����B 5�KK� �� B�5���� 
 }
 �
������� ������ �� ���� � �� ��������B K 4�q���B �� ������K ��� } ~� ���K � �� B������
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� C�����4���BB��� 5q��B� ��� ��B 5���r��B � ��4B���4� ��� �¥�K��� �� ����� 
 }�X � 5��B��w
��� �� �
�� �� ��5���� ��B5��K ����� ����� ���B����B �K ���B �� ��¥����B } v� ��5����
�������� 
��� �����B4 � ��� �¥�K��� � ���� �4B����� ��B �����rK �B �� ��5�����BB��5�
�� ���K � }
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��B K 4�q���B �
 }Y� �� �
 }�� ���� ��B ��¥����B �W� �� �Y� }





���� ���� �

��� ������� �� ����� �� �� �� ���

E��B 5� 5q������ � ���B �������B �� �����rK � �� �� �4���K ������� �� � C����� � C���
5q���� �� ������ K����� �� � � C���� ��B 5���r��B � C�� ���K ����� �W }�� }���� 5��� � ���B ��������B ���B �� ���K ��� ��K�B �� 5��5��� �� 5����� �� ��B
����B 5����B J� C�� ���������� ���5 ��B ����������4B � 5�B ����B B��� ���B �4������4B �
��� �¥�K��� � ��� |��B��� �� � � } �|�YV� } ���B ���B ���4��BB��B ��B���� � �� ������
�� 5�K���¥ ��4 B�� 5q�B��J�� � ���������� �� K ���r�� �4�4���� ��� � �BB���� ���BY�� ���BY�� � ��BY�� � J�� ���B �������4���B ���B ����� 5���� 5�KK� �� 5����� 
�
� �
�	� }
E �
4�����B ��4�����4B �������J��B B��� �������4�4�B �� ���K � �� 5����� �� 5���B ��B
������B � }
 � � }� �� � }V }~ C�����5����� �� ����5�� � �� � 	�	��� � ����	� �	�� ���� �� ���B�Y � ¦��XV� � 5�B
5�����B ���B �Kr���� � �� ������ � }� � � �� ��B���5����� �� � C�����B����� �� 5���r�� |�v
����� ������� W }�� ���� �� �����rK � ��B4 }~� �������qK� �B� �� ��B� W ���� �� ���� �� 5� 5q������ }

� �� ST�Q� Q� �
T��� NON�	�
v��B��4���B E �� ��B�K��� ��� �� m ≥ 2 B	K����B } �� K�BB��� �B� ��� B4J���5�

xn = x1, . . . , xn
� C4�4K ���B �� E J� C�� �����B����� B��q���� ����BK ����� � �� �����

�����B����� } ���BJ�� ��B K �	��B �5����B ���� �
 �5���� ��� ����� ��5q� B��� ����5���w
��K ��� �� ������ �� ���K ���J�� � �� � ���� � � C��4� �� 5���� �� K �BB��� �� ��� B4J���5�
�� ���B �X �� �� } ~� 5��� ����� 
��� 5������ � � C����5� ��� ��B ���¥ �����B�����B �� ��
B4J���5� �� ���B � ��� ���B ����� � ����� 
��� �45������ } E�����B J���J��B �4�������B
� ��K ������ �� K ��4��B����� � C��� ����� �¥� 4����5� }

� ���� �i_ gaci_ efk��i_
� 0�*+/+2* 
 �� �� �� ���� ��� E

��� �� � 
�� �	�
�	�� 	�� ���	��

C : E −→
⋃

i∈N∗

{0, 1}i

x 7→ C(x).

�
 � 	
� �� �� �� �	�� C(x)
��� 
�� ��	� �� ���� �� x � �� � �� ��� �� �	�� 
� ��� �� ����	������ 
�� ��	 �
 ����� ��� �� ���� �� x

�� � ��	 L(x) �

V




� ¡¤����ª� � � �� � ¡¤� ���� �� ��ª��� ���������

��� ���B ��� ����� �����5����� 5q��B�� � � C��4� � ���� �� 5���� �� K �BB��� xn ��
5��5��4���� ��B 5���B �� 5q�5�� ��B xi, i = 1, . . . , n

} ~ C�¥�K��� B������ K����� J�� �
���� J�� 5���� K 4�q��� B��� �� 5�5� � �� ���B ������ �K��B�� ��� ����� 5�������� B��
�� 5��� C

} ������B E = {a, b, c} ��

C(a) = 0, C(b) = 1, C(c) = 01. �� }��
v����B K ��������� ��B K �BB���B �abc� �� �cc� 6

C(abc) = 0101, C(cc) = 0101.

~�B 5���B �� 5�B K �BB���B B��� ������J��B � �� �45����� � C�B� ��B ��BB�� �� } ����
������� 5� �����rK � � ��������B��B �� ������ �� 5��� ��4�¥� }
� 0�*+/+2* 
 �� �� � �	� C �� ���� ��� E �

� �� �	� 
� ��� � �� �� ���� C(x)
��� �� � �	
 � � � ��� 
���� � �� C(y) �	 L(x) ≤

L(y)
�� �	 �
 � 	
��� �� �� �	�� C(x) � � ������ 
� �	��� �� �
 � 	
��� �� C(y) �

� �� �	�
 
�� C
��� �� ���� � �	
 � � �	 
� ��� ��� � ��� �� ���� 
�	 �� �������

� ���� �� � �	
 � � � ��� 
���� � �� �� �����
§��5� �� 5��� ��4�¥� ���� � C�¥�K��� ��454���� 6

C(a) = 00, C(b) = 1, C(c) = 01. �� }W�
�� �������

C(abc) = 00101, C(cc) = 0101.

���� �
 �5���� �� �45����� � �� ���5���� �� B4J���5� �� ���B ���B � C����� 5q��������J��
�� 45������ � � 5q�J�� ���B J� C�� K�� �� 5��� �B� ��5���� � �� B	K���� 5����B������� }~� 5q��¥ � C�� 5��� ��4�¥� �BB��� ���5 J�� �� 5��5��4������ ��B 5���B ��B ��
 4����B
B	K����B �� K �BB��� �B� �45������ }� ������B ����� �¥�K��� ���B ��	��B J�� �� 5��� ��4�¥� �� }W� �45�BB��� ���B ��
���B J�� �� 5��� ��� ��4�¥� �� }�� � 5� 5��B��� �B� ��� ���54 ��� �� �4B����� �B��� B������ �
���� ��J��� ���B �����	��B � �|�YV� }
1 -2@ 2.+/+2* 
 �� �� � �	� L �� � � �� ��	�� ��� E � �
 ����� �
�� N∗ � �� 
 	
�	�
 ��� ������� �
�	� �
 � �� ��	�� L �	�	
 � � �	� 	� 
 �	�	 �� � �
� � �

∑

x∈E

2−L(x) ≤ 1 �� }
�

�		� � � �� 	��� �� ���� � �	
 � � C ��� E ��� 
�� � ��� ���� x ∈ E �
 �������� �� �

� 	
� �� �� �� �	�� C(x) � �	� L(x) �

�� ���� ���5 J�� �� �������� � C�� 5��� ��4�¥� � 5��������� � �4����� �� }
� � �� B������

��� ���� 5����� } v���� ��4�����4 4������ �� ���B �� ������r�� ����� 5��� ��4�¥� B��
E �� ��B��������� �� ����������4 B�� E 5�KK� �� K����� �� ������ B������� }



� �� � ¡���� �� �ª���� �� ��� � 
�

� ���� �i ^]ib `	ig ^i_ efaj`j ]^]\k_
3��� K ��������� P ��� ����������4 B�� E K��� �� �� ����� �� �����B B�B ������B }�� B����B� J�� P 5q���� �� K���B ���¥ �����B ��B���5�B } ��B��B

L = d− log P e �� }��
�� d.e �4B���� �� ������ ����r�� B��4������ } � ���B L �B� � ������B ���B N? ��

∑

x∈E

2−L(x) ≤
∑

x∈E

2log P (x) = 1.

�� � C�����B ���K �B � L �4���� � C��4�����4 �� � ���� �� }
� � ���� �B� ��� 5��B4J���� ��
�������� � C�� 5������ 5��� ��4�¥� C

} ������� � C��� ����������4 P � �� ������� ���5
� �� 5��� ��4�¥� � ��B �45�BB����K ��� ���J�� � �� �������� L � �� ���� ����� 5�B ���¥
��� ��B 4���� ����4 ��� �� }�� } ~ C��4�����4 �� � ���� �� }
� ����� ���5 �� ���� 4����� �����
����������4B �� 5���B ��4�¥�B } E��B �� B���� ���B 5���������B B������ ��� ����������4
���5 ��� � 5��� J�� �� � �B� �BB�5�4 } ~� J������4 � ��J����� ���B ���B ���4��BB����B
����5�����K ��� �B� �� �������� �� 5��� L � J�� �B� ���J�� �� ����4� ��� �� }�� � ������
J�� �� 5��� �� ���wK 
K� J�� �� � C�B� ��B } �� ���� ��� 5��B4J���� J�� � C�� 5���
��B K �BB���B ����5 �� ����������4 P � �� ����5 �� P w5��� � ���� B������� J�� � C��
�����B� �� 5��� ��4�¥� �� �������� L = d− log P e } � ������B 5���� 5����B������5� �
�� B	K���� �� ����� ����������4 B� ���� ��������� �� 5��� 5���� }~��BJ�� 5��� B��� 5�KK��� � �� �K����� �� ������ ����r�� ���B � C�¥���BB��� �� }�� }
E ��B 5� 5�B �� ���5���� L � C�B� ���B � ������B ����r��B �� �� B������ 
��� �� ��������
� C�� 5��� �� B��B �� �� �4������� � }� }� } �� ����� ����B �� ��������B �� 5���B ��4�w
��B4�B } ~� ��
4���5� ����� �� �������� � C�� 5��� �� B� �������� ��4���B4� � C�¥5r��
� �K��B � ��� }

� ���� 0bk�`^]\k_ ib\fae ]nli_ i\ gac`�i_
~� ������ � C�������� �� }�� � ��4B���4� �� �4��� �� 5� K 4K���� � � ��� �������4������

�K�������� ���B �� 5���� �� 5����� ��� J� C�� � C������ �5� } ��������B J�� � C��������
� C��� ����������4 P B�� E �B� �4���� ���

H(P ) = −
∑

x∈E

P (x) log P (x) �� }V�

�����B J�� � C�������� 5���B4� ����� ���¥ ��B���������B P �� Q B C45���
H(P,Q) = −

∑

x∈E

P (x) log Q(x). �� }��
3����B��B J�� ��B B	K����B 5��B������� �� K �BB��� � ��5���� B����� ��B �4���B�w

����B ���4� �������B �� �� ��� P
} ~ C�������� 5���B4� H(P,Q) �B� ����B �� K�	���� ��

�� �������� ���4���B4�� �� Qw5��� � C�� B	K���� } ~ C�������� H(P ) ����4B���� J����� ���� �� �������� K �	���� ������� �� 5����� ���5 �� ����������4 P
} � ���B � C��4�����4

�� 5����¥ ��4 �� ���B�� 6
H(P ) ≤ H(P,Q) �� }��

�� �K � J� C��5�� 5��� ��4�¥� B�� E �� ����� ��� �������� K �	���� �� 5�����
���B ������ J�� 5��� � �BB�5�4 � �� ��B��������� P ����wK 
K� } 3q����� �B� �� ���K ��� �
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������ ���B �3q��Y� 5���� �������4������ �� � C��4�����4 �� }�� � 5 C�B� ����J��� �� �����
���B �� ��K���� �� ������K ��� �� B����� � C�������� �� 3q����� �� � C��4�����4 ��3q����� }���B � C�������� � C��� ��B��������� �B� ����� � ���B �� �B� 5�����¥ �� ���K � �� ���B
�� 5���� ��� B4J���5� �� B	K����B J� C���� �4��� } ~� 5�B �¥��
K� �B� ����4 ��� ��
��B��������� ������K � Pu

B�� E = {1, . . . ,m} } � �����B m �� �� ���K � 2d ���� 5�������
�� B�������� } ~ C�������� �� Pu

���� 6

H(Pu) = −
m∑

i=1

1

m
log

1

m
= log m = d.

~� 5��� C J�� �BB�5�� � 5q�J�� ������ i � C45������ ������� �� i−1 ���5 d ���B �4���� ��
������4�4 �� ��4�¥� } ��� �¥�K��� � ���� m = 8 = 23 � �� � C(3) = 010

} ~ C��4�����4 ��
���B�� �� �K � J� C�� �B� ������� � C�BB�	�� �� 5���� ��B ����4�B ��B�����4�B �� K ���r��
������K � ���5 �� ����� 5��� ��4�¥� }

� ���� �ac`�i ci �l�p`b
~� ��� �� 5���� B�5���� � C�B� ��B �� ��4B����� � C�������qK� �� 5����� �� ��
K��

���� ��J��� ���B �����	��B � � C������ �� �wK 
K� ����VW� } �����B J�� 5�� �������qK �
�B� �4���4 �� �� ������ � 5��B���5���� � �� �� �����B����� � }� }
 } ���B �BB�	��B �5� ��
����� ��� ��B���5���� ����� � C�B� �5� �q4���J�� �� 5����� �� B�� �B� �5� �����J�� � 5�
������� 4���� �� 5����� �� ��
K�� }3��� P ��� ����������4 ��5����� �4��BB��� ��B ����4�B � ��5���� } �� ������ ��
� C��4�����4 �� }�� � � C�����B����� J�� ���� �����B�� �� K���B �� ���B ��BB�� ��B ���� �� 5�w
���� ���� ������� ��� ����������4 Q ���� � C�������� 5���B4� H(P,Q) B� ������5q� ��K�¥�K�K �� H(P )

} �� � C�����B ���K �B � �� ���� ������� Q K���K �B��� � C�� ���K �����
�� ������5� K(P,Q) �4���� �� �� }
� } � 5�� �
 �� � �� ����������4 �K����J�� P̂ �B��K 4�
�� B��B �� K�¥�K�K �� ����B�K����5� �B� �� ��� 5������� } v C�B� �� 5� J�� ���B
�������B � C�B� �5� �q4���J�� �� 5����� }� ��������� � �� �����J�� � �� ��� 5���4 ���� � C�����B����� �B� �� 5��B������ �� P̂ w
5��� � 	��� �� 5��� ��4�¥� ���� �� �������� L �B� ����4� ��� L =

⌈
− log P̂

⌉ } v C�B�
� C�������qK � �� ��
K�� J�� � ��K �� ��� ����� 5��B���5���� }���B ��	��B ���5 �� 5����� �� ��
K�� 5�KK� �� ����� �����J�� � ��K ������
� C�K ��4K ����� � C��4� �q4���J�� B���� ��J����� �� ����������4 �K����J�� P̂ B� ������5q�
�� P �� B��B �������J�� } ���B �����������B 5���� K 
K� ��B���5���� ���B �� B����
����� �� ������ � �q4���J�� � �� 5�K���¥ ��4 B�� 5q�B��J�� �� 5���� � �����J�� � �� 5�����
����qK 4��J�� } ~� 5���� J�� B� ��
�� �� K ���¥ � � C�������5���� �� 5�B ������B �B� 5��� �
��B K��r��B �� 5q����B �� ������ K����� ��B J�� ���B ��4B�����B K ��������� }

� �� �Q� �P� ��Q� �Q � �
�T� RMO� N� OQ�
� 0�*+/+2* &/ +*/&-@-0/8/+2* &* /&-:&. %& A2%8H&

�� ���5�BB�B (Xn)n∈N∗

�B� ��� 5q���� �� ������ K����� �� � C����� k ∈ N ����4�4�
�� v�� �k�� B� k �B� �� ���B � ���� ������ B���B���B��� � C4�����4 �� ���B

�
(Xn|Xn−1, . . . , X1) =

�
(Xn|Xn−1, . . . , Xn−k)
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�

���� ���� n
} ���B ���B ���5��B �� ���B ���B �� 5�B q�K��r�� �� 5���� ��� �� �4� ���

��B �� n
} ��� v�� �X� �B� ��� B���� �� ��������B ���4� �������B }���B B����B��B J�� ��B k ���K �r��B ��������B X1, . . . , Xk

� C��� v�� �k� B������4� �������B �� ������J��K��� ��B�����4�B �� ��� ������K � B�� E
} ���� i ∈ E ��

4��� �� j ∈ Ek �� 4��� K����� �� � �� �4B���� ��� θ(i|j) �� ����������4 �� ���� ����������
i ���rB j

} ~� ����4� ��B (m − 1)mk ����������4B θ(i|j) ���� j ∈ Ek �� i ���5������
E ����4 � C�� 4�4K ��� B�� � ���5 � �45���� � C4�������� �� �� 5q���� } ���B �4B�����B
��� θ �� �����B ����4�B }
�-8+.&:>'8*A&

3� xn = x1, . . . , xn
�B� ��� B4J���5� ����4� � C4�4K ���B �� E � �� ����B�K����5�

�� xn ��������K ��� � �� v��
(k) �45���� ��� �� ����K r��� θ B C45���

�
θ(x

n) =
1

mk

∏

j∈Ek

∏

i∈E

θ(i|j)n(i|j) �� }Y�

�� n(i|j) �B� �� ��K��� � C� 55�����5� �� � C4��� i ���rB � C4��� j ���B xn } ��� 5��B4J���� �
�� ����� k 4���� 5q��B� � �� ����K r��� θ̂k

�� �� v�� �k� �B��K 4 �� B��B �� K�¥�K�K
�� ����B�K����5� � ������ ��B ����4�B xn �B�

θ̂k(i|j) =
n(i|j)
n(j)

, i ∈ E, j ∈ Ek, �� }��
�� n(j) �B� �� ��K��� � C� 55�����5�B �� � C4��� K������� j ���B xn } ��K ��J���B J��
n(j) �� ���� ��B 5�K�������B�� ��� 4��������� ���������� �� j � �� �� �� �� B4J���5�
xn } E ��B �� 5�B k = 0 � ��B 4���B j ��B�����BB��� � �� ��K���5� ����B n(i|j) ��� n(i) ��
n(j) ��� n

} �����B J�� ���B � C�B��K ��B ��B ��B ����Kr���B �������B ��¥ k ���K �r��B
������B x1, . . . , xk

���BJ� C����B B��� B����B4�B ��B�����4�B ������K 4K ��� }~� ����K r��� �� }�� ���K �� � C��������� ��� ����B�K����5� K �¥�K ��� ���� � C����B4
�� �������qK � �B� ����4 ��� �� ���5���� l � �� B��B �� �� }V� � J�� ���� �5�

l
(
θ̂k

)
= −

∑

j∈Ek

∑

i∈E

n(i|j) log
n(i|j)
n(j)

+ k log m. �� }�X�

�*/-2@+& %&. t77
���B ����B �4��� �� �� }V� � C�������� � C��� ��B��������� B�� �� ��B�K��� ���

J���5��J�� �� ����4 B�� �������4������ �� ���K � �� �������� �� 5����� } ��B���
F = En � ��B�K��� ��� �� ������ mn � ��� v�� �k� � k ≥ 0 � �45���� ��� �� ����Kr��� θ��� ���� ��� ��B��������� B�� F

} �� ���� �4���� B�� �������� � C��� K ���r�� B�K ������ 6
Hn(θ) = −

∑

xn∈En

�
θ(x

n) log
�

θ(x
n) �� }���

v���� J������4 B C�������r�� 5�KK� �� �������� K�	���� �� 5��� � C�� �B	K�����
xn ∈ F = En �4�� ��� �� ��B��������� θ ����4� ��� �� }Y� � 5� 5��� 4���� �4��� B�� F�� �BB�5�4 � θ �� � K 
K� } E��B 5���� ����J�� � ���B �� 5����B ���B ��B 4�4K ���B �� xn

�� ��� �� K ��B ���B �
�5����B �� 5����� �� �� 5q���� �������K ��� } ~ C�������� Hn�B� ����54� ��� n ���� �������� 5� ���� }
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v��B��4���B K ��������� ��� ��B��������� B�� En ���4� �
θ′
} �� �4���� � C��������

5���B4� ����� θ �� θ′ �� K ���r�� B�K ������ � �� }�� ���

Hn(θ, θ′) = −
∑

xn∈En

�
θ(x

n) log
�

θ′(x
n). �� }�W�

v�KK� ��454��KK��� � 5���� J������4 �B� �� �������� K�	���� �� Pθ′
w5��� � C��

�B	K����� xn �4�� ��� Pθ
�� � C��4�����4 �� 5����¥ ��4 �� ���B���3q����� �����

Hn(θ) ≤ Hn(θ, θ′). �� }�
�
�����B J�� J���� k = k′ = 0 � 5�B ������B � C�������� �� ����B �������4������B

�� ���K � �� 5����� B��� B�K ������B � 5����B �¥��B4�B ���B �� ������ � }� � �� ��5����
n ��rB } E��B 5� ������� 5�B � ���B �� ���B �¥���J�4 �� ��������q� � }� }� �� ��B�����
�� 5����� �� ��
K�� ��� ������� � � C��4�����4 �������J�� �� }�� } ���B ��4B�����B
K ��������� �� 5����� ����qK 4��J�� ���B �� K 
K� ����J�� }

� �� ST��
Q �
 N�PR 	� NUMQ

� �� �� �]\l`\]ab
3����B��B ��B��B�� � C��� �4���B����� xn � C��� v�� � C����� k? �� ����K r���

��5���� θ
} ���B B��q�����B 5���� �� K �BB��� xn �������K ��� � 	��� B��B 5��5��4���

��B 5���B �� B�B ��
4����B B	K����B } �� ������ �� � C��4�����4 �� 3q����� �� }�
� � ��
���B ���� � ���� 5���� �� K �BB��� ���5 �� ��K��� �4���� �� ���B � 5q��B�� �� 5���
B�� En � ���5 ��� ��B��������� B�� En � ���� � C�������� 5���B4� ���5 P (θ) B��� �� ���B���5q� ��BB�� �� �� H(θ)

}
E4B�����B ��� k ��� �B��K ����� �� � C����� k? �� �� v�� } ���B ��� �������B ���B

�� �4���� ���B �� ������ � }� B�� �� ����� �� 5��B������ ��� ����� �B��K ����� � 5� �����
4���� �� ���� �� 5���� �� �����rK � �����4 ���B 5� 5q������ } ~� ��B��������� θ̂k

�B��K 4�
�� B��B �� K�¥�K�K �� ����B�K����5� 5�KK� �� �� }�� �B� �� ��� 5������� } v C�B�
��5��� ��� ���B 5� J�� ���B �������B � C�B� �5� �q4���J�� �� 5����� }���� � C�B� �5� �����J�� � �� ���� K ��������� �4���� ��� ���54���� J�� ��5��� ��w
��5����K ��� xn �� ��� 5q���� �� ���B �� ��������

L(xn) =
⌈
− log Pθ̂k

⌉
=

⌈
l
(
θ̂k

)⌉ �� }���
�� l �B� �4���� �� �� }�X� } v���� ���54���� � ���������� ��� � �BB���� �rB ���� ���B���
�B� �����4� 5����� ����qK 4��J�� } ���B ��4B�����B K ��������� B�� �������qK � }

� �� �� � ^�af]\hpi
v��������K ��� �� 5����� �� ��
K�� � ���B ������B �5� ��� ��B5������� �� � C��w

�����qK � �� 5����� ����qK 4��J�� } v���� ��B5������� B� ���� B�55��5�� �� �q4���J��
�� 5� B��B J� C���� �� ����� ��B 5�K��� ��B ��� 5���4B ��4�B � � C�K��4K�������� B��
K �5q��� �� � C�������qK � } ���� ���B �� �4����B ���B �����	��B ��¥ 45���B �� � �����
�� � � } �� �vY�� �� �� ��
�� �� � � } ���� �Y� J�� �������� �� 5����� ����qK 4��J��
� C�� ����� �� ��� ���B �� ���K ���J�� }
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��� � � }� � v����� ����qK 4��J�� � � C����� � �� �� 5q���� abaa
}

t xt Ic(t)
�����������K���

X ∅ [0, 1] [0, 1/2, 1]�
a [0, 1/2] [0, 1/4, 1/2]W ab [1/4, 1/2] [1/4, 1/2, 1/2]
 aba [1/4, 1/2] [1/4, 3/8, 1/2]� abaa [1/4, 3/8] ��� �����B4

d− log(3/8 − 1/4)e = 3v��� 6 X �� � ��4�45�BB��� 6 X �X���� ��Y �� ��� ������������� � Ic(4)

t2%8H&
3��� ���5 xn = x1, . . . , xn

��� B4J���5� � C4�4K ���B �� E � 5���� �� θ̂k
�� }��

� C�B��K ����� �� B��B �� K �¥ �K�K �� � ���B�K����5� ��B ����K r���B � C��� v�� �k����� ���� B����� ��� �4���B����� }���� 1 ≤ t ≤ n ���B �������B j(t) = xt−k, . . . , xt−1
� C4��� ��4B��� �� �� 5q���� ��

i(t) = xt
�� ���5q��� B	K���� � 5���� } 3� t ≤ k ����B � C4��� ��4B��� j(t) �B� K �� �4���

���BJ� C�� 5������� �� ����5� �4����� � 5�� ������ Xt
�B� ��B�����4 B���� �� ��� ������K �

B�� E �� ���B 5��B��4���B J��

θ̂k(i(t)|j(t)) =
1

m
.

~� 5����� ����qK 4��J�� �� xn � � C����� k B� ���� �� ����� ��4������ B�� t = 0, . . . , n �
t = 0 B�������� J�� �� 5����� � C� ��B �4���4 � �� 5�4��� � 5q�J�� 4��� � �� ������
���������� 5������ Ic(t) ⊂ [0, 1]

} ~� ���K ��� ���������� 5������ �B� �¥4 � Ic(0) = [0, 1]
}

3����B��B J�� ��B t ≥ 0 ���K �r��B 4��� �B ����� 4�4 �
�5��4�B } ~ C4��� � t + 1 5��B�B��
� ������������ � C���������� 5������ Ic(t)

�� m = |E| B��Bw����������B �� ��������B
���������������B � θ̂k(i|j(t + 1)) � i ∈ E

} E� 5���� ����� � ���B �BB�5���B � 5q�J��
������ ������ ��BB�� �� i ∈ E �� ���������� ���� �� �������� �B� ��������������� � ��
����������4 ���5 ��J����� �� � C������ } ~� B	K���� xt+1

�B� �����4 �� 5q��B�BB��� ����
������ ���������� 5������ Ic(t + 1) 5��� � J�� �� � 5����B���� }��� ���B �� ������� B	K���� xn

���B� �����4 � ���B �������B �� ���������� Ic(n) =
[�� � �B��] } � � C���4����� �� 5�� ���������� � �� �¥ �B�� ���¥ ��K���B �	���J��B ���� ��B
������B ���5���������B ��4B������ �¥�5��K ��� d− log(B��w�� �)e ���B �� B��� 5��B45�w
����B } ~� 5��� ����qK 4��J�� �� xn �B� 5q��B� 5�KK� 4���� �� ������ ���5��������� ��
���B ����� �� 5�B ��K���B }���� ����B������� � ���B �� ����� � }� � ���B ������B m = 2, E = {a, b} �� 5����B
x4 = abaa � � C����� k = 1

} ���� 5���� 5q���� � �� �

θ̂1(a|a) = 1
2
, θ̂1(b|a) = 1

2
,

θ̂1(a|b) = 1, θ̂1(b|b) = 0.

~��B ��B �����������K���B � ���B �������B � C���������� �� ���5q� �� B	K���� a
}



�W ¡¤����ª� � � �� � ¡¤� ���� �� ��ª��� ���������
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��� 5��B���5���� � �� �������� �� ������� ���������� 5������ Ic(n) �4����

d− log(B�� w���)e =

⌈
− log

(
1

mk

n∏

t=k+1

θ̂k(i(t)|j(t))
)⌉

=
⌈
l(θ̂k)

⌉

5�KK� �� �� }�X� } v���� J������4 4���� ��BB� �� �������� �� 5����� ����qK 4��J�� ��
xn J�� ������� ���5 � C��� �5��� �¥4 �� �� }��� }~ C��4�����4 �������J�� �� }�
� ���� �5� B� �445����

Hn(θ) ≤ Hn(θ, θ̂k).
�� }�V�

�� ���K � �� 5����� � 5���� ��4�����4 B C�������r�� 5�KK� ��454��KK��� 6 �� K �K���
�� ������ 5����B���� � �� �������� K�	���� �� 5����� ����qK 4��J�� � � C����� k� C�� K �BB��� xn �4�� ��� ��� v�� �45���� ��� θ

} v���� �������� K �	���� �4��BB�
�45�BB����K ��� � C�������� �� �� v�� }
� 0A2%8H&

~ C�� 4������ �����B� �� 5����� ����qK 4��J�� B C�
�5��� ��5���K ��� � 5�������� ���w
�����B J�� 5�����B �� �45�����B B� B����� �55���4B �� ��4������ B�� � C����� k ��J���
�� 5����� �B� �
�5��4 ���B� J�� B�� �� ����Kr��� θ̂k

�����B4 } ���B �� �45�����B ��B ��
���54���� �� �45����� J�� �B� ��������K ��� ����5�� K ��B �����	��B ��� �������� ���B
� �� �vY� � ��� �Y� ���� ��B �4����B � ��B ��5q��J��B }

~ C�55��� ��4������ B�� θ̂k
��B� �����rK � } �� �
 �� � ���� �� 5����� ����qK 4��J��

��� J�� ���B �����B �� �� ��4B����� � � C��5����� �4���K ��� �� ����Kr��� θ̂k
� ������ ��B

����4�B } v� ����K r��� � C�B� ���5 ��B �55�BB�� �� �� �45����� � �� ���B �� �B� ��������4
���5 5q�J�� ������� K �BB��� � ����BK ����� } ��5���� 5� ����K r��� �� ��4�K���� ��
5����� B�K��� 
��� ��� B������� ��� �� 5�5� 6 �� � ��� ����� ��� ������ ������ �� �B�
5��B����4 �� ��K���B �4��B J�� ������� 
��� 5����B ���5 ��� ������ ��45�B��� ����
4� ���� ��B ������B �� �45����� } ~� ����Kr��� � C����� k � B�K ��� ������ J���� � ��� �
���� ���B�������K ��� 
��� ��5�� �� ��4�K���� }���� ������� �� �����rK � ��B���� B�� θ̂k

� ���B ��4B�����B K ��������� �� 5�����
����qK 4��J�� 
�
� �
�	� J�� ���B � ��K ����� �� ����� �� ���� ���5 �� ������ �q4���J��
�� 5�K���¥ ��4 B�� 5q�B��J�� }

� �� ST��
Q �
 N�PR 	� NUMQ ������� N�
v� 5����� �B� 5���� ���� 4� ���� �� �����rK � B�����4 �� �� �� ������ � }
 }W } ~ C����w

���qK � ��BB�K��� � 5��� � �� 5����� ����qK 4��J�� 5��BB�J�� ����w��������� � ��4B���4
���B 5���� K 
K� ������ � B�� � J�� � C�� �� 5��5��� ��B �� ����K r��� θ̂ ����� �� 5�����
K ��B �� 5���B �� 5����� }

� �� �� � ^�af]\hpi
~� B��� ����K r��� J�� ���B �	 ���B � �B��� �� �¥�� �� ��4������ �B� �� ����� ��

5����� k
} 3��� � ������� xn = x1, . . . , xn

�� K�BB��� � 5���� �� Ic(0) = [0, 1]
}



� �� � ¡����� �ª��¤������� ��������� �


��� � � }W � v����� ����qK 4��J�� 
�
� �
�	� � � C����� � �� abaa
}

t xt Ic(t) θ̂
(t)
1 (.|.) �����������K ���

X ∅ [0, 1]
(a|a) = 1/2
(a|b) = 1/2

[0, 1
2
, 1]

�
a [0, 1

2
]

(a|a) = 1/2
(a|b) = 1/2

[0, 1
4
, 1

2
]

W ab [1
4
, 1

2
]

(a|a) = 1/3
(a|b) = 1/2

[1
4
, 3

8
, 1

2
]


 aba [1
4
, 3

8
]

(a|a) = 1/3
(a|b) = 2/3

[1
4
, 7

24
, 3

8
]

� abaa [1
4
, 7

24
]

(a|a) = ��� �����B4
(a|b) = ��� �����B4 ��� �����B4

d− log(1/4 − 7/24)e = 5v��� 6 X �XX � � ��4�45�BB��� 6 X �XXX���� ��
W �� ��� ������������� � Ic(4)

t2%8H&
3����B��B J�� ��B t ≥ 0 B	K����B ����� 4�4 �����4B � t = 0 B�������� J�� ��

5����� � C� ��B 5�KK��54 } ���� ������� xt+1
� ���B 5�KK�����B ��� �5�����B�� ��B

����������4B �� ����B����� 5�KK� B��� 6

θ̂
(t)
k (i|j) =

n(t)(i|j) + 1

n(t)(j) + m
�� }���

�� i ∈ E � j ∈ Ek � n(t)(i|j) �� n(t)(j) �4B������ ��B� �5����K ��� �� ��K��� � C� 55��w
���5�B �� i ���rB j �� �� j ���B �� 5q���� xt = x1, . . . , xt

� ��������B J�� n(t)(j) �� ������B 5�K�������B�� ��� 4��������� � 55�����5� �� j � �� �� �� 5���� 5q���� } v�B ���w
�������4B ���r���� 5� J�� ���B B����B �� �� 5q���� � � C��B���� t �� 5����� � ����B B���
� C�B� �5� 
�
� �
�	� �� � C�������qK � } �����B J�� ���� 0 ≤ t ≤ k �� � θ̂

(t)
k (i|j) = 1/m���� ���� i, j 5�� ���K 4K��� � �� ��B��������� ������K � ��B k ���K �r��B ��������B

� C��� v��
(k)

} v��B��4���� j(t + 1) = xt−k+1, . . . , xt
� �� �45���� 5�KK� ��454w

��KK��� � C���������� 5������ Ic(t)
�� m ����������B �� ��������B ���������������B �

θ̂
(t)
k (i|j(t + 1)) � i ∈ E �� �� ������ xt+1

�� 5q��B�BB��� ���� ������ ���������� 5������
5��� � J�� ��� 5����B���� } ~� 5��� �� xn �B� 5��B����� � ������ �� Ic(n) 5�KK� ��
������ � }
 }W }���� ����B������� � ���B �� ����� � }W � ���B 5��B��4���B � ������� m = 2, E =
{a, b} �� 5����B x4 = abaa �� K���r�� ���������� � � C����� k = 1

}
t2::&*/8+-&.

��K��J���B B�� 5�� �¥�K��� J�� �� �������� �� 5��� ��������� � V ���B � �B� ���B
�K�������� J�� 5���� �� 5��� ���w��������� ������ � }�� � 
 ���B } v��� ���� ���� ��
���� J�� � ���B �� 5�B ��������� � �� ����Kr��� �����B4 ���� �� 5����� 4����� � 5q�J��
��4������ } �� � C�B� ���5 ��B ����K �� �rB �� �4��� �� 5����� } ���B ��� �������B ���B
�� �4���� B�� 5� ���� ���BJ�� ���B ��4B�������B � C��4�����4 �� � �BB���� �� ������ � }V }
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v�� �¥�K��� K ����� ��BB� �� ���� �4�4��� B������ 5��5������ �� 5����� ����qK 4w
��J�� 6 � ��B �� 5q���� 5�K����� �� ����B�����B � C����� k ����������B � ���B �� ��������
�� 5����� ���K���� } ��� �¥�K��� � ����� ��B �����B t = 3 �� t = 4 �� ������� ��4w
54���� � � C4��� 5������ �B� a

} �� ������ ���5 �� B	K���� b ���5 ����������4 2/3 ��
�� B	K���� a ���5 ����������4 1/3

} ~� B	K���� a � J�����4 � C��������� � B� ��4B���� }��� 5��B4J���� � �� ���B ���� 5q��B�� � � C4��� � t = 4 �� � ��B � ���� ��B ���¥ �����w
�����B [1/4, 7/24] �� [7/24, 3/8] �� �����������K��� } ~ C���������� ���� Ic(n) � ���5
��� �������� ���B ������ J�� B� b B C4���� ��4B���4 �� �� �������� �� 5��� B C�� ������
���K���4� � 5 ���B } ���� 5�K�����B�� � �� K �BB��� abab B� 5��� J���� � �� � �� � ���B
0110

}
�����B ���� J�� ��B ���K �B 1 �� m �� ��K4������ �� �4��K ������� �� �� }���

�BB����� J�� 5�B ����������4B �� ����B����� �� B C�������� � �K��B } � ��B� � ���B �� 5�����
����qK 4��J�� ��������� � ��B ���������B �� 5���������� ��B � C����������B �4����B � ��
����� � 5��� �BB��� J�� Ic(n) � C�B� ��B � C���4����� � ��� �� J�� �� 5����� � ��� ���� B�
���K ���� } E��B �� 5�B ���w��������� ���� �¥�K��� ���B �� ����� � }�� � �� ���� �������
��B ����������B �4����B � �� ����� � K��B ����B 5 C�B� �45�BB����K ��� �� ����� ����������
J�� B��� 5q��B� ���BJ�� �� ����Kr��� θ̂ �B� �4���K ��4 � ������ ��B ����4�B }

� 0A2%8H&
3��� � C������ k �B� �45�BB���� �� �45����� ���� ��������� �� K �BB��� xn } v�� ������

� ��� ��B4K ��� 
��� ����4 �� ��4�K���� }

=2*H<&<- %< A2%&
~� �������� �� 5��� ����qK 4��J�� ��������� � � C����� k �� xn � ���4� La,k(x

n)�4����

La,k(x
n) =

⌈
− log

(
n∏

t=1

θ̂
(t−1)
k (i(t)|j(t))

)⌉
=

⌈
−

n∑

t=1

log θ̂
(t−1)
k (xt|xt−1, . . . , xt−k)

⌉
.

�� }���v���� ���K��� ���r�� ���� � C��4� �� � C��������� ��4 �� 5����� 6 �� 5��� 5q�J�� 4�4K ���
xt

���5 ��� ����������4 θ̂
(t−1)
k

�B��K 4� � ������ ��B ��B��������B ��BB4�B �� ���5�BB�B
xt−1, . . . , x1

} v���� �������� ���B �Kr�� � �� ������ �� 5�K���¥ ��4 B�� 5q�B��J�� }

� �� �� �ape^i� ]\k _\agh`_\]nli
��BB���� ��������� 5���� ������ ��� �¥�K��� ���B ���BY�� � ��BY��� } �����B J��

5�B ������¥ ������� B�� �� 5���� ���B �4�4��� J�� 5��� � ��B 5q����B �� ������
K����� ��B } v�B �����r��B ��B���� 5�� ������ � � ����� B��B � � C�¥�K��� �� ���B �������
�� 5���� ������ B C�����J�� �� ���K � �� 5����� 5�KK� ���B �����B �� � C�¥���J��� }
� 0�*+/+2* 
 �
 �� � �	� xn ∈ En �� � ���
� � �����	�� 	 �� n ��� ����� � �
 ���� ��� 	�	
�����
��	
�� �� xn

���
�	��� ��� 
� � ����� ��� ��
���� �� � 
���� �� ��	� ��� � ������
k ∈ N

��� ���� 	� �
�

Ck(x
n) = −

n∑

t=1

log θ̂
(t−1)
k (xt|xt−1, . . . , xt−k).

�� }�Y�
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�
�� ����� 
� �� � ��� 0 ≤ t ≤ n − 1
� �� 


θ̂
(t−1)
k (i|j) =

n(t−1)(i|j) + 1

n(t−1)(j) + m


��� i ∈ E
�

j ∈ Ek
�

n(t−1)(i|j) �� n(t−1)(j) �� � �� ��� � ��������� ��� ���� ���	���
�� i 
� ��� j

�� �� j �
�� �
 ��
��� xt−1 = x1, . . . , xt−1 � n(t−1)(j) �� ���
�� �
����� �
�	�	� �� �� � �������� �� �� j � �
 
 � �� ����� ��
���� � 
�� �� �
� k = 0
� ���

	�
�� �� ��	� ��� j �	�� 
�
	�� ��� �� �� ���� �
�� nt(j) �
� t �
E C���rB �� }��� � �� 5�K���¥ ��4 B�� 5q�B��J�� Ck(x

n) 5���5��� ���5 �� �������� ��
5����� ����qK 4��J�� ��������� �� xn � � C����� k

} ~� ���5q���� B�5���� �B� 5��B�5�4�
� � C�������4������ �� ���K � �� 5����� �� � C��4�����4 �� � �BB���� }

� �� � 	N�	
� ON�	 Q��
T� NUMQ �Q � N����Q�
� �� �� �hkafmpi

���� k ∈ N � �����B Θk ⊂ [0, 1](m−1)mk � C��B�K��� ��B ����Kr���B θ �45������ ���v�� �k� � ������B ���B E � ��B�K��� � m 4�4K ���B } v C�B� �� B��Bw��B�K��� 5�K��5�
� C���4����� ���w� ��� �� � C�B��5� ��5������ �� ��K ��B��� (m − 1)mk } �� K���� 5�
������� �� �� K �B��� �� ~���B��� ��� ������� � ��J����� � C�¥���BB��� ����� ���BJ��
���� θ ∈ Θk

� B� �4�4���� } ���� θ ∈ Θk
�� n ����4B � �� ���� �

θ
�� ����������4 B�� En

�BB�5�4� � θ 5�KK� �� �� }Y� �� 
θ
� C�B� 4���5� �� �45������ } E��B ���BY�� � � ��BB����

K����� � C��4�����4 B������� 6
�902-�:& 
 �
 �� � �	� k?, k ∈ N

�� ε > 0 � . ��� � ���
� � ���� θ ∈ Θk?

�� � ��� n
�� �� � �
��� �� 


Hn(θ) + (1 − ε)
(
(m − 1)mk?) log n

2
≤ 
θ [Ck(.)]

�� }���
�� Hn(θ)

��� � ������� 	� 
�� ��		� � �
 �	���	���	�� Pθ

�	 �

� �

� �� �� 0b\ifefk\`\]ab
3��� k? ∈ N �� θ ∈ Θk?

�� ����K r��� �45������ � C4�������� � C��� v�� � C�����
k? } � �������B J�� ���� ���� xn ∈ En � k ∈ N � �� 5�K���¥ ��4 B�� 5q�B��J�� Ck(x

n)5���5��� � � ��� ������ ����r�� B��4������ ��rB � � �� �������� La,k(x
n) �� }��� �� 5�����

����qK 4��J�� ��������� � � C����� k �� K�BB��� xn } ~ C��4�����4 �� � �BB���� �� }��� ��w
� �K � ����B J�� �� �������� K �	���� �� 5����� ����qK 4��J�� ��������� � C�� K �BB���
�4�� ��� �� v�� �45���� ��� θ �4��BB� �45�BB����K ��� � C�������� �� 5���� �����r�� �
���K ���4� � C�� ���K � � C��B���5���� 2−1(m − 1)mk?

log n
}

�� ���� ����� J�� � ���B �� 5�B ���w��������� � �� ������� � C��4�����4 �������J�� 5��Bw
B�J�� �� }�V� ���B ��J����� 5���� ��B���5���� � C�������� ��B } � ��� �B� ���5 5�44� ���
�� 5���5�r�� 
�
� �
�	� �� 5����� } ~ C���������� ��¥ ����4�B � �¥���K 4� ��� � C�5���w
��B����� ��B ����������4B �� ����B����� �� 5���B �� 5����� �4J������ �� }���� � �����
�� 5������ ��K�B ������� ��J��� �� 5����� � C�B� ��B ����K �� } v�������� � 5 C�B� 5����
�5�����B����� J�� �4B��� �� �����rK � �� �45��������4 B�����4 �� ������ � }
 }W }
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v� ��K�B � C���������� � �� ���5 � C��B���5���� ���B � C��4�����4 �������J�� � ��B��w
���� ���B �� 5�B ���w��������� �� �� ����Kr��� ����K �� θ̂k

�B� 5��5��4 
�
�� �� 5����� }Z�������B 5 C�B� 5� K 
K� ����Kr��� � J�� 5�4� �� �����rK � �� �45��������4 }�� �4B�K4 � �
 �5���� �� 5����� �� K ���r�� 
�
� �
�	�� �BB��� �� �45��������4 ��
K�BB��� K ��B � ���� 5����������� �� 5�4�� ��� ��B���5���� ���B � C��4�����4 �������J��
2−1(m − 1)mk?

log n
}

~ C��4�����4 �� }��� �� 5� �q4��rK � �B� ���5 � K����� �� ������r�� ���5 � C��4�����4
�������J�� �� }�� 5��BB�J�� ������� B����K ��� B�� E 6 � ��� ����� ��B��������� P �� QB�� E �� �

H(P ) ≤ H(P,Q).
E��B 5� ������� 5���� � �� �B� 4����K ��� 5��BB�J�� J�� � ���� ����� ��B��������� P B��
E � �� �¥ �B�� ��� ��B��������� Q B���B���B���

H(P,Q) ≤ H(P ) + 1.v���� �����r�� ��4�����4 �� �K � J�� �� ����� �� 3q����� �B� �����5q���� � � ���
��rB ��� ��� ��B��������� ��4J���� } � �BB���� K����� 4����K ��� ���B ���BY�� � ��
������r�� �� 5���� ��4�����4 J�� ���B 4������B K ��������� }

� �� �� �` _igabci ]bk�`^]\k ci � ]__`bib
~�B ��������B B��� ������J��B � 5����B �� �q���rK � � }V }� }

�902-�:& 
 �
 �� . ��� k ∈ N
�
θ ∈ Θk

�� n 
�� �� � �
��� �� 
 �


θ [Ck(.)] ≤ Hn(θ) +
(
(m − 1)mk

) log n

2
+ o(log n). �� }WX�

~ C��4�����4 4���54� �� �K � J�� �� 5����� ����qK 4��J�� ��������� � � C����� k � ������ �������� 5���5��� ���5 �� 5�K���¥ ��4 B�� 5q�B��J�� Ck(x
n) � �����5q� �B	K�����w

J��K ��� �� �� K�	���� �� ����� ��������� � ��B���5���� � ��4B���4� ���B � C��4�����4
�������J�� �� }��� } �����B J�� �� ��	�� �� ������� �� � �BB���� ���B ���BY�� � ��B��
� C��4�����4 �������J�� �� }��� }

� �� � 	�Q
RN��� NT� �Q O 	T
�
Q � 	M�Q S��

v���� B�5���� �B� 5��B�5�4� � �� �4���K ������� �� � C����� � C��� v�� � ������
� C��� �� B�B �4���B�����B } ����� �����B �B� �� ��B����� � �� ���B ����	��� B�� ��B
5��5���B �� 5����� ��4B���4B ��454��KK��� ���B� J�� B�� �� ����5�� � �� � 	�	���
� ����	� �	�� ���� �� � � C�����B����� �� 5���r�� � C�� ���K ����� |�v ���� �� �4B������� ��
5� �����rK � }

� �� �� �a_]\]ab cl efaj^mpi
�� ��B��B� � C��� �4���B����� xn = x1, . . . , xn

�� 5���� v�� ���� ��B ����K r���B
� C����� k? �� �� ����B����� θ ∈ Θk?

B��� ��5����B } �� B� �����B� � C�B��K �� � � ���w
��� ��B ����4�B xn � � C����� k? �� �� 5q���� } ��� ���B J�� 5�� ����� �B� �B��K 4 � ��
�B� ��B4 � C�B��K �� θ �� B��B �� K �¥�K�K �� ����B�K����5� ��� � C�¥���BB��� �� }�� }���B B�KK�B �� ��4B��5� � C�� �����rK � �� B4��5���� �� K��r��B } ���B ��B�����B
K ��������� ����J��� � C�����B����� �� 5���r�� � C�����K ����� |�v �� }WW� �B� �����4 �
B� �4B������� }
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� �� �� �i ef]bg]e i cl � ������ � ��	
�� ��
� ������ ���� �
���B �����B��B �5� �� ����5�� � �E~ B��B B� ���K � �� ���B B�K��� 6 � �B��B��� � C��

K �BB��� xn � ��5���� �� �� ���B����B ��5q��J��B ���� 5� ����� � �� ���B ���� 5q��B��
5���� J�� ������� �� 5��� �� ���B 5���� } ���� ���B �� �4����B 5��5������ 5� ����5�� � �
���B �����	��B ��¥ ������¥ ���������B �� � �BB���� ���B�Y� �� ���B �45�KK��� ���BB���� �� ¦������� �� � � } �|�� �Y � ¦��XV� }����54 �� 5���� K ���r�� � �� ����5�� � �E~ B C�����J�� ��������K ��� � ����� ���w
��rK � �� B4��5���� �� K��r��B } ���B ��B��B��B �� �
 �� � C�� K�BB��� xn J�� ���B
������B 5���� � � C���� ��B ��
 4�����B ��5q��J��B �� 5�����B ����qK 4��J��B ��4B���4�B
���B ��B ������B � }
 �� � }� } ���B ����B �� ������� � }
 }W� J�� �� 5����� ����qK 4��J��
���w��������� ��4B���� �� �4���� K �� ��� �� �� ��B 
��� �45������ � ���B �� ���BB����B
���5 �� 5��4 ���� � C��B���� } ~� 5����� ����qK 4��J�� ��������� � J���� � �� � � �45�Bw
B��� �� 5q��¥ ��4������ � C�� ����� k �� 5����� �� ������� �� 5��� ���� �� ��������
La,k(x

n) �B� ����4� ��� � C4J������ �� }��� } ~� ����5�� � �E~ ���B ���BB� ���5 �
5q��B�� 5�KK� ����� �� 5����� 5��� � J�� �4���B�

k̃ =
���K �� (La,k(x

n), k ∈ N) . �� }W��

� �� �� � ]ib `	ig ^` ck\ifp ]b`\]ab ci ^ dafcfi
��������B J� C�5� �� K �BB��� �B� �4�� ��� ��� v�� � C����� k? � �� � C�����B ���K �B

�� ������ � C�� B	K���� xt
�B� ��5�4� ��� B�� ��BB4 xt−1, . . . , xt−k?

} ��� 5��B4J���� �
���� k < k? �� K �BB��� �� 5�������K ��� 5������� ��B ����B�����B � C����� k ����w
������B ���BJ� C�� �BB�	� �� ��4���� �� ������ � C�� B	K���� xt

�� �� ��������� ��B
�BB�� �� �� ���B �� ��BB4 } E� �� K 
K� ����� � ���� k > k? � �� ����� �� 5�K��� ����
� C�� ���K �����B ���� �� ��4��5���� �� ���5q��� B	K���� �� �� ��B���� � ������� ��B
����B�����B � C����� k ����������B }���� k �¥4 � ���B ����B �¥���J�4 ��454��KK��� ������� � }� }�� 5�KK��� 5�B ����w
B�����B � C����� k ����������B ��4B����B ���B �� K �BB��� ���� ���K ����� �� ��������
�� B�� 5��� ����qK 4��J�� ��������� � � C����� k

} �� B C������ ���5 � 5� J�� B�� 5�w
���� � � C����� k? B��� �� ���B �� 5�5� } E� 5���� K ���r�� � �� 4������ �� ���� ����� ��
5����� ����qK 4��J�� ��������� �� �� �����rK � �� B4��5���� �� K��r�� �����4 �5� } ��
��45���B� ���5 � C�B��K �� � C����� k? ��5���� �� �� v�� �4��BB��� �� K �BB��� ��� ��
k̃ �� }W�� K ���K �B��� B� �������� �� 5��� }

F+:<'8/+2*
���� ����B������� � ���B 5q��B�BB��B m = 2 � k? = 5 ���B� J� C�� ����Kr��� θ ∈ Θ5J�� ���B � C�¥���5����B ��B �5� �� �� �4�4���B �� K�BB��� xn �� �������� n = 1000

}
���B �
�5����B ��B���� ��B 5�����B ����qK 4��J��B ���������B �� 5� K �BB��� ��¥
�����B k = 0, . . . , 10

} ~�B ��������B �� 5���B �4B�������B B��� ��4B���4�B �� ���5����
�� k B�� �� ����� � }� }v�KK� ������� � 5 C�B� � � C����� k = k? J�� �� 5����� �B� �� ���B �� 5�5� } v�w
� ������ � �
�5���� ���B 5�B 5�����B �B� 5�����¥ �� ���K � �� 5��5��B } ���B ��	��B
K ��������� 5�KK��� �B��K �� 5���� �������� �� 5����� � ������ ��B ����4�B } ~ C�B��w
K ����� � ��J����� ���B ���������B � C�B� ����� J�� �� 5���r�� � C�� ���K ����� |�v } ��
5� B��B � �� 5����� ����qK 4��J�� ��������� �B� �� � ��BB� �� 5���r�� � C�� ���K ����� }
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� z� � � }� � ~�������B ��B 5���B ����qK 4��J��B ���������B �� xn ���� k = 0, . . . , 10
}

� �� �� �i gf]\mfi � 0�
�

k �¥4 ��B ��4�����4B �� }��� �� �� }WX� ��45���B��� �� ������� ���� �B��K ����� ��
�� 5�K���¥ ��4 B�� 5q�B��J�� Ck(x

n) �� J������4

Hn(θ) +
(
(m − 1)mk

) log n

2
.

~� ���K � � C�������� � ��5���� �� � C�����B����� � B C�B��K � � � C����� k � ������ ��B ����4�B
��� l(θ̂k)

�4��� �� �� }�X� } ~ C�B��K ����� J�� ���B ���B��B �� �� 5�K���¥ ��4 B�� 5q�Bw
��J�� �� xn ��������K ��� �� K��r�� � C����� k � �� ���5 �� �� �������� �� 5�����
����qK 4��J�� ��������� � � C����� k �� xn � �B� 6

| �v
(k) = l(θ̂k) +

(
(m − 1)mk

) log n

2

= −
∑

j∈Ek

∑

i∈E

n(i|j) log
n(i|j)
n(j)

+ k log m �� }WW�

+
(
(m − 1)mk

) log n

2
.

��� 5��B4J���� � �� ����5�� � �E~ �����B4 ��454��KK��� ���B ���BB� � �B��K �� � C�����
k? �� �� v�� ��5����� ���

k̂ =
���K ��(|�v(k), k ∈ N). �� }W
�

~� J������4 |�v
(k) �B� �� 5���r�� � C�� ���K ����� �� B��B �� ���B � C��������B

���B � C4J������ �W }�� } ~� ���K � �� � ���B�K����5� K �¥ �K ��� ��������K ��� �� K��r��
� C����� k �B� l(θ̂k)

�����B J�� �� � 4�����4 �B� (
(m − 1)mk

)
log n

2

} ~� 5��� 5���� (m −
1)mk �� 5���� � 4�����4 5����B���� �� ��K��� �� ����Kr���B �����B � C��� v��
� C����� k ������� ������� m ������B } �����B J�� ���B � C����B ��B ����4 ���B
� C45������ �� }WW� �� 5���r�� �� 5��� 5���� W �����4 ���B �W }�� � 5� 5��� 5���� �� ������



� �� � ����ª�������� �� � ��ª�ª� � ���� ¡�� ��

���B 5����B������ �� 5���r�� � ��� �B��K ����� �� �� �������� �� 5��� �� xn � � C�����
k
} ~� � 4�����4 �� |�v 5����B���� ���5 � α(n) = log n

}
E ��B ����� 5�B � �� �������� ������ ������� 5� 5���r�� ��v � ���� � 	��
� �� ��� ��� 
�

�	�� ��	���	�� } �� �B� B�K ������ ���B B� ���K � �� 5���r�� |�v �� 
���	
� ��� ��� 
�	��
��	���	�� � ����4 ��� 35q���� �35q�Y � } ~� ��
 4���5� B� B���� �� ������ �� �� K 4�q���
�� ��B���5����� � C�����B����� �� 5� 5���r�� } ���B �����B � C4������ ��� ��B���5����� ��w
B4� B�� ��� �������4������ �� ���K � �� 5����� �����B J�� 35q���� B� ��B� B�� ���
K 4�q��� ��	4B����� � C�B��K ����� J�� ���B � C�������B ��B �5� }

� �� �� � i\alf `l gac`�i `f]\hpk\]nli bab�`c`e\`\]o
E��B �� ������ � }
 � ���B ����B K����4 J�� �� �������� Lna,k(x

n) �� 5��� �4B�������� 5����� ����qK 4��J�� ���w��������� � � C����� k � C�� K�BB��� xn B���B���� ���
5��B���5����

Lna,k(x
n) =

⌈
l(θ̂k)

⌉ �� }W��
�� θ̂k

�B� � C�B��K ����� �� B��B �� K �¥�K�K �� ����B�K����5� ��B ����Kr���B �� ��v�� �k� �4��BB��� xn 5�KK� �� �� }�� }
E� �� K 
K� K���r�� J�� �� 5���r�� |�v �k� �� }WW� B C�������r�� 5�KK� �� ��������

�� 5��� ����qK 4��J�� ��������� � � C����� k �� xn � �� J������4 �§
(k) := l(θ̂k)

5��w
��B���� ���5 � �� �������� �� 5��� ����qK 4��J�� ��� w��������� � � C����� k

} v����
J������4 � �� ���� J�� K�¥�K�K �� � ���B�K����5� � �B� �������4� �� �����rK � �� B4w
��5���� �� K��r�� �����4 �5� 6 ��� K 4�q��� �� B4��5���� �� �	�� k̂ =

���K ��(�§
(k))�Kr������ � B���B��K �� � C����� k? �� �� v�� �4��BB��� �� K �BB��� } ~� �4����B�����

��B 5���r��B � C�� ���K ����� ���B J� C�¥���K 4B �� �W }�� ���K �� �� ������� 5� �����rK �
�� B��w����K4���B����� } �� ����B��B��� 5�B 5��B��4������B �� ���K �B �� 5�����B � ��
� ���� J�� 5 C�B� �� K ���r�� 
�
� �
�	�� � C�
�5���� �� 5����� ����qK 4��J�� J�� 5�4� ��
� 4�����4 �� � ��K �� ���5 � C4� ���� �� B��w����K4���B����� }

� �� �� � ]pl^`\]ab_
���B 5q��B�BB��B � ������� m = 2 � k? = 5 ���B� J� C�� ����K r��� θ ∈ Θ5

J� C��
�B� ������� � C�¥���5���� �5� } ���B �4�4���B �� K �BB��� xn �� �������� n = 2500

}
���B �
 �5����B ��B���� ��B 5�����B ����qK 4��J��B ���������B �� ���w���������B ��
5� K �BB��� ��¥ �����B k = 0, . . . , 10 � ���B� J�� �� 5��5�� �� 5���r�� |�v �k� �� }WW�
���� ��B K 
K�B �����B } ~�B �4B�����B B��� ��4B���4B � ��� �B4B ��� n � �� ���5���� �� kB�� �� ����� � }W } �����B J�� � ���� 5���� B�K������� � ��B 5�����B ����qK 4��J��B ���
�45�BB��4 � �WV B�5����B �� 5��5�� �����B J�� �� 5���r�� |�v �� �45�BB��� B����K ���� �YV B�� �� K 
K� K�5q��� }���B ���������B �5� � C������ 5��BB�J�� ��B 5���r��B � C�� ���K ����� } ~� 5���r�� ��
K �¥�K�K �� ����B�K����5� ��§ � � 5����B������� � �� �������� �� 5����� ���w
��������� ��� �� }W�� � ��4B���� �� �q4��Kr�� q������� �� B��w����K 4���B����� �����B
J�� �� 5���r�� |�v ������� B�� K ���K�K �� k̂ = k? = 5

} �� B4��5������ ���5 �� ���
����� � �� �� K 
K� K���r�� J�� �� ���� �� �������� �� 5��� ��������� ���� �� �B� ���
�B��K ����� }�� ��B���� J�� �� 5���r�� |�v � ������5� � ���� ��B �����B �����B � � 5������
������K ��� } v��� �B� �� �� ��K��� �� ����Kr���B �����B (m − 1)mk ��4B��� ���B
B� � 4�����4 J�� �¥���B� J���� � C����� k ������� } ���� ����� �¥�K��� � ���5 m = 2 ��
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� z� � � }W � 3������B����� ��B ��������B �� 5����� ����qK 4��J�� ��������� � ���w
��������� �� �� 5���r�� |�v �� ���5���� �� � C����� k

}

k X � W 
 � V � � Y � �X
(m − 1)mk � W � Y �� 
W �� �WY WV� V�W �XW��B��K ����� � W � Y �� WY �� �Y �
� W�V ���

��� � � }
 � ~� ��K��� �4�� �� ����Kr���B �����B �� �� ��K��� �� ����B�����B ��B���4�B
���B �� K �BB��� }

���� �� ������� ����� ��B�4 k = 10 � �� ������� 1024 ����K r���B �����B ����B J�� ��
�������� �� ����� K �BB��� �B� B����K ��� �� WVXX B	K����B } ���B ����B ���5 K����4
�� 5���r�� |�v �� ��K������� � ���� 5q�J�� k � �� ���K � (m− 1)mk �� B� � 4�����4 ���
��� �B��K ����� �� ��K��� �� ����Kr���B �
 �5����K ��� �����B � 5���� �B��K ����� 4����
4���� ��¥ ��K��� �� ����B�����B ��B���4�B �� K���B m = 2 ���B ���B �� K �BB��� } ~�
������� � }
 ��4B���� 5���� �B��K ����� �� ���5���� �� k ���� ����� K �BB��� } �� ��������
5q��B�� n ���B ����� �� K���r�� � ��B����� �����B ��B ����B�����B ���B �� K �BB��� ����
4� ���� � C����� � �
�5���� 5���� �B��K ����� �� ������ �� 5���r�� |�v ���B������� ����
��B �����B �����B }

� 	�MR 	
E��B 5� 5q������ � ���B ��4B�����B ��B ������B 5��BB�J��B �� 5�����B �� �� ����

J� C����B ������������� ���5 �� �q4���� ��B ����������4B } E��B 5� 5���� � � C��4�����4 ��
5����¥ ��4 �� ���B�� �� }�� � �����4� ��4�����4 � C�����K ����� �� 3q����� �� �q4���� ��
� C�� ���K ����� � �¥���K � � C�¥ �B���5� � C��� ����� ���4������ � ��� �� �������� �� 5�����
�� B	K����B �BB�B � C��� B���5� } ~� ��5q��J�� �� 5����� �� ��
K�� �B� ��� �5�
5�KK� �� K�	�� �����J�� � C�����5q�� 5���� ����� }
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���B ��������B ��B���� 5�KK��� � �BB���� �4������� � ����� ����� ���B ���BY�� � �
�� ������ �� 5�K���¥ ��4 B�� 5q�B��J�� �� �4K����� � C��4�����4 �� }��� } v���� �����r�� �B�
��� �5� 5�KK� ��� �¥���B��� �� � C��4�����4 � C�����K ����� ���B �� 5�B �� ��B ����4�B
B��� 5��4�B �������K ��� �� �� K ���r�� ���������� } � ��� ��4B���� � ������� � C�¥ �Bw
���5� � C��� ����� �� �4������ ���� �� �������� � C�� ��� 5����� � 5���� ����� 4����
5���� �� 3q����� ���K ���4� � C��� ��B���5���� } ~ C����� �����J�� � ��K ������ � C��w
���5q�� �� ����� �B� � 5���� ���B � �� 5����� ����qK 4��J�� ��������� J�� ���B �45�����B
�� �4���� }��� �����5����� ��B�J�� �� ����5�� � �� � 	�	��� � ����	� �	�� ���� �� ���B �Kr��
���� � �� �4B������� �� �����rK � 4����4 ���B 5� 5q������ 6 �� �4���K ������� �� � C�����
� C��� 5q���� �� ������ K����� �� � ������ �� � C��� �� B�B �4���B�����B } ~� �E~ ���B
���BB� �� �
�� � K���K �B�� �� J������4 |�v

(k) �� }WW� ������� ���B �� 5��BB� ��B
5���r��B � C�� ���K ����� �W }�� �4���� �� �4��� �� 5� K 4K���� } ���B ����B ���5 ��Bw
���4 � ���B ����� 5���� �� �� ���B ��B��� B�� ��B 5��B��4������B �� �	�� ��������
�� 5����� � � C�����B����� � C�� 5���r�� � C�� ���K ����� ���� �� �����rK � �� B4��5���� ��
K��r�� ��B4 }�� ���B� �5���� � �����B J� C�� �B� K ���B ������ � C�
 �5���� �� 5����� ����qK 4��J��
��������� J�� �� 5��5���� �� 5���r�� |�v J�� �B��K � B� �������� } �� �����B����� �4B�w
���� 5q��B�� �� ����� �� 5����� ���� B�� K�BB��� ������ ���5 5��5���� ��B 5���r��B|�v �k� ���B �� ���K ��� ��K�B � ���� ��B���� 5���� � � C����� K ���K �B��� 5� 5���r�� }





���� ���� �

�� �� ���� ��� � �� �������� � �

v� 5q������ � ���� ��� �� ��B����� � �� ���K � �� �������� �� 5����� � � C�����B�w
���� �� 5���r�� �V }�� ���� �� �����rK � �� �� B4��5���� � C�� q�B�����KK� �B��K ���
��� ���B��4 ��5����� } ���� 5��� � ���B ���B ����	��B B�� ��B �4B�����B �� 5q������
��454���� 5��5������ �� 5���r�� |�v �� }WW� �� B�B ����B ���5 �� 5����� ����qK 4��J��
��������� }~� �������qK� �B� 4����K ��� �¥���K 4 �� ��B� W �� 5���B �� 5� 5q������ }

� �� �T�N� NT� �M �
T� O�RQ
3��� f ��� ���B��4 �� ����������4 ��5����� �4���� B�� �� ���������� I �� R �

�B��K �� � ������ � C�� �� B�B 45q��������B xn = x1, . . . , xn
} ���� P = (Ij)j=1,...,m

���
��������� �� I � m ∈ N? ����������B �� �B� ��B4 � C�B��K �� f � ������ �� xn ��� B��
�B��K ����� �� B��B �� K �¥ �K�K �� ����B�K����5� �� B��� �� �� 5��BB� ��B ���B��4B
5��B�����B ��� K ��5���¥ B�� P

} ~ C�B��K ����� ������ �B�

f̂P =
m∑

j=1

nj

n|Ij| �Ij

�V }��

�� nj
�B� �� ��K��� �� ����4�B ��K���� ���B � C���������� Ij

�� |Ij| B� �������� }~� �����rK � �B� K ��������� �� �45���� � � ������ ��B ����4�B ���J��K��� � J�����
��������� P �B� �� K ���¥ �����4� � ��� ����� �B��K ����� } ���� 5��� � ���B 4�������B �
� ������ � C��� ��������� � ��� ��5q��J�� �� 5����� B��B � ���� ��B ����4�B xn } ���
�����5����� �� ����5�� � �E~ � ��� J� C�¥���K 4 �� B�5���� � }� }W � 5������� �� 5q��¥
� C��� ��������� }

� �� �Q �T��
Q ���� � Q
�Q �Q� �T��	Q�
vq��B�BB��B �� �4�� r > 0 �� ��B5�4��B��B � C���������� I �� R = |I|/r ����������B }�� ���� �K ������ J�� �� �4�� r ����4B���� �� ��45�B��� �� ��BB��B �� ��J����� ��

K �5q��� ���5 ��J����� ���B ����������B �� � ��� ���B ��B������� ���¥ �4��B � � C����������
I 5�������� �� ���� R �4��B � �B���������B } v���� �����5q� � ��K �� 4����K ��� �� �������
�� 5�B �� ��B ����4�B B��� ��B �4���B�����B � C��� �������� ��B5�r�� } �������B P��� ����������� �� I � R ����������B � ���B �� �������� r

}
V
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���B �¥���J���B K ��������� 5�KK��� � � ������ � C��� B��Bw��������� P �� P���J���5��J�� � �� �����B����� � ��� �
 �5���� �� 5����� B��B � ���� �� B�B ����4�B xn }v� 5����� B� ���� �� ���¥ 4��� �B }

� �� �� � fip ]mfi k\`e i � ^i gac`�i `f]\hpk\]nli
~� B��Bw��������� P = (Ij)j=1,...,m

�� P��� ��4B���� �� ���K ��� ���� � C�������� ��
�4����� ��B ����4�B � ��� �������� 5q���� yn � ������B ���B [[1,m]] 5�KK� B��� 6

∀i ∈ [[1, n]], yi =
m∑

j=1

j�Ij
(xi)

�V }W�

v�����K ��� yi
�B� �� ��K4�� �� � C���������� �� P ���B ��J��� xi

��K�� } v���� �4�������
K����� 4����K ��� J�� ��B yi

B��� ��B ��B��������B ���4� �������B �� �� ��������
Y =

∑
j�Ij

(X) �� X � ���� ���B��4 f
}

�
 �5����B �� 5����� ����qK 4��J�� ��������� �� 5���� 5q���� yn ��� J� C�¥���J�4
�� B�5���� � }� } §� � C���4� �����5� ��B yi

� �� 5����� � � C����� X B��� K���B 5�����¥
�� ���K � �� ���B J� C�� 5����� � �� ����� B��4����� � �� �������� ������� ��� �� ���
5����� �B� �4B��K ��B ���4� L(yn|P )

}
�� ���K �r�� �����5q� � ���BJ�� m �B� �� ������ �� � C���q���� ���5 ��J��� �� K �BB���

yn �B� 45��� � �� �������� L(yn|P ) ���K���� ���5 m
} �� B� � ��� 5�� ������ J� C�� �4w

5������ ����5���¥ �� � C���������� 5�4� �� �� �4�������4 � �� ������ ��� 5q��� � C�������� �
���B �� 5q���� yn ���B��� ���B� � �K ����� 5���� �������� }

� �� �� � il� ]mp i k\`e i � ^i gac`�i ci efkg]_]ab
��� ���B �� 5q���� yn ��5��4� � ���B ����B �� ������ ������ ��B ����4�B xn 6

5q�J�� xi
�B� ���B � C���������� Iyi

�� P
} ���BJ�� ���B B��q�����B 5���� ��B ����4�B

B��B � ���� � �� ���B ���� �45���� ���B ��45�B4K ��� �� B� B���� xi
} vq�J�� ���������� Ij��4B���� �¥�5��K ��� |Ij|/r �4��B � �B���������B } ���� ��45�B�� �� ������ �� xi

���K � 5�B
�4��B � �B���������B � ���B �
�5����B �� 5����� � �������� �¥� B�� � C���������� � C������B
[[1, |Ij|/r]]

} ~� �������� ��4���B4� �� 5� 5����� �B� log(|Ij|/r)
} � ��B� �� ��K��� �� ���B

�45�BB����B � �� ��45�B��� �� ���B ��B xi
�B� 6

L(xn|yn) =
m∑

j=1

nj log(|Ij|/r) =
k∑

j=1

nj log |Ij| − n log r. �V }
�

¦������K ��� � 5���� �������� � ������5� � ��K ����� ���BJ�� m ���K���� ���BJ��
��B ����������B �� P ��� ������� ���B � ����B �� �� ��45�B��� ��B xi

� C������ ���B ��B4� }

� �� �� �ee^]g`\]ab cl ef]bg]e i ���

v�KK�����B ��� ����� J�� � ���� J�� �� 5����� J�� ���B �����B �� ��4B�����
B��� ����r��K ��� �45������ � �� �������� 4����K ��� ��5���� �� ��������� P � ������
�� ��J����� �� �B� �
�5��4 } �� ��� ��5����� �� ��������� �B� ��� �¥�K��� �����4 ���B
��3� �W� } �� �����J�� � �� �������� �� 5��� �45�BB���� � �� ��������� �B� �4���������
������ �� �������� �� 5��� ��B ����4�B ����BwK 
K�B � 5 C�B� ���� 5���� ���B�� J��
���B �� �4�������B }
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�� ���� � �� �������� L(xn|P ) �� 5��� B��B � ���� ��B ����4�B xn � ������ �� ��
B��Bw��������� P �� P��� �B� ����4� ���

L(xn|P ) = L(yn|P ) + L(xn|yn). �V }��
���B ��B��B��B �5� � C������ �� ��5q��J��B �� 5�����B �� ��B ����4�B J�� P�����4B���� �� B��Bw���������B } ~� ����5�� � �E~ ��� J� C�¥���K 4 ���B �� B�5���� � }� }W

���B ���BB� ���5 � 5q��B�� 5�KK� ��������� 5���� J�� ������� �� 5����� �� ���B ��w
�5�5� } v��5������ �� K ���K �B����� �� L(xn|P ) � ���B ����B �� J� C� K�B��� J�� ��
��K��� � C����������B m �� P ���K ���� � �� ���K ��� ���K � �� �V }�� ���K���� 4����w
K ��� �����B J�� �� B�5��� ��K ���� } v C�B� 5� 5�K�����K ��� �����B� �� L(xn|yn) ���������� � L(yn|P ) J�� � ��� � ��K ����� �� �45���� B� �� ��������� P �B� �55������� }~� J������4 L(xn|P ) ��4B���4� �5� � C�B� ��B �� 5���r�� � C�� ���K ����� �� B��B
�� ���B ��B ��������B ���B 5� K 4K���� } ��� �B��K ����� ��B ��������B �� 5�����
������� �� � �� ���B �V }�� ���5� ��¥ ������B �4������4�B ���B �� 5q������ ��454����
�� K��������� ���B � ��K ����� �� ��������� �� ��� 5���r�� }

� �� � �� NR �� NT� �Q O� OT�
MQM
 �Q �T��
Q
~� ���K � L(yn|P ) ��4B��� ���B �V }�� �B� �� �������� �� 5����� ����qK 4��J��

��������� � � C����� X �� �� 5q���� yn } ��� ��B 5��B��4������B �� 5q������ ��454����
������� B�� 5� 5����� �� B�B ����B ���5 �� 5���r�� |�v �� }WW� �B�5���� � }� }�� � 5� ���K �
B C�B��K � ���

L(yn|P ) ≈ |�v
(0) = −

m∑

j=1

nj log
nj

n
+ (m − 1)

log n

2
. �V }V�

v���� �B��K ����� � 5����4� � �V }
� � ���B � ��K �� � C�B��K �� �� �������� �V }�� ��
5����� B��B � ���� ��B ����4�B ���

v��Z
(P ) =

|�v
(0) + L(xn|yn)

= −
m∑

j=1

nj log
nj

n|Ij|
+ (m − 1)

log n

2
− n log r. �V }��

§ �� �� ����5�� � �E~ � 5 C�B� ���5 �� ��������� J�� �4���B�
P̂ =

���K ��(v��Z(P ), P B��Bw��������� �� P���) �V }��
J� C�� ���B ���� 5q��B�� ���� � C�B��K ����� �� f ��� f̂P̂

5�KK� �� �V }�� }������ �� ���K � −n log r � �� J������4 v��Z(P ) �B� �� 5���r�� � C�� ���K ����� ��
B��B �� �W }�� } �� �
 �� � B�� ���K ��� ���K � �B� � C����B4 �� �������qK � �� �� ����B�K w
����5� K �¥ �K ��� ��B ����4�B ��������K ��� � �� 5��BB� ��B q�B�����KK�B 5��B�����B
B�� P 6

− log

(
n∏

i=1

f̂P (xi)

)
= −

m∑

j=1

nj log
nj

n|Ij|
.

~� B�5��� ���K � �B� � J���� � �� � � �� � 4����B����� 5����B�������� � � C�B��K ����� ���
�� q�B�����KK� � m ����������B } ~� ���5���� �� �4�����4 α(m) �� �W }�� ���� �5� log n

}
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�� 5� B��B � �� 5���r�� v��Z ���� 
��� �� 5�KK� �� 5���r�� |�v �������� W }�� �����J�4
�� �����rK � ���w����K 4���J�� �� �� B4��5���� � Cq�B�����KK� }���B 5q��B�BB��B �� 5��B����� �� ���K � −n log r ���B v��Z �V }�� ���BJ� C�� � ��K ��
�� 5��B����� � C�B� �5� �������� �� 5����� �� 5���r�� } 3� ��4B��5� � C����� ��B B�� ��
5q��¥ �� P̂ ��� �V }�� }� ��B B� 45��J��K��� � �� ��45�B��� r �B� �B��4� ���B �� v��Z } ��� 5��B4J���� � ��
5q��¥ �� P̂ ��� �V }�� �B� ���5 ���4� ������ �� 5���� ��45�B��� } v���� ��K ��J�� ���B
� ��K �� � C4������ �� ���54���� �� B4��5���� �V }�� � � C�����B 5��BB�B �� ���������B B��B
� ����� � C�������4������ �� v��Z �� ���K � �� �������� �� 5����� } v��B��4���B ��
�
 �� ��� 5��BB� P �� ���������B J�� B����� �����B ��B B��Bw���������B � C��� 5�������
Q � ��������� �4����r�� �� I

} vq��B�� r 5�KK� �� �������� ��B ����������B �� Q �����
�� B��B ����� � �� ���54����

P̂ =
���K ��(v��Z(P ), P ∈ P).�� �����5����� � �� 5��BB� ��B ���������B �� I � m ����������B ���B �� ��������B

|I|/m ���� m ∈ [[1,M ]] ���5 M ∈ N? �¥4 ���� 
��� �����B4� �� �� B���� } E��B ��
B���� � �� q�B�����KK� 5q��B� ���K � ��� ����� 5��BB� �� ���������B �4����r��B B��� ����	�� �	�� }��� ����B����� � ���BJ�� ���B ������������B ���5 ��� ��45�B��� r �¥4� � ��� ���������
P��� �BB�5�4� �� �� K 4�q��� �V }�� � ���B ��������B � Cq�B�����KK�B ���
� 	
��� } v����
���K �������� �B� �K�����4 � � C�������qK � �� ������KK����� ���
� 	
�� ��4B���4 ���� �BB���� �� � � } ���B ��3� �W� } v�� �������qK � ���K �� �� �4���K ���� �� ��������� P̂�4������ �V }�� �� �� ��K��� � C�� 4������B �� � C����� �� R2 ����B J�� � 
 � �	��	� �� �B�
�45�BB���� �� 5��5���� 2R−1 5���r��B � �� ���� 5q�J�� B��Bw��������� �� P���

} ���B
�4�������B 5�� �������qK � �� ����¥� � }

� �� �NRMO�� NT��
E��B 5���� B�5���� ���B 5q��B�BB��B ���� ���B��4 ��5����� 5���� � C��� ��� β ��

����Kr���B (1/2, 1/2) �
1

Γ(1/2)2
x−1/2(1 − x)−1/2,

�� �� �4�4���B �� 45q�������� �� ������ n = 1000
}

� �� �� � ]_\a�f`ppi fk�l^]if
���B ����������B ���B �� ���K ��� ��K�B ���5 ��B ���������B �4����r��B Pm

��
]0, 1[ � m ����������B ���� m = 1, . . . , 50

} ~� ����� V }� ��� ��4B���� �� 5���r�� v��Z
5��5��4 B�� � C45q�������� �� ���5���� �� m

} �� ������ 4����K ��� �� ����� V }� �� � ��
�������� �� 5����� �� ��45�B��� L(xn|yn) �V }
� ���B� J�� � C�B��K ����� |�v(0) �V }V� ��
�� �������� �� 5����� ����qK 4��J�� L(yn|P ) � �� B�KK� �� 5�B ���¥ J������4B 4����v��Z �V }�� } ~� ��������� �4���B��� �� K ���K�K �� v��Z �B� ������� ���� m̂ = 17�� � Cq �B�����KK� �BB�5�4 �B� ����4B���4 � B�� ����B4 � �� ��� β(1/2, 1/2) � �� ����� V }W }~� ��������5� �� ������5� ����� ���¥ ���B��4B �� ����������4B f �� g �B� �4����
5�KK� �� ��K �wB�KK� ��B �� ���K �����B �� ������5� �� }
� K(f, g) �� K(g, f)

} � ���
���� ���5 6

D(f, g) =
1

2

∫
(g − f) log

g

f
dλ. �V }Y�



� �� � ���� �¡����� � �� ª�¡���������¡� �� �� � V�

���B ����B 5��5��4 5���� ��������5� ����� �� ��� β(1/2, 1/2) �� � Cq �B�����KK� �4������
������ �4B���4 ��� hr

6
D(β, hr) ' 1, 20. �V }��

v� �4B����� �B� � 5�K����� ���5 5��� � �V }�X� �� �� ������ B������� }

� �� �� � ]_\a�f`ppi c�b`p ]nli
v���� ���B ���B �¥��B ���� ��45�B��� r = 2.10−2 �� �4���K ����B � Cq �B�����KK�

�	��K �J�� �4���B��� �V }�� ���5� � � C�������qK � �	��K �J�� ��4B���4 �� ����¥� � }
~ C�������qK� �	��K �J�� �����B4 � ��K �� ��� 5���K ��� �� ������ ��� ���5� ��B �B��K �w
����B ��B ��������B �� 5�����B ���������B L(xn|yn) �V }
� �� L(yn|P ) �V }V� ���� P ���
B��Bw��������� �� P���

} ��� 5����� �� � ��K �� � ���� 5q�J�� m = 1, . . . , R � � C�������
�� ������ v��Z �P̂m

� �� P̂m
�4���B� �� K ���K�K �� v��Z ���K � ��B B��Bw���������B

�� P��� � m ����������B } v� B��� 5�B J������4B J�� B��� ����4B���4�B B�� �� ����� V }
 �
�� ���5���� �� m = 1, . . . , R

} ~� ��������� P̂ B���B���B��� �V }�� �4���� ��BB�

P̂ =
���K ��(v��Z(P̂m), m = 1, . . . , R).

E��B ����� 5�B 5� K ���K�K �B� ������ ���� m = 7 �� � Cq �B�����KK� 5��B����� B��
P̂ �B� ����4 �� ����� V }� � B�� ����B4 � �� ��� β(1/2, 1/2)

}
�5� � �� ��������5� �� ������5� �V }Y� ����� �� ��� β(1/2, 1/2) �� � Cq �B�����KK�

�	��K �J�� hd
������ ����

D(β, hd) ' 0, 89. �V }�X�
v�K������ 5� �4B����� ���5 �V }�� � �� ��B���� J�� � Cq �B�����KK� �	��K �J�� � K 
K�
B C�� ��4B���� K ���B � C����������B J�� �� �4������ � ���K �� ��� K�������� �����5q� �� ��
��� ��5����� }

� �� ��� ON��� NT� � O� 
Q�T��� N�����Q �Q OTN
v� �����rK � �� ��5�����BB��5� �� ��� ���B � 4�4 ��B4 ���B �� 5���� � C��� 5��w

��� ������� ����� �� ������ 3	 B�rK �B �� v�KK���5�����B �� ����������� �~��w3�v
�� �������B �� � C4J��� � ����5� Z4�45�K �� |��B� } ~�B K 4�q���B J�� ���B �����B ��4w
B����� ���� �� ������� B��� ��B4K ��� ����B��B����B � ���� ����� �����rK � B�K ������ }���B ��������B �5� 5������B �4B�����B �¥�����B � C�� ������� B��K �B � 5���� ���� � ���
5�� �4���5� �������������� } v���� B��K �BB��� �B� ��4B���4� �� ����¥� E }

E �B��B��� � C�� 45q�������� �� ������ n � C��� ��� �� ��	 ����q � ���B ���B ���4��Bw
B��B � �� ��5�����BB��5� �� 5���� ��� ���K � � C�����B ���B 5��������B ���� ��BJ�����B
���B ����B 5q��B� ��B ��B���������B �� ��5� �� �� ������� } v�B ���B B��� q���������w
K ��� �����B4�B ���� �� K��4��B����� �� 5����¥ �� ����BK �BB��� B��Bw� � � �����������
K�������� �5�������� } ���� ���B �� �4����B 5��5������ 5�B ���B �� ����B �����5�����B ���B
� C4���� ��B 5����¥ �� ����������� � �� ���� 5��B����� �� ����� �� ������� ����X �� }

=8 :0/92%& A'8..+;<& @8- �2':2H2-2,	F: +-*2,
~� K4�q��� 5��BB�J�� ���� �� 5�KK�����4 B5������J�� �������� �� ����BK �BB���

��K4��J�� 5��B�B�� � 5��5���� �� ��B���5� �� ���K������w3K ����� ��3� ����� ��
���5���� �� �4��������� �K����J�� �� � C45q�������� �� ��B ���5����B �� �4���������B
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���

�� �

� z� � V }� � ~� 5���r�� �V }�� � C�� 45q�������� �� �� ��� β(1/2, 1/2) B�� ��B ���������B
�4����r��B Pm

��� ���5 B�B ���¥ 5�K��B����B |�v(0) �� L(xn|yn) �� � } ~� K ���K�K
�B� ������� ���� m̂ = 17

}



� �� � ���� �¡����� � �� ª�¡���������¡� �� �� � V�

� z� � V }W � ~ Cq�B�����KK� �4������ � �� 5��BB�B �4���K ��4 ��� �� 5���r�� �V }�� B�� ��w
��B4 � �� ���B��4 ��5����� }

� z� � V }
 � ~�B 5���r��B K ���K��¥ v��Z(P̂m) B�� �� 45q�������� � C��� ��� β(1/2, 1/2)
}
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� z� � V }� � ~ Cq�B�����KK� �	��K �J�� � � 5��BB�B �4���K ��4 ��� �� 5���r�� �V }�� B�w
� ����B4 � �� ���B��4 ��5����� }

�q4���J��B ��B ���B �� 5�K�4������ } �� 5q��B�� ����B 5�KK� ��� 5���� J�� K ���K �B� 5�B
��B���5�B }

=8 :0/92%& � 9+./2H-8::&
���B �����B��B �5� � C�����B�� ��� K4�q��� � q�B�����KK� } ���� 5��� � �4���K ����B

� Cq�B�����KK� ��4������ �� �	��K �J�� � 5� ������� �45�BB����� �� 5q��¥ ��4������ � C���
��45�B��� � �BB�5�4 � � C45q�������� ��� �� 5���r�� v��Z �V }�� ���B 5��5����B �� ��������5�
�� ������5�w~��� ��� �V }Y� ����� 5�� q�B�����KK� �� ��B ���B �� 5�K�4������ } ���B
5q��B�BB��B 5�KK� ��� 5���� J�� K ���K �B� 5�B ��B���5�B }

�����B J�� �� 5q��¥ � C��� ����� Φw� �������5� 5�KK� 5���� �� � �������� �5� |�Bw
B�� ���� �|�BY� � |�B���� 5��������� � ��B �4B�����B B�K ������B }

� 0.<'/8/.
~� ����� V }V ��4B���� ��B ���¥ �� ��5�����BB��5� �� �� K 4�q��� �����B��� �� ��Bw

���5� �3 ���B� J�� ��B K 4�q���B � q�B�����KK�B �4������B �� �	��K �J��B �� ���5w
���� �� �� ������ n �� � C45q�������� } ~� K4�q��� � q�B�����KK� �	��K �J�� ������� ��B�XX� �� �4�BB��� �� ���B ������K ��� } ~� K 4�q��� � q�B�����KK� �4������ �B� � J����
� ���� � 5�K������� � �� K 4�q��� � 3 }

�����B ��BB� J�� ��B q�B�����KK�B � �4������B �� �	��K �J��B � �4���K ��4B ��� ��
5���r�� v��Z �V }�� B�� ��B 45q��������B � C��� ��B ���B �� VX 5��BB�B ���� n ≤ 10.000

}
�� �B� ���5 ���4��BB��� �� ��K ��J��� J�� � Cq�B�����KK� � �4B�K4 �� � C�� ���K �����
������4� ��� � C45q�������� � ��� 5��J�������� �� ����Kr���B �� K�¥�K�K � ���K ��
��� ��BB� � ���� � ����� K �������� � ��5�����BB��5� �� �� ��� �� ��B� J�� �� ���5���� ��
�4��������� �K����J�� J�� 5��B���� � ���� � ����� � C�� ���K ����� �� � C45q�������� }



� �� � ���� �¡������ �� �ª�������� �� � ������ � �

� z� � V }V � Z��¥ �� ��5�����BB��5� �� �� ��� �� ��	 ����q ��� �� K 4�q��� ��
���K ������w3K ����� ��3� �� ��� ��B K 4�q���B � q�B�����KK�B }

� �� ��� ON��� NT�� �M �
� N�QRQ�� �Q O 	NR �
Q
���B ��������B �5� ��B �4B�����B ����5����¥ � C�����5�����B �� ��K���� �� ������w

K ��� �� � C�K ��� ����4B ���B �v��� � �� �v��� � } v�B �����5�����B B��� 4����K ���
��4B���4�B ���B ��B ����¥�B | �� v �� 5� K 4K���� }

� �� �� �l`b\]�g`\]ab c dlbi ]p`�i ib b]	i`l� ci �f]_
��� �K ��� �� ������¥ �� ���B � ��B�K��� �� n ��¥��B ��¥J���B B��� �������4B ��

������ ������ ����� X �� WVV � ���� 
��� ��� 5�KK� �� 45q�������� � C��� ��� � �B5�r��
� ������B ���B [[0, 255]]

} ���B ������B ���5 ��� �����J��� �� 5���r�� v��Z �V }�� ��
5q��B�BB��� ���� P��� �� ��������� � WV� ����������B �� ��������B � �� � C����������
I = [−1/2, 255 + 1/2]

} vq�J�� ���������� �� 5���� ��������� ����4B���� �� ������ ��
���B �����5����� }���B ����������B �5� ���5 � C�K ��� ~��� ��4B���4� �� ����� V }� ��� } ~ Cq�B�����KK�
�� 5���� �K ��� 5��B����� B�� �� ��������� P��� �B� ����4 �� ����� V }� ��� } �� �����
V }� �� � �� ������ � Cq �B�����KK� �� 5���� K 
K� �K ��� 5��B����� 5���� ���B B�� ��
��������� P̂ �4���K ��4� ��� �� 5���r�� v��Z �V }�� �� ��� �V }�� }~� �4���K ������� � C��� ����� ��������� ���K �� �� J������5����� �� � C�K ��� } ��w
���B P̂ = (Ij)j=1,...,m

} ~� J������5����� 5��B�B�� � �4�BB����� � 5q�J�� ��¥�� �����w
������ � �� 5������ Ij

�� � ����� �� ���B 4��� � � C������ �� ���B ���5q� ��
1

nj

∑

i |xi∈Ij

xi.

~ C�K ��� J������4� �B� ����B ��� �K ��� ���� 5q�J�� ��¥�� �� � ��� ������� J�� m
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��� �� �

� z� � V }� � ~�B q�B�����KK�B �� ~��� B�� �� ��������� P��� ��� �� B�� �� ��������� P̂�� � � m̂ = 39 ����������B �4���K ��4� ��� �V }�� �� �V }�� }

������B � �� ���� ��B WV� q���������B } ~� ����� V }� ��4B���� � C�K ��� ~��� �� ��B� ��
B� J������5����� B�� �� ��������� P̂ � 
� ����������B ��4B���4� �� ����� V }� }���� 4������ �� ��B���B��� ����� 5�B ���¥ �K ���B � ���B �����B��B �� K �B��� q�w
�������� �3�� �. �
� � 	��
 � �� , �	� � �
�	�� } | ��� J�� B�� ���� � ��B5�BB��� � ���� �B�
�����B4� �� 5�K���BB��� � C�K ���B ����� �� 5���r�� �B	5q�w� �B��� ��5���� } �¥���K 4�
�� �45�� ��B � 5���� J������4 �B� �4���� ����� ���¥ �K ���B �� ������¥ �� ���B �� K 
K�
������ l × c

} 3� 5�B �K ���B B��� ���4�B xl,c
�� x′

l,c
� ���� �3�� �B� ����4 ���

�3��
(x, x′) = 10 log10

(
2552

∑
l,c

∣∣xl,c − x′
l,c

∣∣2

)
. �V }���

~� �3�� ����� ���¥ �K ���B ������J��B �B� ����� } � ��B �� �B� ���� � ���B ��B �K ���B
B� ��BB�K����� } ����������K ��� � �� 5��B��r�� J�� ���¥ �K ���B ��� �� K 
K� �����
���� � C� ��� q�K ��� B� ���� �3�� �4��BB� ��B 
X �| � ���5 ��B �4B����B ��454�����B } ~��3�� ����� � C�K ��� ~��� �� ��B� �� B� J������5����� ���� �5� 
Y �VW �| }

� �� �� �lf ^ dh�ea\hm_i c d]bcke ibc`bgi ealf ^i_ ]p`�i_
E��B 5���� B�5���� � ���B K �����B �� ����� �� ���� J�� � Cq	���qrB� � C���4� �����5�

��B ������¥ �� ���B � C��� �K ��� �B� 4� ���KK��� � ��K ����� �� 5��B� } �� �
�� � � C�K ���
�B� �������4����� ��� �� 5������ q�K ��� 5�� B�B ��¥��B ��4B������ ��� 5������� 5�q4w
���5� J�� �� B������ 
��� K ��4��B4� ��� �� 45q�������� ���4� ������ � C��� 5�������
��� } �����B J�� ���B �� ������ ��454����� � B� ���B �� ���B �K4����4 � � C�K ��� ~��� �
	��� �����J�4 ��� ���K������� B�� B�B ��¥��B � �� ��������� 5q��B�� ��� �� 5���r�� �V }��
������ V }�� �� �� J������5����� �4B������� ������ V }�� �������� 4�4 B���5��K ��� ����w
��J��B } ���B ��	��B ���5 J�� 5��B��4��� ��B ��¥��B 5�KK� ���4�������B ��� ���� �
������� ����� � C�� ���K ����� B������� ������4� ��� � C�K ��� }

=& A-+/�-& � <* 2-%-&
k ≥ 0

��������B ���r��K ��� � J�� ���B �� ������ V }W � ���B ����B ��������� �� 5�����
B��B � ���� ��B ����4�B xn � ������ � C��� ��������� P �� � C���������� ���B ��J��� ����B
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��� �� �

� z� � V }� � ~ C�K ��� ~��� �� ��B� ��� �� B� J������5����� B�� �� ��������� P̂ ������
V }� �� �� � 
� ����������B } �3�� � 
Y �VW �| }

� ����� } v� 5����� �B� �B��K 4 ��� �� 5���r�� v��Z �V }�� J�� ��4B���� ���¥ ���K �B
� } �� ���K � |�v �X� J�� �B��K � �� �������� �� 5����� ����qK 4��J�� ��������� �
� C����� X �� �� 5q���� ��¥ ������� yn �

W } �� ���K � L(xn|yn) J�� ����4B���� �� 5����� �� ��45�B��� �45�BB���� ���� ��w
������� ��B ����4�B xn }���B ���B 5��������B �5� � C�BB�	�� � C�����B�� � C�� ���K����� B������� ������4� ���

� C�K ��� �� ���K������ � C����� �� 5����� ����qK 4��J�� �� yn } �� ���� �� �
�� � ��w
B�� J�� � B� ��B ��¥��B xn B��� 5���4�4B � ��� v�� � C����� k > 0 ��B K ��4��B��� K ���¥
J� C��� v��

(0) �� J�� 5���� K �������� K��4��B����� B� ����BK ����� � �� 5q���� yn

�4���� ��� �V }W� }
E ��B �� ���K ��� ��K�B � �� ���B ���� 5q��B�� �� K�	�� �� ���4���B�� � C�K ��� ����

�� ����B���K �� �� �� ��5���� �� ����4�B } v���� ���4���B����� B� ������ �� 5��B�����
�� K ���¥ � C��� �5��5� ��B ��¥��B � ���B 5q��B�BB��B �� ���5���B �� � ��� ��� ����B��4 ��
����� V }Y } �����B J�� � ���B �� ��K���� �� �� 5�K���BB��� � C�K ���B � �� �����B� ��
������� �� ��K�B �� ���5���B �� �	�� � ��w��� ���B ��B ��K����B ����B���K 4B }��� ���B 5���� �� 4������ �
�5��4� � ���B ��B��B��B �� �� 5q���� �� ����4�B xn =
x1, . . . , xn

�� n �B� �� ��K��� �� ��¥��B �� � C�K ��� } 3��� P ��� ��������� �� I =
[−1/2, 255 + 1/2] ���� �� ��K��� � C����������B �B� ���4 m �� �� 5q���� yn �V }W�
�BB�5�4� } ���B �4���BB��B � ���� k ≥ 0

v��Z
(k, P ) =

|�v
(k) + L(xn|yn)

�V }�W�
�� |�v �k� �B� �4��� �� �� }WW� �� B� �������� � �� 5q���� yn � ������B ���B E = [[1,m]]

}
v� 5���r�� �B� ��� �B��K ����� �� �� �������� �4B������� �� 5����� B��B � ���� ��B
����4�B xn � ������ �� �� ��������� P � 5� 5����� 4���� �
 �5��4 �� ���¥ ��K�B 6

� } 5����� ����qK 4��J�� ��������� � � C����� k �� yn

W } 5����� �� ��45�B��� �� xn }



�� ¡¤����ª� � � �� ����¡���� � �¤�����ª����

� z� � V }Y � ~� ���5���B �� � ��� ���

~� J������4 n−1
v��Z

(k, P ) �B� ��� �B��K ����� �� �4��� � �� ���B ��� ��¥�� ���� � �
������ ��� 5���� ��5q��J�� �� 5����� B��B � ���� }��5��� ��� ���B � �� ����5�� � �E~ ������� � }� }W� ���B ���BB� � 5q��B�� ���� ���w
������ P �� � ��� ����� �� 5����� k 5��¥ J�� K ���K �B��� �V }�W� }

� 0.<'/8/.
���B ����������B ��5��� ���5 � C�K ��� ~��� ��4B���4� �� ����� V }� ��� } ���� ��B

���B��B �� B�K���5��4 �� �� ��K�B �� 5��5�� � ���B 5��B��4���B �5� ���J��K ��� ��B
���������B �4����r��B �� I � m ����������B J�� ���B �����B Pm

���� m = 1, . . . , 256
}

��K ��J���B J�� �� ��K��� �� ����4B �� ��� ���4 (m − 1)mk ��4B��� ���B �� ������|�v �k� �� }WW� �� ����� 5���r�� v��Z �k, Pm
� �V }�W� �¥���B� ��rB ������K ��� ���5 m ��

k
} v C�B� ���� 5���� ���B�� J�� ���B ��4B�����B B����K ��� ��B �4B�����B ���� k = 0, 1 �

m = 1, . . . , 256
}

~� ����� V }� ��4B���� ��B ������B ��B �4���B �B��K 4B n−1
v��Z

(k, Pm) ���� ��B
������B �� k �� �� m 5��4�B ��454��KK��� }v�KK� ������� � �
 �5���� �� 5����� ����qK 4��J�� ��������� �� yn � � C����� �
��K ���� �� �4��� � �� ���5 �� 5���r�� } ~� ����5�� � �E~ ��45���B� �5� �� 5q��B�� � C������ �� �� ��������� P50

���� �
�5���� �� 5����� �� � C�K ��� ~��� �� ���B �� 5�5�K ���
��BB�� �� } ~� 5����� � � C����� k = 2 � ��� ����4B���4 �5� � �� B�K��� ��� ��������
� C�K 4��������� ��� ������� � � C����� � � K������� ���B� J�� ��B ��¥��B �� ����� �K ���
B��� ��4B B����K ��� � ���� ���B�� �� ���B ���5q� �� B��B �� ���5���B �� � ��� ��� }��K ��J���B ��BB� J�� � B�� �� ����� V }� � �� ������ ��B �4���B ���� m = 1 5��w
��B� ��� ��¥ ���K ��B }�K� �� }��K �� 5����� ��B �K ���B �� ������¥ �� ���B } E��B
5�B ���K ��B B�K ���B � Y ���B B��� �����4B � 5q�J�� ��¥�� ���� ��45�B�� �� ������ �� B��
������ ���K � ��B 256 = 28 ��BB�� ��B } ��� ����B����� � ���� m = 256 � ��B 5q����B yn ��
xn 5���5����� �� �� ��B���� �� ���� �� �4��� ������ ��� �� 5����� ����qK 4��J�� ����w
����� ����5� �� � C�K ��� } ��� 5��B4J���� � �� ���� J�� ��B 5���� �B �� �4��� ��4B������ ��
K ���K�K K����� J� C�� K4����� �� 5�B ���¥ 5�����B �B� ���B �� 5�5� J�� 5q�5��
� C��¥ B4���4K ��� }



� �� � ���� �¡������ �� �ª�������� �� � ������ �V

� z� � V }� � ~�B �4���B �B��K 4B n−1
v��Z

(k, Pm) �V }�W� B�� � C�K ��� ~��� }

�����B ���� J�� ���B �� ��4B�����B ��B �5� �� �4B�����B �� 5�5�B �� 5�K���BB��� }~� K������� �4��� J�� ���B �������B � ��� ���� V ��� ���� �� 5����� B��B � ���� � �B�
�� �
�� ��rB 4�����4 ��B � �����K ��5�B ��B ���K �B �5������B ���¦ �� ���¦WXXX J��
���������� ��5���K ��� ��B X �
 �� X �W ��� ���5 ��� ����� ��� �B���� � � C� ��� } ���� �������
��B �4B�����B �� ���K � �� 5�K���BB��� � �� B����� ���4��BB��� � C��B4��� ��B ��5q��J��B
�� 5����� ��4B���4�B �5� � �� B���� �� �� ����B���K ����� �� ���������B �� �� ���K �
���¦WXXX �� �� �� ����B���K ����� E�B5���� v�B���B Z���B���K �EvZ � �� �� ���K �
���¦ } �� �4���K ������� ����B � � �� �� 5���r�� B�K ������ � �V }�W� �����J�4 ��¥ 5���w
�5����B ����B���K 4B �� � C�K ��� � � C����� �� 5���4������ �4B������� �� 5�B 5��� 5����B
���B� J�� �� ��������� J�� �4���B����� ���� 5����� �� K ���r�� ����K ��� }

� 0.<'/8/. A2*A&-*8*/ '&. +:8H&. ;<8*/+�0&.
vq�J�� ��������� �4����r�� Pm

���� m = 1, . . . , 256 ���K �� � C�
 �5���� ��� J���w
���5����� �� � C�K ��� ����� ������ V }� }�� } ~ C�K ��� J������4� �B� ��5��4� � � C���� B����w
K ��� �� �� 5q���� ��¥ ������� yn �4���� �� �V }W� � ��������B J�� 5���� 5q���� �4����
�� Pm

�� ���5 �� m
} ~� �������� �� 5��� �4B������� �B� �B��K 4� ��� �� 5���r�� |�v �k��� }WW� ���5 E = [[1,m]] �� k �B� � C����� �� 5����� ����qK 4��J�� ��������� �
 �5��4 }~� J������4 n−1|�v(k) �B� ���5 ��� �B��K ����� �� �4��� �45�BB���� � � C��5����� ��

� C�K ��� J������4� B�� �� ��������� Pm

}
v���� �K ��� J������4� ��4B���� ��� 5������� ��B���B��� ��� ������� � � C�K ��� ��

��B� J�� ���B K �B����B ��� �� �3�� �V }��� } 3�� �� ����� V }�X � �� ����4B���� 5����
��B���B��� ���54� 5����� �� �4��� 5����B������� � ��� ��B �����B k = 0 �� k = 1

}
���� ����B������� � ���B ��4B�����B �� ����� V }�� ��B ���¥ �K ���B ~��� J������4�B

B�� ��B ���������B Pm
���� m = 3 �� m = 13 ������¥ ���B� J�� ����B �3�� ��B� �5���B }���B ������B 4����K ��� �� �4��� ������� ��� ��B 5�����B ����qK 4��J��B ���������B

��¥ �����B k = 0 �� k = 1 B�� 5q�5��� �� 5�B �K ���B } �� ��B���� ��� �¥�K��� J�� �
���� �� �4��� �K��B4 � C��� ���� � �� ��� � �� 5����� � � C����� � ������B� �� �3�� ��


 ��V �| �����B J�� � C����� X �� ����� J�� WW ��� �| }
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� z� � V }�X � ~�B 5���� �B �4���Bw��B���B��� �B��K 4�B �� � C�K ��� ~��� J������4� B�� ��B
���������B �4����r��B �� ��5��4� ��¥ �����B k = 0, 1

}

m = 3 ������¥ 6 WW ��� �| m = 13 ������¥ 6 

 ��V �|
����� X 6 � �
� ��� ����� X 6 
 ��Y ���
����� � 6 X ��
 ��� ����� � 6 � �
� ���

� z� � V }�� � E4���B �� ��B���B��� �B��K 4B �� � C�K ��� ~��� J������4� B�� m = 3 ��
m = 13 ������¥ ���� ��B 5�����B ��¥ �����B k = 0 �� k = 1

}
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� 	�MR 	
�� 5���B �� 5� 5q������ � �� �����rK � �� � C�B��K ����� � C��� ���B��4 ��5����� ���

�� q�B�����KK� �B� �����4 } ���B 4�������B ��� ��5q��J�� �� 5����� �� ���¥ ��K�B
�� � C45q�������� � ����� ��B��B����� } v���� ��5q��J�� ����B� B�� �� 5����� ����qK 4w
��J�� ��������� ��4B���4 ���B �� 5q������ ��454���� } ��� �������� �����5����� ��
����5�� � � 	�	��� � ����	� �	�� ���� �� ���B ���BB� ����B � K���K �B�� �� J������4v��Z �V }�� J�� ����� ���B �� 5��4����� ��B 5���r��B � C�� ���K ����� �W }�� �� B��B ��w
����� ���B 5� K 4K���� } ���B ����B ���5 � ������� ��B���4 � �� ���B ��B��� B�� ��B
5��B��4������B �� �	�� �������� �� 5����� � � C�����B����� � C�� 5���r�� � C�� ���K �����
���� �� �����rK � �� �� B4��5���� � Cq�B�����KK� }���B �����J���B ��B���� 5� 5���r�� � J���J��B ��B ��B ��K����B ���B ��BJ���B ��
5��B���5���� � C�� q�B�����KK� �B� ��J��B� } ~� ������K ��� � C��� �K ��� � ���B ��45�w
B4K ��� B� J������5����� � �B� ���B� �� ���4� } E��B 5� 5���� � �� �����rK � �� � C���4w
� �����5� ��B ��B��������B �B� 4����K ��� �����4 } v�B �4B�����B ���� � C��� �� �� �����w
5�����B ���B �4�����4�B ��4B���4�B �� ����¥� | �� v } ���B ���B ���4��BB��B ���� ��
�����rK � �� ��5�����BB��5� � C��� ��� ���K � ��� 5������� ��K ���� �� ���B 5�������� }�5� ��5��� � � C�����¥ �K ����� �� �� ��� ��� �� q�B�����KK� ������� ��� �� ���K �����
���w�4��������� ���� �� ��5�����BB��5� } v�B �4B�����B ���� � C��� �� � C��� B��K �BB���
� ��� 5�� �4���5� �������������� �� ������ ��B������ �� ���5���5�� ��� ���5�����5B��������B ���� ��4B���4� �� ����¥� E }
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�����; +� + �
�� ��� </�� ��� 4�</�� ��
/� W�
���
/� ^N 9_` ��U�� 
� ��
� ����
�I 9
���� ; 
� ���� R 9S 9a ; +� ������ ��� �
b����� � ���/�� .���� ��.�� ��� ��� � ��+/�� ^���� R 9S 9a` �� ��
T� �/ ��� ��I����
/� ����
�I 9 ��� ���� ��/�
� ��.��; ����
/� R 9Q ;
��/+ � +�� ��/�� � ���/�� ��� �Z �
��� -� I
, 
�I ��� ���� ��/�
� - ���,
/� /< ���
�������� � /��� 9 c��.�� /< ��
� ����
/� ��� 
���
��� -� ��� +/�U /< d 
��

 Ld 
�eeO 9 G�
I
,� 
� ����
/� R 9a �/� � �
�.���
/�� ���.��� 
��.�����
�I ��� �/�,��I���� ���/��� �
I
,�� ����
�� 9 2���
/� R 9R 
� ��,/��� �/ ��� �/� �.���
/� /< �
�U� 
� ��� ����/�
���
I� ���� 9 G� ������ ��� � �
� �
b������� - ��+��� ��� TV�� ���
I� ����
�I 9 ] 
�����;

� ����
/� R 9f ; +� I
,� �� /����� 
��\.��
�� ��I���
�I ��� �
�U /< ��� ���
� ��
/� /<

f ?���.��
�I <�/� � <��� � /��� ������
/� � ���/� ��������� ����
�� 9
Rg



fM �������� � 	 
������� ��
�����
�

= >� �ABEBCA F�

� �� �� ���������� �����
���

I
-� �� 
����,�� /<

R
���/+�� + 
�� ��� ��- ��I.� � ���.��

λ
���

w
-� �

I
,�� �/���I��
,� <.���
/� + 
�� 
���I��� _ ���.� �� �/ ,��
�� /��� /� � ��� /<
I

/<
��- ��I.� � ���.�� M 9 ��� </��/+ 
�I ��T��� � ������ ��/�.�� /�

L2 := L2(I, wdλ)

〈f, g〉w =

∫

I

fgwdλ.
^R 9_`

+�/�� ���/�
���� �/�� 
� ���/��� -� ‖.‖wG� ��//��
F =  ���

(f1, . . . , fd)
�

d
8� 
� ���
/��� �.-����� /<

L2 + 
��
d ≤ n

9 ���
.� ������ ���� ; �/�����
�� �/ +/�U /< K���.� LK��MM ; K��MNO ; /.�

d

� �/� ���/+�� �/

������ /�
n

9 G� ���/�� -�
Mw

��� H��� � ���
V /< ���
fj !�

Mw(j, k) = 〈fj, fk〉w , j, k = 1, . . . , d.

]/� ��� �.��/��
S ⊂ [[1, d]] +� ���/�� -�

FS
��� |S|8�
� ���
/��� �.-����� /<

F

FS =  ��� {fj, j ∈ S} ^R 9N`
��� -�

Mw,S
��� ���/�
���� H��� � ���
V

Mw,S(j, k) = 〈fj, fk〉w , j, k ∈ S
9 4�

F
; ���

/���/I/��� ��/0 ���/� /�
FS


� ���/��� -�
ΠF

S

9
4� ��� ���� + ����

f ? ���.���� �
,�� 
�
F

; +� + �
��
f ? =

∑
a?

jfj
��� ����

S? 
��
�.��/��

S? = {j �.�� ����
a?

j 6= 0}. ^R 9S`
4� ��� ��\.�� 
� + 
�� - � �/�,��
��� �/ 
����
<�

F
�/

Rd , 
�
F → Rd, f =∑d

k=1 akfk 7→ a = (a1, . . . , ad)
T 9 ��
� +��; ��� �\.���� �/�� /< � <.���
/� � ��

-� + �
���� �� ‖f‖2
w = fT Mwf

9
G� + 
�� ���/ ���� �/ ����� ������� �
� 
� ���/��� ��,���� �
� �� 
� ��� ��\.�� 9 4�

/���� �/ ���.�� ���� ��� �/��
����� ,��
�-��� ��,� � ,��
���� ; +� ���.� � <�/� �/+/� ���� ����� �V 
��� �
η > 0

�.�� ����

f ?, fj ∈ L4+η(w), j = 1, . . . , d.
^R 9Q `

d/�� ���� +� ��� �/�����
��� �/ �.��/�� ����
f ? �������� ��
� 
���I��-
�
�� /��� 
�

��� ���� +���� 
� �/�� �/� - ��/�I �/ ��� ����� /< ��I����
/�
F

9

� �� �� "#���$�%���� �����
G� ���/+ ��� /-���,��
/�� �����

Rn + 
�� ��� ���/�
��� ������ ��/�.�� 〈., .〉 ���

�� ���/�
���� �/�� ‖.‖ 9 G ���

x ∈ In ��� � <.���
/�
f

��� I
,�� ; +� ���/�� -�
f(x)��� ,���
��� ,���/� /<

Rn f(x) = (f(x1), . . . , f(xn))T 9 ]/� ��� �.��/��
S +� ��T��

ES

�� ��� �.-�����
ES =  ��� {fj(x), j ∈ S} ^R 9a`

��� ��/����
E[[1,d]]

�/
E

9 G� ���.� � 
� ��� ��\.�� ���� ��� <�� 
��
(f1(x), . . . , fd(x))
� �
����
�� 
���� ������ ; +�
�� � �U�� ����

ES

� |S|8� 
� ���
/��� ����� 9 4�
Rn ; ���

/���/I/��� ��/0 ���/� /�
ES


� ���/��� -�
ΠE

S

9



� 	� 	 ���
�����
� �������� ��� ����� ��� f_

� �� �� � ��� ����%���
���

X = X1, . . . , Xn

-� 
���� ������ ,��
�-��� + 
�� ����
��
w

/�
I

9 ��� ���/
G-� �

n
8�
� ���
/��� I�.��
�� +�
�� �/
��

G ∼ N (0, σ2
�
n)


���� ������ /<
X

9 G�
���.� � ���� ��� ,��
����

σ2 
� U�/+ � �/ ��� .��� 9 4< �� 
� 
� �/� ��� ���� ; K���.�
�.II���� 
� LK��MMO �/ ������� 
� -� � �.
��-�� ���
� ��
/� -.
�� �/���� /� ��� ���� �
���� �� ��/+ � ���� ��
� ��/���.�� I
,�� ���.��� �� I//� �� 
<

σ2 +�� U�/+ � 9 G� �/
�/� �/��
��� ��
� ���� ���� 9

G� � /���
	� ��� �-��
����
X

��� /��
�����
Y

/< � ��� /<
n

�/
��� 
� ��� �����
�� </��/+ � 6

Y = f ?(X) + G
^R 9R`

d �� ���; ��� �-��
���� ��� I
,�� -� � ��� ��� /< ��� ��+ w
��� ��� /��
����� -� ���


� �I�� /< ��/�� �-��
���� -� ��� .�U�/+� <.���
/�
f ? �����
/����� -� ��� �/
�� 9

d/�� ���� ��� ���
ES

^R 9a` ��� ���
� ��/0 ���
/�
ΠE

S

-��/� � ����/� 9
]/� ��� �.��/��

S ⊂ [[1, d]]
; ��� .� ��� ��� </��/+ 
�I � /���

ΘS

6

ΘS = {L(f(X) + G)| f ∈ FS} .
^R 9f`

��/�� ��� ��� ��+ /<
n

8� 
� ���
/��� ,��
�-��� +�
�� + �
�� ��
f(X)+G +����

f ∈ FS

9
4<

f ? �
,�� 
�
F

��� ��� �.��/��
S? ; ��� ��+ /<

Y
-��/�I� �/ ��� � /���

ΘS?

9

= >
 �F �A
� EBCA F �
 CB�
 CE E F� B�� C
 ���

� �� �� � �� ���� ���� ������
c����
,��� �/ � <.���
/�

f ∈ F
; � ����
	��
/�

(x, y)
/<

(X,Y )
��� ��� </��/+ 
�I

�
U��
�//� 6

L(f) =
1

(2πσ2)n/2

n∏

i=1

w(xi) exp

(
− 1

2σ2

n∑

i=1

(yi − f(xi))
2

)
.

4� ��� ��\.�� +� ����� ������ +/�U + 
��
l = −2σ2 ln(L(f))

9 2
��� +� ��� /���
�/������� 
� � 
�
� 
	��
/� /<

l + 
�� ���� ��� �/
f

; +� ��/� ���� � �/� ��� ���
�I /�

� ���

l
� �� -� ���� ��

l : F ∼ Rd → R

f 7→
n∑

i=1

(yi − f(xi))
2

a 7→
n∑

i=1

(
yi −

d∑

k=1

akfk(xi)

)2

.

W/���\.�����; </� ��� �.��/��
S

; ��� � �V
� 
	��
/� /< ��� �
U��
�//� /<
y + 
��
�

��� � /���
ΘS

�� /.��� �/ ��� � 
�
� 
	��
/� /< ��� \.�����
� ���/�
l

/�
FS

9 ����
��� ^/��/�
�� /< ���` � �V
�.� ^�/I8`�
U��
�//� /<

y + 
�� ���� ��� �/ ��� � /���
ΘS+�
��� �� 6

min
f∈FS

l(f) = d2(y, ES) =: l(f̂S).
^R 9e`



fN �������� � 	 
������� ��
�����
�

� �� �� � �%�� �%���
f̂S � f̃S4� /���� �/ �V����� ���� ��/�
�� /< ��
� �
U��
�//� �� +��� �� �/ I
,� � � ���
�
��

�V�����
/� /< ��� <.���
/�
f̂S ∈ FS

���� ����
	�� ��� � 
�
�.� 
� ^R 9e` ; 
� + 
�� - �
�/�,��
��� �/ .�� ���  ������ /���8��� �

n×d
� ���
V

V
������
�I /��� /< ���

xi !� 6

V =




f1(x1) . . . fd(x1)999 999 999
f1(xn) . . . fd(xn)




�� +��� �� ���
d × d

H��� � ���
V
M = V T V

9 ��� �����I� <�/� � <.���
/�
f

�/ ���
,���/�

f(x)

� ���� � �
� ��� �.��
��
���
/�

f(x) = V f
9 3 ��/ �/�� ���� ; 
� ��� ����

+����
f ? ∈ F

; +� � �� + �
��
y = V f ? + g

��� ��� ����/� �V����
/� /<
l

�� ���
<.���
/�

f +�
��� ��

l(h) − l(f) = (
I���

lf )
T (h − f) +

1

2
(h − f)T :���

lf (h − f)
^R 9g`

= −2
(
M(f − f ?) − V T g

)T
(h − f) + (h − f)T M(h − f).

d/+ ��� .� ���
DS

���
d × |S| � ���
V /< 	��/� ��� /��� �.�� ����

VS := V DS�/���
�� �/�.� ��
j

/<
V

</�
j ∈ S

/���9 G� ���/ ��� ��� H��� � ���
V
MS = V T

S VS

9
W/���\.�����; ��� �
U��
�//� ^R 9e` + �
��� ��

L(y|ΘS) = d2(y, ES) =

H���
({y, fj(x), j ∈ S})���

(MS)
.

^R 9_M`

+���� H���
(u1, . . . , uk)

���/��� ��� H��� ������ 
���� /< ��/�� ,���/�� 9 5 /��/,��
��� � ���
V /< ��� /���/I/��� ��/0 ���
/�

ΠE
S

/<
Rn /��/

ES


�
5 ��

(ΠE
S ) = VSM−1

S V T
S

^R 9__`
+�
�� I
,�� ��� </��/+ 
�I �V�����
/� </�

f̂S

����
	 
�I ��� � 
�
�.� 
� ^R 9e` 6

f̂S = DSM−1
S V T

S y ∈ FS.
^R 9_N`

4� 
� 
� �/����� �/ �/�� ���� ; .��
U� ��� TV�� �/
��� ���� ; 
� � �� ������ ���� ∥∥∥f̂S

∥∥∥
2

w
� �/� 
���I��-�� 9 �/ ������ ��
� ��/-��� +� + 
�� .�� �� �/� � �/
��� 
� ��� ��\.�� �
��.������ ���
� ��/�

f̃S = f̂S.�{‖nM−1
S

‖<C}

^R 9_S`
+���� ‖.‖ 
� ��� �/�� /� � ���
��� ���

C

� � �/������ ���
�<� 
�I

C > ‖M−1
w,S‖

9
d/�� ���� ; <�/� ��� ��+ /< ���I� �.�-��� ;

MS/n
�/�,��I�� �/

Mw,S
� 9� 9 �/ ����

�{‖nM−1
S

‖<C} → 1
� 9� 9 d/+ ; <�/� ^R 9_N` ; ��� �\.���� �/�� /<

f̃S
+�
��� ��

∥∥∥f̃S

∥∥∥
2

w
= �{‖nM−1

S
‖<C}

(
DSM−1

S V T
S y

)T
Mw,S

(
DSM−1

S V T
S y

)

+ 
��
y = f ?(x)+ g

9 4� ���� �V�����
/� ; � ���
���
DS

���
Mw,S

��� ������ 
�
��
� ���
��� 
��
���/� <.���
/� ���.��� ��� -/.�������� /<

M−1
S

9 5 /��/,�� ; ��� 
���I��-
�
��



� 	� 	 ���
�����
� �������� ��� ����� ��� fS

+� ��,� ��\.����� /�
f ? ��� /� ���

fj !� 
� ^R 9Q` ��/�I + 
�� ��� <��� ����
G


�
H�.��
�� ���.�� ����

�
[∥∥∥f̃S

∥∥∥
2p

w

]
< ∞ </� ���

p
�.�� ����

2p ≤ 4 + η.
^R 9_Q`

].������ /�� ; </� �� �,���
A

; :� ���� !� 
��\.��
�� I
,��
�

[∥∥∥f̃S

∥∥∥
2

w
�A

]
≤ �

[∥∥∥f̃S

∥∥∥
2p

w

]1/p �
(A)1/q.

^R 9_a`
</� ���

p > 1
�.�� ����

2p ≤ 4 + η
���

1/p + 1/q = 1
9

d/+ ; �
��� ���
fj !� - ��/�I �/

L4(w)
; ��� ,��
�-�� /< ��� </��

fj(X)fk(X)
��� �

,��
���� �� ����� ����
Vmax = max

{
V

(
f ?(X)2

)
, V

(
G2

1

)
, V (fj(X)fk(X)) , j, k = 1, . . . , d

}
.

^R 9_R`
W/���\.����� +� � �� ����� ������� �
� 
� ���/��� �/ /-��
� � �/���/� I
,�� -�; </�
���

ε > 0
;

�
(‖Ms/n − Mw,S‖ > ε) = O

(
exp

( −nε2

4Vmax

))
.

2
��� ��� �,��� {‖nM−1
S ‖ < C}c 
� 
���.��� 
� �� �,��� /< ��� </�� ‖Ms/n−Mw,S‖ >

εC
</� � �����
�

εC > 0
��� ���
�I /�

C
; +� /-��
� ����

� [
�{‖nM−1

S
‖<C}c

]
= O

(
exp

(−nε2
C

4Vmax

))
.

^R 9_f`

� �� �� � ����%�%��� � � %�� � �� ���� ���� ������
K���.�� ��� ���

fj !� - ��/�I �/
L2(w)

; ��� ��+ /< ���I� �.�-��� ���.��� ���� ����
�����

MS(i, j)
/<

MS
���
�T�� 6

1

n
MS(i, j) → Mw,S(i, j), a.s.

^R 9_e`
5 /��/,�� ; �
���

y = f ?(x) + g
��� -� 
����������� - ��+���

X
���

G
; ��� �����

^_;_` /< ��� T��� H��� � ���
V 
� ^R 9_M` ���
�T��
1

n
〈f ?(x) + g, f ?(x) + g〉 → 〈f ?, f ?〉w + σ2 a.s.

^R 9_g`
3 �� /���� ����� �/�,��I�� �/ ��� �/�����/��
�I /�� /< ��� H��� � ���
V /< <.���
/��
f ?, fj, j ∈ S

9 W/���\.����� +� I�� 6
1

n
l(f̂S) → σ2 + d2(f ?, FS)

� 9� 9 ^R 9NM`
d/+ +� ���� �/ �/���/� ��� �� ��� /< ��� �/�,��I���� 
� ^R 9NM` 9 1,��� ,��
�-���

</� +�/� ��� ��+ /< ���I� �.�-��� ��� - ��� .��� 
� ^R 9_e` ��� ^R 9_g` ��,� � ,�8
�
���� - ���.�� /< ^R 9Q ` ��� -���.�� ��� ���/�

G

� H�.��
�� 9 3 �� ��/�� ,��
�����

��� �� ����� ����
Vmax

��T��� ����
�� 
� ^R 9_R` 9 ���� +� � �� ����� ������� �
� 
�
���/��� �/ /-��
� ���� �/�,��I����� 
� ^R 9_e` ��� ^R 9_g` ��,� � �� ��� I
,�� -�
O (exp(−nε2/4Vmax))

; </� ���
ε > 0

9 ���� �� ��� ������ �/ ��� ������ 
���� �/ I
,�
� (∣∣∣∣

1

n
l(f̂S) − σ2 − d2(f ?, FS)

∣∣∣∣ > ε

)
= O

(
exp

( −nε2

4Vmax

))
.

^R 9N _`



fQ �������� � 	 
������� ��
�����
�

� �� �� ��� ���%�����
]�/� ���� R 9S 9_; ��� I������ 
�</�� ��
/� ��
���
/� ^N 9_` ��/.�� -��/� � ����

4W
(S) =

l(f̂S)

σ2
+ |S|β(n).

^R 9NN`

:/+�,�� ; +� ��,� ���.� �� ����
σ2 
� U�/+� �/ ��� .��� ��� ��� /��� 
��������� 
�

� 
�
� 
	��
/� /< 4W �����
,��� �/
S

9 W/���\.�����; +� � �� ���
4W

(S) := l(f̂S) + |S|α(n).
^R 9NS`

+����
α = σ2β


� ��� � ������ <.���
/� 9
d/�� ���� ; 
� ��� ���� +���� ��� ��I����
/� ���/�

G

� ^R 9R` 
� �/� H�.��
�� ;

��� �
U��
�//� ���� 
� ^R 9NS` �/�� �/� �\.��
d2(y, ES)

9 W/���\.�����; 
� ��
� ���� ;
��� \.���
��

d2(y, ES) + |S|α(n)
� �� �/� - � ������ �� 
�</�� ��
/� ��
���
/� 
� ���

I������ ����� I
,�� -� ^N 9_` 9
G� + 
�� .�� ��
� ��
���
/� ��/�I + 
�� <��� � ���/�� ��������� 
� ���� N 9Q 9

� �� �� � �%����
3 � �������� 
� ���� N 9Q ; ��� � ���/�� +� .�� ���/+ �/ ������ � �.��/�� ���� � ��

��U� ��� ,��.� 
� P([[1, d]])
9 4� ��
� ����� ; /.� -��
�

(fj)j

� �/� ��\.
��� �/ �������

� ���.��� /���� �� ; </� 
������� ; -��
� /< �/���/� 
��� /� +�,����� +/.�� �/ 9 X.�
� ���/�� + 
�� ��+��� ������ � ��� /< <.���
/�� �/ - � .��� </� ��I����
/� ; + 
��/.�
<�,/.�
�I ��� /< ���� ��� ��I������� /< +�
�� U
�� /< <.���
/�� ��� � 
V�� 
� ���
-��
� 9

G� -�
��� ������ ��/�� � ���/�� ���� ��� ��� � ��+ /�� ; ��� ������� ��,�����
�/� �����
,� � ���/� ; ���� R 9S 9a ; �� ��
T� �/ /.� ����
�I 9 G� + 
�� ��+��� ���/�� ���
�������� �.��/�� -�

Ŝ
-.� 
� ��� ��\.�� ��� �/���V� + 
�� ���/+ �/ ������ 
�� +�
��

� ���/� 
� .��� 9

������ 	
���


��� ���
� ���� �.��/�� 
� ��/��� ��

Ŝ =
3 �I� 
� {4W

(S), S ∈ P([[1, d]])} .
^R 9NQ`

��	�������
 	
���


��� �V�����
/� J−j
J ���/��� ��� �.��/��

[[1, d]] \ {j} 9 ��� ���
� ���� �.��/�� 
�
��/��� ,
�

4W��< =
4W

([[1, d]])

Ŝ =
{
j ∈ [[1, d]]

�.�� ���� 4W��< ≤ 4W
(−j)

} ^R 9Na`
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G� ���
� ��� ��� �.��/�� -�
4W��< =

4W
(∅)

Ŝ =
{
j ∈ [[1, d]]

�.�� ���� 4W
({j}) ≤ 4W��<} ^R 9NR`

��� ���� ��/�
� ��+ � /< ��
� � ���/� + 
�� - � ����
���� �
��.���� 
� ���� R 9Q 9N 9
:/+�,�� ; +� � �� ������� I
,� �/� � �/� � ���� �-/.� 
� 9 2.��/�� ��� -��
�

(fj)j

�

/���/I/��� �����
,��� �/ ��� ������ ��/�.�� ^R 9_` ; ����
f ? -��/�I� �/

F
��� + �
���

f ? =
∑

j ajfj
9 ���� <�/� ��� ���� ��/�
� - ���, 
/.� /< �
U��
�//� ���� � 
� /.� ��
8

���
/� I
,�� 
� ^R 9NM` ; +� /-��
� ���� ��� �
b������
n−1(

4W
({j}) − 4W

(∅)) -���,��
��

n−1α(n) − a2
j

9 ���� ��� ���
�
/� /< ��� ��,����� � ���/� ��I���
�I ��� <.���
/�
fj


� ������� /��� �/ ��� �/�Z �
���
aj

/<
f ? +�
�� ,��
���� 
< ��� /��� 
<

fj

� �/ - �

��0 ����� 9 d/�� ���� ; 
� ��� ��� � ����
�I ; ��� ��I.��� �/� �����
,� � ���/� ^R 9Na` 
�

��������� 
� ��� �
b������

n−1(
4W

[[1,d]] −
4W

(−j))
���� ���/ - ���,�� ��

n−1α(n)− a2
j-���.�� /< ^R 9NM` 9 ��/�� �+/ � ���/�� ; 
� ��� /���/I/��� ���� ; ��� ���� ��/�
�����

�\.
,����� 9
d/+ </� ��� �/�8/���/I/��� ���� ; ��
�� <�/� ^R 9NM` ; ��� �
b������

n−1(
4W

({j}) −4W
(∅)) /��� - ���,�� ��

n−1α(n)+d2(f ?, Fj)−‖f ?‖2
w

9 :��� ; �,�� 
� ��� ���� + ����
fj
� �/ - � ��0 ����� ; ��� ����

d2(f ?, Fj)−‖f ?‖2
w

��� �
�� ��I��
,� ; ��\.
�
�I � ���/�I��
� ����
	��
/� </� ��� ��,����� � ���/� �/ ���.���� ��0 ���

fj

9 4� <��� ; 
� + 
�� - � ��/+�

� ��� ���� ��/�
� ��.�� ���� ��
� ���� /< � ���I� � ����
	��
/� � �� ��� /�� �/� - �
<.�T���� + 
��/.� ��0 ���
�I �,��� <.���
/�� 9 K� /��/�
�
/� ; ��
�� 
� ��� �/�8/���/I/���
���� ; </� ��� ��I.��� �/� �����
,� � ���/� ^R 9Na` ��� �
b������

n−1(
4W

[[1,d]] −
4W

(−j))-���,�� ��
n−1α(n) − d2(f ?, F−j)

+���� ��� ����
d2(f ?, F−j)

,��
���� +���
fj


�
�/ - � ��0 ����� 9 4� ��
� ����� ; ��� ��I.��� �/� �����
,� � ���/� 
� �/� �b����� -� ���
/���/I/���
�� /< ��� -��
� 9

�/ �.� .� ��/�� �/� � ���� ; ��� .� 0 .�� ��� ���� 
� ��� /���/I/��� ���� ; ��,�����
��� ��I.��� �/� �����
,� � ���/�� ��,� ��� ��� � ���� ��/�
� - ���,
/.� +������ 
�
��� �/�8/���/I/��� ���� ��� ��,����� � ���/� �.b��� ��+ � ���� + 
�� - � � /�� ����
����
�����
- �� 
� ��� ���� R 9Q 9N /< ��� ���� ��/�
� ��.��9

] 
�����; ��� .� ��� ���� ��� ��,����� � ���/� � 
I�� - � ������/��� �/ ��� ����
+���� ��� ����� /< ��I����
/� ��� 
�T�
�� �
� ���
/� 9 4����� ; �,�� ��/.I� ��� -��
�
^
� ��� �����
��� /� : 
�- ��� �����` /<

F +�� 
�T�
�� ; .�
�I ��� ��,����� � ���/� +/.��
��,�� ��\.
�� �/ �/� �.�� �� 4W + 
�� �� 
�T�
�� �.�-�� /< <��� ����� ����� 9 K�
/��/�
�
/� ��� ��<������ /< ��� ��I.��� �/� �����
,� � ���/� ; �� +��� �� ��� /�����
��
���
� ������ �/ ������

Ŝ

� ^R 9Na` ; ��� �/� �/� �.��-�� 
� ��� 
�T�
�� �
� ���
/���

���� 9

�
���

 �
�
��

 ��	�������
 	
���


G� I
,� ���� �� �������
/� /< ��� ��,����� �/� �����
,� � ���/� ���� + 
�� - �
��/+� �/ �,/
� 
��.�� /��.�
�I + 
�� ��� ���, 
/.� /�� 9 �/ ��
� ��� +� ���� �/ ��T��
��+ <.���
/��

fN
j

� ��� �.������
��
N

������ </� �/�� �� 9 4����� ; ���� <.���
/�
fN

j
� ��/��� �/ - � �/�� �� ; �����
,��� �/ ��� ������ ��/�.�� ^R 9_` ; �/ ��� ����������
F−j��T��� 
� ^R 9N` 9 ��� /�
�����
/� /<

fN
j

�� +��� �� 
�� �/�� �/�� �/� � ����� 
� ���
��\.�� 9
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G� � �� ���� ��T�� ��+ ��������
,� � /���� �� 
� ^R 9f` 6

ΘN
j =

{
L(f(X) + G)| f = aN

j fN
j

}
, aN

j 6= 0.

]/� ���
j

; ��� <�� 
�� {fk, k 6= j} ∪ {fN
j } 
� � -��
� /<

F
��� � <.���
/� �/�� �/�

�
,� 
�
F−j


< ��� /��� 
< 
� ��� � �/� �/���� ��/�I
fN

j

9 ��� 
��� �/� �� ���� ; 
������
/< ������ 
�
�I +�����

f ? ��/.�� ��,� � �/�8,��
��
�I �/� �/���� ��/�I
fj

; +� + 
��
������ 
�� 
< 
� ��/.�� ��,� /�� ��/�I

fN
j

-� </��/+ 
�I ��� �/ ������ ������� ��,�����
�/� �����
,� � ���/� 6

4W��< =
4W

(∅)
Ŝ =

{
j ∈ [[1, d]]

�.�� ����
l(f̂N

j ) + α(n) ≤ 4W��<} .
^R 9Nf`

d/�� ���� ��� -��
�
(fN

j )j


� /���/I/��� 
< ��� /���
(fj)j


� 9 4� ��
� ���� ;
fN

j


�
�/�
���� �/

fj
+�
�� � �U�� ^R 9NR` ��� ^R 9Nf` �\.
,����� � ���/�� /< ������
/� /<

Ŝ
9

4� ��� ��\.�� ; 
� + 
�� - � ��/+� ���� .���� �/� � ���.� ��
/�� /� ��� � ������; ��
�
� ���/� ���
�T�� � �/�,��I���� ���/��� R 9Q 9S 9 ��� .� ������ ���� ; �,�� ��/.I� ��
�
���/��� ����
�� ; ��
� � ���/� �.b��� ��� ��� � ��+ � �� ��� ��,����� �/� �����
,�
� ���/� ^R 9NR` �
��� 
� ��� �
�� � �����# �* � ���/� 9 4����� ; �� 
� �/� � ���� � ���
-�</�� ; +���

fj


� �/ - � ��0 ����� ; ��� ������� ��,����� �/� �����
,� � ���/� 
� ���/�8
I�� �b����� -� ��� /���/I/���
�� /<

fN
j

���
f ? 9 :/+�,�� ; ����.���
/�� ��� �/� � ���

+ 
�� ��/�� <.���
/� -.� ������ + 
��
fN

j (X)
���

f ?(X)
���� ��� /���/I/��� /���

���� ��/�
�����9 W/���\.�����; </� � TV��
n

; +� ���/ �V���� ��
� � ���/� �/ ��\.
�� �
���I�� � ����
	��
/� 
� /���� �/ �,/
� /,������� ���
	��
/� 9

� 
��
�
��� ��	�������
 	
���


��� �������
�I �/� �����
,� � ���/� 
� ���
I��� ��� ��
���� 
� ��� �
� /< .�
�I
���.��� <�/� K���.� 
� LK��MM ; K��MNO 9 4� ��\.
��� � ����/� �/� �.���
/� /< 4W� 9
]
����� ��� .� ���

S(0) = [[1, d]]4W(0)��< =
4W

(S(0)).

��� T��� ���� /< ��� �������
�I � ���/� ��/�.��� ��+ \.���
�
�� ���� ��,� �.8
� �����
��

(1)
�� </��/+ �

C(1) =
{

j ∈ S(0),
4W (

S(0) \ {j}
)
≤ 4W(0)��<} ^R 9Ne`

J (1) =
3 �I� 
� {4W (

S(0) \ {j}
)
, j ∈ C(1)

}
.

��
� +��; �� /�I ��� <.���
/�� /<
C(1) </.�� .������ -� ��� ��
���
/� ;

J (1) 
� ���
+/��� /�� 9 ��
� 
� �/���\.����� ��� <.���
/� +� ��/.�� ��� /,� 
� ��
/�
��9 ��
� 
�
+��� +� �/ �/+ -� ��<����
�I /.� ��<������ + 
�� �.� �����
��

(1)
6

S(1) = S(0) \ {J (1)}4W (1)��< =
4W

(S(1)).
^R 9Ng`



� 	� 	 � �����
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]�/� ����� ; +� ����� � ���/�� ���� -� �/� �.�
�I .������ <.���
/�� ��� ��� +/���
/�� -�

C(2) =
{

j ∈ S(1),
4W (

S(1) \ {j}
)
≤ 4W(1)��<}

J (2) =
3�I� 
� {4W (

S(1) \ {j}
)
, j ∈ C(2)

}

��� ��<���� �I�
� /.� ��<������ -� ���
�I _ �/ ��� �.� �����
��� 
� ^R 9Ng` 9
��
� ��/���� 
� ��� ����� .��
� ��� ����/� ����

kf + 1 +����
C(kf+1) = ∅ 9 ��
�

� ���� ���� ��� ��
���
/� �/�� �/� ��0 ��� <.���
/�� ���� /�� ��� ���� ��� �.�����
�.��/��

S(kf ) ��/.�� -� /.� ���
� ��/�
Ŝ

9 G� ��� ���� ��� ��/���.�� ��/�� �� ����
kf

</� J
k

T��� J9

� �� �� � �%���� ���� ��� �% ���
��-�� N 9N I
,�� ��� �/� ���V 
�
�� /< ��� �/� �����
,� � ���/�� .��� ���� 9 ���

������� ��,����� �/� �����
,� � ���/� ; �� ��
T� �/ ��� ��I����
/� ��/-��� ; �������
� �/� ���V 
�� ���� �\.���

d + 1
9 3 � �������� ����
�� ; ��� 
������� /< ��� �/� �����
,�

� ���/�� 
� ���� ���� ��\.
�� ���� �/� �.���
/�� 
� /���� �/ ������ 
�� � �.��/�� ����

� �� ����
�� �� ��� /�� ��/�.��� -� ��� I�/-�� � ���/�� 9

��� ��� �
���� /< ��� ������� 
� ��,/��� �/ �V���
� 
� +�
�� +��� ��� �/� �����
,�
� ���/�� ��� ���/ Y�Z �
���Y 9

= >� � ����BABC� �B���

4� ��� /.� ���� ��/�
� ��.��; +� ���.� � ����
f ? �
,�� 
�

F
��� ��� �.��/��

S? ��

� ^R 9S` 9 X.� �/����� 
� ���� �/ ������ 
�� �/��
�
/�� /� /.� ��
���
/� ^R 9NS` ; � /��
����
���� /� 
�� � ������ ���� ; �/ /-��
� �/� � �/�,��I���� /<

Ŝ
�/

S? ��
n

I�/+ � 9
��� � �
� ���.��� ��� I
,�� 
� ���/��� � R 9Q 9_; R 9Q 9N ; R 9Q 9S ; R 9Q 9Q 9

� �� �� � ����%�%��� � � %�� �������%�$� � �%���
:��� +� +/�U + 
�� ��� �/� �����
,� � ���/� ^R 9Na` ��� ��
���
/� ^R 9NS` 9 ��� � �
�

���.�� 
� �� </��/+ � 9
��
��
	 � �� �	 %$ �
 � � ��� ��� α(n) "$ �
 � 
� ��� "� ������ #�� #� �#
� � α(n) = o(n)
�  � ln ln n = o(α(n))

�
 �� �
 � & ��
 "* ������  # #��"�) �� 
"�# #����  � �
 � # ��# � �
�� Ŝ 
"����) �# �#��� "� �
��� ��� �" S? � �& "#� #!���� �

� "�� � ��
 # ���� 
"�* � "�# � � ��* �  � ��#!�� ��#� �
� ���� S? ⊂ Ŝ ��* Ŝ ⊂ S?

� �# � ��"�� � 
���� � ���� �
� �& ��� � ��� ��//< ���.���� ��/+ � ���� +� � 
I�� ����V �/��
�
/�

(i)
�/

α(n) = c n + ����
c < min

{
d2(f ?, F−j), j ∈ S?

}

-.� ���� � 
� 
� �/� �,�
��-�� �/ ��� .��� 9
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j ∈ S? 9 : ��� ; ��� .� .�� ���� ��/�
�� /< ��� �
U��
�//� ����
I
,�� 
� ^R 9NM` �/ + �
�� 6

1

n

(4W��< − 4W
(−j) − α(n)

)
= −d2(f ?, F−j) + o(1)

� 9� 9
,

^R 9SM`
+���� ���� ������ �
������

D2 := d2(f ?, F−j)
�/�� �/� ,��
�� �
���

j ∈ S? 9
3 I�
� - ���.��

j ∈ S? ; /�� +/.�� �
U� �/ ������
j

�� � ���� /<
Ŝ
� 
� /���� ���� �

/�� +/.�� �
U� 4W��< − 4W
(−j)

�/ - � �/��/�
�
,� 9 4� �.Z ��� �/ ��//��
α(n)

�.�� ����
α(n) = o(n)

�/ ���.�� ���� <��� � 9� 9 </�
n

���I� ��/.I� 9
��U
�I � �/� �// ���I� � ������ ^/< /����

o(n)
` ��.� ���.��� ���� +� �/ �/� ��0 ���

-��
� <.���
/��
fj

���� ���.���� ������ 
� ��� .�U�/+� <.���
/�
f ? ; �� 
� 
� ��� T���

������ ��� /< ��� ���/��� 9
4� ��
� ���� ; ��� .� ��U�

n
���I� ��/.I� �/ � �U�

0 ≤ α(n)/n < D2/2
�/ I�� ���

</��/+ 
�I �/���/� 6
�

(j /∈ Ŝ) =
� (

n−1
(4W��< − 4W

(−j)
)
≥ 0

)

≤
� (

n−1l(f̂[[1,d]]) −
(
n−1l(f̂−j) − D2

)
> D2/2

)

≤
� (∣∣∣n−1l(f̂[[1,d]]) − σ2

∣∣∣ > D2/4
)

+
� (∣∣∣n−1l(f̂−j) − σ2 − D2

∣∣∣ > D2/4
)

.

:���� ; <�/� ^R 9N _` 6
�

(j /∈ Ŝ) = O

(
exp

(
− nD4

64Vmax

))
, j ∈ S? ^R 9S _`

+�
�� + 
�� - � .��<. � 
� ��.�
�� /< �
�U� �/ �/� � ����� 9
?? � �
"�* ���� 6 ��� ����

j /∈ S? 9 c����� ��� ��T�
�
/� /< ��� ^����/� ` � ���
V
M


� ���� R 9S 9N 9 2
��� ����
fj


� 
�
L2 ��� ��+ /< ���I� �.�-��� I
,��

M/n −→ Mw

� 9� 9
���� ������ �
� 
� - �
�I 
�,���
-�� ��� �/�
�
,� ��T�
�� 9 W/���\.����� ���� ����� /<
nM−1 
� - /.���� � 9� 9 �� ����� �-/,� � �����
� ���U ; +�
�� +� ���/�� -�

M−1 = O

(
1

n

) � 9� 9 ^R 9SN`
5 /�� ����
����; 
<

mj


� ���
j
8�� �
�I/��� �/�Z �
��� /<

M−1 ; ����
n.mj

I/�� � 9� 9
�/ ���

j
8�� �
�I/��� �/�Z �
��� /<

M−1
w

+ �
�� 
� �/�
�
,� ���
1

mj

= O(n)
� 9� 9 ^R 9SS`

G� ���� ���� </� -�
�,���
f̂

���
f̂ j ��� <.���
/�� 
�

F
���

F−j

���� ���
,���
� �V
� 
	 
�I ��� �
U��
�//� /� ��/�� ������ �� 
� ^R 9e` 9 ]�/� ^R 9g` ; ��� \.���
�
�� +�
��� 
��������� 
� ��� 6

l
(
f̂ j

)
− l

(
f̂
)

=
(
f̂ j − f̂

)T
M

(
f̂ j − f̂

) ^R 9SQ`
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�
���
f̂

���
�T�� I���
l
(
f̂
)

= 0
9

d/+ </�
f̂ j ; 
� ���
�T��

(I���
l(f̂ j)

)T

= Mf̂ j − Mf̂ = (0, . . . , 0, λj, 0, . . . , 0)T ^R 9Sa`
+ ����

λj


� � ��I���I� �/�Z �
��� ��� �� ���
j
8�� ����� 
� ��� ������ ,���/� +�
��

��������
�� ���
�T��
λj = − f̂j

mj

^R 9SR`
�
���

f̂ j
j

; ���
j
8�� �/�Z �
��� /<

f̂ j ; �.�� ,��
�� 9
7 �.II
�I ^R 9SS` ; ^R 9Sa` ��� ^R 9SR` 
� �V����
/� ^R 9SQ` I
,��

l
(
f̂ j

)
− l

(
f̂
)

=
(
f̂j

)2

O(n)
^R 9Sf`

d/+ �/�� ����
f̂


� ��T��� -�
f̂ = f ? +M−1V T g +�
�� � 
���� �

[f̂ ] = f ? U���
�I

� � 
�� ���� � ���
���

V
���

M
/��� ��� ��� /�

X +�
�� 
� 
���� ������ /<
G

9
W/���\.�����; 
� /.� ����

j /∈ S? ; +� I��

f̂j = 0 +
(
M−1V T g

)
j
.

3�� ����� 
� ��� ,���/�
V T g


� /< ��� </�� ∑n
i=1 fk(xi)gi

+�
�� 
� ��� �.�
/<

n

���� ������ ,��
�-��� + 
�� � ��� M ; T�
�� ,��
���� <�/� ^R 9Q` ; ��� ��.� 
�

O(
√

n ln ln n)
� 9� 9 -� ��� ��+ /< 
������� �/I��
��� 9 ��� /���� /<

M−1 I
,�� 
� ^R 9SN`
� �U��

f̂j = O
(√

ln ln n
n

) � 9� 9
7 �.II
�I 
�

(6.37)
; +� T����� I��

l
(
f̂ j

)
− l

(
f̂
)

= O(ln ln n)
� 9� 9

d/+ 
� /.� ����
j /∈ S? ; /�� +/.�� �
U� �/ ��0 ���

j
� 
� /���� ���� � ; /� +/.�� �
U�

4W��< − 4W
(−j)

�/ - � �/���I��
,� 9 G�
��
4W��< − 4W

(−j) = l
(
f̂
)
− l

(
f̂ j

)
+ α(n) = α(n) + O (ln ln n)

� 9� 9
�/ ����

1

ln ln n

(4W��< − 4W
(−j) − α(n)

)
= O(1)

� 9� 9 ^R 9Se`
d/+ 
� �.Z ��� �/ ��//��

α(n)
�.�� ����

ln ln n = o(α(n))
�/ ���.�� ���� � 9� 9 ���

</�
n

���I� ��/.I� ; 4W��< − 4W
(−j) > 0

9
G� ��,� ��/+� ���� ��U
�I � ���I� ��/.I� ������� ���.��� ���� +� ��0 ��� -��
�

<.���
/��
fj

+�
�� �/ �/� ������ 
�
f ? ; �� 
� 
� ��� ���/�� ������ ��� /< ��� ���/��� 9

¤

� �� �� � ����%�%��� � � %�� ��$����� �������%�$� � �%���
G� +/�U ���� + 
�� ��� � ���/� ^R 9NR` 9
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���� ���
��� <.���
/� + 
�� �.��/�� {j} ���
�,
�I 
� </� 4W

({j}) 
� ��� ��+ <.���
/�
f̂ j +�/��

�/� �/���� ��/�I
fj


� 6
f̂ j

j =
〈fj(x), y〉

〈fj(x), fj(x)〉d/+ ��� �
b������ /< ��� �/I8�
U��
�//�� 
� ���
�� �/ �/� �.�� ���� + 
�� ���
��I.��� �/� �����
,� � ���/� 6

l(0) − l(f̂ j) =
n∑

i=1

(
y2

i −
(

yi −
〈fj(x), y〉

〈fj(x), fj(x)〉fj(xi)

)2
)

=
〈fj(x), y〉2

〈fj(x), fj(x)〉
4� /���� �/ �/���/� ��� ���� ��/�
�� ; +� T����� .�� ��� ��+ /< ���� ���I� �.�-���

�/ +�
�� 〈fj(x), fj(x)〉−1 = O(1/n)
� 9� 9 5 /��/,�� ; �+/ ����
���
/�� /< ��� ��+ /<


������� �/I��
��� I
,� ; � 9� 9 6

〈fj(x), y〉 = 〈fj(x), f ?(x)〉 + 〈fj(x), g〉 = n 〈fj, f
?〉w + O

(√
n ln ln n

)
.

W/���\.�����; � 9� 9 6

l(0) − l(f̂ j) = n 〈fj, f
?〉2w + 〈fj, f

?〉w O
(√

n ln ln n
)

+ O(ln ln n).
^R 9Sg`
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:��� ������� ��� � �
� ��/-��� �-/.� ��� ��,����� � ���/� ^R 9NR` 9 2.��/�� +�
��� 
� � ���� +���� 〈fj, f

?〉w =
∑

k∈S? ak 〈fj, fk〉w
,��
���� </� �/ 
���V

j
9 ��
�

������� � /�� /< ��� �
� �� 
< ��� -��
�
(fk, k ∈ [[1, d]])


� �/� /���/�/�� �� �,��
��/.I�

j /∈ S? 9 ���� </��.�� ^R 9Sg` I
,��
1

n

(4Wr��< − 4W
({j}) + α(n)

)
= 〈fj, f

?〉2w + o(1).
^R 9QM`

d/+ ���.� �
α(n) = o(n)

; ���� 4Wr��< − 4W
(j) > 0

� 9� 9 �-/,� � �����
� ���U
��� ��
� </� ���

j
9 ��
� � ���� +� U��� �,��� 
��
���

j ∈ [[1, d]]
9 :��� ��� �/��
�
/�

α(n) = o(n) + �
�� ���.��� +� U��� I//� 
��
��� + 
�� ��� ��I.��� �/� �����
,�
� ���/� ^��� ���/��� R 9Q 9_` �.��� /.� �/ � �U� .� U��� �,��� 
��
��� 9

X�� ��/.�� ��.� ��
�U �-/.� ��U
�I � ������� � -
� ���I�� 9 :/+�,�� ; </��.��
^R 9QM` ���/ 
� ��
�� ���� 
<

α(n) = Cn +����
C > max

{
〈fj, f

?〉2w , j ∈ [[1, d]]
}

���� 4Wr��< − 4W
(j) < 0

� 9� 9 �-/,� � �����
� ���U ��� ��
� </� ���
j

9 ��
� � ���� +�
��0 ��� �,��� 
��
���

j ∈ [[1, d]]
9

�����</�� ; 
� /���� �/ /-��
� � ���.�� �
� 
��� �/ ���/��� � R 9Q 9_ /�� ��/.�� T�����
��//�� � � ������ /< /���� �/� �� ����� ����

n
��� �/� I������ ����

Cn
�/ ���.�� ����

+� �/ �/� ��,� � ��
���
/� ���� ������� /� ��0 ���� ������ ��
����� �,��� 
��
��� 9 4�
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��� � I//� /���� </� ��� � ������ 
� ��� <�+ ����� ��<� - ��+���
n

���
Cn

�� </��/+ � 9
α(n) = kn +����

min
{
〈fj, f

?〉2w , j ∈ S?
}

> k > max
{
〈fj, f

?〉2w , j /∈ S?
}

.

:/+�,�� ; ����
k

� 
I�� �/� �V 
�� 
< 
�� -/.��� ��� �/� /������ ��� �/����� +�� �
� /��/,�� ; 
� 
� .��,�
��-�� �/ ��� .��� ��� ��.� �/� /< � �����
��� .�� 9

4� ��� ���� +���� ��� -��
�
(fj)


� /���/�/�� �� ; ��/�� 
��.�� �
������� ��� +�
����-�
�� 
� ��� ��V� ���� � �/�,��I���� ���/��� </� ��� ��,����� �/� �����
,� � �8
��/� 9
��������	�� ���


G� ���.� � ���� ���� ��� -��
�
(fj, j ∈ [[1, d]])


� /���/�/�� �� �����
,��� �/ ���
������ ��/�.�� ^R 9_` 9 d/�� ���� ��
� 
� /<��� ��� ���� � ��� .� �
�� </� 
������� ���
�
�.��
/� +���� /�� ����� �/ ���/� �/�� � � ���.��� �
I��� /� � +�,���� /� � ]/.�
��
-��
� ^
� ��
� ���� ;

w

� ��� .�
</�� ����
�� /� ��� �/�����/��
�I 
����,��` 9

c����� ����
f ? =

∑
j∈S? ajfj

; �/���\.�����
aj = 〈fj, f

?〉w = 0 ⇔ j /∈ S? ���
^R 9Sg` �
����

4Wr��< − 4W
(j) + α(n) = na2

j + ajO
(√

n ln ln n
)

+ O(ln ln n)
� 9� 9

��
� </��.�� 
� �/ - � ������� �/ �\.��
/�� ^R 9SM` ��� ^R 9Se` �/�����
�I ��� ��I.���
�/� �����
,� � ���/� �/ ��� ���� ; 
� ��� /���/�/�� �� ���� ; ��� ��,����� � ���/�
-���,�� ���� ��/�
����� �� ��� ��I.��� � ���/� 9 ��� </��/+ 
�I ���/��� 
� ���
,��
<�/� �/��
�����
/�� �
� 
��� �/ ��� ��//< /< ���/��� R 9Q 9_9
��
��
	 � �� �� %� �
 � "��
 "� "�& � � 
�# � ��* !�*�� �
 � $ "� �"�  �) �##!&� � "�# "�
�
 � � ��� ��� �

� � α(n) = o(n)
�  � ln ln n = o(α(n))�
 � # ���
� "� "$  �*�� �# *"� � �� �
 � �����# �* 
"&����� �� & ��
 "* ������  # #��"�) ��

"�# #�����

� "�� � ��
 # ���� 
"�* � "�# � � ��* �  � ��#!�� ��#� �
� ���� S? ⊂ Ŝ ��* Ŝ ⊂ S?

� �# � ��"�� � 
���� � ���� �
��� /���/�/�� �� ���� �� ������� ���� I
,�� ��� 
��� /< �/��
���
�I ��� �������

��,����� �/� �����
,� � ���/� ^R 9Nf` 9 4� ��� ��V� ���� ; +� ��/+ ���� ��
� � ���/� 
�
�/��
����� + 
��/.� ��� /���/�/�� ��
�� ��� /����
� 9

� �� �� � ����%�%��� � � %�� ����%�� ��$����� �������%�$� � ��
%���

G� +/�U ���� + 
�� ��� � ���/� ^R 9Nf` ��� TV
j ∈ [[1, d]]

9 3 �I.� ���� 
� ���� R 9Q 9N
� �� -� ������/��� ���� �
� ��� -� ������
�I

fj
+ 
��

fN
j

��� �/�
�I ���� 〈
fN

j , f ?
〉

w
=

aN
j

9 G� I�� � </��.�� �
� 
��� �/ ^R 9Sg` 6
4WN��< − 4WN(j) + α(n) = n

(
aN

j

)2
+ aN

j O
(√

n ln ln n
)

+ O(ln ln n).
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� � α(n) = o(n)
�  � ln ln n = o(α(n)),�
 � # ���
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 � �*�� ��* �����# �* 
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"�# #�����

� "�� � ��
 # ���� 
"�* � "�# � � ��* �  � ��#!�� ��#� �
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G� +/�U ���� + 
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 � � ��� ��� �

� � α(n) = o(n)
�  � ln ln n = o(α(n)),�
 � # ���
� "� "$  �*�� �# �� �
 � *�#
��* �) 
"&����� �� & ��
 "*  � ���� ���� ���  #

#��"�) �� 
"�# #�����
� "�� � ��
 # ���� 
"�* � "�# � � ��* �  � ��#!�� ��#� �
� ���� S? ⊂ Ŝ ��* Ŝ ⊂ S?

� �# � ��"�� � 
���� � ���� �
� ��� � � ����� ���.� ��
/�� /< ���� ���/��� ; +� � �� ����� ���/��� R 9Q 9_ �/����8

�
�I ��� ��I.��� �/� �����
,� � ���/� 9 ���� ; + 
�� ��/-�-
�
�� _ ��� </�
n

���I� ��8
/.I� ; ��� 
��
���

C(1) �������� 
� ��� T��� ���� ^R 9Ne` ��� �V�����
S?c �/ ����

J (1) /∈ S?���
S? ⊂ S(1) 9

���� ; ����� 
�I �I�
� ���/��� R 9Q 9_ I
,�� ���� ; + 
��
n

�/��
- �� ���I�� ;
J (2) /∈ S? 9

X��� ���� ��/���� ��� - ��� 
������� ��/.I� �
� �� �/ ��
� 
���� ��� 
��
��� /.� /<
S? ;

���/��� R 9Q 9_ /��� �I�
� ���.��� ���� ��� </��/+ 
�I ��/
�� /<
C(k) + 
�� ���� �/ ���

�� ��� ��� 9 ��
� �/� ������ ��� ��//< 9
¤

= >� �C�� �EBCA F�
4� ��
� ����
/� ; +� ������� �
�.���
/� ���.��� 
��.�����
�I ���/��� � R 9Q 9_; R 9Q 9N ;

R 9Q 9S ; R 9Q 9Q ��I���
�I �/�,��I���� /< ��� ��/��� �.��/���
Ŝ

�������� -� /.� �������8
�
,� � ���/�� �/+��� ��� ��.� �.��/��

S? 9

� �� �� ��%%���
��� .�U�/+� <.���
/� +� �/��
��� 
�

f ? : [−π, π] → R

x 7→ f ?(x) = −x + cos(2x) − sin(2x).
^R 9Q _`
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w =
1

2π
�[−π,π]

^R 9QN`
��� ��� � /��� �/��
����� 
� � R8�
� ���
/��� �����

F =  ���
(f1, . . . , f6)

+����
f1(x) = x, f3(x) = cos(x), f5(x) = sin(x),
f2(x) = x2, f4(x) = cos(2x), f6(x) = sin(2x).

^R 9QS`
d/�� ����

f ? ∈ F
9

� �� �� �����%�
G� I������� _MM ��� /< /-���,��
/�� /< ��� �/.���

(X,Y )
�
�U�� -� ��� �����
/�

Y = f ?(X) + G
9 X� ���� /< ��/�� /-���,��
/�� +� ����� ���

ϕβ

��
���
/� ^N 9_M` ; </�
β

���I
�I <�/� M �/ _ -� ���� M 9Ma ; ��/�I + 
�� ��� </��/+ 
�I � ���/�� 6
?

H�/-�� � ���/� ^R 9NQ` 9
?

W/� �����
,� � ���/� ^R 9Na`
?

c�,����� �/� �����
,� � ���/� ^R 9NR`
?

3������ ��,����� �/� �����
,� � ���/� ^R 9Nf` ; ��/������ �/ J������� J
? � ������
�I � ���/� ^���� R 9S 9a` 9

c����� ���� ��� T��� /�� ��� �V�/����
�� �/� ���V 
�� +�
�� ��� /����� ��,� �/���/� 
��
�/� ���V 
�
�� + �
�� � �U� ���� �.�� <����� �/ .�� 9 4� /.� ����
�I ; ��� I�/-�� � ���/�
�//U NfM ���/��� �/ ��/,
�� ���.��� +�
�� ��� /< ��� Q �/� �����
,� � ���/�� ������
�-/.� _S ���/��� 9

G� �/.�� � �.����� 
< ��� �������� �.��/�� 
� �V����� ��� /�� /<
f ? 
� ��� ����
�I

I
,�� -� ^R 9Q _` ; ^R 9QN` ��� ^R 9QS` � ���� 
�
S? = {1, 4, 6} 9 d/�� ���� ; �
��� ��� -��
� /<

/.� ����
�I 
� �/� /���/�/�� �� �����
,��� �/ ^R 9_` ; ��� ��,����� �/� �����
,� � ���/�
��/.�� �/� I
,� I//� ���.��� �� ���� 
� ���� R 9Q 9N 9 3��.����; �� 
� � ���/� ��+��� I
,�
� � �������I� �.���� /< M 
� ��� /.� �
�.���
/�� ; �� 
� 
� +�� 
� �/�� �/� ������ 
� /.�
���.��� 9

] 
I.�� R 9_ �������� ��� � �������I� /< �.���� /< ��� �
b����� � ���/�� ��.II��
�I�
��� ��� ,��.� /<

β

� ^N 9_M` </�

n = 20, 50, 200
���

1000
9 ��� </.� ,���
��� �
���

�/�����/�� ; <�/� ��� ��<� �/ ��� �
I�� ; �/ ��� ,��.��
β��� ;

β��� ;
β� 
� ���

β
� �V I
,��


� ^N 9__` ��� ^N 9_N` 9 d/�� ���� � /�� /< ��� �
� � ; �������
�I ��� I�/-�� � ���/��
I
,� ��� ��� � ��������I� 9
� �� �� ���� ��%�

]
����� ��� .� ��� ���� +���
β


� �// �/+ ; ��� � ����
	��
/� /< ��� ��
���
/� 
�
�// +��U ��� /,������� ���
	��
/� /��.�� 6

Ŝ
�/���
�� �// � ��� <.���
/�� ; ��.� ���

<�
�.�� 9 K� /��/�
�
/� ; +���
β


� �// ���I� ; .��������� ���
	��
/� /��.�� ���
Ŝ

�/��
�/� �/���
�

S? 9
d/+ ; ��

n
I�/+ � ; +� /-���,� �� 
������
�I ���� /< �.���� </� ��� TV�� ,��.� /<

β
�� �/�,��I���� ���/��� � /< ��� ���,
/.� ����
/� ���/.���� 9

:/+�,�� ; ��� 34W ��
���
/� ^�/�����/��
�I �/ ��� T��� ,���
��� �
��` �/�� �/�
<. ��T �� ��/�� ���/��� � ��\.
��� ���� ��� ��.� ������� � \.
�� �/+ ��������I� /< �.���� 9
��� 34W ��
���
/� 
� U�/+� </� 
�� ���U /< � ����
	��
/� �
��� 
�I /,������� ���
	��
/� �
��
� 
� +��� +� /-���,� ���� 9



eQ �������� � 	 
������� ��
�����
�

��� K4W ��
���
/� ^�/�����/��
�I �/ ��� ���/�� ,���
��� �
��` �/�� �/� I
,� ����
��� <������ 
������
�I ���� /< �.����� 9 4� ���� � 
� ���/ ���U� � �
���� � /�� � ����
	��
/�
�/ ����� ��� _MM� /< �.����� �//��� 9 X.� ���,
/.� .�� /< ���

ϕβ
��
���
/� 
� /����

� /��� ������
/� ��/-��� � ^�.�� �� �.�/��I����
/� /���� ������ 
���
/� ` ���/ ���.����

� ��� ��� � �/���.�
/� ��I���
�I ��� K4W ��
���
/� 9

3 � ���/.���� +��� ��� ������� ��,����� �/� �����
,� � ���/� ^R 9Nf` +�� 
�8
��/�.��� ^���� R 9S 9a` ; 
� ��\.
��� � -
� � /�� � ����
	��
/� ���� ��I.��� �/� �����
,�
� ���/� 
� /���� �/ �,/
� /,������� ���
	��
/� 9 ��
� <��� ������� /� TI.�� R 9_9

] 
����� ��� .� ������ ���� ��� ��I����
/� ��/-��� �� ��.�
�� ���� 
� ��� /�� ; �/ /.�
U�/+ ���I� ; ���� ���/+ � ��� -
II��� � ����
	��
/� -�</�� .��������� ���
	��
/� /��.�� 9
4����� ; 
� ��� /����� � /��� ������
/� ��/-��� � +� ��.�
�� + 
�� ���

ϕβ

��
���
/� ; +�
/-��
��� ���.��� �
� 
��� �/ TI.�� R 9_ �V���� ���� ��� �.����� ���� /< ��� � ���/� <���
-��U �/ M </� �� ����� ,��.� /<

β
��I���
�I ��� ,��.� /<

n
9 2�� </� 
������� TI.��� S 9a ;

S 9R /� S 9f 
� ��� �.�/��I����
/� �/���V� 9

� �� �� � #���� ���� �� ��%��� ��� ����%����
W�//�
�I

I = [−π, π]
;
w

��� .�
</�� ����
�� /�
I

;
f ?(x) = x

��� � -��
� �/��
�8
�
�I /<

cos(ax), sin(bx) +����
a, b ∈ [[0, 5]]

; +� /-���,�� ���� �/� �����
,� � ���/��
������ �.��/��� �/���
�
�I /��� �
�.� <.���
/�� ��� ��/�.��� ��� </��/+ 
�I ���
� �8
�
/� /<

f ? 6

2.02 sin(x) − 1.02 sin(2x) + 0.71 sin(3x) − 0.47 sin(4x) + 0.46 sin(5x)

+ ������ ��� ]/.�
�� ���
�� /<
f ? ������ -�

2 sin(x) − sin(2x) +
2

3
sin(3x) − 1

2
sin(4x) +

2

5
sin(5x) + ...

��
� /-���,��
/�� ���
I��� ��� <��� ���� �
���� ��I����
/� ����� T��
�I ��� � /��

� �/����� ���� /�
�� �/���
��� 
� � �/
��� �
I��� 9 G� �.������� +/�U /� T��
�I
��/�� ���� /�
�� /� ���� �
I���� ; � 9I 9 �����- ��� �
I���� � ���.��� -�</�� /� �<���
����
��� �b/��� 9 ��� ��� � +/�U � 
I�� ���/ - � �/�� + 
�� +�,����� -��
� 9

= >= �B��� A � B�� 
 C���
� �� �� ���������� � � %�� �����

��� �
� /< ��
� ���� 
� �/ ��/+ �/�8���� ��/�
� �
b������� - ��+��� /.� ����
�I
��� ��� TV�� �/
��� ���� 
� ���� � /< �
�U </� /.� ���
� ��/�� 9 K���.�� /< ��� ��� ��U
</��/+ 
�I ^R 9_N` ; +� ��� �/�����
��� ���� �/ � �U� ��� </��/+ 
�I ���.� ��
/� 6

� [
M−1

S

]
< +∞.

^R 9QQ`

d/�� ���� ; <�/� ^R 9_N` ; �� 
� ���.� ��
/� ���/ 
� ��
�� ���� � [∥∥∥f̂S

∥∥∥
2

w

]
< +∞ ��� ��.�

I
,�� ����� �/ </��/+ 
�I �/� �.���
/�� �-/.� ��� �
�U /<
f̂S

�� �� ���
� ��/� /<
f ? 9

:��� ; +� ��� �/� 
��������� 
� �/��
�
/�� ���.�
�I ^R 9QQ` -.� 
� ���
� �/���\.�����
/� �V�����
/�� /< ��� -
�� ��� �
�U /<

f̂S

9



� 	� 	 ����� 
� ��� ���� � ea

n = 20 n = 50

n = 200 n = 1000

��� � R 9_ � 7�������I� /< �.���� /< ��� �
b����� � ���/�� �I�
��� ��� ,��.� /<
β


�
���

ϕβ

��
���
/� ^N 9_M` 9  ���
��� �
��� �/�����/�� ���� ���
,��� �/
β��� ;

β��� ;
β� 
����

β
� �V ; �\.��
/�� ^N 9__` ��� ^N 9_N` 9



eR �������� � 	 
������� ��
�����
�

G� +/�U ���� + 
�� � TV�� �.��/��
S

���� - ��/�I� �/ �
���� /< ��� <�� 
�
�� F1��� F2

��T��� -�

F1 = {S ⊂ [[1, d]] |S? * S} ��� F2 = {S ⊂ [[1, d]] |S? ⊆ S} .
^R 9Qa`

4� ��� ���� +����
f ? �/�� �/� �
,� 
�

F
; +� �
� ��� ��� F2 = ∅ ��� F1 = P([[1, d]])

9
c ����� -�
��� ���� ; 
� ��� TV�� �/
��� ����
�I ��.�
�� </� 
������� 
� LK��MMO ;

�/� �.���
/�� /< �/���� ��� �/�� �
������ 
� ��� ����� /< /-���,��
/��
Rn ���/+��

+ 
�� ��� �/�� ��
	�� ���/�
��� �/��
n−1‖.‖n

���� 
� ��/��� �/ ���
�<�
n−1‖t‖2

n =
n−1

∑
i t(xi)

2 </� ���
t ∈ F

9 G� /-��
� 6
�

f̂S = ΠF
S f ?

� [
‖f̂S − f ?‖2

n

]
= ‖f ? − ΠF

S f ?‖2
n + σ2|S|/n.

^R 9QR`

��
 ���

S ∈ F2c�� ��U ���� ��� �.��
� �
���
/�

DSDT
S f

���� �/
0

��� �/� �/����� /<
f

��/�I ����
fj, j /∈ S

9 2
���
f ? ��� �.��/��

S? +� I��
DSDT

S f ? = f ? ��� </��.�� ^R 9_N` I
,��

f̂S = DSM−1
S V T

S (V DSDT
S f ? + g) = f ? + DSM−1

S V T
S g.

^R 9Qf`
K� 
����������� - ��+���

X
���

G +� /-��
� �
f̂S = f ? = ΠF

S f ?,
���� 
�

f̂S


� ��
.�-
���� ���
� ��/� /<

ΠF
S f ? 9 4� /���� �/ �/� �.�� ��� �
�U ��� .� ��� ��U ����

∥∥∥f̂S − f ?
∥∥∥

2

w
= gT VSM−1

S DT
S MwDSM−1

S V T
S g =: gT AS g.

^R 9Qe`
X�� /< ��� � �
� �
b������ - ��+��� ��� ������ 
�
��
� �/
��� ���� ��� /.� ���� ��8
� ���� 
� ���� � ���
V

AS

9 4����� ; 
� ��� </�� �� ���� ; ��� �/� �.���
/� /< �/���� 
�
�/�� 
� ��� ����� /< /-���,��
/��

Rn ������ ���� 
�
F

9 4� /���� +/��� ; ��� � ���
V
Mw,S


�
AS


� �������� -�
MS

+�
�� ���.���
AS

�/ ��� � ���
V /<
ΠE

S

�� 
� ^R 9__`
��� I
,�� �� �V��� </��.�� </� ��� ,��
���� 9 4� /.� ����
�I� +� ��� �/� �-�� �/ ���
,�
�.�� � </��.�� ��� � �� /��� + �
�� 6

�
f̂S = f ? = ΠF

S f ?

�
[∥∥∥f̂S − f ?

∥∥∥
2

w

]
= σ2� [

��
(AS)] = σ2� [��

(Mw,SM−1
S )

]
.

^R 9Qg`

4� ��
� ����
S ∈ F2

; ��� ���.�� ^R 9Qg` 
� \.
�� ��/�� �/ ^R 9QR` 9
��
 ���


S ∈ F1:��� +� � �� /��� + �
��
y = V f ? + g

��� ^R 9_N` I
,��
�

f̂S =
� [

DSM−1
S DT

S Mf ?
]

=:
�

[BSf ?] .

d/�� ����
BS → DSM−1

w,SDT
S Mw

� 9� 9; ���� ������ - �
�I ��� � ���
V /< ��� /���/8
I/��� ��/0 ���/�

ΠF
S

9 :/+�,�� �
BS 6= DSM−1

w,SDT
S Mw

9 W/���\.�����; �� �� ���
� ��/�
/<

ΠF
S f ? ;

f̂S

��� � -
�� 9



� 	� 	 ����� 
� ��� ���� � ef

d/+ </� ��� �
�U +� + �
��
�

[∥∥∥f̂S − f ?
∥∥∥

2

w

]
=

�
[∥∥∥f ? − ΠF

S f ? + ΠF
S f ? − �

f̂S +
�

f̂S − f̂S

∥∥∥
2

w

]

=
∥∥f ? − ΠF

S f ?
∥∥2

w
+

∥∥∥ΠF
S f ? − �

f̂S

∥∥∥
2

w

+
�

[∥∥∥
�

f̂S − f̂S

∥∥∥
2

w

]
,

� /��/,��
�

[∥∥∥f̂S − �
f̂S

∥∥∥
2

w

]
=

� [∥∥BSf ? + DSM−1
S V T

S g − �
[BSf ?]

∥∥2

w

]

=
� [

‖BSf ? − �
[BSf ?]‖2

w

]
+
� [∥∥DSM−1

S V T
S g

∥∥2

w

]
,

��� �V������
/� /< ��� ������ ��/�.�� ,��
��
�I �
���
X

���
G

��� 
���� ������ 9
] 
�����; �/� ���� ��/�
����� 6

�
f̂S =

�
[BSf ?]

�
[∥∥∥f̂S − f ?

∥∥∥
2

w

]
=

∥∥f ? − ΠF
S f ?

∥∥2

w
+ σ2� [��

(Mw,SM−1
S )

]

+
∥∥ΠF

S f ? − �
[BSf ?]

∥∥2

w
+
� [

‖BSf ? − �
[BSf ?]‖2

w

]

=
∥∥f ? − ΠF

S f ?
∥∥2

w
+ σ2� [��

(Mw,SM−1
S )

] ^R 9aM`
+
� [∥∥BSf ? − ΠF

S f ?
∥∥2

w

]

W/� ���
�I ��
� ���.�� �/ ^R 9QR` ; +� I�� ��+ -
�� ��� ,��
���� ���� � 9 ��/�� ���
������� -� ��� ����/� ���� /� ���

Xi !� �
��� ; 
� ��� TV�� ����
�I ; ��� �V�����
/�
BSf ? − ΠF

S f ? ,��
���� 9

� �� �� � ����%�%��� � � %�� �����
G� �/ �/�I�� �.��/�� ^R 9QQ` 9 X.� �
� 
� �/+ �/ ���
,� ���� ��/�
� ���.��� �
8

� 
��� �/ ��/�� I
,�� 
� Ld 
�eQO ; �V���� +� ������ ��� ����/� �/
��� ���� 9 5 /��
����
����; +� ��/,� ���� ���.� ��
/�� /< ���/��� � R 9Q 9_; R 9Q 9N ; R 9Q 9S ; R 9Q 9Q ���/ ���.��
�� ���� ��/�
� �
�U �\.
,����� �/ �� /����� �
�U 9 c����� ���� ��� ��� ��U </��/+ 
�I
^R 9_N` ���,���� .� <�/� �/� �.�
�I �
�U� 
� � I������ ���� 9 G� ������ ��
� 
��.� -�
.�
�I ��� ��.������ ���
� ��/�

f̃S
��T��� 
� ^R 9_S` 9

��
 �

�� ���


3��.� � </� � � /� ��� ���� ��� .��� U�/+� ��� �.��/��
S? 9 ���� �� + 
�� ���
� ���

f ? -�
f̃S?

��� I�� �� /����� �
�U OR(n, S?) =
�

[∥∥∥f̃S? − f ?
∥∥∥

2

w

]
.

d/�� ���� ��� �,��� {‖M−1
S? ‖ < C} ������
�I 
� ^R 9_S` 
� 
���� ������ /< ���

�/
��
g

9 �����</�� ; </��/+ 
�I �/� �.���
/�� �
� 
��� �/ ���� R 9R 9_ +� I��

OR(n, S?) = ‖f ?‖2
w

� [
�{‖nM−1

S? ‖<C}c

]
+ σ2� [

�{‖nM−1
S? ‖<C}

��
(Mw,S?M−1

S? )
]
.



ee �������� � 	 
������� ��
�����
�

��� T��� ���� 
� ������� -� ^R 9_f` 9 ]/� ��� ���/�� ; ��� 
��
���/� <.���
/� I
,�� �
�/� 
����� �/�,��I���� ���/+ 
�I �/ + �
��

OR(n, S?) ∼ σ2|S?|
n

^R 9a _`

� ��� � � ��� ��� �

��
�

G� ���.� � �/+ ���� ��� �.��/��
Ŝ

��� - ��� �������� -� �� 4W ^R 9NS` +�/��
� ������ ���
�T��

(i) α(n) = o(n)

(ii) ln ln n = o(α(n)),��� .�
�I �
���� /< ��� </��/+ 
�I � ���/� 6
?

�/� �����
,� � ���/� ^R 9Na`
?

c�,����� �/� �����
,� � ���/� 
� ��� /���/�/�� �� ���� ^R 9NR`
?

3������ ��,����� �/� �����
,� � ���/� ^R 9Nf`
? � ������
�I �/� �����
,� � ���/� ^���� R 9S 9a`

c����� ��� �/���
/�� /< ���� R 9R 9_9 ���/��� � /< ��� ���, 
/.� ����
/� �� +��� �� �/���/�
^R 9S _` ; ���
�� ������/��-�� �/ /���� ������
/� ��/���.��� �
���� �-/,� ; ���.�� ���� 
�
��� /< ��/�� ����� +� I��





Ŝ → S? � 9� 9
�

(Ŝ = S) → 0
</� ���

S ∈ F2 \ {S?}�
(Ŝ = S) = O (exp(−cn))

</� ���
S ∈ F1

^R 9aN`

+����
c


� � �/�
�
,� �/������ 9
X.� ���
� ��
/� ��/���.�� /<

f ? -�
f̃ = f̃Ŝ

��� � �
�U
R(n)

I
,�� -�

R(n) =
�

[∥∥∥f ? − f̃
∥∥∥

2

w

]
=

∑

S⊂[[1,d]]

�
[∥∥∥f ? − f̃S

∥∥∥
2

w
�Ŝ=S

]
=:

∑

S⊂[[1,d]]

R(n, S).
^R 9aS`

d/+ �
��
�I.
�� - ��+��� �+/ ����� 9
���	������� � � ��
 ���


S ∈ F2W/� �.���
/�� �
� 
��� �/ ^R 9Qf` ��� ^R 9Qe` +����
f̂S


� �������� -�
f̃S

���.��
R(n, S)

�/

R(n, S) = ‖f ?‖2
w

� [
�{‖nM−1

S
‖<C}c∩{Ŝ=S}

]

+
� [

gT ASg �{‖nM−1
S

‖<C}∩{Ŝ=S}

]
.

c�� ��U ����
Zn := ngT ASg �{‖nM−1

S
‖<C}

=
1

n

n∑

i,j=1

gigj

(
V T

S nM−1
S Mw,SnM−1

S VS

)
i,j

�{‖nM−1
S

‖<C}

^R 9aQ`



� 	� 	 ����� 
� ��� ���� � eg

��� ��
L2(Ω)

�/�� ���
�<� 
�I �
Z2

n = O(1)
9

��� .� - �I
� -�
S = S? 9 ���� ^R 9aN` � 
����

lim
� [

Zn�{Ŝ=S?}

]
= lim

�
Zn

+�
��

�

σ2|S?| -� �/� 
����� �/�,��I���� 9 ��
� ; + 
�� ^R 9_f` ; I
,��

R(n, S?) ∼ σ2|S?|
n

.
^R 9aa`

d/+ </�
S ∈ F2 \ {S?} +� .�� 2��+��	 !� 
��\.��
�� �/ + �
��

� [
Zn�{Ŝ=S}

]
≤

(�
Z2

n

�
(Ŝ = S)

)1/2

→ 0

-���.�� /< ^R 9aQ` ��� ^R 9aN` 9 W/���\.�����;

nR(n, S) → 0,
</� ���

S ∈ F2 \ {S?}. ^R 9aR`
���	������� � � ��
 ���


S ∈ F1:��� +� �
� ��� + �
��

R(n, S) =
�

[∥∥∥f ? − f̃S

∥∥∥
2

w
�Ŝ=S

]

≤ 2 ‖f ?‖2
w

�
(Ŝ = S) + 2

�
[∥∥∥f̃S

∥∥∥
2p

w

]1/p �
(Ŝ = S)1/q

+����
p, q

��� ��/��� �� 
� ^R 9_a` 9 c����� ^R 9_Q` ��� ^R 9aN` 
� /.� ������� ����
S ∈ F1�/ /-��
�

nR(n, S) → 0,
</� ���

S ∈ F1.
^R 9af`

��		���

7�.II
�I ^R 9aS` ; ^R 9aa` ; ^R 9aR` ��� ^R 9af` �/I����� +� I�� ��� </��/+ 
�I
��
��
	 � �� �	 � ##!& � �
�� �
 � � ��� ��� "$ "!� % ' ������ #�� #� �#

(i) α(n) = o(n)

(ii) ln ln n = o(α(n)),

��* �
�� � �
 �� "$ �
 � $ "� �"�  �) & ��
 "* 
�# ���� !# �* �" *����&  � � Ŝ �
? 
"&����� �� & ��
 "* ������
?

� ����# �* 
"&����� �� & ��
 "*  � �
 � "��
 "� "�& � � 
�# � ������
?

�*�� ��* �����# �* 
"&����� �� & ��
 "* ���� ��
? � �# 
��* �) 
"&����� �� & ��
 "* ����� ��� ���
�
 �� �
 � �#� & �� "� "$ f ? �� f̃ = f̃Ŝ

*�� � �*  � ������ � ��# ���# � � #� R(n)��! �� ���� �" �
 � "��
�� � #� OR(n, S?) ������  � �
 � # ��# � �
��

R(n) ∼ σ2|S?|
n



gM �������� � 	 
������� ��
�����
�

= >� � F A
E� �� CF���E �CB� �A
 B�� 
 C�� A � B�� �A��E�

EBCD� �����F� CF� ��B�A�

4� ��
� ����
/� ; +� �/ �/�I�� ���.� � ����
f ? �
,�� 
�

F
9 X.� � �
� �.��/�� 
� �/

I
,� ���/��� R 9f 9_9 ��
� ���/��� �������� �� /����� 
��\.��
�� /� ��� �
�U ���
�,��
-� ��� ���
� ��/� /<

f ? ���.��
�I <�/� ��� .�� /< �� 
�</�� ��
/� ��
���
/� /< ��� </��
^R 9NS` ��/�I + 
�� ��� ^<���` �������
�I �/� �����
,� � ���/� ^���� R 9S 9a` 9

� �� �� � �� ��� ����� �����%
]/�

S
� �.��/�� ; +� ��T�� ��� J�
�U J

R?(S) = d2(f ?, FS) + σ2|S|/n.
^R 9ae`

��
� \.���
��
R?(S)

�/�� �/� ��������� ��� �
�U ���.��
�I <�/� ��� ���
� ��
/� /<
f ? + 
��
�

FS
+ �
�� ��� �V������� 
� ^R 9Qg` ��� ^R 9aM` 9 3��.����;

R?(S)

� ��� �
�U

���.��
�I <�/� �.�� �� ���
� ��
/� 
� ��� ���� +���� ���
xi !� ��� ������ 
�
��
� �� 
�

^R 9QR` 9 4� ��� ��\.�� ; �� K���.� 
� LK��MNO ; +� ��
�� +/�U + 
�� \.���
�
��
R?(S)

9
��� F -� � <�� 
�� /< �.��/��� 9 G� ���/�
��� + 
�� 
� �� /����� �
�U -�

OF(f ?) = min
S∈F

{R?(S)} ^R 9ag`

��� /����� ^R 9ag` 
� ��� � 
�
�.� �
�U ��� .��� �/.�� ���
�,� -� ������
�I ���
�.��/��

SO

� F ���� ����
	�� ��� � 
�
�.� 9 :/+�,�� ; �� ��� ��� � /����� 
� ��
�� ;

���� \.���
�� �� +��� ��
SO


� .��,���
- �� �/ ��� .��� 9 3 ��/ �/�� ���� ; �,�� ��/.I�
f ? +/.�� �
,� 
�

F
; ����� 
� �/ ����/� +��

SO
+/.�� �\.��

S? 9
]�/� �/+ /� ; +� ��//�� � � ������ /< ��� </��

α(n) = (1 + θ)σ2|S|, θ > 0.
^R 9RM`

��� .� ���.� � -�
��� ���� ��
� .��� ��� ��/��� ��� I�/-�� � ���/� ^R 9NQ` 9 ��� /���
��
�I �� U�/+ � 
� +��� �
� ��
���
/� ��� </.�� 
� ��� - ��� �.��/�� ; ��� ���

Ŝ =
3 �I� 
� {4W

(S), S ∈ F} .

K���.� ��/+ � 
� LK��MNO ���� 
� /.� ����
�I ��� -� .�
�I ��� � ������ ^R 9RM` 
� �
�
��
���
/� ^R 9NS` ; ��� .��� �
� �/� ��U� �// �.�� �
�U� 
� ��� ����� ����

�
[∥∥∥f ? − f̃Ŝ

∥∥∥
2

w

]
≤ COF(f ?).

^R 9R _`

+����
C


� � �/������ ��� ���
�I /�
θ

������
�I 
� ��� � ������ ^R 9RM` -.� ��
����
/�

n
�/� /�

f ? 9
d/+ ; �� �������� 
� ���� R 9S 9R ; ��� I�/-�� � ���/� ��� �V�/����
�� �/� ���V 
��9

:��� ; 
< +� +����� �/ - � �-�� �/ ������ ��� �.��/�� ; +� +/.�� ��,� �/� �.���
2d��
���
� 9 X.� �
� 
� ��� ��\.�� 
� �/ ��/+ ���� ��� �������
�I � ���/� ; ���� ���

�/���/� 
�� �/� ���V 
��; ���/ I
,�� �� /����� 
��\.��
�� /< ��� ��� � ^R 9R _` 9
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����� ������� ��� �
� ��� ���� 
� ��� �
���������
������� ��
 ����
� g _
� �� �� � ��� ��� � � ���%�� ��%��� �� ��% �� ������%�

G� ��T�� ���� � ��\.���� /< �������
�I .�U�/+� �.��/���
S?(k), k = 0, . . . , d

���
+ 
�� ����
���
��

d − k
9 ] 
����� +� ���

S?(0) = [[1, d]]
���� ; +���

S?(k) 
� ��T��� ; +�
���

S?(k+1) =
3�I� 
� (

R?(S), S ⊂ S?(k), |S| = d − (k + 1)
) ^R 9RN`

+ ���� ��� <.���
/�
R? 
� ��T��� 
� ^R 9ae` 9

G� ��.� /-��
� � ��\.���� /< �
�U�
R?(S?(k)), k = 0, . . . , d

9 1��� /< ��/�� ��8
�������� ��� � 
�
�.� �
�U ���
�,�� -� ��� /,
�I � �
�I�� <.���
/� 
� ��� ���,
/.�
�.��/�� 9

4� ��� ��\.�� ; +� ��� �/�����
��� �/ � �U� ��� </��/+ 
�I ���.� ��
/� 6

R?(S?(k)) 6= R?(S?(k+1)), k = 0, . . . , d − 1.
^R 9RS`

��
� �/��� � /�� /< ��� �
� � ��I���
�I ��� �V�����
/� /<
R∗ ^R 9ae` 9 4����� ; 
� 
� ������

.��
U��� ���� ��� �/����
�� 
������� /< ��� T��� ���� 
�
R∗ 
� �V����� �/� ��������

-� ��� ��������
σ2/n

/< ��� ���/�� 9 :/+�,�� ; 
< ���� ������� ; 
� �.Z ��� �/ ��� /��
/� ��,���� �/
��� �/ ��� ��� ��� �/ TV ��� ��/-��� 9 3��.� ��
/� ^R 9RS` ���.��� ����
��� T��� 
���V

1 ≤ k? ≤ d − 1
�.�� ����

R?(S?(k?−1)) > R?(S?(k?))
���

R?(S?(k?+1)) > R?(S?(k?))
^R 9RQ`


� �/������� ��T��� 9 4� ��� ���� + ���� ��� ��\.����
R?(S?(k)), k = 0, . . . , d


� ��+���
�������
�I ; +� ���

k? = d
9 4� ��� ���� +����

R?(S?(1)) > R?(S?(0))
; +� ���

k? = 0
9

��
� +��;
S?(k?) 
� ��� T��� �.��/�� ���� �/�� �/� 
� � ��
���� 
���.�� � �.��/��

���
�,
�I � �� ����� �
�U 9 ��� \.���
��
R?(S?(k?))


� �� /����� �
�U ; �/� �� /�I ���
�
�U� �/��
-�� �� 
� ^R 9ag` + 
�� F = P([[1, d]])

; -.� �� /�I � �� ����� ; ������ ; <�� 
��
/< �
�U� 9

��
� ������ 
�
��
� <�� 
�� /< �.��/���
S?(k) ^R 9RN` 
� ������� �/ ��� ����/� <�� 
��

S(k) ��/�.��� -� ��� �������
�I �/� �����
,� � ���/� 
� ���� R 9S 9a 9 c����� ����
��
� � ���/� ��/�� �� � ����/� ����

kf

��� ��.� ��/�.��� /��� �.��/���
S(k), k =

0, . . . , kf

9 4������; /�� +/.�� �
U� ��� � ���/� �/ ��//�� I//� �.��/��� ��� ��/� ��
��� �
I�� ���� 
� ��� ����� ����

S(0) = S?(0), S(1) = S?(1), . . . , S(k?) = S?(k?) ; ���
kf = k?.

1,�� ��/.I� ��� </���/� 
�I ���/��� R 9f 9_ ����� + 
�� �� /����� 
��\.��
��; 
�� ��//<
���/ ��/+ � ���� ��
� ������� �V���� /� � �,��� ��� ��/-�-
�
�� /< +�
�� ���������
�V�/����
���� <��� + 
��

n
9

� �� �� ��� ���� �� ������ ��%�
��� .� I
,� ��� � �
� ���.�� 9

��
��
	 � �� �	 '"�# *�� ��  �$ "�& �� "� 
� ��� "� "$ �
 � $ "�& ������ �
 "# � � ��
�� ��� ���& � � ��# �#

α(n) = (1 + θ)σ2|S|



gN �������� � 	 
������� ��
�����
�

�  �
 θ > 0 � �# �) �
  # 
� ��� "� � �"�) �  �
 �
 � *�# 
��* �) 
"&����� �� & ��
 "* *�#�

� ��*  � ���� ��� ��� "� � � �"*! 
�# f̃

S
(kf )

�# �� �#� & �� "� "$ �
 � !��� "�� $ !� 
� "�
f ? � �
 � � #� "$ #! 

 �� �#� & �� "� #�� #� �#

�
[∥∥∥f ? − f̃

S
(kf )

∥∥∥
2

w

]
≤ C.R?(S?(k?)) + rn

^R 9Ra`

�
 ��� C  # � 
"�#���� *�� ��* �) "� θ �!� � � �
 �� "� n � "� f ? � R?(S?(k?))  # �
 �
� �#��* "��
�� � #� *�� � �*  � ������ ��* rn

 # � *����&  � #� 
 ���& #�� #$ �  �) rn =
O(exp(−an)) �  �
 a > 0 �

� ��� � � 4� 
� �� �
� 
��/ �+/ ����� 9
? �  �#� ���� 6 �/� � ��/-�-
�
�� �/���/�� 9 X.� �
� ���� 
� �/ ��/+ �/���/�� ^R 9fN`

���� + 
�� - � /< .�� 
� ��� ���/�� ���� 9 ��� .� ��T�� ��� �������
�I ��\.���� /< �,����
(Ak)k=1,...,d

-�
Ak =

{
S(k−1) = S?(k−1), . . . , S(0) = S?(0)

}
.

^R 9RR`
d/�� ����

Ak


� 
� ��
�
���� 
���.��� 
� ��� �,��� {kf ≥ k − 1} 9
��� .� ��//��

1 ≤ k ≤ k? 9 G� ��� 
��������� 
� ��� ��/-�-
�
�� ���� ��� ������8
�
�I �/� �����
,� � ���/� ������� I//� �.�� /��� .� �/ ����

k − 1
��� <�
�� �/ ������

S?(k) �� ����
k

9
� (

S(k) 6= S?(k) , Ak

)
.G�
��

� (
S(k) 6= S?(k) , Ak

)
≤

∑

S

� (
1

n

4W
(S) − σ2 ≤ 1

n

4W
(S?(k)) − σ2 , Ak

)

≤
∑

S

� (∣∣∣∣
1

n

4W
(S) − σ2 − R?(S)

∣∣∣∣ > εk , Ak

) ^R 9Rf`

+
∑

S

� (∣∣∣∣
1

n

4W
(S?(k)) − σ2 − R?(S?(k))

∣∣∣∣ > εk , Ak

)

+ ���� ��� �.� � ��� �V������ �/ ��� �.��/���
S ⊂ S?(k−1) + 
�� ����
��� |S| = d − k�V����

S?(k) ���
εk =

1

2
min

S
(R?(S) − R?(S?(k))) > 0,

��� � 
�
�.� -�
�I ��U�� �� /�I ��� ��� � ��� /< �.��/��� 9 ��� .� ���/�� -�
ε > 0��� �� ������ /< ��/��

εk !� ;
k = 1, . . . , k? 9 K���.�� /< ��� </�� /< ��� � ������ ����

^R 9RM` ; �V�����
/�� ������
�I 
� ��� ��/-�-
�
�
�� /< �\.��
/� ^R 9Rf` �
� ��
<� �/
1

n

4W
(S) − σ2 − R?(S) =

1

n
d2(y, ES) − σ2 − d2(f ?, FS) +

θσ2|S|
n

.

4� ��� �
�� �/ ��//��
n

���I� ��/.I� �/ � �U�
θσ2|S|/n < ε/4

��� ����� �/���/�
^R 9N _` �/ ��,�

� (
S(k) 6= S?(k) , Ak

)
= O

(
exp

(
− ε2n

64Vmax

))
, k = 1, . . . , k?.

^R 9Re`
d/+ ��� .� ������ ���� ; �/��
�
/����� �/ ��� �
���
-.�
/�

X
/< ��� �-��
���� ; ���


�</�� ��
/� ��
���
/� ^R 9NS` ��� � �
���
-.�
/� /< ��� ��� � �/�8�������
χ2 � ��� ��I����
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 ����
� gS
/< <����/� �� +��� �� ��� � ��� ����� ���� - �
�I ������� �/ +�
�� �.��/��

S
��� 4W


� ����.����� /� 9 d/+ ; �� �,��� /< ��� </��
Ak

^R 9RR` � �� - � �V������� 
� ���� /<
�/� � 4W

(S)
�/�����
��� �/ - ��/�I �/ �/� � ; ����/� -.� �/�8�� ���; 
����,��� /<

R
9

�����</�� ; , 
� ��� �/�
�
, 
�� /< ��� ����
�
�� /< ��� 0 /
�� ��+ � /< ��/�� 4W ; +� I��
��� �/�
�
, 
�� /< �

(Ak)
</� ���

k
9 5 /��/,�� ; 
�����
�I �/���/� ^R 9Re` ���/ ��/+ � ����

�
(Ac

k)
-���,�� ��

O(exp(−an))
</� �/� �

a > 0
���

k = 1, . . . , k? 9 ] 
����� +� I��
��� �V 
������ /< � � /�
�
,� �/������

c
���
�<� 
�I </� ���

n
6

�
(Ak) > c > 0, k = 1, . . . , k?.

^R 9Rg`
G� ��� �/+ 
��������� 
�

�
(kf = k? − 1 , Ak?) .

��
� 
� ��� ��/-�-
�
�� ���� ��� � ���/� I/�� +��� .� �/ ����
k? − 1

-.� ��/�� ���� 9
G�
�� 6

�
(kf = k? − 1 , Ak?) =

� (
⋂

S

(
1

n

4W
(S) − σ2 ≥ 1

n

4W
(S?(k?−1)) − σ2

)
, Ak?

)

+���� ��� 
��������
/� 
� �V������ �/ ��� �.��/���
S

/< ����
���
d − k? 
���.��� 
�

S?(k?−1) 9 4� ����
�.��� ; ��//�
�I
S = S?(k?) 6

�
(kf = k? − 1 , Ak?) ≤

� (
1

n

4W
(S?(k?)) − σ2 ≥ 1

n

4W
(S?(k?−1)) − σ2 , Ak?

)

≤
� (∣∣∣∣

1

n

4W
(S?(k?−1)) − σ2 − R?(S?(k?−1))

∣∣∣∣ > ε , Ak?

)

+
� (∣∣∣∣

1

n

4W
(S?(k?)) − σ2 − R?(S?(k?))

∣∣∣∣ > ε , Ak?

)

+����
ε =

1

2

(
R?(S?(k?−1)) − R?(S?(k?))

)
> 0.

3 I�
� -���.�� /< ��� </�� ^R 9RM` /< ��� � ������; �V�����
/�� 
� ��/�� ��/-�-
�
�
��
���.�� �/

1

n

4W
(T ) − σ2 − R?(T ) =

1

n
d2(y, ET ) − σ2 − d2(f ?, FT ) +

θσ2|T |
n

.

W�//�
�I
n

���I� ��/.I� �/ � �U�
θσ2|T |/n < ε/4

��� �����
�I �/���/� ^R 9N _` �
����
�

(kf = k? − 1 , Ak?) = O

(
exp

(
− ε2n

64Vmax

))
.

^R 9fM`
��� ���� ��/-�-
�
�� +� ���� �/ �/���/� 
� ��� </��/+ 
�I 6

�
(kf > k? , Ak?) .

��� .� + �
��
�

(kf > k? , Ak?) ≤
� (

kf > k? , S(k?) 6= S?(k?) , Ak?

)
+
�

(kf > k? , Ak?+1) .



gQ �������� � 	 
������� ��
�����
�

��� T��� ��/-�-
�
�� ��� ������� -��� ����� + 
�� +��� +� /-��
��� �/���/� ^R 9Re` 9
]/� ��� ���/�� /�� ; 
� 
� ������� -� ��I.� ���� �
� 
��� �/ ��� /��� +� ��,��/����
�/ 0 .��
<� ^R 9fM` 9 W/���\.����� +� I�� ; </� �/� �

a > 0
6

�
(kf > k? , Ak?) = O (exp(−an)) .

^R 9f _`
G� + 
�� �/���.�� ��
� ���
� /< ��/-�-
�
�� �/���/�� -� �.��
�I �/I����� ^R 9Re` ;

^R 9fM` ; ^R 9f _` + 
�� ^R 9Rg` �/ + �
�� ; </� �/� �
a > 0

6
� (

S(k) 6= S?(k) |Ak

)
= O (exp(−an)) , k = 1, . . . , k?,�

(kf = k? − 1 |Ak? ) = O (exp(−an)) ,
^R 9fN`

�
(kf > k? |Ak? ) = O (exp(−an)) .

?? � �
"�* ���� 6 ��� /����� 
��\.��
��9 4� 
� �
� � �/ ����� K���.� !� ���.�� 9 c�����
���� ��� �������
�I �/� �����
,� � ���/� ��/�.���

f̂
S

(kf )

�� �� ���
� ��
/� /<
f ? 9 ���

�/�� 
� � ���.��� -� ∥∥∥f ? − f̃
S

(kf )

∥∥∥
2

w

+ �
�� +� ��/���� �/
d2

w

9
G� �/��
�
/� -� ��� �,��� {kf = k?} ∩ Ak?

+ �
�� � ���� ���� ��� � ���/� ���
��/��� I//� �.��/��� .� �/ ����

k? − 1
��� + 
�� ��/� �� ��� I//� ����

k? 9 5/��/,�� ;
��� �/� �����
,� �������
�I � ���/� ^���� R 9S 9a` .��� ���� ���.��� ���� +� ��� I/
�I
�/ ��//�� � �.��/�� -� � 
�
� 
	��
/� /< /.� ��
���
/� �� /�I ��� <�� 
�� /< �.��/���
/< ����
���

d − k? 
���.��� 
�
S?(k?−1) 9 ��� /����� �
�U ���/�
���� + 
�� ��
� <�� 
��

�� 
� ^R 9ag` 
� ����
����
R?(S?(k?))

9 W/���\.�����; ��� ���.�� /< K���.� ^R 9R _` ; � /��
����
���� �\.��
/� ^_a` </��/+ 
�I ���/��� _9_ 
� LK��MNO ; ���.��� ����

� [
d2

w

∣∣ kf = k?, Ak?

]
≤ C.R?(S?(k?)),

+ ����
C

������� /�
θ

-.� ��
���� /�
n

�/� /�
f ? 9 G� ���� �/ ��� /,� ��� �/��
8

�
/��
�I 
� /���� �/ /-��
� ��� /����� 
��\.��
�� ^R 9Ra` 6
� [

d2
w

∣∣ Ak?

]
≤ � [

d2
w

∣∣ kf = k?, Ak?

]
+
� [

d2
w�kf =k?−1

∣∣ Ak?

]
+
� [

d2
w�kf >k?

∣∣ Ak?

]

������� ��� �,���
kf = k? 9 5 /��/,�� 6

� [
d2

w

∣∣ Ak?−1

]
≤ � [

d2
w

∣∣ Ak?

]
+
� [

d2
w�S(k?) 6=S?(k?)

∣∣ Ak?−1

]

������� ��� �,���
S(k?−1) = S?(k?−1) 
�

Ak?

9 4�����
�I ���� ������ ��I.� ��� +� I��
� [

d2
w|A1

]
=
� [

d2
w

]
≤ C.R?(S?(k?)) +

� [
d2

w�kf =k?−1

∣∣ Ak?

]
+
� [

d2
w�kf >k?

∣∣ Ak?

]
+

k?−1∑

k=1

� [
d2

w�S(k) 6=S?(k)

∣∣ Ak

]
.

4� �.Z ��� �/ ����� :� ���� !� 
��\.��
�� ^R 9_a` ��/�I + 
�� �/���/�� ^R 9fN` �/ �/���.��
��� ��//< 9

¤
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�� � ��� �

� � � �	 
 � ���� � �� �� 
 	 � ��� �� �
 �
��� �� ��� �

� !�I/�
��� � �� ��/I��� � ��
/� ����� 
\.� \.� �/.� ��P����/�� ���� ����� ��8
��V� � ��� �� �� ��/.,�� �� ����
�
/�

P̂
\.
 �P��
�� ^a 9f` ���� �,/
� � ����.��� �� ,���.�

�� Wc4� ^
P

` �.� �/.��� ��� �/.�8����
�
/�� ��
P	
� 9

� >? � ABEBCA F� �B �
A�
 C�B��
c�����/�� \.� �/.� �
��/�/�� �� �/��P��

x = x1, . . . , xn
,
,��� ���� .� 
����8

,����
[a, b]

�.-�
,
�P� �� .�� ����
�
/� � �V 
� ���
P	
� �PI.�

�� �

R

����,����� ��

���
r

6

P	
� : a < a + r < a + 2r < · · · < a + (R − 1)r < a + Rr = b.

W���� ����
�
/� ��P�����
2R−1 �/.�8����
�
/�� ���� 
 ���\.����� �/.� �/.��
�/�� � 
8

�
� 
��� �� \.���
�P Wc4�
(x, P )

^a 9R` 6

Wc4�
(x, P ) = −

m∑

j=1

nj log
nj

n|Ij|
+ (m − 1)

log n

2
− n log r.

/�
m ≤ R

;
P = (Ij)j=1,...,m

��
nj

��� �� �/�-�� �� �/��P�� �/�-��� ���� � !
����,����
Ij

�� �/�I.�.� |Ij| = sup Ij − inf Ij

9
7/.� �/.�

τ ∈ [[1, R]]
; �PT�
��/��

I(τ) = [a, a + τr], x(τ) = {xi

���� \.�
xi ∈ Iτ} , n(τ) =

W���
(x(τ)).

1� � !�.���� ���� �� ;
x(τ)

����P����� ��� �/��P�� ,
,��� ���� � !
����,���� ��/�\.P
I(τ)

��
n(τ)

����P����� ��.� �/�-�� 9 d/.� �����/�� PI���� ���
P	
�(τ)

�� ����
�
/�
� �V
� ��� ��/�\.P� � �� � �� � 
����,���� 6

P	
�(τ) : a < a + r < a + 2r < · · · < a + (τ − 1)r < a + τr.

7/.�
m ≤ τ

��
P (τ) = (Ij)j=1,...,m

.�� �/.�8����
�
/� ��
P	
�(τ)

; /� �PT�
�

Wc4�
(x(τ), P (τ)) = −

m∑

j=1

nj log
nj

n(τ)|Ij|
+ (m − 1)

log n(τ)

2
− n(τ) log r.

gf



ge ������ � 	 �� ��

������ �� ��

�������
� ����� ����

W !��� �� ,���.� \.� �������
� �� ��
�
�� �
 /� /.-�
�
� ��� �/��P�� �/�� �� � !
����,����
I(τ)

9 d/�/�� \.� ���
nj

�/�� 
��P� ������� �� �� ��/����.�� �� � !
����,���� 9
2/
� � �
�������

τ ∈ [[1, R− 1]]
TVP ;

P (τ)
.�� �/.�8����
�
/� ��

P	
�(τ)
�

m ≤ τ
����,����� ��
σ ∈ [[τ, R]]

9 X� �/��
P (τ, σ)

�� ����
�
/� �
m + 1


����,����� ��
I(σ)�/���
�.P� ��

P (τ)
�� �� � !
����,����

Im+1 = [a + τr, a + σr]
9 X� � ��/��

Wc4�
(x(τ), P (τ)) = −

m∑

j=1

nj log
nj

n(τ)|Ij|
+ (m − 1)

log n(τ)

2
− n(τ) log r

Wc4�
(x(σ), P (τ, σ)) = −

m+1∑

j=1

nj log
nj

n(σ)|Ij|
+ m

log n(σ)

2
− n(σ) log r.

�� �� �
bP����� ����� ��� ��.V ��
�
��� � !P,��.� ���

Wc4�
(x(σ), P (τ, σ)) − Wc4�

(x(τ), P (τ)) = (n(σ) − n(τ)) log
n(σ) − n(τ)

n(σ)(σ − τ)

−n(τ) log
n(τ)

n(σ)

^3 9_`

+(m − 1)
log n(τ)

2
− m

log n(σ)

2
.

W���� \.���
�P ��� � !P,/�.�
/� \.� �.-
� �� ��
�
�� �/��\.� � !/� ����� �� � !
����,����
I(τ)

����
�
/��P ���
P (τ)

� � !
����,����
I(σ)

����
�
/��P ���
P (τ, σ)

9 3
m

TVP ; ����
�� �P� ��� ��� ��

P (τ)
9 7 �.� ��P�
�P� ��� ; �


P ′(τ)
��� .�� �.��� ����
�
/� ��

I(τ)
�

m

����,����� ; ��/��

Wc4�
(x(σ), P (τ, σ))−Wc4�

(x(τ), P (τ)) =
Wc4�

(x(σ), P ′(τ, σ))−Wc4�
(x(τ), P ′(τ)).

W !��� ����� PI��
�P \.
 ���.�� \.� � !��I/�
��� � ����� 
\.� _ ��P����P ���� �� �.
��
��/
�
� -
�� �� ���
�
/�

P̂
,P�
T��� ^a 9f` 9

� >� � ���
 C�BCA F �� � �E ��A
 CB���

� �� �� ��� ���%��� �� � �� �����%�� �
� !��I/�
��� � �� ��/I��� � ��
/� ����� 
\.� ��/�.
� ��.V ��-���.V ; �����P� ����

�� �.
�� ��-���. �� ��-���.W/�����/������ ; �� ��
���
R × R

�/�� ��� �
I��� ���/��

���VP�� ���

m = 1, . . . , R
�� ��� �/�/���� ���

σ = 1, . . . , R
9

��� </
� � !��I/�
��� � ����� 
\.� _ ����,P ; ��-���. ^
m,σ

` �/��
����� �� ,���.�
� 
�
� ��� �. ��
�
�� �.� ��� �/��P��

x(σ)
���� 
 ��� �/.�8����
�
/�� ��

P	
�(σ)
�

m
����,����� 9 7�� �/��P\.��� ; �� � /
�
P �. ��-���. �/.�
m > σ

� !��� ��� .�
�
�P� 9
�� ��-���.W/�����/������ ��/�U��� \.��� � �. 
 ��� �/�-��� ���
��� ���,��� �

���/���
�.�� �� ����
�
/� ���� ������ � !����
���� �� � 
�
�.� 9 W���� ���/���
�.�
/�
�� <��� � � !�
�� �� � !��I/�
��� � �� ���/����.��
/� N 9 �� ���� 

�� �
I�� �. ��-���.8
W/�����/������ �
��
 \.� �� � /
�
P 
�<P�
�.�� ^

m > σ
` �� �/�� ��� .�
�
�P�� 9
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������ gg

� �� �� � �� �����%�� � ����� ����
d/.� ��P����/�� � �
������� � !��I/�
��� � ����� 
\.� _ �,�� ��� �/���
/�� ��P8

�P������ ���� .� ���I�I� �� ��/I��� � ��
/� IP�P�
\.� 9 d/.� �.��/�/�� \.� ���
\.���
�P�

n(σ), σ = 1, . . . , R
�/�� �P0 � ����.�P�� �� ��/ �UP�� ���� .� ,����.� ���/��

�/�P
n

9
� �������	 	 � !��I/�
��� � ����� 
\.�
� 
�� ��
 �

n(σ), σ = 1, . . . , R
�����
 � ��-���. ; ��-���.W/�����/������
�� ���

σ = 1
�/

R

�

� � ��-���. ^_;
σ

` �
n(σ) log(σ)

� � 
�
 ���
	 � ���

m = 2
�/

R

�


 � ���
σ = m

�/
R


�
� � ��� � �  ����.� ^

σ − m + 1
`

� � ���
τ = m − 1

�/
σ − 1


�

 � ��� � ^

τ − m + 2
` � ��-���. ^

m − 1, τ
` � ^3 9_`

� � 
�
 ���
�� � ��-���. ^

m,σ
` � � 
� ^��� �`

��� ��-���.W/�����/������ ^
m,σ

` � 3�I� 
� ^��� �`
+m − 2

�� � 
�
 ���
�� � 
�
 ���

�� ,���.� � 
�
� ��� �. ��
�
�� ��� /-���.� �� � 
�
� 
���� ��� ,���.�� ��P������
�.� �� ����

�� �/�/��� �. ��-���. ^

σ = R
` 9 d/.� �/�/��

m̂
� !
��
�� �� �� �
I��

�/�����/����� � �� � 
�
�.� � � !��� PI���� ��� �� �/�-�� � !
����,����� �� �� ����
�
/�
� 
�
� 
���� �� ��
�
�� 9

� �� �� � �� �����%�� � �� ������%���%���
7/.� ���/����.
�� �� ����
�
/�

P̂
,P�
T��� ^a 9f` ; �/.� �.�/�� - ��/
� ��

m̂
; �.

��-���.W/�����/������ �/����.
� ���� � !��I/�
��� � ����� 
\.� �� �� � !��I/�
��� � N
�� ���/����.��
/� ��P����P � �
������� 9
� �������	 � � !��I/�
��� � �� ���/����.��
/�
� 
�� ��
 �

m̂
; ��-���.W/�����/������

�����
 � 7���
�
/�
�� 7���
�
/� �  ����.� ^

m̂
`

� � 7���
�
/�
(m̂) = R

� � ���
i = m̂

�/
2

-� −1

�

	 � 7���
�
/� ^
i− 1

` � ��-���.W/�����/������ ^
i, R

`

 �

R =
7���
�
/� ^

i− 1
`

� � 
�
 ���

d/�/�� �� ,����.� �
m̂

�/� �/������ 7���
�
/� ; �/��
� �� � !��I/�
��� � N �� ���/��8
��.��
/� ; �
��
 6

7���
�
/�
= (σ1, . . . , σm̂).
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������ �� ��

�������
� ����� ����

�� ����
�
/�
P̂

,P�
T��� ^a 9f` ��������P� ��� ��/��

P̂ : a + 0.r = a < a + σ1r < · · · < a + σm̂r = b

� �� �� �� ���#�� � ��%���%����
� !��I/�
��� � ����� 
\.� _ ��P����� ��/
� -/.���� ]Xc 
�-�
\.P�� \.
 IP�
����

�� \.��
8�/���
�P ��� ����.�� �P�����
��� � �/� �VP�.�
/� 9 �� �/�-�� � !
�P���
/�� �/�8
���� /����� � ��� -/.���� ,�.�

R∑

m=2

R∑

σ=m

σ−1∑

τ=m−1

1 =
1

6
(R3 − R).

W���� \.���
�P ��� -
�� � /
���� \.� �� �/�-�� �� �/.�8����
�
/�� ��
P	
� \.
 ���

2R−1 9
d/.� �,
/�� ��� ������ ���/��P ��P�P��� � ��� \.� � !��I/�
��� � ����� 
\.� ��

���� 
��
� �� .� �/�-�� � !/�P���
/�� �� � !/���� ��
R2 9 W��� ��� ,��
 �
 �/.� �/.�

�
� 
�/�� �.V �/.�8����
�
/�� ��
P	
� ��P������� .� �/�-�� � !
����,����� ��.� � ��
��

\. !.� �����
�
I	 TVP 9 � ��� �� ��� ; 
� �.Z � � !������� � !��I/�
��� � _ �� ��� �������

R
���

I	 � �� �
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m
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E
��� ��� ���¤������� ��Ü ����¨�

C : E → ∪i∈N∗{0, 1}i ¦ �� ¤������� �� C(x)
��� �����

L(x)
¦ Ý� ���� ����� ������ �©�¿�¤� ���
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��� ¤� ¤�������� � ª ¿��� ° �
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L(x)
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���� ���½ ���¿�¿�¤���� ���

E
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������
IE P

¤ ¥��� ������ ����
P
� �� � ä

H(P ) := IE P [− log P ] ≤ IE P [− log Q] =: H(P, Q) å¾æ
»�� ��� ������� ���¨����� �� P

�������� � ¤ ¥�¿Ü ����´ ��� ���� �� ����¨�� �� ������ Q���� ¤ ¥�������� �������
H(P, Q)
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H(P )

¦ ¸ ��� �¼ �� � ¤� ������ �� ç�¼� �� ���
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��� ��� � ����� �� � ��¤¤���� ����¤���� ¦
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(Xn)n∈N∗

ª ¨�¤���� ���� E
��� ��� ·ðð � ¥�����

k ∈ N
��

k
��� ¤� �¤�� � ���� ������

¨���ß ��� ¤ ¥���¤��� P (Xn|Xn−1, . . . , X0) = P (Xn|Xn−1, . . . , Xn−k)
���� ����

n
¦ µ��� ����

�¤������� ���Ü ���� ���� ¤� ��� �² ����� ¤�� �����������¤¤� �� ��� ��� ��� ��
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k
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j
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(m − 1)mk ���¤� θ(i|j)
� � ���
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E
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E
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θ̂(0)(a|a) = 1/2
�

θ̂(0)(a|b) = 1/2ö�������� ¡± � ¾÷° � ¾¡
­��� ��� �©�¿�¤� ä

a
¡± ¾÷° ¡

θ̂(1)(a|a) = 1/2
�

θ̂(1)(a|b) = 1/2ö�������� ¡± � ¾÷À � ¾÷° ¡
ö ��½�³� � �©�¿�¤� ä

b
¡¾÷À ¾÷° ¡

θ̂(2)(a|a) = 1/3
�

θ̂(2)(a|b) = 1/2ö�������� ¡¾÷À � ø÷ù � ¾÷° ¡
ú�����³� � �©�¿�¤� ä

a
¡¾÷À ø÷ù ¡

θ̂(3)(a|a) = 1/3
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θ̂(3)(a|b) = 2/3ö�������� ¡¾÷À � ¢÷°À � ø÷ù ¡
û�����³� � �©�¿�¤� ä
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¡¾÷À ¢÷°À ¡
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k̂
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Θk
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Θk
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|Θk| = (m − 1)mk ¦
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� �� ���� ��� ��� ������ ¦ ��
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IE [Ck(x
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ε > 0

� �������¶����
θk ∈ Θk
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n
�����
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nH(θk) + (1 − ε)
|Θk|

2
log n ≤ IE θk

[Ck(x
n)] ≤ nH(θk) +

|Θk|

2
log n + o(log n). åøæ
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������� � ¤� ������ ��������´ ª ¤ ¥�����
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H(θk)
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−1/n log P (xn|θ̂k)
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θ̂k
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2
log n, åÀ æ
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�¨��¤� ����� ³���
θ̂k
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xn � ¥��� ·ðð � ¥�����
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ª ° ����� �¨�� n = 2000
¦

� ¥�������� �� ����� ³���
θ5
���¤��� � ��� �½�¤����� ��� � ¨��� H(θ5) = 0.527
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k
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θ̂k
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ABSTRACT
In this paper we give a short theoretical description of

the general predictive adaptive arithmetic coding technique.
The links between this technique and the works of J. Ris-
sanen in the 80’s, in particular the BIC information cri-
terion used in parametrical model selection problems, are
established. We also design lossless and lossy coding tech-
niques of images. The lossless technique uses a mix between
fixed-length coding and arithmetic coding and provides bet-
ter compression results than those separate methods. That
technique is also seen to have an interesting application in
the domain of statistics since it gives a data-driven proce-
dure for the non-parametrical histogram selection problem.
The lossy technique uses only predictive adaptive arithmetic
codes and shows how a good choice of the order of predic-
tion might lead to better results in terms of compression. We
illustrate those coding techniques on a raw grayscale image.

1. INTRODUCTION

Arithmetic Coding (AC) is an efficient binary coding
technique. We use it here in one of its most general form :
the predictive and adaptive one. Even though those aspects
of AC are known, it is quite hard to find literature dealing
with both of them ; as well as to determine which aspects
are actually used in image coding norms such as JPEG and
JPEG2000. We try here to answer the first issue but could
not collect useful informations about the second. This pa-
per does not seek compression efficiency but wants to show
how different AC processes may be used in both parametri-
cal (§3) and non-parametrical (§4) model selection problems.
This explains why we choose to work on raw images.

After a description of AC algorithm in §2, we take a
closer look at the resulting codelength. To this end, we use
works of J. Rissanen in [6, 7] and especially [8]. The main
conclusion of §3 is that the codelength enters the family of
information criteria, a widely used tool in the vast problem of
model selection. We aim at showing that the adaptive aspect
of the AC used here is an essential feature.

Next, we design in §4 a new lossless coding technique.
It uses a mix between AC, which is compression efficient,
and fixed-length coding, which is not. It is shown in §4.2 that
correctly mixing those two methods gives better compression
efficiency than using only AC. The most important parameter
to be adjusted in order to get that "correct" mix is the order of
prediction. Moreover, that method is shown in §4.3 to have a
direct application in the histogram selection problem.

Finally we design in §5 a lossy coding technique which,
once again, shows the importance of the order of prediction.

2. GENERALITIES ON ARITHMETIC CODING

2.1 Multiple Markov Chain

The notion of Multiple Markov Chain (MMC) leads to
arithmetic coding. Let E = {a1, . . . ,am} be a finite set with
m elements. An E-valued process (Xn)n∈N∗ is an order k
MMC if k ∈N is the smallest integer satisfying the law equa-
lity

�
(Xn|Xn−1, . . . ,X1) =

�
(Xn|Xn−1, . . . ,Xn−k) for all n. We

will always work in the case where that law does not depend
on n ; the chain is said homogeneous. An order 0 MMC is a
sequence of independent random variables.

If X is an order k MMC, we will suppose that X1, . . . ,Xk

are independent and uniformly distributed on E. For i ∈ E a

state and j ∈ Ek a multiple state, we denote by θ(i| j) the pro-

bability to see i after j. Consequently, choosing (m− 1)mk

real numbers θ(i| j) for j ∈ Ek and i ∈ {a1, . . . ,am−1} is en-
ough for describing the evolution of X . Let θ denote such a
parameter and xn = x1, . . . ,xn be a sequence of elements of
E, the likelihood of xn relatively to θ writes as :

�
(xn|θ) =

1

mk ∏
j∈Ek

∏
i∈E

θ(i| j)n(i| j) (1)

where n(i| j) is the number of occurences of i after j in xn.

2.2 Predictive adaptive arithmetic coding : PAAC

We deal here with a general AC which is both k-
predictive and adaptive ; we shorten it to k-PAAC. Predic-
tive means we code using orders k that may be greater than
1, hence a prediction of the future state of the chain from
the current state. Adaptive means we do not need any prior
knowledge on the chain, except its order ; we learn how to
predict the future step by step. Both notions have been for-
mally introduced and studied by Rissanen [6, 7, 8]. For a
more concrete description of arithmetic coding, we refer to
[11] ; note that this paper does not mention the predictive as-
pect. Let us now give a theoretical description of the general
k-PAAC algorithm.

Let xn = x1, . . . ,xn be a chain of elements of E to be enco-
ded and Ic be the current interval firstly set to Ic = [0,1). For
n≥ t ≥ 1 we note xt = x1, . . . ,xt . The only prior we need is an
order of coding k ≥ 0, then the algorithm works as follows.

Suppose that the t ≥ 0 first symbols are dealt with ; t =
0 means we have not started the coding yet. To deal with
the (t + 1)-th symbol we actualize transition probabilities as
follows :

θ̂(t)(i| j) =
n(t)(i| j)+1

n(t)( j)+m



where i ∈ E, j ∈ Ek, n(t)(i| j) and n(t)( j) denote the respec-
tive number of occurences of i after j and of j in the chain xt ;

n(t)( j) must not count an occurence of j at the very end of
that chain. If k = 0, the multiple states j vanish and we set

n(t)( j) = t. Those probabilities reflect what we know of the
chain at the time t of the coding process ; they are the adap-
tive aspect. We then set j = xt−k+1, . . . ,xt the current state
and split the current interval Ic in m smaller intervals accor-

ding to the probabilities θ̂(t)(i| j), i ∈ E. This way, we asso-
ciate to each possible future state i ∈ E an interval whose
length is proportional to the probability with which we ex-
pect it. The (t + 1)-th symbol is dealt with by choosing for
new Ic the interval corresponding to i = xt+1.

Once the last symbol xn has been dealt with, we are left
with an interval Ic = [low,high). Let d.e denote the super-
ior integer part, there exists two consecutive dyadic numbers
with length d− log(high-low)e in Ic. We take as the arithme-
tic code of xn the sequence of bits given by the fractionnal
part of the biggest one. If encoder and decoder agree on the
order k of coding, that sequence of bits is decodable, we refer
again to [11].

For illustration in table 1, we take m = 2, E = {a,b} and

encode x4 = abaa at order k = 1. In the splits, we allow the
left interval to a.

TAB. 1 – Order 1 PAAC of the chain abaa.

t xt Ic θ̂(t)(.|.) Split

0 /0 [0,1)
(a|a) = 1/2
(a|b) = 1/2

[0, 1
2
,1)

1 a [0, 1
2
)

(a|a) = 1/2
(a|b) = 1/2

[0, 1
4
, 1

2
)

2 ab [ 1
4
, 1

2
)

(a|a) = 1/3
(a|b) = 1/2

[ 1
4
, 3

8
, 1

2
)

3 aba [ 1
4
, 3

8
)

(a|a) = 1/3
(a|b) = 2/3

[ 1
4
, 7

24
, 3

8
)

4 abaa [ 1
4
, 7

24
)

(a|a) = not used
(a|b) = not used

not used

d− log(1/4−7/24)e = 5
Code : 01001 ; predecessor : 01000
Both 1/4+1/32 and 1/4 belong to Ic

This example shows the following general fact about k-
PAAC : the more unexpected behaviours occur in the chain,
the smaller is the last Ic, the longer is the code. For instance at
step t = 4 we expected b with probability 2/3, and observed a.
This caused us to choose the small interval Ic = [1/4,7/24).
For comparison, if b had occured the code would have been
0110 which is 1 bit shorter. This leads us to the notion of
information criteria (IC).

3. INFORMATION CRITERIA

Let us show how the PAAC may be used to solve a model
selection problem being : if xn is a realisation of an unknown
MMC (§2.1), which is its order ? More precisely, we will see
how the adaptive aspect of the PAAC is involved.

3.1 Coding approach of the model selection problem

As mentionned earlier the k-PAAC length of xn, say
L(xn|k), is ruled by the unexpected events in xn : the more

unexpected events, the longer the code. Consequently, if xn

is ruled by an unknown order k? MMC and we try to k-PAAC
it at an order k 6= k?, many unexpected events might occur :
either because k < k? and we do not look far enough in the
past, or because k > k? and we take into account informa-
tions relative to a too far away past which has actually no
influence on the future. Thus the minimization of L(xn|k) is
an appropriate tool for seeking k?.

The works of Rissanen will confirm that idea and esta-
blish a link with Information Criteria (IC).

3.2 Rissanen’s result

In [8] it is shown that L(xn|k) asymptotically behaves as :

BIC(xn|k) = − log
�

(xn|θ̂k)+
(m−1)mk

2
logn (2)

where θ̂k is the maximum likelihood (ML) estimator of order
k for xn, i.e. the parameter that maximizes (1).

BIC stands for Bayesian Information Criterion and enters
the formalism of IC first introduced by Akaike [1] ; let us
mention [10, 5, 3] in addition to [1, 8] as important steps in
the theory of IC.

Here is the idea behind IC : the first term of the criterion
(2), referred to as the ML term, decreases as k grows. This is

mainly because the ML estimator θ̂k fits the datas more accu-
rately if we let him look far away in the past. This phenomena
is known as overparametrization and is the major problem to
be solved in model selection, it appears on figure 1. On the
other hand, the second term, the penalty, increases as k grows

due to (m− 1)mk which is the number of free parameters in
the MMCs model of order k. Therefore, the minimization of
IC over k realizes a balance between the data fitting, measu-
red by the ML term, and the complexity of the model needed
to obtain such a fitting, measured by the penalty.

The quantity BIC(xn|k) is much faster to compute than
L(xn|k) ; the encoder should use BIC before encoding to find
which order will achieve the minimum codelength.

One can design a non-adaptive order k-predictive arith-
metic coding process whose codelength would be exactly

d− log
�

(xn|θ̂k)e = dMLe. However, this process requires to

send the parameter θ̂k for decodability and, especially, it no
longer answers the problem of order selection since ML suf-
fers the overparametrization issue. In terms of IC, the adap-
tive aspect of the process creates the penalty term which
avoids overparametrization, see again figure 1.

3.3 Comparison of actual codings with criterion

We generate a realization xn of an order k? = 5 MMC
with m = 2 and n = 25000. For k = 0, . . . ,10 we encode
it with k-PAAC process. We also compute the criterion

BIC(xn|k) and the quantity ML =− log
�

(xn|θ̂k). Results are
presented on figure 1 divided by n to express them as a bit-
rate.

As expected, BIC and k-PAAC curves present a minimum
at k = k? while the ML method overparametrizes at k = 9.

Note that, when computing BIC, it is desirable to have
enough observations compared to the number of free para-
meters, empirically :

n ≈ α(m−1)mk with α ≥ 20 (3)



FIG. 1 – Superposition of codelengths and criteria.

would be good. If n is too small behind the number of tran-
sition probabilities to be estimated, those transitions do not
occur often in the chain and their estimation is weak, resul-
ting in the penalty to dominate the ML term. An alternative
would be to compute the number of transitions actually ob-

served in the chain and plug them in (2) instead of (m−1)mk.

4. LOSSLESS CODING OF RAW IMAGES

Let [[p,q]] be the set of integers from p to q. Let us choose
an r×c greyscale image and set n = rc. Firstly, the image has
to be turned into a vector xn ∈ In. For order k ≥ 1 codings,
the way this linearization is done does matter since one does
not want to lose proximity information on the pixels. We have
chosen the "zigzag" linearization used in 8×8 blocks of DCT
transform in JPEG norm [12]. Other transformations have
been tested and results are quite similar. Let us now describe
our lossless coding method.

4.1 Lossless coding method

It is a two-part coding technique. In first, choose a par-
tition P of I = [0,255] ; that is a set of m disjoined intervals
(I j) j∈[[1,m]] whose union is I. Then, from xn, form a new chain
yn as follows :

∀i ∈ [[1,n]], yi =
m

∑
j=1

j�I j
(xi). (4)

That is, each yi denotes the number of the interval of P in
which xi falls. The chain yn has values in E = [[1,m]]. For k
an order, we denote by L(yn|k,P) its k-PAAC codelength. If
m = 1, we set L(yn|k,P) to 0.

Secondly, we denote by A j the number of integers in I j.
Once yi = j is known one needs, in order to recover xi ∈ I j, to
specify which one of those integers xi actually is. This is done
for each xi ∈ I j by a simple code with fixed length dlogA je.
Therefore, the number of bits required to recover xn from yn

is L(xn|yn) = ∑
m
j=1 n jdlogA je.

For decodability, one should also send the partition cho-
sen to encode. We do not take this into account here since the

FIG. 2 – Lossless estimated bit-rates of Lena at order 0,1,2.

codelength required to this end is very small compared to the
quantities L(yn|k,P) and L(xn|yn) we work on.

Let us note L(xn|k,P) := L(yn|k,P) + L(xn|yn) the total
lossless codelength of xn with help of the partition P.

4.2 Choice of partition and order of prediction

As m grows L(yn|k,P) also grows because yn has values
in [[1,m]]. By opposition L(xn|yn) decreases since the inter-
vals I j get smaller. Consequently, there should exist a parti-
tion P which balances those two phenomena by minimizing
the codelentgh L(xn|k,P). This argument takes place in the
theory of Minimum Description Length (MDL) introduced
by Rissanen and for which we refer to Grunwald and al. [4].

We estimate L(yn|k,P) by BIC(yn|k), see §3. We then de-
fine the following criterion as an estimation of the lossless
order k coding of xn with the partition P :

CRIT(xn|k,P) = BIC(yn|k)+L(xn|yn). (5)

We restrict ourselves to regular partitions ; i.e. partitions
P(m) whose intervals all have length 256/m. We work with
the 512×512 greyscale Lena image.

Figure 2 presents, for m ranging from 1 to 256 the esti-
mated bit-rate CRIT(xn|k,P(m))/n for k = 0,1,2. For k = 1,
the condition (3) is satisfied for m up to 115 but we still give
the k = 1 curve up to m = 256 for completeness. The algo-
rithm complexity increases considerably with the order k and
computations for k ≥ 2 shows no significant improvements ;
in the case k = 2 we went up to m = 30 which makes α about
10.

Note that our coding technique with P(1) is equivalent to

the pgm format1. In the other extreme case, with P(256) we
get yn = xn and L(xn|yn) = 0 ; this means we directly encode
the chain xn with the k-PAAC process. Considering this, fi-
gure 2 shows how a mix of those two methods leads to better
bit-rates. The minimization of the criterion (5) tells us which
partition is to be chosen in order to get the correct mix.

More important, 1-PAAC is clearly seen to reaches better
bit-rates than 0-PAAC : roughly 7 bpp with huge P(200) par-
tition for 0-PAAC against 5.4 bpp with P(50) for 1-PAAC.
Note that the order k chosen for the coding process only af-
fects the first term BIC(yn|k) of the criterion (5), hence we

1http ://www.imagemagick.org/script/formats.php



FIG. 3 – Laplace distribution and histogram chosen by (6).

may also give the following interpretation of the curves in
figure 2 : no matter how we quantize them via a partition,
the grey scales in our image should not be considered inde-
pendent but rather of order 1. Unsurprisingsly, that depen-
dance of a pixel greyscale on its neighboors may be shown
this way on most of common images which content is com-
prehensible by the human brain.

4.3 Histogram selection statistical problem

It is interesting to note that the criterion (5) may be
directly extended to the histogram selection statistical pro-
blem : if f is an unknown density on an interval I and xn is a
sample from this density, which partition of I is to be chosen
for building an histogram estimator of f ?

For such a partition P, by independence of xn and formula
(4), it is readily seen that the yi’s are independent so that
the 0-PAAC of yn will be the best. Let us denote by L j the
length of I j and suppose that each I j contains a number of
real numbers proportional to L j. Then, up to terms which do
not depend on P and after little calculations, the estimated
lossless order 0 codelength of xn using P is :

CRIT(xn|0,P) = BIC(yn,0)+L(xn|yn).

CRIT(xn|0,P) = −
m

∑
j=1

n j log
n j

nL j

+
m−1

2
logn. (6)

This criterion is in shape really similar to the one used by
Birgé and al. in [2] except it has a coding background which
justifies its use. Moreover it is not restricted to regular parti-
tions of I. If I is supposed to contain R real numbers, there
could be 2R−1 partitions to be tested, which is huge. Rissanen
and al. presented in [9] a dynamic programing method which
shrinks to O(R2) the number of computations required to find

which one of the 2R−1 partitions achieves the minimum of
(6). For illustration, we present in figure 3 the partition cho-
sen on a 2000-sample from the Laplace distribution used to
represent DCT coefficients in the JPEG norm. We assume
that I = [−5,5] and R = 200.

5. LOSSY CODING OF RAW IMAGES

We keep the same linearization as in §4 to turn an image
into a vector xn and now describe our lossy coding method.

FIG. 4 – Estimated Lena’s bit-rates for 0-PAAC and 1-PAAC.

5.1 Lossy coding method

For P a partition of [0,255] in m intervals, we define the
[[1,m]]-valued chain yn as in (4). Next, we quantize the da-
tas xn on P at their barycenter. That is, for each j ∈ [[1,m]],
we consider all xi’s falling into I j, compute their barycenter,
round it to the closest integer B j and finally set all those xi’s
to B j. This gives a new image with only m grey levels, this is
where the loss occurs. Moreover, that quantization creates an
injective map :

B : [[1,m]] −→ [[0,255]]
j 7−→ B j

With the help that map, the decoder is able to reconstruct
the quantized image from only the chain yn ; therefore B is
to be sent. However, the coding of such a map is very short
compared to the codelength of the chain yn, so we drop it.

Now we are left to encode yn with the k-PAAC process,
hence the estimation of the lossy codelength of our image by
the BIC criterion (2) :

BIC(yn|k) = − log
�

(yn|θ̂k)+
(m−1)mk

2
logn.

5.2 Influence of the order on bit-rates

We still restrict ourselves to regular partition P(m) and
work with Lena. Figure 4 presents the estimated bit-rates
BIC(yn|k)/n for m ranging from 1 to 256 and orders k = 0,1.
For any m, the fact that the k = 1 curve is under the k = 0
curve means, as in §4 and via IC interpretation, that the chain
yn is of order 1 rather than order 0.

5.3 Comparison involving distortion

Each value of m brings a certain quantization, thus a cer-
tain distortion. We measure this distortion by the Peak Signal
to Noise Ratio (PSNR) and plot it against the corresponding
bit-rate of 0-PAAC and 1-PAAC in figure 5. For illustration,
we present in figure 6 the two quantized Lena images ob-
tained for m = 3 and m = 13 with their respective PSNR.
We also give bit-rates achieved by 0-PAAC and 1-PAAC on



each of those image. For instance, this shows that at an im-
posed rate of about 1.4 bpp, the 1-PAAC allows to encode
Lena with a PSNR of 33.15 dB while the 0-PAAC only gives
22.11 dB.

FIG. 5 – Estimated Lena’s bit-rates/PSNR for 0 and 1-PAAC.

m = 3 levels : 22.11 dB m = 13 levels : 33.15 dB
0-PAAC : 1.36 bpp 0-PAAC : 3.18 bpp
1-PAAC : 0.43 bpp 1-PAAC : 1.39 bpp

FIG. 6 – Estimated PSNR and bit-rates on Lena quantized at
m = 3 and m = 13 levels for 0-PAAC and 1-PAAC.

6. PERSPECTIVES

As mentionned in the introduction we did not provide ef-
ficient compression results by intentionally working on raw
images. Therefore it would be interesting to insert the dis-
cussed binary coding methods after, for instance, the wavelet
transform block of the JPEG2000 norm. In order to com-
press, one should in first determine with the BIC criterion
(2) the order of the sequence of wavelet coefficients and then
use the criterion (5) to determine the partition which allows
to encode those coefficients efficiently.
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ABSTRACT

In this paper, we study the problem of recognizing an un-

known probability density function from one of its sample

which is of interest in signal and image processing or telecom-

munication applications. By opposition with the classical

Kolmogorov-Smirnov method based on empirical cumulative

functions, we consider histogram estimators of the density

itself built from our data. Those histograms are generated via

model selection, more specifically via a codelength-based In-

formation Criterion. From the histograms, we may compute

a Kullback-Leibler distance to any theoretical law which is

used to complete the recognition. We apply this histogram-

based method for law recognition in a theoretical setup where

the true density is known as well as in a real setup where data

come from radio channel propagation experimentation.

Index Terms— HF radio propagation, probabilty, infor-

mation criteria, histograms, law recognition

1. INTRODUCTION

Law recognition is a problem of great interest in various

domains such as image processing, shape recognition or

telecommunication applications. The most widely used tool

to solve this problem is the Kolmogorov-Smirnov (KS) test

that will be more precisely presented in the sequel. This test

is based on a data-based estimation of the cumulative func-

tion of our unknown density. Here, we choose to estimate the

density itself by an histogram. This estimation of the density

will allow computation of Kullback-Leibler type distance on

which the law recognition will be based.

In order to estimate the unknown density by an histogram,

one needs to use non-parametrical model selection. More pre-

cisely Information Criteria (IC), also called penalized likeli-

hood criteria, will be used. Birgé [1] and Birgé and Al. [2]

address this problem in recent works. The authors suggest

to use an IC in order to determine from the data which his-

togram is the most suitable for the estimation. The justifica-

tion of the use of such a criterion is based on the minimization

of the risk of the resulting estimation. From another point of

view, Rissanen develops in [3] the notion of Minimum De-

scription Length (MDL) and in [4], that of stochastic com-

plexity, strongly related to the theory of coding as expressed

in [5]. From those notions, one may, as in [6], construct an IC

suitable for our present concern of histogram selection. The

use of that latter criterion is thus justified via coding argu-

ments rather than risk-minimizing arguments as were former

criteria from Birgé and Al. [1, 2].

In this paper, we work in the continuity of Rissanen and

Al. [6] by developping a two-steps coding technique of our

data from which is derived a codelength-based Information

Criterion. Both notions and their connections are described

in section 2. This criterion allows to select, from the data,

an histogram estimating the unknown density. Then, in sec-

tion 3, we present the method of law recognition based on

the previous histogram and on Kullback-Leibler distance We

also recall the classical Kolmogorov-Smirnov method of law

recognition. Part 4 and 5 are dedicated to applications in the-

oretical and experimental backgrounds.

2. THE HISTOGRAM SELECTION CRITERION

The main setup is as follows : f is an unknown density de-

fined on an interval I = [a, b] of R and xn = x1, . . . , xn is a

sample from f . Given P = (Ij)j=1,...,m a partition of I into

m intervals, one constructs an histogram estimator of f by

f̂P =
m∑

j=1

nj

nLj

�
Ij

,

where
�

X denotes the indicator function of a set X , nj the

number of data xi falling into Ij and Lj the length of Ij . The

main problem of histogram selection is to determine which

partition P is to be chosen in order to estimate f by f̂P .

For the sake of simplicity, we choose r > 0 a precision,

usually small, and denote by Pmax the partition of I consisting

of R intervals all with length r. Then we restrict ourselves

to the 2R−1 partitions which intervals are unions of adjacent



intervals of Pmax. Those are called sub-partitions of Pmax and

their set is denoted by SP . Note that this restriction allows to

handle the case where data live in a discrete space.

Previous work [5] allows to design an IC derived from a

data-coding technique answering the partition selection prob-

lem. Here, we present the coding technique and the IC result-

ing in our setting.

2.1. Two steps coding

The main idea is to choose a partition P ∈ SP and, with help

of it, to encode our data xn. We consider here the natural

idea of coding: transforming our data xn in a sequence of bits

that is decodable if encoder and decoder agree. Then, via the

principle of Minimum Description Length [7], the partition

to be chosen is the one that realizes the best encoding of our

datas. That encoding is now described ; it is lossless up to the

precision r and presents two steps.

2.1.1. First step : arithmetic coding

In the first step, data xn are transformed into yn as follows

yi =

m∑

j=1

j.
�

{xi∈Ij}, i = 1, . . . , n.

In other words, yi denotes the number of the interval of P in

which xi falls. In order to encode yn, we use a version of

the arithmetic coding technique presented in [5] as Predictive

Adaptive Arithmetic Coding of order 0, 0-PAAC for short. In

the sequel, L(yn|P ) denotes the length of the binary string re-

sulting from such a coding. As also discussed in the previous

reference, the PAAC is strongly related to the work of Rissa-

nen [4] in the sense that L(yn|P ) is asymptotically estimated

by the so-called stochastic complexity of yn:

L(yn|P ) ≈ −
n∑

j=1

nj log
nj

n
+

m − 1

2
log(n). (1)

As m grows, that quantity tends to grow as well since encod-

ing symbols yi, that may take m different values, gets harder.

2.1.2. Second step : fixed length coding

For a fixed i = 1, . . . , n, the information yi = j alone does

not allow to recover xi. In order to do this, one needs to

precise where xi is located inside the interval Ij . Up to the

precision r, there are Lj/r real numbers in this interval. Con-

sequently, the precision of xi may be done with an encoding

of (ideal) fixed length equal to log Lj/r.

Now, the total number of bits required to precise all the

xi’s equals

L(xn|yn) =

m∑

j=1

nj log
Lj

r
. (2)

By opposition to (1), this quantity tends to decreases as m
increases. Indeed, the larger m, the smaller the intervals of

P , the easier it is to precise where each xi is.

2.1.3. The criterion

Via our two-steps encoding method, the estimated total loss-

less codelenght of the data xn with help of the partition P
writes as the sum of (1) and (2), that is

CRIT(xn, P ) = −
n∑

j=1

nj log
rnj

nLj

+
m − 1

2
log(n). (3)

This quantity enters the formalism of Information Criteria

(IC), widely used tools in model selection problem for which

one may for instance refer to [8, 9, 2].

The MDL principle thus suggests to choose P̂ as

P̂ = Argmin {CRIT(xn, P ), P ∈ SP} (4)

and consider f̂
P̂

as an estimator of the unknown density f .

Note that this minimization does not depend on the chosen

precision r.

The opposite behaviors of (1) and (2) described earlier re-

flect the usual fact that this minimization of the IC (3) realizes

the best compromise between the complexity of the partition

and how well it fits the data.

The resulting histogram is referred to in the sequel as dy-

namic histogram. This word is inherited from the dynamic

programming method introduced by Rissanen [6] that allows

to determine P̂ in (4) in a number of operations of the or-

der R2 instead of having to compute the 2R−1 values of the

criterion for each P ∈ SP . We may also restrict ourselves

to the class of regular histograms on I . Those are built on

partitions Pm that have m intervals all of length (b − a)/m
for m = 1, . . . ,M . Those M partitions may be seen as sub-

partitions of Pmax when r = (b − a)/lcm(1, . . . ,M) where

lcm denotes the least common multiple. The resulting esti-

mation is referred to as regular histogram. We use the term

optimal histograms to refer to either dynamic or regular ones.

3. METHODS

Let F be a family of density functions on I ; they are the laws

in competition.

3.1. Optimal histogram method

Once the optimal histogram estimator f̂ is selected via (3) and

(4), we may compute the Kullback-Leibler distance from it to

any f ∈ F as follows :

KL(f̂ , f) =
1

2

∫

I

(f̂ − f) log
f̂

f
dµ. (5)

Then, the law recognition is done via

fKL,opt = Argmin(KL(f̂ , f), f ∈ F). (6)



3.2. Empirical histogram method

From our set of data xn, it is usual to build an empirical

histogram describing the distribution. Classically this his-

togram f̂emp is built on the regular partition of I that counts

b2√n − 1c intervals where b.c denotes the inferior integer

part. From it, one may solve the law recognition problem by

fKL,emp = Argmin(KL(f̂emp, f), f ∈ F). (7)

3.3. Kolmogorov-Smirnov method

The Kolmogorov-Smirnov (KS) method is the tool used clas-

sically for law recognition. From the data xn, we construct

the empirical cumulative function denoted by F̂ . Let us de-

note by Fc the set of cumulative functions of the laws f ∈ F .

The KS distance between F̂ and F ∈ Fc is

KS(F̂ , F ) = sup
t∈I

∣∣∣F̂ (t) − F (t)
∣∣∣ . (8)

From that distance, the law recognition is done via

FKS = Argmin(KS(F̂ , F ), F ∈ Fc). (9)

This method does not require to estimate the density itself.

3.4. The model

Here, our model contains three densities in competition

Rayleigh : fR(x) =
x

σ2
exp

(
− x2

2σ2

)

Nakagami : fN (x) =
2µµx2µ−1

(µ − 1)!Ωµ
exp

(
−µx2

Ω

)
(10)

Weibull : fW (x) =
kxk−1

λk
exp

(
−xk

λk

)

This choice of model is usually done for radio channel prop-

agation modelization. All coefficients σ, µ,Ω, k, λ are shape

parameters to be described later. Note that choosing µ = 1
and k = 2 in Nakagami and Weibull laws make them similar

to a Rayleigh law.

4. APPLICATION IN A THEORETICAL SETUP

Our aim in this part is to show that the recognition method

defined in (5) and (6) is efficient and to compare it with the

usual KS method ((8) and (9)) and the empirical histogram

method (7).

The shape parameters σ, µ,Ω, k, λ in (10) are all set to

obtain a mean of 73 and a standard deviation of 1.2. We

generate 30 samples of sizes n ranging from 100 to 3000 of

the laws in model (10). On each of those sample, we ap-

ply the three recognition methods discussed earlier: optimal

histograms (6), empirical histogram (7) and KS distance (9).

Since the generating law is known, we may compute success-

full recognition rates (RR) and plot them in figure 1.

We choose to show only RR of the Rayleigh law. Re-

sults are similar for other generating distributions. We see

that using optimal histograms, especially dynamic one, yields

a lightly better RR than using the usual KS method. This

is remarkable since, in our setting, optimal histograms never

contain more than 50 bins. This means that resuming the data

information to about 50 classes allows a better recognition of

the underlying law than conserving all the information in the

n steps of the empirical cumulative function used in the KS

method. Moreover, if one wants to avoid KS method for law

recognition, optimal histograms should be used since the em-

pirical one gives poor results.

Fig. 1. Rayleigh RR using optimal histograms, empirical his-

togram and KS methods.

5. APPLICATION IN A REAL SETUP

Laboratory SIC-XLIM developped a software allowing to

simulate the fast fading behavior of a radio propagation chan-

nel in various environments, see [10]. From this software,

we collected n = 700 data representing the attenuation (dB)

of the signal in both Light Of Sight (LOS) and Non Light

Of Sight (NLOS) configurations, see figure 2. We choose

to modelize the radio channel by either a Rayleigh, Weibull,

or Nakagami distribution from the model (10). In order to

determine which of those laws best suits the radio channel,

we apply recognition method (6) with optimal histograms.

5.1. LOS configuration

In this experiment, the computed average attenuation and its

standard deviation are respectively 73 dB and 1.2 dB. Shape

parameters in (10) are set in consequence and shown in Ta-

ble 1(a). Here, the Weibull distribution suits the best the fast



Fig. 2. The environment of the simulation.

fading behavior of the propagation channel in a LOS config-

uration. This is the usual conclusion as in [11].

5.2. NLOS configuration

Here, average and standard deviation equal respectively 99.8

dB and 3.5 dB. Shape parameters in (10) are set in conse-

quence and shown in Table 1(b). It is not obvious to decide

which law suits the best the data but it does not matter since

shape parameters µ ≈ 1 and k ≈ 2 for Nakagami and Weibull

laws actually correspond to a Rayleigh law. As in [12], the

Rayleigh modelization appears as the best in the NLOS con-

figuration.

P
P

P
P

P
P

PP
Histo.

Law
Rayleigh Nakagami Weibull

σ = 1.58 µ = 0.68 k = 1.53
Ω = 4.99 λ = 2.05

Dynamic 0.12 0.05 0.04

Regular 0.12 0.08 0.06

(a)

P
P

P
P

P
P

PP
Histo.

Law
Rayleigh Nakagami Weibull

σ = 4.09 µ = 0.99 k = 2.01
Ω = 33.43 λ = 5.79

Dynamic 0.033 0.034 0.035

Regular 0.114 0.115 0.115

(b)

Table 1. KL distances from optimal histograms to the laws in

competition in LOS(a) and NLOS(b) cases.

6. CONCLUSION

In this paper, we developped an information-theoretic criteria

(3) allowing to estimate an unknown probability law by an

histogram. This histogram, summing our data to a few num-

ber of parameters and used along with Kullback-Leibler dis-

tance, is shown to allow a rate of succesfull law recognition

as good as or even better than the usual Kolmogorov-Smirnov

method. It is then applied to a realistic environment where it

matches usual results of modelization.
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[1] Lucien Birgé, “Statistical estimation with model selec-

tion,” Indag. Math. (N.S.), vol. 17, no. 4, pp. 497–537,

2006.
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