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Notations et symboles

Notations globales
On note en italique tout scalaire : par exempkest une longueur d’onde.

Toute fonction continue sera également notée diqu&a: u(r) est la fonction de densité de

photons dan®R?.

Un vecteur sera noté en minuscule et en grasst un vecteur-position daf®’ ; u,,, est un
vecteur colonne de taillé. La dimension/ x1 sera notée en indice uniguement au moment
de la définition du vecteur en cas d'ambiguitéy dfalléger les notations.

Une matrice sera notée en majuscule et en ghgs. :est une matrice possedantignes etc

colonnes. L'indice/ xc sera noté uniquement au moment de la définitiola deatrice.
L'exposanfl symbolise la transposée d'une matrice ou d'urevect

Dans la Partie 1, sauf indication contraire, l'ogdk est réservé au phénomene d'excitation,

I'indicem a celui de I'émission.

Eléments Finis

u est une solution approchée d'une équation doest la solution exacte. Une fonction

continue u, discrétisée dans un maillage d’Eléments Finispngolieu a une fonction
ul

u,

approchéel et a un vecteur not@ = , ou les paramétreg; sont les valeurs de la

uN
fonction U au niveau debl nceuds définis par le maillage des Eléments Finis.
De méme, sG est une matrice regroupant plusieurs fonctiongicoes, la discrétisation de

ces fonctions en Eléments Finis donnera naissateceatriceG .

La notationu (resp.é) sera utilisée dans la Partie 1 et dans 'Annexauis sera remplacée

par souci de simplification, dans les parties suligg, par la notation (resp.G).



Ondelettes

Soit k le parameétre de translation, jele niveau d'approximation, qui correspond a une
résolution de 2, c'est-a-dire & une échellé Res fonctions de base sont not@epour la
fonction d'échelle ¥ pour la fonction d'ondelette. Les sous-espacegspbaimation sont

notésV; a une échelle donnég Bs sous-espaces de détslils

On noterad;, £272® (27 ~k) et W, 227729 (27 ~k).

Opérateurs et symboles

Z symbolise un opérateur linéaire quelconque, eticodier 'opérateur de diffusion qui sera

défini dans la Partie 1.

T
O est l'opérateur différentiel "nabla"d = 9 9 9 , vecteur de taille 3. Appliqué a
ox 0y 0z
une fonction continueu, il s'agit d'un gradient, nous obtenons un vecteur
_0du_ Ou Odu . . PN
I]u-a—x +—vy +6_Z’ (X, y, z) étant les vecteurs unitaires @& . Appliqué a un vecteur
X z

X

v=|v, | de R?, il s'agit d'une divergence, et nous obtenons fometion scalaire :

z

dv, 0v, v . e :
O.v=—>+—+—=. Dans le cas de I'équation de diffusion appaeaietme.(DOu). Si
ox 0y 0z
D est une valeur constante dans l'espace considérquf sera I'hypothése faite dans cette
0°u  0°u  0°u
+ +

thése),0.(DOu) = DO%u= DAu, avecA symbolisant le Laplacien Au = > > >
ox° o0y° oz

et il s'agit d'une fonction scalaire.

o o
Nous noterons dans le cas des équations matrgi@katie 1) :|:|6x2 Z(O EIJ :

0 peut symboliser la petite perturbation d'une V@eia ou la distribution de Dirac :

J'q(r)J(r —T,) =0 ,) pour toute fonctiom ; ou le symbole de Kroneckerd,, = 1 sik =/,

0 sinon.

[ symbolise la fonction porte[](z) =1 si z0[0,1], 0 ailleurs.

vi



Id ., estla matrice identité de taille

n est le vecteur unité normal a une surface, déet8il Nous noterons dans la Partie 1 :

N _(n O
6x2 On'

Q symbolise le milieu étudié dami®® ou R®, 0Q symbolise sa frontiére.
I(Q) est I'espace de Hilbert associé a lI'ensefible

Dans I*(R), l'espace des fonctions d'énergie finie, le pitodcalaire est donné par:

O(f,g)OLA(R), (f,g) =] f(x)g(x dx

R

Tableau récapitulatif

T Transposée d'une matrice
ul
i = Discrétisation de la fonctiomenN Eléments Finis
uN
1)) Fonction d'échelle
W Fonction d'ondelette
D), 272 (27 ~k)
Wiy 2712927 ~k)
n Vecteur unité normal a une surface
T
O 0 d 0
ox 0y 0z
2 2 2
A R . ) ” 9
x> ody* 07
] o o
6x2 0 I:I
n O
0 n
Id Matrice identité de taillé
1234
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Abréviations utilisées

fDOT (anglais)

fluorescence Diffuse Optical Tomqgrg

EDP Equation aux Dérivées Partielles
PDE (anglais) Partial Differential Equation

MEF Méthode des Eléments Finis
FEM (anglais) Finite Element Method

MDF Méthode des Différences Finies

ART (anglais)

Algebraic Reconstruction Technique

SVD (anglais)

Singular Value Decomposition

ROI (anglais) Region Of Interest
1D Espace a une dimension
2D Espace a 2 dimensions
3D Espace a 3 dimensions
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Résumé

La tomographie optique diffuse de fluorescence perme développer des systémes
d’'imagerie fonctionnelle. Elle permet le suiwi vivo de la biodistribution de marqueurs

spécifiques fluorescents, dans le but de déveloggerouvelles thérapies, en particulier dans
le domaine de l'étude de cancers. Le travail ddecdiese est appliqué au probleme
mathématique de la tomographie, qui peut étre fFran termes d'évaluation de parametres

physiques dans un ensemble d'équations aux dépa¢tslles (EDPs).

La Méthode des Eléments Finis (MEF) a été choisigoour résoudre ces EDPs, car elle
permet de ne pas avoir besoin d’hypothéses surétandtrie et les inhomogénéités du
systeme. Mais elle consomme beaucoup de tempsmédmwire de calcul, principalement en

raison des grandes dimensions des matrices imphkgué
Notre objectif est d’accélérer la résolution dutégse.

Pour cela, dans un premier temps, une analyse rgadtution a été choisie : les matrices
apparaissant dans la version discrétisée des E@Rmjetées sur une base orthonormale
d'ondelettes de Haar ; on obtient alors des apmatidns des matrices, de taille réduite,
contenant I'essentiel de I'information. En utilisaes approximations a la place des matrices

originales, le temps de calcul pour la résoluties EDPs est alors sensiblement réduit.

Dans un deuxieme temps, la méthode de Galerkinlettele est choisie a la place de la MEF
standard : les polynébmes d'interpolation classicerénutilisés par la MEF sont directement
remplacés par des fonctions d'ondelettes de Daidseddn s'affranchit alors de I'étape du
maillage, colteuse en temps de calcul, ce qui gedmeadiminuer également du temps de

calcul tout en gardant une qualité comparable dellation.



Abstract

Optimization of algorithms in fluorescence DiffuseOptical Tomography :
contribution of wavelets for modelling

Fluorescence diffuse optical tomography is a poweidol to develop functional imaging
systems. It allows observing vivo the biodistribution of specific fluorescent markefor
new therapeutics developments, particularly in eestudy. Here, the stress is put on the
mathematical problem of the tomography, that cafobmulated in terms of an estimation of
physical parameters appearing as a set of Paiffar&ntial Equations (PDES).

The Finite Element Method (FEM) has been choseer heresolve these PDEs, because it
has no restriction considering the geometry or klmenogeneity of the system. It is
nonetheless well-known to be time and memory comsgyrmainly because of the large

dimensions of the involved matrices.
Our principal objective is to speed up the modehpotation.

For that, the first step is devoted to a new metbasked on a multiresolution technique : all
the matrices appearing in the discretized versibnthe PDEs are projected onto an
orthonormal wavelet basis, producing reduced appraton matrices containing essential
information. By using these approximation matricestead of original matrices, the

calculation time for the process of solving the BOd¥cthen significantly reduced.

In a second step, the wavelet-Galerkin method @seh in place of standard FEM : the
interpolation polynomial functions traditionally et by the FEM are directly replaced by
Daubechies wavelets functions. The time consuntielg af mesh definition is then removed,

that also allows reducing calculation time whileg®grving comparable quality of the solution.
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Introduction

Dans le domaine de la recherche sur le cancerxidtee actuellement de nombreuses
techniques pour le développement de nouvelles gleaEn particulier, la tomographie
optique diffuse de fluorescence (notée généralef@dT, pour fluorescence Diffuse Optical
Tomography) permet le suivh vivo, de maniére non invasive, de la biodistribution de
marqueurs spécifiques fluorescents [Weissleder2@I8 permet une quantification et une
estimation tridimensionnelle de la position et degéométrie de zones d’intérét (telle que la
distribution de la tumeur dans le petit animal) cgréaux marqueurs fluorescents. Plus
généralement, la tomographie est une technique maymeéqui permet de reconstruire des
propriétés physiques a I'intérieur d’'un corps ourdobjet. Ces parametres physiques sont
estimés par minimisation d’'une distance entre udéteet des mesures, effectuées autour de

I'objet.

Aprés l'enregistrement des mesures, il y a deupestalans I'estimation des parameétres
physiques :

- le probleme direct il s'agit d'une étape de modélisation, qui pérde traduire le
probleme physique de formation des acquisitionsmBédele est obtenu en résolvant
un jeu paramétré d’Equations aux Dérivées ParsiédE®OPS).

- le probleme inverse c'est I'étape de minimisation d’'une distanceecld#s mesures et

le modele.

En ce qui concerne lgrobleme directil apparait qu'avec des géométries simplifiéeles
gu’'un milieu semi-infini homogéne par exemple, degutions analytiques en terme de
fonctions de Green [Arridge1992] sont envisagealess ce type de résolution s’appuie sur
des hypotheses fortes, pas toujours réalistes, éeessite un protocole expérimental
d’acquisition assez lourd, par exemple en immergdanpetit animal dans un liquide
d’adaptation d’indice [Ntziachristos2004]. Pourpas avoir de restriction sur la géométrie et
I'homogénéité du systéme étudié, une résolutionénigore des EDPs par la Méthode des
Eléments Finis (MEF) est bien adaptée. Cependatte cnéthode consomme beaucoup de
temps et de mémoire, a cause des grandes dimend@mnsnatrices impliquées dans le
probléme.



Quant ayorobléme inversel peut étre résolu par une méthode d'inversiéraiive, telle que
I'Algebraic Reconstruction Technique (ART) [Kak1983u par la Décomposition en Valeurs
Singuliéres (Singular Values Decomposition (SVI¥alMan1996], applicable a des petits
systemes. Cette étape de probleme inverse est cmitsuse en temps que celle du probléme
direct : elle ne prend que quelques minutes, tagdésla résolution du probleme direct, par

MEF par exemple, peut parfois durer de I'ordre @'tneure.

Cette importante consommation en temps de calcehenémoire au niveau du probléme
direct, ne permet pas d'utiliser actuellement Igsrdhmes de reconstruction en temps réel.
Les équipes travaillant sur la fDOT (Arridge, Fed&l al.) les ont améliorés : la méthode des
perturbations associée a la résolution d'un probladjoint [Arridgel999, Fedele2003] a
permis une réduction du nombre d'équations a réspw donc une accélération de la
résolution du systeme en 3D. Cependant, comme daigion des résultats dépend d’un
maillage qui doit étre fin si 'on souhaite desulésts précis, les dimensions des matrices sont

importantes et la résolution du probleme diredieré&sngue.

Pour pallier cette lourdeur de résolution des EDds au type de maillage, des études de
résolution par des méthodes dites « sans maillage été introduites : P. Auscher, S. Lazaar,
J. Liandrat et P. Tchamitchian, P. Monasse et Mri&e par exemple [Auscherl1993,
Lazaar1994, Monasse1998], ont optimisé la rapiglitéa robustesse de cette résolution par
l'utilisation d'ondelettes, ce qui a permis defigathir de I'étape colteuse du maillage
présente dans la MEF. La mise en ceuvre de cesdygzaeste aujourd’hui limitée par le
probleme de la géométrie étudiée : en effet, lesedadl’'ondelettes, dans le cadre de la
résolution d'une EDP, ne sont applicables qu'agfEanétries trés simples. S. Dumont en
particulier [Dumont1996, Dumont1999] a étudié latimoéle des domaines fictifs, permettant
d'optimiser la méthode sans maillage, avec dessbdimndelettes, sur des objets plus
complexes. Son travail est actuellement appliquélauaine de la mécanique, en 2D. Tres
récemment, Kanmani & al. ont commencé a appligeetype de méthode a la tomographie
optique, en 2D également [Kanmani2007].

Pour résumer, il existe donc des méthodes, baséda $MEF, efficaces mais encore trop
colteuses en temps, appliqguées a la reconstrutdimographique ; et par ailleurs, des
meéthodes sans maillage pour la résolution d'EDRisn'qnt pas encore été appliquées a la

tomographie optique 3D.

L'étude présentée ici consiste a optimiser l'atipone de résolution du probléme direct dans

la reconstruction en tomographique optique de ésoence.



Les principes de la tomographie optique et les tougm a résoudre pour la reconstruction

sont introduits dans [Rartie 1.

La démarche a consisté, dans un premier tempssen®r la Méthode des Eléments Finis,
efficace sur toute sorte de géométrie, et déja emisplace. Une réduction de modele au coeur
de la méthode a ainsi été proposPar{ie 2). Pour cela, les matrices impliquées dans la
version discrétisée des EDPs ont été projetées daesbase d'ondelettes. En effet, les
propriétés de multirésolution des ondelettes paenete réduire la taille de ces matrices sans
perte d'information importante, et donc d'accéldéesrcalculs. Cette méthode a été testée sur

différentes simulations et sur des données expétates.

Cependant, cette méthode a nécessité une miserme foréalable et assez délicate des
matrices pour s’adapter au maillage de I'approclig=-MAfin de s’affranchir de cette étape de
maillage, on a cherché, dans un deuxieme terRpsti€ 3), a appliquer la méthode de

Galerkin-ondelettes pour la résolution du probléfirect ; cette méthode n'étant applicable
directement qu'a des géomeétries trés simples, aouss montré comment pouvoir traiter des

géomeétries plus complexes par la méthode des demédaiifs.



PARTIE 1

La tomographie optique diffuse de
fluorescence : principes, méthodes de
résolution et objectif de la these

Cette premiere partie est consacrée au principdadeomographie optique diffuse de
fluorescence. Nous en résumons les grandes lign@ésentons les équations qui régissent la
propagation de la lumiere dans un milieu diffus@@hapitre 1). Différentes méthodes de
résolution sont évoquées (Chapitre 2), nous déteilcelles qui sont généralement utilisées,
et celles que nous avons développées dans celti@ette Partie 1 introductive nous permet
d’avoir un état de I'art des méthodes (ChapitreeB)es éléments sur lesquels repose cette

these.
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Chapitre 1

La tomographie optique diffuse de
fluorescence (fDOT) : contexte et
formulation du probleme direct

1.1 Introduction sur le principe de la fDOT

Parmi les nombreux systemes d'imagerie utilisédsdpital ou pour les recherches sur le petit
animal, l'imagerie optique est une technique énmtegeCitons parmi ces imageries courantes,
la radiographie, I'lmagerie & Résonance Magnét{tRrd), ou I'échographie par ultrasons.

Citons également parmi les différents types de tpagphies, la tomographie a rayons X, la
tomographie a émission de positons ou la tomogeaplémission de photons. Notons que le
principe de la tomographie est utilisée dans umdyraombre de domaines, tels que la
biologie, la médecine, et méme I'archéologie ogdaphysique avec la recherche de pétrole

ou de sédiments [Desaubies1990].

Rappelons que les techniques d'imagerie s'appsignitinteraction d'une énergie (qui peut
prendre une forme acoustique, optique ou électrogtague par exemple) avec les tissus,
dans le but de créer une image. Les méthodes egtspnt attrayantes par rapport aux autres
techniques existantes, car elles sont non invasivais ionisantes et peu colteuses ; elles
permettent d’atteindre une résolution de l'ordrendillimetre, ce qui les rend concurrentes
des autres méthodes. Plus particulierement, la goapbie optique diffuse de fluorescence
(fDOT), qui est une méthode quantitative de reqoetibn [Ntziachristos2004], permet, en
utilisant des sondes moléculaires fluorescentesfaite I'estimation des positions et des
géométries tridimensionnelles de cibles, telles tpge tumeurs. Cette méthode n’atteint
cependant pas encore de grandes profondeurs datisdes (quelques centimétres tout au

plus).



Dans notre laboratoire, les expériences de tombgrapptique de fluorescence sont
effectuées sur des souris, le but étant le développt de nouvelles thérapies. Nous en

résumons ici le principe expérimental et I'expltda des mesures :

1.1.1 Principe expérimental de la fDOT
Apres avoir implanté une tumeur dans le petit ahifegrincipe général est le suivant :

» Des molécules spécifiques appeléderqueurs munies de particules fluorescentes appelées
fluorophores sont injectées dans le petit animal. Ces fluooogh ont deux roles :

- se fixer sur la tumeur,
- puis fluorescer lorsqu'on les éclaire.

Le but est d’identifier la position des fluorophemgrace a leur signal de fluorescence, et donc

ainsi de localiser la tumeur, puisqu’ils se soxédi dessus.

* Pour obtenir ce signal de fluorescence, il faldiéer le petit animal : il est posé sur un socle
en verre, et on I'éclaire ponctuellement avec werglacé dessous, dont la longueur d’onde,

appelée longueur d’onde d’excitatidp est choisie de la fagon suivante :

- la lumiére doit pouvoir pénétrer dans les tiskimogiques, on la choisit donc dans
une gamme de longueurs d'onde ou le sang absorbbeoies, appelée |éenétre

thérapeutiqueentre 650 et 950 nm environ (figure 1.1).

- elle doit également pouvoir exciter les fluoropsy et doit donc se situer dans le
spectre d’absorption des fluorophores choisis. Daose laboratoire, on utilise
I'Alexa 750, dont les spectres d’absorption et lderescence sont représentés figure

1.2. La courbe en pointillés montre une absorptiatne 600 et 800 nm.

La longueur d'onde d’excitation choisie est de= 690 nm, située donc dans la fenétre
thérapeutique, mais aussi dans une zone intéresgarspectre d’'absorption des fluorophores
(figure 1.2). Les fluorophores accrochés aux marggieont alors excités par le laser, ils
fluorescent, et réémettent de la lumiére qignal de fluorescenged une longueur d’onde

supérieure, appelée la longueur d’onde de fluoresck,. Nous pouvons voir sur la figure

1.2 le spectre de fluorescence du fluorophoreéss#tur une gamme de longueurs d’'onde
supérieures a celles du spectre d’absorption (ad®750-800 nm) ; ce spectre est normalisé,

en réalité il est d’'intensité beaucoup plus fadple le spectre d’absorption.
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Figure 1.1. Spectres d’absorption de I'eau, detibglobine oxygénée et desoxygénée [Licha2005].
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Figure 1.2. Spectres normalisés d'absorption (éntifiés) et de fluorescence (trait plein) du flophore Alexa

750 en fonction de la longueur d’'onde. En rougehématisation de I'excitatiorl £ 690 nm).
» On acquiert deux signaux apres la traverséeaghéntal : le signal de fluorescence, ou signal
d’émission, qui est celui que l'on recherche, obtem travers un filtre chromatique
(schématisé sur la figure 1.2) qui permet d’obseévia longueur d’onde de fluorescerige
et le signal d’excitation a la longueur d’onéle pour lequel un filtrage est inutile car son
intensité est tres forte. Ces signaux sont enrégigtar une caméra CCD, placée au-dessus de
I'animal (figure 1.3).
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Figure 1.3. Photo et schéma du montage : positinenede la souris entre le laser et la caméra.

Pour avoir suffisamment d’information, le lasernmmein nombre important de positions dans
le plan horizontal sous I'animal. Pour une positdonnée de la source, on enregistre une
image d’excitation et une image de fluorescenceeflgps d’exposition est de quelques milli-

secondes pour I'excitation, et de I'ordre d’'unecsete pour la fluorescence dont le signal est
beaucoup plus faible) ; puis on déplace la sourcm @ecommence les deux enregistrements.

Une expérience standard représente en fait 3 jaxuaisition :

- Une premiére observation est effectuée sans laissafin d’obtenir_les positions

précises prises par la soudans le référentiel de la caméra ;

- La souris est ensuite placée dans le montage edainééme observation est effectuée

pour acquerir le signal d’excitatign

- Le filtre est ensuite ajouté et le signal d’émisgisignal de fluorescence) est acquis.

1.1.2 Exploitation des signaux mesures

La caméra est composée d’un certain nombre desp{(g€24< 1344 dans notre cas) ; pour
traiter les images enregistrées, on choisit unbdegde 16<16 pixels, en moyennant les

valeurs obtenues par les pixels voisins. Chaquet pei cet écran de pixels, que I'on appellera

12



desdétecteurs collecte la lumiere provenant d’'un point donnélaesurface supérieure de

I'objet. Voici par exemple une image de fluores@eanregistrée par ces 166 détecteurs :

Figure 1.4. Exemple d'un signal de fluorescencaundgsar les 18 16 détecteurs choisis de la caméra CCD,
pour une position donnée de la source.
Ces signaux enregistrés doivent étre ensuite awmlgin de reconstruire la position et la
concentration tridimensionnelle des fluorophorepgrant ainsi la tumeur sur laquelle ils sont

fixés. Le signal de fluorescence mesuré, pour wwtipn donnée de la source, sera noté

mesurée
X

mesurée

u , le signal d’excitationu

m

Le signal d'excitation mesuré nous permet de

normaliser le signal de fluorescence [Ntziachrid@id]. En effet, I'hypothése faite lors de la

mesure du signal de fluorescence est que I'onags dn milieu homogéne, or ce n'est pas le

mesurée

cas. En considérant la quantité normali R

X

on peut effectivement s’affanchir d’'un

certain nombre de parametres liés au systeme daresesels que le rendement quantique des
détecteurs, la fonction d'appareil, etc. Le faitndemaliser cette mesure de fluorescence par
la mesure d’excitation va donc permettre de coatrec I'hypothése d’homogénéité du

systeme étudié [Soubret2005].

Le probleme mathématique défini par la tomogragigat alors se résumer de la maniere
suivante : siy est I'ensemble des mesures dont nous dispososspeest le vecteur des

parameétres a déterminer, nous avons a résoudréquiaéion du type :

y =A(p) (1-1)

mesurée

Dans le cas de la fDOTy =—™ est la normalisation des mesures de fluorescence
u

mesurée
X

enregistrées par les pixels de la camérg, e$t la concentration des fluorophores a estimer
dans la sourisA est une fonction dépendant des parameétres phgsifjusysteme, obtenue en

modélisant la propagation de la lumiére a I'intéride la souris.

Il y a alors deux étapes a distinguer dans le gménde la fDOT :
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- le probléme dire¢igui nous permet d'estimer la fonctiar(il s’agit dumodel¢ ;

- le probléme inversejui nous permet de retrouver les parametres ghgsirecherchés

p, en minimisant I'erreur entre les mesuse®t le modéleA(p). Cela se fait, de

. , . . o . z . 2
maniére générale, en minimisant un critére des dneincarrés min_ |y —A@)|".

Plusieurs méthodes peuvent étre utilisées pouudisql-1), elles seront mentionnées dans
le Chapitre 2. Nous allons tout d'abord présem®ipropriétés physiques mises en jeu dans le

probleme.

1.2 La fluorescence

Comme nous I'avons mentionné ci-dessus, l'imagmteue de fluorescence s'appuie sur le
phénomeéne de fluorescence. En effet, le principirdagerie moléculaire est de marquer et
de détecter des cellules grace a des moléculeseflcentes : une molécule est dite
fluorescente si elle absorbe la lumiere a une lengd’onde spécifique (dite eXcitatior) et
gu’elle en réémet a une autre longueur d’onde (diéeissiol, généralement supérieure,

apres un temps trés court (temps de vie de fluenes).

Cette propriété est vérifiée par llsorophores qui sont greffés a des molécules appelées

marqueursll existe plusieurs types de marqueurs [BremerR@@8ntionnons en particulier :

- les marqueurspécifiquequi sont des protéines se fixant sur la tumeureféet, une
tumeur est trés fortement vascularisée et dépouteumolécules appelées antigenes ;
or les antigénes repoussant les molécules spéeHfiquelles-ci se logeront

spécifiguement autour de la tumeur ;
- les marqueuractivablesne fluorescent que lorsqu’ils atteignent leureibl

Dans notre travail, les marqueurs utilisés sontrdasjueurs spécifiques ; le fluorophore est
I’Alexa 750, dont les spectres d’absorption etlderescence sont présentés figure 1.2.

1.3 Les propriétés physiques dans les tissus biologigaie

Deux phénomenes importants dans les tissus sotidé&®€ pour avoir une compréhension

globale de leurs propriétés optiquesib$orptionet ladiffusion

- L’absorption : en traversant des tissus biolog&jula lumiére est atténuée parce

gu'absorbée. Cette atténuation n'est pas la métoetes les longueurs d'onde : la lumiéere
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visible est tres absorbée, essentiellement parlg &ifférentes formes de ’hémoglobine) et
I'eau, mais l'absorption diminue quand on va versoluge proche infra-rouge. La figure 1.1
présente les spectres d’absorption de ces diffsenbmposantes. Nous avons vu que
l'absorption lumineuse est minimale pour la régilonspectre correspondant a la gamme de
longueurs d'onde 650-950 nm environ, qui définifelaétre thérapeutiqueA l'intérieur de

cette fenétre, I'imagerie optique n'est pas trapégépar I'absorption (figure 1.2}, est le

coefficient d'absorption(cmi®) : il permet d'exprimer la décroissance exponéatiele
l'intensité lumineusé d'un faisceau, en fonction de I'épaisseuwtu milieu traversé et de

I'intensité incidenté, (loi de Beer-Lambert) :
| =17 (1-2)

Il est fonction de la longueur d’onde du faisceldn. milieu peu absorbant a un coefficient
d’absorption faible. Dans le cas des tissus bigjogs, il est de I'ordre de 0.03 ¢nfpour le
sein) & 0.62 c (pour la peau) [Tromberg2000]. La forte vasculian des tissus tumoraux

peut faire tripler la valeur du coefficient d'alystown £, (il passe de 0.03 ¢ 0.1 crit dans

le cas d'une tumeur du sein [Tromberg2000]).

- La diffusion : elle est due a la structure hé&géree des tissus biologiques, et empéche
les ondes lumineuses de se propager en ligne dimteffet, la diffusion est le phénomene
par lequel un rayonnement, comme le son, une pketen mouvement, ou la lumiére dans
notre cas, est dévié dans de multiples directionspeut parler d'« éparpillement ») par une
interaction avec d'autres objets. Dans le corpsamintes ondes lumineuses ne se propagent
en ligne droite que sur des distances moyenne®mied de 20 a 100m, et changent donc

tres souvent de direction, a cause des hétérogéndés tissusy, est le coefficient de

diffusion(cm®) : il permet d’exprimer la partié de la lumiére non diffusée & la sortie du

milieu, en fonction de I'épaissexidu milieu traversé et de l'intensité incidekhte

| = |Oe-ﬂs>< (1-3)

Son inversel, =—, est Ielibre parcours moyen de diffusipdéfini par la distance parcourue

S

en moyenne par un photon avant diffusion. On déontvent les propriétés de diffusion des
tissus biologiques en termes deefficient de diffusion réduits, : il exprime le fait que la

lumiere est diffusée dans une direction privilégigers I'avant pour les tissus biologiques)

[Vo-Dinh2003] ; il est égal a l'inverse dibre parcours moyen de transppit'est-a-dire le

15



chemin parcouru par un faisceau collimaté avanil gevienne isotrope [Marchesini1989,

Vo0-Dinh2003] : c’'est la distance au bout de laguelh photon a perdu la mémoire de sa

direction initiale. La relation entrgy, et 4, est définie de la maniére suivante :

He = (1= 9) (1-4)
Avecg le coefficient d’anisotropie [Marchesini1989].

On définit ensuite, dans le cadre de I'approxinmatie la diffusion, laconstante de diffusion

:—3( 1+ 3 (cm).D est de I'ordre de IHcm. Notons que cette expressionie’est pas
Ha T Hs

la méme selon les approximations utilisées : uratlébt ouvert sur la dépendancelien

: . . 1 . :
M., et I'on voit parfois I'expressiorD =? pour cette constante de diffusion. Dans notre

S

cas, nous choisissons la premiére solution. Conmeonne des informations sur la structure

désordonnée des tissus, ce sont les variatiols gld peuvent nous donner des informations

sur la présence ou non d’'une tumeur.

Ces deux parametres, absorption et diffusion, dont essentiels quant aux informations
gu'ils peuvent donner a un médecin pour un diagndsh effet, I'absorption renseigne sur le
degré de vascularisation, et la diffusion sur tacttire qui peut étre localement plus ou moins

désordonnée.

1.4 Les différents systemes d'imagerie

Nous allons expliciter ici les 3 familles de sys&noptiques. La source de lumiére qui excite

les fluorophores peut étre :

- continue: la longueur d’onde du signal d'excitation gsttonstante dans le temps ; la
longueur d’'onde du signal d'émission (fluorescenes) alorsin>ly constante

également (figure 1.5) ;

- modulée en intensité a une fréquence donnée qigeel centaines de MHz) : on
mesure l'atténuation et le déphasage entre leatioars temporelles de la lumiere

injectée et celles ayant traversé I'animal ; olepde systemé&équentiel;

- variable dans le temps, c’est-a-dire que I'onaé@wne série d'impulsions lumineuses

(laser pico- ou femtosecondes) : on mesure alorgoration du temps le signal
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lumineux atténué et temporellement élargi par ditin ; on parle de systémeésolu

en temps
A A
L b )
= = = -
2 RN z 7 2 7
T £ O = ) .4
- e VAV
> >

t t t

Figure 1.5. Schéma des 3 principaux types d'imaggriique [Delpy1997] : continu, fréquentiel, tenglo

Le travail de cette thése a été effectué dans dre aimagerie optique de fluorescence avec
un systemecontinu Les algorithmes qui seront présentés dans chésetpeuvent étre

étendus aux autres types d'imagerie, fréquentigtimyorel.

1.5 Les equations en tomographie optique de fluoresceac

Nous avons vu dans la section 1.1 que®i&étape du probléme était le calcul de la foncfion

(équation (1-1)). Ce calcul nécessite de modéléspropagation lumineuse dans la souris.

1.5.1 Les équations de diffusion

La propagation de la lumiére dans un milieu diffusac'est-a-dire l'interaction entre la
lumiére et les tissus, est communément décritéagaation de transfert radiatif (ou équation

de Boltzmann) en faisant un bilan des transfedsefgie dans le milieu [Ishimaru1978].

Cette équation peut étre approximée péguation de la diffusiofmodele déterministe). Un
passage de I'équation de transfert radiatif a Bbigm de la diffusion est détaillé dans
[Arridge1999]. C'est cette approximation de lawhfbn, appliquée a un systeme continu, que
nous avons choisie dans cette thése afin de medddigoropagation de la lumiére, avec un

nombre réduit de parametres.

Notons que l'approximation de la diffusion ne spiendre en compte que des sources

isotropes : Farrell & al. [Farrell1992] ont montée l'interaction entre un faisceau laser

collimaté et un milieu diffusant était le mieux apgpimeée lorsque la source était placée-a
Hs
du bord : a cette distance, égale au libre parcourgen de transport, la source laser a perdu

sa notion de directivité, et on est alors souspdtiiese d’une source isotrope.
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Soit un milieu diffusant de volume total na: et limité par la surfacéQ. Soit un point-
source positionné en; a lintérieur du milieu, d’intensitg(rs). Les fluorophores présents
dans le milieu sont excités par I'onde diffuse dagité de photons, exprimée en nombre de
photons / cy & la longueur d’onde d’excitation. Chaque particule fluorescente agit alors
comme un second point-source et donne naissance ande diffuse fluorescentay, qui se

propage a une longueur d’ontg

e GNiSSiON

Uy (4) *—{:
T

Um (Am)

source () fluorophore () détecteurr()

Figure 1.6. Schéma d'un milig€, de I'onde d’excitation (en jaune) et de I'ondérdission (en rouge).

La propagation de la lumiére a travers un miliebomogéne est alors modélisée par les

équations de diffusion couplées suivantes :

{D'(_Dx(r)l:lux(r J‘.s))-'-/'lax( )U>J( r’ s)= q( s) (1_5)
O.(=Dpn (r )0uL 15 D)+ po b WRr s )=p(ui( s ()

La premiére équation représente la propagatiora dentiere d’excitation (indicg), entre le
point-source d’intensitg(rs), localisé errs, et le fluorophore positionné eéndans le milieu
diffusant Q, a la longueur d'ondéy La deuxieme équation décrit la naissance et la
propagation de la lumiere émise par les fluorophdiredicem). un, est la densité de photons
de ce signal d’émission, dont la source est plarée d'intensitéf(r)ux(r,rg), c'est-a-dire
égale a la densité de photanér,rs) parvenue em (et générée par la source phmultiplié

par le parametrg(r) : celui-ci est le rendement de conversion exoitat> fluorescence, et il
est directement proportionnel a la concentratiofli@rophores, présente enCette densité
de photonsiy(r' ,r,rs) émise par les fluorophores end’intensitég(r)ux(r,re), est calculée en

tout pointr '0Q.

Le coefficientuax (respectivementi,m) est le coefficient d’absorption a la longueur riie
d’excitation (resp. d’émission), di0 a la présenes dluorophores et dépendant de leur

concentrationDy (respectivemenD,;) est la constante de diffusion a la longueur dénd

d’excitation (resp. d’émission). Elle est donnée pexpression DX=;. (resp.

3(/1ax + /'ISX)
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=—————) avec 4, (4, ou u ) le coefficient de diffusion réduit, utilisé dans
3(Uam M)

'approximation de la diffusion : le chemin parcoypar un faisceau collimaté avant qu’il

m

. . 1 s e .
devienne isotrope est de-, c’est-a-dire égal au libre parcours moyen despart.

S

Le paramétrgs(r), impliqué dans le terme-source de I'équationaléuorescence (terme de
droite dans la 2équation) est la proportion de lumiére d’excitatmnvertie en lumiére de
fluorescence, en un point il dépend des propriétés intrinseques des flhiooces, telles que

le rendement quantique et la concentration logadeparametrg(r) est précisément celui que

I'on veut reconstruire. Comme il est directemerdpartionnel & la concentration locale, il

permet de cartographier les fluorophores et dguesitifier

Les équations couplées décrivant la propagatio®) (peuvent étre représentées selon

I'équation matricielle simplifiee [Fedele2003] :

-O"o0u,)+Ku . =q,, surQ (1-6)
ou

O o

] . =

*2 1o O
D.Id 0

Dﬁx6= X 3x3
0 D.d,,
U, O (1-7)
B o

1.5.2 Les conditions aux limites associées

Les conditions aux limites associées aux eéquatidasdiffusion précédentes sont les
conditions de Robin. Elles reposent sur la conaiitén des flux de photons, définis par

ou(2

Pt ou u est la densité de photonszla direction spatiale perpendiculaire a la surface
z

considérée. Elles traduisent le fait que le fluxptetons diffus de I'air vers le tissu est nul, et
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gu'une lumiére diffusée sortant d'un milieu n'puehe pas [Ishimarul978]. Le flux rentrant a
la surfacez = 0, notél,,, est donné par :

_u(z=0)_ ADI U3

J =0
S 4 2 0z |, (1-8)

1-Ry

ff

avec A= , oU Rets est un coefficient de réflexion effectif, c’estdae la fraction de

puissance lumineuse réfléchie a la surface, daedéférence d’indice entre les deux milieux

de part et d’autre de la surface [Haskell1994].rRcu 0, flux ou(2)

et densit@ de photons

sont proportionnels. C’est pourquoi ces conditipesivent aussi étre appelésanditions
mixtes Dirichlet-Neumanrpuisque les conditions de Dirichlet imposent vakeur de densité
de photons a la surface, et celles de Neumann enpase valeur du flux de photons. Les
éguations (1-5) veérifient donc ces conditions amités de Robin, que I'on a sur toute la

surface extérieure du systegee :

{n.(Dx(r)DuX« F)+4uLn )=0 B 00Q (1-9)

n.(D,,(")0u ¢ rr, )N+ ur(rr, )=0r0 TaQ

n est le vecteur unitaire normal a la surfagg, et {,, sont des facteurs multiplicatifs

dépendant des coefficients de réflexion effedifs[Haskell1994], qui dépendent eux-mémes

1 - 1+Reff,x et = 1 - 1+R9ff,m
2'0& 2(1- Reff,x) " ZAn 2(1- Reff,m).

de la longueur d’'onded, =

Ces équations décrivant les conditions aux limitegvent également se mettre sous forme

matricielle :

NT(0u, )+2Zu =0 suroQ (1-10)

_(n O (¢, O
avecNy,, = 0 n etz,, = 0 ¢

Pour simplifier, les conditions aux limites de Robpeuvent étre considérées comme
équivalentes a des conditions de Dirichlet sur fdaestieres extrapolée8Q', ce qui donne

des résultats similaires [Haskell1994]. Ces coadgide Dirichlet s’écrivent alors :

g = 0 (1-11)
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La densité de photons(qui peut étrai, ouuy) est fixée a zéro sur une surface extrapolée a

une distances de la surface du milieu étudié :

1_Reff U(Z=O) D
2, =———2D=——7"—""=2AD=— 1-12
B 1+Reff au Z ( )
aZ z=0

avecD la constante de diffusion (qui peut égou Dy), etReis le coefficient de réflexion da
a la différence d’indice entre l'air et le milietffdsant, ou entre le verre (puisque la souris est

placée sur un socle en verre) et le milieu.

0Q' 0Q
i u
o,
| ——>
LT u(z = 0)
o7 air milieu
D — z

Figure 1.7. lllustration des conditions aux limitegrapolées.

1.5.3 Conclusion

Nous avons donc établi les équations a résoudrevanti nous permettre de reconstruire la

concentration en fluorophores dans le milieu étuckéi en deux étapes :
- tout d’abord, il nous faut modéliser la propagatde la lumiére, sans a priori sur la
position des fluorophores, c’est-a-dire résoudsedeux équations de diffusion (1-5)

{EI-(-DX(V)DUIX(r FO)+ LU )=a( )
D'(_Dm(r ')Dum(rI r r; s))+/'1ar£( ')Uﬁ:(r r ' s):ﬁ( )U[;( ' s)

positions de la source : c’est le probléme direct

et ceci pour chacune des

- puis nous reconstruisons, c’est-a-dire que I'cinge la valeur du parametrg
proportionnel a la concentration en fluorophoressdi@ milieu, a partir des mesures
de fluorescence et du résultat du probléme dicectjui nous permettra d’identifier la

position de la tumeur : c’est le probleme inverse

Le Chapitre 2 présente les méthodes de résolugares équations.
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Chapitre 2

Les méthodes de résolution en fDOT

Maintenant que les équations sont posées, nousmoés dans ce Chapitre le schéma de

reconstruction, c’est-a-dire toutes les étapesaiigorithme utilisé en fDOT pour déterminer

la concentration des fluorophores. Puis nous ptésams les différentes méthodes possibles

pour résoudre chacune des étapes, en particulieivaau du probléme direct (section 2.3) et

du probleme inverse (section 2.4).

2.1 Introduction : description et étapes du schéma de
reconstruction

Reprenons les équations a résoudre :

D'(_Dx(r)DuX(r rs))+/'1ax( )UJ( r’ S)= q( S) (1-13)
Or,r 0Q,

O.(=Dn(")0u, 0 1 £ )+ L fCOUprr, )=80ui(, ;) (1-14)
associées aux conditions aux limites :

n.(D,(")Ou,¢ 7 ) +{,ulr )=0 (1-15)
Or,r 00Q,
n.(D,(0u, ¢ rr N+ uprr, )=0 (1-16)

La densité de photons, c’est-a-dire la densité de lumiére qui part desdarce errg a la
longueur d’'onde d’excitatioriy et qui parvient a un fluorophore @n est la solution de
I'équation (1-13) ; elle traduit la propagationlddumiere de s versr :

r o uorophore
O
T, \

source

23



Précisons ici que la source ponctuelle est d’intés et qu’elle vérifiej qr)otr r.)=dof )

(0 est la distribution de Dirac).

Dans un 2temps, chacun des fluorophores excité par cettéehe agit comme une source
secondaire isotrope, d'intensitg(r)u,( r.), avecu,(r,r.) la densité de photons enet

B(r) un parametre directement proportionnel a la camagon locale en fluorophores, que

I'on cherche a reconstruire. Ainsi il faut résou¢itel4) pour chaque fluorophore placéren
la densité de photonsg, c’est-a-dire la densité de photons émise pautadphore err a la
longueur d’onde émissioty,, que I'on mesure en un point est la solution de (1-14) :

r __ fluorophore

source

Comment relier ces grandeurs aux mesures de fleemes acquises par les détecteurs de la

caméra ?

Supposons que nous avons une source placée dmtensitéSr), émettant a la longueur

d’onde A Soit la densité de photong™""*{r,,r), mesurée au détecteur placé rgn et

mm

solution de I'équation de diffusion suivante :
0.(-D,,(")Ogma " C o f N+ Mok VI me T4 )= 8( ) (1-17)

C’est I'analogue de (1-13), mais écrite avec lempatres physiques associés a la longueur
d’onde d’émissiori, (et nonly), une source enau lieu da, et un détecteur eny au lieu de

r. De facon rigoureuse, il faut donc résoudre (1daQ)r chacun des fluorophores, qui jouent

le rble de sources secondaires ; pour une positiale la source donnée, le signal total de

fluorescence détecté au niveau d’'un détecteur @aagg est alors la somme de toutes les

mesuré
mm

densitésg {r,.r ), pondérées par la valeur de l'intensité du flubap-source :

urr:esurée(rS'r d) — j S(. ) gmr?nesuréle 5 )rd (1-18)
Q

Ce qui donne, en insérant la valeur${e) = S )uf r.) :
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U= rar o) = U6 v )AC) dhes (. ¥d (1-19)

Connaissant les mesure§®"“{r_,r ,), nous voyons donc que pour étre rigoureux et pouvo

obtenir le paramétre inconnBi(r) a partir de ces mesures, il faudrait :

- d’'une part résoudre (1-13) pour obtenj(r,r.) ;

mesuré
mm

- d’autre part, afin d’obtenig {ry.r), résoudre une multitude de fois I'’équation (1-

17), c’est-a-dire une équation pour chacun destpdinm volume placés an!

Nous allons montrer dans la section 2.2 que, gi litlise le principe de retour inverse de la

mesuré
mm

lumiére, on peut calculeg {r,,r) en modélisant la propagation lumineuser glgersr,

et non de versrq : il s'agit de laméthode adjointeéNous allons décrire un peu plus en détails

les étapes qui nous permettent alors d’arriverea@gquation similaire a (1-19).

2.2 Le probleme adjoint

La méthode adjointe [Marchuk1996] a été largemeiisée dans de nombreux domaines
scientifiques, et a été appliquée a la fDOT, car prmet de réduire le nombre de systemes
d’équations a résoudre. Elle est ici utilisée patsoudre le probléme direct de maniere
simplifiée, c’est-a-dire en résolvant une seuleagign de type (1-17) au lieu d’une multitude.
Nous allons tout d’abord donner quelques proprigtéda fonction de Green et les opérateurs

adjoints.

2.2.1 Fonction de Green et définition de I'adjoint

Dans un premier temps, nous allons définir et ptéseuelques propriétés de la fonction de

Green, nécessaires a I'application de la méthojierdel :

Soit I'équation différentielle linéaire :
Tu(r,) = qt,) (1-20)
Z est un opérateur linéaire. La fonction de Gréarst solution de I'équation
LG(r,r,)=0€,= ,) (1-21)

La solutionu(ry) de (1-20) peut alors étre calculée par :
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u(r,) =IG(r1’r ) ) dQ (1-22)

La fonction de Green peut étre interprétée physige comme une fonction de pondération
qui réduit ou accentue les effets gle;)dQ2. Dans notre probléme de diffusion optique, cette

fonctionq(r2)dQ représente I'intensité de la source d’excitation.

La fonction de Greeri(r,,r,) correspond donc a I'effet au pointd’'un point source placé

enro.

Sans détailler les calculs, nous présentons briemehas propriétés de cette fonctiGn

- En utilisant le théoreme de la divergence, dorméjpﬁl:l.f)dQ = j (f n)dS pour tout
Q 0Q

vecteurf, etn le vecteur normal a la surface, on obtienpdemiére identité de Gregavec

f = gOG, pour toute fonctio) :

[O(0G)do=[ gdGnds=| g.0 ¢ @+[0 § Cd (1-23)

- Puis la seconde identité de Green (ou théoréntarelen) est donnée par :
[(e0’G-c’g = [(dG @ g d (1-24)
Q 0Q

- Mentionnons enfin une propriété importante, laméyrie de la fonction
G [Arfken1995]:

G(ryr,) =Gt ,r ;) (1-25)
Voici maintenant des définitions sur les adjoints :
Par définition, un opératelf et son opérateur adjoint assodié sont liés par la relation :

<u,fU> =(U,Zu) (1-26)

avecu linconnue de I'équation de diffusiory sa solution adjointe, et le produit interne

défini par :

(u,v) = J' uvaQ (1-27)

pour toute fonctioru et v. Remarquons quél n’existe que si le probléme est linéaire.

L'opérateurZ est auto-adjoint SE = Z . C’est-a-dire que I'on a
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(u,Zv)=(Zu V) (1-28)
Dans ce cas,

[u@vda =[ (L y v (1-29)

Associons maintenant opérateur auto-adjoint ettfonce Green :

Soit I'opérateurZ =-0 DO ¥ 4, : il s’agit de I'opérateur de diffusion, qui estta-adjoint
[Arridge1999], ave® la constante de diffusion gf le coefficient d’absorption. Le théoreme
de Green (1-24) permet d’écrire la solution de u&pn Zu(r,) =qF,) de la maniére

suivante :

u(r) =[G,y )& )+ [ OG5 )0 ) -nf JOiGr, )} d (1-30)

2.2.2 Application a I'équation de diffusion en fDOT

Nous allons maintenant appliquer ces propriété®guation de diffusion : cela va nous
permettre de mettre en évidence l'existence d'waméalle adjointe a la densité de photons

inconnueu, solution de I'équation de diffusion.

Reprenons donc notre opérateur auto-adjoint desitih Z =-0 .00 1 4, . Les équations

O.(=D, (r)8u, 5 )+ 41,6 Juy(r, )=a( )
O.(=Dn (NOu, " 1 1 )+ 5Our(r r, )= uy, ;)

peuvent s’écrire sous la forme, pour chacune dsiqasr :

Lu(r)=q (1-31)
Lun(r) =puf)

de diffusion (1-13) et (1-14){

avec une source ponctuelle q(rs):J'q(r ot ), L =-0.00)+u, et

I,=-0.D0,0)+u,, Les opérateurs, et Z répondent aux conditions données dans la

section précédente, c’est-a-dire qu’ils sont auljoiats. Les équations peuvent donc étre

résolues par I'opérateur de Green appropri€, tel(dapres (1-22)) :
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u,(r) =[G r o )"
Q (1-32)

Un(r) = [ G 1 )BE Hux Y *
Q
Nous pouvons maintenant définir des variables athsiassociées aux variable®t uy, :

- Soitgym la variable adjointe associée,aetgnmla variable adjointe associéeia
- Soit q,,, la variable adjointe associée a la sourcet g, . celle associée Au,.

La fonctiongmm peut étre interprétée physiquement comme uneifnde pondération liée a
la propagation de I'onde a la longueur d’onde d&sioiniy,, qui réduit ou accentue les effets

de la sourc@u, due a I'excitation du fluorophore.

La fonctiongym peut étre vue comme une fonction mesurant I'émisdu fluorophore due a

I'excitation de la source initiale (c’est I'« inflmce » de I'excitation sur I'émission).

Les équations adjointes s’écrivent alors :

{D.(—Dngxm) + U xm= U (1-33)
0.(-Dy 00 *+ H an = G e
c'est-a-dire
{ngxm = o, (-39
an mm = qTTlm

Reprenons les propriétés des variables adjointBaprés (1-26), (1-31) et (1-34), nous

avons :

9,,0dQ = o)
{<gxm,zxux>=<ux,zxgm> J a2 = [ ud
g (1-35)
<gmm’zmu"‘>:<umzmg mr}w Igmnﬁude:I umqmmd)
Q Q
Nous choisissons alors les variables adjointesast@s :
{qim = B (1-36)
qmm = J(r _rd) = Jd

dq est une fonction de Dirac gf la position d’'un détecteur. Les équations adjair{ie33)

deviennent :
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{EI.(— D,00,) * 09 xn= BY e (1-37)

D'(_Dml:lgmm) +luang mm: 5(1

D’aprés (1-35) et (1-36), on obtient directementdéeur de la densité de photons, mesurée au

détecteur emnq ;

Un(ra) = [Un@)0€ + )= [ugO) o )= guiir, B U, )
Q Q oN~———

(1-38)
= urr:esurée(rs'r d) qu
Nous reconnaissons dang = I 08U,/ (1-38) une relation similaire a (1-19).
Q
L’équation adjointe (2équation de (1-33)) s’écrit :
0.(-D,,09 ) + H 3eQ = O —1) (1-39)

Cette équation peut étre interprétée comme lana@qye de I'équation (1-17) : en effet, on a
une source fictive placée au détecteur grfle détecteur est assimilé a une source), et on
calcule la densité de photons en tout point duemili{1-17) décrivait la propagation entre
chaque point du milieu et un détecteur, c’est-a-thr réciproque de (1-39). Physiquement,
cela peut étre interprété grace aux propriétéeweir inverse de la lumiere, qui permettent de
rendre symétrique cette équation, c’est-a-dire lgugropagation se décrit dans un sans (
versr) aussi bien que dans l'autre\fersryg) : le trajet optique d’un point A & un point B est
le méme que du point B au point A, quel que soihilkeu traversé. La propriété de symétrie
de la fonction de Green (1-25) permet de justifette hypothese.

Nous avons établi une relation fondamentale (1-88hs le cas d’'un unique paraméfra
estimer. Pour la généralisation a I'estimation tfes paramétres physiques, on utilise la
méthode des perturbatiofedele2003], qui permet de linéariser les égnatid-13) et (1-
14) et ainsi de linéariser le probleme inverseetet, dans le cas d’'un unique paramgtie
estimer, I'équation générale (1-1) s’écrit sous forene linéairey = Ap, puisque la fonction
A, solution du probléme direct (c’est-a-dire la nt&trde poids contenant les valeursudet
Omm Ne dépend pas du paramétre= 5. Par contre, dans le cas de I'estimation des sutre
parametres physiques, tels queetD (supposés ici connus), (1-1) s’écrit sous une éonon
linéairey = A(p) ; la méthode des perturbations permet de lingacisite équation, elle est

décrite dans I’Annexe A.

Nous voyons donc maintenant clairement les 2 étdpesicul :
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- le calcul deu,(r,r,) et g.,.(rry) en résolvant (1-13) et (1-39) : c’estpeobleme

direct, dont les méthodes de résolution sont détaillées th section 2.3.

- la reconstruction de la concentration en fluompes £ (r) grace aux mesures
u,(ra,r.rs) et aux résultats du probléme direct, en résol{a38) : c’est lgprobléeme

inverse dont les méthodes de résolution sont détaill@ées th section 2.4.

L'étape de reconstruction consiste donc a détermiife), a partir des mesures de
fluorescenceun(rq,r,rs) (section 2.4); mais dans un premier temps, Uit fealculer les

fonctionsuy(r, rs) etgmn(r, rgq), solutions des équations :

{D'(_Dx(r)uux(r rs))+:uax( )UJ( r, s): q( s) r0o (1_40)
O.(-D, ()09l ¥ N+ LK )G kT 4)=d( F )

ce qui fait 'objet de la section suivante.

2.3 Méthodes de résolution du probleme direct

2.3.1 Eventail des méthodes

En ce qui concerne le probléme direct, c’est-a-tireésolution des EDPs (1-40) sans
connaissance a priori de la position des fluoropfodeux grandes classes de méthodes sont a

distinguer : les méthodemalytiqueset les méthodesumériques

Les méthodes analytiques permettent d’avoir unetisol continue de 'EDP. Les méthodes
numeriques ne donnent qu’un échantillonnage delldisn exacte, plus ou moins fin selon le
pas d’échantillonnage choisi. Ces méthodes numesiquécessitent la définition d’un
maillage c’est-a-dire que le milieu étudié est discrégsééléments. La solution numérique
est d'autant plus proche de la solution exactelgg€léments sont petits : des petits éléments
donnent un échantillonnage fin, et un échantillgengrossier est défini par des éléments plus

gros.

La figure 1.8 montre un exemple trés simple 1Dadfoime de ces solutions : la courbe bleue
est une solution analytique (d’'une EDP quelconque)courbe verte est une solution
numérique avec un pas d'échantillonnage fin, eblarbe rouge une solution numérique avec

un pas grossier (deux fois plus gros que celuadmurbe verte dans cet exemple).
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Pas d’échantillonnage fin

%(_J

Pas d’échantillonnage grossier

Figure 1.8. Exemples de solutions d'une EDP quejuen courbe bleue : solution analytique ; courev:
solution numérique avec un maillage fin ; courbege: solution numérique avec un maillage grossier.
En 1D, les éléments sont de simples segments,gplusoins réguliers : selon le niveau de
précision souhaité, on peut définir des élémenis pktits dans certaines zones, appelées les
zones d'intérét (Regions Of Interest (ROIs)) ;derémités de ces segments sont appelés les
nceuds en 2D, les éléments sont généralement des kesugj I'on utilise la Méthode des
Eléments Finis classique, ou bien des rectangt@s3D les Eléments Finis ont la forme de

tétraedres ou de parallélépipedes. Les nceudscdaras, sont les sommets des tétraedres.

Nous allons maintenant expliciter les conditionsi gquous font choisir les méthodes

analytiques ou numériques.

Lorsque I'on a une géométrie simple, telle qu’udiauiinfini, c’est-a-dire un objet en 3D
dont les frontieres sont renvoyées a l'infini, ou milieu semi-infini, c’est-a-dire un objet
avec uniquement une frontiere plane et les auteewoyées a linfini, des solutions
analytiques de I'équation de diffusion linéaire staint. Elles s’expriment en termes de
fonctions de Green [Arridge1992], qui s’écriventisda forme suivante :

-2

e'P 1-41
G(|r —rs|) = |r " | ( )

avecr la position d’observation considérée gla position de la source.

En effet, on montre que la solution de I'équatienddfusion peut se mettre sous la forme :
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q e'P (1-42)

avecr la position du point de détection de cette dend@éphotonu, rs la position de la

sourceg son intensitéy, le coefficient d’absorption, & la constante de diffusion.

Avec une géométrie plus complexe telle que celléadsouris, qui présente de nombreuses
inhomogénéités et des frontiéres finies et irrégak, une résolution numérigue de I'équation
est nécessaire. De nombreuses méthodes numériouiesgpoudre les équations aux dérivées
partielles sont possibles, chacune présentantvdedames et des inconvénients. Les méthodes

principales sont :

- laMéthode des Différences Finiésu desvolumes Finiy basée sur une discrétisation
réguliere (c’est-a-dire sur une grille) de I'éqgoatiaux dérivées partielles ; elle
consiste a développer en série de Taylor les desipartielles de I'équation ; elle est
rapide mais peu adaptée aux géomeétries complexest-acdire a des frontiéres
irréguliéres ;

- la Méthode des Eléments Finipi discrétise le domaine étudié selon un maillage
adaptatif. Cette méthode est détaillée dans laose2t3.2 ; c'est la méthode qui a été
choisie ici, car le maillage peut s’adapter auxtagénéités et a la forme complexe de
la géométrie de la souris ; dans cette méthodmlldgion de 'EDP est approximée par
une combinaison linéaire de fonctions, généralemestpolynémes d’ordre 2 ;

- la Méthode des Eléments de Frontigi®@oundary Element Method (BEM)): elle
consiste a discrétiser uniguement la surface dgeffppuis a utiliser le théoréme de
Green (1-24) ; I'inconvénient de cette méthoddastcessité d’avoir une information

a priori sur la géométrie intérieure de I'objet [Fedele3Q05

- lesméthodes spectrale$ EDP est projetée dans I'espace de Fourier étansformée
de Fourier de la solution est approximée par umebagaison linéaire de fonctions,
généralement des polynbmes de Chebyshev ; celaepedavoir une bonne
localisation spectrale de la solution, mais unensidionne localisation spatiale que la
MEF.

Nous avons donc choisi la Méthode des Elémentss Fiour résoudre le probleme direct,

c’est-a-dire pour résoudre les EDPs (1-40). Nolosslen détailler maintenant le principe.
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2.3.2 Introduction a la Méthode des Eléments Finis

Une résolution numérique, la Méthode des Elémeinis EMEF) [Burnett1987], a été choisie
pour résoudre le probléme direct. Cette méthodepleps’adapte aux géométries complexes
et aux équations non linéaires. Elle apparait &of#tit adaptée a notre équation de diffusion
gue I'on doit résoudre dans le domaine inhomogeaiesy le petit animal [Arridge1999].

Dans ce paragraphe, nous faisons une descriptiisterde cette méthode.

Soit 'EDP de diffusion, d’'inconnua(z) a résoudre. On se limitera ici a un domaine azD,
étant le parametre spatial :

-D% s uu(2) = q (1-43)

D, ua et g sont des fonctions connues. Soitune solution approchée, que I'on met sous la

forme d’'une combinaison linéaire de fonctidnéz : )

(2= ,(9+yh(3+ yL(2+..+ y (1 (1-44)

l.(z), 1 =1 aN, sont les fonctions de base, appeléesfdestions d’interpolation Ces
fonctions sont habituellement des polyndmes, maissverrons par la suite qu'elles peuvent
étre définies en tant qu'ondelettes. Les inconnegserchées sont alors paramétresy, .

Il s’agit en fait des valeurs de la solution exaagtex nceuds définis par le maillage (voir la
figure 1.8). On les regroupe dans un vecteur nbtédN est défini selon le degré de finesse
choisi pour le maillage (plull sera grand, plus la solution approchéesera proche de la

vraie solutioru).
Soit R(2) le résidu de I'équation, que I'on cherche a misini:

d2a(2)

RA=-Dp

U3~ ¢ (1-45)
A partir de cette étape, plusieurs méthodes, appdés méthodes dessidus pondérgsse
distinguent, dont les principales sont :

1) laméthode de collocationon choisitN pointsz dans le domaine et on y force le résidu

d'étre nul :

R(z)=0,i=1...N (1-46)
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2) laméthode des sous-domainem choisitN intervallesAz = [z z.;]dans le domaine, et on

force la moyenne du résidua 0 :

L

jR(z)dzzo, i=1...N (1-47)
AZI Az,

3) laméthode des moindres carréen minimise par rapport auy, l'intégrale, sur tout le

domaine, du carré du résidu :

0 (s _ ]
O—Uin(z)dz:o, =1...N (1-48)

4) laméthode de Galerkinon annule la moyenne pondérée des résidus sontaine :

[R(21(2dz=0, E1..N (1-49)

les fonctionsl; étant les fonctions d’interpolation associéesgarameétress, (éq. (1-44)).

Ces différentes approches nous fournis$émdiguations avedl inconnuesu,, et on obtient

ainsi la solutionu(z )sur tout le domaine.
Remarquons alors que ces différentes méthodes piesigerire sour la forme générale

jR(z)E(;)dpo, E1.. M (1-50)

Pi, i =1 aN, étant ledonctions de projectiofou lesfonctions de pondération

P (2) =9d(z- z) (fonction de Dirac) pour la collocation ;

P(2 = n( Z__Z j (fonction « porte ») pour la méthode des sous-dioesg

i+1

P(2 :agﬂ pour les moindres carres ;

U

P (x) =1,(x) pour la méthode de Galerkin.

La Méthode des Eléments Finis utilise le plus feggment la méthode de Galerkin. Et les
fonctions de projectio®; sont généralement des polyndmes de Lagrange dadsdegré. En

effet, ils permettent d’assurer la continuité aweurds du maillage. Le logiciel que nous
utilisons, COMSOL Multiphysic®', utilise cette méthode par défaut, mais nous pesivo

choisir d’autres fonctions.
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Apres avoir défini les fonctions d’interpolatiorpfojection, on définit umaillage En 3D,

celui-ci est composé de tétraédres ou de parai@dps. En 2D, il peut étre composé de
triangles ou de rectangles. Dans le cas de triangie peut I'adapter, comme par exemple
raffiner les mailles autour d’'un point précis ; ddiexemple suivant, le maillage triangulaire
est resserré au niveau des points du bord (quj panexemple, d’'un c6té les positions prises

par la source dans notre probléme en fDOT, etalark c6té les positions des détecteurs) :

détecteurs

sources

Figure 1.9. Maillage d'un milieu par des trianglels 2D), généralement utilisé par COMSOL Multiplegsi

La figure 1.10 illustre un maillage régulier (quidldge), qui est utilisé dans la MDF, ou

parfois dans la MEF également :

Figure 1.10. Quadrillage d'un milieu (en 2D).

Une méthode alternative, qui sera largement étudédes la Partie 3, utilise des fonctions
d’'ondelettes a la place des polynédmes de Lagrangeedond degré : cette méthode, dite de

Galerkin-ondelettesutilise également un quadrillage régulier.

Voici pour illustrer ces différents types de méthsdun petit tableau récapitulatif :
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Fonctions d'interpolation Polynémes Ondelettes

(maillage adaptatif ou (quadrillage régulier)

Fonctions de projection quadrillage regulier)

Polynbmes Galerkin ("MEF" classique)
Fonctions Dirac Collocation Collocation
Fonctions portes Sous-domaines Sous-domaines
Dérivées du résidu Moindres carrés Moindres carrés
Ondelettes "Galerkin-ondelettes"

Tableau 1.1. Méthodes des résidus pondérés, etidomites fonctions d'interpolation et de projection

En gras sont affichées les méthodes étudiées as delcette theése : il s'agit de la méthode de
Galerkin, dans un premier temps avec des polyn@aes un maillage tétraédrique (Partie 2),
puis, dans un deuxieme temps, avec des ondelé#es,un quadrillage régulier (Partie 3).

Un petit exemple tres simple en 1D permet d’exggicun peu plus en détails la méthode de

Galerkin avec des polynémes d'ordre 1 (voir FTAne@;.

En insérant les fonctions d'interpolation et dejgcton, ainsi que les coefficients a
déterminer, dans les expressionsRiet deR, (1-50) devient une équation matricielle de la
forme LU =@, ouL est une matrice carrée de talN&N, appeléematrice de rigidité qui ne
dépend que des fonctions d’interpolation et de gutayn (voir Annexe B). Le vecteur
u1
Ga=| : | regroupe ledN inconnues du probleme a résoudrefjeest la discrétisation dg
uN

dans la méme base d’Eléments Finis.

Nous avons résumé ici les différentes Méthodeséd’ients Finis et la fagcon générale dont
elles transformaient une Equation aux Dérivéesidllag en une équation matricielle. Nous

allons maintenant voir comment se transformenétgstions de diffusion étudiées ici.

2.3.3 Application a I'équation de diffusion

On se place dans un espace 3D. Le volume de I'cifjedié est divisé en éléments
tétraédriques, joints par les sommets, appeléadesds. Nous utilisons donc la méthode de

projection de Galerkin [Burnett1987] décrite ci-sl@s pour exprimer les équations (1-40)
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sous la forme faible. Ces EDPs peuvent étre refléasuselon une forme matricielle

compacte [Fedele2003] :

Lu,=qg
Xu X q B (1_51)
ng mm:6d

Toute variable notée avec le symbole ~ représentkssrétisation dans I'espace des Eléments
Finis. Lx et L, sont lesmatrices de rigidité La matrice de rigidité, notée, contient les
informations concernant les différents parametngsqoes, et est ici symétrique, creuse et
guasi-diagonale, voire a diagonale dominante (VAmnexe B, qui donne I'expression des
coefficients de cette matrice). Elle contient doms peu de valeurs non-nulles. Sa taille est

€gale au nombre de nceuds du maillage, donc dépemoinadbre d’Eléments Finis.
Nous avons deux équations du méme type :

- la premiere permet de calculer la solutigre I'équation de diffusion en tout point du
milieu et dont la source est placéeren

- la deuxieme permet de calculer son adjgin, en tout point du milieu, et avec une

source fictive placée emn.

Ces équations sont a résoudre un certain nombifeisle en effet, si la source premd
positions différentes, 1a®f équation de (1-51) sera résoNegfois. De méme, si I'on choisit
Ng détecteurs, la®2équation de (1-51) sera résolNg fois. Généralementys et Ny sont de
I'ordre de 100 a 300.

2.3.4 Résolution par le logiciel COMSOL Multiphysics

Pour résoudre (1-51) avec des fonctions d'intetiomlapolynomiales, le logiciel utilisé
(essentiellement dans la Partie 2) est COMSOL Iduwsics", qui est un logiciel
d’Eléments Finis relativement ouvert et adapté taenprobléme. La méthode de résolution de
'équation de diffusion que nous choisissons est REH8, «the Generalized Minimal
RESidual method » [Saad1986], avec le précondigorent ILU, « Incomplete factorization
LU » [Davis1997, Grigori2002] (« LU » = « Lower dngular matrix » x « Upper triangular
matrix »). Cette méthode de résolution est optimadés prend, pour une position de source
donnée, quelques secondes pour résoudre notreepreldui implique de grandes matrices,
sachant que ces équations doivent étre résoluastoaigs les positions de sources et pour
tous les détecteurs.
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dq est modélisée comntg c’est-a-dire que pour résoudre faéguation de (1-51), on définit

une source ponctuelle emy: q est en effet définie de la maniére suivante:
jq(r)d’(r -.)=0qf ) =1, c'est-a-dire que son intensité est ponctuellendégrale aq = 1 au
niveau de la source, 0 partout ailleurs. De méme, on défifijt= 1 au niveau du détecteur
rq, O ailleurs.
Nous allons dans la suite de ce travail, écriréecétjuation a résoudre avec les notations
simplifiées :

Lu =q (1-52)

Nous présentons ici un schéma (géométrie en 2D) diaillage obtenu avec COMSOL

Multiphysics. Les positions prises par la sourcensdtous les modeles que nous avons

. R . 1 : . .
construits, sont a la distancé— du bord (voir section 1.3) ; le systeme est urtaregie

S
simple, et le maillage est composé de trianglagoua de la source, le maillage peut étre

raffiné, comme sur la figure 1.12 :

&, Py
{2z
Q
0Q
% $ ® @ L 2 { ) @
s 0z

Figure 1.11. Schéma d'un maillage simple 2D cré€3@2aMSOL Multiphysics dans un objet rectangulaire ;
exemple de positions de la source (points rougeddétecteurs (points bleugy pst la distance
d’extrapolation des frontiéres pour les conditiang limites de Dirichlet extrapolées, donnée patZ)L
La figure 1.11 présente un domaine plus grandzgédont I'expression est donnée par
'équation (1-12)) sur les bords horizontaux (casiire les frontieres ou sont placés les
sources et les détecteurs), afin d'y appliquer desditions aux limites de Dirichlet
extrapolées (voir la section 1.5.2).
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a) b)
Figure 1.12. Schémas dans un milieu discrétiséegeEléments Finis : a) du calcul dg b) du calcul dgym;
en rouge : positions de la source ; en bleu : ties.
La figure 1.12 illustre un maillage pour le probkrdirect. On voit que les mailles sont
définies plus finement autour de la source (respdétecteur), ce qui permet une meilleure

précision des résultats.

Une fois les équations résolues, nous avons legifmsuy et gmm Cc’est-a-dire les densités de
photons en tout nceud de l'espace pour chaque qosie la sourceuf), et chacun des
détecteursdmn). Ces calculs se font pour chacune des positienia dource et pour chacun
des détecteurs, ce qui impliqgue une boucle de lsakssez conséquente, puisqu’a chaque

nouvelle position, le maillage est redéfini, puégjlation résolue.

Remarque : il y a plusieurs manieres de procédeeajui concerne la définition du maillage.
Dans le cas de la figure 1.12, on affine les mailieiquement autour de la source considérée.
La redéfinition d'un maillage est alors nécessaihaque nouvelle source. Mais on pourrait
affiner autour de chaque source et chaque déteetearéer ainsi un maillage commun a
toutes les équations, comme sur la figure 1.9. Qdgd, méme si I'on s'affranchit d'une
redéfinition du maillage a chaque étape, ce maillegmmun possede un nombre de nceuds
trés important (de I'ordre de plusieurs centainesndlliers), et chacune des équations est

alors tres longue a résoudre.

Dans le travail présenté en Partie 2, nous avoms @boisi la i méthode de maillage,
consistant a remailler a chaque position de saoffigere 1.12), ce qui a permis de ramener le
temps de calcul de plusieurs heures a moins d’enesh

2.3.5 Conclusion sur les méthodes pour la résolution durpbléme direct
Nous avons vu que les étapes de résolution d'urfe &@c la MEF sont :

1) ladéfinition du maillageplus ou moins fin selon le choix établi ; cettep& prend de
I'ordre de quelques secondes, ~3 secondes poubjahde la taille de la souris (par exemple
dont les dimensions sont de 4x3x2,5cat un maillage assez fin (~15000 noeuds) ;
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2) la construction des matrice. et q) par rapport aux parameétres définis (diffusion,

absorption, terme source) ; cette étape prend@nilia 2 secondes ;

3) le préconditionnementle la matricd. : c’est I'étape la plus colteuse en temps, elle

met de I'ordre de 6 a 7 secondes ;

4) la résolution de I'équationLu = q, apres préconditionnement de: elle se fait

rapidement, en 1 seconde environ.

Avant de reconstruire, on choisit d’extrapoler tésultats obtenus dans le probléme direct,
pour chacune des positions de la source et powunhdes détecteurs, sur un maillage
régulier commun : plus grossier que celui défirkg@demment, il reste toutefois suffisant

pour une bonne précision ; cetfeéfape n’est donc pas a négliger :

5) I'extrapolationdes résultats sur un maillage régulier commun deet’'ordre de 1

seconde.

Sachant que nous avons de l'ordre de 300 a 40Qtiégsiaa résoudre (par exemple, si la
source prend 100 positions et si on choisit 25@aétirs pour I'équation adjointe), le temps
total pour résoudre le probleme direct est de t®dlune heure.

Le but de cette thése étant d’accélérer les catians le probleme direct, nous avons choisi 2
possibilités :

- tout d’abord la conservation du maillage défiar COMSOL Multiphysics, puis une
réduction par les ondelettes de I'équation a résyuzk qui permet de réduire les temps de

calcul dans les étapes 3) et 4) de préconditionneetale résolution de I'équati¢Rartie 2) ;

- dans un 2temps, la définition d’'un quadrillage régulier fdde temps de construction
est nul) et le choix des ondelettes comme fonctdiméerpolation / projection : nous avons
créé alors un nouvel algorithme permettant de rsiathir de COMSOL Multiphysics,

réduisant les temps de calcul dans les 5 étaygggionnées ci-dessus, en particulier parce que

les 3 premiéres étapes sont communes a toutesol@Bops de la source et a tous les
détecteurs (maillage commun et matrice de rigilit€ommune, construits une fois pour

toutes), et que la°®tape est supprimée, car le quadrillage commuadégstdéfini (Partie 3).
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2.4 Méthodes de résolution du probleme inverse

2.4.1 Eventail des méthodes

Dans la deuxieme étape de la fDOT, c’est-a-dir@salution de I'équation (1-38) qui permet
d’identifier le paramétre inconng} plusieurs approches sont envisageables. On glisifes
meéthodedinéaires des meéthoderon-linéaires[Arridge1999, Vo-Dinh2003] ; les méthodes

linéaires consistent a développer I'équation (1-1) en sdeidaylor. De maniére générale, il

A . . 0A . . g
apparait alors la matrice Jacobler%}e (avecp le vecteur des parametres a identifieAda

matrice du modéle définie dans I'équation (1-1)¥ bon peut calculer :

- de faconexplicite[Vo-Dinh2003], c’est-a-dire que I'estimation (%% a une certaine

itération est faite a partir uniguement de somesti a I'itération précédente ; il s’agit

des techniques de gradients conjugués, de la methmtewton-Raphson ou celle de
Levenberg-Maquardt ; ces méthodes sont souverntildiff dans le cas de problemes
de grande dimension, a cause du calcul explicitektat de la Jacobienne et de son

inverse ; cette méthode est rapide mais instable ;

- de manieramplicite, ou on prend en compte l'itération précédente,snaaissi une
estimée de la solution a [litération suivante ; ceéthodes sont plus lentes mais
stables ; il s’agit en particulier de I'Algebraied®nstruction Technique (ART), qui est
une minimisation itérative au sens des moindreg2sague nous avons choisie entre
autres dans ce travail et que nous détaillerons tasection 2.4.2. Dans notre cas,
nous avons vu que la matriéene dépendait pas des parameprest la méthode est

donc plus simple a mettre en place.

Une autre maniére de résoudre (1-1) est d'utiliser méthode de décomposition en valeurs
singulieres (Singular Values Decomposition (SV)Wi permet de résoudre directement
'équationy = Ap (avec A indépendante des parameétmsce qui est le cas dans notre
probleme), en inversant la matridegrace a une régularisation dans le calcul dediisg de

ses valeurs singulieres. Cette méthode sera égatigrus détaillée, dans la section 2.4.3.

Nous pouvons aussi mentionner des méthodes ddiltypge de Kalmar{Eppstein2002], qui
sont des méthodes issues du domaine de I'autoreatigdu traitement du signal, considérant

les équations de diffusion (1-5) comme déguations d'étatet d’observation et les
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parameétres a déterminer comme dasables d’étafFu2001, Zhu2002]. Cette méthode a été
mentionnée au cours de la thése, mais n'a pasx@léitée : elle peut étre d’'autant plus

intéressante a utiliser si on utilise un systemmdsure résolu en temps.

2.4.2 La reconstruction par la méthode ART

Pour résoudre le probleme inverse, nous nous sorfooaksés en particulier sur la méthode

itérative ART [Kak1987]. Nous allons en résumeebement le principe.

Y1

. Y, R . .
Soity = :2 un vecteur d&\,, mesuresp le vecteur déVl paramétres a reconstruire,fet

YN

une matrice de poids connue, indépendantp,ds de tailleN,xM. Dans notre cas\l,, est
égal au nombre de sources multiplié par le nombrdétecteurs N, = NsxNg. L'équation a

résoudre est = Ap, au sens des moindres carrés :

Yi A
P

Y |7 A : (1-53)
Pu

Yn A

m m

A; est 1ai®™ ligne deA. Notons queM < N, dans notre cas (le nombre de mesures est

supérieur au nombre de paramétres a estimer). ¢haguei = 1 aN,,, on veut minimiser
||yi - Ap||2. Il s’agit d’'une méthode itérative, il faut donéfihir une valeur initiale de : on

prend pour originep® = 0, c'est-a-dire dans notre cas, une fluorescendialminulle.

Ensuite, pour chacune des itératigmgs on cherche tel qu’a l'itération(n) :

P =p™® +a(y, ~Ap"Y)AT (1-54)
Vi _Aip(n) =0 =y, _Aip(n_l) —a(y, _Aip(n_l))”AiHZ =0
_ 1
AL (1-35)
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Et donc :

YiZAP A (1-56)

En itérant sui(n), on converge vers la solution. Cette convergermg pe faire de maniére
« douce », c'est-a-dire plus lentement mais plasipément, en introduisant un parametre de

relaxationt, de valeur comprise entre O et 2 :

_ (n-1)
p® =ped 4 ) Y AP (1-57)

/<1 implique une convergence lentel une convergence rapide.

CesNy, équations peuvent étre résolues dans l'ordee I aNy), mais aussi dans un ordre
aléatoire, et ce pour chaque itération. Au total, nous avonBlxN_itérationsa résoudre,

avecN_itérationsle nombre d'itérations choisies (selon la rapidigéda convergence).

Revenons a notre probléme inverse : nous avons Yi-88) que :

u, = J' g,..,8u, surQ (1-58)
Q

Aprés avoir calculé les fonctiomgnm et uxy (probleme direct), nous avons un schéma de

reconstruction, en reformulant le probleme ainsi :

u_=Ap (1-59)

m

Remarquons que cette équation est analogue a tiéqua-1), a la différence prés que notre
matrice de poids ne dépend pas des parametrequjmnisa fait I’hypothése que sefilvariait

et devait étre reconstruit, ce qui nous a amenéstas ces simplifications et a une équation
linéaire.

La valeurp; du vecteurp représente la valeur giea reconstruire au nceudi rfu maillage
commun, défini a la fin du probléme direcf @ape, voir la section 2.3.5), qui contidit

nceudsp est donc de taill&h = Nc.

Chaque colonne de, représente la mesure d’un jeu de détecteurs popoint-source a une
position donnée. SNs est le nombre de positions prises par la sourddyé¢ nombre de

détecteurs, le probléme inverse contidpt= NsxNg équationsA est de tailleNxNe.

L’ART est choisie ici car elle permet un stockadicace de la matrice de poids, qui est

déterminée par les fonctiogsm et uy. Elle a été I'unique méthode de reconstructiotiség
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dans la méthode de la Partie 2, qui met en jeurddsces de taille importante. Elle a aussi

été utilisée pour la®2néthode proposée (Partie 3).

2.4.3 La reconstruction par une Décomposition en ValeursSingulieres
(SVD)

Il s’agit d’une technique que I'on ne trouve pasgldes inventaires des méthodes de
reconstruction. En effet, il s’agit juste de l'ati&pn d’'une décomposition de matrice
[Kalman1996] a la résolution d’'une équation de typeAp au sens des moindres carrés. Le

principe est le suivant :

Nous avons affaire a un probléeme mal posé, dipayaique du probleme. C’est-a-dire que la
matriceA est tres mal conditionnée, et la résolution dguation est donc délicate. En fait, le
mauvais conditionnement dk s'interprete de la fagon suivante : une toutet@etéviation
dans les mesurgspeut conduire a une tres grande erreur sur ldtaépuD’ou la proposition
suivante :

s . , ~ s 2 7
Par un critéere des moindres carrés, on cherche rimiser |y -Ap|~. A étant mal

conditionnée, cette minimisation peut conduirelémwent a des résultats tres divergents par
rapport a la solution exacte. On introduit alordenme de régularisation sur la valeurnpdet

le critere a minimiser devient :
2 2 -
C(p) =[ly - Ap[" +alp] (1-60)
a||p||2 est le terme de régularisationcetest leparameétre de régularisatiorLa solution de
cette équation est le vectqair minimisantC :

p* =argminC@))= (ATA+ald Ay (1-61)

Afin de ne pas avoir a calculer de fagon explic{i®'A +ald)™, on se propose de

décomposeA en valeurs singuliéres, c’est-a-dire :
A =USV' (1-62)

Avec U etV des matrices orthonormalesStine matrice rectangulaire avec des valeurs non-

nulles sur la diagonales, ..., Su, appelées legaleurs singulieresleA :
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S
0
S
0 (1-63)
S= Su
0 0
0 0

(1-61) devient alors :

p* =(ATA +ald) ™Ay =(VSTUTUSV" +ald) VS™UTy =(S"S+ald) VS U y (1-64)

(STS+ald)™ est une matrice diagonale dont les valeurs sgé{— i =1 aM. ce qui donne
S +a
finalement :
p*=VS'U'y (1-65)
avecS: la matrice dont les valeurs sur la diagonale sgafes & zi ,i=1aM, et les
S +a

autres 0. Cette méthode, plus adaptée aux systartedle petite, est utilisée dans la Partie 3

pour les simulations 2D.
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Chapitre 3

Notre objectif : la réduction du temps de
calcul dans le probleme direct

Notre objectif est de réduire le temps de calculsdie probléme direct. Il nous faut donc
modifier ou s'affranchir de la Méthode des Elémdtitss. Les outils essentiels utilisés au
cours de ce travail sont lesdelettes Avant de détailler leur utilisation dans le caldu
probléme direct, nous allons tout d’abord nousesipar rapport aux travaux antérieurs dans
les domaines de la tomographie en général, dellectién de modéle, et des ondelettes.

3.1 Etat de l'art

En tomographie, les méthodes de réduction de maatetelles utilisant les ondelettes sont
utilisées essentiellement pour I'étape de recoostmu (probléme inverse). En ce qui
concerne la résolution des Equations aux Dérivéetseles (EDPs), nous allons expliciter les
meéthodes qui ont déja été éetudiées, dans d’autmasides que la tomographie, et les aspects
qui nous ont inspirés dans notre application dedel@ttes au probleme direct de la
tomographie optique.

Les sections 3.1.1 a 3.1.3 sont consacrées auxodexhde réduction de modéle et des

techniques impliquant des ondelettes, en tomogeaphi

Les sections 3.1.4 a 3.1.6 résument les travaustaeits dans des domaines autres que la
tomographie, mais se rapprochant des méthodes dietign de modéle et de résolution

d'EDPs, utilisées au cours de cette thése.

3.1.1 Réduction de modele pour la tomographie optique

En tomographie optique, la réduction du temps deut@st un objectif souvent recherche,
mais généralement dans I'étape de reconstructivongen particulier un article recemment
publié par I'équipe de S. R. Arridge [Arridge2006¢ur travail consiste a prendre en compte

I'erreur sur les mesures, au cours de la recortgiryanais aussi I'erreur d’estimation due a
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un maillage grossier dans la MEF (défini au nivelauprobléme direct). Cette approche
permet de reconstruire une image de bonne qualgée avec un maillage trés grossier dans
la MEF, et donc de gagner du temps.

3.1.2 Les ondelettes appliquées a d’autres techniques ttanographie

Les ondelettes sont un outil frequemment utilisét@nographie a rayons X [Bhatial996,
Bilgot2004, RashidFarrokhi1l997]. L’application desdelettes a la transformée de Radon
[Sahiner1993] permet d’effectuer une reconstructmmographique multi-échelles, ce qui
permet de réduire le bruit et d’obtenir une appr@tion de I'image reconstruite sans en

perdre la qualité.

3.1.3 Les ondelettes appliquées a la tomographie optique

Les ondelettes sont parfois utilisées en tomogeappiique, dans un objectif de débruitage ou
de compression des données [Nath1999], mais awssi yne reconstruction régularisée
[Zhu1997] : ici, 'aspect multirésolution des onekds est exploité pour reconstruire de facon
grossiere les zones du domaine étudié ou I'ongsgit y a peu d’informations, et de fagon

plus détaillée les zones intéressantes (ou RORegibns Of Interest”). Du temps est ainsi

gagné au niveau de la reconstruction, tout en ceasela qualité.

Un article récent de I'équipe indienne de B. Kannjganmani2006] décrit I'utilisation des
ondelettes dans la résolution du probleme inveygies’effectue avec une méthode linéaire :
aprées le calcul du Jacobien et de la matrice Hessjel’équation de reconstruction est
projetée dans une base d'ondelettes. Sa résolesibalors accélérée et permet de réduire le
bruit. Toujours au niveau de la reconstruction@ndgraphie optique, nous avons relevé un
travail de cette méme équipe indienne [Naik1999j, djscute d’'une méthode a base de

filtrage de Kalman impliquant également les ondetet

Nous voyons que I'essentiel des applications delelettes a la tomographie optique se situe
dans la résolution du probleme inverse. Il fauttdfais remarquer que I'équipe de B.
Kanmani semble s’orienter également vers une eixteral probléme direct : en conclusion
de [Kanmani2006], ils mentionnent la possibilitétdiser une méthode de Galerkin avec une
base d’ondelettes pour résoudre I'équation de sldfu dans I'étape de modélisation et ont
d'ailleurs déja des résultats récents obtenus@y ZKanmani2007]. C’est précisément cette

meéthode que nous étudierons dans la Partie 3.
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3.1.4 La réduction de modele dans la MEF

Intéressons-nous a présent aux méthodes de réduetimodele, appliquées a n'importe quel
type d’EDP. Le probleme direct, nous I'avons vu sléasection 2.3, est résolu a l'aide des
Eléments Finis. Le but cherché au début de ceitraveté de conserver les équations de la
MEF, et de modifier uniquement leur résolution pae méthode de réduction de modéle, ce

qui permet d’accélérer les calculs.

Des travaux ont été effectués dans ce sens, panpéxedans le domaine de I'électro-
thermique [Sommet2005] : les auteurs appliguentmééhode de réduction de modéle a la

résolution d’équations thermiques par les ElémEimts en 3D.

3.1.5 Les ondelettes appliquées a la réduction de modéle

En ce qui concerne les réductions de modeéle pamddasition en ondelettes, des méthodes
ont été développées dans le domaine de I'électroéimgne [Sadiku2005, Wagnerl995,
Xiang1997]. Elles ont été la source d’inspiratianld méthode développée dans notre Partie
2. Dans ces travaux, les équations de Maxwellstommées en équations matricielles par une
méthode similaire a celle des Eléments Finis, déabmposées en ondelettes. Cette base est
orthonormale, et le fait d’y projeter une matricenge permet d'« affaiblir » la valeur d’'un
grand nombre de ses coefficients. Les équatiogs@udre se présentent, comme dans notre
probleme, sous la formeu = g, (équation (1-52)). Mais la matride est, dans leur cas, trés
dense. Le fait de la projeter dans une base d’ettdsl orthonormales donne de nouveaux
coefficients tres faibles. La méthode de réductiermodele est alors basée sur le choix d’'un
seuil, en-dessous duquel ces faibles coefficiemts$ sis a zéro. La résolution des équations

se fait alors de facon plus rapide, sans pertéatimations importantes.

En ce qui concerne notre probleme de diffusiomédricel. est creuse, et ce seuillage n’est
pas suffisant pour réduire le temps de résolutidous avons donc gardé l'idée de
décomposer les matrices en ondelettes, mais auwdieseuiller, nous avons choisi d’utiliser

'aspectmultirésolutiondes ondelettes (Partie 2).

3.1.6 Ondelettes et Equations aux Dérivées Partielles

La derniére application importante des ondelettsts @& résolution des EDPs. Si nous
reprenons les définitions données dans la secti®nlés bases de fonctions d’interpolation

définies dans la MEF sont généralement choisies gna forme polynomiale. Nous pouvons
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les remplacer par d'autres fonctions, comme parmpbe des ondelettes-splines
[Baritaux2008, Han2007], des bases de fonctionprpeode I'opérateuf] [Georges2008],
ou bien des ondelettes de Daubechies [Daubechi2s1@8mme nous le verrons dans la
Partie 3, cela permet de s'affranchir de I'étapendillage présente dans la MEF, puisque
cette méthode ne nécessite qu'un quadrillage ®gulie réduire le nombre de fonctions
d’interpolation utiles a I'approximation de la sttun, et donc d’accélérer la résolution de
'EDP.

De nombreux travaux théoriques utilisant les orttedeont été effectués dans ce domaine
[Amaratungal994, Beylkin1992, Beylkin1991, Beylk®92, Charton1995, Cohenl1993,
Jaffard1992, Lazaar1994, Mahadevan2000, Monasse T4d88schmidt2000, Vasilyev1995].
Dans ces études, le probléme des conditions autesmpoint-clé de la résolution d'une
équation, a été largement abordé par des equipesaises [Amaratungal994, Auscher1993,
Beylkin1993, Cohenl1993, Meyerl991, Monassel998| cdnstruction de la matrice de
rigidité de facon optimale a également été l'olget nombreuses études [Beylkin1992,
Beylkin1992, Chen1996, Dahmen1993, Ho2001, Kol%5rier1998], pour les méthodes
sans maillage. Mentionnons les travaux effectuésasméthode des domaines fictifs : il s'agit
d'une technique qui permet d'appliquer la méthaelésdlerkin-ondelettes sur tout type de
géométrie [Baccou2005, Dumont1996, Dumont1999, @iskv1996, Kunoth2001]. Enfin,
des méthodes sont adaptées au traitement des igogites a l'intérieur d'un milieu étudié
[Bertoluzza2001].

Les EDPs étudiées ne sont généralement pas I'éguddi diffusion, mais la théorie est trés
générale et peut s’appliquer a tout type d’EDP, mempar exemple pour l'opérateur
d’élasticité [Dumont1996, Dumont1999], en élasteptaté [Comincioli2000], en

électromagnétisme [Kosmanis2000, Yangl998, YangRO@h mécanique quantique
[Chauvin2005, Chauvin2004]... Des équations diversm®mme celle du transfert radiatif
[Ferlay2003] ou l'équation non linéaire de Korteveey Vries [Christov2005] peuvent

€galement étre résolues avec des ondelettes.

La méthode de Galerkin, mentionnée dans la se@i®nest la plus communément utilisée.
Mais la méthode de collocation avec ondelettes pamtfois rencontrée également
[Vasilyev1995].

L'intérét de cette méthode de Galerkin-ondelettesaedescription détaillée sera présentée
Partie 3.
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3.2 Méthodes proposees

 Actuellement, le probleme direct en tomograptpaque de fluorescence est résolu a l'aide
des Méthodes des Différences Finies, Volumes Knig€léments Finis. Les Eléments Finis
sont généralement préférés, grace a son applicaties géométries complexes, mais elle est

tres colteuse en temps.

* La méthode de Galerkin-ondelettes quant a el&téaabordée pour le probleme direct en
tomographie optique [Kanmani2007], ainsi que daombreux autres domaines (section
3.1.6).

Voici donc les méthodes proposées pour la reducdeomodele dans le probleme direct, en

tomographie optique, toutes deux a base d'ondelette

- Dans un premier temps (Partie 2), nous avonsschig garder la Méthode des
Eléments Finis classique, a cause de sa souplessevis des géomeétries complexes et des
hétérogénéités. Une méthode de réduction de mal&& mise en place au cceur de la
méthode : pour cela, nous avons choisi de proje®réquations matricielles (1-51) du
probléeme direct dans une base d'ondelettes de ldaarme dans [Sadiku2005], puis nous
avons conservé les approximations de ces matrddsnues par les ondelettes, et de taille
réduite. L’aspect du maillage de la MEF est dontseové, en particulier son adaptativité vis-
a-vis de la géométrie et des hétérogénéites, etdalution des équations se fait plus
rapidement, sans trop dégrader la qualité de lanstuction. Dans cette méthode, du temps
est gagné au cours de I'étape de résolution dugar@bdirect, mais pas au cours de I'étape du

maillage.

- Dans un deuxieme temps (Partie 3), nous avons dounlu nous affranchir de cette
étape du maillage, en appliquant une méthode derkdalondelettes : celle-ci ne nécessite
gu’un quadrillage régulier, beaucoup plus rapideditre en place, et utilise des fonctions
d’échelle de Daubechies a la place des polynbméda NEEF classique, ce qui permet de ne
pas perdre de précision dans les résultats obteaasonditions aux limites sont résolues par
la méthode des domaines fictifs, dont l'intérénpipal est d’étre applicable a une géométrie

complexe.
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Conclusion de la Partie 1

Cette premiére partie a permis de décrire le coatdy travail de cette thése. Le principe de

la tomographie optique a été expose, et les méshaeleésolution détaillées.

L’objectif de cette these étant de réduire le n@rdiopérations et le temps de calcul dans la
résolution de I'équation de diffusion (problémeedi), un état de I'art a été présenté autour
des thémes de la tomographie optique et des mé&hiededduction de modele.

Notre travail repose essentiellement sur la madglifbn de la Méthode des Eléments Finis, au
cceur de laquelle une réduction de modele est affecfPartie 2), puis sur I'implémentation

d’'une méthode alternative, ou les polyndmes sanplacés par des ondelettes (Partie 3).

Ces deux méthodes reposent sur une approche apgiefie la théorie des ondelettes.
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PARTIE 2

Réduction de modele dans le probleme
direct : décomposition en ondelettes de
la matrice de rigidité

Dans cette partie, une technique de réduction ddehaoutilisant une décomposition en
ondelettes est proposée. Les matrices intervenams th version discrete des EDPs sont
projetées dans une base orthonormale d’ondelgitgs, réduites selon les propriétés de
multirésolution (Chapitre 1), ce qui permet d’aécél la résolution avec un minimum de
perte d’information. Des simulations et une expw@rée ont permis de valider la méthode

proposée (Chapitre 2).
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Chapitre 1

Décomposition et réduction de
I’équation de diffusion dans une base
d'ondelettes de Haar

Ce chapitre est consacré a la décomposition dersgstiscret a résoudre, en ondelettes de
Haar. Le choix de la méthode proposée n’'est padésgelopper un code d'Eléments Finis,
mais d'aller vers une méthode de réduction de reoaélcceur d'un logiciel déja existant,
COMSOL Multiphysics™, afin d'accélérer le calcul ghobleme direct.

Rappel : le calcul du probléme direct consistetdnes les valeurs des densités de photgns
(pour chacune des positions prises par la sousm)l&tgmm (pour chacun des détecteurs
assimilés a des sources) (équations (1-40)) ;desions discrétisées en Eléments Finis de ces
fonctions seront notéesdans toute cette Partie. Elles sont solutionsédgiation matricielle

générale suivante :
Lu=gq (2-1)

avecL la matrice de rigidité, définie apres discrétizaten Eléments Finis (voir la Partie 1),
de taille importante (les Eléments Finis peuveriindéun maillage de plusieurs dizaines de
milliers d’éléments, donc encore plus de nceudsle vecteur-source ai la densité de
photons a déterminer en chaque nceud du maillagte €gquation doit étre résolue pour
chacune des positions prises par la source etgmoun des détecteurs, considérés comme
des sources (méthode adjointe), comme nous I'agrpkcité dans la Partie 1. Par exemple,
si la source prend 100 positions et si on utiliSe @étecteurs pour enregistrer les images de
flux, un maillage d’Eléments Finis doit étre regén850 fois, et I'équation doit étre résolue
ce méme nombre de fois. Pour un objet de taillepawable a celle de la souris, c’'est-a-dire
entre 1 et 4 cm pour chacune des 3 dimensiongnélages contiennent jusqu'a 15000

noeuds.
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L est donc de taille importante et la succession rdselutions de toutes ces équations
prennent du temps. C’est pourquoi I'on a choisiptencipe de multirésolution avec des

ondelettes pour réduire la taille des matricesoatde temps de calcul.

1.1 Rappel sur les ondelettes

La transformée en ondelettes a été définie poprdmiere fois en 1981 par le géophysicien J.
Morlet [Grossmann1984, Morlet1982]. Les outils dlgse des signaux étaient alors
principalement basés sur l'analyse de Fourier. Malig-ci, localisée dans I'espace spectral,
est tres mal localisée dans I'espace physique.alleMeut alors I'idée de considérer une
fonction analysante, bien localisée a la fois da&space physique et dans l'espace de Fourier,
et d'y appliquer des translations et des dilatatidn 1985, Y. Meyer [Meyer1985-86] eut
I'idée de discrétiser cette fonction, ce qui a cina la construction de bases hilbertiennes du

type :
— o i2W(o] _ 2.2
(W =2"w@. k)}j,kD22 (2-2)

j est le facteur d'approximatiok.est le facteur de translatior.exst appelédchelle et 2/ la

résolution La formule de décomposition d'une foncti®¥crit dans cette base :

F=Y > (W, 0¥, (2-3)

0z kOZ

avec le produit scalaire :

<f,g>=J'f.g (2-4)

R

La structure de cette base est constituée de tibliaseet de translatées d'une seule foncHon
appeléeondelette Le caractére localisé de la foncti#hpermet d'analyser une fonctibra

I'échelle 2et autour du pointR

Il existe un grand nombre d'ondelettes. Dans detgie, nous nous sommes intéresses
essentiellement aux ondelettes de Haar. Il s'afihed fonction connue depuis 1909
[Haar1909] :

®(t) = 1 sur lintervalle [0 1] est 'ondelette-pérees fonctions dilatées et translatéeside

sont lesfonctions d’échelle

P(t) = 1 sur [0 ¥4] et -1 sur [¥2 1] est 'ondelett@m. Les fonctions dilatées et translatées de

¥ sont lefonctions d’ondelette
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Afin d’obtenir des bases orthonormales, on mukipties fonctions par un facteur de

normalisation 22 différent selon I'échelle (équation (2-2)). Enfe¢f pour un facteur

d’échellej = 1, les fonctions d’échelle et d’ondelette sonttipliées par2™? :£ :
V2
V2 2
2
0

0 2

| | | » | | | 2 -~

J 1 1 > i i i >

0 1 2 0 1 2

0 ¥

Figure 2.1. Fonction d’échell®f et fonction d’ondelette¥() de Haar pouy = 1.

Pourj = 2, ce facteur sera égal a % et les fonctionsditatées d’un facteur 2 par rapport aux

précédentes, et pour 3, le facteur de normalisation vag\/}—i et les fonctions sont dilatées

de nouveau d'un facteur 2 par rapport a I'écheflesdit d’'un facteur 4 par rapport aux
fonctions de la figure 2.1j & 1). Selon le niveau d'approximatipr{voir I'Annexe D qui

définit plus précisément I'Analyse Multirésolutiones matrices d'ondelettes ont alors la

forme suivante (pour les niveapx 1, 2 et 3) :

a) b) <)

Figure 2.2. Exemples simples de matrices d’onde=date Haar, de taille 8x8 (les pixels blancs sentadeur

ﬂ, les noirs_ﬂ, les gris du fond 0, les gris intermédiaires YarpguetW,, et i\/_ pourV; et\Ws) ;
2 2 22

a) échelle 2 b) échelle 2, c) échelle 2

V; étant les sous-espaces d'approximatiojdes sous-espaces de détails, correspondant a
I'échelle 2 A cause de leur faible régularité, les ondelettesHaar ont une mauvaise
localisation dans I'espace de Fourier. Cependesitphdelettes de Haar ont 'avantage, pour
notre travail, d’avoir trées peu de valeurs non esillPar exemple, les fonctions dedans
I'exemple précédent n'ont que 2 valeurs différemte®. Celles de Daubechies en ont 8, a la

59



méme échelle. Or la projection d’'un signal dans base d’ondelettes nécessite, dans notre
travail, la multiplication de la matrice de rigiéliavec la matrice d’ondelettes (voir section 1.2
et section 1.3). Plus celle-ci est creuse, plu® ertiltiplication sera rapide. Notre but étant de
gagner du temps tout en conservant un maximum di@&unous nous sommes donc limités,

dans cette partie, a I'étude des ondelettes de Haar

1.2 Changement de base

Nous présentons dans ce paragraphe I'étape duerhantyde base, au cours duquel les
matrices impliquées dans la version discrete de®<EBont projetées dans une base

d'ondelettes.

Si M est une matrice orthonormale composée par legewectle la base d’ondelettes, nous
avonsMM "= M™™ = Id (Id est la matrice identité), et on peut reformular= q (2-1), en

multipliant a gauche chaque terme de I'équationvpar
MLM Mu=Mg « Lu=q (2-5)

Ainsi U’ = Mu devient la nouvelle inconnug, = Mq représente le vectegrdans la nouvelle
base, et’ = MLM " est la décomposition de dans la base orthonormale. Un certain nombre
de méthodes de réduction s’'appuient ainsi sur lGegtion d'une base orthonormale
[Bhatial996, Nath1999, Sadiku2005].

La matricel’, obtenue apres changement de base, a davantagaedes faibles que la
matriceL ; une méthode de seuillage consiste a établieui en-dessous duquel ces valeurs
sont mises a zérd,” est ainsi plus creuse et I'équation est donc piysde a résoudre
gu'avecL (voir I'état de I'art dans la Partie 1 section.8,1let [Sadiku2005, Wagner1995,
Xiang1997]). Cette méthode est appliquée pour Ilepiations de Maxwell en
électromagnétisme, et efficace, car la matkia#origine étant dense, la réduction du nombre

de calculs est alors importante.

Dans notre cas, la matrice de rigiditéest creuse avant méme le changement de base (voir
’Annexe B sur les Eléments Finis et la constructite la matrice de rigidité). La procédure
d'un changement de base puis d'un seuillage n'ésiement efficace au niveau de la
réduction de temps que si le seuil est le plus passible, mais dans ce cas les résultats sont
détériorés. Cette piste de seuillage n'a donc pésegplorée jusqu’au bout. Il faudrait
chercher de facon optimale la base et le seuitguespondraient a la meilleure réduction de

temps de calcul, tout en conservant la meilleuadigupossible de reconstruction. On ne peut
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cependant pas s’attendre a une grosse réductioterdps comme dans [Sadiku2005,

Wagner1995, Xiang1997], au vu des propriétés aediceL d’origine, déja trés creuse.

C'est pourquoi I'on a étudié, dans cette Part@spkct multirésolution des ondelettes et la
mise a I'écart des détails apres décomposition,de&firéduire de facon plus efficace le temps
de calcul. Le but est de supprimer le maximum deidéet de ne garder qu'une
approximation de., sans trop influencer le résultat final. C’'estque nous allons a présent

expliciter et justifier.

1.3 Décomposition en ondelettes et analyse multirésoiah

La figure 2.3 décrit les différentes étapes dertec@dure de reconstruction. La réduction de
modeéle par décomposition en ondelettes est inttedians l'algorithme de reconstruction

tomographique avant la résolution classique dulproé direct :

EDPs couplées :

Modélisation de la propagation de = _
la lumiére : équation de diffusion {D( D, (B, 7))+ Mol JuxT, )= a( )
0.(=Dp (r )0uL € 1 5 )+ hC R 75 D=8, )
[ X = excitation ; m = émission ; v = densité de photons ; D, k=

parametres de diffusion & absorption ; ¢ = source ; B

Définition du maillage dEléments . N .
proportionnel a la concentration en fluorophores

Finis — systéme linéaire

Pour

chaque Réduction de modéle Equation de diffusion (forme linéaire des 2 équations
S(?#;Zi : Application des ondelettes : précédentes, apres application de la MEF) :
détecteur changement de base et multirésolution
Lu=gq
Ré5°'“ﬁ°’" de "éq“f“m" Uy est la solution de cette équation pour la source,
matricielle réduite gmm pour le détecteur (formulation adjointe).

Stockage des matrices

Ona: U = j gmmﬁ’ux = densité de photons du signal

d'émission (fluorescence observée)

Reconstruction
Distribution 3D des marqueurs : estimation Le calcul de uy et gmm (probléme direct) donne I'estimation du

de la concentration des fluorophores parametre de fluorescence .

Figure 2.3. Schéma de I'algorithme et introductien’étape de la décomposition en ondelettes.
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La méthode de réduction de modele est introduites tiarésolution de I'équatidru = g. Le
but est de réduire la taille de la matricepour réduire le temps de résolution, mais sans
perdre trop d’'informations importantes nécessairés reconstruction. Pour cela, la matrice

L, assimilée a une image, est déecomposeée en omdefetir Annexe D).

Cette matrice est décomposée en ondelettes comusel@daisons avec une image 2D. Le
maillage d’Eléments Finis est défini de telle sayte la matricd soit de taille2"x2", n étant

un nombre entier. Dans notre problemest de I'ordre de 13 ou 14 selon le maillage. Dans
technique exposeée ici, la matrice de rigiditéest considérée comme une image, et chaque
élément peut alors étre vu comme un pixel : enteffee image étant géométriquement
structurée, il faut assurer une cohérence dangdefficients de la matrice, ce que nous

expliciterons en détails dans la section 1.4.3.

La décompositiorL’ = MLM T deL dans la base d'ondelettd, est composée de quatre
sous-matrices de tail@"'x2"?, la premiére représentant I'approximation, ettiess autres
les détails (horizontaux, verticaux et diagonawgjr(I'Annexe D et 'exemple simple Figure
2.4).

i

r

a) b)

Figure 2.4. a) Exemple de matrice original€l6x 16 points) ; b) matrice projetée : en haut & gauchel1®®
approximation dé. (8x8 points) ;en haut a droite détails verticaux en bas a gauchedétails horizontauxen

bas a droite détails diagonaux.

Dans ce cas, nous sommes a |'échéell¢neau d'approximatiofn = 1, résolution %%). La
matriceM est construite avec les vecteurs orthonormawadméeV, OW. Si on veut une
approximation plus grossiére de la matrice, on peindre des vecteurs de la base

V,OW, OW (échelle 2) ou Vv, OW, OW, OW, (échelle $). La figure 2.5 montre un exemple

d’approximations successives d’'une autre matrice
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a) b) c) d)
Figure 2.5. a) Exemple de matrice initiale b) approximation de & I'échelle 2; c) approximation de a
I'échelle 2; d) approximation dé & I'échelle 2
Le but est maintenant d’utiliser une approximatas la matrice a la place de la matrice
originale, afin de réduire les dimensions du syst@mésoudre : on accélere le traitement en

utilisant le principe de multirésolution, et en hggant les détails :

.
6 /
o
"
n

Notons alors la nouvelle équation a résoudre :

LaUa =(Qa (2-6)

Avec L, une approximation dd., g, une approximation de dans la méme base
d’'ondelettes, eti,la nouvelle solution de I'équation, qui aufads moins de valeurs que la
solution initialeu de (2-1) (=1, 2 ou 3).

Remarque : le vecteur sourgestant un vecteur ponctuel, c’est-a-dire égal arlesnoeud de
la source et O ailleurs (voir Partie B), en est un aussi. La projection dedans la base

d’ondelettes donne 2 vecteurs de taille 2 fois plkfite, identiques en valeurs absolupset
: "y 1 .
gq, dont 'intensité vaut— au lieu de 1.

2

1.4 Implémentation de la méthode dans le logiciel
COMSOL Multiphysics

1.4.1 Choix d'une géométrie de référence

Nous avons défini, des le début de cette these,géométrie 3D qui se rapproche des
conditions réelles : elle est plus complexe qu'unpée parallélépipede, et de dimensions

proches de celles d'une souris. Il s'agit d'untalgdorme demi-cylindrique, de longueur ~6.5
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cm et de rayon ~2 cm. Cette géométrie a été dgfimie les simulations et pour la validation

expérimentale (voir le Chapitre 2) : un objet esiné a été spécialement construit pour
I'expérience. Son coefficient de diffusion est de=10 cm?, son coefficient d’absorption

4, =0.2 cmi'. La constante de diffusion vaut anB=3;.:0.0327 cm. Cette

(1, + p15)
géométrie a été précisément définie dans COMSOLtiphyisics, car elle sera également

utilisée pour les simulations.

Figure 2.6. Maillage COMSOL Multiphysics du demiiogre étudié ; 108 positions de la source (en edug
256 détecteurs (en bleu).
Les 256 détecteurs définis ci-dessus sont en égitestnplacements « fictifs », c’est-a-dire la
projection résultant des détecteurs de la caméréassurface physique de l'objet : en effet,
chaque détecteur de la caméra collecte la lumigreepant d’'un point donné de la surface
supérieure de l'objet. Les lois de l'optique géamyée nous permettent donc d'utiliser ces

projections comme détecteurs.

L’'implémentation des ondelettes repose beaucoupasiagon dont les Eléments Finis sont
construits. En effet, pour modifier la matrice agdité L (afin de lui donner une cohérence et
de l'assimiler a une image), qui est totalemenini&fpar le maillage de la MEF, et donc
généreée par le logiciel COMSOL Multiphysics, il famaitriser la facon dont cette matrice est
construite. Nous expliciterons dans les sectiod2let 1.4.3 les modifications nécessaires a
'application des ondelettes, effectuées au coewsr rdatrices impliquées dans COMSOL
Multiphysics. Ces modifications sont les mémes lguglie soit I'échelle choisie, puisque la
taille de la matrice d’ondelettes est toujours sleocomme étant d€',2n =13 ou 14 selon la

simulation ou I'expérience (voir Chapitre 2).
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Remarque : ces modifications sont effectuées &isde logiciel de calcul MATLAB, car il
existe une interface entre les deux logiciels €fdactions de COMSOL Multiphysics ne sont
accessibles que par cet intermédiaire.

1.4.2 Dimensions des matrices a modifier pour une adapt@in aux
ondelettes
Nous avons vu que la matrice d’'ondelettes constasins la section 1.1 était de taillx2,
avecn un nombre entier (figure 2.2). Pour que le charegegnde base s’effectue dans de
bonnes conditions, la matrice de rigiditéa décomposer en ondelettes doit étre de la méme
dimension. Ce n’est pas obligatoire [Mallat1989, lI&4999], on pourrait utiliser par
exemple la fonctiomwt 2. mde MATLAB qui permet la convolution de la matricepar le
filtre défini par I'ondelette, mais ces calculs tsoas longs, voire impossibles dans le cas de
matrices de taille importante et d'une mémoirermfttique trop faible... En revanche, la
multiplication simple des matricddLM ' demande un temps quasi-nul (les matrices sont
creuses), a condition d'avoir des matrices de lmendimension. Dans notre probléme, on
choisit un maillage fin pour une bonne résolutiole :nombre de nceudd, défini par
COMSOL Multiphysics, est alors, dans le cadre duléh® décrit ci-dessus, de l'ordre de
12000 a 16000. Ce nombre de nceuds est détermiodnatiquement par le logiciel, il n'est
pas accessible a l'utilisateur, et nous ne pouymassimposeN = 2'. C'est pourquoi nous

effectuons une troncature des matrices afin d’obmoeuds, de la maniére suivante :

Le nombre de nceud$est différent selon la position de la soufdefositions différentes) ou
du détecteurNy détecteurs). Nous avohg+Ny4 géométries différentes, sdit+Ny maillages

a générer. Noton$l; le nombre de mailles pour la géométrie on choisit une matrice

d’ondelettes de taille"2telle que2" < min (N;), ce qui donn@ = 13, soit 2 = 8192 dans cet
exemple.

Nous choisissons donc d'effectuer une troncature matricesL et g impliquées dans
I'équation, afin d’avoir les mémes dimensions qaenlatrice d’'ondelettes, et ce de maniere
non pénalisante pour la résolution de I'équatienmatriceL sera réduite a"22" pixels, et le
vecteurg a 2' points. Pour cela, on fait un test sur les valalesla diagonale d&, en
enlevant les points pour lesquels; (c'est-a-dire la valeur de sur lei® point de sa
diagonale) est minimal. L'’hypothése faite ici esteges valeurs les plus faibles dans la
matrice de rigiditéL sont moins importants. Cela peut étre justifié fmrvaleur des

coefficientsL; de la matricd., que I'on a exprimés dans ’Annexe B. En effet, part du
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principe qu’'un coefficient sur la diagonale estutiéant plus fort que le volume de I'élément
est petit (équation (B-13)). Le maillage en Elémadfinis étant naturellement plus fin autour
des singularités, en particulier dans les ROIs clesfficients enlevés sont donc ceux pour
lesquels le maillage est défini plus grossiereméanc dans des zones moins importantes.
Ces hypotheses faites, on arrive a réduire le nerdbmailles a 8192, ceci pour chacune des

positions de la source et chacun des détecteurs.

Nous pouvons alors nous faire la remarque qu’'uréesa@u contrdle de la génération du
maillage initial pourrait nous permettre de choistr nombre de mailles des le début, et
s’affranchir d’un calcul matriciel assez lourd pddATLAB... Mais COMSOL Multiphysics

ne nous laisse pas la liberté de le faire, du mdmss la version actuelle et d’apres les
réponses données par le support informatique.

Nous allons voir dans le paragraphe suivant qu'augre spécificitt de COMSOL
Multiphysics nous oblige également a effectuer w1 calculs algorithmiques

intermédiaires.

1.4.3 Renumérotation des nosuds

Nous avons vu que la matrite était traitte comme s'il s’agissait d'une imageaidune
image 2D est composée de pixels régulierement sispdans I'espace. Notre matrice de
rigidité est composée de coefficients qui traduig@meraction entre les nceuds du maillage
3D deéfini par la MEF. Le coefficieritj deL donne la contribution du noeuicdur le noeudl
(voir I'équation (B-13) de I'’Annexe B). Mais ces nds ne sont pas forcément numérotés de
facon réguliere dans I'espace tridimensionnel. riBveut assurer le meilleur résultat possible
apres la décomposition dans une base d’ondeletfiesd’avoir la meilleure approximation
possible comme on peut I'avoir avec une image régylil nous faut classer les nceuds du
maillage de maniere a ce qu’ils soient distribwéplus régulierement possible, c’est-a-dire a
ce que le nceud nét le nceud n+1 soient proches dans I'espace, quel que siit effet, une
image comporte de l'information contextuelle engneels voisins, et I'analogie de la matrice
de rigidité avec une image nécessite donc des tomslisimilaires. Remarquons que la
numérotation des nceuds n’a aucune influence stésl@tat, tant que I'on n'a pas fait de
réduction de modele, puisqu’il ne s’agit que d'éaex des lignes et des colonnes. Cette

cohérence aura de I'importance lors de la décortipngn ondelettes.
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Afin d’optimiser la classification, on procéde pawuches horizontales successives, et on
ordonne les nceuds dans chacune de ces couchesnitrarisien précise. Les 2 figures

suivantes expliquent cette classification a paftin exemple tres grossier :
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Figure 2.7. a) Objet étudié et noeuds définis pdEF (points rouges) ; b) couches horizontalesesgives ; c)

d) nceuds séparés dans chacune des couctiesq la couche 1] dans la couche 2, etc.).
On définit donaC couches horizontales dans I'objet étudie, domaigseur est définie selon
le nombre de nceuds dans le maillage. Les nceudsépatés e groupes (Figure 2.7.b))
puis sont projetés selon un plan horizontal etsélaslans ce plan selon une courbe continue
(Figure 2.8) :
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# H *+12

X
Figure 2.8. Classification optimale des noeuds dsxescouche.

Entre chaqgue couche horizontale, une continuitéégaiement assurée. L’algorithme de
maillage de COMSOL Multiphysics ne procede paseateeanmaniere. Ci-dessous un exemple
simple de classification COMSOL Multiphysics a 2lans un plan (x,y) :
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indexation « COMSOL Multiphysics » : a chaque nouvelle indexation : les sauts sont restreints.
changement d’abscisse x, on a un saut eny.

Figure 2.9. Comparaison des numérotations des nexesiple 2D).

Apres ce choix de renumérotation, les nceuds en°ni+l sont proches dans I'espace

tridimensionnel, quel que sditde 1 aN-1 (N étant le nombre de noeuds, soit la taille de la

matrice de rigiditd.). Cette nouvelle classification nous permet défjas I'assimilation de

la matrice de rigidité a une image 2D, puisqueolaécence spatiale est préservée. Cependant,
remarquons que cette meéthode n’'est peut-étre ptamadp: deux nceuds voisins dans
'espace peuvent se retrouver avec des numérogloimeés (par exemple les nceuds n°1 et
n°7 dans I'exemple ci-dessus) ; il faudrait trouver algorithme de numeérotation optimale,
prenant en compte le maximum de voisinages damsutaérotation. Nous nous sommes
cependant limités a la méthode décrite ici.

On résout le systéme avec cette nouvelle indexat&s) nceuds. Aprés décomposition en
ondelettes & I'échelle! Zresp. 2 : 2%), on a deux fois moins de points dans la solutjoia

linitialisation (resp. 4 fois ; 8 fois moins de ipts). Le probleme est alors d’associer ces
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points a des coordonnées de nceuds. La solutiorsieh®@ résume ainsi, dans le cas du

premier niveau d'approximatigr= 1 : si on a 8 nceuds au départ, on n’en obtiestque 4 :

1

2

3 1

4 2

5| |3

6 4 O Neeuds d’origine

7 @ Noeeuds fictifs créés
8

Le résultatu, de I'équation (2-6) en « 1’ » est une approximaties résultats de I'équation
(2-1)en«1l»et«2» «2' »de «3» et «dto, On fait une moyenne des coordonnées des
nceuds « 1 » et « 2 » pour obtenir un nceud « fictifl’ », que I'on choisit de situer entre ces
2 nceuds d’origine. Pour les niveaux d'approximasiopérieursj(= 2 et 3), cela se passe de

la méme facon en moyennant les coordonnées deoeuds :

O Nceuds d’origine
® Nceuds fictifs créés dans le cas j=2 (1 sur 4)
O Nceuds fictifs créés dans le cas j=3 (1 sur 8)

Remarque : ce genre de traitement appliqué a ulleygi afin d’améliorer la cohérence dans
I'ordre des nceuds, a été étudié par M. IsenbuiRg eindstrom dans [Isenburg2005].

1.5 Justification de la réduction de modele

1.5.1 Justification de ce maillage reduit

Ce que nous venons de présenter améene naturell@ni@memarque suivante : globalement,
utiliser les ondelettes sur un maillage fin aboatiin maillage plus grossier. Remarquons
alors que nous pourrions tout aussi bien définfreadéement un maillage grossier dans
COMSOL Multiphysics. Cependant, cette maniére diiiré le modele avec des ondelettes,

by

par rapport a lutilisation d’'un maillage grossiea, 'avantage d’éviter le phénomene
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d’aliasing Ce phénomeéne, appelé aussinelageou repli de spectrepeut se produire au
cours de I'échantillonnage d’un signal ou d’'une gmaCet échantillonnage peut en effet ne
pas respecter lghéoréme de Nyquist-Shannoans le domaine de limagerie, la
conséguence peut étre un crénelage lorsque 'omeadionne une image. On a alors un effet
de pixellisation ou aliasing, sur les bordures entre objets, plus ou moins ngargoici une

illustration de I'avantage des ondelettes de Haargpport a un échantillonnage simple :

d) )

Figure 2.10. a) Image originale ; b) c) d) appradiions successives de I'image par décompositianeelettes

de Haar ; e) f) g) approximations successivesid®fje par échantillonnage.
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Nous voyons sur I'exemple ci-dessus qu’'un échantiihge de limage aboutit a ce
phénoméne de pixellisation : I'image est créneléa ;décomposition en ondelettes, en
revanche, permet un meilleur lissage des approomatde I'image. Dans notre cas, nous
pouvons illustrer cet avantage de la maniére stévareprenons la figure 1.8 utilisée dans la

Partie 1 pour illustrer les méthodes numeériques :

La courbe rouge illustre le résultat obtenu aveenaillage grossier, la courbe verte avec un
maillage fin (2 fois plus de nceuds dans le maillaGeossierement, la méthode utilisée dans
cette Partie consiste non pas a prendre un nceu@ ¢en oubliant I'autre nceud et les
informations qu’il contient), mais a prendre en @benpuis a moyenner (grace aux ondelettes
de Haar) l'effet de I'opérateur de diffusion sun@uds voisins d’'un maillage fin. Ce qui
permet de s’affranchir de cet effet d’aliasing.ehtion, le fait de définir un maillage grossier
des le début, n'est pas équivalent a prendre undnsau 2 dans un maillage fin, donc
'analogie n'est pas exacte. Cependant, nous faisbgpothése que la réduction du nombre
de nceuds effectuée avec des ondelettes est ir@resdans le sens ou ce n’est pas un simple
échantillonnage de la matrice de rigidité, maismwyennage des informations données par
un maillage fin; lors de cette réduction, on néard pas radicalement la moitié des
informations, mais uniquement des détails jugésigedples (ce que nous allons voir dans la
section 1.5.3), ce qui permet de garder I'essedé@ades informations.

1.5.2 Conditionnement des matrices

Une donnée importante a vérifier est le conditioneet des matrices. En effet, la matrice de
rigidité L ne doit pas étre trop mal conditionnée afin diojgér la résolution de I'équation
(2-1), et ensuite de favoriser la reconstructiom.cbhnditionnement traduit la sensibilité d’une
matrice a une perturbation. Il est égal au rapgera plus grande valeur propre avec la plus
petite [Lascaux1998]. Plus ce rapport est prochg, deeilleur est le conditionnement et plus

I'inversion de la matrice se fera de fagon robuste.
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Dans nos données, que ce soit dans les simulatiohiexpérience (Chapitre 2), la matrice de
rigidité générée par les Eléments Finis n’est pas bonditionnée. Le fait de la décomposer
dans une base dondelettes et d’extraire son appation ne dégrade pas ce
conditionnement, et I'améliore méme légérementv&ni un exemple, obtenu a partir du

modele défini dans la section 1.4.1 :

L 2.10
L, 4.2.1¢

Tableau 2.1. Conditionnement des matrites (natrice de rigiditét., = sa £ approximation).

1.5.3 Justification de la réduction par des ondelettes dElaar

La réduction de modéle appliquée dans ce travailjussifiée grace aux propriétés de la
matrice de rigiditd.. Celle-ci, définie par les Eléments Finis, estisee symétrique et quasi-

diagonale. Nous pouvons méme faire I'hypothésealmatrice a diagonale dominante (voir
'Annexe B). Les détails verticaux et horizontauktenus aprés projection dans la base

d’ondelettes sont alors négligeables, et on peluiré la dimension du systeme a résoudre.

Nous avons, au premier degré d'approximation :
L L
MLM T { : j 2-7)

ou L, est I'approximation deL, et L, (resp.Ln Lg) sont les détails verticaux (resp.

horizontaux, diagonaux).

L’équation (2-5) peut s’écrire :
L., L
MLM Mu Mg <L u 'g ' [ s j[u aj:(q ] (2-8)

ou u, est I'approximation ety les détails de I'inconnu, etq, est 'approximation ety les

détails du vecteu.

La LV ua qa (Laua+Lvu ):qa
L, Ly Aug g (Lyu, +Lgug) =0y
Nous allons montrer au travers de quelques exenfpdes| est difficile de le démontrer de

manieére exacte : on peut toutefois se référer \ae lile S. Mallat [Mallat1999] pour les

calculs d'approximations en multirésolution : clr@plX Guide de I'Approximationque ces
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deux équations sont quasiment identiques, et cgi'aim peut faire I'hypothése d’une

redondance d’'informations.

 Exemple 1: soit une matrice (tres simple) diagenL = . La matrice

o O v
O O T O
O O O
o O O

0

d'ondelettes de Haar a I'échelle’ Zorrespondant & cette dimension 4x4 s'écrit

1 1 0 0
0O 0 1 1 1
M = X —,
1 -1 0 0| 42
0O 0 1 -1
a+b 0 a—-b 0
2 2
0 c+d 0 c-d L
La projection s’écritL'=M xL xM T = 2 2 |=|7® V| etdonc
a-b 0 a+b L, Ly
2 2
0 c-d 0 c+d
2 2
a+b 0
la matrice d’approximatiorlL, = 2 cid |T L4, ce qui correspond a un moyennage
0
2
des valeurs de la diagonale 2 par 2.
a-b 0
Les détails verticaux et horizontaux sdnf =L, = 2 c—d |’ c® qui correspond a la
0 I
2

différence des valeurs de la diagonale 2 par 2x[peints importants sont a remarquer ici :

- suite a la réindexation des nceuds que nous effect(uir la section 1.4.3), deux
valeurs successives sur la diagonale sont prophesyu’ils sont relatifs a deux nceuds

proches dans I'espace ; aiasb etc-d sont petits ;

- Lg =L, dans le cas d’'une matrice diagonale : les déthdgonaux sont égaux a
'approximation. Comme. est a diagonale dominante, on va pouvoir se baser

dessus pour expliquer la redondance, au traveliexdample 3 plus représentatif.
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Remarque : nous pouvons dans ce cas tres simpleacernie conditionnement des matrices ;

en effet, supposons gaeb>c>d ; le conditionnement de vaut : Cond(L) =g ; celui del 5

b b
a+b_al 1t b c )

vaut: Cond(L,)==——==| —2& | ; or on a—<1<=; ce qui donne—& <1 et ainsi
d d

CondLz)<CondL). Dans notre cad, n’est pas une matrice purement diagonale, mais sa

forme permet d’avoir un résultat similaire.

o O O
O T 9
o O O

* Exemple 2 (illustratif) : si nous avons une n&rde la forme = , c’est-a-

O O O ©o

0do

dire avec un motif vertical et non diagonal, lang@mrmée en ondelettes de donne

a+b 0 a-b 0
L, = cfd =|L,| etL, = CE =|L 4| (on note des valeurs absolues, car c'est +
0 i
2 2

la valeur selon la position du motif vertical). Bace cas, on voit que ce sont les détails
verticaux qui sont égaux a I'approximation, et d€sails horizontaux et diagonaux qui sont

négligeables.

* Exemple 3 : étudions maintenant une matrice gatiale dominante, cas plus proche de

a a 0 o0
R , a b b O . :
notre probléeme : soit. = 0 b | : des termes hors-diagonaux mais proches de la
cC C
0 0 cd
diagonale sont rajoutés (notons bien que la maggtesymétrique comme la matrice de
rigidité). Ces termes’, b’ et ¢, sont petits devard, b, c etd. La projection dé. dans la base

d’'ondelettesM donne :

a+b b' a-b b' a+b | -b'
, '@ 2 T 2 2 o 2 2
LaZl %y cxd P B TET S g the T Ty oced |
- +C - — — -c
2 2 2 2 2 2

Dans ce cas, on peut faire I'approximatibry =L, puisque les valeura’, b’ et ¢’ sont

faibles par rapport a, b, c etd.
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Pour illustrer cette approximation, nous avonsérias spectres des matrices concernées. Un

premier exemple est construit a partir d’'une matde rigidité de taille 256x256 :

matrice originale

matrice approximation

matrice details verticaux

5 0.15 = =
' 0.03
50 015 20 20 SRR
0y X 01 4of 002
100 . i
130 0.05 80 " sof - : 0
200 00 0 00t - -0.01
0 e
250 20 ] 200 e el mecns | 002
50 100 150 200 250 20 40 60 80 100120 20 40 60 80 100120
a) b) c)
spectre matrice originale spectre matrice approximation spectre matrice details
0.4 0.25 0.04
0.3 0.2 0.03
0.15
0.2 0.02
01
0.1 0.05 0.01
0 : : 0 ’ . 0 : :
0 100 200 300 0 50 100 150 0 50 100 150

d)

e)

f)

Figure 2.11. Exemple d’'une décomposition en ontedet’'une matrice de rigidité et comparaison destses ;

a) matrice originale ; b) matrice d’approximatior) natrice des détails verticaux ; d) spectreadmatrice

originale ; e) spectre de la matrice d’approxinmatid) spectre de la matrice des détails verticaux.

Cet exemple montre que les valeurs propres de laiamaoriginale et de la matrice
d’approximation sont comparables, tandis que ldsuva propres de la matrice des détails

verticaux sont beaucoup plus faibles.

Voici un autre exemple de spectres obtenus a martmodele demi-cylindrique, ou la matrice
de rigidité est de taille 8192x8192 :
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0.9 T

bleu : spectre de L (200 1éres vp)
0.7- noir : spectre de L1 (100 1éres vp) 7
points roses : spectre de Ld

06 vert : spectre de Lh et Lv i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figure 2.12. Comparaison des spectres de la maleicgidité (en bleu), de son approximation (eim)nde ses

détails diagonaux (points roses), et de ses déwitcaux / horizontaux (en vert).

Dans cet exemple aussi le spectre de I'approximasi assez proche de celui de la matrice
originale. Ce qui est intéressant a voir, c’essu@erposition des courbes noire et rose, en

particulier au niveau des plus grandes valeursrpsop

Remarquons, au travers de ces 2 exemples, quallsy propres les plus élevéed desont
plus faibles que celles dg tandis que les valeurs propres les plus pettiesdu méme ordre

de grandeur : ce qui conduit a un conditionnemegill@r pourL ,.

Dans notre calcul, au vu des valeurs propres dedid&sentes matrices, on néglige les

matrices de détails verticaux et horizontéupetL, et on fait I'approximatiorL. ; =L .

Nous pouvons donc écrire :

L, L,Yusa) (9. o _— JLala =0,
= revient a cette appl’OXImatlon pres a
Ly, Lg Aug dgq Lyuy =0qy

Et comme|q,|=|q,| (voir section 1.3), il y a redondance, donc autamtrésoudre que
'unique équationL ,u, =q,.

Nous avons donc, par une analyse empirique a basmwfigurations types, apporté une
justification quantitative au fait que les détaitst négligés. Elle est d’autant plus valable que
la matrice L est a diagonale dominante, comme le montre I'Aen& Nous allons

maintenant appliquer cette méthode a des exemplesats.
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Chapitre 2

Simulations et validation
expérimentale : résultats et discussion

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la présentation dekatésobtenus sur des simulations et sur une
expérience, ou un objet de taille similaire a celdela souris est considéré, contenant des
inclusions fluorescentes a reconstruire. Dans emjar temps, on effectue des comparaisons
du probleme direct ; puis les résultats aprés tamrstruction seront présentés. Le nombre
d’opérations sera ensuite estimé afin de quantiGegain de temps di a la réduction de

modeéle.
Les étapes de ces résultats se résument de larmanieante :

- Dans le cas des simulations, on utilise le l@ji€@OMSOL Multiphysics pour simuler

les mesures de fluorescepéesavoiru™""*. Dans le cas de I'expérience, on mesuf&"*

esurée

ainsi que la mesure d’excitatiom ", utile pour normaliser (voir la Partie 1 Chapifre

section 1.1.2, puis la section 2.3). Remarquendanalisation est inutile dans le cas des
simulations, puisqu’il 'y a pas d’hypothese d’haréoéités a contrecarrer (elles sont prises
en compte dans les données simulées) [Ntziach2id®dd. Nous verrons plus en détails les

aspects de cette normalisation dans la sectioa dalidation expérimentale 2.3.

- Les deux équations (1-40) du probléme dismit résolues a I'aide du méme logiciel

d’Eléments Finis, pour chacune des positions dsolace dans le cas dg et pour chacun
des détecteurs dans le cagydg Cette résolution se fait, de maniére parall&asgéduction
de modele pour différents niveaux de finesse dulaai, et avec réduction de modeéle pour
différents niveaux d’approximation € 1 a 3). Un exemple de comparaison entre ceftatsu

de probleme direct sera présenté.
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- La grille des résultats est homogénéisée : omitléfn maillage régulier commun
cubique, deN; nceuds, sur lequel on extrapole les résultats dblgme direct. En effet,
différents maillages d’Eléments Finis, un pour ale@gource et pour chaque détecteur, ont été
définis par le logiciel COMSOL Multiphysics lors d résolution du probleme direct ; afin
d’homogénéiser les résultats avant de reconstrisresont donc extrapolés sur cette grille
uniforme commune (la valeur du nhombre de poMitseste la méme, quel que soit le maillage

initial choisi et quel que soit le degré d'approaiimn des ondelettes) :

Figure 2.13. Extrapolation des résultats obtenua daillage MEF sur une grille uniforme communeefeple
2D).

- On effectue ensuite la reconstructiaest-a-dire I'estimation de la concentration en

fluorophores dans tout I'objet, par la méthode A[Rartie 1 section 2.4.2).

2.2 Simulations

Cing simulations ont été étudiées. Le but de cemilsitions est de tester la robustesse de
I'algorithme vis-a-vis de diverses situations, diam cherche a rapprocher d’'une situation
réelle, c’est-a-dire la souris. Dans le cas rdekipurs parameétres sont a prendre en compte,

en particulier :
- la complexité de la géométrie (contours irrégsbie
- l'inhomogénéité des parametres physiques a tigué,
- le bruit des mesures expérimentales.

Les cing simulations vont donc introduire progressient ces trois aspects : les deux
premiéres simulations mettent en jeu tout d'abortt wéométrie tres simple, un
parallélépipéde, puis les trois suivantes une géoemplus complexe, proche d'un demi-

cylindre ; dans le cas du parallélépipede, le casdgene est étudié, puis une inhomogeénéité
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est introduite : on place une zone a l'intérieurl’dbjet ou I'absorption est beaucoup plus
forte que dans le reste ; enfin, dans le cas du-dglindre, du bruit de mesure est également
introduit. Dans chacun des cas, les fluorophorescanstruire sont simulés a l'intérieur de

deux capillaires de forme cylindrique allongée.
Les cing simulations étudiées sont donc :
1. un parallélépipéde avec 2 capillaires de fluorophor
2. un parallélépipéde avec 2 capillaires de fluoroph@t une zone absorbante ;

3. un demi-cylindre (défini dans le Chapitre 1) avecapillaires de fluorophores et

une zone absorbante ;
4. un demi-cylindre avec 2 capillaires de fluorophagedu bruit de mesure ;

5. un demi-cylindre avec 2 capillaires de fluorophonese zone absorbante et du

bruit de mesure.

Pour obtenir les signaux de mesures de fluorescemrilés, on utilise COMSOL
Multiphysics, avecNs = 10X10 positions de source dans le plan horizontalrigtdié du
parallélépipédeNs = 9X12 pour le demi-cylindre), étly = 12X12 détecteurs dans le plan

horizontal supérieulNy = 16X 16 sur la surface supérieure du demi-cylindre).

Une fois lesNs + Ny équations du probléme direct résolues (par COM#MDltiphysics), la

reconstruction se fait par la méthode ART (voirtieal section 2.4.2).

2.2.1 Parallélépipede sans zone absorbante

Parallélépipéde Demi-cylindre Zone absorbante  Bfeimesure

X

Pour les deux premiéeres simulations, nous avonstieonun parallélépipede dans COMSOL
Multiphysics, de dimensions = 4 cm x| = 3 cm xh = 2.6 cm (Figure 2.14). Deux tubes
remplis de fluorophores sont simulés a l'aide dexdeylindres fins, de diamétre 1 mm et de

longueur 2 cm, placés a une hauteur 9.5 cm.

La constante de diffusion du milieu €t= 0.03 cm, le coefficient d’absorption egt= 0.2
cm™. Dans la 2simulation, une zone absorbante sera insérédqser?.2) (la premiére met

en ceuvre le parallélépipéde sans zone absorbante).
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a) b)

Figure 2.14. Schéma du parallélépipéde simulénd)leu : 2 zones fluorescentes de longueur 2 ntre(g = 0
ety =2), situéesenx=1cmetx=3cm,et@d.5cm; enrouge : zone absorbante; b) posititenla source

(en rouge) et des détecteurs (en bleu).

Dans le cas de ce parallélépipéde, le nombre delsogfinis par les Eléments Finis est de
2'% = 16384 noeuds. La réduction de modéle & I'écBelennera donc'@ = 8192 nceuds,'2
= 4096 pour I'échelle’2t 2' = 2048 pour I'échelle®2

Comme pour chacune des simulations présentéescaiagpour la validation expérimentale,
Ux et gmm SONt calculées sans réduction de modeéele a 4 nivéadinesse du maillage, puis

avec réduction de modele a 3 niveaux d'approximatio

La 1*figure (figure 2.15) présentée est une comparaigsnmodeéles directs obtenus, c’est-

a-dire une coupe de la valeurweour une source donnée dans les 7 cas suivants :
0 sans reduction de modéle ;
o avec réduction de modééehelle 2 pour le calcul dey etgmm;
o avec réduction de modééehelle 2 pour le calcul del, etgmm
o avec réduction de modééehelle 2 pour le calcul del, etgmm;

0 sans réduction de modele mais aveanaillage grossieréquivalent (c'est-a-
dire avec environ le méme nombre de nceuds) a @etanu avec la réduction
de modélechelle 2 (pour une comparaison immédiate avec / sans fiéduct

de modéle, a taille de maillage équivalente) ;

0 sans réduction de modéle mais avecmaillage grossieréquivalent a celui

obtenu avec la réduction de modéthelle 3 ;
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0 sans réduction de modéle mais avecmaillage grossieréquivalent a celui

obtenu avec la réduction de modéthelle 3 ;

y=1.32 cm ; 2=0.5778 ; ux source 45
08 T T T T T

0.6-

0.5+

0.4-

0.3r

01r

Figure 2.15. Valeur de, obtenue pour la position de source (x~2 cm, yei}h sur une coupey =1.32cm, z =
0.5778 cm ; Courbes pleines : sans réduction detladdoire : maillage normal ; bleue : maillagesgier
équivalent échelle’2 rouge : maillage grossier équivalent échefle\&rt : maillage grossier équivalent échelle
2% ; Courbes en pointillés : avec réduction de med@leue : échelle'2 rouge : échelle? vert : échelle 3.
Nous voyons sur cette comparaison, d’'une part, munaillage grossier dans COMSOL
Multiphysics fait diverger le résultat (pics plukevé@s) ; d’autre part, que plus le niveau
d’approximation est important, plus le résultateviot avec les ondelettes est d’amplitude

faible. Ondelettes et maillage grossier ont doneftet contraire.

Cela peut s’expliquer par la définition du termense, probleme trés délicat dans COMSOL

Multiphysics : en effet, le terme-sourgesst défini comme une fonction de Dirac : |la fooeti
source s’éecritq(r,) =Iq(r )o¢ + ), c’est-a-dire qu'en Eléments Finis, la discréi@atdeq

donne le vecteuy, qui est égal a un vecteur nul sauf au nceud dédinle point-source ou il
vaut 1 (si on choisit une intensitg= 1). Lorsque I'équatiou = q est décomposée en
ondelettes, ce vectegrdonne un vecteur d’approximatiop (équation 2-6) d'intensité’2.

La matrice d’approximatioh , perd également en énergie aprés décompositioa feeit se
voir sur les spectres de la figure 2.12, ou le oapentre la plus grande valeur propreldet
celle deL, est de I'ordre de”2 (j = 1 dans le cas de la figure)). Globalement, siltétu,
perd aussi de I'énergie, d’autant plus que I'appnation est importante. En revanche, dans
le cas d’un maillage grossier, le calcul se faigardant une intensité de la sougce 1, alors

gue les mailles sont plus grosses :
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1
Source ponctuelle

Figure 2.16. Schématisation de la fonction sourctbaction du maillage ; en noir : fonction souste un
maillage fin ; en rouge : fonction source sur unllaige grossier.

Sur ce schéma, nous voyons que l'aire définie pazourbe rouge (maillage grossier) est
beaucoup plus importante que celle définie paplatwe noire : c’est-a-dire que I'information
donnée sur la source n’est pas la méme. La résolde I'équatiorLu =q en tiendra compte,
et commeq contient plus d’énergie dans le cas d’un maillggessier,u sera également plus
élevée. La prise en compte des volumes des élénaemdsir de la source permettrait de
guantifier réellement lintensité de la source enction de ces volumes. Mais nous avons
préféré nous abstraire de ce calcul fastidieuxagidrait calculer et prendre en compte le
volume de chacun des Eléments Finis contenant Uace)) en nous limitant a I'aspect
qualitatif, qui nous donne une information suffisaemt importante sur le paramepé),

méme si I'on reste en unités arbitraires.

Cela nous conduit a ne pas prendre en compte pestasquantitatifs des résultats dans tout
ce qui va suivre, mais de comparer uniquement leditgs obtenues. On raisonnera donc en

unités arbitraires.

Présentons maintenant les résultats de la recotistmidu parametrg(r), proportionnel a la

concentration en fluorophores.

» Tout d’abord, nous présentons la reconstructiofimrescence dans des images 3D. Les 4
couleurs visibles représentent respectivement 3fleu), 50% (vert), 70% (orange) et 90%
(rouge) de l'intensité totale reconstruite. Nousresy testé différents niveaux de résolution

d'approximation (échelles 2 2), ainsi 4 cas sont présentés, comme sur la fil®:
0 sans réduction de modele ;
o avec réduction de modééehelle 2 pour le calcul del, etgmm;
o avec réduction de modééehelle 3 pour le calcul dey etgmm;

o avec réduction de modééehelle 3 pour le calcul dey etgmm;

82



Sur ces figures, les croix rouges symbolisent testions de la source, les points bleus celles

des détecteurs ; nous expliciterons égalemenétagdtats en 3D dans les 3 cas suivants :

0 sans réduction de modéle mais avecmaillage grossieréquivalent a celui

obtenu avec la réduction de modéthelle 2 ;

0 sans réduction de modéle mais avecmaillage grossieréquivalent a celui

obtenu avec la réduction de modéthelle 3 ;

0 sans réduction de modele mais avecmaillage grossieréquivalent a celui

obtenu avec la réduction de modéthelle 3 ;

Resultat

Z[em)

Z(em)

Z[em]

b) c) d)

Resultat Resultat

Resultat

X
X7
X

Figure 2.17. Résultats 3D normalisés (30% a 90%rdensité maximale reconstruite) : a) sans réiunctie
modele ; b) réduction de modéle échefigp@uru, etgmm; c) réduction de modeéle échelfeguru, etgmm; d)
réduction de modéle échelld ouruy etgmm; €) sans réduction de modéle avec un maillagesigoéquivalent

a l'échelle 2; f) maillage grossier équivalent échelfe; 2) maillage grossier équivalent échelffe 2
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Nous pouvons observer que les résultats obtenuslesenaillages grossiers (Figure 2.17 e)
f) g)) sont plus étalés que ceux avec les ondsl€Emyure 2.17 b) c) d)), dans le sens de la
hauteur. Les ondelettes semblent donc apportemailéeure résolution dans le sens vertical

gue l'utilisation d'un maillage grossier, ce quceafirme sur les coupes de la figure 2.18.

* Nous présentons dans un second temps des conp2B,ec'est-a-dire une coupe de la
distribution de fluorescence reconstruite sur dasgphorizontaux, pour les mémes 4 premiers

cas étudiés précédemment :

Z1=0.01cm Z2=029cm Z3=0.58cm Z4=0.87cm Z1=001cm Z2=029cm Z3=058cm Z4=0.87cm
-
Z5=1.16cm Z6=1.44cm Z7=1.73cm Z8=202cm Z5=1.16cm Z6 =1.44cm Z7=173cm Z8=2.02cm

Z9=231cm Z10=259cm 79=231cm Z10=259cm

x l . H
(42 .
(=]
—
5, -

a) )
Z1=0.01cm Z2=029cm Z3=058cm Z4=0.87cm Z1=001cm Z2=029cm Z3=058cm Z4=0.87cm
~J \ -
a8 4l k)
‘
Z5=1.16cm Z6=1.44cm Z7=1.73cm Z8=202cm Z5=1.16cm Z6=1.44cm Z7=173cm Z8=202cm

Z9=231cm Z10=259cm 29=231cm Z10=259cm

0 5
4

0 1
x10*

) d)

Figure 2.18. Résultats 2D (plans horizontaux z04 @m a 2.59 cm) : a) sans réduction de modeleédction
de modéle échelle'Douru, etgmm; €) réduction de modéle échelfepuruy etgmm; d) réduction de modéle

échelle 2 pouruy, etgmm
Les images en 2D (figure 2.18) et 3D (figure 2.46) la distribution du parametig
proportionnelle a la concentration en fluorophosmt représentées selon des niveaux de
couleur dans les figures de résultats (unités rark@s) : pour une meilleure comparaison
gualitative, les résultats 3D sont normalisés, teedire que les 4 niveaux de couleur

représentent de 30% a 90% de la concentration nadineconstruite ; les résultats 2D ne
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sont en revanche pas normalisés, ce qui permee densire compte du rapport d’intensité
entre chacun des cas ; les résultats sont repésssat des échelles différentes selon le cas :
en effet, le parametygreconstruit avec les ondelettes est, la plupatethps, beaucoup plus
important que sans réduction de modele (ceci est tperte d’énergie dans le probleme
direct, comme explicité ci-dessus ; nous en disonte dans la section 2.5); ainsi, pour
visualiser ces coupes, I'échelle de la fluoresceremnstruite (visible sur chacune des
figures) est choisie généralement beaucoup plge ldans le cas des ondelettes.

* Voici maintenant des criteres visuels, c'estra-dles coupes dans le sens de la largeur
(figure 2.19), traversant les capillaires de flygrores en leur milieu ; elles permettent de voir
la fluorescence reconstruite en 1D, et de comgaserésultats, en particulier concernant la

finesse horizontale des capillaires de fluoresceecenstruits.

Figure 2.19. Schéma du parallélépipéde simulée éh doupe effectuée selon un axe X au centreajshaires,

pour le critére visuel.
4 courbes sont représentées, pour chacun desa&umigapproximation (figure 2.20) :
o capillaires théoriques (tels qu’ils ont été simwésconstruits) ;
0 reésultat sans réduction de modéle ;
0 reésultat avec réduction de modéle ;

0 résultat sans réduction de modele mais avec unlageilaussi grossier que

celui obtenu avec réduction de modele.

Ces criteres sont normalisés, c'est-a-dire quaniasima des courbes sont tous au méme

niveau, afin de mieux comparer la finesse des pics.
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Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorith ; points verts : sans ondelettes maillage filmgenta : sans
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Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorith ; points verts : sans ondelettes maillage filmgenta
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Figure 2.20. Résultats dans la coupe horizontalg)»niveau d'approximation 1 ; b) niveau d'appmagion 2 ;

Dans cette direction, les résultats obtenus avec dedelettes ne sont pas vraiment

convaincants & I'échelle’ Zles ondelettes n'apportent aucun avantage pasorgg un
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maillage grossier), et trés moyens pour les échéflet 2 : nous observons par exemple une
perte d'intensité dans la reconstruction du capdlae droite par rapport au capillaire de
gauche (figure 2.20 b) et c)) : en effet, on voit & figure 2.19 b) c) et d) que ce capillaire
n'est pas bien reconstruit dans la directionil n’est pas assez long, en comparaison du
résultat obtenu sans réduction de modéle (figut® &)). Nous avons ici une simulation tres
simple ou un maillage d’Eléments Finis trés grasgane toujours une bonne reconstruction
(les courbes vertes et magentas sont superposées @vec un maillage de''2= 2048
nceuds), et ou la réduction de modele semble alperftue. Retenons ici une dégradation par
les ondelettes dans le plan horizontal (en x), mags amélioration dans le sens vertical (en

z), ce qui s’observe au travers des figures 3D.

2.2.2 Parallélépipede avec zone absorbante

Parallélépipéde Demi-cylindre Zone absorbante  Bfeimesure

X X

Une inhomogénéité est introduite ici : dans uneezde forme cylindrique, a l'intérieur de
I'objet, le coefficient d’absorption est supposé@iawne valeur 10 fois plus grande que celle

du reste de I'objet (soit, = 2 cmi’).

Les résultats présentés sont de la méme forme que la simulation précédente

comparaison dans les résultats du probleme dnésaijtats 3D, coupes 2D, et criteres 1D.

y=1.32 cm ; z=0.5778 ; ux source 45
0.8 T . T .

0.7+ A

0.6r

0.5r

0.4+

0.3r

0.2r

01r

Figure 2.21. Valeur de, obtenue pour la position de source n°45, sur onpey =1.32 cm, z = 0.5778 cm ;

Courbes pleines : sans réduction de modéle (nonaltage normal ; bleue : maillage grossier égentéchelle
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2': rouge : maillage grossier équivalent échefle\eert : maillage grossier équivalent échefip;Zourbes en
pointillés : avec réduction de modéle (bleue : 8el® ; rouge : échelle? vert : échelle 9.
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Figure 2.22. Résultats 3D normalisés (30% a 90%rdensité maximale reconstruite) : a) sans réiunctie

modele ; b) réduction de modéle échefig@uru, etgmm; c) réduction de modéle échelfeguru, etgmm; d)
réduction de modéle échelld ouruy etgmm; €) sans réduction de modéle avec un maillagesigoéquivalent

I'échelle 2; f) maillage grossier équivalent échelfe; ) maillage grossier équivalent échelfe 2
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Z1=0.01cm Z2=029cm Z3=0.58cm Z4=087cm
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Figure 2.23. Résultats 2D (plans horizontaux z04 @m a 2.59 cm) : a) sans réduction de modeleédction

de modéle échelle' pouruy etgmm; ¢) réduction de modéle échelfepuru, etgmm; d) réduction de modéle

échelle 3 pouruy etgmnm

Comme dans la simulation précédente, on voit quumoelélisation avec des maillages

grossiers (figure 2.23 e) f) g)) donne, aprés retraotion, des capillaires plus étalés dans le

sens de la hauteur, qu'une modélisation avec riédude modele (figure 2.23 b) c) d)).

Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorith ; points verts : sans ondelettes maillage filmgenta : sans
ondelettes maillage grossier (~8192 nds) ; + rougeec ondelettes échell& (8192 nds)
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Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorith ; points verts : sans ondelettes maillage filmgenta : sans
ondelettes maillage grossier (~4096 nds) ; + rougesc ondelettes échellé (2096 nds)
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Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorigh ; points verts : sans ondelettes maillage firmgenta : sans
ondelettes maillage grossier (~2048 nds) ; + rougeec ondelettes échelld (2048 nds)
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Figure 2.24. Résultats dans la coupe horizontalg)>»niveau d'approximation 1 ; b) niveau d'appmagion 2 ;
¢) niveau d'approximation 3.

Avec un maillage grossier (courbe magenta) dansrtebleme direct, les capillaires
reconstruits sont plus étalés dans le sens hoakentx, tandis que les ondelettes n'ont pas
cet effet-la sur la reconstruction. Cela est surtagible au niveau d'approximation 2. Le fait
d’avoir introduit une inhomogénéité détériore usuléat classique obtenu par un maillage
grossier ; la réduction de modele, sans donnerésnltat excellent, permet toutefois de
conserver la finesse des capillaires que I'on & avemaillage fin, et méme de I'améliorer
(figure 2.24.b)) : le capillaire de droite est restuit de maniére plus fine avec la courbe
rouge qu'avec les courbes verte et magenta). Cepeéndn observe encore une perte

d’intensité pour le capillaire de droite par rafgpau capillaire de gauche : sa longueur n’est

pas suffisamment bien reconstruite.
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2.2.3 Demi-cylindre avec zone absorbante

Les 3 simulations suivantes sont effectuées arpdetila construction d’'un objet semi-
cylindrigue (ce qui rajoute une contrainte de carpé géométrique par rapport au
parallélépipéde, et qui se rapproche de la formm dhorax de souris). Ce demi-cylindre,
décrit dans la section 1.4.1, a exactement les mélingensions que celui que I'on a construit
pour l'expérience, et dont les résultats serontosgp dans la section 2.3. Une zone
absorbante est insérée de la méme maniére qu'ayerdllélépipéde. Les parametres sont les
mémes que dans le cas du parallélépipéde (voadtios 2.2.1), et les capillaires, situés a la
hauteurz. = 1.25 cm, sont de diametre 1 mm et de longuelcr2. (ils touchent également la

surface verticale visible, comme dans le cas daliéépipede).

Figure 2.25. Schéma du demi-cylindre simulé ; eubl2 zones fluorescentes ; en rouge : zone ads@rb

Dans le cas du demi-cylindre, le nombre de nceufisisi@ar les Eléments Finis est d& 2
nceuds. La réduction de modeéle a I'échéllgg 2°) donnera donc’2 (21, 2'% nceuds.

Parallélépipédé Demi-cylindre Zone absorbante Bheitesure

X X
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y=-0.8 cm ; z=0.8333 ; ux source54
035 T T T T T
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Figure 2.26. Valeur de, obtenue pour la position de source n°54, sur onpey = -0.8 cm, z = 0.8333 cm ;

Courbes pleines : sans réduction de modéle (nonaltage normal ; bleue : maillage grossier égentéchelle

2': rouge : maillage grossier équivalent échefle\&rt : maillage grossier équivalent échefle;Zourbes en
pointillés : avec réduction de modéle (bleue : 8el® ; rouge : échelle’2 vert : échelle 3.

Dans ce résultat du probleme direct, le maillagesgjer sans ondelettes semble aplatir le pic,

tandis qu’un maillage grossier créé par les ontilgtermettent de conserver la finesse.
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Resultat Resultat
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Figure 2.27. Résultats 3D normalisés (30% a 90%rdensité maximale reconstruite) : a) sans réiunctie
modele ; b) réduction de modéle échefigp@uru, etgmm; c) réduction de modeéle échelfeguru, etgmm; d)
réduction de modéle échelld ouruy etgmm; €) sans réduction de modéle avec un maillagesggoéquivalent

a l'échelle 2; f) maillage grossier équivalent échelfe; 2) maillage grossier équivalent échelffe 2
Les capillaires resconstruits avec réduction de atedont plus concentrés au niveau de la
surface verticale (la couleur rouge est visibleg geux reconstruits sans ondelettes : cela
reflete bien les données simulées, puisque ledaiegs sont adjacents a cette surface. lls sont
cependant assez déformés, surtout dans le casctielle 2, bien que le probléme direct ait

donné un résultat plutdét bon dans le cas de cpgaimation.
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Figure 2.28. Résultats 2D (plans horizontaux zcaa 2.5 cm) : a) sans réduction de modéle ; hjatémh de
modeéle échelle’2pouru, etgmm: ¢) réduction de modeéle échelfegduru, etgmm; d) réduction de modéle

échelle 2 pouruy, etgmm
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Les figures 2.27 et 2.28 montrent que plus I'appnation augmente, plus les capillaires sont
reconstruits trop haut. Le®*3Jeu d'images (figure 2.30) est une coupe représgnta

fluorescence reconstruite selon un axe X (Figuz8)2.

Figure 2.29. Schéma du demi-cylindre simulé, dadmupe effectuée selon un axe X au centre dekaiegs,

pour le critére visuel.

Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorigh ; points verts : sans ondelettes maillage firmgenta : sans
ondelettes maillage grossier (~4096 nds) ; + rougeec ondelettes échell& (2096 nds)
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Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorith ; points verts : sans ondelettes maillage filmgenta : sans
ondelettes maillage grossier (~1024 nds) ; + rougeec ondelettes échelld (1024 nds)

c)
Figure 2.30. Résultats dans la coupe horizontalg)»niveau d'approximation 1 ; b) niveau d'appmagion 2 ;
¢) niveau d'approximation 3.
Au niveau de la finesse horizontale, la réductienmbdéle aux niveaux= 1 et 2 donne un
résultat comparable a celui sans réduction de mod&l niveau d'approximation 1, le
capillaire de gauche est Iégerement affiné (FiguB9.a)), mais le capillaire de droite est
reconstruit avec une intensité moins forte au nivda la coupe. Dans le cas du niveau

d’approximation = 3, c’est le capillaire de gauche qui est moies lbeconstruit que celui de

droite.

2.2.4 Demi-cylindre avec bruit de mesure

Parallélépipédé Demi-cylindre Zone absorbante Bheitesure

X X

Il est intéressant de tester la robustesse de néduction de modeéle vis-a-vis du bruit de

mesure. Introduisons tout d’'abord les différentaitbr présents lors des expériences de
tomographie optique :

le bruit de lecture, di a la caméra : il suit uaoede Poisson, d’écart-typg = 8
électrons (8e"), que l'on peut approximer par une loi gaussienhest indépendant
de la position de la source et du détecteur ;

le bruit photonique, d0 aux photoévénements (@astgénérés par les photons) : il

est issu d'une loi de Poisson, que I'on approxiareyme loi normale de moyenne
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s(e”) et d'écart-type 5/s(e”), avecs(e” )le signal considéré, exprimé en électrons ;
avec la caméra utilisée lors de I'expérience, dri2& par niveau de gris.

- le bruit d’'obscurité ;

- le bruit de quantification.
Ces deux derniers sont négligeables et non cosésidér. Le bruit de mesure que I'on
introduit dans cette simulation est donc la some®htuits photonique et de lecture. L'écart-
type final esto = /o> + g7 . Si le signal est exprimé en niveaux de gris, sppiisque I'on

: . \8 +s%x 42
a 4.2e par niveau de gris, aloks = V8 *sx42 482 :
Apres avoir ajusté le niveau d’énergie des sigranmilés (par comparaison avec des signaux
expérimentaux), on met en place ce bruit (suppesisgen) en I'additionnant aux signaux

d’excitation et d’émission simulés par COMSOL Mpittysics. Puis on reconstruit, avec et
sans réduction de modele.

y=-0.8 cm ; z=0.8333 ; ux source54

0.025-
0.02 ;N
/
0.015+ 7 \
I’ A\
0.01 :

0.005 4 ~

Figure 2.31. Valeur de, obtenue pour la position de source n°54, sur onpey = -0.8 cm, z = 0.8333 cm;
Courbes pleines : sans réduction de modéle (nonaltage normal ; bleue : maillage grossier égenaéchelle
2': rouge : maillage grossier équivalent écheflevrt : maillage grossier équivalent échefle;Zourbes en
pointillés : avec réduction de modéle (bleue : 8el® ; rouge : échelle? vert : échelle 2 ces 2 derniéres

étant zoomées sur la courbe de droite).

Ces courbes montrent que, si le niveau d’approximat donne un résultat proche de celui

sans reéduction de modele, ce n'est pas le casideaux 2 et 3: en effet, on observe un
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aplatissement important des courbes. Cette peéeedjie n'est en revanche toujours pas
observée avec les maillages grossiers : en eféepiles obtenus (courbes pleines rouge et
verte) divergent de la solution obtenue avec urlaga fin ou peu grossier (courbes noire et
bleue quasi-superposées). Les ondelettes donnéimpression de lisser la courbe (de facon
toutefois trop prononceée ici), tandis que le mg#él@rossier accentue les singularités (comme
sur la figure 2.10) : on peut interpréter ce resutomme un effet d’aliasing (voir la section
1.5.1).

Resultat

Resultat Resultat Resultat

0 o5 4

15 -2

b) c) d)

Resultat Resultat Resultat

Figure 2.32. Résultats 3D normalisés (30% a 90%rdensité maximale reconstruite) : a) sans réiunctie
modele ; b) réduction de modéle échefigp@uru, etgmm; c) réduction de modeéle échelfeguru, etgmm; d)
réduction de modéle échelld ouruy etgmm; €) sans réduction de modéle avec un maillagesigoéquivalent

a l'échelle 2; f) maillage grossier équivalent échelfe; 2) maillage grossier équivalent écheffe 2
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Figure 2.33. Résultats 2D (plans horizontaux zca0a 2.5 cm) : a) sans réduction de modéle ; hjatémh de

Z9=222cm Z10=25cm
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modeéle échelle’2pouru, etgmm: ¢) réduction de modeéle échelfegduru, etgmm; d) réduction de modéle

échelle 3 pouruy etgmm

Les coupes de la figure 2.33 montrent une condgmtran fluorophores extrémement forte
dans le cas des niveaux d’approximation 2 et 3r (M&chelle). Cela est di a la trés faible

valeur des résultats obtenus dans le probléemetdiigare 2.31) ; en effet, 'équation de la

reconstruction s'écrivant)**""°= J' g..8u, (voir Partie 1), sy et gnm ONt de trés faibles
Q

valeurs, la mesure™™"“étant fixée, le termg@ aura donc tendance a prendre de grandes

m
valeurs pour compenser. En revanche, si I'on saffhit des valeurs quantitatives, on
observe des capillaires reconstruits plus longs tlanas du niveau d’approximation 2, ce qui
se rapproche donc plus des données.
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Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorith ; points verts : sans ondelettes maillage filmgenta : sans
ondelettes maillage grossier (~4096 nds) ; + rougeec ondelettes échellé (2096 nds)
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Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorigh ; points verts : sans ondelettes maillage firmgenta : sans
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Figure 2.34. Résultats dans la coupe horizontalg)»niveau d'approximation 1 ; b) niveau d'appration 2 ;
¢) niveau d'approximation 3.
Cette simulation montre une assez bonne robustiesiseréduction de modele au bruit. Méme
le niveau d'approximation 3 permet d’avoir une restauction cohérente et des capillaires
plus fins que dans le cas d’'un maillage grossierv@it d'ailleurs sur les images 3D que les

capillaires sont tres concentrés dans le cas dédaction de modeéle aux niveaux 2 et 3.
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L’effet de lissage dans le résultat du problémediffigure 2.31) ne dégrade pas la finesse de

la reconstruction, tandis que l'effet de divergemite pic du maillage grossier élargit les

capillaires reconstruits.

2.2.5 Demi-cylindre avec zone absorbante et bruit de mesal

Parallélépipéde

Demi-cylindre  Zone absorbante Rfeimesurd

X

X

X

Cette simulation rassemble les propriétés des getpedentes, c’est-a-dire que I'on a simulé

a la fois une zone absorbante et du bruit de mesergui permet de se rapprocher plus du cas

réel avec une souris.

Les résultats du probleme direct sont ici les méquessceux obtenus avec un demi-cylindre

avec zone absorbante (section 2.2.3).

Resultat
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Figure 2.35. Résultats 3D normalisés (30% a 90%rdensité maximale reconstruite) : a) sans réiunctie
modele ; b) réduction de modéle échefig@uru, etgmm; c) réduction de modeéle échelfeguru, etgmm; d)
réduction de modéle échelld ouruy etgmm; €) sans réduction de modéle avec un maillagesigoéquivalent

a l'échelle 2; f) maillage grossier équivalent échelfe; 2) maillage grossier équivalent échelfe 2
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Figure 2.36. Résultats 2D (plans horizontaux zcaa 2.5 cm) : a) sans réduction de modéle ; hjatémh de

o
=}
o:
&

modeéle échelle’ouru, ; c) réduction de modéle échellegurgmm; d) réduction de modéle échelfe@ur

Uy etgmm; €) réduction de modéle échelfeguru, etgmm; f) réduction de modéle échelld @ouru, etgmm

Dans ce cas, beaucoup d’artéfacts sont présensslésamreconstructions avec réduction de

modele, et les niveaux d'approximation 2 et 3 dohdes résultats déformés.
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Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorith ; points verts : sans ondelettes maillage filmgenta : sans
ondelettes maillage grossier (~4096 nds) ; + rougeec ondelettes échellé (2096 nds)
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Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorih ; points verts : sans ondelettes maillage firmgenta : sans
ondelettes maillage grossier (~2048 nds) ; + rougesc ondelettes échellé (2048 nds)
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Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorigh ; points verts : sans ondelettes maillage firmgenta : sans
ondelettes maillage grossier (~1024 nds) ; + rougesc ondelettes échelld (21024 nds)
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Figure 2.37. Résultats dans la coupe horizontalg)»niveau d'approximation 1 ; b) niveau d'appration 2 ;

¢) niveau d'approximation 3.

L'échelle 2 donne une bonne robustesse des ondelettes (owvgiesur la figure 2.37 a) un
affinement des capillaires reconstruits dans les dearizontal), mais I'‘échelle® 2lonne des

résultats franchement mauvais.
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2.2.6 Récapitulatif et conclusion des simulations

Cing simulations ont donc été étudiées en détailsravers de ces résultats, elles ont permis
de voir l'intérét des ondelettes lorsque les génewetsont plus ou moins complexes ;
cependant, méme si la réduction de modéle aménmipaine meilleure finesse de

reconstruction des capillaires dans le sens vértieachoix d'un maillage grossier sans

réduction de modeéle reste, dans la plupart deptasjudicieux qu'une réduction de modéle.

Le tableau 2.2 résume les résultats obtenus: «signifie que les ondelettes sont

intéressantes a utiliser, « - » désigne un mauwgaigtat, et « + » un résultat moyen :

—

Parall. sans z.d. Parall. avec z.a Y cyl. aved Zacyl. avec bruif % cyl. z.a+bru

Approx. 1 + + + + +
Approx. 2 + + - + -
Approx. 3 + + - - -

Tableau 2.2. Résumé des résultats obtenus avsitriakations.

Globalement le choix d'une réduction de modele Iparondelettes de Haar a donné des
distributions de fluorophores plus concentrées daes le cas de maillages simples a
différents niveaux de finesse. L'intérét est dolbténir une reconstruction plus finement
résolue, malgré quelques déformations. Cependantdigsymeétrie entre les capillaires est
souvent observée. Les résultats les moins prolmanttété obtenus avec une géométrie plus
complexe, a savoir le demi-cylindre avec zone dizsue et bruit de mesure, et les résultats
les plus intéressants ont été observés dans lducdemi-cylindre avec bruit. Nous allons a

présent évaluer la méthode dans un contexte expeétamn

2.3 Validation expérimentale : fantome demi-cylindrique

Un fantbme de forme demi-cylindrique a été constpour cette expérience (Figure 2.38).
Son diameétre est de 4 cm, sa longueur de 6.35 lopst komposé d’'une mixture de résine
époxy (Solloplast), de poudre de dioxyde de tit§8eggma-Aldrich) jouant le réle de
diffuseurs, et d’encre noire (Dalbe) pour I'absanbé.’'indice de réfraction est estimé a 1.54,
la constante de diffusion & 0.03 cm, et le coeffitid’absorption & 0.2 chAfin d’introduire
facilement des inclusions fluorescentes, 4 trousédé@ percés a différentes hauteurs. Pour
modéliser des régions fluorescentes, nous avorsd@® 2 tubes fins en verre (de longueur

2.4 cm, de diameétre externe 1.5 mm et de diametegne 1 mm), chacun étant rempli de
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3x10°2 cm® de colorants fluorescents (Alexa 750, (@M, Molecular Probes), et introduits

dans le fantome a une hauteur de 12 mm :

1 b
°
Side view =» * o ,,,:,,),,,,,,,m::mim I
[ 12 g17 25

>
412

Top view =¥

Figure 2.38. Photographie et schéma du fantdmds Setous (en rouge) sur 4 sont remplis de flubovps.

L’expérience a eté effectuée avec un tomographeeldgwé dans notre laboratoire

[Hervé2007] (Figure 2.39). Le systéme optique eshmosé d’'une source laser (690 nm, 25
mW) pour l'illumination, et d’'une caméra CCD (OrE®, Hamamatsu) pour la détection. La
source est guidée via une fibre optique. Les moevdsnde balayage de la fibre sont guidés

en translation par deux plateaux (Microcontrolpretgrammeés par ordinateur.

La caméra CCD observe la surface supérieure dget.on filtre (passe-haut RG9, Schott)
est placé devant la caméra, afin de séparer lalsti@mission du signal d’excitation, et de

détecter la lumiére fluorescente (voir Partie tieacl.l).

Translation stages

Figure 2.39. Schéma du montage expérimental.
Une expérience standard représente 3 jeux d’atiquisi

- Une premiéere observation est effectuée sans ofijetiabtenir les positions précises

prises par la source. Ici, ¥® positions sont considérées ;
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- Le fantdme est ensuite placé dans le montage etden@ieme observation est

effectuée pour acquérir le signal d’excitation ;
- Un filtre est ensuite ajouté et le signal d’émiasést acquis (voir Partie 1 section 1.1).

Chaque pixel de la caméra CCD représente un datqubssible. On mesure sur une grille de
512X 672 pixels de la caméra, puis on réduit le nomlerdétecteurs de la fagcon suivante : le
champ de vision de la caméra est réduit autouadmhe d'intérét (c’est-a-dire que I'on se
concentre sur les détecteurs placés juste au-ddsslisbjet), puis on choisit une grille de
16X16 détecteurs et on moyenne les valeurs obtenudeppixels voisins. Chaque point de
cet écran de détecteurs collecte la lumiére pravetian point donné de la surface supérieure
de l'objet. En s’appuyant sur les lois de l'optiggéométrique, nous avons déterminé la
projection résultant des détecteurs sur la surfphgsiqgue de I'objet. Ces positions
représentent les emplacements fictifs des détex{sous I'hypothese que la lumiere sortant
de l'objet est isotrope). Sur les figures de régslen 3D, ces points sont symbolisés en bleu
(figure 2.41).

Comme nous l'avions mentionné dans la Partie 1, noemalisation des mesures de
fluorescence est nécessaire. Donnons un peu pluetdds : deux séries de mesures sont

Surée

donc effectuées lors de I'expérience, les mesweetedsités de photons en excitatigh

et les mesures en fluorescen¢®*". Soit B(r,) la concentration en fluorescence présente a

la positionr, (n = 1 aN; : il s'agit des nceuds du maillage uniforme comm8yit

mesuré
m

u {r.,r,) la fluorescence mesurée par le détecteur poséiemmgy, et lorsque la source
est placée ens. Soit u (r.r.) la valeur de la solution de I&"équation de (1-40), calculée
enry, et lorsque la source est placéererSoit g, (r.r,) la valeur de la solution de I 2

éguation de (1-40), calculée e et lorsque le détecteur assimilé a une sourcplasée en
r. Nous avons la relation suivante, qui est obtepae discrétisation de I'équation
fondamentale (1-38) :

U )= A6 S DD U IBC)L(T DAV (2-10)
n=1

Av est un élément de volume &{r_,r,) est un parametre qui permet de prendre en compte

les pertes au travers du systeme expérimental estillié au rendement quantique des
détecteurs, a la fonction dappareil, aux filtret;. Nous ne le détaillerons pas ici. Ce

parameétre(r,,r ,) intervient également dans la mesure d'excitation :
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U e r o) = A€ & )G L o) (2-11)

mesurée

u est la mesure d'excitation, c'est-a-dire la dérdgtphotons qui passent directement de

X
la source enrs au détecteur emy, sans fluorescenceGsq est la fonction de Green
correspondant a cette densité de photons, maisléalen considérant la fonction-source

comme une fonction de Dirac en(c’est-a-dire une fonction égale a 1rgn0 ailleurs).

En divisant (2-10) par (2-11), nous avons donc &sume de fluorescence normalisée, notée

norm
'm ’

u qui ne dépend plus dé :

w :i Uxt ol S)BI( n)gmrﬁ( b d)AV (2_12)

Un " (rg,fg) = ,
" = uTesureirs’rd) n=1 Gsd(- sr d)

Le terme de normalisatioBsq est peut étre vu comme une ligne de base, c'dstadne

référence, et permet sous une certaine mesureemerpren compte les hétérogénéités du
systeme étudié [Soubret2005]. Nous avons donc asr2pmais 3 fonctions a déterminer, ce
qui complique un peu le probleme. Cepend&af,peut toutefois étre calculée de fagon tres
grossiére, car on n'a pas besoin d'une grande gioécau niveau des détecteurs, ou bien elle

peut étre extrapolée a partir desur les positions des détecteurs.

Nous voyons que dans le cadre des simulationsmigEseprécédemment, cette normalisation

est inutile, puisquel™™"“Ur.r ) =G, & o) (1 = 1 dans (2-11)).

La MEF est donc utilisée pour résoudre les<@2problémes directs correspondant aux
positions de la source, les @6 probléemes adjoints correspondant aux détecthnmisis de
la caméra CCD, et pour calculer la fonctiBg. Une fois ces équations résolus, avec ou sans
réduction de modele, le probleme inverse est répalu 'ART. Et I'on reconstruit le
parametre de fluoresceng& proportionnel a la concentration en fluorophcagec des

niveaux de couleur.

Voici un exemple de mesure expérimentale :

Figure 2.40. Exemple d'un signal de fluorescenceungepar les 1816 détecteurs de la caméra CCD.
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Les résultats du probleme direct sont les mémesegue obtenus avec le demi-cylindre sans

zone absorbante (section 2.2.4).

Les résultats exposés ici sont détaillés de la m@ar@ére que pour les simultations : images

3D, coupes 2D et critéres 1D.
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Figure 2.41. Résultats 3D normalisés (30% a 90%rdensité maximale reconstruite) : a) sans réiductie
modele ; b) réduction de modéle échefigp@uru, etgmm; c) réduction de modeéle échelfeguru, etgmm; d)
réduction de modéle échelld ouruy etgmm; €) sans réduction de modéle avec un maillagesigoéquivalent

a I'échelle 2; f) maillage grossier équivalent échelfe; ) maillage grossier équivalent écheffe 2
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Figure 2.42. Résultats 2D (plans horizontaux zcaa 2.5 cm) : a) sans réduction de modéle ; hjatémh de
modeéle échelle’2pouru, etgmm: ¢) réduction de modeéle échelfegduru, etgmm; d) réduction de modéle
échelle 3 pouruy etgmm
De la méme maniere que nous l'avions observé gsusimulations, en particulier avec le
demi-cylindre avec bruit de mesure, la distributiem fluorescence reconstruite est plus
concentrée dans le cas des ondelettes, et lesagagilsont plus longs (figure 2.42 c)). Cette

amélioration de finesse est confirmée par lesreste

Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorigh ; points verts : sans ondelettes maillage firmgenta : sans
ondelettes maillage grossier (~4096 nds) ; + rougeec ondelettes échellé (2096 nds)
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Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorith ; points verts : sans ondelettes maillage filmgenta : sans
ondelettes maillage grossier (~2048 nds) ; + rougeec ondelettes échell& (2048 nds)
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Fluorescence normalisée — coupe selon X — blegorih ; points verts : sans ondelettes maillage firmgenta : sans
ondelettes maillage grossier (~1024 nds) ; + rougesc ondelettes échelld (1024 nds)

Figure 2.43. Résultats dans la coupe horizontalg)»niveau d'approximation 1 ; b) niveau d'appration 2 ;

¢) niveau d'approximation 3.
Les résultats obtenus avec cette expérience so@t dres similaires a ceux des simulations.
Les ondelettes permettent d’obtenir & peu presdmenfinesse des capillaires qu'avec une
reconstruction sans ondelettes et avec un maifiagé&t plus le maillage est grossier, plus

cette finesse est importante vis-a-vis de la reicocon obtenue avec un maillage grossier.

2.4 Nombre d’opérations

Il est trés difficile d’estimer le temps gagné gréac cette réduction de modele, car tous les
programmes étant écrits sous MATLAB, les donnéesed®s de calcul sont aléatoires et

dépendantes de beaucoup de parametres, tels qexepaple, le temps d’affichage, etc.

Il est donc beaucoup plus rigoureux de faire utimasion du nombre d’opérations effectuées
réellement au cours de I'algorithme, puisque cdeshombre qui donnera une idée précise du

temps gagné, si cet algorithme doit étre implémentkangage C par exemple.
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Le nombre d’opérations (ou de « flops » = « flga¢mtions ») définit le nombre d’opérations
de base (multiplications et additions) nécessaitess une résolution d’équation. Il est
déterminé par des fonctions MATLAB, ou par des Itéssi théoriques que nous allons

détailler ici. Les résultats sont calculés pouxpérience avec le fantbme (section 2.3).

Pour chacune des positions de la source et powunhdes détecteurs, la résolution de
I'équation requiert en premier lieu la définition thaillage et de la matrice de rigidité. Cette
étape est commune a la résolution avec et sansti@due modéle. En ce qui concerne la
résolution proprement dite, il faut prendre en cterips opérations du préconditionnement
(factorisation LU [Davis1997, Grigori2002, Lasca@98], choisie par le logiciel COMSOL

Multiphysics) puis celles de la résolution (GMRESafd1986]). De plus, une étape
importante est celle de la projection dans la liBsedelettes, qui n'est pas négligeable en
temps de calcul et qu’il faut donc prendre en canptle n’intervient évidemment pas dans

le cas « sans réduction de modele ».

Pour 3 positions de la source et pour 3 détectirgsiombres de « flops » sont résumés dans
les 4 cas étudiés :

- sans réduction de modéle (résolution 0) ;
- avec réduction niveau d'approximation 1 ;
- avec réduction niveau d'approximation 2 ;
- avec réduction niveau d'approximation 3.

Un graphe, en échelle semi-logarithmique, résuraarieyennes de ces valeurs pour chaque

étape.

2.4.1 Préconditionnement LU

C'est I'étape la plus colteuse en nombre de caltaldonction MATLAB utilisée pour

déterminer ce nombre d'opérationssggpar ns. m
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échelle lag
S

nombre de flops -

Figure 2.44. Représentation (en échelle logaritmligiu nombre d’opérations selon le niveau d'appration,

pour le préconditionnement LU.

2.4.2 Résolution GMRES

La résolution GMRES prend beaucoup moins de temyps lg préconditionnement. Le
nombre d'opérations dans cette étape est estind{naxNNZ+nfxN) multiplications et
O(NNZ+mxN) opérations de stockage, bBlest la taille de la matrice de rigidité m est le
nombre d’itérations dans l'algorithme GMRES, NNZ est le nombre de valeurs « non-
nulles » NNNZ = Nombre de Non-Zéros) dans la matrice crdug&aadl986]. Le nombre
d’itérations estm = 16 dans notre cas. Nous avons donc l'estimadiomombre de flops

suivante :

151

nombre de flops - échelle log

Figure 2.45. Représentation (en échelle logaritmigiu nombre d'opérations selon le niveau d'appration,

pour la résolution GMRES.

2.4.3 Projection dans la base d'ondelettes : multiplicabns de matrices
creuses

Nous avons mentionné cette étape de projection ldamsuvelle base : il s’agit de la double

multiplication de la matrice par la matrice d’ondelettéd : MxLxM'. Nous avons affaire a

deux matrices creuses, et donc les multiplicatidasces matrices particulieres se font de

maniére optimisée. Il existe une théorie approferslir les matrices creuses [Lascaux1998,

Yuster2004], qui explicite la fagcon d’organiser @sefficients non-nuls de chacune de ces
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matrices afin de réduire le nombre de calculs ttrgeur multiplication par exemple. Elle a

été implémentée dans le logiciel MATLAB [Davis1997]

D’aprés T. A. Davis, créateur des fonctions MATLABce sujet [Davis1997], il est trés

difficile de faire une estimation théorique du nemb’opérations, car cela dépend du degré
de «densité » de la matrice, c’est-a-dire du nenda coefficients non-nuls. Comme pour
GMRES, le nombre de non-zérbB\Z est a prendre en compte. Une fonction MATLAB,
créée par T. A. Davis et donnant le nombre préeifiaps dans le cas d’'une multiplication de

matrices, a alors été utiliséesnmul t . m Voici le résumé de ces nombres :

- échells lg
- = - &
= i & o
*

nombre de flops

o
2

Figure 2.46. Représentation (en échelle logaritmigiu nombre d’opérations selon le niveau d'appration,

pour la projection en ondelettes.
Remarque 1 : plus le niveau d'approximation chaigimente, plus le nombre de flops est
important. Cela est di au fait que la matrice d&etles au niveau 2 est moins creuse que
celle au niveau 1, car les fonctions d’ondelettesigeau 2 ont plus de valeurs non nulles, et
celles au niveau 3 encore plus (voir Figure 2.2sdarsection 1.1) ; cela est valable pour les

ondelettes de Haar, mais aussi pour toutes lessautr

Remarque 2 : le nombre d’opérations nécessairea prdjection du vecteur-sourcg
(équation (2-5)) dans la base d'ondelettes estetotnt négligeable devant celui que I'on

vient d’étudier (il est de I'ordre dd = taille deq). On ne I'a donc pas calculé.

2.4.4 Synthese

Nous pouvons finalement résumer ce nombre d’omérsitilans le Tableau 2.3, en moyennant

les résultats obtenus sur les différentes soutadifférents détecteurs :
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Sans réduction de| Niveau d'ap-| Niveau d'ap- Niveau d'ap-

modele proximation 1| proximation 2 | proximation 3
factorisation LU 3.1x10 6.87x10 1.44x16 3.07x10
résolution GMRES 1.14x10 3.61x10 2.23x10 1.17x16
multiplications de matrices - 1.22X10 2.49x16 4.18x16
total 3.12x18 6.92x10 1.49x16 3.6x10

Tableau 2.3. Moyennes des nombres de flops au desrdifférentes étapes, sans et avec réductiomodeéle.

*

o 1 2 3

Figure 2.47. Représentation (en échelle logaritbmigiu nombre d'opérations total selon le niveau

d'approximation.

Approximation_-¥

A

22

N
o

N
@

log(operations number)

7 8 9 10

log (taille de la matrick)

Figure 2.48. Représentation (en échelle log/loghambre d’opérations total selon la taille de larioa de
rigidité L : ronds : flops ILU ; triangles : flops GMRES ya&s : flops multiplications des matrices ; étoiles
nombre total de flops.
Voici enfin un Tableau résumant le facteur de gdm temps en terme de nombre
d’opérations, ceci pour les seules étapes de t@molue I'équation et de projection en

ondelettes :
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Niveau ratio du nombre de flops sans / ayec
d'approximation réduction de modéle
1 4.5
2 20.9
3 86.4

Tableau 2.4. Ratio du nombre de flops dans lauésal de I'équation sans / avec réduction de modéle

2.5 Discussion sur l'algorithme et ses résultats

Ces résultats étant établis, nous allons maintesgmiser certains points délicats rencontrés

au cours de I'implémentation de la méthode, etatesliorations a apporter.

2.5.1 Fonction de normalisationGgy

Nous l'avons vu dans la section 2.3, une normatisatst nécessaire pour la reconstruction
dans le cas de données expérimentales. Avec I@gtigh des ondelettes, le facteur de
normalisationGgy utilisé est celui calculé sans réduction de modBiéférents essais de

reconstruction ont été faits avec une fonct®n calculée en effectuant une réduction de
modéle, mais aucun résultat n'a été probant. Cala sans doute di a un exces
d'approximations, accentué par le fait que la fonciGsy est au dénominateur dans
'expression (2-12) : une petite erreur dans sdout@st alors amplifiée. Nous nous sommes
donc limités a une réduction de modéle pauet gnm Remarquons toutefois que la fonction
Gsq peut étre obtenue de maniere tres rapide avecaillage extrémement grossier, avec des
mailles plus fines uniqguement autour de la soutcduedétecteur. Nous avons d'ailleurs
vérifié que les résultats de reconstruction étaidentiques jusqu’a un certain degré de
grossiereté du maillage assez élevé, défini poucaleul deGgg et jusqu’a un niveau

d’approximation élevé, choisi dans le calculugetgmm Cette fonctiorGgy est donc de toute

facon beaucoup plus rapide a calculer que les ifomsit €t gmm

2.5.2 Régularisation spatiale et parcours aléatoire dankART

Au cours de la reconstruction par la méthode ARS,rEsultats ont été nettement améliorés

lorsque I'on a appliqué les principes suivants :

- Les photons ont tendance a se concentrer sur l&s loes objets, et au cours des
reconstructions effectuées par ART, ce phénoméer gssent parfois avec des

fluorophores mal positionnés (trop pres des bords)introduit alors une fonction de
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pondération, dont la forme est adaptée a une casafien de l'accumulation des
photons sur les bords : souvent utilisée dangté&dture [Kalintsev2005], elle permet
de rétablir un équilibre dans la distribution deflescence reconstruite. Cette fonction

peut toutefois étre malvenue si les fluorophored positionnés prés des bords.

- Lorsque I'on résout le probleme inverse, nous awanslans la Partie 1 section 2.4
gue l'on avaitN,, équations a résoudre, avdg le nombre de mesures (c’est-a-dire le
nombre de positions prises par la source multdiéle nombre de détecteulxNg).

A l'origine, cesNp, équations sont résolues dans I'ordre des mesures :
0 source 1, détecteur 1
0 source 1, détecteur 2
0
0 source 2, détecteur 1
0 etc.

Cet ordre reste le méme a chacune des itératiohalgerithme. Si par exemple les 2
derniéres mesures sont trés mauvaises (parcestpgit de détecteurs mal placés par
exemple), chaque itération se termine par les uésok des équations relatives a ces 2
mesures, et donnera un résultat faussé, initiatedwitération suivante. Pour avoir un
résultat plus robuste, on a établi un parcourgailéadans la résolution des équations,
et ce pour chaque itération.

2.5.3 Perte d’énergie

Sur la plupart des résultats étudiés dans la se2t®y nous nous sommes rendus compte d’'un
effet important de changement d’énergie, entreolati®n sans réduction de modele et celle
avec ondelettes. Les unités de reconstructionldesphores sont arbitraires, cependant avec
les mémes données d’entrée, les ondelettes donneésultat plus fort. Cela peut s’expliquer

de la maniére suivante :

La projection en ondelettes provoque une perteed@a. En effet, on concoit bien gqu’en
moyennant les valeurs des pixels de la matriceyvédsurs maximales sont « abaissées »,
tandis que les valeurs minimales « augmentéesohalkiment, les valeuts, et gmm Obtenues
apres réduction de modéle sont plus faibles guescebtenues sans réduction de modele. De

plus, comme nous l'avions explicité dans la secadl, la définition de la source étant
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délicate et non quantitative, cette perte d’éneegied’autant plus importante par rapport a un

cas sans réduction de modéle.

Cela a une conséquence dans le résultat de reoctimtr: d’apres I'équation

mesurée __

Up J'gmmﬁux, si les fonctions de modélisatiopetgmm baissent en energie, il y aura une
Q

compensation dans la valeur de la concentratiorflilemrophores. Et c’est ce que nous
observons, par exemple sur la figure 2.33 (simutadiemi-cylindre avec bruit de mesure) : il
y a un facteur trés important d’énergie entre kultdt sans ondelettes et le résultat avec

réduction de modele.

2.5.4 Limitations des logiciels informatiques

COMSOL Multiphysics est un trés bon logiciel d’Elénts Finis, cependant il manque de

souplesse sur certains points qui nous ont géngslél'implémentation des ondelettes :

- le nombre déléments ne peut pas étre défini pééwsnt dans COMSOL
Multiphysics ; obtenir exactement’®2= 8192 nceuds par exemple nest pas
envisageable. C’est pourquoi on a di effectuerapesations lourdes en temps dans
MATLAB pour réduire le maillage défini par COMSOL Wiphysics et obtenir le

nombre de nosuds désiré.

- une autre étape un peu fastidieuse a été la ratidaxdes noeuds: COMSOL
Multiphysics ici non plus ne propose pas de poktEbi pour choisir soi-méme la

facon dont on veut organiser les éléments.

Au niveau de l'interface MATLAB, des problemes @galement été rencontrés au cours de

I'extrapolation des résultats sur notre maillagg¢arme (voir la section 2.1 et la figure 2.13).

Nous sommes cependant dépendants de ces foncti6dd.AB qui nous ont permis de
finaliser nos résultats. Mais que ce soit au niveesi calculs effectués dans les matrices de
COMSOL Multiphysics (changement du nombre d’élémenéindexation des nceuds) puis
ceux de I'extrapolation, il est plus judicieux dpi@menter ces opérations dans un langage
plus adapté aux calculs lourds (langage C par ebenqu les calculs matriciels sont
beaucoup plus rapides).

L’algorithme idéal serait donc de développer unecald calcul propre a la tomographie
optique (pour les Eléments Finis), puis d’effectizertes les autres opérations en C, ce qui n'a

pas été fait au cours de cette thése, mais qenestageable.
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Beaucoup de temps est consommé par les calculsciglatren particulier la réduction de
dimensions des matrices de COMSOL Multiphysics (voir la section 1.4.2), da

renumérotation des nceuds (section 1.4.3). Si l'arvient a gérer le maillage dés son
initialisation, ces problemes pourront eégalememé &rtement atténués, voire totalement

supprimes.

2.6 Conclusion sur les résultats

Les résultats nous ont montré que globalemenédaation de modéle avec des ondelettes de
Haar ont permis un gain de temps sans perte dimafiton importante. Nous avons pu voir
gue dans le cas d'une géométrie parallélépipédsjomle, sans zone absorbante, les
ondelettes n'apportaient pas beaucoup d’améliargtar rapport a un maillage grossier défini
par le logiciel : les résultats sont qualitativenias proches, mise a part une reconstruction
plus fine dans le sens vertical avec les ondele®ascontre, dans le cas d’'une géométrie plus
complexe (demi-cylindre) et avec l'insertion d’unene absorbante ou du bruit de mesure, la
finesse des capillaires est généralement meilldans le sens horizontal avec les ondelettes,
malgré une déformation plus marquée aux échellessgres. L'expérience a permis de
montrer une certaine robustesse de l'algorithmeawss d’'une situation réelle, bien que la
simulation du demi-cylindre avec bruit de mesureate absorbante ait donné des résultats

non convaincants.

Le meilleur compromis semble étre atteint lorsdae Utilise I'échelle 2: le gain de temps
est assez conséquent, et les résultats restent\mres meilleurs dans certains cas que ceux

obtenus sans réduction de modele et avec un maiilaga temps de calcul 20 fois plus court.

L'échelle 2 permet de réduire efficacement le nombre d'op#rstimais les résultats obtenus
apres reconstruction sont grossiers et souventrdét

Cependant, les résultats avec ondelettes ont meoinéent des reconstructions dégradeées, en
particulier un capillaire reconstruit moins intems&int que l'autre. La plupart du temps, ces
dégradations amenent a conclure que l'utilisatiam dnaillage grossier sans réduction de
modeéle apporte, avec un temps de calcul identigueine méthode plus simple, une

reconstruction suffisante.

A partir de ces résultats, nous avons deux remargueortantes au sujet des méthodes

utilisées :
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- La méthode de reconstruction utilisée n'est gasnale, et le fait de comparer les
résultats obtenus aprés cette reconstruction mestt-étre pas suffisamment
représentatif de I'amélioration apportée avec ledelettes dans le probleme direct.
L'implémentation d'une autre méthode de reconstrugilus robuste serait sGrement

profitable a la réduction de modéle. Nous en redesons dans la Partie 3.

- Les ondelettes de Haar que nous avons utiliséscertes faciles a implémenter et
rapides & manipuler, mais la réduction de modelerpit peut-étre gagner en qualité
si nous utilisions d'autres ondelettes, comme salke Daubechies par exemple (qui
ont une meilleure localisation fréquentielle etasemt donc plus adaptées a des
variations importantes dans les valeurs des caefic de la matrice de rigidité).
L'objectif initial était I'utilisation des ondelet de Daubechies (certains essais ont
d'ailleurs été effectués au tout début de I'étunhalis nous avons préférée finalement
nous focaliser sur les fonctions de Haar afin défjar au mieux et plus rapidement la
réduction de modele proposée. De plus, cet asgeetndoyennage » nceud par nceud,
grace a Haar, nous permet de mieux cerner le prebket les avantages d'une telle

meéthode, en particulier en ce qui concerne |'atigsi

Cette projection en ondelettes est jugée applicabtéimporte quelle méthode d’Eléments
Finis. Le point-clé de cette méthode est I'aspertnkimérotation » du maillage : en effet,
pouvoir disposer les éléments d’une certaine fatemaniére a rendre optimale la forme de
la matrice de rigidité est un aspect important darmgsolution d’EDPs en Eléments Finis, et
il serait intéressant de I'approfondir. La méthquteposée pour renuméroter n’est sirement
pas optimale, des améliorations pourraient étr@d@es, par exemple avec des algorithmes
de type algorithmes génétiques, tels que le problémvoyageur de commerce [Biggs1976].
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Conclusion de la Partie 2

Nous avons proposé dans cette partie une méthod&detion de modéle, ou les ondelettes
de Haar sont insérées dans un algorithme d’Elénténts. Des résultats issus de plusieurs

simulations et d’'une expérience ont été exposes.

Nous avons mis en place un systeme de renuméro@e® nceuds du maillage, qui a permis

d’améliorer la structure de la matrice afin dedppliquer une décomposition en ondelettes.

En conclusion de ces travaux, nous avons monti@dabilité d’une réduction de modeéle en
utilisant les ondelettes et leur propriété de mégolution, sur un modele formulé dans une
base d’Eléments Finis. Plusieurs améliorations acggpporter, en particulier au niveau de la
normalisation en énergie et des calculs trop festid effectués par des logiciels
commerciaux, ainsi qu'au niveau des méthodes adsisconcernant la numérotation des
Eléments Finis. Nous avons pu gagner du tempsldelceans trop détériorer la qualité de la
reconstruction. Cependant, nous avons pu nouseeammpte que, malgré une amélioration
en ce qui concerne la finesse des données reciesteette méthode de réduction de modeéle
n'apportait qu’un intérét limité en comparaisonméunéthode de maillage grossier.

C’est pourquoi nous proposons, dans la Partie steyane méthode alternative a la MEF, qui
nous permettra tout d’abord d'étre indépendantsladlciel COMSOL Multiphysics, et
également de gagner du temps de calcul sur I'engedoibprobleme direct, c’est-a-dire sur la

résolution de I'’équation, mais aussi sur I'étaperaiillage.
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PARTIE 3

Une méthode de Galerkin-ondelettes
pour resoudre le probleme direct en
tomographie optique diffuse de
fluorescence

Le but de cette Partie est de résoudre I'équatmmitfusion, impliquée dans le probléme
direct en tomographie optique, par une méthode dkridn-ondelettes. Il s’agit d'une
alternative avantageuse a la Méthode des Elémenis $tandard. De nombreux travaux
théoriques ont été faits dans le domaine de laluéso d’EDPs par les ondelettes. Nous
présentons ici les développements qui nous ont iped® les appliquer a I'équation de
diffusion (Chapitre 1). Plusieurs simulations omé¢ é@ffectuées pour valider l'algorithme
(Chapitre 2).
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Chapitre 1

La méthode de Galerkin-ondelettes
appliguée a I'équation de diffusion

1.1 Motivation pour le choix des ondelettes dans la
resolution d’'EDPs

1.1.1 Introduction

Nous avons vu dans la Partie 1 qu'une méthode sldutéon numeérique était souvent

incontournable pour résoudre I'équation de diffusaans le probléme direct en tomographie
optique. La Méthode des Eléments Finis (MEF) aves bdases de fonctions polynomiales
(appelée ici MEF standard) a été utilisée dansaldid®2. Dans cette Partie 3, nous allons
remplacer les polyndmes de Lagrange (utilisés gés@ent dans la MEF standard et en

particulier dans la Partie 2) par une base d'ottéslde Daubechies.

En effet, comme nous I'avons vu dans le Chapitde 2a Partie 1, il y a un choix a faire en ce
qui concerne les fonctions de projection et d’iptdation ; reprenons 'EDP de diffusion a
résoudre, avec I'’hypothese d’homogénéité dans lieunfle coefficient d’absorptiop, et la
constante de diffusioD sont supposés étre constants, ainsi que le cesffimultiplicateur

{ lié aux propriétés optiques du systeme étudié KelED94]), et les conditions aux limites

de Robin :

-0.(DOu)+ p,u=q surQ (3-1)
N.(DOu)+Ju=0 suroQ

g est la fonction source, etest la densité de photons, inconnue de I'équatRappelons
brievement les étapes de la méthode de Galerlait :Us une solution approchée, que I'on

met sous la forme d’une combinaison linéairdatetions d’interpolationl, :
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d=ul, +ul,+..+ugly (3-2)

ul
Avecu=| : | le vecteur des inconnues aux nceuds du maillage.

uN
Remarque : dans cette Partie, nous allons décompas®nction sourceg de la méme
maniere :q=ql,+q,l,+...+q,l,. Cela na pas éte fait dans les Parties précéslente
commeq est une fonction de Dirac, sa discrétisation éméhts finis classiques est simple :

0

g = 1 au noeud m%etq; = O sur les nceuds# i. Ce qui donne le vecteuy=| 1 |. Cela est

0
possible avec la MEF standard, puisque les fongtibimterpolationl; sont dissociées entre 2

éléments. Par contre, dans le cas des ondeleties vierrons que les fonctiohsont définies

sur tout le domaine, et la fonctidp doit donc étre explicitement calculée dans cetievalle

base.

L’ensemble des fonctions d’interpolation formespace d’approximationSoit R le résidu

de I'’équation, que I'on cherche a minimiser :
R=-0.(DOW)+ 4, U- 7 (3-3)
L’étape de projection, qui consiste a minimiser&gdu dans une base adéquate, s’écrit :

[RPQ=0,=1.N (3-4)
Q

Ce qui ameéne a I'équation matricielle :
Lu =Qq (3-5)

avec
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L ={Le}, o ={Zj 1P, +D[01,.OP, +,[ 1 ka}
0Q Q Q

k,¢

{
ul
u=| :
Uy (3-6)
{

Q = Qk/}k,/,:l...N = {I lkpl}
Q k,/=1..N
4
q=| :
O

L est la matrice de rigidité, le vecteur inconnuQ la matrice de projection de la sourcayet
le vecteur-source. Les coefficients de la matrieerididité et deQ peuvent se noter de la

maniére suivante :

L =02+ D0 + 0 )
Q=0

Avec les notations suivantes :

0 =[1p
Q
3-8
0F = [on,.0P, (3-8)
Q

(3) —
Dk/ - I lkP/
0Q

Dans la MEF standard, les fonctions d’interpola@brde projection choisies sont les mémes
(méthode de Galerkin)t, =P, ; ce sont habituellement des polynbmes de Lagramge

nous avons utilisés dans la Partie 2, puisque COMSItiphysics™ fait ce choix par

défaut.

Dans cette Partie 3, nous proposons, comme chaix ggs fonctions d’interpolation et de
projection, des ondelettes : on parle d’'une méthbel&alerkin-ondelettesCette méthode
nécessite une discrétisation réguliére du miliewiét sous forme d’'un quadrillage, car les
ondelettes doivent étre réparties de maniere &gulafin de conserver leur propriété
d’orthonormalité. La figure 3.1 illustre ces difééiIces de maillage entre MEF standard et

Galerkin-ondelettes :
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Elément (1) Elément (2)

b)

Figure 3.1. a) lllustration 1D du découpage en élisidans le cas de la MEF standard : pour chaesi2 d
éléments, il y a 2 fonctions d’interpolation ; lshématisation des fonctions d'interpolation dansde de
Galerkin-ondelettes, le domaine 1D est découpéraenilles réguliéres : nous avons donc 8 fonctidéstetlle

différentes.

- Dans le cas de la MEF (figure 3.1 a)), nous avionsin exemple ou les fonctions

d’interpolation sont des polyndmes dti degré : dans I'élément (1), les inconnues spret

Uz aux noeuds; etxy : 0% =u 1 +u,l, . Dans I'élément (2), les inconnues soptet us :

0? =u,1,P +u,1?. La solution approchée est donc découpée élénaerélgment, tout en
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assurant une continuité inter-élément, c’est-a-di@ns I'exemple ci-dessus, il faut
e — @
07 (%) = U7 (x%).

- Dans le cas des ondelettes (figure 3.1 b)), latism approchée s’écrit de facon

globale sur tout le domained:= Zuk I, , sans découpage préalable en élements. En efet, |
k

fonctions d’interpolation sont définies s@r tout entier, et non élément par élément. Nous
voyons ici pourquoi cette méthode de Galerkin-oetties est parfois appelée umethode

sans maillage

Cela a I'avantage de gagner du temps : en effgpetans les étapes de calcul du probléme
direct et leurs temps de calcul respectifs dansaked’'un objet 3D de la taille de la souris
(Partie 1 Chapitre 2) :

- ladéfinition du maillag€~3 secondes, soit plus de 20% du temps totahidel} ;

- laconstruction des matricdk, Q etq) (1 a 2 secondes, soit ~10% du temps) ;

- lepréconditionnemerde la matrice. (6 a 7 secondes, soit presque 50% du temps) ;
- larésolutionde I'équatiorLu = Qq (~1 seconde ~10% du temps total) ;

- I'extrapolationdes résultats sur un maillage régulier communsgebnde ~10%).

Dans le cas d'une MEF standard, les 5 étapes saopuvelées autant de fois que I'on a de
sources et de détecteurs. Si lI'on utilise une nuhgans maillageet non a maillage

tétraédrique (ou triangulaire dans un cas 2D),thalement utilisé par la MEF standard :

- la 1°* étape est supprimée, car la définition du quadydl se fait naturellement au
travers des équations (3-4) a résoudre : en édfélEF consiste d’abord a découper le
milieu en éléments puis a résoudre I'équation éhdmar élément (puisque I'on définit
les fonctions d’interpolation séparément dans chaglément) ; ici, les fonctions
d’interpolation sont définies dans tout le miliele, facon réguliére, et on n’a pas besoin

de découper le milieu au préalable ;

- la 5 étape est également supprimée (on n’a pas be'ssitmapoler puisque les résultats

sont directement obtenus sur le quadrillage régabenmun) ;

- les Z et § étapes sont communes a toutes les sources ete®uktecteurs (sauf la
construction de| qui est cependant tres rapide devant celle)desn effet, la matrice de
rigidité L ne dépend que de la géométrie et des parametyssgpbs, communs a

chaque configuration, et la matri€¢ ne dépend que des fonctions d’interpolation /
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projection, elle est donc calculée une seule faipréalable. Seule la position de la

source change a chaque configuration, et doncdiewey, rapide a calculer.
Nous avons ainsi un gain de temps conséquent pponza la MEF standard.

Cette section 1.1 décrit en détails les avantagdatilisation d'une base d’ondelettes, ainsi

gue ses limitations.

1.1.2 Intéréts des ondelettes dans la résolution d’EDPs
Rappelons les méthodes numériques principaleslaaésolution des EDPs (cf. Partie 1) :
- les Différences Finies ;
- les Eléments Finis ;
- les Eléments de Frontiére ;
- les méthodes spectrales.
Nous avons déja vu (Partie 1) que :
* LesDifférences Finiesléfinissent une grille discrete réguliére.

» LesEléments Finis(ainsi que le€léments de Frontiejecomme on a pu le voir dans la

Partie 1, font intervenir des polyndmes a suppamjgact.

» Les Eléments de Frontiérest une méthode adaptée a des objets dont lescasirbont
complexes ; les éléments considérés étant uniquesoeria surface, cette methode est mal

adaptée lorsque I'on a une source a l'intérieufatget, comme dans notre cas.

* Quant auxméthodes spectralgkes fonctions inconnues sont développées le dunge base
de fonctions a support global, c'est-a-dire infirésilyev2005] : I'EDP est transformée dans

le domaine fréquentiel par une transformée de Eospatiale [Doyle1999].

La Méthode des Différences Finies n'est pas adaptdes frontieres irrégulieres ni a des
raffinements de maillage dans les régions intérdesgROIs) ; on préfére donc généralement
la MEF standard et les méthodes spectrales, suttms le cas d'une géométrie complexe.

1.1.2.1 Intérét des ondelettes pour une localisation optinia
Comment placer les ondelettes par rapport a la tefdard et aux méthodes spectrales ?

Deux critéres sont a prendre en compte pour résaut EDP [Chiavassa2001] :
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- l'espace d’approximation, c’est-a-dire la basenposée des fonctions d’interpolation
choisies dans (3-2), doit étre adapté a la solytipour cela, les fonctions d’interpolation
doivent étre localisées dans lI'espace physiqued(it donc étre des fonctions a support

compact, comme dans les Eléments Finis) ;

- on doit avoir une bonne approximation des opératdans I'espace engendré par les
fonctions d’interpolation ; celles-ci doivent patgla étre localisées dans I'espace de Fourier,
ce qui permet une représentation efficace des mésadifférentiels (ce qui est le cas avec
les méthodes spectrales) ; en particulier, cecmpersouvent une meilleure analyse des

fonctions présentant des discontinuités.

D’une part, les bases spectrales sont infinimdférdintiables, mais leur support global donne
une mauvaise localisation spatiale en contrepditiee bonne localisation spectrale. D’autre
part, les bases polynomiales de la MEF ont un pefgport compact, mais de pauvres
propriétés de continuité qui créent une mauvaiselikation spectrale en contrepartie d’'une
bonne localisation spatiale. Les ondelettes, g@amiles, sont localisées en temps et en
fréquence [Mallat1999], c’est-a-dire dans I'espphgsique et dans I'espace de Fourier. Elles
combinent donc les avantages des deux autres nesthgpkctrales et spatiales, et peuvent se

placer comme un compromis entre les méthodes spesctt la MEF standard.

Les méthodes numériques a base d'ondelettes atteidganc a la fois une bonne localisation
spatiale et spectrale, ce qui permet d'implémendsr facilement des techniques simples de

raffinement local.

1.1.2.2 Intérét des ondelettes pour un gain de temps sangipe de précision

Les Eléments Finis a base de polynémes exigenlufzag du temps une étape de maillage
assez colteuse en temps, surtout en 3D. Les prebldmraffinement local sont également
assez codteux, si I'on veut par exemple une pocus importante dans une zone définie.
Par exemple, dans notre cas, la précision du e¢sdt d’autant meilleure que le maillage est
fin autour de la source. mais cela nécessite dypgete calcul supplémentaire. L'avantage
important du choix des ondelettes par rapportMBd& classique est leur facilité a raffiner le

guadrillage autour des zones d'intérét de facoideapt trés simple, grace a leurs qualités
multi-échelles (Annexe D): en effet, il suffit d#finir des fonctions d’interpolation a

I'échelle plus fine dans la ROI, et les propriéléda base sont inchangées :
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Figure 3.2. lllustration du raffinement du quadgjé dans le cas d’'une base d'ondelettes.

Cependant, cette méthode n’a pas été appliquéecdtteghése : les résultats obtenus avec un
maillage régulier, a la méme échelle dans toublmalne, sont comparables a ceux obtenus
avec la MEF standard, méme sans raffiner autouladsource (voir le Chapitre 2). Des

résultats sans doute meilleurs pourraient cepenéla@tobtenus, en particulier dans le cas
d’'une échelle trés grossiére : en effet, utiliseiquadrillage grossier sauf au niveau des ROls
(donc en particulier autour de la source) permietiiagagner du temps de calcul par rapport

a un maillage fin défini partout, avec une mémditpuee reconstruction.

Notons que dans notre probléeme, comme nous l'aegp8cité dans les deux premiéeres
Parties, les positions de la source et les détectwant nombreux, et nous avons donc un
nombre conséquent d'équations de diffusion a résoutlabsence de remaillage a chaque

nouvelle source est alors un gain de temps tréeriamt par rapport a la MEF standard.

La Méthode des Différences Finies (MDF) utilise sausne grille réguliére, mais paye la
rapidité de son implémentation et de ses calcutslgdait qu’elle n'est pas adaptée aux
géomeétries dont les frontieres sont irrégulierestrairement a la MEF et a la méthode de
Galerkin-ondelettes présentée ici. De plus, la MDést pas adaptée au raffinement du

guadrillage dans les ROIs.

Les ondelettes permettent d’avoir la rapidité deuwtales Différences Finies, avec une qualité
comparable a celle obtenue par la MEF standarésElbmbinent donc les avantages des

deux méthodes, MDF et MEF, tout en supprimant lexasnvénients.

Notons également une autre propriété importanteoddslettes : on montre en effet que la
décomposition d’'une fonction en ondelettes voit smes se focaliser automatiquement
autour des singularités [Mallat1999], c’est-a-djuee les termes les plus forts se rapportent a

ces singularités : dans ce cas, on n'a pas besobeaucoup de fonctions d’interpolation, un
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espace d’approximation de faible dimension suffitcela nous permet de gagner du temps de

calcul.

1.1.2.3 Séparabilité

Lorsque nous sommes dans un espace 2D ou 3D, mons pu voir que la définition de la
matrice de rigidité dans le cas de la MEF classi&a#é un point délicat (Annexe B). En effet,
en 2D par exemple, les polyndbmes d’interpolatioi@a choisit des polyndmes de Lagrange

de degré 2) s’écrivent sous la forme (pour un nkedmhné) :
| (X,y) = a+bx+ cy+ dk+ exy R (3-9)

L'intégrale 0% par exemple, définie par (3-8), s’écrit, sachare kpn est dans une méthode

de Galerkin et donc qu#& = I:

O I LY S

Au vu de I'expression (3-9), les intégrales ne saa# séparables, c’est-a-dire que I'on ne peut
pas séparer les termesyedes termes ey ce qui implique des calculs assez complexes. Par
contre, dans le cas des ondelettes séparablgs0dsits tensoriels, trés simples a mettre en

place, nous permettent de séparer les termesffetnrmus avons :

O(k,. k,)0z?,0j0Z,
q)i,kx,ky(xl y) = (Dj,kx(x)q)j,ky( y) (3-11)

=270 x-k)®(2) y-k)

Ainsi les intégrales de (3-10) sont séparablesatiboup plus simples a calculer. Le principe
est le méme en 3D. Une méthode de Galerkin-ondslettainsi I'avantage d’'étre beaucoup
plus simple a implémenter que la MEF polynomiale particulier dans des systemes 2D et
3D.

Remarque : les termes (3-10), ainsi que les aurtégrales intervenant dans le calculldet
deQ, sont a calculer pour chaque élément dans lee#s MEF standard ; tandis que dans la
méthode de Galerkin-ondelettes, ces termes sostléal en une seule fois sur tout le

domaine.
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1.1.2.4 Continuité

L'utilisation des ondelettes amene une autre péb@rintéressante par rapport a la MEF
standard, celle de la continuité inter-élément.effiet, lors du calcul des coefficients de la
matrice de rigiditd_, il faut assurer la continuité de la solution enthaque élément défini

par le maillage. Cela est délicat pour la MEF, autren 2D et 3D ([Burnett1987] et Annexe
B). Dans le cas de la méthode de Galerkin-ondslettette continuité est naturellement

assurée. En effet, la solution approchée de (3etjisa=ul, +u,l,+...+u,l, (3-2). Dans

le cas de la MEF classique, il faut la définir érnpar élément (Annexe B) ; dans le cas des
ondelettes, il s’agit de la solution globale dédirsur tout le quadrillage. Si les fonctions
d’interpolation Iy sont continues sur tout le domaife une combinaison linéaire de ces
fonctions est aussi continue dans tout I'objet. & cas des ondelettes de Daubechies
(schématisées sur la figure 3.1 b)), la contindéda fonction est assurée par un algorithme
de cascade, qui permet de générer les valeurs fdadton en tout point grace a la relation

d’échelle présentée dans ’Annexe D (équation(D-9))

La figure 3.1 illustre ce probléeme de continuitdans le cas de la MEF, nous avons vu qu'il
fallait assurer la continuité entre 2 élémentsste&edire avoir une valew, commune aux 2
éléments (figure 3.1 a)), et donc définir les polyesl,Y (pour I'élément 1) et,® (pour
'élément 2) de facon adéquate. Dans le cas deslettes, on ne se préoccupe pas de la

continuité inter-eléement, on écrit la solution gitfbt]=2uklk sur tout le domaine, et la
k

continuité est assurée partout.

1.1.3 Limitations des ondelettes dans la résolution d’ED®

Nous avons exposeé les avantages de l'utilisatienatelelettes pour la résolution d’EDPs.
Cependant, il y a deux limitations importantes apas oublier, mais qui peuvent étre
contournées grace aux propriétés des ondeletteds lat mise en place de traitements

particuliers :

- Tout d’abord, les ondelettes ne sont applicabléa des géométries simples. En effet,
nous avons vu gu’elles nécessitaient un quadriltegalier. En 2D, elles nécessitent un
domaine rectangulaire, parallélépipédique en 3Dp@bléme peut étre résolu grace a
la méthode des domaines fictifs, exposée danstorel.2.2.
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- Ensuite, certaines conditions aux limites soffiales a vérifier avec ce type de base.

Par exemple, si I'on souhaite des conditions déchlet, avecu|aQ =0, alors il faudra

nécessairement une base de fonctions qui s’anntdeteés aux frontiere9Q . Cela
implique l'utilisation de méthodes particuliereseqoous exposerons dans la section
1.2.5.

La section suivante explicite en détails la méthagpliquée a I'équation de diffusion, et

présente les solutions apportées aux limitatiorla desthode.

1.2 Résolution de I'équation de diffusion par la méthod
de Galerkin-ondelettes

En tomographie optique diffuse, le probléme dimxisiste a résoudre I'Equation a Dérivées

Partielles (EDP) (3-1) associée aux conditions laukes de Robin, ou a celles de Dirichlet

extrapolées (voir la Partie 1 section 1.5), c'edira u|aQ =0, avec 9Q, une frontiere

extrapolée située a la distargede la vraie frontier@Q (équation (1-12) de la Partie 1).

1.2.1 Expression de I'équation matricielle

Dans un premier temps, placons-nous dans une géemé& selonx, pour simplifier les
notations. Soit la solution approchée(« trial-solution », voir Partie 1 Chapitre 2 ‘@&rnexe

B). Elle peut s’écrire sous la forme d’'une comlsoailinéaire d’ondelettes, plus précisément
de fonctions d’échelle (voir TAnnexe D). Si I'ohaisit une certaine échelle d’approximation
2 (plus le niveau d'approximatigrest élevé, plus la solution approchée est grasiéette
solution approchée est notée :

a;(¥) :i U, P, (% (3-12)

Les inconnues sont alors INscoefficientsu, , . LesN fonctions d'interpolatior®;, choisies

sont, dans cette Partie, des fonctions d'échelléciaelle 2 pour un niveau d'approximatign
donné, et non des polynébmes comme dans la MERaql&ss

P, () =270 (27 x-k) (3-13)

avec @ la fonction d'échelle au nivegu= 0 (voir 'Annexe D). Rappelons que dans la

méthode de Galerkin, I'étape de projection consesterojeter le résidu de I'équation
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R=0.(-DO0)+ 4,1 - g dans la méme base de fonctions, et a rendre mefction eégale
a zéro .

[(O.(-DOG) + 4,0 -9 P;, =0 ¢=1,...N (3-14)

Aprés intégration par parties (application du tééoe de la divergence) du' erme et

insertion des conditions aux limites de Robin (3eb) obtient la forme faible :

[¢u@,, +Df@0).@0, )+4[go,, [, =0 r=1..N (3-15)

Notons que les conditions aux limites de Robinediaturelles sont « naturellement »
vérifites a partir du moment ou elles sont intégrélans la forme faible de I'EDP,
contrairement aux conditions aux limites de Dirgth{lvoir Annexe C). Nous avons vu dans la
Partie 1 que nous pouvions choisir entre les cmmditde Robin ou les conditions de Dirichlet
extrapolées, pour un résultat similaire. Dans cé&ttie, comme nous avons travaillé
directement sur la forme faible, on a choisi dedgaies conditions de Robin. Cela permet de
ne pas rajouter des équations supplémentaires @udes dues a la définition de
multiplicateurs de Lagrange, et donc de gagneedps. Plus de détails seront donnés dans la

section 1.2.5.

Nous obtenons alors I'équatidn = Qq (3-5), avec les termes (3-6) s’écrivant :

{[@, 0, +D[00, .00, +u [, ®,
L ={Lk,}k‘[:1mN ={ o Q Q
= 12+ DO+ )

k,?

u :{”Jyk}kq...N (3-16)
Q Z{Qk/}k,/=1...N - {I(Dj,kq)j,/ = DS[)}
Q k,(=1..N
q :{qj'k}k=1...N
Les intégrales définies par les expressions (3é8yisent :
D(klz) = J-(Dj,kq)j,ﬂ
Q

(3-17)

0F = [00,,.00,,
Q

D(ki) = _[ >, P,
a0
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Les deux premiers termes sont des termes de volertrejsieme est un terme de surface. Ne

dépendant que de la finesse du maillage (c’esteadii niveau d’approximationchoisi) et

de la géométrie (et non pas des positions prisefamource ni de celles des détecteurs), ils

peuvent étre calculés a I'avance.

Nous pouvons généraliser ces équations aux cast AD.eEn effet, les ondelettes en 2D

s'écrivent, grace aux produits tensoriels :

(Dj,kx,ky(x! y) = q)j,kx(x)q)j,ky( y)
=27 02 x-k )P (2 y- k),
k.=1...Nk =1..N,

et en 3D:
q)j,kx,ky,kz(xl Y, 2= (Dj,kx( )Q(Dj,ky( 3)q)j,kz( 2

=2 2 @2 x-k )P (2! y- k)P (2 z- k),
k,=1...N;k =1..N, ;k=1,...N,

L'équation (3-5) est donc généralisable a des Dast 3D, avec en 2D :
Z.[ D, XD, (X))
0Q

+DI Dq)j,kx,ky (%, y)'DcDj,fx,éy(X’ y)
0

L _{kakyé%y}k ky. 0yl y=1..N -

oKyl ol =

+/JaJ-¢jykx,ky(X, y)q)j’gx’[y(x’ y)
Q

= T1® (2) )
=4 +D0 UL

keky £ y kekyf £ y J Ly KeoKy ol ol y
u={u,.)
Haoky Jie k=18
_ o _ -
Q {Qkxky”x”y}kx,ky,gx,fyzl...N {J-(D;,kx,ky(x’ y)cbj,gx,/y(x y) Dkxkyuy}
o Kk, Ll
9 _{qi Ky kY}kx,kyzl N

ou:

(1) = W
Dk kot~ Dk/ O

XTyT Xty X k% y
(2) — (2 M2
Dkxkyuy - Dkxfxljkf v
(3) — ) [
Dkxkyuy - Dkxﬁ ka;ﬂ v
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Nous avons alors, dans (3-20) et (3-21), affaidestenseurs, obtenus par produits tensoriels
des matrices du cas 1D (3-16) et (3-17).

Les expressions dans un cas 3D se définissent deélme maniére, avec 6 indices :
Ker Ky Kool ol ol

1.2.2 La méthode des domaines fictifs

Nous avons vu dans la section 1.1.3 que la prifeigdficulté des ondelettes, dans leur
application a la résolution d’EDPs, étaient la feroe la géométrie étudiée : elle doit étre

réguliére. Voici comment nous avons contourné dttiéation :

On cherche a satisfaire (3-5) dQravec les conditions aux limites vérifiées g2 . Une
facon de procéder est de résoudre (3-5) sur un idemmagulier plus grand et régulier, le
domaine fictifQ’ [Baccou2005, Glowinski1l996] (le résultat estortiori exact danQ 0 Q"),

et les conditions aux limites sur les vraies frémEsoQ .

o0Q

Figure 3.3. Exemple en 2D d'un domaine fictif.

Cette méthode a l'avantage d’autoriser I'utilisatides ondelettes sur des géométries non
régulieres. Apres avoir résolu (3-16) gt les solutions obtenues s\Q (c’est-a-dire a

l'intérieur deQ’ mais a I'extérieur d€2) ne sont pas prises en compte.

1.2.3 Définition et calcul des coefficients de connexion

Nous voyons dans I'expression des coefficidiiset Qq qu'apparaissent les termes (3-17) :

W =fo, @, 00=[00,.00,  00=[d,0,.
Q Q 0Q
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m 1

Si ®™(x) =

le terme plus général de ces intégrales s’étaims le cas d’'un milieu

infini (1D) :

ik,

[ m oo] = o~ irm+ n})J' (W2 x- k)™ (2 x-¢)dx (3-22)
Et dans le cas d’'un milieu fini [ :
PR [n] =27 mem [ol® (27 x— k) ™ (2 x-1)dx (3-23)
0

ou n est un entier. Ce sont lesefficients de connexioNous allons tout d’abord présenter
brievement ces coefficients dans un cadre géngua, nous expliciterons la fagcon dont ils

sont utilisés dans le cas de la diffusion dans uieunfini.

1.2.3.1 Présentation générale

D'apres la théorie de Beylkin [Beylkin1993], lesefficients de connexion a support infini

o oo] sont calculés a partir des valeurs du filtre déleth[n] (défini en Annexe D). Des

tables de ces coefficients sont données par Beykiar différents couplesry, mp). D’aprés

I'expression de la matrice de rigidité (3-16), cewk nous sont utiles soift, et '’y .

Nous voyons que si nous choisissons une base daitede orthonormale, les coefficients

définis poumm, = m, = 0 se simplifient :
o0, [e] =27 j P27 x=K)P (2! x-£)dx=0,, O] (3-24)

ce qui permet d’avoir un calcul rapide et une geafatilité d’'implémentation. Comme ces
valeurs sont applicables a nimporte quel niveapptoximatiorj, par un simple changement

de variable em, nous noterons plus simplement :
M [eo] = [ @0 (x= k)™ (x- 1) dx (3-25)

ro°[e] = TCD(X- KD(x- 1) dx= 4, (3-26)
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1.2.3.2 Valeurs des coefficientsT” et 0% sur le domaine finiQ

Les coefficients de connexion sont établis de fagiomple par Beylkin [Beylkin1993] sur un
support infini. Mais dans le cadre de la tomograpiptique, les domaines étudiés sont finis ;

grace a la méthode des domaines fictifs (voir &dice 1.2.2), nous allons pouvoir utiliser les

coefficients « infinis » %™ [e] pour calculerd) et 0.

lllustrons cette méthode dans un cas 1D. Suppopen® et définisson®2 = [0 8] par

exemple :

8
0o :jCDj’dej’g :jqb(x— K)P(x-¢) dx=T}?[8] ; si® est une fonction & support infini, il est
Q 0

clair que cette intégrale, définie sur un suppodt §] fini, n'‘est pas égale a

+00

j D(x—K)D(x—7¢) dx= I"k’:?[oo] , quelles que soient les valeursldet /. Si la fonction® est

a support compact, de supportlff) cette intégrale peut alors prendre la méme vaiee

Me?[e] pour certaines valeurs deet ¢. En effet, [?[8] est une autocorrélation de la

fonction @, limitée a l'intervalle [0 8]. Ce coefficient peétre donc considéré comme l'aire
d’intersection entre la fonctio® décalée de& et la fonction® décalée de/ ; voici des
exemples utilisant, pour fonctio®, la fonction d’échelle de Daubechies d'ordre ®n s
support est de taille = 5, c’est-a-dire que nous faisons I'hypothésgn : le support de la

fonction est plus petit que le domaine étudié {eg.5).

Figure 3.4. Fonction d’échelle de Daubechies de&ir
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Figure 3.5. Exemples d’autocorrélationsblea)k =0, /=1;b)k=-1,/ =2;c)k=-3;/ =-1;d)k=5;/
= 6 ; rectangle grisé = intervalle de recoupemestfdnctionsb(x-k) etd(x- /).

Sur ces exemples, le rectangle gris indique I'vale sur lequel se recoupent les 2 fonctions.
Dans les cas a) et b) par exemple, ces intervadiesintérieurs au domaine [0 8], et on a bien

Too[8] =M e[| ; dans les cas c) et d), lintervalle de recoupnest extérieur a [0 8], donc
Too[8] 2 e[=], alors que les fonctions d'interpolation consigéréont des valeurs a

l'intérieur de [0 8] et sont donc utiles au caldeld (3-12). Cette illustration montre I'intérét
d’agrandir le domaine afin de pouvoir faire I'hnypése d’un milieu infini, puisque si I'on
choisit Q' avec une taille adéquate, les coefficients deneaion a l'intérieur de seront

considérés comme égaux a ceux définis sur un suipybioi.
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Figure 3.6. Cas « limites » pour un recoupementigrisée) extérieur au domaife[0 8] : a)k = -4,/ =-3;

b)k=6,¢ =7.
On voit a travers ces exemples quensin(k,/)= -4 ou simax(k ,/ )< 7, alors le recoupement
est intérieur au domaine élargy. (P(x+4) et d(x—-7) sont les derniéres fonctions (a

gauche et a droite) a avoir des valeurs non ndies [0 8]). Il suffit d’agrandif2 deL-1 =4

points de part et d’autre. Nous définissons a®idmaine fictifQ’ = [-4 12].

En résumé, nous avons :
12 o0
~4<k, (< 7:j¢(x—kXD(x—€)dx:I¢(>e R (% ¢) dx:J‘db( x YO %x0)
Q' -4 —o0

Pour -4<k< 7, une partie dedb(x— k) est comprise dans [0 8], tandis que p&ut[—4 7],

®d(x—k) n’est pas du tout contenu dans [0 8]. Il suffindd’utiliser le domaine fictiY’

ainsi défini pour obtenilj D(x - K)D(x- 1) dx= rﬁj?[m] :
2

De fagon plus générale, on a la propriété suivante
SoitL le support de la fonction d’échelle.

SiQ =[a b, en définissan®’ = [a-L+1 b+L-1], on a, aveo un entier,a<n<b :

n=L n _
(M) (ye (M) (g —Trmm _rmm ]
0<k,/<n- L}j£¢ (x=K)@™ (x= ) dx=T [ =, ¥ (3-27)

Le raisonnement est le méme pour le calculfe= J'dn'(x— K)®'(x= ) dx=T}" [o] .
5
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1.2.3.3 Valeurs des coefficients sur la frontieredQ
Dans le cas des coefficients” et ({* qui sont des intégrales sur le volume, on raméne |
calcul del ;™ [n] & celui del 4™ [«] grace au domaine fictif. Le coefficient de frongie

0%, qui est une intégrale sur la frontiéd® , nécessite un calcul plus précis, puisque c’est

lui qui permet d'intégrer réellement les conditicnsx limites, et donc les valeurs de la

solutionu sur les frontiere®Q .

La théorie de Beylkin nous donne les coefficiergscdnnexion sur un support infini, mais il
existe des algorithmes permettant I'extension ddsuls a un support fini [Chen1996,

Chen2006, Dahmen1993]. Il s'agit du calcullde™ [n] (3-23).

Avec n un entier (que nous avions fixéna= 8 dans I'exemple de la section précédente) : on

montre que sin= L (taille du domaine supérieure au support de latfon d’échelle) et si
0< min(k, /)< n-L, alors T;™[n] =% ®[eo] et en particulier 7 [n] =[] (puisque
dans cette section, nous n’avons besoin que dmgasm, = 0 d’aprés I'expression dg¥
(3-17)). Si|k—£| >L, alorsfﬁ;?[n] =0, On, puisque le recoupement est nul ertrex— k) et
d(x-1).

Par contre, si la propriété (3-27) n’est pas weific’'est-a-dire sh< L et/ou simin(k,/)< 0

et/ou si mink ¢ » n— L, il faut calculer précisément la valeur ﬁ%?[n] Cela peut étre fait
_ 1
en calculantl“k);f[l]:J'cb(x—k)cb(x—ﬁ)dx (ce qui peut se faire de différentes maniéres
0

[Chen1996, Dumont1996]), puis en utilisant la nelatsuivante (démonstration rapide dans

I'Annexe E) :
min] =2 rs sl (3-28)
p=0

De maniére plus précise, nous avons, dans nottdepne (3-16), besoin d'une forme plus

générale, pour des intervalles quelconques, c'dgedes intégrales de la forme suivante :

rjch(x— K)P(x—¢) dx= nffg’_op,,,_p[l] (3-29)
n p=n
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En utilisant une table de ces valeurs, présentese annexe E, les coefficients de frontiere

0% sont alors calculables.

1.2.3.4 Assemblage

Une fois les coefficients de connexion calculésjshavons tous le matériel mathématique
pour calculer les coefficients (3-17), et nous mms/ €crire I'équation a résoudre sous la
formelLu = Qq, avecq le vecteur de la fonction source projetée damste d'ondelettes,le
vecteur des inconnues;,, Q la matrice de projection de la fonction-source sdén base
d’ondelettes, et la matrice de rigidité, c’est-a-dire la matricepiejection de I'opérateur de
diffusion dans la base d’ondelettes. Dans un caslé&bDproduits tensoriels nous permettent
d’obtenir le méme type d’équation (voir les eéquasi@¢3-20) et (3-21)).

Les tables utiles a notre probléme sont exposées Idannexe E (pour 'ondelette choisie

dans cette Partie 3, Daubechies d'ordre 3). Leseef1’ sont déterminés a partir de (3-22)
pourmy =m = 0; les termesI? pourm; =my = 1; les termes$I® a partir de (3-23) et (3-

29) pourmy =m, = 0.

1.2.4 Choix des ondelettes de Daubechies

Maintenant que nous avons établi les étapes dgolihme pour un cas général, il reste a
choisir la fonction d’échelled. Les méthodes numeériques de résolution d’'EDPs avec
ondelettes peuvent utiliser diverses ondelettesarHdeyer, Daubechies...) [Mallat1999] ;
cependant, les ondelettes de Daubechies [Daub&éBigs Daubechies1992] sont souvent
préférées (voir I'état de l'art dans la PartieEDR.effet, nous avons vu dans la section 1.2.3

que :
- Si la base dondelettes choisie est orthonormakia simplifie le calcul des

coefficients de connexiofl) (équation (3-24)).

- De plus, nous avons simplifié les calculs deamefficients a partir du moment ou la

fonction était & support compact (tailldinie) (équation (3-27)).

- Enfin, la continuité de la solution sera d’autanieux vérifiée que la fonction

d’échelle® est réguliére (section 1.1.2.4).
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Les ondelettes de Daubechies sont définies de neamdieétre orthonormales, a support
compact, et a moments nuls. L'Annexe D donne ldasildéde ces propriétés, que nous

résumons brievement ici :

Le nombre de moments nuls est une propriété rali@efonction d’'ondelette-méi (¥ aM

moments nuls ij"lP(x)dx: 0, 0< k£ M-1), mais qui influe sur la régularit¢ de la

—00

fonction d’ondelette-pere (ou fonction d’échelfe): plus ce nombre est éleve, plis est
continue. Mais en revanche, plus on a de momentts plus le support de la fonction
d’échelle ® est grand, et donc plus le nombre de coefficieletsconnexion a calculer est
important. Nous avons donc un compromis a troumétede nombre de moments nuls et la
taille du support. Ce compromis est optimal dansds des ondelettes de Daubechies

[Daubechies1988, Daubechies1992] : a nombre de msmaels fixe, le support est minimal.

Remarque : les ondelettes-splines peuvent égaleamenenir puisqu’elles vérifient toutes

ces propriétés [Baritaux2008, Unser2003]. Cependant support devient théoriguement
infini aprés le processus de normalisation de &epat un support infini peut poser quelques
problémes lors de l'application des ondeletteslesidomaines fictifs (ce que nous avons vu

dans la section 1.2.3).

Nous avons donc choisi d'utiliser dans notre méthis ondelettes de Daubechies d'ordre 3,
c'est-a-dire aved! = 3 moments nuls, et de support [0 ] = 2M-1 = 5. Son support est
suffisamment petit pour avoir une bonne rapiditesdi@s calculs, et la fonction est supposée
suffisamment continue. L'espace d’approximationgest'a-dire la base des fonctions

d’interpolation, est composé des fonctions d'eehell;, de Daubechies d'ordre 3. Les

fonctions d'échelle et d'ondelette de Daubech@slid 3 sont représentées sur la figure 3.7 :

14 T 2
12
1
08 1
06
04
02 0
o
02
045 : E}

a) b)

Figure 3.7. Daubechies ordre 3 : a) fonction d'belde ; b) fonction d'ondelettd.
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1.2.5 Les conditions aux limites

Un des problemes majeurs de notre méthode est detuconditions aux limites. En effet,
avec les Eléments Finis polynomiaux, c'est asseplside prendre des polynédmes aux bords
qui respectent les conditions, qu'elles soient deciidet ou de Robin. Avec une base
d’'ondelettes, si l'on veut conserver ses proprigt&sthonormalité, cela devient plus

compliqué. En particulier, si I'on veut appliques lconditions de Dirichlet extrapolées, c’est-

a-dire u|aQ =0 sur une frontiere extrapolée (voir la Partie 1)faudrait que toutes les

fonctions de la base d’interpolation Ch0i§i@,—,k}1k soient égales a 0 swQ,, puisque la

base est orthogonale. Donc si I'on veut appligwesr cbnditions de Dirichlet extrapolées,
comme dans la Partie 2, il faut utiliser différenselutions, existantes dans la littérature, que

nous allons expliciter maintenant.

En fait, ce sont finalement les conditions aux t@side Robin qui ont été choisies au coeur
d'un domaine fictif, ce que nous allons présentarsda section 1.2.5.4. Nous allons tout
d’abord faire un état de l'art des solutions exitta pour la résolution des conditions aux
limites (généralement celles de Dirichlet), assexi@ la méthode de Galerkin-ondelettes
(sections 1.2.5.1 a 1.2.5.3).

1.2.5.1 La méthode de collocation pour les conditions auxnhites

Une possibilité pour imposer des conditions awitémconsiste non pas a les introduire dans
'espace d’approximation (défini par les ondeléttesais a forcer la solution a les vérifier.

Cela rejoint la méthode de collocation que nousra/imentionnée dans la Partie 1 (section
2.3.2, équation (1-46)). Cette méthode de collooatippliquée aux conditions aux limites est

décrite en particulier dans [Bertoluzzal996].

1.2.5.2 Les ondelettes sur l'intervalle

Afin de respecter les conditions aux limites deidbilet sur tous les bords de I'objet étudié, on
peut construire des ondelettes dites «sur liméew [Auscher1993, Cohenl1993,
Meyer1991, Monassel998]. Ces ondelettes sont tejles chacune vérifie les mémes

conditions aux limites, et ce sur un support corhgafini. Par exemple, si I'on souhaite avoir

u|aQ =0, il faut arranger la base d’ondelettes, c’est+a-aialculer de nouvelles fonctions

d’ondelettes, de maniere a les rendre toutes nsillege bord. En 1D, avec des ondelettes de

Daubechies d’ordre 2, un exemple de résultat obéshprésenté figure 3.8 :
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Figure 3.8. a) Fonction d’échelle de Daubechiestitd? ; b) ¢) exemples d’ondelettes sur l'intelejabbtenues
pour l'intervalle [0 1] : b) ondelette pour I'extrété O ; c) ondelette pour I'extrémité 1 (issues de
[Monasse1998]).
Cependant, la construction de ces ondelettes ntxekes calculs assez longs, et, de plus,

elles ne sont applicables qu'a des géométries samialles qu’un rectangle en 2D.

1.2.5.3 Les ondelettes périodiques

Une autre solution classique est d'utiliser destattés périodiques. En 1D par exemple, cela
consiste a « joindre les bouts » du domaine ettaranne boucle, de maniere a avoir une
solution continue. La période de I'ondelette esPdeon voit sur la figure 3.9 (ot le domaine
est l'intervalle [0 8] ;j = 0, c’est-a-dire qu’on a une seule ondelette paré de mesure)
comment une ondelette présente sur un bord esiny@®é sur l'autre bord : 'ondelette rouge,
incompléte a gauche, se prolonge périodiquemenbitedde méme pour les ondelettes bleue

et noire :
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1.5 T T T

Figure 3.9. Schéma d'ondelettes périodiques : Bbgite noire, « inachevée » sur le bord droit,redopge sur
le bord gauche. Les suivantes (bleue et rouge)dengent de la méme maniére. Les autres ondelattdsur
support inclus dans le domaine étudié et n’onttyes®in d'étre périodisées.
Cette périodisation permet donc d’appliquer desditmms aux limites périodiques, sans
déformer la base d’ondelettes qui garde alors segriptés d’orthogonalité. En effet, V.

Perrier et C. Basdevant [Perrierl989] ont montrierguemplacant les ondelettes par leur
O =D P, (+2)
207

Wi =2 W (+2)

207

périodisées : , on obtient une analyse multirésolution de L([)- 1

périodique
La généralisation en 3D consiste a transformeoteaine en tore [Chauvin2005].

Cependant, cette solution n’est envisageable que ges phénomeénes périodiques, ou la

solution de I'équation prend la méme valeur sus tes bords.

En effet, si on l'applique a des conditions auxité®m de Robin (avec une équation de

diffusion dans un cas 1D), le résultat obtenu edadorme suivante :
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a) b)

Figure 3.10. Résultat trés grossier de I'équatienliffusion avec les conditions aux limites de Raoba) avec

des ondelettes périodiques ; b) avec la MEF standar

Nous observons une erreur dans la solution obtaoueord droit X = 8) : u|1 = u|8, ce qui

n'est pas le cas réellement (figure 3.10 b) : smubbtenue avec la MEF par COMSOL
Multiphysics™).

Ce choix a de plus deux inconvénients :

- La mise en place des conditions aux limites deicbliet nécessite des équations
supplémentaires a résoudre : en effet, comme ce dam conditions dites « essentielles »
(voir I'Annexe C), des multiplicateurs de Lagrarsgt a déterminer [Kunoth2001] : il s’agit
de coefficients inconnus supplémentaires, permetlanrendre les conditions de Dirichlet

nécessaires et suffisantes ;

- La fagon dont les ondelettes périodiques sonni@sf exige une géométrie simple. Si on
veut généraliser a des géométries complexes, diatién des ondelettes périodiques
risquerait d'étre plus difficile : il est facileeXtruder un parallélépipéde en tore, c’est plus

difficile avec une souris.

1.2.5.4 Les conditions de Robin et la méthode des domainfstifs

A cause des inconvénients des conditions de Daiahkentionnés ci-dessus, notre choix s'est
donc porté sur l'application des conditions auxitésr de Robin (3-1), et non celles de
Dirichlet extrapolées, en particulier parce qu&fient naturellement partie de la forme faible
de I'EDP (équation (3-15)), et qu'elles ne néoessitonc pas la résolution d'équations

supplémentaires avec les multiplicateurs de LagrdAgnexe C).

Pour pouvoir les appliquer a une géométrie irrégeali on utilise la méthode des domaines

fictifs, que nous avons déja présentée dans laosedt2.2, car elle est utile a une
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simplification du calcul des coefficients de conie&x Nous voyons ici les deux autres
intéréts de cette méthode, qui sont I'applicaties dndelettes dans une géométrie simplifiée,
et la vérification simple des conditions aux limit&n effet, les ondelettes sont directement
applicables a ce domaine régulier, et il suffitvéeifier ensuite les conditions aux limites a
l'intérieur.

Nous avons vu que la taille du domaiecréé est plus large del points (au niveau de
toutes les frontiéres, soit les 4 c6tés dans |2Bgsoul est la taille du support de I'ondelette.
En effet, le fait de rajouter des ondelettes aad#ds frontieres permet de conserver le
caractére orthogonal de la base d’interpolatiocpradition gu’il y en ait suffisamment : on a
besoin de toutes les fonctions de la base d'ondglgtii contiennent les points de la frontiere

0Q (voir la coupe en 2D figure 3.5). Dans I'exemplelessousM = 3, soitL = 5 (ondelettes
de Daubechies d'ordre 3)@t=[0 8] :

1.5 T T

0.5f !
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0 2 4
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SN—
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Figure 3.11. Schéma des ondelettes (chacune dewdifférente) utiles pour la résolution de I'EBdths tout le

domaine (1DX2 = [0 8] : élargissement d&v22 points de chaque cbté : en trait plein : ontledantérieures au

domaineQ ; en pointillés : ondelettes a rajouter Qipour le calcul dell et pour vérifier les conditions aux

limites.

La Figure 3.11 schématise des fonctions d’échefleDdubechies recouvrant le domaine
étudiéQ = [0 8] (on suppose une échelle de=21, donc on a une ondelette par unité de

mesure) et un intervalle supplémentaire de leetaill support de I'ondelette ; les fonctions en
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trait plein sont celles dont les valeurs non nuslest comprises dans [0 8], et les fonctions en
pointillés sont celles qui ont des valeurs nonewBurQ mais qui « débordent » : elles sont
donc utiles pour la vérification des conditions dimites, et donnent ainsi la taille du
domaine fictifQ’ = [-4 12]. On voit que ces fonctions en pointilléuffisent a recouvrir les

frontiéres, les suivantes (non schématisées) slanhen 0 et en 8.

Comme nous choisissons de travailler avec des ettélglet un maillage régulier, il faut faire
une approximation « carrée » des frontiéres du dwmetudié, de telle sorte que chacun des

intervalles de la frontiére approximée soit délénpar des nceuds du quadrillage :

/\ ’_,—,_T __l_l

a) b)

Figure 3.12. Schéma d’'une approximation d’une fesat: les intervalles formés par cette frontiggpraximée

sont délimités par des nceuds du quadrillage.

L'intégrale sur la frontieredQ (le 1* terme deL dans (3-16)) se calcule en sommant
intervalle par intervalle. Par exemple, si 'onfeaime a un domaine rectangulaire délimité par
les 4 bordsx = 0, x = Ly, y = 0 andy = L, l'intégrale surdQ (intégrale sur le contour
dl = dx+ dy) devient :
Ly
[@ 0 x0®;,, (xYdi=d;, (x=01;, (x=0)[ &) (Y, (Y
0Q y=0
LY
O, (x=L)®,, (x=L) [ @, ()P, (y)dy
y=0

L (3-30)
O, (y=0)b, (y=0)[ &, ()P, (Ydx

x=0

o, (y=L)®;, (y=1) j ®;, (XP;, (x)dx
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Si ces frontieres sont suffisamment grandsset L, supérieurs a la taille du support de

'ondelette), nous avons besoin des coefficientcal®exion calculés sur un support infini

(3-22) ; si nous avons un domaine avec des fra#tiplus petites, comme nous le verrons en
particulier dans la Bsimulation au Chapitre 3, les intégrales appaaaisdans (3-30) font

intervenir les coefficients de connexion sur unpgrpfini (3-23).

1.3 Conclusion sur la méthode et généralisation

Nous avons présenté dans ce Chapitre 1 une méttmdgalerkin-ondelettes appliquée a
'équation de diffusion. Dans le cadre du problédieect en tomographie optique de
fluorescence, connaissant les parameétres physdajuesilieu étudié, cette méthode consiste
a:

- définir une ondelettaux propriétés adéquates, en l'occurrence le ciest porté sur

I'ondelette de Daubechies d'ordre 3 ;

- définir le domaine fictifrégulier, dont la taille (plus grande) est défiper celle du

domaine initial et par la taille du support de tetfette ;

- définir une échelle’2c’est-a-dire une taille des mailles du quadr#laggulier, plus

ou moins fine selon le résultat souhaité ;

- calculer les coefficients de connexiatiles ((3-22) et (3-23) puis (3-29)) : cela peut

étre fait_de facon préalahleans connaissance de la géométrie étudiée ffitl détablir un

tableau de ces valeurs, puis de piocher celleaapus sont utiles selon la géométrie ;

- en déduire les coefficients de la matrices digliti®L et ceux de la matrio®.

Ces 5 étapes sont communes a toutes les positiges par la source et a tous les détecteurs.

Les étapes suivantes se font de facon séparéeesmarr source, détecteur par détecteur :

- calculer les coefficients du vecteur-sougce

- résoudre I'équation matriciellau = Qq et en déduire la densité de photans

Une fois ces résultats obtenus, la reconstructeut @tre faite, par une méthode ART, par une
méthode de décomposition SVD, ou par toute auttbedé. Cet algorithme a donc été testé
dans diverses situations, cela fait I'objet du Ghey2.

Résumons les avantages importants de cette méthode
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- Elle permet non seulement de gagner du tempsatteilgar rapport a la MEF

classique, grace a une discrétisation sur un dlaghi régulier, mais aussi une_facilité

d’'implémentation grace aux propriétés des ondelettes, a savoihdnormalite la compacité

du supportla multirésolution et surtout la séparabilitfui permet de passer en géométries 2D

et 3D de maniére tres simple avec des produit®tiets (équations (3-18) a (3-21)).

- De plus, la méthode des domaines fictifs permetalcul simplifié des coefficients de

connexion l'application immédiate des ondelettégéométrie simplifiée) et I'application

simple des conditions aux limites

Cette méthode est donc rapide a mettre en place ldatas de coefficients constants. Mais
'équation (3-15) pourrait se généraliser si l'omemd des parameétres physiques non

constants : en effet, si 'on@xetu, variables dans I'espace, on peut les écrire sotmine :

Dl :ual
D=| : | et 4,=| : |, avecN le nombre de nceuds définis dans le quadrillags. Ce

DN /'IaN
grandeurs sont supposées connues (mais nous posvopaser aussi qu’elles font partie des
parameétres inconnus, la méthode de résolutionEl@R’ reste la méme, comme le décrit en

particulier B. Kanmani [Kanmani2007]). La matrice dgiditéL (3-16) s’exprime alors sous
laformeL ={L}, ., :{ZI @, +[D,, 00,00, +,[:Ua(km¢1',k¢m} . A partir de
0Q Q Q k,?

la, si nous prenons par exemple le dernier tefrpgky,{)d%kdbw , deux cas se présentent :
Q

- Soit 4, ,, est constant sur 'intersection des supports ‘desi¢lettes®,, et @, ,

dans ce cas il suffit de calculer, pour chaque leolp/ ), la valeur de/,la(kv,;)dej,dej,, ;
Q

- Soit 4, ,, n'est pas constant sur cette intersection, darsaseon suppose qu'il est

constant par morceaux de taille 1 (c’est-a-direstamt sur [0 1], sur [1 2], etc.); on le
décompose dans une base d'ondelettes, qui peuliffénente de celle choisie pour I'espace
d’approximation : il s’agit généralement de l'onetéd de Haar (décrite dans la Partie 2,

Chapitre 1, figure 2.1), appropriée a ce problemesque le parameétre est constant par

morceaux L, =Z/,1a( w.m@ 1.me AVECO,. - la fonction d’échelle de Haay (est le facteur
m

151



d’échelle choisi em le facteur de translation). Ainsi l'intégrale alatder se met sous la

1
somme d’intégrales de produits de 3 ondelett_fe,saik’dej’dej,,{ = z:l'la(k,/,m)_[@ PP,
Q m 0

Nous ne détaillerons pas plus cette méthode, eidle décrite par S. Dumont dans

[Dumont1996] avec une application a I'opérateutadtcite. Remarquons qu’elle nécessite le
1

calcul d'intégrales du typg(ej.jmdb‘j’})db‘j?) , C’'est-a-dire des coefficients de connexion plus
0

complexes que ceux présentés dans ce Chapitriedlésaeégalement par S. Dumont.
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Chapitre 2

Simulations en 2D et 3D : résultats et
comparaison avec la MEF polynomiale

1.4 Description et parametres

Trois simulations en 2D sont présentées dans geitohaElles mettent en jeu 3 géométries
différentes, tout d’abord un rectangle simple, purigectangle avec une discontinuité simple,
et enfin une géométrie plus complexe se rapprodafiantdemi-cercle. Une simulation en 3D

est présentée ensuite, mettant en jeu un simpk cub

Les trois étapes de calcul sont les suivantes, gmagune des géométries :

* La simulation des mesures de fluorescancéroir Partie 1).

» La modélisation, c'est-a-dire le calcul des f@mmguy, etgmm (définies dans la Partie 1).

* La reconstruction, effectuée en paralléle panédhode ART ou par la méthode SVD (Partie
1 section 2.4).

Remarque : il n'y a pas de normalisation a fairesic les mesures simulées, puisque I'on est

dans le cadre de simulations et non de validatapgrimentales (voir la Partie 2 Chapitre 2).

1.4.1 Géomeétries

* Le rectangle simple permet de valider I'algorithaiu probleme direct avec les ondelettes,

qui sont facilement applicables a cette géomémie 2

» La deuxiéme simulation teste la robustesse deéelettes vis-a-vis d’'une géométrie non

rectangulaire.
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» La derniere géométrie permet de tester les adefiis de connexion sur un intervalle fini,
car les frontieres ont été choisies de maniéreeadit taille petite par rapport au support de
I'ondelette choisie, a savoir celle de Daubechiesdde M = 3, de support [0 5].

* Le cube permet de valider simplement 'algorithda@s un cas 3D.

Les 3 géométries 2D, étant de taille comparablet, glongées dans le méme domaine fictif, a
savoir un rectangle de taille supérieure a celleedtangle étudié (43 cnf). Comme nous
l'avions présenté dans le Chapitre précédentjlla tie ce domaine fictif varie en fonction de

I'échelle 2 choisie : le support & rajouter est de tailll{2)x 2, et ce pour les 4 cotés.

Si M = 3 etj = -3, les grandeurs maximales des géométries dmH 3 cnt, la taille du
rectangle fictif est alors (42(4X 1/8))X (3+2x (4% 1/8)) = 5x4 cnf (voir la figure 3.13).

Notons que pour= 0, il y a une fonction d'interpolation par cnckélle 2 = 1), c’est-a-dire

une seule maille par cm ;jsk -3, il y a une 2= 8 fonctions (8 mailles) par cm.

1.4.2 Simulation des mesures et parameétres physiques

Afin d’obtenir les signaux simulés d’émission, atilise la Méthode des Eléments Finis de
COMSOL Multiphysics™. Pour simuler les positiongsps par la source, le modéle classique
(voir la Partie 1 sections 1.3 et 2.3.4) permettentiécrire l'interaction entre le milieu et la

source est de considérer un point source isotrdpelidtance— (ou L est le coefficient de

S
diffusion réduit) de la frontier@Q . Pour simplifier, la source prend ici des posisicur des
nceuds du quadrillage (figure 3.13), mais une géirétian a n'importe quelle autre distance
est possible par des calculs d’interpolation det&tion source) sur les nceuds voisins.

Les parametres physiques choisis pour ces simngasontD = 0.0327 cm (constante de

diffusion), za = 0.2 cm® (coefficient d’absorption), et la fonction sourgeest définie par
J'q(r)J(r —-t.) =1, c’est-a-dire queg = 1 sur le nceuds de la source, 0O ailleursfzé

(facteur multiplicatif pour les conditions aux lis).

Pour chacune des trois simulations 2D, deux zotiggicqgies fluorescentes simulent les
fluorophores a reconstruire. Pour la simulation 8Be zone ellipsoidique fluorescente simule

le fluorophore a reconstruire.
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Figure 3.13. Schéma des 3 simulations 2D et dierlalation 3D effectuées ; ellipses grises / elligso: zones
fluorescentes ; en 2D : points noirs en bas : jpositde la source, points gris sur la surface seér :

détecteurs.

1.4.3 Maillage et résolution du probléme direct

Pour le modele direct, dans le cas d’'une méthodeaderkin-ondelettes, le domaine fictif est
divisé selon un quadrillage régulier. On choisffatents niveaux d’approximatiorj = -2, -3
et -4 (soit respectivement 4, 8 et 16 mailles pay € ce dans toutes les dimensions). Dans le

cas dg = -3 par exemple (celui présenté sur la figurdB.an a 2 = 8 mailles pour 1 cm.

D’autre part, on utilise le logiciel COMSOL Multigkics pour résoudre ce méme probleme
direct avec des Eléments Finis polynomiaux (MEmdaad), de maniére a comparer les
résultats de maniére qualitative et quantitativestea-dire au niveau du temps de calcul). La
finesse du maillage COMSOL Multiphysics est chodgetelle sorte que le nombre de noeuds
soit a peu pres égal a celui du quadrillage deselettds, et ce pour les 3 niveaux
d’approximation (comme nous l'avions vu dans latiBa, il n’est pas aujourd’hui possible
de régler le nombre de nceuds de maniere exacteGaRESOL Multiphysics, il s’agit donc

d’un ordre de grandeur).

Apres le calcul et le stockage des coefficientscdenexion nécessaires a la résolution du
probleme direct pour une géométrie quelconque atcule la matrice de rigidité et on résout
'équation (3-5) pour chacune des positions de darce et chacun des détecteurs. Les

fonctionsuy, etgmm définies dans les Parties précédentes, sontedtiraées.
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Avant de reconstruire, il faut définir un maillagegulier commun pour toutes les positions de
la source et tous les détecteurs. Il n'est pasibekdle faire dans le cadre d’'une méthode de
Galerkin-ondelettes, puisque comme nous I'avondigud plus haut, un quadrillage régulier
est choisi des le début, de maniére commune. Rarecalans le cas d’'une résolution du
probleme direct par COMSOL Multiphysics, les réstdt doivent étre extrapolés sur un
guadrillage régulier, qui est d’ailleurs le méme aqelui défini pour la méthode de Galerkin-
ondelettes.

1.4.4 Résolution du probleme inverse

A partir des mesures simuléas et des résultats du modeéle diragetgmm on cherche donc
a reconstruire le paramétf&r), proportionnel a la concentration en fluorophof@guation
(1-38) de la Partie 1).

Les deux méthodes de reconstruction présentéedalBastie 1 (section 2.4) ont été choisies
pour résoudre le probléme inverse dans le cas damBations 2D : tout d’'abord la méthode
itérative ART (Algebraic Reconstruction Techniqug)j avait été également appliquée dans
la Partie 2 ; puis en second lieu une méthode dendgosition en valeurs singulieres (SVD :
Singular Value Decomposition), envisageable dansasnen 2D car les matrices impliquées
sont suffisamment petites pour les traiter aveddestions MATLAB. L'intérét de la SVD
par rapport a 'ART est qu’il s’agit d'une méthodgacte et non itérative. De plus, elle est
plus rapide : en effet, elle met de I'ordre de quek secondes (par exemple entre 2 et 3
secondes dans le cas de 1% dimulation avec une échelle moyennement fireg8)), tandis
gue 'ART donne un résultat similaire aprés quetquentaines d’itérations, sur une durée

d’environ 15 secondes (dans le méme cas).

Dans le cas de la simulation 3D, seule 'ART awdiisée pour la résolution du probléme

inverse.

Les résultats présentés sont donc obtenus aprésstaaction. Les images de la distribution
du paramétrgs, proportionnelle a la concentration en fluoropsoreont représentées selon

des niveaux de gris dans les figures de résuliaité6 arbitraires avec normalisation).
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1.5 Simulation d’'un rectangle simple
Voici maintenant les détails et les résultats aldguour chacune des simulations.

La premiére simulation effectuée met en jeu un Enmpctangle, de taille 43 cnf. On
choisit 14 positions de source (points noirs suiidare 3.14) et 14 détecteurs (points gris),
placés sur la frontiere supérieure de I'objet (onute une barette de détecteurs située au-
dessus). Deux zones elliptiques de fluorescendentées de fagon différente, sont intégrées

au cceur de l'objet.
Y a

300000000 000000

y=1.25cm

y=0.75cm

0 4 X

»
|

Figure 3.14. Schéma de la simulation d’'un simp&tamegle ; 2 zones elliptiques : fluorophores siraylgoints
noirs : sources ; points gris : détecteurs ; regieaaxtérieur : domaine fictif & I'échellé®2 quadrillage :
maillage régulier a I'échelle®(8 noeuds par cm) ; en rouge : coupes effectyée® (75 cm ey = 1.25 cm)
pour le résultat du probléme direct.
Le probleme direct est résolu par deux méthoddérdiites en paralléle : Galerkin-ondelettes
et MEF standard (COMSOL Multiphysics). Trois nivealiapproximation dans le choix de
la finesse du quadrillage ou du maillage (2, -3 et -4 dans le cas de Daubechies, le rembr

de noeuds choisi est a peu prés équivalent daas ldecCOMSOL Multiphysics).

Le nombre de nceuds a l'intérieur du rectangle @strohiné paN, X Ny, avecNy = 4X 21+1 le
nombre de nceuds selon la directigret N, = 3x27+1 le nombre de nceuds selpnAinsi,
pourj = -4, le quadrillage est trés fin, et pgur -2, il est grossier. Comme on travaille sur le

domaine fictif, il faut rajouteNy = Nys = 2x4 nceuds dans les 2 dimensions.

Les trois échelles du quadrillage nous permettetitenir le nombre de mailles suivant dans
le domaine fictif (ce sont les mémes valeurs pesii2 autres simulations, puisque ce domaine

fictif est commun) :
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j NNy Ny+Nys Niotal
-2 17+8 13+8 525
-3 33+8 25+8 1353
-4 65+8 49+8 4161

Tableau 3.1. Nombre de nceuds dans le quadrilldge Bé&chelle choisie.

Afin de comparer les modéles directs obtenus paHEkx de COMSOL Multiphysics et les
ondelettes de Daubechies d’autre part, nous avosisiae tracer des coupes sejon 0.75

cm et 1.25 cm, c’'est-a-dire a 0.5 cm et a 1 cmadsolrce. En effet, 'approximation de la
diffusion que I'on a faite ici ne nous permet pascdmparer directement la valeurwdout
prés de la source, assimilée a une fonction decDMaus présentons donc figure 3.15 des
exemples de résultats du probléme direct obtenusgsadeux méthodes, tout d’abord pour un
niveau d’approximation dg= -2 (quadrillage et maillage grossiers), puissdan 2 temps
pourj = -4 (maillage fin), ou I'on superpose égalemantnodéle analytique, obtenu en
supposant avoir un milieu semi-infini (voir la Rarl équation (1-41) qui peut étre résolue a
un milieu semi-infini en 2D [Arridge1992]) : en eff on observe le résultat pour une source

placée en plein milieu de la base inférieure dbjéb(la source n°8), ce qui permet de faire

I'hypothése de bords verticaux éloignés, et donin anilieu supposé semi-infini.
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y=0.75cm ; ux srce8 ; j=-2 y=1.25cm ; ux srce8 ; j=-2

1.4 0.07
1.2 0.06

1 0.051
08F 0.04}
08 0.03-
0.4 0.021
0.2 0.01F

% o5 1 15 2 2§ 3 35 4 % o5 1 15 2 25 3 35 4

noir : modéle analytique ; bleu : MEF ; rouge : Daubechies noir : modéle analytique ; bleu : MEF ; rouge : Daubechies
a) b)
y=0.75¢cm ; ux srce8 ; j=-4 y=1.25¢m ; ux srce8 ; j=-4

1.4 T T T 0.07 T T T

0.8F B 0.04r

0.6r B 0.03r-

0.2r B 0.01r

| | | I |

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

noir : modele analytique ; bleu : MEF ; rouge : Daubechies noir : modele analytique ; bleu : MEF ; rouge : Daubechies
c) d)

7

I T 0 I |

0 l |

Figure 3.15. Exemples de modéle direct : valeuns,abtenues pour 1a°8°position de la source : courbe

noire : résultat obtenu avec un modéle analytiquairbe rouge : résultat obtenu avec Daubechiesrbe

bleue : résultat obtenu avec COMSOL Multiphysiceaillage équivalent ; g)= 0.75 cmj = -2; b)y = 1.25

cm,j=-2;c)y=0.75cmj =-4; d)y = 1.25 cmj = -4.

La figure 3.15 montre que plus le quadrillage chpwur les ondelettes est fin, plus les
résultats obtenus avec Daubechies sont procheguwe de COMSOL Multiphysics et du
modeéle analytique. Avec un quadrillage grossienii2ghies se rapproche plus du modeéle
analytique lorsque 'on est assez proche de lacsofir= 0.75, figure 3.15. a)) que lorsque

'on s’en éloigney = 1.25, figure 3.15. b)).
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La reconstruction est effectuée également par deéthodes en parallele : ART et SVD.

Nous aurons donc au total 4 figures de résultatoraparer, pour chacun des niveaux

d’approximation.

Les reconstructions de la distribution du paramgtrsont représentées sur les 3 jeux de

figures suivantes en niveaux de gris :

[ |
[
a) b)
Galerkin-ondelettes / ART MEF / ART
[
) d)
Galerkin-ondelettes / SVD MEF / SVD

Figure 3.16] = -2. Résultats apres reconstruction : a) modé@isgar une méthode de Galerkin-ondelettes,
reconstruction par ART ; b) modélisation par la M&&ndard (COMSOL Multiphysics), reconstruction par
ART ; ¢) modélisation par une méthode de Galerkidedettes, reconstruction par SVD ; d) modélisapianla
MEF standard (COMSOL Multiphysics), reconstructpar SVD.
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a) b)
Galerkin-ondelettes / ART MEF / ART

c) d)
Galerkin-ondelettes / SVD MEF / SVD

Figure 3.17] = -3. Résultats apres reconstruction : a) mod@isgar une méthode de Galerkin-ondelettes,
reconstruction par ART ; b) modélisation par la Mé&ndard (COMSOL Multiphysics), reconstruction par
ART ; ¢) modélisation par une méthode de Galerkidedettes, reconstruction par SVD ; d) modélisatianla
MEF standard (COMSOL Multiphysics), reconstructpar SVD.

a) b)
Galerkin-ondelettes / ART MEF / ART

c) d)
Galerkin-ondelettes / SVD MEF / SVD

Figure 3.18] = -4. Résultats apres reconstruction : a) modé@isgar une méthode de Galerkin-ondelettes,

reconstruction par ART ; b) modélisation par la MéE&ndard (COMSOL Multiphysics), reconstruction par
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ART ; ¢) modélisation par une méthode de Galerkidedettes, reconstruction par SVD ; d) modélisapianla
MEF standard (COMSOL Multiphysics), reconstructmar SVD.

Nous remarquons dans ces reconstructions que ¢eofinore de droite est moins bien
reconstruit que celui de gauche ; cela est ddiagda la résolution dans la directignc’est-
a-dire la direction perpendiculaire a I'axe soudétecteur, est moins bonne que dans la
directionx : il y a une moins bonne sensibilité en profondelast-a-dire que les fluorophores
placés trop loin des sources et des détecteursnsainteconstruits. Cet effet est d’ailleurs
confirmé dans la reconstruction & I'échelle grassig?, avec un modéle calculé par la
méthode de Galerkin-ondelettes, figure 3.16 a))etle fluorophore de gauche est mal
reconstruit au centre, c’est-a-dire dans la péatiglus éloignée des sources et détecteurs. En
revanche, avec un modele calculé par la MEF, langcuction est meilleure pour cette

échelle grossiére. Nous voyons dans ce cas laationt de la méthode avec Daubechies.

En dernier lieu, nous présentons une estimatiotewiyps mis pour la résolution du probleme

direct, dans les 6 cas :

=2[j=-3]j=4

Daubechies3 0.6 2 13

COMSOL Multiphysics| 160 | 140 180

Tableau 3.2. Temps estimé (en secondes) pourdalahl modéle direct.

Cette estimation est faite de facon assez grogs@rkes fonctionsi ¢ ett oc de MATLAB.

Contrairement a la méthode présentée en Partiee®t difficile de faire une estimation du
nombre d’opérations (en termes informatiques) eféet, I'étape importante que I'on a dans
COMSOL Multiphysics et qui est absente dans la ou#hde Galerkin-ondelettes, est la
création du maillage triangulaire, et il est diticd’estimer le nombre d’opérations réelles

impliquées dans cette étape...

1.6 Simulation avec une irrégularité simple

Pour cette deuxieme géométrie, nous proposonsjdeten une discontinuité sur le simple

rectangle défini précédemment :
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Figure 3.19. Schéma de la simulation d’un rectaagt irrégularité ; 2 zones elliptiques : fluoropts
simulés ; points noirs : sources ; points gristediurs ; rectangle extérieur : domaine fictigahelle 2°;
quadrillage : maillage régulier a I'échellé @8 noeuds par cm).
Le domaine fictif est le méme que celui du rectangl savoir un rectangle de dimensions
5X 4 cnf. Voici, comme dans le cas précédent, un exempl@sidtat du probléme direaj
obtenu par les deux méthodes, Daubechies et COM@Wliphysics (coupe selop = 0.75
cm, niveaux d’approximatioj = -2 et -4; comparaison avec le modeéle analytique
lirrégularité de la géométrie ne permet pas de maner avec un modeéle analytique d’'un

milieu semi-infini poury = 1.25) :

y=0.756m ; Ux srced ; j=-2 y=0.75cm ; ux srce8 ; j=-4
147 14 , , , ,
12t 12 b
1r 1 il
0.8F 0.8+ 1
0.6F o6l |
0.4F 0.4} b
0.2r 0.2F b
% 05 1 15 2 25 3 35 4 0 : . ' ; ! s '
- : - 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

noir - modele analytique ; bleu : MEF ; rouge - Daubechies noir : modéle analytique ; bleu ; MEF ; r;:uge : Daubechies

a) b)

-

Figure 3.20. Exemples de modéle direct : valeuns,abtenues pour 1a°8°position de la source : courbe

noire : résultat obtenu avec un modéle analytiquairbe rouge : résultat obtenu avec Daubechiesrbe
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bleue : résultat obtenu avec COMSOL Multiphysiesaillage équivalent ; @)= 0.75 cmj = -2; b)y = 0.75
cm,j =-4.
Cette comparaison permet de montrer, comme suimalaion précédente, que plus le
maillage est grossier, plus le pic obtenu par COM3\ultiphysics s’écarte du modele
analytique (ce que nous avions également obsemsg ks résultats Partie 2 Chapitre 2),
tandis que le résultat obtenu avec Daubechies pesthe au niveau du sommet du pic.

Les résultats obtenus apres reconstruction somtséspsur les 3 figures suivantes :

=
Galerkin- ondelettes !/ ART MEF !/ ART
B mm =
[]
1l
c) d)
Galerkin-ondelettes / SVD MEF / SVD

Figure 3.21j = -2. Résultats apres reconstruction : a) modé@ispar une méthode de Galerkin-ondelettes,
reconstruction par ART ; b) modélisation par la Mé&ndard (COMSOL Multiphysics), reconstruction par
ART ; ¢) modélisation par une méthode de Galerkidedettes, reconstruction par SVD ; d) modélisatianla

MEF standard (COMSOL Multiphysics), reconstructpar SVD.
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a b)
Galerkin—o)ndelettes /| ART MEF / ART

. - .

c) d)
Galerkin-ondelettes / SVD MEF / SVD

Figure 3.22] = -3. Résultats apres reconstruction : a) modé@isgar une méthode de Galerkin-ondelettes,
reconstruction par ART ; b) modélisation par la Mé&ndard (COMSOL Multiphysics), reconstruction par
ART ; ¢) modélisation par une méthode de Galerkidedettes, reconstruction par SVD ; d) modélisatianla
MEF standard (COMSOL Multiphysics), reconstructpar SVD.

irgiiry

a) b)
Galerkin-ondelettes / ART MEF / ART

., "T

c) d)
Galerkin-ondelettes / SVD MEF / SVD

Figure 3.23j = -4. Résultats apres reconstruction : a) modé@ispar une méthode de Galerkin-ondelettes,

reconstruction par ART ; b) modélisation par la M&&ndard (COMSOL Multiphysics), reconstruction par
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ART ; ¢) modélisation par une méthode de Galerkidedettes, reconstruction par SVD ; d) modélisapianla
MEF standard (COMSOL Multiphysics), reconstructmar SVD.

Au niveau de la qualité de la reconstruction, paait qu'un probleme direct résolu avec les

ondelettes permettent une meilleure résolutionf(saur le niveau d’approximation= -2) :

les 2 fluorophores sont globalement mieux sépar@ue finement reconstruits qu’avec une

modélisation faite par COMSOL Multiphysics.

Les calculs du probleme direct ont mis les tempsasts :

=2]j=-3]j=4

Daubechies3 0.9 4 40

COMSOL Multiphysics| 82 | 160| 190

Tableau 3.3. Temps estimé (en secondes) pourdalahl modéle direct.

Pour un maillage tres fin € -4), nous voyons que la méthode de Galerkinletids est
beaucoup plus lente que pour un maillage grossielque la différence de temps avec
COMSOL Multiphysics est plus faible : cela estalicode MATLAB qui n’est pas optimisé.
En effet, pour calculer le terme de frontieres, gsti la somme de tous les termes obtenus
frontiere par frontiere (voir Chapitre 1 I'exempiie I'équation (3-30)), il faut créer des
boucles dans le logiciel, ce qui n'est pas du ¢gtimal en temps de calcul informatique ; ces
boucles mettent d’autant plus de temps que le agallest fin, puisqu’il y a plus de
coefficients a calculer). Si la méthode était déppke dans un langage plus adapté (langage
C par exemple), ces problemes de boucles devrpmntoir étre gérés de facon beaucoup

plus rapide.

1.7 Simulation se rapprochant du demi-cercle

Dans le but de se rapprocher d’'une géométrie compla 3 simulation met en jeu une
géométrie encore plus discontinue (figure 3.24)dbeaine fictif est toujours le méme que

celui de la $®simulation. 15 positions de source et 7 détectsoms considérés.
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Figure 3.24. Schéma de la simulation d’un rectaagt irrégularité ; 2 zones elliptiques : fluoropts
simulés ; points noirs : sources ; points gristedi&urs ; rectangle extérieur : domaine fictigatelle 23 ;
quadrillage : maillage régulier a I'échellé @8 noeuds par cm).
Voici, comme dans les cas précédents, un exempitésidtat du probléeme direaj obtenu
par les deux méthodes, Daubechies et COMSOL Muyiipk (coupe selog = 0.75 cm,

niveaux d’approximatiop= -2 et -4 ; comparaison avec le modéle analyjique

y=0.75cm ; ux srce8 ; j=-2 y=0.75cm ; ux srce8 ; j=-4

0.8+ 0.8+ q
0.6 0.6 q
0.4+ 0.4+ q
0.2 0.2 q

0 . . . . . ) 0 . . . . .

0 05 1 1.5 2 25 3 3.5 4 0 05 1 1.5 2 25 3 3.5 4

noir : modeéle analytique ; bleu : MEF ; rouge : Daubechies noir : modeéle analytique ; bleu : MEF ; rouge : Daubechies
a) b)

Figure 3.25. Exemples de modéle direct : valeuns,abtenues pour 1a°8°position de la source ; courbe
noire : résultat obtenu avec un modéle analytiquairbe rouge : résultat obtenu avec Daubechiesrbe
bleue : résultat obtenu avec COMSOL Multiphysiesaillage équivalent ; @)= 0.75 cmj = -2; b)y = 0.75

cm,j =-4.

Et voici les résultats obtenus aprés reconstruction
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mly

a) b)
Galerkin-ondelettes / ART MEF / ART

c) d)
Galerkin-ondelettes / SVD MEF / SVD

Figure 3.26] = -2. Résultats aprées reconstruction : a) modé@isgar une méthode de Galerkin-ondelettes,
reconstruction par ART ; b) modélisation par la MéE&ndard (COMSOL Multiphysics), reconstruction par
ART ; ¢) modélisation par une méthode de Galerkidedettes, reconstruction par SVD ; d) modélisatianla
MEF standard (COMSOL Multiphysics), reconstructpar SVD.

o

Galerkin-ondelettes / ART MEF / ART
a) b)

Oh, I

Galerkin-ondelettes / SVD MEF / SVD
c) d)

Figure 3.27] = -3. Résultats apres reconstruction : a) modé@isgar une méthode de Galerkin-ondelettes,

reconstruction par ART ; b) modélisation par la M&&ndard (COMSOL Multiphysics), reconstruction par
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ART ; ¢) modélisation par une méthode de Galerkidedettes, reconstruction par SVD ; d) modélisapianla
MEF standard (COMSOL Multiphysics), reconstructmar SVD.

L

HH‘- f'4|W

Galerkin- ondelettes | ART MEF / ART
b)

By o

Galerkin-ondelettes / SVD MI%F / SVD
Figure 3.28] = -4. Résultats,C)aprés reconstruction : a) modéisgar une)méthode de Galerkin-ondelettes,
reconstruction par ART ; b) modélisation par la Mé&ndard (COMSOL Multiphysics), reconstruction par
ART ; ¢) modélisation par une méthode de Galerkidedettes, reconstruction par SVD ; d) modélisatianla

MEF standard (COMSOL Multiphysics), reconstructpar SVD.

Les résultats de reconstruction sont, dans cefttmilafion, trés comparables entre les 2
méthodes de résolution du probleme direct, MEFatk2chies. On voit ici que dans le cas de
I'échelle grossiéere (figure 3.26), la méthode S\ihie un meilleur résultat que I'ART : les

figures 3.26 c) et d) montrent bien 2 fluorophoséparés, dans les 2 cas de résolution de

probleme direct.

Les temps de calcul sont, pour le probleme direct :

j=2[j=3]j=4

Daubechies3 1.5 6 80

COMSOL Multiphysics| 66 | 71| 90

Tableau 3.4. Temps estimé (en secondes) pourdalahl modéle direct.

La remarque faite pour la simulation précédentdestemps de calcul plus élevé dans le cas

dej = -4 est valable également ici. La différence emps entre les 2 méthodes se reduit
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encore plus, car les boucles sur les frontieres plus longues (il y a plus de frontieres

élémentaires dans cette géométrie).

1.8 Simulation d’un simple cube

Cette simulation a permis de valider I'algorithmang un cas 3D et donc d'appliquer les
produits tensoriels d’ondelettes dans une dimensigrérieure aux cas précédents. Nous

avons choisi une échelle grossigre,-2, ce qui donne un maillage d’environ 4000 nseud

Voila les résultats obtenus apres la reconstrueftactuée avec la méthode ART :

Figure 3.29j = -2. Résultats apres reconstruction : a) modéispar la MEF standard (COMSOL
Multiphysics) avec un maillage de ~4000 nceuds,rsttaction par ART ; b) modélisation par une méthdd
Galerkin-ondelettes (~4000 nceuds), reconstruc#&ART ; ¢) modélisation par la MEF standard (COMSO

Multiphysics) avec un maillage plus grossier (~200€uds), reconstruction par ART.

On compare ici les résultats obtenus entre une lisatdén avec ondelettes et une
modélisation avec MEF standard, avec 2 degrés dssigreté de maillage différents. Les

temps de calcul sont, pour le probléme direct :

j=2
Daubechies3 ~23 secondes
COMSOL Multiphysics ~15 minutes

COMSOL Multiphysics avec maillage plus grossier14 minutes

Tableau 3.5. Temps estimé pour le calcul du modiébet.
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On voit que, méme avec un maillage plus grossienetqualité de reconstruction dégradée,
le probléme direct met beaucoup plus de temps sititine la MEF standard a la place des

fonctions d’échelle de Daubechies.

Dans le cadre de cette simulation-la, nous avorsurée’erreur quadratique faite apres la

reconstruction entre le résult@. . ... €t 1S mesures au niveau des détectgyrs notée

ﬁ reconstruit ﬁ obJ|
2
[Boss|

2
.

&

Daubechies3 1.68 %

COMSOL Multiphysics 5.98 %

COMSOL Multiphysics avec maillage plus grossi®&.05 %

Tableau 3.6. Erreur quadratique a la reconstruction

1.9 Discussion

Les résultats ont montré que globalement, la résolwu probléme direct avec Daubechies
donne la méme qualité de reconstruction qu'aveMiE standard, et peut méme parfois
'améliorer, lorsque I'on est a des niveaux d’apgpmmation fins { = -3 et -4 dans le cas des

simulations 2D). Ces qualités de reconstructiont @mmparables pour les 2 méthodes de
reconstruction, ART et SVD.

La comparaison des résultats apres le problemetditeavant la reconstruction (valeurs de

Uy) permet également d'’illustrer la qualité de la moéle.

L'utilisation d’'une échelle grossiere (en 2D) mentoutefois la limite des ondelettes par
rapport a la MEF standard dans certains cas. CGala &re d( au fait que, dans ce travail,
nous n'avons pas affiné les mailles du quadrillagéour de la source. En effet, la MEF

standard de COMSOL Multiphysics™ affine automatmmeat le maillage autour des

singularités, telles qu’un point-source, ce quinpelrde gagner en précision. La méthode de
Galerkin-ondelettes peut également le faire, engredes fonctions d’échelle a des échelles
différentes (voir le Chapitre 1, section 1.1.2ufig 3.2), mais nous ne l'avons pas testé ici : il
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serait intéressant de prendre par exemple un nigegsier dans I'ensemble de I'objgt(-

2) et une échelle plus fing=£ -3 ou -4) pour les mailles autour de la source.

Au niveau du temps de calcul, I'estimation faitertme I'intérét important de la méthode de
Galerkin-ondelettes par rapport a la MEF stand@edplus, si nous choisissons d’augmenter
le nombre de positions de sourdds et le nombre de détecteuly pour une meilleure
précision dans le résultat, le temps de résolution probléeme direct avec COMSOL
Multiphysics sera directement proportionnel a cenbiee NstNg, tandis que le temps de
résolution par les ondelettes sera quasiment leeméen effet, les étapes les plus longues
sont, comme nous I'avons étudié précédemment, ikage et la construction des matrices, et

elles sont communes a toutes les sources et toagiecteurs.

En ce qui concerne le conditionnement de la mathcegidité, celui de la matrice de rigidité
obtenue avec les fonctions d’échelle de Daubectiest pas optimal (il est de I'ordre de 200
ou 300 dans le cas du rectangle simple, compaeab&dui de la matrice de rigidité obtenue
avec COMSOL Multiphysics) : il faudrait par la uppréconditionner cette matrice grace au
préconditionneur diagonal formé par les fonctioimdelettes [Beylkin1993, Monasse1998].
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Conclusion de la Partie 3

Nous avons présenté sans cette Partie 3 une médltedaative a la Méthode des Eléments
Finis, la méthode de Galerkin-ondelettes, utilidastfonctions d’échelle de Daubechies, et
appliguée a I'équation de diffusion pour le probdemirect en tomographie optique de

fluorescence.

Cette méthode, plus rapide que la MEF standardynaél une qualité comparable dans les

reconstructions de fluorescence.

Plusieurs simulations 2D et une simulation simpl2 @t permis de valider l'intérét et

I'efficacité de la méthode. Il reste cependant ques$ points a aborder afin de la généraliser :

- Des simulations en 3D plus complexes (irrégudardans la géométrie) permettraient de
valider la méthode dans des situations plus prodtesl’application directe en

tomographie optique ;

- Une généralisation de I'équation de diffusion@des parametrd3 etu, non constants
reste a mettre en place ; cela peut étre possiklela décomposition de ces paramétres
en ondelettes de Haar (méthode présentée Chagtretibn 1.3 et dans [Dumont1996]),
ou avec la méthode MORTAR [Bertoluzza2001], qui siste a faire de la
décomposition de domaine sans recouvrement ; lesmogénéités a lintérieur de

I'objet (et donc de la souris) peuvent ainsi étagédes.

Afin d'utiliser les propriétés des ondelettes denmaege optimale, il serait de plus intéressant

d’élargir la méthode a :

- des_espaces d’approximation adapédm d’appliquer les propriétés multi-échellesu:

lieu de définir un unique espace d’approximatiom,dgfinit des sous-espaces adaptés
élémentaires, a échelles différentes selon lagmescherchée. Un algorithme adaptatif
de résolution d’EDP [Chiavassal997] est tout adiailicable a notre probléme ;

- un systeme résolu en tempsi on généralise la méthode a I'équation deuditin

temporelle, 'EDP peut étre résolue avec une disation temporelle en plus d'une
discrétisation spatiale. En effet, la méthode de®m-ondelettes repose sur la double
localisation des ondelettes, physique et spectreddte derniére pourrait étre exploitée

de maniere plus approfondie, dans un tel systempdeel, en utilisant par exemple un
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préconditionnement de la matrice de rigidité damddse des fonctions d’ondelette,

avant I'approximation dans la base des fonctioéshille [Charton1995, Jaffard1992].

En conclusion, la méthode peut tout a fait étreégdlisée a des géométries complexes, et
également a des équations plus complexes que della diffusion en systeme continu,

comme par exemple a I'équation de diffusion temipare

174



Conclusion générale

En tomographie optique diffuse de fluorescencerdédleme mathématique est décomposé en
deux étapes : le probleme direct et la reconstucsi I'étape de reconstruction est rapide (de
'ordre de quelques minutes au maximum), cela npest le cas du probléme direct, qui, si

'on souhaite une bonne précision dans les résuéitine bonne robustesse vis-a-vis de la
géomeétrie étudiée, en particulier en 3D, nécessitéron une heure de calcul au travers de la

Méthode des Eléments Finis.

Le but de cette thése étant d’accélérer la résolutiu probléme direct, c’'est-a-dire en
particulier la résolution numérique de I'EquatiamxeDérivées Partielles de diffusion, deux

meéthodes ont été développées :

- Dans un premier temps, la MEF a été conservéen gt a appliqué une méthode de
réduction de modele afin de réduire le nombre dai@ns dans la résolution des équations :
cela a eté effectué a l'aide d'une décompositios whatrices, impliquées dans I'EDP, en
ondelettes de Haar. Cette méthode a permis tobbdiade garder I'avantage principal de la
MEF, a savoir un maillage adapté aux inhomogénéit@aix irrégularités des frontieres de la
géométrie étudiée, puis de réduire le temps deulcatut en conservant, voire en améliorant,
la qualité de reconstruction dans certains casHemsissant une base d’ondelettes de Haar a
I'échelle 2, les résultats montrent une meilleure finesse eonstruction qu’avec un
maillage grossier en Eléments Finis ; en choistssag base & I'échelle’ 2a résolution de
I'équation de diffusion nécessite environ 80 foigims d’opérations gu’avec un maillage fin,

et permet d’obtenir une reconstruction grossieres siAfisante.

Cette méthode ayant pu accélérer le probleme diectiveau de la résolution de I'équation
mais non pas au niveau de la construction du rgail(gui est également assez codteuse en

temps de calcul), une deuxieme méthode a été pgepos

175



- Il s’agit de la méthode de Galerkin-ondelettesthnnde déja trées connue en théorie et
appliguée a de nombreux domaines. Plus rapide ajEF, elle permet non seulement de
s’affranchir de I'étape de la construction d'un iagie, mais elle est également rapide et
facile a implémenter: en effet, les bases d’imdkfpon polynémiales de la MEF sont
remplacées ici par une base de fonctions d’écludldaubechies ; le calcul des matrices
impliquées dans I'EDP de diffusion est alors sifidligrace notamment aux propriétés de
séparabilité des ondelettes. La rapidité de l'algore s’accompagne d'une qualité des
résultats comparable a ceux obtenus avec la MEKs B3 aspects de cette méthode n’ont pas
ete exploités ici: en effet, 'aspect multi-écbsliserait intéressant a mettre en place afin
d’affiner les résultats dans les ROls ; de pluspplication de la méthode a des coefficients
d’absorption et de diffusion non constants restaleggent & implémenter; enfin, une
généralisation a un systeme de tomographie résoheraps est tout a fait envisageable, et
permettrait méme d’utiliser d’autres propriétés ldebase d’ondelettes de Daubechies, en

particulier I'aspect de localisation spectrale, eaploité dans notre systeme en continu.

Pour conclure, ces méthodes ont permis d’explaigarx aspects différents des ondelettes :
tout d’abord leur application & une matrice endiaid’analogie avec le traitement d'image ;

ensuite leur réle de fonctions de base dans ldutéso d’EDP, couplé avec la méthode des
domaines fictifs.

Afin d’exploiter au mieux les propriétés des onttele Enumeérées tout au long de cette these,
on pourrait envisager des perspectives de recatistinua base d’ondelettes également, ainsi
gue de résoudre I'équation de diffusion généraliaéein systeme temporel avec des
algorithmes adaptatifs en ondelettes, ou les fonstid’'ondelette viendraient s’ajouter aux
fonctions d’échelle et permettraient a la solutitétre localisée de maniere optimale, a savoir

a la fois dans I'espace physique et I'espace sglectr
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Annexe A

La Méthode des Perturbations

La plupart des techniques de reconstruction, dansldmaine de la diffusion, utilisent
'approche des perturbations au premier ordre. Celasiste & décomposer la densité de
photonsu en une série de Taylor tronquée &uotdre :u+du, puis a inclure ces perturbations

dans les équations a résoudre.
Le but de cette méthode est de linéariser les msat

Rappelons les équations de diffusion a résoudnei¢P3 :

—|:|T (D|:|uxm) +Ku ,,=q ,, surQ (A-1)
ou :
0 - {EI 0}
D,Id..,
[ D Idsxj
s
2><2 ,B ,Uam

u,
u xm(2><1)

q
q xm(2x1) = |:O}

avec les conditions aux limites de Robin :

C

N"(0Ou,,)+Zu,,=0 suroQ (A-3)

_(n O {. O
avecNy,, = 0 n etz,, = 0 7.

n est le vecteur unitaire normal a la surfagest I'intensité de la source.
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{ , un facteur multiplicatif, dépendant des coefiitte de réflexion de Fresnelk,, le
coefficient d’absorptiong, le paramétre proportionnel a la concentratioril@rophores, et
D, la constante de diffusion, sont les parameétrescanstruire ; ils sont regroupés dans le

vecteurp.

L’indice x correspond a I'excitatiorm a I'émission. Les inconnues de (A-1) sont donc les
densités de photong et u,. On renvoie le lecteur a la Partie 1 pour les idétde ces

éguations.

La perturbationduy (resp.dun) par rapport a l'estimation initiale doit étre ipetet est
supposeée étre uniquement due a une perturbatiotiesigmation des parametrgs a
reconstruire (approximation de Born, qui consisteégliger des termes d’ordre supérieur a un
ordre donné\, avec iciN = 1 : on ne garde que les ordres 0 et 1). On hledecmise a jour de

la solutionduy (resp.duy) pour une variatioap des parametres optiques.

Si le vecteur de parameétres= (Dy, D, ftax fam Go G )7, @lorsp+op = (Dx+ 0Dy, Dt 6D,
,Uax+ 5/1ax; ,Uam+ 5,Uam, CX+ 5(Xa Cm'*' 5(“’1! ﬂ+ 5ﬂ)T

Une perturbation infinitésimalép sur le paramétrp donnera lieu a une variatigiu sur la

u
densité de photons,, = (uxj ;

P — P+IP => Uxm — UxnitoUxm (A-4)

de telle sorte que les équations suivantes sasfastds, au premier ordre [Fedele2003] :

-7+ ap) DU+ 0u,) +K O +P)U o+ At ) =0 ,, SUrQ (A-5)
NT(D(p+5p)|:|(uxm+5u ) TZ({P+p)(u,,+ou ) =0 suroQ (A-6)
On appliqgue un développement de Taylor au premrerea K(p+d)):K(p)+%—|;,

D(p +9Jp) = D(p)+g—E, Z(p +p) :Z(p)+g—§ ; 'équation (A-5) devient :

—DT.(DD(duxm))—DT.(a—deDuXm)— O".o0u )
%P (A-7)

xm :q xXm

K+ G K
p

En soustrayant (A-1) a (A-7) et en ne gardant gaddrmes de premier ordre, on obtient :
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O .o0@u,y-07.¢ 5p|:|uxm)+dexm+(%—|;dj)JXmZOSurQ (A-8)

Le méme traitement est appliqué aux conditionsliauites (A-2), nous ne le détaillerons pas

ici.

Les variables adjointes sont notées i ::(gxx gxmj. De facon analogue au systéme

ng gmm

adjoint (1-33) décrit dans la Partie 1, ces vadshérifient :

-O".oo’Ue)+K'G =A (A-9)
. e o 0) . : .
avecA la matrice définie pan = 0 5 ou ¢ est une fonction de Dirac.

En multipliant (A-8) parG', puis en intégrant sur le domai6e intégrant par parties et

appliguant les conditions aux limites (voir le diédans [Fedele2003]), on obtient :
oD oz
j Qo' ¢ ap PHL - j G’ ((—5p) W =[CT(G RIS Q  (A10)
Q

On reconnait une équation similaire a (1-38) dPdatie 1. Si on suppose gdeet D sont
connus, ainsi qug,, S’il ne reste que le parameffeprésent dans la matriég a identifier,

cette équation se simplifie en :

o 0 0
- jG ((—5p)um) - injz-ﬂg:; 3:;)(—5/3 OJ[SJ (A-11)

ou, =0
“ 10U, = [ gu(@B)u,
Q

Et I'on obtient donc I'équation fondamentale :

Uy (1) = [ Gn(B) U, (A-12)

oum est la variation de densité de photons mesuréedépend donc dég (variation du

parameétre de fluorescence),gesolution de (A-1) et dgnm Solution de (A-9).
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Annexe B

La Méethode des Eléments Finis : un
exemple simple en 1D ; valeurs des
coefficients de la matrice de rigidité

Nous allons dans cette Annexe présenter le prirdéple MEF et les propriétés de la matrice
de rigidité, a partir d'un exemple pédagogique Bn dachant que les équations en 2D et 3D

sont beaucoup plus longues et difficiles a fornealis
Soit I'équation 1D d'inconnug(x) a résoudre :

—Ddzdu%+ Lu(X)= % sur0 1] (B-1)

Les conditions aux limites choisies ici sont deetyyeumann (homogeénéité sur les bords) :

duy| _ oy _,
dX |x:O dX |

(B-2)

x=1

On crée un maillage du domaif¥e= [0 1] :

Q° e=1 a3, sont les sous-volumes qui composent déag®: ce sont leéléments

Soit U une solution approchée de I'équation (B-1). Soft la solution approchée

correspondante dans I'élémeeit On choisit de mettre cette approximatioh sous la forme

d’un polynéme de % degré :
0°(x) = ax+ b (B-3)

L’élément étudié @' par exemple) est schématisé de la fagon suivante :

QE
o—o
Ax=0 B (x=h)
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Les bornes (ou nceuds) de I'élément étudié AaiB. Nous avons donc :

G°(0)=b=u®
’ Ty (B-4)
Ge(h)=ah+uji=u§:>a=—uA Ue

ue
2 .Onasu®:

Les inconnues sont ces valeurs aux bords, réunies uh vecteuu® :[
uB

e

us +us

ST g g =3 Oy ©9

X
a°(¥) -
h* =

qui est donc un exemple de I'équation (1-44), avpdes paramétres recherch§<]{A B},

et I7(x) les polynémes d'interpolation (qui sont du prentiegré dans cet exemple).

Vient ensuite I'étape derojection qui nous permet d’obtenir la formulation intégrale

I'équation. Placons-nous dans un espace de Hiflie®n admet que b = 0, avecGLI K,

guelle que soiP; fonction d'une base orthonorméeddealors :

[GRdx=0 (B-6)

Q
Si I'on est dans le cas d'une méthode de GaleBumnett1987], les fonctions de projection
sont égales aux fonctions d'interpolation. Darsatede I'élémer®®, P° = 1° (i O{ A, B}).

Plagons-nous suR tout entier. Laforme fortede la formulation intégrale est obtenue en
projetant (B-1) dans la base)(:

f(—Dd;iﬁx) #4000 - q(x)] R e 0 (B-7)

Pour obtenir ldorme faible une intégration par parties est effectuée entagre dans (B-7)

les conditions aux limites (B-2) :

1 42~ ~ 1 1
J‘HF?C’X:{EI ij| ﬂjﬁ X=— _d’uﬁ) o)) (B'8)
5 d X o 5 dx dx 5 dx dx
Et donc (B-7) devient :
DJ' dadp dx+J',uaPudx-J' gPd: (B-9)
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Dans le cas d'un seul élémelft:

{dif (X Py foerar ¢ ype
DITdeﬂJa{P (YT( dx=£ 4 XP( X d (B-10)

0

Pr(¥)

Avec P°(x) = ( P (x)

j et G°(X) donnée par (B-5) :

a*(9 = (1509 B(x))[ ] (PR3 Fm)(@ PUYT (B-11)

En ce qui concerne les conditions aux limites Qfrcelles-ci ne sont pas les mémes que
celles définies sur I'ensemkfe: a chaque nceud, on a des conditions appeléesné#ions
aux limitesinter-élémentqui permettent d'obtenir une solution continuarfi&tt1987], mais

gue nous ne développerons pas ici.

En remplacant (B-11) dans (B-10), on obtient ungaéqn matricielle, toujours sur un seul

élémentQ®
Le Le ue e _
L21 L22 uB q2
e e ; ; e P'e ~
Les termesL; et g~ s’expriment en fonction deB;° et d—‘ dont on connait la forme. Les
X

. . D s ~ u;
inconnues sont les valeurs de la solution aux ned8, c’est-a-dire le vecteun® :( ’;j
uB

Si I'on effectue le calcul, nous obtenons dansenexemple :

. MoapeY " 2 D.uh
L“_Dl(a;gj dx+/,1aj(P§) dx=—-+ 2

0

h e e h
B Y SN S S
0 0
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La derniere étape esabsemblagetous les €léments sont réunis. Le vecteur ingatavient

ul

- u2 1 pY H . . y s

u= , c'est-a-dire les valeurs de la solution aux 4dw&lu domaine, que I'on numeérote
u,
u3

ainsi :

ol Q2 Q8
[ @
1 2

®
3

N

Les nceuds considérés dans I'élén@hsont les nceuds 1 et 2, dddfs: 2 et 4, dan§)® : 4 et
3. En assemblant les 3 éléments et en réécrivari2Btout en prenant en compte la
continuité inter-élémerde la solution, on obtient une équation matrieiglurnett1987] :

L, L 0 0)(u G

1 i 2 g 1, A2
Lz LZZZ L, 2 L, . 03 Uy | _ q22+ q; ~ L =q (B-14)
0 Loy Loty Lo Us q>+Qq;

o 0 L L)\ d;

dont nous ne détaillerons pas ici les expressiershdque terme.

La matrice carréé du terme de gauche est appelémédrice de rigidité Elle est symétrique
(puisquel; =L;,0e, voir (B-13)), de tailleNxN avecN le nombre de nceuds définis dans le
maillage. Les trois zones grisées représentertdeficients relatifs aux trois élémen@’(

Q% Q3.

La solutionl , estimation d& aux nceuds 1 a 4, vaut=L™"q.

Qu’en est-il en 2D et en 3D ? Nous n’allons pasailét les étapes du calcul, mais
rapidement présenter les valeurs des coefficiesuts din cas en 2D. En 1D, les coefficients
s’écrivent en fonction de la longueude I'élément (B-13). En 2D, ils sont fonctions|@ére

de I'élément, supposé triangulaire, natéden effet, si les variables d’espace soaty :

DH( j( Jd dy+ Dﬂ[ j(%] dxdywajej P P dxd (B-15)

avec dans ce cas des polynémes linéaires de l& fi@urnett1987] :
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a,+hx+gy (B-16)
Pe(x y)=—+—1—1=
C(%Y) oA

La solution approchée s’écrit, de maniéere similai8-5) :

3 B-17
WMW=Z?M»¢ (B-17)

avec cette fois-ci, 3 valeurs a déterminer pourcghades éléments triangulaires. Le point
délicat en 2D (encore plus marqué en 3D) est lamaité de la solution inter-éléments. Nous
avions en 1D une relation simple a vérifier en cmades nceuds ; ici, la continuité doit étre

assurée pour chacun des bords de I'élément triamgul

Nous ne donnerons pas plus de détails ici, cepénatapoint important a prendre en compte
est la forme de la matrice de rigidité, variablef@mction de la dimension et de la finesse du
maillage. En effet, dans le cadre de la diffusmmpeut montrer qu’en 2D, le rapport entre les
coefficients de la diagonale avec les autres est ¢levé qu'en 1D. En 3D, les coefficients de
la diagonale sont encore plus forts par rapporremte de la matrice. Voici un exemple

illustrant ce fait, généré par COMSOL Multiphys{os¢mes conditions de maillage dans les 3

situations) :

matrice de rigidité 1D - en rouge : diagonale ; points bleus : autres valeurs
T T T T T T T T
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matrice de rigidité 2D - en rouge : diagonale ; points bleus : autres valeurs
0.18 T T T T T T T T

0.16+ q
0.14 M
0.12+ 1

0.1+ q

0.08- R

<)

Figure B.1. Exemples de valeurs prises dans laiceale rigidité : a) 1D ; b) 2D ; c) 3D.

Nous voyons sur ces figures qu'en 1D, les valeors-diagonales ne sont pas négligeables
par rapport a la diagonale. Par contre, en 2D,vldsurs de la diagonale sont toujours
supérieures, et en 3D, le nuage de points bleusrestre plus concentré vers 0. Voici une
explication tres simple provenant de la Méthode Dd&rences Finies, généralisable aux
Eléments Finis : le filtre définissant I'opératdaplacien est [-1 2 -1] ; en effet, on a en un
—u(n-1)+ 2u(n)— u( nt+ 1)

point n d'un quadrillage régulier de pds: Au(n) = - . En 2D, ce
1 -2 1

filtre devient:[-12-1d-12-1=|-2 4 -2 (produit tensoriel), et ainsi de suite.
1 -2 1

Dans I'EDP de diffusion, nous avons un terme lapladAu, avecD de l'ordre de 0.03

typiguement dans notre probléme, et un terme cdifivgcu, qui lui est un opérateur
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diagonal, aveg, de I'ordre de 0.2. En assemblant tous les élémentpeut montrer que les

coefficients prédominent sur la diagonale.

Cet effet dediagonale dominantest d’autant plus marqué que le maillage est é&n effet,
nous avons vu que les coefficielhtsdépendaient en particulier de la surface (ou durme

en 3D) de I'élément. Nous n’expliciterons pas cdépendance, mais nous pouvons montrer
dans le cas de la diffusion que plus le volumepett, plus les termes hors-diagonaux sont
négligeables. Voici un exemple en 3D, généré paviSOL Multiphysics :

diagonale matrice rigidite (rouge) + autres valeurs (bleu) -- maillage grossier
T T T T T T T T

0.14

diagonale matrice rigidite (rouge) + autres valeurs (bleu) -- maillage normal
0.04 T T T T T T T T

0.035~

0005~

100

b)
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diagonale matrice rigidite (rouge) + autres valeurs (bleu) -- maillage fin
0.012 T T T T T T T T

0.008+- 1

0.006- B

0.004

c)

Figure B.2. Exemples de valeurs prises dans laiceade rigidité en 3D : a) maillage grossier ; t@illage

normal ; ¢) maillage fin.

Ceci nous permet de faire I'hypothése, en partcudans le cas de la Partie 2 ou I'on est en
3D avec un maillage normal, que nous avons affaitene matrice de rigidité diagonale

dominante

188



Annexe C

Les conditions aux limites dans la
Méthode des Eléments Finis

Soit I'équation aux dérivées partielles a résoddres le domaing :
Zu=q (C-1)
u est l'inconnuel est un opérateur (de diffusion par exempest une fonction connue.

Dans les équations aux dérivées partielles classjguexiste deux catégories de conditions

aux limites : les conditions ditessentielleset les conditiongaturelles

- Les conditions aux limites de Dirichlet sagsentiellesElles peuvent étre homogenes ou

non. Dans le cas de conditions homogenes, ellesvest généralement :
u|aQ = L{) (C-Z)
avecdQ la frontiere du domaine étudié.
- Les conditions aux limites de Robin soaturelles et s'expriment sous la forme suivante :
ywu+n.(odu)=g (C-3)

Les fonctionsy et g sont données swQ . o est une constant@, le vecteur normal a la

surface.

Les conditions de Neumann sont un cas particugeRabin (y = 0) :
n.(odu) =g (C-4)

Lorsque I'on discrétise (C-1) en Eléments Fineg(lation a résoudre s'écrit albts = q), ces
conditions s'inserent naturellement dans la foraield : le fait de les y intégrer suffit a les
vérifier, ce qui n'est pas le cas des conditessentielles

Il est important d'observer la différence de trag@t entre ces deux types de conditions
[Ern2002] : les conditions de Dirichlet sont impeséxplicitement dans I'espace fonctionnel

ou I'on cherche la solution, et les fonctions dlipolation définies par les Eléments Finis sont
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nulles au bord. Par contre, les conditions de Newn@ de Robin ne sont pas imposées
explicitement dans l'espace fonctionnel ou l'onraie la solution, mais résultent de la

formulation faible.

Prenons la forme faible de I'équation de diffusion

[(-0(00w) + 4u-g.v=0 (C-5)

avecv une fonction de projection. D’aprés le théorémé&deen-Ostrogradsky, on obtient :

j —DIZIu.v+I DOud v+ I (1, u- 9.\= 0 (C-6)

Le premier terme est une intégrale définie surrtntfere du domainedQ : c'est ici

gu'interviennent les conditions aux limites :

- Dans le cas de Dirichlet, on choigitle telle sorte qua = up sur la frontiéredQ . Si c’est
une condition nécessaire, elle n'est pas suffisdhtaut les renforcer par l'utilisation de
multiplicateurs de Lagrange rassemblés dans urewekt[Ern2002, Kunoth2001], que l'on
doit déterminer en plus. On parle de contraintédire : on impose une contrainte sur les

valeurs deu sur la frontiéredQ . Le systéme linéaire discrétisé a résoudre netsidars plus

(I

OnaBu=u,=| : |, avecB une matrice dont les coefficients se rapportertrareuds sur la

Lu =q, mais :

frontiere 0Q ; en voici un exemple simple dans un cas 2D, &sGOMSOL Multiphysics :
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En . arétes
c 1 | 4 | concernées par les
conditions limites

1000}al
A - z 0100
1 000

b

0010

B=l0 100

b d

© ® 0001
0010

ON(EudS 0001 &
Arétes T T

nceud 1 neeud 4

Figure C.1. Exemple d’'une géométrie 2D et de lsstantion de la matricB : les valeurs « 1 » sont placés aux

indices relatifs aux nceuds des arétes concernédsspaonditions aux limites.

. , . u
L'inconnu n'est plus le vecteuy mais le vecteuij :

- Dans le cas des conditions de Robin, nous auama¢ :
n.(DOu)+J.u=0 (C-8)
Et donc :

j -DOu.v= j Z.uv (C-9)

0Q

En remplacantu par sa valeur approchée, qui s'exprime elle-méme en fonction des
fonctions de projectiory, cette intégrale est alors facilement calculaBlele fait méme
d'intégrer les conditions de Robin dans la fornilgléasuffit a les remplir.
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Annexe D

Définition de I'’Analyse multirésolution,
construction et proprietés des ondelettes

Analyse Multirésolution

En 1987, S. Mallat établit une construction perardtd'obtenir différents types d'ondelettes

[Mallat1989, Mallat1999]. Elle est basée sur I'gealmultirésolution, dont voici la définition

Soit L?(R) I'espace des signaux d’énergie finie. Notdnke facteur de translation ¢tle
niveau d'approximation ! 2st le facteur d'échelle, et @st appelée la résolution. Une analyse
multirésolution est une suite croissante de sopaas vectoriels fermés de Eej, vérifiant

les conditions suivantes [Mallat1989] :

(1) (V) constitue une suite d’espaces emboiteglIZ, V,,, OV, ;
(ii) v ={0} et DV, est dense dans LR() ;

(i) Of OL2(R), OV, = f(/2)0OV,, ;

J
(iv) Of OLA(R), f OV, « f(.-k)OV, ;
(v) CoOL(R), appelée fonction d’échelle ou ondelette-pérte tgue {P(.—k),kOZ}
forme une base orthonormale\dg
De tout ceci découlent les propriétés suivantes :

a) Une analyse multirésolution d’'un signiakst le calcul des projections orthogonales

projvjf de f sur les espace$V,),., - projvjf est appelée l'approximation dea
I'échelle 2

b) Vj+1 est un sous-espace ¥e Donc la projection d’'un signal sM.; constitue une

moins bonne approximation de ce signal que sa giofe surV;. Par ailleurs,
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'approximation sur V; contient toute linformation nécessaire pour chdcu

'approximation suiVj.1.
c) On passe d¥; aVi.; en multipliant par 2 le facteur d’échelle 2

d) Compte tenu de (i), lorsque le niveau de résolujioaugmente, on perd des
informations sur le signal, tandis que ppuie plus en plus petit, 'approximation est
asymptotiquement égale au signal d’origine. Enteffeand la résolution’end vers

0, c'est-a-dire quand tend vers +co, on perd tous les détails dg et
lim, .. projvj fH =0 ; d'un autre cdté, quand la résolutichténd vers+ow , c'est-a-

dire quand j tend vers —o, ['approximation converge vers le signal

lim

j——o

f—projvij:O.

e) Pour toutj entier,V; est invariant par translation d’'un multiple @k OkOZ,

fOV, = f(-2'k)0V

f) Ce qui implique que{Z‘”ZqJ(Z‘j .—k),kDZ}, I'ensemble des versions translatées de
®, constitue une base orthonormalevle

L’analyse multirésolution d’un signdlconsiste donc a réaliser des projections suceEssiv

proj\,i f du signal sur les espac¥s ce qui conduit a des approximations de plus es pl

grossieres dd, au fur et a mesure quecroit. La différence entre 2 approximations

consécutivesprojvj_lf et proj\,j f représente l'information de détails, qui existaltéchelle

21 et qui est perdue a I'échel2. Cette information est contenue dans le sous-espic

orthogonal &; :

Vi, =V, OW, (D-1)
proj, , f = proj, f + proj,, f (D-2)

Il existe donc une fonctionW, dite ondelette-mére, telle qu{.DZ""ZLIJ(Z‘j .—k),kDZ}

(ensemble des versions translatée¥'yleonstitue une base orthonormaleVile Par ailleurs,

en considérant I'union de toutes ces familles aetions quang varie, on peut montrer que

{2‘”2LIJ(2‘j —K),(j k )DZZ} est une base orthonormale deR3( Par le biais de I'analyse

multirésolution, on peut donc construire des bas#wnormales d’ondelettes de 2.
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Nous avons alors la schématisation suivante :

—_— V4
Vs etc
V2 -
\A — W;
Vo W,
L Wl
Vo=V,OW=V,0WO W= VO Wl WO V.= O ) (D-3)
A un niveau d'approximatiog donné, on peut donc écrire :
L2(R)=V, OW, (D-4)
° j<io
< Py (——k)> < k> sont les coefficients dpproximationdu signalf au niveau

<Jo

de résolutionjp, f,.ikIJ(;.—k) :<f,kIJ.k>_ ~sont les coefficients d’ondelettes
2]/2 2] i In

correspondants, c’est-a-dire les coefficientsiéils

A ce niveau d'approximatide, f peut s'écrire :

f :Z<f’q’jo,k>¢;o,k+Zz<f,‘“j,k>“’jk (D-5)

kOZ i<jo kOZ

L’exemple classique de Lena ci-dessous illustréecg€composition en ondelettes : a partir
d’'une image de 512*512 pixels, on obtient une imadigeproximation (en haut a gauche) et 3

images de détails (détails horizontaux, verticauiagonaux), chacune de 256*256 pixels.

256*256 pixels 256*256 plxels

* . - -
512*512 pixels 256%256 pixels 256*256 pixels

Figure D.1. Signal 2D, son approximation et seait#a la résolution2(niveau d'approximation= 1).
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Ces résultats ont été obtenus avec les ondelettelsar.

Concrétement, la décomposition s'écrit en termdsaias :

M (1) x I x M (@)

1.(@)

I, @)

(@)

@)

(D-6)

| est Iimage a décomposer, de taleN, M (1) est la matrice d'ondelettes, composée par les
fonctions des sous-espacéset W, (si on choisit le premier niveau d'approximatidnjl)
est la premiere approximation de et I,(1), In(1) et I14(1) sont les détails verticaux,

horizontaux et diagonaux popr 1. La taille de ces 4 sous-matrices d&xN/2 (N = 512

dans I'exemple de la figure D.1).

Si on cherche une approximation plus grossiére, @édolution 2 (j = 2), on construit une

matrice d’ondeletteM (2) a partir des fonctions d&, W, etWs, puisqueV, =V, OW, OW, :

% vecteurs lignes de,V

% vecteurs lignes de W

M(2)=

% vecteurs lignes de W

Et on obtient :

1.(2) |

| V(2)

M(2) x x M (2) =

L@ |

1,2

| V(l)

1h (L)

la@

(D-7)

(D-8)

La taille des images d’approximatibs{2) et des détails,(2), In(2) etl4(2), estN/4xN/4.

On peut ainsi utiliser n'importe quelle résoluti@ien sdr, plug augmente, plus la résolution

27 diminue, et plus I'approximation est grossiére :
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; ¢ ; Q A, R, ]
Resolu‘non 2 ) Resolu‘rlon 2% | , Résolution 2% | -+

41 1 wd wd

512x512 pixels 256x%256 pixels 128x128 pixels 64x64 pixels

Figure D.2. L'image 2D de I'échellé Zimage initiale) & 2(niveau d'approximation= 3).

Construction

On montre que I'on peut faire la décomposition ante [Mallat1999] :

1 & . _
ﬁcp(./2)_k;:oh[k]qn(. K) (D-9)

(D-9) est appelékéquation d'échelleh est le filtre discret défini par
1
h{k[=(—=®(./2),® (.- k (D-10)
M=(Feu200-k)

h est appelé léltre d'échelle et vérifie les propriétés suivantes hskst la décomposition en

série de Fourier deet ® celle ded, on a

d(2w) = = h(w)d @) (D-11)

V2
avec h(w) = i h[n €™, ODwOR, ‘ﬁ(w)‘2+‘ﬁ(w+ 77)‘2 =2, et h(0)=/2 (théoréme de

Mallat-Meyer[Mallat1999]).

S. Mallat et Y. Meyer ont également montré qu'Gifilte discretg pouvait étre construit a

partir deh, vérifiant
g[k]= <%w(./2),cb (- k)> (D-12)

Y étant la fonction d'ondelette-mére ; on montre g{ike] = (-1)"™ h[1- K, et que
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1 & B _
ﬁLIJ(./Z)_zg[k]q:(. k) (D-13)

k=—00

C'est de la construction de ces filtres que déodlds propriétés des ondelettes.

Propriétés
Nous allons approfondir ces propriétés, nécessairese application optimale. En effet, la

plupart des applications des bases d'ondelettdisenti leur capacité a approximer des

fonctions. La fonction d'ondelettd doit donc étre construite de maniére a produire un
maximum de coefficients d'ondelett(at,wjyk> (qui sont les coefficients de projection de la
fonctionf dans la bas%LIJj’k =27129 (277 -Kk), ] DZ} , voir (D-5)), qui soient nuls ou proches

de 0, de maniere a optimiser la qualité de l'appration. Cela dépend de 3 propriétés

principales :

(i) la régularité dé ;

(ii) le nombre de moments nuls &8¢ ;

(iii) la taille du support deb .

Les propriétés (ii) et (iii) sont reliées a celtis ﬁ(a)) : la fagon dont est construit le filtre
permet d'obtenir les propriétés désirées sur ldslettes.

Moments nuls et réqularité

Par définition,W posséd®&l moments nuls si
jxktu(x)dx= 0, 0< ks M-1 (D-14)

Cela signifie que¥ est orthogonal a tout polynéme de degré inférieuégal aM-1. Sif est
réguliere, elle peut étre bien approximée sur ui peervalle par un polyndme de Taylor de

degrék. Sik<M = nombre de moments nuls 8¢, les ondelettes sont alors orthogonales a ce

polyndme de Taylor, et les coefficients d'ondete(t‘é, LIJj’k> sont petits aux échelles fine's 2

Ainsi, plus la fonctionf est réguliere et plus l'ondelettf a de moments nuls, plus les
coefficients d'ondelettes tres petits seront nomret leur décroissance rapide quand la

résolution 2 augmente.
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Dans le cadre d'une résolution d'EDP, cela pestiétéressant dans le calcul des matrices

impliquées dans la version discréte de I'équatemeffet (Partie 3), les fonctions considérées

dans I'EDP sont projetées dans la base de fonaliénkelle :{de’k =212 .—k),kDZ} .

Si f est l'approximation dé & I'échelle 2 on a f = R f= Z< f,¢j’k>¢j’k ; la fonction

k=0
d'échelle® n'a pas de moments nuls comme la fonction d'otidele mais le fait que les
coefficients d'ondelettes<f,LIJj,k> soient petits impligue une meilleure qualité de
'approximation dd dans la bas%tbj,k} . En effet, plus¥ a de moments nuls, pli et ®

sont régulieres, et plus l'approximation sera ddlenee qualité, les coefficients de détails

<f,LIJ].,k> étant plus faibles, ainsi que l'erreur de progattiqui est égale a I'énergie des

(fwf

[Mallat1999]. En résumé, si I'ondelette est suffisaent réguliére, on perd moins de précision

. 2 i
coefficients d'ondelettes aux échelles plus fines 2, : Hf - proj\,i fH = z
n=-o0 k

27"
=0
dans le résultat de I'EDP.

Le théoreme des moments n{idallat1999] démontre que si une ondelette possedeM
moments nuls, aloré(a)) et sedM-1 premiéres dérivées sont nulleser 77. C'est donc par

la construction méme du filtre d'échdilgue découle les propriétés de moments nuls.

Taille du support

Les séries d'ondelettes sont des séries "creusest;a-dire que les coefficients d'ondelettes
sont significatifs l1a ou la fonction étudiée estggiliere, et sont numériquement nuls la ou la

fonction est réguliere. Si la fonctidra une singularité isolée ag et sixp est dans le support

de l'ondelette¥, (x) =27"?W (27 x- k), alors le coefficient<f,l+'j’k> peut étre de grande
amplitude. Si le support d&’ est de tailleN, il existe, & chaque échelle R ondelettes¥;

dont le support contienng. Si on veut minimiser le nombre de coefficients glande
amplitude, il faut alors diminuer la taille du swppde ¥ . On montre [Mallat1999] qu'elle
est liee a celle du support du filtte Pour minimiser la taille du support, il faut donc

synthétiser des filtres miroirs ayant le moins gmesde coefficients non nuls.

Dans l'application des ondelettes a la résolutlanelEDP, un support petit est favorable a un
temps de calcul plus faible, car plus le suppdrgesnd, plus il faut d’'ondelettes pour vérifier

les conditions aux limites (Partie 3).
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Annexe E

Ondelettes de Daubechies d'ordre 3 :
valeurs du filtre d'échelle et des
coefficients de connexion

h{K]
0.470467207784
1.141116915830
0.650365000526
-0.190934415568
-0.120832208310
0.498174997316

Tableau E-1. Coefficients du filttgk], Daubechies d'ordre 3, avedéfini par\/l_ »(./12)= i h[k]cp(,— k)
2 k=—c0

abhwWNEFEOIRXR

ou @ est la fonction d’échelle de Daubechies.

Rappel : [T oo]=2‘j‘l+m1+m2)jdD("ﬂ)(Z‘ix—k)dJ(”?’ (2 x-¢)dx. On supposg§ = 0 dans

toute la suite.

k=1 r

295/56
-356/105
92/105

-4/35
-3/560

A WNEFO

+o00

Tableau E-2. Valeurs des coefficierﬁ%ylf [00] = J- P '(x—K)P'(x— 1) dx, avecd' la dérivée de la fonction

—00

d'échelle de Daubechies d'ordre 3. Ce filtre estéssique, donc seules les Va|e||j$‘ €| sont considérées.
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k -4 -3 -2 -1 0

-4 | 0.14779113x10 | 0.32493517x10 | -0.13438872x10 | 0.44132828x1H 0

-3 | 0.32493517x16 | 0.13384609x10 | -0.56847878x16 | 0.18927524x1 | -0.44132828x16
-2 | -0.13438872x10 | -0.56847878x16 | 0.31063533x16 | -0.11767594 | -0.18793136x1(
-1 | 0.44132828x16 | 0.18927524x16 | -0.11767594 0.47094873 0.12332824
0 0 -0.44132828x1d| -0.18793136x16 | 0.12332824 0.49664780

1
Tableau E-3. Valeurs dEck):?[l] = IGD(X- K)® (x— ) dx, avecd la fonction d'échelle de Daubechies
0

d'ordre 3.

* Les coefficientsfﬁj?[l] peuvent étre calculés de plusieurs facons [Cheg11G8en2006,

Dumont1996]. En particulier, S. Dumont dans [Duni®¥6] et X. Chen & al. dans
[Chen2006] procédent de la maniére suivante (gegant & une échell@ g = 0)) :

th/mz [1] = .[ )([0]] (X)(D(VE‘) (X— k)(D( f’@)(x_g) dx (E'l)
1si0<x<1
oU Xy (X) :{O sinon . cette fonction (que I'on peut assimiler a ladton d’échelle de

Haar), satisfait la relation d'échelley;,,, (gj = Xy (X) + X0y (X=1) . En utilisant I'équation

d’échelle (D-9) poum et en I'appliquant & ses dérivéds™ et ™ on obtient :

Fe™ 1] =27 " MK THOT o, [1] =2 ™ ™" H k-2 K pe'-247, 2 41] (E-2)
k' k'
Soit en écriture matricielle :
(2™™A -1d ) rm™™ (E-3)

Résoudre (E-3) ne permet pas d’obtenir une soluiiique. On utilise alors une propriété
importante des ondelettes de Daubechies: un palgnpeut étre exprimé comme une

combinaison linéaire des fonctions d’échelle :

X' =Y Go(x- K (E-4)

6! = (X", d(x- K) (E-5)
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¢!, le moment d’ordrey de Daubechies, peut étre calculé par une méthodelétaillée ici.
En dérivanim, fois (E-4) d’'une part, ety fois une relation similaire avet, on obtient :

: N 2 = Wi, (E-6)
(q-m)!(w-m)! g w m- wl—%:ﬁc[rgf%[l]

(E-3) et (E-6) permettent alors d’obtenir les cméfhts Frkrfl/;”b [1] de facon unique.

- Démonstration rapide de°[n] = nz_if‘k);opj_p[l] ;
p=0

roel] = [0 kot ) dx

¢(x—k)¢(x—£)dx+f¢( X= RO( x/0) dx...+ } O( x yd( %¢) dx

n-1

J1-¢(x—k)d>(x—£)dx+jd>( -1- RO( 31— 1) d>+...+J1'<D(>e Rl- B (% ALl-() C
z

i R | e ISR |
1

NG

=

©

p=n

Ny n,-1
On en déduit la formule généralg d(x—k)d(x-¢) dx= >" 7S, [1].
N
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Annexe F

Publications

Communication a une conférence nationale :
Frassati A, Da Silva A, Dinten JM, Georges D,

- “Optimisation d’Algorithmes pour la Tomographigtijue de Fluorescence 3DGdR
ISIS 2006 ESPCI Paris, poster.

Communications a des conférences internationales astes :
Frassati A, Da Silva A, Dinten JM, Georges D,

- “Wavelet-based Model Reduction Applied to Fluoessce Diffuse Optical
Tomography” European Conferences on Biomedical Optics 200dnich, présentation

orale.

- “Wavelet-based Model Reduction Applied to Fluaomxe Diffuse Optical

Tomography” European Control Conference 2Q0Kos, présentation orale.

- “Model Reduction by Multiresolution Method Apptido Fluorescence Diffuse Optical
Tomography”,IEEE Engineering in Medicine and Biology Conferer@7, Lyon,
poster.

- “Fluorescence Diffuse Optical Tomography”: a ModReduction by a Wavelet-

Multiresolution Method” Biomedical Optics 2008t Petersburg, Floride, poster.

Brevet déposé le 20/01/2009 sur la prise en comesecoefficients de connexion dans les

conditions aux limites (avec la méthode de Galedkidelettes).

Article en préparation sur I'application de la nath de Galerkin-ondelettes a la tomographie
optique diffuse de fluorescence.
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