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Chapitre 1

Introduction

De nombreux centres de calcul scientifique et simulation numérique
sont équipés de calculateurs a architecture parallele. L’intérét majeur de ces
machines est d’offrir potentiellement une grande puissance de calcul que ce
soit en terme de place mémoire ou de rapidité de calculs par la multiplication
des performances d’un processeur par le nombre de processeurs.

En annexe, nous expliquons 'architecture sur laquelle nous avons tra-
vaillé ainsi que le modele de programmation programmation par échange de
messages utilisé.

Pour exploiter le potentiel des machines paralleles, il est nécessaire que
le temps utilisé par le systeme pour assurer le transfert des données entre les
processeurs soit négligeable devant le temps de calcul des processeurs.

Les méthodes de décomposition de domaine constituent une approche
naturelle et prometteuse en ce qui concerne le parallélisme.

Les méthodes de décomposition de domaine consistent a partager le do-
maine de résolution d’une équation aux dérivées partielles en sous-domaines
de plus petite taille. Chacun est attribué a un processeur, ou a un groupe
de processeurs, qui résout son probleme a l’aide des données contenues
dans la (es) mémoire(s) locale(s). Les phases de communication permettent
de résoudre les intéractions entre sous-domaines. Pour ces méthodes, les
conditions de transmission telles les contraintes de raccord aux interfaces
des sous-domaines sont déterminantes pour une bonne approximation de la
solution du probleme initial.
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On distingue deux grands types de méthodes de décomposition de
domaines: celles avec recouvrement des sous-domaines telles les méthodes de
Schwarz (Schwarz 1870), (Lions 1988), (M.Dryja, B.F.Smith, O.B.Widlund
1993), qui sont assez colteuses du point de vue numérique, et celles sans
recouvrement (Le Tallec 1994, Quarteroni). On peut classer les méthodes de
décomposition de domaines sans recouvrement en deux catégories: conforme
et non conforme.

Une premiere motivation est de pouvoir traiter des géométries complexes
et de raccorder des maillages non conformes, issus par exemple, d'un
raffinement local. Dans ce travail, on s’intéresse alors, aux méthodes
sans recouvrement, non conformes, parallélisables, applicables a
la résolution de systemes linéaires issus d’une discrétisation par éléments finis.

La méthode des éléments avec joint s’inscrit dans le cadre de
méthodes de décomposition de domaines sans recouvrement, non conformes
avec discrétisation de type variationnel. Elle a été introduite et étudiée
pour des problemes d’ordre deux (C.Bernardi, Y.Maday, A.T.Patera
1992), pour le couplage de méthode éléments spectraux et/ou éléments
finis (C.A.Mavripilis, Y.Maday, A.T.Patera 1988), (C.Bernardi, N.Débit,
Y.Maday 1990). De nombreuses applications de la méthode des éléments
avec joint ont vu le jour pour des problemes d’ordre deux avec notamment
I’extension aux problemes tridimensionnels (F.Ben Belgacem 1993) et pour
la résolution de probleme d’ordre quatre dans le cadre de discrétisation

spectrale (Z.Belhachmi 1994).

De maniere générale, une fois le domaine divisé en sous-domaines, on
utilise sur chacun de ces sous-domaines une discrétisation de type éléments
finis ou éléments spectraux avec des maillages qui ne coincident pas aux inter-
faces. La méthode des éléments avec joint utilise une formulation hybride des
équations du probleme de départ qui repose sur l'introduction de multipli-
cateurs de Lagrange A pour traiter la contrainte de continuité aux interfaces
entre les sous-domaines.

L’objet de ce travail est dans un premier temps ’étude de méthodes
de préconditionnement du probleme hybride. Dans un second temps, nous
avons étendu la méthode des éléments avec joint aux modeles de plaques en
formulation D.K.T. (Discrete Kirchhoff Triangle). Cette étude est réalisée



du point de vue de 'analyse numérique ( étude de la convergence de la
méthode et estimations d’erreur correspondantes) et de la mise en ceuvre.

La présentation de la méthode des éléments avec joint et sa comparai-

son avec la méthode FETI, Finite Element Tearing and Interconnecting
(C.Farhat, F.X.Roux 1991), (C.Farhat, M.Geradin 1992) en ce qui concerne
I’espace des multiplicateurs de Lagrange fait 1'objet du chapitre 2. On y
montre en particulier le lien entre la condition inf-sup et le conditionnement
de la matrice issue de 'opérateur dual.
Nous avons mis en évidence les avantages de la méthode des éléments avec
joint par rapport a la méthode FETI: la condition inf-sup est indépendante
du parametre de discrétisation, le systeme a résoudre possede un meilleur
conditionnement, la précision est meilleure.

Le chapitre 3 est consacré a 1’étude de la méthode de résolution du
probleme dual en contraintes, c’est-a-dire la méthode du gradient conjugué.
Nous introduisons une méthode d’accélération de la convergence qui est
basée sur une procédure de reconjugaison des directions de descentes. Puis,
nous étudions la généralisation de cette méthode au cas d’un découpage
quelconque du maillage.

Le choix de préconditionneurs facilitant la convergence des méthodes de
type gradient conjugué appliquées au probleme interface est une question
centrale pour les méthodes de sous-structuration. Par conséquent, le chapitre
4 est consacré a I’étude de méthodes de préconditionnement de la méthode
des éléments avec joint.

Dans un premier temps, nous nous sommes inspirés des travaux

réalisés par F.X.Roux (1989), C.Farhat et F.X.Roux (1994) sur 1’étude de
préconditionneurs conformes pour la méthode du complément de Schur
dual afin de construire une extension du préconditionneur condensé aux
méthodes de décomposition de domaines non conformes.
Nous montrons que la méthode est efficace, numériquement, du fait des
propriétés du spectre de 'opérateur condensé. En particulier, le condition-
nement est un peu diminué mais I’amélioration tient plus de la répartition
des valeurs propres.
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Une deuxieme approche des méthodes de préconditionnement est inspirée
des travaux de H.Yserentant (1986) sur les bases hiérarchiques. Notre étude
sur ce nouveau préconditionneur consiste a construire une base hiérarchique
de l'espace des multiplicateurs de Lagrange. Différents tests numériques ont
mis en valeur 'optimalité du préconditionneur hiérarchique .

Dans le chapitre 5, nous étudions le modele d’approximation D.K.T.:
Discrete Kirchhoff Triangle, maintenant tres utilisé pour approcher les
problemes de plaques. En effet, pour les plaques d’épaisseur modérée, on
approxime le modele par des méthodes d’éléments finis C°. Cependant on
assiste a des phénomenes de verrouillage lorsque ’épaisseur devient petite.
Les méthodes DKT sont a mi chemin entre les méthodes d’approximation
du modele de Mindlin et celles du modele de Kirchhoff. Ces méthodes
consistent a introduire les contraintes Kirchhoff-Love en un nombre fini de
points.

L’objet du chapitre 6 est I’étude théorique de la convergence de la
méthode des éléments avec joint appliquée aux problemes de plaques D.K.T.
et d’étendre I'analyse numérique proposé par (Bernardou, Matao, Trouve,
1993) pour prendre en compte la non conformité de la méthode des éléments
avec joint. Nous avons fait le choix de recoller tous les champs (déplacement
transverse et ses dérivées normales et tangentielles) et d’avoir les conditions
D.K.T. partout.

Dans le chapitre 7, nous avons détaillé la mise en oeuvre d’une telle
méthode. Elle est basée sur une résolution a deux niveaux. Nous mon-
trons des résultats issus de problemes de plaques. Le choix de l'espace
des multiplicateurs de Lagrange s’est avéré efficace en ce qui concerne le
recollement des champs déplacement. De plus, nous avons remarqué que
la vitesse de convergence de l’algorithme du gradient conjugué projeté
préconditionné ne se dégrade pas lorsque le nombre de sous-domaines
augmente, la parallélisation donne ainsi son efficacité optimale.



Chapitre 2

Raccordement de maillages non
conformes: choix de la colle

2.1 Une approche duale de décomposition de
domaines

2.1.1 Formulation variationnelle

Soit 2 un domaine de IR® de frontiere I'. Soit V' I'ensemble des champs
de vecteurs v tels que v € (H'(Q)?) et v s’annulent sur la frontiere T'y. Soit
f donnée par exemple dans L*(12).

On veut résoudre un probleme d’équations aux dérivées partielles ellip-
tique du second ordre:
Trouver u tel que

Ku = f dans Q
u = 0 surly (2.1)

ot K est un opérateur continu de V' — V' ('opérateur elliptique est par
exemple celui du Laplacien avec condition de Neuman). On introduit la fonc-
tionnelle J : V' — V| définie par

Yo € V
1
J(v) = §<Kv,v>—<f,v>
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oll < .,.> représente le produit de dualité entre V' et V.
Nous avons le résultat classique, conséquence du théoreme de Lax-
Milgram:

Théoreme 2.1. — J admet un mintmum unique en v,
— vy, est Uunique solution du probléme (2.1)
Décomposons maintenant €2 en plusieurs sous-domaines.

2.1.2 Décomposition de domaines

Supposons que {2 soit la réunion de A sous-domaines disjoints {Qk}k:L“’K
comme le montre la figure (2.1):

Fia. 2.1 - Décomposition de domaines

Proposition 2.1. Résoudre le probléme (2.1) équivaut a trouver les champs
(ug k=1, minimisant la fonctionnelle:

1
ij(vk) = Z 5 < Kovg,vop >qp — < fyop >0 k=1, K (2.2)
k k

sous les contraintes de continuilté sur les interfaces:

vy =1ve sur 'y = Uﬁgzlﬂk n Ot (2.3)
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La condition de continuité aux interfaces 'y, peut étre dualisée de la facon
suivante:

(05 — ves ke = 0 Yppe € ((HZ(Tie)))?

Par conséquent, résoudre les K problemes variationnels (2.2) avec les condi-
tions de continuité (2.3) conduit & introduire le probleme de point selle du
Lagrangien:

K K
ﬁ(vlvv%'"7UI(7M17M27"'7/“75) = ij(vk)—l' Z (Uk_vaﬂkZ)FM
k=1 kJl=1, k<t

ol
(Uk — %MM)FM =< ke, (Uk - W) >

< .,.> désigne le produit de dualité entre (H%(FM))/ et H%(FM).
Trouver le point selle de ce Lagrangien revient a trouver les champs
{ur }r=1,.x ainsi que les multiplicateurs de Lagrange Ay, qui satisfont:

,C(ul,u2, e UK, )\17 )\27 ceey )\t)
E(Ul,vz, ey UK, )\17 )\27 ceey )\t) (24)

'C’(ulvu?v s UK M1y 2y e e 7/“‘75)

IA A

pour tout champ admissible {vy }r=1,. x et {g;}iz1,.

L’inégalité de gauche, c’est-a-dire
L(Ur, Uy ooy URy flay oy e ooy fit) < L(Ug, Uy ooy i, Ay Agy ooy X)) (2.5)

entraine la condition de continuité a I'interface. En effet, (2.5) n’est possible
que si

K

S (on = ve pne) = 0 Ve € ((HZ(Dye)))?

k=1, k<t

[’inégalité de droite entraine le probleme de minimisation (2.2). On en déduit
que l’ensemble des champs {ug}r=1 . x solution du probleme (2.4) est aussi
la solution du probleme initial (2.2).
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2.1.3 Discrétisation

En introduisant une discrétisation éléments finis sur chaque sous-domaine
et en écrivant le champ {uy}r=1, x dans sa base nodale, le probleme varia-
tionel hybride est transformé en systeme algébrique donné par:

Akuk—l—B}i)\ = fk k= 1,2,...,[&7
K
> Biup = 0 (2.6)
k=1

ou Ay est la matrice de rigidité associée a la discrétisation élément fini sur
Qk

Les matrices B, sont les matrices associées a la forme discrete de la contrainte
de continuité:

(05 — ves k) = 0 Vpupe € ((HZ(Tie)))?

Le probleme important maintenant est le choix de 'espace discret des

multiplicateurs de Lagrange A. Pour faire ce choix, deux approches ont été
étudiées: la méthode des éléments avec joints (Mortar Element Method) et
la méthode FETI: “Finite Element Tearing and Interconnecting”.
La méthode des éléments avec joint est une approche non conforme optimale
des décompositions de domaines tandis que la premiere motivation de
I’approche FETT est de réduire le nombre de multiplicateurs de Lagrange
servant a renforcer la continuité a l'interface.

Comparons ces deux méthodes du point de vue de la prise en compte des
multiplicateurs de Lagrange. Cette comparaison est étudiée dans I’article qui
suit intitulé "T'wo different approaches for matching nonconforming grids: the

Mortar Element method and the FETI method’.

2.2 Article 1. Two different approaches for
matching nonconforming grids: the Mor-
tar Element method and the FETI me-
thod
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Chapitre 3

Résolution par sous-domaines

Remarque 3.1. Tout ce qui suit a pour application finale la résolution de
problemes de plaques et coques. Afin de simplifier 'exposé, nous considérerons
dans un premier temps le probleme de Laplace mais assurerons le vocabulaire
de la mécanique du solide, ¢’est-a-dire

~ déplacement u

~ déplacement rigide u = ¢

fﬂu:zf)\:g—“

n

3.1 La méthode du complément de Schur

Fic. 3.1 - Décomposition de domaines sans recouvrement
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Considérons un domaine {) décomposé en deux ouverts disjoints €2; et €25,
d’interface I's sur lesquels on résout le probleme elliptique Ku = f avec des
conditions aux limites de type Dirichlet (v = g sur 9§2). Si on numérote les
degrés de liberté conformément a la décomposition du domaine, on trouve
alors, dans le sous-domaine numéro 1, les degrés de liberté associés a des
points du maillage situés a l'intérieur, au sens strict, de €}y, dans le sous-
domaine numéro 2, ceux associés a des points strictement intérieurs a €y,
et sur l'interface, les degrés de liberté de I's. On obtient alors la matrice
suivante:

Ky 0 Kis
[( - 0 [(2 2 [(2 3 ( 3 . 1 )
K31 Ksp Kas

Les blocs K; et Kj; sont transposés I'un de l'autre et les blocs K55 et K3, sont
associés aux problemes du Laplacien sur 2; et {25 avec conditions aux limites
de type Dirichlet. On peut ensuite par une élimination de Gauss appliquée a
la matrice par blocs K, ramener le probleme a la résolution d’un probleme
condensé sur l'interface:

(K33 — Koy K K3 — Ka K35 Koz )uz = by (3.2)
avec
by = f3— Ka1 K fi — Ksa K3, fo

La matrice condensée

S =Kz — K3y K" K3 — K3y Ky Ko (3.3)
est appelée la matrice du complément de Schur.
Cette matrice est symétrique, définie positive. S est aussi une matrice

pleine, par conséquent, (3.2) est résolu par la méthode du gradient conjugué
sans calculer explicitement la matrice du complément de Schur (Roux 1989).
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Calcul du produit de la matrice du complément de Schur par
un vecteur

La matrice du complément de Schur s’écrit comme la somme de deux

matrices S7 et Sy qui sont les contributions respectives de €y et 25 a S:

S 1 — [(:g:l))) — [(31 [(1_11 [(1 3

S 2 = [(:g) - [(32 [(2_21 [(23

K:E);) et K:g? désignent respectivement les contributions des domaines )y et
Q5 aux termes de la matrice associés aux degrés de liberté sur la frontiere
[s.

On obtient deux problemes locaux condensés sur 'interface et découplés que
nous pouvons calculer en parallele.

En pratique, le calcul du produit Sjws se fait en deux étapes:

— Premiere étape, résolution du probleme local de type Dirichlet:

[(1111)1 = —[(1311)3

ce qui définit:
[ wh ] . [ —[(1_11[(1311)3 ]

w3 w3

— Deuxieme étape, calcul du produit matriciel:
Ky Ky wy | 0
[(31 [(:g:l))) w3 B Sl ws

Remarque 3.2. S; est la discrétisation de Uopérateur qui fait passer de la
trace d’une fonction (un déplacement) a sa dérivée normale (son flux).
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3.2 Le probleme dual

Les conclusions du chapitre précédent nous amenent a privilégier la
méthode des éléments avec joint pour la discrétisation des multiplicateurs de
Lagrange apparaissant dans la condition de continuité faible aux interfaces.
Pour des problemes d’élasticité, ce multiplicateur de Lagrange correspond au
flux qu’il faut ajouter aux solutions des problemes locaux pour que le saut
de ces solutions soit nul a l'interface. On va montrer que la résolution par
sous-domaines du probleme initial se ramene a la résolution d’un probleme
d’interface concernant le multiplicateur de Lagrange.

On rappelle que la condition de continuité s’écrit sur 'interface:

<y —ug,p>=0,Yu € (HZ(T3)) (3.4)

On cherche uy, us et A solutions des problemes suivants résolus sur les deux
sous-domaines:

—Au; = ¢ sur {
aul

a—m = )\ sur Fg

up = 0 sur d\I';

et
—Auy = g sur )y
au2
— = —X surl
anz 3

uy = 0 sur 9Q\I';
et vérifiant la condition de continuité sur Iinterface (3.4), (ou my et n,

sont les normales extérieures de 2y et ).

On obtient, apres l'introduction des champs v; et vy cinématiquement
admissibles et apres intégration:
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Yo, € H' () , Vv, € H' ()  tels que vy = 0 sur 9 \I';
vy, =0 sur 0\ I';

\V/M € (H%)/(Fg) /Q (Vul)(Vvl) dQ—|— < Uy, b > = /Q g1V dQ)
/Q (VUQ)(VUQ) dfl— < Vo, 1 > = /Q GgaU2 dQ)
(ug — U, p)rs =< ug — g, 0> = 0

u; =0 sur 9 \I';
uy =0 sur 0\ I';

Si on assemble ces deux problemes, nous retrouvons le probleme initial:

/(Vu)(Vv) dQ = / gv d) Vv e H'(Q) avecv; =0 sur 9 \I';
Q Q
vy =0 sur 0\ I';

et

u=1wu; sur )y

U =1uy sur

Remarque 3.3. Deux déplacements vy et vy sur €y et Qy qui satisfont la
. Lys C
contrainte < vy — vg, 0 >= 0 Yu € (Hz)(I's) sont les restrictions d’un

déplacement v appartenant ¢ H*().
Alors H'(Q) s’identifie au sous-espace de H'(2y) x H'(Qy) des couples

(v1,v9) satisfaisant la condition de continuité a Uinterface.

Apres 'introduction d’une discrétisation par éléments finis compatibles?!,
on a vu qu’on obtenait le systeme linéaire suivant:

[(1U1 + BI)\ = 0
I(QUQ — B;)\ = Qg2
Blul — B2u2 = 0 (35)

1. au sens ol la condition inf-sup est satisfaite, en particulier A — B{ X, BL est injective.
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ou Bj (respectivement B, ) sont les matrices associées aux opérateurs de trace
T*. SiI’on reprend les notations de la section précédente, on voit que les ma-
trices K7 et Ky s’écrivent, si I’on numérote les degrés de liberté globalement,
en commencant par ceux qui sont associés a des points internes a {2y puis )y,
et en finissant par les noeuds situés sur 'interface I's:

[,7 [,7 [,7 [,7
K, = ( s )et Ky = ( e ) (3.6)

- (1 - (2
Kz K Ky K

Remarque 3.4. Les matrices K1 et Ky sont les matrices de rigidité Neu-
mann sur I's associées aux problemes discrétisés sur 0y et Qy. Elles sont
inversibles si et seulement si chacun des sous-domaines a une partie de sa
frontiere encastrée.

Dans le cas ou A est inversible, I'inversion des matrices Ky et Ky permet
d’éliminer la valeur de u et de transformer le systeme en A seulement.

ur =K' (g1 — B\

wr = K3 (g2 1 B
Le probleme est de trouver la valeur du multiplicateur de Lagrange tel que
le saut de la solution a I'interface soit nul.

Si on élimine uy et uy dans le systeme mixte, nous obtenons le systeme
linéaire suivant en A:

(BIK{'B + BoKy ' BO)N = BiK g1 — BoKy gy

Le systeme (3.5) est équivalent au systeme linéaire dual suivant:

DX=1b

Proposition 3.1. Les matrices Ky et Ky étant symétriques, la matrice D
est aussi symétrique.
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Preuve de la proposition 3.1.

La matrice D est définie par
D =B K 'Bl + B,K;'B!

est clairement symétrique.
Démontrons aussi que D est une matrice définie positive.
Si A un champ sur l'interface non nul alors, vérifions que

(DA, A) = (KT'BIA, BIA) + (K5 'BiA, BIA) > 0

Comme K et K, sont symétriques, définies positives, (DA, A) ne sera nul
que si BiX et BIX sont nuls, ceci n’étant possible que si A = 0, ce qui
contredit I’hypothese.

O

Par conséquent, on résout ce systeme par la méthode du gradient conjugué.
Une fois obtenu le multiplicateur de Lagrange, la solution des systemes
locaux est donnée par une inversion locale sur chaque sous-domaine.

Nous verrons dans une prochaine section le traitement du cas ou la ma-
trice K n’est pas inversible.

3.3 Résolution du probleme dual: algorithme
du gradient conjugué

L’application de la méthode du gradient conjugué au probleme condensé
dual a I'interface nous amene a itérer sur les valeurs des flux a I'interface A
jusqu’a 'obtention de la continuité des solutions locales.

La résolution par la méthode du gradient conjugué conduit a calculer dans
les différents sous-domaines avec des conditions de bord libre sur 'interface

u? = [(l_lfl

u; = Ky
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Puis, on en déduit le second membre qui est égal au saut a l'interface des
déplacements:

b= Bl — Byu$
Phase d’initialisation
A =0
ce qui donne pour le gradient et la direction de descente:
w' =¢° = —b

Phase d’itération
On suppose connus les vecteurs A", g, w"

n _ w—1pt,  n
v = K[ Bjw
n _ p—1pt n
vy = Ky Byw

Calcul du saut a l'interface:

T n n
p" = Byv! — By,

On calcule les coefficients de descente et de conjugaison et les nouvelles va-
leurs des différents vecteurs:

p _ _(gn7wn)
(p", w")
)\n-l—l — )\n_l_pnwn
gt = g+ pup”
., :_(gn—|—17pn)
! (pm, wn)
wn—l—l — gn—l—l _I_ ,}/nwn

Remarque 3.5. A chaque itération de [lalgorithme du gradient conjugué
appliqgué au probleme condensé, on effectue différentes étapes:

— On calcule la solution des problemes de Neumann locauz en effectuant
une opération de descente-remontée indépendante dans chaque sous-
domaine.
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— On caleule le nowveau résidu a lUinterface, ¢’est-a-dire, on calcule le saut
des solutions locales par un transfert de données entre sous-domaines
VO1SINS.

— On remet a jour les nouvelles valeurs des différents vecteurs en calcu-
lant les produits scalaires par sommation au travers du réseau d’inter-
connexion.

3.4 Sous-domaines flottants

Si le probleme est tel que chaque sous-domaine est en contact avec une
portion de la frontiere extérieure sur laquelle est appliquée une condition de
limite de Dirichlet, les matrices de rigidités locales Ky et K5 sont inversibles.
Ceci est contraignant en ce qui concerne le découpage en sous-domaines car
ceux-ci doivent alors tous avoir une frontiere en commun avec ’encastrement
du probleme global. Pour avoir une liberté totale en ce qui concerne la
décomposition de domaines, une technique d’élimination des mouvements
rigides dans les sous-domaines est introduite.

Dans le cas d’'un découpage en deux sous-domaines avec )y possédant
une frontiere sur laquelle des conditions de type bords libres sont imposées

(Figure 3.2):

Dirichlet Neumann

Fic. 3.2 - Découpage avec un sous-domaine non encastré

la matrice Ky n’est plus inversible.
On rappelle que le systeme (3.5) s’écrivait:

[(1U1 = f1 — BI)\
Kouy fo+ BiX
Blul == B2u2 (37)
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Si on considere la décomposition de la figure précédente, la matrice K est
définie positive et K3 est semi-définie positive du fait qu’il n’y a aucune
condition aux limites specifiée sur €.

Par conséquent, on doit préter une attention particuliere a ’équation

I(QUQ = f2 —|— B;)\

Comment fait-on pour résoudre un systeme de la forme Kx = b lorsque la
matrice K n’est pas inversible?

K étant symétrique, ’équation K@ = b admet une solution si et seulement
si le second membre est dans I'image de K. Puisque Im K & ker K est égal
a l’espace tout entier, ceci est équivalent a dire que b ne possede pas de
composantes dans ker(K'). Pour que la solution existe, il faut donc rajouter
la condition

bl ker(K)

c’est-a-dire que le second membre b doit appartenir au sous-espace orthogonal
au noyau de K.

On introduit K™ un inverse généralisé de K. Pour le probleme Kz = b,
la solution s’écrit:

r= Kb+ Ra

ou R = Ker(K) est une matrice rectangulaire dont les colonnes forment une
base du noyau de K et a sont les inconnues.

L’interprétation physique de cette matrice R et du vecteur o est que R
représente les mouvements rigides de (), et o une combinaison linéaire de
ceux-ci.

Dans le cas de deux sous-domaines, moyennant éventuellement une permu-
tation des lignes et colonnes , équivalente a un changement de base par per-
mutation, la matrice admet la partition suivante (en ayant choisi une base

sur Im K & ker K):
. Ky, Ko
K= ( KL Kp )
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ou le bloc K 4 est inversible et de dimension égale au rang de K et Kg est une
matrice dont la dimension est égale a celle du noyau de K, alors un inverse

K1 0
A+ A
K _( 0 0)

Sion applique a K le changement de base associé a la factorisation de Gauss

généralisé de K s’écrit:

du bloc pivot K4, on obtient:

I 0 K4 Ke I —Ki'Ke \ _
—KLKGY T K. Kp 0 I -
K, 0
( 0 Kp— KLKi'Ke ) (3.8)

Le rang de la matrice de droite est égal au rang de K4, on en déduit que
la matrice Kg— K5 K ' K¢ est de rang égal a0, ce qui signifie qu’elle est nulle.

Par ailleurs, on déduit de 1’égalité suivante:

Ky K¢ —K7'Ke \ 0 (0
KL Kgp ! T\ Kp—KLK'Ke ) T\ 0

que les colonnes de la matrice R définie par:

[ —Ki'K¢
= (75

forment une base du noyau de K.

Réécrivons le systeme (3.7):

u; = K7'(fi— Bi\) car K; est inversible
Ry(f2+ B3\) = 0 condition d’admissibilité
uy = KI(fy+ Bi)\) + Roa
Biuw, = Bouy (3.9)

En substituant u; et us dans la derniere équation du systeme (3.9) et en
utilisant la deuxieme, on obtient:
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BiK['(fi — BiA) — BoKS (fa + BiA) + BaRsar = 0 (3.10)
Ri(fo+ BA) = 0 (3.11)

Le systeme (3.10,3.11) représente un systeme hybride satisfait par le flux
A et par les constantes a:

Lo o)) () o

Théoreme 3.1 (Roux, 1989). Le couple (A, a) ot A est le multiplicateur
de Lagrange et o la variable décrivant les mouvements rigides du ou des
sous-domaines flottants est solution du systeme hybride:

(o §)(a)= ()

d — B1[X71_1f1—B2[X72—I—f2
e = Réfz

avec

Ce systéeme admet une solution et une seule.

Considérons maintenant le cas d’une décomposition quelconque de sous-
domaines. Dans chaque sous-domaine, on peut déterminer le pseudo-inverse
et le noyau de la matrice de rigidité.

Le systeme (3.9) s’écrit en posant

K* = K[! surles domaines Dirichlet

= Kj sur les domaines Neumann

RBA = —Rf
U; = [(Z-I_(fZ—I-Bf)\)—I-RZOQ
0 (3.13)

N
o~
&
I
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Une interprétation de la deuxieme équation du systeme (3.13) est que la
solution du probleme est la somme d’une solution particuliere calculée a
partir du pseudo-inverse de K; et d’un élément du noyau.

En substituant u; dans I’équation de continuité, on obtient:

S BKFBIA+Y BiRioi = —Y Bk} fi
RIBIN = —RLf:

Ces deux équations représentent un systeme hybride satisfait par les flux aux
interfaces A et les constantes locales a:

(o0 )(e) - () e

d = —ZBZ'[({I_JCZ'

e = _Rffi

avec

Théoréme 3.2 (Roux, chapitre XI, 1989). Sl n’existe aucun point qui
soit a linterface entre plus de deux sous-domaines, et que ['une des sous-
structures, au moins, est encastrée, l'algorithme du gradient conjugué pro-
Jeté, appliqué au systéme hybride (3.14), converge vers la solution unique du
systeme.

Pour une décomposition quelconque, le théoreme d’unicité de solution
ainsi que sa démonstration est un peu plus complexe et est donné dans (Roux,
1989)

Interprétation du point de vue physique.

L’opérateur D = 3, B; K B! représente le complément de Schur dual. D est
I'opérateur qui fait passer de la dérivée normale g—z (un flux) a la trace de la
fonction u (son déplacement).

La matrice (G représente une matrice de correspondance entre les mouve-
ments rigides du sous-domaine flottant et les déplacements de I'interface.
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Ga = Y, B;R;a; représente le saut aux interfaces des champs constants
locaux, G*A = RIB!X représente le flux global sortant du sous domaine €2,.

Le lemme suivant est demontré dans Roux(1989).

Lemme 3.1. — Soit ny le nombre de degrés de liberté bloqués. St une des
sous-structures, au moins, est encastrée, la matrice G est de rang ny.

— La matrice G' posséde ny colonnes linéairement indépendantes.

Comme le rang de G vaut n, on a

(G'Gr,z) = (Gr,Gz) =|| Gz ||’> 0 pour z # 0
Proposition 3.1. La matrice (G'G) est définie positive.

Nous présentons maintenant un algorithme de résolution pour le systeme
hybride précédent.

3.4.1 Résolution du systeme hybride: algorithme du
gradient conjugué projeté

Le probleme (3.14) peut s’interpréter en terme de minimisation d’une
fonctionnelle quadratique, définie a 1’aide de 'opérateur D:

min 6(3) = Z(DAA) — (b,
sous la contrainte
G')N=e
On résout un tel probleme par la méthode du gradient conjugué

projeté.

Ce probleme de minimisation est équivalent a
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1 .1
A* réalise le A7r£&rie(§(l))\, A)— (b, X))
soit encore G'A\* =¢ et Vy e Ker(G'), (DX* —b,y)=0 (3.15)

On introduit P la projection orthogonale par rapport au produit scalaire />

(noté (.,.) dans (3.15)) sur le noyau de G,

P : x+— Pxc Ker(Gt)
P = P!

Comme y € Ker(G"), on a Py = y par conséquent (3.15) donne

Yy € Ker(G')(P(DX* = b), Py) =0 (3.16)

On introduit A% et u tels que:

=20 Pu
vérifiant
GIAY = ¢
G'u=0

Vy € Ker(G"), (P{D[X° + Pu] — b}, Py) =0
< ((PDPu,Pu)— P(D)° —b),Py) =0

p réalise le minimum de

min%(PDP/,L,/,L) —(P(DX° —b), Pu) (3.17)

La méthode du gradient conjugué projeté est, en fait, équivalente a la
méthode du gradient conjugué appliquée a (3.17).



48 Chapitre 3. Résolution par sous-domaines

Donnons 1’algorithme du gradient conjugué projeté:
Phase d’initialisation de A

On part d'un A° vérifiant

G'X° = e (3.18)

Si on écrit A\° comme suit afin que Iécriture A = A% + p soit unique:

2\ = Ga’
alors le probleme (3.18) devient
(G'G)a’ = e
or d’apres le lemme 3.1, G'(i est inversible aussi:
a’ = (G'G) e

Par conséquent, un vecteur initial A? satisfaisant la contrainte (3.18) est
donné par

A = GGG e

Phase d’initialisation, calcul de d et ¢
Le calcul de

d = —ZBZ'[({I_JCZ'

revient a résoudre un probleme en déplacements dans chaque sous-domaine
et calculer le saut de ces déplacements aux interfaces (par la multiplication

par B;).
Pour le calcul de

e = —Rif;
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on détermine la trace sur les interfaces des contraintes des sous-domaines

flottants, en supposant « nul.

Pour le gradient et la direction de descente, on a

" =DXN —d

w’ = P(g°)

P étant la projection orthogonale sur le noyau de G".

Phase d’itération
On suppose connus les vecteurs A”, g, w"

Calcul de Dw™

_ (gn7 wn)
P (Dw™, w™)

gn—l—l — gn _I_anwn

Calcul de Pg"*!

(Pgn—l—l7 Dwn)

T = (Dw™, wn)

wn—l—l — Pgn—l—l +7nwn

La différence de cet algorithme par rapport a la méthode du gradient
conjugué est que les directions de descentes sont calculées dorénavant a
partir de la projection orthogonale du gradient sur le noyau de G, et non
plus seulement a partir du gradient. Ainsi, A" vérifie toujours la contrainte

(3.18).

A convergence, P(¢g") = 0 c’est-a-dire que le gradient appartient a I'image

de G,
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3.4.2 Calcul de la projection du gradient sur le noyau

de G!

Rappelant que la matrice G*(7 est inversible, on remarque que le calcul de
la projection orthogonale du gradient sur le noyau de G* consiste a trouver
un 3 tel que:

Pg=g+Gp

G'Pg = 0, ceci implique que (3 est solution du systeme suivant:

G'GB = —Glg (3.19)

ce qui nous amene a l'expression de la projection orthogonale du gradient
sur le noyau de G*:

P(g) =g—G(G'G) "Gy

Remarque 3.6. GG'GG est une matrice creuse, symétrique définie positive.
En effet, il y a 3 modes rigides par sous-domaines flottants en dimension
2, et 6 au plus en dimension 3. Par conséquent, la taille de la matrice G'G
est 3Ngs X 3Ny pour les problemes bi-dimensionnels et 6 N;z X 6Ny pour
les problemes tri-dimensionnels, Ny; ¢tant le nombre de sous-structures flot-
tantes.

Le calcul du gradient projeté demande un produit par la matrice GG et par
G et la solution du systeme (3.19). Or, la matrice (G'G) est creuse par
conséquent, la résolution du systeme (3.19) ne représente qu'un coiit tout a
fait négligeable. En résumé, le calcul de la projection ne représente pas une
augmentation significative du cout de la méthode.

3.4.3 Solveur a deux niveaux

L’application de la projection revient a résoudre complement le probleme
de minimisation sur la grille grossiere, a chaque itération du Gradient
Conjugué du probleme dual sur la grille fine. Ce probleme de minimisation
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est un probleme de minimisation des sauts des solutions locales aux inter-
faces. Les parametres de cette minimisation sont les valeurs des constantes
dans les différents sous-domaines.

Comme cela a été remarqué dans C.Farhat, F.X.Roux (1991), la méthode
duale avec projection peut étre vue comme une méthode de résolution a
deux niveaux. Le niveau global “grille grossiere” défini par la projection et
un niveau de maillage fin dans chaque sous-domaine, avec les opérateurs
locaux K. La projection revient a résoudre un probleme global couplant
les constantes sur tous les sous-domaines. Elle représente un mécanisme de
transmission globale d’information a I’ensemble des sous-domaines.

Avec les corrections grille grossiere , les méthodes de sous-domaines
présentent des caracteres similaires aux méthodes multigrilles avec toutefois
I’avantage de ne pas nécessiter de maillages emboités. De plus, ce type
de méthode se prétent extrémement bien a la parallélisation sur machines
multi-processeurs a mémoire distribuée.

3.5 Reconjugaison des directions de descente

Nous avons donc comme algorithme de résolution, 1’algorithme du gra-

dient conjugué projeté. On s’est apercu, en observant les courbes des résidus,
que la décroissance de ceux-ci s’effectue de facon oscillante.
Pour expliquer ce phénomene, on rappelle que le calcul de 'opérateur dual
s’effectuait a partir d’inversions locales. Or, plus les matrices locales sont
mal conditionnées, plus 'erreur due aux inversions locales est grande. Cette
erreur se répercute lorsqu’on multiplie par la matrice de 'opérateur dual
entrainant ainsi des conséquences sur les relations d’orthogonalité qui sont
désormais vérifiées a un facteur d’erreur de calcul pres.

On rappelle rapidement ’algorithme du Gradient conjugué pour mettre
en évidence les corrections a apporter afin d’assurer numériquement 1’ortho-
gonalité.

La résolution d’un probleme Az = b par I’algorithme du gradient conjugué
s’effectue de la maniere suivante:

On choisit z¢, on calcule alors

go = Axg—0>
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On suppose connus z,, g, et w,, et on calcule Aw,

_ (9o wn)
Pr (Aw,, w,)
Tnt1t = Tp + PrnWnp

gnt1 = Gn + pnAwn

La nouvelle direction de descente w, 4 est calculée a partir de g,1; et de
la direction de descente précédente.

Wpt1 = Gnt1l T YnWn (320)
avec
— (gn-l-lv Awn)
T (Aw,, w,)

On se souvient que le gradient conjugué possede des propriétés d’orthogona-
lité que I'on peut démontrer par récurrence.

Proposition 3.2 (Propriétés du Gradient Conjugué).

(9i.9;) = 0
(wi, Awj) = 0V0<i<j<n

Ce sont ces conditions d’orthogonalité qui ne sont plus exactement
vérifiées. Pour assurer l'orthogonalité de la nouvelle direction de descente
calculée par rapport au p+ 1 directions précédentes, on remplace la condition
(3.20) par la relation suivante:

P
Wpy1 = Gn41 + Z’Yn—iwn—i (321)

=0

avec
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o (gn+17 Awn—i)
=i (Awn—ia wn—i)

La relation (3.21) revient donc a stocker un certain nombre p + 1 de
directions de descentes afin de construire la nouvelle direction de descente
de fagon a ce qu’elle soit orthogonale aux p + 1 directions précédentes.

La relation (3.21) implique le stockage des p directions de descente
précédentes et des p + 1 vecteurs Aw. Les calculs supplémentaires sont qu’a
chaque itération, il est nécessaire de calculer p 4+ 1 produits scalaires

(gn+17 Awn—i)

En ce qui concerne le calcul de la nouvelle direction de descente, il nécessite
p + 1 combinaisons linéaires.

Le cout est par conséquent plus important que pour 'algorithme initial
mais les calculs introduits sont facilement parallélisables.
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Chapitre 3. Résolution par sous-domaines
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Chapitre 4

Les méthodes de
préconditionnement

On a abouti, au chapitre précédent, a la méthode de résolution du
gradient conjugué projeté avec conservation des directions de descente.
On rappelle que ce solveur est appliqué a la résolution d’un probleme
en contrainte sur l'interface avec, a chaque itération une inversion des
problemes locaux. Ici, les inversions locales sont faites de facon directe.
Le préconditionnement du gradient conjugué pour le probleme d’interface
est un aspect tres important de la méthode mixte. En ce qui concerne
I'implémentation sur calculateur parallele, non seulement il faut veiller a ce
que chaque itération ne soit pas trop cotteuse en terme de communication,
mais en plus ces méthodes doivent converger rapidement. Aussi, le choix du
préconditionnement est important pour accélérer la convergence du solveur.

Nous savons, d’apres la relation
DX=1b (4.1)

que le gradient du probleme interface a 'itération n est défini par

g, = DX, — b

ol

N
D =Y BK;'B!

=1
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Le gradient est égal a I'inverse des sauts des déplacements aux interfaces:

L’intuition numérique pour définir un préconditionnement est de recher-
cher une matrice M qui soit une bonne approximation de D~!. Appliquer
le préconditionneur M consistera a transformer le vecteur (4.2), homogene
a des déplacements, en un vecteur homogene a des contraintes. Ceci sera
fait en relevant le champ des déplacements associés a g,, par résolution de
problemes locaux, puis en calculant le saut des contraintes aux interfaces.

4.1 Rappel du préconditionneur condensé

En reprenant l'interprétation du préconditionnement en terme de trans-
formation d’un gradient en un vecteur homogene a des contraintes, Roux
(1989) a analysé un préconditionneur de la matrice de la méthode hybride
dans le cas ou les maillages sont conformes.

Considérons la matrice de 'opérateur dual D obtenu par la formulation

hybride:

[(1U1 + BI)\ = f1
I(QUQ — B;)\ = f2
Blul — B2u2 =0

La matrice K est diagonale par bloc, chaque bloc diagonal étant la matrice
K; d’un probleme sur un sous-domaine.

La matrice B est une matrice globale des sauts aux interfaces. Elle est
formée de blocs soit nuls, soit égaux aux blocs B; pour les relations entre les
multiplicateurs de Lagrange et les degrés de liberté localisés sur les interfaces
du i-eme sous-domaine. Le nombre de colonnes est égal a la somme des
nombres de degrés de liberté dans les différents sous-domaines, et le nombre
de lignes égal au nombre de degrés de liberté du multiplicateur de Lagrange.

A vérifie ’équation suivante:
DX=5b (4.3)

avec
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B K'Y 0 B!
D_(Bl _BZ)( 0 K;l)(—B;
_ K7t 0 fi
(o) (5 2)(4)

Considérons un sous-domaine {);, et numérotons ses degrés de liberté en
commencant par ceux qui se trouvent a I'intérieur ou sur les bords libres de
2, et en numérotant en dernier ceux qui se trouvent sur 'interface entre €2,
et les autres domaines.

Avec une telle numérotation, la matrice de rigidité de ); a la structure par

[Xfi [Xff
ou K représente la matrice du probleme avec conditions aux limites de

Dirichlet sur 'interface, alors que Ky; est la restriction de la matrice de
rigidité de Q; aux degrés de liberté localisés sur 'interface.

blocs suivante:

La contribution d’un sous-domaine €); a la matrice du complément de

Schur (3.3) s’écrit:

S(Z) = [(ff — [(fi[(izllfif
(4.4)

La restriction de la matrice B a l'interface est la matrice qui, a chaque
couple (u;, u;) de degrés de liberté localisés en un point de l'interface, associe
leur saut u; — u; orienté arbitrairement une fois pour toute.

On note B; la matrice de restriction a l'interface de la matrice B, c’est-a-dire
la matrice de correspondance entre les degrés de liberté sur l'interface, et
ceux du multiplicateur de Lagrange.

La contribution du sous-domaine €); a la restriction de 'opérateur dual
complet D aux degrés de liberté du multiplicateur de Lagrange associés a ce
sous-domaine s’écrit:

DY = B;K'B! (4.5)
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Si I'on numérote les degrés de liberté en déplacements localisés sur des
points de l'interface dans le méme ordre que les degrés de liberté du multi-
plicateur de Lagrange, la matrice B; a la forme suivante:

Bi=(0 1)

ou 0 est une matrice nulle ayant un nombre de colonnes égal au nombre de
degrés de liberté internes a €2; , et [ est la matrice identité de dimension
égale aux nombres de degrés de liberté en déplacements sur l'interface. C’est
une matrice de restriction.

On a donc la relation suivante:

-1
» K; K; 0
(?) _ i if

D= (0 1)(Kﬁ Kff) (])

On considere maintenant la matrice:

Ci ; . [(ii [(i f - 0

Cff - [(fi [(ff I
Grace a la définition de DW: nous avons D) = Cyy.
De plus, par définition de Cj; et Cyp, on a

KCiy+ Ki;Cpp = 0
[X7fi0ii—|-li7ff0ff = 1 (46)

Par élimination de la matrice C;; dans les équations (4.6), on obtient:

—[(fi[(izllfifcjff + [(ffof = [[(ff — [(fi[(izllfif]cjff =7 (47)

DO — [S(i)]—l

4.1.1 Préconditionnement a ’aide des matrices de ri-
gidité locales

Une idée naturelle pour trouver un préconditionneur est de remarquer
que la matrice D est construite a partir des inverses locaux de S et de
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proposer un premier préconditionneur M a partir de SO,

. ; 0 0
M:ZS():ZBZ»(O S(i))BZ (4.8)

Il apparait que les S sont trop cotiteux a calculer, on cherche ainsi a les
simplifier.

Etude du spectre de la matrice duale préconditionnée Supposons
que le préconditionnement soit parfait, c’est-a-dire que SD = [. Par
conséquent, les vecteurs propres associés aux plus grandes valeurs propres de
S sont des vecteurs propres de D associés aux plus petites valeurs propres.
Les plus grandes valeurs propres de S sont d’ordre % et la densité du haut
du spectre tend a augmenter lorsque h tend vers 0, (Bjorstadt et Widlund
(1986)).

Reprenons le cas d’'un domaine 2 décomposé en deux sous-domaines )y
et (), séparés par une interface I's. Considérons le sous-espace engendré par
les vecteurs propres de S associés a des valeurs propres supérieures a une
constante C', grande devant 1. On a pour tout A unitaire dans ce sous-espace:

(SAA) = (Ks3A A) — (K31 K Kish, ) — (Kaa Kop Koz A, \) > C >> 1(4.9)

Les matrices K33 Kl_ll K5 et ]&’32[&”2_21 K3 sont positives, ceci entraine que
K33 est spectralement dominante devant Kay K ' K3 + Ky K53 Kos.

Ceci explique pourquoi le préconditionnement par la matrice K33 a des ef-
fets comparables au préconditionnement par S sur la partie haute du spectre.

Grace a cette étude spectrale, nous pouvons revenir sur le préconditionneur
donné en (4.8). Puisque le préconditionnement par la matrice K33 a des
effets comparables au préconditionnement par S, on propose donc le nouveau
préconditionneur:

. - ' [(11 [(12 t
M = ;]ng = Zl: Bz ( [(21 [(33 ) Bz
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qui s’écrit aussi

M = Z BZ[(ZBZ

On remarque que M est construit a partir des matrices locales.
C.Fahrat et F.X.Roux (1994) ont montré que M est une bonne approxi-
mation de D! au sens ou elle accélere la convergence de la méthode. Le
préconditionnement s’interpréte alors comme une transformation du champ
de déplacements en un champ de contraintes.

Dans le cas conforme, F.X. Roux a noté que le préconditionnement de la
matrice D par la matrice Y, B; K; Bl = BK B" tend a concentrer les valeurs
propres et a tasser le spectre amplifiant ainsi les phénomenes de super
convergence de 'algorithme du gradient conjugué.

Nous allons maintenant proposer une extension de ce préconditionneur
au cas non conforme et noterons les mémes phénomenes de tassement du
spectre.

4.2  Extension du préconditionneur au cas
non conforme

La matrice d’'interface est la matrice de correspondance entre les degrés
de liberté situés sur I'interface et les degrés de liberté des multiplicateurs de
Lagrange.

B; n’est plus ici une matrice de restriction. Nous rappelons que le calcul des
termes de la matrice d’interface dans le cas de deux sous-domaines dont les
maillages ne coincident pas sur l'interface I' est donné par:

[ = wa)(y) =0 (4.10)

ou les fonctions de base de w; sont linéaires par morceaux et celles de ¥
linéaires par morceaux avec des pentes nulles aux extrémités de 'interface.
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En renumérotant les points situés sur 'interface, la matrice interface B;
prend alors la forme suivante:

B, = PR,

ou P; est une matrice 'projection’ rectangulaire dont les coefficients sont
égaux a ceux issus du calcul de I'intégrale 4.10 et R; est la matrice rectan-
gulaire, restriction des déplacements de €); a 'interface.

Ainsi, la matrice de 'opérateur dual D s’écrit

D =Y BK;'Bi =% PR,K'R.P}

La matrice de préconditionnement que nous proposons est:

M, = Z(PZP:)_l(PZRZ[(ZR:PZ)(PZPZ)_l (411)

K3

Nous pouvons justifier ce choix en considérant le cas d’un maillage
uniforme en éléments finis rectangulaires sur chaque sous-domaine et en
considérant K; diagonale. En effet, dans ce cas, on remarque que les matrices
R;K;R! = k; sont constantes par interface. Les matrices R; étant des
matrices de restriction, il est clair que 'on a R;K;7 'Rl = k7!,

De ce fait, la matrice de 'opérateur D s’écrit

D= Pk'P

Comme on ’a vu précédemment, un bon ’candidat’ pour préconditionner
la matrice D est:

M = Z(Pikijf)‘l (4.12)

K3

qui peut encore s’écrire comme (4.11) car P; et k; commutent (k; est constante
par interface).

Remarque 4.1. Nous remarquons que dans le cas conforme FETI clas-
sique, le terme (P;P!)™' correspond au quotient 1 /nombre de sous-domaines
auquels appartient le point interface.
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Remarque 4.2 (Factorisation QR). Pour le calcul de (P;P!)™", nous
utiliserons la factorisation P! = QR par la méthode de Householder.

La matrice P! est une matrice rectangulaire (M, N). Nous allons transformer
P!, a l'aide de N transformations élémentaires de Householder successives,
en une matrice ‘triangulaire’ R ayant la structure :

Q M-N

N

FiG. 4.1 - Factorisation QR

ot R est une matrice carrée (N, N), triangulaire supérieure.

Lien avec la factorisation de (P, P!):

Puisque P! = QR, Q ¢étant orthogonale, on a:

t

PPl = RQ'QR = R'R = [ 7 0 ] =R R

R
0

La factorisation QR utilisée est une factorisation en structure pleine, par

bloc, par interface. On pourrait réduire le cout de la factorisation en tra-
vaillant en structure creuse.
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4.2.1 Résultats numériques

Dans les sections résultats numériques, le probleme étudié est:

Trouver u tel que

—Au = f, dans ()
u = 0, surdf (4.13)

Théoreme 4.1. Si A est un opérateur compact autoadjoint sur H alors le
seul point d’accumulation possible du spectre est 0.

Le théoreme suivant est démontré dans [Roux, 1989].

Théoreme 4.2. Lopérateur dual est un opérateur compact autoadjoint de

H~2 (I') dans lui-méme

Les théoremes 4.1 et 4.2 nous permettent de dire que les valeurs propres
de lopérateur dual continu forment une suite décroissante vers 0. Ceci se
caractérise par le fait que les valeurs propres de la matrice de 'opérateur
dual discrétisé s’accumulent dans la partie basse du spectre lorsque le
parametre de discrétisation tend vers 0.

Nous allons premierement étudier le cas d’un domaine ) carré, décomposé
en 4 (2 x 2) sous-domaines, chaque sous-domaine étant maillé de facon
indépendante, puis raffiné par 2, par 4 et par 8. Nous étudions le cas ou

f = 2sin(x)sin(y).

Les courbes suivantes représentent les spectres de la matrice duale, avec
et sans préconditionnement.
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Spectre de la matrice Schur duale sans preconditionnement
0.12 T T T T T

0.08 | —

0.06 -

valeur

0.02

0 . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16
valeurs propres

Fiac. 4.2 - Spectre de la matrice Schur duale sans préconditionneur,
décomposition 2 X 2, ¢ = 1, hl_l = hz_l =16, h;l = h;l =24

Spectre de la matrice Schur duale avec preconditionnement

25

15 —

valeur

0 . . . . . .

6 8
valeurs propres

Fiac. 4.3 - Spectre de la matrice Schur duale avec préconditionneur,
décomposition 2 X 2, ¢ = 1, hl_l = hz_l =16, h:,:l = h;l =24
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Spectre de la matrice Schur duale avec et sans preconditionnement

avec preconditionneur —
sans preconditionneur -----

05

05

15 |

log10 valeur

-25

.35 . . . . . . .

8
valeurs propres

Fic. 4.4 - Influence du préconditionneur sur le spectre de la matrice Schur
duale, décomposition 2 X 2, ¢ =1, hl_l = h;l =16, h;l = h;l =924

Spectre de la matrice Schur duale avec et sans preconditionnement

avec preconditionneur —
sans preconditiopfieur -

05

05

log10 valeur

35 . . . . . .
5 10 15 20 25 30 35
valeurs propres

Fic. 4.5 - Influence du préconditionneur sur le spectre de la matrice Schur
duale, décomposition 2 x 2, ¢ =1, hi' = hy' =32, h3' = h;' = 48
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Spectre de la matrice Schur Duale avec et sans preconditionnement

avec preconditionneyr —
sans preconditionpeur -

-0.5

15 |

log10 valeurs

-4 . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70
nombre de vp

Fic. 4.6 - Influence du préconditionneur sur le spectre de la matrice Schur
duale, décomposition 2 x 2, ¢ =1, hl_l = h;l = 64, h;l = h;l =96

Nous remarquons sur les figures 4.4, 4.5, 4.6 une accumulation des petites
valeurs propres de la matrice duale lorsque le parametre de discrétisation,
c’est-a-dire les pas du maillage, tend vers 0.

De plus, en préconditionnant par le préconditionneur non conforme basé
sur les matrices de rigidité locales, nous remarquons sur ces mémes figures
que le conditionnement des opérateurs est amélioré.

En résumé, il apparait que le préconditionneur a non seulement des effets
sur la largeur totale du spectre mais aussi sur la partie basse de celui-ci,
le phénomene remarqué étant le tassement des petites valeurs propres.
Par conséquent, le préconditionneur accélere la vitesse de convergence du
gradient conjugué qui converge plus vite lorsque les grandes valeurs propres
sont bien séparées.
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Residu avec et sans preconditionnement

avec preconditionneur —
sans preconditionneur -----

log10 residu

9 . . . . .
8

6
iterations

Fic. 4.7 - Influence du préconditionneur sur le résidu, décomposition 2 x 2,

c=1,h'=hy' =16, h3' =hy' =24

Residu avec et sans preconditionnement
-3.5 T T T

avec preconditionneur —
sans preconditionneur -----

-4.5

55 |

log10 residu

75+

-85 . . . . .

15
iterations

Fic. 4.8 - Influence du préconditionneur sur le résidu, décomposition 2 x 2,

c=1, hi' = hy' =32, h3' = h;' =48
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Residu avec et sans preconditionnement

-3.5 T
avec preconditionneur —

sans preconditionneur -----

log10 residu

2
iterations

Fic. 4.9 - Influence du préconditionneur sur le résidu, décomposition 2 X 2,

c=1,hi'=hy' =64, h3' =hy' =96

Residu avec et sans preconditionneur

avec preconditionneur —
sans preconditionneur - ]

log10 residu

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
iterations

Fic. 4.10 - Influence du préconditionneur sur le résidu, décomposition 2 X 2,
c=1, hi' =hy' =128, h3' = hy' =192

Le préconditionneur My s’est avéré efficace comme le montrent les courbes
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4.7,4.8, 4.9 et 4.10 pour un test quatre sous-domaines, raffinés plusieurs fois.
Chaque résidu est calculé pour un probleme avec ou sans préconditionneur.
Cependant, il apparait que le préconditionneur n’accélere pas la convergence
aux premieres itérations. Au contraire, celle-ci est légerement ralentie au
départ. Par contre, apres un certain nombre d’itérations, lorsque 'on com-
mence a atteindre un degré de précision tel que les phénomenes mis en jeu
sont associés a des basses fréquences de la matrice duale, le préconditionneur
non conforme accélere la convergence. Le facteur gagné est environ 2.

Pour un test avec maillage constant, par exemple, pour un pas de
discrétisation égal & hy' = hy' = 64, h3' = h;' = 96, on décompose le
domaine en 2 x 4 sous-domaines.

Les expériences numériques ont montré que le phénomene de tassement
du bas du spectre obtenu par le préconditionnement de la matrice duale a
I’aide des matrices de rigidités locales s’observait encore pour des nombres
de sous-domaines plus importants.

Residu avec et sans preconditionneur

avec preconditionneur —
sans preconditionneur -----
-3.5 1

45 |

55 |

log10 residu

<75

5 10 15 20 25 30 35 40
iterations

Fic. 4.11 - Influence du préconditionneur sur le résidu, décomposition 2 x4,

c=1, b =hy' = hi' =hg' =64, h3' =hy' =hiT = hy" =96

Remarque 4.3. Les calculs ont été  effectués sur le ‘petit’ Paragon
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possédant 8 processeurs. Les décompositions ne faisaient pas apparaitre de
sous-domaines flottants. Des résultats sur des problémes plus complexes,
le probleme de plaques, avec présence de sous-domaines flottants seront
présentés dans le chapitre 7.

4.3 Approche hiérarchique

4.3.1 Introduction

Notre motivation vient des résultats des travaux de H. Yserentant (1986).
Dans ses articles, il analyse le nombre de conditionnement des matrices de
rigidité issues d’un probleme elliptique d’ordre 2 discrétisé par la méthode
des éléments finis utilisant une approche “base hiérarchique” de 'espace
éléments finis au lieu de "approche classique “base nodale”. Il a été montré
que le nombre de conditionnement de la matrice de rigidité se comporte en
0((log K')*) ot K est le nombre de conditionnement de la matrice de rigidité
écrite dans sa base nodale.

Dans le cas d’une triangularisation uniforme, de pas de maillage h, le
hiérarchique se comporte donc en 0((log +)?) au lieu de 0((+)?) pour la
matrice de rigidité écrite dans sa base nodale. Ce résultat n’est valable qu’en
dimension 2 d’espace.

Par conséquent, dans la méme optique, nous allons considérer la matrice
de 'opérateur dual D, qui peut étre interprété comme un opérateur d’ordre
1, définie dans sa base hiérarchique. Pour ce faire, nous allons construire une
base hiérarchique de 'espace des multiplicateurs de Lagrange.

Nous commencons dans cette section, a donner la méthodologie de la
construction d’une base hiérarchique dans le cas général.

4.3.2 Formulation variationnelle

Le probleme a résoudre est:
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Trouver v € V tel que
alu,v)=Lv)YveV
avec les notations:

V={veH(Q),v=0 sur '}

(4.14)

La résolution de ce probleme dans le cadre des éléments finis hiérarchiques
consiste a générer, a partir d'un maillage initial 77, une série de maillages

{72}

Lorsque le maillage est raffiné au cours du calcul, I'espace d’approxi-
mation éléments finis est enrichi par l'introduction des fonctions de base
associées aux nceuds nouvellement créés. Ces fonctions de base successive-
ment ajoutées restent inchangées une fois qu’elles sont introduites et forment
une base, dite hiérarchique de I'espace éléments finis. Cette base entraine
certains recouvrements non-standards des supports des fonctions de base
associées aux nceuds qui n’appartiennent pas forcément a un méme élément.

XXXX 22N

Fic. 4.12 - Bases nodales et hiérarchiques pour des fonctions linéaires par
morceaur

Par conséquent, l'espace V() est approché par la série des espaces
éléments finis correspondants {V,(€2)}. Dans notre cas a deux dimensions,
un maillage 7,41 est généré en subdivisant certains éléments du maillage 7,
et V,41(0) est obtenu en ajoutant dans V, () les fonctions de bases ®4t
aux nceuds créés a ce niveau de raffinement et en laissant inchangées toutes

les anciennes fonctions de base.

Par construction, ces espaces vérifient la relation suivante:

V() CcWwm@)C...c V() C V() C...CV(Q)
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Le champ de déplacement approché u® € V,(Q) est développé sous la forme
suivante:

P =3 N ue

5=1 A€nceud(75)

On note que les degrés de liberté associés aux nceuds adaptatifs créés au
niveau“a + 17 ne représentent qu’une correction de déplacement pour u®
appartenant a V().

La formulation variationnelle discrétisée de (4.14) s’écrit alors:

Trouver u® = Zuiﬁ)i‘ € VL(Q) tel que

5,A
VoL e V,(Q)
Soud a(®, @F) = L(9F) (4.15)

5,4

On remarque que le systeme a résoudre (A*®) possede une structure par blocs
et (A”) est pleine puisque les blocs de couplage entre deux niveaux différents
de raffinement sont composés de termes non nuls a cause des fonctions de
formes hiérarchiques.

(A1) oo (A) (A1) (O (F1)
(A1) sy ey | ) [ =] )
(A1) o (a%) (A )\ (o) (F*)

Construction de Vj

On a la relation tres importante:

Va+1 — Va S, Vag1

Vor1 est le sous-espace de V,i; contenant les fonctions nulles a tous les
points du maillage 7, au niveau [ avec 1 <[ < k.
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Ainsi, une base hiérarchique de V., est I'union d’une base hiérarchique
de V, et de la base nodale de v,,.

On a:

Vay1 = Vect {CI)?‘H; pi € 7;4_1\7;}
= {w & Vayy; wipi) =0p; € To}

4.3.3 La méthode des joints hiérarchiques

Nous rappelons brievement la construction des fonctions de bases nodales
pour u. On associe une fonction de base ®; a chaque sommet M; du maillage
T donné telle que:

M) =1
¢, (M;) = 0 pouri#j

En ce qui concerne les fonctions de bases nodales pour 'espace des joints,
nous avons la méme construction excepté aux extrémités de I'interface ou les
pentes des fonctions sont nulles.
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Base Nodale: trace deu

i=1,...,n

n ntl

Base nodale de I’ espace des multiplicateurs de Lagrange : joint

i=2,..,n-1

n ntl

FiG. 4.13 - Fonctions de bases nodales

Détaillons la construction des fonctions de base hiérarchique pour
I’espace des fonctions joints.

La base hiérarchique est construite sur une famille de grilles emboitées
{T:}£ | issues d'un processus de raffinement. Sur la premiere grille 77, la base
hiérarchique est équivalente a la base nodale sous la contrainte "pentes nulles’
aux extrémités de 'interface. Par la suite, a chaque division due au procédé
de raffinement, un ou plusieurs noeuds sont ajoutés et pour chacun de ces
nceuds, une nouvelle fonction de base ® est définie vérifiant la propriété
suivante:
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&7 = 1 aux nceuds nouvellement créés

®f = 0 sur tous les anciens nceuds

Ces fonctions de base hiérarchique ajoutées au cours du raffinement sont
inchangées une fois qu’elles ont €té introduites.
La figure 4.14 suivante illustre ce procédé dans le cas simple mono-
dimensionnel.

Base hierarchique de I’ espace des multiplicateurs de Lagrange : joint

Fic. 4.14 - Fonctions de bases hiérarchiques
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Préconditionneur “hiérarchique” Notre motivation maintenant est
de trouver un préconditionnement pour la matrice de 'opérateur Schur
dual construite dans sa base hiérarchique. Nous rappelons que la base
hiérarchique porte uniquement sur ’espace des multiplicateurs de Lagrange
(et non pas a l'intérieur des sous-domaines). Notre idée fut de trouver un
préconditionneur associé a un maillage grossier, c’est a dire au premier
niveau de raffinement.

La matrice Schur dual est construite sur les différentes grilles emboitées
générées a partir du premier niveau grossier par raffinement successif.
Nous utilisons comme préconditionneur le bloc de la matrice Schur duale
associé aux premieres grilles grossieres. Nous obtenons ainsi un probleme
sur l'interface préconditionné par son premier niveau.

Puisque nous travaillons en base hiérarchique, le préconditionneur grille
grossiere correspond a un préconditionneur bloc diagonal pour la matrice D
issue de l'opérateur Schur dual. Ce préconditionneur est calculé, assemblé
et inversé par la méthode du gradient conjugué avec reconjugaison des
directions de descente.

Dans un second temps, nous préconditionnons ce probleme par le
préconditionneur M;, construit a l'aide des matrices de rigidité locales,
étudié dans la section précédente.

Au chapitre 3, nous avons introduit I'algorithme du gradient conjugué
avec reconjugaison des directions de descente. On peut alors juxtaposer les
préconditionneurs, quitte a perdre la symétrie du préconditionneur, dans
la mesure ou l'algorithme est totalement reconjugué, c’est-a-dire qu’on a
imposé fortement les relations d’orthogonalité.

Une autre facon de faire serait d’utiliser le préconditionneur comme pro-
jeteur associé a la contrainte de continuité faible sur la grille grossiere, voir
[C.Farhat, P.S.Chen et F.X.Roux, 1996].

4.4 Conclusion et discussion

Nous allons premierement étudier le cas d'un domaine carré, décomposé
en 4 (2 x 2) sous-domaines, chaque sous-domaine étant maillé de facon
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indépendante. On considere les bases des multiplicateurs de Lagrange
hiérarchiques aux niveaux 4, puis 5 et 6.

Spectre de D dans sa base hierarchique et nodale

hierarchique sans preconditionneur ——
nodal sans preconditionneur -

-0.5

log10 valeur

-15

25 . . . . . . .

8
valeurs propres

Fic. 4.15 - Spectre de la matrice Schur dual écrite dans sa base hiérarchique
et dans sa base nodale sans préconditionnement (raffinement: niveau 4).

La premiere remarque est que 'approche hiérarchique de 'espace des
multiplicateurs de Lagrange n’a pas eu l'effet escompté en ce qui concerne le
conditionnement de la matrice Schur dual. Le conditionnement de D écrite
dans sa base hiérarchique est plus important que celui de D écrite dans sa
base nodale. Cependant, on remarque que le conditionnement local de la
partie inférieure du spectre “hiérarchique” est inférieur a celui de la partie
inférieure du spectre “nodal”, voir figure 4.15.

Par conséquent, afin d’exploiter les propriétés de super-convergence
du gradient conjugué, nous avons préconditionné le probleme dual
hiérarchique par le préconditionneur grille grossiere. Ce préconditionneur
étant symétrique, le conditionnement de la matrice Schur dual est calculé a
partir de ses valeurs propres.
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Base hierarchique de I'espace des multiplicateurs de Lagrange

hierarchique avec preconditionneur grille grossiere —
hierarchique sans preconditionneur ~-----

05

05 |

log10 valeur

-15

2 . . . . . . .

8
valeurs propres

FiG. 4.16 - Spectre de la matrice Schur dual écrite dans sa base hiérarchique
avec ou sans préconditionnement (raffinement: niveau 4).

Visualisons sur la figure 4.16 le spectre de la matrice Schur dual écrite
dans sa base hiérarchique sans préconditionneur et avec le préconditionneur
grille grossiere. Le conditionnement de la matrice duale hiérarchique et
préconditionné est plus petit que celui de la matrice duale hiérarchique sans
préconditionneur.

Une remarque intéressante est que le préconditionneur a tendance a
amplifier le phénomene de tassement de la partie basse du spectre.

Visualisons, sur la figure 4.17, les résidus dans le cas hiérarchique avec et
sans préconditionneur.
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Base hierarchique de I'espace des multiplicateurs de Lagrange

hierarchique avec preconditionneur grille grossiere+M1 ——
hierarchique sans preconditionneur -----

log10 residu

10 . . . .
8

6
iterations

F1G. 4.17 - Influence du préconditionneur sur le résidu (raffinement: niveau

4)-

L’approche hiérarchique préconditionnée est réellement efficace, le nombre
d’itérations étant réduit d’un facteur 3.

Pour un niveau de hiérarchie supérieur, nous comparons le spectre de
la matrice Schur dual écrite dans sa base hiérarchique et dans sa base
nodale avec ou non préconditionnement du probleme. Dans les deux cas
(hiérarchique et nodal), on assiste au tassement de la partie inférieure du
spectre, le conditionnement total étant toutefois meilleur pour le cas nodal
préconditionné a 1’aide des matrices de rigidités locales. Figure 4.18 et 4.19
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Base hierarchique et nodale

0 T T
nodal sans preconditionneur ——
hierarchique sans preconditionneur /-
-05
-1+

log10 valeur

3 . . . . .
5 10 15 20 25 30
valeurs propres

Fic. 4.18 - Spectre de la matrice Schur dual écrite dans sa base hiérarchique
et nodale sans préconditionnement (raffinement: niveau 5).

Base hierarchique et nodale

nodal avec preconditionneur grille grossiere ——
hierarchique avec preconditionn -

05

log10 valeur

-15

25

5 10 15 20 25 30
valeurs propres

Fic. 4.19 - Spectre de la matrice Schur dual écrite dans sa base hiérarchique
et nodale avec préconditionnement (raffinement: niveau 5).

La comparaison des résidus est donnée sur les figures 4.20 et 4.21.
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Base hierarchique de I'espace des multiplicateurs de Lagrange

0 T T T T
hierarchique avec preconditionneur grille grossiere + M1 —
hierarchique sans preconditionneur -----
nodal sans preconditionneur -
2L nodal avec preconditionneur
4+
2 By
n
8
o
=
L
S 8
-10 +
-12 +
14 . . . . . . . . .
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
iterations

Fi1G. 4.20 - Influence du préconditionneur sur le résidu (niveau 5).

Le résidu dans le cas hiérarchique préconditionné est amélioré d’un fac-
teur 4 par rapport au résidu calculé dans le cas nodal sans préconditionneur
et d'un facteur 2.5 par rapport au résidu calculé dans le cas nodal avec

préconditionneur.

Base hierarchique de I'espace des multiplicateurs de Lagrange

hierarchique avec preconditionneur grille grossiere + M1 —
hierarchique sans preconditionneur -----

log10 residu

16 . . . .
5 10 15 20 25 30
iterations

Fi1G. 4.21 - Influence du préconditionneur sur le résidu (raffinement: niveau

6).
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Dans le cas d’un niveau de hiérarchie numéro 6, nous avons décomposé le
domaine en 2 x 4 sous domaines. Les résidus sont donnés sur la figure 4.22.

Base hierarchique de I'espace des multiplicateurs de Lagrange

hierarchique avec preconditionneur grille grossiere + M1 —
hierarchique sans preconditionneur -----
nodal sans preconditionneur -

log10 residu

210 +

12 +

16 . . . . . . .

25
iterations

F1G. 4.22 - Influence du préconditionneur sur le résidu (raffinement: niveau

6, décomposition 2 X 4 sous-domaines.
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Préconditionneur hiérarchique diagonal On introduit un deuxieme
préconditionneur. Il s’agit cette fois de préconditionner par linverse
de la diagonale de la matrice Schur duale. Le gradient conjugué devrait
converger plus vite sur le probleme preconditionné que sur le probleme initial.

Visualisons, sur la figure 4.23 et 4.24, les résidus dans le cas hiérarchique
sans préconditionneur et avec le préconditionneur grille grossiere étudié dans
le paragraphe précédent et le préconditionneur hiérarchique diagonal.

Nous considérons toujours le méme probleme du Laplacien sur un do-
maine carré, décomposé en 4 2 x 2 sous-domaines. On considere les bases
des multiplicateurs de Lagrange hiérarchique aux niveaux 4 et 5. Les calculs
sont effectués sur le Paragon a 8 processeurs, il n’y a donc pas présence de
sous-domaines flottants.

Base hierarchique de I'espace des multiplicateurs de Lagrange

preconditionneur grille grossiere + M1 —
sans preconditionneur -
-2 K : preconditionneur diagonal -

log10 residu

10 . . . . .
2 4 6 8 10 12
iterations

F1G. 4.23 - Influence des préconditionneurs sur le résidu (raffinement: niveau

4)-
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Base hierarchique de I'espace des multiplicateurs de Lagrange

hierarchique preconditionneur grille grossiere + M1 —
nodal sans preconditionneur -----
nodal avec preconditionneur -
2L hierarchique sans preconditionneur
< hierarchique preconditionneur diagonal ----

log10 residu

210 +

.14 . . . . . . . .

iterations

F1G. 4.24 - Influence des préconditionneurs sur le résidu (raffinement: niveau

5).

L’approche hiérarchique préconditionnée par le préconditionneur diago-
nal s’avere efficace, le nombre d’itérations étant réduit d’un facteur 2 par
rapport au cas hiérarchique non préconditionné. Cependant, ’avantage est
laissé au préconditionneur hiérarchique grille grossiere étudié précédemment,
voir figures 4.23 et 4.24.

Dans ce paragraphe, il s’agit juste d’essayer de comprendre numériquement
le comportement du préconditionneur. Du fait que ce préconditionneur est
cotteux,et moins performant que le préconditionneur ’grille grossiere’, on ne
retiendra pas cette idée.

Visualisons sur la figure 4.25 le spectre de la matrice de rigidité formulée
dans la base hiérarchique avec les préconditionneurs grille grossiere et diago-
nal. Nous remarquons que le conditionnement de la matrice préconditionnée
par les deux préconditionneurs est amélioré. Cependant, la partie basse du
spectre dans le cas du préconditionnement diagonal est moins tassée. Cela
pourrait expliquer les résultats sur le nombre d’itérations, figure 4.23



4.4. Conclustion et discussion 85

spectre level 4
preconditionneur grille grossiere —
preconditionneur diagonal -
hierarchique sans preconditionneur -

05

05 |

log10 valeur

-15

2 . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16
valeurs propres

Fi1G. 4.25 - Influence des préconditionneurs sur le spectre (raffinement: ni-

veau 4).

Remarque 4.4. Nous avons également testé un double préconditionneur,
c’est-a-dire le préconditionneur grille grossiére suivi du préconditionneur
diagonal. Les résultats numériques n’étant pas significatifs, nous donnerons
a lissue de cette section 'avantage au préconditionneur basé sur la grille
grossiere.

Dans les prochains chapitres, nous allons appliquer 1’algorithme de gra-
dient conjugué projeté préconditionné sur des problemes plus complexes tels
les problemes de plaques et coques. Apres avoir rappelé les modeles de plaques
et le modele d’approximation D.K.T, nous ferons 1’étude théorique de la
méthode des éléments avec joint appliqué au modele D.K.T. Les résultats
numériques issus de ce probleme seront effectués sur Paragon, nous pourrons
ainsi augmenter le nombre de sous domaines afin de faire intervenir des sous
domaine flottants.
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Chapitre 5

Modele d’approximation DKT:
Discrete Kirchhoff Triangle

5.1 Hypothéses Fondamentales pour la
Théorie des Plaques

Rappelons les hypotheses fondamentales utilisées dans la théorie des
plaques. Nous nous placons dans le cadre de I’étude des plaques en petits
déplacements.

Donnons tout d’abord une premiere définition:

Définition 1. Une plaque est un solide élastique dont une dimension selon
[’épaisseur que nous noterons dans la suite du mémoire e, est petite en com-
paraison des deur autres et qui généralement comporte un plan de symétrie
au miliew de l'épaisseur que nous appellerons la surface moyenne notée w.

Par convention, cette surface moyenne sera le plan zy, 'axe Oz corres-
pondant a 1’axe transverse selon 1’épaisseur.
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Fic. 5.1 - Plaque

Les hypotheses fondamentales sont:

— Hypothese 1:
Les contraintes normales sont négligeables par rapport aux autres com-
posantes de contraintes:

.. =10

— Hypothese 2:
Les pentes de la surface moyenne apres déformation sont supposées
petites par rapport a I'unité.

— Hypothese 3:
On néglige les contraintes dans la surface moyenne induites par les
déformations transverses.

— Hypothese 4:
Les phénomenes de membrane et flexion sont découplés.

— Hypothese 5:
Les points situés sur une normale a la surface moyenne avant
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déformation restent sur cette normale au cours de la déformation. Ceci
revient a négliger 'effet de cisaillement transverse. On a dans ce cas:

€op = €5y = 0
La théorie des plaques admet 1’hypothese 1. Les hypotheses 2 et 3
correspondent aux hypotheses classiques des petites déformations de la
théorie de I'Elasticité Linéaire. L’hypothese 4 sera adoptée ce qui permettra
de faire une étude découplée.

Nous distinguerons deux grandes théories qui sont les suivantes:

— La théorie de Kirchhoff ou la théorie linéaire des plaques sans cisaille-
ment transverse admet les hypotheses 1, 2, 3, 5.

— La théorie de Mindlin ou la théorie des plaques avec cisaillement trans-
verse admet les hypotheses 1, 2, 3.

Nous noterons les déplacements dans le plan u, v, le déplacement trans-
verse w et les rotations 3, dans le plan YZ, 3, dans le plan X Z.

z

X,u

Fic. 5.2 - Convention de signe
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Nous définissons aussi:

01’ = _ﬁy
01/ = B (51)

d’apres les conventions de signe de la figure 5.2.

5.2 Relations cinématiques

5.2.1 Théorie de Mindlin

Donnons nous un modele de déplacement en trois variables indépendantes

w(xvy)v ﬁx(l’,y), ﬁy(xvy)'

Le champ de déplacement s’exprime alors en fonction de ces trois variables
par la relation suivante:

u = Zﬁx(xvy)
v = Zﬁy(l',y)
w = w(z,y)

Le tenseur des déformations est défini par:

9B

Coyy = < B
0By
Eyy = Z a—y

_ _ _(9Bs 0By
Py = %y_z(ay+ax)

261’2 = ’sz:ﬁx—l'—
262 — P)/z:ﬁ + =
Yy Yy Yy ay

5.2.2 Théorie de Kirchhoff

On néglige dans cette théorie I'effet de cisaillement, c’est-a-dire que 1'on
a les relations suivantes:
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Yoz = Yy =0
Il en vient:
Jw
61’ _8—1}
Jw
ﬁy - _a_y

Le champ des déplacements est défini par
suivante:

ow
U=z
ow
vo= —Za—y
w = w(z,y)

0*w

Cow = —F 81'2
0*w

c = —Z——-
vy ayz

285y = Yoy = —2%2

5.3 Eléments de plaques

w et peut s’écrire sous la forme

Les éléments de plaques en flexion de type déplacement peuvent étre

classés en deux catégories:

— Les éléments basés sur la théorie de Kirchhoff.

— Les éléments basés sur la théorie de Mindlin.
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Les éléments basés sur la théorie de Kirchhoff sont en principe mieux
adaptés a la modélisation des plaques minces. Leur formulation ne nécessite
que I'approximation d’une seule composante de déplacement w. On remarque
que les dérivées secondes interviennent dans l'expression de 1’énergie de
déformation.

Les éléments basés sur la théorie de Mindlin avec prise en compte
du cisaillement transverse sont les mieux adaptés dans le cas de plaques
d’épaisseur modérée. Leur formulation est basée sur I'approximation de trois
variables indépendantes qui sont: w(x,y), B.(z,y), By(x,y). On note que
n’interviennent que des dérivées premieres de w, 3,, et 3, dans l'expression
de I’énergie de déformation. Ce type d’élément utilisé pour la modélisation
de plaques minces entraine une dégradation de la précision provoquée par
des problemes numériques.

5.4 Equations constitutives. Tenseurs des
déformations

5.4.1 Théorie de Kirchhoff

Nous avons

Crx W g
Cyy =z — W,y
2€5y —2W gy

que nous pouvons écrire

€= zK (5.2)
ou k est le vecteur des courbures.

La loi de comportement s’écrit:

o= Ce
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Nous rappelons que cette loi de comportement, traduisant un compor-
tement élastique isotrope en contraintes planes, est une relation portant
uniquement sur les composantes planes des tenseurs des contraintes et de
déformation:

0‘1’1’ 61’1’
Tyy =C Cyy
Oy 2€5y

avec pour un matériau isotrope, par exemple,

1 v
v 1
0 0

L’énergie de déformation d’une plaque en flexion s’exprime par:

|
Up = —/atedﬂ
2.Ja

1
- 5/9806 ) (5.3)

D’apres les équations 5.2 et 5.3, on en déduit:

|
Up = —/ 26O d)
2.Ja

= %/ﬁ;tl/i ZQCdZ]/id:chy

=3
2

d’ou 'expression de I’énergie de déformation:

Urp = / & Cr dedy

[N

ou C' est obtenue par intégration dans I'épaisseur C' = %C
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5.4.2 Théorie de Mindlin

L’effort de cisaillement transversal s’écrit:

* Yoz
= € =
! [ Vy= ]

o = Oz
Oyz

On note € la matrice de comportement pour le cisaillement transverse:

De méme,

o =(C%"

En ce qui concerne la partie flexion, on peut comme précédemment effec-
tuer 'intégration suivant z:

ﬁl’,l’
€=z By

ﬁx,y —I_ ﬁy,x

Pour la partie cisaillement, on a:

* _ ﬁx—l_w,x
‘ _7_[@/"'“)4/

Les relations établies précédemment pour l’énergie de déformation de
flexion restent valables.

U=Up (Flexion)+ Uc (Cisaillement)
soit
1 t 1 *T _k
U = —/acdﬂ—l——/a e 0
2 Ja 2 Ja

- %/Qafce 0+ %/Qe*tc*e* do) (5.4)
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L’énergie de déformation en flexion est donc donnée par:

1 ~
Up = 5//<;t0/<; dzdy

1 .
= 5/&”‘/& dzdy avec o =Ck

L’énergie de déformation en cisaillement est régie par les équations sui-
vantes:

|
Ue = —/a%ﬂm
2.Ja

I
= 5 [oicerin
2 Ja

5.5 Discrétisation éléments finis

5.5.1 Formules générales

Afin de modéliser le comportement des plaques, la méthode des éléments
finis que nous utilisons s’appuie sur la formulation variationnelle des
équations d’équilibre a partir du Principe des Déplacements Virtuels.

La formulation variationnelle des équations d’équilibre s’écrit:

t . t t Lt
/QécadQ _ /{25u¢dﬂ+/95uq>ds+§ijauin (5.5)

ou les de = €(du) et les du; sont les déplacements virtuels ponctuels et ou
on a introduit les notations suivantes:
F sont les forces ponctuelles, ® sont les forces extérieures exercées sur la
surface des plaques et ¢ sont les forces de masse.

Appelons m la restriction a |’élément numéro m, nous avons le
déplacement u en fonction des déplacements des noecuds de ce méme élément
donné par:
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u(x,y,z) = H™(x,y, 2)0

avec H™ la matrice d’interpolation des déplacements et u, le vecteur
déplacement des nceuds de 1’élément.
Le tenseur des déformations et des contraintes s’écrivent alors:

€"(x,y,z) = B™(x,y, 2)
o™(x,y,z)=C"B™(x,y,z)

>

>

La discrétisation du domaine en éléments permet de réécrire (5.5) sous la
forme:

N N N
S [ seromar = 3 [ semiem don+ 3 [ semen dsm 4 Y sulk;
m=18" m=18" m=1"5"" 7

ou N représente le nombre d’éléments. Cette égalité devient:

w{z/ B™CmB™ de}a - w{z/ H™ m dﬂm}
+ W{Z H™ ™ dsm}

m s

+ S4'F

Si nous appliquons maintenant le théoreme des déplacements virtuels,
en imposant un déplacement virtuel unitaire, nous obtenons apres calcul un
systeme matriciel a résoudre.

5.6 Rappel des équations de coques

Nous rappelons, dans cette section, I’énoncé des deux principaux modeles
linéaires de coques: le modele de coques minces de Koiter qui s’apparente
a la famille des modeles de Kirchhoff[1876] et Love[1934], puis le modele de
coques minces et semi-épaisses de Naghdi qui prend en compte les effets du
cisaillement transverse.
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5.6.1 Description de la géométrie

Nous rappelons ci-apres les principaux résultats concernant la description

géométrique d’une coque mince. Nous utilisons des lettres grecques pour des
indices prenant leurs valeurs dans 'ensemble 1,2, des lettres latines pour
les indices prenant leurs valeurs dans I'ensemble 1,2.3 et nous adoptons la
convention de sommation sur les indices répétés.
Soit  un ouvert borné du plan £? de frontiere lipschitzienne I'. La surface
moyenne S de la coque peut étre définie comme I'image de Q par une appli-
cation @ : Q) C £2 — &2 - I’espace Euclidien usuel dont (0, €1, €3, €3) sera un
systeme orthogonal de référence -, ie.

S=1{0(9).¢ = (¢".¢) e}
Nous supposons que I’application ® vérifie les hypotheses suivantes:
o (i) © € (C(Q))°

o (ii) tous les points de la surface S sont régquliers, i.e. les deux vecteurs

09
Ol_afa

i =0, a=1,2

Y

sont linéairement indépendants pour tous les points & = (¢!, %) € Q.

La premiere forme fondamentale a,p de la surface moyenne est donnée
par:

= —
Gop = Ago.0g

et on note det(aqp) = a.

En tout point £ € €2, on associe a la base covariante (d,(€)) du plant tangent
a S au point £ € Q la base contravariante (a®(£)), a 'aide des relations:

@*.dg = 65 (symbole de Kronecker)

Enfin, on introduit le vecteur unitaire @3 = @°, normal a la surface
moyenne, orienté de telle fagon que le triedre (dy, dz, d3) soit direct.

La deuxiéme forme fondamentale (b,g) de la surface est donnée par:

baﬁ = bﬁa = —Ja.6375

_ — —
= a3.04.p
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On en déduit la troisieme forme fondamentale c,p:

A N
Caﬁ = Cﬁa = bab/\ﬁ ou

A A
b a™b,,

o =
Etant donné que les bases (d,ds,d3) et (@', a* @*) ne sont en général ni
, i . ) : :
normées, ni orthogonales, il est commode d’introduire les symboles de Chris-
toffel I'z., pour calculer les dérivées de ces vecteurs de base

o _ o s _ Do =
Fﬁw = Fwﬁ =a".ayp=a".dgy

ainsi que la notion de dérivation covariante pour un tenseur de surface. Par
exemple, pour des tenseurs d’ordre 1 ou 2, nous obtenons leurs dérivées cova-
riantes (notées a I’aide d’une barre verticale) a ’aide de leurs dérivées usuelles
(notées a I’aide d’une virgule) comme suit:

Topy Ty — 10,1
To = TS+418,1
(5.6)
Tosy = Tapey = o, Tas = T3, T
B = ThoHTRTE - T35
T2 = TP T T 4+ T T (5.7)

5.6.2 Le modele de Naghdi

Avant deformation apres deformation (Naghdi) apres deformation (K oiter)

Fic. 5.3 - Aspects de la déformation de la plaque
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Nous considérons une plaque telle qu’elle soit :
— encastrée sur I'g C I' = 012
— chargée par une force volumique dont la résultante est g

— chargée par une force surfacique appliquée a
—

I'y =T —Tox] — 5;5[. Nous notons par N la résultante sur I'; et par
M = cagMﬁEia le moment résultant sur I'y.

La formulation variationnelle de ce probleme s’écrit:

Probléeme 5.1. Vj € (L*(Q))%, N e (L2(I'1))*, M e (L*(I1))?, trouver
(u,0) € V,3 = p,a" tels que:

al(@, 3): (,8)] + bl(i, B); (3.6)] = 1(#,5) V(5,6) € V (5.8)
(i AR ED] = [ B @ ld) + ool Bl D) ads'ds?

(T80 (B8] = [ 5y 7100+ B)(65(0) + 5)ads s
5. 8) = pi/ads' ds? N — M*5.)d
(.6) = [ pvadsdst + [ (K )y
F Qv
afBip aX _ Bu ap BA al A
E = 72(1_“/)(@ a”* 4+ a“*a —I——l_ya a™)
V=({ve 0 (Q);vr, =0})°

Nous rappelons:

) 1
Yop(l) = §(Ua|ﬁ + vgja) = bapvs
- 1 Lo A
Xaﬁ(vv 5) = 5(5045 + 5ﬁ|oz) - §(bavx\|ﬁ + bﬁvz\|a) + CapUs

Go(T) = v30 + vy
Théoreme 5.1. Le probleme 5.1 a une unique solution.

La démonstration est donnée dans [Coutris, 76].
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5.6.3 Le modele de Koiter

La normale a la surface moyenne reste normale a la surface moyenne
pendant la déformation, voir figure (5.3). La formulation variationnelle du
modele de Koiter est donnée par:

Probléeme 5.2. Vi € (L3(Q))%, N e (L*(I1))%, M e (L*(I))?, trouver
(u*) € V* tels que:

a’(u,v) = fr(v), veV” (5.9)
ou

2

(@7 = [ B s @(F) + S pas( Dl F)]V ads' ds”
- /Q pov/ads'ds + [ NG+ M (va0 + bloa)] dy
= Vsjap — Capl3 + bgvMﬁ + bvaa + bﬁlﬁm

Ve o= {Fe (HY(Q)? x HXQ),r, =0, dyvs,, = 0}
Nous notons que:

Théoreme 5.2. Le probleme 5.2 a une unique solution.

La démonstration est donnée dans [Bernadou, Ciarlet 76].

5.7 Meéthode d’approximation DKT (Dis-
crete Kirchhoff Triangle)

Nous avons vu, que pour les plaques d’épaisseur modérée ot on ne néglige
pas le cisaillement transverse, les modeles de type Mindlin étaient les mieux
adaptés. On approxime souvent ce modele par des méthodes d’éléments
finis C° car leur implémentation est assez aisée. Cependant on assiste a des

p p
phénomenes de verrouillage lorsque 1’épaisseur devient petite.

Cependant, il existe actuellement des méthodes qui permettent d’en-
visager |'utilisation des éléments de type Mindlin pour des problemes de
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plaques minces. L'une de ces méthodes est fondée sur la prise en compte
d’hypotheses de type Kirchhoff discretes (méthode D.K.T.). L’autre méthode
est basée sur I'intégration réduite de la matrice de rigidité correspondant au
phénomene de cisaillement (C.Lacour 1993).

Les méthodes DKT sont a mi chemin entre les méthodes d’approxima-
tion du modele de Mindlin et celles du modele de Kirchhoff. Ces méthodes
consistent a négliger les effets du cisaillement transverse et a introduire les
contraintes Kirchhoff-Love en un nombre fini de points. On ne parle de
méthode DKT que pour la partie flexion d'une plaque.

Ces méthodes DKT sont intéressantes dans la mesure ou elles autorisent
quelques déformations de cisaillement transverse en dehors des points sur
lesquels on a imposé les contraintes de Kirchhoff-Love, par conséquent, elles
peuvent prendre en compte les plaques d’épaisseur modérée. De plus, du
fait que l'on a négligé le terme de cisaillement transverse dans le calcul de
I’énergie totale de la plaque, les méthodes DK'T s’appliquent dans le cas de
plaques minces sans apparition de phénomene de verrouillage en cisaillement.

5.7.1 Construction du modele DKT

Espaces éléments finis pour approcher le déplacement trans-
verse et les rotations

Le DKT est un modele intermédiaire entre le modele de Mindlin et celui
de Kirchhoff. On part donc du modele de Mindlin dans lequel on ne néglige
pas les effets du cisaillement transverse. Nous n’avons pas § = Vw. Sur la
figure suivante, nous avons représenté les degrés de liberté de 1’élément fini
considéré. On remarque que les dérivées de w sont distinctes par rapport aux
rotations 6
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W Wy Wy @

Fig. 54 - DKT

Nous approchons les composantes 0, et 8, par ’élément fini P,-Lagrange
repésenté par le dessin ci-apres. Nous avons donc 12 degrés de liberté définis
sur les noeuds et a l'intérieur.

FiGc. 5.5 - P-Lagrange

Nous approchons la composante w par 1’élément fini Pj-Hermite. Ceci
donne 9 degrés de liberté définis sur les coteés.
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Fig. 5.6 - P:;-Hermite

Nous avons donc 12 + 9 = 21 degrés de liberté au total.

Les contraintes de type Kirchhoff

Pour un triangle donné, nous avons au total 21 degrés de liberté. Nous
allons imposer 12 contraintes ce qui ramene ce nombre a 9 degrés de liberté
effectifs. Dans la définition du probleme discret, nous avons vu que nous
négligeons le cisaillement transverse. Ces contraintes permettent de lier de
facon convenable les degrés de liberté en déplacement transverse et de rota-
tion. Ces 12 contraintes de Kirchhoff-Love sont:

— Contraintes aux sommets
On impose sur les trois sommets du triangle:

Vor =Yy =0 & 0 =Vuw
Ceci donne 6 contraintes.

— Contraintes tangentielles
On exige que les contraintes de cisaillement soit nulles sur les cotés:

Ytz = 0
Ceci donne 3 contraintes.

— Contraintes normales
On note «a; et b; respectivement les sommets et les milieux de coté du
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triangle K € 7;,. On écrit la dérivée normale comme une moyenne sur
les cotés du triangle K € T), d’extrémités a;_1 et a;q1:

1
0.,(b;) = §(w7nai_1 + wmam) (5.10)
Ceci donne 3 contraintes.

Les contraintes sur 6, et 0, se réduisent a six contraintes algébriques
indépendantes, voir [Stricklin, Haisler, Tisdale et Gusderson 1969]. Grace a
ces 12 contraintes, nous obtenons les 21 — 12 = 9 degrés de liberté effectifs
annonces.

5.7.2 Espaces associés a la méthode D.K.T.

Sur la triangulation, nous construisons les espaces V¥ (resp. V[
constitués d’éléments Py-Lagrange (resp. P:;—Hermite). Nous définissons

I’espace V), par I’espace thl X thl X thQ constitué des triplets (vi1, Up2, vp3).
Nous notons 7 l'espace élément fini donné par:

Zn = {(Un,01) €V vha € VE, vpairy = 0 0 = 1,2; vps € Viivngr, = OVT' € To(Fh, 1)ir
satisfait les contraintes Kirchhoff discretes.} (5.11)

5.7.3 Formulation variationnelle du probleme D.K.T.
Les équations du modele D.K.T. s’écrivent:
Probleme 5.3. Vi € (L2(2))°, N € (L2(I'))*, M e (L*(I4))?, Trouver
(Uh, Br) € Zp, tels que:
a[(tp, Br); (U, 0n)] = U(Vh, 0)  Y(Th, 01) € Z (5.12)
Donnons une autre formulation du probleme 5.3.

Remarque 5.1. Nous notons Z le sous-espace de V tel que:

7 =((%,8) eV tel que 6o+ v30+b'vy =0 dans L*(Q)) (5.13)



5.7. Méthode d’approximation DK'T (Discrete Kirchhoff Triangle) 105

par conséquent le probleme

Vi e (L)%, N e (L*()))%, M e (L)%, Trouver (i,3) € Z, tels

que:

al(@i, B): (3,8)) = 1(7,8) V(#,8) € 7Z (5.14)

est équivalente au probléme (5.2) en posant

it

Xap(

ST

8 = @ )
8) = —pas(®) V(5,0) € Z (5.15)

Le probléme 5.3 est une approximation non conforme du probléme(5.15)
et par conséquent du modéle de Koiter donné en (5.2), nous avons Zy, ¢ 7.

Il est commode d’éliminer les inconnues ¢, et de donner une formulation
équivalente au probleme 5.3.

Par conséquent, nous introduisons les définitions suivantes:
Définition 5.1 (Dérivées discretes).
na(Tn) = —8pa — bopy (T, 61) € 7 (5.16)
Oha(Uh) est une bonne approximation de vsy,

Définition 5.2. V&, € Vi, nous définissons:

Pras(Tn) Zfahaﬁ(vh) - Ffw@m(vh) — Capns + 2vns + B0 + B0 BUny

oU
1
Onap(Vn) = §(aﬁaha(77h) + 0aOnp(Vh))

par conséquent

Phop () = —Xas(Th: 64) V(Bh, 81) € Z), (5.17)
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Avec ces définitions, nous pouvons prouver que:

al(@n, B): (5.61)] = anliin, 5n), V(in, B, (iin,84) € Zy
[(Vhy0n) = fu(Vh), V(0h,0n) € Z), (5.18)
ou
A oA - = et N 1.2
anliins ) = | B B0 1au() + 1P @1)0,51)]ads' ds

fn(vp) = /Qﬁv_;l\/adsldsz —I—/F [NU_;L + MA(ahAv_;’L + bhvp,,)] dy

A partir de (5.18), nous donnons une formulation équivalente du probleme

D.K.T. (5.3):

Probleme 5.4. Vi € (L*(Q))?, N e (L*(T1))%, M e (L*T))?, Trouver
(Uy) € Vi, tels que:

ah(ﬁh,ﬁh) = fh(v_;L), \V/U_;L eV, (519)

Dans le chapitre suivant, nous étudions ’analyse numérique de la méthode
des éléments avec joints appliquée au probleme de plaques D.K.T.
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Chapitre 6

On the convergence of D.K.T.
for the mortar method

6.1 Introduction

In the previous sections, we have introduced the mortar element method
for the Poisson equation and in this case, we have also introduced a standard
numerical scheme for the approximation of the plate and shell equations: the
DKT method. This method was presented in the case of a triangulation of the
plate that is conforming, our purpose is now to explain the suitable definition
of the mortar element method in this context. The starting point is again the
one of a decomposition of the domain of computation in nonoverlapping set

Q=Uk. 0" ofnat=10
We assume that the QF are shape regular. We assume furthermore that each
0% is a curved polygonal domain with sides ['*7, 1 < j < J(j). This domain
decomposition of € induces a domain decomposition of the squeleton § =
Uz00QF. Indeed we recall that we choose, among the '™ 1 < k < K,1 <
J < J(k) a nonoverlapping partition of the squeleton, each element of this
partition being called a mortar 4™ = I'*

S = U%:lﬁym‘

Remind that once this choice is done in qualifying some edges I'*/ as mortars,
the remaining edges are called non-mortars and are denoted as 4,1 < p < P.
In what follows, we also need to denote by Iy, the intersection of 9% N INL.
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We assume now that, over each subdomain QF, a suitable conforming
triangulation is associated. On this triangulation, we build the spaces V}}
(resp. Vi) of Lagrange quadratic elements (resp. of Hermite P* elements)
as indicated in the previous section. This allows to define the spaces th of
triples (vf,, vF,, wr) of Vi x ViE x VI of local displacements in .

The definition of the local spaces allows to define a global space Y, as
follows

17h = {(vn1, vz, wp) € LQ(Q)Sa (Uh1|Qk7Uh2|Qk7wh|Qk) € th} (6.1)

The point is now to determine the suitable matching condition through the
interface in order to determine the global space th of admissible displace-
ments. The definition of the matching condition is explained in section 2.
Once this is done the problem can be set as a Galerkin approximation that
reads: Find i, € Vj, such that

an(in, T) = fu(Bn), Vi € Vi (6.2)
where
2
— — o — — € — — — —
ar(tn, V) = /Q e B [ap ()20 (51) + 5 Pras (i)pr(P1)]Vads' ds* (6.3)

fn(vp) = /Qﬁv_;l\/adsldsz —I—/F [ZVU_;L + MA(ahAv_;’L + bhvp,)] dvy (6.4)

with suitable definition of the quantities appearing under the integrals. This
definition was given in the previous chapter and will be recalled in section
6. In order to focuss on the nonconformity involved by the mortar method,
we shall introduce, in section 3, a simplified problem and will conduct its
numerical analysis first. As proposed in (Kikuchi, 1975), we shall consider
the Dirichlet boundary value problem for the biharmonic operator given by

AAu=f in{) (6.5)
u= @ = (0 over 0f) (6.6)
on

that corresponds to the problem of a clamped isotropic homogeneous plate
(€ is assumed here being a part of IR?) under static loading f, the bending
rigidity and Poisson’s ratio being unity and zero respectively. In particular
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we explain on this scalar problem the main issue of the matching of a
function in H? that satisfies the DKT conditions. The error analysis involves
a term of best fit error and one of consistency error. Section 4 adresses the
best fit error and section 5 adresses the consistency error.

The extention to the original problem of the DK'T approximation of the
plate and shell problem is adressed in section 6. The well posedness of the
problem is in particular the question that is answered in this section. We end
the numerical analysis by treating the extra terms of consistency and prove
an optimal approximation result.

6.2 The Mortar element method for the
D.K.T. approximation

Our purpose is to explain what has to be changed in the definition of the
D.K.T. method when the triangulation is nonconforming. To the nonoverlap-
ping decomposition of the domain {2 is associated, as explained previously,
the skeleton of the decomposition and the mortar and nonmortar sides are
then chosen.

For the shell equation, we have many functions to be matched, fist come
the tangential displacements vy, then the transverse displacement denoted
wy,. Actually, the definition of the discrete scheme involves a bilinear form ay,
that requires in addition the rotations (;, associated to the displacement those
have to be matched also. For the two first components of the displacement,
the matching is easy since these functions are independant and are involved
in a second order equation. Their natural space is H'(Q) and the standard
mortar method for piecewise parabolic elements is used. We recall that it
involves the space of traces Wy, of functions of V,; on the nonmortar sides
and the subspace Wm of Wy, of functions that are linear on the first and
final (1D) element of the triangulation of this nonmortar side.

Let us state the matching across one particular non-mortar v and denote
by T the mortar (master) side and by ~ the nonmortar (slave) side of the
decomposition. Then, for any function v,, o = 1,2, we impose

Yy, € Wm, / (v, — v;';a);/)h =0 (6.7)
%

The space Vj; of approximation for the global tangential components of the
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displacements is thus given by

Vir = {vn € L*(), vpee € Vil and
satisfies (6.7) along any non-mortar vy, 1 < p < P} (6.8)

The novelty in the matching here is what is done on the third deplacement
condition and the related rotations. We recall that the D.K.T condition is
a relation between the derivatives of the transverse displacement and the
rotations, see formula 5.13. The nonmortar side is recovered from the mortar
side in the following way

| pxr
¢hoomm (- (i)

wt T T (i)

TAB. 6.1 - Mortar and D.K.T

We start from w™ given on the master side of the mortar, then by the
D.K.T condition, we obtain (* as explained in (5.13). The construction of
(™ is then done in step (i)

Explanation of step (i)
We match (= and (Tt by the mortar relations. These are different on

the normal and the tangential components (normal and tangential with res-
pect to the interface). First comes the tangential rotation, denoted as (*~.
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The purpose is to define a relation between two piecewise second order po-
lynomials. The relation is naturally the same as for the displacements vy,
a = 1,2, so that we impose

W € Wi, / (¢ = (g =0 (6.9)
r

Let us turn now to the normal rotations. We note first that from the
DKT conditions, the normal rotations are, on the mortar side piecewise li-
near(since the normal rotations are second order polynomials and verify the
normal constraints 5.10) Since we want to preserve, as much as possible,
the Kirchoff conditions, we shall glue the normal rotations as piecewise li-
near finite element functions. To this purpose, we define Wjo as being the
set of continuous piecewise linear functions on v (provided with the non-

mortar triangulation) and Who as the subset of those functions of W),y that
are constant on the first and last segment of the (nonmortar) triangulation.
We then impose the following relation between the (piecewise linear) normal
rotations:

Vi € Wio, [ ((" = (") =0 (6.10)
“p
Explanation of step (ii)

Now that the rotations are completely glued together and are uniquely
defined over the interface from the corner values of (- and all nodal values
of ¢ (themselves derived from v}, wt), we specify the relations that define
w™. The first set of constraints will be to satisfy “inverse DK'T' conditions”
i.e. to impose that the values of w™ match with the rotations (7. We thus

impose that

e the tangential derivatives of w coincide with (*~ 4 v at any Lagrange
node (vertex and middle point)

e this allows to define a piecewise P, function on the nonmortar elements
of v and

e the normal derivative of w coincide with (™~ at each vertex of the tri-
angulation of +7. Since ("7 is piecewise linear, the DK'T condition at the
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middle node of each element is automatically satisfied, in addition, since (=
is piecewise quadratic, it coincides with the tangential derivative of w™ not
only at the nodal points but on the whole interface ;. Since the tangential
derivative of w™ is determined, it suffices to impose the value of w™ at one of
the endpoints of v, to determine entirely the value of w™. Since, by construc-
tion dw™ /It —dwt /o1 (= (¢*~+ (" +v; +v1)) is (in particular) orthogonal
to the constants, it is zero average; hence imposing that w™ coincides with
wt at one end point implies that it coincides also at the other one. Let us
introduce the space W;; of piecewise cubic functions on the triangulation of
7, that are quadratic only on the two end elements of v, it is immediate to
note that then

. A(w= — wt
Vo € Wy, / (w” =) (6.11)
o or
integrating by part this relation, and using that w™ — w® vanishes at the
endpoints of v = (a,, 3,) we deduce that
Vi € Wi, / (W —wH)p =0 (6.12)
g
w () = wh(ay,) (6.13)

w™(3,) = w+(ﬁp) (6.14)

which can be seen as the relation that determines the nodal values of w~
that are lacking.

We insist on the fact that this construction leads to finite element func-
tions that satisfy the DKT conditions on each subdomain QF. It allows to
define the global space V}5 of transverse displacements as follows

Vie = {w, € L*(Q) Wik € Vik and satisfy (6.10), (6.11),
(6.13) and (6.14)} (6.15)
another equivalent definition being
Vig = {wy, € L*(N) Wik € Vb and satisfy (6.9), (6.10),
(6.13), (6.12) and (6.14)} (6.16)

6.3 Analysis of a simplified problem

We first consider the DKT-like approximation of problem (6.5), (6.6). To

any vy, in Vjy defined in (6.15), we associate the rotations as explained in
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the previous section with no tangential displacement. On each side except
the interfaces the rotations are uniquely defined from the DKT conditions
and on the interfaces two values coexist that satisfy the DKT conditions on
the corresponding edges. These rotations are built as tangential and normal
(to the edges) rotations. We then consider their cartesian components noted
(o, (v1) and (o, (vy). Note that their restrictions to QF both belong to V)%,
by definition (but that they do not belong to Vi since the normal deriva-
tives are not matched as tangential derivatives with piecewise second order
polynomials). We then introduce the bilinear form

OCe, (up) 0, (v
Uhyvh ZZZ/ C h gaa(;]h)

k=1:=1j5=1

The problem is then: Find wuj, in Vj2 such that
Vo € Vi,  aj(up,vp) = /vah (6.17)

In order to prove that this problem is well posed we first verify that there
exists a constant «, that may depend on the discretization parameters such
that

Yoy, € Ve, aj(vn,vp) > oszhHi (6.18)

where ||vy]|« denotes the standard broken norm

lvall2 = ZthHHl @)+ 2 [l

TeT,

Proving (6.18) is equivalent to prove that aj(vs, vs) # 0 only when vy, # 0. If

ai(vp,v) = 0 then 8<T§h>

subdomain 2*. From the mortar conditions (6.9) and (6.10), all constants are
equal. Now the boundary conditions on vy, prove that this constant is 0. This
does not prove yet that v, itself vanishes. But from the DKT conditions, we

= 0. It follows that (,,(vp) are constant over each

derive that the tangential derivatives of vj, along each side of the triangles T" of
T actually vanish. This means that vj, is constant along each of these edges,
thus constant on each triangle. From the continuity of v;, in each subdomain
0%, we derive that v, is constant in each Q. We end the proof again by
using the mortar condition (6.11) that implies that the constant is the same
all over 2. Finally, this constant is zero from the boundary conditions.
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We thus have proven that

Lemma 6.1 (Existence result). There exists a unique solution in Vj to
problem (6.17)

The ellipticity result stated in (6.18) with « possibly depending on the
discretization is not sufficient to prove that the discrete solution uj, converges
to the exact solution u to (6.5). Besides in order to expect an optimal ap-
proximation we need to obtain a uniform ellipticity in the sense that the
constant « arising in (6.18) is independent of the discretization. Indeed we
want to use the following abstract lemma the proof of which is standart.

Theorem 6.1 (Abstract error estimate). Assume that the bilinear form
an(.,.) is uniformly continuous and elliptic on Vj,, ie, there exists constants
a >0 and § > 0 independant of h, such that

a || vy HZ < ap(vp,vp) Yo, € V),
ah(vh,wh) < ) H Vp, Hh H wy, Hh ‘v’vh,wh eV, (619)

Then, there exists a constant C' > 0, independant of h such that;

lu—w o< € Linf flu—on fl+ sup 100 0l
v EVR wy EVy H Wy, Hh

16.20)
where w and uy, are respectively the solutions of problems (6.5) and (6.17)

The first term in the right hand side of (6.20) is known as the best fit
error while the second one is known as the consistency error. The best fit
error term will be analysed in the next section while the second one will be
considered in the section 5.

We end this section by considering the uniform ellipticity and continuity
condition stated in (6.18). It is proven following the same lines as in (Ber-
nardi, Maday). There is no restriction in assuming that the domain € is a
rectangle ]a,a’[x]b,b'[, as can be seen by imbedding it in such a rectangle
and prolongating the elements of V}, by 0 outside €. The proof that follows
requires a natural assumption on the domain decomposition

Assumption 6.1. There exvists a constant ¢, independant of the decomposi-
tion of the domain Q0 such that for all j, 1 < j < J(k) such that Ty, C %7

meas(I'y o) > ¢ meas(Fk’j) (6.21)
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This assumption states that two domains QF and Qf intersect along a
curve 'y, with nonnegligible measure with respect to the measures of I'*/
and I'* where we have assumed that I've C ['*7 and I've C [,

We then associate, with any y, b < y < b’ the z—coordinates a}, j =
1,...,J, sorted in increasing order, of intersection of the line of constant
y with the interface I'y(;) ;) between the subdomains OF0) and Q49 The
points (a?,y) are generally points of discontinuity of (.,(vs) (o = 1,2). In
addition, we set aj = a and ai,-u = a'. We then write, for any point (z,y)
in  and any v, in V,

oo = [ME i + et + [

+  [Calvn)](af,y +/

0@( n)

————(t,y)dt + ...
aécoz Uh

(t,y)dt (6.22)

where [(o(vp)](a?, y) denotes the jump of (,(vy) at (af,y) and af is the last
point before x. This yields

T+ aCa

|Ca(vn) 51?y|<2|/a

t Y dt|+Z| Calvn)](al y)|. (6.23)

7=1

Integrating the square of this inequality and using a Cauchy Schwarz inequa-
lity yields

2 Jy+1 a o
[GalonliEa < (@ =) | z [ P sy

—I—/ Zmeas Lii) )))(Z[meas(Fk(j)7g(j))]_1[ﬁa(vh)]Q(a?,y))d:z;dy. (6.24)

The first term on the right hand side is quite easy to deal with. Indeed, the
contribution that is integrated is independant of = so that

/Z/a iy % ) (ty)dtdzdy < (d' — a) Z/ % ))z(t,y)dtdy

Second, a close look at the contribution (Z;]il meas(L'y(j).0;))) yields that it is
independant of the domain decomposition. Indeed, as is proven in (Bernardi,
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Maday, Lemma 2.2), it is a consequence of the shape regularity hypothesis
that was made on the domain decomposition. We thus write

(3 measTugyn) ) (Elmeas( o)™ Gu o) (e )y
< 1S meas(Tiy ol (S lmeas(Tagyen) ™ Galon) (el )dady
< eld' =) [ (Slmeas(Ty))” )t ))d5:25)

It is immediate to notice that, for y € (b,¥), J, is piecewize constant, so that
there exists a sequence (b,), of points in (b,d') such that J, = .J, over the
segment (b,,b,41) (say 1 < p < P). This allows to derive

Jy

/yib(Z[meaS(kam)]_1[Ca(vh)]Z(a?, y))dy

i=1
P Jp bpt1

Sttt [

p=1 j:l y:bP

[Calvn)]*(af y))dy (6.26)

We now observe that each interface between two subdomains intersecting the
line of constant y at a point (a},y) is a non horizontal line x = A\jy + p;. Its

element of integration dr is thus equal to /1 + A*dy > dy hence from (6.26)

Jy

[ (Stmeas(Tu )] o)y
< Z_: i[meas(rk(j),z(j))]_l /Fk( S +1}[§a(vh)]2(r))dr
< eYlmeas(Pyo)]™ [ [GloP()dr (627

We note that the functions that are constant over I'y ; are almost in both
the spaces W, and W), associated to the nonmortar side I'“. Hence [Calvn)]
is almost of zero average along the nonmortar side. More precisely, let us
denote by t,,_1, t,,, and t,,11 three consecutive mesh points derived from the
triangulation of the non mortar side that are such that:

a € [tmv tm-l-l[
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where a is the end point of 'y, that is not an end point of I'“*, see figure 6.1.

m-1 |

__ Mortar

FiG. 6.1 - Decomposition
Then the function ¢ that is 1 over Uy ¢\ [tm-1, tmt1] linear over [t,,_1, 1]

and zero overwise can be extended to I'* by zero to belongs to both the
spaces Wj1 and Wj,, meaning that

/ [vs]pdT =0
Cre
or again

/F“[Ca(vh)]dT = /sz[g“a(vh)](1_¢)d7
< ellGalen) ey g Vi (6.28)

Let us denote by p~ (resp. u™) the average value of (; (vy) (resp. (F(vp))
over ['y s, we first derive from (6.28) that

™ =t < el Calon) e, g VR (6.29)

With this information, we return to (6.28) and derive:
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/Fkyz[éha(vh)]dT = /Fk,z[ga(vh)](l — ¢)dr

= [ (G0 =)+ =gty (e =@ =) (6.30)

Therefore
| Galonldr < chllca(on)llaq
k£

+ [ (G (on) = p7) + (1T = (T (vn)) (L = @)dr

Cre

< chl|Calvn)llr2(r, ) + \/%[/rk (¢ (vn) — )% + (uF = ¢ (wi))?]dr]86.31)

N4

Using an inverse inequality result on the boundary, we get

VhlIGa(om)llzae < ellGa(on) 2y

which allows to improve (6.29) as follows
™ =t < eVAlIGa(on) ez
FVE [T =i 4 (= )] (6.52)
As a by product of the Bramble Hilbert lemma, we recall that
meas( Py )™ [ (Glon) = ()7 < el (on) = i g,

Cre
< c|§oj(vh)|?{1(gk) (633)

where we have used the assumption (6.21) and we assume that Q" is the slave
side at the level of I'y ,. Similarly, we also have

meas(Tue )™ [ (GHwn) = w2 (r)dr < el o)y (6:34)

Cre

Let us go back to (6.27) and incorporate this average value

[meaS(Fk,z)]_l/ [Ga(vn)]*(7))dT

< elfmeas(Te)™ [ (o) = P (635)
+ [meas(Te)] ™ [ (GHww) = ih)Hr))dr (6.36)

k¢

T [meas(I)] (1 - 1t)?) (6.37)
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each of the contribution (6.35), (6.36), (6.37) is upper bounded first from
(6.32), and then from (6.33), (6.34). Summing up, we have obtained

[meas(Tx(i).e))] ™ /Fk( - [Ca(0n)2(7)dT) < (163 () ey + 163 (0r) [Frae
+V/h[meas( Ly )] 1Ga (00 [ 72(00-38)

which yields, from (6.24)

0 o
Hcaw)r\%m) < a3 [y
e(|¢y (Uh)|H1(Qk) + ¢, (Uh)|H1(Q‘3)
+Vh[meas( L) o)) Ga(vn) 72y (6.39)

and finally

Ca(vn)IZ2 0y < e (vn, vn) (6.40)

Following the same strategy, we deduce from (6.11) that the average of
vy, 1s the same on both side of a non mortar edge and thus

lvnllz2@) < clvalma) (6.41)
It remains to prove that

[vnl @) < ellCalvr)llzz @) (6.42)

with a uniform constant ¢. This is an easy consequence of the fact that, over
each triangle 7 of the triangulation, the tangential derivative %Lf coincides
with ¢* so that, following a standard argument of scaling over the reference

domain we prove that

6vh
vnlm ) < eVh| 5. 1L27)

and similarly
t € st
2 < 2
HC HL 7)) = \/EHQ: HL (7

which immediately gives (6.42). At this level, we have proven that

[vnllzr (@) + 1Ca(vn) Iz () < cai(vns va) (6.43)
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In order to prove (6.18) we are left to check the following statement

> |Uh|%12(7) < caj,(vn,vn) (6.44)
TETh

Naturally this is a consequence

2
VT € Thy  |onlaery < > |Ca(vr) | (1) (6.45)
a=1

This inequality is immediate with a constant ¢ that may depend on the tri-
angle since both terms are norms over the quotient space Py/P;. In order to
prove the independance of the constant with respect to 7, we express, fol-
lowing (Bernadou, Matao Eiroa, Trouve, 1993) both hand sides as functions
of the barycentric coordinates (A;, 7 = 1,2,3). Since vy belongs to P5, we
recall first that

Uh(l'h 51?2) = [DLLC3(Uh)]1x9[143]9x10[)\3]10x1,
where

[DLLC3(vp)]1xo = [vn(ar) vi(az) vi(as) Dvg(ar)(as — ar) Dog(ar)(ag — aq)
Duy(az)(ay — az) Dvp(az)(as — az) Dvop(as)(az — as) Duop(as)(a; — as)]

1
[A3]9x10 = 5

OO OO OO oo
OO OO O oo N O
OO OO O oNN oo
O OO OO N OO
OO OO N OO OO
O OO N OO oo
O OO OoO oo oo
OO O OO oo
OO OO OO O
el el e T NN

and finally

A3] = [A2 A2 A2 A2h A2h, AZA A2M AZA, AZA Aoy
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consequently
o 9’23
axig;j (x1,22) = [DLLC?)(Uh)]1x9[z43]9x10[m]10x1,

This yields
|5 7 = [DLLC3(vn)]1xol[Aslox10[Y Tox 10l Aslox 10 DLLC3(vn)]1x0
where

Y ]10w10 = /T ([ 3] 011 73] + 201273 [01203] + [D2273])'[922A3] )l v,

and with
3] = sloa(en) — aa(ax) (5 55}
b (oafan) = ool PG
b (aalan) = aalan) G0
b 2aatar) — ala)oafas) = aafan) )
b 2t = ) oalan) = aafan) )
0*)3

+ 2(xo(ar) — xo(az))(w2(az) — $2(a3)){m}

with A = 2 area(7T ) and similar expressions for the remaining terms in [Y].
We note that A = O(h%) hence [Y] = O(h7?)

Let us turn now to the analysis of the uniform continuity (6.19). This is
actually already proven in e.g. (Bernadou, Matao Eiroa, Trouve) over each
OF separatly and thus over all Q by summation. Nevertheless, we are going
to recall rapidly the main ingredients of the proof, for sake of completeness.
The first point tells that (,(vy) is closed to %. Indeed, following (Bernadou,
Matao Eiroa, Trouve, lemma 3.1) we can state

Lemma 6.2. There exists a constant ¢, independant of the triangle T such
that, form=0,1 and o = 1,2

v
Vo, € Vap, |67h — Calvn)mmery < by vl m2em (6.46)
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This lemma then immediately gives what we need since

vy, vy,
alonlliny =l = = Calollma + 15 =l
6vh

< CHaw | 2227y

We have thus proven in this section that the hypothesis of uniform el-
lipticity and continuity (6.18) and(6.19) hold. The abstract error estimate
theorem 6.1 is thus applicable and yields the estimate (6.20). We are then
naturally led to analyse the best fit error and the consistency error terms.
This is the subject of the two next sections.

6.4 Analysis of the best fit error

The analysis of the best fit of the solution #* involves some technical
materials, the first one — standard in nonconforming approximations — is
related to the existence of stable finite element liftings of finite element traces.
Let ' be a non mortar edge of some element QF.

Lemma 6.3. For any part I of the boundary 0QF, there exists a lifting
operator Ry from [Wia(TR9) 0 HE(TF)] x [Why (DR 0 HE(T%9)] onto Vig
such that, for any (vp,z5) in [Wha(T*9) 0 HZ(TR)] x [Wh (TR9) N HE (TR,
RZ’j(vh,zh) is, over ™ equal to vy, its normal derivatives is zj,, and both
traces vanish over 9QF \ Tki . In addition, it satisfies:

k.
Yo AR (o z) 3 < el on || 2
TeT Hoo

) 640)

(P )

The second ingredient that we shall use deals with the approximation

properties of the mortar projection operators. Let us introduce the projection
operator 7, from H}(T*7) over Wy, (T%7) N HY(T*7) as follows

Vo € HY(T™), Wiy € Win(T), [ (o = Fug)in = 0

The second projection operator of interest is the one involved in the pro-
jection of the normal trace. This mortar projection operator is denoted as ),

and defined from H (%) over Wio(T*9) N HE (%) as follows

Vo € HY(TM), Yy € Win(T™), [ (¢ = mug)n = 0
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For these two projection operators, the standard tools of finite element
approximation lead to

Lemma 6.4. There exists a constant C' > 0 such that for any element w €
H2 (TR 0 HY(TR), such that:

| Fpw — w HHO%O(FW) + || mhw — w HHO%O(FW)S Ch || w HH%(FW)

The next projection operator we need is the one corresponding to the
mortar glue on the trace of w. For any element ® in HZ(T'*/), it is the

element of W,y(I"7) N HZ(T*7) defined a being

IO —11,0)

or V=0

YU, € th(Fk’j), /
kg
for which it is easy to derive for instance

Lemma 6.5. There exists a constant C' > 0 such that for any element w €

H2(T)

H th — w HH% S Ch1/2 H w HH2(Fk,])

00 (Fk’])

We are now in a position to prove the optimality of the best error ap-
proximation in the nonconforming space.

Theorem 6.2 (Best fit error term). Let us assume that the solution u of
problem (6.5), (6.6) belongs to the space H*(Q). Then, there exists a constant
C > 0, independent of h, such that:

inf || u— v ||«< Chl|u|s,n (6.48)

v €Vha

PROOF. We first build a good approximation of u over each subdomain
O by taking the correct interpolant independently on each subdomain. This
one is taken e.g. as being Pi-Hermite interpolation of u. As is well known,
see e.g. (Bernadou, Matao Eiroa, Trouve), this element, denoted as uj is a
good approximation in the sense that

| =, [+= Chllulls0. (6.49)
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The strategy consists now in modifying uj on the non mortar side so that the
compatibility condition is satisfied across the interfaces. Let us first assume
that the decomposition is geometrically conforming. From the value of the
derivatives of the uj, we first build the associated DKT rotations @L by re-
quiring (6.9), (6.10) on the mortar sides. On the interfaces, the values of the
master traces are conserved (u;t and 52') From these values we now modify
the non mortar values. Let us consider a non mortar side I'*7 | we start by cor-
recting the rotations Eh_ The new tangential component 52_ has to be equal
to (¢~ 4+ 75 (T — ¢;7) (note that, as a result of the geometrical conformity,

¥ —(}” belongs to HL(I'*7) so that its projection is well defined) Similarly,
the new normal component QZ;;_ has to be equal to ('~ +7; (P —(P7). From
these new values of the rotations on the nonmortar side, we define the new
degrees of freedom of u}~ related to the derivatives nodal values in such a
way that the DK'T conditions are satisfied on the nonmortar side. It remains
to define the nodal values of 4}~ which is done by ensuring the last condition
(6.11). As already noticed (6.12), the value of @}~ is obtained as a projection
<t
h >

of u;™, actually, we have

A = i 4 T (= i)

Now the correct values of the degrees of freedom of %)~ on the non mortar
side are known, it remains to lift the correction, i.e. the new value of u}~
over Q% is now

=y A Ry (it — ) (G — )

In order to check that @~ is still a good approximation of u, we first make
use of the triangular inequality

Slu—wlir < X lw—wilir+ [0 lup— @l
TeT Tem Ter,

The first term in the right hand side is part of the norm in (6.49) whereas
the second term is bounded, from Lemma 6.3 as follows

* Kk k,‘ T— * ’— — n n—
Z |Uh—uh|§,7 = Z |Rh](Hh(uh+_uh )smh ( h+—Ch )%7‘)
TETh TET
< e i =g G = GO 650)
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Let us assume now that the discretization on the nonmortar side (denoted as
h_) is smaller than the one on the mortar side (denoted as h_), hence we are
in the situation where (asymptotically) there exists a constant ¢ such that

h_ S Ch_|_
the optimality of the approximation then results by noting that

15 (it — ™ M3 < it =T 13 ey + 110 t =) = T (=)

Fk ] N Fk ] HO%O (Fk’])
< i =i %Mmzr\uz — i laen
s
< it =l g, e

FHE (i = ullmeqensy + o= 0 [}

Now from the trace theorem and the standard approximation results on the
interpolation operator, we obtain

. h
“(ult —ur 3 < 3 3
11 (up™ = g, )HH%(W) < cfh-jullnza- {1+(h+) o ||ullmo+) t
< clh-flullmaa-y + hellullme @)}

where the last bound results from the hypothesis h_ < chy. The other term
on the right hand side of (6.50) is treated similarly. In case where, on the
contrary, there exists a constant ¢ where (still asymptotically) h_ > chy then
the inverse inequality leads to

0 i = i)y, < A2 I = ) gy (650

the stability in the H' norm of the projection operator l:[; then produces

- -1 B

I = i S T I = i ey (652

and the result follows again by inserting «—w in this last norm, using Cauchy

Schwarz inequality and bounding independently both contributions in the
HY(T*®7)-norm yielding

HﬁZ(UF—UZ_)HHi(W) < chZ (b ullmr iy + hllull @}

hy 1
< efh-flullman) + {1+ G hallullie@n)

and the optimality is achieved also in this case.
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6.5 Analysis of the consistency error

We turn now to the analysis of the consistency term in the right hand
side of (6.20). We follow here the same lines as in of (Bernadou, Matao Eiroa,
Trouve) that relies on the important lemma 6.2. Indeed, the consistency error
terms reads

sup |(f7 wh) - az(u7 wh)| (653)

wh€Vi, | wn |[n

It is an easy matter to note that

(fswn) — aj(u,wy) / fuwy, —/ Ziaa% 9o, (wp)

=1 j5=1

r;0x; Ox;

From the definition of the continuous problem we know that this can also be
written as

K 2 2 a4u azu agl(wh)
(fs w0n) = a (u; 1) Z::ZZ{ QF 8x?8x3wh -~ Jar Ox;0x; Oz }

Using a simple integration by parts, yields

0?u I, (wp) B 0>y () + 0%
ot dx;dz;  dx;  Jar dxidx?" ook Ox;0;

'n§§$i(wh)

where n* is the normal to 9QF. Summing up these expression yields

2

u aécxl wh
2 Lo e = 5 peeteton + [ el twn)

k=1

where [(;,(wy,)] denotes the jump of (,, (wy) through the skeleton. In addition
we also note that

u 0>y Jwy, Pu  Owy,
ok Ox;0x 2@@( r) = ok Ox;0x? Drogaz e o) = Oz, )+ QF 8:1:20:1;38—:1;2'

From lemma 6.2 we first note that

P u Jw )
| Ok 8:1; Ox 2(@0,( ) h)| < ChH HHS QF) Z |wh|12q2(7~))2

TeQk




6.5. Analysis of the consistency error 127

besides it is immediate to note that

nj (wy)

Pu  Owy, 0*u / 0>y
P

A _C®
ok Ox;0x% Ox; ok Oxjox?

so that again from summation we derive a consistency error bounded by

() = i wn)| < el + 1 [, 5 (G )]

n wy]] (6.54)

| /S 6:1;i8:1;j8n[
The mortar condition then allows to derive, for any ¢; € Who(S )

0% 9%u
[ el = [ = vl ()] (6.55)

and for any x;; € Who(S)

&u 0*u
/5 W[wh] - /S(W — Xij)[wi]

choosing 1; and x; as good approximations of 8117 and m respectively

yield
0*u 9%u
. <

gl < ellg e =il g ol
< chlul|gaar)l[wal]« (6.56)

faiiml < Al il e el

s 0z;0z;0n Whl o= ¢ Odx;0z,;0n Xij o3 (s) W ||«
< chlful[gsqr)l[wsl]« (6.57)

Summing up (6.55), (6.56), (6.57) this ends the proof that the consistency
term is optimal
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6.6 Extensions to the shell problem

Our purpose is to extend the mortar element method for the DKT ap-
proximation to handle the aproximation of the shell problem. As it has been
introduced in the previous section, we assume that the middle surface of the
shell is defined as the image of a domain ) by a mapping & which will be
assumed to be regular enough (actually € W*>°(Q)). In all what follows, we
note the transverse displacement v3 and the rotations 4.

The problem we want to tackle now is the following

Definition 6.1. For any 7 € (L*(Q))?, N e (LX(I)))®, M e (L3(I))?
Find (u*) € V* = HY(Q) x H'(Q) x H*(Q) such that:

a*(i7°,0) = [*(§), VieV* (6.58)
where
T = [ B s @ nulF) 4 ol s Vads s
[(@) = | iVadstds' + 5 [NG 4+ M (030 + b20y)] dy
Pop(ll) = Vsjap — Capvs + b3V + BR0N + 500

Ve o= {Fe (HY(Q)® x HXQ), ¥, = 0, Opvsy, = 0}

where the various constants are of geometric nature and detailled in the
previous section. We recall that:

Theorem 6.3. The problem (6.58) has one and only one solution.

The proof is given in (Bernadou, Ciarlet 1976). We propose now the dis-
cretization of this problem. The triangulation is the same as before and does
not allow to have a standard approximation (it is again twice non confor-
ming!). The discrete space has been introduced in section 2 and consists in
the space Vh = Vi1 X V1 X V)3 and, as indicated in the introduction, the dis-
crete problem is (6.2) where in the definition of a; (6.3) and f, (6.4) enters
the discrete derivatives defined here after.

Definition 6.2 (discrete derivatives).

Ona (1) = —8pa — bopy Y(Th, 04) € Z, (6.59)
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Oha(Uh) is supposed to be a good approximation of vps

Definition 6.3. For any v), € Vh, we define:

Pras(Tn) Zfahaﬁ(vh) - Fiﬁam(vh) — CapUha + b3vnAs + Blvnne + B) | BUm

where
Onap(Uh) = %(%@za(ﬁh) + 0aOhp(V1))
so that
Phos () = =Xos(Thy 01) V(Fr, 1) € 7 (6.60)

The discrete norm we shall be working with in order to measure the
discrete function is

Definition 6.4.

S S 1
10 o= (1 0k 0 + D lonalsr)? (6.61)
TeT,

Following the same strategy as in section 3, we manage to obtain the
existence of the discrete solution to problem (6.2). Indeed we remark that
if vy, € Vh satisfies a(0h,,0,) = 0 then ¥, is locally, on each subdomain Q*
a rigid motion. From the mortar conditions on the three components of v,
this rigid motion is, first, the same on () and second vanishes since the shell
is assumed to be clamped on a part of the boundary. In order to derive an
optimal error bound, we first state an abstract error estimate, close to (6.20)
and that reads as follows

Theorem 6.4 (Abstract error estimate). Assume that the bilinear form
an(.,.) is uniformly continuous on Vi, U Z and elliptic on V},, ie, there exists
constants v > 0 and 6 > 0 independant of h, such that

Yol < an(@, b)) Vo, € Vi
<

an(Tna @) < 8| G Iall Bn lln YO @ € Vi U Z. (6.62)
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Then, there exists a constant C' > 0, independant of h such that;
@ = s € Linf | =+ snp L0
eV, P | @ |l
_I_ Sup |f (wh) - ah(u 7wh)|} (663)

where @* and i, are respectively the solutions of problems (6.58) and (6.2)

The uniform continuity of aj is proven following the same lines as in
(Bernadou, Matao Eiroa, Trouvé, 1993) and relies on an extension of lemma
6.2 proven in the case of conforming triangulation in (Bernadou, Matao Eiroa,
Trouvé, Lemma 3.1) and valid here also for obvious reasons

Lemma 6.6. There exists a constant ¢, independant of the triangle T such
that, form =0,1 and o = 1,2

Vo, € Vh, |Oha(0r) = vapalgmen < Chlf_m(HUmHHl(T) + lon2llarory + vnslme(7(6.64)

The uniform ellipticity is proven also with the same type of arguments
but are much more involved since they are based on the discrete compactness
properties for nonconforming approximations obtained in (Stummel, 1980).
The proof is standard in the analysis of plate and shell problems and first
consists in establishing a coercivity result stating that the contribution, over
every triangle T, to the bilinear form a, satisfies

anr(On, 0) > Co{llomllzn ey + lonellin ey + llowsllie e
— Co{llomllzo e + lonzllizemy + llvnsllin e} (6.65)

with constants ('} and C that are independant of T if A is small enough,
[Bernardou, Mato Eiroa, Trouvé, lemma 4.6]. By summing up these contri-
butions one gets

K
an(Fns ) 2 CullFnlE = Callont agay + lonalaqay + 32 lonslls o H6.66)
k=1
Then we can proceed to prove the ellipticity of ap. Assuming that it does
not hold, there exists a sequence vy, of functions of V},, with lim,,. h, = 0,
such that

[T

< (6.67)

Hﬁthhq = 17 (ahq(ﬁhq7ﬁhq))

< |
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The frame is now the space Vo defined by

Vo = {0e (L) Vk, 1<k<K
Uyjor € Hl(ﬂk), Ugjor € Hl(ﬂk), U3jor € HQ(Qk), (6.68)

81)3

U = 0 over Iy, Fr 0 over Iy, (6.69)
Y~4¥ non mortar / (Vijgr — Vi) = 0, (6.70)
'yP
aU“Qk aU“QZ
- =0 6.71
| = e =0 (6.71)

Let Lm’z(ﬂk) be the space of all vector-valued functions u = (u*) having
components u in L*QF) for |u| < m with g = (u1,p2) € IN? and
|| = w1 + po- To any uy, € }_/)h, we note u, = (D"up )|y <m where D* are the
local (in sense over each triangle of 7T), partial derivatives, without the Dirac
mass).

We also introduce the space Y, N Vo. As in [Stummel, 1980], we introduce
the following concept:

e the strong convergence of the sequence (uy,) to a function u is equivalent
to

lun =t mza= (Y 3 /T |Dfwy, — D' ul? dz)t — 0 (h — 0) (6.72)

lul<m TE€Th
We recall the following properties:
Property Vg:
There exists a constant € such that all functions v, € Y, NV, and their partial

derivatives up to the order m — 1 satisfy the weak continuity condition (in
sense of Stummel) defined as follows:

| DM opr(x) — Doy ()| < Ohsuprer, supr|Vuy (6.73)

holds uniformly in A and x, for |u| < m — 1, for all points z at interelement
boundaries, for all adjacent triangles 7, 7 in QF, Vk =1,.., K
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We remark that the jump between Q% and Qf can be large.
Property Vi:

Yy € \70, inf || vo — vh, [|m20—0 (¢ = o0)
’UthYhﬁVO

where || . ||m.2,0 is defined in (6.72).

Property Vs:
The limits of all weakly convergent sequences of functions v, in ¥, N Vo

belong to the subspace Vo.

Property Vo (local on %) is standart. The properties V; and V, are
verified locally on Q% and since we have the conditions (6.70) and (6.71),
the two properties hold everywhere on ().

We derive from (Stummel, section 2.3, 1980), that as we verified the
properties Vo, Vi, and V,, then we have as a consequence the property V3 on
the sequence 0, that satisfies (6.67).

There exists a subsequence vy, , extrated from vy, such that vy , converges
q q
weakly (in sense of Stummel, ie in sense of p-uplet) to v* € V5 and moreover
vy, , converges strongly in (L*(€2))* x Iy H'(£).Moreover it satisfies, for any
q
element w in V§
a(ﬁ’*7 u_}) = qllglo ahq(ﬁhq, whq)

where wy,, — W strongly in V, in sense of Stummel (as introduced in property
V1). Using Cauchy-Schwartz inequality, we then have:

[T
[T

|y (Uny Wn, )| < Cany(Ony, On,)? @y (W, 5 B, )

Since we have (6.67) and aj, (W, u_th)%ls bounded, we obtain

a7, %) = 0

proving that o* is, over each QF a rigid body motion. Since it is in %,
it must vanish, using (6.70) and (6.71), which obviously contradicts the fact
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that ||Up,||n, = 1. We have thus proven, by contradiction that

Lemma 6.7. Assume h is small enough, then, the bilinear form a; is uni-
formly elliptic and continuous over the space [V,]?.

In order to use the approximation result of Lemma 6.4 we are led to
analyse each terms in the right hand side of (6.63). The best fit term is
treated in a complete analogous way as the one in the simpler case (see
section 4) combined with the arguments used in the standard mortar analysis
for approximations of H'(2) by elements of V},;. The second consistency term
is also treated in a similar way, only the first term is new

oy L0 = Fu(i)

and is equal to

- M/\(ah/\ﬁh - U37/\)d’)/

The integral over I'; is decomposed into the sum over all sides 5; of triangles
of the triangulation, each contribution is then treated as follows

|/s MM\, — v3))dy < C|MA|%75] |Op\ Ty, — U3,A|_%75]
J

< ch| MMy s Allwallmery + lwnzll ey + [wwslzen b (6.74)

as results from lemma 3.2 of (Bernadou, Matao Eiroa, Trouvé, 1993). Sum-
ming up all these expressions leads to
sup |/ () — fu ()] < chl My r,

We end this section by stating the main result

Theorem 6.5. Let us assume that the middle surface of the shell is the
image of a plane polygonal domain 0 by a mapping o € (Wh2(Q))3, the
triangulation of the domain is uniformely regular over each subdomain €,
that the data p, N and M are reqular enough so that the solution u of Koiter
problem (6.58) belongs to VN [(H?*())* x H*(Q)]), then, for h sufficiently

small, there exists a unique solution wy, to problem (6.2) and it satisfies

lu = wnlln < Chl[Juallm2() + lluzllm2@) + llusllme@ + My )
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Chapitre 7

Mise en oeuvre de la méthode
des joints pour les problemes
de plaques et coques

7.1 La résolution a deux niveaux

7.1.1 Le probleme de coins

Dans cette section, nous détaillons la mise en oeuvre de la méthode des
éléments avec joint au probleme de coques.

Dans le cas conforme, C. Farhat et F.X Roux ont noté qu’en utilisant la
méthode de résolution étudiée au chapitre 3 avec résolution de problemes de
Neumann locaux, qu’il apparaissait une discontinuité au niveau du saut des
solutions locales aux points de croisement des interfaces. Pour remédier a
cette singularité, 'idée principale est de forcer le multiplicateur de Lagrange
a générer des champs de déplacements locaux continus aux points de croise-
ment des interfaces, au fur et a mesure des itérations du gradient conjugué
projeté. En introduisant cette contrainte de continuité supplémentaire, on
introduit aussi un niveau supplémentaire dans la méthode de résolution.
En effet, le probleme revient, pareillement a la section 3.4.1 du chapitre 3,
a résoudre un probleme de minimisation sous la contrainte nouvellement
introduite.

Dans le cas non conforme, le recollement de sous-domaines par la méthode
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des éléments avec joint en imposant un raccord intégral a été étudiée au cha-
pitre précédent. Sachant que dans le cas conforme, il existait une mise en
oeuvre qui traitait spécialement le recollement des points de croisement des
interfaces, nous avons proposé pour le recollement de la troisieme compo-
sante correspondant au déplacement transverse, une fonction joint qui prend
naturellement en compte les problemes aux points de croisement des inter-
faces.

Par conséquent, nous nous intéressons a la résolution du probleme hybride,
ou les matrices de rigidités K; sont issues de la discrétisation élément fini
du modele de plaque D.K.T. et ou les matrices d’interfaces B; sont définies
par des raccords intégraux étudiés dans le chapitre 6, par la méthode du
gradient conjugué projeté.

Formulons de fagon algébrique la méthode de résolution traitant la conti-
nuité aux coins.
Nous rappelons que le domaine € est décomposé en N sous-domaines

{Qz}ﬁl

Rappels

Dans la méthode du gradient conjugué projeté vue au chapitre 3, que
nous appellerons solve 1, la projection P définie par

N
Pg=g+Ga=> Bu (7.1)

=1

était une projection orthogonale sur Ker(G"). Le gradient projeté est en
fait égal au gradient ¢ corrigé par les sauts des modes de coins.

Par conséquent,

(Pg,Gp) = ZBuZ,ZBRﬁ
(7.2)
Nous rappelons 1’équation suivante:

G'Pg=0 (7.3)
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On résolvait un probleme de minimisation sous contrainte, d’opérateur

P'DP, de la forme:
(P'DPX — Plc,y) =0
G'N=0
Définition des modes de coins

Nous introduisons une matrice rectangulaire ¢ dont le nombre de lignes
est égal au nombre de degrés de liberté global sur 'interface et le nombre de
colonnes égal au nombre de degrés de liberté sur 'interface pour lesquels on
impose la continuité a travers les itérations. Nous notons (; I’ensemble des
modes de coins dans le sous domaine );.

Imposer la continuité du champ déplacement aux points de croisement
des interfaces est équivalent a imposer que le saut des solutions doit étre
orthogonal au saut des 'modes de coins’:

(BZCZ)tPgn = 0 \V/Z
ou

Le probleme grossier

Par analogie avec (7.1), le gradient projeté préconditionné par les modes
de coins s’écrit:

Maintenant, nous souhaitons rendre les déplacements 'générés’ issus de
solve 1 continus aux coins. Ceci s’exprime par

(P'DP(Pg+ Cf3)) orthogonal & C =>_ B;C;

c’est-a-dire, puisque la projection est orthogonale P! = P, et P* = P
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(PD(Pg + PCB),Cvy) =0VYy
— (D(Pg+ PCB),PC~)=0VYy

On introduit maintenant le sous-espace grossier défini par les modes
rigides et les modes de coins. On note « les coefficients des modes rigides et
(8 ceux des modes de coins.

Des relations (7.1) et (7.3), on écrit:
PCB=Cl+Ga=CsX

avec

Co = [C G etX:(g) (7.5)
et

G'PCB =0

) (7.6)

(D(Pg+ CB+ Ga),Cy+Gs) = 0

sous les contraintes Gt(Cﬁ + Ga) = Gt(C’y +G6) =0
(D(Pg+ CeX),CeY) = 0

sous contraintes G'Ce X = G'CeY =0

Par conséquent, en posant

S 2

nous avomns

Ce probleme est équivalent au probleme que nous appellerons solve 2.

( CE%ZG C%G ) ( [5 ] ) _ ( Oggpg ) )

e, O
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Ce=(C G) (7.8)
C =3 B (7.9)

La “nouvelle” méthode solve 2, applicable aux problemes de plaques et
coques peut étre résolue par une méthode du Gradient Conjugué Projeté
(Préconditionné). Celle-ci peut étre interprétée comme étant une méthode
de résolution deuzr niveaus:

— Premier niveau:
un multiplicateur de Lagrange A, est calculé a chaque itération dans
le but de réduire le saut du champ déplacement sur les interfaces entre
les sous-domaines.

— Deuxieme niveau:
un probleme de coins qu’on qualifie de grossier, est résolu afin de ren-
forcer la continuité du champ déplacement transverse sur les coins des
sous-domaines

7.1.2 Résolution du probleme grossier

Le probleme grossier associé aux corrections de coins est donné par:

1 1 6 1
(e sy (L)-(9 ) o
Ce=(C G) (7.11)
C =5 B, (7.12)

On écrit le probleme, comme dans le chapitre 3, en terme de minimisation
d’une fonctionnelle quadratique:

DN | —

mind(p.0) =g e Jegoce | ]|+ [ o] (5GP )
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sous la contrainte
G'Cq [ s ] =0
o

Ce probleme peut également étre résolu par la méthode du Gradient
Conjugué Projeté. On se souvient que la projection orthogonale sur le noyau
de G dans la méthode du Gradient Conjugué Projeté du chapitre 3 était:

P=1-GGEO'G (7.13)

Pour le probleme de coins, la projection sur les modes de coins est donné
par:

Q=1-CLG(G'CaOLG) Gl Cg

. . 1 N N ’ FIERN
Le produit matrice-vecteur ¢) l ] nous amene a résoudre un troisieme

T2
probleme grosier de la forme

(G'C6CLE)T = G'Cg l o ]
2
Afin d’éviter la résolution de ce probleme supplémentaire, on réécrira,
dans la prochaine section, la matrice projection.
Cette nouvelle écriture fera intervenir un opérateur a inverser, identique a
celui de I’équation (7.13).

7.1.3 Calcul de la projection ()

On résoud le systeme (7.10) par un algorithme de gradient conjugué avec
projection. La matrice de projection () est introduite dans le but de corriger, a
chaque itération p, la solution (3,, ;) afin que celle-ci satisfasse la contrainte
de continuité:

GO l O ] 0 (7.14)
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avec Cg = [C (]

Q [ gz ] = [ aﬁﬁ 5, ] (7.15)

On déduit des équations (7.14) et (7.15),

§, = —(G'G)NG'CB, + G'Gay) (7.16)

ainsi, on obtient ’expression suivante de 'opérateur de projection:
O=1- l ! ] (G GO (7.17)

Remarque 7.1. On remarque que Uopérateur de projection () et Uopérateur
de projection P possédent le méme opérateur (G'G)™'. Par conséquent, ils

engendrent les mémes problemes grossiers ou seuls les seconds membres sont
différents.

Remarque 7.2. La matrice de projection () est non orthogonale, par
conséquent, dans lalgorithme du gradient conjugué projeté, on multipliera,
dans la phase projection, par

Q' =1-CLAG'G) ™[0 1] (7.18)

7.2 Résultats Numériques

7.2.1 Plaque en cisaillement transversal

Afin de valider le code de décomposition de domaines recollés par la
méthode des éléments avec joint pour les problemes de plaques, nous avons
modélisé une plaque en cisaillement perpendiculaire a la surface moyenne,
simulation pour laquelle nous possédons une valeur analytique de référence.
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Y

Fic. 7.1 - Plaque en cisaillement transverse

La géométrie est donnée dans le tableau suivant:

Epaisseur e=0.05m
Longueur L=12m
Largeur [=1m

— Les propriétés du matériau sont: £ = 1.0E7 Pa et v = 0.25.
— Les conditions aux limites sont: AC encastré.

— Le chargement est: en B: F, = —1.0 N et en D: F, = 1.0 N. La
valeur de référence, dans le cadre du modele de Kirchhoff, est: en D,
le déplacement de la fleche est égal & 35.37 107%° m (communication
personnelle de monsieur Destuynder).

Nous obtenons une bonne adéquation entre la solution (déplacement
transverse) trouvée 35.288 107% (voir figure 7.2) et la valeur de référence.
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Deplacement transverse le long des cotes AB et CD
0.04 T T T

cote AB —

cote CD e
0.03 |
0.02 +
3
§ oo1f
>
0
c
g
€ 0
[
£
Q
Q
8
g -001Ff
a
-0.02 +
-0.03 -
-0.04 . . . . .
0 2 4 6 8 10 12

FiG. 7.2 - Plaque en cisaillement: déplacement transverse le long de AB et
CD

80* 80 40* 40

80* 80 40* 40

Fic. 7.3 - Plaque en cisaillement: maillage non conforme

Nous avons modélisé la plaque en cisaillement en la décomposant en
2 x 2 sous-domaines et en raffinant le maillage 7.3 par 2 puis 4. Nous avons
représenté le logarithme du pas de maillage en fonction du logarithme de
Ierreur de la fleche au point D, voir figure 7.4. L’erreur considérée étant la
valeur absolue de la différence entre la fleche de référence au point D et la
fléche calculée sur les différents maillages au point D

Nous trouvons:

log(erreur)/log(h) = «
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La valeur calculée numériquement de o est environ 4.0. (Voir figure 7.4).

Erreur

log10 erreur

-2.6 -2.5 -2.4 -2.1 -2 -1.9

-2.3 -2.2
log10 H

FiG. 7.4 - Plaque en cisaillement: erreur

7.2.2 Cas test: Plaque

Nous simulons maintenant la plaque représentée sur la figure 7.5.
F
z

E D@

O
T

ANEANANANIAN

N~~~ 7 7 78

Fia. 7.5 - Plaque en cisaillement
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La géométrie est donnée dans le tableau suivant:

Epaisseur e=0.05m
Longueur L=1m
Largeur [=1m

— Les propriétés du matériau sont: £ = 1.0E7 Pa et v = 0.25.

— Les conditions aux limites sont: AB et AC encastrés.

— Le chargement est: en D: I, = —1.0 N.

Résultats de recollement

Afin de valider le choix de I'espace des multiplicateurs de Lagrange pour le
recollement du déplacement transverse et de ses dérivées, nous avons découpé
la plaque en 2, 4 et 8 sous-domaines. Nous visualisons sur les courbes sui-
vantes le déplacement transverse et les rotations et remarquons un raccord
parfait au travers des interfaces de la décomposition.

Regardons sur les figures 7.6, 7.7, 7.8 le déplacement transverse ainsi que
ses dérivées le long du coté ED (figure 7.5).
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Deplacement transversal sur le cote ED
0 T T T T T T T T

2sd —
‘interface’ -
-0.001 1

-0.002 1

-0.003

-0.004 - R

-0.005

deplacement

-0.006 - R

-0.007 1

-0.008

-0.009 - 1

1 . . . . . .
1640 1645 1650 1655 1660 1665 1670 1675 1680 1685
noeuds

-0.0.

Fic. 7.6 - Plaque: maillage 40 x 40, conforme, décomposition 2 x 1,
déplacement transverse le long de la coupe ED.

Derivee normale du deplacement transverse sur le cote ED
0 T T T T T T T T

2sd —
‘interface’ -
-0.001 - 1

-0.002 1

\ |

-0.004 - R

-0.003

-0.005

rotation

-0.006 - R

-0.007 1

-0.008

-0.009 - 1

1 . . . . . .
1640 1645 1650 1655 1660 1665 1670 1675 1680 1685
noeuds

-0.0.

Fia. 7.7 - Plague: maillage 40 x 40, conforme, décomposition 2 x 1, dérivée
normale du déplacement transverse le long de la coupe ED.
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0.01

Derivee tangentielle du deplacement transverse sur le cote ED

0.009 -

0.008

0.007

0.006 -

0.005

rotation

0.003 -

0.002

0.001 -

0.004 | /

/ |

2sd —
‘interface’ -

0
1640

1645

1650

1655

1660 1665

noeuds

1670

1675 1680 1685

Fia. 7.8 - Plaque: maillage 40 x 40, conforme, décomposition 2 X 1, dérivée
tangentielle du déplacement transverse le long de la coupe ED

Afin de compléter les coupes, visualisons sur les figures 7.9, 7.10 et 7.11 les
distributions surfaciques du déplacement transverse ainsi que de ses dérivées
normales et tangentielles.
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Distribution surfacique: deplacement transversal

0.001 -

-0.001
-0.002
-0.003
-0.004
-0.005
-0.006

Fiac. 7.9 - Plaque: maillage 40 x 40, conforme, décomposition 2 x 1,
déplacement transverse.

Distribution surfacique: derivee normale du deplacement transverse

0.001 -

-0.001
-0.002
-0.003
-0.004
-0.005
-0.006

Fic. 7.10 - Plague: maillage 40 x 40, conforme, décomposition 2 X 1, dérivée
normale du déplacement transverse.
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Distribution surfacique: derivee tangentielle du deplacement transverse

0.006 -
0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

-0.001

Fic. 7.11 - Plague: maillage 40 x 40, conforme, décomposition 2 x 1, dérivée
tangentielle du déplacement transverse

Décomposons maintenant le domaine en 4 sous-domaines avec maillages
non coincident aux interfaces comme représenté sur la figure 7.12 et visuali-
sons le raccord a travers les 3 interfaces sur les figures 7.13, 7.14, 7.15.

41 31 21 11

10 10 10 10

10*41 10*31 1021 10*11

Fic. 7.12 - Décomposition et Maillage non conforme de la plaque.
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FiGc. 7.13 -
coupe C'F

Fic. 7.14 - Maillage non conforme: dérivée normale du déplacement trans-

-0.0005

-0.001

-0.0015

-0.002

-0.0025

deplacement

-0.003

-0.0035

-0.004

-0.0045

-0.005

780

Maillage non conforme: déplacement transverse le long de la

-0.0005

-0.001

-0.0015

-0.002

-0.0025

rotation

-0.003

-0.0035

-0.004

-0.0045

-0.005

780

Deplacement transversal sur le cote CF
T

4s-d —

785

790

Derivee normale du deplacement transverse sur le cote CF
T

795

800
noeuds

805

810

815

820

4sd —

785

790

verse le long de la coupe C'F

795

800
noeuds

805

810

815

820
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Derivee tangentielle du deplacement transverse sur le cote CF
0.005 T T T

4s-d —
0.0045 - 1

0.004 R

0.0035

0.003 - R

0.0025

rotation

0.002 - R

0.0015 - 1

0.001

0.0005 [ 1

0
780 785 790 795 800 805 810 815 820
noeuds

Fic. 7.15 - Mazillage non conforme: dérivée tangentielle du déplacement

transverse le long de C'F o ‘
Pour une meme décomposition avec le pas du maillage raffiné par 2,

nous obtenons également un bon recollement a travers les interfaces de la

decompOSItlon, ﬁgure 7.16. Deplacement transversal sur le cote ED

-0.0005 T T T T
4s-d —

-0.001 - 1

-0.0015 + 1

-0.002

-0.0025 | R

-0.003

deplacement

-0.0035 R

-0.004 R

-0.0045

-0.005 - 1

-0.0055 . . . .
6480 6490 6500 6510 6520 6530 6540 6550 6560
noeuds

FiG. 7.16 - Plaque: maillage non conforme, décomposition 4 x 1, déplacement
transverse le long de la coupe C'F
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Regardons le cas d'un découpage 2 x 2 sous-domaines, maillé finement
(voir figure 7.17) dont la solution servira de solution de référence, puis maillé
comme sur les figures 7.18 et 7.19. Deux maillages non conformes seront
considérés, maillés finement pres de l'encastrement et grossierement au voi-
sinage de la force imposée (voir figure 7.20 et 7.21)

160 * 160 160 * 160

160 * 160 160 * 160

Fia. 7.17 - Meshl1: maillage conforme, décomposition 2 X 2

80* 80 80* 80

80* 80 80* 80

Fia. 7.18 - Mesh2: maillage conforme, décomposition 2 X 2
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40* 40

40* 40

40* 40

40* 40

FiG. 7.19 - Mesh3: maillage conforme, décomposition 2 X 2

40* 40

20* 20

80* 80

40* 40

Fia. 7.20 - Mesh4: maillage non conforme, décomposition 2 x 2
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40* 40

20* 20

40* 40

40* 40

Fic. 7.21 - Mesh: maillage non conforme, décomposition 2 x 2

Comparons les champs déplacement transverse ainsi que ses dérivées nor-

males et tangentielles.

-0.0005

-0.001

-0.0015

-0.002

-0.0025

-0.003

-0.0035

-0.004

Deplacement transverse

-0.0045

-0.005

-0.0055

-0.006
0

Deplacement transverse

solution reference (mesh 1) ——
solution mesh 2 -
solution mesh 4 -
solution mesh 3

0.2

0.4

0.6 0.8 1

Fia. 7.22 - Déplacement transverse le long de la coupe ED
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Deplacement transverse

-0.0025 . ‘ ‘ : ‘ ‘ | | |
solution reference (mesh 1) ——
solution mesh 2 -
solution mesh 4 -~
0003 1 solution mesh 3
-0.0035 |
[
o
CD
I3
c -0.004 |
g
<
Q
£
& -0.0045 - |
<
Q.
i3
a
-0.005 - |
-0.0055 ]
-0.006 L . . ) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

FiG. 7.23 - Zoom du déplacement transverse le long de la coupe ED

Derivee tangentielle

0.006 T T
solution reference (mesh 1) ——
solution mesh 2
solution mesh 4.
solution-mesh
0.0055 - ]

0.005

0.0045

Derivee tangentielle

0.004

0.0035

0.003 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fia. 7.24 - Dérivée tangentielle du déplacement transverse le long de ED
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Derivee normale
-0.002 T T T T

solution reference (mesh 1) ——
solution mesh 2 -
solution mesh 4 -
-0.0025 + solution mesh 3 1
-0.003 -
-0.0035
<
<
E
2
S -0.004
g
=
©
o
-0.0045
-0.005
-0.0055
-0.006 - - - -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fic. 7.25 - Dérivée normale du déplacement transverse le long de la coupe

ED

Visualisons sur les courbes 7.27, 7.26 'erreur entre la solution calculée
sur tous les points du maillage fin et celles calculées sur tous les points des
autres maillages. L’erreur considérée est donnée par la valeur absolue de la
différence entre la solution calculée sur sur tous les points du maillage fin et
la solution calculée sur sur tous les points des autres maillages.
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0.00011

0.0001

9e-05

8e-05

7e-05

erreur

6e-05

5e-05

4e-05

3e-05
0

0.00012

0.00011

0.0001

9e-05

8e-05

erreur

7e-05

6e-05

5e-05

4e-05

3e-05
0

erreur de la derivee tangentielle

erreur mesh2-ref —

_erreur-mesh4-ref - -.

““erreur mesh3-ref -

0.2

Fig. 7.26 -

0.4 0.6 0.8

Clalcul de Uerreur.

erreur de la derivee normale

T

erreur mesh2-ref —
erreur mesh4-ref
erreur mesh3-ref -

““erreur meshb-ref

0.2

Fig. 7.27 -

0.4 0.6 0.8

Clalcul de Uerreur.

Sur la figure 7.23, nous remarquons que la solution obtenue avec le



Chapitre 7. Mise en oeuvre de la méthode des joints pour les probléemes de
158 plaques et coques

maillage non conforme mesh4 est meilleure que celle obtenue avec le maillage
conforme mesh3. ’avantage est de pouvoir raffiner localement le maillage
dans les zones ou I'information a capter est la plus intéressante.
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Résultats de résidus

Nous avons préconditionné le probleme par le premier préconditionneur
étudié au chapitre 4, c’est-a-dire par le préconditionneur M, extension du
‘condensé’ préconditionneur au cas non conforme.

Une premiere simulation étudiée est le cas d’un pas de maillage h local
fixé comme sur la figure 7.21 pour lequel nous avons augmenté le nombre de
sous-domaines. La taille globale augmente avec le nombre de sous-domaines,
tandis que le h local reste constant. Sur les deux tableaux suivants, nous
avons représenté le nombre d’itérations ainsi que le résidu dans le cas d’un
probleme sans préconditionneur et avec le préconditionneur M.

‘ Nombre de s-domaines ‘ Itérations ‘ Résidu ‘
4 (2x2) 49 7.10E-004
8 (4x2) 76 8.202E-004
16 (4 x4) 77 7.835E-004
32 (8x4) 96 7.166E-004

Tableau 6.1: Maillage non conforme, sans préconditionneur.

Nombre de s-domaines | Itérations Résidu
4 (2x2) 14 5.256E-004
8 (4x2) 16 7.566E-004
16 (4 x4) 16 8.966E-004
32 (8x4) 16 9.662E-004
64 (8 x8) 16 8.662E-004

Tableau 6.2: Maillage non conforme, avec le préconditionneur M.

A pas de maillage local fixé, nous avons donc augmenté le nombre de
sous-domaines. Le préconditionneur appliqué a un probleme plus complexe,
celui de la modélisation D.K.T d’une plaque, s’est avéré efficace comme le
montrent les tableaux 6.1 et 6.2.
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Dans ce cas, on remarque une indépendance en fonction du nombre
de sous-domaines. En fait, il serait intéressant de démontrer que le condi-
tionnement de 'opérateur projeté P'DP ne dépend plus du nombre de
sous-domaines comme ceci a été fait dans le cas conforme, voir [J.Mandel,
R.Tezaur et C.Farhat, 1995]. Une telle méthode est numériquement exten-
sible puisque la vitesse de convergence ne se dégrade pas lorsque le nombre
de sous-domaines augmente. La parallélisation donne ici son efficacité
optimale.

Par la suite, nous avons considéré une décomposition en un nombre fixe
(8 x 4) sous domaines et avons raffiné le pas du maillage h. Les tableaux sui-
vants donnent le nombre d’itérations et le résidu dans le cas d’une simulation
sans et avec le préconditionneur M.

Pas du maillage | Itérations Résidu
h 44 8.280E-004
h/2 96 8.166E-004
h/4 169 7.283E-004

Tableaw 6.3: Maillage non conforme, décomposition 8 x 4, sans
préconditionneur.

Pas du maillage | Itérations Résidu
h 13 9.733E-004
h/2 16 9.662E-004
h/4 20 7.082E-004

Tableaw 6.4: Maillage non conforme, décomposition 8 x 4, avec le
préconditionneur M.

Comme 'ont mis en évidence C.Farhat et F.X.Roux (1994), I'utilisation
du préconditionneur condensé ne fait pas disparaitre la dépendance en h.
Sur le tableau 6.4, le nombre d’itérations augmente légerement lorsque 1’on
raffine le pas du maillage h. On peut remarquer que le rapport entre les
itérations lorsqu’on raffine le pas du maillage par 2 est sensiblement le méme
que celui calculé pour le probleme du Laplacien.
Dans le cas d’'un nombre de processeurs fixé, et d’un pas de maillage raffiné,
nous observons que le préconditionneur reste relativement efficace.
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Conclusion

Dans cette étude, nous avons présenté une méthode de décomposition
de domaines sans recouvrement, non conforme, recollant des maillages non
coincidant aux interfaces. Nous rappelons que la méthode des éléments
avec joint utilise une formulation hybride des équations du probleme
de départ qui repose sur l'introduction de multiplicateurs de Lagrange A
pour traiter la contrainte de continuité aux interfaces entre les sous-domaines.

On a mis en évidence les propriétés du spectre de l'opérateur condensé et
montré, numériquement, que la méthode de résolution du systeme hybride,
c’est-a-dire, la méthode du gradient conjugué utilisant la technique de
reconjugaison des directions de descente, était tres efficace.

Différents préconditionneurs pour cette méthode de résolution ont été
Proposeés.
Le premier est une extension du préconditionneur condensé, étudié dans la
these de F.X. Roux, au cas de maillage non conforme. Vue la forme de ce
préconditionneur, son influence s’est faite ressentir surtout sur les petites
valeurs propres de la matrice mettant ainsi en évidence un phénomene de
‘super-convergence’ tres intéressant.

L’originalité du deuxieme préconditionneur réside dans la construction
de 'espace des multiplicateurs de Lagrange. En effet, nous avons construit
une base hiérarchique de ’espace des joints. Nous avons remarqué que cette
nouvelle formulation du probleme hybride influait surtout sur les hautes
fréquence de la matrice, mettant ainsi en évidence les mémes phénomenes
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précédemment cités. Un préconditionneur basé sur les grilles grossieres s’est
avéré tres efficace.

Une telle approche ’adaptative’ des interfaces pourrait étre étendue natu-
rellement a la prise en compte des contraintes de continuités aux interfaces
entre maillages non conformes issus d’un processus de raffinement.

La méthode de résolution étudiée, appliquée sur des problemes ellip-
tiques, est une méthode numériquement tres efficace et présente un grand
intérét du point de vue du parallélisme. On a montré que la méthode pouvait
s’appliquer pour des découpages quelconques, méme avec certaines sous-
structures flottantes, et que la méthode du gradient conjugué préconditionné
projeté avec reconjugaison des directions de descente était numériquement
extensible.

Nous avons étendu la méthode des éléments avec joint sur des problemes
plus complexes, comme celui des plaques et coques.

Pour le type d’équations issues de problemes de plaques et coques, les
problemes de modélisation des conditions de raccord ont été plus complexes.
Leur analyse a posé de sérieuses questions mathématiques. L’analyse
numérique de la méthode des éléments avec joint pour une modélisation de
plaques formulées par la méthode D.K.T. a conduit a des résultats optimaux
en ce qui concerne "analyse d’estimation d’erreurs.

La méthode de résolution par sous domaines du probleme hybride s’est
avérée également tres efficace pour des problemes plus complexes.
En effet, on a remarqué que la méthode du gradient conjugué projeté sur
I’espace grossier des modes rigides et des modes de coins est numériquement
extensible. Lorsqu’on a augmenté le nombre de sous-domaines, la vitesse de
convergence ne s’est pas dégradée.

L’étude de la méthode des éléments avec joint appliquée aux problemes
de coques intéresse actuellement les industriels tels P.S.A.

L’étude de la méthode des éléments avec joint étendue a la résolution des
équations de Navier-Stokes en simulation numérique directe fait aujourd’hui
I'objet de la these de Lydie Cazabeau. La méthode de résolution hybride
préconditionnée pourrait étre un solveur efficace et naturellement adapté a
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ce type de problemes.

Les études sur le recollement de maillages non conformes peuvent étre
étendues aux problemes d’intéraction fluide-structure et constituent un pre-
mier pas sur la voie du couplage de modeles numériques différents.
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Annexe A

Quelle architecture pour quel
modele de programmation?

La performance obtenue par une simulation numérique se fait au

détriment du cott calcul et de la mémoire. Les problemes auquels les
industriels sont confrontés donnent des sytemes linéaires sans cesse plus
gros et gourmands en mémoire. Or, la technologie demande de plus en plus
des simulations précises. Aussi, le besoin en calculateurs de plus en plus
puissants se fait sentir.
Pour concevoir des calculateurs performants, plusieurs solutions peuvent
étre envisagées. Notre approche fut celle du parallélisme. On distingue deux
types de parallélisme, le parallélisme a faible nombre de processeurs et
a mémoire partagée et les calculateurs massivement paralleles a mémoire
distribuée.

Les machines a faible nombre de processeurs permettent une bonne
performance des calculs en se reposant sur la puissance des processeurs
vectoriels et l'exploitation d’un parallélisme modéré. La programmation
sur ce type de machine ne pose pas véritablement de probleme du point
de vue algorithmique. On y exploite surtout la vectorisation de code et la
répartition des grandes boucles externes en plusieurs sous-taches. Le fait
que les processeurs y partagent le méme espace mémoire limite le nombre
de processeurs pouvant étre implémentés sur le calculateur, car afin de
minimiser ['attente d’acces a la mémoire, on doit partager cette mémoire
en plusieurs bancs interlacés permettant ainsi des écritures et des lectures
simultanées des différents processeurs.
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(C’est pourquoi la tendance actuelle est de se tourner vers les calculateurs
massivement paralleles (Paragon, Cray T3D). Les processeurs y sont de type
scalaire, et donc beaucoup moins onéreux. La puissance de calcul de la ma-
chine reposent sur le nombre de processeurs que peut contenir un tel type
de machine. Afin de ne pas étre limité par le nombre de processeurs, chaque
processeur adresse une unité mémoire qui lui est propre. Les données locales
a un processeur peuvent étre envoyées aux autres processeurs grace a un
réseau de communication reliant les processeurs. Sur ces types de machine,
la performance d’un algorithme dépend fortement du nombre de variables
pouvant étre local a un processeur.

A.1 Quelle architecture?

Les machines massivement paralleles a mémoire distribuée sont de deux
types. Ces deux types sont le type SIMD et le type MIMD.

A.1.1 Architecture SIMD

Le modele de programmation SIMD, “Single Instruction Multiple Data”,
classifié par Flynn en 1972, permet d’effectuer simultanément la méme
opération sur des données différentes. Contrairement aux machines a faible
nombre de processeurs, ces machines tirent leur puissance du grand nombre
de processeurs élémentaires constituant le calculateur, et non de la puissance
méme des processeurs.

Ce type de machine présente quelques inconvénients:

Sur une machine SIMD, 'algorithme le plus efficace n’est plus celui
qui demande le moins d’opérations si celui-ci ne permet pas d’utiliser
simultanément les différentes unité de calcul.

Pour cette raison, le développpement d’un code est dépendant de la
machine SIMD sur laquelle il est implémenté.
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Néanmoins, ces machines permettent de bonnes performances dans le
domaine de l'intelligence artificielle et I'image de synthese, car ce sont des
domaines ou les algorithmes présentent des dépendances qui restent locales.
Dans le domaine du calcul scientifique, cette localité des données est rarement
vérifée.

A.1.2 Architecture MIMD

Dans le domaine du calcul scientifique, on utilise un autre type de
machine exploitant un autre type de parallélisme. Ce sont les machines
MIMD, “Multiple Instructions Multiple Data” comme Paragon, Cray T3D,
IBM SP2. La machine possede plusieurs processeurs indépendants ayant
chacun ses propres unités de controle et de calcul. Tous les processeurs
travaillent simultanément, chacun traitant son propre flot d’instructions,
constituant un processus. Ces processus peuvent étre des codes entiers
indépendants, ou des sous-parties d’'un méme code. Dans ce dernier cas, il
faut qu’ils partagent un certain nombre de données, ce partage est assuré
si on dispose d’une mémoire commune. Ce type de machine exploite un
parallélisme dont 'efficacité dépend du nombre de processeurs travaillant et
du volume de calcul effectué par chaque processeur.

Les machines MIMD sont des machines qui possedent un nombre de pro-
cesseurs allant de quelques dizaines a quelques milliers. Ce sont des pro-
cesseurs évolués qui effectuent un nombre important de macro-instructions,
qui peuvent étre différentes d’un processeur a ’autre, sur des données lo-
cales. Leur architecture est adaptée a un parallélisme de forte granularité,
c’est-a-dire que le rapport temps de calcul sur temps de communication est
important. L’inconvénient d’une telle architecture est du a la non-conformité
du coit d’acces aux données, suivant qu’elles sont situées dans la mémoire lo-
cale du processeur ou non et a la gestion de la mémoire distribuée. C’est pour
cette raison qu’il convient de définir des sous-structures de données locales
propres a chaque processeurs.

L’approche décomposition de domaines est bien adaptée a ce type de
d’architecture. En effet, la philosophie de l'approche décomposition de
domaines consiste a considérer les dépendances au niveau du programme
complet pour découper, par la suite, le domaine d’étude en plusieurs sous-
groupes et s’intéresser au probleme local associé a chaque sous-ensemble.
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Chaque sous-domaine sera associé a un processeur, ou a un groupe de
processeurs, qui aura la tache de résoudre son propre probleme local avec
ses propres données locales. Par la suite, pour obtenir la solution globale sur
le domaine complet, il faudra raccorder les solutions locales. Les phases de
communication permettent de résoudre les intéractions entre sous-domaines.
Cette approche définit de facon naturelle les taches volumineuses puis-
qu’elles correspondent a l’exécution du probleme complet mais a 1’échelle
locale. Ces taches sont suffisamment indépendantes pour autoriser 1’ex-
ploitation d’un parallélisme massif associé a un grand nombre de processeurs.

Les avantages d’une telle approche sont multiples:

Cette approche permet de préserver le code scalaire qui est dupliqué
sur chaque processeur. Ainsi, on peut effectuer une premiere parallélisation
sans a avoir a modifier de facon tres importante I’écriture du code, les choix
numeériques, la modélisation de la physique.

Un des grands avantages de cette approche est que le cadre de 1’étude
est peu dépendant de la nature du code et de la machine d’accueil.

Enfin, la souplesse de la décomposition en sous-domaines peut répondre
a plusieurs démarches issues des contraintes du parallélisme (granularité,
équilibrage es taches...) ou de celles de la physique (prise en compte de
phénomenes locaux...)

Ce sont pour ces multiples avantages que ce type de machine a été pri-
vilégié pour le développement du modele décomposition de domaines non
conformes, afin que I'implémentation de ce modele puisse étre le plus pos-
sible indépendant de la machine de développement. On peut noter que ce
choix semble étre aujourd’hui une tendance générale dans le domaine du
calcul scientifique.



A.2. Quel modéle de programmation? 169

A.2 Quel modele de programmation?

Pour ces machines a architectures parallele, différents modeles de
programmation peuvent étre considérés. On choisira la programmation par
échange de messages.

La programmation par échange de messages
On a vu que la machine a architecture parallele est équivalente a une
multi-machine (Intel Paragon, Cray T3D) ou chaque processeur a sa propre
mémoire locale. Par conséquent, le développeur organise les transferts
d’information locaux et globaux de facon a tenir compte de la distribution
de la mémoire.

Le modele de programmation par échange de messages est suffisamment
général pour étre utilisé pour une tres large gamme d’applications du
calcul scientifique. De plus ce modele est tres bien adapté pour la mise en
oeuvre de 'approche par décomposition de domaine. En effet, si chaque
processeur résout en parallele un probleme en déplacements local relatif a
un sous-domaine, alors, le déplacement global est obtenue de facon naturelle
grace a des phases de communication entre processeurs. Ces phases font
intervenir des appels de librairies pour les transferts de données via les
interfaces de couplage entre sous-domaines voisins. Elles font également
intervenir des opérations comme la somme, le maximum, pour le calcul de
coefficients globaux.

Aussi, la structure initiale du programme scalaire reste préservée tandis que
les dépendances entre sous-domaines sont gérées de facon naturelle.

Enfin, il est important de savoir qu’il existe des bibliotheques standards de
communication (PVM, MPI) qui permettent de s’affranchir de la spécificité
de la machine de développement. FEn fait, le modele de programmation par
échange de messages est assez universel pour assurer a un large éventail de
modeles numériques la portabilité sur la plupart des ordinateurs actuels.

A.2.1 Le Paragon Intel

Le développement du code décomposition de domaines a I’O.N.E.R.A.,
en direction de 'informatique s’est effectué sur le Paragon Intel.
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Sa topologie est une grille bidimensionnelle. C’est une machine a mémoire dis-
tribuée, chaque noeud de calcul possede sa mémoire locale de 64 Megaoctets
dont 11 sont utilisés par le systeme. Chaque noeud possede deux processeurs
de calcul 1860 de vitesse créte 75 Megaflops.
De plus chaque noeud possede un processeur alloué aux communications. Les
améliorations apportées par le paragon sont:

— Les performances de communication permettent un transfert des
données de 90Mo/s et une latence de 46 microsecondes.

— L’existence d’un systeme de fichiers paralleles, PFS, dont le débit est
de 2Mo/s en écriture et de 3Mo/s pour la lecture.

— L’environnement d’exploitation de la machine est un véritable syseme

UNIX.
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