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5Chapitre 1IntroductionDe nombreux centres de calcul scienti�que et simulation num�eriquesont �equip�es de calculateurs �a architecture parall�ele. L'int�erêt majeur de cesmachines est d'o�rir potentiellement une grande puissance de calcul que cesoit en terme de place m�emoire ou de rapidit�e de calculs par la multiplicationdes performances d'un processeur par le nombre de processeurs.En annexe, nous expliquons l'architecture sur laquelle nous avons tra-vaill�e ainsi que le mod�ele de programmation programmation par �echange demessages utilis�e.Pour exploiter le potentiel des machines parall�eles, il est n�ecessaire quele temps utilis�e par le syst�eme pour assurer le transfert des donn�ees entre lesprocesseurs soit n�egligeable devant le temps de calcul des processeurs.Les m�ethodes de d�ecomposition de domaine constituent une approchenaturelle et prometteuse en ce qui concerne le parall�elisme.Les m�ethodes de d�ecomposition de domaine consistent �a partager le do-maine de r�esolution d'une �equation aux d�eriv�ees partielles en sous-domainesde plus petite taille. Chacun est attribu�e �a un processeur, ou �a un groupede processeurs, qui r�esout son probl�eme �a l'aide des donn�ees contenuesdans la (es) m�emoire(s) locale(s). Les phases de communication permettentde r�esoudre les int�eractions entre sous-domaines. Pour ces m�ethodes, lesconditions de transmission telles les contraintes de raccord aux interfacesdes sous-domaines sont d�eterminantes pour une bonne approximation de lasolution du probl�eme initial.



6 Chapitre 1. IntroductionOn distingue deux grands types de m�ethodes de d�ecomposition dedomaines: celles avec recouvrement des sous-domaines telles les m�ethodes deSchwarz (Schwarz 1870), (Lions 1988), (M.Dryja, B.F.Smith, O.B.Widlund1993), qui sont assez coûteuses du point de vue num�erique, et celles sansrecouvrement (Le Tallec 1994, Quarteroni). On peut classer les m�ethodes ded�ecomposition de domaines sans recouvrement en deux cat�egories: conformeet non conforme.Une premi�ere motivation est de pouvoir traiter des g�eom�etries complexeset de raccorder des maillages non conformes, issus par exemple, d'unra�nement local. Dans ce travail, on s'int�eresse alors, aux m�ethodessans recouvrement, non conformes, parall�elisables, applicables �ala r�esolution de syst�emes lin�eaires issus d'une discr�etisation par �el�ements �nis.La m�ethode des �el�ements avec joint s'inscrit dans le cadre dem�ethodes de d�ecomposition de domaines sans recouvrement, non conformesavec discr�etisation de type variationnel. Elle a �et�e introduite et �etudi�eepour des probl�emes d'ordre deux (C.Bernardi, Y.Maday, A.T.Patera1992), pour le couplage de m�ethode �el�ements spectraux et/ou �el�ements�nis (C.A.Mavripilis, Y.Maday, A.T.Patera 1988), (C.Bernardi, N.D�ebit,Y.Maday 1990). De nombreuses applications de la m�ethode des �el�ementsavec joint ont vu le jour pour des probl�emes d'ordre deux avec notammentl'extension aux probl�emes tridimensionnels (F.Ben Belgacem 1993) et pourla r�esolution de probl�eme d'ordre quatre dans le cadre de discr�etisationspectrale (Z.Belhachmi 1994).De mani�ere g�en�erale, une fois le domaine divis�e en sous-domaines, onutilise sur chacun de ces sous-domaines une discr�etisation de type �el�ements�nis ou �el�ements spectraux avec des maillages qui ne co��ncident pas aux inter-faces. La m�ethode des �el�ements avec joint utilise une formulation hybride des�equations du probl�eme de d�epart qui repose sur l'introduction de multipli-cateurs de Lagrange � pour traiter la contrainte de continuit�e aux interfacesentre les sous-domaines.L'objet de ce travail est dans un premier temps l'�etude de m�ethodesde pr�econditionnement du probl�eme hybride. Dans un second temps, nousavons �etendu la m�ethode des �el�ements avec joint aux mod�eles de plaques enformulation D.K.T. (Discrete Kirchho� Triangle). Cette �etude est r�ealis�ee



7du point de vue de l'analyse num�erique ( �etude de la convergence de lam�ethode et estimations d'erreur correspondantes) et de la mise en �uvre.La pr�esentation de la m�ethode des �el�ements avec joint et sa comparai-son avec la m�ethode FETI, Finite Element Tearing and Interconnecting(C.Farhat, F.X.Roux 1991), (C.Farhat, M.Geradin 1992) en ce qui concernel'espace des multiplicateurs de Lagrange fait l'objet du chapitre 2. On ymontre en particulier le lien entre la condition inf-sup et le conditionnementde la matrice issue de l'op�erateur dual.Nous avons mis en �evidence les avantages de la m�ethode des �el�ements avecjoint par rapport �a la m�ethode FETI: la condition inf-sup est ind�ependantedu param�etre de discr�etisation, le syst�eme a r�esoudre poss�ede un meilleurconditionnement, la pr�ecision est meilleure.Le chapitre 3 est consacr�e �a l'�etude de la m�ethode de r�esolution duprobl�eme dual en contraintes, c'est-�a-dire la m�ethode du gradient conjugu�e.Nous introduisons une m�ethode d'acc�el�eration de la convergence qui estbas�ee sur une proc�edure de reconjugaison des directions de descentes. Puis,nous �etudions la g�en�eralisation de cette m�ethode au cas d'un d�ecoupagequelconque du maillage.Le choix de pr�econditionneurs facilitant la convergence des m�ethodes detype gradient conjugu�e appliqu�ees au probl�eme interface est une questioncentrale pour les m�ethodes de sous-structuration. Par cons�equent, le chapitre4 est consacr�e �a l'�etude de m�ethodes de pr�econditionnement de la m�ethodedes �el�ements avec joint.Dans un premier temps, nous nous sommes inspir�es des travauxr�ealis�es par F.X.Roux (1989), C.Farhat et F.X.Roux (1994) sur l'�etude depr�econditionneurs conformes pour la m�ethode du compl�ement de Schurdual a�n de construire une extension du pr�econditionneur condens�e auxm�ethodes de d�ecomposition de domaines non conformes.Nous montrons que la m�ethode est e�cace, num�eriquement, du fait despropri�et�es du spectre de l'op�erateur condens�e. En particulier, le condition-nement est un peu diminu�e mais l'am�elioration tient plus de la r�epartitiondes valeurs propres.



8 Chapitre 1. IntroductionUne deuxi�eme approche des m�ethodes de pr�econditionnement est inspir�eedes travaux de H.Yserentant (1986) sur les bases hi�erarchiques. Notre �etudesur ce nouveau pr�econditionneur consiste �a construire une base hi�erarchiquede l'espace des multiplicateurs de Lagrange. Di��erents tests num�eriques ontmis en valeur l'optimalit�e du pr�econditionneur hi�erarchique .Dans le chapitre 5, nous �etudions le mod�ele d'approximation D.K.T.:Discrete Kirchho� Triangle, maintenant tr�es utilis�e pour approcher lesprobl�emes de plaques. En e�et, pour les plaques d'�epaisseur mod�er�ee, onapproxime le mod�ele par des m�ethodes d'�el�ements �nis C0. Cependant onassiste �a des ph�enom�enes de verrouillage lorsque l'�epaisseur devient petite.Les m�ethodes DKT sont �a mi chemin entre les m�ethodes d'approximationdu mod�ele de Mindlin et celles du mod�ele de Kirchho�. Ces m�ethodesconsistent �a introduire les contraintes Kirchho�-Love en un nombre �ni depoints.L'objet du chapitre 6 est l'�etude th�eorique de la convergence de lam�ethode des �el�ements avec joint appliqu�ee aux probl�emes de plaques D.K.T.et d'�etendre l'analyse num�erique propos�e par (Bernardou, Matao, Trouve,1993) pour prendre en compte la non conformit�e de la m�ethode des �el�ementsavec joint. Nous avons fait le choix de recoller tous les champs (d�eplacementtransverse et ses d�eriv�ees normales et tangentielles) et d'avoir les conditionsD.K.T. partout.Dans le chapitre 7, nous avons d�etaill�e la mise en oeuvre d'une tellem�ethode. Elle est bas�ee sur une r�esolution �a deux niveaux. Nous mon-trons des r�esultats issus de probl�emes de plaques. Le choix de l'espacedes multiplicateurs de Lagrange s'est av�er�e e�cace en ce qui concerne lerecollement des champs d�eplacement. De plus, nous avons remarqu�e quela vitesse de convergence de l'algorithme du gradient conjugu�e projet�epr�econditionn�e ne se d�egrade pas lorsque le nombre de sous-domainesaugmente, la parall�elisation donne ainsi son e�cacit�e optimale.



9Chapitre 2Raccordement de maillages nonconformes: choix de la colle2.1 Une approche duale de d�ecomposition dedomaines2.1.1 Formulation variationnelleSoit 
 un domaine de IR3 de fronti�ere �. Soit V l'ensemble des champsde vecteurs v tels que v 2 (H1(
)3) et v s'annulent sur la fronti�ere �0. Soitf donn�ee par exemple dans L2(
).On veut r�esoudre un probl�eme d'�equations aux d�eriv�ees partielles ellip-tique du second ordre:Trouver u tel que Ku = f dans 
u = 0 sur �0 (2.1)o�u K est un op�erateur continu de V ! V 0 (l'op�erateur elliptique est parexemple celui du Laplacien avec condition de Neuman). On introduit la fonc-tionnelle J : V ! V , d�e�nie par8v 2 VJ(v) = 12 < Kv; v > � < f; v >



10 Chapitre 2. Raccordement de maillages non conformes: choix de la colleo�u < :; : > repr�esente le produit de dualit�e entre V 0 et V .Nous avons le r�esultat classique, cons�equence du th�eor�eme de Lax-Milgram:Th�eor�eme 2.1. { J admet un minimum unique en vm{ vm est l'unique solution du probl�eme (2.1)D�ecomposons maintenant 
 en plusieurs sous-domaines.2.1.2 D�ecomposition de domainesSupposons que 
 soit la r�eunion deK sous-domaines disjoints f
kgk=1;::;Kcomme le montre la �gure (2.1):
Ω Ω

ΩΩ

1

2 3

4Fig. 2.1 - D�ecomposition de domainesProposition 2.1. R�esoudre le probl�eme (2.1) �equivaut �a trouver les champs(uk)k=1;::;K minimisant la fonctionnelle:Xk Jk(vk) =Xk 12 < Kvk; vk >
k � < f; vk >
k k = 1; ::;K (2.2)sous les contraintes de continuit�e sur les interfaces:vk = v` sur �k` = [Kk;`=1 �
k \ �
` (2.3)



2.1. Une approche duale de d�ecomposition de domaines 11La condition de continuit�e aux interfaces �k` peut être dualis�ee de la fa�consuivante: (vk � v`; �k`)�k` = 0 8�k` 2 ((H 12 (�k`))0)3Par cons�equent, r�esoudre les K probl�emes variationnels (2.2) avec les condi-tions de continuit�e (2.3) conduit �a introduire le probl�eme de point selle duLagrangien:L(v1; v2; : : : ; vK; �1; �2; : : : ; �t) = KXk=1Jk(vk) + KXk;`=1; k<`(vk � v`; �k`)�k`o�u (vk � v`; �k`)�k` =< �k`; (vk � v`) >< :; : > d�esigne le produit de dualit�e entre (H 12 (�k`))0 et H 12 (�k`).Trouver le point selle de ce Lagrangien revient �a trouver les champsfukgk=1;::;K ainsi que les multiplicateurs de Lagrange �k` qui satisfont:L(u1; u2; : : : ; uK; �1; �2; : : : ; �t) � L(u1; u2; : : : ; uK; �1; �2; : : : ; �t)� L(v1; v2; : : : ; vK; �1; �2; : : : ; �t) (2.4)pour tout champ admissible fvkgk=1;::;K et f�igi=1;::;tL'in�egalit�e de gauche, c'est-�a-direL(u1; u2; : : : ; uK; �1; �2; : : : ; �t) � L(u1; u2; : : : ; uK; �1; �2; : : : ; �t) (2.5)entrâ�ne la condition de continuit�e �a l'interface. En e�et, (2.5) n'est possibleque si KXk;`=1; k<`(vk � v`; �k`) = 0 8�k` 2 ((H 12 (�k`))0)3L'in�egalit�e de droite entrâ�ne le probl�eme de minimisation (2.2). On en d�eduitque l'ensemble des champs fukgk=1;::;K solution du probl�eme (2.4) est aussila solution du probl�eme initial (2.2).



12 Chapitre 2. Raccordement de maillages non conformes: choix de la colle2.1.3 Discr�etisationEn introduisant une discr�etisation �el�ements �nis sur chaque sous-domaineet en �ecrivant le champ fukgk=1;::;K dans sa base nodale, le probl�eme varia-tionel hybride est transform�e en syst�eme alg�ebrique donn�e par:Akuk +Btk� = fk k = 1; 2; : : : ;KKXk=1Bkuk = 0 (2.6)o�u Ak est la matrice de rigidit�e associ�ee �a la discr�etisation �el�ement �ni sur
k.Les matricesBk sont les matrices associ�ees �a la forme discr�ete de la contraintede continuit�e: (vk � v`; �k`)�k` = 0 8�k` 2 ((H 12 (�k`))0)3Le probl�eme important maintenant est le choix de l'espace discret desmultiplicateurs de Lagrange �. Pour faire ce choix, deux approches ont �et�e�etudi�ees: la m�ethode des �el�ements avec joints (Mortar Element Method) etla m�ethode FETI: \Finite Element Tearing and Interconnecting".La m�ethode des �el�ements avec joint est une approche non conforme optimaledes d�ecompositions de domaines tandis que la premi�ere motivation del'approche FETI est de r�eduire le nombre de multiplicateurs de Lagrangeservant �a renforcer la continuit�e �a l'interface.Comparons ces deux m�ethodes du point de vue de la prise en compte desmultiplicateurs de Lagrange. Cette comparaison est �etudi�ee dans l'article quisuit intitul�e 'Two di�erent approaches for matching nonconforming grids: theMortar Element method and the FETI method'.2.2 Article 1. Two di�erent approaches formatching nonconforming grids: the Mor-tar Element method and the FETI me-thod



33Chapitre 3R�esolution par sous-domainesRemarque 3.1. Tout ce qui suit a pour application �nale la r�esolution deprobl�emes de plaques et coques. A�n de simpli�er l'expos�e, nous consid�ereronsdans un premier temps le probl�eme de Laplace mais assurerons le vocabulairede la m�ecanique du solide, c'est-�a-dire{ d�eplacement u{ d�eplacement rigide u = c{ ux � = @u@n3.1 La m�ethode du compl�ement de Schur
Ω Ω

Γ

1 2

3Fig. 3.1 - D�ecomposition de domaines sans recouvrement



34 Chapitre 3. R�esolution par sous-domainesConsid�erons un domaine 
 d�ecompos�e en deux ouverts disjoints 
1 et 
2,d'interface �3 sur lesquels on r�esout le probl�eme elliptique Ku = f avec desconditions aux limites de type Dirichlet (u = g sur @
). Si on num�erote lesdegr�es de libert�e conform�ement �a la d�ecomposition du domaine, on trouvealors, dans le sous-domaine num�ero 1, les degr�es de libert�e associ�es �a despoints du maillage situ�es �a l'int�erieur, au sens strict, de 
1, dans le sous-domaine num�ero 2, ceux associ�es �a des points strictement int�erieurs �a 
2,et sur l'interface, les degr�es de libert�e de �3. On obtient alors la matricesuivante: K = 0B@ K11 0 K130 K22 K23K31 K32 K33 1CA (3.1)Les blocs Kij etKji sont transpos�es l'un de l'autre et les blocsK11 etK22 sontassoci�es aux probl�emes du Laplacien sur 
1 et 
2 avec conditions aux limitesde type Dirichlet. On peut ensuite par une �elimination de Gauss appliqu�ee �ala matrice par blocs K, ramener le probl�eme �a la r�esolution d'un probl�emecondens�e sur l'interface:(K33 �K31K�111 K13 �K32K�122 K23)u3 = b3 (3.2)avec b3 = f3 �K31K�111 f1 �K32K�122 f2La matrice condens�eeS = K33 �K31K�111 K13 �K32K�122 K23 (3.3)est appel�ee la matrice du compl�ement de Schur.Cette matrice est sym�etrique, d�e�nie positive. S est aussi une matricepleine, par cons�equent, (3.2) est r�esolu par la m�ethode du gradient conjugu�esans calculer explicitement la matrice du compl�ement de Schur (Roux 1989).



3.1. La m�ethode du compl�ement de Schur 35Calcul du produit de la matrice du compl�ement de Schur parun vecteurLa matrice du compl�ement de Schur s'�ecrit comme la somme de deuxmatrices S1 et S2 qui sont les contributions respectives de 
1 et 
2 �a S:S1 = K(1)33 �K31K�111 K13S2 = K(2)33 �K32K�122 K23K(1)33 et K(2)33 d�esignent respectivement les contributions des domaines 
1 et
2 aux termes de la matrice associ�es aux degr�es de libert�e sur la fronti�ere�3.On obtient deux probl�emes locaux condens�es sur l'interface et d�ecoupl�es quenous pouvons calculer en parall�ele.En pratique, le calcul du produit S1w3 se fait en deux �etapes:{ Premi�ere �etape, r�esolution du probl�eme local de type Dirichlet:K11w1 = �K13w3ce qui d�e�nit: " w1w3 # = " �K�111 K13w3w3 #{ Deuxi�eme �etape, calcul du produit matriciel:" K11 K13K31 K(1)33 # " w1w3 # = " 0S1w3 #Remarque 3.2. Si est la discr�etisation de l'op�erateur qui fait passer de latrace d'une fonction (un d�eplacement) �a sa d�eriv�ee normale (son ux).



36 Chapitre 3. R�esolution par sous-domaines3.2 Le probl�eme dualLes conclusions du chapitre pr�ec�edent nous am�enent �a privil�egier lam�ethode des �el�ements avec joint pour la discr�etisation des multiplicateurs deLagrange apparâ�ssant dans la condition de continuit�e faible aux interfaces.Pour des probl�emes d'�elasticit�e, ce multiplicateur de Lagrange correspond auux qu'il faut ajouter aux solutions des probl�emes locaux pour que le sautde ces solutions soit nul �a l'interface. On va montrer que la r�esolution parsous-domaines du probl�eme initial se ram�ene �a la r�esolution d'un probl�emed'interface concernant le multiplicateur de Lagrange.On rappelle que la condition de continuit�e s'�ecrit sur l'interface:< u1 � u2; � >= 0 ;8� 2 (H 12 (�3))0 (3.4)On cherche u1, u2 et � solutions des probl�emes suivants r�esolus sur les deuxsous-domaines: ��u1 = g1 sur 
1@u1@n1 = � sur �3u1 = 0 sur @
1n�3et ��u2 = g2 sur 
2@u2@n2 = �� sur �3u2 = 0 sur @
2n�3et v�eri�ant la condition de continuit�e sur l'interface (3.4), (o�u n1 et n2sont les normales ext�erieures de 
1 et 
2).On obtient, apr�es l'introduction des champs v1 et v2 cin�ematiquementadmissibles et apr�es int�egration:



3.2. Le probl�eme dual 378v1 2 H1(
1) ;8v2 2 H1(
2) tels que v1 = 0 sur @
1n�3v2 = 0 sur @
2n�38� 2 (H 12 )0(�3) Z
1(5u1)(5v1) d
+ < v1; � > = Z
1 g1v1 d
Z
2(5u2)(5v2) d
� < v2; � > = Z
2 g2v2 d
(u1 � u2; �)�3 =< u1 � u2; � > = 0u1 = 0 sur @
1n�3u2 = 0 sur @
2n�3Si on assemble ces deux probl�emes, nous retrouvons le probl�eme initial:Z
(5u)(5v) d
 = Z
 gv d
 ;8v 2 H1(
) avec v1 = 0 sur @
1n�3v2 = 0 sur @
2n�3et u = u1 sur 
1u = u2 sur 
2Remarque 3.3. Deux d�eplacements v1 et v2 sur 
1 et 
2 qui satisfont lacontrainte < v1 � v2; � >= 0 8� 2 (H 12 )0(�3) sont les restrictions d'und�eplacement v appartenant �a H1(
).Alors H1(
) s'identi�e au sous-espace de H1(
1)�H1(
2) des couples(v1; v2) satisfaisant la condition de continuit�e �a l'interface.Apr�es l'introduction d'une discr�etisation par �el�ements �nis compatibles 1,on a vu qu'on obtenait le syst�eme lin�eaire suivant:K1u1 +Bt1� = g1K2u2 �Bt2� = g2B1u1 �B2u2 = 0 (3.5)1: au sens o�u la condition inf-sup est satisfaite, en particulier �! Bt1�;Bt2� est injective.



38 Chapitre 3. R�esolution par sous-domaineso�u B1 (respectivementB2) sont les matrices associ�ees aux op�erateurs de traceT k. Si l'on reprend les notations de la section pr�ec�edente, on voit que les ma-trices K1 et K2 s'�ecrivent, si l'on num�erote les degr�es de libert�e globalement,en commen�cant par ceux qui sont associ�es �a des points internes �a 
1 puis 
2,et en �nissant par les noeuds situ�es sur l'interface �3:K1 =  K11 K13K31 K(1)33 ! et K2 =  K22 K23K32 K(2)33 ! (3.6)Remarque 3.4. Les matrices K1 et K2 sont les matrices de rigidit�e Neu-mann sur �3 associ�ees aux probl�emes discr�etis�es sur 
1 et 
2. Elles sontinversibles si et seulement si chacun des sous-domaines a une partie de safronti�ere encastr�ee.Dans le cas o�u K est inversible, l'inversion des matrices K1 et K2 permetd'�eliminer la valeur de u et de transformer le syst�eme en � seulement.u1 = K�11 (g1 �Bt1�)u2 = K�12 (g2 +Bt2�)Le probl�eme est de trouver la valeur du multiplicateur de Lagrange tel quele saut de la solution �a l'interface soit nul.Si on �elimine u1 et u2 dans le syst�eme mixte, nous obtenons le syst�emelin�eaire suivant en �:(B1K�11 Bt1 +B2K�12 Bt2)� = B1K�11 g1 �B2K�12 g2Le syst�eme (3.5) est �equivalent au syst�eme lin�eaire dual suivant:D� = bProposition 3.1. Les matrices K1 et K2 �etant sym�etriques, la matrice Dest aussi sym�etrique.



3.3. R�esolution du probl�eme dual: algorithme du gradient conjugu�e 39Preuve de la proposition 3.1.La matrice D est d�e�nie parD = B1K�11 Bt1 +B2K�12 Bt2est clairement sym�etrique.D�emontrons aussi que D est une matrice d�e�nie positive.Si � un champ sur l'interface non nul alors, v�eri�ons que(D�; �) = (K�11 Bt1�;Bt1�) + (K�12 Bt2�;Bt2�) > 0Comme K1 et K2 sont sym�etriques, d�e�nies positives, (D�; �) ne sera nulque si Bt1� et Bt2� sont nuls, ceci n'�etant possible que si � = 0, ce quicontredit l'hypoth�ese.2Par cons�equent, on r�esout ce syst�eme par la m�ethode du gradient conjugu�e.Une fois obtenu le multiplicateur de Lagrange, la solution des syst�emeslocaux est donn�ee par une inversion locale sur chaque sous-domaine.Nous verrons dans une prochaine section le traitement du cas o�u la ma-trice K n'est pas inversible.3.3 R�esolution du probl�eme dual: algorithmedu gradient conjugu�eL'application de la m�ethode du gradient conjugu�e au probl�eme condens�edual �a l'interface nous am�ene �a it�erer sur les valeurs des ux �a l'interface �jusqu'�a l'obtention de la continuit�e des solutions locales.La r�esolution par la m�ethode du gradient conjugu�e conduit �a calculer dansles di��erents sous-domaines avec des conditions de bord libre sur l'interfaceu01 = K�11 f1u02 = K�12 f2



40 Chapitre 3. R�esolution par sous-domainesPuis, on en d�eduit le second membre qui est �egal au saut �a l'interface desd�eplacements: b = B1u01 �B2u02Phase d'initialisation �0 = 0ce qui donne pour le gradient et la direction de descente:w0 = g0 = �bPhase d'it�erationOn suppose connus les vecteurs �n; gn; wnvn1 = K�11 Bt1wnvn2 = K�12 Bt2wnCalcul du saut �a l'interface:pn = B1vn1 �B2vn2On calcule les coe�cients de descente et de conjugaison et les nouvelles va-leurs des di��erents vecteurs:�n = �(gn; wn)(pn; wn)�n+1 = �n + �nwngn+1 = gn + �npnn = �(gn+1; pn)(pn; wn)wn+1 = gn+1 + nwnRemarque 3.5. A chaque it�eration de l'algorithme du gradient conjugu�eappliqu�e au probl�eme condens�e, on e�ectue di��erentes �etapes:{ On calcule la solution des probl�emes de Neumann locaux en e�ectuantune op�eration de descente-remont�ee ind�ependante dans chaque sous-domaine.



3.4. Sous-domaines ottants 41{ On calcule le nouveau r�esidu �a l'interface, c'est-�a-dire, on calcule le sautdes solutions locales par un transfert de donn�ees entre sous-domainesvoisins.{ On remet �a jour les nouvelles valeurs des di��erents vecteurs en calcu-lant les produits scalaires par sommation au travers du r�eseau d'inter-connexion.3.4 Sous-domaines ottantsSi le probl�eme est tel que chaque sous-domaine est en contact avec uneportion de la fronti�ere ext�erieure sur laquelle est appliqu�ee une condition delimite de Dirichlet, les matrices de rigidit�es locales K1 et K2 sont inversibles.Ceci est contraignant en ce qui concerne le d�ecoupage en sous-domaines carceux-ci doivent alors tous avoir une fronti�ere en commun avec l'encastrementdu probl�eme global. Pour avoir une libert�e totale en ce qui concerne lad�ecomposition de domaines, une technique d'�elimination des mouvementsrigides dans les sous-domaines est introduite.Dans le cas d'un d�ecoupage en deux sous-domaines avec 
2 poss�edantune fronti�ere sur laquelle des conditions de type bords libres sont impos�ees(Figure 3.2):
Dirichlet Neumann

Ω Ω1 2Fig. 3.2 - D�ecoupage avec un sous-domaine non encastr�ela matrice K2 n'est plus inversible.On rappelle que le syst�eme (3.5) s'�ecrivait:K1u1 = f1 �Bt1�K2u2 = f2 +Bt2�B1u1 = B2u2 (3.7)



42 Chapitre 3. R�esolution par sous-domainesSi on consid�ere la d�ecomposition de la �gure pr�ec�edente, la matrice K1 estd�e�nie positive et K2 est semi-d�e�nie positive du fait qu'il n'y a aucunecondition aux limites speci��ee sur 
2.Par cons�equent, on doit prêter une attention particuli�ere �a l'�equationK2u2 = f2 +Bt2�Comment fait-on pour r�esoudre un syst�eme de la forme Kx = b lorsque lamatrice K n'est pas inversible?K �etant sym�etrique, l'�equationKx = b admet une solution si et seulementsi le second membre est dans l'image de K. Puisque Im K � kerK est �egal�a l'espace tout entier, ceci est �equivalent �a dire que b ne poss�ede pas decomposantes dans ker(K). Pour que la solution existe, il faut donc rajouterla condition b? ker(K)c'est-�a-dire que le second membre b doit appartenir au sous-espace orthogonalau noyau de K.On introduit K+ un inverse g�en�eralis�e de K. Pour le probl�eme Kx = b,la solution s'�ecrit: x = K+b+R�o�u R = Ker(K) est une matrice rectangulaire dont les colonnes forment unebase du noyau de K et � sont les inconnues.L'interpr�etation physique de cette matrice R et du vecteur � est que Rrepr�esente les mouvements rigides de 
2 et � une combinaison lin�eaire deceux-ci.Dans le cas de deux sous-domaines, moyennant �eventuellement une permu-tation des lignes et colonnes , �equivalente �a un changement de base par per-mutation, la matrice admet la partition suivante (en ayant choisi une basesur Im K � kerK): K =  KA KCK tC KB !



3.4. Sous-domaines ottants 43o�u le bloc KA est inversible et de dimension �egale au rang deK etKB est unematrice dont la dimension est �egale �a celle du noyau de K, alors un inverseg�en�eralis�e de K s'�ecrit: K+ =  K�1A 00 0 !Si on applique �a K le changement de base associ�e �a la factorisation de Gaussdu bloc pivot KA, on obtient: I 0�K tCK�1A I ! KA KCK tC KB ! I �K�1A KC0 I ! = KA 00 KB �K tCK�1A KC ! (3.8)Le rang de la matrice de droite est �egal au rang de KA, on en d�eduit quela matriceKB�K tCK�1A KC est de rang �egal �a 0, ce qui signi�e qu'elle est nulle.Par ailleurs, on d�eduit de l'�egalit�e suivante: KA KCK tC KB ! �K�1A KCI ! =  0KB �K tCK�1A KC ! =  00 !que les colonnes de la matrice R d�e�nie par:R =  �K�1A KCI !forment une base du noyau de K.R�e�ecrivons le syst�eme (3.7):u1 = K�11 (f1 �Bt1�) car K1 est inversibleRt2(f2 +Bt2�) = 0 condition d'admissibilit�eu2 = K+2 (f2 +Bt2�) + R2�B1u1 = B2u2 (3.9)En substituant u1 et u2 dans la derni�ere �equation du syst�eme (3.9) et enutilisant la deuxi�eme, on obtient:



44 Chapitre 3. R�esolution par sous-domainesB1K�11 (f1 �Bt1�)�B2K+2 (f2 +Bt2�) +B2R2� = 0 (3.10)Rt2(f2 +Bt2�) = 0 (3.11)Le syst�eme (3.10,3.11) repr�esente un syst�eme hybride satisfait par le ux� et par les constantes �: D GGt 0 ! �� ! =  de ! (3.12)Th�eor�eme 3.1 (Roux, 1989). Le couple (�; �) o�u � est le multiplicateurde Lagrange et � la variable d�ecrivant les mouvements rigides du ou dessous-domaines ottants est solution du syst�eme hybride: D GGt 0 ! �� ! =  de !avec d = B1K�11 f1 �B2K+2 f2e = Rt2f2Ce syst�eme admet une solution et une seule.Consid�erons maintenant le cas d'une d�ecomposition quelconque de sous-domaines. Dans chaque sous-domaine, on peut d�eterminer le pseudo-inverseet le noyau de la matrice de rigidit�e.Le syst�eme (3.9) s'�ecrit en posantK+ = K�11 sur les domaines Dirichlet= K+2 sur les domaines NeumannRtiBti� = �Rtifiui = K+i (fi +Bti�) +Ri�iXi Biui = 0 (3.13)



3.4. Sous-domaines ottants 45Une interpr�etation de la deuxi�eme �equation du syst�eme (3.13) est que lasolution du probl�eme est la somme d'une solution particuli�ere calcul�ee �apartir du pseudo-inverse de Ki et d'un �el�ement du noyau.En substituant ui dans l'�equation de continuit�e, on obtient:Xi BiK+i Bti� +Xi BiRi�i = �Xi BiK+i fiRtiBti� = �RtifiCes deux �equations repr�esentent un syst�eme hybride satisfait par les ux auxinterfaces � et les constantes locales �: D GGt 0 ! �� ! =  de ! (3.14)avec d = �Xi BiK+i fie = �RtifiTh�eor�eme 3.2 (Roux, chapitre XI, 1989). S'il n'existe aucun point quisoit �a l'interface entre plus de deux sous-domaines, et que l'une des sous-structures, au moins, est encastr�ee, l'algorithme du gradient conjugu�e pro-jet�e, appliqu�e au syst�eme hybride (3.14), converge vers la solution unique dusyst�eme.Pour une d�ecomposition quelconque, le th�eor�eme d'unicit�e de solutionainsi que sa d�emonstration est un peu plus complexe et est donn�e dans (Roux,1989)Interpr�etation du point de vue physique.L'op�erateur D =PiBiK+i Bti repr�esente le compl�ement de Schur dual. D estl'op�erateur qui fait passer de la d�eriv�ee normale @u@n (un ux) �a la trace de lafonction u (son d�eplacement).La matrice G repr�esente une matrice de correspondance entre les mouve-ments rigides du sous-domaine ottant et les d�eplacements de l'interface.



46 Chapitre 3. R�esolution par sous-domainesG� = PiBiRi�i repr�esente le saut aux interfaces des champs constantslocaux, Gt� = RtiBti� repr�esente le ux global sortant du sous domaine 
i.Le lemme suivant est demontr�e dans Roux(1989).Lemme 3.1. { Soit nb le nombre de degr�es de libert�e bloqu�es. Si une dessous-structures, au moins, est encastr�ee, la matrice G est de rang nb.{ La matrice G poss�ede nb colonnes lin�eairement ind�ependantes.Comme le rang de G vaut nb, on a(GtGx; x) = (Gx;Gx) =k Gx k2> 0 pour x 6= 0Proposition 3.1. La matrice (GtG) est d�e�nie positive.Nous pr�esentons maintenant un algorithme de r�esolution pour le syst�emehybride pr�ec�edent.3.4.1 R�esolution du syst�eme hybride: algorithme dugradient conjugu�e projet�eLe probl�eme (3.14) peut s'interpr�eter en terme de minimisation d'unefonctionnelle quadratique, d�e�nie �a l'aide de l'op�erateur D:min� �(�) = 12(D�; �) � (b; �)sous la contrainte Gt� = eOn r�esout un tel probl�eme par la m�ethode du gradient conjugu�eprojet�e.Ce probl�eme de minimisation est �equivalent �a



3.4. Sous-domaines ottants 47�� r�ealise le min�;Gt�=e(12(D�; �) � (b; �))soit encore Gt�� = e et 8y 2 Ker(Gt); (D�� � b; y) = 0 (3.15)On introduit P la projection orthogonale par rapport au produit scalaire `2(not�e (.,.) dans (3.15)) sur le noyau de Gt,P : x 7�! Px 2 Ker(Gt)P = P tComme y 2 Ker(Gt), on a Py = y par cons�equent (3.15) donne8y 2 Ker(Gt)(P (D�� � b); P y) = 0 (3.16)On introduit �0 et � tels que:�� = �0 + P�v�eri�ant Gt�0 = eGt� = 08y 2 Ker(Gt); (PfD[�0 + P�]� bg; P y) = 0() ((PDP�;P�) � P (D�0 � b); P y) = 0� r�ealise le minimum demin 12(PDP�; �) � (P (D�0 � b); P�) (3.17)La m�ethode du gradient conjugu�e projet�e est, en fait, �equivalente �a lam�ethode du gradient conjugu�e appliqu�ee �a (3.17).



48 Chapitre 3. R�esolution par sous-domainesDonnons l'algorithme du gradient conjugu�e projet�e:Phase d'initialisation de �On part d'un �0 v�eri�ant Gt�0 = e (3.18)Si on �ecrit �0 comme suit a�n que l'�ecriture � = �0 + � soit unique:�0 = G�0alors le probl�eme (3.18) devient(GtG)�0 = eor d'apr�es le lemme 3.1, GtG est inversible aussi:�0 = (GtG)�1ePar cons�equent, un vecteur initial �0 satisfaisant la contrainte (3.18) estdonn�e par �0 = G(GtG)�1ePhase d'initialisation, calcul de d et eLe calcul de d = �Xi BiK+i firevient �a r�esoudre un probl�eme en d�eplacements dans chaque sous-domaineet calculer le saut de ces d�eplacements aux interfaces (par la multiplicationpar Bi).Pour le calcul de e = �Rtifi



3.4. Sous-domaines ottants 49on d�etermine la trace sur les interfaces des contraintes des sous-domainesottants, en supposant � nul.Pour le gradient et la direction de descente, on ag0 = D�0 � dw0 = P (g0)P �etant la projection orthogonale sur le noyau de Gt.Phase d'it�erationOn suppose connus les vecteurs �n; gn; wnCalcul de Dwn�n = � (gn; wn)(Dwn; wn)�n+1 = �n + �nwngn+1 = gn + �nDwnCalcul de Pgn+1n = �(Pgn+1;Dwn)(Dwn; wn)wn+1 = Pgn+1 + nwnLa di��erence de cet algorithme par rapport �a la m�ethode du gradientconjugu�e est que les directions de descentes sont calcul�ees dor�enavant �apartir de la projection orthogonale du gradient sur le noyau de Gt, et nonplus seulement �a partir du gradient. Ainsi, �n v�eri�e toujours la contrainte(3.18).A convergence, P (gn) = 0 c'est-�a-dire que le gradient appartient �a l'imagede G,



50 Chapitre 3. R�esolution par sous-domaines3.4.2 Calcul de la projection du gradient sur le noyaude GtRappelant que la matriceGtG est inversible, on remarque que le calcul dela projection orthogonale du gradient sur le noyau de Gt consiste �a trouverun � tel que: Pg = g +G�GtPg = 0, ceci implique que � est solution du syst�eme suivant:GtG� = �Gtg (3.19)ce qui nous am�ene �a l'expression de la projection orthogonale du gradientsur le noyau de Gt: P (g) = g �G(GtG)�1GtgRemarque 3.6. GtG est une matrice creuse, sym�etrique d�e�nie positive.En e�et, il y a 3 modes rigides par sous-domaines ottants en dimension2, et 6 au plus en dimension 3. Par cons�equent, la taille de la matrice GtGest 3Nss � 3Nss pour les probl�emes bi-dimensionnels et 6Nss � 6Nss pourles probl�emes tri-dimensionnels, Nss �etant le nombre de sous-structures ot-tantes.Le calcul du gradient projet�e demande un produit par la matrice G et parGt et la solution du syst�eme (3.19). Or, la matrice (GtG) est creuse parcons�equent, la r�esolution du syst�eme (3.19) ne repr�esente qu'un coût tout �afait n�egligeable. En r�esum�e, le calcul de la projection ne repr�esente pas uneaugmentation signi�cative du coût de la m�ethode.3.4.3 Solveur �a deux niveauxL'application de la projection revient �a r�esoudre compl�ement le probl�emede minimisation sur la grille grossi�ere, �a chaque it�eration du GradientConjugu�e du probl�eme dual sur la grille �ne. Ce probl�eme de minimisation



3.5. Reconjugaison des directions de descente 51est un probl�eme de minimisation des sauts des solutions locales aux inter-faces. Les param�etres de cette minimisation sont les valeurs des constantesdans les di��erents sous-domaines.Comme cela a �et�e remarqu�e dans C.Farhat, F.X.Roux (1991), la m�ethodeduale avec projection peut être vue comme une m�ethode de r�esolution �adeux niveaux. Le niveau global \grille grossi�ere" d�e�ni par la projection etun niveau de maillage �n dans chaque sous-domaine, avec les op�erateurslocaux K+i . La projection revient �a r�esoudre un probl�eme global couplantles constantes sur tous les sous-domaines. Elle repr�esente un m�ecanisme detransmission globale d'information �a l'ensemble des sous-domaines.Avec les corrections grille grossi�ere , les m�ethodes de sous-domainespr�esentent des caract�eres similaires aux m�ethodes multigrilles avec toutefoisl'avantage de ne pas n�ecessiter de maillages emboit�es. De plus, ce typede m�ethode se prêtent extrêmement bien �a la parall�elisation sur machinesmulti-processeurs �a m�emoire distribu�ee.3.5 Reconjugaison des directions de descenteNous avons donc comme algorithme de r�esolution, l'algorithme du gra-dient conjugu�e projet�e. On s'est aper�cu, en observant les courbes des r�esidus,que la d�ecroissance de ceux-ci s'e�ectue de fa�con oscillante.Pour expliquer ce ph�enom�ene, on rappelle que le calcul de l'op�erateur duals'e�ectuait �a partir d'inversions locales. Or, plus les matrices locales sontmal conditionn�ees, plus l'erreur due aux inversions locales est grande. Cetteerreur se r�epercute lorsqu'on multiplie par la matrice de l'op�erateur dualentrâ�nant ainsi des cons�equences sur les relations d'orthogonalit�e qui sontd�esormais v�eri��ees �a un facteur d'erreur de calcul pr�es.On rappelle rapidement l'algorithme du Gradient conjugu�e pour mettreen �evidence les corrections �a apporter a�n d'assurer num�eriquement l'ortho-gonalit�e.La r�esolution d'un probl�emeAx = b par l'algorithme du gradient conjugu�es'e�ectue de la mani�ere suivante:On choisit x0, on calcule alorsg0 = Ax0 � bw0 = g0



52 Chapitre 3. R�esolution par sous-domainesOn suppose connus xn, gn et wn, et on calcule Awn�n = � (gn; wn)(Awn; wn)xn+1 = xn + �nwngn+1 = gn + �nAwnLa nouvelle direction de descente wn+1 est calcul�ee �a partir de gn+1 et dela direction de descente pr�ec�edente.wn+1 = gn+1 + nwn (3.20)avec n = �(gn+1; Awn)(Awn; wn)On se souvient que le gradient conjugu�e poss�ede des propri�et�es d'orthogona-lit�e que l'on peut d�emontrer par r�ecurrence.Proposition 3.2 (Propri�et�es du Gradient Conjugu�e).(gi; gj) = 0(wi; gj) = 0(wi; Awj) = 0 80 � i < j � nCe sont ces conditions d'orthogonalit�e qui ne sont plus exactementv�eri��ees. Pour assurer l'orthogonalit�e de la nouvelle direction de descentecalcul�ee par rapport au p+1 directions pr�ec�edentes, on remplace la condition(3.20) par la relation suivante:wn+1 = gn+1 + pXi=0 n�iwn�i (3.21)avec



3.5. Reconjugaison des directions de descente 53n�i = � (gn+1; Awn�i)(Awn�i; wn�i)La relation (3.21) revient donc �a stocker un certain nombre p + 1 dedirections de descentes a�n de construire la nouvelle direction de descentede fa�con �a ce qu'elle soit orthogonale aux p + 1 directions pr�ec�edentes.La relation (3.21) implique le stockage des p directions de descentepr�ec�edentes et des p+ 1 vecteurs Aw. Les calculs suppl�ementaires sont qu'�achaque it�eration, il est n�ecessaire de calculer p + 1 produits scalaires(gn+1; Awn�i)En ce qui concerne le calcul de la nouvelle direction de descente, il n�ecessitep+ 1 combinaisons lin�eaires.Le coût est par cons�equent plus important que pour l'algorithme initialmais les calculs introduits sont facilement parall�elisables.



54 Chapitre 3. R�esolution par sous-domaines



55Chapitre 4Les m�ethodes depr�econditionnementOn a abouti, au chapitre pr�ec�edent, �a la m�ethode de r�esolution dugradient conjugu�e projet�e avec conservation des directions de descente.On rappelle que ce solveur est appliqu�e �a la r�esolution d'un probl�emeen contrainte sur l'interface avec, �a chaque it�eration une inversion desprobl�emes locaux. Ici, les inversions locales sont faites de fa�con directe.Le pr�econditionnement du gradient conjugu�e pour le probl�eme d'interfaceest un aspect tr�es important de la m�ethode mixte. En ce qui concernel'impl�ementation sur calculateur parall�ele, non seulement il faut veiller �a ceque chaque it�eration ne soit pas trop coûteuse en terme de communication,mais en plus ces m�ethodes doivent converger rapidement. Aussi, le choix dupr�econditionnement est important pour acc�el�erer la convergence du solveur.Nous savons, d'apr�es la relationD� = b (4.1)que le gradient du probl�eme interface �a l'it�eration n est d�e�ni pargn = D�n � bo�u D = NXi=1BiK�1i Bti



56 Chapitre 4. Les m�ethodes de pr�econditionnementLe gradient est �egal �a l'inverse des sauts des d�eplacements aux interfaces:Xi Bi(un)i (4.2)L'intuition num�erique pour d�e�nir un pr�econditionnement est de recher-cher une matrice M qui soit une bonne approximation de D�1. Appliquerle pr�econditionneur M consistera �a transformer le vecteur (4.2), homog�ene�a des d�eplacements, en un vecteur homog�ene �a des contraintes. Ceci serafait en relevant le champ des d�eplacements associ�es �a gn, par r�esolution deprobl�emes locaux, puis en calculant le saut des contraintes aux interfaces.4.1 Rappel du pr�econditionneur condens�eEn reprenant l'interpr�etation du pr�econditionnement en terme de trans-formation d'un gradient en un vecteur homog�ene �a des contraintes, Roux(1989) a analys�e un pr�econditionneur de la matrice de la m�ethode hybridedans le cas o�u les maillages sont conformes.Consid�erons la matrice de l'op�erateur dual D obtenu par la formulationhybride: K1u1 +Bt1� = f1K2u2 �Bt2� = f2B1u1 �B2u2 = 0La matrice K est diagonale par bloc, chaque bloc diagonal �etant la matriceKi d'un probl�eme sur un sous-domaine.La matrice B est une matrice globale des sauts aux interfaces. Elle estform�ee de blocs soit nuls, soit �egaux aux blocs Bi pour les relations entre lesmultiplicateurs de Lagrange et les degr�es de libert�e localis�es sur les interfacesdu i-�eme sous-domaine. Le nombre de colonnes est �egal �a la somme desnombres de degr�es de libert�e dans les di��erents sous-domaines, et le nombrede lignes �egal au nombre de degr�es de libert�e du multiplicateur de Lagrange.� v�eri�e l'�equation suivante: D� = b (4.3)avec



4.1. Rappel du pr�econditionneur condens�e 57D = � B1 �B2 � K�11 00 K�12 ! Bt1�Bt2 !et b = � B1 �B2 �  K�11 00 K�12 ! f1f2 !Consid�erons un sous-domaine 
i, et num�erotons ses degr�es de libert�e encommen�cant par ceux qui se trouvent �a l'int�erieur ou sur les bords libres de
i, et en num�erotant en dernier ceux qui se trouvent sur l'interface entre 
iet les autres domaines.Avec une telle num�erotation, la matrice de rigidit�e de 
i a la structure parblocs suivante: Ki =  Kii KifKfi Kff !o�u Kii repr�esente la matrice du probl�eme avec conditions aux limites deDirichlet sur l'interface, alors que Kff est la restriction de la matrice derigidit�e de 
i aux degr�es de libert�e localis�es sur l'interface.La contribution d'un sous-domaine 
i �a la matrice du compl�ement deSchur (3.3) s'�ecrit: S(i) = Kff �KfiK�1ii Kif (4.4)La restriction de la matrice B �a l'interface est la matrice qui, �a chaquecouple (ui; uj) de degr�es de libert�e localis�es en un point de l'interface, associeleur saut ui � uj orient�e arbitrairement une fois pour toute.On note Bi la matrice de restriction �a l'interface de la matrice B, c'est-�a-direla matrice de correspondance entre les degr�es de libert�e sur l'interface, etceux du multiplicateur de Lagrange.La contribution du sous-domaine 
i �a la restriction de l'op�erateur dualcomplet D aux degr�es de libert�e du multiplicateur de Lagrange associ�es �a cesous-domaine s'�ecrit: D(i) = BiK�1i Bti (4.5)



58 Chapitre 4. Les m�ethodes de pr�econditionnementSi l'on num�erote les degr�es de libert�e en d�eplacements localis�es sur despoints de l'interface dans le même ordre que les degr�es de libert�e du multi-plicateur de Lagrange, la matrice Bi a la forme suivante:Bi = � 0 I �o�u 0 est une matrice nulle ayant un nombre de colonnes �egal au nombre dedegr�es de libert�e internes �a 
i , et I est la matrice identit�e de dimension�egale aux nombres de degr�es de libert�e en d�eplacements sur l'interface. C'estune matrice de restriction.On a donc la relation suivante:D(i) = � 0 I � Kii KifKfi Kff !�1  0I !On consid�ere maintenant la matrice: CiiCff ! =  Kii KifKfi Kff !�1  0I !Grâce �a la d�e�nition de D(i): nous avons D(i) = Cff .De plus, par d�e�nition de Cii et Cff , on aKiiCii +KifCff = 0KfiCii +KffCff = I (4.6)Par �elimination de la matrice Cii dans les �equations (4.6), on obtient:�KfiK�1ii KifCff +KffCff = [Kff �KfiK�1ii Kif ]Cff = I (4.7)d'o�u D(i) = [S(i)]�14.1.1 Pr�econditionnement �a l'aide des matrices de ri-gidit�e localesUne id�ee naturelle pour trouver un pr�econditionneur est de remarquerque la matrice D est construite �a partir des inverses locaux de S(i) et de



4.1. Rappel du pr�econditionneur condens�e 59proposer un premier pr�econditionneur �M �a partir de S(i).�M =Xi S(i) =Xi Bi  0 00 S(i) !Bti (4.8)Il apparâ�t que les S(i) sont trop coûteux �a calculer, on cherche ainsi �a lessimpli�er.Etude du spectre de la matrice duale pr�econditionn�ee Supposonsque le pr�econditionnement soit parfait, c'est-�a-dire que SD = I. Parcons�equent, les vecteurs propres associ�es aux plus grandes valeurs propres deS sont des vecteurs propres de D associ�es aux plus petites valeurs propres.Les plus grandes valeurs propres de S sont d'ordre 1h et la densit�e du hautdu spectre tend �a augmenter lorsque h tend vers 0, (Bjorstadt et Widlund(1986)).Reprenons le cas d'un domaine 
 d�ecompos�e en deux sous-domaines 
1et 
2 s�epar�es par une interface �3. Consid�erons le sous-espace engendr�e parles vecteurs propres de S associ�es �a des valeurs propres sup�erieures �a uneconstante C, grande devant 1. On a pour tout � unitaire dans ce sous-espace:(S�; �) = (K33�; �)� (K31K�111 K13�; �) � (K32K�122 K23�; �) > C >> 1(4.9)Les matrices K31K�111 K13 et K32K�122 K23 sont positives, ceci entraine queK33 est spectralement dominante devant K31K�111 K13 +K32K�122 K23.Ceci explique pourquoi le pr�econditionnement par la matriceK33 a des ef-fets comparables au pr�econditionnement par S sur la partie haute du spectre.Grâce �a cette �etude spectrale, nous pouvons revenir sur le pr�econditionneurdonn�e en (4.8). Puisque le pr�econditionnement par la matrice K33 a dese�ets comparables au pr�econditionnement par S, on propose donc le nouveaupr�econditionneur:M =Xi K33 =Xi Bi  K11 K12K21 K33 !Bti



60 Chapitre 4. Les m�ethodes de pr�econditionnementqui s'�ecrit aussi M =Xi BiKiBtiOn remarque que M est construit �a partir des matrices locales.C.Fahrat et F.X.Roux (1994) ont montr�e que M est une bonne approxi-mation de D�1 au sens o�u elle acc�el�ere la convergence de la m�ethode. Lepr�econditionnement s'interprête alors comme une transformation du champde d�eplacements en un champ de contraintes.Dans le cas conforme, F.X. Roux a not�e que le pr�econditionnement de lamatrice D par la matrice PiBiKiBti = BKBt tend �a concentrer les valeurspropres et �a tasser le spectre ampli�ant ainsi les ph�enom�enes de superconvergence de l'algorithme du gradient conjugu�e.Nous allons maintenant proposer une extension de ce pr�econditionneurau cas non conforme et noterons les mêmes ph�enom�enes de tassement duspectre.4.2 Extension du pr�econditionneur au casnon conformeLa matrice d'interface est la matrice de correspondance entre les degr�esde libert�e situ�es sur l'interface et les degr�es de libert�e des multiplicateurs deLagrange.Bi n'est plus ici une matrice de restriction. Nous rappelons que le calcul destermes de la matrice d'interface dans le cas de deux sous-domaines dont lesmaillages ne co��ncident pas sur l'interface � est donn�e par:Z�(u1 � u2)	(y) = 0 (4.10)o�u les fonctions de base de ui sont lin�eaires par morceaux et celles de 	lin�eaires par morceaux avec des pentes nulles aux extr�emit�es de l'interface.



4.2. Extension du pr�econditionneur au cas non conforme 61En renum�erotant les points situ�es sur l'interface, la matrice interface Biprend alors la forme suivante: Bi = PiRio�u Pi est une matrice 'projection' rectangulaire dont les coe�cients sont�egaux �a ceux issus du calcul de l'int�egrale 4.10 et Ri est la matrice rectan-gulaire, restriction des d�eplacements de 
i �a l'interface.Ainsi, la matrice de l'op�erateur dual D s'�ecritD =Xi BiK�1i Bti =Xi PiRiK�1i RtiP tiLa matrice de pr�econditionnement que nous proposons est:M1 =Xi (PiP ti )�1(PiRiKiRtiP ti )(PiP ti )�1 (4.11)Nous pouvons justi�er ce choix en consid�erant le cas d'un maillageuniforme en �el�ements �nis rectangulaires sur chaque sous-domaine et enconsid�erant Ki diagonale. En e�et, dans ce cas, on remarque que les matricesRiKiRti = ki sont constantes par interface. Les matrices Ri �etant desmatrices de restriction, il est clair que l'on a RiK�1i Rti = k�1i .De ce fait, la matrice de l'op�erateur D s'�ecritD =Xi Pik�1i P tiComme on l'a vu pr�ec�edemment, un bon 'candidat' pour pr�econditionnerla matrice D est: M =Xi (Pik�1i P ti )�1 (4.12)qui peut encore s'�ecrire comme (4.11) car Pi et ki commutent (ki est constantepar interface).Remarque 4.1. Nous remarquons que dans le cas conforme FETI clas-sique, le terme (PiP ti )�1 correspond au quotient 1 /nombre de sous-domainesauquels appartient le point interface.



62 Chapitre 4. Les m�ethodes de pr�econditionnementRemarque 4.2 (Factorisation QR). Pour le calcul de (PiP ti )�1, nousutiliserons la factorisation P ti = QR par la m�ethode de Householder.La matrice P ti est une matrice rectangulaire (M;N). Nous allons transformerP ti , �a l'aide de N transformations �el�ementaires de Householder successives,en une matrice 'triangulaire' R ayant la structure :
R

N

M-N

N

R   =

Fig. 4.1 - Factorisation QRo�u �R est une matrice carr�ee (N;N), triangulaire sup�erieure.Lien avec la factorisation de (PiP ti ):Puisque P ti = QR, Q �etant orthogonale, on a:PiP ti = RtQtQR = RtR = � �Rt 0 � 24 �R0 35 =�Rt�RLa factorisation QR utilis�ee est une factorisation en structure pleine, parbloc, par interface. On pourrait r�eduire le coût de la factorisation en tra-vaillant en structure creuse.



4.2. Extension du pr�econditionneur au cas non conforme 634.2.1 R�esultats num�eriquesDans les sections r�esultats num�eriques, le probl�eme �etudi�e est:Trouver u tel que ��u = f; dans 
u = 0; sur @
 (4.13)Th�eor�eme 4.1. Si A est un op�erateur compact autoadjoint sur H alors leseul point d'accumulation possible du spectre est 0.Le th�eor�eme suivant est d�emontr�e dans [Roux, 1989].Th�eor�eme 4.2. L'op�erateur dual est un op�erateur compact autoadjoint deH� 12 (�) dans lui-mêmeLes th�eor�emes 4.1 et 4.2 nous permettent de dire que les valeurs propresde l'op�erateur dual continu forment une suite d�ecroissante vers 0. Ceci secaract�erise par le fait que les valeurs propres de la matrice de l'op�erateurdual discr�etis�e s'accumulent dans la partie basse du spectre lorsque leparam�etre de discr�etisation tend vers 0.Nous allons premi�erement �etudier le cas d'un domaine 
 carr�e, d�ecompos�een 4 (2 � 2) sous-domaines, chaque sous-domaine �etant maill�e de fa�conind�ependante, puis ra�n�e par 2, par 4 et par 8. Nous �etudions le cas o�uf = 2 sin(x) sin(y).Les courbes suivantes repr�esentent les spectres de la matrice duale, avecet sans pr�econditionnement.



64 Chapitre 4. Les m�ethodes de pr�econditionnement
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Fig. 4.2 - Spectre de la matrice Schur duale sans pr�econditionneur,d�ecomposition 2 � 2, c = 1, h�11 = h�12 = 16, h�13 = h�14 = 24
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Fig. 4.3 - Spectre de la matrice Schur duale avec pr�econditionneur,d�ecomposition 2 � 2, c = 1, h�11 = h�12 = 16, h�13 = h�14 = 24
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Fig. 4.4 - Inuence du pr�econditionneur sur le spectre de la matrice Schurduale, d�ecomposition 2� 2, c = 1, h�11 = h�12 = 16, h�13 = h�14 = 24
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Fig. 4.5 - Inuence du pr�econditionneur sur le spectre de la matrice Schurduale, d�ecomposition 2� 2, c = 1, h�11 = h�12 = 32, h�13 = h�14 = 48
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Fig. 4.6 - Inuence du pr�econditionneur sur le spectre de la matrice Schurduale, d�ecomposition 2� 2, c = 1, h�11 = h�12 = 64, h�13 = h�14 = 96Nous remarquons sur les �gures 4.4, 4.5, 4.6 une accumulation des petitesvaleurs propres de la matrice duale lorsque le param�etre de discr�etisation,c'est-�a-dire les pas du maillage, tend vers 0.De plus, en pr�econditionnant par le pr�econditionneur non conforme bas�esur les matrices de rigidit�e locales, nous remarquons sur ces mêmes �guresque le conditionnement des op�erateurs est am�elior�e.En r�esum�e, il apparâ�t que le pr�econditionneur a non seulement des e�etssur la largeur totale du spectre mais aussi sur la partie basse de celui-ci,le ph�enom�ene remarqu�e �etant le tassement des petites valeurs propres.Par cons�equent, le pr�econditionneur acc�el�ere la vitesse de convergence dugradient conjugu�e qui converge plus vite lorsque les grandes valeurs propressont bien s�epar�ees.
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Fig. 4.7 - Inuence du pr�econditionneur sur le r�esidu, d�ecomposition 2� 2,c = 1, h�11 = h�12 = 16, h�13 = h�14 = 24
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Fig. 4.8 - Inuence du pr�econditionneur sur le r�esidu, d�ecomposition 2� 2,c = 1, h�11 = h�12 = 32, h�13 = h�14 = 48
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Fig. 4.9 - Inuence du pr�econditionneur sur le r�esidu, d�ecomposition 2� 2,c = 1, h�11 = h�12 = 64, h�13 = h�14 = 96
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Fig. 4.10 - Inuence du pr�econditionneur sur le r�esidu, d�ecomposition 2�2,c = 1, h�11 = h�12 = 128, h�13 = h�14 = 192Le pr�econditionneur M1 s'est av�er�e e�cace comme le montrent les courbes



4.2. Extension du pr�econditionneur au cas non conforme 694.7, 4.8, 4.9 et 4.10 pour un test quatre sous-domaines, ra�n�es plusieurs fois.Chaque r�esidu est calcul�e pour un probl�eme avec ou sans pr�econditionneur.Cependant, il apparâ�t que le pr�econditionneur n'acc�el�ere pas la convergenceaux premi�eres it�erations. Au contraire, celle-ci est l�eg�erement ralentie aud�epart. Par contre, apr�es un certain nombre d'it�erations, lorsque l'on com-mence �a atteindre un degr�e de pr�ecision tel que les ph�enom�enes mis en jeusont associ�es �a des basses fr�equences de la matrice duale, le pr�econditionneurnon conforme acc�el�ere la convergence. Le facteur gagn�e est environ 2.Pour un test avec maillage constant, par exemple, pour un pas dediscr�etisation �egal �a h�11 = h�12 = 64, h�13 = h�14 = 96, on d�ecompose ledomaine en 2� 4 sous-domaines.Les exp�eriences num�eriques ont montr�e que le ph�enom�ene de tassementdu bas du spectre obtenu par le pr�econditionnement de la matrice duale �al'aide des matrices de rigidit�es locales s'observait encore pour des nombresde sous-domaines plus importants.
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Fig. 4.11 - Inuence du pr�econditionneur sur le r�esidu, d�ecomposition 2�4,c = 1, h�11 = h�12 = h�15 = h�16 = 64, h�13 = h�14 = h�71 = h�82 = 96Remarque 4.3. Les calculs ont �et�e e�ectu�es sur le 'petit' Paragon



70 Chapitre 4. Les m�ethodes de pr�econditionnementposs�edant 8 processeurs. Les d�ecompositions ne faisaient pas apparâ�tre desous-domaines ottants. Des r�esultats sur des probl�emes plus complexes,le probl�eme de plaques, avec pr�esence de sous-domaines ottants serontpr�esent�es dans le chapitre 7.4.3 Approche hi�erarchique4.3.1 IntroductionNotre motivation vient des r�esultats des travaux de H. Yserentant (1986).Dans ses articles, il analyse le nombre de conditionnement des matrices derigidit�e issues d'un probl�eme elliptique d'ordre 2 discr�etis�e par la m�ethodedes �el�ements �nis utilisant une approche \base hi�erarchique" de l'espace�el�ements �nis au lieu de l'approche classique \base nodale". Il a �et�e montr�eque le nombre de conditionnement de la matrice de rigidit�e se comporte en0((logK)2) o�u K est le nombre de conditionnement de la matrice de rigidit�e�ecrite dans sa base nodale.Dans le cas d'une triangularisation uniforme, de pas de maillage h, lenombre de conditionnement de la matrice de rigidit�e �ecrite dans sa basehi�erarchique se comporte donc en 0((log 1h)2) au lieu de 0(( 1h )2) pour lamatrice de rigidit�e �ecrite dans sa base nodale. Ce r�esultat n'est valable qu'endimension 2 d'espace.Par cons�equent, dans la même optique, nous allons consid�erer la matricede l'op�erateur dual D, qui peut être interpr�et�e comme un op�erateur d'ordre1, d�e�nie dans sa base hi�erarchique. Pour ce faire, nous allons construire unebase hi�erarchique de l'espace des multiplicateurs de Lagrange.Nous commen�cons dans cette section, �a donner la m�ethodologie de laconstruction d'une base hi�erarchique dans le cas g�en�eral.4.3.2 Formulation variationnelleLe probl�eme �a r�esoudre est:



4.3. Approche hi�erarchique 718>>><>>>: Trouver u 2 V tel quea(u; v) = L(v) 8 v 2 Vavec les notations:V = fv 2 H1(
) ; v = 0 sur � g (4.14)La r�esolution de ce probl�eme dans le cadre des �el�ements �nis hi�erarchiquesconsiste �a g�en�erer, �a partir d'un maillage initial T1, une s�erie de maillagesfT�g.Lorsque le maillage est ra�n�e au cours du calcul, l'espace d'approxi-mation �el�ements �nis est enrichi par l'introduction des fonctions de baseassoci�ees aux n�uds nouvellement cr�e�es. Ces fonctions de base successive-ment ajout�ees restent inchang�ees une fois qu'elles sont introduites et formentune base, dite hi�erarchique de l'espace �el�ements �nis. Cette base entrâ�necertains recouvrements non-standards des supports des fonctions de baseassoci�ees aux n�uds qui n'appartiennent pas forc�ement �a un même �el�ement.Fig. 4.12 - Bases nodales et hi�erarchiques pour des fonctions lin�eaires parmorceauxPar cons�equent, l'espace V (
) est approch�e par la s�erie des espaces�el�ements �nis correspondants fV�(
)g. Dans notre cas �a deux dimensions,un maillage T�+1 est g�en�er�e en subdivisant certains �el�ements du maillage T�et V�+1(
) est obtenu en ajoutant dans V�(
) les fonctions de bases ��+1Aaux n�uds cr�e�es �a ce niveau de ra�nement et en laissant inchang�ees toutesles anciennes fonctions de base.Par construction, ces espaces v�eri�ent la relation suivante:V1(
) � V2(
) � : : : � V�(
) � V�+1(
) � : : : � V (
)



72 Chapitre 4. Les m�ethodes de pr�econditionnementLe champ de d�eplacement approch�e u� 2 V�(
) est d�evelopp�e sous la formesuivante: u�(x) = �X�=1 XA2n�ud(T� )u�A��AOn note que les degr�es de libert�e associ�es aux n�uds adaptatifs cr�e�es auniveau\� + 1" ne repr�esentent qu'une correction de d�eplacement pour u�appartenant �a V�(
).La formulation variationnelle discr�etis�ee de (4.14) s'�ecrit alors:Trouver u� = X�;A u�A��A 2 V�(
) tel que8 ��B 2 V�(
)X�;A u�A a(��A;��B) = L(��B) (4.15)On remarque que le syst�eme �a r�esoudre (A��) poss�ede une structure par blocset (A��) est pleine puisque les blocs de couplage entre deux niveaux di��erentsde ra�nement sont compos�es de termes non nuls �a cause des fonctions deformes hi�erarchiques.0BBBBBBB@ (A11) � � � (A1�) � � � (A1�)... ... ...(A�1) � � � (A��) � � � (A��)... ... ...(A�1) � � � (A��) � � � (A��) 1CCCCCCCA0BBBBBBB@ (U1)...(U �)...(U�) 1CCCCCCCA = 0BBBBBBB@ (F 1)...(F �)...(F �) 1CCCCCCCAConstruction de V
On a la relation tr�es importante:V�+1 = V� � ��+1��+1 est le sous-espace de V�+1 contenant les fonctions nulles �a tous lespoints du maillage Tk, au niveau l avec 1 � l � k.



4.3. Approche hi�erarchique 73Ainsi, une base hi�erarchique de V�+1 est l'union d'une base hi�erarchiquede V� et de la base nodale de ��+1.On a: ��+1 = Vect n��+1i ; pi 2 T�+1nT�o= fw 2 V�+1; w(pi) = 0 pi 2 T�g4.3.3 La m�ethode des joints hi�erarchiquesNous rappelons bri�evement la construction des fonctions de bases nodalespour u. On associe une fonction de base �i �a chaque sommetMi du maillageTh donn�e telle que: �i(Mi) = 1�i(Mj) = 0 pour i 6= jEn ce qui concerne les fonctions de bases nodales pour l'espace des joints,nous avons la même construction except�e aux extr�emit�es de l'interface o�u lespentes des fonctions sont nulles.
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Base nodale de l’espace des multiplicateurs de Lagrange : joint

21

i=2,...,n-1

n n+1

Base Nodale : trace de u

0 1

i=1,...,n

n n+1

Fig. 4.13 - Fonctions de bases nodalesD�etaillons la construction des fonctions de base hi�erarchique pourl'espace des fonctions joints.La base hi�erarchique est construite sur une famille de grilles emboit�eesfTigLi=1 issues d'un processus de ra�nement. Sur la premi�ere grille T1, la basehi�erarchique est �equivalente �a la base nodale sous la contrainte 'pentes nulles'aux extr�emit�es de l'interface. Par la suite, �a chaque division due au proc�ed�ede ra�nement, un ou plusieurs n�uds sont ajout�es et pour chacun de cesn�uds, une nouvelle fonction de base �Hi est d�e�nie v�eri�ant la propri�et�esuivante:



4.3. Approche hi�erarchique 75�Hi = 1 aux n�uds nouvellement cr�e�es�Hi = 0 sur tous les anciens n�udsCes fonctions de base hi�erarchique ajout�ees au cours du ra�nement sontinchang�ees une fois qu'elles ont �et�e introduites.La �gure 4.14 suivante illustre ce proc�ed�e dans le cas simple mono-dimensionnel.
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Fig. 4.14 - Fonctions de bases hi�erarchiques



76 Chapitre 4. Les m�ethodes de pr�econditionnementPr�econditionneur \hi�erarchique" Notre motivation maintenant estde trouver un pr�econditionnement pour la matrice de l'op�erateur Schurdual construite dans sa base hi�erarchique. Nous rappelons que la basehi�erarchique porte uniquement sur l'espace des multiplicateurs de Lagrange(et non pas �a l'int�erieur des sous-domaines). Notre id�ee fut de trouver unpr�econditionneur associ�e �a un maillage grossier, c'est �a dire au premierniveau de ra�nement.La matrice Schur dual est construite sur les di��erentes grilles emboit�eesg�en�er�ees �a partir du premier niveau grossier par ra�nement successif.Nous utilisons comme pr�econditionneur le bloc de la matrice Schur dualeassoci�e aux premi�eres grilles grossi�eres. Nous obtenons ainsi un probl�emesur l'interface pr�econditionn�e par son premier niveau.Puisque nous travaillons en base hi�erarchique, le pr�econditionneur grillegrossi�ere correspond �a un pr�econditionneur bloc diagonal pour la matrice Dissue de l'op�erateur Schur dual. Ce pr�econditionneur est calcul�e, assembl�eet invers�e par la m�ethode du gradient conjugu�e avec reconjugaison desdirections de descente.Dans un second temps, nous pr�econditionnons ce probl�eme par lepr�econditionneur M1, construit �a l'aide des matrices de rigidit�e locales,�etudi�e dans la section pr�ec�edente.Au chapitre 3, nous avons introduit l'algorithme du gradient conjugu�eavec reconjugaison des directions de descente. On peut alors juxtaposer lespr�econditionneurs, quitte �a perdre la sym�etrie du pr�econditionneur, dansla mesure o�u l'algorithme est totalement reconjugu�e, c'est-�a-dire qu'on aimpos�e fortement les relations d'orthogonalit�e.Une autre fa�con de faire serait d'utiliser le pr�econditionneur comme pro-jeteur associ�e �a la contrainte de continuit�e faible sur la grille grossi�ere, voir[C.Farhat, P.S.Chen et F.X.Roux, 1996].4.4 Conclusion et discussionNous allons premi�erement �etudier le cas d'un domaine carr�e, d�ecompos�een 4 (2 � 2) sous-domaines, chaque sous-domaine �etant maill�e de fa�con



4.4. Conclusion et discussion 77ind�ependante. On consid�ere les bases des multiplicateurs de Lagrangehi�erarchiques aux niveaux 4, puis 5 et 6.
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Fig. 4.15 - Spectre de la matrice Schur dual �ecrite dans sa base hi�erarchiqueet dans sa base nodale sans pr�econditionnement (ra�nement: niveau 4).La premi�ere remarque est que l'approche hi�erarchique de l'espace desmultiplicateurs de Lagrange n'a pas eu l'e�et escompt�e en ce qui concerne leconditionnement de la matrice Schur dual. Le conditionnement de D �ecritedans sa base hi�erarchique est plus important que celui de D �ecrite dans sabase nodale. Cependant, on remarque que le conditionnement local de lapartie inf�erieure du spectre \hi�erarchique" est inf�erieur �a celui de la partieinf�erieure du spectre \nodal", voir �gure 4.15.Par cons�equent, a�n d'exploiter les propri�et�es de super-convergencedu gradient conjugu�e, nous avons pr�econditionn�e le probl�eme dualhi�erarchique par le pr�econditionneur grille grossi�ere. Ce pr�econditionneur�etant sym�etrique, le conditionnement de la matrice Schur dual est calcul�e �apartir de ses valeurs propres.
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Fig. 4.16 - Spectre de la matrice Schur dual �ecrite dans sa base hi�erarchiqueavec ou sans pr�econditionnement (ra�nement: niveau 4).
Visualisons sur la �gure 4.16 le spectre de la matrice Schur dual �ecritedans sa base hi�erarchique sans pr�econditionneur et avec le pr�econditionneurgrille grossi�ere. Le conditionnement de la matrice duale hi�erarchique etpr�econditionn�e est plus petit que celui de la matrice duale hi�erarchique sanspr�econditionneur.Une remarque int�eressante est que le pr�econditionneur �a tendance �aampli�er le ph�enom�ene de tassement de la partie basse du spectre.Visualisons, sur la �gure 4.17, les r�esidus dans le cas hi�erarchique avec etsans pr�econditionneur.
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Fig. 4.17 - Inuence du pr�econditionneur sur le r�esidu (ra�nement: niveau4).
L'approche hi�erarchique pr�econditionn�ee est r�eellement e�cace, le nombred'it�erations �etant r�eduit d'un facteur 3.Pour un niveau de hi�erarchie sup�erieur, nous comparons le spectre dela matrice Schur dual �ecrite dans sa base hi�erarchique et dans sa basenodale avec ou non pr�econditionnement du probl�eme. Dans les deux cas(hi�erarchique et nodal), on assiste au tassement de la partie inf�erieure duspectre, le conditionnement total �etant toutefois meilleur pour le cas nodalpr�econditionn�e �a l'aide des matrices de rigidit�es locales. Figure 4.18 et 4.19
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Fig. 4.18 - Spectre de la matrice Schur dual �ecrite dans sa base hi�erarchiqueet nodale sans pr�econditionnement (ra�nement: niveau 5).
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Fig. 4.19 - Spectre de la matrice Schur dual �ecrite dans sa base hi�erarchiqueet nodale avec pr�econditionnement (ra�nement: niveau 5).La comparaison des r�esidus est donn�ee sur les �gures 4.20 et 4.21.
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Fig. 4.20 - Inuence du pr�econditionneur sur le r�esidu (niveau 5).Le r�esidu dans le cas hi�erarchique pr�econditionn�e est am�elior�e d'un fac-teur 4 par rapport au r�esidu calcul�e dans le cas nodal sans pr�econditionneuret d'un facteur 2.5 par rapport au r�esidu calcul�e dans le cas nodal avecpr�econditionneur.
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Fig. 4.21 - Inuence du pr�econditionneur sur le r�esidu (ra�nement: niveau6).



82 Chapitre 4. Les m�ethodes de pr�econditionnementDans le cas d'un niveau de hi�erarchie num�ero 6, nous avons d�ecompos�e ledomaine en 2 � 4 sous domaines. Les r�esidus sont donn�es sur la �gure 4.22.
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Fig. 4.22 - Inuence du pr�econditionneur sur le r�esidu (ra�nement: niveau6, d�ecomposition 2� 4 sous-domaines.



4.4. Conclusion et discussion 83Pr�econditionneur hi�erarchique diagonal On introduit un deuxi�emepr�econditionneur. Il s'agit cette fois de pr�econditionner par l'inversede la diagonale de la matrice Schur duale. Le gradient conjugu�e devraitconverger plus vite sur le probl�eme preconditionn�e que sur le probl�eme initial.Visualisons, sur la �gure 4.23 et 4.24, les r�esidus dans le cas hi�erarchiquesans pr�econditionneur et avec le pr�econditionneur grille grossi�ere �etudi�e dansle paragraphe pr�ec�edent et le pr�econditionneur hi�erarchique diagonal.Nous consid�erons toujours le même probl�eme du Laplacien sur un do-maine carr�e, d�ecompos�e en 4 2 � 2 sous-domaines. On consid�ere les basesdes multiplicateurs de Lagrange hi�erarchique aux niveaux 4 et 5. Les calculssont e�ectu�es sur le Paragon �a 8 processeurs, il n'y a donc pas pr�esence desous-domaines ottants.
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Fig. 4.23 - Inuence des pr�econditionneurs sur le r�esidu (ra�nement: niveau4).
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Fig. 4.24 - Inuence des pr�econditionneurs sur le r�esidu (ra�nement: niveau5). L'approche hi�erarchique pr�econditionn�ee par le pr�econditionneur diago-nal s'av�ere e�cace, le nombre d'it�erations �etant r�eduit d'un facteur 2 parrapport au cas hi�erarchique non pr�econditionn�e. Cependant, l'avantage estlaiss�e au pr�econditionneur hi�erarchique grille grossi�ere �etudi�e pr�ec�edemment,voir �gures 4.23 et 4.24.Dans ce paragraphe, il s'agit juste d'essayer de comprendre num�eriquementle comportement du pr�econditionneur. Du fait que ce pr�econditionneur estcoûteux,et moins performant que le pr�econditionneur 'grille grossi�ere', on neretiendra pas cette id�ee.Visualisons sur la �gure 4.25 le spectre de la matrice de rigidit�e formul�eedans la base hi�erarchique avec les pr�econditionneurs grille grossi�ere et diago-nal. Nous remarquons que le conditionnement de la matrice pr�econditionn�eepar les deux pr�econditionneurs est am�elior�e. Cependant, la partie basse duspectre dans le cas du pr�econditionnement diagonal est moins tass�ee. Celapourrait expliquer les r�esultats sur le nombre d'it�erations, �gure 4.23
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Fig. 4.25 - Inuence des pr�econditionneurs sur le spectre (ra�nement: ni-veau 4).Remarque 4.4. Nous avons �egalement test�e un double pr�econditionneur,c'est-�a-dire le pr�econditionneur grille grossi�ere suivi du pr�econditionneurdiagonal. Les r�esultats num�eriques n'�etant pas signi�catifs, nous donnerons�a l'issue de cette section l'avantage au pr�econditionneur bas�e sur la grillegrossi�ere.Dans les prochains chapitres, nous allons appliquer l'algorithme de gra-dient conjugu�e projet�e pr�econditionn�e sur des probl�emes plus complexes telsles probl�emes de plaques et coques. Apr�es avoir rappel�e les mod�eles de plaqueset le mod�ele d'approximation D.K.T, nous ferons l'�etude th�eorique de lam�ethode des �el�ements avec joint appliqu�e au mod�ele D.K.T. Les r�esultatsnum�eriques issus de ce probl�eme seront e�ectu�es sur Paragon, nous pourronsainsi augmenter le nombre de sous domaines a�n de faire intervenir des sousdomaine ottants.
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87
Chapitre 5Mod�ele d'approximation DKT:Discrete Kirchho� Triangle5.1 Hypoth�eses Fondamentales pour laTh�eorie des PlaquesRappelons les hypoth�eses fondamentales utilis�ees dans la th�eorie desplaques. Nous nous pla�cons dans le cadre de l'�etude des plaques en petitsd�eplacements.Donnons tout d'abord une premi�ere d�e�nition:D�e�nition 1. Une plaque est un solide �elastique dont une dimension selonl'�epaisseur que nous noterons dans la suite du m�emoire e, est petite en com-paraison des deux autres et qui g�en�eralement comporte un plan de sym�etrieau milieu de l'�epaisseur que nous appellerons la surface moyenne not�ee !.Par convention, cette surface moyenne sera le plan xy, l'axe Oz corres-pondant �a l'axe transverse selon l'�epaisseur.



88 Chapitre 5. Mod�ele d'approximation DKT: Discrete Kirchho� Triangle
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Fig. 5.1 - PlaqueLes hypoth�eses fondamentales sont:{ Hypoth�ese 1:Les contraintes normales sont n�egligeables par rapport aux autres com-posantes de contraintes: �zz = 0{ Hypoth�ese 2:Les pentes de la surface moyenne apr�es d�eformation sont suppos�eespetites par rapport �a l'unit�e.{ Hypoth�ese 3:On n�eglige les contraintes dans la surface moyenne induites par lesd�eformations transverses.{ Hypoth�ese 4:Les ph�enom�enes de membrane et exion sont d�ecoupl�es.{ Hypoth�ese 5:Les points situ�es sur une normale �a la surface moyenne avant



5.1. Hypoth�eses Fondamentales pour la Th�eorie des Plaques 89d�eformation restent sur cette normale au cours de la d�eformation. Cecirevient �a n�egliger l'e�et de cisaillement transverse. On a dans ce cas:�zx = �zy = 0La th�eorie des plaques admet l'hypoth�ese 1. Les hypoth�eses 2 et 3correspondent aux hypoth�eses classiques des petites d�eformations de lath�eorie de l'Elasticit�e Lin�eaire. L'hypoth�ese 4 sera adopt�ee ce qui permettrade faire une �etude d�ecoupl�ee.Nous distinguerons deux grandes th�eories qui sont les suivantes:{ La th�eorie de Kirchho� ou la th�eorie lin�eaire des plaques sans cisaille-ment transverse admet les hypoth�eses 1, 2, 3, 5.{ La th�eorie de Mindlin ou la th�eorie des plaques avec cisaillement trans-verse admet les hypoth�eses 1, 2, 3.Nous noterons les d�eplacements dans le plan u, v, le d�eplacement trans-verse ! et les rotations �x dans le plan Y Z, �y dans le plan XZ.
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Fig. 5.2 - Convention de signe



90 Chapitre 5. Mod�ele d'approximation DKT: Discrete Kirchho� TriangleNous d�e�nissons aussi: �x = ��y�y = �x (5.1)d'apr�es les conventions de signe de la �gure 5.2.5.2 Relations cin�ematiques5.2.1 Th�eorie de MindlinDonnons nous un mod�ele de d�eplacement en trois variables ind�ependantesw(x; y), �x(x; y), �y(x; y).Le champ de d�eplacement s'exprime alors en fonction de ces trois variablespar la relation suivante: u = z�x(x; y)v = z�y(x; y)w = w(x; y)Le tenseur des d�eformations est d�e�ni par:�xx = z@�x@x�yy = z@�y@y2�xy = xy = z  @�x@y + @�y@x !2�xz = xz = �x + @w@x2�yz = yz = �y + @w@y5.2.2 Th�eorie de Kirchho�On n�eglige dans cette th�eorie l'e�et de cisaillement, c'est-�a-dire que l'ona les relations suivantes:



5.3. El�ements de plaques 91xz = yz = 0Il en vient: �x = �@w@x�y = �@w@yLe champ des d�eplacements est d�e�ni par w et peut s'�ecrire sous la formesuivante: u = �z@w@xv = �z@w@yw = w(x; y)Le tenseur des d�eformations est donn�e par:�xx = �z@2w@x2�yy = �z@2w@y22�xy = xy = �2z @2w@x@y5.3 El�ements de plaquesLes �el�ements de plaques en exion de type d�eplacement peuvent êtreclass�es en deux cat�egories:{ Les �el�ements bas�es sur la th�eorie de Kirchho�.{ Les �el�ements bas�es sur la th�eorie de Mindlin.



92 Chapitre 5. Mod�ele d'approximation DKT: Discrete Kirchho� TriangleLes �el�ements bas�es sur la th�eorie de Kirchho� sont en principe mieuxadapt�es �a la mod�elisation des plaques minces. Leur formulation ne n�ecessiteque l'approximation d'une seule composante de d�eplacementw. On remarqueque les d�eriv�ees secondes interviennent dans l'expression de l'�energie ded�eformation.Les �el�ements bas�es sur la th�eorie de Mindlin avec prise en comptedu cisaillement transverse sont les mieux adapt�es dans le cas de plaquesd'�epaisseur mod�er�ee. Leur formulation est bas�ee sur l'approximation de troisvariables ind�ependantes qui sont: w(x; y), �x(x; y), �y(x; y). On note quen'interviennent que des d�eriv�ees premi�eres de w, �x, et �y dans l'expressionde l'�energie de d�eformation. Ce type d'�el�ement utilis�e pour la mod�elisationde plaques minces entrâ�ne une d�egradation de la pr�ecision provoqu�ee pardes probl�emes num�eriques.5.4 Equations constitutives. Tenseurs desd�eformations5.4.1 Th�eorie de Kirchho�Nous avons 0B@ �xx�yy2�xy 1CA = z0B@ �w;xx�w;yy�2w;xy 1CAque nous pouvons �ecrire � = z� (5.2)o�u � est le vecteur des courbures.La loi de comportement s'�ecrit:� = C�



5.4. Equations constitutives. Tenseurs des d�eformations 93Nous rappelons que cette loi de comportement, traduisant un compor-tement �elastique isotrope en contraintes planes, est une relation portantuniquement sur les composantes planes des tenseurs des contraintes et ded�eformation: 0B@ �xx�yy�xy 1CA = C 0B@ �xx�yy2�xy 1CAavec pour un mat�eriau isotrope, par exemple,C = E1 + �2 0B@ 1 � 0� 1 00 0 1��2 1CAL'�energie de d�eformation d'une plaque en exion s'exprime par:UF = 12 Z
 �t� d
= 12 Z
 �tC� d
 (5.3)D'apr�es les �equations 5.2 et 5.3, on en d�eduit:UF = 12 Z
 z2�tC� d
= 12 Zw �t "Z e2� e2 z2C dz#� dxdyd'o�u l'expression de l'�energie de d�eformation:UF = 12 Zw �t ~C� dxdyo�u ~C est obtenue par int�egration dans l'�epaisseur ~C = e312C



94 Chapitre 5. Mod�ele d'approximation DKT: Discrete Kirchho� Triangle5.4.2 Th�eorie de MindlinL'e�ort de cisaillement transversal s'�ecrit: = �� = " xzyz #De même, �� = " �xz�yz #On note C� la matrice de comportement pour le cisaillement transverse:�� = C���En ce qui concerne la partie exion, on peut comme pr�ec�edemment e�ec-tuer l'int�egration suivant z:� = z 264 �x;x�y;y�x;y + �y;x 375Pour la partie cisaillement, on a:�� =  = " �x + w;x�y + w;y #Les relations �etablies pr�ec�edemment pour l'�energie de d�eformation deexion restent valables.U = UF (Flexion) + UC (Cisaillement)soit U = 12 Z
 �t� d
 + 12 Z
 ��t�� d
= 12 Z
 �tC� d
 + 12 Z
 ��tC��� d
 (5.4)



5.5. Discr�etisation �el�ements �nis 95L'�energie de d�eformation en exion est donc donn�ee par:UF = 12 Zw �t ~C� dxdy= 12 Zw ~�t� dxdy avec ~� = ~C�L'�energie de d�eformation en cisaillement est r�egie par les �equations sui-vantes: UC = 12 Z
 ��t�� d
= 12 Z
 ��tC��1��d
5.5 Discr�etisation �el�ements �nis5.5.1 Formules g�en�eralesA�n de mod�eliser le comportement des plaques, la m�ethode des �el�ements�nis que nous utilisons s'appuie sur la formulation variationnelle des�equations d'�equilibre �a partir du Principe des D�eplacements Virtuels.La formulation variationnelle des �equations d'�equilibre s'�ecrit:Z
 ��t� d
 = Z
 �ut� d
 + ZS �ut� dS +Xi �utiFi (5.5)o�u les �� = �(�u) et les �ui sont les d�eplacements virtuels ponctuels et o�uon a introduit les notations suivantes:F sont les forces ponctuelles, � sont les forces ext�erieures exerc�ees sur lasurface des plaques et � sont les forces de masse.Appelons m la restriction �a l'�el�ement num�ero m, nous avons led�eplacement u en fonction des d�eplacements des n�uds de ce même �el�ementdonn�e par:



96 Chapitre 5. Mod�ele d'approximation DKT: Discrete Kirchho� Triangleum(x; y; z) = Hm(x; y; z)ûavec Hm la matrice d'interpolation des d�eplacements et û, le vecteurd�eplacement des n�uds de l'�el�ement.Le tenseur des d�eformations et des contraintes s'�ecrivent alors:�m(x; y; z) = Bm(x; y; z)û�m(x; y; z) = CmBm(x; y; z)ûLa discr�etisation du domaine en �el�ements permet de r�e�ecrire (5.5) sous laforme:NXm=1 Z
m ��mt�m d
m = NXm=1 Z
m �umt�m d
m + NXm=1 ZSm �umt�m dSm +Xi �utiFio�u N repr�esente le nombre d'�el�ements. Cette �egalit�e devient:�ût(Xm Z
m BmtCmBm d
m) û = �ût(Xm Z
m Hmt�m d
m)+ �ût(Xm ZSm Hmt�m dSm)+ �ûtFSi nous appliquons maintenant le th�eor�eme des d�eplacements virtuels,en imposant un d�eplacement virtuel unitaire, nous obtenons apr�es calcul unsyst�eme matriciel �a r�esoudre.5.6 Rappel des �equations de coquesNous rappelons, dans cette section, l'�enonc�e des deux principaux mod�eleslin�eaires de coques: le mod�ele de coques minces de Koiter qui s'apparente�a la famille des mod�eles de Kirchho�[1876] et Love[1934], puis le mod�ele decoques minces et semi-�epaisses de Naghdi qui prend en compte les e�ets ducisaillement transverse.



5.6. Rappel des �equations de coques 975.6.1 Description de la g�eom�etrieNous rappelons ci-apr�es les principaux r�esultats concernant la descriptiong�eom�etrique d'une coque mince. Nous utilisons des lettres grecques pour desindices prenant leurs valeurs dans l'ensemble 1,2, des lettres latines pourles indices prenant leurs valeurs dans l'ensemble 1,2,3 et nous adoptons laconvention de sommation sur les indices r�ep�et�es.Soit 
 un ouvert born�e du plan E2 de fronti�ere lipschitzienne �. La surfacemoyenne S de la coque peut être d�e�nie comme l'image de �
 par une appli-cation ~� : �
 � E2 ! E3 - l'espace Euclidien usuel dont (0; ~e1; ~e2; ~e3) sera unsyst�eme orthogonal de r�ef�erence -, ie.�S = f~�(�); � = (�1; �2) 2 �
gNous supposons que l'application ~� v�eri�e les hypoth�eses suivantes:� (i) ~� 2 (C3(�
))3� (ii) tous les points de la surface �S sont r�eguliers, i.e. les deux vecteurs~a� = @~�@�� = ~�;� � = 1; 2sont lin�eairement ind�ependants pour tous les points � = (�1; �2) 2 �
.La premi�ere forme fondamentale a�� de la surface moyenne est donn�eepar: a�� = ~a�:~a�et on note det(a��) = a.En tout point � 2 �
, on associe �a la base covariante (~a�(�)) du plant tangent�a �S au point � 2 �
 la base contravariante (~a�(�)), �a l'aide des relations:~a�:~a� = ��� (symbole de Kronecker)En�n, on introduit le vecteur unitaire ~a3 = ~a3, normal �a la surfacemoyenne, orient�e de telle fa�con que le tri�edre (~a1;~a2;~a3) soit direct.La deuxi�eme forme fondamentale (b��) de la surface est donn�ee par:b�� = b�� = �~a�:~a3;�= ~a3:~a�;�



98 Chapitre 5. Mod�ele d'approximation DKT: Discrete Kirchho� TriangleOn en d�eduit la troisi�eme forme fondamentale c��:c�� = c�� = b��b�� o�ub�� = a��b��Etant donn�e que les bases (~a1;~a2;~a3) et (~a1;~a2;~a3) ne sont en g�en�eral ninorm�ees, ni orthogonales, il est commode d'introduire les symboles de Chris-to�el ��� pour calculer les d�eriv�ees de ces vecteurs de base��� = ��� = ~a�:~a;� = ~a�:~a�;ainsi que la notion de d�erivation covariante pour un tenseur de surface. Parexemple, pour des tenseurs d'ordre 1 ou 2, nous obtenons leurs d�eriv�ees cova-riantes (not�ees �a l'aide d'une barre verticale) �a l'aide de leurs d�eriv�ees usuelles(not�ees �a l'aide d'une virgule) comme suit:T�j = T�; � ���T�T �j = T �; + ���T � (5.6)T��j = T��; � ���T�� � ���T��T �:�j = T �:�; + ���T �:� � ���T �:�T ��j = T ��; + ���T �� + ���T �� (5.7)5.6.2 Le mod�ele de Naghdi
a3

3a*

a3

Avant  deformation apres deformation (Naghdi) apres deformation (Koiter)Fig. 5.3 - Aspects de la d�eformation de la plaque



5.6. Rappel des �equations de coques 99Nous consid�erons une plaque telle qu'elle soit :{ encastr�ee sur �0 � � = @
{ charg�ee par une force volumique dont la r�esultante est ~p{ charg�ee par une force surfacique appliqu�ee �a�1 = � � �0�] � e2 ; e2[. Nous notons par ~N la r�esultante sur �1 et parM = ���M�~a� le moment r�esultant sur �1.La formulation variationnelle de ce probl�eme s'�ecrit:Probl�eme 5.1. 8~p 2 (L2(
))3; ~N 2 (L2(�1))3; M 2 (L2(�1))2, trouver(~u; �) 2 ~V ; � = ��~a� tels que:a[(~u; �); (~v; �)] + b[(~u; �); (~v; �)] = l(~v; �) 8(~v; �) 2 ~V (5.8)aveca[(~u; �); (~v; �)] = Z
 eE����[��(~u)��(~v) + e212���(~u; �)���(~v; �)]pads1ds2b[(~u; �); (~v; �)] = Z
 eEa��2(1 + �)(��(~u) + ��)(��(~v) + ��)pads1ds2l(~v; �) = Z
 ~p~vpads1ds2 + Z�1( ~N~v �M���)dE���� = E2(1 + �) (a��a�� + a��a�� + 2�1 � � a��a��)~V = (fv 2 H1(
); vj�0 = 0g)5Nous rappelons:��(~v) = 12(v�j� + v�j�)� b��v3���(~v; �) = 12(��j� + ��j�)� 12(b��v�j� + b��v�j�) + c��v3��(~v) = v3;� + b��v�Th�eor�eme 5.1. Le probl�eme 5.1 a une unique solution.La d�emonstration est donn�ee dans [Coutris, 76].



100 Chapitre 5. Mod�ele d'approximation DKT: Discrete Kirchho� Triangle5.6.3 Le mod�ele de KoiterLa normale �a la surface moyenne reste normale �a la surface moyennependant la d�eformation, voir �gure (5.3). La formulation variationnelle dumod�ele de Koiter est donn�ee par:Probl�eme 5.2. 8~p 2 (L2(
))3; ~N 2 (L2(�1))3; M 2 (L2(�1))2, trouver(~u�) 2 ~V � tels que: a�(~u�; ~v) = f�(~v); ~v 2 ~V � (5.9)o�ua�(~u;~v) = Z
 eE����[��(~u)��(~v) + e212 ����(~u)����(~v)]pads1ds2f�(~v) = Z
 ~p~vpads1ds2 + Z�1[ ~N~v +M�(v3;� + b��v�)] d����(~u) = v3j�� � c��v3 + b��v�j� + b��v�j� + b��j�v�~V � = f~v 2 (H1(
))3 �H2(
); ~vj�0 = ~0; @nv3j�0 = 0gNous notons que:Th�eor�eme 5.2. Le probl�eme 5.2 a une unique solution.La d�emonstration est donn�ee dans [Bernadou, Ciarlet 76].5.7 M�ethode d'approximation DKT (Dis-crete Kirchho� Triangle)Nous avons vu, que pour les plaques d'�epaisseur mod�er�ee o�u on ne n�egligepas le cisaillement transverse, les mod�eles de type Mindlin �etaient les mieuxadapt�es. On approxime souvent ce mod�ele par des m�ethodes d'�el�ements�nis C0 car leur impl�ementation est assez ais�ee. Cependant on assiste �a desph�enom�enes de verrouillage lorsque l'�epaisseur devient petite.Cependant, il existe actuellement des m�ethodes qui permettent d'en-visager l'utilisation des �el�ements de type Mindlin pour des probl�emes de



5.7. M�ethode d'approximation DKT (Discrete Kirchho� Triangle) 101plaques minces. L'une de ces m�ethodes est fond�ee sur la prise en compted'hypoth�eses de type Kirchho� discr�etes (m�ethode D.K.T.). L'autre m�ethodeest bas�ee sur l'int�egration r�eduite de la matrice de rigidit�e correspondant auph�enom�ene de cisaillement (C.Lacour 1993).Les m�ethodes DKT sont �a mi chemin entre les m�ethodes d'approxima-tion du mod�ele de Mindlin et celles du mod�ele de Kirchho�. Ces m�ethodesconsistent �a n�egliger les e�ets du cisaillement transverse et �a introduire lescontraintes Kirchho�-Love en un nombre �ni de points. On ne parle dem�ethode DKT que pour la partie exion d'une plaque.Ces m�ethodes DKT sont int�eressantes dans la mesure o�u elles autorisentquelques d�eformations de cisaillement transverse en dehors des points surlesquels on a impos�e les contraintes de Kirchho�-Love, par cons�equent, ellespeuvent prendre en compte les plaques d'�epaisseur mod�er�ee. De plus, dufait que l'on a n�eglig�e le terme de cisaillement transverse dans le calcul del'�energie totale de la plaque, les m�ethodes DKT s'appliquent dans le cas deplaques minces sans apparition de ph�enom�ene de verrouillage en cisaillement.5.7.1 Construction du mod�ele DKTEspaces �el�ements �nis pour approcher le d�eplacement trans-verse et les rotationsLe DKT est un mod�ele interm�ediaire entre le mod�ele de Mindlin et celuide Kirchho�. On part donc du mod�ele de Mindlin dans lequel on ne n�egligepas les e�ets du cisaillement transverse. Nous n'avons pas � = rw. Sur la�gure suivante, nous avons repr�esent�e les degr�es de libert�e de l'�el�ement �niconsid�er�e. On remarque que les d�eriv�ees de w sont distinctes par rapport auxrotations �



102 Chapitre 5. Mod�ele d'approximation DKT: Discrete Kirchho� Triangle
w w,x Θx

w,y

Θy 

Θy 

Θx

t n

Fig. 5.4 - DKTNous approchons les composantes �x et �y par l'�el�ement �ni P2-Lagrangerep�esent�e par le dessin ci-apr�es. Nous avons donc 12 degr�es de libert�e d�e�nissur les noeuds et �a l'int�erieur.
Fig. 5.5 - P2-LagrangeNous approchons la composante w par l'�el�ement �ni P 03-Hermite. Cecidonne 9 degr�es de libert�e d�e�nis sur les côt�es.



5.7. M�ethode d'approximation DKT (Discrete Kirchho� Triangle) 103
Fig. 5.6 - P 03-HermiteNous avons donc 12 + 9 = 21 degr�es de libert�e au total.Les contraintes de type Kirchho�Pour un triangle donn�e, nous avons au total 21 degr�es de libert�e. Nousallons imposer 12 contraintes ce qui ram�ene ce nombre �a 9 degr�es de libert�ee�ectifs. Dans la d�e�nition du probl�eme discret, nous avons vu que nousn�egligeons le cisaillement transverse. Ces contraintes permettent de lier defa�con convenable les degr�es de libert�e en d�eplacement transverse et de rota-tion. Ces 12 contraintes de Kirchho�-Love sont:{ Contraintes aux sommetsOn impose sur les trois sommets du triangle:xz = yz = 0 () � = rwCeci donne 6 contraintes.{ Contraintes tangentiellesOn exige que les contraintes de cisaillement soit nulles sur les côt�es:tz = 0Ceci donne 3 contraintes.{ Contraintes normalesOn note ai et bi respectivement les sommets et les milieux de côt�e du



104 Chapitre 5. Mod�ele d'approximation DKT: Discrete Kirchho� Triangletriangle K 2 Th. On �ecrit la d�eriv�ee normale comme une moyenne surles côt�es du triangle K 2 Th d'extr�emit�es ai�1 et ai+1:�;n(bi) = 12(w;nai�1 + w;nai+1 ) (5.10)Ceci donne 3 contraintes.Les contraintes sur �;n et �;t se r�eduisent �a six contraintes alg�ebriquesind�ependantes, voir [Stricklin, Haisler, Tisdale et Gusderson 1969]. Grâce �aces 12 contraintes, nous obtenons les 21 � 12 = 9 degr�es de libert�e e�ectifsannonc�es.5.7.2 Espaces associ�es �a la m�ethode D.K.T.Sur la triangulation, nous construisons les espaces V kh1 (resp. V kh2constitu�es d'�el�ements P2-Lagrange (resp. P 03-Hermite). Nous d�e�nissonsl'espace ~Vh par l'espace V kh1 � V kh1 � V kh2 constitu�e des triplets (vh1; vh2; vh3).Nous notons ~Zh l'espace �el�ement �ni donn�e par:~Zh = f(~vh; �h) 2 ~V ; vh� 2 V kh1; vh�j�0 = 0 � = 1; 2; vh3 2 V kh2; vh3j�0 = 08T 2 Th(~vh; �h)jTsatisfait les contraintes Kirchho� discr�etes.g (5.11)5.7.3 Formulation variationnelle du probl�eme D.K.T.Les �equations du mod�ele D.K.T. s'�ecrivent:Probl�eme 5.3. 8~p 2 (L2(
))3; ~N 2 (L2(�1))3; M 2 (L2(�1))2, Trouver(~uh; �h) 2 ~Zh, tels que:a[(~uh; �h); (~vh; �h)] = l(~vh; �h) 8(~vh; �h) 2 ~Zh (5.12)Donnons une autre formulation du probl�eme 5.3.Remarque 5.1. Nous notons ~Z le sous-espace de ~V tel que:~Z = ((~v; �) 2 ~V tel que �� + v3;� + b��v� = 0 dans L2(
)) (5.13)



5.7. M�ethode d'approximation DKT (Discrete Kirchho� Triangle) 105par cons�equent le probl�eme8~p 2 (L2(
))3; ~N 2 (L2(�1))3; M 2 (L2(�1))2, Trouver (~u; �) 2 ~Z, telsque: a[(~u; �); (~v; �)] = l(~v; �) 8(~v; �) 2 ~Z (5.14)est �equivalente au probl�eme (5.2) en posantl(~v; �) = f�(~v)���(~v; �) = ����(~v) 8(~v; �) 2 ~Z (5.15)Le probl�eme 5.3 est une approximation non conforme du probl�eme(5.15)et par cons�equent du mod�ele de Koiter donn�e en (5.2), nous avons ~Zh 6� ~Z.Il est commode d'�eliminer les inconnues �h et de donner une formulation�equivalente au probl�eme 5.3.Par cons�equent, nous introduisons les d�e�nitions suivantes:D�e�nition 5.1 (D�eriv�ees discr�etes).@h�(~vh) = ��h� � b��vh� 8(~vh; �h) 2 ~Zh (5.16)@h�(~vh) est une bonne approximation de v3h;�D�e�nition 5.2. 8~vh 2 ~Vh, nous d�e�nissons:��h��(~vh) def= @h��(~vh)� ����@h�(~vh)� c��vh3 + b��vh�j� + b��vh�j� + b��j�vh���u @h��(~vh) = 12(@�@h�(~vh) + @�@h�(~vh))par cons�equent ��h��(~vh) = ����(~vh; �h) 8(~vh; �h) 2 ~Zh (5.17)



106 Chapitre 5. Mod�ele d'approximation DKT: Discrete Kirchho� TriangleAvec ces d�e�nitions, nous pouvons prouver que:a[(~uh; �h); (~vh; �h)] = ah(~uh; ~vh); 8(~uh; �h); (~uh; �h) 2 ~Zhl(~vh; �h) = fh(~vh); 8(~vh; �h) 2 ~Zh (5.18)o�uah(~uh; ~vh) = Z
 eE����[��(~uh)��(~vh) + e212 ��h��(~uh)����(~vh)]pads1ds2fh(~vh) = Z
 ~p ~vhpads1ds2 + Z�1[ ~N ~vh +M�(@h� ~vh + b��vh�)] dA partir de (5.18), nous donnons une formulation �equivalente du probl�emeD.K.T. (5.3):Probl�eme 5.4. 8~p 2 (L2(
))3; ~N 2 (L2(�1))3; M 2 (L2(�1))2, Trouver(~uh) 2 Vh, tels que: ah(~uh; ~vh) = fh(~vh); 8~vh 2 Vh (5.19)Dans le chapitre suivant, nous �etudions l'analyse num�erique de la m�ethodedes �el�ements avec joints appliqu�ee au probl�eme de plaques D.K.T.



107Chapitre 6On the convergence of D.K.T.for the mortar method6.1 IntroductionIn the previous sections, we have introduced the mortar element methodfor the Poisson equation and in this case, we have also introduced a standardnumerical scheme for the approximation of the plate and shell equations : theDKT method. This method was presented in the case of a triangulation of theplate that is conforming, our purpose is now to explain the suitable de�nitionof the mortar element method in this context. The starting point is again theone of a decomposition of the domain of computation in nonoverlapping set
 = [Kk=1
k; 
k \ 
` = ;We assume that the 
k are shape regular. We assume furthermore that each
k is a curved polygonal domain with sides �k;j , 1 � j � J(j). This domaindecomposition of 
 induces a domain decomposition of the squeleton S =[k@
k. Indeed we recall that we choose, among the �k;j 1 � k � K; 1 �j � J(k) a nonoverlapping partition of the squeleton, each element of thispartition being called a mortar m � �k;jS = [Mm=1m:Remind that once this choice is done in qualifying some edges �k;j as mortars,the remaining edges are called non-mortars and are denoted as �p , 1 � p � P .In what follows, we also need to denote by �k;` the intersection of @
k \@
`.



108 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar methodWe assume now that, over each subdomain 
k, a suitable conformingtriangulation is associated. On this triangulation, we build the spaces V kh1(resp. V kh2) of Lagrange quadratic elements (resp. of Hermite P 03 elements)as indicated in the previous section. This allows to de�ne the spaces ~V kh oftriples (vkh1; vkh2; wkh) of V kh1 � V kh1 � V kh2 of local displacements in 
k.The de�nition of the local spaces allows to de�ne a global space ~Yh asfollows~Yh = f(vh1; vh2; wh) 2 L2(
)3; (vh1j
k ; vh2j
k ; whj
k) 2 ~V kh g (6.1)The point is now to determine the suitable matching condition through theinterface in order to determine the global space ~V kh of admissible displace-ments. The de�nition of the matching condition is explained in section 2.Once this is done the problem can be set as a Galerkin approximation thatreads: Find ~uh 2 ~Vh such thatah(~uh; ~vh) = fh(~vh); 8~vh 2 ~Vh (6.2)whereah(~uh; ~vh) = Z
 eE����[��(~uh)��(~vh) + e212 ��h��(~uh)����(~vh)]pads1ds2 (6.3)fh(~vh) = Z
 ~p ~vhpads1ds2 + Z�1[ ~N ~vh +M�(@h� ~vh + b��vh�)] d (6.4)with suitable de�nition of the quantities appearing under the integrals. Thisde�nition was given in the previous chapter and will be recalled in section6. In order to focuss on the nonconformity involved by the mortar method,we shall introduce, in section 3, a simpli�ed problem and will conduct itsnumerical analysis �rst. As proposed in (Kikuchi, 1975), we shall considerthe Dirichlet boundary value problem for the biharmonic operator given by��u = f in 
 (6.5)u = @u@n = 0 over @
 (6.6)that corresponds to the problem of a clamped isotropic homogeneous plate(
 is assumed here being a part of IR2) under static loading f , the bendingrigidity and Poisson's ratio being unity and zero respectively. In particular



6.2. The Mortar element method for the D.K.T. approximation 109we explain on this scalar problem the main issue of the matching of afunction in H2 that satis�es the DKT conditions. The error analysis involvesa term of best �t error and one of consistency error. Section 4 adresses thebest �t error and section 5 adresses the consistency error.The extention to the original problem of the DKT approximation of theplate and shell problem is adressed in section 6. The well posedness of theproblem is in particular the question that is answered in this section. We endthe numerical analysis by treating the extra terms of consistency and provean optimal approximation result.6.2 The Mortar element method for theD.K.T. approximationOur purpose is to explain what has to be changed in the de�nition of theD.K.T. method when the triangulation is nonconforming. To the nonoverlap-ping decomposition of the domain 
 is associated, as explained previously,the skeleton of the decomposition and the mortar and nonmortar sides arethen chosen.For the shell equation, we have many functions to be matched, �st comethe tangential displacements vh�, then the transverse displacement denotedwh. Actually, the de�nition of the discrete scheme involves a bilinear form ahthat requires in addition the rotations �h associated to the displacement thosehave to be matched also. For the two �rst components of the displacement,the matching is easy since these functions are independant and are involvedin a second order equation. Their natural space is H1(
) and the standardmortar method for piecewise parabolic elements is used. We recall that itinvolves the space of traces Wh1 of functions of Vh1 on the nonmortar sidesand the subspace ~Wh1 of Wh1 of functions that are linear on the �rst and�nal (1D) element of the triangulation of this nonmortar side.Let us state the matching across one particular non-mortar �p and denoteby + the mortar (master) side and by � the nonmortar (slave) side of thedecomposition. Then, for any function vh�, � = 1; 2, we impose8 h 2 ~Wh1; Z�p (v�h� � v+h�) h = 0 (6.7)The space Vh1 of approximation for the global tangential components of the



110 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar methoddisplacements is thus given byVh1 = fvh 2 L2(
); vhj
k 2 V kh1 andsatis�es (6.7) along any non-mortar �p ; 1 � p � P g (6.8)The novelty in the matching here is what is done on the third deplacementcondition and the related rotations. We recall that the D.K.T condition isa relation between the derivatives of the transverse displacement and therotations, see formula 5.13. The nonmortar side is recovered from the mortarside in the following wayw+# DKT�+ mortar�! �� (i)#rw�w+ mortar�! w� (ii)Tab. 6.1 - Mortar and D.K.TWe start from w+ given on the master side of the mortar, then by theD.K.T condition, we obtain �+ as explained in (5.13). The construction of�� is then done in step (i)Explanation of step (i)We match �� and �+ by the mortar relations. These are di�erent onthe normal and the tangential components (normal and tangential with res-pect to the interface). First comes the tangential rotation, denoted as �t�.



6.2. The Mortar element method for the D.K.T. approximation 111The purpose is to de�ne a relation between two piecewise second order po-lynomials. The relation is naturally the same as for the displacements vh�,� = 1; 2, so that we impose8 h 2 ~Wh1; Z�p (�t� � �t+) h = 0: (6.9)Let us turn now to the normal rotations. We note �rst that from theDKT conditions, the normal rotations are, on the mortar side piecewise li-near(since the normal rotations are second order polynomials and verify thenormal constraints 5.10) Since we want to preserve, as much as possible,the Kircho� conditions, we shall glue the normal rotations as piecewise li-near �nite element functions. To this purpose, we de�ne Wh0 as being theset of continuous piecewise linear functions on �p (provided with the non-mortar triangulation) and ~Wh0 as the subset of those functions of Wh0 thatare constant on the �rst and last segment of the (nonmortar) triangulation.We then impose the following relation between the (piecewise linear) normalrotations: 8 h 2 ~Wh0; Z�p (�n� � �n+) h = 0 (6.10)Explanation of step (ii)Now that the rotations are completely glued together and are uniquelyde�ned over the interface from the corner values of �� and all nodal valuesof �+ (themselves derived from v+� , w+), we specify the relations that de�new�. The �rst set of constraints will be to satisfy \inverse DKT conditions"i.e. to impose that the values of w� match with the rotations ��. We thusimpose that� the tangential derivatives of w coincide with �t� + v�� at any Lagrangenode (vertex and middle point)� this allows to de�ne a piecewise P2 function on the nonmortar elementsof �p and� the normal derivative of w coincide with �n� at each vertex of the tri-angulation of �p. Since �n� is piecewise linear, the DKT condition at the



112 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar methodmiddle node of each element is automatically satis�ed, in addition, since �t�is piecewise quadratic, it coincides with the tangential derivative of w� notonly at the nodal points but on the whole interface �p. Since the tangentialderivative of w� is determined, it su�ces to impose the value of w� at one ofthe endpoints of �p to determine entirely the value of w�. Since, by construc-tion @w�=@��@w+=@� (� (�t�+�t++v�� +v+� )) is (in particular) orthogonalto the constants, it is zero average; hence imposing that w� coincides withw+ at one end point implies that it coincides also at the other one. Let usintroduce the space ~W�2h of piecewise cubic functions on the triangulation of�p that are quadratic only on the two end elements of �p , it is immediate tonote that then 8 2 ~W�2h; Z�p @(w� � w+)@�  0 = 0 (6.11)integrating by part this relation, and using that w� � w+ vanishes at theendpoints of �p = (�p; �p) we deduce that8 2 ~W�0h; Z�p (w� � w+) = 0 (6.12)w�(�p) = w+(�p) (6.13)w�(�p) = w+(�p) (6.14)which can be seen as the relation that determines the nodal values of w�that are lacking.We insist on the fact that this construction leads to �nite element func-tions that satisfy the DKT conditions on each subdomain 
k. It allows tode�ne the global space Vh2 of transverse displacements as followsVh2 = fwh 2 L2(
) whj
k 2 V kh2 and satisfy (6.10), (6.11);(6.13) and (6.14)g (6.15)another equivalent de�nition beingVh2 = fwh 2 L2(
) whj
k 2 V kh2 and satisfy (6.9), (6.10);(6.13), (6.12) and (6.14)g (6.16)6.3 Analysis of a simpli�ed problemWe �rst consider the DKT-like approximation of problem (6.5), (6.6). Toany vh in Vh2 de�ned in (6.15), we associate the rotations as explained in



6.3. Analysis of a simpli�ed problem 113the previous section with no tangential displacement. On each side exceptthe interfaces the rotations are uniquely de�ned from the DKT conditionsand on the interfaces two values coexist that satisfy the DKT conditions onthe corresponding edges. These rotations are built as tangential and normal(to the edges) rotations. We then consider their cartesian components noted�x1(vh) and �x2(vh). Note that their restrictions to 
k both belong to V kh1,by de�nition (but that they do not belong to Vh1 since the normal deriva-tives are not matched as tangential derivatives with piecewise second orderpolynomials). We then introduce the bilinear forma�h(uh; vh) = KXk=1 2Xi=1 2Xj=1 Z
k @�xi(uh)@xj @�xi(vh)@xj :The problem is then: Find uh in Vh2 such that8vh 2 Vh2; a�h(uh; vh) = Z
 fvh (6.17)In order to prove that this problem is well posed we �rst verify that thereexists a constant �, that may depend on the discretization parameters suchthat 8vh 2 Vh2; a�h(vh; vh) � �kvhk2� (6.18)where kvhk� denotes the standard broken normkvhk2� = KXk=1 kvhk2H1(
k) + XT2Th jvhj22;T :Proving (6.18) is equivalent to prove that a�h(vh; vh) 6= 0 only when vh 6= 0. Ifa�h(vh; vh) = 0 then @�xi(vh)@xj = 0. It follows that �xi(vh) are constant over eachsubdomain 
k. From the mortar conditions (6.9) and (6.10), all constants areequal. Now the boundary conditions on vh prove that this constant is 0. Thisdoes not prove yet that vh itself vanishes. But from the DKT conditions, wederive that the tangential derivatives of vh along each side of the triangles T ofTh actually vanish. This means that vh is constant along each of these edges,thus constant on each triangle. From the continuity of vh in each subdomain
k, we derive that vh is constant in each 
k. We end the proof again byusing the mortar condition (6.11) that implies that the constant is the sameall over 
. Finally, this constant is zero from the boundary conditions.



114 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar methodWe thus have proven thatLemma 6.1 (Existence result). There exists a unique solution in Vh toproblem (6.17)The ellipticity result stated in (6.18) with � possibly depending on thediscretization is not su�cient to prove that the discrete solution uh convergesto the exact solution u to (6.5). Besides in order to expect an optimal ap-proximation we need to obtain a uniform ellipticity in the sense that theconstant � arising in (6.18) is independent of the discretization. Indeed wewant to use the following abstract lemma the proof of which is standart.Theorem 6.1 (Abstract error estimate). Assume that the bilinear formah(:; :) is uniformly continuous and elliptic on Vh, ie, there exists constants� > 0 and � > 0 independant of h, such that� k vh k2h � ah(vh; vh) 8vh 2 Vhah(vh; wh) � � k vh kh k wh kh 8vh; wh 2 Vh (6.19)Then, there exists a constant C > 0, independant of h such that;k u� uh kh� C f infvh2Vh k u� vh kh + supwh2Vh j(f;wh)� ah(u;wh)jk wh kh g(6.20)where u and uh are respectively the solutions of problems (6.5) and (6.17)The �rst term in the right hand side of (6.20) is known as the best �terror while the second one is known as the consistency error. The best �terror term will be analysed in the next section while the second one will beconsidered in the section 5.We end this section by considering the uniform ellipticity and continuitycondition stated in (6.18). It is proven following the same lines as in (Ber-nardi, Maday). There is no restriction in assuming that the domain 
 is arectangle ]a; a0[�]b; b0[, as can be seen by imbedding it in such a rectangleand prolongating the elements of Vh by 0 outside 
. The proof that followsrequires a natural assumption on the domain decompositionAssumption 6.1. There exists a constant c, independant of the decomposi-tion of the domain 
 such that for all j; 1 � j � J(k) such that �k;` � �k;j :meas(�k;`) > c meas(�k;j) (6.21)



6.3. Analysis of a simpli�ed problem 115This assumption states that two domains 
k and 
` intersect along acurve �k;` with nonnegligible measure with respect to the measures of �k;jand �`;i where we have assumed that �k;` � �k;j and �k;` � �`;i.We then associate, with any y, b < y < b0 the x{coordinates ayj , j =1; : : : ; Jy sorted in increasing order, of intersection of the line of constanty with the interface �k(j);`(j) between the subdomains 
k(j) and 
`(j). Thepoints (ayj ; y) are generally points of discontinuity of ��(vh) (� = 1; 2). Inaddition, we set ay0 = a and ayJy+1 = a0. We then write, for any point (x; y)in 
 and any vh in Vh��(vh)(x; y) = Z ay1a (@��(vh)@x (t; y)dt + [��(vh)](ay1; y) + Z ay2ay1 (@��(vh)@x (t; y)dt+ : : :+ [��(vh)](ayi ; y) + Z xayi (@��(vh)@x (t; y)dt (6.22)where [��(vh)](ayj ; y) denotes the jump of ��(vh) at (ayj ; y) and ayi is the lastpoint before x. This yieldsj��(vh)(x; y)j � JyXj=0 j Z ayj+1ayj (@��(vh)@x (t; y)dtj+ JyXj=1 j[��(vh)](ayj ; y)j: (6.23)Integrating the square of this inequality and using a Cauchy Schwarz inequa-lity yields k��(vh)k2L2(
) � (a0 � a) Z
 JyXj=0 Z ayjy+1ayj (@��(vh)@x )2(t; y)dtdxdy+ Z
( JyXj=1meas(�k(j);`(j)))( JyXj=1[meas(�k(j);`(j))]�1[��(vh)]2(ayj ; y))dxdy: (6.24)The �rst term on the right hand side is quite easy to deal with. Indeed, thecontribution that is integrated is independant of x so thatZ
 JyXj=0 Z ayjy+1ayj (@��(vh)@x )2(t; y)dtdxdy � (a0 � a) KXk=1 Z
k (@��(vh)@x )2(t; y)dtdySecond, a close look at the contribution (PJyj=1meas(�k(j);`(j))) yields that it isindependant of the domain decomposition. Indeed, as is proven in (Bernardi,



116 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar methodMaday, Lemma 2.2), it is a consequence of the shape regularity hypothesisthat was made on the domain decomposition. We thus writeZ
( JyXj=1meas(�k(j);`(j)))( JyXj=1[meas(�k(j);`(j))]�1[��(vh)]2(ayj ; y))dxdy� k JyXj=1meas(�k(j);`(j))kL1(y) Z
( JyXj=1[meas(�k(j);`(j))]�1[��(vh)]2(ayj ; y))dxdy� c(a0 � a) Z b0y=b( JyXj=1[meas(�k(j);`(j))]�1[��(vh)]2(ayj ; y))dy(6.25)It is immediate to notice that, for y 2 (b; b0), Jy is piecewize constant, so thatthere exists a sequence (bp)p of points in (b; b0) such that Jy = Jp over thesegment (bp; bp+1) (say 1 � p � P ). This allows to deriveZ b0y=b( JyXj=1[meas(�k(j);`(j))]�1[��(vh)]2(ayj ; y))dy= PXp=1 JpXj=1[meas(�k(j);`(j))]�1 Z bp+1y=bp [��(vh)]2(ayj ; y))dy (6.26)We now observe that each interface between two subdomains intersecting theline of constant y at a point (ayj ; y) is a non horizontal line x = �jy + �j . Itselement of integration d� is thus equal to q1 + �2jdy � dy hence from (6.26)Z b0y=b( JyXj=1[meas(�k(j);`(j))]�1[��(vh)]2(ayj ; y))dy� PXp=1 JpXj=1[meas(�k(j);`(j))]�1 Z�k(j);`(j)\fbp�y�bp+1g[��(vh)]2(� ))d�� cXk<`[meas(�k;`)]�1 Z�k;`[��(vh)]2(� ))d� (6.27)We note that the functions that are constant over �k;` are almost in boththe spaces ~Wh1 and ~Wh2 associated to the nonmortar side �`;i. Hence [��(vh)]is almost of zero average along the nonmortar side. More precisely, let usdenote by tm�1, tm and tm+1 three consecutive mesh points derived from thetriangulation of the non mortar side that are such that :a 2 [tm; tm+1[



6.3. Analysis of a simpli�ed problem 117where a is the end point of �k;` that is not an end point of �`;i, see �gure 6.1.
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Γ
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MortarFig. 6.1 - DecompositionThen the function � that is 1 over �k;` n [tm�1; tm+1] linear over [tm�1; tm]and zero overwise can be extended to �`;i by zero to belongs to both thespaces ~Wh1 and ~Wh2, meaning thatZ�k;` [v�]�d� = 0or again Z�k;` [��(vh)]d� = Z�k;`[��(vh)](1� �)d�� ck��(vh)kL2(�k;`)ph (6.28)Let us denote by �� (resp. �+) the average value of ��� (vh) (resp. �+� (vh))over �k;`, we �rst derive from (6.28) thatj�� � �+j � ck��(vh)kL2(�k;`)ph (6.29)With this information, we return to (6.28) and derive:



118 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar methodZ�k;`[��(vh)]d� = Z�k;` [��(vh)](1� �)d�= Z�k;`((��� (vh)� ��) + (�� � �+)d� + (�+ � �+� (vh)))(1� �) (6.30)Therefore Z�k;`[��(vh)]d� � chk��(vh)kL2(�k;`)+ Z�k;`((��� (vh)� ��) + (�+ � �+� (vh)))(1� �)d�� chk��(vh)kL2(�k;`) +ph[Z�k;`[(��� (vh)� ��)2 + (�+ � �+� (vh))2]d� ]1=2(6.31)Using an inverse inequality result on the boundary, we getphk��(vh)kL2(�k;`) � ck��(vh)kL2(
k)which allows to improve (6.29) as followsj�� � �+j � c[phk��(vh)kL2(
k)+ ph Z�k;`[(��� (vh)� ��)2 + (�+ � �+� (vh))2d� ]1=2] (6.32)As a by product of the Bramble Hilbert lemma, we recall that[meas(�k;`)]�1 Z�k;`(��� (vh)� ��)2(� )d� � ck��� (vh)� ��k2H1=2(�k;`)� cj��� (vh)j2H1(
k) (6.33)where we have used the assumption (6.21) and we assume that 
k is the slaveside at the level of �k;`. Similarly, we also have[meas(�k;`)]�1 Z�k;`(�+� (vh)� �+)2(� )d� � cj�+� (vh)j2H1(
`) (6.34)Let us go back to (6.27) and incorporate this average value[meas(�k;`)]�1 Z�k;`[��(vh)]2(� ))d�� cf[meas(�k;`)]�1 Z�k;`(��� (vh)� ��)2(� ))d� (6.35)+ [meas(�k;`)]�1 Z�k;`(�+� (vh)� �+)2(� ))d� (6.36)+ [meas(�k;`)]�1(�� � �+)2g (6.37)



6.3. Analysis of a simpli�ed problem 119each of the contribution (6.35), (6.36), (6.37) is upper bounded �rst from(6.32), and then from (6.33), (6.34). Summing up, we have obtained[meas(�k(j);`(j))]�1 Z�k(j);`(j) [��(vh)]2(� )d� ) � c(j��� (vh)j2H1(
k) + j��� (vh)j2H1(
`)+ph[meas(�k(j);`(j))]�1k��(vh)k2L2(
))(6.38)which yields, from (6.24)k��(vh)k2L2(
) � (a0 � a)2 KXk=1 Z
k(@��(vh)@x )2(t; y)dtdy+ c(j��� (vh)j2H1(
k) + j��� (vh)j2H1(
`)+ph[meas(�k(j);`(j))]�1k��(vh)k2L2(
): (6.39)and �nally k��(vh)k2L2(
) � ca�h(vh; vh) (6.40)Following the same strategy, we deduce from (6.11) that the average ofvh is the same on both side of a non mortar edge and thuskvhkL2(
) � cjvhjH1(
) (6.41)It remains to prove thatjvhjH1(
) � ck��(vh)kL2(
) (6.42)with a uniform constant c. This is an easy consequence of the fact that, overeach triangle T of the triangulation, the tangential derivative @vh@� coincideswith �t so that, following a standard argument of scaling over the referencedomain we prove that jvhjH1(T ) � cphj@vh@� jL2(@T )and similarly k�tkL2(@T ) � cphk�tkL2(T )which immediately gives (6.42). At this level, we have proven thatkvhk2H1(
) + k��(vh)k2H1(
) � ca�h(vh; vh) (6.43)



120 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar methodIn order to prove (6.18) we are left to check the following statementXT 2Th jvhj2H2(T ) � ca�h(vh; vh) (6.44)Naturally this is a consequence8T 2 Th; jvhjH2(T ) � c 2X�=1 j��(vh)jH1(T ) (6.45)This inequality is immediate with a constant c that may depend on the tri-angle since both terms are norms over the quotient space P 03=P1. In order toprove the independance of the constant with respect to T , we express, fol-lowing (Bernadou, Matao Eiroa, Trouve, 1993) both hand sides as functionsof the barycentric coordinates (�i, i = 1; 2; 3). Since vhjT belongs to P 03, werecall �rst that vh(x1; x2) = [DLLC3(vh)]1�9[A3]9�10[�3]10�1;where[DLLC3(vh)]1�9 = [vh(a1) vh(a2) vh(a3) Dvh(a1)(a3 � a1) Dvh(a1)(a2 � a1)Dvh(a2)(a1 � a2) Dvh(a2)(a3 � a2) Dvh(a3)(a2 � a3) Dvh(a3)(a1 � a3)][A3]9�10 = 12 0BBBBBBBBBBBBBBB@ 2 0 0 6 6 0 0 0 0 40 2 0 0 0 6 6 0 0 40 0 2 0 0 0 0 6 6 40 0 0 2 0 0 0 0 0 10 0 0 0 2 0 0 0 0 10 0 0 0 0 2 0 0 0 10 0 0 0 0 0 2 0 0 10 0 0 0 0 0 0 2 0 10 0 0 0 0 0 0 0 2 1
1CCCCCCCCCCCCCCCAand �nallyt[�3] = [�31 �32 �33 �21�3 �21�2 �22�1 �22�1 �23�2 �23�1 �1�2�3]



6.3. Analysis of a simpli�ed problem 121consequently@2vh@xi@xj (x1; x2) = [DLLC3(vh)]1�9[A3]9�10[ @2�3@xi@xj ]10�1;This yieldsjvhj22;T = [DLLC3(vh)]1�9[A3]9�10[Y ]t10�10[A3]t9�10[DLLC3(vh)]1�9where[Y ]10�10 = ZT ([@11�3]t[@11�3] + 2[@12�3]t[@12�3] + [@22�3]t[@22�3])dx1dx2;and with[@11�3] = 1�2 (x2(a2)� x2(a3))2f @2�3(@�1)2g+ (x2(a3)� x2(a1))2f @2�3(@�2)2g+ (x2(a1)� x2(a2))2f @2�3(@�3)2g+ 2(x2(a2)� x2(a3))(x2(a3)� x2(a1))f @2�3(@�1)(@�2)g+ 2(x2(a3)� x2(a1))(x2(a1)� x2(a2))f @2�3(@�2)(@�3)g+ 2(x2(a1)� x2(a2))(x2(a2)� x2(a3))f @2�3(@�3)(@�1)gwith � = 2 area(T ) and similar expressions for the remaining terms in [Y ].We note that � = O(h2T ) hence [Y ] = O(h�2T )Let us turn now to the analysis of the uniform continuity (6.19). This isactually already proven in e.g. (Bernadou, Matao Eiroa, Trouve) over each
k separatly and thus over all 
 by summation. Nevertheless, we are goingto recall rapidly the main ingredients of the proof, for sake of completeness.The �rst point tells that ��(vh) is closed to @vh@x� . Indeed, following (Bernadou,Matao Eiroa, Trouve, lemma 3.1) we can stateLemma 6.2. There exists a constant c, independant of the triangle T suchthat, for m = 0; 1 and � = 1; 28vh 2 V2h; j @vh@x� � ��(vh)jHm(T ) � ch1�mT jvhjH2(T ) (6.46)



122 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar methodThis lemma then immediately gives what we need sincek��(vh)kH1(T ) � k @vh@x� � ��(vh)kH1(T ) + k @vh@x�kH1(T )� ck @vh@x�kH2(T )We have thus proven in this section that the hypothesis of uniform el-lipticity and continuity (6.18) and(6.19) hold. The abstract error estimatetheorem 6.1 is thus applicable and yields the estimate (6.20). We are thennaturally led to analyse the best �t error and the consistency error terms.This is the subject of the two next sections.6.4 Analysis of the best �t errorThe analysis of the best �t of the solution ~u� involves some technicalmaterials, the �rst one | standard in nonconforming approximations | isrelated to the existence of stable �nite element liftings of �nite element traces.Let �k;j be a non mortar edge of some element 
k.Lemma 6.3. For any part �k;j of the boundary @
k, there exists a liftingoperator Rk;jh from [Wh2(�k;j) \ H20 (�k;j)] � [Wh1(�k;j) \ H10 (�k;j)] onto Vh2such that, for any (vh; zh) in [Wh2(�k;j) \H20 (�k;j)]� [Wh1(�k;j) \H10 (�k;j)],Rk;jh (vh; zh) is, over �k;j , equal to vh, its normal derivatives is zh, and bothtraces vanish over @
k n ��k;j . In addition, it satis�es:sXT 2Th jRk;jh (vh; zh)j22;T � c(k vh kH 3200(�k;j) + k zh kH 1200(�k;j)) (6.47)The second ingredient that we shall use deals with the approximationproperties of the mortar projection operators. Let us introduce the projectionoperator ~�h from H10 (�k;j) over Wh1(�k;j) \H10 (�k;j) as follows8' 2 H10 (�k;j); 8 h 2 ~Wh1(�k;j); Z�k;j ('� ~�h') h = 0The second projection operator of interest is the one involved in the pro-jection of the normal trace. This mortar projection operator is denoted as �hand de�ned from H10 (�k;j) over Wh0(�k;j) \H10 (�k;j) as follows8' 2 H10 (�k;j); 8 h 2 ~Wh0(�k;j); Z�k;j ('� �h') h = 0



6.4. Analysis of the best �t error 123For these two projection operators, the standard tools of �nite elementapproximation lead toLemma 6.4. There exists a constant C > 0 such that for any element w 2H 32 (�k;j) \H10 (�k;j), such that:k ~�hw � w kH 1200(�k;j) + k �hw �w kH 1200(�k;j)� Ch k w kH 32 (�k;j)The next projection operator we need is the one corresponding to themortar glue on the trace of w. For any element � in H20 (�k;j), it is theelement of Wh2(�k;j) \H20 (�k;j) de�ned a being8	h 2 ~Wh2(�k;j); Z�k;j @(�� ~�h�)@� 	0h = 0for which it is easy to derive for instanceLemma 6.5. There exists a constant C > 0 such that for any element w 2H2(�k;j) k ~�hw � w kH 3200(�k;j)� Ch1=2 k w kH2(�k;j)We are now in a position to prove the optimality of the best error ap-proximation in the nonconforming space.Theorem 6.2 (Best �t error term). Let us assume that the solution u ofproblem (6.5), (6.6) belongs to the space H3(
). Then, there exists a constantC > 0, independent of h, such that:infvh2Vh2 k u� vh k�� Chkuk3;
 (6.48)PROOF. We �rst build a good approximation of u over each subdomain
k by taking the correct interpolant independently on each subdomain. Thisone is taken e.g. as being P 03-Hermite interpolation of u. As is well known,see e.g. (Bernadou, Matao Eiroa, Trouve), this element, denoted as u�h is agood approximation in the sense thatk u� u�h k�� Chkuk3;
: (6.49)



124 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar methodThe strategy consists now in modifying u�h on the non mortar side so that thecompatibility condition is satis�ed across the interfaces. Let us �rst assumethat the decomposition is geometrically conforming. From the value of thederivatives of the u�h, we �rst build the associated DKT rotations ~�h by re-quiring (6.9), (6.10) on the mortar sides. On the interfaces, the values of themaster traces are conserved (u�+h and ~�+h ). From these values we now modifythe non mortar values. Let us consider a non mortar side �k;j, we start by cor-recting the rotations ~��h . The new tangential component ~�t�h has to be equalto �t�h + ~��h (�t+h � �t�h ) (note that, as a result of the geometrical conformity,�t+h � �t�h belongs to H10 (�k;j) so that its projection is well de�ned) Similarly,the new normal component ~�n�h has to be equal to �n�h +��h (�n+h ��n�h ). Fromthese new values of the rotations on the nonmortar side, we de�ne the newdegrees of freedom of ~u��h related to the derivatives nodal values in such away that the DKT conditions are satis�ed on the nonmortar side. It remainsto de�ne the nodal values of ~u��h which is done by ensuring the last condition(6.11). As already noticed (6.12), the value of ~u��h is obtained as a projectionof u�+h , actually, we have~u��h = u��h + ~��h (u�+h � u��h )Now the correct values of the degrees of freedom of ~u��h on the non mortarside are known, it remains to lift the correction, i.e. the new value of ~u��hover 
k is now~u��h = u��h +Rk;jh (~��h (u�+h � u��h ); ��h (�n+h � �n�h ))In order to check that ~u��h is still a good approximation of u, we �rst makeuse of the triangular inequalitysXT 2Th ju� ~u�hj22;T � sXT 2Th ju� u�hj22;T +sXT 2Th ju�h � ~u�hj22;TThe �rst term in the right hand side is part of the norm in (6.49) whereasthe second term is bounded, from Lemma 6.3 as followssXT 2Th ju�h � ~u�hj22;T = sXT 2Th jRk;jh (~��h (u�+h � u��h ); ��h (�n+h � �n�h )j22;T )� c(k~��h (u�+h � u��h )kH 3200(�k;j) + k��h (�n+h � �n�h )kH 1200(�k;j))(6.50)



6.4. Analysis of the best �t error 125Let us assume now that the discretization on the nonmortar side (denoted ash�) is smaller than the one on the mortar side (denoted as h�), hence we arein the situation where (asymptotically) there exists a constant c such thath� � ch+the optimality of the approximation then results by noting thatk~��h (u�+h � u��h )kH 3200(�k;j) � ku�+h � u��h kH 3200(�k;j) + k(u�+h � u��h )� ~��h (u�+h � u��h )kH 3200(�k;j)� ku�+h � u��h kH 3200(�k;j) + h 12�ku�+h � u��h kH2(�k;j)� ku�+h � ukH 3200(�k;j) + ku� u��h kH 3200(�k;j)+h 12�fku�+h � ukH2(�k;j) + ku� u��h kH2(�k;j)gNow from the trace theorem and the standard approximation results on theinterpolation operator, we obtaink~��h (u�+h � u��h )kH 3200(�k;j) � cfh�kukH3(
�) + f1 + (h�h+ ) 12 gh+kukH3(
+)g� cfh�kukH3(
�) + h+kukH3(
+)gwhere the last bound results from the hypothesis h� � ch+. The other termon the right hand side of (6.50) is treated similarly. In case where, on thecontrary, there exists a constant c where (still asymptotically) h� � ch+ thenthe inverse inequality leads tok~��h (u�+h � u��h )kH 3200(�k;j) � h�12� k~��h (u�+h � u��h )kH10(�k;j) (6.51)the stability in the H1 norm of the projection operator ~��h then producesk~��h (u�+h � u��h )kH 3200(�k;j) � ch�12� ku�+h � u��h kH10 (�k;j) (6.52)and the result follows again by inserting u�u in this last norm, using CauchySchwarz inequality and bounding independently both contributions in theH10 (�k;j)-norm yieldingk~��h (u�+h � u��h )kH 3200(�k;j) � ch�12� fh 32�kukH3(
�) + h 32+kukH3(
+)g� cfh�kukH3(
�) + f1 + (h+h� ) 12 gh+kukH3(
+)gand the optimality is achieved also in this case.



126 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar method6.5 Analysis of the consistency errorWe turn now to the analysis of the consistency term in the right handside of (6.20). We follow here the same lines as in of (Bernadou, Matao Eiroa,Trouve) that relies on the important lemma 6.2. Indeed, the consistency errorterms reads supwh2Vh j(f;wh)� a�h(u;wh)jk wh kh (6.53)It is an easy matter to note that(f;wh)� a�h(u;wh) = KXk=1 Z
k fwh � Z
k 2Xi=1 2Xj=1 @2u@xi@xj @�xi(wh)@xjFrom the de�nition of the continuous problem we know that this can also bewritten as(f;wh)� a�h(u;wh) = KXk=1 2Xi=1 2Xj=1fZ
k @4u@x2i@x2jwh � Z
k @2u@xi@xj @�xi(wh)@xj gUsing a simple integration by parts, yieldsZ
k @2u@xi@xj @�xi(wh)@xj = � Z
k @3u@xi@x2j �xi(wh) + Z@
k @2u@xi@xj :nkj �xi(wh)where nk is the normal to @
k. Summing up these expression yieldsKXk=1 Z
k @2u@xi@xj @�xi(wh)@xj = KXk=1� Z
k @3u@xi@x2j �xi(wh) + ZS @2u@xi@n [�xi(wh)]where [�xi(wh)] denotes the jump of �xi(wh) through the skeleton. In additionwe also note thatZ
k @3u@xi@x2j �xi(wh) = Z
k @3u@xi@x2j (�xi(wh)� @wh@xi ) + Z
k @3u@xi@x2j @wh@xiFrom lemma 6.2 we �rst note thatj Z
k @3u@xi@x2j (�xi(wh) � @wh@xi )j � chkukH3(
k)( XT 2
k jwhj2H2(T )) 12



6.5. Analysis of the consistency error 127besides it is immediate to note thatZ
k @3u@xi@x2j @wh@xi = � Z
k @4u@x2i@x2jwh + Z@
k @3u@xi@x2j :nki (wh)so that again from summation we derive a consistency error bounded byj(f;wh)� a�h(u;wh)j � chkukH3(
k)kwhk� + j ZS @2u@xi@n [�xi(wh)]j+ j ZS @3u@xi@xj@n[wh]j(6.54)The mortar condition then allows to derive, for any  i 2 ~Wh0(S)ZS @2u@xi@n [�xi(wh)] = ZS( @2u@xi@n �  i)[�xi(wh)] (6.55)and for any �ij 2 ~Wh0(S)ZS @3u@xi@xj@n [wh] = ZS( @3u@xi@xj@n � �ij)[wh]choosing  i and �ij as good approximations of @2u@xi@n, and @3u@xi@xj@n respectivelyyield ZS @2u@xi@n[�xi(wh)] � ck @2u@xi@n �  ikH�12 (S)kwhk�� chkukH3(
k)kwhk� (6.56)ZS @3u@xi@xj@n [wh] � ck @3u@xi@xj@n � �ijkH�32 (S)kwhk�� chkukH3(
k)kwhk� (6.57)Summing up (6.55), (6.56), (6.57) this ends the proof that the consistencyterm is optimal



128 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar method6.6 Extensions to the shell problemOur purpose is to extend the mortar element method for the DKT ap-proximation to handle the aproximation of the shell problem. As it has beenintroduced in the previous section, we assume that the middle surface of theshell is de�ned as the image of a domain 
 by a mapping ~� which will beassumed to be regular enough (actually 2 W 4;1(
)). In all what follows, wenote the transverse displacement v3 and the rotations �.The problem we want to tackle now is the followingDe�nition 6.1. For any ~p 2 (L2(
))3; ~N 2 (L2(�1))3; M 2 (L2(�1))2,Find (~u�) 2 ~V � = H1(
)�H1(
)�H2(
) such that:a�(~u�; ~v) = f�(~v); 8~v 2 ~V � (6.58)wherea�(~u;~v) = Z
 eE����[��(~u)��(~v) + e212 ����(~u)����(~v)]pads1ds2f�(~v) = Z
 ~p~vpads1ds2 + Z�1[ ~N~v +M�(v3;� + b��v�)] d����(~u) = v3j�� � c��v3 + b��v�j� + b��v�j� + b��j�v�~V � = f~v 2 (H1(
))3 �H2(
); ~vj�0 = ~0; @nv3j�0 = 0gwhere the various constants are of geometric nature and detailled in theprevious section. We recall that:Theorem 6.3. The problem (6.58) has one and only one solution.The proof is given in (Bernadou, Ciarlet 1976). We propose now the dis-cretization of this problem. The triangulation is the same as before and doesnot allow to have a standard approximation (it is again twice non confor-ming!). The discrete space has been introduced in section 2 and consists inthe space ~Vh = Vh1�Vh1�Vh2 and, as indicated in the introduction, the dis-crete problem is (6.2) where in the de�nition of ah (6.3) and fh (6.4) entersthe discrete derivatives de�ned here after.De�nition 6.2 (discrete derivatives).@h�(~vh) = ��h� � b��vh� 8(~vh; �h) 2 ~Zh (6.59)



6.6. Extensions to the shell problem 129@h�(~vh) is supposed to be a good approximation of vh3;�De�nition 6.3. For any ~vh 2 ~Vh, we de�ne:��h��(~vh) def= @h��(~vh)� ����@h�(~vh)� c��vh3 + b��vh�j� + b��vh�j� + b��j�vh�where @h��(~vh) = 12(@�@h�(~vh) + @�@h�(~vh))so that ��h��(~vh) = ����(~vh; �h) 8(~vh; �h) 2 ~Zh (6.60)The discrete norm we shall be working with in order to measure thediscrete function isDe�nition 6.4. k ~vh kh= (k ~vh k21;
 + XT2Th jvh3j22;T ) 12 (6.61)Following the same strategy as in section 3, we manage to obtain theexistence of the discrete solution to problem (6.2). Indeed we remark thatif ~vh 2 ~Vh satis�es ah(~vh; ~vh) = 0 then ~vh is locally, on each subdomain 
ka rigid motion. From the mortar conditions on the three components of ~vhthis rigid motion is, �rst, the same on 
 and second vanishes since the shellis assumed to be clamped on a part of the boundary. In order to derive anoptimal error bound, we �rst state an abstract error estimate, close to (6.20)and that reads as followsTheorem 6.4 (Abstract error estimate). Assume that the bilinear formah(:; :) is uniformly continuous on ~Vh [ ~Z and elliptic on ~Vh, ie, there existsconstants  > 0 and � > 0 independant of h, such that k ~vh k2h � ah(~vh; ~vh) 8~vh 2 ~Vhah(~vh; ~wh) � � k ~vh khk ~wh kh 8~vh; ~wh 2 ~Vh [ ~Z: (6.62)



130 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar methodThen, there exists a constant C > 0, independant of h such that;k ~u� � ~uh kh� C f inf~vh2~Vh k ~u� � ~vh kh + sup~wh2~Vh jf�(~wh)� fh(~wh)jk ~wh kh+ sup~wh2~Vh jf�(~wh)� ah(~u�; ~wh)jk ~wh kh g (6.63)where ~u� and ~uh are respectively the solutions of problems (6.58) and (6.2)The uniform continuity of ah is proven following the same lines as in(Bernadou, Matao Eiroa, Trouv�e, 1993) and relies on an extension of lemma6.2 proven in the case of conforming triangulation in (Bernadou, Matao Eiroa,Trouv�e, Lemma 3.1) and valid here also for obvious reasonsLemma 6.6. There exists a constant c, independant of the triangle T suchthat, for m = 0; 1 and � = 1; 28~vh 2 ~Vh; j@h�(~vh)� v3h;�jHm(T ) � ch1�mT (kvh1kH1(T ) + kvh2kH1(T ) + jvh3jH2(T ))(6.64)The uniform ellipticity is proven also with the same type of argumentsbut are much more involved since they are based on the discrete compactnessproperties for nonconforming approximations obtained in (Stummel, 1980).The proof is standard in the analysis of plate and shell problems and �rstconsists in establishing a coercivity result stating that the contribution, overevery triangle T , to the bilinear form ah satis�esahT (~vh; ~vh) � C1fkvh1k2H1(T ) + kvh2k2H1(T ) + kvh3k2H2(T )g� C2fkvh1k2L2(T ) + kvh2k2L2(T ) + kvh3k2H1(T )g (6.65)with constants C1 and C2 that are independant of T if h is small enough,[Bernardou, Mato Eiroa, Trouv�e, lemma 4.6]. By summing up these contri-butions one getsah(~vh; ~vh) � C1k~vhk2h � C2fkvh1k2L2(
) + kvh2k2L2(
) + KXk=1 kvh3k2H1(
k)g(6.66)Then we can proceed to prove the ellipticity of ah. Assuming that it doesnot hold, there exists a sequence ~vhq of functions of ~Vhq with limq!1 hq = 0,such that k~vhqkhq = 1; (ahq(~vhq ; ~vhq)) 12 < 1q (6.67)



6.6. Extensions to the shell problem 131The frame is now the space ~V0 de�ned by~V0 = f~v 2 (L2(
))3; 8k; 1 � k � Kv1j
k 2 H1(
k); v2j
k 2 H1(
k); v3j
k 2 H2(
k); (6.68)~v = 0 over �0; @v3@n = 0 over �0; (6.69)8p non mortar Zp(vij
k � vij
`) = 0; (6.70)Zp(@vij
k@n � @vij
`@n ) = 0g (6.71)Let Lm;2(
k) be the space of all vector-valued functions u� = (u�) havingcomponents u� in L2(
k) for j�j � m with � = (�1; �2) 2 IN2 andj�j = �1 + �2. To any uh 2 ~Yh, we note u�h = (D�uh)j�j�m where D� are thelocal (in sense over each triangle of Th partial derivatives, without the Diracmass).We also introduce the space ~Yh \ ~V0. As in [Stummel, 1980], we introducethe following concept:� the strong convergence of the sequence (uh) to a function u is equivalentto k uh � u km;2;
� ( Xj�j�m XT 2Th ZT jD�uh �D�uj2 dx) 12 ! 0 (h! 0) (6.72)We recall the following properties:Property V0:There exists a constant � such that all functions vh 2 ~Yh\~V0 and their partialderivatives up to the order m � 1 satisfy the weak continuity condition (insense of Stummel) de�ned as follows:jD�vhjT (x)�D�vhjT 0 (x)j � �hsupT 2ThsupT jrvhj (6.73)holds uniformly in h and x, for j�j � m� 1, for all points x at interelementboundaries, for all adjacent triangles T , T 0 in 
k; 8k = 1; ::;K



132 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar methodWe remark that the jump between 
k and 
` can be large.Property V1: 8v0 2 ~V0; infvhq2~Yh\~V0 k v0 � vhq km;2;
! 0 (q !1)where k : km;2;
 is de�ned in (6.72).Property V2:The limits of all weakly convergent sequences of functions vhq in ~Yh \ ~V0belong to the subspace ~V0.Property V0 (local on 
k) is standart. The properties V1 and V2 areveri�ed locally on 
k and since we have the conditions (6.70) and (6.71),the two properties hold everywhere on 
.We derive from (Stummel, section 2.3, 1980), that as we veri�ed theproperties V0, V1, and V2, then we have as a consequence the property V3 onthe sequence ~vhq that satis�es (6.67).There exists a subsequence vhq0 extrated from vhq such that vhq0 convergesweakly (in sense of Stummel, ie in sense of p-uplet) to ~v� 2 ~V0 and moreovervhq0 converges strongly in (L2(
))2��kH1(
k).Moreover it satis�es, for anyelement ~w in ~V0 a(~v�; ~w) = limq!1 ahq (~vhq ; ~whq)where whq ! ~w strongly in ~V0 in sense of Stummel (as introduced in propertyV1). Using Cauchy-Schwartz inequality, we then have:jahq(~vhq ; ~whq)j � Cahq(~vhq ; ~vhq) 12ahk(~whk ; ~whk) 12Since we have (6.67) and ahq(~whq ; ~whq ) 12 is bounded, we obtaina(~v�; ~w) = 0proving that ~v� is, over each 
k a rigid body motion. Since it is in ~V0,it must vanish, using (6.70) and (6.71), which obviously contradicts the fact



6.6. Extensions to the shell problem 133that k~vhkkhk = 1. We have thus proven, by contradiction thatLemma 6.7. Assume h is small enough, then, the bilinear form ah is uni-formly elliptic and continuous over the space [~Vh]2.In order to use the approximation result of Lemma 6.4 we are led toanalyse each terms in the right hand side of (6.63). The best �t term istreated in a complete analogous way as the one in the simpler case (seesection 4) combined with the arguments used in the standard mortar analysisfor approximations of H1(
) by elements of Vh1. The second consistency termis also treated in a similar way, only the �rst term is newsup~wh2~Vh jf�(~wh)� fh(~wh)jk ~wh khand is equal to Z�1 M�(@h�~vh � v3;�)dThe integral over �1 is decomposed into the sum over all sides Sj of trianglesof the triangulation, each contribution is then treated as followsj ZSj M�(@h�~vh � v3;�)d � CjM�j 12 ;Sj j@h�~vh � v3;�j� 12 ;Sj� chjM�j 12 ;Sjfkwh1kH1(T ) + kwh2kH1(T ) + jwh3jH2(T )g (6.74)as results from lemma 3.2 of (Bernadou, Matao Eiroa, Trouv�e, 1993). Sum-ming up all these expressions leads tosup~wh2~Vh jf�(~wh)� fh(~wh)jk ~wh kh � chjM j 12 ;�1We end this section by stating the main resultTheorem 6.5. Let us assume that the middle surface of the shell is theimage of a plane polygonal domain 
 by a mapping ~� 2 (W 4;1(
))3, thetriangulation of the domain is uniformely regular over each subdomain 
,that the data ~p, ~N and M are regular enough so that the solution ~u of Koiterproblem (6.58) belongs to ~V \ [(H2(
))2 � H3(
)]), then, for h su�cientlysmall, there exists a unique solution uh to problem (6.2) and it satis�esku� uhkh � Ch(ku1kH2(
) + ku2kH2(
) + ku3kH3(
) + jM j 12 ;�1)



134 Chapitre 6. On the convergence of D.K.T. for the mortar method



135Chapitre 7Mise en oeuvre de la m�ethodedes joints pour les probl�emesde plaques et coques7.1 La r�esolution �a deux niveaux7.1.1 Le probl�eme de coinsDans cette section, nous d�etaillons la mise en oeuvre de la m�ethode des�el�ements avec joint au probl�eme de coques.Dans le cas conforme, C. Farhat et F.X Roux ont not�e qu'en utilisant lam�ethode de r�esolution �etudi�ee au chapitre 3 avec r�esolution de probl�emes deNeumann locaux, qu'il apparâ�ssait une discontinuit�e au niveau du saut dessolutions locales aux points de croisement des interfaces. Pour rem�edier �acette singularit�e, l'id�ee principale est de forcer le multiplicateur de Lagrange�a g�en�erer des champs de d�eplacements locaux continus aux points de croise-ment des interfaces, au fur et �a mesure des it�erations du gradient conjugu�eprojet�e. En introduisant cette contrainte de continuit�e suppl�ementaire, onintroduit aussi un niveau suppl�ementaire dans la m�ethode de r�esolution.En e�et, le probl�eme revient, pareillement �a la section 3.4.1 du chapitre 3,�a r�esoudre un probl�eme de minimisation sous la contrainte nouvellementintroduite.Dans le cas non conforme, le recollement de sous-domaines par la m�ethode



136Chapitre 7. Mise en oeuvre de la m�ethode des joints pour les probl�emes deplaques et coquesdes �el�ements avec joint en imposant un raccord int�egral a �et�e �etudi�ee au cha-pitre pr�ec�edent. Sachant que dans le cas conforme, il existait une mise enoeuvre qui traitait sp�ecialement le recollement des points de croisement desinterfaces, nous avons propos�e pour le recollement de la troisi�eme compo-sante correspondant au d�eplacement transverse, une fonction joint qui prendnaturellement en compte les probl�emes aux points de croisement des inter-faces.Par cons�equent, nous nous int�eressons �a la r�esolution du probl�eme hybride,o�u les matrices de rigidit�es Ki sont issues de la discr�etisation �el�ement �nidu mod�ele de plaque D.K.T. et o�u les matrices d'interfaces Bi sont d�e�niespar des raccords int�egraux �etudi�es dans le chapitre 6, par la m�ethode dugradient conjugu�e projet�e.Formulons de fa�con alg�ebrique la m�ethode de r�esolution traitant la conti-nuit�e aux coins.Nous rappelons que le domaine 
 est d�ecompos�e en N sous-domainesf
igNi=1.RappelsDans la m�ethode du gradient conjugu�e projet�e vue au chapitre 3, quenous appellerons solve 1, la projection P d�e�nie parPg = g +G� = NXi=1Biui (7.1)�etait une projection orthogonale sur Ker(Gt). Le gradient projet�e est enfait �egal au gradient g corrig�e par les sauts des modes de coins.Par cons�equent,(Pg;G�) = ( NXi=1Biui; NXi=1BiRi�i) = 0 (7.2)Nous rappelons l'�equation suivante:GtPg = 0 (7.3)



7.1. La r�esolution �a deux niveaux 137On r�esolvait un probl�eme de minimisation sous contrainte, d'op�erateurP tDP , de la forme: (P tDP� � P tc; y) = 0Gt� = 0D�e�nition des modes de coinsNous introduisons une matrice rectangulaire C dont le nombre de lignesest �egal au nombre de degr�es de libert�e global sur l'interface et le nombre decolonnes �egal au nombre de degr�es de libert�e sur l'interface pour lesquels onimpose la continuit�e �a travers les it�erations. Nous notons Ci l'ensemble desmodes de coins dans le sous domaine 
i.Imposer la continuit�e du champ d�eplacement aux points de croisementdes interfaces est �equivalent �a imposer que le saut des solutions doit êtreorthogonal au saut des 'modes de coins':(BiCi)tPgn = 0 8iou (Xi BiCi�i)tPgn = 0 8�Le probl�eme grossierPar analogie avec (7.1), le gradient projet�e pr�econditionn�e par les modesde coins s'�ecrit: MPgn = Pgn +Xi BiCi�i (7.4)Maintenant, nous souhaitons rendre les d�eplacements 'g�en�er�es' issus desolve 1 continus aux coins. Ceci s'exprime par(P tDP (Pg + C�)) orthogonal �a C =Xi BiCic'est-�a-dire, puisque la projection est orthogonale P t = P , et P 2 = P



138Chapitre 7. Mise en oeuvre de la m�ethode des joints pour les probl�emes deplaques et coques(PD(Pg + PC�); C) = 0 8() (D(Pg + PC�); PC) = 0 8On introduit maintenant le sous-espace grossier d�e�ni par les modesrigides et les modes de coins. On note � les coe�cients des modes rigides et� ceux des modes de coins.Des relations (7.1) et (7.3), on �ecrit:PC� = C� +G� = CGXavec CG = [C G] et X =  �� ! (7.5)et GtPC� = 0Par cons�equent, en posant Y =  � ! (7.6)nous avons (D(Pg + C� +G�); C +G�) = 0sous les contraintes Gt(C� +G�) = Gt(C +G�) = 0(D(Pg + CGX); CGY ) = 0sous contraintes GtCGX = GtCGY = 0Ce probl�eme est �equivalent au probl�eme que nous appellerons solve 2. C tGDCG C tGGGtCG 0 !0B@ " �� #� 1CA =  C tGDPg0 ! (7.7)



7.1. La r�esolution �a deux niveaux 139avec CG = � C G � (7.8)C =Xi BiCi (7.9)La \nouvelle" m�ethode solve 2, applicable aux probl�emes de plaques etcoques peut être r�esolue par une m�ethode du Gradient Conjugu�e Projet�e(Pr�econditionn�e). Celle-ci peut être interpr�et�ee comme �etant une m�ethodede r�esolution deux niveaux:{ Premier niveau:un multiplicateur de Lagrange �n est calcul�e �a chaque it�eration dansle but de r�eduire le saut du champ d�eplacement sur les interfaces entreles sous-domaines.{ Deuxi�eme niveau:un probl�eme de coins qu'on quali�e de grossier, est r�esolu a�n de ren-forcer la continuit�e du champ d�eplacement transverse sur les coins dessous-domaines7.1.2 R�esolution du probl�eme grossierLe probl�eme grossier associ�e aux corrections de coins est donn�e par: C tGDCG C tGGGtCG 0 !0B@ " �� #� 1CA =  C tGD0 ! y (7.10)avec CG = � C G � (7.11)C =Xi BiCi (7.12)On �ecrit le probl�eme, comme dans le chapitre 3, en terme de minimisationd'une fonctionnelle quadratique:min�(�; �) = 12 h �t �t iC tGDCG " �� #+ h �t �t i  C tGD0 ! y



140Chapitre 7. Mise en oeuvre de la m�ethode des joints pour les probl�emes deplaques et coquessous la contrainte GtCG " �� # = 0Ce probl�eme peut �egalement être r�esolu par la m�ethode du GradientConjugu�e Projet�e. On se souvient que la projection orthogonale sur le noyaude Gt dans la m�ethode du Gradient Conjugu�e Projet�e du chapitre 3 �etait:P = I �G(GtG)�1Gt (7.13)Pour le probl�eme de coins, la projection sur les modes de coins est donn�epar: Q = I � C tGG(GtCGC tGG)�1GtCGLe produit matrice-vecteur Q " x1x2 # nous am�ene �a r�esoudre un troisi�emeprobl�eme grosier de la forme(GtCGC tGG)	 = GtCG " x1x2 #A�n d'�eviter la r�esolution de ce probl�eme suppl�ementaire, on r�e�ecrira,dans la prochaine section, la matrice projection.Cette nouvelle �ecriture fera intervenir un op�erateur �a inverser, identique �acelui de l'�equation (7.13).7.1.3 Calcul de la projection QOn r�esoud le syst�eme (7.10) par un algorithme de gradient conjugu�e avecprojection. La matrice de projectionQ est introduite dans le but de corriger, �achaque it�eration p, la solution (�p; �p) a�n que celle-ci satisfasse la contraintede continuit�e: GtCG " �p�p # = 0 (7.14)



7.2. R�esultats Num�eriques 141avec CG = [C G] Q " �p�p # = " �p�p + �p # (7.15)On d�eduit des �equations (7.14) et (7.15),�p = �(GtG)�1(GtC�p +GtG�p) (7.16)ainsi, on obtient l'expression suivante de l'op�erateur de projection:Q = I � " 0I # (GtG)�1GtCG (7.17)Remarque 7.1. On remarque que l'op�erateur de projection Q et l'op�erateurde projection P poss�edent le même op�erateur (GtG)�1. Par cons�equent, ilsengendrent les mêmes probl�emes grossiers o�u seuls les seconds membres sontdi��erents.Remarque 7.2. La matrice de projection Q est non orthogonale, parcons�equent, dans l'algorithme du gradient conjugu�e projet�e, on multipliera,dans la phase projection, parQt = I � C tGG(GtG)�1 h 0 I i (7.18)7.2 R�esultats Num�eriques7.2.1 Plaque en cisaillement transversalA�n de valider le code de d�ecomposition de domaines recoll�es par lam�ethode des �el�ements avec joint pour les probl�emes de plaques, nous avonsmod�elis�e une plaque en cisaillement perpendiculaire �a la surface moyenne,simulation pour laquelle nous poss�edons une valeur analytique de r�ef�erence.
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A B

DC

Fig. 7.1 - Plaque en cisaillement transverseLa g�eom�etrie est donn�ee dans le tableau suivant:Epaisseur e = 0:05 mLongueur L = 12 mLargeur l = 1 m{ Les propri�et�es du mat�eriau sont: E = 1:0E7 Pa et � = 0:25.{ Les conditions aux limites sont: AC encastr�e.{ Le chargement est: en B: Fz = �1:0 N et en D: Fz = 1:0 N . Lavaleur de r�ef�erence, dans le cadre du mod�ele de Kirchho�, est: en D,le d�eplacement de la êche est �egal �a 35:37 10�03 m (communicationpersonnelle de monsieur Destuynder).Nous obtenons une bonne ad�equation entre la solution (d�eplacementtransverse) trouv�ee 35:288 10�03 (voir �gure 7.2) et la valeur de r�ef�erence.
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Fig. 7.2 - Plaque en cisaillement: d�eplacement transverse le long de AB etCD
40 * 40

40 * 40

80 * 80

80 * 80Fig. 7.3 - Plaque en cisaillement: maillage non conformeNous avons mod�elis�e la plaque en cisaillement en la d�ecomposant en2� 2 sous-domaines et en ra�nant le maillage 7.3 par 2 puis 4. Nous avonsrepr�esent�e le logarithme du pas de maillage en fonction du logarithme del'erreur de la êche au point D, voir �gure 7.4. L'erreur consid�er�ee �etant lavaleur absolue de la di��erence entre la êche de r�ef�erence au point D et laêche calcul�ee sur les di��erents maillages au point DNous trouvons: log(erreur)= log(h) = �



144Chapitre 7. Mise en oeuvre de la m�ethode des joints pour les probl�emes deplaques et coquesLa valeur calcul�ee num�eriquement de � est environ 4:0. (Voir �gure 7.4).
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Fig. 7.4 - Plaque en cisaillement: erreur7.2.2 Cas test: PlaqueNous simulons maintenant la plaque repr�esent�ee sur la �gure 7.5.
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FFig. 7.5 - Plaque en cisaillement



7.2. R�esultats Num�eriques 145La g�eom�etrie est donn�ee dans le tableau suivant:Epaisseur e = 0:05 mLongueur L = 1 mLargeur l = 1 m{ Les propri�et�es du mat�eriau sont: E = 1:0E7 Pa et � = 0:25.{ Les conditions aux limites sont: AB et AC encastr�es.{ Le chargement est: en D: Fz = �1:0 N .R�esultats de recollementA�n de valider le choix de l'espace des multiplicateurs de Lagrange pour lerecollement du d�eplacement transverse et de ses d�eriv�ees, nous avons d�ecoup�ela plaque en 2, 4 et 8 sous-domaines. Nous visualisons sur les courbes sui-vantes le d�eplacement transverse et les rotations et remarquons un raccordparfait au travers des interfaces de la d�ecomposition.Regardons sur les �gures 7.6, 7.7, 7.8 le d�eplacement transverse ainsi queses d�eriv�ees le long du côt�e ED (�gure 7.5).
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Fig. 7.6 - Plaque: maillage 40 � 40, conforme, d�ecomposition 2 � 1,d�eplacement transverse le long de la coupe ED.
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Fig. 7.8 - Plaque: maillage 40� 40, conforme, d�ecomposition 2� 1, d�eriv�eetangentielle du d�eplacement transverse le long de la coupe ED
A�n de compl�eter les coupes, visualisons sur les �gures 7.9, 7.10 et 7.11 lesdistributions surfaciques du d�eplacement transverse ainsi que de ses d�eriv�eesnormales et tangentielles.
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Distribution surfacique: deplacement transversal
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Fig. 7.9 - Plaque: maillage 40 � 40, conforme, d�ecomposition 2 � 1,d�eplacement transverse.
Distribution surfacique: derivee normale du deplacement transverse
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Distribution surfacique: derivee tangentielle du deplacement transverse
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10*41 10*31 10*21 10*11Fig. 7.12 - D�ecomposition et Maillage non conforme de la plaque.
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152Chapitre 7. Mise en oeuvre de la m�ethode des joints pour les probl�emes deplaques et coquesRegardons le cas d'un d�ecoupage 2 � 2 sous-domaines, maill�e �nement(voir �gure 7.17) dont la solution servira de solution de r�ef�erence, puis maill�ecomme sur les �gures 7.18 et 7.19. Deux maillages non conformes serontconsid�er�es, maill�es �nement pr�es de l'encastrement et grossi�erement au voi-sinage de la force impos�ee (voir �gure 7.20 et 7.21)
160 * 160 160 * 160

160 * 160160 * 160Fig. 7.17 - Mesh1: maillage conforme, d�ecomposition 2� 2
80 * 80 80 * 80

80 * 8080 * 80

Fig. 7.18 - Mesh2: maillage conforme, d�ecomposition 2� 2
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40 * 40 40 * 40

40 * 4040 * 40Fig. 7.19 - Mesh3: maillage conforme, d�ecomposition 2� 2
80 * 80
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20 * 20

Fig. 7.20 - Mesh4: maillage non conforme, d�ecomposition 2 � 2
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40 * 40

40 * 4040 * 40

20 * 20

Fig. 7.21 - Mesh5: maillage non conforme, d�ecomposition 2 � 2Comparons les champs d�eplacement transverse ainsi que ses d�eriv�ees nor-males et tangentielles.
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Fig. 7.22 - D�eplacement transverse le long de la coupe ED
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Fig. 7.23 - Zoom du d�eplacement transverse le long de la coupe ED
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Fig. 7.24 - D�eriv�ee tangentielle du d�eplacement transverse le long de ED
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Fig. 7.25 - D�eriv�ee normale du d�eplacement transverse le long de la coupeED
Visualisons sur les courbes 7.27, 7.26 l'erreur entre la solution calcul�eesur tous les points du maillage �n et celles calcul�ees sur tous les points desautres maillages. L'erreur consid�er�ee est donn�ee par la valeur absolue de ladi��erence entre la solution calcul�ee sur sur tous les points du maillage �n etla solution calcul�ee sur sur tous les points des autres maillages.
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Fig. 7.26 - Calcul de l'erreur.
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Fig. 7.27 - Calcul de l'erreur.Sur la �gure 7.23, nous remarquons que la solution obtenue avec le



158Chapitre 7. Mise en oeuvre de la m�ethode des joints pour les probl�emes deplaques et coquesmaillage non conforme mesh4 est meilleure que celle obtenue avec le maillageconforme mesh3. L'avantage est de pouvoir ra�ner localement le maillagedans les zones o�u l'information �a capter est la plus int�eressante.



7.2. R�esultats Num�eriques 159R�esultats de r�esidusNous avons pr�econditionn�e le probl�eme par le premier pr�econditionneur�etudi�e au chapitre 4, c'est-�a-dire par le pr�econditionneur M1, extension du'condens�e' pr�econditionneur au cas non conforme.Une premi�ere simulation �etudi�ee est le cas d'un pas de maillage h local�x�e comme sur la �gure 7.21 pour lequel nous avons augment�e le nombre desous-domaines. La taille globale augmente avec le nombre de sous-domaines,tandis que le h local reste constant. Sur les deux tableaux suivants, nousavons repr�esent�e le nombre d'it�erations ainsi que le r�esidu dans le cas d'unprobl�eme sans pr�econditionneur et avec le pr�econditionneur M1.Nombre de s-domaines It�erations R�esidu4 (2� 2) 49 7.10E-0048 (4� 2) 76 8.202E-00416 (4� 4) 77 7.835E-00432 (8� 4) 96 7.166E-004Tableau 6.1: Maillage non conforme, sans pr�econditionneur.Nombre de s-domaines It�erations R�esidu4 (2� 2) 14 5.256E-0048 (4� 2) 16 7.566E-00416 (4� 4) 16 8.966E-00432 (8� 4) 16 9.662E-00464 (8� 8) 16 8.662E-004Tableau 6.2: Maillage non conforme, avec le pr�econditionneur M1.A pas de maillage local �x�e, nous avons donc augment�e le nombre desous-domaines. Le pr�econditionneur appliqu�e �a un probl�eme plus complexe,celui de la mod�elisation D.K.T d'une plaque, s'est av�er�e e�cace comme lemontrent les tableaux 6.1 et 6.2.



160Chapitre 7. Mise en oeuvre de la m�ethode des joints pour les probl�emes deplaques et coquesDans ce cas, on remarque une ind�ependance en fonction du nombrede sous-domaines. En fait, il serait int�eressant de d�emontrer que le condi-tionnement de l'op�erateur projet�e P tDP ne d�epend plus du nombre desous-domaines comme ceci a �et�e fait dans le cas conforme, voir [J.Mandel,R.Tezaur et C.Farhat, 1995]. Une telle m�ethode est num�eriquement exten-sible puisque la vitesse de convergence ne se d�egrade pas lorsque le nombrede sous-domaines augmente. La parall�elisation donne ici son e�cacit�eoptimale.Par la suite, nous avons consid�er�e une d�ecomposition en un nombre �xe(8� 4) sous domaines et avons ra�n�e le pas du maillage h. Les tableaux sui-vants donnent le nombre d'it�erations et le r�esidu dans le cas d'une simulationsans et avec le pr�econditionneur M1.Pas du maillage It�erations R�esiduh 44 8.280E-004h/2 96 8.166E-004h/4 169 7.283E-004Tableau 6.3: Maillage non conforme, d�ecomposition 8� 4, sanspr�econditionneur.Pas du maillage It�erations R�esiduh 13 9.733E-004h/2 16 9.662E-004h/4 20 7.082E-004Tableau 6.4: Maillage non conforme, d�ecomposition 8� 4, avec lepr�econditionneur M1.Comme l'ont mis en �evidence C.Farhat et F.X.Roux (1994), l'utilisationdu pr�econditionneur condens�e ne fait pas disparâ�tre la d�ependance en h.Sur le tableau 6.4, le nombre d'it�erations augmente l�eg�erement lorsque l'onra�ne le pas du maillage h. On peut remarquer que le rapport entre lesit�erations lorsqu'on ra�ne le pas du maillage par 2 est sensiblement le mêmeque celui calcul�e pour le probl�eme du Laplacien.Dans le cas d'un nombre de processeurs �x�e, et d'un pas de maillage ra�n�e,nous observons que le pr�econditionneur reste relativement e�cace.



161Chapitre 8ConclusionDans cette �etude, nous avons pr�esent�e une m�ethode de d�ecompositionde domaines sans recouvrement, non conforme, recollant des maillages nonco��ncidant aux interfaces. Nous rappelons que la m�ethode des �el�ementsavec joint utilise une formulation hybride des �equations du probl�emede d�epart qui repose sur l'introduction de multiplicateurs de Lagrange �pour traiter la contrainte de continuit�e aux interfaces entre les sous-domaines.On a mis en �evidence les propri�et�es du spectre de l'op�erateur condens�e etmontr�e, num�eriquement, que la m�ethode de r�esolution du syst�eme hybride,c'est-�a-dire, la m�ethode du gradient conjugu�e utilisant la technique dereconjugaison des directions de descente, �etait tr�es e�cace.Di��erents pr�econditionneurs pour cette m�ethode de r�esolution ont �et�epropos�es.Le premier est une extension du pr�econditionneur condens�e, �etudi�e dans lath�ese de F.X. Roux, au cas de maillage non conforme. Vue la forme de cepr�econditionneur, son inuence s'est faite ressentir surtout sur les petitesvaleurs propres de la matrice mettant ainsi en �evidence un ph�enom�ene de'super-convergence' tr�es int�eressant.L'originalit�e du deuxi�eme pr�econditionneur r�eside dans la constructionde l'espace des multiplicateurs de Lagrange. En e�et, nous avons construitune base hi�erarchique de l'espace des joints. Nous avons remarqu�e que cettenouvelle formulation du probl�eme hybride inuait surtout sur les hautesfr�equence de la matrice, mettant ainsi en �evidence les mêmes ph�enom�enes



162 Chapitre 8. Conclusionpr�ec�edemment cit�es. Un pr�econditionneur bas�e sur les grilles grossi�eres s'estav�er�e tr�es e�cace.Une telle approche 'adaptative' des interfaces pourrait être �etendue natu-rellement �a la prise en compte des contraintes de continuit�es aux interfacesentre maillages non conformes issus d'un processus de ra�nement.La m�ethode de r�esolution �etudi�ee, appliqu�ee sur des probl�emes ellip-tiques, est une m�ethode num�eriquement tr�es e�cace et pr�esente un grandint�erêt du point de vue du parall�elisme. On a montr�e que la m�ethode pouvaits'appliquer pour des d�ecoupages quelconques, même avec certaines sous-structures ottantes, et que la m�ethode du gradient conjugu�e pr�econditionn�eprojet�e avec reconjugaison des directions de descente �etait num�eriquementextensible.Nous avons �etendu la m�ethode des �el�ements avec joint sur des probl�emesplus complexes, comme celui des plaques et coques.Pour le type d'�equations issues de probl�emes de plaques et coques, lesprobl�emes de mod�elisation des conditions de raccord ont �et�e plus complexes.Leur analyse a pos�e de s�erieuses questions math�ematiques. L'analysenum�erique de la m�ethode des �el�ements avec joint pour une mod�elisation deplaques formul�ees par la m�ethode D.K.T. a conduit �a des r�esultats optimauxen ce qui concerne l'analyse d'estimation d'erreurs.La m�ethode de r�esolution par sous domaines du probl�eme hybride s'estav�er�ee �egalement tr�es e�cace pour des probl�emes plus complexes.En e�et, on a remarqu�e que la m�ethode du gradient conjugu�e projet�e surl'espace grossier des modes rigides et des modes de coins est num�eriquementextensible. Lorsqu'on a augment�e le nombre de sous-domaines, la vitesse deconvergence ne s'est pas d�egrad�ee.L'�etude de la m�ethode des �el�ements avec joint appliqu�ee aux probl�emesde coques int�eresse actuellement les industriels tels P.S.A.L'�etude de la m�ethode des �el�ements avec joint �etendue �a la r�esolution des�equations de Navier-Stokes en simulation num�erique directe fait aujourd'huil'objet de la th�ese de Lydie Cazabeau. La m�ethode de r�esolution hybridepr�econditionn�ee pourrait être un solveur e�cace et naturellement adapt�e �a



163ce type de probl�emes.Les �etudes sur le recollement de maillages non conformes peuvent être�etendues aux probl�emes d'int�eraction uide-structure et constituent un pre-mier pas sur la voie du couplage de mod�eles num�eriques di��erents.
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165Annexe AQuelle architecture pour quelmod�ele de programmation?La performance obtenue par une simulation num�erique se fait aud�etriment du coût calcul et de la m�emoire. Les probl�emes auquels lesindustriels sont confront�es donnent des syt�emes lin�eaires sans cesse plusgros et gourmands en m�emoire. Or, la technologie demande de plus en plusdes simulations pr�ecises. Aussi, le besoin en calculateurs de plus en pluspuissants se fait sentir.Pour concevoir des calculateurs performants, plusieurs solutions peuventêtre envisag�ees. Notre approche fut celle du parall�elisme. On distingue deuxtypes de parall�elisme, le parall�elisme �a faible nombre de processeurs et�a m�emoire partag�ee et les calculateurs massivement parall�eles �a m�emoiredistribu�ee.Les machines �a faible nombre de processeurs permettent une bonneperformance des calculs en se reposant sur la puissance des processeursvectoriels et l'exploitation d'un parall�elisme mod�er�e. La programmationsur ce type de machine ne pose pas v�eritablement de probl�eme du pointde vue algorithmique. On y exploite surtout la vectorisation de code et lar�epartition des grandes boucles externes en plusieurs sous-tâches. Le faitque les processeurs y partagent le même espace m�emoire limite le nombrede processeurs pouvant être impl�ement�es sur le calculateur, car a�n deminimiser l'attente d'acc�es �a la m�emoire, on doit partager cette m�emoireen plusieurs bancs interlac�es permettant ainsi des �ecritures et des lecturessimultan�ees des di��erents processeurs.



166 Chapitre A. Quelle architecture pour quel mod�ele de programmation?C'est pourquoi la tendance actuelle est de se tourner vers les calculateursmassivement parall�eles (Paragon, Cray T3D). Les processeurs y sont de typescalaire, et donc beaucoup moins on�ereux. La puissance de calcul de la ma-chine reposent sur le nombre de processeurs que peut contenir un tel typede machine. A�n de ne pas être limit�e par le nombre de processeurs, chaqueprocesseur adresse une unit�e m�emoire qui lui est propre. Les donn�ees locales�a un processeur peuvent être envoy�ees aux autres processeurs grâce �a unr�eseau de communication reliant les processeurs. Sur ces types de machine,la performance d'un algorithme d�epend fortement du nombre de variablespouvant être local �a un processeur.A.1 Quelle architecture?Les machines massivement parall�eles �a m�emoire distribu�ee sont de deuxtypes. Ces deux types sont le type SIMD et le type MIMD.A.1.1 Architecture SIMDLe mod�ele de programmation SIMD, \Single Instruction Multiple Data",classi��e par Flynn en 1972, permet d'e�ectuer simultan�ement la mêmeop�eration sur des donn�ees di��erentes. Contrairement aux machines �a faiblenombre de processeurs, ces machines tirent leur puissance du grand nombrede processeurs �el�ementaires constituant le calculateur, et non de la puissancemême des processeurs.Ce type de machine pr�esente quelques inconv�enients:Sur une machine SIMD, l'algorithme le plus e�cace n'est plus celuiqui demande le moins d'op�erations si celui-ci ne permet pas d'utilisersimultan�ement les di��erentes unit�e de calcul.Pour cette raison, le d�evelopppement d'un code est d�ependant de lamachine SIMD sur laquelle il est impl�ement�e.



A.1. Quelle architecture? 167N�eanmoins, ces machines permettent de bonnes performances dans ledomaine de l'intelligence arti�cielle et l'image de synth�ese, car ce sont desdomaines o�u les algorithmes pr�esentent des d�ependances qui restent locales.Dans le domaine du calcul scienti�que, cette localit�e des donn�ees est rarementv�erif�ee.A.1.2 Architecture MIMDDans le domaine du calcul scienti�que, on utilise un autre type demachine exploitant un autre type de parall�elisme. Ce sont les machinesMIMD, \Multiple Instructions Multiple Data" comme Paragon, Cray T3D,IBM SP2. La machine poss�ede plusieurs processeurs ind�ependants ayantchacun ses propres unit�es de contrôle et de calcul. Tous les processeurstravaillent simultan�ement, chacun traitant son propre ot d'instructions,constituant un processus. Ces processus peuvent être des codes entiersind�ependants, ou des sous-parties d'un même code. Dans ce dernier cas, ilfaut qu'ils partagent un certain nombre de donn�ees, ce partage est assur�esi on dispose d'une m�emoire commune. Ce type de machine exploite unparall�elisme dont l'e�cacit�e d�epend du nombre de processeurs travaillant etdu volume de calcul e�ectu�e par chaque processeur.Les machines MIMD sont des machines qui poss�edent un nombre de pro-cesseurs allant de quelques dizaines �a quelques milliers. Ce sont des pro-cesseurs �evolu�es qui e�ectuent un nombre important de macro-instructions,qui peuvent être di��erentes d'un processeur �a l'autre, sur des donn�ees lo-cales. Leur architecture est adapt�ee �a un parall�elisme de forte granularit�e,c'est-�a-dire que le rapport temps de calcul sur temps de communication estimportant. L'inconv�enient d'une telle architecture est du �a la non-conformit�edu coût d'acc�es aux donn�ees, suivant qu'elles sont situ�ees dans la m�emoire lo-cale du processeur ou non et �a la gestion de la m�emoire distribu�ee. C'est pourcette raison qu'il convient de d�e�nir des sous-structures de donn�ees localespropres �a chaque processeurs.L'approche d�ecomposition de domaines est bien adapt�ee �a ce type ded'architecture. En e�et, la philosophie de l'approche d�ecomposition dedomaines consiste �a consid�erer les d�ependances au niveau du programmecomplet pour d�ecouper, par la suite, le domaine d'�etude en plusieurs sous-groupes et s'int�eresser au probl�eme local associ�e �a chaque sous-ensemble.



168 Chapitre A. Quelle architecture pour quel mod�ele de programmation?Chaque sous-domaine sera associ�e �a un processeur, ou �a un groupe deprocesseurs, qui aura la tâche de r�esoudre son propre probl�eme local avecses propres donn�ees locales. Par la suite, pour obtenir la solution globale surle domaine complet, il faudra raccorder les solutions locales. Les phases decommunication permettent de r�esoudre les int�eractions entre sous-domaines.Cette approche d�e�nit de fa�con naturelle les taches volumineuses puis-qu'elles correspondent �a l'ex�ecution du probl�eme complet mais �a l'�echellelocale. Ces tâches sont su�samment ind�ependantes pour autoriser l'ex-ploitation d'un parall�elismemassif associ�e �a un grand nombre de processeurs.Les avantages d'une telle approche sont multiples:Cette approche permet de pr�eserver le code scalaire qui est dupliqu�esur chaque processeur. Ainsi, on peut e�ectuer une premi�ere parall�elisationsans �a avoir �a modi�er de fa�con tr�es importante l'�ecriture du code, les choixnum�eriques, la mod�elisation de la physique.Un des grands avantages de cette approche est que le cadre de l'�etudeest peu d�ependant de la nature du code et de la machine d'accueil.En�n, la souplesse de la d�ecomposition en sous-domaines peut r�epondre�a plusieurs d�emarches issues des contraintes du parall�elisme (granularit�e,�equilibrage es tâches...) ou de celles de la physique (prise en compte deph�enom�enes locaux...)Ce sont pour ces multiples avantages que ce type de machine a �et�e pri-vil�egi�e pour le d�eveloppement du mod�ele d�ecomposition de domaines nonconformes, a�n que l'impl�ementation de ce mod�ele puisse être le plus pos-sible ind�ependant de la machine de d�eveloppement. On peut noter que cechoix semble être aujourd'hui une tendance g�en�erale dans le domaine ducalcul scienti�que.



A.2. Quel mod�ele de programmation? 169A.2 Quel mod�ele de programmation?Pour ces machines �a architectures parall�ele, di��erents mod�eles deprogrammation peuvent être consid�er�es. On choisira la programmation par�echange de messages.La programmation par �echange de messagesOn a vu que la machine �a architecture parall�ele est �equivalente �a unemulti-machine (Intel Paragon, Cray T3D) o�u chaque processeur a sa proprem�emoire locale. Par cons�equent, le d�eveloppeur organise les transfertsd'information locaux et globaux de fa�con �a tenir compte de la distributionde la m�emoire.Le mod�ele de programmation par �echange de messages est su�sammentg�en�eral pour être utilis�e pour une tr�es large gamme d'applications ducalcul scienti�que. De plus ce mod�ele est tr�es bien adapt�e pour la mise enoeuvre de l'approche par d�ecomposition de domaine. En e�et, si chaqueprocesseur r�esout en parall�ele un probl�eme en d�eplacements local relatif �aun sous-domaine, alors, le d�eplacement global est obtenue de fa�con naturellegrâce �a des phases de communication entre processeurs. Ces phases fontintervenir des appels de librairies pour les transferts de donn�ees via lesinterfaces de couplage entre sous-domaines voisins. Elles font �egalementintervenir des op�erations comme la somme, le maximum, pour le calcul decoe�cients globaux.Aussi, la structure initiale du programme scalaire reste pr�eserv�ee tandis queles d�ependances entre sous-domaines sont g�er�ees de fa�con naturelle.En�n, il est important de savoir qu'il existe des biblioth�eques standards decommunication (PVM, MPI) qui permettent de s'a�ranchir de la sp�eci�cit�ede la machine de d�eveloppement. En fait, le mod�ele de programmation par�echange de messages est assez universel pour assurer �a un large �eventail demod�eles num�eriques la portabilit�e sur la plupart des ordinateurs actuels.A.2.1 Le Paragon IntelLe d�eveloppement du code d�ecomposition de domaines �a l'O.N.E.R.A.,en direction de l'informatique s'est e�ectu�e sur le Paragon Intel.



170 Chapitre A. Quelle architecture pour quel mod�ele de programmation?Sa topologie est une grille bidimensionnelle. C'est une machine �a m�emoire dis-tribu�ee, chaque noeud de calcul poss�ede sa m�emoire locale de 64 Megaoctetsdont 11 sont utilis�es par le syst�eme. Chaque noeud poss�ede deux processeursde calcul i860 de vitesse crête 75 Megaops.De plus chaque noeud poss�ede un processeur allou�e aux communications. Lesam�eliorations apport�ees par le paragon sont:{ Les performances de communication permettent un transfert desdonn�ees de 90Mo/s et une latence de 46 microsecondes.{ L'existence d'un syst�eme de �chiers parall�eles, PFS, dont le d�ebit estde 2Mo/s en �ecriture et de 3Mo/s pour la lecture.{ L'environnement d'exploitation de la machine est un v�eritable sys�emeUNIX.
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