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4.3 Quelques rappels sur le modèle dynamique d’un corps rigide . . . . . . . . . 118
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1.12 Principe de l’accéléromètre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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2.17 Architecture du simulateur VFRS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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Introduction générale

Ces dernières années, l’intérêt pour les Véhicules Aériens Autonomes (Unmanned Aerial

Vehicle, UAV), s’est constamment accru. Ces véhicules aériens, aussi appelés Drones (faux

bourdons), ont été employés, au début, principalement dans le domaine militaire, dans des

missions de reconnaissance, de surveillance et aussi dans un rôle offensif. Au fur et à mesure

que les technologies informatiques, de conception de capteurs et d’actionneurs progressent, les

drones se sont aussi perfectionnés. De nos jours, nous pouvons trouver des applications civiles

telles que, par exemple, la surveillance de trafic routier, la surveillance et la protection de

l’environnement, la recherche et le secours de blessés ou la gestion de grandes infrastructures

telles que les lignes haute tension, les barrages et les ponts.

La recherche en robotique aérienne a principalement impliqué des hélicoptères et des

architectures ”VTOL” (Vertical Take-off and Landing). Le principal avantage de ces pla-

teformes est leur manœuvrabilité et leur capacité à effectuer des vols stationnaires, ce qui

est indispensable pour de nombreuses applications. L’hélicoptère à quatre rotors a attiré

particulièrement l’attention dans la communauté robotique et automatique. Ce véhicule est

capable d’atterrir et de décoller à la verticale et en raison de sa symétrie, il est simple à

modéliser et à construire. Néanmoins, malgré une complexité moindre de cet engin par rap-

port aux hélicoptères conventionnels, la commande de l’hélicoptère à quatre rotors est un défi

vraiment intéressant en raison des non-linéarités, des forces aérodynamiques et de son faible

moment d’inertie. En général, la position dans l’espace de ce type d’engin est commandée

par un opérateur (radio-pilotage). Faire voler un tel véhicule d’une façon stable et autonome

est une tâche délicate qui nécessite des pilotes expérimentés. Afin de réduire la difficulté de

piloter un tel engin, une commande d’attitude peut être ajoutée. Cette commande doit être

implantée dans un calculateur embarqué et elle doit être capable de stabiliser automatique-

ment l’attitude de l’hélicoptère. Ainsi, le pilote ne doit plus fournir que la consigne d’attitude

et la commande embarquée doit être capable d’amener le véhicule à cette position angulaire

et la maintenir en dépit de l’existence de perturbations externes.

Cependant, la conception d’une commande performante a pour pré-requis la connais-

sance de l’attitude et de la vitesse angulaire. Puisque l’attitude n’est pas directement me-

surable, une estimation s’avère nécessaire. En outre, l’estimation et la commande d’attitude

ix
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de l’hélicoptère à quatre rotors représentent un cas particulier d’un problème plus général

d’estimation et de commande d’attitude d’un corps rigide.

Les problèmes de la commande et de l’estimation de l’attitude d’un corps rigide ont été

abordé par la communauté scientifique automaticienne depuis les années 1950, et ce pour

des domaines applicatifs aussi variés que l’aérospatial, l’aéronautique, la robotique aérienne

et terrestre. La commande d’attitude a pour objectif de maintenir l’attitude (orientation)

désirée de l’engin, toujours soumis à des perturbations externes, afin qu’il puisse réussir sa

mission. Le problème de l’estimation d’attitude consiste à déterminer l’orientation des axes

principaux du véhicule par rapport à un système de coordonnées inertiel, et ceci à partir de

mesures de différentes modalités.

La commande d’attitude d’un système quelconque est assurée par une boucle comme

celle montrée dans la figure 1. Des capteurs fournissent une information indirecte (et parfois

incomplète) sur l’attitude. En utilisant des modèles mathématiques pour les mesures (et

dans certains cas, à partir du modèle dynamique du système) l’attitude peut être estimée.

En utilisant l’attitude estimée et la vitesse angulaire, une loi de commande d’attitude est

synthétisée afin de maintenir l’attitude désirée.

Fig. 1 – Diagramme bloc de la commande et de l’estimation d’attitude

Bien que les problèmes de l’estimation et de la commande de l’attitude soient in-

trinsèquement liés, ils peuvent être abordés de façon indépendante. C’est sur ces deux

principaux axes que se situent les apports du travail présenté dans ce mémoire où l’applica-

tion “drone à quatre rotors” a été le support pour analyser ces apports.

Le premier chapitre s’articule autour de deux grandes parties. La première partie

concerne l’estimation de l’attitude (orientation). Nous commençons par présenter et discuter

différentes paramétrisations du groupe orthogonal SO(3). Ainsi, nous remarquons l’avantage

d’utiliser le quaternion unitaire pour représenter l’attitude. Ensuite, nous introduisons le
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problème général de l’estimation de l’attitude. Puis différentes applications de l’estimation

d’attitude sont présentées afin de montrer l’intérêt et l’importance d’un tel sujet.

Les méthodes d’estimation d’attitude développées dans notre travail sont basées sur un

modèle général des mesures et en conséquence elles sont génériques. Cependant, afin d’esti-

mer l’attitude de l’hélicoptère à quatre rotors, nous nous intéressons aux mesures fournies

par trois accéléromètres, trois magnétomètres et trois gyromètres. La technologie, les ca-

ractéristiques et les modèles mathématiques de ces capteurs sont présentés.

Nous passons ensuite en revue les différentes approches proposées dans la littérature pour

l’estimation de l’attitude, notamment celles qui concernent le Filtre de Kalman Etendu

(FKE) et les observateurs non linéaires.

Ensuite, toujours dans le cadre de l’étude de l’art, nous présentons le problème général

de la stabilisation en attitude d’un corps rigide et différentes approches proposées dans la

littérature. Nous mettons en évidence la nécessité d’une commande d’attitude qui soit bornée

afin de maximiser le rendement des actionneurs sans mettre en péril la stabilité du système.

Nous présentons les approches “commande bornée” proposées dans la littérature pour la

stabilisation en attitude d’un corps rigide. La conclusion de ces approches est que les lois

de commande proposées sont non continues ou très coûteuses numériquement, ce qui rend

difficile, voire impossible, leur implantation en temps réel.

Enfin, le chapitre se clôt par une présentation d’un panorama général de la recherche dédiée

à la plateforme “hélicoptère à quatre rotors”. Nous présentons les groupes de recherche les

plus connus dans ce domaine ainsi que leurs approches et leurs contributions. Remarquons

que parmi les travaux aboutis, à notre connaissance, aucun ne concerne une commande

d’attitude bornée, ce qui permet de valoriser notre contribution.

Le second chapitre est consacré à la description et à la modélisation de l’hélicoptère à

quatre rotors. Nous commençons par décrire les différentes catégories de Véhicules Aériens

Autonomes (UAV). Ensuite, nous concentrons notre attention sur le mini hélicoptère

à quatre rotors considéré comme un Micro-UAV. Puis nous présentons le prototype

d’hélicoptère à quatre rotors disponible au département d’automatique du laboratoire

GIPSA-Lab. Une étude des forces et des couples aérodynamiques produits par chaque

actionneur (moteur-hélice-réducteur) est menée. Certains des paramètres aérodynamiques

apparaissant dans le modèle ont été identifiés expérimentalement et une loi de commande

de vitesse pour chaque actionneur a été proposée.

La formulation du modèle général est donnée ; l’attitude est représentée par un quaternion

unitaire et la modélisation de la dynamique s’appuie sur une approche de type Newton-

Euler. Le modèle dynamique est intégré dans un simulateur numérique développé sous

Matlab/Simulink, permettant par la suite, de tester les stratégies d’observation et de

commande proposées.
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Le troisième chapitre porte sur notre contribution à l’estimation de l’attitude d’un corps

rigide et en particulier l’estimation de l’attitude d’un corps rigide dans lequel un ensemble

de capteurs GAM (gyromètres, accéléromètres et magnétomètres) est attaché.

Le premier apport sur cette thématique est issu d’une réflexion portant sur un modèle de

mesure déterministe. Le modèle de mesures en question est de la forme H̄q = 0 où H̄ est

une matrice qui dépend des vecteurs de mesures et q est le quaternion d’attitude à estimer.

Ainsi, le problème de l’estimation d’attitude revient à déterminer le quaternion q qui appar-

tient au noyau de la matrice H̄. Nous proposons deux nouvelles méthodes pour l’estimation

du quaternion d’attitude. La première méthode s’appuie sur une décomposition en valeurs

singulières (SVD) de la matrice H̄. La caractéristique principale de cette méthode est sa

robustesse numérique. De plus, la contrainte de normalité du quaternion est naturellement

satisfaite. La deuxième méthode est basée sur un algorithme séquentiel de la famille des

algorithmes de projection. La caractéristique principale de cette seconde approche est son

extrême simplicité. Cette caractéristique est primordiale dans l’objectif d’une implantation

dans un système embarqué.

Les méthodes proposées sont développées pour n vecteurs de mesures. La seule condition

est qu’au moins deux vecteurs de mesures soient non colinéaires. Comme cas particulier,

nous utilisons les mesures fournies pour trois magnétomètres et trois accéléromètres montés

en triaxe orthogonal dans un solide. Ainsi, l’attitude du solide par rapport au système de

référence NED (North, East, Down) peut être estimée (dans le cas quasi-statique).

Ensuite, poursuivant notre étude sur l’estimation de l’attitude, les mesures fournies

par trois gyromètres montés en triaxe orthogonal sont également prises en compte. Alors

que les vecteurs d’observation (accéléromètre-magnétomètre) nous permettent d’estimer

l’attitude à chaque instant, les mesures des gyromètres permettent la propagation de

l’attitude dans le temps. Afin de fusionner les deux types d’information et de calculer

une estimation de l’attitude la plus précise possible, nous proposons un observateur non

linéaire, dont le principal avantage est la non linéarisation des équations, garantissant une

convergence globale de l’erreur à zéro. A la différence des travaux portant sur l’observation

non linéaire d’attitude et parus simultanément à notre recherche ([79], [65]), nous montrons

qu’à partir d’une sortie virtuelle, la dynamique de l’erreur d’observation peut se décomposer

en deux sous-systèmes reliés en “feedback”. Ceci permet de montrer que l’observateur non

linéaire proposé est passif. En se basant sur la propriété de passivité, nous montrons que

la dynamique de l’erreur d’observation est stable au sens Entrée-Etat (ISS), par rapport à

une entrée d, cette dernière pouvant être considérée comme une perturbation. Par rapport

à la stabilité asymptotique traditionnelle, la contrainte liée à la propriété ISS est plus forte

puisqu’il s’agit de garantir que l’erreur d’estimation de l’attitude et l’erreur d’estimation
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du biais restent bornées en dépit d’une perturbation dans les mesures. En conséquence,

l’analyse de stabilité au sens ISS peut être considérée comme une analyse de robustesse.

L’observateur proposé a été validé avec des données simulées et il a été implanté en temps

réel afin d’estimer l’attitude de l’hélicoptère à quatre rotors. Les résultats obtenus montrent

la capacité et les performances de l’approche proposée pour estimer le quaternion d’attitude

et les biais présents dans les mesures gyrométriques.

Le quatrième chapitre porte sur la conception d’une loi de commande bornée pour la sta-

bilisation globale en attitude d’un corps rigide. Le schéma proposé est inspiré de l’approche

donnée par Teel [101] pour la stabilisation d’un système linéaire utilisant une commande

bornée basée sur des fonctions de saturation imbriquées. L’attitude est représentée par un

quaternion unitaire. Cette modélisation est clairement distincte des approches qui utilisent

une représentation à trois paramètres pour lesquelles une singularité géométrique inhérente

à la représentation d’attitude choisie apparâıt.

En plus des contraintes sur l’amplitude de la commande, la loi de commande permet de

respecter des contraintes liées à la vitesse angulaire. Cette propriété est très importante,

puisqu’en pratique, la vitesse angulaire est mesurée par des gyromètres qui ont une gamme

de mesure donnée (saturation des capteurs).

En outre, la loi de commande proposée est indépendante du modèle du système : elle est

donc robuste aux erreurs dans la connaissance des paramètres inertiels.

La principal caractéristique de l’approche proposée est son “extrême simplicité”. Par

conséquent, cette loi de commande peut être facilement implantée dans des systèmes em-

barqués où les capacités de calcul sont réduites.

Le modèle dynamique de l’hélicoptère à quatre rotors peut être décomposé en trois par-

ties : translation, rotation et dynamique des actionneurs. En fait, la dynamique de rotation

peut s’assimiler à celle d’un corps rigide. Ainsi, nous montrons que la commande bornée pro-

posée peut stabiliser en attitude et de façon globale l’hélicoptère à quatre rotors. Grâce à sa

simplicité et à des propriétés de régularité et de robustesse, la loi de commande est implantée

en temps réel : l’hélicoptère à quatre rotors est stabilisé en attitude, sans intervention d’un

pilote expérimenté.

Les chapitres 3 et 4 constituant nos contributions à l’estimation et la commande

d’attitude ont été rédigées de telle sorte qu’ils puissent être lus de manière indépendante. Il

y est seulement fait référence à des définitions données dans le chapitre 1 et au modèle de

l’hélicoptère à quatre rotors donné dans le chapitre 2.

Un chapitre de conclusion résume nos principaux apports et ouvre quelques perspectives,

que ce soit pour l’estimation ou la commande d’attitude.





Chapitre 1

Préliminaires et état de l’art

Nous présentons dans ce chapitre une étude de l’état de l’art du sujet qui est abordé

dans cette thèse. Cette étude est présentée en deux parties. Tout d’abord, celle qui concerne

l’estimation de l’attitude (orientation) dans laquelle nous introduisons le problème général

de l’estimation de l’attitude, ainsi que les différentes représentations de l’attitude. Une at-

tention particulière est portée au quaternion de rotation, qui est largement utilisé dans la

suite de ce mémoire. Nous présentons également des applications de l’estimation de l’attitude

et les capteurs inertiels et magnétiques généralement utilisés dans la robotique aérienne et

l’aéronautique. Puis nous présentons les différentes approches proposées dans la littérature

pour l’estimation de l’attitude.

Ensuite nous allons présenter le problème général de la commande d’attitude d’un corps

rigide où nous mettons en évidence l’importance d’une commande bornée. Les différentes

approches utilisées jusqu’à ce jour sont analysées et présentées.

Poursuivant cette étude, nous analysons le modèle dynamique des véhicules à voilures tour-

nantes capables de décoller et d’atterrir à la verticale, connus sous l’appellation de véhicules

VTOL. Nous remarquons que la dynamique de rotation des véhicules VTOL peut être as-

similée à celle d’un corps rigide. Ainsi, nous énonçons que la commande en attitude des

véhicules VTOL entre dans le cadre plus général de la commande d’attitude d’un corps ri-

gide. Ensuite, nous présentons le concept de l’hélicoptère à quatre rotors et nous décrivons

de manière succincte les travaux de différents groupes de recherche internationaux qui inter-

viennent dans la modélisation et la commande de cet hélicoptère à quatre rotors.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET ÉTAT DE L’ART
1.1. L’ESTIMATION DE L’ATTITUDE

1.1 L’estimation de l’attitude

1.1.1 Représentation de l’attitude

Lorsque nous analysons le mouvement d’un corps rigide dans l’espace, nous définissons

deux systèmes de coordonnées comme ceux montrés dans la figure 1.1 : N(xn, yn, zn) est

un ensemble de trois vecteurs orthogonaux représentant le système de coordonnées inertiel

et B(xb, yb, zb) est un ensemble de trois vecteurs orthonormés représentant le système de

coordonnées fixé au corps. En général, l’origine de B est choisie de telle sorte qu’elle cöıncide

avec le centre de gravité (CG) du corps. Pour les applications de commande et de guidage

de véhicules (spatiaux, aériens, marins, terrestres, etc..), la direction de l’ensemble des axes

(xb, yb, zb) cöıncide avec les principaux axes d’inertie du véhicule.

Dans le cas des applications qui nous concernent, le système de coordonnées inertielles le

plus utilisé et le plus logique est le système de coordonnées NED (North, East, Down)

défini à partir d’un plan tangent à la surface de la terre. Dans ce cas, les vecteurs unitaires

(xn, yn, zn) cöıncident respectivement avec les directions Nord, Est et la pesanteur.

L’attitude d’un corps dans l’espace peut être donnée par différentes représentations,

chacune ayant ses avantages et inconvénients. Le choix dépend directement de l’application

envisagée. Un excellent aperçu des représentations de l’attitude est donné dans [91].

Fig. 1.1 – Repère inertiel et mobile d’un corps rigide

Définition 1.1 (Rotation simple [35]). Le mouvement d’un système de coordonnées B par

rapport à un système de coordonnées N est appelé une simple rotation de B en N , s’il existe

une droite L, appelée axe de rotation, dont l’orientation par rapport à B et N reste inchangée

entre le début et la fin du mouvement.

Théorème 1.1 (Théorème d’Euler pour la rotation [35]). Chaque changement dans l’orien-

tation relative de deux corps rigides ou de deux systèmes de coordonnées B et N peut être

produit par une simple rotation de B en N .
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1.1. L’ESTIMATION DE L’ATTITUDE

Soient ~b et ~r les coordonnées d’un vecteur ~x exprimé dans B et N respectivement. Le

vecteur ~b peut être écrit en termes du vecteur ~r . Soit ~e = [e1 e2 e3]
T un vecteur unitaire

colinéaire à l’axe de rotation L autour duquel B est tourné d’un angle β. En conséquence, ~b

est obtenu par :
~b = cos β~r + (1− cos β)~e ~e T~r − sin β~e× ~r (1.1)

En effet, les coordonnées de ~b et ~r sont liées au moyen de la transformation linéaire suivante :

~b = C~r (1.2)

La matrice C peut être interprétée comme un opérateur qui prend un vecteur fixe ~r exprimé

dans N et l’exprime dans B. De l’expression (1.1), il vient :

C = cos βI3 + (1− cos β)~e ~e T − sin β[~e ×] (1.3)

où I3 représente la matrice identité de dimension trois et [ξ×] représente un tenseur anti-

symétrique associé au vecteur ξ, dénoté par :

[ξ×] =

 ξ1

ξ2

ξ3


×

=

 0 ξ3 −ξ2
−ξ3 0 ξ1

ξ2 −ξ1 0

 (1.4)

La matrice C ∈ R3×3 identifie complètement l’orientation du repère mobile B par rap-

port au repère inertiel N et elle permet de faire la transformation de coordonnées d’un

vecteur d’un système de coordonnées à un autre. Cette matrice est appelée matrice de cosi-

nus directeurs (DCM), matrice de rotation, matrice de passage ou encore matrice d’attitude.

La matrice de rotation

La matrice de rotation C n’est pas quelconque, elle appartient au sous-espace des matrices

orthogonales de dimension trois, appelé groupe orthogonal spécial, dénoté par S0(3) et défini

par :

S0(3) = {C | C ∈ R3×3, CTC = I3, det(C) = 1} (1.5)

Dans une matrice de rotation C, chaque element cij est un cosinus directeur, tel que :

C =

 c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

 (1.6)

Soient :

c1 =

 c11

c21

c31

 c2 =

 c12

c22

c32

 c3 =

 c13

c23

c33

 (1.7)
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En conséquence,

C = (c1 c2 c3) (1.8)

où

cTi ci = 1 et cTi cj = 0 ∀i 6= j (1.9)

La vitesse de rotation

Dans le cas où le système de coordonnées B tourne par rapport au repère N avec une

vitesse angulaire ~ω = [ω1 ω2 ω3]
T , la matrice C devient variable dans le temps et elle est

dénotée C(t). La relation entre l’attitude du corps et la vitesse angulaire ~ω s’écrit :

Ċ(t) = [~ω ×]C(t) (1.10)

Notons que ~ω est la vitesse angulaire du corps par rapport au système N exprimée dans

B. L’équation précédente est connue comme l’équation cinématique, aussi nommée équation

“Strapdown”. Elle est utilisée dans les systèmes actuels de navigation.

Les angles d’Euler (AE) et les angles de Cardan (AC)

La manière la plus simple de décrire une rotation dans l’espace à trois dimensions est

d’utiliser les angles d’Euler (ψ, θ, ϕ). Cependant, il faut faire attention aux confusions car

dans certains cas, les angles d’Euler sont confondus avec les angles Cardan.

En utilisant les angles d’Euler, le passage d’un système de coordonnées N(xn, yn, zn) à un

système de coordonnées B(xb, yb, zb) s’effectue en 3 étapes (voir figure 4.8) :

1. N(xn, yn, zn) −→ (x1, y1, z1) (rotation de ψ autour de zn avec −π ≤ ψ ≤ π).

2. (x1, y1, z1) −→ (x2, y2, z2) (rotation d’angle θ autour de x1 avec −π
2
≤ θ ≤ π

2
).

3. (x2, y2, z2) −→ B(xb, yb, zb) (rotation de φ autour de z2 avec −π ≤ φ ≤ π).

Fig. 1.2 – Les angles d’Euler

Les angles de Cardan décrivent quant à eux la séquence de rotations la plus utilisée dans

l’aéronautique et la robotique. En utilisant les angles de Cardan, le passage d’un système de
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coordonnées N(xn, yn, zn) à un système de coordonnées B(xb, yb, zb) s’effectue toujours en 3

étapes (voir figure 1.3) :

1. Rotation de ψ autour de zb (angle de lacet avec −π ≤ ψ ≤ π)

2. Rotation de θ autour de yb (angle de tangage avec −π
2
≤ θ ≤ π

2
)

3. Rotation de φ autour de xb (angle de roulis avec −π ≤ φ ≤ π).

De la même façon, si nous allons du système de coordonnées B vers le système de coordonnées

N , la séquence (φ, θ, ψ) doit être respectée. Les matrices de rotation qui représentent chaque

Fig. 1.3 – Les angles de Cardan

rotation sont données par :

Cx,φ =

 1 0 0

0 cosφ sinφ

0 − sinφ sinφ

 (1.11)

Cy,θ =

 cos θ 0 − sin θ

0 1 0

sin θ 0 cos θ

 (1.12)

Cz,ψ =

 cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1

 (1.13)

En conséquence, la matrice de rotation C qui décrit le passage du système de coordonnées

N au système de coordonnées B devient :

C = Cz,ψCy,θCx,φ =

 cψcθ −sψcθ + cψsθsφ sψsφ+ cψcφsθ

sψcθ cψcφ+ sφsθsψ −cψsφ+ sθsψcφ

−sθ cθsφ cθcφ

 (1.14)

où c· = cos(·) et s· = sin(·).
La popularité des angles de Cardan est due au fait que cette représentation est la
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plus simple et intuitive pour décrire une rotation dans l’espace. Néanmoins, elle a le

désavantage de présenter des singularités géométriques lorsque θ = ± θ
2
. De plus, cette sin-

gularité géométrique introduit une singularité dans l’équation cinématique associée à cette

représentation (voir l’equation (1.15)).

La singularité peut être éliminée si l’orientation du corps dans l’espace peut être limitée.

Par conséquent, cette représentation n’est pas adéquate lorsque le corps évolue dans tout

l’espace (toutes les orientations sont possibles).

Soit ~ω = [ωx ωy ωz]
T la vitesse angulaire du corps dans le système de coordonnées B, par

rapport au système de coordonnées N . Alors, l’équation cinématique s’écrit [35] : φ̇

θ̇

ψ̇

 =

 1 tan θ sinφ tan θ cosφ

0 cosφ − sinφ

0 sinφ
cos θ

cosφ
cos θ


 ωx

ωy

ωz

 (1.15)

Quaternions

Une autre représentation de l’attitude est le quaternion unitaire aussi appelé paramètres

d’Euler. Le quaternion est une solution alternative au théorème d’Euler, qui énonce qu’une

rotation dans l’espace peut être réalisée par une simple rotation β autour d’un axe de rotation

~e.

Le quaternion unitaire est composé d’un vecteur unitaire ~e, nommé axe d’Euler et d’un angle

de rotation β autour de cet axe. Il est défini par :

q =

(
cos β

2

~e sin β
2

)
=

(
q0

~q

)
∈ H (1.16)

où

H = {q | q2
0 + ~qT~q = 1, q = [q0 ~q T ]T , q0 ∈ R, ~q ∈ R3} (1.17)

~q = [q1 q2 q3]
T et q0 sont la partie vectorielle et la partie scalaire du quaternion. Le

quaternion identité et le quaternion conjugué sont définis par :

qid = [1 0T ]T q̄ = [q0 − ~q T ]T (1.18)

Comme le quaternion est unitaire, q−1 = q̄.

La multiplication de deux quaternions quelconques q1 = [q10 ~q T
1 ]T et q2 = [q20 ~q T

2 ]T est

définie par :

q1 ⊗ q2 =

(
q10 −~q T

1

~q1 I3q10 + [~q×]

)(
q20

~q2

)
(1.19)

À l’aide de l’algèbre des quaternions, des rotations finies dans l’espace peuvent être

traitées d’une façon simple et élégante. Soit bq et rq les quaternions associés aux vecteurs ~b
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et ~r, définis par :

bq = [0 ~b T ]T rq = [0 ~r T ]T (1.20)

Ces deux quaternions sont liés par la relation :

bq = q ⊗ rq ⊗ q−1 = q ⊗ rq ⊗ q̄ (1.21)

La matrice de rotation C peut être exprimée en termes de quaternion par :

C = C(q) = (q2
0 − ~q T~q )I3 + 2(~q ~q T − q0[~q

×]) (1.22)

d’où

C(q) =

 2(q2
0 + q2

1)− 1 2(q1q2 + q0q3) 2(q1q3 − q0q2)

2(q1q2 − q0q3) 2(q2
0 + q2

2)− 1 2(q0q1 + q2q3)

2(q0q2 + q1q3) 2(q2q3 − q0q1) 2(q2
0 + q2

3)− 1

 (1.23)

La relation entre les deux vecteurs ~b et ~r reste :

~b = C(q)~r (1.24)

Avec la représentation quaternion, nous disposons de deux moyens pour exprimer la rotation :

soit à partir de deux multiplications de quaternions en utilisant l’équation (1.21), soit à partir

d’une multiplication d’une matrice et d’un vecteur en utilisant l’équation (1.24).

Remarque 1.1. De l’équation (1.22) , il est clair que nous obtenons la même matrice C(q)

pour le quaternion q et pour le quaternion −q, i.e. C(q) = C(−q). En effet, les quaternions

q et −q représentent la même attitude physique. Cependant pour q, la rotation est effectuée

avec un angle β autour de ~e, tandis que pour −q elle est effectuée avec un angle 2π − β,

autour du vecteur ~e.

Remarque 1.2. Malgré la non bijection du quaternion avec le groupe SO(3), la

représentation de l’attitude en utilisant le quaternion est parfaitement adaptée car avec

quatre paramètres et une contrainte, il est possible de représenter l’attitude d’un corps de

façon globale et sans singularités.

Soit ~ω = [ωx ωy ωz]
T la vitesse angulaire du corps rigide dans le système de coordonnées

B par rapport à N , exprimée dans B. Alors, l’équation cinématique (1.10) en termes de

quaternion est : (
q̇0

~̇q

)
=

1

2

(
−~q T

I3q0 + [~q ×]

)
~ω

q̇ =
1

2
Ξ(q)~ω

(1.25)
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Les paramètres de Rodrigues

Les paramètres de Rodrigues peuvent être utilisés afin d’éliminer la contrainte de nor-

malité associée à la représentation de l’attitude en utilisant des quaternions. De cette façon,

le nombre d’éléments nécessaires pour décrire la cinématique est réduit de quatre à trois.

Cette paramétrisation est donnée par la définition suivante :

~% =
1

q0
~q = ~e tan

β

2
(1.26)

Le vecteur ~% est aussi connu dans la littérature comme le vecteur de Gibss.

La matrice de rotation C est alors exprimée en termes de paramètres de Rodrigues par :

C(~%) = I3 +
2

1 + ~% T ~%
([~% ×][~% ×]− I3) (1.27)

En conséquence, l’équation cinématique peut prendre la forme suivante :

%̇1 =
1

2
(ω1 − ω2%3 + ω3%2 + %1

3∑
i=1

%iωi) (1.28)

%̇2 =
1

2
(ω2 − ω3%1 + ω1%3 + %2

3∑
i=1

%iωi) (1.29)

%̇3 =
1

2
(ω3 − ω1%2 + ω2%1 + %3

3∑
i=1

%iωi) (1.30)

A partir de l’équation (1.26) il est évident que les paramètres de Rodrigues peuvent être

utilisés uniquement pour effectuer une rotation autour de l’axe ~e lorsque β 6= π.

Malgré cette limitation, les paramètres de Rodrigues ont été utilisés dans certaines applica-

tions, en particulier dans le cadre de la commande d’attitude de satellites [104].

Les Paramètres de Rodrigues modifiés

Dans la section précédente, nous avons observé que les paramètres de Rodrigues per-

mettent d’éliminer la contrainte de normalité associée au quaternion. Cependant, lorsque

q0 = 0, les paramètres du vecteur de Gibss partent à l’infini, i.e. il y a une singularité dans

la représentation pour β = ±π.

Une autre possibilité pour éliminer la contrainte de normalité associée au quaternion est

d’utiliser le paramètre suivant, appelé paramètre de Rodrigues modifié :

~p =
1

1 + q0
~q = ~e tan

β

4
(1.31)
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La matrice de rotation C peut être exprimée, en termes de paramètres de Rodrigues modifiés,

par :

C(~p) = I3 +
4(1− ~p T~p )

(1 + ~p T~p )2
[~p ×] +

8

(1 + ~p T~p )2
[~p ×]2 (1.32)

En conséquence, l’équation cinématique prend la forme suivante :

ṗ1 =
1

2
(
ω1p̃

2
− ω2p3 + ω3p2 + p1

3∑
i=1

piωi) (1.33)

ṗ2 =
1

2
(
ω2p̃

2
− ω3p1 + ω1p3 + p2

3∑
i=1

piωi) (1.34)

ṗ3 =
1

2
(
ω3p̃

2
− ω1p2 + ω2p1 + p3

3∑
i=1

piωi) (1.35)

avec p̃ = 1−p2
1 +p2

2 +p2
3. Les paramètres dans l’équation (1.31) sont aussi connus comme les

coordonnées stéréographiques du quaternion [104]. En effet, cette équation fait un lien entre

la sphère unitaire dans un espace de dimension quatre et l’espace euclidien de dimension

trois, où le point (-1,0,0,0) est utilisé comme point de base de la projection.

Cependant, l’équation (1.31) montre que les rotations autour de l’axe ~e ne peuvent être

toutes réalisées, puisque pour β = 2π, il y a présence d’une singularité.

Erreur d’attitude

Considérons deux attitudes d’un corps rigide, paramétrées par les matrices de rotation

C1 et C2 respectivement. Alors, l’attitude relative entre ces deux attitudes est calculée par :

Cr = C−1
1 C2 (1.36)

En fait, Cr représente un opérateur d’attitude qui fait tourner C2 en C1. A partir de

cette observation, en général, l’attitude relative est utilisée dans le cadre de l’estimation

et de la commande d’attitude comme une mesure d’erreur d’attitude. Dans ce contexte

considérons Cd = C1 l’attitude désirée du corps rigide et C = C2 l’attitude réelle du corps.

En conséquence, l’erreur d’attitude est calculée par :

Ce = C−1
d C (1.37)

Si l’erreur d’attitude vaut zéro, alors, Ce = I3.

Lorsque le quaternion unitaire est utilisé pour représenter l’attitude du corps, l’attitude

relative entre q1 et q2 s’exprime par :

qr = q−1
1 ⊗ q2 =

(
q10 ~qT1
−~q1 I3q10 − [~q×]

)(
q20

~q2

)
= q̄1 ⊗ q2 (1.38)
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La métrique géodésique est donnée par l’expression suivante :

βr = 2| arccos(qr0)| (1.39)

Cette métrique représente le plus petit angle de rotation entre l’attitude q1 et l’attitude q2.

La distance euclidienne entre les deux quaternions unitaires donne une approximation de la

métrique géodésique :
2

π
βr ≤ 2 ‖ q1 − q2 ‖2≤ βr (1.40)

De plus, dans le cas où βr est petit, nous pouvons faire l’approximation suivante :

βr ≈ 2 ‖ q1 − q2 ‖2 (1.41)

Dans le cadre de la commande d’attitude, si nous notons qd = q1 l’attitude désirée du corps

et q = q2 l’attitude réelle du corps, l’erreur d’attitude est représentée par :

qe = q−1
d ⊗ q = q̄d ⊗ q (1.42)

Dans le cas où l’erreur d’attitude vaut zéro, le quaternion d’erreur a deux valeurs possibles :

qe = [±1 0]T (1.43)

Ceci est dû à la non bijection du quaternion avec le groupe SO(3).

Commentaires à propos des représentations d’attitude

Dans les paragraphes précédents, nous avons abordé les différentes représentations de l’at-

titude. Nous pouvons remarquer que toutes les représentations à trois paramètres présentent

des non linéarités associées à leurs équations cinématiques et dans tous les cas, il existe des

singularités géométriques. Les deux représentations qui ne présentent pas de singularité sont

le quaternion unitaire et la matrice de rotation. Néanmoins, ces représentations sont redon-

dantes. La matrice de rotation a six paramètres redondants. Le quaternion a en outre une

contrainte d’égalité. Notons que les équations cinématiques associées à la matrice de rotation

et au quaternion, sont linéaires et universellement applicables.

Dans ce travail, la représentation de l’attitude avec le quaternion unitaire a été retenue. Tous

les algorithmes développés pour la détermination de l’attitude ainsi que pour la commande

d’attitude sont basés sur ce formalisme. Le choix de cette représentation est justifié par les

points mentionnés précédemment. De plus, comme les applications envisagées sont en temps

réel et embarquées, la représentation de l’attitude à partir de quaternions possède un grand

avantage par rapport aux autres sur le plan de la stabilité numérique et du coût de calcul.

Les angles de Cardan (lacet, roulis, tangage) sont les plus intuitifs et aussi les plus utilisés
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dans la littérature, bien qu’ils soient souvent confondus avec les angles d’Euler (voir para-

graphe 1.1.1). En conséquence, dans certaines situations de ce travail, nous ferons référence

à des positions angulaires notées (φ, θ, ψ)=(lacet, roulis, tangage) et nous présenterons les

résultats sous cette forme. De cette façon, le lecteur qui n’est pas familiarisé avec le quater-

nion pourra interpréter sans problème les résultats obtenus.

1.1.2 Quelques exemples d’applications de l’estimation d’attitude

Le problème de l’estimation de l’attitude d’un corps rigide a conduit à de nombreux

travaux depuis les années 1950 de la part de la communauté scientifique, dans les domaines

aussi variés que l’aéronautique, l’aérospatiale, la commande et la robotique. La raison de cet

intérêt est le fait que plusieurs systèmes tels que les satellites, les hélicoptères, les missiles, les

robots manipulateurs, les véhicules marins et sous-marins, etc., requièrent une information

précise de l’attitude afin de réaliser ce que nous appellerons par la suite “la commande

d’attitude”. La commande d’attitude a pour objectif de maintenir l’attitude (orientation)

désirée de l’engin, toujours influencée par des perturbations externes, afin que l’engin puisse

réussir les objectifs de sa mission. Cependant, la commande d’attitude a comme pré-requis

naturel la connaissance précise de l’orientation du véhicule par rapport à un système de

coordonnées inertiel donné. Le problème de détermination de l’attitude peut être défini

comme suit.

Définition 1.2 (Le problème de détermination de l’attitude). Considérons un corps ri-

gide dans l’espace tel que ses axes principaux cöıncident avec les axes d’un système de co-

ordonnées B. Le problème fondamental de la détermination d’attitude consiste à spécifier

l’orientation (attitude) des axes de B par rapport à un système de coordonnées inertiel N .

Dans les décennies passées, le gyroscope a été l’instrument le plus utilisé pour mesurer

le mouvement angulaire et en conséquence l’attitude. Un gyroscope, du grec “qui regarde la

rotation”, est un appareil qui utilise le principe de la conservation du moment angulaire et

son invention est attribuée au physicien français Jean Bernard Léon Foucault (1819-1868).

Le principe du dispositif est une roue tournant sur un axe qui, une fois lancée tend à résister

aux changements de son orientation. La figure 1.4 montre la forme générale de ce système.

Les gyroscopes peuvent être utilisés pour construire des compas gyroscopiques qui complètent

ou remplacent les boussoles magnétiques dans les aéronefs, navires et véhicules en général.

Ils sont aussi utilisés pour mesurer l’attitude de différents systèmes tels que par exemple

le télescope spatial Hubble. Cependant, les systèmes à gyroscopes sont lourds, encombrants

extrêmement coûteux et ils consomment beaucoup d’énergie. En conséquence, suivant l’ap-

plication, une autre technique doit être utilisée afin d’obtenir l’information la plus précise

possible sur l’attitude, avec un plus faible coût, encombrement et poids.

11
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Fig. 1.4 – Le gyroscope de Jean Bernard Léon Foucault (1819-1868)

Depuis quelques années, de nouveaux composants intégrés sur silicium ont été développés :

les MEMS (Micro Electro Mecanical System) [7]. Fruits d’une technologie dérivée de la

microélectronique, ils permettent de réaliser en grande quantité des capteurs performants

et de dimensions micrométriques. Grâce aux fabrications en série, les coûts de ces systèmes

sont faibles. Les informations fournies par ces capteurs peuvent être traitées afin de créer

des systèmes inertiels d’attitude bas coût et peu encombrantes.

Fig. 1.5 – Gyroscope à technologie MEMS

Notons que le problème de la détermination (ou estimation) de l’attitude a été tout

d’abord traité dans le domaine aérospatial. Cependant, grâce aux avancées technologiques,

le problème de l’estimation de l’attitude a été abordé dans de nouveaux domaines tels

que l’aéronautique, la robotique aérienne et terrestre, la capture de mouvement humain, la

biomécanique, etc. Dans les paragraphes qui suivent, nous allons donner un aperçu de quatre

des principales applications de l’estimation de l’attitude, afin de montrer son importance et

la nécessité de trouver des algorithmes fiables et robustes pour son estimation. Le commun

dénominateur dans ces applications est l’utilisation de capteurs inertiels et magnétiques.
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Estimation de l’attitude dans l’aéronautique

En navigation aérienne, la mesure précise de l’attitude est une nécessité. En effet, cette

information sert au pilote pour le maintien en vol de l’avion et à sa navigation. Les avions

possèdent un tableau de bord avec de nombreux instruments servant au pilotage (vitesse,

altitude, horizon artificiel), à la surveillance des paramètres moteur (compte-tour, jauge

carburant, température) et à la navigation (compas, conservation du cap).

L’horizon artificiel est un instrument fondamental du tableau de bord indiquant au pilote

l’attitude de son aéronef dans un espace à trois dimensions. Il est placé stratégiquement au

centre du tableau de bord comme le montre la figure 1.6. L’horizon artificiel fait partie des

instruments de vol primaires qui utilisent les gyroscopes. En effet, il s’agit d’un gyroscope

à deux degrés de liberté. De cette façon, il permet de visualiser l’attitude de l’avion par

rapport à ses axes de roulis et de tangage et plus précisément les angles entre le plan défini

par xb et yb avec un plan horizontal : assiette et inclinaison (voir figure 1.7).

Fig. 1.6 – Le tableau de bord d’un avion de tourisme

Le conservateur de cap (appelé aussi directionnel) est également un instrument à gyro-

scope, permettant de donner une indication du cap magnétique. Il donne une information

fiable par rapport au compas magnétique, en donnant une indication instantanée du cap

même en virage.

Malheureusement et comme nous l’avons mentionné, tout ces instruments à gyroscope

prennent de la place, sont lourds et très coûteux [16]. Depuis l’apparition des capteurs

MEMS, il est possible de développer des systèmes d’attitude inertiels. Ces systèmes uti-

lisent une technique nommée “Strapdown Inertial Navigation System” (Strapdown INS).
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Fig. 1.7 – L’attitude d’un avion

Cela implique que le module de capteurs soit “attaché” au fuselage et qu’il soit alors capable

de détecter les accélérations et les rotations du fuselage pour déterminer l’attitude de l’appa-

reil. Ces systèmes permettent d’implanter les mêmes fonctions que les systèmes d’affichages

mécaniques conventionnels. Les principaux avantages sont que les composants électroniques

sont peu encombrants et qu’ils ne s’usent pas, ce qui élimine les problèmes de fiabilité as-

sociés aux systèmes mécaniques conventionnels. Ces modules contiennent trois gyromètres,

trois accéléromètres et trois magnétomètres montés en tri-axe. Ils sont connus sous le nom de

“centrale d’attitude et de cap” AHRS1. En réalité, ces systèmes sont des “estimateurs d’atti-

tude” parce qu’il est nécessaire de fusionner toutes les données issues des trois modalités des

mesure afin de connâıtre l’attitude. L’intégration des signaux des gyromètres (prenant en

compte le taux de virage) est utilisée pour obtenir une attitude prédite. Il faut remarquer

que les gyromètres ne mesurent pas l’attitude, mais seulement les variations d’attitude. Afin

de fournir un affichage de l’attitude utilisable, l’attitude est corrigée par un détecteur de sens

de la gravité via les mesures de trois accéléromètres. En fait, les accéléromètres mesurent

l’accélération de gravité2 et de cette façon, ils permettent de corriger l’erreur des angles

de roulis et de tangage. Cependant, les accéléromètres ne donnent pas d’information sur

la rotation autour de l’axe vertical du véhicule. Afin de corriger une possible erreur dans

l’angle de lacet obtenu par intégration de la sortie des gyromètres, les magnétomètres sont

utilisés en mesurant la direction du champ magnétique terrestre. A partir de ces six mesures

complémentaires (accéléromètres, magnétomètres), l’algorithme (l’estimateur) peut corriger

l’attitude obtenue par intégration.

Il existe sur le marché des systèmes AHRS (voir par exemple les constructeurs [28], [19],

[110]) qui sont obtenus avec un prix à 5 chiffres en euros. En général, la fusion de données

dans un système AHRS “Strapdown” est basée sur un filtre de Kalman étendu [18]. Par

conséquent, ils requièrent d’être associés à des processeurs rapides pour traiter les calculs

1Attitude Heading Reference System
2On néglige les accélérations linéaires et centrifuges
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nécessaires à la détermination de l’attitude. Lorsque toutes les données sont traitées et l’at-

titude est estimée, les données sont converties dans un format affichable. Ces informations

peuvent être alors affichées sur un écran couleur avec des symboles et des signes parfaitement

lisibles, donnant lieu à un “tableau de bord vitré” (Glass cockpit) [49].

L’estimation d’attitude dans la Robotique aérienne

Compte tenu des récentes avancées technologiques, l’intérêt pour les Véhicules Aériens

Autonomes (Unmanned Arial Vehicle, UAV), aussi appelés Drones (faux bourdon) a

augmenté.

Fig. 1.8 – (a)The Predator from General Atomics, (b)The Sikorsky’s Dragon Warrior, (c)Yamaha Rmax

Au fur et à mesure que les technologies (informatique, conception de capteurs et d’action-

neurs) progressent, les drones se perfectionnent. Ces plateformes beaucoup plus autonomes

constituent aujourd’hui des systèmes qui permettent la transmission de l’information en

temps réel ou quasi-réel. Cependant, le perfectionnement de ces véhicules implique différents

problèmes concernant principalement la conception d’une commande performante et par

conséquent des informations fiables sur son état dans l’environnement. Lorsque les états ne

sont pas directement mesurables, une reconstruction ou estimation s’avère nécessaire. En

général, on s’intéresse aux grandeurs suivantes :

– position (coordonnées géographiques et altitude) ;

– vitesse linéaire (selon les trois axes orthogonaux) ;

– vitesse angulaire (vitesse de rotation autour des trois axes orthogonaux) ;

– position angulaire ou attitude (roulis, tangage lacet) ;

En fonction de la mission imposée au drone et de sa taille, différents types de capteurs

peuvent être embarqués. Les capteurs les plus courants utilisés sont le GPS, une centrale

de mesure inertielle (IMU) composée de gyromètres et d’accéléromètres et dans certaines

applications une caméra vidéo. Le principe consiste à intégrer les mesures fournies par les

accéléromètres et les gyromètres afin d’obtenir l’attitude et la position du drone. Cependant

cette intégration est “en boucle ouverte”. Elle diverge rapidement et les informations (atti-

tude et position) deviennent fausses après quelques secondes d’intégration. Afin d’éviter cette

divergence, l’information de la vitesse du drone et de la position obtenue par intégration est
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recalée grâce aux mesures obtenues via le GPS ou le système de vision. Les méthodes pour

la fusion des données inertielles et du GPS (IMU/GPS) ont été développées depuis une

dizaine d’années. Ces méthodes utilisent principalement le filtre de Kalman pour atteindre

leur objectif [18]. Cependant, récemment des approches basées sur l’analyse par intervalles

ont été aussi développées montrant des résultats très satisfaisants [39].

Les systèmes (IMU/GPS) sont fortement utilisés pour le déplacement extérieur (signal

GPS disponible). De plus, en raison de la grande capacité de calcul nécessaire pour traiter

et fusionner l’ensemble des données, des processeurs de signaux assez performants doivent

être utilisés. En conséquence, ces systèmes sont généralement implantés dans des véhicules

de grande taille et de grande capacité de charge utile.

En revanche, pour des drones de petite taille et de faible masse, la charge utile est une

contrainte forte. Ces drones volent généralement à une altitude inférieur à 150 m ou

en l’intérieur avec des actions ponctuelles et de courte durée. En comparaison avec le

déplacement extérieur qui nécessite des qualités aérodynamiques de vol et une certaine

rapidité, le vol intérieur demande de la stabilité, de la précision, de l’immobilité et une

détection fine des obstacles.

Dans le cas des micro-drones, en pratique la position dans l’espace du véhicule est asservie

par un pilote via un système de télécommande, alors que l’attitude (roulis, tangage, lacet)

(figure 1.9) est stabilisée automatiquement par l’intermédiaire d’une commande automatique

embarquée. Cette dernière permet le pilotage de ces aéronefs par des utilisateurs ou pilotes

non-experts. De plus, du fait que ce type de systèmes ont un faible moment d’inertie,

un contrôle d’attitude performant s’avère nécessaire et par conséquent leur orientation

(attitude) doit être déterminée ou estimée avec précision. Dans ce type de systèmes,

l’estimation de l’attitude est basée sur la technique “attachée” (strapdown) et de la même

manière que les systèmes AHRS, le principe d’estimation consiste à recaler l’information de

l’attitude obtenue par l’intégration des données de gyromètres en effectuant une mesure de

l’attitude à partir des données fournies par les accéléromètres et les magnétomètres.

Fig. 1.9 – L’attitude d’un hélicoptère
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Les méthodes classiques utilisées pour cette estimation de l’attitude sont basées sur le

filtrage complémentaire et le filtre de Kalman. Cependant, à la différence des aéronefs ha-

bités ou des drones de grande taille, les micro-drones embarquent des systèmes de mesure

et de traitement avec un cahier des charges contraignant. Les systèmes embarqués utilisent

généralement des microprocesseurs à basse consommation d’énergie ou des microcontrôleurs

avec un espace mémoire limité, de l’ordre de quelques Ko maximum. Par conséquent, les

méthodes d’estimation d’attitude qui impliquent des calculs coûteux ne peuvent pas être

utilisées pour ce type de systèmes. A l’heure actuelle, différents constructeurs offrent des

solutions à ce problème et les plus remarquables sont Xsens [115] et MicroStrain [74]. Ce-

pendant il existe encore des problèmes qui ne sont pas encore résolus (dérive dans le temps

des estimées ou changement dramatique du signe du quaternion, cadence d’échantillonnage

limitée) et des solutions doivent être proposées.

Estimation de l’attitude dans la capture de mouvement humain

La capture de mouvement, de façon générale, consiste à capter les mouvements d’un

objet. Ainsi, les mouvements sont enregistrés et ils peuvent être restitués en temps réel ou

différé. Les applications sont très variées et vont du domaine médical (chirurgie assistée par

ordinateur) à celui de la réalité virtuelle (par exemple, des joysticks, des interfaces homme-

machine, etc). Dans le cas de la capture de mouvement humain, ces systèmes mesurent la po-

sition et/ou l’orientation des membres d’un acteur réel selon une fréquence d’échantillonnage

qui dépend du système de capture de mouvement utilisé. Les informations recueillies sont

appliquées en temps réel ou en temps différé sur un personnage virtuel. Dans ce dernier cas,

elles sont enregistrées et traitées par des logiciels spécifiques au système. Les systèmes de

capture de mouvement se sont améliores depuis leurs débuts en termes de précision et de

résolution. De nos jours, leur diversité permet d’animer un personnage dans son intégralité :

corps, visage et mains. Différents systèmes de capture de mouvement humain existent sur le

marché. Ils diffèrent essentiellement par leur technologie. Il est possible de distinguer ainsi

trois grands groupes : les systèmes optiques, mécaniques et magnétiques [87].

Les systèmes commerciaux de capture de mouvement tel que Vicon [77] ou Optotrak [102]

sont souvent considérés comme des standards dans l’analyse du mouvement humain. Malgré

la grande précision que ces systèmes offrent (erreurs ≈ 1mm), ils possèdent d’importantes li-

mitations, en particulier, un coût élevé, la limitation de l’espace de mesure et les phénomènes

d’écrantage. Cela a motivé le développement de systèmes portables et ergonomiques, basés

sur des centrales de mesures inertielles [87].

La technique consiste à considérer le corps humain comme une structure articulée. Les struc-

tures articulées décrivent des objets possédant un mouvement global non rigide, mais dont

chacune des parties constituantes se conforme isolément aux contraintes des mouvements
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rigides. Elles constituent une châıne de segments de longueur constante, reliés par des arti-

culations possédant chacune un ou plusieurs degrés de liberté. Dans le cas du corps humain

il s’agit d’une à trois rotations, physiologiquement contraintes en amplitude (et dont les axes

ne sont pas toujours faciles à définir de façon précise). Ainsi, des modules contenant trois

gyromètres, trois accéléromètres et trois magnétomètres montés en tri-axe, sont positionnés

sur chaque articulation ( ou à proximité). L’attitude pour chaque articulation est estimée.

La combinaison de toutes ces informations conjointement à une connaissance a priori de

l’anatomie du corps humain permet d’obtenir l’information sur la posture du corps (voir fi-

gure 1.10). Plusieurs travaux ont été récemment développés dans cette direction et on pourra

consulter par exemple [87].

Fig. 1.10 – Exemple d’une structure articulée

Estimation de l’attitude dans le cerveau

Pour un être vivant et en particulier pour un humain, le système vestibulaire est le

système sensoriel principal de la perception du mouvement et de l’orientation par rapport

à la verticale. Le rôle essentiel du système vestibulaire est de participer à l’équilibre en

contrôlant et en coordonnant les mouvements réflexes de la tête, du cou, du tronc et des

yeux. Les récepteurs sensoriels du système vestibulaire sont situés dans l’oreille interne.

Les troubles du système vestibulaire peuvent conduire à des vertiges. Le système vesti-

bulaire est constitué d’un organe sensoriel périphérique composé du labyrinthe postérieur

(canaux semi-circulaires, utricule, et saccule), du nerf vestibulocochléaire et de ses noyaux

encéphaliques (voir figure 1.11).

Les trois canaux semi-circulaires sont disposés selon les trois plans de l’espace, ils se

présentent comme des tores (tubes creux circulaires) contenant un liquide, l’endolymphe.

Lors d’un mouvement de rotation, la force de Coriolis entrâıne un déplacement du liquide

par rapport aux canaux qui est détecté par les cils des cellules cillées vestibulaires situés sur
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la paroi des canaux. La disposition orthogonale des trois canaux permet donc de détecter

un mouvement quel que soit l’axe de la rotation. La perception des accélérations linéaires

repose sur les autres cavités du système vestibulaire que sont l’utricule et le saccule, qui

forment le système maculaire. La pesanteur terrestre (verticale et orientée vers le bas) est

une accélération particulière qui est détectée par le système maculaire ce qui renseigne

l’organisme sur son orientation dans l’espace.

L’information vestibulaire est transmise au cerveau via le nerf vestibulaire, puis le nerf

vestibulocochléaire et un relais dans les noyaux vestibulaires.

Le système vestibulaire est un capteur inertiel 3D biologique qui permet de mesurer le

mouvement angulaire ainsi que l’accélération linéaire de la tête. De cette façon, le système

vestibulaire a la fonction de stabilisation du corps.

Fig. 1.11 – Système vestibulaire

Les avancées technologiques récentes et la miniaturisation des capteurs permettent le

développement de prothèses afin d’aider ou de remplacer le système vestibulaire [109], [59].

Dans ce cas, trois gyromètres montés orthogonalement jouent le rôle des trois canaux semi-

circulaires et des accéléromètres peuvent remplacer le système maculaire, formé par l’utricule

et le saccule. Au moins deux catégories de prothèses peuvent être considérées et leur classi-

fication dépend de la façon de faire le “feedback”. Une première approche consiste à envoyer

l’information du mouvement de la tête directement au système nerveux au moyen d’une

stimulation électrique à la filière vestibulaire neuronale [61]. Une autre approche consiste à

transmettre l’information par stimulation sensorielle à travers d’autres systèmes sensoriels,

tel que le système tactil, visuel ou auditif [108]. Ce type de systèmes s’inscrit dans le cadre

plus général de la robotique d’assistance (Assistive Robotics) et de l’interaction de l’humain

avec des robots (Human-Robot Interaction (HRI)). Malgré les bons résultats obtenus ces

dernières années concernant les prothèses du système vestibulaire, il reste encore de nom-

breuses améliorations à apporter.
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1.1.3 Capteurs généralement utilisés pour l’estimation d’attitude

Comme nous l’avons mentionné dans les paragraphes précédents, l’avancée technologique

dans la construction et le développement de capteurs a permis d’aborder les problèmes d’es-

timation d’attitude dans différents domaines applicatifs. Les nouveaux composants intégrés

sur silicium, les MEMS (Micro Electro Mecanical System), permettent de réaliser en grande

quantité des capteurs performants à des dimensions micrométriques. Parmi la grande diver-

sité de capteurs disponibles en technologie MEMS, nous pouvons citer les capteurs inertiels

constitués par les accéléromètres et les gyromètres. Mais aussi nous pouvons trouver des

capteurs qui permettent la mesure du champ magnétique terrestre, les magnétomètres. Le

point fort de ce type de capteurs est leur taille, leur faible consommation énergétique et leur

coût. Par conséquent, ils sont parfaitement adaptés pour les applications embarquées grand

public.

L’ensemble de ces trois types de capteurs permet la conception de systèmes capables de

fournir l’information nécessaire sur l’attitude d’un solide dans l’espace. Néanmoins, la fusion

de toutes ces données est indispensable. Les méthodes de fusion des données issues de ces

capteurs utilisent les modèles mathématiques correspondant à la sortie de chaque capteur.

Dans les paragraphes suivants, nous allons décrire brièvement la technologie et les modèles

de mesure des trois capteurs mentionnés précédemment, afin d’exploiter cette information

dans la suite de ce travail.

Accéléromètre

Un accéléromètre est un capteur qui, fixé à un mobile, permet de mesurer l’accélération

de ce dernier. Dans son principe physique, un accéléromètre peut être vu comme une masse

d’épreuve attachée à un ressort qui est lui-même attaché à un repère fixe (voir figure 1.12).

Le principe de tous les accéléromètres est basé sur la loi fondamentale de la dynamique

F = ma où F est la force, m la masse d’épreuve et a l’accélération. Plus précisément, il

consiste en l’égalité entre la force d’inertie de la masse sismique du capteur et une force

de rappel appliquée à cette masse. En utilisant la deuxième loi de Newton, nous avons la

contrainte F = ma = −kx. Donc une accélération a entrâınera un déplacement |x| =
∣∣ma
k

∣∣.
Or, si nous observons le déplacement x il est possible d’en déduire l’accélération par la

relation a = −kx
m

. De cette façon, connâıtre l’accélération consiste en réalité à connâıtre le

déplacement de la masse attachée au ressort. Afin de mesurer l’accélération suivant différents

axes, le système précédent doit être reproduit suivant les axes requis.

Les principaux paramètres d’un accéléromètre sont : l’étendue de mesure généralement

donnée en g (accélération de la gravité standard au niveau de la mer pour une latitude

de 45◦, g=9,80665 m/s2), la bande passante (en Hz), la précision, la sensibilité (mV/g), la

gamme de température d’utilisation (en ◦C), la masse du capteur, la sensibilité transver-
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Fig. 1.12 – (a) Principe de l’accéléromètre, (b) Accéléromètre bi-axe ADXL202 (Analog Devices, Inc)

sale, le nombre d’axes (1 à 3 axes), la construction mécanique, l’électronique intégrée et

bien sûr le prix. Le tableau 1.1 présente un exemple de caractéristiques souhaitées pour un

accéléromètre dédié aux applications de navigation inertiele. La principale source de bruit

mécanique présente dans un accéléromètre est due au mouvement Brownien des molécules de

gaz autour de la masse d’épreuve et au mouvement Brownien du ressort. Le bruit résultant

“TNEA” (the Total Noise Equivalent Acceleration ) est donné en [m/s2/
√
Hz] [7]. Toutes

les caractéristiques qui interagissent et caractérisent un accéléromètre dépendent de la tech-

nologie et du procédé de fabrication. Différents types de transducteurs peuvent être utilisés

pour la construction des accéléromètres. Les approches les plus utilisées sont à détection

piézoélectrique, à détection capacitive, à jauge de contrainte/extensométrie (proche du type

piézorésistif dans son principe) , à poutre vibrante, à ondes de surface et à détection op-

tique [7].

Paramètres Spécifications

Étendue de mesure ± 1 g

Bande passante 0-100Hz

Précision < 4µg

Sensibilité transversale < 0.1%

Gamme de température -40◦C à 80 ◦C

Tab. 1.1 – Caractéristiques d’un accéléromètre

Modèle de mesure : le signal de sortie d’un accéléromètre est décrit comme l’addition

d’une accélération a, de la gravité g et d’un terme de bruit ηA, considéré blanc et gaussien :

bA = a− g + ηA (1.44)

Si trois accéléromètres sont montés en triaxe orthogonal dans un solide, avec leurs axes sen-

sibles qui cöıncident avec les principaux axes d’inertie du solide, la sortie des accéléromètres
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peut être écrite comme le vecteur de mesures :

~bA = C(q)~rA + ~ηA (1.45)

avec ~rA = (~a − ~g), où ~g = [0 0 g]T et ~a ∈ R3 représentent respectivement le vecteur de

gravité et d’accélération propre du corps, donnés dans le système de coordonnées inertiel N .

g est la constante gravitationelle et ~ηA ∈ R3 est le vecteur de bruits supposés indépendants,

blancs et gaussiens.

La matrice C(q) est une matrice de rotation associée au quaternion q, ce dernier caractérisant

l’attitude du solide par rapport au repère inertiel N .

Remarque 1.3. Si l’accélération ~a est faible par rapport à la gravité, ‖~a‖ � ‖~g‖, les me-

sures des accéléromètres donnent une projection du vecteur de gravité dans le système de

coordonnées inertiel B. En conséquence ~rA ≈ −~g et :

~bA = −C(q)~g + ~ηA (1.46)

Dans ce cas, ~ηA représente la somme du vecteur de bruit et des perturbations induites par

des vibrations ou des accélérations parasites. Le vecteur ~ηA ne peut pas alors être considéré

comme un vecteur de bruits blancs et gaussiens. En l’absence d’accélération, les vecteurs de

mesures sont supposés unitaires. Par conséquent, on prendra ~g = [0 0 g]T/||~g|| = [0 0 1]T .

En présence d’accélération ~a, le vecteur de mesure sera normalisé par g.

Gyromètre

Un gyromètre ou gyroscope vibrant est un appareil permettant d’effectuer une mesure

de la vitesse de rotation de son bôıtier. Les phénomènes physiques utilisés pour réaliser ce

type de capteurs sont essentiellement les propriétés inertielles de la matière.

Les gyromètres utilisent plusieurs éléments vibrants qui produisent des signaux si-

nusöıdaux identiques et d’amplitude constante lorsque le capteur est au repos. Lorsque

celui-ci est soumis à un mouvement de rotation, les forces de Coriolis induisent une va-

riation d’amplitude de ces signaux. Le fonctionnement du gyromètre vibrant à effet Coriolis

est le suivant : il s’agit d’un diapason dont on entretient à la résonance le mode de flexion

à l’aide de l’effet piézoélectrique indirect (utilisation d’un champ électrique pour créer des

contraintes). Lorsque l’ensemble du capteur est soumis à une rotation, l’effet Coriolis crée

un mouvement orthogonal d’amplitude proportionnelle (mode de torsion) que l’on détecte

par l’effet piézoélectrique direct (apparition de charges sous l’effet d’une contrainte). Les

principaux paramètres qui spécifient la performance d’un gyromètre sont la résolution, le

biais, la sortie à vitesse nulle ZRO (Zero-Rate Output) et le facteur d’échelle. En l’absence

de rotation, le signal de sortie d’un gyromètre est composé d’un bruit blanc et d’une fonc-

tion lentement variable [7]. Le bruit blanc influence la résolution du capteur et celle-ci est
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Fig. 1.13 – (a) Principe du gyromètre, (b) Surface d’un gyromètre mono-axe fabriqué au moyen d’un
Bosch procédé

exprimée en termes d’écart type ou de vitesse de rotation divisée par la racine carré de la

largeur de bande de détection [(◦/sec)/
√
Hz]. Le paramètre appelé “angle randon walk” ex-

primé en [◦/
√
Hz] peut être aussi utilisé pour définir la résolution. La valeur de l’amplitude

(peak-to-peak) de la fonction lentement variable représente le biais à court ou long terme du

gyromètre et celui-ci est exprimé en (◦/sec) ou (◦/h). Le facteur d’échelle représente le gain

entre le signal de sortie et la vitesse de rotation, exprimé en [V/(◦/s)]. Le tableau 1.2 donne

des caractéristiques standards des gyromètres utilisés dans la détermination de l’attitude et

la navigation inertielle.

Paramètres Spécifications

Etendue de mesure > 400 (◦/sec)

Angle Random Walk < 0.001 (◦/
√
Hz )

Dérive < 0.01 (◦/h)

Précision du facteur d’échelle < 0.001 (%)

Bande passante 0-100 (Hz )

Gamme de température -40◦ à 80 ◦

Tab. 1.2 – Caractéristiques d’un gyromètre

Modèle de mesure : Le signal de sortie du gyromètre est donné par :

ωG = ω + ν + ηG (1.47)

où ω est la vitesse réelle de rotation, ν est une fonction lentement variable dans le temps et

ηG est un bruit blanc lié à la résolution du capteur.

De l’équation (1.49), il est clair que lorsqu’il n’y a pas de rotation, le signal de sortie du

gyromètre est composé d’un bruit blanc et d’une fonction lentement variable dans le temps.
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La dynamique de cette fonction peut être modélisée par un processus de Gauss-Markov [18]

décrit par l’équation :

ν̇ = −1

τ
ν + ην (1.48)

Si trois gyromètres sont montés en triaxe orthogonal dans un solide, tels que leurs axes

sensibles cöıncident avec les principaux axes d’inertie du solide, la sortie des gyromètres et

l’évolution du biais deviennent :

~ωG = ~ω + ~ν + ~ηG (1.49)

~̇ν = −T−1~ν + ~ην (1.50)

où les composantes des vecteur ~ηG et ~ην ∈ R3 sont supposées être des bruits blancs et

gaussiens et T = τI3 est une matrice diagonale de constantes de temps.

Remarque 1.4. Afin de déterminer l’attitude d’un solide, les gyromètres sont utilisés

pour mesurer les vitesses de rotation du corps. De cette manière, en intégrant l’équation

cinématique à partir d’une condition initiale, il est possible d’obtenir la variation de l’atti-

tude. Cependant, les sorties des gyromètres étant polluées pour des biais, ceux-ci doivent être

estimés et recalés au cours du temps.

Magnétomètre

Parmi les instruments de navigation qui permettent de s’orienter par rapport à un système

de référence absolu, nous trouvons le compas magnétique. Cet instrument utilise le champ

magnétique terrestre comme référence, en conséquence il permet de suivre un cap.

Le champ magnétique terrestre interne trouve son origine au centre de la Terre où les

atomes du magma portés à haute température (5000 ◦C) sont “dépouillés” d’une partie de

leurs électrons et sont donc ionisés. Ce noyau liquide, riche en fer et en nickel, est donc

conducteur. La rotation de la Terre met ce magma en mouvement ce qui constitue un gi-

gantesque anneau de courant transformant la Terre en un immense solénöıde avec un champ

magnétique. En surface, le champ magnétique varie d’un lieu à un autre. Cette variation est

à l’origine des mouvements de l’aiguille de la boussole lorsque l’on se déplace. Elle permet

également à certains animaux, comme les pigeons, de s’orienter.

Du point de vue théorique, le champ magnétique terrestre est orienté dans l’espace et présente

deux composantes vectorielles en un point donné de la surface de la Terre : une composante

d’induction magnétique ~Bz dirigée verticalement et une composante horizontale ~Bh (voir fi-

gure 1.14(a)). La résultante représente l’intensité du champ magnétique (ou le vecteur champ

magnétique ~BM). Aux pôles magnétiques la composante horizontale s’annule. L’angle formé

par le champ magnétique ~BM et le plan horizontal est appelé l’inclinaison magnétique. Sa va-

leur augmente à mesure qu’on se rapproche des pôles et atteint 90° au pôle magnétique nord
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(-90° au pôle Sud magnétique). L’angle D formé entre la direction du pôle nord géographique

et du pôle nord magnétique est appelé déclinaison.

Le Champ Géomagnétique International de Référence (IGRF) et le Modèle Magnétique Mon-

dial (WMM) sont les deux modèles les plus utilisés, notamment pour la navigation [3].

Dans des applications comme celles traités dans ce document, la zone d’action représentée

par un système inertiel NED est extrêmement petite par rapport à la surface de la Terre.

Par conséquent, dans cette zone le champ magnétique peut être considéré constant. Dans le

système inertiel NED, le champ magnétique est représenté par un vecteur ~rM = [rMx 0 rMz ]
T

tel que le montre la figue 1.14 (b). La variation d’orientation du champ magnétique terrestre

dans un système de coordonnées mobile peut être déterminée à partir de l’évolution des

3 composantes cartésiennes du champ dans ce système de coordonnées. Les méthodes de

Fig. 1.14 – (a) Composantes du champ magnétique terrestre, (b) Composantes du champ magnétique
dans un système de référence NED

mesure des champs magnétiques sont assez nombreuses et il existe plusieurs principes de

capteurs magnétiques. Le tableau 1.3 résume les caractéristiques de différents types de cap-

teurs de champ magnétique. En pratique, les capteurs à effets magnétorésistifs répondent au

cahier des charges des applications embarquées en raison de leur performance, coût, taille et

facilité de mise en œuvre.

Modèle de mesure : Le signal de sortie d’un magnétomètre est décrit comme la

somme d’une projection du champ magnétique terrestre ~rM dans B et un terme de bruit ηM

considéré blanc et gaussien. Si trois magnétomètres sont montés en triaxe orthogonal dans

un solide, tels que leurs axes cöıncident avec les principaux axes d’inertie du solide, la sortie

du magnétomètre triaxe dans le système de coordonnées mobile peut être écrit sous la forme

d’un vecteur de mesures :

~bM = C(q)~rM + ~ηM (1.51)
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Type d’instrument Etendue de mesure Résolution Bande passante Type d’application
(mT) (nT) (Hz)

Bobine d’induction 10−10 − 106 Variable 10−1 − 106 Champs variables uniquement
Fluxgate 10−4 − 0.5 0.1 0− 2× 103 magnétomètre vectoriel
SQUID 10−9 − 0.1 10−4 0− 5 magnétomètre très haute sensibilité
Effet Hall 0.1− 3× 104 100 0− 108 pour champs > 1T
Magnétorésistance 10−3 − 5 10 0− 107 moyen de gamme
Pompage optique 0.01− 0.1 0.005 0− 5 magnétomètre scalaire haute résolution

Tab. 1.3 – Caractéristiques de quelques capteurs magnétiques

Dans notre cas, un modèle théorique du champ magnétique, très proche de la réalité consiste

à considérer le vecteur de champ magnétique unitaire avec un angle d’inclination I = 60◦.

D’où nous avons : ~rM = [rMx 0 rMz ]
T = [1

2
0

√
3

2
]T .

1.1.4 Estimation de l’attitude : état de l’art

Différentes approches ont été appliquées au problème de l’estimation de l’attitude, condui-

sant à une grande variété d’estimateurs. Ici, seuls les estimateurs utilisant le quaternion

d’attitude sont présentés. Ces estimateurs peuvent être classés en deux principales familles :

les estimateurs de quaternion “optimaux” développés suivant deux approches :

– ceux basés sur des moindres carrés avec contraintes ;

– ceux basés sur le filtre de Kalman ;

les observateurs non linéaires d’attitude pour lesquels la preuve de convergence est

réalisée par l’intermédiaire de l’analyse d’une fonction de Lyapunov.

Ces approches seront décrites brièvement dans les paragraphes suivants afin de donner un

aperçu général de plus de 35 années de développement d’algorithmes et de permettre de

situer notre travail et notre contribution dans ce domaine.

Les estimateurs de quaternion optimaux

Soient ~b et ~r les coordonnées d’un vecteur ~x par rapport aux systèmes de coordonnées B

et N , respectivement. Les coordonnées du vecteur ~r dans le système inertiel N (par exemple

le système NED) sont en général bien connues. Par contre, le vecteur ~b représentant un

vecteur de mesure du vecteur ~r, obtenu à partir de capteurs dans le système de coordonnées

mobile B (par exemple un magnétomètre ou accéléromètre, mesurant le champ magnétique

ou le champ de gravité, respectivement) est en général entaché d’erreurs. Ces deux vecteurs

sont liés via une matrice de rotation C et un terme de perturbation ~ηi, conduisant à un
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modèle de mesures tel que défini par (1.45) ou (1.51) :

~bi = C~ri + ~ηi (1.52)

Ce modèle de mesures est à la base du développement de différents algorithmes, notamment

ceux basés sur les techniques de moindres carrés avec contraintes ou ceux basés sur le filtre

de Kalman.

Approches de moindres carrés

En 1965, Wahba [113] formule le problème de l’estimation d’attitude dans un contexte de

moindres carrés avec contraintes. Cette formulation est résumée dans la définition ci-après.

Définition 1.3 (Problème de Wahba). Soient deux ensembles de n vecteurs chacun

{~r1, ~r2, . . . , ~rn} et {~b1,~b2, . . . ,~bn} où chaque paire (~ri,~bi) correspond aux coordonnées d’un

vecteur ~xi par rapport aux systèmes de coordonnées N et B, respectivement. Le problème

consiste à trouver la matrice C, qui ramène le premier ensemble dans le second de façon à

ce qu’ils cöıncident le “mieux possible”. En termes mathématiques, le problème consiste à

trouver la matrice C qui minimise la fonction coût suivante :

Ĉ = arg min
n∑
i=1

‖~bi − C~ri‖2 (1.53)

sous la contrainte que C soit une matrice orthogonale.

La solution au problème de Wahba est une estimation d’attitude pour une simple rotation.

Cette hypothèse apparâıt naturelle tant que l’estimation d’attitude s’effectue à un instant

donné unique. Une famille de solutions au problème de Wahba consiste à déterminer la

matrice de rotation C ∈ S0(3), alors qu’une autre famille concerne l’estimation du quaternion

optimal q associé à la matrice C. Seule la seconde famille est présentée ici.

Estimateurs de quaternion dans le cas d’une simple rotation

En 1968, Davenport propose une méthode afin d’estimer le quaternion unitaire optimal

q qui représente une rotation. Comme reporté dans [25], Davenport montre que la fonction

de Wahba (1.53) peut être transformée en une fonction quadratique du quaternion :

1

2

n∑
i=1

‖~bi − C~ri‖2 = 1− qTKq (1.54)

avec ‖~bi‖ = 1 et ‖~ri‖ = 1, le vecteur de référence et le vecteur de mesures étant normalisés.

En conséquence, le problème de Wahba est équivalent à un problème de maximisation d’une
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forme quadratique du quaternion q. La solution à ce problème a donné lieu à un algorithme

connu dans la littérature sous le nom de “q-method”. Cet algorithme consiste à trouver

les vecteurs propres et les valeurs propres de la matrice K de l’équation (1.54). En fait, le

quaternion optimal est le vecteur propre qui correspond à la plus grande valeur propre. Cet

algorithme est devenu très populaire, conduisant à de nombreuses variantes telles que par

exemple, QUEST [92], ESOQ [75], ESOQ2 [76].

Filtrage de Kalman

Le filtre de Kalman est en quelque sorte l’extension des techniques des moindres carrés

à l’estimation d’une inconnue variant dans le temps et dont on connâıt une loi d’évolution.

Dans le contexte de l’estimation d’attitude, le quaternion d’attitude est considéré comme le

vecteur d’état. Le modèle du processus correspond à l’équation cinématique du quaternion :

q̇ =
1

2
Ξ(q)~ω (1.55)

et le modèle de mesures est obtenu par la substitution de la matrice C(q) de l’équation (1.23)

dans l’équation (1.52) :
~bi = C(q)~ri + ~ηi (1.56)

Supposons que la vitesse angulaire ~ω est un vecteur obtenu à partir des mesures de trois

gyromètres montés de façon orthogonale dans le mobile et noté ~ωG. De cette manière, les

entrées stochastiques de ce système sont un vecteur d’erreur ∆~ω dans la mesure de la vitesse

angulaire ~ω et un vecteur de bruit dans les vecteurs de mesures ~bi, noté ~ηi. Le vecteur ~ηi

affecte l’équation de mesure (1.56) de façon additive. L’erreur ∆~ω opère quant à elle, de

façon multiplicative dans l’équation (1.55). Une approche classique consiste à modéliser la

dynamique du processus comme un processus stochastique de la forme suivante :

q̇ =
1

2
Ξ(q)~ωG + ~ηp (1.57)

où le vecteur de bruit sur l’état ~ηp ∈ R4 prend en compte les imperfections dans la connais-

sance du modèle des mesures des gyromètres, à savoir, le biais et le bruit. L’équation (1.57)

conjointement avec l’équation de mesures (1.56), donnent lieu à un modèle d’état variable

dans le temps. Les propriétés statistiques du bruit sur l’état et du bruit de mesures doivent

être utilisées afin de déterminer un filtre optimal.

De l’équation (1.23), nous constatons que le modèle de mesures est non linéaire en q. De plus

si nous considérons le vecteur de biais présent dans les mesures des gyromètres, le modèle du

processus devient aussi non linéaire. Afin d’aborder ce problème, un filtre de Kalman étendu

(Extended Kalman Fiter)(EKF)) [18] a été largement utilisé pour l’estimation de l’attitude.
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Aussi, pour l’estimation d’attitude, de nombreux travaux ont été développés et nous pou-

vons trouver des approches telles que le filtre de Kalman étendu additif (Additive Extended

Kalman Filter (AEKF)) [5], [25] ou le filtre de Kalman étendu multiplicatif (Multiplicative

Extended Kalman Filter (MEKF)) [57], [71].

Le filtre de Kalman a la capacité de fusionner des signaux acquis à partir de différentes mo-

dalités de mesures. Cette caractéristique a été exploitée dans l’estimation d’attitude à partir

de capteurs GAM (Gyromètre, Accéléromètre, Magnétomètre). En général, l’idée consiste

à l’implantation de filtres, telle que les mesures des accéléromètres et magnétomètres sont

exploitées afin d’estimer l’attitude lorsque les mouvements à basse fréquence sont accomplis

(i.e. l’accélération propre du solide est négligeable devant la gravité), alors que les mesures

issues des gyromètres sont exploitées pour des mouvements à hautes fréquences. Le AEKF et

le MEKF ont été utilisés dans divers domaines, tels que par exemple, la robotique aérienne

et terrestre [85], [31], [68] la réalité virtuelle [48] et la capture de mouvement humain, [36],

[63].

Dans le filtre de Kalman étendu (AEKF et MEKF), les erreurs dans les modèles d’état et

de mesures sont supposées être des bruits blancs gaussiens de moyenne nulle. Cependant,

dans la pratique, cette hypothèse est fausse particulièrement pour ~ηp. Par conséquent, le

comportement du filtre sera sous-optimal. De plus, en raison d’une approximation linéaire

du modèle non linéaire, on ne peut pas garantir la convergence globale du filtre de Kalman

étendu.

Afin de résoudre les problèmes liés à la non linéarité et aux caractéristiques de bruit qui

ne correspondent pas à celles requises pour un filtre de Kalman, de nouvelles approches ont

été proposées, telles que le “Unscented Kalman Filter” (UKF) [27], le “Particle Filter” (PF)

[23] ou le “Box Particle Filtering” [38]. Malheureusement, ces approches sont très difficiles

à mettre en œuvre, voire impossible, pour les systèmes embarqués, tels que par exemple la

robotique aérienne, car ils exigent des coûts de calculs incompatibles avec les processeurs qui

généralement sont utilisés dans ces applications.

Les Observateurs non linéaires

Récemment et en raison des non linéarités liées au problème de l’estimation d’attitude

des approches issues de la théorie de l’automatique non linéaire ont donné lieu à des ob-

servateurs non linéaires d’attitude. Un des premiers travaux dans cette direction est celui

de Salcudean [86] où un observateur non linéaire est proposé pour l’estimation des vitesses

angulaires d’un corps rigide. Des travaux postérieurs ont été proposés principalement pour le

calibrage des gyromètres dans les satellites et téléscopes spatiaux [103] ou dans des systèmes

de navigation maritime [107]. Dans ces travaux, l’attitude est représentée par un quater-

nion unitaire. En conséquence, ils ont pour objectif d’estimer le quaternion qui représente
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l’attitude. Récemment, d’autres approches non linéaires se sont concentrées sur l’estimation

de la matrice de rotation C ∈ SO(3) [84]. Les travaux développés dans [79], [65] sont très

remarquables et leur originalité est due au faite qu’ils exploitent le groupe des matrices de

rotation SO(3) et l’algèbre de Lie qui lui est associée. Cette approche a été développée afin

d’estimer l’attitude et le biais présent dans les mesures des gyromètres, pour un drone de type

“VTOL”(Vertical Take-off and Landing). Bien que pour les observateurs non linéaires de la

matrice de rotation, on montre que l’erreur d’attitude converge à zéro de manière asymptoti-

quement globale, en pratique, le fait d’estimer une matrice de rotation oblige à estimer neuf

composantes sous six contraintes. Ceci apporte des problèmes numériques, surtout pour une

implantation dans de petits microcontrôleurs. L’avantage des approches non linéaires par

rapport au filtre de Kalman étendu est qu’elles garantissent la convergence globale, assurée

par l’intermédiaire d’une analyse basée sur la théorie de Lyapunov. De plus, la condition

de bruit gaussien (en particulier ici pour l’état) n’est plus nécessaire. Dans ces approches,

la condition d’optimalité doit être remplacée par une condition de robustesse. Néanmoins,

l’analyse de robustesse dans ces observateurs a été très peu abordée.

1.2 Commande d’attitude

1.2.1 Commande d’attitude d’un corps rigide : état de l’art

De la même façon que l’estimation de l’attitude, le problème de la commande d’attitude

d’un corps rigide a intéressé la communauté scientifique depuis le début des années 1950

car de nombreux systèmes tels que les satellites, les hélicoptères, les missiles tactiques, les

véhicules marins et sous-marins, etc., entrent dans ce cadre, avec la nécessité d’une commande

d’attitude.

Une façon traditionnelle de résoudre ce problème a été l’utilisation des lois de commande

avec des techniques de linéarisation par retour d’état [114], [34] et des lois de commande

de type proportionnelle-dérivée [111], [32], [104], [52]. Cependant, d’autres techniques plus

complexes ont aussi été utilisées, telles que par exemple la commande prédictive, appliquée

à un satellite dans [112] et dans un micro-satellite dans [46], la commande backsteeping

[55] ou encore la commande backsteeping adaptative [93]. La commande robuste, elle aussi

a été largement appliquée, par exemple dans la commande de missiles tactiques [94]. Il

faut remarquer que cette liste n’est pas exhaustive mais qu’elle nous donne un aperçu des

différentes approches pour résoudre le problème de la commande d’attitude.

Dans les approches mentionnées précédemment, les lois de commande les plus utilisées

sont celles de linéarisation par retour d’état et celle de type proportionnelle-dérivée. La raison

de leur popularité est leur simplicité et leur facilité d’implantation dans des systèmes réels.

Cependant, lorsque l’erreur d’attitude ou de vitesse angulaire est assez grande, le signal
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de commande produit par ces lois est grand lui aussi. Ce dernier effet est dans plusieurs

situations indésirable, voire dangereux car le signal de commande risque de provoquer une

saturation voire l’endommagement des actionneurs.

Bien que de nombreuses recherches soient consacrées à la résolution du problème de

la stabilisation d’attitude d’un corps rigide, peu de travaux ont abordé le problème de la

stabilisation lorsque le signal d’entrée est borné en amplitude. Récemment des travaux ont

abordé ce problème. Par exemple, les auteurs de [105] étudient le problème de la stabilisation

d’un corps rigide sous-actionné. Le principal point de ce travail est la représentation de

l’attitude qui utilise une paire de coordonnées réelles et conjuguées (w, z). Bien que cette

représentation soit bien adaptée à l’antisymétrie du corps rigide considéré, ainsi qu’à de

possibles défauts dans les actionneurs, l’utilisation conjointe de fonctions trigonométriques

et de variables complexes rend difficile son implantation. De plus, cette loi est discontinue en

raison d’une singularité dans la représentation de l’attitude. Dans [8], l’auteur propose une

loi de commande qui dirige un véhicule sous-marin d’une région initiale à une région finale

de l’espace d’état alors que le signal de commande et les états restent bornés. Son approche

exploite les idées de l’analyse formelle des systèmes continus et hybrides que lui-même avait

proposé dans [9]. Les auteurs de [12] étudient la stabilisation d’un satellite en présence de

saturation dans le signal d’entrée. Leur loi de commande est basée sur une approche VSC

“Variable Structure Control”.

Malheureusement, ces approches, dites bornées, conduisent à des lois de commande qui ne

sont pas continues, rendant leur mise en œuvre délicate pour des systèmes réels.

La commande optimale a aussi été largement appliquée au problème de la commande

d’attitude et de nombreuses recherches ont été développées dans cette direction [89]. Cepen-

dant, lorsque la commande est sous contraintes, cela engendre une grande difficulté. En fait,

afin de trouver la loi de commande, il est nécessaire de résoudre les équations de Hamilton-

Jacobi. Par conséquent, le calcul de la commande est considéré impossible à mettre en œuvre

en temps réel. Dans l’espoir d’appliquer la commande optimale, plusieurs travaux ont essayé

de contourner le problème que représente la résolution des équations de Hamilton-Jacobi et

les recherches se sont consacrées à utiliser une technique appelée “Méthode optimale inver-

se” (Inverse Optimal Method) [78], [56]. Néanmoins, afin d’appliquer la méthode optimale

inverse, la connaissance d’une fonction de Lyapunov s’avère nécessaire.

Dans [56], les auteurs exploitent la structure d’interconnection en cascade qui existe entre

l’équation dynamique et l’équation cinématique du corps rigide. Ainsi, une fonction de Lya-

punov est construite en utilisant la méthode de backstepping. Cependant, la loi de commande

résultant dépend des paramètres du modèle (matrice d’inertie) et les propriétés de robustesse

ne sont pas étudiées. Dans le travail présenté dans [78], les auteurs proposent d’abord une

fonction de Lyapunov. La loi de commande est ensuite construite à partir de la solution d’un
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problème de programmation quadratique statique. Malheureusement, la loi de commande

résultant n’est pas continue et comme nous l’avons mentionné auparavant, ce fait la rend

peu intéressante pour des applications réelles.

Bien que de nombreuses techniques de commande et des analyses de stabilité aient été

consacrées au sujet de la stabilisation de l’attitude d’un corps rigide, comme celles que l’on

vient d’évoquer ici, le problème lié à un signal de commande d’entrée borné et continu, qui

assure la stabilité globale et qui soit simple à mettre en œuvre, n’a pas été formellement

abordé. De plus, les lois de commande rapportées dans la littérature (à l’exception de

la commande optimale) ne prennent pas en compte les contraintes dans les vitesses de

rotation. Ces contraintes sont nécessaires en pratique afin de prendre en compte une possible

saturation dans les actionneurs et dans les capteurs, tels que les gyromètres.

1.2.2 Commande de l’hélicoptère à quatre rotors : état de l’art

L’intérêt pour les Véhicules Aériens Autonomes (Unmanned Arial Vehicle, UAV) s’est

constamment accru ces dernières années et a conduit de nombreux travaux, notamment en

ce qui concerne leur commande. La poursuite de cet objectif est possible grâce à l’évolution

des technologies de l’information et de la communication et surtout grâce à la croissance

exponentielle de la puissance de calcul des calculateurs.

Ces Véhicules Aériens Autonomes, aussi appelés “Drones” (faux bourdon), sont struc-

turés principalement dans trois familles : ceux à voilures fixes, ceux à voilures tournantes

et les aéronefs à ailes battantes (ornithoptères). Les drones ont été employés au début prin-

cipalement dans le domaine militaire. Cependant, on peut trouver aussi des applications

civiles telles que, par exemple, le secours et la recherche de blessés dans un désastre, la

surveillance environnementale, la cartographie aérienne, la surveillance du trafic routier, la

cinématographie ou encore l’anthropologie.

Une étude bibliographique montre que la recherche en robotique aérienne a principa-

lement impliqué des véhicules à voilures tournantes capables de décoller et d’atterrir à la

vertical. Ce type de plateformes est connu sous le nom de “VTOL” (Vertical Take-off and

Landing). Le principal avantage de ces plateformes est leur manœuvrabilité. En outre elles

permettent de maintenir le véhicule aérien en vol stationnaire, ce qui est indispensable pour

de nombreuses applications. Parmi les véhicules qui permettent le décollage et l’atterrissage

vertical, le véhicule le plus connu est sûrement l’hélicoptère standard [64], composé d’un rotor

principal et d’un rotor de queue. Cependant, depuis quelques années, de nombreuses études

sont menées sur d’autres véhicules, par exemple, l’hélicoptère birotor [30], les véhicules à

voilures tournantes carénées [80] et l’hélicoptère à quatre rotors [45].

La modélisation de cette classe d’engins a été abordée dans de nombreux travaux. Ce-
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pendant et comme l’ont récemment mentionné les auteurs dans [54], la description du mou-

vement dans toutes les architectures VTOL est très similaire. Le schéma général des archi-

tectures VTOL est montré dans la figure 1.15. Un véhicule VTOL est capable de générer

une force de poussée F3 parallèle à l’axe zn et trois couples indépendants Γ1,2,3, autour de ses

axes principaux d’inertie. Puisque les systèmes VTOL sont des systèmes sous actionnés, les

déplacements sur les axes xn et yn dépendent directement de la force F3 et de l’orientation

produite par les couples (Γ1,2,3). En utilisant une formulation de Newton-Euler, les équations

qui décrivent le mouvement sont :
~̇p

~̇v

Ċ

~̇ω

 =


~v

~g − 1
m
CT ~F

C[~ω×]

J−1(−~ω × J~ω + Γ1,2,3)

 (1.58)

où ~p et ~v sont la position et la vitesse du centre de masse par rapport à un système de

référence inertiel. ~ω est la vitesse angulaire et C est la matrice de rotation qui permet le

passage entre le repère inertiel et celui fixé au véhicule. ~F = [0 0 F3]
T et Γi sont la force et

les couples appliqués au véhicule. ~g représente le vecteur de gravité et sa direction est vers

le bas.

Fig. 1.15 – Architecture d’un véhicule type VTOL

Un exemple (peut-être le plus remarquable) d’aéronefs autonomes VTOL est l’hélicoptère

à quatre rotors, connu sous les appellations de quadrotor, quattrocopter ou encore X4-flyer.

Cet hélicoptère possède certains avantages par rapport aux hélicoptères conventionnels. En

raison de sa symétrie, ce véhicule est dynamiquement élégant et simple à réaliser.

Le concept de l’hélicoptère à quatre rotors n’est pas nouveau. Le premier hélicoptère à

quatre rotors a été dessiné et construit en 1922 par George de Bothezat. Il était destiné à

l’armée américaine. Cet immense aéronef pesait 1600 kilogrammes et était propulsé par un
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1.2. COMMANDE D’ATTITUDE

seul moteur (voir figure 1.16). Malgré le succès de son vol, les performances de cet appareil

n’ont pas été celles attendues par l’armée et par conséquent, le projet a été abandonné.

Fig. 1.16 – L’hélicoptère à quatre rotors de Bothezat

Depuis quelques années, ce même concept a commencé à être exploité, mais avec une taille

réduite (figure 1.17). Depuis 2002, plusieurs centres de recherche et de groupes de spécialistes

en aéronautique ont commencé à publier les premier résultats à propos de la modélisation

et de la commande de cet hélicoptère à quatre rotors. Un exemple de cet intérêt peut être

trouvé par exemple dans [45], [1].

Fig. 1.17 – L’hélicoptère à quatre rotors “Draganfly III ” de chez “Draganfly innovation, Inc” [29].

Dans les paragraphes suivants, nous allons décrire très succinctement, les travaux de

différents groupes qui sont intervenus dans la modélisation et la commande de cet hélicoptère

à quatre rotors. Il faut remarquer que cette liste n’est pas exhaustive.

Université Nationale d’Australie : cette équipe de recherche a été une des premières

à aborder le problème de la stabilisation de l’hélicoptère à quatre rotors, [82]. Ensuite, ils

se sont intéressés à donner une modélisation très détaillée (et les détails de conception) des

hélicoptères à quatre rotors pour différentes tailles de modèles réduits [81].

Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne, Suisse : ce groupe de recherche s’est

intéressé à la conception du “hardware” embarqué dans des hélicoptères à quatre rotors, en

utilisant différentes architectures, telles que par exemple des microcontrôleurs, des DSP et

des FPGAs [13]. En ce qui concerne la commande, ils ont reporté l’application de lois de
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commande de type PID et LQ pour la stabilisation en attitude de l’hélicoptère à quatre

rotors [14]. Ensuite, ils ont appliqué des approches plus complexes, telles que la commande

backstepping et la commande à modes glissants [15]. Différents résultats en simulation et en

temps réel ont été montrés. Cependant un modèle linéaire pour l’attitude a été utilisé et les

aspects de robustesse par rapport aux perturbations externes et aux incertitudes du modèle

n’ont pas été abordés. De plus, les lois de commande ne sont pas bornées.

Université de technologie de Compiègne, France : bien que cette équipe ait réalisé

une modélisation de l’hélicoptère à quatre rotors basée sur un formalisme de Lagrange le

point fort de leur travail concerne la commande. La stratégie de commande reportée dans

[22] consiste à ramener les équations qui représentent la dynamique du système à une châıne

d’intégrateurs et ensuite à appliquer une stratégie proposée dans [101] qui concerne la stabi-

lisation des systèmes linéaires avec des commandes bornées. La plateforme expérimentale de

cette équipe consiste en l’hélicoptère à quatre rotors “Draganfly III ” vendu chez “Dranganfly

innovation, Inc” [29], un capteur électromagnétique appelé “Polhemus” (qui travaille dans

un espace réduit d’environ 30 cm) permettant d’obtenir la position et l’orientation de l’engin,

une télécommande du type Futaba Skysport 4, une carte d’acquisition de données et un PC.

Il faut remarquer qu’ils ont conservé l’architecture électronique embarquée du fabricant. La

télécommande et le PC sont connectés en utilisant la carte d’acquisition et la connexion est

réalisée directement aux potentiomètres de la télécommande, ce qui permet la commande

de la poussée principale, de l’angle de tangage, de roulis et de lacet. Les résultats obtenus

expérimentalement sont très satisfaisants, compte tenu de la plateforme utilisée. Néanmoins,

quelques remarques doivent être faites. Comme il est reporté dans [20], le système original

du Draganfly III possède trois gyromètres embarqués qui l’aident à se stabiliser. Si les gy-

romètres sont désactivés pour tester les lois de commande, la stabilisation est beaucoup plus

difficile, voire impossible. Ainsi, la stabilisation de l’hélicoptère dépend directement de la

boucle de commande interne implantée par le fabricant.

L’analyse de stabilité montre que la loi de commande stabilise le système de façon globale

mais en pratique ce n’est pas le cas pour la raison suivante : la commande est en effet basée

sur les dérivées des angles de Cardan (bien que dans leur document ils soient appelés angles

d’Euler) qui sont assimilés aux vitesses angulaires de l’engin. Cette approximation n’est en

fait valable que pour de petits angles (voir équation (1.15)). De plus, bien que la loi de

commande soit formée de fonctions de saturation imbriquées, elle n’est pas bornée.

Récemment, une commande d’attitude bornée pour l’hélicoptère à quatre rotors a été pro-

posée dans [21], où la loi de commande est obtenue en utilisant une technique backstepping.

Néanmoins, les auteurs supposent un modèle linéaire pour la dynamique de la rotation.

Malgré ces remarques, ce groupe de recherche a été l’un des premiers à réaliser un vol

autonome de l’hélicoptère à quatre rotors et ses résultats ont inspiré d’autres équipes.
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Projet ROBVOLINT, France : Le travail réalisé dans ce projet est, peut être, le plus

remarquable dans le cadre de la commande de l’hélicoptère à quatre rotors. Cela est dû au fait

qu’ils ont mené en parallèle une démarche scientifique et technique. Le projet ROBVOLINT

(ROBot VOLant d’INTérieur) a impliqué la collaboration conjointe des équipes de quatre

laboratoires de recherche différents, afin d’exploiter les compétences de chacune :

1. L’équipe SAM d’I3S UNSA-CNRS : contrôle des engins volants à voilures tournantes,

modélisation, asservissement visuel et reconstruction d’état ;

2. L’équipe Lagadic de l’IRISA INRIA : asservissement visuel, traitement d’images, vision

par ordinateur, perception et localisation à partir d’images ;

3. L’équipe List du CEA-FAR : téléopération, IHM, architecture électronique, système

embarqué et traitement d’images ;

4. L’équipe Robotique de l’IRCCyN : contrôle des engins volants à voilures tournantes,

modélisation et asservissement visuel.

Le projet s’est consacré tout d’abord à mettre en place l’équipement (électronique, informa-

tique et sensoriel) d’un hélicoptère à quatre rotors, afin d’obtenir un ensemble fonctionnel

adapté à leur recherche. Dans ce projet, le Draganfly IV [29], a été utilisé comme architec-

ture de base. Cependant, toute la mécanique et l’architecture électronique de l’appareil a été

refaite : seules les pales et des pièces de la structure ont été conservées.

L’architecture électronique embarquée dans le drone a été développée au CEA. Cette

architecture est modulaire et elle est constituée par quatre modules :

1. Module capteurs : Il consiste en une centrale inertielle constituée par trois

accéléromètres, trois gyromètres et deux magnétomètres ;

2. Module commande de moteurs : l’objectif de ce module est l’asservissement en vitesse

des quatre moteurs via un microcontrôleur ;

3. Module de commande : il est constitué par un DSP qui interagit avec les autres modules

via une liaison série de type SPI. C’est dans le DSP que les algorithmes de fusion de

données de la centrale inertielle et les algorithmes de commande sont implantés ;

4. Module de vision : il consiste en une caméra analogique fixée au centre de gravité du

drone. La transmission des images est faite par voie hertzienne à un poste d’acquisition

d’image, constitué par un PC.

En ce qui concerne la commande de cet engin, les travaux de l’équipe SAM d’I3S se

sont consacrés au développement des stratégies de commande en utilisant principalement

des informations visuelles. Ils ont exploité une technique très originale appelée IBVS

(Image-Based Visual Servo) [44], [26]. Ils ont aussi conçu une commande semi-automatique
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pour le drone [42]. Leurs analyses de stabilité exploitent la passivité du corps rigide et les

fonctions de Lyapunov sont obtenues par des techniques de backtepping. Les algorithmes

proposés ont été testés dans des simulations montrant de bonnes performances. Cependant,

la principale difficulté dans leur approche consiste à mesurer la vitesse de translation. Leurs

algorithmes ont été implantés dans un robot manipulateur afin de valider les techniques

de localisation et d’asservissement visuel. Bien que la loi de commande semi-automatique

[42] soit formée d’une fonction de saturation, elle borne l’orientation de l’engin mais pas le

signal de commande.

Malgré ces remarques, les résultats obtenus dans ce projet et le travail mené par l’équipe

SAM d’I3S est à l’heure actuelle un des plus remarquables au niveau international.

L’université de l’ouest d’Ontario, Canada . Le travail reporté par cette équipe

concerne la stabilisation en attitude de l’hélicoptère à quatre rotors. L’approche proposée

dans [100], appelée par les auteurs commande PD2, est en réalité une commande obtenue

par une application de la méthode de backstepping. Ici les auteurs exploitent la structure

en cascade de la dynamique de rotation de l’hélicoptère. La loi de commande montre une

stabilisation asymptotique globale et une stabilisation exponentielle locale. Malheureusement

la loi de commande dépend du modèle du système et des aspects de robustesse paramétrique

n’ont pas été abordés. De plus, puisque le loi de commande n’est pas bornée, elle s’avère ne

pas être efficace lors de grandes erreurs d’attitude et de vitesse angulaire.
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Chapitre 2

Les drones : l’hélicoptère à quatre

rotors

Le recours à des machines volantes non pilotées n’est pas une nouveauté historique.

Depuis les cerfs-volants et les ballons, en passant par les “bombes” volantes, utilisés dans

plusieurs conflits dans l’histoire pour l’observation ou l’attaque, jusqu’aux aéronefs automa-

tisés, ce sont des siècles d’innovations et d’efforts technologiques qui se sont écoulés. Avec les

Véhicules Aériens Autonomes (UAV), un nouveau chapitre s’est ouvert pour l’aéronautique,

la robotique et la commande, car il ne s’agit pas uniquement de machines contrôlées à

distance, mais de véritables systèmes autonomes, capables de s’adapter à l’environnement

dans lequel ils évoluent. L’évolution des UAV aussi appelés “Drones” (faux bourdon) est

une évolution logique, résultant du progrès technologique, notamment dans le domaine de

l’informatique et de la miniaturisation.

Dans ce chapitre nous allons commencer par décrire les différentes catégories de Véhicules

Aériens Autonomes (UAV). Ensuite nous allons concentrer notre attention sur le mini

hélicoptère à quatre rotors, considéré comme un Micro-UAV. Ce véhicule aérien est capable

d’atterrir et de décoller à la verticale. Nous présenterons l’architecture générale du proto-

type d’hélicoptère à quatre rotors du département d’automatique du laboratoire GIPSA-Lab.

Puis, nous présenterons les caractéristiques de l’hélicoptère à quatre rotors : les couples et

les forces agissant sur le système ainsi que les différents types de vol. Ensuite et contraire-

ment à la généralité des travaux concernant la commande de l’hélicoptère à quatre rotors,

nous ferons une étude approfondie sur les forces et les couples aérodynamiques produits par

chaque rotor. En particulier, nous avons déterminé expérimentalement certains paramètres

aérodynamiques. La formulation du modèle général sera donnée, l’attitude sera représentée

à l’aide du quaternion de rotation et la dynamique s’appuiera sur une approche de type

Newton-Euler. Ensuite, poursuivant cette étude, nous allons nous intéresser aux groupes

motopropulseurs. En étudiant les actionneurs (moteur-hélice-réducteur) et en fonction des
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2.1. LES CATÉGORIES DE DRONES

effets aérodynamiques, nous allons proposer une commande de vitesse pour chaque rotor.

Cette commande de vitesse est basée sur une approche de modes glissants. Cette approche

permet d’avoir une robustesse par rapport aux incertitudes du modèle du moteur, ainsi qu’à

la variation des coefficients aérodynamiques des pales. Enfin, un résumé du modèle sera

présenté. Ce modèle a été intégré dans un simulateur sous MATLAB-Simulink permettant,

par la suite, de tester les stratégies de commande pour notre système.

2.1 Les catégories de drones

Si les drones sont à la portée de presque tous pour la conception la technologie et la

production, les algorithmes de commande et d’observation relèvent des recherches évoluées.

Ceci explique la majorité des projets déclarés, à l’étude ou déjà en phase de développement

émanant des Etats-Unis, de la France, de la Suède, de l’Allemagne de l’Italie et du Royaume-

Uni. En solo ou en coopération croisée, ces pays ont amorcé le virage vers le développement

technologique et accordent une place croissante au concept de véhicule sans pilote et auto-

nome.

Le panel de l’OTAN sur les drones les définit comme : un véhicule aérien motorisé, qui ne

transporte pas d’opérateur humain, utilise la force aérodynamique pour assurer sa portance,

peut voler de façon autonome ou être piloté à distance, être non réutilisable ou récupérable

et qui emporte une charge utile létale ou non létale.

Il faut remarquer que les engins balistiques ou semi-balistiques, les missiles de croisière et

les projectiles d’artillerie ne sont pas considérés comme des drones.

Les drones peuvent être classés en fonction de leur taille, de leur application ou des deux.

C’est la taille qui constitue le critère dominant. Ces catégories sont résumées ci-après :

Micro-UAV : cette classe d’UAV est caractérisée par le fait qu’une seule personne suffit

aux opérations. Ce type de drones est en général propulsé électriquement. Ainsi, ils

permettent de faire des vols à l’intérieur. Le coût peu élevé des matériaux et des

composants rend cette catégorie attractive pour réaliser des applications civiles peu

coûteuses.

Mini-UAV : les opérations de cette classe de drones exigent une équipe plus fournie que

celle de micro-UAV. Ces drones volent en général à une vitesse de 70 km/h à une

altitude d’environ 3,5 km. Leur durée d’intervention est d’environ 4h avec une charge

utile de 4 kg ;

MALE/HALE : Les drones MALE (Medium Altitude High Endurance) sont utilisés pour

des vols de plus longue durée à une altitude opérationnelle de 10 à 15 Km. Les drones

HALE (High Altitude High Endurance) volent à une altitude d’environ 20 km. Ces

deux types de drones font partie de la classe de grande taille pouvant accomplir des
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missions atteignant 2 jours. Les représentants les plus connus sont le Predator (MALE)

et le Global Hawk (HALE) des forces armées Nord-Américaines ;

UCAV : ce type de drones est celui qui se trouve entre les mains des forces armées jouant

un rôle offensif. A l’heure actuel, ces drones se trouvent au stade des études ou de la

réalisation de prototypes, par exemple le X-45 de Boeing.

Fig. 2.1 – Les catégories de drones

Le fonctionnement aérodynamique fournit une autre possibilité de classification. Ainsi,

les drones peuvent être structurés principalement en trois familles :

– ceux à voilures fixes ;

– ceux à voilures tournantes ;

– les aéronefs à ailes battantes (ornithoptères).

Une étude bibliographique montre que la recherche en robotique aérienne s’est principa-

lement focalisée sur des drones à voilures tournantes : des hélicoptères et des architectures

“VTOL” (Vertical Take-off and Landing). Ces véhicules capables de décoller et d’atterrir
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à la verticale, ont été employés pour des applications militaires et pour des applications

civiles telles que, par exemple, le secours et la recherche de blessés dans un désastre, la

surveillance environnementale, la cartographie aérienne, la surveillance du trafic routier, la

cinématographie ou encore l’anthropologie.

Fig. 2.2 – Les catégories de micro drones

2.2 L’hélicoptère à quatre rotors

Parmi les véhicules capables de décoller et d’atterrir à la verticale, le plus connu est

certainement l’hélicoptère standard qui est composé d’un rotor principal et d’un rotor de

queue. Cependant, depuis quelques années, de nombreuses études sont menées sur d’autres

véhicules aériens autonomes, tels que par exemple, l’hélicoptère à quatre rotors souvent

appelé X4-Flyer. L’hélicoptère à quatre rotors possède certains avantages par rapport aux

hélicoptères conventionnels. En raison de sa symétrie, ce véhicule est dynamiquement élégant,

simple à dessiner et à construire. En fait, il est plus aisé de réaliser un vol stationnaire avec

quatre forces de poussées opérant à une même distance du centre de masse qu’avec une seule

force de poussée agissant sur le centre de masse. De plus, les pales peuvent être protégées par

un carénage, ce qui rend leur utilisation plus sûre que celle des hélicoptères conventionnels,

qui sont dangereux à utiliser dans des espaces réduits à cause des pales tournantes non

protégées.
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La miniaturisation des capteurs, des composants électroniques, l’augmentation des capa-

cités de traitement des calculateurs et le progrès réalisé dans le développement des batteries

à polymères de nouvelle génération rendent aujourd’hui possible l’implantation de systèmes

embarqués, miniaturisés et autonomes.

Le Draganfly (voir figure 1.17 page 34) est un hélicoptère à quatre rotors, radio-

commandé, disponible chez “Draganfly innovation, Inc” [29]. Cette plateforme est idéale

pour comprendre certains concepts liés au vol de ce type d’aéronefs. Bien que le constructeur

mentionne que cet aéronef soit beaucoup plus facile à piloter qu’un hélicoptère conventionnel

(sur le site web on voit des personnes faisant voler le Draganfly), nous savons qu’il faut être

un pilote expert pour réaliser un vol stationnaire avec cet engin.

Le travail présenté dans ce manuscrit a parmi ses objectifs, le développement d’algo-

rithmes de commande qui permettent la commande en attitude (orientation) d’un hélicoptère

à quatre rotors, d’une manière facile et transparente par l’utilisateur. L’objectif est que le

véhicule puisse être facilement commandé par des opérateurs qui ne sont pas experts. En

conséquence, l’hélicoptère doit être capable de commander automatiquement sa position an-

gulaire, afin de faciliter le travail de l’opérateur. Une description plus exhaustive à propos

de la commande sera présentée dans le chapitre 4 où nous développerons des stratégies pour

la commande et la stabilisation du drone à quatre rotors.

2.3 Architecture du prototype du GIPSA-Lab

Le département d’automatique du laboratoire GIPSA-Lab possède un prototype

expérimental d’hélicoptère à quatre rotors. A l’origine, ce prototype a été acheté [29] : le

Draganfly est un système qui est utilisé par diverses équipes de chercheurs afin de tester des

algorithmes de commande. Néanmoins, l’électronique de celui-ci est verrouillée, faisant de

cette plateforme un système inexploitable.

Afin d’atteindre nos objectifs, toute l’architecture électronique de l’appareil a été reconstruite

au laboratoire. La conception judicieuse de l’électronique de cet appareil a permis l’insertion

et l’amélioration des capteurs indispensables à la stabilisation de l’appareil.

Le cahier des charges dans cette architecture tient compte de deux points principaux :

– les contraintes physiques : esthétique correcte avec un faible encombrement et une

faible masse ;

– les contraintes techniques : alimentation par pile pour la partie au sol et pour la partie

embarquée, alimentation par batterie. L’objet technique a été développé de façon à

avoir une consommation “faible” (la plus réduite possible afin d’assurer une autonomie

de l’engin).

Dans la nouvelle architecture électronique, nous pouvons identifier cinq modules princi-
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paux (voir figure 2.3, page 45) :

1. Module de capteurs d’attitude : ce module est constitué d’une centrale d’attitude [74],

composée de neuf capteurs de technologie MEMS, à savoir, trois gyromètres, trois

accéléromètres et trois magnétomètres. Ce module permet d’obtenir les neuf mesures,

de calculer l’attitude (en utilisant un algorithme implanté par le fabricant) et de trans-

mettre les données soit sous forme d’angles d’Euler ou sous forme de quaternions, au

moyen d’une transmission série RS-232. Le module permet aussi de transmettre les neuf

mesures “brutes”, permettant d’implanter des algorithmes d’estimation de l’attitude

plus performantes que celui du fabricant ;

2. Module de communication : le module radio SPM2-433-28 est un modem de commu-

nication qui fait le lien entre la partie embarquée et la station sol. Le modem dispose

d’un débit de 28 Kbps/s avec système de correction d’erreur intégré de type “accusé

de réception” ;

3. Module de contrôle : ce module est composé d’un microcontrôleur (µc) Cygnal

C8051F021 à 8 bits, qui opère avec un quartz de 22,1184 MHz. Dans ce microcontrôleur,

les algorithmes de commande pour la stabilisation de l’attitude sont implantés. Le choix

de ce composant est guidé par le gain de place important grâce à sa faible taille et à

ses grandes capacités de calcul ;

4. Module de puissance : ce module convertit les signaux de commande en tensions à

appliquer aux bornes des moteurs ;

5. Module actionneurs : il est composé par les actionneurs de l’hélicoptère qui sont

constitués d’une hélice avec un angle de pas fixe, accouplée à un moteur à courant

continu par l’intermédiaire d’un engrenage. De plus, nous avons un capteur optique

associé à chaque actionneur. Cela permet via le microcontrôleur central de mesurer la

vitesse de rotation de la pale, dans le but de l’asservir.
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Fig. 2.3 – Architecture électronique du prototype de l’hélicoptère à quatre rotors de GIPSA-Lab

Fig. 2.4 – Prototype de l’hélicoptère à quatre rotors de GIPSA-Lab
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2.4 Fonctionnement de l’hélicoptère à quatre rotors

Comme montré dans la figure 2.5, les moteurs arrière et avant (M1,M3) tournent dans

le sens contraire des aiguilles d’une montre lorsque les moteurs droit et gauche (M2,M4)

tournent dans le sens des aiguilles d’une montre. Chaque actionneur produit une force fi

parallèle à son axe de rotation, ainsi qu’un couple résistant1 Qi opposé au sens de rotation.

La force totale ou poussée totale exercée sur l’hélicoptère (parallèle à l’axe zb) est la somme

des quatre forces générées par chaque actionneur (FT = f1 + f2 + f3 + f4 ). La combinaison

des forces fi et des couples résistants Qi donne origine aux mouvements angulaires autour

des axes principaux de l’hélicoptère :

V̇ is the sum of three terms (V̇1, V̇2, V̇3). First V̇1 is analyzed.

From Γ1 in (10) and equation (12), one gets

V̇1 = −αω1σM2
(λ [ω1 +σM1

(q1)])+κq1ω1 (13)

Assume that |ω1| > |M1 + ε|, that is |ω1| ∈ [M1 + ε,+∞[.
It follows that |ω1 +σM1

(q1)| ≥ ε and ω1 +σM1
(q1) has the

same sign as ω1. From equation (13) and the norm condition

on the quaternion, V̇1 takes the following form

V̇1 = −αω1σM2
(λ [ω1 +σM1

(q1)])+κω1q1

≤−α|ω1|σM2
(λε)+κ|ω1|

(14)

For M2 > λε and κ chosen such that κ < αλε , one can

assure the decrease of V1 i.e. V̇1 < 0. Consequently, ω1 enters

Φ1 = {ω1 : |ω1| ≤ M1 +ε} in finite time t1 and remains in it

thereafter. In this case, ω1 +σM1
(q1)∈ [−2M1−ε,2M1 +ε].

Let M2 verify the following inequality M2 > λ (2M1 +ε). For

time t2 such that t2 > t1, the argument of σM2
will be bounded

as follows

|λ (ω1 +σM1
)| ≤ λ (2M1 + ε) < M2 (15)

Consequently, σM2
operates in a linear region

Γ1 = −αλ [ω1 +σM1
(q1)] (16)

As a result, (13) becomes

V̇1 = −αλω2
1 −αλω1σM1

(q1)+κq1ω1 (17)

Since M1 ≥ 1, σM1
(q1) is not saturated, it comes that

V̇1 = −αλω2
1 −αλq1ω1 +κq1ω1 (18)

Choosing κ = αλ which satisfies the inequality κ < λε since

ε > 1, one obtains

V̇1 = −λαω2
1 ≤ 0 (19)

The same argument is applied to V̇2 and V̇3, and (12) becomes

V̇ = V̇1 +V̇2 +V̇3 (20)

= −λαω2
1 −λαω2

2 −λαω2
3 (21)

= −�ωT A�ω ≤ 0 (22)

where

A = αλ I3 (23)

with I3 the identity matrix of size 3×3. In order to complete

the proof, the LaSalle Invariance Principle is invoked. All

the trajectories converge to the largest invariant set Ω̄ in

Ω = {(�q, �ω) : V̇ = 0} = {(�q, �ω) : �ω = 0}. In the invariant

set, I f �̇ω = −αλ [σM1
(q1) σM1

(q2) σM1
(q3)]T = 0, that is,

Ω̄ is reduced to the origin. This ends the demonstration of

the asymptotic stability of the closed loop system.

V. APPLICATION TO FOUR-ROTOR HELICOPTER

The control attitude strategy presented in the previous

section is applied to the attitude regulation of a four-rotor

helicopter as the one shown in Fig.1.

A. Four-rotor Helicopter Dynamics

This mini helicopter has four fixed-pitch rotors mounted at

the four ends of a simple cross frame. On this platform (under

development), given that the front and rear motors rotate

counter-clockwise while the other two rotate clockwise,

gyroscopic effects and aerodynamic torques tend to cancel

in trimmed flight. The collective input (or throttle input) is

the sum of the thrusts of each rotor ( f1 + f2 + f3 + f4). Pitch

movement (θ ) is obtained by increasing (reducing) the speed

of the rear motor while reducing (increasing) the speed of

the front motor. The roll movement (φ ) is obtained similarly

using the lateral motors. The yaw movement (ψ) is obtained

by increasing (decreasing) the speed of the front and rear

motors while decreasing (increasing) the speed of the lateral

motors. This should be done while keeping the total thrust

constant. In order to model the system dynamics, two frames

are defined: the inertial frame N(xn,yn,zn) and the body-fixed

frame B(xb,yb,zb) as shown in Fig.2.

Fig. 1. Four-Rotor helicopter prototype of GIPSA-Lab
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Fig. 2. Four-Rotor helicopter configuration: the inertial frame N(xn,yn,zn)
and the body-fixed frame B(xb,yb,zb)

According to [11] and section II, the four-rotor helicopter

model may be expressed in terms of quaternions

ṗ = v (24)

v̇ = �gN − 1

m
CT (q)�T (25)

q̇ =
1

2
Ξ(q)�ω (26)

I f �̇ω = −�ω × I f �ω −ΓG +Γ (27)

WeB12.2

732

Fig. 2.5 – Fonctionnement de l’hélicoptère à quatre rotors

mouvement de tangage (θ) : ce mouvement est assuré par la différence des forces (f1, f3)

produites par les actionneurs avant et arrière. Cette différence de forces produit un

couple Γθ autour de l’axe yb ;

mouvement de roulis (φ) : ce mouvement est assuré par la différence des forces (f2, f4)

produites par les actionneurs droit et gauche . Cette différence de forces produit un

couple Γφ autour de l’axe xb ;

mouvement de lacet (ψ) : ce mouvement est assuré pour la somme des couples de trâınée

(Qi) produits par les quatre actionneurs. Etant donné que les sens de rotation des

actionneurs (M1,M3) et (M2,M4) sont opposés, nous pouvons régler la somme des

quatre couples résistants. Quand les quatre rotors tournent à la même vitesse, ils sont

soumis au même couple résistant dont la somme est nulle. Par conséquent, il n’y a pas

de rotation autour de l’axe zb
2. Par contre, si nous provoquons une différence de vitesse

1Dans la littérature des hélicoptères, ce couple est connu sous le nom de “couple de trâınée”.
2L’ensemble moteur-hélice-réducteur (actionneur) représente un système pour lequel le moment cinétique

autour de l’axe de rotation du rotor se conserve. Chaque hélice tournant à une certaine vitesse génère un
couple résistant opposé au sens de rotation. Grâce à la symétrie de l’hélicoptère à quatre rotors, l’effet
gyroscopique est annulé.
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entre les moteurs tournant en sens opposé, les couples résistants provoquent un couple

Γψ autour de l’axe zn, provoquant ainsi la rotation de l’engin.

Notons que la force de poussée FT est celle qui garantit la sustentation de l’hélicoptère.

Néanmoins, lorsque l’hélicoptère effectue une inclinaison (θ 6= 0 ou φ 6= 0), cette force

donne lieu à une translation horizontale. En fait, l’hélicoptère à quatre rotors est un système

mécanique sous-actionné, (SMS-A)3, i.e. le déplacement horizontal dépend directement de

la position angulaire.

De manière générale et d’après la description des mouvements angulaires, nous pouvons

classer trois principaux types de vols :

le vol stationnaire : en montée verticale et après avoir franchi le seuil définissant l’effet

du sol (HES)4, l’hélicoptère peut rester en vol stationnaire à une certaine hauteur

constante par rapport au sol en ayant une vitesse de translation nulle. La force de sus-

tentation doit alors équilibrer le poids mg de l’hélicoptère. Cette force de sustentation

correspond à une force de poussée FT qui est orientée (en l’absence de perturbation)

dans la direction de l’axe zb. Dans ce mode de vol, l’hélicoptère a la liberté de faire

des rotations autour de l’axe zb qui, dans ce cas, cöıncide avec l’axe zn du système de

coordonnées inertiel ;

les translations verticales : elles sont définies lorsque l’hélicoptère se déplace suivant

l’axe zn. En l’absence de perturbations, la force de poussé FT est toujours verticale

et en montée elle est toujours supérieure au poids de l’hélicoptère (FT > mg) tan-

dis qu’en descente elle est inférieure (FT < mg). Comme nous l’avons mentionné

précédemment, la combinaison de l’inclinaison (θ 6= 0 ou φ 6= 0) de l’hélicoptère et

de la force de poussée FT produit une composante de la force suivant l’axe xn et/ou yn.

Cette force est connue comme la force de traction et celle-ci assure la translation du

système dans la direction du vol souhaitée. Par conséquent, les translations verticales

sont aussi définies quand l’hélicoptère se déplace dans deux directions simultanément,

par exemple dans les plans xnzn ou ynzn ;

les translations Horizontales : elles sont définies de façon similaire aux translations ver-

ticales mais cette fois-ci dans le plan xnyn. Lorsqu’une translation est effectuée suivant

la direction xn et la force de poussée maintient le système à une hauteur constante par

rapport au sol, le système effectue un vol connu dans la littérature sous le nom de “vol

en palier”.

3 Le nombre de degrés de liberté d’un SMS-A est inférieur au nombre d’entrées de commande (x ∈ Rn,
u ∈ Rm et m < n).

4Lorsque l’hélicoptère est près du sol, l’air aspiré par les actionneurs (moteur-hélice-réducteur) forme une
couche d’air comprimé entre le véhicule et le sol. Cet effet est connu sous le nom du effet de sol et en général
il est considéré nul quand l’hélicoptère se trouve à une hauteur égale ou supérieure à son diamètre.
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D’après la description des mouvements angulaires et des déplacements verticaux et hori-

zontaux, nous pouvons remarquer que le déplacement de l’engin dépend directement de son

orientation (attitude). De cette façon, le déplacement peut être commandé en commandant

de façon performante l’orientation, donnant origine à une commande semi-automatique de

la position.

Désormais, nous allons nous intéresser à la description des forces et couples et par

conséquent du modèle dynamique qui gère le mouvement de l’hélicoptère à quatre rotors.

2.5 Forces et Couples Aérodynamiques

L’objectif principal de cette partie est la détermination des expressions des différents

forces et couples aérodynamiques produits par chaque actionneur. Ils sont exprimés, prin-

cipalement, en fonction de la vitesse de rotation du rotor du moteur à courant continu et

de la géométrie de la pale. Nous considérons que les forces et couples de chaque actionneur

sont indépendants. Comme les quatre actionneurs ont des caractéristiques similaires, on s’est

intéressé à un seul.

L’analyse se base sur une décomposition de la pale en tranches élémentaires entre le pied

de pale et la périphérie de l’actionneur. Ensuite, la force parallèle à l’axe de l’actionneur f

(force de poussée) et la trâınée Q, correspondant à chaque tranche sont calculées à partir des

formules de base de l’aérodynamique [83]. Notons qu’il existe des modèles plus complexes et

sophistiqués pour décrire l’aérodynamique des pales, mais les expressions obtenues sont en

pratique difficilement exploitables pour notre application [4].

Considérons donc un élément différentiel de la pale comme celui montré sur la figure 2.6.
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Fig. 2.6 – Élément différentiel de la pale

Pour cet élément, l’amplitude de la force de sustentation est donnée par [83] :

∆L = PdclcM∆re (2.1)
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où ∆L est l’incrément de force de sustentation, Pd = ρ
2
V 2
T est la pression dynamique, cl =

aα est le coefficient de sustentation, cM est la longueur de la corde de la pale et ∆re est

l’incrément de distance radiale. L’équation (2.1) peut être écrite sous la forme :

∆L =
ρ

2
V 2
T aαcM∆re (2.2)

où ρ est la masse volumique de l’air, VT la valeur algébrique de la vitesse tangente à la

corde de l’élément de la pale, a la pente de la courbe de la force de sustentation et α l’angle

d’attaque de l’élément de la pale. L’amplitude de la force de sustentation f pour une pale

et pour une certaine valeur de l’angle d’azimut du rotor est donnée par :

f =

∫ RM

0

∆L

∆re
dre (2.3)

La force de poussée totale dans un actionneur est égale au nombre de pales (N) multiplié

par la force moyenne de sustentation pour chaque pale :

f =
N

2π

∫ 2π

0

∫ RM

0

∆L

∆re
dredγ =

NρacM
4π

∫ 2π

0

∫ RM

0

V 2
T αdredγ (2.4)

Nous considérons que ρ et a sont constantes dans la direction de la longueur de la pale et

que cM est constant suivant la largeur de pale. L’angle d’attaque α de la pale est défini par :

α = ϕ+ arctan

(
VP
VT

)
(2.5)

L’angle de pas ou de tangage ϕ varie linéairement par rapport à la position radiale re selon

la relation :

ϕ = ϕ0 −
re
RM

ϕtw (2.6)

où ϕ0 est l’angle de pas au voisinage de l’axe de l’actionneur et ϕtw est le coefficient de torsion.

VP est la valeur algébrique de la vitesse perpendiculaire à la pale dans le plan contenant l’axe

de l’actionneur. Les vitesses VT et VP sont illustrées dans la figure 2.7.1586 J.C. Avila Vilchis et al. / Automatica 39 (2003) 1583–1596
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Fig. 2.7 – Vitesses tangentielle VT et perpendiculaire VP
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En approximant arctan
(
VP
VT

)
≈ VP

VT
, nous pouvons écrire :

f =
NρacM

4π

∫ 2π

0

∫ RM

0

[V 2
T ϕ+ VTVP ]dredγ (2.7)

Considérons maintenant le cas du couple résistant ou couple de trâınée de l’actionneur. De la

même manière que précédemment, nous utilisons un élément différentiel de pale (voir figure

2.8) pour lequel le couple résistant est donné par :

∆Q = (∆D cos(ιe) + ∆L sin(ιe))re (2.8)

où ∆D cos(ιe) représente l’incrément de force de trâınée du profil de la pale, ∆L sin(ιe)

représente l’incrément de force de trâınée induit dû à l’inclinaison de la force de sustentation

et ιe est l’angle d’incidence de l’élément de pale.

1586 J.C. Avila Vilchis et al. / Automatica 39 (2003) 1583–1596
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Fig. 5. Drag torque of the main rotor.Fig. 2.8 – Composantes du couple résistant

L’équation (2.8) peut être écrite de la manière suivante :

∆Q =

(
ρ

2
cdcMV

2
T ∆re +

ρ

2
clcMV

2
T ∆re

VP
VT

)
re (2.9)

où cd est le coefficient de trâınée qui peut être approximé en fonction de l’angle moyen

d’attaque et du nombre de Mach à 75 % de la longueur de la pale5. En considérant la

5Dans le cas d’un actionneur de l’hélicoptère à quatre rotors, le nombre de Mach M = V
vs

= sRM

vs
(où

vs = 340.6 m/sec est la vitesse du son au niveau de la mer) peut varier entre 0.0210 et 0.0273 pour le 75%
mentionné et pour les amplitudes de vitesse de rotation entre 200 rad/sec et 260 rad/sec, ce qui donne un
coefficient cd = 0.01 pour des angles d’attaque inférieurs à 8◦ [83], [4].
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contribution totale en un tour tout au long des pales, le nombre de pales de l’actionneur,

l’équation (2.5) et l’approximation arctan
(
VP
VT

)
≈ VP

VT
, nous pouvons écrire :

Q =
NρacM

4π

∫ 2π

0

∫ RM

0

[
cd
a
V 2
T + V 2

T α
VP
VT

]
redredγ

=
NρacM

4π

∫ 2π

0

∫ RM

0

[cd
a
V 2
T + VTVPϕ+ V 2

P

]
redredγ

(2.10)

Les forces de trâınées sur les actionneurs sont connues comme les forces horizontales ou

plus simplement forces-H. La force-H est toujours perpendiculaire à l’axe de l’actionneur

et son amplitude peut varier de façon importante lorsqu’il existe des petits changements

des conditions au vol. Les forces-H sont généralement des forces négligeables par rapport

aux forces de poussée. Ces forces ne seront pas prises en compte dans la conception de la

commande. Néanmoins, elles seront exploitées dans le modèle utilisé par notre simulateur

afin de reproduire le plus fidèlement possible l’environnement du vol.

L’expression de la force-H est donnée par l’équation suivante :

∆FH = (∆D cos(ιe) + ∆L sin(ιe)) sin(γ) (2.11)

De façon similaire à l’équation pour le couple de trâınée (2.10), la force H devient :

FH =
NρacM

4π

∫ 2π

0

∫ RM

0

[cd
a
V 2
T + VTVPϕ+ V 2

P

]
sin(γ)dredγ (2.12)

Afin d’effectuer l’intégration des équations (2.7), (2.10) et (2.12), il est nécessaire de

déterminer les vitesses VP et VT . En fait, ces vitesses peuvent être déterminées à partir de

la figure 2.9. V représente le vecteur de vitesse relative de translation de l’hélicoptère dans

l’espace à trois dimensions. V‖ est le vecteur de vitesse parallèle au plan de rotation de l’axe

de l’actionneur, αs est considéré négatif lors d’une translation en montée ou lors d’un vol en

palier. δ est l’angle latéral de translation par rapport à l’axe longitudinal de l’hélicoptère. A

partir de la figure 2.9, nous pouvons vérifier que :

VT = |V | cos(αs) sin(γ − δ) + sre (2.13)

La vitesse VP est composée de deux termes principaux :

VP = −|V | sin(αs) + Vind (2.14)

où |V | sin(αs) est la composante perpendiculaire de la vitesse de translation et Vind
6 est la

vitesse du vent induite, considérée parallèle à l’axe de l’actionneur [33].

6Vind =

√
− ẋ2+ẏ2

2 +

√(
ẋ2+ẏ2

2

)2

+
(

mg
2ρA

)2

[m/sec]
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Fig. 2.9 – Composantes de la vitesses sur l’axe de l’actionneur

Maintenant, nous allons définir deux quantités adimensionnelles qui sont utilisées dans la

littérature des hélicoptères [33]. Le premier facteur lie la vitesse du vent induit Vind à la

composante perpendiculaire de la vitesse de translation Vv = |V | sin(αs) et à la vitesse de

rotation s, de l’axe de l’actionneur. Il est défini par :

λ =
Vind − |V | sin(αs)

sRM

(2.15)

Une autre quantité adimensionnelle qui relie la vitesse de translation de l’hélicoptère à la

vitesse de rotation de l’axe de l’actionneur est donnée par :

µ =
|V | cos(αs)

sRM

=
Vh
sRM

(2.16)

Afin de réduire la complexité des calculs, nous allons considérer que le vol de translation

de l’hélicoptère est un vol en palier [83]. Par conséquent, nous avons αs ≈ 0 et δ ≈ 07. Les

vitesses VP et VT sont données par :

VP = sRMλ

VT = sRM(
re
RM

+ µ sin γ)
(2.17)

La force de poussée totale générée par chaque actionneur peut être calculée en intégrant

7Le lecteur se reportera à [4] où les expressions générales pour la force et le couple sont données.
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l’équation (2.7), comme suit :

f =
NρacM(sRM)2

4π

∫ 2π

0

∫ RM

0

[
(
re
RM

+ µ sin γ)2(ϕ0 −
re
RM

ϕtw) + λ(
re
RM

+ µ sin γ)

]
dredγ

= NρacMs
2R3

M

[(
1

6
+

1

4
µ2

)
ϕ0 − (1 + µ2)

ϕtw
8
− 1

4
λ

]
= b2s

2 + b1s+ b0

(2.18)

avec :

b2 = NρacMR
3
M

(
1

6
ϕ0 −

1

8
ϕtw

)
b1 = −NρacMR3

M

1

4

Vind
R

b0 = NρacMR
3
M

(
1

4
ϕ0 −

1

8
ϕtw

)
V 2
h

R2
M

(2.19)

Le couple résistant ou couple de trâınée généré par chaque actionneur est calculé en intégrant

l’équation (2.10) :

Q =
NρacM(sRM)2

4π

∫ 2π

0

∫ RM

0

[
cd
a

(
re
RM

+ µ sin γ)2 + (
re
RM

+ µ sin γ)(ϕ0 −
re
RM

ϕtw) + λ2)

]
redredγ

= NρacMs
2R4

M

[
1

8a
(1 + µ2)cd + λ

(
1

6
ϕ0 −

1

8
ϕtw −

1

4
λ

)]
= κ2s

2 + κ1s+ κ0

(2.20)

avec :

κ2 = NρacMR
4
M

cd
8a

κ1 = −NρacMR3
M

1

4

Vind
R

(
1

6
ϕ0 −

1

8
ϕtw

)
κ0 = −NρacMR3

M

[
1

4

V 2
ind

R2

] (2.21)

Pour les actionneurs comme ceux de l’hélicoptère à quatre rotors, la vitesse moyenne

de rotation peut atteindre une vitesse s = 250rad/sec. Dans les équations (2.18) et (2.23),

nous observons que le terme quadratique de la vitesse de rotation est prédominant. Par

conséquent, celles-ci peuvent être approximées par :

f = b2s
2

Q = κ2s
2

(2.22)
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Dans la suite, nous allons utiliser la notation b = b2 et κ = κ2. Les valeurs de ces paramètres

seront nécessaires dans la conception de la commande.

Maintenant, nous allons trouver l’expression de la force-H qui a lieu dans chaque action-

neur. De forme similaire à l’équation de la force de poussée et du couple, la force-H peut

être calculée en intégrant l’équation (2.12) :

FH =
NρacM (sRM )2

4π

∫ 2π

0

∫ RM

0

[
cd
a

(
re
RM

+ µ sin γ)2 + (
re
RM

+ µ sin γ)(ϕ0 −
re
RM

ϕtw) + λ2)
]

sin(γ)dredγ

= NρacMs2R4
M

[
1
4
µcd +

1
4
λ
(
ϕ0 −

ϕtw

2

)]
(2.23)

Identification des paramètres aérodynamiques

Afin de déterminer les valeurs des constantes aérodynamiques de l’équation 2.22, nous

avons utilisé une châıne de traction développée au sein du groupe microsystèmes du labo-

ratoire G2Elab. Le montage utilisé à cet effet est montré dans la figure 2.10. Ce montage

comprend :

– un capteur de couple (N.m) ;

– un capteur de vitesse (tr/min) ;

– un capteur de traction (gramme).

Le montage comprend aussi un ordinateur, une carte d’acquisition au format PCMCIA et

divers appareils électroniques associés qui permettent de piloter l’expérience, acquérir les

signaux et traiter les données. Le logiciel utilisé pour piloter l’expérience est LabView, qui

permet de recueillir toutes les données afin de faire un post-traitement.

Pour la série d’essais effectués, nous avons utilisé comme alimentation une batterie de

voiture qui permet de simuler l’environnement réel de l’actionneur, ainsi que de fournir le

courant demandé (pas de limitation de courant).

Comme nous l’avons indiqué dans le paragraphe précédent, les paramètres

aérodynamiques dépendent du nombre de pales et de leur rayon, de leur angle d’attaque

et de la densité de l’air. L’expérience a été effectuée pour des conditions de vol stationnaire

avec αs ≈ 0 et δ ≈ 0. On suppose que les expériences sont effectuées dans des conditions

d’une atmosphère standard8.

L’expérience consiste à faire varier la vitesse de rotation du moteur et à enregistrer les

données issues des trois capteurs. Les données obtenues sont montrées dans la figure 2.11.

Une simple régression linéaire nous a permis de déterminer les valeur de b et κ (tableau 2.1).

8Une atmosphère standard au niveau de la mer concerne une température de 15◦ C décroissante de −2◦

C par mile et une pression de 101,325 kPa.
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Fig. 2.10 – Châıne de Traction

0 1 2 3 4 5 6 7

x 10
4

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Carré de la vitesse de rotation (rad/sec) 2

F
or

ce
 (

N
)

0 1 2 3 4 5 6 7

x 10
4

−0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

Carré de la vitesse de rotation (rad/sec) 2

C
ou

pl
e 

(N
.m

)

Fig. 2.11 – Détermination des paramètres aérodynamiques

Paramètre Description Valeur (USI)

b paramètre de la force de poussé 29.1×10−5

κ paramètre de trâınée 1.14×10−6

Tab. 2.1 – Paramètres aérodynamiques
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Les paramètres montrés dans le tableau 2.2 ont été mesurés ou obtenus de la littérature.

Ces paramètres ont été intégrés dans un modèle numérique, qui nous a permis de simuler la

dynamique du vol de notre hélicoptère à quatre rotors.

Paramètre Description Valeur Unité

N nombre de pales 2

RM rayon des pales 0.145 m

cM corde 0.041 m

ϕ0 angle de pas au voisinage de l’axe 0.2812 rad

ϕtw coefficient de torsion 0.041 rad

a pente de la courbe de la force de sustentation 5.7

ρ masse volumique de l’air 1.293 Kg/m3

Tab. 2.2 – Caractéristiques aérodynamiques

2.6 Formulation d’un modèle général

Dans un premier temps nous utiliserons les hypothèses suivantes afin d’établir les

équations du mouvement :

1. la structure en forme de croix, qui est construite en fibre de carbone est supposée être

rigide ;

2. l’hélicoptère possède une structure parfaitement symétrique, ce qui permet de

considérer une matrice d’inertie diagonale ;

3. l’évolution du vol en palier et du vol stationnaire sont supposés être effectués hors de

l’effet du sol. Les effets de compressibilité de la couche d’air en dessous de l’hélicoptère

ne sont donc pas pris en compte. Ils pourront entre considérés pour une étude ultérieure

de robustesse ;

4. la force de poussée fi et le couple résistant Qi générés par chaque actionneur sont

supposés proportionnels au carré de la vitesse de rotation de la pale ;

5. le vol de l’hélicoptère est supposé effectué dans des conditions d’une atmosphère stan-

dard ;

6. les perturbations produites par le vent sont initialement négligées. Elles pourront être

considérées pour une étude ultérieure de robustesse.

Il existe différentes approches pour décrire les équations dynamiques d’un système, à

savoir, l’approche de Newton-Euler, qui exploite les concepts de forces et couples mais

également l’approche de Lagrange qui exploite les concepts d’énergie potentielle et cinétique.
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Dans ce travail, nous allons utiliser les quaternions unitaires pour représenter l’attitude

et l’approche de Newton-Euler sera utilisée afin d’obtenir les équations dynamiques du

système9.

Nous considérons deux systèmes de coordonnées (N et B) tels que ceux montrés dans la

figure 2.5. B(xb, yb, zb) est le repère fixé au corps et son origine cöıncide avec le centre de

gravité (CG) de l’hélicoptère. N(xn, yn, zn) est le repère inertiel défini comme un plan tangent

à la surface de la terre, tel que les vecteurs unitaires (xn, yn, zn) cöıncident respectivement

avec les directions Nord, Est et la pesanteur.

A partir du modèle décrit dans [82], de l’équation cinématique du quaternion présentée

dans le paragraphe 1.1.1 et des équations (2.22) et (2.12) nous pouvons établir les équations

de mouvement de l’hélicoptère à quatre rotors :

~̇p = ~v (2.24)

~̇v = ~g − 1

m
CT (q)~F − ~FH (2.25)

q̇ =
1

2
Ξ(q)~ω (2.26)

Jh~̇ω = −~ω × Jh~ω − ΓG + Γφ,θ,ψ (2.27)

où m est la masse de l’hélicoptère et Jh ∈ R3×3 sa matrice d’inertie. ~g représente le vecteur

de champ de gravité dans le repère N . ~p = (x, y, z)T et ~v = (vx, vy, vz)
T sont la position et

la vitesse linéaire de l’origine du repère B, dans le repère N . ~ω est la vitesse angulaire de

l’hélicoptère dans le système de coordonnées B. ~F = [0 0 FT ]T , où FT représente la somme

des forces engendrées par les actionneurs. ~F est définie dans B. ~FH = [FHx FHy 0]T représente

le vecteur des forces-H dans le système de coordonnées N .

Les couples s’exerçant sur la structure de l’hélicoptère sont notés ΓG et Γφ,θ,ψ. ΓG représente

les couples gyroscopiques et Γφ,θ,ψ les couples de commande induits par la combinaison des

forces et couples résistants générés par les actionneurs.

La force fi fournie par l’actionneur n avec une vitesse de rotation de la pale sn est

modélisée de la façon suivante (voir paragraphe 2.5) :

fi = bs2
i avec i ∈ {1, 2, 3, 4} (2.28)

En supposant que les quatre actionneurs sont identiques, l’expression de la force FT devient :

FT = b

4∑
i=1

s2
i (2.29)

9Du fait que nous utilisons le quaternion pour représenter l’attitude, une approche de type Lagrange
ne peut pas être utilisée, car le quaternion ne peut pas être considéré comme un système de coordonnées
généralisées [35].
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Les composantes du vecteur de forces-H sont :

FHx =
4∑
i=1

FHxi

FHy =
4∑
i=1

FHyi

(2.30)

Le couple résistant Qi lié à la résistance de l’air sur les pales est modélisé par :

Qi = ksi|si| avec i ∈ {1, 2, 3, 4} (2.31)

A partir des équations (2.28) et (2.31), les composantes du vecteur de couples Γφ,θ,ψ, qui

sera considéré comme le vecteur de commande, sont données par :

Γφ = db(s2
2 − s2

4) (2.32)

Γθ = db(s2
1 − s2

3) (2.33)

Γψ = k(s2
1 − s2

2 + s2
3 − s2

4) (2.34)

où d représente la distance entre le centre de masse de l’hélicoptère et l’axe des actionneurs.

En combinant les équations (2.32)-(2.34) avec l’équation (2.29), nous pouvons exprimer les

couples et les forces appliqués à l’hélicoptère de manière vectorielle :

(
Γφ,θ,ψ

FT

)
=


0 db 0 −db
db 0 −db 0

k −k k −k
b b b b




s2
1

s2
2

s2
3

s2
4


= NS

(2.35)

où S = [s2
1 s2

2 s2
3 s2

4]
T est le vecteur qui contient le carré de la vitesse de rotation des rotors.

Le couple gyroscopique ΓG est une conséquence de la rotation simultanée de la structure

de l’hélicoptère et de la rotation à grande vitesse des actionneurs. Le comportement de ce

couple est régi par l’équation suivante :

ΓG =
4∑
i=1

Ja(~ω × zb)(−1)i+1si (2.36)

Une des principales caractéristiques de l’hélicoptère à quatre rotors est sa symétrie. Par

conséquent, la distribution de masse peut être considérée uniforme. Considérons que la struc-

ture de l’hélicoptère soit similaire à celle montrée dans la figure 2.12. Nous utilisons les

définitions classiques pour les moments d’inertie et les produits d’inertie [35]. La matrice
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d’inertie Jh est calculée dans le repère lié au corps de l’hélicoptère et elle vaut :

Jh =
m

12

 y2
h + z2

h 0 0

0 x2
h + z2

h 0

0 0 x2
h + y2

h

 (2.37)

En accord avec les caractéristiques montrées dans le tableau 2.4, les composantes de la

matrice d’inertie sont données dans la tableau 2.3.

Composante Valeur Unité

Jhx 8.28 ×10−3 Kg ·m2

Jhy 8.28 ×10−3 Kg ·m2

Jhz 15.7 ×10−3 Kg ·m2

Tab. 2.3 – Composantes de la matrice d’inertie

Fig. 2.12 – Corps de l’hélicoptère à quatre rotors

Paramètre Description Valeur Unité

d distance entre le centre du masse et l’axe du rotor 0.225 m

l hauteur 0.10 m

m masse de l’hélicoptère 0.520 kg

Tab. 2.4 – Caractéristiques de l’hélicoptère

2.7 L’actionneur, ses paramètres et sa commande

Nous avons mentionné précédemment que le couple et la force de poussée pour chaque

actionneur sont proportionnels au carré de la vitesse de rotation des pales (voir équations

(2.28) et (2.31)). En asservissant la vitesse de rotation de l’actionneur, nous contrôlons la
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force de poussée fn et le couple de trâınée Qn. Par conséquent, nous contrôlons la force de

poussée totale et les trois couples autour des axes de l’hélicoptère donnés par la relation

(2.35).

L’actionneur est constitué de 2 pales avec un angle de pas fixe, accouplées à un moteur à

courant continu par l’intermédiaire d’un engrenage. L’objectif est la conception d’une com-

mande de vitesse, appliquée selon la figure 2.13. Cette commande va élaborer une consigne

de tension de sorte que l’actionneur ait une vitesse de rotation égale à la vitesse désirée et

assurant que la dynamique de l’actionneur (moteur-pale-engrenage.) soit largement au-delà

de la bande passante de contrôle d’attitude, ce qui permet de s’affranchir de la dynamique du

rotor dans la synthèse de la loi de commande pour l’attitude. Dans le chapitre 4, nous allons

vérifier sur un prototype réel que le système est robuste par rapport à cette approximation.

Fig. 2.13 – Schéma de la boucle de commande pour le rotor.

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons nous concentrer sur la dynamique de l’ac-

tionneur, ainsi que l’implantation d’une commande en boucle fermée afin de poursuive la

vitesse désirée sdn et en conséquence appliquer au système le couple de commande souhaité.

L’indice n correspondant au numéro de l’actionneur ne sera pas utilisé afin de ne pas alourdir

les notations. Nous allons aussi considérer que la vitesse de rotation de la pale mesurée est

identique à la vitesse réelle.

Les relations entre la vitesse de rotation et le couple résistant de l’axe de l’actionneur et

ceux du moteur sont données par : 
sm = Kgs

Qm =
Q

Kg

(2.38)

où sm et Qm représentent la vitesse de rotation et le couple résistant du moteur, respective-

ment et Kg est le facteur d’engrenage.
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2.7.1 Modèle de l’actionneur

La dynamique du moteur à courant continu est décrite par deux équations différentielles

couplées : {
Lİ = u−RI − λ0sm équation électrique

Jmṡm = τm −Qm équation mécanique
(2.39)

I représente le courant dans l’induit, R la résistance du moteur, λ0 la constante

électromotrice, u la tension appliquée aux bornes du moteur et sm la vitesse de rotation

du moteur. Notons que le frottement visqueux f0sm a été négligé. τm = KmI est le couple

moteur oùKm est la constante de couple. Pour les moteurs à courant continu utilisés, l’égalité

λ0 = Km est valable. Puisque la dynamique de la partie mécanique est plus lente que la dy-

namique de la partie électrique, on peut aussi négliger l’inductance. Ainsi, une équation

algébrique peut être résolue en fonction de I, ce dernier pouvant être substitué dans la

deuxième équation :

ṡm =
Kmu

JmR
− K2

msm
JmR

− 1

Jm
Qm (2.40)

De l’équation (2.31) et des relations (2.38), nous obtenons :

ṡm =
Kmu

JaR
− K2

msm
JaR

− κsm|sm|
JaK3

g

(2.41)

où Ja = Jm + Jg est la somme des inerties ramenées sur l’axe du moteur.

Dans le tableau 2.5, nous présentons les paramètres du moteur et leur valeur.

Paramètre Description Valeur Unité

Ja Inertie de l’actionneur 3.4 ×10−5 Kg ·m2

R Résistance du moteur 0.67 Ω

Km Constant du moteur 4.3× 10−3 N ·m/A
Kg Coefficient de réduction de l’engrenage 5.6 sans

Tab. 2.5 – Paramètres de l’actionneur

2.7.2 Commande en boucle ouverte

L’équation (2.41) peut être réécrite sous la forme :

ṡm = −1

τ
sm −

κ

JaK3
g

|sm|sm +
1

Kmτ
u (2.42)

où

τ =
JaR

K2
m
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représente la constante de temps éléctromécanique de l’actionneur.

La tension requise afin d’atteindre une vitesse de rotation désirée est donnée par l’équation

suivante :

u =
Rκ

KmK3
g

|sdm|sdm +Kms
d
m (2.43)

ou encore, en fonction de la vitesse de rotation désirée de la pale sd :

u =
Rκ

KmKg

|sd|sd +KmKgs
d (2.44)

Afin d’observer la réponse du système en boucle ouverte nous avons effectué une simulation.

Les paramètres utilisés sont ceux du tableau 2.5. Nous imposons, à l’instant t = 0 sec, une

consigne de vitesse de rotation de 250 rad/sec, puis à l’instant t = 2.5 sec, une consigne de

vitesse de rotation de 100 rad/sec est imposée. Initialement la vitesse de rotation est nulle.

La réponse à cette commande est montrée dans la figure 2.14. Nous pouvons constater

que le temps de réponse en boucle ouverte est très lent par rapport aux changements des

consignes de vitesse. Cette lenteur peut générer des problèmes, voire une instabilité, lors

d’une implantation de la commande d’attitude.
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Fig. 2.14 – Réponse du rotor en boucle ouverte : (—) Vitesse de désirée, (- -) vitesse rotor.

2.7.3 Commande en boucle fermée

Une commande de type PI pourrait être utilisée pour la commande de vitesse, en raison

de sa simplicité. Néanmoins, elle est très sensible à des perturbations externes (ici le couple

Qi peut être vu comme une perturbation externe) et la connaissance exacte des paramètres

du moteur et des paramètres aérodynamiques est nécessaire.

La méthode de commande que nous allons utiliser ici est basée sur la technique de commande
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par régimes glissants ou modes glissants10. La commande par modes glissants est classée

dans les systèmes à structures variables VSS [106]. La motivation principale d’utiliser cette

technique est :

– sa relative simplicité d’élaboration ;

– la propriété de robustesse du système devant les incertitudes paramétriques du modèle

et la présence de perturbations.

En écrivant les équations (2.39) en termes de la vitesse de rotation de l’axe de l’actionneur,

nous avons :

u = RI +KmKgs

Jaṡ = τ r −Q
(2.45)

où τ r est le couple de l’actionneur (τ r = τmKg). Soit se = sd − s, l’erreur de poursuite de la

vitesse de l’actionneur. Le modèle (2.45) en terme de se et sd devient :

u = RI +KmKg(s
d − se)

Jaṡe = −τ r +Q+ Jaṡ
d

(2.46)

A partir de la première équation de (2.46), le couple du rotor τ r est donné par l’expression

suivante :

τ r = Kgτ
m

= KgKmI

=
KgKm

R
u− (KgKm)2

R
(sd − s)

(2.47)

Définissons la surface de glissement :

ξ = se (2.48)

La surface de glissement ξ doit garantir les conditions suivantes :

– ξ̇ → 0 lorsque t→∞
– ξ → 0 lorsque t→∞

Définition 2.1. Fonction signe

sign(m) =

 1 m > 0

−1 m < 0
(2.49)

Proposition 2.1. La loi de commande discontinue :

u = u0 sign(ξ) (2.50)

10Sliding Mode Control (SMC) dans la littérature anglo-saxonne.
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avec

u0 >

∣∣∣∣JaRKm

ṡd +KmKgs+
R

Km

Q

∣∣∣∣ (2.51)

assure que la vitesse de rotation s converge vers la vitesse de rotation désirée sd.

Preuve Considérons la fonction de Lyapunov candidate V , définie positive :

V (ξ) =
1

2
ξ2 (2.52)

En dérivant (2.52) et après utilisation de (2.51), on obtient :

˙V (ξ) = ξξ̇

= ξ(ṡd − ṡ)

= ξ(ṡd +
K2
mKg

JaR
s+

Q

Ja
)− Km

JaR
|ξ|u0

< 0

(2.53)

Cette dernière ligne signifie que ξ = se → 0, c’est-à-dire, s→ sd.

�

Afin de valider la loi de commande proposée précédemment, nous avons procédé à des

simulations. Les paramètres utilisés sont ceux montrés dans le tableau 2.5. Nous avons ef-

fectué deux cas d’étude. Dans le premier cas, nous considérons une connaissance parfaite

des paramètres du système. Dans le deuxième cas, des incertitudes sur les paramètres sont

introduites, afin de vérifier les caractéristiques de robustesse apportées par la commande par

modes glissants. La figure 2.15 montre la performance de la commande lorsqu’elle est ap-

pliquée à l’actionneur. Nous pouvons remarquer que malgré les incertitudes ( 50 %) dans les

paramètres du moteur et de coefficient aérodynamique, la commande permet de s’approcher

de la vitesse désirée avec un temps de réponse “acceptable”.

En ce qui concerne l’application en temps réel, le signal de commande (2.50) est passé à

travers d’un filtre passe-bas et il est converti en un signal de type PWM avec une fréquence

de 250Hz. Après certains tests et réglages des paramètres, nous avons obtenu une loi de

commande en vitesse assez performante, avec un temps de réponse acceptable (≈ 0.4 sec),

pour une condition initiale s(0) = 0 rad/sec et une condition finale s(tf ) = 100 rad/sec. La

figure 2.16 montre le comportement réel de l’actionneur lorsqu’il suit un signal de consigne.
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2.7. L’ACTIONNEUR, SES PARAMÈTRES ET SA COMMANDE
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Fig. 2.15 – Réponse de l’actionneur en boucle fermée : (—) vitesse désirée, (-.-) système nominal, (- -)
système incertain.
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Fig. 2.16 – Réponse de l’actionneur en boucle fermée : (-.-) Vitesse de désirée, (—) Vitesse réelle.
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2.8 Bilan du modèle de l’hélicoptère à quatre rotors

Un bilan du modèle de l’hélicoptère à quatre rotors est donné maintenant. Le modèle

complet peut être représenté par trois sous-systèmes, les actionneurs, l’attitude et la position.

Ainsi, nous avons :

ΣP :



~̇p = ~v

~̇v = ~g − 1

m
CT (q)


0

0

b
∑4

i=1 s
2
i

+


∑4

i=1 FHxi∑4
i=1 FHyi

0

 (2.54)

ΣA :


q̇ =

1

2
Ξ(q)~ω

Jh~̇ω = −~ω × Jh~ω −
4∑
i=1

Ja(~ω × zb)(−1)i+1si + Γ(φ,θ,ψ)

(2.55)

ΣM :
{
ṡmi = Kmu

JaR
− K2

msmi
JaR

− κsmi |smi |
JaK3

g
avec i ∈ {1, 2, 3, 4} (2.56)

où

Γ(φ,θ,ψ) :


Γφ = db(s2

2 − s2
4)

Γθ = db(s2
1 − s2

3)

Γψ = k(s2
1 − s2

2 + s2
3 − s2

4)

(2.57)

Fig. 2.17 – Architecture du simulateur VFRS

En utilisant ce modèle et les paramètres du système, nous avons développé un simula-

teur sous MATLAB-Simulink. Ce simulateur a été appelé “Virtual Four-Rotor helicopter

flight Simulator”, VFRS. L’objectif est de simuler un comportement réaliste afin de tester et
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d’améliorer les stratégies de commande pour cet hélicoptère. Il faut remarquer que malgré

les hypothèses faites pour la description du mouvement, ce modèle n’est pas éloigné de la

réalité. La figure 2.17 montre l’architecture générale de ce simulateur. Le simulateur nous

permet de visualiser l’ensemble des variables telles que la vitesse angulaire, l’attitude (qua-

ternion ou angles d’Euler), les couples et les forces. Aussi, il nous permet de surveiller les

tensions appliquées aux bornes des moteurs, ainsi que les vitesses de rotation dans chaque

actionneur. Il faut remarquer que ce simulateur est utilisé à l’heure actuelle par l’équipe

SYSCO (Systèmes Non Linéaires et Complexité) et également par l’équipe SA-IGA (Signal

et Automatique pour le dIaGnostic et la surveillAnce) du GIPSA-Lab, dans la cadre du

projet ANR Safe-NECS (Control and scheduling co-design of Safe Networked Control Sys-

tems) qui lie GIPSA-Lab au CRAN-Nancy, au LAAS-Toulouse, à l’INRIA Rhône-Alpes et

au LORIA.

Le VFRS contient un module de réalité virtuelle qui permet d’observer et d’analyser la

trajectoire de l’hélicoptère dans l’espace à trois dimensions (voir figure 2.18).

Fig. 2.18 – Simulateur de l’hélicoptère à quatre rotors
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2.9 Conclusion

Après un bref paragraphe concernant les drones, leur classification et leur importance,

nous nous sommes concentrés sur l’hélicoptère à quatre rotors considéré comme un Micro-

UAV. Nous avons présenté un prototype d’hélicoptère à quatre rotors développé dans notre

laboratoire. Ensuite nous avons réalisé une étude approfondie sur les forces et les couples

aérodynamiques produits par chaque rotor. Certains paramètres aérodynamiques ont été

identifiés expérimentalement afin d’avoir un modèle le plus fin possible, permettant d’im-

planter un simulateur de vol réaliste de cet aéronef. Le modèle dynamique a été présenté et

une discussion a été effectuée. En particulier, nous avons souligné que la dynamique peut

être décomposée en trois sous-systèmes : translation, rotation et dynamique des actionneurs.

Enfin, nous avons étudié la dynamique des actionneurs (moteur-hélice-réducteur) et en fonc-

tion des effets aérodynamiques nous avons proposé une commande de vitesse basée sur une

approche de modes glissants. Cette commande a été testée expérimentalement, montrant des

résultats satisfaisants. Les résultats obtenus dans ce chapitre seront utilisés pour la suite de

notre travail.

68



Chapitre 3

Détermination de l’Attitude

3.1 Introduction

Au début des années 1960, le développement des algorithmes pour l’estimation de l’atti-

tude a été motivé principalement par les applications spatiales, surtout pour l’estimation de

l’attitude des satellites, comme nous l’avons mentionné dans l’étude bibliographique menée

dans le premier chapitre. Cependant, depuis une décennie, le développement technologique

dans le domaine des capteurs a permis d’obtenir des composants intégrés sur silicium : les

capteurs MEMS (Micro Electro Mecanical System) sont des capteurs performants à des di-

mensions micrométriques. En raison de leur faible coût, ce type de capteurs est de nos jours

accessible au grand public. De plus, leur utilisation est adaptée aux systèmes embarqués

en raison de leur taille et de leur faible consommation énergétique, ce qui représentent les

principales contraintes pour ces systèmes.

Parmi la grande diversité de capteurs disponibles en technologie MEMS, nous pouvons ci-

ter les capteurs inertiels, constitués par les accéléromètres et les gyromètres, ainsi que des

magnétomètres, qui mesurent le champ magnétique terrestre. L’ensemble de ces trois types

de capteurs permet la conception de systèmes capables de fournir l’information nécessaire

sur l’attitude d’un solide dans l’espace. Ces systèmes sont connus sous le nom de systèmes

“Strapdown”1. Depuis quelques années, le problème de l’estimation de l’attitude en utilisant

des capteurs GAM (Gyromètres, Accéléromètre et Magnétomètre) a été abordé afin d’ap-

pliquer l’estimation d’attitude à des domaines émergents tels que la robotique aérienne, la

capture de mouvement humain et la biomécanique. L’approche la plus utilisée pour résoudre

ce problème est le Filtre de Kalman Etendu (FKE) [70], [85], [63], [68], [36], en raison de la

capacité à fusionner des signaux acquis à partir de différentes modalités de mesure.

1 Cela implique que le module de capteurs soit “attaché”.

69
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3.2 Organisation du chapitre

Dans le chapitre 1, paragraphe 1.1.4, nous avons présenté le problème de l’estimation de

l’attitude et nous avons évoqué les différentes approches reportées dans la littérature.

Ce chapitre présente notre contribution à l’estimation de l’attitude d’un corps rigide et en

particulier l’estimation de l’attitude d’un corps rigide dans lequel un ensemble de capteurs

GAM est attaché. Dans un premier temps, nous développons deux nouvelles méthodes pour

estimer l’attitude à partir de ce qu’on appelle les “vecteurs de mesures”. Les méthodes pro-

posées sont génériques, c’est-à-dire, qu’elles sont développées pour n vecteurs de mesures.

La seule condition est qu’au moins deux vecteurs soient non colinéaires. Contrairement à

l’état de l’art majoritairement basé sur un modèle de mesures non linéaire qui implique la

résolution d’un problème d’optimisation non linéaire avec contrainte [113], [92], nous utili-

sons un modèle qui est linéaire par rapport au quaternion [25].

Comme cas particulier, nous utilisons les mesures fournies par trois magnétomètres et trois

accéléromètres montés en triaxe orthogonal dans un solide. Ainsi, l’attitude du solide par

rapport au système de référence NED (North, East, Down) est estimée. Cette estima-

tion de l’attitude reste valable pour des mouvements quasi-statiques et sans perturbation

magnétique, cela signifie que les mesures fournies par les accéléromètres représentent seule-

ment la projection du vecteur de champ de gravité sur le repère attaché au corps et celles

des magnétomètres, le champ magnétique terrestre. Le principal avantage des méthodes pro-

posées est leur simplicité et leur robustesse numérique : ces caractéristiques sont primordiales

dans l’objectif d’une implantation dans un système embarqué.

Ensuite, nous considérons le cas où les mesures fournies par trois gyromètres montés en

triaxe orthogonal sont également prises en compte. Alors que les vecteurs d’observation nous

permettent d’estimer l’attitude à chaque instant, les mesures des gyromètres permettent

la propagation de l’attitude dans le temps. L’objectif est donc d’exploiter les deux types

d’information afin d’estimer l’attitude la plus précise possible. A la différence des travaux

portant sur l’estimation d’attitude avec une approche de type Filtre de Kalman Etendu,

nous proposons un observateur non linéaire dont le principal avantage est la non linéarisation

des équations et nous garantissons une convergence globale de l’erreur à zéro. De plus, dans

l’approche proposée, aucune matrice de covariance n’intervient.

En plus de la preuve de stabilité asymptotique, nous montrons que la dynamique de l’erreur

d’observation peut se décomposer en deux systèmes ; un système non linéaire H1 relié en

“feedback” avec un système linéaire H2. Ceci aboutit à énoncer que l’observateur non

linéaire proposé est passif.

Poursuivant cette étude et grâce à la passivation de la dynamique de l’erreur, nous montrons

que la dynamique de l’erreur d’observation est stable au sens Entrée-Etat (ISS) [96] par

rapport à une entrée d, laquelle peut être considérée comme une perturbation. Par rapport
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à la stabilité asymptotique traditionnelle, la contrainte liée à la propriété ISS est plus forte

puisqu’il s’agit de garantir que l’état reste borné si l’entrée est bornée, ce qui est loin d’être

évident pour les systèmes non linéaires en général. Dans notre cas, l’ISS se traduit par le

fait que l’erreur (état) reste borné si une perturbation (l’entrée) est bornée.

L’analyse de stabilité par l’intermédiaire de l’ISS est d’une certaine façon une analyse de

robustesse. Cependant, elle a été très peu mentionnée dans la littérature. Le concept d’ISS a

été d’abord introduit par Sontang dans [95] qui l’a formalisé dans [96] et récemment exploité

dans le cadre de l’observation non linéaire dans [90]. A notre connaissance, ce type d’analyse

de stabilité n’a jamais été appliqué aux observateurs d’attitude proposés dans la littérature.

Néanmoins, cette analyse est nécessaire, puisqu’à la différence des estimateurs optimaux,

tel que le filtre de Kalman, avec les observateurs non linéaires la condition d’optimalité doit

être remplacée par celle de robustesse.

3.3 Estimation de l’attitude à partir de vecteurs de

mesures

Dans le paragraphe 1.1.4 page 27, nous avons vu que la solution du problème de Whaba

pour la détermination de l’attitude requière que deux ou plusieurs vecteurs soient connus ou

mesurés dans deux systèmes de coordonnées différents. De plus, ces deux vecteurs doivent

être non colinéaires et de longueur non nulle. Cette condition est tout à fait normale puisque

l’utilisation d’un seul vecteur ou de vecteurs colinéaires résulte en une ambigüıté de la rota-

tion autour du vecteur2, ce qui correspond à un problème non complètement observable.

Le concept de vecteur de mesure est donné par la définition ci-après.

Définition 3.1 (vecteur de mesures). Soient ~bi et ~ri les coordonnées d’un vecteur ~xi ex-

primé dans B et N respectivement. Les vecteurs ~ri sont appelées vecteurs de référence et

sont supposés connus. Les coordonnées de ~bi et ~ri sont liées au moyen de la transformation

suivante :

~bi = C(q)~ri + ~ηi (3.1)

Le vecteur ~bi est un vecteur de mesures puisque ses composantes sont obtenues à partir de

la sortie des capteurs montés suivant les axes principaux du corps rigide. La matrice C(q)

peut être interprétée comme un opérateur qui prend un vecteur de référence ~ri exprimé dans

2En fait, si nous avons deux vecteurs non colinéaires, un plan unique contenant le deux vecteurs peut être
défini et si les composantes de ces vecteurs peuvent être mesurées dans deux repères, la rotation nécessaire
pour aligner les deux repères peut être déterminée.
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N et qui l’exprime dans B ; elle est donnée par (1.23). Le vecteur ~ηi est un vecteur de bruits

ou perturbations présents dans les mesures des capteurs.

3.3.1 Modèle de mesures

Les méthodes d’estimation de l’attitude proposées dans ce travail sont basées sur un

modèle de mesures particulier. Ce modèle a été proposé pour première fois dans [24] et très

récemment utilisé dans [25]. La caractéristique principale est que si le modèle (3.1) est sans

bruit, il peut être ramené à un système linéaire bien structuré. De cette façon, le modèle de

mesure peut être considéré linéaire par rapport au quaternion.

Soient bq et rq les quaternions associés aux vecteurs~bi et ~ri, représentant les coordonnées d’un

vecteur donné par rapport aux systèmes de coordonnées B et N respectivement. Notons :

bq = [0 ~b T
i ]T rq = [0 ~r T

i ]T (3.2)

Comme nous l’avons mentionné dans le paragraphe 1.1.1, ces deux quaternions sont liés par

la relation :

bq = q̄ ⊗ rq ⊗ q = q−1 ⊗ rq ⊗ q (3.3)

A partir de la définition du produit de quaternions donnée par l’équation (1.19), nous obte-

nons en multipliant (3.3) par q :

q ⊗ bq =

(
0 −~b T

i

~bi −[~b ×i ]

)
q (3.4)

rq ⊗ q =

(
0 −~r T

i

~ri [~r ×
i ]

)
q (3.5)

En soustrayant les équations (3.4) et (3.5), nous avons :

(
0 −(~bi − ~ri) T

~bi − ~ri −[(~bi + ~ri)
×]

)
q = 0

Hq = 0

(3.6)

En fait, l’équation (3.6) est un modèle de mesure qui ne tient pas compte des erreurs de

mesures i.e. ~ηi = 0. Lorsque l’erreur de mesure est considérée, un terme supplémentaire

apparâıt dans l’équation3. L’équation (3.6) est un système linéaire de la forme :

Ax = c

où la matrice A ∈ Rn×n et le vecteur c ∈ Rn sont connus. La principale caractéristique du

vecteur c est que ses composantes sont nulles.

3Ce terme est un vecteur de bruit dépendant du quaternion tel que l’équation devient 0 = Hq− 1
2Ξ(q)ηi.

Dans [25], l’auteur a utilisé cette expression afin de montrer l’optimalité d’un filtre de Kalman.

72
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3.3.2 Enoncé du problème général

Soient ~bi et ~ri avec i = 1 : n les vecteurs de mesures et les vecteurs de référence, exprimés

dans B et N respectivement (voir figure 3.1). L’équation de mesure (3.6) à un instant donné

tk devient :

0 = H̄q (3.7)

où la matrice H̄ est construite comme suit :

H̄ =

 H1

...

Hn

 =

 ϕT1
...

ϕT4n

 ∈ R4n×4 (3.8)

avec

Hi =

(
0 −(~bi − ~ri)T

~bi − ~ri −[(~bi + ~ri)
×]

)
∈ R4×4

ϕj ∈ R4 avec j = 1 : 4n

(3.9)

Le problème consiste donc à calculer le vecteur q ∈ H, solution de ce système d’équations

linéaires bruitées. Plus formellement, cela s’écrit :

q̂ = arg min
q

{
f(q) =

1

2

∥∥H̄q∥∥2

2

}

sous la contrainte : ‖q‖2
2 = 1

(3.10)

Fig. 3.1 – Les vecteurs de mesures et les vecteurs de référence, exprimés dans B et N .
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CHAPITRE 3. DÉTERMINATION DE L’ATTITUDE
3.3. ESTIMATION DE L’ATTITUDE À PARTIR DE VECTEURS DE MESURES

3.3.3 Estimation de l’attitude en utilisant une décomposition SVD

D’après l’équation (3.7), la recherche du quaternion d’attitude s’apparente à trouver le

quaternion qui appartient au noyau de la matrice H̄. A partir de l’équation (3.7), il est

clair qu’il n’y a pas de restriction sur la norme du quaternion. Néanmoins, nous devons

déterminer un quaternion de norme unité pour qu’il représente une rotation. Le problème

consiste donc à déterminer le quaternion qui appartient au noyau de la matrice H̄, avec la

contrainte ‖q‖2 = 1. De façon mathématique, le problème est le suivant :

arg min
q

{
f(q̂) =

1

2

∥∥H̄q̂∥∥2

2

}
avec q̂ ∈ H =

{
q̂ tel que q̂T q̂ = 1

}
(3.11)

Un outil particulièrement utile pour l’analyse matricielle est la décomposition en valeurs

singulières (SVD). En effet, la SVD va nous permettre la construction explicite de bases

orthogonales pour le noyau de la matrice. Ainsi, nous allons utiliser ces propriétés pour

trouver le quaternion appartennant au noyau de H̄. Nous pouvons alors énoncer le résultat

suivant.

Théorème 3.1. Soit H̄ ∈ R4n×n une matrice formée à partir des paires de vecteurs (~bi, ~ri)

avec i = 1 : n. Nous supposons qu’au mois deux paires de vecteurs sont non colinéaires. Par

conséquent, il existe une matrice orthogonale U ∈ R4n×4n, une matrice orthogonale V ∈ R4×4

et une matrice S ∈ R4n×4 formée d’une diagonale et de zéros, telles que :

H̄ = USV T (3.12)

Soit V = [V1 V2 V3 V4], avec Vi ∈ R4 les vecteurs singuliers. Alors, le quaternion de

rotation q̂ est donné par le quatrième vecteur singulier, c’est-à-dire :

q̂ = V4 (3.13)

De plus, la condition ‖q̂‖2 = 1 est naturellement satisfaite.

Preuve Nous partons de l’égalité suivante :

H̄ = USV T (3.14)

Or :
1

2

∥∥H̄q̂∥∥
2

=
1

2

(
q̂TV STUT · USV T q̂

)
(3.15)

La propriété d’orthonormalité donne :

UTU = I ∈ R4n×4n (3.16)

d’où
1

2

∥∥H̄q̂∥∥
2

=
1

2

∥∥SV T q̂
∥∥

2
(3.17)
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soit

Y = V T q̂ = [y1 y2 y3 y4]
T (3.18)

Ainsi le problème devient :

arg min
Y

{
f(Y ) =

1

2
‖SY ‖2

2

}
avec Y ∈ D =

{
Y tel que Y TY = 1

}
(3.19)

Il faut remarquer que la matrice S est formée d’une diagonale et de zéros telle que :

S =



σ1 0 0 0

0 σ2 0 0

0 0 σ3 0

0 0 0 σ4

0 0 0 0
...

...
...

...

0 0 0 0


(3.20)

avec σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ σ4 ≥ 0.

Une propriété très utile d’une décomposition SVD est qu’elle nous donne l’information à

propos du rang de la matrice. Ainsi pour une matrice A ∈ Rm×n quelconque :

rang(A) = r tel que σr > 0 et σr+i = 0 avec i ∈ {1, .., p}, où p = min(m,n− r).

Puisque nous supposons qu’au moins deux paires de vecteurs sont non colinéaires,

nous avons :

rang(H̄) = 3 ⇒ σ3 > 0 et σ4 = 0

De l’équation (3.19), nous devons résoudre :

f(Y ) =
1

2

[
(σ1y1)

2 + (σ2y2)
2 + (σ3y3)

2 + (σ4y4)
2
]

= 0

sous la contrainte : Y TY = 1
(3.21)

En conséquence, la solution à l’équation (3.21) est :

Y = [0 0 0 1]T (3.22)

De l’équation (3.18), il vient :

V Y = q̂

[V1 V2 V3 V4]Y = q̂

V4 = q̂

(3.23)

puisque la matrice V est par définition orthogonale ‖V4‖2 = 1 ⇔ ‖q̂‖2 = 1.
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Remarque 3.1. Notons que l’analyse a été faite dans un contexte sans bruit, i.e. les mesures

des capteurs sont parfaites. En conséquence, il est possible d’affirmer que le rang de la matrice

H̄ est de trois. En pratique, à cause du bruit présent dans les mesures, la dernière valeur

singulière est différente de zéro mais reste proche de zéro. En fait, la dernière valeur singulière

nous donne une mesure de l’erreur. De l’équation (3.11), (3.21) et (3.22), l’erreur au sens

des moindres carrés est donnée par :

e =
∥∥H̄q̂∥∥2

2
= ‖SY ‖2

2 =
4∑
i=1

(σiYi)
2 = σ2

4 (3.24)

L’approche SVD est un outil élégant d’analyse théorique et une technique numériquement

stable et robuste pour calculer le quaternion d’attitude à partir des vecteurs de mesures. Pour

la détermination de l’attitude, le seul travail (à notre connaissance) utilisant la SVD est celui

reporté dans [69]. La SVD est utilisée dans ce travail afin de trouver la matrice d’attitude

en résolvant le problème de Whaba, mais les auteurs ne vont pas au bout de l’analyse.

3.3.4 Estimation de l’attitude en utilisant un algorithme de pro-

jection

Commençons par rappeler quelques résultats concernant les projections [6]. Une projec-

tion Pk est une application linéaire de Rn dans un sous-espace Ek de dimension k de Rn. Si

P T
k = Pk, la projection est orthogonale. Sinon, on parle de projection oblique. Toute projec-

tion oblique est orthogonale par rapport à un autre sous-espace Fk de Rn. On rappelle que

Ek = Im Pk = ker(I − Pk) et que F⊥k = kerPk, où “ker” désigne le noyau d’une application

linéaire et “Im” son image. Il est évident que (I − Pk) est également une projection. C’est

la projection sur F⊥k parallèlement à Ek. P
T
k est la projection sur Fk parallèlement à E⊥k et

(I − P T
k ) est la projection sur E⊥k parallèlement à Fk. Par conséquent, nous avons, dans R2,

le diagramme de la figure 3.2. Ainsi, nous avons le théorème qui suit.

Théorème 3.2. Pk~x = 0 si et seulement si ~x ∈ F⊥k

L’idée fondamentale dans l’estimation linéaire est de faire une projection du vecteur

à estimer sur un sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs de mesure ~yi. A titre

d’exemple, regardons la figure 3.3. La projection ~xp ∈ Ek de l’estimée ~̂x de ~x sur le plan

Ek = span(~y1, . . . , ~yk) est définie par :

~xp =
~x ~yTi
~y T
i ~yi

~yi (3.25)
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Fig. 3.2 – Projections

Nous identifierons Pi comme l’opérateur projection, tel que Pi =
~x ~yTi
~y T
i ~yi

.

Notons que (~xp−~x) est orthogonal à ~yi. Dans le cas où nous souhaitons faire une projection

sur le plan Fk, qui est orthogonal à Ek, l’opérateur projection devient :

PO
i = I − ~x ~yTi

~y T
i ~yi

= I − Pi (3.26)

Fig. 3.3 – Idée fondamentale des projections

Dans le cas de l’estimation du quaternion à partir du modèle de mesures (3.7), nous

nous sommes intéressés à la projection du quaternion à estimer sur un sous-espace vectoriel

orthogonal au sous-espace vectoriel engendré par les paires de vecteurs de mesure (~bi, ~ri).

Ainsi, nous avons le résultat suivant.

77
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Théorème 3.3. Soit H̄ ∈ R4n×n une matrice formée à partir des paires de vecteurs (~bi, ~ri)

avec i = 1 : n. Nous supposons qu’au moins deux paires de vecteurs sont non colinéaires.

Soit l’estimateur

q̂k =

[
4n∏
j=1

(
I4 −

γϕjϕ
T
j

α+ ϕTj ϕj

)]
q̂k−1

q̂k =
q̂k
‖q̂k‖2

(3.27)

où ϕj ∈ R4 sont les vecteurs ligne de la matrice H̄, avec α ≥ 0 et 0 ≤ γ ≤ 2. L’estimateur

(3.27) construit une suite de quaternions q̂jk−1 qui converge vers le quaternion d’attitude qk,

solution du système (3.7).

Preuve Dans les paragraphes précédents, nous avons donné l’idée géométrique sur laquelle

le théorème est basé. Néanmoins, une preuve analytique a été développée et est reportée

dans l’annexe A.

�

Faisons quelques commentaires à propos de cet estimateur. L’estimateur (3.27) représente

une méthode séquentielle pour résoudre le système (3.7) : elle consiste à fabriquer une suite de

quaternions q̂k−1(j) (j correspond à une numérotation des lignes de H̄) qui, sous certaines

conditions, converge vers la solution exacte qk. En fait, le calcul de q̂k fait intervenir 4n

étapes intermédiaires correspondant aux 4n lignes de la matrice H̄ donnée par l’équation

(3.8). Notons que les 4n étapes doivent être réalisées durant la période d’échantillonnage.

Dans la figure 3.4, on montre les étapes intermédiaires qui permettent de déterminer q̂k à

partir de q̂k−1.

L’estimateur (3.27), revient en fait à rechercher le vecteur propre correspondant à la plus

petite valeur propre de la matrice H̄T H̄ par une technique de la puissance inverse [97] (voir

annexe A). Il faut remarquer que la normalisation du quaternion fait partie de la technique

pour ne pas tomber sur la solution triviale q = 0, mais bien pour déterminer le vecteur propre

associé à la valeur propre 0. Cela fait une grande différence avec les techniques basées sur une

approche filtre de Kalman, où à la fin de chaque mise à jour, on renormalise brutalement.

L’intérêt principal de cet estimateur est sa simplicité, ce qui autorise son implantation

en temps réel dans un système embarqué.

78
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Fig. 3.4 – Estimation du quaternion dans une période d’échantillonnage

3.3.5 Estimation de l’attitude : le cas quasi-statique

Maintenant, nous allons nous concentrer sur le cas particulier de l’estimation de l’atti-

tude d’un corps rigide à partir de la mesure de deux vecteurs non colinéaires. Ces vecteurs

sont représentés par le vecteur de champ magnétique et le vecteur de gravité. Les vec-

teurs de mesures sont fournis par trois accéléromètres et trois magnétomètres montés en

triaxe orthogonal (figure 3.5). Comme nous l’avons mentionné dans le paragraphe 1.1.3, le

signal de sortie d’un accéléromètre est supposé être la somme d’une composante du vecteur

d’accélération inertielle ~a, d’une composante du vecteur du champ de gravité ~g et d’un terme

de bruit ~ηA. Lorsque nous parlons de mouvements quasi-statiques, cela signifie que le vecteur

d’accélération inertielle est négligeable par rapport à celui de la gravité (‖~a‖2 � ‖~g‖2). Ainsi

l’équation de sortie des trois accéléromètres est approximée par :

~bA = −C(q)~g + ~ηA (3.28)

La sortie du magnétomètre tri-axes dans le système de coordonnées mobile peut être écrite

sous la forme d’un vecteur de mesures :

~bM = C(q)~rM + ~ηM (3.29)
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Sans perdre en généralités, nous considérons que les vecteurs ~g et ~rM sont connus et qu’ils

sont unitaires (donc normalisés), tels que :

~g = [0 0 g]T = [0 0 1]T (3.30)

~rM = [rMx 0 rMz ]
T = [0.5 0

√
3/2]T (3.31)

Fig. 3.5 – Module de capteurs

Le cas de l’estimation de l’attitude à partir des mesures d’accéléromètres et de

magnétomètres devient un cas particulier du problème traité dans les paragraphes précédents.

Ainsi, la matrice H̄ de l’équation de mesures (3.7) devient :

H̄AM =

(
HA

HM

)
=


0 −(~bA − ~rA)T

~bA − ~rA −[(~bA + ~rA) ×]

0 −(~bM − ~rM)T

~bM − ~rM −[(~bM + ~rM) ×]

 =


ϕ1

...

...

ϕ8

 ∈ R8×4 (3.32)

Le problème à résoudre est formulé comme suit :

q̂ = arg min
q

{
f(q̂) =

1

2

∥∥H̄AM q̂
∥∥2

2

}
avec q̂ ∈ H =

{
q̂ tel que q̂T q̂ = 1

}
(3.33)

Nous pouvons établir les deux résultats suivants.

Lemme 3.1. Soit H̄AM ∈ R8×4 une matrice formée par les paires de vecteurs (~bA, ~rA) et

(~bM , ~rM). Il existe une matrice orthogonale U ∈ R8×8, une matrice orthogonale V ∈ R4×4

et une matrice S ∈ R8×4 formée d’une diagonale et de zéros, telles que (décomposition en

valeurs singulières) :

H̄ = USV T (3.34)
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Soit V = [V1 V2 V3 V4], avec Vi ∈ R4 représentant les vecteurs singuliers. Puisque le champ

magnétique et le champ de gravité ne sont pas colinéaires, le quaternion optimal peut être

déterminé de façon unique. Alors, le quaternion de rotation q̂ est donné par le quatrième

vecteur singulier, c’est-à-dire :

q̂ = V4 (3.35)

De plus, la condition ‖q̂‖2 = 1 est naturellement satisfaite.

Lemme 3.2. Soit H̄AM ∈ R8×4 une matrice formée par les paires de vecteurs (~bA, ~rA) et

(~bM , ~rM). Soit l’estimateur

q̂k =

[
8∏
j=1

(
I4 −

γϕjϕ
T
j

α+ ϕTj ϕj

)]
q̂k−1

q̂k =
q̂k
‖q̂k‖2

(3.36)

où ϕj ∈ R4 sont les vecteurs ligne de la matrice H̄, avec α ≥ 0 et 0 ≤ γ ≤ 2. Puisque le champ

magnétique et le champ de gravité ne sont pas colinéaires, l’estimateur (3.27) construit une

suite de quaternions q̂jk−1 qui converge vers le quaternion d’attitude qk, solution du système

(3.7).

3.3.6 Résultats en simulation

Afin de montrer la performance des approches proposées, dans cette section nous

présentons des résultats numériques obtenus en simulation. Pour cela, nous nous intéressons

à estimer l’attitude pour une simple rotation à partir des mesures du champ de gravité et

du champ magnétique.

La vraie attitude est représentée par un quaternion appelé qvrai. Ce quaternion a été choisi

aléatoirement et pour cette simulation, on a :

qvrai = [0.0480 − 0.8635 − 0.4900 0.1097]T (3.37)

Les approches montrées dans le Lemme 3.1 et Lemme 3.2 ont été comparées avec la

méthode bien connue “q-method” et la méthode “TRIAD”. La méthode “TRIAD” est une

méthode déterministe très simple pour trouver l’attitude à partir de deux vecteurs de me-

sure non colinéaires. Cet algorithme est connu comme “TRIAD” parce qu’il est basé sur

la construction de deux trièdres orthogonaux : un représentant le repère inertiel et l’autre

représentant le repère mobile. Le principal avantage de la méthode “TRIAD” est qu’elle est

très facile à implanter. Cette méthode a été utilisée dans [79] et [65] afin de construire une

matrice de rotation à partir des mesures d’accéléromètres et de magnétomètres.

Ici, nous comparons l’algorithme proposé dans le Lemme 3.1 avec la “q-method” puisque
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3.3. ESTIMATION DE L’ATTITUDE À PARTIR DE VECTEURS DE MESURES

dans ces deux méthodes le quaternion estimé est celui qui minimise la fonction de coût

(1.54) page 27 et (3.10), respectivement. Nous avons aussi comparé l’algorithme donné par

le Lemme 3.2 avec la méthode TRIAD.

Afin d’évaluer l’erreur pour chaque approche, nous allons utiliser l’opérateur quaternion

d’erreur :

qe = q̂−1 ⊗ qvrai

βe = 2| arccos(qe)|

Et nous allons aussi évaluer la fonction de coût :

f(q̂) =
1

2

∥∥H̄AM q̂
∥∥2

2

Les vecteurs du champ de gravité et du champ magnétique dans le repère inertiel (NED)

sont les vecteurs unitaires (3.30), (3.31). Afin de simuler les caractéristiques réelles des cap-

teurs, nous avons additionné un bruit blanc gaussien et de moyenne nulle aux vecteurs de

mesures. Les caractéristiques du bruit sont montrées dans le tableau 3.1.

Capteur Paramètre (bruit blanc) Ecart type

Accéléromètre ηA 0.002 m/seg2

Magnétomètre ηM 0.0007 mgauss

Tab. 3.1 – Caractéristiques du bruit pour les accéléromètres et les magnétomètres

Pour un tirage du bruit et pour le quaternion vrai choisi (voir (3.37)), la “q-method”

donne un meilleur résultat que l’algorithme du lemme 3.1. Cette constatation nécessiterait

une analyse statistique menée pour différentes valeur du quaternion qvrai afin de conclure

quant à la supériorité d’une technique sur l’autre. Cependant, l’approche utilisant la SVD

a plusieurs avantages sur la “q-method”. D’abord, l’approche SVD fournit une procédure

numériquement robuste pour trouver le quaternion d’attitude [47]. De plus, la possibilité

d’une solution ambiguë peut être traitée facilement en analysant les valeurs singulières. Par

exemple, si deux valeurs singulières sont à zéro, cela signifie que la matrice de mesure H̄ est

de rang 2. Dans ce cas, une infinité de solutions peuvent être trouvées. Cette propriété peut

être exploitée afin de savoir si les vecteurs de mesures sont colinéaires ou si un dérèglement

des capteurs est arrivé.
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Lemme 1 q-method

q̂ [0.0504 − 0.8639 − 0.4896 0.1069]T [0.0510 − 0.8638 − 0.4895 0.1078]T

βe 2.932◦ 2.607◦

f(q̂) 3.5417 × 10−6 1.265 × 10−6

Tab. 3.2 – Comparaison des performances : Lemme 1 et q-method

La comparaison entre l’approche proposée dans le Lemme 2 et la méthode “TRIAD”

est montrée dans le tableau 3.3. Pour un tirage du bruit et pour le quaternion qvrai (voir

(3.37)), la “TRIAD” donne un meilleur résultat que l’algorithme du lemme 3.2. Pour conclure

quant à la supériorité d’une technique sur l’autre, il faudrait faire une analyse statistique,

avec différentes valeurs d’attitude et différents vecteurs de mesure. Néanmoins, l’avantage

principal de l’approche proposée est la possibilité de fusionner plus de deux vecteurs de

mesure. La méthode “TRIAD” permet de trouver une matrice de rotation (après on peut

obtenir le quaternion associé) utilisant seulement deux vecteurs de mesures non colinéaires.

Ainsi, la fusion de n vecteurs de mesures n’est pas possible avec cette approche. Bien que

l’estimateur proposé dans le Lemme 3.2 est une estimateur déterministe, il est robuste par

rapport au bruit de mesure, comme nous allons le constater dans le paragraphe 3.6. De plus,

la nature séquentielle de l’estimateur (3.36) lui apporte certains avantages, par exemple il

peut être modifié en ajoutant un facteur d’oublié ou en sélectionnant des poids différents

pour certains types de mesures.

Lemme 2 Triad

q̂ [0.0320 − 0.8724 − 0.4410 0.1138]T [0.0333 − 0.8858 − 0.4478 0.1173]T

βe 4.109◦ 3.831◦

f(q̂) 4.402 × 10−6 4.020 × 10−6

Tab. 3.3 – Comparaison de performances : Lemme 2 et méthode TRIAD

Dans les figures 3.6 et 3.7, le cas d’une simple rotation est montré. Nous montrons les

trajectoires du vecteur ~bA et du vecteur ~bM lorsque la transformation de coordonnées du

repère mobile au repère fixe est accomplie. Nous montrons la rotation pour les quatre cas

étudiés.
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Fig. 3.6 – Comparaison de performances : qvrai (–), Lemme 1 (-.-), q-method (*)
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Fig. 3.7 – Comparaison de performances : qvrai (–), Lemme 2 (-.-), méthode TRIAD (*)
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3.4 Observateur non linéaire d’attitude

Dans les paragraphes précédents, nous avons abordé le problème de l’estimation de l’at-

titude à partir de n vecteurs de mesures et nous avons proposé deux nouvelles méthodes.

Ensuite, nous avons appliqué ces méthodes à l’estimation de l’attitude d’un corps rigide

en utilisant les mesures fournies par trois accéléromètres et trois magnétomètres montés en

triaxe orthogonal. Cependant, en pratique, l’estimation de l’attitude utilisant seulement les

mesures des accéléromètres et des magnétomètres est restreinte à des mouvements quasi-

statiques. En fait, les accéléromètres mesurent les vibrations et les accélérations propres du

corps lors du passage d’une phase de repos à une phase de mouvement ou vice-versa. Par

conséquent, l’estimation de l’attitude est faussée dans ces phases. Néanmoins, l’avantage de

faire une estimation avec la modalité accéléromètre et magnétomètre est que même si le

quaternion estimé est très bruité, il ne diverge pas au cours de temps.

Afin de faire une estimation la plus précise possible de l’attitude, trois gyromètres montés

en triaxe orthogonal sont utilisés, permettant de mesurer la vitesse de rotation du corps

et d’en déduire son attitude en intégrant numériquement l’équation cinématique associée

(1.25). Malheureusement et comme nous l’avons mentionné dans le paragraphe 1.1.3, page

22, la mesure d’un gyromètre est la somme de la vitesse réelle de rotation, d’un bruit blanc

et d’une fonction lentement variable dans le temps appelée biais. Afin d’éviter une erreur

dans l’estimation de l’attitude due à l’intégration de cet terme, il doit être estimé et recalé

au cours du temps.

Puisque les biais présents dans les mesures des gyromètres ne sont pas directement mesu-

rables, le problème devient un problème d’observation. De plus, l’évolution de l’attitude d’un

corps rigide dont les vitesses angulaires sont mesurées par des gyromètres entachés de biais,

est modélisée par une équation différentielle non linéaire. Ainsi, nous sommes en face d’un

problème d’observation non linéaire.

De nombreux travaux portent sur l’estimation de l’attitude et du biais présent dans les gy-

romètres en utilisant les mesures des accéléromètres et des magnétomètres. Cette estimation

est accomplie via un Filtre de Kalman Etendu (FKE). Cependant, comme nous l’avons men-

tionné dans le premier chapitre, le principal inconvénient du FKE est dû à l’approximation

linéaire du modèle non linéaire. Avec le FKE, on ne peut pas garantir une convergence glo-

bale et une divergence peut arriver, notamment dans des situations où l’erreur d’estimation

initiale est grande. Ainsi, le FKE peut être considéré comme un filtre hasardeux ([18], page

344).

Notre intérêt s’est porté sur la synthèse d’un observateur non linéaire qui permette la

reconstruction de l’attitude à partir des mesures de 3 gyromètres, 3 accéléromètres et 3

magnétomètres. L’idée consiste à trouver un compromis entre précision à coût terme, donnée

par l’intégration des gyromètres et précision à long terme donnée par l’attitude estimée à
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partir des accéléromètres et magnétomètres. Notre contribution à ce domaine est le sujet du

paragraphe 3.4.3. En s’inspirant de l’observateur proposé dans le travail de Salcudean [86]

et l’estimation de l’attitude utilisant les méthodes proposées dans le lemme 3.1 et le lemme

3.2, un observateur pour l’attitude et les biais des gyromètres est proposé. Ensuite, nous

allons nous intéresser à la dynamique de l’erreur de cet observateur d’attitude non linéaire.

Ainsi, la convergence exponentielle de l’erreur à zéro sera montrée. Puis nous allons montrer

que cette dynamique de l’erreur est passive. Ce résultat est très important car il est exploité

pour donner une preuve formelle de la robustesse de l’observateur par rapport au bruit et

aux perturbations dans les mesures. Nous allons montrer cette robustesse sur des données

simulées et des données réelles.

3.4.1 Observateurs pour des systèmes non linéaires : forme

générale

Nous allons considérer un système dynamique modélisé par l’équation différentielle sui-

vante :

Σ0 :


ẋ =

 ẋ1

ẋ2

 =

 f1(x1, x2, u)

f2(x1, x2, u)

 = f(x, u)

y = h(x)

(3.38)

où x ∈ Rn (x1 ∈ Rp et x2 ∈ Rn−p) est l’état, y ∈ Rp est la sortie du système supposée

mesurée. u est l’entrée de commande qui peut prendre une valeur u(t) ∈ U et U est un

ensemble mesurable de Rm. Nous supposons que fi est continûment différentiable par rapport

à ses arguments.

La structure d’observateur la plus communément utilisée sur les systèmes de la forme (3.38)

est la suivante :

O0 :

{
ż1 = f1(z1, z2, u) +G1(z, y, u)(y − h(z))

ż2 = f2(z1, z2, u) +G2(z, y, u)(y − h(z))
(3.39)

où G1 et G2 sont les gains de l’observateur. L’observateur est en fait constitué de la dy-

namique du système à laquelle on a ajouté un terme de correction dépendant de l’erreur

d’observation (y − h(z)).

Définition 3.2 (observateur). Le système O est un observateur asymptotique global si :

lim
t→∞

||z(t)− x(t)|| = 0

En pratique, la stabilité est utile pour éviter des excursions trop grandes de z et bien

souvent, on cherche à obtenir un observateur exponentiellement stable.
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Définition 3.3 (observateur exponentiel). Dans le cas de la définition 3.2, l’observateur est

dit exponentiel s’il existe deux réels strictement positifs λ et µ tels que, pour tout t > 0, on

ait :

||z(t)− x(t)|| ≤ µ||h(z(0))− x(0)||e−λt

3.4.2 Position du problème

Afin de proposer un observateur pour l’estimation de l’attitude et du biais présent dans

les gyromètres, nous allons rappeler le modèle des mesures des gyromètres, ainsi que le

modèle d’évolution du biais. Nous supposons que les gyromètres sont montés dans un solide

tels que leurs axes sensibles cöıncident avec les axes d’inertie principaux du solide :

~ωG = ~ω + ~ν + ~ηG (3.40)

~̇ν = −T−1~ν + ~ην (3.41)

où les composantes des vecteur ~ηG et ~ην ∈ R3 sont supposées être des bruits blancs et

gaussiens et T = τI3 est une matrice diagonale de constantes de temps.

Nous allons considérer la dynamique de l’attitude d’un corps dans lequel trois gyromètres

sont montés en triaxe orthogonal et un biais étant présent dans les mesures gyrométriques.

Nous supposons aussi que dans le corps rigide, trois accéléromètres et trois magnétomètres

sont montés en triaxe orthogonal, tels qu’un quaternion peut être estimé en utilisant le

lemme 3.1 ou le lemme 3.2. De l’équation cinématique (1.25) et des équations (3.40)-(3.69),

la dynamique d’un corps rigide dans lequel trois accéléromètres, trois magnétomètres et trois

gyromètres sont montés en triaxe orthogonal est modélisée par :

ΣA :


 q̇

~̇ν

 =

 1
2
Ξ(q)~ω

−T−1~ν + ~ην

 =

 1
2
Ξ(q) [~ωG − ~ν − ~ηG]

−T−1~ν + ~ην


y = qps

(3.42)

où qps est le quaternion estimé à partir des mesures des accéléromètres et des magnétomètres.

Notons que le quaternion qps peut être exprimé comme suit :

qps = ∆q ⊗ q (3.43)

où la condition ‖qps‖2 = 1 est satisfaite. q dénote le vrai quaternion d’attitude et ∆q est un

quaternion de perturbation (généré par un bruit borné, non nécessairement gaussien et de

moyenne nulle).
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Notons que le modèle dynamique (3.42) est de la forme :

Σ1 :


ẋ =

 ẋ1

ẋ2

 =

 f1(x1, x2, u)

f2(x1, x2, u)

 = f(x, u)

y = x1

(3.44)

avec x = [xT1 xT2 ]T = [qT ~νT ]T . Dans notre cas, il n’existe pas de commande puisque

nous travaillons seulement avec l’équation cinématique du corps rigide4. Néanmoins, nous

avons fait apparâıtre ce terme dans le système (3.44) afin de maintenir une homogénéité

avec la forme générale (3.38). Dans la suite, on suppose simplement que l’entrée appartient

à un ensemble admissible de fonctions. Pour le système (3.44), il est possible de proposer

l’élaboration d’un observateur avec la forme générale suivante :

O1 :

{
ż1 = f1(z1, z2, u) +G1(z, y, u)(y − z1)

ż2 = f2(z1, z2, u) +G2(z, y, u)(y − z1)
(3.45)

où z1 et z2 sont les estimés de x1 et x2, respectivement. Les gains de l’observateur G1 et G2

doivent être choisis.

3.4.3 Observateur non linéaire de l’Attitude proposé

Nous allons présenter ici notre contribution à la conception d’un observateur d’attitude et

du biais des gyromètres. Bien que l’observateur proposé soit inspiré du travail de Salcudean

[86], il est très différent par sa forme et son application. Nous proposons donc l’observateur

suivant :

OA :

 ˙̂q =
1

2
Ξ(q̂)

[
~ωG − ~̂ν +K1~qe

]
˙̂
~ν = −T−1~̂ν −K2 ~qe

(3.46)

q̂ et ~̂ν sont le quaternion estimé et le biais estimé. K1, K2 ∈ R, T−1 ∈ R3×3 est une matrice

diagonale de constantes de temps et ~qe dénote la partie vectorielle du quaternion d’erreur qe,

obtenu par le “produit quaternion” entre le quaternion qps et celui calculé par intégration

de l’équation (3.46) :

qe = q̂−1 ⊗ qps = ¯̂q ⊗ qps = [qe0 ~q
T
e ]T (3.47)

L’observateur proposé est de la forme (3.45) à la différence que dans (3.47) l’erreur est une

erreur d’attitude qui est définie par l’algèbre des quaternions [91]. La structure de l’obser-

vateur proposé est montrée dans la figure 3.8. Afin de faire la preuve de la convergence

4L’avantage de travailler seulement avec l’équation cinématique est que l’algorithme ne nécessite pas de
connaissance d’un modèle du système. Par conséquent, il peut être appliqué à l’estimation de l’attitude de
différents types de systèmes.
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Fig. 3.8 – Schéma de l’observateur d’attitude (⊗multiplication du quaternion, ⊕multiplication matricielle.
)

de l’observateur, une analyse de Lyapunov est menée. Comme toujours dans les analyses

de stabilité, la preuve est réalisée dans un contexte sans bruit. Ainsi, nous allons faire les

hypothèses suivantes :

– ~ηG = ~ην = 0 : les bruits dans les mesures des gyromètres sont supposés nuls ;

– ∆q = [1 0 0 0]T ou q = qps. Bien que, en pratique, le quaternion qps soit bruité, il est

supposé rester toujours dans un voisinage du vrai quaternion q.

Remarque 3.2. En général, les termes de bruit n’apparaissent jamais dans un observateur

non linéaire, au contraire d’un filtre non linéaire. En fait, un observateur non linéaire

et un filtre non linéaire sont tous les deux utilisés pour estimer l’état d’un système à

partir des mesures. Cependant, un filtre non linéaire se base sur des équations stochastiques,

alors qu’un observateur non linéaire est toujours déterministe.

Remarque 3.3. En pratique, un observateur non linéaire doit être robuste aux bruits et

perturbations dans les mesures.

A partir des hypothèses précédentes, le modèle dynamique (3.42) devient :

ΣASans bruit
:


 q̇

~̇ν

 =

 1
2
Ξ(q)~ω

−T−1~ν

 =

 1
2
Ξ(q)[~ωG − ~ν]

−T−1~ν


y = q

(3.48)
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En combinant les équations (3.46) et (3.48), la dynamique de l’erreur d’observation est écrite

de la forme suivante :

Σe :


q̇e =

1

2

 0 ~γT

−~γ [2~ω×] + [~γ×]

 qe0

~qe


˙̃ν = −T−1ν̃ +K2 ~qe

(3.49)

où ~γ = ν̃ +K1~qe et ν̃ = ~ν − ~̂ν. Le système (3.49) admet deux points d’équilibre :qe0 = 1, ~qe = 0, ν̃ = 0

qe0 = −1, ~qe = 0, ν̃ = 0
(3.50)

Ce résultat est dû à la non bijection du quaternion avec le groupe SO(3). En fait, physique-

ment, les quaternions qe et −qe représentent la même erreur d’attitude. En conséquence, les

états de l’observateur convergent vers les vrais états si et seulement si :

| qe0 |→ 1, ~qe → 0, ν̃ = ~ν − ~̂ν → 0, t→∞

Théorème 3.4. Considérons les points d’équilibre du système (3.49). Le point d’équilibre

(qe0 = 1, ~qe = 0, ~̃ν = 0) est globalement stable.

Preuve Considérons la fonction de Lyapunov candidate V , définie positive et non bornée

et qui appartient à la classe C2 :

V = K2((1− qe0)
2 + ~qTe ~qe) +

1

2
ν̃T ν̃

= K2(2(1− qe0)) +
1

2
ν̃T ν̃

(3.51)

En dérivant (3.51) et en utilisant (3.49), on obtient :

V̇ = −2K2q̇e0 + ν̃T ˙̃ν

= −K2~γ
T~qe + ν̃T (−T−1ν̃ +K2~qe)

= −K2(ν̃
T +K1~q

T
e )~qe − ν̃TT−1ν̃ +K2ν̃

T~qe

= −K2K1~q
T
e ~qe − ν̃TT−1ν̃

(3.52)

Ainsi, ~qe, ν̃ → 0. Par conséquent, qe0 → ±1. Cependant, si la condition initiale de la dyna-

mique d’erreur est quelconque excepté les deux points d’équilibre (3.50), l’erreur de l’obser-

vateur va converger asymptotiquement vers le point (qe0 = 1, ~qe = 0, ν̃ = 0) où V = V̇ = 0.

En fait, ce point d’équilibre est considéré comme un point “attracteur”, tandis que le point

(q0 = −1, ~q = 0, ~̃ν = 0) est considéré comme un point “répulsif” [52]. A partir de l’équation

(3.51), il est possible de remarquer que si l’état du modèle d’erreur se trouve dans le point
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CHAPITRE 3. DÉTERMINATION DE L’ATTITUDE
3.4. OBSERVATEUR NON LINÉAIRE D’ATTITUDE

répulsif, l’état va rester dans ce point pour t > 0. Néanmoins, si une petite perturbation ∆qe0
a lieu (où la condition −1 ≤ q0 ≤ 1 est accomplie), la valeur de V va décrôıtre et puisque

V̇ < 0 pour tous les points (excepté le point d’équilibre où V̇ = 0), on obtient qe0 → 1, ce

qui termine la preuve.

�

En raison de la non bijection du quaternion avec le groupe SO(3), il existe une obstruction

topologique qui empêche d’utiliser un terme de correction continu [11]. Ainsi, en pratique à

la place de l’observateur (3.46) nous utiliserons l’observateur :

OAdis :

 ˙̂q =
1

2
Ξ(q̂)

[
~ωG − ~̂ν + sign(qe0)K1~qe

]
˙̂
~ν = −T−1~̂ν − sign(qe0)K2 ~qe

(3.53)

Le terme “décision” sign(qe0) assure qu’entre les deux rotations d’angle βe et 2π−βe, le plus

petit angle sera choisi. Ainsi, il est possible de montrer que la dynamique de l’erreur converge

vers les points d’équilibre (qe0 = 1, ~qe = 0, ~̃ν = 0) ou (qe0 = −1, ~qe = 0, ~̃ν = 0) de façon

exponentielle. Néanmoins, cette convergence dépend du signe de la composante scalaire du

quaternion d’erreur. Ainsi nous avons le résultat suivant.

Théorème 3.5. Considérons les points d’équilibre du système (3.49). Le point d’équilibre

(qe0 = 1 ~qe = 0 ν̃ = 0) est exponentiellement stable, si qe0 ≥ 0. De même, le point d’équilibre

(qe0 = −1 ~qe = 0 ν̃ = 0) est exponentiellement stable, si qe0 < 0.

Preuve Considérons la fonction de Lyapunov candidate V , qui est définie positive et non

bornée et qui appartient à la classe C2 :

V =

Vq + Vν̃ = K2((1− qe0)
2 + ~qTe ~qe) + 1

2
ν̃T ν̃, si qe0 ≥ 0

Vq + Vν̃ = K2((1 + qe0)
2 + ~qTe ~qe) + 1

2
ν̃T ν̃, si qe0 < 0

(3.54)

En analysant pour qe0 ≥ 0 et en dérivant (3.54) sur les trajectoires de qe (équation (3.49)),

on obtient :

V̇ = −K2K1~q
T
e ~qe − ν̃TT−1ν̃ (3.55)

Puisque qe0 ∈ [0, 1], il vient :

~q T
e ~qe = ‖~qe‖2

2 = 1− q2
e0
≥ 1− qe0 (3.56)

Ainsi, il suit :

V̇ = −K2K1~q
T
e ~qe − ν̃TT−1ν̃

≤ −K2K1(1− qe0)− ν̃TT−1ν̃ = −1

2
K1Vq − 2

1

τ
Vν̃ ≤ 0

(3.57)

La même démarche peut être menée pour le cas qe0 < 0.

�
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3.4.4 Analyse de la dynamique de l’erreur : une approche basée

sur la passivité

Dans le paragraphe précédent nous avons montré la stabilité asymptotique globale

de l’erreur et nous avons exposé les conditions pour une stabilité exponentielle locale.

L’origine de la réflexion a été liée à l’analyse de la fonction de Lyapunov qui, en quelque

sorte, représente une fonction d’énergie pour la dynamique de l’erreur. Ainsi, nous avons

montré que cette fonction présente un minimum à l’équilibre et qu’elle est décroissante

dans le temps. Dans le présent paragraphe, nous allons exploiter la notion de passivité,

qui est essentiellement liée aux notions d’énergie accumulée du système considéré et

d’énergie apportée par des sources extérieures à celui-ci. Ainsi, nous allons nous intéresser

à décomposer la dynamique de l’erreur de l’observateur en deux sous-systèmes. Il s’agit

d’envisager la présence à la fois d’une entrée et d’une sortie dans chaque sous-système et

d’analyser dans chaque sous-système, la façon d’accumuler et de dissiper leur énergie. Dans

un second temps, nous allons analyser le comportement du système complet (dynamique de

l’erreur) lors d’une interconnexion entre les deux sous-systèmes et nous montrerons que la

dynamique de l’erreur est passive. Les concepts principaux de passivité sont donnés dans

l’annexe B.

L’intérêt principal de montrer la passivité de la dynamique de l’erreur est la définition

explicite des entrées et des sorties de chaque sous-système. Ces caractéristiques peuvent

être exploitées pour étudier la robustesse par rapport aux perturbations dans les mesures.

Considérons la dynamique de l’erreur pour l’observateur du biais (équation (3.49)) :

˙̃ν = −T−1ν̃ +K2 ~qe (3.58)

Considérons la sortie virtuelle suivante :

~ye = K2I3ν̃ (3.59)

Proposition 3.1. La fonction de transfert de la dynamique de l’erreur (3.58)-(3.59) satisfait

le lemme de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP), (voir équation B.1, annexe B). Cela signifie

que l’application ~qe → ~ye est Strictement Réelle Positive (SPR).

De manière intuitive, un système linéaire est appelé Strictement Réel Positif (Strictly

Positive Real (SPR)) si son énergie emmagasinée diminue.

Preuve Puisque la matrice −T−1 est Hurwitz, pour toute matrice Q symétrique définie

positive, il existe une matrice P symétrique définie positive, telles que :

(−T−1)TP + P (−T−1) = −Q (3.60)
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Si la matrice Q est telle que Q = 2T−1, on obtient :

P = I3 (3.61)

En conséquence :

BTP = K2I3 = C (3.62)

satisfait l’égalité (B.5).

�

En utilisant (3.59), la structure de la dynamique de l’erreur représentée par les équations

(3.49) est montrée dans la figure 3.9.

Fig. 3.9 – Structure de la dynamique de l’erreur d’attitude (⊕ représente une multiplication matricielle)

Cette dynamique de l’erreur peut être exprimée à partir d’un diagramme bloc comme

celui de la figure 3.10.
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Fig. 3.10 – Dynamique de l’erreur d’attitude

Proposition 3.2. Le système H1 (erreur d’attitude) est strictement passif en l’état.

Preuve Considérons la fonction de Lyapunov candidate Vq, qui est définie positive et non

bornée et qui appartient à la classe C2 :

Vq =

K2((1− qe0)
2 + ~qTe ~qe) = 2K2(1− qe0), si qe0 ≥ 0

K2((1 + qe0)
2 + ~qTe ~qe) = 2K2(1 + qe0), si qe0 < 0

(3.63)

Analysons pour le cas qe0 ≥ 0. La dérivée de (3.63), sur les trajectoires de qe (équation

(3.49)), est donnée par :

V̇q = −2K2q̇e0

= −K2~γ
T~qe

= −K2(ν̃
T +K1~q

T
e )~qe

= −K2K1~q
T
e ~qe −K2ν̃

T~qe

(3.64)

ou de façon similaire :

−K2ν̃
T~qe = V̇q +K2K1~q

T
e ~qe (3.65)

Puisque qe0 ∈ [0, 1], on obtient :

~q T
e ~qe = ‖~qe‖2

2 = 1− q2
e0
≥ 1− qe0 ≥ (1− qe0)

2 (3.66)

Il vient :

K2ν̃
T~qe︸ ︷︷ ︸

Taux d’énergie

fournie

≥ V̇q︸︷︷︸
Taux d’énergie

emmagasinée

+ K2K1(1− qe0)
2︸ ︷︷ ︸

Taux de dissipation

de l’état

(3.67)
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Cette équation est de la forme donnée par l’équation (B.2) dans la définition d’un système

passif (voir définition B.1, annexe B). Ainsi on peut conclure que le système est strictement

passif en l’état.

Une démarche similaire peut être menée pour qe0 ≤ 0.

�

Théorème 3.6. L’observateur non linéaire d’attitude (3.46) est passif.

Preuve Puisque le système H1 est strictement passif dans l’état et que le système H2 est

Strictement Réelle Positif (SPR), l’observateur non linéaire d’attitude (3.46) est passif.

�

Ces derniers résultats sont très importants, puisque, en plus de la stabilité globale montrée

dans le paragraphe précédent, la passivité de la dynamique de l’erreur est montrée de façon

formelle. De plus, l’analyse de passivité nous a permis de décomposer la dynamique de

l’erreur en deux sous-systèmes passifs et de définir des entrées et des sorties. Ces aspects

sont très importants en vue d’une analyse de robustesse où le bruit ou une perturbation

peut être vue comme une entrée dans le système.

3.4.5 Analyse de stabilité au sens entrée-état (ISS)

Jusqu’à maintenant, les analyses de stabilité de la dynamique de l’erreur de l’observateur

d’attitude ont été effectuées dans un contexte sans bruit. La question naturelle qui vient à

l’esprit est : que se passe-t-il s’il existe du bruit dans les mesures ? Comme nous l’avons men-

tionné, à la différence d’un observateur linéaire, un observateur non linéaire est, en général,

très sensible au bruit et aux perturbations dans les mesures. Ainsi, une petite perturbation

peut provoquer une instabilité de la dynamique de l’erreur. Dans ce paragraphe, nous allons

aborder cette question et montrer que l’erreur d’estimation reste bornée en dépit d’une per-

turbation dans les mesures des gyromètres et d’un vecteur de biais qui varie dans le temps.

Afin d’atteindre notre objectif, nous allons exploiter la propriété de passivité qui nous a

permis de séparer la dynamique de l’erreur dans deux sous-systèmes reliés en “feedback”.

Ainsi, nous allons étudier la propriété de stabilité au sens entrée-état (ISS) dans chaque

sous-système. Ensuite, nous allons montrer que le système complet est lui aussi stable au

sens ISS, lorsque nous considérons une perturbation dans les mesures des gyromètres comme

une entrée et la partie vectorielle du quaternion d’erreur comme l’état.

Les concepts principaux de la stabilité entrée-état (ISS) sont donnés dans l’annexe C.
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Rappelons le modèle de mesures des gyromètres et le modèle d’évolution du biais :

~ωG = ~ω + ~ν + ~ηG (3.68)

~̇ν = −T−1~ν + ~ην (3.69)

Dans les paragraphes précédents, les composantes des vecteurs ~ηG et ~ην sont supposées être

nulles et une analyse de stabilité de l’observateur a été effectuée. Désormais nous allons

considérer que ces composantes de bruit sont non nulles. De plus, aucune condition sur la

distribution du bruit n’est imposée, la seule condition est que les composantes du bruit soient

bornées. Nous avons donc :

sup
s∈[t0,t]

‖~ηG(s)‖2 < c1 (3.70)

sup
s∈[t0,t]

‖~ην(s)‖2 < c2 (3.71)

avec c1 et c2 des bornes inconnues.

Si les modèles (3.68) et (3.69) sont considérés, alors le modèle dynamique (3.48) devient :

ΣAAvec bruit
:


 q̇

~̇ν

 =

 1
2
Ξ(q)~ω

−T−1~ν + ~ην

 =

 1
2
Ξ(q)[~ωG − ~ν − ~ην ]

−T−1~ν + ~ην


y = q

(3.72)

En combinant la dynamique de l’observateur (3.46) et la dynamique du système (3.72),

la dynamique de l’erreur d’observation est décrite par :

Σebruit :


q̇e =

1

2

 0 ~γT + ~ηTG

−~γ + ~ηG [2~ω×] + [(~γ + ~ηG)×]

 qe0

~qe


˙̃ν = −T−1ν̃ +K2 ~qe + ~ην

(3.73)

Rappelons que nous avons conçu le vecteur ~ye tel que :

~ye = K2I3ν̃ (3.74)

En utilisant (3.74), la structure de la dynamique de l’erreur représentée par les équations

(3.73) est montrée dans la figure 3.11.
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Fig. 3.11 – Structure de la dynamique de l’erreur d’attitude avec des bruit (⊕ représente une multiplication
matricielle)

L’idée est de montrer la stabilité de chaque sous-système au sens entrée-état et ensuite

de montrer la stabilité du système bouclé. Les entrées ~d1 et ~d2 sont telles que :

~d1 = ν̃ + ~ηG (3.75)

~d2 = K2~qe + ~ην (3.76)

Proposition 3.3. Le sous-système H2 est stable au sens entrée-état (ISS) par rapport à

l’entrée ~d2. En conséquence, la sortie du bloc H2 (~ye = K2I3ν̃) reste toujours bornée.

Preuve Considérons la dynamique de l’erreur du biais donnée par la deuxième équation du

système (3.73). Puisque la matrice −T−1 est Hurwitz, il suit :

||ν̃(t)||2 = exp (−T−1(t− t0))||ν̃(t0)||2 +

∫ t

t0

exp (−T−1(t− s))(~d2(s))ds

= exp (−T−1(t− t0))||ν̃(t0)||2 +

∫ t

t0

exp (−T−1(t− s))(K2 ~qe(s) + ~ην(s))ds

≤ exp (−T−1(t− t0))||ν̃(t0)||2 +K2 sup
s∈[t0,t]

{||~qe(s)||2}+ sup
s∈[t0,t]

{||~ην(s)||2}

(3.77)

On en déduit :

||ν̃(t)||2 ≤ max

{
ζ2(||ν̃(t0)||2, t− t0), sup

s∈[t0,t]

ς21(‖~qe(s)‖2) , sup
s∈[t0,t]

ς2(‖~ην(s)‖2)

}
(3.78)
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avec :

ζ(||ν̃(t0)||2, t− t0) = exp (−T−1(t− t0))||ν̃(t0)||2 une fonction de classe KL

et

ς21(‖~qe(s)‖2) = K2‖~qe(s)‖2 et ς2(‖~ην(s)‖2) = ‖~ην(s)‖2 des fonctions de classe K

En accord avec la définition C.1 donnée dans l’annexe C, le système H2 d’état ν̃ et d’entrée
~d2 est stable au sens entrée-état. Ainsi, l’erreur d’estimation du biais ν̃(t) est toujours bornée

et la sortie du système H2 (~ye = K2I3ν̃) reste toujours bornée pour t > t0.

�

Proposition 3.4. La dynamique de l’erreur d’estimation du quaternion, représentée par

le système H1 est stable au sens entrée-état lorsque nous considérons comme des entrées

la perturbation ~ηG et le vecteur d’erreur d’estimation du biais ν̃ et comme l’état la partie

vectorielle du quaternion d’erreur ~qe.

Le résultat de cette proposition vient directement de l’analogie qui existe entre la notion

de stabilité entrée-état et la théorie des systèmes dissipatifs. Afin de faire la preuve de la

proposition 3.4, nous allons proposer une fonction de Lyapunov candidate et nous allons

montrer que cette fonction est une fonction de Lyapunov ISS. En fait, un système est stable

au sens entrée-état s’il admet une fonction de Lyapunov ISS [96].

Preuve Considérons la fonction de Lyapunov candidate Vq, définie positive et non bornée

et qui appartient à la classe C2 :

Vq =

K2((1− qe0)
2 + ~qTe ~qe) = 2K2(1− qe0), si qe0 ≥ 0

K2((1 + qe0)
2 + ~qTe ~qe) = 2K2(1 + qe0), si qe0 < 0

(3.79)

Analysons le cas qe0 ≥ 0. La dérivée de (3.79) sur les trajectoires de qe (équation (3.73)) est :

V̇q = −2K2q̇e0

= −K2(~γ
T + ~η T

G )~qe

= −K2(ν̃
T +K1~q

T
e + ~η T

G )~qe

= −K2K1~q
T
e ~qe −K2(ν̃

T + ~η T
G )~qe

= −K2K1~q
T
e ~qe −K2

~d T
1 ~qe

(3.80)

Puisque qe0 ∈ [0, 1], on obtient :

~q T
e ~qe = ‖~qe‖2

2 = 1− q2
e0
≥ 1− qe0 ≥ (1− qe0)

2 (3.81)
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Il vient :

V̇q ≤ −K2K1(1− qe0)
2 − ~d T

1 ~qe

≤ −K2K1(1− qe0)
2 + ||~d1||2 ||~qe||2

≤ −K2K1(1− qe0)
2 + ||~d1||2

≤ −α3((1− qe0)
2) + α4(||~d1||2)

(3.82)

La fonction Vq a les caractéristiques suivantes :

– puisque Vq est non bornée, ∃ des fonctions α1, α2 de classe K∞ telles que :

α1(||q(t0)||2) ≤ Vq(q(t0)) ≤ α2(||q(t0)||2)

– les fonctions α3((1 − qe0)
2) = K1K2((1 − qe0)

2 et α4(||~d1||2) = K2||~d1||2 sont des

fonctions de classe K∞.

En accord avec la définition C.4 donnée dans l’annexe C, la fonction Vq est une fonction

de Lyapunov ISS. En conséquence, par le théorème C.1, le système H1 est stable au sens

entrée-état par rapport à l’entrée ~d1. Par conséquent, l’état ~qe satisfait :

||~qe(t)||2 ≤ max

{
ζ1(||~qe(t0)||2, t− t0), sup

s∈[t0,t]

ςd(‖~d1(s)‖2)

}
(3.83)

avec ζ1(·, ·) une fonction de classe KL et ςd(·) une fonction de classe K .

�

Remarque 3.4. Puisque l’entrée ~d1 est une combinaison linéaire du bruit et de l’erreur

d’estimation du biais dans les mesures gyrométriques ( ~d1 = ν̃ + ~ηG) l’état ~qe du système H1

satisfait la condition suivante :

||~qe(t)||2 ≤ max

{
ζ1(||~qe(t0)||2, t− t0), sup

s∈[t0,t]

ς12(‖ν̃(s)‖2), sup
s∈[t0,t]

ς1(‖~ηG(s)‖2)

}
(3.84)

avec ζ1 une fonction de classe KL et ς12(‖ν̃‖2) = K2‖ν̃‖2 et ς1(‖~ηG‖2) = K2‖~ηG‖2 des

fonctions de classe K.

Maintenant, nous allons analyser la stabilité du système bouclé (H1-H2) et nous allons

montrer que le système d’état [~q T
e ν̃ T ]T et d’entrée [~η T

G ~η T
ν ]T est stable entrée-état.

Théorème 3.7. Soit le gain K2 < 1. Alors, le système d’état [~q T
e ν̃ T ]T et d’entrée

[~η T
G ~η T

ν ]T est stable au sens entrée-état (ISS).
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Preuve Afin de faire la preuve de ce théorème, nous allons utiliser le théorème de petit gain

pour les systèmes ISS [50] (voir théorème (C.2) dans l’annexe C).

De la proposition 3.4, nous savons que le système H1 est stable entrée-état, de sorte que

l’état satisfait la condition suivante :

||~qe(t)||2 ≤ max

{
ζ1(||~qe(t0)||2, t− t0), sup

s∈[t0,t]

ς12(‖ν̃(s)‖2), sup
s∈[t0,t]

ς1(‖~ηG(s)‖2)

}
(3.85)

De la proposition 3.3, nous savons que le système H2 est stable entrée-état, de sorte que

l’état satisfait la condition suivante :

||ν̃(t)||2 ≤ max

{
ζ2(||ν̃(t0)||2, t− t0), sup

s∈[t0,t]

ς21(‖~qe(s)‖2) , sup
s∈[t0,t]

ς2(‖~ην(s)‖2)

}
(3.86)

La composition des fonctions ς12 et ς21 est donnée par :

ς12 ◦ ς21(‖~qe(s)‖2) = K2(K2‖~qe‖2) (3.87)

Puisque K2 < 1, alors nous avons :

K2
2‖~qe‖2 < ‖~qe‖2 ∀ ‖~qe‖2 > 0 (3.88)

Ainsi, en accord avec le théorème du petit gain pour les systèmes ISS [50] (voir annexe C),

la dynamique de l’erreur d’observation, composée par les systèmes H1 et H2, est stable au

sens entrée-état (ISS) par rapport aux perturbations ~ηG et ~ην .

�

De cette dernière analyse, nous pouvons tirer trois conclusions importantes :

1. nous avons démontré que l’observateur proposé est robuste par rapport aux bruits dans

les mesures de gyromètres ;

2. nous montrons de façon formelle que l’observateur est capable d’estimer un biais va-

riable dans le temps ;

3. nous avons établi une condition nécessaire pour le gain K2 afin de maintenir la robus-

tesse de l’observateur.

Remarque 3.5. La condition pour le gain K2 donnée par le théorème 3.7 cöıncide avec

les résultats reportés dans [79]. Dans ce travail, les auteurs ont formulé un observateur

non linéaire afin d’estimer l’attitude d’un drone de type “VTOL”. La conclusion obtenue

est que pour de petits mouvements angulaires (faibles inclinations et des petits angles de

lacet), un observateur non linéaire comme celui que nous avons proposé dans ce chapitre

se comporte comme un filtre complémentaire, où K2 représente la fréquence de coupure du

filtre. Suite à une analyse essai-erreur, les auteurs ont montré que leur observateur a un

meilleur comportement pour des valeurs de K2 ≈ 1.
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Remarque 3.6. L’analyse de robustesse pour un observateur d’attitude a été très peu traitée

dans la communauté. Le seul résultat dans cette direction est celui reporté dans [103]. Cepen-

dant, dans cet article, les auteurs utilisent deux repères pour la synthèse de leur observateur :

le repère de l’observateur et le repère du corps rigide. En conséquence, les mesures des gy-

romètres sont prémultipliées par une matrice de rotation intermédiaire avant de les intégrer.

Cette prémultiplication peut apporter du bruit supplémentaire lors de l’intégration et faire

que l’observateur soit plus sensible aux perturbations [65].

3.4.6 Résultats en simulations

Afin de montrer les performances de l’observateur proposé, nous allons réaliser des simu-

lations. Le modèle théorique simulé est celui d’un corps rigide qui tourne avec une vitesse

angulaire ~ω = [1.9 2 − 1.7]T rad/sec.

Les caractéristiques du bruit des mesures accélérométriques et magnétométriques (~bA et ~bM)

sont montrées dans le tableau 3.1, page 82. Les mesures des gyromètres comportent un biais

qui est variable dans le temps et un terme de bruit qui dans le cas présent est considéré

blanc, gaussien et de moyenne nulle. La dynamique du biais est modélisée par un processus

de Gauss-Markov (voir l’équation 3.69). Les caractéristiques des bruits pour le modèle de

mesure des gyromètres sont montrées dans le tableau 3.4.

Description Paramètre Ecart type Unités

Gyromètre ηG 0.01 rad/sec

Biais ην 0.001 rad/sec

Tab. 3.4 – Caractéristiques des bruit pour les mesures des gyromètres

Les conditions initiales (CI) à l’instant t0 = 0 pour le quaternion et le biais théorique,

ainsi que le quaternion et le biais estimé sont données dans le tableau 3.5. Les gains et la

constante de temps sont choisies comme suit : K1 = 1.5, K2 = 0.5, T = 100I3.

CI de l’observateur Valeur choisie CI théorique Valeur théorique Unité

q̂(t0) [0.47 0.19 0.38 0.76]T q(t0) [1 0 0 0]T

~̂ν(t0) [0 0 0]T ν(t0) [0.19 0.38 − 0.41]T rad/sec

Tab. 3.5 – Conditions initiales (simulation)
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L’objectif est de montrer la capacité de l’observateur à estimer l’attitude même lorsque

les conditions initiales sont “loin” des valeurs théoriques, aussi bien pour l’attitude que pour

les biais. Rappelons que dans un premier temps l’étude de la convergence de l’erreur à zéro

a été effectuée dans un contexte non bruité. Cependant, les simulations ont été effectuées

en présence d’un bruit dans les mesures, ce qui constitue une situation réaliste. Compte

tenue de l’analyse de passivité et de stabilité entrée-état, la robustesse de l’observateur par

rapport aux bruits de mesures est confirmée.

Dans la figure 3.12, le quaternion théorique q, le quaternion de mesure qps obtenu par

le lemme 3.1 et le quaternion q̂ estimé par l’observateur sont montrés. Ces courbes sont

zoomées dans la figure 3.13 afin de juger de la performance de l’observateur.
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Fig. 3.12 – Estimation du quaternion d’attitude : q (tiret), q̂ (solide), qps (étoile)
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Fig. 3.13 – Estimation du quaternion d’attitude (zoom) : q (tiret), q̂ (solide), qps (étoile).

Comme prévu, le quaternion estimé converge vers le quaternion théorique dans un temps

acceptable pour les applications visées. Notons aussi que malgré le bruit dans les mesures

des capteurs, le quaternion estimé suit de façon excellente le quaternion théorique. Afin de

quantifier l’erreur d’attitude, la métrique géodésique (1.39) est utilisée. Nous avons calculé

l’erreur βe(qthe, q̂) entre le quaternion théorique et le quaternion estimé q̂, ainsi que l’erreur

βe(qthe, q̂ps) entre le quaternion théorique et le quaternion obtenu uniquement avec les me-

sures des accéléromètres et des magnétomètres, qps. Ces erreurs sont montrées dans la figure

3.14, où nous observons la convergence de l’erreur à zéro. Puisque le quaternion qps a été

obtenu en utilisant le lemme 3.1 (approche SVD) la convergence de l’erreur est immédiate.

Notons qu’après la convergence de l’observateur, la moyenne de l’erreur entre q et q̂ est de

β̄e(q, q̂) = 0.52◦ avec un écart type σe(q, q̂) = 0.24◦, tandis que la moyenne de l’erreur entre

q et qps est β̄e(q, qps) = 2.9◦ avec un écart type σe(q, q̂) = 1.3◦.
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Fig. 3.14 – Erreur de l’attitude estimée : βe(q, q̂) (solide), βe(q, qps) (étoile)

Dans la figure 3.15, nous montrons la capacité de l’observateur à estimer (et extraire)

le biais présent dans les mesures du gyromètre de l’axe xb. Un comportement similaire est

observé lorsque le biais est aussi présent sur les deux autres axes. Notons que l’observateur

est capable d’estimer le biais même s’il est variable dans le temps ce qui représente en fait

un scénario réaliste.
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Fig. 3.15 – Estimation du biais dans un gyromètre : νx (biais simulé) (tiret), ν̂x (biais estimé) (solide)
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3.5 Comparaison entre le Filtre de Kalman Etendu et

l’observateur non linéaire

Nous pouvons distinguer deux classes d’observateurs non linéaires utilisés par la com-

munauté : des observateurs empiriques et des observateurs pour lesquels une preuve de

convergence est établie. La première classe d’observateurs est basée sur une approximation

du système non linéaire. L’exemple le plus commun est bien sûr le Filtre de Kalman Etendu

(FKE). Bien que pour les systèmes linéaires le Filtre de Kalman soit un observateur pour

lequel l’estimé converge vers les vrais états (une preuve de convergence est bien établie),

la version étendue est une linéarisation du système non linéaire dans un voisinage de son

estimation. En conséquence, le FKE est un bon observateur local, voire optimal. Cependant,

il n’est pas un observateur globalement convergent. A titre d’exemple, imaginons qu’une es-

timation a priori soit très loin du vrai état, ainsi la linéarisation autour de l’estimée n’a pas

de sens. En dépit d’une absence de justification théorique, le FKE est l’un des plus utilisés

pour l’estimation des variables d’état des systèmes dynamiques non linéaires.

Le propos de ce paragraphe est de présenter une comparaison entre l’observateur proposé et

deux FKE, rapportés dans la littérature pour l’estimation de l’attitude, à savoir le Filtre de

Kalman Etendu Multiplicatif (MEKF) et le Filtre de Kalman Etendu Additif (AEKF) (voir

[72] pour plus de détails ).

Les composantes des matrices Q et R dans ces FKE sont choisies en accord avec les ca-

ractéristiques de bruit dans les mesures et dans le modèle (tableau 3.1 et tableau 3.4).

L’objectif est de montrer la capacité de chaque observateur à estimer l’attitude lorsque les

conditions initiales sont “loin” des valeurs théoriques, aussi bien pour l’attitude que pour les

biais. Les résultat sont montrés dans la figure 3.16, où nous avons calculé l’erreur β(q̂alg, qthe),

entre le quaternion théorique et le quaternion estimé pour chaque algorithme.

L’estimation du biais pour chaque algorithme est montrée dans la figure 3.17.

Pour les caractéristiques de bruit, les conditions initiales montrées dans le tableau 3.5 et avec

les gains K1 = 1.5, K2 = 0.5, l’observateur non linéaire proposé donne un meilleur résultat

que les FKE. Il faudrait faire une analyse statistique en initialisant avec différentes valeurs

d’attitude et de biais et avec différentes valeurs de K1 et K2 ainsi que de Q et R afin de

conclure quant à la supériorité d’une technique sur l’autre. Néanmoins, l’avantage principal

de l’approche proposée est la possibilité de “régler” l’observateur non linéaire (régler la vi-

tesse de convergence) à partir de simplement deux gains ( K1 et K2). De plus, compte tenu

des analyses de stabilité, la dynamique d’erreur est globalement stable et localement expo-

nentiellement stable. Un autre avantage de l’observateur non linéaire est qu’aucune matrice

de covariance n’est calculée, ce qui est nécessaire dans un filtre de Kalman (solution d’une

équation de Ricatti à chaque période d’échantillonnage).
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Fig. 3.16 – Erreur de l’attitude estimée
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Fig. 3.17 – Estimation du biais dans les gyromètres
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3.6 Implantation en temps réel des algorithmes d’es-

timation d’attitude : application à un mini

hélicoptère à quatre rotors

Dans le paragraphe précédent, nous avons testé en simulation la performance des algo-

rithmes proposés pour l’estimation de l’attitude. Dans ce paragraphe nous allons présenter

l’application de l’estimation de l’attitude à l’estimation de l’attitude du mini hélicoptère à

quatre rotors décrit dans le chapitre II.

Cette application consiste à estimer l’attitude de l’hélicoptère à quatre rotors par rapport au

système inertiel (NED) tel que donné dans la figure 3.18. Les mesures sont obtenues grâce à

une centrale d’attitude de chez Microstrain [74]. Cette centrale est composée de neuf capteurs

de technologie MEMS : trois gyromètres, trois accéléromètres et trois magnétomètres. Ce

module permet d’obtenir les neuf mesures, de calculer l’attitude (en utilisant un algorithme

implanté par le fabricant) et de transmettre les données soit sous forme d’angles d’Eu-

ler, de quaternions ou de matrices de rotation, au moyen d’une transmission série RS-232.

Néanmoins, ce module permet aussi de transmettre les neuf mesures “brutes”. Dans notre cas,

nous avons utilisé les neuf mesures “brutes” et nous avons implanté notre algorithme d’esti-

mation de l’attitude. Les neuf mesures sont obtenues avec une fréquence d’échantillonnage

de 50 Hz (∆t = 0.02 sec). L’algorithme d’estimation a été codé en langage “C” et a été mis

dans une DLL (Dynamic-Link Library). Cela permet l’utilisation de l’algorithme pendant

une analyse hors-ligne ou pendant un traitement en temps réel en utilisant les plateformes

MATLAB© Simulink© ou LabView©. L’algorithme implanté pour l’estimation de l’attitude

est donné page 112.

Afin de montrer et d’analyser les performances de notre algorithme, nous avons procédé

à une expérience. Cette expérience a été effectuée avant de monter le module de capteurs sur

l’hélicoptère, pour tester l’algorithme sous différentes dynamiques de mouvement. L’objectif

est de montrer que la fusion des trois modalités de mesures (gyromètre, accéléromètre,

magnétomètre) via l’observateur non linéaire proposé, permet d’obtenir une estimation

de l’attitude beaucoup plus précise que si uniquement des gyromètres sont utilisés ou si

uniquement des accéléromètres et magnétomètres sont utilisés. Ainsi, nous avons estimé

un quaternion qG obtenu uniquement par l’intégration des mesures des gyromètres, un

quaternion qps obtenu avec les mesures de accéléromètres et magnétomètres en utilisant

une approche projection (lemme 3.2) et un quaternion q̂ obtenu avec l’observateur non

linéaire proposé, lequel fusionne les trois types de mesures. Signalons que nous n’avons pas

un système de capture de mouvement étalon pour comparer l’attitude estimée par notre

algorithme à chaque instant d’échantillonnage avec une référence. En conséquence, nous

allons nous contenter de comparer l’attitude estimée initiale et finale avec une attitude
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Fig. 3.18 – Estimation de l’attitude de l’hélicoptère à quatre rotors

(position angulaire) bien connue. Les données obtenues de la centrale d’attitude ont été

sauvegardées et une analyse hors-ligne a été effectuée. Cette expérience est décrite ci-après

et elle est inspirée de l’expérience effectuée dans [80].

1. La centrale d’attitude (CA) est posée dans une attitude bien connue q0 = [1 0 0 0]T

(la centrale a été positionnée sur le sol et elle est orientée telle que son axe x cöıncide

avec la direction du champ magnétique). En effet, dans cette position le repère mobile

et le repère inertiel cöıncident.

2. La CA reste dans cette orientation q0 = [1 0 0 0]T pendant 10 secondes.

3. La CA tourne dans toutes les directions à différentes vitesses de rotations pendant 40

secondes.

4. La CA est reposée dans la position angulaire initiale telle que les attitudes finale et

initiale soient identiques.

5. Pendant toute la durée d’analyse (60 sec), un vecteur de biais a été artificiellement

additionné aux mesures des gyromètres, afin de tester la capacité de l’observateur à es-

timer le biais présent dans les mesures des gyromètres et qui peut dégrader l’estimation

de l’attitude.

Les résultats obtenus sont montrés dans les figures 3.20 - 3.22. Nous montrons l’attitude

avec la représentation quaternion, mais aussi nous la montrons avec les angles d’Euler (Car-

dan), puisque cette représentation est plus intuitive.

L’interface de l’algorithme en temps réel sur les plateformes MATLAB© Simulink© et

LabView© est montrée dans l’annexe D.
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Fig. 3.19 – Estimation du quaternion d’attitude : q̂ (solide), qps (point-tiret) , qG (tiret)
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Fig. 3.23 – Estimation du biais dans les gyromètres : νx,y,z (biais théorique) (tiret), ν̂x,y,z (solide).

En observant les résultats obtenus, nous pouvons voir que durant la phase statique ini-

tiale, le quaternion q̂ est correctement estimé (il converge vers la vraie attitude q = [1 0 0 0]T ).

Il faut remarquer que pendant cette phase statique qps ≈ q, car l’accélération du corps est

négligeable devant la gravité. Par contre, le quaternion qG commence à s’éloigner lentement

de l’attitude vraie. Cette dérive est due aux biais présents dans les mesures gyrométriques.

Pendant la phase dynamique, on ne peut pas conclure quant à la qualité de l’estimée car on

ne dispose pas de système de mesure étalon de l’attitude. Néanmoins, on observe une grande

variation pour le quaternion qps, puisque dans cette phase l’accélération du corps n’est plus

négligeable devant la gravité, par contre les composantes du quaternion qG et q̂ restent lisses.

A la fin de cette phase dynamique on revient à l’attitude initiale. Comme attendu, le quater-

nion qps est très bien estimé car l’accélération est négligeable devant la gravité. Le quaternion

qG obtenu uniquement avec les gyromètres a totalement divergé. Pour sa part le quaternion

q̂ estimé par l’observateur cöıncide exactement avec l’attitude réelle.

Après les simulations menées dans le paragraphe 3.4.6 et le test effectué avec des données

réelles, nous pouvons affirmer que l’attitude estimée via le filtre non linéaire permettre de

fusionner les trois modalités de mesures et d’obtenir une attitude beaucoup plus précise que

celle trouvée avec l’intégration des mesures gyrométriques ou avec les accéléromètres et les

magnétomètres seuls.
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Algorithme 1 Initialisation (5 sec en statique)

qps0 = [1 0 0 0]T

1. Pour k = 1 à k = 250 (5 sec)

Acquérir les données de la centrale inertielle (9 mesures).

Construire matrice H̄AM ∈ R8×4

2. Pour chaque période d’échantillonnage, calculer qps(k)

qps(k) =
[∏8

j=1

(
I4 −

γϕjϕ
T
j

α+ϕTj ϕj

)]
qps(k − 1)

qps(k) = qps(k)

||qps(k)||2
fin pour

q̂(0) = qps(k)

~̂ν(0) = ω̄G (moyenne de vitesse angulaire)

fin pour

Algorithme 2 Estimation de l’attitude : observateur non linéaire

q̂(0) et ~̂ν(0) sont obtenus à l’étape d’initialisation

qe = [1 0 0 0]T (l’erreur d’attitude initiale est considérée identiquement nulle)

k = 0

1. Tant que l’arrêt n’est pas demandé

k = k + 1 (nouvelle période d’échantillonnage)

Acquérir les données de la centrale inertielle (9 mesures).

Construire les matrices :

H̄AM(k) ∈ R8×4

A1 = 1
2
Ω
[
~ωG(k)− ~̂ν(k − 1) +K1~qe(k − 1)

]
Φ1(∆t) = eA1∆t (calculée à partir d’une approximation de Padé [18])

A2 = −T−1 et B = K2

Φ2(∆t) = eA2∆t et Θ(∆t) =
∫ (k+1)∆t

k∆t
Φ2[(k + 1)∆t− τ ]Bdτ

2. Calculer q̂(k), ~̂ν, qps(k) et qe(k)

q̂(k) = Φ1(∆t)q̂(k − 1)

~̂ν(k) = Φ2(∆t)~̂ν(k − 1) + Θ(∆t)~qe(k − 1)

qps(k) =
[∏8

j=1

(
I4 −

γϕjϕ
T
j

α+ϕTj ϕj

)]
q̂(k)

qps(k) = qps(k)

||qps(k)||2
qe(k) = qps(k)⊗ q̂−1(k) → ~qe(k) = vec(qe(k))

Fin tant que.
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3.7 Conclusion

Ce chapitre, dans lequel nous avons abordé le problème de l’estimation de l’attitude

d’un corps rigide, s’articule autour de deux paragraphes principaux. Le premier traite de

l’estimation de l’attitude d’un corps rigide à partir de ce qu’on appelle les “vecteurs de

mesures”. Un aspect important est que les méthodes proposées sont génériques, c’est-à-

dire, qu’elles sont développées pour n vecteurs de mesures. Comme cas particulier, nous

utilisons les mesures fournies pour trois magnétomètres et trois accéléromètres montés en

triaxe orthogonal dans un solide. Dans un second paragraphe, nous nous sommes intéressés

à l’estimation de l’attitude à partir de trois modalités de mesures, à savoir, gyromètres,

magnétomètres et accéléromètres. Un observateur non linéaire pour l’estimation de l’attitude

et les biais présents dans les gyromètres a été proposé. Nous avons analysé la dynamique de

l’erreur, sa stabilité et sa robustesse par rapport aux bruits dans les mesures. Les algorithmes

proposés ont été testés avec des données simulées et avec des données réelles. Les résultats,

tant sur le plan de l’efficacité numérique que sur le plan de la robustesse de la méthode sont

satisfaisants.
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Chapitre 4

Commande bornée en attitude

4.1 Introduction

La commande de systèmes dynamiques avec une entrée bornée est un problème in-

trinsèque à la technologie des systèmes de contrôle. Par exemple, le système de direction

dans une automobile ne peut pas dépasser un certain angle, dans les systèmes industriels les

valves travaillent entre les états fermé et ouvert, les robots manipulateurs ont des contraintes

de rotation, etc. Récemment, dans [10] les auteurs ont donné un excellent aperçu de la

problématique concernant la commande d’un système avec la saturation des actionneurs.

Dans ce travail les auteurs font la réflexion suivante : “l’ingénieur automaticien armé avec

des techniques linéaires pour le design et la conception de systèmes de contrôle, se trouve

très rapidement face à un problème non linéaire, qui menace l’opération entière du système :

des perturbations imprévues dans le système provoquent un signal de commande qui produit

une saturation des actionneurs. En conséquence, le système fonctionne dans un mode pour

lequel il n’a pas été conçu et du lequel il sera incapable de sortir”.

Le problème de la stabilisation de systèmes dynamiques avec une commande bornée a attiré

l’attention de différents groupes d’ingénieurs et de théoriciens en faisant de lui un sujet in-

tense de recherche.

En général, les efforts se sont concentrés sur la stabilisation des systèmes linéaires connus

sous le nom de châıne d’integrateurs. Ces systèmes ont la forme suivante :

ẋ = Ax+Bu (4.1)
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où la matrice A et B sont telles que :

A =


0 1 0 0 . . . . . . 0

0 0 1 0 . . . . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

0 . . . . . . . . . . . . 0 1

0 . . . . . . . . . . . . . . . 0

 ∈ Rn×n B =


0

0
...

1

 ∈ Rn (4.2)

La grandeur de commande est limitée par des considérations physiques, c’est-à-dire, satura-

tion des actionneurs, tel que :

− ū ≤ u ≤ ū (4.3)

où ū est un nombre réel positif et représente la limite connue a priori de la commande.

Au fur et à mesure que ce sujet a été abordé, différentes approches ont été proposées. Nous

allons citer ci-après les plus représentatives.

1. Approche commande optimale

– Commande optimale bornée [37]

– Commande optimale en temps minimum [58]

2. Approche “pseudo optimale” à base d’équation de Ricatti [73], [60], [41].

3. Approche non linéaire

– Approche de Teel [101].

– Approche de Sussmman et Sontag [98]

Parmi les approches précédentes, peut-être la plus remarquable est l’approche non

linéaire. Cela est dû principalement à l’extrême simplicité et aux propriétés de régularité

que cette approche exhibe. Cet axe de recherche a été initié par Teel [101]. Plus tard, ce

résultat a été généralisé dans [98]. Malheureusement, avec les deux approches précédentes,

la performance du système en bouclée fermée se dégrade au fur et à mesure que la dimension

du système crôıt. Récemment, ces deux précédentes approches ont été étendues et améliorées

par :

– Johnson et Kannan [51]

– Marchand [66]

– Marchand et Hably [67]

Les lois de commande rapportées dans ces travaux améliorent de manière significative la

performance en boucle fermée pour des systèmes à grande dimension (n ≥ 3).

Récemment dans [99] les auteurs ont abordé le problème de la stabilisation des systèmes dy-

namiques sujets aux saturations imbriquées, résultat des limites imposées par les actionneurs

et capteurs. Ce résultat montre l’énorme intérêt de la communauté d’automatique pour la

stabilisation des systèmes avec des entrées bornées, en utilisant des lois de commande simples
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à mettre en oeuvre. Ainsi, l’approche non linéaire est avantageusement l’approche la plus

souhaitable d’un point de vue pratique en raison de sa haute performance et de sa simplicité.

La stabilisation en attitude d’un corps rigide est un problème non linéaire qui a attiré

beaucoup d’attention ces les dernières années. Cet intérêt émerge en raison de l’analogie qui

existe entre le modèle dynamique d’un corps rigide et celui de nombreux systèmes tels que

les satellites, les hélicoptères, les véhicules marins et sous-marins, les robots manipulateurs,

etc. Néanmoins, comme nous l’avons évoqué dans le paragraphe 1.2.1, le problème de la

stabilisation d’un corps rigide en utilisant une commande bornée a été très peu exploré et les

approches existantes sont très difficiles, voire impossibles, à implanter dans des applications

où les capacités de calcul sont réduites.

Ainsi, il est convenable d’étudier la possibilité de stabiliser un corps rigide, en utilisant

une approche non linéaire comme celle utilisée pour la stabilisation de systèmes linéaires où

sa principale caractéristique est la simplicité.

4.2 Organisation du chapitre

Dans le chapitre 1, paragraphe 1.2.1, nous avons présenté le problème de la commande

d’attitude d’un corps rigide et nous nous sommes plus spécifiquement intéressé aux approches

de commande bornée existantes.

Dans ce chapitre, nous présenterons notre contribution à la conception d’une loi de commande

bornée pour la stabilisation globale d’un corps rigide. Le schéma proposé est inspiré de

l’approche non linéaire pour la stabilisation d’une châıne d’intégrateurs [101]. L’attitude

est représentée par le quaternion unitaire, ce qui permet de grandes manoeuvres. Cela fait

une grande distinction par rapport aux approches qui utilisent une représentation à trois

paramètres, où une inhérente singularité géométrique apparâıt (voir paragraphe (1.1.1)).

Avec l’approche proposée, la borne de commande autour de chaque axe principal du corps

peut être choisie de façon indépendante. La loi de commande peut forcer le vecteur des

vitesses angulaires à entrer dans une région spécifique de l’espace d’état et le maintenir

dans cette région par la suite. En conséquence, en plus des contraintes sur la commande,

la loi de commande fait respecter des contraintes sur la vitesse angulaire. Cette propriété

est très importante, puisqu’en pratique la vitesse angulaire est mesurée par des gyromètres,

qui ont des limites dans leur plage de mesure. De plus, puisque la loi de commande ne

dépend pas du modèle du système, elle est également robuste par rapport à des erreurs

dans la connaissance des paramètres inertiels. La principale caractéristique de l’approche

proposée est son “extrême simplicité” comparée aux autres approches bornées existantes.

Ainsi, cette loi de commande peut être facilement implantée dans des systèmes embarqués

où les capacités de mémoire et de calcul sont très réduites.
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Un aspect particulier dans le modèle dynamique de l’hélicoptère à quatre rotors (présenté

au chapitre 2) est que sa dynamique de rotation peut s’assimiler à celle d’un corps rigide. La

seule différence se trouve dans le terme gyroscopique produit par la rotation simultanée de

la structure de l’hélicoptère et de la rotation à grande vitesse des actionneurs. Cependant,

nous montrons que l’approche proposée reste valide pour la stabilisation en attitude de

l’hélicoptère à quatre rotors.

Dans un premier temps, nous exposerons quelques rappels à propos de la dynamique d’un

corps rigide. Ensuite, nous allons énoncer le problème qui nous amènera à la conception d’une

loi de commande bornée. Nous présenterons ensuite notre contribution sur le sujet, à savoir,

une loi de commande bornée qui stabilise globalement un corps rigide à une attitude désirée.

Puis, les propriétés de cette approche seront exposées et nous présenterons les conditions

suffisantes pour la stabilisation du système en dépit de saturation dans les mesures de vitesse

angulaire. Quelques simulations seront présentées afin de montrer la performance de la loi

de commande à stabiliser un corps rigide possédant un faible moment d’inertie.

Poursuivant cette étude, l’application de la loi de commande bornée pour la stabilisation

de l’hélicoptère à quatre rotors sera montrée. En se basant sur les propriétés de simplicité

et régularité que notre approche exhibe, la loi de commande est implantée en temps réel.

Nous finirons donc par la description de quelques expériences en temps réel qui montrent

la capacité et les performances de la loi de commande à la stabilisation en attitude de

l’hélicoptère à quatre rotors.

4.3 Quelques rappels sur le modèle dynamique d’un

corps rigide

Comme nous l’avons mentionné dans le chapitre 1, l’attitude d’un corps rigide, c’est-à-

dire son orientation et son assiette, peut être décrite en utilisant diverses paramétrisations

du groupe orthogonal SO(3). C’est le quaternion unitaire qui sera utilisé par la suite (pour

plus de détails voir paragraphe, 1.1.1).

Le quaternion unitaire est composé d’un vecteur unitaire ~e, nommé axe d’Euler et d’un angle

de rotation β autour de cet axe. Il est défini par :

q =

(
cos β

2

~e sin β
2

)
=

(
q0

~q

)
∈ H (4.4)

où

H = {q | q2
0 + ~qT~q = 1, q = [q0 ~q T ]T , q0 ∈ R, ~q ∈ R3} (4.5)

~q = [q1 q2 q3]
T et q0 sont la partie vectorielle et la partie scalaire du quaternion.
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Le quaternion représente la rotation d’un système de coordonnéesB(xb, yb, zb) par rapport

à un système de coordonnées N(xn, yn, zn) ( par exemple le système de coordonnées NED

(Nord, Est, en bas)). Une matrice de rotation C peut être exprimée, en termes de quaternion

par :

C = C(q) = (q2
0 − ~q T~q )I3 + 2(~q ~q T − q0[~q

×]) (4.6)

où I3 représente la matrice identité de dimension trois et [ξ×] représente un tenseur anti-

symétrique associé au vecteur ξ. Dans le cadre de la commande d’attitude, si nous notons qd

l’attitude désirée du corps et q l’attitude réelle du corps, l’erreur d’attitude est représentée

par :

qe = q−1
d ⊗ q = q̄d ⊗ q (4.7)

où ⊗ représente la multiplication quaternion et q−1
d est le quaternion conjugué de qd. Dans

le cas où l’erreur d’attitude équivaut à zéro, le quaternion d’erreur a deux valeurs possibles :

qe = [±1 0]T (4.8)

Ceci est dû à la non bijection du quaternion avec le groupe SO(3).

Soit ~ω = [ωx ωy ωz]
T la vitesse angulaire du corps rigide dans le système de coordonnées B

par rapport à N , exprimée dans B. Alors, l’équation cinématique en termes de quaternion

est : (
q̇0

~̇q

)
=

1

2

(
−~q T

I3q0 + [~q ×]

)
~ω (4.9)

ou plus consisément :

q̇ =
1

2
Ξ(q)~ω (4.10)

Il existe différentes approches pour décrire les équations dynamiques d’un corps rigide,

à savoir, l’approche de Newton-Euler, l’approche de Lagrange ou autres [35]. L’approche

de Newton-Euler exploite les concepts de force et couples et c’est celle-ci que nous allons

utiliser. Ainsi, le modèle dynamique de rotation d’un corps rigide est décrit par :

J~̇ω = −~ω × Jω + Γ (4.11)

où J ∈ R3×3 représente la matrice d’inertie du corps exprimée dans le repère du corps rigide

et qui sera considérée symétrique et définie positive. Γ ∈ R3 représente les couples s’exerçant

sur le corps. En fait, le vecteur Γ est une combinaison de couples de commande et de

couples de perturbations dans l’environnement (gravité, forces aérodynamiques, etc.). Dans

notre analyse, les couples de perturbation seront initialement négligés. Ils seront considérés

ultérieurement pour une étude de robustesse.
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4.4 Enoncé du problème

L’objectif est la conception d’une loi de commande qui amène le corps rigide décrit par

les équations (4.10) et (4.11), à une attitude constante et le maintient à cette attitude par

la suite. Soit qd le quaternion qui représente l’attitude désirée. En conséquence, l’objectif de

la loi de commande est représentée par la condition asymptotique suivante :

q → qd, ~ω → 0 as t→∞ (4.12)

Le quaternion qui représente l’erreur d’attitude entre l’attitude désirée et l’attitude courante

du corps est donné par l’équation (4.7). Dans le cas où l’attitude désirée est représentée par

le quaternion qd = [±1 0 0 0]T (nous voulons que le repère mobile B cöıncide avec le repère

inertiel N), le quaternion d’erreur (4.7) devient qe = q et l’objectif de la loi de commande

est :

q → [±1 0 0 0]T , ~ω → 0 as t→∞ (4.13)

Rappelons que q et −q représentent la même attitude physique. Cela est dû à la non bijection

du quaternion avec le groupe orthogonal SO(3).

Dans l’analyse de stabilité seul le cas qd = [1 0 0 0]T sera considéré. Néanmoins, les

résultats peuvent être appliqués à n’importe quelle orientation désirée.

Comme nous l’avons mentionné, la saturation des actionneurs réduit considérablement les

bénéfices d’une loi de commande. Dans le cas où la loi de commande fournit de façon continue

un signal de commande qui provoque la saturation des actionneurs, une instabilité dans le

système peut avoir lieu. En conséquence, en plus de la condition de stabilité asymptotique,

la loi de commande doit prendre en compte les contraintes physiques des actionneurs, afin de

fournir seulement un signal de commande qui soit capable d’être exécuté par les actionneurs.

Enfin, nous sommes intéressés par la conception d’une loi de commande qui soit simple et

continue,de sorte qu’elle puisse être implantée en temps réel sur des systèmes où la capacité

de calcul est réduite.

4.5 Stratégie de commande

Dans ce paragraphe, une loi de commande qui stabilise en attitude un corps rigide est

proposée. Le but est le design d’une commande d’attitude qui soit bornée, afin d’utiliser

toute l’entendue du travail des actionneurs en garantissant toujours la stabilité.

Avant d’énoncer le résultat nous commencerons par une définition afin de préciser le type

de loi de commande obtenue.
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Définition 4.1 (Fonction de saturation). Soit M une constante positive. La fonction σM :

R → R est une fonction continue et non décroissant telle que :

σM(x) =

{
x if |x| < M ;

sign(x)M dans les autres cas ;
(4.14)

Fig. 4.1 – Fonction de saturation

Notre résultat est alors le suivant :

Théorème 4.1. Considérons la dynamique du corps rigide (4.10) et (4.11). La loi de com-

mande bornée Γ = [Γ1,Γ2,Γ3]
T :

Γ1 = −α1σM1(λ1[ω1 + ρ1q1])

Γ2 = −α2σM2(λ2[ω2 + ρ2q2])

Γ3 = −α3σM3(λ3[ω3 + ρ3q3])

(4.15)

stabilise globalement et asymptotiquement le corps rigide à l’origine (q0 = 1, ~q = 0, ~ω = 0)

où σMi
sont des fonctions de saturation, avec Mi ≥ 3λiρi et αi, λi, ρi sont des paramètres

positifs, avec i = {1, 2, 3}.

De façon générale, le théorème précédent signifie que peu importe la condition initiale du

corps rigide (attitude et vitesse angulaire), la loi de commande (4.15) est capable d’amener

les variables d’état du système (l’attitude et la vitesse angulaire) à l’origine de façon asymp-

totique. De plus, l’amplitude du couple qui s’exerce autour des axes principaux du corps

rigide est bornée par Mi. La borne Mi peut être choisie de façon indépendante par chaque

axe et elle dépend des caractéristiques des actionneurs utilisées. La loi de commande (4.15)

est notamment simple et continue. En conséquence, elle peut être appliquée à la stabilisation

de systèmes en temps réel avec des capacités de calcul contraignantes. De plus, cette loi est

générique. Ainsi, elle peut être utilisée pour des systèmes qui entrent dans le cadre d’un

corps rigide.

L’analyse de stabilité d’un corps rigide, lorsque la loi de commande donnée par le théorème

4.1 est appliquée, est donnée ci-après.
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Preuve Considérons la fonction de Lyapunov candidate V , définie positive et non bornée

et qui appartient à la classe C2 :

V =
1

2
~ωTJ~ω + κ((1− q0)

2 + ~qT~q)

=
1

2
~ωTJ~ω + 2κ(1− q0)

(4.16)

où J est la matrice d’inertie considérée symétrique et définie positive. κ > 0 est un paramètre

positif et il sera déterminé par la suite. La dérivée de (4.16) après d’utiliser (4.10) et (4.11)

est donnée par :

V̇ = ~ωTJ~̇ω − 2κq̇0

= ~ωT (−~ω × J~ω + Γ) + κ~qT~ω

= ω1Γ1 + κq1ω1︸ ︷︷ ︸
V̇1

+ω2Γ2 + κq2ω2︸ ︷︷ ︸
V̇2

+ω3Γ3 + κq3ω3︸ ︷︷ ︸
V̇3

(4.17)

V̇ est la somme de trois termes (V̇1, V̇2, V̇3). D’abord, nous allons analyser le terme V̇1. De

Γ1 dans (4.15) et l’équation (4.17), on obtient :

V̇1 = −α1ω1σM1(λ1[ω1 + ρ1q1]) + κq1ω1 (4.18)

Supposons que |ω1| > 2ρ1, en conséquence |ω1| ∈ ]2ρ1,+∞[. En raison que |q1| ≤ 1, l’inégalité

|ω1 + ρ1q1| ≥ ρ1 + ε reste valable pour quelque ε > 0 suffisamment petit. Ainsi, ω1 + ρ1q1

a le même signe que celui de ω1. De l’équation (4.18) et de la condition de normalité du

quaternion, V̇1 prend la forme suivante :

V̇1 = −α1ω1σM1(λ1[ω1 + ρ1q1]) + κω1q1

≤ −α1|ω1|σM1(λ1(ρ1 + ε)) + κ|ω1|
(4.19)

si nous prenons

κ < α1 min(M1, λ1ρ1 + ε) (4.20)

il est possible d’assurer la décroissance de V1 i.e. V̇1 < 0. Par conséquent, ω1 entre en

Φ1 = {ω1 : |ω1| ≤ 2ρ1} dans un temps fini t1 et reste dedans par la suite (voir figure 4.2.

Dans ce cas (ω1 + ρ1q1) ∈ [−3ρ1, 3ρ1].

Soit M1 telle que la condition suivante est vérifiée

M1 ≥ 3λ1ρ1 (4.21)

alors, l’équation (4.20) devient

κ < α1λ1ρ1 + ε (4.22)
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Pour un temps t2 > t1, l’argument de σM1 sera borné par

|λ1(ω1 + ρ1q1)| ≤ 3λ1ρ1 ≤M1 (4.23)

En conséquence, σM1 opère dans la région linéaire telle que

Γ1 = −α1λ1[ω1 + ρ1q1] (4.24)

Ainsi, l’équation (4.18) devient

V̇1 = −α1λ1ω
2
1 − α1λ1ρ1ω1q1 + κω1q1 (4.25)

En choisissant κ = α1λ1ρ1 qui satisfait l’inégalité (4.22), nous avons

V̇1 = −α1λ1ω
2
1 ≤ 0 (4.26)

Si les mêmes arguments sont appliqués à V̇2 et V̇3, (4.17) devient

V̇ = V̇1 + V̇2 + V̇3 (4.27)

= −(α1λ1ω
2
1 + α2λ2ω

2
2 + α3λ3ω

2
3) ≤ 0 (4.28)

Afin de compléter la preuve, le principe d’invariance de LaSalle est invoqué. Toutes les

trajectoires convergent vers le plus grand ensemble invariant Ω̄ dans Ω = {(~q, ~ω) :

V̇ = 0} = {(~q, ~ω) : ~ω = 0}. Dans cet ensemble invariant, J~̇ω = −~ω × Jω + Γ =

−[α1λ1ρ1q1 α2λ2ρ2q2 α3λ3ρ3q3]
T = 0 et donc, le seul invariant de Ω est le point pour

lequel ~q = ~ω = 0. Ainsi, Ω̄ est réduit à l’origine. Cela conclut la preuve de la stabilité

asymptotique du système en boucle fermée.

�
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Fig. 4.2 – Exemple de comportement de la boucle fermée

Remarque 4.1. Puisque le quaternion q et le quaternion −q représentent la même attitude

physique, il existe deux points d’équilibre : (q0 = ±1, ~q = 0, ~ω = 0). En accord avec la

fonction de Lyapunov (4.16), le point d’équilibre (q0 = 1, ~q = 0, ~ω = 0) est considéré comme

un point d’équilibre “attracteur”, tandis que le point (q0 = −1, ~q = 0, ~ω = 0) est considéré

comme un point d’équilibre “répulsif” (voir [52]).

Ainsi, si la condition initiale est suffisamment proche du point (q0 = −1, ~q = 0, ~ω = 0), les

trajectoires du système bouclé divergent de ce point et convergent vers le point (q0 = 1, ~q =

0, ~ω = 0). En termes de matrice de rotation, cela signifie que si la condition initiale est

suffisamment proche du point (Rd = I, ~ω = 0), les trajectoires du système bouclé divergent

de (Rd = I, ~ω = 0) et convergent encore vers (Rd = I, ~ω = 0). En conséquence, le corps

rigide exhibe une rotation de β = π rad avant de revenir à l’attitude désirée.

En outre, le point d’équilibre (q0 = −1, ~q = 0, ~ω = 0) est joignable si nous utilisons la loi

de commande suivante

Γi = −αiσMi
(λi[ωi − ρiqi]) (4.29)

avec i ∈ {1, 2, 3}. Ainsi, si nous utilisons

Γi = −αiσMi
(λi[ωi + sign(q0)ρiqi]) (4.30)

il est possible de s’assurer qu’entre les deux rotations d’angle β et 2π− β, le plus petit angle

sera choisi.
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Remarque 4.2. Dû à la non bijection du quaternion avec le groupe SO(3), une loi de

commande statique discontinue comme celle de l’équation (4.30) est nécessaire pour stabiliser

le corps rigide et d’éviter l’effet de tourner π rad, avant de se stabiliser. Cette caractéristique

a été étudiée dans [11], où les auteurs ont montré la non-existence d’un “feedback” stabilisant

continu pour un corps rigide, lorsque l’attitude est paramétrisée avec le quaternion. En fait

le système donné par les équations (4.10) et (4.11), s’inscrit dans le cadre plus général des

systèmes qui ne vérifient pas la condition de Brockett [17]. Ceci est une condition pour qu’un

système commandé puisse éventuellement admettre un “feedback” stabilisant continu.

Remarque 4.3. L’analyse de stabilité menée dans le paragraphe précèdent a été effectué

en considérant la condition asymptotique (4.13). Dans le cas où la condition (4.12) est

considérée et en accord avec les remarques 4.1 et 4.2, la loi de commande qui doit être

appliquée est la suivante

Γi = −αiσMi
(λi[ωi + sign(qe0)ρiqei ]) (4.31)

avec i ∈ {1, 2, 3}. qe représente l’erreur d’attitude entre l’attitude actuelle du corps et l’atti-

tude désirée.

4.5.1 Quelques propriétés de la loi de commande

En pratique, la mesure de la vitesse angulaire dans chaque axe du corps est accomplie par

des gyromètres (voir paragraphe 1.1.3, page 22). Ces capteurs mesurent la vitesse angulaire

dans une plage de mesure qui dépend principalement de la technologie de fabrication. Par

conséquent, la capacité à maintenir la rotation autour d’un axe sans dépasser une certaine

limite ou borne dans la vitesse angulaire est essentielle. En fait, la loi de commande (4.15)

permet de prendre en compte les contraintes sur la vitesse angulaire.

Soit ωimax la vitesse angulaire maximale permise lors d’une manoeuvre autour de l’axe i.

Considérons la contrainte suivante

|ωi| ≤ ωimax (4.32)

Nous pouvons établir la propriété suivante.

Propriété 4.1 (Contrainte sur la vitesse angulaire). La loi de commande (4.15) stabilise

globalement et asymptotiquement le corps rigide (4.10) et (4.11) à l’origine. De plus, si le

paramètre ρi est choisi tel que ρi = ωimax
2

, la contrainte |ωi| ≤ ωimax reste satisfaite à partir

d’un certain t1 > t0 si |ωi(t0)| > ωimax et pour tout t si |ωi(t0)| ≤ ωimax.

Preuve Supposons que les conditions initiales du système sont telles que à l’instant t0, ωi

appartient à l’ensemble Φi avec Φi = {ωi : |ωi| ≤ 2ρi}. A partir de la preuve du théorème 4.1
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nous pouvons observer que si ωi appartient à Φi, ωi va rester dans Φi pour tout le temps

t > t0. Par conséquent, si ρi = ωimax
2

nous pouvons conclure que |ωi| ≤ 2ρi = ωimax , ∀ t > t0.

�

Dans certaines situations, il arrive que la vitesse angulaire du corps rigide dépasse la plage de

mesure des gyromètres, par exemple lorsqu’une perturbation externe a lieu sur le corps. Dans

ce cas, les gyromètres seront saturés. En pratique cette situation peut être catastrophique,

aboutissant à une instabilité du système.

La propriété suivante établie la robustesse de la loi de commande proposée par rapport à

une possible saturation des gyromètres dans la mesure de la vitesse angulaire.

Propriété 4.2 (Robustesse par rapport à mesures de vitesse angulaires bornées). Soit ω̂imax
la vitesse angulaire maximale qui peut être mesurée par les gyromètres et soit ρi = ω̂imax

2
.

Supposons que la vitesse angulaire a dépassé l’étendue de mesure du gyromètre, c’est à dire

que |ωi| > |ω̂imax |. La loi de commande (4.15) stabilise globalement et asymptotiquement le

corps rigide à l’origine en dépit d’une saturation dans les gyromètres.

Preuve La preuve sera effectué d’abord pour ω1. Supposons qu’à l’instant t0, |ω1| > |ω̂1max |.
Dû au fait que le gyromètre est saturé nous avons : sign(ω1) = sign(ω̂1max).

Considérons la fonction de Lyapunov candidate (4.16). La dérivée de (4.16) après avoir

utilisé (4.10), (4.11) et la loi de commande (4.15) est donnée par (4.17). En analysant V̇1, on

obtient :

V̇1 = −α1ω1σM1(λ1[ω̂1max + ρ1q1]) + κq1ω1 (4.33)

puisque ρ1 = ω̂1max

2
, il suit |ω̂1max + ρ1q1| ≥ 1

2
ω̂1max . Puisque sign(ω1) = sign(ω̂1max) et la

condition de normalité du quaternion, V̇1 devient :

V̇1 = −α1ω1σM1(λ1[ω̂1max + ρ1q1]) + κω1q1

≤ −α1|ω1|σM1(λ1(
1

2
ω̂1max)) + κ|ω1|

(4.34)

Si nous prenons

κ < α1 min(M1, λ1
1

2
ω̂1max) (4.35)

il est possible d’assurer la décroissance de V1 i.e. V̇1 < 0. Par conséquent, ω1 entre en

Φ1 = {ω1 : |ω1| ≤ 2ρ1} dans un temps fini t1. Puisque le paramètre ρ1 a été choisi en vérifiant

la propriété 4.1
(
ρ1 = ω̂1max

2

)
, nous avons |ω1| ≤ |ω̂1max |. En conséquence le gyromètre n’est

plus saturé et le système évolue de la même façon que le système nominal (voir figure 4.3.

La même démarche peut être effectuée pour V̇2 et V̇3.

�
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Fig. 4.3 – Exemple de comportement de la boucle fermée avec saturation du gyromètre

Propriété 4.3 (Robustesse par rapport aux erreurs de modèle ). La loi de commande est

robuste par rapport aux erreurs dans le modèle et à des incertitudes paramétriques.

Preuve Il est claire que la loi de commande ne dépend pas de la connaissance des paramètres

du modèle (inertie). En conséquence, elle est robuste aux incertitudes et erreurs du modèle.

�

Propriété 4.4 (Robustesse aux perturbations externes). La loi de commande est robuste

par rapport à des perturbations externes.

Preuve Le moment d’inertie quantifie la résistance qu’offre un corps soumis à une rotation

ou plus généralement à une accélération angulaire. En conséquence, plus la masse d’un solide

est répartie loin de l’axe de rotation, plus son moment d’inertie est important. Ainsi, une

perturbation externe peut se traduire comme une variation de la masse et en conséquence

une variation du moment d’inertie. Il suit de la propriété 4.3, que la loi de commande est

robuste par rapport à des perturbations externes.

�

Considérons un corps rigide qui évolue dans deux milieux, par exemple le milieu aquatique

et le milieu aérien (voir figure 4.4). Dans chaque milieu la résistance qu’offre le corps soumis

à une rotation est différente, c’est-à-dire, le moment d’inertie du corps change. En accord
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avec les propriétés 4.3 et 4.4 si la loi de commande 4.15 est appliquée pour la stabilisation

d’un corps rigide qui évolue dans deux milieux, le passage de l’un à l’autre ne requière pas

des adaptations dans la loi de commande et la stabilité reste garantie.

Fig. 4.4 – Exemple de l’évolution d’un corps rigide dans deux milieux. J , J + ∆1 et J + ∆1 représentent
la matrice d’inertie du corps exprimé dans le repère du corps.
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4.6 Résultats en simulation

Dans ce paragraphe, nous allons montrer quelques résultats obtenus en simulation, afin

de montrer les performances de la loi de commande bornée proposée. L’objectif est la sta-

bilisation d’un corps rigide qui possède un faible moment d’inertie. En fait, un corps rigide

avec ces propriétés est très vulnérable à de grandes accélérations angulaires qui provoquent

à la fois une dynamique fortement non linéaire due à l’effet gyroscopique, ainsi que des

manoeuvres non linéaires. Par conséquent, l’application d’une commande bornée avec une

paramétrisation de l’orientation sans singularités et qui stabilise le système de manière glo-

bale et asymptotique est très souhaitable. Dans cette étude, nous supposons que le couple de

commande qui s’exerce sur le système (corps rigide), est une combinaison linéaire des forces

et des couples générés par quatre actionneurs spécifiques (les actionneurs peuvent être, par

exemple, des moteurs ou des turbines dans un satellite, des moteurs DC ou des moteurs

brush-less dans un robot aérien, etc.).

Le but de la loi de commande est d’appliquer uniquement des signaux de contrôle permis,

afin de maximiser le rendement des actionneurs (utiliser au maximum la plage de fonction-

nement) sans mettre en péril la stabilité du système.

Pour cet exemple, supposons que les actionneurs sont tels que le couple maximal qui peut

s’exercer autour de chaque axe du corps rigide est donné par Γ̄ = [0.40 0.40 0.15]T Nm.

La matrice d’inertie du corps rigide en question est donnée par

J =

 14.6 0 0

0 7.8 0

0 0 7.8

× 10−3 (Kg m2)

Le seuil des fonctions de saturationMi et les paramètres de réglage αi, ρ, λi, pour i ∈ {1, 2, 3},
sont choisis tels que les équations suivantes sont satisfaites :

Γ̄1 = α1M1 Γ̄2 = α2M2 Γ̄3 = α3M3

avec

M1 ≥ 3λ1ρ1, M2 ≥ 3λ2ρ2, M3 ≥ 3λ3ρ3 (4.36)

Dans cette étude les valeurs αi = 1 ont été prises et ρi = 2.5 a été choisi en vérifiant la

propriété 4.1, afin de ne pas dépasser une vitesse angulaire maximale de ωmax = 5 rad/sec

(286◦/sec). Les paramètres λi sont choisis tel que les conditions (4.36) soient remplies.

Les simulations suivantes ont été effectuées :

– Stabilisation ;

– Robustesse par rapport à des perturbations externes ;

– Suivi de trajectoire ;
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– Robustesse par rapport aux erreurs dans le modèle ;

– Robustesse par rapport à la saturation dans la mesure de la vitesse angulaire ;

Pour une meilleure compression des résultats, nous allons montrer l’attitude dans une

représentation d’angles d’Euler. Cependant, l’algorithme de commande est basé sur un for-

malisme de quaternions.

– Stabilisation

Le but de cette simulation est de montrer la capacité de la loi de commande à stabiliser

le système à l’origine (q0 = 1, ~q = 0, ~ω = 0), à partir d’une attitude initiale suffisamment

éloignée, φ = −45◦, θ = 50◦, ψ = −175◦ et une vitesse angulaire nulle, ~ω = 0. Les

figures 4.5(a) montrent la convergence asymptotique de l’attitude du système bouclé vers

l’origine. Il faut remarquer que le système rejoint son point d’équilibre approximativement en

3.5 secondes, ce qui est un temps très désirable pour un système avec un moment d’inertie

comme celui considéré dans cette étude. Dans les figures 4.5(b) et 4.5(c) l’évolution de

la vitesse angulaire et du couple de commande sont montrées. Il faut remarquer que les

contraintes dans les vitesses angulaires et la commande restent satisfaites.
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Fig. 4.5 – Stabilisation du corps rigide à l’origine.
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– Robustesse par rapport aux perturbations externes

L’objectif de cette simulation est de montrer la robustesse de la loi de commande lors-

qu’une perturbation externe (un couple perturbateur) est introduite dans le système.

Dans un premier temps le système est stabilisé à l’origine avec les conditions initiales :

φ = −25◦, θ = 30◦, ψ = −10◦ et ~ω = 0. Après que la stabilisation ait eu lieu (voir

figure 4.6(a)), une perturbation est introduite. Le système acquiert une vitesse angulaire de

229◦/sec autour de ces trois axes principaux, comme montre la figure 4.6(b). En conséquence,

la loi de commande atteint ses limites et elle agit sur le système afin de rejeter les perturba-

tions et de permettre aux états du système de rejoindre l’origine au bout d’un temps de 2.5

sec, figure 4.6(c). Ces résultats montrent que la loi de commande bornée que nous avons pro-

posé, est robuste par rapport aux perturbations externes. Cette propriété est extrêmement

importante et nécessaire, surtout dans des systèmes dont le moment d’inertie est faible et

qui sont souvent exposés à des perturbations environnementales fortes (par exemple le vent).
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Fig. 4.6 – Stabilisation à l’origine et rejet de perturbations
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– Suivi de trajectoire

Dans cette troisième simulation, nous analysons le comportement du système bouclé lorsque

l’attitude désirée est variable dans le temps. L’attitude désirée est donnée en termes d’angles

d’Euler : φd = 0◦, θd = 0◦, ψd = 10◦ + 10◦ sin(15
π
t). Ainsi, les angles d’Euler désirés sont

transformés en un quaternion désiré qd. Notons que dans ce cas, la loi de commande (4.31)

est utilisée. La condition initiale dans cette simulation est : φ = −45◦, θ = 50◦, ψ = −175◦

et ~ω = 0.

Le régulateur se comporte convenablement en ramenant les angles d’Euler φ, θ et les vitesses

angulaires ωx et ωy à l’origine, alors que l’angle ψ reste dans un voisinage de l’angle désiré

ψd. Ces résultats sont montrés dans la figure 4.7. Ce résultat est très important, car bien

que la loi de commande ait été conçue pour une stabilisation, elle se comporte d’une façon

acceptable dans le cas d’un suivi de trajectoire angulaire. Dans le cas où l’attitude désirée

est donnée en forme d’échelon, le problème devient celui de la stabilisation.
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Fig. 4.7 – Suivi de trajectoire
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– Robustesse par rapport aux erreurs dans le modèle

Afin de tester numériquement la robustesse de la méthode, nous avons introduit des incerti-

tudes dans les moments d’inertie : JI = J− 1
2
J et JII = 2J . Les figures 4.8(a)-4.8(c) affichent

le comportement du système bouclé. Notons que dans tous les cas, la commande ramène l’at-

titude à un voisinage de l’origine dans un temps approximatif de t = 2 sec. Cela montre que

la loi de commande est capable de stabiliser le système, en dépit des incertitudes dans la

connaissance du moment d’inertie. Ce fait nous semble évident, car la loi de commande ne

dépend pas du modèle.
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Fig. 4.8 – Les angles d’Euler

– Robustesse par rapport à saturation dans la mesure de la vitesse angulaire

Enfin, nous allons montrer l’importance des propriétés 4.1 et 4.2. Il s’agit d’analyser le

comportement du système lorsque la vitesse angulaire du corps dépasse la plage de mesure

permise par les gyromètres. Dans cet exemple nous supposons que trois gyromètres sont

montés orthogonalement et qu’ils cöıncident avec les axes principaux du corps rigide. La
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Fig. 4.9 – Comportement du système sous la saturation des gyromètres

vitesse maximale qui peut être mesurée par ces gyromètres est de 2π rad/sec. Afin de garantir

la stabilité du système, les propriétés 4.1 et 4.2 sont utilisées. Ainsi, nous avons fixé le

paramètre ρi = ω̂imax
2

= π. Avec αi = 1 et les paramètres λi avec i = {1, 2, 3} sont choisis tel

que la condition 4.36 soit satisfaite.

Dans cette étude les conditions initiales sont : φ = −25◦, θ = 30◦, ψ = −10◦ et ~ω =

[15 − 15 15]T rad/sec. L’évolution des variables d’état et de la commande du système

bouclé dans le cas nominal (sans saturation des mesures) et sous saturation des mesures

gyrométriques se montre sur la figure 4.9. Bien que les mesures gyrométriques soient saturées

pendant le deux premières secondes, le bon choix des paramètres de réglage dicté par la

propriété 4.1, ont permis d’abord de ramener les vitesses angulaires du corps dans une région

de l’espace d’état où les gyromètres ne sont plus saturés, ensuite le système se comporte de

façon normale et toutes les variables d’état rejoignent l’origine.

4.7 Application à l’hélicoptère à quatre rotors

L’intérêt pour les Véhicules Aériens Autonomes (UAV) et les Micro Véhicules Aériens

(MAV) a été principalement pour des objectifs militaires. Cependant, les applications civiles

sont aussi nombreuses, par exemple, la surveillance environnementale, la surveillance du tra-

fic et de lignes d’haute tension, la cinématographie ou l’anthropologie. Dû à la capacité de vol
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stationnaire et à la grande manoeuvrabilité, l’hélicoptère à quatre rotors a attiré l’attention

dans l’industrie du jouet et dans la communauté robotique et automatique. Ce véhicule est

capable de décoller à la verticale et en raison de sa symétrie, il est simple à modéliser et à

construire.

Cependant, le mini hélicoptère à quatre rotors, comme celui que nous avons présenté dans

le chapitre 2, possède un moment d’inertie très faible. En conséquence, il est largement

vulnérable à de grandes accélérations angulaires dues aux perturbations de l’environnement

tel que le vent ou aux effets aérodynamiques provoqués par les quatre rotors tournant à

grande vitesse. Ainsi, dans des missions réelles, une commande d’attitude performante est

cruciale. Celle-ci permet de maintenir une position angulaire désirée en dépit de la présence

de perturbation et ainsi d’éviter un possible endommagement de l’aéronef ou de son envi-

ronnement.

Dans le chapitre 1 paragraphe 1.2.2 nous avons mentionné les différents groupes dans le

monde qui se sont consacrés à l’étude et à la conception de lois de commande pour la sta-

bilisation en attitude de l’hélicoptère à quatre rotors, ces dernières années. Ainsi, différentes

techniques de commande ont été utilisées. Par exemple, la commande PID et LQ dans [14]

ou la commande à modes glissants et backstepping dans [15]. Dans ces approches, la pa-

ramétrisation de l’attitude a été faite avec les angles d’Euler et le modèle dynamique a été

linéarisé autour de l’origine. Dans [100] les auteurs proposent une loi de commande appelée

PD2. Dans cette approche l’attitude est paramétrisée en utilisant le quaternion unitaire

et la loi de commande est obtenue par l’application de la méthode de backstepping. Cette

méthode montre une stabilisation asymptotique globale et une stabilisation exponentielle

locale, cependant elle dépend des paramètres du modèle. Dans le cadre du projet Robvolint,

une commande semi-automatique a été proposée [42]. Ici, l’attitude est paramétrisée avec le

quaternion et la loi de commande est obtenue par la méthode backstepping. La principale

difficulté dans cette approche est la mesure de la vitesse de translation, laquelle est nécessaire

dans la loi de commande.

Bien que les approches évoquées précédemment soient théoriquement congruentes, elles ne

prennent pas en compte les limites dans le signal de commande qui peut être appliqué aux

actionneurs. En conséquence, lors de larges erreurs en attitude ou de larges erreurs dans la

vitesse angulaire, la signal de commande produira une saturation dans les moteurs et une

instabilité dans le système arrivera. En outre, il faut remarquer que dans toutes les architec-

tures des hélicoptères à quatre rotors rapportées dans la littérature, la vitesse angulaire est

mesurée par des gyromètres. Cependant, parmi toutes les approches de commande proposées

aucune parmi elles ne prend en compte les limites dans la mesure des vitesses angulaires.

Une caractéristique particulière dans le modèle dynamique de l’hélicoptère à quatre rotors

est que la dynamique de rotation peut s’assimiler à celle d’un corps rigide. Ainsi, les résultats
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reportés dans dans le paragraphe 4.5 peuvent être étendus naturellement à la stabilisation

en attitude de cet hélicoptère. De plus, en raison de l’extrême simplicité et la caractéristique

de continuité que cette loi de commande exhibe, son implantation en temps réel est possible.

Dans les paragraphes suivants nous allons montrer comment la loi de commande bornée

proposée dans le théorème 4.1 peut être appliquée à la stabilisation de l’hélicoptère à quatre

rotors. Cette approche permet de prendre en compte les contraintes dans le signal de com-

mande et dans la mesure de la vitesse angulaire. Ainsi, la loi de commande a été implantée

en temps réel et nous allons montrer sa capacité à stabiliser l’hélicoptère à quatre rotors.

Particulièrement, nous allons analyser la performance de la méthode en termes de temps de

stabilisation, robustesse par rapport aux perturbations externes et la capacité de suivre de

consignes d’attitude variables dans le temps.

4.7.1 Modèle dynamique

Les détails à propos de la dynamique de vol de l’hélicoptère à quatre rotors et son mode de

fonctionnement ont été présentés dans le chapitre 2. Néanmoins, afin d’aborder le problème

et de montrer le contexte de la stabilisation en attitude de cet aéronef, nous allons rappeler

brièvement le modèle dynamique de ce véhicule aérien.

Le modèle dynamique qui décrit le mouvement du véhicule dans l’espace (six degrés de

liberté) peut être divisé en trois sub-systèmes tels que montrent les équations (4.37)-(4.39).

Le système en boucle ouverte de l’hélicoptère peut être représenté à partir du diagramme

bloc de la figure 4.10.

ΣP :



~̇p = ~v

~̇v = ~g − 1

m
CT (q)


0

0

b
∑4

i=1 s
2
i

+


∑4

i=1 FHxi∑4
i=1 FHyi

0

 (4.37)

ΣA :


q̇ =

1

2
Ξ(q)~ω

Jh~̇ω = −~ω × Jh~ω −
4∑
i=1

Ja(~ω × zn)(−1)i+1si + Γ(φ,θ,ψ)

(4.38)

ΣM :
{
ṡmi = Kmui

JaR
− K2

msmi
JaR

− κsmi |smi |
JaK3

g
avec i ∈ {1, 2, 3, 4} (4.39)

avec si = smi/Kg.
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Fig. 4.10 – Diagramme à bloc de la dynamique de l’hélicoptère à quatre rotors

4.7.2 Enoncé du problème

L’objectif est la stabilisation de l’attitude en boucle fermée de l’hélicoptère à quatre ro-

tors. Pour cela, seuls les systèmes ΣA et ΣM seront considérés.

L’idée consiste en l’élaboration d’une loi de commande Γ qui permette de stabiliser

l’hélicoptère à quatre rotors vers une attitude désirée, représentée par un quaternion qd. Dans

la conception de la loi de commande, nous assumons l’accès à tous les états du système :

quaternion d’attitude et vecteur de vitesse angulaire1.

La figure 4.11 montre le diagramme à bloc de la stratégie de commande que nous souhaitons

appliquer.

Fig. 4.11 – Stratégie de contrôle

La loi de commande fournit un signal de commande Γ qui doit être injecté au système

propulseur. Ainsi, le système propulseur a l’objectif de générer le couple de commande qui

doit s’exercer autour de chaque axe de l’hélicoptère. Par conséquent, le couple de commande

Γ et la poussée totale désirée TMd
doivent être transformés en quatre signaux de vitesse de

rotation désirée sdn avec n ∈ {1, 2, 3, 4}, où n représente le nombre d’actionneurs. A partir de

l’équation (2.35) page (58), la vitesse de rotation désirée pour chaque actionneur est obtenue

1En réalité, les informations sur l’état du système sont obtenues via une centrale de mesure, composé par
trois gyromètres, trois accéléromètres et trois magnétomètres. Ainsi, l’observateur d’attitude présenté dans
le chapitre 3 est utilisé afin d’estimer le quaternion d’attitude.
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au moyen de la transformation linéaire suivante :
(sd1)

2

(sd2)
2

(sd3)
2

(sd4)
2

 =


0 db 0 −db
db 0 −db 0

k −k k −k
b b b b


−1(

Γc

FTd

)

Sd = N−1Υ

(4.40)

Les commandes CMn avec n ∈ {1, 2, 3, 4} ont l’objectif d’élaborer une consigne de tension

de sorte que l’actionneur n ait une vitesse de rotation sn égale à la vitesse désirée sdn donnée

par l’équation (4.40). De plus, les commandes CMn doivent assurer que la dynamique du

système propulseur soit largement au delà de la bande passante de la commande d’attitude.

En conséquence nous que sn → sdn pour un temps t relativement petit, tel que nous pouvons

supposer que :

Γ = Γ(φ,θ,ψ) (4.41)

La conception de la commande de vitesse CMi
a été abordée dans le chapitre 2, paragraphe

2.7. Elle est basée sur une approche par modes glissants, et elle est simple et robuste par

rapport à des incertitudes de paramètres des moteurs.

Dans cette application, la tension maximale qui peut être appliquée aux bornes des

moteurs est 9 V. Lorsque cette tension est appliquée l’actionneur atteint une vitesse maximale

de sn,max = 260rad/sec. En accord avec les valeurs des paramètres aérodynamiques des pales,

κ et b, données dans le tableau 2.11, page 55, le couple maximal qui peut s’exercer autour

de chaque axe de l’hélicoptère est

Γ̄1 = 0.40 Nm Γ̄2 = 0.40 Nm Γ̄3 = 0.15 Nm (4.42)

4.7.3 Stabilisation en attitude de l’hélicoptère à quatre rotors

Afin de stabiliser en attitude l’hélicoptère à quatre rotors et de maximiser le rendement

des actionneurs en utilisant toute leur étendue de fonctionnement (0-9V), sans prendre de

risques en ce qui concerne la stabilité du système, la commande bornée proposée pour la

stabilisation d’un corps rigide, présentée dans le paragraphe précédente est appliquée. Ainsi,

nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.1. Considérons la dynamique du système ΣA et l’égalité (4.41). Alors, la loi de

commande bornée Γ = [Γ1,Γ2,Γ3]
T :

Γ1 = −α1σMφ
(λ1[ω1 + ρ1q1])

Γ2 = −α2σMθ
(λ2[ω2 + ρ2q2])

Γ3 = −α3σMψ
(λ3[ω3 + ρ3q3])

(4.43)
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stabilise globalement et asymptotiquement l’attitude de l’hélicoptère à quatre rotors à l’origine

(q0 = 1, ~q = 0, ~ω = 0). σMφ,θ,ψ
sont des fonction de saturation telles que :

Mφ ≥ 3λ1ρ1, Mθ ≥ 3λ2ρ2, Mψ ≥ 3λ3ρ3

où αi, λi et ρi sont des paramètres positifs.

Preuve La preuve du lemme est similaire à celle-ci du théorème 4.1. La seule différence se

trouve dans le vecteur ΓG =
∑4

n=1 Ja(~ω× zn)(−1)n+1sn. Cependant l’influence de ce vecteur

est annulée en raison de la relation suivante :

~ωTΓG = ~ωT (~ω × zn)
4∑
i=1

Ja(−1)i+1ωri = 0

�

Le résultat précédent est très important puisque la loi de commande (4.43) nous permet

de stabiliser l’hélicoptère à quatre rotors de façon globale. De plus, la borne Mφ,θ,ψ du

couple qui peut s’exercer autour de chaque axe peut être assignée de façon indépendante.

Cette borne est choisie en accord avec les caractéristiques des actionneurs utilisées. Ainsi,

de l’équation (4.42), nous avons :

Γ̄1 = α1Mφ Γ̄2 = α2Mθ Γ̄3 = α3Mψ

En conséquence, la loi de commande permet d’utiliser toute la plage de travail des actionneurs

dans le cas où cela est nécessaire, sans prendre de risque sur la stabilité du système entier.

En outre, les paramètres de réglage ρi, permettent de prendre en compte les contraintes

dans la vitesse angulaire de l’hélicoptère. Ce paramètre peut être choisi afin d’éviter une

saturation dans la mesure des gyromètres. De plus, si ce paramètre est choisi tel que requis

par la propriété 4.1, la loi de commande stabilise l’hélicoptère en dépit de saturations dans

la mesure des gyromètres. Notons que la loi de commande (4.43) est indépendante de la

matrice d’inertie Jh, en conséquence, elle est robuste par rapport aux incertitudes dans le

modèle et aux perturbations externes (voir propriété).

La caractéristique la plus remarquable de cette approche est sa simplicité. Par conséquent,

cette loi de commande peut être exécutée facilement en temps réel, permettant sans problème

d’exécuter un vol stationnaire.
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4.8 Résultats expérimentaux

Dans cette section nous aborderons la stabilisation en attitude en temps réel de

l’hélicoptère à quatre rotors lorsque nous appliquons la commande bornée présentée dans

le paragraphe précédent. Tout d’abord, la description de la plate-forme expérimentale sera

présentée. Ensuite, nous allons décrire les expériences menées. Ces résultats montrent la

performance de la loi de commande pour stabiliser en attitude l’hélicoptère à quatre rotors.

4.8.1 Plate-forme expérimentale

Afin d’implanter les algorithmes de contrôle et tester la performance en temps réel, nous

avons développé en parallèle au prototype du département d’automatique du GIPSA-lab

(voir paragraphe 2.3) une autre plate-forme expérimentale utilisant la technique “Hardware-

in-the-Loop Simulation”. Cette plate-forme a été montée dans la salle de manipulations de

l’équipe de “microsystèmes” du laboratoire G2Elab. Elle est montrée dans la figure 4.12.

Fig. 4.12 – Plate-forme expérimentale pour la stabilisation en temps réel de l’hélicoptère à quatre rotors

A partir de la figure 4.12, nous pouvons identifier les modules suivantes :

1. Hélicoptère à quatre rotors : cet hélicoptère dont le modèle dynamique et les ca-

ractéristiques physiques ont été présentés dans le chapitre 2. La partie mécanique

(structure mécanique, moteurs, hélices) est celle du DraganFly [29], néanmoins

l’électronique embarquée a été remplacée.

2. Module de capteurs d’attitude : ce module est constitué d’une centrale d’attitude (Mi-

crostrain [74]), composée de neuf capteurs de technologie MEMS ; trois gyromètres,

trois accéléromètres et trois magnétomètres. Ce module permet d’obtenir les neuf me-

sures, de calculer l’attitude (en utilisant un algorithme implanté par le fabricant) et de
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transmettre les données sous forme de quaternions, au moyen d’une transmission série

RS-232. Le module permet aussi de transmettre les neuf mesures “brutes”, permettant

d’estimer l’attitude en utilisant l’observateur non linéaire présenté dans le chapitre 3.

3. Capteur optique associé à chaque actionneur : ce capteur permet de mesurer la vitesse

de rotation de la pale, dans le but de l’asservir.

4. Module de puissance : ce module amplifie en tension et courant les signaux PWM qui

proviennent de la carte de contrôle dSPACE DS1104. Les tensions à appliquer aux

bornes des moteurs sont(0-9V).

5. Carte de contrôle dSPACE R&D DS1104 : cette carte est basée sur un processeur

MPC8240. C’est dans cette carte que tout l’algorithme de commande pour la stabili-

sation de l’attitude est implanté. En conséquence, dans cette carte les quatre modules

suivants sont implantés :

Commande de vitesse des actionneurs. C’est dans ce module que les boucles

de commande pour l’asservissement de vitesse des quatre actionneurs sont im-

plantées. Rappelons que l’objectif de ces boucles de commande de vitesse est de

créer un couple de commande autour de chaque axe principal de l’hélicoptère.

De plus, les commandes de vitesse assurent que la dynamique des actionneurs est

largement au-delà de la bande passante de commande d’attitude. Les sorties de

ce module sont les quatre signaux PWM avec une fréquence de 250 Hz.

Observateur non linéaire d’attitude. C’est dans ce module que les neuf mesures

(3 gyromètres, 3 accéléromètres et 3 magnétomètres) sont acquises à une fréquence

de 50 Hz via une transmission série. Ensuite, l’observateur non linéaire présenté

au chapitre 3 est utilisé afin de trouver l’attitude (quaternion). La sortie de ce

module est composée de la vitesse angulaire ~ω et le quaternion q, qui sont envoyés

à la commande d’attitude.

Commande d’attitude. C’est dans ce module que la loi de commande du lemme 4.1

est implantée. A partir de l’information fournie par l’observateur d’attitude et de

l’attitude désirée qd fournie par l’utilisateur (pilote) la loi de commande calcule

le couple de commande qui doit être appliqué autour de chaque axe principal de

l’hélicoptère. Ensuite, à partir de la poussée total désirée TMd
fournie aussi par

l’utilisateur, les vitesses de rotation que chaque actionneur sont calculés.

6. Le PC : c’est dans le PC que les algorithmes de commande et d’observation sont édités

et compilés. Avec la Real-Time Interface (RTI) de dSPACE©, la programmation des

algorithmes est faite avec MATLAB©/Simulink©. La Real-Time Interface fournit des

blocs Simulink permettant une configuration des entrées A/N, des sorties N/A, des

lignes d’E/S numériques, de l’interface série (UART) et de la génération des signaux
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PWM. Ensuite le programme est compilé et une génération du code est effectuée.

Le code correspondant est implanté dans le microprocesseur de la carte de contrôle

dSPACE DS1104. Notons que l’exécution des algorithmes en temps réel est faite par

le microprocesseur et non par le PC.

Lorsque le programme commence à tourner en temps réel, nous utilisons l’interface

“ControlDesk” afin d’observer l’évolution de toutes les variables du système et de

modifier en ligne tous les paramètres souhaités. Ainsi, nous pouvons modifier certaines

variables en temps réel, telles que l’attitude désirée qd et la poussée désirée TMd
. De plus,

cette interface permet d’enregistrer toutes les données au cours d’une expérimentation.

Dans la figure 4.13 nous montrons un schéma de la plate-forme expérimentale décrite

ci-avant.

Fig. 4.13 – Architecture expérimentale pour la stabilisation en temps réel de l’hélicoptère à quatre rotors
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4.8.2 Description des expériences

Après la description de la plate-forme expérimentale, nous allons présenter les différentes

expériences menées pour la stabilisation en attitude suivies d’une discussion sur les résultats

obtenus.

Les paramètres de réglage de la loi de commande sont présentés dans le tableau 4.1.

Paramètre Valeur

Mφ, Mθ 0.4

Mψ 0.15

α1,2,3 1

ρ1,2,3 2.5

Tab. 4.1 – Valeurs des paramètres dans la loi de commande

Les expériences suivantes ont été effectuées :

– Stabilisation ;

– Robustesse par rapport aux perturbations externes ;

– Suivi de trajectoire ;

Pour une meilleure compression des résultats, nous allons montrer l’attitude dans une

représentation d’angles d’Euler. Cependant, l’algorithme de commande est basé sur un for-

malisme de quaternions.

– Stabilisation

Cette première expérience teste l’efficacité de la loi de commande à stabiliser l’hélicoptère

à l’origine (q0 = 1, ~q = 0, ~ω = 0), i.e. (φ = 0◦, θ = 0◦, ψ = 0◦). Pour cette expérience

l’attitude initiale est : φ = −28◦, θ = 13◦, ψ = −23◦ et une vitesse angulaire nulle, ~ω = 0.

Les figures 4.14(a) et 4.14(b) montrent la convergence asymptotique de l’attitude et de la

vitesse angulaire du système bouclé. Le système joint l’attitude désirée approximativement en

1.5 secondes, ce qui est un temps très acceptable pour un système avec un moment d’inertie

comme celui de notre hélicoptère. Concernant la commande, nous observons dans la figure

4.14(c) que dans ce cas, les contraintes dans la commande restent largement satisfaites et en

conséquence la commande stabilise le système et il n’existe pas de risque de saturation dans

les actionneurs.
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Fig. 4.14 – Stabilisation de l’hélicoptère à quatre rotors à l’origine.

– Robustesse par rapport aux perturbations externes

Dans cette seconde expérience, la performance de la loi de commande à rejeter les pertur-

bations externes a été testée. Dans un premier temps le système est stabilisé à l’origine en

partant des conditions initiales : φ = −25◦, θ = 30◦, ψ = −10◦ et ~ω = 0. Puis l’hélicoptère

y reste pendant 7 secondes. Ensuite, un couple perturbateur est introduit autour des deux

directions de chaque axe. La première perturbation est introduite autour de l’axe zb. Cette

perturbation provoque une erreur grande dans l’angle ψ ainsi que dans la vitesse angulaire

ωz, comme le montrent les figures 4.15(a)) et 4.15(b). En conséquence, la commande Γ3 at-

teint ses limites (± 0.15 Nm) et elle réagit sur le système afin de rejeter la perturbation et

stabiliser l’hélicoptère à l’origine, cela est montré dans la figure 4.15(c). La loi de commande

a rejeté aussi de façon satisfaisante les perturbations qui ont été introduites autour des deux

directions des axes xb and yb, alors que les contraintes dans la commande Γ1 et Γ2 restent

satisfaites.

Ces résultats montrent que la loi de commande bornée que nous avons proposé, est robuste

par rapport aux perturbations externes et le plus important est que la loi de commande
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maximise l’efficacité des actionneurs sans prendre de risque dans la stabilité du système.

Notons que la propriété de robustesse est énormément nécessaire dans des mission réelles où

des forces aérodynamiques ou des autres facteurs ont lieu sur le système.
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Fig. 4.15 – Stabilisation de l’hélicoptère à quatre rotors à l’origine et soumis à des perturbations externes

– Suivi de trajectoire

Enfin, nous avons analysé le comportement du système bouclé lorsque l’attitude désirée est

variable dans le temps. L’attitude de référence (orientation désirée) est donnée en termes

d’angles d’Euler et elle est : φd = 0◦, θd = 0◦, ψd = 8◦ + 8◦ sin(15
π
t). Ainsi, les angles

d’Euler désirés sont transformés en un quaternion désiré qd qui est utilisé ensuite par la

loi de commande. Dans ce cas les conditions initiales son telles que : φ = θ = ψ = 0◦ et

~ω = 0. Dans la figure 4.16 nous montrons l’efficacité de la loi de commande à maintenir

en vol stationnaire l’hélicoptère et à suivre la trajectoire angulaire autour de l’axe zb. De

plus, nous observons qu’en dépit des perturbations introduites, la loi de commande maintient

l’hélicoptère dans un voisinage de l’attitude désirée.
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Il faut remarquer que dans le cas où le signal de référence soit de type échelon, le problème

devient à celui de la stabilisation.

Cette dernière expérience montre que l’hélicoptère est capable de faire un suivi de trajectoire

angulaire, en utilisant la loi de commande 4.43 malgré qu’elle ait été conçue pour faire la

stabilisation. Une simple adaptation de celle-ci en cherchant à stabiliser l’erreur de la vitesse

angulaire est triviale en suivant la démarche de Teel [101] et permettrait d’améliorer les

résultats en poursuite de consignes plus rapides.
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Fig. 4.16 – Suivi de trajectoire : évolution des angles de roulis, tangage et lacet, lorsque l’hélicoptère suive
un trajectoire autour de l’axe zb.

Fig. 4.17 – Vol stationnaire de l’hélicoptère à quatre rotors
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4.9 Conclusion

Le travail présenté dans ce chapitre porte sur la stabilisation globale en attitude d’un

corps rigide. Un nouvelle commande bornée a été proposée en utilisant une approche non

linéaire à base de fonctions imbriquées. L’objectif de la loi de commande est de maximiser

l’efficacité des actionneurs sans prendre de risque dans la stabilité du système. Nous avons

montré de plus que l’approche permet de respecter des contraintes de vitesse angulaire.

L’approche est spécialement simple et elle ne nécessite pas la connaissance de paramètres

inertiels pour garantir la stabilité globale. L’approche proposée est étendue à la stabilisation

en attitude d’un hélicoptère à quatre rotors et l’implantation en temps réel a été effectuée.

Quelques expériences en temps réel ont été réalisées et elles ont permis de valider la perfor-

mance de notre approche.

De par sa nature et ses propriétés, rien n’indique qu’une telle approche ne puisse pas être

appliquée à tous les systèmes qui entrent dans le cadre d’un corps rigide.
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Chapitre 5

Conclusions et perspectives

Ce travail de thèse a permis d’aborder différents domaines de l’automatique, avec appli-

cation des résultats à l’estimation de l’attitude et à la commande en attitude d’un drone à

quatre rotors, rendant le travail de fait, multidisciplinaire. Ce domaine applicatif est par-

ticulièrement attrayant et les résultats obtenus (et énoncés dans ce manuscrit) ont été ap-

pliqués sur le prototype du laboratoire, après une analyse théorique complète. Dans le premier

chapitre de ce mémoire, nous avons présenté une étude sur l’état de l’art concernant l’estima-

tion et la commande d’attitude d’un corps rigide. En particulier nous nous sommes intéressés

à l’estimation de l’attitude d’un solide dans lequel trois magnétomètres, trois accéléromètres

et trois gyromètres sont montés en triaxe orthogonal. Nous avons discuté des nombreuses

applications de l’estimation d’attitude utilisant ce type de capteurs et en particulier son

intérêt pour la robotique aérienne.

Nous avons fait une étude bibliographique des méthodes utilisées pour l’estimation de l’at-

titude, ce qui nous a conduit à constater que le Filtre de Kalman Etendu est la technique

la plus souvent rencontrée pour répondre à cette problématique. Nous avons aussi constaté

qu’en parallèle à notre étude, des observateurs non linéaires pour l’estimation de l’attitude

ont été publiés, mais avec une approche différent de la notre.

Ensuite, nous avons présenté le problème de la commande d’attitude et nous nous sommes

plus spécifiquement intéressés aux approches de commande bornée existantes. Puis, nous

avons abordé le problème de la commande de l’hélicoptère à quatre rotors et nous avons

constaté que la commande en attitude d’un corps rigide peut être aussi appliquée à la stabili-

sation en attitude de ce véhicule et en général à la commande en attitude des véhicules VTOL

“Verticale Take-off and landing”. Ce chapitre s’achève sur une présentation des différentes

équipes de recherche impliquées dans le développement de la commande de l’hélicoptère à

quatre rotors, ainsi que leurs apports.

L’état de l’art présenté dans ce premier chapitre nous a permis de situer notre travail dans

celui de la communauté.
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Dans le second chapitre, nous nous sommes plus spécifiquement intéressés à l’hélicoptère

à quatre rotors ; ses modes de vol, le modèle dynamique, la description du prototype sur

lequel nous avons travaillé, la conception et l’implantation d’une loi de commande pour

l’asservissement en vitesse de chaque actionneur constitué de l’ensemble “moteur - hélice

- réducteur”. L’identification expérimentale de certains paramètres aérodynamiques et une

recherche bibliographique sur la dynamique des hélicoptères ont permis l’implantation d’un

simulateur numérique de l’hélicoptère à quatre rotors.

Dans le troisième chapitre, nous avons tout d’abord donné la structure du vecteur de

mesures considéré. A partir d’un modèle de mesure déterministe, nous avons proposé deux

méthodes de détermination du quaternion d’attitude à partir de vecteurs de mesures obtenus

par des triaxes. Les deux méthodes de résolution proposées ont été appliquées à l’estimation

de l’attitude d’un solide où trois magnétomètres et trois accéléromètres sont supposés montés

en triaxe orthogonal. Puisque le vecteur de champ de gravité et le champ magnétique sont

non colinéaires, l’estimation de l’attitude du solide par rapport au système de coordonnées

NED (North, South, Down) est garantie. La seule condition est que l’accélération propre du

corps soit “petite” par rapport à la gravité.

Dans un deuxième temps et afin d’estimer l’attitude avec plus de précision, les mesures

fournies par trois gyromètres montés en triaxe orthogonal sont également prises en compte.

Un observateur non linéaire est proposé afin de fusionner les trois modalités de mesures et

d’estimer le quaternion d’attitude et le biais présent dans les mesures des gyromètres.

Outre la preuve de stabilité asymptotique traditionnelle qui montre une convergence globale

de l’erreur d’estimation à zéro, nous avons montré que la dynamique de l’erreur est passive.

Ce résultat nous a emmené, de façon naturelle, à montrer que la dynamique de l’erreur

d’observation est stable au sens Entrée-Etat (ISS), lorsque l’on considère comme état l’er-

reur d’estimation et comme entrée une perturbation dans les mesures. Cette analyse nous a

fourni aussi des conditions nécessaires que les gains de l’observateur doivent satisfaire.

Finalement, nous avons validé notre approche dans un premier temps avec de données si-

mulées. Ensuite, nous avons réalisé une implantation pour des applications en temps réel.

L’application directe de notre approche a été l’estimation de l’attitude d’un hélicoptère à

quatre rotors. Mais notre approche étant générique (le modèle de l’hélicoptène n’est pas

utilisé dans l’observateur) elle pourrait être appliquée à d’autres applications telles que la

capture de mouvement humain ou la biomécanique.

La dernière partie du mémoire traite de la stabilisation globale en attitude d’un corps

rigide. Ainsi nous avons proposé une commande d’attitude bornée qui garantisse la conver-

gence de l’attitude du corps rigide vers une attitude désirée, même dans le cas d’une grande

erreur d’attitude et de vitesse angulaire. L’objectif de cette approche est de maximiser la per-

formance des actionneurs (saturables et saturés) sans mettre en péril la stabilité du système.
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De plus, le schéma de contrôle permet également de prendre en compte des contraintes sur

la vitesse angulaire. La loi de commande proposée est basée sur des fonctions de satura-

tion imbriquées et elle est très proche par sa structure de celle utilisée pour la stabilisation

de systèmes linéaires avec une commande bornée. La principale caractéristique de notre

approche est qu’elle est générique et extrêmement simple à implanter.

Nous avons montré que la loi de commande proposée stabilise globalement en attitude

l’hélicoptère à quatre rotors. L’implantation en temps réel a également été effectuée. Un

grand nombre de test ont été réalisés, montrant la performance du schéma proposé par

rapport au temps de réponse, rejet de perturbations et suivi de trajectoires angulaires.

Les perspectives de ce travail sont multiples et nous allons en énoncer quelques unes

ci-après :

– pour ce qui concerne l’observateur d’attitude, divers applications sont envisagées, en

particulier dans le domaine de la biomécanique. Des travaux dans ce domaine ont déjà

été effectués et se poursuivent [88], ce qui permettra de situer nos recherches dans le

cadre plus général de la robotique d’assistance (Assistive Robotics) et de l’interaction

de l’humain avec des robots (Human-Robot Interaction (HRI)) ;

– nous avons constaté en pratique le bon fonctionnement du système bouclé (observateur

- commande d’attitude). Cependant, il serait intéressant de montrer théoriquement la

stabilité du couplage. Bien que dans le cas linéaire la stabilité du système bouclé soit

assurée (principe de séparation), dans le cas non linéaire, la stabilité du système bouclé

est loin d’être évidente. Néanmoins, l’analyse de stabilité au sens ISS qui a été menée

pour l’observateur non linéaire pourrait être exploitée. L’idée serait d’exiger que l’erreur

d’observation reste bornée, cette contrainte pouvant éviter l’apparition d’explosion en

temps fini du système bouclé ;

– nous avons développé deux méthodes pour l’estimation de l’attitude (quaternion) à par-

tir des vecteurs de mesures (en particulier avec des accéléromètres et magnétomètres)

dans le cas quasi-statique. L’idée serait d’exploiter cette information et la propriété de

passivité du corps rigide, afin de concevoir une loi de commande d’attitude qui soit

bornée et qui n’utilise pas les mesures gyrométriques. Cela pourrait s’avérer utile dans

le cas où un gyromètre est défaillant ;

– nous avons remarqué que dans le cas de l’hélicoptère à quatre rotors (en général dans

une plateforme VTOL), le modèle dynamique peut s’assimiler à une structure en cas-

cade : dynamique de rotation - dynamique de position. Dans notre travail, nous avons

travaillé seulement avec la dynamique de rotation (attitude). Néanmoins, avec un choix

approprié de deux termes de couplage entre les deux dynamiques, il serait envisageable

de faire la synthèse d’un contrôleur pour le système complet. L’idée consiste de for-
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cer (suffisamment rapide) certaines variables d’état dans une région. Dans ce cas, la

dynamique sera linéaire, ce qui permettra de faire appel à des techniques récemment

développes par Marchand et Ably [67] pour la stabilisation d’une châıne d’intégrateurs.

Cependant, il faudra garantir que la loi de commande ainsi synthétisée restera bornée ;

– au niveau expérimental, l’idée est d’avoir une plateforme expérimentale assez perfor-

mante (système DSP comme calculateur central, capteurs à ultrason, capteurs infra-

rouges et éventuellement GPS) qui permette l’implantation des algorithmes de com-

mande de position.
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Annexe A

Preuve du Théorème 3.3

Afin de montrer de manière analytique comment l’estimateur (3.27) a été déterminé,

supposons qu’une estimation q̂k−1 est disponible. Notons que le calcul de q̂k fait intervenir

4n étapes intermédiaires correspondant aux 4n lignes de la matrice H̄ donnée par l’équation

(3.8). Ainsi, les 4n étapes doivent être réalisées dans une période d’échantillonnage.

Considérons l’élément j de la suite de quaternions fabriquée par l’estimateur (3.27) (voir

figure 3.4) à l’instant tk. Puisque l’analyse sera menée à l’instant tk, l’indice k est supprimé

afin de ne pas alourdir les notations.

Comme nous l’avons mentionné précédemment, supposons qu’une estimation q̂(j − 1) =

q̂k−1 est disponible et supposons que q dénote le vrai quaternion qui représente la rotation

à l’instant tk. Parmi tous les quaternion candidats au quaternion q, nous choisissons le

quaternion dénoté par q̂(j), le plus proche de q̂(j − 1). Ainsi, nous proposons le problème

d’optimisation suivant [40] :
q̂(j) = arg min

q(j)

{
f(q̂(j)) =

1

2
‖q̂(j)− q̂(j − 1)‖2

2

}

sous la contrainte 0 = ϕTj q̂(j)

(A.1)

Remarque A.1. Notons que l’objectif du problème d’optimisation (A.1) consiste à minimi-

ser la distance euclidienne entre le quaternion q̂(j) et le quaternion q̂(j−1). La relation entre

la métrique euclidienne et la métrique géodésique est donnée par l’équation (1.41), page 10.

Ansi, nous avons les conditions suivantes :

Si ‖q̂(j)− q̂(j − 1)‖2 → 0 ⇒ βr → 0 ⇒ qr = [q̂(j)]−1 ⊗ q̂(j − 1) → [±1 0]T (A.2)

Le Lagrangien associé à ce problème d’optimisation s’écrit :

L(q̂(j), λ) =
1

2
‖q̂(j)− q̂(j − 1)‖2

2 + λ[0− ϕTj q̂(j)] (A.3)
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D’abord nous allons trouver un extremum du Lagrangien (A.3) qui est associé au problème

d’optimisation (A.1) :

∂L

∂q̂(j)
= 0

∂L

∂λ
= 0

(A.4)

Nous obtenons donc :

q̂(j)− q̂(j − 1)− λϕTj = 0

−ϕTj q̂(j) = 0
(A.5)

En substituant la première équation de (A.5) dans la deuxième et en résolvant pour λ, on

obtient :

λ =
−ϕTj q̂(j − 1)

ϕTj ϕj
(A.6)

En substituant l’équation (A.6) dans la première équation de (A.5), le quaternion q̂(j) est

donné par l’expression suivante :

q̂(j) =

(
I4 −

ϕjϕ
T
j

ϕTj ϕj

)
q̂(j − 1) (A.7)

Afin d’éviter une possible division par zéro (ou par un nombre proche de zéro) et afin de

maintenir la norme unité du quaternion, l’algorithme précédent est remplacé par :

q̂(j) =

(
I4 −

γϕjϕ
T
j

α+ ϕTj ϕj

)
q̂(j − 1)

q̂(j) =
q̂(j)

‖q̂(j)‖2

(A.8)

Si le problème d’optimisation est appliqué pour les 4n lignes de la matrice H̄ du modèle de

mesure, c’est-à-dire pour j = 4n, nous avons l’estimateur suivant :

q̂(4n) =

[
4n∏
j=1

(
I4 −

γϕjϕ
T
j

α+ ϕTj ϕj

)]
q̂(j − 1)

q̂(4n) =
q̂(4n)

‖q̂(4n)‖2

(A.9)

En remplaçant q̂(j−1) par q̂k−1 et q̂(4n) par q̂k nous avons l’estimateur donné par l’équation

(A.9).
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�

Une propriété très intéressante de l’algorithme (A.9) est la suivante (voir [2], page 85) :

‖q̂(j)− q‖ ≤ ‖q̂(j − 1)− q‖ ≤ ‖q̂(0)− q‖ avec j = 1 : 4n (A.10)

où q dénote le vrai quaternion qui représente la rotation à l’instant tk, telle que l’équation

suivante est vérifiée :

0 = ϕTj q avec j = 1 : 4n (A.11)

Remarque A.2. La propriété donnée par l’équation (A.10) n’implique pas que l’estimé q̂(j)

converge.

Remarque A.3. L’estimateur (A.9) représente une méthode séquentielle pour calculer le

vecteur propre correspondant à la plus petite valeur propre de la matrice H̄T H̄ au moyen

d’une technique de puissance inverse, dont la convergence quadratique est prouvée [97].
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Annexe B

Concepts sur la passivité

La théorie de la passivité prend en compte des considérations énergétiques des systèmes

physiques. De nombreux systèmes physiques possèdent certaines propriétés entrée-sortie

reliées à la conservation, à la dissipation et au transport de l’énergie. Ces propriétés sont

connues comme des propriétés dissipatives. Il est important de séparer les concepts et

définitions reliés à la passivité d’un système lorsqu’il s’agit d’un système linéaire ou d’un

système non-linéaire. Un système linéaire est appelé Réel Positif (Positive Real (PR)) si son

énergie emmagasinée reste constante. Il est appelé Strictement Réel Positif (Strictly Posi-

tive Real (SPR)) si son énergie emmagasinée diminue. Le terme dissipatif est normalement

utilisé pour les systèmes non linéaires. Un des points forts des systèmes dissipatifs est qu’ils

supportent les combinaisons de manière simple. Ainsi, un système constitué de sous-systèmes

passifs reliés de façon parallèle où en “feedback” est aussi passif. Nous allons exposer suc-

cinctement quelques notions concernant les systèmes passifs. Le lecteur peut consulter par

exemple [53] et [62] pour plus de détails.

Considérerons un système dynamique modélisé par l’équation différentielle suivante :

Σ1 :

{
ẋ = f(x, u)

y = h(x)
(B.1)

où x ∈ Rn, u, y ∈ Rp, f et h sont lisses et f(0) = 0.

Définition B.1 ([53]). Le système Σ1 est dit passif s’il existe une fonction continue définie

positive V (x) appelée fonction d’emmagasinage telle que :

uTy ≥ ∂V

∂x
f(x, u) + εuTu+ δyTy + ρϑ(x), ∀(x, u) ∈ Rn × Rp (B.2)

où ε, δ et ρ sont des constantes non négatives et ϑ(x) est une fonction de x définie positive

telle que :

ϑ(x(t)) ≡ 0 ⇒ x(t) ≡ 0 (B.3)
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pour toutes les solutions de Σ1 et pour une entrée u(t) pour laquelle la solution existe. Le

terme ρϑ(x) est appelé taux de dissipation de l’état.

Le système Σ1 est :

– un système sans pertes si l’inégalité (B.2) se vérifie et si ε = δ = ρ = 0, c’est-à-dire :

uTy ≥ ∂V

∂x
f(x, u)

– un système strictement passif en entrée s’il existe un ε > 0 ;

– un système strictement passif en sortie s’il existe un δ > 0 ;

– un système strictement passif en l’état s’il existe un ρ > 0 ;

Lemme B.1 (Kalman-Yakubovich-Popov (KYP)). Soit Z(s) = C(sI −A)−1B une matrice

de fonction transfert, où A est une matrice Hurwitz. La paire (A,B) est contrôlable et la

paire (A,C) est observable. En conséquence, Z(s) est réelle strictement positive (SPR) si et

seulement s’il existe une matrice symétrique définie positive P = P T et une matrice Q = QT ,

telles que :

ATP + PA = −Q (B.4)

BTP = C (B.5)
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Annexe C

Concepts sur la Stabilité Entrée-Etat

(Input-State Stability (ISS))

Ici nous allons exposer succinctement la notion de Stabilité Entrée-Etat (Input-State

Stability (ISS)). Le lecteur peut consulter par exemple [95], [96], pour plus de détail.

Considérerons un système dynamique modélisé par l’équation différentielle suivante :

ẋ = f(x, u) (C.1)

où x ∈ Rn, u ∈ Rp, f est continûment différentiable telle que f(0, 0) = 0.

De façon très générale, la propriété ISS signifie que dans un système non linéaire, quelles

que soient les conditions initiales, si les entrées futures sont petites, alors l’état du système

doit rester petit, c’est-à-dire :

u(.) bornée ⇒ x(.) borné

Afin de donner quelques définitions plus formelles, nous voyons tout d’abord quelques

concepts fondamentaux de la théorie de la stabilité [43] :

– une fonction f : R+ → R+ est une fonction de classe K si elle est continue et strictement

croissante, telle que f(0) = 0 ;

– une fonction f : R+ → R+ est une fonction de classe K∞ si elle est continue et

strictement croissante, telle que f(0) = 0 et lim
r→∞

f(r) = ∞ ;

– une fonction f : R+ × R+ → R+ est une fonction de classe KL si la fonction f(., t) à

l’instant t est une fonction de classe K et si pour toute r fixe elle est décroissante à

zéro lorsque t→∞ ;

– LE∞ est l’ensemble de fonctions essentiellement bornées sur tout intervalle [a, b] de R+

dans un espace métrique E.

Définition C.1. [96] Le système (C.1) est stable au sens entrée-état (ISS) par rapport à

l’entrée u s’il existe une fonction ζ de classe KL et un fonction ς de classe K telle que pour
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chaque x0 = x(t0) ∈ Rn et pour chaque entrée u ∈ Lm∞, la solution x(t) existe pour t ≥ 0 et

vérifie la condition

||x(t)|| ≤ ζ(||x0||, t− t0) + sup
s∈[t0,t]

ς(‖u(s)‖) (C.2)

pour chaque t ≥ 0.

Une fonction ς satisfaisant une telle inégalité est appelée gain du système.

Définition C.2. [96] Une fonction V : Rn → R+ est appelée une fonction de Lyapunov ISS

(ISS-Lyapunov Fonction) pour le système (C.1) s’il existe des fonctions αi (1 ≤ i ≤ 4) de

classe K∞ telles que :

α1(||x0||) ≤ V (x0) ≤ α2(||x0||) (C.3)

et
∂V (x0)

∂x
f(x0, u) ≤ −α3(||x0||) + α4(||u||) (C.4)

A partir de l’équation (C.4), sur les trajectoires du système (C.1), l’inégalité suivant est

accomplie :
V (x(t))

dt
≤ −α3(||x(t)||) + α4(||u(t)||) (C.5)

Nous pouvons voir qu’il existe une analogie entre l’inégalité (C.4) et celle de l’équation

(B.2). En termes de la théorie des systèmes dissipatifs (voir définition B.1), l’équation (C.4)

représente une inégalité de dissipation, avec une fonction d’emmagasinage V et un taux

d’énergie fournie w(u, x) = −α3(||x||) + α4(||u||).

Théorème C.1. [96] Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un système quelconque :

1. le système est stable ’entrée-état (ISS) ;

2. le système admet une fonction de Lyapunov ISS.

Théorème C.2 (Théorème du Petit gain [50]). Considérons un système constitué de sous-

systèmes reliés en “feedback” comme celui montré dans la figure C.1 :

ẋ1 = f(x1, d12, d1d) d21 = h(x1, d12, d1d)

ẋ2 = f(x2, d21, d2d) d12 = h(x2, d21, d2d)
(C.6)

où chaque sous-système est stable entrée-état de sorte que chaque sortie satisfait :

||d12|| ≤ max

{
ζ2(||x2||, t), sup

s∈[0,t]

ς21(‖d21(s)‖), sup
s∈[0,t]

ς2(‖d2d(s)‖)

}

||d21|| ≤ max

{
ζ1(||x1||, t), sup

s∈[0,t]

ς12(‖d12(s)‖), sup
s∈[0,t]

ς1(‖d1d(s)‖)

} (C.7)
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Si :

ς12 ◦ ς21(r) < r ∀r > 0 (C.8)

le système d’états (x1, x2) et d’entrées (d1d, d2d) est stable entrée-état.

Fig. C.1 – Sous-systèmes (ISS) reliés en feedback.
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Interface de l’observateur d’attitude

en temps réel

Afin de faire une estimation de l’attitude, les neuf mesures (3 gyromètres, 3

magnétomètres et 3 accéléromètres) sont obtenues avec une fréquence d’échantillonnage de

50 Hz (∆t = 0.02 sec) à partir de la centrale Microstrain [74]. L’observateur a été codé en

langage “C” et a été mis dans une DLL (Dynamic-Link Library). Cela permet l’utilisation

de l’algorithme pendant une analyse hors-ligne ou pendant un traitement en temps réel en

utilisant les plateformes MATLAB© Simulink© ou LabView©.

Les interfaces de l’algorithme en temps réel sur les plateformes MATLAB© Simulink© et

LabView© sont montrées dans les figures suivantes.
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Fig. D.1 – Observateur non linéaire d’attitude sur Simulink

Fig. D.2 – Estimation en temps réel de l’attitude (Simulink et Virtual reality)
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Fig. D.3 – Observateur non linéaire d’attitude sur LabView
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Résumé : 
Ce travail de thèse  porte sur  l’estimation de l’attitude et la commande bornée en attitude  d’un corps 
rigide.  L’application « mini  hélicoptère à quatre rotors » a été le support pour analyser les apports de 
nos approches. La première partie de cette thèse est consacrée à la description et la modélisation de 
l’hélicoptère à quatre rotors. Dans la deuxième partie, nous abordons le problème de l'estimation de 
l'attitude d'un corps rigide doté d’un ensemble de capteurs GAM (gyromètres, accéléromètres et 
magnétomètres). Nous proposons un observateur non linéaire afin de fusionner les différents types de 
mesures. Nous montrons que  la dynamique de l'erreur d'observation peut se décomposer en deux 
sous-systèmes passifs reliés en « feedback ».  Cette propriété est utilisée pour montrer que la  
dynamique de l'erreur d'observation est stable au sens Entrée-Etat (ISS) en considérant une 
perturbation comme l’entrée et l’erreur d’attitude comme l’état.  Une validation avec des données 
simulées et une implantation en temps réel montrent la capacité et les performances de l’approche 
proposée.  Dans la dernière partie de ce travail,  nous établissons une loi de commande bornée pour la 
stabilisation globale en attitude d'un corps rigide. Dans le schéma proposé,  l’attitude est paramétrisée 
par le quaternion et la loi de commande est basée sur des fonctions de saturation imbriquées.   La loi 
de commande permet de respecter des contraintes liées à la vitesse angulaire. De plus, la stabilité du 
système en boucle fermée est indépendante des paramètres inertiels du système. La caractéristique 
principale de l'approche proposée est son extrême simplicité qui autorise son  implantation sur des 
systèmes embarqués où les capacités de calcul sont réduites. Ce résultat est ensuite étendu du corps 
rigide à l’hélicoptère à quatre rotors. Finalement, la loi de commande et l’observateur non linéaire sont 
implantés en temps réel et la stabilisation en attitude  de l’hélicoptère est réalisée.   
 
Mots clefs : attitude, hélicoptère à quatre rotors, observation non linéaire, SVD,  projection, passivité, 
stabilité ISS, capteurs MEMS, commande non linéaire, fonctions de saturation imbriquées.  
 
 
 

Attitude estimation and bounded attitude control of a rigid body: application on four-
rotor helicopter 

Abstract : 
This PhD. thesis deals with the attitude estimation and the bounded attitude stabilisation of a rigid 
body.  The application to the four-rotor helicopter was the support to analyze the contributions of our 
approaches. The first part of this work is devoted to the description and the modelling of the four-rotor 
helicopter.  The second part of this report deals with the problem of  attitude estimation of a rigid body 
equipped with a group of GAM sensors (rate gyros, accelerometers and magnetometers).  A nonlinear 
observer is proposed in order to fuse all the information sources.  It is shown then that the error 
dynamics can be broken up into two passive subsystems connected in "feedback". This property is 
used to show that the error dynamics is input-to-state stable (ISS) when the measurement disturbance 
is considered as the input and the error state as the state.  The stability, convergence and robustness are 
confirmed in simulation and in a real-time application.  The last part of this work presents the global 
stabilization of a rigid body by means of a bounded quaternion-based feedback control. In addition to 
input bounds, the nonlinear control takes into account the slew rate limits. The proposed control 
scheme is generic and can be applied to all systems falling in the framework of rigid bodies. 
Furthermore, its extreme simplicity is particularly suitable for embedded implementation. Because  the 
control law is model- independent, it is robust towards inertial matrix uncertainty.  It is also shown 
that the control strategy can be applied to attitude stabilization of a four-rotor mini-helicopter despite 
gyroscopic effects that are not present in the rigid body framework. Several real-time experiments 
have been performed on a real mini-helicopter in order to show the effectiveness of the proposed 
control approach together with the proposed non linear observer. 
 
Key words: attitude, four-rotor helicopter, nonlinear observers, SVD, projection, passivity, stability 
ISS, sensors MEMS, nonlinear control, saturation functions, embedded saturation functions. 
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