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Introduction

Le but de ce travail est l’étude de certaines propriétés de la catégorie des
représentations de dimension finie de la super algèbre de Lie gl(m, n).

Notons F la catégorie des modules de dimension finie sur une super
algèbre de Lie sur lesquels une sous-algèbre de Cartan agit de manière dia-
gonalisable, contrairement à ce qui se passe dans le cas des algèbres de Lie
semi-simples, cette catégorie n’est pas semi-simple. La question de trouver
le caractère des représentations irréductibles de dimension finie de gl(m, n)
est longtemps restée ouverte. En 1996 ([Ser96]), Vera Serganova a donné
une solution à ce problème. En 2003, Brundan ([Bru03] a également apporté
une réponse, par des méthodes totalement différentes, en utilisant le groupe
quantique associé à gl∞.

Pour certaines super algèbres de petit rang, la catégorie F est bien com-
prise : c’est le cas de sl(1, 2) (Germoni, [Ger97]) et de osp(3, 2) (Gruson,
[Gru03]).

Les chapitres 2 et 4 de cette thèse sont consacrés à la catégorie F de
gl(2, 2).

Les formules de caractères de Serganova et de Brundan sont écrites
comme des sommes infinies, dont on sait a priori qu’elles sont finies. Pour
avoir une formule des caractères de longueur finie, et donc plus propice
aux calculs, on décompose les gl(2, 2)-modules simples de dimension finie
en gl(2) × gl(2)-modules simples (théorème 2.4.1). Pour ce faire, on regarde
d’abord ces décompositions pour une classe de modules indécomposables
(dont les modules simples sont des quotients) appelés les modules de Kac
(proposition 2.3.2).

Pour connaître F , on veut comprendre qui sont ses modules projectifs
indécomposables : les suites de composition de Loewy de ces modules sont
données dans la proposition 4.1.7. De plus, on veut connaître les morphismes
entre ces modules projectifset leur composition d’après [Gab62], chap. I,
prop. 14, la connaissance de la sous-catégorie pleine de F formée des objets
projectifs permet de reconstituer F . Toutefois, on ne connaît pas entièrement
la composition des morphismes, qui fait l’objet d’une conjecture en fin de
chapitre.

Benkart, Kang et Kashiwara, en 2000 [BKK00], ont introduit le groupe
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quantique asocié à gl(m, n) et construit des bases cristallines pour une ca-
tégorie de modules, dont les simples sont des facteurs directs de puissances
tensorielles de la représentation standard.

Dans le chapitre 3, on construit des bases cristallines pour un ensemble
plus large de représentations.

Les chapitres 2,3 et 4 disposent chacun d’une introduction détaillée.



Chapitre 1

Contexte et notations

1
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1.1 Construction de la super-algèbre de Lie gl(m, n)

Dans l’ensemble de ce travail, le corps de base est le corps C des nombres
complexes, sauf mention explicite du contraire. Soient m et n deux entiers
strictement positifs, on définit la super-algèbre de Lie (sur C) g = gl(m, n) :
on considère l’ensemble des matrices (m + n) × (m + n) de la forme :
(

A B

C D

)

, où A ∈ glm(C), D ∈ gln(C), B ∈ Hom (Cn, Cm) , C ∈ Hom (Cm, Cn)

muni de la Z/2Z-graduation suivante :

g0 =

{(

A 0

0 D

)

, A ∈ glm(C), D ∈ gln(C)

}

,

g1 =

{(

0 B

C 0

)

, B ∈ Hom (Cn, Cm) , C ∈ Hom (Cm, Cn)

}

.

On définit alors un crochet de Lie sur g pour tous éléments homogènes u et
v (c’est-à-dire u est dans gp(u) et v dans gp(v)) par

[u, v] := uv − (−1)p(u)p(v)vu,

que l’on prolonge par bilinéarité. Ce crochet est super-anti-symétrique et vé-
rifie la version Z/2Z-graduée de l’identité de Jacobi (c’est-à-dire pour tout
u, v, w homogène dans g on a [u, [v, w]] + (−1)p(u)(p(v)+p(w)) [v, [w, u]] +

(−1)p(w)(p(u)+p(v)) [w, [u, v]] = 0).

Remarque 1.1.1.
La super-algèbre de Lie gl(m, n) peut aussi se construire en prenant un super-
espace-vectoriel V = V0 ⊕ V1 (avec dimV0 = m et dimV1 = n, on notera
sdim V = m+εn où sdim V est la super-dimension de V et ε est une variable
formelle de carré 1) et en munissant End(V ) d’une Z/2Z-graduation :

End(V )0 =
{

u ∈ End(V ) / u
(

Vi

)

⊂ Vi , i ∈ Z/2Z
}

,

End(V )1 =
{

u ∈ End(V ) / u
(

Vi

)

⊂ Vi+1 , i ∈ Z/2Z
}

,

avec le super-crochet [x, y] = x ◦ y− (−1)p(x)p(y)y ◦x (pour x et y homogènes
de parité p(x) et p(y), étendu par bilinéarité). Le choix de bases de V0 et de
V1 permet d’identifier cette super-algèbre de Lie (que l’on note gl(V )) avec
gl(m, n).

On remarque que g0 est l’algèbre de Lie réductive glm(C) × gln(C). De
plus g1 est un g0-module.
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1.2 Représentations de g

Définition 1.2.1.
Soit M = M0 ⊕ M1 un espace vectoriel Z/2Z-gradué. La donnée d’un mor-
phisme de super-algèbres de Lie ρ : g → gl(V ) munit M d’une structure de
g-module. On dit aussi que ρ est une représentation de g sur M (ou que M
est une représentation de g).

Définition 1.2.2.
Une représentation non nulle M sera dite simple (ou irréductible) si elle
n’admet pas de sous-représentation non triviale.

Une représentation M telle qu’il existe des sous-représentations irréduc-
tibles Mi pour i allant de 1 à s telles que M = M1 ⊕ . . . ⊕ Ms sera dite
semi-simple (ou complètement réductible).

Un module que l’on ne peut pas décomposer en somme directe de modules
non triviaux sera dit indécomposable.

Remarque 1.2.3.
Les modules irréductibles sont indécomposables, cependant (contrairement au
cas des représentations de glk(C) où le centre de glk(C) agit de manière
diagonalisable) il existe des modules indécomposables qui ne sont pas irre-
ductibles.

Définition 1.2.4.
Soit M une représentation de g, on appelle suite de composition de M une
suite (M0, ..., Ms) de sous-g-modules de M tel que {0} = Mn ⊂ . . . ⊂ M1 ⊂
M0 = M . Si de plus les g-modules quotients Mi/Mi+1 sont simples, on par-
lera de suite de composition de Jordan-Hölder.

Remarque 1.2.5.
Soit (M, ρ) un g-module, alors en restreignant ρ à g0, M a aussi une struc-
ture de g0-module.

1.3 Supertrace et forme de Killing

Sur g (resp. End(g)) on définit la supertrace par :

str(

(

A B

C D

)

) = tr(A) − tr(D).
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Cette supertrace nous permet de définir une forme bilinéaire sur g, B(a, b) =
str(a.b) appellée forme de Killing.

Proposition 1.3.1. [Kac77b]
La forme bilinéaire B est :

(i) cohérente, ie. B(a, b) = 0 pour tout couple (a, b) d’éléments homogènes
de g, a pair et b impair,

(ii) supersymétrique, ie. B(a, b) = (−1)p(a)p(b)B(b, a) pour tout couple
(a, b) d’éléments homogènes de g,

(iii) invariante, ie. B([a, b], c) = B(a, [b, c]) pour tout a, b et c dans g,

(iv) non dégénérée sur g.

1.4 Système de racines

Soit h l’ensemble des matrices diagonales, c’est une sous-algèbre de Car-
tan de g0, on dira aussi que c’est une sous-algèbre de Cartan de g. On re-
marque que h contient le centre de dimension 1 de g (et le centre de dimension
2 de l’algèbre de Lie g0).

La restriction à h de la forme bilinéaire B reste non dégénérée, on en
déduit un produit scalaire non dégénéré < ·, · > sur h?.

Définition 1.4.1.
Une représentation M est dite h-diagonalisable si :

M =
⊕

λ∈h?

Mλ,

où :

Mλ = {v ∈ M / hv = λ(h)v, ∀h ∈ h} .

La représentation adjointe étant h-diagonalisable, on a la décomposition :

g =
⊕

α∈h?

gα,
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où
gα = {g ∈ g, [h, g] = α(h)g ∀h ∈ h} .

Ceci nous permet de définir ce qu’on appelle le système de racines ∆ de
g comme étant l’ensemble des α ∈ h? non nuls et tels que gα est non trivial.

La sous-algèbre de Cartan h étant une sous-algèbre de Cartan de l’al-
gèbre de Lie g0, on peut voir ∆ comme la réunion de ∆0 et de ∆1, où ∆0

est le système de racines (au sens de Bourbaki) de l’algèbre de Lie réductive
g0 et où ∆1 est l’ensemble des poids du g0-module g1.

Soit {ε1, . . . , εm, δ1, . . . , δn} la base standard de h? (ie. pour H ∈ h,
H = Diag(h1, . . . , hm+n) on a εi(H) = hi et δj(H) = hm+j pour tout i
entre 1 et m et pour tout j entre 1 et n).

On a :

∆0 = {±(εi − εj), 1 ≤ i, j ≤ m} ∪ {±(δi − δj), 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j} ,

∆1 = {± (εi − δj) , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} .

De plus, on peut remarquer que pour 1 ≤ i, j ≤ m, on a < εi, εj >= δij ,
que pour 1 ≤ i, j ≤ n, on a < δi, δj >= −δij et que pour 1 ≤ i ≤ m et
1 ≤ j ≤ n, on a < εi, δj >= 0, où δij est le symbole de Kronecker. Les
racines impaires sont donc toutes isotropes.

Remarque 1.4.2.
On peut également munir g d’une Z-graduation de longueur 3 compatible
avec la Z/2Z-graduation :

g0 = g0,

g+1 =

{(

0 B

0 0

)

, B ∈ Hom (Cn, Cm)

}

,

g−1 =

{(

0 0

C 0

)

, C ∈ Hom (Cm, Cn)

}

.

Soit b l’ensemble des matrices triangulaires supérieures, si on note b0 la
sous-algèbre de Borel de g0 composée des matrices triangulaires supérieures
par blocs, on a b = b0 ⊕ g+1. On dira que b est la sous-algèbre de Borel
distinguée de g (correspondant à b0), elle a été introduite dans [Kac77b].
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Elle correspond à choisir comme racines positives les racines positives de ∆0

qui correspondent au choix de b0, et les poids du g0-module g+1. On a alors :

∆+ = ∆+
0 ∪ ∆+

1 ,

∆+
0 = {εi − εj , 1 ≤ i < j ≤ m} ∪ {δi − δj , 1 ≤ i < j ≤ n} ,

∆+
1 = {εi − δj , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} .

Les racines simples sont :

{ε1 − ε2, . . . , εm−1 − εm, εm − δ1, δ1 − δ2, . . . , δn−1 − δn}

Soit W le groupe de Weyl de g0 : c’est Sm × Sn.

Remarque 1.4.3.
Dans le cas des algèbres de Lie réductives, les sous-algèbres de Borel conte-
nant une sous-algèbre de Cartan fixée sont deux-à-deux conjuguées par le
groupe de Weyl. Ce n’est plus le cas dans ce contexte, mais le nombre de
classes de conjugaison est fini.

Définition 1.4.4. Soit ρ = ρ0 − ρ1, où ρ0 =
1

2

∑

α∈∆+
0

α et ρ1 =
1

2

∑

α∈∆+
1

α.

On remarque que :

ρ0 =
1

2





i=m
∑

i=1

(m − 2i + 1)εi +

i=n
∑

j=1

(m − 2j + 1)δj



 ,

et que

ρ1 =
1

2



n
i=m
∑

i=1

εi − m
i=n
∑

j=1

δj



 .

On peut faire agir le groupe de Weyl de deux manières sur l’ensemble des
poids, soit par l’action usuelle (notée w(λ)), soit par l’action tordue (notée
w · λ) qui est définie par w · λ = w(λ + ρ) − ρ.

Définition 1.4.5. Soit Λ (resp. Λ+) l’ensemble des poids entiers (resp. en-
tiers dominants), ce sont ceux qui le sont pour g0, c’est-à-dire les poids λ ∈ h?

tel que < λ, α > est dans Z (resp. dans N) pour tout α dans ∆0. Pour λ et µ
dans Λ+, on dit que λ est inférieur à µ (noté λ ≤ µ) si µ−λ est une combi-
naison linéaire à coefficients positifs de racines positives. Il est à remarquer
qu’il existe une infinité de poids dominants plus petits qu’un poids dominant
fixé.
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Pour λ ∈ h?, on écrira λ = (a1, . . . , am|b1, . . . , bn) à la place de : λ =
a1ε1 + . . .+amεm + b1δ1 + . . .+ bnδn. Avec cette notation un poids entier do-
minant est un poids λ = (a1, . . . , am|b1, . . . , bn) tel que ai ≥ ai+1 et bj ≥ bj+1

pour tous les i et j possibles.

Remarque 1.4.6.
Pour faciliter les calculs on peut remarquer que ρ = ρ′ − m+n+1

2

�
avec ρ′ =

(m, . . . , 2, 1| − 1,−2, . . . ,−n) et
�

= (1, . . . , 1| − 1, . . . ,−1) et utiliser ρ′ en
lieu et place de ρ, en effet pour tout w dans W on a w(

�
)−
�

= 0 et pour tout
i, j on a (
�
, εi−δj) = 0, et donc pour tout λ on a w(λ+ρ)−ρ = w(λ+ρ′)−ρ′

et (λ + ρ′, εi − δj) = (λ + ρ, εi − δj). Notons que Brundan ([Bru03]) utilise
la notation ρ pour notre ρ′.

1.5 Algèbre enveloppante

Définition 1.5.1.
Soit g une super-algèbre de Lie, on note T (g) son algèbre tensorielle.

Soit I l’idéal de T (g) engendré par les x⊗y− (−1)p(x)p(y)y⊗x, pour x et
y homogènes dans g, alors l’algèbre symétrique S(g) est le quotient de T (g)
par I.

Soit J l’idéal de T (g) engendré par les x⊗ y − (−1)p(x)p(y)y ⊗ x− [x, y],
pour x et y homogènes dans g, alors l’algèbre enveloppante U(g) est le quo-
tient de T (g) par J .

Remarque 1.5.2.

1. On a S(g) = S(g0) ⊗ Λ(g1).

2. On peut munir S(g) d’une graduation sur N :

Sn(g) =
n

⊕

k=0

Sk(g0) ⊗ Λn−k(g1).

3. On a un morphisme j canonique de g dans U(g) (c’est la composition
de l’injection de g dans l’algèbre tensorielle de g par la surjection sur
U(g)).

Proposition 1.5.3. Propriété universelle de l’algèbre enveloppante.
Pour tout f : g → A morphisme de super-algèbre de Lie (au sens f([x, y]) =
f(x)f(y) − (−1)p(x)p(y)f(y)f(x) pour tous xet y homogènes dans g), où A
est une algèbre associative, alors f se factorise de manière unique par U(g),
c’est-à-dire f = f ◦ j où f est un morphisme d’algèbres associatives.
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Théorème 1.5.4. Poincaré-Birkhoff-Witt
Soient g une super-algèbre de Lie sur un corps K contenant Q, (xi)i=1...p

(resp. (yj)j=1...q) une base de sa partie paire (resp. impaire). Alors une base
de U(g) est donnée par :

xk1
1 . . . x

kp
p yl1

1 . . . y
lq
q avec ki ∈ N et lj ∈ {0, 1}.

1.6 Construction de représentations à plus haut poids

Soit n+ (resp. n−) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes
(resp. triangulaires inférieures strictes), on a alors les décompositions :

g = n− ⊕ h ⊕ n+,

b = h ⊕ n+.

Définition 1.6.1.
Soit V un g-module on dit que c’est un module de plus haut poids λ ∈ h?

s’il existe vλ ∈ V non nul tel que :

• n+vλ = 0.

• hvλ = λ(h)vλ pour tout h ∈ h.

• U(g)vλ = V.

Dans ce cas, vλ est appelé vecteur de plus haut poids de V .

Remarque 1.6.2.

(i) Les modules de plus haut poids sont h-diagonalisables, c’est-à-dire :

V =
⊕

λ∈h?

Vλ où Vλ = {v ∈ V / hv = λ(h)v, ∀h ∈ h}, et il en est de

même pour ses sous-modules et ses quotients.

(ii) On peut aussi définir les vecteurs générateurs, ce sont les v ∈ V tel
que U(g)v = V .

(iii) Si un vecteur v vérifie les deux premiers points de la définition 1.6.1
on dit que c’est un vecteur primitif. Il engendre alors un sous-module
de V à plus haut poids.
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Soit λ dans h? entier, et soit Cλ le caractère de h étendu trivialement à
n+, ce qui en fait un b-module. On définit le module de Verma de plus haut
poids λ par :

Mλ = Ind
U(g)
U(b)Cλ

C’est un g-module qui admet un unique sous-module maximal, on note
Lλ son unique quotient simple, c’est le g-module simple de plus haut poids λ.

Soit λ dans h? entier dominant, notons Lλ(g0) le g0-module simple de
plus haut poids λ (il est de dimension finie). On garde la même notation
lorsqu’on l’étend trivialement à g+1. On définit le module de Kac de plus
haut poids λ par :

Kλ = Ind
U(g)
U(g0⊕g+1)

Lλ(g0).

L’algèbre enveloppante de g−1 est isomorphe (comme C-algèbre) à l’algèbre
extérieure de g−1 (qui est de dimension finie), et donc en faisant l’induction
on obtient un module de dimension finie. Le module simple Lλ est un quotient
de Kλ. De plus Kλ est isomorphe, en tant que g0-module, à Λ(g−1)⊗Lλ(g0).

Le centre de g agit par un scalaire sur chaque module indécomposable.
Notons que le g module simple de plus haut poids (a, . . . , a| − a, . . . ,−a)
correspond donc toujours à un module de dimension 1, qui diffère du module
trivial par l’action du centre.

1.7 Caractère infinitésimal

Remarque 1.7.1.
Soit λ un poids entier dominant, le lemme de Schur implique que le centre
Z(g) de U(g) agit par un scalaire sur Mλ (et tous ses modules quotients), ce
qui permet de définir le caractère infinitésimal χλ : Z(g) → C.

Remarque 1.7.2.
Soit z ∈ Z(g) alors on a une décomposition z = uz +

∑

u−
i u0

i u
+
i avec uz, u0

i

dans U(h) et u±
i dans U(n±).

Soit le morphisme β : U(g)0 → S(h) (où U(g)0 désigne les éléments
de poids 0 de U(g)), z 7→ u0

z (c’est la projection sur S(h) parallèlement à
n−U(g) + U(g)n+).

Soit α : C[h?] → C[h?] défini par α(P (λ)) = P (λ − ρ). On définit

HC : Z(g) → S(h)W ,

c’est la restriction à Z(g) de α ◦ β : c’est le morphisme de Harish-Chandra.
Dans le cas d’une algèbre de Lie semi-simple complexe c’est un isomor-
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phisme. Attention dans le cas d’une super-algèbre de Lie ce n’est en général
pas le cas (cf. théorème 1.7.3).

Théorème 1.7.3. [Ser87][Ser88][Kac84]
Soit g la super-algèbre de Lie gl(m, n) et soit HC : Z(g) → S(h)W l’homo-
morphisme de Harish-Chandra. On a alors :

Im(HC) = {f ∈ S(h)W tel que ∀λ ∈ h? avec Aλ 6= ∅

on a f(λ + tα) = f(λ) ∀α ∈ Aλ,∀t ∈ C},

où
Aλ =

{

α ∈ ∆+
1 , < λ + ρ, α >= 0

}

.

Remarque 1.7.4.
En particulier le centre de l’algèbre enveloppante n’est pas un anneau de po-
lynômes pour gl(m, n).

De plus contrairement au cas des algèbres de Lie réductives, comme le
montre le théorème 1.9.5 (c’est la proposition 2.6 de [Kac77a]), le caractère
infinitésimal ne sépare pas nécessairement les poids dominants.

1.8 Caractères des représentations

Définissons comme dans [Ser96] l’anneau des caractère Ch (c’est un sous-
anneau de Z[ε, (eµ)µ∈Λ]) par :

Ch :=







∑

µ∈h?

aµeµ, aµ ∈ Z[ε], aµ = 0 sauf pour un nombre fini de µ







.

Définition 1.8.1.
Soit V une représentation de dimension finie h-diagonalisable de g, et telle
que pour tout µ dans h? on ait dim Vµ < ∞. On dit d’une telle représentation
qu’elle possède un caractère. On définit alors le caractère ch V de V comme
étant l’élément de Ch donné par :

chV =
∑

µ∈h?

(sdim Vµ)eµ

Proposition 1.8.2.
Soient V et W deux représentations de g possèdant un caractère, on a alors :

ch(V ⊕ W ) = (ch V ) + (ch W ),

ch(V ⊗ W ) = (ch V ).(ch W ).
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Exemple 1.8.3.
Le module de Kac étant un module induit, on connaît son caractère puisqu’on
connaît le caractère des g0-modules :

ch Kλ = (ch Λ(g−1))(ch Lλ(g0)).

De plus, en utilisant la formule des caractères de Weyl pour l’algèbre de Lie
réductive g0 on a :

ch Kλ =
N

D

∑

w∈W

sgn(w)ew(λ+ρ)−ρ,

où on a posé :

D :=
∏

α∈∆+
0

(1 − e−α),

N :=
∏

α∈∆+
1

(1 + εe−β).

1.9 Typicité

Définition 1.9.1. [Kac77b]
Un poids λ ∈ h? dominant est dit typique si < λ + ρ, α > 6= 0 pour tout α
dans ∆1, sinon on dit qu’il est atypique

De plus si λ est typique (resp. atypique) on dira que le module simple Lλ

est typique (resp. atypique).

Définition 1.9.2.
Soit λ un poids entier dominant, on pose :

Aλ :=
{

α ∈ ∆+
1 / < λ + ρ, α >= 0

}

,

alors on appelle degré d’atypicité le cardinal de Aλ, et on le note ]λ.

Un poids est typique si son degré d’atypicité est 0.

Théorème 1.9.3. [Kac84][Ser87]
Soient λ un poids entier dominant et µ un poids entier. On a alors :

χλ = χµ si et seulement si λ ∼ µ,
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où ∼ est la relation d’équivalence engendrée par λ ∼ w · λ pour tout w dans
W , et par λ ∼ λ + α pour tout α dans ∆+

1 tel que < λ + ρ, α >= 0.

Si µ est dominant on a ]λ = ]µ. Si µ n’est pas dominant on définit son
degré d’atypicité comme étant celui de λ.

Définition 1.9.4.
Soit χ un caractère de Z(g), on dira que c’est un caractère infinitésimal do-
minant si il existe λ ∈ Λ+ tel que χ = χλ.

On définit le degré d’atypicité ]χ de χ comme étant le degré d’atypicité
de λ.

Théorème 1.9.5. [Kac77a][Kac78]
Soit λ un poids entier dominant, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) λ est typique,

(ii) pour tout µ dans h? tel que χλ = χµ il existe w dans W tel que
µ + ρ = w(λ + ρ),

(iii) L(λ) = K(λ),

(iv) K(λ) est un g-module irréductible.

1.10 Catégorie F

Soit F la catégorie des g-modules de dimension finie.

Soit χ un caractère infinitésimal dominant, et Fχ la sous-catégorie pleine
de F constituée des modules ayant χ comme caractère infinitésimal. On a :

F =
⊕

χ

Fχ

Les catégories Fχ sont appellées les blocs de F .D’après le théorème
1.9.3 tous les modules d’un bloc ont le même degré d’atypicité. De plus,
si g = gl(k, k), il existe un unique bloc possédant le degré d’atypicité maxi-
male (qui est k, on l’appelle le bloc maximalement atypique de F , et on le
note Fχ0 (car il contient le module trivial).
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Proposition 1.10.1. [Ser98]
On a une équivalence de catégorie entre deux blocs Fχ1 et Fχ2 si et seulement
si ]χ1 = ]χ2.

Remarque 1.10.2.
Les blocs typiques sont bien connus, en effet si on note F0

λ la catégorie des
g0-modules de dimension finie dont tous les sous-quotients irréductibles sont
isomorphes à Lλ(g0) pour λ typique, on définit des foncteurs Ind et Inv par :

IndM = Ind
U(g)
U(g0⊕g+1)

M et Inv N = Ng+1
=

{

n ∈ N, g+1.n = 0
}

où M est un g0-module étendu trivialement sur g+1 et M un g-module. Ces
deux foncteurs donnent une équivalence de catégorie entre Fχ et F0

λ pour
χ = χλ avec λ ∈ Λ+ typique.

De plus, si on note z le centre (de dimension deux) de g0 cette catégorie
est aussi équivalente (via M 7→ Homg0(M, Lλ(g0)) et N 7→ N ⊗C Lλ(g0)) à
la catégorie des z-modules nilpotents de dimension finie.

Remarque 1.10.3.
Dans [Ser98], Serganova donne une équivalence de catégories entre le bloc
Fχ et le bloc Fχ0(gl(k, k)) (le bloc maximalement atypique de gl(k, k)), pour
tout caractère infinitésimal dominant χ de gl(m, n) de degré d’atypicité k.

Nous explicitons des propriétés de F dans le chapitre 4.
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Introduction

On utilise les notations du chapitre 1.
En 1996, Serganova (dans [Ser96]) démontre une formule des caractères

pour les modules simples de la super-algèbre de Lie gl(m, n). Pour cela elle
calcule, grâce à des polynômes de Poincaré, les multiplicités des modules
simples dans des suites de compositions de modules de Kac, puis grâce à une
inversion formelle, elle donne une formule des caractères. De même que la for-
mule démontrée (de manière très différente) en 2003 par Brundan ([Bru03]),
elle consiste en une somme infinie, et n’est pas propice aux calculs.

Un gl(m, n)-module est, par restriction, un glm × gln-module, il est donc
complètement réductible par rapport à cette algèbre de Lie réductive. La
connaissance de cette décomposition, combinée avec une formule des carac-
tères des modules simples de cette algèbre de Lie (par exemple la formule des
caractères de Weyl) nous donne une formule des caractères de longueur finie.
De plus si on choisit une formule des caractères de type combinatoire (avec
des tableaux de Young par exemple), on obtient une formule des caractères
de type combinatoire.

Si on prend λ un poids entier dominant, le module de Kac correspondant
Kλ est un module induit, on connait donc son caractère, grâce aux lemmes
2.2.5 et 2.2.4, on a :

chKλ =
∑

I⊂∆+
1

λIrégulier

ε]I sgn(wI) ch LwI ·λI
(g0)

où λI = λ −
∑

β∈I β est dit régulier s’il existe wI dans le groupe de Weyl
W de g tel que wI · λI (· désigne l’action tordue par ρ) soit dominant et où
chLwI ·λI

(g0) est le caractère du glm × gln-module simple de dimension finie
de plus haut poids wI · λI .

On montre pour gl(2, 2) (lemme 2.3.1), que si, dans cette somme, un des
wI est de signature −1 alors il existe un ensemble J (avec le même cardinal
que I) tel que wJ soit de signature 1 et que wI ·λI = wJ ·λJ , ce qui fait que
les facteurs correspondants se compensent.

La connaissance explicite de ces couples (I, J) donne la g0-décomposition
de Kλ (proposition 2.3.2).

Le module simple Lλ est l’unique quotient simple de Kλ, sa g0-décomposition
est donc extraite de celle de Kλ. Si on note ΠKλ

l’ensemble des poids λI de
la g0-décomposition de Kλ, alors on peut montrer que (théorème 2.4.1) :

chLλ =
∑

λI∈ΠKλ
I t.q. ∀β∈I <λ+ρ,β> 6=0

ε]I chLλI

(

g0

)
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Si λ est typique alors Kλ = Lλ, si λ est simplement atypique on connait
une formule des caractères pour Lλ (c’est la formule de Bernstein et Leites,
[BL80]), et on peut retrouver la g0-décomposition de manière similaire à celle
de Kλ. Pour un poids doublement atypique on utilise les suites de composi-
tions des modules de Kac données par Serganova (rappelées dans le théorème
2.1.2) pour démontrer cette formule par récurrence sur l’éloignement du poids
par rapport aux murs définis par l’action du groupe de Weyl.

En corollaire on obtient qu’un module simple, qui n’est pas de dimension
1, de plus haut poids λ (i.e. n’est pas de la forme (a, a| − a− a) ) de gl(2, 2)
vérifie la formule des caractères de Bernstein et Leites.

On rappelle dans un premier temps le résultat de Serganova. On cal-
cule ensuite la g0-décomposition des modules de Kac, puis celle des modules
simples.

2.1 Suite de composition des modules de Kac

Rappelons les résultats de Serganova sur la formule des caractères. En
premier lieu, elle calcule la multiplicité [Kλ : Lµ] du module simple de plus
haut poids µ dans une suite de composition de Jordan Hölder du module
de Kac de plus haut poids λ, que nous noterons aλ,µ. D’un autre côté les
modules simples admettent des résolutions (analogues à celle de Bernstein,
Gelfand et Gelfand, mais de longueur infinie dans le cas atypique) par des
modules qui ont des filtrations dont les quotients sont des modules de Kac,
ce qui permet d’avoir une formule du type :

ch Lλ =
∑

µ≤λ

bλ,µ chKµ.

Les matrices A = (aλ,µ) et B = (bλ,µ) sont triangulaires et inverses l’une de
l’autre.

Serganova introduit dans [Ser96] les polynômes de Kazhdan-Lusztig :

Kλ,µ(q) =
∞

∑

i=0

[Hi(g
−1; Lλ) : Lµ(g0)]q

i.

En passant à la caractéristique d’Euler,on obtient que le coefficient bλ,µ

est l’évaluation en −1 du polynôme Kλ,µ.

Pour pouvoir énoncer les théorèmes de Serganova qui donnent ces coeffi-
cients, nous avons besoin d’un peu plus de matériel et de notations :
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Notons K[F ] le groupe de Grothendieck de la catégorie F , c’est le Z-
module libre ayant pour base les classes d’isomorphismes [Lµ] des g-modules
simples, h-diagonalisables et de dimension finie. Soit q une indéterminée. Soit
enfin H le C[q, ε]-module libre de base {Tλ}λ∈Λ+ indexée par les poids entiers
dominants. Définissons alors par récurrence des opérateurs σα :

Définition 2.1.1.
Soit α ∈ ∆+

1 , pour µ ∈ Λ, on note rkWµ le rang du stabilisateur de µ dans
W (rang comme groupe de Coxeter),

l(µ, α) := rk(Wµ−ρ) − rk(Wµ−α ∩ Wµ)

et, pour un polynôme de Laurent P en q, [P (q)]+ sa partie polynômiale de
degré strictement positif.

On définit l’opérateur σα sur H par :

(i) σα(Tλ) = 0 si < λ, α > 6= 0.

(ii) σα(Tλ) = ε[ql(λ,α)−1σα(Tλ−α)]+εqTλ−α si < λ, α >= 0.

(iii) Si < λ, α >= 0 et si λ et α sont dans la même chambre alors σα(Tλ) =
εqTλ−α.

On définit l’opérateur C[q, ε]-linéaire Ξ : H → C[q] ⊗ K[F ] par Ξ(Tλ) =
[Lλ̃−ρ] si λ̃ − ρ ∈ Λ+ et Ξ(Tλ) = 0 sinon, où on a noté λ̃ le W -conjugué
dominant de λ.

Ceci nous permet de définir les opérateurs s̃α et sα de C[q] ⊗ K[F ] et
K[F ] respectivement par s̃α[Lλ] = Ξ(σα(Tλ + ρ)), sα étant l’évaluation en
q = −1 de s̃α.

Le théorème de 2.2 de [Ser96], permet de calculer les suites de composition
de Jordan-Hölder des modules de Kac et donc de calculer les coefficients
aλ,µ, un algorithme pour calculer explicitement ces coefficients est d’ailleurs
présent dans l’article de Serganova. Dans [Gru06], Caroline Gruson a donné,
dans le cas maximalement atypique de gl(k, k), un algorithme utilisant des
diagrammes de Young.

Théorème 2.1.2. [Ser96]
On a la relation suivante dans K[F ] :

[Kλ] = (
←
∏

α∈∆+
1

(1 − sα))[Lλ],
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où l’ordre du produit est compatible avec l’ordre partiel ≥ sur ∆+
1 .

Soit ψ l’application Z[ε]-linéaire de K[F ] dans l’anneau des caractères
Ch définie par ψ[Lλ] := chKλ. On a alors, via une inversion formelle du
théorème précédent, une formule des caractères :

Théorème 2.1.3. [Ser96]
Pour un poids entier dominant λ,

ch Lλ = ψ






(

→
∏

α∈∆+
1

(

1 − sα)−1
)

[Kλ]







où l’ordre du produit est compatible avec l’ordre partiel ≤ sur ∆+
1 .

Cependant, cette formule est de longueur infinie (en effet (1 − sα)−1 =
1 + sα + s2

α + . . .), il est donc assez compliqué de calculer explicitement les
coefficients bλ,µ de la formule des caractères.

Comme cela est remarqué dans [Gru06], dans le cas d’un poids entier
dominant maximalement atypique de gl(k, k) qui est loin des W -murs, la
formule du théorème 2.1.2 peut s’écrire plus facilement :

Remarque 2.1.4.
Les poids dominants maximalement atypiques de gl(k, k) sont de la forme
λ = (a1, . . . , ak|−ak, . . .−a1). On suppose de plus la condition (d’éloignement
des W -murs) ai − ai+1 ≥ 2 pour tout i entre 1 et k − 1. On a alors, si on
pose αi = εk−i+1 − δi pour i allant de 1 à k :

[Kλ] = [Lλ] + ε
∑

1≤i≤k

[Lλ−αi
] +

∑

1≤i<j≤k

[Lλ−αi−αj
] + . . . + εk[Lλ−

Pk
i=1 αi

]

Exemple 2.1.5.
Prenons, pour gl(2, 2), un poids entier dominant maximalement atypique
(a, b| − b,−a) (que l’on notera (a, b)).

Si a = b on a :

[K(a,a)] = [L(a,a)] + ε[L(a,a−1)] + [L(a−2,a−2)]

Si a = b + 1 on a :

[K(a+1,a)] = [L(a+1,a)] + ε[L(a,a)] + ε[L(a+1,a−1)] + ε[L(a−1,a−1)] + [L(a,a−1)]

Sinon (i.e. si a ≥ b + 2) :

[K(a,b)] = [L(a,b)] + ε[L(a−1,b)] + ε[L(a,b−1)] + [L(a−1,b−1)]
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2.2 Quelques lemmes préliminaires pour gl(m, n)

Définition 2.2.1.
Pour λ ∈ h? on définit :

φW (λ) =
1

D

∑

w∈W

sgn(w)ew(λ+ρ)−ρ,

φK(λ) = N.φW (λ),

=
1

D

∑

w∈W

sgn(w)ew(λ+ρ)−ρ
∏

α∈∆+
1

(

1 + εe−w(α)
)

,

φBL(λ) =
1

D

∑

w∈W

sgn(w)ew(λ+ρ)−ρ
∏

α∈Aλ

(

1 + εe−w(α)
)

.

où Aλ = ∆+
1 \ {α, 〈λ + ρ, α〉 = 0} =

{

α ∈ ∆+
1 , 〈λ + ρ, α〉 6= 0

}

et où D et N sont définis comme dans le paragraphe 1.8.

Remarque 2.2.2.
Pour λ dominant on sait que φW (λ) = chLλ(g0), φK(λ) = ch Kλ.

Si λ est typique on a φK(λ) = ch Lλ.

Si λ est simplement atypique on a, par la formule de Bernstein-Leites :
φBL(λ) = chLλ.

Pour un sous-ensemble I de ∆+
1 , on pose λI = λ −

∑

β∈I β. On dit que
λI est régulier si il existe un élément wI ∈ W tel que wI .λI ∈ Λ+.

Proposition 2.2.3.
Soit λ un poids entier dominant, et soit Kλ le module de Kac associé. On
a :

chKλ =
∑

I⊂∆+
1

λIrégulier

ε]I sgn(wI) ch LwI ·λI
(g0).

En fait, il existe un résultat qui nous permet de connaître φW :

Lemme 2.2.4.
Soit λ un poids entier, on est dans l’un des deux cas suivants :

– Cas 1 : λ régulier :

φW (λ) = sgn(w) ch Lw·λ(g0)
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– Cas 2
pour tout w dans W , w · λ n’est pas dominant alors

φW (λ) = 0

De plus le Cas 2 est équivalent à :
Il existe w dans W tel que sgn(w) = −1 et que w · λ = λ.

Le lemme suivant exprime le caractère d’un module de Kac de plus haut
poids entier dominant λ en fonction de φW , il nous donne en réalité les
candidats à être des plus hauts poids pour la décomposition en g0-modules
irréductibles :

Lemme 2.2.5.
Soit λ entier dominant, pour un sous-ensemble I de ∆+

1 nous posons λI le
poids λ −

∑

β∈I β (il n’est pas nécessairement dominant), et λ∅ = λ. On a
alors :

ch Kλ =
∑

I⊂∆+
1

ε]IφW (λI).

Démonstration.
Soit λ dominant, on a :

ch Kλ =
∏

α∈∆+
1

(

1 + εe−α
) 1

D

∑

w∈W

sgn(w)ew(λ+ρ)−ρ.

Or

∏

α∈∆+
1

(

1 + εe−α
)

= 1+
∑

αi∈∆+
1

εe−αi+
∑

αi 6=αj∈∆+
1

e−αi−αj+. . .+ε](∆+
1 )e

−
P

αi∈∆+
1

αi

,

d’où, en notant 0 le poids (0, . . . , 0|0, . . . , 0) :
∏

α∈∆+
1

(

1 + εe−α
)

=
∑

I⊂∆+
1

ε]Ie0I .

De plus, si α parcourt ∆+
1 , il en est de même pour w(α) pour w ∈ W (on

a le même résultat pour des sommes de racines impaires positives).

On a donc :

chKλ =
1

D

∑

w∈W

∑

I⊂∆+
1

sgn(w)ε]Iew(λI+ρ)−ρ.
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C’est-à-dire que :
chKλ =

∑

I⊂∆+
1

ε]IφW (λI).

La proposition 2.2.3 découle directement de ces deux lemmes.

2.3 Décomposition des modules de Kac

Plaçons-nous maintenant dans gl(2, 2). On a alors :

∆+ = {ε1 − ε2, δ1 − δ2} ∪ {ε1 − δ1, ε1 − δ2, ε2 − δ1, ε2 − δ2, } .

On pose βi,j = εi − δj pour i et j valant 1 ou 2.

De plus un poids dominant λ = (a, b|c, d) est typique si les nombres
a + c + 1, a + d, b + c, b + d − 1 sont non nuls. Sinon il est atypique, il peut
être au maximum doublement atypique, dans ce cas λ = (a, b| − b,−a), ce
qui est le cas du poids 0.

Le groupe de Weyl est ici W = S2 ×S2, quand on parle de W -conjugué
d’un poids, c’est par l’action tordue (par ρ) de W , par contre quand on parle
de W -murs, c’est pour l’action standard. Un poids λ = (a, b|c, d) est sur un
des deux W -murs si a = b ou c = d.

Lemme 2.3.1.
Soit λ ∈ h? entier dominant.
Soit I ⊂ ∆+

1 tel qu’il existe wI ∈ W tel que sgn(wI) = −1 et wI ·λI dominant.

Alors il existe J ⊂ ∆+
1 tel qu’il existe wJ ∈ W vérifiant sgn(wJ) = 1 et

wI · λI = wJ · λJ .

Avant de commencer la démonstration, définissons les ensembles sui-
vants :
I1 := {β1,1, β1,2} ,
I2 := {β1,2, β2,2} ,
Ja := {β1,1, β2,2} ,
Jb := {β1,2, β2,1}.
On remarque que λJa = λJb

.

Démonstration.
Soit λ = (a, b|c, d) un poids entier dominant.



2.3. décomposition des modules de kac 23

Si a 6= b et c 6= d alors tous les λI , sauf peut-être λI1 et λI2 , sont
dominants. On remarque que λI1 est soit dominant (si a > b + 1), soit non
régulier (si a = b + 1), il en est de même pour λI2 (dominant si c > d + 1 et
non régulier c = d + 1).

Si a = b et/ou c = d
Sauf peut-être λI1 et λI2 , tous les λI sont soit dominants, soit non régu-

liers.
Pour a = b on a λI1 régulier non dominant, de même pour λI2 si c = d.
On remarque que les couples (I1, Ja) pour a = b, et (I2, Jb) pour c = d
conviennent.

On a d’ailleurs remarqué dans cette démonstration, que pour gl(2, 2), on
a si λI est régulier et sgn(wI) = 1 alors wI = Id

On résume tout ceci dans la proposition :

Proposition 2.3.2.
Soit λ = (a, b|c, d) entier dominant.
Si < λ + ρ, β2,2 >6= 0 posons : J1 := Ja et J2 := Jb.
Si < λ + ρ, β2,2 >= 0 posons : J1 := Jb et J2 := Ja.

On définit l’ensemble NΠKλ
par :

si a = b (resp. c = d) alors NΠKλ
= {J1} (resp. {J2}),

si a = b et c = d alors NΠKλ
= {J1, J2},

sinon NΠKλ
= ∅.

Posons :

ΠKλ
= {λI , I ⊂ ∆+

1 , λIrégulier, λI /∈ NΠKλ
}.

On a alors l’isomorphisme de g0-modules :

Kλ '
⊕

λI∈ΠKλ

LλI

(

g0

)

.

Le choix de J1 et J2 est ici sans importance, par contre il sera essentiel
pour le théorème 2.4.1 (g0-décomposition des modules simples).

Exemples 2.3.3.
Pour le poids nul, correspondant au module simple trivial, on a K0 ' Λ(g−1),
et la décomposition en 6 g0-composantes :

K(0,0|0,0) 'L(0,0|0,0)(g0) ⊕ L(0,−1|1,0)(g0) ⊕ L(0,−2|1,1)(g0)⊕

⊕ L(−1,−1|2,0)(g0) ⊕ L(−1,−2|2,1)(g0) ⊕ L(−2,−2|2,2)(g0).
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Pour le poids doublement atypique (1, 0|0,−1) on a :

ΠK(1,0|0,−1)
= {(1, 0|0,−1), (1,−1|1,−1), (1,−1|0, 0), (1,−2|1, 0)(0, 0|1,−1),

(0, 0|0, 0), (0,−1|2,−1), (0,−1|1, 0), (0,−1|1, 0), (0,−2|1, 1),

(0,−2|2, 0), (−1,−1|1, 1), (−1,−1|2, 0), (−1,−2|2, 1)}

Pour le poids (2, 2| − 3,−4) simplement atypique relativement à β1,1 on
a :

ΠK(2,2|−3,−4)
= {(2, 2| − 3,−4), (2, 1| − 2,−4), (2, 1| − 3,−3), (1, 1| − 1,−4),

(1, 1| − 2,−3), (2, 0| − 2,−3), (1, 0| − 2,−2), (1, 0| − 1,−3),

(0, 0| − 1,−2)}

Corollaire 2.3.4.
Soit λ = (a, b|c, d) un poids entier dominant, on remarque que le nombre
de g0-composantes du module Kλ ne dépend que de l’éloignement de λ des
W -murs, et on a 6 cas possibles :

- Si a − b ≥ 2 et c − d ≥ 2 alors Kλ possède 16 g0-composantes.

- Si a− b ≥ 2 et c = d+1 (ou si a = b+1 et c−d ≥ 2) alors Kλ possède
15 g0-composantes.

- Si a = b + 1 et c = d + 1 alors Kλ possède 14 g0-composantes.

- Si a − b ≥ 2 et c = d (ou si a = b et c − d ≥ 2) alors Kλ possède 10
g0-composantes.

- Si a = b + 1 et c = d (ou si a = b et c = d + 1) alors Kλ possède 9
g0-composantes.

- Si a = b et c = d alors Kλ possède 6 g0-composantes.

2.4 Décomposition des modules simples

Théorème 2.4.1.
Soit λ = (a, b|c, d) un poids entier dominant.

On utilise les notations de la proposition 2.3.2 (g0-décomposition des mo-
dules de Kac)
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On a l’isomorphisme de g0-modules suivant :

Lλ '
⊕

λI∈ΠKλ
I t.q. ∀β∈I <λ+ρ,β> 6=0

LλI

(

g0

)

.

De plus on a aussi :

ch Lλ =
∑

λI∈ΠKλ
I t.q. ∀β∈I <λ+ρ,β> 6=0

ε]I chLλI

(

g0

)

.

Démonstration.
Soit λ = (a, b|c, d) entier dominant.

• Cas où le poids λ est typique.
Comme Kλ est simple, ce théorème ne dit rien de plus que la proposition
2.3.2.

• Cas où le poids λ est simplement atypique relativement à γ ∈ ∆+
1 .

D’après [BL80] on a ch Lλ = φBL(λ), avec ici Aλ = ∆+
1 \ {γ}. De manière

identique au lemme 2.2.5 on a :

ch Lλ =
∑

I⊂Aλ

ε]IφW (λI).

Dans ce cas, démontrer le théorème revient à vérifier que s’il existe un
couple (I, J) vérifiant les hypothèses du lemme 2.3.1, alors γ est soit un élé-
ment de I ∩ J , soit n’est pas un élément de I ∪ J .

On remarque que si γ = β1,2 ou β2,1 alors a 6= b et c 6= d (sinon on aurait
a = b = −c = −d et λ serait maximalement atypique), et donc il n’y a pas
de I qui vérifie les hypothèses du lemme 2.3.1.

Les choix de J1 et J2 de la proposition 2.3.2 impliquent le résultat dans
les cas où γ = β1,1 ou β2,2.
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Ce qui démontre le théorème dans le cas simplement atypique.

• Cas où le poids λ est maximalement atypique.
Dans ce cas λ = (a, b| − b,−a), remarquons tout d’abord que :

Lλ = L(a−b,0|0,b−a) ⊗ L(b,b|−b,−b),

avec dimL(b,b|−b,−b) = 1. Il suffit donc de démontrer le résultat pour L(c,0|0,−c)

pour tout entier positif c.

Pour c = 0 le théorème dit que L(0,0|0,0) ' L(0,0|0,0)(g0).

Pour c = 1, il faut montrer que :

L(1,0|0,−1) ' L(1,0|0,−1)(g0) ⊕ L(0,0|1,−1)(g0) ⊕ L(1,−1|0,0)(g0) ⊕ L(0,−1|1,0)(g0).

Or d’après l’exemple 2.1.5 on a :

[K(1,1|−1,−1)] = [L(1,1|−1,−1)] + ε[L(1,0|0,−1)] + [L(−1,−1|1,1)].

Ceci donne un isomorphisme de g0-modules. Or on connait les g0-facteurs
du module de Kac et des deux modules de dimension 1. Ce qui permet de
montrer le théorème pour c = 1.

Montrons maintenant par récurrence sur c ≥ 2 que :

L(c,0|0,−c) 'L(c,0|0,−c)(g0) ⊕ L(c−1,0|1,−c)(g0)⊕

⊕ L(c,−1|0,1−c)(g0) ⊕ L(c−1,−1|1,1−c)(g0).

Pour c = 2, toujours d’après l’exemple 2.1.5

[K(2,1|−1,−2)] = [L(2,1|−1,−2)]+ε[L(1,1|−1,−1)]+[L(0,0|0,0)]+ε[L(2,0|0,−2)]+ε[L(1,0|0,−1)].

De même que pour c = 1 on peut vérifier le résultat.

Pour c quelconque, toujours d’après l’exemple 2.1.5 :

[K(c,1|−1,−c)] = [L(c,1|−1,−c)]+ε[L(c−1,1|−1,1−c)]+ε[L(c,0|0,−c)]+[L(c−1,0|0,−c−1)].

On en déduit la g0-décomposition de L(c,0|0,−c) dès que l’on connait celle de
L(c−1,0|0,1−c), L(c−2,0|0,2−c) et de K(c,1|−1,−c), une simple vérification permet
de conclure cette récurrence, ainsi que la démonstration du théorème.
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Exemple 2.4.2.

Pour le poids λ = (2, 2| − 3,−4) (λ + ρ′ = (4, 3| − 4,−6)), simplement
atypique relativement à β1,1, on a :

L(2,2|−3,−4) 'L(2,2|−3,−4)(g0) ⊕ L(2,1|−2,−4)(g0) ⊕ L(2,1|−3,−3)(g0)⊕

⊕ L(1,1|−2,−3)(g0) ⊕ L(2,0|−2,−3)(g0) ⊕ L(1,0|−2,−2)(g0).

Corollaire 2.4.3.
Soit λ = (a, b|c, d) entier dominant.

Si a = b = −c = −d on a :

ch Lλ = eλ.

Sinon, la formule de Bernstein et Leites est vérifiée :

chLλ =
1

D

∑

w∈W

sgn(w)ew(λ+ρ)−ρ
∏

α∈Aλ

(

1 + εe−w(α)
)

.

Corollaire 2.4.4.
On remarque que soit les modules simples maximalement atypiques sont de
dimension 1, soit ils possèdent exactement 4 g0-composantes.

Exemples 2.4.5.
Soit λ = (a, b|c, d) un poids entier dominant, on représente les poids λI pour
I ⊂ ∆+

1 modulo la droite engendrée par (1, 1| − 1,−1) sur un plan dont
les axes correspondent aux racines impaires β1,1 et β1,2 (on remarque que
β2,1 = −β1,2 + (1, 1| − 1 − 1) et que β2,2 = −β1,1 + (1, 1| − 1 − 1)). Tous ces
poids sont dans un même plan passant par λ.

Pour λ = (1, 0|0,−1) (maximalement atypique), on résume sur la figure
2.1 (page 28) le fait que Kλ ' Lλ ⊕ Lλ−β2,1 ⊕ Lλ−β1,2−β2,1 ⊕ Lλ−β1,2 ⊕
Lλ−β1,1−β1,2−β2,2 (comme g0-module), et les g0-décompositions de ces quatre
g-modules simples. Les deux droites correspondent à l’intersection de ce plan
Λ+, les cinq boites correspondent aux cinq modules simples, dans ces boites
on a les g0 plus hauts poids.

Pour λ = (1, 0| − 2,−4) (atypique relativement à β1,1), on a résumé sur
la figure 2.2 (page 29) le fait que Kλ ' Lλ ⊕ Lλ−β1,1 (comme g0-module),
ainsi que les g0-décompositions de ces deux g-modules simples.
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λ − β1,2 − β2,2λ − β1,1 − β1,2

G′′

D′′

C

λ − β1,1 − β1,2 − β2,2

λ − β1,2

λ − β1,2 − β2,1 − β2,2

λ − β2,2

λ − β2,1

λ − β1,1 − β2,1 − β2,2

λ − β2,1 − β2,2

λ − β1,1 − β1,2 − β2,1

λ − β1,1

λ − β1,2 − β2,1

λ − β1,1 − β1,2 − β2,1 − β2,2

λ − β1,1 − β2,2

λ

λ − β1,1 − β2,1

Fig. 2.1 – Décomposition de K(1,0|0,−1) et de L(1,0|0,−1)
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D

G′′

C

λ − β1,1 − β1,2

λ − β1,2 − β2,1

λ

λ − β1,2 − β2,1 − β2,2

λ − β2,2

λ − β1,1 − β2,1

λ − β1,1

λ − β1,1 − β1,2 − β2,1

λ − β1,1 − β2,2

λ − β1,1 − β1,2 − β2,1 − β2,2

λ − β1,2

λ − β1,1 − β1,2 − β2,2

λ − β1,2 − β2,2

λ − β1,1 − β2,1 − β2,2

λ − β2,1
λ − β2,1 − β2,2

Fig. 2.2 – Décomposition de K(1,0|−2,−4) et de L(1,0|−2,−4)
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Introduction

Benkart, Kang et Kashiwara dans [BKK00] introduisent une déformation
quantique Uq(gl(m, n)) de l’algèbre enveloppante de la super-algèbre de Lie
gl(m, n).

Ils étudient la catégorie semi-simple OBKK formée des modules obtenus
comme facteur direct des puissances tensorielles de la représentation stan-
dard V de gl(m, n) de dimension m + εn.

Ils construisent des bases cristallines pour ces modules.
La catégorie F des gl(m, n)-modules de dimension finie diagonalisables

sous l’action d’une sous algèbre de Cartan de gl(m, n) contient les modules
de OBKK . Les modules simples de F sont indexés par leur plus haut poids.
La catégorie F n’est pas semi-simple, contrairement à OBKK . Le défaut
de semi-simplicité de la catégorie F provient de l’existence de modules dits
atypiques (cf. [Kac77b]).

En 1996, Serganova ([Ser96]) décrit le caractère de tous les modules
simples de F . Brundan ([Bru03]) trouve par d’autres méthodes un résul-
tat analogue, dans les deux cas le caractère d’un gl(m, n)-module simple de
dimension finie est exprimé comme somme infinie avec signes, peu propice
aux calculs.

Le but de cet article est de construire des bases cristallines pour tous les
modules simples de Uq(gl(m, n)), ce qui permet en particulier d’obtenir une
formule des caractères de type combinatoire.

Nous introduisons la catégorie O?
BKK , analogue de OBKK pour la repré-

sentation V
?, elle possède les mêmes propriétés que OBKK .

Tous les modules simples de dimension finie de Uq(gl(m, n)) peuvent
être obtenus comme sous-quotient du produit tensoriel M ⊗ N , avec M
dans OBKK et N dans O?

BKK . Le théorème 3.2.9 donne l’existence de bases
cristallines pour ces modules M⊗N (au prix d’un affaiblissement de la notion
de base cristalline).

Le théorème 3.3.7 permet, sous certaines conditions, de construire des
bases cristallines pour les sous-modules (resp. modules quotient) apparais-
sant dans M ⊗N (si on connait une base cristalline de M ⊗N). Dans le cas
m = n = 2 un calcul explicite montre que les conditions sont vérifiées.

Le plan de cet article est le suivant : Dans la première partie on rappelle
les définitions du groupe quantique Uq(gl(m, n)) et des catégories de modules
étudiées.

Dans la deuxième partie on rappelle la définition des opérateurs modifiés
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(étendus à notre cas) et on donne celle de base cristalline, puis on démontre
le théorème 3.2.9.

Dans la troisième et dernière partie on démontre le théorème 3.3.7 et
on donne explicitement en exemple les bases cristallines pour les modules
simples doublement atypiques de Uq(gl(2, 2)).

3.1 Groupe quantique Uq(gl(m, n))

3.1.1 Définition du groupe quantique

On utilise la même définition (et les mêmes notations) que Benkart, Kang
et Kashiwara dans [BKK00].

Soient deux entiers positifs m et n, on pose g = gl(m, n).
Soit h l’ensemble des matrices diagonales, c’est une sous-algèbre de Cartan
de g.
Le réseau des poids P est alors dans le dual de h, notons {εm, . . . , ε1, ε1, . . . , εn}
sa base canonique.
Contrairement au cas des algèbres de Lie réductives, les sous algèbres de Bo-
rel contenant h ne sont pas toutes deux-à-deux conjuguées ; on fait le choix
de prendre la sous-algèbre de Borel distinguée, c’est-à-dire que les racines
simples sont indexées par I = I0 ∪ I1 où I0 =

{

m − 1, . . . , 1, 1, . . . , n − 1
}

et
I1 = {0}. On posera p(i) = 0 si i ∈ I0 et p(i) = 1 si i ∈ I1

À un élément i de I correspond la racine simple αi de P et la co-racine hi

de P ?, on a :

αi =







εa+1 − εa si i = a avec a ∈ {m − 1, . . . , 1}
ε1 − ε1 si i = 0
εi − εi+1 si i ∈ {1, . . . , n}

Soit (·, ·) la forme bilinéaire symétrique sur P définie par :

(εa, εa′) =







1 si a = a′ ∈
{

m − 1, . . . , 1
}

−1 si a = a′ ∈ {1, . . . , n}
0 sinon

Soit < ·, · > l’application naturelle de P × P ? dans Z.
On a < hi, αi >= 2 si i ∈ I0 , < hi, αi >= 0 si i ∈ I1 et < hi, αj >≤ 0
si i 6= j. On a alors, en posant li = 1 si i ∈

{

m − 1, . . . , 1, 0
}

et li = −1 si
i ∈ {1, . . . , n − 1}, li < hi, λ >= (αi, λ) pour tout λ dans P .

Soit q une indéterminée. Soit U ′
q(g) l’algèbre associative unitaire sur Q(q)

engendrée par des éléments ei, fi (i dans I), qh (h ∈ P ?) et satisfaisant les
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relations :

qh = 1 pour h = 0,
qh1+h2 = qh1qh2 pour h1, h2 ∈ P ?,
qheiq

−h = q<h,αi>ei pour h ∈ P ? et i ∈ I,
qhfiq

−h = q−<h,αi>fi pour h ∈ P ? et i ∈ I,

[ei, fj ] = δi j
ti−t−1

i

qi−q−1
i

,

où qi = qli , ti = qlihi et où [ei, fj ] = eifj − (−1)p(i)p(j)fjei.
On demande de plus :

pour a ∈ U++
q (g), si fia ∈ U+

q (g)fi pour tout i alors a = 0,

pour a ∈ U−−
q (g), si eia ∈ U−

q (g)ei pour tout i alors a = 0,

où U+
q (g) (resp. U−

q (g)) est la sous-algèbre de U ′
q(g) engendrée par les ei

(resp. fi) et U++
q (g) (resp. U−−

q (g)) est l’idéal de U+
q (g) (resp. U−

q (g)) en-
gendré par les ei (resp. fi).

Remarque 3.1.1.

(i) Pour gl(2, 2) ces deux dernières conditions impliquent que :

e1e1 = e1e1,
f1f1 = f1f1,
e2
i e0 + e0e

2
i = (q + q−1)eie0ei pour i ∈

{

1, 1
}

,
f2

i f0 + f0f
2
i = (q + q−1)fif0fi pour i ∈

{

1, 1
}

,
e0e1e0e1 + e0e1e0e1 + e1e0e1e0 + e1e0e1e0 = (q + q−1)e0e1e1e0,
f0f1f0f1 + f0f1f0f1 + f1f0f1f0 + f1f0f1f0 = (q + q−1)f0f1f1f0,
e2
0 = 0,

f2
0 = 0.

(ii) Le sous-groupe quantique engendré par les éléments pairs (i.e. tous sauf
e0 et f0) est isomorphe au groupe quantique Uq(glm) ⊗ Uq−1(gln).

On introduit un opérateur de parité σ sur U ′
q(g) défini par :

σ(ei) = (−1)p(i)ei pour tout i dans I,

σ(fi) = (−1)p(i)fi pour tout i dans I,
σ(qh) = qh pour tout h dans P ?.

Alors σ s’étend en un automorphisme de U ′
q(g) avec σ2 = 1.

Définition 3.1.2. On note Uq(g) l’algèbre U ′
q(g)⊕U ′

q(g)σ, où la multiplica-
tion est donnée par σ2 = 1 et σxσ = σ(x) pour tout x dans U ′

q(g).
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On peut munir Uq(g) d’une structure d’algèbre de Hopf, où le co-produit
∆, l’antipode S et la co-unité ε sont donnés par :

∆(σ) = σ ⊗ σ,
∆(qh) = qh ⊗ qh,

∆(ei) = ei ⊗ t−1
i + σp(i) ⊗ ei,

∆(fi) = fi ⊗ 1 + σp(i)ti ⊗ fi,

S(σ) = σ,
S(qh) = q−h,

S(ei) = −σp(i)eiti,

S(fi) = −σp(i)t−1
i fi,

ε(σ) = 1 = ε(qh),
ε(ei) = 0 = ε(fi).

De plus pour i dans I on notera Uq(g)i la sous-algèbre de Uq(g) engendrée
par ei, fi et ti. Pour i dans I0, on a Uq(g)i isomorphe à l’algèbre enveloppante
quantique Uqi

(sl2) de l’algèbre de Lie sl2, tandis que pour i dans I1, on a
Uq(g)i isomorphe à Uq(sl(1, 1)).

D’après [BKK00], le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt reste valable
dans ce contexte. On peut donc construire des modules de Verma, qui ont
un unique sous-module maximal. On obtient alors (par passage au quotient)
les modules simples à plus haut poids. Pour λ ∈ P , on note Lλ le module de
plus haut poids λ.

3.1.2 Le groupe quantique Uq(sl(1, 1))

On note, dans ce paragraphe seulement, Uq le groupe quantique Uq(sl(1, 1))
(de générateurs e0, f0 et t0) et M un Uq(sl(1, 1))-module à poids, c’est-à-dire
que l’on a :

M =
⊕

µ∈Z

Mµ où Mµ = {v ∈ M / t0v = qµv} et dim Mµ < ∞

Il existe une base de Lµ telle que on ait l’action suivante de Uq :

• si µ>0, dim(Lµ) = 2,

e0 7→

(

0 [µ]
0 0

)

, f0 7→

(

0 0
1 0

)

, t0 7→

(

qµ 0
0 qµ

)

• si µ=0, dim(Lµ) = 1,

e0 7→ 0, f0 7→ 0, t0 7→ 1,
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• si µ<0, dim(Lµ) = 2,

e0 7→

(

0 1
0 0

)

, f0 7→

(

0 0
[µ] 0

)

, t0 7→

(

qµ 0
0 qµ

)

où [µ] = qµ−q−µ

q−q−1 .

Comme remarqué dans [Zou99], on a les deux lemmes suivants qui gardent
les mêmes démonstrations, malgré la différence de définition des groupes
quantiques.

Lemme 3.1.3.
La décomposition en poids dans Uq est une décomposition en Uq-sous-modules.

Lemme 3.1.4.
Pour µ 6= 0, Mµ est semi-simple et on a :

Mµ = (Lµ)
dim Mµ

2 .

Pour µ = 0, soit P0 la couverture projective de L0, alors ce projectif in-
décomposable est de dimension 4 et on peut en construire une base telle que :

e0 7→









0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 −1 0 0









, f0 7→









0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0









, t0 7→ Id,

autrement dit Uq agit comme l’algèbre extérieure à deux générateurs.
Alors M0 est une somme directe de quotients de P0.

3.1.3 Catégories de modules

Définition 3.1.5.
Soit Oint la catégorie des Uq(g)-modules M vérifiant :

(i) M a une décomposition en poids :

M =
⊕

λ∈P

Mλ où Mλ =
{

u ∈ M/qhu = q<h,λ>u ∀h ∈ P ?
}

.

(ii) dimMλ < ∞ pour tout λ dans P .
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(iii) Pour tout i ∈ I0, M est localement Uq(g)i-fini (i.e. dimUq(g)iu < ∞
pour tout u dans M).

Définition 3.1.6. ([BKK00])
Soit OBKK la catégorie des Uq(g)-modules M de Oint, M vérifiant :

(iv) Pour tout i ∈ I1 et µ ∈ P , Mµ 6= 0 implique < hi, µ >≥ 0

(v) Pour tout i ∈ I1 et µ ∈ P tel que < hi, µ >= 0 on a eiMµ = fiMµ = 0

Définition 3.1.7.
Soit O?

BKK la catégorie des Uq(g)-modules M de Oint M vérifiant :

(iv)? Pour tout i ∈ I1 et µ ∈ P , Mµ 6= 0 implique < hi, µ >≤ 0

(v) Pour tout i ∈ I1 et µ ∈ P tel que < hi, µ >= 0 on a eiMµ = fiMµ = 0

Remarque 3.1.8.

1. La catégorie Oint correspond à la définition des modules intégrables
dans le cas classique, tandis que pour les deux autres catégories on
impose des restrictions importantes sur les modules appartenant à ces
catégories (en particulier ils sont semi-simples)

2. La catégorie O?
BKK est duale de la catégorie OBKK .

Exemple 3.1.9.

1. Soit V la représentation standard (de dimension m+εn) de Uq(g), on a
V = V0⊕V1, où V0 =

⊕

a∈{m,...,1} Q(q)va et V1 =
⊕

a∈{1,...,n} Q(q)va
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avec comme action :

σ|V0
= IdV0 ,

σ|V1
= − IdV1 ,

qhva = qεa(h)va,

eiva = .















vk+1 si i = k et a = k pour k = m − 1, . . . 1,

v1 si i = 0 et a = 1,
vk si i = k et a = k + 1 pour k = 1, . . . n − 1,
0 sinon.

fiva =















vk si i = k et a = k + 1 pour k = m − 1, . . . 1,
v1 si i = 0 et a = 1,
vk+1 si i = k et a = k pour k = 1, . . . n − 1,
0 sinon.

C’est le Uq(g)-module simple de plus haut poids εm.

2. Soit V
? le dual de la représentation standard (de dimension m + εn)

de Uq(g), on a V
? = W0 ⊕ W1, où W0 =

⊕

a∈{1,...,n} Q(q)w−a et
W1 =

⊕

a∈{m,...,1} Q(q)w−a avec comme action :

σ|W0
= IdW0

σ|W1
= − IdW1

qhwa = q−εa(h)wa

eiwa =















w−(k+1) si i = k et a = −k pour k = 1, . . . n − 1

w−1 si i = 0 et a = −1

w−k si i = k et a = −k + 1 pour k = m − 1, . . . 1

0 sinon

fiwa =















w−k si i = k et a = −(k − 1) pour k = 1, . . . n − 1
w1 si i = 0 et a = −1

w−(k+1) si i = k et a = −k pour k = m − 1, . . . 1

0 sinon

C’est le Uq(g)-module simple de plus haut poids −εn.

Proposition 3.1.10. [BKK00]

(1) Une représentation irréductible de OBKK est un facteur direct de la
représentation semi-simple V

⊗k ⊗ S pour un certain entier k et où S
est une représentation de dimension 1.

(2) Soit λ ∈ P , Lλ est un objet de OBKK si et seulement si :

(a) < hi, λ >≥ 0 pour tout i ∈ I.
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(b) Pour k dans {1, . . . , n − 1} tel que < hk, λ >> 0 on a

< h0 − h1 − . . . − hk, λ >≥ k.

Remarque 3.1.11.
Soit λ ∈ P tel que Lλ est un objet de OBKK . Si on note λ? l’opposé du plus
bas poids de Lλ, alors Lλ? est dans O?

BKK , et on obtient tous les modules
simples de O?

BKK de cette manière (cf. [Zha98]).

On déduit un résultat similaire à la proposition 3.1.10 pour O?
BKK .

Proposition 3.1.12.
Une représentation simple de O?

BKK est un facteur direct de la représentation
semi-simple (V?)⊗k ⊗ S pour un certain entier k et où S est une représen-
tation de dimension 1.

Exemple 3.1.13.
On se place dans gl(2, 2), on a alors que V = Lε2

et V
? = L−ε2. On regarde

les carrés tensoriels de ces représentations :

Lε2
⊗ Lε2

' L2ε2
⊕ Lε1+ε2

L−ε2 ⊗ L−ε2 ' L−2ε2 ⊕ L−ε1−ε2

On remarque que ε2 (resp. ε2) est le plus bas poids de Lε2
(resp. L−ε2).

Et de même on remarque que ε1 + ε2 (resp 2ε2) est le plus bas poids de
L2ε2

(resp. Lε1+ε2
).

3.2 Cristaux dans Uq(gl(m, n))

3.2.1 Opérateurs modifiés

Tout d’abord on définit les opérateurs modifiés ẽi et f̃i pour i ∈ I0.
Soient M ∈ Oint, et u ∈ M de poids λ ∈ P , alors on a une écriture unique
de u sous la forme :

u =

li<hi,λ>
∑

k=0

f
(k)
i uk,
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avec eiuk = 0 pour tout k on a posé :

f
(n)
i =

1

[n]i!
fn

i ,

avec

[n]i =
qn − q−n

q − q−1
,

[n]i! =
n

∏

k=1

[k]i.

On convient que f
(n)
i = 0 pour n < 0.

Posons pk =< hi, λ+kαi >. On définit alors les opérateurs modifiés par :

ẽi(u) =

{

∑

k f
(k−1)
i uk si li > 0,

∑

k qpk−2k+1
i f

(k−1)
i uk si li < 0,

f̃i(u) =

{

∑

k f
(k+1)
i uk si li > 0,

∑

k q−pk+2k+1
i f

(k+1)
i uk si li < 0.

Pour i = 0 on pose λ0 =< h0, λ >, on définit de manière similaire à
[BKK00] (la seule différence étant qu’ils sont aussi définis pour λ0 < 0) les
opérateurs modifiés par :

ẽ0(u) =

{

qλ0−1e0u si λ0 > 0,
e0u si λ0 ≤ 0,

f̃0(u) =

{

f0u si λ0 ≥ 0,
−q−λ0−1f0u si λ0 < 0.

Si u ∈ M avec e0u = 0 et de poids wt(u) tel que < h0, wt(u) > 6= 0 alors,
pour q = 0, ẽ0(f̃0(u)) = u.

3.2.2 Réseau et base cristalline

On note A le sous-anneau de Q(q) formé des fonctions régulières en q = 0,
c’est un anneau local, d’unique idéal maximal qA, l’application de A/qA dans
Q qui à f associe f(0) est un isomorphisme, de plus Q(q) =

⋃

n≥0 q−nA, donc
A est un anneau de valuation discrète. En particulier tout sous-A-module
d’un module libre est libre. De plus on peut remarquer que les éléments de
1 + qA sont inversibles.

Définition 3.2.1. [BKK00]
Soit M un Uq(g)-module dans la catégorie Oint.
Un sous-A-module libre L de M est appellé réseau cristallin si :
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(i) L engendre M comme espace vectoriel sur Q(q).

(ii) σL = L et L a une décomposition en poids L =
⊕

Lλ où Lλ = L∩Mλ.

(iii) ẽi(L) ⊂ L et f̃i(L) ⊂ L pour tout i dans I.

Exemple 3.2.2.
Pour la représentation standard V, si on pose :

L =
⊕

a∈{m,...,1}

Ava ⊕
⊕

a∈{1,...,n}

Ava

L est un réseau cristallin de V.

Définition 3.2.3. [BKK00]
Soit M un Uq(g)-module dans la catégorie OBKK (ou O?

BKK).
Une base cristalline de M est une paire (L, B) telle que :

(i) L est un réseau cristallin.

(ii) B est un sous-ensemble de L/qL tel que σb = ±b pour tout b ∈ B et
B a une décomposition en poids B =

∐

Bλ où Bλ = B ∩ (Lλ/qLλ).

(iii) B est une pseudo-base de L/qL (i.e. B = B• ∪ (−B•) pour une base
B• sur Q de L/qL).

(iv) ẽiB ⊂ B t {0} et f̃iB ⊂ B t {0} pour tout i ∈ I.

(v) Pour tous b et b′ de B la condition b = f̃ib
′ est équivalente à b′ = ẽib.

La définition qui suit concerne les bases cristallines pour les objets de
OBKK⊗O?

BKK . On est obligé d’affaiblir la notion de cristal. Pour un vecteur
de poids de M , b, on note wt(b) le poids de b. L’affaiblissement de la condition
(v) (pour des éléments b tel que < h0, wt(b) >= 0) est une conséquence
du fait que les modules regardés ne sont pas nécessairement complètement
réductibles, les autres modifications (pour les conditions (iv) et (v)) sont
nécessaires pour pouvoir construire des cristaux en tensorisant deux cristaux,
mais n’entrainent que des lourdeurs techniques supplémentaires.

Définition 3.2.4.
Soit M un Uq(g)-module dans la catégorie Oint.
Une base cristalline est une paire (L, B) tel que :

(i) L est un réseau cristallin.



42 chapitre 3. cristaux dans Uq(gl(m, n))

(ii) B est un sous-ensemble de L/qL tel que σb = ±b pour tout b ∈ B et
B a une décomposition en poids B =

∐

Bλ où Bλ = B ∩ (Lλ/qLλ).

(iii) B est une pseudo-base de L/qL (i.e. B = B• ∪ (−B•) pour une base
B• sur Q de L/qL).

(iv)
Pour i ∈ I0 on a ẽiB ⊂ B t {0} et f̃iB ⊂ B t {0}.
Pour i ∈ I1 et b ∈ B on a :

(a) Si < hi, wt(b) > 6= 1 alors ẽib ⊂ B t {0}.

(b) Si < hi, wt(b) > 6= −1 alors f̃ib ⊂ B t {0}.

(c) Si < hi, wt(b) >= 1 alors il existe b1 et b2 dans B t {0} tel que
ẽib = b1 + b2 avec f̃ib1 = b et f̃ib2 = 0.

(d) Si < hi, wt(b) >= −1 alors il existe b1 et b2 dans B t {0} tel que
f̃ib = b1 + b2 avec ẽib2 = b et ẽib1 = 0.

(v) Pour tout b et b′ dans B.

(a) Si i ∈ I0 alors la condition b = f̃ib
′ est équivalente à b′ = ẽib.

(b) Si i ∈ I1 et < hi, wt(b) >/∈ {0,±1} alors la condition b = f̃ib
′ est

équivalente à b′ = ẽib.

(c) Si i ∈ I1 et < hi, wt(b) >= 1 alors la condition b = f̃ib
′ est

équivalente à b′ + b′′ = ẽib pour b′′ ∈ B t {0} tel que f̃ib
′′ = 0.

(d) Si i ∈ I1 et < hi, wt(b) >= −1 alors la condition b = ẽib
′ est

équivalente à b′ + b′′ = f̃ib pour b′′ ∈ B t {0} tel que ẽib
′′ = 0.

Soit (L, B) une base cristalline d’un module M de Oint. On lui associe un
graphe cristallin (qu’on appellera aussi cristal) : c’est le graphe colorié ayant
B/{±1} comme ensemble de sommets, et où on relie b et b′ (de B/{±1}),

par une flèche de type i pour I ∈ I0, b
i

−→ b′, si b′ = f̃ib, et par une des
flèches impaires (i ∈ I1) :

b
i

=⇒ b′ si b′ = f̃ib et b = ẽib
′,

b
i

Ã b′ si f̃ib = b′′ + b′ avec b = ẽib
′ et b′′ 6= 0 ou si ẽib

′ = b + b′′ avec b = ẽib
′

et b′′ 6= 0,

b
i

−→ b′ si b′ = f̃ib et ẽib
′ 6= b,

b
i

99K b′ si f̃ib 6= b′ et b = ẽib
′.

Remarque 3.2.5.
On retrouve les graphes cristallins de [BKK00] pour les modules de OBKK .



3.2. cristaux dans Uq(gl(m, n)) 43

Exemple 3.2.6.
Pour la représentation standard V, on pose :

B =
{

±va mod L/a ∈
{

m, . . . , 1, 1, . . . , n
}}

On a alors que (L,B) est une base cristalline de V. Le graphe cristallin
associé est :

m
m−1
→ m − 1

m−2
→ . . . . . .

1
→ 1

0
⇒ 1

1
→ 2

2
→ . . . . . .

n−2
→ n − 1

n−1
→ n

Exemple 3.2.7.
On regarde pour Uq(gl(2, 2)) le module simple de plus haut poids ε2 − ε2 (ce
module est dans Oint)

Un calcul permet de voir que ce module possède une base cristalline dont
le graphe cristallin est :

•
1

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Ä
1

ÂÂ?
??

??
??

??

•
1

ÂÂ?
??

??
??

??

0

{¤ ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

•
1

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Ä
0

¾#
??

??
??

??

??
??

??
??

•
1

ÂÂ?
??

??
??

?? •
0

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Ä •
1

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Ä

•
1

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Ä •
1

ÂÂ?
??

??
??

??

0

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Ä

0

__

•
0

¾#
??

??
??

??

??
??

??
?? •

1

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Ä
1

ÂÂ?
??

??
??

??

0

__

•
0

{¤ ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

•
1

ÂÂ?
??

??
??

?? •
1

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Ä

•

Soit v un vecteur primitif de plus haut poids (1, 0|0 − 1) qui engendre
L(1,0|0,−1), le calcul consiste juste à appliquer les opérateurs modifiés à v et
à construire tous les vecteurs possibles, puis, dans le cas où on a un choix, à
vérifier qu’ils sont égaux en q = 0. Dans cet exemple, l’espace de poids 0 est
de dimension 2, et on a 3 manières d’aller de v à un vecteur de poids 0 en
utilisant seulement les opérateurs f̃i (on en a plus si on utilise aussi les ẽi),
ce sont :

f̃0f̃1f̃1v = f0f1f1v,

f̃1f̃0f̃1v = f1f0f1v,

f̃1f̃0f̃1v = qf1f0f1v.

Or on peut remarquer que (q + q−1)f0f1f1v = f1f0f1v + f1f0f1v (pour le
voir on note que la différence est annulée par ei pour tout i, ce qui implique
que cette différence est nulle).
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Ceci donne la relation :

(1 + q2)f̃0f̃1f̃1v = qf̃1f̃0f̃1v + f̃1f̃0f̃1v.

On a donc en q = 0 seulement deux vecteurs différents. Le reste du calcul
se fait exactement de la même manière.

Pour b ∈ B et i ∈ I on pose :

εi(b) = max {n ∈ N / ẽi
n(b) 6= 0} ,

ϕi(b) = max
{

n ∈ N / f̃i
n
(b) 6= 0

}

.

D’après la théorie des représentations de Uq(sl2) on a :

ϕi(b) − εi(b) =< hi, wt(b) > pour i ∈ I0.

Pour i ∈ I1 on a (d’après la théorie des représentations de Uq(sl(1, 1)))
ϕi(b) + εi(b) qui vaut 1 si < hi, wt(b) > 6= 0, et qui vaut 0, 1 ou 2 si <
hi, wt(b) >= 0

3.2.3 Cristaux de représentations de Uq(sl(1, 1))

On reprend les notations du paragraphe 3.1.2 sur Uq(sl(1, 1)), on a pour
µ 6= 0 et en prenant v1 et v2 comme base de Lµ (celle donnant les actions
décrites), on a Lµ = Q(q)v1 ⊕ Q(q)v2, alors Lµ = Q(q)v1 ⊕ Q(q)v2 et Bµ =
{±v1,±v2} forment une base cristalline de Lµ de graphe cristallin :

v1

®¶
v2

Pour µ = 0, on a le projectif indécomposable de graphe cristallin :

v3

~~||
||

||
||

v4 v1

~~||
||

||
||

``

v2

``

Comme quotient il admet le module trivial de graphe cristallin :

v1
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Mais aussi trois autres modules indécomposables :

v1

²²
v2

v3

v1

OO

v3

v1

``

~~||
||

||
||

v2

3.2.4 Produit tensoriel

Soient M1 et M2 deux Uq(g)-modules (chacun dans l’une des catégories
OBKK ou O?

BKK) admettant des bases cristallines (L1, B1) et (L2, B2). On
pose M = M1 ⊗ M2, L = L1 ⊗A L2 et B = B1 ⊗ B2 ⊂ L/qL.

En utilisant le co-produit et la définition des opérateurs modifiés on en
déduit les actions tordues dans B :

A. Pour i ∈ I0 :

A.1. Cas li > 0 (i.e. i dans
{

m − 1, . . . , 1
}

) :

f̃i(b1 ⊗ b2) =

{

f̃i(b1) ⊗ b2 si ϕi(b1) > εi(b2),

b1 ⊗ f̃i(b2) si ϕi(b1) ≤ εi(b2).

ẽi(b1 ⊗ b2) =

{

ẽi(b1) ⊗ b2 si ϕi(b1) ≥ εi(b2),
b1 ⊗ ẽi(b2) si ϕi(b1) < εi(b2).

A.2. Cas li < 0 (i.e. i dans {1, . . . , n − 1}) :

f̃i(b1 ⊗ b2) =

{

f̃i(b1) ⊗ b2 si ϕi(b2) > εi(b1),

b1 ⊗ f̃i(b2) si ϕi(b2) ≤ εi(b1).

ẽi(b1 ⊗ b2) =

{

ẽi(b1) ⊗ b2 si ϕi(b2) ≥ εi(b1),
b1 ⊗ ẽi(b2) si ϕi(b2) < εi(b1).
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B. Pour i ∈ I1 (i.e. i = 0), en posant η1 =< h0, wt(b1) > et
η2 =< h0, wt(b2) >, on a :

B.1. Cas M1 et M2 dans OBKK (donc η1 ≥ 0 et η2 ≥ 0) :

f̃0(b1 ⊗ b2) =

{

f̃0(b1) ⊗ b2 si η1 > 0,

σb1 ⊗ f̃0(b2) si η1 = 0.

ẽ0(b1 ⊗ b2) =

{

ẽ0(b1) ⊗ b2 si η1 > 0,
σb1 ⊗ ẽ0(b2) si η1 = 0.

B.2. Cas M1 et M2 dans O?
BKK (donc η1 ≤ 0 et η2 ≤ 0) :

f̃0(b1 ⊗ b2) =

{

f̃0(b1) ⊗ b2 si η2 = 0,

σb1 ⊗ f̃0(b2) si η2 < 0.

ẽ0(b1 ⊗ b2) =

{

ẽ0(b1) ⊗ b2 si η2 = 0,
σb1 ⊗ ẽ0(b2) si η2 < 0.

B.3. Cas M1 dans OBKK et M2 dans O?
BKK (donc η1 ≥ 0 et η2 ≤ 0) :

f̃0(b1⊗b2) =







f̃0(b1) ⊗ b2 si (η1 + η2) ≥ 0,

σb1 ⊗ f̃0(b2) si (η1 + η2) < −1,

−f̃0(b1) ⊗ b2 + σb1 ⊗ f̃0(b2) si (η1 + η2) = −1.

ẽ0(b1 ⊗ b2) =







ẽ0(b1) ⊗ b2 si (η1 + η2) > 1,
σb1 ⊗ ẽ0(b2) si (η1 + η2) ≤ 0,
ẽ0(b1) ⊗ b2 + σb1 ⊗ ẽ0(b2) si (η1 + η2) = 1.

On rappelle un résultat de [BKK00] :

Proposition 3.2.8. Si on a pris deux modules dans OBKK (resp. O?
BKK)

alors le produit tensoriel B des deux cristaux est un cristal du produit ten-
soriel M des deux modules.

Théorème 3.2.9.
Soient M dans OBKK et N dans O?

BKK , alors M ⊗ N possède une base
cristalline, qui est le produit tensoriel des deux bases cristallines.

Démonstration.
Il faut montrer que B est bien une base cristalline de M , clairement B vérifie
les trois premiers points de la définition de bases cristallines, il a le bon rang
pour être celle de M , il reste donc à montrer que nous avons les actions vou-
lues de Uq(g). Pour ce faire, il est suffisant de le montrer au niveau de Uq(g)i

pour i ∈ I. Pour le cas i ∈ I0 il suffit de remarquer (comme dans [BKK00])
que ei, fi, tlii engendrent une sous-algèbre isomorphe à Uq(sl2) et que c’est
donc déjà montré dans [Kas90] et [Kas91] (en faisant attention comme dans
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[BKK00] pour le cas li < 0).

Pour i ∈ I1 (i.e. i = 0), il suffit de le montrer pour les Uq(g)0-modules
simples, c’est à dire M1 = La et M2 = Lb pour a, b dans Z (on reprend les
notations du paragraphe 3.1.2 sur Uq(sl(1, 1))). De plus on peut supposer
a 6= 0 et b 6= 0, en effet si (par exemple) a = 0 alors La ⊗ Lb ' Lb (i.e. La

est le module trivial).

Comme a > 0 car La ∈ OBKK , il existe une base v1,v2 de La telle que
les actions de e0 et f0 soient données par :

e0 7→

(

0 [a]
0 0

)

, f0 7→

(

0 0
1 0

)

, t0 7→

(

qa 0
0 qa

)

Comme b < 0 car Lb ∈ O∗
BKK , il existe une base w1, w2 de Lb telle que

les actions de e0 et f0 soient données par :

e0 7→

(

0 1
0 0

)

, f0 7→

(

0 0
[b] 0

)

, t0 7→

(

qb 0
0 qb

)

• Cas a + b > 0.
D’après ce que l’on sait sur les Uq(sl(1, 1))-modules, on a :

La ⊗ Lb ' La+b ⊕ La+b

On pose :

u1 = v1 ⊗ w1, u2 = v2 ⊗ w1 + qa+b+1 1−q−2b

q2−1
v1 ⊗ w2,

u3 = q2a−1
q2−1

v1 ⊗ w2 − qa+b−1v2 ⊗ w1, u4 = v2 ⊗ w2.

Alors {u1, u2, u3, u4} est une base de La ⊗ Lb, de plus {u1, u2} (resp.
{u3, u4}) est une base d’un sous-module isomorphe à La+b. On a deux cas,
soit a+ b > 1, et il n’y a aucun problème en q = 0, soit a+ b = 1, et en q = 0
on a :

f̃0(v1 ⊗ w1) = v2 ⊗ w1, ẽ0(v2 ⊗ w1) = v1 ⊗ w1,

f̃0(v1 ⊗ w2 + v2 ⊗ w1) = v2 ⊗ w2, ẽ0(v2 ⊗ w2) = v1 ⊗ w2.

Le graphe cristallin est ici :

v1 ⊗ w1

t| qqqqqqqqqq

qqqqqqqqqq

v2 ⊗ w1 v1 ⊗ w2

xx x8
x8

x8
x8

x8
x8

v2 ⊗ w2
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Le produit tensoriel du cristal est donc bien un cristal du produit tensoriel.

• Cas a + b < 0.
Ce cas est similaire au cas précédent.

• Cas a + b = 0.
On pose :

u1 = v1 ⊗ w1, u2 = v2 ⊗ w1 + q 1−q2a

q2−1
v1 ⊗ w2,

u3 = v1 ⊗ w2, u4 = v2 ⊗ w2.

On remarque que

f̃0(u1) = u2, ẽ0(u4) = −u2,

f̃0(u2) = u4, ẽ0(u2) = u1.

D’où, en q = 0, on a le graphe cristallin :

v1 ⊗ w1

xxqqqqqqqqqq

v2 ⊗ w1 v1 ⊗ w2

xxqqqqqqqqqq

ff

v2 ⊗ w2

ff

Ceci permet de conclure, on peut remarquer qu’on a montré de plus que :

La ⊗ L−a ' P0,

on rappelle que P0 désigne la couverture projective de L0.

Exemple 3.2.10.
On regarde pour Uq(gl(2, 2)) le cristal du produit tensoriel de V par V

?. Le
graphe cristallin de V est :

A
1 // B +3 C

1 // D .

Le graphe cristallin de V
? est :

D• 1 // C• +3 B• 1 // A• .
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Le graphe cristallin de V ⊗ V
? est alors :

A ⊗ D•

1

xxrrrrrrrrrr
1

&&LLLLLLLLLL

B ⊗ D•

1

&&LLLLLLLLLL
0

t| rrrrrrrrrr

rrrrrrrrrr
A ⊗ C•

1

xxrrrrrrrrrr
0

"*LLLLLLLLL

LLLLLLLLL

C ⊗ D•

1

&&MMMMMMMMMM
B ⊗ C•

0

xxrrrrrrrrrr
A ⊗ B•

1

xxrrrrrrrrrr

D ⊗ D• C ⊗ C•

1

xxrrrrrrrrrr
B ⊗ B•

1

&&LLLLLLLLLL
0

xxrrrrrrrrrr

0

ff

A ⊗ A•

D ⊗ C•

0

"*MMMMMMMMMM

MMMMMMMMMM
C ⊗ B•

1

xxrrrrrrrrrr
1

&&LLLLLLLLLL

0

ff

B ⊗ A•

0

t| rrrrrrrrr

rrrrrrrrr

D ⊗ B•

1

&&LLLLLLLLLL
C ⊗ A•

1

xxrrrrrrrrrr

D ⊗ A•

On remarque que le graphe cristallin de V ⊗ V
? est la somme directe

du graphe cristallin du module simple de plus haut poids ε2 − ε2 et de deux
copies du graphe cristallin de la représentation triviale.

Attention on ne peux pas conclure que V ⊗ V
? est la somme directe des

trois Uq(g)-modules correspondants, en effet pour cela il faudrait montrer que
l’on peut remonter D ⊗ D• et A ⊗ A• dans le réseau cristallin de sorte que
ẽ0, f̃0 agissent par zéro sur ces éléments et aussi qu’ils ne sont pas l’image
par ẽ0 et f̃0 d’éléments de la composante connexe contenantA ⊗ D•.

3.3 Résultats sur les cristaux dans Uq(gl(m, n))

3.3.1 Connexité de la base cristalline

Définition 3.3.1.
Soit M un Uq(g)-module ayant (L, B) pour base cristalline, on dit que B
est connexe si pour tout b et b′ dans B il existe deux suites (b0, . . . , bp) et
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(b′0, . . . , b
′
p) d’éléments de B et des suites (x1, . . . , xp) et (y1, . . . , yq) d’élé-

ments de
{

ẽi, f̃i /i ∈ I
}

tel que :

b0 = b b′0 = b′

bp = b′ b′p = b
bk = xkbk−1 ∀k = 1 . . . p b′l = ylb

′
l−1 ∀l = 1 . . . q

Remarque 3.3.2.
Attention, contrairement au cas classique, il est possible d’avoir deux élé-
ments b et b′ tels que l’on puisse relier b à b′ mais pas b′ à b. Ceci est dû aux
modifications de la condition (v) (cas < h0, wt(b) >= 0) de la définition de
base cristalline.

L’autre modification (la base cristalline n’est pas nécessairement stable
par les ẽi et les f̃i) ne pose pas trop de problèmes, en effet on contourne en
demandant en plus du fait que B′ ⊂ B est une composante connexe, que le
sous-module (libre) lui correspondant dans L/qL vérifie des propriétés ana-
logues.

De plus si f̃ob (resp. ẽob) est la somme b1 + b2 avec ẽ0b1 = b (resp.
f̃0b2 = b) et les deux sont non nuls, le seul cas qui pose problème est lorsque b1

et b2 ne sont pas dans la même composante connexe, en pratique on quotiente
par la composante connexe contenant b2 (resp. b1) et le problème disparait.

Lemme 3.3.3.
Soient M un Uq(g)-module, (L, B) et (L′, B′) deux bases cristallines de M
et un poids λ tel que dim Mλ = 1.

Alors la composante connexe de B contenant Bλ est isomorphe à la com-
posante connexe de B′ contenant B′

λ.

Démonstration.
On peut supposer que Lλ = L′

λ et que Bλ = B′
λ = {±bλ}.

Soit L′′ = L + L′, alors L′′ est un réseau cristallin de M .
Soient ψ : L/qL → L′′/qL′′ et ψ′ : L′/qL′ → L′′/qL′′ les morphismes induits.

Soit B̃ (resp. B̃′) la composante connexe de B (resp. B′) contenant Bλ.

L’application B̃ → ψ(B̃) commute avec ẽi et f̃i, de plus, par la connexité
de B, elle est injective, donc bijective.
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En effet on a ψ(bλ) 6= 0, or pour tout b ∈ B̃ il existe y tel que bλ = yb, d’où
ψ(bλ) = yψ(b), on a yψ(b) 6= 0 d’où ψ(b) 6= 0

En faisant la même chose avec l’autre base cristalline, et en remarquant
que ψ(B̃) et ψ(B̃′) sont égaux (car ce sont des composantes connexes d’in-
tersection non vide), on peut conclure.

Lemme 3.3.4.
Soit M un Uq(g)-module ayant (L, B) comme base cristalline, et tel que :

(a) Le cristal est connexe.

(b) Il existe un poids λ tel que dimMλ = 1.

Alors :

(i) L/qL est irréductible (comme module sur l’algèbre engendrée par les ẽi

et f̃i).

(ii) M est irréductible.

(iii) pour tout réseau cristallin L′ de M , L′
λ = Lλ implique L = L′.

(iv) La base cristalline de M est unique (à multiplication par une constante
près).

Démonstration.
(i) Soit K un sous-espace de L/qL stabilisé par les ẽi et f̃i non nul.

Soit v ∈ K un vecteur non nul de poids µ, on a v =
∑

b∈C abb où C est
une partie libre de Bµ et les ab sont des scalaires.

Soit b ∈ C tel que ab 6= 0, par connexité il existe des combinaisons x et
y de ẽi et f̃i tel que xb ∈ Bλ et ybλ = b (où Bλ = {±bλ})

Nécessairement pour tout b′ de C différent de b on a xb′ = 0 (sinon
xb′ = ±bλ et donc b′ = ±b, or C est une famille libre), on a donc xv = abbλ,
donc Bλ ⊂ K, donc B ⊂ K, ce qui fait que K = L/qL.

Pour (ii), (iii) et (iv) la preuve est exactement la même que dans [BKK00]

3.3.2 Base cristalline et filtration par socle

Exemple 3.3.5.
Il existe des modules indécomposables qui ne sont pas simples, par exemple
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dans gl(2, 2), si on note

g+1 =

{(

0 B

0 0

)

, B ∈ Hom
(

C2, C2
)

}

,

g−1 =

{(

0 0

C 0

)

, C ∈ Hom
(

C2, C2
)

}

,

et que l’on regarde la représentation (de Oint) K(0,0|0,0) = Indg

g0⊕g+1 C (qui

est isomrophe comme espace vectoriel à
∧

(g−1)), elle est indécomposable, en
effet elle admet un vecteur de plus bas poids qui est contenu dans tous ses
sous-modules.

Le théorème 2.2 de Serganova dans [Ser96] (ou plutôt sa version combi-
natoire exposée dans [Gru06]) donne la liste des sous-quotients simples (avec
parité), ce sont L(0,0|0,0), L(−2,−2|2,2) (qui sont pairs), et L(0,−1|1,0) (impair).

Sachant que ce module admet comme unique quotient simple le module
L(0,0|0,0) et que l’action de la racine simple impaire change la parité on peut
en déduire qu’il admet comme suite de Jordan-Hölder : V0 ⊂ V1 ⊂ V2 avec
V2 = K(0,0|0,0), V2/V1 = L(0,0|0,0), V1/V0 = L(0,−1|1,0) et V0 = L(−2,−2|2,2).

On connait les cristaux de ces trois sous-quotients simples, il reste donc
à voir s’il est possible de les relier pour former un cristal de K(0,0|0,0). Pour
cela il suffit de remarquer que si on prend un vecteur v primitif qui engendre
K(0,0|0,0), alors les vecteurs radiciels des racines paires agissent par 0 sur lui,

et que f̃0(v) est un vecteur primitif qui engendre un module ayant L(0,−1|1,0)

comme unique quotient simple. Puis on fait de même avec le vecteur de plus
bas poids (qui est ici primitif et engendre L(−2,−2|2,2)).

•
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On remarque que ce graphe cristallin possède trois composantes connexes,
qui correspondent aux sous-quotients simples de la représentation.

Proposition 3.3.6.
Soit M un Uq(g)-module ayant (L, B) comme base cristalline.
Soit L′ un A-sous-module de L stabilisé par les ẽi et les f̃i et tel qu’il existe
une pseudo-base B′ de L′/qL′ telle que B′ ⊂ B

(1) Il existe un sous-module N de M tel que (L′, B′) soit une base cristal-
line de N .

(2) Le module M/N admet (L/L′, B \ B′) comme base cristalline.

(3) Si de plus B′ est connexe, alors N est un facteur direct de M .

Démonstration.
A tout b ∈ B on associe un élément b de L tel que b ≡ b mod qL, par le
lemme de Nakayama les éléments b engendrent L.

Alors L′ est le A-sous-module libre engendré par les b pour b ∈ B′.

(1) On pose N = Q(q) ⊗ L′ alors N est un sous-module de M de base
cristalline (L′, B′).

(2) On remarque que B \ B′ est une pseudo-base de L/L′, et on a alors
que (L/L′, B \B′) est une base cristalline du module Q(q)⊗L/L′ qui
est isomorphe à M/N .

(3) Soit L′′ engendré par les b pour b ∈ B′′ où B′′ est le complémentaire de
B′ dans B. Par la connexité de B′, on a L′′ stable par les ẽi et les f̃i, et
donc C = Q(q)⊗L′ est un sous-module de M , et comme L = L′ ⊕L′′

on a M = N ⊕ C.

Ces différents lemmes et cette proposition permettent d’obtenir le théo-
rème suivant :

Théorème 3.3.7.
Soit M un Uq(g)-module ayant (L, B) comme base cristalline et tel que pour
chaque composante connexe du cristal on est dans les hypothèses de la pro-
position précédente.

On pose M0 = M et (L0, B0) = (L, B)).
On construit des sous-modules Mk de M , pour k allant de 1 au plus petit

entier l vérifiant Ml = {0} par le procédé :
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Soit Bk la plus grosse réunion de composantes connexes de Bk−1 qui est
stabilisée par les ẽi et les f̃i, on pose Lk le A-sous-module de Lk−1 engendré
par Bk, et Mk le sous-module de Mk−1 ayant (Lk, Bk) comme base cristalline.

Alors Mk = radk(M) pour tout k entre 0 et l, et l est la longueur de
Loewy de M .

Soit S le module simple de plus haut poids :

λ = amεm + . . . + a1ε1 + a1ε1 + . . . + anεn

pour des entiers am ≥ . . . ≥ a1 et des entiers a1 ≥ . . . ≥ an.

On remarque que le module simple Vg de plus haut poids amεm+. . .+a1ε1

est dans OBKK , et que le module simple Vd de plus haut poids a1ε1 + . . . +
anεn est dans O?

BKK .

Donc le module V = Vg ⊗Vd admet une base cristalline (L, B) construite
comme produit tensoriel des bases cristallines (Lg, Bg) de Vg et (Ld, Bd) de
Vd. Soit bg (resp. bd) l’élément (unique au signe près) de Bg (resp. Bd) de
plus haut poids, ils correspondent à des vecteurs primitifs. Alors bg ⊗ bd

correspond à un vecteur primitif de V , il engendre donc un sous-module
de V ayant S comme unique quotient simple. Si le complémentaire de la
composante connexe contenant bg ⊗ bd correspond à un sous-réseau-cristallin
stabilisé par les opérateurs modifiés, alors la composante connexe contenant
bg ⊗ bd est le graphe cristallin de S

3.3.3 Le cas Uq(gl(2, 2))

Déterminons les cristaux des représentations simples maximalement aty-
piques de Uq(gl(2, 2)), ce sont les modules simples de plus haut poids aε2 +
bε1 − aε1 − bε2 pour a ≥ b (on le notera (a, b| − b,−a)), on peut se res-
treindre à a = c ∈ N et b = 0, le cas c = 0 correspond au module trivial, et le
cas c = 1 à déjà été traité dans l’exemple 3.2.10, supposons maintenant c ≥ 2.

Posons Uq(g)0 le sous groupe quantique de Uq(g) engendré par ei, fi, et qh

pour tout h et pour i ∈ I0 (il est isomorphe à Uq(gl2)⊕Uq−1(gl2)). Pour me-
ner ce calcul, on construit le cristal de ce module vu comme Uq(g)0-module,
puis on calcule l’action des opérateurs impairs, ce qui donne le cristal comme
Uq(g)-module.
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Le module simple de plus haut poids (c, 0|0, 0) est dans la catégorie
OBKK , il possède une base cristalline dont le graphe cristallin est :

A0

1
²²

A1

1
²²

+3 B1
1 //

1
²²

C1

1
²²

A2

1

+3 B2
1 //

1

C2
+3

1

D2

1

Ai

1

+3 Bi
1 //

1

Ci
+3

1

Di

1

Ac
+3 Bc

1 // Cc
+3 Dc

où wt(Ai) = (c−i, i|0, 0),wt(Bi) = (c−i, i−1|1, 0), wt(Ci) = (c−i, i−1|0, 1)
et wt(Di) = (c− i, i−2|1, 1). En particulier A0 correspond au vecteur primi-
tif, tandis que A0, B1 et D2 correspondent aux vecteurs primitifs du module
vu comme module du sous groupe quantique de Uq(g) engendré par ei, fi,
et qh pour tout h et pour i ∈ I0.

Le module simple de plus haut poids (0, 0|0,−c) est dans la catégorie
O?

BKK , il possède une base cristalline dont le graphe cristallin est :

A•
0

1
²²

A•
1

1
²²

+3 B•
1

1 //

1
²²

C•
1

1
²²

A•
2

1

+3 B•
2

1 //

1

C•
2

+3

1

D•
2

1

A•
i

1

+3 B•
i

1 //

1

C•
i

+3

1

D•
i

1

A•
c

+3 B•
c

1 // C•
c

+3 D•
c

où wt(A•
i ) = (0, 0| − i, i − c), wt(B•

i ) = (0,−1|1 − i, i − c), wt(C•
i ) =

(−1, 0|1 − i, i − c) et wt(D•
i ) = (−1,−1|2 − i, i − c). En particulier A•

0 cor-
respond au vecteur primitif, tandis que A•

0, B•
1 et D•

2 correspondent aux
vecteurs primitifs du module vu comme Uq(g)0-module.
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On remarque que A0⊗A•
0 correspond à un vecteur primitif (annulé par ẽi

pour tout i) de plus haut poids (c, 0|0,−c), la composante connexe le conte-
nant sera donc une base cristalline d’un module indécomposable ayant une
tête simple qui sera le module simple recherché ( c’est-à-dire qu’il existe un
sous-module tel que le quotient par ce sous-module est L(c,0|0,−c)).

Regardons la composante connexe contenant A0 ⊗ A•
0, pour ce faire re-

gardons tout d’abord uniquement les actions des opérateurs correspondant
aux racines paires.

A0 ⊗ A•
0

1
²²

1 // A0 ⊗ A•
1

1
²²

1 A0 ⊗ A•
c−1

1
²²

1 // A0 ⊗ A•
c

1
²²

A1 ⊗ A•
0

1

1 // A1 ⊗ A•
1

1

1 A1 ⊗ A•
c−1

1

1 // A1 ⊗ A•
c

1

Ac−1 ⊗ A•
0

1
²²

1 // Ac−1 ⊗ A•
1

1
²²

1 Ac−1 ⊗ A•
c−1

1
²²

1 // Ac−1 ⊗ A•
c

1
²²

Ac ⊗ A•
0

1 // Ac ⊗ A•
1

1 Ac ⊗ A•
c−1

1 // Ac ⊗ A•
c

Regardons maintenant les actions de f̃0 :

Pour i > j Pour i < j − 1 Pour i = j − 1 Pour i = j

Ai ⊗ A•
j

®¶

Ai ⊗ A•
j

®¶

Ai ⊗ A•
i+1

®¶

Ai ⊗ A•
i

®¶
Bi ⊗ A•

j Ai ⊗ B•
j Ai ⊗ B•

i+1 + Bi ⊗ A•
i+1 Bi ⊗ A•

j

On remarque que les éléménts B1 ⊗ A•
0 et A0 ⊗ B•

1 correspondent à des
vecteurs Uq(g)0-primitifs, et qu’on peut obtenir les autres Bi⊗A•

j et Ai⊗B•
j

à partir de ces deux là en utilisant les opérateurs pairs.
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B1 ⊗ A•
0

1
²²

1 // B1 ⊗ A•
1

1
²²

1 B1 ⊗ A•
c−1

1
²²

1 // B1 ⊗ A•
c

1
²²

1 // C1 ⊗ A•
c

1
²²

B2 ⊗ A•
0

1

1 // B2 ⊗ A•
1

1

1 B2 ⊗ A•
c−1

1

1 // B2 ⊗ A•
c

1

1 // C2 ⊗ A•
c

1
²²

Bc−1 ⊗ A•
0

1
²²

1 // Bc−1 ⊗ A•
1

1
²²

1 Bc−1 ⊗ A•
c−1

1
²²

1 // Bc−1 ⊗ A•
c

1
²²

1 // Cc−1 ⊗ A•
c

1
²²

Bc ⊗ A•
0

1 // Bc ⊗ A•
1

1 Bc ⊗ A•
c−1

1 // Bc ⊗ A•
c

1 // Cc ⊗ A•
c

Pour i > j Pour i < j − 1 Pour i = j − 1 Pour i = j Pour i

Bi ⊗ A•
j

²²

Bi ⊗ A•
j

®¶

Bi ⊗ A•
i+1

®¶

Bi ⊗ A•
i

²²

Bi ⊗ A•
0

²²
0 Bi ⊗ B•

j Bi ⊗ B•
i+1 0 0

Pour i < c − 1 Pour i = c

Ci ⊗ A•
c

®¶

Cc ⊗ A•
c

®¶
Ci ⊗ B•

c Dc ⊗ A•
c + Cc ⊗ B•

c

avec ẽ0(Dc ⊗ A•
c) = 0 et ẽ0(Cc ⊗ B•

c ) = Cc ⊗ A•
c (i.e. c’est ce qu’on note

Cc ⊗ A•
c Ã Cc ⊗ B•

c dans le graphe cristallin). D’ailleurs on quotientera par
la composante connexe contenant Dc ⊗ A•

c .
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A0 ⊗ B•
1

1
²²

1 // A0 ⊗ B•
2

1
²²

1 A0 ⊗ B•
c−1

1
²²

1 // A0 ⊗ B•
c

1
²²

A1 ⊗ B•
1

1

1 // A1 ⊗ B•
2

1

1 A1 ⊗ B•
c−1

1

1 // A1 ⊗ B•
c

1

Ac−1 ⊗ B•
1

1
²²

1 // Ac−1 ⊗ B•
2

1
²²

1 Ac−1 ⊗ B•
c−1

1
²²

1 // Ac−1 ⊗ B•
c

1
²²

Ac ⊗ B•
1

1
²²

1 // Ac ⊗ B•
2

1
²²

1 Ac ⊗ B•
c−1

1
²²

1 // Ac ⊗ B•
c

1
²²

Ac ⊗ C•
1

1 // Ac ⊗ C•
2

1 Ac ⊗ C•
c−1

1 // Ac ⊗ C•
c

Pour i > j Pour i < j − 1 Pour i = j − 1 Pour i = j Pour j

Ai ⊗ B•
j

²²

Ai ⊗ B•
j

®¶

Ai ⊗ B•
i+1

®¶

Ai ⊗ B•
i

²²

A0 ⊗ B•
j

²²
Bi ⊗ B•

j 0 Bi ⊗ B•
i+1 Bi ⊗ B•

i 0

Pour j < c − 1 Pour j = c

Ac ⊗ C•
j

®¶

Ac ⊗ C•
c

®¶
Bc ⊗ C•

j Bc ⊗ C•
c 1

On remarque que B1 ⊗ B•
1 correspond à un Uq(g)0-primitif, et que tous

les éléments (sauf Dc ⊗A•
c) qu’on a atteint sont obtenus par des actions des

opérateurs pairs sur B1 ⊗ B•
1 .
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B1 ⊗ B•
1

1
²²

1 // B1 ⊗ B•
2

1
²²

1 B1 ⊗ B•
c

1
²²

1 // C1 ⊗ B•
c

1
²²

B2 ⊗ B•
1

1

1 // B2 ⊗ B•
2

1

1 B2 ⊗ B•
c

1

1 // C2 ⊗ B•
c

1

Bc ⊗ B•
1

1
²²

1 // Bc ⊗ B•
2

1
²²

1 Bc ⊗ B•
c

1
²²

1 // Cc ⊗ B•
c

1
²²

Bc ⊗ C•
1

1 // Bc ⊗ C•
2

1 Bc ⊗ C•
c

1 // Cc ⊗ C•
c

Pour i, j Pour j < c − 1 Pour i < c − 1

Bi ⊗ B•
j

®¶

Bc ⊗ C•
j

®¶

Ci ⊗ B•
c

®¶
0 0 0

Bc ⊗ C•
c

®¶

Cc ⊗ C•
c

®¶

Cc ⊗ B•
c

®¶
0 Dc ⊗ C•

c Dc ⊗ B•
c

avec ẽ0(Dc ⊗ C•
c ) = 0 et avec ẽ0(Dc ⊗ B•

c ) = Dc ⊗ A•
c .

On peut montrer que l’union de la composante connexe contenant Dc⊗A•
c

et de celle contenant Dc ⊗ C•
c est d’intersection vide avec la composante

connexe de A0 ⊗ A•
0. En quotientant (au niveau des L/qL-modules) on ar-

rive à un sous-quotient du produit tensoriel qui possède une base cristalline
connexe, c’est donc un module simple, et c’est nécessairement le module
simple de plus haut poids (c, 0|0,−c).
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Introduction

Les notations sont celles des deux premiers chapitres.

La catégorie F des gl(m, n)-modules de dimension finie, dans lesquels
l’action d’ une sous-algèbre de Cartan est diagonalisable, se décompose, via
le caractère infinitésimal, en blocs. A chaque bloc on associe un entier ap-
pelé degré d’atypicité. Serganova (dans [Ser98]), a décrit une équivalence de
catégorie (foncteur de translation) entre un bloc de degré d’atypicité k ≥ 1
de gl(m, n) et le bloc de gl(k, k) contenant le module trivial (appelé bloc
maximalement atypique).

Les blocs typiques (de degré d’atypicité nul) (resp. simplement atypiques)
sont décrits dans Kac [Kac77a] (resp. Germoni [Ger97]).

Rappelons d’autre part que la catégorie F a des enveloppes injectives
et des couvertures projectives et que les modules projectifs sont basculants
donc injectifs, ceci est démontré par Brundan dans [Bru03].

Le but de ce chapitre est de comprendre le bloc maximalement atypique
de gl(2, 2), ou, ce qui revient au même, la catégorie additive des objets pro-
jectifs de F .

Soit λ un poids dominant doublement atypique. On note Lλ le module
simple de plus haut poids λ et Pλ sa couverture projective. Le module Pλ

possède une filtration dont les quotients successifs sont des modules de Kac
([Bru03], [Zou96]). On calcule les Ext1 entre les modules simples (resp. les
modules de Kac) dans le lemme 4.1.6. On en déduit la suite de Loewy des
modules Pλ (proposition 4.1.7). Cette suite est de longueur 5, Lλ est de mul-
tiplicité 2 dans rad2 Pλ/ rad3 Pλ ; la filtration par des modules de Kac permet
de distinguer deux facteurs.

Etant donnés deux poids dominants maximalement atypiques λ et µ,
on calcule dim Homgl(2,2)(Pλ, Pµ) (paragraphe 4.3.1). On montre ensuite que
Endgl(2,2)(Pλ) est un anneau de Gorenstein. Enfin, on propose une conjecture
plus précise sur la structure de cette catégorie additive.

4.1 Les modules projectifs indécomposables

Proposition 4.1.1. [Ger97]
La catégorie des gl(m, n)-modules de dimension finie F a les propriétés sui-
vantes :
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A. L’anneau des endomorphismes d’un objet indécomposable est local.

B. Tout objet M satisfait au théorème de Krull-Schmidt, i.e. se décompose
en somme directe d’objets indécomposables, et cette décomposition est
unique à l’ordre des facteurs et à isomorphisme près.

C. Tout projectif indécomposable P a un unique quotient simple.

D. Tout objet M a une couverture projective, unique (à isomorphisme
près).

E. Tout objet M est de longueur finie.

La description des modules projectifs indécomposables est connue :

Proposition 4.1.2. [Zou96][Ger97]
Soit F la catégorie des gl(m, n)-modules de dimension finie.
Alors les indécomposables projectifs admettent des suites de composition dont
les quotients successifs sont des modules de Kac.

De plus, tout module ayant Lλ pour tête est un quotient de Pλ.

Les suites de composition d’un module projectif indécomposable dont les
quotients successifs sont des modules de Kac, sont rendues plus claires par
le théoréme de dualité suivant :

Théorème 4.1.3. (Réciprocité de BGG) [Zou96][Ger97]
Notons Pλ la couverture projective du module simple Lλ de plus haut poids λ
de la super-algèbre de Lie gl(m, n), Kµ le module de Kac de plus haut poids µ.

Fixons une une suite de composition de Pλ dont les quotients succes-
sifs sont des modules de Kac et notons (Pλ : Kµ) la multiplicité de Kµ dans
cette suite. On note [Kµ : Lλ] la multiplicité de Lλ dans une suite de Jordan-
Hölder de Kµ.

Alors pour λ, µ ∈ Λ+ on a :

(Pλ : Kµ) = [Kµ : Lλ].

Remarque 4.1.4.
Ce théorème reste vrai pour une super-algèbre de Lie classique de type I sous
l’hypothèse que pour tout λ dans Λ+ on a [Kλ : Lλ] = 1, ce qui n’est pas le
cas pour la super algèbre de Lie sl(2, 2) (formée des éléments de gl(2, 2) de
supertrace nulle) avec par exemple λ = (1, 0|0,−1).
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Il faut donc être soigneux hors du cas gl(m, n).

En combinant le théorème avec l’exemple 2.1.5 du chapitre 2, on montre :

Corollaire 4.1.5.
Soit λ = (a, b| − b,−a) un poids entier dominant maximalement atypique de
gl(2, 2), si on prend une filtration de Pλ telle que les quotients successifs sont
des modules de Kac, alors les modules de Kac qui apparaissent sont :

A. Kλ, Kλ+α1 , Kλ+2α1+α2 et Kλ+2α1+2α2 si a = b

B. Kλ, Kλ+α1 , Kλ+α2 et Kλ+α1+α2 si a ≥ b + 1

Lemme 4.1.6.
Soit λ = (a, b| − b,−a) un poids entier dominant maximalement atypique de
gl(2, 2), et générique (i.e. a ≥ b + 2). On a :

Ext1(Kλ, Kµ) =

{

C si µ ∈ {λ − α1, λ − α2}
0 sinon

Ext1(Lλ, Lµ) =

{

C si µ ∈ {λ ± α1, λ ± α2}
0 sinon

Démonstration.
On montre que Ext1(Kλ+α1 , Kλ+α2) = 0.

On suppose qu’on a une suite exacte non scindée :

0 → Kλ+α2 → M → Kλ+α1 → 0.

Elle définit un morphisme non nul u du noyau N de la projection de
Pλ+α1 sur Kλ+α1 dans Kλ+α2 . Le morphisme u n’est pas surjectif car Kλ+α2

n’est pas un quotient de N .
Au vu des poids intervenant, si l’image de u est non nulle, alors elle

contient le socle de Kλ+α2 ,i.e. Lλ−α1 , qui n’intervient pas dans les facteurs
de composition de N , d’où la contradiction.

On a donc que Ext1(Kλ+α1 , Kλ+α2) = 0.

De plus, la tête de Kλ (resp. le socle de Kλ+α1+α2) est isomorphe à Lλ.
Ceci implique l’existence et l’unicité d’une filtration de Pλ :

Pλ = M1 ⊃ M2 ⊃ M3 ⊃ M4

Avec M1/M2 ' Kλ, M2/M3 ' Kλ+α1 ⊕ Kλ+α2 et M4 ' Kλ+α1+α2 .
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On a donc le résultat pour Ext1(Kλ, Kµ).

Notons N le noyau de la surjection Pλ ³ Lλ. Sa tête contient le mo-
dule simple Lµ avec la multiplicité dim Ext1(Lλ, Lµ). La filtration précé-
dente montre qu’elle contient Lλ−α1 et Lλ−α2 . D’autre part, on sait que
Ext1(Lλ, Lµ) ' Ext1(Lµ, Lλ) (grâce au foncteur de dualité D, qu’utilise
Germoni, construit à partir de l’anti-automorphisme de Chevalley). Donc la
tête de N contient aussi Lλ+α1 et Lλ+α2 . De plus, la tête de N ne peut
contenir d’autre module simple que ceux qui figurent dans la tête de l’image
de N dans Kλ et ceux qui figurent dans la tête de M2. D’où le fait que
Ext1(Lλ, Lµ) est soit de dimension 1 (dans le cas où µ est égal à λ ± α1 ou
λ ± α2) soit nul.

Un argument identique permet de calculer Ext1(Kλ, Kµ) et Ext1(Lλ, Lµ)
sans hypothèse de généricité.

L’ensemble de ces résultats est résumé par la figure 4.1 (page 73) : on y
représente un graphe dont les sommets sont les classes des modules simples
Lλ, et les arêtes (dessinées en pointillés) joignant Lλ et Lµ sont en nombre
dim Ext1(Lλ, Lµ) = dim Ext1(Lµ, Lλ). En dédoublant chaque arête en deux
flèches de directions opposées, on obtient le Ext-carquois du bloc doublement
atypique.

Les suites de compositions des modules de Kac de plus haut poids λ =
(a, b| − b,−a) sont données dans la figure 4.2 (page 74), on a trois cas qui
correspondent à a = b, a = b + 1 et a ≥ b + 2. Sur le dessin les ¤ corres-
pondent à la tête, les © correspondent aux éléments de radKλ/ rad2 Kλ, et
les ¥ correspondent au socle.

Les modules simples qui apparaissent dans les suites de composition des
modules projectifs sont dessinés dans les figures 4.3 et 4.4 (pages 75 et 76)
où sont représentés quatre cas différents d’éloignement des murs. Les ¤ cor-
respondent aux têtes, les nombres aux multiplicités.

Proposition 4.1.7.
Soit λ = (a, b| − b,−a) un poids entier dominant maximalement atypique de
gl(2, 2), soit Pλ la couverture projective du module simple Lλ.
Alors :
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– si a ≥ b + 3 la suite de Loewy de Pλ est :

Lλ

Lλ+α1 Lλ−α1 Lλ−α2 Lλ+α2

Lλ Lλ+α1−α2 Lλ−α1−α2 Lλ+α1+α2 Lλ−α1+α2 Lλ

Lλ−α2 Lλ+α2 Lλ+α1 Lλ−α1

Lλ

,

– si a = b + 2 la suite de Loewy de Pλ est :

Lλ

Lλ+α1 Lλ−α1 Lλ−α2 Lλ+α2

Lλ Lλ+α1−α2 Lλ−α1−α2 Lλ+α1+α2 Lλ−α1+α2 Lλ−2α1 Lλ

Lλ+α1 Lλ−α1 Lλ−α2 Lλ+α2

Lλ

,

– si a = b + 1 la suite de Loewy de Pλ est :

Lλ

Lλ+α1 Lλ−α1 Lλ−α2 Lλ+α2 Lλ−2α1−α2

Lλ Lλ+α1−α2 Lλ−α1−α2 Lλ+α1+α2 Lλ

Lλ+α1 Lλ−α1 Lλ−α2 Lλ+α2 Lλ−2α1−α2

Lλ

,

– si a = b la suite de Loewy de Pλ est :

Lλ

Lλ+α1 Lλ−α2 Lλ+2α1+α2

2Lλ Lλ−α1−α2 Lλ−2α1−2α2 Lλ+α1−α2 Lλ+2α1 Lλ+α1+α2 Lλ+2α1+2α2

Lλ+α1 Lλ−α2 Lλ+2α1+α2

Lλ

.

Démonstration.
Soit M un module de tête Lλ. Alors les µ tels que Lµ soit un facteur de
radi M/ radi+1 M sont tels que µ diffère de λ par une somme de racines im-
paires en nombre de parité i ≡ 2. Ceci se démontre par récurrence sur i en
utilisant le fait que Ext1(Lλ1 , Lλ2) 6= 0 seulement si λ2 diffère de λ1 par une
seule (ou trois) racine(s) impaire(s).

Soit λ un poids dominant maximalement atypique et soit Pλ la couverture
projective de Lλ. On connait rad0 Pλ/ rad1 Pλ = Lλ et rad1 Pλ/ rad2 Pλ =
⊕

i=1,2

Lλ±αi
(il faut ajouter Lλ−2α1−α2 si λ est à distance 1 des murs et

Lλ+2α1+α2 si λ est à distance 0 des murs) : pour simplifier on suppose doré-
navant que λ est à distance au moins 2 des murs.
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Comme Pλ admet comme quotient Kλ, et que rad2 Kλ/ rad3 Kλ = Lλ−α1−α2

on voit que rad2 Pλ/ rad3 Pλ contient Lλ−α1−α2 et en changeant de sous-
algèbre de Borel distinguée (i.e. en changeant b0), on trouve de même que
rad2 Pλ/ rad3 Pλ contient Lλ±α1±α2 pour tous les choix de signes (si λ est à
distance 2 des murs, il contient aussi Lλ−2α1).
Pour terminer la démonstration, il suffit de voir qu’il contient également
deux copies de Lλ ; en effet il ne peut pas contenir le socle de Pλ et les
poids des modules simples restants sont les λ ± αi qui sont forcément dans
rad3 Pλ/ rad4 Pλ pour des raisons de parité.
D’autre part, comme Ext1(Kλ, Kλ+α1) = C, il existe une suite exacte :

0 → Kλ+α1 → M → Kλ → 0

où M est un quotient de Pλ ; et ce module est de longueur de Loewy 4
et pour des raisons de parité Lλ figure au premier et au troisième étage.
Donc rad2 Pλ/ rad3 Pλ contient un facteur Lλ d’image non nulle dans M . En
faisant de même avec Kλ+α2 , on obtient le deuxème facteur Lλ.

4.2 Construction de certains modules indécompo-

sables

Soient λ et µ deux poids dominants maximalement atypiques et géné-
riques (i.e. de la forme (a, b| − b,−a) avec a ≥ b + 2).
Dans ce paragraphe on donne une description partielle des modules indécom-
posables M ayant une tête simple Lλ et un socle simple Lµ. On ne traitera
pas complètement le cas où µ = λ et où la longueur de Loewy est 3.

Distinguons plusieurs cas selon la longueur de Loewy r de M .
• Longueur de Loewy 1.

Le cas r = 1 est trivial.

• Longueur de Loewy 2.
Le cas r = 2 est réglé par le lemme 4.1.6.

• Longueur de Loewy 3.

Lemme 4.2.1.
Soit λ = (a, b| − b,−a) un poids entier dominant maximalement atypique et
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générique (i.e. a ≥ b + 2).

Alors pour tout µ de la forme λ ± α1 ± α2 il existe un module M indé-
composable, de longueur de Loewy 3, avec Lλ comme tête et Lµ comme socle.

Démonstration.
Soient κ1 et κ2 dans {±1}.
Posons P = Lλ, Q = Lλ+κ1α1+κ2α2 et R = Lλ+κ1α1 ⊕ Lλ+κ2α2 .
Soit x (resp. y) un élément de Ext1(P, R) (resp. Ext1(R, Q)). Le produit de
Yoneda y • x est un élément de Ext2(P, Q) ; il s’annule si et seulement si il
existe un module M admettant une filtration

M = X0 ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ X3 = {0},

dont les quotients successifs vérifient X0/X1 ' P et X1/X2 ' R et X2 '
Q, de plus X0/X2 correspond à x et X1/X3 à y. Ce sont les extensions
panachées de Grothendieck ([SGA72] exposé 9, page 103).

D’après le lemme 4.1.6, Ext1(P, Q) = 0, Ext1(R, Q) = C2 et on peut
montrer que Ext2(P, Q) = C et que le produit de Yoneda est non dégénéré.

On peut donc choisir x et y de façon que y • x = 0 et que x (resp. y) ait
ses deux coordonnées non nulles.

Remarque 4.2.2.
On peut montrer que chacun des quatre modules du lemme précédent, corres-
pondant aux choix de κ1 et κ2, est unique à isomorphisme près. Ce sont des
modules de Kac associés aux quatre choix possibles de sous-algèbres de Borel
distinguées de gl(2, 2) contenant h.

• Longueur de Loewy 4.
Pour µ = λ−α1 (resp. µ = λ−α2) il suffit de prendre le module correspon-
dant à un élément non trivial de Ext1(Kλ, Kλ+α1) (resp. Ext1(Kλ, Kλ+α2)).
Pour µ = λ+α1 (resp. µ = λ+α2) les duaux (pour le foncteur de dualité D
de la remarque précédente) de ces derniers donnent les modules recherchés.
Cette liste est exhaustive.

• Longueur de Loewy 5.
Pour la longueur 5 on a M = Pλ et µ = λ.
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4.3 Morphismes entre les modules projectifs indé-

composables

4.3.1 Dimension des espaces de morphismes

Proposition 4.3.1.
Soit λ, µ deux poids entiers dominants maximalement atypiques de gl(2, 2).
Soit Pλ (resp. Pµ) la couverture projective du module simple Lλ (resp. Lµ)
de plus haut poids λ (resp. µ).

On a :

dim Homgl(2,2)(Pλ, Pµ) = [Pµ : Lλ].

Démonstration.
Comme le foncteur Hom(Pλ, ) est exact, le premier membre est égal à

∑

ν

[Pµ : Lν ] dim Homgl(2,2)(Pλ, Lµ).

Soit λ = (a, b| − b − a) un poids maximalement atypique de gl(2, 2). On
a montré que, dans le cas générique (cas a ≥ b + 2) :

dim Homgl(2,2)(Pλ, Pµ) =















4 si µ = λ
2 si µ = λ ± α1 ou µ = λ ± α2

1 si µ = λ ± α1 ± α2

0 sinon

Les images des morphismes de Pλ dans Pµ pour λ 6= µ font partie des
modules construits dans le paragraphe précédent.

4.3.2 Anneau des endomorphismes d’un module projectif in-

décomposable

Proposition 4.3.2.
Soit λ un poids dominant de gl(m, n). On note Pλ la couverture projective
du gl(m, n)-module simple Lλ de plus haut poids λ. Notons Cλ l’algèbre des
endomorphismes gl(m, n)-linéaires de Pλ.

Alors Cλ est un anneau de Gorenstein.
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Démonstration.
Notons Fλ la sous-catégorie de F formée des modules n’ayant pas Lλ comme
sous quotient. C’est une sous-catégorie épaisse (i.e. stable par quotient, sous-
objet et extension) de F .

On peut former la catégorie quotient F/Fλ, puis construire comme Ga-
briel dans [Gab62], des adjoints à gauche et à droite du foncteur naturel de
F dans F/Fλ.

Décrivons sommairement l’adjoint à gauche. Soit M ∈ F , soit M/M ′ le
plus grand quotient dans Fλ (il peut être nul). On a alors M ′ isomorphe à
M dans F/Fλ.

Soit PM ′ la couverture projective de M ′ dans F , et N vérifiant la suite
exacte :

0 → N → PM ′ → M ′ → 0.

Soit N/N ′ le plus grand quotient de N dans Fλ. Posons : M ′′ = PM ′/N ′, ce
module est isomorphe à M dans F/Fλ.

On a ainsi défini un foncteur M Ã M ′′, c’est l’adjoint à gauche cherché ;
on appelle M ′′ la Fλ-couverture de M .

Comme Pλ est sa propre couverture, on a HomF (Pλ, ) = HomF/Fλ
(Pλ, ) ;

ce foncteur est une équivalence entre la catégorie F/Fλ et celle des Cλ-
modules de longueur finie, d’après le théorème de Morita.

De même, en utilisant cette fois l’adjoint à droite, on obtient HomF ( , Pλ) =
HomF/Fλ

( , Pλ) donc Pλ est un objet injectif de F/Fλ et Cλ est un Cλ-
module injectif.

Conjecture 4.3.3.
Soit λ = (a, b|−b,−a) un poids dominant maximalement atypique de gl(2, 2).
On note Pλ la couverture projective du g-module simple Lλ de plus haut poids
λ. Notons Cλ l’algèbre des endomorphismes g-linéaires de Pλ.

Si a = b, Cλ est isomorphe à une algèbre extèrieure à deux générateurs.
Sinon Cλ est isomorphe à C[x, y]/(x2, y2).

4.4 Une conjecture

Commençons par expliquer comment on décrit le bloc contenant le mo-
dule trivial de sl(1, 1). Il existe une seule racine positive qui est impaire et
isotrope et que l’on note α. Les modules simples atypiques de dimension finie
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sont paramétrés par les entiers. Pour a ∈ Z, on note La le module simple
atypique, de dimension 1, de plus haut poids (a| − a). Sa couverture projec-
tive Pa est de dimension 4, comme nous l’avons vu en 3.1.2, et sa suite de
Loewy est La, La−1 ⊕La+1, La. On sait de plus que End(Pa) est de la forme

C[X]/X2 et Hom(Pa, Pb) =

{

0 si |b − a| ≥ 2
1 si |b − a| = 1

. La composition des mor-

phismes est la suivante : si on note ua (resp. va) le morphisme non nul, défini
à homothétie près, de Pa dans Pa+1 (resp. Pa dans Pa−1), alors va+1 ◦ua est
proportionnel à ua−1 ◦ va car ces deux morphismes sont non nuls et envoient
la tête de Pa dans le socle de Pa.

Examinons maintenant le cas de gl(2, 2), pour lequel nous voulons for-
muler la conjecture.

Soit λ = (a, b| − b,−a) un poids dominant maximalement atypique, que
l’on suppose loin des murs, |b − a| ≥ 3, la proposition 4.1.7 donne la suite
de Loewy de Pλ. On rappelle que Cλ = End(Pλ) = C[x, y]/(x2, y2) et que

dim Hom(Pλ, Pµ) =







0 si sup(|a − a′|, |b − b′|) ≥ 2
1 si |a − a′| = |b − b′| = 1
2 si |a − a′| + |b − b′| = 1

.

Les images de tous ces morphismes ont un socle et une tête simples.
Remarquons que les sous-modules de Pλ à tête simple sont les suivants :

le socle, Lλ, quatre modules de longueur de Loewy 2 dont le têtes sont Lλ±αi
,

i = 1, 2. Parmi les modules de longueur de Loewy 3, quatre qui ont pour
tête Lλ±α1±α2 et une famille à un paramètre de modules ayant Lλ pour tête
(et socle), lesquels sont généralement de longueur 6 comme gl(2, 2)-module,
avec au plus 4 "accidents". Enfin, il y a quatre sous-modules de longueur de
Loewy 4 de tête Lλ±αi

, i = 1, 2.
Soit i = 1 ou 2. Soit u un morphisme non nul de Pλ dans Pλ−αi

qui en-
gendre Hom(Pλ, Pλ−αi

) comme Cλ-module. De même, on choisit v de Pλ+αi

dans Pλ.
Alors, l’image de v ◦ u est un sous-module de Pλ qui ne dépend pas des

choix de u et v et que l’on note I(λ, i). Ce module a pour tête et socle Lλ et,
comme ce n’est ni Pλ ni Lλ, il est de longueur de Loewy 3. De plus, Lλ−αi

ne figure pas dans l’étage rad1(I(λ, i))/rad2(I(λ, i)).

Conjecture 4.4.1.
La suite de Loewy de I(λ, i) est la suivante :

Lλ, Lλ−αj
⊕ Lλ+αj

, Lλ,

avec j =

{

1 si i = 2
2 si i = 1

, ce qui implique que u ◦ v ◦ u = 0.

Remarque 4.4.2.
Cette conjecture explique la composition des morphismes entre modules loin
des murs. Lorsqu’on se rapproche des murs, les espaces de morphismes font
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apparaître des morphismes entre des modules plus éloignés (par exemple entre
Pλ et Pλ−2α1−2α2 si λ = (a, a| − a,−a)) et on n’a pas cherché à prévoir les
compositions de ces morphismes...

Il existe une version géométrique de cette conjecture. Soit P1|1 la grass-
mannienne des sous-espaces vectoriels de dimension 1 + ε de la représenta-
tion standard de gl(2, 2). C’est une super variété algébrique qui est un espace
homogène, il lui correspond une sous-algèbre parabolique p de gl(2, 2) conte-
nant b0. La sous-algèbre de Levi l de p contenant h est gl(1, 1)× gl(1, 1). On
identifie un l-module et son extension triviale à p.

En recopiant la construction du livre de Jantzen, [Jan03], celle-ci est
effectuée pour les groupes algébriques en caractéristique positive mais garde
un sens dans notre cadre, on peut définir un foncteur exact à gauche Ind, qui
va de la catégorie des p-modules de dimension finie dans celle des g-modules
de dimension finie, et ses dérivés droits R1 et R2 (les suivants sont nuls).

Notre conjecture revient à dire que “loin des murs” (auquel cas seul R1

est non nul), le foncteur R1 transforme les injectifs atypiques par rapport
aux deux facteurs de gl(1, 1)×gl(1, 1) en injectifs doublement atypiques pour
gl(2, 2).
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Fig. 4.1 – Ext-Carquois du bloc maximalement atypique de gl(2, 2)
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Fig. 4.2 – Suite de composition des modules de Kac maximalement atypiques
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Fig. 4.3 – Suite de composition des modules projectifs indécomposables
maximalement atypiques
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Fig. 4.4 – Suite de composition des modules projectifs indécomposables
maximalement atypiques
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Cette thèse consiste en une étude des représentations de dimension finie
de la super-algèbre de Lie gl(m, n). Dans le premier chapitre nous rappelons
des résultats sur ces super-algèbres de Lie. Dans le second chapitre nous
étudions les représentations simples de gl(2, 2). Ces modules peuvent être
obtenus comme quotient de modules induits dont on connaît les suites de
composition, ce qui nous permet de calculer une formule des caractères finie
explicite. Dans le troisième chapitre nous étudions les représentations d’une
déformation quantique de l’algèbre enveloppante de gl(m, n). Nous rappelons
tout d’abord la construction des bases cristallines pour les facteurs directs
de puissances tensorielles de la représentation standard. Nous montrons, en
affaiblissant la notion de cristal, l’existence de bases cristallines pour des
modules qui ne sont pas semi-simpes, et nous donnons une méthode pour
les construire. Le quatrième chapitre porte sur le dévissage du bloc maxi-
malement atypique de la catégorie des représentations de dimension finie
de gl(2, 2). La connaissance de la sous-catégorie pleine des modules projec-
tifs maximalement atypiques nous permet de reconstituer la catégorie. Nous
étudions dans un premier temps les modules projectifs indécomposables et
nous donnons leurs suites de Loewy. Puis dans un deuxième temps nous étu-
dions leurs morphismes. Pour terminer nous formulons une conjecturons sur
la composition de ces morphismes.

This thesis is a study of finite dimensional representations of the Lie su-
peralgebra gl(m, n). In the first chapter we recall some results on these Lie
superalgebra. In the second chapter we study the simple representations of
gl(2.2). These modules can be obtained as quotient of some induced modules,
the knowledge of the composition series of these modules allow us to compute
an explicit finite character forumula for simple modules. In the third chapter
we look at representations of a quantum deformation of the universal enve-
loping algebra of gl(m, n). We first recall the construction of crystal bases
for the direct factors of a tensor power of the standard representation. We
show by weakening the definition of crystal, that there exist crystal bases for
non-semisimple modules, and we give a way to construct them. The fourth
chapter focuses on the understanding of the maximaly atypical block of the
category of finite dimensional representations of gl(2.2). Knowing the full
subcategory of projective maximally atypical modules allows us to recons-
truct the category. First, we study the projective indecomposable modules,
and we compute their Loewy series. We then study their morphisms. Finally
we make a conjecture on the composition of those morphisms.

Super algèbre de Lie, représentations, caractère. Groupe quantique, base
cristalline. Sous-algèbre de Borel, sous-algèbre parabolique, restriction, in-
duction. Module projectif.


