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Résumé

Au cours de ces derniéres décennies, les systemes technologiques ont beaucoup évolué. Dans le
méme temps, leurs installations sont de plus en plus distribuées sur plusieurs sites. Ceci conduit a
la résolution de problémes logistiques lors des prises de décision en vue d’actions de maintenance
qui exigent par ailleurs des approches coopératives dans un contexte de gestion a distance.

Dans ce travail, nous étudions des methodes d’aides a la décision temps-réel pour la mainte-
nance des systéemes multi-sites distribués dans un environnement a ressources partagées, avec des
contraintes logistiques non négligeables entre les différents sites. Les exigences sont de planifier
et d’ordonnancer les taches de maintenance, de les affecter en temps-réel aux ressources de main-
tenance disponibles, tout en minimisant les codts inhérents au fonctionnement et en maitrisant les
délais d’intervention des ressources. Les codts sont relatifs notamment au fonctionnement en état
dégradé (état critique), aux fréquences trop élevées ou au déficit de maintenance. Ils dépendent
aussi de combinaisons linéaires ou convexes d’ensemble de parameétres tels que les temps de ré-
ponse (temps de séjour), les retards et avances ainsi que des facteurs de pondération des taches de
maintenance. Les colts sont également fonction de la disponibilité, cette derniére étant révélatrice
des degradations des entités constituant le systeme.

Pour satisfaire ces exigences, différents problemes doivent étre résolus dans le but de maintenir
la disponibilité du systéme au dessus d’une limite minimale, de minimiser le colt des opérations
de maintenance et d’affecter en temps-réel les taches aux ressources de maintenance, le tout dans
un processus optimal de décision. Ce processus doit tenir compte de différentes contraintes : dates
d’arrivée inégales des taches, temps logistiques non négligeables entre les sites, séquences opti-
males des taches d’une intervention, précédences entre les taches d’une méme entité et critéres de
priorité et d’urgence de chaque tache. Dans cette démarche, les caractéristiques et lois de com-
portement en fiabilité et en maintenabilite, et les sollicitations d’intervention sur les entités sont
connues.

Pour résoudre ces probléemes, nous proposons une approche mettant en ceuvre des méthodes
d’ordonnancement d’activités (taches ou actions) de maintenance basées sur des regles de priorité
dont nous montrons I’optimalité locale (par rapport au temps) dans ce document. Partant d’une
ressource de maintenance, ces regles de décision s’inspirent des principes d’ordonnancement sur
une seule machine. Elles sont utilisées dans des algorithmes d’aide a la décision en temps-réel
pour la planification dynamique des taches de maintenance des systémes distribués. Aux solutions
fournies par la plupart de ces régles nous avons déterminé des bornes inférieures.

Nous avons structuré ce document en six chapitres dont le premier introduit de fagon générale
la maintenance et ses différentes pratiques dans les entreprises. Le chapitre 2 propose une analyse
de I’état de I’art des travaux de recherche scientifique dans le domaine de la gestion des activités
de maintenance. Ensuite, dans le chapitre 3, des approches de résolution des problemes relatifs
aux codts des états critiques du systeme sont proposées. Le chapitre 4 traite alors les différents
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problémes relatifs aux contraintes de délais sur les opérations de maintenance induisant notam-
ment des colts combinés liés aux états critiques et aux retards d’intervention d’une part, et des
colts dus aux avances ou retards des taches d’autre part. Il apparut alors nécessaire d’étudier la
robustesse des performances des approches proposées dans les chapitres 3 et 4 en environnements
incertains. Cette étude fat donc réalisée dans le chapitre 5 par des simulations Monte Carlo de la
maintenance a partir des données d’un systeme réel soumis a des aléas de défaillance appelant des
actions correctives. Enfin, de I’ensemble des investigations menées dans ce travail furent tirées les
principales conclusions et les perspectives proposées dans le chapitre 6.

Mots clés : systemes distribués, disponibilité, maintenance automatisée, ordonnancement, systéme
d’aide a la décision, temps-reel.



Abstract

The technological systems have greatly evolved during the last past decades. In the same time, their
installations are more and more scattered on different distributed sites. This emphasized the increa-
sing concern about the maintenance decision making processes where cooperative approaches are
required, especially in distributed systems.

In this thesis, we study methods for real-time decision making in the maintenance of large dis-
tributed multisite systems with important logistic constraints (set-up times), where the available
maintenance resources are shared between the different sites in the system. The aims are to plan
and schedule the maintenance tasks and assign the resources in real-time to them, while minimi-
zing the costs that are involved. The different costs occur namely when the system operates in
degradation states, when the maintenance is too often undertaken, or in case of insufficient main-
tenance. These costs depend on different parameters namely the weighted or unweighted response
time (flow-time) of the maintenance tasks, their tardiness and their earliness. The costs also intro-
duce linear and convex combinations of these different parameters and are generally based on the
availability function which reveals the degradation state of the different assets in the system.

To reach the targets, different problems ought to be solved in order to guarantee a minimal required
availability to the system, and assign in real-time the resources to the maintenance tasks. This must
take into account the different constraints on the maintenance tasks which have unequal release
dates and occur in real-time in the system. The set-up times between these tasks are important
and depend on their sequence. Moreover, the tasks are linked by precedence constraints and are
characterized by their priority and their emergency which are of a great importance in maintenance.

The resolution methods that we propose are based on scheduling approaches, with local optimality
rules (depending on the time) that we prove in this document. The decision making rules consider,
in a first time, a single maintenance resource with a link to single machine scheduling problems.
We developed lower bounds for the off-line use of the rules, before adapting them in algorithms
for real-time decision making in order to help the maintenance manager in the cooperative main-
tenance planning in distributed systems. The main goal is to minimize the different costs while
controlling the intervention delay of the maintenance resources.

This document contains 6 main chapters. The first one is a general introduction to maintenance and
presents the different practices of maintenance in the industry. In the second chapter, the main as-
pects of maintenance in the scientific research are analyzed. Then we propose in chapter 3 different
approaches to solve the problem relative to the critical states costs of the system, which correspond
to the maintenance tasks’ response-time. We develop, in chapter 4, approaches to handle the dif-
ferent costs which are due to deadlines on the maintenance actions. In this chapter, we consider
namely the combined cost of the critical states and the maintenance tasks’ tardiness on the one
hand, and the costs due to the tasks’ earliness and tardiness on the other hand. In order to analyze
the performances of the different approaches developed in chapter 3 and chapter 4, and study the
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robustness of these approaches in a random environment, we simulated them in chapter 5 with

uncertainties. Finally we present in chapter 6 the main conclusions of the document and future
extensions to this work.

Key words: Distributed systems, availability, maintenance, scheduling, real-time decision making.









Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Introduction

A I’origine destinée a rétablir « maintenir » les machines militaires dans un état ou elles ont un
fonctionnement optimal, la maintenance s’est vite répandue a tous les niveaux de la technologie.
Elle a dorénavant depassé le simple cadre des machines-outils pour couvrir les domaines de tous
les biens humains dégradables, s’étendant des puces électroniques jusqu’aux grands édifices pu-
blics. Les études de maintenance et maintenabilité, tout comme tous les autres domaines de la
sOreté de fonctionnement, science dont elle fait partie, sont présentes depuis la conception jusqu’a
Iinstallation, I’exploitation et la mise au rebut de tous les systémes technologiques. A I’image de
son évolution et de la variété de ses applications, la maintenance est constituée d’activités variées
qui vont du simple nettoyage des composants jusqu’a des activités plus complexes voire jusqu’a
leur modification et remplacement.

Pour rester compétitives, les entreprises concurrentes sont obligées de chercher a faire au moins
aussi bien que les autres. Une politique judicieuse de maintenance peut y contribuer efficacement.
La fonction maintenance constitue une nécessité. Elle se révele en effet étre indispensable pour as-
surer la disponibilité des équipements. Si nous nous permettons de paraphraser Pierre Dac, "mieux
vaut penser le changement que changer le pansement"”. La fonction maintenance présente égale-
ment une grande importance pour la sécurité des personnes et des biens. Outre son importance pour
la sécurité des personnes et des biens et sa place dans la qualité des produits finis, la maintenance
est nécessaire pour la durée de vie des outils et des installations.

Ainsi, comme I’a relevé Tsang [153], I’environnement économique actuel a élevé a un ni-
veau d’importance stratégique la fonction maintenance au sein des organisations, surtout celles qui
ont un important investissement dans les entités physiques. La maintenance est souvent regardée
comme une dépense nécessaire qui fait partie des budgets de fonctionnement. La disponibilité et
la fiabilité des entités étant devenues des aspects cruciaux des organisations, ceci a influé de fagon
non négligeable sur la maintenance.

Un management judicieux de la maintenance est un moyen incontournable pour réduire les
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colts et accroitre la compétitivité des entreprises. Fonction indispensable et d’une grande impor-
tance stratégique dans les entreprises fournissant des biens et services, la maintenance vit pré-
sentement une véritable mutation, tant sur les plans de I’organisation humaine que technologique
[32].

Dans les industries fortement automatisees, le personnel de maintenance représente souvent de
I’ordre de 40% de I’effectif total. Toute-fois, le colt direct de mise en ceuvre de la maintenance ne
constitue que I’un des facteurs a considérer. Un autre facteur économique primordial réside dans le
co(t que constituent les codts d’indisponibilité ou de dégradation de fonctions d’équipements. Ce
dernier co(t mérite qu’on lui porte une grande attention, méme plus que le codt direct, étant donné
que ce dernier est un colt qu’on doit considérer a priori.

Le reste de ce chapitre sera organise comme suit. Dans la section 2, nous présenterons trés
brievement I’évolution des pratiques de la maintenance depuis son origine. Elle sera suivie dans
la section 3 par une présentation générale des différentes pratiques de maintenance en cours dans
les entreprises. La conclusion de ce chapitre viendra alors faire un point sur cette évolution de la
maintenance et sa pratique et présentera les grandes lignes de ce document.

1.2 La maintenance de ses débuts a nos jours

Bien avant la révolution industrielle dans la seconde moitié du dix-huitieme (18€) siécle, la mainte-
nance consistait en des activités des artisans tels que les menuisiers, les forgerons, les soudeurs, les
macons, etc, dans la réparation des batiments, des machines primitives, et des moyens de transport
de I’époque [141]. Comme il n’y avait pas de concepts tel que « pieces de rechange » ou autre
concepts relatifs a la maintenance de jours, les défaillances étaient en général réparées par la fa-
brication de nouvelles piéces ou la réparation de I’ancienne. Par ailleurs, la réparation était tres a
I’ordre du jour et les structures de base étaient elles mémes soit réparables, soit d’une tres grande
durabilité, ou les deux a la fois. En I’absence de méthodes pour le calcul de la fatigue et autres
concepts liés a la dégradation, la conception et la réparation était fortement intégrées, en ce sens
que pour remplacer une piéce defaillante jugée pas assez efficace par le propriétaire, ce dernier
exigeait une autre beaucoup plus « robuste ». Toute ces pratiques étaient liées a I’évolution lente
et au faible colt de ces services de I’époque.

Ces pratiques ont progressivement évolué a partir de la révolution industrielle. En 1785, Tho-
mas Jefferson a noté que les piéces des canons étaient fabriquées de facon adéquate et assez ra-
pidement pour qu’on envisage de les changer au besoin [141]. Le concept, lent a I’époque, de
piéces de rechange, s’est progressivement accéléré. Cette accélération est fortement accentuée par
la complexité croissante des machines a « maintenir ». Le travail de I’agent de maintenance s’est
alors progressivement dirigé vers plus d’aptitudes au diagnostic. Un autre facteur important de ce
changement était le contréle de qualité, puis I’automatisation dans les systemes manufacturiers;;
ceci a rendu le remplacement des pieces, et plus tard des unités entiéres, plus rapide et plus facile
que les réparations dans beaucoup de cas.
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Les approches pour la gestion de la maintenance ont ainsi considérablement évolué au cours
du vingtieme siécle. Jusqu’en 1940, seule la maintenance corrective était pratiquée et elle était
considérée comme un codt inévitable [116]. Les agents spécialisés de maintenance (réparateurs)
sont la pour la remise en état des équipements seulement une fois que ceux-ci sont tombés en
panne. La maintenance n’était pas envisagée a la conception, et ses impacts sur les performances
des systémes n’étaient pas non plus reconnus.

Les applications de la recherche opérationnelle a I’industrie (notamment I’industrie militaire)
pendant la deuxiéme guerre mondiale ont conduit a une large pratique de la maintenance préven-
tive [163], [164]. Les Allemands, dans leurs efforts de guerre étaient de ceux qui ont fortement
pousser a I’exigence de plus en plus de fiabilité, et partant accordent de plus en plus d’importance
stratégique a la maintenance. La maintenance périodique était initialement destinée a améliorer la
sreté plutdt qu’a accroitre la disponibilité ou a réduire les codts.

Depuis les années 1950, les modeles de recherche opérationnelle sont apparus de fagon crois-
sante dans I’étude et I’optimisation des politiques de maintenance. Cette évolution peut étre ob-
servée a travers les nombreux travaux publiés sur la maintenance et qui sont regroupés et analysés
dans plusieurs travaux de synthese et états de I’art tels que [19], [38], [49], [52], [56], [57], [73],
[86], [107], [109], [125], [126], [135], [140], [141], [151], [156], [165] et [168]. Ces différents
travaux, sur lesquels nous reviendrons, présentent des modeles qui traitent des effets de différentes
politiques de maintenance et de la sélection optimale des parameétres de ces politiques. Mais I’im-
pact réel des actions de maintenance sur la performance des activités n’est abordé que dans les
années 1970 [116] ou des approches plus intégrées de la maintenance ont évolue aussi bien dans le
domaine publique que privé. L acquisition de moyens de défense de plus en plus colteux conduisit
alors les autorités américaines a requérir des approches de « codt globale du cycle de vie » (LCC
- life cycle costing), le colt de la maintenance devenant alors un composant tres important de ce
colt du cycle de vie. Le lien direct entre la fiabilité et la maintenabilité est alors reconnu et le terme
"R&M" (Reliability-Maintenability) devient trés largement utilisé en parlant des systemes de dé-
fense. Ce concept est aussi adopté dans les industries et services civiles. La maintenance basée
sur la fiabilité (RCM - Reliability Centered Maintenance) apparait alors dans I’aviation civile aux
Etats-Unis. Au méme moment, les japonais développent la maintenance productive totale (TPM
- Total Productive Maintenance) [150]. Ces deux pratiques, sur lesquelles nous reviendrons plus
tard, considérent la maintenance dans le contexte plus large des activités économiques et prennent
en compte les liens étroits entre les défaillances des composants et leurs impacts sur la perfor-
mance des activités. Ces deux pratiques operent sur des horizons a court et moyen terme. Les
considérations sur ces horizons a court et moyen terme nécessitent des modéles de prédiction ef-
ficaces pour accéder aux conditions de divers éléments des systemes et a leur comportement sous
différentes stratégies de maintenance. Comme I’ont relevé Murthy et al. dans [116], des insuffi-
sances dans ces pratiques sont devenues apparentes dans les années 1990. Il apparut de plus en
plus que la maintenance ne devrait pas étre vue que dans un contexte opérationnelle en considérant
les défaillances des équipements et leurs consequences. Elle devait tenir compte aussi bien des
retombées économiques que des normes nationales et internationales de plus en plus exigeantes.
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Ainsi, I’évolution de la maintenance et des outils pour son management ont donné a la mainte-
nance diverses pratiques au sein de I’entreprise.

1.3 La maintenance dans I’entreprise : les différentes pratiques

Comme relevé dans la section préecédente, la pratique de la maintenance qui, au départ était ex-
clusivement de la réparation (maintenance curative), a évolué de facon drastique et les pratiques
sont actuellement trés diversifiées dans I’entreprise. La maintenance constitue actuellement une
partie toute entiere de I’entreprise avec des besoins (pour sa réalisation) et des retombées (résultats
attendus). Ainsi, la maintenance au sein de I’entreprise se retrouve comme sur la figure 1.1 comme
specifiée par Tsang [153]

. / Systéme d’Entrepria
Quvriers .

Matériels QA Systéme de Production Disponibilits,
Piéces détachées | \/ h Qualité
Outils 1 T Systemede Maintenabilité,
_ Maintenance .
Informations R — Stret¢,
. /

Finances > /V\ Y, Profits.
Services externes > \ /

N /

Figure 1.1 — Modele entrée-sortie de la maintenance dans I’entreprise

1.3.1 Les domaines d’action de la fonction maintenance

Les activités rentrant dans le cadre de la maintenance sont au moins aussi diverses que les pratiques,
et comme I’ont souligné Bouche et al. [30], les implications de la fonction maintenance peuvent
étre regroupées comme sur la figure 1.2 qui est tres explicite en regard des activités relatives a
ce domaine. Ainsi, la fonction maintenance est devenue, avec le temps, un domaine complexe ou
interviennent différentes compétences parmi lesquelles on trouve les méthodes de recherche ope-
rationnelle pour I’optimisation de divers aspects : I’optimisation des codts, la gestions des stocks
des pieces de rechanges, la planification et I’ordonnancement des interventions compte tenu des
capacités d’action de I’entreprises ; les compétences pour le diagnostic, pour la prédiction afin
d’accomplir les actions de maintenance préventive, etc.

L’évolution de la maintenance a donc ainsi entrainé I’apparition de divers problémes qui lui
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Figure 1.2 — Principaux domaines d’action de la fonction maintenance

sont liés. Comme I’a relevé Salith O. Duffuaa, éditeur de la revue Journal of Quality in Mainte-
nance Engineering, il apparait notamment les problémes suivants :

— organisation de la maintenance et gestion du personnel,
— qualité et stratégies de maintenance,

— maintenance préventive et modeles de remplacement,

— maintenance prédictive,

— budgétisation et contrdl de codt,

— modélisation et optimisation des systemes de maintenance,
— planification et ordonnancement de la maintenance,

— planification des charge (capacité) de maintenance,

— approvisionnement et gestion de stocks en maintenance,
— maintenance basee sur la fiabilite,

— contr6le qualité, processus de capabilité et maintenance,
— maintenance productive totale,

— techniques de maintenance conditionnelle,

— systemes d’information en maintenance,

— gestion du cot d’exploitation des systémes,

— analyse des performance et standards en maintenance,

— maintenance et nouvelles technologies
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pour ne citer que ceux-la. Ces différents probléemes paraissent a divers niveaux de décision et
demandent des compétences aussi variées que le sont les natures des problémes.

1.3.2 Les différentes formes de maintenance

Les différentes pratiques de maintenance sont groupées en deux catégories principales que sont
la maintenance a la suite d’une défaillance (la maintenance curative principalement) et la mainte-
nance entrant dans le cadre de la prévention des défaillances (la maintenance préventive systéma-
tique et la maintenance conditionnelle, et il y a quelques années, la maintenance prédictive). Les
différentes formes de maintenance peuvent étre synthétisées comme sur le graphe 1.3 [111]. Cette
figure, trés explicite, représente de fagon concise et précise les grands groupes de maintenance en
pratique. Il faut noter que les actions de maintenance corrective ne peuvent étre entiérement élimi-
nées dans les systémes de productions mais une bonne politique de maintenance préventive permet
de réduire considérablement la nécessité des actions de maintenance corrective. D’apres Monchy
[110], les objectifs de la maintenance préventive peuvent étre résumés comme suit.

1.3.3 Objectifs visés par le « préventif »

Les politiques de maintenance préventive visent des buts spécifiques parmi lesquels :

— augmenter la fiabilité d’un équipement, donc réduire les défaillances en service : réduction
des codts de défaillance, amélioration de la disponibilité.

— augmenter la durée de vie efficace d’un équipement.

— améliorer I’ordonnancement des travaux, donc les relations avec la production.
— réduire et régulariser la charge de travail.

— faciliter la gestion des stocks (consommations prévues).

— assurer la sécurité (moins d’improvisations dangereuses).

— plus globalement, en réduisant la part de « fortuit », améliorer le climat des relations hu-
maines (étant donné qu’une panne imprévue est toujours génératrice de tensions).

Certes, dés lors que I’on connait précisément le comportement d’un systeme, une bonne plani-
fication de la maintenance préventive (systématique) peut étre faite efficacement. Mais la mainte-
nance conditionnelle est souvent utilisée en cas de comportement suspects des equipements. Une
bonne politique de maintenance conditionnelle se base sur une bonne politique d’inspection.

1.3.4 Avantages et limites de la maintenance conditionnelle

Une bonne politique de maintenance conditionnelle permet [33] :

— une augmentation de la longévité du matériel,

— un contrdle du matériel mieux géré,
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Figure 1.3 — Graphe des différentes formes de maintenance

— un codt de reparation moins élevé,

— une amélioration de la productivité de I’entreprise,

— une diminution des stocks de production,

— la limitation des piéces de rechange,

— une amélioration de la sécurite,

— une amélioration de la crédibilité du services d’entretien,
— une plus grande motivation de personnel maintenance,

— une image de marque de la société rehaussée,
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— de meilleures conditions d’assurance.

Certaines limites sont a détecter pour la maintenance conditionnelle, principalement sur le plan
technique [33]. L efficacité d’une maintenance conditionnelle est subordonnée a I’efficacité et a la
fiabilité des parametres de mesure qui la caractérisent. La maintenance conditionnelle sera donc
réservée aux matériels dont I’évolution d’éventuels défauts est facilement détectable et mesurable
avec des capteurs fiables. Il s’agira principalement :

— des machines en mouvement (capteurs vibrations-analyse huiles ...)
— des canalisations (détection de fuites ...)

— des équipements soumis a température ou pression (capteurs)

— des capteurs électriques (analyse chromato-graphique ...)

— des appareils soumis a déformations (examen de structure ou de surface).

Outre les pratiques traditionnelles de la maintenance, il existe des pratiques particuliéres de
maintenance. Compte tenu des spécificités des entreprises et des objectifs généraux envisageés,
différentes pratiques de maintenance ont été développées et appliquées dans les entreprises. Les
plus répandues et les plus utilisées sont la maintenance basée sur la fiabilité¢ (RCM - Reliability-
Centred Minatenance) développée aux Etats-Unis et la maintenance productive totale (TPM - Total
Productive Maintenance) développée par les Japonais.

1.3.5 La maintenance basée sur la fiabilité ou RCM

La maintenance basée sur la fiabilité (RMC - Reliability Centred Maintenance) est une technique
de maintenance qui a fait son apparition dans I’industrie aéronautique vers la fin de années 1960 et
au début des années 1970 aux Etats-Unis (voir dans [113], [120], [129], [143], [154], [175]). Cet
outil a le risque a I’ceil en considérant de maniére fort structurée, les conséquences et la probabilité
d’une défaillance. La RMC essaie de minimiser les conséquences d’une défaillance en cherchant
et en exécutant les taches critiques de maintenance. En particulier, elle identifie des défaillances
cachées et aide a améliorer la disponibilité.

L’objective principal de la maintenance basée sur la fiabilité est de réduire le colt de la main-
tenance en se focalisant essentiellement sur les fonctions les plus importantes du systeme, tout
en relégant au second plan ou en évitant les actions de maintenance qui ne sont pas strictement
nécessaires.

La maintenance basée sur la fiabilité est une approche de maintenance préventive. Elle est
basée sur I’hypothese que la fiabilité inhérente a un équipement est fonction la conception et de la
qualité de construction [128]. Une maintenance préventive efficace devra assurer que cette fiabilité
soit réalisee. Une analyse de RCM a la base permet de trouver des réponses aux questions ci-apres.

1. Quelles sont les fonctions et les performances standards associées de I’équipement dans son
contexte opérationnel présent?

2. Dans quels cas faillit-il a assurer ces fonctions?
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N o o s~ w

Quel est la cause de chaque defaillance fonctionnelle?
Que se passe-t-il lorsque survient chaque défaillance?
Quel est le degré de gravité de chaque défaillance?
Que peut-on faire pour éviter chaque défaillance?

Que devra-t-on faire lorsqu’une intervention de maintenance préventive adéquate ne peut-
étre réalisée?

D’apres Rausand [128], et Moudray [113], une analyse de RCM peut étre réalisée comme une
séquence d’activités dont notamment :

1.

o U s~ wDN

la préparation de I’étude,

la sélection et définition du systéeme,

I’analyse de defaillance fonctionnelle (FFA - Functional Failure Analysis),
la sélection de I’entité critique,

la collecte et I’analyse des données,

I’analyse des modes de défaillance, de leurs effets et de leurs criticités (AMDEC) (FMECA
- Failure Modes, Effects and Criticality Analysis),

7. la sélection des actions de maintenance,

8. la détermination des intervalles de maintenance,

9. I’analyse de comparaison de la maintenance préventive,

10.
11.
12.

le traitement des entités non critiques,
I’implémentation,
la collecte et la remise a jour des données en phase opeérationnelle.

Outre la maintenance basée sur la fiabilité, une autre pratique de maintenance largement utilisée
est la maintenance productive total (TPM).

1.3.6 La maintenance productive totale ou TPM

Initiée par les Japonais et mise en ceuvre a partir des années 1970, la maintenance productive totale
(TPM - Total Productive Maintenance) est une politique de maintenance qui se répands de plus
en plus. Elle est en grande partie due a I’automatisation croissante des systemes d’exploitation.
Elle a pour but d’impliquer tout le personnel de I’entreprise (des plus hauts cadres jusqu’aux ou-
vriers) dans I’action de « maintenance » (voir dans [118], [119], [147], [150]). Elle comprend des
stratégies visant notamment a:

— maximiser I’efficacité (rendement) globale de I’entreprise,

— établir un systeme compréhensif de maintenance préventive qui couvre le cycle de vie global

de I’équipement,

— impliquer la participation de toutes les divisions dans les activités de maintenance,

— impliquer la participation effective de tous le personnel, de la direction de I’entreprise a tous

les services d’exploitation,
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— promouvoir la maintenance préventive par la motivation des cercles d’activité.

Le mot « Total » dans la dénomination vient non seulement de I’objectif de rendement global
(total) envisagé mais aussi de I’implication de tout le personnel dans I’action de maintenance. La
maintenance productive totale recherche donc, avec un minimum de co(t global d’exploitation
(LCC - Life Cycle Cost) de I’équipement, a retirer le meilleur résultat de celui-ci. Pour cela, elle
doit affronter les différentes sources de pertes qui nuisent au rendement optimum a savoir :

— les pertes dues aux arréts (la panne, le réglage avant démarrage),
— les pertes par ralentissement (la marche a vide, les petits arréts, le ralentissement),
— les pertes dues aux défauts (les défauts internes au processus,...).

La mise en place d’une politique de TPM se fait généralement en quatre phases qui se subdi-
visent en 12 étapes. Ces phases sont:

1. la phase de préparation,

2. la phase de mise en application,

3. la phase d’exécution de la politique,

4. la phase de fixation et de perfectionnement de la pratique.

Etant donné I’implication de toute I’entreprise, chacune de ces phases est nécessaire afin de
faire entrer progressivement la pratique du TPM dans les habitudes de tout le personnel.

1. La phase de préparation est subdivisée en cing étapes qui sont :
— declaration de la décision prise par les dirigeants d’appliquer la TMP a tous les acteurs
impliqués,
— formation a la TMP et campagne de promotion a tous les échelons concernés,
— organisation d’une structure adaptée a la TMP,
— definition des orientations et des principes de la TPM et des objectifs visés,
— établissement du projet directeur pour I’application de la TPM.

2. La phase de mise en application est la sixiéme étape de la mise en application de la TPM.
C’est le « kick-off » (coup d’envoi) de la TPM. On s’attaque alors a I’élimination de toutes
les sources de perte énumérées plus haut.

3. La phase d’exécution de la politique se subdivise en cing étapes telles que :

— Promotion des améliorations pour le meilleur rendement;

Organisation de I’auto-maintenance par les exploitants;

Organisation de la maintenance programmee de la division maintenance ;

Formation technique d’exploitation et de maintenance ;

Organisation pour la gestion de données de I’installation pendant la période initiale.

4. La phase de fixation et de perfectionnement de la pratique. Elle consiste en I’application
compléte de la TPM et de I’amélioration du niveau de pratique.
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Cette pratique de motivation du personnel permet une meilleure exploitation des équipements
avec des gestes simples (lubrification, nettoyage, surveillance d’apparition d’anomalies,...) qui per-
mettent d’éviter au mieux un fonctionnement critique.

Dans toutes ces pratiques de la maintenance, il y a une fonction qui est présente a tous les
niveaux de décision dans le processus de maintenance. C’est la fonction ordonnancement.

1.3.7 La fonction ordonnancement en maintenance

La mise en ceuvre d’une politique de maintenance va de la planification, a I’ordonnancement, puis
a I’exécution des travaux de maintenance. Comme I’a relevé Francastel [65], la fonction ordonnan-
cement a pour but d’organiser (ordonnancer) les travaux de maintenance et de les lancer avec les
moyens disponibles adaptés a un optimum technico-économique. L’ordonnancement des travaux
est I’ensemble des dispositions méthodiques a prendre pour choisir, organiser, gérer, optimiser...
les moyens en personnels et en matériels les mieux adaptés aux interventions requises [47], [65],
[66], [91], [92], [110], [111]. Les travaux de maintenance, préventivement déefinis ou nécessités par
des opérations fortuites, doivent atteindre un optimum, visant a la fois la qualité des interventions
requises, la securité des interventions, les délais requis, le moindre codt. La fonction ordonnance-
ment procure a la fin les éléments de retour d’expériences.

D’apres Monchy [111], I’organisation de la maintenance, en général et I’ordonnancement en
maintenance, en particulier, fait face a des difficultés particuliéres a cause de certaines spécificités
de cette organisation. Il est incontestable que la diversité des actions de maintenance complique
leur programmation:

— d’une durée de quelques secondes en auto-maintenance a des milliers d’heures pour les
chantiers lourds de type arrét périodique d’unité de production. Dans le premier cas, le besoin
du client est satisfait par une grande réactivité. Dans le second, il est satisfait par le respect
du délai et la qualité du travail ;

— du systématique planifié six (6) mois a I’avance au correctif fortuit, au mauvais endroit au
mauvais moment ;

— de I’urgent a faire sans délai a I’amélioration dépourvue de délai et toujours remise a demain.

L’ organisation a mettre en ceuvre doit tenir compte de cette variabilité : 1égere et souple pour
assurer la réactivité des équipes de terrain, logistique lourde pour la gestion des arréts. Une autre
difficulté est que la production étant maitresse et ses arréts planifiés, la maintenance se retrouve
logiguement dans une situation de dépendance. Une bonne synchronisation est indispensable entre
les services afin de profiter au mieux des arréts de production pour réaliser des opérations de
maintenance. En outre, I’éclatement des installations sur différents sites souvent tres dispersés sur
le plan géographique caractérise de plus en plus les entreprises. Cette dispersion est une autre
source de difficultés pour I’organisation de la maintenance.

Ainsi, dans un service de maintenance, la fonction ordonnancement est particuliérement lourde
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et delicate. Les travaux sont variés et la notion d’urgence est plus fréquente et plus lourde de consé-
quence qu’en production. La principale spécificité de I’ordonnancement des travaux de mainte-
nance réside dans le caractére fortuit d’un flux d’interventions, souvent de dépannages et souvent
d’urgence. L’ordonnancement de la maintenance a donc des problémes spécifiques a résoudre no-
tamment :

La dépendance de la production (arréts de fabrication) ;

La prise en compte de la sécurité ;

Le suivi des travaux sous-traités, souvent nombreux en maintenance ;

L’approvisionnement des fournitures et pieces de rechange ;

Les moyens de manutention spéciaux a rendre disponibles;

Le tri des urgences d’interventions surtout correctives.

Sur le plan du planning de charge des travaux de maintenance, les objectifs a atteindre sont:

La définition de la meilleure adéquation « moyen-besoin ».

L’ optimisation de I’effectif par catégorie professionnelle ou par équipe.

La prévision des besoins en sous-traitance ou en renfort temporaires.

La gestion et le respect des délais des programmes.

Le suivi de I’avancement global des programmes.

L’approche la plus utilisées en ordonnancement de la maintenance actuellement est la repré-
sentation par diagrammes de Gantt pour la représentation de quelques activités ponctuelles. Pour
des activités un peu plus lourdes, ou la représentation par diagrammes de Gantt n’est plus possible,
la méthode PERT (Program Evaluation and Revue Technic) est utilisée [111]. C’est une méthode
basée sur la théorie des graphes, mise au point au Etats-Unis en 1958 pour I’ordonnancement du
programme spatial « Polaris ». Elle comporte plusieurs variantes et est particulierement facile a
traiter par ordinateur. Elle peut étre efficace pour I’ordonnancement des activités de maintenance
dans un atelier. Mais pour des systemes complexes (comme c’est la cas par exemple pour les
systemes distribués), elle devient inappropriée. Dans ces cas, des outils adaptés doivent étre dé-
veloppés. D’autres outils de GMAO (Gestion de Maintenance Assisté par Ordinateur) permettent
surtout une bonne tenue des bases de données nécessaires pour la conduite de la fonction mainte-
nance dans I’entreprise.

1.4 Conclusion

Comme on peut le voir dans ce chapitre, la maintenance a beaucoup évolué en tant que méthode
de maitrise du co(t de vie des biens humains consommables lors de la deuxiéme moitié du ving-
tieme siecle. Cette évolution peut se voir dans sa conception, dans sa formalisation, dans sa mise
en ceuvre et dans les diverses pratiques qui se sont développées au cours de ce demi-siecle. Cette
évolution rapide de la pratique de la maintenance s’est faite en méme temps que la recherche
scientifique développe des approches afin de trouver des solutions aux différents probléemes qui
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ont jalonné et jalonnent encore la pratique de la maintenance, notamment dans les industries ma-
nufacturieres. Le chapitre suivant sera justement consacré a ces développements scientifiques de
la maintenance dans la recherche.

Ce document est globalement structuré comme suit. Aprés ce premier chapitre d’introduction
a la maintenance, nous analysons dans le second chapitre I’état de I’art de la maintenance dans
la recherche scientifique. Aprés cette analyse de I’état de I’art, nous tirerons les conclusions de
I’existant puis présenterons dans le méme chapitre 2 la problématique de nos travaux, les raisons
nécessitant ces travaux et les objectifs envisagés. Ce positionnement permettra de mieux cerner la
suite de ce document. D’ores et déja, il faut noter que le chapitre 3 sera consacré a des proposi-
tions d’approches de prise de décision en temps-réel dans un contexte de systéme distribué dont
I’objectif est de minimiser les codts dus a des états critiques des entités du systéeme considére.
Ensuite, nous aborderons dans le chapitre 4 des problemes de prise de décision de maintenance
en temps-réel toujours dans le contexte de systéme distribué, avec des contraintes supplémentaires
de délais sur les interventions de maintenance. Ces codts sont dus notamment, d’une part, a des
combinaisons des états critiques des entités du systéme et des retards des taches de maintenance,
et, d’autre part, a des codts des fréquences élevées ou de déficit de maintenance. Dans ces deux
chapitres, il est supposé que la maintenance est évaluée sur un horizon fini et que sur cet horizon,
les taches de maintenance sont entreprises au besoin et des que possible. Le probleme pourra étre
abordé sous une forme différente ou les taches de maintenance ne peuvent pas pas étre entreprises
a tout moment sur I’horion consideré, mais sont plut6t confinées dans des fenétres temporelles
a I’extérieur desquelles la production est prioritaire. Les approches proposées sont reconsiderées
dans le chapitre 5 dans une étude de robustesse. Le chapitre 6 vient apporter une conclusion gé-
nérale sur les travaux présentés dans ce document et présente quelques perspectives de recherche.
Nous présentons dans I’appendice A quelques notions de base utilisées dans ce document. Ensuite,
afin d’envisager I’utilisation de la fonction disponibilité des entités dans des cas autres que celui
de la loi exponentielle souvent utilisées dans la littérature, une analyse exhaustive de cette fonction
disponibilité dans des cas non exponentiels est réalisée dans I’appendice B.






Chapitre 2

L_a maintenance dans la recherche
scientifique : etat de I’art

2.1 Introduction

Apreés le chapitre précédent consacré a I’évolution de la maintenance depuis ses débuts et aux diffé-
rentes pratiques de maintenance dans les activités humaines, nous nous intéressons dans le présent
chapitre a I’évolution de la maintenance dans la recherche scientifigue. Comme nous I’avons re-
levé dans le chapitre 1, I’évolution de la maintenance a suscité un grand intérét dans la recherche
scientifique. La modelisation et le développement d’approches pour la prise de décision en main-
tenance sont devenus des domaines importants de la recherche. L’ industrie a clairement reconnu
I’importance de la maintenance mais a été lente a adopter des approches scientifiques. La raison de
cet état de chose est sans doute liée au fait que la maintenance a été longtemps regardée comme une
activité marginale dans beaucoup de domaines; sa valeur se retrouve dans des résultats & moyen
et a long terme, contrairement a la recherche du bénéfice immédiat qui est I’objectif principal
de la production. Les travaux sur la maintenance sont groupés dans diverses catégories que nous
tenterons d’analyser dans ce chapitre.

L’ optimisation de la maintenance consiste globalement en des modeles mathématiques servant
a trouver soit le meilleur compromis possible entre le profit de la maintenance et son colt ou les
moments idéaux pour exécuter les interventions de maintenance. Les différents états de I’art que
nous avons mentionnés dans le chapitre 1 et sur lesquels nous reviendront, révélent abondamment
les travaux sur chacun de ces aspects de I’optimisation de la maintenance. Ces différents états de
I’art révélent que I’optimisation de la maintenance est un domaine scientifique bien établi, domaine
auquel aussi bien les ingénieurs que les scientifiques ont largement contribué.

Nous allons, dans ce chapitre, donner un apercu de la situation de la maintenance dans la re-
cherche scientifique. Les travaux sont treés abondants et se regroupent suivant différents points de
vue. Nous les regroupons suivant les aspects de maintenance abordés, les objectifs visés, les ap-
proches de résolution proposees. Dans chaque groupe de travaux, nous aborderons les travaux les
plus représentatifs et nous donnerons un apercu du reste dans la conclusion de ce chapitre. Dans
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le reste de ce chapitre, nous allons, dans la section suivante, parler des classifications des travaux
proposés par plusieurs études de I’état de I’art. Puis, nous parlerons des pratiques de maintenance
conditionnelle basée notamment sur les inspections et les remplacements. Nous enchainerons avec
les travaux de la littérature qui utilisent le concept de réparation minimale avant d’aborder les
travaux qui étudient le regroupement des taches de maintenance en classes puis le probleme spéci-
fique dans la maintenance consistant a allouer des ressources pour les opérations de maintenance.
Cela nous aménera a une catégorie particuliere d’approches de gestion des taches de maintenance
en se basant notamment sur des méthodes de gestion de production. Nous terminerons ce chapitre
par la conclusion dans laquelle nous tirerons les principales observations de I’état de I’art avant de
positionner nos travaux.

2.2 Critéres de classification des problemes de maintenance

Les problémes de décision en maintenance peuvent étre classifiés suivant plusieurs aspects. Diffé-
rents aspects de classification peuvent étre observés dans les nombreuses études sur I’état de I’art
des travaux sur la maintenance telles qu’on peut le voir dans la littérature [38], [49], [57], [56],
[52], [73], [86], [107], [109], [125], [126], [135], [140], [141], [151], [156], [165] et [168] que
nous avons énumerés précédemment.

Comme I’ont souligne Dekker et Scarf [52], une classification courante est celle relative a I’ho-
rizon de temps considéré. Selon eux, les considérations de maintenance devront commencer dés
la phase de conception des systemes. Le type d’équipement, son niveau de redondance ou son ac-
cessibilité affectent alors considérablement la maintenabilité. Des I’acquisition des systemes, les
colts futurs de maintenance devront aussi étre pris en compte. Pour couvrir les codts dans toutes
les phases d’exploitation du systeme, le concept de « colt global du cycle de vie » ou « colt global
d’exploitation » (life cycle costing) a été introduit. Le concept ou la stratégie de maintenance décrit
quel événement (défaillance, durée d’exploitation) engendre quel type de maintenance (inspection,
réparation, remplacement). Cette stratégie de maintenance peut étre déterminée aussi bien dés la
phase de conception que dans la phase d’exploitation du systéme. La plupart des modeles mathé-
matiques se concentrent sur cet aspect du probleme, surtout sur la détermination de I’intervalle de
temps (périodes) pour les interventions d’inspection ou de maintenance préventive. Une fois qu’un
systéme est en phase opérationnelle, la maintenance doit étre planifiée et les taches de maintenance
ordonnancées. La planification des activités de maintenance devra étre faite en concordance avec
les autres activités (en I’occurrence la production). Une fois la planification de la maintenance faite,
I’ordonnancement intervient pour déterminer I’ordre d’exécution des différentes taches. L’ordon-
nancement inclus la détermination des priorités et I’utilisation des ressources disponibles le plus
efficacement possible. Il y a enfin le contr6le de la maintenance, qui consiste a comparer les re-
tombeée de la maintenance avec les plans établis tout en indiquant aux managers la ou il y a des
problemes; cet aspect porte les indicateurs de performance du systéme.

Un autre critére de classification des travaux de maintenance est le niveau ou la décision doit
prise. On peut distinguer les niveaux suivants : au niveau du groupe industriel ou de la compagnie,
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au niveau de I’usine, au niveau du systéeme, au niveau du composant. Au niveau du groupe ou de la
compagnie, les décisions doivent étre prises compte tenu de la taille de la compagnie. C’est le cas
notamment dans le génie civil avec les routes, ponts, barrages, etc., ou le budget vient, sinon du
gouvernement, du moins de son représentant local. Cette décision intervient alors a chaque niveau.
La conséquence de cette classification est que le niveau le plus élevé doit prendre en compte les
besoins de tous les niveaux les plus bas. Au niveau de chaque systéeme, une évaluation indépendante
de la valeur économique peut étre faite et les besoins budgeétaires de la maintenance déterminés.
C’est cette évaluation qui est donc prise en compte aussi bien au niveau le plus haut qu’au niveau
le moins élevé.

Les différents apercus de I’état de I’art énumérés ci-dessus peuvent étre classés suivant le (ou
les) critere(s) de classification utilisé(s) par les auteurs pour regrouper les travaux. Certains de ces
apercus de la littérature analyse les modeles suivant leurs applications éventuelles. C’est le cas
des papiers de Dekker [49], de Scarf [135], de Dekker et Scarf [52]. D’autres, par contre, font des
analyses suivant I’approche méthodologique suivie. Dans ce cadre, Thomas [151], et Wang [165]
concentrent leurs analyses sur les politiques de remplacement en vue de la maintenance condition-
nelle, alors que Wijnmalen et Hontelez [168] mettent plutot I’accent sur les travaux proposant des
décisions sur des approches markoviennes. Jardine et Buzacott [86] eux regardent les pratiques
de recherche opérationnelle pouvant permettre I’amélioration de la fiabilité des systémes par des
politiques adéquates de maintenance. Au dela de la recherche opérationnelle, Sherwin [141], d’une
part, et Pintelon et Gelders [126], d’autre part, analysent les outils de management en général et
d’aide a la décision en particulier dans les processus de maintenance. Quant a Cho [38], il met
I’accent sur les modeles de remplacement pour les systemes de plus d’un composant.

Nous allons maintenant aborder les différents aspects dominants des travaux de la maintenance
dans la littérature. Quoique d’autres points de vue puissent exister, nous retenons ceux qui ont fait
le plus I’objet d’attention dans le littérature. L’un des domaines de la maintenance ayant retenu le
plus I’attention dans la recherche scientifique est la maintenance conditionnelle qui est I’objet de
la section suivante.

2.3 Politiques d’inspection et maintenance conditionnelle

Des données fiables de la maintenance, qui sont des entrées nécessaires a la mise en application des
modeéles, sont en général difficiles a obtenir et leur collecte est souvent incompléte. De ce fait, les
décisions de maintenance peuvent étre basées sur des observations de comportements suspects des
systéemes. La maintenance conditionnelle basée sur I’observation de ces comportements suspects,
est un aspect de la maintenance largement discutée dans la littérature. Afin de mettre en ceuvre
une politique de maintenance conditionnelle efficace et dans le souci d’anticiper au mieux les dé-
faillances, il est nécessaire d’observer les parameétres sur lesquels se base cette politique avant et
lors des défaillances. Cependant, les défaillances sont rares et les seules observations basees sur
ces défaillances peuvent étre insuffisantes. Pour cela, des politiques d’inspections sont pratiquées
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pour déterminer ces anomalies. Une bonne politique de maintenance conditionnelle est donc intrin-
sequement liée a une bonne politique d’inspection. Les travaux sur la maintenance conditionnelle
sont nombreux dans la littérature. Nous citerons a titre d’exemple la these de Castanier [34].

2.3.1 Politiques d’inspection

En général, les niveaux de dégradation des systemes ne peuvent étre observés continuellement
dans le temps. Les politiques d’inspection permettent de faire des analyses importantes sur I’état
des systemes en vue des interventions de maintenance appropriées allant des interventions de main-
tenance préventive a des remplacements.

C’est dans cette optique que Shahani et Newbold [139] proposent une approche de politique
d’inspection pour des systemes dont la fiablité suit la loi de Weibull. 1ls reposent leur approche sur
la caractérisation d’une probabilité de défaillance entre deux inspections consécutives et cherchent
a minimiser le codt global jusqu’a la détection d’une panne. Tadikamalla [148] lui base son modéle
sur des systemes dont la durée de vie suit une loi Gamma. Les travaux de Menipaz [108] combinent
des inspections séquentielles et des inspections continues suivant I’age du systeme. Leur approche
pour résoudre les problemes posés se basent notamment sur la méthode de programmation dyna-
mique. Dans ce méme sens, Kaio et Osaki [87] proposent des comparaisons entres différentes po-
litiques d’inspection et proposent des modifications afin d’améliorer certaines caractéristiques de
ces politiques. Munford [114] fait aussi des comparaisons et propose des politiques d’inspection.
Outre le modele de Shahani et Newbold, il préconise des inspections périodiques et des inspec-
tions avec des durées inter-inspection proportionnelles a la durée de vie résiduelle moyenne des
systemes. Quant a Luss [104], [105] [106], il propose une généralisation des approches de Munford
en utilisant la programmation dynamique pour déterminer des séquences d’inspection. Dans cette
categorie d’inspection périodiques pour la maintenance conditionnelle, notons aussi les travaux
de Barbera et al. [20] reposant sur un modele exponentiel suivant des intervalles fixés et aussi les
travaux de Nakagawa [117] pour des inspections périodiques en vue de la maintenance préventive.

Une intervention de maintenance sur un systéme peut occasionner des arréts du systeme et
donc des pertes économiques dues a ces activités. Il est donc nécessaire que les durées des inter-
ventions de maintenance soient prises en compte dans les approches proposées pour résoudre les
problemes de maintenance en général et d’inspection en particulier. Mais dans la littérature tres
peu travaux considérent cet aspect dans les modeles d’inspection. Luss [104] évalue a I’aide de ré-
sultats de la théorie de renouvellement plusieurs critéres moyens asymptotiques pour lesquels les
durées d’intervention restent constantes. Il retrouve, avec des méthodes basées notamment sur la
programmation dynamique a partir de I’espérance du colt cumulé entre deux inspections, les pro-
priétés des intervalles inter-inspection optimaux. Ces propriétés sont fonctions de I’age du systéeme
et de son taux de défaillance. En général, les méthodes basées sur les processus de renouvellement
composés prennent en compte des durées aléatoires d’intervention entre une panne et la remise en
service suivante du systeme mais ils traitent souvent des systemes a un seul composant.

D’autres travaux sur les politiques d’inspection font des couplages entre politiques d’inspection
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et politiques de remplacement. C’est ce que nous abordons dans la sous-section ci-apres.

2.3.2 Remplacement et politique de maintenance conditionnelle

Les politiques d’inspections peuvent conduire a des remplacements, méme si I’état du systéme
n’est pas critique. On parle alors de remplacement préventif. Les régles de remplacement préventif
peuvent étre définis selon le niveau de fonctionnement du systéme; si ce niveau se trouve dans
une zone fixée a priori, alors le systeme est remplacé. La régle de remplacement préventif est
généralement liée a un seuil critique de performance du systeme.

Christer et Wang [40] ont construit un modéle d’inspection permettant un remplacement pré-
ventif dés que le niveau de dégradation observe lors d’une inspection est compris entre un seuil
donné et la limite de panne. D’autres modeéles de remplacement préventif sont bases sur I’age
du systéeme inspecté. La détermination des instants d’inspection repose alors sur la minimisation
de I’espérance du codt total par unité de temps sur un intervalle de temps défini par I’inspection
courante et la date de la prochaine inspection. D’autres modéles de remplacement préventif sont
proposés par Christer [39], Turco et Parolini [155], Okumura et al. [122] notamment.

La maintenance d’un systeme est en genéral réalisée en fonction de paramétres indépendants
de I’évolution propre du systéeme (indisponibilité des ressources de maintenance, etc.). Elle doit
donc se soumettre a ces parameétres desquels dépend aussi la performance de la politiqgue menée.
Dekker et Dijkstra [50] restreignent la possibilité de remplacement préventif uniqguement aux dates
exponentiellement réparties. De ce fait, elles ne dépendent pas seulement des parametres propres
du systeme mais aussi de parameétres exogénes. Iskandar et Sandoh [85] eux proposent une poli-
tique de remplacement basée sur I’opportunité. L’analyse du co(t marginal est aussi un élément
beaucoup utilisé pour la caractérisation des politiques de remplacement. Elle repose sur la déter-
mination de la fonction codt marginal qui est I’espérance du codt supplémentaire engendré si on
repousse I’intervention de maintenance d’un différentiel de temps par rapport a la date initialement
prévue. Cette fonction influence directement le colt moyen de maintenance a long terme. C’est
I’objet par exemple de travaux de Aven et Dekker [16], de Frenk et al. [67], de Berg [23]. Ces
derniers proposent notamment des conditions nécessaires a I’existence d’une politique optimale
dans une classe de politiques de remplacement déterminées sur la base de I’age. D’autres modéles
de politiques de remplacement existent et se basent sur différents processus stochastiques. Il a 'y
notamment des modéles markoviens et semi-markoviens comme dans les travaux de Feldman [62],
Kao [88], de Kolesar [94], Sieldersleben [142]. Il y a aussi des modéles de remplacement par bloc.
Notons pour cela les travaux de Archibald et Dekker [13], Kolesar [94], Lam et Yeh [98], [99],
[97], Lam [100]. Et nous n’oublions pas les modéles basés sur les processus de renouvellement
pour les politiques de remplacement, la théorie de comptage utilisée notamment par Aven [15].
Il faut souligner I’introduction de durées déterministes dans les politiques de remplacement par
exemple dans les travaux de Zuckerman [171], [173], [172].

Parmi les travaux sur les politiques de remplacement, nous tenons a faire remarquer la particu-
larité de certains. Cette particularité consiste a combiner des anciens et de nouveaux composants
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comme on peut le voir dans les travaux de Lam [100], et de Stadje et Zuckerman [146]. En genéral,
ces travaux utilisent des processus de renouvellement a délai. C’est le cas de Lam dont I’approche
considere un processus de renouvellement a délais pour la planification de la maintenance d’un
systéeme qui au départ, n’est pas nécessairement neuf ; ce systeme doit étre remplacé par un sys-
téeme neuf aprés un temps de fonctionnement. Son approche permet de modéliser les instants de
régénérescence d’un tel systeme.

Dans la section suivante, il y a d’autres travaux sur les politiques d’inspection, de remplace-
ment en vue de la maintenance conditionnelle. Ces travaux tout comme certains travaux sur les
politiques de réparations préventives et correctives, se basent sur des informations imparfaites, des
réparations partielles, ou encore de la maintenance imparfaite. Nous les regroupons dans le cadre
de maintenance imparfaite dans cette section.

2.4 Réparation partielle et politiques de maintenance imparfaite

Dans la section précédent, la politique de maintenance consiste a prendre une des deux décisions
suivantes a la suite d’une inspection : remplacer le systeme inspecté ou le laisser continuer son
fonctionnement dans le méme état. C’est en quelque sorte une politique du "tout ou rien". Le co(t
d’un remplacement est souvent élevé et une solution intermédiaire consiste a réparer le systéeme
ou son composant en panne. En général, elle est fait I’hypothese de remplacement parfait dans les
travaux. Contrairement a cela, on a les réparations minimales.

Le concept de réparation minimale stipule que lorsqu’un systeme tombe en panne, il est im-
médiatement restauré dans I’état ou il etait juste avant la défaillance, ses caractéristiques étant
alors remises dans les mémes conditions qu’avant la défaillance, souvent afin de pouvoir aller jus-
gu’au bout d’une fonction entamée. C’est ce qu’on appelle la maintenance palliative en pratique.
Les réparations minimales permettent de remettre un systeme dans un état de bon fonctionnement
qui est généralement observé juste avant la défaillance. A I’opposé de la réparation minimale, les
politiques de remplacement en général suggerent de remplacer entiérement un systéme ou un sous-
systéeme en panne. Dans beaucoup de situations, le remplacement implique un co(t nettement plus
important. La question qui se pose alors est celle de la date optimale de remplacement. C’est a cette
question que les différents travaux énumérés dans les sections précédentes ont tenter de répondre
suivant différentes situations.

Différents travaux de la littérature ont fait usage de ce concept de réparation minimale. Tahara
et Nishida [149] ont proposé un modéle de codt de défaillance dans lequel ils caractérisent les
remplacements préventifs et les remplacements a la suite d’une défaillance en introduisant un codt
additionnel pour la panne. Ils considerent un systeme fonctionnant continuellement et definissent
une politique de type (t,T); c’est une politique dans laquelle la réparation minimale est utilisée
pour toute défaillance avant la date t, un remplacement pour toute défaillance entre les datest et T,
et si le systeme est toujours en fonctionnement a la date T, il est systématiquement remplacé a cette
date. lls démontrent une politique (t,T) optimale pour le modele de colt considéré et proposent une
politique sur le critere de colt moyen a long terme. Quant a Tilquin et Cléroux [152], ils proposent
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un modeéle de codt d’ajustement qui peut inclure des colts d’ajustement périodiques, des codts de
dépréciation ou autre, alors que Boland et Proschan [28] analysent un modele similaire lorsque le
colt de réparation minimale est une fonction croissante du nombre de réparations minimales du
systeme depuis le dernier remplacement du systeme. Boland [27] propose une autre variante dans
laquelle le codt de réparation minimale dépend de I’age de la machine plutdt que du nombre de
réparations minimales. Quant a Bagai et Jain [18], ils étudient un modele de remplacement optimal
pour un systéeme soumis a des réparations minimales.

Afin d’apporter quelques modifications par rapport aux modeles standards de réparations mini-
males existants, Chen et Feldman [37] proposent un modeéle dans lequel, en plus des colts opéra-
toires dépendant de I’age, la réparation minimale peut échouer. Ils imposent aussi la limitation que
la réparation minimale ne doit étre utilisée qu’une seule fois. En revanche, ils supposent que les
durées des réparations minimales sont négligeables. La politique qu’ils ont développée est simi-
laire a celle de Tahara et Nishida. Pour leur part, Ohnishi et al. [149] eux développent un modele
de réparation minimale pour un systéme partiellement observable alors que Park [124] développe
une approche pour optimiser le nombre minimale de réparations minimales avant que ne survienne
un remplacement, de méme que Segawa et al. [136].

En dehors de ces travaux, d’autres modeles de réparations minimales peuvent étre trouveés
dans les travaux de Block et al. [25, 26], de Cléroux et al. [46], de Hosseini et al. [82] [83], de
Heidergott [79], Sandve et Aven [133]. Par ailleurs, outre les modéles de réparation minimale,
d’autres approches sont proposées en tenant compte de la structure des systémes a maintenir. Il y a
notamment les problémes de regroupement des taches de maintenance, surtout pour des systemes
nécessitant d’importants codts logistiques entre les différentes taches.

2.5 Probleme de regroupement des activités de maintenance

Pour des systemes complexes de grande taille comprenant différents composants, le traitement de
chaque composant individuellement nécessite des données propres, données dont la collecte est
difficile comme dans la majorité des cas de données relatives a la maintenance. Mais au dela des
difficultés relatives a chacun des composants, leur appartenance a I’ensemble du systéme entraine
d’autres genres de difficultés. En effet, dans ce genre de situation, la performance globale du sys-
téme est beaucoup plus envisageable que les problemes individuels de chaque composant.

Une activité de maintenance entreprise sur un systéeme technologique de ce genre implique
souvent d’importantes contraintes logistiques (et donc des codts logistiques) relatifs au lien entre
les différentes parties du systéeme. Ces codts logistiques (ou de fagon équivalente ces temps lo-
gistiques) sont souvent appelés "set-ups™ dans la littérature. Ils peuvent étre par exemple le colt
de préparation associé a I’ouverture d’une machine [161], [169], [170]. lls peuvent aussi étre le
colt da a la perte de production pendant le temps que dure la maintenance si le systéme ne peut
étre utilisé en ce moment, ou encore bien autre chose, a des déplacements des réparateurs entre
les différents sites du systéme si celui-ci est distribué. Le colt (temps) logistique dépend donc de
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I’architecture du systeme et peut-étre lié a plusieurs activités entreprises sur ce systeme. Le re-
groupement (classification) des activités permet d’amoindrir certains de ces codts en profitant du
fait que I’exécution d’une classe d’activités peut exiger un seul codt logistique au lieu de colts
logistiques individuels a chacune des activités. La classification peut, par exemple, consister en
I’exécution simultanée de plusieurs activités. Ces stratégies permettent d’optimiser les ressources
mises en ceuvre. Parmi les travaux qui ont abordé la classification des activités de maintenance
Sous un aspect ou sous un autre, il y a notamment les travaux de Van Dijkhuizen et Van Harten
[161], de Van Harten [162], de Haurie et L’Ecuyer [77], de Seshadri [137], de Seshadri et Pinedo
[138], de Wilderman et al. [170, 169], de Chakravarty et al. [35], de Dekker et al. [48, 51, 55], de
Assaf et Shantikumar [14], et de Sridhar [145].

Dans [161], Van Dijkhuizen et VVan Harten posent le probléeme de classes d’activités de main-
tenance en se basant sur la fréquences des activites et considerent la fréquence d’une classe d’acti-
vités comme le maximum des fréquences des activités de cette classe. Cela leur permet de calculer
le co(it moyen par unité de temps des activités d’une classe comme produit de la fréquence et du
co(t total des activités de cette classe, et ensuite de minimiser ce col(t a long terme. Pour cela,
ils ont développé quelques régles de dominance qu’ils ont utilisées dans des algorithmes par pro-
grammation dynamique. Pour Dekker et Roelvink [51], ils partent du concept de colt marginal
pour déterminer la date optimale pour le remplacement préventif d’un groupe de composants. Ils
comparent leur approche a des politiques de remplacement par bloc qui remplacent le groupe de
composant a des intervalles fixes. Les codts & minimiser sont des colts moyens a long terme. De
plus, dans [51] Dekker propose une approche pour la combinaison des travaux de maintenance
préventive suivant les priorités a ces travaux.

Seshadri et Pinedo [138] quant a eux considerent le codt des actions correctrices (maintenance)
comme le colt de la fourniture de service de production. Sur cette base, ils supposent que les acti-
vités de maintenance sont groupées en classes. Chaque classe de travaux se caractérise par sont iti-
néraire dans le systeme, ses exigence opeératoires et sa priorité. Les taches de chaque classe arrivent
suivant un processus stochastique sur des centres de machines et constituent des files d’attente au
niveau de ces machines. Le probléme consideré est d’allouer de fagcon optimale les ressources aux
centres de machines afin de minimiser les "taches en attente™ au niveau des machines. Pour ce
probleme, ils ont proposé des algorithmes qui combinent optimisation et simulation. Ces travaux
font suite aux travaux de Seshadri [137].

En utilisant aussi de la programmation dynamique, Wilderman et al. [170], proposent une
politique dynamique pour le regroupement des activités de maintenance. Dans leur approche, ils
considerent que les fréquences a long terme d’activités de maintenance regroupées en classes,
résultent des décisions dans le court terme, compte tenu des informations disponible. Leurs travaux
se résument en cing étapes :

1. Une phase de décomposition qui formule un modeéle a horizon infini pour chaque activité
séparément et optimise le modele afin d’avoir la fréquence optimale par rapport aux colts
moyens a long terme.
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2. Une phase de pénalisation de chaque activité, consistant a leur attribuer des fonctions de
pénalite.

3. Une tentative de planification, basée sur les régles individuelles de la phase 1.

4. Une phase de regroupement des activités, en introduisant des reports dans les tentatives de
planification a la phase 3, afin de permettre des exécutions conjointes des taches. Ils montrent
gue sous certaines conditions, un regroupement optimale peut étre obtenu a ce niveau.

5. Enfin une phase de fixation de I’horizon de travail. Si a cette phase les decisions ne sont pas
satisfaisantes, on retourne a la phase 3.

Dans les travaux de Seshadri et Pinedo, il est question d’allouer des ressources a des activités de
maintenance sur des machines dans des centres de maintenance. Par ailleurs, Kool [95] aborde un
probleme ou des groupes de machines interviennent aussi, mais tout en mettant I’accent sur le cote
allocation de réparateurs (nous en reparlerons dans la section suivante). Les problémes spécifiques
d’allocation de réparateurs est I’un des problemes importants. C’est I’objet de la section qui suit.

2.6 Problémes d’allocation de réparateurs

Qui traite de maintenance est confronté au probleme de ressources indispensables a I’accomplis-
sement de cette fonction. Parmi ces ressources, figurent en bonne place les agents responsables
des actions de réparation (les réparateurs). Le probléme d’allocation de réparateurs est I’un des
problémes incontournables en maintenance. Les principaux travaux consacrés au probléme d’allo-
cation de réparateurs pour la maintenance sont notamment ceux de Derman et al. [58], de Frostig
[68, 69, 70], de Kool [95], de Righter [130], de Seshadri et Pinedo [138], de Katehakis et al.
[89, 90], de Smith [144], de Wartenhorst [166]. La plupart des méthodes développées considerent
des modeles stochastiques.

Kool [95] considere un probléme dans lequel m groupes de composants identiques fonctionnant
en paralléle. Les composants de chaque groupe ont un temps moyen avant défaillance distribué sui-
vant la loi exponentielle. Sur les m groupes, k doivent étre en marche (au moins un composant dans
chacun des k groupes) pour que le systéme fonctionne. Un seul réparateur est disponible pour as-
surer les réparations de tout le systeme. Ils ont proposé une approche suivant laquelle le réparateur
est alloué au groupe ayant le plus petit nombre de composants en marche. Il appelle cette approche
la politique du plus petit groupe (SGP - Smallest Group Policy). Et comme objectif, la politique
SGP cherche a maximiser le temps moyen de bon fonctionnement du systeme. L’affectation du
réparateur se fait suivant un processus de Markov. Il a proposeé des méthodes de programmation
dynamique pour la résolution. Comme nous I’avons mentionné dans la section précédente, I’ap-
proche proposé par Seshadri et Pinedo [138] est aussi suivant un processus stochastique et se base
sur les files d’attente. Frostig [70] a aussi considére le probleme d’allouer un seul réparateur a la
réparation de m machines. Le travail cherchait conjointement a allouer le réparateur et a assurer un
contr6le optimal du taux de service. Le temps inter-défaillance et la durée de réparation sont des
variables aléatoires suivant la loi exponentielle et le co(t était une fonction continue et convexe.
Elle a alors montré quelques propriétés de monotonie pour la politique optimale.
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Notons qu’avant Frostig, Smith [144] a étudié un probleme de m composants en série qui sont
maintenus par un seul réparateur. Le temps inter-défaillance et la durée de réparation de chaque
composant sont des variables aléatoires suivant la loi exponentielle. Son objectif était la fiabilité
du systeme. Il a montré que pour un nombre m égal a deux composants, la politique SFR (Smallest
Failure Rate - politique dans laguelle le composant servi est celui qui a le plus petit taux de dé-
faillance) permettait de maximiser la disponibilité du systeme. De leur cdté, Derman et al. [58] ont
considéré un cas ou les taux de défaillance sont identiques pour tous les composants et ont étendu
le résultat de Smith au cas général de m composants. Katehakis et Derman [89] ont généralisé le
résultat de Smith au cas ou les taux de défaillance des composants sont différents. Le probléme
a un seul réparateur a été aussi considéré par Righter [130] qui avait pour objectif de minimiser
stochastiqguement le nombre de composant en marche.

Pour les cas de plusieurs reparateurs, nous avons notamment les travaux de Frostig [68], de
Wartenhorst [166] et de Katehakis et Melolidakis [90]. Ces derniers (Katehakis et Melolidakis)
ont considéré une premiére généralisation de I’approche de Smith avec plusieurs réparateurs tra-
vaillant a des vitesses inégales. lls ont montré que le fait d’allouer le composant le plus fiable
au réparateur le plus rapide permet d’optimiser stochastiquement le nombre de composants en
marche. Une extension de cette premiere généralisation a été propose par Frostig [68]. Dans le
travail de Frostig [68], m réparateurs doivent assurer la maintenance de n machines en série. Lors-
gu’une machine tombe en panne, elle est affectée a un des réparateurs ou attend dans une file
d’attente la disponibilité d’un réparateur. La préemption est permise dans les taches de réparation
et donc un réparateur peut étre ré-affecté a tout moment. L’ objectif est d’allouer les réparateurs aux
machines en panne, de fagon a maximiser le temps moyen de bon fonctionnement du systéme ou,
de fagon équivalente, @ minimiser la durée moyenne d’indisponibilité (MDT - Mean Down Time).
L’approche qu’elle propose se place dans le cadre markovien. Pour Wartenhorst [166], son ap-
proche se base sur la théorie des files d’attente. 1l considére un systeme de files d’attente multiples
constitué d’un nombre N de stations paralléles a un serveur, chaque station ayant une capacité de
file d’attente infinie. Les serveurs sont sujets a des pannes et chaque serveur en panne est réparé
par I’un parmi un ensemble de K réparateurs paralléles. Il s’intéresse particulierement a une des
stations (la station 1) et étudie I’influence des pannes de serveurs et des capacités de réparation
finie (K) sur la taille de la file a cette station a long terme. 1l considere que cette station fonctionne
suivant une file d’attente M/M /1. Les arrivées sur cette station se font suivant un processus de
Poisson et les services sont suivant le principe du premier venu premier servi (FCFS). Les durées
inter-défaillance de cette station sont indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi
exponentielle. Il montre quelques propriétés de la taille exacte de la file a cette station.

Comme on peut le noter dans tous ces travaux, les approches proposées sont stochastiques et
I’objectif a optimiser est souvent I’espérance mathématique d’un parameétre. Les approches varient
autour des chaines de Markov, des files d’attente pour I’allocation des réparateurs. Pour le cas
d’un seul composant, il y a aussi les processus de renouvellement alterné qui prennent aussi en
compte des pannes aléatoires et des durées de réparations aléatoires du composant mais, dans ce
cas, le probléme du réparateur n’est pas particulierement aborde. Des approches, autres que celles
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énumérees ci-dessus peuvent étre particulierement intéressantes pour la gestion de la maintenance.
C’est le cas notamment de quelques travaux en gestion de production comme nous allons le voir
dans la section qui suit.

2.7 Planification de la maintenance et gestion de production

D’un point de vue de production, les activités de maintenance préventive et curative peuvent étre
considérées comme des taches qui doivent alors étre planifiées et ordonnancées au méme titre que
les taches réguliéres de production. De ce point de vue, la planification intégrée de la maintenance
et de la production semble tout a fait naturelle. Au dela des travaux de Seshadri [137] et Seshadri et
Pinedi [138] que nous avons cités plus haut, qui prennent la maintenance sous un aspect de produc-
tion mais en adoptant des approches stochastiques, d’autres travaux sont purement déterministes.

Weinstein et Chung [167] ont proposé une approche pour I’intégration des politiques de main-
tenance dans les prises de décision en production. Leur objectif est de minimiser les codts que
cette politique engendre et les déviations de la production par rapport au niveau dans une politique
de production sans maintenance. Leur approche est constituée de trois étapes et se base princi-
palement sur un modéle de programmation linéaire en nombres-mixtes (utilisée dans les étapes
une et deux), et la simulation par événements discrets (utilisée dans la troisiéme étape). lls ont
adopté une hypothese de maintenance parfaite pour les tdches de maintenance préventive. De leur
coté, Qi et al. [127] ont considéré un probleme d’ordonnancement de tache sur une machine sous
I’hypothése que la machine n’est pas disponible de facon permanente et que des opérations de
maintenance préventive qui interviennent sont intercalées dans les opérations de production. Leur
objectif est de minimiser la somme des dates de fin des taches (équivalente au temps de réponse -
temps de séjour total) de toutes les activités. Ils ont montré que le probléme est NP-difficile et ont
proposé une heuristique qui se base sur la régle SPT (shortest processing time) et une procédure
de branch-and-bound pour sa résolution. De la méme fagon, Lee et Chen [102], ont étudié I’ordon-
nancement de tdches sur machines paralléles avec la contrainte que chacune des machines devra
subir une action de maintenance préventive avant la fin des travaux. 1ls avaient aussi pour objectif
de minimiser la date de fin pondérée totale des taches (équivalente au temps de réponse pondeéré
des taches). lls ont procédé suivant deux cas différents. Dans le premier cas, ils supposent qu’il y
a assez de ressources pour que toutes les machines puissent subir simultanément les interventions
de maintenance. Dans le deuxiéme cas, ils supposent qu’une seule machine a la fois peut subir une
intervention de maintenance. lls ont établi des propriétés donnant la date de fin au plus tard des
taches avant les taches de maintenance et la date de fin au plus tard des taches apres les taches de
maintenance sur chaque machine. lls ont montré que le probléme est NP-difficile méme lorsque
les taches sont identiqguement pondérées et ont proposé une méthode de branch-and-bound basée
particulierement sur une formulation du probleme en un probleme de partition et en utilisant la
géneration de colonnes.

Graves et Lee [74] quant & eux ont étudié un probléme sur une seule machine avec pour objectif
la minimisation de la date de fin pondéré des taches d’une part, et, d’autre part, la minimisation
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du retard maximum des taches sur une machine avec I’hypothése que des opérations de mainte-
nance sont intercalées dans la production. La machine est sujette a des actions de maintenance qui
doivent avoir lieu sur un horizon de temps donné. Dans leurs problemes, une tache commencée
qui n’a pu étre complétée avant I’intervention de maintenance doit alors subir a la reprise un temps
de préparation additionnel. Ils ont montré que le probleme est NP-complet et dans une certaine
configuration, ont proposé une méthode de programmation dynamique pour la résolution. Dans
une autre configuration, ils ont proposeé des heuristiques basées, d’une part, sur la regle SPT (shor-
test processing time) pour la minimisation de la date de fin totale et, d’autre part, sur la régle EDD
(earliest due date) pour le retard maximum. Dans ce méme registre, Bennour et al. [22] ont pro-
posé une approche basée sur la théorie des graphes pour un probleme d’intégration des politiques
de maintenance dans le cycle de fonctionnement d’une machine. Dans la plupart de ces approches,
les durées des tdches de maintenance sont représentées par leur MTTR (temps moyen de répara-
tion). Murthy et Asgharizadeh [115] eux abordent le probléme de tdche de maintenance plutdt sous
un angle de théorie de jeux.

Outre les problemes de gestion des taches de maintenance, certains travaux ont aussi abordé
le probléme de la gestion de stocks en maintenance. Dans [12], Anily et al. abordent un probléeme
de gestion des pieces de rechange d’un ensemble de m machines nécessitant chacune des piéces
différentes. Ils étudient les stocks de rechange de chacune des machines. IlIs montrent qu’il existe
une politique cyclique de gestion des stocks de maintenance. Leur objectif est de minimiser le
colt moyen de cette politique a long terme. Ils montrent une borne supérieure et deux bornes
inférieures a la solution du codt et proposent deux heuristiques. D’autres probléemes de ce type
sont étudiés par Hwang [84], Alfredsson [11], Sarker et Haque [134], Van der Duyn Schouten et
Vanneste [160]. Une particularité du travail réalisé par Van der Duyn Schouten et Vanneste [160]
est de considérer ce probléeme avec une approche markovienne. Bien qu’abordant un probleme
qui se rapproche intimement de la gestion de production, I’approche est basée sur les processus
stochastiques. lls analysent un modele dans lequel la décision de commencer une intervention
de maintenance préventive ne dépend pas seulement de la condition de la machine, mais aussi
du contenu du buffer correspondant. Hauri [76] aborde un probleme similaire avec toujours les
processus stochastiques d’un point de vue de contrdle optimal. Il propose une approche basee sur
la décomposition par rapport a I’échelle du temps en utilisant le fait que le changement de condition
d’une machine a lieu sur une échelle de temps plus grande que les changements dans I’inventaire
des produits finis de piéces de rechange. Hauri et Van Delft [78] continuent dans la méme voie.

D’autres directions de recherche sont abordées dans la littérature, mais compte tenu de leur
proportion faible dans la littérature, nous n’en ferons pas de section entiere. Nous en parlerons
néanmoins brievement dans la concusion de ce chapitre.

2.8 Conclusion

Les objectifs de la maintenance, aussi bien sur le plan de la conception, de la modélisation que de
I’organisation sont de réduire et, si possible, optimiser différents codts relatifs a I’état des systemes,
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d’abord en phase de conception, puis en phase d’exploitation, voire éventuellement de démentelle-
ment. Les objectifs sont entre autres, de minimiser les colits dus a des pannes qui sont imprévisibles
et donc inévitables mais dont I’occurrence peut étre réduite au mieux ; les colts dus a I’exploitation
en états dégradés (états critiques) des systémes; les colts dus a des pertes de production en cas
de maintenance non entreprise a des dates données; les colts dus a une maintenance préventive
entreprise trop tot ou trop tard (fréquences trop élévée ou déficit de maintenance) pour ne citer
que ceux-la. Le dernier colt est di a des avances ou des retards des interventions de maintenance
préventive par rapport a des dates requises.

La modélisation et I’optimisation de la maintenance pour un management adéquat sont devenus
un domaine essentiel de la recherche. Ceci est mis en évidence par la trés grande attention portée
ces dernieres années a I’ensemble des mesures préventives pour une qualité totale efficace. L at-
tention porté a la modélisation stochastique et a I’analyse du management de la maintenance est
intimement liée a la recherche intensive et a I’évolution rapide dans les domaines voisins tels que la
théorie des files d’attente, la théorie Markovienne en particulier et tous les processus stochastiques
en général, et les différentes théories en gestion de la production pour le soutien logistique. La
pratique industrielle a clairement reconnu I’importance capitale de la maintenance comme mesure
préventive et ce n’est pas le nombre et la quantité des expéditions de maintenance et de I’ensemble
des mesures préventives qui contrediraient ce fait. Cependant, comme I’ont souligné Van der Duyn
Schouten et Tapiero [159], le nombre de modeles stochastiques qui ont eu du succes en application
est plutét limité. Plusieurs causes justifient cela. Par exemple, I’obtention de données fiables néces-
saires a la maintenance ne peut étre réalisée en un court laps de temps. Les données doivent faire
I’objet de compromis entre plusieurs parties directement ou indirectement liées au processus de
maintenance. Par ailleurs, la valeur réelle de la maintenance se trouve dans des événements qui se
produisent rarement (comme une machine qui ne tombe pas en panne), ce qui rend I’obtention de
ces donneées, au mieux, des taches spéculatives. Pour I’ensemble de ces raisons, le développement
de modeles qui procurent une bonne compréhension pour un bon management de la maintenance,
a toujours été d’une grande importance.

2.8.1 Principales observations de I’état de I’art

De I’observation de la littérature, plusieurs constats se font. Ces constats vont de la nature des
politiques de maintenance, a leur mise en application en passant par la nature du systéme abordé,
le point de vue adopté pour la proposition d’une approche de résolution d’un probléme de mainte-
nance, les différentes hypotheéses sur lesquelles se basent les approches, etc.

Les systemes étudiés sont en général des systéemes simples, consititués le plus souvent d’un
nombre de composants dépassant rarement trois. Les objectifs visés consistent a optimiser des pa-
rametres (souvent des espérances mathématiques de ces paramétres) sur un horizon le plus souvent
infini. L’étude de caracteéristiques asymptotiques est souvent de mise dans ces cas. Compte tenu de
la grande variété des problemes de maintenance abordés, les méthodes de résolution sont aussi
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variées que les problemes. Plusieurs modéles de maintenance considérent la classification des ac-
tivités de maintenance sur la base d’un horizon a court terme, a long terme, voire tendant vers
I’infini. Les modeles a long terme se basent sur les propriétés a court terme. Certaines méthodes
proposées utilisent des modeles statiques, se basant sur la fréquence des activités a entreprendre.
D’autres, par contre, proposent des politiques dynamiques. Ces derniéres permettent une planifi-
cation itérative des activités de maintenance.

La plupart des modeéles dans la littérature proposent la détermination de périodes optimales
pour les taches de maintenance préventive (systématique et conditionnelle) afin de satisfaire des
exigences de fiabilité et de disponibilité des systémes, et ce, a moindre codt. Lorsque le probléeme
présente un caractére stochastique, I’espérance mathématique d’un paramétre vient en général rem-
placer le colt. En général, ces méthodes font des hypotheses trés fortes notament sur la disponi-
bilité des ressources de maintenance ; ces ressources sont en général supposées instantanément
disponible au pied des machines et aussitdt qu’on en a besoin; les équipements sont en général
supposé réparés instantanément. Ces hypotheses sont souvent trop fortes pour les conditions pra-
tiques dans la réalité. Dans la pratique, il est beaucoup plus difficile de faire face a un ensemble
tout entier d’équipements réparables avec un nombre limité de techniciens. En effet, un réparateur
n’est en général pas disponible au moment théoriquement prévu. En plus, des imprévisions peuvent
repousser les taches de maintenance a des dates ultérieures, contribuant ainsi a davantage de dé-
gradations des entités et accroissant le colt de la maintenance. Par ailleurs, les systémes soumis
aux actions de maintenance sont de plus en plus composés d’installations distribuées sur différents
sites, avec I’exigence de les maitriser au mieux.

Notons que le colt de gestion des opérations de maintenance dépend des caractéristiques de
fiabilité et de maintenabilité des composants des systéeme tels que définies lors de la conception,
du nombre de ressources (réparateurs, techniciens de maintenance) disponibles pour les actions de
maintenance, de leurs qualifications et de la stratégie de maintenance pratiquée. Il dépend aussi
des differents colts logistiques qui sont liés a I’aspect distribué des systemes en question, et de
la plus ou moins grande réactivité avec laquelle les opérations de maintenance seront conduites,
réactivité notamment due a des approches de prises de décision en temps-réel dans le processus
de maintenance. Ainsi, il y a des codts dus aux conditions de fonctionnement ou de panne des
systemes et des colt dus a la logistique mise en ceuvre dans la politique de maintenance.

Ce travail a ainsi pour but de répondre & un certain nombre de ces préoccupations. Afin de
bien se situer par rapport a ces préoccupations prises en compte dans ce document, nous allons
dans la sous-section suivante positionner ce travail par rapport aux différents problémes ci-dessus
mentionnés et définir les objectifs visés.

2.8.2 Objectifs de nos travaux

Le but de ce travail est de contribuer au développement d’approches pour répondre a quelques
unes des préoccupations ci-dessus mentionnées avec pour objectifs d’aider a la prise de décision en
temps-réel dans le processus de maintenance. Les objets sur lesquels reposent nos préoccupations
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sont les systemes distribués multi-sites, avec des contraintes logistiques non négligeables entre les
différents sites et partageant les mémes ressources de maintenance entre ces sites. Ces ressources
sont limitées devant la taille du systéme et doivent étre utilisées suivant leur disponibilité, leur
capacité et au mieux suivant les besoins du systéme. Chaque site du systeme comprend des entités
réparables. Contrairement a des hypotheses habituelles de la littératures, les durées des taches de
maintenance ne sont pas négligeables. Elle dépendent des caractéristiques des différentes entités
du systeme et sont relatives a leur MTTR.

Les problémes auxquels nous nous intéressons vont dans le sens des exigences de planification
et d’ordonnancement des taches de maintenance et d’affectation en temps-réel des ressources sui-
vant leur disponibilité pour la réalisation de ces taches afin de maitriser certains colts inhérents au
fonctionnement du systéme, en réduisant les délais des interventions de maintenance et en équili-
brant au mieux les charges de maintenance sur les ressources utilisées. Parmis les différents types
de codts que nous abordons dans ce travail se situent notamment ceux qui suivent.

— Les colts des etats critiques des entités du systéme. Ces codts d’états critiques sont dus
a des fonctionnement en états de dégradation avancées des entités ou a des pannes en cas
de réactivité faible face a ce probléeme. Il y a une correspondance entre les colts des états
critiques et les temps de réponse (ou encore temps de séjour) des taches de maintenance.

— Les codts dus a des déficits (fréquence faible) de maintenance. Ces codts sont notamment
relatifs a des retards de tdches de maintenance. Ils peuvent étres envisagés seuls, ou conjoin-
tement avec les codts des états critiques.

— Les colts dus a des fréquences élevées d’interventions de maintenance, entrainant donc de
la sur-maintenance. Ils sont dus particulierement a des avances de taches de maintenance par
rapport a des dates requises. Un juste equilibre est de considérer conjointement ces co(ts de
fréquences élevées de maintenance avec les colts de déficit de maintenance. Cela engendre
donc des colts dus a des avances et des retards des tdches de maintenance.

Les problemes peuvent aussi se poser en termes de combinaison linéraire ou convexes de ces
différents codts dans le but d’atteindre des objectifs spécifiques et cela dépend des facteurs de
pondération de ces différents codts. Ces codts sont en général fonction de la disponibilité, cette
derniére etant réveélatrice des dégradations des entités constituant le systeme.

Pour satisfaire ces exigences, différents problemes doivent étre résolus dans le but de maintenir
la disponibilité du systéme au dessus d’une limite minimale, de minimiser le colt des opérations
de maintenance et d’affecter en temps-réel les taches aux ressources de maintenance, le tout dans
un processus optimal de décision. Ce processus doit tenir compte de différentes contraintes : dates
d’arrivée inégales des taches, temps logistiques non négligeables entre les sites, séquences opti-
males de taches d’une intervention, précédences entre les taches d’une méme entité et criteres de
priorité et d’urgence de chaque tache. La plupart de ces contraintes, surtout celles relatives aux
dates d’arrivées des taches de maintenance dans le systeme et aux temps logistiques non négli-
geables et dépendant de la séquence des taches de maintenance, rendent particulierement délicat
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le processus de décision ici abordé. Mais nous tirerons avantage de quelques développements ana-
lytiques dans ce document. Dans cette démarche, les caracteristiques et lois de comportement en
fiabilité et en maintenabilité et les sollicitations d’intervention sur les entités sont connues.

Pour résoudre les problemes ainsi posés, nous proposons des approches mettant en ceuvre des
méthodes d’ordonnancement d’activités (taches ou actions) de maintenance basées sur des regles
de priorité dont nous montrons I’optimalité locale dans ce document. Partant d’une ressource de
maintenance, ces regles de décision s’inspirent des principes d’ordonnancement sur une seule ma-
chine. Elles sont utilisées dans des algorithmes d’aide a la décision en temps-réel pour la planifi-
cation dynamique des taches de maintenance des systéemes distribués. Aux solutions fournies par
la plupart de ces regles nous avons déterminé des bornes inférieures.



Chapitre 3

Maintenance avec couts impliquant des
temps de réponse

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la premiére des préoccupations mentionnées dans les objectifs. Cette
préoccupation est relative aux colts des états critiques dus au fonctionnement en état de dégrada-
tion avancée du systéme ou a des pannes fortuites qui surviennent au mauvais moment au mauvais
endroit. Ces codts d’états critiques, comme nous allons le voir dans la spécification de la position
du probléme, se rapportent a des temps de réponse des taches de maintenance. Ici, nous utili-
sons le terme "temps de réponse” plut6t que "temps de séjour” pour désigner le terme générique
"flow-time" des taches de maintenance. Cette appellation est mieux adaptée a la situation présente
et elle permettra par ailleurs d’avoir a I’esprit que ces codts sont tres dépendants de la plus ou
moins grande réactivité avec laquelle le systeme de décision répond aux sollicitations des entités a
maintenir.

Les spécifications et les caractéristiques de ce probleme seront détaillées dans la section 2 qui
précise la position du probleme objet de ce chapitre. Cette section nous permettra de bien définir
le probléme dont il est question. Dans cette position du probleme, nous ressortirons les différentes
propriétés du probléme. Nous verrons alors que suivant la configuration du systeme, le probleme
des codts d’états critiques peut se poser sous différents aspects avec des niveaux de difficulté dif-
férents dans la prise de décision. C’est ainsi que dans certaines configurations, les hypothéses
sur les contraintes logistiques entre les sites peuvent étre simplifiees, et pas dans d’autres. Par
ailleurs, il y a des codts specifiques a chaque entité et ces colts peuvent engendrer des facteurs
de pondération de ces entités. Dans certains cas, les poids des entités peuvent étre égaux et pas
dans d’autres. Compte tenu de tout cela, quatre sous-problemes du probléme général des colts des
état critiques, avec des contraintes logistiques entre les sites, seront définis. Chacun de ces sous-
problemes sera considéré dans une section separée. Ainsi dans la section 3, nous allons considérer
ce probleme dans sa version la plus simple avec des temps logistiques faibles entre les sites et des
entités également pondérées dans le systéme. Dans la section 4, nous traitons le probléme avec des
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entités inégalement pondérees et des temps logistiques faibles entre les sites. Ensuite, les temps
logistiques non négligeables seront introduits dans la section 5 mais avec des entités également
pondeérées. Nous considérerons finalement la configuration la plus génerale avec des entités inéga-
lement pondérées dans le systeme et des temps logistiques non négligeables entre les sites dans la
section 6 avant de tirer les principales conclusions de ce chapitre dans la section 7. Dans chacune
de ces configurations, les approches proposées seront illustrées sur des exemples simples avant
leur utilisation sur des systémes de taille réelle et dans des conditions de fonctionnement réelles.

3.2 Position et modélisation du probleme

Le probléme qui est abordé dans ce document est celui de la modélisation d’un processus de main-
tenance et de la recherche de techniques appropriées pour I’allocation des ressources nécessaires a
la réalisation des opérations de maintenance d’un systeme industriel distribué sur différents sites.
L’étude porte sur un systéme ou groupe formé d’un nombre donné de sites, chaque site étant com-
posé d’entités réparables. Le systeme dispose de ressources de maintenance dont certaines sont
utilisées en commun par I’ensemble des sites. 1l faut faire une allocation optimale des ressources
suivant leur disponibilité (pas au sens slreté de fonctionnement) pour des opérations de mainte-
nance - préventive dans un premier temps, puis curative - & tout moment, sur des horizons donnés.
Sur chaque horizon, les objectifs primordiaux seront de garder le systeme en état nominal de fonc-
tionnement efficace, tout en minimisant les codts qu’engendre la réalisation de cet objectif sur ces
horizons.

Site de fourniture
Stock central régionale

Stockage intermédiaire

Stockage local ite k

N

Site d’'intervention

—  Chemin d’acces

Les objectifs
Assurer une disponibilité minimum
Minimiser le colt des activités de maintenance
En équilibrant les charges sur les ressources partagées

Décision en temps réel (planification et ordonnancement)

Figure 3.1 — Structure organisationnelle d’un groupe a soutenir par des opérations de maintenance

Les sous-systemes du systeme étudié possedent des entités (équipements) qui nécessitent en
réalité des ressources de maintenance de différentes classes (ressources humaines, piéces de re-
change, équipements d’intervention, services temporels, etc.). Mais dans le modéle que nous pro-
posons ici, nous considérons sans perte de généralité une seule classe de ressources pour I’en-
semble du systéeme. Nous reviendrons dans la conclusion sur la justification de ce choix. Le type
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de ressources considéré est humain. Dans les modeles que nous proposons, nous considérons que
les ressources humaines de maintenance (réparateurs) ont des performances identiques et toutes
les ressources peuvent étre utilisées de facon équivalente sur chaque entité. Dans la suite donc,
le terme entité désignera les équipements réparables sur les sites du systéme. Le terme ressource
désignera I’une des ressources humaines utilisables de fagon équivalente et en paralléle sur les
différentes entités.

Nous supposons que les sites du systéeme fonctionnent de fagon independante, c’est-a-dire
qu’une panne sur un site quelconque n’influence pas le fonctionnement des autres. Par contre,
nous supposons que les entités d’un site donné fonctionnent en série. Ainsi, pour gu’un site soit
disponible, il faut que toutes les entités de ce site soient en état de bon fonctionnement. Ces hypo-
theses se basent sur les structures que I’on trouve en général dans les systémes industriels distribués
ou, sur un site donne, les entités sont interdépendantes, mais ou I’on observe en revanche une cer-
taine autonomie d’un site par rapport a un autre tout en ayant souvent un objectif de performance
globale du systéme formé par I’ensemble des sites.

Avant de passer aux approches cherchant a optimiser les objectifs du systeme de gestion de
maintenance que sont la performance du systéme (au niveau de sa disponibilité) et le colt de réa-
lisation de ce premier objectif, nous allons d’abord voir quelles mesures de modélisation nous
adoptons. Nous utiliserons dans la modélisation et la résolution de ce probleme les notations sui-
vantes:

Notations

— N est le nombre total de sites du systeme

— S est k'®™e |e site du systéme

— N est le nombre d’entités du site S

— Fi est I’entité i du site S

— Ak est le taux de défaillance de I’entité Eix (pas nécessairement constant)
— Uik est le taux de réparation de I’entité Ziy

— pik est la durée d’une tache de maintenance sur I’entité i,

— Ai(t) est la disponibilité de I’entité Ej a I’instant t

— M est le nombre total de ressources de maintenance dont dispose le systéeme
— A est I’horizon de planification

— Got(#H) est le colt total engendré sur I’horizon # .

Nous introduirons d’autres notations dans la suite de ce chapitre telles que: cxilk, Bik, Yik» Oik, Tik,
Im,ik: Cm,ik: Wik €t Sii. Ces notations seront expliquées au fur et a mesure qu’elles sont introduites.

Parmi les hypotheses dans la modélisation, le nombre total de ressources M est évidemment
trés inférieur au nombre total d’entités = ;N dans le systtme (M << ZI! | Ny). Les taches de
maintenance (préventive et curative) sont supposées étre exécutées sans préemption.

Les entités de chaque site fonctionnant en série, dés que I’'un des composants est hors d’état de
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fonctionnement, I’ensemble du site est indisponible. Ainsi, la disponibilité individuelle de chaque
entité d’un site donné est indispensable pour la disponibilité de ce site. Pour cela, chaque entité de
chaque site doit étre le "moins indisponible possible”. Pour ce faire, des contraintes sont imposées
sur la disponibilité de chaque entité sur un site donné. Il faut se référer aux appendices A et B pour
voir I’évolution de cette fonction disponibilité suivant le comportement de I’entité. La fonction
disponibilité est en géneral une fonction décroissante du temps (en dehors de la phase de jeunesse
de I’entité ou cette fonction peut étre croissante a cause notamment des réglages afin de fixer les
équipements). La disponibilité Ajx de I’entité Zix devra rester au dessus d’un seuil aﬁ( fixé (aﬁ(
donné entre ]0; 1[). En fait, ailk est le seuil de disponibilité minimum requis pour I’entité Ejy afin
que le site Sk fonctionne convenablement. Lorsque la disponibilité Ajx tombe en dessous du seuil
cxilk, on considére que I’entité Ejx est en état critique de fonctionnement avec une forte probabilité
de défaillance. L’objectif dans ce chapitre est de minimiser le co(t des états critiques et de la
réalisation de cet objectif sur I’horizon fini de planification #/. Nous nous intéressons a un horizon
fini parce que dans la pratique, les systemes sont en général considérés sur un horizon fini (mensuel,
trimestriel, semestriel, annuel, quinquennal, etc.). A la fin de cet horizon, I’état du systéme est
analysé, un inventaire est réalisé et I’état des lieux a la fin de chaque horizon sert de point de
départ pour I’horizon suivant.

Il faut noter que cette facon de se fixer comme objectif un seuil & ne pas dépasser est un
objectif bien réaliste qui, d’ailleurs, n’est pas nouveau. En effet, en se basant sur le concept de
probabilité, pour les niveaux de sécurité et de fiabilité des avions, Pugsley ([163] [164]) dans ses
travaux publiés en 1939 et 1942 par I’Aeronautical Research Council de Londres suggéra que le
taux d’accident d’un avion, en considérant toutes les causes de panne susceptibles d’entrainer un
accident, ne dépasse pas 10> par heure et 10~/ par heure pour les causes liées & la structure
de I’avion. Cette suggestion de Pugsley sera prise en compte vers la fin des années 1960 par des
applications dans la conception aéronautique.

Une entité Z;x donnee qui fonctionne pendant un certain temps sans défaillance, verra sa dispo-
nibilité décroitre au cours du temps vers le seuil orilk que nous appellerons désormais seuil critique.
A la fin d’une intervention (tAche) de maintenance, nous supposons que cette entité est renouvelée,
et que son état est considéré comme neuf (maintenance parfaite). Ainsi, une entité Ej mise en
service (a neuf a I’instant initial) ou remise en service (a la suite d’une tdche de maintenance) a
I’instant T, évolue vers un état critique atteint apreés une durée qui sera notée Tjx pour cette entité.
Les événements de ce type se rapportent a chaque entité et arrivent au cours du fonctionnement du
systeme (sur I’horizon de planification) soit en phase de production, soit en phase d’intervention
de maintenance, ce qui en fait un probléme d’organisation en temps-réel (on-line). L’hypothése de
remise a neuf est une hypothése généralement utilisée dans les modeles de maintenance. C’est le
cas, par exemple, dans les travaux de Dekker et al. [53], [50], [54], [48], [51].

Si une entité Zj, a un comportement avec une disponibilité exponentielle (taux de défaillance
Aik et de réparation iy constants) [163], [164], sa disponibilité a I’instant t sachant qu’elle est mise
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ou remise en service I’instant T (t > T), est

Hik Aik
A(t—T) = —(A; aJ(t =T 3.2.1
ik ( ) N+ +}\ik+“ikeXp[ (Aik + Hik) ( )] (3.2.1)

Et en considérant le seuil cxilk, la durée Tjx pourra s’exprimé a partir de I’expression 3.2.1 avec

T = 0 comme suit.
-1 Hik Hik
Tik = h1a1(1+——>———] 3.2.2
T N+ Hik [ ik Aik Aik ( )

Dans des cas plus généraux tels que la loi de Weibull (dont la loi exponentielle est un cas par-
ticulier), la disponibilité a I’instant t, aprés une mise ou une remise en service a I’instant T est
Aik(t—T) ol Aj(t) s’exprime comme ci-dessous. Les paramétres de la loi de Weibull pour I’entité
Fik sont :

— Vik le parametre de décalage ou point de départ des observations (nous le noterons y en
général)

— Oik > 0 le paramétre d’échelle de temps (nous le noterons o en genéral)

— Bik > 0 le paramétre de forme ou allure d’évolution (nous le noterons (3 en général).

Dans ces conditions, nous avons montré dans I’appendice B que si le taux de réparation p: t +— p(t)
est intégrable sur tout sous-ensemble borné de R, alors la fonction disponibilité A(t) s’exprime
pour tout instant t > max(0,y) comme

t t—vy\P t X x—y\P
A(t) = exp —/ M(x)dx — (—) : 1+/ H(X)- exp / u(u)du+ (—> dx
Y o ¥ y o
(3.2.3)
Si le taux de réparation p est constant, la fonction disponibilité A(t) devient alors

A(t) =exp (— [u.(t —-Y)+ (?) B] ) .{1 + Ho. /Ot;yexp (uox-i—xB) dx} (3.2.4)

Dans ce dernier cas (lorsque Wik est constant) et lorsque le paramétre de forme Bix est supérieur
ou égal a 1, autrement dit dans les phases de fonctionnement de I’entité autre que sa phase de
jeunesse, avec des réglages de fixation pour I’amener dans un état de fonctionnement normal (B >
1 - le cas Bik = 1 devenant le cas de la loi exponentielle), nous avons montré dans I’appendice
B que la fonction disponibilité Aj(t) est strictement décroissante et tend vers une limite Ajy(co)

telle que (O < Ak () < Mk ) Cette limite est décroissante en fonction du parametre
Wik + Bik/Oik

de forme [k et est égale a Pk lorsque Bix = 1, ce dernier correspondant au cas de la loi
Mik + 1/0i

exponentielle. Ces conditions sont celles du cas de fonctionnement stable (phase de maturité) et
de la phase de vieillesse de I’entité. Ainsi pour une telle entité Ejy, il existe une unique date Tj,
tel que Ai(Tik) = cxilk. Tik peut étre simulé a partir de la fonction disponibilité. Ici, I’atteinte d’un
état de criticité est exprimée en fonction de la durée de fonctionnement. Elle peut étre en rapport a
d’autres parametres. Par exemple, dans I’aéronautique, cela dépend en général du nombre d’heures
de vol effectuées par un avion. Elle est aussi dans certains cas liée a une distance totale parcourue,
a un nombre total de tours effectues, etc.

Au dela de la durée Tk, I’entité Eiy est en état critique. La date d’occurrence d’un tel événement
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pour la m*®™® fois sur I’entité Zi (aprés la m®™ remise en service) sera noté rm ik. Si Cm ik désigne
la date de la m'®™® remise en service (confondue avec la date de complétion de la m'™®™® tache de
maintenance sur I’entité £, la relation entre les dates ry, jx et ¢ jk est donnée par

Fm+1,ik = Cm,ik + Tik (3.2.5)

Le temps entre les dates ry, jx et Cy ik est un temps critique pour I’entité Z;. Chaque unite de
temps que I’entité Eix passe dans un état critique a un colt unitaire égale a wix qui dépend de
I’entité. Les colts par unité de temps wjx peuvent provenir de plusieurs facteurs dépendant de la
situation des entités dans le systeme. Ils peuvent étre dus a leur importance pour une fonction dans
le systeme, leur sensitivité, etc. Dans la suite, nous appellerons ces colts unitaires les poids des
entités. Il faut ainsi minimiser le codt des états critiques du systeme sur I’horizon de planification
H . L’expression du co(t total du systéme en état critique sur I’horizon # est:

N Nk

Got(H) = k; i; > Wik(Cm,ik — Fm,ik) (3.2.6)

m/rmvike}[
Chaque intervention (tache de maintenance) sur I’entité Eix a une durée d’exécution pjk qui est

supposée, dans un premier temps, étre constante et égale a son MTTR (U_) . Le probleme consi-
ik

dérant le colt des états critiques et la disponibilité des entités du systéme sur I’horizon A peut

alors étre formulé comme suit :

(1) : Minimiser le colt Got(#) (le colt des états critiques sur I’horizon ) avec M ressources
paralléles a performances identiques partagées par toutes les composantes du systéme, sachant
que I’occurrence des événements critiques intervient a tout moment sur I’horizon, avec des entités
(éventuellement) pondérées, et des temps logistiques (set-ups) entre les différents sites, tout en
satisfaisant au mieux les conditions Ay > o .

Le probléme ainsi formulé est un probléme d’organisation et de décision en temps-réel, puis-
gu’a priori, on ne peut établir exactement les dates d’occurrence des événements critiques sur
I’horizon #. Tout au plus, peut-on estimer les dates d’occurrence des premiers événements cri-
tiques. Ces dates d’occurrence d’états critiques dépendent des dates de remise en service des en-
tités, ces dernieres elles-mémes dépendant de la disponibilité des ressources pour entreprendre les
taches de maintenance. Les temps critiques s’apparentent a des temps de réponse (flow-time) en
ordonnancement de la production. Le flow-time est appelé temps de séjour ou temps de réponse
en ordonnancement de la production. Nous allons adopter dans ce document le terme temps de
réponse qui correspond bien a la situation présente. Le temps logistique (set-up) entre deux sites
Sk et Sy sera noté sy;. Ces temps logistiques (ou encore ces temps de preparation) dépendent de la
séquence d’exécution des taches de maintenance c’est-a-dire de la séquence dans laquelle chaque
ressource passe d’un site a un autre. Les ressources (qui sont appelées machines en production)
ont les performances identiques et le probleme est un probleme a ressources paralleles identiques.
Sa résolution se fera en plusieurs étapes, suivant plusieurs configurations du systeme a savoir :

— Les entités ont des poids identiques et les temps logistiques sont faibles ; nous I’appellerons
probleme (Pr11).
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— Les entités ont des poids différents et les temps logistiques sont faibles ; nous I’appellerons
probléeme (P12).

— Les entités ont des poids identiques et les temps logistiques sont importants ; nous I’appelle-
rons probléme (P13).

— Les entités ont des poids différents et les temps logistiques sont considérables ; nous I’appel-
lerons probleme (P14).

Mais il faut noter que dans tous ces cas de figure, nous avons la propriété suivante.
Proposition 3.2.0.1. Le probleme (1) est NP-difficile dans les quatre cas de figure ci-dessus.

En effet, prenons le probléeme dans sa forme la plus simple (11) dans une situation statique
(off-line) (ou toutes les informations sur les taches sont connues dés le début de I’organisation)
et avec une ressource unique. Cela revient en ordonnancement de la production a un probléeme
d’ordonnancement de taches sur machine unique (single machine scheduling) de minimisation
du temps de réponse total, avec des dates d’occurrence ou dates d’arrivée inégales des taches
(n/1/ri/ 3 (Ci—ri)). Ce probleme est NP-difficile (voir par exemple dans [41], [42] et [44]). Ainsi,
le probléeme (P11) est NP-difficile. Les autres problémes (P10), (P13), et (Pr4) dont le probleme
(“P11) est un cas particulier sont donc aussi NP-difficiles.

Il faut noter qu’a premiére vue on serait tenter de penser que ce processus est un processus
cyclique dans lequel les mémes comportements du systeme se reproduisent sur des périodes iden-
tiques plus ou moins longues données. Mais en fait, cela n’est pas le cas. En effet, si I’on considére
un systéme d’une entité ayant une ressource pour s’occuper de son processus de maintenance, cela
pourrait se faire exactement aux moments ou il le faut et on pourrait avoir un processus cyclique.
Mais pour un systeme de plusieurs entités ayant un nombre réduit de ressources pour assurer le
processus de maintenance, ceci devient quasi-impossible puisque tout dépend de la disponibilité
(pas la disponibilité au sens slreté de fonctionnement) des ressources ; une entité donnée peut étre
considéré a temps a un instant donné, et en retard a une autre date. Pour cela, dans toute la suite de
ce chapitre et de ce document, nous regarderons le processus d’organisation de la maintenance en
question comme non cyclique.

Les problémes de décision en temps-réel sont souvent abordés sous deux formes. La premiére
forme consiste a considérer le processus sous un aspect entierement stochastique puis a étudier un
comportement asymptotique ou étudier I’espérance mathématique d’un parameétre. La deuxiéme
fagon consiste, puisque I’on n’a pas d’idée précise de comment sera fait le futur, & considérer a
chaque instant de décision, le processus dans la forme ou il est a cette date précise. Cette deuxieme
option est celle qui est la plus utilisée. Elle a I’avantage de fournir a tout instant une option pour la
prise de décision. L’une des premieres approches utilisées pour les prises de décision en temps-réel
est le FIFO (First In First Out) qui consiste a considérer les évenements suivant leur ordre d’arri-
vee dans le systeme. Dans les applications en temps-réel, il est obligatoire de fournir une solution
rapidement, sans pouvoir attendre les informations futures. La deuxiéme option permet de prendre
en compte ce fait. Les premiers problemes importants traités en temps-réel ont concerné le pilo-
tage de systemes complexes (avions, centrales nucléaire, etc.). Les problémes en temps-réel sont
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de plus en plus étudiés. On en rencontre notamment en ordonnancement des activités de radars
[36], [61], en distribution de courriers, etc. Les applications en temps-réel, notamment en ordon-
nancement en temps-réel, se développent parce qu’elles permettent de réagir dynamigquement aux
aléas de I’environnement. Les applications en temps-réel impliquent de développer des techniques
rapides dans tous les cas de figure.

La suite de ce travail se fera suivant cette deuxiéme option. Nous considérerons donc a chaque
date de décision un systéme localement statique (off-line) sur lequel sera basée une procédure de
décision localement optimale pour le systeme global temps-réel. Ainsi, dans toutes les configura-
tions considérées, nous procéderons dans un premier temps a une analyse off-line (sur le systéeme
localement statique) avant de continuer par une proposition de méthode en temps-réel.

3.3 Configuration avec des entités non pondérées et des temps logistiques
faibles

Nous considérons dans cette section le probléeme (1) sous sa forme (P11) c’est-a-dire dans la
configuration ou les différentes entités du systéeme sont non pondérées (ou encore de méme poids
égal a 1) et les temps logistiques entre les sites peuvent étre assimilés a 0. Nous sommes donc en
présence d’un probleme ou les taches, non pondeérées, ont des dates d’occurrence inégales et ou les
temps logistiques sont faibles et assimilés a 0. Il faut donc minimiser le codt des états critiques qui

est dans ce cas
N Nk

Gt () = k;i; > (Cmjik— Fm,ik) (3.3.1)

m/Fmik€H

Nous rappelons que ce probléme est NP-difficile. De plus, dans le probléme d’organisation en
temps-réel les décisions se basent sur des choix locaux sur des problémes localement statiques et
nous allons considérer dans un premier temps un ensemble de n taches (disponibles ou a venir)
dont on connait les caractéristiques, a ordonnancer sur une ressource a un instant t. Chaque tache
i a une date d’occurrence rj (Qui ne sont pas égales pour toutes les taches), une durée d’exécution
pi, et I’objectif est de minimiser leur temps total de réponse (ou temps total de séjour) non pondéré
(SiL4(ci—rj) si la date de complétion de la tache i est cj). Nous considérons le probleme sur une
ressource et cherchons les options pour une décision garantissant une optimalité locale.

3.3.1 Le probleme statique et les critéres de décision

Les problémes d’ordonnancement pour la minimisation du temps de réponse non pondéré des
taches ont été abondamment considerés dans la littérature aussi bien sur une ressource unique,
sur des ressources paralléles qu’en flowshop. Mais cela n’étant pas I’objet principal de travail,
nous laisserons le lecteur voir des analyses de la littérature dans [41], [44] et [42] par exemple.
Pour I’aspect du probléme qui nous intéresse dans ce travail et pour cette configuration-ci, nous
allons considére une propriété intéressante d’optimalité locale existant dans la littérature. Pour le
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probleme de minimisation du temps total de réponse non pondéré des taches ordonnancees sur une
ressource, avec des dates d’occurrence inégales des taches telles qu’il est rappelé ci-dessus, Chu
a défini la fonction ci-aprés et a montré le théoréme qui suit. Dans ce probleme, les taches sont
exécutées sans préemption et donc, une fois commencée, toute tache est exécutée sans interruption
jusgu’a sa complétion.

Définition 3.3.1.1. Soit un ensemble de taches devant étre ordonnancées a un instant t donné sur
une ressource. Chaque tache i a une date d’occurrence (release date) r; et une durée d’exécution
pi. Alors, on définit la fonction PRTF (Priority Rule for Total Flow time) dont la valeur a I’instant
t pour la tache i est (voir dans [41], [44] et [42]) :

PRTF(i,t) = 2max(ri,t) + pi (3.3.2)

Sur la base de cette définition, il a é&t¢ montré le théoréme ci-dessous. Le lecteur peut trouver
la preuve de ce théoréme dans [44].

Théoréme 3.3.1.2. Soit un probléme dans lequel deux taches i et j sont a ordonnancer sur une
ressource disponible apres un instant t avec comme objectif de minimiser le temps total de réponse.
On suppose que PRT F(i,t) < PRTF (j,t). Soitalors Ttun ordonnancement dans lequel la tache i est
ordonnancée avant la tache j et 7 un autre ordonnancement ne différant de Ttque par I’inversion
des taches i et j. Alors, Ttdomine 1¢. Autrement dit la solution fournie par Ttest meilleure que celle
fournie par 7.

Nous dirons, avec la définition qui sera introduite un peu plus loin, que la tache i domine la
tache j a la date de décision t. La résolution du probleme en temps-réel (P1) dans sa configuration
(“P11) sera donc basée sur cette fonction PRTF et sur le théoreme 3.3.1.2. Par ailleurs, la proposition
suivante nous permettra par la suite de parler indifféremment des entités ou des demandes de taches
sur les entités.

Proposition 3.3.1.3. En respectant le théoreme 3.3.1.2 avec la fonction PRTF, on respecte aussi
I’ordre d’arrivée des demandes de taches de maintenance sur une entité quelconque Eix. En
d’autres termes, pour deux entiers mq et my tels que my < my, le théoréme 3.3.1.2 permet d’ordon-
nancer la mi®™ tache sur Ej avant la misme,

Preuve. En effet, deux interventions quelconques sur I’entité Zj sont supposées avoir la méme

, . . , . 1
durée d’exécution pjx qui est égale a son MTTR <“—> De plus, les dates d’occurrence Iy, ik et
ik
Fm,,ik SONt telles que Iy, ik < Fmy,ik- DONC 2Max(rmy ik.t) + Pik < 2max(rm,,ik,t) + Pik- O

Ainsi, dans la suite de cette section, nous parlerons indifféeremment de sélection d’une tache sur
une entité ou de sélection de I’entité elle méme. Dans la procédure en temps-réel, nous utiliserons
en plus de la fonction PRT F, du théoreme 3.3.1.2 et de la proposition 3.3.1.3, la définition suivante.

Définition 3.3.1.4. Soit t une date de décision. Nous définirons par Ajy(t) la durée depuis la der-
niere remise en service de I’entité ‘Ej, avant la date t.
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Figure 3.2 — Définition de Aj(t)

Nous dirons alors que la tache de maintenance sur I’entité E;x est urgente a la date t sion ala
condition Aj(t) > Tik. On notera alors 7 I’ensemble des taches urgentes a la date t.

Sur la base tout ce qui précede, la procédure suivante est proposée pour une prise de décision
en temps-réel dans le probleme (P11).

3.3.2 Algorithme en temps-réel pour la résolution du probléme (1)

Comme nous I’avons dit plus haut, pour la procédure temps-réel de résolution du probléme (?11),
les décisions seront basées sur des probléemes localement statiques et la procédure de décision lo-
cale est basee sur un choix localement optimal pour le critére de codt en question. Pour le probleme
(P11), nous allons donc baser la procédure sur la fonction PRTF, ses propriétés et les définitions et
proposition ci-dessus.

Algorithme 3.3.2.1. Procédure en temps-réel OL-MTSA

Au début de I’horizon de planification A (t = 0):

Déterminer les premiéres dates critiques sur chaque entité du systeme comme définies
dans la position du probleme.

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-dessous.

1. Considérer I’instant de décision t (date de disponibilité au plus t6t d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.

Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 5.

2. Déterminer le sous-ensemble J; du systeme.

3. Sicard(‘k) > 1, alors I’ensemble de recherche § = ;.
Sinon $ = {toutes les machines de tous les sites}.

4. Déterminer dans I’ensemble S I’entité a traiter en sélectionnant celle dont la tache
donne la plus petite valeur de la fonction PRTF pour sélectionner la tache a or-
donnancer (nous supposons que cette entité est Eiy).

Déterminer sa date de fin.
Déterminer la date de la prochaine tache sur I’entité ‘£, en question en ajoutant sa
guantité Tix a sa date de fin.
Aller a I’étape 1.
5. Fin.

Lorsqu’il faut résoudre un probléme statique d’ordonnancement de n taches avec la fonction
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PRTF, la complexité de la procédure utilisant cette fonction est en O(n.log(n)). Dans la procédure
ci-dessus, la complexité est donnée dans la proposition ci-apres.

Proposition 3.3.2.2. Complexité

Si N’ est le nombre total de taches de maintenance entreprises sur I’horizon #, alors la
complexité de la procédure OL-MTSA est en O (N’ (3R, Ni)). Cette complexité pouvait étre en
O (N’log (3R_;Nk)) sans la détermination de 1’urgence des taches.

Preuve. En effet, chaque décision prise I’est en sélectionnant dans un premier temps les entités
qui ont des taches urgentes. Cela se fait en O (3F_; Ni). Dans cet ensemble, I’entité fournissant
la plus petite valeur de la fonction PRTF est déterminée. Cela se fait, en utilisant un arbre bi-
naire, en O (log (3R_; Nk)). Ainsi, chague décision est prise en O (TR, Nk) + O (log (31 Nk)),
soit en O ((TR_1Nk)). Et comme cette décision est prise N’ fois, on a alors une complexité en
O (N’ (3R.1Nk)). On peut voir évidemment que sans I’étape de la détermination des taches ur-
gentes, on aurait une complexité en O (N'log (TR_; N)). O

3.3.3 Protocole d’expérimentation

Les tests numériques sur les approches présentées dans cette section et dans celles qui vont suivre
ont été effectués sur des données aléatoirement générées. Nous présentons ici un résumé des don-
nées qui vont étre utilisées dans I’ensemble de ce chapitre. Les données représentant les taux de
défaillance (Aix) et de réparation (Uix) des entités sont générées suivant des lois normales et sont
prises comme étant des valeurs absolues de ces lois normales. Sur la base des taux de réparation,
le temps moyen d’une tache de maintenance sur chaque entité Eix (MTPj) dans le systéme est
évalué comme étant son MTTR. Les seuils critiques de disponibilité (a ﬁ() sont générés suivant des
lois uniformes et en respectant les disponibilités asymptotiques ik /(Mik + Aik) des entités et sont
toujours entre ]0,5; 1[. Les durées Tj, sont alors évaluées sur la base de la fonction disponibilité et
de ces seuils de disponibilite.

L’objet de ce document étant un systeme distribué que nous reconsidérerons explicitement
comme tel dans la suite, nous avons considéré un ensemble de sites sur lesquels la répartition des
entités par site est uniforme discréte entre 20 et 80 entités par site (avec donc une moyenne de
50 entités par site). Par ailleurs, les systemes amplement distribues impliquent d’importants temps
logistiques entre les différents sites. Ces temps logistiques que nous reconsidérerons explicitement
dans la suite sont pris suivant des valeurs absolues de lois normales. En outre, les poids des entités
(wik) dépendant de la situation de celles-ci dans le systeme, et que nous reconsidérerons dans la
suite comme tels, sont générés suivant des lois normales. Les figures 3.3 résument les distributions
des données réelles obtenues dans les genérations et telles qu’utilisées dans ce chapitre.

Les programmes sont toujours écrits en langage C et testés sur une station de travail Compaq
AlphaServer ES40 DEC6600 opérant sous le systeme UNIX avec 2048 MB de mémoire RAM. Les
tests sont tous entrepris sur un horizon # de 365 jours (une année). Dans cette section comme dans
les suivantes, les approches développées sont toujours programmeées en deux versions. La premiére
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version prend en compte la régle d’optimalité locale en addition avec le concept d’urgence des
taches de maintenance. Dans une deuxiéme version, seule la regle d’optimalité locale est utilisée
pour la prise de décision en temps-réel dans le processus de maintenance. De cette facon, les
parameétres représentant les résultats sont toujours suivis d’un suffixe : U si le concept d’urgence
est utilisé dans la prise de décision et NU dans le cas contraire.

3.3.4 Résultats numériques

Expérimentations

Les résultats sont présentés sur un systeme comprenant 500 entités au total. Ces entités sont re-
parties sur les différents sites, mais comme pour le moment les temps logistiques entre les sites
sont faibles, ces entités sont considérées toutes ensemble formant un bloc. Ensuite, comme la per-
formance du processus de maintenance dépend du nombre de ressources chargées des taches de
maintenance, nous avons fait varier le nombre total de ressources pour tout le systéme en propor-
tion du nombre total d’entités dans le systeme. Ce nombre de ressources varie entre 2% et 20% du
nombre total d’entités variant donc entre 10 et 100 ressources. Les résultats ne sont pas représentés
en fonction de ce nombre de ressources mais plutdt en fonction de la proportion du nombre total
d’entités que représente ce nombre de ressources. La synthese des résultats est présentée sur la
figure 3.4.

Cette figure 3.4 présente quatre type de parameétres. Sur la figure 3.4(a), le paramétre CMI
représente les colts moyens des états critiques sur le systéme sur I’horizon des 365 jours restreint
aux taches de maintenance qui ont effectivement été réalisées. Mais puisque ce colt est intimement
lié au nombre de ressources de maintenance présentes, toutes les taches requises de maintenance
n’ont pas pu étre réalisées sur I’horizon. Certaines sont repoussées a plusieurs reprises jusqu’a
la fin de cet horizon. Celles qui n’ont pas pu étre réalisées ont parfois des codts tres importants.
C’est pourquoi le parametre CMS qui est le colt moyen relevé sur I’ensemble du systéeme (aussi
bien sur les taches réalisées que celle non réalisées) vient compléter le colt moyen CMI. Ces
colts d’états critiques représentent les temps de réponse moyens des taches de maintenance sur
I’horizon de planification #/. La figure 3.4(b) quant a elle représente le délai moyen pour les
taches de maintenance. Sur cette figure, le parametre DMI est le correspondant de CMI en terme
des délais alors que DMS est le correspondant de CMS. Sur la figure 3.4(c) se trouve le temps
moyen d’activité par ressource (TMTpR) alors que la figure 3.4(d) elle représente le nombre moyen
(NMIpR) de sollicitations de chacune des ressources sur I’horizon des 365 jours. Chacun de ces
parameétres est relevé lorsque le concept d’urgence est utilisé dans la prise de décision (U), et (NU)
lorsqu’il ne I’est pas.

Analyse des résultats

Pour des raisons de concision, nous n’allons pas faire une présentation exhaustive de I’analyse des
résultats ici. Nous inviterons le lecteur a voir par exemple dans les papiers [8] et [10]. Néanmoins,
il faut relever quelques observations.
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Figure 3.4 — Résultats avec des poids égaux et des temps logistiques faibles

Sur la figure 3.4(d), on voit le nombre considérable de taches de maintenance réalisées sur le
systeme des 500 entités sur I’horizon des 365 jours. Le nombre total est obtenu en multipliant le
nombre de ressources par le nombre moyen de taches de maintenance. Cela se fait en moins de 1
seconde CPU en général.

Sur la figure 3.4(a), on voit (pour un nombre faible de ressources de maintenance) la différence
importante entre les colts CMI et CMS (aussi bien avec le concept d’urgence que sans ce concept).
On voit que lorsque le concept d’urgence est utilisé, ces deux codts convergent et se confondent a
partir de 10% de ressources. La convergence de ces deux codts signifie que I’ensemble des sollici-
tations de taches de maintenance sur I’horizon a trouvé une réponse. A partir de cette convergence,
on observe sur la courbe 3.4(b) (ou il y a aussi une trés grande différence pour les nombres faibles
de ressources entre les délais DMI et DMS) que ces deux délais convergent aussi avec I’utilisation
du concept d’urgence et qu’apres cette convergence, le délai (avec le concept d’urgence) s’annule
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a partir de 11% de ressources. On voit sur les courbes 3.4(a) et 3.4(b) que si le concept d’urgence
n’est pas utilisé, le codt sur I’ensemble du systéme est nettement plus grand que si le concept d’ur-
gence est utilisé pour gerer les états critiques. Par ailleurs, on voit que si I’urgence n’est pas utilisée
en plus de la relation d’optimalité locale, la convergence des deux colts CMI et CMS et des deux
délais DMI et DMS (méme si cette convergence est possible), ne se réaliserait que largement au
dela des 20% de ressources.

En outre, on voit sur la courbe 3.4(c) avec I’urgence que les ressources sont utilisées a leur
pleine capacité lorsqu’il n’y a pas convergence entre CMI et CMS (et DMI et DMS) (c’est a dire
que toutes les sollicitations sur le systeme ne sont pas couvertes). Le temps moyen d’utilisation
ne commence a décroitre rapidement qu’a partir du point 10% de convergence. Alors que sans
I’urgence, le temps moyen d’utilisation par ressource décroit lorsque le pourcentage de ressources
augmente (méme lorsqu’il y a des taches a entreprendre). Et ce temps d’utilisation est nettement
inférieur a celui ou I’urgence est utilisée conjointement avec la fonction d’optimalité locale.

Ainsi, en plus d’aider a maitriser le co(t des états critiques et des délais d’intervention, la
procédure en temps-réel avec la fonction d’urgence et la fonction d’optimalité locale permet aussi
de dimensionner le nombre de ressources nécessaires par rapport a la taille et aux caractéristiques
du systeme.

Aprés cette premiere partie sur I’aspect le plus simple du probleme (1) avec des temps lo-
gistiques faibles entre les sites et des entités de méme poids, nous allons maintenant considérer le
probléme (1) dans sa deuxiéme configuration qui est (P12).

3.4 Configuration avec des entités pondeéreées et des temps logistiques faibles

Dans cette section, nous considérons le probléme (P1) sous sa forme (P12). Dans cette configura-
tion, les différentes entités de chaque site du systéme sont pondérées (et ont des poids inégaux)
et les temps logistiques entre les sites sont aussi faibles comme dans la section précédente. Nous
sommes ici avec un probleme ou les taches sont donc pondérees, ont des dates d’occurrence in-
égales et ou les temps logistiques sont faibles et assimilés a 0. 1l faut donc minimiser le codt des
états critiques

N Nk
Got(H) =5 > > Wik(Cm,ik — mik) (3.4.1)
k=1i=1 m/rm,ike}[

C’est un probléeme NP-difficile de prise de décision en temps-réel pour le processus de mainte-
nance. Comme dans la section précédente, les prises de décisions dans ce probléme (P12) se feront
avec des choix locaux sur des problémes localement statiques. Nous allons donc considérer dans
un premier temps un ensemble de n taches (disponibles ou a venir) dont on connait les caractéris-
tiques, a ordonnancer sur une ressource a un instant t. Chaque tache i a une date d’occurrence r;
(qui ne sont pas égales pour toutes les taches), une durée d’exécution pj, un poids w; (qui differe
d’une tache a une autre) et I’objectif est de minimiser leur temps total de réponse pondéré (ou
temps total de séjour pondéré) qui est 31, wi(ci — ri) si la date de complétion de la tache i est c;.
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Nous considérons en premier lieu le probléme sur une ressource et cherchons les options pour une
décision garantissant une optimalité locale.

3.4.1 Le probleme statique et les régles de décision

En ce qui concerne la minimisation du temps de réponse pondéré avec des dates d’arrivée inégales
des taches, peu de travaux ont été publiés. Les procedures que nous décrivons dans cette section
permettent non seulement une prise en compte du critere de poids, mais aussi une utilisation dans
des algorithmes dynamiques, gréace a leur complexité et la fagon dont elles sont établies et utilisées.

Soit un ensemble de n taches indépendantes, chaque tache i ayant sa date d’arrivée rj, sa durée
d’exécution p; et son poids w;j. Le probléme consiste a définir les conditions pour qu’une tache
i soit ordonnancée avant une autre tache j, afin de minimiser le temps de réponse pondéré total
S, wi(ci —ri) de la séquence des taches ou c; est la date de fin de la tache i. Les taches sont exé-
cutées sans préemption. Nous allons dans un premier temps procéder a la recherche d’optimalité
locale. Les conditions obtenues permettent d’établir une regle de priorité entre les taches considé-
rées deux par deux. Pour cela, nous allons utiliser la fonction ci-apres définie. En fait, a cause des
poids des taches, nous aurons a définir certains concepts pour I’utilisation de la regle d’optimalité
locale qui sera trouvée.

Définition 3.4.1.1. Pour toute paire de taches {i,j}, et a tout instant t, la fonction PRTWF (Prio-
rity Rule for Total Weighted Flow-time) est définie comme suit :

PRTWF(i, j,t) = (wi +wj)max(ri,t) +w;pi (3.4.2)

Comme nous pouvons le noter, la fonction PRTWF définie dans 3.4.1.1 considere une paire
de tache pour tous les calculs a chaque instant. Elle n’est pas fonction que d’une tache a la fois.
Mais le théoreme 3.4.1.5 en fait une regle de priorité locale. Cette regle de priorité permettra de
prendre des décisions localement optimales. Puisqu’elle ne dépend pas d’une tache a la fois comme
c’était le cas de la fonction d’optimalité locale PRTF lorsque les taches ne sont pas pondérées, nous
introduisons la définition suivante qui sera utile pour son utilisation.

Définition 3.4.1.2. Soit une paire de taches {i,j} a ordonnancer & I’instant t a la fin d’une sé-
quence partielle Tt

i) Nous disons que i domine j & I’instant t et notons i < j, si en ordonnancant i & la fin de
Ttavant j, on obtient une plus petite valeur du codt total (ici le temps de réponse pondéré total)
qu’en ordonnangant j avant i.

ii) Nous construisons une matrice notée Q telle que:

- 1sii#jeti=<]
Q(i,j) = _ - 3.4.3

(1.3) { 0 sinon. ( )
Remarque 3.4.1.3. Dans le vocabulaire classique d’ordonnancement, le terme dominance se rap-
porte aux ordonnancements partiels et non aux taches. Mais dans la définition 3.4.1.2, on peut
remarquer que si a I’instant t, Ttest un ordonnancement partiel, dire que i < j équivaut a dire que
la séquence 11 j domine Ttji dans le langage classique d’ordonnancement.
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Pour deux taches i et j différentes donnant la méme augmentation partielle du codt, nous utili-
sons leurs indices pour établir leur dominance. Ainsi, nous avons la remarque suivante :

Remarque 3.4.1.4. Si latache i est différente de la tache j, alors Q(i,j) + Q(j,i) = 1. Ainsi Q(j,i)
peut étre écrit a partir de I’expression suivante:

Q(j,i) = (1— Q(i,j)).lli?gj. (3.4.4)
ou lla est la fonction indicatrice de A.

Le calcul de la matrice Q peut alors étre réduit au calcul de la matrice triangulaire supérieure.
Sur la base de la fonction PRTWF et de la relation de dominance < dans la définition 3.4.1.2, nous
avons le théoreme suivant :

Théoréme 3.4.1.5. A tout instant t et pour une paire de taches {i,j}, i < j si et seulement si

(Wi +wj)max(ri,t) +wjpi < (wi+wj)max(rj,t) +wip; (3.4.5)

Autrement dit, i < j si et seulement si PRTWF (i, j,t) < PRTWF (],i,t).

Preuve. Les parametres rj, pj, wj sont affectés a la tache i, et rj, pj, wj a la tache j.
Supposons que rj < rj.

Il peut étre vérifie que les conditions suivantes sont satisfaites en ordonnancant les taches i et j a

I’instant t.

1) Sirp <rj<t,alorsi =< jsietseulement si wjpj —wijpj <O0.

li-a) Sirp <t <rjett+4p; <rj, alorsi= jestévident.

ii-b) Siri <t <rjett+p;>rj, alorsi < jsietseulement si [(w;+wj)t +w;jpi] — [(wi +wj)rj—+
wip;] <O.

iii-a) Sit <rj <rjetri+pj <rj, alorsi = jestevident.

iii-b) Sit <rj <rjetri+p;>rj, alorsi < jsietseulement si [(wj+wj)ri+wjpi] —[(Wi+wj)rj+
wip;j] <0.

Tous les cas i), ii-b) et iii-b) peuvent étre résumés comme suit
i < j sietseulement si (wj+wj)max(t,ri) +w;jpi < (w;+wj)max(t,rj) +w;ipj.

Dans le cas ii-a), nous avons rj <t <rjett+ p; <rj. A partir de la seconde de ces inégalités, nous
avons

(Wi +wj) (t+ pi) < (Wi+wj)r;
qui implique

(Wi + W)t +wjpi < (Wi+Wj)(t+pi) < (Wi+Wwj)rj < (Wi+Wwj)rj+wipj.
Le premier et le dernier membres de cette chaine d’inégalités, en conjonction avec la premiére
inégalité dans le cas ii-a) donnent

(Wi +wj)max(t,ri) +w;jpi < (wj+wj)max(t,rj) +wipj.

Dans le cas iii-a), nous avons aussi t < rj <rj et rj+ p; <rj. De la seconde inégalité, nous avons
(Wi +wj) (ri+ pi) < (Wi +wj)rj,

qui implique
(Wi +wj)ri+wjipi < (Wi+wj)(ri+pi) < (Wi+wj)rj < (Wi+Wwj)rj+wipj.
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Le premier et le dernier membres de cette derniére chaine d’inégalités, en plus de la premiére
inégalité dans le cas iii-a) permettent de dire que
(Wi +wj)max(t,ri) +w;jpi < (wj+wj)max(t,rj) +wipj.

Ceci prouve que dans tous les cas ou rj < rj, I’'on a
i < jsietseulement si (wj+wj)max(t,ri) +wjpi < (wj+wj)max(t,rj) +wipj.

Supposons maintenant que rj > rj.

En inversant les réles de i et j dans I’expression précédente, nous obtenons

j < isietseulement si (wj+wj)max(t,rj) +wipj < (wj+wj)max(t,ri) +w;pi
qui est la méme chose que

i < j sietseulement gi (wj+wj)max(t,ri) +wjpi < (wj+wj)max(t,rj) +w;ipj.

Donc dans tous les cas, nous avons
i < jsietseulement si (wj+wj)max(t,ri) +wjp; < (wj+wj)max(t,rj) +w;ipj.
Cela peut se réécrire, en utilisant I’expression 3.4.2 de la fonction PRTWF, comme
i < j sietseulementsi PRTWF (i, j,t) < PRTWF(],i,t). O

Il faut aussi faire la remarque ci-apres.

Remarque 3.4.1.6. La relation dominance < dans la définition 3.4.1.2 basée sur la fonction
PRTWF ne définit pas une relation d’ordre total dans I’ensemble des taches.

Mais I’utilisation de la fonction PRTW F pourra se faire efficacement, en utilisant les propriétés
de la matrice de dominance Q, sur la base de la définition qui suit.

Définition 3.4.1.7. A tout instant t, la force f; d’une tache i est le nombre de taches que i domine.
En d’autres termes,

fi = zg(i,j). (3.4.6)

Le vecteur des forces satisfait a la propriété suivante qui permet de vérifier leur calcul dans
une manipulation manuelle. 1l faut noter que nous n’utiliserons pas cette propriété dans les pro-
grammes.

Proposition 3.4.1.8. Si n est le nombre de taches a ordonnancer a I’instant t, alors le vecteur des
forces f; vérifie I’égalité

Y fi= 2_ . (3.4.7)

Preuve. En effet,

= 3 Qij)+ S Qi) parce que Q(i,i) = 0

c’est a dire
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fi = Q1,1 +Q(,1)
o

= > (Q(i,))+Q(j,i)), a cause de la symétrie.
{11}
or, Q(i,j) + Q(j,i) = 1 si i # j, et le nombre de telles combinaisons dans lesquelles i # j, est C2,
qui estégalean(n—1)/2. ]

Remarque 3.4.1.9. Dans le cas particulier ou les taches ont le méme poids i.e. wj = 1 (i=1,...,n),
la fonction PRTWF devient

PRTWF(i, j,t) = 2max(rj,t) + pi (3.4.8)
Cette derniere expression dépend seulement d’une tache a la fois et on remarquera qu’elle corres-
pond a la fonction PRTF (Priority Rule for Total Flow-time), régle de priorité localement optimale

dans la définition 3.3.1.1 pour la minimisation du temps réponse dans le cas ou les taches ne sont
pas pondérées mais ont des dates d’occurrence inégales.

Les deux définitions de dominance et de forces des taches vont étre utilisées dans le cas présent,
mais aussi seront tres importantes dans la suite de ce travail. Elles permettront une utilisation
efficace de regles qui, a premiére vue, ne sont pas évidentes d’utilisation.

3.4.2 Situation de la fonction PRTWF par rapport aux régles de dominance
de la littérature

Avant de passer au principe d’utilisation de la fonction PRTWF, de la matrice de dominance
Q et du vecteur de force des taches, nous allons situer cette regle par rapport a des propriétes
de dominance utilisées dans la littérature pour la minimisation du temps de réponse pondéré en
présence de dates d’arrivée inégales des taches. Il faut noter que la régle fournie par la fonction
PRTWF est une condition nécessaire et suffisante de dominance. Les propriétés de la littérature
que nous allons citer ci-aprés sont des conditions suffisantes. Ces propriétés se retrouvent dans
[24] et [131]. Nous les citons en utilisant les notations de ce document-ci.

Théoréme 3.4.2.1. Soit un ensemble de n taches, une séquence partielle T, de taches terminée par
latache k (k < n), out est la date de complétion pour g, et une tache i pas encore ordonnanceée. Si
toutes les taches j # i non encore ordonnanceées verifient les deux conditions suivantes par rapport
alatachei,

@2 <

Wi - WJ
(b) max(ri,t) < max(rj,t)

alors i domine j.

Théoréme 3.4.2.2. Soit un ensemble de n taches, une séquence partielle Ty (k < n) ou't est la date
de complétion pour T, et deux taches i, j non encore ordonnancees,

si rj > max(ri,t) + p;j, alors i domine j.
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Théoréme 3.4.2.3. Soit un ensemble de n taches, une sequence partielle T (k < n) ayant comme
date de complétion t et deux taches i et j non encore ordonnancées ; si

(@) wi > wj

(b) max(rj,t) 4+ pj > max(ri,t) + pi

(c) wimax(rj,t) 4+ pj —max(ri,t) — pi] +wipi —Wjpj > (Pj — Pi) YicqWi
ou Q est I’ensemble des taches non encore ordonnancées privé des taches i et j, alors i domine j.

Théoréme 3.4.2.4. Soit un ensemble de n taches, une séquence partielle Ty (k < n) de date de
complétion t et deux taches i et j non encore ordonnancées ; si

(@) wi > w;
(b) max(rj,t) + pj < max(ri,t) + pi
(©) Wipi —Wjpj > [max(ri,t) 4 pi —max(rj,t) — pj] $iwi +d_1(pj — Pi)- [T Wi — wj — Wi

ou o est le symbole de Kronecker et la somme est effectuée sur I’ensemble des taches non encore
ordonnancées (noté K) ; alors i domine j.

Théoréme 3.4.2.5. Soit un ensemble de n taches, une séquence partielle T (k < n) de date de
complétion t et deux taches i et j non encore ordonnancées. Notons K (ensemble de taches non
encore ordonnanceées) I’ensemble "dense™” (dans le sens définis par Bianco et Ricciardelli dans
[24]), i.e. I’ensemble dans lequel il n’y a pas de temps de latence. Si

(@) wi > w;
(b) max(rj,t) < max(ri,t)
(c) max(rj,t) + pj < max(ri,t) + p;

alors i domine j.

Les theoremes 3.4.2.1 a 3.4.2.5 décrivent des conditions suffisantes de dominance utilisees
dans [24] et [131] pour traiter des instances de taches allant jusqu’a 10 taches dans [24]. Mais dans
un processus de décision en temps-réel ou dans un processus de décision basé sur des critéres d’op-
timalité locale, les conditions décrites dans I’ensemble de ces théoremes deviennent trés lourdes a
gérer et, en plus, ils peuvent tous ne pas étre applicables a un instant donné lorsque les hypotheses
ne sont pas Vérifiées.

Remarque 3.4.2.6. Il peut étre vérifié facilement que les hypotheses de chacun des théoremes
3.4.2.1 a2 3.4.2.5 se ramenent au theoréme 3.4.1.5 avec la fonction PRTWF.

Nous allons maintenant donner le principe de base pour I’utilisation de la matrice de domi-
nance, du vecteur des forces des taches et de la fonction PRTWF. Pour cela, nous considérons
un ensemble de n taches pondérées avec des dates d’occurrence inégales a ordonnancer sur une
ressource afin de minimiser leur temps total de réponse pondéré. La procédure considérée ici est
une procédure en statique ou I’on connait toutes les caractéristiques de toutes les taches (présentes
et a venir) avant méme le début de I’ordonnancement.
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3.4.3 Algorithme de base

Algorithme 3.4.3.1. Principe de base du PRTWF : AlgoOF-PRTWF
Cas d’une ressource (M =1)

A tout instant t ou la ressource est disponible ou libérée, les étapes suivantes permettent
la prise de décision. La tache la plus prioritaire est sélectionnée a la fin de ces étapes et
est ordonnancée. Toutes ces étapes sont répétées jusqu’a la derniére tache.

Construire I’ensemble § = {toutes les tAches non encore ordonnancées}
Calculer PRTWF (i, j,t) pour tous les couples de taches (i, j) dans S.
Calculer la matrice de dominance Q dans .

Calculer le vecteur des forces (f;) dans §.

o b~ w e

Déterminer le sous-ensemble §’ des taches ayant la plus grande force dans .
S+ S
Tant que card(S)>1, aller a I’étape 4.

Il faut noter qu’a chaque prise de décision, la matrice donnant les valeurs de la fonction PRTWF
et la matrice de dominance ne sont calculées qu’une fois. Lorsqu’on réduit I’ensemble de recherche
de la tache a ordonnancer, la date de décision ne change pas, ce qui fait que les valeurs dans ces
deux matrices ne changent pas. Par contre, leur restriction au nouvel ensemble de recherche est
considérée. Seul le vecteur des forces des taches change, en ne tenant compte que des taches dans
ce nouvel ensemble de recherche.

Remarque 3.4.3.2. Cet algorithme peut aussi étre adapté dans le cas de ressources paralléles
avec un nombre M de ressources supérieur ou égale a deux. Dans ce cas, I’instant t de décision
est la date de disponibilité au plus tdt d’une ressource. S’il y a plusieurs ressources disponibles
a cette date, la ressource sélectionnée est celle ayant le plus petit indice parmi elles. La sélection
des taches se fait suivant les mémes étapes que précédemment.

La complexité de I’algorithme 3.4.3.1 est donnée dans la proposition ci-dessous.

Proposition 3.4.3.3. L’algorithme AlgoOF-PRTWF basé sur le principe de la fonction PRTWF,
de la matrice de dominance et du vecteur des forces a une complexité en O(n®) si n est le nombre
de taches a ordonnancer.

Preuve. Dans la procédure 3.4.3.1 (AlgoOF-PRTWF), les étapes 1 & 5 s’exécutent en O(n?). Ainsi,
chaque décision est prise en O(n?). Ces étapes sont exécutées jusqu’a la derniére tache. Cela se
fait n fois. D’ou la complexité de la procédure AlgoOF-PRTWF est en O(n?). O

Il faut noter dans la procédure d’utilisation de la fonction PRTWEF, la recherche de la tache
a ordonnancer est étendue a I’ensemble de toutes les taches. Dans cette procédure, il peut étre
préférable a un instant de décision d’attendre pour exécuter une tache a venir alors qu’il y a d’autres
taches en attente. Par ailleurs, dans les mémes conditions que dans I’algorithme 3.4.3.1, une borne
inférieure au temps de réponse pondéré total est donnée dans la proposition suivante. Elle considére
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la préemption des taches (une tache commenceée peut étre interrompue au profit d’une autre) et le
principe qui en résulte est appelé SWRPT (Shortest Weighted Remaining Processing Time). Dans
cette proposition, res(pj) est la durée d’exécution restante de la tche i a la date de décision t.

Proposition 3.4.3.4. Lorsque la préemption des taches est permise, I’ordonnancement dans lequel
atout instant t, la tache i ayant le plus petit rapport res(p;)/w; est ordonnancée, donne une borne
inférieure au temps de réponse pondéré total dans la solution en statique.

En d’autres termes, la tache sélectionnée est celle dont I’indice est le plus petit parmi celles
ayant ce plus petit rapport. A tout instant t, la tache en exécution est interrompue s’il arrive une
autre tache ayant un plus petit rapport a la date t.

Par ailleurs, Hariri et Potts [75] ont développé une borne inférieure a ce probléme en utilisant
la relaxation lagrangienne des dates d’occurrences des taches alors que Belouadah et al. [21] ont
plutdt utilisé le splitting des taches (avec préemption des taches et décomposition de leurs poids). 1
faut aussi noter que Hariri et Potts [75] et Beloudah et al. [21] ont proposé des méthodes de branch
and bound qui résolvent les problemes statiques pour des instances allant jusqu’a 50 taches. Une
solution de départ pour la méthode de Beloudah et al. se base sur une heuristique dans laquelle a un
instant de décision t donné, seul I’ensemble des taches dont la date d’occurrence r; est inférieure
ou égale at est considere. Dans cet ensemble de taches, la thche ayant le plus petit rapport p;/w;
(durée opératoire sur poids) est ordonnancée. Dans cette procédure, a chaque décision, seules les
taches présentes sont considérées. Ainsi, I’insertion de temps mort entre les taches est reduit.

Avant la procédure utilisant tout ce qui précede pour la résolution du probléme P12, voyons
avec des exemples simples comment s’utilisent ces différents éléments dans la pratique. Nous
allons pour cela considérer deux instances de 5 taches et 10 taches respectivement (qui sont tirées
d’un lot d’instances aléatoirement générées).

3.4.4 Exemples illustratifs de la procédure AlgoOF-PRTWF

Exemple 3.1

Considérons un ensemble de 5 taches caractérisées par leur date d’occurrence (date d’arrivée) rj,
leur durée d’exécution pj et leur poids w; comme dans le tableau 3.1.

L [ 112 [3[4]5 ]
Date d’occurrence (r;) || 1,14 | 2,54 | 3,28 | 1,18 | 0,28
Durée d’exécution (p;) || 0,76 | 2,94 | 0,22 | 0,51 | 2,03
Poids (w;) 091|146 |257 202|184

Table 3.1 — Instance de I’exemple 3.1 pour la fonction PRTWF

A I’instant t = 0, il faut évaluer I’ensemble de 5 taches. Les valeurs de la fonction PRTWF, la
matrice de dominance et le vecteur des forces des taches a cette date sont représentés respective-
ment dans les tableaux 3.2, 3.3 et 3.4. Ici, on peut vérifier la proposition 3.4.1.8, en voyant que la
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bij—f] t [ 2 | 3 [ 4 | 5 |
1 = | 38114 | 59204 | 4,8754 | 45334
2 | 86952 | - | 17,7920 | 14,7780 | 13,7916
3 | 11,6146 | 135396 | - | 15,4996 | 14,8696
4 | 39215 | 48510 | 67269 | - | 54932
5 | 26173 | 3,8878 | 64519 | 51814 | -

Table 3.2 — Valeurs de la fonction PRTWF at = 0 dans I’exemple 3.1

Vi [1]2]3[4]5]

1 -1171(0|0
2 0(-10]0|0
3 0(1(-]0/0
4 1(1|1 0
5 1/1(1|1)-

Table 3.3 — Matrice de dominance at = 0 dans I’exemple 3.1

| Tachei [1][2[3[4][5]
|Force fi[[2][0]1]3]4]

Table 3.4 — Vecteur des forces des taches a t = 0 dans I’exemple 3.1
somme des forces des taches est §; fj = 5(5—2_1) = 10. Sur la base du vecteur des forces fj, la tache
5 est sélectionnée a la date t = 0.
Les autres instants de décision et les décisions a ces instants sont regroupés dans le tableau 3.5.

| Instant de décision (t) | Ensemble des taches | Tache sélectionnée |

231 {1,2,3,4} 7
2,82 {1,2,3} 3
3,50 {1,2} 1
4,26 {2} 2

Table 3.5 — Autres décisions dans I’exemple 3.1 pour la fonction PRTWF

Ordre d’exécution 1 2 3 4 5
Tache 5 4 3 1 2
Date de début 0,28 | 2,31 | 3,28 | 3,50 | 4,26
Date de fin 2311282350 4,26 | 7,20

Table 3.6 — Séquence d’exécution des taches de I’exemple 3.1

La séquence d’exécution des taches est donc représentée dans le tableau 3.6 et le colt moyen
(temps de réponse pondéré moyen par tache) est 3,3554. La borne inférieure a ce colt moyen
fournie par regle SWRPT dans la proposition 3.4.3.4 est 2,9644. La valeur fournie par la procédure
restreignant le choix aux seules taches présentes est 3,4512.
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Exemple 3.2

L’instance du deuxiéme exemple est la suite de celle de I’exemple 3.1 et comporte 10 taches. Cette
instance est dans le tableau 3.7.

K | t [ 2 [3[4]5([6]7[8]9]10]
Date d’occurrence (rj) | 1,14 | 2,54 | 3,28 | 1,18 | 0,28 | 0,84 | 0,88 | 0,47 | 1,95 | 0,30
Durée d’exécution (p;) || 0,76 | 2,94 | 0,22 | 0,51 | 2,03 | 2,10 | 2,10 | 0,20 | 0,58 | 0,31
Poids (w;) 091|146 (257202184112 |298|1,60 0,93 1,98

Table 3.7 — Instance de I’exemple 3.2 pour la fonction PRTWF

En procédant de la méme facon que dans I’exemple 3.1, on retrouve la séquence des taches
dans le tableau 3.8 avec un temps de réponse pondéré moyen par tache égale a 5,603. La borne
inférieure a ce temps de réponse pondéré moyen par tache fournie par la proposition 3.4.3.4 est
5,162.

Ordre d’exécution 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tache 10 8 4 7 3 9 1 5 6 2
Date de début 0,30 (061|1,18|1,69|3,79|4,01|459 535|738/ 9,48
Date de fin 0,61(0,71|1,69 |3,79 | 4,01 459 |535|7,38|9,48 | 12,42

Table 3.8 — Séquence d’exécution des taches de I’exemple 3.2

Sur la base de tout ce qui précede, nous reconsidérons maintenant le probléeme (;2) dans sa
forme temps-réel.

3.4.5 Algorithme en temps-réel pour la résolution du probleme (1)

Dans la résolution du probleme en temps-réel, la proposition suivante nous permettra dans la suite
de cette section de parler indifféeremment, tout comme dans le probléme (P11), des entités que
des demandes de taches de maintenance sur ces entités. La justification de cette proposition est
analogue a celle de la proposition 3.3.1.3.

Proposition 3.4.5.1. En respectant le théoreme 3.4.1.5 avec la fonction PRTWF, on respecte
aussi I’ordre d’arrivée des demandes de taches de maintenance sur une entité quelconque Eix.
En d’autres termes, pour deux entiers my et mo tels que my < my, le théoréme 3.4.1.5 permet de
programmer la m®M tache sur i avant la misme,

Ainsi, dans la suite de cette section, nous parlerons indifferemment de sélection d’une tache sur
une entité que de sélection d’une entité. Dans la procédure temps-reel, nous utiliserons en plus de
la fonction PRTW F, du théoréme 3.4.1.5 et de la proposition 3.4.5.1, le concept de taches urgentes
introduit dans la definition 3.3.1.4.

Sur tout ce qui précéde, la procédure suivante est proposée pour une prise de décision en temps-
réel dans le probleme (P1o).
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Pour la procédure temps-réel de résolution du probléme (12), les décisions seront basees sur
des problémes localement statiques et la procédure de décision locale est basée sur un choix loca-
lement optimal pour le critére de codt en question. Nous allons donc pour le probleme (?1) baser
la procédure sur la fonction PWRTF, ses propriétés et les caractéristiques de son utilisation pour
les choix localement optimaux. Nous allons, outre la proposition 3.4.5.1 justifiant I’utilisation de
la fonction PRTWEF sur les entités, faire usage aussi de la notion d’urgence des taches de main-
tenance comme introduite dans la définition 3.3.1.4. La procédure de décision en temps-réel pour
cet aspect du probléme (1), avec des entités pondérées et des temps logistiques faibles entre les
sites est appelé OL-MTSA-W dans I’algorithme 3.4.5.2.

Algorithme 3.4.5.2. Procédure temps-réel OL-MTSA-W

Au début de I’horizon de planification # (t = 0):

Déterminer les premiéres dates critiques sur chaque entité du systeme comme définies
dans la position du probleme.

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-apres.

1. Considérer I’instant de décision t (date de disponibilité au plus t6t d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.

Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 5.

2. Déterminer le sous-ensemble J; du systeme.

3. Sicard(‘k) > 1, alors I’ensemble de recherche § = ;.
Sinon $ = {toutes les entités de tous les sites}.

4. Appliguer la procédure décrite dans I’algorithme 3.4.3.1 (AlgoOF-PRTWF) a I’en-
semble §, pour sélectionner la tache & ordonnancer (nous supposons que cette en-
tité est Eiy).

Déterminer sa date de fin.
Déterminer la date de la prochaine tache sur I’entité ‘£, en question en ajoutant sa
guantité Tix a sa date de fin.
Aller a I’étape 1.
5. Fin.

La complexité de cette procédure en temps-réel est donnée dans la proposition suivante et est
fonction du nombre total de taches de maintenance entreprises sur I’horizon de planification 4.

Proposition 3.4.5.3. Complexité

Si N’ est le nombre total de taches de maintenance entreprises sur I’horizon %4, alors la com-
plexité de la procédure OL-MTSA-W est en O (N’ (sR.g Nk)z) :

Preuve. Pour chaque décision, il faut d’abord déterminer les entités ayant des taches urgentes.
Cela se fait en O (Zszl Nk). Puis I’entité avec la tache la plus prioritaire, sur la base de la pro-
cedure 3.4.3.1 (AlgoOF-PRTWEF). La sélection est faite, de fagon analogue a AlgoOF-PRTWF,
en O ((ZIEI:l Nk)z). Ainsi, chaque prise de décision est faite O (3N_; Ny) + O (3., Ny)?, soit
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en O ((ZIEI:l Nk)z). Et comme cela se fait N’ fois sur I’horizon, on a donc une complexité en

O(NI(Zszl Nk)2>' H

3.4.6 Résultats numeériques

Expérimentations

Pour les expérimentations, nous reconsidérons le protocole d’expérimentation de la sous-section
3.3.3 en considérant a présent les données relatives aux poids des entités. Comme dans la section
précédente, les résultats sont présentes sur un systeme comprenant 500 entités au total. Ces entitées
sont réparties sur les différents sites mais comme les temps logistiques entre les sites sont faibles,
ces entités sont considérées toutes ensemble formant un bloc. Ici aussi, nous avons fait varier
le nombre total de ressources de maintenance pour tout le systeme en proportion du nombre total
d’entités dans le systeme. Ce nombre de ressources varie entre 2% et 20% du nombre total d’entités
variant donc entre 10 et 100 ressources. L’exécution des programmes se fait sur un horizon de 365
jours. Les résultats sont représentés en fonction de la proportion du nombre total d’entités que
représente le nombre de ressources de maintenance. La synthése des résultats est présentée sur
la figure 3.5. Sur cette figure, nous gardons les mémes appellations des parameétres que dans la
section précédente. Mais ici, les codts des états critiques CMI et CMS représentent les temps de
réponse pondérés moyens de taches de maintenance. Chacun de ces parametres est relevé lorsque
le concept d’urgence est utilisé dans la prise de décision (U), et (NU) lorsqu’il ne I’est pas.

Analyse des résultats

Globalement, les observations sont analogues a celles de la sous-section 3.3.4. Pour davantage de
détails sur I’analyse des résultats, le lecteur peut consulter par exemple [3] ou [9].

Nous allons maintenant considérer le probléeme (1) dans sa troisieme configuration (P13) avec
des temps logistiques non négligeable entre les sites et des entités non pondérees (ou encore de
mémes poids égaux a 1).

3.5 Configuration avec des entités non pondérées et des temps logistiques
considérables

Cette section sera consacrée au probleme (1) sous sa forme (P13). Dans cette configuration, les
différentes entités de chaque site du systeme sont non pondérées (ou de fagon équivalente ont des
poids tous égaux a 1) mais les temps logistiques entre les sites sont considérables de sorte que
I’on ne puisse faire d’hypotheses réductrices sur eux a ce niveau. Nous sommes donc ici avec un
probléme ou les taches sont non pondérées, ont des dates d’occurrence inégales et ou les temps
logistiques sont importants entre les sites. En outre, ces temps logistiques entre les sites peuvent
étre symétriques ou non en ce sens que la configuration du systeme peut étre telle que le temps
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Figure 3.5 — Résultats avec des poids inégaux et des temps logistiques faibles

logistique d’un site Sk a un autre site 5 (sxi) soit différent du temps logistique inverse s. Il faut
donc minimiser le co(t des états critiques

N N
Got(H) =% Z > (Cmjik— Fm,ik) (35.1)
k=1i= m/rm’ikeﬂ-[

en présence des temps logistiques importants entre les sites. Comme dans les précédentes confi-
gurations, c’est un probléeme NP-difficile de prise de décision en temps-réel pour le processus de
maintenance. Comme précédemment, les prises de décisions dans ce probléme (13) se feront avec
des choix locaux sur des problémes localement statiques. Nous allons donc considérer dans un pre-
mier temps un ensemble de n taches (disponibles ou a venir) dont on connait les caractéristiques,
a ordonnancer sur une ressource a un instant t. Dans la phase de résolution du probléme statique,
nous assimilons les temps logistiques entre les sites aux temps logistiques entre des taches devant
étre exécutées sur ces sites. Nous parlerons donc dans cette partie de temps logistiques entre les
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taches plutdt que de sites. Les temps logistiques entre les taches dépendent de la séquence d’exécu-
tion celles-ci. lls peuvent étre symétriques ou non. Nous considérons au premier abord le probleme
sur une ressource et cherchons les options pour une décision garantissant une optimalité locale.

3.5.1 Le probléeme statique et les régles de décision

La résolution des problemes d’ordonnancement de taches pour la minimisation du temps de re-
ponse en présence de dates d’occurrence inégales des taches et de temps logistiques dépendant de
la séquence des taches est quasiment introuvable dans la littérature.

Soit un ensemble de taches indépendantes, chaque tache i ayant sa date d’occurrence rj, sa
durée d’exécution pj et un temps logistique sjj vers la tache j suivante. Le temps logistique s;j est
la durée des travaux préparatoires separant la fin de la tache i et le début de la tache j. Dans le
cadre d’un systeme distribué, ce temps logistique tient compte aussi du temps dont a besoin une
ressource pour aller du site de la tache i a celui de la tache j. Si une tache i est exécutée en premiére
position, alors elle est précédée d’un temps logistique Sgi ou la tache 0 est une tache fictive dont
la date de complétion est apparentée a la date initial de début de I’ordonnancement. Notons que
le temps logistique sjj dépend de la séquence des taches ij et qu’a la fin d’une tache i, le temps
logistique s;j vers une autre tache j peut étre exécutée avant méme la date d’occurrence de cette
derniére tache.

Le probleme ici consiste a établir les conditions pour qu’une tache i soit ordonnancée avant
la tache j, afin de minimiser leur temps de réponse total (ou temps total de séjour) non pondéré
S ,(ci—ri) si la date de complétion de la tache i est ci. Ce probléme NP-difficile et I’exigence
de prise de décision en temps-réel dans la gestion des taches de maintenance améne a la recherche
de conditions d’optimalité locale. Comme dans le cas de la section précédente, les criteres d’op-
timalité locale ne dépendent pas seulement d’une tache a la fois. Mais nous pourrons les utiliser
avec I’aide de quelgues uns des concepts définis dans la section précédente. Nous allons pour cela
réutiliser la notion de dominance d’une tache sur une autre et la notion de force des taches.

Pour commencer, nous avons dans le cas de la minimisation du temps de réponse total en
présence de dates d’occurrence inégales des taches et de temps logistiques entre ces taches, le
théoreme ci-aprés. Dans ce théoréme, nous supposons qu’il faut déterminer la tche a ordonnancer
a la fin d’une séquence partielle Ttqui se termine par la tache k.

Théoréme 3.5.1.1. A tout instantt, si k est la derniére tache dans la séquence partielle 11, exécutée
par la ressource, alors pour toute paire de taches {i, j}, i < j si et seulement si

[2max(ri,t 4+ ski) + pi +Sij] — [2max(rj,t +skj) + pj +ji] < 0. (3.5.2)

Preuve. Soient i et j deux taches a exécuter a la fin d’une séquence Ttterminée par la tache k. La
tache i a les parameétres rj, pj et un temps logistique sy a partir de la fin de la tche k au debut de
la tache i; la tache j a les parametres rj, pj et un temps logistique si;j a partir de la fin de la tache
k au début de la tache j. Le temps logistique de la tache i a la tache j est sjj et celui de la tache j a
la tache i est sj;.
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Supposons que rj < rj. Alors il peut étre vérifié en ordonnangant les taches i et j a I’instantt a la
fin de la tache k, que les assertions suivantes sont satisfaites.

1) Siri<rj<talors
i < j si et seulement si [2s; 4 pi +Sij] — [2Skj + Pj +Sji] <O.
ii-a) Siry <t <rjett+sg+ pi+sij <rj, alorsi < jest évident.
1i-b1) Sirj <t <rjett+ s+ pi+sij > rjett+sg; <rj, alors
i < j si et seulement si [2t 4 2sy; + pi +Sij] — [2rj + pj +5;ji] <O0.
11-02) Sirp <t <rjett+sgi+ pj+Sij > rjett+4sg > rj, alors
i < j si et seulement si [2si + pj +Sij] — [2skj + Ppj +Sji] < 0.
iii-al) Sit <r <rjett+sg <rjetri+ pi+sij <rj, alorsi < j est évident.
iii-a2) Sit <rj <rjett+sy > rjett+sg+ pi+sij <rj, alorsi < j est évident.
ii-b1) Sit <rj <rjett+sg <rjetri+ pi+sjj > rjett4sg <rj, alors
i < j si etseulement si [2ri + pi +Sij] — [2rj+ pj +Sji] <O
1i-b2) Sit <rj <rjett+sg <rjetri+ pj+sjj > rjett+sg > rj, alors
i < j si et seulement si [2r; + pj +Sij] — [2t — 28 + pj +Sji] <O
ii-c1) Sit <rj <rjett+sy > rjett+sg+ pi+sij > rjett+sg <rj,alors
i < j si et seulement si [2t 4+ 2s; + pi +Sij] — [2rj+ pj +Sji] <0
ii-c2) Sit <rj <rjett4sg > rjett+sg+ pi+Sij > rjett+sg; > rj, alors
i < j si et seulement si [2sy; + pi +Sij] — [2Skj + Pj +Sji] <O.

Tous les cas i), ii-b1) ii-b2), iii-bl), iii-b2), iii-c1) et iii-c2) peuvent &tre résumés, en utilisant les
différentes conditions et inégalités dans ces cas, comme suit :
i < j si et seulement si [2max(ri,t + ki) + pi + Sij] — [2max(rj,t +sxj) + pj +sji] <O.

Dans le cas ii-a), nous avons: rj <t <rjett+ s+ pi+Sij < Ij.
La seconde inégalité est la méme chose que
2(t +s¢i) +2(pi+sij) < 2r;j
qui implique
2(t+ski) + Pi+Sij < 2(t+ski) +2(pi+sij) < 2rj < 2rj+pj+Sji.
Les deux membres extrémes de cette chaine d’inégalités donnent
2(t+ski) + pi+5ij < 2rj+ pj +Sji.
En utilisant la premiere inégalité dans le cas ii-a), qui donne r; <t + Skj, hous avons a partir de
I’inégalité précédente
2max(ri,t + Ski) + Pi +Sij < 2rj+ pj =+ Sji-
Cette derniére inégalité donne
2max(ri,t +Ski) + Pi +Sij < 2rj+ pi+Sji < 2max(rj,t +skj) + pi =+ Sij-
On a alors, avec le premier et le dernier membre de cette chaine d’inégalités,
[2max(ri,t + sxi) + pi+Sij] — [2max(rj,t +skj) + pj +s;ji] <O.

Dans le cas iii-al), nous avons:
t<ri<rjett+sg <rjetri+pj+sij <rj.

La troisieme inégalité est la méme chose que
21+ 2pj + 2sjj < 2rj.

Cela donne
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2ri 4 pi +Sij < 2ri+2pi+2sjj < 2rj < 2rj+ pj +Sji.
A partir du premier et du dernier membre de cette chaine, I’on a
21+ pi +Sij < 2rj+ pj +Siji.
Cela revient, en la combinant avec la seconde inégalité dans le cas iii-al), a
2max(ri,t +Ski) + Pi +Sij < 2rj+ pj -+ Sji,
ce qui donne enfin
2max(ri,t +si) + Pi +Sij < 2rj+ pj +Sji < 2max(rj,t+sj) + pj + Sji.
Les membres extrémes de chaine permettent de dire que
[2max(ri,t +ski) + pi +Sij] — [2max(rj,t +sj) + pj +s;ji] <O0.
Dans le cas iii-a2), nous avons:
t<ri<rjett+sy > rjett+sg+ pi+Sij <rj.
La troisieme inégalité est équivalent a
2(t+ski) + 2pi + 2sjj < 2rj,
qui donne
2(t+Ski) + Pi +Sij < 2(t+ski) +2pi + 2sij < 2rj < 2rj+ pj +Siji.
Avec les premier et dernier membres de cette chaine, nous avons
2(t+ski) + Pi+5Sij < 2rj+ pj +Siji.
En combinant cette inégalité avec la seconde inégalité dans le cas iii-a2), nous avons
2max(ri,t 4 sxi) + pi+Sij < 2rj + pj +Sji.
qui permet de dire que
2max(ri,t +si) + Pi +Sij < 2rj+ pj+Sji < 2max(rj,t+sj) + pj + Sji.
Finalement, nous avons
[2max(ri,t + ki) + pi +Sij] — [2max(rj,t +skj) + pj +sji] < 0.
Ainsi, dans tous les cas ot rj <rj,ona
i < j si et seulement si [2max(ri,t + ki) + pi +Sij] — [2max(rj,t +skj) + pj +sji] < 0.

Supposons maintenant que rj > rj. Alors, en inversant les roles de i et j dans I’expression précé-
dente, nous avons

j X isietseulement si [2max(rj,t +skj) + pj+S;ji] — [2max(ri,t 4 ski) + pi+sij] < 0.
qui revient a

i < j sietseulement si [2max(ri,t + ki) + pi +Sij] — [2max(rj,t +sxj) + pj +sji] <O0.

En conclusion, nous avons dans tous les cas
i < j si etseulement si [2max(ri,t 4 sxi) + i+ Sij] — [2max(rj,t +sxj) + pj+sji] < O. O

Nous posons ainsi les définitions suivantes.

Définition 3.5.1.2. Pour toute paire de taches {i,]} et & tout instant t ou une tache k est complétée
a la fin d’une séquence partielle 1, la fonction PRTFST (Priority Rule for Total Flow-time with
Set-up Times) est définie par :

PRTFST (i, ,k,t) = 2max(ri,t + si) + pi + Sij- (3.5.3)

Définition 3.5.1.3. Pour toute paire de taches {i,]} et & tout instant t ou une tache k est complétée
a la fin d’une séquence partielle 11, la fonction PRT FSS (Priority Rule for Total Flow-time with
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Symmetric Set-ups) (dans le cas ou les temps logistiques sont symétriques) est définie par :
PRT FSS(i,k,t) = 2max(ri,t + Ski) + pi- (3.5.4)
Alors on a les corollaires suivantes du théoreme 3.5.1.1.

Corollaire 3.5.1.4. A tout instant t o0l une tache k est complétée a la fin d’une séquence partielle
Tt et pour toute paire de taches {i, j},

i < jsietseulementsi PRTFST (i, j,k,t) < PRTFST(j,i,kt). (3.5.5)

Preuve. Ce corollaire est juste le theoreme 3.5.1.1 exprimé avec la définition 3.5.1.2 de la fonction
PRTFST. u

Corollaire 3.5.1.5. Si les temps logistiques sont symétriques, i.e. si pour toute paire de taches
{i,j}, sij = sji, alors a tout instant t o une tache k est complétée a la fin d’une séquence partielle
T,

I < j sietseulement si PRTFSS(ik,t) < PRTFST(j,k,t). (3.5.6)

Preuve. L’inégalité 3.5.2 dans le théoreme 3.5.1.1 est
i < j si et seulement si [2max(ri,t 4 Ski) + Pi +Sij] — [2max(rj,t +sxj) + pj +Sji] < 0.
qui est la méme chose que
i < j si et seulement si [2max(ri,t 4 si) + pi] — [2max(rj,t 4 sxj) + pj] + (sij —sji) <O.

Et comme les temps logistiques sont symétriques i.e. sjj = sji, alors I’inégalité préceédente devient

i < j sietseulement si [2max(ri,t +ski) + pi] — [2max(rj,t +skj) + pj] <O0. (3.5.7)
qui signifie, avec I’égalité 3.5.4 définissant la fonction PRT FSS, que

i < j sietseulement si PRTFSS(i,k,t) < PRTFSS(j,k,t).
L

Sur la base de ces corollaires, la fonction PRT FST définit une régle de priorité d’optimalité
locale pour la minimisation du temps de reponse total (les tdches n’étant pas pondérées) avec
des dates d’occurrence inégales des taches, et en presence de temps logistiques dépendant de la
séquence des taches (lorsque les temps logistiques ne sont pas symétriques). Dans les mémes
conditions mais avec des temps logistiques qui sont symétriques, la fonction PRT FSS définit une
regle de priorité d’optimalité locale pour le temps de réponse total.

Remarque 3.5.1.6. 1) La relation de dominance < dans la définition 3.4.1.2 basée sur la fonc-
tion PRTFST (lorsque les temps logistiques ne sont pas symétriques), ne définit pas une relation
d’ordre total dans I’ensemble des taches. Son utilisation, tout comme celle de la fonction PRTWF,
se fera en exploitant la matrice de dominance et le vecteur des forces de taches.

2) En revanche, lorsque les temps logistiques sont symetriques, la relation de dominance devient
une relation d’ordre total dans I’ensemble des taches a chaque instant de décision. Dans ces condi-
tions, la tache fournissant la plus petite valeur de la fonction PRT FSS a la complétion d’une tache
k sera prioritaire.
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Remarque 3.5.1.7. Dans le cas particulier ou les temps logistiques sont tous assimilés a 0 i.e.
pour toute paire de taches {i,j} sij =0, les fonctions PRTFST et PRTFSS deviennent

PRTFEST (i, j,k,t) = 2max(ri,t) + pi et PRT FSS(i,k,t) = 2max(ri,t) + pi (3.5.8)
Ces dernieres expressions dépendent seulement d’une tache a la fois. C’est I’expression de la
fonction PRTF (Priority Rule for Total Flow-time), régle de priorité localement optimale dans la

définition 3.3.1.1 pour la minimisation du temps de réponse en présence de dates d’occurrence
inégales des taches dans le cas ou il n’y a pas de temps logistiques entre les taches.

Nous allons maintenant donner le principe de base pour I’utilisation des fonctions PRT FST et
PRTFSS. Pour cela, nous considérons un ensemble de n taches (non pondérées), avec des dates
d’occurrence inégales et des temps logistiques dépendant de leur sequence, a ordonnancer sur
une ressource afin de minimiser leur temps de réponse total. La procédure considérée ici est une
procédure en statique.

3.5.2 Algorithmes de base

Algorithme 3.5.2.1. Principe de base du PRTFST : AlgoOF-PRTFST (temps logistiques non
symetriques)
Cas d’une ressource (M =1)

A tout instant t ou la ressource est disponible ou libérée a la complétion d’une tache
k, les étapes suivantes permettent la prise de décision. La tache la plus prioritaire est
sélectionnée a la fin de ces étapes et est ordonnancée. Toutes ces étapes sont répétées
jusgu’a la derniére tache.

Construire I’ensemble § = {toutes les tAches non encore ordonnancées}
Calculer PRTFST (i, j,k,t) pour tous les couples de taches (i, j) dans S.
Calculer la matrice de dominance Q dans .

Calculer le vecteur des forces (fj) dans S.

o bk~ w DN E

Déterminer le sous-ensemble §’ des taches ayant la plus grande force dans .
S+ S
Tant que card(S)>1, aller a I’étape 4.

Dans cette procédure, il faut noter comme dans I’usage de la fonction PRTWF, qu’a chaque
prise de décision, la matrice donnant les valeurs de la fonction PRTFST et la matrice de dominance
ne sont calculées qu’une fois. Lorsqu’on réduit I’ensemble de recherche de la tache a ordonnancer,
la date de décision ne change pas et la tache k qui est terminée est aussi la méme. Ainsi les valeurs
dans ces deux matrices ne changent pas. Leur restriction au nouvel ensemble de recherche est
considérée. Seul le vecteur des forces des taches change, en ne tenant compte que des taches dans
ce nouvel ensemble de recherche.
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Algorithme 3.5.2.2. Principe de base du PRTFSS: AlgoOF-PRTFSS (temps logistiques sy-
metriques)
Cas d’une ressource (M =1)

A tout instant t ou la ressource est disponible ou libérée a la complétion d’une tache
k, les étapes suivantes permettent la prise de décision. La tache la plus prioritaire est
sélectionnée a la fin de ces étapes et est ordonnancée. Toutes ces étapes sont répétées
jusgu’a la derniére tache.

1. Construire I’ensemble § = {toutes les taches non encore ordonnancées}
2. Calculer PRTFSS(i,k,t) pour toutes les taches i dans S.

3. Déterminer la tache fournissant la plus petite valeur de la fonction PRT FSS dans
S et I’ordonnancer.

Remarque 3.5.2.3. Ces algorithmes peuvent aussi étre adaptés dans le cas de ressources paral-
leles avec un nombre M de ressources supérieur ou égal a deux. Dans ce cas, I’instant t de décision
est la date de disponibilité au plus tot d’une ressource. S’il y a plusieurs ressources disponibles
a cette date, la ressource sélectionnée est celle ayant le plus petit indice parmi elles. La sélection
des taches se fait suivant les mémes étapes que précédemment.

Les complexités des algorithmes AlgoOF-PRTFST et AlgoOF-PRTFSS sont données dans la
proposition suivante.

Proposition 3.5.2.4. 1) Si n est le nombre de taches a ordonnancer, I’algorithme AlgoOF-PRTFST
basé sur le principe de la fonction PRTFST, de la matrice de dominance et du vecteur des forces
a une complexité en O(n3).

2) L’algorithme AlgoOF-PRTFSS a une complexité en O(n.log(n)).

Preuve. 1) Dans la procédure 3.5.2.1 de I’algorithme AlgoOF-PRTFST, les étapes 1 a 5 s’exécutent
en O(n?). Ainsi, chaque décision est prise en O(n?). Ces étapes sont exécutées jusqu’a la derniére
tache. Cela se fait n fois. D’ol la complexité de la procédure AlgoOF-PRTFST est en O(n%).

2) Dans la procédure AlgoOF-PRTFSS, chaque décision est prise en cherchant la tache qui donne la
plus petite valeur de la fonction PRT FSS. Cela se fait en O(log(n)) en utilisant un arbre binaire. Et
puisque ces étapes sont reprises jusqu’a la derniére tache, on a alors une complexité en nO(log(n))
soit une complexité en O(n.log(n)) O

Dans la sous-section suivante, nous proposons une procédure qui fournit une borne inférieure
du temps de réponse dans le cas de probléme statique avec des temps logistiques dépendants de la
séquence des taches et des dates d’occurrence inégales des taches.

3.5.3 Borne inférieure du temps de réponse en présence de temps logistiques
dépendant de la séquence

La borne inférieure que nous proposons est appelée LB-FSDS (Lower Bound to the Flow-time
with Sequence Dependent Setups). Son principe est énoncé dans la proposition 3.5.3.1 ci-apres.
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Proposition 3.5.3.1. LB-FSDS

Soit un ensemble de taches {1,...,n} a ordonnancer sans préemption sur une ressource. Chaque
tache i a une date d’occurrence r; et une durée d’exécution p;. On suppose par ailleurs qu’il y
a un temps logistique sj; (dépendant de la séquence des taches) de la fin d’une tache i au début
d’une autre tache j et qu’il a un temps logistique initial spj avant le début de la tache i si elle est la
premiere tache exécutée sur la ressource. Ces temps logistiques peuvent étre symétriques ou non.

Alors, la procédure suivante (dans laquelle la préemption des temps logistiques et des taches
est permise), donne une borne inférieure du temps de réponse total des taches (Si_;(ci—ri)) ou
cj est la date de complétion de la tache i.

— Premiére étape : Pour chaque tache i (i allant de 1 a n), définir sj = min (sj). Cela

j€{0,...,n}
devient un temps logistique vers la tache i qui ne dépend pas de la séquence.

— Deuxiéme étape : A tout instant t, définir pour chaque tache i le reste (res(sj)) du temps
logistique vers la tache i et le reste (res(p;i)) de la durée d’exécution de la tache i. Ordon-
nancer parmi les taches éligibles, la tache (ou le morceau de tache) ayant la plus petite
somme res(s;) + res(pi).

Remarque 3.5.3.2. 1) Dans la procédure LB-FSDS, une seule ressource exécute toutes les taches.

2) La procédure décrite dans LB-FSDS donne une borne inférieure aussi bien dans le cas ou
les temps logistiques sont symetriques que dans le cas ou ils ne le sont pas.

3) La préemption étant autorisée dans cette procédure, le temps logistique vers une tache
donnée peut étre exécuté séparément de la tache elle-méme.

Preuve. (Justification de la proposition 3.5.3.1)

Pour la premiére étape, la diminution du temps logistique vers une tache i n’augmente pas son
temps de réponse. Ainsi, le fait de remplacer les temps logistiques sijj dépendant de la séquence
par le temps logistique s;j qui est leur minimum pour une tache j, n"augmente pas la valeur du
temps de réponse. Cette modification va se réveler utile dans la suite.

Pour la seconde étape, étant donné que la préemption des temps logistiques et des taches est
permise, supposons qu’a un instant t, une tache k soit complétée (ou interrompue) a la fin d’une
séquence partielle Tt Considérons alors deux taches (ou morceaux de taches) i et j pouvant étre
exécutées immédiatement a la suite de leur temps logistique, si ces derniers commencent a I’instant
t. Alors, il peut étre vérifié que la différence entre le temps de réponse de la séquence partielle Tt j
et celui de la séquence partielle Ttji est

(2ski + pi — Sji) — (2skj + Pj —Sij) (3.5.9)
La séquence partielle i j est localement meilleure que Ttji pour le temps de réponse si la
quantité dans I’expression 3.5.9 est négative, c’est a dire
(ZSki+pi—Sji) < (ZSkj+pj—Sij) (3.5.10)
Lorsque les temps logistiques sont modifiés comme dans la premiére étape, I’expression 3.5.10
devient
(2si+ pi—si) < (2sj+ pj —sj) soit (si+ pi) < (Sj+ Pj)
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ou encore, si i et j sont plutdt des morceaux de taches
res(si) + res(pi) < res(sj) +res(pj) (3.5.11)
Considérons maintenant deux ordonnancements complets 117 et To qui sont différents par la

seule inversion des taches (ou morceaux de taches) i et j qui vérifient la condition 3.5.11 et repré-
sentés comme sur la figure 3.6.

: res(s) _ res(p) _res(s) res(p;) tres(s))
N T T
T | i !
ires(s,-)l res(p;) _ res(s) res(p;) tres(s))
e e Rl
T, ' i i

Figure 3.6 — Différence entre 1y et o avec temps logistiques

Alors la différence entre le temps de réponse de T et celui de T est (res(sj) + res(pi)) —
(res(sj) +res(pj)) qui est négative. Le temps de réponse de 11y est donc inférieur a celui de To.

Ainsi, avec la préemption, I’ordonnancement dans lequel pour deux morceaux quelconques i,
J de taches contigués (exécutées sans temps mort entre les deux), i est exécutée avant j si et seule-
ment si (res(si) +res(pi)) < (res(sj) +res(pj)) donne un temps de réponse optimal pour le cas
préemptif. Si, dans la préemtion, chaque tache peut étre exécutée sans interruption, on obtient alors
une solution optimale pour le cas sans préemption (apres I’étape de modification des temps logis-
tiques). Ainsi, la solution obtenue avec la procédure LB-FSDS avec permission de la préemption
donne une borne inférieure du temps de réponse dans le cas sans préemption. O

La complexité de cette procédure LB-FSDS est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 3.5.3.3. : Complextité de la procédure LB-FSDS

Si n est le nombre de taches a ordonnancer, alors la procédure LB-FSDS peut étre programmée
avec une complexité de O(n.log(n))

Preuve. Les instants de décision dans la procédure LB-FSDS sont de quatre (4) types:

— lorsqu’une tache arrive,

— lorsqu’une tache est completée,

lorsqu’un temps logistique est terminé ; c’est le cas lorsque I’exécution du temps logistique
est separée de celle de la tdche en question,

aux dates qui sont du type max(0,r; —s;).

Ainsi, les dates de décision sont aux plus au nombre de 4n qui est donc en O(n). Or a chaque
instant de décision, la tache donnant la plus petite somme res(s;) + res(p;i) est sélectionnée. Cela
se fait, en utilisant un arbre binaire, en O(log(n)). Finalement, la complexité de la procédure est
en O(n).O(log(n)) soiten O(n.log(n)). O
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Détails de la procédure LB-FSDS

Algorithme 3.5.3.4. 1l faut noter que dans cette procédure, le temps logistique d’une tache i peut
étre exécuté avant méme sa date d’occurrence (arrivée) rj, alors que la tache elle méme ne peut
commencer avant cette date d’arrivée.

1. Entrer les données de I’ensemble des taches:
— Pour chaque tache i (i = 1,...,n) entrer la date d’arrivée r; et la durée d’exé-
cution pj;
— Entrer les temps logistiques sjj (i=0,...,net j =1,...,n).
2. Pour chaque tache i (i = 1,...,n), déterminer le temps logistique réduit s; =

min  (Sjj).
je{o,...,n}( it
3. Déterminer les instants potentiels de décision :
— Définir, pour chaque tache i = 1,...,n, la date d’arrivée modifiée r; =
max(0,r; —sj).

Trier les dates rj par ordre croissant dans R := {R4,...,Rn}.

Trier les dates r; par ordre croissant dans R’ := {RY,....Rp,}.

L’ensemble des dates de décision potentiellesest T := {rj,i=1,...,n} U{r{,i =
1,...,n}U{e}.

Ordonner T par ordre croissant T := {T1,...,Ton, Tony1} avec Topyq = 0.

4. t < 0; nombre_fini« 0.

5. -Si0 €T, alors choisir parmi les taches i vérifiant r; = 0 celle qui a la plus petite
somme res(s;j) + res(pj) et I’ordonnancer.
- Sinon choisir parmi les taches i telles que r{ = R}, celle qui a la plus petite somme
res(s;) + res(pj) et I’ordonnancer.

6. Supposons gue la tache ordonnancée soit i.
Tant que nombre_fini < n, faire

6. 1. ty < t+res(si); to < t+res(si) +res(pi) ; tz < min{T;/T; > t}.
6. 2. Sit-+res(si) < ri (I’exécution du temps logistique est séparée de celle de la
tache i) alors
— t + min(ty,t3).
— Sit =ty <tz alors terminer I’exécution de res(s;).
Sélectionner parmi les taches j vérifiant r’j <, celle qui a la plus petite
somme res(s;j) + res(pj) et I’ordonnancer.
S’il n’existe pas une telle tache alors exécuter le temps logistique de la
tache j vérifiant rj = min{R /Rj > t}.
Aller au debut de I’étape 6.
- Sit=t3 <t alors réajuster res(s;) et ordonnancer la tache j entranten
jeu a la place de la tache i.
Aller au début de I’étape 6.
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6. 3. Sit+res(sj) > r; (I’exécution du temps logistique n’est pas séparé de la tache
i) alors

— t « min(tz,t3)

— Sit =ty <tz alors terminer I’exécution de res(s;) et res(p;).
nombre_fini «— nombre_fini+ 1.
Sélectionner parmi les taches j vérifiant rg <t, celle qui a la plus petite
somme res(s;j) + res(pj) et I’ordonnancer.
S’il n’existe pas une telle tache alors exécuter le temps logistique de la
tache j vérifiant rj = min{R} /R > t}.
Aller au début de I’étape 6.

- Sit =tz < tyalors
Comparer la tache i a la tAche j entrant en jeu pour décider s’il faut ou
pas interrompre i au profit de j sur la base du critére res(s;) + res(pj).
Réajuster res(s;) et res(pj).
Aller au début de I’étape 6.

Remarque 3.5.3.5. 1l faut noter que :

1) De fagon triviale, 3, pj est une borne inférieure du temps de réponse dans la situation pré-
sente.

2) En supposant que tous les temps logistiques sont égaux a 0, la régle du SRPT (Shortest Remai-
ning Processing Time) fournit aussi une borne inférieure du temps de réponse dans le cas présent,
et cette borne inférieure est meilleure que celle du 1).

3) La borne inférieure fournie par la procédure LB-FSDS est meilleure que celles du 1) et du 2).

Remarque 3.5.3.6. Par ailleurs:

1) La borne inférieure proposée dans la proposition 3.5.3.1 peut étre judicieusement utilisée dans
une procédure de branch and bound pour la résolution du probleme statique de minimisation de
temps de réponse en présence des temps logistiques entre les taches et de dates d’occurrence in-
égales de ces taches.

2) Compte tenu de I’étape de réduction des temps logistiques qui peut souvent réduire de fagon
significative les temps logistiques dans le cas de cette borne inférieure, surtout lorsqu’il y a une
importante disparité entre ces temps logistiques d’une tache a une autre, la borne inférieure four-
nie dans la proposition 3.5.3.1 peut étre de facon plus ou moins importante, inférieure a la valeur
réelle du temps de réponse dans ces cas de grande disparité entre les temps logistique. Ainsi, il peut
donc s’avérer mieux dans ces cas, d’utiliser cette borne inférieure dans ces genres de procédure,
plutdt que dans un but d’évaluation de la valeur du temps de réponse fournie par un algorithme.

3.5.4 Exemples illustratifs des procédures avec des temps logistiques

Exemple 3.3 : illustration de la procédure AlgoOF-PRTFST

Les données de I’instance de I’exemple 3.3 sont en partie constituées des celles de I’exemple 3.1
dans le cas de la fonction PRTWF. Les dates d’occurrence sont reprises aussi bien que les durées
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d’exécution. A ces données se rajoutent les temps logistiques non symétriques entre les taches. lls
sont issus de génerations aléatoires. Les données de cette instance sont sur les tableaux 3.9 et 3.10.

L [ 112 [3[4]5 ]
Date d’occurrence (rj) || 1,14 | 2,54 | 3,28 | 1,18 | 0,28
Durée d’exécution (p;) || 0,76 | 2,94 | 0,22 | 0,51 | 2,03

Table 3.9 — Instance de I’exemple 3.3 pour les fonctions PRTFST et PRTFSS

dhi»] 1 [ 2 [ 3] 45|

| 0 ]038]070]020[297]0,71|
1 - 046]027][169]048
2 028 - /032[081]0,86
3 071]153] - ]043]019
4 053029171 - |159
5 0,28 0,04[009]026] -

Table 3.10 — Matrice des temps logistiques s;jj dans I’exemple 3.3

A I’instant t = 0, la tAche k complétée est la tache fictive 0. Les valeurs de la fonction PRTFST, la
matrice de dominance et le vecteur des forces des taches a cette date sont représentées respective-
ment dans les tableaux 3.11, 3.12 et 3.13.

dhi»| 1 [ 2 [ 3] 4[5 |

1 - | 350|331 ]|4,73 | 3,52
2 830 | - |834]883]8,88
3 7,49 1831 | - |721)697
4 6,98 | 6,74 816 | - |8,04
5 3,731349 |35 | 371 | -

Table 3.11 — Valeurs de la fonction PRTFST at = 0 dans I’exemple 3.3

bij—»[1]2]3[4]5]

1 -111111)1
2 0(-10]0|0
3 0(1(-]1/0
4 0(1|0 0
5 0Oj1/1|1]-

Table 3.12 — Matrice de dominance at = 0 dans I’exemple 3.3

Sur la base du vecteur des forces fj, la tache 1 est sélectionnée a la date t = 0.
Les autres instants de décision et les decisions a ces instants sont regroupés dans le tableau 3.14.
La séquence d’exécution des taches est donc représentée sur le tableau 3.15 et le colt moyen
(temps de réponse moyen par tache) est 3,44. La borne inférieure a ce temps de réponse moyen
fournie par la procédure LB-FSDS dans la proposition 3.5.3.1 est 2,214. La séquence d’exécution
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| Tachei [1][2[3[4][5]
|Force fi[[4][0]2]1]|3]

Table 3.13 — Vecteur des forces des taches at = 0 dans I’exemple 3.3

Instant de décision (t) 1,90 4,41 4,72 | 5,66
Tache complétée 1 5 3 4
Ensemble des taches {2,3,4,5} | {2,3,4} | {2,4} | {2}
Taches sélectionnée 5 3 4 2
Date de début (apres set-up) 2,38 4,50 515 | 5,95

Table 3.14 — Autres décisions dans I’exemple 3.3 pour la fonction PRTFST

des morceaux des taches et de leurs temps logistiques est dans le tableau 3.16. Dans ce dernier
tableau, les morceaux des taches réelles et leurs dates de début et fin sont représentés en gras. Les
morceaux des temps logistiques quant a eux ne sont pas notés en gras.

Ordre d’exécution 1 2 3 4 5
Tache 1 5 3 4 2
Date de début 1,14 | 2,38 | 4,50 | 5,15 | 5,95
Date de fin 1,90 | 4,41 | 4,72 | 5,66 | 8,89

Table 3.15 — Séquence d’exécution des taches de I’exemple 3.3

Ordre d’exécution 1 2 3 4 5 6 7

Tache 5 1 5 4 4 1 1

Date de début 0 (019|028 092 |1,18| 1,69 |1,88
1

Date de fin/interruption || 0,19 | 0,28 | 0,92 | 1,18 | 1,69 | 1,88 | 2,64

Ordre d’exécution 8 9 10 11 12 13
Tache 5 3 3 5 2 2
Date de début 264|319 | 328|350 14,34 ]| 4,38

Date de fin/interruption || 3,19 | 3,28 | 3,50 | 4,34 | 4,38 | 7,32

Table 3.16 — Séquence d’exécution des taches dans la borne inférieure de I’exemple 3.3

Exemple 3.4 : illustration de la procédure AlgoOF-PRTFSS

Dans I’instance de I’exemple 3.4, en dehors de la matrice des temps logistiques, les données sont
les mémes que dans I’exemple 3.3 dans le tableau 3.9. La matrice des temps logistiques est consti-
tuée de la partie triangulaire supérieure de celle de I’exemple 3.3 dans le tableau 3.10.

A I’instant t = 0, la tache k complétée est la tache fictive 0. Les valeurs de la fonction PRTFSS
pour a cette date sont représentées dans le tableau 3.18.

Sur la base de ces valeurs de la fonction PRTFSS, la tache 1 est sélectionnée a la date t = 0. Les
autres décisions dans cet exemple sont représentées sur le tableau 3.19.

La valeur du temps de réponse moyen fourni par cette séquence de taches est de 3,342. La
valeur de la borne inférieure fournie par la procédure LB-FSDS peut étre retrouvée de la méme
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dhi»] 1 [ 2 [ 3] 45|

| 0 ]038]070]020[297]0,71|
1 - 1046[0,27]1,69]0,48
2 046 - [032[081]0,86
3 027032 - [043]0,19
4 1,69081[043| - [159
5 048086019159 -

Table 3.17 — Matrice des temps logistiques s;jj dans I’exemple 3.4

[ Tachei | 1] 2 [ 3] 45 |
[PRTFSS(ik.t) [[ 3,04 [ 8,02 6,78 | 6,45 | 3,45 |

Table 3.18 — Valeurs de la fonction PRTFSS des taches at = 0 dans I’exemple 3.4

Instant de décision (t) 1,90 4,41 4,72 | 5,66
Tache complétée 1 5 3 4
Ensemble des taches {2,3,4,5} | {2,3,4} | {2,4} | {2}
Taches sélectionnee 5 3 4 2
Date de début (apres set-up) 2,38 4,50 5,00 | 5,80

Table 3.19 — Autres décisions dans I’exemple 3.4 pour la fonction PRTFSS

facon que dans I’exemple 3.3.

Sur la base de tout ce qui précéde, nous reconsidérons maintenant probléme (?13) dans sa forme
temps-réel.

3.5.5 Algorithmes en temps-réel pour la résolution du probleme (P13)

En plus de tous les développements ci-dessus, la proposition suivante nous permettra par la suite,
comme dans les problemes (P11) et (P12), de parler indifferemment des entités que des demandes
de taches de maintenance sur ces entités. La justification de cette proposition est analogue a celle
de la proposition 3.3.1.3.

Proposition 3.5.5.1. En respectant les corollaires 3.5.1.4 et 3.5.1.5 avec les fonctions PRTFST
et PRTFSS, on respecte aussi I’ordre d’arrivée des demandes de taches de maintenance sur une
entité quelconque Eix. En d’autres termes, pour deux entiers mq et my tels que my < my, les corol-
laires 3.5.1.4 et 3.5.1.5 permettent de programmer la m'™® tache sur Zj avant la mi™e,

Ainsi, dans la suite de cette section, nous parlerons indifferemment de sélection d’une tache sur
une entité que de sélection d’une entité. Dans la procédure en temps-réel, nous utiliserons en plus
des fonctions PRTFST et PRTFSS, des corollaires 3.5.1.4 et 3.5.1.5 et de la proposition 3.5.5.1,
le concept de taches urgentes introduite dans la définition 3.3.1.4.

Partant de tout ce qui precéde, les procédures suivantes (deux procédures sont représentees dans
cet algorithme 3.5.5.2) sont proposées pour une prise de décision en temps-réel dans le probleme

(Pr3).
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Algorithme 3.5.5.2. Procédures en temps-réel OL-MTSA-ST et OL-MTSA-SS

La procedure prend le nom OL-MTSA-ST lorsque les temps logistiques ne sont pas symétriques

et OL-MTSA-SS lorsqu’ils le sont.

Au début de I’horizon de planification H (t = 0):

dans la position du probléme.
Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-dessous.

nibles a cet instant.
Relever le site Sk ou se trouve la ressource sélectionnée.
Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 5.
2. Déterminer le sous-ensemble i du systeme.
3. Sicard(‘7k) > 1, alors I’ensemble de recherche S = ;.
Sinon § = {toutes les entités de tous les sites}.

supposons que c’est I’entité ‘Eiy).
Déterminer sa date de fin.

guantité Tjx a sa date de fin.
Aller a I’étape 1.
5. Fin.

Déterminer les premiéres dates critiques sur chaque entité du systeme comme définies

1. Considérer I’instant de décisiont (date de disponibilité au plus t6t d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-

4. Appliguer, suivant que les temps logistiques sont symétriques ou non, la procédure
décrite dans I’algorithme 3.5.2.1 (AlgoOF-PRTFST) ou dans I’algorithme 3.5.2.2
(AlgoOF-PRTFESS) a I’ensemble §, pour sélectionner la tache a ordonnancer (nous

Déterminer la date de la prochaine tache sur I’entité ;, en question en ajoutant sa

La proposition suivante donne la complexité de la procédure ci-dessus.

Proposition 3.5.5.3. Complexité

Si N’ est le nombre total de taches de maintenance entreprises sur I’horizon #{, alors la com-
plexité de la procédure OL-MTSA-ST est en O (N’ (sR.g Nk)z). Dans ces mémes conditions, la

complexité de la procédure OL-MTSA-SS esten O (N’ (3R, Nk)).

La justification de cette proposition pour la procédure OL-MTSA-ST est analogue a celle de la
complexité de la procédure OL-MTSA-W dans la proposition 3.4.5.3. Celle de la procédure OL-

MTSA-SS est analogue a la complexité de la procédure OL-MTSA dans la proposition 3.3.2.2.

3.5.6 Résultats numériques

Expérimentations

Pour les expérimentations, nous reconsidérons le protocole d’expérimentation décrit dans la sous-
section 3.3.3 en considérant a présent les données relatives aux temps logistiques entre les sites,
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mais pas celles relatives aux poids des entités, ces poids étant tous égaux a 1 ici. Les resultats
d’expérimentation montres ici sont relatifs, sur le jeu de données décrites dans la sous-section
3.3.3, aun ensemble de 10 sites. Le nombre moyen d’entités par site étant de 50, le nombre moyen
d’entités dans le systeme composé des 10 sites est de 500 entités. Mais le nombre réel d’entités par
site étant aléatoire uniforme entre 20 et 80, le nombre réel d’entités dénombrées dans le systéeme
des 10 sites est de 441 entités. Le lecteur pourra se référer a la sous-section 3.3.3 pour la description
des données. Les données utilisées concernant des temps logistiques symétriques entre les sites, la
procédure avec la fonction PRTFSS est utilisée ici plutot que celle avec la fonction PRTFST.

Par ailleurs, comme dans les sections précédentes, nous avons fait varier ici aussi le nombre
total de ressources de maintenance pour tout le systeme en proportion du nombre total (son esti-
mation étant de 500) d’entités dans le systéme. Ce nombre de ressources varie entre 2% et 20% du
nombre total estimé d’entités variant donc entre 10 et 100 ressources. L’exécution des programmes
se fait sur un horizon de 365 jours. Les résultats sont représentés en fonction de la proportion du
nombre total d’entités que représente le nombre de ressources de maintenance. La synthése des
résultats est présentée sur la figure 3.7. Nous gardons sur cette figure les mémes appellations des
parameétres que dans les sections précédentes. Les colts des états critiques CMI et CMS repré-
sentent les temps de réponse moyens de taches de maintenance. Par ailleurs, trois types de courbes
sont représentés sur les temps moyens par ressources. En plus de TMTpR qui représente le temps
moyen de travail des ressources (en activité sur les entités), TMDpR présente le temps moyen
de déplacement par ressource et TMGpR est le temps moyen global par ressource (en activité
au niveau des entités et en déplacement). Chacun de ces parametres est relevé lorsque le concept
d’urgence est utilisé dans la prise de décision (U), et (NU) lorsqu’il ne I’est pas.

Analyse des résultats

Pour les courbes 3.7(a), 3.7(b) et 3.7(d), les observations sont analogues a celles de la sous-section
3.3.4 sauf qu’ici, la convergence des colts CMI et CMS (et les délais DMI et DMS) est réalisée a
11% au lieu de 10% lorsqu’il n’y avait pas de temps logistiques considérables. Sur la courbe 3.7(c),
on a les mémes observations les temps global moyen par ressource TMGpR que celles qu’on
avait sur le temps d’activité par ressource TMTpR lorsqu’il n’y avait pas de temps logistiques
considérables. En outre, on voit sur cette sous-figure que le temps moyen de déplacement par
ressource lorsque le concept d’urgence est utilisé, est Iégerement supérieur au cas ou ce concept
n’est pas utilisé (cette différence est relativement importante entre 10% et 16% de ressources).
Pour davantage d’analyse sur les résultats dans cette configuration, le lecteur peut se référer par
exemple a [2].

Considérons maintenant, en plus des temps logistiques entre les sites, que les entités des diffé-
rents sites ont des poids inégaux. C’est la configuration (P14) du probléme (1) qui est I’objet de
la section qui suit.
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Figure 3.7 — Résultats avec des poids égaux et des temps logistiques importants

3.6 Configuration avec des entités pondeérées et des temps logistiques considé-
rables

Cette section est consacrée a la configuration (14) du probléme (1). Dans cette configuration, non
seulement les temps logistiques entre les sites sont considérables comme dans la section précédente
et ne permettraient pas d’hypothése réductrice, mais aussi les différentes entités de chaque site
ont des poids inégaux. Les généralites sur cette configuration, en dehors des poids des entités du
systeme, sont les mémes que dans la section précédente. Si wi est le poids de I’entité ‘E, le colt
des états critiques a minimiser sur I’horizon de planification #, en présence des temps logistiques
entre les sites, est
N Ny

Got(H) =% Z > Wik(Cm,ik — Fm,ik) (3.6.1)
k=1i= m/rmyikeﬂ-[
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Comme dans les cas précedents, nous commencons par une analyse sur un probleme locale-
ment statique afin de trouver des outils de décision.

3.6.1 Le probleme statique et les régles de décision

Nous n’allons pas reprendre ici les détails du probleme localement statique. Nous avons un en-
semble de n taches a ordonnancer a une date t sur une ressource. Les caractéristiques de ces taches
sont les mémes que dans la sous-section 3.5.1. Par ailleurs, chaque tache i a un poids w; (poids qui
ne sont pas égaux pour toutes les taches). L’objectif est de minimiser le temps de réponse pondéré
total de ces taches qui est S, wi(ci — ri) si la date de complétion de la tache i est c;. Afin de
trouver des régles de décision, nous posons la définition suivante.

Définition 3.6.1.1. Pour toute paire de taches {i, ]} et a tout instant t ot une tache k est complétée,
la fonction PRTWFST (Priority Rule for Total Weighted Flow-time with Set-up Times) est definie
comme suit

PRTWFST (i, j,k,t) = (w; +wj)max(ri,t +sii) +w;(pi + Sij)- (3.6.2)
On a alors le théoreme ci-apres.

Théoréme 3.6.1.2. A tout instant t si k est la derniére tache exécutée par la ressource dans une
séquence partielle 1T (complétée a la date t), alors pour toute paire de taches {i,j}, i < j si et
seulement si

PRTWEST (i, j,k,t) < PRTWEST (j,i,k.t) (3.6.3)

Preuve. Soient i et j deux taches a exécuter a la fin d’une séquence partielle 1t terminée par la
tache k. La tache i a les parametres rj, pj, wj et un temps logistique si; a partir de la fin de la tache k
au début de la tache i; la tache j a les parametres rj, pj, wj et un temps logistique s a partir de la
fin de la tache k au début de la tache j. Le temps logistique de la tache i a la tache j est sjj et celui
de la tache j a la tache i est sji. Ces temps temps logistiques peuvent étre symétriques ou non.

Supposons que rj < rj. Alors il peut étre vérifié en ordonnangant les taches i et j a I’instant t a la
fin de la tache k, que les assertions suivantes sont satisfaites.

1) Sir <rj<t,alors

i < j si et seulement si [(wj+wj)ski +W;j(pi+Sij)] — [(Wi+wj)skj+wi(pj+sji)] <O0.
ii-a) Sirp <t <rjett+4sg+ pi+sij <rj, alorsi < jest évident.
1i-b1) Sirj <t <rjett+sgi+ pi+sij > rjett+sg; <rj, alors

i < j sietseulement si [(wj—+wj)(t+ski)+W;j(pi+Sij)] — [(wi+wj)rj+wi(pj+s;ji)] <O0.
11-b2) Sirj <t <rjett+ s+ pi+Sij > rjett+sgj > rj, alors

i < j si et seulement si [(wj+wj)ski +W;j(pi+Sij)] — [(Wi+wj)skj+wi(pj+sji)] <O.
ii-al) Sit <rj <rjett+sg <rjetri4+ pij+sij <rj, alorsi < j est évident.
ii-a2) Sit <rj <rjett4s > rjett4sg+ pi+sij <rj, alorsi < j est évident.
ii-b1) Sit <rj <rjett+sg <rjetri+ pi+sjj > rjett+sg; <rj, alors

i < j si et seulement si [(wi+wj)ri+wj(pi+sij)] — [(Wi+w;j)rj+wi(pj+sji)] <O.
ii-b2) Sit <rj <rjett+sg <rjetri+ pj+sjj > rjett+syg > rj, alors
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i < j sietseulement si [(wj+wj)ri+wj(pi+sij)] — [(Wi+wj)(t+skj) +wi(pj+s;ji)] <O0.
ii-c1) Sit <rj <rjett+sg > rjett+sg+ pi+sij > rjett+sg; <rj, alors

i < j sietseulement si [(wj—+wj)(t+ski)+W;j(pi+Sij)] — [(wWi+wj)rj+wi(pj+s;ji)] <O0.
ii-c2) Sit <rj <rjett+sy > rjett+sg+ pj+sij > rjett+sgj > rj, alors

i < j si et seulement si [(wj+wj)ski +W;j(pi+Sij)] — [(Wi+wj)skj+wi(pj+sji)] <O.

Il ressort des différentes conditions et inégalités que dans les cas i), ii-bl), ii-b2), iii-b1), iii-b2),
iii-c1) et iii-c2), I'onai < j si et seulement si
[(wi+wj)max(ri,t + ki) +Wj(pi+5ij)] — [(Wi+wj)max(rj,t +scj) +wi(p;j +5;i)] < 0.

Casii-a): ri <t <rjett+sg+ pi+sij <rj,
Dans ce cas, la seconde inégalité est équivalente a
(Wi + W) (t+ ki) + (Wi W) (i +8ij) < (Wi+Wj)rj
Cela implique que
(Wi +Wj) (t+ i) +Wj(Pi+Sij) < (Wi+Wj)(t=+Ski) + (Wi+Wj) (pi+Sij) < (Wi+wj)rj < (wi+
Wj)r+wi(pj+Ssji).
Les premier et deuxieme membres de cette derniére chaine d’inégalités donnent
(Wi +Wj) (t+Ski) +Wj(pi+Sij) < (Wi +Wj)rj+wi(pj+S;i).
Cette inegalité est équivalente a celle qui suit, si nous considérons la premiere condition dans le
cas ii-a)
(Wi +wj)max(ri,t +sgi) +w;j(pi+sij) < (Wi +wj)rj+wi(pj+siji)
de laquelle nous déduisons que
(Wi +wj)max(ri,t+si) +Wij(pi+Ssij) < (Wi+wj)rj+wi(pi+siji) < (Wi+wj)max(rj,t+sj)+
Wi (i +Sji).
Enfin, le premier et le dernier membres de cette chaine d’inégalités impliquent
[(wi +wj)max(ri,t + sii) +Wwj(pi +ij)] — [(Wi +wj)max(rj,t +sgj) +wi(pj +sji)] < 0.

Casiii-al): t <rj <rjett4sg <rjetri+pj+sij <rj.
En multipliant la troisiéme inégalité par la quantité positive (wj +wj), on obtient
(Wi +Wj)ri + (Wi +Wj) (pi+Sij) < (Wi+Wj)rj,
ce qui implique
(Wi +wj)ri +wj(pi+Sij) < (Wi +wj)ri+ (Wi +w;j)(pi+sij) < (Wi+wj)rj < (wi+wj)rj+
Wi(pj + Sji)-
Le premier et le dernier membres de cette chaine d’inégalités entrainent
(Wi +Wj)ri+wj(pi+8ij) < (Wi+wj)rj+wi(pj+Sji).
Ainsi, en considérant cette inégalité et la deuxieme condition dans le cas iii-al), I’on obtient
(Wi +wj)max(ri,t +sii) +Wj(pi +ij) < (Wi +Wj)rj+wi(p;j+Sji).
Cette inégalité donne alors
(Wi wj)max(ri,t+ i) +Wj(pi+8ij) < (Wi+Wj)rj+wpj+sji) < (Wi+wj)max(rj,t+s;j) +
Wi(pj +SJ|).
Les membres extrémes de cette chaine d’inégalités donnent finalement I’inégalité suivante
[(wj 4+ wj)max(ri,t 4 si) +W;(pi+Sij)] — [(wi+wj)max(rj,t +sj) +wi(pj+s;ji)] <O0.

Casiii-a2) 1t <rj <rjett4sg > rjett+sg+ pi+Sij <rj.
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La troisiéme inégalité donne, en la multipliant par la quantité positive (w;j 4+ wj),
(Wi +Wj) (t+ ki) + (Wi + W) (pi+5ij) < (Wi+wj)rj.
Ceci donne
(Wi +Wj) (t+ski) +Wj(pi+Sij) < (Wi+Wj)(t+Ski) + (Wi+wj) (pi+Sij) < (Wi+wj)rj < (wi+
Wj)rj+Wi(pj =+ S;i).
Et nous avons donc, avec les membres extrémes de cette chaine d’inégalités,
(Wi + W) (t+ ki) +Wj(pi+5ij) < (Wi +Wj)rj+wi(pj +S;i)-
Cette derniére inégalité implique, conjointement avec la seconde inégalité dans le cas iii-a2),
(Wi -+ wj)max(ri,t + i) +Wj(pi+ij) < (Wi +wj)rj+wi(pj+Sji),
qui donne
(Wi+wj)max(ri,t+sxi) +Wj(pi+sij) < (Wi+wj)rj+wi(pj+sji) < (wi+wj)max(rj,t+sgj)+
wi(pj +Sji)-
D’ou nous obtenons finalement (avec le premier et le dernier membres) I’inégalité suivante
[(wi +wj)max(ri,t + i) +W;j(pi +Sij)] — [(Wi+wj)max(rj,t +s¢;j) +wi(pj + i)} < 0.

Ainsi, dans tous les cas ol ri < rj, nous avons i < j si et seulement si
[(Wi +wj)max(ri,t + Ski) +W;j(pi+Sij)] — [(Wi+wj)max(rjt +sj) +wi(pj +s;ji)] < 0.

Supposons maintenant que rj > rj. En inversant les roles de i et j dans I’expression precédente,
nous avons: j < i si et seulement si

[(wi +wj)max(rj,t+skj) +wj(pj+sji)] — [(Wi+wj)max(ri,t +sii) +wi(pi+sij)] < 0.
Ceci revienta: i < j si et seulement si

[(wi +wj)max(ri,t +ski) +Wwj(pi+Sij)] — [(Wi +wj)max(rj,t +sgj) +wi(p;j +s;ji)] <0.

En conclusion, dans tous les cas, onai < j si et seulement si
[(wi+wj)max(ri,t + ski) +Wwj(pi +ij)] — [(Wi +wj)max(rjt +sgj) +wi(pj +sji)] < 0.

qui s’écrit, avec I’égalité 3.6.2 dans la definition de la fonction PRTWFST, comme
PRTWFST (i, j,k,t) < PRTWFST (],i,k,t). O

Partant de ce théoréeme 3.6.1.2, la fonction PRTWFST définit une régle de priorité d’optimalité
locale pour la minimisation du temps total de réponse pondéreé (les taches ayant des poids inégaux),
avec des dates d’occurrence inégales des taches et en présence de temps logistiques dépendant de
la séquence des taches (les temps logistiques peuvent étre symétriques ou non).

Remarque 3.6.1.3. La relation de dominance < dans la définition 3.4.1.2 basée sur la fonction
PRTWFST ne définit pas une relation d’ordre total dans I’ensemble des taches a une date de
décision. Son utilisation, tout comme celle des fonctions PRTWF et PRT FST, se fera en exploitant
la matrice de dominance et le vecteur des forces de taches.

Remarque 3.6.1.4. Dans la fonction PRTWFST, il faut remarquer ce qui suit :

1) Dans le cas particulier ou les temps logistiques sont tous assimilés a 0 i.e. pour toute paire
de taches {i,j} sij = 0, et les poids des taches sont tous égaux a 1, I’expression de la fonction
PRTWFST devient

PRTWFEST (i, j,k,t) = 2max(ri,t) + pi (3.6.4)
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qui ne dépend pas de la tache k qui est terminée et est fonction d’une seule tache a la fois. C’est
I’expression de la fonction PRTF utilisée dans la section 3.3.

2) Dans le cas particulier ou les logistiques sont tous assimilés a 0 i.e. pour toute paire de taches
{i,j} sij =0, et les taches ont des poids inégaux, I’expression de la fonction PRTWFST devient

PRTWFST (i, ] k,t) = (w; +wj)max(ri,t) +w;pi (3.6.5)

qui ne dépend pas de la tache k qui est terminée. C’est I’expression de la fonction PRTWF utilisée
dans la section 3.4.

3) Dans le cas particulier ou les temps logistiques sont non nuls, et les taches ont des poids tous
égaux a 1, I’expression de la fonction PRTWFST devient

PRTWFST (i, j,k,t) = 2max(ri,t 4 si) + pi + Sij (3.6.6)
C’est I’expression de la fonction PRTFST utiliseée dans la section 3.5 et qui conduit a la fonction
PRTFSS lorsque les temps logistiques sont en plus symétriques.

La figure 3.8 présente les relations entre les différentes régles d’optimalité locale utilisées.

Flow-time pondéré
Pas de temps logistique

PRTWF
Flow-time non pondéré ] s;=5i=0 ( Flow-time pondéré
Pas de temps logistique [€ w - w — Avec temps logistiques
PRTF J ! 4 L PRTWEFST

Flow-time non pondéré
Avec temps logistiques
PRTFST/PRTFSS

Sij = Sji =0

Figure 3.8 — Les différentes regles pour la minimisation du temps de réponse

Nous allons maintenant donner le principe de base pour I’utilisation de la fonction PRTWFST.

3.6.2 Algorithme de base pour I’utilisation de la fonction PRTWFST

Nous considérons un ensemble de n taches pondérées (avec des poids inégaux) avec des dates
d’occurrence inégales, et des temps logistiques dépendant de la séquence des taches, a ordonnancer
sur une ressource afin de minimiser leur temps de réponse pondéré total. La procédure considérée
ici est une procédure en statique.

Algorithme 3.6.2.1. Principe de base du PRTWFST : AlgoOF-PRTWFST
Cas d’une ressource (M =1)

A tout instant t ou la ressource est disponible ou libérée a la complétion d’une tache
k, les étapes suivantes permettent la prise de decision. La tache la plus prioritaire est
sélectionnée a la fin de ces étapes et est ordonnancée. Toutes ces étapes sont répétées
jusgu’a la derniére tache.
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Construire I’ensemble § = {toutes les tAches non encore ordonnancées}
Calculer PRTWFST (i, j,k,t) pour tous les couples de taches (i, j) dans S.
Calculer la matrice de dominance Q dans .

Calculer le vecteur des forces (fj) dans S.

ok~ w e

Déterminer le sous-ensemble S’ des taches ayant la plus grande force dans .
S« S
Tant que card(S)>1, aller a I’étape 4.

Pour les mémes raisons que dans I’usage de la fonction PRTFST, la matrice donnant les valeurs
de la fonction PRTWEFST et la matrice de dominance ne sont calculées qu’une seule fois a chaque
prise de décision. Seul le vecteur des forces des taches change suivant la restriction de I’ensemble
de recherche de la tache.

Remarque 3.6.2.2. Cet algorithme 3.6.2.1 peut aussi étre adapté dans le cas de ressources pa-
ralléles avec un nombre M de ressources supérieur ou égale a deux. Dans ce cas, I’instant t de
décision est la date de disponibilité au plus t6t d’une ressource. S’il y a plusieurs ressources dis-
ponibles a cette date, la ressource sélectionnée est celle ayant le plus petit indice parmi elles. La
recherche des taches se fait suivant les mémes étapes que précédemment.

La complexité de I’algorithme AlgoOF-PRTWFST est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 3.6.2.3. Si n est le nombre de taches a ordonnancer, I’algorithme AlgoOF-PRTWFST
basé sur le principe de la fonction PRTWFST, de la matrice de dominance et du vecteur des forces
a une complexité en O(n3).

Preuve. Dans la procédure AlgoOF-PRTWFST 3.6.2.1, les étapes 1 a 5 s’exécutent en O(n?).
Ainsi, chaque décision est prise en O(n?). Ces étapes sont exécutées jusqu’a la derniére tache.
Cela se fait n fois. D’ol la complexité de la procédure AlgoOF-PRTWFST est en O(n3). O

Une borne inférieure du temps de réponse pondéré en présence de date d’occurrence inégales
des taches et de temps logistiques dépendant de la séquence de ces taches est fournie ci-apres.

3.6.3 Borne inférieure du temps de réponse pondéré en présence de temps
logistiques dépendant de la sequence

La procédure donnant cette borne inférieure est appelée LB-WFSDS (Lower Bound to the Weigh-
ted Flow-time with Sequence Dependent Setups). Son principe est résumé dans la proposition
suivante.

Proposition 3.6.3.1. : LB-WFSDS

Soit un ensemble de taches {1,...,n} & ordonnancer sans préemption sur une ressource. Chaque
tache i a une date d’occurrence rj, une durée d’exécution p;j et un poids w;. On suppose gqu’il y
a un temps logistique s;j; (dépendant de la sequence) de la fin d’une tache i au début d’une autre
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tache j et qu’il a un temps logistique initial s avant le début de la tache i si elle est la premiere
tache exécutée sur la ressource. Ces temps logistiques peuvent étre symétriques ou non.

Alors la procédure suivante (dans laquelle la préemption des temps logistiques et des taches est
permise), donne une borne inférieure du temps de réponse pondéré total des taches (3, wi(ci —ri))
ou c;j est la date de complétion de la tache i.

— Premiere étape : Pour chaque tache i (i allant de 1 a n), définir sj = g)]in }(sji). Cela

i€{0,...,n
devient un temps logistique vers la tache i qui ne dépend pas de la séquence.

— Deuxiéme étape : A tout instant t, définir pour chaque tache i le reste (res(sj)) du temps

logistique vers la tache i et le reste res(p;) de la durée d’exécution de la tache i. Ordonnancer

parmi les taches éligibles, la tache (ou le morceau de tache) ayant le plus petit rapport
res(sj) + res(pi)
Wi

Remarque 3.6.3.2. 1) Dans la procédure LB-WFSDS, une seule ressource exécute toutes les
taches.

2) La procédure decrite dans LB-WFSDS donne une bonne inférieure aussi bien dans le cas ou
les temps logistiques sont symétriques que dans le cas ou ils ne sont pas symétriques.

3) La préemption étant autorisée dans cette procédure, le temps logistique vers une tache
donnée peut étre exécuté séparément de la tache elle méme.

Preuve. (Justification de la proposition 3.6.3.1)

Pour la premiére étape (tout comme dans le cas ou les taches ne sont pas pondérées), la diminu-
tion du temps logistique vers une tache i n’augmente pas son temps de réponse. Ainsi, le fait de
remplacer les temps logistiques sjj dépendant de la séquence par le temps logistique sj qui est
leur minimum pour une tache j, n’augmente pas la valeur du temps de réponse pondéré. Cette
modification va se révéler utile dans la suite pour la borne inférieure.

Pour la seconde étape, étant donné que la préemption des temps logistiques et des taches est
permise, sSUpposoNns qu’a un instant t, une tache k soit complétée (ou interrompue) a la fin d’une
séquence partielle Tt Considérons alors deux taches (ou morceaux de taches) i et j pouvant étre
exécutées immédiatement a la suite de leur temps logistique, si ces derniers commencent a I’instant
t. Alors, il peut étre verifié que la différence entre le temps de réponse pondéré de la séquence
partielle 11 j et celui de la séquence partielle Ttji est

(Wi +wj)ski +Wjpi — Wisji) — (Wi +Wj)Skj +Wipj — Wjsij) (3.6.7)
La sequence partielle T j est localement meilleure que Ttji pour le temps de réponse pondéré si
la quantité dans I’expression 3.6.7 est négative, c’est a dire
(Wi +Wwj)ski +wjpi —Wisji) < ((Wi+Wj)skj+Wipj —Wjsij) (3.6.8)
Lorsque les temps logistiques sont modifiés comme dans la premiére étape, I’expression 3.6.8
devient

((wi+wj)si+wjpi —wisi) < ((Wi+Wj)sj+Wipj—Wjsj) soit wj(si+ pi) < wi(sj+ pj)



80 3.6. Configuration avec des entités pondérées et des temps logistiques considérables

ou encore, si i et j sont plutdt des morceaux de taches
res(si) + res(pi) < res(sj) +res(pj)

wij(res(si) +res(pi)) < wij(res(sj) +res(pj)) soit (3.6.9)

Considérons maintenant deux ordonnancements complets 113 et T qui sont différents par la
seule inversion des taches (ou morceaux de taches) i et j qui vérifient la condition 3.6.9 et repré-
sentés comme sur la figure 3.9.

E res(s)  res(p) _res(s) res(p;) \E res(sy)

R i <> ; <->

T3 o | i i
ires(s,z res(p;) res(s;) res(p;) 1res(s)

i _]; ....... len ; el ; e l__:

Ty i :

Figure 3.9 — Différence entre 153 et Ty avec temps logistiques et poids

Alors la différence entre le temps de réponse pondéré de 1tz et celui de Tu est wj(res(si) +
res(pi)) — wi(res(sj) +res(pj)) qui est négative. Le temps de réponse pondére de 113 est donc
inférieur a celui de Ty.

Ainsi, avec la préemption, I’ordonnancement dans lequel pour deux morceaux quelconques

I, j de taches contigués (exécutées sans temps mort entre les deux), i est exécutée avant j si et

res(si) + res(pi) < res(sj) +res(pj)
[ Wj

pour le cas préemptif. Si dans la préemption chaque tache peut étre exécutée sans interruption, on

obtient alors une solution optimale pour le cas sans préemption apres I’étape de modification des
temps logistiques. Ainsi, la solution obtenue avec la procédure LB-WFSDS avec permission de la
préemption donne une bonne inférieure du temps de réponse dans le cas sans préemption. O

seulement si

, donne un temps de réponse pondéré optimal

Proposition 3.6.3.3. : Complextité de la procédure LB-WFSDS

Si n est le nombre de taches a ordonnancer, alors la procédure LB-WFSDS peut étre program-
mée avec une complexité de O(n.log(n))

Preuve. Les instants de décisions dans la procédure LB-WFSDS sont (comme dans le cas ou les
taches ne sont pas pondérées), de quatre (4) types:

lorsqu’une tache arrive,
lorsqu’une tache est complétée,

lorsqu’un temps logistique est terminé ; c’est le cas lorsque I’exécution du temps logistique
est séparée de celle de la tache en question,

aux dates qui sont du type max(0,r; —s;).

Ainsi, les dates de décision sont au plus au nombre de 4n qui est donc en O(n). Or a chaque
res(si) +res(pi)
Wi

instant de décision, la tache donnant le plus petit rapport est sélectionnée. Cela se
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fait, en utilisant un arbre binaire, en O(log(n)). Finalement, la complexité de la procédure est en
O(n).O(log(n)) soiten O(n.log(n)). O

Détails de la procédure LB-WFSDS

Algorithme 3.6.3.4. 1l faut noter que dans cette procédure, le temps logistique d’une tache i peut
étre exécuté avant méme sa date d’occurrence r; alors que la tache elle méme ne peut commencer
avant cette date d’arrivée.

1. Entrer les données de I’ensemble des taches:
— Pour chaque tache i (i = 1,...,n) entrer la date d’arrivée rj, la durée d’exécu-
tion p; et le poids w;.
— Entrer les temps logistiques sjj (i=0,...,net j=1,...,n).
2. Pour chaque tache i (i = 1,...,n), déterminer le temps logistique réduit s; =
eoin (sji)-
3. Déterminer les instants potentiels de décision :

Définir, pour chaque tache i = 1,...,n, la date d’occurrence modifiée r{ =
max(0,ri —sj).

Trier les dates rj par ordre croissant dans R := {R4,...,Rn}.

Trier les dates r; par ordre croissant dans R' := {RY,...,Rp}.

L’ensemble des dates de décision potentiellesest T := {rj,i=1,...,n} U{ri,i =
1,...,nU{eo}.

Ordonner T par ordre croissant T := {T1,...,Ton, Tony1} avec Topyq = 0.

4. t < 0; nombre_fini« 0.

5. -Si 0 €T, alors choisir parmi les taches i vérifiant r{ = 0 celle qui a le plus petit

res(si) + res(pi) et I’ordonnancer.
W.

rapport
1

- Sinon choisir parmi les taches i telles que r{ = R, celle qui a le plus petit rapport

res(si) + res(pi)

Wi
6. Supposons gue la tache ordonnancée soit i.

Tant que nombre_fini < n, faire

et I’ordonnancer.

6. 1. ty < t+res(si); to < t+res(si) +res(pi) ; tz <= min{T;/T; > t}.
6. 2. Sit-+res(si) < rj (I’exécution du temps logistique est séparée de celle de la
tache i) alors

— t <+ min(ty,t3).
— Sit =t <tz alors terminer I’exécution de res(s;).

Sélectionner parmi les taches j verifiant r’j <'t, celle qui a le plus petit

res(s;j) +res(pj)

rapport et I’ordonnancer.

1
S’il n’existe pas une telle tache alors exécuter le temps logistique de la
tache j vérifiant
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rj = min{R /R > t}.
AIIer au début de I’étape 6.
- Sit=t3 <ty alors réajuster res(s;) et ordonnancer la tache j entranten
jeu a la place de la tache i.
Aller au début de I’étape 6.

6. 1. Si t+res(sij) > r;j (I’exécution du temps logistique n’est pas séparée de la
tache i) alors
— t + min(ty,t3)
— Sit =ty <tz alors terminer I’exécution de res(s;) et res(p;).
nombre_fini «+— nombre_fini+ 1.
Sélectionner parmi les taches j vérifiant r’j <t, celle qui a le plus petit

res(sj) +res(pj)

rapport et I’ordonnancer;

S’il n’existe pasWLIme telle tache alors exécuter le temps logistique de la
tache j vérifiant ri = min{R} /R > t}.
Aller au début de I étape 6.

- Sit=tz < tyalors

Comparer la tache i a la tache j entrant en jeu pour décider s’il faut ou
res(si) + res(pi)

pas interrompre i au profit de j sur la base du critere o
1

Réajuster res(s;) et res(p;i).
Aller au début de I’étape 6.

Remarque 3.6.3.5. 1l faut noter que :

1) De fagon triviale, S{_;wip; est une borne inférieure du temps de réponse dans la situation
présente.

2) En supposant que tous les temps logistiques sont égaux a 0, la regle du SWRPT (Shortest
Weighted Remaining Processing Time) fournit aussi une borne inférieure du temps de réponse
dans le cas présent, et cette borne inférieure est meilleure que celle du 1).

3) La borne inférieure fournit par la procédure LB-WFSDS est meilleure que celles du 1) et du 2).

Remarque 3.6.3.6. Tout comme dans la procedure LB-FSDS, la borne inférieure fournie par la
procédure LB-WFSDS serait plus judicieusement utilisée dans une procédure de type branch and
bound qu’a I’évaluation de la qualité d’une valeur trouvée par une méthode.

Nous illustrons ces critéres de décision avec des taches pondérées et des temps logistiques
dépendant de la séquence des taches dans I’exemple ci-apres.

3.6.4 lllustration de la procédure avec des temps logistiques et des poids

Exemple 3.5

Pour cet exemple 3.5, nous utilisons les caractéristiques des taches dans I’instance de I’exemple
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3.3 et les temps logistiques dans I’exemple 3.4. L’instance de I’exemple 3.5 est donc representee
sur les tableaux 3.20 et 3.21.

L [ 112 [3[4]5 ]
Date d’occurrence (rj) || 1,14 | 2,54 | 3,28 | 1,18 | 0,28
Durée d’exécution (p;) || 0,76 | 2,94 | 0,22 | 0,51 | 2,03
Poids (w;) 091 146|257 |202| 184

Table 3.20 — Instance de I’exemple 3.5 pour la fonction PRTWFST

dhio] 1] 2 [ 3] 45|

[ 0 ]038[070]020]297]071]
1 = [0,46]0,27 1,69 0,48
2 |028] - [032[081]086
3 [071]153| - [043]019
4 053029171 - |159
5 028004009026 -

Table 3.21 — Matrice des temps logistiques s;jj dans I’exemple 3.5

La tache complétée a I’instant initial est la tache fictive 0. Les tableaux 3.22, 3.23 et 3.24
donnent respectivement les valeurs de la fonction PRTWFST, la matrice de dominance et le vecteur
des forces des taches a cette date.

dij—] 1 [ 2 [ 38 | 4[5 |
1 = | 448 | 661 | 829 | 542
2 | 895 | - | 186116411537
3 | 12,26 [1577| - | 1637 | 1522
4 | 965 [11,50|1934| - |1533
5 | 405 | 537 | 858 | 7,37 | -

Table 3.22 — Valeurs de la fonction PRTWFST at = 0 dans I’exemple 3.5

(Vii—[1]2]3[4]5]

1 -111111/0
2 0(-10]0|0
3 0(1(-]1/0
4 0(1(0]-10
S) 11111 -

Table 3.23 — Matrice de dominance at = 0 dans I’exemple 3.5

Sur la base du vecteur des forces des taches, la tiche 5 est sélectionnée a I’instant t = 0. Les
autres décisions sont regroupées dans le tableau 3.25.

La séquence d’exécution des taches de I’exemple 3.5 est représentée sur le tableau 3.26 avec
un temps de réponse pondéré moyen par tache égal a 5,0951. Lillustration de la procédure la
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| Tachei [1][2[3[4][5]
|Force fi [[3[0]2]|1]4]

Table 3.24 — Vecteur des forces des taches at = 0 dans I’exemple 3.5

Instant de décision (t) 2,74 3,50 4,44 | 5,73
Tache complétée 5 3 4 1
Ensemble des taches {1,2,3,4} | {1,2,4} | {1,2} | {2}
Taches sélectionnée 3 4 1 2
Date de début (apres set-up) 3,28 3,93 4,97 |6,19

Table 3.25 — Autres décisions dans I’exemple 3.5 pour la fonction PRTWFST

borne inférieure LB-WFSDS ne differe de celle de la procédure LB-WFSDS que par la division
de la somme du temps logistique et de la durée d’exécution par le poids. La valeur de cette borne
inférieure obtenue pour I’exemple 3.5 est 3,3277 avec une séquence des morceaux de taches et de
temps logistiques représentés sur le tableau 3.27.

Ordre d’exécution 1 2 3 4 5
Tache 5 3 4 1 2
Date de début (apres set-up) || 0,71 | 3,28 | 3,93 | 4,97 | 6,19
Date de complétion 2,74 1350 | 4,44 | 5,73 | 9,13

Table 3.26 — Séquence d’exécution des taches de I’exemple 3.5

Ordre d’exécution 1 2 3 4 5 6 7

Téache 5 1 5 4 4 5 1

Date de début 0 (019|0,28 0,92 1,18 | 1,69 | 3,08
1

Date de fin/interruption || 0,19 | 0,28 | 0,92 | 1,18 | 1,69 | 3,08 | 3,19

Ordre d’exécution 8 9 10 11 12 13
Tache 3 3 1 1 2 2
Date de début 3,19 (3,28 | 3,50 | 3,58 | 4,34 | 4,38

Date de fin/interruption || 3,28 | 3,50 | 3,58 | 4,34 | 4,38 | 7,32

Table 3.27 — Séquence d’exécution des taches dans la borne inférieure de I’exemple 3.5

Sur la base de tout ce qui précéde, nous reconsidérons maintenant probléme (P14) dans sa forme
temps-réel. La procédure de décision en temps-réel est I’objet de la sous-section suivante.

3.6.5 Algorithme en temps-réel pour la résolution du probleme (P14)

Nous utiliserons, en plus de tout ce qui précéde, la proposition suivante dans la procédure de déci-
sion en temps-réel. Cette proposition nous permettra par la suite, comme dans les problémes (P11),
(P12) et (P13), de parler indifféeremment des entités ou des demandes de taches de maintenance sur
ces entités. La justification de cette proposition est analogue a celle de la proposition 3.3.1.3.

Proposition 3.6.5.1. En respectant le théoréme 3.6.1.2 avec la fonction PRTWFST, on respecte
aussi I’ordre d’arrivée des demandes de taches de maintenance sur une entité quelconque Ei.
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En d’autres termes, pour deux entiers my et mo tels que my < ma, le théoreme 3.6.1.2 permet de
programmer la m™™ tache sur £ avant la m5™®.

Ainsi, dans la suite de cette section, nous parlerons indifféeremment de sélection d’une tache
sur une entité que de sélection d’une entité. Dans la procédure temps-réel, nous utiliserons en plus
de la fonction PRTWFST, du théoréme 3.6.1.2 et de la proposition 3.6.5.1, la définition 3.3.1.4
d’urgence des taches.

Partant de tout ce qui précede, la procédure suivante est proposée pour une prise de décision en
temps-réel dans le probléme (P14).

Algorithme 3.6.5.2. Procédure en temps-réel OL-MTSA-WST

Au début de I’horizon de planification A (t = 0):

Déterminer les premiéres dates critiques sur chaque entité du systeme comme définies
dans la position du probléme.

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-dessous.

1. Considérer I’instant de décisiont (date de disponibilité au plus tét d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.

Relever le site S ou se trouve la ressource sélectionnée.
Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 5.

2. Déterminer le sous-ensemble i du systeme.

3. Sicard(‘k) > 1, alors I’ensemble de recherche S = ;.
Sinon § = {toutes les entités de tous les sites}.

4. Appliquer la procédure décrite dans I’algorithme AlgoOF-PRTWFST 3.6.2.1 a
I’ensemble §, pour sélectionner la tache a ordonnancer (nous supposons que cette
entité est Eiy).

Déterminer sa date de fin.
Déterminer la date de la prochaine tache sur I’entité ;x en question en ajoutant sa
quantité Tjx a sa date de fin.
Aller a I’étape 1.
5. Fin.

Proposition 3.6.5.3. Complexité

Si N’ est le nombre total de taches de maintenance entreprises sur I’horizon %4, alors la com-
plexité des procédures OL-MTSA-WST est en O (N’ (SReq Nk)z) :

La justification de cette proposition est analogue a celle de la complexité de la procédure OL-
MTSA-W dans la proposition 3.4.5.3.
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3.6.6 Résultats numériques

Expérimentations

Pour les expérimentations, nous reconsidérons le protocole d’expérimentation décrit dans la sous-
section 3.3.3 en considérant a présent les données relatives aux temps logistiques entre les sites,
et celles relatives aux poids des entités. Les conditions d’expérimentation ici sont les mémes que
celles de la section précédente, a part les poids des entités qui viennent s’y rajouter. Les résultats
sont résumés sur la figure 3.10, avec les mémes appellations des paramétres que dans la section
précédente, tout en sachant qu’ici, les codts des états critiques CMI et CMS correspondent aux
temps de réponses pondérés des taches de maintenance.

1 2
——CMIU
—+CMINU s
——CMSU o
- CMS-NU
10 16
14
Zoomin
§ 12
3 1
&
5
g6 08
5 06
4
04 .
8% 10 12 14% 16 18 0
2 \\\
0 . . .
% % % 8% 10 P! 14% |G 18 2
ntage de

—+-DMI-U
& DMI-NU
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—DMS-NU

Zoom-in

(a) Colt moyen de maintenance (en temps de ré-
ponse pondéré)

(b) Délai moyen d’intervention
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—+—TMDpR-U
% TMDpR-NU
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Pourcentage de ressources

(c) Temps moyen d’activité par ressource

(d) Nombre moyen de taches par ressource

Figure 3.10 — Résultats avec des poids inégaux et des temps logistiques importants
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Analyse des résultats

Les observations qui découlent des résultats dans cette configuration sont analogues a celles de
la sous-section 3.5.6. Pour davantage de détails sur cette configuration, le lecteur peut se référer a

[5]

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé les problemes de décision en temps-réel dans un processus
de maintenance dans un systeme distribué. Ces systemes distribués comprennent plusieurs sites,
chaque site étant composé d’entités réparables, et il y a général des temps logistiques considérables
entre ces différents sites. Nous avons considéré ce systeme distribué sous différentes configurations
qui sont des combinaisons des deux criteres suivants.

— Les différentes entités du systéme sont également ou inégalement pondérées. Les poids des
entités sont liés a des codts de maintenance par unité de temps relatifs a chacune de ces
entités, colts qui sont en général en relation avec la situation de ces entités dans le sys-
téme, par rapport a leur importance pour la réalisation d’une fonction particuliére, leur poids
économique, leur sensitivité, etc.

— Les temps logistiques entre les différents sites du systeme sont faibles, de fagon qu’on puisse
les assimiler a 0 dans I’évolution du systeme, ou bien trop importants pour qu’on puisse faire
d’hypothéses réductrices a ce propos. Il est naturel de considérer les temps logistiques im-
portants dans un systéme distribué. Mais les différents sites du systeme pourraient étre par
exemple regroupés sur un méme site géographique, ce qui aurait quelquefois pour consé-
guence de réduire les temps logistiques. Dans certaines de ces mesures, ces temps logis-
tiques peuvent devenir faibles. C’est dans cette optique que se place I’hypothése des temps
logistiques faibles.

Dans chacune de ces configurations et pour les besoins de la prise de décision en temps-réel
dans le processus de maintenance, nous avons considéré des criteres de décision localement opti-
maux sur des problemes localement statiques. Les développements nous ont conduits a des fonc-
tions pour I’optimalité locale suivant le critére de codt en jeu. Dans certains cas, les fonctions
donnant I’optimalité locale sont relatives a une seule des taches de maintenance a la fois et défi-
nissent des relations d’ordre dans I’ensemble de taches a chaque date de décision. Dans ces cas,
leur utilisation est moins difficile. C’est le cas lorsque les entités du systéme sont également pon-
dérées et que les temps logistiques entre les sites sont faibles. C’est aussi le cas lorsque les entités
sont également pondérées et que les temps logistiques entre les sites sont considérables, mais sy-
métriques d’un site a un autre. Dans les autres cas, les fonctions donnant I’optimalité locale ne
sont pas relatives a une seule tdche de maintenance a la fois. Dans ces cas, nous avons base leur
utilisation sur deux concepts que nous avons introduits dans ce chapitre. Ces deux concepts sont la
matrice de dominance des taches et le vecteur des forces des taches. A I’aide d’exemples illustra-
tifs simples, nous avons montré comment I’usage de ces concepts peut étre faite. 1ls peuvent méme
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étre facilement utilisés dans la résolution manuelle des problémes.

Dans tous les cas considéerés avec des entités pondérées ou non, avec des temps logistiques
considérables ou faibles, les regles de priorités d’optimalité locale sur lesquelles sont basés les
algorithmes dans les cas localement statiques, sont suivies de procédures de calcul de bornes infé-
rieures. En particulier, lorsque les temps logistiques sont considérables et dépendent de la séquence
d’exécution des taches, nous avons proposé une procédure de borne inférieure lorsque les taches
sont egalement pondérées. Cette procédure s’est révélée par la suite étre un cas particulier de la
procédure de borne inférieure que nous avons proposee lorsque les taches sont inégalement pon-
dérées. Ainsi, lorsque le probléme est un probléme statique de minimisation de temps de réponse
total (pondéré ou non) sur une ressource (*'single machine" en ordonnancement), avec des taches
(pondérées ou non), des temps logistiques dépendant de la séquence des taches (existant ou non), et
des dates d’occurrences (ou encore dates d’arrivee) inégales de taches, ces fonctions d’optimalité
locale, qui sont des propriétés de dominance, et les bornes inférieures peuvent permettre de dé-
velopper des méthodes exactes du type branch and bound pour ces problémes d’ordonnancement
statiques.

Dans tout ce chapitre, les taches de maintenance sur les entités sont supposées avoir des durées
d’exécution fixes connues qui sont leur MTTR. Par ailleurs, les événements critiques considéerés
sur les entites sont réduits au franchissement de seuils critiques sur les disponibilités de ces entités.
Le cas le plus présent ici est donc le cas de la maintenance préventive par rapport a I’évolution
de la disponibilité des entités du systeme. Les critéres de codt considérés sont principalement liés
au temps passé des etats critiques du systeme étudié. Mais il peut s’avérer que les criticités des
entités du systeme ne soient pas les seuls points en vue. D’autres codts peuvent étre liés a d’autres
caractéristiques comme, par exemple, des délais a respecter par les interventions de maintenance
dans le but de réduire certaines pertes spécifiques. Certains de ces aspects seront considérés dans
le chapitre 4 suivant.

Par ailleurs, les procédures décrites dans ce chapitre peuvent étre étudiées en simulation dans
les cas ou les durées des taches de maintenance sont plutét aléatoires et ou des pannes fortuites
interviennent dans le fonctionnement du systeme. Nous reviendrons la dessus dans le chapitre 5
pour comparer les différents résultats dans ce cas et en méme temps évaluer la robustesse de ces
approches.



Chapitre 4

Maintenance avec couts impliquant des
contraintes de délais

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé des approches pour la prise de décision en temps-
réel dans un processus de maintenance sur les systéemes distribués afin de maitriser des colts liés
notamment a des états critiques de ces systéemes. C’est I’une des principales préoccupations énumé-
rées dans les objectifs de ce travail. En genéral, les états critiques ne sont pas les seuls points noirs.
D’autres préoccupations existent dans des cas comme par exemple lorsqu’il y a des contraintes
additionnelles de délais a propos des interventions de maintenance. Ce chapitre est justement
consacré a certaines de ces autres préoccupations, notamment celles liées aux retards des taches
de maintenance en plus des états critiques ou a des colts de fréquences élevees ou de déficit de
maintenance. Les colts combinés des états critiques et des retards des tdches de maintenance se
rapportent a des critéres combinant les temps de réponse et les retards de taches de maintenance,
alors que les colts de sur-maintenance et de déficit de maintenance se rapportent a des criteres
combinant les avances et les retards de taches de maintenance. Tout ceci sera expliqué de fagon
détaillée dans la position du probleme.

Ce chapitre est composé comme suit. Dans la section 2, les deux types de préoccupation ci-
dessus seront spécifiés en détail dans la position du probléme. Ensuite, chacune de ces préoccupa-
tions sera considérée suivant la configuration du systeme distribué : lorsque les temps logistiques
sont faibles et lorsqu’ils sont non négligeables. Ainsi, dans la section 3, nous allons proposer des
approches pour la prise de décision en temps-réel pour le probléeme combiné des colts d’états cri-
tiques de retard des taches de maintenance mais avec des temps logistiques faibles entre les sites
alors que ce méme probléme avec des temps logistiques considérables sera pris en compte dans la
section 4. Apres cela, le probleme des colts dus a des avances et des retards des tdches de main-
tenance sera traité dans la section 5 avec des temps logistiques faibles entre les sites et dans la
section 6 avec des temps logistiques considérables entre les sites. Les principales conclusions de
ce chapitre seront tirées dans la section 7. Comme dans le chapitre précédent, les approches de
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prise de décision seront illustrées sur des exemples simples avant d’étre utilisees sur des systemes
de taille réelle et dans des conditions de fonctionnement réelles.

4.2 Position du probleme

Le probleme abordé dans ce chapitre se situe dans le méme cadre que celui du chapitre 3 mais
avec une contrainte additionnelle de délai sur les taches de maintenance. C’est un probleme de la
recherche de techniques appropriées pour I’allocation en temps-réel des ressources pour la réalisa-
tion des opérations de maintenance d’un systéme industriel distribué. L’étude porte sur un systéeme
formé d’un nombre donné de sites différents, chaque site étant composé d’entites réparables. Le
systeme dispose de ressources partagées par I’ensemble des sites. Le processus de maintenance est
abordé, tout comme dans le chapitre précédent, sur un horizon fini #. Les sites du systeme fonc-
tionnent de fagon indépendante ; les entités d’un site donné fonctionnent en série, ce qui implique
I’obligation de disponibilité de chaque entité d’un site donné pour le bon fonctionnent de celui-ci.

Les notations utilisées dans le chapitre 3 précédent sont toujours valables dans ce chapitre-ci.
En plus de ces notations qui sont N, M, Sk, Nk, Fik, Aik: Hik, Piks» Aik(t), H, Got(H), Gilk, Bik,
Yik; Oik, Tik, Mm.ik, Cm.ik, Wik €t Sk, nous introduirons quelques notations supplémentaires dans ce
chapitre telles que 03, o2, T2, T3, dm.ik, We, W, We, Go(H), G (), C3(H) et CY(#). De méme
que dans le chapitre précédent, les tdches de maintenance (préventive et curative) sont supposées
étre executees sans préemption. Les dates de remise en service d’une entité seront confondues
avec les dates de complétion des taches de maintenance. Les durées des taches de maintenance sur
les entités sont supposées constantes sur I’horizon de panification # et égales a leurs MTTR et
chaque intervention (tdche de maintenance) sur une entité renouvelle I’état de celle-ci. Par ailleurs,
tout comme dans le chapitre précédent, le nombre M de ressources est trés inférieur au nombre
total d’entités Zﬁllek dans le systeme (M << ZiNlek). Souvent, deux autres types de problemes
se posent et impliquent des contraintes de délais sur les taches de maintenance. Nous posons ces
deux types de probléemes dans les deux sous-sections qui suivent.

4.2.1 Probleme avec des colts d’états critiques et de retards

Dans le chapitre 3 précédent, il était question qu’une entité Ej, tombe en état critique lorsque sa
disponibilité Aj descend en dessous d’un seuil critique cxilk. En général, un autre type de probleme
se pose. Une entité en état critique, tant qu’elle n’est pas en panne, peut continuer de fonctionner
avec, bien sir, une dégradation de plus en plus poussee. Au dela d’un certain stade de dégradation,
il n’y a plus que des colts d’états critiques engendrés par le systeme. Il y a des codts supplémen-
taires dus notamment a des pertes excessives de production et a des actions supplémentaires de
maintenance (actions palliatives par exemple), etc. Ainsi, si nous reprenons le raisonnement ana-
logue a celui du chapitre 3, une entité Zjy est en état critique si sa disponibilité descend en dessous
du seuil critique al,. En dessous d’un deuxiéme seuil de disponibilité a2 (avec 0 < a2 < o} < 1),
elle engendre un co(t additionnel de retard de maintenance.
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Ainsi, pour une entité Ej qui a un comportement exponentiel, avec une disponibilité Ajx a
I’instant t renouvelée par une remise en service I’instant T

Aik(t—=T) = )\ikzl—kllik + )\ik):‘kllikexp[_()\ik + Uik) (t —=T)] (4.2.1)
elle tombe en état critique aprés une durée Tjx (relative au premier seuil cxilk). Un délai est alors
imposé sur la tache de maintenance qui se situe a une durée notée Tizk (relative au deuxiéme seuil
) de sa derniére remise en service, avec T4 > Tik. Les durées Tj; et T3 sont respectivement

définies, de la méme fagon que dans le chapitre 3, par

-1 Hik Hik
Tik = In|ad <1+—> ——] 4.2.2
& Aik + Hik [ I Aik Aik ( )

et

-1 Il'k) llik]
2 2 i
145 = Infag [1+— | —— 4.2.3
™ Nik + Wik [ 'k< ANk Ak (4.2.3)

Dans le cas la loi de Weibull, avec un taux de réparation pj constant sur I’horizon de planification
H pour une entité T, nous rappelons que la disponibilité a I’instant t, apres une mise ou une
remise en service a I’instant T est Aj(t — T) ou Ajk(t) s’exprime de la méme fagon que A(t) ci-
apres.

A(t) =exp (— [u.(t —-Y)+ (t%y) B] ) .{1 + Ho. /O%yexp (uox-i—xB) dx} (4.2.4)

Nous rappelons aussi que lorsque le paramétre de forme ik est supérieur ou égal a 1 (Bik > 1,

correspondant respectivement a la phase de vie stable de I’entité et a sa phase de vieillesse), la

fonction disponibilité A (t) est strictement décroissante et tend vers une limite Aj (o) telle que
Hik

(O < Ai(®) < Hik + Bik/Oik

que I’on ait I"égalité Ai(Tik) = o et une unique durée T2 telle que I’on ait I’égalité Ay (12) = az.

Tik et Tizk peuvent étre simulées a partir de la fonction disponibilité de I’entité Ej.

. Ainsi, pour une telle entité Eiy, il existe une unique durée T telle

Ainsi, si ¢y jk désigne la date de la mi€™e remise en service (confondue avec la date de complé-
tion de la m'®™Me tache de maintenance sur I’entité Z;y), il y aura occurrence d’état critique a la date
m+1,ik €t un délai sur la tache de maintenance a la date dm.1 ik, avec

Fmt1ik = Cm,ik -+ Tik €t O 1ik = Cm ik + T4 (4.2.5)
Le co(t total des états critiques et des retards de maintenance sur I’horizon de planification # est

alors
N Nk

C(H) = Z Zl Z ((Cm,ik — rm,ik) + max(O,cm,ik — dm,ik)) (4.2.6)
k=1i=

m/Fmik€H
Remarque 4.2.1.1. Si la situation est telle que les codts d’états critiques et de retard n’ont pas la
méme importance pour le systéme, ils peuvent étre inégalement pondérés respectivement par W
et W;. Dans ce cas, le colt total des états critiques et des retards sur I’horizon de planification sera
N Ny

GUH) =Y Zl > (Wr.(Cmik — Fm,ik) + W max(0,Cmik — dmik)) (4.2.7)
k=1i=1 \ m/ryieH

Chague intervention (tdche de maintenance) sur I’entité Zj, a une durée pjx qui est supposee,
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dans un premier temps, étre constante sur I’horizon de planification # et égale a son MTTR

1 X R . :
(”—) . Le probléme peut alors étre formulé comme suit:
ik

() : Minimiser le colt C2(#H) (ou C3'(H)) (le colt des états critiques et des retards de mainte-
nance sur I’horizon #) avec M ressources paralleles a performances identiques, partagées par
toutes les composantes du systéme, sachant que I’occurrence des événements intervient a tout mo-
ment sur I’horizon, avec des temps logistiques entre les différents sites du systeme, tout en gardant
au mieux les conditions Ay > ak..

Ce probléme, tout comme le probléme (1), est un probleme d’organisation en temps-réel. Le
temps logistique est sy entre deux sites Sk et S et ces temps logistiques dépendent de la sequence
d’exécution des taches de maintenance. Les ressources ont des performances identiques et le pro-
bléme est un probléme a ressources paralléles identiques. Sa résolution se fera en deux étapes,
suivant les configurations du systeme a savoir :

— Les temps logistiques entre les sites sont faibles ; nous I’appellerons probléme (P»1).
— Les temps logistiques entre les sites sont considérables ; nous I’appellerons probléme (P»2).

Avec un raisonnement analogue au chapitre précédent, le probléme (P,) a la propriété suivante
dans les deux cas de figure.

Proposition 4.2.1.2. Le probleme () est NP-difficile dans les deux cas de figure ci-dessus.

Les procédures de résolution se feront dans les sections qui vont suivre, mais avant d’aborder
la résolution, introduisons le deuxieéme type de probléme qui doit faire face a des contraintes de
délais dans la gestion en temps-réel de la maintenance.

4.2.2 Probléme avec des colts d’avances et retards

Outre le probleme impliquant la combinaison des codts des états critiques des entités et de retard
des taches de maintenance, un autre probléme impliquant des contraintes de delais dans la gestion
en temps-réel de la maintenance est le probléme relatif a la question de maintenance juste a temps
(JIT - Just In Time, en gestion de production). En général, il est souhaitable d’exécuter les inter-
ventions de maintenance a des dates bien données. Compte tenu des caractéristiques des systémes,
une maintenance préventive entreprise avant ces dates est une maintenance préventive entreprise
trop souvent, c’est-a-dire de la sur-maintenance. En revanche, passé ces dates c’est plutdt de la
maintenance entreprise pas assez souvent, autrement dit un déficit de maintenance.

Pour modéliser cet aspect du probléme, nous considérons toujours le systeme avec des sites
indépendants composés d’entités réparables et disposant des ressources communes pour la main-
tenance sur tous les sites. Pour une entité ‘i avec une fonction disponibilité Ajx, un seuil O(isk
représente le stade pour une maintenance idéale. Une maintenance préventive entreprise sur I’en-
tité Zi avant le seuil ai?’k engendre un co(t d’avance de maintenance. En revanche, une mainte-
nance préventive non accomplie au dela de ce seuil engendre un co(t de retard de maintenance.
Un tel probleme implique des pénalités d’avance et de retard (E/T - Earliness/Tardiness), mais
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tout comme les précédents, c’est aussi un probléme de gestion en temps-réel. Ainsi, une entité Ei,
mise en service ou remise en service a une date T, atteindra le seuil requis O(i?’k apres une durée
de T3. Les dates relatives a ces durées seront aussi, sans risque de confusion avec le cas de la
sous-section precédente, des délais (dm ik pour la meMe remise en service). Si I’entité Zj a une
disponibilité exponentielle, la durée Tﬁ’( sera obtenue, de fagon analogue aux précédentes 4.2.2 et
4.2.3, par I’expression 4.2.1 de la fonction disponibilité,

-1 Mik Hik]

3 3 i

g =—-Inlag (1+— | —— 4.2.8
™ Nik =+ Mik ['k< )\ik> Aik ( )

Pour une entité suivant une loi de Weibull, la durée Ti?’k sera simulée de la méme fagcon que les cas

précédents a partir de la fonction disponibilité A;x dans I’expression 4.2.4 et du seuil aﬁ’(.

Le codt globale des avances et des retards de maintenance sur I’horizon de planification # sera
alors

N Ny
G(H) = Z Zl (max(0,Cm ik — dmik) + Max(0,dm ik — Cm,ik)) (4.2.9)
K=1i=1 \ m/dmjke s
soit
N Nk
G(H) =3 Z > [Cmik— dmik] (4.2.10)
k=1i=1 \ m/dm ke

Remarque 4.2.2.1. La situation peut étre telle que les colts d’avance et de retard n’aient pas
la méme importance pour le systeme, ils peuvent alors étre inégalement pondérés respectivement
par W, et W;. Dans ce cas, le codt total des avances et retards de maintenance sur I’horizon de
planification # sera

N Nk

G(H) =73 Z > (We.max(0,Cm,ik — dm,ik) +Wi. max(0,dm ik — Cmix)) | (4.2.11)
k=1i=1 \ m/dmje

Le probléme peut alors étre formulé comme suit :

(P3) : Minimiser le colt G3(#H) (ou G3'(#)) (le colt des avances et des retards de maintenance
sur I’horizon #) avec M ressources paralléles a performances identiques, partagées par toutes
les composantes du systéme, sachant que I’occurrence des evénements intervient a tout moment
sur I’horizon, avec des temps logistiques entre les différents sites du systeme.

Nous reviendrons sur ce probléme plus tard dans des cas ou des fenétres temporelles sont im-
posées pour les interventions de maintenance préventive. Mais dans ce chapitre, nous considérons
que, compte tenu des contraintes de production, une entité Ejx remise en service a la date T pour
la (m— l)ieme fois ne peut subir d’intervention de maintenance préventive avant une date ry i, liée
a une durée Tijk. Nous traiterons ce probléme, comme le précédent, suivant deux configurations a
savoir :

— les temps logistiques entre les sites sont faibles ; nous I’appellerons probleme (2s;),
— les temps logistiques entre les sites sont importants ; nous I’appellerons probleme (Psy).

Il faut noter que dans la présente formulation, il s’agit de dates requises pour des interventions
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optimales de maintenance préventive. Mais au lieu de dates optimales, il pourrait s’agir de fenétres
de temps optimales pour des interventions de maintenance préventive. Ce serait alors un probleme
d’avance et retard de maintenance avec fenétres horaires. Mais ici, nous considérons plutot des cas
ou il s’agit de dates. Une extension de la procédure obtenue pourra se faire pour le cas des fenétres
horaires.

Proposition 4.2.2.2. Le probléme (3) (aussi bien avec le colt C3(#) que C§' (#)) est NP-difficile
dans les deux cas de figure ci-dessus.

En effet prenons le probléme (P3) avec le colt C3'(#) dans sa forme la plus simple (P31),
dans une situation statique (ou toutes les informations sur les tdches sont connues dés le début
du processus) et avec une ressource unique. Lorsque We = 0 et W; = 1, cela revient en ordonnan-
cement de la production a un probléme d’ordonnancement de taches sur machine unique pour la
minimisation du retard total, avec des dates d’occurrence ou dates d’arrivée inégales des taches
(n/1/ri/ 3y max(0,Ci —di)). Ce probléme est NP-difficile (voir par exemple dans [43] et [45]).
Ainsi, le probleme (Ps1) avec le colt Cy'(H) est NP-difficile.

Pour le probleme localement statique avec le colt C3(H), il est aussi NP-difficile (voir par
exemple dans [71]). Le probléme (P3) est donc NP-difficile avec les deux types de codts et sous
toutes ses formes.

Sous une version pondeérée, lorsque toutes les taches ont une méme date d’occurrence, Ow et
Morton [123], d’une part, et Liaw [103], d’autre part, ont développé deux regles de dominance qui
ont été adaptées par Valente et Alves [157], [158] dans une heuristique et une branch and bound
pour le probléme statique avec des dates d’occurrence inégales des taches. La procedure que nous
proposerons pour le probleme en temps-réel reposera sur une relation d’optimalité locale prenant
aussi en compte les dates d’occurrence inégales des taches de maintenance.

Maintenant, nous considérons les approches de résolution des problémes (?.) et (P3). La sec-
tion suivante considére le probleme () sous sa configuration (1) ou les temps logistiques entres
les sites sont faibles.

4.3 CoUts d’etats critiques et retards avec des temps logistiques faibles

Nous abordons dans cette section le probléeme (P»1) qui est la premiére configuration du probléme
(®). Il s’agit de résoudre le probleme d’organisation en temps-réel de la maintenance sur le sys-
téme distribué spécifié dans la position du probléme afin de minimiser, sur un horizon fini #, le
colt G (H) (resp. Gy (#)) des états critiques des entités du systeme et des retards des taches de
maintenance tel qu’exprimé dans I’expression 4.2.6 (resp. 4.2.7) et ce, avec une configuration du
systeme telle que les temps logistiques entre les différents sites soient faibles et assimilés a 0. Ce
co(t est une combinaison de deux codts : le colt des temps de réponse pour les taches de main-
tenance (si nous reprenons le terme utilisé dans le chapitre précédent) et celui d0 a leurs retards.
Ces deux codts sont normalement a minimiser chacun de son cété. Cependant dans la théorie de
I’optimisation multi-critéres, il est souvent procédé, dans de pareilles situations, a la minimisation
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de I’un des colts sous la contrainte que le second soit inférieur a une borne fixée. 1l est aussi pro-
cédé a une optimisation du type Paréto. On considére encore une combinaison des différents colts
a optimiser. C’est dans ce troisieme cas de figure que se retrouvent les colits Co(#H) et ' (H).

Le probléme (P,1), comme nous I’avons dit plus haut, est NP-difficile. C’est aussi un pro-
bléme de gestion en temps-réel. Comme dans le chapitre 3, les décisions se feront localement sur
des problémes localement statiques, avec des options de décision localement optimales. Les dé-
veloppements ultérieurs se feront principalement sur la base du colt C2(#). Nous allons donc
considérer, dans le probleme statique, un ensemble de n taches (disponible ou a venir) dont on
connait les caractéristiques, a ordonnancer sur une ressource a un instant t. Les développements
sur ce probléme localement statique sont I’objet de la sous-section ci-apres.

4.3.1 Le probléme statique et les regles de décision

Soit donc un ensemble de n taches (disponible ou a venir) dont on connait les caractéristiques,
a ordonnancer sur une ressource a un instant t. Chaque tache i a une date d’occurrence r; (qui
differe d’une tache a une autre), une durée d’execution p; et un délai dj. Les taches sont exe-
cutées sans préemption. L’objectif est de minimiser leur colt combiné de temps de réponse et
de retard par rapport aux délais d; (Z[_,((ci—ri) +max(0,ci—d;))), ou sous forme pondérée
(2 (Ws.(ci — ri) +W;.max(0,ci — dj))) ou c; est la date de complétion de la tache i. Dans I’op-
tique de la résolution de ce probleme localement statique, posons la définition suivante.

Définition 4.3.1.1. A tout instant t, la fonction FTR (Flow-time and Tardiness Rule) est définie
pour un couple de taches (i, j) comme suit :
FTR(i,j,t) = max[PRTF(i,t),Qx(i, j,t)] +max[PRTT (i,t),Q2(i, j,t)] (4.3.1)
avec
PRTF(i,t) = 2max(ri,t) + pi,
PRTT (i,t) = max(rj,t) + max(max(ri,t) + pi,di),
Q1 (i, J,t) = max(ri,t) +max(rj,t)
Qaz(i, j,t) = max(max(ri,t),di — pi) +max(max(rj,t),dj — pj).

Dans ce chapitre, nous utiliserons encore la relation de dominance d’une tache sur une autre
et la notion de force des taches telles que définies dans le chapitre 3. Avec cette définition de la
fonction FTR, le théoreme ci-apres est vérifié.

Théoreme 4.3.1.2. Soit une paire de taches {i,j} a ordonnancer a la fin d’une séquence partielle
de taches Tt par rapport au colt (Z,((ci—ri)+max(0,ci—di))). A tout instant t, i < j si et
seulement si

FTR(i,j,t) < FTR(j,i,t) (4.3.2)

Preuve. Latache ia les parametres rj, pj et dj. La tache j a les parametres rj, pj et d;.

En ordonnancant les taches i et j a I’instant t a la fin de la séquence partielle 1T, notons Cjj le
colt additionnel engendré en ordonnancant i directement avant j et Cji celui en ordonnangant
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directement j avant i. Alors si on pose Rj = max(ri,t) et Rj = max(rj,t),ona

Cij = {[Ri+ pi —ri] + [max(Ri + pi — di,0)]} + {[max(Ri + pi,R}) + pj — rj] + [max(max(Ri + pi,R;)

+pj—dj,0)]}

et

Cji = {[Rj+pj—rj]+[max(Rj + pj — dj,0)[} + {[max(R;j + pj,Ri) + pi — ri] - [max(max(R; + pj,
Ri) + pi — di,0)]}.

Ainsi,

Cij—Cji= {[Ri+ pi —ri] + [max(R;j + pi — di,0)] } + {[max(R; + pi,Rj) +pj— rj] + [max(max(Ri+
Pi.Rj) + P —dj,0)t = {[Rj+ pj — rj] + [max(Rj + pj — dj,0)]} — {[max(Rj + pj,Ri)
+ pi — ri] + [max(max(R; + pj,Ri) + pi — di,0)]}
= {[Ri+ pi — ri] + [max(Ri + pi,R;j) + pj — rjl} + {[max(Ri+ pi — d;,0)] + [max(max(Ri+
pi.Rj) + pj —dj, 0]} — {[Rj+ pj — ril + [max(Rj + pj,Ri) + pi — ri]} — {[max(R; + p;
—d},0)] + [max(max(R;+ pj,Ri) + pi — di,0)]}.
Or, en introduisant la fonction PRTF dans [42], Chu a montré (avec I’expression ci-dessus de Q1)
que
[Ri+ pi — ri] + [max(Ri + pi — di,0)] = max(PRTF (i,t),Qa(i, j,t)) + (pi+ pj) — (ri+r;j)
et avec la fonction PRTT dans [43] il a montré que
max(R;j+ pi —d;i,0) +max(max(Ri+ pi,Rj) + pj —d;,0) = max(Qij,PRT T (i,t) + (pi+ pj)) — (di+dj)
ou
Qij = max(Rj+ pi,di) + max(R;j + pj,d;)
= max(Ri,d; — pi) +max(Rj,dj — pj) + (pi + Pj)

= Qa(i,J,t) + (pi+ pj)-
avec I’expression ci-dessus de Q. Ainsi, on a

max (R + pi — d;,0) + max(max(Ri + pi,Rj) + pj — d;,0) = max(Q2(i, j,t),PRTT (i,t)) + (pi+ pj)—
(di+dj).
En utilisant ces différentes égalités, on a donc
Cij —Cji = max(PRTF(i,t),Qu(i, j,t)) +max(Q2(i, j,t),PRTT (i,t)) — max(PRTF (j,t),Qu(i,j,t))
—max(Qaz(i, j,t),PRTT(i,t))
=FTR(i,jt) — FTR(j,i;t)
D’ou i < j sietseulementsi FTR(i,j,t) < FTR(}],i,t). O

Remarque 4.3.1.3. La fonction FTR définit une régle de priorité d’optimalité locale pour le colt
exprimé comme somme du temps de réponse total et du retard total. Cette regle ne définit pas une
relation d’ordre total dans I’ensemble des taches a une date de décision, mais elle peut étre utilisée
avec la matrice de dominance et le vecteur des forces définis dans le chapitre précédent.

Remarque 4.3.1.4. Il faut noter que si le codt est exprimé comme une somme pondérée du temps
de réponse et du retard, avec le temps de réponse pondéré par Wi et le retard pondéré par W;,
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alors le théoreme 4.3.1.2 est toujours valable en remplacant la fonction FTR par celle qui suit
FTRW (i, j,t) = Ws.max(PRTF(i,t),Q1(i, j;t)) +We.max(PRT T (i,t),Q2(i, j 1) (4.3.3)
Ainsi, tous les développements ultérieurs sont toujours valables avec cette nouvelle fonction.

Le principe de base de I’utilisation des fonctions FTR et FTRW, du théoréme 4.3.1.2 et des
concepts antérieurement définis, est dans la sous-section suivante.

4.3.2 Algorithme de base

Dans cet algorithme de base, nous considérons un ensemble de n tadches dont on connait les ca-
ractéristiques. Chaque tache i a une date d’occurrence rj, une durée d’execution p; et un délai d;.
L’objectif de leur ordonnancement est de minimiser la combinaison linéaire de leur temps de ré-
ponse et de leur retard. La procédure ci-dessous est destinée au probleme statique ou localement
statique.

Algorithme 4.3.2.1. Principe de base du FTR et du FTRW : AlgoOF-FTR, AlgoOF-FTRW
Cas d’une ressource (M =1)

A tout instant t ou la ressource est disponible ou libérée, les étapes suivantes permettent
la prise de décision. La tache la plus prioritaire est sélectionnée a la fin de ces étapes et
est ordonnancée. Toutes ces étapes sont répétées jusqu’a la derniére tache.

1. Construire I’ensemble § = {toutes les taches non encore ordonnancées}.

2. Calculer FTR(i,j,t) (ou FTRW(i,j,t) selon le cas) pour tous les couples de taches
(i,j) dans S.

3. Calculer la matrice de dominance Q dans .

4. Calculer le vecteur des forces (f;) dans .

5. Déterminer le sous-ensemble S’ des taches ayant la plus grande force dans .
S+ S
Tant que card(S)>1, aller a I’étape 4.

Dans cette procédure, la matrice des valeurs de la fonction FTR (resp. FTRW) et la matrice de
dominance sont calculées une seule fois a chaque date de décision. Quand on réduit I’ensemble
de recherche de la tdche a ordonnancer, les restrictions de ces matrices & ce nouvel ensemble
sont considérées. Seul le vecteur des forces des taches change lorsqu’on change d’ensemble de
recherche.

Remarque 4.3.2.2. Comme les autres algorithmes, I’algorithme 4.3.2.1 peut aussi étre adapté
dans le cas de ressources paralléles avec un nombre M de ressources supérieur ou égale a deux.
Dans ce cas, I’instant t de décision est la date de disponibilité au plus t6t d’une ressource. S’il y a
plusieurs ressources disponibles a cette date, la ressource sélectionnée est celle ayant le plus petit
indice parmi elles. Le choix des taches se fait suivant les mémes étapes que précédemment.
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La proposition suivante donne la complexité de I’algorithme AlgoOF-FTR (resp. AlgoOF-
FTRW). La démonstration de cette proposition est analogue est celle de I’Algorithme AlgoOF-
PRTWEF dans la proposition 3.4.3.3 du chapitre 3.

Proposition 4.3.2.3. L’algorithme AlgoOF-FTR (resp. AlgoOF-FTRW) basé sur le principe de la
fonction FTR (resp. FTRW), de la matrice de dominance et du vecteur des forces a une complexité
en O(n3) si n est le nombre de taches a ordonnancer.

Avant de passer a des exemples simples d’illustration de ces procédures de base, puis a son
utilisation dans la procedure de déecision en temps-réel dans le processus de maintenance, une borne
inférieure du codt exprimé en fonction du temps de réponse et du retard des taches de maintenance
(dans la procédure statique et sur une machine unique) est donnée ci-apres.

4.3.3 Borne inférieure du colt de temps de réponse et de retard dans le cas
statique

La borne inférieure est évaluée sur une ressource avec la préemption permise des taches. Elle utilise
la regle SPRT (Shrotest Remaining Processing Time) et une borne inférieure développée par Chu
dans [43] pour les pénalités de retard en présence de date d’occurrence inégales des taches, et qui
utilise des délais modifiés. La borne inférieure (LB-FTP) est obtenue suivant les étapes qui suivent.

Résumé de la borne inférieure LB-FTP

1. Déterminer la suite (df, d5, ...d}}) des délais des taches triés dans I’ordre croissant (délais
modifiés).

2. Ordonnancer les taches, avec préemption autorisee, suivant la regle SRPT.

Alors, les quantités
n n
i;(C[i] — i) + i;max(c[i] —d;,0))

et
n n

Wrs. Zl(Cm - r[i]) +W. Zimax(C[i] - dll,O))
p— i=

1
ou [i] est la tache complétée a la i*™ position et Cp;) sa date de complétion, sont des bornes in-

férieures des colts exprimés respectivement comme somme et somme ponderée du codt di aux
temps de réponse et aux retards. Ceci est dd au fait que la regle SRPT fournit une borne inférieure
du temps de réponse en présence de date d’occurrence inégales des taches et qu’en plus, comme I’a
montré Chu dans [43], les délais modifiés combinés a la regle SRPT donnent une borne inférieure
du codt de retard en présence de dates d’occurrences inégales des taches.
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4.3.4 Exemple 4.1 : illustration simple de la procédure AlgoOF-FTR

Nous n’illustrons que la procédure avec la fonction FTR (donc dans les cas ou W = W; = 1).
Lorsque ce n’est pas le cas, I’illustration de la procédure avec la fonction pondérée FTRW se fait
de la méme fagon.

Pour I’illustration de cette procédure, nous reprenons I’instance dans I’exemple 3.1 du cha-
pitre 3. Et dans cette instance, les poids des taches sont remplacés par leur délais. L’instance de
I’exemple 3.1 est ainsi représenté sur le tableau 4.1 ci-apres.

L [ 112 [3[4]5 ]
Date d’occurrence (rj) || 1,14 | 254 | 3,28 | 1,18 | 0,28
Durée d’exécution (p;) || 0,76 | 2,94 | 0,22 | 0,51 | 2,03
Délai (d;) 1,98 [ 5,78 | 352 | 1,74 | 2,51

Table 4.1 — Instance de I’exemple 4.1 pour les fonctions FTR et FTRW

A ladate t = 0, la matrice des valeurs de la fonction FTR est dans le tableau 4.2.

dij—] 1 [ 2 [ 3 [ 4[5 |
1 = [ 774 | 894 | 616 | 6,16
2 | 1634 - | 1634 16,34 | 1634
3 | 1358 |1358| - | 13,58 | 1358
4 579 | 7,79 | 899 | - | 5719
5 | 538 | 614 | 734 | 538 | -

Table 4.2 — Valeurs de la fonction FTR at = 0 dans I’exemple 4.1

La matrice de dominance et le vecteur des forces qui s’en suivent sont alors dans les tableaux
4.3 et 4.4 respectivement.

[Vii—[1]2]3[4]5]

1 -1111(0|0
2 0(-10]0|0
3 0(1(-]0/0
4 1(1|1}-/0
S) 11111 -

Table 4.3 — Matrice de dominance at = 0 dans I’exemple 4.1

| Tachei [1][2[3[4][5]
|Force fi[[2][0]1]3]4]

Table 4.4 — Vecteur des forces des taches at = 0 dans I’exemple 4.1

La tache 5 est alors sélectionnée. Le lecteur peut procéder de la méme maniére en laissant a
chaque fois les taches déja ordonnancées jusqu’a ce que la derniéere tache soit ordonnancée. La
séquence d’exécution des taches est alors représentée sur le tableau 4.5, avec un colt combiné
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moyen de temps de réponse et de retard égal a 2,95. La borne inférieure de cet exemple fournie par
la procédure LB-FTP est 2,42.

Ordre d’exécution 1 2 3 4 5
Tache 5 4 1 3 2
Date de début 0,28 1231|282 3,58]3,80
Date de fin 2,31 (282|358 |3,80|6,74

Table 4.5 — Séquence d’exécution des taches de I’exemple 4.1

Aprés ces options de prise de décision dans la probléme localement statique avec des temps
logistiques faibles entre les sites, nous reconsidérons maintenant probleme (1) dans sa forme
temps-réel.

4.3.5 Algorithme en temps-réel pour la résolution du probléme ()

Dans la procédure de prise de décision en temps-réel, nous utiliserons les différents développe-
ments ci-dessus. En outre, la proposition suivante nous permettra par la suite de parler indiffé-
remment, tout comme dans les précédents probléemes, des entités que des demandes de taches de
maintenance sur ces entités.

Proposition 4.3.5.1. En respectant le théoréme 4.3.1.2 avec la fonction FTR ou avec la fonction
FTRW, on respecte aussi I’ordre d’arrivée des demandes de taches de maintenance sur une entité
quelconque Zix. En d’autres termes, pour deux entiers mp et my tels que my < my, le théoreme
4.3.1.2 permet de programmer la m®™ tache sur % avant la misme.

La justification de cette proposition est analogue a celle de la proposition 3.3.1.3 dans le cha-
pitre 3. Il suffira pour cela de considérer une entité quelconque Zjx, deux entiers m1 et my tels que
m1 < my (avec deux taches sur Eix supposées avoir la méme durée d’exécution), de considérer que
les dates d’occurrence des taches et les délais sont telles que rm, ik < Fms,ik, Amy,ik < dm,,ik et de
comparer les valeurs de la fonctions FTR.

Nous parlerons donc indifféremment dans la suite de cette section, de sélection d’une tache sur
une entité que de sélection d’une entité. Dans la procédure temps-réel, nous utiliserons au besoin,
en plus de la fonction FTR, du théoreme 4.3.1.2 et de la proposition 4.3.5.1, la définition de taches
urgentes introduite dans 3.3.1.4.

Sur la base de tout ce qui précéde, la procédure suivante est proposée pour une prise de décision
en temps-réel dans le probleme (P>1).
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Algorithme 4.3.5.2. Procédure en temps-réel OL-MTSA-FTP

Au début de I’horizon de planification A (t = 0):

Déterminer les premiéres dates critiques et les premiers délais de maintenance préventive
sur chaque entité du systtme comme définis dans la position du probléme.

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-apres.

1. Considérer I’instant de décision t (date de disponibilité au plus t6t d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.

Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 5.

2. Déterminer le sous-ensemble T du systéme.

3. Sicard(‘k) > 1, alors I’ensemble de recherche § = ;.
Sinon § = {toutes les entités de tous les sites}.

4. Appliguer la procédure décrite dans 4.3.2.1 (AlgoOF-FTR ou AlgoOF-FTRW) a
I’ensemble S, pour sélectionner la tache a ordonnancer (supposons que cette entité
est Zix).

Déterminer sa date de fin.
Déterminer la date de la prochaine tache et le délai sur I’entité Zj en question en
ajoutant respectivement sa quantité T, et rﬁ( a sa date de fin.
Aller a I’étape 1.
5. Fin.

La proposition suivante donne la complexité de cette procédure de décision en temps-réel pour
le processus de maintenance dans le cadre du probléme (P»1).

Proposition 4.3.5.3. Complexité

Si N’ est le nombre total de taches de maintenance entreprises sur I’horizon #, alors la com-
plexité de la procédure OL-MTSA-FTP est de I’ordre de N’ (3}, Nk)z.

La justification de cette proposition est analogue a celle de la complexité de la procédure OL-
MTSA-W dans le chapitre 3.

Quelques tests numériques et analyses sur cette procédure en temps-réel sont I’objet de la sous-
section suivante, avant d’aborder la configuration (P»2) du probléme (%) qui prend en compte
I’existence de temps logistique non negligeables entre les sites. Les conditions d’expérimentation
des procédures en temps-réel pour la maintenance dans ce chapitre sont décrites ci-apres.

4.3.6 Protocole d’expérimentation

Cette sous-section présente les conditions dans lesquelles les procédures décrites dans ce chapitre
ont été expérimentées. Les tests numériques sur les approches présentées dans cette section et
dans celles qui vont suivre ont été effectués sur des données aléatoirement générées. Les données
présentées ici vont étre utilisées dans I’ensemble des sections de ce chapitre.
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Les données représentant les taux de défaillance (Ajk) et de réparation (Uix) des entités sont
celles utilisées dans le chapitre 3. Sur la base des taux de réparation, le temps moyen d’une tache
de maintenance sur chaque entité i (MT Pj) dans le systeme est évalué comme étant son MTTR.
Les premiers seuils critiques de disponibilité (aﬁ() sont utilisés dans les mémes conditions que
dans le chapitre 3. Les durées Tjx sont alors évaluées sur la base de la fonction disponibilité et
de ces seuils de disponibilité. Au lieu du second seuil (cxizk) relatif aux delais sur les taches de
maintenance, nous avons généré les durées T;Zk qui sont les durees depuis la complétion d’une tache
de maintenance sur I’entité E;x (supposées étres confondues aux dates de remise en service de cette
entité), jusqu’au délai sur la tache de maintenance suivante sur cette méme entité. Pour obtenir ces
durées Tizk, nous avons géneré des variables aléatoires €j, uniformes entre [0.25, 0.5]. Ensuite, la
durée Tizk est exprimée comme Tizk = Tik + Mtpik + €ik-Mtpik. La différence entre ces délais et les
dates d’occurrence des taches est représentée sur la figure 4.1(c).

Pour la configuration du systéme distribué (qui sera explicitement considéré comme tel dans la
suite de ce chapitre), nous reconsidérons la configuration décrite dans le chapitre 3. Nous considé-
rons donc un ensemble de sites sur lesquels la répartition des entités par site est uniforme discrete
entre 20 et 80 entités par site (avec une moyenne de 50 entités par site). Par ailleurs, les temps
logistiques entre les différents sites du systéme, temps logistiques qui seront explicitement pris en
compte dans la suite, et que nous reconsidérerons explicitement dans la suite, sont pris suivant des
valeurs absolues de la loi normale. Les figures 4.1 résument les distributions des données réels
obtenues dans les générations et telles qu’utilisées dans ce chapitre.

Comme dans le chapitre 3, les programmes sont toujours écrits en langage C et testés sur
une station de travail Compaq AlphaServer ES40 DEC6600 opeérant sous le systeme UNIX avec
2048 MB de mémoire RAM. Les tests sont tous entrepris sur un horizon # de 365 jours (une
année). Dans cette section comme dans les suivantes, les approches développées sont toujours pro-
grammées en deux versions. La premiere version prend en compte la regle d’optimalité locale en
addition avec le concept d’urgence des taches de maintenance. Dans une deuxiéme version, seule
la régle d’optimalité locale est utilisée pour la prise de décision en temps-réel dans le processus
de maintenance. De cette facon, les parametres représentant les résultats sont toujours suivis d’un
suffixe: U si le concept d’urgence est utilisé dans la prise de décision et NU dans le cas contraire.

Les résultats des expérimentations pour le probleme (P»1) (sans les temps logistiques), sur la
base de ces données, sont representés et analysées dans la sous-section suivante.

4.3.7 Résultats numériques

Expérimentations

Les résultats présentés portent sur un systeme comprenant 500 entités au total. Les temps logis-
tiques entre les sites étant faibles a ce niveau, ces entités sont considérées toutes ensemble formant
un bloc. Comme dans le chapitre précédent, nous avons fait varier le nombre de ressources de main-
tenance entre 2% et 20% du nombre total d’entités, et ce nombre de ressources varie donc entre 10
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Figure 4.1 — Distribution des donnes utilisées du systeme a maintenir avec les delais
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et 100 ressources. Les résultats sont représentés en fonction de cette proportion du nombre d’enti-
tés que représente le nombre de ressources. La synthése de ces résultats est présentée sur la figure
4.2.

Dans ces resultats, les parametres DMI et DMS sur la figure 4.2(b), TMTpR sur sur la figure
4.2(e) et NMIpR sur la figure 4.2(f) ont les mémes significations que dans le chapitre précédent.
En revanche, le colt dépendant de deux aspects du systeme, les paramétres CMI-EcR sur la figure
4.2(a) représentent le colt moyen combineé des états critiques et des retards relevés sur les taches
de maintenance effectivement entreprises sur I’horizon # des 365 jours alors que comme dans le
chapitre précédent, CMS-ECR représente son correspondant sur I’ensemble du systeme. Ces colts
sont alors décomposés sur les figures 4.2(c) et 4.2(d). Sur la figure 4.2(c), le colt moyen CMS-
EcR est décomposé en CMS-Ec (sa composante due uniquement aux états critiques) et CMS-R
(sa composante due uniquement aux retards). De méme sur la figure 4.2(d), le cot moyen CMI-
EcR est décomposé en CMI-Ec (sa composante uniquement due aux états critiques) et CMI-R (sa
composante due uniguement aux retards). Tous ces parametres sont suivis de I’extension U lorsque
le concept d’urgence est utilisé et NU dans le cas contraire.

Analyse des résultats

Sur les figures 4.2(a), 4.2(b), 4.2(e) et 4.2(f), les mémes observations se font que dans la section
3.3.4 du chapitre 3 a part I’échelle de colt moyen sur la figure 4.2(a) due au fait que ces colts
sont composeés, en plus des états critiques, des retards des taches de maintenance. Sur la figure
4.2(c), on voit que (avec I’utilisation du concept d’urgence des taches) les colts dus aux retards
des taches (aussi bien sa restriction aux taches entreprises que sur le systeme tout entier) s’annulent
en méme temps que les délais d’interventions s’annulent & partir de 11% de ressources. A partir
de ce moment, les colts dus aux états critiques se stabilisent aussi, ce qui n’est pas le cas sans
I’utilisation de I’urgence des taches (voir sur les figures 4.2(c) et 4.2(d)). Pour cause de concision,
nous inviterons le lecteur a consulter par exemple [4] pour davantage de détails sur cette approche.

Nous passons maintenant a ce méme probleme avec des temps logistiques non négligeables
entre les sites du systéme.

4.4 CoUts d’états critiques et retards avec des temps logistiques considérables

L’hypothése de temps logistiques faibles, considérée dans le probléme (P»1) est maintenance re-
laxée dans cette section-ci. Nous considérons ici le probléme (%) dans sa configuration (?»2). Les
généralités du probléme (P»2) sont les mémes que celles de la section précédente. Le critére de
co(t considéré est toujours une combinaison du co(t des états critiques des entités et des retards
des taches de maintenance Co(H) (resp. C;'(#)) comme dans I’expression 4.2.7 (resp. 4.2.7). Ce
codt est toujours considéré sur un horizon fini #/. En revanche, la configuration du systéme est
telle que les temps logistiques entre les différents sites sont tres importants et ne peuvent pas étre
sujets a des hypotheses réductrices.
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Ainsi, le probléme () consiste a minimiser le colt combiné des états critiques des entités
(correspondant au temps de réponse des taches de maintenance) et des retards des taches sur I’ho-
rizon H avec des temps logistiques considérables entre les différents sites. Ces temps logistiques
peuvent étre symétriques ou non d’un site a un autre. Comme nous I’avons relevé plus haut, le pro-
bléme (P»,) est NP-difficile et c’est un probléme de gestion temps-réel des taches de maintenance.
Pour permettre une décision adéquate a chaque instant, nous ferons des développements pour tirer
des options de décisions localement optimales pour le critére de colt Co(#) (resp. G5 (#)) sur
des problémes localement statiques. Pour le probléme statique, nous allons donc considérer un en-
semble de n taches (disponible ou a venir) dont on connait les caractéristiques, a ordonnancer sur
une ressource a un instant t. La sous-section suivante est dédiée au probleme statique.

4.4.1 Le probléme statique et les régles de décision

Considerons un ensemble de n taches (disponibles ou a venir) dont on connait les caractéristiques,
qu’il faut ordonnancer sur une ressource. Chaque tache i a une date d’occurrence rj, une du-
ree d’exécution p; et un delai dij. Un temps logistique sjj est requis depuis la fin de la tache i
vers la tache j suivante. Si une tache i est exécutée en premiere position, alors elle est précé-
dée d’un temps logistique Sgi ou la tache 0 est une tache fictive dont la date de complétion est
apparentée a la date initial de debut de I’ordonnancement. Les temps logistiques sjj dépendent
de la séquence des taches. Par ailleurs, a la fin d’une tache i, le temps logistique sjj vers une
autre tache j peut étre exécuté avant méme la date d’occurrence de cette derniére tache. L’ob-
jectif est de minimiser la somme des temps de réponse des taches et de leur retard par rapport a
leur délais (=_, ((ci — ri) +max(0,ci — d))), ou de facon plus générale leur combinaison convexe
(Z{‘:l(wf (€ —ri) +We.max(0,c; — di))). Pour cela, définissons la fonction suivante.

Définition 4.4.1.1. A tout instant t ol une tache k est complété, la fonction FTRS (Flow-time-
Tardiness Rule with Setups) est définie pour un couple de taches (i, j) comme suit:

FTRS(i, j,k,t) = max[PRT FST (i, j,k,t),Qs(i, j,k,t)] + Qa(i,k,t) +max[Qs(}),Qs(i, j,k,t)] (4.4.1)
avec
PRTFST (i, j,k,t) = 2max(ri,t +ski) + pi + Sij,
Qa(i, j,k,t) = max(ri,t +si) +rj,
Qa(i,k,t) = max[max(rj,t + ski),di — pil,
Qs(i) = max(ri,d; — pi)
Qe(i, j;k,t) = max(ri,t + ski) + pi + Sij-

Avec cette fonction, le théoréme suivant est vérifié.

Théoréme 4.4.1.2. Soit Ttune séquence partielle de tache terminée a un instant t par une tache k.
Pour tout couple de taches (i, j) a ordonnancer a la date t, i < j si et seulement si

FTRS(i, j,kt) < FTRS(j,ik,t) (4.4.2)

Preuve. Latache i a les paramétres rj, pi, dj et un temps logistique si; a partir de la fin de la tache
k. Latache j a les parametres rj, pj, dj et un temps logistique si; a partir de la fin de la tache k. Le
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temps logistique de la tache i vers la tache j est sjj est celui de j versi est sji. Ces temps logistiques
peuvent étre symétriques ou pas.

En ordonnancant les taches i et j a I’instant t & la fin de la séquence partielle 1T, notons Ci"j le
colt additionnel engendré en ordonnangant i directement avant j et C'j‘i celui en ordonnancant
directement j avant i. Alors, si on pose RX = max(ri,t + si;) et R'J? = max(rj,t +sj), nous avons

C = {[RE+ pi — ri] + [max(R¥ + pi — di,0)] } + {[max(R¥ + pi +ij,rj) + pj — rj] + [max(max(R¥+

pi +Sij,rj) + pj—dj,0)]}
et

Cl = {[RS+ pj — rj]+ [max(R§ + pj — d,0)]} + {[max(RY+ pj +s;ji,ri) + pi — ri] + [max(max(R¥+
P +Sji.ri) + pi —di,0)]}.
Et ainsi, ona
CH; —C% = {[R + pi — ri] + [max (R + pi — di,0)]} + {[max(Rf + pi +5ij,rj) + pj — rjl+
[max(max(R¥+ pi +ij,r) + pj — dj,0)} = {[R§+ pj — rj] + [max(R¥ + p; — d;,0)]}
— {[max(R§ + pj +s;ji,Fi) + pi — ri] + [max(max (R + pj +s;i,ri) + pi — di,0)]}
= {[R¥+ pi — ri] + [max (R + pi + sij,rj) + pj — 1y}
+{[max(R¥ + pi — di,0)] + [max(max(R{' + pi +sij,rj) + pj — d;,0)]}
—{[R+ pj — 1] + [max(RY + pj +ji,ri) + pi — ri]}
- {[max(R'j +pj—d;,0)]+ [max(max(R'jJr Pj+Sji,ri) + pi — di,0)]}
=S+ T —Ff - T§
(4.4.3)
ou
Fif = {[R¥ + pi — ri] + [max(Ri' + pi +sij,rj) + pj — rjl}
F = {[R+ pj — rj] + [max(RX + p; + sji,ri) + pi — ri]}
Ti¥ = {[max(RY + pi — d;,0)] + [max(max(R¥ + pi +sij,rj) + pj — d;,0)]}
T¥ = {[max (R + pj —d;,0)] + [max(max(R¥ + p; + sji,ri) + pi — i,0)]}.
Or, d’une part
R = [RY -+ pi — ri] + [max(R¥ + pi +ij.rj) + pj — 1]
= R+ max(R + pi +5ij.rj) + (pi + pj) — (ri+T))
= max(R¥ + RE+ pi +5ij,R¥ + 1)) + (pi + pj) — (ri + 1)
= max(2R{ + pi +ij,R¥ +1j) + (pi+ pj) — (ri+1)).
et, d’autre part
Tif = [max(Ri + pi — d;,0)] + [max(max(RY + pi +sij,rj) + pj — d;,0)]
= [max (R di — pi) + pi — di] + [max(max(R{ + pi +sij.rj),dj — pi) + pj — d}]
= max(R{',d; — pi) + max(max(Rf + pi +sij,rj),dj — pi) + (pi + pj) — (di] +d))
= max (R, d; — pi) + max(Ri + pi+sij;max(rj,dj — pi)) + (pi+ pj) — (di] +dj).-
Donc

Fi'}— Fj"i = max(2R¥+ pi +sij,RE + 1)) —max(2R'J?+ Pj +sji7R|J$_|_rj)
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et

T — Tf = [max(R¥,di — pi) +max(RY + pi +sij,max(rj,dj — pi))] — [max(RY,dj — pj) + max(Rs + p;
+sji,max(ri,di —pi))]-

Ainsi, I’égalité 4.4.3 devient

Cikj _Clj(i = [max(2R + p; +3ij;R|i(+ rj) — max(2R'j+ Pj +Sji,R'}+ ri)) + [max(R¥,d; — pi) + max(R¥
+ pi +sij,max(rj,dj — pi))] — [max(R'j,dj —pj)+ max(R'j + pj + sji,max(ri,di — pi))]

= [max(2RX + pj +sij,RE 4+ rj) + max(RE,di — pi) + max(R + pi + sij,max(rj,dj — pi))]—

[max(2R'}+ Pj +sji,R'J‘+ ri) +max(R'j,dj - pj)+ max(R'J‘+ Pj + sji,max(ri,di — pi))]

(4.4.4)

En utilisant la définition 4.4.1.1 de la fonction FTRS, I’égalité 4.4.4 est alors la méme que
CK —CN =FTRS(i,j.kt) — FTRS(j,i,k.t) (4.4.5)
Ainsi, 'onai < j si et seulement si FTRS(i, j,k,t) < FTRS(}j,i,k,t) O

Remarque 4.4.1.3. Si le codt est exprimé comme une somme pondérée du temps de réponse et du

retard, avec le temps de réponse pondéré par Wi et le retard pondéré par W;, alors le théoréme

4.4.1.2 est toujours valable en remplacgant la fonction FTRS par celle qui suit

FTRSW (iajakvt) :Wf- maX[PRT FST (Ia jakat) 7Q3(iaj7k7t)] +WI-Q4(iakat) +Wt max[Q5(j)7Q6(i7j7kat)]
(4.4.6)

Ainsi, tous les développements ultérieurs sont encore valables.

La relation de dominance définie par la fonction FTRS (resp. FTRSW) n’est pas une relation
d’ordre total dans I’ensemble des taches a une date de décision. L utilisation des fonctions FTRS
et FTRSW se fera sur la base de la matrice de dominance et du vecteur des forces des taches.
L’algorithme de base de leur utilisation est I’objet de la prochaine sous-section.

4.4.2 Algorithme de base

Algorithme 4.4.2.1. Principe de base du FTRS et du FTRWS : AlgoOF-FTRS, AlgoOF-FTRSW
Cas d’une ressource (M =1)

A tout instant t ou la ressource est disponible ou libérée apres la complétion d’une tache
k, les étapes suivantes permettent la prise de décision. La tache la plus prioritaire est
sélectionnée a la fin de ces étapes et est ordonnancée. Toutes ces étapes sont répétées
jusgu’a la derniére tache.

1. Construire I’ensemble .§ = {toutes les taches non encore ordonnancées}.

2. Calculer FTRS(i, j,k,t) (ou FTRSW (i, ]j,k,t) selon le cas) pour tous les couples de
taches (i,]) dans S.

3. Calculer la matrice de dominance Q dans .

4. Calculer le vecteur des forces (f;) dans .
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5. Déterminer le sous-ensemble §’ des taches ayant la plus grande force dans .
S+ S
Tant que card(S)>1, aller a I’étape 4.

On notera que dans cette procédure, a chaque date de décision, la matrice des valeurs de la
fonction FTRS (resp. FTRSW) et la matrice de dominance sont calculées une seule fois. Quand
on reduit I’ensemble de recherche de la tdche a ordonnancer, les restrictions de ces matrices a ce
nouvel ensemble sont considérées. Seul le vecteur des forces des taches change lorsqu’on change
d’ensemble de recherche.

Remarque 4.4.2.2. Cet algorithme 4.4.2.1 peut aussi, comme les autres, étre adapté dans le cas
de ressources paralléles avec un nombre M de ressources supérieur ou égale a deux. Dans ce cas,
I’instant t de décision est la date de disponibilité au plus tét d’une ressource. S’il y a plusieurs
ressources disponibles a cette date, la ressource sélectionnée est celle ayant la plus petite indice
parmi elles. Le choix des taches se fait suivant les mémes étapes que précédemment.

La complexité de I’algorithme AlgoOF-FTRS (resp. AlgoOF-FTRSW) est donnée dans la pro-
position suivante. La démonstration de cette proposition est analogue est celle de I’Algorithme
AlgoOF-PRTWEF dans la proposition 3.4.3.3 du chapitre 3.

Proposition 4.4.2.3. L’algorithme AlgoOF-FTRS (resp. AlgoOF-FTRWS) basé sur le principe de
la fonction FTRS (resp. FTRSW), de la matrice de dominance et du vecteur des forces a une
complexité en O(n3) si n est le nombre de taches a ordonnancer.

Dans cette configuration, la question d’une borne inférieure est une question ouverte. Avant
de passer a la procédure temps-réel pour le probléeme (%»2), nous illustrons dans la sous-section
suivante le principe d’utilisation des fonctions FTRS et FTRSW.

4.4.3 Exemple 4.2 : illustration de la procédure AlgoOF-FTRS

Nous n’illustrons que la procédure avec la fonction FTRS, celle de la fonction FTRSW revenant a
la méme chose. Pour cet exemple 4.2, nous reprenons I’instance de I’exemple 4.1 dans le tableau
4.1. Nous complétons cette instance par les temps logistiques. Nous considérons pour cela le ta-
bleau 3.21 de temps logistiques non symétriques dans I’exemple 3.5 du chapitre 3. L’instance de
I’exemple 4.2 est donc représentée sur les deux tableaux 4.6 et 4.7.

L [ 112 [3[4]5 ]
Date d’occurrence (r;) || 1,14 | 2,54 | 3,28 | 1,18 | 0,28
Durée d’exécution (p;) || 0,76 | 2,94 | 0,22 | 0,51 | 2,03
Délai (d;) 198 | 578 | 352 | 1,74 | 2,51

Table 4.6 — Instance de I’exemple 4.2 pour les fonctions FTRS et FTRSW

A partir de ces données, les tableaux permettant la prise de décision a I’instant t = 0 vont étre
représentés. A I’instant t = 0, la tache terminée est la tache fictive 0. La matrice des valeurs de
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dhi»] 1 [ 2 [ 3] 45|

| 0 ]038]070]020[297]0,71|
1 - 1046[0,27]1,69]0,48
2 028 - [032[081]0,86
3 071153 - [043]0,19
4 053029171 - [1,59
5 0,28 [ 0,04 [0,09]026 | -

Table 4.7 — Matrice des temps logistiques s;j; dans I’exemple 4.2 avec la fonction FTRS

la fonction FTRS, la matrice de dominance et le vecteur des forces des tiches a cette date sont
respectivement représentés dans les tableaux 4.8, 4.9 et 4.10.

dij—] 1 [ 2 [ 3 [ 4[5 |
1 [ 774 | 894 | 954 | .12
2 | 1690 - | 1698 17,96 | 18,06
3 | 1500|1664 | - | 1444|1396
7 | 1396|1348 |1632| - | 1608
5 | 746 | 7,04 | 800 | 7.42 | -

Table 4.8 — Valeurs de la fonction FTRS at = 0 dans I’exemple 4.2

lij—»[1]2]3[4]5]

1 -111111)1
2 0(-10]0|0
3 0(1(-]1/0
4 0(1|0 0
5 0Oj1/1|1]-

Table 4.9 — Matrice de dominance at = 0 dans I’exemple 4.2

| Tachei [[1][2]3]4]|5]
|Force fi [4]0[2]1]3]

Table 4.10 — Vecteur des forces des taches at = 0 dans I’exemple 4.2

La tache sélectionnee a la date t = 0 sur la base du vecteur des forces des taches est alors la
tache 1. Les autres décisions de I’exemple 4.2 sont représentées dans le tableau 4.11 et la séquence
d’exécution des taches est dans la tableau 4.12. Le co(t moyen combiné de temps de réponse et de
retard des taches est alors de 5,458.

Aprés ces considérations sur le probléme localement statique, nous reconsidérons maintenant
le probléme (P»,) dans sa forme temps-réel sur la base de tout ce qui précéde.
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Instant de décision (t) 1,90 4,41 4,72 | 5,66
Tache complétée 1 5 3 4
Ensemble des taches {2,3,4,5} | {2,3,4} | {2,4} | {2}
Taches sélectionnée 5 3 4 2
Date de début (apres set-up) 2,38 4,50 515 | 5,95

Table 4.11 — Autres décisions dans I’exemple 4.2 pour la fonction FTRS

Ordre d’exécution 1 2 3 4 5
Tache 1 5 3 4 2
Date de début 1,14 | 2,38 | 4,50 | 5,15 | 5,95
Date de fin 1,90 | 4,41 | 4,72 | 5,66 | 8,89

Table 4.12 — Séquence d’exécution des taches de I’exemple 4.2

4.4.4 Algorithme temps-réel pour la résolution du probleme (7,,)

En plus de tout ce qui précéde, nous allons utiliser la proposition suivante dans la procédure en
temps-réel. Cette proposition nous permettra par la suite, tout comme dans les précédents pro-
blémes, de parler indifféremment des entités que des demandes de taches de maintenance sur ces
entités.

Proposition 4.4.4.1. En respectant le théoréme 4.4.1.2 avec la fonction FTRS (et aussi avec la
fonction FTRSW), on respecte aussi I’ordre d’arrivée des demandes de taches de maintenance sur
une entité quelconque ‘Eix. En d’autres termes, pour deux entiers mp et m tels que mp < mo, le
théoréme 4.4.1.2 permet de programmer la mi®™ taches sur i avant la misme,

La justification de cette proposition est analogue a celle de la proposition 3.3.1.3 dans le cha-
pitre 3. Il suffira pour cela de considérer une entité quelconque Ejx, deux entiers mq et my tels que
m1 < my (avec deux taches sur Eix supposées avoir la méme durée d’exécution) et un temps lo-
gistique nul entre les deux taches, de considérer que les dates d’occurrence des taches et les délais
sont tels que I'm ik < Fm,,ik, Omy,ik < dm,. ik €t de comparer les valeurs de la fonction FTRS.

Ainsi, dans la suite de cette section, nous parlerons indifféeremment de sélection d’une tache sur
une entité que de sélection d’une entité. Dans la procédure temps-réel, nous utiliserons, en plus de
la fonction FTRS, du théoreme 4.4.1.2 et de la proposition 4.3.5.1, la définition 3.3.1.4 d’urgence
de taches de maintenance.

En se basant sur tout ce qui précéde, la procédure suivante est proposée pour une prise de
décision en temps-réel dans le probléme (Py).

Algorithme 4.4.4.2. Procédures temps-réel OL-MTSA-FTPS

Au début de I’horizon de planification # (t = 0):

Déterminer les premiéres dates critiques et les premiers délais de maintenance préventive
sur chaque entité du systtme comme définis dans la position du probléme.

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-dessous.
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1. Considérer I’instant de décisiont (date de disponibilité au plus tét d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.

Relever le site S ou se trouve la ressource sélectionnée.
Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 5.

2. Déterminer le sous-ensemble i du systéme.

3. Sicard (k) > 1, alors I’ensemble de recherche S = 4.
Sinon § = {toutes les entités de tous les sites}.

4. Appliguer la procédure décrite dans 4.4.2.1 (AlgoOF-FTRS et AlgoOF-FTRSW) a
I’ensemble §, pour sélectionner la tache a ordonnancer (nous supposons que cette
entité est Eiy).

Déterminer sa date de fin.
Déterminer la date de la prochaine tache et le délai sur I’entité Zj en question en
ajoutant respectivement sa quantité T, et T;Zk a sa date de fin.
Aller a I’étape 1.
5. Fin.

Proposition 4.4.4.3. Complexité

Si N’ est le nombre total de taches de maintenance entreprises sur I’horizon %4, alors la com-
plexité de la procédure OL-MTSA-FTPS est de I’ordre de N/ ($N_; Ny).

La justification de cette proposition est analogue a celle de la complexité de la procédure OL-
MTSA-W dans le chapitre 3.

La sous-section suivant montre quelques résultats d’expérimentations et analyse sur le pro-
bléme () avec des temps logistiques importants entre les différents sites, sur la base de tous les
développements ci-dessus.

4.4.5 Résultats numériques

Expérimentations

Pour les expérimentations, nous reconsidérons le protocole d’expérimentation décrit dans la sous-
section 4.3.6 avec a présent les données relatives aux temps logistiques entre les sites. Les résultats
d’expérimentation montrés ici sont relatifs, comme dans le chapitre précédent, a un ensemble de 10
sites. Le nombre moyen d’entités par site étant de 50, le nombre moyen d’entités dans le systeme
composé des 10 sites est de 500 entites. Mais le nombre réel d’entités par site est aléatoire uniforme
entre 20 et 80, et le nombre réel d’entités dénombrées dans le systeme des 10 sites est de 441
entités. Les résultats sont représentés sur la figure 4.3. Sur les figures 4.3(a), 4.3(b), 4.3(c) 4.3(d)
et 4.3(f), les parameétres ont les mémes significations que dans la section précedente alors que sur
la figure 4.3(e), ils ont la signification des temps d’utilisation par ressource dans les cas de temps
logistiques considérables dans le chapitre précedent.
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Figure 4.3 — Résultats des colts d’états critiques et de retards avec des temps logistiques impor-
tants
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Analyse des résultats

Pour les figures 4.3(a), 4.3(b), 4.3(c) et 4.3(d), les observations sont analogues a celles la section
précédente a part le fait : que la convergence des co(ts sur les tdches de maintenance effectivement
entreprises sur I’horizon et ceux sur le systeme tout entier (lorsque le concept d’urgence est utilisé)
se réalise a 11% de ressources au lieu de 10% pour la configuration précédente ; que les délais
moyens ne s’annulent pas apres la convergence des deux types de codts. Pour les figures 4.3(e)
et 4.3(f), les observations sont analogues a celles de la sous-section 3.5.6 du chapitre 3. Pour
davantage de détails, le lecteur peut se référer a [6] par exemple.

Nous abordons maintenant le second type de probléme qui met en jeu des contraintes de délai
sur les taches de maintenance. Ce probléme qui implique des pénalités d’avance et de retard des
taches de maintenance est le probleme (423). Nous I’aborderons dans les deux sections qui suivent.
Dans la section ci-apreés, le probleme (P3) est considéré dans sa configuration (Ps1) avec des temps
logistiques faibles entre les différents sites du systeme.

4.5 Codts d’avances et retards avec des temps logistiques faibles

Considérons maintenant le probleme (3) qui implique des codts des avances et des retards des
taches de maintenance comme expliqué dans la position du probléme dans la sous-section 4.2.2. Le
colt G3(#H) (resp. C3'(H)) dans I’expression 4.2.9 (resp. 4.2.11) est d aux avances et aux retards
des taches de maintenance par rapport a des dates requises et doit étre minimisé sur I’horizon fini
. Dans cette section, nous intéressons au probleme (?3) dans sa configuration (P3;) avec des
temps logistiques faibles (et donc assimilés a 0) entre les différents sites.

Comme réveélé plus haut, le probleme (Ps31) est, comme les problemes (P»1) et (P»2), NP-
difficile et c’est un probléme d’organisation en temps-réel des taches de maintenance. Nous com-
mencerons donc par des développements localement optimaux sur des problémes localement sta-
tiques afin de trouver des outils pour la prise de décision a tout instant sur I’horizon # dans I’op-
tique de minimiser le colt C3(#H) ou C3'(#) de fagon plus générale. Nous allons donc considérer
un ensemble de n taches dont ont connait les caractéristiques, a ordonnancer a un instant donné sur
une ressource. La sous-section suivante est dédié au probleme statique.

4.5.1 Le probléme statique et les regles de décision

Soit donc un ensemble de n taches (disponible ou a venir), dont on connait les caractéristiques, a
ordonnancer sur une ressource a un instant t. Chaque tache i a une date d’occurrence rj (qui différe
d’une tache a une autre), une durée d’exécution p; et un délai d;. Les taches sont exécutées sans
préemption. Contrairement a ce qui se passe dans les problemes (P21) et (P22), les délais ici ne sont
pas simplement a ne pas dépasser. En fait, une tache i terminée avant sa date d; engendre un co(t
d’avance et, apres dj, elle engendre un codt de retard. L’ objectif est donc de minimiser leur colt
combiné des avances et des retards par rapport aux délais d; (=]_, (max(0,d; — ¢;) + max(0,ci — di))),
ou de facon plus générale (Zinzl(We.max(O,di —Ci) +Wi.max(0,c; — di))) qui est une combinaison
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convexe de ces deux co(ts, ou c; est la date de complétion de la tache i. Dans les développements
qui vont suivre, le colt (=, (max(0,d; — ci) + max(0,ci — d;))) sera principalement considéré. Po-
sons donc la définition suivante dans I’optique de la résolution du probléme statique.

Définition 4.5.1.1. A tout instant t & la fin d’une séquence partielle de taches, la fonction ETR
(Earliness-Tardiness Rule) est définie pour une paire de taches {i, j} comme suit :

ETR(i,j,t) = |max(ri,t) + pi — di| + |max(max(ri,t) + pi,rj) + pj — d;| (4.5.1)
On a alors le théoréeme suivant :

Théoreme 4.5.1.2. Soit un ensemble de taches a ordonnancer sur une ressource afin de minimiser
le colit des avances et retards (Z}_; (max(0,d; — ¢;) + max(0,ci — d;))) en présence de dates d’oc-
currence inégales des taches. Soit une séquence partielle de tache 1tterminée a une date t. Pour
tout couple de taches (i, ]) et par rapport au co(t ci-dessus, i < j si et seulement si

ETR(,jt) <ETR(j,it) (4.5.2)

Preuve. La tache i a les parameétres rj, p; et d; (qui sont respectivement sa date d’occurrence, sa
durée d’exécution, et sa date d’échéance qui est la date d’achévement pour un cot minimum). De
méme, la tache j a les parametres rj, pj et dj. La date de decision est t.

En ordonnancant les taches i et j a I’instant t a la fin de la séquence partielle 1T, notons Cﬁ le
colt additionnel engendré en ordonnancant i directement avant j, et Cf’i celui en ordonnangant

directement j avant i. Posons a la date t Rj = max(r;,t) et Rj = max(rj,t). Nous avons alors
C2 —C% = (JRi+ pi —di| + [max(Ri+ pi,rj) + pj —dj|) — (|Rj + pj — dj| +
Imax(Rj + pj.ri) + pi —dil)
Ainsi, Cﬁ < Cf’i si et seulement si
(IRi + pi — dif + [max(Ri + pi,rj) + pj — dj|) < (IRj + pj —dj| +[max(Rj + pj,ri) + pi — dif)

Une simplification de cette inégalité aurait été préférable mais en son absence, nous I’utilise-
rons sous cette forme. Avec la matrice de dominance, cela est possible. Ainsi, avec I’utilisation de
la fonction ETR dans la définition 4.5.1.1, i < j si et seulement si ETR(i, j,t) < ETR(},i,t) O

Il faut noter qu’avec I’usage de la matrice de dominance et du vecteur des forces des taches
introduits dans le chapitre 3, lorsqu’il est possible de déduire d’un colt une regle d’optimalité
locale prenant en compte a chaque fois une seule tache (comme I’est par exemple la fonction
PRTF), c’est toujours préférable. Cependant, dans le cas ou cela n’est pas possible, ces matrices
de dominance et ces vecteurs de forces des taches permettent I’usage de régles moins simples.
C’est ce qui nous permet de traiter les différents cas abordés jusqu’ici.

Remarque 4.5.1.3. Le codt pourrait étre exprimé comme une somme pondérée des pénalités
d’avance et du retard, avec I’avance pondérée par W, et le retard pondéré par W;. Dans ce cas, le
théoreme 4.5.1.2 est toujours valable en remplacant la fonction ETR par la suivante

ETRW (i, j,t) = We.|max(ri,t) 4+ pi — di| +W;.max(max(ri,t) 4 pi,rj) + pj — dj| (4.5.3)
Tous les développements ultérieurs sont alors toujours valables.



116 4.5. Colts d’avances et retards avec des temps logistiques faibles

Remarque 4.5.1.4. Si le co(t minimal pour la tche i est atteint sur une tranche horaire [e;,d;]
plutdt qu’a une date précise dj, on peut remplacer la régle ETR par max(ej — (R + pi),0) +
max((Ri+ pi) — d;,0) + max(ej — (max(Ri+ pi,rj) + pj),0) + max((max(Ri+ pi,rj) + pj) — dj,0)
ou Rj = max(ri,t) et Rj = max(rj,t). Les procédures decrites ici peuvent alors étre toujours utili-
sées.

Une borne inférieure du codt des avances et des retards en présence de dates d’occurrence
inégales des taches pourrait étre obtenue en combinant la borne inférieure du retard en présence
de date d’occurrence inégales utilisée dans le probléme (P»1) avec une borne inférieure possible
du codt des avances en presence de dates d’occurrence inégales des taches. Le principe de base de
I’utilisation de la fonction ETR est donné dans ci-apres.

4.5.2 Algorithme de base

Ce principe de base est d’abord fait pour une ressource.
Algorithme 4.5.2.1. Principe de base du ETR et du ETRW : AlgoOF-ETR, AlgoOF-ETRW
Cas d’une ressource (M =1)

A tout instant t ou la ressource est disponible ou libérée, les étapes suivantes permettent
la prise de décision. La tache la plus prioritaire est sélectionnée a la fin de ces étapes et
est ordonnancée. Toutes ces étapes sont répétées jusqu’a la derniére tache.

1. Construire I’ensemble § = {toutes les taches non encore ordonnancées}

2. Calculer ETR(i, j,t) (ou ETRW (i, ,t) selon le cas) pour toutes les paires de taches
I, jdans S.

3. Calculer la matrice de dominance Q dans .

4. Calculer le vecteur des forces (f;) dans .

5. Déterminer le sous-ensemble S’ des taches ayant la plus grande force dans .
S+ S
Tant que card(S)>1, aller a I’étape 4.

Remarque 4.5.2.2. Cet algorithme 4.5.2.1 peut aussi, comme les autres, étre adapté dans le cas
de ressources paralléles, avec un nombre M de ressources supérieur ou égal a deux. Dans ce cas,
I’instant t de décision est la date de disponibilité au plus tét d’une ressource. S’il y a plusieurs
ressources disponibles a cette date, la ressource sélectionnée est celle ayant le plus petit indice
parmi elles. La sélection des taches se fait suivant les mémes étapes que précédemment.

La complexité de I’algorithme AlgoOF-ETR (resp. AlgoOF-ETRW) est donnée dans la pro-
position suivante. La démonstration de cette proposition est analogue est celle de I’Algorithme
AlgoOF-PRTWEF dans la proposition 3.4.3.3 du chapitre 3.

Proposition 4.5.2.3. L’algorithme AlgoOF-ETR (resp. AlgoOF-ETRW) basé sur le principe de la
fonction ETR (resp. ETRW), de la matrice de dominance et du vecteur des forces a une complexité
en O(n3) si n est le nombre de taches & ordonnancer.
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Pour ce probléme statique, Valente et Alves [157] ont adapté des bornes inférieures (a partir de
problemes ou les taches ont les mémes dates d’occurrence) en utilisant des bornes inférieures pour
la pénalité d’avance et des bornes inférieures des pénalités de retard. Avant de passer a I’utilisation
de ces régles pour le probléme, nous allons les illustrer.

4.5.3 Exemple 4.3 illustrant la procédure AlgoOF-ETR

A cause de la ressemblance d’utilisation entre les fonctions ETR et ETRW, nous n’illustrons que
la procédure avec la fonction ETR. Pour I’illustration de cette procédure avec la fonction ETR,
nous considérons I’instance de I’exemple 4.1 avec la fonction FTR. Mais ici, le colt d’avances et
de retards des taches est considéré alors que dans I’exemple 4.1, le colt de temps de réponse et de
retard était I’objet. L’instance de cet exemple 4.3 est donc la méme que sur le tableau 4.1.

La matrice des valeurs de la fonction ETR, la matrice de dominance et le vecteur des forces
des taches a I’instant t = 0 sont représentés respectivement sur les tableaux 4.13, 4.14 et 4.15.

diji—o | 1 ]2 [ 3] 4]5 ]

1 - 10,38|0,10| 0,75 | 1,50
2 456 | - |248|4,55]5,;30
3 230|068 | - |229]|3,04
4 052]035|007| - |1.26
5 1,291 050022 | 128 | -

Table 4.13 — Valeurs de la fonction ETR at = 0 dans I’exemple 4.3

Vii—[1]2]3[4]5]

1 -1111(0|0
2 0(-10]0|0
3 0(1(-]0/0
4 1(1|1]-|1
S) 11110 -

Table 4.14 — Matrice de dominance at = 0 dans I’exemple 4.3

| Tachei [1]2]3]4]5]
|Force fi[[2[0]1]4]|3]

Table 4.15 — Vecteur des forces des taches at = 0 dans I’exemple 4.3

La tache 4 est sélectionnée a cette date. Les autres décisions se font de la méme fagon en ne
considérant a chaque decision que les taches non encore ordonnancées. La séquence d’exécution
des taches dans I’exemple 4.3 est alors représentée sur le tableau 4.16 avec un cot moyen combiné
des avances et retards des taches égal a 1,25.

Tous ces outils vont étre maintenant utilisés dans la procédure temps-réel pour le probléeme
(P31).
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Ordre d’exécution 1 2 3 4 5
Tache 4 1 3 5 2
Date de début 1,18 | 1,69 | 3,28 | 3,50 | 5,53
Date de fin 169|245 | 3,50 | 5,53 | 8,47

Table 4.16 — Séquence d’exécution des taches de I’exemple 4.3 avec la fonction ETR

4.5.4 Algorithme en temps-réel pour la résolution du probleme (P31)

Nous reconsidérons maintenant le probléme (31) dans sa forme temps-réel. Tout comme dans
les précédents problémes, nous parlerons indifféremment dans la procédure en temps-réel de cette
section, de selection d’une tache sur une entité ou de sélection de I’entité elle-méme. Dans cette
procédure temps-réel, nous utiliserons, en plus de la fonction ETR et du théoreme 4.5.1.2, la
définition 3.3.1.4 de taches urgentes dans le chapitre 3.

Sur la base de tout ce qui précéde, la procédure suivante est proposée pour une prise de décision
en temps-réel dans le probleme (P31).

Algorithme 4.5.4.1. Procédure en temps-réel OL-MTSA-ETP

Au début de I’horizon de planification A (t = 0):

Déterminer les premiéres dates critiques et les premiers délais de maintenance préventive
sur chaque entité du systeme comme définis dans la position du probleme.

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-apres.

1. Considérer I’instant de decision t (date de disponibilité au plus tét d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.

Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 5.

2. Déterminer le sous-ensemble T du systéme.

3. Sicard (k) > 1, alors I’ensemble de recherche § = ;.
Sinon § = {toutes les entités de tous les sites}.

4. Appliguer la procédure décrite dans 4.5.2.1 (AlgoOF-ETR et AlgoOF-ETRW) a
I’ensemble §, pour sélectionner la tache a ordonnancer (nous supposons que cette
entité est Eix).
Déterminer sa date de fin.
Déterminer la date de la prochaine tache et la date suivante de maintenance de
colt minimal de Eix en question en ajoutant respectivement sa quantité T, et Tﬁ( a
sa date de fin.
Aller a I’étape 1.

5. Fin.

La proposition suivante donne la complexité de cette procédure temps-réel.

Proposition 4.5.4.2. Complexité
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Si N’ est le nombre total de taches de maintenance entreprises sur I’horizon #, alors la com-
plexité de la procédure OL-MTSA-FTP est de I’ordre de N’ (3}, Nk)z.

La justification de cette proposition est analogue a celle de la complexité de la procédure OL-
MTSA-W dans le chapitre 3.

Des résultats d’expérimentation sont présentés ci-apres sur cette configuration du probléme
(P31)-

4.5.5 Résultats numériques

Expérimentations

Les expérimentations sont conduites dans les mémes conditions que dans la section 4.3. Les ré-
sultats portent sur un systeme comprenant 500 entités au total. Les temps logistiques ne sont pas
considérés et les entités du systéme sont prises en bloc. Nous avons fait varier le nombre de res-
sources de maintenance entre 2% et 20% du nombre total d’entités et ce nombre de ressources
varie donc entre 10 et 100 ressources. Les résultats sont représentés en fonction de cette propor-
tion du nombre d’entités que représente le nombre de ressources. La synthese de ces résultats est
présentée sur la figure 4.4.

Les paramétres des figures 4.4(b), 4.4(e) et 4.4(f) ont les mémes significations que dans la
section 4.3. Par contre, comme ici le colt dépend des avances et des retards des taches de mainte-
nance, les paramétres CMI-AR sur la figure 4.4(a) representent le colt moyen combiné des avances
et des retards relevés sur les taches de maintenance effectivement entreprises sur I’horizon # des
365 jours alors que CMS-AR représente son correspondant sur I’ensemble du systeme. Ces deux
colts moyens sont décomposes sur les figures 4.4(c) et 4.4(d). Sur la figure 4.4(c), le colt moyen
CMS-AR est décompose en CMS-A (sa composante due uniquement aux avances) et CMS-R (sa
composante due uniquement aux retards). De méme sur la figure 4.4(d), le colt moyen CMI-AR
est décomposé en CMI-A (sa composante uniguement due aux avances) et CMI-R (sa composante
due uniquement aux retards). Comme dans les cas précédents, tous ses paramétres sont suivis de
I’extension U lorsque le concept d’urgence est utilise et NU dans le cas contraire.

Analyse des résultats

Pour les figures 4.4(b), 4.4(e) et 4.4(f) nous allons toujours renvoyer a la sous-section 3.3.4 du
chapitre 3.

Sur les courbes 4.4(a) et 4.4(b) on peut faire diverses observations. La convergence des co(ts
moyens CMI et CMS (courbes 4.4(a)) en utilisant le concept d’urgence des taches de maintenance,
est realisée comme c’était le cas dans les sections antérieures autour de 10% de ressources. Avant
la convergence des colts CMI et CMS (point 10% de ressources), la composante du colt moyen
due aux retards (sur le systéme tout entier) est la composante principale du codt (voir 4.4(c)). La
composante du codt due aux avances des taches de maintenance étant tres faible, la composante
due aux retards est alors trés proche du colt moyen global.
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Figure 4.4 — Résultats des codts d’avance et de retards avec des temps logistiques faibles
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Mais apres le point de convergence (10% de ressources), le colt di aux retards s’annule en
méme temps que les délais d’intervention s’annulent. Et donc a partir de ce point de convergence
(symbolisant un nombre minimal de ressources nécessaires suivant la taille et la configuration du
systeme), le systeme ne souffre plus (avec le concept d’urgence des taches) de colts dus aux retards
des taches de maintenance. On avait déja observé ce fait dans le cas des colts d’états critiques et
des retards, avec des temps logistiques faibles.

Dans ce cas aussi, le colt engendré sur le systeme lorsque le concept d’urgence des taches
n’est pas utilisé est toujours bien supérieur au cas contraire. Mais on ne se serait pas douter de cela
au début, vu que I’'urgence des taches est définie par rapport aux états critiques et non par rapport
aux avances et retards des taches de maintenance. Tout cela signifie que le concept d’urgence est
un outil qu’il est nécessaire de combiner aux approches de prise de décision en temps-réel dans le
processus de maintenance.

Nous passons maintenant a ce probléme avec des temps logistiques non négligeables entre les
sites.

4.6 Codts des avances et retards avec des temps logistiques importants

Nous reconsidérons le probléme (?3) sous sa configuration plus générale qu’est (Ps2). Nous n’al-
lons pas revenir sur les généralités du probleme (Ps2) qui sont les mémes que celles du probléme
(P31). Le colt en jeu est toujours le colit C3(H ) (resp. C3'(#)) des avances et des retards des taches
de maintenance par rapport a des dates données comme dans I’expression 4.2.9 (resp. 4.2.11) qui
est a minimiser sur I’horizon fini . Mais dans le probléme (1), les temps logistiques entre les
différents sites du systéme sont supposés faibles et assimilés a 0. Maintenant cette hypothese est
relaxée dans le probléeme (Psp). 1l existe donc un temps logistique important sy d’un site Sk a un
autre site 5. Ces temps logistiques peuvent étre symétriques ou non d’un site a un autre. Le pro-
bléme (Ps2), tout comme le probleme (P31) est un probleme NP-difficile de gestion temps-réel.
Nous allons donc, dans un premier temps procéder a des développements pour des options de dé-
cision localement optimales sur des problemes localement statiques. Ces développements sur le
cas localement statiques sont I’objet de la sous-section suivante.

4.6.1 Le probléme statique et les regles de décision

Soit un ensemble de n taches (disponibles ou a venir) dont on connait les caractéristiques, qu’il
faut ordonnancer sur une ressource. Chaque tache i a une date d’occurrence rj, une durée d’exé-
cution p; et un delai dj. Les taches sont executées sans préemption. Comme dans le probleme
(P31), les délais ici ne sont pas simplement a ne pas dépasser. Une tache i terminée avant sa
date dj engendre un codt d’avance et aprés dj, elle engendre un colt de retard. Par ailleurs, un
temps logistique sjj est requis depuis la fin de la tache i vers la tache j suivante. Si une tache
I est exécutée en premiére position, alors elle est précédée d’un temps logistique s ou la tache
0 est une tache fictive dont la date de complétion est apparentée a la date initial de début du
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processus. Les temps logistique sj; dépendent de la séquence des taches. A la fin d’une tache
I, le temps logistique sjj vers une autre tache j peut étre exécuté avant méme la date d’occur-
rence de cette derniere tache. L’objectif est de minimiser leur colt combiné des avances et des
retards par rapport aux délais d; (=]_, (max(0,d; — ¢;) + max(0,c; — d;))) ou, de facon plus géné-
rale (=, (We.max(0,d; — ¢j) +W,.max(0,ci — d;))) qui est une combinaison convexe de ces deux
colits, ou c; est la date de complétion de la tache i. Le colt (=, (max(0,d; — ¢i) +max(0,ci — di)))
sera principalement considéré. Posons la définition suivante qui nous aidera dans la résolution.

Définition 4.6.1.1. A tout instant t & la complétion d’une séquence partielle de taches terminée
par une tache k, la fonction ETRS (Earliness-Tardiness Rule with Set-up times) est définie pour
une paire de taches {i, j} comme suit :

ETRS(i, j,k,t) = [max(ri,t +ski) + pi — di| + |max(max(ri,t +sxi) + pi+Sij,rj) + pj—dj| (4.6.1)
Le théoréme suivant est alors vérifie.

Théoréme 4.6.1.2. Soit une sequence partielle de taches terminée a un instant t apreés la com-
plétion d’une tache k. Pour tout couple de taches (i, j), et par rapport au colt des avances et des
retards (=]'_, (max(0,d; — ¢;) +max(0,ci —d;))) des taches, i < j si et seulement si

ETRS(i, j,k.t) < ETRS(j,ikt) (4.6.2)

La preuve de ce théoréme est analogue a celle du théoréme 4.5.1.2. Il suffira pour cela de
remplacer dans la démonstration R; = max(ri,t) (resp. Rj = max(Rj,t)) par R¥ = max(rj,t + s
(resp. R'J? = max(rj,t +skj)), et a la fin d’une tache (i ou j), tenir compte des temps logistiques sij
et sji. Nous n’allons donc pas reprendre cette démonstration.

Remarque 4.6.1.3. Si le codt est exprimé comme une somme pondérée des penalités d’avance et
de retard, avec I’avance pondérée par W; et le retard pondéré par W, alors dans ce cas le théoreme
4.6.1.2 est toujours valable en remplagant la fonction ETR par la suivante
ETRSW (i, ,t) = We.|max(ri,t +ski) + pi — di| +W;.|[max(max(ri,t +ski) + pi +Sij.rj) + pj — dj|
(4.6.3)
Tous les développements ultérieurs sont alors toujours valables.

Remarque 4.6.1.4. Tout comme dans le cas ou les temps logistiques sont faibles, si le colt mini-
mal pour la tche i est atteint sur une tranche horaire [ej,d;] plutdt qu’a une date précise d;, on
peut remplacer la fonction ETRS par max(ej — (RX + pi),0) + max((R + pi) — di,0) + max(ej —
(max (R + pi +sij,rj) + p;j),0) + max((max(RK+ pj +sij,rj) + pj) — d;,0) ot R¥ = max(ri,t + sk
et R'J? = max(rj,t+s;). Cela dépend alors de la tache k qui est complétée. Et les outils développes
ici peuvent toujours étre utilisés .

Le probléme de recherche d’une borne inférieure a ce probléme reste un probléme ouvert. Le
principe de I"utilisation des fonctions ETRS et ETRSW est donné dans la sous-section ci-apres.

4.6.2 Algorithme de base

La procédure de base utilise une ressource.
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Algorithme 4.6.2.1. Principe de base du ETRS etdu ETRWS : AlgoOF-ETRS, AlgoOF-ETRWS
Cas d’une ressource (M =1)

A tout instant t ou la ressource est disponible ou libérée apres la complétion d’une tache
k, les étapes suivantes permettent la prise de décision. La tache la plus prioritaire est
sélectionnée a la fin de ces étapes et est ordonnancée. Toutes ces étapes sont répétées
jusqu’a la derniére tache.

1. Construire I’ensemble .§ = {toutes les taches non encore ordonnancées}.

2. Calculer ETRS(i, j,k,t) (ou ETRSW (i, j,k,t) selon le cas) pour toutes les paires de
taches {i,j} dans .

3. Calculer la matrice de dominance Q dans S.

4. Calculer le vecteur des forces (f;) dans §.

5. Déterminer le sous-ensemble $’ des taches ayant la plus grande force dans .
S« S
Tant que card($)>1, aller a I’étape 4.

Remarque 4.6.2.2. Cet algorithme 4.6.2.1 peut aussi, comme les autres, étre adapté dans le cas
de ressources paralléles avec un nombre M de ressources supérieur ou égale a deux.

La complexité de I’algorithme AlgoOF-ETRS (resp. AlgoOF-ETRWS) est donnée dans la pro-
position suivante. La démonstration de cette proposition est analogue est celle de I’algorithme
AlgoOF-PRTWEF dans la proposition 3.4.3.3 du chapitre 3.

Proposition 4.6.2.3. L’algorithme AlgoOF-ETRS (resp. AlgoOF-ETRWS) basé sur la fonction
ETRS (resp. ETRWS), la matrice de dominance et le vecteur des forces a une complexité en
O(n®) si n est le nombre de taches a ordonnancer.

Nous allons illustrer cette procédure avant de passer a son utilisation pour le probléme (Ps3p).

4.6.3 Exemple 4.4 illustratif de la procédure AlgoOF-ETRS

Ici aussi, nous n’illustrons que la procédure avec la fonction ETRS, celle avec la fonction ETRSW
se ramenant a la méme chose (aux coefficients W et W; pres). Nous considérons pour cette illustra-
tion I’instance de I’exemple 4.2 avec la fonction FTRS, sachant bien str qu’ici le colt des avances
et des retards des taches est considéré, au lieu du colt des temps de réponse et des retards dans
I’exemple 4.2. L’instance de cet exemple 4.4 est donc la méme que sur les tableaux 4.6 et 4.7.

La matrice des valeurs de la fonction ETRS, la matrice de dominance et le vecteur des forces
des taches a I’instant t = 0 (la tache fictive 0 étant complétée a cet instant) sont représentés respec-
tivement sur les tableaux 4.17, 4.18 et 4.19.

Aprés la sélection de la tche 1 a cette date, les autres décisions dans I’exemple 4.4 sont repré-
sentées sur le tableau 4.20.
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dhi—»] 1 [ 2 [ 3] 4[5 |

1 - 1038|010 | 2,44 | 1,98
2 484 | - |280]536 6,16
3 301221 | - |272]3.23
4 453 |2,67|363| - |6,33
5 203(0,29 025|200 | -

Table 4.17 — Valeurs de la fonction ETRS a t = 0 dans I’exemple 4.4

(dii—»[1]2]3[4]5]

1 -111111)1
2 0(-10]0|0
3 0O(1|-]1/1
4 0(1(0]-10
5 0O(1/0(1,-

Table 4.18 — Matrice de dominance at = 0 dans I’exemple 4.4

[ Tachei [1]2[3[4]5]
| Force fi [4][0[3[1]2]

Table 4.19 — Vecteur des forces des taches at = 0 dans I’exemple 4.4

Instant de décision (t) 1,90 4,41 4,72 | 5,66
Tache complétée 1 5 3 4
Ensemble des taches {2,3,4,5} | {2,3,4} | {2,4} | {2}
Tache sélectionnée 5 3 4 2
Date de début (apres set-up) 2,38 4,50 515 | 5,95

Table 4.20 — Autres décisions dans I’exemple 4.4 pour la fonction ETRS

La sequence d’exécution des taches dans I’exemple 4.4 est alors comme sur le tableau 4.21,
avec un colt moyen combiné d’avances et de retards des taches égal a 2,042.

Ordre d’exécution 1 2 3 4 5
Tache 1 5 3 4 2
Date de début 1,14 | 2,38 | 4,50 | 5,15 | 5,95
Date de fin 1,90 | 4,41 | 4,72 | 5,66 | 8,89

Table 4.21 — Séquence d’exécution des taches de I’exemple 4.4

Nous allons maintenant repasser au probléeme (s2) pour la procédure temps-réel dans I’optique
de sa résolution.

4.6.4 Algorithme en temps-réel du probléme (Ps,)

Dans la procédure temps-réel du probléme (Ps») dans la suite de cette section, nous parlerons indif-
féremment, tout comme dans les précédents problemes, de sélection de taches de maintenance sur
une entité ou de sélection de I’entité elle-méme. Dans cette procédure temps-réel, nous utiliserons,
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en plus de la fonction ETRS et du théoreme 4.6.1.2, la définition de taches urgentes introduite dans
3.3.1.4 au chapitre 3.

Sur la base de tout ce qui précéde, la procédure suivante est proposée pour une prise de décision
en temps-réel dans le probleme (P3y).

Algorithme 4.6.4.1. Procédures temps-réel OL-MTSA-ETPS

Au début de I’horizon de planification # (t = 0):

Déterminer les premiéres dates critiques et les premiers délais de maintenance préventive
sur chaque entité du systtme comme définis dans la position du probléme.

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-dessous.

1. Considérer I’instant de décisiont (date de disponibilité au plus tét d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.

Relever le site Sk ou se trouve la ressource sélectionnée.
Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 5.

2. Déterminer le sous-ensemble i du systeme.

3. Sicard(‘7k) > 1, alors I’ensemble de recherche S = ;.
Sinon § = {toutes les entités de tous les sites}.

4. Appliguer la procédure décrite dans 4.4.2.1 (AlgoOF-ETRS et AlgoOF-ETRWS) a
I’ensemble §, pour sélectionner la tache a ordonnancer.
Déterminer sa date de fin.
Déterminer la date de la prochaine tache et la date de maintenance optimale sur
I’entité Eix en question en ajoutant respectivement sa quantite T et Ti?’k asadate de
fin.
Aller a I’étape 1.

5. Fin.

Cette procédure a une complexité qui est dans la proposition ci-dessous.

Proposition 4.6.4.2. Complexité

Si N’ est le nombre total de taches de maintenance entreprises sur I’horizon #, alors la com-
plexité de la procédure OL-MTSA-ETPS est de I’ordre de N’ (S, Nk)z.

La justification de cette proposition est analogue a celle de la complexité de la procédure OL-
MTSA-W dans le chapitre 3.

Quelques résultats d’expérimentation sur la méthode sont dans la sous-section qui va suivre.
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4.6.5 Résultats numériques

Expérimentations

Les expérimentations sont conduites sur le protocole d’expérimentation dans la sous-section 4.3.6
avec a présent les données relatives aux temps logistiques entre les sites. La configuration du
systéeme en nombre d’entités et en nombre de ressources est la méme que dans la section 4.4. Les
résultats sont représentés sur la figure 4.5. Sur les figures 4.5(a), 4.5(b), 4.5(c) 4.5(d) et 4.5(f), les
paramétres ont les mémes significations que dans la section 4.5 et sur la figure 4.5(e), ils ont les
mémes significations que dans la section 4.4.

Analyse des résultats

Les observations sur les figures 4.5(b), 4.5(e) et 4.5(f) sont analogues a celles de la sous-section
3.3.4 du chapitre 3. Pour les figures 4.5(a) et 4.5(c), elles sont analogues a celles de la section
précédente. Sur la figure 4.5(d), la différence entre la composante des codts moyens CMI (seule-
ment sur les taches effectivement entreprises sur I’horizon #) due aux retards et celle due aux
avances, est beaucoup plus flagrante que dans la section précédente avec des temps logistiques
faibles. Cela est due aux temps logistiques des ressources entre les sites, amplifiant les retards des
taches qu’elles entreprennent. Mais a part cela, les observations de cette figure sont analogues a
celles sur sa correspondante de la section précedente.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé les problemes de décision en temps-réel dans un processus de
maintenance dans un systéeme distribué et ce, dans un registre complémentaire a celui du chapitre
3. Les probléemes considérés dans ce chapitre impliquent des contraintes de délais sur les taches de
maintenance. C’est le cas lorsqu’il y a, en plus des colts d’états critiques traités dans le chapitre 3,
des codts dus a des retards des taches de maintenance par rapport a des délais liés au comportement
du systeme et aux exigences de production. Par ailleurs, certaines situations exigent que les taches
de maintenance soient de préférence entreprises a des dates bien déterminés afin d’engendrer un
moindre codt. Cela peut étre une date lié a la mise ou remise en service des entités ou bien sur une
plage horaire de tolérance. Des déviations de ces dates (ou des périodes de tolérance) engendrent
soit des codts d’avance des taches de maintenance, soit des codts de retard de ces taches.

Nous avons consideré ces types de problemes avec, d’une part, des colts combinés des temps
critiques et des retards de maintenance et, d’autre part, des colts combinés des avances et des
retards des taches de maintenance. Pour chacun de ces types de problémes, nous avons travaillé
suivant deux configurations du systéme distribué :

— les différents sites du systeme sont dans une configuration telle que les temps logistiques
entre eux soient faibles et donc assimilés a 0 (ce peut étre le cas lorsque les sites du systéme
sont regroupés sur un méme site géographique),



Chapitre 4. Maintenance avec codts impliquant des contraintes de délais

127

Temps moyen par re:

8

Nomber moyen de taches par ressources
P
2

2

300

250

18 25
—— CMIARU 18 5
—+— CMI-AR-NU —+-DMIU
10 R |~ cvs-AR-U , ” —+—DMINU
=% CMS-AR-NU “ —+—DMS-U 2
—DMS-NU
14 14
15 - 15
12 7
Zoom-in & Zoom-in
~ :
H s
210 ! Z10 !
g
: Z
-8 =8
3 05 5 05
o g
g
6 =
0 L a 0 .
. 8% 100 1 14% 160 180 20% . 87 10% 12% 14% 16% 18% 20
’ ’ /kbm
/MNQ
; ‘ ‘ . : : : 0
2% 49 6% 8% 10% 2% 14% 16% 18% 20%| 2% 4% 6% 8% 10% 12% 14% 16% 18% 20%|
Pourcentage de ressources Pourcentage de ressources
N , s ”: .
(a) Colt moyen d’avances et retards (b) Délai moyen d’intervention
18
—CMsARU | PP 2
=% CMS-AR-NU —4—CMI-AR-U
16 —=—CMI-AR-NU
——CMS-A-U ) e CMLAU
—=—CMS-A-NU - ——CMI-A-NU
14 == CMS-T-U ——CMI-R-U
—- CMS-T-NU 15 Is —&—CMIR-NU
.
12 S
g Zoom-in g
g 10 Lé
L] 3
£ 51
£ H
ER A
4 03
2
0 0 +
27 4% 6% 8% 10% 12% 14% 16% 18% 20%| 2% 4% 6% 8% 10% 12% 14% 16% 18% 20%|
Pourcentage de ressources Pourcentage de ressources
(c) Décomposition des colts CMS (d) Décomposition des colts CMI
750
350
700
650

% % 8% 10% 12% 14% 16%
Pourcentage de ressources

200

% % 8% 10% 12% 14% 16% 18% 20%
Pourcentage de fessources

(e) Temps moyen d’activité par ressource

(f) Nombre moyen de taches par ressource
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— la configuration du systeme (qui est alors tres distribué geographiquement) est telle que les
temps logistiques entre les sites sont non négligeables et aucune hypothése réductrice n’est
possible a ce niveau.

Dans chacune de ces configurations, nous avons considére des critéres de décision localement
optimaux sur des problémes localement statiques pour les besoins de la prise de décision en temps-
réel dans le processus de maintenance. Ces critéres dépendent des aspects de colt en question et
en genéral, les fonctions qui les définissent ne se rapportent pas a une seule tache de maintenance
a la fois et elles ne définissent pas des relations d’ordre total dans I’ensemble des taches a une date
de décision. Leurs utilisations se sont alors faites sur la base de la matrice de dominance et du
vecteur des forces taches introduits dans le chapitre 3. Des exemples simples illustrent I’ utilisation
de chacune de ces régles avant de passer a leur utilisation concréte dans les problémes temps-réels.

L utilisation de ces regles dans des heuristiques a des complexités polynémiales faibles et elles
peuvent étre utilisées dans la résolution de problemes de grandes tailles. Par ailleurs, ces régles
peuvent étre utilisées dans des méthodes de résolution du type branch and bound de problémes
statiques, dans lesquels les différentes taches ont des dates d’occurrence différentes avec des colts
se rapportant a ceux traités dans ce chapitre.

Dans tout ce chapitre comme dans le chapitre 3, les tdches de maintenance sur les entités sont
supposées avoir des durées d’execution fixes connues qui sont leur MTTR. Les événements cri-
tiques considéres sur les entités sont réduits au franchissement de seuils critiques de disponibilités
de ces entités, se rapportant donc a des processus de type maintenance préventive par rapport a
I’évolution de la disponibilité des entités du systéme. Les procédures décrites dans ce chapitre
peuvent tout aussi étre adaptées dans des simulations aux cas ou les durées des taches de main-
tenance sont plutdt aléatoires et ou des pannes fortuites interviennent dans le fonctionnement du
systeme. Nous reviendrons sur ces points dans le chapitre 5.



Chapitre 5

Organisation de la Maintenance et
Simulation Monte-Carlo

5.1 Introduction

Dans les précédents chapitres, nous avons abordé le processus de maintenance sous un aspect
partiellement déterministe. Les disponibilités des différentes entités du systéme considéré sont
aléatoires et suivent des lois supposées connues. Seule la maintenance préventive était prise en
compte a des dates qui sont planifiées des la mise en service ou la remise en service d’une entité.
Les durées des taches de maintenance sont supposées connues pour chaque entité nécessitant une
intervention de maintenance préventive. Sur la base de toutes ces considérations et avec des ap-
proches de codts différents, nous avons pu établir des régles pour I’aide a la décision en temps-réel
dans le processus de maintenance.

Dans le but d’établir la robustesse des approches d’aide a la décision proposées dans les pre-
cédents chapitres sous un aspect partiellement déterministe, nous allons considérer dans le présent
chapitre le processus de maintenance sous un angle entiérement stochastique. Non seulement les
disponibilités des entités sont aléatoires mais toutes les autres caractéristiques le sont aussi. Les
actions de maintenance préventives seront planifiees dés la mise en service du systéme ou la re-
mise en service des entités; des pannes fortuites et non planifiées seront aussi générées sur les
entités lors du fonctionnement du systeme. Ces pannes aussi bien que les actions de maintenance
préventive seront considérées en temps-réel . Les durées des taches de maintenance préventive et
curative sur les entités du systeme seront aléatoires et liees a leur MTTR.

5.2 Position du probléme

Nous n’allons pas reprendre ici tous les détails sur les problémes abordés dans ce document. Le
lecteur peut pour cela voir la position des problemes spécifiés dans les chapitres 3 et 4. Nous
rappelons simplement que les problémes abordés sont des problémes de gestion temps-réel des
processus de maintenance sur un systeme distribué. Ce systeme comprend plusieurs sites distribués
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composés d’entités réparables. Les ressources de maintenance utilisées sont partagées par tous les
sites du systéme. Les différentes autres hypothéses dans les chapitres 3 et 4 sont valables dans
celui-ci. En particulier, les taches de maintenance sont supposées étre parfaites et sont exécutées
sans préemption. Dans les approches proposées ici, les ressources de maintenance sont supposées
de méme performance, et utilisées en parallele. Cette hypothése, comme nous le verrons dans la
conclusion générale, n’est pas restrictive et des extensions des approches peuvent étre faites pour
des cas de ressources de différentes classes.

Les différents critéres de colts considerés jusqu’a présent sont de trois types principaux a savoir
(se référer aux chapitres 3 et 4 pour les notations) :

— les colts dus a des états critiques des entités du systeme

N Ny
Got(H) = Zl > Wik(Cm,ik = Tm,ik) (5.2.1)
k=1i= m/rmike}[
ou en particulier
N Nk

Ga(H) = Zl > (Cmjik— Fm,ik) (5.2.2)

k=1i= m/rkae}[

— les colts combinés des états critiques et des retards des tdches de maintenance
N Nk
C(H) =% Zl > ((Cmjik—Fm,ik) +Max(0,cm,ik — dm,ik)) (5.2.3)
k=11=1 \m/rmie sl

ou de facon plus générale sous forme pondérée

N Nk
GEH) =Y Zl > (W (Cm,ik — Mm,ik) +W. max(0,Cm,ik — dCm,ik)) (5.2.4)
=1i=1 \m/rmixeH

— les colts dus a des avances et des retards de maintenance par rapport a des délais requis

N Nk
G(H) = Z Zl Z (max(O,cm,ik — dm,ik) + max(O,dm,ik — Cm,ik)) (5.2.5)
k=11=1 \ m/dmce
ou sous forme pondérée
N Nk
Cé’v(ﬂ-[) = Z Zl Z (We.max(O,cm,ik—dm,ik) +Wt.max(0,dm7ik—cm,ik)) (5.2.6)
k=1li=

m/dmikeﬂ{

Jusqu’ici, les événements critiques concernant les entités se rapportent principalement a la
maintenance préventive. Ces événements sont liés aux franchissements de seuils de disponibilite.
Par ailleurs, les durées des taches de maintenance sur une entité Zj sont supposées constantes sur

I’horizon de planification # et sont égales au MTTR <U_> de cette entité.
ik
Dans ce chapitre, les franchissements de seuils de disponibilité menant alors a de la mainte-
nance préventive ne sont plus les seuls événements critiques sur les entités du systéme. D’autres

événements se rapportant a des pannes fortuites peuvent se produire dans le systéme. Les durées
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des taches de maintenance sur une entité Ej ne sont plus supposées constantes sur I’horizon de
planification #. Certes, le taux de réparation de chaque entité Zj, est toujours supposé constant
sur I’horizon #, mais les durées des taches sont maintenant des variables aléatoires liées a ce taux
de réparation. On peut donc faire le lien et voir que la durée d’une tache de maintenance sur une
entité Z;, est alors une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre ;i sur I’horizon
de planification #/.

Une entité mise en service ou remise en service a une date T peut étre sujette a des pannes dont
I’occurrence est liée au taux de défaillance de cette entité. Le taux de défaillance Ajc d’une entité
Fik peut étre constante sur I’horizon #. Dans ce cas, la durée depuis la mise ou la remise en service
de I’entité jusqu’a I’occurrence d’une panne est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle
de paramétre Aj. Sinon, ce taux de défaillance peut avoir les caracteristiques d’une loi de Weibull
telle que Ak soit défini par

Aik o [max(0,y), 4o — Ry
(B-1) (5.2.7)

_at—y)
avec 0 € R, Be R etye R (voir dans I’appendice B pour les détails) et ol le paramétre d’échelle
o, le paramétre de forme 3 et le parametre de décalage y, sont respectivement remplacés par les
correspondants individuels oijk, Bik et yix de ces parameétre sur I’entité Zj. Dans ce cas, la loi suivie

par la durée de fonctionnement avant défaillance dépend de la valeur du paramétre de forme (ix.

En somme, pour une entité Zj mise ou remise en service, elle tombera en panne aprés une
durée, ou alors si elle fonctionne "assez" longtemps sans panne, elle franchira son seuil critique
cxilk de disponibilité. L’occurrence d’une panne fortuite ou le franchissement des seuils critiques
de disponibilité est un événement critique pour I’entité en question. En fait, la durée jusqu’a cet
événement critique pour I’entité Eix est Tik + €jx ou les détails sur Tjx peuvent étre lus dans les
chapitres 3 et 4 et ou €jk est une variable aléatoire. Cette derniére variable peut prendre une valeur
négative si une panne survient avant le franchissement du seuil critique de disponibilité. Mais cette
durée reste a Tjk si la tiche de maintenance préventive est entreprise avant I’occurrence d’une panne
sur I’entité . Si la durée de fonctionnement depuis la remise en service de I’entité ‘E;, dépasse
Tik (ce qui veut dire que Ak < Qijk) mais que cette entité n’est pas en panne, elle est alors dans
un état critique de fonctionnement avec une forte probabilité de défaillance. Les problémes sont
alors en relation avec I’un des problémes Py, P,, ou P3 pour lesquels le lecteur peut se référer au
chapitre 3 ou 4 pour des détails. Nous reviendrons individuellement sur chacun de ces problémes
dans le contexte actuel.

Pour tenir compte de la présence de ces durées aléatoires dans le fonctionnement du systeme,
nous utilisons la simulation Monte-Carlo qui prend en compte ces aspects aléatoires du probleme.
Avant de reconsidérer les problemes en question, rappelons brievement ce qu’est la simulation
Monte-Carlo.
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5.3 L’outil de simulation Monte-Carlo

La méthode Monte-Carlo est un outil de simulation des processus partiellement ou entiérement
aléatoires. Elle a été au depart developpée pour la recherche atomique mais son principe était uti-
lisé bien avant le vingtieme siécle. Elle est basée sur I’usage des nombres aléatoires pour générer
des données et simuler des processus. Elle utilise principalement le rapprochement entre des es-
timations statistiques et la réalité. L’historique de la méthode Monte-Carlo, ni méme sa théorie,
n’étant I’objet de ce document, nous inviterons le lecteur a consulter les différents ouvrages qui
sont nombreuses sur le sujet.

Néanmoins, nous rappellerons que son formalisme a été établi dans les années 1940. Dans les
années 1950 et 1960, elle a été largement testée dans plusieurs domaines d’ingénierie, chimie,
physique, recherche opérationnelle, statistiques. Pour plus de détails sur son évolution, le lecteur
peut voir notamment dans I’ouvrage de Fishman [63], de Mooney [112], de Rubinstein [132].
Pour d’amples détails sur ses concepts, on peut se référer aussi a I’ouvrage de Fox [64], de Gentle
[72], Hellekalek et Larcher [80]. On se référera aussi, pour plus d’exemples sur les applications,
a I’ouvrage de Dubi [60], de Niederreiter et Jau-Shyong Shiue [121], en plus de I’ouvrage de
Rubinstein [132]. Nous laisserons donc au lecteur le choix de trouver les différentes possibilités
intéressantes dans I’usage de I’outil Monte-Carlo et les adaptations trés variées qu’on peut faire
de cet outil. Nous aborderons directement I’usage que nous avons fait de la méthode Monte-Carlo
dans les problémes abordés dans ce document et son adaptation dans les méthodes d’aide a la
décision développees dans les précédents chapitres.

Les problemes énumérés plus haut seront considérés successivement. Nous ne reviendrons pas
ici sur les différentes généralités de ces problemes. Nous adapterons les différentes approches dans
les chapitres précédents aux différentes configurations des problémes ?;, P et Ps. La section
suivante concerne le probléme P;.

5.4 Algorithmes de simulation pour les problemes P;

Dans cette section, nous utiliserons une adaptation des regles de priorité utilisées dans le chapitre
3 & savoir les fonctions PRTF, PRTWF, PRTFSS, PRTFST et PRTWFST, et les différents outils
qui ont servi dans les algorithmes temps-réel dans le chapitre 3. Ici, des pannes fortuites sont
génerées tout au long du fonctionnement de I’entité et les durées des taches de maintenance sont
aussi aléatoires.

5.4.1 Simulation pour le probleme P11

Pour les généralités sur ce probleme, se référer a la section 3.3 du chapitre 3.
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Algorithme 5.4.1.1. Procedures de simulation pour le probléeme P11

Au début de I’horizon de planification # (t =0):

Générer les dates de pannes estimées sur chaque entité dans le systeme. Sur une entité Ej,
(entité i du site S), cela se fait suivant la loi exponentielle de moyenne A_::-k (EXpo(Aik)).

Déterminer les premieres dates critiques sur chaque entité du systéme (autres que les
dates de pannes) en utilisant la durée Tj telle que définie dans le chapitre 3 dans la
position du probleme.

Générer les durées d’exécution des taches de maintenance a venir sur chaque entité du
systéme. Cette génération se fait sur I’entité Z;, suivant la loi Expo(Hik).

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-dessous.

1. Considérer I’instant de décisiont (date de disponibilité au plus tét d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.

Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 6.

2. Déterminer le sous-ensemble T du systéme.

3. Sicard(‘7k) > 1, alors I’ensemble de recherche S = .
Sinon § = {toutes les entités de tous les sites}.

4. Determiner dans I’ensemble $ I’entité a traiter en sélectionnant celle dont la tache
donne la plus petite valeur de la fonction PRTF (voir dans le chapitre 3) pour
sélectionner la tache a ordonnancer (nous supposons que cette entité est Eix).
Déterminer sa date de fin.

5. Générer la date de panne probable suivante de I’entité £ en question suivant la
loi Expo(Aik).
Déterminer la date d’occurrence de la tdche de maintenance préeventive suivante
sur I’entité Zix en question en ajoutant sa quantité Tix (telle que définie dans le
chapitre 3 dans la position du probleme) a sa date de fin.
Générer la durée d’exécution de la tache de maintenance a venir sur I’entité Ej,
avec la loi Expo(ik).
Aller a I’étape 1.

6. Fin.

La sous-section suivante présente I’algorithme d’adaptation pour le probléeme P1» dans le
contexte actuel.

5.4.2 Simulation pour le probleme 2?5

Pour les généralités sur ce probleme, se référer a la section 3.4 du chapitre 3.
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Algorithme 5.4.2.1. Procédure de simulation pour le probleme P2

Au début de I’horizon de planification # (t =0):

Genérer les dates de pannes estimées sur chaque entité dans le systeme. Sur une entité i,
(entité i du site Sx), cela se fait suivant la loi exponentielle de moyenne )\—?k (Expo(Aik))-

Déterminer les premieres dates critiques sur chaque entité du systéme (autres que les
dates de pannes) en utilisant la durée tj telle que définie dans le chapitre 3 dans la
position du probléme.

Générer les durées d’exécution des taches de maintenance a venir sur chaque entité du
systéme. Cette génération se fait sur I’entité £y suivant la loi Expo(Uik).

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-dessous.

1. Considérer I’instant de décisiont (date de disponibilité au plus t6t d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.

Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 6.

2. Déterminer le sous-ensemble i du systeme.

3. Sicard(‘7k) > 1, alors I’ensemble de recherche S = .
Sinon § = {toutes les entités de tous les sites}.

4. Appliguer la procédure décrite dans I’algorithme 3.4.3.1 (AlgoOF-PRTWF) dans
le chapitre 3 a I’ensemble S, pour sélectionner la tache a ordonnancer (nous sup-
posons que cette entité est Eiy).

Déterminer sa date de fin.

5. Génerer la date de panne probable suivante de I’entité Zj en question suivant la
loi Expo(Aik).
Déterminer la date d’occurrence de la tAche de maintenance préventive suivante
sur I’entité Zik en question en ajoutant sa quantité Tix (telle que définie dans le
chapitre 3 dans la position du probleme) a sa date de fin.
Générer la durée d’exécution de la tache de maintenance a venir sur I’entité Eix
avec la loi Expo(lik)-
Aller a I’étape 1.

6. Fin.

Avec I’introduction des temps logistiques considérables entre les sites, nous considérons main-
tenant I’adaptation de la procédure temps-réel pour le probléme ;3 dans le contexte actuel.

5.4.3 Simulation pour le probleme ;3

Pour les généralités sur ce probleme, se référer a la section 3.5 du chapitre 3.
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Algorithme 5.4.3.1. Procédures de simulation pour le probleme P53

Au début de I’horizon de planification # (t =0):

Générer les dates de pannes estimées sur chaque entité dans le systeme. Sur une entité Ejx
(entité i du site Sx), cela se fait suivant la loi exponentielle de moyenne )\—?k (Expo(Aik))-

Déterminer les premieres dates critiques sur chaque entité du systéme (autres que les
dates de pannes) en utilisant la durée tj telle que définie dans le chapitre 3 dans la
position du probléme.

Générer les durées d’exécution des taches de maintenance a venir sur chaque entité du
systéme. Cette génération se fait sur I’entité £y suivant la loi Expo(Uik).

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-dessous.

1. Considérer I’instant de décisiont (date de disponibilité au plus t6t d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.

Relever le site Sk ou se trouve la ressource sélectionnée.
Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 6.

2. Déterminer le sous-ensemble T du systéme.

3. Sicard (k) > 1, alors I’ensemble de recherche S = 4.
Sinon § = {toutes les entités de tous les sites}.

4. Appliguer, suivant que les temps logistiques entre les sites sont symétriques ou non,
la procédure décrite dans I’algorithme 3.5.2.1 (AlgoOF-PRTFST) ou dans I’algo-
rithme 3.5.2.2 (AlgoOF-PRTFSS) du chapitre 3 a I’ensemble S, pour selectionner
la tche a ordonnancer (nous supposons que cette entité est Eiy).

Déterminer sa date de fin.

5. Générer la date de panne probable suivante de I’entité i en question suivant la
loi Expo(Aik).
Déterminer la date d’occurrence de la tdche de maintenance préeventive suivante
sur I’entité Zjx question en ajoutant sa quantité tjx (telle que définie dans le chapitre
3 dans la position du probléme) a sa date de fin.
Générer la durée d’exécution de la tache de maintenance a venir sur I’entité Ej,
avec la loi Expo(ik).
Aller a I’étape 1.

6. Fin.

Finalement, la sous-section suivante présente I’adaptation de la procédure temps-réel de la
derniére configuration et de la plus générale du probléme Py au contexte actuel.
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5.4.4 Simulation pour le probleme P4

Pour les généralites sur ce probleme, se référer a la section 3.6 du chapitre 3.
Algorithme 5.4.4.1. Procédure de simulation pour le probleme P14

Au début de I’horizon de planification H (t =0):

Genérer les dates de pannes estimées sur chaque entité dans le systeme. Sur une entité Eix
(entité i du site S), cela se fait suivant la loi exponentielle de moyenne A_::-k (EXpo(Ai)).

Déterminer les premieres dates critiques sur chaque entité du systéme (autres que les
dates de pannes) en utilisant la durée tj telle que définie dans le chapitre 3 dans la
position du probleme.

Générer les durées d’exécution des taches de maintenance a venir sur chaque entité du
systéeme. Cette génération se fait sur I’entité Zjy suivant la loi Expo (k).

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-dessous.

1. Considérer I’instant de décisiont (date de disponibilité au plus tét d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.

Relever le site Sk ou se trouve la ressource sélectionnée.
Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 6.

2. Déterminer le sous-ensemble i du systeme.

3. Sicard(‘k) > 1, alors I’ensemble de recherche S = ;.
Sinon § = {toutes les entités de tous les sites}.

4. Appliguer la procédure décrite dans I’algorithme 3.6.2.1 (AlgoOF-PRTWFST) du
chapitre 3 a I’ensemble S, pour sélectionner la tache a ordonnancer (nous suppo-
sons que cette entité est Ei).

Déterminer sa date de fin.

5. Génerer la date de panne probable suivante de I’entité Zj en question suivant la
loi Expo(Aik).
Déterminer la date d’occurrence de la tdche de maintenance préventive suivante
sur I’entité Zj, question en ajoutant sa quantité tjx (telle que définie dans le chapitre
3 dans la position du probléme) a sa date de fin.
Générer la durée d’exécution de la tache de maintenance a venir sur I’entité Ej,
avec la loi Expo(Hik).
Aller a I’étape 1.

6. Fin.

La section suivante revient au deuxiéme type de probléme .
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5.5 Algorithmes de simulation pour les probléemes P,

Nous utiliserons ici une adaptation des régles de priorité utilisées pour le probleme P, dans le
chapitre 4 a savoir les fonctions FTR, FTRW, FTRS et FTRSW et les différents outils qui ont servi
a leur utilisation dans les procédures temps-réel pour le probleme P,. Puisque les états critiques
sont en jeu dans ce probléme P aussi, des pannes fortuites (engendrant aussi des états critiques)

seront géenéreées lors du fonctionnement, en plus des durees d’exécution aléatoire.

5.5.1 Simulation pour le probleme P2

Pour les généralites sur ce probleme, se référer a la section 4.3 du chapitre 4.

Algorithme 5.5.1.1. Procédure de simulation pour le probleme P»;

1.

Au début de I’horizon de planification H (t =0) :

Genérer les dates de pannes estimées sur chaque entité dans le systeme. Sur une entité ik
(entité i du site S), cela se fait suivant la loi exponentielle de moyenne )\—fk (Expo(Aik)).

Déterminer les premiéres dates critiques sur chaque entité du systéme (autre que les
dates de pannes) en utilisant la durée T, telle que définie dans le chapitre 3 dans la

position du probléme.

Générer les durées d’exécution des taches de maintenance a venir sur chaque entité du
systéme. Cette génération se fait sur I’entité Z;, suivant la loi Expo(Hik).

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-dessous.

Considerer I’instant de décision t (date de disponibilité au plus tot d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.

Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 6.

2. Déterminer le sous-ensemble J; du systeme.
. Sicard() > 1, alors I’ensemble de recherche § = ;.

Sinon $ = {toutes les entités de tous les sites}.

Appliquer la procédure décrite dans 4.3.2.1 (AlgoOF-FTR et AlgoOF-FTRW) (dans
le chapitre 4) a I’ensemble S, pour sélectionner la tache a ordonnancer (nous sup-
posons que cette entité est Eiy).

Déterminer sa date de fin.

. Générer la date de panne probable suivante de I’entité Zj en question suivant la

loi Expo(Aik).
Déterminer la date d’occurrence de la tdche de maintenance préventive suivante
sur I’entité ik en ajoutant sa quantité Tix (telle que définie dans le chapitre 3 dans
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la position du probléme) a sa date de fin.
Déterminer la date de la prochaine tache et le délai sur I’entité Zj, en question
en ajoutant respectivement sa quantité T, et rizk a sa date de fin.
Genérer la durée d’exécution de la tache de maintenance a venir sur I’entité ik
avec la loi Expo(ik).
Aller a I’étape 1.
6. Fin.

La configuration de ce probléme avec des temps logistiques importants entre les sites est consi-
dérée dans la sous-section qui suit. L’algorithme présente une adaptation de la procédure en temps-
réel pour le probleme P,, dans le contexte actuel.

5.5.2 Simulation pour le probleme P

Pour les généralités sur ce probleme, se référer a la section 4.4 du chapitre 4.
Algorithme 5.5.2.1. Procédure de simulation pour le probleme P2

Au début de I’horizon de planification H (t =0) :

Genérer les dates de pannes estimées sur chaque entité dans le systeme. Sur une entité Ej,
(entité i du site Sk), cela se fait suivant la loi exponentielle de moyenne }\—%k (Expo(Aik))-

Déterminer les premieres dates critiques sur chaque entité du systéme (autres que les
dates de pannes) en utilisant la durée Tt telle que définie dans le chapitre 3 dans la
position du probléme.

Générer les durées d’exécution des taches de maintenance a venir sur chaque entité du
systéme. Cette génération se fait sur I’entité Z;, suivant la loi Expo(Uik).

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-dessous.

1. Considérer I’instant de décision t (date de disponibilité au plus t6t d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a ce instant.

Relever le site Sk ou se trouve la ressource sélectionnée.
Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 6.

2. Déterminer le sous-ensemble T du systéme.

3. Sicard(k) > 1, alors I’ensemble de recherche S = .
Sinon § = {toutes les entités de tous les sites}.

4. Appliguer la procédure décrite dans 4.4.2.1 (AlgoOF-FTRS et AlgoOF-FTRWS)
(dans le chapitre 4) a I’ensemble S, pour selectionner la tache a ordonnancer (nous
supposons que cette entité est Eix).

Déterminer sa date de fin.
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5. Génerer la date de panne probable suivante de I’entité Zj, en question suivant la
loi Expo(Aik).
Déterminer la date d’occurrence de la tdche de maintenance préventive suivante
sur I’entité Ej, en ajoutant sa quantité T, (telle que définie dans le chapitre 3 dans
la position du probléme) a sa date de fin.
Déterminer la date de la prochaine tache préventive et le délai sur I’entité Eix en
guestion en ajoutant respectivement sa quantité Ty et rﬁ( a sa date de fin.
Générer la durée d’exécution de tache de maintenance a venir sur I’entité Z;, avec
la loi Expo(Hik)-
Aller a I’étape 1.

6. Fin.

Le second type de probléme considéré avec des contraintes de délais sur les taches de mainte-
nance est I’objet de la section ci-apres.

5.6 Algorithmes de simulation pour les probléemes P;

Pour les procédures dans cette section, nous allons considérer les regles de priorité utilisées dans le
probléme 25 a savoir les fonctions ETR, ETRW, ETRS et ETRSW. Des adaptations de ces régles
seront utilisées avec les differents outils dont nous avons fait usage dans les procédures temps-réel
pour le probléme 5 dans le chapitre 4. Les états critiques n’étant pas explicitement I’enjeu ici, et
puisque les pannes induisent plutét des colts d’états critiques, les pannes ne seront pas générées
dans ces procédures. Mais les durées aléatoires sur la base des MTTRs des entités seront genérées.

5.6.1 Simulation pour le probleme P53,

Pour les généralités sur ce probleme, se référer a la section 4.5 du chapitre 4.
Algorithme 5.6.1.1. Procédure de simulation pour le probleme P3;

Au début de I’horizon de planification H (t =0):

Déterminer les premiéres dates critiques sur chaque entité du systeme en utilisant la
durée Tji telle que définie dans le chapitre 3 dans la position du probleme.

Générer les durées d’exécution des taches de maintenance a venir sur chaque entité du
systéme. Cette génération se fait sur I’entité Z;y suivant la loi Expo(Uik).

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-dessous.

1. Considérer I’instant de décision t (date de disponibilité au plus t6t d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.
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Relever le site S, ou se trouve la ressource sélectionnée.
Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 6.

2. Déterminer le sous-ensemble T du systéme.

3. Sicard(k) > 1, alors I’ensemble de recherche S = ;.
Sinon § = {toutes les entités de tous les sites}.

4. Appliguer la procédure décrite dans 4.5.2.1 (AlgoOF-ETR et AlgoOF-ETRW) (dans
le chapitre 4) a I’ensemble S, pour sélectionner la tache a ordonnancer (nous sup-
posons que cette entité est Eiy).

Déterminer sa date de fin.

5. Déterminer la date d’occurrence de la tache de maintenance préventive suivante
sur I’entité Ej, en ajoutant sa quantité T, (telle que définie dans le chapitre 3 dans
la position du probléme) a sa date de fin.
Déterminer la date suivante de maintenance de colt minimal de Ejx en question en
ajoutant sa quantité ti?’k a sa date de fin.
Générer la durée d’exécution de la tache de maintenance a venir sur I’entité Eix
avec la loi Expo(lik)-
Aller a I’étape 1.

6. Fin.

Il faut noter que comme observé dans les résultats d’expérimentation sur le probléme P33 et Psp
dans le chapitre 4, la procédure de sélection de la tache a ordonnancer donne ici aussi un meilleur
colt lorsqu’elle est utilisée avec la notion d’urgence introduite au paravent.

5.6.2 Simulation pour le probleme P3)

Pour les généralités sur ce probleme, se référer a la section 4.6 du chapitre 4.
Algorithme 5.6.2.1. Procédure de simulation pour le probleme Ps,

Au début de I’horizon de planification # (t =0):

Déterminer les premiéres dates critiques sur chaque entité du systéme en utilisant la
durée Tix telle que definie dans le chapitre 3 dans la position du probléme.

Générer les durées d’exécution des taches de maintenance a venir sur chaque entité du
systéeme. Cette génération se fait sur I’entité Zjy suivant la loi Expo(Lik ).

Les décisions sont ensuite prises suivant les étapes ci-dessous.

1. Considérer I’instant de decision t (date de disponibilité au plus tét d’une ressource).
La ressource sélectionnée est celle de plus petit indice parmi les ressources dispo-
nibles a cet instant.

Relever le site Sk ou se trouve la ressource sélectionnée.
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Sit < A, alors aller a I’étape 2. Sinon aller a I’étape 6.

2. Déterminer le sous-ensemble i du systeme.

3. Sicard(‘7k) > 1, alors I’ensemble de recherche S = ;.
Sinon § = {toutes les entités de tous les sites}.

4. Appliguer la procédure décrite dans 4.4.2.1 (AlgoOF-ETRS et AlgoOF-ETRWS)
(dans le chapitre 4) a I’ensemble §, pour sélectionner la tAche a ordonnancer.
Déterminer sa date de fin.

5. Déterminer la date d’occurrence de la tache de maintenance préventive suivante
sur I’entité ‘Ejx en ajoutant sa quantité T (telle que définie dans le chapitre 3 dans
la position du probléme) a sa date de fin.
Déterminer la date suivante de maintenance de co(t minimal de Ejx en question en
ajoutant sa quantité rﬁ’( a sa date de fin.
Genérer la durée d’exécution de la tadche de maintenance a venir sur I’entité ik
avec la loi Expo(Hik).
Aller a I’étape 1.

6. Fin.

Nous regroupons dans la section ci-aprés les expérimentations sur ces différentes procédures.
Pour ces expérimentations, et dans I’optique d’analyser ces résultats par rapports a ceux des cha-
pitres précédents, nous utiliseront les mémes instances de données que dans ces chapitres.

5.7 Résultats numériques

5.7.1 Protocole d’expérimentation

Comme dit ci-dessus, les expérimentations se font sur les données du chapitre 3 et du chapitre
4. Ces donnees sont décrites dans la sous-section 3.3.3 du chapitre 3 et la sous-section 4.3.6 du
chapitre 4.

Afin de bien situer les regles d’aide a la décision dans des environnements partiellement déter-
ministes par rapport a des environnement entierement aléatoires au moyen de la simulation Monte-
Carlo, les expérimentations, dans tous les cas de figure qui se sont présentés, ont été conduites cha-
cune suivant trois protocoles différents. Dans un premier temps, les systémes sont considérés dans
les mémes cas de figure que dans les précédents chapitres. Cela veut dire que les disponibilités
des entités du systéme sont aléatoires, mais seule la maintenance préventive est considérée dans ce
cas. En plus, les durées d’exécution des taches de maintenance dépendent bien sir de chaque entité
mais sont constantes pour chaque tache sur I’horizon de planification #/. Dans un second temps,
le systéme est toujours considéré avec uniquement de la maintenance préventive mais les durées
d’exécution pour chaque entité sont aléatoires et sont liées au MT TR connu de chaque entité. Dans
un troisieme temps, en plus des durées d’exécution qui sont aléatoires, des pannes fortuites sont
générées suivant la procédure des algorithmes décrits plus haut.

Ainsi, sur les figures représentant les résultats, les Iégendes sont en général formées de trois
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parties et sont sous la forme A_B_C. La partie A désigne le critere de colt représenté par chaque
figure ou les autres parameétres représentés dans les chapitres 3 et 4. Le lecteur pourra se reférer
a ces chapitres pour la signification des parameétres de la partie A. La partie B quant a elle est
représentée comme DP, RP ou RPF. DP (Deterministic Processing) signifie que le parametre est
relevé dans des conditions ou la maintenance préventive est seule prise en compte et les durées des
taches sur chaque entité sont déterministes. RP (Random Processing) représente les parametres
dans le cas ou seule la maintenance préventive est prise en compte mais, contrairement a DP,
les durées d’exécution sont aléatoires. Finalement, RPF (Random Processing and Failure) dans
la partie B désigne les relevés des parametres avec aussi bien la maintenance préventive que la
maintenance curative suite a des pannes fortuites aléatoirement géenérées tout au long de I’horizon
de planification #. Dans la partie C, nous avons la notation U (notion d’urgence utilisée) et NU
(dans le cas contraire).

Compte tenu du grand nombre de courbes de chaque type et pour des raisons de lisibilité des
figures, quelques courbes représentées ensemble dans les chapitres précédents seront séparées sur
les sous-figures différentes qui vont suivre et regroupées avec leurs homologues. Nous utilisons
toujours le terme colt moyen pour désigner la valeur du critére de co(t considéré mais ce codt
moyen ne signifie pas la méme chose dans tous les problemes.

5.7.2 Résultats du probleme 1,

Les courbes de cette configuration sont sur la figure 5.1. Le codt ici est relatif aux états critiques
correspondant a des temps de réponse avec des taches de maintenance non pondérées.

5.7.3 Résultats du probleme Py

Les courbes de cette configuration sont sur la figure 5.2. Le codt ici est relatif aux états critiques
correspondant a des temps de réponse pondérés avec des taches de maintenance pondérées.

5.7.4 Résultats du probleme P;3

Les courbes de cette configuration sont sur la figure 5.3. Le codt ici est relatif aux états critiques
correspondant a des temps de réponse avec des taches de maintenance non pondérées.

5.7.5 Résultats du probléme P4

Les courbes de cette configuration sont sur la figure 5.4. Le codt ici est relatif aux états critiques
correspondant a des temps de réponse pondérés avec des taches de maintenance pondeérées.
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Figure 5.1 — Résultats de simulation pour le probléme P11
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Figure 5.4 — Résultats de simulation pour le probléme P4
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5.7.6 Résultats du probleme P>,

Les courbes de cette configuration sont sur la figure 5.5. Le colt moyen est relatif aux états critiques
et aux retard des taches de maintenance. Nous présentons une décomposition des codts sur I’en-
semble du systeme comme dans le chapitre 4 mais pour le codt relevé uniquement sur les taches de
maintenance entreprises, nous ne présentons que le colt composé des états critiques et des retards
des taches de maintenance. Les décompositions ont les mémes évolutions que dans le chapitre 4.
A cause du nombre important de courbes sur chaque sous-figure, nous ne les représentons pas.

5.7.7 Résultats du probleme P,

Les courbes de cette configuration sont sur la figure 5.6. Le colt moyen est relatif aux états critiques
et aux retard des taches de maintenance. Comme dans la sous-section précédente, nous présentons
une décomposition des colts sur I’ensemble du systéme comme dans le chapitre 4. Pour les mémes
raisons que dans la sous-section précédente, pour le codt relevé uniquement sur les taches de
maintenance entreprises, nous ne présentons que le colt composé des états critiques et des retards
des taches de maintenance.

5.7.8 Reésultats du probleme P3;

Les courbes de cette configuration sont sur la figure 5.7. Le colt moyen est relatif au déficit et
aux fréquences élevées de maintenance. Il correspond aux avances et retards des tdches de main-
tenance. Ici, nous ne représentons pas les décompositions de ce co(t, puisque nous avons vu dans
les résultats du chapitre 4 que la plus grande partie de ce codt dans les expérimentations, est due
aux retards de maintenance.

5.7.9 Résultats du probleme P,

Les courbes de cette configuration sont sur la figure 5.8. Le colt moyen est comme dans la sous-
section précédente, relatif au deficit et aux fréquences élevées de maintenance. Il est correspond
aux avances et retards des taches de maintenance. Pour les mémes raisons que dans la sous-section
précédente, nous ne représentons pas ici non plus les décompositions de ce codt.
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Figure 5.5 — Résultats de simulation pour le probléme P>,
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Figure 5.8 — Résultats de simulation pour le probléme Ps



152 5.8. Observations et conclusion

5.8 Observations et conclusion

Dans ce chapitre, nous avons intégré les modeles de prise de déecision développes dans les cha-
pitres précedents dans des algorithmes de simulation. Ces simulations viennent compléter les hy-
pothéses utilisées dans les chapitres 3 et 4 ou les durées d’exécution des taches de maintenance
sont constantes sur I’horizon de planification pour chacune des entités du systéme étudié et ou
il N’y avait pas de pannes dans le fonctionnement du systéme. Dans ces simulations, les durées
d’exécution des taches de maintenance sur chaque entité du systéeme sont aléatoires et des pannes
aléatoires sont générées au cours du fonctionnement du systéme.

Pour chacun des criteres de colts moyens étudiés, toutes les observations des chapitres précé-
dents sont encore valables dans ces résultats. En plus de cela, on peut noter la faible variabilité de
chacun des parameétres lorsque 1’on passe des durées d’exécution déterministes aux durées d’exé-
cution aléatoires et aux pannes aléatoires. Cette faible variabilité est confirmée par des tests statis-
tiques sur la différence entre les paramétres moyens dans les cas notés DP, ceux dans les cas notés
RP et ceux dans les cas notés RPF. Cette faible variabilité des résultats moyens traduit une grande
robustesse des approches de prise de décision proposées dans des conditions d’utilisation réelles.
Le lecteur peut se référer a [7] pour des analyses additionnelles sur certaines de ces simulation.



Chapitre 6

Conclusion genérale et perspectives

6.1 Conclusions

Dans cette these, nous avons proposé des approches de solution a des problémes de prise de déci-
sion en temps-réel dans les processus de maintenance des systémes distribués avec des ressources
de maintenance partagées. Face a I’évolution des systéemes technologiques avec des aspects de
plus en plus répartis, le concept de systemes distribués est de plus en plus d’actualité et en main-
tenance, les problemes de gestion coopérative de la maintenance font de plus en plus surface. Le
lecteur peut trouver des analyses sur les besoins de gestion coopérative de la maintenance des
systemes distribués dans [1].

Il est évident que la réussite d’un processus de maintenance en général, et de la maintenance
coopérative des systemes distribués en particulier, dépend de la réactivité avec laquelle les res-
sources de maintenance sont deployées dans I’accomplissement des taches de maintenance. Une
grande réactivité permet de maitriser les colts supportés et la réactivite dans les interventions de
maintenance dépend des approches de prise de décision en temps-réel dans le processus de main-
tenance. En général, le responsable de maintenance doit faire face, avec un nombre trés réduit de
ressources de maintenance, a des urgences qui, plus qu’en production, ont un aspect particulier
en maintenance. Dans cette situation, il doit souvent affronter des dilemmes et décider, entre deux
maux, de résoudre I’un en premier lieu plutdt que I’autre. Les délais d’intervention des ressources
de maintenance, I’efficacité de la politique de maintenance pratiquée et les codts supportés, dé-
pendent principalement des méthodes de prise de décision adoptées en temps-reel. Des approches
adéquates doivent lui permettre de prendre ces décisions avec un moindre risque et un moindre
colt. Ce travail n’a pas la prétention de remplacer le responsable de maintenance mais d’aller dans
le sens de I’aide a la décision et de faciliter le travail de ce dernier.

Parmi les différents types de codts abordés dans ce document, se situent des colts dus notam-
ment a des états de fonctionnement en dégradation avancée des systemes, états que nous avons
appelés dans tout ce document états critiques. Ces colts se rapportent principalement a des temps
de réponse (pondérés ou non) des taches de maintenance. 1l y a d’un autre c6té des colts qui se
rapportent a des retards de maintenance, et aussi des co(ts relatifs a la maintenance juste a temps,
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en analogie avec le concept de JIT - "Just In Time™ en production. Ces différents codts peuvent
étre vus séparément ou étre traités conjointement. C’est ainsi que nous avons travaillé avec des
combinaisons de ces différents codts.

Le traitement des ressources de maintenance pour I’ensemble des sites du systéme distribué im-
pose d’importantes contraintes logistiques qui dépendent du déplacement de ces ressources d’un
site a un autre. Les temps logistiques que cela implique sont dépendants de la séquence d’exécu-
tion des taches de maintenance. Ces temps logistiques dépendants de la séquence des taches de
maintenance, rendent particulierement délicate la prise de décision par rapport a chaque ressource
de maintenance devant étre déplacée d’un site a un autre. Les problémes abordés sont NP-difficiles.
Par ailleurs, dans le souci de proposer des approches permettant la prise de décision en temps-réel
avec une grande réactivité face aux sollicitations des sites du systeme, les approches que nous
avons proposees se basent sur des régles d’optimalité locale suivant le type de codt abordé et sui-
vant la configuration du systéeme. Ces regles d’optimalité locale, conjointement avec les bornes
inférieures que nous avons proposées sur leur utilisation en statique, peuvent servir dans d’autres
types de problémes comme nous allons en I’expliquer dans la section suivante.

En outre, les domaines de gestion de production et de gestion de maintenance ont, jusqu’a
présent évolué chacun de leur coté et n’ont pas vraiment eu d’inter-action dans la recherche de
solutions aux problemes qu’ils affrontent. Pourtant, certaines préoccupations ont des correspon-
dances dans I’un et I’autre de ces domaines. Les méthodes servant dans I’un de ces domaines
peuvent, sinon étre directement adaptées, au moins avoir des extensions pour la résolution de cer-
tains problémes dans I’autre. Ce travail se veut d’étre un pont entre ces deux domaines. En effet,
pour résoudre les problémes de gestion temps-réel des décisions de maintenance, les approches
de prise de décision que nous avons proposées se basent sur des rapprochements avec des pro-
blémes en gestion de production. Nous avons, pour une ressources de maintenance, fait des rap-
prochements avec les problémes d’ordonnancement sur une machine "single machine scheduling
problem”, pour résoudre les problemes posés. Nous espérons que ceci soit le point de départ pour
une longue co-habitation entre ces deux domaines.

Les approches proposees ont été illustrees sur des exemples simples puis utilisées sur des sys-
temes de taille réelle. Elles partent dans un premier temps des durées d’exécution déterministes
relatives a chacune des entités dans le systéeme. Elles utilisent la fonction disponibilité qui indique
I’état de déegradation des entités du systeme. Elles ont ensuite été utilisées en environnement incer-
tain avec des aléas (durées d’exécution aléatoires des taches de maintenance, pannes fortuites) dans
le fonctionnement du systeme. Cette utilisation en environnement incertain s’est faite a I’aide de la
simulation Monté-Carlo. Les résultats obtenus montrent une grande robustesse des méthodes. Ces
approches fournissent des outils d’aide a la décision pour la maintenance et peuvent étre intégrées
dans des logiciels de gestion de maintenance assistée par ordinateur .
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6.2 Perspectives

Les problémes abordés dans ce documents se situent dans une gamme trés vaste de problémes
se rapportant a la maintenance coopérative des systemes distribués. Ils ouvrent ainsi la voie a des
problémes voisins et complémentaires dont certains sont dans nos objectifs immédiats pour la suite
de ce travail.

6.2.1 Problémes avec des ressources de différentes classes

Dans les modéles proposés, nous avons considéré une seule classe de ressources de maintenance.
Ces ressources sont supposées avoir les mémes performances. En fait, lorsqu’il y a différentes
classes de ressources de maintenance, chaque classe de ressources est consacrée a un aspect parti-
culier de la maintenance. Ainsi, pour un systeme ayant plusieurs classes de ressources, une subdi-
vision en sous-systemes avec une classe de ressources pour chaque sous-systeme peut étre faite. De
cette facon, les problémes dans chacun de ces sous-systemes peuvent se ramener a des problémes
avec une classe de ressources et étre traites avec les approches présentées dans ce document. L’un
de nos objectifs dans la suite immédiate de ce travail est d’utiliser les approches proposées sur des
systemes avec différents sous-systemes nécessitant différentes classes de ressources d’un sous-
systéme a un autre.

6.2.2 Maintenance avec fenétres temporelles imposées

Les problémes de fenétres temporelles sont des problemes qui surviennent naturellement en gestion
de la maintenance. En effet, dans un systéme de production soumis a des actions de maintenance,
la production est souvent considérée prioritaire et, sur un horizon de planification, les actions
de maintenance (autres que de réparation suite a des pannes), sont repoussees et regroupées sur
des périodes trés précises données, compte tenu des contraintes de production. Cela peut étre par
exemple un jour accordé pour regrouper toutes les interventions de maintenance préventive en
attente au cours d’une semaine, au cours d’un mois ou quelques jours groupés accordés pour les
actions en attente au cours d’un trimestre, d’un semestre. Sur une année, cela peut étre quelques
périodes, chacune de quelques jours.

Les différents problémes qui peuvent se poser consistent notamment a :

— maximiser le nombre total d’interventions réalisées au cours de ces periodes imposeées ;

— minimiser le nombre total des interventions ne pouvant étre réalisées ou cours de ces périodes
accordées (ce qui est un probleme dual du précédent) ;

— minimiser les codts des états critiques des entités du systémes, sachant que les interventions
de maintenance préventive ne sont exécutées que sur ces périodes imposées ;

— minimiser les codts dus a des retards de maintenance sur le systéme, sachant que les inter-
ventions de maintenance préventive ne sont exécutées que sur ces périodes imposees ;

— minimiser les co(ts relatifs a la maintenance juste a temps, sachant que les interventions de
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maintenance préventive ne sont exécutées que sur ces périodes;

— determiner (dans le cas ou I’amplitude des périodes est imposée, mais non leur positionne-
ment sur I’horizon de planification) le positionnement de ces périodes afin de minimiser les
différents colts qui surviennent;;

— determiner le positionnement et/ou la longueur (I’amplitude) de ces périodes afin de trou-
ver le meilleur compromis entre la production et I’équipe de maintenance et, si possible le
compromis optimal, etc.

Ces différents problemes méritent qu’on leur apportent des solutions afin de permettre une
bonne intégration des politiques de maintenance dans les politiques de production. Nous y revien-
drons dans un futur proche.

6.2.3 Etude de caractéristiques asymptotiques dans les politiques proposées

Comme nous I’avons relevé dans les analyses de I’état de I’art, les probléemes de maintenance
abordeés dans la littérature concernent en grande partie I’étude de caractéristiques asymptotiques
des systémes sous des politiques de maintenance données. Un des objectifs qui va dans ce sens par
rapport aux approches de décision porte justement sur cet aspect d’études de parameétres asympto-
tiques sur les entités du systeme. Ces études peuvent porter sur le taux de défaillance asymptotique
de chacune des entites du systeme dans les politiques proposees, la disponibilitée asymptotique de
chacune des entités séparément, la disponibilité asymptotique de chacun des sites du systeme, la
disponibilité asymptotique globale du systéme. En plus de ces parameétres, il y a la disponibilité
opérationnelle de chacun des sites du systeme et la disponibilité opérationnelle globale du systeme
et ce, aussi bien sur I’horizon de planification considéré que sur le plan asymptotique. D’autres
parameétres asymptotiques du systéme peuvent étre analyses en plus de ceux-ci.

6.2.4 Méthodes exactes avec les outils développés

Dans I’optique de proposer des approches de prise de décision en temps-réel dans le processus de
maintenance, pour des problemes qui sont NP-difficiles, nous n’avons pas particulierement insisté
sur la recherche de méthodes exactes de résolution. En raison de I’exigence de réactivité dans ce
processus, nous avons plutdt mis I’accent sur des méthodes rapides de décision basées surtout sur
des regles d’optimalité locale. En plus des régles utilisées qui existent déja dans la littérature, ces
regles concernent principalement des problemes, avec dates d’occurrence inégales des taches de
maintenance, de la minimisation de :

— temps de réponse pondéré des taches de maintenance en absence de temps logistiques entre
les taches,

— temps de réponse non ponderé des taches de maintenance avec des temps logistiques dépen-
dants de la séquence de ces taches,

— temps de réponse pondéré des taches de maintenance en présence de temps logistiques dé-
pendants de la séquence des taches,
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— combinaison convexe ou linéaire du temps de réponse et du retard des taches de maintenance
(en I’absence et en présence de temps logistiques dépendants de la séquence des taches),

— co(t d’avance et retard des taches de maintenance (en I’absence et en présence de temps
logistiques dépendant de la séquence des taches).

Ces regles sont établies sur des problémes statiques ou localement statiques, et nous avons
proposé des bornes inférieures dans le sens de ces problémes statiques, avant leur utilisation pour
la décision en temps-réel. Avec ces regles définissant des propriétés de dominance et les bornes
inférieures, les conditions sont réunies pour le développement de méthodes exactes de résolution
de ces problemes statiques, du type branch and bound. L’un de nos objectifs dans le futur immédiat
est de travailler sur ces méthodes exactes.






Appendice A

Concepts de base

A.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la définition et aux propriétés des concepts principaux utilisés dans
ce document. Il s’agit principalement des notions de maintenabilité, maintenance, disponibilite,
défaillance et réparation. Ces différentes définitions se basent sur les normes frangaises en vigueur
et les propriétés qui en découlent sont des conséquences de leurs définitions probabilistes.

Ces termes se regroupent au sein de la sdreté de fonctionnement. C’est un domaine qui a
largement été développé dans la deuxieme moitié du vingtieme siécle. Avec les développements
dont il a été I’objet et ses différentes applications, il est devenu une science a part entiére. Il
convient ainsi de voir comment cette science est définie.

A.2 Définitions

A.2.1 Systéeme

Dans tout ce document, le mot systeme est omniprésent. La définition que nous en donnons est une
définition qui ressort de [163] et [164].

Un systéeme est un ensemble déterminé d’élements discrets (ou composants) interconnectés
ou en interaction. Cette definition implique que le systéme est fait de composants en interaction.
On suppose ainsi que le systéme n’est pas simplement la somme de ses sous-systémes ou de ses
composants. En outre, si la nature physique d’un sous-systéme ou d’un composant se modifie suite
a une défaillance, le systeme est lui-méme modifié [163], [164].

A.2.2 Défaillance

La defaillance est définie comme la “cessation de I’aptitude d’une entité & accomplir une fonction
requise”. On dira gqu’une entité connait une défaillance lorsqu’elle n’est plus en mesure de remplir
sa (ses) fonction(s). Par extension, on considere parfois qu’il y a une défaillance lorsqu’il y a
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altération de I’aptitude d’une entité a accomplir une fonction requise. Les tolérances associées
doivent alors étre définies. [163], [164] [29], [32], [31], [33], [65], [66], [81], [111], [174]

On considére un ensemble d’entités réputées identiques et en fonctionnement depuis un instant
initial. On définit le taux de défaillance de cette entité comme la proportion, ramenée a I’unité de
temps, des entités qui, ayant survécu a un instant t arbitraire, ne sont plus en vie a I’instant t + At;
par passage a la limite, on obtient un taux de défaillance instantané qui est fonction de t. (Nous en
reparlerons).

A.2.3 Panne

La panne est I’ "inaptitude d’une entité a accomplir une fonction requise". Apres I’apparition d’une
défaillance, on considére que I’entité est en panne ; une panne résulte toujours d’une défaillance
[163], [164], [29], [32], [31], [33], [65], [66], [81], [111]. On peut théoriquement imaginer I’exis-
tence d’une panne sans qu’il y ait eu cessation de I’aptitude a accomplir une fonction requise - et
donc défaillance - si I’entité n’a jamais été apte a fonctionner. Ceci pourrait étre di a une erreur de
conception.

La figure A.1 dresse les relations entre ces différentes notions tel que I’a établi Villemeur [163],
[164].

A.3 Sdreté de fonctionnement

Au sens large, la sreté de fonctionnement est définie comme la science des défaillances ; elle inclut
ainsi leur connaissance, leur évaluation, leur prévision, leur mesure et leur maitrise [163], [164],
[29], [96], [101]. Au sens strict, la sOreté de fonctionnement est I’aptitude d’une entité a satisfaire
a une ou plusieurs fonctions requises dans des conditions données. Elle peut étre caractérisée par
les concepts de fiabilité, de disponibilité, de maintenabilité, de sécurite.

La disponibilité et la maintenabilité étant les concepts qui nous intéressent le plus dans ce
document, nous les développerons davantage par la suite. Néanmoins, il convient de définir au
moins succinctement la fiabilité et la sécurité.

A.3.1 Fiabilite

La fiabilité d’une entité E est définie par son "aptitude a accomplir une fonction requise dans
des conditions données pendant un intervalle de temps donné™ [Norme NF X 60-500]. En terme
probabiliste, la fiabilité d’une entité E est définie comme suit :

R(t) = IP(E non défaillant sur [0,t])

L’aptitude contraire de la fiabilité est la defiabilité dont I’expression probabiliste est la suivante a
I’instant t :

R(t)=1—R(t)
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Figure A.1 — Défaut, défaillance et panne d’un systéme

A.3.2 Sécurité

On définit la sécurité d’une entité E comme son "aptitude a éviter de faire apparaitre, dans des
conditions données, des événements critiques ou catastrophiques" [163], [164], [29], [96], [101].
L’aptitude contraire de la securité est I’insécurité. Tout comme la fiabilité, la sécurité se définit par

une probabilite.

A.4 Disponibilité

La disponibilité d’une entité E est définie comme son "aptitude a étre en état d’accomplir une
fonction requise dans des conditions données, a un instant donné ou pendant un intervalle de
temps donné, en supposant que la fourniture de moyens extérieurs nécessaire soit assurée” [Norme
X 60-500]. Elle est en général définie en terme probabiliste comme suit & un instant t:

A(t) = P(E non défaillant a I’instant t)

L’aptitude contraire de la disponibilité est I’indisponibilité définie par:

Alt)=1-A(t)
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Il faut noter que la disponibilité d’une entité est en général une fonction non croissante du
temps t et donc, a fortiori, I’indisponibilité est une fonction non décroissante du temps t.

A.4.1 Disponibilité de deux composants en série

Pour un systeme S formé de deux entités E1 et E en série fonctionnant de facon indépendante, la
disponibilité & I’instant t est donnée par
As(t) = Ag, (1).Ag, (1)
En effet, étant donné que les fonctionnements de E1 et E», sont indépendants, on a:
As(t) = IP(S non défaillant a I’instant t)
= IP(E1 non défaillant et E, non défaillant & I’instant t)
= IP(E; non défaillant & I’instant t).IP(E2 non défaillant a I’instant t)

= AE1 (t) 'AEz (t)

A.4.2 Disponibilité de deux composants en paralléle

Si un systeme S est formé de deux entites E1 et E» en parallele fonctionnant de fagon indépendante,
sa disponibilité a I’instant t est donnée par:

As(t) =1—(1—Ag (1) (1 -Ag,(t))
En effet, avec le fonctionnement indépendant de E; et E», I’indisponibilité de S a I’instant t est :
1— As(t) = P(S indisponible a I’instant t)
= P(E; indisponible et E, indisponible a I’instant t)
= P(E;1 indisponible & I’instant t).IP(E» indisponible a I’instant t)
= (1 Ag, (1) (1 - Agy(1))
d’ou la disponibilité de S a I’instant t est :
As(t) =1 (1 Ag, (1) (L - A,(1)

A partir de ces expressions simples de la disponibilité de deux composants en série et en paral-
lele, on pourra exprimer la disponibilité d’un systéeme quelconque dans lequel il y a aussi bien des
entités en série que des entités en parallele a partir des disponibilités individuelles de chacun des
composants du systéme.

A.4.3 Expression de la disponibilité

L’expression générale de la disponibilité d’une entité dépend de son taux de défaillance et de
son taux de réparation. (Nous définirons plus clairement ces deux concepts apres). Nous nous
limiterons ici a un composant dont le taux de défaillance (A) et le taux de réparation () sont
constants.

La disponibilité a I’instant t d’une entité dont le taux de défaillance et le taux de réparation sont
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constants est donnée par:
1l A
At)= ——+——exp(—(A t
0= 5 p e &P Ay
Et par conséquent, I’indisponibilité est donnée par:

— A
At)= —— (1 —exp(—(A+pt
0= 3 -ew(-0+uy
Ainsi, la disponibilité asymptotique et I’indisponibilité asymptotique, a I’infini sont respectivement
définies par
il — A
A(0) = —— et A(0) = ——
() A+ (=) A+
Nous les définirons par la suite en fonction du MTTR et du MTTF.
Les grandeurs moyennes associées a la disponibilité le plus souvent utilisées sont :

— le Temps Moyen de Disponibilité (MUT - Mean Up Time)
— le Temps Moyen d’indisponibilité (MDT - Mean Down Time).

A.5 Maintenabilité et maintenance

Dans des conditions données d’utilisation, la maintenabilité d’une entité est son "aptitude a étre
maintenue ou rétablie, sur un intervalle de temps donné, dans un état dans lequel elle peut accom-
plir une fonction requise, lorsque la maintenance est accomplie dans des conditions données, avec
des procédures et moyens prescrits” [Norme NF X 60-500].

La maintenance elle, est définie comme I’ "ensemble des actions destinées a rétablir une entité
dans un état dans lequel elle peut accomplir une fonction requise” [Norme NF X 60-500].

En général, la maintenabilité se caractérise par une probabilité M(t) (également appelée main-
tenabilité) que la maintenance d’une entité E soit accomplie dans des conditions données, avec des
procédures et moyens prescrits, soit achevée au temps t, sachant que E est défaillant a I’instant
initial.

Remarquons que la maintenabilité est en général une fonction non décroissante du temps t.
Elle varie de 0 & 1 sur [0; +oof et a une limite égale a 1 a plus I’infini.

M(t) = P( la maintenance de E est achevée au temps t)

= 1—P(E non réparée sur la duré [0,t])
L’aptitude contraire de la maintenabilité est I’immaintenabilité. Elle est mesurée par :

M(t) =1—M(t)
La maintenabilité et I’immaintenabilité sont des concepts qui ne concernent que les entités et

systemes réparables. Différents types de maintenance sont distingués et peuvent étre regroupée
comme suit :

— La maintenance préventive qui a pour but de réduire la probabilité de défaillance d’un sys-
téeme ; il y a en particulier la maintenance préventive systématique planifée et la maintenance



164 A.6. Taux de défaillance, de réparation et de remise en service

conditionnelle qui est entreprise lorsque des comportements non souhaités sont décelés dans
le fonctionnement du systéme. C’est de la maintenance préventive subordonnée a un type
d’événement prédéterminé (auto diagnostic, information d’un capteur, mesures d’usures,
etc).

— La maintenance corrective qui intervient apres déefaillance.

A.6 Taux de défaillance, de réparation et de remise en service

Ces grandeurs sont celles qui caractérisent essentiellement la défaillance et la maintenabilité (et
donc la maintenance) d’un systeme.

A.6.1 Taux de défaillance

Le taux de défaillance (instantané) A(t) d’une entité E est la "limite, si elle existe, du quotient de
la probabilité conditionnelle pour que I’instant t d’une défaillance de I’entité soit compris entre
[t,t + At], par la durée At de I’intervalle de temps, lorsque At tend vers zéro en supposant que
I’entité n’a pas eu de défaillance sur [0,t]" [Norme NF X 60-500].

: 1 o o
At) = A|t|m0 (EP(E défaillant sur [t,t + At] sachant qu’elle n’a pas eu de défaillance sur [0,t])>
%

Le taux de défaillance peut s’exprimer en fonction de la fiabilité R(t). Cela se fait en utilisant le
théoreme des probabilités conditionnelles

[ 1R(t)—R(t+AY)
)\(t)_AItILnO<E R() )
1 d
= 2"
1 d_
Z@aR(t)

La fonction definie par %ﬁ(t) est la densité de défaillance ou de défiabilité.

A.6.2 Taux de réparation

Le taux de réparation (instantané) p(t) d’une entité E est la "limite, si elle existe, du quotient de
la probabilité conditionnelle pour que I’instant t d’achévement de la réparation de I’entité soit
compris dans un intervalle de temps [t,t + At], par la durée At de I’intervalle de temps, lorsque At
tend vers zéro, en supposant que I’entité a été en panne sur [0,t]" [Norme NF X 60-500].

At—0 \ At
En utilisant le théoréme des probabilités conditionnelles, on peut aussi écrire le taux de réparation

en fonction de la maintenabilité.

: 1 : : "
H(t) = lim (—IP’(E est remise en service entre t et t 4 At sachant qu’elle a été en panne sur [O,t]))
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(1 M(AY) - M(Y)

“(t)_AItILnO(Kt 1-M(@) )
1 d

“imma Y

A partir de ces relations, si on suppose que I’on a une entité de taux de défaillance et de réparation
constants, alors en se basant sur le fait que la maintenabilité a I’instant initial est nulle et que la
fiabilité a I’instant initiale est égale a 1, on a les expressions suivantes pour la maintenabilité et la
fiabilité a un instant t

M(t) =1 —exp(—put) et R(t) = exp(—At)

A.6.3 Taux de remise en service

Le taux de remise en service (instantané) v(t) est défini comme la "limite, si elle existe, du quotient
de la probabilité conditionnelle pour qu’une entité soit remise en service dans un intervalle de
temps [t,t + At], sachant qu’elle a une défaillance a I’instant O et que la remise en service n’a pas
encore été effectuée a I’instant t, par la durée de I’intervalle de temps At, lorsque At tend vers
zéro™ [Norme NF X 60-500].

Il faut remarquer qu’en général, les fins de réparation et les remises en service ne sont pas les
mémes. Mais souvent, les deux terminologies sont confondues et I’on utilise le taux de remise en
service comme taux de réparation.

A.7 Autres définitions

D’autres termes sont couramment utilisés en sdreté de fonctionnement. Nous en définirons certains
qui sont les plus usuels dans cette section.

A7.1 Le MTTF (Mean Time To Failure)

Le MTTF est la durée moyenne d’une entité avant la premiére défaillance. Elle est caractérisée
par la défiabilité. C’est la moyenne (espérance mathématique) du temps de défiabilité. Il est aussi
égal a I’opposé de la moyenne (espérance mathématique) du temps de fiabilité.

MTTF e dﬁ d
_/0 LRt
" 9R0)d
_—/0 LR ()t

Pour une entité dont le taux de défaillance est constant, I’expression précédente de la fiabilité nous
permet de voir que MTTF = 1.
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A.7.2 Le MTTR (Mean Time to Repair) ou (Mean Time To Restoration)

Le MTTR est la durée moyenne de réparation d’une entité. 1l est caractérisé par la maintenabilite.
Le MTTR est la moyenne (espérance mathématique) du temps de maintenabilite.

+o g
MTTR = / t S m(t)dt
0 dt
Dans le cas ou lim_, . [t(1 —M(t))] = 0, cette moyenne peut se ramener, avec une intégration
par partie, a:
+00
MTTR = / (L—M(t))dt
0

Pour une entité réparable de taux de réparation constante, on retrouve avec I’expression précédente
de la maintenabilité que MTTR = ﬁ

A.7.3 Et aussi...

— Le MUT (Mean Up Time) : c’est la durée moyenne de fonctionnement apres réparation.
— Le MDT (Mean Down Time) qui est la durée moyenne d’indisponibilité. Elle comprend :
— la détection de la panne;
— la réparation de la panne ;
— la remise en service.
Le MDT est la moyenne des durées d’indisponibilité suite a des défaillances.

— Le MTBF ( Mean Time Between Failure) : C’est la durée moyenne entre deux défaillances
consécutives d’une entité réparee.

Tous ces concepts se résument sur la figure qui suit .

. , N
Mise o Remise .
en service Défaillance en service Défaillance
T y v | tempi
< MTBF R
. Y,

Figure A.2 — Grandeurs moyennes de sireté de fonctionnment

Remarque A.7.3.1. Il ressort de la sous-section A.4.3 et de la présente section que la disponibilité
et I’indisponibilité asymptotiques peuvent s’écrire en fonction du MTTF et du MTTR pour une
entité dont le taux de défaillance et de réparation sont constants.
La disponibilité asymptotique et I’indisponibilite asymptotique s’expriment respectivement par
MTTF — MTTR
A(w) = et A(c0) =
() = Ve MTTR A ) = VFTE T MTTR




Appendice B

La disponibilité dans les cas non
exponentiels

B.1 Introduction

La disponibilité des composants est une fonction tres utilisée en organisation de la maintenance.
Cette fonction permet de situer I’état d’un composant dans le temps et de prendre les décisions
qui s’y rapportent. Cependant, son utilisation dans la littérature se réduit tres souvent a la fonction
disponibilité avec une fiabilité qui suit une loi exponentielle. La raison en est la simplicité de
manipulation qu’elle procure mais aussi que, dés lors que la loi de fiabilité sort de ces cadres
exponentiels, la disponibilité devient une fonction assez "complexe". La large utilisation faite de
la fonction disponibilité dans le cas de la loi exponentielle peut étre observée non seulement dans
les travaux de la littérature mais aussi dans les livres consacrés a la maintenance dont notamment
[17], [32], [93] et les autres livres réferencés dans I’appendice A.

Dans ce chapitre, nous tenterons d’analyser le comportement de la fonction disponibilité dans
des cas ou la loi de disponibilité n’est pas exponentielle. Apres avoir abordé le cas trés genéral ou
les taux de défaillance et de réparation du composant sont trés généraux mais analytiques, nous
verrons comment le cas de la loi exponentielle se place dans ce cas général. Nous considérerons
ensuite la fonction disponibilité lorsque la fiabilité suit une suit de Weibull et que le taux de ré-
paration du composant est analytique. Nous partirons de ce cas genéral pour étudier la fonction
disponibilité lorsque la fiabilité suit une loi de Weibull et que le taux de réparation est constant.

B.2 La fonction disponibilité dans le cas général

Dans cette section, nous étudions la fonction disponibilité dans le cas général. Nous supposons
pour cela que les fonctions caractérisant les taux de défaillance et de réparation des entités ont
des expressions analytiques. Méme si ces expressions ne sont pas connues, les résultats tiennent
compte de leur forme générale. Ainsi, la sous-section suivante donne I’équation différentielle que
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suit la fonction disponibilité d’une entité dans le cas général.

B.2.1 Equation de la fonction disponibilité dans le cas général

L’equation différentielle que suit la disponibilité dans le cas général est donnée par le théoréeme
suivant.

Théoréme B.2.1.1. Equation différentielle générale de la disponibilité
Soit une entité E ayant un taux de défaillance A(t) et un taux de réparation p(t). Supposons que
ces caractéristiques puissent s’exprimer de fagon analytique en fonction du temps.

Alors, la fonction disponibilité A de cette entité, qui, at, associe A(t) de cette entité vérifie I’équa-
tion différentielle ci-apres:

d

A+ (D) + M) AD) = 1Y) (B.2.)

Preuve. Soit A:t+—— A(t) lafonction disponibilité de I’entité. Soit dt un infiniment petit du temps.
D’aprés la définition de la fonction disponibilité, nous avons :

A(t+dt) = P(E en fonction a I’instant t et E non défaillant sur la période [t,t + dt]
ou E défaillant a I’instant t et réparée sur la période [t,t + dt])
= IP(E en fonction & I’instant t et E non défaillant sur la période [t.t + dt])
+P(E défaillant & I’instant t et réparée sur la période [t,t + dt]) (B.2.2)
= IP(E en fonction & I’instant t).IP(E non défaillant sur la période [t,t + dt])
+P(E défaillant a I’instant t).P(E réparée sur la période [t,t 4 dt])

=A(t).(1=A(t)dt) + (1 — A(t)).u(t)dt
Cette égalité donne I’équation suivante

A(t+dt) — A(t) = [u(t) — (u(t) +A(t)).At)]dt (B.2.3)
ou encore
ALV ZAD) ity - () +20) AW ©24)
Cette derniére équation B.2.4 donne, lorsque dt tend vers 0
AW+ (D) + A1) AD) = () (B.25)
]

Ce théoreme permet d’en déduire I’expression générale de la fonction disponibilité.

B.2.2 Expression de la fonction disponibilité dans le cas général

A partir du théoreme B.2.1.1, I’expression de la fonction disponibilité dans le cas général est
donnée dans le théoréme suivant.
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Théoréme B.2.2.1. Expression de la fonction disponibilité dans le cas général

Soit une entité E ayant un taux de défaillance A(t) et un taux de réparation p(t). Supposons que ces
caractéristiques puissent s’exprimer en fonction du temps et que le taux de défaillance p: t — p(t)
et le taux de réparation A : t — A(t) soit intégrables sur toute partie bornée de R . Soit en plus a
un réel tel que la fonction disponibilité prenne la valeur 1 en a.

Alors la fonction disponibilité A de cette entité, en tout réel t > a est donnée par I’expression
suivante :

A(t)—exp( /[u X) + A(X ]dx) {1+/ ).exp (/ [H(U) + A(u )]du) dx} (B.2.6)

Ce théoréme donne I’expression de la fonction disponibilité dans le cas géenéral. A partir de 13,
la fonction disponibilité pourra étre étudiée dans tous les cas ou le taux de défaillance A et le taux
de réparation p peuvent étre exprimés en fonction du temps t.

Preuve. Pour résoudre I’équation différentielle de la fonction disponibilité donnée dans I’expres-
sion B.2.1 et que nous rappelons ci-aprés, nous allons commencer par I’équation homogene.

%A(t) + (H(t) +A)At) = K(t)

L’équation homogéne de cette équation différentielle est la suivante :

d
AW + (MO +A(D)-A) =0 (B2.7)
Cette équation B.2.7 revient a
dA() _
Y OB —(u(t) +A(t))dt (B.2.8)
ce qui donne, en résolvant cette équation B.2.8
A(t) = K.exp (— /t[u(x) +)\(x)]dx) (B.2.9)

ou K est une constante réelle et a un autre réel fixé.

Maintenant, pour résoudre I’équation générale, nous allons procéder par une variation de la
constante K. Supposons donc que K soit une fonction du temps t notée K(t). Alors I’égalité B.2.9
devient

A(t) = K(t). exp (— /a 00 +)\(x)]dx> (B.2.10)

et ainsi la dérivée de la fonction A s’exprime par :

(;th(t) (;jt {K(t).exp (—/;[u(x) —l—)\(x)]dx)}
- {0 o (- [+ rcojex) B211)

KO0 +A0)-ex0 (- [ 1000+ A00]ex )

Cela donne donc
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AW+ IO+ MOLAG) = { KO = KOMO+MO]+ KR +20)]

exp <— /;[u(x) +)\(x)]dx> (B.2.12)

= {%K(t)} .exp (— /;[u(x)-i-)\(x)]dx>

Cette équation B.2.12, ensemble avec I’équation B.2.6 impliquent que

{%K(t)} .exp <— /;[u(x) +)\(x)]dx> = u(t) (B.2.13)

soit
%K(t) = pu(t).exp ( /a t[u(x) —}—)\(x)]dx) (B.2.14)

d’ou
K(t) = /a t (u(x).exp ( /a (W) +)\(u)]du>> dx+C (B.2.15)

ou C est une constante réelle.

Ainsi, de I’équation B.2.10 on obtient

At) = {/at (u(x).exp (/at[u(u)—i—)\(u)]du)) dx—i—C} .exp (— /at[u(x)-i—)\(x)]dx) (B.2.16)

Finalement, si le réel a est tel que A(a) = 1, alors nous avons C = 1, et ainsi

A(t) = {/; (p(x).exp (/;[u(u) +)\(u)]du)) dx+1} .exp (— /;[u(x) +}\(x)]dx> (B.2.17)

O

Des résultats de cette section qui indiquent ce qui se passe dans le cas général sur la fonction
disponibilité d’une entité, nous allons voir ce qui se passe dans le cas des certaines lois les plus
usuelles en théorie de la fiabilité dont certaines, telle que la loi de Weibull, regroupent une gamme
trés large d’autres lois.

B.3 Disponibilité dans le cas d’une loi exponentielle

Dans cette section, nous allons montrer que la fonction disponibilité, dans le cas de la loi expo-
nentielle, et qui est trés largement utilisée, n’est qu’un cas particulier du cas général étudiée dans
ce chapitre. Cette loi caractérise en général les entités électroniques, ou les entités dont le taux de
défaillance A et de réparation p sont constants sur une période tres grande de leur durée de vie.

B.3.1 Equation de la disponibilité dans le cas exponentiel

L’équation différentielle qui caractérise la fonction disponibilité dans le cas de la loi exponentielle
peut étre établie directement, ou bien déduite de I’équation différentielle dans le théoreme B.2.1.1.

Proposition B.3.1.1. Equation différentielle de la disponibilité dans le cas exponentiel
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Soit une entité E ayant un taux de défaillance A et un taux de réparation p constants.

Alors, la fonction disponibilité A qui at associe A(t) de cette entité vérifie I’équation différentielle
ci-apres :

S A0+ N AWD = (B:3.1)

Preuve. Le taux de défaillance constant et le taux de réparation constant sont bien exprimés en
fonction du temps et remplissent ainsi les hypothéses du théoréme B.2.1.1. Cette équation est donc
I’équation B.2.1 pour ce cas particulier. O

B.3.2 Expression de la disponibilité dans le cas exponentiel

Si I’on ne savait pas ce qui se passe dans le cas général, I’expression de la disponibilité dans le
cas cas de la loi exponentielle se retrouve en résolvant I’équation différentielle de la proposition
B.3.1.1 précédent. Mais ici, cette expression se retrouve a partir de I’expression genérale dans le
théoreme B.2.2.1.

Proposition B.3.2.1. Expression de la fonction disponibilité dans le cas de la loi exponentielle
Soit une entité E ayant un taux de défaillance A et un taux de réparation pu constant.

Alors la fonction disponibilité A en tout réel t > 0 est donnée par I’expression suivante :

u A
Alt) = ——+ ——exp(—[A+pjt B.3.2

O = 5y g &P HY (B:32)

Preuve. Le taux de défaillance A constant et le taux de réparation pu constant sont bien exprimés
en fonction du temps et ils representent des fonctions intégrables sur toute partie bornée de R. Les
hypothéses du théoréme B.2.2.1 sont donc bien Vérifiées. Et le réel a vérifiant la condition A(a) =1

est 0. Ainsi, a partir de I’expression B.2.6 nous avons pour tout réel t > 0,

A(t) =exp (—/t[u+)\]dx) : {1%—/t H.exp (/X[u+)\]du) dx}

= exp(—[U+AJt) {1+/uexp([u+)\]x)dx}

—enp-le ) {1+ el

(B.3.3)
—erp( a0 {1 E et - ]
= exp(—[u+AJt). {m*u% P+ A )}
= el A+
]

Avant d’aborder I’étude de la disponibilité d’une entité dont la fiabilité suit la loi de Weibull,
nous allons tout d’abord voir quelques caractéristiques de cette loi.



172 B.4. Caractéristiques de la loi de Weibull

B.4 Caractéristiques de la loi de Weibull

B.4.1 Rappels et définitions

La loi de Weibull est la loi qui decrit en général le comportement de la fiabilité d’une entité méca-
nique. Elle est caractérisée de fagcon général par trois parametres [59] qui sont:

1. Le parameétre de décalage : noté y, ce parametre représente une origine temporelle pour cette
loi (dans le cas d’une variable aléatoire temporelle). 1l prend ses valeurs dans R tout entier.
Lorsque y est négatif, I’entité peut étre défaillante a I’instant initial t = 0.

2. Le parametre d’échelle : Il est noté o et prend ses valeurs dans R, . Lorsque la loi de Weibull
se ramene a une loi de exponentielle, o est le temps moyen entre défaillances (MTBF) de
I’entité.

3. Le parametre de forme: Ce parametre est noteé (3 et prend ses valeurs dans R’.. Il impose
la forme de la loi et, comme nous le verrons plus loin, influe fortement sur la cinétique de
dégradation de I’entité. Plus ce paramétre est grand, plus la dégradation est rapide. Les cas ou
0 < B < 1 correspondent a la période de jeunesse de I’entité. Les cas ou 3 = 1 correspondent a
la période de maturité de I’entité. Cette période peut étre plus ou moins longue suivant le type
d’entité; elle détermine la forme aplatie ou recourbée de la courbe en baignoire représentant
les variations du taux de défaillance. Les cas ou 3 > 1 correspondent a la période de vieillesse
de I’entité.

En théorie de fiabilité, la loi de Weibull paramétrée par y, o et 3 conduit a modéliser :

1. Le taux de défaillance par:

(t—y®Y

Alt) = BT pour t > max(0,y) (B.4.1)

2. La densité de probabilité de défaillance par :

drR(t) _ ,(t=y)® Y t—y)\"
_ _ _ > 4.
at B oF exp p pour t > max(0,y) (B.4.2)
3. La fiabilité par:
t—y\P

R(t)=exp| — (T) pour t > max(0,y) (B.4.3)

Afin de mieux cerner le comportement de la fonction disponibilité dont I’étude se fera dans la
suite, voyons comment évolue le taux de défaillance A(t) d’une entité soumise & une loi de Weibull.

B.4.2 Etude du taux de défaillance A(t) suivant la loi de Weibull

Comme il est rappelé plus haut, le taux de défaillance A(t) est défini par:
A: [max(0yy), +oof — Ry

. )\(t):B(t_y)(B_l) (B.4.4)

of
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avecoe R}, Be R} etye R
Les proprietés de ce taux de défaillance sont données dans la proposition suivante.

Proposition B.4.2.1. Variation du taux de défaillance suivant les valeurs du parametre de
forme

a) Si 0 < B < 1, alors le taux de défaillance A est une fonction strictement décroissante, hyper-
bolique, passant de +oo lorsque le temps t =y, a 0 lorsque le temps t tend vers plus I’infinie (fig.
B.1).

. e . 1 : .
b) Si B =1 alors le taux de défaillance A est une fonction constante et vaut p La loi de Weibull
devient alors une loi exponentielle (fig. B.1).

c) Si 1 < B < 2, alors le taux de defaillance A est une fonction strictement croissante, logarith-
mique (avec un axe parabolique dont la direction est I’axe du temps t). Cela signifie que A a une
croissance lente, et passe de O lorsque le temps t = y a plus I’infinie lorsque le temps t tend vers
plus I’infinie (fig. B.1).

d) Si B = 2, alors le taux de défaillance A est une fonction linéaire, strictement croissante, avec

une pente de o2 Il passe de O lorsque le temps t =y a plus I’infinie lorsque le temps t tend vers
plus I’infinie (fig. B.1).

e) Si B > 2, alors le taux de défaillance A est une fonction strictement croissante exponentielle
(avec un axe parabolique dont la direction est I’axe des A. 1l a donc une croissance rapide et passe
de 0 lorsque le temps t = y a plus I’infinie lorsque le temps t tend vers plus I’infinie (fig. B.1).

Dans la démonstration de cette proposition, nous n’allons pas étudier les différents cas un a un,
mais ces différents cas vont se distinguer dans le fil du raisonnement.

Preuve.

At) = BT pour tout réel t de son domaine de définition
Sens de variation
PourB=1
] 1 - 1
Pour tout réel t > v, (t —y)B-1 =1 etdonc A = .- Par continuité, A= —pourt>y.
Pour B#1

. (t—y)B-1 - ,
La fonction A :t — 3 o5 est dérivable en tout reel t > yeton a
d (t—y) P2
G O=BB-)— (B.4.5)

Ainsi::
: d . : : o
Si B €]0,1], alors a)\(t) < 0 pour tout réel t > y. La fonction A est donc strictement décrois-
sante.
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: d . . : .
Si B €]1,+ o], alors a)\(t) > 0 pour tout reel t > y. La fonction A est donc strictement crois-
sante. Cela se prolonge par continuité ent =.

Convexité
Par ailleurs:
: ] d -1 2 e
Si B = 2, alors pour tout réel t >y, a)\(t) = B(E;B ) =52 A est donc une fonction linéaire

dont | 2
ont la pente est 52

Si 3 # 2, alors la déerivée seconde de A, qui est définie en tout réel t >y, est donnée par

d? (t—y)P-3
—At)=B(B-1)(p-2)—L— B.4.
M) =BB-1(B-2 (B.4.6)
: (t—y)*
Et comme pour tout réel t >y, BT > 0, alors:
d2
Si B €]1,2], alors ﬁ)‘(t) < 0 pour tout réel t > y. A est donc une fonction concave. Cela se

prolonge par continuitéent =.
. d? . .
Si B €]0,1[ ou B €]2, + |, alors alors W)\(t) > 0 pour tout réel t > y. A est donc une fonction

convexe. Pour 3 €]2, + o[, cela se prolonge par continuité ent =.
Asymptotes et axes paraboliques

Enfin:

Si B €]0,1], alors

tI_|>Tm)\(t) =0 (B.4.7)
Si3>1, alors
tI—I>Tw)\(t) = +oo (B.4.8)
Etl'ona
At _ t(P-1)
lim Q = lim EB
t—+4o { t—+400 O t (B49)
= lim Et(B—Z)
t—+o0 gB
Donc:

: . A . . N
Si B €]1,2], alors tI_|>r+n 9 =0, d’ou I’on a la branche parabolique de direction I’axe des

temps t.
A(t)

Si>2,alors t|—'>T = +0o, d’ou I’0n a la branche parabolique de direction I’axes de A.

Le cas ou 3 = 2, est déja réglé, vu que dans ce cas, A est linéaire. O

Connaissant le comportement du taux de défaillance A, revenons a la fonction disponibilité qui est
I’objet de ce chapitre.
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taux de défaillance
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Y temps (1)

Figure B.1 — Evolution du taux de défaillance suivant les valeurs du paramétre de forme

B.5 La fonction Disponibilité dans le cas d’une loi de Weibull

Dans cette section, nous allons dans un premier temps voir la fonction disponibilité d’une entité
lorsque son taux de réparation est defini de facon général en fonction du temps, et dans un se-
cond temps et de facon trés détaillé, cette fonction disponibilité lorsque le taux de réparation est
constante.

B.5.1 Loi de Weibull et taux de réparation général

D’aprés la section précédente, le taux de défaillance A d’une entité dont la fiabilité est soumise a
une loi de Weibull est définie par
A [max(0y),+ef — Ry
t—y)(B-1)
t — A)=pY—
ou y € R est le paramétre de décalage, o € R le parametre d’échelle, et B € R, le parametre de
forme.

Nous supposons que son taux de réparation peut étre défini en fonction du temps par
n: [max(0,y),+o] — REL
t— u(t)
Théoréme B.5.1.1. Equation différentielle de la disponibilité dans le cas de la loi de Weibull
Soit une entité E dont la fiabilité suit une loi de Weibull et dont le taux de défaillance A : t — A(t)
et le taux de réparation P : t — p(t) sont respectivement définis dans les expressions B.5.1 et
B.5.1.

(B.5.1)
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Alors sa fonction disponibilité A — A(t) vérifie I’équation différentielle

(t—y)P~Y
of

Sa)+ (u(t) + ) A = (1) (B5.2)

Cette équation peut étre établie directement a partir du I’expression du taux de défaillance dans
le cas de la loi de Weibull et du taux de réparation, ou bien étre déduite de I’équation dans le cas
général B.2.1.

Preuve. Les taux de défaillance et de réparation dans le cas du théoreme B.5.1.1 vérifient bien
les hypothéses du théoréeme B.2.1.1 établissant I’équation différentielle de la fonction disponibilité
dans le cas général. Ainsi, le théoréeme précédent n’est autre chose que le théoreme B.2.1.1 dans
lequel le taux de défaillance est remplace par son expression qui est connue. O

L’expression de la fonction disponibilité dans ce cas peux ainsi étre retrouvée en résolvant
I’équation B.5.2 ou bien déduite de I’expression B.2.6 de la disponibilité dans le cas général dans
le cas général.

Théoréme B.5.1.2. Expression de la disponibilité dans le cas de la loi de Weibull

Soit une entité E dont la fiabilité suit une loi de Weibull et dont le taux de défaillance A : t — A(t)
et le taux de réparation p : t — p(t) sont respectivement définis dans les expression B.5.1 et B.5.1
avec un parameétre de décalage y € R, un parametre d’échelle o € R* , et un parametre de forme
B € R . Supposons que le taux de réparation soit intégrable sur toute partie bornee de R.

Alors sa fonction disponibilité A — A(t) est définie par :
A [max(O,y), + oo[ — [0’1]

t — A(l)
avec

A(t) =exp (— [/ytp(x)dx-i— (t%y) B]) .{1+/ytu(x).exp (/yxu(u)du+ (%/) B) dx}

(B.5.3)

Preuve. Pour démontrer ce théoreme, nous allons nous baser sur I’expression de la fonction dis-
ponibilité donnée dans le cas général dans le théoréeme B.2.2.1.
Rappelons I’expression du taux de défaillance défini par
(= y)(B-1)
)\(t) - BT
Lorsque le parametre de forme 3 > 1, le taux de défaillance A tel que rappelé dans I’expression
B.5.4 est une fonction bornée sur toute partie bornée de R (supposant qu’elle vaut O lorsque t < ).
C’est donc une fonction intégrable sur toute partie bornée de R.

(B.5.4)

Dans le cas ou 0 < B < 1, le taux de défaillance est aussi intégrable sur toute partie bornée
de R. En effet, pour € € R’_, la fonction A est bornée sur toute partie bornee de I’ensemble | —
oo, Y[U[Y+ €, + oo[. Elle a une limite infinie lorsque t tend vers y*. Mais une de ses primitives est



Appendice B. La disponibilité dans les cas non exponentiels 177

_ t—y\P _— . , : ,
la fonctiont — Ty . Cette primitive est une fonction bornée sur toute partie bornée de R

(étant définie comme 0O lorsque t < y). Le taux de défaillance est donc intégrable sur toute partie
bornée de R.

Par ailleurs, le taux de réparation est intégrable sur toute partie bornée de R. Les hypothéses du
théoréme B.2.2.1 sont donc Vérifiees et le réel a tel que A(a) = 1 est le paramétre de décalage v.

Ainsi, d’aprés le théoreme B.2.2.1, la fonction disponibilité est définie pour t >y par

A(t) = exp (—/ytu(x)dx / x)dx) {1+/ ).exp (/yxu(u)du—i-/yt)\(u)du) dx}
:exp</ x)dx — /BXVBl )
{l—l—/ytp(x).exp (/ (u)du+ t[3 u- V )P~ du) dx}
= exp —/ytp(x)dx— [(%/)

1+/ytp(x).exp /yxp(u)du+

=exp (—/ytp(x)dx— (?{) B) .{1—i—/yt H(x).exp (/yxu(u)du-i— (%’) B) dx}

(B.5.5)
O

La sous-section suivante est consacrée a I’étude en détail de cette fonction disponibilité dans le
cas de la loi de Weibull lorsque le taux de réparation i est constant.

B.5.2 Loi de Weibull et taux de réparation constant

Le corollaire suivant donne I’équation différentielle de la fonction disponibilité d’une entité dans
le cas ou la fiabilité suit une loi de Weibull et lorsque le taux de réparation est constant. Comme
dans les autres cas, cette équation différentielle peut-étre établie indépendamment du cas général.

Corollaire B.5.2.1. Equation différentielle de la disponibilité dans le cas de la loi de Weibull
lorsque le taux de défaillance est constant

Soit une entité E dont la fiabilité suit une loi de Weibull et dont le taux de défaillance A : t — A(t)
est défini dans I’expression B.5.1. Supposons que son taux de réparation p > 0 soit constant.

Alors sa fonction disponibilité A — A(t) vérifie I’équation différentielle

—y)(B-1
TAO+ (uﬂs%) A = B56)
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La preuve de ce corollaire découle directement du théoreme B.5.1.1.

Dans ce cas ou le taux de réparation est constant, la fonction disponibilité de I’entité est alors
donnée dans le corollaire suivant.
Corollaire B.5.2.2. Expression de la disponibilité dans le cas de la loi de Weibull lorsque le
taux de réparation est constant
Soit une entité E dont la fiabilité suit une loi de Weibull et dont le taux de défaillance A : t — A(t)
est défini dans I’expression B.5.1 avec un parametre de décalage y € R, un paramétre d’échelle
o € RY, et un paramétre de forme B € R’ . Supposons que le taux de réparation p > 0 de cette
entité soit constant.

Alors sa fonction disponibilité A : t — A(t) est définie par :

A: [max(0,y),+o] — [0,1]
t — A(l)

A(t) =exp (— [u.(t -y)+ (?) B] ) . {1 + Ho. /O%y exp (u0x+xB) dx} (B.5.7)

Preuve. Reprenons I’expression de la fonction disponibilité dans le cas de la loi de Weibull dans

avec

le cas général du taux de réparation telle qu’elle est dans le théoréme B.5.1.2 pour le cas ou le taux
de réparation est constant.

A(t) = exp (- ;/ytudx-i— (?’)BD .{1—}-/ytu.exp (/yxudu-l— (%’)B) dx}
— exp <- _p.(t—y)+(t%y) D .{1+u./ytexp (u.(x—y)-l—(%/) )dx}

Procédons alors au changement de variable suivant dans la deuxieéme ligne de I’équation B.5.8.

(B.5.8)

X — .
u= —Oy OU encore X = 0.U+ Yy qui donne dx = o.du
Alors

A(t) =exp (— [u.(t -vy)+ (t%y) BD : {1+u0./0t°y exp (u.u+uB) du} (B.5.9)

O

Dans la suite de ce chapitre, nous allons étudier les différentes caractéristiques de la fonction
disponibilité dans le cas du théoréme précédent.

Lemme B.5.2.3. Fonction simplifiée pour I’étude de la disponibilité
Soit o, B, yetpdesreelstelsquec>0,3>0,ye Retu>0.
Soit les fonctions A et A définies par:
A: [ya +°O[ — [071] Al : R—l- — [071]
t — Al) t — A1)
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avec

A(t) =exp <— [u-(t—v) + (?) B]) . {1+u.o./0tgy exp (pox-i—xB) dx} (B.5.10)

Al(t) = exp (— [p.o.t +tBD . {1 + uo/ot exp (ucx—l—xB) dx} (B.5.11)
Alors:

a) Si Al est non croissante (resp. non décroissante) sur une partie U de R, alors A est non crois-
sante (resp. non décroissante) sur I’image de U par la fonction t — (ot + ).

b) En plus la limite lorsque t tend vers plus I’infinie de A(t) est égale & la limite lorsque t tend vers
plus I’infinie de AL(t).

Preuve. Par changement de variable, on obtient
t—
A(t) = Al (Ty> ou encore Al(t) = A(at +Y) (B.5.12)

Or la fonctiont — t%y est une fonction non décroissante. Cela permet I’assertion a). De plus cette
fonction tend vers plus I’infinie lorsque t tend vers plus I’infinie justifiant ainsi I’assertion b). [

Ce lemme permet d’étudier le comportement de la fonction A par I’intermédiaire de la fonction
AL, Ainsi dans toutes les études pour analyser le comportement de la fonction de disponibilité
t — A(t), nous considérerons dans la plupart des cas plutot la fonction t — A%(t).

Le paramétre de forme [3 est en réalité le seul parametre influant sur le comportement du taux
de défaillance, de la fiabilite, et de la disponibilité de I’entité dans le cas de la loi de Weibull. Le
parameétre de décalage y est juste une origine temporelle, et le paramétre d’échelle o constitue juste
un facteur d’échelle comme son nom I’indigue. Nous allons donc étudier les différentes caractéris-
tiques de la fonction disponibilité t — A(t) suivant les variations du paramétre de forme (3. Nous
noterons Ag la fonction disponibilité pour une valeur donnée du parametre de forme 3.

Remarque B.5.2.4. Dans ce qui suit et en particulier dans les théoremes B.5.2.5 et B.5.2.6, nous
supposons que la fonction disponibilité dans le cas considéré ici admet une limite lorsque le temps
t tend vers plus I’infinie. Bien sar intuitivement, le contraire serait plutdt surprenant. Nous appor-
terons la preuve de cette affirmation un peu plus loin.

Le théoreme suivant donne les relations entre les disponibilités asymptotiques dans le cas ou la
fiabilité suit une loi de Weibull , suivant les valeurs du parameétre de forme (3.

Théoréme B.5.2.5. La disponibilité asymptotique suivant les valeurs du parametre de forme
Soit g, Bety(o>0, B> 0etye R) respectivement les paramétres d’échelle, de forme et de
position de la loi de Weibull. Soit p (4 > 0) le taux de réparation de I’entité. Supposons que ce
taux de réparation p soit constant. Posons Ag(o) la limite lorsque t tend vers plus I’infinie de la
fonction disponibilité Ag qui a t associe Ag(t) pour des valeurs de g, v, B et  fixees.

Alors la fonction qui a B associe Ag(«) est une fonction strictement décroissante.
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Cette observation justifie ce que I’on aurait pu penser intuitivement. En effet, puisque le taux de
défaillance se dégrade de plus en plus vite lorsque le parametre de forme (3 croit, cela améne a
imaginer que la disponibilité de I’entité se déegrade aussi de plus en plus vite et de plus en plus
profondément.

Preuve. La fonction disponibilité, dans les conditions du théoreme, est donnée par la restriction a
R, de
AB : [y7 +°o[ — [071]
B -y
t — Ag(t) =exp (— [p(t —-Y)+ (%’) D . {1+ HO [4° exp (p0x+x5> dx}
(B.5.13)
En utilisant le lemme B.5.2.3, nous allons, a la place de cette fonction, plut6t étudier le comporte-
ment de la limite lorsque t tend vers plus I’infinie, notée Aé(oo) de la fonction
Aé : [03 +°O[ — [071]

t— Azt)= {exp (— [po‘[ +t3]> } . {1+uof(t,exp <p0x+x3) dx}
(B.5.14)

Elle peut se réécrire

Aj(t) = exp (— [uot +tBD —i—uo/ot

exp (—uo(t—x) —tB-i—xB) dx (B.5.15)
Comme lim_, ;. eXp (— [uo’[ +tB]> =0, alors

lim Al

t
= i — —x)—tP LB
Jim_Ag(t) —Llc5.tl_l>r+noo/0 exp( o (t —x) —tP 4+ x )dx

1 t
=puo. lim {/ exp (—uo(t—x)—tB—i—xB) dx+/ exp (—po(t—x)—tB—i—xB) dx}
0 1

t—>+o0

t
— i _ )PP
_po.tl_!rfw/l exp( HO(t —X) —tP 4+ X )dx

(B.5.16)

La derniére égalité provient du fait que la fonction x — exp <—p0(t —X) —tB-i—xB) converge
simplement vers 0 sur I’intervalle [0,1], lorsque t tend vers plus I’infinie.

Par ailleurs, soit, pour x et t fixés tels que 1 < x <t, la fonction fy définie par

B — fyt(B) =exp(—po(t —x)).exp (—tB+XB) (B.5.17)

ou encore
fxt(B) = exp(—po(t —x)).exp (—tB) .exp (XB) (B.5.18)

La fonction fy; est dérivable sur R?. et sa dérivée est donnée par

dd_B fxt(B) = exp(—po(t —X)). {XB In(x) exp (—tB) .exp (XB) —tP In(t) exp (—tB) .exp (XB) }
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soit
diﬁfx’t(B) = exp(—po(t —Xx)).exp (—t3> .exp (XB) . (xB In(x) —tP In(t)) (B.5.19)
Le signe de cette dérivée est celui de la fonction
g: R, — R
B +— 9B = () -tin())
Or la fonction x — xBIn(x) (pour B > 0 fixé) est dérivable sur R’ et sa fonction dérivée est
x — xP~1(1 4 BIn(x)). Cette derniére fonction est positive en tout x > 1 - cela est vrai en fait dés

(B.5.20)

-1 , : A
que I’on a x > exp <?) Donc la fonction x — xPIn(x) est une fonction non décroissante sur

[1,+ o[. Ainsi, pour t > x > 1, nous avons x®In(x) < tPIn(t). La fonction g est donc négative, et

par suite, — fy+(B) < 0 pour tout B > 0. La fonction fy est donc décroissante.

dp
Soit alors deux réels 1 et B2 tels que 0 < By < B2. Pour tout réel t > 1 et pour tout réel x tel que
1 < x <t, nous avons

fxt(B1) > fxt(B2) (B.5.21)
ou encore
exp (—po(t —x) —th1 +xBl) > (—po(t —x) —tP2 +XI32) (B.5.22)
et donc
/lt exp (—po(t —x)—th +xBl> dx > /: exp (—uo(t —x) —tP2 +X[32) dx (B.5.23)

Par consequent, a la limite, nous avons

t t
i _ —x) —tP1 1 yB1 i _ —x) —tP2 4 yB2
lim /1exp( HO(t —X) —tP1 4 X )dxztﬂrﬂo/l exp( HO(t —X) —tP2 4+ X )dx (B.5.24)

t—4o
Cela signifie, compte tenue des égalités B.5.16, que

Ag, () > Ag (<o) (B.5.25)

Cette derniere égalité revient, compte tenu du lemme B.5.2.3, a
Ag, () > Ag, () (B.5.26)
]

Par ailleurs, pour des valeurs données du taux de réparation (), du parameétre d’échelle (o), du
parameétre de forme ([3), un bon encadrement de la limite lorsque le temps t tend vers plus I’infinie
de la fonction disponibilité dans le cas ou la fiabilité suit une loiu de Weibull, peut étre donné par le
théoreme suivant. Comme cet encadrement dépend du paramétre de forme 3, nous allons toujours
garder la notation du théoréme B.5.2.5.

Théoréme B.5.2.6. Encadrement et estimation de la disponibilité asymptotique

Soit g, Bety(o>0, B> 0etye R) respectivement les paramétres d’échelle, de forme et de
position de la loi de Weibull. Soit p (4 > 0) le taux de réparation de I’entité. Supposons que ce
taux de reparation | soit constant. Posons Ag() la limite lorsque t tend vers plus I’infinie de la
fonction disponibilité Ag qui a t associe Ag(t) pour des valeurs de o, y, 3 et 1 fixées. Alors:
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H
H+ 3

a) Si =1, alors Ag(w) =

b)Si0<B<1anr5L<AB(oo)§1.
B
H+ g

¢) Si B> 1alors 0 < Ag(e) < ——.

B

Ht G

Le premier cas (B = 1) correspond au cas ou la loi de Weibull se raméne a la loi exponentielle
avec un taux de defaillance qui vaut c_l;' Ce cas peut étre etudié directement en considerant la
disponibilité avec une loi exponentielle, ou bien étre traité comme un cas particulier du cas général
étudié ici.

Remarque B.5.2.7. Compte tenu du théoreme B.5.2.5, et du fait que 0 < Ag(e) < 1, on peut déja
remarquer que

a) Lorsque 0 < B < 1,0naA(e) < Ag(eo) <1 <avec Ax() = i 1) '
T35

b) Lorsque B > 1, on a0 < Ag(e0) < Ag().

Mais le théoreme B.5.2.6 apporte largement plus d’information que cette remarque.

Preuve. Nous rappelons que la fonction disponibilité est définie par
Ag: R — [0,1]

Aplt) =exp (_ [u(t W+ (t%v> BD ' (B.5.27)
{l—i—uo/o%y exp (uox—l—xB) dx}

Mais tout comme pour la preuve du théoréeme B.5.2.5, nous allons, compte tenu du lemme B.5.2.3,

utiliser la fonction Aé dont nous rappelons la définition ci-dessous.

Ay Re — [0,1]

t — Ag(t)=exp (— [uct —l—tBD + o [iexp (—po(t —X) _tB+XB) g (B2

Tout comme dans I’équation B.5.16, la limite quand t tend vers plus I’infinie de Aé(t), est donnée
par
t

lim Ag(t) = uo.tli}rpw/l exp (—uo(t—x) —tB—i-xB) dx (B.5.29)

t—4-0

Posons donc, pourt > 1,

Ig(t) = /: exp (—uo(t —X) —tB-i—xB) dx

N (B.5.30)
— —uot —tP B
_exp< pot —t )/1 exp(pox+x )dx
Alors
- 1 _ -
tl',TmAB(t) = potl!rroo I(t) (B.5.31)
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Nous allons donc étudier la limite lorsque t tend vers plus Iinfinie de Ig(t) suivant les trois cas du

théoreme.
Premiercas: =1

Dans ce cas, on peut calculer aisément Ig(t) qui donne
t
Ig(t) = exp(—(Ho+ 1)t)/1 exp((Ho+ 1)x)dx

exp(—(Ho+1)t) [exp((HO+ 1)X)]}

T o+l
= ot 1 exp(—(Ho + 1)t){exp((uo+ 1)t) —exp(uo+ 1)}
= uo+1{1—exp((po+ 1)(1-t))}
Et comme
Jim {exp((uo+1)(1-1))} =0
alors

1
lim Ig(t) =
t—+oo () Ho+1
Ainsi, en utilisant I’égalité B.5.31, nous retrouvons
. _ M
tﬂTwAB(t) N u_|_c_1y

Deuxiémecas: 0 < B < 1

(B.5.32)

(B.5.33)

(B.5.34)

(B.5.35)

Dans ce deuxiéme cas, I’'ona —1 < B —1 < 0. Ainsi, pour tout réel x tel que x > 1, nous avons

0<xP1<1
de sorte que
uo < po+pxPt <po+p

Cela implique, en utilisant la derniére de cette chaine d’inégalités que

exp (—po‘[ —tB) . {/lt (uo—i- BXB_l) exp (uox—i-xB) dx}

< (Mo +B).exp (—pot —tB> : {/: exp (uox-i—xB) dx}

Ce qui veut dire que

t
exp (—ucrt - tB) /1 (uo—i- BXB_l) exp (uox—l—xB) dx < (uo+B)lg(t)
Cela revient, en intégrant I’equation du premier membre de cette inégalité, a
t
exp (—uo’[ —tB) [exp (uox—l—xB>] . < (Mo +B)lg(t)
c’estadire

{exp (—pot —tB> } {exp (uot +tB> —exp(no + 1)} < (no+B)lg(t)

(B.5.36)

(B.5.37)

(B.5.38)

(B.5.39)

(B.5.40)

(B.5.41)
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Ou encore
_ _ B <
e {1 exp ((uo—l— 1) (uoT +t )) } < Ig(t) (B.5.42)
Et comme
tI_|>Tmexp ((uo—i— 1) (po‘[ +t )) =0 (B.5.43)
alors a la limite, nous avons
T < tl!rrwlg(t) (B.5.44)

D’autre part, pour tout réel B tel que B > 0, la fonction définie par x — xP est une fonction
croissante sur R, . Ainsi, nous avons

/: exp (uox-i—xB) dx < /: exp (uox—i—tB) dx (B.5.45)

ce qui signifie que
t

Ip(t) < exp (—uot —tB> /1 exp (uox+t3) dx (B.5.46)

Or
t 1
exp (—uot —tB) /1 exp (uox+t3> dx = exp(—uct)/l exp(Hox)dx

— G eP(- o [ep(lot) expo)]  (B547)

= pio[l —exp(uo(1—t)]

Donc
1
lg(t) < E[l—exp(uo(l—t))] (B.5.48)
Et puisque
tllprooexp(uo(l —1))=0 (B.5.49)
alors on a a la limite
. 1
< = 5.
tl!rpw Ig(t) < o (B.5.50)

Ainsi, avec les inégalités B.5.44 et B.5.50, nous avons

. 1
< lim Ig(t) < — (B.5.51)
HO+ B~ tote Ho
Finalement, en utilisant cette chaine d’inégalites B.5.51 et I’égalité B.5.31, nous retrouvons
H : 1
g < Jim Ag(t) <1 (B.5.52)
H+g

Troisiemecas: 3> 1

. 1 1 - .
Pour ce troisiéme cas, nous avons E < 1 et donc B_ 1 < 0, si bien que pour tout réel u tel que
u > 1, nous avons
ub " <1 (B.5.53)
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de sorte que

Donc si nous posons pourt > 1

J(t) = exp [ —uot —tP /
(t) IO( 3 ) L
Nnous avons

exp (—pot —tB> /;B <1+ %u(l%’l)) exp (u-i—uou%) du < (1+ %) J(t)

En intégrant I’équation du premier membre, cela revient a

exp (—uo’[ —tB> [exp (u + uouéﬂf < <1+ E) J(t)

¢ exp (u—i-poul%) du

ce qui donne °
exp (—pot - tB) {exp (tB—i— uot) —exp(1+ uo)} < (% + 1) J(t)
. uc‘i_ﬁ{l—exp ((1+u0)—(u0’[+t3)>} <J(t)
A la limite, nous avons
uoﬁ- B~ = tﬂToo‘](t)

Or, en procédant au changement de variable suivant dans Ig(t),
1
u=xP qui équivaut a x = u?

qui donne

nous obtenons
= exp ( uo—tB) / exp (u0x+x5> dx
—exp (ko —tB) exp (MOUB +u)u ol Yo
uio {exp ( uot —t3>} {/:B <1+ %pou(%_l>) exp (uou% +u) d
exp (uou% +u) du}

J
- golem (cor-)) o o ]

B

—

tP 1

exp (uouﬁ +u

)

u_

Jau}

(B.5.54)

(B.5.55)

(B.5.56)

(B.5.57)

(B.5.58)

(B.5.59)

(B.5.60)

(B.5.61)

(B.5.62)
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lg(t) = pio {exp (—uot —tB) } {exp <po‘[ +tB) — exp(Ho + 1)} -

o {oe (o)} [

- Uio {1—exp ((uo—l—l) — (uct+t5)> —J(t)}

exp (poul13 - u) du (B.5.63)

Et comme
- () -
tl_|>To0 exp ((uo-i— 1) (pcrt +t 0 (B.5.64)
nous avons ainsi a la limite
. 1 :
tﬂrpw Ig(t) = e (1 —tI_|>TwJ(t)) (B.5.65)
Cette égalité B.5.65, ensemble avec I’inégalité B.5.60 donne alors
. 1
lim Ig(t) < — (1— P ) (B.5.66)
t—>4o00 uo Ho+3
soit, en simplifiant le deuxiéme membre
1
lim Ig(t) < B.5.67
Jm 1) < 05 ( )
On obtient ainsi, avec la définition de g qui est une fonction positive
1
0< lim Ig(t) < B.5.68
_H+w[3()_“0+[3 ( )
Et enfin, avec I’égalité B.5.31, nous avons
; 1 H
0< tl',TooAB(t) < B (B.5.69)
H+ 5
Les conclusions du théoréme se déduisent alors de ces trois conclusions partielles (B.5.35 , B.5.52
et B.5.69) en utilisant le lemme B.5.2.3. O

Le théoreme suivant donne les variations de la fonction disponibilité dans le cas ou la fiabilité suit
une loi de Weibull et ce, suivant les valeurs du paramétre de forme f.

Théoréme B.5.2.8. Variations de la disponibilité suivant le parametre de forme

Soit o, Bety(avec 0 > 0, B > 0 et y € R) respectivement les paramétres d’échelle, de forme et de
position de la loi de Weibull. Soit p (avec p > 0) le taux de réparation de I’entité. Supposons que
ce taux de réparation 1 soit constant. Posons Ag la fonction disponibilité pour des valeurs de o, Y,
B et p fixées. Alors:

a) Si B > 1, alors la fonction disponibilité Ag est une fonction décroissante, variant de 1 lorsque le
temps t = y a une limite Ag(c) lorsque le temps t tend vers plus I’infinie.

b) Si 0 < B < 1 alors il existe un réel noté Tg (avec Tg > y) tel que Ag soit décroissante sur
Iintervalle [y, Tg] et croissante sur I’intervalle [Tg, + oo[. Elle décroit alors de 1 lorsque le temps
t =ya Ag(Tg) lorsque t = Tg, puis croit de Ag(Tp) lorsque t = Tg a une limite Ag(e0) lorsque le
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temps t tend vers plus I’infinie. Ce réel Tg vérifie I’équation suivante :

H
Ag(Tp) =
BL'R 1)
Tae
TN

(0]
Ces limites sont encadrées dans le théoreme B.5.2.6.

(B.5.70)

Remarque B.5.2.9. En fait, comme il est rappelé plus haut, les cas ou le paramétre de forme 8
est strictement entre O et 1 correspondent a la phase de jeunesse de I’entité. Les cas ou B =1
correspondent a la période de maturité de I’entité et les cas ou [3 est strictement supérieur a 1
correspondent a sa phase de vieillesse. Ainsi, une observation a tirer du théoréme B.5.2.8 est
que si I’entité pouvait garder ses caractéristiques de jeunesse (0 < B < 1) indéfiniment, alors
sa disponibilité croitrait vers une limite de plus en plus proche de 1 (pour [3 décroissant vers 0)
lorsque le temps t tend vers plus I’infinie. Cela signifie que ses performances augmenterait.

Preuve. Pour le cas ou =1, comme c’est dit plut haut, la disponibilité suit la loi exponentielle et
nous savons déja qu’elle est décroissante.

Pour les autres cas, nous allons, en nous appuyant sur le lemme B.5.2.3, utiliser la fonction Aé
définie sur Ry par

Aé(t) = {exp (—ucrt —tB) } . {1 + uo/ot exp (ucx—l—xB) dx} (B.5.71)
1

La fonction AB est dérivable sur R’ (quelle que soit la valeur du parametre de forme 3) et nous
avons

5250 == (ho+ 8 2 {oxp (—pot—8) ) {110 [ exp (o) e}
+ poexp (—uot —tB) _exp (uot +tB)
- <u0+ Bt““”) . {exp (—th —tB> } . {1+uo/0t exp (uox+x3) dx} + o
(B.5.72)

Pour étudier le sens de variation de Aé, nous allons résoudre I’inéquation %Aé(t) > 0. Cette in-
équation est équivalente a

t o
exp (—pot —tl3> . {1+u0/0 exp (uox-l—xB) dx} < m (B.5.73)
ou encore
t
B Ho B) _
uo/o exp (uox+x ) dx < 10T Bt exp (uot +1 ) 1 (B.5.74)
soit
t 1 1
B By _ —
/0 exp (uox+x )dx < 101 BB exp (uot-l—t ) 1o (B.5.75)
Pour lecasou 3 >1:
exp (uox-l—xB)

: . . : 1
Dans ce cas, la fonction qui a un réel x associe prend la valeur e lorsque x = 0.

Ho + Bx(B*l)
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Ainsi, I’inéquation B.5.75 devient

/Ot exp (uox+xB> dx <

t

exp (po‘[ +t5)

_ 7 B.5.76

Lo+ BT (8:3.70)
0

exp (po‘[ +t5)

d [exp (uox+xB) B gy [ BB—1)xF 2
i ( o BT ) = exp (nox-+xP) —exp (pox+P) 105 BT (B.5.77)

Or la dérivee, définie sur R” , de la fonction qui a x associe est

Donc I’inéquation B.5.76 revient a

/Ot exp (pOX+XB> dx < /Ot exp (UOX+XB> dx — /Ot exp (HOX+XB) ) ((if;;()ﬁf;);é) dx
(B.5.78)

t _ —2)
_ B B(B—1)xP
0< /0 exp (pox—i—x ) ((uo-i—Bx(Bl))z dx (B.5.79)

soit

Et comme (3 > 1, alors, nous avons

t _ —2)
B B(B—1)x(P
/0 exp (p0x+x ) . <—(uox[3x(3—1))2 dx>0 (B.5.80)

Ainsi, dans le cas ou B > 1, il est impossible d’avoir —tAE(t) > 0. La fonction AE est donc non
croissante sur R, . Par I’intermédiaire du lemme B.5.2.3, nous concluions donc que la fonction Ag
est non croissante sur [y, 4 o[, pour 3 > 1.

Pourlecasou 0 < B < 1:

Reprenons I’inéquation B.5.75 avec une inégalité large

t 1 1
B B) _
/0 exp (uox+x )dx < 10+ BT exp (uot-l—t ) 1o (B.5.81)
et posons pour t > 0,
t 1
— B - - B
g(t) /0 exp (u0x+x )dx o pLED exp (pcrt +t ) (B.5.82)
L’inéquation B.5.81 s’écrit alors
1
< - B.5.
0(t) < — 75 (B.5.83

La fonction g est derivable sur R, et sa dérivée est donnée par

BB— 12
(no+Bt(B-1)?

%g(t) = exp (ucrt +tB) —exp (ucrt +tB) +exp (um +tB) |
B(B-1)tE-2 B .
) (no+ Bt(B—l))z eXp (pot +t )
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Comme 0 < B < 1, la dérivée ag de g est alors négative compte tenu de I’égalité B.5.84. La
fonction g est donc décroissante. En plus, g(0) = 0 (par prolongement par continuité).

Par ailleurs, g(t) tend vers moins I’infinie lorsque t tend vers plus I’infinie.
En effet:
Hd d B.5.85
0(0) = [ Sa00x (8.5.85)

I’expression de &g(x) étant définie dans I’équation B.5.84. Or, d’apreés les propriétés des fonctions
exponentielles, pour toute fonction polyndme P, il existe un réel X tel que pour tout x plus grand
que X, P(x) < exp (pox-l—xB). Ainsi, il existe un réel X tel que pour tout x plus grand que X, I’on
ait

X2 < exp (u0x+x3> (B.5.86)

Et alors pour tout x plus grand que X, nous aurons

iii;lg;(f_j; > (Ef;[gé(ﬁj))z exp (ox+x°) (B.5.87)
Cest a dire
(uff[;(lgfi)z > %Q(X) (B.5.88)
0
| I, ((ugf[;((lgf))z> = - (B.5.89)
” Jim %90‘) =— (B.5.90)

. d _ ] d
La fonction &g n’est donc pas intégrable sur [0, + oo[. Par conséquent (et parsque &g(x) est une

fonction négative) nous avons,

t
lim g(t)= lim /Og’(x)dx:—oo (B.5.91)

X—>+00 X—>+00
En résumé, la fonction g est strictement décroissante, prend la valeur 0 en 0 et tend vers moins
I”infinie lorsque t tend vers plus I’infinie. 1l existe donc un unique réel tg dans R’ vérifiant la

condition
1
g(tp) = o
g(t) > "o vt,0 <t <ftg (B.5.92)

1
g(t) < o Vit >tg

La fonction A? est donc strictement décroissante sur [0,tg] et strictement croissante sur [tg, + oof.
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Ainsi, d’apres le lemme B.5.2.3, la fonction disponibilité Ag est strictement décroissante sur [y, Tg]
et strictement croissante sur [Tg, + ] ol Tg = otg + .

En outre, la dérivée de la fonction disponibilité est donnée par

d B/t—y (B-1)
Et le fait que EA (Tg) = 0 donne
AU et ie) =
Ag(Tg) = S (B.5.94)
M o
]

disponibilité (4)
>
A

4, (0) \/
p:

wtl/c

A[s: ()

temps (1)

Figure B.2 — Evolution de la disponibilité suivant les valeurs du paramétre de forme

En s’aidant de ce theoreme, il est aisé de déduire I’existence de la limite lorsque le temps t tend
vers plus I’infinie de la fonction disponibilité. Cela est dans le corollaire suivant. Comme nous le
disions un peu plus t6t, c’est le contraire qui serait intuitivement surprenant.

Corollaire B.5.2.10. Pour toutes les valeurs du parametre de forme 3, la fonction disponibilité
admet une limite notée Ag() lorsque le tend t tend vers plus I’infinie.

Preuve. Lorsque B > 1, la fonction disponibilité Ag est décroissante d’apres le théoreme B.5.2.8.

Or Ag est une fonction positive, donc minorée par 0. Elle admet donc une limite lorsque le temps t
tend vers plus I’infinie.

Lorsque 0 < 3 < 1, le théoreme B.5.2.8 nous dit que la fonction disponibilité Ag est croissante a
partir d’une valeur notée Tg du temps t. Or Ag est une fonction qui a ses valeurs dans I’intervalle

[0, 1]. Elle est donc majorée par 1. Ainsi, elle admet une limite lorsque le temps t tend vers plus
I’infinie. O
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Cette limite, on sait la calculer explicitement lorsque 3 = 1 et lorsque 0 < B < 1 ou 3 > 1, on sait
I’encadrer avec une bonne précision dans le théoréme B.5.2.6.

Enfin, le theoreme suivant donne les fonctions limites lorsque le parametre de forme 3 tend vers 0
et vers plus I’infinie de la fonction disponibilité Ag.
Théoréme B.5.2.11. Fonctions limites de la fonction disponibilité
Soit g, Bety(o>0, B> 0etye R) respectivement les paramétres d’échelle, de forme et de
position de la loi de Weibull. Soit p (i > 0) le taux de réparation de I’entité. Supposons que ce taux
de réparation | soit constant. Posons Ag la fonction disponibilité pour des valeurs de o, y, B et i
fixées.
Alors Ag admet une fonction limite notée Ao (resp. A) lorsque le parametre de forme 3 tend vers
0 (resp. plus I’infinie). Ces fonctions limites sont définies par :
Ao: [max(0)y),+ o] — [0,1]
e Aglt) = { 1 s? t=y  (B.5.95)
1-(1—et)yexp(—pu(t—y)) sit>y
A : [max(0,y),+ o] — [0,1]
1 siy<t<y+o
t — An(t)=< el sit=y+o
0 sit>y+o

(B.5.96)

Ces deux fontions limites sont représentées sur la figure B.3.

Preuve. En utilisant I’égalité B.5.12 dans la preuve du lemme B.5.2.3, nous allons encore une fois
baser la démonstration de ce théoréme sur la fonction Aé définie sur R, par

As(t) = {exp (— [po‘[ +t5} ) } . {1—|—uo/0t exp (pox-i—xB) dx} (B.5.97)
Pour le casou 3 > 0tend vers0:

Pour B fixée, AZ(0) = 1. Donc limg_,oA3(0) = 1.

B B
Soit t un reel fixé (t > 0). Nous avons
t
/ exp (pox + XB> dx = / exp (pox + XB> dx (B.5.98)
0 10,
Or, pour tout réel x strictement positif, on a
limxP =1 (B.5.99)
—0

Donc

lim A t
BI—%AB(U = exp(—[pot +1]). {1+u0/0 exp(p0x+1)dx}

= exp(—pot — 1). {1+ [exp(nox+1)]5}
=exp(—pot —1).(1+exp(pot+1) —e)
= exp(—pot — 1) + 1 —exp(—pot)
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Ayt

Fonction limite de disponibilité 4y

Q

Y temps (t)’

(a) Fonction disponibilité limite Ag

A, (7

Fonction limite de disponibilité Ainfini

°
L2

Y Yy+o temps (1)

(b) Fonction disponibilité limite Ac,

Figure B.3 — Fonctions disponibilité limites Ag et A
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soit
limAitt)=1— (1—e? —uot B.5.100
Bljg) s(Ot) (1—e ") exp(—pot) ( )
En résumé,
1 it=
Ab(t) = sit=0 (B.5.101)
1—(1—e ) exp(—pot) sit>0

Or, d’aprés I’égalité B.5.12, nous avons A(t) = Al (t%y) .D’ou
1 sit=
Ao(t) = ) =y (B.5.102)
1-(1—e Yexp(—pu(t—y) sit>y
Pour le cas ou [ tend vers plus I’infinie :
Tout comme dans le cas ou {3 tend vers 0, nous avons limg_, ., AE(O) =1.

Soit t un réel fixé (t > 0). Nous avons

Aj(t) = exp ( Hot —tB) . {1+ uo/ot exp (uox-l—xB) dx}

Xp (—uct—tB) .{1+u0/}0 [

X (uox-i-xB) dx}
= exp ( uot —tB) + uo/}o’t[exp (—uo(t —X) — (tB - XB)) dx

= exp (—pot +tB) —i—uo/}o’t[exp (—po(t —x)—tP (1— (%) B)) dx

Or, pour t > 0 fixé et pour tout réel x tel que 0 < x < t, nous avons 0 < § < 1. Ainsi,

Il
@®

(B.5.103)

Jim. (%)B —0 (B.5.104)

Donc lorsque {3 tend vers plus I’infinie, Aé(t) est équivalente a I (t) avec
- _uot —tB _ —_x)—tP
I(t) _exp( pot —t )+u0/}0’t[exp( HO(t—X) —t )dx
= exp (—ucrt — tB) +exp (—tB) [exp(uo(x—1))];
exp (—UO‘t - tB) +exp (—tB) {1—exp(—pot)}

tB)

Sit=1alorslimg, . Az(t) =e

(B.5.105)

=exp
Ainsi:
_]_.

Sio<t< 1, alorslimg, . (tB) =0 etdonc IimB_>+ooAL13(t) =1.

Sit>1,alorslimg_, (tB) = 400 et donc IimB_>+ooAé(t) =0.

En résumé, nous avons
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1 sio<t<1
ALt)y=< et sit=1 (B.5.106)
0 sit>1

y \ 92 .z Al t_y 5 N
Or, d’aprés I’égalité B.5.12, nous avons A(t) = A (?) D’ou

1 siy<t<y+o
Ao(t)=4 e ! sit=y+o0 (B.5.107)
0 sit>y+o
O

B.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé la fonction disponibilité d’un composant dont la loi de fiabi-
lité n’est pas exponentielle. Ce cas de la loi exponentielle est trés largement utilisé dans la littéra-
ture pour des raisons qui sont spécifiquement liées a sa structure. C’est une loi assez simple dans
son utilisation et les manipulations mathématiques sont assez simples. Nous avons montré que
méme lorsque la loi de fiabilité n’est pas exponentielle mais que les taux de défaillance et de répa-
ration du composant peuvent étre exprimés analytiqguement en fonction du temps, il est possible de
déterminer sa fonction disponibilité. Nous avons ensuite considére le cas ou la loi de fiabilité du
composant est de Weibull (ou la loi exponentielle est alors un cas particulier). Nous avons analysé
de fagon exhaustive le comportement de la fonction disponibilité dans un cas ou le taux de répa-
ration est quelconque mais analytique. Nous avons ensuite étudié le cas ou ce taux de réparation
est constant. Les différents résultats permettent de pouvoir utiliser cette fonction disponibilité dans
des cas beaucoup plus complexes que celui de la loi exponentielle.
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