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INTRODUCTION

Le présent travail s’inscrit dans le cadre de la géométrie de la CAO. Il représente
une contribution a I’étude, d’'un point de vue algorithmique, de la famille de courbes
planes élémentaires que sont les coniques et leurs faisceaux.

La particularité de cette étude, malgré I'abondante littérature existant dans ce
domaine, depuis Euclide et Archimede, tient au fait que ces courbes rationnelles de
degré deux sont ici décrites par une liste de trois vecteurs massiques linéairement
indépendants appelée forme (BR) de la conique.

Ce mode de définition des courbes et surfaces rationnelles par des vecteurs
massiques (un vecteur massique étant soit un point pondéré, soit un vecteur pur
de l'espace dans lequel sont plongées ces courbes rationnelles) a été développé par
Fiorot et Jeannin en 1986. Il assure une description exacte et le controle des courbes
et surfaces destinées soit & des applications industrielles comme 'usinage de pieces
mécaniques telles des profilés d’ailes d’avion, des protheéses dentaires ou articulaires
soit a la représentation de phénomenes physiques issus de mesures comme c’est le
cas par exemple en géologie ou en météorologie.

Ce document se compose de deux parties. La premieére partie concerne 'étude
géométrique des coniques (BR) et fait 'objet des deux premiers chapitres. La seconde
partie, détaillée dans les cinq chapitres suivants, traite de la forme (BR) des faisceaux
linéaires de coniques.

Le chapitre 1 rappelle les principaux résultats concernant les courbes Bézier - de
Casteljau polynomiales et les courbes (BR). Il donne dans le cas général I'écriture
(BR) d’une courbe rationnelle. Un exemple concret met en évidence le calcul du
polygone massique controlant la courbe rationnelle, ce polygone étant composé de
vecteurs purs et de points pondérés.

Le chapitre 2 établit le lien entre la définition usuelle d’'une conique par foyer,
directrice et excentricité et ses différentes formes (BR) wia trois vecteurs massiques
linéairement indépendants. Pour cela, nous utilisons les résultats sur le changement
de parametre homographique dont la particularité est de conserver la longueur du

polygone massique de controle. Dans un premier temps nous donnons une forme
(BR) symétrique d’une conique définie par un foyer, la directrice associée et 'excentri-

cité. Toutes les autres formes (BR) de la conique sont déduites de cette forme
particuliere par des changements de parametre homographique. Dans un deuxieme
temps, a partir de trois vecteurs massiques linéairement indépendants définissant
une conique propre sous forme (BR), nous déterminons, grace a des changements



de parametre homographique appropriés, un nouveau polygone de contréle de la
conique.

Dans le cas de la parabole, ce dernier polygone est composé de deux vecteurs purs
orthogonaux (1'un dirige 'axe, 'autre la tangente au sommet) et d’un point pondéré
donnant le sommet.

Dans le cas de lellipse, ce polygone est composé de deux points pondérés (définissant
un des axes ) et d’un vecteur pur dirigeant une tangente &4 un sommet orthogonale
a cet axe.

Dans le cas de 'hyperbole, ce polygone est composé de deux vecteurs purs de méme
norme dirigeant les asymptotes et d’un point pondéré définissant son centre.

Les caractéristiques géométriques de la conique (BR) (foyer, directrice, excentricité)
s’en déduisent directement. Le procédé est plus particulierement illustré en ce qui
concerne la parabole (BR), le foyer et la directrice sont obtenues par des construc-
tions géométriques élémentaires.

Le chapitre 3 propose deux formes (BR) d'un faisceau linéaire de coniques

bitangentes c¢’est-a-dire passant par deux points fixes et tangentes en ces deux points
a deux droites données.
La premiere forme se présente comme une liste de trois vecteurs massiques représen-
tant une conique (BR). Ces vecteurs massiques sont tels que leurs Il-projections
sont fixes, deux d’entre elles sont les points de contact éventuellement a l'infini. Le
parametre du faisceau est exactement la masse du premier point pondéré, elle-méme
proportionnelle au rayon de courbure de la conique en ce premier point de controle.
Comme ce mode de parametrage n’est pas commode pour décrire le faisceau des
coniques ou 'un des points de contact est a l'infini, nous définissons une deuxieme
forme (BR) du faisceau de coniques bitangentes par une liste de trois vecteurs
massiques dont les IT-projections sont fixes. Le parametre est ici la masse du deuxieme
vecteur massique si celui-ci est un point pondéré ou son module §'il s’agit d'un
vecteur pur. A titre d’application de ce second mode de représentation et en vue
d’une exploitation dans la suite, nous donnons l'expression de la conique (BR) du
faisceau passant par un point a distance finie ou non.

Le chapitre 4 propose une forme (BR) d’un faisceau linéaire de coniques passant
par trois points fixes et tangentes & une droite donnée en un des points. Il utilise
le résultat de la partie précédente sur la détermination de la conique (BR) d’un
faisceau de coniques bitangentes passant par un point donné du plan.

L’écriture (BR) de ce faisceau se présente comme une liste de trois vecteurs massiques,
représentant une conique (BR), tels que les II-projections du premier et du dernier
vecteur massique soient fixes: 'une d’elles est un point de contact. Le parametre du
faisceau est 'abscisse d’un point de la tangente, II-projection du deuxieme vecteur

massique, et pour une valeur particuliére, ce parametre est le module d'un vecteur



directeur de la tangente, vecteur qui représente le deuxiéme vecteur massique. Comme
précédemment, nous donnouns la seule conique (BR) du faisceau passant par un point
fixé dans le plan & distance finie ou non.

Le chapitre 5 établit une forme (BR) d'un faisceau de coniques passant par
quatre points du plan. L'écriture (BR) du faisceau se présente comme une liste de
trois vecteurs massiques tels que les II- projections du premier et du dernier vecteur
massique sont deux des quatre points. Le parameétre est ici la pente de la tangente en
un des deux points évoqués. Le second vecteur massique est fonction du parameétre
qu’il ’agisse d'un point pondéré (cas général) ou d’un vecteur pur (cas particulier).

Le chapitre 6 propose une forme (BR) d’un faisceau de coniques osculatrices
c’est-a-dire ’ensemble des coniques propres du plan, tangentes en un point donné
a une droite donnée, passant par un deuxiéme point donné et admettant un meme
centre de courbure en le premier point. La forme (BR) de ce faisceau se présente
comme une liste de trois vecteurs massiques tels que les II-projections du premier
et du dernier vecteur massique soient les deux points donnés du faisceau. Le second
vecteur massique a pour Il-projection un point de la tangente dont ’abscisse est
exactement le parametre et sa masse est inversement proportionnelle a ce parametre.
Lorsque I'abscisse est infinie, le second vecteur massique est un vecteur pur dirigeant
la tangente. Notons également, en ce qui concerne le second vecteur massique: dans
le cas d’un point pondéré, sa masse dépend du rayon de courbure en le premier point,
dans le cas d’'un vecteur pur c¢’est son module qui dépend du rayon de courbure.

Le chapitre 7 décrit une forme (BR) d'un faisceau de coniques surosculatrices
c’est-a~dire I'ensemble des coniques propres du plan, tangentes en un point donné
a une droite donnée, de méme centre de courbure en ce point et admettant une
méme droite comme polaire d'un point fixe de la tangente. Ce point peut-étre
éventuellement & U'infini. La forme (BR) de ce faisceau se présente comme une liste
de trois vecteurs massiques tels que la IlI-projection du premier vecteur massique
est le point de contact. La II-projection du deuxieme vecteur massique est le point
fixé sur la tangente ou un vecteur pur dirigeant la tangente. La Il-projection du
troisieme vecteur massique est un point variable sur la polaire dont l'abscisse est
le parametre du faisceau. De plus, ce parametre intervient soit dans la masse du
second vecteur massique si celui-ci est un point pondéré soit dans son module s’il
s’agit d’un vecteur pur.

Notons enfin que, pour les coniques comme pour leurs faisceaux, les formes (BR)
présentent dans la plupart des cas un ou deux vecteurs purs décrivant les points a
I'infini de la conique ou du faisceau et les rendant aisément exploitables en CAQO.
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Chapitre 1
Courbes (BP), courbes (BR)

Ce chapitre rappelle les principaux résultats concernant les courbes Bézier - de
Casteljau polynomiales (De Casteljau, 1959 [1], 1985 [2]; Bézier, 1968 [3], 1977 [4],
1984 [5]) et les courbes (BR) (Fiorot et Jeannin, 1986 [6]).

La forme (BR) d’une courbe rationnelle consiste en sa description par une liste de
vecteurs massiques. Un vecteur massique est soit un point pondéré soit un vecteur
pur de l'espace dans lequel sont plongées ces courbes. Le mode de définition des
courbes et surfaces rationnelles par des vecteurs massiques a été développé par Fiorot
et Jeannin depuis 1986 [6], [7], [8] dans le but de leur exploitation sur ordinateur.

Ce chapitre donne dans le cas général 1’écriture (BR) d’une courbe rationnelle

ainsi qu’un exemple de calcul du polygone massique (composé de vecteurs purs et
de points pondérés) controlant une courbe.

11



12 Chapitre 1. Courbes (BP), courbes (BR)
1.1 Courbes Bézier-de Casteljau polynomiales

1.1.1 Polyndémes de Bernstein

Définition Les (n + 1) polynomes de Bernstein, définis par
BMt)=C (1 —-t)"%, i=0...n

forment une base de I’espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de
degré < n. lls vérifient les propriétés suivantes:

Positivité V¢ € [0,1] BIt) > 0.
Symétrie Vi € R B1—t)= B} ,(¢).

Partition de 'unité Vit € R Y[ Bl'(t) = 1.
Maximum B! (1) ou tp = ;L— est le maximum de BP'(t) sur [0, 1].

Récurrence B(t) = (1 —t)B 1(t) +tBl''(t) avec i = 0...n et B*(t) = 0 pour
1 <0oui>n.

Dérivée (BMt))' =n(Bi5'(t) - Bp7'(t)) i=0...n,

K3

1.1.2 Propriétés des courbes BP

Courbes BP Soit P = (Fy, Py, Ps, ..., P,) un (n + 1) -uple de points d’un espace
affine réel, on note

BP[Py, Py,..., P)(t) = ij?(t)B.

1=0

La courbe paramétrée BP[Fy, Py,...,P,] ensemble des points

BPI[Py, Py, ..., B,))(t) quand ¢ décrit [0, 1] s’appelle courbe Bézier Polynomiale
(BP) sur [0, 1]. Le polygone P est le polygone de controle de la courbe Bézier.
L’entier n est la longueur du polygone Bézier P ot de la courbe BP[P, [0, 1]].

e . { R S
Le degré d'une courbe (BP) est inférieur ou égal a sa longueur.

Support d’une courbe BP Le support de la courbe BP[Fy, P, ..., P,] est contenu
dans 'enveloppe convexe des points Fy, Py, ..., F,.

Symétrle vie R BP[P(),Pl,,PnKl"“t):BP[Pn,Pn_l,,P()](f)
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]
Dérivée k-ieme (BP[P])*)(t) = ﬁBF[AkPo, AFP L ARP ()
BP[P]®(0) e k)IA j2)
!
BPIPM(1) = — " _Akp,
PI (L) (n_k)!APM

L’opérateur A* est l'opérateur de différence progressive itérée k fois

AP = P
AP = P - B
Ak+lpi — AkPMl . AkPq
Algorithme de de Casteljau Calcul d’'un point d’une courbe BP.

Soit P = [Py, Py, ..., B,] un polygone de controle d'une courbe BP et ¢ un réel
fixé. Le point BP[Py, P, ..., P,|(t) est calculé par 'algorithme suivant :

Entrée:

Fo, Py, ..., P, le polygone de controle
t le parametre dans [0, 1].

Sortie:

BPI[Fy, Py, ..., P](t)

Début de { DE CASTELJAU }

{ INITTALISATION }

pour ¢ variant de 0 a n

faire pour j variant de 0 a n — 1

faire P? « P,

{ RECURRENCE }
pour ¢ variant de 1 an

faire pour j variant de 0 an —i

faire P! — (1 —t)P; 7 (t) + tP}7]

{ RESULTAT }

Ecrire Fy

Fin de { de DECASTELJAU }

Cette procédure sera appellée dans la suite DECAST[ Ry, P, ..., Py;t].
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De méme que les courbes polynomiales sont représentées par un polygone de
controle, les courbes rationnelles seront caractérisées par un polygone massique
(c’est & dire une liste de points pondérés ou de vecteurs du plan) ainsi que I’ont
défini Fiorot Jeannin en 1986.

A
. -8

1.1.3 L’espace des vecteurs massiques &

E,F Soit £ et F deux espaces affines euclidiens réels de dimension finie, tels que £
soit un hyperplan de F.
£ , F sont les espaces vectoriels associés a £ et F respectivement.
& est un sous espace vectoriel de F.

£ On note & le complété projectif de &, c’est & dire & complété par les points a
infini. Le point & I'infini dans la direction de @ 5 0 est noté .

Soit Q € F.Q ¢ &, 'espace £ g'identifie & 'ensemble des droites de F passant
par €2 ou encore & 'ensemble des droites vectorielles de F.

Les points & 'infini de € sont identiques:

- aux droites de F passant par ) et paralléles a &.

- aux droites vectorielles de F paralleles a &.

£ On note & I'espace des vecteurs massiques:
E=(ExRHUE.
Un vecteur massique est soit un point pondéré, soit un vecteur de £
& est un espace vectoriel.
A . BN
L’application 2 : &€ — F telle que (m, A\) — AQm, X # 0 et @ — @ est une
bijection.

Addition dans £ Soit 6, ¢ deux vecteurs massiques 6 @ 6 = Q1(Q(0) + Q@)

Multiplication dans £ a € R, a8 =Q"'(aQ(9))
Lorsque 8 = (m, \), a % 0 = (m, o))
Lorsque # = uw ,axf=au

Opérateur masse Yy : £ R .
A sif=(m,A\
QHX(Q):{O 81(9:% )

x est la masse du vecteur massique.
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1.2 Courbes (BR)

— "
[IQ projection de F — {Q} sur &

H ~

n: F-{Q}—-¢
0 . ~
OM — m intersection de QM avec £

QM — (OM)o, st QOM||E

IT projection de & — {—(?} sur £

M: £€-{0}—¢
0 — msif=(m,\)
0 — (@)oo 8 0 = @

IT est une surjection

Les projections II et II€) sont reliées par la relation:

N=TII000

Courbes (BR) et courbes rationnelles

Définition : soit 8§ = (6,01, ...,0,) un polygone massique de longueur n. La courbe
B-rationnelle (BR) de polygone de controle 6 est décrite par le point M(t)

M(t) = BR[6;]0,1))(t) = I1(BP[6;[0, 1]}, ¢ € [0,1)).

C’est & dire qu'une courbe (BR) est la II-projection d’une courbe Bézier-de
Casteljau de l'espace £

Théoréme 1 Il y a identité entre les courbes (BR) et les courbes rationnelles.

Preuve: Théoréme 1 de [8] ™

Définition équivalente: Considérons P; définis par Sﬁ = Q(@Z) nous avons:
BR|[6y, 64, ...,0,)(t) = IQBP[Fy, P, ..., P,] (1))

Cette définition signifie qu'une courbe (BR) de & est la II) -projection d'une
courbe Bézier-de Casteljau de 'espace F.
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Forme explicite des (BR) Soit 6 = (6g,61,...,0,) un polygone massique de £ et
soit,
{_ I'ensemble des indices ¢ pour lesquels 6; est un point pondéré (x(6;) # 0),
I T'ensemble des indices ¢ pour lesquels 6; est un vecteur pur (x(6;) = 0)).

TUl={0,1,...,n} INI=9

B = TX)BIH =T ABI
BROJ(t) = M) -
Mt = Eé—) (z; @Bﬁ(tm) t % <Z me) i B(t) # 0
M@ = (z GBI ()P, +zBr<t>Ui)
iel iel o
i B(t) =0 et V(1) = X BBIOP + Y BIOT, # 0
iel iel

BR[A](ty) = lim BR[A](t) si B(to) = 0 et V(tg) = 0

t—itp

Exemple de mise sous forme (BR) d’une courbe rationnelle
6t — 6t* + 6t° ; —3t +4¢°
“Tairer—se YU TTairer g
En coordonnées homogenes :
X =6t — 6t + 63
Y = -3t +4t°
Z =1-3t+6t* -3¢
Ecriture des X, Y, Z dans la base des polyndomes de Bernstein :
X = 0.B3+2B?+2.B3+6.B3
Y = 0.B}—1B?-2B3+1.B}
Z = 1.B3+0.B}+1.B3+1.B3

x(t)

d’ou
/0 2 2 6\
P(): O P1: —1 P2: —2 Pg— 1
1 0 1 1
et
b = ((0,051) = (Ag;1)
6 = ((2,-1);00=4
0y = ((2,-2);1) = (A 1)

05 = ((6,1);1) = (A43;1)
Cette courbe (BR) est représentée par la figure 1.1
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(Ao; 1)

Fic. 1.1 - Une cubique (BR).

(As; 1)
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Chapitre 2

Liaison entre forme (BR) d’une
conique et ses caractéristiques
géomeétriques

Les coniques ont depuis longtemps fait 'objet de nombreuses études que ce soit
du point de vue géométrique ( Pappus, 4éme siécle avant J.C. [9]; Euclide, 3éme
siecle avant J.C. [10]; Appolonius, 3eéme siécle avant J.C.[11]; Pascal, 1640 [12];
Desargues, 1648 [13]; Monge, 1795 [14], 1922 [15]; Chasles, 1861 [16], 1865 [17],
1889 [18]; Poncelet, 1862 [19], 1865 [20]; Lebesgues, 1942 [21]) ou du point de vue
analytique (Lebesgue, 1942 [21]; Berger, 1990 [22]).

Les coniques jusqu’alors ont été utilisées en CAO en tant que courbes Bézier-
rationnelles ( Faux, 1979 [23]; Farin, 1983 [24]; Lee, 1987 [25]); Farin, 1992 [26];
Hoschek, 1993 [27]). Le point de vue des courbes (BR) est ici développé. Il permet
une description compléte de la conique, en particulier ses points a l'infini.

Cette partie établit le lien entre la définition usuelle d’une conique par foyer,
directrice et excentricité et ses différentes formes (BR) wia trois vecteurs massiques
linéairement indépendants.

Cette étude s’appuie sur les résultats relatifs aux courbes rationnelles décrites
par des points et des vecteurs de controle (Fiorot et Jeannin, 1986 [6], 1987 [7],
1585 [8]) dans le but d’une exploitation en CAO. Les coniques, en tant que courbes
rationnelles du second degré, sont ici décrites par une liste de trois vecteurs massiques
linéairement indépendants appelée forme (BR) de la conique (Bécar et Fiorot, 1994
(28], 1996 [29], 1997 [30]) . Les changements de parametre homographique seront
abondamment utilisés dans la suite. Ils offrent la particularité d’étre biunivoques et

de conserver la longueur du polygone massique de contrdle (Patterson, 1985 [31];

10
v
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Fiorot et Jeannin, 1991 [32]; Fiorot, Jeannin et Taleb, 1994 [33]).

Dans un premier temps nous donnons une forme (BR) symétrique d’une conique

définie par un foyer, la directrice associée et 'excentricité. Toutes les autres formes
(BR) de la conique sont déduites de cette forme particuliere par des changements
de parametre homographique.
Dans un deuxieme temps, & partir de trois vecteurs massiques linéairement indépen-
dants définissant une conique propre sous forme (BR), nous déterminons, grace a
des changements de parameétre homographique appropriés, un nouveau polygone de
controle de la conique.

Dans le cas de la parabole, le dernier polygone massique obtenu se compose de
deux vecteurs purs (I'un dirigeant axe, 'autre la tangente au sommet) et d’un point
pondéré donnant le sommet. De cette configuration particuliére, nous construisons
géométriquement et de maniére élémentaire le foyer et la directrice de la parabole

(BR).

Dans le cas de ellipse, le dernier polygone massique est constitué de deux points
pondérés définissant un des axes et d'un vecteur pur dirigeant une tangente a un
sommet orthogonale & cet axe. Les parameétres géométriques de cette ellipse (BR)
sont déduits directement.

Dans le cas de 'hyperbole, le dernier polygone massique obtenu est formé de deux
vecteurs de méme norme dirigeant les asymptotes et d’un point pondéré définissant
son centre. La somme des deux vecteurs purs dirige I'axe de I'hyperbole (BR)
tandis que leur différence dirige les directrices. Les autres éléments géométriques
sont déduits de cette derniére configuration.
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2.1 Introduction et quelques rappels

Proposition 2.1 57 ag, a, ag sont trois vecteurs massiques linéairement indépen-
dants de £ (£ peut-étre IR?), le support de la courbe BR|ag, a1, ao] est une conique
propre du plan bitangente en Il(ag) et TI(ay) aux droites (T{ag)TT(cv1)) et (TL{cg)TI(avq)).
Réciproquement, toute conique propre du plan est le support d’une courbe BR|oyg, 0, ao
ou vg, ty, Qg constituent en base de £,

Preuve: Proposition 5.1.3 de [8]. ®

Notation : Nous notons [BR|ag, o, . . ., & ]| 7 le support de BR[a, a, .. . , ay] relatif
aJ,ie{BR[ag,ay,...,an)(t),t € T, ot J C IR, quand il n’est pas précisé J =

Proposition 2.2 Dans le plan £, étant donné une droite d(une directrice), un point
F(un foyer) et un scalaire positif e(l’excentricité), une conique est ’ensemble des

points M satisfaisant VH ¢ ou H est la projection orthogonale de M sur d.
Preuve: Dans tout livre élémentaire de géométrie. L'un des plus anciens est celui
de Pappus (4eme siecle)[9] Cette propriété était déja donnée par Euclide (3eme siecle
avant J.C.) et par Archimede (vers 287-212 avant J.C.). W

Dans le cadre de la géométrie de la CAO et en vue d’une utilisation directe des
coniques sous forme (BR) nous établissons dans ce chapitre le lien entre les deux
précédentes descriptions des coniques. A partir du triplet (F, d, e) nous déterminons
une forme (BR) symétrique de la conique. Réciproquement, étant donné trois vecteurs
massiques linéairement indépendants (déterminant donc une conique) nous définissons
ses caractéristiques géométriques (F, d, e). Ce dernier point est obtenu via des chan-
gements de parametre homographique. Rappelons également le résultat suivant :

Proposition 2.3 Soit ag, vy, ag trois vecteurs massiques linéairement indépendants
de & et BRloy, a1, o] la conique associée. Alors,

si x(a1)? — x(ao)x(ag) > 0, BR[ag, a1, ] est une hyperbole,

st x(a1)? — x(ao)x(az) = 0, BRlag, a1, o) est une parabole,

st x(a1)? — x(ag)x(ae) < 0, BRlag, a1, ay) est une ellipse

ot X est la forme linéaire (appellee masse) définie de la maniére suivante :

X : € — IR avec x(A;a) =a,x(U) =0.

Preuve: Proposition 5.1.6 de [8] ®
Le changement de parametre joue un role essentiel dans I’étude des coniques. Nous
aurons souvent recours a la proposition suivante:
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Proposition 2.4 Considérons le changement de paramétre homographique
a(l—u)+bu
el —u) +du’
(1) Alors BRag, o, a] © h(u) = BR[fBq, b1, F2)(u) avec

t = h(u) ad — be # 0 (2.1)

Bo = (c—a)*ap P 2a(c—a)a ©a’ay
Bi = (c—a)(d—>b)ag® (be — 2ab+ ad)a; & abasy (2.2)
By = (d—b)ap®2b(d— b)oy & b*ay

Do, B1, P2 sont définis a une proportionnalité pres,

’BR[(XO, a1y 042]1]7:5 = |BR[B, b1, ﬁﬂl]R

(ii) les relations (2.2) sont une condition nécessaire et suffisante pour que BR[ag, a1, o]
et BR|(y, 01, 2] définissent deuz coniques de méme support.

Preuve: (i) les coordonnées homogenes de t (resp. u) € IR = IRU{oo} relativement
au repere projectif barycentrique (0,=,1) de IR sont & un coefficient prés: (1 — ¢, 1)

(resp. (1 —w),u)) sit (resp.u) € IR, (—1,1) si t = oo (resp.u = o0).

Nous avons f = w et 1 -t = (C_CL)(l —u>+ (‘d—b)u
(1l —u)+du e(l —u)+ du

La fonction homographique ¢ = h(u) s’écrit alors relativement au repére projectif

1
barycentrique (0, 3 1):

l1—t\ [c¢c—a d=b)\ [1-u
t - a b - u
c—a d=10 . . \ o
H = u b est une matrice de h relativement au repére projectif bary-
1

centrique (0, o 1).

Appliquons la proposition 5.2 de [33] dans le cas n = 2. Le nouveau polygone
massique 0 = (0, 01, 02) résultant du changement homographique de parametre
t = h(u) s’exprime en fonction de Pancien o = (ag, a1, as) & un coefficient de
proportionnalité pres suivant la relation matricielle:

g7 = D '*HDaT

ot D = diag(1,2,1) et H est la matrice 3 x 3 associée & H donnée (cf remarque 3.1
de [33]) par

) (c—a)? alc—a) a?

H=1 2(c—a)(d=0b) blc—a)+ald—0>) 2ab
(d — b)? b(d — b) B
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d’otu le résultat.

Le changement changement homographique de parametre h étant une bijection de
IR sur IR, nous avons IBR[ao,ozl,(xg]llR 1BR[ﬁ0,ﬁl,ﬁzﬂ

(ii) La condition est suffisante d’aprés ce qui précede. Elle est nécessaire d’apres la
proposition 5.3.4 de [8] les coniques parametrées B R|ay, ozl, as) et BR[By, 81, O] ont
meéme support si et seulement si, il existe une matrice H inversible d’ordre 2 telle

que:
~ o i Gy [
HT(@? oz;) _<ﬁ? ﬁi) (2:3)

& une proportionnalité pres.
Pour s’en convaincre il suffit d’identifier (2.2) et (2.3) pour obtenir

~ c—a d—b
i=(0 )

Corollaire 2.1 Dans le cas particulier ot h laisse invariant 0 et 1 (h(0) = 0,
bu

h(1) = 1) h s’écrit =

(1) ) h s’écrit h(u) —u T

h(u) = BR[Bo, B1, Ba] avec By = ag, f1 = beay, fy = b*ay.

Preuve: Poser a =0et d=>5bdans (2.2) W
Lorsque ag, oy, ap sont simplement des points pondérés il en va de méme pour
Bo, 1, P2, le corollaire est alors un résultat de Patterson [31].

,be # 0 et nous obtenons BR|ag, ap, ag] ©

2.2 Détermination de la forme (BR) d’une conique
donnée par un foyer F, une directrice d et
une excentricité e

Proposition 2.5 Soit (C) une conique définie par un foyer F, une directrice d

et une excentricité e. Considérons Ay la projection orthogonale de F sur d et les
points Ag et Ay de (C’) symétriques par rapport a F. Définissons les trois vecteurs

Massiques g, ey, g : (AO, ), a1 = (Ay;e), ap = (Ag; 1), alors le support (y) de
BiLLUOauhuQJ\U) t € .ZR est la cam'que (C/)

Preuve: D’apres les résultats élémentaires de géométrie nous savons que (voir
figure 2.1):

(i) les droites (A1 Ag) et (A1 Ag) sont respectivement tangentes a (C) aux points Ag
et AQ.
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(Az;1)
(d)
(Ar;e) o F
(A0§ 1)

F1G. 2.1 - Forme (BR) symétrique d’une conique.

(ii) le sommet S relatif au foyer F' vérifie SF = 65—‘71? :
Considérons BR[ag, oy, as] avec g = (Ag; 1), a1 = (A1;¢€), 0 = (Ag; 1) nous avons
successivement :
2
BRlag, o, ) (0) = TI(3_ B (0) * ) = () = Ag,
i=0
BR|oy, aq, as)( ZBQ *x o) = {ay) = As.

D’apres la proposition 2.1 les droites (II(ag)I{ay)) = (AoA1) et (II{ao)Il(ay)) =
(AsAy) sont tangentes & (7y) respectivement en II(cg) = Ag et II(a) = As. De plus:

1
BR[ao,al,ag}(i) = ZBQ * i)

1 1 1
= H(ZOJO & 5011 & Z@2>
= I(ag® 20, & an)

Comme
ag @20 Bag = (A1) (Ar;2e) & (Ag 1)
Ap + As
= ( ot = 2) @ (Ay; 2e),
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= (F;2) @ (Ay;2e),
F+€A1

= (—2+2
( 14+e ’ + %),

= (5524 2e),

alors BR{&O,OQ,O@](%) = 5. La conique (vy) support de BR[ag, a1, az] et (C) ont
donc cing éléments en commun : les points Ag, A et S et deux tangentes (A; Ag) et
(A1 As), elles sont identiques. W

Dans la proposition précédente la forme (BR) de la conique (C') est une forme simple
et symétrique (les deux vecteurs massiques g et g ont une masse égale a un et
H{ag) = Ap, II{ae) = Ay sont symétriques par rapport & F'). A partir de cette forme
(BR) symétrique nous pouvons déduire toutes les formes (BR) de longueur 2 de la
conique (C). C'est 'objet du corollaire suivant :

Corollaire 2.2 La forme (BR) générale (avec trois vecteurs massiques) de la conique
(C) définie par le triplet (F,d,e) est:

BR[ﬁoaﬁhﬁzJ(U) = BR[OCO, ag, 042] o h(u)

ou h est donnée par (2.1) ((a,b,c,d) sont définis a un coefficient de proportionnalité
prées avec ad — be # 0),

(o, aur, n) = ((Ag; 1), (Arse), (Ag; 1)

et (Bo, 1, Ba) est défini par (2.2) & un coefficient de proportionnalité prés

Preuve: C’est une conséquence de la proposition 2.4 M

Dans les paragraphes suivants nous traitons le probleme réciproque: a partir d'une
forme (BR) d’une conique nous déterminons les caractéristiques géométriques (F, d, €)
en utilisant des changements de paramétre homographique (c.p.h. en abrégé).

2.3 Détermination du foyer de la directrice et
de ’excentricité d’une conique donnée sous
forme (BR)

2.3.1 La parabole

Une parabole est définie par trois vecteurs massiques linéairement indépendants
o, 1, e satisfaisant x(aq)? — x(ag)x(ae) = 0 (proposition 2.3). Sa représentation
se résume a trois cas:

BR[(Py; 1), (Pr;w), (Py;w?)] ot w#0 (2.4)
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BR[(Py; 1), A1, As] 2.5
—y
BR{AO» 1/(P271)] (2 6)
—
Un changement affine de parametre A{u) = 1 — u donne BR[Ag, Ay, (Py;1)] o h =
BR[(PQ;l),Z,Eg] (il suffit de faire a = 1,b = 0,¢c = d = 1 dans (2.1) de la
proposition 2.4). Par suite nous aurons a considérer les cas (2.4) et (2.5).

Proposition 2.6 Soit BR[ag, oy, ag] une parabole ot ag = (Py; 1), 01 = (Pryw), cg =
(Py;w?) , w # 0. Alors il existe au plus trois c.p.h, hy, ha, hs donnant successivement :

(i) Siw=1, hy(u) = ——,

1—u

BR(Po;1), (Pi;w), (Py; w?)] o hy = BR[(Py; 1), By, B3]

— —_— —_ —_—
avec 31 - POPl,BQ = P1PQ + Plpg,

siw# 1, hi(u) =

u,
w

1 —
—
BR[&O7 alaaﬂ © hl = BR[(PO7 1)7 Bl: BQ]

w

— — W, o T
avec By = 1 POPLBQ:(I’M) (P1P0+P1PQ),

v ey v — —
Dans les deux cas By est la direction de l'aze de la parabole. St de plus, B1.By = 0,

.__$
Fy est le sommet et By est la direction de la tangente a Fy.

— B.B

.. X TU 1.9
B . Y = e y s

(1i) Si By.By # 0, ha(u) T our 5 HZ}

BR[(Py;1), Br, B3] o hy = BR[(Py;1),C1, Cy]

— e — — s
avec Cy = 1By, Cy = r?By et C1.Cy, =|| Cy ||~
—(1 —
(it) $i 0.8 0 et CL.Cs =] G |2, hyfu)=—0—HY

BR|(Py;1),Cy, Cs] o hs = BR|(Dy; 1), Dy, D3]

ey ey oy — -
ot Dy = Py — 2C, + Cy est le sommet de la parabole, Dy = C1 — Cy , Dy = Cl,

Di{.Dy = 0: Dqy est la direction de l'axe dé la parabole, Dy est la direction de la
tangente a Dy.
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Pla PQ’

(Pq; l)%

—

By

\

Fic. 2.2 - Nouvelle représentation avec deux vecteurs purs et un point pondéré
d'une parabole (BR) définie par trois points pondérés.

Preuve:
(i) Casw=1. Le c.p.h. h; est défini suivant (2.1) aveca=0,b=1,c=1,d =0,
les formules (2.2) donnent (voir figure 2.2):
Bo = ao = (Fo; 1),
fr=—ag®a; = (FPo;—1) @ (P;1) = RP; = By,

_ ey
,62 = (10@20&1@&2 = (PQ; 1)@(]31,—2) (PQ; ) = P0—2P1+P2 = P1PO+P11D‘2 - BQ'
Cas w # 1. Le c¢.p.h. hy est défini suivant (2.1) aveca =0,b=1,c=d =1~ w, les
formules (2.2) donnent (voir figure 2.2):
,80 = (1 - w)QOéo = (PO; <1 - w)Q),
B = —(1—wway ® (1~ wjway = (Fo; —(1 —w)w) & (P; (1 — w)w),

ey —
ﬁl = (1 - lU)’LUPgPl = Bh
fo = w?ap & 2won @ g = (Po;w?) & (Pr; —2w®) @ (Py;w?),
2 e — —
o = w*(PLPy + P P) = By.
Avec les notations introduites dans la proposition 2.6, le résultat s’écrit:
BR\fo, 51, Bof(u) = BR|(Fo; (1 —w)?), (1 —w)* By, (1 —w)* By
= — —
Nous savons que BR[(Py; (1 —w)?), (1 —w)?By, (1 — w)?By] = BR[(Fy;1), B1, Ba],
d’ou le résultat.
e

Dans les deux cas BR[(Fy; 1), By, Ba)(1) = H(Bg) (Bg) : Le point double a I'infini

ey
de la parabole est donc obtenu pour u = 1, il est défini par la direction Bs.
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(Po; 1) 5;
Cy

N

F1G. 2.3 - Ajustement des deux vecteurs purs qui définissent avec un point pondéré
une parabole (BR).

De plus BR[(FPy; 1), E;, E;}(O) = [1(Py; 1) = Py. La dérivée en u = 0 (donc au point
d
Py) ala courbe (BR) est -dm(BR[(PO; 1), E;, 1_5’_2)])(0) = 213?1> (proposition 4.1.1 de [8]).
U
Si EE; = 0 alors Py est le sommet. (A la fin de (i) nous nous retrouvons avec une
parabole sous la forme (2.5).
(ii) Cette fois hg est définie suivant (2.1) avec a = 0,b=r,c=1,d = r, d’apres les
formules (2.2) nous obtenons (voir figure 2.3):
Bo = o = (Po; 1),
ey —>
Br =ray =rBi(= C),
By =ray = 7232(: C:;),
— — —_— = — = — oy — .
Alors C,.Cy = r®B1.By, or B1.By =7 || By ||? d'ott C1.Cy = r* || By ||? ¢’est-a-dire
— = 1o
Ol.CQ ———H CQ H .
(iii) hs3 est définie suivant (2.1) avec a = —1,b=1,¢ = 0,d = 1 et les formules (2.2)
nous donnent (voir figure 2.4):
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F1G. 2.4 - Nouvelle représentation avec deux vecteurs purs orthogonaux et un point
pondéré d'une parabole (BR) définie par deux vecteurs purs et un point pondéré.

Bo = ap© 201 D 062 (Po, 1)©2C, ® Cy = By — 201 + Co(= (Dq; 1)),
—
ﬁl:CYl@@Q:Cl“CQ:Dla
....._)

Pa = aQ(ZDl)-

—_— = — — = —t — =
De phlS Dl.DQ - (Cl - CQ)CQ = Cl.CQ”‘ “ CQ H"
Nous concluons comme & la fin du (i). ®
Remarque: Dans la proposition 2.6 (ii) (hypothese B_;B; # 0) prenons [y (par
exemple) comme origine commune des vecteurs EI, —B—; et 51), ZJ’Z et notons bl(resp. bg)
By ( esp. Bo\. Nous déterminons (aprés quelques calculs) extrémité

c (resp. CQ) de Cl(resp. C'g) de la maniere suivante: la parallele & (b1, b2) passant
par le point &y (la projection orthogonale de by sur (Foby)) coupe (Dobi) en Cy et
le point Cy est la projection orthogonale de Cy sur (Fyby) (voir figure 2.5)



30 Chapitre 2. Forme (BR) d’une conique

Fic. 2.5 - Construction du nouveau polygone d’une parabole (BR) décrite par deux
vecteurs purs et un point pondéré.

Proposition 2.7 Soit BR[(Dy; 1), a, B;] une parabole avec Z_D:l_)_; = (0. Définissons
les points M = D0+11)—1> , N = Do+§, D sur la droite (Do, 15;) tel que sa projection
orthogonale sur la droite (MN) soit M et finalement ' = Do — DBTD,

Alors F est le foyer de la parabole, d = (D, D—;) est la directrice (Dq est le sommet,
(D,”D—;) est laze ).

Preuve: (figure 2.6)
|

—
(i) Définissons p = I Do E; = ,OE;, E; = pQﬁq d’ou

MK D, |
| Br l|=ll B )=l DoD || et D = Dy — E5. |
Considérons alors le c.p.h. hy(u) = ——-——'O——u~—————, alors BR[(Dy; 1), D—;, D—;} o hy =

(1 —u)+ pu

—
BR{(DO, 1), El, EQ}
En effet posons a = 0,b = d = p,c =1 dans (2.1), les formules (2.2) nous donnent:
Bﬂ - OC(] (DO, 1)

b = poy = ﬂD (=
—
By = pPag = p*Do(=
— —
Par suite Ey.Fy = 0.
(ii) Définissons hs(u) =

—

D,
Ey),

(1) +u

alors
2U
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F1G. 2.6 - Foyer et directrice d’une parabole (BR) définie par deux vecteurs purs
orthogonaux et un point pondéré de masse 1.

BR[(Do; 1), E1, Ea] © hs = BR[(Ao;1),(D;1), (Ag;1)] ott Ay = Dy — 2E; + E,

— — =
D = Dy — F, A23D0+2E1+E2.
Pour cela posonsa = —1,b = 1,¢ = 0,d = 2 dans (2.1), les formules (2.2) entrainent :

fo = 00 © 201 @ @y = (Do 1) ~ 2B, + By = (Do — 2B1 + Ey; 1)(= (Ao 1)),
— —
fr=c0© ay = (Dog;1) = By = (Do — Ep; 1)(= (D; 1)),
ey —_

ﬁg = Qi & 2011 &b Qo = (Dg; 1) “+ 2E1 -+ Ez = (DQ -+ 2E1 + EQ; 1)(: (A), 1)),
Considérons (P) la parabole (e=1) définie par le foyer F' = Dy + E(: Do—DyD =
Ao+ Ay . . - = . "

5 ) et la directrice d = (D, AgAs) = (D, Dy). D’apreés la proposition 2.5

le support de BR[(Ap;1),(D;1),(Az;1)] (ou celui de BR{(DO;I),EI,BS]) est la
parabole (P). ®
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Finalement si nous partons de la forme (2.4) d’une parabole, le (i) de la proposition
2.6 nous donne une forme (2.5) de la parabole. En suivant les résultats des propositions
2.6 et 2.7 dans cet ordre nous obtenons en au plus cing étapes (ou cing changements

de parametre homographique ) le foyer et la directrice d’une parabole donnée sous
forme (BR).

2.3.2 L’ellipse

Une ellipse est définie par trois vecteurs massiques linéairement indépendants
o, (vp, Qug satisfaisant

(x(a1))® = x(ao)x(a2) <0 (cf.proposition 2.3) (2.7)

Nous avons six possibilités pour le signe du triplet (x(ag), x{cu), x(as)):
(+7 +7 +)7 (+7 T “ll')v <M> +7 .—)7 (_7 ) —>7 (+7 07 +)(_—7 07 _>
Nous savons que VA € IR* : BR[Aag, Ay, Aas] = BR[ag, a1, as]. En utilisant cette

égalité avec A = —1 nous sommes ramenés & trois cas (+, +, +), (+, —, +), (+,0, +)
u

—(1—-u)+u
BRloy, —ay, ] (la vériﬁcation<se fait) toujours avec les formules (2.1) et (2.2) de la
proposition 2.4). Par suite le second cas (+, —, +) se raméne au premier (+, +, +).
En définitive nous pouvons supposer que toute ellipse sous forme (BR) est définie
par le polygone massique (o, aq, «p) satisfaisant la relation (2.7) et telle que le signe
du triplet (x(ao), x(a1), x(az)) soit (+,+,4) ou (+,0, +).

Considérant le c.p.h. h(u) = nous obtenons BR[ag, a1, ag] oh=

Proposition 2.8 Soit BR[(Ao;a0), (A1;a1), (Az;as)] une ellipse (ou a; > 0, a} —
apag < 0). Il existe au plus trois c.p.h. hy, he, hs qui donnent successivement
sy
(Z) BR[(AOQ ao% (Al; CL1)7 (Az; CLQ)} ohy = BRKA(); Go); By, (32; 52)] avec )
TU ag — — agAg + 2a17 A1 + asr© Ay
h = = ——, By = qpA1Ag, By =
1(u) (1—u)+(1+r)u’r LT et = ag + 2a17 + agr?
by = ag + 2a17 + CLQ?“Q > 0.
. — —
(Z’L) BR[(AQ, CL()), Bh (BQ, bg)} o h,Q = BR[(A(), 1)7 Ol, (BQ; 1)]
by) 1%y — —
Z172 ( 2) s C, = (CLObQ)_l/QBl'
ag (1 —u) + (b))~ 2u

— 1, —
(111) Définissons ky = AoBs.Ch, ko =|| C1 02 I | AoBs ||,

avec he(u) =

1
siky = ky =0, BR[(AO;I),a,(BQ;l)} est le cercle de centre §(A0 + Bsy) et de

1, —= : :
rayon 3 Il AoBs ||, sinon définissons
sind.(1 —u) + cosb.u

h =
() (cosf +sinf).(1 —u) + (—sind + cosd).u’
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(Az; az) (B2; by)

(Al; 01)

Fic. 2.7 - Nouvelle représentation avec deux points pondérés et un vecteur pur
d’une ellipse (BR) définie & partir de trois points pondérés.

1 k
avec 0 = % (resp. 8 = ZArctanki) siky #0,ky =0 (resp. V1 € IR, k2 #0),
2

— ey R A
BR[(A(), 1), Cl, (BQ; 1)] o hg = BR[(DO, 1), Dl, (DQ; 1)} avec DODQ.Dl - 0,
Dy = cos? 0. Ay + sin® 6. By + sin 29.51),
—_ — 1 —
D1 == COS8 2901 -+ 5 sin 29.A0B27

N
Dy = sin® 0. Ag + cos?f.By —sin26.C,.

Preuve: (i) Utilisons la proposition 2.4 avec a = 00b=rc=1d=1+rT
(définition de hy), nous obtenons (figure 2.7):
Bo = oo = (Ao; a)

ap

B = ap @ ran = (Ag;ag) & (Ayyrar) = (Ao; ao) ® (Ar; —ao) (r = ”ZL‘I)
ey —

B = apAi1Ag = By

62 = (g ) 27"&1 ) TQOlQ = (AQ', CL()) b (Al; 27"(1,1) & (AQ; 7"2@2)

’

CLQAO ~+ 7”(11,/41 -+ T’QCLQAQ \
B = "bQ)

ag + ray + riay
2

Ay
avec by = ag 4+ ray + r2as > 0 (ap +rar + 720y = —5 G2 > 0).
a

‘ 1
(ii)En posant a = 0,0 = (ba) Y2, ¢ = (ag)H* et d = (by)~'/? (définition de hy), les
formules 2.2 de la proposition 2.4 donnent (figure 2.8)
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(B2; 1)

FIa. 2.8 - Ajustement & un des masses des deux points pondérés définissant avec
un vecteur pur une ellipse (BR).

Bo = %(Ao;ao) = (Ap; 1)
o= (iLObQ)_l/Qo‘l = (@0b2>_1/2§;(= 5;)
B = B"(BQ;b2> = (Bg; 1)

2

d’ott le résultat.

(iii) Si k1 = ko = 0 alors nous savons d’aprés la proposition 5.4.2 de [8] que lellipse
1 1., —=

est un cercle de centre —2—(A0 + By) et de rayon 7 || AoBa2 ||

Dans les autres cas nous utilisons le c.p.h. hy défini par a = sinf,b = cosf,c =

cosf +sinf,d = —sin@ -+ cosf et la proposition 2.4 permet d’obtenir :

Gy = cos® fag @ 2sinf cos oy © sin? fo
B = ©sinfcosbay® (cos? § — sin® ) @ sin b cos G
Gy = sin? fap © 2sin b cos fay B cos? Bory

soit encore (figure 2.9)

By = (cos?fAq-+sin’fBy;1) @ sin 20C,
By = (cosf2 9Ag + sin? 8B, + sin ZQa; 1)(= Dp; 1)
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Fi1Gg. 2.9 - Nouvelle représentation par deux points pondérés et un vecteur pur
définissant ses axes d’une ellipse (BR) décrite par deux points pondérés et un vecteur
pur.

[ Chl= D,
Bi = —5sin204.B; + cos26Ci(= D)

By = (sin?fAg+cos?0By; 1) S sin 200,
Bo = (sin®@Ap + cos? B, — sin 2951); 1) =(Dy;1).

Alors quelques calculs montrent que
_— — ) J —— 9 — ey ——
DoDQ.D1 = Sln4@(z H AoBQ H - H C1 H) + CO8 4(9AQBQ.CI,
e
DoDy. D = ki cos48 — ko sin40.
—— 1T —_—
Si ky = 0,D9Dq.D1 = kycos 48 et pour 6 = g nous avons bien DgDy.D1 = 0 (le cas
ki =0 et ko = 0 a été examiné plus haut ).

) —_— 1 ky
Siky £ 0 (ky € IR) alors DyDe.Dy =0 <= 0 = Zarctan};— ]
2

BR[(Do; 1), Dy, (Da;1)]  avec DyDa.Dy = 0.

Nous sommes en mesure apres ces trois étapes ou ces trois changements de parametre
homographique de déterminer les caractéristiques (F,d, e) de l'ellipse.
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F1a. 2.10 - Foyers et directrices d’une ellipse (BR) décrite par deux points pondérés
et un vecteur pur définissant ses axes.

Prop051t10n 2.9 Considérons [’ llzpse sous forme (BR): BR[(Do; 1),5;, (Dq; 1)]
avec DODQ Dl = 0. Alors le point O = (DO + Dy) est le centre,

(i) Si || DoDs > 2| Dy ||, définissons 0.i=0Dy, b= Dy (i et ] sont des vecteurs
orthonormes)

S || DODZ H< 2] D, I, définissons a. i = Dl, by = ODZ

c
Alors ¢ = (a? — p*)M2, Vexcentricité e = les foyers F et F' sont donnés par
—— ey . a —
OF = —OF' = cz' et les traces sur aze focal (O,i) des directrices associées sont
a, -
OH = _OH =
¢’

(ii) Si | DODQ =21l E—; |, Uellipse est un cercle.

Preuve:
(i) Relativement au repere cartésien (O;1,7) la courbe (BR) s’écrit avec les notations
introduites (ﬁguxe 2. 10)
— -

1. 51 ] DOJ(DQ > 2| Dl ||: Do = (—a ( ,0), .)Dl =bj, Dy = (a,QO) d’(Q)fl

—a(l —t)? + at? 2t1— b LTy
x(t) = u(f) = =22 " U2 of par suite — + o5 =
v(t) T . y(t) L +th 13arsu16a2+b2

5. Si || DoDs 1< 211 D1 |- Do = (0,), D, = (a,0), Dy = (0,~b) d'ot
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/ A
Ds Ds
(Dg: 1) 5 (Dq; 1)

F1g. 2.11 - Cercle (BR) défini par deux points pondérés et un vecteur pur.

2t(1 —t)a (1-t%—tb z* ¢

(t) = — T y(t) = b et — + = = 1, d’ol le résultat (no
(t) Y y(t) (T et 5+ ol le résultat (nous
pouvons donner une preuve moins analytique comme celle de la proposition 2.11
relative & ’hyperbole)

(ii) L’ellipse est un cercle d’apres la proposition 5.4.2 de 8] (figure 2.11). ™

Nous pouvons donner une représentation (BR) d'une ellipse (& partir de la précédente)
dans laquelle figure explicitement l'excentricité et ot un foyer et la trace de la
directrice associée sont respectivement la IT-projection de la somme et de la différence
du premier et du troisieme vecteur massique.

3 . . . .ﬁ ——-—~———9 __} .
Proposition 2.10 Soit l'ellipse BR[(Do; 1), D1, (Da; 1)] avec DoDy.D; = 0. Il existe
un changement de paramétre homographique conduisant a la représentation de lellipse

sous la forme (nous supposons que || DoDy ||> 2 || E—i I :

BR|(Do; 1 +e), (1 — €2)"/2Dy, (Dg; 1 — ¢)]

ot e est l'excentricité.
II((Dg; 1 +e) @ (Da;1 —e)) = F'( foyer )
I((Do;1+e)© (Dy;1—e)) = H' ( trace de la directrice associée a F”).
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1—
Preuve: Soit h(u) = H:_—;— avec p = (~1——_—|_-z)1/2 alors nous vérifions que:
—u U

BR((Dg;1), Dy, (Da; 1) oh = BR[(Do; 1), pDs, (Ds; p*)]
= BR[(Dy;1+e), (1 —e)V2Dy, (Dy;1 - e)]

(Doi1+¢)® (Dy;1—¢) = (-;-(1 4+ 6)Do + (1= €)Dy); 2)
(Doi1+€) & (Dol —e) = (21

€

(1 +e)Dy— (1 —e)Dy); 2e)

1 1l ——
H((Do, 1+ 6) D (DQ, 1 - 6)) = -2—(D0 -+ DQ) -+ ‘2“€D2D0
= O—ecai
= O—ci(=F).
1 l ——=
[I((Do;1+e)© (Dol —¢)) = §(D0 + Dy) + é—éD2DO
= 0-%
e
2
a“ -
puonad O — ] (= H,
"7 (= )
n
2.3.3 L’hyperbole
Proposition 2.11 Soit BR[ag, oy, an] une hyperbole. Posons ay = x(w),a1 =

xl{an), as = x(aw) (a3 — apaz > 0).
(1) (a) ag—2a1+ay # 0, soit ty et ty les deux racines réelles de I'équation du second
degré (dénominateur de la (BR))

t*(ag — 2a1 + ag) + 2t(a; — ag) + ag =0

et hy(u) = (1 — w)ty + uty, alors

1 —
BR|ag, o1, a0) 0 by = BR[MB(), (By;1),

——
B() == (1 — tQ)QOCO &) th(l - tg)Oq & t%afg,
31 == H(ﬁl), avec ﬁl == (1 e t1>(1 e tg)Oéo & (tl - 2t1t2 + fg)()q -+ t]_tQOZQ

1 =
MX(ﬁl)BQ] ot
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(B1§b1)

FIc. 2.12 - Nouvelle représentation par deux vecteurs purs et un point pondéré
définissant ses asymptotes d'une hyperbole (BR) décrite par trois points pondérés.

o _ 2 2
BQ = (1 - tl) (873} ) 2t1(1 - t1>041 S, thYQ s

a (1l —u)+u
(b) ag — 261,1 + Qg = O, t, = m’ hl(u) = ——1—(—“1—:—27“‘—, alors
BR[ag, a1, ) o B -BR[—-—1—~§ (By;1) ! Ba] ot
0 1 2 1 X(ﬁ1> 0 1y 7X<,61> 2

_—..)
Bo = (1 e Yf1>2CYo D 2751(1 - t1>0./1 & t%&g,
Bl == H(ﬁl), avec ﬁl = ——(l — tl)Q{Q D (1 - Qtl)&l ) tlag,

———)
By =0y © 200 B

(ii) ho(u) = —1—~———bg—--—, avec b = (H—~B;)O—1—})l/l alors
E(l —u) + bu | Ba |
J — 1 — — —
BR|——— By, (By; 1), ——=—B5] o hy = BR[Cy, (B1;1), C.
[X(ﬁl) 0, (B1 >X(ﬁ1) 2] © oy [Co, (B1; 1), Co]
— 1 By — . Ba — —s
avec Op = ————r_ (g = b*——— Coll=ll Co ).
= e G= P G =1 T )

Preuve: (i)(a) Aveclesnotations introduites, B R[oyg, iy, ) a pour dénominateur :
tQ(CLQ — 2&1 -+ CLQ) -+ 2t<(ll - (l()) -+ ag (: (1 - f)an -+ 2t<1 - t)&l -+ tQCZ-Z) (28)

h 2 voon ’
Nous supposons ag — 2a; + a2 # 0 et aj — apap > 0, ce trinome du second degré a
deux racines réelles £, et &,.
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!

4

'é'.f (313 1)

Fic. 2.13 - Ajustement des scalaires de deux vecteurs purs définissant avec un point
pondéré une hyperbole (BR).

Soit hi(u) = (1 — u)tp + uty nous avons (cf proposition 2.4 avec a = to,b = t1,c =
=1):
BRlag. o4, &?] o hy = BR[Bo, £1, B2
ﬁ@ = (1 - tg)ZOéQ D 2f2(1 - tg)Ozl @ t%OéQ,
x(Bo) = (1 — t9)%ag + 2t2(1 — ta)ar + t2ay = 0, car tp est racine de (2.8). Le vecteur
._.——)

massique o est donc un vecteur pur By,

61 = (1 - tg)(l — tl)Oéo @®© (t1 - Qtlfg + tg)Oél D tlfQOéQ,
X(ﬁl) = (1 - tg)(l - f1>CLO + (751 - Ztltg + tg)&l + tltgag.
(ap — a1) ag

1
et tity =
a0—~2a1+a2 1 &0"“2@1“‘@2

2(agay — ai
(1) = ~—(-—9~2~—-——-1—>— = 0, donc fy est un point pondéré, posons By = 1{5h),
ag — 201 + a2
By = (1 —t1)%a0 @ 2t1(1 — ty)ay @ tian, x(B2) =0 car ty est racine de (2.8): o est
donc un vecteur pur E’;

Comme t1 + 2 = , il vient

— 1 -

By, (B1;1), ——— By (figure 2.12)

X\P1) x(61)

(b) Nous supposons cette fois que ag — 241 + a2 = 0 et (2.8) a une racine i =
ag

Z,

ous avons aussi BR[ag, a1, o] 0 h1 = BR|

(1)

m (ag # a1 sinon a? — agay > 0 devient ay — a2 > 0 et ag — 201 + a2 =0
0~ 01

devient —a; + ag = 0 ce qui est impossible).

(1 —u)+u

1—u

Considérons hi(u) = nous avons (cf proposition 2.4 avec @ = ty, b=
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Le=1,d=0):

— oy

BRag, ay, @) 0 hy = BR[By, (By; x(61)), Bal,

ﬁo = (1 — t1>2050 @ 2t1(1 — tl)Oél @ t%OéQ,

x(Bo) = (1 — t1)%a0 + 24, (1 — t1)a; + t3ag = 0, car t; est racine de (2.8),
[o est donc un vecteur pur B—(;,

51 = —(1 - t1>060 + (1 - 2t1)0&1 + théQ,

X(ﬁl) = —“(1 - t1>ao + (1 - 2751)&1 -+ tl(lg = 1] — Qg 7é O,
B est donc un point pondéré, posons By = I1(5;),

o = g 8 201 B g,

X(F2) = ag — 2ay + ay = 0, By est donc un vecteur pur E;
Nous avons aussi:

BR| |0 hy = BRl—— By, (By: 1), ——Ba], (figure 2.12)
Qg, 1, @g) 0 hy = ——— By, (B1; 1), ——— By, (figure 2.
R C R P TE
(ii) Considérons ho(u) = T——«}fw —— il vient (cf proposition 2.4 avec ¢ = 0,b =
b,c= —2—, d="b)
1 — 1 — — —
BR|———B,, (By;1), Byl o hy = BR[Cy, (By;1),Cs]. (figure 2.13
[X(ﬁl)O(l)X(ﬁl)o‘ 2 [Co, (B3 1), O] (fig )
En effet
1 1 E —
/81 =y = (Bla 1)7
By . —
oy = B~ (= C3).
¢ ’ x(B1) 2
N
En tenant compte de la valeur de b = (’—uiﬂ)l/4 nous déduisons || 5; =l 5; Il
| B ||

Apres ces deux étapes (ou c.p.h.) nous obtenons les caractéristiques géométriques
de I'hyperbole. ®

——)

, Cs] avec
—

o) et (By,Cy)

Proposition 2.12 Considérons ’hyperbole définie par BR[@Z, (By;1

R

l

O

I 58 =l 5; || alors By est le centre de symétrie de 'hyperbole ,(By,
sont les asymptotes.
fp - 1= = - 1= = - - .
Définissons ai = §(C’O+C'2), by = 5(00 —(Cs), i et sont des vecteurs orthonormés,
e

( c )
alors ¢ = (a® + b?)Y2, Dexcentricité e = —, les foyers sont donnés par BiF =
a

—————v—-—-—} - —* . Ve
—B1F' = ci et les traces sur l'aze focal (B, 1) des directrices associées sont déterminées
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F1G. 2.14 - Foyers, Directrices d’une hyperbole (BR) définie par un point pondéré
de masse un et deux vecteurs purs de méme module.

2

; .._...—) (J}—-—_‘
par BiH = —B1H' = —i.
c

Preuve: (figure 2.14)

ey — ey —
BR{CO> (B17 1)7 C?}(()) = H(CO) = (CO)OO’

— ey s —r
BR[Cy, (Bi; 1), Co)(1) = H(C2) = (Ca)eos
e —
Cy et Cy sont les directions des asymptotes.

ey —_ 1 —
BR[CO>(Bl§1)>CQ]<§> = II(-Cy & (By;

1] — =
Nous déduisons que le point S = B + 5(00 + () est un sommet de l'axe focal de
I'hyperbole, que By est son centre de symeétrie.
Nous obtenons alors les grandeurs classiques a, b, ¢ associées a I'hyperbole: a =]|
S 1 Y — 1 e ey ,) 5 9 . e, c
B S ||= 5 1 Cot+Call,b=75 | Co—Cy ||, ¢* = a® + D%, Vexcentricite e = —

— T

Les foyers £ et F sont donnés par: B I = — B, F" = ¢i et les traces H et I’ sur laxe
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focal (B, i) des directrices associées sont déterminées par: BiH = —B1H' = —gz
Remarque:
; L. — 2 — — —_
Nous pouvons vérifier que F = [I(Co @ —(B1; 1)@ Cq) et H = II(Co@2e(By;1) B Cy)
e
|
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Chapitre 3

Formes (BR) d’un faisceau de
coniques bitangentes

Ce chapitre propose deux formes (BR) d’un faisceau linéaire de coniques bitangen-
tes c¢’est-a-dire passant par deux points fixes et tangentes en ces deux points a deux
droites données (Bécar et Fiorot, 1995 [34], 1996 [35]). Chaque forme se présente
comme une liste de vecteurs de trois vecteurs massiques représentant une conique
(BR) tels que leurs II-projections soient fixes (deux d’entre elles sont les points de
contact éventuellement & l'infini).

Dans la premieére forme le parametre est la masse du premier vecteur massique
de la liste qui est un point pondéré. La II-projection de ce vecteur massique est
un point de contact fixé. Sa masse est proportionnelle au rayon de courbure de la
conique en ce point. Une telle paramétrisation élimine naturellement le cas ou ce
premier point de contact est & I'infini.

(C’est pourquoi, dans la deuxieme forme, le parametre est défini par le deuxiéme
vecteur massique. Il représente ici la masse du deuxiéme vecteur massique si celui-ci
est un point pondéré ou son module s’il s’agit d'un vecteur pur. A titre d’application
et en vue d’une exploitation dans la suite, nous donnons 'expression de la conique
(BR) du faisceau passant par un point a distance finie ou non.

e
(@2}
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Q Ag(mg,'UQ # O)
j
e Lo ,
AO . % A]_(Il ?é 070)

F1G. 3.1 - Conique bitangente dans un repere orthonormé.

Définition : Etant donné trois points Ag, A1, Ay le faisceau des coniques passant
par Ag et A, tangentes & (AgA;) et (AxA,;) est le faisceau des coniques bitangentes
en Ay et Ap.(figure 3.1)

3.1 Premiere forme

Proposition 3.1 Considérons le repére orthonormé (Ag;i,j) ot i est colinéaire a

ey
AoA1. Notons (x4,12) les coordonnées de Ay (y2 # 0) et (21,0) les coordonnées de
Ay (x> 0). L'équation du faisceau de coniques bitangentes en Ag et Aq s’écrit :

(zoy — yoz)? + My(y(ze — 21) — TY2 + 132) = 0, A F#0.

Preuve: Les équations des droites (AgAs), (ApA;) et (A1 Ay) sont respectivement
Toy — oz = 0, y = 0, y(x2 — 21) — Ty + 192 = 0. Il est connu que le faisceau des
coniques a pour équation:

(zoy — y2x)® + My(y(zo — 21) —2Y2 + T132) =0, A F#0. (3.1)
B

Proposition 3.2 L’équation du faisceau de coniques bitangentes en Ag et Ay s’écrit:

2Ry2

Iy

(z2y — y‘zm)Q - y(y(ze — 1) — 2Y2 + r1y2) =0

ot le paramétre R € IR — {0} est le rayon de courbure en Ay.
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Preuve: L’équation ( 3.1) s’écrit encore
y* (@5 + Mag = 1)) + y(A\z1ye — (2902 + M) + 295 = 0.

2
2 Y

) (22212 + Ay2) — Ax1ys
Le développement limité de y a Uordre 2 est:

Sizi+ Mzy—21)=0alorsy =2

y = B2y z?e(z), e(x) — 0, si . — 0.
/\ZUl
A
Par suite le rayon de courbure en Ag est R = —éﬂ.
Y2
Consibdérons le cas général ou 3:3 + Mz — 1) # 0, nous obtenons
Y= 55(—-1 + (1 - %)1/2) avec
a=z3+ Mzo—11), b= Am1y0 — 2(27910 + \ia) et ¢ = xy2. Nous avons,
dac. . .
(1- —52_>1/2 =1- )\%%mg + z%e(z) avec £(z) — 0, si x — 0.

Nous savons que y(0) = 0 donc prenons le signe + dans = il vient

a .
y = 5—(—1-(~1 +1- \%2552 + z%(z)) = -A%zazQ + 2%/ (z),
ATY 1
AT 112 2 2 11 .
y=——52 +z°€"(z), doun
%
2 2.1
= ——2xI" 4+ 27 (2).
v (z)
C’est le méme résultat que plus haut.
AT 2R;
Le rayon de courbure en Ag est R = 2 Pod A= — Y2 |
Yo Ty

Proposition 3.3 L’équation du faisceau bitangent en Ag et Ay lorsque A; est a
linfini est :

(z2y = y22)* + Ay(y — y2) = 0.
Ce faisceau comporte des ellipses et des hyperboles et éventuellement un cercle. St

nous notons R(R € IR — {0}) le rayon de courbure en Ay, le faisceau
s’écrit aussi: oR

(zoy — yoz)* + Ey(y —12) = 0.
Preuve: Comme la précédente. M

Proposition 3.4 L’équation du faisceau bitangent en Ag et Ag lorsque Ay est
a Uinfini dans la direction (9, vs),ys # 0 est

(2y — vox)? + My(yza — 22 + T195) = 0.
Si R(R € IR — {0}) est le rayon de courbure en Ay, le faisceau s’écrit

2R'y2
(932”9 - yzf)g -

- y(yzy — xyp + 2192) = 0.
1
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Ce faisceau est constitué d’hyperboles.
Preuve: Comme la précédente. M

Proposition 3.5 L’équation du faisceau bitangent en Ay et Ay lorsque Ay et A
sont a linfini dans respectivement les directions (xo,y2),y2 # 0 et i, est:

(z2y — yaz)* + Ay = 0.
Notons R(R € IR — {0}) le rayon de courbure en Ay, le faisceau s’écrit encore :
(22y = y22)* — 22 Ry = 0.
Ce faisceau est constitué de paraboles.
Preuve: Comme la précédente. M

Proposition 3.6 L’équation du faisceau bitangent en Ay et As lorsque Ay et Ao
sont & 'infini dans respectivement les directions i et (x9,y2),ye # 0 est

y(xoy — yox) + A = 0.
Ce faisceau est constitué d’hyperboles.

Preuve: Comme la précédente. M

En conclusion le faisceau des coniques bitangentes en Ag et Ay dépend d’un parametre,

le rayon de courbure des coniques en Aq (sauf cas particulier ott Ay est & U'infini).

D’ot la correspondance biunivoque entre I’ensemble des coniques propres et IR—{0}.
u

Proposition 3.7 (i) Soit h(u) = 4 alors

(1 —
CL1< u) + u

BR[(Ao; ao), (Ai; @), (Az; 1)] o h = BR[(Ap; —> (A1;1), (A0 1)].

nous avons.

(i1) Pour h(u) = o

S OA L / ERY I 3 51V . N/ LT A A1
b 1K[(Ag; ag), Al,l),kAQ,l)JO/Z—DR[(AO,—CLQ),\AI,l},kAQ,—jL)J.

N

(111) Il n'est pas possible d’écrire BR[(Ag; ag), (A1;1), (Ag;1)] sous la forme
BR[(A(),CL()),(Al,l),(AQ,—l)} .
(iv) Il w'est pas possible d’écrire BR[i, (A1; a1), U] sous la forme

b

BR[Z, (Al, (l]), —?7]
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Preuve: (i),(ii) Il suffit d’appliquer la proposition 2.4 avec respectivement (a =

1
O,b=d=1,0=a— eta=0,b=d=~-1,c=1.
1
(iii) D’apres la proposition 2.4 s'il existe un changement de parametre homographique
nous devrions avoir A\c¢? = 1 et A\b? = —1, X\ € IR*, ce qui est impossible.
(iv) De méme si un changement de paramétre homographique existe nous devrions

avoir A2 = 1, A = Mbc et \b> = —1, A € IR*, ce qui est impossible. ™
Premiere forme (BR) du faisceau de coniques bitangentes

Proposition 3.8 Dans le plan soit le repére (Ao;f,f) orthonormé et deux points
Ay et Ag. Le faisceau des coniques bitangentes en Ag et As a la représentation (BR)
sutvante ou p désigne le rayon de courbure en Ag, p € IR — {0}.
(i) Ay et Ay sont a distance finie : A1(x1,0) avec 1 > 0 et Ay(29,y2), 52 # 0
2z%
BR[(Ao; —y;p)’ (A1), (A 1))

(11) Ay est & Uinfini dans la direction i et As(x9,y2),y2 # 0 & distance finie :
2 —

BRKﬂﬁgm,UAA%U}

—

avec U = (1,0)

(111) Ag est a linfini dans la direction T = (z9,%2) 0% nous pouvons choisir y, > 0,
(xo de signe quelcongue), Ay a distance finie: Ai(xy,0), 2, > 0:

212
. 1 . iy
BR{(A(L p)»(Ahl)a U}'
Y2
(iv) Ay et Ay sont 4 linfini dans respectivement les directions i et T = (xa,ya)

2 g
BR[(Ag; —p), 1, 7].
Yo

(v) Ay est i distance finie, (Ay;1,]) est un repére orthonormé, Ay et Ay sont a
Uinfini dans respectivement les directions © et U = (z2,%2) avec y3 > 0(zy de signe
quelcongue) alors la forme (BR) du faisceau d’hyperbole sont les deux familles :

BR[E, (A;a1),7],a1 >0 et BR{;, (Ay;a1), —7],a1 > 0.
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FIG. 3.2 - Faisceau de coniques (BR) bitangentes: les II -projections des trois
vecteurs massiques sont a distance finie.

Preuve:
(i) D’apreés la proposition 3.7, nous avons 3 déterminer trois vecteurs massiques
(Ag: ao), (As1;1), (Az; 1) tels que le rayon de courbure en Ag soit R (figure 3.2).

‘ . . (1= t)%apdo +2t(1 — 1) Ay + t2Aq
BR[(AO)CLO)v(Alyl)s(AQa1)](t) - (1 —t)2a0+2t(1 __t)_,_t? ’
2%(1 — t)zy + t?zs

2371

z(t) = = 220 1 te(t) avec (t) — 0,81t — 0,
(t) (1—t)2ag+2(1 —t)+t*  ao ®) ®)

t212 V2,0 . 2. .
y(t) = — 2242 4 #22(t) avec €'(t) — 0,81t — 0.
Y = A e, 12t 1 £ ao (®) Q
[’équation du cercle tangent en Ag suivant la direction 7 passant par un point voisin
de la courbe (z(t),y(t)) de centre (0, 1) est:

2z 1 .
(Bt te(t)) + (22 £26/(t) — ) = %
to o
472 2
Soit —5 — —yzu = £"(t) avec e’(t) — 0,sit — 0.
Qg oY)
Lorsque ¢t — 0 nous obtenons I'abscisse du centre de courbure en Ag:
, 222
limy—op = i B
Gol2
\ 27 1 ‘ .
Dol ayp = — —. Posons i p la courbure en Ay. La forme (BR) du faisceau des
U2 '
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F1G. 3.3 - Faisceau de coniques (BR) bitangentes ou la IT -projection du premier
et du troisieme vecteur massique est a distance finie, le deuxiéme vecteur massique
est un vecteur pur.

coniques bitangentes en Ay et Ay lorsque les trois points Ag, A;, Ay sont & distance
finie est alors:
227
p), (A1), (Ag; 1))

BR|(Ag, —
Y2

. 212
Nous obtenons des ellipses, une parabole, des hyperboles selon que 1 — —-ﬁp est
Y

négatif, nul, positif. Un cercle existe si z2 + y3 = 2Ry et Riyp = x1z2.
(ii) La forme (BR) qui convient est (figure 3.3):

(1—t)2a0Ag + 124, 21 —t)U
(1 “-”t)QCL() + 12 (1 e t)QCL() + 12

BR[(Aq ap), U, (Ag; D](#) =

J—

avec U = (1,0).
2y +26(1—t) 2 .

z(t) = 01—y 12 -C-L-(;t +te(t) avec e(t) — 0,81 t — 0,
2

S,
L y2

Y2,2 | .2 ;
= ="+ t"e(t) avec (¢ 0,81t — 0.
[t Pa? ~ ag +t%e(t) avec e(t) — 0, 81 t —

y(t) = (
2
yo It

En procédant comme précédemment, nous obtenons la relation suivante ag =

it 2
801t g = —p.
y:zp
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FIG. 3.4 - Faisceau de coniques (BR) bitangentes ot les II -projections des deux
premiers vecteurs massiques sont a distance finie, le troisieme vecteur massique est
un vecteur pur qui dirige une asymptote commune.

2 2 :
Nous avons des ellipses si ——p < 0, des hyperboles si ——p > 0 (et un cercle si
U2 Y2

zy =0 et 2R = ys).
(iii) La forme (BR) est (figure 3.4):
. (1 —t)%agAo + 2t(1 — t) Ay 27
BRI|(Ao; Al = ,
Rl(Ao; a0), (Av 1,900 = =T i =gy T (1= 0)%a0 + 24(1 — ©)
2t(1 — t)x; + 2z 2z,

= ——1 4 te(l),
O Partoti=f) ~ ag’

z(t) =

toQ Y2 2 2
t) = = 2242 4 £2/(1),
ult) (1 —t)2ap+2t(1—t) ao ®);
. o 2r7 ., .
La relation cherchée liant le rayon de courbure R en Ag et ag, y2 est Rys = — d’ou
2 Qg
2Ty :
ap = —p. Nous obtenons uniquement des hyperboles.
Ya
(iv) Les coniques sont tangentes a la droite de I'infini, ce sont des paraboles. La
forme (BR) s’écrit (figure 3.5):

2t(1 — t)7 + t*7
(1 —t)%ao

BR[(Ag; ao), 4, 7)(t) = Ao +

2(1 —t) + 2. 2
_ 2l )‘) 2= Dt te(h),
(1 —t)%a, i
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FiG. 3.5 - Faisceau de coniques (BR) bitangentes ol la II -projection du premier
vecteur massique est & distance finie, les deux autres vecteurs massiques sont des
vecteurs purs, I'un deux dirige 'axe.

tQ:UQ Y2 0 9
t) = ————— = —{ tee'(t).
o0) = e = B )

La relation cherchée est ag = —p.
Ya

. 1 —t)% + %7
(v) La forme (BR) s’écrit (figure 3.6): BR[1, (A1;01), 9](t) = A1+ ( St ¢

213(1 - t)a1

(1—1)% — %7

BR[, (Ar;ay), —7](t) = 41 + , nous pouvons nous limiter a a; > 0. M

3.2 Deuxieme forme

Dans la suite sgn(x) ot x € IR désigne le signe de , a savoir +1 si > 0, -1 si
z < 0, 0 sinon.

ou
1—u)— pu

(i) Siagas >0 et p= /@ alors
a2

BR[(Ag; ao), a1, (As;an)] o h = BR[(Ap; 1), \/%@1, (As; 1)]

ot p € IR — {0}

Proposition 3.9 Soit h{u) = -
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FIG. 3.6 - Faisceau de coniques (BR) bitangentes ol la II-projection du second
vecteur massique est & distance finie: c’est le centre commun; les deux autres
vecteurs massiques sont des vecteurs purs qui dirigent les asymptotes.

(1) Si agas <0 et p= -2 glors
ag

a
BR[(Ao; ao), a1, (Aa; ag)] o h = BR[(Ap; 1), /_(.l%ah (As: =1)]
(i31) Il west pas possible d’écrire BR[(Aq; 1), o, (As; 1)] sous la forme BR[(Ao; 1), a1,
(Ag; —1)]

Preuve: (i),(ii) il suffit d’appliquer la proposition 2.4 avec respectivement (a =
0,b=p,c=1,d=p.

(iii) D’aprés la proposition 2.4 s’il existe un changement de parametre homographique
nous devrions avoir Ac? = 1 et ¢(d —b) = 0 et Abc = 1, A € IR". Le cas ¢ = 0
aboutit & une impossibilité. Lorsque b = d il vient Ab?(dy;1) = (Ag;—1) don
Ab?2 = —1 = —\c? ce qui est impossible. ®

Proposition 3.10 Soit Ay, Ay, Ay trois points distincts et non alignés du plan a
distance finie ou non. Le faisceau des coniques bitangentes en Ag, Ay aux droiles
(AgAy) et (AgAy) (respectivement) admet pour représentation (BR) les famulles
susvantes :

(1) Si Ag, A1, As sont a distance finie :
BR[(Ap; 1), (Ar; ar), (Ag; aa)]
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v

(Ag; +1) () y

(A13 a1)

/ (H) \

Fia. 3.7 - Faisceau de coniques (BR) bitangentes: les II -projections des trois
vecteurs massiques sont & distance finie.

avee ay € {—1,+1}, a1 >0,
(ii) Si Ao, Ay sont a distance finie, Aq est Uinfini dans la direction de U:

BRI[(Ag; 1), (A1;a1), b1l

ou b€ {“’1, +1}, a; > 0,

(i1i) Si Ao, Ao sont a distance finie, A, est & linfini dans la direction de U :
BR[(Aq; 1), m, (Az; a2)]

ot ag € {—1,+1}, m >0,
(i) Si Ag, Ay sont a Uinfini dans les directions de @i et U (respectivement), Ay est a
distance finie:

BRI, (Ar; 1), bU]

oube {~1,+1}, a1 >0,
(v) Si Ay, Ay sont a linfine dans les directions de T et U (respectivement), Ag est a
distance finie:

BRI[(Ao; 1), mi, b

avec b € {—1,+1}, m > 0.

. { . . A —— ~ P .
Preuve: (i) Considérons le repere (Ay; ApAo, AL Ay (Rgure 3.7). Le faisceau des
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coniques bitangentes en Ag, Ay aux droites (AgA;) et (ApA;) est engendré par les
coniques dégénérées I'y d’ équation (z +y — 1)> = 0 et T'y d’ équation zy = 0. T’
est la droite double (AgAy). ['y est la réunion des droites (AgA;) et (A;A4s). Une
conique propre de ce faisceau admet pour équation cartésienne dans ce repére:

Me4+y—124puzy=0 A#0, p#0 (3.2)

Une représentation (BR) d’une telle conique est donnée par (cf proposition 3.9)
BR[(Ap; 1), (A1;a1), (As; ag)] avec ag € {=1,+1}, a1 € IR —{0}. Montrons I’équiva-
lence de ces deux formes.
Pour cela, déterminons, dans le repére considéré une équation cartésienne de la
conique (BR).
Soit M = (x(t), y(t)) un point de parametre ¢t € IR de BR[(Ag; 1), (A1; a1), (As; as)).
(1) = il yit) = r

(1 —1)2 4 2a1t(1 — t) + ant?’ (1—1)2 + 2a1t(1 — t) + agt?’
Considérons (X,Y, Z) les coordonnées homogenes de M:

X=(1-1)4Y =a9t?, Z = (1 —t)* + 2a:t(1 — t) + agt®.
Eliminons t entre X, Y, Z,il vient :
(X +Y - 2)? =4a3t*(1 — t)* = 4a’a, X Y.
La conique (BR) a donc pour équation cartésienne:
(z+y—1)?2—4a’azy =0 (3.3)

Notons T'(A, p) une conique propre du faisceau définie par 3.2 (A % 0 et u # 0
définis a un coefficient de proportionnalité pres). Il existe un unique couple de réels
(a1 > 0,a9 € {—1,+1}) tels que I'(A\, p) = BR[(Ao; 1), (As;a1), (As;a9)] & savoir

— KAz
as = sgn(—Ap) et a; o
Remarques:
— Hag — a2
BR[(Ao; 1), (As; \/ o ), (Ag;sgn(—Au))] = BR[(Ao; 1), (As; “\/ o ), (Ag;sgn(—Au))]
car si h{u) = (—1———:~%L————d nous avons grace a la proposition 2.4 (a = 0,b = —1,¢c =
— /LL a—
1,d = —=1) BR|ag, a1, an] o h = BR|ag, —asq, o).

Le faisceau comporte des ellipses, des hyperboles, une parabole. Il contient un cercle
pourvu que ag = 1,a; = |sin g] ol ¢ désigne 'angle AgAL Ay (cf proposition 5.4.2

[8])

N .
(ii) Dans le repere (Ao; @, AgA;) (figure 3.8) ol @ # 0 est un vecteur non colinéaire
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(Ha)

FIG. 3.8 - TFaisceau d’hyperboles (BR) bitangentes: le vecteur pur u dirige
I’asymptote commune.

—
4 AgA,), le faisceau des coniques propres tangentes en Ao & la droite (AgA;) dont
une asymptote est la droite (A; + mi, m € IR) a pour équation cartésienne

M +pzly—1)=0 X#£0, p#0 (3.4)
Les coniques propres de ce faisceau admettent la représentation (BR) suivante:
BR[(AO, 1), (Al, al), b{[]

ota; #0,be{-1,+1}.
En procédant comme précédemment, I’ équation cartésienne de cette conique (BR)
dans le repére considéré est:

y? +4a’bz(y —1) =0 (3.5)

Notons I'(A, ¢) une conique propre du faisceau définie par 3.4 (X # 0 et p # 0 définis
3 un coefficient de proportionnalité pres). Il existe un unique couple de réels (ay >
0,b € {—1,+1}) tels que T'(\, i) = BR[(Ag; 1), (A1; a1), bii] & savoir b = sgn(Apu) et

L RSN & AVNAAU VL
_ [
a) = 4)\
Remarques:
1 .
BR[(Ag; 1), (Ay; g—/\q, b7 = BR[(Ao; 1), (Ay; — fzz\—),bu].
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F1G. 3.9 - Faisceau d’hyperboles (BR) et d’ellipses (BR) bitangentes.

Le faisceau comporte uniquement des hyperboles.
(i) Dans le repére (Ag; @, AgAy) (figure 3.9) ot @ # 0 est un vecteur non colinéaire &

ey
AgAs, le faisceau des coniques propres tangentes en Ag, Ay aux droites (Ag+ot, o €
IR) et (A + o, @ € IR) respectivement admet pour équation cartésienne:

e 4 pyly—1)=0 N#0, p#0 (3.6)
Les coniques propres de ce faisceau admettent pour représentation (BR):
BR|(Ag; 1), mu, (As; as)]
ot m # 0, ag € {—1,+1}. Dans ce repere elles ont pour équation
z? +daymy(y —1) =0 (3.7)

Notons I'(\, ) une conique propre du faisceau définie par 3.6 (A # 0 et p 5 0 définis
A un coefficient de proportionnalité prés). Il existe un unique couple de réels (ap >
0,as € {—1,+1}) tels que T'(\, ) = BR[(Ao; 1), mi, (As; a2)] & savoir as = sgn(Aw)

et a :\/EL—CL2
: 4\

Remarquons que ce faisceau contient des ellipses et des hyperboles centrées en O =
Ag + As
5

P

ey —t
Tl contient un cercle si et seulement si @ L AgAy, ay =1 et 2| W {|=] AoAs ||
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F1G. 3.10 - Faisceau d’hyperboles (BR) bitangentes en U'infini dans les directions U
et U.

(iv) Dans le repere (Ay; @, ¥) (figure 3.10) ol @ # 0 et ¥ 7 0 sont deux vecteurs non
colinéaires, le faisceau des coniques propres d'asymptotes les droites (Ay+at, o € IR)
et (A, + at, ¢ € IR) admet pour équation cartésienne:

Axy+p=0 A#0, pu#0. (3.8)

Les coniques propres de ce faisceau admettent pour représentation (BR):
BRI#@, (Ay;a1),b0] ot ay # 0, b€ {~1,+1}. Dans ce repere elles ont pour équation

4aibzy — 1 =0. (3.9)

Notons I'(), 1) une conique propre du faisceau définie par 3.8 (A # 0et ps#0
définis & un coefficient de proportionnalité prés). Il existe un unique couple de réels
(ay > 0,b € {—1,+1}) tels que T(\, u) = BR[T, (A1;a1),00] a savoir b = sgn{—Au)
—Ab

du

Ce faisceau ne contient que des hyperboles centrées en Aj.

(v) Dans le repere (Ag; @, 7) (figure 3.11) ot @ # 0 et ¥ # 0 sont deux vecteurs non
colinéaires, le faisceau des coniques propres tangentes en Ag a la droite (Ag+oati,a €
IR) ayant ¥ pour direction asymptotique admet pour équation cartésienne:

et o =

M4z =0 A#£0, p#0 (3.10)
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| .
@ =

(Pa2) =
(Agy 1) mu

FIG. 3.11 - Faisceau de paraboles (BR) bitangentes, un des points de contact est &
Vinfini dans la direction .

Les coniques propres de ce faisceau admettent pour représentation (BR):
BR[(Ag; 1), mi, bt ot m # 0, b € {—1,+1}. Dans ce repére elles ont pour équation

y? — 4m?*bz = 0. (3.11)
Notons I'(\, ) une conique propre du faisceau définie par 3.10 (A#0etpu#0
définis & un coefficient de proportionnalité pres). Il existe un unique couple de réels
(a1 > 0,b € {—1,+1}) tels que I'(A, u) = BR[(Ag; 1), mi, b] a savoir b = sgn(—Aw)

—ub : . ~
et m = 75\— Ce faisceau ne contient que des paraboles admettant le vecteur v

pour direction d’axe. B

3.2.1 Conique du faisceau passant par un point a distance
finie.

Proposition 3.11 Soit Ay, Ay, Ay trois points distincts et non alignés du plan a
distance finie ou non et My un point & distance finie non situé sur les droites
(ApAL), (A1 As), (AgAp). Notons F* le faisceau des coniques propres bitangentes en

A A ~arer penat oo A .
Ag, Ay auz droites (ApAy) et (AzA;) respectivement:

. ) R . i L - . B e e 4
(i) Si Ag, Ay, As sont 4 distance finie, considérons le repere (A Ay Ag, A1Ag). La
seule conique de F* passant par My(xo,yo) admet la représentation (BR) suivante :

1 Yy — 1
BR[(Ao; 1), (A a1), (Ag; a2)]  avec  ag = sgn(zoyo), a1 = ..BE._JIJJL_.J»

2 {370.?/01
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(1) Si Ag, Ay sont a distance finie, Ay est a Uinfini dans la direction de i, considérons

sy
le repere (Ao;u, AcAr). La seule conique de F* passant par My(zo,y0) admet la
représentation (BR) suivante :

. s Yo
BR[(Ao; 1), (Ay;a1),bu]  avec b= sgn(zo(l —w)),a; = - /ﬂ___ﬁ,[?
24/ lzo (L = o)l
(iii) Si Ag, Ao sont a distance finie, Ay est  linfini dans la direction de @ , considérons
-

le repére (Ao;u, AoAsz). La seule conique de F* passant par Mo(ze,1y0) admet la
représentation (BR) suivante :
E

2/ 1y (1 — )|

BR[(Ap; 1),mu, (As; ag)]  avee  ay = sgn(yo(l — yo)),m =

(iv) Si Ao, Ay sont d Uinfini dans les directions respectives de @ et @, Ay est a
7

distance finie , considérons le repére (Ay; 4, V). La seule conique de F* passant par
Mo(xo,90) admet la représentation (BR) suivante :

BRI, (Ay;a1), 0] avec b= sgn(zoyo),a; = —r——=
€

(v) Si Ay, Ay sont a linfini dans les directions respectives de i@ et U, Ay est ¢ distance
finte , considérons le repére (Ag; U, V). La seule conique de F* passant par My(xo, yo)
admet la représentation (BR) suivante :

e
BR{(Ao; 1), m@,bv] avec b= sgn(xg),m = ijl(l’—l
24/ |z

Preuve:

(i) La conique BR[(Ag; 1), (A1;a1), (Az;a2)] (ar > 0 et ap € {~1,+1}) de F* passe
par Mo(zo,y0) si et seulement si (zo +yo — 1)? — dadaszoye = 0 (Lapres 3.3). 11 nous
;l_ o+ yo — 1]

2 ‘ZIJ(_):U(I)i

(ii) La conique BR[(Ao; 1), (Ar;a1),bd] (ay > 0 et az € {~1,+1}) de F* passe par
Mo (20, v0) si et seulement si y2 + 4adbxo(yo — 1) = 0 (Lapres 3.5). 1l nous faut donc
1 Yol

2 \/1370(1 — o)l

(iii) La conique BR[(Ag; 1), md, (Az; a2)] (m > 0 et az € {~1,+1}) de F* passe par
Mo(zo, yo) st et seulement si 22 + 4aomyo(yo — 1) = 0 (d’apres 3.7). 1 nous faut done

1 x
az = sgn(yo(l — yo)) et m = - [ o]

“/ t'yo(l - il/o)l )

faut donc as = sgn(zoy) et a; =

o

= sgn(xze(l — 1)) et ay =

Wl

D
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(iv) La conique BR[u, (Ay;a1),00] (ay > 0 et b € {—1,4+1}) de F* passe par
Mo(o,y0) si et seulement si dbafzeye — 1 = 0 (d'apres 3.9). Il nous faut donc
b = sgn(zoyo) et 4y = — ===,
2\/ lil’oyo\

(v) La conique BR[(Ap;1),ma,bt] (m > 0 et b € {—1,+1}) de F* passe par

Mo(zo,y0) s et seulement si -yg' — 4m2bxzy = 0 (d’apres 3.11). 1 nous faut donc
, L yol
b= sgn(xy) et m = 5"

# 3/ |ol

3.2.2 Conique du faisceau passant par un point a ’infini.

. . — ] o

Lemme 3.1 (i) Dans le repére (Ay; Ay Ag, AiAs), la conique BR[(Ap; 1), (Ay;a1), (Ag; az)]
(ay > 0 etag € {—1,+1}) admet les vecteurs wi (1, apx?) et us(1, apxd) pour directions
asymptotiques éventuellement confondues. Les réels xy el xy sont solutions de l'équation
x € IR, asx? + 2xa1 + 1 = 0 avec a? —ay >0,

.. | e ‘~—>\ . . A —) 7 SR

(it) Dans le repére (Ag; W, AgAr), la conique BR[(Ap; 1), (A a0),4) (@ > 0 )
admet les vecteurs U et U(1,—4a3) pour directions asymptotiques.

N < N, —3 . . s N N

(117) Dans le repére (Ag; W, AgAz), la conique BR[(Ao; 1), mai, (Ay; —1),] admet les
vecteurs uy(2m, 1) et u3(—2m, 1) pour directions asymptotiques.

- - N —> ————_‘) 3 N\

Preuve: (i) Soit, dans le repere (Ay; AjAg, AjAz), un point M de parametre
t € IR de la conique BR[(Ay; 1), (Ay;a1), (As;a0)] (a1 > 0 et ag € {—1,+1}). Ses
coordonnées (x(t),y(t)) vérifient /

(1 —t)? aot?
:I:(t) - 7 2 E j 12 y(t) = 7 2\ 2 ¢ e n 42"
(1 —t)2 4+ 2a,t(1 —t) + ast (1 =)+ 2a9t(1 — t) + ast
Le point M est a 'infini pour une valeur du parameétre ¢ solution de

(1 —1)% 4+ 2a:t(L —t) + ast> = 0 (3.12)

Cette derniere équation admet des solutions si et seulement si a? —ay > 0. Notons-les

t1 et to le cas échéant. Les directions asymptotiques de la conique sont alors u/y =
2 7 : 2 2 ;

(1 = t1)?, agt?) et w'y = ((1 — t2)?, ast3) ou encore puisque £ = 1 n'est pas solution

2 2
o . , asty . , aots ) t; . .
de (3.12): up = (1, —— =) et 1y = (1, ———2—). Posons 2; = ——, i=1,2.
(1 +.\2 (1 — 4,32 (1 — 4.\’ ’
4 (3] L4 (/4; \ Ak 29,
L’équation (3.12) s’écrit 1 + 2a4 T3 - a/g(1 . 17)2 = (. Les réels z; et xy sont

solutions de z € IR, asaz®+2xa;+1 = 0 avec a? —ay > 0, Aot 4i(1, a02?), = 1,2.

. . N — T . N o .
(ii) Soit, dans le repere (Ag; w, Ao A1), un point M de parametre t € IR de la conique

BR[(Ao; 1), (A1;a1), 4] (a1 > 0). Ses coordonnées (x(t),y(t)) vérifient
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t? 2a1t(1 —t)

x(t) = . s ylt) = ., :
®) (1 — )24 2a,t(1 = t) y(t) (1—1)2 + 2ayt(1 — )
pour une valeur du parametre ¢ solution de

. Le point M est a 'infini

(1 —1)* 4+ 2a;t(1 —t) = 0. (3.13)
] ,
Cette derniere équation admet pour solutions ¢; = 1 et £y = T on Les directions
, b T e .
asymptotiques de la conique sont alors uy = @ et uh = (13, 2a;1t2(1 — 12)) = 120 avec
11—t
7= (1; 2¢L1(—f——2->) = (1; —4a?).
. 2 < —_— r—— ~
(iii) Soit, dans le repere (Ao; U, ApAs), un point M de parametre ¢ € IR de la
conique BR[(Ag; 1), m, (Ag; —1),] (m >0 ). Ses coordonnem (x(t),y(t )) vérifient
2mt(l — 1) —1?

<>~(—ﬁ’y(“:m'

Le point M est & I'infini pour une valeur du parametre ¢ annulant (1 —¢)% — #? soit
t = 5 ou bien pour £ = oco. Les directions asymptotiques sont alors uj(2m, 1) et
Up(—2m, 1). W

Proposition 3.12 Soit Ay, Ay, Az trois points distincts du plan & distance finie ou

— —

non et un vecteur © # 0 non colinéaire a AgAy, A1 Aq, AgAs.

Notons F* le ffm(mu des coniques propres passant par Ao, Ay tangentes en ces points
auz drottes (ApAy) et (A1 As) respectivement :

. F \ \ . " - 3 ’ \ T T A
(1) Dans le cas o Ay, A1, As sont a distance finie, considérons le repere (Ay; Ay Ap, AL A).
La seule conique de F* dont i{xy,y0) est une direction asymptolique admet & la
représentation (BR) suivante :

BR[(Ao; 1), (A1;a1), (Az;a2)]  avec  ag = sgn(zoyo), @

(1) Si Ao, Ay sont a distance finie, Ay est Uinfini dans la direction de @ , considérons

~—————>
le repére (Ao;u, AoAy). La seule conique de F* dont 1(70,1/(,) est une direction
asymptotique admet 4 la représentation (BR) suivante :

BR[(Ao; 1), (A;a0),bd]  avec b= sgn(—zow), a1 =

fiss ) O J stance J nie A oot S 1% ma dame 1 Aascrdd ma -
(eee) it 1‘10, 1‘12 ’7UI(/l u [£27 (,b o gl ILC LA GOl b LTLJOTUL LOLLThD (L LT CL U 4

le repére (Ap; 1, A()Af)) La seule conique de F* dont i(xo,yo) est une direction
asymptotique admet d la représentation (BR) suivanite :

BR[(Ag; 1), mu, (As; —1)]  avec m = “__.,
2 Jyol
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Preuve:

(i) Supposons que i(xy, yo) soit direction asymptotique de BR{(Ag; 1), (A1: ay), (As; )]
avec az € {—1,+1},a; > 0. D’apres le lemme (i) précédent, déterminons un réel x
vérifiant d’une part xeasx® — 5o = 0 et dautre part solution de U'équation asx? +

Y
V'

; 0 .
2za; + 1 = 0 avec af >= ay. Il faut donc ay = sgn(zoyo), = +,/]>| et par suite

0

|zo + 10l

1
a = — =,

2 N

;flToyo}
Réciproquement, le choix de aq, x, a; étant fait comme ci-dessus, vérifions que a? —
a9 2 0.
2 , 2
Zo + Yo , )

= g-————-«‘i—)m — ] = (—J—~ > 0. 51 agyy < 0 alors

42020 4zoyo

Si woyo > 0 alors a? — as
af—ay=a?+12>0.

Par suite, BR[(Ao; 1), (Ay;a4), (As; az)] admet pour directions asymptotiques i(zg, 1)
et 7(yo, o). .

(ii) Supposons que i(zo, yo) soit direction asymptotique de BR|(Ag; 1), (Ay;ay), bu]
avec b € {—1,41},a; > 0. D’apres le lemme (ii) précédent, déterminons un réel
a; > 0 vérifiant 4a3bxo + yo = 0 (car @ # i par hypothese). Nécessairement,

1
b = sgn(~zoyo) et a; = 5

Réciproquement, le choix de a9, a; étant fait comme ci-dessus, BR[(Aqg; 1), (Ay; ay), bil]
admet pour directions asymptotiques Z(:(:(), Yo) et U

(iii) Supposons que i(zo, yo) soit direction asymptotique de BRI(Ap; 1), mi, (Ag; —1)]

(m > 0). D’apres le lemme (iil) précédent déterminons un réel m > 0 vérifiant

T £ . Lo o
To — 2myp = 0 ou x5 + 2myy = 0. Nécessairement, m = 5 |. Réciproquement
Yo
. Lo . . . - . ~ -
sim = IZ—] les directions asymptotiques de BR[(Ag; 1), mud, (Ag; —1)] sont ¢ et
Yo

j(—l‘o; Yo) M



Chapitre 4

Formes (BR) d’un faisceau de
coniques passant par trois points
et tangentes a une droite donnée
en un des points

Dans le chapitre précédent nous avons donné 'écriture (BR) de la seule conique
d’un faisceau de coniques bitangentes passant par un point fixé dans le plan. De ce
résultat, nous déduisons une forme (BR) du faisceau linéaire de coniques passant
par trois points fixes et tangentes & une droite donnée en un des points (Berger,
1990 [22]).

L’écriture (BR) du faisceau de coniques définies par trois points et une tangente
se présente comme une liste de trois vecteurs massiques représentant une conique.
Les II-projections du premier et du troisieme vecteur massique sont fixes et 'une
d’elles est un point de contact. Le parametre du faisceau est ici 'abscisse d'un point
de la tangente, II-projection du deuxiéme vecteur massique, et pour une valeur
particuliere, ce parametre est le module d'un vecteur directeur de la tangente. Ce
dernier vecteur représente le deuxieme vecteur massique de la liste.

Nous donnons également I'écriture (BR) de la seule conique de ce faiscean passant
par un point fixé dans le plan a distance finie ou non.

(@)
ot



66 Chapitre 4. Coniques (BR) définies par trois pointe ef ane t.

FiG. 4.1 - Faisceau déterminé par trois points et une tangente

4.1 Introduction

Nous déterminons une forme (BR) des faisceaux de coniques passant par trois
points disctincts A, B, C' non alignés & distance finie ou non et tangentes un point
donné, par exemple A, a une droite donnée (D).

Un tel faisceau est engendré par les coniques déuénérées I'y: réunion des droites
(AB) et (AC) et I's: réunion des droites (D) et (BC).

Proposition 4.1 Soit A, B, C trois points distincts non alignés o distance finie ou
non. Une droite (D) passant par A ne contient pas les points B et C'. Notons F*
le faisceau des coniques propres passant par A, B, C' tangentes a (D) en A. Il existe
alors une correspondance biunivoque entre F* et un point de (D) — {A, I} on I est
le point d’intersection de (BC) et (D).

Preuve: (i) Supposons que A soit a distance finie et considérons un repére attaché
a la configuration dans lequel A(0,0,1), B(0,1,b),C(1,0,¢). (D) : ax + By = 0 ol
a#0,8+#0,b,csont des réels fixés (figure 4.1). Avec ces notations, le point I a
pour coordonnées (-3, o, ab— Je). Définissons (A, 1) olt A # 0.0 # 0 une conique
propre de F*. Elle admet une équation de la forme: )

Mcex + by — 2)(ax + 3y) + pay = 0.
(z,y,2) désignant les coordonnées homogénes d’un point de la conique. La tangente

en B a cette conique a pour équation (A\c + )z + AbFy — A3z = 0. Elle coupe la
droite (D) en le point A,(—BA, e\, AMab— 8c) — i1). Remarquons que A, est différent
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M—ﬁ et 1 = =5
(ab— fc) (ab — Be) — ”&f
les abscisses des points I et A; respectivement sur la droite (D). L’application ¢ de
F* dans IR — {0,2;} qui & toute conique propre I'(A, 1) (A # 0, p 5% 0 étant définis
a un coefficient multiplicatif pres) associe le réel z; est une homographie.

(ii) Supposons que A soit & Uinfini et que (D) ne soit pas la droite de l'infini.
Considérons un repére attache & la configuration dans lequel A(1,0,0), B(0,1,b),
C(1,1,¢), (D) :y = 0 o b # ¢ (sinon A,B,C seraient alignés) sont des réels ﬁxes
Avec ces notations, le point I a pour coordonnées I(1,0, ¢ — b). Définissons ['(A, p)
ot A # 0, u # 0 une conique propre de F*. Elle admet une équation de la forme:

de A (sinon A = 0) et de [ (sinon pu = 0). Soit z; =

Mz =by)(z—cy) + py(z(c—b)+ by — z) =0,

(x,y, z) désignant les coordonnées homogenes d’un point de la conique. La tangente
en B A cette conique a pour équation p(c — b)x + (=Ab(b —¢) + ub)(y — 1) + (AM(b —
c) — p)(z — b) = 0. Elle coupe la droite (D) en le point A;(p — A(b—¢), 0, ulc —b)).
Remarquons que A; est différent de A (sinon p = 0) et de I (sinon A = 0). Soit

Ty = et r1 = L )\ 1es abscisses des points [ et A; respectivement sur
(c =) (c — b)

la droite (D). L’application ¢ de F* dans IR — {0, 2z} qui a toute conique propre
T(A\ p) (A5 0,1 # 0 étant définis & un coefficient multiplicatif pres) associe le réel
xy est une homographie.

(iii) Supposons que (D) soit la droite de U'infini, A est un point de (D), les points
B et C sont a distance finie. Considérons un repere attaché a la configuration dans
lequel A(1,0,0), B(0,0,1),C(0,1,1). (D) est la droite d’équation: z = 0. Avec ces
notations, le point I a pour coordonnées 1(0,1,0). Définissons I'(\, p1) olt A £ 0, 10 #
0 une conique propre de F*. Elle admet une équation de la forme:

Ay(y — 2) + prz =0,

(x,y, z) désignant les coordonnées d'un point de la conique. La tangente en B a cette
conique a pour équation uz — Ay = 0. Elle coupe la droite (D) en le point A1 (A, i, 0).
Remarquons que A; est différent de A (sinon g = 0) et de I (sinon A = 0). Soit

A
z'y = — 'abscisse du point A; sur la droite de Uinfini (D). L’application ¢ de F*

H
dans IR — {0} qui & toute conique propre I'(A, p) (A # 0, # 0 étant définis & un
coefficient multiplicatif pres) associe le réel 2’y est une homographie.
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4.2 Faisceau de coniques (BR) passant par trois
points et tangentes a une droite donnée.

4.2.1 Forme (BR) du faisceau.

Proposition 4.2 Soit A, B, C trois points distincts du plan, non alignés, a distance
finie ou non. Soit (D) une droite passant par A et ne contenant pas les points B
et C. (D) peut étre la droite de Uinfini. Notons F* le faisceau de coniques propres
passant par les points A, B,C' et tangentes en A d la droite (D) :

(i) St A,B,C sont & distance finie, considérons le repére (A;ZB,Z@). Dans ce
repére la droite (D) a pour direction i = («,3) ot o # 0,8 # 0, + 5 # 0. Le
faisceau F* admet pour représentation (BR) :

BR[(A;1), (A+ M a1), (B;b)]

1 1 1
) — S
avee A € =10, 3 +ﬁ}’ "2 \/IAa(/\m—)ﬁ 1))
b=sgn(—Aa(Aa+ A3 —1))
et
BR|(A;1), ———— (B; sgn((—a)(a + B)))

2y/lafer + 9))]
(ii) Si A et C sont d distance finie, la droite (D) a pour direction i et B est ¢ 1 “infini

dans la direction de 1 # i, considérons le repére (A; i w) et le point C = (a, B) a # 0
, 3 # 0. Le faisceau F* admet pour représentation (BR):

BR[(A;1), (A + X ay), bid]

1 o]
avec A € IR —{0,a}, a1 = = ———————r b =sgn(A\G(\ — &
€ R-{0,a), 01 = 5t b= sguM(A - )
et
laf - -
BR|(A; 1), —=—1i, sgn(08)u
[( )QW gn(3)d]

(117) Si A est 4 distance finie, B et C' sont a l'infini dans les directions respectives
de @ et U, la droite (D) a pour direction 1 = (a, 3), a.0 # 0 (les coordonnées sont

—

exprimées dans le repére (A; 1, V). Le faisceau F* admet pour représentation (BR) :

! n(a)))d
W)asg (a)))id]

BR[(A;1), (A + A avec A € IR*
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() Si A est & Uinfini dans la direction de i 0, B et C sont & distance finie , (D)
est la droite de direction © passant par le point d’intersection I de (D) avec la droite

(BC), notons C = (0,c) dans le repeére (I,;jf?) avec ¢ # 0,c # 1. Le faisceau F*
admet pour représentation (BR):

Lili=d b= sgn(ic(c—1))

2N\ |Ac

(v) Si A et B sont & infini dans les directions respectives de i # 0 et @ # 0, i # 1,
C est un point a distance finte, notons O le point du plan tel que 5_5’ =1, (D) est
la droite passant par O de direction i. La forme (BR) du faisceau F* est alors:

avec a4y =

1

BR[i, (O + )i
24/1A]

)ysgn(—=A)u] Ae IR*

(vi) Si A est & Uinfini dans la direction de i # 0, B et C sont ¢ distance finie, (D)
est la droite de Uinfini. Le faisceau F* admet pour représentation (BR):

BR((B;1), ———h(h ABC),sgn(~Ni] A e R’
2

Preuve: (i) (figure 4.2) D’apres la proposition précédente, & toute conique propre
du faisceau F* correspond un unique point commun & la droite (D) et & la tangente
en B. Soit A; ce point. Une représentation (BR) réduite de la conique est:

soit BR[(A;1), (A1;aq), (B;b)] aveca; > 0et b € {—1,+1} lorsque A; est a distance
finie (la droite (D) et la tangente en B sont sécantes),

soit BR[(A;1),mi, (B;b)] avec m > 0 et b € {—1,+1} lorsque A4, est & l'infini dans
la direction de i (la droite (D) et la tangente en B sont paralléles).

Examinons le cas o la droite (D) et la tangente en B sont sécantes et déterminons
a, et b pour que C soit un point de la conique. Posons A; = A + M avec A # 0

sinon A; = A et A # sinon A; est le point d’intersection de (D) et (BC).

1
a+p
ey
Exprimons les coordonnées de C notées z¢ et yo dans le repere (Ay; AjA, A1 B). 1
Ma+0) -1
G
BRI(A; 1), (Ay;ay), (B;b)] passe par C ssi a; =

vient: ze = et yo = .y D’apres la proposition 3.11(i) la conique
1 y— 1
_.i.it.gj_y_c___'. et b — Sgn(xcycy
2 V zeye]

= ! , b=sgn(=da(a+ A5 —1)).

Dotua; = =

2 JIha(a+ A3 —1)]
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(£1)

F1G. 4.2 - Forme (BR) du faisceau des coniques passant par deux points a distance
finie et tangentes & une droite donnée en un troisieme point.

Dans le cas oii la droite (D) et la tangente en B sont paralléles, la forme (BR)
est BR[(A;1),mi, (B;b)] avec m > 0 et b € {—1,+1}. Déterminons m et b pour
que C soit un point de la conique. Exprimons les coordonnées de C' notées z¢ et

yo dans le repeére (A;'f, A_§) Il vient zc = 7 Yo = 2 D’apres la proposition
3.11(iii) la conique BR[(A;1),mi, (B;b)] passe par C ssi m = el et
2\/lye(1 = yo)l
1
b=sgn(yc(l —yeo)) dott m = ———=— et b = sgn(—a)(a + 7).

2\/lafa+ P)]
Ce faisceau contient des ellipses, des hyperboles et une parabole.
(ii) (figure 4.3) Pour une conique du faisceau F* notons A; le point commun a
la droite (D) et a la tangente en B & la conique (cette tangente représente ici
une asymptote de la conique ). Le point A; est différent du point A et du point
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d’intersection noté I de (D) avec la droite (C'+ M)A € IR.

Une représentation (BR) réduite de la conique du faisceau est:

soit BR[(A;1), (Ay;a1),bd], a1 > 0 et b e {—1,+41} lorsque A; est & distance finie,
soit BR[(A;1), mi, bii]l, m > 0 et b € {—=1,+1} lorsque A; est & Uinfini dans la
direction de Z(dans ce cas la tangente est la droite de l'infini).

Dans le cas ol la droite (D) et la tangente en B sont sécantes, déterminons a; et b
pour que C' soit un point de la conique. Posons A; = A+ Ai avec A # 0 sinon 4, = A
et A % a sinon A; = I. En procédant comme précédemment, les coordonnées de C'

N - Tt « , N " ..
dans le repere (A;, AA;) sont z¢ = (et yo = T D’apres la proposition 3.11(ii)

T : lyc| 1 ol
BRKAQ 1), (Al;a1),b'u] passe par C ssi a; = = = et
2/lzc(l—ye)l  2\/IAB(A — o)

b=sgn(zc(l —yc)) = sgn(AG(\ — a)).
Lorsque la tangente en B est la droite de 'infini, déterminons les réels m et b pour
que BRI(A;1),mi,bii] passe par C. Les coordonnées de C' dans le repére (A;4, 1)

sont z¢ = [ et yo = «. D’aprés la proposition 3.11(v),BR[(A; 1),mz’j bil] passe par
1 1 |« ,
5 ]&icj_ =3 ‘_{_ et b =sgn(zc) = sgn(f).
VIzel - 2/18]
Ce faisceau contient des hyperboles et une parabole.
(ii) (figure 4.4) Pour une conique du faisceau F* notons A; le point commun a
la droite (D) et & la tangente en B a la conique (la tangente représente ici une
direction asymptotique de la conique ). Le point A; est différent du point A et
n’est pas & Uinfini. Ecrivons le sous la forme A; = A+ A avec A € IR — {0}. Une
représentation (BR) réduite de la conique du faisceau est BR[(A; 1), (A1;a1), bul,
a; > 0et b e {—1,+1}. Déterminons a; et b pour que l'autre direction asymptotique
soit ¢ (la conique passe par le point C). Les coordonnées de ¢ dans le repere
— o
(Ay; @, AAy) sont = ~3 et y = Yk
D’aprés la proposition 3.12(ii) la direction asymptotique de BR[(A;1), (A1;ay), bid]

1 1
autre que 4 est donnée par ¥ = (z,y) ssi a; = = vl _

AT &2,

C ssim =

et b = sgn(—ay) =

sgn(al).

Ce faisceau est composé uniquement d’ hyperboles.

(iv) (figure 4.5) Pour une conique du faisceau F* notons A; le point commun & la

droite (D) et & la tangente en B a cette conique. Définissons le par A; = I+ M avec

A#£ 0 (sinon A; = 1) et A # oo (sinon A; = A). Une représentation (BR) réduite de

la conique du faisceau est: BR[(B;1), (I + Ai;ay),bi) avec a; > 0 et b € {~1,+1}.
-

Elle passe par C (de coordonnées z¢ = (c—1)\, yc = 1—c dans le repére (B; i, BA1))
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ssi (ct. proposition i) }a; = el :} 11— :~1~ l—l_—c—le
e proposttion S ) 01 = S sl 2 Thete 1) QJ g

b= sgn(zc(1 — ye)) = sga(re(c — 1))

Ce faisceau est composé uniquement d’ hyperboles.

(v) (figure 4.6) Pour une conique du faisceau F* notons A; le point commun a
la droite (D) et a la tangente en B & cette conique (qui est ici une asymptote).
Définissons le par A; = O+ Ai avec A # 0 ( sinon A; = O) et \ # oo (sinon A; = A).
Une représentation (BR) réduite de la conique du faisceau est : BR[Z, (O+ Ai; a1 ), bil]
avec a; > 0 et b € {—1,+1}. Elle passe par C' (de coordonnées zc = —Aet yo =1

1
2y lzcyc] - QW

et b = sgn(zeyc) = sgné\) Remarquons que ce faisceau ne comporte que des
hyperboles centrées sur la droite (D) privée du point O.
(vi) (figure 4.7) Une conique du faisceau F* est une parabole passant par B et

C de direction d’axe i. Notons @(1,A) A € IR*, dans le repére (B;?,B—C)’) la
direction de la tangente en B & la parabole. Sa forme (BR) est BR[(B; 1), mi, bi]
1

dans le repére (Ay;7,@)) ssi (cf. proposition 3.11(iv) ) a; =

avec m > 0 et b € {—1,+1}. Elle passe par C (de coordonnées zc = -3 et
1 ) - )
Yo = ~— dans le repere (B;i,4)) ssi (cf. proposition 3.11(v)) m = lvel  _
! 2flacl 2/

et b =sgn(zc) = sgn(—A).
Ce faisceau est composé uniquement de paraboles. M

4.2.2 Conique du faisceau passant par un point a distance
finie

Proposition 4.3 Avec les notations de la proposition 4.2 précédente, considérons
un point My & distance finie non situé sur les droites (AB), (BC), (CA) et (D).
(i) Si A, B,C sont & distance finie, la seule conique de F* passant par Mo(zo, Yo)

(les coordonnées sont exprimées dans le repére (A; ;l_é, ZB’)) est:
BR[(A;1), (A+ i a1), (B; b)]

D o
+HL0Y0
d

ot d = (B — 208 + ayo)(Bxo — ayo) + ayi(a + B) # 0,
1

e 2\/)>\a(/\05+ pYo R 1)|,
b=sgn(a(s — - 9)

avec A =
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ou lorsque d =0

i
BR[(A;1), — ===, (B;sgn(—a)(a + 7))},
2y/[aler + 0)]
(i) Si A et C sont a distance finie, (D) a pour direction i et B est al infini dans
la direction de @ # i. Considérons le repére (A;i,@) et le point C = (o, ) o # 0,

B # 0. La seule conique de F* passant par Mo(xo,yo) est:

BR[(A;1), (A+ \i; ay), bil]
042550’90 - 045553

ayo — Bz

o

0yo = Pag # 0 et b=sgn(AS(A ~ a)), m = [

avec \ =

ou lal

2¢/18]

BR|(4; 1), —2L7 san(8)q]

lorsque o?yg — Bz =0,

(iii) St A est a distance finie, B et C sont a l'infini dans les directions respectives de
i et T, la droite (D) a pour direction i, considérons le repére (A; W, ') et B = (a, B)
a#0, 8#0. La seule conique de F* passant par Mo(zo,yo) est:

1

2/

BR{(A;1),(A+ AT ), sgn(a\)]

LoYo
Fro — o0’ )
(iv) Si A est a Uinfini dans la direction de i, les points B et C' sont a distance
finie, (D) a pour direction i, notons O le point d’intersection des droites (BC) et
(D).Considérons le repére (01, 55) et le point C = (0,¢) ¢ # 0,¢ # 1. La seule
conique de F* passant par Mo(xg, yo) est:

ouU A=

BRI(B;1),(0+ A7 ;a1),b7 |

(-, 1[4
T=w)o—c) ' 2\ [
(v) Si A est a Uinfini dans la direction de i, le point B est & Uinfini dans la direction
de @ # 1, C est un point & distance finie, O est le point d’intersection des droites
(D) et (C + AW, A€ IR), (D) a pour direction i, posons OC = ¥, et considérons le
repére (O;1,1). La seule conique de F* passant par Mo(zo, yo) est:

avec A = , b =sgn(Ac(c—1)),

BRJT, (0 + N ——), san(~\)

2



74 Chapitre 4. Coniques (BR) définies par trois points et une tangente

Zol
avec A = 0% ,
Yo — 1 .
(vi) Si A est a linfini dans la direction de i,la droite (D) est la droite de l'infini,

o —
B, C sont a distance finie, considérons le repere (B;i, BC). La seule conique de F*

passant par Mo(xo, yo) est:

BR[(B: 1), ——(7+ \B®), sgn(—\)7

2/PI

Yo — Yo
) )

ou N =

Preuve: (i) Soit (I') une conique propre du faisceau. D’apres la proposition 4.2 (i)

, elle §’écrit soit

- 1 1 1
BRI[(A; 1), (A+Xi;ay), (B;b)] avec A € R—{0, ——}, a1 = = ,
' ¢ a+pl 2\/|>\oz()\a+>\ﬁ—-1)l

b =sgn(Aa(Aa + AG — 1)) soit
BR[(A; 1), —p—eeee
2y/ |+ B)]
la valeur de A si elle existe pour que (I') = BR[(A; 1), (A1;a1), (B; b)] passe par M.
Considérons le repere (Ajy; m,m) et My = (Xo,Yp) dans ce repere. D’apres la

11X+ Yy — 1
proposition 3.11(i), BR[(A;1), (A1; a1), (B;b)] passe par My ssia; = -—|——-O-i-9-————[
2 /IXoYal

ey ey
et b= sgn(XoYs). Les coordonnées de My dans (Ay, AyA, A1 B) sont Xg=1—x2¢ +

Ao — 1
a et%zmo——a—gg.

1| Xo+ Y, - 1] _ 1 1

2 1Y 2/ Pe(a+ A8 1)
sgn(Aa(Aa + A3 —1)).

Il vient puisque A s 0,

(A(B = w0 + ayo) = yo)(Bro — ayo) = £a(da+ AF — 1)yg et sgn(a(l —ad — Af) =

sgn((A(B — zoB + avo) — yo)(Fzo — o).
Le réel )\ vérifie donc:

MB=zoB+ayo)(Bro—aye) +ala+B)ys) = Broyo. Posons d = (8—zof+aye)(Bro—
ayg) + ala + B)yd. Le réel A vaut alors é—%@ sid#0.

Dans le cas ott d = 0, (I') s’écrit nécessairement :

BR[(A; 1), L (B;sgn(—a)(a+H))].

2 flala + 5)

,(B;sgn(—a)(a+ 8))]. Posons A; = A+ M et déterminons

Par conséquent a; = et b = sgn(XoYp) =
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Vérifions-le en utilisant la proposition 3.11(iii). En effet (I') passe par My(Xy, Y5)
1

— T
(les coordonnées sont exprimées dans le repere (A;i, AB)) ssi —r———— =

2y/lafa+ B)|
ol ot sen(-afo + 5) = san(¥i(1 - )
Yol — Yol
Comme Xg = ?—? et Yo = 29 — —0%9 il vient,

ala+B)ys = £(Bzo — ayo) (8 — Bro +ayo) et sgn(—ala+B)) = sgn(Bzo — ayo) (8 —

Bro + ayo) d'ott ala+ By = —(Bxo — ayo)(8 — Bxo + ayo) donc d = 0.

(ii) Soit (I') une conique propre du faisceau. D’apres la proposition 4.2 (ii) , elle
o]

1
s'écrit: BR[(A;1), (A + M;ap),bidl] avec A # 0, A # a, a; = _______9‘______’

IAB(A = a)

b= sgn(A3(\ - a)) ou BR[(4:1), 2L sgn ()],

2,/181
Déterminons dans le premier cas la valeur de A si elle existe pour que (I') passe par
My. Posons Ay = A+ M. D’aprés la proposition 3.11(iii) la conique BR[(A;1), (A +

Y .
[¥ol et b= sgn(Xo(1 —Yp)) ot Xy et

M, ay), bid] passe par My ssi a =
24/ Xo(1 = Yo)|

Yy désignent les coordonnées de My dans le repére (A4; o', AA;). Un simple calcul

donne Xy = yg et Yy = o d’ol a; = |20l et b = sgn(Ayo(A — zg)). Le
A 24/ Ayo(A = o)
réel A V‘ér|iﬁe donc: 20
a7 ity N
= et sgn(AB(A — a)) = sgn(Ayo(A — z0)) Clest a
IAB(A = o) 24/1A%0 (A = z0)|

dire:
@ Ayo(A = zg) = £AF(A — a)z? et sgn(A\B(\ — @) = sgn{Ayo(A — z0)). doit A =
CY23L’Oyo - Oéﬁmg 2 2
. i — 0.
o2y — Bi2 si o*yy — Prg #
Dans le cas ot a?yo—3z% = 0, en appliquant un raisonnement analogue au précédent,

: la
la conique BR[(A;1),
2¢/18

(iii) Soit (I') une conique propre du faisceau. D’apres la proposition 4.2 (iii) , elle
s'écrit: BR[(A; 1), (A+ A sgn(a\)d] avec A € IR*. Posons Ay = A+ \i et

7,sgn(B)i] convient.

LI
o Jlanl”

L\ ! . N —
My (X0, Ys) (ces derniéres coordonnées sont expr 1mees dans le repeére (A; u’, AAy)).
Yo
et Yy =

Un simple calcul donne Xg = 29 — ——
D’apres la proposition 3.11(iii) (I') passe par My ssi
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1 Yol _ [0l ot

2/l 2y/1X0(1 = Yo)|  2y/1(ABzo — adwo)(AB — wo)|
sgn(a) = sgn(Xo(1l — Yp)) = sgn((ABzo — adyo)(AB — yo)) d’ott

puisque A #£ 0, A = _ oo
Bro — ayo
(iv) Soit (I') une conique propre du faisceau. D’apres la proposition 4.2 (iv) , elle
— ]_ -
s'écrit: BR[(B;1), (0 + M;ay),,bi] avec A # 0, a; = % l—ﬁ\—d, b=sgn(Ac(c—1)).
\|Ac

Posons A; = O + A et My(Xo,Yy) (ces dernitres coordonnées sont exprimées dans
le repere (B; 7, BA;)). Un simple calcul donne Xy = xg+ A(yo — 1) et Yo = 1 — wp.
D’apres la proposition 3.11(iii) (I') passe par M ssi
tisd_ Wl -l
2\ Al 21X = Yo)l 24/lwo(zo + Ao — 1)
sgn(Ac(c — 1)) = sgn(Xo(1 — Yp)) = sgn(yo(zo + AM(yo — 1))) d’ont

(1 = c)zoyo
(1= 50)(o —¢)
(v) Soit (I') une conique propre du faisceau. D’aprés la proposition 4.2 (v) , elle

-y ey 1 ey

écrit: BRI, (O + M; ——=),sgn(—\)i] avec A # 0 . Posons 4; = O + i et

2¢/ 1Al
.y . oy N s
My(Xo,Ys) (ces dernieres coordonnées sont exprimées dans le repere (Ag; i, u')).
Un simple calcul donne Xy = zq — A et Yy = yq.

D’apres la proposition 3.11(iv) (I") passe par My ssi

1 1 1
= = et
2 /N 2/1XoYal 210 — Mol )

sga(—) = sga(Xa¥%) = sga((ao — Vo) don A = 2
o —
(vi) Soit (I') une conique propre du faisceau. D’apres la proposition 4.2 (vi) , elle

s’écrit: BR[(B; 1), -—1--—(5—1— Aﬁ),sgn(-/\)ﬂ avec A # 0 . Posons W@ = i + \BC
2/

et My(Xo,Ys) (ces dernieres coordonnées sont exprimées dans le repeére (B; T, w)).

Un simple calcul donne Xg = ¢ — % et Yy = y/\g

D’apres la proposition 3.11(v) (I") passe par Mg ssi

Lo Wl o el
21 2y/1Xa]  2y/1A%0 — Ayl

Y Yo = Yo
sgn(—=X\) = sgn(Xy) = sgn(zo — —>\9) d'olt A = W—EO—O )

puisque A £ 0, A =
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N1

(D,) (Al; a].)

Fic. 4.3 - Forme (BR) du faisceau des coniques passant par un point a distance finie,
un deuxiéme point situé & I'infini et tangentes & une droite donnée en un troisieme
point.
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F1G. 4.4 - Forme (BR) du faisceau des coniques passant par deux points situés a
Pinfini et tangentes & une droite donnée en un troisieme point.
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Fic. 4.5 - Forme (BR) du faisceau des coniques passant par deux points a distance
finie, et tangentes en P'infini & une droite donnée (D).
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(D) O (A5;a;) 7

FIG. 4.6 - Forme (BR) du faisceau des coniques passant par deux points dont un a
distance finie, I'autre & Vinfini et tangentes & une droite donnée (D) a I'infini .
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—~
sy
ot

R

N

1

N

Fic. 4.7 - Forme (BR) du faisceau des coniques (paraboles) passant par deux points
3 distance finie, et tangentes & la droite de I'infini au point défini par la direction ¢ .
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Chapitre 5

Faisceaux de coniques (BR)
passant par quatre points

Ce chapitre établit une forme (BR) d’un faisceau de coniques passant par quatre
points du plan (Berger, 1990 [22]). Nous utilisons le dernier résultat de la partie
précédente donnant la seule conique (BR) du faisceau défini par trois points et une
tangente et passant par un point fixe du plan & distance finie ou non. La forme (BR)
du faisceau de coniques passant par quatre points est une liste de trois vecteurs
massiques tels que les II- projections du premier et du troisieme vecteur massique
sont deux des quatre points. Le parameétre choisi est ici la pente de la tangente en
un des deux points évoqués. Le second vecteur massique est fonction du parametre
qu'il s’agisse d’un point pondéré (cas général) ou d’un vecteur pur (cas particulier).
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Proposition 5.1 Soit A, B,C, D quatre points distincts du plan non alignés trois

a trois. Notons F* le faisceau des coniques propres passant par ces quatre points.

(i) St A,B,C,D sont & distance finie. Définissons (xg,y0) ot zo # 0, yo # 0,

To+yo— 1 # 0 les coordonnées du point D dans le repére (A, ZE, Z—é’) Considérons

un vecteur i = (1,m) avec m ¢ {0, —y—o, —1} dans ce repére. Ce vecteur dirige la
Zo

tangente en A & une conique propre du faisceau. Une représentation (BR) du faisceau
F* est alors :
BR[(A;1), (A + Xi;ay), (B; )]
mx
avec A = ;yo, d = (m —mzy+ yo)(mzo — yo) + v3(1 +m) # 0,
_ 1 |d|
2 \/]mxoyo(mxoyo + m2zoyo — d)]

a , b= sgn(mzoyo(mzoyo + m*zoyo — d)) et

2¢/|m + 1]

(11) Si A, B, C sont a distance finie, D est o U'infini dans la direction de @. Définissons
(2o,90) 0 g # 0, yo # 0, 2o + yo # 0 les coordonnées du vecteur @ dans le

repére (A;A—E,/ﬁ). Considérons un vecteur i = (1,m) avec m ¢ {07—5—9,—1}
0

dans ce repere. Ce vecteur dirige la tangente en A a une conique du faisceau. Une
représentation (BR) du faisceau F* est alors:

BR[(A; 1), (A + Ai;a1), bl

BR[(A;1), , (Bisgn(—m —1))] (d=0)

- 1 2+ ma?
avec A = — s 30 Yo +mag # 0, a = 3 Ll ol ; b= sgn(mzoyo(zo —
Yo +mp \/|m$oyo(xo — %)
Yo)) et
Yy — MITgy = s
BRI(4; 1), 24/ |2——2[i, sgn(m(mao — yo))a] (s +ma5 = 0)

(iii) Si A, B sont a distance finie, C, D sont a Uinfini dans les directions respectives
de @ et U. Définissons (xo,yo) ot g # 0, yo # 0, les coordonnées du point B
\ — — iy - Yo
dans le repere (A; W, V). Considérons un vecteur i = (1,m) avec m ¢ {0, —
x
dans ce repere. Ce vecteur dirige la tangente en A a une conique du faisceau. Une
représentation (BR) du faisceau F* est alors :

1 -
Em)a sgn(A)]

BR[(4;1), (A + N

ToYo

DT a—
mxo — Yo
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F1c. 5.1 - Forme (BR) du faisceau des coniques passant par quatre points a distance
finie.

Preuve: (i) (figure 5.1) Considérons une conique propre du faisceau. Sa tangente
en A a pour direction le vecteur i. L'expression (BR) de cette conique est obtenue
grace A la proposition 4.3(i),

(if) (figure 5.2) Considérons une conique propre du faisceau. Sa tangente en A a
pour direction le vecteur 7. L’expression (BR) de cette conique est obtenue grace a
la proposition 4.3(ii) c’est a dire:

= XYy — 2
soit BR[(A;1), (A + M ay),bil] avec A = a* XYy — af X

Yy — BXE #£Oet b=

o?Yy — 0X5
sgn(AB(A — a)), a1 = ng}j\gl—&ﬂ ou BR[(A;1), 2%% sgn(B)i] lorsque oYy —

AXE =0
Le couple de réels (o, ) (resp. (Xo, Yo)) désignent les coordonnées de B (resp.C')
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- —-m
dans le repére (A;¢, @). Un simple calcul donne a = ————Z—/E———, g o= e

Yo — Mo Yo — Mg

—x

Xop= —— 0 ¥y = e
Yo — Mo Yo — My
(iii) (figure 5.3) Considérons une conique propre du faisceau. Sa tangente en A a
pour direction le vecteur i. L’expression (BR) de cette conique est obtenue grace a

la proposition 4.3(iii) M

, qui donnent le résultat,
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FIG. 5.2 - Forme (BR) du faisceau des coniques (hyperboles) passant par quatre
points dont un & l'infini dans la direction i.
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(Hs) (A1;aq,
S

(Ha) (H)  |(Ha)

F1a. 5.3 - Forme (BR) du faisceau des coniques passant par deux points a distance
finie et deux autres points situés a 'infini.



Chapitre 6

Forme (BR) d’un faisceau de

coniques osculatrices

Ce chapitre propose une forme (BR) d’un faisceau de coniques osculatrices c¢’est-

a-dire 'ensemble des coniques propres du plan, tangentes en un point donné a une
droite donnée, passant par un deuxiéme point donné et admettant un meéme centre
de courbure en le premier point.
La forme (BR) de ce faisceau (Bécar Fiorot, 1996 [36]) est définie par une liste de
trois vecteurs massiques tels que les II-projections du premier et du troisiéme vecteur
massique soient les deux points donnés du faisceau. Le parametre du faisceau est
ici Pabscisse de la projection du deuxieéme vecteur massique situé sur la tangente.
Lorsque ce point est & distance finie, la masse du second vecteur massique est d'une
part inversement proportionnelle & ce parametre et d’autre part proportionnelle a la
racine carrée du rayon de courbure. Lorsque 'abscisse est infinie, le second vecteur
massique est un vecteur pur dirigeant la tangente. Son module est proportionnel a
la racine carrée du rayon de courbure.

89
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Ay(xa, 2 # 0)

.

AN

(zz”)

Fia. 6.1 - Coniques osculatrices dans un repére orthonormé.

6.1 Définition

Un faisceau linéaire de coniques osculatrices est défini comme l'ensemble des
coniques tangentes en Ay a une droite (zz’), admettant ( comme centre de courbure
en Agp et passant par un autre point As.

6.2 Equation du faisceau

Proposition 6.1 Considérons le repére cartésien (Ag;i,7) ot i et J sont des vecteurs

[E— . . Lo
orthonormés portés par laze (zz') et Ag§l. L’équation générale du faisceau linéaire
de coniques tangentes en Ag d (x1'), et de méme centre de courbure Q(0, R) (coniques

osculatrices en Ag) et passant par un point Aq(xa,ys) ot ys # 0, est donnée par

2_“2]:{ P
a<a:2-2Ry—y2 (M)) +Zb<:z:y~—y2§> =0 avec as#0
Y 2

2
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Preuve: (figure 6.1) L’ équation générale des coniques (propres) est de la forme
ax? + 2bzy + ey +2dx +2ey+ f=0 (D)

Agel' = f=0.

(z2') est tangente en Ay & I' = az? + 2dz = 0 a une racine double z = 0 d’out
d=0

L’équation précédente devient az? + 2bzy + cy® + 2ey = 0, ol ¢ et a sont différents
de 0 sinon I' est réduite a deux droites.

Explicitons y: cy? + 2y(bz + e) + az? = 0. Supposons ¢ # 0, il vient

1
Y= E(——bx — e+ (b%2° + € + 2bex — acz®)M/?)

Nous prenons la détermination avec le signe + (il faut y(0) = 0)

1 2bx b —ac 1/2
Un développement limité a ’ordre 2 donne y = ——233:2 +2%(2) avec e(x) — 0 quand
e

z— 0.
Exprimons que  est centre de courbure en Ag.
Pour cela considérons un cercle qui est tangent en Ag a l'axe x'x et qui passe par un

a
point voisin de la courbe (6.1) & savoir le point de coordonnées (z, ——-2——:132 +x%(2)).
e
Si p est Pordonnée du centre du cercle celui-ci a pour équation:
a
z* + (——22562 + 22e(z) — p)* = 12
e
La limite de u lorsque z — 0 définit le centre de courbure nous trouvons p = -

Le point (0, R) sera centre de courbure si e = —aR.
—ax?
2(bx +e)

valeur principale: y = --§~£L’2 + 2%/ (z) avec £'(z) — 0 quand x — 0. L’équation des

Sic=0,alorsy = , un développement a P’ordre 2 nous donne aussi la méme

coniques tangentes & (x'x) en Ay et ayant Q(0, R) comme centre de courbure en A
est: cy? + 2y(bxr —aR) +azx?* =0 (a#0)ou

a(xz? — 2Ry) + 2bzy + cy* = 0. (6.2)

Exprimons maintenant que As(xq,ys) appartient aux coniques (6.2) nous obtenons:
1
c= —%P—(a(:cg — 2Rys) + 2bzoys) Y2 # 0.

2
Reportons la valeur de ¢ dans (6.2):
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2
%(a(az% — 2Rys) + 2bzoys) = 0.
5

a(z? — 2Ry) + 2bxy —

2
a(x? — 2Ry — %5(:53 — 2Ryy)) + 2b(zy — y2§3) =0, a#0, w#0.  (6.3)
2 2

(6.3) est I’équation du faisceau linéaire de coniques osculatrices en Ag passant par
2

)

92

et la conique dégénérée y(z — yicz) = 0 (droites (zz') et (AgAz)).

;

A,. Les coniques de base du faisceau sont la conique 2% — 2Ry —

Réciproquement étant donnée une conique dégénérée en deux droites sécantes en
Ay dont l'une est (zz’) et une conique propre tangente en Ay a (za’), le faisceau
engendré par ces deux coniques est composé de coniques osculatrices en Ag.

Soit y(z — my) = 0 (ou y(mz —y) = 0 et az® + 2bxy + cy® + 2ey = 0 (avec a et
e différents de 0) la conique propre tangente en Ag & (za'), 'équation du faisceau
s'écrit : az? + 2bxy + cy® + 2ey + y(zy — my?) = 0 ou encore

az? 4+ (2b + vy)xy + (¢ — ym)y? + 2ey = 0.

D’apres la premiére partie nous savons que toutes ces coniques admettent méme
centre de courbure (0, ——2). Elles sont osculatrices en Ag. M

6.3 Correspondance biunivoque entre une conique
du faisceau et la trace sur (z2') de sa tangente
en A,.

L’équation de la tangente en A, & une conique du faisceau (6.3) est:

2
z(axg + bys) + y(% —2aR + 2bzy) —aRys =0 (a # 0,ys # 0),

Y2
aRy- R
son intersection avec I'axe (xx’) est le point A;(z1,0) ot 2y = Y2 yz ).
azs + bys Zo + 21
a

Il y a donc une correspondance biunivoque (homographie) entre une conique du

faisceau ( définie par (a,b) ou — ) et 'intersection A; de sa tangente en Ay avec
a

Vaxe (xx")-{Ag}.
Si nous notons F* l'ensemble des coniques propres (dites osculatrices) du faisceau
(a # 0) alors il existe une bijection de F* sur IR — {0}: ' — z; (abscisse de A;).

Remarquons que les propriétés ci-dessus sont également vraies dans le cas particulier
ol le point Aj est a U'infini dans la direction (z9, ¥2) (y2 # 0) auquel cas le faisceau est

un faisceau d’hyperboles (avec une parabole). Pour s’en convaincre il suffit d’écrire
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le faisceau (6.3) en coordonnées homogenes cartésiennes: en notant (X,Y,7T) les
coordonnées d’un point courant , resp. (XQ, YQ, Ty) celles de A, relativement au repeére
projectif cartésien 4)00 Oo, AO, Ag+i+ j) nous obtenons:

9 o ey X2 X2 T,
aX®+20XY - Y (26—-— +a—= — 2aR—= ) —2aRYT =0 (6.4)
Y, Yy Y,
Si Ag est a linfini (T3 = 0) le faisceau des coniques osculatrices en Ag et passant
par le point Ay & l'infini dans la direction (X5, Y5, 0) s’écrit :

2

X, X3
aX?+2bXY — Y2(2b7 + a}—ﬁ) —2aRYT =0, a#0,Y2#0  (6.5)
2

et le point d’intersection A;(Xy,Y7,T1) de la tangente en Ay(Xs,Y5,0) avec l'axe

| aRY, aRyo Ry,
N t t " d A : X = *‘_‘———--‘T = = :
(xx’) est toujours donné par: X; 0X, 1 Y, ! ie 7 azxs + byz( b )
To + 592

La parabole du faisceau est obtenue pour le couple (a,b) = (Y2, —X5), la tangente
en A, est la droite de l'infini (27 = c0). Dans le cas cas contraire, la droite (Ay, As)
est une asymptote a I'hyperbole du faisceau définie par (a,b).

6.4 Forme réduite des courbes (BR) définies avec
trois vecteurs massiques linéairement indé-
pendants.

Proposition 6.2 Soit ag, oy, aq trois vecteurs massiques linéairement indépendants
tels que g = (Ag; ag), as = (Ag;ay).

(1) Si agas > 0 alors il existe un changement de paramétre homographique h tel que
BRKAQ, (ZQ), aq, (AQ, ag)] oh= BR[(A(), 1)7 (&00,2)1/2051, (AQ, 1)]

(11) Si agas < 0, nous pouvons supposer ag > 0 et ay < 0 alors il existe un c.p.h. tel
que BR[(Ag; ap), a1, (Az;as)] o h = BR[(Ag; 1), (—agaz)¥?, ay, (Ag; —1)].

(111) Les vecteurs massiques (Ag; 1), a1, (Asg; 1) ainsi que (Ag; 1), 61, (Ag;—1) étant
linéairement indépendants, il n'est pas possible d’écrire BR[(Ao; 1), au, (Ag; 1)] sous
la forme BR[(Ao;1),0q, (Ag; —1)]

(iv) Les vecteurs massiques (Ag; 1), (A1 aq), (Ao 1) étant linéairement indépendants,

z’l n'est pas possible d’écrire BR[(Ao; 1), (A1;a1), (Ag; 1)] sous la forme

BR[(Ao; 1), (Z (Ag;1)] ou BR[(Ao; 1), (A1;a1), (Ag; —1)] sous la forme
BR{(A;1),U, (A:z,—l)}

Preuve: (i) Siag < 0 et az < 0 nous redéfinissons la conique avec un premier et
un troisiéme point pondéré de masse positive d’apres la relation BR[ag, oy, o] =
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BR[*CMO, —, '—Oég].
agwu

0/51/2(1 — ) +a; P

Donc considérons alors le cas ag > 0 et as > 0 et définissons h(u) =

nous avons d’apres le corollaire 2.1:

BR[(Ao;ag), o, (Ag;az)] o h = BR[(Ao; 1), (@oaz)l/QOéh (Az; 1)]

(ii) Soit h(u) =

Yo - d’on le résultat d’apres le corollaire 2.1
ag (1 =u) + (—ag)~?u
(iii) Sl existe h un c.p.h. satisfaisant la proposition 2.4 nous aurions 1 = A(c — a)?
et —1 = Ab% X € IR — {0} ce qui est impossible.

(iv) S’il existe h un c.p.h. satisfaisant la proposition 2.4 nous aurions 1 = \b? = \c?
et Abca; = 0, A € IR — {0} ce qui est impossible (a; # 0).

|

Définition Nous appelons les quatre formes:

BRKAOa 1)7 (_{41; al)7 (A2§ 1)]» BR{(A(L 1)a U, (A2§ 1)}7 BR[(AO> 1)7 (A1§ (11): (AQ; _1)}7
BR[(Ao;1),U, (Ag; —1)], formes réduites indépendantes. (le premier et le troisieme
vecteur massique sont des points pondérés de méme masse égale a 1 ou de masse
égale & 1 et -1).

6.5 Forme (BR) du faisceau de coniques osculatrices

D’apres ’étude précédente nous voulons déterminer trois vecteurs massiques
linéairement indépendants «g, ay, ao tels que:
H(Oéo) = AO (ﬁXé)
II(cy) = A; (point variable sur (zz') — {Ag}, éventuellement & 'infini).
[I{ay) = Ay (point fixé du plan, ¢ (z2')), éventuellement a U'infini).
|BR[ay, aras]| admet 2 comme centre de courbure en A,.
Avec ces conditions BR|ag, o, ap] sont les coniques tangentes en A a (zz'), de
centre de courbure ) en Ay et passant par As. C'est le faisceau des coniques propres
osculatrices en Ag. Rappelons que Aq(xy,0), As(xs,ya),y2 # 0 sont les coordonnées
de Ay, A, dans le repere (Ag;1, 7).

Proposition 6.3 Soit Ay un point d’un aze (zx'). Q ¢ (zz') tel que A soit
orthogonal & (za'). Considérons le repére orthonormé (Ag7,]) tel que Q ait pour
coordonnées (0, R) avec R > 0 et Ay un point de coordonnées (x1,0) dans le cas ou
il est a distance finie. Le faisceau des coniques osculatrices en Ag , ayant 2 comme
centre de courbure et passant par un point Ay de coordonnées (z2,y2 # 0) quand il
est @ distance finie, a la représentation (BR) suivante.

1. Dans le cas ou Ay est a distance finie , suivant la position de Ag(signe de ys2)
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FIG. 6.2 - Forme (BR) du faisceau des coniques osculatrices passant par un point
4 distance finie situé dans un méme demi-plan que le centre de courbure.

nous obtenons:

. 1 R
(i) yo > 0: BR[(Ao; 1), (A ;—(——2&—/3)1/2), (Ag;1)], z1 € IR — {0} et
1
R -
BR[(A; 1), (507, (43 1),
1 —Rys

(W)ys < 0: BR[(Ao; 1), (As; )W), (Ag; —1)], 7 € IR — {0} et

R E( :
BR(Ao; 1), (—5 )%, (s ~1)),
2. Dans le cas oty Ay est & Uinfini dans la direction (22, y2) 0l nous pouvons choisir
yy > 0 (zo de signe quelconque) :

1 R - R -
BR[(Ao; 1), (Ar; m—(méi%)l/?),v], 2, € R — {0} et BR[(Ag:1), (—5—2)1/21,17]
1

Preuve:

1. Cas ot A, est a distance finie dans le plan,4, ¢ (z2')

Utilisons la forme réduite des coniques (BR) pour décrire ce faisceau. Supposons
que A, (zy,0) soit a distance finie.
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. 1—t2A0+2t1—ta1A1+t2A2
(1> BR[(A(% 1)7 (Al; al)7 (AQ; 1)](t) = ( (1)_ t)g + Q(t(l ~)t)a1 + 2
Notons z(t), y(t) les coordonnées de la courbe (BR) ci-dessus.
2t(1 — t)ayzy + t2ay 1
(t) = SR 5 y(t) = 2 2
(I1—t)2+2t(1 —t)ay + ¢ (1—t)2+2t(1 —t)ay +¢
En faisant la division suivant les puissances croissantes de ¢ nous obtenons:
z(t) = 2tayxy + te(t), e(t) — 0 quand ¢ — 0
y(t) = t2yy + 12¢'(t), €/(t) — 0 quand t — 0
Nous voulons exprimer que le centre de courbure en A est le point (0, R). Utilisons
la méme technique que dans la premiere partie: un cercle tangent en Ay a (xx’)
passant par un point voisin de la courbe (z(t),y(t)) et de centre (0,u) a pour
équation :

(2tayzy +te(t))? + (t2ys + 126 (1) — ) = p?

soit encore 4t?a?x? — 2t you = 2" (t) avec €”(t) — 0 quand ¢t — 0

La limite de i lorsque ¢t — 0 donne la valeur commune de 'ordonnée du centre de
courbure en Ag:

20222

=R

iz =
- Yo

Il faut donc yo > 0: A; et {2 sont dans le méme 3 plan par rapport a (zz'). &

Nous avons alors a; = ﬂ:%(—}—%—/&)lﬂ, z; € IR—{0}. Nous savons qu'il suffit de choisir
L1
1 Ry
i = (T2 car IBR{(Ag;1), (Ass ), (Asi D]y = |BRI(Ag; 1), (A —as), (Azi D]l o
Ty 2

Précisons que les dérivées en Ay (t=0) des (BR) ci-dessus valent respectivement

2a1ApA1, —2a1 Ag Ay (proposition 4.1.1 de [8]) i.e que les coniques sont parcourues
dans des sens différents. La forme (BR) des coniques est alors

1

|

BR[(Ag; 1), (Ag; (%y—Q)l/Q), (Ag;D)],avec 21 € R—{0} et y»>0. (6.6)
Rappelons qu’a chaque valeur de 2 (abscisse de A;) correspond une conique passant
par Ag et As tangente & (A1 Ag) et (A1 A,) et de centre de courbure (0, R).

La forme (BR) des coniques du faisceau osculateur en Ay dépend d’un parametre
x1 # 0 via la masse du deuxiéme vecteur massique. Cette masse est une fonction
homographique de z;. La nature des coniques est donnée par ’expression suivante:

p 1 Ry 1/2\1\2 Rys
A —(—= )Y —v{Ag: Dv(Ads: 1) = —= — 1.
(x( 1,11( 5 )72))? = x(Ao; 1)x(Aa; 1) 203

Suivant la valeur de z; # 0 (Ry, > 0) nous obtenons des hyperboles si 227 < Rys,

E@)l/z

deux paraboles si z; = £( 5 , des ellipses si 22 > Ry, dans ce dernier cas si
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de plus z% + y2 = 2Ry, nous obtenons un cercle auquel cas 2, = R-y—?-.
T
Traitons le cas ou A; est a linfini. Il s’agit de déterminer la conique du faisceau

osculateur telle que sa tangente & A, soit parallele & (za’).
Sa forme est BR[(Ao; 1), U, (A2;1)] ou BR[(Ap; 1), U, (Ay; —1)] avec U = pi.
Considérons d’abord BR[(Ap; 1), pi, (Az; 1))

- (1—t)24g+ 124, 201 —t)pi
t? 2t(1 — 1t 12
d'olt z(t) = z2+ 24 )p’ ():‘“““yQ
1— 2t + 2t2 1 — 2t + 2¢2
soit

x(t) = 2tp +te(t), e(t) — 0 quand t — 0

y(t) = t2ys + t2¢'(t), €'(t) — 0 quand t — 0

L’équation du cercle tangent en Ag a (xz') passant par un point voisin de la courbe
(x(t),y(t)), de centre (0, ) est:

(2tp + te(t))” + (o + £%'(t) — 1) = p*

soit 2t*p* — t2you = t%€"(t) £’(t) — 0 quand t — 0
Lorsque t — 0 nous obtenons 'abscisse du centre de courbure en Ag.

pmp == I

Il faut donc gy > 0: Ay et Q sont dans le méme demi-plan par rapport a (xx'). Par
Ry, )2,

2
La forme (BR) s’écrit BR[(Ag; 1), (R2yQ)1/2 (Ag; 1)] ou BR[(Ag; 1), — (RQyQ)l/2 (Ag; )],

il s’agit de la méme ellipse (la masse vaut -1) parcourue dans des sens différents.

suite p = +(

Rys
En effet le calcul de la dérivée en Ap(t = 0) donne 2(—— 5 )1/ 27 pour la premidre

forme et ——Z(RQ‘%2 )2

BR[(A¢; 1), (RQyZ)l/2 (Ay;1)] Les (BR) définies par (6.6) constituent avec cette

derniére ellipse (BR) la forme (BR) des faisceaux de coniques osculatrices en Ag

dans le cas ou le centre de courbure (1 et le point A; sont d’'un méme coté par
Y‘eT\Y\ﬁY‘t (! ( CAS Us > ﬂ\ (ﬁourp ﬁ()\

i pour la seconde (cf proposition 4.1.1 [8]). Nous proposons

\we g2 Yy Ao Vs
3 ' (1=t A+ 20(1 — t)ar Ay — 12 A4y
(11} BR[(A07 ) Al’ CL1> <A27 )}(t) - (1 _ t)2 + Qt(l _ t)(ll 2
Qt(l - t)(lliCl — tQZEQ ‘75211/2

t) = k t) =
z(t) 1+2t(—1+4a1) — 2t%a4 ylt) 14+ 2t(=1+ay) — 2t%a;
Soit encore z(t) = 2tayx, + te(t), £(t) — 0 quand ¢t — 0
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y(t) = —t?ys + t%/(t), €/(t) — 0 quand t — 0

Equation du cercle tangent en Ag a (zz’) passant par un point voisin de la courbe
(x(t),y(t)) et de centre (0, u):

(2ta z; + ts( N2 4 (=t + 2/ (t) — p)? = p?

soit 4t?atz? + 2%y p = 26 (t) avec €”'(t) — 0 quand t — 0

Lorsque ¢t — 0 nous obtenons 1’abscisse commune du centre de courbure en Ajg.

Il faut donc yo < 0: Ay et Q sont de part et d’autre de I'axe (zz’). Choisissons

1 —
ay = "‘“(-—EEQ—V/Q, T € IR — {0}
Ty 2

La forme (BR) des coniques est donc:

1 —Ryy. 1,
BR[(Ap; 1), (Ay; ;(——-]—;—yz)l/z), (Ag;—1)],avec x € IR —{0} et y2<0. (6.7)
1
1 —R ~R
(e Ay — (C222)12))2 (g Dx(Agi 1) = —L 4150
T 2 i

ce sont uniquement des hyperboles.
Considérons maintenant BR[(Ag; 1), pi, (Ag; —1)] (A, est & linfini)
. (1—1)24p — t24,  2t(1—t)pi
BR{(Ag; 1), pi, (Ag; —1)](t) =
[( 0s )pl( 2 )]() (1—t>2-t2 (1——t)2—-t2
—try +2t(1 — t)p — %y,
d’on z(t) = t) = ——=
o z(?) oo YW=y
soit x(t) = 2tp + te(t), e(t) — 0 quand t — 0
y(t) = —t?ys + t3/(t), &'(t) — 0 quand ¢t — 0
En procédant comme précédemment nous trouvons que le rayon de courbure R en

2
Ag vaut R = ___p_

Y2
Il faut donc yo < 0: Ay et Q sont de part et d’autre de l'axe (xx’). Par suite

— Ry,
P = :t( 2 )1/2
La for yo ) — Ry, 1/27 i
a forme (BR) s’écrit BR[(Ap; 1), ( 5 )74, (Ag; —1)] ou
BR[(Ao; 1), —( Ryg\l/g , (Ag; —1)] il s'agit de la méme hyperbole (la masse vaut

+1) parcourue dans des sens différents : les dérivées en Ag(f = 0) valent respectivement
—Ry —R —Rys
e N P27, (A —1)],

Les (BR) définies par 6.7 constituent avec cette derniére hyperbole (BR) la forme
(BR) des faisceaux de coniques osculatrices en Ay dans le cas ot le centre de courbure

B

i. Nous proposons BR[(Ag; 1), (——
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Q2 et le point Ay sont de part et d’autre de l'axe (xx’) (cas yo < 0). (figure 6.3)

2) cas ont Ay est a l'infini dans la direction ¥(z9, ys)ys # 0 (figure 6.4)

Déterminons le faisceau sous la forme BR[(Ap; 1), (A1;a1), 7] Ai(z1,0) ol ¥ a pour
coordonnées (9, y2) avec yo # 0 (y2 = 0 est impossible car alors les coniques auraient
trois points alignéS' le contact en Ag et le point & l'infini sur (z2')). Nous pouvons
prendre y, > 0 car x, est de signe quelconque.

— )2 — 22
BRI 1), (Arsan) iy = LA 20—Vt | e7
(1—1)2+2t(1 — )y (1—1t)24+2t(1 —t)ay
2t(1 —t)aq: t?
o(t) = ( Jarxy + t7xy

=07 1201 = fja, ~ Sama+te(l), e(t) = 0818 =0

>y
YW= Ay i — e

En procédant comme précédemment : la détermination de la limite ( lorsque ¢t — 0)
du cercle tangent a (xx’) en Ay et passant par un point voisin situé sur la courbe
(z(t),y(t)) nous fournit une relation liant le rayon de courbure et les parametres
2(113:1
Y2 .
Comme 3o > 0: a7 = —(
Ty

=2y, + 12 (t), £'(t) — 0sit — 0

ap, T,y R =

Ry? )1/2

2

a forme (BR) du faisceau osculateur privé de la conique dont la tangente a Aj est
la droite de l'infini (la parabole) est:

1 Ry

BR[(Ag; 1), (Ay; f ZVNVT 1 € IR —{0} (6.8)
ol ¥ est fixé: ¥ = (xq,y2) avec yo > 0 est la direction du point A, a 'infini.
1 Ryg 1 Ry?

(x(As; ;(7)1/2))2 — x(Ap; 1)x(¥) =

2o

ce sont toutes des hyperboles.

Il reste a déterminer la (BR) qui correspond & A; a linfini (la tangente a A, est la
droite de U'infini). Elle est de la forme (cf 5.1.5.4 de [8])

— 2 1 _ - tQ—’
BR{(Agi 1), p, (1) = Ay + 2L = ei+ 80

2 -
z(t) = 2t atzpt;t L. 2tp+te(t), e(t) = 0sit — 0

%
y(t) = q J?)Q = t2yy + 12£/(1), €'(t) — 0 si t — 0
Apres un calcul (cf précédemment) nous déduisons la relation entre R le rayon de
20* R
courbure en Ag et les parametres y, et p: R = P comme Yo >0: p= (—?yg—)l/z.
Y2

Ry’)

La parabole (BR) suivante BR[(Ap; 1), ( 5 )12, 7] et les (BR) définies par 6.8
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constituent avec cette derniere parabole la forme (BR) du faisceau des coniques

osculatrices en Ag dans le cas ou le point A, est a 'infini dans la direction 7 =
(x9,y2 £ 0) ol Yy > 0. B
Remarquons que dans le cas olt Ay est a U'infini dans la direction de j (i.e. 3 = 0)
la parabole du faisceau admet (Ag, j) comme axe de symétrie.
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s P

S oT1r o A R SRR AR IO PN Ay s e Loy Ty "
4 distance finie non situé dans le méme demi=plan que le centre de courbure.
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F1G. 6.4 - Forme (BR) du faisceau des coniques osculatrices passant par un point
& Uinfini.



Chapitre 7

Forme (BR) d’un faisceau de
coniques surosculatrices.

Ce chapitre décrit une forme (BR) d’un faisceau de coniques surosculatrices c’est-
a-dire ’ensemble des coniques propres du plan, tangentes en un point donné a une
droite donnée, de méme centre de courbure en ce point et admettant une meme droite
comme polaire d’un point fixe de la tangente. Ce point peut-étre éventuellement a
Pinfini.

La forme (BR) de ce faisceau est définie par une liste de trois vecteurs massiques.
La Il-projection du premier vecteur massique de la liste est le point de contact. Le
deuxieme vecteur massique est soit un point pondéré soit un vecteur pur. Lorsqu’il
s’agit d’'un point pondéré, sa Il-projection est le point fixé sur la tangente. Lorsqu’il
s'agit d'un vecteur pur, celui-ci dirige la tangente. Le troisieme vecteur massique est
soit un point pondéré soit un vecteur pur. Lorsqu'il s’agit d'un point pondéré, sa
II-projection est le point mobile sur la polaire. Lorsqu’il s’agit d’un vecteur pur, il
est alors un vecteur directeur de la polaire.

L’abscisse du point mobile sur la polaire, constitue le parametre du faisceau. Ce
parametre figure dans la masse du second vecteur massique s’il s’agit d'un point
pondéré ou dans son module si celui-ci est un vecteur pur.

103
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L]

w

Ay

N.l

Ao

F1c. 7.1 - Coniques surosculatrices dans un repere orthonormé.

7.1 Equation cartésienne d’un faisceau de coniques
surosculatrices.

Définition Un faisceau de coniques surosculatrices est défini comme ’ensemble
des coniques tangentes en Ag & une droite (zz’), admettant Q(0, R) comme centre
de courbure en Ay et une droite passant par Ay, différente de (z2') comme polaire
d’un point A4; de (za').

Proposition 7.1 Considérons le repere cartésien (Ag;i,7) ot i et 7 sont des vecteurs

orthonormés portés par 'aze (zz') et A(T). L’équation générale du faisceau linéaire
de coniques tangentes en Aq (z2'), de centre de courbure 0, R) et ayant une
droite L passant par Ag comme polaire d’un point A,(X10, Ty) (coniques suroscula-
trices en Ag) est donnée par :

a(X1 X2+ 2XY(RT, — oX,) — 2XaRYT) +cX, Y2 =0 a#0
ou L est définie par X — oY = 0, #£ 0.

0 ta
admettant (0, R) comme centre de courhure est ( <f (6.2) partie précédente)(figure
7.1)
o(X® —2RYT) + 26XY + Y2 =0 (a 0) (7.1)

La polaire de A;(X,,0, T3) par rapport aux coniques est :

X(CLXI) + Y(le - CZRT1> =0
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Ecrivons que c’est la droite L: X — oY = 0 d’ou la relation entre a et b:
a(aX, — RT\) +bX, =0 (7.2)
Alors d’apres (7.1) et (7.2), 'équation du faisceau des coniques surosculatrices s’écrit:
alX1 X%+ 2XY(RT, — aX,) = 2X\RYT] +cX,Y?*=0, a#0

Les coniques de base du faisceau sont la conique X;X? + 2XY(RT; — aX;) —
2X7RYT =0 et la conique dégénérée: la droite double Y = 0.
Si nous cherchons Uintersection de deux coniques différentes du faisceau correspondant
a ¢y 5 ¢9 (a est pris égale & 1) nous résolvons le systéme:
X1 X?+2XY(RTy — aX,) = 2XiRYT + ¢, X, Y2 =0
X1 X? 4+ 2XY(RTy — X)) —2X1RYT + ¢, X, Y2 =0
Par soustraction nous obtenons:
X1<C1 - CQ>Y2 =0
Do Y? = 0et X? = 0: Ag est un point d’ordre 4, les coniques sont bien surosculatrices.
Réciproquement soit le faisceau défini par une conique tangente en Ag & (z2'):
aX? 4+ 2bXY + cY? 4+ 2eYT = 0 (a,b,c sont fixés) et la droite double Y? = 0. 1l
s’écrit :

aX? 4+ 20XY +cY? +2eYT +~4Y? =0
Alors d’aprés une étude précédente nous savons que toutes ces coniques ont méme

centre de courbure Q(0, R = wg).
a

Un point quelconque A;(X;,0,71) de (zz') a méme polaire par rapport a toutes
les coniques du faisceau. En effet cette polaire s’écrit a X3 X + (bX; +eT1)Y =0
(indépendante de «y ). L’intersection Ay autre que Ay de la polaire L avec les coniques
du faisceau est:

X = QO{XlR

Y =2X3R

T = —X0% + 2aRT) + - X,

Il existe donc une biject?on entre F* ensemble des conique propres du faisceau (la
droite double Y = 0 exclue) et tout point Ay de L — {Ag}.

La donnée de Ay € L—{ Ay} détermine donc une conique surosculatrice et la tangente
a cette conique en A, est alors la droite (4;4;). M

7.2 Forme (BR) d’un faisceau de coniques suros-
culatrices

D’apres I'étude précédente nous avons a déterminer trois vecteurs massiques
linéairement indépendants ayg, iy, o tels que:
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H(Oéo) = AQ (ﬁXé)

M{ay) = Ay (fixé sur (zz’) — {Ap}

[I(ay) = Ay (variable sur une droite L passant par Ay, L # (zz'))

| BR[cvg, a1, az]| admet € comme centre de courbure en Ajg.

Alors BR|aw, o, aip] représente les coniques tangentes en Ay a (zz’), de centre de
courbure €2 en Ay et sont telles que la polaire de A; soit L. C’est le faisceau des
coniques surosculatrices en Ag.

Proposition 7.2 Soit (Ag,7,]) un repére orthonormé du plan, (zz’) Uaze passant
par Ag portant i, Ay(xy,0) un point firé sur (xz'), L une droite différente de (zz’)
passant par Ag définie par x — ay = 0 et As(pa, p) un point variable de L (
p € IR —{0}).
Le faisceau des coniques tangentes en Ao a (z'), de centre de courbure (0, R) en Ag
et admettant la droite L comme polaire de Ay (faisceau de coniques surosculatrices)
admet la représentation (BR) suivante selon le signe de R :
1. R> 0. | R
(i)BR[(A0; 1), (A1; — (=~
T %{
1
(1) BR[(Ap; 1), (Ay; — ()%, 7], 7= (o, 1)
Ty 4
1 —Rp
(i) BR[(Ag; 1), (A1; —(——
T1 2

(iv) BRI(Ay 1), (27, (4551)], 9> 0

—%3)1/2%‘, (Ay; =1)], p<O0

)1/2>(A2§—1)]a p< 0

(v) BR[(Ao; 1), (

(vi) BR[(Ag: 1), (3)V5,2], 7= (a,1)
2. R <0.
(1) avec p <0
(1) avec p >0
(iv) avec p <0
(v) avec p > 0
(vit) BRI(Ag; 1), (1), 1]
1 —-R

(vitt) BR](Ao; 1), (Ar; —(—5)""?), 7]

Preuve: Déterminons les formes réduites des coniques pour décrire le faisceau.
(i) Considérons le cas olt Aj(x1,0) est fixé et As(pa, p) variable sont & distance finie
sur respectivement (zz’) et L (d’équation  — ay = 0) (figure 7.2)

BR{(A 1), (Asian), (s D)) = Lo Lo T — It s
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(Agy 1)

Fig. 7.2 - Forme (BR) du faisceau des coniques surosculatrices ol la polaire est
celle d’un point & distance finie.

2(t) = 2t(1 — t)az1 + t*pa o(t) = t2p

(1 —1)2+2t(1 —t)ar + £’ (T—t)2+2t(1—t)ar + ¢
Pour exprimer que le centre de courbure des coniques en Ag est le point Q(0, R),
effectuons la division selon les puissance croissantes de t pour z(t) et y(t). Nous
obtenons:
o(t) = 2tayzy + t*(pa + 20121 — da’m)) +t%e(t) e(t) - 0sit—0
y(t) = t2p + t2'(t) €(t) —0sit—0
[’équation du cercle tangent en Ag & (zz') passant par un point voisin de la courbe
(z(t),y(t)), de centre (0, ) est:

(2tayzy + 7 (pa + 20121 — 4aizy) + () + o+ 26/ (1) — ) = T

soit 4t2aa? — 22pp = 2" (t) avec £”(t) — 0 quand t — 0

Lorsque t — 0 nous obtenons Pabscisse p du centre de courbure en Ag.

20222
5 _ R,

==
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. R
Dot a? = 2’% 1l faut Rp > 0.

1 R
("ﬁ)l/ ? comme nous 'avons

1 R
Par suite a; = +— Il suffit de prendre ay = —(— '0)1/2
T 2 Ty 2

expliqué antérieurement.
La forme (BR) s’écrit :

Rp

1
PKAM L/ (Alv "'“( 2
Xy

%), (A5 1)), pe R - {0}

ou Rp >0, A; = (21,0), z; fixé, Ay = (pa, p), p € IR — {0}.
La forme (BR) dépend du parameétre p, celui-ci intervient dans la masse du second
point pondéré et dans les coordonnées du troisieme point pondéré.
1 Rp Rp
(x(As; E('—Z—‘)W»Q — x(Ao; Dx(42; 1) = 227 L
Comme R et x7 sont fixés, suivant la valeur de p(5# 0) nous obtenons des hyperboles
222 227 212
sip> —é— une parabole si p = —E- des ellipses si p < _R— Nous obtenons un cercle

R
a2+1 Cu

si les deux conditions suivantes sont satisfaites: p =
(ii) Examinons le cas ol le point A, est a U'infini.
La forme (BR) s’écrit :
BR[(Ap; 1), (A1;ay), 7] avec T = (c)yz, 1), (BR[(A¢; 1), (A1;a1), T)(1) =2H(17) = (T)oo)-
__‘ (1 —1 A() -+ Qt(l - t>a1A1 t°v
BR|(Ag; 1), (Ay;aq),7](t) =
(Ao 1), (A ), 00) = =3 5T e, T G0 1 2t = Dy
2t(1 — t)ayzy + 12
o(t) = (1 =t)ayz; + t*a

(T2 4 oi(T = fay = 2+ 0+ 2mm — daa) + £(t)
ult) = =12 + 12 (t),

tQ
(1 —1)2+2t(1 — t)ay
avec (e(t),'(t)) — (0,0) sit — 0
A Vaide de calculs classiques nous trouvons que la conique (BR) a en Ay un rayon

R
de courbure égal & R si R = 2a2z2. 1l faut donc R > 0 et alors a; = —(=)"2.

Ty ( 2
1
Dol 'hyperbole suivante: BR[(Ag; 1), (41; — " (];)1/2\ 7], 7 = (a, 1), Vasymptote
(Ay,0) est parallele & la polaire L de A;. (ﬁgure 7.3)
(iii) Considérons maintenant la forme (BR) suivante: BR[(Ag; 1), (A1;a1), (A2; —1)]
(1 —1)2A4p +2t(1 — t)ay A, — 2 Ay
(1 —1)2 4+ 2t(1 — t)a; — ¢

= tayxy + t2(—pa + 20171 — 4a’Ty) + t7e(t),

(1= 12 +2t(1 — t)ay — 12 prtell)
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Ny

(Ao; 1)

Fig. 7.3 - Forme (BR) du faisceau des coniques surosculatrices ol la polaire est
celle d’un point & U'infini.

avec (g(t),€'(t)) — (0,0) sit — 0
En exprimant que le centre de courbure de ces coniques en Ag est le point Q(0, R),

nous obtenons la relation: Kp + 20277 = 0.
N NP _ L _Boye
11 faut donc Rp < 0, d'ouay = :t;—(— 5 )32, 1l suffit de prendre a; = . ( 5 Ve
1 T1

La forme (BR) s’écrit

BRI(Ag 1), (A — (- 2p7%), (A1)}, o€ B=(0} (79

1

ol Rp <0 Al = (21,0) est fixé, Ay = (pa,p) p € IR - {0}.
1 R
(x(Ay; —(= ) 22— x(Ag; 1)x(Ag; —1) = —-2——€+1 > 0. Ce sont des hyperboles.
T
(iv) Examinons le cas ot 1 olaire L est un dlametre pour les coniques (le point Ay
est & U'infini sur l'axe (zz')) avec Ag(p&, p) est variable sur la droite L d’équation
r — oy = 0. (figure 7.3)
Considérons d’abord BR[(Ag; 1), ki, (Az; 1))

- (1—1)2Ap+ 174y | 2t(1 - t)ki
BRI(Ag; 1), ki, (Ay; = Sk S A
[(Ag; 1), ki, (Ag; 1](2) (DN -+
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t2po + 2t(1 — t)k
x(t) = (D

y(t>=( :

= 2tk + t2(2k + par) + t*te(t), e(t) —» 0sit — 0

tp
1—t)2 412
La relation liant R le rayon de courbure en Ay et k,p est 2k? = Rp. Il faut donc

R
Rp>0doltk= i(—iz—p—)l/Q et la forme (BR)

=t2p+ 2 (t), &'(t) — 0sit — 0

BRI 1), (2

)%, (Ay 1)) pe R—{0}

Nous obtenons des ellipses. Dans le cas olt @ = 0 (A, est sur Paxe (Ag,7)) nous
obtenons de plus un cercle de diametre AgAs si 2R = p (cf proposition 5.4.2 de [8]).
(v) Examinons le cas des (BR) suivantes:

BR[(Ao; 1), ki, (Ay; —1)]

A2 A 42 AN Rt
BRI(Aoi 1), i, (g ~1)](p) = - R0 = P e | B DB

(1—t)2—¢ 1—¢2—
= 2th + t*(—pa + 2k) + t2e(t), e(t) - 0sit — 0

] —t?pa + 2t6(1 — )k
2(t) = 1—02—¢

2
y(t) =

(1—¢t)?2—1¢2
La relation liant R et les parametres est 2k* + Rp = 0. Il faut donc Rp < 0 d’olt

R
k= (——QE)M2 d’ou la forme (BR):

= —t’p+ 12 (t), €'(t) - 0sit — 0

BR[(40:1), (T2

)2, (A =1)] p € R~ {0}
Nous obtenons un faisceau d’hyperboles.
(vi) Examinons le cas ou A; et Ay sont & U'infini: la droite de I'infini est tangente a
la conique (parabole). La (BR) a la forme suivante:
BR[(Ag; 1), ki, 7] avec ¥ = (o, 1)
- 2t(1 — t)ki + 20
BRI(Aw 1), 47 010) = dp + 2D S
Le calcul liant le rayon de courbure R en Ag et les parametres k,a a déja été
effectué dans le chapitre précédent. Nous obtenons R = 2k?. Il faut donc R > 0 et

k= (?)1/2‘ La parabole est donc

BR[(4o; 1), (3)V%, 3] 5= (a,1)
(vii) Examinons le cas BR[(Ag; 1), ki, —7) avec 7 = (o, 1)

oy (1 — \ki — 120
BR[(Ao; 1), ki, =0)(t) = Ao + - (1?]%1?2)2 il
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2t(1 — t)k — t2a

z(t) = oo = otk + t2(2k — o) + t2(t), e(t) —>0sit—0
2
y(t) = ‘(1—_‘%‘)5 = —t + tQE/(t), gty —0sit—0

Nous obtenons R + 2k* = 0. Il faut R < O et k = (r-é—f—g—)l/Q. La parabole (BR) est

donc: P
BR[(Ag: 1), ()2 =0 7= (o 1)

(viil) 11 reste & examiner le cas ot Ay est a Pinfini (dans ce cas R < 0). La forme
(BR) recherchée s’écrit :

BR[(Ag; 1), (A1;a1), —7] avec © = (o, 1), BR[(Ao;1),(A1;a1), —0](1) = II(=7) =
(D)oo

BR[(Ao; 1), (Ay; 1), —0](t) =

2t(1 — t)ayz; + 2o
z(t) = ;
(1—1)2+2t(1 — t)ay
—32
ail+) = v
v = T e — o
avec ((t),€'(t)) — (0,0) sit — 0
Aprés calculs nous obtenons la relation R + 2a?z? = 0. Il faut donc R < 0 d’ott

1 —1 -
a; = :E:w(—zﬁ) /211 suffit de prendre a; = —}—(——R-)I/Q. La forme (BR) de la
-R

Iy T 2
1
conique (c’est une hyperbole ) sécrit: BR[(Ag; 1), (As; ——(—5—) /2, —4] m
Ty

(1 - t)QAO + 2t(1 - t)CLlAl —tg’l—i‘
(1 — t)Q -+ Qt(l — t)a1 (1 - t>2 -+ Qt(l - t)&1

= 2tayz, + t*(—a + 20,71 — 4a’xy) + te(t)

= —t* +t*'(t)
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Résumé:
Ce travail s’inscrit dans le cadre de la géométrie de la CAQO. Il traite d’un point
de vue algorithmique des coniques et de leurs faisceaux. Ces courbes rationnelles
sont ici décrites par une liste de trois vecteurs massiques linéairement indépendants
appelée forme (BR) de la conique. Un vecteur massique est soit un vecteur pur,
soit un point pondéré de I'espace dans lequel sont plongées ces courbes rationnelles
ainsi que 'ont défini Fiorot et Jeannin en 1986. Le chapitre 1 rappelle les principaux
résultats concernant les courbes Bézier-de Casteljau et les courbes (BR). Le chapitre
2 établit toutes les formes d’une conique définie par un foyer, la directrice associée
et Pexcentricité. Les différentes formes (BR) d’une conique sont obtenues par des
changements de parametre homographique. Réciproquement, & partir de trois vec-
teurs massiques linéairement indépendants et & 'aide de changements de parametre
homographique appropriés, une forme (BR) particuliere de la conique est obtenue.
Celle-ci donne directement les éléments géométriques remarquables de la conique.
Les chapitres suivants traitent de la représentation (BR) des faisceaux de coniques.
Chaque type de faisceau se caractérise par une liste de trois vecteurs massiques.
Un de ces vecteurs sert a définir le parametrage du faisceau. Le chapitre 3 donne
deux formes (BR) du faisceau de coniques bitangentes. Le chapitre 4 donne une
forme (BR) du faisceau des coniques passant par trois points et tangente en un des
points & une droite donnée. La forme (BR) d’un faisceau de coniques passant par
quatre points du plan est traitée dans le chapitre 5. Les chapitres 6 et 7 traitent
respectivement des des faisceaux (BR) de coniques osculatrices et surosculatrices.
Notons enfin que, pour les coniques comme pour leurs faisceaux, les formes (BR)
présentent dans la plupart des cas un ou deux vecteurs purs décrivant les points a
I'infini de la conique et les rendant aisément exploitables en CAQO.
Mots Clefs:
coniques, faisceaux de coniques, courbes Bézier-de Casteljau, changement de para-
meétre homographique, vecteurs massiques, courbes rationnelles, courbes (BR), coniques
bitangentes, coniques osculatrices et surosculatrices.



