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CHAPITRE 1

Introduction

Dans cette thèse, on s'intéresse à la description des idéaux fermés
de certaines algèbres de fonctions analytiques sur le disque et le poly-
disque unité.
Commençons d'abord par préciser quelques notations. Soit D le disque
unité ouvert du plan complexe C et soit p ∈ N∗. Muni de la multiplica-
tion ordinaire et de la norme uniforme ‖f‖∞ = supz∈Dp |f(z)|, l'algèbre
du polydisque A(Dp), des fonctions analytiques sur Dp et continues
sur D

p
, est une algèbre de Banach commutative unitaire. Il est connu

que le spectre de A(Dp) est homéomorphe à D
p
. Pour toute fonction

f ∈ A(Dp), on désigne par I(f) l'idéal fermé de A(Dp) engendré par f

et par {
Zf := {z ∈ D

p : f(z) = 0},
Ef := Zf ∩ ∂Dp,

où ∂Dp est la frontière topologique de Dp. Pour tout sous ensemble
fermé E ⊂ D

p on pose
J (E) := {f ∈ A(Dp) : f|E = 0}

Il est claire que J (E) est un idéal fermé de A(Dp).

1. Algèbres de Fonctions Analytiques sur le disque unité
Il est bien connu que toute fonction f dans l'algèbre du disque se

décompose en un produit d'une fonction intérieure Uf et d'une fonction
extérieure Of et on a f = λU

f
O

f
(|λ| = 1), avec






U
f

= B
f
S

f

B
f
(z) := zm

∞∏

n=1

z − zn

1 − znz

zn

|zn|

S
f
(z) := exp

{
−

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
dµf (θ)

}

O
f
(z) := exp

{ 1

2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
log |f(eiθ)|dθ

}
,
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où |U
f
(z)| = 1 presque partout sur le cercle unité, B

f
est le produit de

Blaschke associé à la suite {z1, z2, . . . , zn, . . .} = Zf ∩ D (zn est répété
selon l'ordre de multilicité du zéro zn de la fonction f) et S

f
est la

fonction intérieure singulière associée à la mesure singulière µf ≥ 0

portée sur un sous ensemble de Ef . Pour toutes fonctions intérieures
U et V, on dit que U divise V si V

U
est une fonction analytique bornée.

Dans ce cas V
U

est une fonction intérieure dont la mesure singulière
associée est µV − µU ≥ 0. Soit U une famille non vide de fonctions
intérieures. Il existe une unique fonction intérieure U, que l'on nomme
le plus grand commun diviseur des fonctions de U, véri�ant

i) U divise chaque fonction de U

ii) Si U1 est une fonction intérieure qui divise chaque fonction de
U, alors U1 divise U.

Il est facile de véri�er que la fonction U = BS, où B est le produit
de Blaschke associé au zéros communs des fonctions de U et S est la
fonction intérieure singulière associée à la mesure suivante:

µS(E) = inf
n∑

j=1

inf
µ∈M

µ(Ej), (E = ∪jEj)

où l'inf est pris sur toutes les partitions disjointes de l'ensemble E =

∪jEj à des sous ensembles Ej de Baire et où M désigne la famille de
toute les mesures singulières des fonctions de U.

Notons par H∞(D), l'algèbre des fonctions holomorphes et bornées
sur D. Le théorème de Beurling-Rudin caractérise complètement les
idéaux fermés de l'algèbre du disque A(D) [20]. Plus précisément, soit
I ⊂ A(D) un idéal fermé. On désigne par UI , le plus grand commun
diviseur des facteurs intérieurs des fonctions non identiquement nulle
de I et on pose

EI := ∩f∈IEf .

Théorème 1. Soit I ⊂ A(D) un idéal fermé. On a

I = UIH∞(D) ∩ J (EI),

En particulier, pour qu'une fonction f ∈ A(D) satisfasse I(f) =

J (Ef ) il faut et il su�t que f soit extérieure.
Plusieurs auteurs se sont intéressés à l'étude des idéaux fermés des
algèbres de Banach incluse dans l'algèbre du disque. Korenblum dans
[22] a donné une description complète des idéaux fermés de l'algèbre
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H2
1 ; des fonctions analytiques f telles que f ′ ∈ H2, où H2 est l'espace

de Hardy usuel. Il a montré que tout idéal fermé I ⊂ H2
1 s'écrit sous

la forme I = I∞ ∩ H2
1 , où I∞ est la fermeture de I dans l'algèbre

du disque. D'autres résultats du même type ont été ensuite obtenus
dans [25] par Matheson pour l'agèbre lipα (0 < α < 1), des fonctions
analytiques sur D, continues sur D et véri�ant la condition de Lipschitz
d'ordre α sur D :

|f(z) − f(w)| ≤ o(|z − w|α) ( |z − w| → 0).

Notons que cette condition est équivalente à la condition suivante
|f ′(z)| = o((1 − |z|)α−1) ( |z| → 1−).

Dans la suite lipα sera munie de la norme
‖f‖α := ‖f‖∞ + sup{(1 − |z|)1−α|f ′(z)| : z ∈ D},

où ‖f‖∞ := supz∈D
|f(z)|. Des résultats analogues ont été obtenus par

Shamoyan pour les algèbres λ
(n)
ω des fonctions analytiques f sur D telles

que |f (n)(ζ1)− f (n)(ζ2)| = o(ω(|ζ1 − ζ2|)), |ζ1 − ζ2| → 0, où n est un en-
tier naturel superieur à 1 et ω est un module de continuité [27]. Notons
aussi que dans [28, 29] Shirokov a donné une caractérisation complète
des idéaux fermés d'une large classe d'algèbres de Banach de type Besov
englobant les algèbres ABs

2,2 :=
{

f ∈ A(D) :
∑

n≥0 |f̂(n)|2(1 + n)2s <

∞
}

, (s > 1/2). En ce qui concerne l'algèbre AB1/2
2,2 (comme cas lim-

ite s = 1/2), la description des idéaux fermés parait d'être compliqué
[10, 16].
Signalons �nalement que dans [13] J. Esterle à montrer que dans l'algèbre

A+ := {f ∈ A(D) :
∑

n∈N

|f̂(n)| < +∞},

il existe des idéaux fermé non standard.
Soit D l'espace de Dirichlet des fonctions holomorphes f sur le disque
unité tels que l'intégrale de Dirichlet de f

D(f) :=

∫

D

|f ′(z)|2dA(z)

est �nie, où dA(z) = 1
π
rdrdt est la mesure planaire normalisé sur D.

L'espace de Dirichlet muni de la norme

‖f‖2
D :=

1

2π

∫ 2π

0

|f(eit)|2dt + D(f) =
∞∑

n=0

(1 + n)|f̂(n)|2,
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est un espace de Hilbert.
Le chapitre 4 contient l'article [4] et a été annoncer dans [5]. Dans ce
chapitre nous nous intéressons à la caractérisations des idéaux fermés
de l'algèbre Aα := D∩ lipα (0 < α ≤ 1/2). Notons que si 1/2 < α ≤ 1,

alors lipα ⊂ D. Muni du produit usuel et de la norme :

‖f‖Aα := ‖f‖α + D1/2(f),

Aα est une algèbre de Banach commutative unitaire. Nous donnons
une description complète des idéaux fermés de l'algèbre Aα. Plus pré-
cisément, nous montrons que tout idéal fermé I de Aα s'écrit sous la
forme I = I∞ ∩ Aα. On Pose

EI := {z ∈ T : f(z) = 0 pour tout f ∈ I},

Jα(EI) := {f ∈ Aα : f|EI
= 0}}.

On désigne par UI , le plus grand commun diviseur des facteurs in-
térieurs des fonctions non identiquement nulle de I. Nous obtenons le
théorème suivant:

Théorème 2. Soit I un idéal fermé de Aα, alors

I =
{

f ∈ Jα(EI) : f/UI ∈ H∞(D)
}

,

Pour montrer ce résultat nous ramenons notre problème à un prob-
lème d'approximation et ce grâce a la méthode de la résolvante de
Beurling�Carleman�Domar. Ensuite, nous donnons un ra�nement de
la méthode d'approximation de Korenblum [22] dans Aα.

2. Algèbres de Fonctions Analytiques sur le polydisque unité
Une fonction f ∈ A(D2) est dite Beurling-Rudin-extérieure (BR-

extérieure) si I(f) = J (Ef ). Il est alors clair que dans ce cas Zf =

Ef . Le problème de déterminer les fonctions f ∈ A(D2) ayant Zf =

({1}×D)∪ (D×{1}) et qui sont BR-extérieure est connue sous le nom
de Problème de Levin uniforme [19, 24]. Dans une série de papiers
[17, 18, 19], H. Hedenmalm à donner quelques résultats concernant ce
problème. Dans le cas où Zf ⊂ {1}×D, il a montré que I(f) = J (Zf )

si et seulement si les fonctions f(·, w) sont extérieures pour tout w ∈ D
et la fonction f(1, ·) est soit identiquement nulle soit extérieure [17].
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Dans [18] et pour le cas où Zf = Ef = ({1} × D) ∪ (D × {1}), H.
Hedenmalm a montré que si

| log |f(z, w)|| = o(1/ inf{|1 − z|, |1 − w|})
(
z → 1 ou w → 1

)
,

alors I(f) = J (Ef ).

Pour tout α ≥ 0, on pose

A+
α :=

{
f ∈ A(D) : ‖f‖α :=

∑

n∈N

|f̂(n)|(1 + n)α < +∞
}
,

où f̂(n) := 1
2π

2π∫
0

f(eiθ)e−inθdθ. Notons que A+
0 n'est autre que A+,

dé�nie précédemment.
J. P. Kahane à étudié les idéaux fermés primairs de A+ [21]. En
particulier, il a montré que si f ∈ A+ telle que Zf = {1}, alors I(f) =

J ({1}) si et seulement si f est une fonction extérieure. Ce résultat
reste encore valable pour l'algèbre de Beurling A+

α , 0 ≤ α < 1.

Pour tout 0 ≤ α < 1 et pour tout 0 ≤ β < 1, on dé�nie l'algèbre de
Beurling du bidisque comme suit :

A+
α,β :=

{
f ∈ A(D2) : ‖f‖α,β :=

∑

m,n∈N

|f̂(m,n)|(1+m)α(1+n)β < +∞
}
,

où

f̂(m,n) :=
1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

f(eiθ, eiϕ)e−imθe−inϕdθdϕ.

Muni du produit usuel et de la norme ‖ . ‖α,β, A+
α,β est une algèbre de

Banach commutative unitaire dont le spectre est homéomorphe à D
2.

Pour tout F ⊂ D
2
, on note

Jα,β(F ) := {f ∈ A+
α,β : f|F = 0}.

Il est claire que Jα,β(F ) est un idéal fermé de A+
α,β. On dé�nie Iα,β(f)

comme étant l'idéal fermé de A+
α,β engendré par f. Dans le chapitre 3,

nous obtenons les deux théorèmes suivants

Théorème 3. Soit f ∈ A+
α,β telle que (α, β) ∈ [0, 1[×]0, 1[. Sup-

posons que Zf = {1} × D, alors Iα,β(f) = Jα,β(Zf ) si et seulement si
f est une fonction BR-extérieure.
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Théorème 4. Soit f ∈ A+
α,β telle que (α, β) ∈]0, 1[×]0, 1[. Sup-

posons que Zf = Ef = ({1} × D) ∪ (D × {1}). Si
| log |f(z, w)|| = o(1/ inf{|1 − z|, |1 − w|})

(
z → 1 ou w → 1

)
,

alors Iα,β(f) = Jα,β(Ef ).

Notons que la notion de la δ−visibilité, introduite et étudier dans
[9, 11, 31] (Voir le chapitre suivant concernant la δ−n−visibilité), est
un outil fondamental dans la preuve du théorème 3 et du théorème 4.
La preuve du théorème 3 est basée sur l'estimation de la résolvante
du shift dans l'algèbre quotient. Cette résolvante est majorée par la
norme de l'inverse d'une fonction dans l'algèbre. La δ − 1−visibilté
(l'estimation de la norme de l'inverse) nous donne une bonne esti-
mation. Ensuite une application du principe de Phragmén-Lindelöf
(Théorème 14) nous permet de conclure. Dans la preuve du théorème
4 en estime la résolvante de "la fonction distance" dans l'algèbre quo-
tient et ce grâce à la δ − 2−visibilité (la résolution d'une identité de
Bezout avec contrôle des normes des solutions dans l'algèbre). Aussi le
principe de Phragmén-Lindelöf nous donne le résultat. Cette technique
n'est pas applicable pour le cas α = β = 0.



CHAPITRE 2

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques notions et résultats
qui nous seront utiles pour les chapitres suivants.

(1) Notions de la δ − n−visibilité.
(2) Variantes du Principe de Phragmén-Lindelöf.
(3) Propriété de Factorisation.

1. La δ − n−visibilité
Dans cette partie nous rappelons la notion de la δ − n−visibilité

d'une algèbre de Banach commutative unitaire et nous mettons en év-
idence quelques résultats qui nous seront utiles dans la suite. Soit A

une algèbre de Banach commutative unitaire dont l'ensemble des car-
actères sera noté MA. La transformation de Gelfand associée à A est
l'application

GA : A −→ C(MA) (1)
x −→ x̂ : φ ∈ MA −→ x̂(φ) = φ(x),

où C(MA) est l'algèbre des fonctions continues sur MA. On �xe n ∈ N.

Pour tout f = (f1, f2, ..., fn) ∈ An, on pose

δf =: inf
φ∈MA

( n∑

k=1

| f̂k(φ) |2
)1/2

. (2)

Dé�nition 5. Soit 0 < δ ≤ 1. On dit que le spectre de A est
δ − n−visible s'il existe une constante Cn(δ), qui dépend seulement de
δ et de n, telle que pour tout f = (f1, f2, ..., fn) ∈ An véri�ant δf ≥ δ

et
‖f‖ :=

( n∑

k=1

‖fk‖2
)1/2

≤ 1, (3)

il existe g = (g1, g2, ..., gn) ∈ An solution de l'équation
n∑

k=1

fkgk = 1

13



14

et
‖g‖ = (

n∑

k=1

‖gk‖2)1/2 ≤ Cn(δ).

Posons

Cn(δ, A) := sup
f

{
inf

{
‖g‖ : g ∈ An et

n∑

k=1

gkfk = 1
}}

,

le sup étant pris sur les f ∈ An tels que δf ≥ δ et tels que (3) est
satisfaite.
En particulier

C1(δ, A) := sup{‖f−1‖ : ‖f‖ ≤ 1 et |f̂(φ)| ≥ δ (φ ∈ MA)}
et
C2(δ, A) = sup

f

{
inf

{
‖g‖ : g = (g1, g2) ∈ A2 et f1g1 + f2g2 = 1

}}
.

où le sup est porté sur tout les f = (f1, f2) ∈ A2 tels que δf ≥ δ et
tels que ‖f1‖2 + ‖f2‖2 ≤ 1. Notons que cn(δ

′
, A) ≤ cn(δ, A), pour tout

δ ≤ δ
′ ≤ 1. Il existe alors, une constante critique 0 ≤ δn(A) ≤ 1 dé�nie

par
δn(A) := inf{δ > 0 : Cn(δ, A) < +∞}.

Dans le cas où δn(A) = 0 on dit que le spectre de l'algèbre A est
n−visible.

1.1. Les algèbres de Beurling et la δ − 1−visibilité. On dira que
la fonction ω est un poids sur N si les deux conditions suivantes sont
véri�ées {

ω(0) = 1

ω(n + m) ≤ ω(n)ω(m) (n,m ∈ N)

On suppose dans toute la suite que ω est un poids croissant sur N. On
dé�nie l'algèbre de Beurling du disque unité associée au poids ω comme
suit

A+
ω :=

{
f ∈ A(D) : ‖f‖ω :=

∑

m∈N

|f̂(m)|ω(m) < +∞
}
.

Dans le cas ou lim
n→+∞

ω1/n(n) = 1, la transformée de Gelfand Gω associée
à A+

ω est compacte si et seulement si lim
n→+∞

ω(n) = +∞.

Les algèbres de Beurling forment un cadre fondamental pour l'étude
de la δ−visibililté. Il a été montré dans [9, 11, 31] que l'estimation
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de la quantité C1(δ,A+
ω ), dépend d'une part d'une certaine régularité

de ω et d'autre part de la vitesse de croissance de ω. Dans le cas où
ω(n) = (1 + n)α, l'algèbre A+

ω sera notée A+
α , comme précédement.

Dans ce cas nous avons le résultat suivant
Théorème 6. Soit 0 < δ < 1 et soit 0 < α. On a
(1) C1(δ,A+) = 1

2δ−1
, 1/2 < δ < 1 et δ1(A+) = 1/2

(2) C1(δ,A+
α ) ≤

{
c/δ2+1/α (α < 1)

c/δ2α+1 (α ≥ 1)

(3) C1(δ,A+
ω ) ≤ cαedα( 1

δ
)

α
1−α

(ω(n) = enα et α < 1)

où c est une constante universelle et cα et dα sont des constantes qui
dépendent uniquement de α.

On pose
Aα :=

{
f ∈ C(T) : ‖f‖α :=

∑

n∈Z

|f̂(n)|(1 + |n|)α < +∞
}

(α ≥ 0).

Il est claire que Aα est une algèbre de Banach dont le spectre est
homéomorphe à T. Du théorème 6 et [9] (Corollaire 5.5 et Théorèmes
5.2 et 5.2'), on obtient

Proposition 7. Soit 0 < δ < 1 et soit α > 0. On a
C1(δ,Aα) ≤ δ−dα .

où dα est une constante qui dépend seulement de α.

On pose α := (α1, α2, . . . , αn). On suppose, dans tout ce qui suit,
que αi ≥ 0 pour tout i = 1, 2, . . . , n. Soit les algèbres de Beurling
suivantes





A+
α :=

{
f ∈ A(Dn) : ‖f‖α :=

∑
m∈Nn

|f̂(m)|(1 + m)α < +∞
}

,

Aα :=
{

f ∈ C(Tn) : ‖f‖α :=
∑

m∈Zn

|f̂(m)|(1 + |m|)α < +∞
}

,

où pour tout m = (m1,m2, . . . , mn) ∈ Zn

{
|m| := (|m1|, |m2|, . . . , |mn|),
(1 + |m|)α := (1 + |m1|)α1 (1 + |m2|)α2 . . . (1 + |mn|)αn ,

et pour toute fonction f ∈ C(Tn) et m = (m1,m2, . . . , mn) ∈ Zn

f̂(m) :=
1

(2π)n

∫

[0,2π]n

f(eiθ)e−i(m.θ)dθ,
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avec





eiθ := (eiθ1 , eiθ2 , . . . , eiθn ) (θ = (θ1, θ2, . . . , θn) ∈ [0, 2π]n)

m.θ := m1θ1 + m2θ2 + . . . + mnθn

dθ := dθ1dθ2 . . . dθn

Muni du produit usuel et de la norme ‖ . ‖α, A+
α et Aα sont des al-

gèbres de Banach dont les spectres sont homéomorphes à D
n et à Tn

respectivement.
Une généralisation de la proposition 7 au cas de plusieurs variables
nous donne la proposition suivante :

Proposition 8. Soit n ≥ 1 et soit α = (α1, α2, . . . , αn) tel que
αi > 0 pour tout i = 1, 2, . . . , n. Posons γ = inf{1, α1, α2, . . . , αn},
alors on a

C1(δ,Aα) ≤ cαδ−(n+1+ 1
γ
(n/2+

∑n
i=1 αi)) (0 < δ < 1),

où cα est une constante qui dépend seulement de α.

Preuve. Pour simpli�er les notations on suppose que n = 2. Le cas
n > 2 se traite de manière analogue. Soit f ∈ Aα,β telle que |f | ≥ δ > 0

et telle que ‖f‖α,β ≤ 1. Pour tout 0 < ρ < 1, on dé�nie la fonction
suivante

fρ(z, w) :=
∑

n,m∈Z

an,mρ|n|+|m|znwm (ρ ≤ |z| ≤ 1/ρ et ρ ≤ |w| ≤ 1/ρ),

où an,m = f̂(n,m). On pose inf{α, β, 1} = γ. Pour tout z, w ∈ T, on a

|f(z, w) − fρ(z, w)| = |
∑

n,m∈Z

an,m(1 − ρ|n|+|m|)znwm|

≤ sup
n,m∈Z

1 − ρ|n|+|m|

(1 + |n|)α(1 + |m|)β

≤ sup
n∈Z

1 − ρ|n|

(1 + |n|)α
+ sup

m∈Z

1 − ρ|m|

(1 + |m|)β

≤ 2(1 − ρ)γ

Soit ρ tel que 2(1 − ρ)γ = δ/3, donc le rayon spectral de (f − fρ)f
−1
ρ

est inférieur strictement de 1 et par conséquent

f−1 =
∑

p∈N

(fρ − f)pf−p−1
ρ . (4)
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Soit p ≥ 2, on a

‖(f − fρ)
p‖α,β

= ‖
( ∑

n,m∈Z

an,m(1 − ρ|n|+|m|)znwm
)p

‖α,β

≤ sup
ni,mj∈Z

(1 − ρ|n1|+|m1|) . . . (1 − ρ|np|+|mp|)

(1 + |n1|)α(1 + |m1|)β . . . (1 + |np|)α(1 + |mp|)β
×

×(1 + |n1 + n2 + . . . + np|)α(1 + |m1 + m2 + . . . + mp|)β

≤ pα+β sup
ni,mj∈Z

p
sup
k=1

p
sup
l=1

(1 − ρ|n1|+|m1|)(1 − ρ|n2|+|m2|) . . . (1 − ρ|np|+|mp|)

(1 + |n1|)α(1 + |m1|)β . . . (1 + |np|)α(1 + |mp|)β

×(1 + |nk|)α(1 + |ml|)β

≤ p(α+β)(2(1 − ρ)γ)p−2 (5)

Pour tout λ > 0, on dé�nie Tλ comme étant le cercle de centre 0 et
de rayon λ. On pose f̂−p−1

ρ (n,m) = bn,m, où p ≥ 0 étant �xé. On
utilisant l'inégalité de Hölder suivit de l'égalité de Plancherel-Parseval,
on obtient

‖f−p−1
ρ ‖α,β

=
∑

n∈Z

( ∑

m∈Z

|bn,m|(1 + |m|)β
)
(1 + |n|)α

≤
( ∑

m∈Z

ρ2|m|(1 + |m|)2β
)1/2 ∑

n∈Z

( ∑

m∈Z

|bn,m|2ρ−2|m|
)1/2

(1 + |n|)α

≤
( ∑

n,m∈Z

ρ2(|n|+|m|)(1 + |n|)2α(1 + |m|)2β
)1/2

×
( ∑

n∈Z

( ∑

m∈Z

|bn,m|2ρ−2|m|
)
ρ−2|n|

)1/2

≤ c

(1 − ρ)α+β+1

( ∫

Tρ∪T1/ρ

∫

Tρ∪T1/ρ

|f−p−1
ρ (ξ, ζ)|2dξdζ

)1/2

≤ c

δp+1(1 − ρ)α+β+1
. (6)
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De (4), (5) et (6) on en déduit que

‖f−1‖α,β

≤
∑

p≥0

‖(f − fρ)
p‖α,β‖f−p−1

ρ ‖α,β

≤ ‖f−1
ρ ‖α,β + ‖f−2

ρ ‖α,β +
1

2(1 − ρ)2γ+α+β+1

∑

p≥2

p(α+β)(2(1 − ρ)γ)p

δp+1

≤ c

δ3(1 − ρ)α+β+1
=

c

δ3+ 1
γ
(α+β+1)

¤

1.2. Les algèbres de Beurling et la δ−n−visibilité. La δ−n−visibilité
revient à la résolution de l'identité de Bezout avec contrôle des normes
des solutions. Le théorème suivant à été obtenue par O. El Fallah et
M. Zarrabi [12, Théorème 2.1]

Théorème 9. Soient f1, f2, . . . , fm ∈ A+
α . Pour tout 0 < δ ≤ 1 et

pour tout m ≥ 2, si

0 < δ2 ≤
m∑

i=1

|fi(z)|2 ≤
m∑

i=1

‖fi‖2
α ≤ 1, z ∈ D.

Alors il existe h1, h2, . . . , hm ∈ A+
α tels que






f1h1 + f2h2 + . . . + fmhm = 1,

‖h1‖2
α + ‖h2‖2

α + . . . + ‖hm‖2
α ≤ δ−dα .

où dα est une constante qui ne dépend que de α.

Sous les hypothèses du Théorème, il est clair que

Cm(δ,A+
α ) ≤ δ−dα ,

Dans le chapitre 3, nous donnons une extention du théorème 9 au
cas de plusieurs variables. Notons que Krantz et Li ont résolut l'identité
de Bezout avec estimé pour les algèbres de Lipschitz à plusieurs vari-
ables.



19

2. Variantes du Principe de Phragmén-Lindelöf
Nous rappelons ici quelques résultats de type Phragmén-Lindelöf,

connue aussi sous le nom d'estimation de Taylor�Williams. On pose

R :=
{
z ∈ C : − Re(z) < |z|2}.

Notons que la frontière de R est le cercle Γ de centre {−1/2} et de
rayon {1/2}.

Théorème 10. Soit f une fonction analytique sur le domaine R
telle que

|f(z)| ≤ ce|z|
−µ

(z ∈ R),

où c est une constante absolue et µ < 1. Si f est bornée par une con-
stante M sur Γ, alors f est bornée par la même constante M sur R.

Preuve. Soit µ1 un nombre réel tel que µ < µ1 < 1 et �xons ε0 > 0

tel que µ1(π/2 + ε0) < π/2. On pose

ψδ(z) = f(z)e−δz−µ1 (δ > 0).

Pour tout z = |z|eiθ,∈ Γ, on a

|ψδ(z)| ≤ Me
−δ

cos(µ1θ)

|z|µ1 ≤ Me
−δ

cos(θ)

|z|µ1 = Meδ|z|1−µ1 ≤ Meδ.

On a aussi

|ψδ(z)| ≤ ce|z|
−µ−δ|z|−µ1cos(µ1θ) (z ∈ R).

Puisque lim
η→0

max
z∈R,|z|=η

| arg(z)| = π/2, il existe η0 > 0 assez petit tel que

|ψδ(z)| ≤ ce|z|
−µ−δ|z|−µ1cos(µ1(π/2+ε0)) (|z| ≤ η0).

Puisque µ < µ1 et puisque cos(µ1(π/2 + ε0)) > 0, il existe rδ > 0 assez
petit tel que

|ψδ(z)| ≤ M (z ∈ R et |z| ≤ rδ).

En appliquant le principe du maximum à la fonction ψδ dans le domaine
Dδ := {z ∈ R : |z| ≥ rδ}, on obtient

|ψδ(z)| ≤ Meδ (z ∈ R).

En fait tendre δ vers 0 pour en déduire que |f(z)| ≤ M sur le domaine
R. ¤
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Théorème 11. Soit f une fonction analytique sur le domaine R
telle que pour tout ε > 0, il existe une constante cε dépendant de ε et
véri�ant {

|f(x)| ≤ cεe
εx−1

(x > 0),

|f(z)| ≤ ceσ|z|−1

(z ∈ R),

où c et σ sont des constantes absolue. Si f est bornée par une constante
M sur Γ, alors f est bornée par la même constante M sur R.

Preuve. La fonction

ψδ(z) = f(z)e−δz−1

est bornée sur l'axe réel positif et sur la frontière de R. Par application
du théorème 10, on en déduit que ψδ est bornée par une constante
qui dépend de δ dans chaque domaine R+ := {z ∈ R : Im(z) > 0}
et R− := {z ∈ R : Im(z) < 0}. Réappliquant le théorème 10 nous
obtenons

|ψδ(z)| ≤ Meδ (z ∈ R).

En fait tendre δ vers 0 pour en déduire le résultat. ¤

On dé�nie
C+ :=

{
z ∈ C : Re(z) > 0

}
.

Une application du théorème 11, nous donne le théorème suivant

Théorème 12. Soit φ une fonction analytique sur C \ {0}. Pour
tout ε > 0, on suppose qu'il existe une constante cε qui dépend de ε et
telle que

(i) |φ(z)| ≤ c1

(
− Re(z)

)−N
z /∈ C+,

(ii) |φ(z)| ≤ c2e
σ|z|−1

z ∈ C \ {0},
(iii) |φ(x)| ≤ cεe

εx−1

x > 0,

où N est un entier et les ci (i ∈ {1, 2}) et σ sont des constantes. Alors
φ est un polynôme en 1/z de degré inférieur ou égal à N.

Preuve. D'aprés la condition (i) on a

|φ(z)| ≤ c1|z|−2N (z /∈ R). (7)

La fonction
ψ(z) = z2Nφ(z).
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est bornée par c1 sur Γ et véri�e les conditons de croissance du théorème
11. On en déduit que la fonction ψ est bornée sur le domaine R par
c1. Donc

|φ(z)| ≤ c1|z|−2N (z ∈ R). (8)
De l'équations (7) et (8) on en déduit que φ est un polynôme en 1/z

de degré inférieur ou égal à 2N et compte tenue de la condition (i)
sur l'axe réel négatif, nous concluons que le degré de φ ne peut pas
dépasser N et on obtient

|φ(z)| ≤ c1|z|−N (z ∈ C \ {0}).

¤

Pour montrer le théorème qui suit, nous aurons besoin du lemme
suivant qui est due à Domar [7]:

Lemme 13. Soit E un sous ensemble fermé de ∂D et soit u une
fonction souharmonique dé�nie sur C\E satisfaisant u(z) ≤ ||z|−1|−1,

alors u(z) ≤ cd−1(z, E) (z ∈ C \ E).

Théorème 14. Soit φ une fonction analytique sur C \ {1} et soit
ε > 0. On suppose que

(i) |φ(λ)| ≤ c1(|λ| − 1)−N |λ| > 1,

(ii) |φ(λ)| ≤ c2e
c3/(1−|λ|) |λ| < 1,

(iii) |φ(x)| ≤ cεe
ε/1−x (x < 1),

où les ci (i ∈ {1, 2, 3}) sont des constantes, N est un entier et cε est
une constante qui dépend de ε. Alors φ est un polynôme en 1

1−λ
de degré

inférieur ou égal à N.

Preuve. Compte tenue des conditions (i) et (ii), le lemme 13 ap-
pliqué à la fonction log |φ| nous donne

|φ(λ)| ≤ cec/|λ−1| (λ ∈ C \ {1}).

On pose ψ(λ) = φ(1 − λ). Donc

|ψ(λ)| ≤ cec/|λ| (λ ∈ C \ {0}).

La condition (i) implique

|ψ(λ)| ≤ c
(
− Re(λ)

)−N
(Re(λ) < 0).
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On a aussi, d'aprés la condition (iii), que
|ψ(x)| ≤ cεe

ε/x (x > 0).

Il su�t maintenant d'appliquer le théorème 12 à la fonction ψ pour en
déduire le résultat. ¤

3. La F-propriété
Soit 1 ≤ p < ∞. Notons par Hp l'espace de Hardy usuel de toute

les fonctions analytiques f sur D telles que

‖f‖Hp := sup
0<r<1

( 1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ
)1/p

< ∞.

Commençons par le théorème classique suivant [8]
Théorème 15. Soit f ∈ Hp, 1 ≤ p ≤ ∞ et soit U une fonction

intérieure telle que f/U ∈ H1, alors f/U ∈ Hp et ‖f/U‖Hp = ‖f‖Hp .

Dé�nition 16. Soit X un espace Banach inclu dans H1. On dit
que X admet la propriété de factorisation (la F-propriété) si pour toute
fonction f ∈ X et pour toute fonction intérieure U telle que f/U ∈ H1

on a f/U ∈ X.

Dans ce qui suit on va montrer que les agèbres de Banach lipα et Aα

possède la F-propriété. La F-propriété de l'espace de Dirichlet découle
immédiatement de la formule de Carleson suivante :

Théorème 17. Soit F ∈ H2 et soit U = BS, où B est le produit
de Blaschke associé au zéros {zn} ⊂ D et S est la fonction intérieure
singulière généré par la mesure µ. On a

πD(FU)

=

∫

T

( ∞∑

n=0

1 − |zn|2
|ζ − zn|2

)
|F (ζ)|2dm(ζ)

+

∫

T

∫

T

2

|ζ − ξ|2dµ(ζ)|F (ξ)|2dm(ξ)

+

∫

T

∫

T

(log |F (ζ)| − log |F (ξ)|)(|F (ζ)|2 − |F (ξ)|2)
|ζ − ξ|2 dm(ζ)dm(ξ).

Ce corollaire est immédiat

Corollaire 3.1. Soit f ∈ D et soit U une fonction intérieure telle
que f/U ∈ H2. Alors f/U ∈ D et ‖f/U‖D ≤ ‖f‖D.
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La F-propriété de l'algèbre lipα est une conséquence immédiate du
théorème suivant [15] :

Théorème 18. Soit U ∈ H∞ et soit f ∈ lipα. Alors la fonction

TUf(z) :=
1

2πi

∫

T

f(ζ)U(ζ)

ζ − z
dζ (z ∈ D)

est dans lipα et il existe une constante cα qui dépend uniquement de α

telle que ‖TUf‖α ≤ cα‖U‖∞‖f‖α.

Preuve. On a
(
TUf

)′
(z) =

1

2πi

∫

T

f(ζ)U(ζ)

(ζ − z)2
dζ

=
1

2πi

∫

T

(f(ζ) − f(z/|z|))U(ζ)

(ζ − z)2
dζ (z ∈ D).

Donc pour tout z = reiθ ∈ D nous avons

|
(
TUf

)′
(z)| ≤ ‖U‖∞

2π

∫

T

|f(ζ) − f(z/|z|)|
|ζ − z|2 |dζ|

=
‖U‖∞

2π

∫ π

−π

|f(ei(t+θ)) − f(eiθ)|
1 − 2r cos t + r2

dt

Pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que si |t| ≤ η, alors

|f(ei(t+θ)) − f(eiθ)| ≤ ε|t|α (θ ∈ [−π, +π])

Donc

∫ π

−π

|f(ei(t+θ)) − f(eiθ)|
1 − 2r cos t + r2

dt

≤ ε

∫

|t|≤η

|t|α
(1 − r)2 + 4rt2/π2

dt + ‖f‖α

∫

|t|≥η

|t|α
(1 − r)2 + 4rt2/π2

dt

≤ ε

r
1+α

2 (1 − r)1−α

∫ +∞

0

uα

1 + (2u/π)2
du

+
‖f‖α

r
1+α

2 (1 − r)1−α

∫

|u|≥ η
√

r
1−r

uα

1 + (2u/π)2
du

≤ εO
( 1

(1 − r)1−α

)
+ ‖f‖αo

( 1

(1 − r)1−α

)
.
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En fait tendre ε vers 0 pour obtenir
∫ π

−π

|f(ei(t+θ)) − f(eiθ)|
1 − 2r cos t + r2

dt ≤ ‖f‖αo
( 1

(1 − r)1−α

)
.

Ce qui implique que

|
(
TUf

)′
(z)| ≤ ‖U‖∞‖f‖αo

( 1

(1 − r)1−α

)
(z ∈ D).

¤

Corollaire 3.2. Soit f ∈ lipα et soit U une fonction intérieure telle
que f/U ∈ H∞. Alors f/U ∈ lipα et ‖f/U‖α ≤ cα‖f‖α.

Preuve. Puisque f/U ∈ H∞ et |U(eiθ)| = 1 presque partout sur
T, alors (f/U)(eiθ) = f(eiθ)U(eiθ), presque partout sur T. Par con-
séquent TUf = f/U. Le résultat donc s'ensuit immédiatement à partir
du théorème 18. ¤

Corollaire 3.3. Les algèbres de Banach lipα et Aα possède la F-
propriété.

Preuve. La preuve de ce corollaire est une conséquence du Théorème
15 et des corollaires 3.1 et 3.2. ¤



CHAPITRE 3

Idéaux fermés de l'algèbre A+

α,β

Une fonction f ∈ A(D2) est dite Beurling-Rudin-extérieure (BR-
extérieure) si I(f) = J (Ef ). Il est alors clair que dans ce cas Zf =

Ef . Le problème de déterminer les fonctions f ∈ A(D2) ayant Zf =

({1}×D)∪ (D×{1}) et qui sont BR-extérieure est connue sous le nom
de Problème de Levin uniforme [24, 19]. Dans une série de papiers
[17, 18, 19], H. Hedenmalm à donner quelques résultats concernant ce
problème. Dans le cas où Zf ⊂ {1}×D, il a montré que I(f) = J (Zf )

si et seulement si les fonctions f(·, w) sont extérieures pour tout w ∈ D
et la fonction f(1, ·) est soit identiquement nulle soit extérieure [17].
Dans [18] et pour le cas où Zf = Ef = ({1} × D) ∪ (D × {1}), H.
Hedenmalm a montré que si

| log |f(z, w)|| = o(1/ inf{|1 − z|, |1 − w|})
(
z → 1 ou w → 1

)
,

alors I(f) = J (Ef ).

Dans ce travail on s'intéresse aux idéaux fermés de certaines algèbres
de Beurling dé�nies dans le polydisque. Pour tout 0 ≤ α < 1 et pour
tout 0 ≤ β < 1, on dé�nie l'algèbre de Beurling du bidisque comme
suit :

A+
α,β :=

{
f ∈ A(D2) : ‖f‖α,β :=

∑

m,n∈N

|f̂(m,n)|(1+m)α(1+n)β < +∞
}
,

où

f̂(m,n) :=
1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

f(eiθ, eiϕ)e−imθe−inϕdθdϕ.

Muni du produit usuel et de la norme ‖ . ‖α,β, A+
α,β est une algèbre de

Banach commutative unitaire dont le spectre est homéomorphe à D
2.

Pour tout F ⊂ D
2
, on note

Jα,β(F ) := {f ∈ A+
α,β : f|F = 0}.

25
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Il est claire que Jα,β(F ) est un idéal fermé de A+
α,β. Dans ce chapitre,

nous obtenons les deux théorèmes suivants

Théorème 19. Soit f ∈ A+
α,β telle que (α, β) ∈ [0, 1[×]0, 1[. Sup-

posons que Zf = {1} × D, alors Iα,β(f) = Jα,β(Zf ) si et seulement si
f est une fonction BR-extérieure.

Théorème 20. Soit f ∈ A+
α,β telle que (α, β) ∈]0, 1[×]0, 1[. Sup-

posons que Zf = Ef = ({1} × D) ∪ (D × {1}). Si

| log |f(z, w)|| = o(1/ inf{|1 − z|, |1 − w|})
(
z → 1 ou w → 1

)
,

alors Iα,β(f) = Jα,β(Ef ).

1. La δ − 2−visibilité de l'algèbre A+
α,β

Pour montrer le Théorème 20 nous aurons besoin du théorème suiv-
ant

Théorème 21. Soit α, β > 0 et soit f1, f2 ∈ A+
α,β. Pour tout 0 <

δ ≤ 1, si

0 < δ2 ≤ |f1(z)|2 + |f2(z)|2 ≤ ‖f1‖2
α,β + ‖f2‖2

α,β ≤ 1 (z ∈ D2),

alors il existe h1, h2 ∈ A+
α,β tels que






f1h1 + f2h2 = 1,

‖h1‖2
α,β + ‖h2‖2

α,β ≤ δ−dα,β .

où dα,β est une constante qui ne dépend que de α et de β.

Ce théorème signi�e que

C2(δ,A+
α,β) ≤ δ−dα,β (0 < δ ≤ 1 et α, β > 0),

Compte tenue de la proposition 8, la preuve du théorème 21 est une
conséquence simple du lemme suivant

Lemme 22. Soit α, β > 0. On a

C2(δ,A+
α,β) ≤ c C1

3(δ2,Aα,β) (0 < δ ≤ 1),

où c est une constante universelle.
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Avant d'établir la preuve du lemme 22, nous commençons d'abord
par préciser quelque notations. Pour chaque fonction g ∈ A(D2) on
dé�nie la fonction gr,s ∈ A(D2) par

gr,s(z, w) = g(rz, sw) (z, w ∈ D et r, s ∈ [0, 1]).

On note par ∂z = ∂/∂z la derivée partielle par rapport à la variable z.

Nous avons besoin du lemme suivant

Sous�lemme 23. Soient U un voisinage ouvert de D
2 et a, b ∈

C∞(U) tels que

b(z, w) = − 1

π

∫

D

a(ξ, w)

ξ − z
dA(ξ) (z, w ∈ D),

où dA est la mesure d'aire. Soit f ∈ H(U) ∩ A+
α,β, alors

b̂(n,m) = 0, (n,m) ∈ N × Z,

b̂(n,m) = 2

1∫

0

(̂a)r,1(n + 1,m)r−ndr, (n,m) 6∈ N × Z,

∞∑

n,m=0

|f̂ b(n,m)|(1 + n)α(1 + m)β ≤ 2‖f‖α,β

1∫

0

‖(a)r,1‖α,βdr.

Preuve. Par le théorème de convergence dominée de Lebesque et
grâce à la continuité de a et de b on obtient

b(eiθ, eiϕ) = − 1

π

∫

D

a(ξ, eiϕ)

ξ − eiθ
dA(ξ).

Le théorème de Fubini nous permet de conclure que

b̂(n,m) = − 1

2π2

∫

D

( 2π∫

0

a(ξ, eiϕ)e−imϕdϕ
)( 1

2π

2π∫

0

e−inθ

ξ − eiθ
dθ

)
dA(ξ).
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Si (n,m) ∈ N × Z, alors b̂(n,m) = 0. Sinon

b̂(n,m) =
1

2π2

∫

D

( 2π∫

0

a(ξ, eiϕ)e−imϕdϕ
)
ξ−n−1dA(ξ)

= 2

1∫

0

( 1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

a(reiθ, eiϕ)e−i(n+1)θe−imϕdθdϕ
)
r−ndr

= 2

1∫

0

(̂a)r,1(n + 1,m)r−ndr.

Puisque

f̂ b(n,m) =
∞∑

l=1

m∑

k=−∞
b̂(−l, k)f̂(n + l,m − k),

alors
∞∑

n,m=0

|f̂ b(n, m)|(1 + n)α(1 + m)β

=
∞∑

n,m=0

|
∞∑

l=1

∑

k≤m

b̂(−l, k)f̂(n + l, m − k)(1 + n)α(1 + m)β|

≤
∞∑

n,m=0

∞∑

l=1

∑

k≤m

|̂b(−l, k)|(1 + |k|)β|f̂(n + l, m − k)| ×

×(1 + n + l)α(1 + m − k)β

≤ ‖f‖α,β

∞∑

l=1

+∞∑

−∞
|̂b(−l, k)|(1 + |k|)β

≤ 2‖f‖α,β

∞∑

l=1

∞∑

−∞

1∫

0

|(̂a)r,1(1 − l, k)|(1 + |k|)βrldr

≤ 2‖f‖α,β

1∫

0

‖(a)r,1‖α,βdr. (9)

¤
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Preuve du lemme 22. Soit δ ∈]0, 1] et soit f1, f2 ∈ A+
α,β satis-

faisant {
‖f1‖2

α,β + ‖f2‖2
α,β ≤ 1,

F(z, w) = |f1(z, w)|2 + |f2(z, w)|2 ≥ δ2.
(10)

Supposons d'abord que f1 et f2 sont holomorphes au voisinage de D
2
.

On pose

φi =
f i

F
, i = 1, 2.

Comme dans la résolution du problème de la couronne, nous allons
corriger la solution (φ1, φ2) de l'équation f1φ1 +f2φ2 = 1, pour aboutir
a une solution holomorphe au voisinage du bidisque. D'abord, on com-
mence par corriger les fonctions φ1 et φ2 par rapport à la premiere
variable, soit 





g1 = φ1 + f2b,

g2 = φ2 − f1b,

∂zb = φ1∂zφ2 − φ2∂zφ1 = a.

Il est facile de véri�er que f1g1 + f2g2 = 1 et que les fonctions gi

(i = 1, 2) sont holomorphes, au voisinage du disque, par rapport à la
premiere variable. Ensuite, nous recorrigeons les fonctions obtenues g1

et g2 comme suit





h1 = g1 + f2d,

h2 = g2 − f1d,

∂wd = g1∂wg2 − g2∂wg1 = c.

On obtient ainsi une solution (h1, h2) de fonctions holomorphes au voisi-
nage du bidisque, de l'équation f1h1 + f2h2 = 1.

Dans ce qui suit nous allons majorer la norme de h1 et de h2. On a

‖h1‖α,β = ‖φ1 + f2b + f2d‖α,β

≤ ‖φ1‖α,β +
∞∑

n,m=0

|f̂2b(n, m)|(1 + n)α(1 + m)β

+
∞∑

n,m=0

|f̂2d(n,m)|(1 + n)α(1 + m)β, (11)

Il est facile de voir que

‖φ1‖α,β ≤ ‖F−1‖α,β‖f1‖α,β ≤ C1(δ
2,Aα,β)‖f1‖α,β. (12)
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D'aprés le lemme 23, on obtient
∞∑

n,m=0

|f̂2b(n,m)|(1 + n)α(1 + m)β ≤ 2‖f2‖α,β

1∫

0

‖(a)r,1‖α,βdr. (13)

Puisque

‖(a)r,1‖α,β

= ‖
(
(∂zf1)r,1(f2)r,1 − (f1)r,1(∂zf2)r,1

)
(F−2)r,1‖α,β

≤ ‖(F−1)r,1‖2
α,β (‖(∂zf1)r,1‖α,β‖(f2)r,1‖α,β + ‖(f1)r,1‖α,β‖(∂zf2)r,1‖α,β)

≤ C1

2(δ2,Aα,β) (‖(∂zf1)r,1‖α,β‖f2‖α,β + ‖f1‖α,β‖(∂zf2)r,1‖α,β) ,

donc
1∫

0

‖(a)r,1‖α,βdr ≤ C1

2(δ2,Aα,β)×

×



‖f2‖α,β

1∫

0

‖(∂zf1)r,1‖α,βdr + ‖f1‖α,β

1∫

0

‖(∂zf2)r,1‖α,βdr



 .

Or, on a pour i = 1, 2

1∫

0

‖(∂zfi)r,1‖α,βdr =

1∫

0

∞∑

n,m=0

n|f̂i(n,m)|(1 + n)α(1 + m)βrn−1dr

≤ ‖fi‖α,β.

Ce qui donne
1∫

0

‖(a)r,1‖α,βdr ≤ 2 C1

2(δ2,Aα,β)‖f1‖α,β‖f2‖α,β. (14)

En combinant les inégalités (13) et (14), on obtient
∞∑

n,m=0

|f̂2b(n,m)|(1 + n)α(1 + m)β ≤ 4 C1

2(δ2,Aα,β)‖f1‖α,β. (15)

Dans ce qui suit nous allons majorer la quantité suivante
∞∑

n,m=0

|f̂2d(n,m)|(1 + n)α(1 + m)β.
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En utilisant le lemme 23 on obtient
∞∑

n,m=0

|f̂2d(n,m)|(1 + n)α(1 + m)β ≤ 2‖f2‖α,β

1∫

0

‖(c)1,s‖α,βds, (16)

où
c = g1∂wg2 − g2∂wg1 = φ1∂wφ2 − φ2∂wφ1 − ∂wb.

De la même façons que dans l'équation (14) on peut montrer que
1∫

0

‖
(
φ1∂wφ2−φ2∂wφ1

)

1,s
‖α,βds ≤ 2 C1

2(δ2,Aα,β)‖f1‖α,β‖f2‖α,β. (17)

Puisque ∂z(∂wb)1,s = (∂wa)1,s. Donc, en utilisant le lemme 23, on en
déduit que si (n,m) ∈ N × Z, alors ̂(∂wb)1,s(n,m) = 0. Sinon

| ̂(∂wb)1,s(n,m)| = 2|
1∫

0

̂(∂wa)r,s(n + 1,m)r−ndr|

≤ 2

1∫

0

| ̂(∂wa)r,s(n + 1,m)|dr.

Ce qui entraîne que
1∫

0

‖(∂wb)1,s‖α,βds ≤ 2

1∫

0

1∫

0

‖(∂wa)r,s‖α,βdrds.

Comme a =
(
∂z(f1)f2 − f1∂zf2

)
F−2, on a

∂wa =
(
∂z∂w(f1)f2 + ∂zf1∂wf2 − ∂wf1∂zf2 − f1∂z∂wf2

)
F−2−

2
(
∂z(f1)f2 − f1∂z(f2)

)(
f1∂wf1 + f2∂wf2

)
F−3.

Or,

‖
(
∂z∂w(f1)f2 + ∂zf1∂wf2 − ∂wf1∂zf2 − f1∂z∂wf2

)

r,s

(
F−2

)

r,s
‖α,β

≤ C1

2(δ2,Aα,β)
(
‖∂z∂w(f1)r,s‖α,β‖f2‖α,β + ‖∂z(f1)r,1‖α,β‖∂w(f2)1,s‖α,β

+ ‖∂w(f1)1,s‖α,β‖∂z(f2)r,1‖α,β + ‖f1‖α,β‖∂z∂w(f2)r,s‖α,β

)
.



32

De plus,

‖(∂z(f1)f2 − f1∂z(f2))r,s(f1∂wf1 + f2∂wf2)r,s(F
−3)r,s‖α,β

≤ C1

3(δ2,Aα,β)
(
‖(∂z(f1))r,1‖α,β‖f2‖α,β + ‖f1‖α,β‖∂z((f2))r,1‖α,β

)
×

×
(
‖f1‖α,β‖(∂wf1)1,s‖α,β + ‖f2‖α,β‖(∂wf2)1,s‖α,β

)
.

Ce qui donne
1∫

0

1∫

0

‖(∂wa)r,s‖α,βdrds

≤ 4 C1

2(δ2,Aα,β)‖f1‖α,β‖f2‖α,β + 2 C1

3(δ2,Aα,β)‖f1‖α,β‖f2‖α,β

≤ 6 C1

3(δ2,Aα,β)‖f1‖α,β‖f2‖α,β.

Donc
1∫

0

‖(∂wb)1,s‖α,βds ≤ 12 C1

3(δ2,Aα,β)‖f1‖α,β‖f2‖α,β. (18)

De (16), (17) et (18), en déduit que
∞∑

n,m=0

|f̂2d(n,m)|(1 + n)α(1 + m)β ≤ 28 C1

3(δ2,Aα,β)‖f1‖α,β. (19)

Les inégalités (11), (12), (15) et (19) entraînent que

‖h1‖α,β ≤ 33 C1

3(δ2,Aα,β)‖f1‖α,β.

De la même façons on peut montrer que

‖h2‖α,β ≤ 33 C1

3(δ2,Aα,β)‖f2‖α,β.

On obtient donc

(‖h1‖2
α,β + ‖h2‖2

α,β)1/2 ≤ 33 C1

3(δ2,Aα,β).

On suppose maintenant que f1 et f2 ne sont pas holomorphes au
voisinage de D

2
. On considère les fonctions (f1)r,r et (f2)r,r (r < 1).

Donc il existe (h1(r), h2(r)) ∈ (A+
α,β)2 tel que

{
(f1)r,rh1(r) + (f2)r,rh2(r) = 1,

(‖h1(r)‖2
α,β + ‖h2(r)‖2

α,β)1/2 ≤ 33 C1

3(δ2,Aα,β), r < 1.
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On sait que A+
α,β est le dual de

Bα,β := {(un,m)n,m≥0 : sup
n,m≥0

|un,m|
(1 + n)α(1 + m)β

< ∞}.

D'aprés le théorème de Banach-Alaoglu, la boule unité fermé de A+
α,β

est compacte pour la topologie ∗−faible. On en déduit qu'il existe
(h1, h2) ∈ (A+

α,β)2 tel que
{

f1h1 + f2h2 = 1,

(‖h1‖2
α,β + ‖h2‖2

α,β)1/2 ≤ 33 C1

3(δ2,Aα,β).

Ce qui termine la preuve du lemme 22.

2. Idéaux fermés de l'algèbre A+
α,β

Dans la suite, nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 24. Soit f ∈ A(D2) ne s'annulant pas sur D×D. Alors il
existe M > 0 tel que

‖1/f(z, ·)‖ ≤ e
M

1−|z| (z ∈ D).

Preuve. Soit z ∈ D. La fonction f(z, ·) ∈ A(D) ne s'annule pas
sur D, donc f(z, ·) est extérieure et on a

log |f(z, w)|−1 =
1

2π

∫ +π

−π

Re
(eiϕ + w

eiϕ − w

)
log |f(z, eiϕ)|−1dϕ (w ∈ D).

En utilisant la représentation de Herglotz, on en déduit
log |f(z, eiϕ)|−1 ≤ 2 log |f(0, eiϕ)|−1(1 − |z|)−1 (ϕ ∈ [−π, +π]).

Par conséquent
log |f(z, w)|−1 ≤ 2 log |f(0, w)|−1(1 − |z|)−1 (z, w ∈ D).

Ce qui termine la preuve du lemme. ¤

Comme dans [[17], proposition 1.2] et dans [19], une application de
la représentation de Herglotz nous donne le lemme suivant

Lemme 25. Soit f ∈ A(D2) telle que Zf ⊂ {1}×D. Alors les trois
assertions suivantes sont équivalentes:

(1) f(·, w) est une fonction extérieure pour tout w ∈ D,

(2) lim
r→1−

(1 − r) log |f(r, w)| = 0 pour tout w ∈ D,

(3) lim
r→1−

inf
w∈D

(1 − r) log |f(r, w)| = 0.
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2.1. Preuve du théorème 19. Puisque les homomorphismes d'algèbres
suivants

hw : A+
α,β −→ A+

α

f −→ f(·, w), (w ∈ D)

sont surjectifs, il est facile de voir qu'il est nécessaire que f soit BR-
extérieure pour que Iα,β(f) = Jα,β(Zf ). Montrons maintenant que
cette condition est aussi su�sante. Sans perdre de généralité on peut
supposer que ‖f‖α,β ≤ 1. Soit π la surjection canonique sur A+

α,β asso-
ciée à Iα,β(f). Notons u la fonction dé�nie par u(z, w) = z, le spectre
de π(u) est le singleton {1}, donc l'application

φ(λ) = (λ − π(u))−1

est analytique sur C \ {1}. Nous allons véri�és que φ satisfait bien les
trois conditions du théorème 14. Pour |λ| > 1 on a

‖φ(λ)‖α,β ≤
∑

n≥0

‖π(u)nλ−n−1‖α,β

≤
∑

n≥0

|λ|−n−1(1 + n)α

≤ c

(|λ| − 1)1+α
. (20)

Pour |λ| < 1, soit

Lλ(f)(z, w) =






f(z, w) − f(λ,w)

z − λ
si z 6= λ

∂

∂z
f(z, w)|z=λ si z = λ.

(21)

Donc

‖Lλ(f)‖α,β = ‖
∞∑

n,m=0

an,m(
zn − λn

z − λ
)wm‖α,β

= ‖
∞∑

n,m=0

an,m(zn−1 + zn−2λ + · · · + λn−1)wm‖α,β

≤ ‖f‖α,β

1 − |λ| ≤
1

1 − |λ| .

De l'équation (21), on a

‖φ(λ)‖α,β ≤ ‖π(Lλ(f))‖α,β‖(f(λ, ·))−1‖β,
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donc
‖φ(λ)‖α,β ≤ 1

1 − |λ|‖(f(λ, ·))−1‖β.

On pose
δ(λ) = inf{|f(λ,w)| : w ∈ D}.

Grâce au théorème 6 on obtient

‖φ(λ)‖α,β ≤ C

(1 − |λ|)(δ(λ))2+1/β
. (22)

D'aprés le lemme 24, il existe une constante M > 0 telle que

‖φ(λ)‖α,β ≤ e
M

1−|λ| (|λ| < 1). (23)

Soit ε > 0. Sachant que f(·, w) est extérieure pour tout w ∈ D, il existe,
d'aprés le lemme 25, une constante cε > 0 telle que

δ(x) ≥ cεe
−ε
1−x (0 < x < 1). (24)

On obtient
‖φ(x)‖α,β ≤ cεe

ε
1−x (x < 1). (25)

Soit (A+
α,β/Iα,β(f))∗, le dual de A+

α,β/Iα,β(f), les équations (20), (23)
et (25) nous implique que les conditions du théorème 14 sont satisfaites
pour toute les fonctions

λ −→ φg(λ) := 〈φ(λ), g〉 g ∈ (A+
α,β/Iα,β(f))∗,

On en conclus que les fonctions φg sont des polynômes en 1
1−λ

de degré
1. Donc π(1 − z) = 0. Ce qui implique que Jα,β({1} × D) ⊆ Iα,β(f)

et par conséquent Iα,β(f) = Jα,β(Zf ). Ce qui termine la preuve du
théorème 19.

2.2. Preuve du théorème 20. Commençons d'abord par établir quelque
lemmes qui nous serons utile dans la preuve du théorème 20.

Lemme 26. Soit f ∈ H∞(D) et soit α ∈ [0, 1[. Supposons qu'il
existe 0 < ε < 2(1 − α) tel que

∫

D

|∂
2f

∂z2
(z)|2(1 − |z|)2(1−α)−εdA(z) < +∞.

Alors f ∈ A+
α .
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Preuve. On a

∑

n≥0

|an|(1 + n)α ≤
( ∑

n≥0

1

(1 + n)1+ε

)1/2( ∑

n≥0

|an|2(1 + n)2α+1+ε
)1/2

≤ cε,α

(
‖f‖∞ +

∫

D

|∂
2f

∂z2
(z)|2(1 − |z|2)2(1−α)−εdA(z)

)1/2

.

Ce qui implique le résultat. ¤

Une extention de ce lemme au cas du bidisque nous donne le lemme
suivant

Lemme 27. Soit f ∈ H∞(D2) et soit (α, β) ∈ [0, 1[2. Supposons
que les fonctions ∂2f

∂z2 (z, 0), ∂3f
∂z2∂w

f(z, 0), ∂2f
∂w2 (0, w) et ∂3f

∂z∂w2 f(0, w) sont
dans A+

α,β. S'il existe 0 < ε < inf{2(1 − α), 2(1 − β)} tel que

∫

D2

| ∂4f

∂z2∂w2
(z, w)|2(1−|z|)2(1−α)−ε(1−|w|)2(1−β)−εdA(z)dA(w) < +∞.

Alors f ∈ A+
α,β.

Preuve. On a

f(z, w)

=
∑

n

(∑

m

an,mwm
)
zn

=
∑

n≥2

( ∑

m≥2

an,mwm
)
zn +

∑

n≥0

an,0z
n +

∑

n≥0

an,1z
nw

+
∑

m≥2

a0,mwm +
∑

m≥2

a1,mzwm.

=
∑

n≥2

(
bn(w)

)
zn + f(z, 0) + w

∂f

∂w
(z, 0)

+(f(0, w) − a0,0 − a0,1w) + (z
∂f

∂z
(0, w) − a1,0 − a1,1w).
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où bn(w) =
∑

m≥2

an,mwm. On a
∑

n≥2

∑

m≥2

|an,m|(1 + n)α(1 + m)β

=
∑

n≥2

( ∑

m≥2

|an,m|(1 + m)β
)
(1 + n)α

≤
( ∑

m≥2

1

(1 + m)1+ε

)1/2 ∑

n≥2

( ∑

m≥2

|an,m|2(1 + m)2β+1+ε
)1/2

(1 + n)α

≤ cε,β

∑

n≥2

( ∫

D

|∂
2bn

∂w2
(w)|2(1 − |w|2)2(1−β)−εdA(w)

)1/2

(1 + n)α

≤ cε,β

( ∑

n≥2

1

(1 + n)1+ε

)1/2( ∫

D

∑

n≥2

(
|∂

2bn

∂w2
(w)|2(1 + n)2α+1+ε

)

×(1 − |w|2)2(1−β)−εdA(w)
)1/2

≤ cε,α,β

( ∫

D

∫

D

| ∂4f

∂z2∂w2
(z, w)|2(1 − |z|2)2(1−α)−ε

×(1 − |w|2)2(1−β)−εdA(z)dA(w)
)1/2

.

Ce qui implique le résultat. ¤

Pour tout ce qui suit on pose
{

D1 := {z ∈ C : |z − 1| ≤ 1}
Im(f) := {f(z, w) : (z, w) ∈ D2} (f ∈ H∞(D2))

Lemme 28. Soit u la fonction dé�nie sur D2 par

u(z, w) =
(1 − z)(1 − w)

(
(1 − z)1/2 + (1 − w)1/2

)2 .

Alors u véri�e les propriétés suivantes
1. |u(z, w)| ≤ 2 inf{|1 − z|, |1 − w|},
2. Im(u) ⊂ D1,

3. v = u2 ∈ A+
α,β (α, β < 1).

Preuve. On a
∣∣(1 − z)1/2 + (1 − w)1/2

∣∣ ≥ Re
(
(1 − z)1/2 + (1 − w)1/2

)

≥ max{Re(1 − z)1/2, Re(1 − w)1/2}
≥ cos(

π

4
) max{|1 − z|1/2, |1 − w|1/2}.
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Donc
|u(z, w)| ≤ cos−2(

π

4
) inf{|1 − z|, |1 − w|}.

Il est claire que D1 = {z ∈ C : Re(z) ≥ |z|2/2}. Soit (z, w) ∈ D2. On
a Re( 1

1−z
) ≥ 1/2 et Re( 1

1−w
) ≥ 1/2. Donc Re(u(z, w))/|u(z, w)|2 =

Re
((

1
1−z

)1/2
+

(
1

1−w

)1/2
)2

≥ 1/2. Ce qui implique que u(z, w) ∈ D1.

Par conséquent Im(u) ⊂ D1.

On utilisant le lemme 26 il est facile de montrer que les fonctions
v(0, w), ∂v

∂z
(0, w), v(z, 0) et ∂v

∂w
(z, 0) sont dans A+

α,β, pour tout α, β < 1.

Un calcul élémentaire de la dérivée nous donne
∂4v

∂z2∂w2
(z, w)

=
105

2

(1 − z)(1 − w)
(
(1 − z)1/2 + (1 − w)1/2

)8 − 45

4

(1 − z)1/2(1 − w)1/2

(
(1 − z)1/2 + (1 − w)1/2

)6 .

On a ∫

D2

∣∣ ∂4v

∂z2∂w2
(z, w)

∣∣2(1 − |z|)1−α(1 − |w|)1−βdA(z)dA(w)

≤ c

∫

D2

1

|1 − z|2
1

|1 − w|2 (1 − |z|)1−α(1 − |w|)1−βdA(z)dA(w)

≤ c

∫ 1

0

∫ 1

0

1

(1 − |z|)α

1

(1 − |w|)β
d|z|d|w|

≤ cα,β.

Donc, par le lemme 27 et avec ε = 1 − α, on en déduit que v ∈ A+
α,β,

pour tout α, β < 1. Ce qui termine la preuve du lemme. ¤

Nous aurons aussi besoin de ce lemme

Lemme 29. Soit (α, β) ∈ [0, 1[×[0, 1[ et soit N ≥ 1. On a
Iα,β

(
(1−z)N(1−w)N

)
= Iα,β

(
(1−z)(1−w)

)
= Jα,β

(
{1}×D∪D×{1}

)
.

Preuve. On suppose que N = 2. Pour N > 2, la preuve ce traite
de manière analogue. Il est claire que
Iα,β

(
(1−z)2(1−w)2

)
⊆ Iα,β

(
(1−z)(1−w)

)
⊆ Jα,β

(
{1}×D∪D×{1}

)
.

(26)
Soit f ∈ Jα,β

(
{1} × D ∪ D × {1}

)
. On a

f(z, w) = f(z, w)−f(1, w)−f(z, 1)+f(1, 1) =
∑

n,m

f̂(n,m)(zn−1)(wm−1).
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Donc f ∈ Iα,β

(
(1 − z)(1 − w)

)
. Par conséquent

Iα,β

(
(1 − z)(1 − w)

)
⊇ Jα,β

(
{1} × D ∪ D × {1}

)
. (27)

On note par
(
A+

α,β

)∗ le dual de A+
α,β. On sait que

(
A+

α,β

)∗ coïncide avec
l'ensemble suivant

{(
an,m

)

(n,m)∈N2
: sup

n,m

|an,m|
(1 + n)α(1 + m)β

< +∞
}

.

Soit ψ ∈
(
A+

α,β

)∗
, une forme lineaire s'annulant sur l'ensemble {(1 −

z)(1 − w)(1 − zn)(1 − wm) : (n,m) ∈ N2}. Il est facile de montrer que
ψ s'annule aussi sur (1 − z)(1 − w). Par conséquent

Iα,β

(
(1 − z)2(1 − w)2

)
⊇ Iα,β

(
(1 − z)(1 − w)

)
. (28)

Ce qui termine la preuve du lemme. ¤

Preuve du théorème 20 : On dé�nie la fonction v comme suit

v(z, w) =
(1 − z)2(1 − w)2

(
(1 − z)1/2 + (1 − w)1/2

)4 ((z, w) ∈ D2).

On sait, d'aprés le lemme 28, que v ∈ A+
α,β. Soit π la surjection canon-

ique de A+
α,β associée à Iα,β(f). Le spectre de π(v) est nulle donc

l'application
ϕ(λ) = (λ − π(v))−1

est analytique sur C\{0}. Le lemme 28 entraîne que Im(v) ⊂ S :=

{z ∈ C\] − ∞, 0[ : |z1/2 − 1| ≤ 1}. D'aprés la proposition 8 ou le
théorème 21, l'algèbre A+

α,β est δ − 1−visible et il existe N ∈ N qui ne
dépend que de α et de β tel que

‖ϕ(λ)‖α,β ≤ d−N(λ,S) ≤ c|λ|−2N
(
λ < 0

)
, (29)

où d(λ,S) est la distance du point λ à l'ensemble S. Soit λ 6= 0. On
pose

δ(λ) := inf{|λ − v(z, w)| + |f(z, w)| : (z, w) ∈ D2}.
Il est claire que δ(λ) > 0. Notons

Qλ := {(z, w) ∈ D
2

: |v(z, w) − λ| ≤ |λ|/2}.
Nous avons

|λ − v(z, w)| + |f(z, w)| ≥ |λ − v(z, w)| ≥ |λ|
2

(
(z, w) /∈ Qλ

)
.

D'aprés le lemme 28, on a
c inf{|1 − z|2, |1 − w|2} ≥ |v(z, w)| ≥ |λ|/2

(
(z, w) ∈ Qλ

)
,
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donc, pour tout ε > 0

|λ − v(z, w)| + |f(z, w)| ≥ |f(z, w)| ≥ cεe
−ε|λ|−1/2 (

(z, w) ∈ Qλ

)
.

Par conséquent
δ(λ) ≥ cεe

−ε|λ|−1/2

.

D'après le théorème 21, il existe h1, h2 ∈ A+
α,β tel que






(λ − v(z))h1(z) + f(z)h2(z) = 1,

‖h1‖2
α,β + ‖h2‖2

α,β ≤ δ(λ)−dα,β ,

où dα,β est une constante qui dépend seulement de α et de β. Ce qui
entraîne que

‖ϕ(λ)‖α,β = ‖(λ − π(v))−1‖α,β ≤ ‖π(h1)‖α,β ≤ δ(λ)−dα,β/2.

Donc
‖ϕ(λ)‖α,β ≤ cεe

ε|λ|−1/2 (
λ 6= 0)

)
. (30)

On dé�nie les fonctions ϕg comme suit
λ −→ ϕg(λ) := 〈ϕ(λ), g〉 g ∈ (A+

α,β/Iα,β(f))∗.

On �xe g ∈ (A+
α,β/Iα,β(f))∗. Le théorème classique de Phragmén-

Lindelöf appliqué à la fonction ϕg nous permet de déuire, en utilisant
les inégalités (29) et (30), que ϕg est un polynôme en 1/λ de degré
inférieur à 2N. Par suite, le théorème de Banach-Steinhaus nous im-
plique que π(v)2N = 0 et v2N ∈ Iα,β(f). Soit maintenant la fonction g

dé�nie par
g(z, w) = (1 − z)(1 − w)

(
(1 − z)1/2 + (1 − w)1/2

)8N
(z, w ∈ D2).

On a v2Ng(z, w) = (1−z)4N+1(1−w)4N+1, donc (1−z)4N+1(1−w)4N+1 ∈
Iα,β(f). Il su�t maintenant d'appliquer le lemme 29 pour en déduire
le résultat.



CHAPITRE 4

Closed ideals in some algebras of analytic functions

We obtain a complete description of closed ideals of the algebra
D ∩ lipα, 0 < α ≤ 1

2
, where D is the Dirichlet space and lipα is the

algebra of analytic functions satisfying the Lipschitz condition of order
α.

1. Introduction
The Dirichlet space D consists of the complex-valued analytic func-

tions f on the unit disk D with �nite Dirichlet integral

D(f) :=

∫

D

|f ′(z)|2dA(z) < +∞,

where dA(z) = 1
π
rdrdt denotes the normalized area measure on D.

Equipped with the pointwise algebraic operations and the norm

‖f‖2
D :=

1

2π

∫ 2π

0

|f(eit)|2dt + D(f) =
∞∑

n=0

(1 + n)|f̂(n)|2,

D becomes a Hilbert space. For 0 < α ≤ 1, let lipα be the algebra
of analytic functions f on D that are continuous on D satis�ng the
Lipschitz condition of order α on D :

|f(z) − f(w)| = o(|z − w|α) ( |z − w| → 0).

Note that this condition is equivalent to

|f ′(z)| = o((1 − |z|)α−1) (|z| → 1−).

Then, lipα is a Banach algebra when equipped with the norm

‖f‖α := ‖f‖∞ + sup{(1 − |z|)1−α|f ′(z)| : z ∈ D}.

Here ‖f‖∞ := supz∈D
|f(z)|. Unlike as for the case when 0 < α ≤ 1/2,

the inclusion lipα ⊂ D always holds provided that 1/2 < α ≤ 1. In
what follows, let 0 < α ≤ 1/2 and de�ne Aα := D ∩ lipα. It is easy

41
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to check that Aα is a commutative Banach algebra when it is endowed
with the pointwise algebraic operations and the norm

‖f‖Aα := ‖f‖α + D1/2(f) (f ∈ Aα).

In order to describe the closed ideals in subalgebras of the disc algebra
A(D), it is natural to make use of Nevanlinna's factorization theory.
For f ∈ A(D) there is a canonical factorization f = CfUfOf , where
Cf is a constant, Uf a inner function that is |Uf | = 1 a.e on T and Of

the outer function given by

Of (z) = exp
{ 1

2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
log |f(eiθ)|dθ

}
.

Denote byH∞(D) the algebra of bounded analytic functions. Note that
Aα has the so-called F-property [28, 6]: if f ∈ Aα and U is an inner
function such that f/U ∈ H∞(D) then f/U ∈ Aα and ‖f/U‖Aα ≤
Cα‖f‖Aα , where Cα is independent of f . Korenblum [22] has described
the closed ideals of the algebra H2

1 of analytic functions f such that
f ′ ∈ H2, where H2 is the Hardy space. This result has been extended
to some other Banach algebras of analytic functions, by Matheson for
lipα [25] and by Shamoyan for the algebra λ

(n)
ω of analytic functions f

on D such that

|f (n)(ζ1) − f (n)(ζ2)| = o(ω(|ζ1 − ζ2|)) as |ζ1 − ζ2| → 0,

where n is a nonnegative integer and ω an arbitrary nonnegative non-
decreasing subadditive function on (0, +∞) [27]. Shirokov [29, 28]
had given a complete description of closed ideals for Besov algebras
ABs

p,q of analytic functions and particularly for the case s > 1/2 and
p = q = 2

ABs
2,2 =

{
f ∈ A(D) :

∑

n≥0

|f̂(n)|2(1 + n)2s < ∞
}

.

Note that the case of AB
1/2
2,2 = A(D) ∩ D the problem of description

of closed ideals appears to be much more di�cult (see [16, 10]). The
purpose of this paper is to describe the structure of the closed ideals
of the Banach algebras Aα. More precisely we prove that these ideals
are standard in the sense of the Beurling-Rudin characterization of the
closed ideals in the disc algebra [20]:
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Théorème 30. If I is closed ideal of Aα, then

I =
{

f ∈ Aα : f|EI
= 0 and f/UI ∈ H∞(D)

}
,

where EI := {z ∈ T : f(z) = 0, ∀f ∈ I} and UI is the greatest
common divisor of the inner parts of the non-zero functions in I.

Such characterization of closed ideals can be reduced further to
a problem of approximation of outer functions using the Beurling�
Carleman�Domar resolvent method. De�ne d(ξ, E) to be the distance
from ξ ∈ T to the set E ⊂ T. Suppose that I is a closed ideal in Aα

such that UI = 1. We have ZI = EI , where
ZI := {z ∈ D : f(z) = 0, ∀f ∈ I}.

Next, for f ∈ Aα such that
|f(ξ)| ≤ Cd(ξ, EI)

Mα (ξ ∈ T),

where Mα is a positive constant depending only on Aα, we have f ∈ I
(see section 3 for more precisions). Now, to prove Theorem 30 we need
Theorem 31 below, which states that every function in Aα \ {0} can
be approximated in Aα by functions with boundary zeros of arbitrary
high order.

Théorème 31. Let f be a function in Aα \ {0} and let M > 0.

There exists a sequence of functions {gn}∞n=1 ⊂ A(D) such that

(1) For all n ∈ N, we have fn = fgn ∈ Aα and lim
n→∞

‖fn − f‖Aα =

0.

(2) |gn(ξ)| ≤ CndM(ξ, Ef ) (ξ ∈ T),

where Ef := {ξ ∈ T : f(ξ) = 0}.

To prove this Theorem, we give a re�nement of the classical Koren-
blum approximation theory [22, 25, 27, 29, 28].

2. Main result on approximation of functions in Aα

We begin by �xing some notations. Let f ∈ Aα and let {γn :=

(an, bn)}n≥0 be the countable collection of the (disjoint open) arcs of
T \ Ef . Without loss of the generality, we can suppose that the arc
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lengths of γn are less than 1/2. In what follows, we denote by Γ the
union of a family of arcs γn. De�ne

f
Γ
(z) := exp

{ 1

2π

∫

Γ

eiθ + z

eiθ − z
log |f(eiθ)|dθ

}
.

The di�cult part in the proof of Theorem 31 is to establish the following

Théorème 32. Let f ∈ Aα \ {0} be an outer function such that
‖f‖Aα ≤ 1 and let N ≥ 1 and ρ > 1. Then we have fρfN

Γ
∈ Aα and

sup
Γ

‖fρfN
Γ
‖Aα ≤ CN,ρ, (31)

where CN,ρ is a positive constant independent of Γ.

Remarque 1. For a set S ⊂ A(D), we denote by co(S) the convex
hull of S consisting of the intersection of all convex sets that contain S.

Set Γn = ∪m≥nγm and let f be as in the Theorem 32. It is clear that
the sequence (fρfN

Γn
)n converges uniformly on compact subsets of D to

fρ. We use (31) to deduce, by the Hilbertian structure of D, that there
is a sequence hn ∈ co({fρfN

Γm
}∞m=n) converging to fρ in D. Also, by

[25, section4], we obtain that hn converges to fρ in lipα, for su�ciently
large N (in fact, we can prove that this result remains true for every
N ≥ 1). Therefore ‖hn − fρ‖Aα → 0, as n → ∞.

De�ne J (F ) to be the closed ideal of all functions in Aα that vanish
on F ⊂ D. In the proof of Theorem 31, we need the following classical
lemma, see for instance [25, Lemma 4] and [22, Lemma 24].

Lemme 33. Let f ∈ Aα and E ′ be a �nite subset of T such that
f|E′ = 0. Let M > 0 be given. For every ε > 0 there is an outer
function F in J (E ′) such that

(1) ‖Ff − f‖Aα ≤ ε,

(2) |F (ξ)| ≤ CdM(ξ, E ′) (ξ ∈ T).

Proof of Theorem 31 : Now, we can deduce the proof of Theorem
31 by using Theorem 32 and Lemma 33. Indeed, let f be a function in
Aα \ {0} such that ‖f‖Aα ≤ 1 and let ǫ > 0. For m ≥ 1 we have

(fO
1
m
f − f)′ = (O

1
m
f − 1)f ′ +

1

m
UfO

1
m
f O

′
f .
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The F-property of Aα implies that Of ∈ Aα. Then, there exists η0 ∈ N
such that

‖fO
1
m
f − f‖Aα < ǫ/3 (m ≥ η0).

Set Γn = ∪p≥nγp and N ≥ M/α for a given M > 0. By Remark 1
applied to Of (with ρ = 1+ 1

m
), there is a sequence kn,m ∈ co({fN

Γp
}∞p=n)

such that

‖O1+ 1
m

f kn,m − O
1+ 1

m
f ‖Aα <

1

m
(n ∈ N, m ≥ 1).

It is clear that

‖O
1
m
f fN

Γn
− O

1
m
f ‖∞ −→ 0 (n −→ +∞).

Then for every m ≥ 1 we get

‖O
1
m
f kn,m − O

1
m
f ‖∞ −→ 0 (n −→ +∞).

So, there is a sequence km ∈ co({fN

Γp
}∞p=m) such that

{
‖O1+ 1

m
f km − O

1+ 1
m

f ‖Aα ≤ 1
m

(m ≥ 1),

‖O
1
m
f km − O

1
m
f ‖∞ ≤ 1

m
(m ≥ 1).

We have

(fO
1
m
f km−fO

1
m
f )′ = (f ′−UfO

′
f )(O

1
m
f km−O

1
m
f )+Uf (O

1+ 1
m

f km−O
1+ 1

m
f )′.

Since ‖Of‖Aα ≤ Cα‖f‖Aα ≤ Cα, we obtain

‖fO
1
m
f km − fO

1
m
f ‖Aα

= ‖fO
1
m
f km − fO

1
m
f ‖∞ + sup

z∈D

{(1 − |z|)1−α|(fO
1
m
f km − fO

1
m
f )′(z)|}

+D1/2(fO
1
m
f km − fO

1
m
f )

≤ ‖fO
1
m
f km − fO

1
m
f ‖∞ + Cα‖f‖α‖O

1
m
f km − O

1
m
f ‖∞

+ sup
z∈D

{(1 − |z|)1−α|(O1+ 1
m

f km − O
1+ 1

m
f )′(z)|}

+C‖O
1
m
f km − O

1
m
f ‖∞D1/2(f) + CD1/2(O

1+ 1
m

f km − O
1+ 1

m
f )

≤ Cα‖O
1
m
f km − O

1
m
f ‖∞ + C‖O1+ 1

m
f km − O

1+ 1
m

f ‖Aα

≤ Cα

m
.
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Then, �x η1 ≥ η0 such that

‖fO
1
m
f km − fO

1
m
f ‖Aα < ǫ/3 (m ≥ η1).

We have km =
∑

i≤jm

cif
N

Γi

, where
∑

i≤jm

ci = 1. Set E ′
m = ∪i<jm∂γi. Us-

ing Lemma 33, we obtain an outer function Fm ∈ J (E
′
m) such that

|Fm(ζ)| ≤ CmdM(ζ, E
′
m) for ζ ∈ T and

‖fO
1
m
f kmFm − fO

1
m
f km‖Aα <

1

m
(m ≥ 1).

Then �x η2 ≥ η1 such that

‖fO
1
m
f kmFm − fO

1
m
f km‖Aα < ǫ/3 (m ≥ η2).

Consequently we obtain

‖fO
1
m
f kmFm − f‖Aα < ǫ (m ≥ η2).

It is not hard to see that
|O

1
m
f kmFm(ξ)| ≤ |kmFm(ξ)| ≤ CmdM(ξ, Ef ) (ξ ∈ T).

Therefore gm = O
1
m
f kmFm is the desired sequence, which completes the

proof of Theorem 31.

3. Beurling�Carleman�Domar resolvent method
Since Aα ⊂ lipα, then for all f ∈ Aα, Ef satis�es the Carleson

condition ∫

T

log
1

d(eit, Ef )
dt < +∞.

For f ∈ Aα, we denote by Bf the Blashke product with zeros Zf \Ef ,

where Zf := {z ∈ D : f(z) = 0}. We begin with following lemma

Lemme 34. Let I be a closed ideal of Aα. De�ne BI to be the
Blashke product with zeros ZI \EI . There is a function f ∈ I such that
Bf = BI .

Preuve. Let g ∈ I and let Bn be the Blashke product with zeros
Zg ∩ Dn, where Dn := {z ∈ D : |z| < n−1

n
, n ∈ N}. Set gn = g/Kn,

where Kn = Bn/In and In is the Blashke product with zeros ZI∩Dn. We
have gn ∈ I for every n. Indeed, �x n ∈ N. It is permissible to assume
that ZKn consists of a single point, say ZKn = {w}. Let π : Aα →
Aα/I be the canonical quotient map. First suppose w /∈ ZI , then
π(Kn) is invertible in Aα/I. It follows that π(gn) = π(g)π−1(Kn) = 0,
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hence gn ∈ I. If w ∈ ZI , we consider the following ideal Jw := {f ∈
Aα : fIn ∈ I}. It is clear that Jw is closed. Since w /∈ ZJw

, it follows
that Kn is invertible in the quotient algebra Aα/Jw and so g/(InKn) ∈
Jw. Hence gn ∈ I.

It is clear that gn converges uniformly on compact subsets of D to
f = (g/Bg)BI and we have Bf = BI . In the sequel we prove that
f ∈ I. If we obtain

|
(
gn

)′
(z)| ≤ o

( 1

(1 − r)1−α

)
(z ∈ D),

uniformly with respect to n, we can deduce by using [25, Lemma 1]
that lim

n→+∞
‖gn − f‖α = 0. Indeed, by the Cauchy integral formula

(
gn

)′
(z) =

1

2πi

∫

T

g(ζ)Kn(ζ)

(ζ − z)2
dζ

=
1

2πi

∫

T

(g(ζ) − g(z/|z|))Kn(ζ)

(ζ − z)2
dζ (z ∈ D).

Then, for z = reiθ ∈ D

|
(
gn

)′
(z)| ≤ ‖Kn‖∞

2π

∫

T

|g(ζ) − g(z/|z|)|
|ζ − z|2 |dζ|

=
1

2π

∫ π

−π

|g(ei(t+θ)) − g(eiθ)|
1 − 2r cos t + r2

dt.

For all ε > 0, there is η > 0 such that if |t| ≤ η, we have

|g(ei(t+θ)) − g(eiθ)| ≤ ε|t|α (θ ∈ [−π, +π]).

Then
∫ π

−π

|g(ei(t+θ)) − g(eiθ)|
1 − 2r cos t + r2

dt

≤ ε

∫

|t|≤η

|t|α
(1 − r)2 + 4rt2/π2

dt + ‖g‖α

∫

|t|≥η

|t|α
(1 − r)2 + 4rt2/π2

dt

≤ ε

r
1+α

2 (1 − r)1−α

∫ +∞

0

uα

1 + (2u/π)2
du

+
‖g‖α

r
1+α

2 (1 − r)1−α

∫

|u|≥ η
√

r
1−r

uα

1 + (2u/π)2
du

≤ εO
( 1

(1 − r)1−α

)
+ ‖g‖αo

( 1

(1 − r)1−α

)
.
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We obtain
∫ π

−π

|g(ei(t+θ)) − g(eiθ)|
1 − 2r cos t + r2

dt ≤ ‖g‖αo
( 1

(1 − r)1−α

)
. (32)

Consequently

|
(
gn

)′
(z)| ≤ ‖g‖αo

( 1

(1 − r)1−α

)
(z ∈ D).

By the F-property of Aα, we have ‖gn‖ ≤ Cα‖g‖Aα . Using the Hilber-
tian structure ofD, we deduce that there is a sequence hn ∈ co({gk}∞k=n)

converging to f in D. It is clear that hn ∈ I and lim
n→+∞

‖hn − f‖α = 0.

Then lim
n→+∞

‖hn − f‖Aα = 0. Thus f ∈ I. This completes the proof of
the lemma. ¤

As a consequence of Theorem 31, we can prove Theorem 30 and
deduce that each closed ideal of Aα is standard. For the sake of com-
pleteness, we sketch here the proof.

Proof of Theorem 30 : De�ne γ on D by γ(z) = z and let
π : Aα → Aα/I be the canonical quotient map. Also, let f ∈ J (EI)

be such that f/UI ∈ H∞(D) and (fn)n be the sequence in Theorem 31
associated to f with M ≥ 3. More exactly, we have fn = fgn, where
|gn(ξ)| ≤ d3(ξ, Ef ) ≤ d3(ξ, EI). De�ne

Lλ(f)(z) :=






f(z) − f(λ)

z − λ
if z 6= λ,

f ′(λ) if z = λ.

Then
π(f)(π(γ) − λ)−1 = f(λ)(π(γ) − λ)−1 + π

(
Lλ(f)

)
. (33)

It is clear that (π(γ)−λ)−1 is an analytic function on C\ZI . Note that
the multiplicity of the pole z0 ∈ ZI ∩ D of (π(γ)− λ)−1 is equal to the
multiplicity of the zero z0 of UI . Since UI divides f, then according to
(33) we can deduce that π(f)(π(γ) − λ)−1 is an analytic function on
C \ EI . Let |λ| > 1, we have

‖π(f)(π(γ) − λ)−1‖Aα ≤ ‖f‖Aα

∞∑

n=0

‖γn‖Aα|λ|−n−1

≤ ‖f‖Aα

C

(|λ| − 1)3/2
. (34)
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By Lemma 34, there is g ∈ I such that Bg = BI . Let k = f(g/Bg).

Then k = (f/BI)g ∈ I and for |λ| < 1, we have

k(λ)(π(γ) − λ)−1 = −π
(
Lλ(k)

)
.

Therefore

‖π(f)(π(γ) − λ)−1‖Aα ≤ |f(λ)|‖(π(γ) − λ)−1‖Aα + ‖Lλ(f)‖Aα

≤ ‖Lλ(k)‖Aα

|g/Bg|(λ)
+ ‖Lλ(f)‖Aα

≤ C(f, k)

(1 − |λ|)|g/Bg|(λ)

≤ C(f, k)e
C

1−|λ| (|λ| < 1). (35)

We use [30, Lemmas 5.8 and 5.9] to deduce

‖π(f)(π(γ) − ξ)−1‖ ≤ C(f, k)

d(ξ, EI)
3

(1 ≤ |ξ| ≤ 2, ξ /∈ EI).

Then, we obtain

ξ 7→ |(gn)(ξ)|‖π(f)(π(γ) − ξ)−1‖ ∈ L∞(T).

With a simple calculation as in [14, Lemma 2.4], we can deduce that

π(fn) =
1

2πi

∫

T

(gn)(ξ)π(f)(π(γ) − ξ)−1dξ.

Denote I∞
UI

(EI) := {h ∈ A(D) : h|EI
= 0 and h/UI ∈ A(D)}. From

[20, p. 81], we know that I∞
UI

(EI) has an approximate identity (em)m≥1 ∈
I∞

UI
(EI) such that ‖em‖∞ ≤ 1. I is dense in I∞

UI
(EI) with respect to

the sup norm ‖ . ‖∞, so there exists (um)m≥1 ∈ I with ‖um‖∞ ≤ 1 and
lim

m→∞
um(ξ) = 1 for ξ ∈ T \ EI . Therefore π(fn) = π(fn − fnum) → 0

as m → ∞. Then fn ∈ I and f ∈ I.

4. Proof of Theorem 32
The proof of Theorem 32 is based on a series of lemmas. In what

follows, Cρ will denote a positive number that depends only on ρ, not
necessarily the same at each occurrence. For an open subset ∆ of D,
we put

‖f ′‖2
L2(∆) :=

∫

∆

|f ′(z)|2dA(z).

We begin with the following key lemma
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Lemme 35. Let f ∈ Aα be such that ‖f‖Aα ≤ 1 and let ρ > 1 be
given. Then

∫

γ

|f(eit)|2ρ

d(eit)
dt ≤ Cρ‖f ′‖2

L2(∆γ),

where a, b ∈ Ef , γ = (a, b) ⊂ T \ Ef , d(z) := min{|z − a|, |z − b|} and
∆γ := {z ∈ D : z/|z| ∈ γ}.

Preuve. Let eit ∈ γ and de�ne zt := (1−d(eit))eit. Since |γ| < 1/2,

we obtain |zt| > 1/2. We have

|f(eit)|2ρ ≤ 22ρ−1
(
|f(eit) − f(zt)|2ρ + |f(zt)|2ρ

)
. (36)

By Hölder's inequality combined with the fact that ‖f‖∞ ≤ ‖f‖Aα ≤ 1,

we get

|f(eit) − f(zt)|2ρ = |f(eit) − f(zt)|2ρ−2|f(eit) − f(zt)|2

≤ 22ρ−2(1 − |zt|)
∫ 1

|zt|
|f ′(reit)|2dr

≤ 22ρ−1d(eit)

∫ 1

0

|f ′(reit)|2rdr.

Hence
∫

γ

|f(eit) − f(zt)|2ρ

d(eit)
dt ≤ 22ρ−1

∫

γ

∫ 1

0

|f ′(reit)|2rdrdt

≤ 22ρ−1π‖f ′‖2
L2(∆γ). (37)

Since d(eit) ≤ 1/2, we obtain d(eit)√
2

≤ d(zt) ≤
√

2d(eit). Put d(zt) =

|zt − ξ| and note that either ξ = a or ξ = b. Let

zt(u) = (1 − u)zt + uξ (0 ≤ u ≤ 1).

With a simple calculation, we can prove that for all eit ∈ γ and for all
u, 0 ≤ u ≤ 1, we have

|zt(u) − w| >
1

2
(1 − u)d(eit) (w ∈ ∂∆γ),

where ∂∆γ is the boundary of ∆γ. Then Dt,u := {z ∈ D : |z − zt(u)| ≤
1
2
(1 − u)d(eit)} ⊂ ∆γ, for all eit ∈ γ and for all u, 0 ≤ u ≤ 1. Since
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|f ′(z)| is subharmonic on D, it follows that

|f ′(zt(u))| ≤ 4

π(1 − u)2d2(eit)

∫

Dt,u

|f ′(z)|dA(z)

≤ 2

π1/2(1 − u)d(eit)
‖f ′‖L2(∆γ).

Set ερ = 2α(ρ − 1). We have

|fρ(zt)|2 = |fρ(zt) − fρ(ξ)|2

= ρ2|zt − ξ|2|
∫ 1

0

fρ−1(zt(u))f ′(zt(u))du|2

≤ Cρd
2(eit)

( ∫ 1

0

|zt(u) − ξ|
ερ
2 |f ′(zt(u))|du

)2

≤ Cρd
ερ(eit)

( ∫ 1

0

1

(1 − u)1− ερ
2

du
)2

‖f ′‖2
L2(∆γ)

≤ Cρd
ερ(eit)‖f ′‖2

L2(∆γ).

Hence
∫

γ

|f(zt)|2ρ

d(eit)
dt ≤ Cρ‖f ′‖2

L2(∆γ). (38)

Therefore the result follows from (36), (37) and (38). ¤

In the sequel, we denote by f an outer function in Aα such that
‖f‖Aα ≤ 1 and we �x a constant ρ, 1 < ρ ≤ 2. By [25, Theorem B],
we have fρfN

Γ
∈ lipα and ‖fρfN

Γ
‖lipα

≤ CN,ρ. To prove Theorem 32 we
need to estimate the integral

∫
D
|(fρfN

Γ
)′|2dA(z). De�ne

g
Γ
(z) :=

1

π

∫

Γ

eiθ

(eiθ − z)2
log |f(eiθ)|dθ. (39)

Clearly we have f ′ = f(g
Γ

+ g
T\Γ) and (fN

Γ
)′ = NfN

Γ
g

Γ
, so

fρ(fN
Γ

)′ = NfρfN
Γ

g
Γ

(40)
= fρ−1Nf ′fN

Γ
− NfρfN

Γ
g

T\Γ . (41)

Since ‖f‖∞ ≤ 1, it is obvious that ‖fN
Γ
‖∞ ≤ 1 and ‖fρ−1‖∞ ≤ 1.

Hence, by (40) we get
∫

D

|(fρfN
Γ

)′|2dA(z) ≤ ρ2 + N2

∫

D

|fρ(f
Γ
)′|2dA(z). (42)
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We �x γ = (a, b) ⊂ T \ Ef such that f(a) = f(b) = 0. Our purpose in
what follows is to estimate the integral

∫

∆γ

|fρ(f
Γ
)′|2dA(z) (43)

which we can rewrite as
∫

∆γ

|fρ(f
Γ
)′|2dA(z) =

∫

∆1
γ

+

∫

∆2
γ

,

where

∆1
γ :=

{
z ∈ ∆γ : d(z) < 2(1 − |z|)

}

∆2
γ :=

{
z ∈ ∆γ : d(z) ≥ 2(1 − |z|)

}
.

4.1. The integral on the region ∆1
γ. We begin with the follow-

ing lemma.

Lemme 36.
∫

∆γ

|f(z) − f(z/|z|)|2ρ

(1 − |z|)2
dA(z) ≤ 1

2α(ρ − 1)
‖f ′‖2

L2(∆γ).

Preuve. Let z = reit ∈ ∆γ and put ερ = 2α(ρ − 1). We have

r|f(reit) − f(eit)|2ρ = r|f(reit) − f(eit)|2ρ−2|f(reit) − f(eit)|2

≤ r(1 − r)1+ερ

∫ 1

r

|f ′(seit)|2ds

≤ (1 − r)1+ερ

∫ 1

0

|f ′(seit)|2sds.

Therefore
∫

∆γ

|f(z) − f(z/|z|)|2ρ

(1 − |z|)2
dA(z)

=

∫ 1

0

( ∫

γ

|f(reit) − f(eit)|2ρ rdt

π

) dr

(1 − r)2

≤ ‖f ′‖2
L2(∆γ)

∫ 1

0

1

(1 − r)1−ερ
dr.

This completes the proof. ¤

Now, we can state the following result.
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Lemme 37.∫

∆1
γ

|f(z)|2ρ|f ′
Γ
(z)|2dA(z) ≤ Cρ‖f ′‖2

L2(∆γ).

Preuve. By Cauchy's estimate, it follows that |f ′
Γ
(reit)| ≤ 1

1−r
.

Using Lemma 36, we get
∫

∆1
γ

|f(z)|2ρ|f ′
Γ
(z)|2dA(z)

≤
∫

∆1
γ

|f(z)|2ρ

(1 − |z|)2
dA(z)

≤ Cρ‖f ′‖2
L2(∆γ) + 22ρ−1

∫

∆1
γ

|f(z/|z|)|2ρ

(1 − |z|)2
dA(z). (44)

Using Lemma 35, we obtain
∫

∆1
γ

|f(z/|z|)|2ρ

(1 − |z|)2
dA(z) =

1

π

∫

∆1
γ

|f(eit)|2ρ

(1 − r)2
rdrdt

≤ C

π

∫

γ

|f(eit)|2ρ

d(eit)
dt

≤ Cρ‖f ′‖2
L2(∆γ). (45)

The result of our lemma follows by combining the estimates (44) and
(45). ¤

4.2. The integral on the region ∆2
γ. In this subsection, we esti-

mate the integral
∫
∆2

γ
|f(z)|2ρ|f ′

Γ
(z)|2dA(z). Before this, we make some

remarks. For z ∈ D de�ne

aγ(z) :=






1

2π

∫

Γ

− log |f(eiθ)|
|eiθ − z|2 dθ if γ * Γ,

1

2π

∫

T\Γ

− log |f(eiθ)|
|eiθ − z|2 dθ if γ ⊆ Γ.

Using the equation (40), it is easy to see that

|f(z)ρf ′
Γ
(z)|2 ≤ 4

∣∣∣ f(z)ρ 1

2π

∫

Γ

− log |f(eiθ)|
|eiθ − z|2 dθ

∣∣∣
2

. (46)

Using the equation (41), it is clear that

|f(z)ρf ′
Γ
(z)|2 ≤ 2|f ′(z)|2 + 8

∣∣∣ f(z)ρ 1

2π

∫

T\Γ

− log |f(eiθ)|
|eiθ − z|2 dθ

∣∣∣
2

. (47)

Then



54

∫

∆2
γ

|f(z)|2ρ|f ′
Γ
(z)|2dA(z) ≤ 2‖f ′‖2

L2(∆γ)

+ 8

∫

∆2
γ

|f(z)|2ρa2
γ(z)dA(z). (48)

Since log |f | ∈ L1(T), we have

aγ(z) ≤ C

d2(z)
(z ∈ ∆γ). (49)

Given such inequality, it is not easy to estimate immediately the inte-
gral of the function |f(z)|2ρa2

γ(z) on the whole ∆2
γ. In what follows, we

give a partition of ∆2
γ into three parts so that one can estimate the in-

tegral
∫
|f(z)|2ρa2

γ(z)dA(z) on each part. Let z ∈ ∆2
γ, three situations

are possible :

aγ(z) ≤ 8
| log(d(z))|

d(z)
, (50)

8
| log(d(z))|

d(z)
< aγ(z) < 8

| log(d(z))|
1 − r

, (51)

8
| log(d(z))|

1 − r
≤ aγ(z). (52)

We can now divide ∆2
γ into the following three parts

∆21
γ :=

{
z ∈ ∆2

γ : z satisfying (50)
}

,

∆22
γ :=

{
z ∈ ∆2

γ : z satisfying (51)
}

,

∆23
γ :=

{
z ∈ ∆2

γ : z satisfying (52)
}

.

4.2.1. The integral on the regions ∆21
γ and ∆23

γ . In this case
we begin by the following

Lemme 38.
∫

∆21
γ

|f(z)|2ρa2
γ(z)dA(z) ≤ Cρ‖f ′‖2

L2(∆γ).
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Preuve. Using Lemma 36, we get
∫

∆21
γ

|f(z)|2ρa2
γ(z)dA(z)

≤ 2ρ

∫

∆21
γ

|f(z)|ρ−1|f(z) − f(z/|z|)|ρ+1a2
γ(z)dA(z)

+2ρ

∫

∆21
γ

|f(z)|ρ−1|f(z/|z|)|ρ+1a2
γ(z)dA(z)

≤ Cρ

∫

∆γ

|f(z) − f(z/|z|)|ρ+1

(1 − |z|)2
dA(z) + Cρ

∫

∆21
γ

|f(eit)|ρ+1

d2(eit)
rdrdt

≤ Cρ‖f ′‖2
L2(∆γ) + Cρ

∫

∆21
γ

|f(eit)|ρ+1

d2(eit)
drdt = I2,1.

Let eit ∈ γ and denote by ζt the point of ∂∆2
γ∩D such that ζt/|ζt| = eit.

We have
|eit − ζt| = 1 − |ζt| =

d(ζt)

2
≤ d(eit).

Then
∫

∆21
γ

|f(eit)|ρ+1

d2(eit)
drdt ≤

∫

∆2
γ

|f(eit)|ρ+1

d2(eit)
drdt

=

∫

γ

|f(eit)|ρ+1

d2(eit)

∫ 1

|ζt|
drdt

≤
∫

γ

|f(eit)|ρ+1

d(eit)
dt.

Using Lemma 35, we get

I2,1 ≤ Cρ‖f ′‖2
L2(∆γ).

This proves the result. ¤

Lemme 39. ∫

∆23
γ

|f(z)|2ρa2
γ(z)dA(z) ≤ CA(∆γ),

where A(∆γ) is the area measure of ∆γ.

Preuve. Set

Λγ :=

{
Γ for γ * Γ,

T \ Γ for γ ⊆ Γ.
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Let z ∈ ∆23
γ . We have

|f(z)| = exp
{ 1

2π

∫ 2π

0

1 − r2

|eiθ − z|2 log |f(eiθ)|dθ
}

≤ exp
{ 1

2π

∫

Λγ

1 − r

|eiθ − z|2 log |f(eiθ)|dθ
}

= exp
{
−(1 − r)aγ(z)

}

≤ d8(z).

Using (49), we obtain the result. ¤

4.2.2. The integral on the region ∆22
γ . Here, we will give an

estimate of the following integral
∫

∆22
γ

|f(z)|2ρa2
γ(z)dA(z).

Before doing this, we begin with some lemmas. The next one is essential
for what follows. Note that a similar result is used by di�erent authors:
Korenblum [22], Matheson [25], Shamoyan [27] and Shirokov [29, 28].

Lemme 40. Let z ∈ ∆22
γ and let µz = 1 − 8| log(d(z))|

aγ(z)
. Then

|f(µzz)| ≤ d2(z). (53)

Preuve. Let z ∈ ∆γ and let µ < 1. We have

|f(µz)| = exp
{ 1

2π

∫ 2π

0

1 − (µr)2

|eiθ − µz|2 log |f(eiθ)|dθ
}

≤ exp
{ 1

2π

∫

Λγ

1 − (µr)2

|eiθ − µz|2 log |f(eiθ)|dθ
}

≤ exp
{
−(1 − µr) inf

θ∈Λγ

∣∣∣
eiθ − z

eiθ − µz

∣∣∣
2

aγ(z)
}

.

For z ∈ ∆22
γ , it is clear that 1 − µz ≤ d(z) ≤ |eiθ − z| for all eiθ ∈ Λγ.

Then
inf

θ∈Λγ

∣∣∣
eiθ − z

eiθ − µzz

∣∣∣≥ 1

2
(z ∈ ∆22

γ ).

Thus
|f(µzz)| ≤ exp

{
−1 − µz

4
aγ(z)

}
(z ∈ ∆22

γ ).

Then, we have

|f(µzz)| ≤ exp
{
−1

4
(1 − µz)aγ(z)

}
= d2(z) (z ∈ ∆22

γ ),
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which yields (53). ¤

For r < 1, de�ne
γr := {z ∈ D : |z| = r and z/|z| ∈ γ}.

Without loss of generality, we can suppose that d(z) ≤ 1
2
, z ∈ ∆2

γ. We
need the following

Lemme 41. Let r < 1. Then∫

γr∩∆22
γ

|f(reit) − f(µreitreit)|2ρa2
γ(re

it)rdt ≤ Cρ

(1 − r)1−ερ
‖f ′‖2

L2(∆γ),

where ερ = α(ρ − 1).

Preuve. Let reit ∈ ∆22
γ . Then

|f(reit) − f(µreitreit)|ρ−1[(1 − µreit)aγ(re
it)]2

≤ 64(1 − µreit)ερ log2(d(reit)) ≤ Cρ.

It is clear that 1− r ≤ 1− µreit ≤ d(reit) ≤ 1
2
and so 1

2
≤ µreit ≤ r. We

have ∫

γr∩∆22
γ

|f(reit) − f(µreitreit)|2ρa2
γ(re

it)rdt

≤ Cρ

∫

γr∩∆22
γ

|f(reit) − f(µreitreit)|ρ+1

(1 − µreit)2
rdt

≤ Cρ

(1 − r)1−ερ

∫

γr∩∆22
γ

|f(reit) − f(µreitreit)|2
1 − µreit

rdt

≤ Cρ

(1 − r)1−ερ

∫

γr∩∆22
γ

( ∫ r

µreitr

|f ′(seit)|2ds
)

rdt

≤ Cρ

(1 − r)1−ερ

∫

Sr

|f ′(seit)|2sdsdt

≤ Cρ

(1 − r)1−ερ

∫

Sr

|f ′(w)|2dA(w),

where
Sr :=

{
w ∈ D : 0 ≤ |w| ≤ r and w

|w| ∈ γ
}

.

The proof is therefore completed. ¤

The last result that we need before giving the proof of Theorem 32
is the following one.
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Lemme 42.∫

∆22
γ

|f(z)|2ρa2
γ(z)dA(z) ≤ Cρ‖f ′‖2

L2(∆γ) + CA(∆γ).

Preuve. Using (49) and Lemmas 40 and 41, we �nd that
∫

∆22
γ

|f(z)|2ρa2
γ(z)dA(z)

=
1

π

∫ 1

0

( ∫

γr∩∆22
γ

|f(reit)|2ρa2
γ(re

it)rdt
)

dr

≤ CA(∆γ)

+22ρ−1

∫ 1

0

( ∫

γr∩∆22
γ

|f(reit) − f(µreitreit)|2ρa2
γ(re

it)rdt
)

dr

≤ CA(∆γ) + Cρ‖f ′‖2
L2(∆γ).

This completes the proof of the lemma. ¤

4.2.3. Conclusion. Now, according to (48) and Lemmas 38, 39
and 42, we obtain
∫

∆2
γ

|f(z)|2ρ|f ′
Γ
(z)|2dA(z) ≤ 2‖f ′‖2

L2(∆γ) + 8

∫

∆2
γ

|f(z)|2ρa2
γ(z)dA(z)

≤ Cρ‖f ′‖2
L2(∆γ) + CA(∆γ).

Combining this with Lemma 37, we deduce that
∫

∆γ

|f(z)|2ρ|f ′
Γ
(z)|2dA(z) ≤ Cρ‖f ′‖2

L2(∆γ) + CA(∆γ).

Hence
∫

D

|f(z)|2ρ|f ′
Γ
(z)|2dA(z) =

∞∑

n=1

∫

∆γn

|f(z)|2ρ|f ′
Γ
(z)|2dA(z)

≤ Cρ

∞∑

n=1

‖f ′‖2
L2(∆γn ) + C

∞∑

n=1

A(∆γn)

≤ Cρ.

This completes the proof of Theorem 32.
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