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CHAPITRE 1

Introduction

Dans cette thése, on s’intéresse a la description des idéaux fermés
de certaines algébres de fonctions analytiques sur le disque et le poly-
disque unité.

Commencons d’abord par préciser quelques notations. Soit D le disque
unité ouvert du plan complexe C et soit p € N*. Muni de la multiplica-
tion ordinaire et de la norme uniforme || f||oc = sup,ep» | f(2)], I'algébre
du polydisque A(DP), des fonctions analytiques sur DP et continues
sur D”, est une algébre de Banach commutative unitaire. Il est connu
que le spectre de A(ID?) est homéomorphe a D”. Pour toute fonction
f € A(DP), on désigne par Z(f) 'idéal fermé de A(DP) engendré par f
et par

{ Z;={2€D": f(z) =0},
Ef = Zf N 8]D>p,

ou ODP est la frontiére topologique de DP. Pour tout sous ensemble
fermé E c D’ on pose

J(E) ={feAD") : fig =0}
Il est claire que J(E) est un idéal fermé de A(DP).

1. Algébres de Fonctions Analytiques sur le disque unité

Il est bien connu que toute fonction f dans I’algébre du disque se
décompose en un produit d'une fonction intérieure Uy et d'une fonction
extérieure Oy et on a f = AU, O, (|\] = 1), avec

(
U, = B,5, -
z2— 2z, Z
B _ . m n n
s(2) =2 Hl—znz|zn|
5, = e { = [ G au0)}
1 [7e? 42 0
0, = e (g [ G toul e as),
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ot |U,(z)| = 1 presque partout sur le cercle unité, B, est le produit de
Blaschke associé a la suite {z1, 22, ..., 2n,...} = Zy N D (z, est répété
selon 'ordre de multilicité du zéro 2, de la fonction f) et S, est la
fonction intérieure singuliére associée a la mesure singuliere py > 0
portée sur un sous ensemble de Ey. Pour toutes fonctions intérieures
U et V, on dit que U divise V si % est une fonction analytique bornée.
Dans ce cas % est une fonction intérieure dont la mesure singuliére
associée est py — puy > 0. Soit U une famille non vide de fonctions
intérieures. Il existe une unique fonction intérieure U, que ’on nomme

le plus grand commun diviseur des fonctions de 4, vérifiant

i) U divise chaque fonction de il
ii) Si U; est une fonction intérieure qui divise chaque fonction de
i, alors Uy divise U.

Il est facile de vérifier que la fonction U = BS, ou B est le produit
de Blaschke associé au zéros communs des fonctions de 4 et S est la
fonction intérieure singuliére associée a la mesure suivante:

pus(E) = infzgggfnu(Ej), (E = U;E;)
j=1

ou l'inf est pris sur toutes les partitions disjointes de I'ensemble F =
U;E; a des sous ensembles E; de Baire et ou 9 désigne la famille de
toute les mesures singuliéres des fonctions de 4.

Notons par H*>*(D), I’algébre des fonctions holomorphes et bornées
sur D. Le théoréme de Beurling-Rudin caractérise complétement les
idéaux fermés de 1’algébre du disque A(D) [20|. Plus précisément, soit
Z C A(D) un idéal fermé. On désigne par U_, le plus grand commun
diviseur des facteurs intérieurs des fonctions non identiquement nulle
de Z et on pose

EI = mfeIEf'
Théoréme 1. Soit Z C A(D) un idéal fermé. On a
I=UH*D)NnJ(E,),

En particulier, pour qu'une fonction f € A(D) satisfasse Z(f) =
J(Ey) il faut et il suffit que f soit extérieure.
Plusieurs auteurs se sont intéressés a 'étude des idéaux fermés des
algébres de Banach incluse dans l'algébre du disque. Korenblum dans
|22] a donné une description compléte des idéaux fermés de l'algébre
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H?; des fonctions analytiques f telles que f’ € H?, ou H? est I'espace
de Hardy usuel. Il a montré que tout idéal fermé Z C H? s’écrit sous
la forme Z = 7 N H?, ou Z  est la fermeture de Z dans I'algébre
du disque. D’autres résultats du méme type ont été ensuite obtenus
dans [25] par Matheson pour I'agébre lip, (0 < a < 1), des fonctions
analytiques sur D, continues sur D et vérifiant la condition de Lipschitz
d’ordre o sur D :

1f(z) = fw)] < olz —w[*)  ([z—w[—=0).

Notons que cette condition est équivalente a la condition suivante

[f)=o((l—1z)*"") (|l =17).

Dans la suite lip,, sera munie de la norme

1 £lla = [1fllsc +sup{(1 = |2)* | f'(2)| : z € D},
ol || floo := sup,ep | f(2)]- Des résultats analogues ont été obtenus par
Shamoyan pour les algébres A% des fonctions analytiques f sur D telles
que [£(G) — £ ()] = 0wl — Gal)), 16— G| — 0, 0 n est un en-
tier naturel superieur a 1 et w est un module de continuité [27]. Notons
aussi que dans |28, 29| Shirokov a donné une caractérisation compléte
des idéaux fermés d’une large classe d’algébres de Banach de type Besov

~

englobant les algebres AB; , := {f € AD) : 3o lfF()P(14n)* <

oo}, (s > 1/2). En ce qui concerne I’algébre AB;/; (comme cas lim-
ite s = 1/2), la description des idéaux fermés parait d’étre compliqué
|10, 16].

Signalons finalement que dans [13] J. Esterle & montrer que dans I’algébre

AT = {f € AD) : Y |f(n)] < +oo},
neN
il existe des idéaux fermé non standard.
Soit D l’espace de Dirichlet des fonctions holomorphes f sur le disque
unité tels que l'intégrale de Dirichlet de f

Dm:éwwmw

est finie, ou dA(z) = %rdrdt est la mesure planaire normalisé sur D.
L’espace de Dirichlet muni de la norme

1 = 5 [ 1R+ Dip) = S0+ m)l ),
n=0



10

est un espace de Hilbert.

Le chapitre 4 contient Particle [4] et a été annoncer dans [5]. Dans ce
chapitre nous nous intéressons a la caractérisations des idéaux fermés
de lalgébre A, := DnNlip, (0 < a < 1/2). Notons que si 1/2 < o < 1,
alors lip, C D. Muni du produit usuel et de la norme :

1£lla. = Ifla + DV2(F),

A, est une algébre de Banach commutative unitaire. Nous donnons
une description compléte des idéaux fermés de I'algébre A,. Plus pré-

cisément, nous montrons que tout idéal fermé Z de A, s’écrit sous la
forme Z =7 N A,. On Pose

E.:={z€T: f(z) =0 pour tout f € I},

Ju(E,) ={f€ A, : fie, = 0}}.

On désigne par U,, le plus grand commun diviseur des facteurs in-
térieurs des fonctions non identiquement nulle de Z. Nous obtenons le
théoréme suivant:

Théoréme 2. Soit Z un idéal fermé de A, alors
T={f e dulE,) : /U, e H*(D)},

Pour montrer ce résultat nous ramenons notre probléme a un prob-
léme d’approximation et ce grace a la méthode de la résolvante de
Beurling—Carleman—-Domar. Ensuite, nous donnons un raffinement de
la méthode d’approximation de Korenblum |22| dans A,,.

2. Algébres de Fonctions Analytiques sur le polydisque unité

Une fonction f € A(D?) est dite Beurling-Rudin-extérieure (BR-
extérieure) si Z(f) = J(Ey). Il est alors clair que dans ce cas Z; =
E;. Le probléme de déterminer les fonctions f € A(D?) ayant Z; =
({1} xD)U (D x {1}) et qui sont BR-extérieure est connue sous le nom
de Probléeme de Levin uniforme [19, 24|. Dans une série de papiers
[17, 18, 19], H. Hedenmalm a donner quelques résultats concernant ce
probléme. Dans le cas out Z; C {1} x D, il a montré que Z(f) = J(Z;)
si et seulement si les fonctions f(-,w) sont extérieures pour tout w € D
et la fonction f(1,-) est soit identiquement nulle soit extérieure [17].
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Dans [18] et pour le cas ot Z; = E; = ({1} x D) U (D x {1}), H
Hedenmalm a montré que si

|log | f(z,w)|| = o(1/inf{|1 — 2|, |1 — wl|}) (z — 1 ouw— 1),
alors Z(f) = J(Ey).

Pour tout o > 0, on pose

AL ={f € AD) : [Iflla =D [Fm)(1 +n)* < +oo},

neN

- 27 ) )
ou f(n) = 5= [ f(e®)e~™dfh. Notons que A n’est autre que A",
0

définie précédemment.

J. P. Kahane a étudié¢ les idéaux fermés primairs de A" [21]. En
particulier, il a montré que si f € AY telle que Z; = {1}, alors Z(f) =
J({1}) si et seulement si f est une fonction extérieure. Ce résultat
reste encore valable pour lalgébre de Beurling AT, 0 < a < 1.

Pour tout 0 < a < 1 et pour tout 0 < 8 < 1, on définie I’algébre de
Beurling du bidisque comme suit :

Al = {f € AD®) : [ fllag = D [Fm,n)|(14+m)*(14+n)° < +o0},

m,neN
ou
27 27
7 imo -
f : 47-‘-2 //f Z im Znsﬂdedso
Muni du produit usuel et de la norme || . [|a,, AY 5 est une algébre de

. L —2
Banach commutative unitaire dont le spectre est homéomorphe a D .
—2
Pour tout /' C D, on note

Jap(F):={f € AL fir =0}.

Il est claire que J, s(F) est un idéal fermé de A7 ;. On définie Z,, 5(f)
comme étant 'idéal fermé de A:ﬂ engendré par f. Dans le chapitre 3,
nous obtenons les deux théorémes suivants

Théoréme 3. Soit f € Al ; telle que (a,3) € [0,1[x]0, 1[. Sup-
posons que Z; = {1} x D, alors Zo5(f) = Taps(Zs) si et seulement si
f est une fonction BR-extérieure.
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Théoréme 4. Soit f € Al telle que (o, 8) €]0,1[x]0,1[. Sup-
posons que Zy = Ep = ({1} x D)uU (D x {1}). Si
|log | f(z,w)|| = o(1/inf{|1 — 2|, |1 — wl|}) (z — 1 ouw— 1),
alors Lo g(f) = Tus(Ey).

Notons que la notion de la d—visibilité, introduite et étudier dans
[9, 11, 31| (Voir le chapitre suivant concernant la § —n—visibilité), est
un outil fondamental dans la preuve du théoréme 3 et du théoréme 4.
La preuve du théoréme 3 est basée sur l'estimation de la résolvante
du shift dans 'algébre quotient. Cette résolvante est majorée par la
norme de l'inverse d’une fonction dans I'algébre. La d — 1—visibilté
(lestimation de la norme de l'inverse) nous donne une bonne esti-
mation. Ensuite une application du principe de Phragmén-Lindelof
(Théoréme 14) nous permet de conclure. Dans la preuve du théoréme
4 en estime la résolvante de "la fonction distance" dans ’algébre quo-
tient et ce grace a la § — 2—visibilité (la résolution d’une identité de
Bezout avec controle des normes des solutions dans 1'algébre). Aussi le
principe de Phragmén-Lindel6f nous donne le résultat. Cette technique
n’est pas applicable pour le cas a = 3 = 0.



CHAPITRE 2
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques notions et résultats
qui nous seront utiles pour les chapitres suivants.

(1) Notions de la 6 — n—visibilité.
(2) Variantes du Principe de Phragmén-Lindel6f.
(3) Propriété de Factorisation.

1. La 6 — n—wvistbilité

Dans cette partie nous rappelons la notion de la § — n—visibilité
d’une algébre de Banach commutative unitaire et nous mettons en év-
idence quelques résultats qui nous seront utiles dans la suite. Soit A
une algebre de Banach commutative unitaire dont I’ensemble des car-
actéres sera noté M 4. La transformation de Gelfand associée a A est
I’application

Ga: A — C(Ma) (1)
r ——T:¢ €My — (o) = o(v),
ot C(M 4) est algebre des fonctions continues sur M 4. On fixe n € N.
Pour tout f = (f1, f2, .-, fn) € A™, on pose

=t (L 1501)" )

pEM 4

Définition 5. Soit 0 < 6 < 1. On dit que le spectre de A est
0 — n—wisible s’il existe une constante C,(0), qui dépend seulement de
d et de n, telle que pour tout f = (fi, f2, ..., fn) € A™ vérifiant 6y >

et
n 1/2
1A= (3 0A2) T <, (3)
k=1

il existe g = (g1, 92, ---, gn) € A™ solution de [’équation

Z frgr =1
=1

13
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et

lgll = O llgell®)!? < Cu(9).
k=1
Posons
Cald,A) = s {inf {lgll: g €A™ et > anfi =1}},
k=1

le sup étant pris sur les f € A" tels que oy > 0 et tels que (3) est
satisfaite.
En particulier

Ca(0, A) :=sup{|lf "I - IFIl < Let [F(@)] =0 (¢ € Ma)}
et

C2(6,A) = sgp{inf{HgH D 9= (91,92) € A% et J191 + fage = 1}}

ot le sup est porté sur tout les f = (f1, f2) € A? tels que 6; > § et
tels que ||f1]|*> + || f2||> < 1. Notons que ¢,(6', A) < ¢, (0, A), pour tout
§ < ¢ < 1.1l existe alors, une constante critique 0 < dn(A) <1 définie
par

0n(A) :=inf{6 >0: C,(0,A) < +00}.
Dans le cas ou 6,(A) = 0 on dit que le spectre de I'algébre A est
n—visible.

1.1. Les algébres de Beurling et la 0 — 1—wisibilité. On dira que
la fonction w est un poids sur N si les deux conditions suivantes sont
vérifiées

0)=1
{ w(n+m) < w(n)w(m) (n,m € N)
On suppose dans toute la suite que w est un poids croissant sur N. On
définie I'algebre de Beurling du disque unité associée au poids w comme

suit
A= {f € AD) - 1]l = 3 1Fmlw(m) < +oo}.
meN
Dans le cas ou lirf w'/™(n) = 1, la transformée de Gelfand G, associée
a A7 est compacte si et seulement si lim w(n) = +o0.

n—+o00
Les algebres de Beurling forment un cadre fondamental pour I'étude

de la d—visibililté. Il a été montré dans |9, 11, 31| que Pestimation
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de la quantité Cq(0,.A7), dépend d’une part d’une certaine régularité
de w et d’autre part de la vitesse de croissance de w. Dans le cas ou
w(n) = (1 + n)*, Talgébre A} sera notée AL, comme précédement.

(R

Dans ce cas nous avons le résultat suivant
Théoréme 6. Soit 0 < d <1 et soit)<a. Ona
(1) C1(8,A%) = 5=, 1/2 <6 <1 et 6;(AT) =1/2
52+1/o¢ (Oé 1)
9 Cy(5. AY) < 4 ¢/
( ) Cl( ,Aa)_{ 0/52a+1 (Oé 1)

(3) Co(6, AD) < cae®™ DT (w(n) = " et a < 1)

ol ¢ est une constante universelle et c,, et d, sont des constantes qui

(AVAVAN

dépendent uniquement de a.

On pose
Avi={F €T [fllai= S IO+ In)* < 400} (> 0).

nez
Il est claire que A, est une algébre de Banach dont le spectre est
homéomorphe a T. Du théoréme 6 et [9] (Corollaire 5.5 et Théorémes
5.2 et 5.2), on obtient

Proposition 7. Soit 0 < 6 <1 et soit « > 0. On a
C1(6, Ay) < 6%,

ol d, est une constante qui dépend seulement de «.

On pose a := (ay, 9, ...,a,). On suppose, dans tout ce qui suit,
que a; > 0 pour tout ¢ = 1,2,...,n. Soit les algébres de Beurling
suivantes

Ab = {r e ADY) : fla = 3 1Fm)I(1+m)® < +oo},
meNn?
Au={F €CO): fla:= T [Fm)l(1+pml)* < +oo,
mesmr
ou pour tout m = (my, mag,...,my,) € Z"
{ |m| = (|m1|7 |m2|7 R |mn|)7
(L4 [m])* = (1 + [ma])* (1 + [me[)*2 ... (1 + |mn|)*,

et pour toute fonction f € C(T") et m = (my, ma,...,my) € Z"

J’c\(m) - (271r)n / f(ezﬂ)e—i(m.@)dQ?
[0,27]™
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avec

e = (e ez, ... etn) (0= (01,04,...,0,) €0,27]")
m.0 =m0, +m,0,+...+m, 0,
df :=db,db, ...do,

Muni du produit usuel et de la norme || . ||, AL et A, sont des al-
geébres de Banach dont les spectres sont homéomorphes a D" et a T"
respectivement.

Une généralisation de la proposition 7 au cas de plusieurs variables
nous donne la proposition suivante :

Proposition 8. Soit n > 1 et soit @ = (a1, Q9,...,q,) tel que
a; > 0 pour tout i = 1,2,...,n. Posons v = inf{l, a1, as,...,ay,},
alors on a

C1(8,A,) < Ca(;—(n+1+%(N/2+Z?:1 i) (0<6<1),
ol ¢, est une constante qui dépend seulement de .

Preuve. Pour simplifier les notations on suppose que n = 2. Le cas
n > 2 se traite de maniére analogue. Soit f € A, s telle que |f| > > 0
et telle que || f|lasg < 1. Pour tout 0 < p < 1, on définie la fonction
suivante

Flzw)i= S aump e (< 2 < 1/p et p < [w] < 1/p),
nmeZL

~

ol apm = f(n,m). On pose inf{a, 3,1} = 7. Pour tout z,w € T, on a

|f(z,w) - fp(zaw” = | Z an,m(l - p|n|+\m\)znwm|
n,me”Z
1— pln\Hm\
< sup
nmez (1+ [n[)*(1 + |m][)?
1—pll 1 —plml
< sup——— F+SUp ————
vet (L+ ) " ez (1+ [m])?
< 2(1—p)

Soit p tel que 2(1 — p)? = 6/3, donc le rayon spectral de (f — f,)f,"
est inférieur strictement de 1 et par conséquent

FE=Y = st (4)

peEN
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Soit p > 2, on a

1CF = fo)Plla,s
— ||< Z amm(l — p|n\+|m|)znwm>p“a’ﬁ

nme”Z

(1= pmilimily (1 = plnol+lms))
sup 3 3
nimjez (14 [na)*(1+|ma])? . (14 [np|)* (1 + |my)
X (14 |ng +ng 4 ...+ )* (1 + |my +mg + ... +my|)?
b (1= plalmaly(1 — plnaltimaly (1 — pinol+my)

< p*? sup stpsitp
nimyez k=1 1=1 (1 + [n1)*(1+ [ma])?. .. (14 [ny[)*(1 + |my|)?
X (1 ) (1 4 [mul)?
< P - o

Pour tout A > 0, on définie T, comme étant le cercle de centre 0 et

de rayon A. On pose f,? '(n,m) = bym, oit p > 0 étant fixé. On
utilisant 'inégalité de Holder suivit de 1’égalité de Plancherel-Parseval,
on obtient

1777 s
- zE;(zejzwn,muu|m|>ﬂ)<1+|n|>“
< (o ) S (3 o) 1 4l
mez ne€zZ meZ
< (X A )
n,mez
1/2
(71%(7;2“, 20 —2|m|> —2|n|>
< aopm(L [ e orasc)”
< (1 _Cp)a+ﬁ+1' (6)
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De (4), (5) et (6) on en déduit que

1 oo
< D = £ lasll 5 o
p=>0
. _2 1 Pt 2(1 - p))r
< pr o + pr o + 2(1 — p)2r+atsl Z Sp+1

p>2
c c

53(1 _ p)a+ﬁ+1 63+%(a+ﬁ+1)
O
1.2. Les algébres de Beurling et la 6—n—wvisibilité. La d—n—visibilité
revient a la résolution de l'identité de Bezout avec controle des normes

des solutions. Le théoréme suivant a été obtenue par O. El Fallah et
M. Zarrabi |12, Théoréme 2.1|

Théoréme 9. Soient f1, fo,..., fm € AL. Pour tout 0 <6 <1 et
pour tout m > 2, si

0< <> P <D IfillZ<1,  zeD.
=1 =1

Alors il existe hy,ha, ... hy € AT tels que
Jihi + foho + oo+ [ = 1,

1AallZ + lhalls + - 4 Bl < 67
ot d,, est une constante qui ne dépend que de a.
Sous les hypothéses du Théoréme, il est clair que
Con (0, AL) < 5%

Dans le chapitre 3, nous donnons une extention du théoréme 9 au
cas de plusieurs variables. Notons que Krantz et Li ont résolut I’identité
de Bezout avec estimé pour les algebres de Lipschitz a plusieurs vari-
ables.
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2. Variantes du Principe de Phragmén-Lindelof

Nous rappelons ici quelques résultats de type Phragmén-Lindelof,
connue aussi sous le nom d’estimation de Taylor-Williams. On pose

R:={z€C: — Re(z) <|z|*}.
Notons que la frontiére de R est le cercle I' de centre {—1/2} et de
rayon {1/2}.

Théoréme 10. Soit f une fonction analytique sur le domaine R
telle que

f(z)] <™ (zeR),

ot ¢ est une constante absolue et p < 1. St f est bornée par une con-
stante M sur T', alors f est bornée par la méme constante M sur R.

Preuve. Soit ;1 un nombre réel tel que p < py < 1 et fixons gg > 0
tel que py(m/2 +e9) < m/2. On pose

Vs(2) = f(z)e (0 >0).

Pour tout z = |z|e?, € T, on a

Ws(2)] < Me™® = < Me " = M < Mel

cos(u16) -5 cos(6)
On a aussi

5(2)] < el IR0 (e R).

Puisque lim max |arg(z)| = 7/2, il existe 1y > 0 assez petit tel que
n—02€R,|z|=n

|w§<z)’ < Ce\z|*u76|z|*u1cos(m(ﬂ-/2+so)) (|Z’ < 770>'

Puisque p < py et puisque cos(ui(m/2 +¢€p)) > 0, il existe rs > 0 assez
petit tel que

[Vs(2)] <M (z€Ret|z| <r5).

En appliquant le principe du maximum a la fonction 15 dans le domaine
Ds:={z€ R : |z| > rs}, on obtient

Ws(2)| < Me® (2 €R).

En fait tendre § vers 0 pour en déduire que |f(z)| < M sur le domaine
R. O
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Théoréme 11. Soit f une fonction analytique sur le domaine R
telle que pour tout € > 0, il existe une constante c. dépendant de € et
vérifiant

f(@)] < e (z > 0),

) <e™ (zeR),
ot ¢ et o sont des constantes absolue. Si f est bornée par une constante
M sur T, alors f est bornée par la méme constante M sur R.

Preuve. La fonction

Vs(2) = f(z)e*

est bornée sur 1’axe réel positif et sur la frontiére de R. Par application
du théoréme 10, on en déduit que s est bornée par une constante
qui dépend de § dans chaque domaine R := {z € R : Im(z) > 0}
et R~ :={z € R: Im(z) < 0}. Réappliquant le théoréme 10 nous
obtenons

[Ws(2)] < Me® (2 €R).

En fait tendre ¢ vers 0 pour en déduire le résultat. U
On définie
Ct:={z€C: Re(z) > 0}.
Une application du théoréme 11, nous donne le théoréme suivant
Théoréme 12. Soit ¢ une fonction analytique sur C\ {0}. Pour

tout € > 0, on suppose qu’il existe une constante c. qui dépend de < et
telle que

(i) p(2)] < er( = Re(2)) ™" 2 ¢ C,
(i) |o(2)] < eoel 2 e C\ {0},
(iti) |p(x)] < cce™ x>0,

ot N est un entier et les ¢; (i € {1,2}) et o sont des constantes. Alors
¢ est un polynome en 1/z de degré inférieur ou égal @ N.

Preuve. D’aprés la condition (i) on a
() <l (2 ¢R). (7)

La fonction

U(z) = 22N o(z2).



21

est bornée par ¢; sur I et vérifie les conditons de croissance du théoréme
11. On en déduit que la fonction 1) est bornée sur le domaine R par
c1. Donc

6(2)] < erle[ Y (2 €R). (8)
De I’équations (7) et (8) on en déduit que ¢ est un polynome en 1/z
de degré inférieur ou égal a 2N et compte tenue de la condition ()

sur l'axe réel négatif, nous concluons que le degré de ¢ ne peut pas
dépasser N et on obtient

[6(2)] < arl 2™ (€ C\{0}).
O

Pour montrer le théoréme qui suit, nous aurons besoin du lemme
suivant qui est due a Domar [7]:

Lemme 13. Soit E un sous ensemble fermé de 0D et soit u une
fonction souharmonique définie sur C\ E satisfaisant u(z) < ||z|—1|71,
alors u(z) < cd (2, F) (z€ C\ E).

Théoréme 14. Soit ¢ une fonction analytique sur C\ {1} et soit
e > 0. On suppose que

(i) 6] < er(]A = 1)~ A1
(i) |B(N)] < coe/ I A <1,
(iii) |o(2)] < cce/1 (r<1).

ot les ¢; (i € {1,2,3}) sont des constantes, N est un entier et c. est
une constante qui dépend de €. Alors ¢ est un polyndéme en ﬁ de degré
inférieur ou égal a N.

Preuve. Compte tenue des conditions () et (ii), le lemme 13 ap-
pliqué a la fonction log |¢| nous donne

[6N)] < ce/PH (A e €\ {1)).
On pose ¥(A) = ¢(1 — A). Donc
W) < ce/™ (A eC\{o}),
La condition (i) implique

WV < e = Re(N))

Y (Re(\) < 0).
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On a aussi, d’aprés la condition (7ii), que

|(z)] < c.el® (x > 0).

Il suffit maintenant d’appliquer le théoréme 12 a la fonction ¢ pour en
déduire le résultat. 0

3. La F-propriété

Soit 1 < p < oo. Notons par HP 'espace de Hardy usuel de toute
les fonctions analytiques f sur D telles que

1 2m " 1/p
._ i0Y\|p
| f 2w s<1:[<) (27/0 | f(re’)| d@) < 0.

Commencons par le théoréme classique suivant [8|

Théoréme 15. Soit f € HP, 1 < p < oo et soit U une fonction
intérieure telle que f/U € H, alors f/U € HP? et || f/Ullxr = ||f |2

Définition 16. Soit X un espace Banach inclu dans H'. On dit
que X admet la propriété de factorisation (la F-propriété) si pour toute
fonction f € X et pour toute fonction intérieure U telle que f/U € H!
ona f/U € X.

Dans ce qui suit on va montrer que les agébres de Banach lip,, et A,
posséde la F-propriété. La F-propriété de ’espace de Dirichlet découle
immédiatement de la formule de Carleson suivante :

Théoréme 17. Soit ' € H? et soit U = BS, o B est le produit
de Blaschke associé au zéros {z,} C D et S est la fonction intérieure
singuliere généré par la mesure . On a

7D(FU)
- [(%k 'ZZ@ OFanc@

//lc g dOIE(E &)*dm(€)

(log | F(O)| — log [F(E))(F(O)? — [F(E)[)
+/T/T P

dm/(C)dm(§).

Ce corollaire est immeédiat

Corollaire 3.1. Soit f € D et soit U une fonction intérieure telle
que /U € H2 Alors f/U € D et ||f/U|p < |fllo-
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La F-propriété de I’algébre lip, est une conséquence immeédiate du
théoréme suivant [15] :

Théoréme 18. Soit U € H™ et soit f € lip,,. Alors la fonction

Ty f(z /f - (z € D)

est dans lip,, et il existe une constante c,, qui dépend uniquement de «
telle que [Ty flla < callUllooll fla-

Preuve. On a

_ L U= fE1D)UQ) .
= / G d¢ (z € D).

2mi — 2)?

Donc pour tout z = re®® € D nous avons

(o)) < Wl / /() Z/ 2D ey
) HUHoo / <<t+9>> fen)l

2 1 —2rcost 4+ r?

Pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que si |t| < n, alors
[F(e D) = fe)| <elt]* (0 € [—m, +n])

Donc

[ et s,

1 —2rcost + r?
] ]~

dt o dt
- EAISn (1 —1r)2+4rt2/n? I/l AIZW (1 —1)2+4rt2 /72

IA

c o0 u®
e e,
(1 —r)te o 14 (2u/7)

a u®
e "
r2 (1 —r)t=a Jypns 1+
1

O —rs) + oo =)
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En fait tendre € vers 0 pour obtenir

(D) — ()] 1
/ 1—2rcost+r?2 dt < ”fHaO((l—r)l—a)'

Ce qui implique que
/ 1
(T @ W0l floo( g =5=) (€ D)

—T

O

Corollaire 3.2. Soit f € lip, et soit U une fonction intérieure telle
que [/U € H>®. Alors /U € lip, et ||f/Ulla < callf|la-

Preuve. Puisque f/U € H™® et |U(¢?)| = 1 presque partout sur
T, alors (f/U)(e?) = f(e)U(e?), presque partout sur T. Par con-
séquent Ty f = f/U. Le résultat donc s’ensuit immédiatement & partir

du théoréme 18. O

Corollaire 3.3. Les algébres de Banach lip, et A, posséde la F-
propriété.

Preuve. La preuve de ce corollaire est une conséquence du Théoréme
15 et des corollaires 3.1 et 3.2. O



CHAPITRE 3
Idéaux fermés de 'algébre A,

Une fonction f € A(D?) est dite Beurling-Rudin-extérieure (BR-
extérieure) si Z(f) = J(Ey). Il est alors clair que dans ce cas Z; =
E;. Le probléme de déterminer les fonctions f € A(D?) ayant Z; =
({1} xD)U (D x {1}) et qui sont BR-extérieure est connue sous le nom
de Probléeme de Levin uniforme |24, 19]. Dans une série de papiers
[17, 18, 19], H. Hedenmalm a donner quelques résultats concernant ce
probléme. Dans le cas out Z; C {1} x D, il a montré que Z(f) = J(Z;)
si et seulement si les fonctions f(-,w) sont extérieures pour tout w € D
et la fonction f(1,-) est soit identiquement nulle soit extérieure [17].
Dans [18] et pour le cas ot Z; = E; = ({1} x D) U (D x {1}), H
Hedenmalm a montré que si

|log |f(z,w)|| = o(1/inf{|1 — 2|, |1 — wl|}) (z—=1louw—1),

alors Z(f) = J(Ey).

Dans ce travail on s’intéresse aux idéaux fermés de certaines algébres
de Beurling définies dans le polydisque. Pour tout 0 < a < 1 et pour
tout 0 < 8 < 1, on définie ’algébre de Beurling du bidisque comme
suit :

Ay = { € AD®) : [ fllag = D [Fm,n)|(14+m)*(14+n)° < +o0},

m,neN
ou
2 2w
A L 1 z —sz —zngo
f(m,n) = — f dfde.
47T2
Muni du produit usuel et de la norme || . ||, A} 5 est une algébre de

. o —2

Banach commutative unitaire dont le spectre est homéomorphe a D .
—2

Pour tout F' C D", on note

Jap(F) ={f € «4:;5 D ip = 0}.

25
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Il est claire que J, 3(F') est un idéal fermé de Azﬁ. Dans ce chapitre,
nous obtenons les deux théorémes suivants

Théoréme 19. Soit f € Al ; telle que (o, §) € [0,1[x]0, 1[. Sup-
posons que Z; = {1} x D, alors T 5(f) = Tups(Zs) si et seulement si
f est une fonction BR-extérieure.

Théoréme 20. Soit f € AJ 5 telle que (o, B) €]0, 1[x]0,1[. Sup-
posons que Z; = By = ({1} x D) U (D x {1}). Si

|log | f(z,w)|| = o(1/inf{|1 — 2|, |1 — wl|}) (z—=1ouw—1),

alors Lo g(f) = Tus(Ey).

1. La 6 — 2—wvisibilité de ’algébre A] ,

Pour montrer le Théoréme 20 nous aurons besoin du théoréme suiv-
ant

Théoréme 21. Soit a, 3 > 0 et soit fi, fo € A;ﬂ. Pour tout 0 <
0 <1, si

0< <|AEP+1LEP <AL+l <1 (2€D?),
alors il existe hy, hy € A;ﬂ tels que

Jiha + fohy =1,

1hallZ,5 + lhall5 5 < 070
ot do g est une constante qui ne dépend que de o et de [3.
Ce théoréme signifie que
Ca(6, AL 5) < s (0<é<leta,B>0),

Compte tenue de la proposition 8, la preuve du théoréme 21 est une
conséquence simple du lemme suivant

Lemme 22. Soit o, 3> 0. On a
Co(9, A;ﬁ) <cC’ (6% Angp) (0<d<1),

ol ¢ est une constante universelle.
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Avant d’établir la preuve du lemme 22, nous commencons d’abord
par préciser quelque notations. Pour chaque fonction g € A(D?) on
définie la fonction g, € A(D?) par

Grs(z,w) = g(rz, sw) (z,weDetr,sel01]).

On note par 0, = 9/0z la derivée partielle par rapport a la variable z.
Nous avons besoin du lemme suivant

Sous—lemme 23. Soient U un voisinage ouvert de D et a,b €
C>(U) tels que

b(z,w) = —W/ 5(5_’ Z) dA(E) (2w € D),

D
ot dA est la mesure d’aire. Soit f € H(U) N AL 4, alors
b(n,m) =0, (n,m) e N x Z,

/M)/T\ln—i—l m)r~"dr, (n,m) € N X Z,
0

S [Fom m)|(1 4 n)° <1+m>ﬁ<2||f||aﬁ/|| Yool

n,m=0

Preuve. Par le théoréme de convergence dominée de Lebesque et
grace a la continuité de a et de b on obtient

e /f—ew )

Le théoréme de Fubini nous permet de conclure que

21
R 1 1 e—me
- 7, —imep il -
D 0
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Si (n,

/b\(m m)

Puisque

alors

IN

IN

IN

IN

m) € N x Z, alors E(n,m) = (. Sinon

2w

= 5 [ ([ ateenemeap)e e

o0 m

Fb(n,m) = ZZb —LE)f(n+1,m—k),

=1 k=—o00

S Fbn,m)|(1 + n)(1 + m)”

n,m=0
ST b1 k) i+ Lm = k) (1 +n)* (1 +m)’]
nm=0 I[=1 k<m

ST SN B-L R+ [RDPIf(n+ Lm — k)|

n,m=0 =1 k<m

x(L+n+0)*1+m—k)?

oo 400

1 llas D> " [b(=1, B)I(1 + [K)”

=1 —o0

2||f||aﬁ22/| @) (1= 1, k)| (1 + [K[)r'dr

ll—ooo

2 fllos / (@) o pdr-
0
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Preuve du lemme 22. Soit ¢ €)0,1] et soit fi, fo € Azﬂ satis-
faisant

Hfl”i,ﬁ + ||f2||3,6 <1, (10)
F(Z,’LU) = ’fl(zaw)|2 + ’fQ(Z,QU)P > 62

Supposons d’abord que f; et fo sont holomorphes au voisinage de D
On pose

Comme dans la résolution du probléme de la couronne, nous allons
corriger la solution (¢1, o) de 'équation fi¢1 + fao = 1, pour aboutir
a une solution holomorphe au voisinage du bidisque. D’abord, on com-
mence par corriger les fonctions ¢; et ¢o par rapport a la premiere
variable, soit

g1 = ¢1+ fab,
gz ¢2_— f1b, _
azb = ¢1az¢2 - ¢2az¢l = a.

Il est facile de vérifier que fig1 + fago = 1 et que les fonctions g;
(¢ = 1,2) sont holomorphes, au voisinage du disque, par rapport a la

premiere variable. Ensuite, nous recorrigeons les fonctions obtenues ¢,
et go comme suit

hy = ¢+ fod,
QQ 92_— f1d7 _
Owd = ¢10wg2 — 920,01 = C.

On obtient ainsi une solution (hy, hy) de fonctions holomorphes au voisi-
nage du bidisque, de ’équation fihy + fohs = 1.
Dans ce qui suit nous allons majorer la norme de h; et de hy. On a

1allag = lo1+ fab+ fadllas

< érllag + Y |fabln,m)|(1 +n)*(1+m)”

n,m=0
+ 2 fed(n,m)| (14 n)* (L +m)’, (11)
n,m=0

Il est facile de voir que

161llas < IF " lapll filles < C1(0%, Aap)l fillas- (12)
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D’aprés le lemme 23, on obtient

1
> 1 fab(n,m)|(14n)*(14+m)’ < 2||f2||oc,ﬁ/ 1(@)rllapdr (13)
n,m=0 0
Puisque

1(@)r1llas

| (@A) (Pl = (Fra @) ) (F )l

< NE D rallas (10 f)rallasll (f)rallas + 1(F1)rillasll 0z f2)rallays)
< C%(6% Aap) (10 f1)rallasl Follas + [1fillasl (9: f2)rallas)

donc

1
1@ raloptr < €25 Au )
0

1 1
< Wellos [ 1Ot + 11l [ 1082l
0 0

Or, on a pour v = 1,2

1 1
/”(azfi)r,l”oc,ﬁdr = / > nlfi(n,m)|(1+n)*(1+m)*r"dr
0 o mm=0
< |lfillas-
Ce qui donne
1
/ (@) llapdr < 2 Ci*(6%, Aag)l| filla,sl follas- (14)
0

En combinant les inégalités (13) et (14), on obtient

S B m)|(1 4+ n)*(1+m)® < 4C2(6% Awg)llfs

n,m=0

Oé,ﬁ' (15)
Dans ce qui suit nous allons majorer la quantité suivante

S | Rd(n,m)| (1 +n) (1 +m)°.

n,m=0
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En utilisant le lemme 23 on obtient

Z [Fod(n,m)| (14 n)*(1+m)” <2 fallas /II J1sllapds,  (16)

n,m=0
ou

€= 91@92 - gz@gl = ¢1E¢2 - 9252%% -
De la méme fagons que dans I’équation (14) on peut montrer que

1

/ | (¢1E¢2 - ¢2Z¢1>1 8||a,ﬁd8 < 2Ci%(6% Aag) || fillasl follas- (17)

0

Puisque 8:(@1))1,8 = (ZQ)LS. Donc, en utilisant le lemme 23, on en

—

déduit que si (n,m) € N x Z, alors (9,b)1.s(n, m) = 0. Sinon

o —

@abhran,m)| = 2 / But)yn-+ 1)

IN

1
2/\ Ow@)ys(n +1,m)|dr.
0

Ce qui entraine que

1 1 1
/ 1@ub)1llapds < 2 / / | @)yl pdrds.
0 0 0

Comme a = ((L(fl)fg — flazfg)F_Q, on a

Dwa = (azaw(fl)f2 + 0. 10w f2 — 0w [10. f2 — flﬁzﬁwfg)F’z—
2<az<fl)f2 - flaz(f2)) (flawfl + f2awf2>F_3

Or,

(000 () o+ 0- 80 f = 0ufi0:Fo — 110:0uf2) (F72) o
< C2%(0%, Aap) (19:0u M)l ol + 19: ()l 00 (Fo)r sl
101l s10: )l + 1 illo s 0.0 (Fo)rslls):
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De plus,

100-(f1) f2 = [10:(f2) s (f1Ow f1 + f20u f2)rs(F ™ )rsllass
< 613(527Aaﬁ)(H(az(fl>)r,lHa,ﬁ”f?”aﬁ + HflHa,ﬁHaz((fz))mHa,ﬁ) X

X (IIfllla,ﬁII(8wf1)1,s||a,ﬁ + ||f2||a,5||(@wa)l,slla,ﬁ>.

Ce qui donne

1 1
[ [ 1@ e
0 0

4G (0%, Aap)ll fillasll follas +2 € (0%, Aa)ll fillausll follas
6 C1°(0%, Al fillasll follo.s-

IA A

Donc

1
/II(Zb)LsHa,ﬁds <12 G300, Aap) | fillasl follas.— (18)
0

De (16), (17) et (18), en déduit que

S° Fadlnm)|(L+ n)* (14 m)° < 28 G, Aag) [ fillos (19)

n,m=0
Les inégalités (11), (12), (15) et (19) entrainent que
1hllas < 33 C1°(6%, Aap) | fillas-
De la méme facons on peut montrer que
1h2lla,s < 33 C1°(0%, Aap) | folla,s-
On obtient donc
(11125 + l1h2]l% )72 < 33 C1°(6%, Aayp)-

On suppose maintenant que f; et fs ne sont pas holomorphes au
voisinage de D’. On considére les fonctions (fi)rr et (f2)rr (r < 1).
Donc il existe (hi(r), ha(r)) € (A7 5)? tel que

{ (fl)r,rhl(r) + (f2)rpho(r) =1,
(I (P12 5 + [1h2(r) 112 6)'/? < 33 C1°(6%, Ang), T < 1.
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On sait que A7 ; est le dual de

u
Ba,ﬁ = {(un,m>n,m20 . sSup | n,m| < OO}

nm>0 (14 n)*(1 4 m)?

D’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu, la boule unité fermé de A;:B
est compacte pour la topologie x—faible. On en déduit qu’il existe

(h1, ha) € (A2 5)? tel que

{ Jfihi + fahe =1,
(1hall2 5 + lhallZ 5)'/? < 33 C1°(67, Aap)-

Ce qui termine la preuve du lemme 22.
2. Idéaux fermés de l’algébre A; ,
Dans la suite, nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 24. Soit f € A(D?) ne s’annulant pas sur D x D. Alors il
existe M > 0 tel que

11/f(z,) <e™7 (2 D).

Preuve. Soit z € D. La fonction f(z,-) € A(D) ne s’annule pas
sur D, donc f(z,-) est extérieure et on a

log £ (2, w) 1:—/” (St oglf(z.c%)| Mo (we D).

ew

En utilisant la représentation de Herglotz, on en déduit
log | (=, )| < 2log |F(0,¢¥)| (1 = s) ™ (p € [, +7).
Par conséquent
log | f(z,w)| ™ < 2log|f(0,w)| ' (1 —[e))™"  (2,w e D).
Ce qui termine la preuve du lemme. 0

Comme dans [[17], proposition 1.2] et dans [19], une application de
la représentation de Herglotz nous donne le lemme suivant

Lemme 25. Soit f € A(D?) telle que Z; C {1} xD. Alors les trois
assertions suitvantes sont équivalentes:

(1) f(-,w) est une fonction extérieure pour tout w € D),
(2) hm L (1 —7)log|f(r,w)| =0 pour tout w € I,

(3) llm mf (1 —r)log|f(r,w)| =0.

r—1-
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2.1. Preuve du théoreme 19. Puisque les homomorphismes d’algébres
suivants
ho : AL, — AL
f - f('?w)7 (WGD)

sont surjectifs, il est facile de voir qu’il est nécessaire que f soit BR-
extérieure pour que Z,3(f) = Jas(Zs). Montrons maintenant que
cette condition est aussi suffisante. Sans perdre de généralité on peut
supposer que || f]la,3 < 1. Soit 7 la surjection canonique sur A;’,B asso-
ciée & Z, 5(f). Notons u la fonction définie par u(z,w) = z, le spectre
de m(u) est le singleton {1}, donc 'application

$(A) = (A —m(u)™"

est analytique sur C \ {1}. Nous allons vérifiés que ¢ satisfait bien les
trois conditions du théoréme 14. Pour |[A\| > 1 on a

oMW llay < D lIm(w)" A ag

n>0
< D AT+
n>0
c
< -
= - .
Pour |A| < 1, soit
f(sz)_i()Vw) si 27&/\
LGEw) =] 5 - 1)
af(z,w)]z:,\ stz =\
Donc
e SM o \P .
IGIEEN DS an,m(ﬁ)w [
n,m=0

_ “ Z an’m(znfl_i_zan)\_i__“_i_)\nfl)meaﬁ

n,m=0

[fllos 1
L= S T

<

De I’équation (21), on a
16N las < N (LA lasl (FX ) s,
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donc

60l < =5l FOL)

— (Al
On pose
SN =inf{|f(\,w)]: w € D}.

Gréace au théoréme 6 on obtient

C
Mlasg < ) 22
||¢( )H B = (1 _ |)\|)((5(>\))2+1/ﬁ ( )
D’aprés le lemme 24, il existe une constante M > 0 telle que
M
[o(Mllas < e™=RT (JA] < 1). (23)

Soit € > 0. Sachant que f(-, w) est extérieure pour tout w € D, il existe,
d’aprés le lemme 25, une constante c. > 0 telle que

5(x) > ceetr (0 <z <1). (24)
On obtient

16(2)llas < cce™=  (x < 1). (25)

Soit (AZ 3/Zas(f))*; le dual de AY ;/Z, 5(f), les équations (20), (23)
et (25) nous implique que les conditions du théoréme 14 sont satisfaites
pour toute les fonctions

A—dy(A):=(6(A),9) g€ (Ai,g/fa,ﬁ(f))*,

On en conclus que les fonctions ¢, sont des polynomes en —; de degré
1. Donc 7(1 — z) = 0. Ce qui implique que J,5({1} X ]D)) Q Zop(f)
et par conséquent Z, s(f) = Ja,p(Zs). Ce qui termine la preuve du
théoréme 19.

2.2. Preuve du théoréeme 20. Commencons d’abord par établir quelque
lemmes qui nous serons utile dans la preuve du théoréme 20.

Lemme 26. Soit f € H>®(D) et soit « € [0,1[. Supposons qu’il
existe 0 < e < 2(1 — «) tel que

/| )M =dA() < too.

Alors f € AL,
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Preuve. On a

Z|an|(1+n)"‘ < (Zm) /2<Z|an|2 1+n)2a+1+5>1/2

n>0

IN

2\2(1—a)—e 1/2
e IF I + | — 220 dAR))
Ce qui implique le résultat. U

Une extention de ce lemme au cas du bidisque nous donne le lemme
suivant

Lemme 27. Soit [ € HOO(ID)2) et 802 (
que les fonctions g; (2,0), 6228wf(z O), 5o L
dans A7 5. 8'il existe 0 < & < inf{2(1 — ), 2

a,3) € [0,1[%. Supposons
0,w) et 5 6w2f(0 w) sont
(

— 0B)} tel que

ot f

| 5zpes (5 WP (L= )7 (1= w77 dA(z) dA(w) < +oo.
D2

Alors f € .A;Lﬁ

Preuve. On a

f(z,w)

= Z ( Z an,mwm) z"
- Z ( Z anymwm) 2"+ Z Ap,02" + Z Ap,1 2" W

n>2 m>2 n>0 n>0
+ Z ag W™ + Z apmzw™.
m>2 m>2
of
= bn > " ) 0 a9, % 0
2( (w))2" + £(2,0) + w5t (2,0)

+(f(0,w) — ap,0 — aO,lw) + (25=(0,w) — aio — a1,1w)-

0z
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ou by(w) = > apmuw™. On a

IN

IA

IA

IN

m>2

Z Z |t | (1 4+ 1) (1 + m)?

n>2 m>2

S (D lanml (0 +m)7) (14 )

n>2 m>2

( Z W> " > ( D lanml(1+ m)%““‘) 14y

n>2 m>2

Gy o 12 X
S0 / G (WP~ [ <aAw) " (1)

1/2
CEﬁ(Z 15 1+6 /Z an 2(1+ )2a+1+s)

1/2
(1 — |w|2)2(1‘f6)‘5dA(w)>

o'
oo [ [ Izt P = 20

(1 |w|2)2<1—ﬁ>—€dA(z)dA(w))1/ g

Ce qui implique le résultat. O

Pour tout ce qui suit on pose

{Dlzz{zeC: |z —1] < 1}
m(f) = {f(z,w): (z,w) €D*} (f € H*(D?))

Lemme 28. Soit u la fonction définie sur D? par

(1—-2)(1—-w) '
((1 _ 2)1/2 T (1 _ w)1/2)2

u(z,w) =

Alors u vérifie les propriétés suivantes

1. Ju(z,w)| < 2inf{|1 — z|, |1 —wl},
2. Im(u) C Dy,
3.v=u'ec AL, (a, B < 1).

Preuve. On a

(1 — )21 —w)l/z‘

v

Re((1 - Y4 (1 —w)?)
> max{Re(l — 2)"? Re(1 —w)"*}
> Cos(g)maxﬂl—z|1/2,|1—w|1/2}.

V
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Donc
7r
lu(z, w)| < cos_z(z)inf{ﬂ —z|, |1 —wl|}.

Il est claire que Dy = {2z € C: Re(z) > |2]?/2}. Soit (z,w) € D?. On
a Re(7=) > 1/2 et Re(;=) > 1/2. Donc Re(u(z,w))/|u(z, w)|* =

Re(( )12 .

2
- (L)l/z) > 1/2. Ce qui implique que u(z,w) € D;.
Par conséquent Im(u) C D;.

1—w

On utilisant le lemme 26 il est facile de montrer que les fonctions
v(0,w), g—Z(O, w), v(z,0) et g—;(z, 0) sont dans A;rﬁ, pour tout «, 8 < 1.
Un calcul élémentaire de la dérivée nous donne

o™
FEZYER
W05 (-a(-w) 45 (121w
2 ((1_2)1/2+(1_w)1/2)8 4 ((1_Z)1/2+(1_w)1/2)6'
On a
/ s m () (1= [£) (1~ )P dA(2)dA(w)
<cf |1_Z|2‘1 1w|2<1 21 — ] PdA()dA(w)
= / [ G e
S Ca,3-

Donc, par le lemme 27 et avec € = 1 — «, on en déduit que v € Aaﬂ,
pour tout «, 3 < 1. Ce qui termine la preuve du lemme. 0

Nous aurons aussi besoin de ce lemme
Lemme 29. Soit (o, 3) € [0,1[x[0,1] et soit N > 1. On a
Zop((1=2)N(1—w)") = T, 5((1—2)(1—w)) = Jas ({1} xDUDx {1}).

Preuve. On suppose que N = 2. Pour N > 2, la preuve ce traite
de maniére analogue. Il est claire que

Zop((1—2)*(1—w)?) CZo5((1—2)(1—w)) C Jas({1} xﬁuﬁx{(l})).
26
Soit f € Jap({1} xDUD x {1}). On a

f(z,w) = f(z,w)=f(1L,w)—f(z,1)+f(1,1) Zf n,m)(z"—1)(w™-1).
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Donc f € Zo5((1 — 2)(1 — w)). Par conséquent
Zop((1=2)(1 —w)) 2 Tap({1} xDUD x {1}). (27)
On note par (.A;rﬁ)* le dual de Azﬂ. On sait que (.Azﬂ)* coincide avec
I’ensemble suivant
{ <a ) . sup ||
e (n,m)ENQ ' n,m (1 —|— N)a<1 + m)

5 < +oo}.

Soit ¢ € (‘AI,B)*7 une forme lineaire s’annulant sur ’ensemble {(1 —
2)(1—w)(1—2")(1 —w™): (n,m) € N?}. Il est facile de montrer que
¥ s’annule aussi sur (1 — 2)(1 — w). Par conséquent

Zop((1—2)*(1 —w)?) D Zos((1 — 2)(1 — w)). (28)
Ce qui termine la preuve du lemme. U

Preuve du théoréme 20 : On définie la fonction v comme suit
1 —2)%(1 —w)?
v(z,w) = ( X ) 1 ((z,w) € D?).
(1= 2)12+ (1 —w)¥/?)
On sait, d’aprés le lemme 28, que v € A;B. Soit 7 la surjection canon-
ique de A7 ; associée a T, 5(f). Le spectre de 7(v) est nulle donc

I’application

p(\) = (A —7(v)™
est analytique sur C\{0}. Le lemme 28 entraine que Im(v) C S :=
{z € C\] — o0, 0[: |2/? — 1] < 1}. D’aprés la proposition 8 ou le
théoréme 21, l'algébre .A;Fﬁ est 6 — 1—visible et il existe N € N qui ne
dépend que de « et de ( tel que
leMWllap < d™V(AS8) < AT (A <0), (29)

ou d(A,S) est la distance du point A a ensemble S. Soit A # 0. On
pose

S(A) i= inf{|A — v(z,w)| + | f(z,w)] : (z,w) € D?}.
Il est claire que 6(A) > 0. Notons

Oy i={(z,w) €D : |v(z,w) — A| < |A|/2}.

Nous avons

Ao+ few) 2 - 2 D (¢ Q).

D’aprés le lemme 28, on a

cinf{|1 — 2%, |1 —w|*} > |v(z,w)| > |\|/2 ((z,w) € Qy),
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donc, pour tout € > 0
eV
A=z w) + [f(zw)] = fzw)] 2 ee T ((zw) € Q).
Par conséquent
I(A) > coe N2,
D’aprés le théoréme 21, il existe hy, hy € .A;rﬁ tel que

(A —v(2))hi(2) + f(2)ha(z) = 1,

1allZ 5 + NIPall? 5 < 6(A) 2,

ol d, 3 est une constante qui dépend seulement de « et de 5. Ce qui
entraine que

le) las = 1A = 7(0)  las < 7 (hr)llays < S(A) 2/,
Donc
leMllas < e (X2 0)). (30)
On définie les fonctions ¢, comme suit

A — g(N) = (o(N),9) g€ (AL /Tas(f))

On fixe g € (A7 3/Zas(f))*. Le théoréme classique de Phragmén-
Lindeldf appliqué a la fonction ¢, nous permet de déuire, en utilisant
les inégalités (29) et (30), que ¢, est un polynome en 1/\ de degré
inférieur & 2N. Par suite, le théoréme de Banach-Steinhaus nous im-
plique que 7(v)?Y =0 et v*N € Z,, 5(f). Soit maintenant la fonction g
définie par

g(zw) = (1= 2)(1-w)((1 -2+ 1 -w)?)™  (z,weD?).
Onav?Ng(z,w) = (1—2)"N 1 (1—w)*™ 1 donc (1—2)VTH(1—w)N T

Zop(f). 11 suffit maintenant d’appliquer le lemme 29 pour en déduire
le résultat.



CHAPITRE 4

Closed ideals in some algebras of analytic functions

We obtain a complete description of closed ideals of the algebra

DnNlp,, 0 < a < %, where D is the Dirichlet space and lip, is the

algebra of analytic functions satisfying the Lipschitz condition of order
Q.

1. Introduction

The Dirichlet space D consists of the complex-valued analytic func-
tions f on the unit disk D with finite Dirichlet integral

quiéwwWM@<+w,

where dA(z) = %rdrdt denotes the normalized area measure on D.
Equipped with the pointwise algebraic operations and the norm

o

I =57 | 1f)Pdt+ DU = S0+l feo) P

n=0

D becomes a Hilbert space. For 0 < a < 1, let lip, be the algebra
of analytic functions f on D that are continuous on I satisfing the
Lipschitz condition of order o on D :

f(z) = fw)] = o]z =w|*) (|2 —w| = 0).

Note that this condition is equivalent to

[f')=o((1=1zD)""")  (Je] = 17).

Then, lip, is a Banach algebra when equipped with the norm

1£lla = [l flloc +sup{(1 = [2])'~*|f'(2)] : z € D}.

Here || f]loo := sup,ep |f(2)]. Unlike as for the case when 0 < o < 1/2,
the inclusion lip, C D always holds provided that 1/2 < a < 1. In
what follows, let 0 < o < 1/2 and define A, := D Nlip,. It is easy

41
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to check that A, is a commutative Banach algebra when it is endowed
with the pointwise algebraic operations and the norm

1flla. = [Iflla + DY2(f)  (f € Aa).

In order to describe the closed ideals in subalgebras of the disc algebra
A(D), it is natural to make use of Nevanlinna’s factorization theory.
For f € A(D) there is a canonical factorization f = C;U;Oy, where
C is a constant, Uy a inner function that is |Us| = 1 a.e on T and Oy
the outer function given by

0t = e { o [ a2 omli(e)ian).

27 et

Denote by H>°(ID) the algebra of bounded analytic functions. Note that
A, has the so-called F-property |28, 6|: if f € A, and U is an inner
function such that f/U € H>(D) then f/U € A, and ||f/Ul/4, <
Collfll 4, where Cy, is independent of f. Korenblum [22] has described
the closed ideals of the algebra H? of analytic functions f such that
f' € H?, where H? is the Hardy space. This result has been extended
to some other Banach algebras of analytic functions, by Matheson for
lip, [25] and by Shamoyan for the algebra A0 of analytic functions f
on D such that

[F7(C) = F"(G)] = o(w(|Gr = Gl) as ¢ — G| — 0,

where n is a nonnegative integer and w an arbitrary nonnegative non-
decreasing subadditive function on (0,+o00) [27]. Shirokov [29, 28|
had given a complete description of closed ideals for Besov algebras
AB; , of analytic functions and particularly for the case s > 1/2 and

p=q=2
Angz{feA S 1) 1+n28<oo}

n>0

Note that the case of AB217/22 = A(D) N D the problem of description

of closed ideals appears to be much more difficult (see [16, 10]). The
purpose of this paper is to describe the structure of the closed ideals
of the Banach algebras A,. More precisely we prove that these ideals
are standard in the sense of the Beurling-Rudin characterization of the
closed ideals in the disc algebra [20]:
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Théoréme 30. If T is closed ideal of A, then
7= {f € A : fip, =0 and f/U, € H‘”(D)},

where E, = {z € T : f(z) = 0, Yf € I} and U, is the greatest
common divisor of the inner parts of the non-zero functions in ZL.

Such characterization of closed ideals can be reduced further to
a problem of approximation of outer functions using the Beurling—
Carleman—Domar resolvent method. Define d(§, E) to be the distance
from & € T to the set £ C T. Suppose that Z is a closed ideal in A,
such that U, = 1. We have Z, = I, where

Z ={2€D: f(z) =0, Vf € T}.
Next, for f € A, such that
[f(I < Cd§, BE)Y  (£€T),

where M, is a positive constant depending only on A,, we have f € 7
(see section 3 for more precisions). Now, to prove Theorem 30 we need
Theorem 31 below, which states that every function in A, \ {0} can
be approximated in A4, by functions with boundary zeros of arbitrary
high order.

Théoréme 31. Let f be a function in A, \ {0} and let M > 0.
There exists a sequence of functions {g,}>>; C A(D) such that

(1) For alln € N, we have f, = fg, € Ay and lim ||f, — f|la, =
0.

(2) lgn(&)] < Cud™ (&, Ey)  (E€T),

where By :={{ €T : f(§) =0}.
To prove this Theorem, we give a refinement of the classical Koren-
blum approximation theory [22, 25, 27, 29, 28].
2. Main result on approrimation of functions in A,

We begin by fixing some notations. Let f € A, and let {~, =
(@n,bn) }n>0 be the countable collection of the (disjoint open) arcs of
T \ E;. Without loss of the generality, we can suppose that the arc
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lengths of =, are less than 1/2. In what follows, we denote by I the
union of a family of arcs ~,. Define

fr(2) :=exp { i/ e +2 log | f(e")|d6 } .

21 Jpe? — 2

The difficult part in the proof of Theorem 31 is to establish the following

Théoréme 32. Let f € A, \ {0} be an outer function such that
[ flla, <1 and let N > 1 and p > 1. Then we have fPfN € A, and

sup |7 4. < Ci (31)

where Cy , 1S a positive constant independent of T'.

Remarque 1. For a set S C A(ID), we denote by co(S) the convex
hull of S consisting of the intersection of all convex sets that contain S.
Set I'), = Up>nYm and let f be as in the Theorem 32. It is clear that
the sequence (f* fﬁ )n converges uniformly on compact subsets of D to
fP. We use (31) to deduce, by the Hilbertian structure of D, that there
is a sequence h, € co({fpfgn oo ,) converging to f* in D. Also, by
[25, section4|, we obtain that h, converges to f* in lip,, for sufficiently
large N (in fact, we can prove that this result remains true for every

N >1). Therefore ||h, — f*||4, — 0, as n — oo.

Define J(F') to be the closed ideal of all functions in A, that vanish
on F' C D. In the proof of Theorem 31, we need the following classical
lemma, see for instance [25, Lemma 4| and |22, Lemma 24|.

Lemme 33. Let f € A, and E’ be a finite subset of T such that
fier = 0. Let M > 0 be given. For every ¢ > 0 there is an outer
function F in J(E") such that

) [1Ff = flla. <&,

(2) [FOI<Ca¥(g,E)  (§€T).

Proof of Theorem 31 : Now, we can deduce the proof of Theorem
31 by using Theorem 32 and Lemma 33. Indeed, let f be a function in
A, \ {0} such that ||f]|4, <1 and let € > 0. For m > 1 we have

1 , 1 , 1 i,
(fOF = f)=Op =1Df + EUfO;"Of.
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The F-property of A, implies that Oy € A,. Then, there exists ny € N
such that

1fOF = flla. <€¢/3  (m=no).
Set I, = Upsnyp and N > M/a for a given M > 0. By Remark 1
applied to Oy (with p = 1+ 1), there is a sequence ky, € co({frj\; )
such that

1+L 1+L 1
10" ™ kym — Oy mHAa<E (neN, m>1).
It is clear that
1 1
||O;ﬁfrji — 07 [lc — 0 (n — 400).
Then for every m > 1 we get
1 1
HO}” knm — OF loo — 0 (n — +00).
So, there is a sequence k,, € co({fiv o2 ) such that
P

1+1 14
||Of1 " K — lOf "la, < % (m >
m >

)
|0Fkn—OF |l <2 (m>1).

1
1)
We have

w m ! 4 m w 4o SRRV
(fO}"k:m—fO}”) =(f _UfOf)(Of km—Of )+Uf(0f+ km—OfJr ).
Since ||Of|la, < Callflla. < Cu, we obtain

1fOF kb — fOF || .,

= | fOF km — fOF [l + sgg{(l — 2D fOF ko — FOF) ()]}
+D'Y2(fOF ky — fOF')
HfOfEkm - fOfEHoo + CaHf”aHOfEkm - OfEHoo

oAl E 1+1
+8161§{(1—|zl)1 (O "k — O ™) (2)]}

IN

+C)|OF ki — OF || DY2(f) + CDY2(0; 7k, — O, )

L L 1+L 1+L
CaHO}nkm - O}n Hoo + CHOf "k — Of " ||.Aa
Cq

m

IN

IA
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Then, fix 77 > ny such that

1 1
1fOF ki — fOF la, < €/3  (m=m).
We have k,, = ; cifg, where ; ¢, = 1. Set E), = U;j<j,.07v. Us-
ing Lemma 33, vzfjemobtain an outgimfunction F,, € J(E,)) such that
1Fn(Q)] € Crnd™ (¢, E,,) for ¢ € T and
1
m

1fOF ko Fon = FOF k||t < (m > 1).

Then fix 7y > n; such that
L 1
| fOF kP — fOF kimlla, < €/3  (m >1m).

Consequently we obtain

| fOF ki — flla. <€ (m>m).
It is not hard to see that
07 ki Frn ()] < |km P (€)] < Crd™ (6, Ef)  (E€T).

1
Therefore g,, = O]’;" k., F), is the desired sequence, which completes the
proof of Theorem 31.

3. Beurling—Carleman—Domar resolvent method

Since A, C lip,, then for all f € A,, E; satisfies the Carleson
condition

/1 1 dt < 400
og ———— )
w8 dlet Ey)

For f € A,, we denote by By the Blashke product with zeros Z; \ Ey,
where Z; :={z € D : f(z) = 0}. We begin with following lemma

Lemme 34. Let Z be a closed ideal of A,. Define B, to be the
Blashke product with zeros Z,\ E,. There is a function f € T such that
By = B,.

Preuve. Let g € 7 and let B,, be the Blashke product with zeros
Z, N Dy, where D, :== {2z € D: |z| < ”T_l, n € N}. Set g, = g/K,,
where K,, = B,,/I,, and I, is the Blashke product with zeros Z7ND,,. We
have g, € Z for every n. Indeed, fix n € N. It is permissible to assume
that Zk, consists of a single point, say Zx, = {w}. Let 7 : A, —
A./Z be the canonical quotient map. First suppose w ¢ Z_, then
7(K,) is invertible in A, /Z. It follows that 7(g,) = 7(g)7 1 (K,) = 0,
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hence g, € Z. If w € Z_, we consider the following ideal 7, := {f €
At fl, € T}. It is clear that J,, is closed. Since w ¢ Z, , it follows
that K, is invertible in the quotient algebra A, /J,, and so g/(I,,K,) €
Jw- Hence g, € 7.

It is clear that g, converges uniformly on compact subsets of D to
f = (9/By)Bz and we have By = B,. In the sequel we prove that
f € Z. If we obtain

(0) @I <o(qmmm=)  eD)

uniformly with respect to n, we can deduce by using [25, Lemma 1]
that lirf lgn, — flla = 0. Indeed, by the Cauchy integral formula

Ny - 9() K (<)
)G = o J o c—ap ©
QDD
- 27Ti/11‘ -7 EED

Then, for z = re” € D

|(9n)/<2)|

IN

LANYIS z/|z|>|
/ - dc|

. / ) g el
oar ] 1 —2rcost+r2

T

For all £ > 0, there is n > 0 such that if [¢| <7, we have
|g(e" ) —g(e”) <eft]* (8 € [~ +n)).
Then

/” l9(e ) — g(e”)| .

1 —2rcost + r?

-7

IN

£ / It|
dt .
5/t|§77 (1 —7r)2+4rt2/n? + gl sy (1 —7)2 + 4rt2 /72

c ~+o0 u®
=,
S =)ty 14 (2u/7)
gl o

O( s + oo (=5

IA

IA
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We obtain

/” lg(e"™*?) — g(e”)| (32)

1 —2rcost + r2 di = HgHao(

)

—T

Consequently

0) I < laloo(T=ryms) €D

By the F-property of A,, we have ||g,| < C,l|g||4,- Using the Hilber-
tian structure of D, we deduce that there is a sequence h,, € co({gx}32,,)
converging to f in D. It is clear that h, € Z and lirf lhn — flla = 0.

Then lir+n |hn — flla, = 0. Thus f € Z. This completes the proof of

the lemma. O

As a consequence of Theorem 31, we can prove Theorem 30 and
deduce that each closed ideal of A, is standard. For the sake of com-
pleteness, we sketch here the proof.

Proof of Theorem 30 : Define 7 on D by v(z) = z and let
7w Ay — Aa/Z be the canonical quotient map. Also, let f € J(E,)
be such that f/U, € H*(D) and (f,), be the sequence in Theorem 31
associated to f with M > 3. More exactly, we have f, = fg,, where
19.(§)] < &°(€, Ey) < d*(&, E;). Define

e - fO)
LNe) =4 ox TEEA
(N if z = .

Then

T(N)(@(y) =N = F)(r() = )7+ 7 (La(f)- (33)
It is clear that (w(7) —A)~! is an analytic function on C\ Z,. Note that
the multiplicity of the pole zy € Z, ND of (m(y) — A)~! is equal to the
multiplicity of the zero 2y of U, . Since U, divides f, then according to

(33) we can deduce that 7(f)(w(y) — A)~! is an analytic function on
C\ E,. Let |A| > 1, we have

A

(@) =N Hlaw < 1 lLaw Y 17 laa AT

C

< Hf||mm- (34)
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By Lemma 34, there is ¢ € Z such that B, = B,. Let k = f(g/B,).
Then k = (f/B,)g € Z and for |A| < 1, we have

FN) (7 () = N~ = —m(La(k)).

Therefore
I (@) =N aw < FONEE) = N7 g + (LA lLa,
ILa(K) .4,
S AR A
C(f, k)
(1= [ADlg/Byl(N)
< O(f.k)em™ (A <1). (35)
We use [30, Lemmas 5.8 and 5.9] to deduce
Ir(r) = < e (<l <2 €2 ),

Then, we obtain

&= 1g2) Ol () (v) — &7l € L=(T).

With a simple calculation as in |14, Lemma 2.4|, we can deduce that

7(fa) = o / (92) ()7 (f) (m() — €)1,

21

Denote Zi® (E,) = {h € A(D) : hjp, = 0 and h/U, € A(D)}. From
20, p. 81|, we know that Z7? (E;) has an approximate identity (€m)m>1 €
I (E;) such that [lep [l < 1. Z is dense in 77 (E

s z

) with respect to

the sup norm || . ||oo, 0 there exists (tm)m>1 € Z with ||uy]w < 1 and
lim up,(§) =1 for & € T\ E,. Therefore 7(f,) = 7(fn — fattm) — 0

m—00

as m — oo. Then f, € Z and f € 7.

4. Proof of Theorem 32

The proof of Theorem 32 is based on a series of lemmas. In what
follows, C, will denote a positive number that depends only on p, not
necessarily the same at each occurrence. For an open subset A of D,
we put

/22 — ! QdA
T /A (=) PdA()

We begin with the following key lemma
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Lemme 35. Let f € A, be such that ||f||a, <1 and let p > 1 be

given. Then
s
[ s,

where a,b € Ef, v = (a,b) C ']I'\Ef, d(z) := min{|z — al|, |z — b|} and
A,={zeD: z/|z| € v}.

Preuve. Let ¢ € v and define z; := (1—d(e"))e®. Since |y] < 1/2,
we obtain |z > 1/2. We have

TP <207 (17 = FE)P + 7G> ). (36)

By Hoélder’s inequality combined with the fact that || f||e < ||f]l4, < 1,

we get
) = FEP = (7€) — fe) 2 ) — ()
< 22p—2 1 — . / it er
< 2 |ZQLvaen

1
< 2oalet) [\ et e
0

Hence

/|f(€it)d(_ez‘g(%)|2pdt < 22p1//1|f/(reit)’27“drdt
v J0
< 227 x) T2 an)- (37)

Since d(e) < 1/2, we obtain d(e;t) < d(z) < V2d(e?). Put d(z) =

|z; — &| and note that either £ = a or £ = b. Let

S

ze(u) = (1 —u)zy + ué (0<u<1).

With a simple calculation, we can prove that for all e € v and for all
u, 0 <u <1, we have

%(1 _w)d(et)  (wedA,),

where A, is the boundary of A,. Then D, :={z € D: |z — z(u)| <
(1 —w)d(e™)} € A,, for all " € v and for all u, 0 < u < 1. Since

|24 (u) = w| >
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|f'(2)] is subharmonic on D, it follows that

/! 4 !
PO S g [, WE14AC)
2
7/2(1 — w)d(et)
Set €, = 2a(p — 1). We have

PR = 1) - PP
= =P ) )

1 N 22

IN

Ot @) ([t~ 1 i)’

ey ([ ﬁdu)znfném

IN

< Cud (eI IIZ2a
Hence
|f d <C
t < Collf 2y (38)
Therefore the result follows from (36), (37) and (38). O

In the sequel, we denote by f an outer function in A, such that
| flla, < 1 and we fix a constant p, 1 < p < 2. By [25, Theorem B|,
we have fpfFN € lip, and ||fpfFN||1ipa < Cy,p. To prove Theorem 32 we
need to estimate the integral [J |(f*fN)'[?dA(z). Define

1 @0 ,
w(2) =+ [ g sl ). (39)
T
Clearly we have f' = f(g, + gT\F) and (fFN)’ = Nfﬁvgr, SO
fPUYY = Nfflg, (40)
= fPINFN - Nf”fIngT\F. (41)

Since ||f|loo < 1, it is obvious that ||fN|. < 1 and [|f* e < 1.
Hence, by (40) we get

/D (fPFYYPAAG) < 72+ N? / P PAAG). (42)
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We fix v = (a,b) C T\ E; such that f(a) = f(b) = 0. Our purpose in
what follows is to estimate the integral

/Q PP PAA(2) (43)

which we can rewrite as

[;up Y[2dA(2) téltAQ

Al = {ZGA-YI d(z)<2(1—|z|)}

where

A2 = {ZGAW: d(z)22(1—|z|)}.

4.1. The integral on the region A,ly. We begin with the follow-
ing lemma.

Lemme 36.

(=) = f(=/[zD)* b e
/A7 (1 — ‘Z|)2 dA(Z) < 204(P — 1) ||f ||L2(A’Y)'

Preuve. Let z = re € A, and put €, = 2a(p — 1). We have
AT = FEOP = rlfret) = S| — e
1
< r- e [ s

1
< (1—?”)1+€”/ | f(se™)|?sds.
0

Therefore
LR
= [ (fireen - ety S
< Wy [ s
This completes the proof. O

Now, we can state the following result.
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Lemme 37.

/AI [f ()£ (2)PdA(2) < Coll £l (a,)-

5

Preuve. By Cauchy’s estimate, it follows that |f/(re™)| < .
Using Lemma 36, we get

/ PP (2)PdA(2)
Al

5

)P
< Japptae

2/1zN 2P
S CPHf/||%2(A’Y)+22p_1/ MdA

o (- feE e

Using Lemma 35, we obtain

D gy — L[
/Ag G-y A% W/N <1—r> et

zt 2p
- e'Lt

= Cpr IZ2(a,)- (45)
The result of our lemma follows by combining the estimates (44) and
(45). O

4.2. The integral on the region Ai. In this subsection, we esti-
mate the integral [, |f(2)[*|f/(z)[*dA(z). Before this, we make some
el
remarks. For z € DD define

1 [ -1 i0
L[ Zlosl )], ity ¢ T,
ay(z) =4 T =
) 1 —log | f(e")]

df if vy CT.

21 Jpr |e? — z[?

Using the equation (40), it is easy to see that

)2 log |f(e”)] |2
FErRER <4 fers [t Ha (46)
Using the equation (41), it is clear that
> )2 p 1 —log |f(e”)] ., |?
erREr <2Ar@F s | ey [ =l )

Then
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PR PAAG) < 20 F as,

5

-1—8/A |f(z)|2pai(z)dA(z). (48)

2
5

Since log | f| € L'(T), we have

a() < (€ A,). (49)

d?(2)
Given such inequality, it is not easy to estimate immediately the inte-
gral of the function |f(2)[*a2(z) on the whole AZ. In what follows, we
give a partition of A% into three parts so that one can estimate the in-
tegral [ |f(2)|*?a3(2)dA(z) on each part. Let z € A2, three situations
are possible :

|log(d(2))|

oo(2) < s, (50)

| log(d(2))| | log(d(2))|
SW < CL'Y(Z) < Sﬁ, (51)
SW < a,(z). (52)

We can now divide Ai into the following three parts

21 ._ 2 . e

AT = { z € AJ : z satisfying (50) },
22 . _ 2 . e

AT = { z € AJ @ z satisfying (51) },
23 . 2 . . .

AT = { z € A7 1 z satisfying (52) } .

4.2.1. The integral on the regions A?! and A?’. In this case
we begin by the following

Lemme 38.

| MEPEAC) < Gl oo,y

5
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Preuve. Using Lemma 36, we get

IRICIEEES
< 2 [ PG - DT EAC)
w2 [ RGP DI R A)

~

F(2) = £/ 1D e
< O,,/A e dA(z)—l—Cp/A%l B Tt
[F(et)]ert

< s,y + G, | L drat = B

~

Let e € v and denote by (; the point of 9A2 NID such that ¢, /|¢;| = e*.
We have

. (¢, .,
o~ al=1-1ol = 28 < agem)

Then
|f<eit)|p+1 ‘f(eit)|p+1
\/A’2Y1 Wd’f‘dt S A?Y Wd’l“dt
[fef)r
v €]

it p+1
< [uLr
- ezt

Ly < Cllf 72,

This proves the result. U

Using Lemma 35, we get

Lemme 39.
/ |f(2)[*Pa2(2)dA(z) < CA(A,),
A28

where A(A,) is the area measure of A.,.

Preuve. Set

A - r fory € T,
T T\ foryCT.



56

Let z € A%S. We have

2 2 )
@ = en{ g | g loslselan )

e — 2]

1—r .
— 1 ©)do
5 | el an }

AN
@D
>4
o
— A

= exp{ —(1-1)a,(2) }
< d8(2).
Using (49), we obtain the result. O

4.2.2. The integral on the region AZ’. Here, we will give an
estimate of the following integral

/ )@ (2)dA(2).
A2

Before doing this, we begin with some lemmas. The next one is essential
for what follows. Note that a similar result is used by different authors:
Korenblum [22], Matheson [25], Shamoyan [27] and Shirokov [29, 28|.

Lemme 40. Let z € A%Q and let p, =1 — %. Then
|f(1:2)] < & (2). (53)

Preuve. Let z € A, and let 1 < 1. We have

) = e { o [ o (elan }

27 lei? — pz|?
1 1— (pur)? 0
< — 1 ) \|do }
< oo {5 [ gatap sl
eie — 2
< —(1 — i —_ .
< oo {1 | 22 o)

For z € A2, it is clear that 1 — . < d(z) < [¢¥ — 2| for all € € A,.
Then

Thus

| f(=2)] < exp { I Mzaw(z) } (z € A2).

Then, we have

Fpn) Sexp { — 30— pas(2) J= ) (e AP)
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which yields (53). O
For » < 1, define
v ={z€D: |z] =rand z/|z| € v}

Without loss of generality, we can suppose that d(z) < §, z € A2. We
need the following

Lemme 41. Let r < 1. Then

it it (20,2 (. it 0 ma
/VVTQA?YQ |f(7“€ ) - f(ureltre )‘ pa,y(re )Tdt S (1 — 7’)1—5;7 Hf HLQ(AW)7

where €, = a(p — 1).
Preuve. Let 7¢" € A?”. Then
|f(r6it) - f(:ure“reit”p_l[(l - /j“re“)av(reit)P
< 64(1 — pipenn ) log?(d(re™)) < O,

It is clear that 1 — 7 < 1 — i < d(re) < 1 and so 3 < e < 1. We
have

[ 1060 = fnare e (e
’YrﬂA,y

it ) it\|p+1
YrNAZ2

- (1 - :u"re“>2
Co [ Ul Sarer
(1 - r)lisp ¥rNA22 1- Hyeit
Cy / ( /r 1ty )2
— f(se™)|"ds ) rdt
(1 _ T)l—sp 'yrﬁA%2 i ’ ( )’

C 4
< p / Zt2ddt
< o L et Pads

C(p / 2
< o L rrdaG)

where
w
ST::{wE]D): 0 <|w| <rand —67}.

|w]
The proof is therefore completed. U

The last result that we need before giving the proof of Theorem 32
is the following one.
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Lemme 42.

| EPREAR < Ol i, +CAB,).
Preuve. Using (49) and Lemmas 40 and 41, we find that

[P eaac)

1 ) ! it |20 2 (. it
_ = |20 Nrdt ) d
7r/o </va32 [Fre)Pas (ret)r > :
CA(A,)
1 , , .
+22/}1/ (/ |f(re7’t) — f(umitre”)]2pa3(7’elt)rdt) dr
0 'YrmA'QYQ

< CA(A’Y) + Op”f,H%?(A )
This completes the proof of the lemma. U

IN

4.2.3. Conclusion. Now, according to (48) and Lemmas 38, 39
and 42, we obtain

/ FPIF()PAAG) < 2)f |Baga., + 8 / F(2)P7a2 (2)dA()
A2 2

ol A’Y

< Collflliza,) + CAA,).

Combining this with Lemma 37, we deduce that

/ [F I (2)PA(2) < Coll £l a,) + CA(A,).

Ay

Hence

INCRICRECED o RTEIIAB RS
< CpZHf’H%%A%)+CZA(A%)

< G,

This completes the proof of Theorem 32.
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