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Introduction générale

Sous de nombreuses formes différentes, les matériaux granulaires sont omniprésents dans
l’environnement humain et dans la nature. La matière granulaire est notamment à la base de
nombreuses industries de transformation : pharmaceutique, minière, verrière, agro-alimentaire
ou encore la fabrication de nombreux matériaux de construction comme le béton. Au contraire,
elle peut être le résultat d’un procédé de transformation industrielle comme les comprimés ou
les résidus de broyages. D’autre part, les sols dans leur diversité sont d’autres exemples de ma-
tériaux granulaires naturels dont l’étude est indispensable en géotechnique. Par le riche éventail
de comportements mécaniques qu’ils présentent, les milieux granulaires investissent une thé-
matique de recherche qui fédère des communautés scientifiques de tous horizons (génie civil,
physique de la matière condensée, génie des procédés, géologie...). Outre les propriétés surpre-
nantes de la matière granulaire (entre solide et liquide), l’étude de couplages multiphysiques
avec la matière en grains est un domaine de recherches fondamentale et appliquée très actif
ces dernières années. En effet, que ce soit par l’expérimentation physique ou par la simulation
numérique, les recherches portent sur des milieux à complexité croissante : formes complexes
des particules, présence d’eau dans l’espace poral (de la capillarité à la saturation), cohésion so-
lide entre les particules, transferts thermiques... Cependant, dans ces études, une caractéristique
constitutive de la matière en grains, dont l’influence est méconnue, a été souvent négligée : la
distribution des tailles de grains appelée aussipolydispersité.

La polydispersité, ou granularité, est une propriété fondamentale de nombreux matériaux
granulaires : sables issus de l’érosion éolienne ou hydraulique, sols communs, résidus de
broyages, massifs rocheux fracturés... La polydispersitépeut être alors vue comme une consé-
quence permettant d’apprécier un phénomène (transport éolien des sables agissant comme un
filtre granulométrique). D’autre part, elle peut être vue comme un objectif par l’obtention d’une
granularité précise à l’issue d’un procédé industriel. Parexemple, la granularité des composants
d’un béton va fortement conditionner ses propriétés mécaniques et notamment sa résistance à la
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compression. Dans l’industrie chimique, la maîtrise de la granularité d’une poudre assure une
bonne estimation de la surface spécifique et donc le contrôlede la réaction. La granularité des
sols conditionne aussi fortement leurs propriétés mécaniques. En physique, la polydispersité est
intimement liée, dans les milieux granulaires, à des notions physiques telles que le remplissage
d’espace, la transition ordre-désordre et la structure fractale. Cependant, l’influence de la gra-
nularité sur le comportement mécanique, autant à l’échellemacroscopique qu’à l’échelle des
grains, est mal connue.

L’objectif de cette thèse est d’étudier l’influence de la polydispersité, d’une part, sur la
structure géométrique appelée aussitextureet, d’autres part, sur le comportement statique et
quasi-statique d’assemblages granulaires. En d’autres termes, l’étude proposée portera sur l’in-
fluence de la polydispersité sur : l’arrangement des particules, les caractéristiques mécaniques
macroscopiques telles que la résistance au cisaillement oula dilatance et sur les propriétés mi-
cromécaniques. Comme le comportement macroscopique résulte des mécanismes de transmis-
sion de contraintes à l’échelle des particules, il est primordial de comprendre les mécanismes
locaux liés à la présence de plusieurs ordres de tailles de particules. Une étude expérimentale
complète de l’ensemble de ces phénomènes ne peut pas être envisagée ici. En effet, compte
tenu de la difficulté à mesurer des grandeurs locales et à maîtriser la granularité d’un matériau
modèle dans toute sa généralité, une telle étude nécessiterait des moyens considérables et une
durée prohibitive. Une approche par simulations numériques en éléments discrets constitue une
alternative appropriée pour les études envisagées. Ce typed’approche prend naturellement en
compte le caractère divisé de la matière granulaire considérée comme une collection de corps en
interaction. Afin de cerner l’influence de la granularité, ila été choisi de considérer une confi-
guration bidimensionnelle avec des particules circulaires. Ce choix est justifié par la simplicité
de ce milieu modèle bien étudié dans la littérature et dont les propriétés texturales et de com-
portement mécanique simple sont bien connues ; l’objectif étant de mettre l’accent sur l’effet de
la granularité.

La modélisation numérique de matériaux granulaires polydisperses implique un contrôle fin
de la granularité en termes d’étalement granulométrique (rapport de tailles entre la plus petite
et la plus grosse particule) et de répartition statistique des tailles (courbure de la distribution).
Néanmoins, ce contrôle de la granularité implique la représentativité statistique et volumique
de chaque classe de tailles, et ce, quel que soit le nombre total de particules considérées. Un
autre point critique est la méthode de mise en place initiale(avant l’essai mécanique propre-
ment dit) qui doit s’affranchir du phénomène de ségrégationde tailles propre aux matériaux
polydisperses. Bien que moins important en 2D qu’en 3D, ce phénomène entraîne une perte
d’homogénéité des assemblages qui n’est pas souhaitable dans cette étude. De même, le proto-
cole d’essai mécanique ne doit pas induire de ségrégation tout en limitant les effets de bords afin
de préserver un volume élémentaire représentatif (VER) en termes de texture et de grandeurs
mécaniques mesurées.

En apportant une solution à chacune de ces difficultés numériques, nous avons réalisé une
étude de l’influence de la polydispersité sur la texture et sur le comportement mécanique des
matériaux granulaires. Ce mémoire présente en trois parties les approches mises en œuvre et les



principaux résultats obtenus.

La première partie présente une synthèse des propriétés macroscopiques et de leurs origines
locales dans les matériaux granulaires. On décrit ensuite les principales caractéristiques liées à
la polydispersité et les problématiques liées à l’emploi degranulats polydisperses.

La deuxième partie, contenant les chapitres 2 et 3, est consacrée au développement d’une
méthode de génération de distributions de tailles ainsi qu’à l’étude de l’influence de la poly-
dispersité sur la texture granulaire. Le chapitre 2 détaille une méthode de génération de dis-
tributions de tailles basée sur des critères de représentativité explicites à partir d’une courbe
granulométrique continue. Cette méthode est couplée à un modèle de courbe granulométrique
à trois paramètres permettant de faire varier l’étalement et la forme de la distribution. On intro-
duira alors la notion d’accessibilité numérique en soulignant les limitations des outils dévelop-
pés pour la modélisation de la polydispersité dans toute sa richesse. Le chapitre 3 présente une
méthode de dépôt géométrique permettant de créer, à partir des distributions générées par la mé-
thode décrite au chapitre 2, des assemblages granulaires denses. L’efficacité numérique de cette
approche a permis de réaliser une étude systématique détaillée de l’influence des paramètres de
polydispersité sur la texture en termes de remplissage d’espace et de transition ordre-désordre.

La troisième partie, comprenant les trois derniers chapitres, est dédiée aux études de l’in-
fluence de la polydispersité sur les propriétés mécaniques par simulations en éléments discrets.
Le chapitre 4 présente une description succincte de la méthode “Dynamique des Contacts”
utilisée dans de l’outil numérique développé pour les aspects mécaniques de ces recherches.
Les difficultés liées à l’emploi de granulats polydispersesdans les simulations dynamiques
ainsi que les solutions apportées seront détaillées. Le chapitre 5 présente une étude des pro-
priétés mécaniques d’assemblages polydisperses à l’état d’équilibre statique. L’état d’équilibre
est atteint par relaxation dynamique des échantillons construits géométriquement. L’évolution
de la texture entre l’état initial et l’état relaxé est étudiée. L’état d’équilibre statique est en-
suite utilisé pour analyser les grandeurs mécaniques en vuede mettre en évidence le rôle des
différentes classes de particules. Le chapitre 6 présente l’étude du cisaillement quasi-statique
d’échantillons polydisperses initialement relaxés à l’état d’équilibre statique (chapitre 5). Ces
échantillons sont alors suffisamment cisaillés jusqu’à atteindre un état stationnaire. Les résultats
obtenus permettent d’analyser les différentes propriétésde texture au cours de l’évolution du
cisaillement pour différents niveaux de polydispersité. L’aspect mécanique est étudié à travers
la résistance au cisaillement à l’état stationnaire. Dans ce chapitre, on verra dans quelles me-
sures les observations faites dans la cas de l’équilibre statique seront maintenues dans le cas de
cisaillement quasi-statique. Le cas des matériaux polydisperses cohésifs sera ensuite étudié par
l’introduction d’un modèle d’interaction de cohésion que l’on précisera.
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CHAPITRE1

Les matériaux granulaires
polydisperses
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18 LES MATÉRIAUX GRANULAIRES POLYDISPERSES

1.1 Les matériaux granulaires

On peut qualifier les matériaux granulaires de milieux solides discrets ou divisés au sens
où la phase solide est composée d’une collection d’élémentssolides, que l’on appellera grains,
chacun étant en interaction mutuelle avec ses voisins. La division de la phase solide fait appa-
raître une seconde phase qui occupe l’espace poral entre lesgrains. Le cas le plus intuitif est
bien sûr le cas de granulats “à l’air libre” où l’espace poralest entièrement occupé par de l’air
(ou un autre gaz) n’influant pas ou très peu sur le comportement des grains. Au contraire, l’es-
pace poral peut être partiellement ou complètement (saturation) occupé par un liquide, de l’eau
par exemple, pouvant avoir un effet important sur le comportement des grains [55, 61].

Une des particularités de la matière en grains est sa capacité à “s’adapter” aux sollicitations
extérieures et aux conditions limites en adoptant un comportement proche de celui d’un gaz,
d’un liquide ou d’un solide. Par exemple, si l’on secoue une boîte remplie de billes dures (verre
ou acier par exemple), elles vont s’entrechoquer et ainsi rappeler le mouvement de molécules
d’un gaz soumis à l’agitation thermique [11, 48]. Ce régime,dominé par des collisions binaires
entre les particules, est intéressant d’un point de vue théorique et statistique mais trouve peu
d’applications. Les avalanches, qu’elles soient de neige ou de sable, mettent en avant la ca-
pacité d’un matériau granulaire à mimer un liquide en s’écoulant sur une pente [56, 62, 63].
Ce régime dynamique complexe peut se voir de façon simplistecomme un mélange des états
solides et gazeux dont les proportions sont données par les conditions d’écoulement [24]. En-
fin, l’état “solide” qui va plus particulièrement nous intéresser dans ce travail se caractérise
par des matériaux granulaires confinés pouvant supporter unchargement mécanique déviatoire
important avant de subir une déformation plastique.

La seule donnée du degré de confinement d’un matériau granulaire ne suffit pas pour affir-
mer qu’il se comportera comme un solide. Il est nécessaire deprendre en compte le caractère
dynamique ou statique de la sollicitation mécanique appliquée. Par exemple, l’impact d’un bloc
sur un lit granulaire initialement dense va produire des phénomènes très dynamiques comme
l’éjection de particules ou des réarrangements rapides et àgrande échelle de la structure du mi-
lieu. Au contraire, le dépôt puis le chargement progressif du même bloc vont mettre à jour une
résistance à l’enfoncement développée par le lit granulaire. Cette résistance trouve son origine
dans la persistance du réseau de forces de contact au cours dutemps qui est rendue possible par
le faible taux de déformation d’une telle sollicitation. Oncomprend alors qu’une sollicitation
mécanique engendrant une déformation lente et assurant quel’évolution du système reste as-
similable à une succession d’états d’équilibre, permettrade considérer un matériau granulaire
comme un solide déformable. Une telle sollicitation, qualifiée de “quasi-statique”, se traduit par
une domination des forces de contact statiques sur les forces impulsionnelles générées par les
collisions entre les particules. Afin de caractériser le caractère quasi-statique, ou au contraire dy-
namique, d’un système confiné, on utilise un nombre sans dimensionI appelé nombre d’inertie
défini par [35, 49] :

I = γ̇

√

m

dP
(1.1)
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où γ̇ est la vitesse de cisaillement,m la masse moyenne d’un grain,d le diamètre moyen d’un
grain etP la pression de confinement. Ce nombre sans dimension peut être vu comme le rap-
port de deux temps caractéristiques du réarrangement d’uneparticule : le temps de relaxation
vers une position stable et le temps moyen nécessaire pour parcourir la même distance sous
l’action du cisaillement. Pour des valeurs deI inférieures à10−3 on pourra considérer que la
sollicitation est quasi-statique et donc que le matériau granulaire se comporte comme un solide
élasto-plastique. Pour des valeurs deI comprises entre10−3 et 10−1, le matériau se compor-
tera plutôt comme un liquide visco-plastique et au delà (I > 10−1) comme un gaz (régime
collisionnel).

1.1.1 Comportement en régime quasi-statique monotone

Le développement constant de la mécanique des sols, depuis les travaux précurseurs de
Coulomb à la fin du18e siècle, a permis de mettre en place des outils et des modèles per-
mettant d’appréhender le comportement mécanique d’un sol,matériau granulaire par nature.
Pour des sollicitations quasi-statiques et des déformations de faible amplitude, la mécanique
des sols classique considère qu’un matériau granulaire peut être assimilé à un milieu continu
équivalent dont la rhéologie est proche d’un matériau élasto-plastique. Il existe un domaine de
comportement élastique pour de très faibles déformations (10−5). Pour des déformations plus
importantes, une déformation plastique se développe en raison des réarrangements des parti-
cules [58]. Une propriété majeure des matériaux granulaires, et en particulier des sols, est la
dépendance du seuil plastique par rapport à la pression moyenne. Par ailleurs, ces matériaux
sont génériquement anisotropes de telle sorte que les caractéristiques macroscopiques (modules
élastiques, seuil plastique,. . . ) varient en fonction de ladirection de sollicitation. Dans cette
section, on se limitera à exposer les concepts essentiels à la caractérisation macroscopique d’un
milieu granulaire en déformation monotone.

La figure 1.1(a) présente les courbes déformation axiale-déviateur de contraintes, obtenues à
l’aide des essais triaxiaux sur un sable pour différentes pressions de confinementσ

′

3 et différents
niveaux de compacité [46]. L’échantillon de sable est contenu dans une membrane et soumis,
d’une part, à une pression radialeσ

′

2 = σ
′

3 et, d’autre part, à une compression axialeε1. Le
déviateur des contraintesq est donné dans ce cas par :

q = σ
′

1 − σ
′

2 (1.2)

La contrainte moyenne effectivep
′

(contrainte supportée par la phase solide) est donnée par :

p =
σ

′

1 + 2σ
′

2

3
. (1.3)

L’état de compacité est exprimé en terme de l’indice des vides e = Vv/Vs où Vv et Vs sont
respectivement les volumes des vides et des particules solides. Dans une géometrie 2D (com-
pression biaxiale), les variables correspondantes sont :

p =
σ

′

1 + σ
′

2

2
(1.4)
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(a) (b)

(c) (d)

FIG. 1.1 –(a) Déviateur des contraintes en fonction de la déformationaxiale pour différentes
valeurs de la contrainte de confinement dans un essai triaxial sur un sable ; (b) Vue d’un ap-
pareil triaxial ; (c) Indice des vides en fonction de la déformation axiale ; (d) Déviateur des
contraintes normalisé par la pression effective moyenne enfonction de la déformation axiale.
D’après Hicher [46]



LES MATÉRIAUX GRANULAIRES 21

et

q =
σ

′

1 − σ
′

2

2
. (1.5)

Le déviateur des contraintes dans l’état critique varie avec la pression de confinement. La
figure 1.1(d) montre que la valeur critique du déviateur se met à l’échelle avec la contrainte
moyenne. On observe aussi sur la figure 1.1(a) que, pour un sable dense, le déviateur passe
par un pic avant de relaxer vers sa valeur stationnaire correspondant à l’état critique. On peut
alors définir deux angles de frottement, l’un au picϕpic représentant la résistance maximale
et le deuxième pour l’état critiqueϕc représentant la résistance à l’état critique. Au contraire,
pour un sable lâche, le déviateur augmente d’une manière monotone et tend asymptotiquement
vers la valeur critique. En ce qui concerne le changement de volume, la figure 1.1(c) indique que
pour une pression de confinement donnée, l’indice des vides,après une diminution initiale, tend
vers une même valeur dans l’état critique indépendamment del’indice des vides initial. Mais la
valeur critique de l’indice dépend de la pression de confinement. La variation dee en fonction
de la déformation volumétrique est souvent caractérisée par un angle de dilatance donné par :

sinψ = εq/εp (1.6)

où

εq =
3

2
(ε1 − ε2) (1.7)

et
εp = ε1 + 2ε2. (1.8)

Une valeur positive desinψ traduit une augmentation du volume au cours de la déformation (di-
latance) tandis qu’une valeur négative traduit une diminution du volume (contractance). L’angle
de dilatance est nul à l’état critique. Remarquons que les variables de déformation en 2D sont

εq = (ε1 − ε2) (1.9)

et
εp = (ε1 + ε2) (1.10)

Le critère de rupture de Coulomb s’exprime comme une relation entre la contrainte tangen-
tielle maximaleσt et la contrainte normaleσn :

σt = c+ σn tanϕ (1.11)

où c est la cohésion etϕ l’angle de frottement interne. On définit aussi le coefficient de frotte-
ment interneµ∗ = tanϕ.

D’une manière équivalente, on peut écrire le critère de Coulomb à partir des invariants du
tenseur de contrainte. En 2D, ce critère s’exprime par la relation suivante :

q

p
= sinϕ+

c

p
cosϕ. (1.12)
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FIG. 1.2 –Enveloppe de Mohr-Coulomb d’un matériau granulaire cohésif.

Cette relation montre que l’effet majeur de la cohésion est d’élargir le domaine élastique
(ou rigide) dans l’espace des contraintes. Ce domaine est delargeur non nulle même pourp = 0
lorsquec 6= 0. En d’autres termes, la cohésion garantit l’intégrité mécanique du matériau même
en l’absence de pression de confinement. L’importance relative de ces deux termes est donnée
par le rapportc/p ; on considère alors que la cohésion est négligeable pourc/p << 1. Ainsi, le
déviateur de contraintes normaliséq/p s’exprime comme :

Dans le plan (σn, σt) le critère de Coulomb est représenté par une droite de pentetanϕ et
d’ordonnée à l’originec, qui définit l’enveloppe dite de Mohr-Coulomb des états de contraintes
admissibles. Le seuil plastique est atteint lorsque le cercle de Mohr touche cette enveloppe.
Comme on peut le voir sur la figure 1.2, la connaissance de l’angle de frottement interne permet
d’évaluer l’angleθ que fait le plan de cisaillement avec la direction principale majeure. En effet,
une rotation d’un angleα par rapport à la direction principale majeure sur le cercle de Mohr
se traduit par une rotation de2α du plan tangent [43]. Ainsi, le plan de cisaillement forme un
angleθ = α/2 = ϕ/2+π/4 avec la direction principale majeure. A l’inverse, connaissant l’état
de contraintes à la rupture(σnr, σtr) à cohésion nulle (c = 0), on trouve l’angle de frottement
interne du matériau donné parsinϕ = σtr/σnr = q/p. Pour un matériau non cohésif, un seul
essai suffit pour déterminer l’angle de frottement car la droite passe par l’origine (c = 0). Par
contre, dans le cas d’un matériau cohésif, au moins deux essais à des pressions différentes sont
nécessaires pour déterminerc et ϕ. Ainsi, la seule description du chemin de chargement en
terme deq/p permet de décrire les variations de l’angle de frottement etde l’orientation du plan
de glissement dans le matériau.

Il faut remarquer que le sens physique de la “rupture” changeen fonction de la cohésion.
Pour les matériaux non cohésifs, il s’apparente à un seuil plastique qui peut correspondre soit
au pic des contraintes soit à l’état “critique” où la déformation est isochore. Lorsque la cohésion
est élevée, la rupture se rapporte souvent au seuil de rupture fragile ou ductile en fonction de la
nature des interactions cohésives.



LES MATÉRIAUX GRANULAIRES 23

1.1.2 Eléments de modélisation micromécanique

Comme on vient de le voir, des phénomènes propres aux matériaux granulaires comme
la dilatance, ne peuvent s’expliquer qu’en considérant le caractère discret de ces matériaux.
Contrairement aux fluides classiques, des blocages peuventapparaître au cours de l’écoule-
ment de grains confinés, par exemple dans un silo ou un sablier. Ces blocages sont dûs à des
arches de particules qui résultent principalement des forces de frottement entre les particules qui
conduisent à créer ainsi une structure “métastable”. Dans le but de mieux comprendre les ma-
tériaux granulaires, la micromécanique entend, plutôt quede supposer un modèle homogénéisé
de milieu continu équivalent à l’échelle macroscopique, prendre en compte les phénomènes mis
en jeu à l’échelle du grain pour expliquer le comportement macroscopique [32]. Dans ce type
d’approche, pour un type de sollicitation donné, deux éléments vont jouer un rôle primordial
dans le comportement mécanique : les propriétés des grains et les types d’interactions qu’ils dé-
veloppent au cours de la sollicitation. Ces propriétés vontinfluencer aussi bien le comportement
mécanique à l’échelle des particules (échelle locale) que le comportement macroscopique d’un
échantillon en termes de grandeurs géométriques englobéessous le terme de texture (compacité,
anisotropie des contacts,...) et de grandeurs mécaniques (angle de frottement interne, angle de
dilatance,...). Cependant, seules les grandeurs macroscopiques sont le plus souvent accessibles
à la mesure expérimentale. L’accès aux grandeurs locales comme le nombre de contact par
particule ou encore l’intensité des forces de contact développées dans un milieu granulaire ne
sont accessibles qu’avec des moyens expérimentaux lourds [4, 54] ou dans des configurations
expérimentales particulières [33, 41]. Un outil polyvalent permettant d’appréhender la richesse
des comportements granulaires est la simulation numériquepar éléments discrets (ED) initiée
par Cundall [10]. Différentes méthodes comme la dynamique moléculaire ou la dynamique des
contacts se classent dans cette catégorie et leurs aspects numériques seront détaillés ultérieure-
ment (Chapitre 4). Les méthodes ED permettant de prendre en compte les propriétés des grains
et des interactions, donnent accès aux grandeurs locales puis macroscopiques par un processus
de moyennage sur un nombre suffisant de grains [24, 40]. Dans cette section, on se propose de
décrire les éléments de base de ce type de simulation : les interactions et les grains.

1.1.2.1 Interactions entre grains

En général, la seule modélisation des interactions binaires (entre deux corps) suffit pour
prendre en compte un phénomène physique dans les simulations ED. La réponse macroscopique
d’un milieu granulaire à une sollicitation sera alors le reflet d’une réponse collective d’une
multitude d’interactions locales.

Contact frottant

Le contact entre deux solides se traduit par une contrainte géométrique simple : deux corps
en contact ne peuvent s’interpénétrer. La réalisation de cette condition, dite d’unilatéralité géo-
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métrique, implique l’apparition de forces de contact répulsives permettant de maintenir les corps
en contact ou de les séparer en détruisant le contact [39]. Les contacts sont créés par des col-
lisions entre les particules donnant lieu à des chocs dont lamécanique est bien connue dans
le cas de géométries simples comme les sphères [9]. Les lois de la dynamique ne suffisant pas
pour résoudre un problème de choc, il faut prendre en compte le comportement des corps au
cours de l’impact par une loi d’impact [38]. La plus simple deces lois d’impact est sûrement
celle mettant en jeu un coefficient de restitution qui résumele caractère dissipatif d’un choc à
partir des vitesses avant le choc (notée−) et après le choc(notée+). On peut alors définir le
coefficient de restitution normalen = −v+

n /v
−
n comme le rapport des travaux, se réduisant au

rapport des vitesses, des efforts mis en jeux lors de la compression du contact par rapport à la
phase de restitution (décompression) [64]. Pour un choc parfaitement élastiqueen = 1 tandis
qu’un choc parfaitement inélastique impliqueen = 0 et que les particules restent en contact.
De la même manière, dans le cas de collisions non frontales, on peut définir le coefficient de
restitution tangentielet = −v+

t /v
−
t . Ces définitions comportent une simplification importante

qui consiste à négliger l’influence mutuelle entre les composantes normales et tangentielles de
la vitesse au contact. En toute rigueur, le lien entre les vitesses (v+

n , v
+
t ) avant la collision et les

vitesses (v−n , v
−
t ) après collision s’exprime par une matrice appelée opérateur de collision :

(

v+
n

v+
t

)

=

(

enn ent

etn ett

)(

v−n
v−t

)

(1.13)

Mais cet opérateur a été peu étudié expérimentalement [14].

Pour un contact binaire, le seul moyen de créer un contact survivant au choc, dit persistant,
est que le choc dissipe toute l’énergie cinétique des particules et soit donc parfaitement dissipatif
(en = et = 0). Cependant, dans une optique multicontacts comme dans lesmilieux granulaires
denses où une particule possède plusieurs contacts avec desparticules voisines, cette condition
d’inélasticité n’est plus nécessaire pour créer un contactpersistant. En effet, la conservation de
la quantité de mouvement ne s’applique plus aux deux seules particules impliquées dans le choc
mais à la chaîne de particules en contact. Ainsi, un choc élastique à une extrémité de la chaîne
se traduit par l’ouverture d’un contact à l’autre extrémitétandis que la particule impactante
reste au contact de la particule impactée. Un exemple simplede ce phénomène est le pendule
de Newton.

Au cours d’un contact, qu’il survive au choc ou non, d’autresforces que les forces nor-
males impliquées dans la répulsion des particules apparaissent si des frottements sont générés
au contact. Le frottement est classiquement décomposé en deux contributions : le frottement de
glissement et le frottement de roulement.

Le frottement de glissement intervient, entre deux solidesen contact, par le développement
d’une force de frottementFt s’opposant au mouvement relatif tangent au plan de contact.On
résume classiquement les propriétés de la force de frottement par [15] :

– La force de frottement est indépendante de l’aire apparente de la surface de contact.
– La force de frottement en glissement est proportionnelle àla force normaleFn appliquée

au contact telle queFt = µFn oùµ est le coefficient de frottement.
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– Le coefficient de frottementµ dépend uniquement des matériaux en contact et est constant
au cours du glissement.

Le frottement sec trouvant son origine dans la plastification des aspérités des surfaces en
contact, on peut montrer l’indépendance de la force de frottement à l’aire apparente [15]. De
plus, on distingue en général deux coefficients de frottement : le coefficient de frottement sta-
tique µs correspondant à la force tangentielle nécessaire pour déclencher le glissement et le
coefficient de frottement dynamiqueµd correspondant à la force tangentielle nécessaire pour
entretenir le glissement d’un contact [15]. Généralement,il est plus difficile d’initier le glisse-
ment que de l’entretenir ce qui imposeµs > µd. Cette différence est à l’origine du phénomène
de mouvement intermittent d’un solide frottant (stick-slip) entraîné par un dispositif élastique
capable de stocker puis de restituer de l’énergie [15]. Ce phénomène participe à la création des
vibrations sonores souvent émises lorsque le frottement deglissement est mis à contribution
(frein, violon,. . . ). Dans ce travail, nous nous limiteronsà la prise en compte du frottement de
glissement seulement à travers le coefficient dynamiqueµd tel queµd = µs = µ.

Le frottement de roulement se manifeste à travers le ralentissement progressif, jusqu’à l’ar-
rêt complet, d’un corps roulant librement sans glissement (soumis uniquement à la gravité) sur
un plan horizontal. Une manière simple de comprendre ce phénomène est de considérer que,
sous un chargementN normal au plan de roulement, la zone de contact se déforme dissymé-
triquement et génère une résultante des forces de contact d’intensité(−N) mais décalée vers
l’avant du corps roulant. Ce décalage implique un moment s’opposant à l’avancement du corps
roulant. Par analogie avec le cas du glissement, on établit un coefficient de frottement de rou-
lement comme un nombre sans dimension permettant de fixer un moment seuilMs au delà
(respectivement en deça) duquel la rotation relative des corps en contact est autorisée (respec-
tivement interdite) tel queMs = µrM . Dans le cas de deux disques,M s’exprime à partir de
la force normale au contactFn et d’une longueur, généralement la moyenne des diamètres des
particules en contact.

De nombreux matériaux granulaires, dits pulvérulents, sont caractérisés par le fait que les
grains n’interagissent que par des interactions de contactfrottant. A l’état naturel, les sables, les
graves, les céréales (riz, blé) sont des exemples de granulats pulvérulents. Ce type de matériaux
est aussi très employé dans l’industrie à travers, par exemple, les produits de carrières, les
comprimés pharmaceutiques ou encore le ballast ferroviaire. En dehors du cas des matériaux
granulaires pulvérulents, on distingue une autre classe dematériaux granulaires dits cohésifs.
Ils sont caractérisés par la présence de forces, agissant à distance ou à l’interface, qui s’opposent
à la séparation des particules.

Interactions de cohésion

On se propose ici de décrire succinctement les différents types de cohésion fréquemment
rencontrés dans les matériaux granulaires. Une première distinction peut être faite entre les
matériaux à faible cohésion comme les poudres humides et lesmatériaux granulaires à forte
cohésion où un lien solide existe entre les particules, comme c’est le cas pour le béton.
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faible cohésion :Pour de très petites particules, de l’ordre de la dizaine deµm, une adhésion
d’origine physico-chimique apparaît spontanément entre les particules à travers les forces de
Van der Waals, des forces électrostatiques et des éventuelles liaisons chimiques entre les par-
ticules [19, 22, 16]. La cohésion des poudres et des suspensions colloïdale résulte de ce type
d’interaction. Pour des particules de taille millimétrique, les forces d’adhésions peuvent prove-
nir de l’énergie de surface des particules. Deux modèles, JKR [31] et DMT [13], basés sur la
théorie du contact de Hertz s’attachent à décrire la force d’adhésion entre deux particules en
contact ou très proches. Un autre type de cohésion d’intensité relativement faible est dû à la
présence d’un liquide dans un milieu granulaire : la cohésion par capillarité [55, 61]. Loin de la
saturation, un liquide se distribue entre les particules sous la forme de ponts capillaires capables
de générer une résistance à la traction. L’intensité de la force d’attraction développée par un
pont capillaire dépend de la quantité de liquide, de la nature du liquide, de la distance entre
les particules et de leurs propriétés (taille, état de surface). Ce type de cohésion est notamment
responsable de la tenue mécanique des sols humides, en particulier des sables.

forte cohésion :La cohésion par cimentation est due à la présence d’un “ciment” au sein d’un
matériau granulaire capable de créer des joints solides entre les particules. Le comportement
mécanique de cette classe de matériaux, dits matériaux granulaires cimentés, dépend des pro-
priétés du lien solide, de son volume mais aussi des caractéristiques mécaniques de l’interface
entre les particules et le liant. Un exemple de ce type de matériau est le béton qui est un granulat
composé de sable et gravier noyés dans du ciment hydrauliqueservant de liant [12].

1.1.2.2 Propriétés des particules

Les principaux facteurs qui influencent le comportement mécanique d’un assemblage de
particules sont le matériau constitutif des particules, leurs caractéristiques géométriques et la
répartition de leurs tailles.

Matériau : Dans le cas de grains homogènes, la seule matière dont ils sont constitués condi-
tionne fortement leurs caractéristiques physiques et chimiques. Par exemple les argiles, cristaux
colloïdaux d’alumino-silicates hydratés, fréquement rencontrés dans les sols se présentent sous
la forme de petites particules allongées (inférieures auµm) capables, en présence d’eau, de
générer par réaction chimique une cohésion importante [37]. Au contraire, les minéraux à base
de silice (quartz, mica,. . . ) donnent naissance à des particules “massives” de tailles supérieures
interagissant principalement par contact ; on parle alors de sol granulaire. De plus, la matière
constituante “transmet” ses caractéristiques mécaniques(élasticité, résistance à la rupture) aux
grains mais pas au matériau granulaire. Dans le cas de grainscomposites, comme les grains de
l’industrie agro-alimentaire (blé, maïs), il suffit de déduire les caractéristiques homogénéisées
en fonction des proportions de chaque constituant [65].

Forme :La forme des particules est une caractéristique intrinsèque jouant un rôle majeur dans le
comportement mécanique des milieux granulaires [57, 36, 5]. L’introduction d’une élongation
des particules change le comportement mécanique [47, 2]. Depart les différents minéraux en-
trant dans leur composition, les sols granulaires sont sûrement les matériaux naturels présentant
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(a) (b)

FIG. 1.3 –Eléments de qualification de la forme d’un grain en fonction de l’échelle d’observa-
tion : (a) Classification des grains à l’échelle de la forme entermes de rondeur et de sphéricité
(b).

les formes de grains les plus variées. Dans ce cadre, la formedes grains a fait l’objet de nom-
breuses classifications dont on ne retiendra que les aspectsessentiels [37]. La caractérisation
de la forme des particules est dépendante de l’échelle d’observation (figure 1.3(a)). A l’échelle
de la particule, on décrit la forme générale de la particule en termes de sphéricité, de rondeur,
d’élongation... A une échelle inférieure, celle des aspérités ; on va plutôt décrire l’état de surface
des particules en termes de rugosité, rondeurs des sommets... En mécanique des sols, on limite
la description des particules à l’échelle observable par des dispositifs optiques. A cette échelle,
on peut résumer la forme des particules en termes de sphéricité et de rondeur par opposition à
l’élongation et l’angularité. On peut également définir la sphéricité d’une particule comme le
rapport du diamètre d’une sphère de volume identique et du diamètre de la sphère circonscrite.
De la même manière, la rondeur est définie par le rapport entrele rayon de courbure moyen
des “faces” et du rayon de la plus grande sphère inscrite. Ainsi, comme le montre la figure 1.3,
la sphéricité qualifie l’élongation de la particule tandis que la rondeur qualifie l’angularité des
particules.

Répartition des tailles :Au même titre que les constituants et la forme des grains, un aspect
important est la distribution des tailles de grains [52]. Lamesure de la taille d’un grain extrait
de l’échantillon n’apporte que très peu d’information et serévèle sans intérêt. Par contre, la me-
sure de la distribution des tailles de grains apporte des informations sur les tailles mises en jeu
ainsi que sur les proportions de chaque taille de particulesprésente dans le matériau. Dans les
matériaux granulaires naturels ou industriels, les grainsne sont que rarement de la même taille,
on parle alors de polydispersité des tailles. Cette caractéristique constitutive joue un grand rôle
dans le comportement mécanique des matériaux granulaires au sens où la présence de différents
ordres de grandeurs de taille de grains change radicalementl’arrangement des particules [71].
Le comportement macroscopique étant dépendant du réseau decontacts qui s’établit entre les
grains, on comprend qu’une modification de l’arrangement modifie également les caractéris-
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tiques, autant locales que macroscopiques, d’un matériau granulaire. Malgré ce constat intuitif,
bien peu de travaux se sont intéressés à la polydispersité entant que problématique d’une étude
mécanique [75]. De plus ces travaux se sont souvent limités àdes distributions de tailles simples
comme des distributions binaires ou ternaires [17, 18, 44].Le plus souvent, que ce soit expéri-
mentalement ou numériquement, on introduit une légère polydispersité pour éviter des phéno-
mènes de cristallisation lorsqu’on travaille avec des billes sans se préoccuper de son éventuelle
influence sur les résultats. Le but de ce travail est précisément de mettre en évidence le rôle
spécifique de la polydispersité sur la texture et sur le comportement mécanique des matériaux
granulaires.

1.2 La polydispersité

1.2.1 Définitions et exemple de classification

Etymologiquement “polydisperse” signifie plusieurs sources de dispersion que l’on résume,
par abus de langage, à la seule dispersion des tailles de particules. Les autres sources de disper-
sions peuvent être la forme des particules, les masses, ou encore l’état de surface. Par opposi-
tion, un matériau est dit monodisperse lorsque toutes ses particules ont strictement les mêmes
caractéristiques. Cependant, les collections d’objets monodisperses, singulières à l’état natu-
rel, sont rares car elles supposent une parfaite maîtrise duprocessus de fabrication. On parlera
alors de granularité pour qualifier les proportions de grains de différentes tailles et d’analyse
granulométrique pour déterminer, par mesure physique, la granularité d’un matériau granulaire.

Selon les procédés de mesures granulométriques employés (voir détails dans la section sui-
vante), on a accès à deux grandeurs caractérisant la granularité : le nombre de particules en
fonction de leur taille ou la masse correspondante en fonction de leur taille. L’information du
nombre de particules d’une taille donnée permet d’évaluer la répartition des densités de pro-
babilité des tailles tandis que la masse permet d’évaluer larépartition de la fraction massique
que représente chaque taille. Bien sûr, dans le cadre de granularités continues, la probabilité ou
la fraction massique d’une tailled n’a pas de sens, seule la prise en compte des particules de
tailles comprises entred− δd etd+ δd permet de calculer des grandeurs pertinentes.

Cette constatation conduit naturellement à construire desdistributions, de densité de proba-
bilité ou de fraction massique en fonction de la taille, pourreprésenter la granularité. Ce type
de représentation probabiliste fait naturellement apparaître la notion de classe granulométrique
définie par un intervalle fini de taille de grains. En cumulantces distributions, on obtient res-
pectivement la fonction de répartition de la variable aléatoire “taille des particules” et ce que
l’on appelle classiquement la courbe granulométrique cumulative. La figure 1.4 montre que les
représentations d’une même distribution en termes de probabilités et de fractions massiques ont
des formes bien différentes. Par contre, ces deux courbes soulèvent le problème de la représen-
tativité des tailles extrêmes d’une distribution polydisperse. Que ce soit en terme de probabilité
ou de fraction massique, à partir de quelle “intensité” doit-on considérer qu’une classe n’est
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FIG. 1.4 –Granularité d’un matériau dont les tailles sont comprises entre0, 001 mm et0, 01 mm.
(a) Représentations non cumulées de la densité de probabilité (pdf) et des fractions massiques
(fm). (b) Représentations cumulées de la densité de probabilité (pdf) et des fractions massiques
(fm). Pour ne pas alourdir les graphiques les barres de l’histogramme ne sont pas représentées,
les courbes passent par le centre de la borne supérieure de chaque barre.

FIG. 1.5 –Classification élémentaire des sols .

pas significative ou en d’autres mots, quelle tailles maximale et minimale doit on attribuer à une
granularité ? Dans le cas des sols par exemple, si les taillesmaximales sont souvent identifiables
avant la mesure, il existe fréquemment une classe de très petites particules d’origines diverses
(argile, érosion des particules) appelées fines que l’on peut considérer soit comme parasite soit
comme constituant à part entière de la granularité. Ce choixdépend essentiellement de l’usage
prévu du sol étudié. Si l’on souhaite un matériau plutôt pulvérulent on éliminera un maximum
de particules argileuses et on gardera ces particules si on souhaite un matériau cohésif.

Le besoin de granulats de qualités et adaptés aux besoins du génie civil moderne a conduit
à mettre en place des appellations des différentes tailles de granulats ainsi que des qualificatifs
concernant la forme de la distribution granulométrique. Une classification élémentaire des sols
(correspondant à la norme NF P18-560) en fonction du diamètre des grains est donnée par
Schlosser [60] et est représentée figure 1.5.

Ainsi, dans cette classification on distingue deux grandes familles de sols : les sols grenus
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FIG. 1.6 –Exemples de courbes granulométriques.

ou granulaires où les particules interagissent par contactfrottant et les sols fins où des inter-
actions de cohésion peuvent apparaître. Comme on le verra endétail dans la section suivante,
le diamètre des grains représenté ici n’est qu’une équivalence de taille donnée par la procé-
dure de mesure. Bien d’autres classifications existent (ASTM, AASHTO, MIT [52]) et diffèrent
sur les bornes de validité des appellations de chaque type desol ainsi que sur les sous-classes
(fin, moyen, grossier). Ces classifications ne s’intéressent qu’à la taille des particules mais au-
cunement à leur répartition. La figure 1.6 montre des exemples de courbes granulométriques
représentées en échelle semi-logarithmique. Cette représentation permet d’apprécier facilement
les différentes classes granulométriques mises en jeu dansun échantillon de sol.

1.2.2 Analyse granulométrique

Dans cette partie, nous allons préciser différents procédés classiques utilisés pour mesurer
la granularité. Ces procédés se distinguent principalement par la taille des particules qu’ils sont
capables de mesurer ainsi que le type d’information qui en résulte (nombre ou masse). Malgré
toutes les précautions d’usage et la précision du dispositif de mesure, une estimation“juste” de
la granularité suppose que l’échantillon analysé soit représentatif du milieu réel dont il a été
extrait. En effet, l’échantillon ne représente qu’une infime partie d’un matériau granulaire dont
l’étude totale est impossible. Il convient alors de multiplier les échantillons en s’assurant que la
méthode de prélèvement assure une reproductibilité suffisante.

Une des méthodes de mesure de la granularité des sols grenus est le tamisage. Cela consiste
à séparer, au moyen d’une colonne de tamis, un échantillon enplusieurs classes granulaires.
Selon la taille des particules passantes à travers le tamis,ce dernier est construit à partir de
tôle perforée à trous carrés ou de fils métalliques tissés pour former des ouvertures carrées,
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(a) (b)

FIG. 1.7 –Tamis en tôle perforée et en maille métallique (a). Tamiseuse en ordre de fonction-
nement (b).

figure 1.7(a). On appellera alors l’ouverture nominale d’untamis, le coté d’une maille carrée
dans laquelle un grain peu passer, entachée de la tolérance de construction. Pour les granulats
issus de carrières par exemple, l’ouverture nominale des tamis débute à0, 063mm et croit en
suivant une progression géométrique de raison20

√
10 ≃ 1, 12 jusqu’à une ouverture maximale

de 90mm. Ce type de suites géométriques désignées parRx, introduites par Charles Renard
en 1870, décrivent lesx + 1 tailles normalisées suivant une progression géométrique de raison
x
√

10, entre une taille minimale (incluse) et une taille dix fois plus grande. Pour les granulats
supérieurs à90mm, correspondant aux enrochements, on utilise des tamis formés de barres
métalliques d’ouvertures125, 180, 250 et360mm. Ainsi, le tamisage ne fournit que l’estimation
d’un diamètre équivalent des particules au sens où les bornes des classes granulométriques sont
assimilées à l’ouverture des tamis. Pour des particules très rondes, l’estimation est fiable tandis
que pour des particules fortement allongées la seule information d’un diamètre équivalent est
insuffisante.

La mesure de granularité par tamisage consiste à placer une masse connue de “grains” au
sommet d’une colonne de tamis classés par ouverture de maille décroissante de haut en bas puis
à faire vibrer la colonne à l’aide d’une tamiseuse, figure 1.7(b). A la fin de l’essai, le refus de
chaque tamis représente la fraction massique des particules de tailles supérieures à l’ouverture
du tamis refusant et inférieures à l’ouverture du tamis immédiatement supérieur. Ce type de
mesure, facile à mettre en œuvre, présente l’inconvénient de rendre impossible la mesure des
très petites particules de l’ordre duµm. En effet, pour ces tailles de particules, les fils employés
dans la fabrication des tamis sont très fins rendant les tamisfragiles et déformables. Pour les
sols fins et les poudres fines, on procède à la mesure de la granularité par sédimentation.
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Les mesures par sédimentation consistent à laisser décanter une suspension de grains dans
un liquide visqueux sous l’action de la gravité ou d’une centrifugation. Cette analyse granulo-
métrique repose sur la loi de Stokes donnant la vitesse de chute d’une particule sphérique dans
un liquide en fonction du diamètre, de la viscosité du fluide et des masses volumiques des par-
ticules et du liquide. De manière similaire au tamisage, on obtiendra des diamètres équivalents
aux tailles des particules réelles. Ainsi, à partir d’une suspension homogène, la mesure de la
cinétique du front de disparition d’une classe granulométrique depuis la surface permet d’éva-
luer la masse que représente cette classe. On peut aussi mesurer l’évolution de l’absorbance
de la suspension en fonction du temps pour remonter à la granulométrie. Cependant, avec ce
type de mesure optique, les phénomènes de diffraction deviennent importants lorsque la taille
des particules analysées est du même ordre de grandeur que lalongueur d’onde de la lumière
utilisée. Contrairement à cette méthode où les phénomènes optiques sont indésirables, un autre
type de méthode de mesure de granularité en tire profit : la diffraction laser.

De même que la sédimentation, la diffraction laser s’intéresse à la mesure de la granularité
des poudres fines à travers la mesure de la diffraction créée par une suspension de particules
dans un liquide. Cette méthode introduite dans les années 1970, suppose que les particules en
suspension sont sphériques (diamètre équivalent) et opaques, la longueur d’onde du laser est
inférieure à la taille des particules et enfin que les particules sont animées d’un mouvement
aléatoire. Après estimation de la diffraction générée par le liquide seul, la diffraction créée par
les particules en suspension permet d’établir une courbe granulométrique. Les mesures étant
très rapides, on peut réaliser des milliers de mesures en quelques secondes afin d’améliorer la
statistique des tailles de particules.

Ces méthodes présentent l’inconvénient de ne donner aucuneinformation sur la forme des
particules. Pour pallier ce problème, des systèmes optoélectroniques ont été développés pour
étudier la forme des particules et ainsi obtenir une granularité très proche de la réalité. Cepen-
dant, ces méthodes nécessitent de fixer au préalable des critères morphologiques (plus grand axe
d’un ellipsoïde par exemple) pour comparer les tailles de particules entre elles afin de construire
la courbe granulométrique. La puissance croissante des ordinateurs a permis de mettre au point
des logiciels performants de reconnaissance de forme à partir de clichés ou de numérisation
avec un scanner, d’un granulat réparti sur un plan (“ImageJ”par exemple). La statistique des
formes est alors réalisée sur la face en contact avec le plan qui est, le plus souvent, la plus grande
face. Cependant, cette méthode nécessite une répartition lâche des particules (pas de contact)
pour que la reconnaissance soit efficace, ce qui impose un nombre de particules relativement
faible.

Pour contourner cette difficulté, un appareil capable d’analyser une grande quantité de gra-
nulats a été mis au point, notamment au LCPC depuis les années1980 [7], le vidéogranulomètre
(figure 1.8). Un essai consiste à introduire un échantillon de granulats refusés au tamis de1mm
et passant au tamis de63mm dans la trémie de l’appareil, les particules sont alors dispersées et
positionnées sur leurs plus grandes surfaces par le couloirvibrant. Enfin, elles sont précipitées
en chute libre dans la zone d’analyse par le tambour. Dans sa chute, chaque particule crée une
ombre sur les cellules photosensibles rendant ainsi possible l’analyse de la forme des particules
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FIG. 1.8 –Vue d’ensemble du vidéogranulomètre développé au LCPC.

en temps réel. En associant un modèle de forme numérique (ellipsoïde) pour chaque grain on
peut évaluer des grandeurs pertinentes pour qualifier la forme des particules et déduire ensuite
une courbe granulométrique tenant compte de la forme des particules. De part son automatisa-
tion poussée, ce dispositif permet de traiter rapidement degros échantillons de sols pour obtenir
une statistique satisfaisante sur la courbe granulométrique.

1.2.3 Problématique de l’empilement et du remplissage d’espace

Comme on l’a évoqué précédemment, pratiquement tous les matériaux granulaires réels
sont polydisperses et présentent des variabilités des propriétés de grains telles que la forme, la
constitution minéralogique ou les tailles des grains. La variabilité des tailles, résumée sous le
terme de granularité, apparaît comme un composant essentiel dans la fabrication et l’usage de
la matière en grains.

En effet, la granularité peut être vue comme un objectif à l’issue d’un processus indus-
triel ou encore comme le résultat d’un phénomène naturel. Dans le cadre industriel, les opéra-
tions de broyage rencontrées notamment dans les industrieschimique, pharmaceutique et agro-
alimentaire génèrent des poudres (principe actif, farine de céréales) dont la granularité doit être
adaptée à leur usage final. De même, la granularité observée dans les pierriers de montagne
résulte du phénomène naturel d’érosion qui, par l’action combinée de plusieurs facteurs (cli-
mat, frottement,végétation), décompose des massifs rocheux en une collection de particules de
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différentes tailles (figure 1.9(a)).

Au contraire, dans de nombreuses applications industrielles, la maîtrise de la granularité
est un point obligatoire vers des applications toujours plus performantes. Par exemple, la gra-
nularité d’une poudre conditionne fortement sa surface spécifique et donc sa capacité à réagir
chimiquement avec le milieu dispersant qui est généralement l’air ou un liquide. Au lieu d’ex-
ploiter les propriétés des grains, les filtres granulaires (à sable dans l’assainissement des eaux
domestiques) mettent à profit le caractère poreux des matériaux granulaires à travers leur ca-
pacité à laisser s’écouler un fluide tout en retenant des particules en suspension. La granularité
intervient alors sur la taille des particules que le filtre peut retenir. Le génie civil emploie beau-
coup de granulat de différents ordres de tailles selon le type de l’ouvrage à réaliser. Par exemple,
les enrochements (figure 1.9(b)) ou les gabions (figure 1.9(c)) servant à stabiliser un terrain sont
souvent constitués de pierres de différentes tailles pour en optimiser la compacité et la tenue à
la compression.

D’une manière générale en géotechnique, la possibilité de construire un ouvrage dépend
fortement des propriétés naturelles du sol local à supporter les charges inhérentes au fonction-
nement prévu. Parmi ces propriétés, la granularité va influencer le comportement à travers les
petites particules (limons, argiles) et leurs comportements au contact de l’eau. De nos jours,
le matériau de construction le plus couramment utilisé dansla construction d’ouvrages d’art
est sûrement le béton (figure 1.9(e)). De même, pour les surfaces de roulement (les routes) ou
les surfaces de manutentions, on utilise communément les enrobés bitumineux (figure 1.9(d)).
Ces deux matériaux (bétons et enrobés bitumineux) se classent dans la catégorie des matériaux
granulaires cimentés : ils sont constitués d’un granulat à granularité étendue lié par un ciment
lui conférant une grande résistance à la compression pour les bétons et à l’usure pour les en-
robés. On présente ci-dessous divers aspects liés aux bétons afin de mettre en évidence des
problématiques rencontrées avec les matériaux granulaires polydisperses.

Le béton est un mélange de granulats à granularité étendue (des graviers aux particules fines)
agglomérés par un liant hydraulique (ciment). Si le granulat employé se limite à la classe des
sables, on parle alors de mortier ou de ciment de sable. Les qualités d’un béton sont évaluées
notamment en termes de facilité de mise en oeuvre sur chantier, de coût, de comportement
au séchage (retrait), de résistance à la compression après séchage et de durabilité à l’usure
chimique et mécanique. Une de ces qualités est particulièrement dépendante de la granularité
utilisée lors de la formulation : la résistance à la compression. En effet, après séchage, elle
augmente avec l’étendue granulométrique. La résistance dubéton trouvant son origine dans les
liens des particules, une augmentation de l’étendue de la granularité vers les éléments les plus
fins permet de créer, pour la même quantité de liant, des assemblages de particules plus denses et
dont la surface d’interface granulat-liant augmente fortement impliquant ainsi une augmentation
de la résistance. Ainsi, l’ajout de particules très fines comme celles d’une fumée de silice permet
d’augmenter la résistance d’un béton classique (30 MPa) et de créer un béton haute performance
dont la résistance à la compression peut atteindre200 MPa. Au delà de l’aspect chimique et de
l’interface granulat-liant, on va orienter l’étude sur la structure granulaire composant le squelette
du béton et préciser les notions mises en jeu dans cette étude.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG. 1.9 – (a) Pierrier, (b) Enrochement, (c) Gabion, (d) Enrobé bitumineux, (e) Lamelle de
béton, (f) Mur incas.
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Comme on vient de le voir, la résistance d’un béton est fortement conditionnée par sa com-
pacité, autrement dit par sa capacité à “bien remplir” l’espace. Le problème d’optimisation de
l’espace est un problème universel, il revêt des aspects économiques (transport de marchan-
dises), biologique (cellules de la peau, nids d’abeilles) et technologique. Cette question a été
étudiée dans son cas le plus élémentaire par Kepler qui a formulé, dès le début du17e siècle,
une conjecture énonçant qu’un empilement de sphères identiques présente une compacité maxi-
male s’il est arrangé selon une maille cubique face centrée.Cette conjecture ne fut démontrée
qu’à la fin du20e siècle par T. Hales. Dans un cadre monodisperse, les notionsd’ordre et de
compacité maximale sont très liées : un empilement désordonné de particules simples (sphères
ou polyèdres réguliers) monodisperses présente une compacité plus faible que son homologue
ordonné. Par contre, dans un cadre polydisperse, un ordre cristallin devient beaucoup plus diffi-
cile, voir impossible, à obtenir et la compacité d’un granulat polydisperse sera plutôt dépendante
de sa capacité à créer un arrangement désordonné dense. Ainsi se pose naturellement la ques-
tion des conditions nécessaires à la réalisation de tels assemblages en termes de polydispersité
et de méthode de construction.

En ces deux seuls termes de méthode d’assemblage et de granularité, on peut distinguer
deux approches de remplissage optimal de l’espace : la méthode définit la granularité ou in-
versement, la granularité définit la méthode de construction. La première approche consiste à
sélectionner rigoureusement les particules en vue d’une mise en place selon une méthode défi-
nie. Un exemple simple de ce type d’approche est représenté par les murs des forteresses incas
constitués de blocs de pierres polygonaux (figure 1.9(f)). Leurs formes sont ajustées en fonc-
tion des autres blocs au moment de la pose et ne sont liés par aucun mortier. Ainsi, ces murs
remplissent complètement l’espace mais requièrent un ajustement précis de la forme et de la
position de chaque particule. Un autre exemple est la construction des cercles d’Appolonius de
Perga, mathématicien antique d’origine grecque. Cette construction géométrique repose sur le
fait que trois cercles tangents deux à deux et non sécants, possèdent deux autres cercles tan-
gents et non sécants. Ainsi, en partant de trois cercles identiques tangents et en itérant cette
règle indéfiniment, on obtient un empilement de disques, présenté figure 1.10, qui tend à rem-
plir complètement l’espace à mesure que les tailles de particules placées tendent vers zéro. Cette
construction, extensible au cas tridimensionnel, est fractale et possède une dimension de Haus-
dorff proche de1, 3. On peut aussi démarrer le processus avec des disques de tailles différentes
et placés différemment pourvu qu’ils soient tangents. Dansce type de procédure, la granularité
est fixée par des règles de construction imposant un ordre hiérarchique dans le placement des
particules.

La deuxième approche, consistant à adapter la méthode d’assemblage à la granularité, est
en fait l’approche naturellement employée lors de l’usage de granulats en créant des assem-
blages désordonnés. Par exemple, pour remplir une boîte de sable et créer un assemblage lâche,
on déposera le sable par pluiviation tandis qu’une étape supplémentaire de compactage sera
souhaitable pour obtenir un état plus dense. Cependant, l’emploi de granulats polydisperses
fait apparaître un phénomène spécifique de l’état granulaire : la ségrégation. En effet, au cours
d’une sollicitation, un mélange homogène de grains différents (densité, forme, taille, frotte-
ment) a naturellement tendance à disparaître au profit de rassemblements de grains de mêmes
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FIG. 1.10 –Empilement appolonien.

propriétés créant ainsi des mélanges non homogènes. Par exemple, les bétons autoplaçants sont
plus fluides que les bétons classiques pour faciliter leur mise en œuvre mais sont plus sujet à
la ségrégation. En effet, les particules étant plus libres,elles ont plus facilement tendance à se
séparer au cours de la mise en place et donnent alors lieu à un béton hétérogène. De ce fait, la
formulation de tels bétons doit être adaptée pour minimiserla ségrégation. En tenant compte de
ce phénomène, surtout dans le cadre d’une étude sur la granularité, la méthode de construction
d’assemblages désordonnés, qu’ils soient réels ou numériques, doit garantir l’homogénéité des
échantillons quelle que soit la granularité employée.

Ainsi que ce soit au cours de la mise en place ou de l’utilisation normale une fois sec,
l’exemple du béton permet de mettre en évidence des problématiques génériques liées aux sys-
tèmes polydisperses auxquelles on tachera de répondre dansce manuscrit :

– Quelle est l’influence de la granularité sur la structure d’un assemblage homogène ?
– La granularité influence-t-elle le comportement macroscopique à l’équilibre et sous sol-

licitation quasistatique ?
– La présence de plusieurs échelles de longueurs dans le système influence-t-elle la trans-

mission des forces ?
– Y-a-t-il une “spécialisation” ou un rôle spécifique des particules en fonction de leurs

tailles ?
– Comment se comporte un matériau polydisperse en présence de cohésion ?





Deuxième partie

Génération des empilements denses :
approche géométrique
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Introduction

Lors d’une étude granulométrique, par tamisage par exemple, ou lors d’un essai mécanique
en laboratoire, l’échantillon testé doit être représentatif de l’ensemble des propriétés du maté-
riau. Cette condition implique que les différentes fractions granulométriques soient représentées
de façon significative, en terme de nombre pour les plus grosses particules et en terme de masse
pour les plus petites. Par ailleurs, l’étude mécanique d’unassemblage granulaire suppose que ce
dernier a une taille supérieure à celle du Volume Elémentaire Représentatif (VER). Ces consi-
dérations s’appliquent bien évidemment à la modélisation et à la simulation numérique de gra-
nulats fortement polydisperses. Cependant, malgré l’augmentation de la puissance de calcul des
ordinateurs, le nombre de particules dans une simulation à durée raisonnable est encore limité
à quelques dizaines de milliers. Cette limitation impose uncontrôle strict de la représentativité
statistique et volumique de chaque classe de tailles de particules. Cette partie est consacrée,
d’une part, à la résolution de ce problème et, d’autre part, au protocole de mise en place de
grands assemblages denses de particules fortement polydisperses. Le chapitre 2 présente une
méthode générale de génération de distributions de taillessuivant une courbe granulométrique
continue. La représentativité des distributions généréesest contrôlée par des critères simples et
explicites. L’impact de ces critères sur la qualité des distributions est également étudiée. L’in-
fluence de la polydispersité sur la texture granulaire est très peu étudiée dans la littérature. Ceci
nous a conduit, dans une première approche, à réaliser des assemblages de particules par un
processus purement géométrique. Cette approche, très efficace sur le plan numérique, a permis
de réaliser une étude paramétrique détaillée de l’influencede la polydispersité sur la texture
granulaire générée par le protocole choisi. Cette étude paramétrique fait l’objet du chapitre 3.
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Gestion de la polydispersité
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L’objectif de ce chapitre est de présenter une méthode générale de génération d’une distri-
bution de tailles de particules respectant une granularitédonnée. Cette méthode fait appel à des
critères de représentativité explicites dont on préciseral’influence sur la distribution générée.
Cette méthode est appliquée à un modèle de courbe granulométrique permettant de varier la
forme et l’étalement de la distribution des tailles de particules.

2.1 Génération d’une distribution de tailles suivant une
courbe granulométrique

Comme on l’a vu au chapitre précédent, la granularité d’un granulat est relativement facile
à mesurer mais l’opération inverse, consistant à générer une distribution de tailles de parti-
cules à partir de leur répartition massique, est moins directe. L’enjeu est alors de développer
une méthode permettant de générer une distribution de tailles de particules statistiquement re-
présentative d’une courbe granulométrique donnée. Une question importante se pose alors : "
Qu’est ce qu’une distribution de tailles statistiquement représentative ? ". Il est difficile de ré-
pondre par l’absolu à cette question ; tout dépend de l’usageque l’on souhaite faire de cette
distribution. Par exemple, le nombre total de particules peut être un premier indicateur de re-
présentativité. Pour une étude statistique, quelques dizaines de milliers de particules semblent
être un nombre minimum tandis que pour des simulations dynamiques, cette limite est plutôt
un maximum pour des temps de calcul raisonnables. Dans le casde simulations dynamiques de
matériaux granulaires polydisperses, il apparaît essentiel de parvenir à assurer la représentativité
statistique d’une distribution avec un nombre minimum de particules.

2.1.1 Génération par transformation inverse

La méthode de génération par transformation inverse est uneméthode classiquement uti-
lisée pour générer un échantillon den réalisations d’une variable aléatoireX de fonction de
répartitionF et de densité de probabilitéf = ∂F

∂X
. Dans notre cas, la variable aléatoireX est la

taille d des particules comprise entredmin et dmax et le nombre de réalisationsn est le nombre
de particules souhaité. Le principe de cette méthode est le suivant :

– Soit Y la variable aléatoire (v.a.) définie parY = F (X). Cette variable aléatoire suit
une densité de probabilité uniformément distribuée sur l’intervalle[0, 1]. Sa fonction de
répartitionG est telle queG(y) = P [Y < y] = y.

– Soienty1, ..., yn un échantillon de taillen d’une v.a. uniformément distribuée sur[0, 1].
Lesyi peuvent être considérés comme des réalisations de la v.a.Y .

– Pour calculer les réalisations dexi, il suffira alors de calculer la valeur dexi correspondant
à une valeuryi de sa fonction de répartition

X = F−1(Y ) ⇒ xi = F−1(yi) (2.1)
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Pour l’exemple, appliquons cette méthode à la distributionuniforme par fraction volumique
(ou massique) dans le cas de particules circulaires. La distribution uniforme en volumefuv(d)
est définie par la relationfuv(d

′) d′2 = cte qui exprime le fait que toutes les classes granulo-
métriques ont le même volume. L’égalité des fractions volumiques implique que la distribution
volumique cumulée est une droite passant par les points(dmin; 0) et (dmax; 1). De plus,fuv

représentant une densité de probabilité, son intégrale doit être unitaire ; on déduit alors l’ex-
pression (2.2) defuv(d) et (2.3) de sa fonction de répartitionFuv(d) :

fuv(d) =
dmaxdmin

dmax − dmin

1

d
(2.2)

Fuv(d) =
dmax

dmax − dmin

d− dmin

d
(2.3)

On en déduit facilement l’expression de l’inverse de la fonction de répartition :

F−1
uv (y) =

dmax dmin

dmax + y(dmin − dmax)
(2.4)

Il suffira alors de générern nombres aléatoiresyi entre 0 et 1 et de calculer leur imageF−1
uv (yi)

pour obtenirn tailles de particules suivant une distribution uniforme par fraction volumique.

Cette méthode présente l’avantage d’être très simple à mettre en oeuvre à partir d’un gé-
nérateur de nombres aléatoires compris dans l’intervalle[0, 1]. D’autres méthodes, plus perfor-
mantes, de génération de distributions non-uniformes existent [34] mais la forme simple choisie
suffit pour notre étude où la génération n’est pas une étape critique en terme de performances.
Par contre, l’application directe de cette méthode nécessite de connaître l’expression de la fonc-
tion de répartition des taillesF (d) et que cette fonction soit inversible. Par sa nature statistique,
cette méthode n’assure que la représentativité en nombre des particules sans tenir compte de
la représentativité volumique des particules. Autrement dit, lesn particules générées sont elles
suffisamment nombreuses pour assurer un volume représentatif à chaque classe de tailles ? De
plus, pour générer une distribution de tailles à partir de sarépartition volumique cumulée, il
faut d’abord évaluer la fonction de répartition correspondante. Hormis pour des distributions
simples comme la distribution uniforme par taille des particules, cette étape peut être difficile
pour des distributions complexes ou des distributions pourlesquelles on ne dispose pas d’une
expression analytique. En effet, par définition on a :

h(d) =

∫ d

dmin
V (x)f(x)dx

∫ dmax

dmin
V (x)f(x)dx

, (2.5)

où h(d) est l’expression de la distribution volumique cumulée etV (x) est le volume d’une
particule de taillex. On comprend alors que relier explicitementF (d) et h(d) est délicat dans
la majorité des cas. Nous avons alors choisi de développer une méthode de génération basée sur
la méthode de transformation inverse mais permettant de s’affranchir de cette étape délicate.
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2.1.2 Méthode proposée

La méthode présentée se propose : 1) d’évaluer de manière implicite la fonction de répar-
tition F (d) d’une distribution volumique donnée et 2) de contrôler le nombre de particules
générées et leurs représentativités statistique et volumique, autant à l’échelle de la distribution
(globale) qu’à l’échelle de chaque classe de tailles (locale), par l’usage de critères de représen-
tativité explicites. Pour cela, on s’impose deux conditions de représentativité :

1. Le nombre de particulesN
′

p/cdans chaque classe de tailles est supérieur à un nombre

minimumN
′ min
p/c .

2. Dans chaque classe de tailles, la fraction volumique d’une seule particule est faible devant
celle représentée par la classe entière.

Dans le cas d’une distribution quasi-monodisperse, ces deux conditions sont équivalentes. Par
contre, dans le cas polydisperse, ces conditions sont critiques pour les classes les moins peuplées
qui sont souvent les classes des plus grosses particules. Ainsi, une valeur élevée deN

′ min
p/c

garantit que les particules “rares” sont statistiquement représentées et que le volume d’une seule
particule est faible devant celui de la classe.

On considère alors que la distribution volumique cumulée est représentée par une fonction
croissante continueh(d), satisfaisant les relationsh(dmin) = 0 et h(dmax) = 1 qui traduisent
simplement le fait que toute la masse de la distribution est composée de particules de tailles
comprises entredmin et dmax. La première étape est de discrétiser l’intervalle[dmin; dmax] en
Nc classes de taille définies sur les sous-intervalles[di

min, d
i
max] d’amplitude∆di ≡ di

max−di
min

aveci ∈ [1, Nc]. On peut alors “décumuler”h(d) sur chaque sous-intervalle afin d’obtenir la
fraction volumiquef i

v de chaque classe de tailles :

f i
v = h(di

max) − h(di
min). (2.6)

Dans le cas d’une distribution volumiqueh(d) non continue, l’étape de discrétisation peut
être évitée si les discontinuités deh(d) peuvent servir de classes de tailles. Par exemple, la ré-
partition volumique expérimentale issue d’un tamisage estdiscontinue et représentée par une
fonction en escalier. Les différentes ouvertures des tamisapparaissent alors comme une discré-
tisation “naturelle” de la distribution des tailles.

On considère alors que les tailles de chaque classe suivent une distribution uniforme
par fraction volumique normalisée sur chaque sous-intervalle F i

uv(d). Cela revient à appro-
cher la fonctionh(d) par Nc tronçons de droites passant par les points(di

min; h(di
min)) et

(di
max; h(d

i
max)). Connaissant le diamètre moyen de chaque classedi

m = F−1 i
uv (0.5), on peut

déterminer pour chaque classe une quantiténi de particules (non entière) correspondant à un
volume total unitaire :

ni =
f v

i

V (di
m)
. (2.7)
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On multiplie alors la quantiténi par le facteurN
′ min
p/c /min(ni) oùmin(ni) représente la

valeur deni dans la classe la moins peuplée. On en extrait la partie entière afin d’obtenir une
première évaluation du nombre de particules par classeN

′

i tel que :

N
′

i = E

(

N
′ min
p/c

Min(ni)
ni

)

(2.8)

Cette étape assure que la classe de tailles la moins représentée contiendra au moinsN
′ min
p/c

particules. Le nombre total de particules ainsi évaluéN
′

p =
∑Nc

i=1 N
′

i dépend directement du
nombre de classesNc et du nombre minimum de particules par classeN

′ min
p/c . Pour un couple de

valeurs deNc etN
′ min
p/c choisi, la valeur deN

′

p obtenue peut être insuffisante pour assurer la re-
présentativité globale que l’on s’est fixée. Afin de résoudrece problème, on introduit le nombre
total minimum de particulesNmin

p . Ainsi, on s’impose que le nombre total de particules soit
supérieur àNmin

p . SiN
′

p < Nmin
p , on multiplie lesN

′

i par le facteurNmin
p /N

′

p pour finalement
obtenir le nombre de particulesNi dans chaque classei :

Ni = E

(

Nmin
p

N ′

p

N
′

i

)

(2.9)

LesNi représentent finalement une estimation du nombre de particules nécessaire pour satis-
faire les conditions de représentativité que l’on s’est fixées. On peut alors déduire la répartition
de densité de probabilitéPi(d) des taillesd pour chaque classei :

Pi(d) =
Ni

Np

. (2.10)

La fonction de répartition correspondanteF (d) est obtenue par la somme desPi(d) pour les
classes de tailles inférieures àd. Afin de générer la distribution finale, on réalise dans chaque
classeNi tailles de particule par transformation inverse de la distribution uniforme par fraction
volumique normalisée sur chaque classeF i

uv(d).

2.1.3 Discrétisation de l’espace des tailles

Outre le nombre de classesNc, le type de discrétisation utilisé lors de l’étape de décumula-
tion a une influence sur la qualité de la génération. En effet,un type de discrétisation peut aider
à satisfaire les conditions de représentativité tandis qu’un autre type va, au contraire, conduire à
leur violation. Prenons l’exemple d’une discrétisation régulière comportantn classes d’ampli-
tudes égales entredmin etdmax. Un nombre élevé de classes va fournir une bonne approximation
de la courbe mais la fraction massique représentée par chaque classe va diminuer à mesure que
n augmente. Ce point est particulièrement critique pour les classes des plus grosses particules
où toute la fraction massique peut être représentée par une seule particule et ainsi contrevenir
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à la deuxième condition de représentativité. C’est notamment pour éviter ces problèmes que
le nombre minimum de grains par classe a été introduit. Un moyen “naturel” d’améliorer ce
point est d’utiliser une discrétisation non régulière où l’amplitude des classes croit avec la taille
des particules. En effet, pour une même distribution et un même nombre de classes, avec une
discrétisation non régulière croissante le nombre de grosses particules sera d’autant plus grand
que la fraction massique des grosses particules est grande.

Une discrétisation non régulière adaptée à ce problème est une discrétisation fournissant,
après décumulation, des fractions volumiques égales pour chaque classe de tailles. On quali-
fiera alors cette discrétisation d’équi-volumique. A condition de choisir une fraction volumique
“raisonnable”, les classes les plus peuplées seront bien représentées. En revanche, pour des dis-
tributions où la classe des plus grosses particules représente une faible fraction volumique mais
sur plusieurs ordres de taille, ce type de discrétisation pose des difficultés. Dans ce cas, les
grosses particules ne seront représentées que par une seuleclasse de grande amplitude dans la-
quelle la représentativité statistique sera médiocre. Un autre désavantage de cette discrétisation
est sa dépendance vis-à-vis de la forme de la distribution modélisée. En effet, avant d’évaluer la
justesse des paramètres de génération, il faut vérifier que ce type de discrétisation est “adapté”
à la distribution à modéliser.

Une alternative à ce problème est d’utiliser une discrétisation non-régulière indépendante
de la forme de la distribution. C’est le choix que nous avons fait en utilisant une discrétisation
uniquement dépendante du nombre de classesNc. Pour cela, on s’est inspiré des successions de
tamis utilisés en laboratoire. L’ouverture des mailles successives suit une progression géomé-
trique. Ainsi, les bornes successives des classes de tailles suivront une progression géométrique
de premier termedmin et de raisonr donnée par :

r = exp

(

ln dmax − ln dmin

nc

)

. (2.11)

2.2 Modélisation de la courbe granulométrique

2.2.1 Modèle de courbe granulométrique

La méthode précédemment introduite permet, à partir de n’importe quelle distribution vo-
lumique de tailles, de générer la distribution des tailles correspondantes comprises entredmin

et dmax . Afin d’étudier l’effet de la polydispersité sur les matériaux granulaires, nous devons
disposer d’un outil permettant de faire varier les deux composantes essentielles de la poly-
dispersité : l’étalement et la forme de la distribution volumique. Cet outil va consister en un
modèle de courbe granulométrique devant remplir quelques conditions importantes pour nos
études ultérieures :

– il doit être simple, donc doit comporter un nombre minimum de paramètres pour varier
l’étalement et la forme de la courbe granulométrique ;
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– il doit être défini sur un intervalle fini ;
– il doit être capable de reproduire des distributions classiques comme les distributions en

loi de puissance ;
– il doit pouvoir reproduire, dans l’optique d’applications, des courbes granulométriques

fréquemment rencontrées dans l’ingénierie ; par exemple les courbes à double courbure
dans le cas des sols granulaires.

Pour satisfaire ces conditions, nous avons choisi d’utiliser la distributionβ sous sa forme
cumulée définie par :

β(x, a, b) =
1

B(a, b)

∫ x

0

ta−1(1 − t)b−1 dt, (2.12)

oùa > 0 et b > 0 sont les deux paramètres de la distribution dont on discutera l’influence dans
la suite. La fonctionB(a, b) est donnée par :

B(a, b) = Γ(a)Γ(b)/Γ(a+ b), (2.13)

oùΓ est la fonction gamma définie par :

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt. (2.14)

La distributionβ cumulée est définie et normalisée sur l’intervalle[0, 1] doncβ(0) = 0 et
β(1) = 1. Afin d’utiliser la distributionβ cumulée comme modèle de courbe granulométrique
pour des particules de tailles comprises dans l’intervalle[dmin; dmax], on remplace l’argument
x par le diamètre réduit défini par :

dr(d) =
d− dmin

dmax − dmin
. (2.15)

Quelles que soient les tailles extrêmes mises en jeu, le diamètre réduit présente l’avantage de va-
rier dans l’intervalle[0, 1]. Cela nous permettra notamment de comparer, sur un même intervalle
des grandeurs associées aux tailles des particules.

Finalement notre modèle de courbe granulométriqueh(d) s’exprime comme la distribution
β cumulée des diamètres reduits :

h(d, a, b) = β(dr(d); a, b). (2.16)

Les paramètresa et b permettent de varier la forme de la distribution volumiqueh(d) mais
n’ont aucune influence sur l’étalement ; il faut donc introduire une paramétrisation de cette
caractéristique. Une paramétrisation instinctive de l’étalement serait d’utiliser le rapport entre la
taille de la plus grosse particule et celle de la plus petite :R = dmax/dmin. Cette paramétrisation
est simple et d’interprétation directe ; par contreR n’a pas de borne supérieure. Dans le même
esprit que le diamètre réduitdr, nous contrôlons l’étalement plutôt par le paramètres défini
par :
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s =
dmax − dmin

dmax + dmin

. (2.17)

Le cass = 0 correspond à une distribution monodisperse tandis ques = 1 correspond à une
distribution “infiniment” polydisperse. Ainsi le lien entreR et s parait évident :

s =
R− 1

R + 1
, R =

1 + s

1 − s
. (2.18)

2.2.2 Influence des paramètres de forme

Le modèle de courbe granulométrique développé satisfait deux des quatre conditions que
l’on s’est imposées : il ne nécessite que trois paramètres pour faire varier forme et étalement de
la distribution et il est défini sur un intervalle fini dans l’espacedr. De plus, les seuls paramètres
de formea et b donnent accès à un riche éventail de formes de distributionscontenant les
distributions visées. En fonction des valeurs dea et b, la distribution volumique non cumulée
est :

– a < 1, b < 1 en forme de U.
– a < 1, b ≥ 1 oua = 1, b > 1 strictement décroissante

– a = 1, b > 2 strictement convexe
– a = 1, b = 2 une droite
– a = 1, 1 < b < 2 strictement concave

– a = 1, b = 1 uniforme sur [0 ;1]
– a = 1, b < 1 oua > 1, b ≤ 1 strictement croissante

– a > 2, b = 1 strictement convexe
– a = 2, b = 1 une droite
– 1 < a < 2, b = 1 strictement concave

– a > 1, b > 1 unimodale
– a = b symétrique par rapport à1/2

On montre facilement que ce modèle donne accès à des distributions granulométriques cumu-
lées classiques dont certaines sont représentées sur la figure 2.1 :

– a = b = 1 uniforme par fraction volumique
– a = 3, b = 1 uniforme par taille des particules
– a = 1, b > 1 loi de puissance strictement convexe
– a > 1, b = 1 loi de puissance strictement concave
– a > 1, b > 1 double courbure
– a < 1, b < 1 distribution se rapprochant du cas bi-disperse à mesure quea etb diminuent ;

les tailles de particules sont concentrées autour dedr = 0 etdr = 1.
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FIG. 2.1 –Exemples de distributions cumulées

2.3 Espaces paramétriques

On s’intéresse ici aux espaces paramétriques de génération(Nc,Nmin
p/c ,Nmin

p ) et de granulo-
métrie (a,b,s). On mettra en évidence l’influence de chaque critère de génération sur la corréla-
tion entre la granulométrie générée et celle représentée par h(d). On introduira alors les notions
de réalisabilité d’une distribution et de formes accessibles.

2.3.1 Influence des critères de génération

2.3.1.1 Protocole de comparaison

La méthode de génération nécessite de fixer trois paramètresmajeurs qui sont le nombre
de classesNc, le nombre minimum de particules par classeN

′ min
p/c et le nombre total minimum

de particulesNmin
p . Sachant que notre objectif est de générer des distributions représentatives

avec un nombre minimum de grains, on étudie l’influence de cesparamètres sur la “qualité”
de la distribution générée. Afin d’évaluer la qualité, on va comparer la courbe granulométrique
obtenueyexp(d) à la courbe modèleh(d) en calculant un coefficient de régressionCr sur k
points défini par :

Cr =

√

∑k
i=1(y

exp(di) − h(di))2

∑k
i=1 y

exp(di)2
. (2.19)

Les k tailles di servant à établir la comparaison suivent une discrétisation régulière géo-
métrique entredmin et dmax. Une valeur deCr proche de0 indique un bon accord entre la
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courbe théorique et celle représentant la distribution générée. Pour établir l’influence des pa-
ramètres de génération, on va s’intéresser à trois distributions différentes (a = 1; b = 3 ;
a = b = 3 ;a = 3; b = 1 et de même étalements = 0.98 correspondant à un rapportR = 100.
On fixe les valeurs de deux critères et on fait varier le troisième. Les valeurs par défaut des
critères constants sontNc = 10,N

′ min
p/c = 10 etNmin

p = 2000.

2.3.1.2 Nombre de classes

Le nombre de classes représente le nombre de tronçons de droites avec lesquels on va appro-
cher la courbe de répartition volumiqueh(d). Pour un type de discrétisation donnée, il est clair
qu’un nombre de classes important assurera une bonne approximation de la courbe continue. La
figure 2.2(a) montre qu’une dizaine de classes de tailles suffisent pour obtenir une bonne cor-
rélation entre la granulométrie générée eth(d). La figure 2.2(b) montre l’évolution du nombre
total de particules en fonction du nombre de classes. Pour chaque distribution, on peut obser-
ver l’effet du nombre total minimum de particules pour un faible nombre de classes. Lorsque
Nc est suffisamment grand, le nombre de particules générées augmente fortement à cause de la
condition de nombre minimum de particules par classe.
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FIG. 2.2 –Influence du nombre de classesNc surCr (a) et sur le nombre de particules générées
Np (b).

2.3.1.3 Nombre minimum de particules par classe

La figure 2.3(a) montre l’évolution deCr en fonction deN
′ min
p/c . L’impact deN

′ min
p/c apparaît

essentiellement sur la distributiona = 1; b = 3. La fraction volumique des grosses particules
étant relativement faible, une valeur élevée deN

′ min
p/c permet de satisfaire simultanément les

deux conditions de représentativité dans ces classes, et ainsi de diminuerCr. D’une manière
générale, on peut dire queN

′ min
p/c agit sur les classes de tailles extrêmes de la distribution de
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tailles. En effet, siNi est une fonction décroissante (resp. croissante) de la taille di, la classe des
plus grosses (resp. petites) particules contientN

′ min
p/c particules. Cela signifie que, si les tailles

extrêmes de particules sont représentatives, la distribution des particules est représentative.
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FIG. 2.3 –Coefficient de régressionCr en fonction du nombre minimum de particules par classe
N

′ min
p/c (a), représentation semi-logarithmique du nombre total departiculesNp en fonction de

N
′ min
p/c (b).

2.3.1.4 Nombre total minimum de particules

Alors que la représentativité locale est assurée parN
′ min
p/c ,Nmin

p fixe le nombre de particules
à partir duquel on considère qu’une distribution est globalement représentative. On voit sur la
figure 2.4(a) que la valeur deNmin

p influe peu sur la qualité de la distribution générée. Ainsi,
il faut considérerNmin

p comme une borne inférieure de représentativité variant en fonction de
l’usage souhaité de la distribution. Sur la figure 2.4(b), ondistingue deux phases de variations
pour chaque distribution : un plateau oùNp est indépendant deNmin

p et une évolution linéaire où
Np = Nmin

p . La valeur deNp associée à chaque plateau correspond au nombre de particulesN
′

i

qui satisfait la relationN
′

i > Nmin
p . L’évolution linéaire s’explique par le fait que lorsque cette

relation n’est plus satisfaite, le nombre total de particules est égal au nombre total minimum
(Np = Nmin

p ).

2.3.2 Notions de réalisabilité et d’états accessibles

Au cours de ce chapitre, nous avons décrit une méthode de génération de distributions de
tailles dont la représentativité est fixée par des critères explicites. Parmi ces critères figure le
nombre total minimumNmin

p de particules que doit contenir une distribution afin de la consi-
dérer comme représentative.Nmin

p ne constituant qu’une limite inférieure, le nombre total de
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FIG. 2.4 –Représentation semi-logarithmique du coefficient de régressionCr en fonction du
nombre total minimum de particulesNmin

p (a) ; représentation logarithmique du nombre total
de particulesNp en fonction deNmin

p (b).

particules généréesNp peut atteindre des valeurs très élevées en fonction des autres paramètres
de génération et des paramètres de forme. On introduit alorsune limite de “réalisabilité”Nmax

p

comme le nombre maximal de particules acceptable en fonction de l’usage de la distribution.
A l’heure actuelle, un nombre de particules de l’ordre de la dizaine de milliers semble ad-
missible pour réaliser des simulations dynamiques dans destemps de calcul raisonnables. Si
Nmin

p ≤ Np ≤ Nmax
p , la distribution est représentative et réalisable. A paramètres de forme

constants, l’enjeu est de trouver un compromis entreNc et Nmin
p/c permettant de simuler une

distribution avec un nombre total de particules compris entreNmin
p etNmax

p .

Malheureusement, à paramètres de génération constants (Nc, Nmin
p/c ,Nmin

p etNmax
p ), toutes

les formes de distributions paramétrées para,b et s ne sont pas réalisables. La limite de réa-
lisabilité définit alors un espace de valeurs de paramètres de forme accessibles. La figure 2.5
montre l’espace des paramètres de formes accessiblesa et b pour deux valeurs d’étalements et
pour différentes valeurs de limite de réalisabilitéNmax

p . On voit que l’enveloppe des domaines
accessibles change peu mais s’étend avecNmin

p . PourNmax
p ≤ 106, les paramètres de forme

supérieurs à 10 ne sont pas réalisables quelle que soit la valeur de l’étalement. L’étalement de la
distribution se manifeste par un décalage de l’enveloppe vers les valeurs élevées du paramètre
a. Ce décalage s’explique par le fait que les distributions satisfaisant la relationa > b favo-
risent les fractions volumiques des plus grosses particules. A fractions volumiques égales, il
faut alors moins de grosses particules que de petites particules pour représenter une classe. Un
raisonnement similaire explique la tendance inverse observable pour la partieb > a. On note
tout de même que les distributions uniformes par taille(a = 3; b = 1) et par fraction volumique
(a = 1; b = 1) ainsi que les distributions en lois de puissance sont accessibles.
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Ce chapitre constitue une première étape vers la compréhension de l’influence de la granula-
rité sur le comportement mécanique des matériaux granulaires. Avant d’introduire des forces de
contact entre les particules et de simuler des essais mécaniques, il est capital d’évaluer l’impact
de la granularité sur l’état initial d’un matériau granulaire polydisperse. Ainsi, ce chapitre est
centré sur l’étude de l’influence de la granularité sur latexture. Le terme de texture granulaire
recouvre les propriétés géométriques de l’assemblage des particules et du réseau de contact as-
socié. On s’attachera alors à explorer l’espace des paramètres de forme accessibles et à étudier
l’effet de la granularité en termes de remplissage d’espaceet de transition ordre-désordre.

Pour créer les assemblages granulaires denses à partir du modèle granulométrique, nous
avons choisi d’utiliser une méthode purement géométrique.Cette étude étant systématique, il
est nécessaire de balayer une large gamme de paramètres de forme (a, b,s) en conservant des
temps de calcul raisonnables. Contrairement aux méthodes de simulations dynamiques comme
la dynamique moléculaire, les méthodes géométriques permettent de construire rapidement de
grands échantillons. En effet, réaliser un dépôt gravitaire de 10000 particules à partir d’une grille
peut prendre plusieurs jours de calcul, tandis que la même réalisation peut être faite “géométri-
quement ” en quelques minutes. Bien sûr, la contrepartie estque l’échantillon obtenu n’est pas
mécaniquement stable et que l’on ne dispose d’aucune information sur les forces de contacts.
Cependant, si les configurations obtenues ne sont pas stables, elles sont suffisamment proches
d’un état mécaniquement acceptable. Ce point sera vérifié ensoumettant ces échantillons à une
relaxation dynamique par la méthode de dynamique des contacts.

3.1 Méthode de construction géométrique

3.1.1 Choix de la méthode

Il existe plusieurs méthodes de construction géométrique d’assemblage granulaire que l’on
peut classer en trois grandes catégories :

1. Les méthodes coopératives où les positions de toutes les particules sont ajustées simul-
tanément par rapport à leurs voisinages respectifs. On pense notamment à l’algorithme
de Jodrey-Tory [23, 29] qui ajuste, par un processus itératif, la taille des particules afin
d’optimiser la compacité. Cet algorithme est adapté dans lecas de distributions mono-
disperses, mais devient difficile à mettre en œuvre pour des distributions de tailles plus
complexes comme celles envisagées dans notre étude. De plus, la phase itérative peut
être consommatrice de temps de calcul et nécessite le plus souvent d’édicter un critère
arbitraire de sortie d’itération.

2. Les méthodes d’addition bi- ou tri- dimensionnelle qui s’inspirent du problème unidi-
mensionel du parking [53]. Un exemple de ces méthodes est l’algorithme d’addition sé-
quentiel aléatoire [76, 67, 68, 77]. Il consiste à placer successivement et aléatoirement
des particules dans un espace fini sans interpénétration entre les particules. Pour chaque
particule,n positions aléatoires sont testées. Si aucune ne convient, on peut retirer cette
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particule de la distribution ou on peut la garder pour réessayer plus tard comme dans l’al-
gorithme développé par Herrmann [21]. Malheureusement avec ce type d’algorithme, à
moins d’introduire une hiérarchie dans l’ordre de dépôt, à mesure que la compacité aug-
mente, il devient de plus en plus difficile et coûteux en tempsde calcul de placer une
particule.

3. Les méthodes de dépôt balistique où la chute de particulesest imitée par de simples règles
de déplacement géométrique. Ce processus peut être collectif comme dans l’algorithme
de Han et al [20], ou séquentiel comme dans les méthodes inspirée par les travaux de
Vold [72, 73, 74] parmi lesquels on trouve Visscher et al [70]et surtout le duo Jullien-
Meakin [25, 27, 28, 29, 26] qui ont popularisé cette approchequi présente de nombreux
avantages : elle est simple à mettre en œuvre même dans le cas polydisperse ; elle respecte
la granulométrie initiale en garantissant le dépôt de toutes les particules ; elle n’introduit
pas de hiérarchie entre les tailles des particules et enfin elle imite des processus naturels
tels que la sédimentation ou la pluiviation de particules.

Pour réaliser cette étude paramétrique, ce dernier type de méthode a été choisi en se plaçant
dans le cas 2D qui sera également le cadre des études pour la dynamique des contacts.

3.1.2 Dépôt gravitationnel

3.1.2.1 Méthode aléatoire

Le principe général de cette méthode est assez simple. Commele montre la figure 3.1(a),
elle consiste à déposer des disques les uns après les autres sur un substrat formé des particules
déjà déposées. La première étape consiste à lâcher la particule à déposer d’une position aléatoire
au dessus du substrat. Après un premier contact, la particule roule en suivant la ligne de plus
grande pente jusqu’à rentrer en contact avec une deuxième particule. En 2D, deux contacts
suffisent pour équilibrer une particule. Il suffit que la projection du centre de la particule sur la
direction perpendiculaire à la gravité se situe entre celles des deux points de contact. On parlera
alors de position d’équilibre local stable. Si la particulen’est pas équilibrée, elle continue à
rouler jusqu’à atteindre une position d’équilibre stable.Afin de limiter les effets de bords, on
utilise une condition de périodicité dans la direction horizontale. La figure 3.1(b) montre un
échantillon de petite taille où les particules grisées représentent les images périodiques des
particules noires. Une approche similaire peut être menée en trois dimensions, les disques sont
remplacés par des sphères qui nécessitent alors trois points de contacts pour être stabilisées.

Avec cette méthode, l’ordre de dépôt des particules étant aléatoire, il n’y a pas de différence
de traitement entre les grosses et les petites particules. On voit sur la figure 3.1(b) qu’au cours
du dépôt, la taille des plus grosses particules leur permet de fermer des pores non encore rem-
plis et générer ainsi des vides significatifs perturbant l’homogénéité des échantillons. Afin de
construire les échantillons les plus denses possibles pourune granularité donnée, il faut éviter
ce phénomène et, au contraire, essayer d’améliorer le remplissage des pores avant leur ferme-
ture par une grosse particule. En ce sens, nous avons utiliséune méthode où le dépôt est régi,



60 TEXTURE D’UN MATÉRIAU POLYDISPERSE

(a) (b)

FIG. 3.1 –(a) Méthode de dépôt aléatoire : contact puis descente suivant la ligne de plus grande
pente. (b) Echantillon périodique de petite taille déposé par la méthode aléatoire.

non plus par un critère d’équilibre local, mais par la minimisation d’un potentiel global.

3.1.2.2 Méthode par minimisation de potentiel

Au lieu de faire rouler la particule, on la positionne directement de manière à minimiser une
fonction énergétiqueΨ. Cette fonction peut prendre différentes formes selon le résultat sou-
haité. Dans notre cas,Ψ va représenter l’énergie potentielle d’une particule de massem dans le
champ de pesanteurg définie parΨ = mgz oùz est simplement l’altitude du centre de la parti-
cule. Ainsi, pour minimiser l’énergie potentielle d’une particule de tailler, il suffit de trouver,
en fonction der, la position permise la plus basse possible. Les positions permises sont les po-
sitions garantissant deux contacts et aucune interpénétration avec les particules précédemment
déposées.

La figure 3.2(a) montre la fonctionΨ dans la même configuration que l’exemple du dépôt
aléatoire. La figure 3.2(b) montre la même distribution de particules que sur la figure 3.1(b)
mais déposée par la méthode de minimisation. En comparant ces deux figures, on observe que
les plus grosses particules ne génèrent plus autant de videslors de leur dépôt. Ceci est dû non
pas à un meilleur placement des grosses particules mais plutôt au placement plus efficace des
petites particules. En effet, la fonctionΨ décrit d’autant mieux la complexité de la surface du
substrat que la particule à placer est petite. Le nombre de positions possibles va alors augmenter
en entraînant une augmentation des probabilités de remplirun pore plutôt que de le fermer. Ce
phénomène est illustré par la figure 3.3 où la fonctionΨ est évaluée pour une grosse particule
3.3(a) et pour une petite 3.3(b) dans la même configuration dusubstrat. Malgré la condition de
minimisation, on voit qu’une grosse particule peut fermer un pore mal rempli. Par contre, le
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(a) (b)

FIG. 3.2 –(a) Méthode par minimisation de potentiel : placement direct à la position la plus
basse en fonction de la taille de la particule à placer. (b) Echantillon périodique de petite taille
déposé par la méthode de minimisation de potentiel.

(a) (b)

FIG. 3.3 –Effet de la taille de la particule à déposer sur la “précision” de la fonctionΨ : (a)
pour une grosse particule ; (b) pour une petite particule ; les particules noires représentent deux
positions d’équilibre local.

placement de la petite particule au minimum de potentiel plutôt qu’à des positions d’équilibre
local (figurées en noir sur la figure 3.3(b)) favorise le remplissage des pores avant leur fermeture
éventuelle.

Pour vérifier l’efficacité de la méthode par minimisation on atracé sur la figure 3.4(a) l’évo-
lution de la compacitéρ en fonction de l’étalements pour les deux méthodes de dépôt. Les
tailles des particules suivent une distribution uniforme par fraction volumique. Comme espéré,
la méthode par minimisation de potentiel conduit toujours àdes compacités plus élevées quel
que soit l’étalement. De plus, la différence croissante avec l’étalement entre les deux valeurs de
compacité semble montrer que le processus de remplissage des pores avec la méthode de mini-
misation est d’autant plus efficace que l’étalement est grand. Un autre point important est que
les deux méthodes donnent des évolutions de compacité similaires avec l’étalement :ρ diminue
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FIG. 3.4 – (a) Compacitéρ en fonction de l’étalements pour une distribution uniforme par
fraction volumique et dans le cas des deux méthodes de dépôt.(b) Compacitéρ en fonction de
la périodeL adimensionnée par le diamètre maximumdmax pour deux distributions différentes
de même étalement.

d’abord avecs, passe par un minimum puis augmente vers des valeurs élevées. L’interpréta-
tion de ces variations sera donnée ultérieurement dans la section 3.2.1.1. La forte augmentation
de la compacité laisse supposer que l’utilisation de la méthode par minimisation de potentiel
permettra d’obtenir des variations significatives de texture des échantillons. On pourra alors,
au moins qualitativement, appliquer les conclusions obtenues avec la méthode de minimisation
aux échantillons générés avec la méthode aléatoire.

3.1.2.3 Effets de taille finie

L’usage d’une condition de périodicité dans la direction horizontale permet de limiter les
effets de bords mais ne permet pas de s’affranchir des effetsde taille finie du système. En effet,
dans l’approche par minimisation de potentiel, le nombre depositions possibles dépend essen-
tiellement de deux paramètres : la taille de la particule à déposer et l’amplitude de la périodeL.
Comme on l’a vu précédemment, les particules de petites tailles permettent de bien décrire la
surface et ainsi de trouver une position optimisant le remplissage des pores. En augmentantL
on augmente le nombre de sites possibles pouvant accueillirune particule. Ainsi la probabilité
de placer une particule correctement, sans générer trop de vides autour d’elle, augmente avec
L. Ce point est particulièrement important pour les plus grosses particules car ce sont elles qui,
en fermant prématurément les pores, ont la capacité de générer beaucoup de vides lors de leur
dépôt et sont ainsi les plus “difficiles” à placer.

La figure 3.4(b) montre l’effet de l’amplitude de la périodeL sur la compacitéρ pour
les deux méthodes de dépôt et pour deux distributions différentes mais de même étalement
s = 0, 97 avec105 particules. Avec la méthode par minimisation de potentiel,on voit que la
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compacité augmente “logarithmiquement” sur une décade avec l’amplitude de la période. In-
dépendamment des paramètres de la distribution, la compacité augmente d’environ0, 02 par
décade. Avec la méthode aléatoire, la compacitéρ est pratiquement indépendante de l’ampli-
tude de la période. Cela s’explique par le fait qu’avec cetteméthode le choix de la position
de dépôt est basé sur des considérations locales plutôt que globales comme dans le cas de la
méthode par minimisation de potentiel. Dans la suite de ce travail, le rapportL/dmax est gardé
constant et égal à 100.

3.2 Etude paramétrique

Dans cette partie, on s’intéresse à l’influence de la granularité sur la texture d’un assem-
blage de particules circulaires. L’influence de la granularité est étudiée à travers deux aspects :
le remplissage d’espace et le réseau de contacts. Par remplissage d’espace on entend caractériser
l’arrangement relatif des particules et mettre ainsi en évidence quelques propriétés nécessaires
au remplissage optimal de l’espace [3] avec un granulat polydisperse. Parallèlement, on s’inté-
ressera aux propriétés du réseau de contacts au cours de la disparition de l’ordre spontané que
l’on peut obtenir en deux dimensions pour un matériau monodisperse.

Si ce n’est pas explicitement spécifié, au cours de cette étude les valeurs des paramètres de
génération sont constantes et telles queNc = 10,Nmin

p/c = 10,Nmin
p = 2.5 104 etNmax

p = 105.
L’étalements de la distribution varie entre 0,02 et 0,97. Afin d’obtenir les échantillons les plus
denses possibles, on utilisera la méthode par minimisationde potentiel. Avec cette méthode et
pour les grandes valeurs d’étalement, le dépôt de105 particules s’effectue en une quinzaine de
minutes sur un ordinateur de bureau Mac G5.

Dans cette étude on considère six distributions avec les paramètres suivants : (a = b = 1) ;
(a = 1; b = 3) ; (a = 2; b = 4) ; (a = 3; b = 1) ; (a = 4; b = 2) et (a = b = 4) (voir
figure 2.1). Les espaces ainsi accessibles à ces valeurs d’étalement sont très proches de ceux
présentés sur la figure 2.5. Chaque courbe présentée dans la suite est composée d’environ 50
points représentant chacun une moyenne de deux dépôts indépendants. On étudie six formes de
distributions. Pour certaines figures (3.5,5.7,3.13(b)),les distributions à grandes valeurs des ne
sont pas statistiquement réalisables pourNmax

p = 105 et donc les courbes correspondantes ne
peuvent être traçées sur tout l’intervalle[0, 02; 0, 97].

3.2.1 Propriétés de remplissage d’espace

3.2.1.1 Compacité

La compacitéρ est représentée en fonction de l’étalements pour l’ensemble des paramètres
de forme sur la figure 3.5. Quels que soient les paramètres de forme, on voit que la compacité
suit une même tendance :ρ diminue avecs pour s < 0, 1, évolue peu pour0, 1 < s < 0, 4
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FIG. 3.5 –Compacitéρ en fonction des pour différents paramètres de forme.

puis tends vers des valeurs élevées pours > 0, 4. La diminution de compacité pour les faibles
valeurs des s’explique par le fait que la distribution de tailles est quasi-monodisperse. En ef-
fet, les milieux granulaires 2D strictement monodisperses(s = 0) ont la capacité de s’arranger
spontanément en une structure ordonnée à maille triangulaire très compacte (ρ ≃ 0, 906). Mal-
heureusement, la moindre déviation des tailles des particules détruit cet arrangement cristallin
au profit d’un arrangement dense aléatoire [6, 69] dont la compacité est de l’ordre de0, 81.
L’excès de compacité constaté pour les plus faibles valeursdes s’explique par la présence de
particules localement organisées en mailles triangulaires alors que la majorité des particules
sont arrangées selon une maille rectangulaire ou complètement désordonnées.

La figure 3.6(a) montre une vue d’un échantillon à très faibleétalements = 0, 02. La figure
3.6(b) représente la même vue mais sur laquelle on a fait apparaître des régions d’arrangement
similaire des particules. On y voit de grandes régions d’arrangement rectangulaire (B) impli-
quant des corrélations à grande distance. Les régions compactes d’arrangements triangulaires
(A) sont beaucoup plus restreintes. Elles sont principalement dues à des perturbations du réseau
rectangulaire qui génèrent le décalage d’une ligne de grains et permettent de créer des arrange-
ments plus compacts. Ce mécanisme sera détaillé lors de l’étude du réseau de contacts. Enfin
les zones désordonnées (C) se trouvent souvent à l’interface entre deux régions d’arrangement
quasi-cristallin (joints de grains).

A part pour la distribution uniforme par fraction volumique, on observe que les paramètres
de forme ont peu d’influence sur la compacité lorsque l’étalement est compris entres = 0, 1 et
s = 0, 4. La figure 3.7(a) montre une vue d’un échantillon faiblementpolydisperse. Les régions
cristallisées observées précédemment ont totalement disparu et sont remplacées par un arran-
gement dense où ne subsiste qu’un ordre à très courte portée.Cela implique que des structures
cristallines existent mais sont limitées aux grains qui la composent, elles ne s’étendent pas à
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(a) (b)

FIG. 3.6 –(a) Structure d’un échantillon quasi-monodisperses = 0, 02. (b) Zones d’arrange-
ment des particules : A) triangulaire, B) rectangulaire et C) désordonné.

travers un réseau ordonné. La faible augmentation de la compacité est alors due à une aug-
mentation du désordre plutôt qu’au remplissage effectif des pores. En effet, dans cette gamme
d’étalement, les plus petites particules ne le sont pas assez pour être placées entre quatre des
plus grosses formant un embryon de structure rectangulaire. Comme le montre la figure 3.8(a)
l’insertion d’une particule au cœur d’une maille carrée n’est possible que si la taille des par-
ticules formant la maille est d’environ2, 4 fois celle de la particule insérée. Cette condition
est réalisée à partir des ≃ 0, 41 et constitue une transition géométrique dans la structure du
système. Evidemment, les plus grosses particules ne composent pas un réseau carré mais on
peut voir que ce phénomène limite l’augmentation de la compacité en deça des ≃ 0, 4. En
augmentant l’étalement, ce phénomène d’insertion se reproduit successivement avec des géné-
rations de particules de plus en plus petites. Ainsi, pour réaliser l’insertion de lane génération
dans une maille carrée, il faut un étalement, en termes de ratio de tailles extrêmesR, supérieur
àRc = 2, 4n. Le même raisonnement peut être mené pour les mailles triangulaires où l’étale-
ment nécessaire à l’insertion est donné parRt = 6, 46n. Cependant, à cause du désordre créé
par la polydispersité, seul l’effet de la première génération d’insertion dans une maille carrée
est clairement visible. En d’autres termes, cette notion degénération fournit une estimation de
l’étalement nécessaire pour que le processus de remplissage des vides entre les grosses par des
petites particules soit efficace.

Au delà de cette valeur d’étalement, on distingue deux groupes de distributions dont la
compacité n’évolue pas à la même vitesse avecs. Les distributions favorisant le nombre de
petites particules (a = 1; b = 3, a = 2; b = 4) assurent une augmentation plus rapide de la
compacité que celles favorisant plutôt le nombre des grosses particules (a = 3; b = 1, a = 4; b =
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(a) (b)

FIG. 3.7 –(a) Vue d’échantillon faiblement polydisperses = 0, 42. (b) Vue d’échantillon forte-
ment polydisperses = 0, 97.

2). Lorsque les petites particules sont majoritaires, ellessont suffisamment nombreuses pour
bien remplir les espaces entre les plus grosses avant leur fermeture. Au contraire, lorsqu’elles
sont minoritaires, la fermeture des pores intervient avantleur remplissage. Sur la figure 3.7(b)
on voit que les espaces entre les grosses particules sont bien remplis et que les pores générés
sont d’une taille bien inférieure à celle des particules quilui ont donné naissance.

La distribution uniforme par fraction volumique est un cas particulier. En effet, quelle que
soit la valeur de l’étalements, les compacités obtenues sont toujours supérieures aux autres
distributions. En considérant les analyses précédentes, cela signifie que cette distribution assure,
quel que soit l’étalement, un bon compromis entre le volume des pores générés par les grosses
particules et le volume de petites particules disponibles pour les remplir.

3.2.1.2 Distribution radiale

Dans ce paragraphe, on va s’attacher à mettre en évidence la disparition progressive avec
l’étalement, d’un ordre spatial au profit d’un désordre favorable à l’augmentation de la com-
pacité. Pour cela, on utilise la fonction de distribution radialeg(r) des positions radialesr des
centres des particules. Cette fonction décrit les corrélations spatiales dans le système à travers
les variations moyennes de la densité numérique par rapportà la densité numérique moyenne en
fonction de la distance radiale. La densité numériquen est définie comme le nombre de centres
de particules par unité de surface en 2D. Ainsi la fonctiong(r) est définie par :

g(r) =
n(r)

n
(3.1)
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(a) (b)

FIG. 3.8 –(a) Insertion d’une particule dans une maille carrée (R/r ≥ 2, 4) ; (b) Insertion d’une
particule dans une maille triangulaire (R/r ≥ 6, 46)

où n(r) est la densité numérique moyenne à la distancer d’une particule. Pratiquement, on
calcule la densité numériqueni(r) dans des couronnes concentriques de rayonr croissant centré
sur une particulei. A partir desni(r), on calcule facilementn(r) tel quen(r) = 〈ni(r)〉.

La figure 3.9(a) montreg(r) pour la distribution uniforme par fraction volumique et pour
différentes valeurs d’étalements. A très faible étalements = 0, 02, on retrouve la signature d’un
ordre à longue distance à travers la présence de pics régulièrement espacés avec une période
correspondant à un diamètre moyen. L’amplitude du premier pic traduit le fait que l’on a sept
fois plus de chance de trouver deux centres de particules espacés d’un diamètre moyen que de
les trouver espacés d’une dizaine de diamètres. De plus, la finesse d’un pic traduit la netteté des
corrélations (comme dans un cristal parfait) tandis qu’unelargeur importante traduit un certain
bruit dans les positions autour d’une position moyenne fréquente.

Lorsque l’étalements augmente, les corrélations se dégradent autant en terme de qualité
(largeur des pics) que de longueur d’action. En augmentants de 0,02 à 0,42, la distance de cor-
rélation passe d’une dizaine de diamètres moyens à environ deux. Au delà de cette valeur d’éta-
lement, correspondant à la transition géométrique, seul lepremier pic survit. Avec l’étalement,
ce pic unique se déplace vers des distances inférieures au diamètre moyen tout en augmen-
tant son amplitude et sa largeur. Ainsi, seule une corrélation diffuse agit en deça des premières
particules voisines.

Dans le cas de matériaux granulaires polydisperses, on peutse demander si la fonction de
distribution radiale est le meilleur descripteur des corrélations entre paires de particules. En ef-
fet, la densité numériquen(r) paraît être un descripteur naturel du moment que tous les consti-
tuants ont le même volume comme c’est le cas des systèmes moléculaires ou des matériaux
granulaires monodisperses. Dans le cas polydisperse, il faut prendre en compte la distribution
de tailles à travers les différents volumes des particules.Il parait alors pertinent d’analyser les
corrélations spatiales en considérant la compacitéρ(r) en fonction de la position radialer. De
manière similaire au calcul de la distribution radiale, on calcule la compacité dans des couronnes
concentriques de rayons croissants centrés sur les centresdes particules.

La figure 3.9(b) montreρ(r) pour la distribution uniforme par fraction volumique et pour
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FIG. 3.9 –(a) Fonction de distribution radialeg en fonction de la distance radialer normalisée
par le diamètre moyen< d > pour la distribution uniforme par fraction volumique et pour
différentes valeurs d’étalements. (b) Compacitéρ en fonction de la distance radialer normali-
sée par le diamètre moyen< d > pour la distribution uniforme par fraction volumique et pour
différentes valeurs d’étalements.

trois valeurs d’étalements. Pour toutes les valeurs d’étalement, tant quer ≤ dmin/2, ρ(r) est
égale à 1 car on décrit le volume interne de la particule depuis laquelle on mesureρ(r). En
augmentantr, ρ(r) tend vers la compacité du milieuρ. De façon similaire à la fonction de
distribution radiale pour les faibles étalements, la compacité oscille entre des pics et des vallées
d’amplitudes décroissantes avec une période proche de〈d〉. Ces traces d’ordre dans le système
disparaissent avec l’étalement pour qu’il ne subsiste finalement qu’une première vallée suivie
d’une augmentation jusqu’à la valeur moyenneρ. Cette vallée représente alors les vides entre
les particules et leur voisinage immédiat. Le retour deρ(r) à ρ montre la distance à partir de
laquelle le milieu peut être considéré comme homogène en termes de volume et de vide. Dans
le cas le plus polydisperse où le remplissage des pores est efficace, cette longueur est de l’ordre
de deux diamètres moyens. Par contre, il faut souligner le fait que quelques diamètres moyens
peuvent représenter beaucoup de petites particules. De plus, en dehors du régime quasi-ordonné
s ≤ 0, 1, la longueur de corrélation des volumes change peu en nombrede diamètres moyens.

3.2.2 Réseau de contacts

La compacité et les fonctions de distribution radiale ont permis d’évaluer l’influence de la
distribution de tailles sur le désordre métrique. Cependant, la plupart des propriétés mécaniques
des matériaux granulaires comme la transmission de forces ou la dilatance, dépendent forte-
ment de la topologie du réseau de contacts. Bien sûr, il ne sera pas ici question de forces de
contact mais plutôt de réseau de contacts géométriques en termes de connectivité et d’ordre
d’orientation.
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FIG. 3.10 –Illustration de la transformation de deux particules avec 4contacts (gris) chacune
en deux particules ayant respectivement 3 (jaune) et 5 (bleu) contacts à cause d’une faible
dispersion des tailles de particules.

3.2.2.1 Connectivité

Comme on l’a vu précédemment, les particules de tailles strictement identiques peuvent
être assemblées en un arrangement triangulaire très compact. Dans cette configuration de cristal
parfait, le nombre de coordinationz, i.e. le nombre moyen de contacts par particule, est égal
à 6. Malheureusement, cette limite supérieure est très difficile à atteindre sans un ajustement
très précis des positions des particules. La moindre perturbation fait alors chuter le nombre de
coordination àz = 4. La perturbation peut être une petite erreur sur la positiond’une seule
particule ou bien, comme dans notre cas, un éloignement croissant du cas monodisperse vers
des distributions contenant plusieurs ordres de grandeursde tailles de particules. Par exemple,
à faible étalements = 0, 02 le nombre de coordinationz est égal à 4.

Une justification de ce résultat est de considérer que chaqueparticule déposée est soutenue
par deux particules et en soutient deux autres. Cela implique que chaque particule doit avoir
exactement 4 contacts. Cependant, si cela est vrai en moyenne, ce n’est pas ce que l’on observe
au niveau de la microstructure. En effet, pours = 0, 02, seule une proportion d’environ 80% des
particules possède exactement 4 contacts. Les autres particules ont 3 ou 5 contacts en fraction
égale à 10%. Bien sûr cette configuration mène à un nombre de coordination moyenz égal à 4
(z = 0, 8 × 4 + 0, 1 × 5 + 0, 1 × 3 = 4). Le fait est que, par construction, chaque particule est
supportée par deux particules mais n’en supporte pas forcement deux.

La figure 3.10 montre un exemple du phénomène à la base de cetteconstatation. A cause
d’un petit décalage sur la position d’une particule, deux particules en contact avec quatre autres
(4+4) se transforment en deux particules avec respectivement trois et cinq contacts (3+5). Cette
transformation de configuration 4+4 à 3+5 conserve le nombrede coordination moyen. On
observe aussi que ce réarrangement crée une dislocation dans le réseau, ce qui correspond au
glissement de toute une rangée de particules perturbant le réseau cristallin. La figure 3.11 montre
deux vues d’échantillons à deux valeurs d’étalement relativement faibless = 0, 02 et s =
0, 22 pour une distribution uniforme par fraction volumique sur lesquelles les particules ont été
colorées en fonction de leur nombre de coordination local, i.e. le nombre de contacts. On voit
que ce phénomène s’étend souvent à plus de deux particules etgénère des zones de désordre
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(a) (b)

FIG. 3.11 – Vues d’échantillons (a)s = 0, 02, (b) s = 0, 22 où les particules sont colorées
selon leur nombre de coordination local : 2 contacts en blanc, 3 contacts en jaune, 4 contacts en
gris, 5 contacts en bleu et 6 contacts en noir.

corrélées sur de grandes distances.

On vient de voir qualitativement que la distribution de tailles influence fortement la topolo-
gie du réseau de contacts. Pour quantifier son influence, on vaétudier les variations du nombre
de coordination local à travers la “fonction de connectivité” Pk définie par la proportion de
particules ayant exactementk contacts. On a alors

∑

k Pk = 1 et
∑

k k Pk = z. La figure
3.12(a) montre les fonctionsPk pour différentes valeurs dek en fonction de l’étalements pour
la distribution uniforme par fraction volumique. Comme on l’a précisé précédemment, à éta-
lement très faible, on aP4 ≃ 0, 8 et P3 = P2 ≃ 0, 1. En augmentants, P3 et P4 augmentent
de façon similaire au dépend deP4 qui décline jusqu’à0, 6 pours = 0, 2. Tant ques < 0, 2,
les seules configurations possibles sont des particules à 3,4 et 5 contacts. Ainsi l’évolution du
désordre topologique pour ces faibles valeurs d’étalementest gouvernée par la croissance des
deux populations de particules à 3 et 5 contacts.

A partir des = 0, 2, l’étalement est suffisamment grand pour permettre des configurations
de particules à 2 ou 6 contacts. Simultanément,P5 arrête d’augmenter et commence à décliner
pour s ≃ 0, 4. Un point intéressant est queP4 ne fait que décliner au profit de l’apparition
de nouvelles populations avec l’étalement. De mêmeP2 est différente des autres populations
au sens où elle ne fait que croître avec l’étalement. Les autres populations commencent par
croître jusqu’à un certain niveau puis décroissent vers unevaleur asymptotique pour les grandes
polydispersités. A grand étalement, les plus grosses particules peuvent avoir jusqu’à 50 contacts
mais ces populations àk grand ne sont pas significatives devant celle présentées surla figure
3.12(a).

Les particules avec 2 contacts sont principalement les petites particules situées dans les
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FIG. 3.12 –(a) Fonctions de connectivitéPk pour différentes valeurs dek en fonction de l’éta-
lements pour la distribution uniforme par fraction volumique. (b) Représentation polaire de
la densité de probabilitéPθ des orientationsθ des normales de contacts pour la distribution
uniforme par fraction volumique et plusieurs valeurs d’étalement.

pores et soutenues par deux autres particules mais n’en soutiennent aucune.P2 augmente ra-
pidement avec l’étalement et ne semble pas saturer aux grandes valeurs des. Cette fraction
de particules représente alors l’importance des phénomènes d’arches géométriques menant au
“masquage” des plus petites particules lors du dépôt. Ce masquage consiste simplement à dépo-
ser une particule dans un pore, sans qu’elle ne soutienne d’autres particules par la suite, avant de
le fermer. Ainsi, cette population contribue fortement au remplissage des pores dans le domaine
des grandes polydispersités.

3.2.2.2 Ordre d’orientation

On s’intéresse ici aux orientations des contacts et plus particulièrement à la recherche de
directions de contacts privilégiées dans le système. La notion d’anisotropie des contacts va
permettre de décrire cette notion d’ordre d’orientation dans le système : si les orientations de
contacts sont toutes équiprobables, le milieu est isotrope, tandis que s’il existe des orientations
privilégiées le système est anisotrope et l’anisotropie vadécrire le degré d’hétérogénéité de
la distribution des orientations de contacts. Au delà de l’aspect purement géométrique, il est
important de souligner que l’anisotropie du réseau de contacts est connue pour être un des
mécanismes majeurs à l’origine de la résistance au cisaillement des milieux granulaires [59, 57,
50] (voir chapitre 6).

Un moyen d’appréhender l’anisotropie du réseau de contactsest dans un premier temps
d’évaluer la distributionP (θ) des orientationsθ des normalesn aux contacts. La figure 3.12(b)
montreP (θ) pour la distribution uniforme par fraction volumique pour plusieurs valeurs d’éta-
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FIG. 3.13 –(a) Anisotropie des contacts calculée sur l’intervalle[0, π/2] en fonction de l’éta-
lements et pour différent paramètres de formesa et b. (b) Paramètre d’orientation des contacts
ψ4 en fonction de l’étalements et pour différents paramètres de formea et b.

lements. A faible étalement, la distribution est symétrique et fortement marquée par deux
modes orientés àθ ≃ 45◦ et θ ≃ 135◦. Avec l’étalement, les pics s’élargissent et tendent à en-
richir la population initialement très pauvre des orientations de contacts proches de la verticale
(θ ≃ 90◦). Ce caractère bimodal a également été observé lors d’expériences ou de simulations
numériques sur des milieux granulaires préparés par un processus aléatoire [8].

L’observation deP (θ) permet d’apprécier qualitativement l’anisotropie du réseau de
contacts. Afin de quantifier l’homogénéité deP (θ), on peut utiliser une grandeur scalaire ap-
pelée anisotropie des contactsac calculable à partir du tenseur de fabriqueFij . De plus amples
détails sur ces notions seront donnés dans le chapitre suivant (5.2.2). Le tenseur de fabrique est
défini par [59] :

Fij =

∫ π

0

ni(θ)nj(θ)P (θ)dθ. (3.2)

Au premier ordre, l’anisotropie des contacts est donnée parac = 2(F1 − F2) oùF1 etF2 sont
les valeurs principales deFij. Cependant, due à la forte symétrie des distributionsP (θ) ob-
servée sur la figure 3.12(b), l’application directe de cettedéfinition mène à des valeurs faibles
et non représentatives deac. Afin de s’affranchir de ce phénomène, nous avons choisi de ré-
duire l’intervalle de calcul du tenseur de fabriqueFij de[0, π] à [0, π/2]. L’anisotropie calculée
représentera alors la déviation du cas équiprobable (ac ≃ 0) vers une direction privilégiée im-
pliquant une valeur d’anisotropie forte. La figure 5.7 montre l’anisotropieac en fonction des
pour différents paramètres de forme. Indépendamment des paramètres de forme, on voit queac

diminue avecs. Une fois de plus, la distribution uniforme par fraction volumique se démarque
des autres distributions au sens où quel que soit l’étalement, elle fournit les plus faibles valeurs
d’anisotropie et donc les échantillons les plus isotropes en terme de direction de contacts.

Un autre moyen de quantifier l’ordre d’orientation des contacts dans un échantillon est de
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considérer un paramètre d’ordre scalaireψk défini par [30] :

ψk = |〈ei kθc〉c|, (3.3)

aveci2 = −1, et où la moyenne est prise sur lesc directions de contactsθc. ψk va mesurer
en moyenne à quel point la configuration locale de contacts est proche d’une configuration
régulière àk contacts. Par exemple,ψ6 est nul pour un arrangement aléatoire isotrope et est
égal à 1 pour un cristal hexagonal parfait. Dans nos échantillons, la configuration de référence
va être la configuration la plus fréquente à faible étalement, autrement dit la configuration à
4 contacts. Ainsi,ψ4 va mesurer l’évolution des directions de contacts par rapport à un cristal
parfait à mailles carrées.

La figure 3.13(b) montreψ4 en fonction des pour différents paramètres de forme. Même
à faible étalement, le faible désordre présent dans les échantillons est suffisamment important
pour faire chuterψ4 à 0,5. En augmentant l’étalement,ψ4 diminue fortement et tend vers 0
pour la distribution uniforme par fraction volumique. La diminution deψ4 est cohérente avec la
diminution monotone de la populationP4 des particules à 4 contacts.





Conclusion

La modélisation numérique de distributions fortement polydisperses de tailles de particules
nécessite de contrôler la représentativité de chaque classe de tailles en nombre et en volume. Une
méthode de génération de distributions polydisperses à partir d’une courbe granulométrique
continue a été présentée. Cette méthode est basée sur trois critères de représentativité explicites :
le nombre de classes de discrétisationNc, le nombre minimum de particules par classeNmin

p/c

et le nombre total minimum de particules de la distributionNmin
p . La réalisation de ces trois

critères conduit à une estimation du nombre de particules nécessaire pour qu’une distribution
soit représentative.

Cette méthode a été couplée à un modèle de courbe granulométrique basé sur la distribution
β cumulée. Ce modèle introduit seulement trois paramètres pour contrôler la forme et l’éta-
lement de la distribution granulométrique :a,b et s. Les paramètres de formea et b donnent
accès à un riche éventail de distributions (double courbure, loi de puissance, bi-disperse) parmi
lesquelles on retrouve des distributions classiques commela distribution uniforme par taille des
particules ou encore la distribution uniforme par fractionvolumique. Selon l’usage de la dis-
tribution, il convient de compléter la méthode de génération par l’introduction d’une limite de
réalisabilité à travers un nombre total maximum de particules admissiblesNmax

p . Une distribu-
tion contenantNp particules est alors représentative et réalisable siNmin

p ≤ Np ≤ Nmax
p . Cette

notion de réalisabilité définit un ensemble de paramètres deforme (a,b ets) accessible pour des
paramètres de génération fixé (Nc,Nmin

p/c etNmin
p ).

La construction d’assemblages granulaires polydispersesdenses et désordonnés a été réali-
sée par une méthode géométrique de dépôt balistique. Cette méthode classique a été modifiée
afin d’optimiser le remplissage d’espace avec les distributions à grande polydispersité et de
limiter les effets de bord par l’introduction d’une condition de périodicité dans la direction hori-
zontale. Grâce à l’efficacité numérique de cette méthode géométrique nous avons pu mener une
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étude systématique de l’influence de la polydispersité sur la texture des matériaux granulaires.

Plusieurs effets ont été ainsi mis en évidence :

1. L’augmentation de l’étalement granulométriques permet un meilleur remplissage d’es-
pace par l’insertion des petites particules dans les pores que forment les plus grosses.
Ce phénomène d’insertion n’est géométriquement possible que pour des étalements su-
périeurs às = 0, 4 ; on parle alors de transition d’insertion. En d’autres termes, à partir
des = 0, 4, une nouvelle génération de particules insérées apparaît et dont la population
augmente en fonction des et des paramètresa et b. En augmentant l’étalement, d’autres
générations apparaissent pour les valeurs des telles que0, 4n et dont l’effet sur la texture
est moins clairement visible.

2. Au delà de la transition d’insertion, l’état de compacitéd’un échantillon est conditionné
par un équilibre entre le volume des pores créés par les plus grosses particules et le volume
des petites particules disponibles pour les remplir.

3. Pour les faibles valeurs d’étalement, les échantillons présentant une structure quasi-
cristalline, le désordre est principalement d’ordre topologique. Au contraire, à grandes va-
leurs d’étalement le désordre est principalement d’ordre métrique grâce à la richesse des
configurations géométriques possibles. A grand étalement,les échantillons sont désordon-
nés autant en terme de position des particules qu’en terme d’orientations des directions
de contacts.

4. Quelle que soit la valeur de l’étalement, au delà de la transition d’insertion, la distribution
uniforme par fraction volumique fournit les échantillons les plus denses, désordonnés et
homogènes.

Cette modélisation géométrique constitue une base et un point de départ nécessaires pour
une étude du comportement mécanique des systèmes fortementpolydisperses. Nous nous in-
téresserons dans la partie suivante de ce mémoire, d’une part, à la stabilité des échantillons
construits géométriquement et, d’autre part, à leur évolution lors d’un cisaillement.



Troisième partie

Approche dynamique
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Introduction

Cette partie est consacrée à l’étude de l’influence de la polydispersité sur les propriétés mé-
caniques d’un assemblage granulaire. On utilise l’outil desimulation numérique développé en
éléments discrets. On présente dans un premier temps (chapitre 4) une description succincte
de la méthode “Dynamique des Contacts”. On mettra ensuite enévidence les difficultés liées
à l’emploi de granulats polydisperses dans les simulationsnumériques et on proposera des so-
lutions appropriées. L’étude des propriétés mécaniques d’assemblages polydisperses à l’état
d’équilibre statique est réalisée au chapitre 5. Cet état d’équilibre est atteint par relaxation dyna-
mique des échantillons construits géométriquement. L’évolution de la texture entre l’état initial
et l’état relaxé est étudiée. Le rôle joué par les différentes classes de particules est mis en évi-
dence en analysant les grandeurs mécaniques caractérisantl’état d’équilibre statique. L’étude
du cisaillement quasi-statique est présentée au chapitre 6. Elle porte sur des échantillons po-
lydisperses initialement relaxés à l’état d’équilibre statique (chapitre 5). Ces échantillons sont
alors suffisamment cisaillés jusqu’à atteindre un état stationnaire. Les résultats obtenus per-
mettent d’analyser les différentes propriétés de texture au cours de l’évolution du cisaillement
pour différents niveaux de polydispersité. L’aspect mécanique est étudié à travers la résistance
au cisaillement à l’état stationnaire. Dans ce chapitre, onverra dans quelles mesures les obser-
vations faites dans la cas de l’équilibre statique seront maintenues dans le cas de cisaillement
quasi-statique.
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CHAPITRE4

Simulations dynamiques
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Dans ce chapitre, on va décrire en détail une méthode de simulation par éléments discrets : la
dynamique des contacts (DC) qui a été utilisée pour les simulations dynamiques dont l’étude fait
l’objet du chapitre suivant. On mettra en évidence les concepts nécessaires à la compréhension
de cette méthode de simulation des milieux divisés parfois méconnue.

4.1 Dynamique des contacts

4.1.1 Approche non régulière

Les méthodes aux éléments discrets (MED) consistent à considérer un ensemble de corps
comme indépendants et en interaction mutuelle plutôt que comme un milieu homogène équi-
valent pour décrire le comportement mécanique de l’ensemble des corps. Parmi ces méthodes,
la plus populaire est sûrement la Dynamique Moléculaire (DM) initiée par Cundall [10] dans
le cadre d’applications à la mécanique des roches. La principale différence entre DM et DC est
dans le traitement de la déformation locale du système.

Si ces deux méthodes considèrent que les corps sont des corpsrigides, il n’en va pas de
même pour la modélisation des contacts. En effet, dans l’approche DM les forces de contact
trouvent leur origine dans la déformation des zones de contact. La déformation macroscopique
du système provient de la déformation des contacts et du mouvement relatif des particules.
Les forces de contact sont alors dictées par des lois reliantles forces aux positions relatives
δ des particules et leurs dérivées temporellesδ̇. A cette échelle de modélisation des contacts,
le mouvement des particules est régulier au sens oùδ est doublement différentiable. Ainsi, la
discrétisation temporelle doit être adaptée pour décrire correctement les lois de force à l’échelle
du contact.

Au contraire, l’approche CD se place à une échelle de longueur supérieure : elle considère
que les corps et les contacts sont parfaitement rigides. Lesforces de contact sont alors décrites
par des lois de contact impliquant uniquement la vitesse relative des particules en contact. La
déformation du système provient uniquement des mouvementsrelatifs entre les particules sans
se préoccuper de l’échelle du contact. Ainsi, la discrétisation temporelle ne doit plus être adaptée
à l’échelle du contact mais à la dynamique des particules. Une conséquence directe est que la
DC tolère des pas de temps bien plus grands que la DM. En contrepartie, le mouvement des
particules n’est plus régulier mais comporte des sauts de vitesse traduisant les collisions entre
les particules. En effet, sur un pas de tempsδt les collisions multiples dans un système dense
impliquent des variations finies de la vitesse des particules et des impulsions des forces de
contact. Cette dynamique non-régulière (nonsmooth, en anglais) ne peut être décrite en terme
d’accélérations et oblige à formuler le problème en terme devitesses tout en tenant compte des
discontinuités.
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4.1.2 Lois de contact non régulières

Les lois de contact que nous allons décrire dans cette section sont des lois à l’échelle des
particules. Elles ne permettent pas de décrire le comportement d’un contact à l’échelle des
rugosités (plastification, force de Van der Waals, etc) maisde modéliser le comportement “ef-
fectif” de deux particules en contact. Pour cela, on se limitera dans ce travail à modéliser trois
propriétés des contacts : l’unilatéralité du contact, le frottement de Coulomb et le frottement
de roulement. D’autres propriétés, telles que la cohésion entre particules, peuvent parfaitement
être modélisées dans ce cadre.

4.1.2.1 Unilatéralité géométrique

Derrière ce terme d’unilatéralité se cache une condition simple mais fondamentale : les corps
en contact ne peuvent s’interpénétrer. Cette condition, connue aussi sous le nom decondition
de Signorini, se traduit par des relations entre la distance relative normaleδn, la vitesse relative
normaleVn et l’intensité de la force normale au plan de contactfn.

Tant que la distanceδn est positive, la force de contactfn est nulle ; il n’y a pas de force à
distance. Lorsque la distanceδn est nulle, la force de contactfn est positive (répulsive) ou nulle
et son intensité dépend des autres forces agissant sur les particules en contact. Cependant, un
contact établi (δn = 0 et Vn = 0 ) peut s’ouvrir sous l’action defn impliquantVn > 0. On
résume alors la condition de Signorini par :







δn > 0 ⇒ fn = 0

δn = 0 ∧
{

Vn > 0 ⇒ fn = 0
Vn = 0 ⇒ fn ≥ 0

(4.1)

4.1.2.2 Frottement de Coulomb

La loi de Coulomb établit une relation entre la vitesse de glissementVt et la force de frot-
tementft. Le coefficient de frottementµ donne la force tangentielle nécessaire pour mettre le
contact en glissement en fonction de la la force normalefn exercée au contact. Pour des valeurs
de ft inférieures àµfn le contact est non glissant (Vt = 0), lorsqueft = µfn le contact de-
vient glissant. En supposant que le vecteur unitaire tangentiel ~t est colinéaire à la direction de
glissement, on peut alors écrire :







Vt > 0 ⇒ ft = −µfn

Vt = 0 ⇒ −µfn ≤ ft ≤ µfn

Vt < 0 ⇒ ft = µfn

(4.2)
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4.1.2.3 Frottement de roulement

De manière analogue au frottement de Coulomb, on définit un loi de frottement de roule-
ment mettant en jeu la vitesse de rotation relativeω et le moment des forces de contactM .
Le coefficient de frottement de roulementµr donne le moment nécessaireMs pour mettre le
contact en glissement de roulement en fonction de la force normalefn. Cependant pour conser-
ver le caractère sans dimension deµr il convient d’introduire une longueurλ (généralement la
moyenne des tailles des particules en contact) dans la définition deMs tel que :

Ms = µrλfn. (4.3)

On résume alors la loi de frottement de roulement par :







ω > 0 ⇒M = −µrfn

ω = 0 ⇒ −µrfn ≤M ≤ µrfn

ω < 0 ⇒M = µrfn

(4.4)

4.1.2.4 Vitesses considérées dans les lois de contact

Dans le cadre de la DC, un pas de tempsδt ne représente pas une fraction temporelle d’un
événement comme une collision (comme avec DM) mais plutôt une unité de temps au cours
de laquelle se produit une multitude de collisions entraînant des sauts de vitesses. Tout l’enjeu
du problème est alors de prédire, à partir de la configurationà l’instantt, les impulsions aux
contacts et les vitesses de particules à l’instantt+ δt. En considérant les vitesses “accessibles”
en débutV − et finV + de pas de temps, se pose la question de la vitesseV à confronter dans les
relations de Signorini et Coulomb. Une solution simple est de considérer une vitesseV comme
une vitesse moyenne pondéréeV = ηV −+(1−η)V + oùη est un paramètre physique du contact.
La valeurη = 0 correspond à la résolution du contact avec la limite temporelle “droite” V + qui
est la principale inconnue du problème. Cependant, la loi deSignorini implique que la vitesse
au contact doit être nulle pour que la force soit non nulle doncV + = V = 0. Malheureusement,
cette valeur deη implique que le contact doit être persistant (V = 0 sur deux pas de temps
successifs) pour générer une force de contact. Dans ce cas, on ne tient pas compte des chocs à
coefficient de restitutione non nul pour lesquels le contact créé n’est pas persistant mais génère
une impulsion. On va alors généraliser l’expression deη pour des collisions à coefficient de
restitution non nul. Pour un choc binaire, on ae = −V +/V − = −η/(1−η) d’où η = e/(1+e).
On trouve alors l’expression des vitesses formelles normaleVn et tangentielleVt, introduite par
Moreau, que l’on confrontera dans les lois de contact de Signorini et de Coulomb :

Vn =
V +

n + enV
−
n

1 + en
Vt =

V +
t + etV

−
t

1 + et
Vω =

ω+ + eωω
−

1 + eω
(4.5)
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FIG. 4.1 –Configuration géométrique d’un contact

4.1.3 Equations de la dynamique

Pour développer les équations de la dynamique des contacts,on va traiter le cas général de
particules convexes. La figure 4.1 montre la configuration géométrique d’un contact que nous
appelleronsα entre les particulesi et j. Le point de contact est immatériel mais est constitué
de deux “parties solides”Ai etAj appartenant chacune à une particule. Pourvu que la surface
de ces parties en contact soient suffisamment petites, on pourra considérer le contact comme
ponctuel. Contrairement au cas des disques, les vecteurs decontactsci etcj (joignant le centre
des particules au point de contact) et le vecteur branchel ne sont pas colinéaires. Le plan de
contactΠ permet de définir un repère local orthonormé(n, t, s) oùn est orienté de la particule
j vers la particulei.

4.1.3.1 Cinématique du point de contact

Chaque particulek (k = i, j) est assimilée à un corps rigide animé d’une vitesse de transla-
tion V k et d’une vitesse de rotationωk. La vitesse du point de contactα est calculée aisément
dans le repère global par :

V α = VAi
− VAj

+ ωi ∧ ci − ωj ∧ cj (4.6)

Afin d’utiliser les lois de contact il faut évaluer les vitesses relatives normale, tangentielle et de
rotation du point de contact dans le repère local. En développant les produits vectoriels sur le
repère local on obtient les vitesses au début (t noté “−”) et en fin de pas de temps (t + δt noté
“+”) :

V α−
n = (V −

Ai
− V −

Aj
).n + (−ωicit + ωjcjt )

V α−
t = (V −

Ai
− V −

Aj
).t + (−ωicin + ωjcjn)

ωα− = ωi− − ωj−

(4.7)
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V α+
n = (V +

Ai
− V +

Aj
).n + (−ωicit + ωjcjt )

V α+
t = (V +

Ai
− V +

Aj
).t + (−ωicin + ωjcjn)

ωα+ = ωi+ − ωj

(4.8)

4.1.3.2 Equations de conservation dans le repère global

Pour chaque particulek de massemk et de moment d’inertieIk, les équations de conserva-
tion de l’impulsion et du moment cinétique sont écrites sousleurs formes discrètisées :

δtF k = mk(V
k+ − V k−)

δtGk = Ik(ω
k+ − ωk−)

(4.9)

F k représente la résultante des forces de contactf kγ (γ désignant un contact) et des forces
extérieuresF k

ext (comme la gravité) appliquées à la particulesk. De même,Gk représente le
moment résultant des forces de contact et des éventuelles transmissions de couplegγ par frot-
tement de roulement par exemple. D’après le principe d’action-réaction, on a pour le contact
α considéré :f iα = −f jα = fα et giα = −gjα = gα. Ainsi, en isolant la contribution de la
particule associée par le contactα, on peut écrire :

F i =
∑

β 6=α f iβ + F i
ext + fα

F j =
∑

β 6=α f jβ + F
j
ext − fα

Gi =
∑

β 6=α(giβ + (ciβ ∧ f iβ).z) + gα + (ciα ∧ fα).z

Gj =
∑

β 6=α(gjβ + (cjβ ∧ f jβ).z) − gα − (cjα ∧ fα).z

(4.10)

4.1.3.3 Projection dans le repère local

En injectant les expressions des vitesses obtenues à partirde l’équation 4.9 dans les équa-
tions 4.8, on montre que la vitesse dans le repère local à l’instantt + δt s’exprime comme la
somme de la vitesse à l’instantt et de la contribution des forces appliquées aux particulesi et
j :

V α+
n = V α−

n + δt
{(

F i

mi
− F j

mj

)

n − ci
tG

i

Ii
+

cj
tGj

Ij

}

V α+
t = V α−

t + δt
{(

F i

mi
− F j

mj

)

t − ci
nGi

Ii
+ cj

nGj

Ij

}

ωα+ = ωα− + δt
(

Gi

Ii
− Gj

Ij

)

(4.11)

En remplaçantF k et Gk par leurs valeurs (Equation 4.11) et en projetant dans le repère
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local, on obtient le système d’équations suivant :


















V α+
n −V α−

n

δt
=
(

1
mi

+ 1
mj

+
(ci

t)
2

Ii
+

(cj
t )

2

Ij

)

fα
n −

(

ci
tc

i
n

Ii
+

cj
tcj

n

Ij

)

fα
t −

(

ci
t

Ii
+

cj
t

Ij

)

gα +Kα
n

V α+
t −V α−

t

δt
= −

(

ci
tc

i
n

Ii
+

cj
tcj

n

Ij

)

fα
n +

(

1
mi

+ 1
mj

+ (ci
n)2

Ii
+ (cj

n)2

Ij

)

fα
t −

(

ci
n

Ii
+ cj

n

Ij

)

gα +Kα
t

ωα+−ωα−

δt
= −

(

ci
t

Ii
+

cj
t

Ij

)

fα
n +

(

ci
n

Ii
+ cj

n

Ij

)

fα
t +

(

1
Ii

+ 1
Ij

)

gα +Kα
ω

(4.12)

avec :

Kα
n = 1

mi

(

∑

β 6=α f iβn + F i
extn

)

− 1
mj

(

∑

β 6=α f jβn + F
j
extn

)

− ci
t

Ii

[

∑

β 6=α

(

giβ + ciβn f
iβ
t − ciβt f

iβ
n

)]

+
cj
t

Ij

[

∑

β 6=α

(

gjβ + cjβn f
jβ
t − cjβt f

jβ
n

)]

Kα
t = 1

mi

(

∑

β 6=α f iβt + F i
extt
)

− 1
mj

(

∑

β 6=α f jβt + F
j
extt
)

+ ci
n

Ii

[

∑

β 6=α

(

giβ + ciβt f
iβ
t − ciβt f

iβ
n

)]

− cj
n

Ij

[

∑

β 6=α

(

gjβ + cjβn f
jβ
t − cjβt f

jβ
n

)]

Kα
ω = 1

Ii

[

∑

β 6=α

(

giβ + ciβn f
iβ
t − ciβt f

iβ
n

)]

− 1
Ij

[

∑

β 6=α

(

gjβ + cjβn f
jβ
t − cjβt f

jβ
n

)]

(4.13)

4.1.4 Traitement local

Les équations 4.12 montrent que le saut de vitesse relative du contactα sur un pas de temps
dépend des forces exercées entre les particulesi et j à traversα mais aussi des forces exercées
par toutes les autres particules en contact aveci et j. Afin de trouver une solution au problème
local, il est nécessaire d’introduire les vitesses formelles décrites précédemment (4.1.2.4). Pour
simplifier l’écriture du problème, on définit les matricesMα etF α :

M =





W α
nn W α

nt Y α
n

W α
nt W α

tt Y α
t

Y α
n Y α

t Y α
ω



 , F α =





fα
n

fα
t

ωα



 (4.14)

avec :

W α
nn =

(

1
mi

+ 1
mj

+
(ci

t)
2

Ii
+

(cj
t )

2

Ij

)

W α
tt =

(

1
mi

+ 1
mj

+ (ci
n)2

Ii
+ (cj

n)2

Ij

)

W α
tn = W α

nt =
(

ci
tc

i
n

Ii
+

cj
tci

n

Ij

)

Y α
n =

(

ci
t

Ii
+

ci
t

Ij

)

Y α
t =

(

ci
n

Ii
+ ci

n

Ij

)

Y α
ω =

(

1
Ii

+ 1
Ij

)

(4.15)

En injectant les vitesses formelles, le système 4.12 se met sous la forme :

MF α =





1+en

δt
V α

n +aα
n

1+et

δt
V α

t +aα
t

1+eω

δt
ωα +aα

ω



 (4.16)
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(a) (b) (c)

FIG. 4.2 –Traitement du problème local : (a) condition de Signorini, (b) frottement de Coulomb
et (c) frottement de roulement.

avec :
an = −1+en

δt
V α−

n −Kα
n

at = −1+et

δt
V α−

t −Kα
t

aω = −1+eω

δt
ωα− −Kα

ω

(4.17)

A un instant donné et en supposant lesKα connus, on voit que les forcesF α au contact
α s’expriment comme des fonctions affines des vitesses formelles Vn,Vt et ω. Le nombre de
solutions à ce système étant infini, il est nécessaire de prendre en compte d’autres équations pour
trouverF α : les lois de contact. La solution de ce problème est donnée par l’intersection de la
droite que représente les équations 4.16 sur les différentsgraphes des lois de contact, présentés
sur la figure 4.2. La positivité des coefficientsWkk et Yk, impliquant une pente croissante,
assure une solution unique pour chaque composante de la force au contactα. Pour trouver la
solution locale, il suffit alors de chercher la solution de cesystème en imposant une vitesse
formelle nulle. En d’autres termes, on cherche l’intersection avec l’axe des forces pour chaque
composante et on la compare aux valeurs autorisées par les lois de contact. Cependant, avec ce
formalisme, la détermination des forces de contact doit se faire de façon simultanée. Ainsi, on
trouve trois valeurshn, ht ethω respectivement defn, ft et g que l’on va confronter aux lois de
contact.

hα
n = 1

det Mα ( an (W α
ttY

α
ω − (Y α

t )2) −at (W α
ntY

α
ω − Y α

n Y
α
t ) +aω (W α

ntY
α
t −W α

ttY
α
n ) )

hα
t = 1

det Mα ( an (W α
ntY

α
ω − Y α

n Y
α
t ) −at (W α

nnY
α
ω − (Y 2

n )α) +aω (W α
nnY

α
t −W α

ntY
α
n ) )

hα
ω = 1

det Mα ( an (W α
ntY

α
t −W α

ttY
α
n ) −at (W α

nnY
α
t −W α

ntY
α
n ) +aω (W α

nnW
α
tt − (W α

nt)
2) )

(4.18)

On montre facilement quedetM est positif. Sihα
n < 0, la solution du problème local est

immédiate :fα
n = fα

t = ωα = 0. Ce cas correspond à l’ouverture d’un contact au cours du pas
de temps considéré. Sihα

n ≥ 0, on afα
n = hα

n. Grâce à cette valeur defα
n , on peut résoudre
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le problème de Coulomb pour le contactα. Si hα
t > µfα

n , la force tangentielle est égale à la
limite du seuilµfα

n de coulomb et le contact est glissant dans le sens det. Dans le cas contraire
(hα

t < µfα
n ), fα

t = −µfα
n et le contact glisse dans le sens opposé àt. Le cas du contact roulant

sans glissement correspondant à−µfα
n < hα

t < µfα
n a pour solutionfα

t = hα
t . Le même

raisonnement peut être mené pour le frottement de roulementen remplaçant respectivementV α
t

etfα
t parωα et gα.

4.1.5 Traitement global

Dans le paragraphe précédent, on a vu comment trouver la force de contactfα agissant en un
contactα. Cette force dépend de la géométrie des particules à traversMα et des autres contacts
β 6= α des particulesi et j. La résolution desNc contacts dans le système doit se faire de
façon simultanée et ne peut alors être menée à bien que par uneméthode de résolution itérative.
Une méthode adaptée à la résolution de ce problème est la méthode dite de “Gauss-Seidel”. A
l’itération k, en supposant connues toutes les forces de contact{fγ

n (k), fγ
t (k), gγ(k)} ainsi que

toutes les vitesses relatives{V γ
n (k), V γ

t (k), ωγ(k)} avecγ ∈ [1, Nc], on peut calculer les valeurs
des coefficients{aγ

n(k), aγ
t (k), a

γ
ω(k)}. La résolution du problème local pour chaque contactγ

mène à une actualisation des forces de contact{fγ
n (k+ 1), fγ

t (k+ 1), gγ(k+ 1)}. Au cours des
itérations, on peut remarquer qu’il n’est pas nécessaire demettre à jour les vitesses des particules
car les coefficientsax ne dépendent que des forces de contact. L’utilisation d’uneméthode
de résolution itérative implique l’édiction d’un critère de convergence permettant l’arrêt des
itérations. Un critère classique est la mesure de la stabilité des forces pour chaque contact par
rapport aux valeurs de l’itération précédente :

|fα(k + 1) − fα(k)|
fα(k + 1)

≤ ǫf ∀α (4.19)

A partir des forces de contact “convergées”, les vitesses puis les positions des particules
peuvent être calculées grâces aux équations de la dynamique(4.9).

4.1.6 Processus de résolution

Ce paragraphe décrit les étapes importantes du processus derésolution effectué au cours
d’un pas de temps. A l’instantt, le système est parfaitement déterminé en termes de positions,
vitesses et forces. A la fin du pas de tempst+ δt, on doit connaître l’évolution du système dans
ces mêmes termes.

1 - Détection des contactsCette étape consiste à repérer les paires de particules satisfaisant la
conditionδn ≤ 0 à l’instant t. A cause des erreurs numériques, la condition stricte de
contact (6.2)δn = 0 n’est jamais réalisée, une très faible interpénétration est toujours
observée. La liste des contacts ainsi détectés va définir l’ensemble des contacts qui vont
être pris en compte dans la résolution globale. De plus, cette liste n’évoluant pas au cours
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des itérations, l’ouverture ou la création d’un contact ne peut intervenir que dans cette
étape de détection comme un résultat de l’actualisation despositions des particules.

2 - Résolution globaleAfin d’accélérer la résolution itérative, il est possible d’initialiser les
forces aux contacts (transmettant des forces au pas de tempsprécèdentt − δt) par les
valeurs obtenues à la sortie des itérations du pas de temps précédent. Ainsi, si le système
a peu évolué, la convergence du système sera d’autant plus rapide que la configuration du
réseau de contacts à l’instantt est proche de celle àt − δt. Si le contact est nouveau, les
forces de contact sont prises nulles. On résout itérativement le problème global jusqu’à
satisfaire un critère de convergence sur les forces de contact. Si la solution ne converge
pas assez vite, on peut interrompre le processus au bout d’uncertain nombre d’itérations
que l’on juge comme maximal.

3 - Actualisation des vitesses et des positionsA l’issue de l’étape 2, on obtient les forces aux
contacts à l’instantt + δt. Grâce à ces forces et aux équations de la dynamique, on peut
actualiser les vitesses puis les positions des particules àl’instant t+ δt.

Pour simuler numériquement un ensemble de particules pendant T secondes, il faudra alors
effectuerT/δt boucles des étapes 1 à 3.

Ce schéma d’intégration est de type implicite pour les vitesses et explicite pour le réseau de
contacts. En d’autres termes, les vitesses des particules àla fin de chaque pas sont construites de
manière à ce que la mise à jour des positions n’entraîne pas une interpénétration des particules.
Cette approche est nécessaire dans le cadre de la dynamique des contacts car, contrairement à la
méthode de DM, les interpénétrations entre les particules n’ont pas de signification dynamique.
Néanmoins, en raison des erreurs numériques, de petites interpénétrations entre les particules
ont lieu et il nécessaire de choisir un pas de temps suffisamment petit pour éviter l’accumulation
de ces erreurs au cours de longues simulations. Ceci dit, en général, le pas de temps en DC est
toujours de plusieurs ordres de grandeur supérieur à celui en DM. Comme le pas de temps est
plus petit en DM, le temps de calcul est essentiellement consommé par la mise à jour de la liste
de contacts tandis qu’en DC ce sont les itérations lors de la résolution du problème global sur
un pas de temps qui coûtent le plus en temps de calcul. Il faut aussi remarquer que le nombre
d’itérations nécessaire varie très fortement d’un pas à l’autre et s’adapte automatiquement à la
complexité du problème global à chaque pas. Pour cette raison, dans certains cas (par exemple
dans les écoulements gravitaires), le nombre d’itérationsest faible et la DC est nettement plus
rapide que la DM. Au contraire, dans d’autres cas (déformation confinée avec une forte pression
de confinement) la DM peut être plus rapide car la propagationde l’information mécanique à
travers le milieu, à partir des frontières du système où les forces sont imposées, exige un nombre
plus élevé d’itérations.

4.1.7 Implémentation

L’algorithme de la Dynamique des Contacts a été développé dans le code de calcul Gdm-tk.
Ce code, écrit en langage C++ suivant les concepts de la Programmation Orientée Objet (POO),
permet de simuler des collections de particules interagissant par différentes lois de contact. Ce
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code gère les particules circulaires, les polygones convexes ainsi que les clumps. Les clumps
sont des groupes de particules circulaires et/ou polygonales partageant le même degré de liberté.
Un clumps est alors assimilable à un corps rigide “insécable”. Un quatrième type de corps est
aussi modélisé afin de représenter un mur. L’efficacité de DC couplée à la souplesse d’une POO,
permet de mettre rapidement et efficacement en œuvre la simulation d’un système physique
donné.

4.2 Précautions numériques liées à la polydispersité

Au cours des simulations qui ont été menées dans ce travail, un phénomène propre à la
présence de plusieurs ordres de tailles de particules a été observé : l’éjection puis le vol libre des
petites particules à travers les pores créés par les plus grosses particules. En effet, les pores du
système n’étant pas tous complètement remplis par les petites particules, le réarrangement d’une
grosse particule voisine peut provoquer “l’explosion” du groupe des petites. Par l’absence de
gravité, ces petites particules entrent dans une phase de vol libre à plus ou moins grande vitesse
selon la brutalité du réarrangement. Ce phénomène fait apparaître dans le système une classe
de petites particules dont la dynamique est, de façon intermittente, plus rapide que celle de la
sollicitation macroscopique. Ainsi, une conséquence directe est la réduction du pas de temps
d’environ un ordre de grandeur (10−4 s pour les distributions quasi-monodisperses à10−5 s
pour les grandes valeurs d’étalement) afin d’adapter la discrétisation temporelle à la dynamique
la plus rapide du système. Une autre conséquence de ce phénomène est la “grande” distance que
peuvent parcourir ces particules en peu de temps. Sur quelques pas de temps, la configuration
géométrique, et donc le voisinage de chaque particule (essentiel pour la détection des contacts),
change radicalement. Il faut alors mettre en place un dispositif performant de détection des
contacts.

L’approche classique de l’étape de détection des contacts au pas de tempsi comporte deux
étapes :

– Tous lesNap pas de temps, on cherche le voisinage de chaque particule parl’évaluation de
la distance intergranulaireδn. Les paires de particules oùδn < dv, oùdap est la distance
d’alerte proche, sont considérées comme voisines immédiates et stockées dans la liste de
Verlet. Cette liste doit alors contenir toutes les particules pouvant entrer en contact avant
sa prochaine mise à jour à l’instant(i+Nap)dt.

– A chaque pas de temps, on recherche dans la liste de Verlet les particules réellement en
contact pour évaluer les forces résultants de leur interaction.

Le calcul direct des distances étant assez coûteux en temps de calcul, différentes méthodes
ont été développées pour optimiser la construction de la liste de Verlet [1, 20, 42, 75]. Cepen-
dant, ces méthodes peuvent être difficiles à mettre en place et à adapter au cas de distributions
très polydisperses. Nous avons alors choisi une méthode simple consistant en une double dé-
tection par liste de Verlet. Au lieu de tester tous les couples de particules lors de la mise à jour
de la liste de Verlet, on ne teste que les couples de particules issus d’une précédente détec-
tion à plus grande distance d’alerte. Ainsi, il suffit d’insérer une étape avant les étapes décrites
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précédemment :
– Tous lesNal pas de temps, on cherche le voisinage de chaque particule parl’évaluation de

la distance intergranulaireδn. Les paires de particules oùδn < dal, oùdal est la distance
d’alerte lointaine, sont considérées comme “proches” et stockées dans une liste de pré-
detection. La liste de Verlet est alors établie tous lesNap < Nal pas de temps à partir des
couples de particules stockées dans la liste de pré-détection.

Cette double détection permet d’accélérer la mise à jour de la liste de Verlet par la dimi-
nution du nombre de couples de particules à tester. Ainsi, onpeut reconstruire fréquemment
la liste de Verlet sans que cela ne soit trop coûteux en temps de calcul. La distance d’alerte
lointaine doit être proche de la taille des plus grands porespour qu’une petite particule puisse
“voir” toutes les grosses particules susceptibles d’interrompre son vol libre à travers le pore.
La taille des pores étant de l’ordre des plus grosses particules, il est pratique d’exprimer ces
deux distances d’alerte en fonction du rayonsrmax des plus grosses particules. Dans le cadre
de sollicitations quasi-statiques et pour des distributions de tailles faiblement polydisperses, les
valeursdal ≃ 0, 3rmax et dap = 0, 05rmax permettent d’optimiser grandement la vitesse de dé-
tection. Pour des distributions à grand étalement des valeurs dedal ≃ 0, 8rmax etdap = 0, 2rmax

couplées à une mise à jour fréquente de la liste de Verlet (Nap ≃ 20) évitent de rater la détection
de nouveaux contacts à l’issus de vols libres tout en gardantun temps de détection raisonnable.
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Après avoir étudié l’influence de la granularité sur la texture d’un matériau granulaire au
chapitre 3, on va maintenant s’intéresser aux propriétés mécaniques d’un assemblage polydis-
perse à l’équilibre statique. Pour cela, en utilisant la méthode de dynamique des contacts, on
soumet les échantillons construits géométriquement à une compression uniaxiale pour atteindre
un état d’équilibre statique. Cette sollicitation mécanique induit un changement de la texture
ainsi que l’apparition de forces de contact dont on précisera les propriétés en fonction des pa-
ramètres de granularité que sont l’étalement de la distribution s et les paramètres de formea et
b.

5.1 Relaxation biaxiale

La méthode de construction géométrique permet de créer des assemblages granulaires
denses mais hors équilibre mécanique. En effet, cette méthode de construction se base uni-
quement sur les exclusions stériques entre particules, impliquant un positionnement purement
géométrique, sans en évaluer les forces résultantes. Ainsi, la moindre sollicitation mécanique
conduit à un réarrangement des particules jusqu’à atteindre, selon le type de sollicitation, une
configuration d’équilibre statique. Afin de limiter les réarrangements par rapport à la configu-
ration géométrique initiale, nous avons choisi de simuler une compression uniaxiale périodique
dont nous allons détailler le protocole.

5.1.1 Protocole numérique

La figure 5.1 montre un échantillon de petite taille (500 particules) au début (gauche) et
à la fin de la compression (droite). Le confinement est assuré,d’une part, par la périodicité
horizontale héritée du dépôt géométrique et, d’autre part,par deux plateaux de grains extraits
de l’échantillon. Ces deux plateaux sont constitués de grains partageant les mêmes degrés de
liberté et se comportent donc comme des corps rigides. Ce type de corps, connu sous le nom
de clumps ou de clusters, permet de représenter des corps à géométrie complexe à partir d’une
association de particules circulaires. Le plateau inférieur, composé d’une ligne de grains, est
fixe ; les vitesses de translation et de rotation sont constantes et égales à zéro. Au contraire,
le plateau supérieur est libre de se mouvoir verticalement mais les translations horizontales
et les rotations sont bloquées. Une pression verticale constante est appliquée sur le plateau
supérieur ce qui entraîne un mouvement vertical descendantde celui-ci. Les plateaux assurant
le confinement vertical, le confinement horizontal est assuré par la condition de périodicité
cinématique introduite dès la phase de construction géométrique. Cette condition se traduit
simplement par le fait qu’une particule dont le centre dépasse la limite de périodicité d’un
côté de l’échantillon est horizontalement translatée de l’autre côté. Cette translation conserve la
vitesse des particules et n’affecte finalement que la composantex de la position en lui ajoutant
ou soustrayant une longueur correspondant à la période.

En vue d’obtenir l’état le plus dense possible à l’issue de larelaxation, le coefficient de
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FIG. 5.1 –Compression uniaxiale d’un échantillon de petite taille (500 particules), les clumps
figurent en gris foncé, les images périodiques des particules en gris clair et les particules de
l’échantillon en blanc.

frottementµ est pris égal à zéro. De plus, l’élimination du frottement aucours de cette phase
permet d’obtenir des échantillons plus proche d’un état isotrope en limitant la création d’arches
à celles d’origine purement géométrique. Dans la même optique, la gravité est prise égale à
zéro.

Pour cette étude, nous avons considéré quatre formes de distributions granulométriques dif-
férentes représentées sur la figure 5.2. On retrouve les distributions classiques que sont les dis-
tributions uniforme par tailles des particules (a = 3; b = 1) et uniforme par fraction volumique
(a = 1; b = 1). La distributiona = 2; b = 2 est piquée sur une valeur centrale tandis que la dis-
tributiona = 1; b = 3 favorise les plus petites particules. Pour chaque distribution nous avons
considéré six valeurs d’étalement correspondant às = 0, 2 ; 0, 73 ; 0, 82 ; 0, 92 ; 0, 96 ; 0, 98
ou en termes de ratio des tailles extrêmesR = 1, 5 ; 6, 5 ; 10 ; 25 ; 51 ; 99. La simulation
d’un tel système étant relativement rapide, nous avons réalisé cette étude avec des échantillons
contenantNtot = 105 particules. Cela permet d’assurer une bonne représentativité des classes
granulométriques ainsi que des grandeurs mécaniques.

5.1.2 Etat d’équilibre statique

Sous l’effet de la pression, l’échantillon évolue et tend vers une configuration stable plus
compacte que la configuration initiale. La figure 5.3(a) montre, en fonction de l’étalements, les
compacités initiales (à l’issue de la construction géométrique) et finale des échantillons compo-
sés de particules suivant une distribution uniforme par fraction volumique. Comme constaté lors
de l’étude géométrique, on observe que la compacité finale augmente avec l’étalement tradui-
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FIG. 5.2 –Distributions granulométriques étudiées.

sant un remplissage plus efficace de l’espace. Par contre, onremarque que le gain de compacité,
entre l’état initial et l’état final, est plus important pourles distributions à faible étalement que
pour celles à grand étalement. Cela illustre la capacité de la procédure de dépôt à générer des
empilements d’autant plus proches de l’équilibre que l’étalement de la distribution est grand. En
effet, dans le cas faiblement polydisperse, la taille des pores disparaissant au cours de la com-
pression, est de l’ordre de celle des particules. Ceci implique des mouvements des particules
du même ordre de grandeur lors des réarrangements locaux. Aucontraire, dans le cas polydis-
perse, les pores sont bien plus petits que les grosses particules impliquant des réarrangements
de faibles amplitudes et une configuration initiale finalement très proche d’un état d’équilibre
en terme de position des particules.

La figure 5.3(b) montre la compacité finaleρ en fonction de l’étalements pour différentes
valeurs des paramètres de formea et b. A faible étalements = 0, 2 on constate que les para-
mètres de forme n’ont que très peu d’influence ; la compacité est proche de0, 845 quelles que
soient les valeurs des paramètres de forme. Il est intéressant de constater qu’une si faible poly-
dispersité amène un gain conséquent de compacité par rapport à la configuration désordonnée
dense monodisperse (“random close packing”) dont la compacité est proche de0, 82. Pour les
étalements supérieurs, on voit qu’au delà de la transition d’insertion géométrique (s ≃ 0, 73)
les paramètres de formea etb conditionnent fortement les valeurs de compacité accessibles. On
retrouve l’efficacité de la distribution uniforme par fraction volumique à bien remplir l’espace
ainsi que celle des distributions favorisant les petites particules (a = 1; b = 3) plus que les
grosses (a = 3; b = 1).

Même sans frottement, l’effet d’arche propre aux matériauxgranulaires conduit à l’exclu-
sion de particules du réseau actif par lequel transitent leschaînes de forces. Ainsi, l’état d’équi-
libre statique est atteint quand l’ensemble de ce squelettede particules en contact est persistant
(pas de création ni de destruction de contacts) et que les forces de contact sont constantes au
cours du temps. Dans ces conditions, le réseau actif est isostatique et le nombre de coordination
(limité aux particules du réseau) est égal à quatre. En effet, dans le cas de disques non frot-
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FIG. 5.3 –(a) Compacités initiales et finales en fonction de l’étalement s pour une distribution
uniforme par fraction volumique. (b) Compacité finale en fonction de l’étalements pour les
différents paramètres de formea et b choisis pour cette étude.

tants, nous avons2Np équations pour l’équilibre statique etNc inconnues que sont les forces
normales. Ainsi, la condition d’isostaticité se traduit par la relation2Np = Nc. En introduisant
le nombre de coordination défini parZ = 2Nc/Np dans cette équation, on trouve que la valeur
deZ correspondant à l’équilibre statique estZ = 4. Cet indicateur, qui représente le nombre
moyen de contacts par particules, permet de déterminer clairement si l’état d’équilibre statique
est atteint ou non. En effet, d’autres indicateurs, comme lacompacité, tendent vers leur valeur
finale plus rapidement queZ sans pour autant garantir que le réseau de contacts soit stable.
Dans la suite de cette étude, cette condition d’équilibre duréseau actifZ = 4 est satisfaite
quelle que soit la granularité. En revanche, nous allons voir par la suite que la granularité in-
fluence la proportion de particules exclues du réseau actif ainsi que la topologie du réseau de
contacts.

La figure 5.4 montre la proportionXf de particules flottantes définie parXf = (Ntot −
Np)/Ntot. Les particules flottantes, présentes uniquement lorsque la gravité est désactivée, sont
les particules ne participant pas au réseau actif ; elles possèdent au plus un seul contact. Les
particules avec un seul contact subissent une force unique mais ne la communiquent pas à
d’autres particules ; elles ne font donc pas partie du réseau. Cette force est donc nécessairement
nulle à l’équilibre. On constate sur la figure 5.4 que la proportion Xf de particules flottantes
augmente fortement avec l’étalement pour tous les paramètres de forme. Etonnamment, on voit
que la distribution uniforme par fraction volumique mène à des échantillons où moins de la
moitié des particules est sollicitée alors qu’il s’agit deséchantillons les plus compacts. En effet,
la compacité élevée suppose un arrangement dense où les chaînes de forces impliquent un grand
nombre de particules dans le réseau actif. Ce résultat, apparemment contradictoire, sera expliqué
au cours de cette étude par le rôle joué par la taille des particules dans la transmission des forces.
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FIG. 5.4 –Fraction des particules flottantes (0 ou 1 contact) en fonction de l’étalements pour
différentes valeurs des paramètres de forme dans l’état relaxé.

5.2 Etat de contraintes à l’équilibre

5.2.1 Tenseur de contraintes

La figure 5.5 montre quatre vues d’échantillons dont la distribution granulométrique est
uniforme par fraction volumique et pour quatre valeurs d’étalements = 0, 2 (figure 5.5(a)),s =
0, 73 (figure 5.5(b)),s = 0, 82 (figure 5.5(c)) ets = 0, 98 (figure 5.5(d)). Les particules colorées
en noir correspondent aux particules flottantes. Les forcessont représentées par des segments
reliant les centres des particules en contact dont la largeur est proportionnelle à l’intensité de la
force. La distinction entre forces du réseau fort (f > 〈f〉) figurées en noir et celles du réseau
faible (f < 〈f〉) figurées en gris sera précisée ultérieurement. La figure 5.5permet d’apprécier
la situation des particules flottantes et d’en comprendre l’origine. En effet, à faible étalement
(s = 0, 2 (figure 5.5(a))), les particules flottantes sont le plus souvent isolées et résultent de la
formation de cellules de forces de géométrie relativement simple (environ six particules autour
d’une particule flottante). Avec l’étalement, les particules flottantes se trouvent en groupes de
tailles croissantes et la géométrie des cellules de forces se diversifie. Ainsi, pour l’étalement
maximals = 0, 98 (figure 5.5(d)), on constate qu’à l’échelle des grosses particules, des pores
pourtant bien remplis par un grand nombre des petites particules, se retrouvent complètement
isolés du réseau actif. Au contraire, certains de ces pores sont inclus dans le réseau actif et
entraînent une ramification importante du réseau de contacts dans ces zones très désordonnées.

Avant de s’intéresser aux propriétés locales du réseau de forces dans la section suivante
5.3, on va évaluer l’état de contraintes global du système à l’équilibre statique. Si le concept de
contrainte est parfaitement défini pour un milieu continu, et ce quel que soit le volume, il n’en va
pas de même pour la matière divisée. En effet, il est toujourspossible d’évaluer les contraintes
dans un volume de contrôle en calculant la densité surfacique (linéique en 2D) de forces exer-
cées par les grains extérieurs sur ceux appartenant au volume de contrôle. Cette évaluation du
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FIG. 5.5 –Vues d’échantillons à différents étalements d’une distribution uniforme par fraction
volumique : (a)s = 0, 2 ; (b) s = 0, 73 ; (c) s = 0, 82 ; (d) s = 0, 98. Les particules colorées
en noir correspondent aux particules flottantes. Les forcessont représentées par des segments
reliant les centres des particules en contact et dont la largeur est proportionnelle à l’intensité de
la force de contact. Les forces figurées en noir représententles forces appartenant au réseau fort
(f > 〈f〉) et en gris celles appartenant au réseau faible (f < 〈f〉).
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tenseur de contraintes est d’autant plus juste que le volumede contrôle est grand, mais perd son
sens mécanique lorsque le volume de contrôle tend vers le volume d’un grain. Afin de résoudre
ce problème d’échelle de pertinence du tenseur de contraintes, Moreau a introduit le concept de
moment interne [40] défini pour une particulei possédantc contacts par :

M i
αβ =

∑

c∈i

f c
αr

c
β (5.1)

où f c
α est la composanteα de la force exercée suri au contactc et rc

β est la composanteβ d’un
vecteur position du contactc. Ce moment est additif et indépendant de l’origine du vecteur ri.
Ainsi, pour un ensemble de particules contenues dans un volumeV , on peut montrer que le
tenseur de contraintes de Cauchy est équivalent à la densitévolumique de moment tensoriel :

σ =
1

V

∑

i∈V

M i = 〈M i〉V . (5.2)

Cette expression des contraintes reste valable depuis le volume macroscopique (l’ensemble de
l’échantillon) jusqu’au volume élémentaire du grain permettant de définir “correctement” l’état
de contraintes d’un grain. Dans ce dernier cas, pour obtenirl’égalité stricte entre la contrainte
macroscopique et la somme desM i/V i où Vi est le volume de la particulei, il convient de
pondérer ce dernier rapport par la compacitéρ exprimée parρ =

∑

V i/V , tel que :

σi =
1

V

∑

i∈V

M i =
1

ρ

∑

i∈V

M i

V i
. (5.3)

Dans le cadre de sollicitations dynamiques (nombre d’inertie élevé), hors du cadre de ce travail,
il faut prendre en compte les effets inertiels dans le calculdes contraintes. Plutôt que d’exprimer
le tenseur de contraintes à partir des contributions de chaque particule, il est aussi pratique de
l’exprimer à partir des contributions de chaque contact. Eneffet, la contribution d’un contact à
l’ensemble s’exprime commefαr

i
β − fαr

j
β = fαℓ

ij
β oùfα est la force de contact etℓij = ri − rj

le vecteur intercentre, ou vecteur branche. Ainsi, le tenseur de contraintesσ correspondant àNc

contacts contenus dans un volumeV est donné par :

σαβ =
1

V

Nc
∑

c=1

f c
αℓ

c
β = nc〈fαℓβ〉, (5.4)

oùnc = Nc/V est la densité numérique de contacts.

La figure 5.6 montre l’évolution du déviateur de contraintesnormaliséq/p mesuré sur tout
le volume de l’échantillon, en fonction de l’étalements. A faible étalement (s = 0, 2), on
constate que la forme de la distribution granulométrique influence très peu l’état de contraintes
qui est proche d’un état de contraintes isotrope (q/p = 0). Par contre, en augmentant l’étale-
ment, le déviateur augmente, puis passe par un maximum plus ou moins marqué, et diminue
finalement pour les grandes valeurs d’étalement. Ainsi, lesparamètres de forme s’expriment à
travers les différences de valeurs de déviateur atteintes pour le même étalement. Par exemple,
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FIG. 5.6 –Déviateur de contraintes normalisé par la pression moyennepour différents para-
mètres de forme en fonction de l’étalements, dans l’état d’équilibre atteint par relaxation.

les distributions favorisant les petites particules (a = 1; b = 1 et a = 1; b = 3), qui entraînent
un remplissage efficace de l’espace, vont engendrer des empilements présentant les plus faibles
déviateurs à grands étalements. La non nullité du déviateur, que l’on observe généralement au
cours d’un cisaillement, traduit le fait que les grains tendent à s’organiser en une structure ani-
sotrope aussi bien en terme d’orientation de contacts qu’enterme de transmission de forces
[45, 57]. Nous allons donc caractériser les propriétés orientationelles du réseau de forces et les
relier à l’état de contraintes moyen du système.

5.2.2 Anisotropie des orientations des contacts

Une première étape consiste à évaluer l’anisotropie du réseau de contact aussi appelée ani-
sotropie de fabrique (ou de texture). Cette évaluation passe par le calcul du tenseur de fabrique
[59] permettant de rendre compte de l’orientation moyenne de l’assemblage. Le tenseur de fa-
briqueF deNc contacts contenus dans un volumeV est donné par :

Fαβ =
1

Nc

Nc
∑

c=1

nc
αn

c
β = 〈nαnβ〉V (5.5)

où nc est le vecteur unitaire normal au contactc et la moyenne〈〉V porte sur tous les contacts
actifs. Cette formulation, basée sur la connaissance de chaque direction de contacts est bien
adaptée aux simulations par éléments discrets mais s’applique difficilement aux expériences où
l’accès à la force et à la direction de chaque contact est difficile, voir impossible. On préfère
alors évaluer la densité de probabilitéP (θ) d’obtenir un contact dont le vecteurn est orienté
selon la directionθ. Dans les milieux granulaires, cette distribution de probabilité peut, le plus
souvent, être approchée par un développement de Fourier à l’ordre 2 et se mettre sous la forme :

P (θ) ≃ 1

π
[1 + ac cos(2(θ − θc))] (5.6)
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FIG. 5.7 – (a) Représentation polaire deP (θ) pour la distribution uniforme par fraction vo-
lumique (a = 1; b = 1) et pour quelques valeurs d’étalements. La courbe nommée “théo”
représente l’approximation par développement de Fourier pourac = 0, 025. (b) Evolution deac

en fonction de l’étalements pour différents paramètres de forme.

oùac correspond à l’anisotropie du réseau de contacts etθc correspond à la direction de contacts
la plus probable. Nous allons nous référer à cette approximation comme “approximation har-
monique” à l’ordre 2. Pour une distribution angulaireP (θ) uniforme, représentant un milieu
parfaitement isotrope, on aac = 0. Plus on s’éloigne du cas isotrope, plusac augmente vers sa
valeur maximale 1. En combinant l’écriture intégrale du tenseur de fabrique :

Fαβ =
1

π

∫ π

0

nα(θ)nβ(θ)P (θ)dθ. (5.7)

et du modèle de distribution angulaire, l’anisotropie de contactac est donnée par :

ac = 2(F1 − F2), (5.8)

oùF1 etF2 sont les valeurs propres deF . Ainsi, dans l’approximation harmonique, la descrip-
tion des orientations de contacts est décrite par une grandeur scalaireac dont on peut suivre
l’évolution au cour de la déformation.

La figure 5.7(a) montre la représentation polaire deP (θ) pour quatre valeurs d’étalement
de la distribution uniforme par fraction volumique. Sur cette figure, la courbe supplémentaire,
nommée “théo”, représente l’approximation harmonique deP (θ) donnée par l’équation 5.8
pour ac = 0, 025. On voit que le caractère bimodal de cette distribution, hérité du protocole
de dépôt géométrique, persiste et l’approximation harmonique n’ajuste pas correctement la dis-
tribution angulaire. Cependant, on observe que par rapportà la figure 3.12(b), les pics sont
bien atténués par la compression dynamique et tendent à disparaître complètement pour les
grandes valeurs d’étalement. Les considérations avancéeslors de l’étude géométrique sur la
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pertinence du calcul de l’anisotropie sur une distributionbimodale, à savoir que la symétrie de
la distribution fausse le calcul, restent valable ici. Pourprendre en compte cet aspect bimodal,
il faut considérer des ordres supérieurs dans le développement de Fourier deP (θ). Cet aspect
disparaissant au cours du cisaillement, et par soucis de cohérence avec l’étude du chapitre sui-
vant (où cet aspect bimodal disparaît), on se limite ici à l’approximation harmonique à l’ordre
2. Dans ces conditions, l’approximation est insuffisante pour décrire les deux pics marqués à
faible étalements = 0, 2 mais fournit une valeur moyenne tantôt supérieure tantôt inférieure à
la distribution réelleP (θ). Ce fait est illustré par la courbe “théo” correspondant à l’anisotropie
calculée par le tenseur de fabrique (ac = 0, 025) pours = 0, 02. Cependant, cette approxima-
tion se révèle plus juste pours = 0, 98 où les pics ont disparu et où l’anisotropie calculée est
très proche de celle trouvée pours = 0, 2.

En effet, la figure 5.7(b) montre l’évolution de l’anisotropie de contactac en fonction de
s pour différentes valeurs des paramètres de forme. On peut voir que la distribution uniforme
par fraction volumique (a = 1; b = 1) génère des assemblages possédant la même anisotro-
pie des contacts à faible étalement qu’à grand étalement. Quels que soient les paramètres de
forme, à faible étalement l’anisotropie des contacts est faible. En augmentant l’étalement, après
l’augmentation de l’anisotropie jusqu’à un maximum dépendant des paramètres de forme, on
constate l’existence de deux tendances selon la forme de la distribution granulométrique :

– Pour les distributions générant les empilements les plus denses où le remplissage est
efficace, l’augmentation de l’étalement se traduit par une diminution de l’anisotropie de
contact. Dans ce cas, l’ajout de petites particules tend à uniformiser l’assemblage en terme
de direction de contact

– Pour la distribution uniforme par tailles des particules,on constate que la valeur deac ne
diminue pas mais reste constante et proche de0, 2 à partir des ≃ 0, 9. La fraction de
petites particules étant faible dans cette distribution, l’effet “uniformisateur” du remplis-
sage des pores n’a pas lieu. On caractérise alors un assemblage similaire, quel que soit
l’étalement, dont les caractéristiques sont dominées par la fraction des grosses particules.

5.2.3 Anisotropie des forces

Les forces de contact supportées par le réseau de contacts anisotrope s’organisent en un
réseau également anisotrope capable, par exemple, de développer une résistance au cisaillement.
Pour quantifier le degré d’anisotropie du réseau de forces, on va considérer les distributions
angulaires des forces normales moyennes〈fn〉(θ) et des forces tangentielles moyennes〈ft〉(θ)
des contacts dont le vecteurn est orienté selon la directionθ. De manière similaire àP (θ)
(équation 5.7), on approche〈fn〉(θ) et 〈ft〉(θ) par des développements de Fourier à l’ordre 2 :

〈fn〉(θ) ≃
〈f〉
π

{1 + an cos(2(θ − θn))} (5.9)

〈ft〉(θ) ≃
〈f〉
π

{−at sin(2(θ − θt))} (5.10)
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où 〈f〉 est la force normale moyenne,an et at sont les anisotropies des forces normales et
tangentielles etθn et θt les directions pour lesquelles les forces normales et tangentielles sont,
en moyenne, les plus intenses. Afin de calculeran et at, on introduit les deux tenseur d’ordre
deux [50] :

χn
αβ =

1

〈f〉

Nc
∑

c=1

fnn
c
αn

c
β =

1

〈f〉〈fnnαnβ〉V ≡ 1

〈f〉

∫ π

0

〈fn〉(θ)nα(θ)nβ(θ)P (θ)dθ (5.11)

χt
αβ =

1

〈f〉

Nc
∑

c=1

ftt
c
αn

c
β =

1

〈f〉〈fttαnβ〉V ≡ 1

〈f〉

∫ π

0

〈ft〉(θ)tα(θ)nβ(θ)P (θ)dθ. (5.12)

De manière similaire au tenseur de fabrique, en introduisant les développements de Fourier
deP (θ),〈fn〉(θ) et 〈ft〉(θ) dans les expressions intégrales deχn

αβ etχt
αβ , on obtient la relation

suivante en négligeant les produits croisés des anisotropies :

2
χn

1 − χn
2

χn
1 + χn

2

= ac + an (5.13)

oùχn
1 etχn

2 sont les valeurs propres deχn. De plus, en posantχ = χn + χt on montre que :

2
χ1 − χ2

χ1 + χ2
= ac + an + at (5.14)

oùχ1 etχ2 sont les valeurs propres deχ.

Le frottement de contact étant désactivé dans cette étude, les forces de contact se réduisent
aux seules forces normales. La figure 5.8(a) montre la représentation polaire de la modulation
de la force moyenne〈fn〉(θ)/〈f〉 poura = 1; b = 1 et pour différentes valeurs d’étalement. Sur
cette figure sont également représentées deux approximations par l’équation 5.9 pours = 0, 2 et
s = 0, 98 calculées à partir de leurs valeurs respectives dean. Sur ces distributions, on constate
un héritage du dépôt géométrique à travers la présence de pics mais, contrairement àP (θ), ils
restent visibles à grand étalement. En effet, à part le cas quasi-monodisperse (s = 0, 20) on
observe, d’une part, que les pics s’accentuent à travers la diminution des forces moyennes dans
la direction de chargement et, d’autre part, que l’intensité des forces normales qui augmente à
mesure que l’on s’approche de la direction (θ = π/2) implique une anisotropie marquée des
forces. Le “manque” de force selon la directionθ = π/2, que l’on retrouve au centre d’un tas
conique de sable, s’explique par la capacité des particulesà créer des voûtes qui résistent au
chargement vertical empêchant ainsi la transmission des forces dans cette direction.

La figure 5.8(b) présente l’évolution de l’anisotropie des forces normalesan en fonction de
l’étalements pour différentes valeurs des paramètres de formea et b. On constate une nouvelle
fois le peu d’influence des paramètres de forme sur les propriétés de transmission des forces à
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FIG. 5.8 –(a) Représentation polaire de la modulation de la force moyenne〈fn〉(θ)/〈f〉 pour la
distribution uniforme par fraction volumique et pour quelques valeurs d’étalement. Les courbes
nommées “théo_0,20” et “théo_0,98” correspondent à l’approximations harmonique. (b) Aniso-
tropie des forces normalesan en fonction de l’étalement pour différentes valeurs des paramètres
de forme.

faible étalement (s = 0, 2). Comme pour l’anisotropie de contact, on distingue deux tendances :
les distributions remplissant bien l’espace font diminueran pour les grandes valeurs d’étale-
ment tandis que l’anisotropie des forces reste quasiment contante à grand étalement pour la
distribution uniforme par taille des particules. Cependant, les valeurs d’anisotropie des forces
an pour un étalement donné, s’ordonnent différemment des valeurs d’anisotropie de contactac

selon les paramètres de forme. Si les distributions (a = 1; b = 1) et (a = 1; b = 3) fournissent
les valeurs deac etan les plus basses à grand étalement (s = 0, 98), l’ordre entre les deux autres
distributions (a = 3; b = 1) et (a = 2; b = 2) s’inverse au passage deac àan. Ainsi, l’évaluation
du couplage entre l’orientation et l’intensité des forces que fournitan montre une influence forte
et complexe de la forme de la distribution granulométrique sur la transmission des forces.

5.2.4 Relation contraintes-texture

L’intérêt et l’importance physique du calcul de ces anisotropies deviennent clairs en regard
du tenseur de contraintes. En effet, dans le cas des disques,le vecteur intercentreℓ est colinéaire
a n tel queℓ = ℓn. De plus, en négligeant les corrélations entre la distance intercentreℓ et la
force de contact correspondantef = fnn + ftt, on montre que, pour un assemblage granulaire
présentant une faible dispersion des distances intercentres autour de la valeur moyenne〈ℓ〉, on
a :

σαβ = nc〈f〉〈ℓ〉χαβ. (5.15)
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Dans ces conditions, et en supposant que les tenseursF , χ etσ sont colinéaires, le déviateur de
contraintes normaliséq/p, oùp = (σ1 +σ2)/2 etq = (σ1 −σ2)/2 en 2D, s’exprime en fonction
des anisotropies de contact et des forces comme :

q

p
≃ 1

2
(ac + an + at) (5.16)

Cependant, lorsque l’étalement de la distribution des tailles de particules augmente, la distri-
bution des longueurs intercentres se diversifie entre les bornesℓmin = 2rmin et ℓmax = 2rmax et
ne peut plus être réduite à la seule longueur intercentre moyenne〈ℓ〉. Dans ce cas, on approche
la distribution des longueurs intercentres par un développement de Fourier à l’ordre 2 incluant
une anisotropie des longueursaℓ :

〈ℓ〉(θ) ≃ 〈ℓ〉
π

{1 + aℓ cos(2(θ − θℓ))} (5.17)

La valeur de l’anisotropie des longueurs est évaluée à travers le tenseur d’ordre 2 :

χl
αβ =

1

Nc〈ℓ〉

Nc
∑

c=1

ℓnc
αn

c
β =

1

〈ℓ〉〈ℓnαnβ〉V ≡ 1

〈ℓ〉

∫ π

0

〈ℓ〉(θ)nα(θ)nβ(θ)P (θ)dθ. (5.18)

On en déduit alors la valeur de l’anisotropie des longueurs :

2
χℓ

1 − χℓ
2

χℓ
1 + χℓ

2

= ac + aℓ (5.19)

oùχℓ
1 etχℓ

2 sont les valeurs propres deχℓ.

La figure 5.9(a) montre la distribution des longueurs (〈ℓ〉(θ)/〈ℓ〉) pour la distribution uni-
forme par fraction volumique et pour différentes valeurs d’étalement. Sur cette figure, sont
également représentées deux approximations par l’équation 5.17 pours = 0, 2 et s = 0, 98
calculées à partir de leurs valeurs respectives deal. La figure 5.9(b) montre l’évolution de l’ani-
sotropie des longueurs intercentresal en fonction de l’étalements et pour différents paramètres
de forme. On constate que les modulations en terme de longueurs intercentres sont de faible
amplitude quel que soit l’étalement. De plus, on observe qu’à grande valeur d’étalement la di-
rection principale des longueurs intercentres n’est plus orientée selon la direction de sollicitation
(π/2) mais plutôt dans la direction horizontale.

Afin de tenir compte de la distribution des longueurs intercentres dans la décomposition
additive du déviateur normalisé 5.16, on introduit deux nouveaux tenseurs définis par :

ζn
αβ =

1

〈f〉

Nc
∑

c=1

fnℓn
c
αn

c
β =

1

〈f〉〈fnℓnαnβ〉V ≡ 1

〈f〉

∫ π

0

〈fn〉(θ)〈ℓ〉(θ)nα(θ)nβ(θ)P (θ)dθ

(5.20)
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FIG. 5.9 – (a) Représentation polaire de la longueur intercentre moyenne〈ℓ〉(θ)/〈ℓ〉 pour la
distribution uniforme par fraction volumique et pour quelques valeurs d’étalement. Les courbes
“théo_0,20” et “théo_0,98” correspondent respectivementaux approximations par l’équation
5.17. (b) Anisotropie des longueurs intercentresal en fonction de l’étalement pour différentes
valeurs des paramètres de forme.

ζ t
αβ =

1

〈f〉

Nc
∑

c=1

ftℓt
c
αn

c
β =

1

〈f〉〈ftℓtαnβ〉V ≡ 1

〈f〉

∫ π

0

〈ft〉(θ)〈ℓ〉(θ)tα(θ)nβ(θ)P (θ)dθ. (5.21)

Le passage de l’écriture discrète à l’écriture intégrale deces tenseurs suppose que les corréla-
tions entref et ℓ sont faibles. Ce point sera discuté dans la suite (cf 5.4). Onmontre alors que
le tenseur de contraintes se met sous la forme :

σ = nc〈f〉(ζn + ζ t) = nc〈f〉ζ (5.22)

En prenant en compte l’anisotropie des longueurs, on obtient :

q

p
≃ 1

2
(ac + an + at + al) (5.23)

La figure 5.10 montre l’évolution deq/p (trait plein) et de la décomposition deq/p en une
somme des anisotropies (trait pointillé) en fonction de l’étalement pour différentes valeurs des
paramètres de forme. On voit que pour les paramètres de formeimpliquant de faibles aniso-
tropies de longueurs (a = 2; b = 2 et a = 3; b = 1), la décomposition donne des résultats
satisfaisants. Cependant, lorsque l’anisotropie de longueur est plus marquée (a = 1; b = 1
et a = 1; b = 3), l’approximation perd en qualité pour la plupart des échantillons à grands
étalements. Une des hypothèses de cette décomposition étant que tous les tenseurs intervenant
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FIG. 5.10 –Les courbes continues représentent le déviateur de contraintes normaliséq/p en
fonction de l’étalements tandis que les courbes en pointillés représentent l’expression deq/p à
partir de la décomposition harmonique (équation 5.23) pourdifférentes valeurs des paramètres
de forme.

dans son calcul sont colinéaires, la différence peut être imputée aux changements de direction
principale du tenseurχl avec l’étalement. Une autre hypothèse de cette décomposition pouvant
expliquer cet écart est l’absence de corrélation entref et ℓ. En effet, avec l’étalement cette
corrélation se renforce et détériore la qualité de l’approximation (cf 5.4). Néanmoins, on mon-
trera dans le chapitre suivant que cette décomposition est correcte au cours d’un cisaillement
monotone.

5.3 Réseau de forces

5.3.1 Topologie du réseau de contacts

On entend par topologie du réseau de contacts la connectivité des particules à travers les
contacts entre elles. Comme on l’a vu précédemment, le nombre de coordinationZ, repré-
sentant le nombre moyen de contacts par particule, est égal à4. La figure 5.11(a) montre les
fonctions de connectivitéPk définies par la fraction de particules ayant exactementk contacts
en fonction de l’étalement et pour la distribution uniformepar fraction volumique. Par défini-
tion, on a

∑

k Pk = 1 et
∑

k kPk = Z. En l’absence de frottement, il est difficile d’équilibrer
une particule avec seulement deux forces de contact non nulles. Donc, contrairement à l’état ini-
tial construit géométriquement, dans un assemblage équilibré sans frottement, les particules à
deux contacts sont très rares (P2 ≃ 0) quel que soit l’étalement et ne sont donc pas représentées
sur la figure 5.11(a). De plus, l’absence de gravité peut exceptionnellement donner naissance à
des particules à un seul contact à l’issue de l’interruptiond’un “vol libre” à travers un pore de
l’échantillon. Par conséquent, la fractionP1 est proche de zéro et n’est pas représentée sur la
figure 5.11(a).
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FIG. 5.11 –(a) Fonctions de connectivitéPk en fonction des pour la distribution uniforme par
fraction volumique. (b) Nombre moyen de contacts par particule 〈Z〉 en fonction du diamètre
réduit des particulesdr.

Comme pour l’état initial (figure 3.12(a)), on constate qu’au delà des = 0, 02 les popula-
tions de particules à 4 et 5 contacts se dépeuplent pour donner naissance, d’une part, à une pro-
portion croissante puis décroissante de particules à troiscontacts et, d’autre part, à des particules
avec plus de contacts (k > 5). Ainsi, en augmentant l’étalement, on diversifie les configurations
géométriques jusqu’à atteindre des particules ayant environ k ≃ 40 contacts pours = 0, 98.
Cependant, on constate que ce dépeuplement profite surtout aux particules flottantes (P0 ≃ Xf )
qui représentent les particules exclues du réseau de forces. Contrairement à la configuration à
deux contacts où les forces appliquées doivent être exactement opposées, une particule équili-
brée par trois contacts constitue la première configurationautorisant des variations d’orientation
et d’intensité des forces de contact. Dans les matériaux granulaires polydisperses à l’équilibre
statique, elle devient, en ce sens, une configuration élémentaire en devenant majoritaire et en
assurant l’équilibre statique de nombreuses particules.

La figure 5.11(b) montre l’évolution de la coordinanceZi (nombre de contacts moyen par
particule) en fonction de la taille réduite des particulesdr pour différentes valeurs d’étalement
de la distribution uniforme par fraction volumique. Quelleque soit la valeur de l’étalement,
on constate une relation quasi linéaire entre la taille des particules et le nombre de contacts. Ce
résultat est conforme au fait que plus le périmètre, linéaire en rayon, est grand plus une particule
possède de contacts. Pour une taille réduite identique, l’augmentation de l’étalement se traduit
alors par la complexification de la configuration géométrique au sens oùZi augmente. Cette
relation linéaire implique aussi que les plus petites particules possèdent un faible nombre de
contacts. En effet, dès que l’insertion de petites particules est rendu possible par un étalement
suffisants > 0, 4, on voit que les particules possédant trois contacts (P3) sont les plus petites
particules de la distribution.
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FIG. 5.12 –Fraction de particules flottantesXf en fonction de la taille réduite des particulesdr.

Comme le montre la fraction des particules flottantesXf ≃ P0, le nombre de particules
exclues du réseau de forces augmente fortement avec l’étalement jusqu’à pratiquement60%
de particules exclues. Cependant, toutes les classes granulométriques ne sont pas sujettes à
ce phénomène d’exclusion. La figure 5.12 montre la fraction de particules flottantesXf en
fonction de la taille réduitedr. Pour la distribution quasi-monodisperse, une fraction detoutes
les classes granulométriques est exclue du réseau de force et elle décroît quasi linéairement avec
la taille des particules. Pour les valeurs d’étalement supérieures, l’aspect linéaire disparaît au
profit d’une décroissance fortement non linéaire. En effet,les plus petites particules de chaque
distribution sont les plus exclues du réseau et cette fraction augmente avec l’étalement. Au
contraire, avec l’étalement toutes les grosses particulessont inclues dans le réseau de forces.
Ce dernier résultat est cohérent avec le fait que ce sont les particules se trouvant dans les pores
qui peuvent être exclues du réseau car, à grandes valeurs d’étalement, ce sont les plus grosses
particules qui donnent naissance à des pores de tailles inférieures et ne peuvent donc pas s’y
trouver.

En combinant ces informations sur la topologie du réseau de contacts et les cartes des forces
(figure 5.5), on peut dire que l’augmentation de l’étalemententraîne une diversification des
configurations topologiques des particules inclues dans leréseau de forces et que les particules
qui en sont exclues sont essentiellement des petites particules. Les petites particules étant le
plus souvent regroupées dans les pores entre les plus grosses, on constate que ces groupes de
particules peuvent être entièrement exclus du réseau de forces ou au contraire, être inclus et
former une structure locale avec peu de contacts par particule.

5.3.2 Forces de contact

On va s’intéresser dans cette partie à l’intensité des forces de contact ainsi qu’au lien entre
les forces et la taille des particules impliquées dans le réseau. Une des caractéristiques fonda-
mentales des milieux granulaires est la forte hétérogénéité des forces de contact. Un moyen pour
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FIG. 5.13 –(a) Densité de probabilité des forces normales normaliséespar la force moyenne〈f〉
présentée en échelle semi-logarithmique pour différentesvaleurs d’étalement de la distribution
uniforme par fraction volumique. (b) Mêmes données présentées en échelle log-log.

déterminer le degré d’inhomogénéité des forces de contact est d’évaluer la fonction de densité
de probabilité des forces. On décompose généralement le réseau de forces en un réseau fort et un
réseau faible ayant des propriétés distinctes. On qualifie de forces fortes les forces supérieures
à la force moyenne et de faibles celles inférieures à la forcemoyenne. Ces deux sous-réseaux
s’identifient sur la distribution des forces à travers une décroissance quasi-exponentielle pour
le réseau fort et une quasi-constance pour le réseau faible avec une probabilité significative des
forces les plus faibles. La présence de ces forces faibles est une signature de l’effet d’arche dans
le système qui, comme on l’a vu précédemment, crée des structures supportant de grands efforts
ne transmettant plus que des efforts faibles au reste du système. On identifie alors le réseau fort
à un squelette de forces plutôt orientées selon la directionprincipale majeure des contraintes et
le réseau faible à un liquide interstitiel de forces non orientées selon une direction préférentielle
[50].

La figure 5.13(a) montre, en échelle semi-logarithmique, ladensité de probabilité des forces
normales pour la distribution uniforme par fraction volumique et pour différentes valeurs d’éta-
lements. Dans le cas quasi-monodisperse, on retrouve les tendancesénoncées précédemment
où la force moyenne joue bien le rôle de séparateur entre les deux sous-réseaux. A mesure
que l’étalement augmente, le réseau fort s’élargit et l’exposant de la décroissance exponentielle
diminue. Afin d’apprécier l’influence de l’étalement sur le réseau faible, ces mêmes données
sont tracées sur la figure 5.14(b) en échelle logarithmique.On constate une influence claire de
l’étalement autant en terme de densité de probabilité qu’enterme d’intervalle de variation. En
effet l’étalement induit un élargissement d’environ une décade de la force entre le cas quasi
monodisperse et le cass = 0, 98. De plus, cet effet est couplé avec un enrichissement du réseau
faible tel que de plus en plus de forces appartiennent à ce réseau. On peut alors dire que l’aug-
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FIG. 5.14 – (a) Evolution de la force de contact moyenne〈f〉(dr) normalisée par la force
moyenne dans tout le système〈f〉 en fonction de la taille réduite des particuledr pour la distri-
bution uniforme par fraction volumique et pour différentesvaleurs d’étalement. (b) Evolution
de la force moyenne subie par particule〈f〉 décomposée en une contribution des forces fortes
〈fs〉∗ et une des forces faibles〈fw〉∗ en fonction de la taille réduitedr pour différentes valeurs
d’étalement de la distribution uniforme par fraction volumique.

mentation de l’étalement granulométrique a un effet dispersif sur les forces de contact au sens
où la distribution des forces s’élargit et devient de plus enplus hétérogène.

L’étude de la répartition statistique des forces de contactest une approche classique dans les
milieux granulaires quasi-monodisperses pour mettre en évidence les signatures caractéristiques
de la matière divisée. Cependant, cette approche ne rend pascompte du rôle joué par chaque
classe granulométrique dans la transmission des forces. Onpropose ici une méthodologie simple
pour clarifier ce point.

La figure 5.14(a) montre l’évolution de la force moyenne〈f〉(dr) que subit une particule
de taille réduitedr. Pour la distribution quasi-monodisperse, la force moyenne par particule
augmente linéairement en fonction dedr. Même si la variation est faible, on constate que les
plus grosses particules subissent des forces plus élevées que les petites. Dès que l’étalement est
suffisamment grand pour permettre l’insertion géométrique, l’évolution de la force moyenne par
particule change radicalement. En effet, on passe d’un régime quasi linéaire à un régime en deux
temps composé d’une augmentation rapide avecdr suivi d’une “saturation” de la force subie par
les plus grandes particules. Pendant la phase d’augmentation, on retrouve le caractère dispersif
de l’étalement sur les forces au sens où les plus petites particules subissent des forces de plus
en plus faibles tandis que la variation s’accélère avec l’étalement pour finalement atteindre des
valeurs de saturation elles aussi croissantes avec l’étalement. Ainsi, au delà d’une certaine taille
dépendante de l’étalement (dr ≃ 0, 4 pour s = 0, 98), les particules ont toujours la même
“vision” du réseau de forces. Cependant, l’information de la force moyenne ne permet pas
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de distinguer la contribution du réseau de forces fortes de celle du réseau faible ce qui est
intéressant à étudier sachant que ces sous-réseaux ont des rôles mécaniques différents.

Pour cela, on décompose la force moyenne en une contributiondu réseau faible (notéew
pour weak) et une contribution du réseau fort (notées pour strong) tel que pour une particulei
possédantNc contacts on a :

〈f〉i =
1

Nc

Nc
∑

c=1

f c =
1

Nc

(

Nw
∑

c=1

f c
w +

Ns
∑

c=1

f c
s

)

= 〈fw〉∗i + 〈fs〉∗i (5.24)

où Nc = Nw + Ns. La notation〈〉∗ traduit une décomposition de la valeur moyenne en
“moyennes additives” permettant d’identifier les contributions de chaque sous-réseau. La fi-
gure 5.14(b) montre l’évolution de〈fw〉∗ et de〈fs〉∗ ainsi que leur somme〈f〉 en fonction de
dr pour la distribution uniforme par fraction volumique et pour quelques valeurs d’étalement
(s = 0, 20; 0, 73; 0, 98). Quel que soit l’étalement de la distribution granulométrique, l’augmen-
tation de〈f〉 est uniquement due à l’augmentation de la force moyenne forte〈fs〉∗ avec la taille
des particules. En effet, la force moyenne faible〈fw〉∗ contribue à la force moyenne totale par
particule〈f〉i à hauteur d’environ0, 25 fois la force moyenne indépendamment de la taille ré-
duitedr et l’étalement de la distribution. En cela, on retrouve l’analogie du réseau faible avec un
fluide appliquant, en moyenne, la même force sur toutes les particules quelles que soient leurs
tailles. On voit alors que la variation de la force moyenne par particule repose uniquement sur la
capacité des particules à “capturer” les forces les plus élevées du réseau de forces. Ce processus
de capture étant dépendant de la surface exposée des particules (réduite au périmètre en 2D),
on comprend que plus une particule est grande plus elle a de chance de capturer une force forte
et d’augmenter ainsi la force moyenne〈f〉i. Cependant, la saturation de la force moyenne au
delà dedr ≃ 0, 4 montre que ce processus est limité à la classe granulométrique des particules
inférieures à cette limite. Au delà de cette valeur, la saturation peut s’expliquer en considérant
les surfaces des particules à travers l’évaluation de la pression subie de la part du système par
chaque particule.

La pressionPi subie par une particule est calculée comme la moyenne des valeurs propres
du tenseur de contraintes d’une particule, définie à l’équation 5.3, telle que

Pi = 0, 5(σi
1 + σi

2) (5.25)

oùσi
1 etσi

2 sont les contraintes principales. La figure 5.15 montre l’évolution de la pression par
particule〈P 〉i/〈P 〉 normalisée par la pression moyenne en fonction de la taille réduitedr. Les
résultats montrés correspondent à plusieurs valeurs d’étalements de la distribution uniforme par
fraction volumique. A part pour le cas quasi monodisperse, la saturation observée sur la force
moyenne se traduit aussi ici par une saturation mais de la pression qui tend vers la pression
moyenne. Dans ce régime, on peut dire que les particules sontsuffisamment grandes pour que
les forces de contact “captées” par leur surfaces constituent un échantillon “bien” représentatif
de la distribution des forces dans le système. En ce sens, on peut considérer que ces particules
agissent comme des sondes statistiques en mesurant finalement l’état de pression macrosco-
pique du système. Ainsi, la saturation des forces s’explique par un échantillonnage identique
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FIG. 5.15 –Pression moyenne subie en fonction de la taille réduite des particules normalisée par
la pression moyenne du système pour différentes valeurs d’étalement de la distribution uniforme
par fraction volumique.

des forces du système au-delà d’une certaine taille de particules. Cependant, un fait surprenant
est que la pression subie par les petites particules (dr ≤ 0, 4) augmente vers des valeurs supé-
rieures à la pression moyenne avec la diminution de la tailledes particules. Malgré la faiblesse
des forces captées par les petites particules, il s’avère qu’elles génèrent des états de pression
localement supérieurs à la pression moyenne.

5.4 Chaînes de forces

Dans un milieu granulaire, les forces entre les particules sont intimement liées à la notion
de contact. A un contact sont associées deux grandeurs dont on a étudié les propriétés : une
grandeur “topologique” liée à l’existence même du contact (5.3.1) et une force de contact ré-
sultante (5.3.2). Cependant, une troisième grandeur, le vecteur branche reliant les centres des
particules en contact, peut être associé à un contact afin de caractériser, par exemple, l’état de
contrainte du système. Dans les représentations graphiques du réseau de forces dans un milieu
granulaire, dont on trouvera des exemples sur la figure 5.5, on associe le vecteur branche et
l’intensité des différentes composantes des forces de contact afin de mettre en évidence une
entité caractéristique de la transmission des forces dans les milieux granulaires : les chaînes
de forces. L’étude des chaînes de forces, non pas en terme de longueur totale mais plutôt en
terme de vecteur branche, permet de mettre en évidence les mécanismes de transmission des
forces entre les différentes classes granulométriques d’un granulat polydisperse. En effet, on
a constaté que la polydispersité a pour effet de “disperser”l’intensité des forces de contact et
qu’en moyenne les grosses particules sont soumises à des forces plus élevées. Cependant, les
forces de contact étant associées, par définition, à deux particules de taille éventuellement très
différentes, il est important d’apprécier les couplages entre les forces de contactf et la taille du
couple de particules représentée par la norme du vecteur brancheℓ.
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FIG. 5.16 –Coefficient de corrélation linéaireClf entre la norme du vecteur brancheℓ et la
force normale correspondante.

Une première étape dans l’appréciation de ce couplage est d’évaluer le coefficient de corré-
lation linéaire de Pearson entref et ℓ qui permet de qualifier la dépendance de deux variables
par un scalaire. Ce coefficient est l’un des indicateurs les plus simples dans l’analyse des cor-
rélations entre variables statistiques. Le coefficient de corrélationCXY entre deux variables
centréesX = xi − x etY = yi − y est défini par :

CXY =
〈XY 〉

√

〈X2〉
√

〈Y 2〉
. (5.26)

Ce coefficient traduit la dispersion des grandeursX etY autour d’une droite. Ainsi,CXY = 1
correspond à une corrélation parfaite (Y = aX + b) et inversementCXY = 0 correspond à un
nuage de points désordonnés sans aucune relation statistique.

La figure 5.16 montre le coefficient de corrélationCfℓ, calculé sur l’ensemble des contacts
de l’échantillon, entre la force de contactf et la norme du vecteur branche correspondantℓ en
fonction de l’étalement pour différentes valeurs des paramètres de forme. Indépendamment des
paramètres de formeCfℓ est positif et il augmente avec l’étalement depuis des valeurs faibles
pour les distributions quasi-monodisperses jusqu’à des valeurs proches de0, 4 pour les plus
grandes valeurs d’étalement de la distribution uniforme par fraction volumique. La positivité
et la croissance deCfℓ traduit une corrélation positive croissante entre la forcenormale et la
norme du vecteur branche. Autrement dit, plus la norme du vecteur branche est grande plus la
force de contact est grande. En moyenne, on peut alors dire que les chaînes de forces fortes
sont portées par les particules générant les plus grandes distances intercentres, donc par les plus
grosses particules du système.

Evaluer le degré de corrélation entre deux variables sur la seule valeur du coefficient de
corrélation est difficile. En effet, ce coefficient suppose une correspondance linéaire entreX
et Y , toutes autres formes de correspondance (normale, quadratique) sera obligatoirement mal
décrite et donnera des valeurs peu exploitables. Cependant, la décomposition du déviateur de
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FIG. 5.17 –Force normale adimensionnée par la force moyennef/〈f〉 en fonction de la norme
du vecteur branche adimensionnée par le rayon de la plus grande particule du systèmeℓ/rmax

pour différentes valeurs d’étalement et pour deux couples de paramètres de forme : (a) (a =
1; b = 1), (b) (a = 1; b = 3)

contraintesq/p (équation 5.23) supposant que les distributions angulaires des longueurs〈ℓ〉(θ)
et des forces normales〈fn〉(θ) sont faiblement corrélées, la relative justesse de cette décomposi-
tion constatée sur la figure 5.10 permet d’affirmer que les corrélations entref etℓ restent faibles
quel que soit l’étalement. Ainsi, par la précision de la décomposition, on évalue indirectement
les corrélations entre les grandeurs intervenant dans son calcul.

Même sif et ℓ semblent faiblement corrélées, il est intéressant d’apprécier le comporte-
ment moyen de l’intensité des forces de contact en fonction de la norme du vecteur branche
ou autrement dit, en fonction de la taille des particules en contact. La figure 5.17 montre pour
deux couples de paramètres de forme (a = 1; b = 1 figure 5.17(a) eta = 1; b = 3 figure
5.17(b)) l’évolution de la force normalef/〈f〉 en fonction de la norme du vecteur branche adi-
mensionnée par le rayon de la plus grande particule du systèmeℓ/rmax pour différentes valeurs
d’étalement. Pour les distributions quasi-monodisperses, on note une faible influence deℓ sur
l’intensité de la force transmise. Au contraire, lorsque l’étalement est suffisant pour permettre
l’insertion des plus petites particules entre les plus grosses (s > 0, 73), on observe deux zones
d’influence deℓ bien visibles dans le cas de la distribution uniforme par fraction volumique.
Lorsque la somme des rayons des particules en contact est plus faible que le rayon maximum,
la force de contact est faible (f . 〈f〉) et augmente peu avecℓ. Ainsi, après avoir localisé les
forces faibles sur les petites particules, on comprend ici que les forces faibles le seront d’autant
plus que les deux particules en contact sont de petites tailles.

Ceci implique que le réseau faible est porté, en moyenne, parun mélange de particules dont
sont exclues les plus grosses. Au contraire, si une des deux particules en contact est une des
plus grosses particules (ℓ > rmax), les forces générées par ces contacts sont plutôt fortes etelles
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FIG. 5.18 –Coefficient de corrélation linéaireCrr entre les rayons des deux particules impli-
quées à chaque contact.

augmentent rapidement avecℓ. Ainsi, le réseau fort est localisé sur un mélange des plus grosses
particules dont la somme des rayons est supérieure au rayon maximal. Il semble alors, qu’en
plus de la distinction en termes de force, la distinction entre réseaux faible et fort peut s’effec-
tuer à travers la norme du vecteur branche pour les distributions favorisant les petites particules
et pour un étalement suffisant. Cependant, la localisation des réseaux fort et faible sur des mé-
langes de particules pose la question de leur homogénéité etde la présence de ségrégation. On
parle de ségrégation de taille lorsque les particules, sousl’action d’une sollicitation dynamique
suffisante, se rassemblent en groupes de particules de tailles proche. Ce phénomène, indisso-
ciable de l’état granulaire et problématique dans les processus industriels de mélange, pose la
question de l’homogénéité du mélange des particules impliquées dans le réseau de forces.

Un premier moyen d’évaluer le degré de ségrégation de l’échantillon est de considérer le
coefficient de corrélation, notéCrr, entre les taillesr1 et r2 des deux particules en contact. En
effet,r1 etr2 étant extraits de la même distribution de tailles, une valeur élevée de ce coefficient
montrera un effet ségrégant global des forces de contact parla mobilisation de deux particules de
tailles proches par contact. La figure 5.18 montre l’évolution deCrr en fonction de l’étalement
s pour différentes valeurs des paramètres de forme. On constate que quel que soit l’étalement,
les valeur deCrr sont globalement faibles et ne montrent aucun effet segrégant des forces. Les
valeurs faibles deCrr à petit étalement indiquent que même si les mécanismes d’insertion de
particules ne sont pas actifs, la forme de la distribution granulométrique suffit pour en assurer
un échantillonnage puis un mélange homogène des particulespar les forces de contact. On voit
aussi qu’en augmentant l’étalement,Crr passe par un maximum puis diminue vers des valeurs
proches de celles à faible étalement. Le pic deCrr correspond au début du processus d’insertion
où, comme on peut l’observer sur la figure 5.5(b), les particules de petites et moyennes tailles
sont regroupées sans être très mélangées dans les pores.

Un autre moyen, plus précis, d’évaluer la ségrégation est decalculer la densité de probabilité
des normes de vecteurs branchesℓ. En effet, une ségrégation forte se traduira par des pics très
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FIG. 5.19 –Distribution de la densité de probabilité des normes de vecteurs branches adi-
mensionnées par le rayon maximal de chaque échantillonℓ/rmax : (a) a = 1; b = 1 et (b)
a = 1; b = 3.

marqués autour des valeurs moyennes deℓ de chaque groupe de taille, tandis qu’un milieu
mélangé s’identifiera à une distribution plus dispersée de la densité de probabilité. La figure 5.19
montre la distribution deℓ adimensionnée par le rayon maximal présent dans chaque échantillon
pour différentes valeurs d’étalement et pour deux couples de paramètres de forme ((a = 1; b =
1) pour la figure 5.19(a) et (a = 1; b = 3) pour la figure 5.19(b)). Mise en relation avec la
figure 5.17, la densité de probabilité apporte l’information de la fréquence d’apparition des
configurations force-longueur dans un échantillon.

Les courbes issues de la distribution uniforme par fractionvolumique (figure 5.19(a))
montrent des comportements marqués dont on pourra appliquer les interprétations aux autres
distributions granulométriques. Ainsi, la distribution quasi-monodisperse génère une distribu-
tion des longueurs présentant un pic assez large, signe de l’absence de ségrégation due aux
contacts. Pour les valeurs d’étalement supérieures, on retrouve les deux zones d’évolution déjà
observées sur la figure 5.17 et limitées par le rayon maximal.Avec l’étalement, les contacts
impliquant les grosses particules (et des forces fortes) deviennent de plus en plus rares et ne
semblent pas induire de ségrégation dans ce mélange contenant les plus grosses particules. Au
contraire, il semble qu’une augmentation de l’étalement entraîne une ségrégation croissante des
très petites particules. En effet, on constate que pours = 0, 73, la distribution des longeurs
inférieures àrmax est quasiment uniforme pour0, 5rmax . ℓ . rmax traduisant un excellent
mélange des particules. Lorsques augmente, on constate que les petites particules se trouvent
de plus en plus en contact en donnant naissance à de faibles valeurs deℓ jusqu’à former un pic
relativement net aux grandes valeurs d’étalement (s = 0, 96 et s = 0, 98).

En combinant cette information avec les vues d’échantillons à grand étalement (figures
5.5(c) et 5.5(d)), on comprend que ce pic est dû à un remplissage efficace, par les petites par-
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ticules, des pores générés par les plus grosses particules.Cependant, la chute de densité de
probabilité observée pour les plus faibles valeurs deℓ, et ce, quelles que soient les valeurs des
paramètres de forme et l’étalement, montre le caractère finide la distribution de tailles à travers
l’existence d’une longueurℓ minimale, très peu probable, impliquant les plus petites particules
du système.
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L’étude de l’état d’équilibre statique effectuée au chapitre précédent (cf chapitre 5) a mis
en évidence une influence forte de la granularité sur la texture et sur les propriétés de trans-
mission de forces. Cependant, cette étude a montré que le système étudié, bien que relaxé dy-
namiquement, reste influencé par un héritage partiel de la texture de la configuration initiale
construite géométriquement. Il convient alors de vérifier si les résultats trouvés restent valables
pour des configurations indépendantes de l’état initial. Onsoumet alors les échantillons relaxés
à un cisaillement simple périodique quasi-statique. Ce type de sollicitation permettra d’une part,
d’étudier l’influence de la granularité sur l’état critiquequi est indépendant de la configuration
initiale (cf chapitre 1), et d’autre part, d’étudier l’influence de la granularité sur le comportement
macroscopique.

6.1 Cisaillement simple périodique

L’essai de cisaillement simple périodique est réalisé avecle même protocole numérique que
celui décrit au chapitre précédent. L’échantillon est cette fois soumis à un cisaillement simple
périodique par le déplacement horizontal du plateau supérieur. La vitesse de déplacementVx

(Vx > 0) du plateau supérieur est ajustée pour que le taux de cisaillementγ̇ = Vx/H oùH est
la hauteur de l’échantillon, soit identique pour tous les échantillons quels que soient les para-
mètres de granularité. L’application d’une vitesse de translation constante, quels que soient les
paramètres de granularité, ne permettrait pas d’assurer lecaractère quasi-statique de la sollici-
tation. Comme on l’a vu au chapitre 1, le caractère quasi-statique peut être décrit par le nombre
d’inertieI. L’application d’un taux de cisaillement constant et égal à10−3 s−1 et d’une pression
de104 Pa pour une masse volumique des grains de2600 kgm−2, assure que le nombre d’inertie
soit inférieur à10−3. Dans ces conditions, tandis que la gravité reste désactivée, le coefficient
de frottement entre les particulesµ est pris égal à0, 4. La figure 6.1 montre une vue d’un échan-
tillon de petite taille (500 particules) en cours de cisaillement. Dans ces conditions, après un
cisaillement long (plus de30% de déformation), le système tend vers un état stationnaire que
l’on assimilera à l’état critique.

Au cours de cette étude portant sur le comportement quasi-statique des matériaux granu-
laires polydisperses, nous avons considéré quatre formes de distributions granulométriques lé-
gèrement différentes de celles étudiées au chapitre précédent. En effet, pour garder des temps de
calcul raisonnables (de l’ordre de quelques jours dans les cas à grand étalement), le nombre de
grains de cette étude est réduit à104 particules. Afin d’obtenir une représentativité satisfaisante
tout en conservant les paramètres de génération, nous avonsréduit la courbure des distributions
mono-courbure (a = 1; b = 3 et a = 3; b = 1) pour que ces distributions soient plus faci-
lement représentables avec un faible nombre de grains. Ainsi, les distributions étudiées sont :
(a = 1; b = 2), (a = 2; b = 1), (a = 2; b = 2) et (a = 1; b = 1). Pour chaque distribution
nous avons considéré quatre valeurs d’étalement telles ques = 0, 20 ; 0, 73 ; 0, 88 et 0, 96 ou
en termes de ratio de tailles extrêmes,R = 1, 5 ; 6, 5 ; 16, 5 et51.
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FIG. 6.1 – Cisaillement simple périodique d’un échantillon de petitetaille (500 particules),
les clumps sont figurés en gris foncé, les images périodiquesdes particules en gris clair et les
particules de l’échantillon en blanc. Les forces normales de contact sont représentées par des
segments dont l’épaisseur est proportionnelle à l’intensité de la force.

6.2 Comportement macroscopique

La figure 6.2 montre quatre vues instantanées d’échantillons, construits à partir de diffé-
rentes valeurs d’étalement de la distribution uniforme parfraction volumique, à l’état critique.
En plus des particules, sont figurées les forces de contact ainsi que les particules flottantes (0 ou
1 contact). On voit immédiatement le caractère anisotrope des échantillons en cisaillement par
l’orientation privilégiée des forces de contact qui tendent à s’opposer au déplacement du pla-
teau supérieur (de la gauche vers la droite). On constate queles observations qualitatives faites à
l’état initial restent valables à l’état critique : l’augmentation de l’étalement entraîne une fraction
croissante du nombre de particules flottantes, une ramification importante du réseau de contacts
dans les pores sollicités et une transmission des forces lesplus fortes entre les plus grosses par-
ticules. Cependant, il semble que ces phénomènes soient amplifiés par le cisaillement. En effet,
malgré un remplissage efficace à grandes valeurs d’étalement, un nombre important de pores
de grandes tailles remplis de petites particules ne sont absolument pas concernés par le réseau
de forces. La vue 6.2(d) étant un instantané, il faut garder àl’esprit que ces pores peuvent être
alternativement sollicités puis exclus suivant la configuration des particules dans le pore.

La figure 6.3(a) montre les courbes déformation-contraintepour les échantillons construits
à partir de la distribution uniforme par fraction volumique(a = 1; b = 1) et pour différentes
valeurs d’étalements. Les échantillons étant initialement très compacts, la phase d’augmenta-
tion de contrainte dans la zone pré-pic est du type “rigide” correspondant à une montée de la
contrainte sur un pas de calcul. Ainsi, les premiers états decontraintes visibles sur la figure
6.3(a) correspondent à l’état de contraintes au pic. On observe ensuite une phase d’adoucis-
sement où la contrainte diminue à partir de la contrainte picvers une valeur constante (à des
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(a)

(b)
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(c)

(d)

FIG. 6.2 –Vues d’échantillons à différents étalements d’une distribution uniforme par fraction
volumique : (a)s = 0, 2 ; (b) s = 0, 73 ; (c) s = 0, 88 ; (d) s = 0, 96. Les particules colorées
en noir correspondent aux particules flottantes. Les forcessont représentées par des segments
reliant les centres des particules en contact dont la largeur est proportionnelle à l’intensité de la
force de contact. Les forces figurées en noir représentent les forces appartenant au réseau fort
(f > 〈f〉) et en gris celles appartenant au réseau faible (f < 〈f〉).
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FIG. 6.3 –(a) Deviateur de contraintes normaliséq/p en fonction de la déformationǫxy pour
différentes valeurs d’étalement de la distribution uniforme par fraction volumique. (b) Valeurs
du déviateur normalisé mesuré et estimé par l’approximation harmonique (théo).

fluctuations près) qui caractérise l’état “critique” ou stationnaire. Contre toute attente, on ob-
serve que l’étalement n’a que très peu d’influence sur l’étatde contrainte critique. En effet, à
part pour le cas faiblement polydisperses = 0, 20 où q/p est légèrement inférieur (≃ 0, 28), on
observe que pour les échantillons à granularité élevée,q/p ≃ 0, 3 indépendamment de l’étale-
ment. Comme la contrainte déviatorique normalisée est plutôt fluctuante dans l’état stationnaire,
nous avons estimé sa valeur moyenne et son écart-type dans l’état stationnaire. La figure 6.3(b)
montre ces valeurs moyennes en fonction de l’étalements, ainsi qu’une approximation d’après
la décomposition harmonique (cf 5.2.4) qui sera discutée dans la suite de ce chapitre. On voit,
effectivement que, dans la limite de la précision statistique, la contrainte déviatorique n’est
pratiquement pas influencée par l’étalement granulométrique. Remarquons aussi que l’approxi-
mation harmonique fournit une estimation assez proche de lacontrainte mesurée avec un écart
qui augmente légèrement avecs. Nous verrons que cet écart peut être attribué aux corrélations
forces-textures qui sont négligées dans l’approximation harmonique.

Cette indépendance deq/p par rapport à l’étalement s’explique par un mécanisme observé
à l’état initial et dont on montrera la pertinence au cour de ce chapitre : le “captage” des forces
de contact par les plus grosses particules. En effet, malgrél’effet dispersif des petites particules
insérées dans les pores, le réseau de forces fortes, principalement à l’origine de la résistance
au cisaillement, s’établit à travers les plus grosses particules présentes dans le système. Par
conséquent, quel que soit l’étalement au delà de la transition d’insertion, ce sont toujours les
mêmes plus grosses particules qui sont à l’origine de la résistance au cisaillement.

Ainsi, le comportement macroscopique observé résulte en réalité d’une distribution granulo-
métrique “réduite” composée des plus grosses particules. La faible influence de l’étalement sur
l’état critique s’explique alors par le fait que l’on caractérise, non pas la distribution granulomé-
trique complète, mais la classe granulométrique “réduite”dont les caractéristiques mécaniques
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FIG. 6.4 –(a) Changement de volume au cours de la déformation pour différentes valeurs d’éta-
lement de la distribution uniforme par fraction volumique.(b) Même information présentée en
terme de compacité.

sont faiblement dépendantes de l’étalement. De plus, ce résultat n’est pas propre à la distribu-
tion uniforme par fraction volumique et reste valable pour les autres formes de distributions
granulométriques étudiées dans ce travail (non présenté).Cependant, la seule évaluation de la
résistance au cisaillement est insuffisante pour justifier ce raisonnement ; on s’attachera alors
dans la suite de ce chapitre à étudier divers aspects de ce phénomène. Dans un but de concision,
seules les données concernant la distribution uniforme parfraction volumique seront présentées.

La figure 6.4(a) montre les variations relatives de volume∆V/V0 en fonction de la dé-
formationǫxy. La déformation cumuléeǫxy se calcule, à partir des déplacements cumulés du
plateau supérieur horizontalement∆x et verticalement∆y, commeǫxy = ∆x/∆y. Le carac-
tère uniquement dilatant de ces échantillons est cohérent avec le comportement quasi-rigide
durant la phase pré-pic du chemin de contrainte. On observe que l’augmentation progressive
de l’étalement n’induit pas une augmentation graduée de la dilatance (∆V/V0) à l’état critique.
Cependant, on distingue que, globalement, les échantillons fortement polydisperses (s > 0, 2)
dilatent plus que l’échantillon faiblement polydisperse (s = 0, 2) au cours du cisaillement.

6.3 Connectivité

Le nombre de coordinationZ représente de nombre moyen de contacts par particule. Ici
seuls les contacts transmettant des forces non nulles sont pris en compte dans le calcul deZ. Ce
nombre caractérise alors la connectivité moyenne du squelette de particules impliquées dans la
transmission de forces. La figure 6.5 montre l’évolution deZ en fonction de la déformationǫxy

pour différentes valeurs des. Quelle que soit la valeur de l’étalement on observe une évolution
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FIG. 6.5 –Nombre de coordinationZ en fonction de la déformation pour différentes valeurs
d’étalement de la distribution uniforme par fraction volumique.

classique deZ au cours du cisaillement : une chute rapide depuisZ = 4 correspondant à notre
configuration initiale suivie d’une stabilisation caractérisant l’état du réseau actif dans l’état
critique. Cependant, on constate que l’étalement n’a que peu d’influence sur la valeur deZ
à l’état critique ;Z est compris entre3, 2 et 3, 3. Ceci signifie, qu’en moyenne, le réseau de
forces s’établit à travers un réseau de contacts similaire quel que soit l’étalement. Ainsi,Z ne
fournit aucune information sur les classes granulométriques impliquées dans le réseau actif,
mais indique plutôt l’invariance des propriétés topologiques du réseau de contacts actifs.

On a vu qu’au sein d’un échantillon relaxé, correspondant à l’état initial de l’essai de ci-
saillement, une fraction croissante de particules étaientexclues du réseau de forces avec l’aug-
mentation de l’étalement. Cette exclusion massive de particules, plus de la moitié dans le cas
de la distribution uniforme par fraction volumique, s’explique par l’effet d’arche renforcé par la
capacité des plus grosses particules à masquer géométriquement les plus petites. La figure 6.6(a)
montre l’évolution de la fractionXf de particules flottantes en fonction de la déformationǫxy.
Comme on peut l’observer qualitativement sur la figure 6.2,Xf augmente avec l’étalement et au
cours du cisaillement. Par exemple, pours = 0, 96, on constate que dans l’état initial40% des
particules sont impliquées dans le réseau actif alors que cette fraction chute à environ25% dans
l’état critique. Ainsi, la caractérisation des propriétésmécaniques s’effectue, non pas sur les104

particules composant l’échantillon, mais sur seulement unquart de ces particules (soit environ
2500). Dans ces conditions, la plupart des grandeurs étudiées vont montrer des fluctuations par
le manque de statistique que fournit ce faible nombre de particules.

La figure 6.6(b) montre l’évolution de la fraction de particules flottantes par classes gra-
nulométriques en fonction de la taille réduite des particulesdr à l’état critique. Comme à l’état
initial, on constate une différence nette entre la distribution faiblement polydisperse et les distri-
butions à étalement important. En effet, dans le cass = 0, 2 toutes les classes granulométriques
possèdent une fraction de particules flottantes et dont la population diminue avec la taille des
particules. Pour les distributions plus étalées, pratiquement toutes les particules de taille supé-
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FIG. 6.6 –Données sur les particules flottantes au cours du cisaillement : (a) Fraction de parti-
cules flottantesXf . (b) Fraction de particules flottantes par classe granulométrique en fonction
de la taille réduite des particulesdr à l’état critique.

rieure àdr ≃ 0, 4 sont impliquées dans le réseau actif. Au contraire, la fraction de particules
impliquées chute dramatiquement avec la taille des particules. Ainsi, on voit que90% des plus
petites particules ne sont pas sollicitées et n’occupent qu’un rôle de remplissage d’espace.

6.4 Anisotropies

Au chapitre précédent, nous avons mis en place les outils permettant de relier le dé-
viateur des contraintes normaliséq/p au caractère anisotrope du réseau actif (cf 5.2.4). A
l’état initial, nous avons montré que la décomposition harmonique du déviateur de contrainte
(q/p ≃ 0, 5(ac + an + at + aℓ)) était perturbée par la présence de corrélations et par un héritage
fort de la texture générée par le dépôt géométrique. Cependant, pour un cisaillement suffisant,
les corrélations diminuent (cf 6.5) et tous les tenseurs entrant dans le calcul de la décomposi-
tion sont colinéaires. Dans ces conditions, la décomposition constitue une bonne approximation
du déviateur des contraintes. La figure 6.7 montre l’évolution deq/p et sa décomposition en
fonction de la déformationǫxy pour deux valeurs d’étalement de la distribution uniforme par
fraction volumique. Pours = 0, 20, on constate que la décomposition en anisotropies fournit
une excellente estimation deq/p. Par contre, pours = 0, 96 la décomposition, bien que suivant
parfaitement les oscillations deq/p, fournit une estimation toujours inférieure d’environ10%
par rapport à la valeur mesurée. On voit que la décompositionfournit des estimations précises
dans la majorité des cas et les éventuelles différences peuvent être imputées aux corrélations
persistantes à l’état cisaillé entre la norme des vecteurs branches et les forces de contacts (fi-
gures 6.13(a)).
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FIG. 6.7 –Contrainte déviatoriqueq/p et approximation harmonique en fonction de la défor-
mationǫxy.

La figure 6.8 montre une représentation polaire des distributions angulaires intervenant
dans la décomposition harmonique du déviateur de contrainte pour deux valeurs d’étalement
(s = 0, 20 et s = 0, 96) : orientation des contactsP (θ) (fig. 6.8(a)), force normale moyenne
〈fn〉(θ)/〈fn〉 (fig. 6.8(b)), force tangentielle moyenne〈ft〉(θ)/〈ft〉 (fig. 6.8(c)) et longueur in-
tercentre moyenne〈ℓ〉(θ)/〈ℓ〉 (fig. 6.8(d)). Ces diagrammes polaires ont subi une rotationde
π/2−θdpm radian oùθdpm représente la direction principale majeure du tenseur associé à la dis-
tribution considérée. Ainsi, l’axe vertical de ces diagrammes représente la direction principale
majeure. Pour toutes ces distributions, on retrouve des formes bien ajustées par une approxima-
tion harmonique.

La figure 6.9 montre l’évolution des anisotropies des orientations des contactsac, des forces
normalesan, des forces tangentielleat et des longueurs intercentresaℓ en fonction de la dé-
formation pour différentes valeurs d’étalement. Au cours du cisaillement, les anisotropies aug-
mentent, passent par un maximum puis diminuent vers une valeur correspondant à l’état cri-
tique. Aux fluctuations près,an et at ne changent pratiquement pas avecs au cours de la dé-
formation, alors queac et al semblent dépendre de l’étalement. Pour avoir une estimation plus
précise de l’influence de l’étalement, critique, nous avonsmoyenné les anisotropies sur toute
la durée de l’état stationnaire. La figure 6.10 montre les anisotropies moyennes en fonction de
s avec les barres d’erreurs qui correspondent aux écarts-types. On observe en effet quean et
at sont indépendantes des. Cependant, il est intéressant de voir que l’effet de l’étalement se
traduit par une diminution deac accompagnée d’une augmentation deal.

D’après l’équation 5.23, pour chaque valeurs de l’étalement dans l’approximation harmo-
nique, nous avons :

q/p(s) ≃ 1

2
{ac(s) + an(s) + at(s) + al(s)} (6.1)
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FIG. 6.8 –Représentations polaires des distributions angulaires impliquées dans la décomposi-
tion harmonique : (a) orientation des contactsP (θ), (b) force normale moyenne〈fn〉(θ)/〈fn〉,
(c) force tangentielle moyenne〈ft〉(θ)/〈ft〉, (d) longueur intercentre moyenne〈ℓ〉(θ)/〈ℓ〉.
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FIG. 6.9 –Différentes anisotropies du réseau actif en fonction de la déformationǫxy : (a) ani-
sotropie des orientations des contacts, (b) anisotropie des forces normales, (c) anisotropie des
forces tangentielles , (d) anisotropie des longueurs intercentres.
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FIG. 6.10 –Valeurs moyennes des anisotropies à l’état critique : orientations des contactsac,
des forces normalesan, des forces tangentielleat et des longueurs intercentresaℓ

Or, nous avons vu queq/p ne dépend pratiquement pas des. Ceci signifie que la diminution
observée deac sur la figure 6.10 est exactement compensée par l’augmentation deal de manière
à ce queq/p reste constant. En d’autres termes, la texture évolue en fonction des tout en
maintenantac+al constant. Remarquons aussi queac+al est précisément le double du déviateur
du tenseurχℓ défini par l’équation 5.18.

L’indépendance des anisotropies des forces normalesan et at par rapport às est cohérente
avec la remarque faite au début de ce chapitre que le réseau des forces possède les mêmes pro-
priétés orientationnelles, quelle que soit la distribution des tailles des particules. Ceci signifie
que les chaînes de forces s’établissent préférentiellement à travers les grosses particules (don-
nant lieu à des longueurs intercentres importantes) et s’orientent selon la direction principale
majeure des contraintes. La diminution deac se justifie par le fait que les petites particules in-
sérées entre les plus grosses ont tendance à homogénéiser lesystème, alors que simultanément
les plus grosses particules s’organisent avec une anisotropie des longueursal croissante. C’est
cette compensation mutuelle de ces deux phénomènes due à la présence de plusieurs tailles de
grains qui explique l’impact inexistant de l’étalement surla résistance au cisaillement.

6.5 Transmission des forces

La décomposition du réseau de forces en sous-réseaux fort etfaible reste valable dans l’état
critique. La figure 6.11(a) montre la densité de probabilitédes forces normales à l’état critique
pour différentes valeurs d’étalement. Malgré le faible nombre de forces entrant dans le calcul
de cette statistique, on observe clairement l’effet dispersif de l’étalement sur la distribution
des forces. En effet, même si une très faible fraction de petites particules est impliquée dans
le réseau actif, le phénomène de ramification du réseau dans les pores sollicités entraîne une
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FIG. 6.11 –(a) Densité de probabilité des forces normales normalisée par la force moyenne〈fn〉
en échelle log-log pour différentes valeurs d’étalement. (b) Densité de probabilité des forces
tangentielles normalisées par la force moyenne〈ft〉 en échelle log-log pour différentes valeurs
d’étalement.

proportion croissante de faibles forces avec l’étalement.La figure 6.11(b) montre la densité
de probabilité des forces tangentielles normaliséesft/〈ft〉 dans l’état critique pour différentes
valeurs d’étalement. Bien qu’étant moins marqué que sur lesforces normales, l’effet dispersif
de l’étalement est visible sur la distribution des forces tangentielles. Cependant, la sensibilité
de cette distribution à l’étalement est inférieure à celle des forces normales.

La figure 6.12(a) montre la pression moyenne par particule〈P (dr)〉 normalisée par la pres-
sion moyenneP en fonction de la taille réduitedr pour différentes valeurs d’étalement. L’effet
de sonde des plus grosses particules observé à l’état initial persiste au cours du cisaillement.
Cependant, les pressions subies par les plus petites particules sont plus importantes au cours du
cisaillement qu’à l’état initial. Bien que cela ne soit pas présenté ici, les forces moyennes et les
contributions des réseaux faible et fort à la force moyenne montrent les mêmes tendances qu’à
l’état initial. La figure 6.12(b) montre le déviateur moyen par particule〈Q(dr)〉 normalisé par
la pression moyenneP en fonction de la taille réduitedr pour différentes valeurs d’étalement
de la distribution uniforme par fraction volumique à l’étatcritique. De manière similaire à la
pression, dans le cas quasi-monodisperse, les particules subissent le même déviateur quelles que
soient leurs tailles. Pour les valeurs d’étalement importantes, le déviateur diminue avec la taille
des particules. Cependant, il semble que l’effet de sonde nesoit pas aussi important que pour la
pression. En effet, seules les plus grosses particules de ladistribution la plus étalée (s = 0, 96)
subissent un déviateur proche du déviateur macroscopiqueq/p.

La figure 6.13(a) montre le coefficient de corrélation linéaireClf (cf 5.4) entre les forces nor-
males et les longueurs intercentres en fonction de la déformationǫxy. Malgré l’augmentation du
captage des forces fortes par les plus grosses particules,Clf reste constant et égal à la valeur
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FIG. 6.12 –(a) Pression moyenne en fonction de la taille réduite des particules〈P (dr)〉 norma-
lisée par la pression moyenneP . (b) Déviateur moyen〈Q(dr)〉 en fonction de la taille réduite
des particules normalisé par la pression moyenneP .
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FIG. 6.13 –(a) Coefficient de corrélation linéaireClf entre la norme du vecteur brancheℓ et la
force normale correspondante. (b) Coefficient de corrélation linéaireCrr entre les rayons des
deux particules impliquées dans chaque contact.
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initiale au cours de la déformation. La persistance de ces corrélations explique l’écart constaté
à grandes valeurs d’étalement entre la valeur mesurée de la contrainte déviatoriqueq/p et celle
fournie par l’approximation harmonique 6.3(b). On observe, par ailleurs, que cet écart aug-
mente avec l’étalement tout commeClf . Dans la dérivation de l’équation 5.15, on avait négligé
la corrélation force-longueur. Le fait que cette approximation fournisse néanmoins une bonne
estimation deq/p, même pour les grands étalements oùClf est significatif, indique que ces cor-
rélations peuvent être en moyenne négligées par rapport auxcorrélations des forces fortes dans
le système qui se traduisent par des chaînes de forces à l’origine de la résistance au cisaillement.

Nous avons également évalué le coefficient de corrélationCrr entre les taillesr1 et r2 de
deux particules en contact en fonction de la déformationǫxy (voir équation 5.26). Ce coeffi-
cient nous renseigne sur l’évolution du voisinage des particules et une ségrégation éventuelle
au cours de la déformation. La figure 6.13(b) montre que les valeurs deCrr évoluent peu avec
le cisaillement et restent faibles. En d’autres termes, dans nos simulations, le cisaillement n’en-
traîne aucune ségrégation de tailles dans le réseau actif.

6.6 Influence de la cohésion

On vient de montrer que, par un phénomène de sélection des plus grosses particules par
les forces fortes, la résistance au cisaillement, représentée par la valeur deq/p dans l’état sta-
tionnaire, est insensible à la polydispersité. Ce phénomène repose sur la mobilité des petites
particules dans les pores qui peuvent être alternativementsollicitées puis exclues du réseau ac-
tif. On peut alors s’interroger sur la pertinence de ce phénomène en présence d’interactions de
cohésion liant les particules entre elles.

La cohésion se traduit par une résistance à l’écartement desparticules. Parmi les nom-
breux modèles numériques décrivant différents types de cohésion (capillaire [55, 61], solide
[66],...), nous avons choisi, dans une première approche, d’utiliser un modèle simple d’adhé-
sion au contact. Dans ce modèle, l’adhésion est indépendante de la taille des particules et n’agit
qu’au contact. Ainsi, le seul paramètre est le seuil de la force de traction−fc avecfc > 0. De
même, on fera l’hypothèse que l’adhésion est réversible. Lasimplicité de ce modèle est un choix
volontaire. En effet, un modèle plus riche, par exemple avecune dépendance de l’adhésion par
rapport à la taille des particules, ne permet pas de différencier l’influence de la cohésion de celle
de la polydispersité sur le comportement mécanique.

Avec ce modèle de cohésion, la condition de Signorini devient :






δn > 0 ⇒ fn = 0

δn = 0 ∧
{

Vn > 0 ⇒ fn = −fc

Vn = 0 ⇒ fn ≥ −fc

(6.2)

Le graphe de cette loi de contact n’est autre que le graphe de Signorini en vitesse translaté
vers les forces négatives comme le montre la figure 6.14(a). Pour la force de frottement, la loi
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(a) (b)

FIG. 6.14 –Résolution du problème local : (a) Graphe des conditions de Signorini avec une
force d’adhésion−fc. (b) Graphe de la loi de Coulomb avec adhésion.

de de frottement de Coulomb est appliquée entre la vitesse deglissement et la forcefn + fc

(figure 6.14(b)).

Le protocole numérique consiste à activer la cohésion à partir d’échantillons relaxés sans
cohésion et à réaliser un cisaillement simple périodique jusqu’à atteindre l’état stationnaire. Les
conditions d’essai sont strictement identiques à celles ducas non cohésif. La force de cohésion
est égale à102 N indépendamment de l’étalement. On verra que cette valeur permet d’obtenir un
système dans lequel les effets de la pression de confinement et de la cohésion sont comparables.
Nous considérons quatre valeurs d’étalements (s = 0, 20, s = 0, 42, s = 0, 73 et s = 0, 80)
avec une distribution uniforme par fraction volumique.

La figure 6.15 montre deux vues du réseau de forces dans l’étatstationnaire pours = 0, 97.
La couleur des segments représentant les forces de contact renseigne sur le signe de la forcefn

et non pas sur leur appartenance aux réseaux faible ou fort. Le caractère anisotrope des forces
positives (contacts en compression) est évident tandis queles forces négatives (contacts en
traction) semblent être plus désordonnées. Un point important est la faible fraction de particules
flottantes qui est de l’ordre de10%, nettement plus faible que dans le cas non cohésif pour le
même étalement (75%). Cependant, le captage des forces fortes par les plus grosses particules
semble persister et s’exprime par la présence de longues chaînes de forces de compression
s’opposant au cisaillement.

La figure 6.16(a) montre les valeurs moyennesqc/p du déviateur de contraintes normalisé
dans l’état stationnaire, mesurées et estimées par la décomposition harmonique, pour diffé-
rentes valeurs d’étalements. Les barres d’erreurs correspondent à l’écart-type calculé sur les
valeurs dans l’état stationnaire. On constate que l’estimation fournie par la décomposition est
encore meilleure que dans le cas sans cohésion. Contrairement au cas non cohésif, le déviateur
augmente de façon significative avec l’étalements. Cette augmentation de la résistance au ci-
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(a)

(b)

FIG. 6.15 –(a) Vue à grande échelle d’un échantillon cohésif pours = 0, 97. Les particules
colorées en noir correspondent aux particules flottantes. Les forces sont représentées par des
segments dont la largeur est proportionnelle à la valeur absolue de la force normalefn. Les
forces de compression (fn > 0) sont représentées en noir tandis que les forces de tractionsont
représentées en gris (fn < 0). (b) Zoom sur la partie gauche.
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FIG. 6.16 –(a) Valeurs moyennesq/p dans l’état stationnaire, mesurées et estimées par l’ap-
proximation harmonique (théo), du déviateur de contraintenormalisé par la pression moyenne
p pour différentes valeurs d’étalements ; (b) Cohésion moyennec/p dans l’état stationnaire
normalisée par la pression moyennep pour différentes valeurs d’étalements.

saillement doit être interpêtée en termes de cohésion macroscopique de Coulombc. En effet,
étant donné le critère de Coulomb, le déviateur de contraintes est une fonction de la cohésionc
et de l’angle de frottement interneϕ donnée par

q

p
= sinϕ+

c

p
cosϕ. (6.3)

L’angle de frottement interne étant constant avec l’étalement et proche de17˚, seule la cohésion
normaliséec/p peut être à l’origine de l’évolution deq/p. La figure 6.16(b) montre l’évolu-
tion dec/p en fonction de l’étalements. On observe une franche augmentation dec/p avec
l’étalement de≃ 0.05 pours = 0, 2 jusqu’à≃ 0, 2 pours = 0, 97 .

Dans le cas faiblement polydisperse (s = 0, 20), l’origine de la cohésion macrosopique ré-
side dans la présence de chaînes de forces de traction orientées transversalement à celle des
forces de compressions fortes. Les particules impliquées dans le réseau fort sont équilibrées à la
fois par des forces de compression faibles et des forces de traction. Ainsi, les forces de traction
jouent un rôle similaire aux forces faibles en “soutenant” les chaînes de forces fortes [51]. La
“solidité” accrue et la persistance de ces chaînes au cours de la déformation ont pour consé-
quence d’augmenter la résistance au cisaillement. L’augmentation dec/p avec l’étalement peut
être interprêtée comme une amplification de ce phénomène de soutien des chaînes de forces
fortes. Ce point est parfaitement illustré sur la figure 6.15. On observe que les chaînes fortes
sont soutenues par des agrégats de particules de petites tailles. Ces agrégats se retrouvent aussi
bien entre les chaînes de forces fortes qu’autour des contacts formant la chaîne. Ces derniers, le
plus souvent composés de petites particules, limitent aussi les glissements et le roulement des
plus grosses particules. Ainsi, comme dans le cas non cohésif, les plus grosses particules contri-
buent majoritairement à la résistance au cisaillement mais, contrairement au cas non cohésif,
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FIG. 6.17 –Valeurs moyennes des anisotropies dans l’état stationnaire :ac pour les orientations
des contacts,an pour les forces normales,at pour les forces tangentielles etaℓ pour les longueurs
intercentres. Les barres d’erreurs correspondent à l’écart-type.

les petites et moyennes particules participent beaucoup plus au réseau actif et y jouent un rôle
de soutien vis-à-vis des chaînes de forces fortes.

Nous avons vu sur la figure 6.16(a) que la décomposition harmonique en anisotropies four-
nit une très bonne estimation du déviateur de contraintes normaliséq/p. La figure 6.17 montre
l’évolution des anisotropies moyennes en fonction de l’étalement :ac pour les orientations des
contacts,an pour les forces normales,at pour les forces tangentielles etaℓ pour les longueurs
intercentres. Comme dans le cas non cohésif,ac diminue avec l’étalement tandis queal aug-
mente. Cependant, en présence de la cohésion, les anisotropies liées aux forces, et notamment
l’anisotropiean des forces normales augmentent également avec l’étalement. Cette augmenta-
tion est cohérente avec le rôle de soutien des forces d’adhésion vis-à-vis des longues chaînes
de forces fortes à travers les grosses particules. La chute de ac s’explique par le maintien au
contact, par les forces d’adhésion, des petites et moyennesparticules. Ces petites particules
“collées” ont alors un effet uniformisant sur les directions de contacts en créant des structures
faiblement dépendantes du chargement.



Conclusion

Dans cette partie une description succincte de la méthode deDynamique des Contacts, en
tant que l’outils numérique de nos études mécaniques, a d’abord été présentée. Cette méthode
repose sur des lois de contacts non régulières et une méthoded’intégration implicite des équa-
tions de la dynamique. Nous avons mis en évidence les conséquences numériques de la présence
de plusieurs ordres de tailles de particules : adaptation dupas de temps à la dynamique des plus
petites particules et l’optimisation de la méthode de détection des contacts. L’algorithme de
la Dynamique des Contacts a été intégré au code de calcul Gdm-TK, écrit en C++ suivant les
concept de la programmation orientée objet.

A partir des échantillons construits géométriquement et étudiés dans la partie II, ce code
généraliste a permis de mettre en place un système numériqueapte à simuler deux types d’es-
sais mécaniques : une relaxation biaxiale et un cisaillement simple périodique. Le confinement
vertical des échantillons est assuré par deux clumps de particules tandis qu’une périodicité ci-
nématique assure le confinement horizontal tout en limitantles effets de bords. Ce système
a permis de réaliser deux études paramétriques de l’influence des paramètres de granularité
(a, b et s) sur les propriétés mécaniques d’assemblages granulairesdenses, d’une part à l’état
d’équilibre statique (Chapitre 5) d’autre part, en soumettant les échantillons relaxés au cisaille-
ment quasi-statique (Chapitre 6). Le grand nombre de particules (105) employé lors de l’étude
de l’état d’équilibre statique a permis d’assurer une bonnereprésentativité des particules et des
grandeurs mécaniques et texturales étudiées. L’état statique a montré, au niveau de la texture, un
héritage fort de la procédure de construction géométrique.Des résultats originaux ont pu être
obtenus aussi bien dans l’état relaxé que dans l’état stationnaire atteint après un cisaillement
long.

Un résultat majeur de ce travail est l’indépendance de la résistance au cisaillement vis-à-vis
des paramètres granulométriques. Ce résultat s’explique par les propriétés du réseau de forces
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fortes (supérieures à la force moyenne) qui est principalement à l’origine de la résistance au
cisaillement. En effet, ces forces s’organisent en un réseau anisotrope en traversant les plus
grosses particules du système. L’indépendance du déviateur de contrainte normaliséq/p dans
l’état stationnaire s’explique qualitativement par l’invariance, avec l’étalement, des propriétés
mécaniques de la distribution “réduite” de ces grosses particules. Ainsi, cette distribution est
quasiment insensible aux paramètres granulométriques au delà de la transition d’insertion. La
décomposition harmonique du déviateur de contrainteq/p en plusieurs termes d’anisotropies
a permis de montrer l’origine géométrique de ce phénomène. Cette décomposition consiste à
approcher la valeur deq/p par la demie somme des termes d’anisotropies liés aux différentes
distributions angulaires décrivant le réseau actif. Les différents termes sont respectivement liés
à l’orientation des directions de contact (ac), des forces moyennes de contact (an et at) et des
longueurs des vecteurs intercentres (vecteur branche) (al). Cette estimation est satisfaisante et
les écarts constatés avec la mesure deq/p à grandes valeurs d’étalement paraissent faibles. Ils
sont principalement attribués aux corrélations entre les forces normalesf et les longueurs in-
tercentresℓ. Les anisotropies liées aux forces moyennes de contact (an et at) sont constantes
en fonction des tandis que l’anisotropie des directions de contactac diminue avec l’étalement.
Parallèlement, l’anisotropie des longueursal augmente. L’invariance des anisotropies liées aux
forces moyennes de contact (an et at) vis-à-vis des est cohérente avec la persistance des ca-
ractéristiques mécaniques de la distribution avec l’étalement. Par conséquent, l’indépendance
deq/p par rapport às est due à la compensation mutuelle des évolutions des anisotropies des
directions de contactac et de longueural telles que :ac + al = cte. La diminution deac est
associée à l’insertion des petites particules entre les plus grosses ce qui a tendance à harmoniser
les directions de contact. Cet effet est d’autant plus important que l’étalement est élevé. Simul-
tanément, les plus grosses particules s’organisent en un réseau dont l’anisotropie des longueurs
intercentres augmente avec l’étalement. En présence d’adhésion entre les particules,q/p aug-
mente avec l’étalement. En d’autres termes, l’angle de frottement macroscopique étant invariant
par rapport à la polydispersité, la cohésion macroscopiquede Coulombc croît avec l’étalement.
La présence de cohésion génère de longues chaînes de forces de compression soutenues, d’une
part, par des forces de traction transverses aux chaînes de compression, et d’autre part, par des
groupes de petites et moyennes particules collées par les forces cohésives. La stabilité accrue
de ces chaînes par rapport au cas non cohésif implique une augmentation franche dean et at

avec l’étalement. Ces chaînes s’établissent toujours à travers les plus grosses particules en un
réseau d’anisotropie croissante des longueurs. En maintenant les petites particules en contact,
les forces cohésives ont un effet uniformisant sur les directions de contacts ; l’anisotropieac

diminue avec l’étalement.

Les conclusions tirées de la partie I concernant les propriétés de remplissage d’espace res-
tent valables autant à l’état initial qu’à l’état critique :les compacité atteintes augmente avec
l’étalement et la distribution uniforme par fraction volumique fournit les échantillons les plus
compacts quelque soit l’étalement. Malgré leur compacité plus élevé, un étalement important
provoque une dilatation relative plus importante à l’état critique que dans le cas d’une dis-
tribution quasi monodisperse. L’absence de gravité au cours des sollicitations se traduit par
l’apparition de particules dites flottantes, exclues du réseau de forces ou réseau actif, dont la



proportion augmente fortement avec l’étalement. Ce phénomène s’aggrave au cours du cisaille-
ment et on montre qu’à l’état critique le réseau actif s’établit à travers les plus grosses particules
des échantillons tandis que les plus petites particules sont presque toutes flottantes. La topologie
moyenne des échantillons, représentée par le nombre de coordinationZ, est faiblement influen-
cée par l’étalement. Par contre, l’augmentation de l’étalement entraîne une diversification des
configurations topologiques en fonction de la taille des particules : le nombre de contact par
particule augmente linéairement avec leur taille tandis que les plus petites particules ont au
maximum trois contacts. Les petites particules situées dans les pores sollicités ont pour effet de
ramifier fortement le réseau de contact dans ces zones d’intense désordre.

Les forces de contact dans un matériau granulaire sont naturellement hétérogènes mais
l’augmentation de l’étalement accentue cette hétérogénéité. Cela se traduit par une population
croissante des forces faibles (inférieures à la force moyenne) alors que l’intensité des forces
fortes (supérieures à la force moyenne) augmente avec l’étalement. Dans les échantillons po-
lydisperses, la force moyenne subie par les particules augmente avec leurs tailles et finit par
saturer. Cependant, les contributions des réseaux fort et faible à la force moyenne subie par
particules sont différentes. La contribution du réseau faible parait constante pour toutes les par-
ticules. Cet effet, illustre l’analogie classiquement évoqués entre l’action du réseau faible et
l’action d’un fluide. Concernant la contribution du réseau fort, on note qu’elle est corrélée à
l’intensité de la force moyenne suivant la taille des particules. Au delà d’une taille critique, les
particules sont suffisamment grosses pour que les forces subies reflètent un échantillon statisti-
quement représentatif de l’ensemble des forces du réseau actif. Ainsi, les pressions subies par
ces grosses particules sont proches de la pression macroscopique. Au contraire, les plus petites
particules sont en moyenne soumises à une pression supérieure à la pression macroscopique.
L’existence d’une corrélation positive et significative entre la force normalef au contact et la
distance intercentreℓ montre que les chaînes de forces fortes transitent essentiellement par les
grosses particules tandis que les forces faibles sont dispersées sur les plus petites particules.





Conclusion générale

L’objectif de ce travail était d’étudier l’influence de la polydispersité sur la texture et sur le
comportement mécanique des matériaux granulaires par une approche numérique. La modélisa-
tion numérique de matériaux granulaires fortement polydisperses a soulevé plusieurs problèmes
techniques dont le principal est celui de la représentativité, statistique et volumique, des parti-
cules de différentes tailles. La méthodologie adoptée se décompose en trois phases :

1. Développement d’une méthode originale de génération de distribution de tailles suivant
une courbe granulométrique puis association de cette méthode à un modèle simple et riche
de courbe granulométrique basé sur deux paramètres de courbure (a et b) et un paramètre
d’étalement (s).

2. Assemblage des particules générées par une méthode de dépôt géométrique optimisée
pour le cas polydisperse permettant une étude paramétriquedétaillée de l’influence de la
polydispersité (a, b et s) sur la texture de grands échantillons denses.

3. Développement d’un code de calcul par éléments discrets basé sur la méthode de Dy-
namique des Contacts : Gdm-tk. A partir des échantillons construits géométriquement,
simulation dynamique d’une relaxation biaxiale et d’un cisaillement simple. Le code de
calcul est utilisé pour la réalisation d’une étude paramétrique de l’influence de la polydis-
persité sur la texture et sur le comportement mécanique macroscopique. Il est également
utilisé pour l’analyse de divers aspects micromécaniques.Cette étude paramétrique a été
réalisée sur les échantillons à l’état d’équilibre statique et à l’état stationnaire après un
cisaillement long, avec et sans cohésion.

L’ensemble de ces études a permis de montrer une influence forte de la polydispersité sur
la texture et sur le comportement mécanique des matériaux granulaires. Un résultat majeur
de ce travail est l’indépendance du déviateur de contraintenormaliséq/p, dans l’état station-
naire après un cisaillement long, vis-à-vis des paramètresgranulométriques. Autrement dit,
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dans cette configuration d’essais, l’angle de frottement macroscopiqueϕ est indépendant de la
polydispersité. Ce résultat a priori inattendu, se comprend parfaitement en approchantq/p par
une somme d’anisotropies des grandeurs angulaires décrivant le réseau de forces (décomposi-
tion harmonique). L’extension de cette décomposition au cas fortement polydisperse nécessite
de prendre en compte l’anisotropie des longueurs intercentresal généralement négligée. De
plus, cette approximation inclut l’anisotropie des directions de contactsac, des forces normales
an et tangentiellesat. Un autre fait étonnant, mais cohérent avec l’indépendancede q/p, est
que les propriétés directionnelles du réseau de forces représentées paran et at sont également
indépendante vis-à-vis des paramètres granulométriques.A l’inverse, les anisotropiesac et al

des directions de contacts et de longueurs, respectivement, dépendent sensiblement de la poly-
dispersité. Cependant, leurs évolutions simultanées en fonction de l’étalement sont telles que
ac + al = cte. Alors queac diminue à cause d’un effet désordonnant des petites particules,
al augmente et traduit l’établissement du réseau de forces à travers les plus grosses particules.
Autrement dit, l’indépendance deq/p par rapport aux paramètres granulométriques est due,
d’une part, à l’indépendance des orientations privilégiées des forces, et d’autre part, à une mo-
dification de la texture granulaire de telle sorte que les longueurs intercentres et les directions
de contacts échangent leurs rôles.

L’introduction d’une adhésion simple entre les particulesen contact a permis d’étendre cette
analyse au cas des matériaux granulaires polydisperses cohésifs. Dans ce cas, l’augmentation de
l’étalement granulométrique entraîne une augmentation nette de la résistance au cisaillement.
Au sens de Coulomb, la cohésion macroscopiquec augmente avec l’étalement granulométrique.
L’analyse des anisotropies montre que l’effet de compensation mutuelle entreac etal subsiste en
présence de l’adhésion et que l’augmentation de la résistance au cisaillement s’explique plutôt
par l’augmentation des anisotropies de forcesan et at avec l’étalement. En d’autres termes,
l’effet stabilisateur des forces de traction est amplifié par la polydispersité.

Ces résultats ont pu être obtenus sur la base d’une modélisation géométrique maîtrisée de la
génération de la distribution des tailles des particules etde la construction d’échantillons homo-
gènes. L’édiction de critères de représentativité explicites assure un niveau de représentativité,
statistique et volumique, fixé par leurs valeurs (nombre de classes, nombre minimum de parti-
cules par classes,. . . ). La méthode de génération fournit une estimation du nombre minimum
de particules nécessaire pour qu’une distribution soit représentative. Etant données les valeurs
des critères, le domaine des configurations granulométriques (a,b et s) réalisables a pu être dé-
terminé. Par ailleurs, l’absence de la ségrégation de taille a pu être vérifiée sur les échantillons
étudiés.

La polydispersité soulève d’autres questions intéressantes concernant le remplissage de l’es-
pace et la transition ordre-désordre. L’approche géométrique nous a permis d’étudier ces aspects
et d’en vérifier la pertinence à l’aide d’une approche dynamique. L’augmentation de l’étalement
se traduit par un remplissage des pores laissés entre les plus grosses particules par les plus pe-
tites. Ce phénomène n’est géométriquement possible qu’à partir de s = 0, 4 qui marque une
transition nette dans la texture des échantillons (transition d’insertion). Lorsques > 0, 4, le
remplissage d’espace caractérisé par la compacité dépend d’un équilibre entre le volume des



petites particules et le volume des pores générés par les plus grosses. En deçà de cette transi-
tion, le milieu présente une structure quasi-cristalline où le désordre est principalement d’ordre
topologique. Au delà, le phénomène de remplissage des pores, croissant avecs, a plusieurs
conséquences dont les principales sont : l’augmentation rapide de la compacité et l’augmenta-
tion du désordre en termes de position et d’orientation angulaire. Dans ces conditions et au delà
de la transition d’insertion, la distribution uniforme parfraction volumique fournit les compa-
cités les plus élevées. Ainsi, cette distribution apparaîtcomme particulièrement favorable pour
la réalisation d’échantillons denses, désordonnés et homogènes. L’augmentation de l’étalement
s se traduit, d’une part, par une diversification des configurations topologiques du réseau de
contacts actifs (transmettant des forces) en fonction de lataille des particules et, d’autres part,
par un nombre croissant de petites particules, appelées flottantes, qui sont exclues du réseau
actif.

Les milieux granulaires sont souvent caractérisés par la distribution très hétérogène des
forces de contact. On peut naïvement penser qu’un meilleur remplissage de l’espace avec un
étalement croissant, peut rendre cette distribution plus homogène. Or, nous avons montré que
l’augmentation de l’étalement, au contraire, accentue cette hétérogénéité. Cela se traduit par
une population croissante des forces faibles avec une distribution en loi de puissance dont l’ex-
posant augmente avec l’étalement. De même, on observe une diminution de l’exposant de la
décroissance exponentielle du nombre de forces fortes. L’existence d’une corrélation positive
entre la force normale au contact et la distance intercentremontre que les chaînes de forces
fortes transitent essentiellement par les plus grosses particules tandis que les forces faibles sont
dispersées sur les plus petites particules. Il est aussi remarquable que la contribution du réseau
faible est constante pour toutes les tailles de particules.

Ces résultats permettent de cerner, en partie, le rôle de la polydispersité dans le compor-
tement des milieux granulaires. La polydispersité est un élément de complexité majeur des
matériaux granulaires dans la nature et dans les applications industrielles. Il est donc néces-
saire d’étendre ces études à des systèmes à particules de formes variées et à interactions plus
riches. Par exemple, pour des interactions par ponts capillaires, l’effet de l’étalement est d’au-
tant plus complexe que les forces capillaires dépendent destailles des particules et agissent sur
une distance dépendante du volume du pont. Par ailleurs, nous avions choisi un modèle d’adhé-
sion réversible dans le but d’étudier son effet dans un régime stationnaire. Il est envisageable
de considérer une adhésion irréversible (sans “recollage”) pour étudier le comportement à la
rupture de matériaux granulaires cohésifs polydisperses comme les bétons par exemple.

A plus long terme, le passage à la configuration tridimensionnelle est essentiel pour la va-
lidation de ces résultats, d’une part, d’un point de vue des simulations, et d’autre part, pour
les confronter directement à des études expérimentales surdes matériaux modèles comme des
billes de verre. En application à la mécanique des sols, il nous paraît essentiel d’étudier l’in-
fluence des coefficients d’uniformité et de courbure sur le pic de contraintes et la dilatance
associée. Ce passage à 3D implique une extension de la méthode de construction géométrique
et une étude des conditions de réalisation des configurations granulométriques d’autant plus que
la représentativité d’une distribution nécessite beaucoup plus de particules qu’en 2D.
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Résumé :Ce travail de thèse est consacré à la modélisation et à l’étude numérique de la tex-
ture et du comportement mécanique des matériaux granulaires à grande polydispersité. La poly-
dispersité est considérée en termes d’étalement et de courbure de la distribution de tailles. Afin
d’aboutir à des distributions de tailles représentatives,une méthode de génération ainsi qu’un
modèle de courbe granulométrique sont présentés. La mise enplace de grands échantillons
denses par une méthode géométrique a permis de réaliser une étude systématique de l’influence
de la polydispersité sur la texture. Le comportement mécanique est étudié par simulations nu-
mériques discrètes sur la base de la méthode de Dynamique desContacts. Les échantillons sont
successivement soumis à une relaxation uniaxiale et à un cisaillement simple avec des condi-
tions aux limites périodiques afin d’atteindre respectivement l’état d’équilibre statique et l’état
stationnaire après un cisaillement long. Nos résultats montrent que la distribution uniforme par
fraction volumique conduit à la compacité la plus élevée. Dans l’état stationnaire, la résistance
au cisaillement est indépendante de la polydispersité. Uneanalyse systématique de la texture
permet de montrer que cette propriété résulte, d’une part, de la compensation mutuelle entre les
anisotropies des directions de contact et des longueurs desvecteurs branches et, d’autre part,
du fait que les forces fortes sont essentiellement transmise à travers les plus grosses particules.
Enfin, en présence de forces d’adhésion, la cohésion de Coulomb augmente avec l’étalement
granulométrique.

Title : Texture and behavior of highly polydisperse granular materials

This work is devoted to the numerical modeling of highly polydisperse granular materials
in view of investigating the texture and mechanical behavior in quasi-static shearing. The po-
lydispersity is modeled in terms of size span and curvature of the particle size distributions. A
method is proposed to generate representative size distributions both in number and volume of
size classes, and the accessible polydispersity parameters are determined for tractable number
of particles. A geometrical method is used to construct large samples and to study the resul-
ting texture in a systematic manner as a function of size distribution. These samples are then
subjected to simple shear with periodic boundary conditions by means of the contact dynamics
method. We show that : 1) The highest level of solid fraction corresponds to uniform distribu-
tion by particle volume fractions ; 2) The shear strength in the steady state is independent of
polydispersity ; 3) A detailed analysis of the texture and force transmission indicates that this
property results from the mutual compensation between the anisotropies of contact orientations
and branch-vector lengths, and also from the fact that the strong force chains are mainly cap-
tured by the largest particles ; 4) In the presence of adhesion between particles, the Coulomb
cohesion increases with size span.

Mots clefs : matériaux granulaires, polydispersité, texture, micromécanique, cisaille-
ment simple, simulations, élements discrets, Dynamique des Contacts
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