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travail avec eux, je garderai un formidable souvenir professionnel et humain.
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Marc BONNET pour avoir accepté d’être rapporteurs de ce travail ainsi qu’à MM. Jean GI-
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humeur et son aide.
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4.4.2 Compatibilité des données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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4.6.3 Le schéma de l’algorithme : approche simultanée . . . . . . . . . . . . . . 76
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successive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.7.2 Résolution des problèmes aux conditions aux limites mêlées de l’approche
simultanée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.7.3 Tests numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.8 Expériences numériques pour le problème de Cauchy . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.8.1 Résultats obtenus dans une couronne pour une fonction analytique . . . . 98

4.8.2 Résultats obtenus dans une couronne avec des mesures simulées . . . . . . 104

4.8.3 Critère d’arrêt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

4.8.4 Expériences numériques dans deux couronnes . . . . . . . . . . . . . . . . 109

4.9 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

5 Résolution du problème inverse par la méthode de Kohn-Vogelius 115
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Chapitre 0

Avant Propos

L’objet de cette thèse est l’identification des sources de l’activité électrique cérébrale telle qu’elle
peut être mesurée à la surface de la tête par l’Electro-Encéphalo-Graphie (EEG), notamment,
le cas de sources épileptiques modélisées par des dipôles. Ce sujet nous fût proposé par la région
de Picardie en collaboration avec une équipe de médecins au CHU d’Amiens. Leurs principales
attentes étaient d’obtenir une localisation assez précise des foyers épileptogènes, de concevoir
une méthode anatomiquement réaliste et un logiciel de résolution complet.

L’épilepsie est une maladie neurologique qui se manifeste par des crises répétées qui peuvent
avoir des conséquences graves. Quand il s’agit des épilepsies partielles pharmacorésistantes, on
a recours à la chirurgie pour enlever les foyers épileptogènes, centres des décharges électriques
dans le cerveau. L’efficacité du traitement chirurgical réside dans la localisation la plus précise
possible de ces foyers, afin de limiter les risques de provoquer des déficits postopératoires.

Le modèle de base repose sur les équations de Maxwell qui dans le cas quasi-statique, vérifié
par les basses fréquences, aboutissent à une équation elliptique de sources. Ainsi, le problème
revient à identifier ces sources à partir des mesures du potentiel qu’elles auraient générées.
Dans le présent travail, ce problème est appliqué à l’EEG mais reste valable pour tout autre
modèle physique gouverné par les mêmes équations avec des sources dipolaires ou monopolaires.

Ce manuscrit est organisé de la façon suivante.

Dans le premier chapitre, nous présentons l’aspect physiologique du problème en présentant
les notions essentielles d’anatomie cérébrale et neurophysiologiques, en exposant les principales
techniques de mesure de l’activité électromagnétique cérébrale et en décrivant l’épilepsie. Les
équations fondamentales du problème sont ensuite rappelées, les différents modèles de sources de
courant et de la géométrie de la tête sont également décrits. Enfin, une présentation des modèles
considérés dans ce travail est donnée.

Dans le deuxième chapitre nous rappelons le problème direct en EEG et sa formulation va-
riationnelle. Une simple revue des méthodes de sa résolution numérique est présentée, parmi
elles la méthode des éléments frontières pour laquelle nous avons opté. Un bref rappel sur cette
méthode, qui sera également utilisée pour résoudre d’autres problèmes directs dans la suite, est
exposé. La formulation de notre problème en équations intégrales est détaillée. Son équivalence
avec le problème direct, certes classique est établie ainsi que sa discrétisation. Le calcul des
différentes intégrales qui apparaissent dans le système discret est détaillé dans l’annexe A. A la
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fin de ce chapitre, nous présentons des expériences numériques sur une géométrie sphérique afin
de tester la validité de cette méthode.

Dans le chapitre 3, nous abordons le problème inverse en EEG. Nous montrons un résultat
d’identifiabilité et un résultat de stabilité locale pour un terme source modélisé en somme finie
de dipôles. Ensuite, une revue bibliographique sur les méthodes de résolution de ce problème est
présentée. Pour le modèle des sources dipolaires ponctuelles, nous décrivons dans l’annexe B une
méthode directe dite méthode ”algébrique”. Cette méthode, développée au sein de notre labo-
ratoire, consiste à identifier le nombre, les positions et les moments des dipôles dans le cerveau
à l’aide des relations algébriques qui lient ces paramètres avec les données du potentiel et du
flux sur la surface du cerveau. Ce point a motivé la résolution d’un problème de Cauchy en EEG.

Le chapitre 4 est consacré à la résolution d’un problème de Cauchy en EEG. Le but de cette
résolution est de calculer le potentiel et le flux à la surface du cerveau à partir des données
connues partiellement sur la surface du scalp, ainsi deux approches ont été proposées. L’approche
simultanée qui consiste à résoudre un problème de Cauchy dans le domaine non-homogène formé
par l’union du scalp et du crâne, et l’approche successive qui consiste à résoudre successivement
deux problèmes de Cauchy dans deux domaines homogènes le scalp et le crâne. Pour les deux
approches nous discutons de la compatibilité des données, tenant compte du cas particulier
des mesures EEG. Une revue bibliographique sur les méthodes de résolution du problème de
Cauchy est ensuite présentée. Parmi ces méthodes, nous avons choisi une méthode itérative
alternative proposée par Kozlov & al. [70]. Cette méthode est décrite en détails, nous expli-
quons son principe, écrivons les schémas de l’algorithme pour les deux approches, donnons un
théorème de convergence pour le problème non-homogène en adaptant la démonstration faite
pour le problème homogène dans [70] et décrivons le caractère régularisant de l’algorithme.
Différents problèmes directs apparaissent dans les schémas de l’algorithme, leur résolution par
les équations intégrales et quelques tests numériques sont présentés. A la fin de ce chapitre, nous
présentons des expériences numériques pour le problème de Cauchy sur des géométries sphérique
et réaliste. Dans un premier lieu, nous faisons des tests dans une couronne sphérique avec une
fonction analytique afin d’étudier le comportement numérique de l’algorithme, la sensibilité par
rapport au choix initial et par rapport à l’épaisseur de la couronne, la stabilité par rapport aux
perturbations des données et le comportement en fonction du manque de données. Nous discu-
tons également du critère d’arrêt de l’algorithme. Ensuite, nous présentons des résultats obtenus
dans le domaine non-homogène formé par le scalp et le crâne en considérant des mesures EEG
simulées. Des tests sont appliqués sur une géométrie sphérique et sur une géométrie réaliste,
pour les deux approches successive et simultanée.

Dans le chapitre 5, nous considérons la méthode de Kohn-Vogelius [69] et l’adaptons au problème
inverse en EEG où nous proposons d’identifier les positions et les moments des dipôles en suppo-
sant leur nombre connu. Nous définissons la fonctionnelle coût écrite pour notre problème, posons
le problème d’optimisation correspondant et démontrons que, pour des données compatibles, ce
problème admet un unique minimum qui est la solution du problème inverse. Nous calculons la
dérivée au sens de Gâteaux de la fonctionnelle coût et explicitons son gradient. La robustesse
de la méthode est également démontrée. A la fin du chapitre, des expériences numériques sur
des géométries sphérique et réaliste, sont présentées afin d’étudier la performance de la méthode
en fonction de plusieurs critères tels que le nombre de dipôles à localiser, leurs emplacements à
l’intérieur du cerveau et leurs séparations. La stabilité numérique, la sensibilité de la méthode
par rapport au manque des données et par rapport à la perturbation de la conductivité et de
la surface du crâne ont été également étudiées. En outre, et afin d’évaluer l’apport de cette
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méthode, une comparaison avec la méthode des moindres carrées est présentée.
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Chapitre 1

Introduction générale

Ce chapitre a pour objet d’introduire le contexte physiologique et mathématique de la résolution
du problème inverse en Eléctro-Encéphalo-Graphie (EEG). Il s’agit d’une compilation et synthèse
de certains travaux et thèses. Nous introduisons d’abord le contexte physiologique et médical du
problème en décrivant les phénomènes électromagnétiques de l’activité cérébrale et les techniques
de mesure de cette activité, nous parlons également de l’épilepsie, une maladie neurologique due à
un disfonctionnement de l’activité électrique cérébrale. Ensuite, nous présentons la modélisation
mathématique du problème notamment les équations de Maxwell et la modélisation des sources
de courant et des modèles de la tête. Nous présentons également les problèmes direct et inverse
en EEG. Enfin, nous concluons en donnant les modèles adaptés dans le cadre de notre travail.

1.1 Physiologie et contexte médical

Le but de cette partie est de décrire les propriétés anatomiques et physiologiques élémentaires
du système nerveux, les différentes techniques de mesure de l’activité électrique et l’épilepsie.

1.1.1 Electromagnétisme de l’activité cérébrale

Le cerveau

Le système nerveux central et périphérique est un immense réseau fonctionnel, composé de di-
zaines de milliards de cellules qui ont la particularité de communiquer entre elles par des signaux
électriques et chimiques. Le coordinateur de cet ensemble complexe est bien évidemment le cer-
veau (Fig. 1.1). Les réseaux neuronaux reçoivent les informations périphériques et centrales. Ils
analysent et intègrent ces informations, et développent ensuite des stratégies électrochimiques
qui permettent d’adapter le comportement de l’organisme aux besoins. Le cerveau (ou encéphale)
est une masse gélatineuse de couleur gris-rose, il est logé sous la voûte crânienne et baigne dans
un liquide nourricier et protecteur : le liquide céphalo-rachidien (LCR). Sa surface est constituée
d’un seul et même manteau qui est appelé le cortex. Le cortex est une fine couche de substance
grise (ou matière grise) qui délimite la partie la plus superficielle des circonvolutions cérébrales
(Fig. 1.2). Sous la substance grise se trouve la substance blanche (ou matière blanche) dont la
couleur blanche est due à la présence de myéline qui entoure les fibres nerveuses, constituants
principaux de cette partie interne du cerveau.

Tous les tissus vivants sont composés de cellules. La cellule nerveuse, appelée neurone, forme
la matière première de nos fonctions émotives, perceptives et cognitives. Le cerveau comporte
entre dix et cent milliards neurones.
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Fig. 1.1 – Le cerveau - vue latérale (gauche) [58] ; Un neurone (droite) [114].

Le neurone

Comme tout organe du corps humain, le cerveau est constitué de cellules différenciées dont
l’anatomie et la physiologie sont adaptées à leurs fonctions. On distingue essentiellement deux
types de cellules, les cellules gliales (du mot ”glu”) et les neurones. Les premières, beaucoup
plus nombreuses que les neurones, ont un rôle essentiel de soutien et de protection du tissu
neuronal. Les secondes constituent l’élément de base de la communication nerveuse entre les
régions cérébrales et l’ensemble du système nerveux périphérique.

Le neurone est composé de trois parties (Fig. 1.1). Le corps cellulaire, aussi appelé soma, abrite
le noyau avec ses chromosomes et ses gènes. La fonction générale du soma est de traiter les
signaux qu’il reçoit des dendrites, d’intégrer les informations et d’élaborer une réponse sous la
forme d’émissions de potentiels d’actions dont le nombre et la fréquence codent les paramètres
de celles-ci. Ces potentiels d’actions sont transmis le long des axones vers d’autres cellules ou
structures cibles.

L’axone est un prolongement unique du soma. Son principal rôle est de transmettre l’information
électrique et chimique aux neurones qui l’entourent et avec qui il fait des connexions appelées
synapses.

Les dendrites, troisième élément du neurone, sont des ramifications courtes et arborescentes
liées au soma. Leur fonction consiste à recevoir l’information et à l’acheminer vers le corps de la
cellule.

On trouve principalement dans le cortex deux types de neurones, les neurones pyramidaux et les
neurones étoilés, qui diffèrent par leur forme et par leur organisation dans les couches corticales
(Fig. 1.3). Les neurones de type pyramidal ont la forme d’un cône, leur dendrite principal se dirige
vers la surface tandis que l’axone se dirige vers la substance blanche. Ces cellules se projettent
vers la moelle (voies motrices, etc), vers des structures sous-corticales (les noyaux gris centraux,
le cervelet, etc) ou vers d’autres régions corticales appartenant au même hémisphère ou à l’autre.
Les neurones en étoile ont un corps cellulaire plus petit, et leur arborisation dendritique s’étend
sur toute la surface du corps cellulaire donnant ainsi un aspect étoilé. Ces neurones constituent
des inter-neurones et sont reliés aux neurones de proximité. Les dendrites des cellules pyramidales
sont orientés parallèlement entre eux et ont tendance à être perpendiculaires à la surface du
cortex, tandis que ceux des neurones étoilés n’ont pas d’orientation préférentielle. Ainsi, les
cellules pyramidales vont voir leurs courants produits s’ajouter lorsque l’activité d’un groupe
de neurones se fait plus ou moins en phase, alors que l’organisation géométrique des cellules en
étoile fait que les courants produits ont tendance à s’annuler.
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Fig. 1.2 – Une IRM de la tête.

Fig. 1.3 – Description d’un neurone pyramidal et d’un neurone étoilé (gauche) ; L’organisation
cellulaire du cortex visuel (droite) [76].
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Les phénomènes éléctromagnétiques

L’information nerveuse est de nature électrique. Les cellules nerveuses étant excitables, elles
répondent à une stimulation électrique par un signal électrique.

Une cellule nerveuse au repos a une différence de potentiel (Vm = Vi−Ve) par rapport au milieu
extérieur d’environ 70mV (millivolts). Il y a davantage de charges négatives à l’intérieur qu’à
l’extérieur et plus de charges positives à l’extérieur. Ce qui s’exprime alors par un potentiel de
repos (ou potentiel de membrane) négatif : Vm = Vr ≈ −70mV .

Le potentiel post-synaptique Le passage de l’information d’un neurone à un autre fait
intervenir un fonctionnement spécifique à travers les synapses. Il fait appel à un processus
biochimique particulier : libération de neuromédiateurs (ou neurotransmetteurs) du terminal
présynaptique, lesquels en se fixant sur la membrane postsynaptique provoquent l’ouverture de
canaux ioniques perméables aux ions tels que les canaux sodium Na+ ou les canaux chlore Cl−.
Il s’ensuit un mouvement de charges (un courant électrique) et par suite une modification du
potentiel électrique transmembranaire Vm du neurone postsynaptique. Cette variation de poten-
tiel ∆Vm, appelée potentiel postsynaptique (PPS) s’ajoute au potentiel Vm de la membrane.

Deux cas se présentent alors :

– Les canaux inhibiteurs tels que ”Cl−” s’ouvrent, il s’agit alors d’un potentiel post-synapti-
que inhibiteur (PPSI). Ce potentiel crée une hyperpolarisation de la membrane Vm < Vr,
ce qui empêche alors l’excitation de la cellule et la propagation de l’influx par son axone.

– Les canaux excitateurs tels que ”Na+” s’ouvrent, il s’agit alors d’un potentiel post-
synaptique excitateur (PPSE). Ce potentiel crée une dépolarisation de la membrane
Vm > Vr et, si cette excitation est suffisamment intense un potentiel d’action apparâıtra.

Après une stimulation, inhibitrice ou excitatrice, le potentiel transmembranaire retrouve sa
valeur de repos. Cependant, une excitation donnant lieu à un potentiel d’action est suivie d’une
courte période, dite réfractaire, pendant laquelle le neurone n’est plus excitable.

Le potentiel d’action Si la somme des potentiels excitateurs et inhibiteurs, que reçoit le neu-
rone, atteint le seuil d’excitation du neurone ∼= −50mV , une phase de dépolarisation transitoire
et locale de cet état de repos est alors déclenchée et un nouveau potentiel est généré, appelé le
potentiel d’action (PA). Les canaux sodiques s’ouvrent et laissent entrer les ions sodium Na+

à l’intérieur de la cellule, ce qui dépolarise davantage le neurone. Quand la dépolarisation at-
teint son maximum (∼= +35mV ), elle finit par inactiver graduellement les canaux Na+, ce qui
provoque l’ouverture des canaux potassiques qui font sortir les ions potassium K+ du neurone.
Ces canaux ne s’inactivant pas (à cette échelle de temps), la membrane interne passe alors par
une phase d’hyperpolarisation transitoire avant que le potentiel de repos ne soit restauré, et les
pompes ”Na+/K+” font sortir le sodium vers l’extérieur et entrer le potassium vers l’intérieur,
restaurant ainsi la distribution originale des ions de part et d’autre de la membrane. L’influx
nerveux se propage ainsi de proche en proche tout au long de l’axone (Fig. 1.4). Notons que
le travail des pompes ”Na+/K+” demande de l’énergie qui est procurée par l’hydrolyse de la
molécule d’ATP (adénosine triphosphate) qui se dégrade en adénosine-diphosphate (ADP).

Une fois l’influx nerveux arrivé au pied de la cellule, ce sont les terminaisons synaptiques qui
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Fig. 1.4 – Repolarisation et dépolarisation [73].

transmettent ou pas l’information à un autre neurone et provoquent l’excitation ou l’inhibition
de neurones afférents.

Caractéristiques du potentiel post-synaptique et du potentiel d’action

Le potentiel post-synaptique (PPS ) dure en moyenne quelques dizaines de millisecondes, tandis
que le potentiel d’action (PA) ne dure qu’une milliseconde environ. Par ailleurs, le potentiel
post-synaptique peut être modélisé par un dipôle de courant, un puits et une source, qui se
trouve à l’extrémité postsynaptique, au niveau de l’arbre dendritique. D’autre part, l’alternance
de dépolarisation et d’hyperpolarisation dans le potentiel d’action s’assimile plutôt à l’activité de
deux dipôles de courants parallèles, de même intensité mais de sens opposé, et donc un potentiel
d’action est modélisé par le quadrupôle formé de ces deux dipôles (Fig. 1.5).

Remarque 1 Le potentiel créé par un dipôle varie proportionnellement à l’inverse du carré de
la distance entre la source de courant et le point d’observation sur le scalp, alors qu’il varie
proportionnellement à l’inverse du cube de cette distance quand il provient d’un quadrupôle.

Fig. 1.5 – Les courants primaires et volumiques [112].
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Fig. 1.6 – Les champs électrique et magnétique.

Les courants intra et extra-cellulaires résultants de l’activité cérébrale Les varia-
tions des potentiels d’action (PA) et des potentiels post-synaptiques (PPS) provoquent des
mouvements de particules chargées à proximité des membranes cellulaires, ce qui génère des
courants intracellulaires dits aussi courants primaires ou courants sources. Ces courants pri-
maires proviennent essentiellement des (PPS) puisque le (PA) est quadripolaire et donc décrôıt
rapidement avec la distance.

Ces courants intracellulaires sont associés à des courants extracellulaires dits courants secondaires
ou courants volumiques. Quantitativement, la somme des courants secondaires doit correspondre
aux courants primaires (conservation de la charge) ; les lignes de courant ainsi formées se re-
ferment après circulation dans le volume entier de la tête (Fig. 1.5).

Les courants extracellulaires sont à l’origine d’un champ électrique que nous notons ~E. Et les
courants intracellulaires, d’intensité plus forte et de même orientation, sont à l’origine d’un
champ magnétique que nous notons ~B (Fig. 1.6).

Les champs électrique et magnétique créés par un seul neurone ne sont pas mesurables en pra-
tique, mais c’est la mise en synchronie dans l’espace et dans le temps d’assemblées de neurones
(entre 107 et 109 neurones) concentrés dans quelques millimètres cubes de cortex, que l’on
nomme macrocolonne qui induit des courants détectables à distance. La synchronie spatiale est
principalement avantagée par les neurones de type pyramidal. La synchronie temporelle est due
aux potentiels post-synaptiques qui, grâce à leur ”longue” durée, ont une plus grande probabilité
d’être en phase et favorisent ainsi la synchronisation d’un ensemble important de cellules tout en
ayant une distribution dipolaire. Chaque macrocolonne se comporte comme un dipôle électrique
dont la direction moyenne est celle des dendrites de cette macrocolonne. Les courants résultants
de l’activité d’une macrocolonne sont modélisés par un dipôle de courant macroscopique dont la
direction est donnée par l’orientation principale des dendrites, c’est-à-dire localement perpendi-
culaire à la surface corticale, et dont l’amplitude représente l’intégrale des densités de courant
dans la colonne considérée. L’amplitude moyenne d’un dipôle résultant de l’activité synchronisée
de 105 neurones est de l’ordre de 10 nA.m.

Quelques unités

Nous donnons dans ce paragraphe quelques unités dérivées du système international (SI) :

– le courant électrique : Ampère (A).
– le champ électrique : Volt/mètre (V m−1) ou aussi Newton/Coulomb (NC−1).
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– le potentiel électrique : Volt (V ).
– le moment électrique : Ampère.mètre (Am).
– la conductivité électrique : Siemens/mètre (Sm−1) ou aussi 1/Ohm.mètre (Ω−1m−1).
– l’induction magnétique : Tesla (T ).
– le signal électrique mesuré par l’EEG : Hertz (Hz) ou aussi 1/seconde (s−1).

Quelques chiffres

– le cerveau pèse environ 1.4kg et a un diamètre d’une vingtaine de centimètres environ.
– le cortex représente 50% du volume cérébral, soit environ 500cm3, son épaisseur varie entre

2 et 4 mm.
– le cerveau contient au minimum 1010 à 1011 neurones.
– le diamètre du corps des neurones varie selon leur type de 5 à 150 µm (micro-mètre).
– l’axone a un diamètre compris entre 1 et 15 µm, sa longueur varie d’un millimètre à plus

d’un mètre.
– chaque neurone du cerveau est interconnecté avec plus de 10000 voire 100000 autres neu-

rones.
– la durée du potentiel postsynaptique est 10ms (milli-seconde).
– la durée du potentiel d’action est 1ms.
– l’intensité d’un dipôle équivalent (cf §1.2.3) correspondant à l’activité électrique d’un seul

neurone est 20fA.m (femto-Ampère-mètre a).
– l’intensité du moment du dipôle formé par 105 neurones est 10nAm (nano-Ampère-mètre

b).
– l’amplitude du potentiel électrique recueilli au scalp est d’une dizaine de micro-volts.
– le champ magnétique cérébral mesure un dixième de pico-tesla, c’est-à-dire 1 milliard de

fois plus petit que le champ magnétique terrestre.

Le contexte physiologique étant décrit, nous présentons maintenant les techniques de mesure
associées à ces phénomènes électromagnétiques.

1.1.2 Techniques de mesure de l’activité cérébrale

Un des principaux enjeux de l’imagerie cérébrale est de suivre en temps réel l’activité du cer-
veau vivant sans altérer son fonctionnement, afin de permettre aux neurologues de comprendre
la structure et le rôle des différentes parties du cerveau, de localiser les zones cérébrales af-
fectées par des désordres neurologiques et de développer de nouvelles stratégies pour traiter les
désordres du cerveau.

Nous distinguons généralement l’imagerie anatomique et l’imagerie fonctionnelle. La première est
conçue pour mettre en valeur les structures cérébrales et tout ce qui peut les perturber (tumeurs,
hémorragies, caillots ou autres déformations présentes à la naissance). L’imagerie fonctionnelle
mesure de son côté l’activité de certaines régions du cerveau durant certaines tâches. On l’utilise
surtout pour la recherche fondamentale qui vise à mieux comprendre le rôle de nos diverses
structures cérébrales, mais aussi pour diagnostiquer des foyers épileptiques ou pour identifier
les structures cérébrales fonctionnelles essentielles qu’il faudrait conserver dans la mesure du
possible lors des opérations chirurgicales. La technique d’imagerie anatomique est cependant
très souvent utilisée de paire avec la technique fonctionnelle pour mieux cerner l’anatomie et la
fonction d’une aire cérébrale chez un individu particulier.

a1femto = 10−15.
b1nano = 10−9.
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Les techniques de mesure, anatomique ou fonctionnelle, n’exploitent pas les mêmes phénomènes
physiologiques. Certaines mesurent indirectement l’activité du cerveau en détectant les effets
métaboliques résultants comme la Tomographie par Emission de Positons (TEP), la Tomogra-
phie par Emission de Simples Photons (TESP) et l’Imagerie par Résonance Magnétique fonc-
tionnelle (IRMf). D’autres mesurent directement l’activité électromagnétique cérébrale comme
l’Eléctro-Encéphalo-Graphie (EEG) et la Magnéto-Encéphalo-Graphie (MEG). C’est cette dis-
tinction qui nous guide dans la description suivante de ces techniques.

Techniques de mesure indirecte de l’activité cérébrale

L’activation des cellules nerveuses engendre une dépense d’énergie relativement importante par
consommation d’ATP (cf § 1.1.1). Cette consommation d’ATP engendre des modifications lo-
cales du débit sanguin cérébral et une consommation accrue d’oxygène et de glucose. Ces effets
métaboliques indirects de l’activation neuronale sont utilisés par la TEP, la TESP et par l’IRMf
pour localiser les zones activées dans le cerveau.

La Tomographie par Émission de Positons La TEP consiste à injecter dans le sang un
marqueur radioactif contenant un isotope qui se désintègre en émettant un positon. Ce positon,
après un parcours de quelques millimètres, rencontre un électron avec lequel il s’annihile en
émettant deux photons gamma. La TEP consiste ainsi à détecter ces photons autour de la tête.
En détectant la cöıncidence de l’arrivée de deux photons on peut déterminer l’emplacement de
la désintégration. En imagerie cérébrale l’isotope principal utilisé est l’oxygène 15 qui permet
d’imager les zones du cerveau où le débit sanguin s’est élevé suite à une excitation. Un algorithme
de reconstruction permet d’aboutir à une carte en trois dimensions des zones d’émission. La
résolution spatiale de la TEP est de 2 − 10mm et sa résolution temporelle est de 20s− 1min.

La Tomographie par Émission de Simples Photons La tomographie par émission de
simples photons fait appel, comme la TEP, à des traceurs radioactifs. Les noyaux mis en jeu se
désintègrent en émettant un seul photon gamma. Cette méthode est globalement moins précise
que la TEP.

L’Imagerie par Résonance Magnétique fonctionnelle L’IRMf est la méthode d’imagerie
la plus moderne. C’est une technique sous jacente au principe général de la résonance magnétique,
l’IRM, qui consiste à observer les tissus biologiques moyennant les propriétés magnétiques du
noyau d’hydrogène présent dans l’un de leurs constituants majoritaires, l’eau. En effet, le proton
qui constitue le noyau de l’atome d’hydrogène possède un moment magnétique, une sorte de
petit aimant appelé spin. Lorsque l’on place un sujet dans un champ magnétique, les spins des
noyaux d’hydrogène s’orientent dans la direction de ce champ. Une des façons d’acquérir l’image
est de mesurer l’aimantation résultante en chaque point des tissus analysés. Comme cette ai-
mantation est proportionnelle à la quantité de noyaux d’hydrogène présents et que les tissus se
distinguent par leur contenu en eau, la carte des aimantations résultantes reproduit l’anatomie
des tissus.

Contrairement à l’IRM qui permet de visualiser l’anatomie des structures cérébrales, l’IRMf nous
renseigne sur l’activité des différentes régions cérébrales en fournissant des images fonctionnelles.
L’appareillage qui entoure le sujet et le fonctionnement de base est sensiblement le même qu’avec
l’IRM, mais les ordinateurs qui analysent le signal diffèrent. L’IRMf est basée sur l’observation en
temps réel des variations de l’oxygénation du sang. Elle donne une image du niveau d’oxygénation
sanguin grâce aux propriétés paramagnétiques de la désoxyhémoglobine (effet Blood Oxygena-
tion Level Dependent - BOLD). La diminution du taux local en désoxyhémoglobine lors d’une
tâche sur le versant veineux de l’arborisation vasculaire à proximité des zones activées provoque
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Fig. 1.7 – Les réponses topographiques de l’EEG (à gauche) et du MEG (à droite) [73].

une variation du signal IRM comparativement à une image acquise au repos. L’objectif final est
de distinguer par analyse statistique les différences entre une image acquise au repos, c’est-à-dire
sans activité particulière du sujet et une image acquise durant la réalisation d’une tâche.

Selon les techniques utilisées, l’IRM permet d’obtenir en trois dimensions deux principaux types
d’images numériques de la tête : les images anatomiques et les images fontionnelles. Les premières
permettent, après segmentation, d’obtenir des modèles 3D réalistes de la tête de chaque sujet
en distinguant les différents milieux (liquide céphalo-rachidien, cortex, substance blanche et
les noyaux gris centraux). Les deuxièmes permettent de localiser une activité cérébrale par la
consommation d’oxygène qu’elle occasionne. Alors que les images anatomiques présentent une
résolution spatiale inférieure à 1mm, les images fonctionnelles, ayant un temps d’acquisition
beaucoup plus court, présentent une résolution spatiale plus faible (3mm).

Techniques de mesure directe de l’activité cérébrale

On peut également enregistrer une image de l’activité des cellules nerveuses grâce à la propaga-
tion des champs électriques ou magnétiques induits à la surface de la tête. Ainsi on pourra donc
recueillir l’activité spontanée du cerveau ou des activités évoquées par une stimulation ou une
tâche particulière.

L’Électro-Encéphalo-Graphie L’EEG est une méthode non invasive qui permet de mesurer
directement l’activité électrique cérébrale.

Cette technique a été créée en 1924 par Hans Berger en Allemagne. Elle mesure les différences
de potentiel électrique entre deux électrodes disposées à la surface de la tête, le scalp. Pour avoir
une carte détaillée de l’activité électrique des cellules nerveuses du cerveau, il faut positionner
autant d’électrodes que possible. Ces électrodes sont réparties uniformément sur la surface du
scalp avec une disposition répondant à des standards internationaux et sont disposées dans
un bonnet élastique comportant environ 27 à 128 électrodes, plus typiquement 64. Chaque
électrode couvre une surface de quelques millimètres carrés, le contact électrique avec le cuir
chevelu est assuré par un gel conducteur. Dans le cas de l’épilepsie (cf §1.1.3), on a recours à des
enregistrements de plusieurs jours et les électrodes sont alors collées directement sur le scalp.
Chaque électrode doit relever une mesure de potentiel de surface, puis transmettre ce signal,
qui est ensuite amplifié et enregistré par un numériseur, puis sauvegardé sur ordinateur (EEG
numérique). Etant donné qu’on ne peut pas mesurer le potentiel absolu, le choix d’une électrode
de référence est indispensable.

L’EEG offre une excellente résolution temporelle, 0.4− 1ms, et un coût moins élevé que l’IRMf
ou le TEP-scan (TEP couplé au scan), mais sa résolution spatiale demeure toutefois faible
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(> 5mm). Malgré tout, l’EEG est le seul outil de référence pour l’aspect électrique du diagnostic
de l’épilepsie. Il apporte des informations sur le fonctionnement cérébral en dehors des crises
et durant les crises. L’analyse des pointes graphoéléments intercritiques, etc, sont des éléments
parfois suffisament spécifiques pour permettre une orientation diagnostique.

Les cartographies cérébrales faites avec l’EEG utilisent aussi fréquemment ce que l’on appelle des
”potentiels évoqués”. Il s’agit d’une procédure où l’on soumet le sujet à un stimulus particulier
(une image, un mot, une stimulation tactile...) de façon à enregistrer une réponse neuronale
associée à ce stimulus dans le cerveau. Enfin, notons que les enregistrements EEG souffrent d’une
diffusion importante due à la faible conductivité de l’os (cf §1.2.5). Cette forte inhomogénéité
électrique est à l’origine de cartes de potentiels diffuses qui rendent difficile l’interprétation des
signaux provenant de sources profondes.

La Magnéto-Encéphalo-Graphie La MEG mesure les champs magnétiques accompagnants
le courant généré dans les neurones. Elle utilise un certain nombre de capteurs placés à proxi-
mité de la tête. Ces capteurs utilisent des bobines réceptrices de flux couplées à des anneaux
supraconducteurs appelés SQUIDS (Superconducting Quantum Interference Device) qui trans-
forment le flux magnétique en courants électriques [51]. L’ensemble des capteurs est immergé
dans de l’hélium liquide contenu dans une cuvette cryogénique appelée cryostat. La température
très froide de l’hélium (−273 °C) attribue aux capteurs des capacités supraconductrices et, par
conséquent, une sensibilité suffisante pour détecter les signaux extrêmement faibles du cerveau.
En effet, les champs magnétiques cérébraux sont de l’ordre de quelques femto-Teslas, et doivent
donc être isolés des champs magnétiques externes. Ainsi, l’appareil de la MEG doit être placé
dans une pièce isolée magnétiquement, souvent c’est une pièce blindée formée de parois en µ-
métal qui atténue d’un facteur 103 à 104 les champs magnétiques extérieurs. A cause de la
chambre blindée et de la technologie des supraconducteurs basse température, la MEG est une
technologie d’imagerie relativement coûteuse.

Comparaison entre les différentes techniques de mesure fonctionnelles

Nous comparons dans le tableau (Tab. 1.1) les différentes techniques d’imagerie cérébrale fonc-
tionnelle décrites ci-dessus : la TEP, l’IRMf, la MEG et l’EEG .

D’après ce tableau, nous concluons que les techniques TEP et IRMf ont une bonne résolution
spatiale, particulièrement l’IRMf, mais elles sont limitées par la faible résolution temporelle et
sont contraignantes sur plusieurs niveaux. D’autre part, l’EEG et la MEG ont une excellente
résolution temporelle, qui leur permettent une acquisition temps réel et donc l’étude de la dy-
namique du réseau d’activations, mais elles présentent une résolution spatiale pauvre.

Vu ses multiples avantages (Tab. 1.1), l’EEG reste actuellement la technique de mesure la plus
pratiquée, en particulier chez les patients épileptiques.

Finalement, toutes ces techniques présentent des résultats complémentaires et donc afin d’ob-
tenir les informations les plus complètes possibles sur l’organisation anatomo-fonctionnelle du
cerveau, le mieux serait d’exploiter chacune de ces modalités et de mettre en commun leurs
résultats, ce qui est connu plutôt sous le terme générique de fusion [27, 85, 105, 9], · · · .

Dans la section suivante, nous décrivons la maladie neurologique à la base de notre travail,
l’épilepsie.
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TEP IRMf MEG EEG

Ancienneté 1973 1990 1972 1929

Origine débit sanguin oxygénation, potentiels potentiels
débit sanguin postsynaptiques postsynaptiques

Localisation capillaires, capillaires veinules synapses synapses
tissu cérébral

Résolution 2-10mm 1-3mm >5 mm >5 mm
spatiale

Résolution 20s-1min 5-8s 0.4-1ms 0.4-1ms
temporelle

Durée typique 120 min 20 à 40 min 14 min 14 min + 30 min
d’examen de préparation

- bonne résolution - la meilleure résolution - excellente résolution - excellente résolution
spatiale spatiale temporelle (msec) temporelle (msec)
- imager des - fournit des images - non invasive, - non invasive,

Points composés métaboliques de très bonne qualité - inoffensive (pas de radio- - inoffensive
positifs activité, ni injection, - appareil non bruyant

ni champ magnétique), - peu coûteux
- distorsion faible par l’os - enregistrements
- appareil non bruyant possibles à longue durée

- non contraignant
- seul examen pouvant être
réalisé répétitivement
sur de longues durées pour
l’enregistrement des crises

- pauvre résolution - pauvre résolution - pauvre résolution - pauvre résolution
temporelle temporelle spatiale spatiale
- invasive - champ magnétique fort - coûteux, délicat - distorsion forte par l’os
- le patient doit - innocuité inconnue - aveugle aux sources - aveugle aux sources qui

Points rester allongé - confinement dans radiales et aux générent une
négatifs - coûteux l’imageur sources profondes boucle de courant

- bruit gênant -interdit aux patients - le sujet doit
- danger possible pour avec stimulateur rester immobile
enfants et femmes enceintes cardiaque et prothèses... - infrastructure lourde
- un examen/an - bruit gênant - pas compatible

- coûteux avec les crises
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1.1.3 L’épilepsie

On désigne par épilepsie les manifestations cliniques, ou crises, paroxystiques (motrices, sen-
sitives, sensorielles ou psychiques) qui peuvent s’accompagner d’une perte de connaissance et
qui sont liées à une décharge hypersynchrone de populations neuronales hautement organisées.
Ces crises peuvent survenir n’importe où dans le système nerveux central. On croit cependant
qu’elles prennent naissance dans des régions précises, principalement dans le cortex cérébral.

L’épilepsie est une des maladies neurologiques les plus communes et constitue, après la mi-
graine, la première raison de consultation d’un neurologue. Elle ne diminue pas de façon marquée
l’espérance de vie, mais lorsque les crises sont fréquentes, la qualité de vie du malade peut être
gravement compromise. Dans le monde, plus de 40 millions de personnes sont concernées par
cette maladie. En France, environ 450 000 personnes sont répertoriées dont 250 000 jeunes de
moins de 20 ans. De fait, chaque jour, 100 personnes présentent une première crise, soit près
de 40 000 par an. Une fois sur deux, cette crise peut inaugurer une maladie épileptique qui est
surtout caractérisée par la répétition chronique de ces crises.

Les scientifiques classent les différentes formes d’épilepsie selon deux groupes :

– épilepsies généralisées : elles se caractérisent par des décharges d’une population de neu-
rones cérébraux qui se propagent au niveau des deux hémisphères d’une façon bilatérale et
plus ou moins symétrique. Les crises se traduisent alors souvent par une perte de connais-
sance avec chute et des convulsions de l’ensemble des muscles, ou par une brève suspension
de la conscience connue sous le nom d’absence.

– épilepsies partielles ou focales : dans ce cas les décharges siègent dans des régions cir-
conscrites du cerveau, s’organisant en foyers, uniques ou multiples. Les crises partielles
n’affectent que certaines parties du corps. Elles peuvent se traduire par des troubles mo-
teurs, des troubles sensoriels et sensitifs, des troubles transitoires de la mémoire ou de la
conscience, associés parfois à des hallucinations ou à une activité gestuelle automatique.
Certaines de ces crises partielles peuvent évoluer vers une crise généralisée.

Les cliniciens peuvent traiter l’épilepsie de deux façons, la pharmacothérapie et la chirurgie. Des
450 000 cas épileptiques en France, on estime que 80 à 100 000 d’entre eux présentent des crises
pharmaco-résistantes, et qu’il s’agit le plus souvent d’une épilepsie partielle. Pour ces cas, on
peut avoir recours à la chirurgie qui guérit les patients de leurs crises ou diminue très fortement
leur fréquence en enlevant les foyers épileptogènes ou en interrompant leurs voies de propagation.
L’intervention chirurgicale peut être pratiquée uniquement lorsqu’elle ne risque pas d’endom-
mager les régions saines du cerveau.

Plusieurs aspects sont considérés pour la localisation des zones épileptogènes :

– Aspect clinique : la sémiologie des crises. C’est l’ensemble des manifestations cliniques as-
sociées à la crise. Leur observation dans le temps, au cours de plusieurs crises, permet
d’identifier les signes caractéristiques d’une crise et donc d’en localiser l’origine en se ba-
sant sur la connaissance que l’on a des différentes zones fonctionnelles du cerveau. Par
exemple, les signes cliniques les plus fréquents d’une crise dont l’origine se situe dans le
lobe frontal peuvent être : rupture du contact, chute brutale, déviation de la tête et des
yeux, perturbations du comportement moteur ou automatismes. On a alors une localisa-
tion assez grossière des générateurs.
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– Aspect électromagnétique : l’EEG, la MEG et la Stéréo-Electro-Encéphalo-Graphie (SEEG).
La SSEG est une méthode stéréotaxique basée sur le même principe que l’EEG mais qui
consiste à implanter les électrodes d’enregistrement dans les structures cérébrales. On
peut ainsi mesurer l’activité électrique cérébrale à l’intérieur même du cerveau, évitant
le phénomène de lissage obtenu en surface. Le choix de l’emplacement des électrodes in-
tracérébrales se fait sur la base des données cliniques, EEG et anatomiques. C’est jusqu’à
présent la méthode la plus fiable de localisation des foyers épileptogènes.

– Aspect spatiotemporel : la cartographie spatiotemporelle. Qu’elle soit de surface ou de
profondeur (basée sur l’EEG ou la SEEG), elle permet de voir la propagation de l’activité
et donc de percevoir l’organisation des générateurs.

– Aspect étiologique (ou anatomique) : l’IRM (ou le scanner X) permet de vérifier ou d’in-
firmer la présence d’une lésion (tumorale, vasculaire,...) ce qui fournit des informations
complémentaires pour diagnostiquer les causes de l’épilepsie.

– Aspect scientifique (ou informatique) : s’ajoutent à toutes ces techniques, la validation de
la localisation des foyers en utilisant des algorithmes de localisation à partir des enregis-
trements réalisés sur le scalp par des capteurs EEG/MEG.

Actuellement, la localisation de la zone épileptogène se fait à l’aide d’électrodes implantées
dans le cerveau. Une meilleure localisation du foyer épileptogène par EEG, MEG ou par les
algorithmes de localisation permettrait de mieux cibler la zone où doivent être implantées les
électrodes intra-cérébrales. Dans le meilleur des cas, cela permettrait d’éviter cette implantation
qui est une procédure lourde et coûteuse.

Notre travail concerne la localisation des foyers épileptogènes à l’aide de méthodes numériques,
afin de compléter et/ou valider le travail des cliniciens et apporter plus de précision sur la
délimitation des zones épileptiques. Pour ce fait, on est amené à exprimer ce phénomène de
localisation de sources par des modèles mathématiques, à modéliser la tête et les sources de
courant et déterminer les caractéristiques des différents milieux de la tête.

1.2 Modélisation mathématique du problème

1.2.1 Les équations de Maxwell

Les équations de base gouvernant le comportement électrique du cerveau dérivent des équations
de Maxwell. La tête est considérée comme un milieu conducteur fini inhomogène, constitué de
plusieurs tissus excitables et qui présente une conductivité électrique σ(x) dépendante de la
position x = (x1, x2, x3).

Dans ce milieu conducteur (isolé dans l’air), le champ électrique E et le champ magnétique B
vérifient les équations suivantes :





∇× E = −∂B
∂t (Maxwell-Faraday),

∇ · E = ρ
ǫ (Maxwell-Gauss),

∇×B = µ
(
J + ǫ∂E∂t

)
(Maxwell-Ampère),

∇ ·B = 0 (conservation du flux),

(1.2.1)
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où J , ρ, µ et ǫ désignent respectivement la densité volumique de courant, la densité volumique
de charge, la perméabilité magnétique et la permittivité électrique. Par ailleurs, µ et ǫ sont
habituellement considérées comme égales à celles du vide, soit µ = µ0 = 4π10−7Hm−1 et
ǫ = ǫ0 = 8.85 10−12Fm−1 c.

Approximation quasi-statique

Les études dans le domaine de l’électrophysiologie, en particulier l’EEG, utilisent le modèle
quasi-statique du fait de la faible fréquence du signal et la faible capacité électrique des tissus
de la tête [51]. En effet, la fréquence des signaux EEG varie le plus souvent entre 1Hz et 100Hz
environ et les fréquences d’échantillonnage des mesures sont de l’ordre du kiloHz, par suite les
variations des champs peuvent être considérées comme très lentes. D’autre part, les tissus de
la tête apparaissent comme des conducteurs passifs on peut donc considérer que les courants
électriques et les champs magnétiques se comportent à tout instant de façon stationnaire. Ce
qui permet alors de négliger les variations ∂E

∂t et ∂B
∂t . Cette approximation est celle du régime

quasi-statique et conduit aux équations de Maxwell simplifiées




∇× E = 0,
∇ · E = ρ

ǫ0
,

∇×B = µ0J,
∇ ·B = 0.

(1.2.2)

Cette approximation entrâıne alors le découplage entre le champ électrique E et le champ
magnétique B.

L’équation ∇ × E = 0 implique que E dérive d’un potentiel scalaire u, défini à une constante
près :

E = −∇u. (1.2.3)

D’autre part, le courant J produit par l’activité neuronale est divisé en deux parties (cf § 1.1.1),
le courant source Js et le courant volumique Jv. D’après la loi d’Ohm dans un conducteur passif
de conductivité σ, on peut écrire Jv = σE. Nous avons alors

J(x) = Js(x) + σ(x)E(x) = Js(x) − σ(x)∇u(x). (1.2.4)

En substituant l’équation (1.2.4) dans la troisième équation de (1.2.2) nous obtenons

∇×B = µ0J = µ0 (Js − σ∇u) .
En appliquant la divergence à cette équation nous avons

∇ · (∇×B) = µ0∇ · (Js − σ∇u) .
Ce qui donne alors l’équation elliptique suivante :

∇ · (σ∇u) = ∇ · Js ≡ −js, (1.2.5)

où js est la densité de sources ou puits de courant par unité de volume. Par abus de notation,
nous écrirons : −∇(σ∇u) = js

Dans un domaine homogène, de conductivité constante, nous obtenons l’équation de Poisson
suivante

−σ∆u = js. (1.2.6)

En tout point de l’espace où il n’y a pas de courants sources, le potentiel scalaire vérifie l’équation
de Laplace suivante

−∆u = 0. (1.2.7)

cH m−1 = Henry . mètre−1 , F m−1 = Farads . mètre−1
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1.2.2 Problème direct et problème inverse

Le problème direct en EEG consiste à estimer les potentiels électriques recueillis sur le scalp
et engendrés par une configuration de sources connue. Ceci nécessite la prise en compte de la
géométrie et des propriétés de conduction de tous les tissus cérébraux. Autrement dit, le problème
direct en EEG consiste à calculer le potentiel u sur le scalp dans l’équation (1.2.5), étant donnés
le courant source Js et la conductivité σ. Inversement, en partant d’une répartition du potentiel
à la surface du scalp, localiser des générateurs intracérébraux dont l’activité est susceptible de
nous expliquer la dite répartition, est le problème inverse en EEG. Il s’agit donc d’estimer le
courant source Js dans l’équation (1.2.5), étant données la conductivité σ et des mesures du
potentiel u en quelques points sur la surface de la tête.

1.2.3 Modélisation des sources de courant

L’activité électrique cérébrale est concentrée dans un petit nombre d’aires dont la dimension est
petite comparée à leur distance aux capteurs placés à la surface de la tête. Dans chacune de ces
aires, l’activité électrique est assimilée à un groupe de charges négatives et un groupe de charges
positives, un puits et une source, qui, vu de loin, se comporte comme un dipôle de courant. Le
modèle dipolaire est le plus largement utilisé dans la résolution du problème inverse en EEG, il
existe principalement deux variantes de ce modèle (Fig. 1.8) :

– le dipôle équivalent (ou source dipolaire ponctuelle) : il est caractérisé par une position
et un moment d, c’est-à-dire 6 paramètres. On aura donc à estimer 6m paramètres si l’on
dispose de m dipôles et si tous les paramètres sont laissés libres. Cependant, certaines
méthodes considèrent la position fixe au cours du temps et donc seul le moment reste
inconnu et d’autres fixent la position et l’orientation du dipôle et cherchent à trouver son
intensité. En général, pour avoir une solution au problème inverse, le nombre de paramètres
à estimer (6m) ne doit pas excéder celui du nombre des données. Par exemple, les données
EEG recueillies dans un montage utilisant 27 électrodes ne pourront être expliquées avec
plus de 4 dipôles, qu’en ajoutant des contraintes supplmémentaires.

– la couche dipolaire (ou source dipolaire distribuée, diffuse, étendue) : elle est formée d’un
nombre important de dipôles répartis régulièrement dans une partie ou dans la totalité
du volume cérébral. Des contraintes anatomiques peuvent alors être introduites en restrei-
gnant le volume de recherche à la surface corticale, extraite à partir de l’IRM anatomique.
De plus, comme les courants sont émis par les dendrites de neurones disposés perpendicu-
lairement au cortex, l’orientation de chaque dipôle peut être contrainte à être orthogonale à
la surface corticale. La position et l’orientation étant alors connues, l’amplitude de chaque
dipôle reste la seule inconnue. La difficulté dans ce choix du modèle réside dans le fait que
le nombre de dipôles est très grand et que la reconstruction de l’amplitude est alors un
problème inverse sous-déterminé.

Bien que l’activité cérébrale ait une structure souvent complexe, il a été prouvé que la plupart
des phénomènes observés sur le scalp peuvent être compris en prenant pour modèle de source
le dipôle équivalent ou la couche dipolaire. En effet, les solutions du problème inverse trouvées
en considérant ces modèles de source étaient en général compatibles avec les connaissances neu-
rophysiologiques des fonctions sensorielles ou motrices. Cependant, des travaux récents utilisent

dLe vecteur moment dipolaire indique à la fois l’orientation et l’intensité du dipôle.
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Fig. 1.8 – Modèle de sources - [105]

Fig. 1.9 – Les différents modèles de la tête. De gauche à droite : modèle sphérique, modèle
réaliste inhomogène, modèle réaliste homogène par couches [73].

des modèles multipolaires d’ordre supérieur à deux, notamment le modèle quadripolaire. L’utili-
sation de tels modèles a pour but d’assurer une meilleure représentation de l’étendue des régions
cérébrales actives [97, 91].

1.2.4 Modélisation de la géométrie de la tête

Deux modèles sont utilisés pour représenter la tête, le modèle sphérique et le modèle réaliste.
Le premier modèle est le plus ancien et le plus utilisé. Le deuxième modèle a surtout fait son
apparition avec l’avancée des techniques de mesure anatomiques telle que l’IRM et il est proposé
selon deux approches : volumique et surfacique (Fig. 1.2.3).

Le modèle sphérique

C’est le premier modèle à être employé et le plus simpliste. Il considère la tête comme une suite
de sphères concentriques à conductivités homogènes et isotropes. Les modèles les plus simplifiés
sont constitués de trois couches : le scalp, l’os et le volume intra-crânien (ou tout simplement
le cerveau). Les modèles à 4 couches rajoutent une couche pour le liquide céphalo-rachidien
entre l’os et le cerveau, les modèles les plus complets comprennent cinq couches, ils rajoutent
la matière grise et la matière blanche. La distance entre les différentes sphères correspond à
la distance réelle moyenne (in-vivo) entre les tissus représentés. Pour ce modèle, on connâıt
une solution analytique pour le problème direct (cf chapitre 2). Ainsi, le modèle sphérique sert
souvent de référence pour une première validation et évaluation des méthodes numériques. Le
modèle à trois couches est le plus utilisé en clinique et en recherche, ce sont Rush et Driscoll
en 1968 les premiers à l’avoir étudié [103]. Ils ont utilisé trois sphères concentriques avec des
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valeurs typiques de rayons : Rcerveau = 8cm, Rcrâne = 8.5cm et Rscalp = 9.2cm (ou aussi après
adimensionnement : 0.87, 0.92 et 1). Des modèles de sphères excentriques ou d’ellipsöıdes ont
été également utilisés pour tenter de mieux représenter la géométrie des tissus de la tête [89].

Le modèle réaliste

Ce modèle représente la géométrie de la tête en adoptant au mieux sa forme réelle. C’est un
modèle propre à chaque sujet, sa construction nécessite tout d’abord l’acquisition d’images de
l’anatomie du sujet à l’aide de l’IRM. Ensuite, des méthodes de traitement d’images permettent
de segmenter les images ainsi obtenues en étiquetant les pixels appartenant aux différentes
structures. Une modélisation surfacique ou volumique de ces structures peut alors être réalisée.
Ce modèle ne comporte généralement que trois couches car le liquide céphalorachidien et la
matière blanche sont difficiles à extraire. Comme il ne permet pas une solution analytique pour
le problème direct en EEG, on a ainsi recours aux méthodes numériques (cf chapitre 2).

Modèle réaliste surfacique Ce modèle considère la tête comme un ensemble de couches
conductrices finies et électriquement homogènes, imbriquées les unes dans les autres. Ainsi seules
les interfaces qui limitent ces couches nécessitent une modélisation et sont approchées par des
éléments surfaciques ; ce qui implique donc un maillage bidimensionnel. Ce modèle permet la
prise en compte des formes non sphériques du cerveau et des variations locales importantes de
la géométrie des massifs osseux.

Modèle réaliste volumique Ce modèle permet de prendre en compte l’hétérogénéité et
l’anisotropie locale des tissus de la tête. Il implique un maillage tridimensionnel de ces tissus qui
sont approchés par des éléments volumiques, chaque élément possédant ses propres propriétés
de conduction. Cette approche permet la description la plus réaliste de toutes les propriétés
géométriques et de conductivité de la tête.

Comparaison

Certes, la modélisation sphérique n’est qu’une approximation grossière de la géométrie de la
tête. Et, il est nécessaire de construire un modèle représentatif pour chaque sujet, d’où l’intérêt
des modèles réalistes. Cependant, les modèles réalistes ont également leurs inconvénients. Il
est impossible d’identifier la surface de l’os du crâne sur des images IRM, ceci nécessite des
techniques de traitement d’images 3D qui interpolent cette surface à partir des surfaces du
cortex et du scalp. En outre, le maillage lui-même nécessite le développement de méthodes
spécifiques, notamment pour les maillages volumiques. La mise en oeuvre des maillages réalistes
est ainsi beaucoup plus contraignante que pour les modèles sphériques, et une bonne description
de la géométrie de la tête requiert un grand nombre d’éléments et conduit à des temps de calcul
très longs.

1.2.5 Conductivités des tissus de la tête

Les conductivités électriques des différents tissus de la tête sont difficiles à mesurer et elles sont
fortement anisotropiques, c’est-à-dire leurs valeurs dépendent de la direction du courant. Les
premières mesures chez l’homme ont concerné des tissus morts et ont été effectuées in vitro et
les premières mesures in vivo ont été menées chez l’animal, en particulier sur des chats ou des
lapins anesthésiés. Mais ces approches ne sont pas optimales. D’une part, les tissus vivants ne
présentent pas les mêmes propriétés de conduction que les tissus morts et d’autre part, il existe
certainement une différence entre les conductivités des animaux et celles de l’homme, sans ou-
blier l’importante variabilité d’un être humain à l’autre. Ce n’est que récemment, avec l’essor des
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techniques non invasives, telles que la tomographie d’impédance électrique (TIE), qu’on arrive
à pratiquer des mesures in vivo chez l’homme [53].

Malgré toutes ces différences, il y a des propriétés relatives telles que :

– l’os du crâne a une conductivité beaucoup plus faible que l’ensemble des autres tissus. Un
rapport de l’ordre de 80 fois avec celles de la peau et du cerveau, qui sont du même ordre
de grandeur, est souvent évoqué [43].

– la conductivité du crâne est anisotrope, sa valeur dans la direction tangentielle est environ
3 fois plus élevée que dans la direction radiale.

– le milieu extérieur (l’air) est toujours considéré comme un isolant parfait, de conductivité
nulle ou négligeable.

Pour le modèle de tête à trois couches, on considère souvent deux valeurs de conductivités, une
pour le crâne et une pour le cerveau et le scalp. Le modèle le plus utilisé consiste à prendre un
rapport de 80 entre la conductivité du cerveau et celle du crâne. Cependant, certains travaux
estiment un rapport plus faible, de l’ordre de 15 à 40 [47, 98]. L’estimation des conductivités de-
meure un problème ouvert et de plus en plus de chercheurs s’intéressent à cette question [25, 34],
etc.

Nous dressons dans le tableau (Tab. 1.2) quelques valeurs de conductivité utilisées dans la
littérature pour le modèle de tête à trois couches.

Référence scalp crâne cerveau

Hämäläinen et Sarvas [52] 1 de 0.01 à 0.5 1

Schlitt et al. [104] 1 0.01 1

Rush et Driscoll [103] 1 0.0125 1

Cuffin [28] 0.33 0.0041 0.33

Tab. 1.2 – Quelques valeurs de conductivité proposées dans la littérature pour un modèle de
tête à trois couches [85].

1.3 Modèles considérés

Nous avons présenté dans ce chapitre l’aspect physiologique, médical et mathématique de notre
travail qui consiste à localiser les sources de courant qui sont à l’origine des décharges électriques,
telles que l’épilepsie. En d’autres termes, il s’agit de résoudre un problème inverse en EEG.

Dans le contexte de cette thèse, nous travaillons dans le cadre suivant :

– sources de courant modélisées en dipôles équivalents,
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– modèle de tête à trois couches : scalp, os, cerveau,

– les conductivités du scalp et du cerveau sont prises égales à 1, celle du crâne à 1
80 ,

– les maillages sont sphériques et réalistes surfaciques.



Chapitre 2

Problème direct : résolution par la
méthode des éléments frontières

Le problème direct en EEG consiste à déterminer le potentiel électrique généré par des sources
de courant situées à l’intérieur du cerveau, étant connues les sources, la géométrie de la tête
et les conductivités électriques. Dans le contexte de notre travail, résoudre le problème direct
n’est pas un but en soi mais constitue une étape pour la résolution du problème inverse de
localisation des sources électriques. En effet, ce problème nous servira, d’une part, à reconstruire
des mesures simulées afin de valider les méthodes développées, et d’autre part, il interviendra
dans la définition de la fonctionnelle coût présentée au chapitre 5.

Pour le problème direct en EEG, ainsi que pour d’autres problèmes directs rencontrés dans
le reste de ce manuscrit, nous sommes amenés à calculer les valeurs du potentiel et du flux
uniquement sur les interfaces qui séparent les différentes couches homogènes de la tête. Dans ce
contexte, la méthode des éléments frontières (BEM) semble être un bon candidat pour résoudre
ces problèmes.

Dans ce chapitre, nous présentons la mise en équations du problème direct en EEG, décrivons
brièvement la méthode des éléments frontières et présentons la formulation intégrale en potentiel
de simple et double couche utilisée pour résoudre tous les problèmes directs rencontrés dans ce
travail. Nous concluons ce chapitre en donnant comme application la résolution du problème
direct en EEG par cette méthode.

Notons que, l’objet de la résolution du problème direct en EEG par la méthode des éléments
frontières n’est pas de présenter une formulation concurrente à celles qui existent déjà et dont
la littérature est abondante. Mais le but est de choisir une formulation convenable à tous les
problèmes directs pour les résoudre numériquement avec une bonne précision.

2.1 Problème direct en EEG

2.1.1 Mise en équations

La tête est assimilée à un volume conducteur fini et inhomogène noté Ω. Nous supposons le
domaine Ω un ouvert borné dans R

3 constitué de trois sous-domaines embôıtés Ωi, i = 1, 2, 3,
qui représentent respectivement le cerveau, le crâne et le scalp (Fig. 2.1). Dans chaque domaine
Ωi, la conductivité σi est supposée constante. Nous notons Γi l’interface entre Ωi et Ωi+1 pour
i = 1, 2 et Γ3 = Γ = ∂Ω. Ces frontières que nous supposons suffisamment régulières sont telles
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que,





∂Ω1 = Γ1

∂Ωi = Γi−1 ∪ Γi i = 2, 3
Γi−1 ∩ Γi = ∅ i = 2, 3.

(2.1.1)

Par ailleurs, nous désignons par ~ν le vecteur normal unitaire dirigé vers l’extérieur comme le
montre la figure (Fig. 2.1).

3Γ

3Ω
2Γ

2
Ω 1Γ

1Ω

ν

Fig. 2.1 – Le domaine de la tête

L’activité électromagnétique dans la tête est régie par les équations de Maxwell qui, dans le
cadre d’une approximation quasi-statique, mènent à l’équation elliptique suivante (cf chapitre
1),

−∇ · (σ∇u) = F (2.1.2)

où F = −∇ · Js est le terme source de courant.

En outre, la non conductivité de l’air impose que le flux soit nul sur la surface du scalp Γ3.
Donc, le potentiel électrique u vérifie dans le domaine de la tête le système suivant

{ −∇ · (σ∇u) = F dans Ω

σ3
∂u

∂ν
= 0 sur Γ3

(2.1.3)

Par ailleurs, comme nous l’avons indiqué dans le chapitre précédent, nous prenons comme modèle
de sources, les dipôles équivalents, dont nous désignons respectivement par m, Sj et qj le nombre,
les positions et les moments. Puisque les sources sont supposées confinées à l’intérieur du cerveau,
alors les Sj sont dans Ω1. Le terme source F s’écrit donc sous la forme

F =
m∑

j=1

~qj ~∇δSj
. (2.1.4)

Aux interfaces entre les domaines Ωi, le potentiel électrique u est continu ainsi que la quantité
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σ ∂u∂ν
a, ce qui se traduit par

[u]|Γi
=

[
σ
∂u

∂ν

]

|Γi

= 0, i = 1, 2,

où [h]|Γi
désigne le saut de la fonction h à travers la surface Γi et s’écrit comme suit

[h]|Γi
(x) = h−(x) − h+(x) (2.1.5)

avec

h−(x) = lim
β→0−

h(x+ β~ν)

h+(x) = lim
β→0+

h(x+ β~ν)

Tenant compte de ces propriétés de continuité, des propriétés de la géométrie, que F est à
support dans Ω1 et que les conductivités sont supposées constantes dans chaque sous-domaine
Ωi, le système (2.1.3) est équivalent au système suivant





−σ1∆u = F dans Ω1

−∆u = 0 dans Ω2 ∪ Ω3

[u] =
[
σ ∂u∂ν

]
= 0 sur Γ1 ∪ Γ2

σ3
∂u
∂ν = 0 sur Γ3

(2.1.6)

Remarque 2 Dans le paragraphe suivant nous étudions la formulation variationnelle du problème
défini ci-dessus pour le cas où σ3

∂u
∂ν = g sur Γ3, avec g quelconque dans H− 1

2 (Γ3). Ensuite, nous
remplacerons g par 0 dans le reste de ce chapitre.

2.1.2 Formulation variationnelle

Comme la source F appartient à l’espace de Sobolev Hs(R3) pour s < −5
2 , une formulation

variationnelle du problème (2.1.6) n’est pas possible, néanmoins, nous procédons de la manière
suivante.
Nous considérons la solution fondamentale G de l’opérateur −∆, notée fonction de Green et
définie par

−∆G = δ0, dans R
3

et qui est donnée explicitement par

G(x) =
1

4π |x| , x ∈ R
3 \ {0} . (2.1.7)

Ici |x| désigne la norme euclidienne du vecteur x et δ0 la fonction de Dirac à l’origine.

Nous introduisons ensuite, par convolution, la fonction

ũ(x) = (
1

σ1
)(G ∗ F )(x) (2.1.8)

qui peut être explicitée comme suit

ũ(x) =
1

4πσ1

m∑

j=1

qj · (x− Sj)

|x− Sj |3
(2.1.9)

ala continuité de la quantité σ ∂u
∂ν

à travers les interfaces provient conjointement de la continuité du courant
électrique et de l’approximation quasi-statique qui donne σ ∂u

∂ν
= −ν · (σE).
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et dont nous vérifions qu’elle est solution dans R
3 de l’équation

−σ1∆ũ = F.

Et enfin nous posons

w = u− ũ, (2.1.10)

dont nous vérifions qu’elle est solution du système





−σi∆w = 0 dans Ωi , i = 1, 2, 3
[w] = 0 sur Γ1 ∪ Γ2[
σ
∂w

∂ν

]
= (σi+1 − σi)

∂ũ

∂ν
sur Γ1 ∪ Γ2

σ3
∂w

∂ν
= g − σ3

∂ũ

∂ν
sur Γ3.

(2.1.11)

La résolution du problème direct (2.1.6) revient donc à celle de (2.1.11). Comme la fonction ũ

est analytique dans R
3\ ∪ Sj et g ∈ H− 1

2 (Γ3) une formulation variationnelle pour le problème
(2.1.11) est possible.

Formulation variationnelle du problème (2.1.11)

Par multiplication de la première équation du système (2.1.11) par v ∈ H1(Ω), par intégration
par parties et par la formule de Green dans chaque Ωi, nous obtenons

3∑

i=1

∫

Ωi

σi∇w∇v dx =
2∑

i=1

(σi+1 − σi)

∫

Γi

∂ũ

∂ν
v ds+

∫

Γ3

(
g − σ3

∂ũ

∂ν

)
v ds (2.1.12)

La formulation variationnelle du problème (2.1.11) est donc la suivante,

déterminer w ∈ H1(Ω) telle que

a(w, v) = ℓ(v) pour tout v ∈ H1(Ω) (2.1.13)

où

a(w, v) =
3∑

i=1

∫

Ωi

σi∇w(x)∇v(x) dx

et

ℓ(v) =
2∑

i=1

(σi+1 − σi)

∫

Γi

∂ũ

∂ν
(x)v(x)ds(x) +

∫

Γ3

(
g(x) − σ3

∂ũ

∂ν
(x)

)
v(x)ds(x)

Comme σi > 0, la forme bilinéaire a(·, ·) est continue et coercive sur l’espace quotient H1(Ω)/R×
H1(Ω)/R. Par conséquent le problème variationnel ci-dessus est bien posé dans H1(Ω)/R si le
second membre est une forme linéaire continue sur H1(Ω)/R, soit si ℓ(1) = 0. Nous allons
montrer que ceci est possible sous la condition de compatibilité

∫

Γ3

g(x) ds(x) = 0. (2.1.14)

Pour la preuve, nous aurons besoin du lemme suivant
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Lemme 1 Soit y un point quelconque de Ω1 et q un vecteur de R
3. Posons u0 la solution de

−∆u0 = q · ∇xδy dans R
3. Alors

∫

Γ1

∂u0

∂νx
(x)ds(x) = 0 , ∀x 6= y ∈ R

3 (2.1.15)

Preuve. Nous avons

u0(x, y) = G ∗ (q.∇xδy) = q.∇x(G ∗ δy) = q.∇xG(x− y) = −q.∇yG(x− y) , ∀x 6= y

En intégrant sur Γ1 nous obtenons

∫

Γ1

∂u0

∂νx
(x)ds(x) = −q.∇y

∫

Γ1

∂G

∂νx
(x− y)ds(x) = 0 , ∀x 6= y

d’après la formule de l’angle solide décrite ultérieurement (2.2.20). 2

Nous revenons à la preuve de ℓ(1) = 0. En effet, d’une part, par application de la formule de
Green dans Ω1 et Ω2 aux fonctions ũ et 1, nous obtenons

∫

Γ3

∂ũ

∂ν
(x) ds(x) =

∫

Γ2

∂ũ

∂ν
(x) ds(x) =

∫

Γ1

∂ũ

∂ν
(x) ds(x). (2.1.16)

Et, d’autre part, en appliquant la formule (2.1.15) à la fonction ũ donnée par (2.1.8), nous
obtenons ∫

Γ1

∂ũ

∂νx
(x)ds(x) = 0 (2.1.17)

D’où

ℓ(1) =

∫

Γ3

g(x)ds(x) = 0

d’après la relation de compatibilité (2.1.14).

Le théorème de Lax-Milgram permet donc de conclure à l’existence et l’unicité d’une fonction
w dans H1(Ω)/R solution du problème (2.1.11) et par suite le problème (2.1.6) est bien posé.
Par ailleurs, comme la fonction ũ est analytique dans R

3\ ∪ Sj , la trace sur Γ3 de la fonction u

est bien définie dans l’espace quotient H
1
2 (Γ3)/R.

Notons que dans le cas où le flux g = 0, la condition de compatibilité (2.1.14) est satisfaite.

2.1.3 Méthodes de résolution du problème direct en EEG

Les méthodes de résolution du problème direct s’appuient essentiellement sur le modèle de la
tête considéré. Comme nous l’avons déjà expliqué au premier chapitre, il existe plusieurs modèles
pour représenter la géométrie de la tête : le modèle sphérique, le modèle réaliste volumique et le
modèle réaliste surfacique. Dans le cas du modèle sphérique le potentiel peut être calculé analy-
tiquement. Par contre, la résolution du problème direct avec les modèles réalistes n’est réalisable
qu’à l’aide des méthodes numériques, telles que la méthode des éléments finis et la méthode des
différences finies pour le modèle réaliste volumique et la méthode des éléments frontières pour
le modèle réaliste surfacique.

Dans le cadre d’un modèle sphérique, le potentiel électrique peut être calculé par une méthode
analytique. Cette méthode consiste à décomposer la solution u en une partie régulière ur qui tient
compte des conditions de continuité aux interfaces, et une partie singulière us qui tient compte
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du terme source (comme dans (2.1.10)). Ensuite, on transforme en coordonnées sphériques et
on décompose ces deux parties solutions sur des bases d’harmoniques sphériques permettant de
tirer parti de la symétrie du problème et d’établir des formules analytiques. Enfin, on rassemble
les termes pour obtenir la solution u qui sera alors exprimée en une série infinie convergente
qu’il faut tronquer ou approximer. Les coefficients de cette série seront déterminés grâce aux
conditions sur les interfaces, voir par exemple [54, 93, 89].

Dans le cas du modèle réaliste volumique de la tête, on a recours aux méthodes numériques telles
que la méthode des éléments finis (MEF) et celle des différences finies (MDF). La première a
été utilisée pour la première fois en 1983 par Sepulveda & al [107] dans le but de résoudre le
problème direct en EEG sur un modèle bidimensionnel. Ce n’est qu’aux débuts des années 90
que cette méthode fût développée en 3D avec Nunez [117]. Et depuis, elle a été étudiée par
beaucoup de chercheurs, notamment [110, 84], ainsi que les références qui y sont citées.

La MDF constitue une alternative de la MEF pour la résolution du problème direct sur des
maillages réalistes volumiques. Elle fût la première méthode employée pour mettre au point un
modèle réaliste en 1972. Plus récemment et sans doute grâce à l’essor des moyens informatiques,
puissance de calcul et capacité de mémoire, elle a fait l’objet de plusieurs travaux et plusieurs
approches ont été proposées. Certains schémas se basent sur la loi de Kirchhoff b ou sur des
approches de type volumes finis [54, 55].

Dans le cas du modèle réaliste surfacique, on a recours à la méthode des éléments frontières
qui consiste à calculer les grandeurs physiques d’un problème à partir de leurs valeurs sur la
frontière et non pas dans le domaine. Elle s’applique dans le cas où le domaine est partitionné
en un ensemble d’ouverts de caractéristiques physiques constantes séparés par des interfaces
assez régulières. Cette méthode, encore appelée méthode des équations intégrales, méthode des
éléments de surface, méthode des intégrales de frontière, méthode des intégrales de surface,
est surtout reconnue par son terme anglais Boundary Element Method (BEM). Utilisée dans
plusieurs domaines (électromagnétisme, acoustique, mécanique, milieu pétrolier, · · · ), elle a été
introduite pour la première fois dans la résolution du problème direct de l’EEG en 1967 par
Geselowitz [44], et depuis elle est adaptée par de plus en plus d’équipes [1, 2, 27, 89, 86, 51] et
est même disponible dans plusieurs logiciels commerciaux, comme par exemple le logiciel ASA
de la société ANT Software.

Comparaison entre les différentes méthodes numériques

Dans ce paragraphe, nous comparons entre la MEF, la MDF et la BEM. Cette comparaison
porte sur la construction du maillage, la prise en compte de l’hétérogénéité électrique des tissus
de la tête, la simplicité d’implémentation et les résultats de convergence déjà connus.

1. Construction du maillage. La construction du maillage constitue une difficulté impor-
tante pour toutes ces méthodes, une bonne description de la géométrie de la tête requiert
un grand nombre d’éléments et conduit à des temps de calcul très longs. Le maillage pour
la BEM est simple, il s’agit d’une triangulation d’une surface. Pour la MEF, le maillage
est formé par des tétraèdres et donc plus difficile à construire. Cependant, pour la MDF,
l’étape de construction du maillage peut être évitée puisqu’elle utilise une grille régulière
formée à partir des voxels d’images IRM. Ceci constitue alors un principal avantage pour
la MDF sur la MEF et la BEM.

2. Prise en compte des propriétés de conductivité. Un deuxième point important
dans la résolution du problème direct en EEG est la prise en compte de l’anisotropie et

bL’énoncé de cette loi est : La somme des courants entrants et des courants sortants en chaque noeud de la

grille est nulle.
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de l’hétérogénéité électriques de chacun des tissus, en particulier la forte anisotropie de
l’os. Ceci constitue un point faible pour la BEM puisqu’elle exige un domaine homogène
par morceaux. Par contre, la MEF et la MDF permettent une modélisation précise des
propriétés de conductivité des différents tissus. Mais ce point positif pour la MEF et
la MDF reste limité et pas totalement exploité du fait du manque de connaissance des
conductivités mesurées in-vivo.

3. Définition des schémas et résolution du système linéaire obtenu. La définition
du schéma de la MDF est assez délicat près des surfaces de discontinuité [54], alors que le
schéma numérique de la BEM est assez simple et celui de la MEF est également simple si
le maillage suit les surfaces entre les différents sous-domaines [54].

Par ailleurs, les trois méthodes amènent à la résolution d’un système linéaire de la forme
AU = b. Pour la MEF et la MDF, nous obtenons une grande matrice creuse, alors que la
BEM donne une matrice pleine.

4. Etude de la convergence. Pour la MEF, l’étude de la convergence est quasi-systémati-
que, celle de la BEM y est similaire. Par contre, l’étude de la convergence globale de la
MDF est délicate et peut poser des difficultés théoriques [54].

Chaque méthode a ses avantages et ses inconvénients. La MEF semble poser de réels problèmes
au niveau du maillage volumique qui est nettement plus compliqué à construire qu’un maillage
surfacique, et entre la MDF et la BEM c’est cette dernière qui semble être la plus simple à
implémenter. En outre, la BEM ramène les calculs d’un problème posé en 3D à des surfaces en
2D, ce qui donne un gain non négligeable au niveau du temps des calculs et de la mémoire. Ce-
pendant, cette méthode souffre de la non prise en compte de l’hétérogénéité et de l’anisotropie.
Pour résoudre ce problème, la BEM peut être couplée avec des méthodes d’éléments finis ou
volumes finis, afin de tirer les avantages de chacune des méthodes. Ce couplage a été exploité
dans plusieurs domaines, sur cela nous citons les références suivantes [61, 26, 60], etc.

Pour résoudre le problème direct en EEG, nous sommes amenés à résoudre le problème direct à
condition de Neumann (2.1.11). Pour la résolution de ce problème, ainsi que d’autres problèmes
directs considérés dans la suite de ce mémoire, nous avons opté pour la BEM. Ce choix est
motivé d’une part par l’homogénéité par couche du domaine Ω considéré (tête), d’autre part,
seules les valeurs du potentiel et du flux sur les interfaces Γj nous seront nécessaires pour tous
les problèmes considérés dans la suite.

Nous décrivons dans ce qui suit la méthode des équations intégrales et présentons la résolution
du problème (2.1.11).

2.2 Méthode des équations intégrales de frontières (BEM)

Nous donnons ici un bref rappel sur la théorie des équations intégrales, pour plus de détails nous
renvoyons le lecteur à [71, 95].

Nous présentons la formule de représentation intégrale, rappelons la relation d’angle solide,
décrivons le potentiel de simple couche et le potentiel de double couche et donnons quelques
propriétés pour les opérateurs intégraux utilisés dans la suite.

Théorème 1 (Formule de représentation intégrale)

Soit D un ouvert borné de R
3 de frontière ∂D suffisamment régulière. Soit u ∈ H1(D) une
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fonction harmonique. Soit

C(y) =





1 si y ∈D
1
2 si y ∈∂D
0 sinon

(2.2.18)

alors

C(y)u(y) =

∫

∂D

∂u

∂νx
(x)G(x− y) ds(x) −

∫

∂D
u(x)

∂G

∂νx
(x− y) ds(x) (2.2.19)

2.2.1 Relation de l’angle solide

Nous rappelons que la solution fondamentale G (2.1.7) satisfait la relation de l’angle solide
suivante [71],

∫

∂D

∂G

∂νx
(x− y) ds(x) =





−1 si y ∈D
−1

2 si y ∈∂D
0 sinon

(2.2.20)

2.2.2 Potentiels de simple et de double couche

Nous désignons, respectivement, par potentiel de simple et de double couche de densité η ∈
L2(∂D) les intégrales suivantes

uS(y) ≡ S η(y) =

∫

∂D
η(x)G(x− y) ds(x), y /∈ ∂D

uD(y) ≡ Dη(y) =

∫

∂D
η(x)

∂

∂νx
G(x− y) ds(x), y /∈ ∂D

(2.2.21)

Le potentiel de simple couche uS est continu à travers la frontière ∂D tandis que sa trace normale
vérifie les relations de saut suivantes

∂uS
∂ν

−
(y) =

η(y)

2
+

∫

∂D
η(x)

∂G

∂νy
(x− y) ds(x) (2.2.22)

∂uS
∂ν

+

(y) = −η(y)
2

+

∫

∂D
η(x)

∂G

∂νy
(x− y) ds(x) (2.2.23)

Quant au potentiel de double couche c’est sa trace normale qui est continue à travers la frontière
∂D,

∂uD
∂ν

(y) =
∂

∂νy

∫

∂D
η(x)

∂

∂νx
G(x− y) ds(x)

tandis que sa trace vérifie les relations de saut suivantes

uD
−(y) = −η(y)

2
+

∫

∂D
η(x)

∂G

∂νx
(x− y) ds(x) (2.2.24)

uD
+(y) =

η(y)

2
+

∫

∂D
η(x)

∂G

∂νx
(x− y) ds(x) (2.2.25)
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2.2.3 Opérateurs intégraux

Pour simplifier l’écriture et dans le cas du domaine Ω (tête), nous noterons désormais les
différents opérateurs intégraux de la manière suivante, pour i, j = 1, 2, 3

Si,j η(y) =

∫

Γj

G(x− y) η(x) ds(x), y ∈ Γi

Di,j η(y) =

∫

Γj

∂G

∂νx
(x− y) η(x) ds(x), y ∈ Γi

D∗
i,j η(y) =

∫

Γj

∂G

∂νy
(x− y) η(x) ds(x), y ∈ Γi

Ni,j η(y) =
∂

∂νy

∫

Γj

∂G

∂νx
(x− y) η(x) ds(x), y ∈ Γi

(2.2.26)

Ces opérateurs intégraux présentent des singularités pour x voisin de y, x et y sur Γi :

Si,i : 1
|x−y| = O(|x− y|−1)

Di,i : ∂
∂νx

(
1

|x−y|

)
= (x−y,νx)

|x−y|3 = O(|x− y|−1)

D∗
i,i : ∂

∂νy

(
1

|x−y|

)
=

(x−y,νy)

|x−y|3 = O(|x− y|−1)

Ni,i : ∂2

∂νy∂νx

(
1

|x−y|

)
=

(νx,νy)

|x−y|3 − 3
(x−y,νx)(x−y,νy)

|x−y|5 = O(|x− y|−3)

Les noyaux de Si,i, Di,i et D∗
i,i sont intégrables, par contre le noyau de Ni,i ne l’est pas.

2.2.4 Quelques propriétés des opérateurs de potentiel de simple et double
couche

Dans la suite de notre travail nous aurons besoin uniquement des propriétés des opérateurs Si,j
et Di,j , dont nous rappelons quelques unes ici [71],

– Pour i 6= j, les frontières Γi et Γj sont disjointes et donc Si,j et Di,j sont des opérateurs à
noyau continu et par suite sont compacts,

– Pour i = j, l’opérateur Di,i est continu L2(Γi) −→ H1(Γi) et comme l’injection H1 →֒ L2

est compacte, alors Di,i : L2(Γi) −→ L2(Γi) est compact,

– Si,j : H− 1
2 (Γj) −→ H

1
2 (Γi) est un isomorphisme.

2.3 Résolution du problème direct en EEG par la BEM

La méthode des équations intégrales a été utilisée par plusieurs chercheurs pour résoudre le
problème direct en EEG. Une littérature abondante existe à ce sujet, tels que [44, 56, 72, 1,
27, 89, 86], · · · . La formulation la plus fréquente est celle introduite par Geselowitz [44], c’est
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une formule de représentation par potentiel de double couche. Les équations intégrales obtenues
sont :

σi + σi+1

2
u(y) = σ1ũ+

∑

k

(σk+1−σk)
∫

Γk

∂

∂νx
G(x−y)u(x)dsk(x) , y ∈ Γi , i = 1, 2, 3 (2.3.27)

où ũ est défini par (2.1.8) et u est le potentiel électrique solution du problème direct.

D’autre part, une formulation symétrique en simple et double couche a été utilisée récemment par
G. Adde [1]. Nous présentons ici brièvement la démarche suivie pour obtenir cette formulation.

Pour chaque Ωi (i = 1, 2, 3), il définit VΩi
= u − 1

σi
vΩi

dans Ωi et VΩi
= − 1

σi
vΩi

dans le
complémentaire de Ωi, avec vΩi

est solution de −∆vΩi
= fΩi

dans Ωi et fi est telle que F =
3∑

i=1

fΩi
, F étant le terme source.

Il écrit la formule de représentation (2.2.19) sur Γi pour la fonction VΩj
une fois en y ∈ Ωi et

une fois en y ∈ Ωi+1 , puis il retranche les deux équations obtenues c. Il fait de même pour le
flux en utilisant une formule de représentation pour la dérivée normale [1].

Les équations obtenues sont les suivantes, pour i = 1, 2, 3 avec les notations pi =
(
∂u
∂ν

)−
|Γi

et
ui = u|Γi

:

Di,i−1ui−1 − 2Di,iui +Di,i+1ui+1 −
1

σi
Si,i−1pi−1 + (

1

σi
+

1

σi+1
)Si,ipi −

1

σi+1
Si,i+1pi+1

=
1

σi+1
(vΩi+1)|Γi

− 1

σi
(vΩi

)|Γi
(2.3.28)

σiNi,i−1ui−1 − (σi + σi+1)Ni,iui + σi+1Ni,i+1ui+1 −D∗
i,i−1pi−1 + 2D∗

i,ipi −D∗
i,i+1pi+1

= (∂νvΩi+1)|Γi
− (∂νvΩi

)|Γi
(2.3.29)

La matrice obtenue après discrétisation est symétrique et diagonale par blocs d.

Nous avons également choisi de travailler avec la formule de représentation de simple et double
couche (2.2.19) pour la résolution du problème (2.1.11) dont la solution détermine le potentiel
électrique u. Mais notre formulation est différente de celle exposée ci-dessus.

Dans ce qui suit, nous présentons la résolution du problème (2.1.11) et montrons l’équivalence
entre ce problème et le système d’équations intégrales obtenu. Les techniques de résolution et
de discrétisation présentées ici pour ce problème seront utilisées ultérieurement pour d’autres
problèmes directes.

Désormais, dans la suite de ce chapitre le flux g défini sur Γ3 sera pris égal à 0.

crappelons que ∂Ωi ∩ ∂Ωi+1 = Γi , i = 1, 2.
delle contient quatre diagonales blocs pour un modèle de trois couches.
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2.3.1 Formulation en équations intégrales

Nous appliquons le théorème 1 à chacune des restrictions wi de w sur Ωi, i = 1, 2, 3, nous obte-
nons ainsi les équations suivantes

C1(y)w1(y) =

∫

Γ1

(∂w1

∂νx

−
(x)G(x− y) − w1(x)

∂G

∂νx
(x− y)

)
ds(x), ∀ y ∈ R

3 (2.3.30)

avec C1(y) =





1 si y ∈Ω1
1
2 si y ∈Γ1

0 sinon

C2(y)w2(y) =

∫

Γ2

(∂w2

∂νx

−
(x)G(x− y) − w2(x)

∂G

∂νx
(x− y)

)
ds(x)

−
∫

Γ1

(∂w2

∂νx

+

(x)G(x− y) − w2(x)
∂G

∂νx
(x− y)

)
ds(x), ∀ y ∈ R

3

(2.3.31)

avec C2(y) =





1 si y ∈Ω2
1
2 si y ∈Γ1 ∪ Γ2

0 sinon

C3(y)w3(y) =

∫

Γ3

(∂w3

∂νx

−
(x)G(x− y) − w3(x)

∂G

∂νx
(x− y)

)
ds(x)

−
∫

Γ2

(∂w3

∂νx

+

(x)G(x− y) − w3(x)
∂G

∂νx
(x− y)

)
ds(x), ∀ y ∈ R

3

(2.3.32)

avec C3(y) =





1 si y ∈Ω3
1
2 si y ∈Γ2 ∪ Γ3

0 sinon

Pour la simplicité d’écriture, nous posons en tenant compte des conditions de transmission
(2.1.11),

ϕ1 = (σ1 − σ2)w1|Γ1
= (σ1 − σ2)w2|Γ1

ϕ2 = (σ2 − σ3)w2|Γ2
= (σ2 − σ3)w3|Γ2

ϕ3 = σ3w3|Γ3

(2.3.33)

p1 = [σ
∂w1

∂ν
]|Γ1

= (σ2 − σ1)
∂ũ

∂ν |Γ1

p2 = [σ
∂w2

∂ν
]|Γ2

= (σ3 − σ2)
∂ũ

∂ν |Γ2

p3 = σ3
∂w3

∂ν

−

|Γ3

= −σ3
∂ũ

∂ν |Γ3

(2.3.34)
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Nous multiplions l’équation (2.3.30) par σ1, l’équation (2.3.31) par σ2 et l’équation (2.3.32) par
σ3. En les sommant, nous obtenons

∀y ∈ R
3,

σ1C1(y)w1(y)+σ2C2(y)w2(y)+σ3C3(y)w3(y) =

∫

Γ1

G(x−y)p1(x)ds(x)+

∫

Γ2

G(x−y)p2(x)ds(x)

+

∫

Γ3

G(x− y)p3(x)ds(x) −
∫

Γ1

∂G

∂νx
(x− y)ϕ1(x)ds(x)

−
∫

Γ2

∂G

∂νx
(x− y)ϕ2(x)ds(x) −

∫

Γ3

∂G

∂νx
(x− y)ϕ3(x)ds(x)

En écrivant l’équation ci-dessus respectivement pour y ∈ Γi, i = 1, 2, 3, nous obtenons

sur Γ1

(σ1+σ2)
2 w1(y) +

∫

Γ1

∂G

∂νx
(x− y)ϕ1(x)ds(x) +

∫

Γ2

∂G

∂νx
(x− y)ϕ2(x)ds(x)

+

∫

Γ3

∂G

∂νx
(x− y)ϕ3(x)ds(x) =

3∑

j=1

∫

Γj

G(x− y)pj(x)ds(x)

sur Γ2

(σ2+σ3)
2 w2(y) +

∫

Γ1

∂G

∂νx
(x− y)ϕ1(x)ds(x) +

∫

Γ2

∂G

∂νx
(x− y)ϕ2(x)ds(x)

+

∫

Γ3

∂G

∂νx
(x− y)ϕ3(x)ds(x) =

3∑

j=1

∫

Γj

G(x− y)pj(x)ds(x)

sur Γ3

σ3
2 w3(y) +

∫

Γ1

∂G

∂νx
(x− y)ϕ1(x)ds(x) +

∫

Γ2

∂G

∂νx
(x− y)ϕ2(x)ds(x)

+

∫

Γ3

∂G

∂νx
(x− y)ϕ3(x)ds(x) =

3∑

j=1

∫

Γj

G(x− y)pj(x)ds(x)

Posons maintenant ψi(y) =
3∑

j=1

Si,jpj(y), y ∈ Γi, i = 1, 2, 3 et

Φ =




ϕ1

ϕ2

ϕ3



, Ψ =




ψ1

ψ2

ψ3




(2.3.35)

et

A =




(σ1+σ2
σ1−σ2

) I12 +D1,1 D1,2 D1,3

D2,1 (σ2+σ3
σ2−σ3

) I22 +D2,2 D2,3

D3,1 D3,2
I3
2 +D3,3



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où Ij désigne l’opérateur identité sur Γj .

Le système d’équations intégrales là-dessus se réécrit donc sous la forme

AΦ = Ψ. (2.3.36)

Dans ce qui suit, nous étudions l’équivalence entre ce système et le problème (2.1.11) au moyen
de l’alternative de Fredholm.

Etude du système (2.3.36)

D’après les propriétés de compacité déjà évoquées des opérateurs Di,j , i, j = 1, 2, 3, l’opérateur
A : L2(Γ1) × L2(Γ2) × L2(Γ3) −→ L2(Γ1) × L2(Γ2) × L2(Γ3) est de type Fredholm, considéré
comme perturbation compacte de l’identité. Nous étudions donc le noyau de son adjoint A∗ afin
de préciser, selon l’alternative de Fredholm, les conditions éventuelles d’orthogonalité que doit
satisfaire le second membre de (2.3.36).

Soit (α, β, γ) ∈ Ker(A∗),

A∗ =




(σ1+σ2
σ1−σ2

) I12 +D∗
1,1 D∗

1,2 D∗
1,3

D∗
2,1 (σ2+σ3

σ2−σ3
) I22 +D∗

2,2 D∗
2,3

D∗
3,1 D∗

3,2
I3
2 +D∗

3,3




Nous considérons la fonction harmonique suivante

θ(y) =

∫

Γ1

G(x− y)α(x)ds(x) +

∫

Γ2

G(x− y)β(x)ds(x) +

∫

Γ3

G(x− y)γ(x)ds(x) , y /∈ ∪Γi

dont les traces normales sur Γ1 vérifient les relations suivantes

∂θ

∂ν

−

|Γ1

=
α

2
+D∗

1,1α+D∗
1,2β +D∗

1,3γ (2.3.37)

∂θ

∂ν

+

|Γ1

= −α
2

+D∗
1,1α+D∗

1,2β +D∗
1,3γ (2.3.38)

ce qui implique
[
σ
∂θ

∂ν

]

|Γ1

=
(σ1 + σ2

2

)
α+ (σ1 − σ2)D

∗
1,1α+ (σ1 − σ2)D

∗
1,2β + (σ1 − σ2)D

∗
1,3γ

Comme (α, β, γ) ∈ Ker(A∗), nous avons
[
σ
∂θ

∂ν

]

|Γ1

= 0 (2.3.39)

De façon similaire sur Γ2, nous obtenons
[
σ
∂θ

∂ν

]

|Γ2

= 0 (2.3.40)

Par ailleurs, le calcul de la trace normale intérieure de θ sur Γ3 donne

∂θ

∂ν

−

|Γ3

= D∗
3,1α+D∗

3,2β +
γ

2
+D∗

3,3γ (2.3.41)



2.3. Résolution du problème direct en EEG par la BEM 47

et par suite
∂θ

∂ν

−

|Γ3

= 0. (2.3.42)

Puisque la fonction θ est somme des potentiels de simple couche, elle est continue à travers les
surfaces Γi, c.à.d. [θ]|Γi

= 0 , i = 1, 2. Par conséquent, θ est solution du système suivant

{ −∇ · (σ∇θ) = 0 dans Ω

σ3
∂θ

∂ν
= 0 sur Γ3

(2.3.43)

Donc θ = C (C étant une constante) dans Ω = Ω1 ∪Ω2 ∪Ω3 et par suite ses traces normales sur
Γ1 et Γ2 sont nulles.

Par soustraction des équations (2.3.37) et (2.3.38) , nous obtenons

α = 0

et de façon similaire pour Γ2, nous obtenons

β = 0.

Ainsi θ(y) =

∫

Γ3

G(x − y)γ(x)ds(x) est constante dans Ω et donc, c’est l’unique solution du

problème extérieur suivant




−∆θ = 0 dans Ω
c

θ = C sur Γ3
∂θ
∂ν

+
= −γ sur Γ3

θ = o(1
r ) quand r = |y| → ∞

(2.3.44)

Nous introduisons maintenant la fonction θ0 solution du problème suivant




−∆θ0 = 0 dans Ω
c

θ0 = 1 sur Γ3

θ0 = o(1
r ) quand r = |y| → ∞

(2.3.45)

Par unicité nous déduisons que θ = Cθ0 dans Ω
c

et par suite γ = − ∂θ
∂ν

+
= −C ∂θ0

∂ν

+
= −Cγ où

nous avons posé γ = ∂θ0
∂ν

+
.

Nous venons donc de montrer que Ker(A∗) est un sous espace vectoriel de dimension 1 de
L2(Γ1) × L2(Γ2) × L2(Γ3) engendré par (0, 0, γ). Par conséquent le système (2.3.36) admet une
solution si et seulement si son second membre est orthogonal au noyau de A∗, ce qui signifie

∫

Γ3

γ(y)
3∑

i=1

∫

Γi

pi(x)G(x− y)ds(x) ds(y) = 0,

soit
3∑

i=1

∫

Γi

pi(x)

∫

Γ3

γ(y)G(x− y)ds(y) ds(x) = 0 (2.3.46)

Nous vérifions que le potentiel de simple couche

∫

Γ3

γ(y)G(x− y)ds(y) vaut −1 pour x ∈ Ω, par

conséquent (2.3.46) se réduit à
3∑

i=1

∫

Γi

pi(x)ds(x) = 0,

ce qui est clairement vérifiée d’après (2.1.16) et (2.1.17).

En conclusion, le système (2.3.36) admet une unique solution dans L2(Γ1)×L2(Γ2)×L2(Γ3)/Ker(A).
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Caractérisation de Ker(A) et équivalence des problèmes (2.1.11) et (2.3.36)

En utilisant les relations de l’angle solide (2.2.20), nous déduisons que

X = (σ1 − σ2, σ2 − σ3, σ3) ∈ Ker(A)

Par ailleurs comme ker(A) et ker(A∗) sont de même dimension et que ce dernier est de di-
mension égale à 1, nous déduisons que le noyau de l’opérateur A est le sous espace vectoriel de
L2(Γ1)×L2(Γ2)×L2(Γ3) engendré par le vecteur X. Par conséquent, d’après (2.3.33) le système
d’équations intégrales admet une solution unique en (w1, w2, w3) à une constante additive près.
Ce qui montre l’équivalence des systèmes (2.1.11) et (2.3.36).

2.3.2 Mise en oeuvre numérique des équations intégrales

Il existe plusieurs méthodes numériques pour discrétiser une équation intégrale. Les méthodes les
plus utilisées sont la méthode de collocation et la méthode de Galerkin. La méthode de Galerkin
est plus coûteuse que la méthode de collocation, puisqu’elle amène à une intégration de plus,
mais elle est plus stable. Récemment, Graham & al. ont développé une méthode de Galerkin
hybride dans le but de réduire le coût de calcul de la méthode de Galerkin, nous ne l’exposons
pas ici, pour plus de détails nous renvoyons le lecteur à [48].

Pour la mise en oeuvre numérique du système (2.3.36) notre choix s’est porté sur la méthode de
Galerkin. Ce qui induit la formulation variationnelle suivante.

Formulation variationnelle

Posons V = L2(Γ1) × L2(Γ2) × L2(Γ3) et v = (v1, v2, v3) ∈ V . La formulation variationnelle du
système (2.3.36) est la suivante,

Déterminer Φ ∈ V : < AΦ, v >=< Ψ, v >, ∀ v ∈ V (2.3.47)

où Φ et Ψ sont définis dans (2.3.35) et < f, g >=
3∑

j=1

∫

Γj

fj gjds , avec f = (f1, f2, f3) et

g = (g1, g2, g3) éléments de V .

Problème discret

Nous désignons par ni le nombre de noeuds de la surface discrétisée en facettes planes triangu-
laires Γhi de la surface Γi , i = 1, 2, 3 (voir [17] pour plus de détails). Nous posons Vi = L2(Γi)
et notons V h

i le sous espace de Vi (i = 1, 2, 3) de dimension finie engendré par une base des
fonctions polynômiales continues par morceaux de degré 1, connue sous le nom base P

1. Nous

notons (φ
(i)
j )j=1,··· ,ni

les éléments de cette base.

Nous approchons ϕi ∈ Vi par ϕhi ∈ V h
i comme suit

ϕhi (y) =

ni∑

j=1

µ
(i)
j φ

(i)
j (y) (2.3.48)

Nous approchons les fonctions pi, i = 1, 2, 3 définies dans (2.3.34) par phi ∈ V h
i de la façon

suivante

phi (y) =

ni∑

j=1

ρ
(i)
j φ

(i)
j (y) (2.3.49)
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Nous écrivons maintenant le système approché de (2.3.47) en faisant parcourir les fonctions tests

vhi sur Γhi parmi les fonctions de base φ
(i)
j , j = 1, · · · , ni. Auparavant, nous notons Ihp , Dh

p,q et

Shp,q , p, q ∈ {1, 2, 3} les matrices de coefficients respectifs





Ihp (i, j) =
∫
Γh

p
φ

(p)
j (x)φ

(p)
i (x)dsp(x) 1 ≤ i, j ≤ np

Dh
p,q(i, j) =

∫
Γh

p

∫
Γh

q

∂G
∂νx

(x− y)φ
(q)
j (x)φ

(p)
i (y)dsq(x)dsp(y) 1 ≤ i ≤ np , 1 ≤ j ≤ nq

Shp,q(i, j) =
∫
Γh

p

∫
Γh

q
G(x− y)φ

(q)
j (x)φ

(p)
i (y)dsq(x)dsp(y) 1 ≤ i ≤ np , 1 ≤ j ≤ nq

(2.3.50)

Posons

µ(i) = (µ
(i)
1 , ..., µ(i)

ni
), i = 1, 2, 3,

ρ(i) = (ρ
(i)
1 , ..., ρ(i)

ni
), i = 1, 2, 3.

le problème discret est donc le suivant,

Déterminer Φh : AhΦh = Ψh (2.3.51)

où

Φh =




µ(1)

µ(2)

µ(3)


 , Ψh = Sh ·




ρ(1)

ρ(2)

ρ(3)




avec

Sh =




Sh1,1 Sh1,2 Sh1,3

Sh2,1 Sh2,2 Sh2,3

Sh3,1 Sh3,2 Sh3,3




et

Ah =




(σ1+σ2
σ1−σ2

)
Ih
1
2 +Dh

1,1 Dh
1,2 Dh

1,3

Dh
2,1 (σ2+σ3

σ2−σ3
)
Ih
2
2 +Dh

2,2 Dh
2,3

Dh
3,1 Dh

3,2
Ih
3
2 +Dh

3,3




Parmi les termes intégraux qui apparaissent dans les matrices du système (2.3.51), certains sont
réguliers et d’autres faiblement singuliers. Ces singularités sont dues à la présence du noyau
G(x − y) et de sa dérivée normale. Cette difficulté rend délicate l’utilisation de l’intégration
numérique, du moins lorsque les points x et y risquent d’être trop proches, c’est-à-dire, lorsque les
deux facettes triangulaires contenant ces deux points sont proches. Dans ce cas, nous calculerons
l’intégrale analytiquement, par contre, lorsque les deux facettes sont suffisamment éloignées, nous
aurons recours à l’intégration numérique. Ceci est détaillé dans l’annexe A.
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scalp crâne cerveau

rayon 1 0.92 0.87

conductivité 1 1/80 1

Tab. 2.1 – Description de la géométrie sphérique de la tête

noeuds/couche triangles/couche

Mesh1 42 80

Mesh2 162 320

Mesh3 642 1280

Tab. 2.2 – Description des trois maillages de la géométrie sphérique

2.3.3 Validation numérique

Pour valider notre méthode de résolution du problème direct en EEG, nous avons mené une
série d’expériences sur une géométrie sphérique modélisant la tête en trois couches pour laquelle
nous disposons de trois maillages en facettes planes triangulaires Mesh1, Mesh2 et Mesh3.
La description de la géométrie et les maillages correspondants sont donnés dans les tableaux
(Tab. 2.1) et (Tab. 2.2).

Nous avons effectué des tests dans le cas d’un dipôle placé à l’intérieur du cerveau tout en variant
sa proximité à la surface du cerveau. Cinq cas ont été considérés :

– dipôle 1 : position : S1 = (0, 0, 0.4250).
– dipôle 2 : position : S2 = (0, 0, 0.6800).
– dipôle 3 : position : S3 = (0, 0, 0.7650).
– dipôle 4 : position : S4 = (0, 0, 0.8075).
– dipôle 5 : position : S5 = (0, 0, 0.8415).

Le moment est pris égal à q = 1√
2
(1, 0, 1).

Nous avons comparé pour chacun de ces dipôles les valeurs du potentiel obtenues sur les trois
couches par notre méthode avec les valeurs obtenues en résolvant analytiquement le problème
direct. Les solutions analytiques ainsi que les trois maillages définis ci-dessus nous ont été fournis
par d’autres chercheurs - Projet Odyssée - INRIA [2].

Nous donnons dans le tableau (Tab. 2.3) l’erreur relative en norme L2 calculée de la façon
suivante,

err(u) =
‖ua1 − uc1‖L2(Γ1) + ‖ua2 − uc2‖L2(Γ2) + ‖ua3 − uc3‖L2(Γ3)

‖ua1‖L2(Γ1)
+ ‖ua2‖L2(Γ2) + ‖ua3‖L2(Γ3)

(2.3.52)

où uai désigne le potentiel calculé analytiquement sur la ième couche et uci est celui calculé
numériquement par notre méthode.

Nous tirons d’après ces résultats les remarques suivantes :

– Les valeurs calculées pour des dipôles placés dans la région profonde du cerveau sont
précises.
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Mesh1 Mesh2 Mesh3

dipôle 1 1. 10−3 4. 10−5 1. 10−5

dipôle 2 1. 10−2 9. 10−4 6. 10−5

dipôle 3 2.81 3. 10−3 5. 10−4

dipôle 4 93.8 0.15 1. 10−3

dipôle 5 2054 49.08 2.28

Tab. 2.3 – Problème direct en EEG : erreurs relatives euclidiennes sur le potentiel obtenues sur
trois maillages sphériques.

– Plus le dipôle est proche de la surface, plus la précision sur les résultats diminue et pour
obtenir une bonne précision il faudrait raffiner le maillage. Ceci est expliqué par le fait
qu’un dipôle proche de la surface génère un potentiel disproportionné à la surface du scalp,
ce potentiel est ”focalisé” dans la zone du scalp correspondante à l’emplacement du dipôle
alors qu’il est presque négligeable partout ailleurs.

– L’erreur sur les valeurs calculées diminue avec le raffinement du maillage.

Ces résultats correspondent à ce qui est déjà connu dans la littérature et sont obtenus avec une
précision relative acceptable. Ceci constitue donc une validation de l’approche utilisée afin de
résoudre les problèmes directs.



Chapitre 3

Problème inverse en EEG

Dans ce chapitre nous présentons le problème inverse en EEG, établissons un résultat d’identi-
fiabilité et un résultat de stabilité et donnons une revue des principales méthodes d’identification
qui existent dans la littérature. Une de ces méthodes, la méthode ”algébrique” a motivée l’étude
du problème de Cauchy qui sera présenté au chapitre 4. Par ailleus, nous proposerons au chapitre
5, une nouvelle méthode pour résoudre le problème inverse en EEG, cette méthode est basée sur
la minimisation d’une fonctionnelle coût de type Kohn-Vogelius.

3.1 Introduction

Le problème inverse en EEG consiste à reconstruire, à partir des mesures du potentiel sur le
scalp, une distribution de sources de courant ayant pu générer ces mesures. Une fois le modèle de
sources choisi, le problème consiste en l’estimation des paramètres de ce modèle. La résolution
de ce problème est importante en EEG (cf chapitre 1) mais elle est très délicate vu que les
problèmes inverses sont en général mal posés au sens de Hadamard [50].

Définition 1 Un problème est dit bien posé au sens de Hadamard s’il vérifie les trois conditions
suivantes :

1. existence de la solution,

2. unicité de la solution (identifiabilité),

3. dépendance continue de la solution en fonction des données (stabilité).

Examinons ces conditions pour le problème inverse.

1. L’existence est assurée du fait que pour chaque jeu de mesures on peut trouver une distri-
bution de sources expliquant ces mesures.

2. S’il existe toujours une solution au problème inverse, elle n’est quasiment jamais unique,
et ceci est dû au nombre trop restreint de capteurs de mesures. En effet, étant donné un
nombre fini de positions sur le scalp où le potentiel est mesuré à un instant donné, il est
théoriquement possible d’obtenir une infinité de configurations de sources intracérébrales
expliquant ces potentiels a.

3. Enfin, la stabilité de la solution retenue n’est pas assurée, de telle sorte qu’un bruit d’un
niveau très faible s’ajoutant aux mesures peut créer un grand écart entre la solution à ce
problème et celle du problème non perturbé.

aPar exemple, en EEG, les boucles de courant n’engendrent pas de différences de potentiel à la surface du
crâne.
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Pour remédier au caractère mal-posé du problème inverse en EEG, il faudrait alors introduire des
contraintes sur la recherche des sources. On fixe ainsi des contraintes de localisation, telles que
les sources sont supposées confinées à l’intérieur du cerveau, ce qui réduit de façon considérable
le nombre de solutions. Par ailleurs, le choix du modèle de sources joue un rôle important dans
l’unicité de la solution. En effet, pour le modèle de dipôle de courant équivalent nous avons
un résultat d’identifiabilité (§3.2.1), par contre, dans le cas du modèle de sources distribuées,
le problème inverse est fortement sous-déterminé et une régularisation est ainsi nécessaire en
introduisant des contraintes supplémentaires basées sur des informations à priori.

3.2 Position du problème inverse

Reprenons le problème direct en EEG étudié au chapitre 2 :
{ −∇(σ∇u) = F dans Ω

σ3
∂u

∂ν
= 0 sur Γ3

(3.2.1)

où la conductivité σ supposée constante par morceaux est donnée, ~ν est le vecteur normal
unitaire dirigé vers l’extérieur comme le montre la figure (Fig. 3.1) et F le terme source donné
par

F =
m∑

j=1

~qj · ~∇δSj
(3.2.2)

où m ∈ N, Sj ∈ Ω1 et qj ∈ R
3, j = 1, ...,m représentent respectivement le nombre, les positions

et les moments des dipôles.

3Γ

3Ω
2Γ

2
Ω 1Γ

1Ω

ν

Fig. 3.1 – Le domaine de la tête

Nous avons démontré au chapitre 2 que le problème direct (3.2.1) est bien posé et que la trace

u|Γ3
est bien définie dans l’espace quotient H

1
2 (Γ3)/R. Par conséquent nous pouvons définir

l’opérateur d’observation suivant
B [F ] := u|S (3.2.3)

où S ⊂ Γ3 une partie ouverte de la frontière Γ3 d’intérieur non vide. S correspond à la partie
du scalp où nous disposons des mesures, là où on peut mettre le casque à électrodes.

Le problème inverse auquel nous nous intéressons est le suivant. Etant données les mesures
f ∈ H

1
2 (S), déterminer F tel que

B [F ] = f. (3.2.4)
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Il s’agit ainsi de répondre aux questions suivantes :

1. identifiabilité : Est ce que la solution F de la forme (3.2.2) du problème inverse (3.2.4)
est unique ?

2. stabilité : Est ce que cette solution dépend de façon continue de f ?

3. identification : Est ce qu’il existe une méthode d’identification pour déterminer cette
solution ?

Les deux premières questions sont traitées aux paragraphes §3.2.1 et §3.2.2. Et dans la section
§3.3 nous rappelons les principales méthodes d’identification dans le cas des sources dipolaires
ponctuelles (dipôles équivalents) et le cas des sources dipolaires distribuées, parmi lesquelles nous
décrivons une méthode analytique développée au sein de notre laboratoire (voir annexe B). Et
dans le chapitre 5, nous présentons une autre approche d’identification basée sur la minimisation
d’une fonctionnelle coût de type Kohn-Vogelius.

3.2.1 Identifiabilité

Comme nous l’avons signalé dans l’introduction, l’identifiabilité des fonctions sources à partir
des mesures n’est pas assurée en général. Cependant, dans ce paragraphe nous vérifions l’identi-
fiabilité pour une source de la forme (3.2.2) ; ceci signifie que le problème inverse (3.2.4) est bien
posé dans le sens suivant, si deux mesures de potentiel cöıncident sur S alors elles sont générées
par la même source de la forme (3.2.2).

Théorème 2 La source F de la forme (3.2.2) solution du problème inverse (3.2.4) est déterminée
de manière unique à partir de la mesure f sur la partie S.

Preuve.

Soit

F (i) =

mi∑

j=1

q
(i)
j · ∇δ

S
(i)
j

, i = 1, 2.

Soit u(i) la solution du problème direct (3.2.1) correspondant au terme source F (i), i = 1, 2.
Il s’agit de montrer que si u(1) = u(2) sur S alors F (1) = F (2) ce qui veut dire m(1) = m(2),

q
(1)
j = q

(2)
j et S

(1)
j = S

(2)
j (avec une éventuelle permutation).

En effet, nous considérons la différence ω = u(2) − u(1) dont nous vérifions qu’elle est solution
du problème suivant





−∇(σ∇ω) = F (2) − F (1) dans Ω

σ3
∂ω

∂ν
= 0 sur Γ3

(3.2.5)

De plus, nous avons
ω = 0 sur S.

D’abord, d’après le théorème de Holmgren [102], nous obtenons ω = 0 dans Ω \ ∪S(i)
j (i = 1, 2,

j = 1, · · · ,mi). Ensuite, le pronlongement de ω par 0 à l’extérieur de Ω, noté ω̄ est identiquement

nul dans R
3 \∪S(i)

j . Par conséquent, ω̄ est une combinaison linéaire finie de Dirac et ses dérivées

aux points S
(i)
j [106]. Donc sa régularité est au plus celle de la fonction dirac dans R

3 qui est

dans Hs pour s < −3
2 . Enfin, comme F (i) ∈ Hs pour s < −5

2 , ω̄ ∈ Hε avec ε < −1
2 , ce qui

contredit le degré de régularité déjà évoqué et donc les coefficients de la combinaison linéaire
doivent être nuls. Par suite

w = 0 dans Ω

et F (1) = F (2). L’unicité du nombre, des positions et des moments des sources s’en déduit
aisément. 2
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3.2.2 Stabilité

Dans ce paragraphe, nous étudions la stabilité du problème inverse pour une source de la forme
(3.2.2). En d’autres termes, nous étudions la dépendance continue du terme source F par rap-
port à la mesure f sur S.

Le résultat que nous donnons dans cette section est de type stabilité lipschitzienne locale. Avant
de l’établir, nous introduisons quelques notations et donnons des résultats préliminaires.

Nous considérons

F =
m∑

j=1

qj · ∇δSj
(3.2.6)

où le nombre de dipôles m est supposé connu.

Soit S un point de Ω1, soit d(Γ1, S) la distance euclidienne entre S et la surface Γ1. Nous posons

α = min
j
d(Γ1, Sj)

qui est strictement positif puisque Ω1 est un ouvert, et définissons

Ωα = {x ∈ Ω1 / d(Γ1, x) ≥ α}.

Au terme source F (3.2.6) nous faisons correspondre le vecteur φ =
(
(qj)1≤j≤m, (Sj)1≤j≤m

)

élément de l’ensemble des valeurs admissibles Φad = (R3)m × (Ωα)m. Pour plus de commodité,
φ sera noté φ = (qj , Sj).

Soit φ = (qj , Sj) et ψ = (pj , Tj) deux éléments de Φad. Pour h 6= 0 suffisamment petit, nous
vérifions que φh := φ+ hψ appartient aussi à Φad.

Nous définissons maintenant le terme source

F h =

m∑

j=1

(qj + hpj) · ∇δ(Sj+hTj), (3.2.7)

considérons le problème




−∇(σ∇uh) = F h dans Ω

σ3
∂uh

∂ν
= 0 sur Γ3

(3.2.8)

et posons fh = B[F h] ≡ uh|S où la trace uh|S a bien un sens dans H1/2(S)/R.

Proposition 1
F h = F + hF 1 + h2F 2(h) (3.2.9)

avec

F 1 =
m∑

j=1

pj · ∇δSj
− qj ·HjTj (3.2.10)

où Hj est la matrice hessienne Hj =
(
∂2
xkxl

δSj

)
1≤l,k≤3

, et donc le terme qj ·HjTj est la distri-

bution définie comme suit

qj ·HjTj =
3∑

k,l

qkj T
l
j∂

2
xkxl

(
δSj

)
(3.2.11)
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et

F 2(h) = −
m∑

j=1

pj ·HjTj +
1

2

m∑

j=1

3∑

i=1

(qij + hpij)
3∑

k,l

T kj T
l
j∂

2
xkxl

∂xi

(
δSj

+ θihTj
)

(3.2.12)

où 0 < θi < 1.

Preuve.

Soit ζ ∈ D(Ω1), nous avons

< F h, ζ >= −
m∑

j=1

(qj + hpj)~∇ζ(Sj + hTj) = −
m∑

j=1

3∑

i=1

(qij + hpij)∂xi
ζ(Sj + hTj)

Le développement de Taylor Lagrange à l’ordre 2 appliqué à la fonction ∂xi
ζ(Sj+hTj), i = 1, 2, 3,

au voisinage du point Sj implique que pour tout i = 1, 2, 3, il existe un réel θi ∈]0, 1[ tel que :

∂xi
ζ(Sj + hTj) = ∂xi

ζ(Sj) + h

3∑

k=1

T kj ∂xk
∂xi

ζ(Sj) +
h2

2

3∑

k,l=1

T kj T
l
j∂

2
xkxl

∂xi
ζ(Sj + θihTj)

par suite

< F h, ζ >= −
m∑

j=1

3∑

i=1

[
qij∂xi

ζ(Sj) + hpij∂xi
ζ(Sj) + hqij

3∑

k=1

T kj ∂xk
∂xi

ζ(Sj)

+h2pij

3∑

k=1

T kj ∂xk
∂xi

ζ(Sj) +
h2

2
(qij + hpij)

3∑

k,l=1

T kj T
l
j∂

2
xkxl

∂xi
ζ(Sj + θihTj)


 (3.2.13)

Ce qui donne
F h = F + hF 1 + h2F 2(h).

2

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de stabilité suivant.

Théorème 3 (Stabilité lipschitzienne locale)

S’il existe j ∈ {1, ...,m} tel que pj 6= 0 ou Tj 6= 0, alors

lim
h−→0

B
[
F h

]
−B [F ]

h
6= 0.

Preuve.

Soient u1 et u2(h) les solutions des problèmes suivants




−∇(σ∇u1) = F 1 dans Ω

σ3
∂u1

∂ν
= 0 sur Γ3

(3.2.14)





−∇(σ∇u2(h)) = F 2(h) dans Ω

σ3
∂u2(h)

∂ν
= 0 sur Γ3

(3.2.15)
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Puisque h est suffisamment petit, les points Sj + hθiTj sont suffisamment loins de Γ3 et comme
F 1 et F 2(h) ont comme supports respectifs ∪Sj et ∪Sj+hθiTj , les problèmes (3.2.14) et (3.2.15)
admettent chacun une solution unique définie à une constante additive près b, dont la trace sur
Γ3 est bien définie dans H1/2(Γ3)/R.

D’autre part, puisque F h = F + hF 1 + h2F 2(h), nous obtenons à une constante additive près

uh = u+ hu1 + h2u2(h) (3.2.16)

et donc nous déduisons l’égalité suivante (écrite dans H1/2(S)/R),

B[F h] = B [F ] + hB
[
F 1

]
+ h2B

[
F 2(h)

]
.

D’où

lim
h→0

B
[
F h

]
−B [F ]

h
= B

[
F 1

]
.

Ainsi, pour achever la preuve du théorème, il suffit de prouver que s’il existe j ∈ {1, ...,m} tel
que pj 6= 0 ou Tj 6= 0, alors B

[
F 1

]
6= 0. Cela fait l’objet du lemme suivant. Mais avant cela,

nous donnons une remarque concernant l’égalité énoncée dans (3.2.16).

Remarque 1 Pour que l’égalité (3.2.16) ait un sens il faut normaliser les quantités. Nous pou-
vons, par exemple, imposer uh(O) = u(O) = cte et u1(O) = u2(O) = 0, pour un point fixé O.

Lemme 2 Si B
[
F 1

]
= 0, alors pj = Tj = 0 ,∀j = 1, · · · ,m.

Preuve.

B
[
F 1

]
= 0 veut dire que la solution u1 du problème (3.2.14) vérifie u1

|S = 0. Comme nous avons

aussi ∂u1

∂ν |S = 0, en appliquant successivement le théorème de Holmgren dans Ω3 et Ω2, nous

obtenons u1
|Γ1

= ∂u1

∂ν |Γ1
= 0.

Donc u1 vérifie dans Ω1 le problème suivant





−σ1∆u
1 = F 1 dans Ω1

u1 = 0 sur Γ1

∂u1

∂ν
= 0 sur Γ1

(3.2.17)

Nous prolongeons maintenant u1 par 0 à l’extérieur de Ω1. Nous notons ū1 ce prolongement, qui
vérifie

−∆ū1 =
1

σ1
F 1 dans R

3 (3.2.18)

d’où ū1 = 1
σ1
G ∗ F 1. Ce qui s’écrit explicitement comme suit

ū1(x) =
m∑

j=1

−pj · (x− Sj)

|x− Sj |3
+

qj · Tj
|x− Sj |3

− 3
(x− Sj) ·Aj(x− Sj)

|x− Sj |5
∀x 6= Sj (3.2.19)

bIci, nous avons utilisé le même raisonnement fait pour le problème direct dans le chapitre 2.
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où la matrice Aj est définie par
Aj = qjT

t
j . (3.2.20)

Puisque ū1 est analytique dans R
3 \ ∪Sj et nulle à l’extérieur de Ω1, nous avons

m∑

j=1

−pj · (x− Sj)

|x− Sj |3
+

qj · Tj
|x− Sj |3

− 3
(x− Sj) ·Aj(x− Sj)

|x− Sj |5
= 0 ,∀x 6= Sj (3.2.21)

en particulier, pour x = Sj + βjy où βj > 0 et y 6= 0 est un vecteur quelconque de R
3.

Nous rappelons que nous voulons démontrer pj = Tj = 0,∀j = 1, · · · ,m. Pour cela, nous prenons
k ∈ {1, · · · ,m}, multiplions l’équation (3.2.21) par |x− Sk|3 pour x = Sk+βky et faisons tendre
βk → 0. Nous obtenons ainsi

qk · Tk − 3
yAky

|y|2
= 0,∀y 6= 0. (3.2.22)

Ensuite, en multipliant l’équation (3.2.21) par |x− Sk|2 et faisant tendre βk → 0, et tenant
compte de (3.2.22) nous obtenons

pk = 0. (3.2.23)

Il reste donc à démontrer que Tk = 0. Pour celà, nous fixons k ∈ {1, · · · ,m} et posons

qk =




a1

a2

a3


 et Tk =




b1
b2
b3


 .

Nous avons qk 6= 0 c. Si Tk = 0, alors il n’y a rien à prouver. Sinon, rang(Ak) = rang(qkT
t
k) = 1

et donc cette matrice admet 0 comme valeur propre. Notons V le vecteur propre associé. En
écrivant l’équation (3.2.22) pour y = V , nous obtenons qk · Tk = 0 ce qui implique

yAky

|y|2
= 0,∀y 6= 0. (3.2.24)

En prenant successivement y = ei, (i = 1, 2, 3) où les ei constituent les vecteurs de la base
canonique de R

3, nous obtenons
aibi = 0 , i = 1, 2, 3 (3.2.25)

Ensuite, en prenant respectivement : y =




1
1
0


, y =




1
0
1


 et y =




0
1
1


 et en se servant

de (3.2.25), nous obtenons




a1b2 + a2b1 = 0
a1b3 + a3b1 = 0
a2b3 + a3b2 = 0

(3.2.26)

Puisque qk 6= 0, il existe au moins un ai non nul, ce qui implique, d’après les relations dans
(3.2.26), que bi = 0, i = 1, 2, 3. D’où Tk = 0. 2

Ceci termine la preuve du lemme et par conséquent celle du théorème. 2

Remarque 2 Le résultat du théorème 3 signifie que les mesures du potentiel électrique u prises
sur S permettent de distinguer entre deux configurations F et F h pourvu que l’erreur sur ces
mesures soit d’ordre θ(h).

cqk est un moment dipolaire, et donc s’il est nul alors il n’y a pas de source en Sk.
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3.3 Revue bibliographique sur les méthodes d’identification

Le problème inverse en EEG a donné lieu à d’intenses recherches. Les méthodes utilisées sont
très variées et peuvent être classées en différentes catégories. Nous en distinguons les méthodes
directes et les méthodes itératives, les méthodes qui dépendent du modèle de sources utilisé, les
méthodes qui tiennent en compte l’aspect temporel du problème inverse (résolution du problème
sur un bloc de plusieurs mesures) et d’autres qui résolvent le problème en un instant donné, et
il y a les méthodes probabilistes et celles qui sont déterministes.

Nous donnons dans cette section une simple revue sur les principales méthodes utilisées dans la
résolution du problème inverse en EEG pour les deux modèles de sources dipolaires : nombre fini
de dipôles équivalents et sources étendues (distribuées). Ces méthodes sont communément di-
visées en deux groupes, les approches dites ”dipolaires” qui prennent le dipôle équivalent comme
source de courant et les approches dites ”distribuées” qui considèrent des sources distribuées.
Avant de décrire ces deux approches, nous présentons la méthode ”classique” des moindres
carrées qui est largement utilisée en EEG. Et, nous concluons cette section en comparant entre
les différentes méthodes exposées et en invoquant une nouvelle méthode d’optimisation que nous
avons proposée dans ce travail et qui sera traitée au chapitre 5.

3.3.1 Méthode des moindres carrées

Cette méthode vise à identifier une configuration de sources qui explique au mieux les mesures
obtenues par l’EEG en minimisant l’erreur quadratique entre ces mesures et celles calculées à
l’aide du problème direct. Ce qui se traduit par le problème d’optimisation non-linéaire suivant

{
Trouver F̂ = minJmc(F )

Jmc(F ) =
∥∥u(F )|S − f

∥∥2

L2(S)

(3.3.27)

où u(F )|S est la solution du problème direct correspondant au terme source F et f représente
les mesures.

Cette méthode peut prendre en compte l’aspect temporel c’est-à-dire qu’elle s’applique dans
le cas où il y a plusieurs échantillons temporels de mesures, soit simultanément sur l’ensemble
de tous les échantillons. Elle s’applique également pour tout modèle de sources, mais elle est
incapable de déterminer le nombre de dipôles quand il s’agit d’un terme source modélisé en
un nombre fini de dipôles équivalents. Dans le chapitre 5, nous reviendrons sur cette méthode
en l’appliquant au cas des dipôles équivalents. Nous calculerons son gradient et donnerons des
résultats numériques.

Pour plus de détails sur cette méthode, nous renvoyons à [41, 51, 90], etc.

3.3.2 Approches ”dipolaires”

L’approche dipolaire utilise un nombre fini de dipôles équivalents (4 ou 5 tout au plus) pour
représenter l’ensemble de sources électriques potentiellement actives. Nous avons alors un nombre
fini de paramètres à estimer 6m où m est le nombre de dipôles et les six paramètres sont trois
paramètres pour la position et trois paramètres pour le vecteur moment, 2 pour l’orientation
(sens + direction) et 1 pour l’amplitude.

Nous distinguons les méthodes itératives et les méthodes directes (analytiques). Ces dernières ont
l’avantage de déterminer le nombre de dipôles, mais ne prennent pas (encore) en compte l’aspect
temporel du problème inverse. Par contre, les premières méthodes s’appliquent au modèle spatio-
temporel et sont principalement des méthodes de balayage. La solution recherchée est celle qui
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minimise le critère des moindres carrées sur un bloc deN échantillons temporels de mesures. Mais
au lieu de modifier pas à pas les paramètres à identifier, ces méthodes balayent le volume d’intérêt
à la recherche de la solution qui explique au mieux les mesures. Une discrétisation de l’espace
solution est donc appliquée à l’aide d’une simple grille régulière ou d’un maillage fin, ainsi,
chaque noeud représente une source potentielle d’activité modélisée par un dipôle (de position
fixe). Parmi ces méthodes, nous citons l’approche MUSIC et les approches ”beamforming”.

l’approche MUSIC ou MUltiple SIgnal Classification est une méthode de balayage. Elle
consiste d’abord, à l’aide d’une décomposition en valeurs singulières, à distinguer les sous-espaces
orthogonaux relatifs respectivement au signal d’intérêt (grandes valeurs singulières) et au bruit
(faibles valeurs singulières). Ensuite, elle parcourt l’espace des solutions discrétisé et prédéfini,
pour sélectionner les sources dont la contribution sur le scalp présente une projection minimale,
voire nulle, sur le sous-espace relatif au bruit. Pour plus de détails voir [90], ainsi que [88] pour
une amélioration de cette méthode en un algorithme appelé RAP-MUSIC, Recursively Applied
and Projected MUSIC) où le sous-espace bruit est rééstimé à chaque fois où une source a été
localisée.

les approches ”beamforming” Ces approches ont été récemment appliquées au domaine
médical après avoir été initialement développées en traitement du signal radar et sonar. Elles
consistent également à faire un balayage de l’espace source, et pour chaque position du volume
discret prédéfini elles effectuent un filtrage spatial des données pour quantifier la part du signal
engendrée par cette position. Pour des détails voir les références dans [1] telles que [113, 108].

Méthodes directes

Les méthodes directes s’appliquent au problème inverse statique d en considérant un modèle de
la tête homogène par morceaux. Elles supposent connues les données de Cauchy (potentiel u et
flux ∂u

∂ν ) sur la surface du cerveau Γ1 et permettent de calculer les paramètres du terme source
explicitement à partir de ces données.

Parmi ces méthodes, nous citons une méthode ”algébrique” développée par El-Badia & Ha-
Duong [35, 31], une méthode basée sur les approximations méromorphiques [12, 10] et une
méthode ”projective” [94].

Nous présentons ici en bref le principe de ces méthodes. La première méthode, qui a fait l’objet
d’un travail numérique d’un post-doc au sein de notre laboratoire est détaillée à l’annexe B.

Toutes ces méthodes résolvent dans le domaine Ω1 du cerveau le problème suivant





−∆u =
m∑

j=1

~qj · ~∇δSj
dans Ω1

u = f1 sur Γ1
∂u
∂ν = g1 sur Γ1

(3.3.28)

Les données de Cauchy f1 et g1 sur la surface Γ1 sont obtenues en fonction de la mesure f
donnée sur S en résolvant un problème de Cauchy, ce problème sera étudié au chapitre suivant.

dOn considère uniquement un seul échantillon de mesures, souvent ce sont les mesures qui correspondent au
pic du signal EEG.
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Méthode algébrique Le principe de cette méthode repose sur la relation de réciprocité sui-
vante (cf [35] et les références qui y sont citées)

R(f1, g1, v) = −
∫

Γ1

(
f1
∂v

∂ν
− g1v

)
ds (3.3.29)

où v est une fonction harmonique dans Ω1 et

R(f1, g1, v) =

m∑

j=1

qj · ∇v(Sj) , (3.3.30)

Etant donné un majorant M du nombre de dipôles, cette méthode cherche, à l’aide des outils
algébriques, à déterminer m, qj et Sj (j = 1, · · · ,m) et ceci en travaillant d’abord dans le
plan (xOy) et en appliquant l’opérateur de réciprocité R aux fonctions vk(x, y) = (x + iy)k.
Ensuite le nombre m est obtenu en calculant le rang d’une certaine matrice constituée à partir
des coefficients R(f1,g1,vk)

k , les projections des Sj sur le plan (xOy) sont les valeurs propres d’une
certaine matrice T et les projections des qj s’obtiennent en résolvant un certain système linéaire
(cf annexe B). Enfin, les troisièmes coordonnées des Sj et qj sont construites à l’aide d’un choix
spécifié des fonctions harmoniques sur lesquelles est appliqué le principe de réciprocité. Cette
méthode est décrite en détails dans l’annexe B. Pour un exposé plus général de cette méthode
nous renvoyons à [35] et à [31] pour le cas d’un problème elliptique anisotrope.

Comme nous l’avons déjà signalé, cette méthode a été implémentée numériquement lors d’un
stage post-doctoral par V. Pavan. Nous donnons ici une synthèse des résultats obtenus sur des
géométries sphériques et réalistes [37]. Cette méthode semble être fiable pour localiser un seul
dipôle. Cependant, pour 2 ou 3 dipôles, la fiabilité de l’algorithme dépend de la manière avec
laquelle les dipôles sont répartis à l’intérieur du cerveau. Ainsi, c’est de plus en plus difficile de
détecter les dipôles quand ils sont proches, ou quand ils sont à proximité de la surface Γ1 du
cerveau. Et, pour plus que 5 dipôles, cette méthode ne donne plus des résultats satisfaisants.
Quelques résultats numériques de cette méthode sont donnés à l’annexe B.

Méthode des approximations méromorphiques Cette méthode est d’abord développée
sur un disque et ensuite extrapolée à un domaine sphérique (Ω1 est la boule unité B).

En 2D, le plan R
2 est assimilé à C et la solution u est décomposée en deux parties w+ ũ, w est

harmonique et ũ est singulière en Sj (ũ = 1
σ1
G ∗F ). Ensuite on démontre que u peut être écrite

comme la partie réelle d’une fonction φ :





u(ξ) = Re(φ(ξ)) , ξ ∈ B \ {Sj}

φ(ξ) = A(ξ) +
m∑

j=1

qj
2π(ξ − Sj)

(3.3.31)

où ξ = x + iy est le nombre complexe assimilé à (x, y) ∈ R
2, A est une fonction analytique

(w = Re(A)). Et d’après les équations de Cauchy-Riemann on obtient :

φ(ξ) = f1(ξ) + i

∫ ξ

ξ0

g1(ξ)ds(ξ) , ∀ξ ∈ ∂B , ξ0 fixé

Ainsi, résoudre le problème inverse en 2D revient à trouver les pôles de la fontion anti-analytique
B = φ−A.

A partir des données f1 et g1, on calcule φ et donc aussi B sur la frontière. On cherche ensuite une
approximation méromorphique de B : une approximation L2 rationnelle ou une approximation
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méromorphique uniforme aussi appelée approximation AAK [10]. Or cette fonction est déjà une
fonction rationnelle de degré m, donc elle va cöıncider avec son approximant de degré n et donne
0 comme erreur pour n ≥ m. Ce qui permet alors de retrouver le nombre m des pôles, avec les
positions et les résidus (les moments).

En 3D, on divise la boule unité en des tranches : pour p = −P · · ·P , P ∈ N, on fixe z = zp,
et on considère le disque Dp centré en 0 et de rayon rp où r2p = 1 − z2

p . Pour ξ ∈ Tp = ∂Dp,
on considère la fonction up(ξ) = ũ(x, y, zp) qui est une fonction rationnelle de degré m et on

cherche ses pôles comme dans le cas de 2D. Ainsi, si on note ξjp ∈ Dp le pôle correspondant à la
jème source, pour p = −P · · ·P , P suffisamment grand, la position de la source recherchée est

obtenue quand
∣∣∣ξjp

∣∣∣ atteint son maximum.

Pour plus de détails sur cette méthode, nous renvoyons à [12, 10].

Méthode de projection Nara & Ando ont appliqué dans [94] une méthode de projection en
utilisant deux approches différentes. D’abord ils ont exprimé le potentiel ũ qui est le potentiel
créé par le terme source F dans R

3 (ũ = 1
σ1
G ∗ F ) sur un développement multipolaire qui en

3D revient à développer sur la base des harmoniques sphériques. Ensuite, la première approche
consiste à projeter sur le plan (x,y), ce qui constitue alors une alternative à la méthode algébrique
ci-dessus, et ils ont obtenu les mêmes équations. La deuxième approche consiste à projeter sur
une sphère de Riemann contenant le domaine du cerveau Ω1. Leurs résultats ont montré que la
première approche était meilleure que la deuxième pour des dipôles profonds et bien éloignés
alors que la deuxième est plus adaptée aux dipôles proches de la surface du cerveau. Ils ont
également donné un algorithme pour identifier le nombre m des dipôles en suivant le même
principe que dans [35].

3.3.3 Approches ”distribuées”

Les approches distribuées (ou approches image) quant à elles, utilisent comme terme source une
distribution de dipôles répartis sur le cortex de moments orthogonales à la surface de ce dernier.
Les positions et les orientations des dipôles sont supposées connues, seules les amplitudes sont
à estimer.

Pour ce modèle de sources, le nombre de paramètres pour un instant donné dépasse largement
la quantité d’informations disponibles pour ce même instant. Le problème inverse est alors for-
tement sous-déterminé. L’introdution des informations à priori de natures très différentes e est
alors nécessaire afin de contraindre l’espace de solutions. Les méthodes distribuées relèvent des
méthodes de régularisation, elles introduisent un terme de pénalité à la solution des moindres
carrées qui peut être quadratique ou non-quadratique, et cherchent un compromis entre la
cohérence de l’estimation avec les mesures et le respect des contraintes imposées.

Approche de norme minimale La manière la plus simple de régulariser le problème inverse
est d’imposer une contrainte dite de norme minimale [51]. Elle consiste à ajouter au critère de
moindre carrées, le terme de pénalité suivant : α ‖F‖2 où α est un paramètre qui détermine l’im-
portance accordée à l’à priori de norme minimale par rapport au terme d’attache aux données.
Le critère à minimiser s’écrit alors J(F ) =

∥∥u|S − f
∥∥2

+ α ‖F‖2.

Une forme générale de la régularisation est présentée dans l’approche suivante.

econtraintes spatiales, temporelles, globales ou locales, ou encore anatomiques ou fonctionnelles
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Approche bayésienne La formule de Bayes permet d’exprimer la probabilité à posteriori
p(F |f) d’avoir une distribution d’activité F connaissant les données f comme suit

p(F |f) =
p(f |F )p(F )

p(f)

p(f |F ) désigne la probabilité des mesures sachant la source F , p(F ) est une probabilité à priori
que l’on se donne sur les sources et p(f) est la probabilité d’obtenir les mesures f (on la prend
uniforme). Dans ce modèle, toutes les mesures sont considérées comme équiprobables. Dans ce
cadre, le problème inverse est résolu en maximisant la probabilité à posteriori p(F |f) :

F̂ = argmax
F

p(f |F )p(F ) = argmax
F

ln(p(f |F )) + ln(p(F ))

Après certaines considérations et en supposant que la probabilité à priori p(F ) peut se mettre
sous la forme d’une loi exponentielle [8], la maximisation peut être traitée via la minimisation
de la quantité suivante

J(F ) =
∥∥u|S − f

∥∥2
+ αθ(F ) (3.3.32)

où α joue le rôle de pondérateur entre la confiance accordée aux données et celle attribuée aux
informations à priori. L’équation (3.3.32), à laquelle on a abouti à l’aide du formalisme bayésien,
résume le principe général de régularisation. La fonction θ contient les informations à priori qui
contraignent la source F . On distingue cependant deux types de contraintes :

1. critères quadratiques. Ceci correspond à une écriture de θ comme suivant θ(F ) = ‖WF‖2,
où W est une matrice de pondération, portant les informations à priori sur la variable F .
Le critère global à minimiser s’écrit alors J(F ) =

∥∥u|S − f
∥∥2

+ α ‖WF‖2.

Plusieurs configurations pour W ont été proposées, parmi elles (1) W = I, ce qui ramène à
la solution de norme minimale, (2) W est un opérateur de gradient spatial ou de Laplacien
spatial sur un voisinage des sources du modèle distribué. Ce type de contraintes exprime
l’a priori d’activité synchrone de deux populations de neurones adjacentes. C’est le cas de
la méthode LORETA (LOw REsolution TomogrAphy).

2. critères non-quadratiques. Ici, les méthodes de régularisation sont basées sur des métriques
à base d’entropie et sur les normes Lp pour p < 2. En effet, plus p est grand, plus la
solution est diffuse. Et, pour le cas p = 1, la minimisation peut être mise sous la forme
d’un problème de programmation linéaire [1].

Une autre approche, issue du traitement d’image, a été appliquée également à la régularisa-
tion du problème inverse. Elle est bâtie autour des champs markoviens (cf les références
dans [85]).

3.3.4 Conclusion

Bien que les méthodes distribuées traduisent l’activité de réseaux étendus de neurones, ce qui est
très proche de la réalité, cependant leur mise en oeuvre est coûteuse et nécessite des algorithmes
lourds vu le grand nombre d’inconnus. Ces méthodes souffrent également du choix du paramètre
de régularisation et donnent des solutions sous forme d’activités distribuées parfois très lissées.
Toutes ces limitations freinent l’emploi des méthodes distribuées qui sont, pour la plupart va-
lidées et évaluées par comparaison avec les méthodes dipolaires. De leur part, les méthodes
dipolaires souffrent de la limitation du modèle de dipôle équivalent qui n’est pas bien adapté à
la représentation de régions actives étendues. Mais elles ont sur leur compte la détermination du
nombre de sources. Et, malgré qu’elles s’appliquent au cas statique et sur un modèle de la tête
homogène par morceaux, elles ont donné de bons résultats qui répondaient à ce qu’attendaient
les neurologues et sont exploitées dans de nombreux logiciels tel que le logiciel BESA.
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Par ailleurs, certains ont cherché à exploiter et combiner les différents avantages des méthodes
dipolaires et des méthodes distribuées, pour en tirer profit de leur complémentarité, d’où sont
nées certaines méthodes hybrides entre les deux (voir les références dans [85]).

Nous avons choisi de travailler avec le terme source modélisé en dipôles équivalents, donc nos
méthodes pour résoudre le problème inverse en EEG rentrent dans le cadre des méthodes di-
polaires. Parmi les méthodes déjà exposées, nous avons abordé, dans le cadre de ce travail, la
méthode de moindres carrés et la méthode algébrique. La première méthode est décrite au cha-
pitre 5 où des résultats numériques seront présentés. La méthode algébrique, qui n’a pas fait
l’objet des travaux personnels, ne sera pas présentée en détails dans ce manscrit, mais décrite
brièvement à l’annexe B. L’application de cette méthode pour la résolution du problème inverse
en EEG, nécessite la connaissance du potentiel et du flux sur la surface du cerveau (3.3.28), ceci
nous a amené à résoudre donc un problème de Cauchy dans le domaine formé par le scalp et
le crâne, afin de transmettre les mesures dont nous disposons à la surface du scalp jusqu’à la
surface du cerveau. Ce problème et sa résolution feront l’objet du chapitre suivant.

Par ailleurs, nous proposons dans ce travail, une méthode de minimisation d’une fonctionnelle
coût de type Kohn-Vogelius. Cette méthode a été utilisée dans d’autres applications de problème
inverse tels que l’identification de conductivités [69], l’identification des sources de pollution [36]
et d’autres problèmes [21], mais n’a pas encore été appliquée au problème inverse en EEG. Nous
avons ainsi adapter cette méthode à la résolution du problème inverse en EEG. Ceci fera l’objet
du chapitre 5.



Chapitre 4

Résolution d’un problème de Cauchy
en EEG

4.1 Introduction

L’étude du problème de Cauchy en EEG est motivé par la méthode ”algébrique” mentionnée
dans le chapitre précédent et décrite dans l’annexe B. En effet, celle-ci nécessite le calcul du
potentiel et du flux à la surface du cerveau à partir des données connues partiellement sur la
surface du scalp.

Le problème de Cauchy est connu d’être un problème mal posé au sens de Hadamard [49] et a
été largement étudié et expérimenté dans plusieurs applications. Nous présentons dans ce cha-
pitre le problème de Cauchy dans le cadre EEG en tenant compte de la géométrie de la tête
et de la nature des données dont nous disposons. Nous proposons deux approches de résolution
l’approche ”successive” qui consiste à résoudre successivement deux problèmes de Cauchy dans
deux domaines homogènes le scalp et le crâne, et l’approche ”simultanée” qui consiste à résoudre
un problème de Cauchy dans le domaine non-homogène formé par l’union du scalp et du crâne.

Dans la littérature, plusieurs méthodes de régularisation ont été utilisées pour résoudre le
problème de Cauchy, nous en donnons une revue au paragraphe §4.5. Parmi elles, nous avons
choisi une méthode itérative alternative initialement proposée par Kozlov & al. [70]. Cette
méthode consiste à résoudre une suite de problèmes elliptiques bien posés aux conditions aux
limites mêlées dont la solution converge, pour des données compatibles, vers la solution du
problème de Cauchy considéré.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Nous présentons d’abord le problème de Cauchy
pour les deux approches successive et simultanée et discutons de la compatibilité des données.
Nous développons les algorithmes pour les deux approches, montrons un théorème de conver-
gence dans le cas non-homogène en adaptant les techniques de démonstration établie par Kozlov
& al. dans le cas homogène [70].

Dans le paragraphe §4.7 nous étudions les problèmes aux conditions aux limites mêlées qui appa-
raissent dans les algorithmes proposés, présentons leur résolution par la méthode des équations
intégrales et donnons des tests numériques.

Ensuite au paragraphe §4.8, nous présentons des résultats numériques pour le problème de Cau-
chy posé dans une couronne sphérique avec la fonction analytique u(x, y, z) = x

r3
. Nous étudions
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ainsi le comportement de l’algorithme proposé en fonction du choix initial, de l’épaisseur de la
couronne, de la perturbation des données ainsi que du ”manque” des données. Nous discutons
également du critère d’arrêt de l’algorithme. Ensuite, nous comparons sur le domaine formé par
le scalp et le crâne entre les deux approches simultanée et successive pour des mesures simulées,
en considérant une géométrie sphérique et une géométrie réaliste.

Enfin, nous tirons quelques conclusions à la dernière section.

4.2 Préliminaires

Dans ce chapitre, Ω désigne le domaine formé par les deux couronnes qui sont le scalp et le
crâne, Ω = Ω2 ∪ Γ2 ∪ Ω3 de frontière ∂Ω = Γ1 ∪ Γ3. Le vecteur normal unitaire ~ν est dirigé vers
l’extérieur comme le montre la figure (Fig. 4.1).

Ω
3

Γ2

Ω2

ν

Ω
1Γ1

Γ3

S

L

Fig. 4.1 – Le domaine Ω formé par les couches scalp et crâne.

S et L sont deux ouverts disjoints non vides de Γ3 telles que S∪L = Γ3 et S∩L = γ, une courbe
dans R

3 que nous supposons régulière. S désigne la partie du scalp où on connâıt les mesures
du potentiel obtenues par l’EEG, et L est la partie complémentaire.

Pour S une partie non vide de Γ ≡ Γ3, nous introduisons les espaces suivants [80],

•H1/2(S) : espace des restrictions sur S des éléments de H
1
2 (Γ). Il est muni de la norme suivante,

‖u‖
H

1
2 (S)

= inf
{
‖ū‖

H
1
2 (Γ)

, ū = u sur S
}

• H
1
2
00(S) : sous-espace de H

1
2 (S) dont les éléments prolongés par 0 sur Γ appartiennent à H

1
2 (Γ),

• H1
0,S(Ω) : sous espace de H1(Ω) dont les éléments ont une trace nulle sur S.

Par ailleurs, nous avons les injections continues suivantes

H
1
2
00(S) ⊂ H

1
2 (S) ⊂ L2(S) ⊂ H− 1

2 (S) ⊂
(
H

1
2
00(S)

)′
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où
(
H

1
2
00(S)

)′

est l’espace dual de H
1
2
00(S) et H− 1

2 (S) =
(
H

1
2 (S)

)′

.

Remarque 3 Nous donnons quelques remarques [80, 109] qui nous seront utiles dans la suite

1. Si v ∈ H
1
2 (S) alors son prolongement par zéro v̄ sur toute Γ n’est pas forcément dans

H
1
2 (Γ). Et, pour obtenir cela il faut que v ∈ H

1
2
00(S), et nous avons ainsi

∃c > 0, ∀v ∈ H
1
2
00(S), c ‖v‖

H
1
2
00(S)

≤ ‖v̄‖
H

1
2 (Γ)

≤ ‖v‖
H

1
2
00(S)

2. Si T ∈ H− 1
2 (Γ) alors sa restriction (au sens de distribution) sur S n’est pas forcément

dans H− 1
2 (S) mais elle est dans

(
H

1
2
00(S)

)′

. Par contre, si T ∈ H− 1
2 (Γ) et sa restriction

sur L est nulle alors T|S ∈ H− 1
2 (S).

3. Une fonction v ∈ H
1
2 (S) se prolonge par continuité en une fonction de H

1
2 (Γ).

• Nous écrivons ici la formule de Green dans le cas non-homogène pour u et v deux fonctions
de H1(Ω) :

∫

Ω
∇

(
σ(x)∇u(x)

)
v(x)dx = −

∫

Ω
σ(x)∇u(x)∇v(x)dx+

∫

∂Ω
σ(x)

∂u

∂ν
(x) v(x) ds(x) (4.2.1)

• L’application suivante définit un produit scalaire sur l’espace H1
0,S(Ω) :

H1
0,S(Ω) ×H1

0,S(Ω) −→ R

(u, v) −→< u, v >:=

∫

Ω
σ(x)∇u(x)∇v(x)dx (4.2.2)

et la norme associée à ce produit scalaire ‖v‖0,S =
( ∫

Ω
σ(x) |∇v(x)|2 dx

) 1
2

est équivalente à la

norme induite par H1(Ω).

En effet, la bilinéarité et la symétrie de cette application est évidente. D’autre part, σj > 0
(j = 2, 3), donc < v, v > est positif et < v, v >= 0 implique ∇v = 0 dans Ω. Or v|S = 0 donc
v = 0 dans Ω.

L’équivalence entre la norme ‖·‖0,S et la norme induite de H1(Ω) est assurée par l’inégalité de
Poincaré tout en tenant compte du fait que σj > 0.

4.3 Position du problème

Le but de ce chapitre consiste à calculer le potentiel et le flux sur la surface Γ1 du cerveau : u|Γ1
,

∂u
∂ν |Γ1

à partir des valeurs connues partiellement sur la surface du scalp : u|S = f et σ3
∂u

∂ν |Γ3

= g,

où (f, g) ∈ H
1
2 (S) ×H− 1

2 (Γ3).

Le cas particulier de l’EEG correspond à g = 0 et f une mesure générée par un terme source
placé dans le cerveau.

Afin de résoudre ce problème, nous utilisons deux approches, approche simultanée et approche
successive :
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1. approche simultanée. Cette approche consiste à résoudre un problème de Cauchy sur
le domaine non-homogène Ω = Ω2 ∪ Γ2 ∪ Ω3 défini comme suit

(PCsim)





−∇(σ∇u) = 0 dans Ω
u = f sur S

σ3
∂u

∂ν
= g sur Γ3

(4.3.3)

2. approche successive. Cette approche consiste à résoudre successivement deux problèmes
de Cauchy homogènes. Il s’agit d’abord de résoudre un premier problème de Cauchy dans
Ω3 (scalp) ensuite, avec les valeurs du potentiel et du flux calculées sur Γ2, résoudre un
deuxième problème de Cauchy dans Ω2 (crâne).

Le premier problème à résoudre est le suivant,

(PCscalp)





−∆u3 = 0 dans Ω3

u3 = f sur S

σ3
∂u3

∂ν
= g sur Γ3

(4.3.4)

La résolution de ce problème nous permet alors d’obtenir les traces du potentiel et du

flux sur Γ2 : (u3)|Γ2
et σ3

∂u3

∂ν |Γ2

qui servent comme données pour résoudre le deuxième

problème de Cauchy qui s’écrit comme suit,

(PCcrâne)





−∆u2 = 0 dans Ω2

u2 = u3 sur Γ2

σ2
∂u2

∂ν
= −σ3

∂u3

∂ν
sur Γ2.

(4.3.5)

4.4 Problème mal-posé

Le problème de Cauchy est connu pour être un problème mal posé [49]. L’existence de la solu-
tion n’est pas forcément assurée pour des données quelconques, nous parlons alors des données
compatibles lorsqu’une solution existe (cf définition 2). Quand une solution existe elle est unique
(cf §4.4.1). Cependant, de faibles perturbations sur les données définies sur la partie ”sur-
déterminée” peuvent briser leur compatibilité et entrâıner une instabilité dans la solution du
problème de Cauchy.

4.4.1 Unicité de la solution du problème de Cauchy

Nous considérons le problème de Cauchy (4.3.3) pour lequel nous prouvons l’unicité de la solu-
tion.

En effet, soit f ∈ H
1
2 (S) et g ∈ H− 1

2 (Γ3) deux fonctions données et soit u et v deux solutions du
problème de Cauchy (4.3.3) correspondant à f et g. Nous posons w = v − u. Nous avons alors
−∇(σ∇w) = 0 dans Ω et w|S = ∂w

∂ν |S
= 0, ce qui implique, d’après le théorème de Holmgren,

w = 0 dans Ω. 2

De la même manière nous démontrons l’unicité de la solution des problèmes de Cauchy (4.3.4)
et (4.3.5) définis dans Ω3 et Ω2.



4.4. Problème mal-posé 69

4.4.2 Compatibilité des données

Nous notons Xsim ⊂ H
1
2 (S) × H− 1

2 (Γ3) l’ensemble des données de Cauchy (f, g) compatibles
pour le problème (PCsim) selon la définition suivante,

Définition 2 Soit (α, β) ∈ H
1
2 (S) ×H− 1

2 (Γ3). Nous dirons que les données de Cauchy (α, β)
sont compatibles pour le problème de Cauchy a (4.3.3) s’il existe une fonction U ∈ H1(Ω) telle
que −∇(σ∇U) = 0 dans Ω, α = U|S et β = σ3

∂U
∂ν |Γ3

.

Nous notons Xscalp ⊂ H
1
2 (S) ×H− 1

2 (Γ3) l’ensemble des données compatibles pour le problème

(PCscalp) et Xcrâne ⊂ H
1
2 (Γ2) × H− 1

2 (Γ2) celui des données compatibles pour le problème
(PCcrâne).

Nous vérifions aisément que Xsim ⊂ Xscalp ; si les données de Cauchy (f, g) sont compatibles
pour le problème de Cauchy (PCsim) alors elles le sont aussi pour le problème (PCscalp). Par

contre, si u3 est une solution du problème (PCscalp), alors ses traces (u3|Γ2
,−σ3

∂u3

∂ν |Γ2

) ne sont

pas forcément compatibles pour le problème (PCcrâne). Nous posons ainsi l’ensemble suivant

Xsuc = {(f, g) ∈ Xscalp t.q. T (f, g) ∈ Xcrâne}

avec T : Xscalp → H
1
2 (Γ2) ×H− 1

2 (Γ2) qui à (f, g) associe T (f) := (u3|Γ2
,−σ3

∂u3

∂ν |Γ2

) où u3 est

la solution du problème (PCscalp) correspondant aux données (f, g).

Nous vérifions facilement : Xsim = Xsuc.

Donc, la définition 2 de compatibilité que nous avons donné aux données de Cauchy est valable
pour les trois problèmes de Cauchy.

Cas des données EEG

• Dans le cas particulier où g = 0, nous disons tout simplement que f ∈ H
1
2 (S) est une donnée

compatible pour le problème (4.3.3) et désignons par X 0
sim l’ensemble des données compatibles :

X 0
sim =

{
f ∈ H

1
2 (S), ∃ U ∈ H1(Ω) : −∇(σ∇U) = 0, U|S = f, σ3

∂U
∂ν |Γ3

= 0
}

Nous démontrons dans ce qui suit que cet espace est dense dans H
1
2 (S).

Lemme 3 L’ensemble X 0
sim est dense dans H

1
2 (S).

Preuve.
En effet, comme X 0

sim est un s.e.v. de H
1
2 (S) et par suite X 0

sim = (X 0
sim

⊥
)⊥, il suffit de démontrer

que X 0
sim

⊥
= {0}.

Soit Φ ∈ X 0
sim

⊥
, donc Φ ∈ H− 1

2 (S) et < Φ, f >= 0,∀f ∈ X 0
sim. Nous considérons le problème

suivant




−∇(σ∇v) = 0 dans Ω
v = 0 sur Γ1

σ3
∂v
∂ν = Φ sur S

σ3
∂v
∂ν = 0 sur L

(4.4.6)

aNous disons aussi le problème de Cauchy est consistent pour ces données.
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Soit θ ∈ H
1
2 (Γ1), nous définissons la fonction Z par :





−∇(σ∇Z) = 0 dans Ω
Z = θ sur Γ1

σ3
∂Z
∂ν = 0 sur Γ3

(4.4.7)

Par la formule de Green pour le cas non-homogène (4.2.1) appliquée aux fonctions v et Z nous
obtenons ∫

Γ1

σ2
∂v

∂ν
θds =

∫

S
ΦZds

Comme Z|S ∈ X 0
sim par définition,

∫

S
ΦZds = 0. D’où

∫

Γ1

σ2
∂v

∂ν
θds = 0 , ∀θ ∈ H

1
2 (Γ1)

Ce qui implique ∂v
∂ν |Γ1

= 0. Donc v vérifie dans Ω, −∇(σ∇v) = 0 et v|Γ1
= ∂v

∂ν |Γ1
= 0. Le

théorème de Holmgren implique alors v = 0 dans Ω et donc Φ = 0. 2

Remarque 3 Comme X 0
sim est dense dans l’espace H

1
2 (S) alors Xsim l’est aussi dans H

1
2 (S)×

H− 1
2 (Γ3).

• Dans le cas particulier où f est une mesure EEG, nous introduisons la définition suivante

Définition 3 Soit f ∈ H
1
2 (S). Nous dirons que f est une mesure compatible pour le problème

(4.3.3) s’il existe (m, q1, .., qm, S1, .., Sm) ∈ N × R
3m × Ωm

1 tels que f = U|S où −∇ · (σ∇U)=
m∑

j=1

qj∇δSj
dans ΩT et σ3

∂U

∂ν |Γ3

= 0 avec ΩT = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3.

Nous posons Xmes l’ensemble des mesures compatibles et démontrons dans le lemme suivant
qu’il est dense dans H

1
2 (S).

Lemme 4 L’ensemble Xmes est dense dans H
1
2 (S).

Preuve.
En effet, Xmes est un s.e.v. donc il suffit de démontrer que X⊥

mes = {0}.
Soit Ψ ∈ X⊥

mes, donc Ψ ∈ H− 1
2 (S) et < Ψ, f >= 0, ∀f ∈ Xmes.

Soit v la solution du problème suivant




−∇(σ∇v) = 0 dans ΩT

σ3
∂v

∂ν
= Ψ sur S

σ3
∂v

∂ν
= 0 sur L

(4.4.8)

Ce problème est bien posé dans l’espace quotient H1(ΩT )/R.

Soit y un point quelconque de Ω1, posons

F i(y) = ~ei · ~∇δ(x− y)
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où ~ei, i = 1, 2, 3 est le ième vecteur de la base canonique dans R
3. Soit U i la solution (à une

constante additive près) du problème





−∇(σ∇U i) = F i dans ΩT

σ3
∂U i

∂ν
= 0 sur Γ3

(4.4.9)

Puisque F i est à support ponctuel dans Ω1, alors U i est harmonique dans Ω2 ∪Ω3. Par ailleurs,

nous avons < F i, v >=

∫

S
ΨU ids , i = 1, 2, 3. Et puisque U i|S ∈ Xmes,

∫

S
ΨU ids = 0. Ce qui

implique ∇v(y) = 0 dans Ω1, et donc Ψ = 0. 2

Remarque 4 Si nous posons X 0
scalp l’ensemble suivant

X 0
scalp=

{
f ∈ H

1
2(S); ∃u3∈H1(Ω3) : −∆u3 = 0 dans Ω3, u3|S = f, σ3

∂u3

∂ν |Γ3

= 0

}

Nous vérifions aisément les inclusions suivantes

Xmes ⊂ X 0
sim ⊂ X 0

scalp

4.5 Revue bibliographique sur les méthodes de résolution du
problème de Cauchy

Le problème de Cauchy étant mal-posé, il ne peut pas être résolu directement puisque toute
approche directe, comme par exemple utiliser la méthode d’élimination de Gauss pour résoudre
le système linéaire obtenu après discrétisation, produirait une solution fortement instable. Et
appliquer une méthode de moindres carrées seule n’est pas stable non plus puisque cette méthode
consiste à approcher les données connues sur S avec les valeurs calculées en résolvant un problème
direct, or cette démarche n’exclut rien au caractère mal-posé du problème de Cauchy qui se tra-
duit d’après [11] par le fait qu’on peut approcher aussi exactement qu’on le souhaite les données
sur S par des traces d’une fonction harmonique au prix d’un comportement très ”agité” des
traces de cette fonction sur la partie restante du bord.

Ce manque de stabilité a poussé les chercheurs à développer différentes méthodes afin de
régulariser le problème et pouvoir le résoudre numériquement.

D’une part, il y a les méthodes qui consistent à rapporter le problème de Cauchy à la classe
des problèmes bien posés au sens de Tikhonov b. Parmi ces méthodes nous citons la méthode
de quasi-réversibilité. Cette méthode initialement introduite par Lattès & Lions [74] consiste à
transformer le problème de Cauchy mal posé d’ordre 2 en un problème différentiel bien posé
d’ordre plus élevé (d’ordre 4) en introduisant un certain paramètre, la convergence au problème
d’origine est assurée quand ce paramètre tend vers 0. Cette méthode a été ensuite reprise par
plusieurs auteurs pour résoudre le problème de Cauchy, notamment Klibanov & Santosa [67] et
plus récemment Bourgeois [18]. Ce dernier a donné une ”formulation mixte” de cette méthode
qui consiste à remplacer le problème différentiel bien-posé obtenu par la formulation classique
par un système de deux équations différentielles d’ordre 2. Pour plus de détails nous renvoyons
le lecteur aux [67, 18] et aux références qui y sont citées.

bvoir la référence [75] dans [70].
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D’autre part, nous trouvons les méthodes qui régularisent le problème de Cauchy à l’aide des
fonctions paramétriques de Tikhonov. Il existe une littérature abondante sur les techniques de
régularisation, la plus utilisée est la méthode de régularisation de Tikhonov [111] qui consiste
en un problème de minimisation (au sens de moindres carrées) auquel est ajouté un terme de
pénalité qui dépend d’un paramètre dit paramètre de régularisation. Il existe dans la littérature
plusieurs méthodes pour le choix optimal de ce paramètre, comme par exemple la méthode de
L-curve et le principe de Mozorov [23]. Parmi les travaux appliquant cette méthode au problème
de Cauchy nous citons le travail de Falk & Monk [39], celui de Cimetière & al. [24] où le terme de
pénalité porte sur la distance entre deux solutions itératives successives, ainsi que [101], [23] etc .

Une autre classe de méthodes regroupe les méthodes itératives qui sont à caractère régularisant.
Ces méthodes ont été largement appliquées aux problèmes inverses. Parmi elles, nous citons
celle proposée par Kozlov & al. [70] dont les paramètres de régularisation dépendent du nombre
d’itérations et du choix initial du schéma itératif. Cette méthode est basée sur une procédure
itérative qui consiste à résoudre une suite alternative de problèmes bien-posés aux conditions aux
limites mêlées, jusqu’à satisfaire un certain critère d’arrêt défini à l’avance. Cette méthode sera
décrite en détails dans la section suivante. Nous citons également dans ce groupe de méthodes, la
méthode itérative de Mann développée par Engl & Leitão [38] et la méthode de Backus-Gilbert
appliquée sur une formulation en un problème de moment comme par exemple le travail de Hon
& Wei [57].

Plus récemment, des travaux ont été faits sur le problème de Cauchy par Andrieux & al. [4] et
Ben Belgacem & al. [14, 15]. Dans le premier [4], une fonctionnelle coût de type Kohn-Vogelius c

a été introduite, elle évoque les valeurs sur la partie sur-déterminée et la partie sous-déterminée.
Le problème de Cauchy est ainsi transformé en un problème d’optimisation résolu par la méthode
de région de confiance. Ils ont également démontré que l’algorithme proposé par Kozlov & al.
peut être interprété comme une méthode de minimisation de directions alternées de leur fonc-
tionnelle coût.

D’autre part, dans [14, 15], le problème de Cauchy a été étudié théoriquement et numériquement.
Une approche variationnelle non standard a été présentée, elle transforme le problème de Cauchy
en une équation variationnelle pseudo-différentielle de type Steklov-Poincaré. Cette équation est
posée sur la partie de la frontière où les valeurs du potentiel et du flux sont inconnues. Pour
résoudre ce problème de Steklov-Poincaré, les auteurs ont considéré la méthode des moindres
carrées, ils ont démontré que pour des données incompatibles, le problème de Steklov-Poincaré
qui n’a pas de solution en général a au moins une solution pseudo-consistante qui est une suite
minimisante. Ils ont également démontré que la fonctionnelle coût de moindre carrées corres-
pondante au problème de Steklov-Poincaré diffère d’une constante additive de la fonctionnelle
de Kohn-Vogelius écrite pour ce problème. Ensuite dans [15], ils ont résolu numériquement le
problème variationnel de Steklov-Poincaré en appliquant un schéma de régularisation de Tikho-
nov et une approximation par la méthode des éléments finis.

Dans le paragraphe suivant, nous comparons entre les trois principales classes des méthodes
de résolution du problème de Cauchy décrites ci-dessus, principalement la méthode de quasi-
réversibilité, la méthode de régularisation de Tikhonov et la méthode itérative alternative pro-
posée par Kozlov & al.

cnous utiliserons ce type de fonctionnelle dans le chapitre suivant afin de résoudre le problème inverse en EEG.
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4.5.1 Comparaison entre les principales méthodes de résolution

La méthode de quasi-réversibilité est efficace puisqu’elle résout le problème directement. Grâce
aux expériences numériques validées, cette méthode semble être précise et robuste, mais reste
à voir si l’on obtient de bons résultats sur des applications réalistes. Cependant, cette méthode
présente aussi certains inconvénients comme le choix particulier du paramètre introduit qui
peut être difficile à réaliser dans des circonstances réelles et la difficulté de prendre en compte
les contraintes physiques qui peuvent être liées au problème en considération.

Quant à la méthode de régularisation de Tikhonov, elle est largement répandue dans les applica-
tions et elle a produit les principaux résultats dans la littérature. C’est une méthode robuste et
donne des solutions bien précises. Cependant, elle est coûteuse en termes de calcul et de mémoire.
Là également, on est en face du problème du choix particulier du paramètre de régularisation.

Finalement, la méthode proposée par Kozlov & al. a été largement expérimentée et les tra-
vaux réalisés sur cette méthode ont fait preuve de robustesse et de précision. En outre, cette
méthode a beaucoup d’avantages, comme la simplicité du calcul, la similarité du schéma pour les
opérateurs linéaires et non-linéaires, et la facilité de prendre en considération toute contrainte
(physique) qui peut être liée au problème. Et surtout, elle n’exige aucun paramètre de sélection
choisi à priori comme les deux précédentes méthodes. Un possible inconvénient reporté dans
les travaux faits est le grand nombre d’itérations nécessaire pour atteindre la convergence, pour
remédier à ce problème des procédures de relaxation ont été proposées. Mais, dans le cadre de
notre problème, nous n’avons pas rencontré ce problème pour des raisons qui seront commentées
dans la section des résultats numériques.

Pour résoudre le problème de Cauchy, nous avons opté pour la méthode itérative de Kozlov & al.
vu ses avantages multiples. C’est une méthode simple à implémenter, le schéma est applicable
pour les deux approches successive et simultanée décrites auparavant et pour le cas où le bord
est formé de plus que deux composantes. En outre, cette méthode peut être couplée aisément
avec la méthode des équations intégrales et de ce fait, elle n’est pas coûteuse puisqu’il y aura
deux matrices à inverser une fois pour toutes les itérations.

4.6 La méthode itérative alternative de Kozlov & al.

Dans cette section, nous présentons la méthode itérative alternative proposée par Kozlov & al.
d [70]. Nous en décrivons d’abord le principe et donnons ensuite le schéma de l’algorithme pour
les deux approches successive et simultanée décrites au paragraphe §4.3. Puis, nous reprenons
le théorème de convergence démontré dans [70] pour un domaine homogène et l’adaptons au cas
du problème non-homogène (PCsim). Enfin, nous présentons une synthèse de certains travaux
effectués sur cette méthode.

4.6.1 Principe de la méthode

Pour illustrer le principe de cette méthode, nous prenons le domaine C formé par une couronne
(Fig. 4.2) et considérons le problème de Cauchy suivant :

{ −∆u = 0 dans C
u = f ,

∂u

∂ν
= g sur Γe

(4.6.10)

dCette méthode est nommée par certains auteurs : la méthode (ou solveur) de Dirichlet-to-Neumann
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où f et g sont les données de Cauchy définies sur toute la surface extérieure Γe. Il s’agit de

déterminer sur la surface intérieure Γi les traces u|Γi
et

∂u

∂ν |Γi

que nous notons respectivement

f∗ et g∗, ce qui revient donc à déterminer u solution du problème suivant




−∆u = 0 dans C
u = f ,

∂u

∂ν
= g sur Γe

u = f∗ ,
∂u

∂ν
= g∗ sur Γi

(4.6.11)

Ce problème peut être divisé en deux sous-problèmes bien-posés, l’un avec une condition de
Dirichlet sur Γe et une condition de Neumann sur Γi et l’autre avec une condition de Neumann
sur Γe et une condition de Dirichlet sur Γi définis comme suit

(Pû)





−∆û = 0 dans C
∂û

∂ν
= g sur Γe

û = f∗ sur Γi

(Pǔ)





−∆ǔ = 0 dans C
ǔ = f sur Γe
∂ǔ

∂ν
= g∗ sur Γi

(4.6.12)

Résoudre le problème de Cauchy (4.6.10) est déterminer u qui vérifie le problème (4.6.11) qui
est assuré quand û et ǔ côıncident. C’est de cette idée que découle le principe de la méthode
itérative de Kozlov & al.. En partant d’une estimation initiale du potentiel u = f∗ sur Γi, la
méthode consiste à résoudre alternativement un problème de type (Pû) et un autre de type (Pǔ)
tels que, à chaque itération pour chacun de ces problèmes la condition au bord Γi est déduite
de l’autre problème résolu précédemment.

Une suite de problèmes bien posés aux conditions limites mêlées est ainsi construite et le procédé
itératif s’arrête quand un certain critère d’arrêt pré-défini à l’avance est atteint.

Dans [70], Kozlov & al. ont étudié théoriquement cette méthode, démontré la convergence de
l’algorithme pour des données compatibles (cf §4.6.4), mis en évidence son caractère régularisant
et établi une estimation de stabilité (cf §4.6.5).

4.6.2 Le schéma de l’algorithme : approche successive

Dans l’approche successive, nous avons deux problèmes de Cauchy à résoudre, le premier (PCscalp)
décrit dans (4.3.4) et le second (PCcrâne) décrit dans (4.3.5). Dans les deux cas, il s’agit de
résoudre un problème de Cauchy dans un domaine homogène représenté par une couronne afin

de déterminer les valeurs inconnues du potentiel u et du flux
∂u

∂ν
sur Γi comme suit

(PCsuc)





−∆u = 0 dans C
u = fe sur S ⊂ Γe
∂u

∂ν
= ge sur Γe

(4.6.13)

où C est une couronne dans R
3 (Fig. 4.2), Γe est la surface extérieure de la couronne et Γi la

surface intérieure, ~ν est le vecteur normal dirigé vers l’extérieur de la couronne comme le montre
la figure (Fig. 4.2) et ge ∈ H− 1

2 (Γe), fe ∈ H
1
2 (S).

Dans le cas du problème (PCscalp) nous avons S ⊂ Γe une sous partie stricte tandis que pour le
problème (PCcrâne), S = Γe.

Pour le problème (PCsuc), l’algorithme s’écrit comme suit :
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C

S

ΓΓi
e

ν

ν

Fig. 4.2 – Le domaine C de la couronne

– Etant donné f0 ∈ H
1
2 (Γi) une approximation initiale du potentiel sur Γi.

Pour k ≥ 0,

– résoudre :

(P1suc)





−∆u2k = 0 dans C
u2k = fk sur Γi
∂u2k

∂ν
= ge sur Γe

Poser gk =
∂u2k

∂ν |Γi

– Résoudre ensuite :

(P2suc)





−∆u2k+1 = 0 dans C
∂u2k+1

∂ν
= gk sur Γi

u2k+1 = fe sur S
∂u2k+1

∂ν
= ge|L sur L = Γe \ S

Poser fk+1 = u2k+1
|Γi

.

L’algorithme s’arrête quand un certain critère d’arrêt est atteint.

Nous pouvons également partir d’un choix initial du flux donné sur Γi en modifiant convenable-
ment les problèmes directs de chaque itération.

Remarque 5 Ce schéma correspond au cas des données partielles du problème (PCscalp). Dans
le cas du passage crâne/cerveau, nous connaissons u = fe et ∂u

∂ν = ge sur toute Γe et donc il
faut changer convenablement les conditions aux limites dans le problème (P2suc) de la suite
impaire du schéma. Il s’agit ainsi de remplacer les deux conditions sur S et L par la condition
de Dirichlet suivante : u2k+1 = fe sur Γe.
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4.6.3 Le schéma de l’algorithme : approche simultanée

Il s’agit de résoudre le problème de Cauchy (PCsim) que nous réécrivons ci-dessous

(PCsim)





−∇(σ∇u) = 0 dans Ω
u = f sur S

σ3
∂u

∂ν
= g sur Γ3

(4.6.14)

L’algorithme de Kozlov & al. adapté à ce problème s’écrit de la manière suivante.

– Choisir une approximation initiale du potentiel sur Γ1 : f0 ∈ H
1
2 (Γ1).

Puis pour k ≥ 0,

– Résoudre :

(P1sim)





−∇(σ∇u2k) = 0 dans Ω
u2k = fk sur Γ1

σ3
∂u2k

∂ν
= g sur Γ3

Poser gk = σ2
∂u2k

∂ν |Γ1

.

– Puis résoudre :

(P2sim)





−∇(σ∇u2k+1) = 0 dans Ω

σ2
∂u2k+1

∂ν
= gk sur Γ1

u2k+1 = f sur S

σ3
∂u2k+1

∂ν
= g sur L

Poser fk+1 = u2k+1
|Γ1

.

Dans le paragraphe suivant nous adapterons la démonstration de la convergence de l’algorithme
donnée par Kozlov & al. dans le cas d’un problème homogène au cas du problème non-homogène
(PCsim) décrit dans (4.6.14).

4.6.4 Théorème de convergence

Dans leur papier, Kozlov & al. ont établi un théorème de convergence de l’algorithme écrit pour
le problème de Laplacien dans un domaine homogène simplement connexe. Dans ce paragraphe,
en adaptant les mêmes techniques, nous établissons un théorème de convergence pour le schéma
écrit pour le problème (PCsim) dans le domaine non-homogène e et doublement connexe Ω ; la
démonstration est quasiment identique.

eDans notre cas, nous avons σ est constante par morceaux, mais tout ce qui est fait ici reste appliquable dans
le cas où σ ∈ L∞(Ω) avec σ(x) strictement positif ∀x ∈ Ω.
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Théorème 4 (Théorème de convergence)

Pour des données compatibles, la suite
(
uk

)
k

converge dans H1(Ω) vers la solution du problème

de Cauchy (4.6.14) pour tout choix initial f0 ∈ H
1
2 (Γ1).

Preuve.

Soit f0 ∈ H
1
2 (Γ1) et soit (α, β) ∈ H

1
2 (S) × H− 1

2 (Γ3) des données compatibles dans le sens :
(α, β) ∈ Xsim (cf §4.4.2). Donc il existe U ∈ H1(Ω) tel que −∇(σ∇U) = 0 dans Ω, U|S = α et

σ3
∂U

∂ν |Γ3

= β.

Pour toute itération k ≥ 0, nous définissons l’application linéaire Rk qui associe à (α, β, f0) ∈
H

1
2 (S) × H− 1

2 (Γ3) × H
1
2 (Γ1) la solution à l’itération k, uk = Rk(α, β, f

0) ∈ H1(Ω), qui est
continue car le problème aux conditions aux limites mêlées est bien posé (cf §4.7).

Nous voulons démontrer que
(
uk

)
k

converge vers U . Puisque U = Rk(α, β, U|Γ1
) alorsRk(α, β, f

0)
−U = Rk(0, 0, f

0 − U|Γ1
) et donc il suffit de démontrer que rk(η) ≡ Rk(0, 0, η) converge dans

H1(Ω) vers 0, pour tout η ∈ H
1
2 (Γ1).

Cette démonstration se déroule de la façon suivante. D’abord nous démontrons que si pour un
η ∈ H

1
2 (S) donné, la sous-suite impaire (r2k−1)k (ou paire (r2k)k) converge alors la suite (rk)k

converge et sa limite est la fonction nulle. Ensuite nous démontrons que l’ensemble des η pour
lesquelles la suite (rk)k converge est H

1
2 (Γ1).

En effet, soit η ∈ H
1
2 (Γ1), nous considérons les systèmes suivants satisfaits par r0(η), r2k−1(η)

et r2k(η) :





−∇.(σ∇r0) = 0 dans Ω
r0 = η sur Γ1

σ3
∂r0
∂ν

= 0 sur Γ3

(4.6.15)

et pour k ≥ 1,





−∇.(σ∇r2k−1) = 0 dans Ω

σ2
∂r2k−1

∂ν
= σ2

∂r2k−2

∂ν
sur Γ1

r2k−1 = 0 sur S

σ3
∂r2k−1

∂ν
= 0 sur L

(4.6.16)

et





−∇.(σ∇r2k) = 0 dans Ω
r2k = r2k−1 sur Γ1

σ3
∂r2k
∂ν

= 0 sur Γ3

(4.6.17)
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Au moyen de la formule de Green (4.2.1) nous obtenons





∫

Ω2∪Ω3

σ |∇rk|2 dx = −
∫

Γ1

σ2(
∂rk
∂ν

)rk ds(x)

∫

Ω2∪Ω3

σ∇r2k−1∇r2k dx = −
∫

Γ1

σ2(
∂r2k−1

∂ν
)r2k ds(x)

∫

Ω2∪Ω3

σ∇r2k+1∇r2k dx = −
∫

Γ1

σ2(
∂r2k+1

∂ν
)r2k ds(x)

(4.6.18)

Ce qui implique les relations suivantes que nous utiliserons dans la suite,

∫

Ω2∪Ω3

σ |∇(r2k − r2k−1)|2 dx =

∫

Ω2∪Ω3

σ
(
|∇r2k−1|2 − |∇r2k|2

)
dx (4.6.19)

∫

Ω2∪Ω3

σ |∇(r2k+1 − r2k)|2 dx =

∫

Ω2∪Ω3

σ
(
|∇r2k|2 − |∇r2k+1|2

)
dx (4.6.20)

Pour la preuve du théorème, nous avons besoin du résultat suivant que nous donnons sous forme
de proposition.

Proposition 2 Si l’une des sous-suite impaire ou paire converge dans H1(Ω) alors la suite (rk)k
converge. Et la limite est la fonction nulle.

Preuve.

Supposons la sous-suite impaire (r2k−1)k converge dans H1(Ω) vers la limite ri et définissons la
fonction rp par





−∇(σ∇rp) = 0 dans Ω
rp = ri sur Γ1

σ3
∂rp

∂ν
= 0 sur Γ3

(4.6.21)

et posons θk = r2k − rp , dont nous vérifions qu’elle est solution de





−∇(σ∇θk) = 0 dans Ω
θk = r2k−1 − ri sur Γ1

σ3
∂θk

∂ν
= 0 sur Γ3

(4.6.22)

Comme r2k−1 −→
k

ri dans H1(Ω) alors r2k−1|Γ1
−→
k

ri|Γ1
dans H

1
2 (Γ1) et donc θk −→

k
0 dans

H1(Ω). Ce qui implique que r2k −→
k
rp dans H1(Ω).

Montrons maintenant que ri = rp = 0 dans Ω. En effet, puisque
∂r2k−1

∂ν |Γ1

=
∂r2k−2

∂ν |Γ1

, la

différence z = ri − rp, satisfait −∇(σ∇z) = 0 dans Ω, z|Γ1
= 0 et

∂z

∂ν |Γ1

= 0. Le théorème de

Holmgren implique que z = 0 et par suite ri = rp ≡ r dans Ω. Par ailleurs, ri|S = 0 puisque

r2k−1|S = 0 et d’après (4.6.21)
∂rp

∂ν |S
= 0. D’où r|S =

∂r

∂ν |S
= 0 et à nouveau le théorème de

Holmgren donne r = 0 dans Ω.
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Pour achever la démonstration du théorème de convergence il reste à prouver que la suite (rk(η))k
converge dans H1(Ω) pour tout η ∈ H

1
2 (Γ1).

Nous posons alors R =
{
η ∈ H

1
2 (Γ1) : la suite (rk(η))k converge dans H1(Ω)

}
et nous cher-

chons à montrer que R = H
1
2 (Γ1). Cette démonstration se fait en deux étapes. Nous montrons

d’abord que l’ensemble R est fermé et ensuite qu’il est dense dans H
1
2 (Γ1).

• Montrons que R est fermé. Soit η̄ ∈ H
1
2 (Γ1) et (ηj)j une suite de R qui converge vers η̄. Il

s’agit de montrer que η̄ ∈ R.

Nous considérons la sous-suite impaire (r2k−1)k qui est dans H1
0,S(Ω). D’une part de (4.6.19) et

(4.6.20) nous savons que

(∫

Ω
σ |∇rk|2 dx

)

k≥0

est une suite positive décroissante et donc conver-

gente, et posons lη̄ = lim
k→∞

∫

Ω
σ |∇r2k−1(η̄)|2 dx. D’autre part, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz

nous obtenons ∀j :

0 ≤
∫

Ω
σ |∇r2k−1(η̄)|2 dx ≤

∫

Ω
σ |∇r2k−1(η̄ − ηj)|2 dx+

∫

Ω
σ |∇r2k−1(ηj)|2 dx

+ 2
( ∫

Ω
σ |∇r2k−1(η̄ − ηj)|2 dx

) 1
2
( ∫

Ω
σ |∇r2k−1(ηj)|2 dx

) 1
2

(4.6.23)

et comme la suite

(∫

Ω
σ |∇rk|2 dx

)

k≥0

est décroissante, nous avons ∀k,∀j,

0 ≤
∫

Ω
σ |∇r2k−1(η̄)|2 dx ≤

∫

Ω
σ |∇r0(η̄ − ηj)|2 dx+

∫

Ω
σ |∇r2k−1(ηj)|2 dx

+ 2
( ∫

Ω
σ |∇r0(η̄ − ηj)|2 dx

) 1
2
( ∫

Ω
σ |∇r2k−1(ηj)|2 dx

) 1
2

(4.6.24)

En faisant tendre k → ∞, nous obtenons r2k−1(ηj) →
k

0 car ηj ∈ R et par conséquent

0 ≤ lη̄ ≤
∫

Ω
σ |∇r0(η̄ − ηj)|2 dx (4.6.25)

En faisant tendre maintenant j → ∞ dans l’inégalité ci-dessus nous obtenons lη̄ = 0 car ηj →
j
η̄.

Ce qui veut dire,

‖r2k−1(η̄)‖2
0,S ≡

∫

Ω
σ |∇r2k−1(η̄)|2 dx→

k
0

Comme les normes ‖·‖0,S et ‖·‖H1 sont équivalentes (cf 4.2.2) et (r2k−1(η̄))k converge dans

H1
0,S(Ω) alors (rk(η̄))k converge dans H1(Ω) et donc η̄ ∈ R.

• Montrons maintenant que R est dense dans H
1
2 (Γ1). Considérons l’opérateur linéaire Λ défini

comme suit

H
1
2 (Γ1) → H

1
2 (Γ1)

η → Λη = r2(η)|Γ1
− η

(4.6.26)

montrons d’abord que (i) Im(Λ) ⊂ R et ensuite (ii) Im(Λ) est dense dans H
1
2 (Γ1).

(i) Soit ξ = r2(η)|Γ1
− η ∈ Im(Λ). Par linéarité nous avons r2k(ξ) = r2k+2(η) − r2k(η). Il s’agit

de démontrer que ξ ∈ R, c’est à dire que la suite (rk(ξ))k converge dans H1(Ω).
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Or nous avons

∫

Ω
σ |∇r2k(ξ)|2 dx =

∫

Ω
σ |∇r2k+2(η) −∇r2k(η)|2 dx

=

∫

Ω
σ |∇r2k+2(η)|2 dx+

∫

Ω
σ |∇r2k(η)|2 dx− 2

∫

Ω
σ∇r2k+2(η)∇r2k(η)dx

=

∫

Ω
σ |∇r2k+2(η)|2 dx+

∫

Ω
σ |∇r2k(η)|2 dx− 2

∫

Ω
σ |∇r2k+1(η)|2 dx

Et comme, d’après les relations (4.6.19) et (4.6.20), la suite
( ∫

Ω
σ |∇rk(η)|2 dx

)
k

est décroissante,

nous avons

∫

Ω
σ |∇r2k(ξ)|2 dx ≤

∫

Ω
σ |∇r2k+2(η)|2 dx+

∫

Ω
σ |∇r2k(η)|2 dx−2

∫

Ω
σ |∇r2k+2(η)|2 dx

Et donc ∫

Ω
σ |∇r2k(ξ)|2 dx ≤

∫

Ω
σ
(
|∇r2k(η)|2 − |∇r2k+2(η)|2

)
dx (4.6.27)

Par ailleurs, les deux suites
( ∫

Ω
σ |∇r2k(ξ)|2 dx

)

k
et

( ∫

Ω
σ |∇r2k(η)|2 dx

)

k
sont convergentes

(car positives décroissantes). Si nous désignons leurs limites respectivement par lξ et lη, d’après
(4.6.27), nous obtenons 0 ≤ lξ ≤ lη − lη, et donc lξ = 0. Ce qui implique, puisque la suite( ∫

Ω
σ |∇rk(ξ)|2 dx

)

k
est décroissante, la convergence vers 0 de la suite

( ∫

Ω
σ |∇r2k−1(ξ)|2 dx

)

k
.

Par suite r2k−1(ξ) −→
k

0 dans H1(Ω) et enfin la proposition 2 implique la convergence de la suite

(rk(ξ))k dans H1(Ω).

(ii) Montrons que Im(Λ) est dense dans H
1
2 (Γ1). Ce qui revient à montrer que Ker(Λ∗) = {0}

où Λ∗ est l’opérateur adjoint de Λ.

Soit φ ∈ Ker(Λ∗), donc φ ∈ H− 1
2 (Γ1) et Λ∗φ = 0. Par conséquent, ∀η ∈ H

1
2 (Γ1), nous avons

< Λ∗φ >, η >=< φ,Λη >= 0, et par suite :

∫

Γ1

(
r2(η) − η

)
φds = 0 ∀η ∈ H

1
2 (Γ1) (4.6.28)

Soit maintenant v telle que :





−∇(σ∇v) = 0 dans Ω

σ2
∂v

∂ν
= φ sur Γ1

v = 0 sur S

σ3
∂v

∂ν
= 0 sur L

(4.6.29)

Par application de la formule de Green dans Ω pour v et r1(η) et au moyen de (4.6.28), nous
obtenons ∫

Γ1

σ2
∂r1
∂ν

(η) v ds =

∫

Γ1

η φ ds (4.6.30)



4.6. La méthode itérative alternative de Kozlov & al. 81

Nous considérons ensuite la fonction w solution du problème suivant





−∇(σ∇w) = 0 dans Ω
w = v sur Γ1

σ3
∂w

∂ν
= 0 sur Γ3

(4.6.31)

Par la formule de Green dans Ω pour w et r0(η), et au moyen de l’équation obtenue (4.6.30),
nous obtenons l’équation suivante

∫

Γ1

(
φ− σ2

∂w

∂ν

)
η ds = 0, ∀ η ∈ H

1
2 (Γ1) (4.6.32)

D’où σ2
∂w
∂ν = φ sur Γ1.

Posons maintenant z = v−w. Comme σ2
∂v

∂ν |Γ1

= φ, nous avons z|Γ1
=
∂z

∂ν |Γ1

= 0 et −∇(σ∇z) =

0 dans Ω. D’après le théorème de Holmgren nous obtenons z = 0 dans Ω et donc v = w. Et

puisque v|S =
∂w

∂ν |S
= 0 nous avons alors v = w = 0 dans Ω, et donc φ = 0.

Remarque 6 En suivant [70], nous pouvons également démontrer que si l’on a (α, β) ∈ H
1
2 (S)×

H− 1
2 (Γ3) et si pour un certain f0 ∈ H

1
2 (Γ1) la suite (Rk(α, β, f

0))k converge vers un U dans
H1(Ω) alors U est solution du problème suivant :

−∇(σ∇U) = 0 dans Ω , U|S = α , σ3
∂U

∂ν |Γ3

= β.

4.6.5 Caractère régularisant de l’algorithme

Nous considérons le problème (PCsim) défini dans (4.6.14), f et g les données exactes définies
sur S et Γ3 respectivement, f̃ et g̃ des perturbations de f et de g. Nous désignons par U la
solution exacte du problème de Cauchy (PCsim) correspondant à f et g et considérons pour un

f0 donné, la famille des opérateurs Rk(·, ·, f0) : H
1
2 (S)×H− 1

2 (Γ3) → H1(Ω) qui associe à (f, g)
la solution uk à l’itération k de l’algorithme itératif, k = 0, 1, · · · . Notre but dans ce paragraphe
est d’éditer le caractère régularisant de l’algorithme comme dans [70].

Définition 4 (famille régularisante)

La famille des opérateurs Rk(., ., f
0) : H

1
2 (S) × H− 1

2 (Γ3) → H1(Ω) pour k = 0, 1, · · · est dite
régularisante pour le problème de Cauchy (PCsim) de solution exacte U s’il existe un réel positif
δ0 et des fonctions k(δ) et ε(δ) définies en (0, δ0) tels que ε(δ) → 0 et l’inégalité

∥∥∥f − f̃
∥∥∥
H

1
2 (S)

+ ‖g − g̃‖
H− 1

2 (Γ3)
≤ δ

implique l’estimation suivante :

∥∥∥Rk(δ)(f̃ , g̃, f0) − U
∥∥∥
H1(Ω)

≤ ε(δ)

Ici f0 joue le rôle de paramètre pour la famille des opérateurs (Rk)k.
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Dans [70], les auteurs ont démontré que la suite des opérateurs (Rk)k de l’algorithme est
régularisante pour le problème de Cauchy. En adaptant les calculs menés dans la preuve, nous
obtenons l’estimation suivante

∥∥∥Rk(f̃ , g̃, f0) − U
∥∥∥
H1(Ω)

≤ ρkδ +
∥∥rk(f0 − U|Γ1

)
∥∥
H1(Ω)

où rk(f
0 − U|Γ1

) = Rk(0, 0, f
0 − U|Γ1

) définie précédemment dans le théorème 4 et ρk est la
norme de l’opérateur Rk(·, ·, 0) dont l’estimation ci-dessous est donnée dans [70]

ρk ≤ c k

avec c est une constante qui dépend de la géométrie et de l’opérateur elliptique du problème de
Cauchy. Donc finalement, nous avons

∥∥∥Rk(f̃ , g̃, f0) − U
∥∥∥
H1(Ω)

≤ c k δ +
∥∥rk(f0 − U|Γ1

)
∥∥
H1(Ω)

.

Ainsi k(δ) est défini comme étant la plus petite itération telle que

c k δ +
∥∥rk(f0 − U|Γ1

)
∥∥
H1(Ω)

≤ ε(δ) (4.6.33)

Cette estimation montre la délicatesse du choix du critère d’arrêt de l’algorithme. Il s’agit de
trouver l’itération optimale k0 qui dépend de δ et de f0 et pour laquelle (4.6.33) est vérifiée.

Ce point va être traité numériquement (§4.8.3) où nous explorerons plusieurs critères et nous les
testerons sur une fonction analytique et sur des données simulées.

4.6.6 Synthèse des travaux effectués sur cette méthode

Dans [70], la méthode a été étudiée seulement théoriquement et aucune expérience numérique
n’a été présentée. Mais depuis, cette méthode a été reprise et expérimentée par d’autres cher-
cheurs et dans plusieurs applications. Principalement, nous citons les travaux de Lesnic & al.
[79, 87], Jourhmane & al. [64, 65, 63], Leitão [77] et plus récemment Azaiez & al. [6].

Ces travaux ont traité la méthode itérative de Kozlov de point de vue théorique et numérique.
Cependant, les applications présentées ont été toutes implémentées en 2D avec des tests ana-
lytiques f et sur un domaine homogène, le plus souvent sur un carré. Le cas de l’anneau a été
cependant traité par Leitão dans [77] et par Azaiez & al. [6]. Mais, aucune application réaliste
n’a été présentée.

Pour la résolution numérique du problème aux conditions mêlées, certains auteurs ont choisi la
méthode des éléments finis [65, 77, 6], et d’autres la méthode des équations intégrales [79, 64, 63].
Tous ces travaux montrent l’efficacité de la méthode et son caractère régularisant pour des
données faiblement perturbées, mais pointent une convergence numérique lente spécialement
pour un choix initial de l’algorithme relativement loin de la solution exacte. Néanmoins, les
expériences présentées dans [77] montrent que la convergence numérique est plus rapide dans
une couronne sphérique que dans un carré et que dans une couronne les résultats sont d’autant
meilleurs que si l’épaisseur diminue. D’autre part, signalons que les résultats de Lesnic & al.

dans [79] montrent que le flux
∂u

∂ν
est plus difficile à calculer avec une bonne précision telle que

le potentiel u. Et dans le cas où les surfaces Γi et Γe de la couronne C ne sont pas régulières, les
résultats sont moins bons.

fOn retrouve souvent la fonction u(x, y) = cos(x)cosh(y) + sin(x)sinh(y) testée sur un carré.
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Pour accélérer la convergence numérique, certains auteurs ont cherché à relaxer le schéma de
l’algorithme. Ainsi, Jourhmane & al. [64, 65] ont relaxé le calcul de fk à chaque itération, et
Mera & al. [87] ont relaxé la condition de calcul de gk et ont présenté un schéma de relaxa-
tion de fk et gk à la fois ainsi qu’une comparaison entre ces différents schémas. Par ailleurs, une
stratégie pour choisir le paramètre optimal de relaxation a été également présentée dans [65, 63].

Dans le cadre de notre problème, nos résultats sont effectués sur un domaine 3D homogène par
morceaux (géométrie sphérique et géométrie réaliste), nous présentons des applications avec une
fonction analytique et avec des données simulées. Contrairement à ce qui a été rapporté dans
la majorité des résultats présentés sur un carré, la convergence numérique de notre algorithme
ne nécessite pas un très grand nombre d’itérations (cf §4.8) et donc nous n’avons pas besoin des
schémas de relaxation.

4.7 Résolution des problèmes directs aux conditions aux limites
mêlées

Dans cette section nous présentons la résolution des problèmes aux conditions aux limites mêlées
qui apparaissent dans les algorithmes écrits pour les deux approches successive et simultanée
(cf §4.6.2 et §4.6.3). Nous avons choisi la méthode des équations intégrales pour ses multiples
avantages décrits dans le chapitre 2, d’autant plus qu’elle est plus appropriée pour résoudre ces
problèmes que d’autres méthodes vu que nous n’avons besoin à chaque itération de l’algorithme
que des valeurs du potentiel et du flux sur la frontière.

Les problèmes directs en question sont les suivants,

– approche successive,

1. suite paire :

(P1suc)





−∆u = 0 dans C
u = φ sur Γi
∂u

∂ν
= g sur Γe

(4.7.34)

φ ∈ H
1
2 (Γi), g ∈ H− 1

2 (Γe).

2. suite impaire :

(P2suc)





−∆u = 0 dans C
∂u

∂ν
= ψ sur Γi

u = f sur S ⊂ Γe
∂u

∂ν
= gL sur L = Γe \ S

(4.7.35)

ψ ∈ H− 1
2 (Γi), f ∈ H

1
2 (S) et gL est la restriction sur L d’un g ∈ H− 1

2 (Γe).

– approche simultanée,
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1. suite paire :

(P1sim)





−∇(σ∇u) = 0 dans Ω
u = φ sur Γ1

σ3
∂u

∂ν
= g sur Γ3

(4.7.36)

φ ∈ H
1
2 (Γ1), g ∈ H− 1

2 (Γ3).

2. suite impaire :

(P2sim)





−∇(σ∇u) = 0 dans Ω

σ2
∂u

∂ν
= ψ sur Γ1

u = f sur S

σ3
∂u

∂ν
= gL sur L

(4.7.37)

ψ ∈ H− 1
2 (Γ1), f ∈ H

1
2 (S) et gL est la restriction sur L d’un g ∈ H− 1

2 (Γ3).

Nous présentons dans le paragraphe suivant la résolution des problèmes directs de l’approche
successive, celle des problèmes de l’approche simultanée sera présentée au paragraphe §4.7.2.

4.7.1 Résolution des problèmes aux conditions aux limites mêlées de l’ap-
proche successive

Il s’agit de résoudre les problèmes (P1suc) et (P2suc) décrits ci-dessus. Nous présentons dans ce
qui suit l’étude du problème (P2suc), celle du problème (P1suc) étant similaire.

C

S

ΓΓi
e

ν

ν

Fig. 4.3 – Le domaine C de la couronne

Notons que pour le problème de Cauchy (PCscalp) nous considérons S une sous partie stricte de
Γe et pour le problème de Cauchy (PCcrâne) nous avons S = Γe.
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Formulation variationnelle du problème (P2suc)

(P2suc)





∆u = 0 dans C
∂u

∂ν
= ψ sur Γi

u = f sur S ⊂ Γe
∂u

∂ν
= gL sur L = Γe \ S

(4.7.38)

Soit f̄ ∈ H
1
2 (Γe) un prolongement continu de f ∈ H

1
2 (S) (cf §4.2). Nous considérons le problème

suivant

(Pu)





−∆u = 0 dans C
∂u

∂ν
= 0 sur Γi

u = f̄ sur Γe

(4.7.39)

et introduisons la différence w = u− u dont nous observons qu’elle satisfait le système

(Pw)





−∆w = 0 dans C
∂w

∂ν
= ψ sur Γi

w = 0 sur S
∂w

∂ν
= gL − ∂u

∂ν |L
sur L

(4.7.40)

dont nous étudions la formulation variationnelle dans l’espace H1
0,S(C) défini dans le paragraphe

§4.2.

Soit v ∈ H1
0,S(C). En appliquant la formule de Green dans C sur (w, v) nous obtenons

∫

C
∇w · ∇vdx =

∫

L
(gL − ∂u

∂ν |L
) v ds+

∫

Γi

ψ v ds (4.7.41)

Le premier terme dans le second membre représente le produit de dualité sur H
1
2
00(L) et le dernier

représente le produit de dualité sur H
1
2 (Γi).

La formulation variationnelle de ce problème s’écrit alors

a(w, v) = ℓ(v) pour tout v ∈ H1
0,S(C) (4.7.42)

où

a(w, v) =

∫

C
∇w(x) · ∇v(x)dx

et

ℓ(v) =

∫

L
(gL − ∂u

∂ν |L
) v ds+

∫

Γi

ψ v ds

Nous munissons l’espace H1
0,S(C) du produit scalaire et de sa norme induite définis dans (4.2.2)

pour σ = 1, qui en fait un espace hilbertien [30].

D’autre part, nous avons a(v, v) = ‖·‖2
0,S . Donc a est ‖·‖0,S-coercive sur H1

0,S(C) et l’inégalité de
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Cauchy-Schwarz assure sa continuité.

Reste à vérifier que ℓ(·) est une forme linéaire continue sur H1
0,S(C). En effet,

|ℓ(v)| ≤
∣∣∣∣
∫

L
(gL − ∂u

∂ν |L
)v ds

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫

Γi

ψv ds

∣∣∣∣

≤ ‖v‖
H

1
2
00(L)

∥∥∥∥gL − ∂u

∂ν |L

∥∥∥∥(
H

1
2
00(L)

)′ + ‖v‖
H

1
2 (Γi)

‖ψ‖
H− 1

2 (Γi)

Or
∥∥v|L

∥∥
H

1
2
00(L)

≤ cL · ‖v‖
H

1
2 (Γe)

[109], donc avec la continuité de la trace nous obtenons

|ℓ(v)| ≤ cte ‖v‖H1(C) . (4.7.43)

Ainsi, le théorème de Lax-Milgram nous donne l’existence et l’unicité d’une solution w dans
H1

0,S(C) au problème (4.7.40) et ceci pour un u fixé qui dépend du prolongement f̄ . Il en découle

alors l’existence d’une solution u dans H1(C) du problème (P2suc). Cette solution est unique
car s’il existe une autre solution u1 alors leur différence z = u− u1 vérifiera le problème suivant





−∆z = 0 dans C
z = 0 sur S
∂z

∂ν
= 0 sur L

∂z

∂ν
= 0 sur Γi

(4.7.44)

qui admet comme unique solution la solution nulle. Donc u = v. 2

Formulation du problème (P2suc) en équations intégrales

Nous étudions dans ce paragraphe la résolution du problème (P2suc) par la méthode des équations
intégrales. Nous distinguons deux cas, le cas où S = Γe tel est le cas pour le problème (PCcrâne)
et le cas où S est une sous partie stricte de Γe, c’est le cas du problème (PCscalp).

Cas où S = Γe

Nous supposons dans ce paragraphe S = Γe, donc le problème à résoudre est le suivant





∆u = 0 dans C
∂u

∂ν
= ψ sur Γi

u = f sur Γe

(4.7.45)

Nous poursuivons la même démarche que celle du chapitre 2 afin de présenter une formulation
en équations intégrales de ce problème.

D’après le théorème 1 (cf chapitre 2) nous avons

u(y)

2
= −

∫

∂C

∂G

∂ν
(x− y)u(x)ds(x) +

∫

∂C
G(x− y)

∂u(x)

∂ν
ds(x) , y ∈ ∂C

que nous écrivons sur Γi et Γe respectivement
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ui

2 (y) = −
∫

Γi

∂G

∂ν
(x− y)ui(x)ds(x) −

∫

Γe

∂G

∂ν
(x− y)ue(x)ds(x)

+

∫

Γi

G(x− y)pi(x)ds(x) +

∫

Γe

G(x− y)pe(x)ds(x) , y ∈ Γi

(4.7.46)

ue

2 (y) = −
∫

Γi

∂G

∂ν
(x− y)ui(x)ds(x) −

∫

Γe

∂G

∂ν
(x− y)ue(x)ds(x)

+

∫

Γi

G(x− y)
∂ui(x)

∂ν
ds(x) +

∫

Γe

G(x− y)
∂ue(x)

∂ν
ds(x) , y ∈ Γe

(4.7.47)

où nous avons noté ue ≡ u|Γe
, ui ≡ u|Γi

, pi ≡
∂ui
∂ν |Γi

et pe ≡
∂ui
∂ν |Γe

.

En reprenant les notations du potentiel de simple couche et de double couche définies au chapitre
2, nous obtenons le système suivant

ui
2

= −Di,iui −Di,eue + Si,ipi + Si,epe (4.7.48)

ue
2

= −De,iui −De,eue + Se,ipi + Se,epe (4.7.49)

qui s’écrit matriciellement sous la forme

[
Ii
2 +Di,i −Si,e
De,i −Se,e

]

︸ ︷︷ ︸
A2

(
ui
pe

)
=

[
Si,i −Di,e

Se,i − Ie
2 −De,e

]

︸ ︷︷ ︸
A1

(
pi
ue

)

(4.7.50)

Ainsi pour le problème (P1suc) il faut inverser la matrice A1 et pour (P2suc) il faut inverser la
matrice A2.

Posons
(
bi
be

)
≡ A1 ·

(
pi
ue

)
(4.7.51)

et considérons le système

A2 ·
(
ui
pe

)
=

(
bi
be

)
(4.7.52)

Nous avons (ui, ue, pi, pe) ∈ H
1
2 (Γi) ×H

1
2 (Γe) ×H− 1

2 (Γi) ×H− 1
2 (Γe) et b = (bi, be) ∈ H

1
2 (Γi) ×

H
1
2 (Γe).

Equivalence des systèmes (4.7.52) et (4.7.45)

Dans ce paragraphe, nous démontrons que le système d’équations intégrales (4.7.52) est équivalent
au problème (4.7.45). Il est facile de voir que la solution de ce dernier est aussi solution du système
(4.7.52). Nous démontrons dans ce qui suit la réciproque en vérifiant que le système (4.7.52)
admet une solution unique.

Considérons donc l’opérateur matriciel associé à ce système

A2 =

(
Ii
2 +Di,i −Si,e
De,i −Se,e

)
(4.7.53)
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Comme les opérateurs Di,i : L2(Γi) −→ L2(Γi), De,i : L2(Γi) −→ H
1
2 (Γe) et Si,e : H− 1

2 (Γe) −→
L2(Γi) sont compacts et que l’opérateur Se,e : H− 1

2 (Γe) −→ H
1
2 (Γe) est un isomorphisme (voir

§2.2.3 dans le chapitre 2 ), A2 : L2(Γi) × H− 1
2 (Γe) → L2(Γi) × H

1
2 (Γe) est un opérateur de

type Fredholm. Par conséquent l’étude de la solution du système d’équations intégrales (4.7.52)
revient à celle du noyau de l’opérateur adjoint

A∗
2 =

(
Ii
2 +D∗

i,i D∗
i,e

−Se,i −Se,e

)
(4.7.54)

Soit X = (α, β) ∈ Ker(A∗
2), nous définissons θ dans R

3 comme suit :

θ(y) =

∫

Γi

G(x− y)α(x)ds(x) +

∫

Γe

G(x− y)β(x)ds(x), pour y /∈ Γi ∪ Γe

:= Siα(y) + Seβ(y)

Ci

Ce

eΓ

ν

ν

iΓ
C

Fig. 4.4 – Domaines intérieure et extérieur à la couronne C

Nous remarquons immédiatement que θ est harmonique dans Ci ∪ C ∪ Ce où Ci est le domaine
intérieur à la frontière Γi et Ce est le domaine extérieur à Γe comme le montre la figure (Fig. 4.4).

(α, β) ∈ Ker(A∗
2) ⇔

{
( Ii2 +D∗

i,i)α+D∗
i,eβ = 0

−Se,iα− Se,eβ = 0

⇔





∂θ

∂ν

−

|Γi

= 0

θ|Γe
= 0

(4.7.55)

La fonction θ satisfait dans C le problème aux conditions aux limites mêlées suivant





−∆θ = 0 dans C
θ|Γe

= 0

∂θ

∂ν

−

|Γi

= 0

(4.7.56)

Donc θ = 0 dans C et par suite
θ|Γi

= 0

∂θ

∂ν

−

|Γe

= 0
(4.7.57)
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Dans le domaine Ci, θ vérifie le problème de Dirichlet suivant

{ −∆θ = 0 dans Ci
θ|Γi

= 0
(4.7.58)

D’où θ = 0 dans Ci et donc
∂θ

∂ν

+

|Γi

= 0 (4.7.59)

Cette équation avec l’équation
∂θ

∂ν

−

|Γi

= 0 (4.7.55) donnent

[
∂θ

∂ν

]

|Γi

= 0. Or d’après les relations

de saut du potentiel de simple couche évoquées au chapitre 2, nous avons

[
∂θ

∂ν

]
|Γi

= α ce qui

implique alors

α = 0 (4.7.60)

D’autre part, θ satisfait dans Ce le problème de Dirichlet suivant





−∆θ = 0 dans Ce
θ|Γe

= 0

θ(y) = O(1
r ) , r = |y| → ∞

(4.7.61)

donc θ = 0 dans Ce et par suite sa trace normale est nulle :

∂θ

∂ν

+

|Γe

= 0 (4.7.62)

Cette équation avec l’équation
∂θ

∂ν

−

|Γe

= 0 (4.7.57) donnent

[
∂θ

∂ν

]

|Γe

= 0. Or

[
∂θ

∂ν

]
|Γe = β d’où

β = 0 (4.7.63)

Et donc X = 0. 2

Mise en oeuvre numérique du système d’équations intégrales

Nous avons choisi la méthode de Galerkin (cf chapitre 2) pour résoudre numériquement le
système d’équations intégrales obtenu et qui s’écrit comme suit :

ui(y)
2 +

∫

Γi

∂G

∂ν
(x− y)ui(x)ds(x) −

∫

Γe

G(x− y)pe(x)dse(x) =

∫

Γi

G(x− y)pi(x)ds(x)

−
∫

Γe

∂G

∂ν
(x− y)ue(x)ds(x) , y ∈ Γi

∫

Γi

∂G

∂ν
(x− y)ui(x)ds(x) −

∫

Γe

G(x− y)pe(x)ds(x) =

∫

Γi

G(x− y)pi(x)ds(x) −
ue(y)

2

−
∫

Γe

∂G

∂ν
(x− y)ue(x)ds(x) , y ∈ Γe

(4.7.64)

Nous cherchons (ui, pe) élément de L2(Γi) ×H− 1
2 (Γe).

Nous multiplions la première équation par vi ∈ L2(Γi) et l’intégrons sur Γi, ensuite nous multi-

plions la deuxième équation par qe ∈ H− 1
2 (Γe) et l’intégrons sur Γe.
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Posons

V2 = L2(Γi) ×H− 1
2 (Γe)

Φ = (ui, pe)
Ψ = (bi, be)
v = (vi, qe)

(4.7.65)

où (bi, be) = A1(pi, ue).

Le problème variationnel du système correspondant au système (4.7.52) est le suivant

Trouver Φ ∈ V2 :< A2Φ,Ψ >=< Ψ, v >, ∀ v ∈ V2 (4.7.66)

Nous passons maintenant à la discrétisation de ce système variationnel. Les surfaces Γi et Γe sont
discrétisées par des facettes planes triangulaires, nous notons Γhi et Γhe les surfaces approchées
et désignons respectivement par ni et ne leur nombre de noeuds.

Nous utilisons une base P
1 que nous notons (φ

(i)
j )j=1,··· ,ni

pour discrétiser les fonctions définies

sur la surface Γhi et (φ
(e)
j )j=1,··· ,ne pour la surface Γhe . Nous posons alors :

uhi (y) =

ni∑

l=1

U
(i)
l · φ(i)

l (y) , phi (y) =

ni∑

l=1

P
(i)
l · φ(i)

l (y)

uhe (y) =

ne∑

l=1

U
(e)
l · φ(e)

l (y) , phe (y) =

ne∑

l=1

P
(e)
l · φ(e)

l (y)

Nous écrivons maintenant le système approché, en faisant parcourir les fonctions tests sur Γhi
parmi les fonctions de base φ

(i)
k , k = 1, · · · , ni et les fonctions tests sur Γhe parmi φ

(e)
k , k =

1, · · · , ne. Nous obtenons alors le système suivant

ni∑

l=1

U
(i)
l

[1

2

∫

Γh
i

φ
(i)
l φ

(i)
k ds

h
i +

∫

Γh
i

∫

Γh
i

∂G

∂ν
φ

(i)
l φ

(i)
k ds

h
i ds

h
i

]
−

ne∑

l=1

P
(e)
l

∫

Γh
i

∫

Γh
e

Gφ
(e)
l φ

(i)
k ds

h
eds

h
i

=

ni∑

l=1

P
(i)
l

∫

Γh
i

∫

Γh
i

Gφ
(i)
l φ

(i)
k ds

h
i ds

h
i −

ne∑

l=1

U
(e)
l

∫

Γh
i

∫

Γh
e

∂G

∂ν
φ

(e)
l φ

(i)
k ds

h
eds

h
i

pour k = 1 · · ·ni (4.7.67)

et

ni∑

l=1

U
(i)
l

∫

Γh
e

∫

Γh
i

∂G

∂ν
φ

(i)
l φ

(e)
k dshi ds

h
e −

ne∑

l=1

P
(e)
l

∫

Γh
e

∫

Γh
e

Gφ
(e)
l φ

(e)
k dsheds

h
e

=

ni∑

l=1

P
(i)
l

∫

Γh
e

∫

Γh
i

Gφ
(i)
l φ

(e)
k dshi ds

h
e−

ne∑

l=1

U
(e)
l

[1
2

∫

Γh
e

φ
(e)
l φ

(e)
k dshe+

∫

Γh
e

∫

Γh
e

∂G

∂ν
φ

(e)
l φ

(e)
k dsheds

h
e

]

pour k = 1 · · ·ne (4.7.68)

Ce système s’écrit matriciellement sous la forme :
[

Ih
i

2 +Dh
i,i −Shi,e

Dh
e,i −She,e

]

︸ ︷︷ ︸
Ah

2

(
U (i)

P (e)

)
=

[
Shi,i −Dh

i,e

She,i − Ih
e

2 −Dh
e,e

]

︸ ︷︷ ︸
Ah

1

(
P (i)

U (e)

)

(4.7.69)

avec U (a) = (U
(a)
1 , · · · , U (a)

na ) et P (a) = (P
(a)
1 , · · · , P (a)

na ), pour a = i, e.
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Cas où S est une sous partie stricte de Γe

Le problème à résoudre est le suivant :

(P2suc)





−∆u = 0 dans C
∂u
∂ν = ψ sur Γi
u = f sur S ⊂ Γe
∂u
∂ν = gL sur L = Γe \ S

(4.7.70)

Nous commençons par prolonger les données f ∈ H
1
2 (S) et gL ∈ (H

1
2
00(L))

′
sur toute la surface

Γe. Soient f̄ et ḡ des prolongements continus de f et de gL respectivement dans H
1
2 (Γe) et

H− 1
2 (Γe). Nous notons p ≡ ∂u

∂ν
et posons ᾱ = u|Γe

− f̄ et β̄ = p|Γe
− ḡ.

Nous reprenons la même représentation intégrale en simple et double couche déjà utilisée,

u(y)

2
=

∫

∂C
G(x− y)p(x)ds(x) −

∫

∂C

∂G

∂ν
(x− y)u(x)ds(x) , ∀y ∈ ∂C

Nous écrivons cette équation respectivement sur Γi et Γe :

ui(y)

2
=

∫

Γi

G(x− y)ψ(x)ds(x) +

∫

Γe

G(x− y)(β̄ + ḡ)(x)ds(x)

−
∫

Γi

∂G

∂ν
(x− y)ui(x)ds(x) −

∫

Γe

∂G

∂ν
(x− y)(ᾱ+ f̄)(x)ds(x)

∀y ∈ Γi (4.7.71)

(ᾱ+ f̄)(y)

2
=

∫

Γi

G(x− y)ψ(x)ds(x) +

∫

Γe

G(x− y)(β̄ + ḡ)(x)ds(x)

−
∫

Γi

∂G

∂ν
(x− y)ui(x)ds(x) −

∫

Γe

∂G

∂ν
(x− y)(ᾱ+ f̄)(x)ds(x)

∀y ∈ Γe (4.7.72)

En utilisant les notations des opérateurs intégraux déjà introduits au chapitre 2, le système
ci-dessus s’écrit de la façon suivante

sur Γi : ui

2 +Di,iui +Di,eᾱ− Si,eβ̄ = Si,iψ + Si,eḡ −Di,ef̄

sur Γe : De,iui +
ᾱ
2 +De,eᾱ− Se,eβ̄ = Se,iψ + Se,eḡ − f̄

2 −De,ef̄
(4.7.73)

Nous cherchons à calculer ui ∈ H
1
2 (Γi), uL ≡ u|L ∈ H

1
2 (L) et pS ≡ p|S ∈

(
H

1
2
00(S)

)′

. Et, pour

déterminer uL et pS , il suffit de déterminer ᾱ|L et β̄|S qui appartiennent respectivement à H
1
2
00(L)

et H− 1
2 (S) puisque ᾱ ∈ H

1
2 (Γe) avec ᾱ|S = 0 et β̄ ∈ H− 1

2 (Γe) avec β̄|L = 0 (cf §4.2).

Nous définissons les opérateurs Se,L et De,L de la façon suivante,

∀ϕ ∈ H− 1
2 (L) : Se,Lϕ = Se,eϕ̃ , où ϕ̃ ∈ H

1
2 (Γe) est le prolongement par 0 de ϕ sur Γe

∀θ ∈ H
1
2
00(L) : De,Lθ = De,eθ̃ , où θ̃ ∈ H− 1

2 (Γe) est le prolongement par 0 de θ sur Γe

De la même façon, nous définissons les opérateurs Se,S et De,S . Puisque ᾱ|L ∈ H
1
2
00(L) et β̄|S ∈

H− 1
2 (S), nous pouvons donc écrire le système (4.7.73) comme suit

sur Γi : ui

2 +Di,iui +Di,Lᾱ|L − Si,S β̄|S = Si,iψ + Si,eḡ −Di,ef̄

sur Γe : De,iui +
ᾱ
2 +De,Lᾱ|L − Si,S β̄|S = Se,iψ + Se,eḡ − f̄

2 −De,ef̄
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Dans l’équation écrite sur Γe toutes les fonctions sont dans H
1
2 (Γe) donc nous pouvons prendre

la restriction sur L et sur S pour obtenir le système suivant

sur Γi :
ui
2

+Di,iui +Di,eᾱ− Si,eβ̄ = Si,iψ + Si,eḡ −Di,ef̄

sur L : DL,iui +
ᾱ

2 |L
+DL,Lᾱ|L − SL,S β̄|S = SL,iψ + SL,eḡ −

f̄

2 |L
−DL,ef̄

sur S : DS,iui +DS,Lᾱ|L − SS,S β̄|S = SS,iψ + SS,eḡ −
f̄

2 |S
−DS,ef̄

Afin de simplifier la présentation, nous supposons dans la suite que

f ∈ H
1
2
00(S) , gL ∈ H− 1

2 (L) (4.7.74)

et considérons ainsi f̄ et ḡ les prolongements par 0 de f et de gL. Dans ce cas, nous avons

(ᾱ+ f̄)|S = f (ᾱ+ f̄)|L = uL
(β̄ + ḡ)|S = pS (β̄ + ḡ)|L = gL

et obtenons donc le système matriciel suivant




Ii
2 +Di,i Di,L −Si,S
DL,i

IL
2 +DL,L −SL,S

DS,i DS,L −SS,S




︸ ︷︷ ︸
AS




ui
uL
pS


=



Si,i Si,L −Di,S

SL,i SL,L −DL,S

SS,i SS,L − IS
2 −DS,S






ψ
gL
f




(4.7.75)

Equivalence entre le système (4.7.75) et le problème (4.7.70)

En se servant de l’alternative de Fredholm nous étudions dans ce paragraph l’équivalence entre
le système d’équations intégrales obtenu et le problème (P2suc) décrit dans (4.7.70).

D’après les propriétés des opérateurs intégraux déjà évoquées au chapitre 2, nous avons

Di,i : L2(Γi) → L2(Γi) Di,L : L2(L) → L2(Γi) DL,i : L2(Γi) → L2(L)

DL,L : L2(L) → L2(L) Si,S : H− 1
2 (S) → L2(Γi) DS,i : L2(Γi) → H

1
2 (S)

sont compacts et l’opérateur

SS,S : H− 1
2 (S) → H

1
2 (S)

est un isomorphisme.

Et d’après [109],

SL,S : H− 1
2 (S) → L2(L) DS,L : L2(L) → H

1
2 (S)

Donc AS : L2(Γi) × L2(L) × H− 1
2 (S) → L2(Γi) × L2(L) × H

1
2 (S) est un opérateur de type

Fredholm. Etudions alors le noyau de son adjoint

A∗
S =




Ii
2 +D∗

i,i D∗
i,L D∗

i,S

D∗
L,i

IL
2 +D∗

L,L D∗
L,S

−SS,i −SS,L −SS,S



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Soit X = (α, β, γ) ∈ Ker(A∗
S). Nous posons β̃, γ̃ les prolongements par 0 sur Γe de β et γ

respectivement (β̃ ∈ L2(Γe), γ̃ ∈ H− 1
2 (Γe)).

Nous définissons dans R
3 la fonction suivante

θ(y) =

∫

Γi

G(x− y)α(x)dsi(x) +

∫

Γe

G(x− y)β̃(x)dse(x) +

∫

Γe

G(x− y)γ̃(x)dse(x)

:= Siα(y) + Seβ̃(y) + Seγ̃(y) , pour y /∈ Γi ∪ Γe

dont nous vérifions qu’elle est harmonique dans Ci ∪ C ∪ Ce, où Ci et Ce sont les domaines
représentés dans la figure (Fig. 4.5).

L

C

S

Ce

Ci
Γi

ν

ν

Γe

Fig. 4.5 – Domaines intérieure et extérieur à la couronne C.

A∗
S ·X = 0 ⇔





α
2 +D∗

i,iα+D∗
i,Lβ +D∗

i,Sγ = 0

D∗
L,iα+ β

2 +D∗
L,Lβ +D∗

L,Sγ = 0

−SS,iα− SS,Lβ − SS,Sγ = 0

⇔





∂θ

∂ν

−

|Γi

= 0

∂θ

∂ν

−

|L
= 0

θ|S = 0

(4.7.76)

Par suite, la fonction θ vérifie dans le domaine C, le problème suivant





−∆θ = 0 dans C
∂θ

∂ν

−

|Γi

= 0

θ|S = 0

∂θ

∂ν

−

|L
= 0

(4.7.77)
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d’où θ = 0 dans C et par conséquent





θ|Γi
= 0

∂θ

∂ν

−

|S
= 0

θ|L = 0

(4.7.78)

Dans Ci, θ vérifie le problème de Dirichlet suivant

{ −∆θ = 0 dans Ci
θ|Γi

= 0
(4.7.79)

Ce qui implique θ = 0 dans Ci et donc

∂θ

∂ν

+

|Γi

= 0. (4.7.80)

Cette équation avec
∂θ

∂ν

−

|Γi

= 0 (4.7.76) impliquent

[
∂θ

∂ν

]

|Γi

= 0. Or d’après les relations de saut

du potentiel de simple couche évoquées au chapitre 2 nous avons

[
∂θ

∂ν

]

|Γi

= α, donc

α = 0. (4.7.81)

Nous avons alors θ(y) =

∫

Γe

G(x− y)β̃(x)dse(x) +

∫

Γe

G(x− y)γ̃(x)dse(x).

Les équations θ|L = 0 (4.7.78) et θ|S = 0 (4.7.76) impliquent θ|Γe
= 0. Ainsi, θ vérifie dans Ce le

problème de Dirichlet extérieur





−∆θ = 0 dans Ce
θ|Γe

= 0

θ(y) → 0 pour |y| → ∞

D’où θ = 0 et par suite

∂θ

∂ν

+

|Γe

= 0 (4.7.82)

L’équation
∂θ

∂ν

−

|S
= 0 (4.7.78) avec (4.7.82) impliquent

[
∂θ

∂ν

]

|S
= 0. Comme

[
∂θ

∂ν

]

|S
= γ, nous

obtenons

γ = 0. (4.7.83)

De façon similaire, l’équation
∂θ

∂ν

−

|L
= 0 (4.7.76) avec (4.7.82) donnent

[
∂θ

∂ν

]

|L
= 0 et comme

[
∂θ

∂ν

]

|L
= β alors nous obtenons

β = 0. (4.7.84)

Ce qui implique X = 0. 2
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4.7.2 Résolution des problèmes aux conditions aux limites mêlées de l’ap-
proche simultanée

Il s’agit des problèmes (P1sim) et (P2sim) que nous réécrivons ci-dessous

(P1sim)





−∇(σ∇u) = 0 dans Ω
u = φ sur Γ1

σ3
∂u

∂ν
= g sur Γ3

(P2sim)





−∇(σ∇u) = 0 dans Ω

σ2
∂u

∂ν
= ψ sur Γ1

u = f sur S

σ3
∂u

∂ν
= gL sur L

(4.7.85)

Ω
3

Γ2

Ω2

ν

Ω
1Γ1

Γ3

S

L

Fig. 4.6 – Le domaine Ω

Ces deux problèmes sont bien posés dans H1(Ω). Leur étude est similaire à celle des problèmes
directs de l’approche successive.

Résolution par équations intégrales

Pour résoudre les problèmes directs (P1sim) et (P2sim) nous utilisons la même représentation
intégrale en simple et double couche utilisée auparavant. Nous l’écrivons dans Ω2 et dans Ω3,
prenons la restriction sur leurs frontières respectives

dans Ω3,





sur Γ3 : −D3,2u2 + S3,2(
∂u

∂ν
)
+

2
= −

(
I3
2 +D3,3

)
u3 + S3,3(

∂u

∂ν
)
−

3

sur Γ2 :
(
I2
2 −D2,2

)
u2 + S2,2(

∂u

∂ν
)
+

2
= −D2,3u3 + S2,3(

∂u

∂ν
)
−

3

dans Ω2,





sur Γ2 :
(
I2
2 +D2,2

)
u2 − S2,2(

∂u

∂ν
)
−

2
= D2,1u1 − S2,1(

∂u

∂ν
)
+

1

sur Γ1 : D1,2u2 − S1,2(
∂u

∂ν
)
−

2
=

(
− I1

2 +D1,1

)
u1 − S1,1(

∂u

∂ν
)
+

1

où (
∂u

∂ν
)
−

j
est la limite intérieure du flux à travers la surface Γj et (

∂u

∂ν
)
+

j
est la limite extérieure,

j = 1, 2, 3.
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Nous multiplions les équations provenant de la représentation intégrale dans le domaine Ω3 par
σ3 et celles de Ω2 par σ2, nous obtenons alors

−σ3D3,2u2 + S3,2(σ3
∂u

∂ν
)
+

2
= −σ3

(I3
2

+D3,3

)
u3 + S3,3(σ3

∂u

∂ν
)
−

3
(4.7.86)

σ3

(I2
2

−D2,2

)
u2 + S2,2(σ3

∂u

∂ν
)
+

2
= −σ3D2,3u3 + S2,3(σ3

∂u

∂ν
)
−

3
(4.7.87)

σ2

(I2
2

+D2,2

)
u2 − S2,2(σ2

∂u

∂ν
)
−

2
= σ2D2,1u1 − S2,1(σ2

∂u

∂ν
)
+

1
(4.7.88)

σ2D1,2u2 − S1,2(σ2
∂u

∂ν
)
−

2
= σ2

(
− I1

2
+D1,1

)
u1 − S1,1(σ2

∂u

∂ν
)
+

1
(4.7.89)

Ensuite nous considérons les deux équations (4.7.87) et (4.7.88) écrites sur Γ2 et nous exprimons

u2 et σ2(
∂u

∂ν
)
−

2
en fonction des valeurs du potentiel et du flux sur Γ1 et sur Γ3. Puis, nous les

substituons dans les équations écrites sur Γ1 et Γ3.

Notons H2,2 =
(
σ2+σ3
σ2−σ3

)
I2
2 +D2,2. Puisque

∣∣∣σ2+σ3
σ2−σ3

∣∣∣ > 1, d’après [3] :

H2,2 : L2(Γ2) → L2(Γ2) est un isomorphisme

Le système matriciel obtenu est le suivant :

A




σ1
σ2−σ3

(
∂u

∂ν
)
−

1

1
σ2−σ3

u3


 = B




1
σ2−σ3

u1

σ3
σ2−σ3

(
∂u

∂ν
)
−

3


 (4.7.90)

où A et B sont définies comme suit

A = (σ2 − σ3)

[
S1,1 0

0 σ3(
I3
2 +D3,3)

]
+

[
−σ2D1,2

σ3D3,2

]
H−1

2,2

[
S2,1 σ3D2,3

]

+

[
−S1,2

S3,2

]
S−1

2,2H
−1
2,2

[
σ3(

I2
2 −D2,2)S2,1 −σ2σ3(

I2
2 +D2,2)D2,3

]
(4.7.91)

et

B = (σ2 − σ3)

[
−σ2(

I1
2 −D1,1) 0

0 S3,3

]
+

[
−σ2D1,2

σ3D3,2

]
H−1

2,2

[
σ2D2,1 S2,3

]

+

[
−S1,2

S3,2

]
S−1

2,2H
−1
2,2

[
σ2σ3(

I2
2 −D2,2)D2,1 −σ2(

I2
2 +D2,2)S2,3

]
(4.7.92)

4.7.3 Tests numériques

Nous présentons dans ce paragraphe des tests numériques pour le problème aux conditions

aux limites mêlées décrit dans (4.7.45). Dans ce cas, nous connaissons
∂u

∂ν |Γi

et u|Γe
et nous

cherchons à calculer u|Γi
et

∂u

∂ν |Γe

. Nous considérons les maillages de la géométrie sphérique

définis en (Tab. 2.2), précisément nous travaillons sur la couronne C formée par les sphères de
rayons respectives 1 et 0.92.
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Nous considérons la fonction analytique suivante g :

u(x, y, z) =
x

(x2 + y2 + z2)3/2
(4.7.93)

qui est harmonique dans la couronne C considérée ci-dessus. Nous désignerons cette fonction

par uex, les données de Cauchy considérées sont ue ≡ uex|Γe
et pi ≡

∂uex

∂ν |Γi

, et nous cherchons à

déterminer uexi ≡ uex|Γi
et pexe ≡ ∂uex

∂ν |Γe

en résolvant le système discret (4.7.69). Ce système est

inversé en utilisant une décomposition LU à l’aide des subroutines de la bibliothèque numérique
d’algèbre linéaire Lapack en Fortran.

Afin d’étudier la robustesse de la méthode de résolution, nous ajoutons aux données (ue, pi) un
bruit gaussien d’amplitude : 0%, 1%, 3%, 5% et 10%. Nous donnons dans les tableaux (Tab. 4.1)
et (Tab. 4.2) les erreurs obtenues sur ui et sur pe, définies de la façon suivante

err(ui) =
‖uexi − uci‖L2(Γi)

‖uexi ‖L2(Γi)

, err(pe) =
‖pexe − pce‖L2(Γe)

‖pexe ‖L2(Γe)

où l’exposant (c) désigne la valeur calculée.

0% 1% 3% 5% 10%

Mesh1 3.6 10−3 6.9 10−3 1.6 10−2 2.7 10−2 5.4 10−2

Mesh2 6.4 10−4 4.7 10−3 1.4 10−2 2.3 10−2 4.7 10−2

Mesh3 9.2 10−5 3.3 10−3 1.0 10−2 1.6 10−2 3.3 10−2

Tab. 4.1 – L’erreur relative err(ui) en fonction des données perturbées de 0%, 1%, 3%, 5%, 10%.

0% 1% 3% 5% 10%

Mesh1 1.0 10−3 1.0 10−2 3.0 10−2 5.1 10−2 10 10−2

Mesh2 1.3 10−3 1.7 10−2 5.3 10−2 8.9 10−2 17 10−2

Mesh3 2.7 10−4 4.9 10−2 14 10−2 24 10−2 49 10−2

Tab. 4.2 – L’erreur relative err(pe) en fonction des données perturbées de 0%, 1%, 3%, 5%, 10%.

Nous remarquons que l’erreur se dégrade avec l’augmentation du bruit ajouté aux données. Et,
que le calcul du potentiel ui devient plus précis avec le raffinement du maillage, ce qui n’est
pas le cas pour le flux pe. Ceci peut être expliqué par le fait que nous utilisons des équations
intégrales de première espèce [19] en l’inconnu pe.

4.8 Expériences numériques pour le problème de Cauchy

Dans cette section, nous présentons des expériences numériques pour le problème de Cauchy
résolu par l’algorithme alternatif présenté dans ce chapitre. Dans un premier lieu, nous faisons
des tests dans une couronne sphérique avec une fonction analytique afin d’étudier la convergence
de l’algorithme, le nombre d’itérations nécessaire, la sensibilité par rapport au choix initial et
par rapport à l’épaisseur de la couronne, la stabilité par rapport aux perturbations des données

gCette fonction correspond à (4π) ∗ le potentiel créé par un dipôle placé à l’origine et de moment q = (1, 0, 0).
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et le comportement en fonction du manque de données. Nous discutons également du critère
d’arrêt de l’algorithme.

Ensuite, nous présentons des résultats obtenus lors de la résolution du problème de Cauchy
dans le domaine non-homogène Ω qui représente le scalp et le crâne, en considérant des données
simulées provenant d’un terme source et construites par la résolution d’un problème direct en
EEG. Des tests seront appliqués sur une géométrie sphérique et sur une géométrie réaliste, pour
les deux approches successive et simultanée.

Nous considérons la géométrie sphérique décrite auparavant (Tab. 2.2), et une géométrie réaliste
dont nous notons le maillage par Mesh4. Ce maillage qui nous a été fourni par le CHU d’Amiens
est obtenu par le logiciel ASA à partir des images IRM d’un patient. Il comporte trois couches
dont nous indiquons le nombre d’élements de discrétisation dans le tableau (Tab. 4.3) et que
nous représentons dans les figures (Fig. 4.7) et (Fig. 4.8).

noeuds triangles

scalp 616 1228

crâne 510 1016

cerveau 510 1016

Tab. 4.3 – Le maillage de la géométrie réaliste.

4.8.1 Résultats obtenus dans une couronne pour une fonction analytique

Nous considérons dans ce paragraphe la géométrie sphérique, particulièrement nous prenons le
maillage Mesh2 (cf Tab. 2.2) et travaillons sur la couronne C (Fig. 4.2) formée par les deux
sphères de rayons 1 et 0.92 h. Nous résolvons le problème de Cauchy (4.6.13) pour la fonction
u(x, y, z) = x

r3
qui est harmonique dans C. Nous supposons connues les données du potentiel et

du flux fe et ge sur (S,Γe), et nous voulons calculer ui ≡ u|Γi
et (

∂u

∂ν
)i ≡

∂u

∂ν |Γi

en appliquant

l’algorithme décrit dans le paragraphe §4.6.2.

• Cas de données complètes sur la surface extérieure (S = Γe)

Nous supposons connâıtre fe sur toute la surface extérieure Γe et étudions le comportement de
l’algorithme en fonction du choix de l’estimation initiale, de l’épaisseur de la couronne et de la
perturbation des données.

Résultats obtenus en fonction du choix initial

L’algorithme décrit au §4.6.2 dépend d’une estimation initiale f0 du potentiel ui sur la surface
intérieure Γi et le théorème 4 dans le paragraphe §4.6.4 appliqué au cas homogène assure la
convergence de l’algorithme pour des données compatibles et ceci pour n’importe quel choix de
f0 ∈ H

1
2 (Γi). Afin de vérifier cela, nous avons pris deux choix initiaux sur la surface intérieure

Γi : f0
1 = 0 et f0

2 quelconque dont les valeurs aux noeuds de Γhi ont été choisies aléatoirement

selon une loi gaussienne. Nous avons
‖f0

1−uex
i ‖

∞

‖uex
i ‖

∞

= 1 et
‖f0

2−uex
i ‖

∞

‖uex
i ‖

∞

= 2.33.

hCe choix est arbitraire, nous étudierons ultérieurement la sensibilité de l’algorithme par rapport à l’épaisseur
de la couronne.



4.8. Expériences numériques pour le problème de Cauchy 99

-0.5

0

0.5

Z

-0.5-0.2500.250.50.751

X

-0.5

0

0.5

Y

X
Y

Z

-0.5

0

0.5

Z

-0.5-0.2500.250.50.751

X

-0.5

0

0.5

Y

X
Y

Z

-0.5

0

0.5

Z

-0.5-0.2500.250.50.751

X

-0.5

0

0.5

Y

X
Y

Z

Fig. 4.7 – Géométrie réaliste. La première figure (haut-gauche) représente le scalp, la deuxième le crâne et la
dernière (en bas) le cerveau.

X
Y

Z X

Y Z

Fig. 4.8 – Une coupe longitudinale et une coupe transversale de la géométrie réaliste.
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Fig. 4.9 – L’erreur relative sur les valeurs calculées ui et (
∂u

∂ν
)i de la fonction x

r3 , pour deux choix de l’estimation

initiale f0
1 = 0 et f0

2 quelconque.

Nous traçons dans la figure (Fig. 4.9) le logarithme en base 10 de l’erreur relative en norme L2

sur Γi entre les valeurs calculées à la kème itération fk et gk et les valeurs exactes. Ces erreurs
sont définies de la façon suivante

∥∥fk − uexi
∥∥
L2(Γi)

‖uexi ‖L2(Γi)

,

∥∥∥∥gk − (
∂uex

∂ν
)i

∥∥∥∥
L2(Γi)∥∥∥∥(

∂uex

∂ν
)i

∥∥∥∥
L2(Γi)

Ces résultats permettent de faire les remarques suivantes :

1. Pour le choix initial f0
2 , les suites calculées (fk)k et (gk)k tendent vers la même solution

numérique que pour f0
1 mais d’une façon plus lente. Donc, le choix initial n’influe pas sur

la précision des valeurs calculées mais seulement sur le nombre d’itération :

– la suite calculée (fk)k du potentiel sur Γi tend vers une solution proche de la solution
exacte avec une précision relative d’ordre 6 10−4 à partir de la 6ème itération pour un
choix initial nul et à partir de la 20ème itération pour un choix initial quelconque.

– la suite du flux (gk)k évolue vers une solution proche de la solution exacte avec une
précision relative d’ordre 1.8 10−3 à partir de la 13ème itération pour un choix initial
nul et à partir de la 27ème itération pour un choix initial quelconque.

2. La précision relative sur le flux est moins bonne que celle sur le potentiel. Ce résultat a été
également obtenu par D. Lesnic & al. [79] et Cimetière & al. [24] dans leurs applications
en 2D (cf §4.6.6).
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3. Les suites calculées tendent vers les valeurs exactes avec une bonne précision et avec re-
lativement peu d’itérations ce qui est contradictoire à plusieurs résultats obtenus dans la
littérature ([64], ...). Ceci pourrait être expliqué d’une part par la régularité de la géométrie
que nous utilisons et d’autre part, par la faible épaisseur de la couronne, ce dernier point
est étudié au paragraphe suivant.

Dans ce qui suit, nous prenons f0 = 0.

Résultats obtenus en fonction de l’épaisseur

Nous reprenons la même couronne, fixons le rayon de Γe à 1, et varions celui de Γi en prenant
les valeurs suivantes : 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98. Nous traçons dans la figure
(Fig. 4.10) l’erreur relative en norme L2 pour le potentiel et le flux calculés sur Γi pour les
différents rayons considérés.
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Fig. 4.10 – L’erreur relative sur le potentiel et le flux calculés sur la surface interne Γi pour la fonction x
r3 pour

différents rayons de la sphère intérieure, celui de la sphère extérieure étant fixé à 1 (valeurs prises à la 20ème
itération).

Nous remarquons alors, de façon ”relativement intuitive”, que la précision sur le calcul du poten-
tiel et du flux augmente avec la diminution de l’épaisseur de la couronne. C’est particulièrement
pour cette raison que nous avons adopté cette méthode pour la résolution du problème de Cau-
chy en EEG. Notons que pour la géométrie sphérique, la couronne du scalp a pour épaisseur
0.08 et celle du crâne a pour épaisseur 0.05. Et pour la géométrie réaliste, l’épaisseur entre les
couches est également faible sauf pour la partie du scalp qui se situe au niveau du visage et du
cou (Fig. 4.7).

Etude du comportement de l’algorithme en fonction de la perturbation des données
Dans ce paragraphe nous étudions le comportement de l’algorithme en fonction des perturbations
des données fe et ge sur la surface extérieure de la couronne. Nous ajoutons à ces données un
bruit gaussien d’amplitudes respectives p = 0%, 1%, 3%, 5%, 7%, et 10% de la façon suivante

f̃e(x) = fe(x)(1 + pN(x) )
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g̃e(x) = ge(x)(1 + pN(x) )

où N(x) est une variable aléatoire qui suit une loi gaussienne centrée en 0 de moyenne 0 et
d’écart-type 1. i

Dans l’approche successive, nous avons à résoudre deux problèmes de Cauchy, le premier étant
dans la couronne du scalp et le deuxième dans la couronne du crâne. Pour la première couronne,
la donnée fe constitue la mesure EEG donc elle est bruitée, et le flux ge est considéré nul sur
toute la surface du scalp, mais en réalité le flux est très petit et pas forcément nul, et en plus nous
ne connaissons pas sa valeur sur le cou. Et pour la deuxième couronne, fe et ge sont les valeurs
obtenues par le calcul fait dans la première couronne. D’où l’intérêt d’étudier la sensibilité de
l’algorithme par rapport à la perturbation de fe et la perturbation de ge. Ceci constitue le but
des paragraphes suivants.

perturbation de la donnée fe

Nous traçons dans la figure (Fig. 4.11) la variation de l’erreur relative sur le potentiel et le flux
calculés sur Γi en fonction du nombre d’itérations pour différents taux de perturbation de la
donnée fe.
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Fig. 4.11 – Erreurs relatives obtenues sur le potentiel et le flux pour la fonction x
r3 dans la couronne du scalp sur

le maillage Mesh2, ceci pour le cas où la donnée du potentiel fe est perturbée de 0, 1, 3, 5, 7 et 10%. La première
figure représente les erreurs sur la suite du potentiel calculé et la deuxième est pour le flux.

Nous remarquons sur ces deux figures que l’algorithme est sensible aux perturbations de fe, et
surtout le calcul du flux qui devient de plus en plus imprécis avec l’augmentation du bruit. Ces
résultats montrent également l’aspect régularisant de l’algorithme ; pour de faibles perturbations,
il existe une itération optimale à laquelle nous avons les valeurs calculées les plus proches des
valeurs exactes et pour de fortes perturbations la première itération donne les meilleurs résultats.

perturbation de la donnée ge

Dans ce paragraphe nous étudions la sensibilité de l’algorithme par rapport à la perturbation
de la donnée ge. Nous traçons dans la figure (Fig. 4.12) la variation de l’erreur relative sur le
potentiel et le flux calculés sur Γi en fonction du nombre d’itérations pour différents taux de
perturbation de ge.

iLes perturbations sur les données ont été effectuées avec un nombre de tirages satisfaisant.
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Fig. 4.12 – Erreurs relatives obtenues sur le potentiel et le flux pour la fonction x
r3 sur la couronne du scalp

sur le maillage Mesh2, ceci pour le cas où la donnée du flux ge est perturbée de 0, 1, 3, 5, 7 et 10%. La première
figure représente les erreurs sur la suite du potentiel calculé et la deuxième est pour le flux.

Comme pour le cas de la perturbation de fe, nous trouvons que le calcul du potentiel ui et du

flux (
∂u

∂ν
)i est sensible à la perturbation de ge mais dans une moindre mesure. Ceci va être étudié

au paragraphe suivant.

Comparaison entre la sensibilité par rapport à la perturbation de fe et la per-
turbation de ge

Dans la figure (Fig. 4.13), nous traçons l’erreur relative commise sur le calcul du potentiel et du
flux une fois en perturbant fe de 3% et en prenant ge exacte, et une fois en perturbant ge de 3%
et en prenant fe exacte. D’après cette figure nous concluons que l’algorithme est plus sensible à
la perturbation de la donnée du potentiel fe qu’à la perturbation de la donnée du flux ge.
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Fig. 4.13 – Comparaison entre les erreurs relatives sur le potentiel et le flux obtenues une fois pour fe perturbée
de 3% et ge exacte, et une fois pour fe exacte et ge perturbée de 3%.

• Cas de données connues partiellement sur la surface extérieure

Nous rappelons que le cas du problème de Cauchy posé dans le domaine du scalp, nous connais-
sons le potentiel partiellement sur la frontière extérieure : u = fe sur S ⊂ Γe. Pour construire
numériquement la partie S, nous définissons la variable β ∈ [−1; 1] telle que S soit formée par
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les noeuds Xi du maillage qui satisfont Xi(3) ≥ β (Fig. 4.14).

Fig. 4.14 – La surface S des mesures pour quatre valeurs différentes de β qui sont (de gauche à droite et de
haut en bas) : −1, −0.8, −0.4 et 0. Ce qui signifie que S représente respectivement 100%, 90%, 70% et 50% de
Γe.

La figure (Fig. 4.15) montre la variation de l’erreur relative sur le potentiel et le flux calculés

ui, (
∂u

∂ν
)i en fonction de différentes valeurs de β allant de −1 (S = Γe) jusqu’à 0.8 (S représente

10% de Γe). Nous observons alors que l’erreur sur les valeurs calculées sur la surface intérieure
augmente lorsque la surface des mesures diminue. Par ailleurs, plus la taille de la surface S des
mesures diminue, plus la reconstruction du potentiel sera moins précise que celle du flux. Ce
résultat a été également constaté dans [15].

4.8.2 Résultats obtenus dans une couronne avec des mesures simulées

Dans ce paragraphe, nous générons les données en résolvant le problème direct en EEG pour un
dipôle placé dans la région profonde du cerveau, de position (0.125, 0.125, 0.125) et de moment
1√
2
(1, 0, 1).

Remarque 7 Le calcul des traces du potentiel a été présenté au chapitre 2. Les traces du flux

sont obtenues à l’aide du calcul des traces normales
∂w

∂ν |Γj

de la solution w du problème (2.1.11).

Ce calcul est détaillé dans l’annexe C.

Pour les résultats présentés dans ce paragraphe, nous considérons la couronne du scalp avec les
maillages sphériques Mesh2, Mesh3 et le maillage réaliste Mesh4. Nous prenons d’abord fe
connue sur toute la surface extérieure et étudions le comportement de l’algorithme sur les trois
maillages en fonction de la perturbation de fe. La figure (Fig. 4.16) montre les erreurs relatives
en norme L2 obtenues sur le maillage Mesh2 pour le calcul du potentiel et du flux sur la surface
intérieure pour fe perturbée de 0, 1, 3, 5 et 10% et la figure (Fig. 4.17) montre les erreurs pour
le maillage sphérique Mesh3 et pour le maillage réaliste Mesh4. Dans la figure (Fig. 4.18) nous
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Fig. 4.15 – L’erreur relative sur le potentiel et le flux calculés sur Γi pour la fonction x
r3 en fonction de la

quantité de mesures dont nous disposons représentée par β qui va de −1 jusqu’à 0.8 et qui signifie que S représente
respectivement 100%, 90%, 80%, 70%, 60%, 50%, 40%, 30%, 20% et 10% de la surface extérieure.

présentons sur la même figure les erreurs pour les trois maillages afin de comparer entre elles.

Enfin, dans le tableau (Tab. 4.4), nous donnons pour les trois maillages les erreurs relatives à la
2ème itération dans le cas où fe est connue sur 60% de la surface du scalp et est perturbée de
5%, et ge est connue sur 80% du scalp et perturbée de 1%.
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Fig. 4.16 – Cas de mesures simulées. Erreurs relatives sur le potentiel et le flux calculés sur la surface de
l’os avec f connue sur toute la surface du scalp et perturbée de 0, 1, 3, 5 et 10%. La première figure est pour les
erreurs sur le potentiel et la deuxième est pour le flux.

Ces résultats reflètent la sensibilité de l’algorithme à la perturbation et au manque de données.
Par ailleurs, ils mettent en évidence l’importance du choix du critère d’arrêt qu’il faudrait
imposer afin d’obtenir les ”meilleures” valeurs calculées et montrent que l’itération optimale à
laquelle nous obtenons ces valeurs dépend du taux de perturbation des données. Ceci va être
discuté dans le paragraphe suivant.
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Fig. 4.17 – Cas de mesures simulées. Erreurs relatives sur le potentiel u et le flux p calculés sur la surface
de l’os avec f connue sur toute la surface du scalp et perturbée de 0 et 3%. La première figure est pour le maillage
sphérique Mesh3 et la deuxième est pour le maillage réaliste Mesh4.
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Fig. 4.18 – Cas de mesures simulées. Dans cette figure nous comparons les erreurs relatives sur le potentiel
et le flux calculés sur la surface de l’os, pour les trois maillages Mesh2, Mesh3 et Mesh4, avec données connues
sur toute la surface du scalp. La première figure est pour f non perturbée, la deuxième pour f perturbée de 3%.

potentiel flux

Mesh2 0.4305 0.9534

Mesh3 0.4056 1.1726

Mesh4 0.1037 0.8500

Tab. 4.4 – Cas de mesures simulées. Les erreurs relatives sur la surface de l’os du potentiel et du flux
calculés avec fe connue sur 60% du scalp et perturbée de 5% et ge connue sur 80% du scalp et perturbée de 1%
(valeurs prises à la 2ème itération).
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4.8.3 Critère d’arrêt

Puisque nous ne connaissons pas la solution exacte, il faudrait alors imposer un critère d’arrêt
portant sur les valeurs calculées. Nous avons ainsi considéré les critères suivants

– Critère 1 : ”stationnarité” des suites du potentiel et du flux calculés sur Γi : (fk)k et (gk)k

– Critère 2 : ”stationnarité” de la suite (fk)k

– Critère 3 : ”convergence” vers 0 de la suite
(
Ek ≡

∥∥AXk − b
∥∥ )

k
où A, Xk et b sont

définis comme suit

[
Ii
2 +Di,i −Si,i
De,i −Se,i

]

︸ ︷︷ ︸
A




uki(
∂uk

∂ν

)

i




︸ ︷︷ ︸
Xk

=

[
−Di,e Si,e
− Ie

2 −De,e Se,e

]


ue(
∂u

∂ν

)

e




︸ ︷︷ ︸
b

(4.8.94)
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Fig. 4.19 – Nous considérons la fonction analytique x
r3 et présentons les erreurs relatives err(fk, u) et err(gk, p)

sur le potentiel et le flux calculés, les erreurs err(fk, fk+1), err(gk, gk+1) et Ek. Les deux figures en haut corres-
pondent à f non perturbée pour 10 et 100 itérations respectivement. Et, celles en bas correspondent à f perturbée
de 3%.
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Fig. 4.20 – Nous considérons le cas des mesures simulées et présentons pour f perturbée de 0 et 3%, les erreurs
relatives err(fk, u) et err(gk, p) sur le potentiel et le flux calculés, ainsi que les erreurs err(fk, fk+1) et Ek. La
première figure en haut correspond au maillage sphérique Mesh2 pour 100 itérations et la deuxième correspond
aux 10 premières itérations. Et celle en bas correspond au maillage réaliste Mesh4 pour 10 itérations.
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Dans les figures (Fig. 4.19) et (Fig. 4.20) nous considérons respectivement la fonction analytique
x
r3

et le cas des mesures simulées. Pour le premier cas, nous considérons le maillage sphérique
Mesh2 et pour le deuxième cas, nous considérons Mesh2 et le maillage réaliste Mesh4. Nous
considérons f connue sur toute la surface Γ3 et perturbée de 0%, 3%, et traçons à chaque itération

les erreurs relatives entre les suites calculées fk et gk et les valeurs exactes uexi et pexi (pi =
∂u

∂ν |Γi

),

ainsi que les erreurs relatives sur les suites (fk)k entre deux suites successives et les erreurs
absolues Ek, et pour le premier cas (fonction analytique) nous traçons en plus les erreurs entre
deux valeurs successives de la suite du flux calculés (gk)k. Ces erreurs sont définies comme suit :

err(fk, ui) =

∥∥fk − uexi
∥∥
L2(Γi)

‖uexi ‖L2(Γi)

, err(gk, pi) =

∥∥gk − pexi
∥∥
L2(Γi)

‖pexi ‖L2(Γi)

err(fk, fk+1) =

∥∥fk − fk+1
∥∥
L2(Γi)

‖fk‖L2(Γi)

, err(gk, gk+1) =

∥∥gk − gk+1
∥∥
L2(Γi)

‖gk‖L2(Γi)

Ek =
∥∥∥AXk − b

∥∥∥
L2(Γi)

Nous espérions que les erreurs err(fk, fk+1), err(gk, gk+1) et Ek auraient la même allure des
courbes de convergence err(fk, ui) et err(gk, pi) mais ce n’est pas le cas. Par ailleurs elles ont
elles-mêmes les mêmes allures ; reste alors à choisir l’un de ces trois critères. D’après la figure
(Fig. 4.19) nous remarquons que le calcul de la suite (gk)k est moins précis que celui de la suite
(fk)k donc entre les deux premiers critères décrits en début de ce paragraphe nous choisissons le
deuxième qui porte sur la stationnarité de la suite (fk)k. D’autre part, entre la convergence de
la suite (Ek)k et la stationnarité de la suite (fk)k (Fig. 4.20), nous avons opté pour la deuxième
afin d’éviter de faire un produit matrice∗vecteur à chaque itération. Donc notre critère d’arrêt
est : ∥∥fk − fk+1

∥∥
L2(Γi)

‖fk‖L2(Γi)

≤ EPS

où EPS est la tolérance sur laquelle il faut jouer en fonction du taux de perturbation. Ainsi nous
l’augmentons avec le taux de perturbation pour arrêter l’algorithme aux premières itérations.
Donc, en fait nous n’attendons pas que la suite des erreurs

∥∥fk − fk+1
∥∥ converge vers 0, mais

nous arrêtons l’algorithme bien avant cela, donc disons que nous cherchons une ”stationnarité”
de la suite calculée (fk)k à un certain ordre de précision EPS.

4.8.4 Expériences numériques dans deux couronnes

Dans ce paragraphe, nous considérons le domaine non-homogène formé des deux couches scalp
et crâne et présentons d’abord les résultats obtenus en appliquant l’algorithme de l’approche
simultanée (voir §4.6.3) sur les deux maillages sphériques Mesh2 et Mesh3 et sur le maillage
réaliste Mesh4. Ensuite nous comparons entre les deux approches simultanée et successive.

Nous prenons le même dipôle considéré précédemment dans §4.8.2 et résolvons le problème di-
rect correspondant pour générer sur la surface du scalp Γ3 la mesure du potentiel f ; le flux
g étant supposé nul (problème EEG). Notre but est de calculer le potentiel et le flux sur la

surface du cerveau u|Γ1
et

∂u

∂ν |Γ1

en appliquant soit l’algorithme de l’approche simultanée (cas

non-homogène) soit deux fois l’algorithme correspondant au cas homogène, la première fois dans

la couronne du scalp afin d’obtenir des valeurs approchées de u|Γ2
et
∂u

∂ν |Γ2

, et la deuxième fois
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dans la couronne du crâne avec les valeurs obtenues de la première couronne.

Approche simultanée

Nous présentons dans la figure (Fig. 4.21) les erreurs relatives en norme L2 obtenues pour le
calcul du potentiel et du flux sur Γ1 à l’aide de l’approche simultanée, et ceci pour la géométrie
sphérique, Mesh2, Mesh3 et pour la géométrie réaliste Mesh4 en considérant f connue sur
toute la surface du scalp. La première figure représente les erreurs obtenues avec des données
non perturbées et la deuxième avec la donnée f perturbée de 3%.
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Fig. 4.21 – Erreurs relatives sur le potentiel et le flux calculés sur la surface du cerveau en appliquant l’approche
simultanée avec des données connues sur toute la surface du scalp. La première figure est pour f non perturbée
et la deuxième est pour f perturbée de 3%.

Afin de confirmer la discussion faite sur le critère d’arrêt dans le paragraphe §4.8.3, nous traçons
dans la figure (Fig. 4.22) pour le maillage sphérique Mesh2, les erreurs relatives sur le potentiel
et sur le flux calculés sur Γ1 en considérant f perturbée de 0, 1, et 3%. Nous présentons également

les erreurs relatives entre deux itérations successives sur la suite calculée (fk)k :
‖fk+1−fk‖L2(Γ1)

‖fk+1‖L2(Γ1)
.

D’après ces figures, nous tirons les remarques suivantes :

1. Le calcul du potentiel est plus précis que celui du flux.

2. Les valeurs obtenues pour le maillage sphérique Mesh3 sont meilleures que celles obtenues
pour le maillage sphérique Mesh2. Cette différence diminue quand les données sont per-
turbées.

3. Les valeurs obtenues pour le maillage réaliste Mesh4 ne sont pas précises. Ceci pour-
rait être expliqué par ”l’imprécision” de ce maillage, en fait ce maillage constitue une
discrétisation pas assez raffinée de la géométrie réaliste considérée.
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Fig. 4.22 – Erreurs relatives sur le potentiel u et le flux p calculés sur la surface du cortex en appliquant
l’approche simultanée avec des données connues sur toute la surface du scalp. Ces résultats sont pour le maillage
sphérique Mesh2. Nous présentons également les erreurs relatives sur la suite (fk)k entre deux itérations succes-

sives :
‖fk+1−fk‖

L2(Γ1)

‖fk+1‖
L2(Γ1)

. La donnée f est perturbée de 0, 1 et 3%.

4. Nous retrouvons dans ces résultats, le caractère régularisant de la méthode. Pour de faibles
perturbations, il faut arrêter l’algorithme à l’itération optimale k0 pour laquelle la solution
calculée est la plus proche de la solution exacte de notre problème. Cette itération k0 est
d’autant plus petite que le taux de perturbation est grand.

Pour compléter les résultats déjà présentés et pour avoir une idée plus claire sur le comportement
de l’algorithme, nous traçons dans la figure (Fig. 4.23) les erreurs relatives sur le potentiel et le
flux obtenus sur Γ1 pour f perturbée de 0, 1, 3 et 5% avec le maillage sphérique Mesh3 sur 100
itérations, et dans la figure (Fig. 4.24) avec le maillage réaliste Mesh4. Nous traçons également
dans la figure (Fig. 4.25) les mêmes erreurs pour le maillage Mesh2 d’abord pour 40 itérations
et ensuite pour 500 itérations.
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Fig. 4.23 – Erreurs relatives sur le potentiel et le flux calculés sur la surface du cerveau en appliquant l’approche
simultanée sur le maillage sphérique Mesh3, avec f connue sur toute la surface du scalp et perturbée de 0, 1, 3 et
5%. La première figure donne les erreurs sur le potentiel et la deuxième sur le flux.
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Fig. 4.24 – Erreurs relatives sur le potentiel et le flux calculés sur la surface du cerveau en appliquant l’approche
simultanée sur le maillage réaliste Mesh4, avec f connue sur tout le scalp et perturbée de 0, 1, 3 et 5%. La première
figure donne les erreurs sur le potentiel et la deuxième sur le flux.
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Fig. 4.25 – Erreurs relatives sur le potentiel et le flux calculés sur la surface du cerveau obtenus par l’approche
simultanée avec f connue sur tout le scalp et perturbée de 0, 1, 3 et 5%, pour le maillage sphérique Mesh2. La
première figure en haut donne les erreurs sur le potentiel sur 40 itérations et et la deuxième sur le flux. Les deux
figures en bas représentent les erreurs obtenues sur 500 itérations.
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Comparaison entre l’approche successive et l’approche simultanée

Nous passons maintenant à la comparaison entre l’approche simultanée et l’approche successive.
Nous considérons le même dipôle et donc les mêmes mesures simulées. Nous supposons connâıtre
f sur S qui représente 70% et 80% de Γ3, et y ajoutons un bruit gaussien de 3% et de 5%. Nous
appliquons d’abord l’algorithme successivement sur les deux couronnes du scalp et du crâne et
puis simultanément sur le domaine formé par l’union de ces deux couronnes.

Nous donnons dans le tableau (Tab. 4.5) l’erreur relative en norme L2 sur les valeurs calculées
sur la surface du cerveau Γ1 par les deux approches, et ceci pour les deux maillages sphériques
Mesh2 et Mesh3 et pour le maillage réaliste Mesh4. Notons que ces valeurs ont été prises
quand le critère d’arrêt est satisfait (cf §4.8.3) après 9 ou 10 itérations pour l’approche simul-
tanée avec EPS = 10−2 et après 2 ou 3 itérations pour l’approche successive avec EPS = 10−1.

Mesh 2

Successivement Simultanément

Surface S S = 70% S = 80% S = 70% S = 80%

Perturbation de f 3% 5% 3% 5% 3% 5% 3% 5%

potentiel 0.391 0.475 0.320 0.429 0.120 0.168 0.093 0.138

flux 0.725 0.947 0.633 0.898 0.200 0.272 0.161 0.241

Mesh 3

Successivement Simultanément

Surface S S = 70% S = 80% S = 70% S = 80%

Perturbation de f 3% 5% 3% 5% 3% 5% 3% 5%

potentiel 0.416 0.568 0.342 0.529 0.110 0.123 0.072 0.099

flux 0.846 1.341 0.768 1.329 0.180 0.218 0.135 0.192

Mesh 4

Successivement Simultanément

Surface S S = 70% S = 80% S = 70% S = 80%

Perturbation de f 3% 5% 3% 5% 3% 5% 3% 5%

potentiel 0.554 0.602 0.544 0.596 0.446 0.453 0.441 0.451

flux 0.751 0.845 0.740 0.838 0.600 0.612 0.595 0.611

Tab. 4.5 – Les erreurs relatives sur le potentiel et le flux calculés sur Γ1 pour les deux approches successive et
simultanée.

D’après ce tableau, il est clair que l’approche simultanée donne de meilleurs résultats que l’ap-
proche successive. Une des raisons est que, pour l’approche successive quand nous résolvons le
problème de Cauchy (PCscalp) dans la première couronne formée par le scalp, les valeurs que
nous récupérons sur Γ2 ne sont pas forcément compatibles pour le problème (PCcrâne), donc
”théoriquement” nous n’avons pas forcément une solution pour ce dernier problème. D’autant
plus qu’à celà s’ajoute l’erreur de calcul qui est aussi amplifiée par le rapport de conductivité
entre les deux couronnes. En effet, dans l’approche successive, pour passer de la première cou-

ronne à la deuxième nous multiplions la donnée du flux par σ2
σ1

:
∂u1

∂ν |Γ1

= −σ2

σ1

∂u2

∂ν |Γ1

(voir

le problème (4.3.5)). Comme ce facteur des conductivités vaut 80 et la valeur
∂u2

∂ν |Γ1

est ob-

tenue comme suit :
∂u2

∂ν |Γ1

=
∂uex2
∂ν |Γ1

+ ǫ où ǫ est l’erreur commise par rapport à la valeur

exacte
∂uex2
∂ν |Γ1

alors nous avons :
∂u1

∂ν |Γ1

= −80ǫ−80
∂uex2
∂ν |Γ1

, ce qui amplifie clairement l’erreur

commise.
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4.9 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié le problème de Cauchy dans le cadre EEG. Cette étude
est motivée par la méthode ”algébrique” présentée dans l’annexe B pour résoudre le problème
inverse en EEG.

Pour la résolution du problème de Cauchy, notre choix a porté sur la méthode itérative alterna-
tive proposée par Kozlov & al pour ses multiples avantages. Nous avons présenté deux approches
pour appliquer cette méthode à notre problème, l’approche successive et l’approche simultanée.
Cette méthode évoque la résolution des problèmes bien posés aux conditions aux limites mêlées
qui ont été résolus par la méthode des équations intégrales.

Des tests numériques sur des géométries sphérique et réaliste ont été réalisés, avec une fonc-
tion analytique et avec des données simulées provenant d’un terme source. Les résultats ob-
tenus nous ont permis d’étudier le comportement numérique en 3D de l’algorithme dans un
domaine homogène et dans un domaine homogène par morceaux, et d’en tirer plusieurs conclu-
sions intéressantes.

D’une part, les applications numériques faites sur une couronne de faible épaisseur ont montré un
bon comportement numérique assuré par un faible nombre d’itérations avec une bonne précision
relative. Cette précision diminue avec le manque d’informations sur la surface extérieure de la
couronne et avec l’augmentation de la perturbation des données. Dans ce cas, il faut arrêter
l’algorithme aux premières itérations, ce qui nous a amené à étudier différents critères d’arrêt,
pour en choisir finalement la ”stationnarité” à une certaine tolérance de la suite du potentiel cal-
culé. Cette tolérance dépend du taux de perturbation de données. Notons que pour la géométrie
réaliste, les résultats ne sont pas aussi précis que pour la géométrie sphérique, et ceci est dû à
”l’imprécision” du maillage que nous possédons pour cette géométrie.

D’autre part, les résultats présentés pour les deux approches simultanée et successive sur le
domaine formé par le scalp et le crâne nous ont permis de conclure que résoudre le problème de
Cauchy simultanément est beaucoup mieux que de le résoudre successivement.



Chapitre 5

Résolution du problème inverse par
la méthode de Kohn-Vogelius

Ce chapitre traite la résolution du problème inverse en EEG. Nous présentons une méthode
d’identification qui consiste à tranformer le problème inverse en un problème d’optimisation
d’une fonctionnelle coût de type Kohn-Vogelius [69].

Ce chapitre est composé de la façon suivante. Nous commençons par introduire quelques no-
tations et rappeler le problème inverse, ensuite nous présentons la fonctionnelle coût de type
Kohn-Vogelius adaptée à notre problème, montrons que le problème d’optimisation correspon-
dant est équivalent au problème inverse pour des données compatibles et calculons le gradient.
Nous démontrons ensuite la robustesse de la méthode et à la fin nous présentons des expériences
numériques.

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3 désigne le domaine de la tête de frontière ∂Ω = Γ ≡ Γ3

(Fig. 5.1). S et L sont deux ouverts disjoints non vides de Γ3 tels que S ∪L = Γ3 et S ∩L = γ,
une courbe dans R

3 que nous supposons régulière.

L

2

3

2

1Γ

S

Ω

Γ

Ω

ν

3Γ
1

Ω

Fig. 5.1 – Le domaine de la tête
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Nous considérons le terme source suivant

F =
m∑

j=1

~qj · ~∇δSj
(5.1.1)

où m ∈ N, Sj ∈ Ω1 et qj ∈ R
3, j = 1, ...,m représentent respectivement le nombre, les positions

et les moments des dipôles.

Nous supposons m connu et définissons le vecteur φ ∈ R
6m des moments et des positions des

m dipôles de la façon suivante : φ =
(
(qj)1≤j≤m, (Sj)1≤j≤m

)
. Ce vecteur sera noté φ = (qj , Sj)

pour plus de commodité.

Nous posons

F = S(φ).

Par ailleurs, comme dans le chapitre 3, nous posons α = min
1≤j≤m

d(Γ1, Sj), définissons l’ensemble

suivant

Ωα = {x ∈ Ω1/d(Γ1, x) ≥ α}

et considérons

Φad = R
3m × Ωm

α (5.1.2)

l’ensemble des valeurs φ admissibles.

Nous reprenons le problème direct en EEG étudié au chapitre 2, dont nous désignons la solution
par uN (φ),

(PuN )

{ −∇ · (σ∇uN ) = S(φ) dans Ω

σ3
∂uN
∂ν

= 0 sur Γ3
(5.1.3)

et posons

B̃ [φ] := uN (φ)|S (5.1.4)

Le problème inverse auquel nous nous intéressons est le suivant

(PI) Etant donnée f ∈ H1/2(S), déterminer φ ∈ Φad : B̃ [φ] = f. (5.1.5)

Dans la définition suivante nous précisons la compatibilité d’une donnée f pour le problème
inverse (PI).

Définition 5 f ∈ H1/2(S) est dite donnée compatible s’il existe φ ∈ Φad t.q. B̃ [φ] = f .

Nous avons présenté au chapitre 3 les principales méthodes de résolution du problème inverse
(PI). Nous y avons aussi étudié les questions de l’identifiabilité et de la stabilité et rappeler
une méthode algébrique d’identification dont l’atout principal réside dans la détermination du
nombre de dipôles.

Dans la section suivante nous présentons une méthode basée sur une fonctionnelle coût de type
Kohn-Vogelius, qui pourrait être complémentaire de la méthode algébrique et pour laquelle nous
établissons que l’unique minimum est la solution du problème inverse (PI) pour des données
compatibles selon la définition 5.
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5.2 Méthode de Kohn-Vogelius

Cette méthode est basée sur l’écart énergétique sur tout le domaine Ω pour une réalisation
donnée de la source inconnue entre la solution d’un problème de Neumann défini en utilisant

le flux
∂u

∂ν |Γ3

= 0 imposé comme condition aux limites et celle d’un problème aux limites de

Dirichlet défini en utilisant la donnée mesurée f sur S. Cette idée a été intialement proposée
par Kohn & Vogelius [69] et appliquée au départ par Kohn & McKenney [68] pour implémenter
un algorithme d’identification de conductivité. Par suite, elle a été utilisée par plusieurs auteurs
afin de résoudre d’autres problèmes d’identification, notamment Chaabane & Jaoua [21, 20] et
les références qui y sont citées.

Les deux problèmes dont il s’agit dans la définition de la fonctionnelle coût de Kohn-Vogelius
sont le problème (PuN ) défini par (5.1.3) et le problème (PuD) défini comme suit

(PuD)





−∇ · (σ∇uD) = S(φ) dans Ω
uD = f sur S

σ3
∂uD
∂ν

= 0 sur L

(5.2.6)

où uD est fonction de φ et f , uD = uD(φ,f).

Comme nous l’avons vu au deuxième chapitre, les fonctions uN et uD ne sont pas éléments de
l’espace H1(Ω), et donc nous ne pouvons pas définir la fonctionnelle coût de type Kohn-Vogelius
directement sur ces fonctions. Nous procédons donc de la manière suivante.

Nous considérons ũφ(x) = 1
σ1

(G ∗ F ) (x) = 1
σ1

(G ∗ S(φ)) (x) =
1

4πσ1

m∑

j=1

qj · (x− Sj)

|x− Sj |3
, et intro-

duisons les fonctions wN (φ) et wD(φ,f) définies par wN (φ) = uN (φ) − ũφ et wD(φ,f) = uD(φ,f) − ũφ
dont nous vérifions qu’elles satisfont aux problèmes suivants

(PwN )





−∆wN (φ) = 0 dans Ωi i = 1, 2, 3[
wN (φ)

]
= 0 sur Γi i = 1, 2

[
σ
∂wN (φ)

∂ν

]
= (σi+1 − σi)

∂ũφ
∂ν

sur Γi i = 1, 2

σ3

∂wN (φ)

∂ν
= −σ3

∂ũφ
∂ν

sur Γ3

(5.2.7)

et

(PwD)





−∆wD(φ,f) = 0 dans Ωi i = 1, 2, 3[
wD(φ,f)

]
= 0 sur Γi i = 1, 2

[
σ
∂wD(φ,f)

∂ν

]
= (σi+1 − σi)

∂ũφ
∂ν

sur Γi i = 1, 2

wD(φ,f) = f − ũφ sur S

σ3

∂wD(φ,f)

∂ν
= −σ3

∂ũφ
∂ν

sur L

(5.2.8)

Le problème (PwN ) a été étudié au chapitre 2 où nous avons montré qu’il est bien posé dans l’es-
pace quotient H1(Ω)/R. L’étude du problème (PwD) sera faite ultérieurement dans ce chapitre,
où nous démontrons qu’il est bien posé dans H1(Ω).
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5.2.1 Définition de la fonctionnelle coût

Soit f ∈ H1/2(S) et wN (φ) et wD(φ,f) les solutions des problèmes (PwN ) et (PwD). Nous posons
ω(φ,f) = wN (φ) − wD(φ,f) dont nous vérifions qu’elle satisfait le problème suivant

(Pω)





−∇(σ∇ω) = 0 dans Ω

ω = B̃ [φ] − f sur S

σ3
∂ω

∂ν
= 0 sur L

(5.2.9)

et définissons la fonctionnelle coût de type Kohn-Vogelius comme suit

Jf (φ) =
1

2

3∑

i=1

σi

∫

Ωi

∣∣∇ω(φ,f)

∣∣2 dx+
1

2

∫

S

∣∣ω(φ,f)

∣∣2 ds. (5.2.10)

Remarque 8 Afin que cette définition soit physiquement homogène, il faut multiplier le second
terme de la foncionnelle définie ci-dessus par un facteur dimensionnel homogène à une conduc-
tivité divisée par une longueur caractéristique. Ce facteur ne modifie pas fondamentalement les
résultats obtenus dans le reste du chapitre et sera donc pris égal à 1.

5.2.2 Problème d’optimisation

Nous considérons le problème d’optimisation suivant

(PO)





Trouver φ ∈ Φad :

Jf (φ) ≤ Jf (ξ) ∀ξ ∈ Φad

(5.2.11)

Nous montrons dans la proposition suivante que pour une donnée f compatible, ce problème
d’optimisation admet un unique minimum qui est la solution du problème inverse (PI).

Proposition 3 Pour f compatible, la seule solution du problème d’optimisation (PO) est la
solution du problème inverse (PI).

Preuve.

Soit f ∈ H1/2(S) compatible, et soit φ la solution du problème inverse (PI) correspondant
(5.1.5). Montrons d’abord que φ est solution du problème d’optimisation (PO) (5.2.11). En
effet, nous avons B̃ [φ] − f = 0 sur S, et par suite ω(φ,f) = 0 dans Ω. Donc φ est un minimum
de la fonctionnelle coût J avec Jf (φ) = 0.

Soit maintenant φ1 un autre minimum de J . Donc Jf (φ1) = 0, ce qui se traduit par

1

2

3∑

i=1

∫

Ωi

σi
∣∣∇ω(φ1,f)(x)

∣∣2dx+
1

2

∫

S

∣∣ω(φ1,f)(x)
∣∣2ds = 0 (5.2.12)

D’où ω(φ1,f) = cte dans Ω et ω(φ1,f) = 0 sur S, donc ω(φ1,f) = 0 dans Ω. Ce qui implique

B̃ [φ1] = f , et donc φ1 est solution du problème inverse pour f . L’identifiabilité prouvée dans le
chapitre 3 implique φ = φ1. 2

Donc pour une donnée compatible f , résoudre le problème inverse (PI) revient à résoudre le
problème d’optimisation (PO). Il existe plusieurs algorithmes pour résoudre numériquement
ce problème. Dans le but d’utiliser une méthode de gradient, nous avons besoin d’évaluer la
fonctionnelle coût J ainsi que son gradient ∇J . Pour cela, nous exprimons dans le paragraphe
suivant la fonctionnelle J en termes d’intégrales sur la frontière. Et ensuite nous calculons son
gradient.
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Reformulation de la fonction coût J en termes d’intégrales définies sur la partie S

La fonctionnelle coût J (5.2.10) peut être exprimée en fonction des intégrales sur S de la manière
suivante

Jf (φ) =
1

2
σ3

∫

S

∂ω(φ,f)

∂ν
ω(φ,f)ds+

1

2

∫

S

∣∣ω(φ,f)

∣∣2ds (5.2.13)

En effet, il suffit d’appliquer la formule de Green dans le domaine non-homogène Ω à la fonction
ω(φ,f).

5.2.3 Calcul du gradient

Afin de calculer le gradient de la fonctionnelle coût J , nous calculons d’abord sa dérivée direc-
tionnelle.

La dérivée directionnelle

La dérivée directionnelle de la fonctionnelle coût J (5.2.10) au point φ ∈ Φad dans la direction
de ψ est définie comme suit

J ′
f (φ) · ψ = lim

h→0

Jf (φ+ hψ) − Jf (φ)

h
(5.2.14)

où ψ = (pj , Tj) est un point quelconque de Φad et h > 0 suffisamment petit tel que φh = φ+hψ ∈
Φad.

Nous considérons le terme source F h correspondant à φh,

F h =
m∑

j=1

(qj + hpj) · ∇δ(Sj+hTj) (5.2.15)

et définissons la fonction ũh(φ,ψ) par

ũh(φ,ψ) =
1

σ1
G ∗ F h (5.2.16)

qui est analytique dans R
3 \ ∪ {Sj + hTj}.

Dans le chapitre 3, nous avons démontré le développement suivant,

F h = F + hF 1 + h2F 2(h) (5.2.17)

où

F 1 =

m∑

j=1

pj · ∇δSj
− qj ·HjTj (5.2.18)

avec Hj est la matrice hessienne : Hj =
(
∂2
xkxl

δSj

)
1≤l,k≤3

, et donc le terme qj · HjTj est la

distribution définie par

qj ·HjTj =
3∑

k,l

qkj T
l
j∂

2
xkxl

(
δSj

)
(5.2.19)

et

F 2(h) = −
m∑

j=1

pj ·HjTj +
1

2

m∑

j=1

3∑

i=1

(qij + hpij)
3∑

k,l

T kj T
l
j∂

2
xkxl

∂xi

(
δSj

+ θihTj
)

(5.2.20)
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avec 0 < θi < 1.

Nous notons whN (φ,ψ), w
h
D(φ,ψ,f) respectivement les solutions des problèmes suivants

(Pwh
N

)





−∆whN = 0 dans Ωi i = 1, 2, 3[
whN

]
= 0 sur Γi i = 1, 2

[
σ
∂whN
∂ν

]
= (σi+1 − σi)

∂ũh(φ,ψ)

∂ν
sur Γi i = 1, 2

σ3
∂whN
∂ν

= −σ3

∂ũh(φ,ψ)

∂ν
sur Γ3

(5.2.21)

(Pwh
D
)





−∆whD = 0 dans Ωi i = 1, 2, 3[
whD

]
= 0 sur Γi i = 1, 2

[
σ
∂whD
∂ν

]
= (σi+1 − σi)

∂ũh(φ,ψ)

∂ν
sur Γi i = 1, 2

whD = f − ũh(φ,ψ) sur S

σ3
∂whD
∂ν

= −σ3

∂ũh(φ,ψ)

∂ν
sur L

(5.2.22)

D’après les équations (5.2.16) et (5.2.17) nous obtenons le développement asymptotique suivant

ũh(φ,ψ) = ũφ + hũ1
(φ,ψ) + h2ũ2

(φ,ψ) (5.2.23)

où ũk(φ,ψ) = 1
σ1
G ∗ F k , k = 1, 2.

Par conséquent, nous obtenons un développement asymptotique pour whN (φ,ψ) et whD(φ,ψ,f) par
rapport au paramètre h :





whN (φ,ψ) = wN (φ) +hw1
N (φ,ψ) +h2w2

N (φ,ψ)

whD(φ,ψ,f) = wD(φ,f) +hw1
D(φ,ψ) +h2w2

D(φ,ψ)

(5.2.24)

où wkN (φ,ψ) et wkD(φ,ψ) (k = 1, 2) sont respectivement les solutions des problèmes suivants





−∆wkN = 0 dans Ωi i = 1, 2, 3[
wkN

]
= 0 sur Γi i = 1, 2

[
σ
∂wkN
∂ν

]
= (σi+1 − σi)

∂ũk(φ,ψ)

∂ν
sur Γi i = 1, 2

σ3
∂wkN
∂ν

= −σ3

∂ũk(φ,ψ)

∂ν
sur Γ3

(5.2.25)

et





−∆wkD = 0 dans Ωi i = 1, 2, 3[
wkD

]
= 0 sur Γi i = 1, 2

[
σ
∂wkD
∂ν

]
= (σi+1 − σi)

∂ũk(φ,ψ)

∂ν
sur Γi i = 1, 2

wkD = −ũk(φ,ψ) sur S

σ3
∂wkD
∂ν

= −σ3

∂ũk(φ,ψ)

∂ν
sur L

(5.2.26)
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Nous revenons au calcul de la dérivée J
′

f (φ) · ψ.

Nous avons

Jf (φ
h) =

1

2

∫

Ω
σ

∣∣∣∇ωh(φ,ψ,f)

∣∣∣
2
dx+

1

2

∫

S

∣∣∣ωh(φ,ψ,f)

∣∣∣
2
ds

avec

ωh(φ,ψ,f) ≡ whN (φ,ψ) − whD(φ,ψ,f) = ω(φ,f) + hω1
(φ,ψ) + h2ω2

(φ,ψ) d’après (5.2.24)

où nous avons posé ω1
(φ,ψ) ≡ w1

N (φ,ψ) − w1
D(φ,ψ) et ω2

(φ,ψ) ≡ w2
N (φ,ψ) − w2

D(φ,ψ).

Après calcul nous obtenons,

Jf (φ
h) − Jf (φ)

h
=

∫

Ω
σ∇ω(φ,f)∇ω1

(φ,ψ)dx+

∫

S
ω(φ,f)ω

1
(φ,ψ)ds

+h

[∫

Ω
σ∇ω(φ,f)∇ω2

(φ,ψ)dx+
1

2

∫

Ω
σ

∣∣∣∇ω1
(φ,ψ)

∣∣∣
2
dx+

∫

S
ω(φ,f)ω

2
(φ,ψ)ds+

1

2

∫

S

∣∣∣ω1
(φ,ψ)

∣∣∣
2
ds

]

+h2

[∫

Ω
σ∇ω1

(φ,ψ)∇ω2
(φ,ψ)dx+

∫

S
ω1

(φ,ψ)ω
2
(φ,ψ)ds

]
+ h3

[
1

2

∫

Ω
σ

∣∣∣∇ω2
(φ,ψ)

∣∣∣
2
dx+

1

2

∫

S

∣∣∣ω2
(φ,ψ)

∣∣∣
2
ds

]

Donc,

J ′
f (φ) · ψ = lim

h→0

Jf (φ
h) − Jf (φ)

h
=

∫

Ω
σ∇ω(φ,f)∇ω1

(φ,ψ)dx+

∫

S
ω(φ,f)ω

1
(φ,ψ)ds

et par la formule de Green, nous avons

∫

Ω
σ∇ω(φ,f)∇ω1

(φ,ψ)dx =

∫

S
σ3

∂ω(φ,f)

∂ν
ω1

(φ,ψ)ds+

∫

L
σ3

∂ω(φ,f)

∂ν
ω1

(φ,ψ)ds

Le dernier terme est nul puisque
∂ω(φ,f)

∂ν |L
= 0 d’après (5.2.9). D’où la proposition suivante,

Proposition 4

J ′
f (φ) · ψ =

∫

S
σ3

∂ω(φ,f)

∂ν
ω1

(φ,ψ)ds+

∫

S
ω(φ,f)ω

1
(φ,ψ)ds. (5.2.27)

Le gradient de J

Nous calculons dans ce paragraphe le gradient ∇J . Pour cela nous calculons d’abord ũ1
(φ,ψ) =

1
σ1
G ∗ F 1 où F 1 est la distribution définie dans (5.2.18) et G est la fonction de Green. Nous

avons

ũ1
(φ,ψ)(x) =

1

4πσ1

m∑

j=1

(
− pj · (x− Sj)

|x− Sj |3
+

qj · Tj
|x− Sj |3

− 3
(x− Sj) ·Aj(x− Sj)

|x− Sj |5
)

(5.2.28)

où Aj est la matrice suivante :

Aj =




T 1
j q

1
j T 2

j q
1
j T 3

j q
1
j

T 1
j q

2
j T 2

j q
2
j T 3

j q
2
j

T 1
j q

3
j T 2

j q
3
j T 3

j q
3
j


 (5.2.29)
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nous écrivons alors

ũ1
(φ,ψ)(x) =

m∑

j=1

3∑

i=1

(
pij ṽ

1
i,j(x) + T ij ṽ

2
i,j(x)

)
(5.2.30)

avec

ṽ1
i,j(x) = − 1

4πσ1

(xi − Sij)

|x− Sj |3
, i = 1, 2, 3 , j = 1, · · · ,m (5.2.31)

et

ṽ2
i,j(x) =

1

4πσ1

qij

|x− Sj |3
− 3

4πσ1

(
qj · (x− Sj)

)
· (xi − Sij)

|x− Sj |5
, i = 1, 2, 3 , j = 1, · · · ,m (5.2.32)

ensuite nous définissons y1
i,j et z1

i,j solutions des problèmes suivants





−∆y1
i,j = 0 dans Ω[

y1
i,j

]
= 0 sur Γ1,Γ2[

σ
∂y1

i,j

∂ν

]
=(σi+1−σi)

∂ṽ1
i,j

∂ν
sur Γ1,Γ2

σ3

∂y1
i,j

∂ν
= −σ3

∂ṽ1
i,j

∂ν
sur Γ3





−∆z1
i,j = 0 dans Ω[

z1
i,j

]
= 0 sur Γ1,Γ2[

σ
∂z1

i,j

∂ν

]
=(σi+1−σi)

∂ṽ1
i,j

∂ν
sur Γ1,Γ2

z1
i,j = −ṽ1

i,j sur S

σ3

∂z1
i,j

∂ν
= −σ3

∂ṽ1
i,j

∂ν
sur L

(5.2.33)

et y2
i,j et z2

i,j solutions des problèmes suivants





−∆y2
i,j = 0 dans Ω[

y2
i,j

]
= 0 sur Γ1,Γ2[

σ
∂y2

i,j

∂ν

]
=(σi+1−σi)

∂ṽ2
i,j

∂ν
sur Γ1,Γ2

σ3

∂y2
i,j

∂ν
= −σ3

∂ṽ2
i,j

∂ν
sur Γ3





−∆z2
i,j = 0 dans Ω[

z2
i,j

]
= 0 sur Γ1,Γ2[

σ
∂z2

i,j

∂ν

]
=(σi+1−σi)

∂ṽ2
i,j

∂ν
sur Γ1,Γ2

z2
i,j = −ṽ2

i,j sur S

σ3

∂z2
i,j

∂ν
= −σ3

∂ṽ2
i,j

∂ν
sur L

(5.2.34)

Après calcul, le gradient de la fonctionnelle coût J s’écrit comme suit

~∇J =




γ1

·
·
γm
δ1
·
·
δm




(5.2.35)

où γj = (γij) et δj = (δij) , i = 1, 2, 3 , j = 1, · · · ,m définis de la manière suivante

γij =

∫

S

(
σ3

∂ω(φ,f)

∂ν
+ ω(φ,f)

)
(y1
i,j − z1

i,j)ds, (5.2.36)

δij =

∫

S

(
σ3

∂ω(φ,f)

∂ν
+ ω(φ,f)

)
(y2
i,j − z2

i,j)ds. (5.2.37)
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5.3 Résolution des problèmes directs

Pour calculer la fonctionnelle coût J et son gradient en un point φ donné, nous avons à calculer

sur S les traces suivantes wD(φ,f)|S ,
∂wD(φ,f)

∂ν |S
, wN (φ)|S ,

∂wN (φ)

∂ν |S
, y1

i,j |S , y2
i,j |S , z1

i,j |S , z2
i,j |S .

Certaines de ces valeurs sont connues et d’autres telles que
∂wD(φ,f)

∂ν |S
, wN (φ)|S , y1

i,j |S , y2
i,j |S

nécessitent la résolution des problèmes correspondants. Pour les trois dernières il s’agit d’un
problème à condition de Neumann qui a été étudié au chapitre 2 et dont la formulation varia-
tionnelle dans H1(Ω)/R a été présentée ainsi que la résolution par les équations intégrales pour
calculer les traces de la solution sur les différentes surfaces.

En ce qui concerne
∂wD(φ,f)

∂ν |S
, nous avons à résoudre dans Ω le problème suivant aux conditions

aux limites mêlées sur la frontière Γ3,

(PwD)





−∆wD = 0 dans Ωi i = 1, 2, 3
[wD] = 0 sur Γi i = 1, 2[
σ
∂wD
∂ν

]
= (σi+1 − σi)

∂ũφ
∂ν

sur Γi i = 1, 2

wD = f − ũφ sur S

σ3
∂wD
∂ν

= −σ3
∂ũφ
∂ν

sur L

(5.3.38)

L’étude de ce problème se fait de la même manière que le problème (P2suc) (4.7.38) du chapitre
4 avec de légères modifications.

Nous posons l = f − ũ et nous en considérons un prolongement continu l̄ dans H1/2(Γ3). Nous
posons r̄ la solution du problème à condition de Dirichlet suivant dans Ω

{
−∇(σ∇r̄) = 0 dans Ω
r̄ = l̄ sur Γ3

(5.3.39)

Nous considérons la différence z = wD − r̄. Donc z résout le problème suivant

(Pz)





−∆z = 0 dans Ωi i = 1, 2, 3
[z] = 0 sur Γi i = 1, 2[
σ
∂z

∂ν

]
= (σi+1 − σi)

∂ũφ
∂ν

sur Γi i = 1, 2

z = 0 sur S

σ3
∂z

∂ν
= −σ3

∂ũφ
∂ν

− σ3
∂r̄

∂ν
sur L

(5.3.40)

Nous considérons l’espace H1
0,S(Ω) défini comme suit

H1
0,S(Ω) = {v ∈ H1(Ω) ; v|S = 0}. (5.3.41)

La formulation variationnelle du problème (Pz) s’écrit alors

a(z, v) = ℓ(v) , ∀v ∈ H1
0,S(Ω) (5.3.42)

avec

a(z, v) =
3∑

i=1

∫

Ωi

σi∇z(x) · ∇v(x)dx
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et

ℓ(v)=
2∑

i=1

(σi+1 − σi)

∫

Γi

∂ũφ
∂ν

(x)v(x)ds(x)−
∫

L
σ3(

∂ũφ
∂ν

+
∂r̄

∂ν
)(x)v(x)ds(x)

Nous vérifions de la même manière que pour le problème (P2suc) au chapitre 4, que la forme
bilinéaire a(·, ·) est continue et coercive dans H1

0,S(Ω) et que la forme linéaire ℓ y est continue.
Le théorème de Lax-Milgram donne ainsi l’existence et l’unicité d’une solution du problème
(Pz). Il en découle ainsi l’existence d’une solution wD dans H1(Ω) du problème (5.3.38), qui est
également unique.

Comme pour tous les problèmes directs déjà étudiés, nous résolvons le problème (PwD) (5.3.38)
par la méthode des équations intégrales. En utilisant la même formule de représentation déjà
utilisée, nous obtenons pour le problème (PwD) le système matriciel suivant




(σ1+σ2
σ1−σ2

) I12 +D1,1 D1,2 D1,L −S1,S

D2,1 (σ2+σ3
σ2−σ3

) I22 +D2,2 D2,L −S2,S

DL,1 DL,2
IL
2 +DL,L −SL,S

DS,1 DS,2 DS,L −SS,S







(σ1 − σ2)wD |Γ1

(σ2 − σ3)wD |Γ2

σ3wD |L

σ3
∂wD
∂ν |S




=




−S1,1 −S1,2 S1,L −D1,S

−S2,1 −S2,2 S2,L −D2,S

−SL,1 −SL,2 SL,L −DL,S

−SS,1 −SS,2 SS,L −
(
IS
2 +DS,S

)







(σ1 − σ2)
∂ũφ
∂ν |Γ1

(σ2 − σ3)
∂ũφ
∂ν |Γ2

−σ3
∂ũφ
∂ν |L

σ3(f − (ũφ)|S)




où S et D sont les opérateurs de simple et double couche définis auparavant.

5.4 Stabilité de la méthode

Soit f̄ ∈ H
1
2 (S) une donnée compatible et φ̄ l’unique solution du problème inverse (PI) cor-

respondante. Dans cette section, nous étudions le problème (PO) pour le cas de donnée non
compatible en démontrant les deux points suivants :

1. Pour tout f ∈ H1/2(S), il existe au moins une solution du problème d’optimisation (PO).

2. Si une suite de mesures fn → f̄ dans H1/2(S), nous avons φn → φ̄ dans Φad, où φn est
une solution du problème d’optimisation correspondant à fn.
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Soit f ∈ H1/2(S), nous posons

Jf : Φad −→ R
+

φ −→ Jf (φ) =
1

2

∫

Ω
σ

∣∣∇ω(φ,f)

∣∣2 dx+
1

2

∫

S

∣∣ω(φ,f)

∣∣2 ds

où ω(φ,f) est solution du problème (5.2.9) que nous rappelons ci-dessous

(Pω)





−∇(σ∇ω) = 0 dans Ω

ω = B̃ [φ] − f sur S

σ3
∂ω

∂ν
= 0 sur L

(5.4.43)

Sous la condition que ”toute suite de moments est bornée”, nous allons montrer la robustesse
de la méthode d’identification proposée. Ce résultat sera établi au théorème 5. Avant d’énoncer
ce théorème, nous commençons par établir quelques résultats préliminaires.

Lemme 5 Pour tout f ∈ H1/2(S), il existe φf ∈ Φad telle que Jf (φ
f ) = inf

ξ∈Φad

Jf (ξ).

Preuve. Jf (ξ) ≥ 0 ∀ξ ∈ Φad, soit alors λf ∈ R
+ sa borne inférieure

λf = inf
ξ∈Φad

Jf (ξ)

et soit
(
φfn

)

n
∈ Φad une suite minimisante telle que

lim
n→∞

Jf (φ
f
n) = λf .

Nous posons φfn = (qnj , S
n
j ) et supposons que

(H) : les suites
(
qnj

)
n

sont bornées, j = 1, · · · ,m (5.4.44)

Comme
(
Snj

)

n
⊂ Ωα, j = 1, · · · ,m, alors les suites

(
Snj

)

n
sont bornées et par conséquent la

suite
(
φfn

)

n
l’est aussi dans Φad. Elle admet donc une sous-suite convergente que nous notons

également
(
φfn

)

n
et notons φf sa limite dans Φad. Pour achever la preuve du lemme, il suffit de

montrer que lim
n→∞

Jf (φ
f
n) = Jf (φ

f ).

Rappelons que

Jf (φ
f
n) =

1

2

∫

Ω
σ

∣∣∣∣∇ω(
φf

n,f
)
∣∣∣∣
2

dx+
1

2

∫

S

∣∣∣∣ω(
φf

n,f
)
∣∣∣∣
2

ds

Jf (φ
f ) =

1

2

∫

Ω
σ

∣∣∣∇ω(φf ,f)

∣∣∣
2
dx+

1

2

∫

S

∣∣∣ω(φf ,f)

∣∣∣
2
ds

afin de simplifier l’écriture, nous posons ω = ω(φf ,f) et ωn = ω
(φf

n,f)
.

Considérons la différence vn ≡ ωn − ω et montrons que ‖vn‖H1(Ω) −→n 0.
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Nous vérifions d’abord que vn est solution du système suivant





−∇ · (σ∇vn) = 0 dans Ω

vn = B̃[φfn] − B̃
[
φf

]
sur S

σ3
∂vn

∂ν
= 0 sur L

(5.4.45)

où B̃
[
φfn

]
= (wN (φf

n)
)|S + (ũ

φf
n
)|S , B̃

[
φf

]
= (wN (φf ))|S + (ũφf )|S Donc, il suffit de montrer que

B̃[φfn] −→
n

B̃
[
φf

]
dans H

1
2 (S) (continuité de l’opérateur B̃).

Pour simplifier la présentation, nous notons wnN ≡ wN (φf
n)

, ũn ≡ ũ
φf

n
, wN ≡ wN (φf ) et ũ ≡ ũφf

et rappelons que wnN résout le problème suivant





−∆wnN = 0 dans Ωi i = 1, 2, 3
[wnN ] = 0 sur Γ1 ∪ Γ2[
σ
∂wnN
∂ν

]
= (σi+1 − σi)

∂ũn

∂ν
sur Γ1 ∪ Γ2

σ3
∂wnN
∂ν

= −σ3
∂ũn

∂ν
sur Γ3

(5.4.46)

et wN résout le problème suivant





−∆wN = 0 dans Ωi i = 1, 2, 3
[wN ] = 0 sur Γ1 ∪ Γ2[
σ
∂wN
∂ν

]
= (σi+1 − σi)

∂ũ

∂ν
sur Γ1 ∪ Γ2

σ3
∂wN
∂ν

= −σ3
∂ũ

∂ν
sur Γ3

(5.4.47)

Soit maintenant φf = (qj , Sj). Nous explicitons ci-dessous les fonctions ũ, ũn,
∂ũ

∂ν
et
∂ũn

∂ν
,

ũ(x) =
1

4πσ1

m∑

j=1

qj · (x− Sj)

|x− Sj |3
, ũn(x) =

1

4πσ1

m∑

j=1

qnj · (x− Snj )
∣∣∣x− Snj

∣∣∣
3

et
∂ũ

∂ν
(x) =

1

4πσ1

m∑

j=1

[
qj · ν

|x− Sj |3
− 3

qj · (x− Sj)(x− Sj) · ν
|x− Sj |5

]

∂ũn

∂ν
(x) =

1

4πσ1

m∑

j=1




qnj · ν
∣∣∣x− Snj

∣∣∣
3 − 3

qnj · (x− Snj )(x− Snj ) · ν
∣∣∣x− Snj

∣∣∣
5




que nous savons analytiques en dehors des points Sj et Snj .

Par suite, la continuité de l’opérateur B̃ repose sur la proposition suivante

Proposition 5 ‖ũn − ũ‖H1(S) −→n 0 et

∥∥∥∥
∂ũn

∂ν
− ∂ũ

∂ν

∥∥∥∥
L2(Γj)

−→
n

0, j = 1, 2, 3.

Preuve.

Nous démontrons dans la suite que ‖ũn − ũ‖H1(S) −→n 0. Nous commençons donc par développer

le terme ũn(x) − ũ(x) pour x ∈ S ⊂ Γ3.
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ũn(x) − ũ(x) =
1

4πσ1

m∑

j=1



qnj · (x− Snj )

∣∣∣x− Snj

∣∣∣
3 − qj · (x− Sj)

|x− Sj |3




(5.4.48)

=
1

4πσ1

m∑

j=1



qnj · (x− Snj )

∣∣∣x− Snj

∣∣∣
3 −

(qj + qnj − qnjqnj − qnjqnj − qnj ) · (x− Sj)

|x− Sj |3


 (5.4.49)

=
1

4πσ1

m∑

j=1


qnj ·

( x− Snj∣∣∣x− Snj

∣∣∣
3 − x− Sj

|x− Sj |3
)

+ (qnj − qj) ·
x− Sj

|x− Sj |3


 (5.4.50)

Donc,

|ũn(x) − ũ(x)| ≤ 1

4πσ1

m∑

j=1




∣∣qnj
∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

x− Snj∣∣∣x− Snj

∣∣∣
3 − x− Sj

|x− Sj |3

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣qnj − qj
∣∣ |x− Sj |
|x− Sj |3




Pour x ∈ S ⊂ Γ3, nous avons : α ≤ |x− Sj | ≤ β où β désigne le diamètre de Ω (même chose
pour |x− Snj |). Par conséquent,

∣∣∣ x−Sn
j

|x−Sn
j |3 − x−Sj

|x−Sj |3
∣∣∣ =

∣∣∣ x−Sn
j

|x−Sn
j |3 − x−Sn

j +Sn
j −Sj

|x−Sj |3
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣(x− Snj )

[
1

|x−Sn
j |3

− 1
|x−Sj |3

]
+
Sj − Snj

|x− Sj |3

∣∣∣∣∣

≤ |x− Snj |
∣∣∣ 1
|x−Sn

j |3 − 1
|x−Sj |3

∣∣∣ +
|Sn

j −Sj |
|x−Sj |3

≤ β
∣∣∣ 1
|x−Sn

j |3 − 1
|x−Sj |3

∣∣∣ + 1
α3 |Snj − Sj |

≤ cte
( ∣∣∣|x− Sj |3 − |x− Snj |3

∣∣∣ + |Snj − Sj |
)

or

∣∣∣|x− Sj |3 − |x− Snj |3
∣∣∣ =

∣∣∣ |x− Sj | − |x− Snj |
∣∣∣

∣∣∣ |x− Sj |2 + |x− Sj | |x− Snj | + |x− Snj |2
∣∣∣

≤
∣∣∣(x− Sj) − (x− Snj )

∣∣∣
[
|x− Sj |2 + |x− Sj | |x− Snj | + |x− Snj |2

]

≤ cte|Snj − Sj |

Donc finalement nous avons

∣∣∣∣
x−Sn

j

|x−Sn
j |3

− x−Sj

|x−Sj |3

∣∣∣∣ ≤ cte
∣∣∣Snj − Sj

∣∣∣

D’où

|ũn(x) − ũ(x)| ≤ cte
m∑

j=1

∣∣Snj − Sj
∣∣ +

∣∣qnj − qj
∣∣
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De la même manière, nous obtenons l’estimation suivante

∣∣∣∣
∂ũn

∂xi
(x) − ∂ũ

∂xi
(x)

∣∣∣∣ ≤ cte
m∑

j=1

∣∣Snj − Sj
∣∣ +

∣∣qnj − qj
∣∣

Ainsi, nous démontrons ‖ũn − ũ‖H1(S) −→n 0.

La preuve pour (
∂ũn

∂ν
)n se fait de la même manière et ne sera pas présentée ici. 2

Lemme 6 Soit (fn)n une suite de H1/2(S) telle que lim
n→∞

∥∥fn − f̄
∥∥

1/2,S
= 0. Soit (φn)n une

suite bornée de Φad telle que inf
ξ∈Φad

Jfn(ξ) = Jfn(φn). Alors

lim
n→∞

Jfn(φn) = 0.

Preuve.
Comme φ̄ ∈ Φad, nous avons par définition 0 ≤ Jfn(φn) ≤ Jfn(φ̄), donc il suffit de montrer que
lim
n→∞

Jfn(φ̄) = 0.

Or

Jfn(φ̄) =

∫

Ω
σ

∣∣∣∇ω(φ̄,fn)

∣∣∣
2
dx+

1

2

∫

S

∣∣∣ω(φ̄,fn)

∣∣∣
2
ds

avec ω(φ̄,fn) vérifie le problème suivant





−∇ · (σ∇ω) = 0 dans Ω

ω = B̃
[
φ̄

]
− fn sur S

σ3
∂ω

∂ν
= 0 sur L

(5.4.51)

Comme φ̄ est la solution du problème inverse pour la donnée compatible f̄ , nous avons B̃
[
φ̄

]
=

f̄ , et comme lim
n→∞

∥∥fn − f̄
∥∥

1/2,S
= 0, nous avons ω(φ̄,fn) −→

n
0 dans H1(Ω).

Par suite lim
n→∞

Jfn(φ̄) = 0. 2

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer notre théorème de robustesse du problème d’op-
timisation (PO).

Théorème 5 Soit (fn)n une suite de H1/2(S) et (φn)n une suite bornée de Φad telle que
Jfn(φn) = inf

ξ∈Φad

Jfn(ξ). Soit f̄ ∈ H1/2(S) une donnée compatible et φ̄ ∈ Φad la solution cor-

respondante de (PI). Si lim
n→∞

∥∥fn − f̄
∥∥

1/2,S
= 0, alors lim

n→∞

∣∣φn − φ̄
∣∣ = 0.

Preuve.

Soit ℓ un point d’accumulation de la suite réelle bornée (|φn− φ̄|)n. Par ailleurs, comme la suite
(φn)n est bornée, il existe une sous suite (φk)k et φ ∈ Φad telle que φk −→

k
φ et ℓ = lim

k→∞
|φk− φ̄|.

Notre but est de montrer que ℓ = 0. Pour cela, nous montrons que φ = φ̄, c’est-à-dire φ résout
le problème inverse pour la donnée compatible f̄ . Grâce à l’identifiabilité du problème inverse
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(PI), il suffit de montrer que B̃
[
φ

]
= f̄ .

Comme φk −→
k

φ dans Φad, nous avons B̃ [φk ] −→
k

B̃
[
φ

]
(coninuité de B̃), et puisque nous

avons fk −→
k

f̄ , donc ω(φk,fk) −→
k

ω(φ,f̄) dans H1(Ω), où ω(φk,fk) et ω(φ,f̄) sont les solutions des

problèmes





−∇ · (σ∇ω(φk,fk)) = 0 dans Ω

ω(φk,fk) = B̃ [φk] − fk sur S

σ3

∂ω(φk,fk)

∂ν
= 0 sur L

(5.4.52)

et




−∇ · (σ∇ω(φ,f̄)) = 0 dans Ω

ω(φ,f̄) = B̃
[
φ

]
− f̄ sur S

σ3

∂ω(φ,f̄)

∂ν
= 0 sur L

(5.4.53)

Ainsi nous avons lim
k
Jfk

(φk) = Jf̄ (φ), ce qui donne d’après le lemme 6, Jf̄ (φ) = 0.

Or Jf̄ (φ) = 1
2

∫

Ω
σ|∇ω(φ,f̄)|2dx+

1

2

∫

S
σ|ω(φ,f̄)|2ds, donc Jf̄ (φ) = 0 implique B̃

[
φ

]
= f̄ sur S.

Ainsi ℓ = lim
k→∞

|φk − φ̄| = lim
k→∞

|φk − φ| = 0. La suite (|φn − φ̄|)n admet alors 0 comme unique

point d’accumulation et par conséquent elle converge vers 0. 2

5.5 La méthode d’optimisation utilisée

Pour résoudre le problème d’optimisation (PO), nous avons utilisé la méthode L-BFGS ou Li-
mited memory BFGS dont le code a été développé par Liu & Nocedal [81]. Cette méthode est
identique en son implémentation à la méthode BFGS, la seule différence étant dans la mise à jour
de l’inverse de la matrice hessienne. Nous fixons un entier M , pour les premières M itérations
l’algorithme est identique à BFGS, et pour k > M l’approximation Hk de l’inverse de la matrice
hessienne est obtenue à partir des M précédentes itérations, et non pas uniquement à partir de
l’itération k − 1. A chaque itération, la recherche linéaire du pas optimal se fait selon la règle
de Wolfe [81]. Et, un nombre maximum d’évaluation de la fonctionnelle coût J pour accomplir
cette recherche est permis : Maxfev = 20.

Pour plus de détails sur cette méthode, nous renvoyons le lecteur à [96] pour sa description et à
[81] où les auteurs ont testé sa performance et l’ont comparé à d’autres méthodes.

L’algorithme s’arrête à l’itération k telle que

|∇Jf (φk)| ≤ EPS · max {1, |φk|}

où EPS est la tolérance que nous fixons à EPS = 10−5. Pour quelques tests, l’algorithme
s’arrête avant d’atteindre cette tolérance. Le problème est au niveau de la recherche linéaire du
pas optimal. En particulier quand nous utilisons la géométrie réaliste, nous avons le message
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d’erreur suivant : ”Rounding errors prevent further progress. There may not be a step which sa-
tisfies the sufficient decrease and curvature conditions. Tolerances may be too small”. Et quand
nous utilisons la géométrie sphérique avec un dipôle placé à proximité de la surface du cerveau,
nous obtenons le message d’erreur suivant : ”More than 20 functions evaluations were required
at the present iteration”. Dans le cas où nous avons l’un de ces deux messages d’erreur, nous
indiquons le nombre d’itérations iteriteriter par (∗) dans les résultats présentés ultérieurement.

A l’itération k de l’algorithme, nous calculons J(φk) et ∇J(φk) définis dans (5.2.13) et (5.2.35)
après avoir résolu les problèmes directs correspondants au point φk.

Remarque 9 Le choix initial de l’algorithme φ0 = (q10, · · · , qm0, S10, · · · , Sm0) doit être
choisi de sorte que les points Sj0, j = 1 · · · ,m soient dans le domaine Ω1.

5.6 Expériences numériques

Dans cette section, nous présentons des tests numériques pour la méthode de Kohn-Vogelius
afin d’étudier sa performance en fonction de plusieurs critères tels que le nombre de dipôles à
localiser et leurs emplacements à l’intérieur du cerveau. Nous étudions également sa robustesse
par rapport à la perturbation des données, sa sensibilité par rapport à la ”quantité d’informa-
tions” dont nous disposons et par rapport à la perturbation de la conductivité et de la surface
du crâne. En outre, une comparaison avec la méthode des moindres carrées sera présentée à la fin.

Les tests numériques sont considérés de la façon suivante. Nous supposons connu le nombre de
dipôles m et imposons les positions et les moments. Nous résolvons ensuite le problème direct
en EEG dans le but de générer la mesure f sur la partie S du scalp. Enfin, nous choisissons un
choix initial φ0 et appliquons l’algorithme d’optimisation décrit ci-dessus.

Tout d’abord, nous considérons la géométrie sphérique (Tab. 2.2) et traitons respectivement, le
cas d’un seul dipôle placé dans la région profonde du cerveau, le cas d’un dipôle placé à proximité
de la surface du cerveau, le cas de deux dipôles éloignés et le cas de deux dipôles proches, le cas
de trois et quatre dipôles dispersés dans le cerveau. Ces cas seront testés essentiellement sur le
maillage Mesh2 et quelques cas seront également testés sur le maillage Mesh3. Nous présentons
ensuite quelques tests sur la géométrie réaliste (Tab. 4.3).

5.6.1 Tests sur une géométrie sphérique

Efficacité et robustesse de la méthode

Nous supposons que la mesure f est connue sur toute la surface du scalp i.e. S = Γ3, le cas où
S est une partie stricte de Γ3 sera étudié au paragraphe §5.6.1.

1. Test1 Cas d’un seul dipôle

Nous prenons d’abord le cas d’un dipôle de moment unitaire placé dans la région profonde
du cerveau et testons l’algorithme, pour f non perturbée et connue sur toute la surface Γ3

en prenant deux choix initiaux plus ou moins proches de la solution exacte. Nous étudions
également la sensibilité de la méthode par rapport au rapprochement du dipôle à la surface
du cerveau. Ensuite, nous présentons des résultats pour des données perturbées et étudions
le comportement de l’algorithme dans le cas d’un dipôle ayant un moment ”d’intensité plus
forte”.
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Nous considérons le dipôle de moment et de position suivants :

q = [0.707; 0; 0.707] , S = [0.125; 0.125; 0.125] (5.6.54)

Donc m = 1 et φex = (0.707, 0, 0.707, 0.125, 0.125, 0.125).

• Concernant le choix initial φ0 de l’algorithme d’optimisation nous avons testé deux
valeurs, la première étant plus proche de la solution exacte que la deuxième :

(1a) : φ
(1)
0 = (0.65,−0.06, 0.77, 0.1, 0.1, 0.13) ,

|φex−φ(1)
0 |

|φex| = 0.10

(1b) : φ
(2)
0 = (0.5, 0.3, 0.9, 0.4, 0.3,−0.2) ,

|φex−φ(2)
0 |

|φex| = 0.60
(5.6.55)

Nous notons φ
(1)
c =

(
q
(1)
c , S

(1)
c

)
le vecteur calculé correspondant au choix initial φ

(1)
0 , et

φ
(2)
c =

(
q
(2)
c , S

(2)
c

)
celui correspondant à φ

(2)
0 . Nous obtenons après 5 itérations pour (1a)

et 6 itérations pour (1b) les valeurs suivantes :

(1a) : q
(1)
c =

[
0.7070; 2.310−6; 0.7070

]
, S

(1)
c = [0.1250; 0.1249; 0.1250]

(1b) : q
(2)
c =

[
0.7070; 8.110−6; 0.7070

]
, S

(2)
c = [0.1250; 0.1249; 0.1249]

Nous avons
|φex − φ

(1)
c |

|φex|
= 1.110−5 ,

|φex − φ
(2)
c |

|φex|
= 6.410−5 (5.6.56)

D’après ces résultats, nous tirons les remarques suivantes,

– Pour des données non perturbées, l’algorithme d’optimisation proposé est efficace dans
la localisation d’un dipôle placé dans la région profonde du cerveau, et ceci avec un faible
nombre d’itérations.

– La précision obtenue sur le vecteur calculé ne dépend pas du choix initial considéré. Par
contre, le nombre d’itérations augmente légèrement quand le choix initial est relative-
ment loin de la solution exacte.

Nous prenons φ
(1)
0 comme choix initial pour tous les résultats présentés dans ce qui suit

pour le cas du dipôle de moment q = [0.707; 0; 0.707] et de position S = [0.125; 0.125; 0.125].

Sensibilité de l’algorithme par rapport à la distance entre le dipôle et la surface
du cerveau

Dans ce paragraphe, nous étudions le comportement de l’algorithme dans le cas d’un seul
dipôle en variant sa distance par rapport à la surface du cerveau. Nous prenons un dipôle
de moment q = [0.707; 0; 0.707] pour lequel nous considérons différentes positions, ces
valeurs sont affichées dans le tableau (Tab. 5.1). Concernant le choix initial φ0 = (q0, S0)

de l’algorithme, nous prenons q0 = [0.63; 0.03; 0.72] ( |q−q0||q| = 0.08) et les choix initiaux des

différentes positions sont affichées dans le tableau (Tab. 5.1).
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PositionS α

S(1) = [0.1; 0.1; 0.2] 0.63

S(2) = [0.1; 0.1; 0.3] 0.54

S(3) = [0.1; 0.1; 0.4] 0.45

S(4) = [0.1; 0.1; 0.5] 0.36

S(5) = [0.1; 0.1; 0.6] 0.26

S(6) = [0.1; 0.1; 0.7] 0.16

valeur initiale S0 |S − S0| / |S|
S

(1)
0 = [0.11; 0.08; 0.21] 0.100

S
(2)
0 = [0.08; 0.08; 0.28] 0.104

S
(3)
0 = [0.08; 0.08; 0.37] 0.097

S
(4)
0 = [0.07; 0.08; 0.47] 0.090

S
(5)
0 = [0.07; 0.07; 0.56] 0.094

S
(6)
0 = [0.07; 0.07; 0.65] 0.091

Tab. 5.1 – Le tableau à gauche montre les différentes positions testées et donne leurs distances par rapport
à la surface du cerveau : α = d(S, Γ1). Le tableau à droite donne les valeurs initiales prises pour ces différentes
positions.

Nous donnons dans le tableau (Tab. 5.2) les erreurs relatives euclidiennes obtenues sur les
positions et les moments, calculés sur le maillage Mesh2, ainsi que le nombre d’itérations
de l’algorithme, et dans la figure (Fig. 5.2) nous traçons le logarithme à base 10 de ces
erreurs.

Ces résultats montrent que la précision de la localisation d’un dipôle diminue quand il s’ap-
proche de la surface du cerveau. En particulier, l’erreur sur le moment augmente d’une
”façon linéaire”. Et pour α = d(S,Γ1) ≥ 0.26, l’erreur sur la position est de même ordre.

iter |S−Sc|
|S|

|q−qc|
|q|

S(1) 5 6.1 10−5 3.2 10−6

S(2) 5 3.7 10−5 8.3 10−6

S(3) 5 7.5 10−5 1.4 10−5

S(4) 6 6.8 10−5 5.0 10−5

S(5) 8 6.6 10−5 1.6 10−4

S(6) 8∗ 3.3 10−3 1.5 10−3

Tab. 5.2 – Les erreurs relatives euclidiennes sur les positions et les moments calculés sur le maillage Mesh2
pour les différentes positions affichées dans le tableau (Tab. 5.1), iter représente le nombre d’itérations.

Nous considérons à présent le dipôle de moment q = [0.707; 0; 0.707] et de position S =
[0; 0; 0.765] que nous avons considéré dans le chapitre 2. Ce dipôle est plus proche de la
surface du cerveau que les dipôles testés ci-dessus, il est à distance égale à 0.10 de la
surface du cerveau. Nous avons testé la méthode pour ce dipôle sur les deux maillages
Mesh2 et Mesh3 en prenant les valeurs initiales suivantes : q0 = [0.63; 0.03; 0.72], S0 =
[0.04;−0.03; 0.7]. Pour le maillage Mesh2, l’algorithme s’est arrêté à la première itération
avec le message d’erreur suivant : ”Incorrect function or incorrect gradient or incorrect
tolerance”, en effet le calcul de la fonctionnelle J et du gradient au point φ n’est pas assez
précis, ce qui n’est pas le cas pour le maillage Mesh3 pour lequel nous donnons dans le
tableau (Tab. 5.3) les erreurs relatives euclidiennes sur les moments et les positions calculés
dans le cas où la donnée f définie sur tout le scalp est perturbée de 0%, 3%, 5%.

Donc la localisation d’un dipôle par l’algorithme proposé est de moins en moins précise
quand ce dipôle s’approche de la surface du cerveau. Cela vient d’une part de la sensiblité
de la résolution du problème direct par rapport à la proximité du dipôle à la surface du
cerveau que nous avons étudié au chapitre 2 et qui affecte donc l’évaluation de la fonction-
nelle coût et de son gradient. D’autre part, quand le dipôle est très proche de la surface
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Fig. 5.2 – Erreur relative euclidienne sur la position ( |S−Sc|
|S|

) et le moment ( |q−qc|
|q|

) calculés en fonction de la
distance par rapport au centre de la sphère qui représente le cerveau.

p iter err(Sc) err(qc)

0% 8 2.5 10−3 1.8 10−3

3% 8 1.1 10−2 8.4 10−3

5% 8∗ 2.0 10−2 1.5 10−2

Tab. 5.3 – Les erreurs relatives euclidiennes sur la position et le moment calculés sur le maillage Mesh3 pour
la source de position S = [0; 0; 0.765] et de moment q = [0.707; 0; 0.707]. Nous considérons la donnée f connue sur
tout le scalp et perturbée de p = 0, 3, 5%.
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du cerveau, nous pouvons obtenir au cours des itérations de l’algorithme d’optimisation,
un point φc = (qc, Sc) tel que la position Sc calculée est à l’extérieur du domaine Ω1.

Perturbation de la donnée f

Nous étudions dans ce paragraphe le comportement de l’algorithme en fonction de la
perturbation de la donnée f que nous supposons connue sur toute la surface Γ3. Nous
considérons d’abord le dipôle, placé dans la région profonde, de moment q = [0.707; 0; 0.707]
et de position S = [0.125; 0.125; 0.125]. Nous ajoutons à f un bruit gaussien d’amplitudes
respectives p = 0%, 1%, 3%, 5%, 7%, 10%, et testons l’algorithme sur les deux maillages
Mesh2 et Mesh3. Nous traçons dans la figure (Fig. 5.3) la variation de l’erreur relative
euclidienne pour la position et le moment calculés avec les deux maillages en fonction du
taux de perturbation. Ensuite, pour le maillage Mesh3 nous comparons dans la figure
(Fig. 5.4) entre les erreurs obtenues pour ce dipôle et celles obtenues pour le dipôle placé
à proximité de la surface de moment q = [0.707; 0; 0.707] et de position S = [0; 0; 0.765].

D’après ces deux figures, nous tirons les remarques suivantes,

– L’algorithme est sensible à la perturbation de la donnée f .

– L’erreur sur l’identification de la position du dipôle est supérieure que celle du moment.

– La localisation du dipôle est plus précise sur le maillage raffinéMesh3 que sur le maillage
Mesh2.

– La sensibilité au bruit est plus ”grande” pour un dipôle placé dans la région profonde du
cerveau que pour un dipôle placé à proximité de la surface du cerveau. En effet, quand
le dipôle est placé à proximité de la surface du cerveau, le potentiel qu’il crée sur le
scalp u|Γ3

= f est ”focalisé” en une petite région, dans le sens que dans cette région le
potentiel est relativement grand par rapport au reste du scalp où il prend des valeurs
très ”petites”. Ainsi, la perturbation de la donnée f n’affecte que la petite région où f
a des valeurs considérables.

Cas de moment de ”forte intensité”

Nous considérons deux dipôles ayant la même position S = [0.125; 0.125; 0.125] et de mo-
ments respectifs q(1) = [0.707; 0; 0.707] et q(2) = 4q(1). Dans le tableau (Tab. 5.4) nous
comparons pour le maillage Mesh2 entre les erreurs obtenues sur la position et le mo-
ment calculés pour ces deux dipôles. Et dans le tableau (Tab. 5.5), nous comparons pour
le maillage Mesh3 entre les erreurs obtenues pour les deux dipôles de position chacun
S = [0; 0; 0.765] (proche de la surface) et de moments respectifs q(1) et q(2).

Ces résultats montrent que l’intensité du moment augmente le nombre d’itérations de l’al-
gorithme mais n’influence pas la précision des valeurs calculées. En effet, ceci est dû au
fait que les fonctions qui constituent les conditions aux limites des problèmes directs que
nous résolvons dépendent linéairement du moment.
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Fig. 5.3 – Les erreurs relatives euclidiennes |S−Sc|
|S|

, |q−qc|
|q|

obtenues sur les maillages Mesh2 et Mesh3 dans le

cas où la donnée f est connue sur toute la surface Γ3 et perturbée respectivement de p = 0%, 1%, 3%, 5%, 7%, 10%.
Nous considérons un dipôle placé dans la région profonde du cerveau de position S = [0.125; 0.125; 0.125] et de
moment q = [0.707; 0; 0.707].
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Fig. 5.4 – Les erreurs relatives euclidiennes |S−Sc|
|S|

, |q−qc|
|q|

obtenues sur le maillage Mesh3 pour f connue

sur toute la surface Γ3 et perturbées respectivement de p = 0%, 1%, 3%, 5%, 7%, 10%. Nous considérons deux
dipôles, un dipôle placé dans la région profonde du cerveau de position S = [0.125; 0.125; 0.125] et de moment
q = [0.707; 0; 0.707] que nous notons ”dipôle profond”, et un autre dipôle placé à proximité de la surface Γ1 de
position S = [0; 0; 0.765] et de moment q = [0.707; 0; 0.707] que nous notons ”dipôle surfacique”.

p iter1 err(S
(1)
c ) err(q

(1)
c ) iter2 err(S

(2)
c ) err(q

(2)
c )

0% 5 5.1 10−5 3.4 10−6 9 4.6 10−5 8.2 10−6

3% 5 2.7 10−2 3.2 10−3 10 2.8 10−2 3.2 10−3

5% 5 4.6 10−2 5.4 10−3 12 4.5 10−2 5.3 10−3

Tab. 5.4 – Les erreurs relatives euclidiennes sur la position et le moment calculés respectivement pour le dipôle

1 de position et moment : S(1) = [0.125; 0.125; 0.125], q(1) = [0.707; 0; 0.707] et pour le dipôle 2 de position et
moment : S(2) = S(1), q(2) = 4q(1). Ces erreurs sont obtenues sur le maillage Mesh2.
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p iter1 err(S
(1)
c ) err(q

(1)
c ) iter2 err(S

(2)
c ) err(q

(2)
c )

0% 8 2.5 10−3 1.8 10−3 16 2.6 10−3 2.3 10−3

3% 8 1.1 10−2 8.4 10−3 15 1.1 10−2 8.1 10−3

5% 9 2.0 10−2 1.5 10−2 16 2.0 10−2 1.4 10−2

Tab. 5.5 – Les erreurs relatives euclidiennes sur la position et le moment calculés respectivement pour le Dipôle

1 de position et moment : S(1) = [0; 0; 0.765], q(1) = [0.707; 0; 0.707] et pour le dipôle 2 de position et moment :
S(2) = S(1), q(2) = 4q(1). Ces erreurs sont obtenues sur le maillage Mesh3.

2. Test2 Cas de deux dipôles (m = 2)

Nous traitons dans ce paragraphe le cas d’un terme source constitué de deux dipôles, en
particulier nous étudions le comportement de l’algorithme par rapport à la distance entre
les deux dipôles. Nous considérons d’abord deux dipôles éloignés dont les moments et les
positions sont :

{
q1 = [0.707; 0.707; 0] , S1 = [0; 0; 0.5]
q2 = [0;−1.414; 1.414] , S2 = [0.3; 0.2;−0.3]

(5.6.57)

Nous avons d(S1, S2) = 0.87. Le choix initial considéré pour l’algorithme d’optimisation
est le suivant

φ0 = (0.65, 0.65, 0.06, 0.11,−1.3, 1.52, 0.04, 0.03, 0.47, 0.27, 0.18,−0.34).

Après 21 itérations, nous obtenons les valeurs calculées suivantes,

{
q1c =

[
0.7069; 0.7070;−5.110−5

]
, S1c =

[
1.610−6;−1.910−5; 0.5000

]

q2c =
[
2.810−5;−1.4140; 1.4140

]
, S2c = [0.2999; 0.1999;−0.2999]

Dans le tableau (Tab. 5.6) nous présentons l’erreur relative euclidienne entre le vecteur
φex = (q1,q2,S1,S2) et le vecteur calculé φc = (q1c,q2c,S1c,S2c) obtenu sur le maillage
Mesh2 pour le cas où la donnée f est connue sur tout le scalp et perturbée de 0%, 3% et
5%.

p iter |φex−φc|
|φex|

0% 21 4.5 10−5

3% 22 3.1 10−2

5% 25 5.3 10−2

Tab. 5.6 – L’erreur relative euclidienne sur le vecteur calculé φc pour deux dipôles éloignés. p représente le taux
de perturbation de la donnée f connue sur tout le scalp. Ces résultats sont obtenus sur le maillage Mesh2.

Ces résultats montrent que l’algorithme proposé donne une bonne précision pour deux
dipôles éloignés. Cette précision diminue avec la perturbation de la donnée f .

Nous étudions à présent la sensibilité de la méthode par rapport à la distance entre deux
dipôles. Nous considérons donc deux dipôles de moments respectifs q1 = [1.414; 1.414; 0]
et q2 = [0; 0.707;−0.707], nous fixons le premier dipôle à la position S1 = [0; 0; 0] et
nous varions la position du deuxième dipôle parmi les valeurs présentées dans le tableau
(Tab. 5.7). Nous donnons également dans ce tableau la distance entre les deux dipôles.
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PositionS2 d(S1, S2)

[0; 0; 0.03] 0.03

[0; 0.025; 0.043] 0.05

[−0.07; 0; 0.07] 0.10

[0;−0.129; 0.075] 0.15

[0.2; 0; 0] 0.20

[0.187; 0.108;−0.125] 0.25

[0.15; 0.15;−0.212] 0.30

[0.087; 0.151;−0.303] 0.35

[0; 0;−0.4] 0.40

[0.159;−0.159;−0.389] 0.45

[0.353; 0;−0.353] 0.50

[0.336; 0.336;−0.275] 0.55

[0; 0.6; 0] 0.60

[−0.281; 0.487; 0.325] 0.65

Tab. 5.7 – Les différentes positions considérées pour le deuxième dipôle, le premier dipôle étant placé à l’origine.

Nous traçons dans la figure (Fig. 5.5) les erreurs relatives euclidiennes obtenues sur le
vecteur calculé des moments qc = (q1c, q2c) et celui des positions Sc = (S1c, S2c), et ceci
pour les différents cas présentés dans le tableau (Tab. 5.7).

D’après ces résultats, nous remarquons que l’erreur augmente quand la distance entre les
dipôles diminue. Particulièrement, pour deux dipôles très proches, l’identification précise
de la position est plus difficile à obtenir que celle du moment.

Nous considérons à présent deux dipôles proches et nous comparons dans le tableau
(Tab. 5.8) entre les résultats obtenus sur les deux maillages Mesh2 et Mesh3 pour f
perturbée de 0%, 3% et 5%. Les deux dipôles que nous avons considérés ont les moments
et les positions suivants : q1 = [1.414; 1.414; 0], S1 = [0; 0; 0], q2 = [0; 0.707;−0.707],
S2 = [0; 0.025; 0.043]. Nous avons d(S1, S2) = 0.05.

Le choix initial de l’algorithme que nous avons considéré est le suivant

φ0 = (1.28, 1.5, 0.1, 0.07, 0.65,−0.65, 0.07,−0.05, 0.08, 0.03, 0.03, 0.05).

Nous remarquons alors que les résultats, pour le cas de deux dipôles proches, sur le maillage
Mesh3 sont plus précis que ceux obtenus sur le maillage Mesh2.

3. Test3 Cas de trois et quatre dipôles

Nous prenons le cas de trois dipôles dont les moments et les positions sont :





q1 = [1.414; 0; 1.414] , S1 = [0; 0; 0]
q2 = [0;−1.414;−1.414] , S2 = [0; 0.3; 0.4]
q3 = [0.707; 0.707; 0] , S3 = [0.5; 0; 0]

Le choix initial considéré est le suivant,

φ0 =(1.3, 0.06, 1.51,−0.04,−1.2,−1.5, 0.65, 0.65, 0.06, 0.05, 0.04,−0.04, 0.05, 0.26, 0.46,
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Fig. 5.5 – L’erreur relative euclidienne sur les vecteurs Sc = (S1c, S2c) et qc = (q1c, q2c), en fonction de la
distance entre les deux dipôles. Ces résultats sont obtenus sur le maillage Mesh2 pour des mesures non perturbées
et connues sur tout le scalp.

p iter |φex−φc|
|φex|

Mesh2
0% 17 7.9 10−2

3% 17 8.6 10−2

5% 37 18 10−2

Mesh3
0% 17 7.9 10−2

3% 17 7.8 10−2

5% 15 7.9 10−2

Tab. 5.8 – L’erreur relative euclidienne sur le vecteur calculé φc = (q1c, q2c, S1c, S2c) pour le cas de deux
dipôles proches

(
d(S1, S2) = 0.05

)
. Nous donnons les erreurs obtenues sur les deux maillages Mesh2 et Mesh3. p

représente le taux de perturbation de la donnée f connue sur tout le scalp, iter représente le nombre d’itérations
de l’algorithme.
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0.47, 0.04, 0.03).

Après 72 itérations nous obtenons les valeurs suivantes :





q1c =
[
1.4203; 1.510−3; 1.4314

]
, S1c =

[
3.010−4; 1.110−3; 2.510−3

]

q2c =
[
−5.510−3;−1.4120;−1.4252

]
, S2c =

[
−5.210−4; 0.3003; 0.3990

]

q3c =
[
0.7062; 0.7034;−6.110−3

]
, S3c =

[
0.5005; 4.310−4; 6.610−4

]

Nous affichons dans le tableau (Tab. 5.9) l’erreur relative euclidienne entre le vecteur cal-
culé φc = (q1c, q2c, q3c, S1c, S2c, S3c) et le vecteur exact φex = (q1, q2, q3, S1, S2, S3).

p iter |φex−φc|
|φex|

0% 72 7.7 10−3

3% 129 9.6 10−2

5% 140 15 10−2

Tab. 5.9 – L’erreur relative euclidienne obtenue dans le cas où le terme source est formé de trois dipôles, et la
donnée f est perturbée de 0%, 3%, 5%. Ces résultats sont obtenus sur le maillage Mesh2.

Nous considérons à présent quatres dipôles dont les moments et les positions sont définis
par





q1 = [0; 0.707; 0.707] , S1 = [0.2; 0.2; 0.4]
q2 = [0.707; 0; 0.707] , S2 = [−0.2;−0.2; 0.4]
q3 = [0; 0.707;−0.707] , S3 = [0; 0.1;−0.3]
q4 = [0.707; 0;−0.707] , S4 = [−0.1;−0.1;−0.5]

Le choix initial considéré est

φ0 =(0.05, 0.65, 0.62, 0.62,−0.05, 0.62, 0.07, 0.62,−0.65, 0.75, 0.08,−0.75, 0.15, 0.25, 0.33,

−0.18,−0.15, 0.51, 0.07, 0.05,−0.25,−0.2,−0.08,−0.55).

Les valeurs calculées sont




q1c = [0.0048; 0.7035; 0.7006] , S1c = [0.1997; 0.2007; 0.4014]
q2c =

[
0.7075; 8.310−4; 0.7086

]
, S2c = [−0.2002;−0.1991; 0.4005]

q3c = [−0.0194; 0.7058;−0.6878] , S3c = [0.0034; 0.1003;−0.3005]
q4c = [0.7211; 0.0036;−0.7214] , S4c = [−0.0994;−0.0991;−0.4972]

Les erreurs relatives euclidiennes sur le vecteur calculé φc pour des données perturbées de
0%, 3% et 5% sont présentées dans le tableau (Tab. 5.10).

Nous concluons donc que la localisation du terme source par la méthode de Kohn-Vogelius
est moins précise quand le nombre de dipôles et le taux de perturbation de la donnée f
augmentent.

Cependant, pour un terme source formé de trois dipôles et si la donnée f est faiblement
perturbée, nous obtenons des résultats avec une précision acceptable. Mais cette précision
se dégrade quand nous augmentons le taux de perturbation de f et/ou le nombre de
dipôles.
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p iter |φex−φc|
|φex|

0% 89 1.6 10−2

3% 118 20 10−2

5% 106 28 10−2

Tab. 5.10 – L’erreur relative euclidienne obtenue dans le cas où le terme source est formé de quatre dipôles et
la donnée f est perturbée de 0%, 3%, 5%. Ces résultats sont obtenues pour le maillage Mesh2.
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Fig. 5.6 – L’erreur relative euclidienne sur le vecteur φc = (qc, Sc) calculé sur le maillage Mesh3, pour le
dipôle1 de position [0.1; 0.1; 0.7] et dipôle2 de position [−0.1;−0.1;−0.7]. La donnée non perturbée f est connue
sur la partie S qui représente respectivement 100%, 90%, · · · , 10% de la surface du scalp, ce qui est représenté par
β = −1,−0.8, · · · , 0.8.

Comportement de la méthode dans le cas où la donnée f est connue partiellement
sur la surface du scalp

Nous étudions dans ce paragraphe le comportement de la méthode quand les mesures sont
connues partiellement sur le scalp, c’est à dire quand S est une partie stricte de Γ3.

Nous considérons un seul dipôle placé à une distance égale à 0.16 de la surface de la sphère qui
représente le cerveau et dont le rayon est 0.87. La partie S du scalp sur laquelle nous supposons
connue la donnée f est formée par les noeuds du maillage qui vérifient z ≥ β (cf chapitre 4).
Ainsi, si par exemple nous considérons que la partie S représente 50% de la surface Γ3 alors Sh

représente la moitié supérieure de la sphère discrétisée Γh3 .

Puisque la répartition du champ de potentiel sur la surface S dépend de la position du dipôle et
de son moment, nous considérons alors deux cas. Nous prenons le cas où le dipôle est placé dans
la moitié inférieure de la sphère, à la position S(1) = [−0.1;−0.1;−0.7], et le cas où le dipôle est
placé dans la moitié supérieure à la position S(2) = [0.1; 0.1; 0.7]. Nous prenons le même moment
pour les deux dipôles q = [0.707; 0.707; 0].

Nous traçons dans la figure (Fig. 5.6) la variation de l’erreur relative euclidienne |φex−φc|
|φex| obtenue

sur le maillage Mesh3 pour les deux dipôles considérés ci-dessus, en considérant que la partie S
représente respectivement 100%, 90%, · · · , 10% de la surface du scalp.

D’après cette figure, nous remarquons que la localisation d’un dipôle dans le cas où la donnée
f est connue partiellement sur la surface du scalp dépend de l’emplacement et de l’orientation
de ce dipôle à l’intérieur du cerveau. En fait, si le dipôle est placé et orienté d’une manière
à ce que le potentiel qu’il crée sur la surface du scalp est ”concentré” du côté de la région
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où nous ne disposons pas de mesures, tel est le cas pour le deuxième dipôle décrit ci-dessus,
alors nous perdons une bonne quantité d’informations en diminuant la surface de la région S
des mesures. Par contre, si le potentiel créé par le dipôle est ”concentré” du côté de la par-
tie S, donc en diminuant la surface de S nous ne perdons pas trop d’informations et par suite,
la localisation du dipôle n’y est pas très sensible, tel est le cas du premier dipôle décrit ci-dessus.

Dans le paragraphe §5.6.3, nous étudions en fonction de la superficie de S, la variation de
l’erreur obtenue sur les valeurs calculées pour le cas de trois dipôles dispersés dans le cerveau et
comparons le résultat obtenu avec la méthode des moindres carrées.

Sensibilité de la méthode par rapport à la perturbation de la conductivité du crâne

Dans ce paragraphe, nous étudions la sensibilité de la localisation des dipôles par la méthode de
Kohn-Vogelius par rapport à la conductivité du crâne, les conductivités du scalp et du cerveau
étant fixées à 1. D’abord, nous testons différentes valeurs pour la conductivité du crâne : 1

100 , 1
80 ,

1
40 , 1

20 , 1
10 . Ensuite nous étudions le comportement de l’algorithme en fonction de la perturbation

de la conductivité.

Nous considérons les deux dipôles suivants, le premier étant placé dans la région profonde du
cerveau et le deuxième étant placé à proximité de la surface du cerveau :

{
dipôle 1 : q = [0.707; 0; 0.707] , S = [0.1; 0.1; 0.2]
dipôle 2 : q = [0.707; 0; 0.707] , S = [0.1; 0.1; 0.7]

Nous traçons dans la figure (Fig. 5.7) pour ces deux dipôles l’erreur relative euclidienne |φex−φc|
|φex|

obtenue sur le maillage Mesh2 pour les différentes valeurs de la conductivité de l’os décrites
ci-dessus.

A présent, nous fixons la conductivité du crâne à 1
80 et nous la perturbons respectivement de

0%, 3%, 5%, 7% et 10%. Nous traçons dans la figure (Fig. 5.8) les erreurs relatives euclidiennes
sur la position et le moment calculés pour les deux dipôles cités ci-dessus.

Nous remarquons d’après la figure (Fig. 5.7) l’influence de la conductivité de l’os sur la locali-
sation des dipôles. Et d’après la figure (Fig. 5.8), nous remarquons que le calcul du moment est
plus sensible à la perturbation de la conductivité de l’os, notée σOs, que celui de la position. Nous
remarquons également, que la localisation du dipôle placé dans la région profonde du cerveau
est plus affectée par la perturbation de σOs que celle du dipôle placé à proximité de la surface
du cerveau (”dipôle surfacique”). En particulier, le calcul de la position du ”dipôle surfacique”
n’est pas affectée par la perturbation de la conductivité de l’os. Nous pourrions expliquer ceci
par le fait qu’un ”dipôle surfacique” produit un potentiel plus ”intense” que celui créé par un
dipôle placé dans la région profonde du cerveau. Et, par la suite il va être moins affecté par la
conductivité de l’os.

Notons par ailleurs, que l’augmentation du taux p de perturbation ajoutée à σOs n’affecte pas
d’une façon considérable les résultats obtenus ; nous ne trouvons pas une grande différence entre
l’erreur obtenue pour p = 3% et l’erreur obtenue pour p = 10%.

Sensibilité de la méthode à la perturbation de la surface du crâne

Dans ce paragraphe, nous étudions la sensibilité de la méthode par rapport à la perturbation de
la surface du crâne. Particulièrement, nous considérons deux cas :
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Fig. 5.7 – L’erreur relative euclidienne sur le vecteur calculé |φex−φc|
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Fig. 5.8 – Les erreurs relatives euclidiennes sur la position err(S) et le moment err(q) obtenues sur le maillage
Mesh2 pour le dipôle de moment q = [0.707; 0; 0.707] et de position S = [0.1; 0.1; 0.2], que nous notons ”dipôle
profond” et pour le dipôle ayant le même moment et la position suivante S = [0.1; 0.1; 0.7] et que nous notons
”dipôle surfacique”. Nous fixons la conductivité de l’os à 1

80
et y ajoutons un bruit d’amplitudes respectives 0%,

3%, 5%, 7% et 10%.
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(1) le cas où nous faisons glisser la surface discrétisée (Γh2) de l’os dans la direction d’un vecteur
que nous choisissons par exemple égal à ~v = − 1√

3
[1, 1, 1], et prenons l’amplitude du glissement

parmi les valeurs suivantes 0, 0.01, 0.02, 0.03. Dans ce cas la structure sphérique est gardée.

(2) le cas où nous ajoutons un bruit gaussien aux noeuds de la surface discrétisée Γh2 de l’os
d’amplitudes respectives 0, 0.01, 0.02, 0.03.

Nous considérons le dipôle placé à proximité de la surface du cerveau de moment q = [0.707; 0; 0.707]
et de position S = [0.1; 0.1; 0.7]. Dans la figure (Fig. 5.9), nous traçons les erreurs relatives eu-
clidiennes sur les valeurs calculées pour les deux cas (1) et (2) décrits ci-dessus.
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Fig. 5.9 – L’erreur relative euclidienne sur la position et le moment calculés sur le maillage Mesh2, pour le
dipôle placé à S = [0.1; 0.1; 0.7] et de moment q = [0.707; 0; 0.707]. Nous traçons ces erreurs pour deux cas : le cas
du glissement de la surface de l’os et le cas d’une perturbation gaussienne ajoutée à la surface de l’os.

Nous remarquons d’après ces résultats l’influence de l’imprécision ajoutée à la surface discrétisée
de l’os sur la localisation du dipôle. Particulièrement, la localisation est plus affectée lorsqu’un
glissement de la surface de l’os est effectué que lorsqu’une perturbation gaussienne y est ajoutée.
Ceci peut être expliqué par le fait que la perturbation est répartie sur tous les noeuds de la
surface discrétisée de l’os alors que le glissement de la surface crée une disproportion dans la
distance entre les sphères qui représentent les différentes couches de la tête. D’autre part, nous
remarquons que le calcul du moment est plus affecté, dans les deux cas, que celui de la position.

5.6.2 Tests sur une géométrie réaliste

Nous considérons le maillage Mesh4 de la géométrie réaliste décrit dans (Tab. 4.3). Nous avons
testé sur ce maillage le cas d’un dipôle et le cas de trois dipôles. Les mesures sont supposées
connues sur toute la surface du scalp. Nous prenons ici la tolérance pour l’algorithme d’optimi-
sation égale à EPS = 10−3.

Pour ce maillage, nous avons un dipôle obtenu par le logicielASA, il est de moment [0.9; 0.21; 0.36]
et de position [0.00679;−0.3904; 0.4551]. Cependant, ce dipôle est très proche de la surface du
cerveau, à une distance de 0.004. Pour ce dipôle, l’algorithme d’optimisation ne fonctionne pas
bien, il calcule, au cours des itérations, un point qui est à l’extérieur du domaine du cerveau.
Pour cela, nous avons ”légèrement” modifié la position de sorte à obtenir un dipôle à proximité
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de la surface mais moins proche que le dipôle initial. Nous avons ainsi considéré les valeurs
suivantes

S = [0.00679;−0.3; 0.3] , q = [0.9; 0.21; 0.36]

Nous prenons le choix initial suivant φ0 = (0.85, 0.2, 0.31, 0.008,−0.35, 0.28).

Dans le tableau (Tab. 5.11), nous donnons les erreurs relatives euclidiennes obtenues sur la po-
sition et le moment calculés pour ce dipôle.

Nous prenons à présent les trois dipôles suivants





q1 = [0.9; 0.21; 0.36] , S1 = [0.2; 0.1; 0.1]
q2 = [0; 0.707; 0.707] , S2 = [0.3; 0; 0]
q3 = [−0.21; 0.9; 0.36] , S3 = [0; 0; 0.2]

Le choix initial considéré est :

φ0 =(0.85, 0.2, 0.31, 0.08, 0.66, 0.72,−0.22, 0.92, 0.32, 0.21, 0.06, 0.11, 0.28, 0.04,−0.05, 0.03,

−0.04, 0.19).

Le tableau (Tab. 5.12) montre les erreurs relatives euclidiennes obtenues pour les positions et
les moments calculés.

p iter |φex−φc|
|φex|

0% 8 3.4 10−3

3% 10 8.5 10−3

5% 11 1.2 10−2

Tab. 5.11 – L’erreur relative euclidienne |φex−φc|
|φex|

obtenue sur le maillage Mesh4 de la géométrie réaliste, pour

le dipôle de position S = [0.00679;−0.3; 0.3] et de moment q = [0.9; 0.21; 0.36]. La donnée f est supposée connue
sur toute la surface Γ3 et perturbée de p = 0, 3, 5%.

p iter err(Sc) err(qc)

0% 13∗ 13 10−2 5.2 10−2

3% 14∗ 20 10−2 5.4 10−2

5% 14∗ 25 10−2 5.6 10−2

Tab. 5.12 – Les erreurs relatives euclidiennes obtenues sur le vecteur contenant les positions Sc = (S1c, S2c, S3c)
et le vecteur contenant les moments qc = (q1c, q2c, q3c) sur le maillage Mesh4 de la géométrie réaliste pour le cas
de trois dipôles. La donnée f est supposée connue sur toute la surface Γ3 et perturbée de p = 0, 3, 5%.

Nous remarquons alors que la localisation du dipôle considéré à proximité de la surface du cerveau
est bonne même pour des données perturbées de 3% et 5%. Mais pour le cas des trois dipôles
elle devient moins bonne, en particulier ce sont les positions qui sont difficilement identifiables.

5.6.3 Comparaison entre la méthode de Kohn-Vogelius et la méthode des
moindres carrées

Afin d’évaluer l’apport de la méthode de Kohn-Vogelius, nous résolvons le problème d’identifica-
tion en utilisant la méthode des moindres carrées. Pour un terme source φ donné, cette méthode
consiste à minimiser l’erreur quadratique sur la région des mesures S entre la mesure f générée



5.6. Expériences numériques 145

par φ et la valeur du potentiel calculée. Il s’agit donc de trouver le minimum de la fonctionnelle

coût suivante : Jmcf (φ) = 1
2

∥∥∥uN (φ)|S
− f

∥∥∥
2

L2(S)
, où uN (φ) est la solution du problème (5.1.3).

Cette fonctionnelle s’écrit également de la façon suivante

Jmcf (φ) =
1

2

∥∥ω(φ,f)

∥∥2

L2(S)
(5.6.58)

où ω(φ,f) est la solution du problème (5.2.9).

Le gradient de cette fonction est :

~∇Jmc =




a1

·
·
am
b1
·
·
bm




(5.6.59)

avec aj = (aij) et bj = (bij) , i = 1, 2, 3 , j = 1, · · · ,m sont définis de la façon suivante

aij =

∫

S
ω(φ,f) (y1

i,j − z1
i,j)ds (5.6.60)

bij =

∫

S
ω(φ,f) (y2

i,j − z2
i,j)ds (5.6.61)

où yki,j et zki,j , k = 1, 2 sont les solutions des problèmes décrits dans (5.2.33) et (5.2.34).

Nous avons comparé entre ces deux méthodes sur le maillage sphérique Mesh2 pour le cas d’un
dipôle placé dans la région profonde du cerveau en considérant deux choix initiaux différents, le
cas de deux dipôles proches et le cas de trois dipôles. Nous avons considéré également le cas d’un
dipôle placé à proximité de la surface du cerveau pour le maillage sphérique Mesh3 et pour le
maillage Mesh4 de la géométrie réaliste.

Géométrie sphérique

1. Cas d’un dipôle placé dans la région profonde du cerveau

Nous prenons le dipôle de moment : q = [0.707; 0; 0.707] et de position : S = [0.125; 0.125;

0.125]. Nous considérons les deux choix initiaux φ
(1)
0 et φ

(2)
0 définis dans (5.6.55), le pre-

mier choix étant plus proche de la solution exacte que le deuxième. Dans le tableau
(Tab. 5.13), nous présentons les erreurs relatives euclidiennes sur les valeurs calculées
sur le maillage Mesh2 avec f|Γ3

perturbée de 0%, 5% et 7%. Nous donnons également le
nombre d’itérations.

2. Cas d’un dipôle placé à proximité de la surface du cerveau

Nous prenons le dipôle de moment q = [0.707; 0; 0.707] et de position S = [0; 0; 0.765] et
considérons le maillage Mesh3. Nous donnons dans le tableau (tab. 5.14) pour les deux
méthodes les erreurs relatives euclidiennes sur la position et le moment calculés avec f
perturbée de 0%, 5% et 7%.
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méthode de Kohn-Vogelius

p iter1 err(S(1)) err(q(1)) iter2 err(S(2)) err(q(2))

0% 5 5.1 10−5 3.4 10−6 7 2.8 10−4 2.3 10−5

5% 4 4.6 10−2 5.4 10−3 7 4.6 10−2 5.3 10−3

7% 4 6.3 10−2 7.5 10−3 7 6.3 10−2 7.5 10−3

méthode des moindres carrées

p iter1 err(S(1)) err(q(1)) iter2 err(S(2)) err(q(2))

0% 10 1.9 10−5 9.0 10−7 11 1.1 10−4 3.1 10−6

5% 9 6.9 10−2 8.0 10−3 11 6.9 10−2 8.0 10−3

7% 9 9.6 10−2 1.1 10−2 11 9.6 10−2 1.1 10−2

Tab. 5.13 – Les erreurs relatives euclidiennes sur les positions et les moments calculés obtenus sur le maillage
Mesh2 par les deux méthodes en considérant un dipôle placé dans la région profonde du cerveau. La mesure f est
connue sur tout le scalp et perturbée de p = 0, 5, 7%. L’exposant (1) correspond au choix initial φ

(1)
0 et l’exposant

(2) correspond au choix initial φ
(2)
0 .

méthode de Kohn-Vogelius

p iter err(S) err(q)

0% 8 2.5 10−3 1.8 10−3

5% 8∗ 2.0 10−2 1.5 10−2

7% 6∗ 4.3 10−2 2.1 10−2

méthode des moindres carrées

p iter err(S) err(q)

0% 10 1.2 10−5 2.0 10−5

5% 9 1.0 10−2 7.4 10−3

7% 9 1.4 10−2 1.0 10−2

Tab. 5.14 – L’erreur relative euclidienne sur les positions et les moments calculés obtenus sur le maillage Mesh3
par les deux méthodes en considérant un dipôle situé à proximité de la surface du cerveau. La mesure f est connue
sur tout le scalp et perturbée de p = 0, 5, 7%.
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3. Cas de deux dipôles proches

Nous considérons les deux dipôles de moments et positions : q1 = [1.414; 1.414; 0], S1 =
[0; 0; 0] et q2 = [0; 0.707;−0.707], S2 = [0; 0.025; 0.043]. Nous avons, d(S1, S2) = 0.05.

Nous prenons le choix initial suivant

φ0 = (1.28, 1.5, 0.1, 0.07, 0.65,−0.65, 0.07,−0.05, 0.08, 0.03, 0.03, 0.05).

Le tableau (Tab. 5.15) montre pour les deux méthodes l’erreur relative euclidienne |φex−φc|
|φex|

où φex = (q1, q2, S1, S2) et φc = (q1c, q2c, S1c, S2c) obtenue sur le maillage Mesh2 et ceci
pour f perturbée de 0%, 5% et 7%.

méthode de Kohn-Vogelius

p iter |φex−φc|
|φex|

0% 17 7.9 10−2

5% 37 18 10−2

7% 36 19 10−2

méthode des moindres carrées

p iter |φex−φc|
|φex|

0% 25 7.8 10−2

5% 244 1.4010

7% 179 1.9678

Tab. 5.15 – L’erreur relative euclidienne sur les valeurs calculées obtenues sur le maillage Mesh2 par les
deux méthodes en considérant deux dipôles proches. La mesure f est connue sur tout le scalp et perturbée de
p = 0, 5, 7%.

4. Cas de trois dipôles
Nous considérons les trois dipôles suivants

q1 = [0.707; 0.707; 0] , S1 = [0; 0; 0]
q2 = [0; 0.707; 0.707] , S2 = [0; 0.4; 0.4]
q3 = [0;−0.707; 0.707] , S3 = [0;−0.4; 0.4]

et comme choix initial pour l’algorithme d’optimisation nous prenons

φ0 =(0.65, 0.65, 0.06,−0.05, 0.75, 0.75, 0.07,−0.65, 0.75, 0.05, 0.04,−0.04, 0.05, 0.36, 0.46,

−0.06,−0.35, 0.34).

Nous présentons dans le tableau (Tab. 5.16) pour la donnée f perturbée de 0%, 5% et 7%,

l’erreur relative euclidienne |φex−φc|
|φex| où φex = (q1, q2, q3, S1, S2, S3) et φc = (q1c, q2c, q3c,

S1c, S2c, S3c).

5. Cas où la donnée f est connue partiellement sur le scalp

Nous considérons la donnée f non perturbée et définie sur la partie S qui occupe respecti-
vement 100%, 90%, · · · , 10% de la surface du scalp. Nous prenons les trois dipôles décrits
ci-dessus et traçons dans la figure (Fig. 5.10) l’erreur relative euclidienne sur le vecteur
φc = (q1c, q2c, q3c, S1c, S2c, S3c) calculé sur le maillage Mesh2 par les deux méthodes.
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méthode de Kohn-Vogelius

p iter |φex−φc|
|φex|

0% 65 1.9 10−3

5% 61 14 10−2

7% 62 18 10−2

méthode des moindres carrées

p iter |φex−φc|
|φex|

0% 134 2.6 10−2

5% 180 24 10−2

7% 357 32 10−2

Tab. 5.16 – L’erreur relative euclidienne sur les valeurs calculées sur le maillage Mesh2 par les deux méthodes
en considérant trois dipôles. La mesure f est connue sur tout le scalp et perturbée de p = 0, 5, 7%.
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Fig. 5.10 – L’erreur relative euclidienne |φex−φc|
|φex|

obtenue sur le maillage Mesh2 par les deux méthodes en

considérant trois dipôles. La mesure f est non perturbée et connue sur S qui représente respectivement 100%,
90%, · · · , 10% de la surface du scalp.
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Géométrie réaliste

Nous considérons à présent le maillage Mesh4 de la géométrie réaliste et prenons le dipôle de
moment q = [0.9; 0.21; 0.36] et de position S = [0.00679; −0.3; 0.3]. Nous prenons le même
choix initial considéré auparavant pour ce dipôle et fixons la tolérance pour l’algorithme à
EPS = 10−3.

Nous donnons dans le tableau (Tab. 5.17) les erreurs relatives euclidiennes sur les valeurs cal-
culées par les deux méthodes.

méthode de Kohn-Vogelius

p iter |φex−φc|
|φex|

0% 8 3.4 10−3

5% 11 1.2 10−2

7% 11 1.6 10−2

méthode des moindres carrées

p iter |φex−φc|
|φex|

0% 4 2.9 10−3

5% 6 2.0 10−2

7% 6 2.9 10−2

Tab. 5.17 – L’erreur relative euclidienne |φex−φc|
|φex|

obtenue sur le maillage Mesh4 de la géométrie réaliste par
les deux méthodes en considérant un dipôle situé à proximité de la surface du cerveau. La mesure f est connue
sur tout le scalp et perturbée de p = 0, 5, 7%.

Conclusion

D’après les résultats présentés ci-dessus pour les deux méthodes, nous tirons les conclusions
suivantes :

– Pour la géométrie sphérique, la méthode de Kohn-Vogelius nécessite moins d’itérations
que la méthode des moindres-carrées pour atteindre la tolérance fixée à EPS = 10−5.
Cette différence est considérable, en particulier quand le nombre de dipôles augmente. La
méthode de Kohn-Vogelius est également plus efficace que la méthode des moindres carrées
quand la donnée f est connue partiellement sur la surface du scalp et quand il s’agit de
localiser deux dipôles proches ou trois dipôles.

Cependant, quand il s’agit de localiser un dipôle placé à proximité de la surface du cer-
veau, la méthode des moindres carrées donne des résultats légèrement meilleurs que ceux
obtenus par la méthode de Kohn-Vogelius. En fait, l’algorithme d’optimisation de Kohn-
Vogelius appliqué à un dipôle proche de la surface avec des données perturbées, s’arrête
avant d’atteindre la tolérance fixée. Ceci est dû à l’imprécision du calcul du flux dans
le problème direct pour un dipôle proche de la surface du cerveau, comme nous l’avons
constaté dans le chapitre 2.

– Pour la géométrie réaliste, la méthode des moindres carrées nécessite moins d’itérations
que la méthode de Kohn-Vogelius pour atteindre la tolérance fixée à EPS = 10−3 en
donnant environ les mêmes ordres d’erreurs.
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5.7 Synthèse

Dans ce chapitre, nous avons résolu le problème inverse en EEG en minimisant une fonctionnelle
coût de type Kohn-Vogelius [69]. Cette fonctionnelle est basée sur l’écart énergétique sur tout le
domaine entre les solutions des deux problèmes directs. Le premier est à condition de Neumann
sur le bord et le deuxième est aux conditions mêlées qui tient compte de la mesure définie sur
une partie S du scalp. Cette fonctionnelle a un terme de plus que la fonctionnelle des moindres
carrées, ce terme est défini à partir des dérivées normales de ces deux solutions sur la partie S.

Nous avons démontré que pour des données compatibles cette méthode identifie la solution
exacte du problème inverse, nous avons également établi sa stabilité pour des données quel-
conques. Afin de déterminer son gradient, nous avons calculé la dérivée au sens de Gâteaux.

Nous avons implémenté cette méthode en utilisant un logiciel de BFGS développé par Liu &
Nocedal [81] et nous l’avons testée sur la géométrie sphérique et sur la géométrie réaliste. Plu-
sieurs configurations du terme source ont été testées, comme le cas du terme source formé d’un
seul dipôle, de deux dipôles, de trois et de quatre dipôles. Nous avons étudié la sensibilité de la
méthode par rapport à la proximité du dipôle à la surface du cerveau, par rapport à la distance
entre deux dipôles, par rapport à la perturbation de la donnée f ainsi que par rapport à la
superficie de la partie S du scalp sur laquelle la mesure f est définie. Le comportement de la
méthode par rapport à la perturbation de la conductivité et à la perturbation de la surface de
l’os a été également étudié. Nous avons en outre comparé la méthode de Kohn-Vogelius et la
méthode des moindres carrées pour plusieurs cas.

Les résultats obtenus nous permettent de conclure ce qui suit. La méthode de Kohn-Vogelius
fournit de bons résultats sur la géométrie sphérique quand nous disposons de données faiblement
perturbées et d’un faible nombre de dipôles bien séparés et loins de la surface du cerveau. Cette
précision diminue quand il s’agit d’un dipôle placé à proximité de la surface du cerveau ou quand
il s’agit de dipôles proches ou quand le nombre de dipôles m est plus grand que 4. Cependant,
la précision sur les résultats augmente quand nous travaillons avec un maillage plus raffiné.

La méthode est sensible à la superficie de la région des mesures, mais cette sensibilité dépend de
l’emplacement et de l’orientation du dipôle à l’intérieur du cerveau. La méthode est également
sensible à la perturbation de la conductivité de l’os et à la perturbation de sa surface. En par-
ticulier, c’est le calcul du moment qui est plus affecté.

En ce qui concerne la géométrie réaliste, les résultats obtenus sur le maillage dont nous disposons
sont acceptables pour le cas d’un dipôle mais ne sont pas précis pour le cas de trois dipôles. Ceci
est dû au fait que ce maillage est relativement grossier pour la géométrie de la tête correspon-
dante.

La comparaison entre cette méthode et la méthode des moindres carrées a montré sa supériorité
sur plusieurs niveaux, en particulier quand le nombre de dipôles augmente et quand les dipôles
sont proches. En outre, la méthode de Kohn-Vogelius nécessite dans la majorité des cas que
nous avons testés moins d’itérations que la méthode des moindres carrées.

Enfin, nous pouvons encore améliorer les résultats obtenus par la méthode de Kohn-Vogelius, en
améliorant notamment la résolution des problèmes directs qui interviennent dans le calcul de la
fonctionnelle coût et de son gradient, et en utilisant des maillages plus raffinés.



Chapitre 6

Synthèse générale

Ce travail de thèse, proposé dans le cadre d’un projet HTSC avec la région de Picardie, a pour
objectif de développer des méthodes numériques pour l’identification des sources de l’épilepsie
à partir des mesures du potentiel prises par l’Electro-Encéphalo-Graphie (EEG) à la surface de
la tête. C’est ce qu’on appelle le problème inverse en EEG.

Comme modèle de source, nous avons considéré une somme finie de dipôles, ainsi le problème
inverse en EEG consiste à identifier les paramètres des dipôles qui sont leur nombre, leurs po-
sitions et leurs moments. Ce problème non linéaire, a été étudié au chapitre 3, où des résultats
d’identifiabilité et de stabilité ont été présentés, ainsi qu’une revue des méthodes de résolution
existantes dans la littérature.

Afin de résoudre ce problème, nous avons considéré deux méthodes. Une méthode directe,
nommée méthode ”algébrique” qui est décrite à l’annexe B et une méthode d’optimisation,
nommée méthode de ”Kohn-Vogelius” qui est présentée au chapitre 5.

La méthode ”algébrique” [31, 35] consiste à identifier les paramètres du terme source à partir des
fonctionnelles dites ”de réciprocité” définies à l’aide des fonctions harmoniques convenablement
choisies et des données de Cauchy, potentiel et flux, définies sur la surface du cerveau. Cette
méthode a été développée numériquement par V. Pavan lors de son stage post-doctoral au sein
du laboratoire LMAC [37]. Mon travail a ainsi consisté à lui fournir les données du potentiel et
du flux sur la surface du cerveau. Cette étape a été faite en résolvant un problème de Cauchy
(en EEG) dans le domaine du scalp et du crâne, qui a été présenté au chapitre 4. Pour résoudre
ce problème, nous avons appliqué une méthode itérative alternative, initialement proposée par
Kozlov, Maz’ya & Fomin [70], tout en tenant compte du cadre lié à l’EEG dans lequel est posé
ce problème. Nous avons proposé deux approches pour cette méthode, l’approche ”successive”
qui consiste à résoudre successivement deux problèmes de Cauchy homogènes et l’approche ”si-
multanée” qui consiste à résoudre un problème de Cauchy dans un domaine non homogène. Ces
deux approches ont été étudiées théoriquement et un théorème de convergence a été établi. Nous
avons développé numériquement ces approches en 3D, ce qui n’a pas encore été fait selon nos
connaissances. Des résultats traitant différents cas sur des géométries sphériques et réaliste ont
été présentés et ont permis de tirer plusieurs conclusions intéressantes.

Bien que la résolution du problème de Cauchy a été motivée par l’application de la méthode
algébrique au problème inverse en EEG, cette résolution est également avantageuse dans d’autres
problèmes en EEG. En effet, le calcul du potentiel et du flux sur les différentes couches de la
tête s’avère très utile à plusieurs applications médicales.
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La méthode d’optimisation, que nous avons proposée pour résoudre le problème inverse en EEG,
est basée sur la fonctionnelle coût de type Kohn-Vogelius [69]. Selon nos connaissances, cette
méthode n’a pas encore été appliquée à ce problème. Mon travail a consisté à étudier cette
méthode et à la développer numériquement. Ceci a fait l’objet du chapitre 5, où nous avons
étudié la stabilité de cette méthode, calculé le gradient de la fonctionnelle coût et exposé des
résultats numériques, recouvrant plusieurs cas sur des géométries sphériques et réaliste. Une
comparaison avec la méthode de moindres carrés, généralement utilisée comme méthode de
référence, a montré la supériorité de la méthode de Kohn-Vogelius.

Par ailleurs, la résolution du problème de Cauchy en EEG ainsi que l’application de la méthode
de Kohn-Vogelius ont nécessité la résolution des divers problèmes directs. Pour cette résolution,
nous avons choisi la méthode des équations intégrales. En particulier, nous avons utilisé une
formulation en potentiel de simple et double couche qui convient à tous les problèmes directs à
résoudre. Cette méthode, présentée au chapitre 2, a été validée sur une géométrie sphérique en
comparant avec des solutions analytiques.

Plusieurs perspectives à ce travail sont envisagées, parmi elles nous citons les suivantes

– Concernant la résolution du problème de Cauchy en EEG, nous envisagerons l’appli-
cation d’autres méthodes, notamment la nouvelle formulation variationnelle de Cauchy
qui fait intervenir l’opérateur de Steklov Poincaré et qui a été développée par F. Ben
Belgacem [14, 15]. Cette formulation permet, après discrétisation, d’écrire un problème
algébrique symétrique semi-défini positif, qui s’interprète comme la condition d’optimalité
du problème de minimisation par la fonctionnelle coût de type Kohn-Vogelius écrite pour
ce problème de Cauchy. L’avantage de cette approche est de pouvoir utiliser toute l’algèbre
linéaire développée pour les problèmes mal-posés et dont la littérature est abondante.

– Pour la résolution du problème inverse par la méthode de Kohn-Vogelius, nous tenons à
coupler cette méthode avec la méthode ”algébrique” en considérant les solutions obtenues
par cette dernière comme estimations initiales pour le problème d’optimisation.

En outre, l’introduction d’un paramètre de régularisation sur la fonctionnelle coût de
Kohn-Vogelius sera étudiée.

– Nous envisagerons également l’utilisation d’une géométrie réaliste plus raffinée et des
données cliniques.

Enfin, notons que ce travail, bien qu’il soit appliqué ici aux sources épileptiques, reste généralisable
sur d’autres applications en EEG tels que le ”potentiel évoqué” ainsi que d’autres modèles phy-
siques régis par les mêmes équations et considérants des sources dipolaires ou monopolaires.



Annexe A

Calcul des intégrales élémentaires
discrètes

Cet annexe traite le calcul des intégrales régulières et singulières qui apparaissent dans la
résolution par les équations intégrales des différents problèmes rencontrés dans ce mémoire et
qui sont définis dans (2.3.50).

Pour fixer les idées, nous considérons ici le cas où les deux intégrales des opérateurs Dh
p,q et Shp,q

(2.3.50) sont définis sur la même surface régulière Γ.

Nous considérons une discrétisation
Γh = ∪te=1Te

de cette surface en t facettes planes triangulaires. Nous posons n le nombre de noeuds et notons
(φj)j=1,··· ,n les fonctions de base P

1 (cf chapitre 2).

Nous sommes ainsi amenés à calculer les intégrales suivantes (à constante multiplicative près),

∫

Tk

∫

Tm

φj(y) (
1

|x− y|)φi(x)dTm(x)dTk(y) (A.0.1)

∫

Tk

∫

Tm

φj(y)
∂

∂νx
(

1

|x− y|)φi(x)dTm(x)dTk(y) (A.0.2)

∫

Tk

φj(y)φi(y)dTk(y) (A.0.3)

Dans la définition suivante nous caractérisons deux triangles ”proches” et deux triangles ”éloignés”.

Définition 6 Deux triangles de Γh sont déclarés proches s’ils ont au moins un sommet commun.
Dans le cas contraire, ils sont suffisamment éloignés.

Remarque 10 Dans le cas où les triangles Tk et Tm appartiennent à deux surfaces disjointes,
ils sont déclarés proches si la distance entre leurs barycentres est suffisamment petite.

Pour Tk et Tm proches, les intégrales intérieures des équations (A.0.1) et (A.0.2) sont faiblement
singulières, dans les autres cas elles sont régulières. Par contre, l’intégrale extérieure dans ces
deux équations ainsi que l’intégrale de l’équation (A.0.3) sont régulières. Dans ce cas, nous
appliquons la méthode de quadrature de Gauss, avec 16 points par triangle, pour une description
détaillée de cette méthode voir [17]. La suite de cet annexe est consacrée au calcul des intégrales
singulières.
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Puisque φi est linéaire alors nous avons quatre formes d’intégrales singulières à calculer,

I1(y) =
∫
T

1
|x−y|dT (x)

I2(y) =
∫
T

xα

|x−y|dT (x)

I3(y) =
∫
T

∂
∂νx

(
1

|x−y|
)
dT (x)

I4(y) =
∫
T

∂
∂νx

(
xα

|x−y|
)
dT (x)

avec α = 1, 2, 3.

Il existe dans la littérature plusieurs méthodes pour lever la singularité, pour une revue générale
sur ces méthodes nous renvoyons à [29]. Nous avons choisi une méthode analytique décrite dans
[46], elle consiste à projeter le point d’observation y sur le plan du triangle T et décomposer
ensuite l’intégrale en une somme d’intégrales portants sur les triangles formés par le projeté de
y et les sommets de T , le calcul de ces intégrales se fait après transformation en coordonnées po-
laires. Nous présentons ici les idées principales de cette méthode, pour une expliquation détaillée
nous renvoyons le lecteur à [46].

Calcul de l’intégrale I1(y)

Nous commençons par projeter y orthogonalement dans le plan de T dont nous notons les
sommets S1, S2 et S3. Soit P la projection ainsi obtenue, nous avons

yP = λ ν

λ = yS1 · ν
avec ν la normale extérieure au triangle T .

Nous posons h = |yP |, donc

I1(y) =

∫

T

1√
h2 + |x− P |2

dT (x) (A.0.4)

Plusieurs cas se présentent

1. le point P est à l’extérieur du triangle (Fig. A.1),

2. le point P est à l’intérieur du triangle (Fig. A.2),

3. le point P appartient à l’une des droites engendrées par les arêtes (Fig. A.3),

4. le point P est un des sommets.

Nous décomposons l’intégrale I1(y) (A.0.4) en une somme d’intégrales du même intégrande sur
des triangles de sommet P . Les signes de ces intégrales dépendent des cas présentés ci-dessus.
En notant αi(P ), i = 1, 2, 3 les coordonnées barycentriques du point P dans le triangle S1S2S3,
nous avons

I1(y) = sgn(α1(P )) I(PS2S3) + sgn(α2(P )) I(PS3S1) + sgn(α3(P )) I(PS1S2)
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où la fonction sgn est définie par :

sgn(s) =





+1 si s > 0
−1 si s < 0
0 si s = 0

et l’intégrale I(PSiSi+1) désigne l’intégrale sur le triangle de sommets P , Si, Si+1.

P

2S

1S

3S

S3

S1

S2

P

Fig. A.1 – Les Cas où P est extérieur au triangle

P

2S

1S

3S

Fig. A.2 – Cas où P est intérieur au triangle

Nous passons maintenant au calcul de l’intégrale sur le triangle de sommet P . Pour fixer les
idées nous considérons S1 et S2 les autres sommets de ce triangle, nous projettons P sur la
droite (S1S2). Soit H cette projection, nous avons

S1H = µS1S2

µ =
S1S2 . S1P

|S1S2|2

Le point H peut se situer entre les points S1 et S2, ou à l’extérieur du segment [S1S2], ou encore
cöıncider avec l’un des sommets S1 ou S2. Sa position va déterminer les signes des contributions
des deux intégrales, l’une portant sur le triangle (PS1H) et l’autre sur le triangle (PS2H). Pour
obtenir les signes des contributions des intégrales, nous utilisons le signe des coordonnées bary-
centriques de H par rapport à S1 et S2.

Nous exprimons alors en coordonnées polaires de centre P l’intégrale à calculer sur le triangle
ayant P et H comme sommets

Ji =

∫ θi

0

∫ ρ
cos θ

0

r dr dθ√
h2 + r2
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S1

S2
S3

P

S3

S1

S2

P

S3

S1

S2

P

Fig. A.3 – Cas où P appartient appartient à la droite engendrée par une arête du triangle

où ρ = |PH|.

Après calcul (voir [46]) nous obtenons

Ji = Ki − h θi
avec

Ki = [ρ ln (
√
h2 + ρ2 + ρ2 tan2 θ + ρ tan θ) + hArc sin( h sin θ√

h2+ρ2
)]θi

0 .
(A.0.5)

Calcul de l’intégrale I2(y)

I2(y) =

∫

T

xα
|x− y|dT (x) (A.0.6)

Nous décomposons cette intégrale en somme de deux intégrales :

I2(y) =

∫

T

xα − yα
|x− y| dT (x) + yα

∫

T

1

|x− y|dT (x) (A.0.7)

La deuxième intégrale a déjà été calculée, reste alors à calculer la première intégrale.

Pour cela, nous écrivons

x− y

|x− y| = ∇x(|x− y|) = ∇t(|x− y|) +
∂

∂νx
(|x− y|)νx

or
∂

∂νx
(|x− y|) =

(x− y, νx)

|x− y|
et (x− y, νx) = (x− P, νx) + (P − y, νx) = (P − y, νx) = d avec d constante.

Donc ∫

T

∂

∂νx
(|x− y|)νxdT (x) = d

∫

T

1

|x− y|dT (x) = dI1(y) (A.0.8)
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Pour le calcul du gradient tangentiel, nous reprenons le calcul fait dans [46] :

∫

T
∂ι(|x− y|) dT (x) =

3∑

i=1

∫ Si+1

Si

|x− y|νi+1
ι d(SiSi+1)

Calcul de l’intégrale I3(y)

I3(y) =

∫

T

∂

∂νx

( 1

|x− y|
)
dT (x) (A.0.9)

Nous avons,
∂

∂νx
(

1

|x− y|) = −(x− y, νx)

|x− y|3

donc nous sommes ramenés au terme suivant,

I3(y) =

∫

T

−(x− y, νx)

|x− y|3
dT (x) (A.0.10)

Nous appliquons la même méthode avec les mêmes projections, et donc avec les mêmes cas par-
ticuliers.

Soit P la projection orthogonale de y dans le plan de T , nous avons alors

(x− y, νx) = (x− P, νx) + (P − y, νx) = (P − y, νx).

Ici un cas particulier s’ajoute : si y = P i.e. h = | ~yP | = 0 , alors l’intégrande est nulle car
(x− y, νx) = 0. Nous supposons donc dans la suite que h 6= 0.

En ce qui concerne le calcul dans chacun des triangles ayant P comme sommet, il s’agit de
l’intégrale suivante

Ji = −
∫ θi

0

∫ ρ
cos θ

0

h r dr dθ

(h2 + r2)3/2

Le calcul de Ji est détaillé dans [46] et donne

Ji = −hKi − θi

avec

Ki = −1

h
[Arcsin(

h sin θ√
h2 + ρ2

)]θi
0 .

Calcul de l’intégrale I4(y)

I4(y) =

∫

T

∂

∂νx

( xα
|x− y|

)
dT (x) (A.0.11)

Cette intégrale s’écrit aussi de la manière suivante

I4(y) =

∫

T
xα

−(x− y, νx)

|x− y|3
dT (x) (A.0.12)
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Pour tout x parcourant le triangle T nous avons,

(x− y, νx) = (P − y, νx) = cte = d

donc

I4(y) = −d
∫

T

xα

|x− y|3
dT (x) = −d

∫

T

xα − yα

|x− y|3
dT (x) + yα

∫

T

−(x− y, νx)

|x− y|3
dT (x)

la deuxième intégrale a déjà été calculée, reste donc à calculer l’intégrale suivante

∫

T

xα − yα

|x− y|3
dT (x)

Pour cela, nous écrivons

x− y

|x− y|3
= ∇x(−

1

|x− y|) = ∇t(−
1

|x− y|) +
∂

∂νx
(− 1

|x− y|)νx

or
∂

∂νx
(− 1

|x− y|)νx =
(x− y, νx)

|x− y|3
νx

donc

νx

∫

T

∂

∂νx
(− 1

|x− y|) dT (x) = −νxI3(y)

Ce qui a déjà été calculé.

Calcul du gradient tangentiel [46] :

∫

T
∂ι(−

1

|x− y|) dT (x) =
3∑

i=1

∫ Si+1

Si

−1

|x− y|ν
i+1
ι d(SiSi+1)

Pour y n’appartenant pas à (SiSi+1), nous avons

∫

T
∂ι(−

1

|x− y|) dT (x) =

3∑

i=1

− log(
Ri+1 +Ri+1 · τ
Ri +Ri · τ

)νi+1
ι

et pour y appartenant à (SiSi+1), le log devient :

log(
M

m
) , où M = max(Ri+1, Ri) , et m = min(Ri+1, Ri).

Pour plus de détails voir [46].



Annexe B

Méthode algébrique pour la
résolution du problème inverse en
EEG

Cet annexe a pour but de présenter la méthode ”algébrique” qui a été exposée brièvement au
chapitre 3. Nous présentons ici les principales idées de cette méthode, pour les détails et les
preuves des différents résultats nous renvoyons à [35, 31].

Nous considérons le problème suivant





−∆u = F ≡
m∑

j=1

~qj · ~∇δSj
dans Ω1

u = f1 sur Γ1
∂u
∂ν = g1 sur Γ1

(B.0.1)

où f1 et g1 sont les données de Cauchy obtenues sur la surface Γ1 du cerveau en résolvant un
problème de Cauchy (cf chapitre 4).

Nous définissons l’espace des fonctions harmoniques dans Ω1

H =
{
v ∈ H1(Ω1), t.q.∆v = 0

}
(B.0.2)

ainsi que l’opérateur de Reciprocity gap

R(f1, g1, v) = −
∫

Γ1

(
f1
∂v

∂ν
− g1v

)
ds (B.0.3)

où

R(f1, g1, v) =
m∑

j=1

qj · ∇v(Sj) , ∀v ∈ H (B.0.4)

Pour déterminer m, qj et Sj (j = 1, · · · ,m), nous procédons en deux étapes. D’abord nous
projettons ces vecteurs inconnus dans le plan (xOy) assimilé au plan complexe et nous calcu-
lons leurs première et deuxième coordonnées ainsi que le nombre m. Ensuite nous obtenons la
troisième coordonnée en utilisant des fonctions tests appropriées.

Soit

qj = (q1j , q
2
j , q

3
j ), Sj = (S1

j , S
2
j , S

3
j )
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Nous posons
Qj = q1j + iq2j , Pj = S1

j + iS2
j (B.0.5)

où Pj sont supposés distincts deux à deux et les Qj non nuls.

Par ailleurs, nous supposons connu un majorant du nombre de sources que nous notons M .

Nous considérons les fonctions harmoniques suivantes

vk(x, y) = (x+ iy)k , k ∈ N (B.0.6)

auquelles nous appliquons le principe de réciprocité (B.0.4).

En outre, comme ∇vk = k(x+ iy)k−1




1
i
0


, nous obtenons

R(f1, g1, vk) =
m∑

j=1

kQj(Pj)
(k−1) , ∀k ∈ N

∗ (B.0.7)

Nous définissons ensuite les nombres, les vecteurs et les matrices complexes suivants

αk =
R(f1, g1, vk)

k
, µk =




αk
αk+1
...
αk+M−1


 ∈ C

M , k ∈ N
∗, Λ =




Q1

Q2
...
Qm


 ∈ C

M (B.0.8)

Nous définissons également les matrices complexes suivantes (de taille M×m), pour tout r ∈ N :

Ar =




(P1)
r (P2)

r · · · (Pm)r

(P1)
r+1 (P2)

r+1 · · · (Pm)r+1

...
...

...
...

(P1)
M+r−1 (P2)

M+r−1 · · · (Pm)M+r−1


 (B.0.9)

D’après ces définitions, nous remarquons :

µr+1 = Ar+1Λ , ∀r ∈ N (B.0.10)

En définissant la matrice complexe diagonale suivante

D =




P1 0 · · · 0
0 P2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Pm


 (B.0.11)

nous obtenons Ar+1 = ArD = A0D
r+1, ∀r ∈ N, ce qui implique alors

µr+1 = A0D
r+1Λ , ∀r ∈ N (B.0.12)

Soit maintenant les matrices suivantes

HM =




α1 α2 · · · αM
α2 α3 · · · αM+1
...

...
...

...
αM αM+1 · · · α2M−1


 , Em =




Q1 0 · · · 0
0 Q2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Qm


 (B.0.13)

Le nombre de dipôles m est ainsi donné par la proposition suivante,
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Proposition 6
m = rang(HM ) (B.0.14)

Pour la preuve voir [35, 31].

Donc, maintenant m est connu et nous remplaçons M par m dans toutes les quantités définies
ci-dessus.

PuisqueA0 est inversible, alors d’après (B.0.12) nous pouvons écrire µr+1 = A0D
rΛ = A0D(Dr−1Λ) =

A0D(A−1
0 µr) = A0DA

−1
0 µr.

Nous posons T = A0DA
−1
0 . Cette matrice s’écrit sous la forme suivante,

T =




0 0 · · · 0 c1
1 0 · · · 0 c2
...

. . .
...

0 0 · · · 0 cm−1

0 0 · · · 1 cm




(B.0.15)

Proposition 7

– (Pj)j=1,··· ,m sont les valeurs propres de la matrice T .
– Une fois les Pj sont calculées, les Qj s’obtiennent en résolvant le système linéaire A0Λ =
µ1.

Les troisièmes coordonnées des positions Sj et des moments qj sont ensuite construites en utili-
sant les fonctions suivantes, k = 1, · · · ,m

{
ρk(x, y, z) = z(x+ iy − Pk)

∏m
l 6=k(x+ iy − Pl)

2

θk(x, y, z) = z
∏m
l 6=k(x+ iy − Pl)

2 (B.0.16)

nous avons

Sk,3 =
R(f1, g1, ρk)

Qk

m∏

l 6=k
(Pk − Pl)

2

(B.0.17)

et

qk,3 =

R(f1, g1, θk) − 2Sk,3Qk
∑

r 6=k
(Pk − Pr)

m∏

l 6=k,l 6=r
(Pk − Pl)

2

m∏

l 6=k
(Pk − Pl)

2

. (B.0.18)

Cette méthode a été développée numériquement par V. Pavan lors de son stage post-doctoral au
sein du laboratoire des mathématiques appliquées à l’université de technologie de Compiègne.
Nous présentons ici quelques résultats numériques obtenus sur le maillage Mesh2 de la géométrie
sphérique (cf Tab. 2.1 et Tab. 2.2). Pour une revue complète de ces résultats nous renvoyons le
lecteur à [37].
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Fig. B.1 – Calcul des positions et des moments des dipôles placés à l’intérieur du cerveau avec
des données de Cauchy (3.3.28) f1, g1 bruitées. En haut à gauche, c’est le cas d’un terme source
formé par 5 dipôles (m = 5) et les données f1 et g1 sont perturbées de p = 0.1%. En haut à
droite, c’est le cas de m = 3 et p = 1%. En bas à gauche, m = 3 et p = 5%. En bas à droite,
m = 1 et p = 10%.



Annexe C

Problème direct de Neumann : calcul
des traces normales sur les interfaces

Nous considérons le problème direct de Neumann (2.1.11) défini dans le chapitre 2 que nous
réécrivons ci-dessus





−σi∆w = 0 dans Ωi , i = 1, 2, 3
[w] = 0 sur Γ1 ∪ Γ2[
σ
∂w

∂ν

]
= (σi+1 − σi)

∂ũ

∂ν
sur Γ1 ∪ Γ2

σ3
∂w

∂ν
= g − σ3

∂ũ

∂ν
sur Γ3.

(C.0.1)

3Γ

3Ω
2Γ

2
Ω 1Γ

1Ω

ν

Fig. C.1 – Le domaine Ω de la tête

Dans le chapitre 2, la formulation de ce problème en équations intégrales a été présentée, ainsi
que le calcul des traces de w sur les interfaces Γi, i = 1, 2, 3, voir le paragraphe §2.3.1. En utili-

sant la même formulation, nous présentons dans cet annexe le calcul des traces normales
∂w

∂ν |Γ1

et
∂w

∂ν |Γ2

.
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Nous notons wi la restriction de w sur Ωi, i = 1, 2, 3. En appliquant la formule de représentation
intégrale (cf théorème 1) à wi nous obtenons les équations suivantes

C1(y)w1(y) =

∫

Γ1

(∂w1

∂νx

−
(x)G(x− y) − w1(x)

∂G

∂νx
(x− y)

)
ds(x), ∀ y ∈ R

3 (C.0.2)

avec C1(y) =





1 si y ∈Ω1
1
2 si y ∈Γ1

0 sinon

C2(y)w2(y) =

∫

Γ2

(∂w2

∂νx

−
(x)G(x− y) − w2(x)

∂G

∂νx
(x− y)

)
ds(x)

−
∫

Γ1

(∂w2

∂νx

+

(x)G(x− y) − w2(x)
∂G

∂νx
(x− y)

)
ds(x), ∀ y ∈ R

3

(C.0.3)

avec C2(y) =





1 si y ∈Ω2
1
2 si y ∈Γ1 ∪ Γ2

0 sinon

C3(y)w3(y) =

∫

Γ3

(∂w3

∂νx

−
(x)G(x− y) − w3(x)

∂G

∂νx
(x− y)

)
ds(x)

−
∫

Γ2

(∂w3

∂νx

+

(x)G(x− y) − w3(x)
∂G

∂νx
(x− y)

)
ds(x), ∀ y ∈ R

3

(C.0.4)

avec C3(y) =





1 si y ∈Ω3
1
2 si y ∈Γ2 ∪ Γ3

0 sinon

Nous sommons ces trois équations,

∀y ∈ R
3 ,

C1(y)w1(y) + C2(y)w2(y) + C3(y)w3(y) =

∫

Γ1

G(x− y)
(∂w1

∂ν

−
(x) − ∂w1

∂ν

+

(x)
)
ds

+

∫

Γ2

G(x− y)
(∂w2

∂ν

−
(x) − ∂w2

∂ν

+

(x)
)
ds−

∫

Γ3

∂G

∂ν
(x− y)w3(x)ds+

∫

Γ3

G(x− y)
∂w3

∂ν

−
(x)ds

Tenant compte des conditions de transmission (C.0.1), l’équation ci-dessus s’écrit comme suit

∀y ∈ R
3,

C1(y)w1(y) + C2(y)w2(y) + C3(y)w3(y) =
(σ2 − σ1

σ2

) ∫

Γ1

G(x− y)
∂w1

∂ν

−
(x)ds

−
(σ2 − σ1

σ2

) ∫

Γ1

G(x−y)∂ũ1

∂ν
(x)ds+

(σ3 − σ2

σ3

) ∫

Γ2

G(x−y)∂w2

∂ν

−
(x)ds−

(σ3 − σ2

σ3

) ∫

Γ2

G(x−y)∂ũ2

∂ν
(x)ds

−
∫

Γ3

∂G

∂ν
(x−y)w3(x)ds−

∫

Γ3

G(x−y)∂ũ3

∂ν
(x)ds
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En écrivant cette équation sur Γ1 et Γ2 respectivement, nous obtenons

sur Γ1,

(σ2 − σ1

σ2

) ∫

Γ1

G(x− y)
∂w1

∂ν
(x)ds+

(σ3 − σ2

σ3

) ∫

Γ2

G(x− y)
∂w2

∂ν
(x)ds

= w1(y) +
(σ2 − σ1

σ2

) ∫

Γ1

G(x− y)
∂ũ1

∂ν
(x)ds+

(σ3 − σ2

σ3

) ∫

Γ2

G(x− y)
∂ũ2

∂ν
(x)ds

+

∫

Γ3

∂G

∂ν
(x− y)w3(x)ds+

∫

Γ3

G(x− y)
∂ũ3

∂ν
(x)ds

sur Γ2,

(σ2 − σ1

σ2

) ∫

Γ1

G(x− y)
∂w1

∂ν
(x)ds+

(σ3 − σ2

σ3

) ∫

Γ2

G(x− y)
∂w2

∂ν
(x)ds

= w2(y) +
(σ2 − σ1

σ2

) ∫

Γ1

G(x− y)
∂ũ1

∂ν
(x)ds+

(σ3 − σ2

σ3

) ∫

Γ2

G(x− y)
∂ũ2

∂ν
(x)ds

+

∫

Γ3

∂G

∂ν
(x− y)w3(x)ds+

∫

Γ3

G(x− y)
∂ũ3

∂ν
(x)ds

Matriciellement ce système d’équations s’écrit :



S1,1 S1,2

S2,1 S2,2







(σ2−σ1
σ2

)
∂w1

∂ν |Γ1

(σ3−σ2
σ3

)
∂w2

∂ν |Γ2


 =

[
I1 0
0 I2

](
w1

w2

)

+

[
D1,3 −S1,3

D2,3 −S2,3

]



w3

−∂ũ3

∂ν


 −

[
S1,1 S1,2

S2,1 S2,2

]



(σ2−σ1
σ2

)
∂ũ1

∂ν

(σ3−σ2
σ3

)
∂ũ2

∂ν




(C.0.5)

Pour la discrétisation de ce système nous appliquons les mêmes techniques présentées dans le
chapitre 2.
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Electro-Encéphalographie, Thèse de doctorat, Ecole Nationale des Ponts et Chaussées,
2005.

[2] G. Adde, M. Clerc, O. Faugeras, R. Keriven, J. Kybic, T. Papadopoulo, Symmetric BEM
formulation for the M/EEG forward problem, Information Processing in Medical Imaging,
C. Taylor and J. A. Noble, Eds., vol. 2732 of LNCS, Springer, 524-535, 2003.

[3] H. Ammari, H. Kang, Reconstruction of small inhomogeneities from boundary measure-
ments, Springer, 2004.

[4] S. Andrieux, T.N. Baranger, A. Ben Abda, Solving Cauchy problems by minimizing an
energy-like functional, Inverse Problems 22, 115-133, 2006.

[5] A. Aarabi, N. Roche-Labarbe, C. Gondry-Jouet, P. Berquin, V. Moullart, A. Montigny, M.
Van Burik, M.E. Meyer, R. Grebe, F. Wallois, Localisation des sources des graphoéléments
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Dunod, 1968.

[81] D. C. Liu, J. Nocedal, On the limited memory method for large scale optimization, Math.
Programming 45 (3), 503-528, 1989.

[82] www.mni.mcgill.ca

[83] P. Maquet, H. Lejeune, V. Pouthas & al., Brain Activation induced by Estimation of
Duration : A PET Study, Neuroimage 3, 119-126, 1996.
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