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Chapitre 0

Avant Propos

L’objet de cette these est 'identification des sources de 'activité électrique cérébrale telle qu’elle
peut étre mesurée a la surface de la téte par 'Electro-Encéphalo-Graphie (EEG), notamment,
le cas de sources épileptiques modélisées par des dipdles. Ce sujet nous fit proposé par la région
de Picardie en collaboration avec une équipe de médecins au CHU d’Amiens. Leurs principales
attentes étaient d’obtenir une localisation assez précise des foyers épileptogenes, de concevoir
une méthode anatomiquement réaliste et un logiciel de résolution complet.

L’épilepsie est une maladie neurologique qui se manifeste par des crises répétées qui peuvent
avoir des conséquences graves. Quand il s’agit des épilepsies partielles pharmacorésistantes, on
a recours a la chirurgie pour enlever les foyers épileptogénes, centres des décharges électriques
dans le cerveau. L’efficacité du traitement chirurgical réside dans la localisation la plus précise
possible de ces foyers, afin de limiter les risques de provoquer des déficits postopératoires.

Le modele de base repose sur les équations de Maxwell qui dans le cas quasi-statique, vérifié
par les basses fréquences, aboutissent a une équation elliptique de sources. Ainsi, le probleme
revient a identifier ces sources a partir des mesures du potentiel qu’elles auraient générées.
Dans le présent travail, ce probleme est appliqué a 'EEG mais reste valable pour tout autre
modele physique gouverné par les mémes équations avec des sources dipolaires ou monopolaires.

Ce manuscrit est organisé de la facon suivante.

Dans le premier chapitre, nous présentons l'aspect physiologique du probleme en présentant
les notions essentielles d’anatomie cérébrale et neurophysiologiques, en exposant les principales
techniques de mesure de l'activité électromagnétique cérébrale et en décrivant ’épilepsie. Les
équations fondamentales du probleme sont ensuite rappelées, les différents modeles de sources de
courant et de la géométrie de la téte sont également décrits. Enfin, une présentation des modeles
considérés dans ce travail est donnée.

Dans le deuxieme chapitre nous rappelons le probleme direct en EEG et sa formulation va-
riationnelle. Une simple revue des méthodes de sa résolution numérique est présentée, parmi
elles la méthode des éléments frontieres pour laquelle nous avons opté. Un bref rappel sur cette
méthode, qui sera également utilisée pour résoudre d’autres problemes directs dans la suite, est
exposé. La formulation de notre probleme en équations intégrales est détaillée. Son équivalence
avec le probleme direct, certes classique est établie ainsi que sa discrétisation. Le calcul des
différentes intégrales qui apparaissent dans le systeme discret est détaillé dans 'annexe A. A la
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fin de ce chapitre, nous présentons des expériences numériques sur une géométrie sphérique afin
de tester la validité de cette méthode.

Dans le chapitre 3, nous abordons le probleme inverse en EEG. Nous montrons un résultat
d’identifiabilité et un résultat de stabilité locale pour un terme source modélisé en somme finie
de dipodles. Ensuite, une revue bibliographique sur les méthodes de résolution de ce probleme est
présentée. Pour le modele des sources dipolaires ponctuelles, nous décrivons dans I’annexe B une
méthode directe dite méthode ”algébrique”. Cette méthode, développée au sein de notre labo-
ratoire, consiste a identifier le nombre, les positions et les moments des dipoles dans le cerveau
a 'aide des relations algébriques qui lient ces parametres avec les données du potentiel et du
flux sur la surface du cerveau. Ce point a motivé la résolution d’un probleme de Cauchy en EEG.

Le chapitre 4 est consacré a la résolution d’un probleme de Cauchy en EEG. Le but de cette
résolution est de calculer le potentiel et le flux a la surface du cerveau a partir des données
connues partiellement sur la surface du scalp, ainsi deux approches ont été proposées. L’approche
simultanée qui consiste a résoudre un probleme de Cauchy dans le domaine non-homogene formé
par I'union du scalp et du crane, et ’approche successive qui consiste a résoudre successivement
deux problemes de Cauchy dans deux domaines homogenes le scalp et le crane. Pour les deux
approches nous discutons de la compatibilité des données, tenant compte du cas particulier
des mesures EEG. Une revue bibliographique sur les méthodes de résolution du probleme de
Cauchy est ensuite présentée. Parmi ces méthodes, nous avons choisi une méthode itérative
alternative proposée par Kozlov & al. [70]. Cette méthode est décrite en détails, nous expli-
quons son principe, écrivons les schémas de I’algorithme pour les deux approches, donnons un
théoreme de convergence pour le probleme non-homogene en adaptant la démonstration faite
pour le probleme homogene dans [70] et décrivons le caractere régularisant de ’algorithme.
Différents problemes directs apparaissent dans les schémas de I’algorithme, leur résolution par
les équations intégrales et quelques tests numériques sont présentés. A la fin de ce chapitre, nous
présentons des expériences numériques pour le probléme de Cauchy sur des géométries sphérique
et réaliste. Dans un premier lieu, nous faisons des tests dans une couronne sphérique avec une
fonction analytique afin d’étudier le comportement numérique de I'algorithme, la sensibilité par
rapport au choix initial et par rapport a I’épaisseur de la couronne, la stabilité par rapport aux
perturbations des données et le comportement en fonction du manque de données. Nous discu-
tons également du critere d’arrét de I'algorithme. Ensuite, nous présentons des résultats obtenus
dans le domaine non-homogene formé par le scalp et le crane en considérant des mesures EEG
simulées. Des tests sont appliqués sur une géométrie sphérique et sur une géométrie réaliste,
pour les deux approches successive et simultanée.

Dans le chapitre 5, nous considérons la méthode de Kohn-Vogelius [69] et ’adaptons au probleme
inverse en EEG ou nous proposons d’identifier les positions et les moments des dipoles en suppo-
sant leur nombre connu. Nous définissons la fonctionnelle cotit écrite pour notre probleme, posons
le probleme d’optimisation correspondant et démontrons que, pour des données compatibles, ce
probleme admet un unique minimum qui est la solution du probléme inverse. Nous calculons la
dérivée au sens de Gateaux de la fonctionnelle cotit et explicitons son gradient. La robustesse
de la méthode est également démontrée. A la fin du chapitre, des expériences numériques sur
des géométries sphérique et réaliste, sont présentées afin d’étudier la performance de la méthode
en fonction de plusieurs criteres tels que le nombre de dipoles a localiser, leurs emplacements a
I'intérieur du cerveau et leurs séparations. La stabilité numérique, la sensibilité de la méthode
par rapport au manque des données et par rapport a la perturbation de la conductivité et de
la surface du crane ont été également étudiées. En outre, et afin d’évaluer 'apport de cette
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méthode, une comparaison avec la méthode des moindres carrées est présentée.
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Chapitre 1

Introduction générale

Ce chapitre a pour objet d’introduire le contexte physiologique et mathématique de la résolution
du probléeme inverse en Eléctro-Encéphalo-Graphie (EEG). Il s’agit d’une compilation et syntheése
de certains travaux et theses. Nous introduisons d’abord le contexte physiologique et médical du
probleme en décrivant les phénomenes électromagnétiques de 'activité cérébrale et les techniques
de mesure de cette activité, nous parlons également de I’épilepsie, une maladie neurologique due a
un disfonctionnement de 'activité électrique cérébrale. Ensuite, nous présentons la modélisation
mathématique du probleme notamment les équations de Maxwell et la modélisation des sources
de courant et des modeles de la téte. Nous présentons également les problemes direct et inverse
en EEG. Enfin, nous concluons en donnant les modeles adaptés dans le cadre de notre travail.

1.1 Physiologie et contexte médical

Le but de cette partie est de décrire les propriétés anatomiques et physiologiques élémentaires
du systeme nerveux, les différentes techniques de mesure de l'activité électrique et 1’épilepsie.

1.1.1 Electromagnétisme de P’activité cérébrale
Le cerveau

Le systeme nerveux central et périphérique est un immense réseau fonctionnel, composé de di-
zaines de milliards de cellules qui ont la particularité de communiquer entre elles par des signaux
électriques et chimiques. Le coordinateur de cet ensemble complexe est bien évidemment le cer-
veau (Fig. 1.1). Les réseaux neuronaux regoivent les informations périphériques et centrales. Ils
analysent et integrent ces informations, et développent ensuite des stratégies électrochimiques
qui permettent d’adapter le comportement de I'organisme aux besoins. Le cerveau (ou encéphale)
est une masse gélatineuse de couleur gris-rose, il est logé sous la voute cranienne et baigne dans
un liquide nourricier et protecteur : le liquide céphalo-rachidien (LCR). Sa surface est constituée
d’un seul et méme manteau qui est appelé le cortex. Le cortex est une fine couche de substance
grise (ou matiére grise) qui délimite la partie la plus superficielle des circonvolutions cérébrales
(Fig. 1.2). Sous la substance grise se trouve la substance blanche (ou matiére blanche) dont la
couleur blanche est due a la présence de myéline qui entoure les fibres nerveuses, constituants
principaux de cette partie interne du cerveau.

Tous les tissus vivants sont composés de cellules. La cellule nerveuse, appelée neurone, forme
la matiere premiere de nos fonctions émotives, perceptives et cognitives. Le cerveau comporte
entre dix et cent milliards neurones.
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Le neurone

Comme tout organe du corps humain, le cerveau est constitué de cellules différenciées dont
Panatomie et la physiologie sont adaptées a leurs fonctions. On distingue essentiellement deux
types de cellules, les cellules gliales (du mot "glu”) et les neurones. Les premieres, beaucoup
plus nombreuses que les neurones, ont un role essentiel de soutien et de protection du tissu
neuronal. Les secondes constituent 1’élément de base de la communication nerveuse entre les
régions cérébrales et ’ensemble du systéeme nerveux périphérique.

Le neurone est composé de trois parties (Fig. 1.1). Le corps cellulaire, aussi appelé soma, abrite
le noyau avec ses chromosomes et ses genes. La fonction générale du soma est de traiter les
signaux qu’il recoit des dendrites, d’intégrer les informations et d’élaborer une réponse sous la
forme d’émissions de potentiels d’actions dont le nombre et la fréquence codent les parametres
de celles-ci. Ces potentiels d’actions sont transmis le long des axones vers d’autres cellules ou
structures cibles.

L’azxzone est un prolongement unique du soma. Son principal role est de transmettre I'information
électrique et chimique aux neurones qui 'entourent et avec qui il fait des connexions appelées
synapses.

Les dendrites, troisieme élément du neurone, sont des ramifications courtes et arborescentes
liées au soma. Leur fonction consiste a recevoir I'information et a I’acheminer vers le corps de la
cellule.

On trouve principalement dans le cortex deux types de neurones, les neurones pyramidaux et les
neurones étoilés, qui different par leur forme et par leur organisation dans les couches corticales
(Fig. 1.3). Les neurones de type pyramidal ont la forme d’un cone, leur dendrite principal se dirige
vers la surface tandis que 'axone se dirige vers la substance blanche. Ces cellules se projettent
vers la moelle (voies motrices, etc), vers des structures sous-corticales (les noyaux gris centraux,
le cervelet, etc) ou vers d’autres régions corticales appartenant au méme hémisphere ou a l'autre.
Les neurones en étoile ont un corps cellulaire plus petit, et leur arborisation dendritique s’étend
sur toute la surface du corps cellulaire donnant ainsi un aspect étoilé. Ces neurones constituent
des inter-neurones et sont reliés aux neurones de proximité. Les dendrites des cellules pyramidales
sont orientés parallelement entre eux et ont tendance a étre perpendiculaires a la surface du
cortex, tandis que ceux des neurones étoilés n’ont pas d’orientation préférentielle. Ainsi, les
cellules pyramidales vont voir leurs courants produits s’ajouter lorsque l'activité d’un groupe
de neurones se fait plus ou moins en phase, alors que ’organisation géométrique des cellules en
étoile fait que les courants produits ont tendance & s’annuler.
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Fi1G. 1.2 — Une IRM de la téte.

e CORTEX
= /fl R
] 7 =)
u-r"\
Cellule )-I;(
s / J Axones al dendrites
Lt das différentes couches
.
= D"'I"d’}‘” Collatérales _
| 3PICAE  jntracorticales | -
| de laxone
[Corps —| i
ceflulaire) L
2 = [ | [ Callnle
| ) atoilée
Dendritps | |
bﬂsﬂjﬁ I_,r "
¥ h
Axone /
IllI
cellulalre
Dendrites ——— P ~ Fibres | blanche
| NETVEUSES
: descandanies

F1G. 1.3 — Description d’un neurone pyramidal et d’un neurone étoilé (gauche) ; L’organisation
cellulaire du cortex visuel (droite) [76].
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Les phénomeénes éléctromagnétiques

L’information nerveuse est de nature électrique. Les cellules nerveuses étant excitables, elles
répondent a une stimulation électrique par un signal électrique.

Une cellule nerveuse au repos a une différence de potentiel (V,,, = V; —V,) par rapport au milieu
extérieur d’environ 70mV (millivolts). 1l y a davantage de charges négatives a l'intérieur qu’a
Iextérieur et plus de charges positives a 'extérieur. Ce qui s’exprime alors par un potentiel de
repos (ou potentiel de membrane) négatif : V,,, =V, =& —=70mV.

Le potentiel post-synaptique Le passage de l'information d’un neurone a un autre fait
intervenir un fonctionnement spécifique a travers les synapses. Il fait appel & un processus
biochimique particulier : libération de neuromédiateurs (ou neurotransmetteurs) du terminal
présynaptique, lesquels en se fixant sur la membrane postsynaptique provoquent 'ouverture de
canaux ioniques perméables aux ions tels que les canaux sodium Na™ ou les canaux chlore C1~.
Il s’ensuit un mouvement de charges (un courant électrique) et par suite une modification du
potentiel électrique transmembranaire V,;, du neurone postsynaptique. Cette variation de poten-
tiel AV,,, appelée potentiel postsynaptique (PPS) s’ajoute au potentiel V,,, de la membrane.

Deux cas se présentent alors :

— Les canaux inhibiteurs tels que "CI[~” s’ouvrent, il s’agit alors d’un potentiel post-synapti-
que inhibiteur (PPSI). Ce potentiel crée une hyperpolarisation de la membrane V;,, < V.,
ce qui empéche alors I'excitation de la cellule et la propagation de I'influx par son axone.

— Les canaux excitateurs tels que "Na™*” s’ouvrent, il s’agit alors d’un potentiel post-
synaptique excitateur (PPSE). Ce potentiel crée une dépolarisation de la membrane
Vi > V. et si cette excitation est suffisamment intense un potentiel d’action apparaitra.

Apres une stimulation, inhibitrice ou excitatrice, le potentiel transmembranaire retrouve sa
valeur de repos. Cependant, une excitation donnant lieu & un potentiel d’action est suivie d’une
courte période, dite réfractaire, pendant laquelle le neurone n’est plus excitable.

Le potentiel d’action Sila somme des potentiels excitateurs et inhibiteurs, que recoit le neu-
rone, atteint le seuil d’excitation du neurone =2 —50mV’, une phase de dépolarisation transitoire
et locale de cet état de repos est alors déclenchée et un nouveau potentiel est généré, appelé le
potentiel d’action (PA). Les canaux sodiques s’ouvrent et laissent entrer les ions sodium Na™
a l'intérieur de la cellule, ce qui dépolarise davantage le neurone. Quand la dépolarisation at-
teint son maximum (= +35mV), elle finit par inactiver graduellement les canaux Na™, ce qui
provoque l'ouverture des canaux potassiques qui font sortir les ions potassium K du neurone.
Ces canaux ne s’inactivant pas (a cette échelle de temps), la membrane interne passe alors par
une phase d’hyperpolarisation transitoire avant que le potentiel de repos ne soit restauré, et les
pompes "Nat /K™ font sortir le sodium vers 'extérieur et entrer le potassium vers 'intérieur,
restaurant ainsi la distribution originale des ions de part et d’autre de la membrane. L’influx
nerveux se propage ainsi de proche en proche tout au long de I’axone (Fig. 1.4). Notons que
le travail des pompes "Na™ /K™ demande de I’énergie qui est procurée par I’hydrolyse de la
molécule I’ATP (adénosine triphosphate) qui se dégrade en adénosine-diphosphate (ADP).

Une fois 'influx nerveux arrivé au pied de la cellule, ce sont les terminaisons synaptiques qui
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F1a. 1.4 — Repolarisation et dépolarisation [73].

transmettent ou pas I'information a un autre neurone et provoquent ’excitation ou I’inhibition
de neurones afférents.

Caractéristiques du potentiel post-synaptique et du potentiel d’action

Le potentiel post-synaptique (PPS) dure en moyenne quelques dizaines de millisecondes, tandis
que le potentiel d’action (PA) ne dure qu'une milliseconde environ. Par ailleurs, le potentiel
post-synaptique peut étre modélisé par un dipole de courant, un puits et une source, qui se
trouve a l'extrémité postsynaptique, au niveau de I’arbre dendritique. D’autre part, I’alternance
de dépolarisation et d’hyperpolarisation dans le potentiel d’action s’assimile plutot a 'activité de
deux dipdles de courants paralleles, de méme intensité mais de sens opposé, et donc un potentiel
d’action est modélisé par le quadrupole formé de ces deux dipdles (Fig. 1.5).

Remarque 1 Le potentiel créé par un dipole varie proportionnellement a l'inverse du carré de
la distance entre la source de courant et le point d’observation sur le scalp, alors qu’il varie
proportionnellement a l'inverse du cube de cette distance quand il provient d’un quadrupdle.
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F1G. 1.5 — Les courants primaires et volumiques [112].
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F1G. 1.6 — Les champs électrique et magnétique.

Les courants intra et extra-cellulaires résultants de 1’activité cérébrale Les varia-
tions des potentiels d’action (PA) et des potentiels post-synaptiques (PPS) provoquent des
mouvements de particules chargées a proximité des membranes cellulaires, ce qui génere des
courants intracellulaires dits aussi courants primaires ou courants sources. Ces courants pri-
maires proviennent essentiellement des (PP.S) puisque le (PA) est quadripolaire et donc décroit
rapidement avec la distance.

Ces courants intracellulaires sont associés a des courants extracellulaires dits courants secondaires
ou courants volumiques. Quantitativement, la somme des courants secondaires doit correspondre
aux courants primaires (conservation de la charge); les lignes de courant ainsi formées se re-
ferment apres circulation dans le volume entier de la téte (Fig. 1.5).

Les courants extracellulaires sont a l'origine d’un champ électrique que nous notons E. Et les
courants intracellulaires, d’intensité plus forte et de méme orientation, sont a l’origine d’un
champ magnétique que nous notons B (Fig. 1.6).

Les champs électrique et magnétique créés par un seul neurone ne sont pas mesurables en pra-
tique, mais c’est la mise en synchronie dans I'espace et dans le temps d’assemblées de neurones
(entre 107 et 10° neurones) concentrés dans quelques millimetres cubes de cortex, que I'on
nomme macrocolonne qui induit des courants détectables a distance. La synchronie spatiale est
principalement avantagée par les neurones de type pyramidal. La synchronie temporelle est due
aux potentiels post-synaptiques qui, grace a leur ”longue” durée, ont une plus grande probabilité
d’étre en phase et favorisent ainsi la synchronisation d’un ensemble important de cellules tout en
ayant une distribution dipolaire. Chaque macrocolonne se comporte comme un dipole électrique
dont la direction moyenne est celle des dendrites de cette macrocolonne. Les courants résultants
de I'activité d’une macrocolonne sont modélisés par un dipole de courant macroscopique dont la
direction est donnée par l'orientation principale des dendrites, c’est-a-dire localement perpendi-
culaire a la surface corticale, et dont 'amplitude représente l'intégrale des densités de courant
dans la colonne considérée. L’amplitude moyenne d’un dipdle résultant de ’activité synchronisée
de 10° neurones est de 'ordre de 10 nA.m.

Quelques unités

Nous donnons dans ce paragraphe quelques unités dérivées du systeme international (SI) :
— le courant électrique : Ampere (A).
— le champ électrique : Volt/metre (Vm~!) ou aussi Newton/Coulomb (NC~1).
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— le potentiel électrique : Volt (V).

— le moment électrique : Ampere.metre (Am).

— la conductivité électrique : Siemens/meétre (Sm™!) ou aussi 1/Ohm.metre (Q~tm™1).
I'induction magnétique : Tesla (7).

le signal électrique mesuré par 'EEG : Hertz (Hz) ou aussi 1/seconde (s™1).

Quelques chiffres

— le cerveau pese environ 1.4kg et a un diametre d’une vingtaine de centimetres environ.

— le cortex représente 50% du volume cérébral, soit environ 500cm?, son épaisseur varie entre
2 et 4 mm.

— le cerveau contient au minimum 10'° & 10! neurones.

— le diametre du corps des neurones varie selon leur type de 5 a 150 pm (micro-metre).

— l'axone a un diametre compris entre 1 et 15 pum, sa longueur varie d’'un millimetre a plus
d’un metre.

— chaque neurone du cerveau est interconnecté avec plus de 10000 voire 100000 autres neu-
rones.

— la durée du potentiel postsynaptique est 10ms (milli-seconde).

— la durée du potentiel d’action est 1ms.

— Dintensité d’un dipole équivalent (cf §1.2.3) correspondant a l'activité électrique d’un seul
neurone est 20 f A.m (femto-Ampere-metre ).

— D'intensité du moment du dipéle formé par 10° neurones est 10nAm (nano-Ampere-metre
b

).

— P'amplitude du potentiel électrique recueilli au scalp est d’une dizaine de micro-volts.

— le champ magnétique cérébral mesure un dixieme de pico-tesla, c’est-a-dire 1 milliard de
fois plus petit que le champ magnétique terrestre.

Le contexte physiologique étant décrit, nous présentons maintenant les techniques de mesure
associées a ces phénomenes électromagnétiques.

1.1.2 Techniques de mesure de ’activité cérébrale

Un des principaux enjeux de 'imagerie cérébrale est de suivre en temps réel I'activité du cer-
veau vivant sans altérer son fonctionnement, afin de permettre aux neurologues de comprendre
la structure et le role des différentes parties du cerveau, de localiser les zones cérébrales af-
fectées par des désordres neurologiques et de développer de nouvelles stratégies pour traiter les
désordres du cerveau.

Nous distinguons généralement 1'imagerie anatomique et 'imagerie fonctionnelle. La premiere est
congue pour mettre en valeur les structures cérébrales et tout ce qui peut les perturber (tumeurs,
hémorragies, caillots ou autres déformations présentes a la naissance). L’imagerie fonctionnelle
mesure de son coté 'activité de certaines régions du cerveau durant certaines taches. On 1'utilise
surtout pour la recherche fondamentale qui vise a mieux comprendre le role de nos diverses
structures cérébrales, mais aussi pour diagnostiquer des foyers épileptiques ou pour identifier
les structures cérébrales fonctionnelles essentielles qu’il faudrait conserver dans la mesure du
possible lors des opérations chirurgicales. La technique d’imagerie anatomique est cependant
tres souvent utilisée de paire avec la technique fonctionnelle pour mieux cerner I'anatomie et la
fonction d’une aire cérébrale chez un individu particulier.

a1 femto = 10715,
P1nano = 107°.
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Les techniques de mesure, anatomique ou fonctionnelle, n’exploitent pas les mémes phénomenes
physiologiques. Certaines mesurent indirectement 'activité du cerveau en détectant les effets
métaboliques résultants comme la Tomographie par Emission de Positons (TEP), la Tomogra-
phie par Emission de Simples Photons (TESP) et I'Imagerie par Résonance Magnétique fonc-
tionnelle (IRMf). D’autres mesurent directement I’activité électromagnétique cérébrale comme
I’Eléctro-Encéphalo-Graphie (EEG) et la Magnéto-Encéphalo-Graphie (MEG). C’est cette dis-
tinction qui nous guide dans la description suivante de ces techniques.

Techniques de mesure indirecte de ’activité cérébrale

L’activation des cellules nerveuses engendre une dépense d’énergie relativement importante par
consommation d’ATP (cf § 1.1.1). Cette consommation d’ATP engendre des modifications lo-
cales du débit sanguin cérébral et une consommation accrue d’oxygene et de glucose. Ces effets
métaboliques indirects de ’activation neuronale sont utilisés par la TEP, la TESP et par 'TRMf
pour localiser les zones activées dans le cerveau.

La Tomographie par Emission de Positons La TEP consiste & injecter dans le sang un
marqueur radioactif contenant un isotope qui se désintegre en émettant un positon. Ce positon,
apres un parcours de quelques millimetres, rencontre un électron avec lequel il s’annihile en
émettant deux photons gamma. La TEP consiste ainsi a détecter ces photons autour de la téte.
En détectant la coincidence de I'arrivée de deux photons on peut déterminer 'emplacement de
la désintégration. En imagerie cérébrale I'isotope principal utilisé est l'oxygene 15 qui permet
d’imager les zones du cerveau ol le débit sanguin s’est élevé suite a une excitation. Un algorithme
de reconstruction permet d’aboutir & une carte en trois dimensions des zones d’émission. La
résolution spatiale de la TEP est de 2 — 10mm et sa résolution temporelle est de 20s — 1min.

La Tomographie par Emission de Simples Photons La tomographie par émission de
simples photons fait appel, comme la TEP, a des traceurs radioactifs. Les noyaux mis en jeu se
désintegrent en émettant un seul photon gamma. Cette méthode est globalement moins précise
que la TEP.

L’Imagerie par Résonance Magnétique fonctionnelle L’IRMf est la méthode d’imagerie
la plus moderne. C’est une technique sous jacente au principe général de la résonance magnétique,
I'IRM, qui consiste a observer les tissus biologiques moyennant les propriétés magnétiques du
noyau d’hydrogene présent dans I'un de leurs constituants majoritaires, ’eau. En effet, le proton
qui constitue le noyau de 'atome d’hydrogene possede un moment magnétique, une sorte de
petit aimant appelé spin. Lorsque 'on place un sujet dans un champ magnétique, les spins des
noyaux d’hydrogeéne s’orientent dans la direction de ce champ. Une des fagons d’acquérir 'image
est de mesurer 'aimantation résultante en chaque point des tissus analysés. Comme cette ai-
mantation est proportionnelle a la quantité de noyaux d’hydrogene présents et que les tissus se
distinguent par leur contenu en eau, la carte des aimantations résultantes reproduit I’anatomie
des tissus.

Contrairement a I'IRM qui permet de visualiser ’anatomie des structures cérébrales, 'TRMf nous
renseigne sur 'activité des différentes régions cérébrales en fournissant des images fonctionnelles.
L’appareillage qui entoure le sujet et le fonctionnement de base est sensiblement le méme qu’avec
I'IRM, mais les ordinateurs qui analysent le signal different. L’TRMf est basée sur I’observation en
temps réel des variations de I'oxygénation du sang. Elle donne une image du niveau d’oxygénation
sanguin grace aux propriétés paramagnétiques de la désoxyhémoglobine (effet Blood Oxygena-
tion Level Dependent - BOLD). La diminution du taux local en désoxyhémoglobine lors d’une
tache sur le versant veineux de ’arborisation vasculaire a proximité des zones activées provoque
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F1G. 1.7 — Les réponses topographiques de 'EEG (& gauche) et du MEG (a droite) [73].

une variation du signal IRM comparativement a une image acquise au repos. L’objectif final est
de distinguer par analyse statistique les différences entre une image acquise au repos, c’est-a-dire
sans activité particuliere du sujet et une image acquise durant la réalisation d’une tache.

Selon les techniques utilisées, 'TRM permet d’obtenir en trois dimensions deux principaux types
d’images numériques de la téte : les images anatomiques et les images fontionnelles. Les premieres
permettent, apres segmentation, d’obtenir des modeles 3D réalistes de la téte de chaque sujet
en distinguant les différents milieux (liquide céphalo-rachidien, cortex, substance blanche et
les noyaux gris centraux). Les deuxieémes permettent de localiser une activité cérébrale par la
consommation d’oxygéne qu’elle occasionne. Alors que les images anatomiques présentent une
résolution spatiale inférieure a lmm, les images fonctionnelles, ayant un temps d’acquisition
beaucoup plus court, présentent une résolution spatiale plus faible (3mm).

Techniques de mesure directe de I’activité cérébrale

On peut également enregistrer une image de I'activité des cellules nerveuses grace a la propaga-
tion des champs électriques ou magnétiques induits a la surface de la téte. Ainsi on pourra donc
recueillir 'activité spontanée du cerveau ou des activités évoquées par une stimulation ou une
tache particuliere.

L’Electro-Encéphalo-Graphie I’EEG est une méthode non invasive qui permet de mesurer
directement ’activité électrique cérébrale.

Cette technique a été créée en 1924 par Hans Berger en Allemagne. Elle mesure les différences
de potentiel électrique entre deux électrodes disposées a la surface de la téte, le scalp. Pour avoir
une carte détaillée de 'activité électrique des cellules nerveuses du cerveau, il faut positionner
autant d’électrodes que possible. Ces électrodes sont réparties uniformément sur la surface du
scalp avec une disposition répondant a des standards internationaux et sont disposées dans
un bonnet élastique comportant environ 27 a 128 électrodes, plus typiquement 64. Chaque
électrode couvre une surface de quelques millimetres carrés, le contact électrique avec le cuir
chevelu est assuré par un gel conducteur. Dans le cas de 1’épilepsie (cf §1.1.3), on a recours a des
enregistrements de plusieurs jours et les électrodes sont alors collées directement sur le scalp.
Chaque électrode doit relever une mesure de potentiel de surface, puis transmettre ce signal,
qui est ensuite amplifié et enregistré par un numériseur, puis sauvegardé sur ordinateur (EEG
numérique). Etant donné qu’on ne peut pas mesurer le potentiel absolu, le choix d’une électrode
de référence est indispensable.

L’EEG offre une excellente résolution temporelle, 0.4 — 1ms, et un cotut moins élevé que 'TRMf
ou le TEP-scan (TEP couplé au scan), mais sa résolution spatiale demeure toutefois faible
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(> 5mm). Malgré tout, 'EEG est le seul outil de référence pour I'aspect électrique du diagnostic
de I'épilepsie. Il apporte des informations sur le fonctionnement cérébral en dehors des crises
et durant les crises. L’analyse des pointes graphoéléments intercritiques, etc, sont des éléments
parfois suffisament spécifiques pour permettre une orientation diagnostique.

Les cartographies cérébrales faites avec 'EEG utilisent aussi fréquemment ce que ’on appelle des
”potentiels évoqués”. Il s’agit d’une procédure ou I'on soumet le sujet a un stimulus particulier
(une image, un mot, une stimulation tactile...) de fagon a enregistrer une réponse neuronale
associée a ce stimulus dans le cerveau. Enfin, notons que les enregistrements EEG souffrent d’une
diffusion importante due & la faible conductivité de 1'os (cf §1.2.5). Cette forte inhomogénéité
électrique est a l'origine de cartes de potentiels diffuses qui rendent difficile 'interprétation des
signaux provenant de sources profondes.

La Magnéto-Encéphalo-Graphie La MEG mesure les champs magnétiques accompagnants
le courant généré dans les neurones. Elle utilise un certain nombre de capteurs placés a proxi-
mité de la téte. Ces capteurs utilisent des bobines réceptrices de flux couplées a des anneaux
supraconducteurs appelés SQUIDS (Superconducting Quantum Interference Device) qui trans-
forment le flux magnétique en courants électriques [51]. L’ensemble des capteurs est immergé
dans de I’hélium liquide contenu dans une cuvette cryogénique appelée cryostat. La température
tres froide de 'hélium (—273 °C') attribue aux capteurs des capacités supraconductrices et, par
conséquent, une sensibilité suffisante pour détecter les signaux extrémement faibles du cerveau.
En effet, les champs magnétiques cérébraux sont de I’ordre de quelques femto-Teslas, et doivent
donc étre isolés des champs magnétiques externes. Ainsi, I'appareil de la MEG doit étre placé
dans une piece isolée magnétiquement, souvent c’est une piece blindée formée de parois en u-
métal qui atténue d’un facteur 10% & 10? les champs magnétiques extérieurs. A cause de la
chambre blindée et de la technologie des supraconducteurs basse température, la MEG est une
technologie d’imagerie relativement cotteuse.

Comparaison entre les différentes techniques de mesure fonctionnelles

Nous comparons dans le tableau (Tab. 1.1) les différentes techniques d’imagerie cérébrale fonc-
tionnelle décrites ci-dessus : la TEP, 'IRMf, la MEG et 'EEG .

D’apres ce tableau, nous concluons que les techniques TEP et IRMf ont une bonne résolution
spatiale, particulierement I'TRMf, mais elles sont limitées par la faible résolution temporelle et
sont contraignantes sur plusieurs niveaux. D’autre part, 'EEG et la MEG ont une excellente
résolution temporelle, qui leur permettent une acquisition temps réel et donc 1’étude de la dy-
namique du réseau d’activations, mais elles présentent une résolution spatiale pauvre.

Vu ses multiples avantages (Tab. 1.1), 'EEG reste actuellement la technique de mesure la plus
pratiquée, en particulier chez les patients épileptiques.

Finalement, toutes ces techniques présentent des résultats complémentaires et donc afin d’ob-
tenir les informations les plus completes possibles sur 'organisation anatomo-fonctionnelle du
cerveau, le mieux serait d’exploiter chacune de ces modalités et de mettre en commun leurs
résultats, ce qui est connu plutot sous le terme générique de fusion [27, 85, 105, 9], - - -.

Dans la section suivante, nous décrivons la maladie neurologique a la base de notre travail,
I’épilepsie.
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1.1.3 L’épilepsie

On désigne par épilepsie les manifestations cliniques, ou crises, paroxystiques (motrices, sen-
sitives, sensorielles ou psychiques) qui peuvent s’accompagner d’une perte de connaissance et
qui sont liées a une décharge hypersynchrone de populations neuronales hautement organisées.
Ces crises peuvent survenir n’importe ou dans le systéme nerveux central. On croit cependant
qu’elles prennent naissance dans des régions précises, principalement dans le cortex cérébral.

L’épilepsie est une des maladies neurologiques les plus communes et constitue, apres la mi-
graine, la premiere raison de consultation d’un neurologue. Elle ne diminue pas de fagon marquée
I’espérance de vie, mais lorsque les crises sont fréquentes, la qualité de vie du malade peut étre
gravement compromise. Dans le monde, plus de 40 millions de personnes sont concernées par
cette maladie. En France, environ 450 000 personnes sont répertoriées dont 250 000 jeunes de
moins de 20 ans. De fait, chaque jour, 100 personnes présentent une premiere crise, soit pres
de 40 000 par an. Une fois sur deux, cette crise peut inaugurer une maladie épileptique qui est
surtout caractérisée par la répétition chronique de ces crises.

Les scientifiques classent les différentes formes d’épilepsie selon deux groupes :

— épilepsies généralisées : elles se caractérisent par des décharges d’une population de neu-
rones cérébraux qui se propagent au niveau des deux hémispheres d’'une fagon bilatérale et
plus ou moins symétrique. Les crises se traduisent alors souvent par une perte de connais-
sance avec chute et des convulsions de I’ensemble des muscles, ou par une bréve suspension
de la conscience connue sous le nom d’absence.

— épilepsies partielles ou focales : dans ce cas les décharges siegent dans des régions cir-
conscrites du cerveau, s’organisant en foyers, uniques ou multiples. Les crises partielles
n’affectent que certaines parties du corps. Elles peuvent se traduire par des troubles mo-
teurs, des troubles sensoriels et sensitifs, des troubles transitoires de la mémoire ou de la
conscience, associés parfois a des hallucinations ou a une activité gestuelle automatique.
Certaines de ces crises partielles peuvent évoluer vers une crise généralisée.

Les cliniciens peuvent traiter 1’épilepsie de deux fagons, la pharmacothérapie et la chirurgie. Des
450 000 cas épileptiques en France, on estime que 80 a 100 000 d’entre eux présentent des crises
pharmaco-résistantes, et qu’il s’agit le plus souvent d’une épilepsie partielle. Pour ces cas, on
peut avoir recours a la chirurgie qui guérit les patients de leurs crises ou diminue tres fortement
leur fréquence en enlevant les foyers épileptogenes ou en interrompant leurs voies de propagation.
L’intervention chirurgicale peut étre pratiquée uniquement lorsqu’elle ne risque pas d’endom-
mager les régions saines du cerveau.

Plusieurs aspects sont considérés pour la localisation des zones épileptogenes :

— Aspect clinique : la sémiologie des crises. C’est I’ensemble des manifestations cliniques as-
sociées a la crise. Leur observation dans le temps, au cours de plusieurs crises, permet
d’identifier les signes caractéristiques d’une crise et donc d’en localiser 'origine en se ba-
sant sur la connaissance que 'on a des différentes zones fonctionnelles du cerveau. Par
exemple, les signes cliniques les plus fréquents d’une crise dont l'origine se situe dans le
lobe frontal peuvent étre : rupture du contact, chute brutale, déviation de la téte et des
yeux, perturbations du comportement moteur ou automatismes. On a alors une localisa-
tion assez grossiere des générateurs.
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— Aspect électromagnétique : 'EEG, la MEG et la Stéréo-Electro-Encéphalo-Graphie (SEEG).
La SSEG est une méthode stéréotaxique basée sur le méme principe que 'EEG mais qui
consiste a implanter les électrodes d’enregistrement dans les structures cérébrales. On
peut ainsi mesurer 'activité électrique cérébrale a l'intérieur méme du cerveau, évitant
le phénomene de lissage obtenu en surface. Le choix de I’emplacement des électrodes in-
tracérébrales se fait sur la base des données cliniques, EEG et anatomiques. C’est jusqu’a
présent la méthode la plus fiable de localisation des foyers épileptogenes.

— Aspect spatiotemporel : la cartographie spatiotemporelle. Qu’elle soit de surface ou de
profondeur (basée sur 'EEG ou la SEEG), elle permet de voir la propagation de l'activité
et donc de percevoir I'organisation des générateurs.

— Aspect étiologique (ou anatomique) : 'IRM (ou le scanner X) permet de vérifier ou d’in-
firmer la présence d’une lésion (tumorale, vasculaire,...) ce qui fournit des informations
complémentaires pour diagnostiquer les causes de 'épilepsie.

— Aspect scientifique (ou informatique) : s’ajoutent a toutes ces techniques, la validation de
la localisation des foyers en utilisant des algorithmes de localisation a partir des enregis-
trements réalisés sur le scalp par des capteurs EEG/MEG.

Actuellement, la localisation de la zone épileptogene se fait a l’aide d’électrodes implantées
dans le cerveau. Une meilleure localisation du foyer épileptogene par EEG, MEG ou par les
algorithmes de localisation permettrait de mieux cibler la zone ou doivent étre implantées les
électrodes intra-cérébrales. Dans le meilleur des cas, cela permettrait d’éviter cette implantation
qui est une procédure lourde et couteuse.

Notre travail concerne la localisation des foyers épileptogenes a ’aide de méthodes numériques,
afin de compléter et/ou valider le travail des cliniciens et apporter plus de précision sur la
délimitation des zones épileptiques. Pour ce fait, on est amené a exprimer ce phénomene de
localisation de sources par des modeles mathématiques, a modéliser la téte et les sources de
courant et déterminer les caractéristiques des différents milieux de la téte.

1.2 Modélisation mathématique du probleme

1.2.1 Les équations de Maxwell

Les équations de base gouvernant le comportement électrique du cerveau dérivent des équations
de Maxwell. La téte est considérée comme un milieu conducteur fini inhomogene, constitué de
plusieurs tissus excitables et qui présente une conductivité électrique o(x) dépendante de la
position x = (1, z2, z3).

Dans ce milieu conducteur (isolé dans ’air), le champ électrique E et le champ magnétique B
vérifient les équations suivantes :

VxE = —%—f (Maxwell-Faraday),

V-E = ¢ (Maxwell-Gauss), (1.2.1)
VxB = p(J+ 6%) (Maxwell-Ampere), o
V-B =0 (conservation du flux),
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ou J, p, u et € désignent respectivement la densité volumique de courant, la densité volumique
de charge, la perméabilité magnétique et la permittivité électrique. Par ailleurs, p et e sont
habituellement considérées comme égales a celles du vide, soit p = pug = 4710~ "Hm ™! et
€=¢=88510"12Fm~1 c.

Approximation quasi-statique

Les études dans le domaine de ’électrophysiologie, en particulier 'EEG, utilisent le modele
quasi-statique du fait de la faible fréquence du signal et la faible capacité électrique des tissus
de la téte [51]. En effet, la fréquence des signaux EEG varie le plus souvent entre 1Hz et 100H z
environ et les fréquences d’échantillonnage des mesures sont de 'ordre du kiloH z, par suite les
variations des champs peuvent étre considérées comme tres lentes. D’autre part, les tissus de
la téte apparaissent comme des conducteurs passifs on peut donc considérer que les courants
électriques et les champs magnétiques se comportent a tout instant de fagon stationnaire. Ce
qui permet alors de négliger les variations %—f et %—Jf. Cette approximation est celle du régime
quasi-statique et conduit aux équations de Maxwell simplifiées

VxE = 0,
V-E = £

€’ 1.2.2
VxB = pupd, ( )
vV-B = 0.

Cette approximation entraine alors le découplage entre le champ électrique E et le champ
magnétique B.

L’équation V x FF = 0 implique que F dérive d'un potentiel scalaire u, défini a une constante
pres :
E=—-Vu. (1.2.3)

D’autre part, le courant J produit par l’activité neuronale est divisé en deux parties (cf § 1.1.1),
le courant source J* et le courant volumique J*. D’apres la loi ’Ohm dans un conducteur passif
de conductivité o, on peut écrire JY = o E. Nous avons alors

J(x) = J(z) +o(x)E(x) = J(x) — o(z)Vu(x). (1.2.4)
En substituant I’équation (1.2.4) dans la troisieme équation de (1.2.2) nous obtenons
V X B = pupJ = po (J° —aVu).
En appliquant la divergence a cette équation nous avons
V- (VxB)=puV-(J°—oVu).
Ce qui donne alors ’équation elliptique suivante :
V- (oVu)=V-J%=—j° (1.2.5)
ou js est la densité de sources ou puits de courant par unité de volume. Par abus de notation,
nous écrirons : —V(oVu) = j°

Dans un domaine homogene, de conductivité constante, nous obtenons 1’équation de Poisson

suivante
—oAu = j°. (1.2.6)

En tout point de ’espace ou il n’y a pas de courants sources, le potentiel scalaire vérifie I’équation
de Laplace suivante
—Au=0. (1.2.7)

°H m ™! = Henry . métre™! , F m ™' = Farads . métre™!
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1.2.2 Probleme direct et probleme inverse

Le probleme direct en EEG consiste a estimer les potentiels électriques recueillis sur le scalp
et engendrés par une configuration de sources connue. Ceci nécessite la prise en compte de la
géométrie et des propriétés de conduction de tous les tissus cérébraux. Autrement dit, le probleme
direct en EEG consiste a calculer le potentiel u sur le scalp dans I’équation (1.2.5), étant donnés
le courant source J* et la conductivité o. Inversement, en partant d’une répartition du potentiel
a la surface du scalp, localiser des générateurs intracérébraux dont ’activité est susceptible de
nous expliquer la dite répartition, est le probleme inverse en EEG. Il s’agit donc d’estimer le
courant source J® dans l’équation (1.2.5), étant données la conductivité o et des mesures du
potentiel u en quelques points sur la surface de la téte.

1.2.3 Modélisation des sources de courant

L’activité électrique cérébrale est concentrée dans un petit nombre d’aires dont la dimension est
petite comparée a leur distance aux capteurs placés a la surface de la téte. Dans chacune de ces
aires, l'activité électrique est assimilée a un groupe de charges négatives et un groupe de charges
positives, un puits et une source, qui, vu de loin, se comporte comme un dipole de courant. Le
modele dipolaire est le plus largement utilisé dans la résolution du probleme inverse en EEG; il
existe principalement deux variantes de ce modele (Fig. 1.8) :

— le dipdle équivalent (ou source dipolaire ponctuelle) : il est caractérisé par une position
et un moment 4, ¢’est-a-dire 6 parametres. On aura donc & estimer 6m parametres si Pon
dispose de m dipoles et si tous les parametres sont laissés libres. Cependant, certaines
méthodes considerent la position fixe au cours du temps et donc seul le moment reste
inconnu et d’autres fixent la position et I'orientation du dipole et cherchent a trouver son
intensité. En général, pour avoir une solution au probléme inverse, le nombre de parametres
a estimer (6m) ne doit pas excéder celui du nombre des données. Par exemple, les données
EEG recueillies dans un montage utilisant 27 électrodes ne pourront étre expliquées avec
plus de 4 dipodles, qu’en ajoutant des contraintes supplmémentaires.

— la couche dipolaire (ou source dipolaire distribuée, diffuse, étendue) : elle est formée d’un
nombre important de dipoles répartis régulierement dans une partie ou dans la totalité
du volume cérébral. Des contraintes anatomiques peuvent alors étre introduites en restrei-
gnant le volume de recherche a la surface corticale, extraite a partir de 'IRM anatomique.
De plus, comme les courants sont émis par les dendrites de neurones disposés perpendicu-
lairement au cortex, 'orientation de chaque dipole peut étre contrainte a étre orthogonale a
la surface corticale. La position et 'orientation étant alors connues, 'amplitude de chaque
dipole reste la seule inconnue. La difficulté dans ce choix du modele réside dans le fait que
le nombre de dipoles est tres grand et que la reconstruction de I'amplitude est alors un
probléeme inverse sous-déterminé.

Bien que l'activité cérébrale ait une structure souvent complexe, il a été prouvé que la plupart
des phénomenes observés sur le scalp peuvent étre compris en prenant pour modele de source
le dipole équivalent ou la couche dipolaire. En effet, les solutions du probleme inverse trouvées
en considérant ces modeles de source étaient en général compatibles avec les connaissances neu-
rophysiologiques des fonctions sensorielles ou motrices. Cependant, des travaux récents utilisent

dLe vecteur moment dipolaire indique & la fois Porientation et intensité du dipole.
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Fic. 1.9 — Les différents modeles de la téte. De gauche a droite : modele sphérique, modele
réaliste inhomogene, modele réaliste homogene par couches [73].

des modeles multipolaires d’ordre supérieur a deux, notamment le modele quadripolaire. L’utili-
sation de tels modeles a pour but d’assurer une meilleure représentation de 1’étendue des régions
cérébrales actives [97, 91].

1.2.4 Modélisation de la géométrie de la téte

Deux modeles sont utilisés pour représenter la téte, le modele sphérique et le modele réaliste.
Le premier modele est le plus ancien et le plus utilisé. Le deuxieme modele a surtout fait son
apparition avec ’avancée des techniques de mesure anatomiques telle que 'IRM et il est proposé
selon deux approches : volumique et surfacique (Fig. 1.2.3).

Le modeéle sphérique

C’est le premier modele a étre employé et le plus simpliste. Il considere la téte comme une suite
de spheres concentriques a conductivités homogenes et isotropes. Les modeles les plus simplifiés
sont constitués de trois couches : le scalp, 1'os et le volume intra-cranien (ou tout simplement
le cerveau). Les modeles a 4 couches rajoutent une couche pour le liquide céphalo-rachidien
entre 'os et le cerveau, les modeles les plus complets comprennent cing couches, ils rajoutent
la matiere grise et la matiére blanche. La distance entre les différentes spheres correspond a
la distance réelle moyenne (in-vivo) entre les tissus représentés. Pour ce modele, on connait
une solution analytique pour le probleme direct (cf chapitre 2). Ainsi, le modele sphérique sert
souvent de référence pour une premiere validation et évaluation des méthodes numériques. Le
modele & trois couches est le plus utilisé en clinique et en recherche, ce sont Rush et Driscoll
en 1968 les premiers a lavoir étudié [103]. Ils ont utilisé trois spheéres concentriques avec des
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valeurs typiques de rayons : Reerveau = 8¢m, Repane = 8.5cm et Rgeqrp = 9.2cm (ou aussi apres
adimensionnement : 0.87, 0.92 et 1). Des modeles de sphéres excentriques ou d’ellipsoides ont
été également utilisés pour tenter de mieux représenter la géométrie des tissus de la téte [89].

Le modéle réaliste

Ce modele représente la géométrie de la téte en adoptant au mieux sa forme réelle. C’est un
modele propre a chaque sujet, sa construction nécessite tout d’abord 'acquisition d’images de
I’anatomie du sujet a I’aide de 'IRM. Ensuite, des méthodes de traitement d’images permettent
de segmenter les images ainsi obtenues en étiquetant les pixels appartenant aux différentes
structures. Une modélisation surfacique ou volumique de ces structures peut alors étre réalisée.
Ce modele ne comporte généralement que trois couches car le liquide céphalorachidien et la
matiere blanche sont difficiles a extraire. Comme il ne permet pas une solution analytique pour
le probleme direct en EEG, on a ainsi recours aux méthodes numériques (cf chapitre 2).

Modele réaliste surfacique Ce modele considere la téte comme un ensemble de couches
conductrices finies et électriquement homogénes, imbriquées les unes dans les autres. Ainsi seules
les interfaces qui limitent ces couches nécessitent une modélisation et sont approchées par des
éléments surfaciques; ce qui implique donc un maillage bidimensionnel. Ce modeéle permet la
prise en compte des formes non sphériques du cerveau et des variations locales importantes de
la géométrie des massifs osseux.

Modele réaliste volumique Ce modele permet de prendre en compte I’hétérogénéité et
I’anisotropie locale des tissus de la téte. Il implique un maillage tridimensionnel de ces tissus qui
sont approchés par des éléments volumiques, chaque élément possédant ses propres propriétés
de conduction. Cette approche permet la description la plus réaliste de toutes les propriétés
géométriques et de conductivité de la téte.

Comparaison

Certes, la modélisation sphérique n’est qu’'une approximation grossiere de la géométrie de la
téte. Et, il est nécessaire de construire un modele représentatif pour chaque sujet, d’ou l'intérét
des modeles réalistes. Cependant, les modeles réalistes ont également leurs inconvénients. Il
est impossible d’identifier la surface de 1'os du crane sur des images IRM, ceci nécessite des
techniques de traitement d’images 3D qui interpolent cette surface a partir des surfaces du
cortex et du scalp. En outre, le maillage lui-méme nécessite le développement de méthodes
spécifiques, notamment pour les maillages volumiques. La mise en oeuvre des maillages réalistes
est ainsi beaucoup plus contraignante que pour les modeles sphériques, et une bonne description
de la géométrie de la téte requiert un grand nombre d’éléments et conduit a des temps de calcul
tres longs.

1.2.5 Conductivités des tissus de la téte

Les conductivités électriques des différents tissus de la téte sont difficiles & mesurer et elles sont
fortement anisotropiques, c’est-a-dire leurs valeurs dépendent de la direction du courant. Les
premieres mesures chez 'homme ont concerné des tissus morts et ont été effectuées in vitro et
les premieres mesures in vivo ont été menées chez ’animal, en particulier sur des chats ou des
lapins anesthésiés. Mais ces approches ne sont pas optimales. D’une part, les tissus vivants ne
présentent pas les mémes propriétés de conduction que les tissus morts et d’autre part, il existe
certainement une différence entre les conductivités des animaux et celles de 'homme, sans ou-
blier 'importante variabilité d’un étre humain a ’autre. Ce n’est que récemment, avec ’essor des
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techniques non invasives, telles que la tomographie d’impédance électrique (TIE), qu’on arrive
a pratiquer des mesures in vivo chez ’homme [53].

Malgré toutes ces différences, il y a des propriétés relatives telles que :

— l'os du crane a une conductivité beaucoup plus faible que ’ensemble des autres tissus. Un
rapport de I'ordre de 80 fois avec celles de la peau et du cerveau, qui sont du méme ordre
de grandeur, est souvent évoqué [43].

— la conductivité du crane est anisotrope, sa valeur dans la direction tangentielle est environ
3 fois plus élevée que dans la direction radiale.

— le milieu extérieur (I’air) est toujours considéré comme un isolant parfait, de conductivité
nulle ou négligeable.

Pour le modele de téte a trois couches, on considere souvent deux valeurs de conductivités, une
pour le crane et une pour le cerveau et le scalp. Le modele le plus utilisé consiste a prendre un
rapport de 80 entre la conductivité du cerveau et celle du crane. Cependant, certains travaux
estiment un rapport plus faible, de 'ordre de 15 & 40 [47, 98]. L’estimation des conductivités de-
meure un probleme ouvert et de plus en plus de chercheurs s’intéressent a cette question [25, 34],
etc.

Nous dressons dans le tableau (TAB. 1.2) quelques valeurs de conductivité utilisées dans la
littérature pour le modele de téte a trois couches.

Référence scalp | crane cerveau
Hémaéldinen et Sarvas [52] | 1 de 0.01 405 | 1
Schlitt et al. [104] 1 0.01 1

Rush et Driscoll [103] 1 0.0125 1
Cuffin [28] 0.33 | 0.0041 0.33

TaB. 1.2 — Quelques valeurs de conductivité proposées dans la littérature pour un modele de
téte a trois couches [85].

1.3 Modeles considérés

Nous avons présenté dans ce chapitre I’aspect physiologique, médical et mathématique de notre
travail qui consiste a localiser les sources de courant qui sont a I'origine des décharges électriques,
telles que I’épilepsie. En d’autres termes, il s’agit de résoudre un probléeme inverse en EEG.

Dans le contexte de cette these, nous travaillons dans le cadre suivant :

— sources de courant modélisées en dipoles équivalents,
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— modele de téte a trois couches : scalp, os, cerveau,
— les conductivités du scalp et du cerveau sont prises égales a 1, celle du crane a %,

— les maillages sont sphériques et réalistes surfaciques.



Chapitre 2

Probleme direct : résolution par la
méthode des éléments frontieres

Le probleme direct en EEG consiste a déterminer le potentiel électrique généré par des sources
de courant situées a l'intérieur du cerveau, étant connues les sources, la géométrie de la téte
et les conductivités électriques. Dans le contexte de notre travail, résoudre le probleme direct
n’est pas un but en soi mais constitue une étape pour la résolution du probleme inverse de
localisation des sources électriques. En effet, ce probléme nous servira, d’une part, a reconstruire
des mesures simulées afin de valider les méthodes développées, et d’autre part, il interviendra
dans la définition de la fonctionnelle cout présentée au chapitre 5.

Pour le probleme direct en EEG, ainsi que pour d’autres problemes directs rencontrés dans
le reste de ce manuscrit, nous sommes amenés a calculer les valeurs du potentiel et du flux
uniquement sur les interfaces qui séparent les différentes couches homogenes de la téte. Dans ce
contexte, la méthode des éléments frontieres (BEM) semble étre un bon candidat pour résoudre
ces problemes.

Dans ce chapitre, nous présentons la mise en équations du probleme direct en EEG, décrivons
brievement la méthode des éléments frontieres et présentons la formulation intégrale en potentiel
de simple et double couche utilisée pour résoudre tous les problemes directs rencontrés dans ce
travail. Nous concluons ce chapitre en donnant comme application la résolution du probleme
direct en EEG par cette méthode.

Notons que, I'objet de la résolution du probleme direct en EEG par la méthode des éléments
frontieres n’est pas de présenter une formulation concurrente a celles qui existent déja et dont
la littérature est abondante. Mais le but est de choisir une formulation convenable a tous les
problemes directs pour les résoudre numériquement avec une bonne précision.

2.1 Probléme direct en EEG

2.1.1 Mise en équations

La téte est assimilée a un volume conducteur fini et inhomogene noté 2. Nous supposons le
domaine Q un ouvert borné dans R3 constitué de trois sous-domaines emboités ;, i = 1,2, 3,
qui représentent respectivement le cerveau, le crane et le scalp (Fig. 2.1). Dans chaque domaine
Q;, la conductivité o; est supposée constante. Nous notons I'; U'interface entre €2; et €; 1 pour
i =1,2et I's =1 = 0. Ces frontieres que nous supposons suffisamment régulieres sont telles
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que,

o =14
o =I,_1uly i=2,3 (2.1.1)
I,.inl;=10 1=2,3.

Par ailleurs, nous désignons par v le vecteur normal unitaire dirigé vers I'extérieur comme le
montre la figure (Fig. 2.1).

Fi1G. 2.1 — Le domaine de la téte

L’activité électromagnétique dans la téte est régie par les équations de Maxwell qui, dans le
cadre d’une approximation quasi-statique, meénent a I’équation elliptique suivante (cf chapitre
1),

-V - (oVu) =F (2.1.2)

ou ' = —V - J?% est le terme source de courant.

En outre, la non conductivité de 'air impose que le flux soit nul sur la surface du scalp I's.
Donc, le potentiel électrique u vérifie dans le domaine de la téte le systeme suivant

0 2.1.3
Ug—u =0 sur I's ( )

{ —V-(oVu) =F dans Q
v

Par ailleurs, comme nous ’avons indiqué dans le chapitre précédent, nous prenons comme modele
de sources, les dipoles équivalents, dont nous désignons respectivement par m, S; et ¢; le nombre,
les positions et les moments. Puisque les sources sont supposées confinées a I'intérieur du cerveau,
alors les S; sont dans {21. Le terme source F' s’écrit donc sous la forme

F=> ¢Vds, (2.1.4)

j=1

Aux interfaces entre les domaines €;, le potentiel électrique u est continu ainsi que la quantité
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P} . .
0%, %, ce qui se traduit par

ou .
[uhrz - |:08V:| I, =0, 1=1,2,
oll [h]m désigne le saut de la fonction h a travers la surface I'; et s’écrit comme suit

[Plr, () = h™(2) — b (2) (2.1.5)

h=(z) = ﬁlir(r)lﬁh(w + (D)

ht(z) = lim h 7
() S, (z + pi)

Tenant compte de ces propriétés de continuité, des propriétés de la géométrie, que F est a
support dans €1 et que les conductivités sont supposées constantes dans chaque sous-domaine
Q;, le systeme (2.1.3) est équivalent au systéme suivant

—o01Au =F dans ()

—Au =0 dans QU3

[u] = [O'g:j] =0 sur I1UIy (2.1.6)
o3 gg =0 sur I's

Remarque 2 Dans le paragraphe suivant nous étudions la formulation vamatzonnelle du probléme
défini ci-dessus pour le cas ou 035} a“ = g surI's, avec g quelconque dans H ™ (Fg) Ensuite, nous
remplacerons g par 0 dans le reste de ce chapitre.

2.1.2 Formulation variationnelle

Comme la source F appartient & I'espace de Sobolev H*(R3) pour s < —%, une formulation
variationnelle du probleme (2.1.6) n’est pas possible, néanmoins, nous procédons de la maniere
suivante.
Nous considérons la solution fondamentale G de lopérateur —A, notée fonction de Green et
définie par

—AG = ¢, dans R3

et qui est donnée explicitement par

G(z) = , z€R3\ {0}. (2.1.7)

1
47 ||
Ici |x| désigne la norme euclidienne du vecteur = et g la fonction de Dirac a l'origine.

Nous introduisons ensuite, par convolution, la fonction

(@) = ()G * F)() (2.1.8)

01

qui peut étre explicitée comme suit

q;j - .%‘—
u 1: 2.1.9
47ch1 Zl |z — S; ] ( )

#la continuité de la quantité o 8‘: a travers les interfaces provient conjointement de la continuité du courant
ou

électrique et de 'approximation quasi-statique qui donne ¢ 3% = —v - (0 E).
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et dont nous vérifions qu’elle est solution dans R? de I’équation
—o1Au = F.

Et enfin nous posons
w=u-—u, (2.1.10)

dont nous vérifions qu’elle est solution du systeme

—oiAw =0 dans ;,7=1,2,3
[w] =0 sur Uy
2 iy — o2 L UT (2.1.11)
o = Oi+1 — 04 o sur 1 2
ow ou
035 :g—aga sur I's.

La résolution du probleme direct (2.1.6) revient donc a celle de (2.1.11). Comme la fonction u

est analytique dans R*\ U S; et g € H 7%(113) une formulation variationnelle pour le probleme
(2.1.11) est possible.

Formulation variationnelle du probléeme (2.1.11)

Par multiplication de la premiere équation du systéme (2.1.11) par v € H'(£2), par intégration
par parties et par la formule de Green dans chaque 2;, nous obtenons

3 2 _
ou ou

) iVuVode = (oi41—01) | 5 vds+ o Y 2.1.12

i:1/ﬂia wVvdx 1(0+1 U)/T‘i aV'Uds /1“3 (g 0’3ay)1}d8 ( )

i=

La formulation variationnelle du probleme (2.1.11) est donc la suivante,

déterminer w € H(Q) telle que

a(w,v) = £(v) pour tout v € H(Q) (2.1.13)
3
a(w,v) = ;/ﬂl oiVw(z)Vu(z) dz
et

2

() =Y (o1 -0 [ G @oads(a) + [

i=1 r; OV I's

(s(0) — o5 o (@) wla)as(z)

Comme o; > 0, la forme bilinéaire a(-, -) est continue et coercive sur I’espace quotient H'()/R x
H'(Q)/R. Par conséquent le probléme variationnel ci-dessus est bien posé dans H(Q)/R si le
second membre est une forme linéaire continue sur H'(Q2)/R, soit si /(1) = 0. Nous allons
montrer que ceci est possible sous la condition de compatibilité

/F g(x)ds(z) =0. (2.1.14)

Pour la preuve, nous aurons besoin du lemme suivant
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Lemme 1 Soit y un point quelconque de Q1 et q¢ un vecteur de R®. Posons ug la solution de
—Aug = q- Vo, dans R3. Alors

%(x)ds(:r) =0,Vr#yecR3 (2.1.15)
I 81/33

Preuve. Nous avons
uo(z,y) = G*(q.Vydy) = q.Vu(G*6y) =q.V,Gx —y) = —¢q.V,Gx —y), Ve #y

En intégrant sur I'; nous obtenons

811,0 . aG B
/]_—‘1 al/x (fE)dS(x) - qu - T%(SL’ y)dS(.’I]) =0 , Y 7é Y

d’apres la formule de 'angle solide décrite ultérieurement (2.2.20). O

Nous revenons & la preuve de ¢(1) = 0. En effet, d’une part, par application de la formule de
Green dans 21 et €y aux fonctions u et 1, nous obtenons
ou ou ou
T () ds(z) = / 2 (2) ds(z) = / 2 (2) ds(z). (2.1.16)
r r

ry OV , Ov , Ov
Et, d’autre part, en appliquant la formule (2.1.15) & la fonction @ donnée par (2.1.8), nous
obtenons _
ou

g T%(w)ds(a;) =0 (2.1.17)

(1) = /1“ g(x)ds(z) =0

d’apres la relation de compatibilité (2.1.14).

Le théoreme de Lax-Milgram permet donc de conclure a 'existence et 'unicité d’une fonction
w dans H'(Q)/R solution du probléme (2.1.11) et par suite le probleme (2.1.6) est bien posé.
Par ailleurs, comme la fonction % est analytique dans R3\ U S;, la trace sur I's de la fonction u

est bien définie dans ’espace quotient H %(Pg) /R.

Notons que dans le cas ou le flux g = 0, la condition de compatibilité (2.1.14) est satisfaite.

2.1.3 Méthodes de résolution du probleme direct en EEG

Les méthodes de résolution du probleme direct s’appuient essentiellement sur le modele de la
téte considéré. Comme nous 'avons déja expliqué au premier chapitre, il existe plusieurs modeles
pour représenter la géométrie de la téte : le modele sphérique, le modele réaliste volumique et le
modele réaliste surfacique. Dans le cas du modele sphérique le potentiel peut étre calculé analy-
tiquement. Par contre, la résolution du probleme direct avec les modeles réalistes n’est réalisable
qu’a 'aide des méthodes numériques, telles que la méthode des éléments finis et la méthode des
différences finies pour le modele réaliste volumique et la méthode des éléments frontieres pour
le modele réaliste surfacique.

Dans le cadre d’un modele sphérique, le potentiel électrique peut étre calculé par une méthode
analytique. Cette méthode consiste a décomposer la solution u en une partie réguliere u, qui tient
compte des conditions de continuité aux interfaces, et une partie singuliére us qui tient compte
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du terme source (comme dans (2.1.10)). Ensuite, on transforme en coordonnées sphériques et
on décompose ces deux parties solutions sur des bases d’harmoniques sphériques permettant de
tirer parti de la symétrie du probleme et d’établir des formules analytiques. Enfin, on rassemble
les termes pour obtenir la solution u qui sera alors exprimée en une série infinie convergente
qu’il faut tronquer ou approximer. Les coefficients de cette série seront déterminés grace aux
conditions sur les interfaces, voir par exemple [54, 93, 89].

Dans le cas du modele réaliste volumique de la téte, on a recours aux méthodes numériques telles
que la méthode des éléments finis (MEF) et celle des différences finies (MDF). La premiere a
été utilisée pour la premiere fois en 1983 par Sepulveda € al [107] dans le but de résoudre le
probleme direct en EEG sur un modele bidimensionnel. Ce n’est qu’aux débuts des années 90
que cette méthode fut développée en 3D avec Nunez [117]. Et depuis, elle a été étudiée par
beaucoup de chercheurs, notamment [110, 84], ainsi que les références qui y sont citées.

La MDF constitue une alternative de la MEF pour la résolution du probleme direct sur des
maillages réalistes volumiques. Elle fut la premiere méthode employée pour mettre au point un
modele réaliste en 1972. Plus récemment et sans doute grace a ’essor des moyens informatiques,
puissance de calcul et capacité de mémoire, elle a fait 'objet de plusieurs travaux et plusieurs
approches ont été proposées. Certains schémas se basent sur la loi de Kirchhoff ® ou sur des
approches de type volumes finis [54, 55].

Dans le cas du modele réaliste surfacique, on a recours a la méthode des éléments frontieres
qui consiste a calculer les grandeurs physiques d’un probleme a partir de leurs valeurs sur la
frontiere et non pas dans le domaine. Elle s’applique dans le cas ou le domaine est partitionné
en un ensemble d’ouverts de caractéristiques physiques constantes séparés par des interfaces
assez régulieres. Cette méthode, encore appelée méthode des équations intégrales, méthode des
éléments de surface, méthode des intégrales de frontiere, méthode des intégrales de surface,
est surtout reconnue par son terme anglais Boundary Element Method (BEM). Utilisée dans
plusieurs domaines (électromagnétisme, acoustique, mécanique, milieu pétrolier, - --), elle a été
introduite pour la premiere fois dans la résolution du probleme direct de 'EEG en 1967 par
Geselowitz [44], et depuis elle est adaptée par de plus en plus d’équipes [1, 2, 27, 89, 86, 51] et
est méme disponible dans plusieurs logiciels commerciaux, comme par exemple le logiciel ASA
de la société ANT Software.

Comparaison entre les différentes méthodes numériques

Dans ce paragraphe, nous comparons entre la MEF, la MDF et la BEM. Cette comparaison
porte sur la construction du maillage, la prise en compte de I’hétérogénéité électrique des tissus
de la téte, la simplicité d’implémentation et les résultats de convergence déja connus.

1. Construction du maillage. La construction du maillage constitue une difficulté impor-
tante pour toutes ces méthodes, une bonne description de la géométrie de la téte requiert
un grand nombre d’éléments et conduit a des temps de calcul tres longs. Le maillage pour
la BEM est simple, il s’agit d’une triangulation d’une surface. Pour la MEF, le maillage
est formé par des tétraedres et donc plus difficile & construire. Cependant, pour la MDF,
I’étape de construction du maillage peut étre évitée puisqu’elle utilise une grille réguliere
formée a partir des voxels d’images IRM. Ceci constitue alors un principal avantage pour
la MDF sur la MEF et la BEM.

2. Prise en compte des propriétés de conductivité. Un deuxieme point important
dans la résolution du probleme direct en EEG est la prise en compte de ’anisotropie et

P énoncé de cette loi est : La somme des courants entrants et des courants sortants en chaque noeud de la
grille est nulle.
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de I’hétérogénéité électriques de chacun des tissus, en particulier la forte anisotropie de
los. Ceci constitue un point faible pour la BEM puisqu’elle exige un domaine homogene
par morceaux. Par contre, la MEF et la MDF permettent une modélisation précise des
propriétés de conductivité des différents tissus. Mais ce point positif pour la MEF et
la MDF reste limité et pas totalement exploité du fait du manque de connaissance des
conductivités mesurées in-vivo.

3. Définition des schémas et résolution du systéme linéaire obtenu. La définition
du schéma de la MDF est assez délicat pres des surfaces de discontinuité [54], alors que le
schéma numérique de la BEM est assez simple et celui de la MEF est également simple si
le maillage suit les surfaces entre les différents sous-domaines [54].

Par ailleurs, les trois méthodes amenent a la résolution d’un systeme linéaire de la forme
AU = b. Pour la MEF et la MDF, nous obtenons une grande matrice creuse, alors que la
BEM donne une matrice pleine.

4. Etude de la convergence. Pour la MEF, ’étude de la convergence est quasi-systémati-
que, celle de la BEM y est similaire. Par contre, ’étude de la convergence globale de la
MDF est délicate et peut poser des difficultés théoriques [54].

Chaque méthode a ses avantages et ses inconvénients. La MEF semble poser de réels problemes
au niveau du maillage volumique qui est nettement plus compliqué a construire qu’un maillage
surfacique, et entre la MDF et la BEM c’est cette derniere qui semble étre la plus simple a
implémenter. En outre, la BEM ramene les calculs d’un probleme posé en 3D a des surfaces en
2D, ce qui donne un gain non négligeable au niveau du temps des calculs et de la mémoire. Ce-
pendant, cette méthode souffre de la non prise en compte de 'hétérogénéité et de I'anisotropie.
Pour résoudre ce probleme, la BEM peut étre couplée avec des méthodes d’éléments finis ou
volumes finis, afin de tirer les avantages de chacune des méthodes. Ce couplage a été exploité
dans plusieurs domaines, sur cela nous citons les références suivantes [61, 26, 60], etc.

Pour résoudre le probleme direct en EEG, nous sommes amenés a résoudre le probleme direct a
condition de Neumann (2.1.11). Pour la résolution de ce probleme, ainsi que d’autres problemes
directs considérés dans la suite de ce mémoire, nous avons opté pour la BEM. Ce choix est
motivé d’une part par 'homogénéité par couche du domaine 2 considéré (téte), d’autre part,
seules les valeurs du potentiel et du flux sur les interfaces I'; nous seront nécessaires pour tous
les problemes considérés dans la suite.

Nous décrivons dans ce qui suit la méthode des équations intégrales et présentons la résolution
du probleme (2.1.11).

2.2 Meéthode des équations intégrales de frontieres (BEM)

Nous donnons ici un bref rappel sur la théorie des équations intégrales, pour plus de détails nous
renvoyons le lecteur a [71, 95].

Nous présentons la formule de représentation intégrale, rappelons la relation d’angle solide,
décrivons le potentiel de simple couche et le potentiel de double couche et donnons quelques
propriétés pour les opérateurs intégraux utilisés dans la suite.

Théoréme 1 (Formule de représentation intégrale)

Soit D un owvert borné de R3 de fronticre 0D suffisamment réguliére. Soit u € H'(D) une
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fonction harmonique. Soit

1 siyeD
Cly) =% 3 siy€dD (2.2.18)
0 stnon
alors
Cloput) = | S ()Gl — ) ds(2) - | (o) g (o = y) ds(z) (2.2.19)

2.2.1 Relation de ’angle solide

Nous rappelons que la solution fondamentale G (2.1.7) satisfait la relation de l’angle solide
suivante [71],

e -1 siyeD
o D0 (x—y)ds(z) =4 —3 siy€dD (2.2.20)
v 0  sinon

2.2.2 Potentiels de simple et de double couche

Nous désignons, respectivement, par potentiel de simple et de double couche de densité n €
L?(0D) les intégrales suivantes

us(y) = Sny) = / n(z)G(z —y)ds(x), y ¢ oD

D 5 (2.2.21)
up(y) = Dnly) = f;D n(fﬂ)GTmG(fc —y)ds(x), y ¢ 0D

Le potentiel de simple couche ug est continu a travers la frontiere 9D tandis que sa trace normale
vérifie les relations de saut suivantes

aauf(y) - n(Qy) * /81) n(z) gf:u —y)ds(x) (2.2.22)
m +
% (v) = _77(2y) + /M () g,i(fﬂ —y)ds(z) (2.2.23)

Quant au potentiel de double couche c’est sa trace normale qui est continue a travers la frontiere
oD,

% (y) = f | ate)g-Gla =) ds)

tandis que sa trace vérifie les relations de saut suivantes

up~(y) = -1 IRG 2% o~ ) dsta) (2.2.24)
upt(y) = @ + /8D n(x) gli (x —y)ds(z) (2.2.25)
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2.2.3 Opérateurs intégraux

Pour simplifier I’écriture et dans le cas du domaine 2 (téte), nous noterons désormais les
différents opérateurs intégraux de la maniere suivante, pour i,j = 1,2,3

Signly) = . G(z —y) n(z)ds(z), yel;
oG
Dijnly) = Y (z —y) n(z)ds(x), yely
J (2.2.26)
) oG
Diin(y) = . 87(33 —y)n(x)ds(z), yely
j Yy
0 oG
Nijn(y) = 87Vy o, (x —y)n(x)ds(z), yeTy

Ces opérateurs intégraux présentent des singularités pour = voisin de y, = et y sur I'; :

Sigi ﬁ = Oz —y™

D+ a(Ghi) = A= Ol

Dy () = =00y

Nii ¢ gl () = ety - glmwallun) _ gz —y)9)

Les noyaux de S; ;, D;; et Dy, sont intégrables, par contre le noyau de N;; ne l'est pas.

2.2.4 Quelques propriétés des opérateurs de potentiel de simple et double
couche

Dans la suite de notre travail nous aurons besoin uniquement des propriétés des opérateurs S; ;
et D; ;, dont nous rappelons quelques unes ici [71],

— Pour i # j, les frontieres I'; et I'; sont disjointes et donc S; ; et D; ; sont des opérateurs a
noyau continu et par suite sont compacts,

— Pour i = j, Vopérateur D;; est continu L?(T';) — H(T';) et comme l'injection H' — L2
est compacte, alors D;; : L?(I';) — L*(T;) est compact,

- Sij: Hi%(Fj) — H%(Fi) est un isomorphisme.

2.3 Résolution du probleme direct en EEG par la BEM

La méthode des équations intégrales a été utilisée par plusieurs chercheurs pour résoudre le
probleme direct en EEG. Une littérature abondante existe a ce sujet, tels que [44, 56, 72, 1,
27, 89, 86], ---. La formulation la plus fréquente est celle introduite par Geselowitz [44], c’est
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une formule de représentation par potentiel de double couche. Les équations intégrales obtenues
sont :
05 + Oit1
—u
2

0 Gr—y)u(zr)dsg(z) , yely, i=1,2,3 (2.3.27)
Fk al/ﬁt

(y) = o1li+ > (k41— 0%)

k

ou u est défini par (2.1.8) et u est le potentiel électrique solution du probleme direct.

D’autre part, une formulation symétrique en simple et double couche a été utilisée récemment par
G. Adde [1]. Nous présentons ici brievement la démarche suivie pour obtenir cette formulation.

Pour chaque Q; (i = 1,2,3), il définit Vo, = u — O_%UQZ. dans Q; et Vo, = —%UQZ. dans le

complémentaire de 2;, avec vg, est solution de —Awvg, = fq, dans €; et f; est telle que F =
3

Z fa,, F étant le terme source.

i=1

Il écrit la formule de représentation (2.2.19) sur I'; pour la fonction Vo, une fois en y € €Q; et
une fois en y € ;11 , puis il retranche les deux équations obtenues °. Il fait de méme pour le

flux en utilisant une formule de représentation pour la dérivée normale [1].
Les équations obtenues sont les suivantes, pour ¢ = 1,2,3 avec les notations p; = (%)‘} et

Ui = U, :

1 1 1 1
Diji—1ui—1 — 2D;u; + Dijv1tivr — —Sii—1pi-1 + (— + ——)Siipi — ——Sii+1Pit1

o o;  Oip1 Tit1
1 1
= —(va, )i — — (), 2.3.28
p— (ve, 1), - (v, ( )

0iNii—1ui-1 — (05 + 0is1) Nijwi + 0ip1 Nigp1uivr — Dij_1pi-1 + 2D7;pi — D} 1pisva
= (aVUQi+1)|Fi - (al/fUQi)Wi (2329)

La matrice obtenue apres discrétisation est symétrique et diagonale par blocs 9.

Nous avons également choisi de travailler avec la formule de représentation de simple et double
couche (2.2.19) pour la résolution du probleme (2.1.11) dont la solution détermine le potentiel
électrique u. Mais notre formulation est différente de celle exposée ci-dessus.

Dans ce qui suit, nous présentons la résolution du probléeme (2.1.11) et montrons I’équivalence
entre ce probleme et le systeme d’équations intégrales obtenu. Les techniques de résolution et
de discrétisation présentées ici pour ce probleme seront utilisées ultérieurement pour d’autres
problemes directes.

Désormais, dans la suite de ce chapitre le flux g défini sur I'g sera pris égal a 0.

‘rappelons que 02; N 01 =1 ,i=1,2.
delle contient quatre diagonales blocs pour un modele de trois couches.
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2.3.1 Formulation en équations intégrales

Nous appliquons le théoreme 1 & chacune des restrictions w; de w sur €;, ¢ = 1,2, 3, nous obte-
nons ainsi les équations suivantes

Ci (y)wi (y) = /F (ZZ” ()G —y) — wl(x)gi(m - y)) ds(z), Yy eR®  (2.3.30)
1 siyey
avec Ci(y) =< 3 siyely
0 sinon
Gl = [ (52 @G- -y @) dsa)
: - , (2.3.31)
- [ (52 @01 - wale) (o) dsla), Fy € B
1 siyeQ
avec Cs(y) =< 5 siyeliuly
0 sinon
Gl = [ (52 @ 6= -y - ) dsta)
’ - . (2.3.32)
- [ (32 @G-y - w3y e —p)dsia), VyeR
1 siyeQs
avec Cy(y) =< 5 siyelUly
0 sinon

Pour la simplicité d’écriture, nous posons en tenant compte des conditions de transmission
(2.1.11),

o1 = (01— 02wy, = (01— o2)wa,
w2 = (02— 03)wa, = (02 — 03)wsy, (2.3.33)
w3 = O3W3|p,
owy ou
po= o, = (02—01)5‘F1
Ows U
p2 = lo—5-l, = (03 = 02)(MF2 (2.3.34)
ows ™~ ou
p3 = O = —03—

3
oV |r, oV |r,
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Nous multiplions 1’équation (2.3.30) par oy, I'équation (2.3.31) par o2 et I’équation (2.3.32) par
os3. En les sommant, nous obtenons

Yy € R3,
o101 (y)wi(y)+o2C2(y)wa(y)+o3C3(y)ws(y) = g G(z—y)p1(z)ds(z)+ g G(z—y)pa2(x)ds(x)
[ Gl ums@is) ~ [ 9% (@~ y)pi(a)dsz)
I's Iy z
[ P yyeat)s(a) — [ 50 (@~ ygs(aris(a)
Iy OV Iy OlVz

En écrivant ’équation ci-dessus respectivement pour y € I';, i = 1,2, 3, nous obtenons

sur I'q
gy + [ | 28 (o~ yher()dsta) + 5 22 (o= Dala)ds(z)
oG 3
+ | e Daleliste) = 3 / Gy st
sur 'y
@il + [ SHe-pawie+ [ T e
3
+ /F gf(x—y)wa(w)dsw) = Z/F Gz — y)p;(x)ds(z)
3 7 =171
sur I's
Bus) + [ 50 (@ y)pr@dse) + [ o y)pa(a)ds(a)
IR} x Iy OV
oG 3
+ . ayx(x—y)sﬁs(x)ds(:r) = ;/F] G(x —y)pj(x)ds(x)

3
Posons maintenant ;(y) = Z Siipi(y), yely,i=1,2,3 et
j=1

1 Y1
= | w2 |, U= ¥ (2.3.35)
3 3
et
[ (%ifgi )4 +Diy Dip Dy i
A = | D (222) 2+ Dy Doy
| Dsa D3 5+ Ds3 |
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ou I; désigne l'opérateur identité sur I';.

Le systéme d’équations intégrales la-dessus se réécrit donc sous la forme
AP = U, (2.3.36)

Dans ce qui suit, nous étudions I’équivalence entre ce systéme et le probleme (2.1.11) au moyen
de l'alternative de Fredholm.

Etude du systéme (2.3.36)

D’apres les propriétés de compacité déja évoquées des opérateurs D; ;, i,j = 1,2, 3, 'opérateur
A L?(T'y) x L?(I'y) x L?(I'3) — L?(I'1) x L?(I'y) x L?(I'3) est de type Fredholm, considéré
comme perturbation compacte de I'identité. Nous étudions donc le noyau de son adjoint A* afin
de préciser, selon 'alternative de Fredholm, les conditions éventuelles d’orthogonalité que doit
satisfaire le second membre de (2.3.36).

Soit (o, B,7) € Ker(A*),

[ (o1to2\ L1 * * * T
(7=22)3 + D7y Di, Dis
A* = D (0’2-{-0’3)]72 + D D*
- 2,1 oo—0o3/ 2 2,2 2,3
* * I3 *
| D3, Ds, 3+ D35

Nous considérons la fonction harmonique suivante

) = | Gl —yal)ds@)+ | Glz—y)f)dsiz)+ | Gl@—y)y@)ds(z) , y¢ UL

dont les traces normales sur I'y vérifient les relations suivantes

60— « * * *

=+ Diat Digd+ iy (2330
00+ o
— =——+Djja+ D},8+ Dj 3y (2.3.38)
ov|r, 2 ’ ’ ’

ce qui implique

00 o1 +o . § .
|:Jay:| - ( : 2 2)04 + (01 - UZ)Dl,la =+ (Jl - ‘72)D1’2,8 + (0’1 — 0'2)D173’y
‘Fl

Comme (a, 3,7) € Ker(A*), nous avons

00
[oay]' =0 (2.3.39)
Iy
De fagon similaire sur I'y, nous obtenons
00
[oay] | =0 (2.3.40)
I'a

Par ailleurs, le calcul de la trace normale intérieure de 6 sur I's donne

00~
Ey D30+ D350 + % + D337 (2.3.41)
Vlrg
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et par suite
a0~
) (2.3.42)
ov|r,

Puisque la fonction 6 est somme des potentiels de simple couche, elle est continue a travers les

surfaces I';, c.a.d. [9]‘F_ = 0,7 =1,2. Par conséquent, # est solution du systéme suivant

00 2.3.43

03— =0 surlyg ( )
ov

Donc § = C (C' étant une constante) dans Q = Q1 Uy U Q3 et par suite ses traces normales sur

I'1 et I'y sont nulles.

{ —V-(oV0) =0 dans

Par soustraction des équations (2.3.37) et (2.3.38) , nous obtenons
a=0
et de facon similaire pour I's, nous obtenons
B =0.
Ainsi 0(y) = / G(z — y)v(x)ds(z) est constante dans Q et donc, c’est 'unique solution du
I's

probléeme extérieur suivant

~A0=0 dans Q°
0=C sur I's

oot (2.3.44)

o sur I's
0=o(t) quand r=|yl — o0

Nous introduisons maintenant la fonction 6y solution du probleme suivant
—A0y =0 dans Q°

90 =1 sur F3 (2.3.45)
6p=o(L) quand 7=y — o0

b
. s P = . + + —
Par unicité nous déduisons que 6 = Cfy dans Q° et par suite v = —% = —C% = —C% ou
, — +
nous avons posé y = % .

Nous venons donc de montrer que Ker(A*) est un sous espace vectoriel de dimension 1 de
L?(T) x L*(T'y) x L?(T's) engendré par (0,0,7%). Par conséquent le systéme (2.3.36) admet une
solution si et seulement si son second membre est orthogonal au noyau de A*, ce qui signifie

3
[ 30 [ 56 - yaste) dsiw) = o
T3 = Jr
soit
3
> [ ni@) [ 3G~ p)dsty) dsia) =0 (2:3.46)
i=1 7T I's
Nous vérifions que le potentiel de simple couche / Y(y)G(x —y)ds(y) vaut —1 pour x € 2, par

I's
conséquent (2.3.46) se réduit a

3
;/R pi(x)ds(x) =0,

ce qui est clairement vérifiée d’apres (2.1.16) et (2.1.17).
En conclusion, le systéme (2.3.36) admet une unique solution dans L?(I';)x L?(I's)x L?(I'3) /Ker(A).
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Caractérisation de Ker(A) et équivalence des problemes (2.1.11) et (2.3.36)

En utilisant les relations de 1’angle solide (2.2.20), nous déduisons que
X = (01 — 02, 02 — 03, 03) € Ker(A)

Par ailleurs comme ker(A) et ker(A*) sont de méme dimension et que ce dernier est de di-
mension égale a 1, nous déduisons que le noyau de 'opérateur A est le sous espace vectoriel de
L?(I'1) x L?(T'y) x L?(T'3) engendré par le vecteur X. Par conséquent, d’apres (2.3.33) le systeme
d’équations intégrales admet une solution unique en (w1, ws, w3) & une constante additive pres.
Ce qui montre I’équivalence des systemes (2.1.11) et (2.3.36).

2.3.2 Mise en oeuvre numérique des équations intégrales

Il existe plusieurs méthodes numériques pour discrétiser une équation intégrale. Les méthodes les
plus utilisées sont la méthode de collocation et la méthode de Galerkin. La méthode de Galerkin
est plus couteuse que la méthode de collocation, puisqu’elle amene a une intégration de plus,
mais elle est plus stable. Récemment, Graham € al. ont développé une méthode de Galerkin
hybride dans le but de réduire le cott de calcul de la méthode de Galerkin, nous ne I’exposons
pas ici, pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a [48].

Pour la mise en oeuvre numérique du systeme (2.3.36) notre choix s’est porté sur la méthode de
Galerkin. Ce qui induit la formulation variationnelle suivante.
Formulation variationnelle

Posons V = L?(I'1) x L?(Ty) x L*(T'3) et v = (v1,vq,v3) € V. La formulation variationnelle du
systeme (2.3.36) est la suivante,

Déterminer ® € V : < AD, v >=< U, v>, YVoveV (2.3.47)

3
o ¢ et ¥ sont définis dans (2.3.35) et < f,g >= Z/ fjgids , avec f = (f1, fo, f3) et
j=1"1j

g = (91,92, 93) éléments de V.

Probléme discret

Nous désignons par n; le nombre de noeuds de la surface discrétisée en facettes planes triangu-
laires T de la surface I'; , i = 1,2,3 (voir [17] pour plus de détails). Nous posons V; = L?(T;)
et notons V" le sous espace de V; (i = 1,2,3) de dimension finie engendré par une base des
fonctions polynomiales continues par morceaux de degré 1, connue sous le nom base P. Nous

notons (¢§i))j=1,~- n,; les éléments de cette base.
Nous approchons ¢; € V; par 90? € V;h comme suit
Py) =S el () (2.3.48)
j=1

Nous approchons les fonctions p;, i = 1,2,3 définies dans (2.3.34) par pzh € V;.h de la fagon
suivante

i) =Y p 6 () (2.3.49)
j=1
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Nous écrivons maintenant le systeme approche de (2 3.47) en faisant parcourir les fonctions tests
Uh sur I'; h parmi les fonctions de base gbj ,j=1,---,n;. Auparavant, nous notons Ig, Dﬁq

qu , D,q € {1,2,3} les matrices de coefficients respectifs

G, g) = fr 80 @)6" (2)dsy(x) 1<ij<n,
DY oisd) = Jin Jon 3@ = 9oy @)6(" (y)dsq(2)dsy(y) 1< i< mp, 1< j < ng(2.3.50)
Sy (i, g 0 ()6 (y)ds,(x)d 1<i<n,, 1<j<
\ p7q(2’3) th th (2)¢; (y)dsq(z)dsp(y) <1< np, 1 <)< ng
Posons

PO = (" o)), =123

le probleme discret est donc le suivant,

Déterminer ®" : A" = ¢" (2.3.51)
ou
e (1)
o= u® , Uh=gh p?
p(3) p®3)
avec
St Sty St
S = 53,1 53,2 551,3
Sty Si, S
et
_ I )
(Zifiﬁ)% + Dy Diy Di
h _ o240, b
At =1 Dj, (5242)% + Dy, Djg
Ih’
| D%, D, 5+ Dl |

Parmi les termes intégraux qui apparaissent dans les matrices du systeme (2.3.51), certains sont
réguliers et d’autres faiblement singuliers. Ces singularités sont dues a la présence du noyau
G(r — y) et de sa dérivée normale. Cette difficulté rend délicate l'utilisation de 'intégration
numérique, du moins lorsque les points x et y risquent d’étre trop proches, c’est-a-dire, lorsque les
deux facettes triangulaires contenant ces deux points sont proches. Dans ce cas, nous calculerons
I'intégrale analytiquement, par contre, lorsque les deux facettes sont suffisamment éloignées, nous
aurons recours a 'intégration numérique. Ceci est détaillé dans I'annexe A.
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TAB. 2.1 — Description de la géométrie sphérique de la téte

scalp | crane | cerveau
rayon 1 0.92 0.87
conductivité 1 1/80 1

noeuds/couche | triangles/couche
Meshl 42 80
Mesh?2 162 320
Mesh3 642 1280

TAB. 2.2 — Description des trois maillages de la géométrie sphérique

2.3.3 Validation numérique

Pour valider notre méthode de résolution du probleme direct en EEG, nous avons mené une
série d’expériences sur une géométrie sphérique modélisant la téte en trois couches pour laquelle
nous disposons de trois maillages en facettes planes triangulaires Meshl, Mesh2 et Mesh3.
La description de la géométrie et les maillages correspondants sont donnés dans les tableaux
(Tab. 2.1) et (Tab. 2.2).

Nous avons effectué des tests dans le cas d’un dipole placé a 'intérieur du cerveau tout en variant
sa proximité a la surface du cerveau. Cing cas ont été considérés :

— dipéle 1 : position : S; = (0, 0, 0.4250)

— dipdle 2 : position : Sy = (0, 0, 0.6800)

— dipdle 3 : position : S3 = (0, 0, 0.7650)

— dipdle 4 : position : Sy = (0, 0, 0.8075)

— dipéle 5 : position : S5 = (0, 0, 0.8415)
Le moment est pris égal & g = 7 (1,0, 1)

Nous avons comparé pour chacun de ces dipoles les valeurs du potentiel obtenues sur les trois
couches par notre méthode avec les valeurs obtenues en résolvant analytiquement le probleme
direct. Les solutions analytiques ainsi que les trois maillages définis ci-dessus nous ont été fournis
par d’autres chercheurs - Projet Odyssée - INRIA [2].

Nous donnons dans le tableau (Tab. 2.3) l'erreur relative en norme L? calculée de la fagon
suivante,

et = willpa gy + e = wbll e,y + lug = usll 2,

err(u) = (2.3.52)

H’Uff”m(rl) + HU%HB(FQ) + Hu§HL2(F3)

ou uf désigne le potentiel calculé analytiquement sur la ieme couche et uj est celui calculé
numériquement par notre méthode.

Nous tirons d’apres ces résultats les remarques suivantes :

— Les valeurs calculées pour des dipoles placés dans la région profonde du cerveau sont
précises.
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Meshl | Mesh2 | Mesh3
dipole 1 | 1.1073 | 4.107° | 1.107°
dipole 2 [ 1.1072 [ 9.107% [ 6.107°
dipole 3| 2.81 [3.1073 [ 5.107%
dipole 4 | 93.8 0.15 | 1.1073
dipole 5 | 2054 | 49.08 2.28

TAB. 2.3 — Probléme direct en EEG : erreurs relatives euclidiennes sur le potentiel obtenues sur
trois maillages sphériques.

— Plus le dipdle est proche de la surface, plus la précision sur les résultats diminue et pour
obtenir une bonne précision il faudrait raffiner le maillage. Ceci est expliqué par le fait
qu’un dipole proche de la surface génere un potentiel disproportionné a la surface du scalp,
ce potentiel est "focalisé” dans la zone du scalp correspondante a I’emplacement du dipdle
alors qu’il est presque négligeable partout ailleurs.

— L’erreur sur les valeurs calculées diminue avec le raffinement du maillage.

Ces résultats correspondent a ce qui est déja connu dans la littérature et sont obtenus avec une
précision relative acceptable. Ceci constitue donc une validation de 'approche utilisée afin de
résoudre les problemes directs.



Chapitre 3

Probleme inverse en EEG

Dans ce chapitre nous présentons le probleme inverse en EEG, établissons un résultat d’identi-
fiabilité et un résultat de stabilité et donnons une revue des principales méthodes d’identification
qui existent dans la littérature. Une de ces méthodes, la méthode ”algébrique” a motivée I’étude
du probleme de Cauchy qui sera présenté au chapitre 4. Par ailleus, nous proposerons au chapitre
5, une nouvelle méthode pour résoudre le probleme inverse en EEG, cette méthode est basée sur
la minimisation d’une fonctionnelle cott de type Kohn-Vogelius.

3.1 Introduction

Le probleme inverse en EEG consiste & reconstruire, a partir des mesures du potentiel sur le
scalp, une distribution de sources de courant ayant pu générer ces mesures. Une fois le modele de
sources choisi, le probleme consiste en ’estimation des parameétres de ce modele. La résolution
de ce probleme est importante en EEG (cf chapitre 1) mais elle est trés délicate vu que les
problémes inverses sont en général mal posés au sens de Hadamard [50].

Définition 1 Un probleme est dit bien posé au sens de Hadamard s’il vérifie les trois conditions
suivantes :

1. existence de la solution,
2. unicité de la solution (identifiabilité),

3. dépendance continue de la solution en fonction des données (stabilité).

Examinons ces conditions pour le probleme inverse.

1. L’existence est assurée du fait que pour chaque jeu de mesures on peut trouver une distri-
bution de sources expliquant ces mesures.

2. S’il existe toujours une solution au probleme inverse, elle n’est quasiment jamais unique,
et ceci est dii au nombre trop restreint de capteurs de mesures. En effet, étant donné un
nombre fini de positions sur le scalp ou le potentiel est mesuré & un instant donné, il est
théoriquement possible d’obtenir une infinité de configurations de sources intracérébrales
expliquant ces potentiels 2.

3. Enfin, la stabilité de la solution retenue n’est pas assurée, de telle sorte qu'un bruit d’un
niveau tres faible s’ajoutant aux mesures peut créer un grand écart entre la solution a ce
probleme et celle du probleme non perturbé.

#Par exemple, en EEG, les boucles de courant n’engendrent pas de différences de potentiel a la surface du
crane.
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Pour remédier au caractere mal-posé du probleme inverse en EEG, il faudrait alors introduire des
contraintes sur la recherche des sources. On fixe ainsi des contraintes de localisation, telles que
les sources sont supposées confinées a I'intérieur du cerveau, ce qui réduit de fagcon considérable
le nombre de solutions. Par ailleurs, le choix du modele de sources joue un role important dans
I'unicité de la solution. En effet, pour le modele de dipole de courant équivalent nous avons
un résultat d’identifiabilité (§3.2.1), par contre, dans le cas du modele de sources distribuées,
le probléeme inverse est fortement sous-déterminé et une régularisation est ainsi nécessaire en
introduisant des contraintes supplémentaires basées sur des informations a priori.

3.2 Position du probleme inverse

Reprenons le probleme direct en EEG étudié au chapitre 2 :

—V(oVu) =F dansQ
ou (3.2.1)
03— =0 surly

ov

ol la conductivité o supposée constante par morceaux est donnée, I/ est le vecteur normal
unitaire dirigé vers 'extérieur comme le montre la figure (Fig. 3.1) et F' le terme source donné
par
m
F=> g Vs, (3.2.2)

J=1

ouméeN, S; €Qetg;e R3, j = 1,...,m représentent respectivement le nombre, les positions
et les moments des dipoles.

FiG. 3.1 — Le domaine de la téte

Nous avons démontré au chapitre 2 que le probleme direct (3.2.1) est bien posé et que la trace
U, est bien définie dans ’espace quotient H %(Fg) /R. Par conséquent nous pouvons définir

I'opérateur d’observation suivant
BI[F]:=ug (3.2.3)
ol S C I's une partie ouverte de la frontiere I's d’intérieur non vide. S correspond a la partie

du scalp ol nous disposons des mesures, la oll on peut mettre le casque a électrodes.

Le prolbléme inverse auquel nous nous intéressons est le suivant. Etant données les mesures
f € Hz(5), déterminer F tel que
B[F] = f. (3.2.4)
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Il s’agit ainsi de répondre aux questions suivantes :

1. identifiabilité : Est ce que la solution F' de la forme (3.2.2) du probleme inverse (3.2.4)
est unique ?

2. stabilité : Est ce que cette solution dépend de facon continue de f 7

3. identification : Est ce qu’il existe une méthode d’identification pour déterminer cette
solution ?

Les deux premieres questions sont traitées aux paragraphes §3.2.1 et §3.2.2. Et dans la section
§3.3 nous rappelons les principales méthodes d’identification dans le cas des sources dipolaires
ponctuelles (dipdles équivalents) et le cas des sources dipolaires distribuées, parmi lesquelles nous
décrivons une méthode analytique développée au sein de notre laboratoire (voir annexe B). Et
dans le chapitre 5, nous présentons une autre approche d’identification basée sur la minimisation
d’une fonctionnelle cotit de type Kohn-Vogelius.

3.2.1 Identifiabilité

Comme nous 'avons signalé dans 'introduction, l'identifiabilité des fonctions sources a partir
des mesures n’est pas assurée en général. Cependant, dans ce paragraphe nous vérifions I'identi-
fiabilité pour une source de la forme (3.2.2) ; ceci signifie que le probleme inverse (3.2.4) est bien
posé dans le sens suivant, si deux mesures de potentiel coincident sur S alors elles sont générées
par la méme source de la forme (3.2.2).

Théoréme 2 La source F' de la forme (3.2.2) solution du probléme inverse (3.2.4) est déterminée
de maniére unique a partir de la mesure f sur la partie S.

Preuve.
Soit
m; ]
) — qu(z) ) v55(i> . i=1,2.
j=1 !

Soit u( la solution du probleme direct (3.2.1) correspondant au terme source FO =12
Il s’agit de montrer que si uD = 4@ sur § alors FU = F@ ce qui veut dire mt) = m®,
qj(.l) = qj(?) et S ](-1) = SJ(-Q) (avec une éventuelle permutation).

En effet, nous considérons la différence w = u(? — ¢ dont nous vérifions qu’elle est solution
du probleme suivant

—V(oVw) =F® —FO  dans Q

0 3.2.5
036—;] =0 sur I's ( )

De plus, nous avons
w =0 sur S.

D’abord, d’apres le théoreme de Holmgren [102], nous obtenons w = 0 dans € \ USj(i) (1=1,2,
j=1,---,m;). Ensuite, le pronlongement de w par 0 a l'extérieur de 2, noté w est identiquement

nul dans R3\ US](- ). Par conséquent, w est une combinaison linéaire finie de Dirac et ses dérivées

aux points S](-i) [106]. Donc sa régularité est au plus celle de la fonction dirac dans R3 qui est

dans H?® pour s < —%. Enfin, comme F) e H® pour s < —%, w € H® avec € < —%, ce qui

contredit le degré de régularité déja évoqué et donc les coefficients de la combinaison linéaire
doivent étre nuls. Par suite
w = 0 dans

et F) = F®_ L'unicité du nombre, des positions et des moments des sources s’en déduit
aisément. O
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3.2.2 Stabilité

Dans ce paragraphe, nous étudions la stabilité du probleme inverse pour une source de la forme
(3.2.2). En d’autres termes, nous étudions la dépendance continue du terme source F' par rap-
port a la mesure f sur S.

Le résultat que nous donnons dans cette section est de type stabilité lipschitzienne locale. Avant
de I’établir, nous introduisons quelques notations et donnons des résultats préliminaires.

Nous considérons "
F=> g; Vs, (3.2.6)
j=1
ou le nombre de dipbles m est supposé connu.

Soit S un point de €, soit d(I'1,.S) la distance euclidienne entre S et la surface I'y. Nous posons

a =mind(I'y, Sj)
j

qui est strictement positif puisque €27 est un ouvert, et définissons
Qo ={z e /d(T,x) > a}.

Au terme source F' (3.2.6) nous faisons correspondre le vecteur ¢ = ((gj)1<j<m, (Sj)i<j<m)
élément de I’ensemble des valeurs admissibles ®,4 = (R3)™ x (Q4)™. Pour plus de commodité,
¢ sera noté ¢ = (q;,Sj).

Soit ¢ = (g, 5;) et ¥ = (p;,T;) deux éléments de ®,4. Pour h # 0 suffisamment petit, nous
vérifions que ¢" := ¢ + hyp appartient aussi & Pyqy.

Nous définissons maintenant le terme source

m

F" = "(q; + hpj) - V(s,+n1,)s (3.2.7)
=1

considérons le probleme

~V(oVul) = F" dansQ

h 3.2.8
Ugal = 0 sur I's ( )

et posons f" = B[F"] = “|hs ou la trace u|hs a bien un sens dans H'/?(S)/R.
Proposition 1

F'" = F + hF' + h2F?(h) (3.2.9)
avec

=> p;-Vis, — q; - HiT) (3.2.10)

ou Hj est la matrice hessienne H; = (82

wszésj)gl,kg:a’ et donc le terme q; - H;T; est la distri-

bution définie comme suit

¢ - HiT; = Z ¢TIz, (6s;) (3.2.11)
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et
m 1 m 3 ' ‘ 3 '
FX(h) =~ p;- HiT; + 3 SN+ 1) Y TETIO?, 04, (s, + 0°hT}) (3.2.12)
j=1 j=1i=1 k.l
ou0< 0 <1.
Preuve.

Soit ¢ € D(£21), nous avons

< FM ¢ >= = (q; + hp;)V((S; + hT))
j=1

m 3
== (g} + hp})0x,((S; + M)

7=11i=1

Le développement de Taylor Lagrange a 'ordre 2 appliqué a la fonction 0,,((S;+hTj),i = 1,2,3,

au voisinage du point S; implique que pour tout i = 1,2, 3, il existe un réel o

0,C(S; + hTj) = 0,,C(S

k=1

par suite

<F'(>=- ZZ q.0:,C(S;

j=111=1

+hp38 C(S;

2
S TH,00(5,) +

k=1

Ce qui donne
Fh

) +h Z Tf 02,02, (S

q] + hp] Z

€]0,1[ tel que :
3 .

) + 3 Z TFT}02,,,00,C(S) + 0'RT))
k=1

) + hdj ZTkaxkf’sz( i)
k=1

3
T 7)o}

2 2 00.C(S; +0'RTy) | (3.2.13)

= F +hF' + h*F%(h).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de stabilité suivant.

Théoréme 3 (Stabilité lipschitzienne locale)
S’il existe j € {1, ...,

B[F"]

m} tel que p; # 0 ou Tj # 0, alors

— B[F]

lim

h—0 h

Preuve.

£ 0.

Soient u! et u?(h) les solutions des problémes suivants

~V(oVul)
o

o3
ov

—V(oVu?(h))
ou?(h)
Y

Fl
0

dans €

3.2.14
sur I's ( )

F2(h) dans Q

. (3.2.15)

sur I's
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Puisque h est suffisamment petit, les points .S; + hHiTj sont suffisamment loins de I's et comme
F' et F%(h) ont comme supports respectifs US; et US; +h#'T}, les problemes (3.2.14) et (3.2.15)
admettent chacun une solution unique définie & une constante additive pres P, dont la trace sur
I'3 est bien définie dans H'/?(I's)/R.

D’autre part, puisque F" = F 4+ hF' + h2F?(h), nous obtenons & une constante additive pres
" = u+ hu + W2 (R) (3.2.16)
et donc nous déduisons I’égalité suivante (écrite dans H'/2(S)/R),

B[F" = B[F|+hB [F'] + h*B [F*(h)] .

. B[F"| = BI[F]
A h =5[F

Ainsi, pour achever la preuve du théoreme, il suffit de prouver que s'il existe j € {1,...,m} tel
que p; # 0 ou T # 0, alors B [F 1] # 0. Cela fait I'objet du lemme suivant. Mais avant cela,
nous donnons une remarque concernant 1’égalité énoncée dans (3.2.16).

Remarque 1 Pour que l’égalité (3.2.16) ait un sens il faut normaliser les quantités. Nous pou-
vons, par evemple, imposer u(O) = u(O) = cte et u'(0) = u%(0) = 0, pour un point fizé O.

Lemme 2 Sz’B[Fl] =0, alorsp; =T; =0,Yj=1,---,m

Preuve.

B [F'] = 0 veut dire que la solution u' du probleme (3.2.14) vérifie u|15 = 0. Comme nous avons

. Oul . . L
aussi %LVI g = 0, en appliquant successivement le théoreme de Holmgren dans Q3 et €9, nous

oul -0

obtenons u‘lr1 =B =

Donc u! vérifie dans € le probleme suivant

—oAut = F!' dans O
ul =0 sur I'y

3.2.17
Ou! 0 surl .
—_— = ur
ov !

Nous prolongeons maintenant u' par 0 & Iextérieur de ;. Nous notons @' ce prolongement, qui
vérifie

1
—Au! = —F!  dans R3 (3.2.18)

o1
1 ==

d’ou u U%G * F1. Ce qui s’écrit explicitement comme suit

m . LT — S AA(x — S.
Z y) I qj - 1 - 3(5” S;) J(Z:; 55) Vo # S; (3.2.19)
= yg;_s R | — 5]

PIci, nous avons utilisé le méme raisonnement fait pour le probleme direct dans le chapitre 2.
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ou la matrice A; est définie par

Aj = q;T5. (3.2.20)
Puisque @' est analytique dans R?\ US; et nulle a I'extérieur de €21, nous avons
m LT —SY-A(xr—8S.
v e, el e mS) A8 gy, (3.2.21)
et ICU*SI |z = Sj] |z = 5j]

en particulier, pour x = S; + Bjy ot 3; > 0 et y # 0 est un vecteur quelconque de R3.

Nous rappelons que nous voulons démontrer p; = T; = 0,Vj = 1,--- ,m. Pour cela, nous prenons
k€ {1,---,m}, multiplions I’équation (3.2.21) par |z — Sk;|3 pour & = Sj, + [,y et faisons tendre
Br. — 0. Nous obtenons ainsi
N
qr. - Tk | ‘ = 0 V 7& 0. (3.2.22)
Ensuite, en multipliant I'équation (3.2.21) par |z — Si|* et faisant tendre B, — 0, et tenant
compte de (3.2.22) nous obtenons

pr = 0. (3.2.23)
Il reste donc a démontrer que T = 0. Pour cela, nous fixons k € {1,--- ,m} et posons
aj bl
qr = a2 et T = by
as b3

Nous avons g, # 0 €. Si Tj, = 0, alors il n’y a rien & prouver. Sinon, rang(Ay) = rang(gT}) =1
et donc cette matrice admet 0 comme valeur propre. Notons V le vecteur propre associé. En
écrivant I’équation (3.2.22) pour y = V/, nous obtenons g - T, = 0 ce qui implique

yAry
ly|?

En prenant successivement y = ¢;, (i = 1,2,3) ou les e; constituent les vecteurs de la base
canonique de R?, nous obtenons

= 0,Vy # 0. (3.2.24)

ab;i=0,1=1,2,3 (3.2.25)
1 1 0

Ensuite, en prenant respectivement : y = 1 ],y= 0 et y = 1 et en se servant
0 1 1

de (3.2.25), nous obtenons

a1bs + asby =0
arbs + asb; =0 (3.2.26)
asbs + azby =0

Puisque ¢ # 0, il existe au moins un a; non nul, ce qui implique, d’apres les relations dans

(3.2.26), que b; = 0, i = 1,2,3. D’ott T}, = 0. O

Ceci termine la preuve du lemme et par conséquent celle du théoreme. O

Remarque 2 Le résultat du théoreme 3 signifie que les mesures du potentiel électrique u prises
sur S permettent de distinguer entre deux configurations F et F" pourvu que Uerreur sur ces
mesures soit d’ordre O(h).

“gr. est un moment dipolaire, et donc §’il est nul alors il n’y a pas de source en Sk.
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3.3 Revue bibliographique sur les méthodes d’identification

Le probleme inverse en EEG a donné lieu a d’intenses recherches. Les méthodes utilisées sont
tres variées et peuvent étre classées en différentes catégories. Nous en distinguons les méthodes
directes et les méthodes itératives, les méthodes qui dépendent du modele de sources utilisé, les
méthodes qui tiennent en compte I’aspect temporel du probleme inverse (résolution du probleme
sur un bloc de plusieurs mesures) et d’autres qui résolvent le probléeme en un instant donné, et
il y a les méthodes probabilistes et celles qui sont déterministes.

Nous donnons dans cette section une simple revue sur les principales méthodes utilisées dans la
résolution du probleme inverse en EEG pour les deux modeles de sources dipolaires : nombre fini
de dipodles équivalents et sources étendues (distribuées). Ces méthodes sont communément di-
visées en deux groupes, les approches dites ”dipolaires” qui prennent le dipole équivalent comme
source de courant et les approches dites ”distribuées” qui considerent des sources distribuées.
Avant de décrire ces deux approches, nous présentons la méthode ”classique” des moindres
carrées qui est largement utilisée en EEG. Et, nous concluons cette section en comparant entre
les différentes méthodes exposées et en invoquant une nouvelle méthode d’optimisation que nous
avons proposée dans ce travail et qui sera traitée au chapitre 5.

3.3.1 Méthode des moindres carrées

Cette méthode vise a identifier une configuration de sources qui explique au mieux les mesures
obtenues par 'EEG en minimisant I'erreur quadratique entre ces mesures et celles calculées a
I’aide du probleme direct. Ce qui se traduit par le probleme d’optimisation non-linéaire suivant

{ Trouver F = min Jmc(F) (3 3 27)

Ime(F) = |[u(F)s — inz(S)

ou u(F )‘ g est la solution du probléme direct correspondant au terme source F' et f représente
les mesures.

Cette méthode peut prendre en compte ’aspect temporel c’est-a-dire qu’elle s’applique dans
le cas ou il y a plusieurs échantillons temporels de mesures, soit simultanément sur I’ensemble
de tous les échantillons. Elle s’applique également pour tout modele de sources, mais elle est
incapable de déterminer le nombre de dipoles quand il s’agit d’'un terme source modélisé en
un nombre fini de dipoles équivalents. Dans le chapitre 5, nous reviendrons sur cette méthode
en l'appliquant au cas des dipoles équivalents. Nous calculerons son gradient et donnerons des
résultats numériques.

Pour plus de détails sur cette méthode, nous renvoyons a [41, 51, 90], etc.

3.3.2 Approches ”dipolaires”

L’approche dipolaire utilise un nombre fini de dipoles équivalents (4 ou 5 tout au plus) pour
représenter I’ensemble de sources électriques potentiellement actives. Nous avons alors un nombre
fini de parametres a estimer 6m ou m est le nombre de dipoles et les six parametres sont trois
parametres pour la position et trois parametres pour le vecteur moment, 2 pour 'orientation
(sens + direction) et 1 pour amplitude.

Nous distinguons les méthodes itératives et les méthodes directes (analytiques). Ces dernieres ont
I’avantage de déterminer le nombre de dipoles, mais ne prennent pas (encore) en compte l’aspect
temporel du probleme inverse. Par contre, les premieres méthodes s’appliquent au modele spatio-
temporel et sont principalement des méthodes de balayage. La solution recherchée est celle qui
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minimise le critere des moindres carrées sur un bloc de N échantillons temporels de mesures. Mais
au lieu de modifier pas a pas les parametres a identifier, ces méthodes balayent le volume d’intérét
a la recherche de la solution qui explique au mieux les mesures. Une discrétisation de 1’espace
solution est donc appliquée a l'aide d’une simple grille réguliere ou d’'un maillage fin, ainsi,
chaque noeud représente une source potentielle d’activité modélisée par un dipole (de position
fixe). Parmi ces méthodes, nous citons I’'approche MUSIC et les approches ”beamforming”.

Papproche MUSIC ou MUltiple Slgnal Classification est une méthode de balayage. Elle
consiste d’abord, a I'aide d’une décomposition en valeurs singulieres, a distinguer les sous-espaces
orthogonaux relatifs respectivement au signal d’intérét (grandes valeurs singulieres) et au bruit
(faibles valeurs singulieres). Ensuite, elle parcourt 1’espace des solutions discrétisé et prédéfini,
pour sélectionner les sources dont la contribution sur le scalp présente une projection minimale,
voire nulle, sur le sous-espace relatif au bruit. Pour plus de détails voir [90], ainsi que [88] pour
une amélioration de cette méthode en un algorithme appelé RAP-MUSIC, Recursively Applied
and Projected MUSIC) ou le sous-espace bruit est rééstimé a chaque fois ou une source a été
localisée.

les approches ”beamforming” Ces approches ont été récemment appliquées au domaine
médical apres avoir été initialement développées en traitement du signal radar et sonar. Elles
consistent également a faire un balayage de ’espace source, et pour chaque position du volume
discret prédéfini elles effectuent un filtrage spatial des données pour quantifier la part du signal
engendrée par cette position. Pour des détails voir les références dans [1] telles que [113, 108].

Méthodes directes

Les méthodes directes s’appliquent au probleme inverse statique ¢ en considérant un modele de
la téte homogene par morceaux. Elles supposent connues les données de Cauchy (potentiel u et
flux %) sur la surface du cerveau I'7 et permettent de calculer les parametres du terme source

explicitement a partir de ces données.

Parmi ces méthodes, nous citons une méthode ”algébrique” développée par El-Badia € Ha-
Duong [35, 31], une méthode basée sur les approximations méromorphiques [12, 10] et une
méthode ”projective” [94].

Nous présentons ici en bref le principe de ces méthodes. La premiere méthode, qui a fait I’'objet
d’un travail numérique d’'un post-doc au sein de notre laboratoire est détaillée a I’annexe B.

Toutes ces méthodes résolvent dans le domaine €27 du cerveau le probleme suivant

—Au = Zq} . ﬁ&sj dans ¢
j=1

(3.3.28)
u = f1 sur I'y
% = g sur I'y

Les données de Cauchy f1 et g1 sur la surface I'y sont obtenues en fonction de la mesure f
donnée sur S en résolvant un probleme de Cauchy, ce probleme sera étudié au chapitre suivant.

40n considére uniquement un seul échantillon de mesures, souvent ce sont les mesures qui correspondent au
pic du signal EEG.
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Meéthode algébrique Le principe de cette méthode repose sur la relation de réciprocité sui-
vante (cf [35] et les références qui y sont citées)

ov
R(f1,91,v) = —/ (f1af — g1v)ds (3.3.29)
Iy v
ou v est une fonction harmonique dans €2, et
R(fl;ghv) = Z qj - VU(S]) 5 (3330)
j=1

Etant donné un majorant M du nombre de dipoles, cette méthode cherche, a 'aide des outils
algébriques, a déterminer m, ¢; et S; (j = 1,---,m) et ceci en travaillant d’abord dans le
plan (zOy) et en appliquant Popérateur de réciprocité R aux fonctions vy (z,y) = (z + iy)F.
Ensuite le nombre m est obtenu en calculant le rang d’une certaine matrice constituée a partir
des coefficients M, les projections des S sur le plan (zOy) sont les valeurs propres d’une
certaine matrice 1" et les projections des g; s’obtiennent en résolvant un certain systéme linéaire
(cf annexe B). Enfin, les troisiemes coordonnées des S; et ¢; sont construites a I’aide d’un choix
spécifié des fonctions harmoniques sur lesquelles est appliqué le principe de réciprocité. Cette
méthode est décrite en détails dans I'annexe B. Pour un exposé plus général de cette méthode
nous renvoyons a [35] et a [31] pour le cas d’un probleme elliptique anisotrope.

Comme nous 'avons déja signalé, cette méthode a été implémentée numériquement lors d’un
stage post-doctoral par V. Pavan. Nous donnons ici une synthese des résultats obtenus sur des
géométries sphériques et réalistes [37]. Cette méthode semble étre fiable pour localiser un seul
dipole. Cependant, pour 2 ou 3 dipoéles, la fiabilité de 'algorithme dépend de la maniere avec
laquelle les dipdles sont répartis a 'intérieur du cerveau. Ainsi, c’est de plus en plus difficile de
détecter les dipodles quand ils sont proches, ou quand ils sont a proximité de la surface I'y du
cerveau. Et, pour plus que 5 dipodles, cette méthode ne donne plus des résultats satisfaisants.
Quelques résultats numériques de cette méthode sont donnés a ’annexe B.

Méthode des approximations méromorphiques Cette méthode est d’abord développée
sur un disque et ensuite extrapolée & un domaine sphérique (€21 est la boule unité B).

En 2D, le plan R? est assimilé & C et la solution « est décomposée en deux parties w + i, w est
harmonique et @ est singuliere en S; (4 = U—llG « F'). Ensuite on démontre que u peut étre écrite
comme la partie réelle d’'une fonction ¢ :

u(§) = Re(4(€)) , € € B\ {5}

m

BE) =AE)+> 1 (3.3.31)
jgl 27(& - 55)

oit £ = x + iy est le nombre complexe assimilé & (x,7) € R?, A est une fonction analytique
(w = Re(A)). Et d’apres les équations de Cauchy-Riemann on obtient :

3

(€)= 1(6) + i /5 01(€)ds(€) , Ve € OB , & fixé

Ainsi, résoudre le probleme inverse en 2D revient a trouver les poles de la fontion anti-analytique

B=¢— A

A partir des données fi et g1, on calcule ¢ et donc aussi BB sur la frontiere. On cherche ensuite une
approximation méromorphique de B : une approximation L? rationnelle ou une approximation
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méromorphique uniforme aussi appelée approximation AAK [10]. Or cette fonction est déja une
fonction rationnelle de degré m, donc elle va coincider avec son approximant de degré n et donne
0 comme erreur pour n > m. Ce qui permet alors de retrouver le nombre m des poéles, avec les
positions et les résidus (les moments).

En 3D, on divise la boule unité en des tranches : pour p = —P--- P, P € N, on fixe z = z,
et on considere le disque D), centré en 0 et de rayon r, ou 7“2 =1- zz. Pour £ € T), = 0D,

on considere la fonction u,(£) = u(x,y, 2p) qui est une fonction rationnelle de degré m et on
cherche ses poles comme dans le cas de 2D. Ainsi, si on note &, € D, le pole correspondant & la
jéme source, pour p = —P--- P, P suffisamment grand, la position de la source recherchée est

obtenue quand 5{,‘ atteint son maximum.

Pour plus de détails sur cette méthode, nous renvoyons a [12, 10].

Méthode de projection Nara & Ando ont appliqué dans [94] une méthode de projection en
utilisant deux approches différentes. D’abord ils ont exprimé le potentiel & qui est le potentiel
créé par le terme source F dans R3 (i = U%G * F') sur un développement multipolaire qui en
3D revient a développer sur la base des harmoniques sphériques. Ensuite, la premiere approche
consiste a projeter sur le plan (x,y), ce qui constitue alors une alternative a la méthode algébrique
ci-dessus, et ils ont obtenu les mémes équations. La deuxieme approche consiste a projeter sur
une sphere de Riemann contenant le domaine du cerveau €2;. Leurs résultats ont montré que la
premiere approche était meilleure que la deuxieme pour des dipoOles profonds et bien éloignés
alors que la deuxieme est plus adaptée aux dipoles proches de la surface du cerveau. Ils ont
également donné un algorithme pour identifier le nombre m des dipoles en suivant le méme
principe que dans [35].

3.3.3 Approches ”distribuées”

Les approches distribuées (ou approches image) quant a elles, utilisent comme terme source une
distribution de dipoles répartis sur le cortex de moments orthogonales a la surface de ce dernier.
Les positions et les orientations des dipdles sont supposées connues, seules les amplitudes sont
a estimer.

Pour ce modele de sources, le nombre de parametres pour un instant donné dépasse largement
la quantité d’informations disponibles pour ce méme instant. Le probléme inverse est alors for-
tement sous-déterminé. L’introdution des informations a priori de natures tres différentes © est
alors nécessaire afin de contraindre ’espace de solutions. Les méthodes distribuées relevent des
méthodes de régularisation, elles introduisent un terme de pénalité a la solution des moindres
carrées qui peut étre quadratique ou non-quadratique, et cherchent un compromis entre la
cohérence de I'estimation avec les mesures et le respect des contraintes imposées.

Approche de norme minimale La manieére la plus simple de régulariser le probleme inverse
est d’imposer une contrainte dite de norme minimale [51]. Elle consiste & ajouter au critere de
moindre carrées, le terme de pénalité suivant : o || F||* ot ov est un paramétre qui détermine 1'im-
portance accordée a 1’a priori de norme minimale par rapport au terme d’attache aux données.
Le critére a minimiser s’écrit alors J(F) = Hu|5 - fH2 +a|F|*.

Une forme générale de la régularisation est présentée dans l'approche suivante.

®contraintes spatiales, temporelles, globales ou locales, ou encore anatomiques ou fonctionnelles
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Approche bayésienne La formule de Bayes permet d’exprimer la probabilité a posteriori
p(F|f) d’avoir une distribution d’activité F' connaissant les données f comme suit

_ p(fIF)p(F)
p(f)

p(f|F') désigne la probabilité des mesures sachant la source F', p(F') est une probabilité a priori
que P'on se donne sur les sources et p(f) est la probabilité d’obtenir les mesures f (on la prend
uniforme). Dans ce modele, toutes les mesures sont considérées comme équiprobables. Dans ce
cadre, le probleme inverse est résolu en maximisant la probabilité a posteriori p(F|f) :

p(Flf)

A

F= arg;nawp(f!F)p(F) = argmax In(p(f|F)) + In(p(F))

Apres certaines considérations et en supposant que la probabilité a priori p(F') peut se mettre
sous la forme d’une loi exponentielle [8], la maximisation peut étre traitée via la minimisation

de la quantité suivante )
J(F) = |lys — f||” + ab(F) (3.3.32)

ol « joue le role de pondérateur entre la confiance accordée aux données et celle attribuée aux
informations a priori. L’équation (3.3.32), a laquelle on a abouti & 1’aide du formalisme bayésien,
résume le principe général de régularisation. La fonction 6 contient les informations a priori qui
contraignent la source F. On distingue cependant deux types de contraintes :

1. critéres quadratiques. Ceci correspond & une écriture de  comme suivant 0(F) = |W F||?,
ou W est une matrice de pondération, portant les informaticQ)ns a priort sur la variable F.
Le critere global & minimiser s’écrit alors J(F') = Hu‘s —f|" + e W E|%

Plusieurs configurations pour W ont été proposées, parmi elles (1) W = I, ce qui ramene a
la solution de norme minimale, (2) W est un opérateur de gradient spatial ou de Laplacien
spatial sur un voisinage des sources du modele distribué. Ce type de contraintes exprime
I'a priori d’activité synchrone de deux populations de neurones adjacentes. C’est le cas de
la méthode LORETA (LOw REsolution TomogrAphy).

2. criteres non-quadratiques. Ici, les méthodes de régularisation sont basées sur des métriques
a base d’entropie et sur les normes L, pour p < 2. En effet, plus p est grand, plus la
solution est diffuse. Et, pour le cas p = 1, la minimisation peut étre mise sous la forme
d’un probléme de programmation linéaire [1].

Une autre approche, issue du traitement d’image, a été appliquée également a la régularisa-
tion du probleme inverse. Elle est batie autour des champs markoviens (cf les références
dans [85]).

3.3.4 Conclusion

Bien que les méthodes distribuées traduisent ’activité de réseaux étendus de neurones, ce qui est
tres proche de la réalité, cependant leur mise en oeuvre est cotiteuse et nécessite des algorithmes
lourds vu le grand nombre d’inconnus. Ces méthodes souffrent également du choix du parametre
de régularisation et donnent des solutions sous forme d’activités distribuées parfois tres lissées.
Toutes ces limitations freinent I’emploi des méthodes distribuées qui sont, pour la plupart va-
lidées et évaluées par comparaison avec les méthodes dipolaires. De leur part, les méthodes
dipolaires souffrent de la limitation du modele de dipdle équivalent qui n’est pas bien adapté a
la représentation de régions actives étendues. Mais elles ont sur leur compte la détermination du
nombre de sources. Et, malgré qu’elles s’appliquent au cas statique et sur un modele de la téte
homogene par morceaux, elles ont donné de bons résultats qui répondaient a ce qu’attendaient
les neurologues et sont exploitées dans de nombreux logiciels tel que le logiciel BESA.
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Par ailleurs, certains ont cherché a exploiter et combiner les différents avantages des méthodes
dipolaires et des méthodes distribuées, pour en tirer profit de leur complémentarité, d’ou sont
nées certaines méthodes hybrides entre les deux (voir les références dans [85]).

Nous avons choisi de travailler avec le terme source modélisé en dipoles équivalents, donc nos
méthodes pour résoudre le probleme inverse en EEG rentrent dans le cadre des méthodes di-
polaires. Parmi les méthodes déja exposées, nous avons abordé, dans le cadre de ce travail, la
méthode de moindres carrés et la méthode algébrique. La premiere méthode est décrite au cha-
pitre 5 ou des résultats numériques seront présentés. La méthode algébrique, qui n’a pas fait
I'objet des travaux personnels, ne sera pas présentée en détails dans ce manscrit, mais décrite
brievement a ’annexe B. L’application de cette méthode pour la résolution du probleme inverse
en EEG, nécessite la connaissance du potentiel et du flux sur la surface du cerveau (3.3.28), ceci
nous a amené a résoudre donc un probleme de Cauchy dans le domaine formé par le scalp et
le crane, afin de transmettre les mesures dont nous disposons a la surface du scalp jusqu’a la
surface du cerveau. Ce probleme et sa résolution feront ’objet du chapitre suivant.

Par ailleurs, nous proposons dans ce travail, une méthode de minimisation d’une fonctionnelle
cout de type Kohn-Vogelius. Cette méthode a été utilisée dans d’autres applications de probleme
inverse tels que I'identification de conductivités [69], I'identification des sources de pollution [36]
et d’autres probléemes [21], mais n’a pas encore été appliquée au probléme inverse en EEG. Nous
avons ainsi adapter cette méthode a la résolution du probleme inverse en EEG. Ceci fera ’objet
du chapitre 5.



Chapitre 4

Résolution d’un probleme de Cauchy
en EEG

4.1 Introduction

L’étude du probleme de Cauchy en EEG est motivé par la méthode ”algébrique” mentionnée
dans le chapitre précédent et décrite dans ’annexe B. En effet, celle-ci nécessite le calcul du
potentiel et du flux a la surface du cerveau a partir des données connues partiellement sur la
surface du scalp.

Le probleme de Cauchy est connu d’étre un probléme mal posé au sens de Hadamard [49] et a
été largement étudié et expérimenté dans plusieurs applications. Nous présentons dans ce cha-
pitre le probleme de Cauchy dans le cadre EEG en tenant compte de la géométrie de la téte
et de la nature des données dont nous disposons. Nous proposons deux approches de résolution
I’approche "successive” qui consiste a résoudre successivement deux problemes de Cauchy dans
deux domaines homogenes le scalp et le crane, et 'approche “simultanée” qui consiste a résoudre
un probleme de Cauchy dans le domaine non-homogene formé par I'union du scalp et du crane.

Dans la littérature, plusieurs méthodes de régularisation ont été utilisées pour résoudre le
probléeme de Cauchy, nous en donnons une revue au paragraphe §4.5. Parmi elles, nous avons
choisi une méthode itérative alternative initialement proposée par Kozlov & al. [70]. Cette
méthode consiste a résoudre une suite de problemes elliptiques bien posés aux conditions aux
limites meélées dont la solution converge, pour des données compatibles, vers la solution du
probleme de Cauchy considéré.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Nous présentons d’abord le probleme de Cauchy
pour les deux approches successive et simultanée et discutons de la compatibilité des données.
Nous développons les algorithmes pour les deux approches, montrons un théoreme de conver-
gence dans le cas non-homogene en adaptant les techniques de démonstration établie par Kozlov
€ al. dans le cas homogene [70].

Dans le paragraphe §4.7 nous étudions les probléemes aux conditions aux limites mélées qui appa-
raissent dans les algorithmes proposés, présentons leur résolution par la méthode des équations
intégrales et donnons des tests numériques.

Ensuite au paragraphe §4.8, nous présentons des résultats numériques pour le probleme de Cau-
chy posé dans une couronne sphérique avec la fonction analytique u(z,y, z) = -5 Nous étudions
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ainsi le comportement de ’algorithme proposé en fonction du choix initial, de ’épaisseur de la
couronne, de la perturbation des données ainsi que du "manque” des données. Nous discutons
également du critere d’arrét de I’algorithme. Ensuite, nous comparons sur le domaine formé par
le scalp et le crane entre les deux approches simultanée et successive pour des mesures simulées,
en considérant une géométrie sphérique et une géométrie réaliste.

Enfin, nous tirons quelques conclusions a la derniére section.

4.2 Préliminaires

Dans ce chapitre, €2 désigne le domaine formé par les deux couronnes qui sont le scalp et le
crane, ) = Qs UT'5 U Q3 de frontiere 92 = I'y UT's. Le vecteur normal unitaire 7/ est dirigé vers
I'extérieur comme le montre la figure (Fig. 4.1).

Fi1G. 4.1 — Le domaine () formé par les couches scalp et crane.

S et L sont deux ouverts disjoints non vides de I's telles que SUL = I'3 et SNL = +, une courbe
dans R? que nous supposons réguliere. S désigne la partie du scalp ot on connait les mesures
du potentiel obtenues par 'EEG, et L est la partie complémentaire.

Pour S une partie non vide de I' = I's, nous introduisons les espaces suivants [80],

e H'/%(S) : espace des restrictions sur S des éléments de H 2 (T"). Il est muni de la norme suivante,
lull 1 . =inf { lall o, @ =wusur s}
HZ(S)
1
e Hi,(S) : sous-espace de H 3 (S) dont les éléments prolongés par 0 sur I' appartiennent & H > (),

o Hé’ 5(€) : sous espace de H'(£2) dont les éléments ont une trace nulle sur S.

Par ailleurs, nous avons les injections continues suivantes

!

Hi(9) € HA(S) € LX(S) € H73(S) € (H3(S))
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/

1 1
ou (Hgy(S)) est espace dual de Hg)(S) et H_%(S) = (H%(S)) .

Remarque 3 Nous donnons quelques remarques [80, 109] qui nous seront utiles dans la suite

1. Siv € H%(S) alors son prolongement par zéro v sur toute I' n’est pas forcément dans

1
H%(F) Et, pour obtenir cela il faut que v € Hgy(S), et nous avons ainsi

1
5 —
Je >0, Vo € He(S), C”UHHO%O(S) <ol gy = HU”HO%O@)

2. 85T e H_%(F) alors sa restriction (au sens de distribution) sur S n’est pas forcément
1 ’
dans H_%(S) mais elle est dans (HE(S)) . Par contre, si T € H_%(F) et sa restriction
sur L est nulle alors Tjg € Hfé(S).

3. Une fonction v € H%(S’) se prolonge par continuité en une fonction de H%(F)
e Nous écrivons ici la formule de Green dans le cas non-homogene pour u et v deux fonctions
de HY(Q) :
0
/ V(o(2)Vu(a)) v(z)de = / o (2) V() Vo(z)dz + / o) 3L (@) vl ds(e)  (42.1)
Q Q oN

e L’application suivante définit un produit scalaire sur l'espace H} ¢(€) :

H&,S(Q) X H&,S(Q) —R

(u,v) —< U,V >:1= /QU(x)Vu(x)Vv(x)dx (4.2.2)

1

et la norme associée a ce produit scalaire |[v]|, ¢ = (/ o(z) |[Vo(z) da:) * est équivalente & la
’ Q

norme induite par H'(Q).

En effet, la bilinéarité et la symétrie de cette application est évidente. D’autre part, o; > 0
(j = 2,3), donc < v,v > est positif et < v,v >= 0 implique Vv = 0 dans Q. Or vjg = 0 donc
v = 0 dans .

L’équivalence entre la norme |[|-[|5 g et la norme induite de H L(Q) est assurée par I'inégalité de
Poincaré tout en tenant compte du fait que o; > 0.

4.3 Position du probleme

Le but de ce chapitre consiste a calculer le potentiel et le flux sur la surface I'y du cerveau : upp,,

R . . ou
%IH a partir des valeurs connues partiellement sur la surface du scalp : g = f et 038— =g,
12 |F3

ot (f,g) € H2(S) x H™2(T).

Le cas particulier de PTEEG correspond a g = 0 et f une mesure générée par un terme source
placé dans le cerveau.

Afin de résoudre ce probleme, nous utilisons deux approches, approche simultanée et approche
successive :
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1. approche simultanée. Cette approche consiste a résoudre un probleme de Cauchy sur
le domaine non-homogene €2 = Qo U I'y U Q3 défini comme suit

—V(oVu) =0 dans

(PCyim) =f sor S (4.3.3)
03— = sur I's
v

2. approche successive. Cette approche consiste a résoudre successivement deux problemes
de Cauchy homogenes. Il s’agit d’abord de résoudre un premier probleme de Cauchy dans
Q3 (scalp) ensuite, avec les valeurs du potentiel et du flux calculées sur I'y, résoudre un
deuxieme probleme de Cauchy dans {2y (créane).

Le premier probleme a résoudre est le suivant,

—Auz = dans Q3
(PCscalp) us ou - f Sur S (434)
03—3 = sur I's
ov

La résolution de ce probleme nous permet alors d’obtenir les traces du potentiel et du

usg . . ) N
flux sur I'y : (u3)|r, et 03——  qui servent comme données pour résoudre le deuxieme

81/ [T

probleme de Cauchy qui s’écrit comme suit,

—AUZ =0 dans QQ
PC... UL = usg sur Iy 43.
(PCerane) Dty Ous ; (4.3.5)
09— = —03—— Ssur .
2oy 3 ov 2

4.4 Probleme mal-posé

Le probleme de Cauchy est connu pour étre un probleme mal posé [49]. L’existence de la solu-
tion n’est pas forcément assurée pour des données quelconques, nous parlons alors des données
compatibles lorsqu’une solution existe (cf définition 2). Quand une solution existe elle est unique
(cf §4.4.1). Cependant, de faibles perturbations sur les données définies sur la partie ”sur-
déterminée” peuvent briser leur compatibilité et entrainer une instabilité dans la solution du
probléeme de Cauchy.

4.4.1 Unicité de la solution du probleme de Cauchy

Nous considérons le probleme de Cauchy (4.3.3) pour lequel nous prouvons 1'unicité de la solu-
tion.

En effet, soit f € H 2 (S)etge H 3 (I'3) deux fonctions données et soit u et v deux solutions du
probleme de Cauchy (4.3.3) correspondant & f et g. Nous posons w = v — u. Nous avons alors
—V(eVw) = 0 dans Q et wig = %ﬁls = 0, ce qui implique, d’apres le théoreme de Holmgren,
w = 0 dans €. O

De la méme maniére nous démontrons 'unicité de la solution des problemes de Cauchy (4.3.4)
et (4.3.5) définis dans Q3 et Qs.
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4.4.2 Compatibilité des données

Nous notons Xy, C H %(S) x H _%(F?,) I'ensemble des données de Cauchy (f,g) compatibles
pour le probleme (PClg;y,) selon la définition suivante,

Définition 2 Soit (o, 3) € H%(S) X H_%(Fg). Nous dirons que les données de Cauchy («, 3)
sont compatibles pour le probléeme de Cauchy ® (4.5.3) s’il existe une fonction U € HY(Q) telle
que =V (oVU) =0 dans Q, a = Ujg et 3 = Ug%%lr .

3

Nous notons Xyeqp, C H %(S) x H _%(F3) I’ensemble des données compatibles pour le probleme

(PCscatp) €t Xerane C H %(Fg) x H _%(FQ) celui des données compatibles pour le probleme
(PCcrfme)-

Nous vérifions aisément que Xy C Xsearp; si les données de Cauchy (f, g) sont compatibles

pour le probleme de Cauchy (PCliy,) alors elles le sont aussi pour le probleme (PClyeqrp). Par

. . N us
contre, si uz est une solution du probleme (PCycqp), alors ses traces (usr,, —aga— ) ne sont
14 |F2

pas forcément compatibles pour le probleme (PCpp4ne). Nous posons ainsi I’ensemble suivant
KXsue = {(f7g) S Xscalp t.q. T(f> g) S Xcréne}
ou

avec T : Xgeqrp — H%(Fg) X Hfé(ljg) qui a (f,g) associe 7 (f) := (u3r,, —aga—j‘r ) ol ug est
2

la solution du probleme (PCjqqp) correspondant aux données (f, g).

Nous vérifions facilement : X = Xoue-

Dong, la définition 2 de compatibilité que nous avons donné aux données de Cauchy est valable
pour les trois problemes de Cauchy.

Cas des données EEG

e Dans le cas particulier ou g = 0, nous disons tout simplement que f € H %(S ) est une donnée
compatible pour le probleme (4.3.3) et désignons par Xgim I’ensemble des données compatibles :

XO

sim

= {reHi(9), 30 € HY(Q) : ~V(eVU) =0, Uy = [, 0352, =0}
3
Nous démontrons dans ce qui suit que cet espace est dense dans H 3 (S).

Lemme 3 L’ensemble X0, est dense dans H%(S)

Preuve.

En effet, comme X7, est uns.e.v. de H2 (S) et par suite ?gim = (Xfimj‘){ il suffit de démontrer
L

que X%~ = {0}.

Soit & € X0, *

om > donc @ € Hfé(S) et < @, f >=0,Vf € X% . Nous considérons le probleme
suivant

—V(eVv) =0 dans Q

v =0 surly
03% =® surS (4.4.6)
03% =0 surl

#Nous disons aussi le probleme de Cauchy est consistent pour ces données.
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Soit § € H %(I‘l), nous définissons la fonction Z par :

—V(oVZ) =0 dans

Z =0 surly (4.4.7)

9Z -0

035, sur I's

Par la formule de Green pour le cas non-homogene (4.2.1) appliquée aux fonctions v et Z nous

obtenons 5
/ ngﬂd,s:/(bst
r, Ov s

Comme Z|g € Xf par définition, / ® Zds = 0. D’ou

im
S

/ 022" ds — 0, o € H} ()
r

, ov
Ce qui implique %Ilﬁ = 0. Donc v vérifie dans Q, —V(oVv) = 0 et vp, = %\Fl = 0. Le
théoreme de Holmgren implique alors v = 0 dans 2 et donc ® = 0. O

Remarque 3 Comme X0 est dense dans l’espace H%(S) alors Xgim Uest aussi dans H%(S) X

1 sim
H™ 2 (Fg) .

e Dans le cas particulier ou f est une mesure EEG, nous introduisons la définition suivante

Définition 3 Soit f € H%(S) Nous dirons que [ est une mesure compatible pour le probléme
(4.3.8) s’il existe (M, q1, .., Gm, S1, -, Sm) € N x R3™ x Q" tels que f = Us ot =V - (aVU)=

Zq-V(SS. dans Qr et Jga—U =0 avec QO = O Uy U Q3.
37 Ov |y

Jj=1

Nous posons Xpes l’enlsemble des mesures compatibles et démontrons dans le lemme suivant
qu’il est dense dans Hz(S).

Lemme 4 L’ensemble X,,es est dense dans H%(S)

Preuve.
En effet, X;,cs est un s.e.v. donc il suffit de démontrer que XL, = {0}.

Soit U € X- . donc W e H 2(S) et < U, f >=0, Vf € Xpes.

mes’

Soit v la solution du probléme suivant

—V(oVv) =0 dans Qp

ov

g - S
o3 9 sur (4.4.8)
0'35 =0 sur L

Ce probleme est bien posé dans I’espace quotient H'(Q7)/R.

Soit ¢ un point quelconque de €21, posons

Fi(y) =¢é - Vé(z —y)
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ot €, i = 1,2,3 est le itme vecteur de la base canonique dans R3. Soit U’ la solution (& une
constante additive pres) du probleme

~V(oeVUY) =F' dans Qr

i 4.4.9
ou =0 sur I's ( )
ov

03

Puisque F? est & support ponctuel dans 1, alors U’ est harmonique dans Qs U Q3. Par ailleurs,

nous avons < F' v >= / U Us , i = 1,2,3. Et puisque U|is € Xnes, /\IJUids = 0. Ce qui
S

S
implique Vo (y) = 0 dans 4, et donc ¥ = 0. O
Remarque 4 Si nous posons Xfcalp l’ensemble suitvant
0 1 1 aUS
Xscalp: f€ HQ(S); Juse H (Qg) : —Augz =0 dans Qs, ug|s = f, U3E|F =0
3

Nous vérifions aisément les inclusions suivantes

Kpes C X2 X0

sim calp

4.5 Revue bibliographique sur les méthodes de résolution du
probleme de Cauchy

Le probleme de Cauchy étant mal-posé, il ne peut pas étre résolu directement puisque toute
approche directe, comme par exemple utiliser la méthode d’élimination de Gauss pour résoudre
le systeme linéaire obtenu apres discrétisation, produirait une solution fortement instable. Et
appliquer une méthode de moindres carrées seule n’est pas stable non plus puisque cette méthode
consiste a approcher les données connues sur S avec les valeurs calculées en résolvant un probleme
direct, or cette démarche n’exclut rien au caractere mal-posé du probleme de Cauchy qui se tra-
duit d’apres [11] par le fait qu'on peut approcher aussi exactement qu’on le souhaite les données
sur S par des traces d’une fonction harmonique au prix d’'un comportement tres ”agité” des
traces de cette fonction sur la partie restante du bord.

Ce manque de stabilité a poussé les chercheurs a développer différentes méthodes afin de
régulariser le probleme et pouvoir le résoudre numériquement.

D’une part, il y a les méthodes qui consistent a rapporter le probleme de Cauchy a la classe
des problemes bien posés au sens de Tikhonov P. Parmi ces méthodes nous citons la méthode
de quasi-réversibilité. Cette méthode initialement introduite par Lattés & Lions [74] consiste a
transformer le probleme de Cauchy mal posé d’ordre 2 en un probleme différentiel bien posé
d’ordre plus élevé (d’ordre 4) en introduisant un certain parametre, la convergence au probleme
d’origine est assurée quand ce parametre tend vers 0. Cette méthode a été ensuite reprise par
plusieurs auteurs pour résoudre le probleme de Cauchy, notamment Klibanov & Santosa [67] et
plus récemment Bourgeois [18]. Ce dernier a donné une ”formulation mixte” de cette méthode
qui consiste a remplacer le probleme différentiel bien-posé obtenu par la formulation classique
par un systeme de deux équations différentielles d’ordre 2. Pour plus de détails nous renvoyons
le lecteur aux [67, 18] et aux références qui y sont citées.

Pvoir la référence [75] dans [70].
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D’autre part, nous trouvons les méthodes qui régularisent le probleme de Cauchy a l'aide des
fonctions paramétriques de Tikhonov. Il existe une littérature abondante sur les techniques de
régularisation, la plus utilisée est la méthode de régularisation de Tikhonov [111] qui consiste
en un probléeme de minimisation (au sens de moindres carrées) auquel est ajouté un terme de
pénalité qui dépend d’un parametre dit parametre de régularisation. Il existe dans la littérature
plusieurs méthodes pour le choix optimal de ce parametre, comme par exemple la méthode de
L-curve et le principe de Mozorov [23]. Parmi les travaux appliquant cette méthode au probleme
de Cauchy nous citons le travail de Falk & Monk [39], celui de Cimetiére & al. [24] ou le terme de
pénalité porte sur la distance entre deux solutions itératives successives, ainsi que [101], [23] etc .

Une autre classe de méthodes regroupe les méthodes itératives qui sont a caractere régularisant.
Ces méthodes ont été largement appliquées aux problemes inverses. Parmi elles, nous citons
celle proposée par Kozlov & al. [70] dont les parametres de régularisation dépendent du nombre
d’itérations et du choix initial du schéma itératif. Cette méthode est basée sur une procédure
itérative qui consiste a résoudre une suite alternative de problemes bien-posés aux conditions aux
limites mélées, jusqu’a satisfaire un certain critere d’arrét défini a 'avance. Cette méthode sera
décrite en détails dans la section suivante. Nous citons également dans ce groupe de méthodes, la
méthode itérative de Mann développée par Engl & Leitao [38] et la méthode de Backus-Gilbert
appliquée sur une formulation en un probleme de moment comme par exemple le travail de Hon

& Wei [57].

Plus récemment, des travaux ont été faits sur le probleme de Cauchy par Andrieuz € al. [4] et
Ben Belgacem & al. [14, 15]. Dans le premier [4], une fonctionnelle cout de type Kohn-Vogelius ©
a été introduite, elle évoque les valeurs sur la partie sur-déterminée et la partie sous-déterminée.
Le probleme de Cauchy est ainsi transformé en un probléme d’optimisation résolu par la méthode
de région de confiance. Ils ont également démontré que l'algorithme proposé par Kozlov € al.
peut étre interprété comme une méthode de minimisation de directions alternées de leur fonc-
tionnelle cotit.

D’autre part, dans [14, 15], le probléme de Cauchy a été étudié théoriquement et numériquement.
Une approche variationnelle non standard a été présentée, elle transforme le probléme de Cauchy
en une équation variationnelle pseudo-différentielle de type Steklov-Poincaré. Cette équation est
posée sur la partie de la frontiere ou les valeurs du potentiel et du flux sont inconnues. Pour
résoudre ce probleme de Steklov-Poincaré, les auteurs ont considéré la méthode des moindres
carrées, ils ont démontré que pour des données incompatibles, le probleme de Steklov-Poincaré
qui n’a pas de solution en général a au moins une solution pseudo-consistante qui est une suite
minimisante. Ils ont également démontré que la fonctionnelle coiit de moindre carrées corres-
pondante au probleme de Steklov-Poincaré differe d’une constante additive de la fonctionnelle
de Kohn-Vogelius écrite pour ce probleme. Ensuite dans [15], ils ont résolu numériquement le
probleme variationnel de Steklov-Poincaré en appliquant un schéma de régularisation de Tikho-
nov et une approximation par la méthode des éléments finis.

Dans le paragraphe suivant, nous comparons entre les trois principales classes des méthodes
de résolution du probleme de Cauchy décrites ci-dessus, principalement la méthode de quasi-
réversibilité, la méthode de régularisation de Tikhonov et la méthode itérative alternative pro-
posée par Kozlov € al.

“nous utiliserons ce type de fonctionnelle dans le chapitre suivant afin de résoudre le probleme inverse en EEG.
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4.5.1 Comparaison entre les principales méthodes de résolution

La méthode de quasi-réversibilité est efficace puisqu’elle résout le probleme directement. Grace
aux expériences numériques validées, cette méthode semble étre précise et robuste, mais reste
a voir si I'on obtient de bons résultats sur des applications réalistes. Cependant, cette méthode
présente aussi certains inconvénients comme le choix particulier du parametre introduit qui
peut étre difficile a réaliser dans des circonstances réelles et la difficulté de prendre en compte
les contraintes physiques qui peuvent étre liées au probleme en considération.

Quant & la méthode de régularisation de Tikhonov, elle est largement répandue dans les applica-
tions et elle a produit les principaux résultats dans la littérature. C’est une méthode robuste et
donne des solutions bien précises. Cependant, elle est couteuse en termes de calcul et de mémoire.
La également, on est en face du probleme du choix particulier du parametre de régularisation.

Finalement, la méthode proposée par Kozlov € al. a été largement expérimentée et les tra-
vaux réalisés sur cette méthode ont fait preuve de robustesse et de précision. En outre, cette
méthode a beaucoup d’avantages, comme la simplicité du calcul, la similarité du schéma pour les
opérateurs linéaires et non-linéaires, et la facilité de prendre en considération toute contrainte
(physique) qui peut étre liée au probleme. Et surtout, elle n’exige aucun parametre de sélection
choisi a priori comme les deux précédentes méthodes. Un possible inconvénient reporté dans
les travaux faits est le grand nombre d’itérations nécessaire pour atteindre la convergence, pour
remédier & ce probleme des procédures de relaxation ont été proposées. Mais, dans le cadre de
notre probleme, nous n’avons pas rencontré ce probleme pour des raisons qui seront commentées
dans la section des résultats numériques.

Pour résoudre le probleme de Cauchy, nous avons opté pour la méthode itérative de Kozlov & al.
vu ses avantages multiples. C’est une méthode simple a implémenter, le schéma est applicable
pour les deux approches successive et simultanée décrites auparavant et pour le cas ou le bord
est formé de plus que deux composantes. En outre, cette méthode peut étre couplée aisément
avec la méthode des équations intégrales et de ce fait, elle n’est pas couteuse puisqu’il y aura
deux matrices a inverser une fois pour toutes les itérations.

4.6 La méthode itérative alternative de Kozlov & al.

Dans cette section, nous présentons la méthode itérative alternative proposée par Kozlov & al.
d [70]. Nous en décrivons d’abord le principe et donnons ensuite le schéma de 1’algorithme pour
les deux approches successive et simultanée décrites au paragraphe §4.3. Puis, nous reprenons
le théoreme de convergence démontré dans [70] pour un domaine homogene et 'adaptons au cas
du probléme non-homogene (PCly;y,). Enfin, nous présentons une syntheése de certains travaux
effectués sur cette méthode.

4.6.1 Principe de la méthode

Pour illustrer le principe de cette méthode, nous prenons le domaine C formé par une couronne
(Fig. 4.2) et considérons le probleme de Cauchy suivant :

du (4.6.10)

u=7f, — = sur I'e

{ —Au = dans C

dCette méthode est nommée par certains auteurs : la méthode (ou solveur) de Dirichlet-to-Neumann
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ou f et g sont les données de Cauchy définies sur toute la surface extérieure I'.. Il s’agit de
ou

déterminer sur la surface intérieure I'; les traces upp, et W que nous notons respectivement
viry

f* et g*, ce qui revient donc a déterminer u solution du probleme suivant

—Au=0 dans C
u=f, 8—u =g sur I',

v (4.6.11)
u=f*, %:g* sur IT';

Ce probleme peut étre divisé en deux sous-problemes bien-posés, I'un avec une condition de
Dirichlet sur I'. et une condition de Neumann sur I'; et I'autre avec une condition de Neumann
sur ', et une condition de Dirichlet sur I'; définis comme suit

—At=0 dans C —At =0 dans C

(Pa) gu _ g sur ', (P4 &= ! sur I'e (4.6.12)
Ov ou .
= f* sur I; 9, 9 sur I';

Résoudre le probleme de Cauchy (4.6.10) est déterminer u qui vérifie le probleme (4.6.11) qui
est assuré quand 4 et u colncident. C’est de cette idée que découle le principe de la méthode
itérative de Kozlov € al.. En partant d’une estimation initiale du potentiel u = f* sur I';, la
méthode consiste a résoudre alternativement un probleme de type (P;) et un autre de type (FPy)
tels que, a chaque itération pour chacun de ces problemes la condition au bord I'; est déduite
de l'autre probleme résolu précédemment.

Une suite de problemes bien posés aux conditions limites mélées est ainsi construite et le procédé
itératif s’arréte quand un certain critere d’arrét pré-défini a ’avance est atteint.

Dans [70], Kozlov € al. ont étudié théoriquement cette méthode, démontré la convergence de
'algorithme pour des données compatibles (cf §4.6.4), mis en évidence son caractere régularisant
et établi une estimation de stabilité (cf §4.6.5).

4.6.2 Le schéma de I’algorithme : approche successive

Dans I’approche successive, nous avons deux problemes de Cauchy a résoudre, le premier (PCieqip)
décrit dans (4.3.4) et le second (PCppane) décrit dans (4.3.5). Dans les deux cas, il s’agit de
résoudre un probléme de Cauchy dans un domaine homogene représenté par une couronne afin

, . . . u .
de déterminer les valeurs inconnues du potentiel u et du flux 9 sur I'; comme suit

v
—Au=0 dansC

(PCuc)§ 4=de  swScle (4.6.13)
D =g, surl,

ot C est une couronne dans R? (Fig. 4.2), T, est la surface extérieure de la couronne et T'; la
surface intérieure, 7 est le vecteur normal dirigé vers 'extérieur de la couronne comme le montre

la figure (Fig. 4.2) et g, € Hfé(lje), fe € H%(S)

Dans le cas du probleme (PCygqp) nous avons S C I'e une sous partie stricte tandis que pour le
probleme (PCrane), S = Te.

Pour le probleme (PCy,.), 'algorithme s’écrit comme suit :
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C

F1G. 4.2 — Le domaine C de la couronne

— Etant donné f ¢ H %(Fz) une approximation initiale du potentiel sur I';.

Pour £ > 0,
— résoudre :
—Au?* =0 dansC
2%k k
u = sur I';
(Plac)§ % o 7 i
£y =g, surl,
Ouzk
P k—
oser ¢ ey i

— Résoudre ensuite :

—Ay?tl = dans C
au;k/H =g~ sur I';
(P2suc)
w2kt = f. sur S
8u;’i+1 =gey, swrL=Tc\S

Poser fFtl = u|2k+1.

I

L’algorithme s’arréte quand un certain critere d’arrét est atteint.

Nous pouvons également partir d’un choix initial du flux donné sur I'; en modifiant convenable-
ment les problemes directs de chaque itération.

Remarque 5 Ce schéma correspond au cas des données partielles du probléme (PClgealp). Dans
le cas du passage crane/cerveau, nous connaissons u = fe et % = ge sur toute ' et donc il
faut changer convenablement les conditions auz limites dans le probléme (P2gsy,.) de la suite
impaire du schéma. Il s’agit ainsi de remplacer les deux conditions sur S et L par la condition
de Dirichlet suivante : u?k+1 = fe sur L.
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4.6.3 Le schéma de I’algorithme : approche simultanée

11 s’agit de résoudre le probleme de Cauchy (PCy;y,) que nous réécrivons ci-dessous

—V(oVu) =0 dans

(PCim) {5 = [ sur S (4.6.14)
03% =g sur s

L’algorithme de Kozlov € al. adapté a ce probleme s’écrit de la maniére suivante.

— Choisir une approximation initiale du potentiel sur I'y : f0 € H %(Fl).

Puis pour &£ > 0,

— Résoudre :
~V(oVu?) = dans Q
2k k
U = sur I’
(Plszm) 8u2k f !
03 ey =g sur I's
o 2k
Poser ¢* = oy Y .
o |,
— Puis résoudre :
~V(oVu?ktl)y =0 dans Q
Ju2k+1
o) = = gk sur I'y
ov
(PQSzm)
w2kt =f surS
O 2k+1
o3 =g sur L
\ ov

Poser fFtl = u|2rkl+1

Dans le paragraphe suivant nous adapterons la démonstration de la convergence de I’algorithme
donnée par Kozlov & al. dans le cas d’un probléme homogene au cas du probléeme non-homogene
(PClgim,) décrit dans (4.6.14).

4.6.4 Théoreme de convergence

Dans leur papier, Kozlov & al. ont établi un théoreme de convergence de 'algorithme écrit pour
le probleme de Laplacien dans un domaine homogene simplement connexe. Dans ce paragraphe,
en adaptant les mémes techniques, nous établissons un théoreme de convergence pour le schéma
écrit pour le probleme (PCy;y,,) dans le domaine non-homogene ¢ et doublement connexe 2 ; la
démonstration est quasiment identique.

°Dans notre cas, nous avons o est constante par morceaux, mais tout ce qui est fait ici reste appliquable dans
le cas ot 0 € L™(Q) avec o(z) strictement positif Vz € Q.
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Théoréme 4 (Théoréme de convergence)

Pour des données compatibles, la suite (uk)k converge dans H'(Q) vers la solution du probléme
de Cauchy (4.6.14) pour tout choiz initial f° € H%(Fl).

Preuve.

Soit f0 € H%(I‘l) et soit (a, ) € H%(S) X H_%(Fg) des données compatibles dans le sens :
(a, 3) € Xeim (cf §4.4.2). Donc il existe U € H'(Q) tel que =V (oVU) = 0 dans Q, Ujg = o et

Pour toute itération k& > 0, nous définissons I'application linéaire Ry qui associe a (o, 3, f°) €
H%(S) X H_%<F3) X H%(Fl) la solution & l'itération k, u* = Ry(a, 3, f°) € HY(Q), qui est
continue car le probléme aux conditions aux limites mélées est bien posé (cf §4.7).

Nous voulons démontrer que (uk) ,, converge vers U. Puisque U = R (a, B8, U, ) alors Ri(a, 5, 9
—U = R(0,0, f° — Upr,) et donc il suffit de démontrer que 74(n) = Ry (0,0,7) converge dans

H'(Q) vers 0, pour tout 7 € H%(Fl).

Cette cliémonstration se déroule de la facon suivante. D’abord nous démontrons que si pour un
n € H2(S) donné, la sous-suite impaire (r2;—1), (ou paire (ra;),) converge alors la suite (ry),
converge et sa limite est la fonction nulle. Ensuite nous démontrons que ’ensemble des n pour
lesquelles la suite (1), converge est H %(Fl).

En effet, soit n € H %(Fl), nous considérons les systemes suivants satisfaits par ro(n), rax—1(n)
et (1) :

0 =n surl} 46.1
Org (4.6.15)
o3— =0 surlg
ov
et pour k > 1,
( —V.(0Vro,_1) =0 dans Q
Orak—1 _ Orok—2 cur T
ov 2 ov !
Tokp_1 =0 sur S (4.6.16)
Orop—
\ T;I:/ ! =0 sur L
et

—V.(oVry) =0 dans Q

T2k = T9or—1 Sur F]_ 4.6.17
87“2k ( )

03
ov

=0 sur I's
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Au moyen de la formule de Green (4.2.1) nous obtenons

/ 0|Vrk|2dm = —/ Ug(—ark)rk ds(x)
QU3 I 81/
B Orog—1
oVrop_1Vropde = — oa( )oK ds(x) (4.6.18)
QQUQg Iy aV
o Oragy1
oVropi1Vropde = — o 5 Yok ds(x)
QsUN3 Iy v

Ce qui implique les relations suivantes que nous utiliserons dans la suite,
2 _ 2 2
/ o |V (rok — rog—1)|” dz —/ o(|Vrog—1]® — [Vropl” )da (4.6.19)
QU3 QU3
/ 0 |V (roppr — rop) > dz = / o \Vror)? — [Vrgrp | )da (4.6.20)
QU3 QaUQ3

Pour la preuve du théoreme, nous avons besoin du résultat suivant que nous donnons sous forme
de proposition.

Proposition 2 Sil'une des sous-suite impaire ou paire converge dans H' () alors la suite (ry),,
converge. Et la limite est la fonction nulle.

Preuve.

Supposons la sous-suite impaire (ro;_1)x converge dans H' () vers la limite 7% et définissons la
fonction rP par

—V(oVrP) =0 dans Q

Tpa , = Ti sur F]_ (4621)
T

035 =0 surly

et posons 0¥ = rq; — rP | dont nous vérifions qu’elle est solution de

~V(oVoF) =0 ~ dans ©

ok =rop_1 —1r" surly (4.6.22)
o0*

03— =0 sur I's
ov

Comme 79j,_1 - rt dans H'(Q) alors Tok—1p, T ri|p1 dans H%(Fl) et donc 6* - 0 dans

H(Q). Ce qui implique que 7oy - rP dans H'(9).

Orog—1 _ Oropo |
8V |F1 3V ‘F17

Montrons maintenant que r* = 7P = 0 dans Q. En effet, puisque

0z

| v

Holmgren implique que z = 0 et par suite r* = rP = r dans (). Par ailleurs, r|’S = 0 puisque
orP or

rok-1jg = 0 et d’apres (4.6.21) E\S = 0. Dot r|g = $|S = 0 et a nouveau le théoréme de

différence z = r' — 7P, satisfait —V(ocVz) = 0 dans Q, zp, = 0 et = 0. Le théoreme de

Holmgren donne r = 0 dans 2.
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Pour achever la démonstration du théoréeme de convergence il reste a prouver que la suite (7, (7))
converge dans H'(§) pour tout n € H%(Fl).

Nous posons alors R = {7] € H%(I’l) : la suite (74(n)), converge dans Hl(Q)} et nous cher-

chons a montrer que R = H %(Fl). Cette démonstration se fait en deux étapes. Nous montrons
d’abord que I’ensemble R est fermé et ensuite qu’il est dense dans H é(Fl).

e Montrons que R est fermé. Soit 7 € H%(Fl) et (n;); une suite de R qui converge vers 7. Il
s’agit de montrer que 7 € R.

Nous considérons la sous-suite impaire (725—1), qui est dans H& 5(2). Dune part de (4.6.19) et

(4.6.20) nous savons que < / o ]Vrk|2 dx) est une suite positive décroissante et donc conver-
Q k>0

gente, et posons l; = klim / o \Vr%,l(ﬁ)P dz. D’autre part, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

nous obtenons Vj :

0< / o (Va1 () do < / o Vraes (1 — )2 de + / o (Va1 (ny) 2 do
Q Q Q

+2(/ﬂa|Vr2k1(7]—77j)|2d:c>§(/90|V7’2k1(7]j)\2da:>% (4.6.23)

et comme la suite ( / o |V7“k|2 d:v) est décroissante, nous avons Vk, V7,
Q k>0

0< [ al9raa@iae < [ olVnati—n) o+ [ o Vi i) do
: :
+2</0|V7‘0(7717j)|2dx> (/U|Vr2k_1(nj)\2dx) (4.6.24)
Q Q

En faisant tendre £ — oo, nous obtenons ro;_1(n;) - 0 car n; € R et par conséquent

0<1; < /Qa \Vro(7 —n;)|* da (4.6.25)

En faisant tendre maintenant j — oo dans I'inégalité ci-dessus nous obtenons l; = 0 car 7; — 7.
J

Ce qui veut dire,
a5 = | o Vras (@) de -0

Comme les normes |[|-[|q g et ||z sont équivalentes (cf 4.2.2) et (rop—1(7)); converge dans
H&jS(Q) alors (rg(77)), converge dans H'(2) et donc 7] € R.

e Montrons maintenant que R est dense dans H 2 (I'1). Considérons l'opérateur linéaire A défini
comme suit

H3(Ty) — H3(T) (4.6.26)
n

— An = 7’2(77)|F1 -
montrons d’abord que (i) Im(A) C R et ensuite (ii) Im(A) est dense dans H%(Fl).

(i) Soit & = 72(n);r, —n € Im(A). Par linéarité nous avons r95,(§) = rog42(n) — m21(n). 1l s’agit
de démontrer que £ € R, c’est a dire que la suite (r(£)), converge dans H().
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Or nous avons

/Q o [Vran(©)? dz = /Q 0 [Vrapa(n) — Vrgg(n) [ de
= /520|V7"2k+2(77)’2d$+/QUWT%(??)FCW—2/QUV7”21<;+2(77)V7"21<:("7)d$

— / o [Vragsa(n)|? dz + / o Vra(n) 2 dz — 2 / 0 Vrap ()2 da
Q Q Q

Et comme, d’apres les relations (4.6.19) et (4.6.20), la suite (/ o [Vre(n)|? dx), est décroissante,

Q
nous avomns

/ o [Vro(©) de < / o [Vragsa(n)|? dat / o |Vra(n) | de—2 / o Vrapsa ()2 da
9] Q Q Q

Et donc
/Qa|vm(g)\2dxg/ﬂo(wr%(n)\?—\Vr2k+2(n)|2)dx (4.6.27)

Par ailleurs, les deux suites </ o ]VT%(&’)FdQJ)k et </ o |Vror(n)]? dx)k sont convergentes
Q Q

(car positives décroissantes). Si nous désignons leurs limites respectivement par l¢ et l,, d’apres
(4.6.27), nous obtenons 0 < l¢ < I, — [, et donc l¢ = 0. Ce qui implique, puisque la suite

(/ o |Vre(6))? dw)k est décroissante, la convergence vers 0 de la suite (/ o [Vrgr_1(6))? d:v)k.
Q Q

Par suite r95_1(&) — 0 dans H'(£2) et enfin la proposition 2 implique la convergence de la suite

(1£(€))x dans H(€).

(ii) Montrons que Im(A) est dense dans H%(Fl). Ce qui revient a montrer que Ker(A*) = {0}
ou A* est 'opérateur adjoint de A.

Soit ¢ € Ker(A*), donc ¢ € H_%(Fl) et A*¢ = 0. Par conséquent, Vn € H%(Fl), nous avons
< A*¢>,n>=<¢,An >= 0, et par suite :

/F (ra(n) —n)éds =0 ¥ne Hz(Iy) (4.6.28)

Soit maintenant v telle que :

—V(eVv) =0 dans Q

09— =¢ surly

ov
" —0 surS (4.6.29)
03% =0 surlL

Par application de la formule de Green dans € pour v et r;(n) et au moyen de (4.6.28), nous
obtenons

/agarl(n)vds:/ nods (4.6.30)
Fl 8 Fl

14



4.6. La méthode itérative alternative de Kozlov & al. 81

Nous considérons ensuite la fonction w solution du probleme suivant

—V(eVw) =0 dans Q

w =v surly 4
O (4.6.31)
03— =0 surlg

ov

Par la formule de Green dans €2 pour w et 79(n), et au moyen de 1’équation obtenue (4.6.30),
nous obtenons ’équation suivante

0
/ (gb—ag—w)nds:O, Vne H%(Fl) (4.6.32)
T 81/
D’ou O’Q% = ¢ sur I'q.
. ov 0z
Posons maintenant z = v—w. Comme Uga—l = ¢, nous avons zp, = —‘ =0et —V(oVz) =
VIl vir
0 dans 2. D’apres le théoreme de Holmgren nous obtenons z = 0 dans ) et donc v = w. Et
puisque v|g = a—wls = 0 nous avons alors v = w = 0 dans {2, et donc ¢ = 0.
v

Remarque 6 En suivant [70], nous pouvons également démontrer que si l'on a (o, 3) € o2 (S)x

Hfé(f‘g) et si pour un certain f° € H%(Fl) la suite (Ry(c, B, f°))r converge vers un U dans
HY(Q) alors U est solution du probléme suivant :

—V(eVU) =0 dans Us = a, 0'36—[] =4
Ov I3

4.6.5 Caractere régularisant de 1’algorithme

Nous considérons le probleme (PCly;,) défini dans (4.6.14), f et g les données exactes définies
sur S et I's respectivement, f et ¢ des perturbations de f et de g. Nous désignons par U la
solution exacte du probleme de Cauchy (PClg;y,) correspondant & f et g et considérons pour un
f° donné, la famille des opérateurs Ry (-, -, f0) : H%(S) X H_%(Fg) — H'(Q) qui associe & (f, g)
la solution u* & l'itération k de I’algorithme itératif, &k = 0,1, - - -. Notre but dans ce paragraphe
est d’éditer le caractere régularisant de 1’algorithme comme dans [70].

Définition 4 (famille régularisante)

La famille des opérateurs Ry(.,., f°) : H%(S) X H_%(Fg) — HY(Q) pour k = 0,1,--- est dite
régularisante pour le probléeme de Cauchy (PClgy,) de solution exacte U s’il existe un réel positif
0o et des fonctions k(5) et () définies en (0,dp) tels que e(6) — 0 et linégalité

Hf - fHH%(S) +llg = all -3 ) <9

implique ’estimation suivante :

| B (79,59~ 0], ) <<0)

Ici O joue le réle de paramétre pour la famille des opérateurs (Ry).
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Dans [70], les auteurs ont démontré que la suite des opérateurs (Ry)r de l'algorithme est
régularisante pour le probleme de Cauchy. En adaptant les calculs menés dans la preuve, nous
obtenons 'estimation suivante

HRk<f7§7 1) - UHHl(Q) < pd + || (0 — U|r1)||H1(Q)

ott 71,(f° — Ur,) = Rx(0,0, o — Up,) définie précédemment dans le théoréme 4 et pj, est la
norme de l'opérateur Rg(-,-,0) dont 'estimation ci-dessous est donnée dans [70]

pr < ck

avec c¢ est une constante qui dépend de la géométrie et de I'opérateur elliptique du probleme de
Cauchy. Donc finalement, nous avons

HRk( ~a§af0) - UHHl(Q) < cko+ HTk(fO - U‘Fl)HHl(Q) :

Ainsi k(9) est défini comme étant la plus petite itération telle que

ckd+ ||lre(f° = Upr, < £(0) (4.6.33)

i)
Cette estimation montre la délicatesse du choix du critere d’arrét de 'algorithme. Il s’agit de
trouver l'itération optimale ko qui dépend de et de fY et pour laquelle (4.6.33) est vérifiée.

Ce point va étre traité numériquement (§4.8.3) ot nous explorerons plusieurs criteres et nous les
testerons sur une fonction analytique et sur des données simulées.

4.6.6 Syntheése des travaux effectués sur cette méthode

Dans [70], la méthode a été étudiée seulement théoriquement et aucune expérience numérique
n’a été présentée. Mais depuis, cette méthode a été reprise et expérimentée par d’autres cher-
cheurs et dans plusieurs applications. Principalement, nous citons les travaux de Lesnic & al.
(79, 87], Jourhmane & al. [64, 65, 63], Leitao [77] et plus récemment Azaiez € al. [6)].

Ces travaux ont traité la méthode itérative de Kozlov de point de vue théorique et numérique.
Cependant, les applications présentées ont été toutes implémentées en 2D avec des tests ana-
Iytiques f et sur un domaine homogene, le plus souvent sur un carré. Le cas de Panneau a été
cependant traité par Leitdo dans [77] et par Azaiez & al. [6]. Mais, aucune application réaliste
n’a été présentée.

Pour la résolution numérique du probleme aux conditions mélées, certains auteurs ont choisi la
méthode des éléments finis [65, 77, 6], et d’autres la méthode des équations intégrales [79, 64, 63].
Tous ces travaux montrent l'efficacité de la méthode et son caractere régularisant pour des
données faiblement perturbées, mais pointent une convergence numérique lente spécialement
pour un choix initial de 'algorithme relativement loin de la solution exacte. Néanmoins, les
expériences présentées dans [77] montrent que la convergence numérique est plus rapide dans
une couronne sphérique que dans un carré et que dans une couronne les résultats sont d’autant
meilleurs que si I’épaisseur diminue. D’autre part, signalons que les résultats de Lesnic & al.

U
dans [79] montrent que le flux — est plus difficile & calculer avec une bonne précision telle que

v
le potentiel u. Et dans le cas ou les surfaces I'; et I'. de la couronne C ne sont pas régulieres, les
résultats sont moins bons.

fOn retrouve souvent la fonction u(x, y) = cos(z)cosh(y) + sin(x)sinh(y) testée sur un carré.
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Pour accélérer la convergence numérique, certains auteurs ont cherché a relaxer le schéma de
I'algorithme. Ainsi, Jourhmane € al. [64, 65] ont relaxé le calcul de f* & chaque itération, et
Mera & al. [87] ont relaxé la condition de calcul de g* et ont présenté un schéma de relaxa-
tion de f* et g* & la fois ainsi qu’une comparaison entre ces différents schémas. Par ailleurs, une
stratégie pour choisir le parametre optimal de relaxation a été également présentée dans [65, 63].

Dans le cadre de notre probleme, nos résultats sont effectués sur un domaine 3D homogene par
morceaux (géométrie sphérique et géométrie réaliste), nous présentons des applications avec une
fonction analytique et avec des données simulées. Contrairement a ce qui a été rapporté dans
la majorité des résultats présentés sur un carré, la convergence numérique de notre algorithme
ne nécessite pas un tres grand nombre d’itérations (cf §4.8) et donc nous n’avons pas besoin des
schémas de relaxation.

4.7 Résolution des problemes directs aux conditions aux limites
meélées

Dans cette section nous présentons la résolution des problemes aux conditions aux limites mélées
qui apparaissent dans les algorithmes écrits pour les deux approches successive et simultanée
(cf §4.6.2 et §4.6.3). Nous avons choisi la méthode des équations intégrales pour ses multiples
avantages décrits dans le chapitre 2, d’autant plus qu’elle est plus appropriée pour résoudre ces
problemes que d’autres méthodes vu que nous n’avons besoin a chaque itération de ’algorithme
que des valeurs du potentiel et du flux sur la frontiere.

Les problemes directs en question sont les suivants,

— approche successive,

1. suite paire :

—Au =0 dansC

(Plac)y %~ =¢ sl (4.7.34)
9 =g surly
v

¢ c H2(Iy), g€ H 2(T,).

2. suite impaire :

—Au = dans C
% =1 sur I}

(P2suc)y _f swScT, (4.7.35)
ou

m =g, sww L=T.\S

(RS H_%(FZ-), fe H%(S) et gr est la restriction sur L d'un g € H_%(Fe).

— approche simultanée,
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1. suite paire :

(Plaim)q U =¢ surly (4.7.36)

¢ e H2(Ty), g€ H 2(Ty).

2. suite impaire :

—V(oVu) =0 dans Q

O'qu =1 surl}y
. v
(P2sim)Q ., —/ sws (4.7.37)
% = sur L
o3 ey =gr sur

(NS H_%(Fl), fe H%(S) et gr, est la restriction sur L d’'un g € H_%(Pg).

Nous présentons dans le paragraphe suivant la résolution des problemes directs de ’approche
successive, celle des problemes de I’approche simultanée sera présentée au paragraphe §4.7.2.

4.7.1 Résolution des problemes aux conditions aux limites mélées de I’ap-
proche successive

Il s’agit de résoudre les problemes (Plgy.) et (P2g,.) décrits ci-dessus. Nous présentons dans ce
qui suit ’étude du probleme (P2g,.), celle du probleme (Plg,.) étant similaire.

(@)

F1G. 4.3 — Le domaine C de la couronne

Notons que pour le probleme de Cauchy (PCleq,) nous considérons S une sous partie stricte de
I'e et pour le probleme de Cauchy (PClapne) nous avons S = .
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Formulation variationnelle du probleme (P2;,.)

Au =0 dansC

gu =1 surly

v

(P2suc)y OV _ f s ScCT, (4.7.38)
ou

5, —9r sur L=T,\ S

Soit f € H 2 (I'¢) un prolongement continu de f € H 2 (S) (cf §4.2). Nous considérons le probleme
suivant

—Au =0 dansC

ou =0 surly (4.7.39)
v _
u =f surl,

(Pz)

et introduisons la différence w = u — @ dont nous observons qu’elle satisfait le systeme

—Aw =0 dans C
glj =1 sur I';
(Py) w —0 sur S (4.7.40)
8—w = — @ sur L
o T oo

dont nous étudions la formulation variationnelle dans I’espace Hol’ 5(C) défini dans le paragraphe
§4.2.

Soit v € H&? 5(C). En appliquant la formule de Green dans C sur (w,v) nous obtenons
ou
Vw-Vvdr = | (9, — =— )vds+ | tYvds (4.7.41)
c L ov |L

1
Le premier terme dans le second membre représente le produit de dualité sur H,(L) et le dernier
représente le produit de dualité sur H %(Fl)

La formulation variationnelle de ce probleme s’écrit alors
a(w,v) =¢(v) pour tout v € Hé’S(C) (4.7.42)
ou

a(w,v) = /ch(a:) -Vo(z)dx

et

P
E(v):/L(gL—azL)vds+/Fi¢vds

Nous munissons 1’espace H& ¢(C) du produit scalaire et de sa norme induite définis dans (4.2.2)
pour o = 1, qui en fait un espace hilbertien [30].

D’autre part, nous avons a(v,v) = HHSS Donc a est ||-[| g-coercive sur H&?S(C) et I'inégalité de
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Cauchy-Schwarz assure sa continuité.

Reste a vérifier que £(-) est une forme linéaire continue sur Hé’ 5(C). En effet,

/Fg/wds

ou
< _
0(w)] < ] /L (91— 5, )0 ds| +

< ol - + 10l 15
v - = , v 1 1
- H(%)(L) L ov|L (Ho%o(L)) H (D) H™2(I)
Or |l 2 <er-lvll 1 [109], donc avec la continuité de la trace nous obtenons
| HZ (L) H2(T.)

()| < cte ||v]l gy - (4.7.43)

Ainsi, le théoréme de Lax-Milgram nous donne l'existence et 'unicité d’une solution w dans
H& 5(C) au probleme (4.7.40) et ceci pour un @ fixé qui dépend du prolongement f. Il en découle
alors I'existence d’une solution u dans H'(C) du probléme (P2g,.). Cette solution est unique
car 8’il existe une autre solution u; alors leur différence z = u — uq vérifiera le probleme suivant

( —Az =0 dansC
z =0 surlS
0z
5, 0 swlkl (4.7.44)
0z
2, =0 surl}
qui admet comme unique solution la solution nulle. Donc u = v. O

Formulation du probléme (P2g,.) en équations intégrales

Nous étudions dans ce paragraphe la résolution du probleme (P2g,.) par la méthode des équations
intégrales. Nous distinguons deux cas, le cas ou S = I, tel est le cas pour le probleme (PClrane)
et le cas ol S est une sous partie stricte de I'¢, c’est le cas du probleme (PClcqpp).

Casou S =T,
Nous supposons dans ce paragraphe S = I'¢, donc le probleme a résoudre est le suivant

Au =0 dansC

Ou =9y surly (4.7.45)
ov
u =f surl,

Nous poursuivons la méme démarche que celle du chapitre 2 afin de présenter une formulation
en équations intégrales de ce probleme.

D’apres le théoréeme 1 (cf chapitre 2) nous avons

uw) _ [ 9G i)
= 5 (@ = yu(x)ds(x) + » Gz —y) —

ds(xz) , ye dC

que nous écrivons sur I'; et I', respectivement
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y oG le
W= — | 5 @ yui(@)ds(z) = [ 2o (@ = yue(z)ds(z)
r Te (4.7.46)
s G(x — y)pi(x)ds(z) + g G(x —y)pe(x)ds(x) , yeTi
oG oG
W= — | 5, @ yule)ds(@) = | o (@ = y)ue(z)ds(z)
0 . (4.7.47)
w;(x) Oue () b
+ . G(z —vy) 5 ds(zx) —I—/Fe G(z —vy) 5 ds(x) , yeTl.
N , auz 3ul
ou nous avons noté ue = uUr,, Ui =Ur,, Pi = 57— et pe=—5— .
8V ‘Fi al/ |Fe

En reprenant les notations du potentiel de simple couche et de double couche définies au chapitre
2, nous obtenons le systeme suivant

Ug

5 = —D; ju; — Dj ctie + Siipi + Si ePe (4.7.48)
u
?e = —Dejui — De ctie + Seipi + Se,ePe (4.7.49)
qui s’écrit matriciellement sous la forme
LDy —Sie } ( U ) _ [ Sii —Dije } < Di )
De,i _Se,e Pe Se,i _% - De,e Ue (4750)
.A2 Al

Ainsi pour le probleme (Plg,) il faut inverser la matrice 4; et pour (P24,.) il faut inverser la

< zb) > 4. ( z; ) (4.7.51)
4 ( Z ) _ < Z ) (4.7.52)

Nous avons (i, e, pi, pe) € H2(T;) x H2(To) x H™2(Ty) x H™2(T,) et b= (b;,be) € Hz(T;) x
1
H>2(T.).

matrice As.

Posons

et considérons le systeme

Equivalence des systemes (4.7.52) et (4.7.45)

Dans ce paragraphe, nous démontrons que le systeme d’équations intégrales (4.7.52) est équivalent
au probleme (4.7.45). 1l est facile de voir que la solution de ce dernier est aussi solution du systeme
(4.7.52). Nous démontrons dans ce qui suit la réciproque en vérifiant que le systéme (4.7.52)
admet une solution unique.

Considérons donc I'opérateur matriciel associé a ce systéme

I,
24+ D;; =5
_ 2 1, ie
Asy ( Des S, ) (4.7.53)
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Comme les opérateurs D;; : L3(T;) — L2(Ty), D : L3(T;) — H%(Fe) et Sie: H_%(Fe) —
L*(T;) sont compacts et que I'opérateur S : H_%(Fe) — H%(Fe) est un isomorphisme (voir
§2.2.3 dans le chapitre 2 ), Ay : L?(T;) x H_%(Fe) — L*(T;) x H%(Fe) est un opérateur de
type Fredholm. Par conséquent I’étude de la solution du systeme d’équations intégrales (4.7.52)
revient a celle du noyau de 'opérateur adjoint

I; * *
<+ D¥. D
Ab = ( 2 bt be ) 4.7.54

2 ~Se. —See ( )

Soit X = (a, 8) € Ker(A3), nous définissons 6 dans R? comme suit :

0(y) = /F Gz — y)a(z)ds(x) + g G(z —y)B(x)ds(z), poury ¢ T;UTl,

= Sia(y) + SeB(y)

F1G. 4.4 — Domaines intérieure et extérieur a la couronne C

Nous remarquons immédiatement que # est harmonique dans C; UC U C, ou C; est le domaine
intérieur a la frontiere I'; et C. est le domaine extérieur a I'. comme le montre la figure (Fig. 4.4).

(4 +Di)a+ D B=0

(@) € Kerlay) = { (3F DR+ Dl

90— (4.7.55)
<~ am B
O, =0
La fonction # satisfait dans C le probleme aux conditions aux limites mélées suivant
—Af =0 dansC
O, =0
(4.7.56)
o0
ov|r;
Donc 8 = 0 dans C et par suite
Q‘Fi =0
00~ (4.7.57)

ov|r. B
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Dans le domaine C;, 8 vérifie le probleme de Dirichlet suivant

—Af =0 dans(;
{ 6, =0 (4.7.58)
D’ou 8 = 0 dans C; et donc
%jL =0 (4.7.59)
8V|Fi n o
L L 007 00 . :
Cette équation avec I’équation 87|F =0 (4.7.55) donnent Y = 0. Or d’apres les relations
V|, v
i T

de saut du potentiel de simple couche évoquées au chapitre 2, nous avons [ ] Ir, = a ce qui

o
implique alors

a=0 (4.7.60)
D’autre part, 0 satisfait dans C. le probléme de Dirichlet suivant

A =0 dans C.
0. =0 (4.7.61)
0(y) =0(3), r=lyl — o0

donc 6 = 0 dans C, et par suite sa trace normale est nulle :

00"

v, = ° (4.7.62)

0 0 0
Cette équation avec I’équation 90 =0 (4.7.57) donnent 9 =0. Or 8 |pe = [ d’ou
ov|r. ov r

B=0 (4.7.63)

Et donc X = 0. O

Mise en oeuvre numérique du systéeme d’équations intégrales

Nous avons choisi la méthode de Galerkin (cf chapitre 2) pour résoudre numériquement le
systeme d’équations intégrales obtenu et qui s’écrit comme suit :

i) /8 2 — y)us(x)ds(z) — G(aj— Y)pe(a)dse(x /Gx— y)pi(x)ds(x)

81/ — Ylue(z)ds(z) yeF
(4.7.64)
oG - ' Ue(y)
. aya(;c — y)ui(z)ds(z) — 5 G(z — y)pe(x)ds(x) = /F Z_ G(z —y)pi(z)ds(z) — —
_/ oo(@ = yhu(a)ds@) , yel.
Ie

Nous cherchons (u;, pe) élément de L?(T;) x H _%(Fe).

Nous multiplions la premiére équation par v; € L?(I;) et I'intégrons sur I';, ensuite nous multi-
1
plions la deuxiéme équation par g € H 2(I'.) et 'intégrons sur .
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Posons
o é’e) (4.7.65)

ou (bi, be) =A; (piaue)'

Le probléme variationnel du systéme correspondant au systeme (4.7.52) est le suivant
Trouver ® € Vo : < As®, U >=< V¥, v >, Vv el (4.7.66)

Nous passons maintenant a la discrétisation de ce systeme variationnel. Les surfaces I'; et I'. sont
discrétisées par des facettes planes triangulaires, nous notons I‘Zh et FZ les surfaces approchées
et désignons respectivement par n; et n. leur nombre de noeuds.

Nous utilisons une base P! que nous notons ((;55 )) j=1,-.n; Pour discrétiser les fonctions définies

sur la surface T'? et (¢§e)) j=1.. n. pour la surface I'"*. Nous posons alors :

ul(y) = U o) L ply) = > P o (y)

=1 =1

- Z Ul(e) ‘ ¢ze) ’ pe Z P
=1

Nous écrivons maintenant le systéme approché, en falsant parcourir les fonctions tests sur F?

parmi les fonctions de base gb,(j), k =1,---,n; et les fonctions tests sur FZ parmi d),(:), k =
1,--- ,ne. Nous obtenons alors le systéme suivant

| / o)) o ds! + / / <z>/ oy dslds| - ZP}e) /F ) /F G| dslds!

_ (i)/ / (@) (@) 3 h 3 h - (6)/ / (e) shdsh
_E:p Gy dstds)! = U, oo dslds!
— 1 v Jon 1 Pk — l 1 O 1 Pk

pour k=1---n; (4.7.67)
et

n; (i) i) (e) 5 .h (e) © (€)1 hah

;Ul /rh/ph 00 dslast ZP / /QGGZ% ¢y dsgds,
=>A" Doidstast—> U | 696l dst G () () gshgsh
_ZZ;PZ /FQ/F?GQbZ O dsidse ZZ;UI [2 /F,gqsl r, dse +/FQ/FQ o ¢ ¢ dsgds,

pour k=1---n, (4.7.68)
Ce systeme s’écrit matriciellement sous la forme :
Loyph sk | (U [ St DL PO
D, s, < P ) B [ st —% - ph, < Ut > (4.7.69)
Ab A}

avec U@ = (Ul(a), e ,Uéi)) et P@) = (Pl(a), e ,Péi)), pour a = i, e.



4.7. Résolution des problemes directs aux conditions aux limites mélées 91

Cas ou S est une sous partie stricte de I,

Le probleme a résoudre est le suivant :

—Au =0 dansC
ou
o =1 surly
(P2suc) " —f suwScCT, (4.7.70)
% =g, suwwr L=T.\S

1 /
Nous commengons par prolonger les données f € H %(S ) et g € (Hj(L)) sur toute la surface
I'.. Soient f et g des prolongements continus de f et de g7 respectivement dans H %(Fe) et

ou o
H_%(Fe). Nous notons p = —— et posons & = ur, — f et 3 =pr, — 7.

ov
Nous reprenons la méme représentation intégrale en simple et double couche déja utilisée,
oG
uly) = G(x —y)p(x)ds(x) — —(z —y)u(z)ds(z) , Yy € oC
2 ac ac Ov

Nous écrivons cette équation respectivement sur I'; et I',

u; y):/FiG(x_y) /Gm— (5 + g)(x)ds(z)

(?)G@” ~ Yui(z)ds(w) — ?)G(ﬂf —y)(a+ f)(z)ds(z)
ry v T. 1%

Vyel; (4.7.71)
zf / Gz —y)p(z)ds(x) + | Gz —y)(B+ g)(x)ds(x)

Le
_ /FZ g(j(a: —y)ui(z)ds(x) — /Fe gf(x —y)(@+ f)(x)ds(x)
vy eT, (4.7.72)

En utilisant les notations des opérateurs intégraux déja introduits au chapitre 2, le systeme
ci-dessus s’écrit de la facon suivante

sur [0 %+ Djjui+ Dieiv — Si e = Si 0 + Sied — Dz ef

_ _ 4.7.73
sur I, : De,iui + % + De,e@ - Se,eﬁ = Se 11/1 +Se ed— 5 — D, ef ( )

Nous cherchons a calculer u; € H%(Fi), up, = ujg, € H%(L) et ps = pis € (HEO(S))/. Et, pour
1

déterminer u, et pg, il suffit de déterminer a, et B| g qui appartiennent respectivement a HO% (L)
et Hfé(S) puisque & € H%(Fe) avec ajg =0 et f € Hfé(f‘e) avec (O, = 0 (cf §4.2).

Nous définissons les opérateurs S, 1, et D, 1, de la fagon suivante,

Yo € Hfé(L) t Se L = Seep, OUQPE H%(Fe) est le prolongement par 0 de ¢ sur I',
1 ~ _
VO e Hy(L):  Derd =Deccf, oube H_%(Fe) est le prolongement par 0 de 6 sur I',

1 _
De la méme fagon, nous définissons les opérateurs Se s et D, 5. Puisque &, € Hg(L) et Bis €
H _%(S ), nous pouvons donc écrire le systeme (4.7.73) comme suit

sur I'; : %i+Dzzuz+D'LL07\L_ ZS/B|S =S5+ Sied — Dzef
sur I'g : Dezuz+ +D€La|L_ zSﬂ\S = eﬂ/]"’_Seeg - eef
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1
Dans I’équation écrite sur I'. toutes les fonctions sont dans Hz(I'.) donc nous pouvons prendre
la restriction sur L et sur .S pour obtenir le systéeme suivant

sur T : % + Dju; + Djed — Si 3 = Siith + Sieg — Dief )
sur L:  Dru; + §|L + Drra, — Sp,sB)s = Spith + Sp.ed — gL —Dp.ef
sur S: Dgiu; + Dg oy, — Ss,s0)s = S5, + Ss.e9 —£|S — Dsef
Afin de simplifier la présentation, nous supposons dans la suite que
fe HO%O(S) . gLe H 2(L) (4.7.74)

et considérons ainsi f et g les prolongements par 0 de f et de gr. Dans ce cas, nous avons

(@+fs=rf (@+flir=uL
B+gs=prs B+39)L=9L

et obtenons donc le systeme matriciel suivant

L4+ Di; Dig —Sis U Sii Sir —Dig P

Dyp; L+ Dr —Sis ur, |=| Sci Sp —Dis gL (4.7.75)

Ds; Dgs, —Ss.5 Ps Ss; Ssi —% —Dgg / B
As

Equivalence entre le systéme (4.7.75) et le probléme (4.7.70)

En se servant de 'alternative de Fredholm nous étudions dans ce paragraph 1’équivalence entre
le systeme d’équations intégrales obtenu et le probleme (P2g,.) décrit dans (4.7.70).

D’apres les propriétés des opérateurs intégraux déja évoquées au chapitre 2, nous avons

Dy L*(Ty) — L*(Ty) Dy : L*(L) — L*(Ty)  Dp;: L*(Ty) — L*(L)
Dpp:L*L) — LX(L) Sig:H 2(S) — L3(T;) Dg,: L2(T;) — Hz(S)
sont compacts et 'opérateur
1

Sss: H2(S) — H3(S)

est un isomorphisme.

Et d’apres [109],
Sps: H 3(S) = L*(L) Dgy: L¥(L) — H2(S)

Donc As : L*(T;) x L?(L) x H_%(S) — L2(I';) x L3(L) x H%(S) est un opérateur de type
Fredholm. Etudions alors le noyau de son adjoint

I; * * *
3 +Di; Dip Dis

* o * IL * *
As=| Di, F+Dr, Dig

—Ss,i —Ss.1. —Ss,9
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Soit X = (a,3,7) € Ker(As). Nous posons 3, 7 les prolongements par 0 sur I'. de § et v
respectivement, (3 € L(T,), 7 € Hfé(lje)).

Nous définissons dans R? la fonction suivante

O(y) = /F G(z — y)a(z)ds;(z) + g Gz —y)B(x)dse(z) + g G(z — y)y(z)dsc(x)

= Sia(y) + SeBly) + SeA(y) , poury ¢ T, UT,

dont nous vérifions qu’elle est harmonique dans C; U C U C., ou C; et C. sont les domaines
représentés dans la figure (Fig. 4.5).

.
l\;
T

F1G. 4.5 — Domaines intérieure et extérieur a la couronne C.

5+ Dia+ Di B+ Digy=0

)

As X =0 &4 Djatg+Dpf+Dpsy=0

—Sgia — Ss .8 — Sss7=0

(90~ (4.7.76)

ovr,

& 00~
@\L_O

s =0
Par suite, la fonction 0 vérifie dans le domaine C, le probleme suivant
(—Af =0 dansC

90~
ov|r;

(4.7.77)
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d’ott # = 0 dans C et par conséquent

( 9|F2 = O
% _, (4.7.78)
ov|s
( O =0
Dans C;, 6 vérifie le probleme de Dirichlet suivant
—Af =0 dansC;
{ 0. =0 (4.7.79)
Ce qui implique 8 = 0 dans C; et donc
00+
= = 4.7.80
ov|r, ( )
) . 00~ Y 00 . .
Cette équation avec — =0 (4.7.76) impliquent | — = 0. Or d’apres les relations de saut
8V|FZ‘ 8V IT;
. . . . . a0
du potentiel de simple couche évoquées au chapitre 2 nous avons W = «, donc
v
IT';
a=0. (4.7.81)
Nous avons alors 0(y) = Gz —y)B(x)dse(x) + | Gz —y)7(x)dse(x).
Te Le

Les équations 0, = 0 (4.7.78) et 6| = 0 (4.7.76) impliquent 0, = 0. Ainsi,  vérifie dans C, le
probleme de Dirichlet extérieur

—Af0 =0 dansC,
0‘1*6 — O
0(y) — 0 pour [y| — oo

D’ou 6 = 0 et par suite

a6+
o, = (4.7.82)

L’équation g@ =0 (4.7.78) avec (4.7.82) impliquent [20]

v|S Vs

= 0. Comme [89} = 7, nous
ov s

obtenons
v =0. (4.7.83)

06 o6

De facon similaire, 'équation — = 0 (4.7.76) avec (4.7.82) donnent [} = 0 et comme
ov|L WL

{80

B ] = [ alors nous obtenons
v
|L
3=0. (4.7.84)

Ce qui implique X = 0. O
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4.7.2 Résolution des problemes aux conditions aux limites mélées de I’ap-
proche simultanée

Il s’agit des problemes (Plgy,) et (P2sim) que nous réécrivons ci-dessous

—V(eVu) =0 dans Q
—V(oVu) =0 dans ou

_ 09— =1 surly
(PLim)y “ 5. =¢ surly (P2gm)§ O i osws  (4789)
035 =g sur I ou
035 =gy sur L

F1G. 4.6 — Le domaine

Ces deux problémes sont bien posés dans H'(Q). Leur étude est similaire & celle des problemes
directs de l’approche successive.

Résolution par équations intégrales

Pour résoudre les problemes directs (Plgiy,) et (P2g,) nous utilisons la méme représentation
intégrale en simple et double couche utilisée auparavant. Nous ’écrivons dans €29 et dans (3,
prenons la restriction sur leurs frontieres respectives

dans (3,
ou. ™ ou.~
I's: —D S3.0(—— = —(24+D S3.3(——
sur I's 3,2U2 + 3,2((%)2 (% + Ds3)us + 3’3<81/)3
sur o0 (2 — Dyo)us + 5o 2(%)Jr = —Ds3u3 + 52 5(@)7
2 ’ I ’ “rov’s
dans o,
ou.,~ ou "
. I —
sur I's : (72 + D272)u2 - 5'2,2(5)2 = Dayu1 — 52,1(5)1
sur 'y : Dious — S (%)_ *(—Ifl-i'D Jui — S (@)4_
1 Digug 12(57), = 2 1,1)u1 Lilg,),
. Ou” o . Ou, " - L
oll (8—) est la limite intérieure du flux a travers la surface I'; et (8—) est la limite extérieure,
v v

j=1,2,3.
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Nous multiplions les équations provenant de la représentation intégrale dans le domaine €23 par
o3 et celles de o par o9, nous obtenons alors

—03D32us + 53,2(0321:): = —0’3(% + D3 3)u3 + 53,3(0325)3 (4.7.86)
Cf3(£22 — Do )us + 52,2(03(25): = —03Ds3u3 + 52,3(03?:)3 (4.7.87)
02(% + Dao)us — 52,2(02(;1:)2_ = 03Dg1u1 — 52,1(0233): (4.7.83)

o2 D1 2u2 — 51,2(02?:); =o9( - % + Dij)ur — Sl,l(aggz:)j (4.7.89)

Ensuite nous considérons les deux équations (4.7.87) et (4.7.88) écrites sur I'y et nous exprimons

ou . . .
uy et 02(8—) en fonction des valeurs du potentiel et du flux sur I'y et sur I's. Puis, nous les
v'2

substituons dans les équations écrites sur I'y et I's.

o2+03
o2—03

Notons Hy o = (m)%2 + D5 5. Puisque

02—03

> 1, d’apres [3] :

Hy : L*(Ty) — L*(T'3) est un isomorphisme

Le systeme matriciel obtenu est le suivant :

- 1
g1 (87/“) 0-2_0-3u1
g9 —0;
Al #ov | Zp B (4.7.90)
1 o3 (@)
02_03113 02=03 9y’ 3
ou A et B sont définies comme suit
S11 0 } [ —0o9D1 2 ] -1
A= (o9 —0 ’ ? H S galDo -
(02 — 03) [ 0 os(% + Dys) 03D 2 22 [ S21 03Dz ]

_S B _
+ [ S;; ] SoaHyy [ 03(% — Dap)Son —0203(% + Dap)Das | (4.7.91)

)

et

ool D) 0 — 03D .
B— (0_2 _0_3) |: 00‘2( 2 1,1) s s :| + I: Z?)’D;’z :| H2721 [ 02D2’1 5273 ]

-9 B B
+ [ S‘;Z :| 5271H2,21 [ 020'3(% - D2,2)D271 —0'2(%2 —I—D272)52,3 ] (4.7.92)

)

4.7.3 Tests numériques

Nous présentons dans ce paragraphe des tests numériques pour le probleme aux conditions

ou
aux limites mélées décrit dans (4.7.45). Dans ce cas, nous connaissons % et up, et nous
vy
cherchons a calculer ur, et o Nous considérons les maillages de la géométrie sphérique
V|l

définis en (Tab. 2.2), précisément nous travaillons sur la couronne C formée par les spheres de
rayons respectives 1 et 0.92.
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Nous considérons la fonction analytique suivante & :
x
u(z,y,2) = ( (4.7.93)

2+ y2 + 2’2)3/2

qui est harmonique dans la couronne C considérée ci-dessus. Nous désignerons cette fonction
exr

8V T,

en résolvant le systeme discret (4.7.69). Ce systéme est

par 4, les données de Cauchy considérées sont u, = uﬁ%‘ et p; = , et nous cherchons a
€
exr
€T —

déterminer uf® =

exr er —
U, et pg* =

v |r.
inversé en utilisant une décomposition LU a I’aide des subroutines de la bibliotheque numérique

d’algebre linéaire Lapack en Fortran.

Afin d’étudier la robustesse de la méthode de résolution, nous ajoutons aux données (ue,p;) un
bruit gaussien d’amplitude : 0%, 1%, 3%, 5% et 10%. Nous donnons dans les tableaux (Tab. 4.1)
et (Tab. 4.2) les erreurs obtenues sur u; et sur p., définies de la fagon suivante

Ju§® — “f”ﬁ(ri) [pe® — ngLQ(Fe)

err(u;) = , err(pe) =
' a2, ‘ 1PE% 1 L2(r,)
ou l'exposant (c¢) désigne la valeur calculée.
0% 1% 3% 5% 10%
Meshl | 361072 | 6.91072 | 1.61072 | 2.71072 | 5.41072
Mesh2 | 641071 [ 471073 [ 1.41072 [ 231072 | 4.710°2
Mesh3 19.2107° [ 331073 [ 1.01072 | 1.61072 | 3.31072

TAB. 4.1 — L’erreur relative err(u;) en fonction des données perturbées de 0%, 1%, 3%, 5%, 10%.

0% 1% 3% 5% 10%
Meshl | 1.01072 [ 1.01072 | 3.01072 [ 5.1102 | 10102
Mesh2 | 1.31072 | 1.7107% | 5.31072 | 8.91072 | 171072
Mesh3 | 2.7107% [ 491072 | 141072 | 241072 | 49102

TAB. 4.2 — L’erreur relative err(p.) en fonction des données perturbées de 0%, 1%, 3%, 5%, 10%.

Nous remarquons que l'erreur se dégrade avec I'augmentation du bruit ajouté aux données. Et,
que le calcul du potentiel u; devient plus précis avec le raffinement du maillage, ce qui n’est
pas le cas pour le flux p.. Ceci peut étre expliqué par le fait que nous utilisons des équations
intégrales de premiere espece [19] en 'inconnu pe.

4.8 Expériences numériques pour le probleme de Cauchy

Dans cette section, nous présentons des expériences numériques pour le probleme de Cauchy
résolu par l'algorithme alternatif présenté dans ce chapitre. Dans un premier lieu, nous faisons
des tests dans une couronne sphérique avec une fonction analytique afin d’étudier la convergence
de 'algorithme, le nombre d’itérations nécessaire, la sensibilité par rapport au choix initial et
par rapport a I’épaisseur de la couronne, la stabilité par rapport aux perturbations des données

ECette fonction correspond a (47) * le potentiel créé par un dip6le placé a lorigine et de moment ¢ = (1,0, 0).
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et le comportement en fonction du manque de données. Nous discutons également du critere
d’arrét de l'algorithme.

Ensuite, nous présentons des résultats obtenus lors de la résolution du probleme de Cauchy
dans le domaine non-homogene €2 qui représente le scalp et le crane, en considérant des données
simulées provenant d’un terme source et construites par la résolution d’un probleme direct en
EEG. Des tests seront appliqués sur une géométrie sphérique et sur une géométrie réaliste, pour
les deux approches successive et simultanée.

Nous considérons la géométrie sphérique décrite auparavant (Tab. 2.2), et une géométrie réaliste
dont nous notons le maillage par Mesh4. Ce maillage qui nous a été fourni par le CHU d’Amiens
est obtenu par le logiciel ASA a partir des images IRM d’un patient. Il comporte trois couches
dont nous indiquons le nombre d’élements de discrétisation dans le tableau (Tab. 4.3) et que
nous représentons dans les figures (Fig. 4.7) et (Fig. 4.8).

noeuds | triangles
scalp 616 1228
crane 510 1016
cerveau 510 1016

TAB. 4.3 — Le maillage de la géométrie réaliste.

4.8.1 Résultats obtenus dans une couronne pour une fonction analytique

Nous considérons dans ce paragraphe la géométrie sphérique, particulierement nous prenons le
maillage Mesh2 (cf Tab. 2.2) et travaillons sur la couronne C (Fig. 4.2) formée par les deux
spheres de rayons 1 et 0.92 . Nous résolvons le probleme de Cauchy (4.6.13) pour la fonction
u(z,y,2) = -5 qui est harmonique dans C. Nous supposons connues les données du potentiel et
ou ou

—); = — en appliquant
(%)z i, pplig

du flux fe et g. sur (S,T.), et nous voulons calculer u; = ujr, et (

I’algorithme décrit dans le paragraphe §4.6.2.

e Cas de données complétes sur la surface extérieure (S =T)

Nous supposons connaitre f. sur toute la surface extérieure I', et étudions le comportement de
I’algorithme en fonction du choix de 'estimation initiale, de ’épaisseur de la couronne et de la
perturbation des données.

Résultats obtenus en fonction du choix initial

L’algorithme décrit au §4.6.2 dépend d’une estimation initiale fO du potentiel u; sur la surface
intérieure I'; et le théoréme 4 dans le paragraphe §4.6.4 appliqué au cas homogene assure la
convergence de l'algorithme pour des données compatibles et ceci pour n’importe quel choix de
feH %(FZ) Afin de vérifier cela, nous avons pris deux choix initiaux sur la surface intérieure
L;: f) =0et fY quelconque dont les valeurs aux noeuds de I’? ont été choisies aléatoirement

0_,ex 0_,ex
selon une loi gaussienne. Nous avons =], 1et W" = 2.33.
i oo

[[ug”]]
z e}

hCe choix est arbitraire, nous étudierons ultérieurement la sensibilité de 1’algorithme par rapport & I'épaisseur
de la couronne.
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F1a. 4.7 — Géométrie réaliste. La premiere figure (haut-gauche) représente le scalp, la deuxieme le crane et la
derniére (en bas) le cerveau.

F1a. 4.8 — Une coupe longitudinale et une coupe transversale de la géométrie réaliste.
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Erreur relative sur le potentiel et le flux calculés en fonction du choix initial
0.5 T T T T T
potentiel,f0=0
flux,f0=0 |
—#— potentiel,fO glq

flux,f0 glq

log10 de I'erreur relative en norme L2
1
N
(8]
.
L

mmmmmmmmmmm

35 L L L L L
0

itérations

. , ou . - . . .
F1G. 4.9 — L’erreur relative sur les valeurs calculées u; et (8—)2 de la fonction r%, pour deux choix de ’estimation
v

initiale f2 = 0 et f2 quelconque.

Nous tracons dans la figure (Fig. 4.9) le logarithme en base 10 de P'erreur relative en norme L?
sur I'; entre les valeurs calculées a la kéme itération f* et g* et les valeurs exactes. Ces erreurs
sont définies de la facon suivante

8u627

k
ex g _( )%
ka Yy HLQ(Fi) H ov L2(T))
HungLQ(Fi) ) auem ‘
( ov )i
L2(T)

Ces résultats permettent de faire les remarques suivantes :

1. Pour le choix initial f9, les suites calculées (f¥)x et (¢*) tendent vers la méme solution
numérique que pour f{ mais d'une fagon plus lente. Donc, le choix initial n’influe pas sur
la précision des valeurs calculées mais seulement sur le nombre d’itération :

— la suite calculée (f*); du potentiel sur T'; tend vers une solution proche de la solution
exacte avec une précision relative d’ordre 6 10~% & partir de la 6éme itération pour un
choix initial nul et a partir de la 20éme itération pour un choix initial quelconque.

— la suite du flux (¢*); évolue vers une solution proche de la solution exacte avec une

précision relative d’ordre 1.8 1073 & partir de la 13éme itération pour un choix initial
nul et a partir de la 27eme itération pour un choix initial quelconque.

2. La précision relative sur le flux est moins bonne que celle sur le potentiel. Ce résultat a été
également obtenu par D. Lesnic & al. [79] et Cimetiére € al. [24] dans leurs applications
en 2D (cf §4.6.6).
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3. Les suites calculées tendent vers les valeurs exactes avec une bonne précision et avec re-
lativement peu d’itérations ce qui est contradictoire a plusieurs résultats obtenus dans la
littérature ([64], ...). Ceci pourrait étre expliqué d’une part par la régularité de la géométrie
que nous utilisons et d’autre part, par la faible épaisseur de la couronne, ce dernier point
est étudié au paragraphe suivant.

Dans ce qui suit, nous prenons f° = 0.

Résultats obtenus en fonction de I’épaisseur

Nous reprenons la méme couronne, fixons le rayon de I'. a 1, et varions celui de I'; en prenant
les valeurs suivantes : 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98. Nous tracons dans la figure
(Fig. 4.10) Terreur relative en norme L? pour le potentiel et le flux calculés sur T'; pour les
différents rayons considérés.

Precision relative du potentiel et du flux a I'itération 20 sur la surface interne pour différents ray:

-0.5 T T T T T T T
—%— potentiel
—— flux

_l - |
~N
-
()
£

5 -15F 1
=
c
()

$ o 1
8
[
[

5 -25F q
o
E

8 -3 1
o
-
j=2]
o

-35F q

-4 L L L | | | |
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

différents rayons pour la surface interne

F1a. 4.10 — L’erreur relative sur le potentiel et le flux calculés sur la surface interne I'; pour la fonction “5 pour
différents rayons de la sphere intérieure, celui de la sphere extérieu