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Résumé : Cette thése porte sur la simulation numérique de modeéles couplés pour
I’écoulement et le transport dans les milieux poreux. Nous présentons une nouvelle
méthode de couplage entre les réactions chimiques et le transport en utilisant une
méthode de Newton-Krylov, et nous étudions également un modeéle d’écoulement
en milieu fracturé qui traite l'intersection des fractures par une méthode de dé-
composition de domaine. Ce travail est divisé en trois parties : la premiére partie
contient une analyse de différents schémas numériques pour la discrétisation des
problémes d’advection-diffusion, notamment par une technique de séparation d’opé-
rateurs, ainsi que leur mise en oeuvre informatique, dans un code industriel. La
deuxiéme partie, qui est la contribution majeure de cette thése, est consacrée a la
modélisation et a 'implémentation d’'une méthode de couplage globale pour le trans-
port réactif. Le systéme couplé transport-chimie est décrit, apres discrétisation en
temps, par un systéme d’équations non linéaires. La taille du systéme sous-jacent,
a savoir le nombre de points de grille multiplié par le nombre d’espéces chimiques,
interdit la résolution du systéme linéaire par une méthode directe. Pour remédier a
cette difficulté, nous utilisons une méthode de Newton-Krylov qui évite de former
et de factoriser la matrice Jacobienne. Dans la derniére partie, nous présentons un
modeéle d’écoulement dans un milieu fracturé tridimensionnel, basé sur une méthode
de décomposition de domaine, et qui traite 'intersection des fractures. Nous démon-
trons l'existence et 1'unicité de la solution, et nous validons le modéle par des tests
numériques.

Mots clés : Milieu poreux, écoulement, advection-diffusion, réaction chimique,
couplage, Newton-Krylov, intersection des fractures, décomposition de domaine.

Abstract : This thesis deals with numerical simulation of coupled models for flow
and transport in porous media. We present a new method for coupling chemical
reactions and transport by using a Newton-Krylov method, and we also present a
model of flow in fractured media, based on a domain decomposition method that
takes into account the case of intersecting fractures. This study is composed of
three parts : the first part contains an analysis, and implementation, of various
numerical methods for discretizing advection-diffusion problems, in particular by
using operator splitting methods. The second part is concerned with a fully coupled
method for modeling transport and chemistry problems. The coupled transport-
chemistry model is described, after discretization in time, by a system of nonlinear
equations. The size of the system, namely the number of grid points times the
number a chemical species, precludes a direct solution of the linear system. To
alleviate this difficulty, we solve the system by a Newton-Krylov method, so as to
avoid forming and factoring the Jacobian matrix. In the last part, we present a model
of flow in 3D for intersecting fractures, by using a domain decomposition method.
The fractures are treated as interfaces between subdomains. We show existence and
uniqueness of the solution, and we validate the model by numerical tests.

Keywords : Porous media, flow, advection-diffusion, chemical reaction, coupling,
Newton-Krylov, intersecting fractures, domain decomposition.
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Chapitre 1

Introduction générale

La migration d’un contaminant en solution est généralement le résultat de I'inter-
action de nombreux processus physiques, chimiques et biologiques. Les quatre prin-
cipaux processus controlant le mouvement des contaminants en subsurface sont 1’ad-
vection, la dispersion, le transfert de masse entre différentes phases et les réactions
(les phénoménes de sorption, les partitions liquide-liquide ou la volatilisation). Les
réactions correspondent & tous les processus modifiant la nature physico-chimique
du contaminant.

La modélisation mathématique de ces phénomeénes conduit & un probléme cou-
plé. Pour ce qui est des méthodes numériques, les problémes de couplage sont le
plus souvent a ’origine de beaucoup de difficultés. On peut en effet distinguer deux
grandes familles de problémes de couplage :

— le couplage de différents processus qui évoluent dans la méme région de l'es-
pace. Ainsi les couplages chimie-transport, écoulement-transport ou le cou-
plage thermo-hydro-mécanique. Prenons I’exemple du couplage écoulement-
transport, le champ de vitesse est transmis du code écoulement vers le code
transport et inversement, la concentration est transmise du code transport vers
le code écoulement.

— le couplage de processus qui évoluent dans des régions différentes de ’espace,
caractérisés par leur tres forte hétérogénéité venant de la large variabilité des
propriétés hydrauliques du milieu. On peut donner comme exemples le cou-
plage entre un aquifére ot le transport est dominé par 'advection et une région
ot le processus de diffusion est dominant, ou bien le couplage entre un centre
de stockage et le milieu géologique, ou encore le couplage entre des roches et
les fractures qui les traversent.

Ces deux types de couplage présentent des difficultés numériques que les logi-
ciels actuels prennent plus ou moins bien en compte. En général, la solution utilisée
consiste a faire des simulations avec un seul modeéle incluant tous les aspects phy-
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siques, ce qui rend les calculs coliteux et méne rapidement aux limites des possibilités
actuelles des calculateurs, notamment pour les simulations en trois dimensions.

Nous nous intéressons principalement dans cette thése au couplage transport
chimie sous I’hypothése d’équilibre chimique. Et nous nous sommes particuliére-
ment préoccupés de problémes liés a 'hétérogénéité des milieux, en étudiant éga-
lement I’écoulement dans les milieux poreux tridimensionnels fracturés, en prenant
en compte 'intersection des fractures. Il s’agit d’un couplage géométrique fractures
2D-milieu 3D, intersection 1D-fractures 2D.

1 Motivations

1.1 Stockage de déchets radioactifs en formation profonde

La plupart des activités humaines produisent des déchets dont certains restent
potentiellement dangereux pendant de trés longues durées (des polluants chimiques,
des déchets radioactifs). Les déchets radioactifs sont considérés (a vie courte) quand
au bout de trente ans, plus de la moitié de la radioactivité a disparu. Dans le cas
contraire les déchets sont considérés a vie longue (de centaines d’années a plusieurs
milliers d’années).

Mais dans tous les cas, la gestion de ces déchets dangereux appelle bien évidem-
ment au devoir de nous assurer que les déchets que nous produisons aujourd’hui
n’imposeront a nos descendants aucune nuisance inacceptable, ni demain, ni a plus
long terme.

La gestion des déchets radioactifs consiste essentiellement & les emprisonner sous
forme solide et stable & 'intérieur de structures étanches, elles-méme durables, de
facon a non seulement se protéger de leurs rayonnements, mais aussi a éviter leur
retour et leur dispersion dans la biospheére.

C’est au regard de cette exigence éthique que plusieurs organismes analysent
le probléme des déchets radioactifs. En particulier, L’ANDRA (I’Agence Nationale
pour la gestion des Déchets RAdioactifs), est un organisme public chargé de I’étude
et de la gestion présente et future des déchets nucléaires. Cela concerne aussi le
CEA (Commissariat a ’Energie Atomique) et la COGEMA (Compagnie générale
des matiéres nucléaires).

D’autres organismes publics de controle sont impliqués : la DSNI (Direction pour
la Stareté des Installations Nucléaires), I’ASN (Agence pour la Streté Nucléaire) ou
I'IRSN (Institut de Radioprotection pour la Streté Nucléaire). Ils interviennent dans
de nombreuse étapes de 'industrie nucléaire : dans les centrales, les réacteurs nu-
cléaires, dans le transport et la surveillance des déchets, dans le controle du respect
des normes et des diposotifs de sécurité.

Dans le cadre du stockage profond, la réalisation de simulations numeériques
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fiables est indispensable, puisque c’est le seul moyen de prédire le comportement
des déchets en sous-sol sur des durées de plusieurs milliers d’années. Il est notam-
ment nécessaire d’effectuer des simulations du transport de radionucléides en milieu
souterrain afin de vérifier dans quelles conditions la proportion de radio éléments
qui ressortent dans la biospheére reste en dessous des normes légales.

1.2 Probléme de stockage de gaz carbonique

Le changement climatique apparait comme 'un des principaux dangers qui me-
nacent notre environnement. Le COy est cité comme I'un des facteurs de risque
majeurs, puisque son augmentation serait responsable de la tendance au réchauffe-
ment climatique, et pourrait avoir des conséquences dramatiques si aucune mesure
n’est prise. Le transport, la capture et le stockage de C'O, constituent un défi impor-
tant pour lutter contre I’accumulation de C Oy dans I’atmosphére. Une autre solution
est de réduire la consommation d’énergie, ou de mettre en oeuvre de combustibles
ou de carburants émettant moins de C'O, par unité d’énergie produite.

Le stockage du C'O, est confronté a des enjeux techniques et réglementaires, il
doit notamment démontrer qu’il ne cause aucun dommage a I’environnement local.
Trois solutions de stockage sont envisagées pour assurer le confinement du C'O, sur
le long terme :

— les anciens réservoirs d’hydrocarbures liquides ou gazeux,
— les aquiféres salins profonds,
— les veines de charbon non exploitées.

L’TFP (UInstitut Frangais de Pétrole) travaille sur ces 3 axes, en mettant au point
des logiciels industriels permettant de modéliser et de gérer les stockages. Il s’agit
notamment des logiciels qui modélisent les voies possibles de migration du C'O, dans
le sous-sol, en fonction de la structure géologique du stockage et des interactions
géochimiques entre le C'Os et les structures minérales rencontrées.

Différents phénomeénes sont mis en enjeu lors de I'injection de C'Os :

— Le transport : advection, diffusion et dispersion

— Les réctions chimiques : dissolution du C'Os dans I’eau, réactions entre l'eau

et la roche.

Ces phénomeénes se produisent a des échelles de temps trés différents (réactions
chimiques instantanées, réactions cinétiques lentes, transport a faible vitesse). La
modélisation de ’ensemble de ces phénomeénes revient a coupler des modéles d’écou-
lement multiphasiques et des modéles géochimiques.

1.3 Hétérogénéité des milieux poreux

Les milieux poreux sont généralement hétérogenes. Parmi les raisons citons la
présence de fractures ou les réactions chimiques hétérogénes (différentes états de la
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matiére). La prise en compte de I’hétérogénéité du milieu dans les modeéles d’écou-
lement et de transport est un probléme majeur de 1’hydrogéologie.

a) Présence des fractures

L’hétérogénéité est souvent associée a la présence de fractures qui, malgré le
faible volume qu’elles occupent dans I’aquifére, controlent 1’essentiel des chemins de
circulation. Les fractures forment les chemins de circulation préférentiels des fluides
souterrains. Elles augmentent la vitesse d’écoulement des fluides ce qui favorise les
transferts de masse et d’énergie.

F1G. 1.1: une roche fracturé

On peut distinguer deux types de fractures :

— les grandes fractures qui représentent des discontinuités géologiques. Elles sont
en général beaucoup plus perméables que le milieu ambiant, devenant des ca-
naux privilégiés pour 1’écoulement. Mais elle peuvent étre au contraire peu
perméables, représentant des barriéres géologiques.

— Le deuxiéme type de fracture est celui de petites fractures qui apparaissent en
grand nombre dans le milieu, formant un réseau de fissures, dont les localisa-
tions précises sont difficiles & déterminer.

Vu leur role hydraulique, il est important de prendre en compte les fractures dans
un modéle numérique d’écoulement ou de transport dans les milieux poreux.

La modélisation de I’écoulement ou du transport dans les milieux contenant les
réseaux de fissures est souvent traitée par un modéle de double porosité [29], [30].
Pour la modélisation dans les milieux contenant les grandes fractures, une méthode
classique s’appuie sur un raffinement local du maillage, et une autre approche est
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d’utiliser une méthode inspirée de la décomposition de domaines. La fracture, sup-
posée sans épaisseur mais avec des propriétés physiques propres, est remplacée par
une condition de transmission. En éliminant la pression dans les sous-domaines ainsi
définis, on se raméne & un probléme d’interface de type non-standard.

b) Réactions hétérogénes

Une autre raison de ’hétérogéneéité, les réactions chimiques dans le milieu poreux.
De ce point de vue, les réactions les plus favorisées sont les réactions homogénes
qui se déroulent au sein d’une seule phase (liquide : solution, mélange de liquides
miscibles ou gazeuse). En effet, dans ces cas, les molécules des réactifs sont dans
une méme phase et peuvent donc facilement entrer en contact pour réagir. Dans le
cas de systémes hétérogénes, c’est-a-dire de réactions entre un solide et un gaz, un
solide et un liquide, un liquide et un gaz, ou entre deux liquides non miscibles, la
réaction ne peut avoir lieu qu’aux surfaces de séparation des phases (interfaces). Les
réactions qui se produisent & I'interface entre le fluide et la roche sont principalement
les réactions de sorption.

pluie

peolluant

frange °
capillaire —__ -
surface _—
piézométrique = * -

F1G. 1.2: pollution d’un milieu souterrain

Dans le milieu souterrain, I’évolution des polluants est trés lente, comparative-
ment a ce qui se passe en surface. Il s’écoule des mois, des années, ou méme des
dizaines d’années, entre le début de la pollution et sa mise en évidence.

Le temps de transfert d’un polluant chimique a la nappe varie de quelques jours
a plusieurs années. Il dépend principalement de I’épaisseur de la zone non saturée,
de la perméabilité du réservoir et des caractéristiques du polluant. Les terrains a
perméabilité d’'interstices (sables, grés) connaissent un temps de transfert trés court.
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Le soluté traverse la zone non saturée, et d’abord le sol, caractérisée par la
présence d’oxygene, de minéraux argileux et matiéres organiques.... Les réactions
d’adsorption/désorption entrainent un retard dans le transfert du polluant. Ces deux
phénomeénes sont favorisés par la présence d’argiles, oxydes et hydroxydes, et par
les constituants organiques. L’adsorption prédomine sur la désorption. Les métaux
sous forme ionique sont retenus par échanges d’ions ou adsorption, par les argiles,
acides humiques et hydroxydes.

En zone saturée, la vitesse de propagation du soluté n’est pas identique a celle
de I'eau souterraine. Elle dépend du type de polluant, en particulier de sa viscosité,
et de sa concentration (phénomeéne de diffusion). Le débit de la nappe et les fluc-
tuations de la surface piézométrique jouent également un role.

Transfert dans le sol : Grace a ses propriétés d’adsorption et d’échange, dues a
la présence de colloides minéraux et organiques, le sol peut retenir un grand nombre
de substances trés diverses. Les polluants peuvent étre piégés dans les pores du sol.

Transfert dans la zone non saturée : Le fluide polluant migre d’abord ver-
ticalement dans le milieu non saturé entre la surface du sol et la nappe, laissant
dans son sillage des terrains imprégnés a une concentration proche de la saturation.
Suivant sa volatilité, le polluant a tendance & plus ou moins diffuser dans la phase
gazeuse du milieu non saturé. C’est notamment le cas des solvants chlorés et des
hydrocarbures aromatiques.

Evolution en milieu saturé : Dans l'aquifére, les mécanismes de transport
du soluté sont complexes. Ils sont la conséquence de I’hétérogénéité du réservoir.
La dispersion du soluté se fait a la verticale de la zone non saturée, puis selon un
étalement latéral dans le sens de I’écoulement de ’eau souterraine (zone saturée).
La vitesse d’écoulement est assez lente en aquifére homogéne, mais peut étre extré-
mement rapide en milieu plus pérmeable.

On distingue les éléments chimiques solubles des insolubles, ils peuvent rester a la
surface de la nappe ou ils s’étalent. La concentration des polluants minéraux dépend
de leur solubilité. Les substances organiques solubles sont maintenues en solution
sous forme moléculaire par des liaisons hydrogénes. Les produits organiques peuvent
étre totalement détruits dans I’eau, ou transformées en produits non toxiques, par
des réactions chimiques.

2 Sujets abordés dans la thése

Nous avons mené des études principalement dans trois directions qui ont toutes
en commun la simulation des écoulements et du transport en milieu poreux. Cette
thése est donc composée de trois parties. La premiére partie contient une mise en
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oeuvre de différents schémas numériques pour la résolution du probléme d’advection-
diffusion. La deuxiéme partie est consacrée a la modélisation et a I'implémentation
d’une méthode de couplage globale entre le transport et la chimie, basée sur une
méthode de Newton-Krylov. Dans la derniére partie, on présente un modéle d’écou-
lement pour les fractures qui s’intersectent dans les milieux poreux. Les fractures
sont traitées comme des interfaces entre des sous domaines. Plus précisement, nous
résumons le contenu des différents parties :

2.1 Chapitre 2 : probléme d’advection diffusion

Cette partie porte sur la résolution de ’équation de transport en milieu poreux

saturé. L’hydrodynamique des écoulements est décrite par un systéme d’équations
composé de la loi de Darcy et de I’équation de conservation de la masse. Le trans-
port des polluants est régi par ’équation classique de diffusion-advection. A cette
équation de transport, on peut adjoindre différents termes décrivant les mécanismes
chimiques.
La résolution de I’équation du transport nécessite de connaitre la vitesse de 1’écou-
lement. Cette vitesse est approchée en résolvant les deux équations d’écoulement
par la méthode des éléments finis mixtes hybride, indépendamment du transport.
Ensuite, cette vitesse est utilisée pour simuler le transport des polluants.

Pour la résolution de I’équation du transport, la technique de séparation d’opéra-
teurs est utilisée pour discrétiser ’équation de diffusion-advection. Le terme diffusif
est approché en utilisant une méthode d’éléments finis mixtes hybrides, et le terme
convectif est approché par une méthode de volumes finis.

Dans un premier paragraphe nous rappelons les équations d’écoulement et du
transport, ensuite nous étudions trois schémas pour la discrétisation de I’équation
du transport en 1D dans les cas homogeéne et hétérogeéne. La suite du chapitre
se concentre sur la résolution des équations d’écoulement en régime transitoire ou
permanent et la résolution de I’équation de transport en 3D par la méthode de sé-
paration d’opérateurs. Nous détaillons la mise en oeuvre de I’écoulement transitoire
et du transport dans un code industriel. Toutes les méthodes numériques ont été
validées par des solutions analytiques sauf dans le cas hétérogéne ou la solution
numeérique a été validée par une solution référence.

2.2 Chapitres 3 et 4 : transport des contaminants chimiques

Prédire la migration d’un radionucléide dans un milieu nécessite d’étre capable
de modéliser I'influence du transport sur la chimie et réciproquement. Dans certains
cas, ce couplage peut se modéliser simplement par un terme de retard relié au
coefficient de distribution introduit dans I’équation du transport et qui prend en
compte la rétention aux interfaces. Cependant, il est souvent nécessaire de modéliser
explicitement et simultanément la réactivité chimique et le transport par 1'utilisation
d’outils numériques dédiés : les codes couplés chimie-transport.
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Il exise différentes types d’approche pour résoudre le transport réactif. La plupart
des modeéles effectuent le couplage chimie-transport selon deux grandes catégories, les
approches globales (GIA, Global Implicit Approach) et les approches séquentielles,
SNIA (Sequentiel Non Iterative Approach) et SIA (Sequentiel Iterative Approach).

Le transport de solutés réactifs en milieu poreux est un probléme difficile du
point de vue numérique. Il faut d’une part coupler le modéle de transport et le
modeéle de chimie. D’autre part, il faut résoudre de maniére robuste le probléme
de I’équilibre chimique, qui est un systéme d’équations algébriques. Nous étudions
d’abord la résolution des équations d’équilibre, sans prendre en compte les réactions
de précipitation-dissolution. Les réactions de précipitation-dissolution présentent
une difficulté particuliére par leur caractére a seuil, donc non-différentiable. Nous
examinons les méthodes classiques de couplage, en les réinterprétant a la lumiére de
I’analyse numérique, ce qui permet de suggérer des améliorations. Pour résoudre le
probléme couplé, on propose d’utiliser une (variante de la) méthode de Newton, en
gardant a ’esprit qu’il n’est pas possible de former la matrice jacobienne du systéme
couplé. Une solution possible est de résoudre le systéme linéaire a chaque itération
par un solveur linéaire itératif, par exemple GMRES. On parle d'une méthode de
Newton-Krylov. Nous montrons comment formuler le probléme couplé transport-
chimie dans ce formalisme, de maniére a conserver la séparation entre les modules
de transport et de chimie. Nous illustrons la méthode sur des exemples, dont un
benchmark proposé par le groupe MoMasS.

2.3 Chapitre 5 : Ecoulement dans ’intersection des fractures

Nous nous intéressons a la modélisation de ’écoulement d’un fluide monopha-
sique dans un milieu poreux fracturé, avec des fractures qui s’intersectent (c’est le
cas des grandes fractures qui nous intéresse ici), en utilisant les méhodes de décom-
position de domaine. Les fractures sont traitées comme des interfaces entre les sous
domaines. Nous démontrons I'existence et 'unicité de la solution, et pour la valida-
tion numérique, nous présentons les résultats obtenues sur un cas test académique
en 3D.



Chapitre 2

Résolution du probléme de transport

1 Introduction

L’objet de ce chapitre est la simulation de 1’écoulement et du transport en mi-
lieu poreux saturé. L’hydrodynamique des écoulements est décrite par un systéme
d’équations composé de la loi de Darcy et de I’équation de conservation de la masse.
Le transport des polluants est régi par I’équation classique de diffusion-advection.
A cette équation de transport, on peut adjoindre différents termes décrivant les mé-
canismes chimiques.

La résolution de I’équation du transport nécessite de connaitre la vitesse de 1’écou-
lement. Cette vitesse est approchée en résolvant les deux équations d’écoulement
par la méthode des éléments finis mixtes hybride, indépendamment du transport.
Ensuite, cette vitesse est utilisée pour simuler le transport des polluants.

Pour la résolution de I’équation du transport, la technique de séparation d’opéra-
teurs est utilisée pour discrétiser I’équation de diffusion-advection. Le terme dispersif
est approché en utilisant une méthode d’éléments finis mixtes hybrides, et le terme
advectif est approché par une méthode de volumes finis.

Dans un premier paragraphe nous rappelons les équations d’écoulement et du
transport, ensuite nous étudions trois schémas pour la discrétisation de I’équation
du transport en 1D dans les cas homogeéne et hétérogene. La suite du chapitre
se concentre sur la résolution des équations d’écoulement en régime transitoire ou
permanent et la résolution du transport en 3D par la méthode de séparation d’opé-
rateurs. Les méthodes numériques sont validées par des solutions analytiques, et
mises en oeuvre dans un code industriel.

2 Equations de ’écoulement et du transport

L’écoulement d’un fluide dans un milieu poreux est régi par deux lois principales :
la loi de Darcy et I’équation de conservation de la masse.
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2.1 La loi de Darcy

Les causes de déplacement d’un fluide en milieux poreux sont les gradients de
pression et la gravité. La loi de Darcy exprime la vitesse de filtration en fonction de
la charge hydraulique. Pour un fluide incompressible, la loi de Darcy s’écrit :

w——"rg <£ + z) — —KVh, (2.1)
wo \pg

u le vecteur vitesse de Darcy, [LT 1],

k la perméabilité intrinséque du milieu, [L?],
p la masse volumique de I'eau, [M L3,

g la gravite, [LT 2],

z la cote verticale, [L],

— p la pression

— h= ;ig + z la charge hydraulique, [L],

— K le coefficient ou le tenseur de perméabilité, [LT 1.

En trois dimensions, le tenseur de perméabilité /C est une matrice symétrique éven-
tuellement pleine. Ce tenseur peut se réduire a ses composantes diagonales lorsqu’on
se place dans le repére de coordonnées dont les axes sont les directions pour lesquelles
I’écoulement est effectivement paralléle au gradient de la charge (de Marsily, |28]).

2.2 L’équation de conservation de la masse

[’équation de conservation de la masse exprime le principe de la conservation de
masse d’'un fluide en mouvement, dans un volume élémentaire (on parle de Volume
Elémentaire Représentatif pour pouvoir faire un modéle continue d’'un milieu hété-
rogéne a ’échelle microscopique), la variation de la masse de fluide durant une unité
de temps est égale a la somme algébrique des flux massiques traversant la surface
du volume considéré. L’équation de bilan de masse s’écrit sous la forme générale :

oh ~

- ; — 2.2
58t+dlvu f, (2.2)

ol :

— S le coefficient d’emmagasinement [L™1],

— f le terme source par unité de volume [T].
Si la charge ne varie pas avec le temps, c’est le cas du régime permanent, I’équation
(2.2) se réduit a la forme :

divu = f. (2.3)

2.3 L’équation d’advection-diffusion

Le transport des polluants est la superposition de plusieurs phénomeénes hydro-
dynamiques (advection, dispersion, ..), chimiques (adsorption, précipitation,..) qui

10
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peuvent influer sur le déplacement. Le transport d’un polluant non réactif da a
I’advection et la dispersion est donné par :

gf)% + div(—=DVe) + div(uc) = f, (2.4)

— ¢ représente la concentration en solution [ML ™3],
— u la vitesse de filtration de 'écoulement, c.a.d la vitesse de Darcy [LT '], cf.
section 2.1.
— ¢ la porosité du milieu [],
— f le terme source [MT 1],
— D est le tenseur de dispersion-diffusion donné en fonction de la vitesse u par :
o Uy

D(u) = dpI + |u| [ E(u) + di(I — E(u))], avec E;;(u)= 2’ (2.5)

— d,, la diffusion moléculaire [L*T 1],
— d; la diffusion longitudinale [L],
— d, la diffusion transversale [L],

La partie advective (2.6) de cette équation (2.4) représente le débit de I’advection,
et c’est le déplacement moyen a la vitesse de Darcy,

Pq = uc. (2.6)

La partie diffusive (2.7) représente le débit de la diffusion, et c’est le déplacement
di a ’agitation moléculaire ou a I’hétérogénéité des vitesses microscopiques,

pq = —DVec. (2.7)
Le débit total ¢ est la somme de deux debits advectif et diffusif : ¢ = ¢, + @q.
On résout d’abord I’équation de Darcy et de conservation indépendamment du
transport pour obtenir la vitesse. Ensuite, cette vitesse est utilisée pour simuler le
transfert de polluant.

3 Choix d’une méthode numeérique

On peut se voir obligé d’utiliser une solution numérique des équations d’écoule-
ment et du transport plutot que la solution analytique pour plusieurs raisons :

— Le domaine d’écoulement est borné par des limites qui influencent au cours

du temps sur la solution recherchée. Généralement les solutions analytiques
s’appliquent aux milieux infinis ou semi infinis.

11
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— Le milieu est hétérogéne : ses propriétés varient dans ’espace, tandis que les
solutions analytiques supposent que milieu est homogéne ou que la géométrie
des hétérogénéités est trés simple.

— Le probléme est non linéaire et il n’existe pas de solution analytique.

Dans le cas ou les solutions numériques sont nécessaires, il faut choisir une méthode
bien adaptée pour la résolution d’un probléme donné.

Différentes méthodes numériques, comme la méthode de Différences Finis (DF),
de Volumes Finis (VF), des Eléments Finis de Galerkin (EFG), des Eléments Finis
Mixtes (EFM), des Eléments Finis Discontinus (EFD), ou des Eléments Finis Mixte-
Hybride (EFMH) peuvent étre utilisées pour la résolution des équations d’écoule-
ment en milieux poreux.

Les méthodes DF et VF permettent le calcul d’une charge (pression) ou d’une
concentration (moyenne par élément pour les VF et aux noeuds pour les DF). Ces
méthodes présentent des contraintes sur la discrétisation en espace. Les DF sont
limitées & des mailles réguliéres simples (des carrés réguliers, des rectangles). Elles
ne sont pas adaptées a des domaines a géométrie complexe. La méthode VF est plus
flexible que celle des DF, cependent cette approche nécessite le respect des condi-
tions de Delaunauy sur la discrétisation spatiale du maillage triangulaires ce qui
devient difficile pour un maillage en tétraeédres pour le cas tridimensionnel. De plus,
ces deux méthodes ne permettent pas de traiter de maniére commode le cas d’une
perméabilité anisotrope d’orientation quelconque (tenseur non diagonal, plein).

Par ailleurs, les méthodes EFG standards permettent le calcul d’une charge ou
d’une concentration aux noeuds des maillages. En pratique, on prend des triangles
et des rectangles en deux dimension, et des tétraédres ou des parallélépipedes rec-
tangles en trois dimension. Ceci permet de décrire d’une maniére satisfaisente la
geométrie du milieu ainsi que les hétérogénéités, et permet aussi de traiter toutes
les directions d’anisotropie (tenseur de perméabilié plein). Cependent la méthode
standard ne garantit pas la continuité des flux a 'interface entre les éléments, ce qui
a pour effet de donner un champs de vitesse qui n’est pas physique.

La méthode des éléments finis mixtes (EFM) (présentée par la premiére fois par
Meissner [62] et développée par d’autres [66], [31], [67], [15], [14], [16], [87], [70]....)
apporte une réponse a ce type de probléme en approchant simultanément soit la
pression et la vitesse de Darcy, soit la concentration et le flux diffusif. Cette mé-
thode aboutit & un systéme d’équations dont les inconnues sont les concentrations
moyennes par maille et les flux diffusifs a travers les interfaces des éléments. La
matrice associée a ce systéme est symétrique non définie positive et donc difficile a
inverser.

12
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La formulation EFMH (G. Chavent et J-E. Roberts [21]|, G. Chavent et J. Jaf-
fré [20] , J-E. Roberts et J.M. Thomas |71], F. Brezzi et M. Fortin [16]) permet
de suprimer l'inconvénient en choisissant comme une nouvelle inconnue qui est un
multiplicateur de Lagrange utilisé pour assurer la continuité du flux (de Darcy, ou
diffusif). Ce multiplicateur est une approximation de la trace de la pression moyenne
sur les arétes ou les faces du maillage, on ’apelle trace de la pression ou de la concen-
tration. La matrice associée au systéme mixte hybride est symétrique définie positive
et ce type de systéme se résout de maniere efficace avec des algorithmes tels que Cho-
lesky, Gradient conjugué, ...

L’équation du transport peut étre résolue par diverses méthodes : différences
finies, élément finis, volumes finis, méthodes des particules, ... Le succés de ces
méthodes repose souvent sur le respect du critére de Courant et de Péclet.

Le nombre de Courant CFL et de Péclet de maille sont définis en une dimension
par :

uAt uAx
CFL = — t Pe=—
oAz T Do

ou Az est le pas d’espace, At est le pas du temps, et en trois dimension par :

1/ |u-n|dx 1/ |u-n|dx
CFL=-=9K —_ pe=_=0K__

2 ¢xlK] T 2 DI

ou K est un élément de discrétisation, et les limites a respecter sont : CFL < 1 et
Pe < 2. Le respect du critére CFL assure une stabilité du schéma numérique, et
le respect de la limite Pe permet d’éviter les oscillations en vérifiant le principe du
maximum.

Les critéres de Courant et de Péclet imposent des contraintes trés strictes sur le
pas de temps et la tailles des mailles, ce qui exige un temps de calcul et un besoin en
place mémoire importants. Diverses méthodes ont été développées pour s’affranchir
de ces critéres. Une approche développée depuis plusieurs années (Siegel et al [80])
s’appuie sur une résolution séparée des opérateurs d’advection et de dispersion. La
méthode de séparation d’opérateurs consiste a séparer ’équation du transport en
différentes sous équations, qui sont traitées chacune de maniére spécifique. Cette
technique permet ainsi de traiter des processus différents comme ’advection, la dif-
fusion, la chimie, avec des méthodes appropriés pour chaque type de phénomeéne.

La construction des méthodes de séparation d’opérateurs n’est pas unique, elle
varie selon le choix des méthodes numériques utilisées pour les sous-problémes ob-
tenus. Douglas & Russell [32], et Bercovier et al |7], ont approché I’équation du
transport en combinant la méthode des caractéristiques pour approcher la partie

13
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advective et la méthode EF pour approcher la partie diffusive. D’autres combinai-
sons sont utilisées comme celle de la méthode EFMH et EFD, celle de la méthode
EFMH et VF. Ces méthodes sont exposées dans [78], [47], [51], [23].

Pour le développement dans le code 3FLO (dont nous reparlerons plus tard),
on a choisi ! la derniére combinaison pour résoudre le probléme du transport. Pour
la partie advective du transport (2.6), on a utilisé la méthode de volumes finis dé-
centré en amont dans le but de préserver le bilan de masse localement, de donner
une bonne représentation des fronts et de limiter la dispersion numérique. Pour la
partie diffusive (2.7), on a utilisé la méthode des éléments finis mixtes hybrides qui
conserve la masse localement en assurant la continuité du flux a travers les faces, et
qui permet de traiter des tenseurs de dispersion pleins.

La condition de stabilité pour I’advection impose une contrainte particuliérement
sévere sur le pas de temps quand ’advection est significative. Ceci se traduit par
un coiit de calcul trés important, car le traitement implicite de la diffusion impose
la résolution d’un systéme linéaire a chaque pas de temps. D’otut vient 1'idée de faire
de petits pas de temps d’advection, controlés par une condition CFL, et des plus
grands pas de temps de diffusion en utilisant la technique de décomposition d’opéra-
teurs (splitting). Cette technique nous permet d’utiliser deux échelles différents du
pas de temps. Pour cela, on divise le pas de temps de diffusion en M pas de temps
d’advection controlé par la condition CFL. En procédant ainsi on pourra faire plu-
sieurs pas de temps d’advection pour un pas de temps de diffusion, ce qui conduira a
d’importants gains de temps de calcul, les pas de temps de diffusion-dispersion étant
beaucoup plus cotiteux que ceux d’advection puisqu’ils impliquent la résolution d’un
systéme linéaire de grande taille.

4 Etude générale de la méthode de décomposition
d’opérateurs

Cette partie concerne une étude générale de 'ordre et de I'erreur d’approxima-
tion numérique due a la décomposition d’oprérateurs dans la méthode splitting.

! Mon travail porte principalement sur le couplage entre le transport et la chimie, j’ai eu besoin
de mettre en oeuvre le code du transport en 3D dans le logiciel industriel 3FLO, et pour pouvoir
choisir la bonne méthode & implémenter, j’ai fait d’abord des études du transport en 1D avec
différentes schémas numériques, et une comapraison avec une solution analytique et une solution
de référence a permet de favoriser le choix de la technique de décomposition d’opérateurs, en plus,
c’est une méthode qui a marché dans divers applications, comme exemple (cf. P. Ackerer et al,
benchmark Couplex [47]).

14
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Soit I’équation suivante :

Oc
c(z,0) = co,

ou A et B sont deux opérateurs différentiels.
La méthode de décomposition d’opérateurs est définie par deux étapes successives :
— Etape 1 de résolution du processus A :

oc*
ot

c*(x,0) = co,

= Ac”

— Etape 2 de résolution de résolution du processus B :

dc* .
ot Be

™ (x,0) = ¢,

La valeur de ¢ est approchée par ¢**. L’analyse de I’erreur induite par la séparation
des opérateurs est effectuée a partir des solutions exponentielles en utilisant un
développement en série de Taylor.

La solution exacte de I’équation (2.8) s’écrit :

c(z, k) = " AMBe(z,0).
alors que la solution calculée est :
c*(z, k) = eMe(x,0),

& (x, k) = eMPefAce(x,0),

L’erreur de séparation d’opérateurs est donc :
(2, k) — c*(x, k) = ("ATE) — kBekA) ¢(2,0), (2.9)
et par utilisation de la série de Taylor,
k) = c(@0) + k(A + B)e(r,0) + %kZ(A +B)e(z,0) + - -
_ (1 +E(A+B) + %kQ(A + 6)2) (. 0),
et
(k) = (I+EkB+ %kQBQ + - ) <I+ kA + %k%ﬁl? + - ) c(x,0),

| (2.10)
= I+k;(A+B)+§k2(A2+2AB+B2)+--~) c(x,0)
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donc
o, k) — ¢z, k) = %1& (AB — BA) c(x,0) + O(k?). (2.11)

Ceci montre que erreur due & décomposition d’opérateurs est d’ordre 1 en temps,
elle est nulle dans le cas ou les deux oprérateurs A et B commutent.

5 Etude des schémas numériques pour ’équation
d’advection-diffusion en 1D

5.1 Etude du cas homogéne
Le modéle

On s’intéresse dans cette partie a ’étude de I’équation d’advection-diffusion dans
le cas monodimentionel, sur un intervalle borné Q@ =|0, L[. Soit ¢ la concentration
du composant transporté, u la vitesse de Darcy qu’on suppose strictement positive,
D le coefficient de diffusion et f le treme source, les conditions aux limites étant de
type Dirichlet :

%—D%+U%:f, O<z<L0<t<T
c(0,8) = ¢y(t), c(L,t) = cqlt), (2.12)

c(x,0) =co(x) at=0.

Pour toutes les expériences numériques, nous avons utilisé un schéma aux dif-

férences finies avec x; = 1—, ¢ = 0,.., I, et nous avons testé et comparé plusieurs

9
schémas de discrétisation 6{1 temps.
Nous ne considérons que des schémas avec traitement implicite de la diffusion car
dans le cas d’un traitement explicite de la diffusion la condition de stabilité impose
que le pas de temps soit de 'ordre du carré du pas d’espace, ce qui rend le coiit de

calcul prohibitif.

Schéma totalement implicite en advection et en diffusion

Le schéma discret associé au probléme (2.12) dont I'advection et la diffusion sont
traitées, toutes les deux implicitement s’écrit :

Cn+1 o n+l 26n+1 4 C7-H—1 Cn+1 . Cn+1

) i - D i+1 7 1—1 +u ) 1—1 — ?1+1’ our Z:L 7]_1
At Aq? Az St b
= (Y, = i),
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Les formules sont maintenant

—agcM i+ (T4 2a0 + ay) ™ — (ag+a,) M = P+ f[PTIAL pour i=1,---,1—1
(2.14)

ce qui signifie que X = (7, .,.,.,c? ;)T est solution du systéme linéaire A; X = By,

oul la matrice A est définie par :

14+ 2a4 + a, —ay
—Qg — Ay 14+ 2a4+a, —ayg

—aq — a, 1+ 2a4+ a, —ayg
—ag —a, 1+ 2aq+ a,

et ou le second membre vaut :

A+ (ay + ag)cy ™ + fLAt
Cg + fQAt
Bl ==

cr,+ adc?“ + fro1At

Schéma explicite en advection et implicite en diffusion

Pour la discrétisation de cette équation, on considére un schéma explicite décen-
tré pour l'advection et implicite centré pour la diffusion, c’est a dire :

1 +1 +1 +1
C;H— B C? o DC?Jrl - 26? + C?fl U/C? - C?fl — f‘n-l—l pour i=1 .- I -1
At A2 Az v o
G = o (th), ot = et )
fi7h = flag, ).
(2.15)
Les équations aux points intérieurs ¢ = 1,--- , [ — 1 peuvent se reécrire :
DAt uAt
+1 +1 +1 +1 +1
P _A—xz(c?—f—l =267 + ) :C?_E(C?_C?fl)_}_fin At.
E t DAt t uat btient
n posant ag = et a, = ———, on obtient :
P LN Y A
—agct 4 (1 + 2a0)cf ™ — age ™ = (1 — ay)! + apcly + fITH AL
ce qui signifie que X = (c?,.,.,.,c7 ;)T est solution du systéme linéaire A, X = By,

ot la matrice A est tridiagonale définie par :

1+ 2ad —Qgq
—Qq 1+ 26Ld —Qq

—Qq 1+ 26Ld —Qq
—Qygq 1+ 2ay
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CHAPITRE 2. RESOLUTION DU PROBLEME DE TRANSPORT

et ou le second membre vaut :

(1 —ay,)c} + aycy + adcgJ’l + fiAt
(1 - av)cg + &vcrll + fZAt
By

(1 —ay)c} |+ ayct o+ adc}”l + fr1At

Splitting : implicite en diffusion et explicite en advection

Soit At le pas de temps pour la diffusion. Il sera divisé en M pas de temps
d’advection At, tels que At = MAt, avec M > 1, le pas de temps d’advection sera,
controlé par une condition CFL :

At < 2
u

Etape d’advection

L’intervalle [t,,,t,+1] est divisé en M intervalles [t,, n, tnmy1], m = 0,..., M — 1,
avec tno = tn, tymr = tnt1. On note par ¢™™ l'approximation de ¢ a I'instant ¢™™
avec ¢’ = ", le schéma décentré explicite pour I'advection s’écrit :

n,m-+1 n,m n,m 7,1
C. — C: ¢, —C_1 .
d ! =0 =0,... M —1,:=0,..,1 2.16
Ata +u Az , M SRR ) L yedy ( )
ou A
n,m+1 n,m lau n,m n,m
A = Aax (™ —=c), m=0,..,M—1 (2.17)

On calcule ainsi explicitement ’advection, et on obtient c?’M aprés M pas de temps
d’advection. Cette concentration représente une prédiction de ¢ obtenue en prenant
en compte seulement ’advection.

Etape de diffusion

Etant donné c?’M obtenu dans I’étape d’advection, on calcule C;H_l par un schéma
implicite, en résolvant ’équation de diffusion avec le pas de temps At

gt enM D 1 1 1 1
- At : - A[E2 (C?—‘,J—rl - QC?JF + C?—Jrl ) = finJr (218)
ou
—agclt 4 (14 2a0) ™ — gt = M At (2.19)
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CHAPITRE 2. RESOLUTION DU PROBLEME DE TRANSPORT

on obtient le systéme A3 X = Bs avec :

14+ 26d —Aaq
—Qq 1+ 26Ld —Qgq

—aq 1+ 2ad —aq
—aq 14 2ay

et

A+ ageptt + LAt
Cg’ + fQAt
B; =

A+ agltT 4 fro At

La solution analytique

On considére dans notre étude le transport d'un traceur dans un domaine mo-
nodimensionnel semi-infini, on impose une concentration constante en z = 0 pour
t > 0, le modéle mathématique revient au probléme décrit précédemment. On peut
obtenir la solution analytique en utilisant la transformation de Laplace, et la solution
exacte [84] s’écrit :

i) =3 [erfc <‘;\;Dif) +oxp (45 exte (’;;Dlm | (2.20)

Comparaison des résultats numériques avec la solution analytique

Sur toutes les figures, les courbes rouges représentent les solutions analytiques et
les courbes bleues représentent la concentration calculée. Dans tous les cas tests, on
fixe la porosité 0.1, la diffusion 0.05 (sauf dans le cas d’advection pure, o on prend
une diffusion égale a 10722), la vitesse de Darcy 1 (sauf dans le cas de diffusion pure,
ou on prend une vitesse égale a 0), on prend le pas d’espace Az = 0.05, et on fait
varier les pas de temps.

Diffusion pure
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Diffusion pure

Diffusion pure

1 : 1
= Numeric
— Exact 0.9r
0.8f
0.7
dt=0.45 dt=0.0045
dx=0.05 0.6} dx=0.05
Diffusion=0.05 = Diffusion=0.05
Porosity=0.1 X 0.5} Porosity=0.1
Velocity=0 o Velocity=0
0.4f
0.3f
0.2
0.1
0 L
3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X

FiG. 2.1: Cas d’une diffusion pure : le pas de temps est 0.45 a gauche, et 0.0045 a
droite.

Dans le cas de diffusion pure, les trois schémas donnent des résultats identiques
car la diffusion est traitée de méme maniére par un schéma implicite en temps. Les
figures (2.1) représentent les résultats obtenus pour une diffusion pure sans advec-
tion pour deux pas de temps différents. On constate I'effet du choix du pas de temps
sur la solution calculée. L’erreur diminue avec le pas de temps.

Advection pure

Advection pure Advection pure

. - 1
[— Numeric |
0.9t 1 o9 ]
0.8 0.8
dtcmax=0.0045 -
0.7 dt=0.00045 0.7f 3:5?3&?—;0045
dx=0.05 dx=d 05
0.6f Diffusion=1e-22 1 0.6f Diffusion=1e-22
= Porosity=0.1 = Porosity=0.1
S, 0.5F Velocity=1 X 0.5F Veloclt));:l
CFL=0.09 o CFL=09
0.4} 1 0.4} )
0.3 0.3
0.2F 0.2
0.1 0.1
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X

F1G. 2.2: Cas d’une advection pure : le pas de temps est 0.00045 & gauche, et 0.0045
a droite

Les figures (2.2) montrent 'influence du pas de temps sur la solution calculée

pour le schéma explicite en temps. A droite la solution correspond a un pas de temps
trés proche du pas de temps maximum autorisé par la condition CFL. A gauche c’est
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la solution avec un pas de temps dix fois plus petit. Pour ce schéma décentré amont,
I’erreur diminue quand le pas de temps se rapproche du pas de temps maximum
autorisé par la condition CFL.

Diffusion et advection

Conv Exp & Diff Imp

Conv Imp & Diff Imp without splitting

1 1
— Numeric = Numeric
0.9F — Exact 0.9 — Exact
0.8} 0.8f
dtcmax=0.0045
0.7f 0.7 dt=0.0045
dtcmax=0.0045 dx=0.05
o6k dt=0.0045 ] 0.6l Diffusion=0.05
. gx;0,0S 005 P Porosity=0.1
= X iffusion=0. : L Velocity=1
g 05 Colrosityff.l 05 Cricos
0.ab elocity= 0.4}
0.3} 0.3f
0.2f 0.2
0.1f 0.1
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X

FiG. 2.3: Diffusion et advection sans splitting : a gauche diffusion et advection
implicite, a droite diffusion implicite et advection explicite.

Splitting: Conv Exp & Diff Imp

= Numeric
— Exact

dtcmax=0.0045
dtc=0.0045
dt=0.0225

M=5

dx=0.05
Diffusion=0.05

Porosity=0.1
Velocity=1
CFL=0.9

F1G. 2.4: Diffusion et advection avec splitting : le pas de temps de diffusion est dix
fois plus grand que le pas de temps d’advection

Sur les figures (2.3), on compare le schéma (2.15) ou l'advection est explicite (&
droite) et le schéma (2.23) ou 'advection est implicite (a gauche), la diffusion étant
traitée implicitement dans les deux cas. Le pas de temps choisi est proche du pas
de temps maximum autorisé par la condition CFL dans les deux cas. On constate
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que, quand on traite implicitement I’advection, la diffusion numérique est plus im-
portante.

La figure (2.4) montre un résultat obtenu avec décomposition des opérateurs de
diffusion et d’advection (splitting). Ici le pas de temps d’advection est proche du pas
de temps maximum autorisé par la condition CFL, et le pas de temps choisi pour
la diffusion est cinq fois plus grand que le pas de temps d’advection, ce qui donne
un rapport de cing pas de temps d’advection pour un pas de temps de diffusion. On
constate que la solution est aussi bonne que sur la figure (2.3) & droite mais pour
un coit cinq fois inférieur.

D’aprés les résultats que nous avons obtenus, on constate qu'une méthode de
décomposition des opérateurs de diffusion et d’advection, avec advection explicite,
donne de bons résultats quand ’advection est importante. Le fait de séparer diffu-
sion et advection nous permet d’'utiliser un pas de temps optimal pour chacun des
opérateurs. La séparation des opérateurs, pour les schémas que nous considérons, ne
dégrade pas la qualité de la solution. Nous généralisons cette étude au cas des mi-
lieux hétérogénes, cf. section 5.2. Nous allons maintenant donner quelques éléments
théoriques sur les schémas que nous avons présentés.

Ordres des schémas et erreurs d’approximation

Dans cette partie, on va étudier ’erreur d’approximation des trois schémas étu-
diés précédemment. Soit c¢(x,t) la solution exacte (2.20). Pour calculer Iordre du
schéma, ou mesurer I'erreur d’une approximation numérique, on utilise des dévelop-
pements de Taylor successifs. On note h le pas d’espace et k le pas de temps. On
a:

dc  k* 0%c 3

c(x,tj:k)—c(a:,t)j:kajtiijO(k ),

2 92 3 93
c(xih,t):c(x,t)ihﬁ—i—h—ﬁih—ﬁ—i—O(hzl),

or 2 0x? 6 Ox3
Oc Oc  h?0%c  k?9%
C([L’—h,t—k) —C(.T,t) —h% —ka—F?w—i—?w
0%c

5ear O(h*) + O(K*) + O(h*k) + O(k*h),

(2.21)

+hk

Appliquant ces développements de Taylor aux combinaisons qui interviennent dans
les schémas :

. Y h? 9%c
Ci—l — 202' + Ci+1 - ?81‘2 + O(h4),
n—1 n—1 dc h* ¢ P 3 2 3 2
¢ —c | =h—— — hk + O(h?) + O(h*k) + O(k°) + O(k*h),

or 2 Ox2 Ozot
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Pour le schéma totalement implicite, on pose,

n n—1 n o n n n o__ .n
n _ G -4 Dci+1 2¢¢ + ¢ty X G — G
im,aam L h2 u h )

¢ (2.22)

on remplace ces termes par les formules de Taylor, et comme ¢ est solution de
’équation (2.12), on obtient :
n _ kd*c¢ hOc O + O (2.23)
Cimim = 592 T 3952 (h7) + O (k). '
Le schéma totalement implicite est donc un schéma consistant d’ordre 1 en espace et
temps. De méme facon, on calcule 'ordre de 'erreur produite par I’approximation
explicite en advection et implicite en diffusion. On pose

n n—1

T T n n n
n _ G P Dci-i-l =2+, G TG

im,exr L h2 + h ’

(2.24)

dc d%c  h? 0% )
o orer 2o 1O

Oc Oc Oc 0*c  kd*c hodc ) 9
W0 de _ kPP hdc 2.5
er = 5r = Dg t o T Wanar 3o ~29e T O+ O (229)

et comme c est solution de 1’équation (2.12), on obtient :

2 2 2
nooo— gy Oc ke hoe + O(R?) + O(k?), (2.26)

Cim,ex 9zt 202 2012

ce qui montre que le schéma semi explicite est aussi d’ordre 1 en espace et en temps.

Pour montrer que 'erreur de séparation d’opérateurs a plusieurs pas de temps
est d’ordre 1, on pose d’abord :

n+1 n,0 n+1 n+1 n+1 n,0 n,
e R Dci—I—l 2¢; T+ n ucz — G
sp,l T L h2 h ’

qui correspond au schéma de séparation d’opérateurs avec un seul pas d’advection
pour un pas de diffusion. Ce schéma est équivalent au schéma implicite en diffusion
et explicite en advection sans décomposition d’opérateurs, on a montré précédement
qu’il est d’ordre 1 en espace et en temps. Et si on pose

0 0
A=D— et B=—-u—
ox? ox
On a AB = BA, alors I'erreur de séparations d’opérateurs est nulle dans ce cas, cf.
section 4.

Avec une séparation d’opérateurs a plusieurs pas du temps d’advection, on a :
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uAt 2
n,M __ n,0 n,m n,m
o =c — s n;](Ci — ). (2.27)

cette concentration est la somme des concentrations obtenues aux sous pas d’advec-
tion (2.17), soit

Cn,O Cn,M u M-1
D R LI ety 2.28
]f ]f + Mh — (Cz cz—l) ( )

OO0 M (L 0 mo
_ZT—’_“ h :_Zk h ZM(CZ — ) — (67 —ah) |, (2:29)

m=0

et maintenant on pose pour le schéma de séparation d’opérateurs avec plusieurs pas
de temps d’advection :

n+1 n+l o n+l n+1 n,M M-1
€n o C; _DCiJrl 262’ + Ci1 _Ci _E i(cn,m n,m) o (Cn,O . Cn7 )
sp,M k h2 L h E 0: M i—1 7 i—1
m=

h M 7 1—1 7 -
m=0
supplémentaire par rapport a ’équation de diffusion (2.18). Ce terme est di a la
division du pas de temps en plusieurs pas de temps d’advection, il est nul si M=1. Et
comme pour chaque pas de temps d’advection, ce schéma est équivalent au schéma
d’advection explicite qui est d’ordre 1 en espace et en temps, alors le schéma a plu-

sieurs pas de temps d’advection est au plus d’ordre 1 en espace et en temps.

M-1
o . . U 1 0 0
Cette derniére équation posséde un terme € = — E — ("™ =) — (e =)

ré étu doriqu rdre, nous présentons une étude numériqu
Apres cette étude théo e de l'ordre, nous présentons une étude é e
pour comparer ’erreur d’approximation numérique avec la solution analytique pour
les trois schémas.

Pour cela, on reprend les mémes données des tests décrits dans la section 5.1,
(paragraphe sur la comparaison des résultats d’advection-diffusion), sauf pour le cas
splitting, pour le pas de temps de diffusion, on a pris le méme pas de temps choisi
pour les deux autres schémas, c-a-d le maximum autorisé par la condition CFL, et on
a pris un pas de temps d’advection 5 fois plus petit que le pas de temps de diffusion,
M=5. On consideére différentes maillages h = 1/10, h = 1/20, h = 1/40, h = 1/80,
h = 1/160, h = 1/320, pour calculer 'erreur en fonction de la discrétisation en
espace. Pour les trois schémas, les conditions aux bords sont données exactement
par la solution analytique.
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Les erreurs correspondant a différentes maillages sont présentées sur la figure
(FiG. 2.5).

Comparaison de I'erreur pour les 3schémas

-~ totimplicite
~&- expimplicit
—2[ - splitting

Log(erreur)

% 5 5 45 4 35 3 25 -2
Log(h)

F1G. 2.5: Comparaison d’erreurs pour les trois schémas numériques avec la solution

analytique

Pour les trois schémas, on constate que l'erreur diminue avec le pas d’espace h,
les trois schémas sont d’ordre 1 en espace. Le splitting est "presque" aussi bon que
le schéma semi explicite, mais il permet un plus grand pas de temps.

5.2 Etude du cas hétérogéne

Dans cette partie, on résout 1’équation d’advection-diffusion dans le cas hété-
rogéne, on prend en compte I’hétérogénéité de la diffusion, de la porosité. Pour la
discrétisation en espace, on va utiliser une méthode volumes finis sur un maillage
irrégulier, et on va étudier et comparer trois schémas différents pour la discrétisation
en temps.

Le modéle

On s’intéresse donc a I’étude de ’équation d’advection-diffusion dans le cas mo-
nodimentionnel sur un intervalle borné Q2 =|0, L.

dec 0 dc
ajt%(—D%jtuc)—f, O0<z<LO<t<T (2.31)

Soit ¢ la porosité du milieu poreux et ¢ la concentration d’un composant dissout
dans ’eau, transporté par diffusion et advection. D le coefficient de diffusion, f le
terme source et u la vitesse de ’eau supposé incompressible, ce qui implique en di-
mension 1 que u est constant et supposé positive.
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Conditions initiale et aux bords :

A l’équation (2.31), on associe une condition initiale ¢(z,0) = co(z) et des condi-
tions aux bords. Dans la suite, on choisit d’imposer en x = 0 une condition de Diri-

chlet ¢(0,t) = cd(t), et en & = L, on impose une condition de type Neumann c’est a
tn+l

dire qu’on impose un flux diffusif noté ¢ au dernier point, tel que / gpd7N+%dt =
tn

a) Discrétisation en espace

On traite la discrétisation en espace et en temps séparament, on utilise différents
schémas en temps pour les différents termes de 'opérateur du transport.
Pour la discrétisation en espace, et pour toutes les expériences numeériques, on utilise
une méthode de volume finis centrés sur les mailles. Les mailles sont notées par les
indices ¢ = 1,.., N et les extrémités des mailles par les indices i + 1/2, 7 = 0, .., N.

L’intervalle [0, L] est divisé en N intervalles [z, 1, Ty ] de longueur h;, i = 1,.., N
avec r1i = 0,7y +1 = L. La concentration c est approchee par une fonction Constante
par maille et les valeurs par maille sont notées ¢; , ¢ = 1, .., N plus une valeur a cha-

cune des deux extrémités de I'intervalle |0, L[ notees co et Cy41.

r o
[
Z
Z
+
o

3' ) . .1 ' 1 1
3 i- 1+2 N 3 N+

9= 7
[S11

On écrit (2.31) sous la forme :

dc 890
2.32
. Jc
ou: p(x,t) = —Da— + uc est le flux de soluté traversant le point x a I'instant ¢. Ce
x
flux est la somme de deux flux ¢ = ¢4+ ., un flux de diffusion p; = —Da—c et un
x

flux d’advection ¢, = uc.
On intégre 'équation (2.32) sur [mi_%,xiJr%], on obtient :

dCZ‘

¢ihi% TPl Pl = Jihi,

dCZ‘
¢ihi% + Pd,it+1 + Paitl = Pdi-1 — Pai-1L = fih

ou les flux ¢, ; 1 et o, ;, 1 sont définis par :
’ 2 ’ 2

Cit+1 — G
(M),

Pdivl = _Dz‘+1 n

1 (paH_l—UCZ

i1
i+5
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On suppose que ¢; et D;, la porosité (resp. la diffusion) sont constantes sur la
maille 7. On choisit d’évaluer D, 11 en faisant une moyenne harmonique de D; et
D, et on choisit d’évaluer le ﬂux advectif de la maniére a ce qu’il soit décentré en
amont. La moyenne harmonique est I'inverse de la moyenne des inverses.

2DiDi+1 o hz + hi+1

Di-l—% :m, avec D% :Dl et DN—{—% :DN, et hi-l— B

=

b) Discrétisation en temps

Comme dans la section précédente 'opérateur du transport contient un terme
diffusif et un autre advectif, et on utilise différentes discrétisation en temps pour les
différents termes.

Advection et diffusion : schéma implicite

On discrétise I'intervalle [0, T'] par le pas de temps At, et on note par ¢} la valeur
de ¢;(nAt). Le schéma totalement implicite s’écrit :

¢Z Z( n+1 Cn) T (90221_1 _i_SOZJ;lV SOZJZrl o n+1 )At _ fzh At.

On a alors aprés remplacement des quantités :

el — entt et — el
d)z‘hicyﬂ - Dz‘+§At(Z+1h712) + Di_%At(%) + UAtC?H — uAtc?_Jrll =
i+§ i

i—3

pihici + fihiAt

En regroupant les termes on obtient :

Di*% n+1 D it+3 D’ 3 n+1 DZ+2 n+l __
(=5 A= uA)E) + (G + =2 Al 4 - 1 At +ult)e ™t — (2 At =
=3 z+— 1— z+2

dihic + fihi AL,

Condition aux bords :

Pour i=1, on a imposé une condition de Dirichlet & gauche donc on connait la
concentration au point xg

z3

bt tn+1
P — e +/ (P43 + Payrs = Pas = $a1) dl = / Frhadt,

1
2

soit
Dg D; 1 Dg 1 Dl 1
(¢1h1+h—;At+uAt+h—fA et — h; Ateyt = gf)lhlc’er(h—fAtJrAtu) A fiha At

Pour i=N, on a
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Tnil 1 tnt1
/ on(cy cy)dr + / (‘Pd,N+§ + Pantl — Pan-1 ~ Pa, N——) dt =
x tn

N—
tnt1
/ Fahdt
tn

Or par la condition de flux diffusif imposée dans les hypothéses on a :

1
2

¢Nth( ntl _ C?V) + (90 + UCn+1 -+ hil(cxf-i—l C;Ui—ll) UC%—i—ll)At = hoNAt,
N

3
soit

Dy_ 1
Do 1At

n+1 DN*%_ A n+1 h A
(= w)At+ N (Onhy + uldt + ———

h ) d)NhNCN QOAt—i‘hoNAt
N—

1
2
Schéma implicite en diffusion et explicite en advection

Cette fois ci, on veut traiter I’advection explicitement. Le schéma implicite en
diffusion et explicite en advection s’écrit :

¢’L z( i Cn) + (@Zjil + Qpa Z+— QDZ+717 - (702,2—%)At = thZAt

En remplacant et regroupant les termes on a :

D; 1 D1 D1 D1
—(—2A) M+ (pihi + —2 At + 2At) At =

Condition aux bords :

Pour i=1, on a imposé une condition de Dirichlet a gauche

—-D D

3 3 1 1
dulu (T =)+ (= AT fud T - T —ud) At = fil At
2 2 2 2

On obtient donc finalement comme expression :

h 2A 24y et D%A nl
(P1hi + 3 2At + 52)c] s Ale
2 2

Dy n
oAty + filn At
2

(qﬁlhl—uAt)cl (ulAt)cly +

Pour i=N, on a
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e . tn+1

/ on (W = cR)dx +/ (‘Pd,N+§ t Pantl T PaN-L — ‘Pa,N—%) dt =
Tyl tn
: tn+l
/ fnhndt.
tn
Or par la condition de flux diffusif imposée, on a :
n—+1 n —= n DN*% n+1 n+1 n
Onhn (AN — ) + (@ + uck + T (=) —uck ) At = fnhnAt.
N—3

Dy 1 Dy 1
hN 2) At (dnhy+ hN VAL = dnhycot (ucly  —ucl—@)At+ fahy AL,
N—% N—

C?Vt11 (—

1
2
Splitting : Méthode de décomposition d’opérateurs

Maintenent, on veut utiliser la méthode de décomposition d’opérateurs. Dans un
. . M e . .
premier temps, on calcule la concentration ¢ utilisant M pas d’advection, ensuite
, , . . , . M
on résout 1'étape de diffusion en démarant avec cette concentration, ¢, .

Etape d’advection

Jpa
L)
. . . O
L’intervalle [t,,t,.1] est divisé en M intervalles [t m, tnm+1), m=0,...M-1, tel que
tho = tn, tur = thy1, At = MAt, et At, est controlé par la condition CFL.

N ) < 1os . . Oc
On s’intéresse dans cette étape a ’équation suivante : ¢E +

s
Ata S ¢Z Z'
U

On appelle ¢;"™ I'approximation de la concentration ¢ a l'instant ¢, ,, avec ¢™? = ¢".
Le schéma d’Euler explicite nous donne pour I’équation d’advection :

Cn,m+1 _ Cn,m 1

s i (o nmmo nm o . _ o
¢Z(—Ata )+ I (goaﬂ.% goaﬂ._%) =0, i=1,..Nm=0,..M—1 (2.33)

n,m n,m

OU Q1 = UG

On obtient a la fin de ces M pas de temps d’advection une quantité ¢ qui repré-
sente en fait une prédiction de la concentration obtenue en prenant en compte que
I’advection.

Etape de diffusion

On s’intéresse maintenant a I’équation :
O + o f. (2.34)
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On utilise un schéma implicite en temps, on intégre I’équation (2.34) sur [z, 1Ty ] [ty trs]
et on obtient

Bt — = (9L, — ont )AL =0,

7

En remplacant et regroupant les termes apres intégration on obtient :

to\»—‘

D
At)C?—H hZ:Q AtC?J:—ll (bZhZC?thZAt
T2

A+ (ihy + Z*?At+ &

2 z

—~
>
D IS
|
o=

S
|
N
MI»i

Condition aux bords :

Pour i=1, on a imposé comme avant une condition de dirichlet sur ce bord.
Pour i=N, De la méme maniére qu’auparavant on impose une condition de flux
diffusif, on obtient donc :

+1 Dy-y ntl Dy_3 -
(= ﬁA )+ (onhn + e 2At) = ¢pnhycy — PAL

2

Résultats numériques

Cas test : milieu hétérogéne

Pour ce cas test, on prend un milieu hétéro- Milieu A | Miliew B
géne, composé de deux milieux A et B | le

milieu A se caractérise par une faible poro- Porosité 1 2

sité et diffusion par rapport au milieu B. Le Diffusion | 1072 1

point de discontinuité entre les deux milieux Longueur | 2 3

est le point z = 2. Vitesse 10 10

On veut comparer les résultats données par les trois schémas pour une résolution
du probléme de diffusion et advection sur ce cas test hétérogeéne. On prend comme
pas de temps At = 9.107%, et Atc = 9.107° le pas de temps d’advection pour le
schéma splitting avec M = 10.

L’effet du maillage

Dans un premier test, on impose une condition de dirichlet au bord gauche
cd =1, et on considére une condition initiale nulle.
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Solution a t= 0.149 Solution a t= 0.149 Solution a = 0.203

— Implicite
—— Expl.fimpl.
0.9) — Splitting

0.9
0.8 0.8

0.7] 0.7]

Cxt)
Cxt)
(

0.6 0.6

0.5 0.5
0.4] 0.4]
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1] 0.1]

0f 0f

FIG. 2.6: Evolution de la concentration (maillage : nptsA=200 et nptsB = 150)

Solution a t= 0.104 Solution a t= 0.149 Solution a t= 0.203

: : : =S
0.9 0.9 0.9 — Spliting
08 04 0

g 0.7 g 07 g 07
0.6 0. 0.
0.5 05 05
0.4 04 04
03 03 03
0.2 0.2 0.2]
0.1f 0.1 0.1

0 0 0

F1G. 2.7: Evolution de la concentration (maillage : nptsA = 1600 et nptsB = 1200)

Les trois premiéres figures (2.6) représentent ’évolution de la concentration cal-
culée par les trois schémas a trois instants différents pour un maillage grossier, on
note par nptsA le nombre de points du domaine A et nptsB le nombre du points du
domaine B (nptsA=200 et nptsB = 150). Les figures (2.7) représentent les résultats
pour un maillage plus fin (nptsA = 1600 et nptsB = 1200). Le maillage grossier
n’est pas assez fin, on voit des différences.

Dans un deuxiéme test, on considére la condition initiale co = exp [—3(1/2—1)?],
avec des conditions Dirichlet nulles sur les bords.

Les trois premiéres figures (2.8) représentent I’évolution de la concentration pour
le maillage grossier, et les figures (2.9) représentent les résultats pour un maillage
plus fin.
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Solution at t= 0.104

—_ Impllmte
_— Expl Jimpl.
— Splitting

FiG. 2.8: Evolution de la concentration avec un maillage
nptsA=200 et nptsB = 150)

Solution at t= 0.104

Solution at t= 0.149

Solution at t= 0.203

— Implicite

—— Expl.fimpl.

— Splitting

Solution at t= 0.149

— Implicite
—— Expl./fimpl.
— Splitting

Solution at t= 0.203

grossier (maillage :

— Implicite
—— Expl.fimpl.
— Splitting

— Implicite

—— Expl.fimpl.

—— Splitting

— Implicite
—— Expl.fimpl.
— Splitting

0.7] 0.7] 0.7
08 06 0.
2045 = =
5 Zog Zog

04 04 04

03 03 03

0.2] 0.2] 0.2

FI1G. 2.9: Evolution de la concentration avec un maillage raffiné (maillage : nptsA

= 1600 et nptsB = 1200)

On constate que la méthode splitting pour le transport donne des résultats de
bonne qualité aussi bien pour le cas homogéne que pour le cas hétérogéne, et cette
qualité ne se dégrade pas en raffinant le maillage.

5.3 Etude de convergence numérique

Dans cette partie, on étudie la convergence numérique des 3 schémas pour le cas
hétérogene.

On reprend les mémes données physiques et initiales que celles du deuxiéme
test, cas hétérogene. Pour la discrétisation spatiale, on considére toujours que le
pas d’espace hp du domaine B est deux fois plus grand que le pas d’espace hs du
domaine A.

On prend un maillage trés fin hy = 1/2° dont la solution numérique repésentera
la solution exacte, et on prend une suite de maillage grossiers hy = {1/29}, .. g et
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on compare la différence.

Pour les schémas implicite et semi explicite, on prend comme un pas de temps
At = Atmax le maximum autorisé par la condition CFL, et pour le schéma splitting,
le pas de temps d’advection Atc = Atmax et le pas de temps de diffusion est M fois
plus grand que le pas de temps d’advection At = M Atmax, avec M=5 ou M=1.

Comparaison de I'erreur pour les 3 schémas Comparaison de I'erreur pour les 3 schémas
0 cas hétérogene 0 Cas hétérogene
— =~ totimplicite
-: te(;tgrnggﬁgﬁ =»— expimplicit
=T itti 1 —1}| === splitti =
T |- splitting, M=1 1 splitting, M=5

Log(erreur)
Log(erreur)

-8 -7 -6 -5 -3 -2 -1 -8 -7 -6 -5

- -4
Log(h) Log(h)

FiG. 2.10: Comparaison d’erreurs pour les 3 schémas avec une solution fine

Pour les 3 schémas, on constate que 'erreur diminue avec le pas d’espace h. Le
schéma splitting est aussi bon que le schéma semi explicite, pour un cotit M fois
plus faible.

6 Mise en oeuvre du transport par décomposition
d’opérateurs en 3D dans le logiciel 3FLO

ITASCA Consultants développe depuis plus de dix ans un simulateur hydrogéo-
logique qui incorpore un module géochimique performant. Ce logiciel, nommé 3FLO,
est notamment utilisé dans le cadre de coopérations internationales pour des projets
de recherches et d’ingénierie appliquées au stockage de déchets radioactifs.

Le logiciel 3FLO inclut un couplage explicite simple entre le module de transport
de soluté, basé sur la méthode des particules mobiles avec marche aléatoire, et le
module de géochimie [10], [69]. Cette approche a permis & ITASCA Consultants de
réaliser des simulations complexes intéressantes, mais elle a aussi montré ses limites
en terme de précision et de vitesse de calcul.
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La méthode des particules mobiles avec marche aléatoire montre certaines limites,
essentiellement deux :

— Le nombre trés élevé de particules qu’il est parfois nécessaire d’injecter dans
le modéle pour obtenir une précision acceptable ;

— La précision obtenue par cette méthode de transport est a priori insuffisante
pour envisager un couplage autre qu’explicite qui, pour étre acceptable, oblige
a une contrainte trop forte sur le pas de temps.

Ma contribution du développement de ce code concerne uniquement le transport
sans toucher le code de la géochimie.

Ce qui existe déja dans la version originale de 3Flo :

Pour I'équation d’écoulement :
Ecoulement stationnaire : résolution par Galerkin ou Mixte-Hybride,
Ecoulement transitoire : uniquement par Galerkin,

Pour I'équation du transport : la méthode des particules.

Pour mettre en oeuvre le transport par la décomposition d’opérateurs dans
3FLO, il me fallait modifier le code pour pouvoir simuler ’écoulement transitoire
par la méthode mixte-hybride, puis adapter ce développement pour la résolution de
la partie diffusive du transport car le probléme de diffusion pure est similaire & un
probléme d’écoulement transitoire, ensuite implémenter la partie advective par la
méthode volume finis pour pouvoir simuler le transport.

6.1 L’écoulement transitoire par la méthode mixte hybride

On veut utiliser une méthode mixte hybride en s’inspirant du travail de Chavent
et Roberts [21]. Pour cette formulation, la loi de Darcy et I’équation de conservation
de la masse sont discrétisées simultanément pour donner une approximation de u et

p.
Résolution

Soit © un ouvert de R3, et 7, une discrétisation en tétraédres de €2, ou h est
le paramétre du maillage indiquant le diamétre maximal d’une maille K € 7;. Soit
RTy(K) I'espace de Raviart-Thomas de plus bas degré sur chaque élément K, et wp
une fonction de base de I’espace RTy(K) pour la face F' du bord 0K.

Pour chaque élément K de 7, wp est définit par un polynome de la forme :
wp(X)=a+bX, R beR, VXeckK.

Les fonctions wp satisfaient les propriétés suivantes :
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Pour chaque K € 7}, et pour chaque F C 0K,

— V - wp est constant sur I’élément K et V- -wp=1.
K

O
*I/F'@UF’:‘I;,IT‘ VEF' C OK.

ou v est le vecteur normal unitaire a F, dirigé vers 'extérieur de 1'élément K, et | F”|
est la mesure de F’. La vitesse i/ € RTo(K) sur chaque élément K, est représentée
par une combinaison des fonctions de bases wg.

ik = ), Qurwr. (2.35)
FCOK

la vitesse iy a les propriétés suivantes :

— V - Uy est constant sur 1’élément K.
- fF Vkr Uk = QK,F-

Par la connaissance des flux Qg r & travers les arétes F de K, on peut calculer
la vitesse @ en tout point dans I’élément K.

Discrétisation de la loi de Darcy

Dans cette partie, on va écrire une forme discréte de I’équation d’écoulement
(2.1). En inversant le tenseur de perméabilité dans cette équation , on obtient :

K'i=—Vp,

Soit Sk € RTy(K) une fonction test, on multiplie cette équation par la fonction §g
et on intégre sur ’élément K. Par utilisation de la formule de Green, on obtient :

/(’Clﬁ)ﬂK:/png—/ p§KI7 ngERTo(K), (236)
K K oK

On approche | g par ix € RTy(K), et p|x par une fonction constante py € R
et on approche indépendement p|x sur la facette F' du bord 0K par tpk p € R. Soit
K la perméabilité, supposée constante sur I’élément K.

L’équation (2.36) devient :
/ ’CKl’L?KgK:/ pKV-E'K— Z /tpK7F§K~17K7F Vs e RT()(K) (237)
K K F

FCOK

On remplace successivement la fonction test 5k par les fonctions de base Wg/, F' C
OK. Comme pg est constante dans K et tpgx p est constante sur la face F', on peut
écrire :

> Qur [ () e =pic [ Ve = 3 tyer [ e vcr (239
K F

FCOK K FCOK
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En prenant en compte les propriétés des fonctions de bases, on obtient :

Z Qrr(Mg)p p=px —tpxr YF' C 0K,

FCOK

ol

—1 - —
(Mk)prp = / (K W) - Wp.
K
L 6cri ciell , . 1 . . )
écriture matricielle de ces équations donne le systéme suivant :

MkQk = prex — tpk,

(2.39)

(2.40)

(2.41)

ol My est la matrice élémentaire et Ok, tpx et ex sont des vecteurs locaux tels

que :
My = (Mg)p r)r rcok,

Qx = {Qk r}rcor, trx ={trkr}rcox et ex ={1}rcok-

La matrice Mg est symétrique définie positive, donc inversible.

Qrx = My (prex — tpk)

Le flux a travers la face s’exprime par :

Qr Fr = QK FPK — Z (M) e ptpx
FICOK

ou : OCK7F = Z (M];l)F/,F'

F'COK

(2.42)

(2.43)

Pour chaque face F' qui n’appartient pas au bord de {2, on a deux valeurs de
la pression tpg p et tpg p et deux valeurs de flux Qg r et Qx/ . Pour avoir une
approximation consistante de p et « sur €2, on ajoute deux équations qui expriment

la continuité de la pression et le flux :

lpk,r = tpr F,

et
Qr,r+Qrrp=0.
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Discrétisation de 1’équation de conservation

Maintenant, on discrétise ’équation de conservation de la masse :

op
B VAT 2.44
S@t =/ ( )

On multiplie I'équation (2.44) par une fonction r dans L*(K) et on U'intégre sur K,

on obtient :
/S—r—i—/v-ﬁr:/fr. (2.45)
K K

On note Sk, px des approximations de S resp p, constantes sur K et on prend
r = 1k la fonction caractéristique de K. En utilisant le schéma d’Euler implicite
pour la discrétisation en temps, on obtient :

n+1_p
/S SR +/v ulK—/flK, (2.46)

et la vitesse élémentaire 4y sataisfait :

V- g = ‘ | Z @k r = constante sur K.
FCOK
1
Soit Fx = m/ flg, alors
K
Tl—|—1 n

Finalement, on obtient I’équation de bilan suivante :

n+1

SK|K| + e Qx = 5K|K| 7K (2.48)
ou encore -
Sk|K + Sk|K|== + Fk, ,
| ’ F%;KQKF K| ’At K (2.49)

On peut calculer les pressions moyenne pg et les flux Qg p localement une fois
connaitre les traces de la pression tpk p, et cela en utilisant les deux équations (2.42)
et (2.48) et résolvant le systéme :

Sk|K]| T n+1 Pk
_ Sk|K|== + F,
(5 )@ () e
—ex Mgk K —lpk
Par hybridization des équations et assemblage, on peut écrire le systéme globale
dont les inconnus sont uniquement les traces de la pression tpg p.
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Hybridization

Pour I'hybridization des équations, on élimine les pressions moyennes dans les
éléments et les flux pour avoir un systéme dont les inconnues sont uniquement les
traces de la pression, en suivant les étapes suivantes :

1) On remplace les flux de I’équation de conservation (2.49) par leur expression
obtenue par I’équation (2.43), on obtient

7‘L+1 n
SK\K\ + > owrpi = Y (M ) poptpih | = SK’K’ ;T 7K
FCOK FICOK

n+1
SK‘K‘——FOé pn+1 Z aKF/tpKF,—SK|K| +.7:K,

F'COK
ou A = E QK F-

FCOK
2) On exprime la pression moyenne dans ’élément en fonction des traces de la

pression a partir de I’équation de conservation.
Soit A = SE2L o 3 Ak
oi e
) I TSy P

n 5}( QK F' |
Pt = (1 - Br)pk FK + Bk E tp Jﬂéu
a
FICOK

3) 'équation en trace de la pression est calculée en remplagant la pression
moyenne par son expression obtenue a ’é¢tape 2 dans 1’équation décrivant la
continuité de flux.

o ondl
On a pour toute face I : Q%% K=

Qg FPr + OZK',FanJ/rl - Z (M[;' )F’ FtpK F’ - Z (MK/ )F’ FtpK/ T =0,
F'COK F'COK’
(2.51)

et pour tous les bords 0K contenant F, on écrit :

Z agppitt — Z Z K )P FtpKF/ =0. (2.52)

OKDF OKDF F'COK

En remplacgant an+1 par son expression obtenue dans I’étape précedante et en
regroupant les termes, on obtient :

Z [ Z ((M§1)F',F - 51{06;;5/) tp?;ré/] = Z |:OéK,F(1 — Br)pk + ﬁ—KFK ;

OKDF LF'COK OKDF
(2.53)
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et en ajoutant le vecteur qui contient les conditions aux bords, on peut écrire
sous forme matricielle :

ATp=b (2.54)

ou Tp est le vecteur des traces de pressions par face,

A= ((Apr)rrex = Y Y ((M?)F/,F - ﬁKO‘K’F/) ,

«
OKDF F'COK K

b= (e = 3 Janel = Bk + 25 R +g

OKOF K
et g est le vecteur qui conditions aux bords.
L’équation (2.54) représente le systéme global dont les inconnues sont les traces
de la pression.

Validation de I’écoulement transitoire implémenté dans 3FLO

a) Cas test : Theis

Ce test consiste a simuler un essai de pompage a débit () constant sur 'axe de
symétrie d’un cylindre et a analyser la variation de charge en différents points du
massif, a différentes distances du puits d’essai, respectivement a 1, 5, 10 et 15 m du
centre de puits.

Chargeinitiale au puits=001m  Charge initiale dansle Charge fixée
Débitmpuits Q=1,5 107 m’’s modéle=00m a00m

Ravon du modéle=3048m

4
Y

F1G. 2.11: Log de rabattement (m) en fonction du log du temps

Les conditions aux limites et conditions initiales sont illustrées dans la Figure
(2.11).
La perméabilité est 1073m? /s, et le coefficient d’emmagasinement est 1073.
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b) Solution analytique de Theis

Le probléme de Theis revient a résoudre I'équation de diffusivité en régime tran-
sitoire 2D : S oh
M=gar
ou :
— S est le coefficient d’emmagasinement sans dimension [1],
— K est la perméabilité [L2.T71],
— h la charge hydraulique [L],
— t le temps [T].

On suppose que :

— le milieu est infini, radial et symétrique en z, homogéne et isotrope,

— la permeéabilité est constante (nappe captive, ou nappe libre peu rabattue),

— le probléme est plan (surface piézométrique horizontale),

— le forage est vertical en r = 0 de petit rayon ry , pénétre tout ’aquifére, pompe
a débit constant positif @,

— laquifére est initialement immobile, a ¢ = 0 la charge est constante hy.

Sous ces hypothéses, la solution ne dépend que de la distance r, et en coordonnées
radiales I’équation de la diffusivité s’écrit (cf. [59], [28]) :
(SOh  9*h  10h B
Kot  or2 ror
h(r,0) = hy, 7> 1, (2.55)

Oh(r,t) B Q
(T)— o 70

La solution de ce probléme est donné par Theis [86] :

0, r>rmry, t>0,

B Q /+oo 675
h(r,t) = ho + K € dg,
762

ot Q est le débit de pompage [L3. T, et 7 = ot
7r

c) Résultats numériques
On compare la solution analytique de Theis et la solution numérique donnée
par la méthode Mixte-Hybride (Figure 2.13). Les courbes continues (lal, la5, 1a10,

lal5) correspondent a la solution analytique et (lh1, 1h5, 1h10, 1h15) & la solution
numérique.
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3Fl0 2-31 Job Title: Theis problem: Mixed-hybrid, Transient case
History
Ih1 {FISH Symbol)
5.3267e-002 <=> 1.1384e+000 1.44
h3 {FISH Symbol) 124 [
-2.0740e+000 <=> 9.9037e-001 : W
110 (FISH Symbel) 1.0 o

E SOOOOGOOOB N
R SR KRR

4.

1

32264000 <=> 9.1789-001
Qumba 0.8

: 6.07173e-U0 0.6
a1 {FISH Symbol)

1.1552e-001 <=> 1.3079e+000 0.4+
a3 {FISH Symbol) ]
-3.5943e+000 <=> 1.2139e+000 0.2
10 (FISH Symbol) 0.0
-4.9231e+000 <=> 1.1722e+000

-0.2

- 368e+000 044

Vs.

2tlog (FISH Function)
-4.9365¢+000 <=> 2.0786e+000 -0.81

0.6

-1.04
124
1.4
1.6
1.8

20 T T T ]
-4.0 -3.0 20 -1.0 0.0 1.0

Itasca Consulting Group, Inc.

Minneapalis, MN USA

F1G. 2.12: Rabattement (m) en fonction du temps, échelles logarithmiques a difé-
rentes distances de puits

On constate une bonne concordance entre les résultats numériques et la solution
analytique de Theis jusqu’a environ un jour de pompage. Au dela de cette période
le probléme traité n’est plus équivalent au probléme Theis, qui suppose un milieu
infini.
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3Fl0 2 31 Job Title: Theis problem: Mixed-hybrid, Transient case
18:59:38 Mon Fab 25 2008
Center: Rotation

X: 1.526e+002 X 0.000
Y: 5.000e-001 Yo 0.000
Z: 2.646e+001 Z: 0.000
Dist: 8.425¢+002  Ang.:
X: 22500
Y: 22500

Blockcontour of: head
1000084002 to 1.020084002
0200e+002to 1.04008+002
06008#002
08008+002
10008002
1200¢+002
140084002
1600e+002
16560+002

1. 1.
1.0400e+002to 1.
1.0600e+002to 1.
1.0800e+002t0 1.
1.1000e+002t0 1.
1.1200e+002t0 1.
1.1400e+002t0 1.
1.1600e+002t0 1.

Interval = 2.0e+000

Itasca Consulting Group, Inc.
Minneapalis, MN USA

F1G. 2.13: Allure de la charge induite par un pompage a débit constant

6.2 Transport : ’advection par VF et la diffusion par EFMH
Décomposition d’opérateurs
Etape d’advection :

Soit At le pas de temps de diffusion, il sera divisé en M pas de temps d’advection

At, tels que At = MAt, avec M > 1, le pas de temps d’advection sera controlé par
la condition CFL :

K
At, < min ox|K]

BRIy /F“”F

F~COK

: (2.56)

ol F'~ est une face du tétraédre K par laquelle le flux est entrant.
L’intervalle [t,,,t,+1] est divisé en M intervalles [t,, ,n, tnmy1], m = 0,..., M — 1,
avec t, 0 = tpn, tnr = tht1. On note par ¢™™ l'approximation de ¢ a I'instant ¢™™

avec ¢™? = ¢". Le pas de temps d’advection est At, = At/M.

Tout d’abord, on résout M fois une équation d’advection explicitement par la
méthode de volumes finis décentrée amont.
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Cn,erl — cvm

Pour m=0,...,.M —1: ¢ A7 + V (uc) =0,

et en utilisant les notations du paragraphe précedent pour la discrétisation de I’équa-
tion d’advection, on obtient :

n,m+1 n,m

& — C
qu]K]K K +§ QKp=0, m=0,...,M—1,

FCOK
ou encore

n,m+1 n,m
c =y E Qrm m=0,...,M—1. 2.57
K K ¢ M‘K‘FCBK K,F ( )

Etape de diffusion

Une fois CTI‘(’M obtenue dans I’étape d’advection aprés M pas de temps d’advection,

on calcule c’};rl par un schéma implicite, en résolvant ’équation de diffusion (2.58)

avec le pas de temps At par la méthode des éléments finis mixtes-hybrides (section
6.1).

CnJrl - Cn,M

n+1y __
"t = DVt

(2.58)

En procédant ainsi, on peut résoudre séparement ’advection et la diffusion avec
deux échelles différentes de pas du temps. Pour raison de stabilité, on doit choisir
un pas de temps d’advection petit qui vérifie la condition CFL, mais on peut se
permettre un pas de temps plus grand pour la diffusion, mais ce pas de temps de
diffusion ne doit pas étre trop grand afin de ne pas trop perdre de précision.

La diffusion par la méthode mixte hybride

Pour discrétiser I’équation de dispersion (2.7) par la méthode EFMH, nous intro-
duisons une nouvelle variable r = —DV ¢ qui correspond au flux dispersif. L.’équation
(2.7) s’écrit donc de la fagon suivante :

oc
{d)a*V'T—f’ (2.59)
r=—DVe.

L’approximation par les EFMH du systéme (2.59), décrivant le transport purement

dispersif est identique a celle utilisée pour le systéme décrivant I’écoulement transi-
toire.
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L’advection par la méthode des volumes finis décentrée en amont

Cette partie décrit un schéma basé sur une méthode de volumes finis pour ré-
soudre le probléme purement advectif (étape d’advection dans la décomposition
d’opérateurs). On considére I’équation d’advection suivante :

{ gbac(gi, H.g. (u(z, t)e(z, 1)) = 0, (2.60)
c(z,0) = co(x).

Soit €2 le domaine d’application et 7 le maillage de discrétisation. On intégre 1’équa-
tion (2.60) sur un élément K de 7, on obtient :

/ gf)ac o t /aK u(z,t) vk (z)c(z, t)de = 0, (2.61)

ol vk est le vecteur normal extérieur de 0K. Soit At le pas de temps tel que t,, = nAt
pour n € N. Avec une discrétisation en temps par un schéma d’Euler explicite, on
approche la solution ¢"(z) de ’équation (2.60) a t,, par :

é i (" (z) — "(x))dx +/ u(z, t,) - vi(z)c"(z)de =0, VneN, (2.62)

oK

avec u’(r) = u(z,0) = ug(x). Soit % la concentration inconnue, constante dans
I'élément K, ¢ la porosité moyenne dans K, et soit vk p la normale a la face F'
du bord 0K dirigé vers 'extérieur de K. Le deuxiéme intégrale dans (2.62) peut
s’écrire sous forme :

/8Ku(x, tn) vk (x)c"(x)de = Z / u(z, t,) - vi pc" (x)de. (2.63)

Feok 7 F
Pour F' C 0K, soit
Qi r = / u(z, t,) - Vi pdx.
F

Ce terme représente le flux a travers la face F, et c’est la quantité calculée par les
EFMH dans 1’écoulement.

Par un décentrage en amont, chaque terme de la somme du second membre de (2.63)
est discrétisé par :

" :{ pCh st Qi p >0, (2.64)
F Wp Cier S Q”K7F<O,

ot K’ est I’élément voisin de K de face commune F'. Avec cette approximation, le
probléme (2.60) peut s’écrire sous forme :

K]
At

& = [i co(x)d,

b (T =)+ ) qp=0, VK€T,

FeoK (2.65)
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ou | K| est la mesure de ’élément K. Ce schéma est localement conservatif, pour
chaque face F' entre deux éléments K et K', on a Q% p = —Q% p. Cette propriété
est importante pour plusieurs champs d’applications.

6.3 Mise en oeuvre dans 3FLO pour la partie diffusive du
transport

Le logiciel 3FLO est un code de calcul d’écoulement et de transport 3D. Il est
adapté aussi bien pour les études hydrogéologiques dans les milieux fracturés que
pour les études géochimiques dans les milieux poreux.

Pour mettre en oeuvre la partie diffusive du transport, on a d’abord modifié le
code 3Flo pour pouvoir simuler un écoulement transitoire avec la méthode mixte
hybride, et les résultats numériques ont été validés par une solution analytique sur
le cas test Theis, cf. la section 6.1 dans le paragraphe validation.

Comme la résolution de la partie diffusive du transport dans la décomposition
d’opérateurs est similaire & un probléme d’écoulement transitoire, alors sa résolution
revient a adapter le développement précédent pour simuler un probléme de diffusion
pure. Le but était d’aboutir a un code unique pour traiter les deux situations.

La difficulté pour modifier le code est venue de ce que les variables faisaient
explicitement référence aux quantités physiques (charge, pression, perméabilité, ..),
les méthodes de résolution étaient génériques et n’ont pas été modifiées. Il fallait
donc trouver un mécanisme qui permettre de faire agir ces méthodes génériques sur
des données qui peuvent étre de type différents, et éviter de dupliquer le code.

Le principe

Pour pouvoir distinguer entre I’écoulement et la diffusion, on a introduit une
classe abstraite MainResolution et deux classes dérivées Flow et Diff qui héritent
de la classe MainResolution. La classe Flow est spécifique pour une résolution
d’écoulement stationnaire ou transitoire et la classe Diff pour un probléme de diffu-
sion avec la méthode Mixte hybride ou Galerkin. La classe MainResolution contient
les méthodes de résolution, et délégue aux sous-classes ’accés aux données, via le
mécanisme des fonctions virtuelles (voir diagramme (2.14)).

Restructuration du code

Diagramme des classes

La classe MainResolution contient la définition des fonctions Mixte hybride
et Galerkin (GResolution(), Gassembly(), MHResolution(), MHassem()). Dans ces
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vold

MHstruc (SArray<Int> &ipcOut);

MainResolution
void Principal(..);
void GStrucMod (void);
bool GResolution(..,MainResolution *ptr):;
vold Gassembly(..,MainResclution *ptr):
double IsPicardConverge(..);

vold MHResolution(..,MainBesolution *ptr);

void MHassem(..,MainResolution *ptr);

void FillByBlockRkmRhs(..);
Double solve(..);
virtual ..SsPoros(..)=0;
virtual ..PermDisp(..}=0;
virtual ..VType(..)=0;
virtual ..vvalue(..}=0;
virtual ..vVariab(..)}=0;
virtual ..0ldvVariab(..)}=0;
Fiow Diff
.85P0r0s (. .) => rend le coef. .§sPgros (. .)-> rend la porosité

d’emmagasinement
.PermDisp(..)-> rend le coef. ou
le tenseur de perméabilité

.VType (..)=> rend le type de la
condition aux bords pour la charge
.VValue(..)-> rend la valeur de
la charge a imposer aux bords
.Variab(..)=> rend la charge aux
neeuds, aux faces, ou aux blocks
.0ldvariab(..)-> rend la charge
calculée au pas du temps précédent,
aux nceuds, aux faces, ou aux blocks

.PermDisp (. .)=> rend le tenseur
de diffusion

.VType(..)-> rend. letype dela
condition aux bords pour la
concentration

.vvalue (..)-> rend la valeur de
la concentration a imposer aux bords
.Variab(..)-> rendla
concentration aux neeuds, aux faces.
ou aux blocks

.0ldvariab(..)-> rend la
concentration calculée au pas du
temps précédent, aux nceuds, aux
faces, ou aux blocks

F1G. 2.14: Diagramme des classes
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fonctions, on a remplacé toutes les variables spécifiques pour une résolution d’écou-
lement par les fonctions virtuelles (mentionnées dans le diagramme (2.14)) . La
fonction Variab() ou OldVariab() renvoie la charge pour un calcul de I'écoulement
et la concentration pour un calcul de diffusion. Dans une fonction Principal() de
la classe mére, on fait une mise a jour de OldVariab & chaque pas du temps et on
résout le probléme avec Galerkin ou Mixte hybride.

La classe HeadTank est remplacée par la classe GeneralTank pour contenir en
plus des informations sur la charge (les conditions aux bords sur la charge, head,
oldhead), les données et les informations pour la concentration.

Avec cette réorganisation du code, il devient plus simple et propre de distin-
guer entre une résolution d’écoulement ou de diffusion et il n’est pas nécessaire de
créer et d’utiliser partout un indicateur qui distingue les deux; la distinction se fait
maintenant par un pointeur de la classe MainResolution,

MainResolution *ptrF=new Flow();
MainResolution *ptrD=new Diff();

Dans la boucle principale du temps, on appel la fonction Principal() une fois avec
l'objet ptr ' (ptr F'— > Principal()) pour une résolution d’écoulement et une autre
fois avec l'objet ptrD (ptr D— > Principal()) dans la fonction TransportSplitting()
pour une résolution du probléme de diffusion.

Autres modifications dans le code

— Mise en oeuvre de la partie advective par la méthode des volumes finis.

— Schéma de temps splitting entre advection et diffusion.

— Calcul de la vitesse de Darcy et du tenseur de diffusion.

— Adaptation de la méthode de Galerkin pour la réutiliser pour un calcul de
diffusion.

— Distinction entre les concentrations calculées a partir de la quantité de parti-
cules et les concentrations dues a un gradient de concentration (accés au fichier
de données "fish", graphiques, commandes d’initialisation).

— Ajout de la capacité de stocker la charge et la concentration dans le block et
deux commandes beConc et beBconc pour tracer le contour des concentrations
ou blockContour concentrations.

— Ajout des fonctions fish block conc, pipe conc, node _conc, bl _head.

— Initialisation de la concentration et prise en compte des conditions aux bords
sur la concentration due a un gradient.

— Ajout de la commande "set transport" pour distinguer entre un calcul d’écou-
lement ou du transport.
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7 Validation numérique du transport avec la solu-
tion analytique

7.1 Cas test académique

Pour ce cas test académique, on résout un probléme d’advection-diffusion [80],
[38], et on veut comparer les résultats de concentrations donnés par le code splitting
implémenté dans 3Flo, et la solution analytique bidimensionnelle [38] qui correspond
aux conditions suivantes

— le domaine est homogeéne ;

— l’écoulement est monodimensionnel, avec une vitesse paralléle a I'axe (ox)
(v=(1,0,0)) ;

— La concentration initiale est nulle;

— La condition au bord est une condition de Dirichlet, une concentration imposée
sur une partie du bord a gauche du domaine, ¢(0,y , t>0)=c0 (c0=10) si |y|<a
(a=8).

100 m
I

20 |

8 4 =

. - Profil y=0 40 m
-8+ .,

Bord Dirichlet

20 L Zim

Fia. 2.15: Géomeétrie

Pour les autres données |80 du probléme, on prend un domaine de longueur 100
et de profondeur 40 (et de largeur 1 pour la simulation 3D dans 3Flo). Le maillage
utilisé dans 3Flo est un maillage tétraédrique (avec Az =2, Ay = 2, Az = 1) Deux
régimes testés, régime diffusif avec Pe = 1 (pour une diffusion longitudinale Dj = 2
et transversale Dy = 0.2) , et régime advectif avec Pe = 10 (pour les données :
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7.2 La solution analytique

La solution analytique avec ces conditions est donnée selon Leij Feike et Dane [38]

par :
2
c(z,y,t) = — /tT erf oty . exp |— e dr
’ (16w Dyp)? (4D77)2 (4Dy7)2 (4Dy7)?

Pour calculer I'intégrale, on va utiliser la formule de Gauss-Chebyshev basée sur les
polynomes de Chebyshev d’ordre 1,

[ w2205 wieny/-g 1 (e ),

k=1

M\OJ

+erf

ou

(2k — D)

&, = cos et w(&) = T pour k=1,..,n
n

2

a—vy T —uT
1| (XP || T
(4D77)2 ] } <(4DL7') 2 >
Avec un changement de variables, on obtient :

/f 1—@1‘(”5’“),

1+& 1 m COS(Qk -\ COSQ(Zk — )
2 2n 4n

! b~ (2k — 1)m
/Of(x)dxzigﬁ 1-¢& f(tcosQT),

/Otf(x)dx ~ fzn: T U (t cos?{ZF—UT 1)”) .

2 n 2n 4n
k=1

et

+ erf

comme

alors
soit

Avec cette approximation de l'intégrale, la solution peut s’écrire sous la forme

xtcy 1 (2k—1)x o (2k — 1)m
(I’y,) WZ—Slnif(tCOST).
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7.3 Comparaison des résultats

Dans cette partie, on compare les résultats numériques et analytiques du trans-
port pour les deux régimes advectif et diffusif, et on discute I'infuence du pas de
temps d’advection ainsi du pas de temps de diffusion sur la solution numérique.

Advection dominante

Les courbes d’iso-valeurs (Fig. 2.16) représentent le panache des concentrations
a t=>0, a droite la solution analytique et & gauche la solution numérique donnée par
le code splitting (3Flo), le pas de temps de diffusion est At = 10 et le nombre de
pas d’advection pour un pas de diffusion vaut M = 18.
Comme on s’y attend, le panache se déplace linéairement suivant la vitesse et le sens
d’écoulement, et les résultats numériques sont trés proches de la solution analytique.

3Flo 2.31 [1ob Titie: conc, aavection-dominated, Mixed-hybrid method

23:38:55 Thu Aug 07 2008
Center: Rotation
X: 5.000e+001 X: 0.000
Y:5.000e-001 Y: 0.000
2:2.000¢+001 Z: 0.000
Dist: 2.770e4002  Ang.

X: 22500

Y: 22500

N
N4
PN
Nid
VS
N4
7S
Nd
S
N

Blockeontour of: cone
0.0000e+000 to 1.0000e+000
1.0000e+000to 2.0000e+000
2.0000e+000t0 3.0000e+000
3.00006+000to 4.0000¢+000
4.0000e+000to 5.0000e+000
5.0000e+000to 6.0000e+000
6.0000e+000 to 7.0000e+000
7.00006+000to 8.0000¢+000
8.00006+000to 9.0000¢+000
9.0000e+000 to 1.0000e+001

Interval = 1.0e+000

UNPNPIRPINCS
KN RURUR]

%

N
e
Nd
PN
Nd
P
Nid
Kt

Itasca Consulting Group, Inc.
Minneapolis, MN USA

(a) Solution numérique (b) Solution analytique

F1Gc. 2.16: Panache de concentration a t—=>50

Pour comparer plus précisément ces résultats, on va regarder le profil de la
concentration suivant l’axe I’écoulement (ox). On trace sur la méme figure (Fig.
2.17) T’évolution de la concentration numérique et de la concentration analytique
pour le profil y=0, a cinq instants différents t=10, 20, 30, 40, et 50. On constate que
la concordance est excellente.

50



CHAPITRE 2. RESOLUTION DU PROBLEME DE TRANSPORT

Conpar ai son de | a solution
nuneri que et anal yti que, Pe=1

0

—e— Num t=10
—&— Num t=20
—&—Num t=30

&— Num t=40
—&— Num t=50
Anal t=10 ]
— Anal t=20
Anal t=30
— Anal t=40 ||
Anal t=50

Concentration

F1G. 2.17: Comparaison de la concentration numérique et de la solution analytique

pour le profil y=0, et Pe=10.

L’effet du pas de temps d’advection sur la solution

Pour voir 'effet de la condition CFL et le choix du
pas de temps d’advection, on fixe pour ce cas test,

le pas de temps de diffusion At = 10, le nombre de | CFL | dtc M
Peclet Pe = 10, le pas de temps dtcmax = 0.65359. 0.1 0.06493 | 154
On fait varier la valeur de CFL, ce qui veut dire varier | 1 0.625 16
le pas du temps d’advection (Tableau & droite), et on | 1 ¢ 0.71428 | 14
compare les solutions numériques obtenues avec la
solution analytique (Fig. 2.18).
L'effet du pas du temps d'advection
sur la solution numérique
10 ' ~":. i ' Num sc;l CFL=0.1 H
N ! —— Num Sol CFL=1
ar —===- Num sol CFL=1.1 |{
— Anal sol

Concentration
[

F1G. 2.18: Concentration pour différentes valeurs de CFL
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Le respect de la condition CFL est un critére nécessaire pour la stabilité d’un
schéma numérique, on constate la présence d’oscillations numériques lorsqu’on dé-
passe sa valeur limite 1. Avec la valeur CFL qui vaut 1, le résultat numérique coincide
avec la solution analytique et on remarque une diffusion numérique qui apparait dés
que la valeur CFL s’éloigne de 1.

Diffusion dominante

Ce cas test représente le modéle du transport pour le régime diffusif (Pe = 1), les
courbes d’iso-valeurs (Fig. 2.19) représentent le panache des concentrations a t=>50,
a droite la solution analytique et a gauche la solution numérique.

3Flo 2.31 10 Titte: conc, wixed-nybrid method
15:53:36 Tue Aug 05 2008
Center: Rotation
X:5.000e4001  X: 0.000
Y:50000001  Y: 0.000
2:2.000e+001 Z: 0.000
Dist: 2.770e4002  Ang..
X: 22500
Y: 22500

Blockeontour of: cone KPEPKDR

0.0000+000 to 1.0000e+000

1.0000+000to-2.0000e+000

2.0000e+000to 3.0000e+000

3.00006+000 to 4.0000e+000

4.0000e+000 to 5.0000e+000

5.0000¢2000to 6.0000e+000

6.0000e+000 to 7.0000e+000

7.00006+000to 8.0000e+000

8.00006+000 to 9.0000e+000

9.0000+000 to 1.0000e+001

Interval = 1.0e+000
Itasca Consulting Group, Inc.
Minneapolis, MN USA
(a) la solution numérique a t=50 (b) la solution analytique a t=50

Fi1aG. 2.19: Panache de concentration

La figure (Fig. 2.20) représente 'évolution de la concentration numérique et
analytique pour le profil y=0, a cinq instants différents t=10, 20, 30, 40, et 50. Les
résultats numériques tracés sur la figure (Fig. 2.20a) sont donnés pour un grand pas
de temps de diffusion At = 10 pour 18 pas d’advection, et les résultats numériques de
la figure (Fig. 2.20b) sont données pour un petit pas de temps de diffusion At = 1.5
pour 3 pas d’advection, et ces résultats prouvent une trés bonne conformité avec la
solution analytique.
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Comparaison de la solution numérique et analytique, Comparaison xf;"‘gr’: gua;e;l;que et analytique,
Pe=1, di=10, M=18 —1, dt=1.5, M=

' —'Anal =10 — Anal t=10
ol — Anal t=20 |] gl % —— Anal t=20 |]
= Anal t=30 — Anal t=30
—— Anal t=40 sl —— Anal t=40 |]
° o Nom 10 || —— Anal t=50
7t —&— Num =20 |] 7t —%— Num tf10 i
—=— Num =30 —=— Num t=20
—=— Num t=40 —=— Num t=30
6F —&— Num t=50 M 6F —=— Num t=40 [
—a— Num t=50

sl s} ]

a} a} ]

3t 3} ]

2} 2} ]

1t 1t :

% 20 ' 00 % T - T e T
(a) dt=10, M=18 (b) dt=1.5, M=3

FiG. 2.20: Comparaison de la concentration numérique et analytique pour le profil
y=0, et Pe=1

Pour le régime diffusif, ’erreur d’approximation diminue avec le pas du temps
de diffusion.

8 Conclusion

La résolution de I’équation d’advection-diffusion en milieux poreux nécessite la

connaissance préalable du champ de vitesse. L’utilisation de la méthode EFMH pour
le calcul du champ d’écoulement assure une description de 1’écoulement beaucoup
plus précise que les méthodes d’EF de Lagrange.
La résolution numeérique de I’équation du transport est un probléme relativement
difficile, notamment quand le mécanisme de 'advection est prédominant ou lorsque
la simulation doit étre effectuée sur une trés longue période de temps. Sa résolution
par les méthodes classiques n’est satisfaisante que pour une discrétisation trés fine
du domaine d’espace et du temps.

La technique de séparation d’opérateurs est utilisée pour discrétiser 1’équation
d’advection-diffusion. La partie diffusive est approchée en utilisant la méthode EFMH
et la partie advective est approchée par la méthode VF. L’intérét de cette technique
est de traiter des processus différents comme 1’advection, la diffusion, la chimie, etc.
avec des méthodes numériques appropriées, ainsi d’économiser du temps de calcul
en prenant des échelles de temps différents pour la diffusion et I'advection.
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Chapitre 3

Résolution du modéle d’équilibre
chimique

Dans ce chapitre, nous rappellerons les éléments du traitement numérique des
réactions chimiques. Les ingrédients essentiels seront la loi d’action de masse, et la
loi de conservation de la masse.

Dans le cadre du transport réactif, le role du module chimique sera de calculer
quelle proportion de chaque espéce se trouve en solution, et quelle partie se trouve
sous forme solide. Il est donc important de distinguer les réactions homogeénes et
hétérogenes. Nous donnerons quelques éléments sur la modélisation des réactions de
sorption, en indiquant comment on peut les ramener, du point de vue du calcul, a
des lois d’action de masses.

Dans cette thése nous nous restreignons aux réactions en équilibre, ce que nous
justifierons aprés une rapide étude des réactions cinétiques. Nous introduirons les
notions de composants et d’espéces secondaires, dues a Morel [65], et qui permettent
de formuler de maniére concise un systéme chimique a 1’équilibre.

Cette formulation conduit a un systéme d’équations non-linéaires. Aprés avoir
discuté de l’existence et de 1'unicité des solutions, nous étudierions la résolution
numérique de ce systéme par la méthode de Newton. Nous validerons cette étude
sur des cas tests.

Nous indiquerons la modélisation des réactions réactions de sorption, qui sont in-
dispensables pour I’étude du modéle couplé au chapitre suivant, et les modifications
a apporter a la méthode vue précédemment pour les prendre en compte.

1 Modélisation des réactions chimiques
Le but d'un module de spéciation chimique est de calculer les concentrations des
différentes espéces présentes dans le systéme considéré, a partir de la connaissance

des réactions, et des éléments chimiques en cause.
On peut classifier les réactions chimiques selon deux critéres (voir [72]) : en
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fonction du caractére homogéne ou non de la réaction, ou en fonction de la vitesse
de la réaction.

1.1 Reéactions homogénes ou hétérogénes

Une premiére classification des réactions est entre réactions homogénes (dans une
méme phase), et réactions hétérogénes (faisant intervenir deux ou plusieurs phases).
Sans donner de définition précise, notons qu'une phase est un ensemble homogéne
dans sa composition.

Dans le cadre des modeles de milieux souterrains, les réactions homogenes sont
les réactions en phase aqueuse, c’est-a-dire que d’une part ’eau intervient de ma-
niére essentielle, et que d’autre part la matrice rocheuse et les espéces minérales
n’interviennent pas. On trouvera dans ce cadre, outre la dissociation de l'eau, la
complexation, les réactions acido—basiques, les réactions d’oxydo-réduction, ...

Les réactions hétérogénes (dans le contexte géochimique) sont principalement
les réactions de précipitation—dissolution, et les réactions de sorption. Rubin [72]
distingue entre ces deux types de réaction en considérant que les premiéres sont de
type “classique”, alors que les secondes se produisent a l'interface du milieu aqueux
avec la roche. Les réactions de précipitation—dissolution impliquent I’eau et une (ou
plusieurs) espéce minérale, qui peut exister sous forme solide, ou sous forme dissoute.
La réaction ne se produit que si un seuil, nommé produit de solubilité est atteint.
Une conséquence importante du point de vue de la modélisation est que ces réactions
conduisent a des modéles non—différentiables. Nous ne les prendrons pas en compte
dans cette thése.

Les réactions de sorption sont le principal mécanisme par lequel les espéces chi-
miques dissoutes interagissent avec la matrice rocheuse. Il existe deux modéles princi-
paux pour décrire ces échanges (nous y reviendrons briévement au paragraphe 4) : la
complexation de surface, et I’échange d’ions. Dans le cadre de ce travail, au dela des
différences entre ces deux approches, nous considérerons qu’elles conduisent toutes
deux a des réactions chimiques qui rentrent dans le formalisme général des lois d’ac-
tion de masse.

1.2 Reéactions cinétiques ou & I’équilibre

L’autre axe de classification des réactions chimiques est celui de leur vitesse, ou
de leur caractére réversible ou irréversible. Dans le cas de la géochimie, il est naturel
de comparer cette vitesse aux vitesses caractéristiques du transport. Quand la vitesse
de réaction est lente par rapport a celle du transport, ou du méme ordre que celle-ci,
on doit prendre en compte la cinétique de la réaction, qui est alors irréversible. Dans
le cas contraire, le systéme est réversible, on peut considérer qu’il est a [’équilibre
instantané a chaque instant, et qu'une modélisation par des réactions a 1’équilibre
est adéquate.
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L’importance des réactions cinétiques dépend du type d’application envisagée.
Les réactions en phase aqueuse peuvent étre considérées a 1’équilibre, et il en est de
méme des réactions de sorption. Les applications incluant des réactions biochimiques
doivent prendre en compte leur caractére cinétique [43], et il est souvent nécessaire
de prendre en compte la cinétique des réactions minérales (une des raisons pour
ignorer ce point est d’ailleurs la difficulté de disposer de données expérimentales sur
les vitesses de réaction).

Contrairement au modéle d’équilibre, régi par la thermodynamique, et que nous
décrirons au paragraphe 2, il existe une grande variété de modéles cinétiques. Citons
par exemple les modéles de biodégradation [43], les modéles prenant en compte le
produit de solubilité des minéraux [81], et les modéles basés sur la loi d’action
de masse. A la fois en raison de cette difficulté, et conformément au choix de ne
pas prendre en compte les minéraux, dans cette thése nous nous restreignons aux
réactions a ’équilibre.

2 Modélisation des réactions d’équilibre

2.1 Espéces composantes et secondaires

Nous considérons donc maintenant un systéme chimique composé uniquement,
de réactions a ’équilibre. A ce stade, nous ne distinguerons pas entre les réactions
homogénes ou hétérogenes, cela fera ’objet de la section 4. Nous considérons donc
un systéme composé de N, espéces, réagissant entre elles par N, réactions :

Ne
Zﬁijyj:o, i=1,....N,, (3.1)
j=1

ol 7 est la matrice des coefficients stoechiométriques. 11 est naturel de suppose, d'une
part que N, < N., et d’autre part que la matrice 7 est de rang maximal, soit N,.
En effet, dans le cas contraire, des réactions seraient redondantes. Notons que cette
hypothése peut tomber en défaut dans le cas des modéles cinétiques, pour lesquels il
peut exister des chemins réactionnels distincts entre deux états. Mettons la matrice
v sous forme échelon [63] (cette réduction n’est pas unique). Comme la matrice est
supposée de rang maximum, cette forme échelon est [I —1/} ou la matrice identité
est de taille N, x N,., et v est Ny — N, X N,.. Le systéme chimique s’écrit alors (aprés
une éventuelle renumérotation) sous la forme

N
;5 ) Y, i=1....N, (3.2)

Jj=Ns
Il est commode d’isoler les Ny — N, derniéres composantes du systéme, et de parti-

tionner Y = [i], avec x de taille N, et c de taille Ny — N,. Les espéces présentes
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dans c sont appelées les espéces composantes du systéme, et celles dans x sont dites
espéces secondaires. On notera N. = N, — N, le nombre de composantes. Avec ces
notations, le systéme chimique devient finalement

Ne
€T; :ZVZ‘J'C]', izl,...,Nr. (33)
j=1

Exemple 1. Considérons le systeme chimique de la dissociation de ['acide carbo-
nique, formé par les réactions suivantes :
H;0" + OH < 2H,0,
H,0 + H,CO3 = HyO' + HCO,
HCO3+ H,0 S CO5 + HyO'.

Les especes en présence sont OH , HCOy, C’O?, H,0, H;O", et H,CO3, on a donc
Ny =6, N, = 3, et la matrice stoechiométrique est

1
v=|0 -1 0 1 -1 1
0o 1 -1 1 —-120

Comme la matrice est de rang 3, il y a plusieurs choiz possibles pour les espéces
composantes. Nous choisissons (arbitrairement) HyO, H;07, et H,CO5. Une forme
échelon pour v est

100 —-21 0
010 -1 1 -1
001 -2 2 -1
On voit donc que
2 -1 0
v=11 -1 1
2 =21

et ['on peut exprimer les espéces secondaires, OH , HCOj et CO? :

OH < 2H,0 — H;07,
HCO3 = Hy0— H;0' + Hy,CO;
CO5 S 2H,0—2H;0" + H,CO;,
Ainsi, les espéces composantes sont celles a partir desquelles ont peut expri-
mer, de fagcon unique, les autres espéces présentes dans le systéeme. Il s’agit en fait

de trouver une base de I’espace vectoriel engendré par les colonnes de la matrice
stoechiométrique v.
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2.2 Mise en équation

Le but d’un calcul d’équilibre est de trouver la répartition des différentes espéces
chimiques. Les lois régissant cet équilibre sont celles de la thermodynamique clas-
sique, en particulier I’équilibre est obtenu lorsque la composition du systéme réalise
le minimum de 1’énergie libre

G = Z T
i

ol n; est le nombre de moles de l'espéce 7 et p; est son potentiel chimique. Le
potentiel chimique de I'espéce i est donné en fonction de son activité a; par

jii = ¢+ RTn =3,
a;

ot 1Y et af sont, respectivement, le potentiel chimique et activité de ’espéce consi-
dérée, dans des conditions de référence. Pour toutes ces notions, voir par exemple
les livres [81] ou [82]. Dans ce dernier ouvrage, on montre que la minimisation de
I’énergie libre est équivalente a la formulation classique par loi d’action de masse et
conservation de la masse, et c’est cette formulation que nous allons décrire mainte-
nant.

Pour chaque réaction chimique, I’équilibre s’exprime par la loi d’action de masse :
le produit (avec des puissances algébriques) des activités des espéces participant a
la réaction est égal a une constante, appelée constante d’équilibre de la réaction.
Cette constante (qui peut, en principe, se calculer a partir du potentiel chimique
de référence) est une donnée pour chaque réaction chimique (elle peut varier en
fonction de la température). On trouve ces constantes dans les bases de données de
thermodynamique. Pour chaque réaction telle que (3.3), on écrira donc la relation
algébrique :

Ne
{z:} = K; H{Cj}”ij, i=1,...,Ns (3.4)
j=1

en notant {c;} (resp. {z;}) l'activité du composant j (resp. de 'espéce secondaire

Une autre série d’équations est fournie par la loi de conservation des espéces. Si
I’on considére un systéme fermé, la quantité de chaque espéce présente est invariante,
et se retrouve donc soit sous la forme du composant considéré, soit sous la forme de
'une des espéces secondaires. On notant 7; le total du composant ¢ (supposé connu
pour un systéme fermé), on a donc

Ns
E:[C]]+ZVZ] [ajz]a jzlaaNc (35)
i=1

en notant cette fois [¢;] (resp. [x;]) la concentration du composant j (resp. de I'espéce
secondaire 7).
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Il reste a préciser la relation entre activité et concentration. Il s’agit la d’un pro-
bléeme de modélisation relativement délicat, et pour lequel il n’existe pas de consen-
sus dans la communauté des chimistes. Pour une solution idéale, c’est-a-dire dans
la limite d’une dilution infinie (en pratique, lorsque les concentrations sont faibles
devant 1), on peut confondre activité et concentration. On parle donc de correction
d’activité.

Pour prendre en compte cette correction, on introduit une fonction v(y) (qui

est donc une fonction de I’ensemble des concentrations, nous notons [y] = [[i]] )
appelée coefficient d’activité, qui est telle que [ax] = Y(y)[yx], et qui vérifie donc

lim, .o (y) = 1. La plupart des modéles utilisés, comme le modéle de Debye-Hiickel,
ou le modeéle de Davies (voir [81]) font intervenir la force ionique définie comme

1= 123 w72

ou [y est la concentration de 'espéce (composante ou secondaire) k, et Zj est sa
charge. On voit que cette définition est globale, et que les modéles d’activité vont
donc coupler entre elles les différentes concentrations.

Dans cette thése, nous ne considérerons que la cas des solutions idéales, et ne
prendrons donc pas en compte de modéle de correction d’activité. Cela revient a
confondre activité et concentration, et pour simplifier les notations, nous noterons
donc par ¢; ou z; la concentration de 'espéce correspondante. Les équations (3.4)
et (3.5) se reécrivent donc sous la forme

Ne
v=K ] i=1,...,N, (3.6)
j=1
Ns
j}:Cj+ZVijxi, jzl,...,Nc (37)
i=1

Ces équations forment un systéme d’équations non-linéaires pour les concentrations
des différentes espéces constituant le systéme chimique étudié. Avant de passer a la
résolution numérique de ce systéme, nous allons introduire une maniére synthétique
de résumer ce systéme, qui est courante dans la littérature géochimique, et que nous
utiliserons dans la suite de ce travail. Nous ferons ensuite quelques commentaires
concernant ’existence et l'unicité des solutions du systéme (3.6).

2.3 Le tableau de Morel

Une représentation synthétique du systéme chimique est fournie par le tableau
I : : I .
de Morel |65]. On écrit simplement la matrice v (parfois sous la forme [V} pour faire

figurer toutes les espéces), en indiquant au dessus de chaque colonne (resp. a gauche
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de chaque ligne) le nom de la I’espéce composante (resp. secondaire) correspondante,
en bas de chaque colonne le total de I'espéce considérée, et a droite de chaque ligne
la valeur de la constante d’équilibre.

On lit donc sur le tableau de Morel une réaction chimique (ou de maniére équi-
valente, une loi d’action de masse) par ligne, et une loi de conservation par colonne.
Cette présentation est équivalente a la formulation (3.6) donnée plus haut, mais
permet, sur un exemple concret de présenter en une seule fois ’ensemble des infor-
mations.

De maniére générale, le tableau de Morel pour un systéme chimique s’écrit sous
la forme

Cl o« .. C] “ .. CNC
xy V11 cot vz oo ViN. K,
T Vit 0 Vi ot Uin. | K
TNs VIN, "t Un,g ' Un.N. | Kn,
Conc. tot. | Ty --- T, -+ Tn,

TAB. 3.1: Tableau de Morel pour un systéme chimique général

Exemple 2. Nous reprenons les données de l’exemple 1. Le tableau de Morel s’écrit
dans ce cas :

H,0O H,0" H,CO?
OH 2 1 0 K,
HCO3 | 1 1 1 K,
Coy | 2 2 1 K
Total | T3 15 Ty

TAB. 3.2: Tableau de Morel pour la dissociation du carbone

2.4 Existence et unicité pour le systéme d’équilibre

Avant de discuter des méthodes numériques pour résoudre le systéme non-linéaire
(3.6), nous allons briévement donner les résultats théoriques existants dans la litté-
rature.

La majorité des travaux discutant de l’existence, et de 1'unicité, de solutions
pour (3.6) partent de la formulation sous forme de minimisation de I’énergie libre de
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Gibbs. Un des permiers articles dans cette veine est celui de Shapiro et Shapley |79].
L’existence d’au moins un minimum est établie sous des hypotheéses assez générales
(systéme a plusieurs phases). Il est évidemment nécessaire que les lois de conser-
vation (3.5), qui sont des contraintes du probléme de minimisation soient vérifiées,
ce qui constitue une condition sur le total 7. L’existence découle de la convexité
de la fonctionnelle d’énergie. De plus, une condition est donnée pour 'unicité de la
solution, qui est en particulier vérifiée dans le cas d’un systéme a une seule phase,
ce qui recouvre le cas traité ici.

Ces considérations sur la convexité sont reprises par de nombreux auteurs (Be-
thke [9], ainsi qu’un chapitre du livre [82]).

Une autre approche pour l'existence et 1'unicité se trouve dans ’article de G.
Gnacadja [42] : la formulation (3.6) constitue un systéme d’équations polynomiales,
auxquels I'auteur applique un théoréme de point fixe, pour une métrique adaptée
au probléme.

3 Reésolution numérique du systéme d’équilibre

Le systéme (3.6) est un systéme d’équations non-linéaires, dont il n’est naturel-
lement pas possible (en général) de calculer exactement la solution. On doit donc
faire appel & une méthode numérique.

Une premiére difficulté vient de ce que les inconnues naturelles sont les concen-
trations des différentes espéces. Ces concentrations sont susceptibles de varier sur
plusieurs ordres de grandeur, et doivent rester positives pour garder leur signification
physique. Ces deux contraintes rendent la résolution numérique délicate. Heureuse-
ment, un simple changement de variables permet d’éliminer ces deux difficultés, et
a été adopté par la majorité des codes de calcul : on prend comme inconnues les
logarithmes des concentrations. Ainsi, les concentrations seront automatiquement
positives, et les inconnues du systéme non-linéaire garderont un ordre de grandeur
raisonnable.

Notons lc = Inc et lz = In x ces nouvelles inconnues (on note In y le vecteur dont
les composantes sont les logarithmes de composantes du vecteur y). Le systéme (3.6)
devient

Ne¢
Z.TZ‘ZIHKZ'—FZVZ‘J'ZCJ', izl,...,NS
j=1
Ns
ij:Cj—i‘Zl/ijxi, jzl,...,Nc,
i=1
soit en notation matricielle :
lr =K + vic,
, (3.8)
T=c+v z,
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avec les relations [x = Inx, lc = Inc. Outre la simplicité des notations, ce change-
ment de variables fait apparaitre clairement la nature linéaire des lois d’action de
masse, et met en évidence la difficulté du probléme a résoudre.

On peut, et c’est le choix que nous avons fait, éliminer les inconnues correspon-
dant aux concentrations des espéces secondaires x. On obtient un systéme d’équa-
tions portant uniquement sur [c :

exp(le) +v! exp{IK + vic} = T. (3.9)

L’intérét de cette élimination est de conduire a un systéme de taille réduite, ce
qui donnera une matrice jacobienne plus rapide a inverser a chaque itération de la
méthode de Newton. Un inconvénient potentiel est que le systéme linéaire corres-
pondant peut-étre trés mal conditionné : nous avons observé des conditionnements
proche de 10%°! 11 serait intéressant mener une comparaison systématique des deux
approches, ce que nous n’avons pu réaliser faute de temps. Pour atténuer le mauvais
conditionnement des matrices jacobiennes, nous avons utilisé une technique classique
en algebre linéaire : nous avons équilibré les lignes de la matrice, en pré-multipliant
celle-ci par une matrice diagonale contenant la somme des coefficients des lignes (de
sorte que celles-ci aient la méme norme). Cette modification simple a grandement
diminué le nombre de cas ou le conditionnement pose un probléme. Une alternative
utilisée par Hoffmann et al. [46] est de résoudre le systéme au sens des moindres
carrés, ce qui constitue une alternative robuste (mais deux fois plus cotteuse). De
plus, ces auteurs résolvent directement le systéme (3.8).

La méthode numérique la plus utilisée pour réaliser ce calcul est la méthode de
Newton, mise en oeuvre dans un grand nombre de codes de géochimie. La thése
de J. Carrayrou [17] contient une comparaison de différentes méthodes de réso-
lution pour le probléme de I’équilibre chimique. Sa recommandation est d’utiliser
une combinaison de la méthode de Newton avec une méthode de point fixe sur
une formulation particuliére du systéme d’équilibre (ce qu’il appelle la méthode des
fractions continues positives). Cette combinaison permet de réduire les difficultés
dues au manque de convergence globale de la méthode de Newton, si le point initial
n’est pas suffisamment proche de la solution (qui est justement ce que I’on cherche
a calculer). La difficulté a été aussi rencontrée dans le code Chess [91], qui utilise
un « polishing factor » (en fait une étape de recherche linéaire) pour essayer de
surmonter les problémes de convergence globale.

Nous avons choisi d’utiliser une méthode de Newton avec recherche linéaire (im-
plémentée en Matlab par C. T. Kelley, voir [52,53|) pour assurer cette convergence
globale. 11 s’agit d’un programme généraliste, auquel nous avons simplement apporté
la modification sur la mise a I’échelle indiquée plus haut.

3.1 Exemples

Nous avons validé cette approche sur deux cas test, tirés de la thése de J. Carray-
rou. Le premier est une série d’échanges d’ions, comprenant 6 espéces, et 2 réactions.
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Le tableau de Morel est présenté sur la table 3.3. Les composés Mont-K, Mont-Ca et
Mont-AL sont des montmorillonites, des complexes formés lors d’un échange avec la
roche (voir le paragraphe 4). Dans cet exemple, nous fixons les valeurs de 'itéré ini-

K" Ca*" APY Mont-K | log K
K" 1 0 0 0 0
Ca’" 1 0 0 0
AT 0 0 1 0 0
Mont-K 0 0 0 1 0
Mont-Ca -2 1 02 0.81
Mont-Al -3 0 1 3 0.125
Total -10 mmol 3 mmol 2 mmol 12 mmol
Initial 10 nmol variable variable 11.9 mmol
Solution | 763.7 umol 167.4 umol 300.5 umol 1.237 mmol

TAB. 3.3: Tableau de Morel, exemple de 1’échange d’ions

tial de la méthode de Newton pour deux des composants, et faisons varier les valeurs

des autres. La figure 3.1 présente une carte de convergence, c’est-a-dire le nombre

d’itérations de la méthode de Newton a partir de ce point initial. Nous avons fait
Larte ae convergence

Cas test de I'echange d'ions
Newton - Armijo

Concentration initiale en Al3+

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Concnetration initiale en Ca2+

Fia. 3.1: Carte de convergence, exemple de 1’échange d’ions

varier les concentrations initiales en Ca®" et AL*" entre 107'% et 107! (en échelle
logarithme). La méthode de Newton, avec recherche linéaire n’a jamais pris plus de
18 itérations, et plutot entre 6 et 10 pur des concentrations initiales « raisonnables ».
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Le deuxiéme exemple provient de 'article [12], nommé « Acide gallique », et
comporte 17 espéces, dont 3 espéces composantes (cet exemple montre bien 'intérét
de la notion de composantes). Le pH est imposé, il n’y a donc que deux concentra-
tions inconnues, a savoir AP’" et HsL. La figure 3.2 montre la carte de convergence

Carte e convergence
Test de I'acide gallique
Newton Armijo
T

Concentration en H3L

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Concentration en Al3+

F1G. 3.2: Carte de convergence, exemple de 'acide gallique

pour cet exemple, plus difficile. On voit en effet que si la méthode de Newton dé-
marre avec des valeurs trop lointaines, elle peut ne pas converger. Toutefois, ceci ne
se produit que pour des concentrations initiales inférieures a 10~'%mol/1, alors que
pour la solution on a [A*T] = 2.05 10 °mol/l et [H3L] = 2.59 10" "mol/1). En dehors
de cette région, le nombre d’itérations reste entre 5 et 20, mais peut monter jusqu’a
35.

4 Modélisation des réactions de sorption

La sorption est le mécanisme qui décrit I'interaction des espéces dissoutes avec
les surfaces solides. Il s’agit essentiellement de mécanismes basés sur des interac-
tions électrostatiques entre I'eau et les composés. On peut distinguer, en premiére
approximation, deux modéles principaux :

— la complexation de surface,

— I’échange d’ions.

La complexation de surface [33], [81] est la liaison entre un ion sorbé et la surface,
avec élimination d’'une molécule d’eau. On considére alors qu’il y a formation d’un
complexe. Par exemple, dans le cas d’'un métal monovalent, noté M, on considére
qu’il y a formation d’'un complexe X M* et, avec la réaction chimique analogue &
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une réaction de complexation classique
X+M S XM

Au niveau microsocopique, la modélisation fait intervenir le potentiel de surface,
qui contribue une énergie électrique a 1’énergie libre de Gibbs. Comme ce poten-
tiel n’est pas directement mesurable, on le relie a la charge de surface, et il existe
plusieurs modéles pour cela.

Le modéle d’échange d’ions consiste a considérer que la sorption se passe lors-
qu'un métal en solution réagit avec des « sites d’échanges » présents sur la roche,
comme dans la réaction [81] :

wM* + 2BY" S wMZt + 2B,

ou l'indice s symbolise le cation fixé sur la surface de I’échangeur. La capacité
d’échange cationique, ou C'EC mesure la possibilité limitée de la surface d’accueillir
des ions, et donne lieu & une compétition entre ceux-ci, lorsque plusieurs espéces se
trouvent en solution.

D’un point de vue pratique, nous nous contenterons d’observer que, quelque soit
la modélisation retenue, les réactions de sorption peuvent finalement étre considérées
comme des réactions chimiques en phase aqueuse, et relévent de la loi d’action de
masse, a condition de définir convenablement la constante d’équilibre de la réaction
considérée.

La discussion du paragraphe 3 s’applique donc aux réactions de sorption. Les
modifications & apporter sont trés simples, et consistent essnetiellement a définir les
composantes, et les espéces secondaires, aqueuses et sorbées, et & décomposer la ma-
trice stoechiométrique en blocs selon ces définitions. Nous reviendrons au chapitre 4
sur la prise en compte des réactions de sorption, dans le cadre du systéme couplé
avec le transport.
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Chapitre 4

Le couplage transport chimie

1 Introduction

Nous abordons maintenant la principale contribution de cette thése : le couplage
entre le transport et la chimie.

La migration d’éléments chimiques a I’état dissous dans les eaux souterraines est
un sujet d’actualité qui touche divers domaines (la pollution des nappes souterraines,
le stockage de déchets radioactifs). La simulation de ’évolution de ces espéces dans
les eaux souterraines nécessite donc un modéle couplé qui prenne en compte a la fois
les phénoménes chimiques et le transport des contaminants.

La majorité des méthodes proposées se base sur un couplage pas a pas : on ré-
sout itérativement la chimie et le transport. Ce procédé converge, mais parfois au
prix d’une réduction draconienne du pas de temps. La résolution du probléme de la
chimie implique la résolution d’équations différentielles ordinaires (si les réactions
sont cinétiques) ou d’équations algébriques non linéaires (si nous supposons que les
réactions sont en équilibre local). Le modéle de transport se présente sous la forme
d’un systéme d’équations différentielles (équation d’advection-diffusion). Le systéme
couplé transport-chimie est décrit par un systéme d’équations algébro-différentiellles
aux dérivées partielles, et les méthodes basées sur des variantes robustes de la mé-
thode de Newton ont fait la preuve de leur efficacité dans des domaines variés. La
difficulté est bien évidemment la taille du systéme sous-jacent, dont le nombre d’in-
connues est le nombre de points de grille multiplié par le nombre d’espéces chimiques.
Une mise en oeuvre naive de cette méthode (en formant le jacobien du systéme) est
difficile, voire impossible pour des systémes réalistes, et ne permet pas de conserver
les codes de chimie et de transport séparés. Il en résulte que les temps de calculs de
ce type de simulation s’élévent rapidement avec la complexité du probléme simulé
jusqu’a devenir prohibitifs.

Plusieurs modéles de transport réactif ont été développées suivant deux ap-
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proches : approche directe (cf. [45], [74], [24], [55], [56]) qui implique la résolution
globale de I’équation du transport réactif et ’approche par séparation d’opérateurs
qui conduit a résoudre séparement les opérateurs de transport et de chimie (cf. [93],
et aussi [50], [60], [74]).

Le probléme du transport réactif revient a résoudre a chaque pas de temps un
systéme f(z) = 0 ou z est I'inconnue, la variable discréte. Lorsque le calcul de f(x) =
0 implique un seul code, ou le systéme couplé est résolu en utilisant une variante de
la méthode Newton, on parle d’approche globale comme les méthodes GIA (Global
Implicit Approach), DSA (Direct Substitusion Approach) et s’il implique I'utilisation
de n codes, on parle d’approche séquentielle a n pas, ou le transport et la chimie
sont résolues séparément. On distingue souvent SIA (Sequential Iterative Approach)
qui conduit au couplage par itérations entre les termes de transport et de réactions
et SNIA (Sequential Non Iterative Approach), ou chaque pas du temps consiste en
une phase de transport suivie par une phase de réactions. Si I'on alterne transport
et chimie, on obtient ce qu’on appelle le Splitting de Strang. Le principe de chacune
de ces méthode est présenté dans la figure (4.1).

précédent précédent précédent
Transport
Transport
Tr'anspo rt 15, pas de temps P .E
5
lv ¢ o
g
v i : =
: Reactions Reactions _g
Reactions ¢ b
Transport
Y, pas de temps
pas de temps suivant ¢
pas de temps suivant
approche SNIA
une étape

approche SNIA

deux étapes
pas de temps suivant

approche STA

F1G. 4.1: Algorithmes de couplage transport-chimie

Dans la section 2 nous détaillons le modéle choisi, et les méthodes que nous
utilisons pour résoudre la partie transport (non-réactif), et 1’équilibre chimique. La
section 2.3 montre comment nous obtenons le modeéle couplé. Les algorithmes de
couplage sont le sujet de la section 3, commencant par une discussion des méthodes
existantes, alors que notre approche est présentée dans la section 4. Nous donnons
des résultats numériques sur le Benchmark MoMaS dans la section 5.
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2 Equations du transport réactif

Nous considérons le transport de plusieurs espéces dans un milieu poreux. Les
espéces peuvent réagir entre elles et /ou avec la matrice poreuse. Dans cette section
nous décrivons les deux modéles, du transport et de la chimie, et les méthodes
numériques utilisées pour résoudre les différents sous-systémes de notre probléme
couplé.

2.1 Modéle de transport, cf chapitre 2

Le transport des espéces simples soumises a ’advection et la dispersion molé-
culaire dans un milieu poreux (un domaine Q C R? avec d = 1,2 ou 3), avec une
porosité ¢, et un champ de vitesse Darcy connu u, est régi par I’équation d’advection-
diffusion.

gf)% + L(c) =¢q, dans Q (4.1)

L(c) =V -(uc)—V-(DVe),

est 'opérateur de transport, D est le tenseur de diffusion-dispersion et ¢ est le terme
source.

Dans ce travail, nous limitons a un probléme monodimensionnel, ainsi nous pou-
vons écrire I’équation de transport dans un intervalle borné © =|0, L[ comme (4.2) :

Oc 0 Oc
ox

—D—+uc):q, O<z<L, 0<t<T (4.2)

La condition initiale est ¢(x,0) = ¢y(z) , les conditions limites sont une condition
de Dirichlet (la concentration donnée) ¢(0,t) = c4(t) au bord a gauche (x = 0) et

une condition de flux diffusif nul DS = 0 au bord a droite (z = L). Nous pourrions

facilement prendre en considération :(Ui’autres conditions au bord plus générales.

L’opérateur de transport contient des termes advectifs et diffusifs, il est raison-
nable d’utiliser différentes méthodes de discrétisation de temps pour les différents
termes. Les termes diffusifs devraient étre traités implicitement, et les termes ad-
vectifs sont mieux traités explicitement. Plus de détails sur le choix du schéma et la
méthode de résolution ont été vu au chapitre 2.

2.2 Equations chimiques, cf chapitre 3

Dans cette section, on décrit le modéle de la chimie. Nous supposons que les
réactions sont en équilibre local, ce qui signifie que les phénoménes chimiques se
produisent sur une échelle beaucoup plus rapide que des phénomeénes de transport.
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. o
Nous supposons que nous avons un ensemble d’espéces chimiques (X;);-1. n.
lies par Ny réactions

Ne
E I/Z]AX'](:>O7 izl,...,NR,
i=1

ou v est la matrice stoechiométrique. Selon Morel |64], nous distinguons entre les
espéces composants et les espéces secondaires, en extrayant une sous matrice inver-
sible de la matrice de rang maximal v.

La loi d’action de masse donne la valeur de I’activité en fontion des activités des
composantes. De méme, chaque composant donne lieu & une équation de conser-
vation qui sépare le total des concentrations en composants et espéces secondaires,
donc le role de la chimie est de séparer les espéces entre celles qui sont en solution,
et celles qui ont été absorbées par la roche (nous ne prenons pas en considération la
précipitation). Nous notons ainsi

— composantes aqueuses c¢j, j = 1,..., N,

— composantes sorbées s;,7 =1,..., N,

— especes secondaires aqueuses z;, i = 1,..., N,
— espéces secondaires sorbées y;. 1 =1,..., N,.

Nous avons identifié le nom des espéces avec leurs concentrations, et nous supposons
une solution idéale (nous identifions activités et concentrations). Nous supposons
également que des espéces secondaires aqueuses peuvent seulement étre formées par
des composants aqueuses, de sorte que les lois d’action de masse soient écrites sous
forme

Ne Ne Ns
S'L . Ai' B'L .
a:i:KMchJ, i=1,..., N yi:Kyich ! HSJ 7i=1,...,Ns. (4.3)
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Les matrices S, A et B sont les matrices stoechiométriques, et les nombres K, et
K, sont des constantes d’équilibre pour chaque réaction.

On a reformulé le probléme de la chimie en utilisant comme inconnues princi-
pales les logarithmes des concentrations. Ceci a ’avantage supplémentaire que les
concentrations sont automatiquement positives. On peut alors récrire la loi d’ac-
tion de masse (4.3) comme des équations linéaires impliquant les logarithmes des
concentrations (logu est le veteur dont la iéme composante est log u;) :

logx =log K, + Slogc (4.4)
logy = log K, + Alogc+ Blogs (4.5)
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Nous exprimons également la conservation de masse pour chaque composante,
sous la forme
c+STe+ ATy =T, s+BTy=W, (4.6)

ou T est le vecteur des concentrations totales, et W est relié a la capacité de la ma-
trice de roche d’accepter des ions (voir Dzombak et Morel [34] pour une explication
détaillée des phénoménes physiques étant a la base de ces concepts). Nous verrons
plus tard que dans le cadre du transport et de la chimie couplés, T" est donné par
le modéle de transport et fait partie des données du sous probléme de la chimie
et W est une constante CEC (Cationic Exchange Capacity of the porous matrix)
d’échange des ions.
Soient lc, ls, lx, ly respectivement log ¢, log s, log x, log y. Les équations de conser-

vation de la masse (4.6) peuvent s’écrire encore :

exp(lc) + ST exp(lz) + AT exp(ly) = T, (4.7)
exp(ls) + B explly) = W,

Pour réduire la taille du systéme, on élimine les concentrations secondaires, en
replacant dans (4.7) [z et ly par leurs expressions (4.5) et on résout un systéme
uniquement avec les variables [c et [s, défini par

o (lc) B (exp(lc) + ST exp(log K, + Slc) + AT exp(log K, + Alc + Bls) — T)
Is) exp(ls) + BT exp(log K, + Alc + Bls) — W,

(4.9)
alors le probléme de la chimie est H(fg) = 0. Dans la suite, nous supposons que
ce probléme a toujours une solution (positive) (¢, s), étant donné les concentrations
totales T et W. Le probléme d’équilibre chimique est une conséquence de la mini-
misation de I’énergie de Gibbs ( [79], cf chapitre 3, section 2.4).

En conclusion, nous définissons, pour chaque composant sa partie aqueuse (ou
mobile) C' et sa partie fixe (ou immobile) F', par

C=c+ 8", F= ATy (4.10)
alors T =C + F.

La résolution du sous-probléme chimique est détaillée dans le chapitre 3, section
3. Pour le probléme couplé, une répartition des espéces entre leurs formes fixes et
aqueuses est nécessaire plutot que les différentes concentrations (qui sont nécessaires
toujours comme quantités intermédiaires). Il sera commode de condenser le sous-

probléme chimique par une fonction

¢ . RNC N RNC
T (4.11)
T—y(T)=Ay,

ou y est obtenu en résolvant le probléme chimique (4.9) pour lc et s, étant donné
T (et W, que nous prenons comme constante), et en calculant I comme indiqué
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ci-dessus. Nous aurons besoin, plus loin, de la Jacobienne de 1. Son cacul est simple
une fois que ¢ est calculée. Nous calculons d’abord

Jid (Z) _ (diag(eécp(lc)) diag(e?{p(ls)))Jr(s(*)T gz) (diag(x) diag(y)) g‘l?%)
On a

Y(T) = ATy = AT (exp(Alog c + Blog s + log Ky)), (4.13)

et par un développement de Taylor d’ordre 1, on a :

log(c + o0c) = logc + 6—60 +O(||6¢c||?), log(s+ds) =logs + % + O(||6s]]%).
(4.14)
V(T +6T) = A" exp (Alogc + Blog s + log Ky + A% + B%) + O(||6¢||?, |19s]])
0s

)
= ATy exp <A?C + B?) + O(||6s]]%, |6¢||*)  (dc,ds  sont proches de 0)

= ATy <1 + A(;—CC + B%) + O(||6¢||?, ||15s]]?)

o o
= um) + ATy (A% 4 B2 )+ OloclP 1551,
(4.15)
d’ou
dc
(1) = ATy (A% 4 B2 —ay(a B)| &
V(TNOT = Aty | A—+B— ] = y ( ET (4.16)
s
dc s
et comme dlc = — et dls = —, alors
c s
’ AT (5[6 AT n—1 5T
W(T)ST = ATy (A B) (515 —aty(a By (M)
N dle o n—1 oT . . o, . . <,
ol (6[3) = (H") (6W) est un petit systeme linéaire, facile a résoudre.
Pour W constant, on a \W = 0, d’ou finalement
W(T) = ATy (A B) (H')™ (é) (4.18)
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2.3 Couplage transport et chimie

Pour obtenir le modéle couplé entre le transport et la chimie, nous écrivons
une équation (4.1) pour chaque espéce et chaque composante (si les espéces sont
immobiles, on omet le terme L). Nous supposons que 'opérateur de transport est le
méme pour toutes les espéces, c.-a-d. L(cy, co, ..., cne) = (Ley, Leg, .., Lene).

ox;
xl z)=1% i=1,...,N, Wi v 1. N
( ) [ ) ) i 5 , LVy
et St (4.19)
_ ) s 5
Yo +L(CJ) S, g =1,..., N, L =15 j=1.... N

Les termes de r représentent les termes source de réactions, ils sont inconnus. En
introduisant le total des concentrations, on peut éliminer ces termes source en uti-
lisant la loi de conservation de la masse. Pour chaque composante j, on forme une
combinaison linéaire des équations (4.19) avec le coefficient stoechiométrique ap-
proprié, et on obtient le systéme d’équations suivant qui contient uniquement les
concentrations totaux aqueuses et fixées.

_ Ly
= § :Amri

On ajoute la premiére équation a la derniére, on obtient

aC;
= ¢—+L y=T5E> Sty Aggrt. (4.20)

Par utilisation de la loi de conservation de masse, on a 7§+ S ;rf + > A; ;7! =0
alors

15,08 OF;
8Wt t j=1,...,Ne (4.21)
o =0 car W est une constante
ce qui donne I’équation :
¢—+L(C) 0 7=1,...,Nc (4.22)

ou Tj est le total des concentration et C; est le total des concentrations aqueuses
pour le composant j, ces deux quantités sont définies par (4.10) et reliées par I’équa-
tion CTJ = Oj + F}

On note aussi L I'opérateur de transport discrétisé. Chaque concentration in-
connue dépend de deux indices, I'indice de points de grille, et I'indice des espéces
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chimiques. Nous utiliserons une notation inspirée de Matlab. Pour une concentra-
tion w;;, ot ¢ € [1, NV,] représente l'indice spatial et j € [1, N ] représente I'indice
chimique, nous dénoterons par

— u.; le vecteur de concentrations de ’espéce j a tous les points de la grille;

— u;. le vecteur de concentrations de toutes les espéces chimiques au point z;
(techniquement, ceci devrait étre un vecteur ligne, mais on néglige cette dis-
tinction).

Le probléme couplé est obtenu en mettant ensemble I’équation (4.22) et la définition
solution de I'opérateur chimique,

T,

® at +L(C:,j):0, jzl,...,NC
Ti; = Cij + Fj, i=1,...,N,, j=1,...,N, (4.23)
F,.=u(T;.), i=1,...,N,

ou ® = diag ((¢ih;)i=1....n,). Nous discrétisons en temps par un schéma d’Euler
implicite avec un pas de temps constant, notant que d’autres stratégies plus sophis-
tiquée sont évidemment possible (en particulier, utiliser un pas de temps variable).
On note 'indice de temps en exposant, nous obtenons alors le systéme couplé sui-
vant, qui est un systéme non linéaire.

n+1 n
ol 1o piemy <0 j-1N,
Tl = ot g i=1,... N, j=1,... N, (4.24)
FH = o(T0) i=1,...,N,

L’avantage de ce systéme est qu'on a non seulement éliminé les termes de réac-
tion inconnus, mais aussi que le nombre d’équations de transport a été réduit au
nombre de toutes les espéces au nombre de composants (aqueux). Dans la prochaine
section, nous discuterons différentes formulations pour le modéle couplé, puis nous
présenterons différents algorithmes de couplage, et nous discuterons les méthodes
numériques utilisées.

3 Formulations et algorithmes pour le couplage

La formulation du transport réactif vue ci-dessus conduit a un grand systéme
d’équations non linéaires. Pour des problémes complexes, sa résolution exigera un
temps de calcul élevé, donc il est important de choisir une méthode appropriée.
Plusieurs approches et formulations sont disponibles.

Grace a la relation T" = C' + F, il est facile d’éliminer une des 3 variables, et
ceci méne a des formulations différentes pour le probléme couplé, et cela dépend des
variables qui sont gardées dans I’équation de transport.
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Les 3 formulations principales (cf Salignac [77]) sont :
— la formulation (TC) ou T est la variable principale , C' la variable transportée

T, _
S = L(Cy) =0 (4.25)

C’est la formulation utilisée par Erhel et al. [24], pour un type d’algorithme
de DAE.

— la formulation (CC) ou C' est la variable principale , C' la variable transportée

0C;  $OFs

¢ ot ot

L(C;)=0 (4.26)
C’est la formulation que nous avons choisie et que nous avons décrite précé-
demment. L’axe qui a conduit notre choix est la possibilité d’avoir deux codes
séparés (de la chimie et du transport) pour pouvoir utiliser des codes existants.
En effet, cette formulation nous permet de calculer la quantité des concentra-
tions fixée F' par une résolution de la chimie et la quantité mobiles C' par une
résolution du probléme du transport. Cependent cette formulation est moins
appropriée pour 'usage des algorithme de décomposition d’opérateurs, mais
dans une méthode globale ceci devrait pas avoir un effet, comme nous itérons
jusqu’a la convergence.

— la formulation (TT) ou 7" est la variable principale, T" la variable transportée

oT.;
a—t'J — L(T;)+ L(F;) = 0. (4.27)
Cette formulation ne semble pas satisfaisante, car le transport opére sur les

espéces immobiles, et nous ’avons éliminé pour cette raison.

A chaque pas de temps, le systéme formé par (4.24) (une équation de transport
pour chaque composant et un systéme chimique pour chaque point de grille) forme
un grand systéme non linéaire, dont la taille est le nombre de composants fois le
nombre de points de grille.

Ce systéme a traditionnellement été résolu par I’approche séquentielle en deux-
étapes, comme passé en revue ci-dessous (cf. [93]). Cependant, cette méthode a
plusieurs inconvénients : elle peut exiger un pas de temps petit pour assurer la
convergence, et si 'approche séquentielle utilisée est non-iterative (ce qui est seule-
ment du premier ordre en temps), elle introduit en plus des erreurs de décompositions
d’opérateurs. Grace a sa convergence quadratique, la méthode Newton serait une
méthode idéale pour résoudre le systéme. Cependant, nous rencontrons une diffi-
culté pratique : la méthode de Newton exige la solution d’'un systéme linéaire avec
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la matrice Jacobienne a chaque itération. Dans des situations réalistes, il ne sera
pas possible de former et factoriser la matrice Jacobienne. Nous verrons dans la
prochaine section que cette difficulté peut étre surmontée par le recours aux mé-
thodes itératives pour résoudre le systéme linéaire. Avant de détailler cette étape,
nous retournons a une explication de différent méthodes de couplage.

3.1 Les différents méthodes de couplage

Il existe différents types d’approche pour le couplage entre le transport et la chi-
mie, on peut distinguer deux catégories : 'approche globale GIA (cf. [45], [74], [24], [55],
[56]) et approche séquentielle SNIA, SIA, cf. [93], et aussi ( [50], [60], [74]).

Meéthode séquentielle non-itérative SNIA

Dans cette méthode, un pas de temps consiste en une phase de transport suivie
par une phase de réactions utilisant les concentrations du flux transporté. Pour
I'équation (4.24), le schéma s’écrit :

0% "% pory=0 j=1,...N

A7 )= 7=1..., N,

FnJrl_F*

oL — (T =1,..., N,
At /éz)( Z,.) g ? )

Quand les processus physiques sont terminés, les réactions se produisent et mo-
difient la composition chimique de la solution. Son principe est présenté sur la fi-
gure (4.1). Cette méthode est attractive en raison de sa simplicité. L’équation du
transport peut étre résolue espéce par espéce car elles ne sont pas couplées par les
réactions. L’équation de chimie peut étre résolue de facon locale, car il n’y figure
plus aucun terme de transport.

La méthode SNTA présente un avantage au niveau de la validation puisqu’elle
couple des codes existants facile & valider séparement. Mais les erreurs dues a la sépa-
ration sont importantes ce qui exige un petit pas du temps pour les problémes raides.

La séparation d’opérateurs de transport et chimie lors de la résolution des équa-
tions du transport réactif sous I’hypothése d’équilibre chimique n’introduit pas,
contrairement au cas de la cinétique, des erreurs sur le bilan de masse, en effet,
I’opérateur de chimie a I’équilibre conserve la masse, ce qui n’est pas le cas de 'opé-
rateur de la chimie cinétique. Il est possible de réduire I'erreur de splitting en utilisant
une méthode centré en temps nommée "Strang Splitting" (Strang (1968) [83]), qui
consiste a effectuer une demi-étape de transport, suivi d’une étape de chimie, suivie
d’une demi-étape de transport (voir la figure (4.1)).
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Une autre méthode séquentielle permettant de prendre en compte le couplage
d’un écoulement multiphasique et la géochimie (transport réactif) a été développée
récemment par E. Tillier, A. Michel et L. Trenty [89], [88]. Cette méthode a deux
pas s’appelle Rs-Tr. La premiére étape Rs est une étape de résolution du probléme
d’écoulement multiphasique et la seconde Tr, est une étape de transport réactif. La
méthode Rs-Tr est une méthode de couplage non itérative dans laquelle I'erreur de
splitting est corrigée a 1'aide d’un terme de pénalisation (le principe est de pénaliser
’équation de transport en ajoutant 'erreur faite sur les concentrations).

Pour s’affranchir de certaines erreurs de séparation d’opérateurs, A. Younes et al.
ont utilisé une combinaison entre les méthodes ELLAM avec ’approche DSA ainsi
qu’avec l'approche SNIA [94], |95], [37]. Cette combinaison permet une meilleure
précision ainsi qu’une meilleure convergence, avec moins d’erreurs de séparation
d’opérateurs.

Meéthode séquentielle Strang Splitting

Dans cette méthode, un pas du temps consiste une phase chimique est centrée
entre deux étapes de transport. Le schéma s’écrit :

(O — (O™
oL L [(C*)=0 =1,..., N,
At/2 +L(C) I
FZZCTZ);_O:J Z.:]'?“‘?N$7j:17"'7NC
e —
q)-uTt-u = (T},) i=1,...,N, (4.29)
C:J*:T;*_FZ* Z.:L"'?N:wj:la"'?Nc
crt - o
o (=0 j=1,...,N.
\ At/2 + (,J) j 9 )

La premiére équation représente le transport non réactif sur un demi-pas de
temps, la 3éme équation représente la chimie sur un pas de temps et la derniére
équation représente le transport non réactif sur un demi-pas de temps.

Meéthode séquentielle itérative SIA

L’approche séquentielle itérative STA (sequential iterative approach) permet de
corriger l'erreur de séparation d’opérateurs en itérant entre les étapes de transport et
la chimie. L’idée de base est d’arriver au pas de temps n+1 a une solution entiérement
couplée entre les termes de transport et les réactions chimiques. La figure (4.1)
présente son principe.
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La résoution du probéme (4.24) par la méthode SIA revient a résoudre le schéma
itératif suivant :

@ 57 5J @ 5J >J L On+17k+1 — O ) — .. NC

At + At +HC ) I
TG = Ot e, i=1.. Nej=1..N
Fin;H’kH _ w(T;n:Jrl,kJrl) i=1... N,

(4.30)
A chaque pas de temps, on résout d’abord une équation de transport pour chaque
composant pour C" LA+l avec un terme source donné par une concentration fixée
et mobile a l'itération précédente. Cette concentration totale dissoute sera ajoutée
a la concentration totale fixée F™"t1* (donnée par le sous probléme de la chimie a
I'itération précédente) pour obtenir 77T 1EFL et celle ci est le total des concentrations
utilise comme une donnée pour résoudre un probléme d’équilibre chimique a chaque
point de grille.
La convergence est obtenue quand la différence entre les solutions aux itérations
k et k + 1 est assez petite

H Cn+1,k+1 o Cn+1,k H H Fn+1,k+1 o Fn+1,k H

[ Ot | [ iR | <€ (4.31)
Dans la littérature, ceci est connu comme une approche de décomposition d’opé-
rateur, mais c’est plus correctement une méthode de Gauss-Seidel par blocs sur le
systéme couplé, car chaque sous-systéme est résolu alternativement.

J. Carrayrou et al. [17], [49] ont développé un algorithme associant le schéma
séquentiel et une combinaison d’éléments finis discontinus et mixtes hybrides : la
partie convective-réactive utilise ’approche SNIA, avec la partie convective résolue
par les éléments finis discontinus explicite en temps et la partie dispersive-réctive
utilise ’approche SIA, avec la partie dispersive résolue par les éléments finis mixtes
hybride implicites en temps. Le couplage entre le transport et la chimie cinétique
est réalisée par un schéma itératif symétrique qui assure des erreurs de séparation
d’opérateurs nulle sur le bilan de masse et le profil de la concentration.

N. Bouillard et al. [11] utilisent une méthode séquentielle de type Picard accéléré,
pour améliorer la méthode de gradient conjugué non linéaire. La méthode demande
un petit nombre de dérivées par rapport a ce que ferait une méthode de Newton et
peu d’itérations par rapport a un algorithme de Picard standard. Ils ont montré que
la méthode de Newton reste rapide sur différents cas.

Approche globale implicite GIA

Il est connu que les méthodes de séparation d’opérateurs mentionnées précédem-
ment ne peuvent pas traiter d’une maniére satisfaisante les problémes difficiles. La
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méthode de substitution directe DSA [90], [57| consiste a résoudre les différentes
concentrations des composants, par une substitution des équations de la chimie dans
I’équation du transport. Ceci peut étre fait explicitement, cf. [45], en transportant la
concentration totale aqueuse C; pour chaque composante i, ce qui revient a substitue
I'équation (4.10) dans I’équation du transport (4.21), on obtient :

a NC a Ns Nc
qba (Ci -+ Z Sjﬂ[’j) -+ d)g <Z Ajiyj) + L (CZ‘ + Z Sjil'j) = 0,
j;l Jj=1 J=1
a S
Cba (Si + Z sz-yj) =0
j=1

en remplacant z; par son expession (4.3), on obtient :
P N, N, o (& Ne N N,
Sj j Bj
& (Ci + D Sika [ ] o ) " (Z Aiky; [T T s )
Jj=1 k=1 j=1 k=1 k=1
Ne N,
+L (ci +> 8Ky [ cfjk> =0, (4.33)
j=1 k=1
P Ny Ne B N, N
o5 (zwn H)
j=1 k=1

k=1

(4.32)

(

\

L’inconvénient de cette formulation est d’introduire une non linéarité dans 'opé-
rateur du transport L.

Pour une autre méthode implicite, cf. [74], les variables C; dans I’équation du
transport seront remplacées par des fonctions C; qui expriment la concentration C'
en fonction des inconnues logc, logs. Cette approche couple fortement la chimie
et le transport et parfois le systéme couplé qui est non linéaire devient compliqué
a résoudre, ce qui limite application a des systémes simples (un composant, pas
de réactions chimiques entre les différentes espéces, systéme monodimensionnel...).
Cette méthode consiste a résoudre simultanément et globalement les équations de
transport et les équations chimiques.

L’avantage principal de ’approche globale est de ne pas introduire d’erreurs de
séparation d’opérateurs et son inconvénient est la taille du systéme a résoudre qui
dépend du nombre des espéces et du nombre de points de la discrétisation spatiale.

Cet inconvénient (la taille du systéme) peut étre contourné avec une méthode de
réduction développée par Knabner et Krautle [55], [56]. La méthode de réduction est
une approche implicite globale qui évite donc les erreurs de séparation d’opérateurs.
Cette méthode consiste a réduire le nombre d’équations non linéaires couplées, pro-
cédant également par substitution, avec un changement des variables du systéme
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chimique. Ce mécanisme de réduction peut traiter des réactions cinétiques et en
équilibre homogénes ou hétérogénes avec les espéces mobiles et immobiles. Cette
méthode est plutot du type implicite, comme celle que nous proposons, car elle ne
résoud pas directement les concentrations c et s.

Une implémentation en paralléle (Hammond 2003) [44], [45] peut aussi s’affran-
chir du probléme de la taille du systéme global. Une autre difficulté est de calculer
les dérivées exactes. Il devient parfois difficile de calculer les coefficients de la Ja-
cobienne, une solution est d’utiliser les dérivées numériques, c’est ce qui est fait
dans le code PARTAN de Hammond. Ce code approche la matrice Jacobienne par
différences finis en utilisant une méthode de Newton classique ou une méthode de
Newton sans matrice (JENK, Jacobien Free Newton Krylov), en approchant des dé-
rivées directionnelles. Cependant cette méthode demande un temps important pour
le calcul, et pour accélérer la convergence de la méthode, il devient indispensable
d’utiliser & un préconditionneur, le probléme de la construction de ce précondition-
neur se pose puisqu’on ne posséde plus de matrice Jacobienne. Cette difficulté peut
étre contournée avec des préconditionneurs basés sur la séparation d’opérateurs, on
parle parfois d’un préconditionneur physique.

Il est également possible de reformuler le probléme comme systéme un algébro-
différentiel (DAE) (cf. C. de Dieuleveult et J. Erhel [24]), obtenu par une approxi-
mation des équations différentielles partielles originales par une méthode de lignes.
Cette méthode utilise la formulation TC pour le probléme couplé, ou T est la va-
riable différentielle et C est la variable transportée. Les inconnues du probléme de
la chimie sont log(c), log(s), et (p la concentration due a une précipitation). La
concentration totale aqueuse sera exprimée par la fonction C (en fonction de ces

inconnues) par une équation qui s’ajoute au probléme couplé, ce dernier s’écrit sous
forme de PDAE (Partial Differential Algebric Equations),

oL (1 1)+ L(Ci(w, 1))

o =0, 4N,
p(log(c(, 1)), log(s(w, 1)), p(z, 1), T(x,)) = 0
Ci(w,t) = C; (log(e(x, 1)), log(s(x, 1)), p(w, 1)) = 0, d,---, N,

ou encore le systéme sous forme discréte

IT;

q)ﬁt

() + L(Ci(1))

ely(1), T(t))
Ci(t) — Ci (y(1))

(4.34)

0
0
0,

ol y est le vecteur des inconnues discrétes (log(c), log(c), p)”, et par des transforma-
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tions classiques, le systéme (4.34) s’écrit :

g(t, Y(t)v Y,(t) =0
Y'(to) = Yg.

onY = (T,C,y)T.

Cette méthode a montré son efficacité sur différents cas tests. Cependant un
de ses inconvénients est qu’elle exige la formation de la jacobienne, et il devient
parfois difficile de calculer ses coefficients, et les dérivés exactes surtout pour un
probléme de chimie compliqué (précipitation ou réactions cinétiques). De plus, la
matrice Jacobienne couple les deux matrice, la matrice Jacobienne de transport, et
la matrice Jacobienne de chimie. Le transport et la chimie sont résolus en méme
temps, ce qui ne permet pas d’utiliser des codes de résolution existants.

4 Approche globale basée sur la méthode Newton—
Krylov

La méthode de couplage qu’on a étudié au cours de cette thése est aussi une
méthode directe dont le systéme a résoudre prend comme inconnues seulement les
concentrations totales. C’est différent de I’approche de substitution directe DSA, qui
prend comme inconnues les concentrations totale mobiles et fixées, mais également
les concentrations pour les espéces composantes qui sont les inconnues principales
du probléme de la chimie.

Dans notre méthode, le systéme qu’on doit résoudre a chaque pas de temps exige
la résolution du sous-probléme chimique a chaque itération de Newton, lors de I’éva-
luation du résidu. La méthode qu’on a choisie pour résoudre le systéme non-linéaire
est une méthode de Newton-Krylov. Il s’agit d'une méthode de Newton dans la-
quelle les systémes linéaires sont résolus par une méthode itérative (le plus souvent
GMRES ou BiCGSTAB). Ces méthodes, aussi appelées "Jacobian free", demandent
seulement le produit Jacobien-vecteur sans former et stocker la matrice Jacobienne,
et le produit peut étre approché par différences finis, ce qui est fait dans les travaux
de Hammond [45], et aussi [54]|. Cependant pour notre méthode, il n’est pas avan-
tageux d’utiliser les dérivées numériques puisqu’elles demandent 1’évaluation de la
fonction objectif, ce qui exige la résolution du probléme non linéaire de la chimie
dans notre cas. Pour remédier a ce probléme, on a calculé les dérivées directionnelles
exactes.

La matrice Jacobienne implique la matrice de transport, aussi bien que la Ja-
cobienne de I'opérateur solution chimique par leur action sur un vecteur. Quoique
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cette méthode puisse étre plus chére que la méthode précédente DAE [24], son avan-
tage principal est de traiter la chimie comme une boite-noire, dans le contexte de
Newton-Krylov [52]. Il s’agit d’un avantage important, car il permet de conserver les
codes de chimie et de transport séparés comme les simulateurs chimiques deviennent
de plus en plus sophistiqués.

Nous présentons maintenant notre nouvelle approche. Nous ne substituons pas
directement les équations chimiques dans 1’équation de transport, mais nous uti-
lisons la fonction ¢ présentée précédemment pour représenter ’effet de la chimie.
Différentes formulations pourraient étre adoptées selon le choix des inconnues. Nous
avons choisi d’utiliser les totaux des concentrations fixées et mobiles, comme in-
connues principales, et gardons également les concentrations totales (bien qu’elles
pourraient facilement étre éliminées).

Nous nous rappelons que le systéme non linéaire a résoudre a chaque pas de
temps est :

(®+ ALL)CH + OFS — b =0, j=1,...,N,

5J
Tt ot - prtt =0 (4.35)
F — (T =0, i=1,...,N,
ou b, = ®CT, + PFT; est connu.

On note f la fonction

c (@ + ALL)C.j + PF ;= b j)jeqn v
flr) = T-C-F , (4.36)
F (E,: - w(T‘i,:))ie[l,Nz}
Cn+1
donc on résout f | 7" | = 0.
Fn+1

Pour résoudre f(z) = 0 par la méthode de Newton, on doit a chaque itération
nonlinéaire k£ passer par les étapes suivantes :

1) On évalue le résidu non linéaire f & la nouvelle étape de temps n-+1. Dans
notre probléme, I'inconnue x = (x1, x2, x3) est (C, T, F), I"évaluation du résidu
peut étre écrite comme

(L (2 + ALL)CHF 4+ QFHF — ) vy
i () — ik onitil itk
Fntlk (Fﬁ“’k — 1/)(T::+1’k))ie[1,zvz]
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2) Pour la méthode de Newton exacte, nous devons former et stocker la matrice
Jacobienne, ainsi on forme cette matrice par le calcul des dérivés du residu

8fi(0n+1’k, 7"71—1—1,]@7 Fn—f—l,k)
a.ij
Le Jacobien a une structure par bloc, que nous avons exploitée dans le calcul ci-
p , 4 p
dessus,

Jii = oti,j€1,2,3

(®+ AtL) 0 P
J = -1 I -1,
0 —u(T) I
ou £ =diag(L,L,...,L) et V' (T) est la matrice Jacobienne du probléme de la chi-
mie . V(T) a également une structure de bloc (cependant ce n’est pas un bloc
diagonal, car les inconnus sont numérotées par espéces). La structure du Jacobien
est illustrée sur la figure (4.2). Nous pouvons clairement voir les différentes parties
du Jacobien.

0

100

200

300

ol NN Y
NN N

1] 100 200 300 400

F1a. 4.2: La structure bloc de la matrice Jacobienne

3) On résout le systéme

5Ck CnJrl,k:
J 5Tk — —f Tn+1,k
§Fk Fn—f—l,k
puis la concentration est mise a jour
Cn+1’k+1 CnJrl,k: +)\k50kz
Tn+1,k:+1 — Tn+1,k +)\k5Tk
Fn+1,k+1 Fn-i—l,k + )\k(SFk
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ol A est déterminée par une recherche linéaire. On doit utiliser une certaine forme
de globalisation afin d’assurer la convergence a partir d’un point de départ arbitraire.

Le systéme linéaire Jox = —f(x) est en principe résolu exactement. L’incon-
vénient principal de la méthode pour les problémes de grande taille est encore de
former, et puis factoriser, la matrice Jacobienne. Une alternative (voir [52], [53], [54]
et [45], duquel notre travail s’inspire) est d’utiliser une méthode de Krylov. Il s’agit
d’une variante de la méthode de Newton ot le systéme linéaire Jox* = —f(2%), a
chaque itération k& de Newton, est résolu par méthode itérative (de type de Krylov).

Détaillons plus précisement la résoulution de ce systéme linéaire. Un premier

résidu linéaire ro est défini, donné un itéré initial dxy (généralement c’est zéro),
pour la correction de Newton,

ro = —f(x) — Joxg

Soit j I'indice d’itération de Krylov, la jéme itération minimise ||Jdéx; + f(x)||, par
GMRES [73], (ou Bi-CGSTAB [92] ou QMR [39] qui cherchent une solution) dans
le sous-espace de Krylov, K; = span{ro, Jro, J*rq, ..., J7 'ro}, et peut s’écrire sous
forme

7j—1
51‘]' = 51‘0 + Zﬂz JiTO
=0

ou f3; est un scalaire (voir [52[, |53], pour les détails sur le calcul et les justifications
théoriques).

L’avantage de ce type de méthode est que la formation et le stockage de la ma-
trice Jacobienne n’est pas nécessaire, on doit juste pouvoir calculer le produit de
cette matrice avec un vecteur, c’est une dérivée directionnelle, ceci méne aux mé-
thodes Jacobian-Free, ou ce produit peut étre approchée par des différences finies.
Cependant, pour quelques problémes, il peut étre possible de calculer la dérivé direc-
tionnelle exactement, et c’est ce qu’on va voir dans la suite, ceci est le cas de notre
probléme couplé, nous pouvons aussi obtenir le Jacobien du sous-probléme chimique.

La formulation donnée précédemment se préte a une implémentation de la mé-
thode de Newton qui permet de garder les deux codes séparés. Le Jacobien a une
structure de bloc, les différents codes donnent leur Jacobiens (c’est évidemment plus
facile pour le transport que pour la chimie), et ceci reporte au produit Jacobien-
vecteur.

Les méthodes Newton-Krylov sont des méthodes inexactes comme le systéme
linéaire n’est pas résolu exactement. Le critére d’arrét pour les itérations linéaires
est de la forme

1702 + f(@M)I| < mell ()] (4.37)
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Le choix du terme 7 doit vérifier les deux points suivants :

— garder la convergence locale des méthodes de Newton ;
— éviter la résolution trop précise du systéme linéaire, ie. prendre moins d’itéra-
tions linéaires lorsqu’on est loin de la solution non-linéaire.

Le premier point tendra a exiger une petite valeur pour 7, alors que le deuxiéme
tend évidemment a rendre 7, plus grand. Un choix possible (cf. [53]) est donné par
I’expression :

e =7 1f @)1/ 11f (1) I, (4.38)

ou v € [0, 1] est un parameétre (la valeur suggérée dans [52| est v = 0.9).

Le produit Jacobien par vecteur peut étre approché par une dérivée direction-
nelle, comme on peut facilement le voir par un déveleoppement de Taylor de f.

Etant donné un point z, et un vecteur v, I'approximation est

flz+ev) — f(x)

Ju = f'(z)v =~ .

(4.39)

Ceci signifie que, pour les fonctions complexes f, il n’est pas nécessaire de calculer
la matrice Jacobienne, au coit de I’évaluation supplémentaire de la fonction lui-
méme. Il s’avére, cependant, que dans notre cas, cette facon de proceder n’est pas
avantageuse. En effet, la partie la plus chére de I’évaluation de f est la solution
du probléme chimique a chaque point de grille. D’une part, nous avons vu que le
calcul du Jacobien de ¢ est moins cotiteux que le calcul de la fonction v elle-méme,
car il implique seulement la solution d’un systéme linéaire (voir I’équation (4.18)),
tandis que le calcul de v exige la résolution d’un systéme non linéaire. Utilisant le
calcul dans la section 2.2, nous pouvons calculer I’action du Jacobien sur un vecteur
comme

((®+ AL)ve.; + c1>vF:,j)jG

e [1,Ne]
Jlvr| = —Uc + VT —UF : (4.40)
UF (UFz‘,; - ¢/(ﬂ7ivTiyf)i€[l,nz]

Le premier terme se calcule espéce par espéce, et le troisiéme se calcule point
par point, en utilisant (4.18).

La méthode Jacobian-Free Newton-Krylov est plus robuste que la méthode de
Newton basée sur une résolution directe du systéme linéaire, dans le sens qu’elle est
moins sensible a la taille du systéme.
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5 Reésultats numériques

5.1 Echange d’Ions : exemple EX11 de PhreeqC

L’exemple suivant du transport advectif en présence d’échange d’ions est adopté
comme un premier cas test pour la comparaison des deux approches. L’exemple est
présenté dans la documentation de PHREEQC-2 [68] comme exemple 11. Le pro-
bléeme de simulation monodimensionnel décrit une expérience dans une colonne ou
la composition chimique contenant un échange d’ions est simulée. Initialement, la
colonne contient une solution de sodium-potassium-nitrate en équilibre. On injecte
a gauche de la colonne trois volumes de pore d’une solution de chlorure de calcium.
Le calcium, le potassium, et le sodium réagissent a 1’équilibre avec 1’échangeur. Le
chlore joue le role d’un traceur. Les paramétres d’écoulement et de transport utilisés
pour cet exemple sont présentés dans le tableau (4.1), et les concentrations initiales
aqueuses sont représentées dans le tableau (4.2). La capacité d’échange des ions est
1.1 mmol/1.

TAB. 4.1: parameétres physiques

Les réactions chimiques pour cet exemple peuvent s’écrire :

Vitesse de Darcy 2.78107% m/s Composantes | Ciuy Con
Coefficient de diffusion | 5.56 107% m?/s

Longueur de la colonne | 0.08 m Ca 0 0.6107°
Pas d’espace 0.0002 m Cl 0 121077
Durée de I'expérience | 1 jour K 20107 | 0

Pas du temps 720 s Na 1.0107% | 0

TAB. 4.2: Concentrations aqueuses

Nat + X~ = NaX
Kt+X™ = KX
Ca?t +2X~ = (aX,

KX, NaX, CaXy, sont les complexes formés avec la roche. X indique le site d’échange
avec la charge -1. La déscription chimique (loi d’action de masse et de conservation)
peut étre représentée dans le tableau Morel suivant :

Ca?t Na® ClI- K' X |logk
CaXy 1 0 0 2 | 3.4576
NaX 0 1 0 1 10
KX 0 0 1 1 107
Totale TCa TNa TCl TK W
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ol Tea, Tna, T, Tk sont les concentrations totales aqueuses et W est la concentra-
tion totale fixée (dans cette exemple W est une constante qui vaut 1.11072).

Comparaison avec Phreeqc

Nous appliquons la méthode séquentielle et notre méthode globale sur le cas
test décrit précédemment et comparons les résultats obtenus par les deux méthodes.
Les résultats obtenus par les deux approches sont analogues, ils sont représentés
sur la méme figure (4.3) a gauche, et ils sont semblables aux résultats de Phreeqc
[68], représentés sur la figure (4.3) a droite. Les deux figures montrent des courbes
d’évolution de la concentration des diverses espéces a l'extrémité de la colonne, en
fonction de temps. Les ions absorbés de potassium et de sodium sont successivement
remplacé par le calcium. Le chlore CI™ ne réagit pas avec les autres espéces, c’est
un traceur.

Simulalion par mai lab

x107 Approch glob & Sap x107° Simulation par PHREEQC
12r — Caf]
— HNa
—da
1 —k H
§oaf
E
5
06
g
-}
0
0Ar
a2
0 . . . .
a 03 1 15 2 2.5 3 3.3

VYolume du pore

F1aG. 4.3: évolution des concentrations

Comparaison du temps CPU pour les trois méthodes

Nous sommes intéressés également par la comparaison de temps CPU pour I'ap-
proche séquentielle itérative et non itérative et I’approche globale. Nous tragons dans
la figure (4.4) la courbe du temps CPU demandé par chaque méthode en fonction
du nombre de noeuds de la grille. Nous remarquons que I'approche globale demande
moins de temps CPU que les méthodes itératives séquentielles et plus de temps
CPU que 'approche séquentielle non itérative et ceci pour un probléme 1D avec une
approche séquentielle itérative demande entre 20 et 27 itérations, et ceci pour un
maillage grossier. Le nombre de ces itérations augmente avec le nombre de noeuds
de la grille. Entre deux pas de temps, le calcul par approche globale demande moins
de 6 itérations non linéaires et ce nombre d’itérations de Newton reste stable méme
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Comparaison of GPU time

1200 T
-+ Global approach
—e— Splitting appraoch
-4 Rerative Splilling appraoch
1000 : 9200
T 800
=
i
¢ 600
E
=
&
o 400}
2001
10 20 30 40 50 60 70 80

number of nodes

FiG. 4.4: Calcul du temps CPU pour les 3 méthodes

lorsqu’on raffine le maillage, mais le nombre d’itérations de Krylov augmentent avec
la taille de la grille. Ainsi la plus grande partie de temps pris par la méthode glo-
bale est due aux itérations linéaires. Pour éviter ce probléme et améliorer cette
méthode, une solution possible serait d’utiliser un bon preconditionner afin d’accé-
lérer la convergence et réduire le temps CPU de 'approche globale. Faute du temps
nous n’avons pas pu aborder ce sujet.

5.2 Benchmark GDR MoMasS : 1D easy

Le benchmark est décrit dans [18], [19]. L’objectif de cet exercice est de comparer
les méthodes numériques utilisées pour résoudre un probléme de transport réactif
dans les milieux poreux. Selon les intéréts du GDR MoMasS, le probléme du transport
réactif devrait étre représentatif des problémes rencontrés dans des simulations de
déchets nucléaires : géochimie, géologie hydraulique, méthodes numériques, mathé-
matiques appliquées. Les problémes proposés ici sont établis sur les mémes concepts
mathématiques que des problémes hydrogéochimiques réels, mais leur description a
été simplifiée. La difficulté pour établir ce benchmark était également de fournir un
probléme simple suffisant sans perte de difficultés mathématiques et numériques.

a) L’exercice

Géometrie :1D
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Inflow = Outflow
4

Le domaine est un milieu poreux hétérogéne, composé de deux milieux A et B.
Le milieu A est caractérisé par une grande perméabilité (K), une faible porosité (w),
dispersivité (ay) et réactivité (W) par rapport au milieu B.

A: K=00l, w=025 W=1, a, =102

B: K=10"° w=0.5 W=10, a; =610

La vitesse de pore est donnée par : w-u = 5.5 107 (L. T~!) dans tout le domaine.

Afin d’étre proche des cas réalistes, la frontiére et les conditions initiales sont
exprimées pour des concentrations totales. On impose une concentration totale au
bord a gauche (Inflow) du domaine et un gradient de concentration nul au bord a
droite (Outflow), et un calcul de la chimie sépare cette concentration imposées en
concentration totale dissoute et concentration totale fixée.

La période d’injection correspond aux concentrations spécifiques (Tab.4.3) in-
jectées au bord Inflow durant la période de temps [0 T, 5000 T]|, et la période de
lessivage correspond aux concentrations (Tab.4.3) injectées aprés le temps 5000 T.
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X X9 X3 Xy | S | K
c1 0 -1 0 0 0 10~
Co 0 1 1 0 0 1
c3 0 -1 0 1 0 1
Cy 0 4 1 3 0 0.1
Cs 0 4 3 1 0 1013
csy 0 3 1 0 |1 [10*"
Sy 0 -3 0 1 |2 |10t
Total initial T, Iy T, | W
milieu A 0 -2 0 2 1
milieu B 0 -2 0 2 10
Injection (¢ € [0,5000]) | 0.3 0.3 0.3 0
Lessivage (¢t € [5000,..]) |0 -2 0 2

TAB. 4.3: Tableau de Morel, équilibre chimique

Ce tableau représente les coefficients stoechiométriques pour les lois d’action de
masse et I’équation de conservation. Les lois d’action de masse sont données par
ligne et et celles de conservation par colonne. On notera d’une part la trés grande
variation des ordres de grandeur des constantes d’équilibre, d’une part la présence
de grands coefficients stochiométrique, qui rendent le probléme trés non linéaire.

Loi d’action de masse Loi de conservation de masse

¢y = 10712X; 1 T, =X,

cr = 1X5X3 Ty = Xg—c¢1+cg—c3—4cy+4cs+3cs1—3css
C3:1X;1X4 T3:X3+C2+C4+3C5+CS1

¢y = 0.1 X, *X5X3 T, = X4 + ¢35+ 3¢y + ¢5 + ¢S89

cs = 1075 XIX3X, W = s+ cs; + 2csy
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Le domaine est initialement en équilibre local avec le composant S, en présence des
composants aqueux X, et X4. Pendant 'injection, le composant X4 sera enlevé. Le
composant X; est un traceur parfait, X, réagira avec X3, avec le composant S et
avec ce qui reste de X,. Pendant la période de lessivage, X; et X3 seront enlevés. Xs
et X4 vont réagir avec la surface S et avec ce qui reste du composant Xg.

b) Les résultats numériques

On applique "approche globale sur cet exemple, nous commencons par des résul-
tats montrant I’évolution des espéces composantes a diverses instants, et utilisant
plusieurs résolutions spatiales (et temporelles).

Global approach with NKM

Global approach with NKM
T T T T

—— x1-220|
x2-220)
125l | x3-220

x1-220
x2-220
x3-220
x4-220
1| - - xt-440
- - x2-440
-~ x3-440
1| - - xa-440

-~ x1-660
- - - x2-660
- - - X3-660)
-~ — x4-660
x1-880
x2-880
x3-880
x4-880

1.250

0.75-

xi concentrations at t=10

0.5

1 1.5 2
Space

(a) t=10

FiG. 4.5: Concentration des composants X1 et X4

On a utilisé un maillage uniforme avec 220, 440, 660 et 880 points, et pour chaque
cas, on a choisi comme pas du temps, 0.9 fois le maximum autorisé par la condition
CFL. On montre sur la figure (4.6) les courbes d’élutions, & gauche pour t de 0 a
400 (figure 4.6a) et a droite pour ¢ de 4900 a 5300 (figure 4.6b).

Global approach with NKM Global approach with NKM

1.4 7
x1 x1
x2 x2
12r x3 1 6F x3H
x4 x4
o < 5f
o~ o~
& 4
% T ar
12} 12}
S s
8 8
< g3
8 8
8 8
= = 20
1l
0 e
0 50 100 150 200 250 300 350 400 4900 4950 5000 5050 5100 5150 5200 5250 5300
Time Time
(a) t =04t =400 (b) t = 4900 & ¢ = 5300

F1G. 4.6: Concentration des composantes X1 et X4 au bord de la colonne (z = 2.1)
en fonction du temps
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Nous montrons aussi les résultats demandés dans la définition du Benchmark. La
plupart ont été obtenues avec le maillage 220 points, qui peut ne pas étre suffisant,
comme on le montre ci-dessous. Il n’a pas encore été possible d’obtenir des résultats
avec une résolution plus fine de maille pendant des périodes plus longues.

La figure (4.7a) (courbe d’élution pour le total des concentrations dissoute du
composant X3) montre les oscillations qui ont été observées par d’autres groupes
participant au benchmak. On trouve les oscillations aussi sur la figure (4.7b). Nous
pensons que les oscillations ne sont pas d’origine chimique ou physique, mais plutot
d’origine numérique et c’est ce qui est montré par V. Lagneau et J. van der Lee
[57] : ces oscillations sont conséquence de la discrétisation en espace pour le systéme
d’équilibre chimique associé aux espéces instables, de forte réactivité.

Global approach with NKM Global approach with NKM
. . . . 0.19 . . .

— TD3-220 — X3-220

0.35

0.188[

0.3r

2.1

0.186

0.251

(=]
=
®
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11821
02t 0.18:

o
i
©

0.151

X3 concentration at x=2.1

TD3 total dissolved concentration at x:

0.178
0.1r 0.176
0.174
0.051
0.172
0 : : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 017 : : ‘ ‘
0 400 800 1200 1600 2000 2400 2800 3200 850 900 950 1000 1050 1100
Time Time
(a) Concentration totale mobile C3 (b) Composante X3

F1G. 4.7: Courbes d’élutions(concentrations en x = 2.1 en fonction du temps)

Les figures (4.8a) et (4.8b) montrent 'influence du maillage. Avec un maillage
grossier (220 points), les résultats ne sont pas satisfaisants, et avec le maillage 660
points les résultats sont meilleurs. Cependant, ceci peut ne pas étre suffisant pour
éliminer les oscillations montrées sur figure (4.7), une difficulté est que raffiner le
maillage peut ne pas étre assez. Comme le probléme non linéaire devient plus difficile,
il peut étre nécessaire d’augmenter le nombre maximum d’itérations pour assurer la
convergence de la méthode de Newton-Krylov.
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x10°° Global approach with NKM Global approach with NKM
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F1G. 4.8: Profils de concentrations

Performance de la méthode

Le benchmark est congu pour étre un cas test difficile pour des méthodes numé-
riques, et c’est en effet le cas. En moyenne, plus de 20 itérations de Newton sont
nécessaires a chaque pas de temps, et entre 15 et 40 itérations de GMRS sont né-
cessaire a chaque itération non linéaire.

Residuals
)

0 50 100 150 200 250 300
lterations

Fi1aG. 4.9: Ttérations

La figure (4.9) montre un pas de temps typique : la courbe continue montre le
nombre cumulatif d’itération de GMRES (alternativement, le nombre de produits
de matrice vecteur), et les points représentent les itérations non linéaires.
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Maillage 220 | Maillage 440 | Maillage 660
Itérations | Non lin | Lin | Non lin | Lin | Non lin | Lin

Step 1 16 176 22 285 25 268
Step 2 15 214 22 328 22 342
Step 3 25 272 25 246 25 244
Step 4 18 306 20 417 25 363
Step 5 12 301 16 368 25 620

Step 101 18 377 22 682 25 814
Step 102 19 427 21 684 25 824
Step 103 25 494 18 951 25 636
Step 104 18 476 21 279 25 062
Step 105 15 426 22 o83 21 741

Step 201 25 387 25 929 25 625
Step 202 19 437 25 689 24 802
Step 203 14 334 22 634 22 752
Step 204 16 408 20 959 24 829
Step 205 16 420 16 572 22 696

TAB. 4.4: statistique des itérations linéaires et non linéaires

Le tableau (4.4) représente une statistique pour trois intervalles de temps dif-
férents, et trois maillages différents. Pour chaque pas de temps, on représente le
nombre de pas de Newton et le nombre cumulatif des itérations linéaires.

Le nombre d’itérations non linéaires semble dépendre faiblement de la résolu-
tion du maillage, et le nombre d’itérations linéaires augmente avec la résolution du
maillage.
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Chapitre 5

Theoretical and numerical study for
flow 1n a porous medium with
intersecting fractures

Cette partie sera ’objet d’une publication & soumettre sur une étude théorique
du modéle d’intersection des fractures. Les résultats numériques ont été publiés
dans 'article [5]. Ce chapitre est écrit en anglais, on n’a pas traduit le papier pour
garder la version originale. Dans ce chapitre, on démontre ’existence et ['unicité
de la solution pour le modéle d’écoulement qui prend en compte l'intersection des
fractures, et on représente les résultats numériques sur des cas tests académiques.

Abstract

This paper concerns flow in a porous medium with one or more faults or frac-
tures. In the model to be presented, the fractures are treated as interfaces between
neighboring subdomains. A domain decomposition method, in which the transmis-
sion conditions are non local, is formulated. In an earlier article [61] the model for a
domain with a single fracture was defined, existence and uniqueness of the solution
were shown, error estimates were obtained and numerical results were shown for a
simple two dimensional problem. In the paper [5], the case of intersecting fractures
was treated by imposing continuity of the pressure and continuity of the flux at the
intersection of the fractures. Numerical results for the model were shown. Here in
this paper, we demontrate the existence and uniqueness of the solution of the model
with intersecting fractures.

1 Introduction

A porous medium is in general highly heterogenous. This is due in part to the
presence of fractures. Taking into account the heterogeneties is one of the main
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difficulties in the modeling of flow in the subsurface. The permeability in fractures
may differ greatly from that of the surrounding medium. The fractures can act as
hydraulic conductors, providing easy pathways for fluid flow, or as barriers that
prevent flow across them. In addition, the width of the fracture is very small in
comparison to the size of the domain and this makes numerical modeling of flow in
the medium with a fracture quite difficult. Even if the width of the fracture is small,
the flow in the fracture can’t be neglected, and it’s important to model the fractures
and take them into account in flow simulation because they can contribute to the
capacity of the ground to transport water and pollutants, according to whether they
are more or less permeable than the surrounding medium.

One can distinguish two types of fractures : the small fractures which appear
in great number in the medium forming a regular network of cracks whose precise
localizations are impossible to determine. They are often taken into account using
a double porosity model [29], [30] or by stochastic modeling [27], [26]. Other frac-
tures are larger fractures which represent geological discontinuities and these can be
localised in space. It is the case of the larger fractures which interests us here.

Among the methods which deal with the problem of the larger fractures in a
numerical model, most obvious are those which are based on local mesh rafinement
around the fracture. Another approach presented in [2]| consists in treating more
permeable fracture as an interface through which the pressure is continuous but flow
is discontinuous. This model is generalized to the case of less permeable fractures
in [61], coupling on the interface the jumps of the pressure and normal velocity. A
model for Forchheimer fractures is given in [40]. The case of intersecting fractures
was taken in [2], and numerical tests in 2D were given, then in [5] numerical tests
in 3D were carried out.

In this work, we will present some analysis and theoretical study to validate the
model of intersecting fractures. This work also involves the testing of a preconditioner
for the iterative method used to solve the problem.

To model the pressure field, and to simulate correctly the fluid flow, we discretize
the flow equation in each subdomain and in each fracture using the mixed finite
element method, so that the velocity is calculated at the same time as the pressure
and the scheme is conservative.

2 Flow in a porous medium : problem with fractures

Let €2 be a convex domain in R", n = 2 or 3, and 0f) the boundary of 2. We
consider an incompressible, single phase fluid in €2, so the flow, in the abscence of
gravity, is governed by two laws :

— the law of mass conservation

divii=¢q on (5.1)

with « the Darcy velocity and ¢ the source term,
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— and Darcy’s law;
=—KVp on Q, (5.2)

where p is the pressure, and K is the permeability tensor. We suppose that K
is diagonal and satisfies

0 < Kminl|z||f < (K2, 2) < Knax|lz|[3, V2 # 0.
We add the boundary condition :
p=pg on I'=09Q (5.3)

where 7/ is a unit exterior normal vector field on I.

For simplicity of exposition we have supposed throughout the following, except in
the section with the numerical results, that the boundary condition is a Dirichlet
boundary condition. However the model can easily be defined for the case of mixed
boundary conditions.

We first present a description of the model given in [61] for a domain with a single
fracture. Suppose that the fracture {1y is a subdomain of () and that there is a

Iy

F1G. 5.1: Left : the domain € with the fracture 2y. Right : the subdomains €2, and
), separated by the fracture considered as an interface ~.

hyperplane v with unit vector vy normal to v such that

d d
Qp={r€Q:2=s+rvy forsome se&~ andsome r in the interval (—%, (TS))},

where d(s) is the thickness of the fracture at s € 7. We assume also that Q; separates
() into two connected subdomains €2; and €, :

Q\ﬁfzﬁlLJQg, leQQZ(Z)
Let I'; be the part of the boundary of ; coinciding with the boundary of € :
I,=002;n00 i=1,2,f,

and we denote by ~; part of the boundary of €2; coinciding with the boundary of
Qf .
v =00,N00,NQ, i=1,2.
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We denote by p;, u;, K; and ¢; respectively the restrictions of p, u, K and ¢ to €2; and
pqt the restriction of p, to I';,i = 1,2, f. We can rewrite problem ((5.1),..,(5.3)) as
a transmission problem :

divia; = ¢ in Q;, i=12f

i = —K;Vp, in Q, i=12f

(Pf) pbi = DPdi on Iy, i=1,2f
Di = Py on vy, =12
U~ V; = Up-Uy on -y, =12

In the model presented here, the fracture is treated as an interface between the
domains €y and €y. By averaging allong the line segments [s — d(s)vy, s + d(s)V¢],
we obtain the interface model for the fracture problem as in [61],

div ﬁz = (; in QZ‘, 1= ]_, 2
ﬁi = —Kzﬁpz in QZ‘, 1= ]_, 2
div, @, = ¢+ (- V) + Uy - 1) on v
(P,) i, = —K;;dV.p, on
Di = Ddi on I, 1=1,2
L. Ky, 2Ky, oL o
—fui'Vi‘i‘Tfpi - df p'y_(l_f)uj'yj on 7, 1,] € {(1a2)7(2a1)}
Dy = DPdy on 07,
where
d/2 1 rd2 dj2 d/2
Uy = / Uy, dr, py,= 8/ pydr, g, = / qr dr,  pay = / Py dr,
—d/2 —d/2 —d/2 —d/2

1
and ¢ is a quadrature parameter, { > —, U, and Ky, are the tangential components

of iy and K respectively, and K, is the normal component of K.

For the study of intersecting fractures, we consider a simple model in which
the domain (2, is subdived into 3 subdomains €2;, i= 1,.,3, naturally separated by
fractures considered as interfaces see Figure 5.2.

We use the following notation :

I={1,.3} Si={jeli#j}, S={(G,j) :icl,jeS and i<j}.

2

:Uﬁl’ QZQQ]:@ and ﬁzﬂﬁjziw for 2'6[:{1,2,3},3'651-,

i=1
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.

F1G. 5.2: Geometry of the domain (2

and we let
[y =00N0Q;, T =%150%53 N3,

Yij = Ty NQ)NT for iel,jes;, 7= U Vi
(i,5)€S

For each subdomain €2;,7 € I, we have again the usual flow equations (mass
conservation and Darcy’s law) :

U = —Kzﬁpz‘ on (),

where p; u;, f; and K; are respectively the pressure, the Darcy velocity, the source
term, and the permeability tensor in €;.
The conditions on the exterior boundaries of €); can be written as

pi = pai on I (5.6)
On the interfaces v, ;, ¢ € I,j € S;, we impose as in [61]

dlv]
2K}

Pi = Pij + (fﬁiﬁi —(1- f)ﬁjﬁj) - v, (5.7)
where p; ; is the pressure in the fracture v; ;, K7, is the permeability of the fracture
in the direction normal to the fracture, d;; is the width of the fracture and the
parameter £ is greater than 1/2.

Remark : Equation (5.7) takes into account a pressure jump across the frac-
ture. It is obtained by integrating the equation u -7V = —Kj, d@pﬁ?, (the normal
component in Darcy’s law) across the fracture using a quadrature rule depending
on &, cf [61]. Note that, as the width d, ; of the fracture is quite small, if in addition
the fracture is highly permeable (in the direction normal to the fracture) i. e. if K
is sufficiently large, then the second term of the right-hand side of equation (5.7)
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is negligible, and equation (5.7) may be replaced by an equation expressing the the
continuity of the pressure across the fracture :

This is the model which was studied in [1] and [2], and that we have used for the
numerical examples in this article.

For the second transmission condition on the interfaces ; ;, instead of continuity
of flow, one has, as in [1] and [61], a system of equations which model flow in
the fractures. The discontinuity of the flux at an interface representing a fracture
between two neighboring subdomains yields a source term in the equations describing
the flow in that fracture :

div, (@ ;) = qij+ (G- U+ -7;) in v (5.9)
ﬁi,j == —diJ f(;:jv7 pi,j in rYi,j (510)
Pij = DPdy, in 07v,;N0Q (5.11)

where K[, is the tangential component of the permeability tensor of the fracture
Yij> Pdvy,; 18 the pressure given on its Dirichlet boundary,q; ; is the source term on
the fracture and 7j ; is the outward-pointing, unit, normal vector field on dv; ;. The
two operators div, and V,, are, respectively, the surface divergence and the surface
gradient on .

On the segment 7', itself an n-2 dimensional interface at which the fractures
meet, the continuity of pressure and the continuity of flux are imposed :

pij=pr in T, Vi,jeS;i#] (5.12)

U Vig +Usg-Ths+ Uiz -13=0 in T, (5.13)

where pp is the pressure on 7', and 7/; ; is the exterior normal vector to «; ; on 7.

3 The weak formulation of the problem

To give the weak formulation of the problem, we need to define two spaces : W
a space for the velocity and M a space for the pressure.

W = { u = (ﬁl,62,6376172,6273,6173) € H(le,Ql) X H(le,Qg) X H(le,Qg)
XH(diV"ﬂ,wVIJ) X H(divw,s?ry?ﬁ) X H(div"f1,3v'71,3) : V(ZJ) €5,

Ui Vs + iy - Uy € LP(73,;) and (U2 thg + Uas- Vo + U3V 3) € LQ(T)}

M = { p = (p1,p2,P3, P12, D23, P13, Pr) € L2 () x L*(Q) x L*(Q3) x L* (71 2) %
L2('Y2 ,3) X L2(71 ,3) X LQ(T)}-
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with the norms

laldy = Y (a@l5a, + Idivalse) + Y (d@slE,, + I diva, (@),

el (4,7)€S
+ Z ||t - U + i - ljo(Q)mj + ||t 2 Vi + Uss - Tas + Uiz 771,3H(2),T
(i,5)€S
Pl = Do lpillge + X Ipasll, + el
i€l (i,7)€S

The spaces W et M are Hilbert spaces.

To obtain the mixed formulation we define two bilinear forms o« : W x W — R
and 0: W x M — R by

Z/K vl—irZ/dKT )N - T

el (i,9)€S Yi,j
+> / (&6 - v — (1 = )t - 7)) T Uy + (S04 - 0 — (1 — §)ls - 1) U -
(i,5)€ 'Yzy 7]
Blu,r) = Z/ div i; r; + Z / (div ., i 5 — (U - Vi + U - V) 74
i€l (i,9)€S Yi, j

+ /(Ul,z Do+ Uz g+ Uiz-Th3) I,
T

and let the linear forms Ly : M — R and Ly : W — R be defined by

L(r) = Z/ firi + fijTij

iel (z,g yes ¥ i

ES 0vi,;T

With these definitions of spaces and forms, the weak formulation of the problem
(5.4) through (5.13) can be written as follows :

Find (u,p) € W x M such that
,0) — (7, p) = —Ly4(v), YoeW
,’I“) = L¢(r), VYrel.

4  Existence and uniqueness of the solution

Before showing the existence and uniqueness of the solution of problem (P), we
first recall some theorems concerning traces and normal traces on subsets of the
boundary of a domain. (The subset of interest in the following section will be the
subset 7" on the boundary of each of the fractures 7, ; i. e. the space O considered
below will correspond to any one of the fractures 7, ; and the subspace I' of its
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boundary to 7. In this section we have supposed that the boundary condition on
Iy, i=1,---,3, is a homogenous dirichlet condition).
Suppose that O is an open subset of R", with n = 1,2, with boundary 00.

Theorem 1. (well known in [22]) The mapping r — r|r defined a priori for conti-
nuous functions r on O can be extended to a continuous linear mapping v called the
trace mapping from H'(QO) into L*(00). The Sobolev space H%(a(’)) may be carac-
terized as the image of the trace mapping v, and an equivalent norm on this space

8 = inf r .
Iolly00 = it Il
Theorem 2. (well known in [41]) The mapping & — W-v defined a priori from
(HY(O))™ into L*(00) can be extended to a continuous linear mapping 7, from
H(div, ©) onto H™2(90). The space H™2(00), the dual of H2(DO), can also be
caracterized as the image of the normal trace mapping v and an equivalent norm on

this space is given by ||p]l_1 s = inf 1| aio.0-
> (@ H(dIV,0)ww=p}

Green’s theorem : For « € H(div,O) and r € H'(O) we have

/divu_)’rdx—i-/u_}Vde:/ w-nrds,
o 0] 80

where /aow~nrds =< v, yr >H*%(60),H%(BO) .

Suppose that ' is a proper subset of 0. The space HO%O(F) is defined 77 to be
the space of L? functions ¢ on I" whose extension ¢ by zero to all of O is an H:
function on 9O :

HE(T) = {p € LAT) : $ € H2(dO)} with norm lell

0

by = 1911113 0,

and

Hyo? (T) is its dual. Finally, we will use also the spaces H&,aO\F(O) and H&aO\r(aO)
defined by

) H&,aO\r(O) ={p € H(O) : vpjpo~1) = 0}
HE o (00) = {n € H2(DO) : n = tr(y) for some ¢ € H} 0, -(O)}.

1 -
Lemma 4.1. The function ¢ € L*(T) belongs to HZ\(T') if and only if ¢, its extension
by 0 to all of 0O belongs to H(?BO\F((?O);Z'.G.

¢ € Hgy(I) — ¢ Hoi,aO\F(aO)'
Proof. Let ¢ € HO%O(F), then ¢ € Hz(9O) (by definition of space HO%O(F)), so there
exists ¢ € H'(O) such that ¢ = v¢ (by definition of the space Hz(90)). But as

V@KBO\F) = g5|(3@\p) =0 we have (,27 c H&,BO\F(O)J and @ € HO%O\F(@O)
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1 .
Conversely suppose that ¢ € Hgao\r(ﬁO), so there exists ¢ € Hé,aO\r(O) such

that ¢ = (¢). But then ¥jpo.r) = (71)@0r) = 0, and the extension by 0 of ¥r
1
to all of DO is just ¢ itself which belongs to Hz(00). Thus Yir € Hyy(T). O

Lemma 4.2. Suppose that r € L*(O) and X\ € L*(T"). Then the problem

/w-wda::/rwdx—/wds Vo € He gonp(O) (5.14)
@ @] r

has a unique solution ¢ in H&,aO\F(O) and if v = =V then v € H(div,O) and
v-v e L*T).

Proof. That a unique solution ¢ exists is guaranteed by the theorem of Lax-Milgram

as the bilinear form a(y, 1)) = / V- Vipdr is elliptic on Hj 50 p(O) X Hy g p(O)
o

( Poincarés lemma) and the linear form L£(¢)) = /

riyds — / A1 ds is continuous
o r

on Hj yop(O) (the trace theorem).

Let ¢ € Hj 0\ p(O) be the solution of (5.14) for a given r € L?(0) and \ €
L*(T'), and let ¥ = —V¢. Then v € (L*(0))" since ¢ € Hj y0\r(O). To see that
dive € L*(O) it suffices to note that divd is a distribution on O defined by : for
any & € C5°(0)

< div U,f >D(O)7C80(O) = / —U- Vf dx

O
= [ Vy-Véda
O

= /Orﬁdx—/rx\ﬁds
— /rgdac ( because ¢ € C°(O))
o

= <& >p0)ce o) -

Then as r € L*(0O) it follows that divd € L*(0), and ¢ € H(div, O).
As ¥ € H(div,0) it follows that 7-7 € H 2(0O), and ¥-7 is an element of
Hy? (T) defined by :
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for any element ¢ € Hy?(T),

<17~z7,¢>H_; 1 = <17~z7,¢>H_%

002 (D), HZ (") (00),H2 (90)

= /ding/?dx%—/ﬁ-Vzﬁdw
0

(@]

- fgr%dm—l—/@Vqﬁ-Vzﬁdm -
= [ Apds
T

= /Fwds

= < \NY> 1 1
Hyy? (1), Ho ()

where for 1y € Hy2(T), ¥ € H&ao\r(aO) is its extension by 0 to 9O and ¢ €
H&,aO\F(O) is an extension of 1) to @, and where Green’s formula has been used for

the second equality and lemma 4.1 for the fourth equality to guarantee that ¢ is in
H go\p(O) so that (5.14) may be used. Then ¢ € L*(T') since A € L*(T") O

Remark : Note that this lemma simply states that the mixed problem

Ap=r inQO

0

—f:)\ onI' =0 ondO\T

on
has a unique solution in H(O). This is quite normal because if ¢ € H*(O) it follows
that it’s normal trace is in H~z(90).
We can now state, and prove, our main existence result.

Theorem 4.3. Assume that the permeabilities K; on the subdomaines €);, the per-
meabilities K7 ; in the fractures v;; and the thickness d;; are bounded above and
below by a positive constants Ky, and K, and assume also that € > % Then the
model problem (P) has a unique solution.

Proof. To show the existence and uniqueness of the solution, it is sufficient to show
that that [ satisfies the inf-sup condition, i.e. that there exist a constant Cjs such
v, T
that inf sup 75( )
reM oey ||r{laz [Jo]lw
a constant C,, such that (¥, 7) > C,||7||3, V& € V, where V is a subspace defined
by

> (Cg, and to show that a is V-elliptic, i.e. that there exist

V={teW: :pWr)=0 VYre M},
see [13]. Thus the theorem follows from the following two lemmas. O

Lemma 4.4. If £ > % then the bilinear form « is V-elliptic.
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Proof. That « is V-elliptic folows from two observations : the first is that if v € V

then
1515 = D lallba + Y 1808, +2 Z 15 - 7+ 05 - G5l5 .,

el (4,7)€S (4,7)€S

This follows from the equations 5(0,r) = 0 Vr € M, taking successively as test
functions
— r = (div ¢, div ¥, div 03, 0,0, 0, 0), we obtain ||div17i]|?2i =0,
- r= (0, O, 0, r1,2,72,3,71,3, O) with Ti; = div Yij (Ui,j)_(vi . Vi“"Uj . l/j), 1€ I, ] €
. . N 2 T - 52
Si, we obtain |[div ., (G5)l5,,, = [17: - 7 + U5 - i[5 4.,
- = (0, 0, 0, 0, 0, 0, V1,2 1/172—}-1)2,3 : 1/2,3+U173 . 1/1,3). we obtain ||U1,2 : V172+U273 . 1/2,3+
U3 Uislor = 0.
The second observation is that for each v € W

a7, /K vl—l—Z/dKT )7y Uiy

(m yes i

s / G- 7)? = 2(1 = €)(T; - 7,) (5 1) + £(T; - 7)?).

(4,7)€S %J

Using this expression we have that for each v € V

i@, @) 2> KoY N@lie, + Y Id@5,,)

iEI (4,5)€S
(i,5)€S
> maz ZHUZHOQ + Z Hul,JHO'yZ]
el (i,7)€S
+Kmax min(l, 26 - 1) Z (H’Jl ’ Ijl + ’Jj ' Ij]H(Q),'yZ])
) (4,5)€S
> Cllully-

where C' = min(K,,}, K. min(1,2¢ — 1)). For the first inequality, we have used

the fact that the eigenvalues of the quadratic form £a?—2(1—¢)ab+£b?, where a,b €
R, are 1 and 2£ — 1. O

Lemma 4.5. The bilinear form [ satisfies the inf-sup condition.

Proof. To show that 3 satisfies the inf-sup condition, it suffices to show that there
is a positive constant C', such that given r € M, there is an element v, € W such
that B(7,,r) = ||r|[3; and [|T[lw < C [|r[ar-

Given r = (ry,7r9,73,712,723,71.3,77) € M, to define the first 3 components
?71, 172 and ?73 of ’UT = (171, 172,?73,?7172, 17273,?7173) let 7 € L2(Q) be defined by f|Ql =T,
i=1,...,3, and let ¢ € H?*(2), be the solution of the auxillary problem

—Ap = 7 onf)
¢ = 0 inT.
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Put v = =V and, for i = 1,...,3, let 0; = 7jg,. Then divy’ = 7 so that divv €
L*(Q) and ¢ € H(div,Q). Thus ;- ., + U Vjy,,. = 0. Clearly we also have
v; € H(div,Q;) and ;- %y, + 0 - Vjly, € L?(7ij)-

To define the next 3 components ¥ o, U2 3 and v; 3 of U, we use Lemma 4.2 and
let, for each (i, 7) € S, ¢i; € Hy,, \p be the solution of

T
/ Vi ;- Vipdr = / Tij Y de — / §T Yds Vi e H&,a«ﬁ,j\T(%,j)' (5.16)
Yi,j T

Yi,j
Then we let, Ui,j = —VWQOZ‘J'. Then o € H(divw,%‘,j) with diVl_)»iJ = Tij, and
— — . — — r
U, v € LA(T) with 0, ;- U = ?T
Thus 177’ - (1717 1727 1737 171,27 172,37 171,3) S M/v and
B85, 1) = Z/ diviirede+ S [ (div,dhy — (-7 + - 7)) 2]
el Y (1,)€8 ¥ Vid

+ /(Ul2 Vig+ Usg-lhs+ Uiz -Vig) rr

:Z/rjtzwm /TT

i€l (4,7)€S
= > lrillso, + D Irislleq, + llrelisr
el (4,7)€S
= |Irll3
and
- 112 — . — — — — —
Hllw = 50, + 1div a5 o,) + (T - 7 + T 7[5,
lcal (N7l ;
el (4,7)€S
+ ) <||17z‘,j!|3mj + || div 4, (17z‘,j)!|3mj> (T Prg + oz Vo + s 713) |61
(4,5)€S
= > (IVeillda, + Irilie) + D (190, + Irislia, ) + el
el (i,7)€S
However

S IVeilie, —||wr|m—/w Ve — —/QASO-w

i€l
= / T
Q

< HTHO,Q HSDHO,Q
< Irllo.a C1 [|Vellon (Poincaré)

and
D IVeillsa = IVellsa < CF lIrllf . (5.17)

icl
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IVoiillo, = Vi Vi
Yij
rr

= / Ti,j'@i,j’*‘/?'ﬁoi,j
. T

I7illoqs; N@iillon, + 15 oz [1wsllor

ij

IN

It then follows from the theorem of Poincaré and the trace theorem that there exist
positive constants ¢y and c3 such that

IVOille s, < lriglloqs; Co IV@illon, + 1% o Cs IV@iillo,
and
G
3
Combining (5.17) and(5.18) we see that for some constant C,

1505 < CQlnillia,+ > Irigloq, + lrzlsr)

IVeiilloqr; < Collrilloq,; + [r7llo,r- (5.18)

el (4,7)€S
< Cllrlis
and [|T,|lw |7l < C |I7||3; = C B(%,,7) so the inf-sup condition is satisfied. O

5 The discrete formulation of the problem

We assume that the domain €2 is meshed in such a way that the discretization
is compatible with the decomposition into subdomains €2; and the interfaces are
discretized so that the meshes match up at the interface. The intersection 7" inherits
a discretization from the interfaces.

To approximate the problem, the Raviart-Thomas elements of lowest order are
used. The approximation spaces My ;, Wi, My, and Wy, = are subspaces res-
pectively of L*(Q;), H(div,€;), L*(v:;) and H(div, .7, ;) such that (M, Wh,)
is a space of lowest order Raviart-Thomas elements on €;, and (M}, ;, Wi, ) is a
space of lowest order Raviart-Thomas elements on ; ;. The subspace M}, r of L*(T)
is composed of constant functions on each cell of the discretization. The approxi-
mation spaces Wj and M, finite dimensional subspaces of W and M are defined
by

Wi = Wi X o X Wig X Wiy, X o X Wy py) CW

My, = Mpq x .. X Mpz X My, X oo X My o0 X My C M.

The global discrete problem is written as :

Find (tp,pn) € Wy, x M}, such that
(Ph) Oé(ﬁhn U) - 5(67 ph) = _Ld(ﬁ), VU e Wh
B(tn,r) = Lf(?”), Vr e M.
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To show the convergence of the discrete problem (7P,) to the solution (P), we
need to show that a : W, x W;, — R is uniformly V,-elliptic, where

VhZ{UhEWth(ﬁh,Th)ZO, VThGMh},

and where by uniformly it is meant that the constant of ellipticity for the discrete
problems can be chosen independently of h. and that § : W, x M, — R satis-
fies the uniform discrete inf-sup condition, that is that the constant in the inf-sup
condition for the discrete spaces is independent of h. That « satisfies the discrete V-
ellipticity condition is shown below. However to show the uniform discrete inf-sup
condition requires some regularity results that we have not had time to investigate.

To show that o : W) xW,, — R is V-elliptic uniformly in A, it suffices to show
that V', C V. Toward this end, suppose that o), = (v, U, U5, U} 2, U2,3, U1 3) belongs to
W ,. From the definition of the approximation spaces it is evident that div v, ; € M, ;,
i=1,...,3, 17}1,2' U + UhJ . 173 c Mhy"fi,j and diV«,U}m"j c Mh,’yi,ja (Z,j) € S, and
Uyg Vig+Usg-Uosz+ 013 113 € Myyp. Thusif v, € Wh we may take as test function
in b(ty, ) = 0, Vr, € My, the element 7, = (71, 7h2, Th3, Th1,2 Thi2,3, Thi1,3: Th,T)
with Thi = div 17}1,2'7 1= 1, T ,3, Thij = divwﬁh,i,j - (Uh,i : 172 + 17h,j : ljj), (Z,j) c S,
and rpp = Up12 Vo + Upog-Vog + Uh1s- Vs
One obtains immediately that

divih; =0, i=1,---,3,

divyUh,j = (Uhi - Vi + Uny - V), (1,5) €S, Uppo-Vi2~+ Uphogs-Vog+ Upis i3 =0,

and it follows that v;, € V and that o : W, x W, — R is V-elliptic, with an
ellipticity constant independent of h.

However to show the uniform discrete inf-sup condition is more delicate. We
define a continuous projection operator II; from a subspace V of W to Wh such that
if v eV, b(v,r,) = b(Il,v, 1), Yry, € My, and to show that for an element r of M,
the element @, € W constructed in the previous section in fact belongs to V, (or to
construct another element ¢/. € V having the properties that b(¢d.,r) = ||r||3, and
|vLlly < Cllr|lar). Here the space V will be

V = {U = (U1, Uy, U, Uy 2, Va3, U1,3) € Hl(Ql) x H'(s) x HI(Q:&)
< H' (y1.2) x H'(a.9) x H'(1.9) .

The projection operator I, : V — W), is defined by
Hh(vla'U2a'U3>U1,2a'U2,3>U1,3) = (Hh,lvb Hh,2U2, Hh,3v3, Hh,1,201,2, Hh,2,302,3> Hh,1,301,3)>
where for each i, i = 1,...,3, I; : H'(Q;) — M}, is a Raviart-Thomas pro-

jection, and for (i,j) € S, I;; : H'(y;) — My,  is also a Raviart-Thomas
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projection. That II;, has the desired properties follows immediately from the pro-
perties of the Raviart-Thomas projection operator. There remains to show that one
can construct an element ¢/. € V having the properties that b(7.,r) = ||r||3; and
[o ][y < Cllrllar-

The first three components of o, as defined in the demonstration of Lemma
4.5 determine a function in H'(Q) if Q is sufficiently regular and otherwise one
can simply solve the problem on a regular domain containing 2. For the last three
components, more regularity results are needed.

6 Domain decomposition for dealing with fractures

In this model, the fractures are represented by interfaces between the various
parts of the porous medium and it is natural to use a domaine decomposition method
to solve the discretized problem. The unknowns ;, and p; in the towards that
goal, interior of each subdomain are eliminated to bring the problem back to a
problem arising on the union of the interfaces. For simplicity, in the remainder of
this section, all the problems are written in strong form. Obviously we worked with
the weak formulation and in spaces of discretization. Also for simplicity, we suppose
the boundary conditions on v, ; N J€2 are Dirichlet conditions.

In this part (and in Section 7 for the numerical experiments), we have worked
with the model of highly permeable fractures, and thus have replaced equation (5.7)
by (5.8) representing the continuity of the pressure along a fracture.

We consider the problem (7;) in the subdomain €;

div(d;))=f; on
u; = —Kiﬁpi on
Di = Pdi in Iy
Pi = Dij in 4, Vi # i

(P1)

By linearity, the solution (u;, p;) can be written as :

;= u? +u and p; = pY + p; with (a?,p?) and (a7}, p;) the respective solutions of
div(@)) =0 on div(af)=fi on
=0 _ o0 : = — K.Vp* ,
(P9 1§ T I o (py) = RV on
p;, =0 in I} Di = Ddi in I
P =pi; n - ;. p; =10 n - ;.

The equations (5.9),---,(5.12) on the interface ~; ; can be written as

dive, iy = fi; + (@ U+ @ U) + (@ 0+ 47 7)) in iy

i

P ) Upj = —d; ;K7 V5, pig in 7
Yi,j .
" Dij = Py, in Oy ; NOQ
pij =Pr in T.
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By eliminating the uknown 4 ;, the first two equations of this system can be replaced
by the equation

div o, (=dij, KTV, pig) = fog + (@ 0+ @ 7)) + (@ 0+ @ 7)) in .

To write the problem as a problem posed on the interface v = U Vij- We
(i.5)€S
define the space

My = L*(y) x L*(T) = L*(712) x L*(723) x L*(731) x L*(T).

Then A € M; is written as : A = (A, Ar) = (A2, 23, A3, Ar) we write 7; for
3QZ ﬁv = U 'Vi,j-

JES;

For each subdomain €;, the Steklov-Poincaré type operator S; is defined so that

for A\ € My,
Si(A) = Si(\i) = —(@7 - i) s
where (u,py) is the solution of problem (P?) whith p;; = X\;;,Vj € S;, and the
operator ;
Xi(fis pai) = (@7 - i)y,

where (i}, p;) is the solution of problem (P;).

By extending S;(\) and y; to all of v with an extension by 0 on 7 \ ;, we can

define
S(A) = ZSZ'()‘> and X(fpa) = ZXz’(fM%li)
i€l iel

and write the global system on the global interface ~

SO\ —div,(d, K1V, \) = f,+x(f,pa) in 7

(P.) A= Day on Oy Nod
7 )\i,j_)\T =0 on T,?;EI,jGSi
Sr(A) = 0 in T,

where d., K7 and [, are defined in an obvious way, and the operator St is defined
by

StN) = Y (=dig KV i) vy,
i€l jes;
so that the last equation of the global system represents the continuity of the flow
imposed on T in equation (5.13).

This system is symmetric and positive definite. Thus a simple conjugate gradient
itération can be used to solve the linear system. Each iteration requires the solution
of a Dirichlet problem in each subdomain, and a calculation of the flow in the
fracture.
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7 Numerical results

7.1 Description the test cases

In this part we will present some numerical results to illustrate the properties
of our model. In the numerical experiments, we consider a domain () that contains
in addition to the 3 fractures of the model problem (Figure 5.2), a simple isolated
fracture. See (Figure 5.3).

Three test cases are considered. In each of the three cases, a pressure equal
to 1 imposed on top of the fractures and a pressure equal to 0 on the bottom of
the fractures. In all the domains, the permeability is supposed to be equal to 1,
whereas on the fractures the permeability is supposed to be much greater than 1
as the model used for experiments is the model for more permeable fractures (with
pressure continuous across the fractures).

The test case : horizontal flow

We present an example of the results with and without fractures. We impose a
horizontal pressure gradient : p = 1 on the left lateral boundary and p = 0 on the
right lateral boundary and a no flow condition on the other external boundaries of
the subdomains. For boundary conditions on the fractures, we impose the Dirichlet
condition p = 1 on the upper part of the fracture and p = 0 on the lower part of the
boundaries and a no flow condition on the rest of the fracture boundaries.

- =0

Td
0="=td

-1 =0

F1G. 5.3: Figure representing the geometry of the first case test

The permeability in the fracture multiplied by its thickness is equal to 100. This
means that the fluid tends to flow rapidly along the fracture.

Figure (5.4) represents the pressure given in the abscence of the fractures (we
represented each subdomain separately). The flow is only horizontal, the pressure
varies linearly from left to right. If we take into account the fractures, the situation
changes, as is shown in Figure (5.5). We see in addition to the horizontal flow, a
visible effect of the flow in the fractures.
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| A — ]
0 0.25 0.5

-
4

F1G. 5.4: The pressure given by the model without fractures

F1G. 5.5: The pressure given by the model with fractures
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Results : Flow due to the fractures

In the second test case, the only modification in the data is that a pressure equal
to 1 is imposed on both sides of 2. Without fractures the pressure would be constant
(the figure is not included), but with fractures Figure (5.6) shows a significant effect
due to the fractures.

0.75 1

Q 0.25 0.5

F1G. 5.6: The pressure given by the model with fractures

By comparing Figure (5.5) and Figure (5.6), one also sees the difference due to
the boundary condition imposed on the right.

Results : Vertical flow

For the third test we impose a vertical pressure gradient. Figure (5.7) shows the

F1G. 5.7: Figure representing the geometry of the case third test

geometry and the boundary conditions for this test case : p = 1 on the top boundary,
p = 0 on the bottom boundary and a no flow condition on the other boundaries.

Figure (5.8) represents the pressure field in the absence of fractures. We see a
linear pressure drop from the top to the bottom, from 1 to 0.
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0 0.25 0.5 0.75 1

F1G. 5.8: The pressure given by the model without fractures

o

0.25 0.5 0.75 1

F1G. 5.9: The pressure given by the model with fractures
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By comparing these results with those given in the presence of the fractures
Figure (5.9), we see a difference on the interfaces, in the presence of fractures, one
notices in addition to the vertical flow in the subdomains a contribution coming
from the fractures.

7.2 Performance of the preconditioner

In this paragraph we implement a new preconditioner to accelerate the conver-
gence of the conjugate gradient method used to solve the problem.

In the problems without fractures, for the classical method of domain decompo-
sition, the Neumann-Neumann preconditioner has been shown to be efficient [85].
However, if we compare the differential orders of the different operators of the sys-
tem in the global interface problem (P, ), it’s natural to take as preconditioner the
inverse of the flow operator in the fracture (div (d, K;ﬁ)_l). It is of order 2, while
the Steklov—Poincaré operator is only of order 1.

Depending on the value of the d K7, one of the other preconditioners, or a com-
bination of the two could possibly be effective.

In the case of domain decompostion with fractures, we applied a conjugate gra-
dient with and without the preconditioner, the inverse of the flow operator in the
fracture. The result is shown in Figure (5.10) that represents the residual as a func-
tion of the number of iterations. Without preconditioner, the convergence is very
slow, and by using a preconditioner, we notice a dramatic improvement in the conver-
gence. The number of iterations in the convergence is divided by 10 when using the
preconditioner.

—residu
——residu-precond ||

-10 I I I
0 20 40 60 80

F1G. 5.10: Efficiency of the preconditioner

For the second test case, we applied the conjugate gradient method with precon-
ditioner, for various values of d,.
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—dky=1
— dky=10
—dky=100 ||
—— dky=1000

-10
0

F1G. 5.11: Efficiency of the preconditioner depending on dK,

The results in Figure (5.11) show that the preconditioner works better if the
value of dK, is higher.

116



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN A
POROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURES

8 Conclusion

In this paper we have studied a model for flow in a porous medium with fractures,
in which the fractures are treated as interfaces. In particular we have been concerned
with the case of intersecting fractures. Existence and uniqueness of the solution in
this case has been shown. A discretization method using mixed finite elements has
been proposed. The model was reformulated as a domain decomposition problem.
The method was implemented for a 3D problem and numerical results were shown.
A preconditioner was introduced and numerical results showed its usefulness.
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Conclusion générale

Au cours de cette thése, nous avons étudié une nouvelle méthode de couplage
global entre le transport et la chimie, basée sur une méthode de Newton-Krylov.

Pour réaliser cette étude, une premiére partie de cette thése a été consacré a
I’étude et la résoultion du probléme d’advection-diffusion avec différents schémas et
méthodes numériques. La résolution de ’équation d’advection-diffusion en milieux
poreux nécessite la connaissance préalable du champ de 1I’écoulement. L’utilisation
de la méthode EFMH pour le calcul du champ d’écoulement assure une description
de I’écoulement beaucoup plus précise que les méthodes d’EF de Lagrange. La tech-
nique de séparation d’opérateurs est utilisée pour discrétiser I’équation d’advection-
diffusion. La partie diffusive est approchée en utilisant la méthode EFMH et la
partie advective est approchée par la méthode VF. L’intérét de cette technique est
de traiter des processus différents comme ’advection, la diffusion, la chimie, etc. avec
des méthodes numériques appropriées, et ainsi d’économiser du temps de calcul en
prenant des échelles de temps différentes pour la diffusion et ’advection.

La deuxiéme partie a été consacrée a la modélisation du probléme de la chimie
sous I’hypothése d’équilibre chimique. On a introduit les notions de composants et
d’espéces secondaires, qui permettent de formuler un systéme chimique a I’équilibre.

Pour coupler le transport et la chimie, la majorité des méthodes proposées se
base sur un couplage pas a pas : on résout itérativement la chimie et le transport.
Ce procédé converge, mais parfois au prix d’une réduction draconienne du pas de
temps. Le systéme couplé transport-chimie est décrit par un systéme d’équations
non linéaires. La difficulté est bien évidemment la taille du systéme sous-jacent,
dont le nombre d’inconnues est le nombre de points de grille multiplié par le nombre
d’espéces chimiques. Par ailleurs, une mise en oeuvre naive de cette méthode (en
formant le jacobien du systéme) est impossible pour des systémes réalistes, et ne
permet pas de conserver les codes de chimie et de transport séparés. Il en résulte que
les temps de calculs de ce type de simulation s’élévent rapidement avec la complexité
du probléme simulé jusqu a devenir prohibitifs. Pour remédier a ce probléme, on
utilise une méthode de Newton-Krylov pour résoudre le systéme non-linéaire. Il
s’agit d’'une méthode de Newton dans laquelle les systémes linéaires sont résolus
par une méthode itérative (plus souvent GMRES ou BiCGSTAB). Ces méthodes,
aussi appelées "Jacobian free" demandent seulement le produit Jacobien-vecteur
sans former et stocker la matrice Jacobienne.
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Finalement, une partie de cette thése a été consacré a 1I’étude d’un modéle d’écou-
lement pour les fractures qui s’intersectent dans les milieux poreux. Les fractures
sont assimilées a des interfaces entre les sous domaines par une méthode de décom-
position de domaines. Nous avons démontrés I’existence et 'unicité de la solution.
Des résultats numériques ont été présentées pour la validation du modéle étudié,
d’autres résultats numériques ont été présentés pour valider et montrer l'efficacité
du preconditionneur choisi.
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Perspectives

Les résultats préliminaires que nous avons présentés sont prometteurs : il est pos-
sible de résoudre efficacement des problémes géochimiques en utilisant une méthode
de Newton-Krylov, bien qu’il reste plusieurs points qui doivent étre abordés.

— le premier est d’appliquer la méthode sur des cas tests de configurations plus
complexes, en 2D ou 3D, ol nous nous attendons a ce que la méthode montre
sa grande capacité.

— il sera alors certainement nécessaire d’explorer la question de choisir et d’uti-
liser un précondtionneur pour réduire le nombre de Krylov itérations. Vu la
structure en bloc de la matrice Jacobienne, il est naturel de réutiliser les mé-
thodes de séparations d’opérateurs, comme celles proposées par [45].

— les résultats présentés précédemment sont donnés pour un pas de temps fixe,
qui était insuffisant pour une intégration sur grand intervalle. Pour résoudre
avec succes les problémes difficiles comme le benchmark ci-dessus, il est clai-
rement nécessaire d’utiliser des pas de temps adaptatifs.

Pour poursuivre le travail de thése sur la modélisation des fractures, il serait inté-
ressant de valider le modéle d’écoulement pour les fractures qui s’intersectent sur
un test réel et aussi d’étudier le modéle du transport.
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