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Résumé : Cette thèse porte sur la simulation numérique de modèles ouplés pourl'éoulement et le transport dans les milieux poreux. Nous présentons une nouvelleméthode de ouplage entre les réations himiques et le transport en utilisant uneméthode de Newton-Krylov, et nous étudions également un modèle d'éoulementen milieu fraturé qui traite l'intersetion des fratures par une méthode de dé-omposition de domaine. Ce travail est divisé en trois parties : la première partieontient une analyse de di�érents shémas numériques pour la disrétisation desproblèmes d'advetion-di�usion, notamment par une tehnique de séparation d'opé-rateurs, ainsi que leur mise en oeuvre informatique, dans un ode industriel. Ladeuxième partie, qui est la ontribution majeure de ette thèse, est onsarée à lamodélisation et à l'implémentation d'une méthode de ouplage globale pour le trans-port réatif. Le système ouplé transport-himie est dérit, après disrétisation entemps, par un système d'équations non linéaires. La taille du système sous-jaent,à savoir le nombre de points de grille multiplié par le nombre d'espèes himiques,interdit la résolution du système linéaire par une méthode direte. Pour remédier àette di�ulté, nous utilisons une méthode de Newton-Krylov qui évite de formeret de fatoriser la matrie Jaobienne. Dans la dernière partie, nous présentons unmodèle d'éoulement dans un milieu fraturé tridimensionnel, basé sur une méthodede déomposition de domaine, et qui traite l'intersetion des fratures. Nous démon-trons l'existene et l'uniité de la solution, et nous validons le modèle par des testsnumériques.Mots lés : Milieu poreux, éoulement, advetion-di�usion, réation himique,ouplage, Newton-Krylov, intersetion des fratures, déomposition de domaine.Abstrat : This thesis deals with numerial simulation of oupled models for �owand transport in porous media. We present a new method for oupling hemialreations and transport by using a Newton-Krylov method, and we also present amodel of �ow in fratured media, based on a domain deomposition method thattakes into aount the ase of interseting fratures. This study is omposed ofthree parts : the �rst part ontains an analysis, and implementation, of variousnumerial methods for disretizing advetion-di�usion problems, in partiular byusing operator splitting methods. The seond part is onerned with a fully oupledmethod for modeling transport and hemistry problems. The oupled transport-hemistry model is desribed, after disretization in time, by a system of nonlinearequations. The size of the system, namely the number of grid points times thenumber a hemial speies, preludes a diret solution of the linear system. Toalleviate this di�ulty, we solve the system by a Newton-Krylov method, so as toavoid forming and fatoring the Jaobian matrix. In the last part, we present a modelof �ow in 3D for interseting fratures, by using a domain deomposition method.The fratures are treated as interfaes between subdomains. We show existene anduniqueness of the solution, and we validate the model by numerial tests.Keywords : Porous media, �ow, advetion-di�usion, hemial reation, oupling,Newton-Krylov, interseting fratures, domain deomposition. iii
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Chapitre 1Introdution généraleLa migration d'un ontaminant en solution est généralement le résultat de l'inter-ation de nombreux proessus physiques, himiques et biologiques. Les quatre prin-ipaux proessus ontr�lant le mouvement des ontaminants en subsurfae sont l'ad-vetion, la dispersion, le transfert de masse entre di�érentes phases et les réations(les phénomènes de sorption, les partitions liquide-liquide ou la volatilisation). Lesréations orrespondent à tous les proessus modi�ant la nature physio-himiquedu ontaminant.La modélisation mathématique de es phénomènes onduit à un problème ou-plé. Pour e qui est des méthodes numériques, les problèmes de ouplage sont leplus souvent à l'origine de beauoup de di�ultés. On peut en e�et distinguer deuxgrandes familles de problèmes de ouplage :� le ouplage de di�érents proessus qui évoluent dans la même région de l'es-pae. Ainsi les ouplages himie-transport, éoulement-transport ou le ou-plage thermo-hydro-méanique. Prenons l'exemple du ouplage éoulement-transport, le hamp de vitesse est transmis du ode éoulement vers le odetransport et inversement, la onentration est transmise du ode transport versle ode éoulement.� le ouplage de proessus qui évoluent dans des régions di�érentes de l'espae,aratérisés par leur très forte hétérogénéité venant de la large variabilité despropriétés hydrauliques du milieu. On peut donner omme exemples le ou-plage entre un aquifère où le transport est dominé par l'advetion et une régionoù le proessus de di�usion est dominant, ou bien le ouplage entre un entrede stokage et le milieu géologique, ou enore le ouplage entre des rohes etles fratures qui les traversent.Ces deux types de ouplage présentent des di�ultés numériques que les logi-iels atuels prennent plus ou moins bien en ompte. En général, la solution utiliséeonsiste à faire des simulations ave un seul modèle inluant tous les aspets phy-1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEsiques, e qui rend les aluls oûteux et mène rapidement aux limites des possibilitésatuelles des alulateurs, notamment pour les simulations en trois dimensions.Nous nous intéressons prinipalement dans ette thèse au ouplage transporthimie sous l'hypothèse d'équilibre himique. Et nous nous sommes partiulière-ment préoupés de problèmes liés à l'hétérogénéité des milieux, en étudiant éga-lement l'éoulement dans les milieux poreux tridimensionnels fraturés, en prenanten ompte l'intersetion des fratures. Il s'agit d'un ouplage géométrique fratures2D-milieu 3D, intersetion 1D-fratures 2D.1 Motivations1.1 Stokage de déhets radioatifs en formation profondeLa plupart des ativités humaines produisent des déhets dont ertains restentpotentiellement dangereux pendant de très longues durées (des polluants himiques,des déhets radioatifs). Les déhets radioatifs sont onsidérés (à vie ourte) quandau bout de trente ans, plus de la moitié de la radioativité a disparu. Dans le asontraire les déhets sont onsidérés à vie longue (de entaines d'années à plusieursmilliers d'années).Mais dans tous les as, la gestion de es déhets dangereux appelle bien évidem-ment au devoir de nous assurer que les déhets que nous produisons aujourd'huin'imposeront à nos desendants auune nuisane inaeptable, ni demain, ni à pluslong terme.La gestion des déhets radioatifs onsiste essentiellement à les emprisonner sousforme solide et stable à l'intérieur de strutures étanhes, elles-même durables, defaçon à non seulement se protéger de leurs rayonnements, mais aussi à éviter leurretour et leur dispersion dans la biosphère.C'est au regard de ette exigene éthique que plusieurs organismes analysentle problème des déhets radioatifs. En partiulier, L'ANDRA (l'Agene Nationalepour la gestion des Déhets RAdioatifs), est un organisme publi hargé de l'étudeet de la gestion présente et future des déhets nuléaires. Cela onerne aussi leCEA (Commissariat à l'Énergie Atomique) et la COGEMA (Compagnie généraledes matières nuléaires).D'autres organismes publis de ontr�le sont impliqués : la DSNI (Diretion pourla Sûreté des Installations Nuléaires), l'ASN (Agene pour la Sûreté Nuléaire) oul'IRSN (Institut de Radioprotetion pour la Sûreté Nuléaire). Ils interviennent dansde nombreuse étapes de l'industrie nuléaire : dans les entrales, les réateurs nu-léaires, dans le transport et la surveillane des déhets, dans le ontr�le du respetdes normes et des diposotifs de séurité.Dans le adre du stokage profond, la réalisation de simulations numériques2



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE�ables est indispensable, puisque 'est le seul moyen de prédire le omportementdes déhets en sous-sol sur des durées de plusieurs milliers d'années. Il est notam-ment néessaire d'e�etuer des simulations du transport de radionuléides en milieusouterrain a�n de véri�er dans quelles onditions la proportion de radio élémentsqui ressortent dans la biosphère reste en dessous des normes légales.1.2 Problème de stokage de gaz arboniqueLe hangement limatique apparaît omme l'un des prinipaux dangers qui me-naent notre environnement. Le CO2 est ité omme l'un des fateurs de risquemajeurs, puisque son augmentation serait responsable de la tendane au réhau�e-ment limatique, et pourrait avoir des onséquenes dramatiques si auune mesuren'est prise. Le transport, la apture et le stokage de CO2 onstituent un dé� impor-tant pour lutter ontre l'aumulation de CO2 dans l'atmosphère. Une autre solutionest de réduire la onsommation d'énergie, ou de mettre en oeuvre de ombustiblesou de arburants émettant moins de CO2 par unité d'énergie produite.Le stokage du CO2 est onfronté à des enjeux tehniques et réglementaires, ildoit notamment démontrer qu'il ne ause auun dommage à l'environnement loal.Trois solutions de stokage sont envisagées pour assurer le on�nement du CO2 surle long terme :� les aniens réservoirs d'hydroarbures liquides ou gazeux,� les aquifères salins profonds,� les veines de harbon non exploitées.L'IFP (l'Institut Français de Pétrole) travaille sur es 3 axes, en mettant au pointdes logiiels industriels permettant de modéliser et de gérer les stokages. Il s'agitnotamment des logiiels qui modélisent les voies possibles de migration du CO2 dansle sous-sol, en fontion de la struture géologique du stokage et des interationsgéohimiques entre le CO2 et les strutures minérales renontrées.Di�érents phénomènes sont mis en enjeu lors de l'injetion de CO2 :� Le transport : advetion, di�usion et dispersion� Les rétions himiques : dissolution du CO2 dans l'eau, réations entre l'eauet la rohe.Ces phénomènes se produisent à des éhelles de temps très di�érents (réationshimiques instantanées, réations inétiques lentes, transport à faible vitesse). Lamodélisation de l'ensemble de es phénomènes revient à oupler des modèles d'éou-lement multiphasiques et des modèles géohimiques.1.3 Hétérogénéité des milieux poreuxLes milieux poreux sont généralement hétérogènes. Parmi les raisons itons laprésene de fratures ou les réations himiques hétérogènes (di�érentes états de la3



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEmatière). La prise en ompte de l'hétérogénéité du milieu dans les modèles d'éou-lement et de transport est un problème majeur de l'hydrogéologie.a) Présene des fraturesL'hétérogénéité est souvent assoiée à la présene de fratures qui, malgré lefaible volume qu'elles oupent dans l'aquifère, ontr�lent l'essentiel des hemins deirulation. Les fratures forment les hemins de irulation préférentiels des �uidessouterrains. Elles augmentent la vitesse d'éoulement des �uides e qui favorise lestransferts de masse et d'énergie.

Fig. 1.1: une rohe fraturéOn peut distinguer deux types de fratures :� les grandes fratures qui représentent des disontinuités géologiques. Elles sonten général beauoup plus perméables que le milieu ambiant, devenant des a-naux privilégiés pour l'éoulement. Mais elle peuvent être au ontraire peuperméables, représentant des barrières géologiques.� Le deuxième type de frature est elui de petites fratures qui apparaissent engrand nombre dans le milieu, formant un réseau de �ssures, dont les loalisa-tions préises sont di�iles à déterminer.Vu leur r�le hydraulique, il est important de prendre en ompte les fratures dansun modèle numérique d'éoulement ou de transport dans les milieux poreux.La modélisation de l'éoulement ou du transport dans les milieux ontenant lesréseaux de �ssures est souvent traitée par un modèle de double porosité [29℄, [30℄.Pour la modélisation dans les milieux ontenant les grandes fratures, une méthodelassique s'appuie sur un ra�nement loal du maillage, et une autre approhe est4



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEd'utiliser une méthode inspirée de la déomposition de domaines. La frature, sup-posée sans épaisseur mais ave des propriétés physiques propres, est remplaée parune ondition de transmission. En éliminant la pression dans les sous-domaines ainsidé�nis, on se ramène à un problème d'interfae de type non-standard.b) Réations hétérogénesUne autre raison de l'hétérogènèité, les réations himiques dans le milieu poreux.De e point de vue, les réations les plus favorisées sont les réations homogènesqui se déroulent au sein d'une seule phase (liquide : solution, mélange de liquidesmisibles ou gazeuse). En e�et, dans es as, les moléules des réatifs sont dansune même phase et peuvent don failement entrer en ontat pour réagir. Dans leas de systèmes hétérogènes, 'est-à-dire de réations entre un solide et un gaz, unsolide et un liquide, un liquide et un gaz, ou entre deux liquides non misibles, laréation ne peut avoir lieu qu'aux surfaes de séparation des phases (interfaes). Lesréations qui se produisent à l'interfae entre le �uide et la rohe sont prinipalementles réations de sorption.

Fig. 1.2: pollution d'un milieu souterrainDans le milieu souterrain, l'évolution des polluants est très lente, omparative-ment à e qui se passe en surfae. Il s'éoule des mois, des années, ou même desdizaines d'années, entre le début de la pollution et sa mise en évidene.Le temps de transfert d'un polluant himique à la nappe varie de quelques joursà plusieurs années. Il dépend prinipalement de l'épaisseur de la zone non saturée,de la perméabilité du réservoir et des aratéristiques du polluant. Les terrains àperméabilité d'intersties (sables, grès) onnaissent un temps de transfert très ourt.5



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALELe soluté traverse la zone non saturée, et d'abord le sol, aratérisée par laprésene d'oxygène, de minéraux argileux et matières organiques.... Les réationsd'adsorption/désorption entraînent un retard dans le transfert du polluant. Ces deuxphénomènes sont favorisés par la présene d'argiles, oxydes et hydroxydes, et parles onstituants organiques. L'adsorption prédomine sur la désorption. Les métauxsous forme ionique sont retenus par éhanges d'ions ou adsorption, par les argiles,aides humiques et hydroxydes.En zone saturée, la vitesse de propagation du soluté n'est pas identique à ellede l'eau souterraine. Elle dépend du type de polluant, en partiulier de sa visosité,et de sa onentration (phénomène de di�usion). Le débit de la nappe et les �u-tuations de la surfae piézométrique jouent également un r�le.Transfert dans le sol : Grâe à ses propriétés d'adsorption et d'éhange, dues àla présene de olloïdes minéraux et organiques, le sol peut retenir un grand nombrede substanes très diverses. Les polluants peuvent être piégés dans les pores du sol.Transfert dans la zone non saturée : Le �uide polluant migre d'abord ver-tialement dans le milieu non saturé entre la surfae du sol et la nappe, laissantdans son sillage des terrains imprégnés à une onentration prohe de la saturation.Suivant sa volatilité, le polluant a tendane à plus ou moins di�user dans la phasegazeuse du milieu non saturé. C'est notamment le as des solvants hlorés et deshydroarbures aromatiques.Evolution en milieu saturé : Dans l'aquifère, les méanismes de transportdu soluté sont omplexes. Ils sont la onséquene de l'hétérogénéité du réservoir.La dispersion du soluté se fait à la vertiale de la zone non saturée, puis selon unétalement latéral dans le sens de l'éoulement de l'eau souterraine (zone saturée).La vitesse d'éoulement est assez lente en aquifère homogène, mais peut être extrê-mement rapide en milieu plus pérmeable.On distingue les éléments himiques solubles des insolubles, ils peuvent rester à lasurfae de la nappe où ils s'étalent. La onentration des polluants minéraux dépendde leur solubilité. Les substanes organiques solubles sont maintenues en solutionsous forme moléulaire par des liaisons hydrogènes. Les produits organiques peuventêtre totalement détruits dans l'eau, ou transformées en produits non toxiques, pardes réations himiques.2 Sujets abordés dans la thèseNous avons mené des études prinipalement dans trois diretions qui ont toutesen ommun la simulation des éoulements et du transport en milieu poreux. Cettethèse est don omposée de trois parties. La première partie ontient une mise en6



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEoeuvre de di�érents shémas numériques pour la résolution du problème d'advetion-di�usion. La deuxième partie est onsarée à la modélisation et à l'implémentationd'une méthode de ouplage globale entre le transport et la himie, basée sur uneméthode de Newton-Krylov. Dans la dernière partie, on présente un modèle d'éou-lement pour les fratures qui s'intersetent dans les milieux poreux. Les fraturessont traitées omme des interfaes entre des sous domaines. Plus préisement, nousrésumons le ontenu des di�érents parties :2.1 Chapitre 2 : problème d'advetion di�usionCette partie porte sur la résolution de l'équation de transport en milieu poreuxsaturé. L'hydrodynamique des éoulements est dérite par un système d'équationsomposé de la loi de Dary et de l'équation de onservation de la masse. Le trans-port des polluants est régi par l'équation lassique de di�usion-advetion. A etteéquation de transport, on peut adjoindre di�érents termes dérivant les méanismeshimiques.La résolution de l'équation du transport néessite de onnaître la vitesse de l'éou-lement. Cette vitesse est approhée en résolvant les deux équations d'éoulementpar la méthode des éléments �nis mixtes hybride, indépendamment du transport.Ensuite, ette vitesse est utilisée pour simuler le transport des polluants.Pour la résolution de l'équation du transport, la tehnique de séparation d'opéra-teurs est utilisée pour disrétiser l'équation de di�usion-advetion. Le terme di�usifest approhé en utilisant une méthode d'éléments �nis mixtes hybrides, et le termeonvetif est approhé par une méthode de volumes �nis.Dans un premier paragraphe nous rappelons les équations d'éoulement et dutransport, ensuite nous étudions trois shémas pour la disrétisation de l'équationdu transport en 1D dans les as homogène et hétérogène. La suite du hapitrese onentre sur la résolution des équations d'éoulement en régime transitoire oupermanent et la résolution de l'équation de transport en 3D par la méthode de sé-paration d'opérateurs. Nous détaillons la mise en oeuvre de l'éoulement transitoireet du transport dans un ode industriel. Toutes les méthodes numériques ont étévalidées par des solutions analytiques sauf dans le as hétérogène où la solutionnumérique a été validée par une solution référene.2.2 Chapitres 3 et 4 : transport des ontaminants himiquesPrédire la migration d'un radionuléide dans un milieu néessite d'être apablede modéliser l'in�uene du transport sur la himie et réiproquement. Dans ertainsas, e ouplage peut se modéliser simplement par un terme de retard relié auoe�ient de distribution introduit dans l'équation du transport et qui prend enompte la rétention aux interfaes. Cependant, il est souvent néessaire de modéliserexpliitement et simultanément la réativité himique et le transport par l'utilisationd'outils numériques dédiés : les odes ouplés himie-transport. 7



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEIl exise di�érentes types d'approhe pour résoudre le transport réatif. La plupartdes modèles e�etuent le ouplage himie-transport selon deux grandes atégories, lesapprohes globales (GIA, Global Impliit Approah) et les approhes séquentielles,SNIA (Sequentiel Non Iterative Approah) et SIA (Sequentiel Iterative Approah).Le transport de solutés réatifs en milieu poreux est un problème di�ile dupoint de vue numérique. Il faut d'une part oupler le modèle de transport et lemodèle de himie. D'autre part, il faut résoudre de manière robuste le problèmede l'équilibre himique, qui est un système d'équations algébriques. Nous étudionsd'abord la résolution des équations d'équilibre, sans prendre en ompte les réationsde préipitation-dissolution. Les réations de préipitation-dissolution présententune di�ulté partiulière par leur aratère à seuil, don non-di�érentiable. Nousexaminons les méthodes lassiques de ouplage, en les réinterprétant à la lumière del'analyse numérique, e qui permet de suggérer des améliorations. Pour résoudre leproblème ouplé, on propose d'utiliser une (variante de la) méthode de Newton, engardant à l'esprit qu'il n'est pas possible de former la matrie jaobienne du systèmeouplé. Une solution possible est de résoudre le système linéaire à haque itérationpar un solveur linéaire itératif, par exemple GMRES. On parle d'une méthode deNewton-Krylov. Nous montrons omment formuler le problème ouplé transport-himie dans e formalisme, de manière à onserver la séparation entre les modulesde transport et de himie. Nous illustrons la méthode sur des exemples, dont unbenhmark proposé par le groupe MoMaS.2.3 Chapitre 5 : Eoulement dans l'intersetion des fraturesNous nous intéressons à la modélisation de l'éoulement d'un �uide monopha-sique dans un milieu poreux fraturé, ave des fratures qui s'intersetent ('est leas des grandes fratures qui nous intéresse ii), en utilisant les méhodes de déom-position de domaine. Les fratures sont traitées omme des interfaes entre les sousdomaines. Nous démontrons l'existene et l'uniité de la solution, et pour la valida-tion numérique, nous présentons les résultats obtenues sur un as test aadémiqueen 3D.

8



Chapitre 2Résolution du problème de transport
1 IntrodutionL'objet de e hapitre est la simulation de l'éoulement et du transport en mi-lieu poreux saturé. L'hydrodynamique des éoulements est dérite par un systèmed'équations omposé de la loi de Dary et de l'équation de onservation de la masse.Le transport des polluants est régi par l'équation lassique de di�usion-advetion.A ette équation de transport, on peut adjoindre di�érents termes dérivant les mé-anismes himiques.La résolution de l'équation du transport néessite de onnaître la vitesse de l'éou-lement. Cette vitesse est approhée en résolvant les deux équations d'éoulementpar la méthode des éléments �nis mixtes hybride, indépendamment du transport.Ensuite, ette vitesse est utilisée pour simuler le transport des polluants.Pour la résolution de l'équation du transport, la tehnique de séparation d'opéra-teurs est utilisée pour disrétiser l'équation de di�usion-advetion. Le terme dispersifest approhé en utilisant une méthode d'éléments �nis mixtes hybrides, et le termeadvetif est approhé par une méthode de volumes �nis.Dans un premier paragraphe nous rappelons les équations d'éoulement et dutransport, ensuite nous étudions trois shémas pour la disrétisation de l'équationdu transport en 1D dans les as homogène et hétérogène. La suite du hapitrese onentre sur la résolution des équations d'éoulement en régime transitoire oupermanent et la résolution du transport en 3D par la méthode de séparation d'opé-rateurs. Les méthodes numériques sont validées par des solutions analytiques, etmises en oeuvre dans un ode industriel.2 Équations de l'éoulement et du transportL'éoulement d'un �uide dans un milieu poreux est régi par deux lois prinipales :la loi de Dary et l'équation de onservation de la masse. 9



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORT2.1 La loi de DaryLes auses de déplaement d'un �uide en milieux poreux sont les gradients depression et la gravité. La loi de Dary exprime la vitesse de �ltration en fontion dela harge hydraulique. Pour un �uide inompressible, la loi de Dary s'érit :
u = −kρg

µ
∇
(

p

ρg
+ z

)

= −K∇h, (2.1)� u le veteur vitesse de Dary, [LT−1],� k la perméabilité intrinsèque du milieu, [L2],� ρ la masse volumique de l'eau, [ML−3],� g la gravité, [LT−2],� z la ote vertiale, [L],� p la pression� h = p
ρg

+ z la harge hydraulique, [L],� K le oe�ient ou le tenseur de perméabilité, [LT−1].En trois dimensions, le tenseur de perméabilité K est une matrie symétrique éven-tuellement pleine. Ce tenseur peut se réduire à ses omposantes diagonales lorsqu'onse plae dans le repère de oordonnées dont les axes sont les diretions pour lesquellesl'éoulement est e�etivement parallèle au gradient de la harge (de Marsily, [28℄).2.2 L'équation de onservation de la masseL'équation de onservation de la masse exprime le prinipe de la onservation demasse d'un �uide en mouvement, dans un volume élémentaire (on parle de VolumeElémentaire Représentatif pour pouvoir faire un modèle ontinue d'un milieu hété-rogène à l'éhelle mirosopique), la variation de la masse de �uide durant une unitéde temps est égale à la somme algébrique des �ux massiques traversant la surfaedu volume onsidéré. L'équation de bilan de masse s'érit sous la forme générale :
S
∂h

∂t
+ div u = f̃ , (2.2)où :� S le oe�ient d'emmagasinement [L−1],� f̃ le terme soure par unité de volume [T−1].Si la harge ne varie pas ave le temps, 'est le as du régime permanent, l'équation(2.2) se réduit à la forme : divu = f̃ . (2.3)2.3 L'équation d'advetion-di�usionLe transport des polluants est la superposition de plusieurs phénomènes hydro-dynamiques (advetion, dispersion, ..), himiques (adsorption, préipitation,..) qui10



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTpeuvent in�uer sur le déplaement. Le transport d'un polluant non réatif dû àl'advetion et la dispersion est donné par :
φ
∂c

∂t
+ div(−D∇c) + div(uc) = f, (2.4)�  représente la onentration en solution [ML−3],� u la vitesse de �ltration de l'éoulement, .à.d la vitesse de Dary [LT−1], f.setion 2.1.� φ la porosité du milieu [.],� f le terme soure [MT−1],� D est le tenseur de dispersion-di�usion donné en fontion de la vitesse u par :

D(u) = dmI + |u| [dlE(u) + dt(I − E(u))] , ave Eij(u) =
uiuj

|u|2 , (2.5)� dm la di�usion moléulaire [L2T−1],� dl la di�usion longitudinale [L],� dt la di�usion transversale [L],La partie advetive (2.6) de ette équation (2.4) représente le débit de l'advetion,et 'est le déplaement moyen à la vitesse de Dary,
ϕa = uc. (2.6)La partie di�usive (2.7) représente le débit de la di�usion, et 'est le déplaementdû à l'agitation moléulaire ou à l'hétérogénéité des vitesses mirosopiques,

ϕd = −D∇c. (2.7)Le débit total ϕ est la somme de deux debits advetif et di�usif : ϕ = ϕa + ϕd.On résout d'abord l'équation de Dary et de onservation indépendamment dutransport pour obtenir la vitesse. Ensuite, ette vitesse est utilisée pour simuler letransfert de polluant.3 Choix d'une méthode numériqueOn peut se voir obligé d'utiliser une solution numérique des équations d'éoule-ment et du transport plut�t que la solution analytique pour plusieurs raisons :� Le domaine d'éoulement est borné par des limites qui in�uenent au oursdu temps sur la solution reherhée. Généralement les solutions analytiquess'appliquent aux milieux in�nis ou semi in�nis. 11



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORT� Le milieu est hétérogène : ses propriétés varient dans l'espae, tandis que lessolutions analytiques supposent que milieu est homogène ou que la géométriedes hétérogénéités est très simple.� Le problème est non linéaire et il n'existe pas de solution analytique.Dans le as où les solutions numériques sont néessaires, il faut hoisir une méthodebien adaptée pour la résolution d'un problème donné.Di�érentes méthodes numériques, omme la méthode de Di�érenes Finis (DF),de Volumes Finis (VF), des Éléments Finis de Galerkin (EFG), des Éléments FinisMixtes (EFM), des Éléments Finis Disontinus (EFD), ou des Éléments Finis Mixte-Hybride (EFMH) peuvent être utilisées pour la résolution des équations d'éoule-ment en milieux poreux.Les méthodes DF et VF permettent le alul d'une harge (pression) ou d'uneonentration (moyenne par élément pour les VF et aux noeuds pour les DF). Cesméthodes présentent des ontraintes sur la disrétisation en espae. Les DF sontlimitées à des mailles régulières simples (des arrés réguliers, des retangles). Ellesne sont pas adaptées à des domaines à géométrie omplexe. La méthode VF est plus�exible que elle des DF, ependent ette approhe néessite le respet des ondi-tions de Delaunauy sur la disrétisation spatiale du maillage triangulaires e quidevient di�ile pour un maillage en tétraèdres pour le as tridimensionnel. De plus,es deux méthodes ne permettent pas de traiter de manière ommode le as d'uneperméabilité anisotrope d'orientation quelonque (tenseur non diagonal, plein).Par ailleurs, les méthodes EFG standards permettent le alul d'une harge oud'une onentration aux noeuds des maillages. En pratique, on prend des triangleset des retangles en deux dimension, et des tétraèdres ou des parallélépipèdes re-tangles en trois dimension. Cei permet de dérire d'une manière satisfaisente lageométrie du milieu ainsi que les hétérogénéités, et permet aussi de traiter toutesles diretions d'anisotropie (tenseur de perméabilié plein). Cependent la méthodestandard ne garantit pas la ontinuité des �ux à l'interfae entre les éléments, e quia pour e�et de donner un hamps de vitesse qui n'est pas physique.La méthode des éléments �nis mixtes (EFM) (présentée par la première fois parMeissner [62℄ et développée par d'autres [66℄, [31℄, [67℄, [15℄, [14℄, [16℄, [87℄, [70℄,...)apporte une réponse à e type de problème en approhant simultanément soit lapression et la vitesse de Dary, soit la onentration et le �ux di�usif. Cette mé-thode aboutit à un système d'équations dont les inonnues sont les onentrationsmoyennes par maille et les �ux di�usifs à travers les interfaes des éléments. Lamatrie assoiée à e système est symétrique non dé�nie positive et don di�ile àinverser.12



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTLa formulation EFMH (G. Chavent et J-E. Roberts [21℄, G. Chavent et J. Jaf-fré [20℄ , J-E. Roberts et J.M. Thomas [71℄, F. Brezzi et M. Fortin [16℄) permetde suprimer l'inonvénient en hoisissant omme une nouvelle inonnue qui est unmultipliateur de Lagrange utilisé pour assurer la ontinuité du �ux (de Dary, oudi�usif). Ce multipliateur est une approximation de la trae de la pression moyennesur les arêtes ou les faes du maillage, on l'apelle trae de la pression ou de la onen-tration. La matrie assoiée au système mixte hybride est symétrique dé�nie positiveet e type de système se résout de manière e�ae ave des algorithmes tels que Cho-lesky, Gradient onjugué, ...L'équation du transport peut être résolue par diverses méthodes : di�érenes�nies, élément �nis, volumes �nis, méthodes des partiules, ... Le suès de esméthodes repose souvent sur le respet du ritère de Courant et de Pélet.Le nombre de Courant CFL et de Pélet de maille sont dé�nis en une dimensionpar : CFL =
u∆t

φ∆x
, et Pe =

u∆x

D
,où ∆x est le pas d'espae, ∆t est le pas du temps, et en trois dimension par :CFL =

1

2

∫

∂K

|u ·n|dx

φK |K| , Pe =
1

2

∫

∂K

|u ·n|dx

‖D‖ ,où K est un élément de disrétisation, et les limites à respeter sont : CFL ≤ 1 etPe ≤ 2. Le respet du ritère CFL assure une stabilité du shéma numérique, etle respet de la limite Pe permet d'éviter les osillations en véri�ant le prinipe dumaximum.Les ritères de Courant et de Pélet imposent des ontraintes très strites sur lepas de temps et la tailles des mailles, e qui exige un temps de alul et un besoin enplae mémoire importants. Diverses méthodes ont été développées pour s'a�ranhirde es ritères. Une approhe développée depuis plusieurs années (Siegel et al [80℄)s'appuie sur une résolution séparée des opérateurs d'advetion et de dispersion. Laméthode de séparation d'opérateurs onsiste à séparer l'équation du transport endi�érentes sous équations, qui sont traitées haune de manière spéi�que. Cettetehnique permet ainsi de traiter des proessus di�érents omme l'advetion, la dif-fusion, la himie, ave des méthodes appropriés pour haque type de phénomène.La onstrution des méthodes de séparation d'opérateurs n'est pas unique, ellevarie selon le hoix des méthodes numériques utilisées pour les sous-problèmes ob-tenus. Douglas & Russell [32℄, et Berovier et al [7℄, ont approhé l'équation dutransport en ombinant la méthode des aratéristiques pour approher la partie13



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTadvetive et la méthode EF pour approher la partie di�usive. D'autres ombinai-sons sont utilisées omme elle de la méthode EFMH et EFD, elle de la méthodeEFMH et VF. Ces méthodes sont exposées dans [78℄, [47℄, [51℄, [23℄.Pour le développement dans le ode 3FLO (dont nous reparlerons plus tard),on a hoisi 1 la dernière ombinaison pour résoudre le problème du transport. Pourla partie advetive du transport (2.6), on a utilisé la méthode de volumes �nis dé-entré en amont dans le but de préserver le bilan de masse loalement, de donnerune bonne représentation des fronts et de limiter la dispersion numérique. Pour lapartie di�usive (2.7), on a utilisé la méthode des éléments �nis mixtes hybrides quionserve la masse loalement en assurant la ontinuité du �ux à travers les faes, etqui permet de traiter des tenseurs de dispersion pleins.La ondition de stabilité pour l'advetion impose une ontrainte partiulièrementsévère sur le pas de temps quand l'advetion est signi�ative. Cei se traduit parun oût de alul très important, ar le traitement impliite de la di�usion imposela résolution d'un système linéaire à haque pas de temps. D'où vient l'idée de fairede petits pas de temps d'advetion, ontr�lés par une ondition CFL, et des plusgrands pas de temps de di�usion en utilisant la tehnique de déomposition d'opéra-teurs (splitting). Cette tehnique nous permet d'utiliser deux éhelles di�érents dupas de temps. Pour ela, on divise le pas de temps de di�usion en M pas de tempsd'advetion ontr�lé par la ondition CFL. En proédant ainsi on pourra faire plu-sieurs pas de temps d'advetion pour un pas de temps de di�usion, e qui onduira àd'importants gains de temps de alul, les pas de temps de di�usion-dispersion étantbeauoup plus oûteux que eux d'advetion puisqu'ils impliquent la résolution d'unsystème linéaire de grande taille.
4 Etude générale de la méthode de déompositiond'opérateursCette partie onerne une étude générale de l'ordre et de l'erreur d'approxima-tion numérique due à la déomposition d'oprérateurs dans la méthode splitting.1 Mon travail porte prinipalement sur le ouplage entre le transport et la himie, j'ai eu besoinde mettre en oeuvre le ode du transport en 3D dans le logiiel industriel 3FLO, et pour pouvoirhoisir la bonne méthode à implémenter, j'ai fait d'abord des études du transport en 1D avedi�érentes shémas numériques, et une omapraison ave une solution analytique et une solutionde référene a permet de favoriser le hoix de la tehnique de déomposition d'opérateurs, en plus,'est une méthode qui a marhé dans divers appliations, omme exemple (f. P. Akerer et al,benhmark Couplex [47℄).14



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTSoit l'équation suivante :






∂c

∂t
= (A + B)c

c(x, 0) = c0,
(2.8)où A et B sont deux opérateurs di�érentiels.La méthode de déomposition d'opérateurs est dé�nie par deux étapes suessives :� Etape 1 de résolution du proessus A :







∂c∗

∂t
= Ac∗

c∗(x, 0) = c0,� Etape 2 de résolution de résolution du proessus B :






∂c∗∗

∂t
= Bc∗∗

c∗∗(x, 0) = c∗,La valeur de c est approhée par c∗∗. L'analyse de l'erreur induite par la séparationdes opérateurs est e�etuée à partir des solutions exponentielles en utilisant undéveloppement en série de Taylor.La solution exate de l'équation (2.8) s'érit :
c(x, k) = ek(A+B)c(x, 0).alors que la solution alulée est :
c∗(x, k) = ekAc(x, 0),

c∗∗(x, k) = ekBekAc(x, 0),L'erreur de séparation d'opérateurs est don :
c(x, k) − c∗∗(x, k) =

(

ek(A+B) − ekBekA
)

c(x, 0), (2.9)et par utilisation de la série de Taylor,
c(x, k) = c(x, 0) + k(A + B)c(x, 0) +

1

2
k2(A + B)2c(x, 0) + · · ·

=

(

I + k(A + B) +
1

2
k2(A + B)2

)

c(x, 0),et
c∗∗(x, k) =

(

I + kB +
1

2
k2B2 + · · ·

)(

I + kA +
1

2
k2A2 + · · ·

)

c(x, 0),

=

(

I + k(A + B) +
1

2
k2(A2 + 2AB + B2) + · · ·

)

c(x, 0)
(2.10)15



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTdon
c(x, k) − c∗∗(x, k) =

1

2
k2 (AB − BA) c(x, 0) +O(k3). (2.11)Cei montre que l'erreur due à déomposition d'opérateurs est d'ordre 1 en temps,elle est nulle dans le as où les deux oprérateurs A et B ommutent.5 Étude des shémas numériques pour l'équationd'advetion-di�usion en 1D5.1 Étude du as homogèneLe modèleOn s'intéresse dans ette partie à l'étude de l'équation d'advetion-di�usion dansle as monodimentionel, sur un intervalle borné Ω =]0, L[. Soit c la onentrationdu omposant transporté, u la vitesse de Dary qu'on suppose stritement positive,

D le oe�ient de di�usion et f le treme soure, les onditions aux limites étant detype Dirihlet :
∂c

∂t
−D

∂c

∂x2
+ u

∂c

∂x
= f, 0 < x < L, 0 < t < T

c(0, t) = cg(t), c(L, t) = cd(t),

c(x, 0) = c0(x) à t = 0.

(2.12)
Pour toutes les expérienes numériques, nous avons utilisé un shéma aux dif-férenes �nies ave xi = i

L

I
, i = 0, .., I, et nous avons testé et omparé plusieursshémas de disrétisation en temps.Nous ne onsidérons que des shémas ave traitement impliite de la di�usion ardans le as d'un traitement expliite de la di�usion la ondition de stabilité imposeque le pas de temps soit de l'ordre du arré du pas d'espae, e qui rend le oût dealul prohibitif.Shéma totalement impliite en advetion et en di�usionLe shéma disret assoié au problème (2.12) dont l'advetion et la di�usion sonttraitées, toutes les deux impliitement s'érit :

cn+1
i − cni

∆t
−D

cn+1
i+1 − 2cn+1

i + cn+1
i−1

∆x2
+ u

cn+1
i − cn+1

i−1

∆x
= fn+1

i , pour i = 1, · · · , I − 1

cn+1
0 = cg(t

n+1), cn+1
I = cd(t

n+1),

fn+1
i = f(xi, t

n+1). (2.13)16



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTLes formules sont maintenant
−adc

n+1
i+1 +(1+2ad +av)c

n+1
i − (ad +av)c

n+1
i−1 = cni + fn+1

i ∆t pour i = 1, · · · , I−1(2.14)e qui signi�e que X = (cn1 , ., ., ., c
n
I−1)

T est solution du système linéaire A1X = B1,où la matrie A est dé�nie par :
A1 =













1 + 2ad + av −ad

−ad − av 1 + 2ad + av −ad

. . .
−ad − av 1 + 2ad + av −ad

−ad − av 1 + 2ad + av











et où le seond membre vaut :
B1 =













cn1 + (av + ad)c
n+1
0 + f1∆t

cn2 + f2∆t
.
.

cnI−1 + adc
n+1
I + fI−1∆t













.Shéma expliite en advetion et impliite en di�usionPour la disrétisation de ette équation, on onsidère un shéma expliite déen-tré pour l'advetion et impliite entré pour la di�usion, 'est à dire :
cn+1
i − cni

∆t
−D

cn+1
i+1 − 2cn+1

i + cn+1
i−1

∆x2
+ u

cni − cni−1

∆x
= fn+1

i , pour i = 1, · · · , I − 1

cn+1
0 = cg(t

n+1), cn+1
I = cd(t

n+1)

fn+1
i = f(xi, t

n+1). (2.15)Les équations aux points intérieurs i = 1, · · · , I − 1 peuvent se reérire :
cn+1
i − D∆t

∆x2 (cn+1
i+1 − 2cn+1

i + cn+1
i−1 ) = cni − u∆t

∆x
(cni − cni−1) + fn+1

i ∆t.En posant ad =
D∆t

∆x2 et av =
u∆t

∆x
, on obtient :

−adc
n+1
i+1 + (1 + 2ad)c

n+1
i − adc

n+1
i−1 = (1 − av)c

n
i + avc

n
i−1 + fn+1

i ∆te qui signi�e que X = (cn1 , ., ., ., c
n
I−1)

T est solution du système linéaire A2X = B2,où la matrie A est tridiagonale dé�nie par :
A2 =













1 + 2ad −ad

−ad 1 + 2ad −ad

. . .
−ad 1 + 2ad −ad

−ad 1 + 2ad











 17



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTet où le seond membre vaut :
B2 =













(1 − av)c
n
1 + avc

n
0 + adc

n+1
0 + f1∆t

(1 − av)c
n
2 + avc

n
1 + f2∆t

.

.
(1 − av)c

n
I−1 + avc

n
I−2 + adc

n+1
I + fI−1∆t











Splitting : impliite en di�usion et expliite en advetionSoit ∆t le pas de temps pour la di�usion. Il sera divisé en M pas de tempsd'advetion ∆ta tels que ∆t = M∆ta ave M ≥ 1, le pas de temps d'advetion seraontr�lé par une ondition CFL :
∆ta ≤ ∆x

u
.Étape d'advetionL'intervalle [tn, tn+1] est divisé en M intervalles [tn,m, tn,m+1], m = 0, ...,M − 1,ave tn,0 = tn, tn,M = tn+1. On note par cn,m l'approximation de c à l'instant tn,mave cn,0 = cn, le shéma déentré expliite pour l'advetion s'érit :

cn,m+1
i − cn,m

i

∆ta
+ u

cn,m
i − cn,m

i−1

∆x
= 0, m = 0, ...,M − 1, i = 0, .., I, (2.16)ou

cn,m+1
i = cn,m

i − ∆tau

∆x
(cn,m

i − cn,m
i−1 ), m = 0, ...,M − 1 (2.17)On alule ainsi expliitement l'advetion, et on obtient cn,M

i après M pas de tempsd'advetion. Cette onentration représente une prédition de cn obtenue en prenanten ompte seulement l'advetion.Étape de di�usionÉtant donné cn,M
i obtenu dans l'étape d'advetion, on alule cn+1

i par un shémaimpliite, en résolvant l'équation de di�usion ave le pas de temps ∆t

cn+1
i − cn,M

i

∆t
− D

∆x2
(cn+1

i+1 − 2cn+1
i + cn+1

i−1 ) = fn+1
i (2.18)ou

−adc
n+1
i+1 + (1 + 2ad)c

n+1
i − adc

n+1
i−1 = cn,M

i + ∆tfn+1
i (2.19)18



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTon obtient le système A3X = B3 ave :
A3 =













1 + 2cd −ad

−ad 1 + 2ad −ad

. . .
−ad 1 + 2ad −ad

−ad 1 + 2ad











et
B3 =













cn1 + adc
n+1
0 + f1∆t

cn2 + f2∆t
.
.

cnI−1 + adc
n+1
I + fI−1∆t













La solution analytiqueOn onsidère dans notre étude le transport d'un traeur dans un domaine mo-nodimensionnel semi-in�ni, on impose une onentration onstante en x = 0 pour
t ≥ 0, le modèle mathématique revient au problème dérit préédemment. On peutobtenir la solution analytique en utilisant la transformation de Laplae, et la solutionexate [84℄ s'érit :

c(x, t) =
c0
2

[erf(x− ut

2
√
Dt

)

+ exp (ux
D

) erf(x+ ut

2
√
Dt

)]

. (2.20)
Comparaison des résultats numériques ave la solution analytiqueSur toutes les �gures, les ourbes rouges représentent les solutions analytiques etles ourbes bleues représentent la onentration alulée. Dans tous les as tests, on�xe la porosité 0.1, la di�usion 0.05 (sauf dans le as d'advetion pure, où on prendune di�usion égale à 10−22), la vitesse de Dary 1 (sauf dans le as de di�usion pure,où on prend une vitesse égale à 0), on prend le pas d'espae ∆x = 0.05, et on faitvarier les pas de temps.Di�usion pure 19



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORT
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Fig. 2.1: Cas d'une di�usion pure : le pas de temps est 0.45 à gauhe, et 0.0045 àdroite.Dans le as de di�usion pure, les trois shémas donnent des résultats identiquesar la di�usion est traitée de même manière par un shéma impliite en temps. Les�gures (2.1) représentent les résultats obtenus pour une di�usion pure sans adve-tion pour deux pas de temps di�érents. On onstate l'e�et du hoix du pas de tempssur la solution alulée. L'erreur diminue ave le pas de temps.Advetion pure
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Fig. 2.2: Cas d'une advetion pure : le pas de temps est 0.00045 à gauhe, et 0.0045à droiteLes �gures (2.2) montrent l'in�uene du pas de temps sur la solution aluléepour le shéma expliite en temps. A droite la solution orrespond à un pas de tempstrès prohe du pas de temps maximum autorisé par la ondition CFL. A gauhe 'est20



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTla solution ave un pas de temps dix fois plus petit. Pour e shéma déentré amont,l'erreur diminue quand le pas de temps se rapprohe du pas de temps maximumautorisé par la ondition CFL.Di�usion et advetion
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Fig. 2.3: Di�usion et advetion sans splitting : à gauhe di�usion et advetionimpliite, à droite di�usion impliite et advetion expliite.
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Fig. 2.4: Di�usion et advetion ave splitting : le pas de temps de di�usion est dixfois plus grand que le pas de temps d'advetionSur les �gures (2.3), on ompare le shéma (2.15) où l'advetion est expliite (àdroite) et le shéma (2.23) où l'advetion est impliite (à gauhe), la di�usion étanttraitée impliitement dans les deux as. Le pas de temps hoisi est prohe du pasde temps maximum autorisé par la ondition CFL dans les deux as. On onstate21



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTque, quand on traite impliitement l'advetion, la di�usion numérique est plus im-portante.La �gure (2.4) montre un résultat obtenu ave déomposition des opérateurs dedi�usion et d'advetion (splitting). Ii le pas de temps d'advetion est prohe du pasde temps maximum autorisé par la ondition CFL, et le pas de temps hoisi pourla di�usion est inq fois plus grand que le pas de temps d'advetion, e qui donneun rapport de inq pas de temps d'advetion pour un pas de temps de di�usion. Ononstate que la solution est aussi bonne que sur la �gure (2.3) à droite mais pourun oût inq fois inférieur.D'après les résultats que nous avons obtenus, on onstate qu'une méthode dedéomposition des opérateurs de di�usion et d'advetion, ave advetion expliite,donne de bons résultats quand l'advetion est importante. Le fait de séparer di�u-sion et advetion nous permet d'utiliser un pas de temps optimal pour haun desopérateurs. La séparation des opérateurs, pour les shémas que nous onsidérons, nedégrade pas la qualité de la solution. Nous généralisons ette étude au as des mi-lieux hétérogènes, f. setion 5.2. Nous allons maintenant donner quelques élémentsthéoriques sur les shémas que nous avons présentés.Ordres des shémas et erreurs d'approximationDans ette partie, on va étudier l'erreur d'approximation des trois shémas étu-diés préédemment. Soit c(x, t) la solution exate (2.20). Pour aluler l'ordre dushéma, ou mesurer l'erreur d'une approximation numérique, on utilise des dévelop-pements de Taylor suessifs. On note h le pas d'espae et k le pas de temps. Ona :
c(x, t± k) = c(x, t) ± k

∂c

∂t
+
k2

2

∂2c

∂t2
+O(k3),

c(x± h, t) = c(x, t) ± h
∂c

∂x
+
h2

2

∂2c

∂x2
± h3

6

∂3c

∂x3
+O(h4),

c(x− h, t− k) = c(x, t) − h
∂c

∂x
− k

∂c

∂t
+
h2

2

∂2c

∂x2
+
k2

2

∂2c

∂t2

+hk
∂2c

∂x∂t
+O(h3) +O(k3) +O(h2k) +O(k2h),

(2.21)
Appliquant es développements de Taylor aux ombinaisons qui interviennent dansles shémas :

cni−1 − 2cni + cni+1 =
h2

2

∂2c

∂x2
+O(h4),

cn−1
i − cn−1

i−1 = h
∂c

∂x
− h2

2

∂2c

∂x2
− hk

∂2c

∂x∂t
+O(h3) +O(h2k) +O(k3) +O(k2h),22



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTPour le shéma totalement impliite, on pose,
ǫnim,im =

cni − cn−1
i

k
−D

cni+1 − 2cni + cni−1

h2
+ u

cni − cni−1

h
, (2.22)on remplae es termes par les formules de Taylor, et omme c est solution del'équation (2.12), on obtient :

ǫnim,im = −k
2

∂2c

∂t2
− h

2

∂2c

∂x2
+O(h2) +O(k2). (2.23)Le shéma totalement impliite est don un shéma onsistant d'ordre 1 en espae ettemps. De même façon, on alule l'ordre de l'erreur produite par l'approximationexpliite en advetion et impliite en di�usion. On pose

ǫnim,ex =
cni − cn−1

i

k
−D

cni+1 − 2cni + cni−1

h2
+ u

cn−1
i − cn−1

i−1

h
, (2.24)On a :

cn−1
i − cn−1

i−1 = h
∂c

∂x
− hk

∂2c

∂x∂t
− h2

2

∂2c

∂x2
+O(h2)

ǫnim,ex =
∂c

∂t
−D

∂c

∂x2
+ u

∂c

∂x
− uk

∂2c

∂x∂t
− k

2

∂2c

∂t2
− h

2

∂2c

∂x2
+O(h2) +O(k2), (2.25)et omme c est solution de l'équation (2.12), on obtient :

ǫnim,ex = −uk ∂2c

∂x∂t
− k

2

∂2c

∂t2
− h

2

∂2c

∂x2
+O(h2) +O(k2), (2.26)e qui montre que le shéma semi expliite est aussi d'ordre 1 en espae et en temps.Pour montrer que l'erreur de séparation d'opérateurs à plusieurs pas de tempsest d'ordre 1, on pose d'abord :

ǫnsp,1 =
cn+1
i − cn,0

i

k
−D

cn+1
i+1 − 2cn+1

i + cn+1
i−1

h2
+ u

cn,0
i − cn,0

i−1

h
,qui orrespond au shéma de séparation d'opérateurs ave un seul pas d'advetionpour un pas de di�usion. Ce shéma est équivalent au shéma impliite en di�usionet expliite en advetion sans déomposition d'opérateurs, on a montré préédementqu'il est d'ordre 1 en espae et en temps. Et si on pose

A = D
∂

∂x2
et B = −u ∂

∂xOn a AB = BA, alors l'erreur de séparations d'opérateurs est nulle dans e as, f.setion 4.Ave une séparation d'opérateurs à plusieurs pas du temps d'advetion, on a :23



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORT
cn,M
i = cn,0

i − u∆t

M∆x

M−1
∑

m=0

(cn,m
i − cn,m

i−1 ). (2.27)ette onentration est la somme des onentrations obtenues aux sous pas d'adve-tion (2.17), soit
cn,0
i

k
=
cn,M
i

k
+

u

Mh

M−1
∑

m=0

(cn,m
i − cn,m

i−1 ). (2.28)On peut érire :
−c

n,0
i

k
+ u

cn,0
i − cn,0

i−1

h
= −c

n,M
i

k
− u

h

(

M−1
∑

m=0

1

M
(cn,m

i − cn,m
i−1 ) − (cn,0

i − cn,0
i−1)

)

, (2.29)et maintenant on pose pour le shéma de séparation d'opérateurs ave plusieurs pasde temps d'advetion :
ǫnsp,M =

cn+1
i

k
−Dc

n+1
i+1 − 2cn+1

i + cn+1
i−1

h2
−c

n,M
i

k
−u
h

(

M−1
∑

m=0

1

M
(cn,m

i − cn,m
i−1 ) − (cn,0

i − cn,0
i−1)

)

,(2.30)Cette dernière équation possède un terme ǫ =
u

h

(

M−1
∑

m=0

1

M
(cn,m

i − cn,m
i−1 ) − (cn,0

i − cn,0
i−1)

)supplémentaire par rapport à l'équation de di�usion (2.18). Ce terme est dû à ladivision du pas de temps en plusieurs pas de temps d'advetion, il est nul si M=1. Etomme pour haque pas de temps d'advetion, e shéma est équivalent au shémad'advetion expliite qui est d'ordre 1 en espae et en temps, alors le shéma à plu-sieurs pas de temps d'advetion est au plus d'ordre 1 en espae et en temps.Après ette étude théorique de l'ordre, nous présentons une étude numériquepour omparer l'erreur d'approximation numérique ave la solution analytique pourles trois shémas.Pour ela, on reprend les mêmes données des tests dérits dans la setion 5.1,(paragraphe sur la omparaison des résultats d'advetion-di�usion), sauf pour le assplitting, pour le pas de temps de di�usion, on a pris le même pas de temps hoisipour les deux autres shémas, -à-d le maximum autorisé par la ondition CFL, et ona pris un pas de temps d'advetion 5 fois plus petit que le pas de temps de di�usion,M=5. On onsidère di�érentes maillages h = 1/10, h = 1/20, h = 1/40, h = 1/80,
h = 1/160, h = 1/320, pour aluler l'erreur en fontion de la disrétisation enespae. Pour les trois shémas, les onditions aux bords sont données exatementpar la solution analytique.24



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTLes erreurs orrespondant à di�érentes maillages sont présentées sur la �gure(FiG. 2.5).
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Fig. 2.5: Comparaison d'erreurs pour les trois shémas numériques ave la solutionanalytiquePour les trois shémas, on onstate que l'erreur diminue ave le pas d'espae h,les trois shémas sont d'ordre 1 en espae. Le splitting est "presque" aussi bon quele shéma semi expliite, mais il permet un plus grand pas de temps.5.2 Étude du as hétérogèneDans ette partie, on résout l'équation d'advetion-di�usion dans le as hété-rogène, on prend en ompte l'hétérogénéité de la di�usion, de la porosité. Pour ladisrétisation en espae, on va utiliser une méthode volumes �nis sur un maillageirrégulier, et on va étudier et omparer trois shémas di�érents pour la disrétisationen temps.Le modèleOn s'intéresse don à l'étude de l'équation d'advetion-di�usion dans le as mo-nodimentionnel sur un intervalle borné Ω =]0, L[.
φ
∂c

∂t
+

∂

∂x

(

−D ∂c

∂x
+ uc

)

= f, 0 < x < L, 0 < t < T (2.31)Soit φ la porosité du milieu poreux et c la onentration d'un omposant dissoutdans l'eau, transporté par di�usion et advetion. D le oe�ient de di�usion, f leterme soure et u la vitesse de l'eau supposé inompressible, e qui implique en di-mension 1 que u est onstant et supposé positive. 25



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTConditions initiale et aux bords :A l'équation (2.31), on assoie une ondition initiale c(x, 0) = c0(x) et des ondi-tions aux bords. Dans la suite, on hoisit d'imposer en x = 0 une ondition de Diri-hlet c(0, t) = cd(t), et en x = L, on impose une ondition de type Neumann 'est àdire qu'on impose un �ux di�usif noté ϕ̄ au dernier point, tel que ∫ tn+1

tn

ϕd,N+ 1

2

dt = ϕ̄.a) Disrétisation en espaeOn traite la disrétisation en espae et en temps séparament, on utilise di�érentsshémas en temps pour les di�érents termes de l'opérateur du transport.Pour la disrétisation en espae, et pour toutes les expérienes numériques, on utiliseune méthode de volume �nis entrés sur les mailles. Les mailles sont notées par lesindies i = 1, .., N et les extrémités des mailles par les indies i + 1/2, i = 0, .., N .L'intervalle [0, L] est divisé en N intervalles [xi− 1

2

, xi+ 1

2

] de longueur hi, i = 1, .., Nave x 1

2

= 0, xN+ 1

2

= L. La onentration  est approhée par une fontion onstantepar maille et les valeurs par maille sont notées ci , i = 1, .., N plus une valeur à ha-une des deux extrémités de l'intervalle ]0, L[ notées c0 et cN+1.
On érit (2.31) sous la forme :

φ
∂c

∂t
+
∂ϕ

∂x
= f, (2.32)où : ϕ(x, t) = −D ∂c

∂x
+ uc est le �ux de soluté traversant le point x à l'instant t. Ce�ux est la somme de deux �ux ϕ = ϕd + ϕa, un �ux de di�usion ϕd = −D ∂c

∂x
et un�ux d'advetion ϕa = uc.On intègre l'équation (2.32) sur [xi− 1

2

, xi+ 1

2

], on obtient :
φihi

dci
dt

+ ϕi+ 1

2

− ϕi− 1

2

= fihi,

φihi
dci
dt

+ ϕd,i+ 1

2

+ ϕa,i+ 1

2

− ϕd,i− 1

2

− ϕa,i− 1

2

= fihioù les �ux ϕd,i+ 1

2

et ϕa,i+ 1

2

sont dé�nis par :
ϕd,i+ 1

2

= −Di+ 1

2

(
ci+1 − ci
hi+ 1

2

), ϕa,i+ 1

2

= uci.26



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTOn suppose que φi et Di, la porosité (resp. la di�usion) sont onstantes sur lamaille i. On hoisit d'évaluer Di+ 1

2

en faisant une moyenne harmonique de Di et
Di+1 et on hoisit d'évaluer le �ux advetif de la manière à e qu'il soit déentré enamont. La moyenne harmonique est l'inverse de la moyenne des inverses.
Di+ 1

2

=
2DiDi+1

Di +Di+1
, ave D 1

2

= D1 et DN+ 1

2

= DN , et hi+ 1

2

=
hi + hi+1

2
.b) Disrétisation en tempsComme dans la setion préédente l'opérateur du transport ontient un termedi�usif et un autre advetif, et on utilise di�érentes disrétisation en temps pour lesdi�érents termes.Advetion et di�usion : shéma impliiteOn disrétise l'intervalle [0, T ] par le pas de temps ∆t, et on note par cni la valeurde ci(n∆t). Le shéma totalement impliite s'érit :

φihi(c
n+1
i − cni ) + (ϕn+1

d,i+ 1

2

+ ϕn+1
a,i+ 1

2

− ϕn+1
d,i− 1

2

− ϕn+1
a,i− 1

2

)∆t = fihi∆t.On a alors après remplaement des quantités :
φihic

n+1
i −Di+ 1

2

∆t(
cn+1
i+1 − cn+1

i

hi+ 1

2

) +Di− 1

2

∆t(
cn+1
i − cn+1

i−1

hi− 1

2

) + u∆tcn+1
i − u∆tcn+1

i−1 =

φihic
n
i + fihi∆tEn regroupant les termes on obtient :

(−
Di− 1

2

hi− 1

2

∆t− u∆t)cn+1
i−1 + (φihi +

Di+ 1

2

hi+ 1

2

∆t+
Di− 1

2

hi− 1

2

∆t+ u∆t)cn+1
i − (

Di+ 1

2

hi+ 1

2

∆t)cn+1
i+1 =

φihic
n
i + fihi∆t.Condition aux bords :Pour i=1, on a imposé une ondition de Dirihlet à gauhe don on onnaît laonentration au point x0

∫ x 3
2

x 1
2

φ1(c
n+1
1 − cn1 )dx+

∫ tn+1

tn

(ϕd, 3
2

+ ϕa,i+ 3

2

− ϕd, 1
2

− ϕa, 1
2

) dt =

∫ tn+1

tn

f1h1dt,soit
(φ1h1+

D 3

2

h 3

2

∆t+u∆t+
D 1

2

h 1

2

∆t)cn+1
1 −

D 3

2

h 3

2

∆tcn+1
2 = φ1h1c

n
1+(

D 1

2

h 1

2

∆t+∆tu)cn+1
d +f1h1∆tPour i=N, on a 27



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORT
∫ x

N+ 1
2

x
N−

1
2

φN(cn+1
N − cnN)dx+

∫ tn+1

tn

(ϕd,N+ 1

2

+ ϕa,N+ 1

2

− ϕd,N− 1

2

− ϕa,N− 1

2

) dt =

∫ tn+1

tn

fNhNdtOr par la ondition de �ux di�usif imposée dans les hypothèses on a :
φNhN(cn+1

N − cnN) + (ϕ̄+ ucn+1
N +

DN− 1

2

hN− 1

2

(cn+1
N − cn+1

N−1) − ucn+1
N−1)∆t = fNhN∆t,soit

cn+1
N−1(−

DN− 1

2

hN− 1

2

−u)∆t+ cn+1
N (φNhN +u∆t+

DN− 1

2

hN− 1

2

∆t
) = φNhNc

n
N − ϕ̄∆t+ fNhN∆t.Shéma impliite en di�usion et expliite en advetionCette fois i, on veut traiter l'advetion expliitement. Le shéma impliite endi�usion et expliite en advetion s'érit :

φihi(c
n+1
i − cni ) + (ϕn+1

d,i+ 1

2

+ ϕn
a,i+ 1

2

− ϕn+1
d,i− 1

2

− ϕn
a,i− 1

2

)∆t = fihi∆tEn remplaçant et regroupant les termes on a :
−(
Di− 1

2

hi− 1

2

∆t)cn+1
i−1 + (φihi +

Di+ 1

2

hi+ 1

2

∆t+
Di− 1

2

hi− 1

2

∆t)cn+1
i −

Di+ 1

2

hi+ 1

2

∆tcn+1
i+1 =

(φihi − u∆t)cni + u∆tcni−1 + fihi∆t.Condition aux bords :Pour i=1, on a imposé une ondition de Dirihlet à gauhe
φ1h1(c

n+1
1 −cn1 )+(

−D 3

2

h 3

2

cn+1
2 +

D 3

2

h 3

2

cn+1
1 +ucn1 +

D 1

2

h 1

2

cn+1
1 −

D 1

2

h 1

2

cn+1
d −ucnd)∆t = f1h1∆t.On obtient don �nalement omme expression :

(φ1h1 +
D 3

2

h 3
2

∆t+
D 1

2

h 1
2

)cn+1
1 −

D 3
2

h 3
2

∆tcn+1
2 =

(φ1h1 − u∆t)cn1 + (u∆t)cnd +
D 1

2

h 1
2

∆tcn+1
d + f1h1∆t.Pour i=N, on a28



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORT
∫ x

N+ 1
2

x
N−

1
2

φN(cn+1
N − cnN)dx+

∫ tn+1

tn

(ϕd,N+ 1

2

+ ϕa,N+ 1

2

− ϕd,N− 1

2

− ϕa,N− 1

2

) dt =

∫ tn+1

tn

fNhNdt.Or par la ondition de �ux di�usif imposée, on a :
φNhN(cn+1

N − cnN) + (ϕ̄+ ucnN +
DN− 1

2

hN− 1

2

(cn+1
N − cn+1

N−1) − ucnN−1)∆t = fNhN∆t.

cn+1
N−1(−

DN− 1

2

hN− 1

2

)∆t+cn+1
N (φNhN+

DN− 1

2

hN− 1

2

)∆t = φNhNc
n
N+(ucnN−1−ucnN−ϕ̄)∆t+fNhN∆t.Splitting : Méthode de déomposition d'opérateursMaintenent, on veut utiliser la méthode de déomposition d'opérateurs. Dans unpremier temps, on alule la onentration cn,M

i utilisantM pas d'advetion, ensuiteon résout l'étape de di�usion en démarant ave ette onentration, cn,M
i .Étape d'advetionOn s'intéresse dans ette étape à l'équation suivante : φ∂c

∂t
+
∂ϕa

∂x
= 0.L'intervalle [tn, tn+1] est divisé en M intervalles [tn,m, tn,m+1], m=0,...M-1, tel que

tn,0 = tn, tn,M = tn+1, ∆t = M∆ta et ∆ta est ontr�lé par la ondition CFL.
∆ta ≤ φihi

u
.On appelle cn,m

i l'approximation de la onentration  à l'instant tn,m ave cn,0 = cn.Le shéma d'Euler expliite nous donne pour l'équation d'advetion :
φi(

cn,m+1
i − cn,m

i

∆ta
) +

1

hi
(ϕn,m

a,i+ 1

2

− ϕn,m

a,i− 1

2

) = 0, i = 1, ...N,m = 0, ...M − 1 (2.33)ou ϕn,m

a,i+ 1

2

= ucn,m
i .On obtient à la �n de es M pas de temps d'advetion une quantité cn,M qui repré-sente en fait une prédition de la onentration obtenue en prenant en ompte quel'advetion.Étape de di�usionOn s'intéresse maintenant à l'équation :

φ
∂c

∂t
+
∂ϕd

∂x
= f. (2.34)29



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTOn utilise un shéma impliite en temps, on intègre l'équation (2.34) sur [xi− 1

2

, xi+ 1

2

],[tn, tn+1]et on obtient
φi(c

n+1
i − cni )hi − (ϕn+1

d,i+ 1

2

− ϕn+1
d,i− 1

2

)∆t = 0.En remplaçant et regroupant les termes après intégration on obtient :
(−

D
i− 1

2

h
i− 1

2

∆t)cn+1
i−1 + (φihi +

D
i+ 1

2

h
i+1

2

∆t+
D

i− 1
2

h
i−1

2

∆t)cn+1
i −

D
i+1

2

h
i+ 1

2

∆tcn+1
i+1 = φihic

n
i fihi∆t.Condition aux bords :Pour i=1, on a imposé omme avant une ondition de dirihlet sur e bord.Pour i=N, De la même manière qu'auparavant on impose une ondition de �uxdi�usif, on obtient don :

cn+1
N−1(−

DN− 1

2

hN− 1

2

∆t) + cn+1
N (φNhN +

DN− 1

2

hN− 1

2

∆t) = φNhNc
n
N − ϕ̄∆tRésultats numériquesCas test : milieu hétérogènePour e as test, on prend un milieu hétéro-gène, omposé de deux milieux A et B , lemilieu A se aratérise par une faible poro-sité et di�usion par rapport au milieu B. Lepoint de disontinuité entre les deux milieuxest le point x = 2.

Milieu A Milieu BPorosité 1 2Di�usion 10−2 1Longueur 2 3Vitesse 10 10On veut omparer les résultats données par les trois shémas pour une résolutiondu problème de di�usion et advetion sur e as test hétérogène. On prend ommepas de temps ∆t = 9.10−4, et ∆tc = 9.10−5 le pas de temps d'advetion pour leshéma splitting ave M = 10.L'e�et du maillageDans un premier test, on impose une ondition de dirihlet au bord gauhe
cd = 1, et on onsidère une ondition initiale nulle.30
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Fig. 2.6: Évolution de la onentration (maillage : nptsA=200 et nptsB = 150)
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Fig. 2.7: Evolution de la onentration (maillage : nptsA = 1600 et nptsB = 1200)
Les trois premières �gures (2.6) représentent l'évolution de la onentration al-ulée par les trois shémas à trois instants di�érents pour un maillage grossier, onnote par nptsA le nombre de points du domaine A et nptsB le nombre du points dudomaine B (nptsA=200 et nptsB = 150). Les �gures (2.7) représentent les résultatspour un maillage plus �n (nptsA = 1600 et nptsB = 1200). Le maillage grossiern'est pas assez �n, on voit des di�érenes.Dans un deuxième test, on onsidère la ondition initiale c0 = exp

[

−3(1/2−x)2
],ave des onditions Dirihlet nulles sur les bords.Les trois premières �gures (2.8) représentent l'évolution de la onentration pourle maillage grossier, et les �gures (2.9) représentent les résultats pour un maillageplus �n. 31
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Fig. 2.8: Évolution de la onentration ave un maillage grossier (maillage :nptsA=200 et nptsB = 150)
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Fig. 2.9: Évolution de la onentration ave un maillage ra�né (maillage : nptsA= 1600 et nptsB = 1200)On onstate que la méthode splitting pour le transport donne des résultats debonne qualité aussi bien pour le as homogène que pour le as hétérogène, et ettequalité ne se dégrade pas en ra�nant le maillage.5.3 Etude de onvergene numériqueDans ette partie, on étudie la onvergene numérique des 3 shémas pour le ashétérogène.On reprend les mêmes données physiques et initiales que elles du deuxièmetest, as hétérogène. Pour la disrétisation spatiale, on onsidère toujours que lepas d'espae hB du domaine B est deux fois plus grand que le pas d'espae hA dudomaine A.On prend un maillage trés �n hA = 1/210 dont la solution numérique repésenterala solution exate, et on prend une suite de maillage grossiers hA = {1/2q}q=1,··· ,9 et32



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTon ompare la di�érene.Pour les shémas impliite et semi expliite, on prend omme un pas de temps
∆t = ∆tmax le maximum autorisé par la ondition CFL, et pour le shéma splitting,le pas de temps d'advetion ∆tc = ∆tmax et le pas de temps de di�usion est M foisplus grand que le pas de temps d'advetion ∆t = M∆tmax, ave M=5 ou M=1.
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Fig. 2.10: Comparaison d'erreurs pour les 3 shémas ave une solution �nePour les 3 shémas, on onstate que l'erreur diminue ave le pas d'espae h. Leshéma splitting est aussi bon que le shéma semi expliite, pour un oût M foisplus faible.6 Mise en oeuvre du transport par déompositiond'opérateurs en 3D dans le logiiel 3FLOITASCA Consultants développe depuis plus de dix ans un simulateur hydrogéo-logique qui inorpore un module géohimique performant. Ce logiiel, nommé 3FLO,est notamment utilisé dans le adre de oopérations internationales pour des projetsde reherhes et d'ingénierie appliquées au stokage de déhets radioatifs.Le logiiel 3FLO inlut un ouplage expliite simple entre le module de transportde soluté, basé sur la méthode des partiules mobiles ave marhe aléatoire, et lemodule de géohimie [10℄, [69℄. Cette approhe a permis à ITASCA Consultants deréaliser des simulations omplexes intéressantes, mais elle a aussi montré ses limitesen terme de préision et de vitesse de alul. 33



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTLa méthode des partiules mobiles ave marhe aléatoire montre ertaines limites,essentiellement deux :� Le nombre très élevé de partiules qu'il est parfois néessaire d'injeter dansle modèle pour obtenir une préision aeptable ;� La préision obtenue par ette méthode de transport est a priori insu�santepour envisager un ouplage autre qu'expliite qui, pour être aeptable, obligeà une ontrainte trop forte sur le pas de temps.Ma ontribution du développement de e ode onerne uniquement le transportsans touher le ode de la géohimie.Ce qui existe déjà dans la version originale de 3Flo :Pour l'équation d'éoulement :Éoulement stationnaire : résolution par Galerkin ou Mixte-Hybride,Éoulement transitoire : uniquement par Galerkin,Pour l'équation du transport : la méthode des partiules.Pour mettre en oeuvre le transport par la déomposition d'opérateurs dans3FLO, il me fallait modi�er le ode pour pouvoir simuler l'éoulement transitoirepar la méthode mixte-hybride, puis adapter e développement pour la résolution dela partie di�usive du transport ar le problème de di�usion pure est similaire à unproblème d'éoulement transitoire, ensuite implémenter la partie advetive par laméthode volume �nis pour pouvoir simuler le transport.6.1 L'éoulement transitoire par la méthode mixte hybrideOn veut utiliser une méthode mixte hybride en s'inspirant du travail de Chaventet Roberts [21℄. Pour ette formulation, la loi de Dary et l'équation de onservationde la masse sont disrétisées simultanément pour donner une approximation de ~u et
p.RésolutionSoit Ω un ouvert de R

3, et Th une disrétisation en tètraèdres de Ω, où h estle paramètre du maillage indiquant le diamètre maximal d'une maille K ∈ Th. Soit
RT0(K) l'espae de Raviart-Thomas de plus bas degré sur haque élément K, et wFune fontion de base de l'espae RT0(K) pour la fae F du bord ∂K.Pour haque élément K de Th, wF est dé�nit par un polynome de la forme :

wF ( ~X) = ~a+ b ~X, ~a ∈ R
3, b ∈ R, ∀ ~X ∈ K.Les fontions wF satisfaient les propriétés suivantes :34



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTPour haque K ∈ Th et pour haque F ⊂ ∂K,� ∇ ·wF est onstant sur l'élément K et ∫
K

∇ ·wF = 1.� νF ·wF ′ =
δF,F ′

|F ′| ∀F ′ ⊂ ∂K.où νF est le veteur normal unitaire à F, dirigé vers l'extérieur de l'élément K, et |F ′|est la mesure de F ′. La vitesse ~uK ∈ RT0(K) sur haque élément K, est représentéepar une ombinaison des fontions de bases wF .
~uK =

∑

F⊂∂K

QK,FwF . (2.35)la vitesse ~uK a les propriétés suivantes :� ∇ ·~uK est onstant sur l'élément K.� ∫
F
νK,F · ~uK = QK,F .Par la onnaissane des �ux QK,F à travers les arêtes F de K, on peut alulerla vitesse ~u en tout point dans l'élément K.Disrétisation de la loi de DaryDans ette partie, on va érire une forme disrète de l'équation d'éoulement(2.1). En inversant le tenseur de perméabilité dans ette équation , on obtient :

K−1~u = −∇p,Soit ~sK ∈ RT0(K) une fontion test, on multiplie ette équation par la fontion ~sKet on intègre sur l'élément K. Par utilisation de la formule de Green, on obtient :
∫

K

(K−1~u) ·~sK =

∫

K

p∇ ·~sK −
∫

∂K

p~sK ·~ν ∀~sK ∈ RT0(K), (2.36)On approhe ~u|K par ~uK ∈ RT0(K), et p|K par une fontion onstante pK ∈ Ret on approhe indépendement p|K sur la faette F du bord ∂K par tpK,F ∈ R. Soit
KK la perméabilité, supposée onstante sur l'élément K.L'équation (2.36) devient :
∫

K

K−1
K ~uK ·~sK =

∫

K

pK∇ ·~sK −
∑

F⊂∂K

∫

F

tpK,F~sK · ~νK,F ∀~s ∈ RT0(K). (2.37)On remplae suessivement la fontion test ~sK par les fontions de base ~wF ′, F ′ ⊂
∂K. Comme pK est onstante dans K et tpK,F est onstante sur la fae F , on peutérire :

∑

F⊂∂K

QK,F

∫

K

(K−1
K ~wF ) · ~wF ′ = pK

∫

K

∇ · ~wF ′ −
∑

F⊂∂K

tpK,F

∫

F

~wF ′ ·~νK,F . (2.38)35



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTEn prenant en ompte les propriétés des fontions de bases, on obtient :
∑

F⊂∂K

QK,F (MK)F ′,F = pK − tpK,F ′ ∀F ′ ⊂ ∂K, (2.39)où
(MK)F ′,F =

∫

K

(K−1
K ~wF ) · ~wF ′. (2.40)L'ériture matriielle de es équations donne le système suivant :

MKQK = pKeK − tpK , (2.41)où MK est la matrie élémentaire et QK , tpK et eK sont des veteurs loaux telsque :
MK = ((MK)F ′,F )F ′,F⊂∂K,

QK = {QK,F}F⊂∂K, tpK = {tpK,F}F⊂∂K et eK = {1}F⊂∂K.La matrie MK est symétrique dé�nie positive, don inversible.
QK = M−1

K (pKeK − tpK) (2.42)Le �ux à travers la fae s'exprime par :
QK,F = αK,FpK −

∑

F ′⊂∂K

(M−1
K )F ′,F tpK,F ′, (2.43)où : αK,F =

∑

F ′⊂∂K

(M−1
K )F ′,F .Pour haque fae F qui n'appartient pas au bord de Ω, on a deux valeurs dela pression tpK,F et tpK ′,F et deux valeurs de �ux QK,F et QK ′,F . Pour avoir uneapproximation onsistante de p et ~u sur Ω, on ajoute deux équations qui exprimentla ontinuité de la pression et le �ux :

tpK,F = tpK ′,F ,et
QK,F +QK ′,F = 0.36



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTDisrétisation de l'équation de onservationMaintenant, on disrétise l'équation de onservation de la masse :
S
∂p

∂t
−∇ ·~u = f. (2.44)On multiplie l'équation (2.44) par une fontion r dans L2(K) et on l'intègre sur K,on obtient :

∫

K

S
∂p

∂t
r +

∫

K

∇ ·~u r =

∫

K

fr. (2.45)On note SK , pK des approximations de S resp p, onstantes sur K et on prend
r = 1K la fontion aratéristique de K. En utilisant le shéma d'Euler impliitepour la disrétisation en temps, on obtient :

∫

K

SK
pn+1

K − pn
K

∆t
1K +

∫

K

∇ ·~u 1K =

∫

K

f1K , (2.46)et la vitesse élémentaire ~uK sataisfait :
∇ ·~uK =

1

|K|
∑

F⊂∂K

QK,F = onstante sur K.Soit FK =
1

|K|

∫

K

f1K , alors
SK |K|p

n+1
K − pn

K

∆t
+ eT

KQK = FK . (2.47)Finalement, on obtient l'équation de bilan suivante :
SK |K|p

n+1
K

∆t
+ eT

KQK = SK |K|p
n
K

∆t
+ FK , (2.48)ou enore

SK |K|p
n+1
K

∆t
+
∑

F⊂∂K

QK,F = SK |K|p
n
K

∆t
+ FK , (2.49)On peut aluler les pressions moyenne pK et les �ux QK,F loalement une foisonnaitre les traes de la pression tpK,F , et ela en utilisant les deux équations (2.42)et (2.48) et résolvant le système :

(

SK |K|
∆t

eT
K

−eK MK

)

(

pn+1
K

QK

)

=

(

SK |K|p
n
K

∆t
+ FK

−tpK

) (2.50)Par hybridization des équations et assemblage, on peut érire le système globaledont les inonnus sont uniquement les traes de la pression tpK,F . 37



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTHybridizationPour l'hybridization des équations, on élimine les pressions moyennes dans leséléments et les �ux pour avoir un système dont les inonnues sont uniquement lestraes de la pression, en suivant les étapes suivantes :1) On remplae les �ux de l'équation de onservation (2.49) par leur expressionobtenue par l'équation (2.43), on obtient
SK |K|p

n+1
K

∆t
+
∑

F⊂∂K

[

αK,Fp
n+1
K −

∑

F ′⊂∂K

(M−1
K )F ′,F tp

n+1
K,F ′

]

= SK |K|p
n
K

∆t
+ FK ,

SK |K|p
n+1
K

∆t
+ αKp

n+1
K −

∑

F ′⊂∂K

αK,F ′tpn+1
K,F ′ = SK |K|p

n
K

∆t
+ FK ,où αK =

∑

F⊂∂K

αK,F .2) On exprime la pression moyenne dans l'élément en fontion des traes de lapression à partir de l'équation de onservation.Soit λK =
αK∆t

SK |K| et βK =
λK

1 + λK

,
pn+1

K = (1 − βK)pn
K +

βK

αK

FK + βK

∑

F ′⊂∂K

αK,F ′

αK

tpn+1
K,F ′,3) l'équation en trae de la pression est alulée en remplaçant la pressionmoyenne par son expression obtenue à l'étape 2 dans l'équation dérivant laontinuité de �ux.On a pour toute fae F : Qn+1

K,F +Qn+1
K ′,F = 0.

αK,FpK + αK,Fp
n+1
K ′ −

∑

F ′⊂∂K

(M−1
K )F ′,F tp

n+1
K,F ′ −

∑

F ′⊂∂K ′

(M−1
K ′ )F ′,F tp

n+1
K ′,F ′ = 0,(2.51)et pour tous les bords ∂K ontenant F, on érit :

∑

∂K⊃F

αK,Fp
n+1
K −

∑

∂K⊃F

∑

F ′⊂∂K

(M−1
K )F ′,F tp

n+1
K,F ′ = 0. (2.52)En remplaçant pn+1

K par son expression obtenue dans l'étape préedante et enregroupant les termes, on obtient :
∑

∂K⊃F

[

∑

F ′⊂∂K

(

(M−1
K )F ′,F − βK

αK,F ′

αK

)

tpn+1
K,F ′

]

=
∑

∂K⊃F

[

αK,F (1 − βK)pn
K +

βK

αK
FK

]

,(2.53)38



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTet en ajoutant le veteur qui ontient les onditions aux bords, on peut ériresous forme matriielle :
ATP = b (2.54)où TP est le veteur des traes de pressions par fae,

A = ((A)F,F ′)F,F ′∈∂K =
∑

∂K⊃F

∑

F ′⊂∂K

(

(M−1
K )F ′,F − βK

αK,F ′

αK

)

,

b = ((b)F )F∈∂K =
∑

∂K⊃F

[

αK,F (1 − βK)pn
K +

βK

αK

FK

]

+ get g est le veteur qui onditions aux bords.L'équation (2.54) représente le système global dont les inonnues sont les traesde la pression.Validation de l'éoulement transitoire implémenté dans 3FLOa) Cas test : TheisCe test onsiste à simuler un essai de pompage à débit Q onstant sur l'axe desymétrie d'un ylindre et à analyser la variation de harge en di�érents points dumassif, à di�érentes distanes du puits d'essai, respetivement à 1, 5, 10 et 15 m duentre de puits.

Fig. 2.11: Log de rabattement (m) en fontion du log du tempsLes onditions aux limites et onditions initiales sont illustrées dans la Figure(2.11).La perméabilité est 10−3m2/s, et le oe�ient d'emmagasinement est 10−3. 39



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTb) Solution analytique de TheisLe problème de Theis revient à résoudre l'équation de di�usivité en régime tran-sitoire 2D :
∆h =

S

K
∂h

∂t
,où :� S est le oe�ient d'emmagasinement sans dimension [1],� K est la perméabilité [L2.T−1],� h la harge hydraulique [L],� t le temps [T ].On suppose que :� le milieu est in�ni, radial et symétrique en z, homogène et isotrope,� la perméabilité est onstante (nappe aptive, ou nappe libre peu rabattue),� le problème est plan (surfae piézométrique horizontale),� le forage est vertial en r = 0 de petit rayon r0 , pénètre tout l'aquifère, pompeà débit onstant positif Q,� l'aquifère est initialement immobile, à t = 0 la harge est onstante h0.Sous es hypothèses, la solution ne dépend que de la distane r, et en oordonnéesradiales l'équation de la di�usivité s'érit (f. [59℄, [28℄) :































S

K
∂h

∂t
− ∂2h

∂r2
− 1

r

∂h

∂r
= 0, r > r0, t > 0,

h(r, 0) = h0, r > r0,
(

r
∂h(r, t)

∂r

)

r=r0

= − Q

2πK , t > 0.

(2.55)
La solution de e problème est donné par Theis [86℄ :

h(r, t) = h0 +
Q

4πK

∫ +∞

τ

e−ξ

ξ
dξ,où Q est le débit de pompage [L3.T−1], et τ =

r2

4πt
.) Résultats numériquesOn ompare la solution analytique de Theis et la solution numérique donnéepar la méthode Mixte-Hybride (Figure 2.13). Les ourbes ontinues (la1, la5, la10,la15) orrespondent à la solution analytique et (lh1, lh5, lh10, lh15) à la solutionnumérique.40



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORT

Fig. 2.12: Rabattement (m) en fontion du temps, éhelles logarithmiques à difé-rentes distanes de puitsOn onstate une bonne onordane entre les résultats numériques et la solutionanalytique de Theis jusqu'à environ un jour de pompage. Au delà de ette périodele problème traité n'est plus équivalent au problème Theis, qui suppose un milieuin�ni.

41



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORT

Fig. 2.13: Allure de la harge induite par un pompage à débit onstant6.2 Transport : l'advetion par VF et la di�usion par EFMHDéomposition d'opérateursÉtape d'advetion :Soit ∆t le pas de temps de di�usion, il sera divisé enM pas de temps d'advetion
∆ta tels que ∆t = M∆ta ave M ≥ 1, le pas de temps d'advetion sera ontr�lé parla ondition CFL :

∆ta ≤ min
K











φK |K|
∑

F−⊂∂K

∫

F−

u ·nF−











, (2.56)où F− est une fae du tétraèdre K par laquelle le �ux est entrant.L'intervalle [tn, tn+1] est divisé en M intervalles [tn,m, tn,m+1], m = 0, ...,M − 1,ave tn,0 = tn, tn,M = tn+1. On note par cn,m l'approximation de c à l'instant tn,mave cn,0 = cn. Le pas de temps d'advetion est ∆ta = ∆t/M .Tout d'abord, on résout M fois une équation d'advetion expliitement par laméthode de volumes �nis déentrée amont.42



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTPour m = 0, . . . ,M − 1 : φ
cn,m+1 − cn,m

∆ta
+ ∇ (uc) = 0,et en utilisant les notations du paragraphe préedent pour la disrétisation de l'équa-tion d'advetion, on obtient :

φK |K|c
n,m+1
K − cn,m

K

∆ta
+
∑

F⊂∂K

Qn,m
K,F = 0, m = 0, . . . ,M − 1,ou enore

cn,m+1
K = cn,m

K − ∆t

φKM |K|
∑

F⊂∂K

Qn,m
K,F , m = 0, . . . ,M − 1. (2.57)Étape de di�usionUne fois cn,M

K obtenue dans l'étape d'advetion aprèsM pas de temps d'advetion,on alule cn+1
K par un shéma impliite, en résolvant l'équation de di�usion (2.58)ave le pas de temps ∆t par la méthode des éléments �nis mixtes-hybrides (setion6.1).







φ
cn+1 − cn,M

∆t
+ ∇(rn+1) = f,

rn+1 = −D∇cn+1

(2.58)En proédant ainsi, on peut résoudre séparement l'advetion et la di�usion avedeux éhelles di�érentes de pas du temps. Pour raison de stabilité, on doit hoisirun pas de temps d'advetion petit qui véri�e la ondition CFL, mais on peut sepermettre un pas de temps plus grand pour la di�usion, mais e pas de temps dedi�usion ne doit pas être trop grand a�n de ne pas trop perdre de préision.La di�usion par la méthode mixte hybridePour disrétiser l'équation de dispersion (2.7) par la méthode EFMH, nous intro-duisons une nouvelle variable r = −D∇c qui orrespond au �ux dispersif. L'équation(2.7) s'érit don de la façon suivante :
{

φ
∂c

∂t
+ ∇ · r = f,

r = −D∇c.
(2.59)L'approximation par les EFMH du système (2.59), dérivant le transport purementdispersif est identique à elle utilisée pour le système dérivant l'éoulement transi-toire. 43



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTL'advetion par la méthode des volumes �nis déentrée en amontCette partie dérit un shéma basé sur une méthode de volumes �nis pour ré-soudre le problème purement advetif (étape d'advetion dans la déompositiond'opérateurs). On onsidère l'équation d'advetion suivante :
{

φ
∂c(x, t)

∂t
+ ∇ · (u(x, t)c(x, t)) = 0,

c(x, 0) = c0(x).
(2.60)Soit Ω le domaine d'appliation et T le maillage de disrétisation. On intègre l'équa-tion (2.60) sur un élément K de T , on obtient :

∫

K

φ
∂c(x, t)

∂t
dx+

∫

∂K

u(x, t) · νK(x)c(x, t)dx = 0, (2.61)où νK est le veteur normal extérieur de ∂K. Soit ∆t le pas de temps tel que tn = n∆tpour n ∈ N. Ave une disrétisation en temps par un shéma d'Euler expliite, onapprohe la solution cn(x) de l'équation (2.60) à tn par :
1

∆t

∫

K

φ(cn+1(x) − cn(x))dx+

∫

∂K

u(x, tn) · νK(x)cn(x)dx = 0, ∀n ∈ N, (2.62)ave u0(x) = u(x, 0) = u0(x). Soit cnK la onentration inonnue, onstante dansl'élément K, φK la porosité moyenne dans K, et soit νK,F la normale à la fae Fdu bord ∂K dirigé vers l'extérieur de K. Le deuxième intégrale dans (2.62) peuts'érire sous forme :
∫

∂K

u(x, tn) · νK(x)cn(x)dx =
∑

F∈∂K

∫

F

u(x, tn) · νK,F c
n(x)dx. (2.63)Pour F ⊂ ∂K, soit

Qn
K,F =

∫

F

u(x, tn) · νK,Fdx.Ce terme représente le �ux à travers la fae F, et 'est la quantité alulée par lesEFMH dans l'éoulement.Par un déentrage en amont, haque terme de la somme du seond membre de (2.63)est disrétisé par :
qn
K,F =

{

Qn
K,F c

n
K si Qn

K,F ≥ 0,
Qn

K,F c
n
K ′ si Qn

K,F < 0,
(2.64)où K ′ est l'élément voisin de K de fae ommune F . Ave ette approximation, leproblème (2.60) peut s'érire sous forme :







φK
|K|
∆t

(cn+1
K − cnK) +

∑

F∈∂K

qn
K,F = 0, ∀K ∈ T ,

c0K =
∫

K
c0(x)dx,

(2.65)44



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORToù |K| est la mesure de l'élément K. Ce shéma est loalement onservatif, pourhaque fae F entre deux éléments K et K ′, on a Qn
K,F = −Qn

K ′,F . Cette propriétéest importante pour plusieurs hamps d'appliations.6.3 Mise en oeuvre dans 3FLO pour la partie di�usive dutransportLe logiiel 3FLO est un ode de alul d'éoulement et de transport 3D. Il estadapté aussi bien pour les études hydrogéologiques dans les milieux fraturés quepour les études géohimiques dans les milieux poreux.Pour mettre en oeuvre la partie di�usive du transport, on a d'abord modi�é leode 3Flo pour pouvoir simuler un éoulement transitoire ave la méthode mixtehybride, et les résultats numériques ont été validés par une solution analytique surle as test Theis, f. la setion 6.1 dans le paragraphe validation.Comme la résolution de la partie di�usive du transport dans la déompositiond'opérateurs est similaire à un problème d'éoulement transitoire, alors sa résolutionrevient à adapter le développement préédent pour simuler un problème de di�usionpure. Le but était d'aboutir à un ode unique pour traiter les deux situations.La di�ulté pour modi�er le ode est venue de e que les variables faisaientexpliitement référene aux quantités physiques (harge, pression, perméabilité, ..),les méthodes de résolution étaient génériques et n'ont pas été modi�ées. Il fallaitdon trouver un méanisme qui permettre de faire agir es méthodes génériques surdes données qui peuvent être de type di�érents, et éviter de dupliquer le ode.Le prinipePour pouvoir distinguer entre l'éoulement et la di�usion, on a introduit unelasse abstraite MainResolution et deux lasses dérivées Flow et Diff qui héritentde la lasse MainResolution. La lasse Flow est spéi�que pour une résolutiond'éoulement stationnaire ou transitoire et la lasse Diff pour un problème de di�u-sion ave la méthode Mixte hybride ou Galerkin. La lasse MainResolution ontientles méthodes de résolution, et délègue aux sous-lasses l'aès aux données, via leméanisme des fontions virtuelles (voir diagramme (2.14)).Restruturation du odeDiagramme des lassesLa lasse MainResolution ontient la dé�nition des fontions Mixte hybrideet Galerkin (GResolution(), Gassembly(), MHResolution(), MHassem()). Dans es45



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORT

Fig. 2.14: Diagramme des lasses
46



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTfontions, on a remplaé toutes les variables spéi�ques pour une résolution d'éou-lement par les fontions virtuelles (mentionnées dans le diagramme (2.14)) . Lafontion Variab() ou OldVariab() renvoie la harge pour un alul de l'éoulementet la onentration pour un alul de di�usion. Dans une fontion Prinipal() dela lasse mère, on fait une mise à jour de OldVariab à haque pas du temps et onrésout le problème ave Galerkin ou Mixte hybride.La lasse HeadTank est remplaée par la lasse GeneralTank pour ontenir enplus des informations sur la harge (les onditions aux bords sur la harge, head,
oldhead), les données et les informations pour la onentration.Ave ette réorganisation du ode, il devient plus simple et propre de distin-guer entre une résolution d'éoulement ou de di�usion et il n'est pas néessaire deréer et d'utiliser partout un indiateur qui distingue les deux ; la distintion se faitmaintenant par un pointeur de la lasse MainResolution,MainResolution *ptrF=new Flow() ;MainResolution *ptrD=new Di�() ;Dans la boule prinipale du temps, on appel la fontion Prinipal() une fois avel'objet ptrF (ptrF− > Principal()) pour une résolution d'éoulement et une autrefois ave l'objet ptrD (ptrD− > Principal()) dans la fontion TransportSplitting()pour une résolution du problème de di�usion.Autres modi�ations dans le ode� Mise en oeuvre de la partie advetive par la méthode des volumes �nis.� Shéma de temps splitting entre advetion et di�usion.� Calul de la vitesse de Dary et du tenseur de di�usion.� Adaptation de la méthode de Galerkin pour la réutiliser pour un alul dedi�usion.� Distintion entre les onentrations alulées à partir de la quantité de parti-ules et les onentrations dues à un gradient de onentration (aès au �hierde données "�sh", graphiques, ommandes d'initialisation).� Ajout de la apaité de stoker la harge et la onentration dans le blok etdeux ommandes bcConc et bcBconc pour traer le ontour des onentrationsou blokContour onentrations.� Ajout des fontions �sh block_conc, pipe_conc, node_conc, bl_head.� Initialisation de la onentration et prise en ompte des onditions aux bordssur la onentration due à un gradient.� Ajout de la ommande "set transport" pour distinguer entre un alul d'éou-lement ou du transport. 47



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORT7 Validation numérique du transport ave la solu-tion analytique7.1 Cas test aadémiquePour e as test aadémique, on résout un problème d'advetion-di�usion [80℄,[38℄, et on veut omparer les résultats de onentrations donnés par le ode splittingimplémenté dans 3Flo, et la solution analytique bidimensionnelle [38℄ qui orrespondaux onditions suivantes� le domaine est homogène ;� l'éoulement est monodimensionnel, ave une vitesse parallèle à l'axe (ox)(v=(1,0,0)) ;� La onentration initiale est nulle ;� La ondition au bord est une ondition de Dirihlet, une onentration imposéesur une partie du bord à gauhe du domaine, (0,y , t>0)=0 (0=10) si |y|<a(a=8).

Fig. 2.15: Géométrie
Pour les autres données [80℄ du problème, on prend un domaine de longueur 100et de profondeur 40 (et de largeur 1 pour la simulation 3D dans 3Flo). Le maillageutilisé dans 3Flo est un maillage tétraédrique (ave ∆x = 2, ∆y = 2, ∆z = 1) Deuxrégimes testés, régime di�usif ave Pe = 1 (pour une di�usion longitudinale DL = 2et transversale DT = 0.2) , et régime advetif ave Pe = 10 (pour les données :
DL = 0.2 et DT = 0.02).48



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORT7.2 La solution analytiqueLa solution analytique ave es onditions est donnée selon Leij Feike et Dane [38℄par :
c(x, y, t) =

xc0
(16πDL)2
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 dτ.Pour aluler l'intégrale, on va utiliser la formule de Gauss-Chebyshev basée sur lespolyn�mes de Chebyshev d'ordre 1,
∫ b
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 .Ave un hangement de variables, on obtient :
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.Ave ette approximation de l'intégrale, la solution peut s'érire sous la forme
c(x, y, t) ≃ xtc0
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CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORT7.3 Comparaison des résultatsDans ette partie, on ompare les résultats numériques et analytiques du trans-port pour les deux régimes advetif et di�usif, et on disute l'infuene du pas detemps d'advetion ainsi du pas de temps de di�usion sur la solution numérique.Advetion dominanteLes ourbes d'iso-valeurs (Fig. 2.16) représentent le panahe des onentrationsà t=50, à droite la solution analytique et à gauhe la solution numérique donnée parle ode splitting (3Flo), le pas de temps de di�usion est ∆t = 10 et le nombre depas d'advetion pour un pas de di�usion vaut M = 18.Comme on s'y attend, le panahe se déplae linéairement suivant la vitesse et le sensd'éoulement, et les résultats numériques sont très prohes de la solution analytique.

(a) Solution numérique (b) Solution analytiqueFig. 2.16: Panahe de onentration à t=50
Pour omparer plus préisément es résultats, on va regarder le pro�l de laonentration suivant l'axe l'éoulement (ox). On trae sur la même �gure (Fig.2.17) l'évolution de la onentration numérique et de la onentration analytiquepour le pro�l y=0, à inq instants di�érents t=10, 20, 30, 40, et 50. On onstate quela onordane est exellente.50
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Fig. 2.17: Comparaison de la onentration numérique et de la solution analytiquepour le pro�l y=0, et Pe=10.L'e�et du pas de temps d'advetion sur la solutionPour voir l'e�et de la ondition CFL et le hoix dupas de temps d'advetion, on �xe pour e as test,le pas de temps de di�usion ∆t = 10, le nombre dePelet Pe = 10, le pas de temps dtcmax = 0.65359.On fait varier la valeur de CFL, e qui veut dire varierle pas du temps d'advetion (Tableau à droite), et onompare les solutions numériques obtenues ave lasolution analytique (Fig. 2.18).
CFL dt M0.1 0.06493 1541 0.625 161.1 0.71428 14

Fig. 2.18: Conentration pour di�érentes valeurs de CFL 51



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORTLe respet de la ondition CFL est un ritère néessaire pour la stabilité d'unshéma numérique, on onstate la présene d'osillations numériques lorsqu'on dé-passe sa valeur limite 1. Ave la valeur CFL qui vaut 1, le résultat numérique oïnideave la solution analytique et on remarque une di�usion numérique qui apparaît dèsque la valeur CFL s'éloigne de 1.Di�usion dominanteCe as test représente le modèle du transport pour le régime di�usif (Pe = 1), lesourbes d'iso-valeurs (Fig. 2.19) représentent le panahe des onentrations à t=50,à droite la solution analytique et à gauhe la solution numérique.

(a) la solution numérique à t=50 (b) la solution analytique à t=50Fig. 2.19: Panahe de onentration
La �gure (Fig. 2.20) représente l'évolution de la onentration numérique etanalytique pour le pro�l y=0, à inq instants di�érents t=10, 20, 30, 40, et 50. Lesrésultats numériques traés sur la �gure (Fig. 2.20a) sont donnés pour un grand pasde temps de di�usion ∆t = 10 pour 18 pas d'advetion, et les résultats numériques dela �gure (Fig. 2.20b) sont données pour un petit pas de temps de di�usion ∆t = 1.5pour 3 pas d'advetion, et es résultats prouvent une très bonne onformité ave lasolution analytique.52



CHAPITRE 2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TRANSPORT

(a) dt=10, M=18 (b) dt=1.5, M=3Fig. 2.20: Comparaison de la onentration numérique et analytique pour le pro�ly=0, et Pe=1Pour le régime di�usif, l'erreur d'approximation diminue ave le pas du tempsde di�usion.8 ConlusionLa résolution de l'équation d'advetion-di�usion en milieux poreux néessite laonnaissane préalable du hamp de vitesse. L'utilisation de la méthode EFMH pourle alul du hamp d'éoulement assure une desription de l'éoulement beauoupplus préise que les méthodes d'EF de Lagrange.La résolution numérique de l'équation du transport est un problème relativementdi�ile, notamment quand le méanisme de l'advetion est prédominant ou lorsquela simulation doit être e�etuée sur une très longue période de temps. Sa résolutionpar les méthodes lassiques n'est satisfaisante que pour une disrétisation très �nedu domaine d'espae et du temps.La tehnique de séparation d'opérateurs est utilisée pour disrétiser l'équationd'advetion-di�usion. La partie di�usive est approhée en utilisant la méthode EFMHet la partie advetive est approhée par la méthode VF. L'intérêt de ette tehniqueest de traiter des proessus di�érents omme l'advetion, la di�usion, la himie, et.ave des méthodes numériques appropriées, ainsi d'éonomiser du temps de alulen prenant des éhelles de temps di�érents pour la di�usion et l'advetion.
53
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Chapitre 3Résolution du modèle d'équilibrehimiqueDans e hapitre, nous rappellerons les éléments du traitement numérique desréations himiques. Les ingrédients essentiels seront la loi d'ation de masse, et laloi de onservation de la masse.Dans le adre du transport réatif, le r�le du module himique sera de alulerquelle proportion de haque espèe se trouve en solution, et quelle partie se trouvesous forme solide. Il est don important de distinguer les réations homogènes ethétérogènes. Nous donnerons quelques éléments sur la modélisation des réations desorption, en indiquant omment on peut les ramener, du point de vue du alul, àdes lois d'ation de masses.Dans ette thèse nous nous restreignons aux réations en équilibre, e que nousjusti�erons après une rapide étude des réations inétiques. Nous introduirons lesnotions de omposants et d'espèes seondaires, dues à Morel [65℄, et qui permettentde formuler de manière onise un système himique à l'équilibre.Cette formulation onduit à un système d'équations non-linéaires. Après avoirdisuté de l'existene et de l'uniité des solutions, nous étudierions la résolutionnumérique de e système par la méthode de Newton. Nous validerons ette étudesur des as tests.Nous indiquerons la modélisation des réations réations de sorption, qui sont in-dispensables pour l'étude du modèle ouplé au hapitre suivant, et les modi�ationsà apporter à la méthode vue préédemment pour les prendre en ompte.1 Modélisation des réations himiquesLe but d'un module de spéiation himique est de aluler les onentrations desdi�érentes espèes présentes dans le système onsidéré, à partir de la onnaissanedes réations, et des éléments himiques en ause.On peut lassi�er les réations himiques selon deux ritères (voir [72℄) : en55



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DU MODÈLE D'ÉQUILIBRE CHIMIQUEfontion du aratère homogène ou non de la réation, ou en fontion de la vitessede la réation.1.1 Réations homogènes ou hétérogènesUne première lassi�ation des réations est entre réations homogènes (dans unemême phase), et réations hétérogènes (faisant intervenir deux ou plusieurs phases).Sans donner de dé�nition préise, notons qu'une phase est un ensemble homogènedans sa omposition.Dans le adre des modèles de milieux souterrains, les réations homogènes sontles réations en phase aqueuse, 'est-à-dire que d'une part l'eau intervient de ma-nière essentielle, et que d'autre part la matrie roheuse et les espèes minéralesn'interviennent pas. On trouvera dans e adre, outre la dissoiation de l'eau, laomplexation, les réations aido�basiques, les réations d'oxydo�rédution, ...Les réations hétérogènes (dans le ontexte géohimique) sont prinipalementles réations de préipitation�dissolution, et les réations de sorption. Rubin [72℄distingue entre es deux types de réation en onsidérant que les premières sont detype �lassique�, alors que les seondes se produisent à l'interfae du milieu aqueuxave la rohe. Les réations de préipitation�dissolution impliquent l'eau et une (ouplusieurs) espèe minérale, qui peut exister sous forme solide, ou sous forme dissoute.La réation ne se produit que si un seuil, nommé produit de solubilité est atteint.Une onséquene importante du point de vue de la modélisation est que es réationsonduisent à des modèles non�di�érentiables. Nous ne les prendrons pas en omptedans ette thèse.Les réations de sorption sont le prinipal méanisme par lequel les espèes hi-miques dissoutes interagissent ave la matrie roheuse. Il existe deux modèles prini-paux pour dérire es éhanges (nous y reviendrons brièvement au paragraphe 4) : laomplexation de surfae, et l'éhange d'ions. Dans le adre de e travail, au delà desdi�érenes entre es deux approhes, nous onsidérerons qu'elles onduisent toutesdeux à des réations himiques qui rentrent dans le formalisme général des lois d'a-tion de masse.1.2 Réations inétiques ou à l'équilibreL'autre axe de lassi�ation des réations himiques est elui de leur vitesse, oude leur aratère réversible ou irréversible. Dans le as de la géohimie, il est naturelde omparer ette vitesse aux vitesses aratéristiques du transport. Quand la vitessede réation est lente par rapport à elle du transport, ou du même ordre que elle-i,on doit prendre en ompte la inétique de la réation, qui est alors irréversible. Dansle as ontraire, le système est réversible, on peut onsidérer qu'il est à l'équilibreinstantané à haque instant, et qu'une modélisation par des réations à l'équilibreest adéquate.56



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DU MODÈLE D'ÉQUILIBRE CHIMIQUEL'importane des réations inétiques dépend du type d'appliation envisagée.Les réations en phase aqueuse peuvent être onsidérées à l'équilibre, et il en est demême des réations de sorption. Les appliations inluant des réations biohimiquesdoivent prendre en ompte leur aratère inétique [43℄, et il est souvent néessairede prendre en ompte la inétique des réations minérales (une des raisons pourignorer e point est d'ailleurs la di�ulté de disposer de données expérimentales surles vitesses de réation).Contrairement au modèle d'équilibre, régi par la thermodynamique, et que nousdérirons au paragraphe 2, il existe une grande variété de modèles inétiques. Citonspar exemple les modèles de biodégradation [43℄, les modèles prenant en ompte leproduit de solubilité des minéraux [81℄, et les modèles basés sur la loi d'ationde masse. À la fois en raison de ette di�ulté, et onformément au hoix de nepas prendre en ompte les minéraux, dans ette thèse nous nous restreignons auxréations à l'équilibre.2 Modélisation des réations d'équilibre2.1 Espèes omposantes et seondairesNous onsidérons don maintenant un système himique omposé uniquementde réations à l'équilibre. À e stade, nous ne distinguerons pas entre les réationshomogènes ou hétérogènes, ela fera l'objet de la setion 4. Nous onsidérons donun système omposé de Ne espèes, réagissant entre elles par Nr réations :
Ne
∑

j=1

ν̃ijYj ⇆ 0, i = 1, . . . , Nr, (3.1)où ν̃ est la matrie des oe�ients stoehiométriques. Il est naturel de suppose, d'unepart que Nr ≤ Ne, et d'autre part que la matrie ν̃ est de rang maximal, soit Nr.En e�et, dans le as ontraire, des réations seraient redondantes. Notons que ettehypothèse peut tomber en défaut dans le as des modèles inétiques, pour lesquels ilpeut exister des hemins réationnels distints entre deux états. Mettons la matrie
ν̃ sous forme éhelon [63℄ (ette rédution n'est pas unique). Comme la matrie estsupposée de rang maximum, ette forme éhelon est [I −ν

] où la matrie identitéest de taille Nr ×Nr, et ν est Ns −Nr ×Nr. Le système himique s'érit alors (aprèsune éventuelle renumérotation) sous la forme
Yi ⇆

Nr
∑

j=Ns

νijYj, i = 1, . . . , Nr (3.2)Il est ommode d'isoler les Ns −Nr dernières omposantes du système, et de parti-tionner Y =

[

x
c

], ave x de taille Nr et c de taille Ns − Nr. Les espèes présentes57



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DU MODÈLE D'ÉQUILIBRE CHIMIQUEdans c sont appelées les espèes omposantes du système, et elles dans x sont ditesespèes seondaires. On notera Nc = Ns − Nr le nombre de omposantes. Ave esnotations, le système himique devient �nalement
xi ⇆

Nc
∑

j=1

νijcj , i = 1, . . . , Nr. (3.3)Exemple 1. Considérons le système himique de la dissoiation de l'aide arbo-nique, formé par les réations suivantes :H3O+
+ OH-

⇆ 2H2O,H2O + H2CO3 ⇆ H3O+
+ HCO3- ,HCO3- + H2O ⇆ CO32- + H3O+

.Les espèes en présene sont OH-, HCO3- , CO32-, H2O, H3O+, et H2CO3, on a don
Ns = 6, Nr = 3, et la matrie stoehiométrique est

ν̃ =





1 0 0 −2 1 0
0 −1 0 1 −1 1
0 1 −1 1 −1 0



Comme la matrie est de rang 3, il y a plusieurs hoix possibles pour les espèesomposantes. Nous hoisissons (arbitrairement) H2O, H3O+, et H2CO3. Une formeéhelon pour ν̃ est




1 0 0 −2 1 0
0 1 0 −1 1 −1
0 0 1 −2 2 −1



 .On voit don que
ν =





2 −1 0
1 −1 1
2 −2 1



 .et l'on peut exprimer les espèes seondaires, OH-, HCO3- et CO32- :OH-
⇆ 2H2O− H3O+

,HCO3- ⇆ H2O− H3O+
+ H2CO3CO32- ⇆ 2H2O− 2H3O+

+ H2CO3.Ainsi, les espèes omposantes sont elles à partir desquelles ont peut expri-mer, de façon unique, les autres espèes présentes dans le système. Il s'agit en faitde trouver une base de l'espae vetoriel engendré par les olonnes de la matriestoehiométrique ν̃.58



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DU MODÈLE D'ÉQUILIBRE CHIMIQUE2.2 Mise en équationLe but d'un alul d'équilibre est de trouver la répartition des di�érentes espèeshimiques. Les lois régissant et équilibre sont elles de la thermodynamique las-sique, en partiulier l'équilibre est obtenu lorsque la omposition du système réalisele minimum de l'énergie libre
G =

∑

i

niµioù ni est le nombre de m�les de l'espèe i et µi est son potentiel himique. Lepotentiel himique de l'espèe i est donné en fontion de son ativité ai par
µi = µ0

i +RT ln
ai

a0
i

,où µ0
i et a0

i sont, respetivement, le potentiel himique et l'ativité de l'espèe onsi-dérée, dans des onditions de référene. Pour toutes es notions, voir par exempleles livres [81℄ ou [82℄. Dans e dernier ouvrage, on montre que la minimisation del'énergie libre est équivalente à la formulation lassique par loi d'ation de masse etonservation de la masse, et 'est ette formulation que nous allons dérire mainte-nant.Pour haque réation himique, l'équilibre s'exprime par la loi d'ation de masse :le produit (ave des puissanes algébriques) des ativités des espèes partiipant àla réation est égal à une onstante, appelée onstante d'équilibre de la réation.Cette onstante (qui peut, en prinipe, se aluler à partir du potentiel himiquede référene) est une donnée pour haque réation himique (elle peut varier enfontion de la température). On trouve es onstantes dans les bases de données dethermodynamique. Pour haque réation telle que (3.3), on érira don la relationalgébrique :
{xi} = Ki

Nc
∏

j=1

{cj}νij , i = 1, . . . , Ns (3.4)en notant {cj} (resp. {xi}) l'ativité du omposant j (resp. de l'espèe seondaire
i). Une autre série d'équations est fournie par la loi de onservation des espèes. Sil'on onsidère un système fermé, la quantité de haque espèe présente est invariante,et se retrouve don soit sous la forme du omposant onsidéré, soit sous la forme del'une des espèes seondaires. On notant Ti le total du omposant i (supposé onnupour un système fermé), on a don

Tj = [cj] +

Ns
∑

i=1

νij [xi], j = 1, . . . , Nc (3.5)en notant ette fois [cj] (resp. [xi]) la onentration du omposant j (resp. de l'espèeseondaire i). 59



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DU MODÈLE D'ÉQUILIBRE CHIMIQUEIl reste à préiser la relation entre ativité et onentration. Il s'agit là d'un pro-blème de modélisation relativement déliat, et pour lequel il n'existe pas de onsen-sus dans la ommunauté des himistes. Pour une solution idéale, 'est-à-dire dansla limite d'une dilution in�nie (en pratique, lorsque les onentrations sont faiblesdevant 1), on peut onfondre ativité et onentration. On parle don de orretiond'ativité.Pour prendre en ompte ette orretion, on introduit une fontion γ(y) (quiest don une fontion de l'ensemble des onentrations, nous notons [y] =

[

[x]
[c]

]),appelée oe�ient d'ativité, qui est telle que [ak] = γ(y)[yk], et qui véri�e don
limy→0 γ(y) = 1. La plupart des modèles utilisés, omme le modèle de Debye�Hükel,ou le modèle de Davies (voir [81℄) font intervenir la fore ionique dé�nie omme

I = 1/2
∑

k

[yk]Z
2
koù [yk] est la onentration de l'espèe (omposante ou seondaire) k, et Zk est saharge. On voit que ette dé�nition est globale, et que les modèles d'ativité vontdon oupler entre elles les di�érentes onentrations.Dans ette thèse, nous ne onsidérerons que la as des solutions idéales, et neprendrons don pas en ompte de modèle de orretion d'ativité. Cela revient àonfondre ativité et onentration, et pour simpli�er les notations, nous noteronsdon par cj ou xi la onentration de l'espèe orrespondante. Les équations (3.4)et (3.5) se reérivent don sous la forme

xi = Ki

Nc
∏

j=1

c
νij

j , i = 1, . . . , Ns (3.6)
Tj = cj +

Ns
∑

i=1

νij xi, j = 1, . . . , Nc (3.7)Ces équations forment un système d'équations non-linéaires pour les onentrationsdes di�érentes espèes onstituant le système himique étudié. Avant de passer à larésolution numérique de e système, nous allons introduire une manière synthétiquede résumer e système, qui est ourante dans la littérature géohimique, et que nousutiliserons dans la suite de e travail. Nous ferons ensuite quelques ommentairesonernant l'existene et l'uniité des solutions du système (3.6).2.3 Le tableau de MorelUne représentation synthétique du système himique est fournie par le tableaude Morel [65℄. On érit simplement la matrie ν (parfois sous la forme [I
ν

] pour faire�gurer toutes les espèes), en indiquant au dessus de haque olonne (resp. à gauhe60



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DU MODÈLE D'ÉQUILIBRE CHIMIQUEde haque ligne) le nom de la l'espèe omposante (resp. seondaire) orrespondante,en bas de haque olonne le total de l'espèe onsidérée, et à droite de haque lignela valeur de la onstante d'équilibre.On lit don sur le tableau de Morel une réation himique (ou de manière équi-valente, une loi d'ation de masse) par ligne, et une loi de onservation par olonne.Cette présentation est équivalente à la formulation (3.6) donnée plus haut, maispermet, sur un exemple onret de présenter en une seule fois l'ensemble des infor-mations.De manière générale, le tableau de Morel pour un système himique s'érit sousla forme
c1 · · · cj · · · cNc

x1 ν11 · · · ν1j · · · ν1Nc
K1... ... ... ... ...

xi νi1 · · · νij · · · νiNc
Ki... ... ... ... ...

xNs ν1Ns
· · · νNsj · · · νNsNc

KNsCon. tot. T1 · · · Ti · · · TNcTab. 3.1: Tableau de Morel pour un système himique généralExemple 2. Nous reprenons les données de l'exemple 1. Le tableau de Morel s'éritdans e as : H2O H3O+ H2CO3OH- 2 -1 0 K1HCO3- 1 -1 1 K2CO32- 2 -2 1 K3Total T1 T2 T3Tab. 3.2: Tableau de Morel pour la dissoiation du arbone
2.4 Existene et uniité pour le système d'équilibreAvant de disuter des méthodes numériques pour résoudre le système non-linéaire(3.6), nous allons brièvement donner les résultats théoriques existants dans la litté-rature.La majorité des travaux disutant de l'existene, et de l'uniité, de solutionspour (3.6) partent de la formulation sous forme de minimisation de l'énergie libre de61



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DU MODÈLE D'ÉQUILIBRE CHIMIQUEGibbs. Un des permiers artiles dans ette veine est elui de Shapiro et Shapley [79℄.L'existene d'au moins un minimum est établie sous des hypothèses assez générales(système à plusieurs phases). Il est évidemment néessaire que les lois de onser-vation (3.5), qui sont des ontraintes du problème de minimisation soient véri�ées,e qui onstitue une ondition sur le total T . L'existene déoule de la onvexitéde la fontionnelle d'énergie. De plus, une ondition est donnée pour l'uniité de lasolution, qui est en partiulier véri�ée dans le as d'un système à une seule phase,e qui reouvre le as traité ii.Ces onsidérations sur la onvexité sont reprises par de nombreux auteurs (Be-thke [9℄, ainsi qu'un hapitre du livre [82℄).Une autre approhe pour l'existene et l'uniité se trouve dans l'artile de G.Gnaadja [42℄ : la formulation (3.6) onstitue un système d'équations polynomiales,auxquels l'auteur applique un théorème de point �xe, pour une métrique adaptéeau problème.3 Résolution numérique du système d'équilibreLe système (3.6) est un système d'équations non-linéaires, dont il n'est naturel-lement pas possible (en général) de aluler exatement la solution. On doit donfaire appel à une méthode numérique.Une première di�ulté vient de e que les inonnues naturelles sont les onen-trations des di�érentes espèes. Ces onentrations sont suseptibles de varier surplusieurs ordres de grandeur, et doivent rester positives pour garder leur signi�ationphysique. Ces deux ontraintes rendent la résolution numérique déliate. Heureuse-ment, un simple hangement de variables permet d'éliminer es deux di�ultés, eta été adopté par la majorité des odes de alul : on prend omme inonnues leslogarithmes des onentrations. Ainsi, les onentrations seront automatiquementpositives, et les inonnues du système non�linéaire garderont un ordre de grandeurraisonnable.Notons lc = ln c et lx = ln x es nouvelles inonnues (on note ln y le veteur dontles omposantes sont les logarithmes de omposantes du veteur y). Le système (3.6)devient
lxi = lnKi +

Nc
∑

j=1

νij lcj , i = 1, . . . , Ns

Tj = cj +
Ns
∑

i=1

νij xi, j = 1, . . . , Nc,soit en notation matriielle :
lx = lK + νlc,

T = c+ νT x,
(3.8)62



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DU MODÈLE D'ÉQUILIBRE CHIMIQUEave les relations lx = ln x, lc = ln c. Outre la simpliité des notations, e hange-ment de variables fait apparaître lairement la nature linéaire des lois d'ation demasse, et met en évidene la di�ulté du problème à résoudre.On peut, et 'est le hoix que nous avons fait, éliminer les inonnues orrespon-dant aux onentrations des espèes seondaires x. On obtient un système d'équa-tions portant uniquement sur lc :
exp(lc) + νT exp{lK + νlc} = T. (3.9)L'intérêt de ette élimination est de onduire à un système de taille réduite, equi donnera une matrie jaobienne plus rapide à inverser à haque itération de laméthode de Newton. Un inonvénient potentiel est que le système linéaire orres-pondant peut-être très mal onditionné : nous avons observé des onditionnementsprohe de 1020 ! Il serait intéressant mener une omparaison systématique des deuxapprohes, e que nous n'avons pu réaliser faute de temps. Pour atténuer le mauvaisonditionnement des matries jaobiennes, nous avons utilisé une tehnique lassiqueen algèbre linéaire : nous avons équilibré les lignes de la matrie, en pré-multipliantelle-i par une matrie diagonale ontenant la somme des oe�ients des lignes (desorte que elles-i aient la même norme). Cette modi�ation simple a grandementdiminué le nombre de as où le onditionnement pose un problème. Une alternativeutilisée par Ho�mann et al. [46℄ est de résoudre le système au sens des moindresarrés, e qui onstitue une alternative robuste (mais deux fois plus oûteuse). Deplus, es auteurs résolvent diretement le système (3.8).La méthode numérique la plus utilisée pour réaliser e alul est la méthode deNewton, mise en oeuvre dans un grand nombre de odes de géohimie. La thèsede J. Carrayrou [17℄ ontient une omparaison de di�érentes méthodes de réso-lution pour le problème de l'équilibre himique. Sa reommandation est d'utiliserune ombinaison de la méthode de Newton ave une méthode de point �xe surune formulation partiulière du système d'équilibre (e qu'il appelle la méthode desfrations ontinues positives). Cette ombinaison permet de réduire les di�ultésdues au manque de onvergene globale de la méthode de Newton, si le point initialn'est pas su�samment prohe de la solution (qui est justement e que l'on herheà aluler). La di�ulté a été aussi renontrée dans le ode Chess [91℄, qui utiliseun � polishing fator � (en fait une étape de reherhe linéaire) pour essayer desurmonter les problèmes de onvergene globale.Nous avons hoisi d'utiliser une méthode de Newton ave reherhe linéaire (im-plémentée en Matlab par C. T. Kelley, voir [52, 53℄) pour assurer ette onvergeneglobale. Il s'agit d'un programme généraliste, auquel nous avons simplement apportéla modi�ation sur la mise à l'éhelle indiquée plus haut.3.1 ExemplesNous avons validé ette approhe sur deux as test, tirés de la thèse de J. Carray-rou. Le premier est une série d'éhanges d'ions, omprenant 6 espèes, et 2 réations.63



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DU MODÈLE D'ÉQUILIBRE CHIMIQUELe tableau de Morel est présenté sur la table 3.3. Les omposés Mont-K, Mont-Ca etMont-AL sont des montmorillonites, des omplexes formés lors d'un éhange ave larohe (voir le paragraphe 4). Dans et exemple, nous �xons les valeurs de l'itéré ini-K+ Ca2+ Al3+ Mont-K logKK+ 1 0 0 0 0Ca2+ 0 1 0 0 0Al3+ 0 0 1 0 0Mont-K 0 0 0 1 0Mont-Ca -2 1 0 2 0.81Mont-Al -3 0 1 3 0.125Total -10 mmol 3 mmol 2 mmol 12 mmolInitial 10 nmol variable variable 11.9 mmolSolution 763.7 µmol 167.4 µmol 300.5 µmol 1.237 mmolTab. 3.3: Tableau de Morel, exemple de l'éhange d'ionstial de la méthode de Newton pour deux des omposants, et faisons varier les valeursdes autres. La �gure 3.1 présente une arte de onvergene, 'est-à-dire le nombred'itérations de la méthode de Newton à partir de e point initial. Nous avons fait
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Fig. 3.1: Carte de onvergene, exemple de l'éhange d'ionsvarier les onentrations initiales en Ca2+ et AL3+ entre 10−12 et 10−1 (en éhellelogarithme). La méthode de Newton, ave reherhe linéaire n'a jamais pris plus de18 itérations, et plut�t entre 6 et 10 pur des onentrations initiales � raisonnables �.64



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DU MODÈLE D'ÉQUILIBRE CHIMIQUELe deuxième exemple provient de l'artile [12℄, nommé � Aide gallique �, etomporte 17 espèes, dont 3 espèes omposantes (et exemple montre bien l'intérêtde la notion de omposantes). Le pH est imposé, il n'y a don que deux onentra-tions inonnues, à savoir Al3+ et H3L. La �gure 3.2 montre la arte de onvergene

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

Concentration en Al3+

C
on

ce
nt

ra
tio

n 
en

 H
3L

Carte de convergence
Test de l’acide gallique

Newton Armijo

5

10

15

20

25

30

35

Fig. 3.2: Carte de onvergene, exemple de l'aide galliquepour et exemple, plus di�ile. On voit en e�et que si la méthode de Newton dé-marre ave des valeurs trop lointaines, elle peut ne pas onverger. Toutefois, ei nese produit que pour des onentrations initiales inférieures à 10−10mol/l, alors quepour la solution on a [Al3+] = 2.05 10−5mol/l et [H3L] = 2.59 10−7mol/l). En dehorsde ette région, le nombre d'itérations reste entre 5 et 20, mais peut monter jusqu'à35.4 Modélisation des réations de sorptionLa sorption est le méanisme qui dérit l'interation des espèes dissoutes aveles surfaes solides. Il s'agit essentiellement de méanismes basés sur des intera-tions életrostatiques entre l'eau et les omposés. On peut distinguer, en premièreapproximation, deux modèles prinipaux :� la omplexation de surfae,� l'éhange d'ions.La omplexation de surfae [33℄, [81℄ est la liaison entre un ion sorbé et la surfae,ave élimination d'une moléule d'eau. On onsidère alors qu'il y a formation d'unomplexe. Par exemple, dans le as d'un métal monovalent, noté M, on onsidèrequ'il y a formation d'un omplexe XM+ et, ave la réation himique analogue à65



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DU MODÈLE D'ÉQUILIBRE CHIMIQUEune réation de omplexation lassique
X +M+

⇆ XM+Au niveau mirosoopique, la modélisation fait intervenir le potentiel de surfae,qui ontribue une énergie életrique à l'énergie libre de Gibbs. Comme e poten-tiel n'est pas diretement mesurable, on le relie à la harge de surfae, et il existeplusieurs modèles pour ela.Le modèle d'éhange d'ions onsiste à onsidérer que la sorption se passe lors-qu'un métal en solution réagit ave des � sites d'éhanges � présents sur la rohe,omme dans la réation [81℄ :
wMz+ + zBw+

s ⇆ wMz+
s + zBw+,où l'indie s symbolise le ation �xé sur la surfae de l'éhangeur. La apaitéd'éhange ationique, ou CEC mesure la possibilité limitée de la surfae d'aueillirdes ions, et donne lieu à une ompétition entre eux-i, lorsque plusieurs espèes setrouvent en solution.D'un point de vue pratique, nous nous ontenterons d'observer que, quelque soitla modélisation retenue, les réations de sorption peuvent �nalement être onsidéréesomme des réations himiques en phase aqueuse, et relèvent de la loi d'ation demasse, à ondition de dé�nir onvenablement la onstante d'équilibre de la réationonsidérée.La disussion du paragraphe 3 s'applique don aux réations de sorption. Lesmodi�ations à apporter sont très simples, et onsistent essnetiellement à dé�nir lesomposantes, et les espèes seondaires, aqueuses et sorbées, et à déomposer la ma-trie stoehiométrique en blos selon es dé�nitions. Nous reviendrons au hapitre 4sur la prise en ompte des réations de sorption, dans le adre du système oupléave le transport.
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Chapitre 4Le ouplage transport himie
1 IntrodutionNous abordons maintenant la prinipale ontribution de ette thèse : le ouplageentre le transport et la himie.La migration d'éléments himiques à l'état dissous dans les eaux souterraines estun sujet d'atualité qui touhe divers domaines (la pollution des nappes souterraines,le stokage de déhets radioatifs). La simulation de l'évolution de es espèes dansles eaux souterraines néessite don un modèle ouplé qui prenne en ompte à la foisles phénomènes himiques et le transport des ontaminants.La majorité des méthodes proposées se base sur un ouplage pas à pas : on ré-sout itérativement la himie et le transport. Ce proédé onverge, mais parfois auprix d'une rédution draonienne du pas de temps. La résolution du problème de lahimie implique la résolution d'équations di�érentielles ordinaires (si les réationssont inétiques) ou d'équations algébriques non linéaires (si nous supposons que lesréations sont en équilibre loal). Le modèle de transport se présente sous la formed'un système d'équations di�érentielles (équation d'advetion-di�usion). Le systèmeouplé transport-himie est dérit par un système d'équations algébro-di�érentielllesaux dérivées partielles, et les méthodes basées sur des variantes robustes de la mé-thode de Newton ont fait la preuve de leur e�aité dans des domaines variés. Ladi�ulté est bien évidemment la taille du système sous-jaent, dont le nombre d'in-onnues est le nombre de points de grille multiplié par le nombre d'espèes himiques.Une mise en oeuvre naïve de ette méthode (en formant le jaobien du système) estdi�ile, voire impossible pour des systèmes réalistes, et ne permet pas de onserverles odes de himie et de transport séparés. Il en résulte que les temps de aluls dee type de simulation s'élèvent rapidement ave la omplexité du problème simuléjusqu'à devenir prohibitifs.Plusieurs modèles de transport réatif ont été développées suivant deux ap-67



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIEprohes : l'approhe direte (f. [45℄, [74℄, [24℄, [55℄, [56℄) qui implique la résolutionglobale de l'équation du transport réatif et l'approhe par séparation d'opérateursqui onduit à résoudre séparement les opérateurs de transport et de himie (f. [93℄,et aussi [50℄, [60℄, [74℄).Le problème du transport réatif revient à résoudre à haque pas de temps unsystème f(x) = 0 où x est l'inonnue, la variable disrète. Lorsque le alul de f(x) =
0 implique un seul ode, où le système ouplé est résolu en utilisant une variante dela méthode Newton, on parle d'approhe globale omme les méthodes GIA (GlobalImpliit Approah), DSA (Diret Substitusion Approah) et s'il implique l'utilisationde n odes, on parle d'approhe séquentielle à n pas, où le transport et la himiesont résolues séparément. On distingue souvent SIA (Sequential Iterative Approah)qui onduit au ouplage par itérations entre les termes de transport et de réationset SNIA (Sequential Non Iterative Approah), où haque pas du temps onsiste enune phase de transport suivie par une phase de réations. Si l'on alterne transportet himie, on obtient e qu'on appelle le Splitting de Strang. Le prinipe de haunede es méthode est présenté dans la �gure (4.1).

Fig. 4.1: Algorithmes de ouplage transport-himieDans la setion 2 nous détaillons le modèle hoisi, et les méthodes que nousutilisons pour résoudre la partie transport (non-réatif), et l'équilibre himique. Lasetion 2.3 montre omment nous obtenons le modèle ouplé. Les algorithmes deouplage sont le sujet de la setion 3, ommençant par une disussion des méthodesexistantes, alors que notre approhe est présentée dans la setion 4. Nous donnonsdes résultats numériques sur le Benhmark MoMaS dans la setion 5.68



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIE2 Équations du transport réatifNous onsidérons le transport de plusieurs espèes dans un milieu poreux. Lesespèes peuvent réagir entre elles et/ou ave la matrie poreuse. Dans ette setionnous dérivons les deux modèles, du transport et de la himie, et les méthodesnumériques utilisées pour résoudre les di�érents sous-systèmes de notre problèmeouplé.2.1 Modèle de transport, f hapitre 2Le transport des espèes simples soumises à l'advetion et la dispersion molé-ulaire dans un milieu poreux (un domaine Ω ⊂ R
d, ave d = 1, 2 ou 3), ave uneporosité φ, et un hamp de vitesse Dary onnu u, est régi par l'équation d'advetion-di�usion.

φ
∂c

∂t
+ L(c) = q, dans Ω (4.1)où

L(c) = ∇ · (u c) −∇ · (D∇c),est l'opérateur de transport, D est le tenseur de di�usion-dispersion et q est le termesoure.Dans e travail, nous limitons à un problème monodimensionnel, ainsi nous pou-vons érire l'équation de transport dans un intervalle borné Ω =]0, L[ omme (4.2) :
φ
∂c

∂t
+

∂

∂x

(

−D∂c

∂x
+ uc

)

= q, 0 < x < L, 0 < t < T (4.2)La ondition initiale est c(x, 0) = c0(x) , les onditions limites sont une onditionde Dirihlet (la onentration donnée) c(0, t) = cd(t) au bord à gauhe (x = 0) etune ondition de �ux di�usif nul D∂c

∂x
= 0 au bord à droite (x = L). Nous pourrionsfailement prendre en onsidération d'autres onditions au bord plus générales.L'opérateur de transport ontient des termes advetifs et di�usifs, il est raison-nable d'utiliser di�érentes méthodes de disrétisation de temps pour les di�érentstermes. Les termes di�usifs devraient être traités impliitement, et les termes ad-vetifs sont mieux traités expliitement. Plus de détails sur le hoix du shéma et laméthode de résolution ont été vu au hapitre 2.2.2 Équations himiques, f hapitre 3Dans ette setion, on dérit le modèle de la himie. Nous supposons que lesréations sont en équilibre loal, e qui signi�e que les phénomènes himiques seproduisent sur une éhelle beauoup plus rapide que des phénomènes de transport.69



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIENous supposons que nous avons un ensemble d'espèes himiques (Xj)j=1,...,Neliées par NR réations
Ne
∑

j=1

νijXj ⇆ 0, i = 1, . . . , NR,où ν est la matrie stoehiométrique. Selon Morel [64℄, nous distinguons entre lesespèes omposants et les espèes seondaires, en extrayant une sous matrie inver-sible de la matrie de rang maximal ν.La loi d'ation de masse donne la valeur de l'ativité en fontion des ativités desomposantes. De même, haque omposant donne lieu à une équation de onser-vation qui sépare le total des onentrations en omposants et espèes seondaires,don le r�le de la himie est de séparer les espèes entre elles qui sont en solution,et elles qui ont été absorbées par la rohe (nous ne prenons pas en onsidération lapréipitation). Nous notons ainsi� omposantes aqueuses cj, j = 1, . . . , Nc,� omposantes sorbées sj, j = 1, . . . , Ns,� espèes seondaires aqueuses xj , i = 1, . . . , Nx,� espèes seondaires sorbées yj. i = 1, . . . , Ny.Nous avons identi�é le nom des espèes ave leurs onentrations, et nous supposonsune solution idéale (nous identi�ons ativités et onentrations). Nous supposonségalement que des espèes seondaires aqueuses peuvent seulement être formées pardes omposants aqueuses, de sorte que les lois d'ation de masse soient érites sousforme
xi = Kxi

Nc
∏

j=1

c
Sij

j , i = 1, . . . , Nc, yi = Kyi

Nc
∏

j=1

c
Aij

j

Ns
∏

j=1

s
Bij

j , i = 1, . . . , Ns. (4.3)Les matries S, A et B sont les matries stoehiométriques, et les nombres Kxi et
Kyi sont des onstantes d'équilibre pour haque réation.On a reformulé le problème de la himie en utilisant omme inonnues prini-pales les logarithmes des onentrations. Cei a l'avantage supplémentaire que lesonentrations sont automatiquement positives. On peut alors rérire la loi d'a-tion de masse (4.3) omme des équations linéaires impliquant les logarithmes desonentrations (log u est le veteur dont la ième omposante est log ui) :

log x = logKx + S log c (4.4)
log y = logKy + A log c+B log s (4.5)70



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIENous exprimons également la onservation de masse pour haque omposante,sous la forme
c+ STx+ ATy = T, s+BTy = W, (4.6)où T est le veteur des onentrations totales, et W est relié à la apaité de la ma-trie de rohe d'aepter des ions (voir Dzombak et Morel [34℄ pour une expliationdétaillée des phénomènes physiques étant à la base de es onepts). Nous verronsplus tard que dans le adre du transport et de la himie ouplés, T est donné parle modèle de transport et fait partie des données du sous problème de la himieet W est une onstante CEC (Cationi Exhange Capaity of the porous matrix)d'éhange des ions.Soient lc, ls, lx, ly respetivement log c, log s, log x, log y. Les équations de onser-vation de la masse (4.6) peuvent s'érire enore :

exp(lc) + ST exp(lx) + AT exp(ly) = T, (4.7)
exp(ls) +BT exp(ly) = W, (4.8)Pour réduire la taille du système, on élimine les onentrations seondaires, enreplaçant dans (4.7) lx et ly par leurs expressions (4.5) et on résout un systèmeuniquement ave les variables lc et ls, dé�ni par

H

(

lc
ls

)

=

(

exp(lc) + ST exp(logKx + Slc) + AT exp(logKy + Alc +Bls) − T
exp(ls) +BT exp(logKy + Alc+Bls) −W,

)(4.9)alors le problème de la himie est H( lc
ls

)

= 0. Dans la suite, nous supposons quee problème a toujours une solution (positive) (c, s), étant donné les onentrationstotales T et W . Le problème d'équilibre himique est une onséquene de la mini-misation de l'énergie de Gibbs ( [79℄, f hapitre 3, setion 2.4).En onlusion, nous dé�nissons, pour haque omposant sa partie aqueuse (oumobile) C et sa partie �xe (ou immobile) F , par
C = c+ STx, F = ATy (4.10)alors T = C + F .La résolution du sous-problème himique est détaillée dans le hapitre 3, setion3. Pour le problème ouplé, une répartition des espèes entre leurs formes �xes etaqueuses est néessaire plut�t que les di�érentes onentrations (qui sont néessairestoujours omme quantités intermédiaires). Il sera ommode de ondenser le sous-problème himique par une fontion
ψ : R

Nc → R
Nc

T 7→ ψ(T ) = ATy,
(4.11)où y est obtenu en résolvant le problème himique (4.9) pour lc et ls, étant donné

T (et W , que nous prenons omme onstante), et en alulant F omme indiqué71



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIEi-dessus. Nous aurons besoin, plus loin, de la Jaobienne de ψ. Son aul est simpleune fois que ψ est alulée. Nous alulons d'abord
H ′

(

lc
ls

)

=

(

diag(exp(lc)) 0
0 diag(exp(ls))

)

+

(

ST AT

0 BT

)(

diag(x) 0
0 diag(y)

)(

S 0
A B

)

.(4.12)On a
ψ(T ) = AT y = AT (exp(A log c+B log s+ logKy)), (4.13)et par un développement de Taylor d'ordre 1, on a :

log(c+ δc) = log c+
δc

c
+O(‖δc‖2), log(s+ δs) = log s +

δs

s
+O(‖δs‖2).(4.14)

ψ(T + δT ) = AT exp

(

A log c+B log s+ logKy + A
δc

c
+B

δs

s

)

+O(‖δc‖2, ‖δs‖2)

= ATy exp

(

A
δc

c
+B

δs

s

)

+O(‖δs‖2, ‖δc‖2) (δc, δs sont prohes de 0)
= ATy

(

1 + A
δc

c
+B

δs

s

)

+O(‖δc‖2, ‖δs‖2)

= ψ(T ) + ATy

(

A
δc

c
+B

δs

s

)

+O(‖δc‖2, ‖δs‖2), (4.15)d'où
ψ′(T )δT = ATy

(

A
δc

c
+B

δs

s

)

= AT y
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c
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. (4.16)et omme δlc =

δc

c
et δls =

δs

s
, alors

ψ′(T )δT = ATy
(

A B
)

(

δlc
δls

)

= ATy
(

A B
)

(H ′)
−1

(

δT
δW

)

. (4.17)où (δlc
δls

)

= (H ′)
−1

(

δT
δW

) est un petit système linéaire, faile à résoudre.Pour W onstant, on a δW = 0, d'où �nalement
ψ′(T ) = ATy

(

A B
)

(H ′)
−1

(

I
0

)

. (4.18)72



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIE2.3 Couplage transport et himiePour obtenir le modèle ouplé entre le transport et la himie, nous érivonsune équation (4.1) pour haque espèe et haque omposante (si les espèes sontimmobiles, on omet le terme L). Nous supposons que l'opérateur de transport est lemême pour toutes les espèes, .-à-d. L(c1, c2, ..., cNc) = (Lc1, Lc2, ..., LcNc).
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∂sj

∂t
= rs

j , j = 1, . . . , Ns.
(4.19)Les termes de r représentent les termes soure de réations, ils sont inonnus. Enintroduisant le total des onentrations, on peut éliminer es termes soure en uti-lisant la loi de onservation de la masse. Pour haque omposante j, on forme uneombinaison linéaire des équations (4.19) ave le oe�ient stoehiométrique ap-proprié, et on obtient le système d'équations suivant qui ontient uniquement lesonentrations totaux aqueuses et �xées.
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i . (4.20)Par utilisation de la loi de onservation de masse, on a rc
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+ φ

∂Fj

∂t
+ L(Cj) = 0

∂Wj

∂t
= 0 ar Wj est une onstante j = 1, . . . , Nc (4.21)e qui donne l'équation :

φ
∂Tj

∂t
+ L(Cj) = 0 j = 1, . . . , Nc (4.22)où Tj est le total des onentration et Cj est le total des onentrations aqueusespour le omposant j, es deux quantités sont dé�nies par (4.10) et reliées par l'équa-tion Tj = Cj + Fj .On note aussi L l'opérateur de transport disrétisé. Chaque onentration in-onnue dépend de deux indies, l'indie de points de grille, et l'indie des espèes73



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIEhimiques. Nous utiliserons une notation inspirée de Matlab. Pour une onentra-tion uij, où i ∈ [1, Nx] représente l'indie spatial et j ∈ [1, Nc] représente l'indiehimique, nous dénoterons par� u:,j le veteur de onentrations de l'espèe j à tous les points de la grille ;� ui,: le veteur de onentrations de toutes les espèes himiques au point xi(tehniquement, ei devrait être un veteur ligne, mais on néglige ette dis-tintion).Le problème ouplé est obtenu en mettant ensemble l'équation (4.22) et la dé�nitionsolution de l'opérateur himique,














Φ
∂T:,j

∂t
+ L(C:,j) = 0, j = 1, . . . , Nc

Tij = Cij + Fij , i = 1, . . . , Nx, j = 1, . . . , Nc

Fi,: = ψ(Ti,:), i = 1, . . . , Nx

(4.23)où Φ = diag ((φihi)i=1,...,Nx
). Nous disrétisons en temps par un shéma d'Eulerimpliite ave un pas de temps onstant, notant que d'autres stratégies plus sophis-tiquée sont évidemment possible (en partiulier, utiliser un pas de temps variable).On note l'indie de temps en exposant, nous obtenons alors le système ouplé sui-vant, qui est un système non linéaire.
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ij i = 1, . . . , Nx, j = 1, . . . , Nc
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i,: ) i = 1, . . . , Nx

(4.24)L'avantage de e système est qu'on a non seulement éliminé les termes de réa-tion inonnus, mais aussi que le nombre d'équations de transport a été réduit aunombre de toutes les espèes au nombre de omposants (aqueux). Dans la prohainesetion, nous disuterons di�érentes formulations pour le modèle ouplé, puis nousprésenterons di�érents algorithmes de ouplage, et nous disuterons les méthodesnumériques utilisées.3 Formulations et algorithmes pour le ouplageLa formulation du transport réatif vue i-dessus onduit à un grand systèmed'équations non linéaires. Pour des problèmes omplexes, sa résolution exigera untemps de alul élevé, don il est important de hoisir une méthode appropriée.Plusieurs approhes et formulations sont disponibles.Grâe à la relation T = C + F , il est faile d'éliminer une des 3 variables, etei mène à des formulations di�érentes pour le problème ouplé, et ela dépend desvariables qui sont gardées dans l'équation de transport.74



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIELes 3 formulations prinipales (f Saligna [77℄) sont :� la formulation (TC) où T est la variable prinipale , C la variable transportée
Φ
∂T:j

∂t
− L(C:j) = 0 (4.25)C'est la formulation utilisée par Erhel et al. [24℄, pour un type d'algorithmede DAE.� la formulation (CC) où C est la variable prinipale , C la variable transportée

Φ
∂C:j

∂t
+ Φ

∂F:j

∂t
− L(C:j) = 0 (4.26)C'est la formulation que nous avons hoisie et que nous avons dérite préé-demment. L'axe qui a onduit notre hoix est la possibilité d'avoir deux odesséparés (de la himie et du transport) pour pouvoir utiliser des odes existants.En e�et, ette formulation nous permet de aluler la quantité des onentra-tions �xée F par une résolution de la himie et la quantité mobiles C par unerésolution du problème du transport. Cependent ette formulation est moinsappropriée pour l'usage des algorithme de déomposition d'opérateurs, maisdans une méthode globale ei devrait pas avoir un e�et, omme nous itéronsjusqu'à la onvergene.� la formulation (TT) où T est la variable prinipale, T la variable transportée

Φ
∂T:j

∂t
− L(T:j) + L(F:j) = 0. (4.27)Cette formulation ne semble pas satisfaisante, ar le transport opère sur lesespèes immobiles, et nous l'avons éliminé pour ette raison.À haque pas de temps, le système formé par (4.24) (une équation de transportpour haque omposant et un système himique pour haque point de grille) formeun grand système non linéaire, dont la taille est le nombre de omposants fois lenombre de points de grille.Ce système a traditionnellement été résolu par l'approhe séquentielle en deux-étapes, omme passé en revue i-dessous (f. [93℄). Cependant, ette méthode aplusieurs inonvénients : elle peut exiger un pas de temps petit pour assurer laonvergene, et si l'approhe séquentielle utilisée est non-iterative (e qui est seule-ment du premier ordre en temps), elle introduit en plus des erreurs de déompositionsd'opérateurs. Grâe à sa onvergene quadratique, la méthode Newton serait uneméthode idéale pour résoudre le système. Cependant, nous renontrons une di�-ulté pratique : la méthode de Newton exige la solution d'un système linéaire ave75



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIEla matrie Jaobienne à haque itération. Dans des situations réalistes, il ne serapas possible de former et fatoriser la matrie Jaobienne. Nous verrons dans laprohaine setion que ette di�ulté peut être surmontée par le reours aux mé-thodes itératives pour résoudre le système linéaire. Avant de détailler ette étape,nous retournons à une expliation de di�érent méthodes de ouplage.3.1 Les di�érents méthodes de ouplageIl existe di�érents types d'approhe pour le ouplage entre le transport et la hi-mie, on peut distinguer deux atégories : l'approhe globale GIA (f. [45℄, [74℄, [24℄, [55℄,[56℄) et l'approhe séquentielle SNIA, SIA, f. [93℄, et aussi ( [50℄, [60℄, [74℄).Méthode séquentielle non-itérative SNIADans ette méthode, un pas de temps onsiste en une phase de transport suiviepar une phase de réations utilisant les onentrations du �ux transporté. Pourl'équation (4.24), le shéma s'érit :
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= ψ(T ∗

i,:) i = 1, . . . , Nx

(4.28)Quand les proessus physiques sont terminés, les réations se produisent et mo-di�ent la omposition himique de la solution. Son prinipe est présenté sur la �-gure (4.1). Cette méthode est attrative en raison de sa simpliité. L'équation dutransport peut être résolue espèe par espèe ar elles ne sont pas ouplées par lesréations. L'équation de himie peut être résolue de façon loale, ar il n'y �gureplus auun terme de transport.La méthode SNIA présente un avantage au niveau de la validation puisqu'elleouple des odes existants faile à valider séparement. Mais les erreurs dues à la sépa-ration sont importantes e qui exige un petit pas du temps pour les problèmes raides.La séparation d'opérateurs de transport et himie lors de la résolution des équa-tions du transport réatif sous l'hypothèse d'équilibre himique n'introduit pas,ontrairement au as de la inétique, des erreurs sur le bilan de masse, en e�et,l'opérateur de himie à l'équilibre onserve la masse, e qui n'est pas le as de l'opé-rateur de la himie inétique. Il est possible de réduire l'erreur de splitting en utilisantune méthode entré en temps nommée "Strang Splitting"(Strang (1968) [83℄), quionsiste à e�etuer une demi-étape de transport, suivi d'une étape de himie, suivied'une demi-étape de transport (voir la �gure (4.1)).76



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIEUne autre méthode séquentielle permettant de prendre en ompte le ouplaged'un éoulement multiphasique et la géohimie (transport réatif) a été développéeréemment par E. Tillier, A. Mihel et L. Trenty [89℄, [88℄. Cette méthode à deuxpas s'appelle Rs-Tr. La première étape Rs est une étape de résolution du problèmed'éoulement multiphasique et la seonde Tr, est une étape de transport réatif. Laméthode Rs-Tr est une méthode de ouplage non itérative dans laquelle l'erreur desplitting est orrigée à l'aide d'un terme de pénalisation (le prinipe est de pénaliserl'équation de transport en ajoutant l'erreur faite sur les onentrations).Pour s'a�ranhir de ertaines erreurs de séparation d'opérateurs, A. Younes et al.ont utilisé une ombinaison entre les méthodes ELLAM ave l'approhe DSA ainsiqu'ave l'approhe SNIA [94℄, [95℄, [37℄. Cette ombinaison permet une meilleurepréision ainsi qu'une meilleure onvergene, ave moins d'erreurs de séparationd'opérateurs.Méthode séquentielle Strang SplittingDans ette méthode, un pas du temps onsiste une phase himique est entréeentre deux étapes de transport. Le shéma s'érit :
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(4.29)
La première équation représente le transport non réatif sur un demi-pas detemps, la 3ème équation représente la himie sur un pas de temps et la dernièreéquation représente le transport non réatif sur un demi-pas de temps.Méthode séquentielle itérative SIAL'approhe séquentielle itérative SIA (sequential iterative approah) permet deorriger l'erreur de séparation d'opérateurs en itérant entre les étapes de transport etla himie. L'idée de base est d'arriver au pas de temps n+1 à une solution entièrementouplée entre les termes de transport et les réations himiques. La �gure (4.1)présente son prinipe. 77



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIELa résoution du probème (4.24) par la méthode SIA revient à résoudre le shémaitératif suivant :
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i,: ) i = 1, . . . , Nx (4.30)A haque pas de temps, on résout d'abord une équation de transport pour haqueomposant pour Cn+1,k+1, ave un terme soure donné par une onentration �xéeet mobile à l'itération préédente. Cette onentration totale dissoute sera ajoutéeà la onentration totale �xée F n+1,k (donnée par le sous problème de la himie àl'itération préédente) pour obtenir T n+1,k+1, et elle i est le total des onentrationsutilisé omme une donnée pour résoudre un problème d'équilibre himique à haquepoint de grille.La onvergene est obtenue quand la di�érene entre les solutions aux itérations
k et k + 1 est assez petite

‖ Cn+1,k+1 − Cn+1,k ‖
‖ Cn+1,k+1 ‖ +

‖ F n+1,k+1 − F n+1,k ‖
‖ F n+1,k+1 ‖ < ǫ (4.31)Dans la littérature, ei est onnu omme une approhe de déomposition d'opé-rateur, mais 'est plus orretement une méthode de Gauss-Seidel par blos sur lesystème ouplé, ar haque sous-système est résolu alternativement.J. Carrayrou et al. [17℄, [49℄ ont développé un algorithme assoiant le shémaséquentiel et une ombinaison d'éléments �nis disontinus et mixtes hybrides : lapartie onvetive-réative utilise l'approhe SNIA, ave la partie onvetive résoluepar les éléments �nis disontinus expliite en temps et la partie dispersive-rétiveutilise l'approhe SIA, ave la partie dispersive résolue par les éléments �nis mixteshybride impliites en temps. Le ouplage entre le transport et la himie inétiqueest réalisée par un shéma itératif symétrique qui assure des erreurs de séparationd'opérateurs nulle sur le bilan de masse et le pro�l de la onentration.N. Bouillard et al. [11℄ utilisent une méthode séquentielle de type Piard aéléré,pour améliorer la méthode de gradient onjugué non linéaire. La méthode demandeun petit nombre de dérivées par rapport à e que ferait une méthode de Newton etpeu d'itérations par rapport à un algorithme de Piard standard. Ils ont montré quela méthode de Newton reste rapide sur di�érents as.Approhe globale impliite GIAIl est onnu que les méthodes de séparation d'opérateurs mentionnées préédem-ment ne peuvent pas traiter d'une manière satisfaisante les problèmes di�iles. La78



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIEméthode de substitution direte DSA [90℄, [57℄ onsiste à résoudre les di�érentesonentrations des omposants, par une substitution des équations de la himie dansl'équation du transport. Cei peut être fait expliitement, f. [45℄, en transportant laonentration totale aqueuse Ci pour haque omposante i, e qui revient à substituel'équation (4.10) dans l'équation du transport (4.21), on obtient :
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(4.32)en remplaçant xj par son expession (4.3), on obtient :
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(4.33)
L'inonvénient de ette formulation est d'introduire une non linéarité dans l'opé-rateur du transport L.Pour une autre méthode impliite, f. [74℄, les variables Ci dans l'équation dutransport seront remplaées par des fontions Ci qui expriment la onentration Cen fontion des inonnues log c, log s. Cette approhe ouple fortement la himieet le transport et parfois le système ouplé qui est non linéaire devient ompliquéà résoudre, e qui limite l'appliation à des systèmes simples (un omposant, pasde réations himiques entre les di�érentes espèes, système monodimensionnel...).Cette méthode onsiste à résoudre simultanément et globalement les équations detransport et les équations himiques.L'avantage prinipal de l'approhe globale est de ne pas introduire d'erreurs deséparation d'opérateurs et son inonvénient est la taille du système à résoudre quidépend du nombre des espèes et du nombre de points de la disrétisation spatiale.Cet inonvénient (la taille du système) peut être ontourné ave une méthode derédution développée par Knabner et Krautle [55℄, [56℄. La méthode de rédution estune approhe impliite globale qui évite don les erreurs de séparation d'opérateurs.Cette méthode onsiste à réduire le nombre d'équations non linéaires ouplées, pro-édant également par substitution, ave un hangement des variables du système79



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIEhimique. Ce méanisme de rédution peut traiter des réations inétiques et enéquilibre homogènes ou hétérogènes ave les espèes mobiles et immobiles. Cetteméthode est plut�t du type impliite, omme elle que nous proposons, ar elle nerésoud pas diretement les onentrations  et s.Une implémentation en parallèle (Hammond 2003) [44℄, [45℄ peut aussi s'a�ran-hir du problème de la taille du système global. Une autre di�ulté est de alulerles dérivées exates. Il devient parfois di�ile de aluler les oe�ients de la Ja-obienne, une solution est d'utiliser les dérivées numériques, 'est e qui est faitdans le ode PARTAN de Hammond. Ce ode approhe la matrie Jaobienne pardi�érenes �nis en utilisant une méthode de Newton lassique ou une méthode deNewton sans matrie (JFNK, Jaobien Free Newton Krylov), en approhant des dé-rivées diretionnelles. Cependant ette méthode demande un temps important pourle alul, et pour aélérer la onvergene de la méthode, il devient indispensabled'utiliser à un préonditionneur, le problème de la onstrution de e préondition-neur se pose puisqu'on ne possède plus de matrie Jaobienne. Cette di�ulté peutêtre ontournée ave des préonditionneurs basés sur la séparation d'opérateurs, onparle parfois d'un préonditionneur physique.Il est également possible de reformuler le problème omme système un algébro-di�érentiel (DAE) (f. C. de Dieuleveult et J. Erhel [24℄), obtenu par une approxi-mation des équations di�érentielles partielles originales par une méthode de lignes.Cette méthode utilise la formulation TC pour le problème ouplé, où T est la va-riable di�érentielle et C est la variable transportée. Les inonnues du problème dela himie sont log(c), log(s), et (p la onentration due à une préipitation). Laonentration totale aqueuse sera exprimée par la fontion C (en fontion de esinonnues) par une équation qui s'ajoute au problème ouplé, e dernier s'érit sousforme de PDAE (Partial Di�erential Algebri Equations),
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Ci(x, t) − Ci (log(c(x, t)), log(s(x, t)), p(x, t)) = 0, i, · · · , Ncou enore le système sous forme disréte
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(4.34)où y est le veteur des inonnues disrètes (log(c), log(c), p)T , et par des transforma-80



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIEtions lassiques, le système (4.34) s'érit :










g(t, Y (t), Y ′(t) = 0

Y (t0) = Y0

Y ′(t0) = Y ′
0 .où Y = (T, C, y)T .Cette méthode a montré son e�aité sur di�érents as tests. Cependant unde ses inonvénients est qu'elle exige la formation de la jaobienne, et il devientparfois di�ile de aluler ses oe�ients, et les dérivés exates surtout pour unproblème de himie ompliqué (préipitation ou réations inétiques). De plus, lamatrie Jaobienne ouple les deux matrie, la matrie Jaobienne de transport, etla matrie Jaobienne de himie. Le transport et la himie sont résolus en mêmetemps, e qui ne permet pas d'utiliser des odes de résolution existants.4 Approhe globale basée sur la méthode Newton�KrylovLa méthode de ouplage qu'on a étudié au ours de ette thèse est aussi uneméthode direte dont le système à résoudre prend omme inonnues seulement lesonentrations totales. C'est di�érent de l'approhe de substitution direte DSA, quiprend omme inonnues les onentrations totale mobiles et �xées, mais égalementles onentrations pour les espèes omposantes qui sont les inonnues prinipalesdu problème de la himie.Dans notre méthode, le système qu'on doit résoudre à haque pas de temps exigela résolution du sous-problème himique à haque itération de Newton, lors de l'éva-luation du résidu. La méthode qu'on a hoisie pour résoudre le système non-linéaireest une méthode de Newton-Krylov. Il s'agit d'une méthode de Newton dans la-quelle les systèmes linéaires sont résolus par une méthode itérative (le plus souventGMRES ou BiCGSTAB). Ces méthodes, aussi appelées "Jaobian free", demandentseulement le produit Jaobien-veteur sans former et stoker la matrie Jaobienne,et le produit peut être approhé par di�érenes �nis, e qui est fait dans les travauxde Hammond [45℄, et aussi [54℄. Cependant pour notre méthode, il n'est pas avan-tageux d'utiliser les dérivées numériques puisqu'elles demandent l'évaluation de lafontion objetif, e qui exige la résolution du problème non linéaire de la himiedans notre as. Pour remédier à e problème, on a alulé les dérivées diretionnellesexates.La matrie Jaobienne implique la matrie de transport, aussi bien que la Ja-obienne de l'opérateur solution himique par leur ation sur un veteur. Quoique81



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIEette méthode puisse être plus hère que la méthode préédente DAE [24℄, son avan-tage prinipal est de traiter la himie omme une boîte-noire, dans le ontexte deNewton-Krylov [52℄. Il s'agit d'un avantage important, ar il permet de onserver lesodes de himie et de transport séparés omme les simulateurs himiques deviennentde plus en plus sophistiqués.Nous présentons maintenant notre nouvelle approhe. Nous ne substituons pasdiretement les équations himiques dans l'équation de transport, mais nous uti-lisons la fontion ψ présentée préédemment pour représenter l'e�et de la himie.Di�érentes formulations pourraient être adoptées selon le hoix des inonnues. Nousavons hoisi d'utiliser les totaux des onentrations �xées et mobiles, omme in-onnues prinipales, et gardons également les onentrations totales (bien qu'ellespourraient failement être éliminées).Nous nous rappelons que le système non linéaire à résoudre à haque pas detemps est :
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 , (4.36)don on résout f Cn+1
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 = 0.Pour résoudre f(x) = 0 par la méthode de Newton, on doit à haque itérationnonlinéaire k passer par les étapes suivantes :1) On évalue le résidu non linéaire f à la nouvelle étape de temps n+1. Dansnotre problème, l'inonnue x = (x1, x2, x3) est (C, T, F), l'évaluation du résidupeut être érite omme
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CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIE2) Pour la méthode de Newton exate, nous devons former et stoker la matrieJaobienne, ainsi on forme ette matrie par le alul des dérivés du residu
Jij =

∂fi(C
n+1,k, T n+1,k, F n+1,k)

∂xj

où i, j ∈ 1, 2, 3Le Jaobien a une struture par blo, que nous avons exploitée dans le alul i-dessus,
J =





(Φ + ∆tL) 0 Φ
−I I −I
0 −Ψ′(T ) I



 ,où L = diag(L,L, . . . , L) et Ψ′(T ) est la matrie Jaobienne du problème de la hi-mie ψ. Ψ′(T ) a également une struture de blo (ependant e n'est pas un blodiagonal, ar les inonnus sont numérotées par espèes). La struture du Jaobienest illustrée sur la �gure (4.2). Nous pouvons lairement voir les di�érentes partiesdu Jaobien.

Fig. 4.2: La struture blo de la matrie Jaobienne3) On résout le système
J
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puis la onentration est mise à jour
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CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIEoù λ est déterminée par une reherhe linéaire. On doit utiliser une ertaine formede globalisation a�n d'assurer la onvergene à partir d'un point de départ arbitraire.Le système linéaire Jδx = −f(x) est en prinipe résolu exatement. L'inon-vénient prinipal de la méthode pour les problèmes de grande taille est enore deformer, et puis fatoriser, la matrie Jaobienne. Une alternative (voir [52℄, [53℄, [54℄et [45℄, duquel notre travail s'inspire) est d'utiliser une méthode de Krylov. Il s'agitd'une variante de la méthode de Newton où le système linéaire Jδxk = −f(xk), àhaque itération k de Newton, est résolu par méthode itérative (de type de Krylov).Détaillons plus préisement la résoulution de e système linéaire. Un premierrésidu linéaire r0 est dé�ni, donné un itéré initial δx0 (généralement 'est zéro),pour la orretion de Newton,
r0 = −f(x) − Jδx0Soit j l'indie d'itération de Krylov, la jème itération minimise ‖Jδxj + f(x)‖2 parGMRES [73℄, (ou Bi-CGSTAB [92℄ ou QMR [39℄ qui herhent une solution) dansle sous-espae de Krylov, Kj = span{r0, Jr0, J2r0, . . . , J

j−1r0}, et peut s'érire sousforme
δxj = δx0 +

j−1
∑

i=0

βi J
ir0où βi est un salaire (voir [52℄, [53℄, pour les détails sur le alul et les justi�ationsthéoriques).L'avantage de e type de méthode est que la formation et le stokage de la ma-trie Jaobienne n'est pas néessaire, on doit juste pouvoir aluler le produit deette matrie ave un veteur, 'est une dérivée diretionnelle, ei mène aux mé-thodes Jaobian-Free, où e produit peut être approhée par des di�érenes �nies.Cependant, pour quelques problèmes, il peut être possible de aluler la dérivé dire-tionnelle exatement, et 'est e qu'on va voir dans la suite, ei est le as de notreproblème ouplé, nous pouvons aussi obtenir le Jaobien du sous-problème himique.La formulation donnée préédemment se prête à une implémentation de la mé-thode de Newton qui permet de garder les deux odes séparés. Le Jaobien a unestruture de blo, les di�érents odes donnent leur Jaobiens ('est évidemment plusfaile pour le transport que pour la himie), et ei reporte au produit Jaobien-veteur.Les méthodes Newton-Krylov sont des méthodes inexates omme le systèmelinéaire n'est pas résolu exatement. Le ritère d'arrêt pour les itérations linéairesest de la forme

‖Jδx+ f(xk)‖ ≤ ηk‖f(xk)‖ (4.37)84



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIELe hoix du terme ηk doit véri�er les deux points suivants :� garder la onvergene loale des méthodes de Newton ;� éviter la résolution trop préise du système linéaire, ie. prendre moins d'itéra-tions linéaires lorsqu'on est loin de la solution non-linéaire.Le premier point tendra à exiger une petite valeur pour ηk, alors que le deuxièmetend évidemment à rendre ηk plus grand. Un hoix possible (f. [53℄) est donné parl'expression :
ηk = γ ‖f(xk)‖2/‖f(xk−1)‖2, (4.38)où γ ∈ [0, 1] est un paramètre (la valeur suggérée dans [52℄ est γ = 0.9).Le produit Jaobien par veteur peut être approhé par une dérivée diretion-nelle, omme on peut failement le voir par un déveleoppement de Taylor de f .Etant donné un point x, et un veteur v, l'approximation est

Jv = f ′(x)v ≈ f(x+ εv) − f(x)

ε
. (4.39)Cei signi�e que, pour les fontions omplexes f , il n'est pas néessaire de alulerla matrie Jaobienne, au oût de l'évaluation supplémentaire de la fontion lui-même. Il s'avère, ependant, que dans notre as, ette façon de proeder n'est pasavantageuse. En e�et, la partie la plus hère de l'évaluation de f est la solutiondu problème himique à haque point de grille. D'une part, nous avons vu que lealul du Jaobien de ψ est moins oûteux que le alul de la fontion ψ elle-même,ar il implique seulement la solution d'un système linéaire (voir l'équation (4.18)),tandis que le alul de ψ exige la résolution d'un système non linéaire. Utilisant lealul dans la setion 2.2, nous pouvons aluler l'ation du Jaobien sur un veteuromme
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. (4.40)Le premier terme se alule espèe par espèe, et le troisième se alule pointpar point, en utilisant (4.18).La méthode Jaobian-Free Newton-Krylov est plus robuste que la méthode deNewton basée sur une résolution direte du système linéaire, dans le sens qu'elle estmoins sensible à la taille du système. 85



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIE5 Résultats numériques5.1 Éhange d'Ions : exemple EX11 de PhreeqCL'exemple suivant du transport advetif en présene d'éhange d'ions est adoptéomme un premier as test pour la omparaison des deux approhes. L'exemple estprésenté dans la doumentation de PHREEQC-2 [68℄ omme exemple 11. Le pro-blème de simulation monodimensionnel dérit une expériene dans une olonne oùla omposition himique ontenant un éhange d'ions est simulée. Initialement, laolonne ontient une solution de sodium-potassium-nitrate en équilibre. On injeteà gauhe de la olonne trois volumes de pore d'une solution de hlorure de alium.Le alium, le potassium, et le sodium réagissent à l'équilibre ave l'éhangeur. Lehlore joue le r�le d'un traeur. Les paramètres d'éoulement et de transport utiliséspour et exemple sont présentés dans le tableau (4.1), et les onentrations initialesaqueuses sont représentées dans le tableau (4.2). La apaité d'éhange des ions est
1.1mmol/l.Vitesse de Dary 2.78 10−6 m/sCoe�ient de di�usion 5.56 10−9 m2/sLongueur de la olonne 0.08 mPas d'espae 0.0002 mDurée de l'expériene 1 jourPas du temps 720 sTab. 4.1: paramètres physiques

Composantes Cinit Cin�owCa 0 0.6 10−3Cl 0 1.2 10−3K 2.0 10−4 0Na 1.0 10−3 0Tab. 4.2: Conentrations aqueusesLes réations himiques pour et exemple peuvent s'érire :Na+ + X−
⇋ NaXK+ + X−
⇋ KXCa2+ + 2X−
⇋ CaX2KX, NaX, CaX2, sont les omplexes formés ave la rohe. X indique le site d'éhangeave la harge -1. La désription himique (loi d'ation de masse et de onservation)peut être représentée dans le tableau Morel suivant :Ca2+ Na+ Cl− K+ X logKCaX2 1 0 0 0 2 3.4576NaX 0 1 0 0 1 0KX 0 0 0 1 1 0.7Totale TCa TNa TCl TK W86



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIEoù TCa, TNa, TCl, TK sont les onentrations totales aqueuses et W est la onentra-tion totale �xée (dans ette exemple W est une onstante qui vaut 1.1 10−3).Comparaison ave PhreeqNous appliquons la méthode séquentielle et notre méthode globale sur le astest dérit préédemment et omparons les résultats obtenus par les deux méthodes.Les résultats obtenus par les deux approhes sont analogues, ils sont représentéssur la même �gure (4.3) à gauhe, et ils sont semblables aux résultats de Phreeq[68℄, représentés sur la �gure (4.3) à droite. Les deux �gures montrent des ourbesd'évolution de la onentration des diverses espèes à l'extrémité de la olonne, enfontion de temps. Les ions absorbés de potassium et de sodium sont suessivementremplaé par le alium. Le hlore Cl− ne réagit pas ave les autres espèes, 'estun traeur.
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Fig. 4.3: évolution des onentrationsComparaison du temps CPU pour les trois méthodesNous sommes intéressés également par la omparaison de temps CPU pour l'ap-prohe séquentielle itérative et non itérative et l'approhe globale. Nous traçons dansla �gure (4.4) la ourbe du temps CPU demandé par haque méthode en fontiondu nombre de noeuds de la grille. Nous remarquons que l'approhe globale demandemoins de temps CPU que les méthodes itératives séquentielles et plus de tempsCPU que l'approhe séquentielle non itérative et ei pour un problème 1D ave unehimie simple, tel que elui onsidéré ii. Entre deux pas du temps, le alul parapprohe séquentielle itérative demande entre 20 et 27 itérations, et ei pour unmaillage grossier. Le nombre de es itérations augmente ave le nombre de noeudsde la grille. Entre deux pas de temps, le alul par approhe globale demande moinsde 6 itérations non linéaires et e nombre d'itérations de Newton reste stable même87



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIE

Fig. 4.4: Calul du temps CPU pour les 3 méthodeslorsqu'on ra�ne le maillage, mais le nombre d'itérations de Krylov augmentent avela taille de la grille. Ainsi la plus grande partie de temps pris par la méthode glo-bale est due aux itérations linéaires. Pour éviter e problème et améliorer etteméthode, une solution possible serait d'utiliser un bon preonditionner a�n d'aé-lérer la onvergene et réduire le temps CPU de l'approhe globale. Faute du tempsnous n'avons pas pu aborder e sujet.5.2 Benhmark GDR MoMaS : 1D easyLe benhmark est dérit dans [18℄, [19℄. L'objetif de et exerie est de omparerles méthodes numériques utilisées pour résoudre un problème de transport réatifdans les milieux poreux. Selon les intérêts du GDRMoMaS, le problème du transportréatif devrait être représentatif des problèmes renontrés dans des simulations dedéhets nuléaires : géohimie, géologie hydraulique, méthodes numériques, mathé-matiques appliquées. Les problèmes proposés ii sont établis sur les mêmes oneptsmathématiques que des problèmes hydrogéohimiques réels, mais leur desription aété simpli�ée. La di�ulté pour établir e benhmark était également de fournir unproblème simple su�sant sans perte de di�ultés mathématiques et numériques.a) L'exerieGéometrie :1D88



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIE

Le domaine est un milieu poreux hétérogène, omposé de deux milieux A et B.Le milieu A est aratérisé par une grande perméabilité (K), une faible porosité (ω),dispersivité (αL) et réativité (W) par rapport au milieu B.
A : K = 0.01, ω = 0.25, W = 1, αL = 10−2

B : K = 10−5, ω = 0.5, W = 10, αL = 6 10−2.La vitesse de pore est donnée par : ω ·u = 5.5 10−3 (L.T−1) dans tout le domaine.A�n d'être prohe des as réalistes, la frontière et les onditions initiales sontexprimées pour des onentrations totales. On impose une onentration totale aubord à gauhe (In�ow) du domaine et un gradient de onentration nul au bord àdroite (Out�ow), et un alul de la himie sépare ette onentration imposées enonentration totale dissoute et onentration totale �xée.La période d'injetion orrespond aux onentrations spéi�ques (Tab.4.3) in-jetées au bord In�ow durant la période de temps [0 T, 5000 T℄, et la période delessivage orrespond aux onentrations (Tab.4.3) injetées après le temps 5000 T.89



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIE
X1 X2 X3 X4 S K

c1 0 -1 0 0 0 10−12

c2 0 1 1 0 0 1
c3 0 -1 0 1 0 1
c4 0 -4 1 3 0 0.1
c5 0 4 3 1 0 10+35

cs1 0 3 1 0 1 10+6

cs2 0 -3 0 1 2 10−1Total initial T1 T2 T3 T4 Wmilieu A 0 -2 0 2 1milieu B 0 -2 0 2 10Injetion (t ∈ [0, 5000]) 0.3 0.3 0.3 0Lessivage (t ∈ [5000, ..]) 0 -2 0 2Tab. 4.3: Tableau de Morel, équilibre himique

Ce tableau représente les oe�ients stoehiométriques pour les lois d'ation demasse et l'équation de onservation. Les lois d'ation de masse sont données parligne et et elles de onservation par olonne. On notera d'une part la très grandevariation des ordres de grandeur des onstantes d'équilibre, d'une part la présenede grands oe�ients stohiométrique, qui rendent le problème très non linéaire.
Loi d'ation de masse1 = 10−12X−1

22 = 1X2X33 = 1X−1
2 X44 = 0.1X−4

2 X3X3
45 = 10+35 X4

2X3
3X4

Loi de onservation de masseT1 = X1T2 = X2−1+2−3−44+45+3s1−3s2T3 = X3 + 2 + 4 + 35 + s1T4 = X4 + 3 + 34 + 5 + s2W = s + s1 + 2s290



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIELe domaine est initialement en équilibre loal ave le omposant S, en présene desomposants aqueux X2 et X4. Pendant l'injetion, le omposant X4 sera enlevé. Leomposant X1 est un traeur parfait, X2 réagira ave X3, ave le omposant S etave e qui reste de X4. Pendant la période de lessivage, X1 et X3 seront enlevés. X2et X4 vont réagir ave la surfae S et ave e qui reste du omposant X3.b) Les résultats numériquesOn applique l'approhe globale sur et exemple, nous ommençons par des résul-tats montrant l'évolution des espèes omposantes à diverses instants, et utilisantplusieurs résolutions spatiales (et temporelles).

(a) t = 10 (b) t = 50Fig. 4.5: Conentration des omposants X1 et X4On a utilisé un maillage uniforme ave 220, 440, 660 et 880 points, et pour haqueas, on a hoisi omme pas du temps, 0.9 fois le maximum autorisé par la onditionCFL. On montre sur la �gure (4.6) les ourbes d'élutions, à gauhe pour t de 0 à400 (�gure 4.6a) et à droite pour t de 4900 à 5300 (�gure 4.6b).
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(b) t = 4900 à t = 5300Fig. 4.6: Conentration des omposantes X1 et X4 au bord de la olonne (x = 2.1)en fontion du temps 91



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIENous montrons aussi les résultats demandés dans la dé�nition du Benhmark. Laplupart ont été obtenues ave le maillage 220 points, qui peut ne pas être su�sant,omme on le montre i-dessous. Il n'a pas enore été possible d'obtenir des résultatsave une résolution plus �ne de maille pendant des périodes plus longues.La �gure (4.7a) (ourbe d'élution pour le total des onentrations dissoute duomposant X3) montre les osillations qui ont été observées par d'autres groupespartiipant au benhmak. On trouve les osillations aussi sur la �gure (4.7b). Nouspensons que les osillations ne sont pas d'origine himique ou physique, mais plut�td'origine numérique et 'est e qui est montré par V. Lagneau et J. van der Lee[57℄ : es osillations sont onséquene de la disrétisation en espae pour le systèmed'équilibre himique assoié aux espèes instables, de forte réativité.
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(b) Composante X3Fig. 4.7: Courbes d'élutions(onentrations en x = 2.1 en fontion du temps)
Les �gures (4.8a) et (4.8b) montrent l'in�uene du maillage. Ave un maillagegrossier (220 points), les résultats ne sont pas satisfaisants, et ave le maillage 660points les résultats sont meilleurs. Cependant, ei peut ne pas être su�sant pouréliminer les osillations montrées sur �gure (4.7), une di�ulté est que ra�ner lemaillage peut ne pas être assez. Comme le problème non linéaire devient plus di�ile,il peut être néessaire d'augmenter le nombre maximum d'itérations pour assurer laonvergene de la méthode de Newton-Krylov.92



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIE

(a) Espèes X1, t = 10 (b) Composant S, t = 10Fig. 4.8: Pro�ls de onentrationsPerformane de la méthodeLe benhmark est onçu pour être un as test di�ile pour des méthodes numé-riques, et 'est en e�et le as. En moyenne, plus de 20 itérations de Newton sontnéessaires à haque pas de temps, et entre 15 et 40 itérations de GMRS sont né-essaire à haque itération non linéaire.

Fig. 4.9: ItérationsLa �gure (4.9) montre un pas de temps typique : la ourbe ontinue montre lenombre umulatif d'itération de GMRES (alternativement, le nombre de produitsde matrie veteur), et les points représentent les itérations non linéaires. 93



CHAPITRE 4. LE COUPLAGE TRANSPORT CHIMIEMaillage 220 Maillage 440 Maillage 660Itérations Non lin Lin Non lin Lin Non lin LinStep 1 16 176 22 285 25 268Step 2 15 214 22 328 22 342Step 3 25 272 25 246 25 244Step 4 18 306 20 417 25 363Step 5 12 301 16 368 25 620Step 101 18 377 22 682 25 814Step 102 19 427 21 684 25 824Step 103 25 494 18 551 25 636Step 104 18 476 21 579 25 562Step 105 15 426 22 583 21 741Step 201 25 387 25 529 25 625Step 202 19 437 25 689 24 802Step 203 14 334 22 634 22 752Step 204 16 408 20 559 24 829Step 205 16 420 16 572 22 696Tab. 4.4: statistique des itérations linéaires et non linéairesLe tableau (4.4) représente une statistique pour trois intervalles de temps dif-férents, et trois maillages di�érents. Pour haque pas de temps, on représente lenombre de pas de Newton et le nombre umulatif des itérations linéaires.Le nombre d'itérations non linéaires semble dépendre faiblement de la résolu-tion du maillage, et le nombre d'itérations linéaires augmente ave la résolution dumaillage.
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Chapitre 5Theoretial and numerial study for�ow in a porous medium withinterseting fraturesCette partie sera l'objet d'une publiation à soumettre sur une étude théoriquedu modèle d'intersetion des fratures. Les résultats numériques ont été publiésdans l'artile [5℄. Ce hapitre est érit en anglais, on n'a pas traduit le papier pourgarder la version originale. Dans e hapitre, on démontre l'existene et l'uniitéde la solution pour le modèle d'éoulement qui prend en ompte l'intersetion desfratures, et on représente les résultats numériques sur des as tests aadémiques.AbstratThis paper onerns �ow in a porous medium with one or more faults or fra-tures. In the model to be presented, the fratures are treated as interfaes betweenneighboring subdomains. A domain deomposition method, in whih the transmis-sion onditions are non loal, is formulated. In an earlier artile [61℄ the model for adomain with a single frature was de�ned, existene and uniqueness of the solutionwere shown, error estimates were obtained and numerial results were shown for asimple two dimensional problem. In the paper [5℄, the ase of interseting fratureswas treated by imposing ontinuity of the pressure and ontinuity of the �ux at theintersetion of the fratures. Numerial results for the model were shown. Here inthis paper, we demontrate the existene and uniqueness of the solution of the modelwith interseting fratures.1 IntrodutionA porous medium is in general highly heterogenous. This is due in part to thepresene of fratures. Taking into aount the heterogeneties is one of the main95



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESdi�ulties in the modeling of �ow in the subsurfae. The permeability in fraturesmay di�er greatly from that of the surrounding medium. The fratures an at ashydrauli ondutors, providing easy pathways for �uid �ow, or as barriers thatprevent �ow aross them. In addition, the width of the frature is very small inomparison to the size of the domain and this makes numerial modeling of �ow inthe medium with a frature quite di�ult. Even if the width of the frature is small,the �ow in the frature an't be negleted, and it's important to model the fraturesand take them into aount in �ow simulation beause they an ontribute to theapaity of the ground to transport water and pollutants, aording to whether theyare more or less permeable than the surrounding medium.One an distinguish two types of fratures : the small fratures whih appearin great number in the medium forming a regular network of raks whose preiseloalizations are impossible to determine. They are often taken into aount usinga double porosity model [29℄, [30℄ or by stohasti modeling [27℄, [26℄. Other fra-tures are larger fratures whih represent geologial disontinuities and these an beloalised in spae. It is the ase of the larger fratures whih interests us here.Among the methods whih deal with the problem of the larger fratures in anumerial model, most obvious are those whih are based on loal mesh ra�nementaround the frature. Another approah presented in [2℄ onsists in treating morepermeable frature as an interfae through whih the pressure is ontinuous but �owis disontinuous. This model is generalized to the ase of less permeable fraturesin [61℄, oupling on the interfae the jumps of the pressure and normal veloity. Amodel for Forhheimer fratures is given in [40℄. The ase of interseting fratureswas taken in [2℄, and numerial tests in 2D were given, then in [5℄ numerial testsin 3D were arried out.In this work, we will present some analysis and theoretial study to validate themodel of interseting fratures. This work also involves the testing of a preonditionerfor the iterative method used to solve the problem.To model the pressure �eld, and to simulate orretly the �uid �ow, we disretizethe �ow equation in eah subdomain and in eah frature using the mixed �niteelement method, so that the veloity is alulated at the same time as the pressureand the sheme is onservative.2 Flow in a porous medium : problem with fraturesLet Ω be a onvex domain in R
n, n = 2 or 3, and ∂Ω the boundary of Ω. Weonsider an inompressible, single phase �uid in Ω, so the �ow, in the absene ofgravity, is governed by two laws :� the law of mass onservation div ~u = q on Ω, (5.1)with ~u the Dary veloity and q the soure term,96



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURES� and Dary's law ;
~u = −K~∇p on Ω, (5.2)where p is the pressure, and K is the permeability tensor. We suppose that Kis diagonal and satis�es

0 < Kmin‖x‖2
0 ≤ (Kx, x) ≤ Kmax‖x‖2

0, ∀x 6= 0.We add the boundary ondition :
p = pd on Γ = ∂Ω (5.3)where ~ν is a unit exterior normal vetor �eld on Γ.For simpliity of exposition we have supposed throughout the following, exept inthe setion with the numerial results, that the boundary ondition is a Dirihletboundary ondition. However the model an easily be de�ned for the ase of mixedboundary onditions.We �rst present a desription of the model given in [61℄ for a domain with a singlefrature. Suppose that the frature Ωf is a subdomain of Ω and that there is a

γ2

Ω1 Ωf

d

Γf

Γ1
Γ2

Ω2

νf = ν1 = −ν2

γ1

Ω1

νf = ν1 = −ν2

γ Ω2
Γ2

Γ1

∂γ

Fig. 5.1: Left : the domain Ω with the frature Ωf . Right : the subdomains Ω1 and
Ω2 separated by the frature onsidered as an interfae γ.hyperplane γ with unit vetor νf normal to γ suh that
Ωf = {x ∈ Ω : x = s+r~νf for some s ∈ γ and some r in the interval (−d(s)

2
,
d(s)

2
)},where d(s) is the thikness of the frature at s ∈ γ. We assume also that Ωf separates

Ω into two onneted subdomains Ω1 and Ω2 :
Ω r Ωf = Ω1 ∪ Ω2, Ω1 ∩ Ω2 = ∅.Let Γi be the part of the boundary of Ωi oiniding with the boundary of Ω :

Γi = ∂Ωi ∩ ∂Ω, i = 1, 2, f,and we denote by γi part of the boundary of Ωi oiniding with the boundary of
Ωf :

γi = ∂Ωi ∩ ∂Ωf ∩ Ω, i = 1, 2. 97



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESWe denote by pi, ui, Ki and qi respetively the restritions of p, u,K and q to Ωi and
pdi the restrition of pd to Γi, i = 1, 2, f . We an rewrite problem ((5.1),..,(5.3)) asa transmission problem :

(Pf)

div ~ui = qi in Ωi, i = 1, 2, f

~ui = −Ki
~∇pi in Ωi, i = 1, 2, f

pi = pdi on Γi, i = 1, 2, f

pi = pf on γi, i = 1, 2

~ui ·~νi = ~uf ·~νf on γi, i = 1, 2.In the model presented here, the frature is treated as an interfae between thedomains Ω1 and Ω2. By averaging allong the line segments [s− d(s)~νf , s + d(s)~νf ],we obtain the interfae model for the frature problem as in [61℄,
(Pγ)

div ~ui = qi in Ωi, i = 1, 2

~ui = −Ki
~∇pi in Ωi, i = 1, 2divτ ~uγ = qγ + (~u1 ·~ν1 + ~u2 ·~ν2) on γ

~uγ = −Kf,τ d ~∇τpγ on γ

pi = pdi on Γi, i = 1, 2

−ξ~ui ·~νi +
2Kf,ν

d
pi =

2Kf,ν

d
pγ − (1 − ξ)~uj ·~νj on γ, i, j ∈ {(1, 2), (2, 1)}

pγ = pdγ on ∂γ,where
~uγ =

∫ d/2

−d/2

~uf,τ dr, pγ =
1

d

∫ d/2

−d/2

pf dr, qγ =

∫ d/2

−d/2

qf dr, pdγ =

∫ d/2

−d/2

pdf dr,and ξ is a quadrature parameter, ξ > 1

2
, ~uf,τ and Kf,τ are the tangential omponentsof ~uf and Kf respetively, and Kf,ν is the normal omponent of Kf .For the study of interseting fratures, we onsider a simple model in whihthe domain Ω, is subdived into 3 subdomains Ωi, i= 1,.,3, naturally separated byfratures onsidered as interfaes see Figure 5.2.We use the following notation :

I = {1, ., 3} Si = {j ∈ I, i 6= j}, S = {(i, j) : i ∈ I, j ∈ Si and i < j}.Then
Ω =

3
⋃

i=1

Ωi, Ωi ∩ Ωj = ∅ and Ωi ∩ Ωj = γij for i ∈ I = {1, 2, 3}, j ∈ Si,98



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURES
T

Ω2

Ω1

γ12 γ23

Ω3

γ31

Fig. 5.2: Geometry of the domain Ωand we let
Γi = ∂Ω ∩ ∂Ωi, T = γ12 ∩ γ23 ∩ γ31,

γij = (γij ∩ Ω) r T for i ∈ I, j ∈ Si, γ =
⋃

(i,j)∈S

γij.For eah subdomain Ωi, i ∈ I, we have again the usual �ow equations (massonservation and Dary's law) :div(~ui) = fi on Ωi (5.4)
~ui = −Ki

~∇pi on Ωi, (5.5)where pi ~ui, fi and Ki are respetively the pressure, the Dary veloity, the soureterm, and the permeability tensor in Ωi.The onditions on the exterior boundaries of Ωi an be written as
pi = pdi on Γi. (5.6)On the interfaes γi,j, i ∈ I, j ∈ Si, we impose as in [61℄

pi = pi,j +
di,j

2Kν
i,j

(

ξ~ui~νi − (1 − ξ)~uj~νj

) in γi,j, (5.7)where pi,j is the pressure in the frature γi,j, Kν
i,j is the permeability of the fraturein the diretion normal to the frature, di,j is the width of the frature and theparameter ξ is greater than 1/2.

Remark : Equation (5.7) takes into aount a pressure jump aross the fra-ture. It is obtained by integrating the equation ~u ·~ν = −Kf,ν d ~∇p ·~ν, (the normalomponent in Dary's law) aross the frature using a quadrature rule dependingon ξ, f [61℄. Note that, as the width di,j of the frature is quite small, if in additionthe frature is highly permeable (in the diretion normal to the frature) i. e. if Kν
i,jis su�iently large, then the seond term of the right-hand side of equation (5.7)99



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESis negligible, and equation (5.7) may be replaed by an equation expressing the theontinuity of the pressure aross the frature :
pi = pi,j = pj in γi,j. (5.8)This is the model whih was studied in [1℄ and [2℄, and that we have used for thenumerial examples in this artile.For the seond transmission ondition on the interfaes γi,j, instead of ontinuityof �ow, one has, as in [1℄ and [61℄, a system of equations whih model �ow inthe fratures. The disontinuity of the �ux at an interfae representing a fraturebetween two neighboring subdomains yields a soure term in the equations desribingthe �ow in that frature :divγ(~ui,j) = qi,j + (~ui ·~νi + ~uj ·~νj) in γi,j (5.9)

~ui,j = −di,j K
τ
i,j
~∇γ pi,j in γi,j (5.10)

pi,j = pdγi,j
in ∂γi,j ∩ ∂Ω (5.11)where Kτ

i,j is the tangential omponent of the permeability tensor of the frature
γi,j, pdγi,j

is the pressure given on its Dirihlet boundary,qi,j is the soure term onthe frature and ~νi,j is the outward-pointing, unit, normal vetor �eld on ∂γi,j . Thetwo operators divγ and ∇γ are, respetively, the surfae divergene and the surfaegradient on γ.On the segment T , itself an n-2 dimensional interfae at whih the fraturesmeet, the ontinuity of pressure and the ontinuity of �ux are imposed :
pi,j = pT in T, ∀i, j ∈ Si; i 6= j (5.12)

~u1,2 ·~ν1,2 + ~u2,3 ·~ν2,3 + ~u1,3 · ~ν1,3 = 0 in T, (5.13)where pT is the pressure on T , and ~νi,j is the exterior normal vetor to γi,j on T .3 The weak formulation of the problemTo give the weak formulation of the problem, we need to de�ne two spaes : Wa spae for the veloity and M a spae for the pressure.
W =

{

u = (~u1, ~u2, ~u3, ~u1,2, ~u2,3, ~u1,3) ∈ H(div ,Ω1) ×H(div ,Ω2) ×H(div ,Ω3)

×H(div γ1, 2
, γ1,2) ×H(div γ2, 3

, γ2, 3) ×H(div γ1, 3
, γ1, 3) : ∀(i, j) ∈ S,

~ui · ~νi + ~uj ·~νj ∈ L2(γi, j) and (~u1,2 ·~ν1,2 + ~u2,3 · ~ν2,3 + ~u1,3 ·~ν1,3) ∈ L2(T )
}

M =
{

p = (p1, p2, p3, p1,2, p2,3, p1,3, pT ) ∈ L2(Ω1) × L2(Ω2) × L2(Ω3) × L2(γ1 ,2)×
L2(γ2 ,3) × L2(γ1 ,3) × L2(T )

}

.100



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESwith the norms
‖u‖2

W =
∑

i∈I

(‖~ui‖2
0,Ωi

+ ‖div~ui‖2
0,Ωi

) +
∑

(i,j)∈S

(‖~ui,j‖2
0,γij

+ ‖ div γij
(~ui,j)‖2

0,γij
)

+
∑

(i,j)∈S

‖~ui ·~νi + ~uj ·~νj‖2
0,γij

+ ‖~u1,2 ·~ν1,2 + ~u2,3 · ~ν2,3 + ~u1,3 ·~ν1,3‖2
0,T

‖p‖2
M =

∑

i∈I

‖pi‖2
0,Ωi

+
∑

(i,j)∈S

‖pi,j‖2
0,γij

+ ‖pT‖2
0,T .The spaes W et M are Hilbert spaes.To obtain the mixed formulation we de�ne two bilinear forms α : W × W −→ Rand β : W × M −→ R by

α(~u,~v) =
∑

i∈I

∫

Ωi

K−1
i ~ui ·~vi +

∑

(i,j)∈S

∫

γi,j

(di,j K
τ
i,j)

−1~ui,j ·~vi,j

+
∑

(i,j)∈S

∫

γi, j

di,j

2Kn
i,j

[(ξ~ui ·~νi − (1 − ξ)~uj ·~νj)~vi ·~νi + (ξ~uj ·~νj − (1 − ξ)~ui ·~νi)~vj ·~νj ]

β(~u, r) =
∑

i∈I

∫

Ωi

div ~ui ri +
∑

(i,j)∈S

∫

γi, j

(div γi, j
~ui, j − (~ui ·~νi + ~uj ·~νj)) ri, j

+

∫

T

(~u1,2 ·~ν1,2 + ~u2,3 ·~ν2,3 + ~u1,3 ·~ν1,3) rT ,and let the linear forms Lf : M −→ R and Ld : W −→ R be de�ned by
Lf(r) =

∑

i∈I

∫

Ωi

fi ri +
∑

(i,j)∈S

∫

γi,j

fi,j ri,j

Ld(v) =
∑

i∈I

∫

Γi

pdi ~vi ·~νi +
∑

(i,j)∈S

∫

∂γi,j∩Γ

pdγij
~vi,j ·~νi,j .With these de�nitions of spaes and forms, the weak formulation of the problem(5.4) through (5.13) an be written as follows :

(P)
Find (~u, p) ∈W ×M suh that
α(~u,~v) − β(~v, p) = −Ld(~v), ∀~v ∈W
β(~u, r) = Lf (r), ∀ r ∈M.4 Existene and uniqueness of the solutionBefore showing the existene and uniqueness of the solution of problem (P), we�rst reall some theorems onerning traes and normal traes on subsets of theboundary of a domain. (The subset of interest in the following setion will be thesubset T on the boundary of eah of the fratures γi,j i. e. the spae O onsideredbelow will orrespond to any one of the fratures γi,j and the subspae Γ of its101



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESboundary to T . In this setion we have supposed that the boundary ondition on
Γi, i = 1, · · · , 3, is a homogenous dirihlet ondition).Suppose that O is an open subset of R

n, with n = 1, 2, with boundary ∂O.Theorem 1. (well known in [22℄) The mapping r → r|Γ de�ned a priori for onti-nuous funtions r on Ō an be extended to a ontinuous linear mapping γ alled thetrae mapping from H1(O) into L2(∂O). The Sobolev spae H 1

2 (∂O) may be ara-terized as the image of the trae mapping γ, and an equivalent norm on this spaeis ‖φ‖ 1

2
,∂O = inf

{r∈H1(O):γr=φ}
‖r‖1,O.Theorem 2. (well known in [41℄) The mapping ~w → ~w · ν de�ned a priori from

(H1(O))n into L2(∂O) an be extended to a ontinuous linear mapping γν from
H(div,O) onto H− 1

2 (∂O). The spae H− 1

2 (∂O), the dual of H 1

2 (∂O), an also bearaterized as the image of the normal trae mapping ν and an equivalent norm onthis spae is given by ‖µ‖− 1

2
,∂O = inf

{~w∈H(div,O):ν ~w=µ}

‖~w‖div,O.Green's theorem : For ~w ∈ H(div,O) and r ∈ H1(O) we have
∫

O

div~w r dx+

∫

O

~w∇r dx =

∫

∂O

~w ·~n r ds,where ∫
∂O

~w ·~n r ds =< ν ~w, γr >
H−

1
2 (∂O),H

1
2 (∂O)

.Suppose that Γ is a proper subset of ∂O. The spae H 1

2

00(Γ) is de�ned ?? to bethe spae of L2 funtions ϕ on Γ whose extension ϕ̃ by zero to all of ∂O is an H 1

2funtion on ∂O :
H

1

2

00(Γ) = {ϕ ∈ L2(Γ) : ϕ̃ ∈ H
1

2 (∂O)} with norm ‖ϕ‖
H

1
2
00

(Γ)
= ‖ϕ̃‖

H
1
2 (∂O)

and
H

− 1

2

00 (Γ) is its dual. Finally, we will use also the spaes H1
0,∂O\Γ(O) and H 1

2

0,∂O\Γ(∂O)de�ned by
H1

0,∂O\Γ(O) = {ρ ∈ H1(O) : γρ|(∂OrΓ) = 0}
H

1

2

0,∂O\Γ(∂O) = {η ∈ H
1

2 (∂O) : η = tr(ψ) for some ψ ∈ H1
0,∂O\Γ(O)}.Lemma 4.1. The funtion φ ∈ L2(Γ) belongs to H 1

2

00(Γ) if and only if φ̃, its extensionby 0 to all of ∂O belongs to H 1

2

0,∂O\Γ(∂O); i.e.

φ ∈ H
1

2

00(Γ) ⇐⇒ φ̃ ∈ H
1

2

0,∂O\Γ(∂O).Proof. Let ϕ ∈ H
1

2

00(Γ), then ϕ̃ ∈ H
1

2 (∂O) (by de�nition of spae H 1

2

00(Γ)), so thereexists ϕ̂ ∈ H1(O) suh that ϕ̃ = γϕ̂ (by de�nition of the spae H 1

2 (∂O)). But as
γϕ̂|(∂OrΓ) = ϕ̃|(∂OrΓ) = 0 we have ϕ̂ ∈ H1

0,∂O\Γ(O), and ϕ̃ ∈ H
1

2

0,∂O\Γ(∂O).102



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESConversely suppose that ψ ∈ H
1

2

0,∂O\Γ(∂O), so there exists ψ̌ ∈ H1
0,∂O\Γ(O) suhthat ψ = γ(ψ̌). But then ψ|(∂OrΓ) = (γψ̌)|(∂OrΓ) = 0, and the extension by 0 of ψ|Γto all of ∂O is just ψ itself whih belongs to H 1

2 (∂O). Thus ψ|Γ ∈ H
1

2

00(Γ).Lemma 4.2. Suppose that r ∈ L2(O) and λ ∈ L2(Γ). Then the problem
∫

O

∇ϕ ·∇ψ dx =

∫

O

r ψ dx−
∫

Γ

λψ ds ∀ψ ∈ H1
0,∂O\Γ(O) (5.14)has a unique solution ϕ in H1

0,∂O\Γ(O) and if ~v = −∇ϕ then ~v ∈ H(div ,O) and
~v · ~ν ∈ L2(Γ).Proof. That a unique solution ϕ exists is guaranteed by the theorem of Lax-Milgramas the bilinear form a(ϕ, ψ) =

∫

O

∇ϕ ·∇ψ dx is ellipti on H1
0,∂O\Γ(O)×H1

0,∂O\Γ(O)( Poinarés lemma) and the linear form L(ψ) =

∫

O

r ψ ds−
∫

Γ

λψ ds is ontinuouson H1
0,∂O\Γ(O) (the trae theorem).Let ϕ ∈ H1

0,∂O\Γ(O) be the solution of (5.14) for a given r ∈ L2(O) and λ ∈
L2(Γ), and let ~v = −∇φ. Then ~v ∈ (L2(O))n sine ϕ ∈ H1

0,∂O\Γ(O). To see thatdiv~v ∈ L2(O) it su�es to note that div~v is a distribution on O de�ned by : forany ξ ∈ C∞
0 (O)

< div~v, ξ >D(O),C∞

0
(O) =

∫

O

−~v ·∇ξ dx

=

∫

O

∇ϕ ·∇ξ dx

=

∫

O

r ξ dx−
∫

Γ

λ ξ ds

=

∫

O

r ξ dx ( beause ξ ∈ C∞
0 (O))

= < r, ξ >D(O),C∞

0
(O) .Then as r ∈ L2(O) it follows that div~v ∈ L2(O), and ~v ∈ H(div,O).As ~v ∈ H(div ,O) it follows that ~v ·~ν ∈ H− 1

2 (∂O), and ~v ·~ν is an element of
H

− 1

2

00 (Γ) de�ned by : 103



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESfor any element ψ ∈ H
− 1

2

00 (Γ),
< ~v ·~ν, ψ >

H
−

1
2

00
(Γ),H

1
2
00

(Γ)
= < ~v ·~ν, ψ̃ >

H−
1
2 (∂O),H

1
2 (∂O)

=

∫

O

div~v ψ̌ dx+

∫

O

~v · ∇ψ̌ dx

=

∫

O

r ψ̌ dx+

∫

O

−∇φ ·∇ψ̌ dx

=

∫

Γ

λ ψ̌ ds

=

∫

Γ

λψ ds

= < λ, ψ >
H

−
1
2

00
(Γ),H

1
2
00

(Γ)
,

(5.15)
where for ψ ∈ H

− 1

2

00 (Γ), ψ̃ ∈ H
1

2

0,∂O\Γ(∂O) is its extension by 0 to ∂O and ψ̌ ∈
H1

0,∂O\Γ(O) is an extension of ψ̃ to O, and where Green's formula has been used forthe seond equality and lemma 4.1 for the fourth equality to guarantee that ψ̌ is in
H1

0,∂O\Γ(O) so that (5.14) may be used. Then ~v ·~ν ∈ L2(Γ) sine λ ∈ L2(Γ)

Remark : Note that this lemma simply states that the mixed problem
∆ϕ = r in O
∂ϕ

∂~n
= λ on Γ ϕ = 0 on ∂O \ Γhas a unique solution in H1(O). This is quite normal beause if φ ∈ H1(O) it followsthat it's normal trae is in H− 1

2 (∂O).We an now state, and prove, our main existene result.Theorem 4.3. Assume that the permeabilities Ki on the subdomaines Ωi, the per-meabilities Kτ
i,j in the fratures γi,j and the thikness di,j are bounded above andbelow by a positive onstants Kmin and Kmax, and assume also that ξ > 1

2
. Then themodel problem (P) has a unique solution.Proof. To show the existene and uniqueness of the solution, it is su�ient to showthat that β satis�es the inf-sup ondition, i.e. that there exist a onstant Cβ suhthat inf

r∈M
sup
v∈V

β(v, r)

‖r‖M ‖v‖W
≥ Cβ, and to show that α is V-ellipti, i.e. that there exista onstant Cα suh that α(~v,~v) ≥ Cα‖~v‖2

W ∀~v ∈ V , where V is a subspae de�nedby
V = {~v ∈W : β(~v, r) = 0 ∀ r ∈ M},see [13℄. Thus the theorem follows from the following two lemmas.Lemma 4.4. If ξ > 1

2
then the bilinear form α is V-ellipti.104



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESProof. That α is V-ellipti folows from two observations : the �rst is that if ~v ∈ Vthen
‖~v‖2

W =
∑

i∈I

‖~vi‖2
0,Ωi

+
∑

(i,j)∈S

‖~vi,j‖2
0,γij

+ 2
∑

(i,j)∈S

‖~vi ·~νi + ~vj ·~νj‖2
0,γij .This follows from the equations β(~v, r) = 0 ∀r ∈ M , taking suessively as testfuntions� r = (div~v1, div~v2, div~v3, 0, 0, 0, 0), we obtain ‖div~vi‖2

Ωi
= 0,� r = (0, 0, 0, r1,2, r2,3, r1,3, 0) with ri,j = div γij

(~vi,j)−(~vi · ~νi+~vj ·~νj), i ∈ I, j ∈
Si, we obtain ‖div γij

(~vi,j)‖2
0,γij

= ‖~vi ·~νi + ~vj ·~νj‖2
0,γij

,� r = (0, 0, 0, 0, 0, 0, ~v1,2 ·~ν1,2+~v2,3 · ~ν2,3+~v1,3 ·~ν1,3). we obtain ‖~v1,2 ·~ν1,2+~v2,3 ·~ν2,3+
~v1,3 ·~ν1,3‖2

0,T = 0.The seond observation is that for eah ~v ∈ W

α(~v,~v) =
∑

i∈I

∫

Ωi

K−1
i ~vi · ~vi +

∑

(i,j)∈S

∫

γij

(di,j K
τ
i,j)

−1~vi,j ·~vi,j

+
∑

(i,j)∈S

∫

γi, j

di,j

2Kn
i,j

[

ξ(~vi ·~νi)
2 − 2(1 − ξ)(~vj ·~νj)(~vi ·~νi) + ξ(~vj ·~νj)

2
]

.Using this expression we have that for eah ~u ∈ V

α(~u, ~u) ≥ K−1
max(

∑

i∈I

‖~ui‖2
0,Ωi

+
∑

(i,j)∈S

‖~ui,j‖2
0,γij

)

+K−1
max min(1, 2ξ − 1)

∑

(i,j)∈S

(‖~ui ·~νi‖2
0,γij

+ ‖~uj · ~νj‖2
0,γij

)

≥ K−1
max(

∑

i∈I

‖~ui‖2
0,Ωi

+
∑

(i,j)∈S

‖~ui,j‖2
0,γij

)

+K−1
max min(1, 2ξ − 1)

∑

(i,j)∈S

(‖~ui ·~νi + ~uj ·~νj‖2
0,γij

)

≥ C‖u‖2
W .where C = min(K−1

max,
1
2
K−1

max min(1, 2ξ − 1)). For the �rst inequality, we have usedthe fat that the eigenvalues of the quadrati form ξa2−2(1−ξ)ab+ξb2, where a, b ∈
R, are 1 and 2ξ − 1.Lemma 4.5. The bilinear form β satis�es the inf-sup ondition.Proof. To show that β satis�es the inf-sup ondition, it su�es to show that thereis a positive onstant C, suh that given r ∈ M , there is an element ~vr ∈ W suhthat β(~vr, r) = ‖r‖2

M and ‖~vr‖W ≤ C ‖r‖M .Given r = (r1, r2, r3, r1,2, r2,3, r1,3, rT ) ∈ M , to de�ne the �rst 3 omponents
~v1, ~v2 and ~v3 of ~vr = (~v1, ~v2, ~v3, ~v1,2, ~v2,3, ~v1,3) let r̃ ∈ L2(Ω) be de�ned by r̃|Ωi

= ri ,
i = 1, . . . , 3, and let ϕ ∈ H2(Ω), be the solution of the auxillary problem

−∆ϕ = r̃ on Ω
ϕ = 0 in Γ. 105



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESPut ~v = −∇ϕ and, for i = 1, . . . , 3, let ~vi = ~v|Ωi
. Then div~v = r̃ so that div~v ∈

L2(Ω) and ~v ∈ H(div ,Ω). Thus ~vi ·~νi|γij
+ ~vj · ~νj |γij

= 0. Clearly we also have
~vi ∈ H(div ,Ωi) and ~vi ·~νi|γij

+ ~vj ·~νj |γij
∈ L2(γij).To de�ne the next 3 omponents ~v1,2, ~v2,3 and ~v1,3 of ~vr, we use Lemma 4.2 andlet, for eah (i, j) ∈ S, ϕi,j ∈ H1

0,∂γi,j\T
be the solution of

∫

γi,j

∇ϕi,j ·∇ψ dx =

∫

γi,j

ri,j ψ dx−
∫

T

rT

3
ψ ds ∀ψ ∈ H1

0,∂γi,j\T
(γi,j). (5.16)Then we let, ~vi,j = −∇γϕi,j. Then ~v ∈ H(divγ, γi,j) with div~vi,j = ri,j, and

~vi,j ·~ν ∈ L2(T ) with ~vi,j · ~ν =
rT

3
.Thus ~vr = (~v1, ~v2, ~v3, ~v1,2, ~v2,3, ~v1,3) ∈W, and

β(~vr, r) =
∑

i∈I

∫

Ωi

div~vi ri dx+
∑

(i,j)∈S

[

∫

γij

(divγ~vi,j − (~vi ·~νi + ~vj ·~νj)) ri,j]

+

∫

T

(~v1,2 ·~ν1,2 + ~v2,3 ·~ν2,3 + ~v1,3 ·~ν1,3) rT

=
∑

i∈I

∫

Ωi

r2
i +

∑

(i,j)∈S

∫

γij

r2
i,j +

∫

T

r2
T

=
∑

i∈I

‖ri‖2
0,Ωi

+
∑

(i,j)∈S

‖ri,j‖2
0,γij

+ ‖rT‖2
0,T

= ‖r‖2
M ,and

‖~vr‖2
W =

∑

i∈I

(

‖~vi‖2
0,Ωi

+ ‖div~vi‖2
0,Ωi

)

+
∑

(i,j)∈S

‖(~vi ·~νi + ~vj ·~νj)‖2
0,γij

+
∑

(i,j)∈S

(

‖~vi,j‖2
0,γij

+ ‖div γij
(~vi,j)‖2

0,γij

)

+ ‖(~v1,2 ·~ν1,2 + ~v2,3 ·~ν2,3 + ~v1,3 ·~ν1,3)‖2
0,T

=
∑

i∈I

(

‖∇ϕi‖2
0,Ωi

+ ‖ri‖2
0,Ωi

)

+
∑

(i,j)∈S

(

‖∇ϕi,j‖2
0,γij

+ ‖ri,j‖2
0,γij

)

+ ‖rT‖2
0,T .However

∑

i∈I

‖∇ϕi‖2
0,Ωi

= ‖∇ϕ‖2
0,Ω =

∫

Ω

∇ϕ ·∇ϕ = −
∫

Ω

∆ϕ ·ϕ

=

∫

Ω

r ·ϕ
≤ ‖r‖0,Ω ‖ϕ‖0,Ω

≤ ‖r‖0,Ω C1 ‖∇ϕ‖0,Ω (Poinaré)and
∑

i∈I

‖∇ϕi‖2
0,Ωi

= ‖∇ϕ‖2
0,Ω ≤ C2

1 ‖r‖2
0,Ω. (5.17)106
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‖∇ϕi,j‖2

0,γij
=

∫

γij

∇ϕi,j ·∇ϕi,j

=

∫

γij

ri,j ·ϕi,j +

∫

T

rT

3
·ϕi,j

≤ ‖ri,j‖0,γij
‖ϕi,j‖0,γij

+ ‖ rT

3
‖0,T ‖ϕi,j‖0,TIt then follows from the theorem of Poinaré and the trae theorem that there existpositive onstants c2 and c3 suh that

‖∇ϕij‖2
0,γij

≤ ‖ri,j‖0,γij
C2 ‖∇ϕij‖0,γij

+ ‖ rT

3
‖0,T C3 ‖∇ϕij‖0,γijand

‖∇ϕi,j‖0,γij
≤ C2 ‖ri,j‖0,γij

+
C3

3
‖rT‖0,T . (5.18)Combining (5.17) and(5.18) we see that for some onstant C,

‖~vr‖2
W ≤ C (

∑

i∈I

‖ri‖2
0,Ωi

+
∑

(i,j)∈S

‖ri,j‖2
0,γij

+ ‖rT‖2
0,T )

≤ C ‖r‖2
Mand ‖~vr‖W‖r‖M ≤ C ‖r‖2

M = C β(~vr, r) so the inf-sup ondition is satis�ed.5 The disrete formulation of the problemWe assume that the domain Ω is meshed in suh a way that the disretizationis ompatible with the deomposition into subdomains Ωi and the interfaes aredisretized so that the meshes math up at the interfae. The intersetion T inheritsa disretization from the interfaes.To approximate the problem, the Raviart-Thomas elements of lowest order areused. The approximation spaes Mh,i, Wh,i, Mh,γi,j
and Wh,γi,j

are subspaes res-petively of L2(Ωi), H(div ,Ωi), L2(γi,j) and H(div γi,j
, γi,j) suh that (Mh,i, Wh,i)is a spae of lowest order Raviart-Thomas elements on Ωi, and (Mh,γi,j

, Wh,γi,j
) is aspae of lowest order Raviart-Thomas elements on γi,j. The subspae Mh,T of L2(T )is omposed of onstant funtions on eah ell of the disretization. The approxi-mation spaes Wh and Mh, �nite dimensional subspaes of W and M are de�nedby

Wh = (Wh,1 × ..×Wh,3 ×Wh,γ12
× ..×Wh,γ31

) ⊂ W

Mh = Mh,1 × ..×Mh,3 ×Mh,γ12
× ..×Mh,γ31

×Mh,T ⊂ M.The global disrete problem is written as :
(Ph)

Find (~uh, ph) ∈Wh ×Mh suh that
α(~uh, ~v) − β(~v, ph) = −Ld(~v), ∀~v ∈Wh

β(~uh, r) = Lf (r), ∀ r ∈Mh. 107



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESTo show the onvergene of the disrete problem (Ph) to the solution (P), weneed to show that α : W h ×W h −→ R is uniformly V h-ellipti, where
V h = {~vh ∈W h : b(~vh, rh) = 0, ∀rh ∈Mh},and where by uniformly it is meant that the onstant of elliptiity for the disreteproblems an be hosen independently of h. and that β : W h ×Mh −→ R satis-�es the uniform disrete inf-sup ondition, that is that the onstant in the inf-supondition for the disrete spaes is independent of h. That α satis�es the disrete V h-elliptiity ondition is shown below. However to show the uniform disrete inf-supondition requires some regularity results that we have not had time to investigate.To show that α : W h×W h −→ R is V h-ellipti uniformly in h, it su�es to showthat V h ⊂ V . Toward this end, suppose that ~vh = (~v1, ~v2, ~v3, ~v1,2, ~v2,3, ~v1,3) belongs to

W h. From the de�nition of the approximation spaes it is evident that div~vh,i ∈Mh,i,i=1,. . .,3, ~vh,i · ~νi + ~vh,j ·~νj ∈ Mh,γi,j
and divγ~vh,i,j ∈ Mh,γi,j

, (i, j) ∈ S, and
~v1,2 ·~ν1,2 +~v2,3 · ~ν2,3 +~v1,3 ·~ν1,3 ∈Mh,T . Thus if ~vh ∈ ~Wh we may take as test funtionin b(~vh, rh) = 0, ∀rh ∈ Mh, the element rh = (rh,1, rh,2, rh,3, rh,1,2, rh,2,3, rh,1,3, rh,T )with rh,i = div~vh,i, i = 1, · · · , 3, rh,i,j = divγ~vh,i,j − (~vh,i ·~νi + ~vh,j · ~νj), (i, j) ∈ S,and rh,T = ~vh,1,2 · ~ν1,2 + ~vh,2,3 ·~ν2,3 + ~vh,1,3 ·~ν1,3.One obtains immediately thatdiv~vh,i = 0, i = 1, · · · , 3,divγ~vh,i,j = (~vh,i · ~νi + ~vh,j ·~νj), (i, j) ∈ S, ~vh,1,2 ·~ν1,2 + ~vh,2,3 ·~ν2,3 + ~vh,1,3 ·~ν1,3 = 0,and it follows that ~vh ∈ V and that α : W h ×W h −→ R is V h-ellipti, with anelliptiity onstant independent of h.However to show the uniform disrete inf-sup ondition is more deliate. Wede�ne a ontinuous projetion operator Πh from a subspae V of ~W to ~Wh suh thatif ~v ∈ V, b(~v, rh) = b(Πh~v, rh), ∀rh ∈ Mh, and to show that for an element r of M ,the element ~vr ∈ ~W onstruted in the previous setion in fat belongs to V, (or toonstrut another element ~v′r ∈ V having the properties that b(~v′r, r) = ‖r‖2

M and
‖v′r‖V ≤ C‖r‖M). Here the spae V will be

V =
{

v = (~v1, ~v2, ~v3, ~v1,2, ~v2,3, ~v1,3) ∈ H1(Ω1) ×H1(Ω2) ×H1(Ω3)

×H1(γ1, 2) ×H1(γ2, 3) ×H1(γ1, 3)
}

.The projetion operator Πh : V −→ ~Wh is de�ned by
Πh(~v1, ~v2, ~v3, ~v1,2, ~v2,3, ~v1,3) = (Πh,1~v1, Πh,2~v2, Πh,3~v3, Πh,1,2~v1,2, Πh,2,3~v2,3, Πh,1,3~v1,3),where for eah i, i = 1, . . . , 3, Πh,i : H1(Ωi) −→ Mh,i is a Raviart-Thomas pro-jetion, and for (i, j) ∈ S, Πh,i,j : H1(γi,j) −→ Mh,i,j is also a Raviart-Thomas108



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESprojetion. That Πh has the desired properties follows immediately from the pro-perties of the Raviart-Thomas projetion operator. There remains to show that onean onstrut an element ~v′r ∈ V having the properties that b(~v′r, r) = ‖r‖2
M and

‖v′r‖V ≤ C‖r‖M .The �rst three omponents of ~vr as de�ned in the demonstration of Lemma4.5 determine a funtion in H1(Ω) if Ω is su�iently regular and otherwise onean simply solve the problem on a regular domain ontaining Ω. For the last threeomponents, more regularity results are needed.6 Domain deomposition for dealing with fraturesIn this model, the fratures are represented by interfaes between the variousparts of the porous medium and it is natural to use a domaine deomposition methodto solve the disretized problem. The unknowns ~ui, and pi in the towards thatgoal, interior of eah subdomain are eliminated to bring the problem bak to aproblem arising on the union of the interfaes. For simpliity, in the remainder ofthis setion, all the problems are written in strong form. Obviously we worked withthe weak formulation and in spaes of disretization. Also for simpliity, we supposethe boundary onditions on ∂γi,j ∩ ∂Ω are Dirihlet onditions.In this part (and in Setion 7 for the numerial experiments), we have workedwith the model of highly permeable fratures, and thus have replaed equation (5.7)by (5.8) representing the ontinuity of the pressure along a frature.We onsider the problem (Pi) in the subdomain Ωi

(Pi)

div (~ui) = fi on Ωi

~ui = −Ki
~∇pi on Ωi

pi = pdi in Γi

pi = pi,j in γi,j, ∀j 6= i.By linearity, the solution (~ui, pi) an be written as :
~ui = ~u0

i + ~u∗i and pi = p0
i + p∗i with (~u0

i , p
0
i ) and (~u∗i , p

∗
i ) the respetive solutions of

(P0
i )

div (~u0
i ) = 0 on Ωi

~u0
i = −Ki

~∇p0
i on Ωi

p0
i = 0 in Γi

p0
i = pi,j in γi,j.

(P∗
i )

div (~u∗i ) = fi on Ωi

~u∗i = −Ki
~∇p∗i on Ωi

p∗i = pdi in Γi

p∗i = 0 in γi,j.The equations (5.9),· · · ,(5.12) on the interfae γi,j an be written as
(Pγi,j

)

div γi,j
~ui,j = fi,j + (~u∗i · ~νi + ~u∗j ·~νj) + (~u0

i ·~νi + ~u0
j ·~νj) in γi,j

~ui,j = −di,jK
τ
i,j
~∇γi,j

pi,j in γi,j

pi,j = pdγi,j
in ∂γi,j ∩ ∂Ω

pi,j = pT in T. 109



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESBy eliminating the uknown ~ui,j, the �rst two equations of this system an be replaedby the equationdiv γi,j
(−di,j, K

τ
i,j
~∇γi,j

pi,j) = fi,j + (~u∗i ·~νi + ~u∗j ·~νj) + (~u0
i · ~νi + ~u0

j ·~νj) in γi,j.To write the problem as a problem posed on the interfae γ =
⋃

(i,j)∈S

γi,j. Wede�ne the spae
Mf = L2(γ) × L2(T ) = L2(γ12) × L2(γ23) × L2(γ31) × L2(T ).Then λ ∈ Mf is written as : λ = (λγ , λT ) = (λ1,2, λ2,3, λ1,3, λT ) we write γi for

∂Ωi ∩ γ =
⋃

j∈Si

γi,j.For eah subdomain Ωi, the Steklov-Poinaré type operator Si is de�ned so thatfor λ ∈Mf ,
Si(λ) = Si(λi) = −(~u0

i ·~νi)|γi
,where (~u0

i , p
0
i ) is the solution of problem (P0

i ) whith pi,j = λi,j, ∀j ∈ Si, and theoperator χi

χi(fi, pdi) = (~u∗i ·~νi)|γi
,where (~u∗i , p

∗
i ) is the solution of problem (P∗

i ).By extending Si(λ) and χi to all of γ with an extension by 0 on γ r γi, we ande�ne
S(λ) =

∑

i∈I

Si(λ) and χ(f, pd) =
∑

i∈I

χi(fi, pdi)and write the global system on the global interfae γ
(Pγ)

S(λ) − div γ(dγ K
τ
γ
~∇γλ) = fγ + χ(f, pd) in γ

λ = pdγ on ∂γ ∩ ∂Ω
λi,j − λT = 0 on T, i ∈ I, j ∈ Si

ST (λ) = 0 in T,where dγ, K
τ
γ and fγ are de�ned in an obvious way, and the operator ST is de�nedby

ST (λ) =
∑

i∈I,j∈Si

(−di,j K
τ
i,j
~∇γλi,j)|T · νi,j ,so that the last equation of the global system represents the ontinuity of the �owimposed on T in equation (5.13).This system is symmetri and positive de�nite. Thus a simple onjugate gradientitération an be used to solve the linear system. Eah iteration requires the solutionof a Dirihlet problem in eah subdomain, and a alulation of the �ow in thefrature.110



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURES7 Numerial results7.1 Desription the test asesIn this part we will present some numerial results to illustrate the propertiesof our model. In the numerial experiments, we onsider a domain Ω that ontainsin addition to the 3 fratures of the model problem (Figure 5.2), a simple isolatedfrature. See (Figure 5.3).Three test ases are onsidered. In eah of the three ases, a pressure equalto 1 imposed on top of the fratures and a pressure equal to 0 on the bottom ofthe fratures. In all the domains, the permeability is supposed to be equal to 1,whereas on the fratures the permeability is supposed to be muh greater than 1as the model used for experiments is the model for more permeable fratures (withpressure ontinuous aross the fratures).The test ase : horizontal �owWe present an example of the results with and without fratures. We impose ahorizontal pressure gradient : p = 1 on the left lateral boundary and p = 0 on theright lateral boundary and a no �ow ondition on the other external boundaries ofthe subdomains. For boundary onditions on the fratures, we impose the Dirihletondition p = 1 on the upper part of the frature and p = 0 on the lower part of theboundaries and a no �ow ondition on the rest of the frature boundaries.
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Fig. 5.3: Figure representing the geometry of the �rst ase testThe permeability in the frature multiplied by its thikness is equal to 100. Thismeans that the �uid tends to �ow rapidly along the frature.Figure (5.4) represents the pressure given in the absene of the fratures (werepresented eah subdomain separately). The �ow is only horizontal, the pressurevaries linearly from left to right. If we take into aount the fratures, the situationhanges, as is shown in Figure (5.5). We see in addition to the horizontal �ow, avisible e�et of the �ow in the fratures. 111
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Fig. 5.4: The pressure given by the model without fratures

Fig. 5.5: The pressure given by the model with fratures
112



CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESResults : Flow due to the fraturesIn the seond test ase, the only modi�ation in the data is that a pressure equalto 1 is imposed on both sides of Ω. Without fratures the pressure would be onstant(the �gure is not inluded), but with fratures Figure (5.6) shows a signi�ant e�etdue to the fratures.

Fig. 5.6: The pressure given by the model with fraturesBy omparing Figure (5.5) and Figure (5.6), one also sees the di�erene due tothe boundary ondition imposed on the right.Results : Vertial �owFor the third test we impose a vertial pressure gradient. Figure (5.7) shows the
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Fig. 5.7: Figure representing the geometry of the ase third testgeometry and the boundary onditions for this test ase : p = 1 on the top boundary,
p = 0 on the bottom boundary and a no �ow ondition on the other boundaries.Figure (5.8) represents the pressure �eld in the absene of fratures. We see alinear pressure drop from the top to the bottom, from 1 to 0. 113
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Fig. 5.8: The pressure given by the model without fratures

Fig. 5.9: The pressure given by the model with fratures
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CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURESBy omparing these results with those given in the presene of the fraturesFigure (5.9), we see a di�erene on the interfaes, in the presene of fratures, onenoties in addition to the vertial �ow in the subdomains a ontribution omingfrom the fratures.7.2 Performane of the preonditionerIn this paragraph we implement a new preonditioner to aelerate the onver-gene of the onjugate gradient method used to solve the problem.In the problems without fratures, for the lassial method of domain deompo-sition, the Neumann�Neumann preonditioner has been shown to be e�ient [85℄.However, if we ompare the di�erential orders of the di�erent operators of the sys-tem in the global interfae problem (Pγ), it's natural to take as preonditioner theinverse of the �ow operator in the frature (div γ(dγ K
τ
γ
~∇)−1). It is of order 2, whilethe Steklov�Poinaré operator is only of order 1.Depending on the value of the dKτ

γ , one of the other preonditioners, or a om-bination of the two ould possibly be e�etive.In the ase of domain deompostion with fratures, we applied a onjugate gra-dient with and without the preonditioner, the inverse of the �ow operator in thefrature. The result is shown in Figure (5.10) that represents the residual as a fun-tion of the number of iterations. Without preonditioner, the onvergene is veryslow, and by using a preonditioner, we notie a dramati improvement in the onver-gene. The number of iterations in the onvergene is divided by 10 when using thepreonditioner.
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Fig. 5.10: E�ieny of the preonditionerFor the seond test ase, we applied the onjugate gradient method with preon-ditioner, for various values of dKγ. 115
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Fig. 5.11: E�ieny of the preonditioner depending on dKγThe results in Figure (5.11) show that the preonditioner works better if thevalue of dKγ is higher.
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CHAPITRE 5. THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY FOR FLOW IN APOROUS MEDIUM WITH INTERSECTING FRACTURES8 ConlusionIn this paper we have studied a model for �ow in a porous medium with fratures,in whih the fratures are treated as interfaes. In partiular we have been onernedwith the ase of interseting fratures. Existene and uniqueness of the solution inthis ase has been shown. A disretization method using mixed �nite elements hasbeen proposed. The model was reformulated as a domain deomposition problem.The method was implemented for a 3D problem and numerial results were shown.A preonditioner was introdued and numerial results showed its usefulness.
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Conlusion généraleAu ours de ette thèse, nous avons étudié une nouvelle méthode de ouplageglobal entre le transport et la himie, basée sur une méthode de Newton-Krylov.Pour réaliser ette étude, une première partie de ette thèse a été onsaré àl'étude et la résoultion du problème d'advetion-di�usion ave di�érents shémas etméthodes numériques. La résolution de l'équation d'advetion-di�usion en milieuxporeux néessite la onnaissane préalable du hamp de l'éoulement. L'utilisationde la méthode EFMH pour le alul du hamp d'éoulement assure une desriptionde l'éoulement beauoup plus préise que les méthodes d'EF de Lagrange. La teh-nique de séparation d'opérateurs est utilisée pour disrétiser l'équation d'advetion-di�usion. La partie di�usive est approhée en utilisant la méthode EFMH et lapartie advetive est approhée par la méthode VF. L'intérêt de ette tehnique estde traiter des proessus di�érents omme l'advetion, la di�usion, la himie, et. avedes méthodes numériques appropriées, et ainsi d'éonomiser du temps de alul enprenant des éhelles de temps di�érentes pour la di�usion et l'advetion.La deuxième partie a été onsarée à la modélisation du problème de la himiesous l'hypothèse d'équilibre himique. On a introduit les notions de omposants etd'espèes seondaires, qui permettent de formuler un système himique à l'équilibre.Pour oupler le transport et la himie, la majorité des méthodes proposées sebase sur un ouplage pas à pas : on résout itérativement la himie et le transport.Ce proédé onverge, mais parfois au prix d'une rédution draonienne du pas detemps. Le système ouplé transport-himie est dérit par un système d'équationsnon linéaires. La di�ulté est bien évidemment la taille du système sous-jaent,dont le nombre d'inonnues est le nombre de points de grille multiplié par le nombred'espèes himiques. Par ailleurs, une mise en oeuvre naïve de ette méthode (enformant le jaobien du système) est impossible pour des systèmes réalistes, et nepermet pas de onserver les odes de himie et de transport séparés. Il en résulte queles temps de aluls de e type de simulation s'élèvent rapidement ave la omplexitédu problème simulé jusqu à devenir prohibitifs. Pour remédier à e problème, onutilisé une méthode de Newton-Krylov pour résoudre le système non-linéaire. Ils'agit d'une méthode de Newton dans laquelle les systèmes linéaires sont résoluspar une méthode itérative (plus souvent GMRES ou BiCGSTAB). Ces méthodes,aussi appelées "Jaobian free" demandent seulement le produit Jaobien-veteursans former et stoker la matrie Jaobienne. 119



CONCLUSION GÉNÉRALEFinalement, une partie de ette thèse a été onsaré à l'étude d'un modèle d'éou-lement pour les fratures qui s'intersetent dans les milieux poreux. Les fraturessont assimilées à des interfaes entre les sous domaines par une méthode de déom-position de domaines. Nous avons démontrés l'existene et l'uniité de la solution.Des résultats numériques ont été présentées pour la validation du modèle étudié,d'autres résultats numériques ont été présentés pour valider et montrer l'e�aitédu preonditionneur hoisi.
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PerspetivesLes résultats préliminaires que nous avons présentés sont prometteurs : il est pos-sible de résoudre e�aement des problèmes géohimiques en utilisant une méthodede Newton-Krylov, bien qu'il reste plusieurs points qui doivent être abordés.� le premier est d'appliquer la méthode sur des as tests de on�gurations plusomplexes, en 2D ou 3D, où nous nous attendons à e que la méthode montresa grande apaité.� il sera alors ertainement néessaire d'explorer la question de hoisir et d'uti-liser un préondtionneur pour réduire le nombre de Krylov itérations. Vu lastruture en blo de la matrie Jaobienne, il est naturel de réutiliser les mé-thodes de séparations d'opérateurs, omme elles proposées par [45℄.� les résultats présentés préédemment sont donnés pour un pas de temps �xe,qui était insu�sant pour une intégration sur grand intervalle. Pour résoudreave suès les problèmes di�iles omme le benhmark i-dessus, il est lai-rement néessaire d'utiliser des pas de temps adaptatifs.Pour poursuivre le travail de thèse sur la modélisation des fratures, il serait inté-ressant de valider le modèle d'éoulement pour les fratures qui s'intersetent surun test réel et aussi d'étudier le modèle du transport.

121



PERSPECTIVESPubliationsJournal� L. Amir, M. Kern, V. Martin, et J. Roberts ,'Déomposition de domaine pour un milieu poreux fraturé : un modèle en 3Dave fratures qui s'intersetent',ARIMA, Vol.5, pp. 11-25. Nov 2006.� L. Amir, M. Kern,'Newton-Krylov methods for oupling transport with hemistry in heteroge-neous porous media', soumis dans le journal Computational Geosienes 2008.� L. Amir, M. Kern et J. E. Roberts,'Theoretial and numerial study for a model of interseting fratures in aporous medium', to submit.Conférenes, Séminaires et Proeedings� 'Coupling transport with hemistry by using Newton-Krylov methods',CMWR XVII - International Conferene on Computational Methods in WaterResoures XVII, San Franiso, USA, July 6-10 2008.� 'Reative transport in heterogeneous porous media',Slovak-Austrian Mathematial Congress, Podbanske, Slovakia, September 16-21, 2007.� 'Newton-Krylov methods for fully oupling hemistry and transport',6th ICIAM International ongress on Industrial and Applied mathematis,Zurih, Switzerland, July 16-20, 2007.� 'A Globally Coupled Method for Reative Transport in Porous Media',SIAM Conferene on Mathematial and Computational Issues in the Geos-ienes, Santa Fe, New Mexio , USA, Marh 19-22, 2007.� 'Newton-Krylov methods for oupling transport with hemistry in porous me-dia',CMWR XVI - International Conferene on Computational Methods in WaterResoures XVI, Copenhagen, Denmark, (editors : P. Binning, P. Engesgaard,H. Dahle, G. Pinder, W. G. Gray), June 2006� 'Les méthodes de Newton-Krylov pour le ouplage transport himie',Congrès CANUM (38ème Congrès National d'Analyse Numérique), à Beg erLenn Guidel Morbihan, Frane, du 29 mai au 2 juin 2006.� 'Déomposition de domaine et préonditionnement pour un modèle 3D en mi-lieu poreux fraturé',8èmes Journées d'Analyse Numérique et Optimisation, Rabat (Maro), De-ember 14-16, 2005.� 'Domain deomposition for a fratured porous medium',8th SIAM Conferene on Mathematial and Computational Issues in the Geos-ienes, Avignon (Frane), June 7-10, 2005.122



PERSPECTIVES� 'Déomposition de domaine pour un milieu poreux fraturé',2ème olloque sur les Tendanes dans les Appliations Mathématiques en Tu-nisie, Algérie, Maro, Tunis, April 26-28, 2005.� 'Reative transport in porous media',Séminaire organisé à l'oasion d'un séjour à l'Université d'Erlangen (Alle-magne, groupe du Prof. P. Knabner, 25 au 29 juin 2007), dans le adre d'unpartenariat Hubert Curien Proope.� 'Full oupling in transport of solutes in porous media with hemistry',Workshop3+3, Numerial omputing for groundwater �ows, Mohammadia shoolengineering, Rabat, Moroo, september 20-22 2006.

123



PERSPECTIVES

124



Bibliographie[1℄ C. Alboin, J. Ja�ré, and J. E. Roberts. Domain deomposition for �ow infratured porous media. Domain Deomposition Methods in Sienes and En-gineering, Domain Deomposition Press, pages pp. 365�373.[2℄ C. Alboin, J. Ja�ré, J. E. Roberts, and C.Serres. Modeling fratures as interfaesfor �ow and transport in porous media. Contemporary Mathematis, pagesVolume 295, pp. 13�24, 2002.[3℄ L. Amir and M. Kern. Newton-krylov methods for oupling transport with he-mistry in porous media. In P. Binning, P. Engesgaard, H. Dahle, G. Pinder, andW. G. Gray, editors, XVI International Conferene on Computational Methodsin Water ressoures (CMWR XVI), 2006.[4℄ L. Amir and M. Kern. Newton-Krylov methods for oupling transport withhemistry in heterogeneous porous media. submitted in Computational Geos-ienes, 2008.[5℄ L. Amir, M. Kern, V. Martin, and J. E. Roberts. Déomposition de domainepour un milieu poreux fraturé : un modèle en 3d ave fratures qui s'inter-setent. ARIMA, pages Vol.5, pp. 11�25, November.[6℄ L. Amir, M. Kern, and J. E. Roberts. Theoretial and numerial study for amodel of interseting fratures in a porous medium. to submit.[7℄ M. Berovier, O. Pironneau, and V. Sastri. Finite elements and harateristisfor some paraboli-hyperboli problems. Appl. Math. Modelling, 7,89 :96, 1983.[8℄ C. Bernardi, Y. Maday, and A.T. Patera. Domain deomposition by mortarelement method. Tehnial report, Publiations du laboratoire d'analyse numé-rique de l'université de Pierre et Marie Curie, R92013,.[9℄ Craig M. Bethke. Geohemial Reation Modelling. Oxford University Press,1996.[10℄ D. Billaux, B. Paris, and C. Darel. 3FLO Version 2.1. Caluls d'éoulements etde transport tridimensionnels. Rapport Interne ITASCA Consultants, Volumes1 à 4. 2004.[11℄ N. Bouillard. Développement de méthodes numérique pour le transport réatif.PhD thesis, Université de Provene, 2006. 125



BIBLIOGRAPHIE[12℄ Pierre Brassard and Paul Bodurtha. A feasible set for hemial speiationproblems. Computers in Geosienes, 26 :277�291, 2000.[13℄ F. Brezzi. On the existene, uniqueness and approximation of saddle pointproblems arising from Lagrangian multipliers, PAIRO, Anal, Numér, 8. 1974.[14℄ F. Brezzi, Jim Douglas, Jr., M. Fortin, and D. Marini. E�eient retangu-lar mixed �nite elements for seond order ellipti problems in two and threevariables. M2AN, 51, 581 :604, 1987.[15℄ F. Brezzi, Jim Douglas, Jr., and D. Marini. Two families of mixed �nite elementsfor seond order ellipti problems. Numer. Math., 47 :217-235, 1985.[16℄ F. Brezzi and M. Fortin. Mixed and hybrid �nite element method. In Springer-Verlag, New York, 1991.[17℄ J. Carrayrou. Modélisation du transport de solutés réatifs en milieu poreuxsaturé. Thèse de dotorat, Université Louis Pasteur, Strasbourg, 2001.[18℄ J. Carrayrou. GDR MoMaS benhmark � reative transport. published ele-tronially at http://www.gdrmomas.org/ex_qualifiations.html, 2006.[19℄ J. Carrayrou. GDR MoMaS benhmark � reative transport. ComputationalGeosienes, 2008. submitted.[20℄ G. Chavent and J. Ja�ré. Mathematial models and �nite elements for reservoirsimulation. 1986.[21℄ G. Chavent and J. E. Roberts. A uni�ed physial presentation of mixed, mixed-hybrid �nite element method and standard �nite di�erene approximations forthe determination of veloities in water�ow problems. Adv. Water Resour.,14(6), 329 :348, 1991.[22℄ R. Dautray and J.L. Lions. Analyse mathematique et alul numerique, vo-lume 4. Masson, Paris, 1988.[23℄ C. Dawson and M. F. Wheeler. Time splitting methods for advetion-di�usion-reation equations arising in ontaminant transport. Industrial and AppliedMathematis, Siam, 1992.[24℄ C. de Dieuleveult and J. Erhel. A numerial model for oupling hemistryand transport. In International Conferene on SCIenti� Computation AndDi�erential Equations, SiCADE 2007, 2007.[25℄ C. de Dieuleveult, J. Erhel, and M. Kern. A global strategy for solving reativetransport equations. In preparation, 2008.[26℄ J-R. de Dreuzy, P. Davy, J. Erhel, and J. Bremond d'Ars. Anomalous di�usionexponents in ontinuous two-dimensional multifratal media. / Physial ReviewE. /, pages Volume 70, 016306 (6 pages), 2004.[27℄ J-R. de Dreuzy and J. Erhel. E�ient algorithms for the determination of theonneted frature network and the solution to the steady-state �ow equation infrature networks. Computers and Geosienes, pages Volume 29, pp. 107�111,2003.126



BIBLIOGRAPHIE[28℄ G. de Marsily. Hydrogéologie quantitative, olletion des Sienes de la Terre.Masson, Paris, 1981.[29℄ Jim Douglas, Jr. and T. Arbogast. Dual porosity models for �ow in naturallyfratured reservoirs. Dynamis of Fluids in Hierarhial Porous Formations,pages J. H. Cushman (ed.), Aademi Press, pp. 177�221, 1990.[30℄ Jim Douglas, Jr., T. Arbogast, and U. Hornung. Derivation of the doubleporosity model of single phase �ow via homogenization theory. SIAM J. Math.Anal, pages 21 823�836, 1990.[31℄ Jim Douglas, Jr. and J. E. Roberts. Global estimates for mixed methodes forseond order ellipti equations. Math. Comp., 44, 39 :52, 1985.[32℄ Jim Douglas, Jr. and T. F. Russell. Numerial methods for onvetion-dominated di�usion problems based on ombining the method of harateristiswith �nite element or �nite di�erene proedures. SIAM J. Numer. Anal. 19,871 :885, 1982.[33℄ D. A. Dzombak and F. M. M. Morel. Surfae Complexation Modelling, HydrousFerri Oxydes. Wiley Intersiene, 1990.[34℄ D.A. Dzombak and F.M.M. Morel. Surfae omplexation modeling�Hydrousferri oxide. John Wiley, 1993.[35℄ S. C. Eisenstat and H. F. Walker. Choosing the foring terms in an inexatNewton method. SIAM Journal on Sienti� Computing, 17(1) :16�32, 1996.[36℄ R. Eymard, T. Gallouët, and R. Herbin. Finite volume methods. In P. G.Ciarlet and J. L. Lions, editors, Handbook of Numerial Analysis, volume VII,pages 713�1020. North�Holland, 2000.[37℄ M. Fahs, A. Younes, J. Carrayrou, and Ph. Akerer. E�ieny of the diretsubstitution approah for multiomponent reative transport in porous media.Water, Air, & Soil Pollution, pages 299�308, 2008.[38℄ Leij Feike and J. H. Dane. Analytial solution of the one dimensional advetionequation equation and two- or tree-dimentional dispersion equation. WaterRessoures Res, 26, 1475-1482, 1990.[39℄ Roland W. Freund and Noël M. Nahtigal. QMR : a quasi-minimal residualmethod for non-Hermitian linear systems. Numerishe Mathematik, 60 :315�339, 1991.[40℄ N. Frih, J. E. Roberts, and A. Saada. Un modèle dary-forhheimer pour unéoulement dans un milieu poreux fraturé. ARIMA, pages Vol.5, pp. 129�143,November.[41℄ V. Girault and P. A. Raviart. Finite element approximation of the Navier-Stokes equations. In : Letures Notes on Mathematis, Springer Verlag, volume749.[42℄ Gilles Gnaadja. Fixed points of order-reversing maps in R
n
>0 and hemialequilibrium. Math. Methods Appl. Si., 30(2) :201�211, 2007. 127



BIBLIOGRAPHIE[43℄ C. P. L. Grady, Jr. and H. C. Lin. Biologial Wastewater Treatment : Theoryand Appliations. Marel-Dekker, 1980.[44℄ G. E. Hammond. Innovative methods for solving multiomponent biogeohemialgroundwater transport on superomputers. PhD thesis, University of Illinois atUrbana-Champaign, 2003.[45℄ G. E. Hammond, A. J. Valohi, and P. C. Lihtner. Appliation of Jaobian-free Newton�Krylov with physis-based preonditioning to biogeohemialtransport. Advanes in Water Resoures, 28 :359�376, 2005.[46℄ J. Ho�mann, S. Kräutle, and P Knabner. A parallel global impliit 2-d solver forreative transport problems in porous media based on a redution sheme andits appliation to the MoMaS benhmark problem. Computational Geosienes,2009. artile soumis.[47℄ H. Hoteit. Simulation d'éoulements et de transports de polluants en milieuporeux : Appliation à la modélisation de la sûreté des dép�ts de déhets radio-atifs. PhD thesis, Université Rennes 1, 2002.[48℄ H. Hoteit, Ph. Akerer, and R. Mose. Nulear waste disposal simulations :Couplex test ases : Simulation of transport around a nulear waste disposalsite : The COUPLEX test ases (editors : Alain Bourgeat and Mihel Kern).Computational Geosienes, 8 :99�124, 2004.[49℄ R. Mosé J. Carrayrou and Ph. Behra. Operator-splitting proedures for reativetransport and omparison of mass balane errors. Journal of ContaminantHydrology, 68(3-4) :239�268, 2004.[50℄ J. F. Kanney, C. T. Miller, and C. T. Kelley. Convergene of iterative splitoperator approahes for approximating nonlinear reative transport problems.Advanes in Water Resoures, 26(247-261), 2003.[51℄ K. Karlsen and K. Risebo. An operator splitting method for onvetion di�usionequations. Numer. Math, 1997.[52℄ C. T. Kelley. Iterative methods for linear and nonlinear equations, volume 16of Frontiers in Applied Mathematis. Soiety for Industrial and Applied Ma-thematis (SIAM), Philadelphia, PA, 1995. With separately available software.[53℄ C. T. Kelley. Solving nonlinear equations with Newton's method. Fundamen-tals of Algorithms. Soiety for Industrial and Applied Mathematis (SIAM),Philadelphia, PA, 2003.[54℄ D. A. Knoll and D. E. Keyes. Jaobian-free newton-Krylov methods : a surveyof approahes and appliations. J. Comput. Phys., 193(2) :357�397, 2004.[55℄ S. Kraeutle and P. Knabner. A new numerial redution sheme for fully oupledmultiomponent transport-reation problems in porous media. Water ResouresResearh, 41(W09414), 2005.[56℄ S. Kraeutle and P. Knabner. A redution sheme for oupled multiomponenttransport-reation problems in porous media : Generalization to problems with128



BIBLIOGRAPHIEheterogeneous equilibrium reations. Water Resoures Researh, 43(W03429),2007.[57℄ V. Lagneau and J. van der Lee. HYTEC results of the momas reative transportbenhmark. Computational Geosienes, 2008. submitted.[58℄ JL. Lions and E. Magenes. Non-homogeneous Boundary Value Problems andAppliations, volume 1. Springer, Berlin, 1972.[59℄ J. David Logan. Transport Modeling in Hydrogeohemial Systems. Springer-Verlag, New York, 2001.[60℄ P.-L. Luille, A. Burnol, and Ph. Ollar. Chemtrap : a hydrogeohemial modelfor reative transport in porous media. Hydrologial poresses, 14 :2261�2277,2000.[61℄ V. Martin, J. Ja�ré, and J. E. Roberts. Modeling fratures and barriers asinterfaes for �ow in porous media. SIAM Journal on Sienti� Computing,pages vol. 26, No 5, pp. 1667�1691 (eletroni), 2005.[62℄ U. Meissner. A mixed �nite element model for use in potential �ow problem.Int. J. Numer. Methods Eng., 6, 467 :473, 1973.[63℄ Carl D. Meyer. Matrix Analysis and Applied Linear Algebra. SIAM, 2000.[64℄ F. M. M. Morel and J. G. Hering. Priniples and Appliations of AquatiChemistry. Wiley, New-York, 1993.[65℄ F.M.M. Morel and J.G. Hering. Priniples and Appliations of Aquati Che-mistry. Wiley, New�York, 2nd edition, 1993.[66℄ J.-C. Nedele. A new family for mixed �nite elements r3. Numer. Math. 35,315 :341, 1980.[67℄ J.-C. Nedele. Mixed �nite elements in r3. Numer. Math., 50,57 :82, 1986.[68℄ David L. Parkhurst and C.A.J. Appelo. User's guide to PHREEQC (version 2)-A omputer program for speiation, bath-reation, one-dimensional transport,and inverse geohemial alulations. Tehnial Report 99-4259, USGS, 1999.[69℄ J.-P. Sauty R. Fabriol and G. Ouzounian. Coupling geohemistry with a partiletraking transport model. Journal of Contaminant Hydrology, 13, 117-129,1993.[70℄ P.-A. Raviart and J.-M. Thomas. A mixed hybrid �nite element method for theseond order ellipti problem. Letures Notes in Mathematis 606, Springer-Verlag, New York, 292 :315, 1977.[71℄ J. E. Roberts and J.-M. Thomas. Mixed and hybrid methods. In P. Ciarlet andJ.-L. Lions, editors, Handbook of numerial analysis II, Finite element methods1, 1989.[72℄ Jaob Rubin. Transport of reating solutes in porous media : Relation betweenmathematial nature of problem formulaion and hemial nature of reation.Water Ressoures Researh, 19(5) :1231�1252, Otober 1983. 129



BIBLIOGRAPHIE[73℄ Y. Saad and M. H. Shultz. GMRES : a generalized minimal residual algo-rithm for solving nonsymmetri linear systems. SIAM J. Si. Statist. Comput.,7(3) :856�869, 1986.[74℄ M. Saaltink, C. Ayora, and J. Carrera. A mathematial formulation for reativetransport that eliminates mineral onentrations. Water Resoures Researh,34(7) :1649�1656, 1998.[75℄ M. Saaltink, J. Carrera, and C. Ayora. On the behavior of approahes tosimulate reative transport. Journal of Contaminant Hydrology, 48 :213�235,2001.[76℄ M.W. Saaltink, J. Carrera, and C. Ayora. A omparison of two approahes forreative transport modelling. Journal of Geohemial Exploration, 69-70 :97�101, 2000.[77℄ A.-L. Saligna. Transport multi-espèes et réations géohimiques en aquifère :développement et validation du modèle ouplé HYTEC 2D. PhD thesis, Éoledes Mines de Paris, 1998.[78℄ A. Sboui. Quelques méthodes numériques robustes pour l'éoulement et le trans-port en milieu poreux. PhD thesis, Université Paris Dauphine, 2007.[79℄ N. Z. Shapiro and L. S. Shapley. Mass ation laws and the gibbs free energyfuntion. J. SOC. Indust. Appl. Math., 13(2) :353�375, 1965.[80℄ P. Siegel, R. Mosé, Ph. Akerer, and J. Ja�ré. Solution of the advetion-dispersion equation using a ombination of disontinuous and mixed �nite ele-ments. Journal for Numerial Methods in Fluids, 24 :595�613, 1997.[81℄ Laura Sigg, Philippe Behra, and Werner Stumm. Chimie des milieux aquatiques.Dunod, 3eme edition, 2000.[82℄ W. R. Smith and R. W. Missen. Chemial Reation Equilibrium Analysis :Theory and Algorithms,. Wiley Intersiene, 1982. reprinted with orretions,Krieger, Malabar, FL., 1991.[83℄ G. Strang. On the onstrution and omparison of di�erene shemes. SIAMJ. Numer. Anal, 5, pages 506�517, 2006.[84℄ Ne-Zheng Sun. Mathematial modeling of groundwater pollution. Springer-Verlag and Geologial Publishing House, New York, 1996.[85℄ P. Le Talle. Domain deomposition methods in omputational mehanis.Computational Mehanis Advanes, pages vol. 1, No 2, pp. 122�220.[86℄ C. V. Theis. The relation between the lowering of the piezometri surfae and therate and duration of disharge of a well using groundwater storage, volume 16.Am. Geophys. Union Trans., 1935.[87℄ J.-M. Thomas. Sur l'Analyse Numérique des Méthodes d'Elément Finis Hy-brides et Mixtes. PhD thesis, Thèse de Dotorat d'Etat, Université de Pierreet Marie Curie, 1977.130



BIBLIOGRAPHIE[88℄ E. Tillier. Couplage réations transport pour la modélisation et la simulation dustokage géologique de o2. PhD thesis, Université de Marne-La-Vallée, 2007.[89℄ L. Trenty, A. Mihel, Y. Le Gallo, and E. Tillier. A sequentiel splitting strategyfor o2 storage modeling. In 10th European Conferene on the Mathematis ofOil Reovery, Amsterdam, 2006.[90℄ J. van der Lee. CHESS, another speiation and surfae omplexation ompu-ter ode. Tehnial Report LHM/RD/93/39, CIG Éole des Mines de Paris,Fontainebleau, 1993.[91℄ Jan van der Lee. Thermodynami and mathematial onepts of CHESS. Teh-nial Report LHM/RD/98/39, CIG � Eole des Mines de Paris, Fontainebleau,Frane, 1998.[92℄ H. A. van der Vorst. BI-CGSTAB : A fast and smoothly onverging variant ofBI-CG for the solution of nonsymmetri linear systems. 13(2) :631�644, Marh1992.[93℄ G. T. Yeh and V. S. Tripathi. A ritial evaluation of reent developmentsin hydrogeohemial transport models of reative multihemial omponents.Water Resoures Researh, 25 :93�108, 1989.[94℄ A. Younes. Modélisation du transport réatif en milieux poreux non saturésave une méthode ellam en maillage variable. C. R. Aad. Si., Géosienes,336, pages 547�552, 2004.[95℄ A. Younes. A moving grid eulerian lagrangian loalized adjoint method for sol-ving one-dimensional nonlinear advetion-di�usion-reation equations. Transp.Porous Media, pages 60, 241�250, 2005.

131



BIBLIOGRAPHIE

132


