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1.1 Objectifs et motivations du travail de thése

Le travail de thése présenté dans ce mémoire correspond notamment au développement d’une mé-
thode numérique appliquée a I’étude de la propagation de la lumiére dans les fibres optiques microstruc-
turées. Cette nouvelle génération de fibres optiques suscite un intérét croissant de la part des scientifiques
depuis quelques années. Leurs caractéristiques font que ces fibres permettent un controle précis et étendu
de leurs propriétés de guidage (caractére monomode, dispersion chromatique, aire effective). Cependant,
leur étude requiert une modélisation numérique spécifique du fait de leur complexité opto-géométrique.
Comme pour la plupart des théories des guides d’ondes, nous modéliserons une fibre optique par un
objet cylindrique de génératrices supposées infinies et invariantes selon un axe (choisi généralement
comme ’axe z). Notre choix s’est porté sur une théorie différentielle dont la formulation a acquis durant
cette derniére décennie deux améliorations fondamentales pour son application numérique (algorithme
de propagation de la matrice S et méthode de la "factorisation rapide de Fourier"). Initialement éta-
blie en coordonnées cartésiennes pour I’étude de la diffraction par des réseaux périodiques, la méthode
différentielle a été reformulée en coordonnées cylindriques (r, 8, z) pour la diffraction d’objets de géomé-
trie cylindrique (constituant la premiére partie du travail de thése). Nous avons alors vite compris les
nombreux intéréts de I’exploitation de cette méthode numérique pour ’étude des fibres optiques micro-
structurées. Dans le formalisme présenté dans ce mémoire, la méthode différentielle consiste a utiliser
la périodicité selon la variable angulaire 6 et 'invariance selon z de l'objet cylindrique pour réécrire les
équations de Maxwell sous la forme d’un systéme différentiel du premier ordre selon la variable radiale
r. Ce dernier peut alors étre intégré numériquement. La périodicité selon 6 permet de développer en
série de Fourier les grandeurs opto-géométriques (permittivité, champs électromagnétiques,...). Ainsi,
les seules approximations sont induites par I'implémentation numérique de la théorie : la troncature
des développements de Fourier et la discrétisation de la région de ’espace d’intégration du systéme
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8 Introduction générale

différentiel. Cette méthode appartient & la famille des méthodes numériques (Méthode Multipolaire,
Méthode des Eléments Finis,...) capables de déterminer explicitement la partie imaginaire de 'indice
effectif d’'un mode & pertes. En effet, 'absence de gaine extérieure dans la modélisation des fibres op-
tiques microstructurées leur attribue ce caractére "a pertes" (modes localisés dans le coeur de la fibre
et dont ’énergie fuit dans la matrice supposée infinie). Les autres avantages de cette méthode restent,
sans nul doute, la variété des matériaux considérés (diélectriques/conducteurs, homogénes/inhomogénes,
isotropes/anisotropes, linéaires voire non linéaires) ainsi que la forme arbitraire de la section droite de
la fibre optique modélisée. Ces deux avantages de la méthode différentielle nous ont encouragé dans
son application & I’étude des fibres optiques microstructurées. Bien que la précision des calculs soit
conditionnée par la durée d’intégration du systéme différentiel, il existe aujourd’hui peu de méthodes
numériques bénéficiant d’un tel degré de liberté dans le choix des paramétres opto-géométriques des
objets modélisés.

1.2 Survol de certaines méthodes numériques appliquées a diffé-
rents domaines de 1’électromagnétisme

Dans cette section, quelques méthodes numériques utilisées dans différents domaines de 1’électroma-
gnétisme sont briévement abordées. Nous nous intéressons & la diffraction par des objets cylindriques et
4 la recherche de modes dans les fibres optiques. Ensuite, nous nous attarderons plus précisément sur
le développement historique de la méthode différentielle, et en particulier sur les étapes majeures de sa
derniére formulation utilisée dans le code numérique.

1.2.1 Meéthodes numériques appliquées a la diffraction

Nous présentons certaines méthodes numériques existantes (autres que la méthode différentielle),
capables aujourd’hui d’analyser la diffraction de la lumiére par des objets de géométrie cylindrique.
Les développements numériques des théories de ’électromagnétisme ont connu deux principales étapes
historiques. Jusque dans les années 60, les scientifiques étaient contraints de résoudre les équations de
I’électromagnétisme par des techniques presque uniquement analytiques. On imagina alors ’étude élec-
tromagnétique d’objets plus complexes par des transformations de coordonnées. Cette idée donna le jour
a deux méthodes de formulations trés voisines : la méthode des transformations conformes ("conformal
mapping method", 1973) [1] et la méthode des transformations non conformes ("non conformal map-
ping method" ou "méthode C", 1980) [2]. Cependant, on se rendit trés vite compte qu’un traitement
numérique s’imposait dés lors que les géométries devenaient trop complexes. Bien que les deux articles
mentionnés exposent la théorie pour le cas des réseaux, ces méthodes semblent tout & fait appropriées
pour I’étude de la diffraction par des objets cylindriques (aucune référence trouvée). Cependant, il fallut
attendre 1998 [3] pour voir apparaitre une méthode hybride appliquée aux structures cylindriques et
basée sur le méme principe. Le but est de ramener par une transformation de coordonnées (non orthogo-
nale) la surface de diffraction de profil arbitraire & un cylindre circulaire sur lequel peuvent s’appliquer
aisément les conditions de passage des champs. Le milieu intérieur au cylindre circulaire devient alors
inhomogéne. Ces méthodes ne peuvent considérer que des surfaces cylindriques contenant l'origine du
repére et telles que les surfaces ne présentent aucune pointe (dérivée continue de 1’équation du bord).
Mais 'avénement de l'informatique a permis 'application de méthodes basées sur des théories com-
plétement numériques. Les deux méthodes les plus emblématiques demeurent certainement la méthode
différentielle [4] et la méthode intégrale [5], destinées initialement a I’étude des réseaux périodiques uni-
dimensionnel (1D), bidimensionnel (2D), voire tridimensionnel (3D). Le nombre de nouvelles méthodes
numériques en électromagnétisme s’est développé considérablement depuis le milieu les années 90 grace
a 'augmentation trés rapide des capacités de calcul des ordinateurs. Chacune d’entre elles posséde son
propre domaine d’application qui se confond rarement avec celui d’une autre méthode. Cependant, les
structures communes entre deux méthodes, se situant généralement aux limites de cet intervalle d’ap-
plication, permettent souvent de valider ces nouvelles théories par comparaison directe.

La méthode de la matrice de diffusion (scattering-matrix method), appelée par la suite méthode
multipolaire, a été développée & partir de 1994 [6]. Elle traite du probléme de la diffraction par plu-
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Fic. 1.1 — Représentation schématique d’une fibre optique

sieurs cylindres (de sections arbitraires) paralléles entre eux. Son principe est de relier les matrices S de
diffraction de chaque cylindre par des changements de repére. Sa principale vocation est d’étudier des
structures complexes, c’est-a-dire possédant plusieurs inclusions cylindriques. Cependant, la connais-
sance de ’ensemble de ces matrices S est indispensable et les cylindres ne doivent pas se superposer. La
méthode des sources fictives [7, 8, 9] calcule le champ diffracté total en un point quelconque de l’espace
a partir de la reconstruction des champs diffractés par une multitude de sources (filaments) placées de
part et d’autre de la surface de diffraction. Cette méthode permet d’envisager des formes d’objet trés
variées, voire exotiques (avec des pointes). Le temps de calcul et sa précision dépendent du nombre
et de la localisation empirique des sources. La méthode intégrale appliquée a la diffraction classique
d’une onde plane par des structures cylindriques diélectriques homogénes est apparue en 1972 [10], puis
a été généralisée a la diffraction conique en 1995 [11]. La diffraction par des cylindres inhomogénes a
été étudiée pour la premiére fois grace a la méthode des éléments finis [12, 13] et a la méthode des
moments [14]. La méthode des éléments finis [15] est issue directement de l'ingénierie dans le domaine
de la Mécanique. Son application & I’électromagnétisme demeure assez récente (début des années 90)
du fait de sa nature purement numérique. Sa formulation est basée sur la discrétisation de I’espace. Les
géométries arbitraires envisagées constituent son point fort, mais cette méthode reste limitée par des
temps de calcul relativement élevés.

De nombreux travaux basés sur ces méthodes de référence ont été publiés. Nous ne pouvons donc pas
tous les citer, mais nous retiendrons les articles cités précédemment & ’origine de ces développements. 11
s’agit souvent de généralisation de méthodes & des géométries ou des milieux plus variés. Par exemple,
la méthode des transformations conformes, établie a ’origine pour des réseaux infiniment conducteurs,
a été généralisée pour des milieux de conductivité finie (comprenant les milieux diélectriques) [16].
L’article [17] étend la méthode intégrale a la diffraction d’ondes électromagnétiques dipolaires par des
objets cylindriques (homogeénes). Certaines méthodes peuvent méme étre couplées afin d’exploiter les
avantages de chacune d’entre elles. Par exemple, le couplage de la méthode des sources fictives et de
la méthode multipolaire est présenté dans l’article [18]. Des théories isolées apparaissent réguliérement
permettant la description de la diffraction par des objets cylindriques de géométries ou de milieux trés
particuliers. Nous ne citerons que les travaux J.C. Monzon et al. [19, 20] sur la diffraction d’une onde
plane par un cylindre circulaire anisotrope. Il existe également de nombreuses publications traitant de
I’application concréte de ces méthodes dans le but de vérifier des observations expérimentales ou encore
de mettre en évidence des effets physiques pertinents.

1.2.2 Méthodes numériques appliquées a la recherche de modes dans les
fibres optiques

On limite la présentation aux fibres optiques en occultant le vaste domaine d’étude des guides d’ondes
plans. En Optique, on prend ’habitude de schématiser une fibre optique par une tige cylindrique dont
la section droite est divisée en trois régions de I’espace distinctes (voir figure 1.1). Le coeur (core) est
la région centrale dans laquelle on cherche & faire propager la lumiére. La matrice (cladding) est une
couche qui entoure le coeur. Son indice doit étre inférieur & celui du coeur afin d’assurer le confinement
de D’énergie électromagnétique dans ce dernier. Enfin, la gaine (jacket) constitue la derniére couche
protectrice (contraintes mécaniques et attaques chimiques extérieures) des deux précédentes. Du point
de vue de la modélisation, la gaine est souvent absente et la matrice est considérée comme s’étendant
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a l'infini. Du point de vue de la fabrication, ’épaisseur de la matrice est trés grande devant la taille du
coeur et la gaine entourant la matrice est constituée d’un matériau absorbant afin d’éviter des réflexions
parasites de la lumiére s’échappant du coeur de la fibre. De méme, les fibres optiques sont généralement
décrites par des cylindres infiniment longs selon I’axe des génératrices (choisi traditionnellement comme
Paxe z). La théorie a lorigine de la "culture" fibres optiques, traite du guide d’onde de section circulaire
(coeur), rempli d’un milieu homogéne et isotrope et plongé dans une matrice infinie : la fibre optique
a saut d’indice (ou fibre optique conventionnelle). L’indice du coeur est choisi plus élevé que celui de
la matrice afin d’assurer le guidage de la lumiére dans la fibre. Dans cette théorie semi-analytique [21],
on recherche les champs sous la forme d’ondes propagatives monochromatiques (& la pulsation w), se
propageant selon l'axe z et décrites dans le systéme de coordonnées cylindriques :

A(r, 6, z,t) = Re [/T(r, 0)61'(52_“’”}

ol /Y(r, 0) représente le profil transverse (dans le plan de section droite) du champ et 3 la constante de
propagation. Ces deux grandeurs sont les inconnues du probléme. Les constantes de propagation § sont
solution de ’équation bien connue appelée "équation de dispersion". Elle est obtenue analytiquement
mais ne peut étre résolue qu’a 'aide d’un code numérique. On montre alors que 3 prend des valeurs
discrétes. Les champs, solutions de I’équation de Helmholtz et associés & ces valeurs de (3, sont appelés
des "modes". De nombreuses théories [21] s’appuient sur celle des fibres optiques a saut d’indice, traitant
de la fibre optique conventionnelle perturbée. On peut alors décrire le comportement asymptotique des
modes d’une fibre optique de section déformée elliptiquement, avec un coeur faiblement inhomogéne,
anisotrope, etc... L’une de ces théories les plus répandues reste la méthode de Wentzel-Kramers-Brillouin
(WKB) [22, 21]. Elle permet 1’étude de la propagation des modes dans une fibre optique & gradient
d’indice en considérant une faible perturbation radiale de l'indice (approximation du faible guidage)
d’une fibre optique conventionnelle.

En adoptant un formalisme matriciel, la théorie des fibres optiques & saut d’indice se généralise a des
sections constituées d’un empilement de cylindres circulaires concentriques, séparés par des milieux
d’indices différents. Lorsqu’il y a alternance des hauts et bas indices, ces fibres optiques sont appelées
"fibre optique de Bragg" [23] par analogie aux réseaux de Bragg. L’apparition des premiers calculateurs
(années 60) a permis de concevoir de nouvelles méthodes purement numériques, pouvant étudier des
structures un peu plus complexes. A titre d’exemple, on peut citer les premiers développements des
méthodes de type éléments finis [15] ou encore les méthodes des fonctions de Green ("Green Function
Methods", de type méthode intégrale) [21].

Les problématiques qui se posent dans I’étude des fibres optiques sont nombreuses et complexes.
Nous en dénombrons deux principales. Une des préoccupations des scientifiques concerne les problémes
liés a loptique intégrée. Comment transmettre un mode d’un guide d’onde vers un autre? Ces sujets
touchent directement les notions de couplage entre des modes se propageant, dans des fibres optiques
situées a proximité I'une de 'autre. Les fabricants de connectiques optiques s’intéressent directement &
ces effets qui régissent le principe des coupleurs (Taper, coupleur & prisme, interférométre optique de
Mach-Zehnder,...) et des multiplexeurs de longueurs d’onde. On réalise que les structures & modéliser
deviennent trés vite complexes. La théorie des recouvrements de modes (ou "Staircase Concatenation
Method") [24] se limite & de faibles modulations du profil de la fibre selon I’axe z. Ce genre de méthode
consiste en la discrétisation du profil de la fibre selon z en plusieurs cylindres invariants et de longueurs
finies selon cet axe. Chaque trongon est supposé identique & une fibre optique conventionnelle pour
laquelle on peut aisément déterminer les modes. Ensuite, ces modes sont reliés d’un trongon & l'autre par
des intégrales de recouvrement. Ces méthodes sont surtout utilisées pour I’étude des coupleurs de type
Taper (passage d’'un mode d’une fibre & une autre a travers leur jonction par réduction des sections selon
Paxe de propagation) [25]. Une théorie analogue permet I’étude des fibres optiques a réseaux de Bragg
(& ne pas confondre avec les fibres optiques de Bragg), dont le coeur posséde un indice de réfraction
périodique selon 'axe de la fibre. La propagation de la lumiére est alors controlée par des effets de
résonance de type Fabry-Pérot. L’avénement de l'informatique a permis d’aborder la modélisation de
systémes optiques encore plus sophistiqués. La Beam Propagation Method (BPM) reste certainement la
technique la plus répandue actuellement pour étudier la propagation d’une impulsion lumineuse dans
un guide d’onde dont la section principale varie le long de son axe (Taper). Son principe est basé sur la
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résolution de I’équation de Helmholtz sur laquelle on applique la condition de faible guidage [26, 27]. Elle
est généralement associée & d’autres méthodes numériques ("fast Fourier Transform", "finite difference
method") qui permettent de décrire le champ électromagnétique [28, 29]. La Finite Difference Time
Domain Method (FDTD), introduite par Yee en 1966 [30, 31], est basée sur le comportement temporel
du champ électromagnétique (discrétisation des dépendances temporelles dans les équations de Maxwell).
Une de ces principales difficultés a été d’établir les conditions vérifiées par le champ électromagnétique
au bord de la région spatiale d’étude (on cherche principalement a éviter toute réflexion du champ sur
ses parois). Les premiéres solutions concrétes ont été apportées par Mur en 1981 [32]. On retiendra
néanmoins I'importante contribution des travaux de Bérenger (1996) [33] qui introduisent les "Perfectly
Matched Layer" (PML) dans I'implémentation de la méthode. Cette idée, étendue depuis & d’autres
méthodes, consiste & entourer la région de I'espace considérée par des régions de taille finie et remplies
de matériaux absorbants évitant les réflexions vers la zone d’intérét.

La seconde problématique étudiée par les scientifiques est directement liée & la propagation de la
lumiére dans les fibres optiques. On cherche alors & limiter les fuites (pertes) du champ électromagné-
tique dans le milieu extérieur lors de sa propagation. Mais le phénoméne le plus difficile & controler reste
certainement la dispersion. On rappelle que la dispersion a pour effet d’élargir I’extension temporelle
d’une impulsion lumineuse lors de sa propagation. L’origine de ce phénoméne réside dans le fait que
les harmoniques de I'impulsion (transformation de Fourier) se propagent dans la fibre & des vitesses
différentes. On peut considérer qu’il existe plusieurs origines & la dispersion : la dispersion matérielle
et la dispersion modale. La premiére est intrinséquement liée a la dépendance de l'indice de réfraction
des matériaux constituant la fibre selon la fréquence des ondes qui peuvent s’y propager. La dispersion
modale est associée directement aux modes de la fibre car, méme en ’abscence de dispersion matérielle,
les valeurs de 3 peuvent évoluer en fonction de la pulsation w. Pendant trés longtemps, les seules fibres
étudiées théoriquement et expérimentalement ont été les fibres de section circulaire & saut d’indice ou &
gradient d’indice en raison de la relative faisabilité en terme de modélisation et de fabrication. Les seuls
parameétres opto-géométriques controlables pour maitriser la dispersion restaient alors 'indice des ma-
tériaux utilisées (et le profil d’indice pour les fibres optiques a gradient d’indice) et I'unique parameétre
géométrique : le rayon de la fibre. Cependant, on ne trouve pas toujours les bons matériaux satisfaisant
aux exigences croissantes des besoins industriels (télécommunication, optique intégrée). Le besoin d’éla-
borer de nouvelles fibres possédant plus de variables de contrdle s’est rapidement imposé. A ce sujet,
le centre d’intérét des chercheurs s’est naturellement orienté vers la géométrie des fibres optiques et
aboutit a I’étude des fibres optiques microstructurées (FOM) [34]. Elles sont généralement constituées
d’inclusions cylindriques (généralement de sections circulaires) disposées selon certaines symétries (voir
figure 1.2). On distingue les FOMs classiques (les plus étudiées) dont les inclusions de bas indice sont
disposées dans une matrice de haut indice, et les FOMs de type "AntiResonant Reflecting Optical Wa-
veguide" (ARROW) pour lesquelles le constraste d’indice est inversé. Pour ce dernier cas, il apparait
des phénomeénes de résonance, toujours en cours d’investigation [35, 36]. Par ailleurs, les symétries opto-
géométriques jouent un trés grand role dans I'étude et la modélisation des FOMs, puisqu’elles induisent
les symétries des modes qui s’y propagent. Dans le milieu des années 70, Mclsaac a été un des premiers
scientifiques & s’intéresser & ces problémes de symétrie dans les guides d’ondes. A partir de la théorie des
groupes, il a établi un formalisme qui décrit en détail les expressions et les conditions vérifiées par les
champs modaux [37, 38]. Ces symétries ont été illustrées numériquement pour la premiére fois sur des
FOMs a inclusions circulaires en 2001 [39] puis plus en détail en 2002 [40]. Fini [41] a récemment énongé
une approche généralisée de I'utilisation des symétries des FOMs dans certaines méthodes numériques.
Le coeur d’une FOM classique (& coeur plein) devient la région centrale de méme indice que la ma-
trice, comprise entre les inclusions. Dans les méthodes numériques, ’étendue de la matrice est souvent
considérée comme infinie dans le plan transverse de la fibre. Dans ces conditions, les modes confinés
dans le coeur deviennent des modes & pertes, c’est-a-dire que leurs indices effectifs sont des nombres
complexes. La principale difficulté des méthodes numériques consiste & décrire au mieux la complexité
géométrique des FOMs, tout en calculant le plus précisément possible la partie imaginaire des indices
effectifs des modes. On peut se poser la question du lien entre la structure modélisée et les fibres optiques
microstructurées réellement fabriquées. En effet, ces derniéres sont bien évidemment de taille finie et la
matrice infinie est recouverte d’une gaine. Pour bien comprendre, la pertinence du choix de la structure
modélisée, il faut se rappeler que la gaine, utilisée en revétement extérieur, est constituée d’un matériau
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Air

F1G. 1.2 — Représentation d’'une FOM & coeur plein

absorbant choisi de maniére & minimiser les réflexions de la lumiére qui s’échappe du coeur de la fibre.

La plupart des outils numériques formule la propagation d’'un mode dans un guide d’ondes comme
un champ électromagnétique propagatif selon ’axe z en I’absence de champs sources. Dans ce cas, les
équations prennent en général la forme d’un probléme homogéne. Nous parlerons alors du "probléme
modal" par opposition au probléme de diffraction (classique ou conique). La méthode multipolaire [31,
42, 40] est certainement le premier outil numérique efficace en ce sens (son principe est décrit dans
la section précédente). Ses points forts sont la haute précision des résultats numériques et sa rapidité,
dues essentiellement & la nature semi-analytique des calculs (les matrices S des inclusions circulaires
sont déterminées analytiquement). La premiére formulation de cette méthode a été établie en tenant
compte des symétries géométriques et des modes décrits par Mclsaac [37, 38]. Elle s’est trés vite imposée
comme une méthode de référence dans ce domaine. Elle a fait 'objet de nombreuses publications et a
permis notamment de mettre en évidence la notion de coupure de mode dans les FOMs [43, 44, 31].
Cette méthode a également servi & I’étude de la dispersion chromatique des modes et des relations
entre la géométrie des FOMs et la dispersion [45]. De nouvelles structures de FOM & coeur plein ont
alors été proposées [46]. Cependant, ce puissant outil numérique reste limité, dans le cas de sa version
disponible au laboratoire, par la section circulaire des inclusions et les matériaux supposés homogénes et
isotropes. Mais sa formulation actuelle permet d’envisager d’autres types de matériaux, ainsi que d’autres
géométries d’inclusions en respectant les conditions suivantes : Les inclusions doivent étre incluses dans
des cylindres circulaires disjoints et la matrice de la FOM modélisée doit étre homogéne et isotrope. Ainsi,
il existe aujourd’hui une version de la méthode multipolaire ou les inclusions sont de section elliptique,
grace a un couplage avec la méthode différentielle (qui modélise précisément la géométrie elliptique des
inclusions) [47]. La méthode des éléments finis ("Finite Element Method") a connu un regain d’intérét
pour l'étude des FOMs [48, 49, 31]. Elle présente a priori quelques difficultés & déterminer les parties
imaginaires des constantes de propagation des modes & pertes. Les PML, introduites par Bérenger [33],
offrent une solution relativement satisfaisante & ce probléme.

1.2.3 Développement de la méthode différentielle

Les premiéres observations simples (mais qui n’en restent pas moins spectaculaires) de la diffraction
par des objets périodiques (a travers un rideau, par exemple) ont depuis longtemps suscité un vif intérét
de la part des scientifiques [50, 51, 52]. Depuis longtemps, les scientifiques se sont intéressés aux théories
de diffraction de la lumiére par des réseaux. Initialement décrits en coordonnées cartésiennes (z, y, z), ces
derniers sont constitués par une surface qui partage ’espace en deux et présente au moins une périodicité
supposée infinie selon I'un des axes du repére cartésien. Dans ce contexte, I'idée de la méthode différen-
tielle [4] a émergé dans les années 60 dans le but d’étudier précisément les propriétés de ces réseaux.
Nous rappelons briévement le principe de la méthode différentielle afin de mieux comprendre les diffé-
rentes étapes historiques de son développement. Tout d’abord, il s’agit d’'une méthode électromagnétique
rigoureuse. Son but est de réduire le nombre de variables d’intégration des équations de Maxwell en se
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placant en régime harmonique et en utilisant les modulations opto-géométriques de l'objet considéré.
Dans le cas des réseaux, on utilise la dépendance harmonique temporelle, les périodicités selon 'axe x
et/ou z (développement en séries de Fourier) et ’éventuelle invariance selon I’axe z (cas d’une seule
périodicité selon x) pour réécrire ’ensemble du probléme électromagnétique dans I’espace de Fourier. Le
traitement des équations aboutit & un systéme différentiel du premier ordre, par rapport a la variable
radiale y, & résoudre dans une région de I’espace bornée selon cet axe. Les premiéres applications de la
méthode différentielle faisant appel & une intégration numérique du systéme différentiel (par I’algorithme
de Numerov) remontent au début des années 70. Elles ont permis de traiter les réseaux de conductivités
finies [53] et infinies [54], en diffraction classique (polarisations TE et TM). On observait néanmoins
des instabilités numériques dés que la hauteur (ou ’épaisseur) des réseaux devenait trop importante,
en particulier pour le cas de la polarisation TM. Ces problémes numériques ont attiré Iattention des
scientifiques pendant une vingtaine d’années environ, sans réels succés. Etant donné qu’ils ont été trés
vite associés au processus d’intégration, la méthode Rigourous Coupled Wave (RCW) [55, 56] a proposé
au début des années 80 une alternative & ’algorithme de Numerov. Malheureusement, cette théorie se
limite aux réseaux lamellaires (profils rectangulaires). Dans ce cas, la matrice d’intégration du systéme
différentiel du premier ordre est constituée de coefficients constants (indépendants de y). L’intégration
se simplifie alors par une diagonalisation de cette matrice et les solutions s’écrivent directement & partir
de ses valeurs et vecteurs propres. Une tentative de généralisation de la méthode RCW & des profils
arbitraires par la "staircase approximation" (discrétisation en marches d’escalier) [57] a révélé encore
des problémes numeériques [58]. Ces instabilités n’ont été expliquées que trés récemment par Particle [59]
qui remet en cause la validité méme de cette théorie.

Quant a la méthode différentielle dans son formalisme initial, la situation s’est débloquée rapidement
en 1996, a la suite d’une série d’articles fondamentaux pour son développement. On sait aujourd’hui que
les problémes numériques observés se dénombrent en deux catégories : ceux liés au processus d’intégration
et ceux liés a la troncature des développements en série de Fourier. Décrivons plus en détail chacun de
ces points.

Problémes numériques liés a 1’intégration du systéme différentiel :

Lors de l'intégration numérique du systéme différentiel, certains coefficients de Fourier du champ
peuvent croitre exponentiellement. Par conséquent, le codage des nombres sur les calculateurs étant
de taille finie (8 bits ou 16 bits), de nombreux digits peuvent étre perdus si les valeurs dépassent
le seuil critique. Des erreurs numériques apparaissent, se propagent au cours de l'intégration, et
pouvent s’avérer néfastes dans le résultat final. On parle alors de contamination numérique. Les
scientifiques pensaient avoir trouvé 'unique obstacle au bon développement de la méthode, et
s’efforcaient alors d’établir des algorithmes d’intégration plus efficaces. Un des premiers a utilisé
le procédé d’orthogonalisation de Schmidt afin de maintenir I'indépendance linéaire de tous les
champs a chaque pas d’intégration [60]. D’autres algorithmes [61, 62, 63, 64] se basent plut6ot
sur une intégration par morceaux. Le systéme différentiel est intégré tant que n’apparaient pas
d’instabilités numériques. Le processus s’arréte alors par étapes pour effectuer une sorte de nor-
malisation des champs assurant le bon conditionnement des résultats. Finalement, 1’algorithme de
propagation de la matrice S [64] demeure a ce jour le plus efficace pour enrayer les problémes de
contaminations numériques dans la méthode différentielle. On peut désormais étudier des réseaux
plus épais qu’auparavant.

Problémes numériques liés a la troncature des développements :
Malgré I'implémentation de I’algorithme de propagation de la matrice S, les calculs restaient in-
stables en polarisation TM. En fait, il existait une seconde source d’erreur dans la méthode diffé-
rentielle qui provenait de la troncature des développements en série de Fourier imposée directement
par 'implémentation numérique de la méthode. Le probléme se situe au niveau de ’écriture des
relations constitutives des milieux dans l’espace de Fourier discret et dans la région de ’espace
contenant la surface de diffraction. En 1996, P. Lalanne et G. M. Morris [65] ont constaté justement
que la plupart de ces problémes numériques s’éliminait en réécrivant différemment les relations
constituves dans I’espace de Fourier. Ce nouveau formalisme utilisé uniquement pour les réseaux
lamellaires avec la méthode RCW restait sans véritable explication.

Intéressons-nous seulement a la relation constitutive des milieux associée a la permittivitée (la
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discussion qui suit restant valable pour la relation constitutive associée a la perméabilité). Dans
la région de ’espace contenant la surface du réseau, cette grandeur devient une fonction e(z, y, 2)
modulée par la surface de diffraction, périodique selon z et/ou y. En régime harmonique a la
pulsation w, la relation constitutive s’écrit alors sous la forme :

D(z,y, z,w) = e(z,y, 2)E(z,y, z,w)

La fonction €(z,y, z) peut alors étre développée en série de Fourier selon ces variables (z et/ou y).
D’autre part, on montre que la périodicité du réseau implique la pseudo-périodicité des champs
qui peuvent également étre développés en série de Fourier (ou plutot en "pseudo-série de Fourier").
Dans la relation constitutive, on est ramené & exprimer les coefficients de Fourier de 5(m, Y, Z,w)
en fonction de ceux de E_"(x,y, z,w) et €(x,y, z). D’un point de vue mathématique, cela revient a
chercher le développement d’un produit de deux développements de Fourier de fonctions pério-
diques. Depuis sa premiére formulation jusqu’en 1996, la méthode différentielle a utilisé le théoréme
mathématique appelé "régle de Laurent" (produits de Cauchy dans la théorie des séries). Cepen-
dant, cette théorie n’est établie que pour les séries. Il est donc indispensable de s’interroger sur sa
validité lorsque les développements en série de Fourier sont tronqués pour les besoins d’une implé-
mentation numérique. Dans ce cas, L. Li a montré en 1996 [66] (peu aprés les observations de P.
Lalanne et G. M. Morris [65]) que ce théoréme reste valable seulement dans certaines conditions.
Pour les autres cas, il faut utiliser une autre régle appelée "régle Inverse". Il a établi les trois régles
dites "régles de factorisation". Nous les énoncons pour le cas général du produit de deux fonctions
f et g de la variable u, développées en série de Fourier jusqu’a l'ordre de troncature N.

Reégle 1 : Un produit de deuz fonctions périodiques (de méme période T selon la variable u), bor-
nées, continues par morceauz, qui n’ont pas de sauts de discontinuité simultanés (a la méme
abscisse), peut étre factorisé par la régle de Laurent (voir figure 1.3(a)).

On note f, les coefficients de Fourier de la fonction f selon le développement tronqué
O
flw)y = > frnetF ™, On introduit également les coefficients de Fourier g, et (fg), des
n=—N

+N
fonctions respectives g et fg. La régle de Laurent s’énonce alors (fg)n = Y. fa—mgm =
m=—N

+N

> Gn-mJfm- En définissant les matrices carrées de dimension (2N +1) x (2N +1), appelées
m=—N
matrices de Toeplitz par :

= g | avee om) e -N NP (1.1)

et en notant par une grandeur entre crochet la matrice colonne contenant ses coefficients de
Fourier, la régle de Laurent s’écrit dans le formalisme matriciel :

[f9] = [£1l9] = [9][/] (1.2)

On remarque alors que les matrices de Toeplitz contiennent les coefficients de Fourier de f
ou g de 'ordre —2N a +2N, ce qui représente 4N + 1 coefficients soit presque deux fois plus
que le développement dans le vecteur colonne [f] ou [g] de dimension 2N + 1.

Reégle 2 : Un produit de deux fonctions périodiques (de méme période T selon la variable u),
bornées, continues par morceauz, qui ont des sauts de discontinuité complémentaires (produit
continu) ne peut pas étre factorisé par la régle de Laurent, mais peut dans la plupart des cas
étre factorisé par la régle Inverse (voir figure 1.3(b)).

En fait, cette deuxiéme régle de factorisation se déduit de la premiére. Si on note h le produit
fg alors la fonction f = hé devient le produit d’une fonction continue i et d’une fonction

discontinue é, ce qui respecte bien les conditions de la premiére régle de factorisation. Selon
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(a) Reégle 1 : f et g ne sont pas (b) Régle 2 : f et g sont discon- (c) Regle 3 : f et g dont discon-
discontinues & la méme abscisse tinues & la méme abscisse et leur tinues & la méme abscisse et leur
produit est continu produit n’est pas continu

Fic. 1.3 — Illustration sur deux fonctions f et g pour lesquelles s’appliquent les régles de factorisation

la relation (1.2), on obtient donc [f] = [L][h] d’ou [h] = [fg] = [é]]’l[f]. Cette nouvelle régle,
appelée régle Inverse, s’énonce alors de la maniére suivante :

fgl = H_l[g] - H_lm (13)

Reégle 3 : Un produit de deux fonctions périodiques (de méme période T selon la variable u),
bornées, continues par morceauz, qui ont des sauts de discontinuité non complémentaires ne
peut étre factorisé ni par la régle de Laurent, ni par la régle inverse (voir figure 1.3(c)).

D’aprés les relations de passage des champs & travers la surface du réseau (continuités ou non
des champs), ces trois nouvelles régles de factorisation s’appliquent par décomposition des champs
électriques (ﬁ(x, Y, z,w) et E(w, y,z,w)) selon leurs composantes tangentielles et normales a cette
surface. Elles ont été rapidement mises en oeuvre dans la méthode modale de Fourier, pour 1’étude
des réseaux bi-périodiques [67].

Il a fallu attendre les travaux de M. Neviére et E. Popov en 2000 [68] pour voir apparaitre la nouvelle
formulation de la méthode différentielle dénommée méthode de la factorisation de Fourier rapide (ou
"Fast Fourier Factorisation Method" - FFF) qui tient compte de ces régles de factorisation. Depuis cette
date, la méthode connait une vaste période de développements. La méthode FFF a d’abord été validée
pour la diffraction par des réseaux gravés sur des milieux homogénes et isotropes en polarisation TM
[68], puis rapidement généralisée & des milieux anisotropes, en diffraction conique [69]. L’ensemble des
éléments de la théorie a été regroupé dans ouvrage de référence [56]. Ces derniéres avancées ont été
directement exploitées dans les travaux de thése de N. Bonod [70] au sein de notre laboratoire. Ainsi,
toujours en coordonnées cartésiennes, la méthode différentielle a été étendue a I’optique non-linéaire [71],
a des milieux magnéto-optiques [72] ou encore fortement conducteurs [73]. La méthode différentielle a
servi également & étudier la diffraction de la lumiére par un unique trou cylindrique inscrit dans une
plaque métallique [74]. Pour cela, une nouvelle écriture des équations de la théorie différentielle a été
nécessaire et porte le nom de la Fast Numerical Factorization [75]. Enfin, on n’oubliera pas la contribution
non négligeable apportée par la méthode différentielle & ’étude des cristaux photoniques [76, 77].

Pour résumer, 'application numérique de la méthode différentielle a soulevé deux types de pro-
blémes ayant chacun regu sa solution. L’algorithme de propagation de la matrice S permet d’éliminer
les contaminations numériques lors de l'intégration du systéme différentiel. La méthode FFF permet
de décrire correctement les développements tronqués des champs et des grandeurs opto-géométriques.
Il faut cependant noter que ces deux types de problémes sont intimement liés. L’effet de la troncature
des développements (besoin de la méthode FFF) se manifeste d’autant plus que I'ordre maximal des
développements est important. Mais, dans ce cas, il risque d’apparaitre des exponentielles d’ordre élevé,
fortement divergentes, aggravant ainsi les problémes liés aux contaminations numériques (besoin de 1’al-
gorithme de propagation de la matrice S). On comprend certainement les raisons du développement
difficile et tardif de la méthode différentielle (20 ans pour aboutir & une formulation efficace dans la
plupart des cas : réseaux épais, polarisation TM,...). On peut considérer aujourd’hui qu’il existe deux
versions historiques de la méthode différentielle : avant et aprés amélioration par la méthode FFF. Dans
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la suite de ce document, nous distinguerons donc la méthode différentielle classique (MDC - ancienne
version) qui n’utilise pas les nouvelles régles de Factorisation (avec ou sans utilisation de ’algorithme de
propagation de la matrice S) et simplement la méthode différentielle (MD - version actuelle) qui dispose
a la fois de la méthode FFF et de I'algorithme de propagation de la matrice S.

L’ensemble des travaux cités précédemment concerne essentiellement 1’étude de réseaux ou d’objets
périodiques par la méthode différentielle, écrite en coordonnées cartésiennes. Les bons résultats, obtenus
récemment par la derniére version de la méthode différentielle (MD), ont encouragé son adaptation
a d’autres types de géométries (non périodiques) décrites dans d’autres systémes de coordonnées. Le
cas des objets cylindriques fait I'objet de mes travaux de thése (voir section suivante). En coordonnées
cylindriques (r, 8, z), on utilise la dépendance harmonique temporelle, I'invariance selon z et la périodicité
selon 0 (développement en série de Fourier) pour réécrire le probléme électromagnétique dans l’espace
de Fourier, d’une fagon similaire aux réseaux en coordonnées cartésiennes. Le traitement des équations
aboutit également & un systéme différentiel du premier ordre, par rapport & la variable radiale r, &
résoudre dans une région de ’espace bornée. La méthode différentielle a récemment été couplée a la
méthode multipolaire [47] dans le but d’étudier des FOMs & inclusions elliptiques. Il faut noter que
la méthode différentielle classique (MDC) a déja été implémentée pour le cas des systémes & géométrie
cylindrique, en polarisation TM [78]. Trés récemment, la méthode différentielle a été étendue au systéme
de coordonnées sphériques afin de traiter des objets 3D [79, 80, 81]. Je me permets d’insister sur effort
fourni pour I’écriture de la méthode différentielle dans ce cas de structure car les équations deviennent
considérablement plus complexes.

1.3 Déroulement de la thése

1.3.1 Chronologie

Mon travail de thése s’est déroulé en deux principales étapes. Durant la premiére année de thése, je
me suis d’abord intéressé a la formulation et & I'implémentation numérique de la méthode différentielle
en coordonnées cylindriques, pour la diffraction d’une onde plane par des objets & symétrie cylindrique.
Les deux années de thése suivantes ont entiérement été consacrées a ’adaptation de la méthode et du
code numérique & la recherche de modes dans les fibres optiques, et en particulier dans les fibres optiques
microstructurées.

Premiére année de thése :

A travers ’étude de la diffraction par la méthode différentielle, nous avons surtout cherché &
savoir si le formalisme de ’algorithme S se conservait dans ’application numérique, du passage
des coordonnées cartésiennes (réseaux) aux coordonnées cylindriques. Les contaminations numé-
riques sont-elles de méme nature ? Est-ce le méme bloc de la matrice de transmission qui demeure
concerné ? En conséquence, les relations de définition des blocs de la matrice S restent-elles iden-
tiques 7 Par contre, nous savions déja que la méthode FFF serait indispensable, étant donnée sa
nature purement mathématique (troncature des séries). Nous avons alors procédé selon les mémes
étapes historiquement suivies pour I’étude de la diffraction par des réseaux avec la méthode diffé-
rentielle : Diffraction en polarisation TM, puis généralisation a la diffraction conique. Les travaux
de thése ont débuté par I'écriture compléte des équations de la méthode différentielle dans le sys-
téme de coordonnées cylindriques et pour les cas de la diffraction classique et conique. Un premier
programme traitant de la polarisation TM a fourni des premiers résultats encourageants, avec
cependant, encore quelques erreurs de programmation. Ayant rapidement corrigé ces lacunes, j’ai
enchainé par I'implémentation du cas général de la diffraction conique.

Deuxiéme année de thése :
La forme recherchée des champs en régime modal dans les fibres optiques reste totalement iden-
tique & celle des champs en régime de diffraction conique dans la théorie différentielle. Ainsi,
Iobjectif de la seconde année de thése a été de poser le probléme modal pour la méthode diffé-
rentielle en s’appuyant directement sur les équations obtenues pour la diffraction conique. Une
nouvelle fonctionnalité, traitant de la recherche de mode, a donc été ajoutée au code numérique
déja existant. Les équations de propagation écrites spécifiquement par la méthode différentielle
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restent globalement inchangées. En premiére approche, seul le traitement de la matrice S différe
du probléme de diffraction au probléme de recherche de modes. Nous avons toutefois établi une
approche plus complexe qui permet d’optimiser la précision des calculs en réduisant leur durée.
Dans le méme temps, une réflexion approfondie sur les équations nous a permis de prendre en
compte les périodicités angulaires ainsi que les symétries des modes qui apparaissent généralement,
dans les fibres optiques microstructurées. Pendant la majeure partie de I’année, nous avons été
particuliérement attentifs & la validation du code numérique par comparaison avec la Méthode
Multipolaire [42, 40] disponible au sein du laboratoire. De nombreux tests (qui ne pourront pas
tous étre analysés dans ce mémoire) ont permis non seulement de calibrer le programme, mais
également d’évaluer la précision des résultats numériques obtenus.

Troisiéme année de thése :
La derniére année de thése a été essentiellement vouée a I’exploitation du programme numérique
et & amélioration de la recherche de modes. Quelques structures inédites ont été étudiées : FOMs
& inclusions sectorielles, & inclusions circulaires inhomogénes et FOMs de type "‘grapefruit"’. Mais
la plus grosse part du travail a été la mise en évidence et I’analyse numérique d’'un phénoméne
d’anti-croisement (par dispersion) de modes entre les modes de coeur d’'une FOM de type ARROW
et ceux associés a une inclusion isolée.

1.3.2 Contributions scientifiques

L’apport de la théorie différentielle en coordonnées cylindriques se répartit en deux catégories.

— La possibilité de considérer des sections droites arbitraires favorise ’étude de structures a géo-
métrie complexe. Pour les fibres optiques, on peut envisager la caractérisation du couplage de
plusieurs fibres optiques (conventionnelles) placées & proximité les unes des autres (deux cylindres
circulaires proches, par exemple). Mais notre objectif a surtout été d’étudier les fibres optiques
microstructurées qui sont plus difficiles & modéliser et qui présentent les avantages évoqués aupa-
ravant.

— La diversité des milieux que la méthode différentielle peut considérer constitue certainement 1'un
de ses principaux intéréts. Grace a cette méthode, nous allons pouvoir étudier des fibres micro-
structurées & inclusions inhomogeénes, conductrices, voire anisotropes, ce que peu de méthodes
peuvent facilement envisager a ce jour.

Le premier travail de la thése a essentiellement permis d’établir un code numérique capable de déterminer
la diffraction d’ondes planes par un objet cylindrique de section arbitraire, et & milieux diélectrique ou
conducteur, homogéne ou inhomogeéne, a ’aide de la derniére version de la méthode différentielle (MD).
Dans un second temps, ce programme a été étendu a la recherche de modes dans les mémes structures
cylindriques implémentées. Ainsi, la contribution scientifique de mes travaux de thése se répartit en deux
catégories.

Travaux traitant de la diffraction par des objets cylindriques :
Dans un premier temps, nous avons cherché & vérifier la validité de la méthode FFF en coordonnées
cylindriques. Ainsi, le premier programme numérique était exclusivement consacré a la diffraction
en polarisation TM. Il a été écrit en utilisant directement le formalisme matriciel de la théorie.
En diffraction classique, les nombres des équations et les tailles des matrices sont réduits, ce qui
a permis une premiére implémentation abordable, avec des temps de calcul raisonnables sur un
simple PC de bureau. Le premier article [82] a pour vocation de donner les équations de la méthode
FFF dans la théorie différentielle en polartisation TM, puis de l'illustrer sur la diffraction d’une
onde plane par des cylindres & section circulaire et elliptique. Notre attention s’est concentrée sur
Pamélioration apportée par la derniére version de la méthode différentielle (utilisation de la mé-
thode FFF) par comparaison avec la méthode différentielle classique. On précise que ’algorithme
de propagation de la matrice S était déja utilisé dans le programme. Ce dernier a été ensuite
généralisé & la diffraction conique (cas général pour lequel le vecteur d’onde incident est orienté
hors du plan de section principale). Cependant, il peut toujours traiter indépendemment le cas
particulier de la polarisation TM. Un module associé exclusivement & la polarisation TE a été
ajouté. L’article [83] présente la théorie dans son formalisme général, de la méme maniére qu’elle
est exposée dans 'ouvrage de M. Neviére et E. Popov, mais en coordonnées cylindriques. Dans
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cet article figurent également des résultats concernant des cylindres & section circulaire. Les tests
de convergence selon 'ordre de troncature permettent de valider 'implémentation de la méthode
FFF et lalgorithme de propagation de la matrice S en diffraction conique. Afin d’introduire les
prochains travaux sur les fibres optiques, la fin de D'article illustre ’excitation par diffraction du
mode fondamental d’'une FOM classique.

Indépendamment de ces travaux sur la méthode différentielle en coordonnées cylindriques, j’ai
implémenté et validé, dans un nouveau programme, la nouvelle théorie traitant de la diffraction
par un cylindre circulaire anisotrope de permittivité arbitraire [84].

Travaux traitant de la recherche de modes dans les fibres optiques :

Les travaux concernant ’adaptation du programme a la recherche de modes dans les fibres optiques
(en particulier pour les FOMSs) ont fait 'objet de plusieurs articles. A 1’occasion d’une conférence
au mois de juin 2005 (Microtechnologies for the New Millenium 2005 & Séville en Espagne) [85], j’ai
présenté les premiers résultats encourageants sur la recherche de modes dans une FOM classique
par la méthode différentielle. Depuis, le programme a encore été amélioré [86] en complétant la
description des symétries géométriques des FOMs et des modes recherchés. La théorie différentielle
compléte, utilisée en régime modal pour étudier les FOMs, est en cours de soumission pour publi-
cation [87]. L’exploitation du programme a permis de confirmer la mise en évidence du phénomeéne
d’anti-croisement de modes & pertes dans les FOMs de type ARROW [88].

Parallélement & ces travaux, le code numérique a servi & déterminer les modes d’une fibre optique
conventionnelle (de section circulaire) & forte conductivité pour 'étude de la lumiére transmise
par une plaque métallique trouée caractérisée par une autre méthode différentielle [89].

1.4 Organisation du document

Le contenu scientifique de ce document ne suit pas la progression chronologique du travail de thése.
J’ai choisi une approche thématique et orientée pédagogiquement depuis ’aspect le plus général de la
théorie vers le cas particulier. Ce mémoire s’articule selon deux axes. La premiére partie traite de I’étude
de la diffraction par des objets & géométrie cylindrique & ’aide de la méthode différentielle. Dans cette
partie, nous nous attarderons sur les éléments théoriques nécessaires & une entiére compréhension du
principe général de cette méthode. Un soin particulier a été porté a la description et 'interprétation
des effets numériques (contaminations numériques, nécessité de 'algorithme S, de la méthode FFF). La
seconde partie est consacrée au second objectif du travail de thése, & savoir I’étude de la propagation
de la lumiére dans les fibres optiques avec la méthode différentielle. L’aspect théorique deviendra moins
prononcé, a ’avantage de I’exposé des résultats numériques concernant des objets & géométries et milieux
variés, voire inédits.

La premiére partie est divisée en quatre chapitres d’inégale longueur et importance. Le premier a
pour vocation de poser une formulation trés générale de la théorie différentielle en coordonnées cylin-
driques. Afin de ne pas laisser le lecteur submergé par ’aspect exclusivement théorique de ce chapitre,
les équations et les principes fondamentaux seront illustrés en polarisation TM sur un cas simple de
géométrie. Le deuxiéme chapitre demeure assurément le plus important de tous. En supposant ’objet
d’étude invariant selon ’axe z et rempli de matériaux isotropes et homogenes, les résolutions complétes
du probléme de diffraction par I’algorithme T, puis par I’algorithme S, font I'objet de la premiére moitié
du chapitre. La suite est consacrée & la description de 'algorithme du programme et & ’analyse des
résultats provenant de tests approfondis. Ces derniers permettront de valider les aspects théoriques fon-
damentaux de la méthode (I’article [83] présente des comparaisons détaillée des résultats de la méthode
différentielle avec ceux de la méthode multipolaire). Le troisiéme chapitre décrit le cas particulier de la
diffraction classique : les équations sont déduites du chapitre précédent et quelques résultats numériques
sont exposés. Enfin, le quatriéme chapitre traite de I'anisotropie dans les structures cylindriques. Tout
d’abord, on présente une nouvelle théorie analytique de type "méthode différentielle" mise en oeuvre au
sein du laboratoire. Elle permet d’étudier la diffraction conique par un cylindre circulaire anisotrope de
permittivité arbitraire. Ensuite, nous verrons comment inclure ces nouvelles équations dans la méthode
différentielle, décrite dans les trois premiers chapitres, afin de la généraliser aux objets cylindriques
anisotropes de section arbitraire.
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La seconde partie comprend deux chapitres. Le premier concerne la mise en place d’un formalisme
théorique du probléme modal traité par la méthode différentielle. Outre sa résolution en tant que pro-
bléme homogeéne, les points importants résident dans la prise en compte des symétries opto-géométriques
de la fibre optique et de leurs implications sur les symétries des modes. Les premiers tests numériques,
concernant des fibres optiques & géométries "simples", viendront valider la méthode différentielle adap-
tée au probléme modal. Le second chapitre traite exclusivement des fibres optiques microstructurées
(FOMs). Une importante analyse des résultats numériques concernant des FOMs classiques a inclusions
circulaires permet d’évaluer la précision par comparaison avec ceux obtenus par la Méthode Multipo-
laire disponible au sein du laboratoire. Nous étudierons ensuite des FOMs classiques que la Méthode
Multipolaire ne peut pas modéliser, & savoir des FOMs & inclusions sectorielles, de type "grapefruit"
et d’inclusions a gradient d’indice. Enfin, ce mémoire se termine par l'exposé de récents travaux sur
des FOMs de type "ARROW". On tentera de fournir des éléments de compréhension du phénoméne
(toujours en cours d’investigation) que nous avons mis en évidence dans ce genre de fibres optiques : les
anti-croisements entre des modes de coeur et des modes associés a une seule inclusion de haut indice. En
collaboration avec le "Phlam" (IRCICA) de I’Université de Lille I qui fabrique et caractérise ces fibres
[90], nous avons cherché a observer ce phénomeéne dans une fibre "ARROW" 4 inclusions inhomogénes
que seule la méthode différentielle est capable de modéliser dans notre laboratoire. Les premiéres com-
paraisons encourageantes, confrontant les résultats numériques et expérimentaux, concluent I’exposé des
travaux de recherche effectués durant ma theése.
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Chapitre 2

Méthode différentielle en coordonnées
cylindriques : formulation générale
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Ce chapitre présente une base théorique générale de la méthode différentielle. Les équations de
Maxwell vont étre écrites dans le systéme de coordonnées cylindriques, dans ’espace de Fourier tronqué,
pour un objet cylindrique possédant & la fois une périodicité dans le plan de section droite (selon ) et une
périodicité selon son axe (’axe z), et tel que les milieux soient linéaires, parfaits (réponse instantanée
d’un matériau & une sollicitation électromagnétique), sans charges libres, inhomogénes, anisotropes,
diélectriques ou conducteurs. De plus, on considére & la fois le caractére électrique et magnétique des
milieux. Il s’agit en fait d’adapter les équations générales de la derniére méthode différentielle [56], déja
écrite dans le repére cartésien pour les réseaux, au cas du repére cylindrique pour des objets cylindriques.

Tout d’abord, les équations de la méthode différentielle avec application de la méthode de la facto-
risation de Fourier rapide, vont étre succintement écrites pour un premier exemple simple de structure
cylindrique. Ceci permettra de poser les bases nécessaire & la compréhension de la théorie qui sera en-
suite abordée sous un aspect beaucoup plus général. En effet, on décrira précisément les caractéristiques
géométriques du systéme le plus général que nous envisageons d’étudier, les propriétés électromagné-
tiques de ses milieux ainsi que la lumiére incidente & cet objet diffractant. Les propriétés de périodicité
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du systéme opto-géométrique considéré permettront d’exprimer les champs électromagnétiques en terme
de développements en série de Fourier. Nous énoncerons le formalisme de la méthode de la factorisation
de Fourier rapide ou Fast Fourier Factorization (FFF) qui s’applique sur les relations constitutives des
milieux. Enfin, nous injecterons les nouvelles équations obtenues dans les équations de Maxwell afin
d’aboutir au systéme différentiel & résoudre. Nous précisons que, dans ce chapitre, notre attention se
portera sur I’obtention de ce systéme différentiel et non sur sa résolution. Cette derniére apparaitra dans
le prochain chapitre pour le cas de géométries et de milieux particuliers.

2.1 Illustration de la méthode différentielle sur un premier exemple
simple

Avant d’aborder le formalisme général de la méthode différentielle, nous allons dans un premier temps
I'illustrer sur I’'un des exemples les plus simples que ’on puisse considérer, afin de bien comprendre dans
quelle région de ’espace, dans quelles équations et de quelle maniére intervient la méthode FFF dans la
méthode différentielle. Nous considérons la polarisation TM (diffraction classique). Dans un deuxiéme
temps, la méthode différentielle sera écrite dans son premier formalisme issu des années 70 [53], pour une
structure cylindrique de section elliptique, centrée sur ’origine, invariante selon z et remplie d’un milieu
homogeéne et isotrope. Enfin, nous introduirons les bases de la méthode FFF directement appliquée aux
équations de I’électromagnétisme.

2.1.1 Description du systéme et équations de Maxwell

> e(r, 9)“
T Ecyl
I |
| | i | i |
] I | ] | !
e———— L -
i I p met ] I
— _ | ] i I ] ]
~-<- | ] i I | ]
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—n —rt6(r) 60 O o) x—d(r) T 0
(a) Représentation de la section droite elliptique de ’objet (b) Profil de la permittivité sur le cylindre circulaire de
cylindrique et notations rayon r de la figure 2.1(a)

Fi1G. 2.1 — Description du cylindre elliptique considéré

On considére une structure cylindrique placée dans un milieu non magnétique, diélectrique, homogéne
et isotrope de permittivité €,,,¢ € R, et remplie d’un milieu non magnétique, diélectrique ou conducteur,
homogene et isotrope, de permittivité €., € C (voir Fig. 2.1).

La surface S (interface entre les deux milieux) de cet objet cylindrique est invariante selon 'axe z. Sa

section droite, illustrée par la figure 2.1(a), est décrite par une ellipse de demi-grand axe a, de demi-petit
VoI b2

axe b < a et donc d’excentricité e = —

En diffraction classique, on suppose que le vecteur d’onde incident k(in€) est contenu dans le plan de
section droite du systéme cylindrique. L’invariance du systéme opto-géométrique et de I’onde incidente
selon ’axe z permet d’en déduire celle des champs électromagnétiques.

On postule une dépendance temporelle harmonique du champ électromagnétique total imposée par celle
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de I’onde incidente. Ce champ s’exprime alors selon :
A(r,0,z,t) = Re | A(r, H,w)e_i‘”t} avec A € {E, D, B, ﬁ} (2.1)

ol w est la pulsation de ’onde plane incidente. Pour simplifier, le vecteur /f(r, 0,w) est noté /T(r, 0)
Une des bases du principe de la méthode différentielle consiste & partager ’espace en trois régions
grace & deux cylindres circulaires centrés sur l'origine, les cylindres C,,;, de rayon b et C),4, de rayon
a, respectivement inscrit et circonscrit a la surface S (voir figure 2.1(a)). La région qui contient I’origine
du repére (r < b), ainsi que la région extérieure a S constituée de la matrice (r > a), sont par définition
remplies de milieux homogénes et isotropes pour lesquels le champ électromagnétique total s’exprime
explicitement en terme de solutions de I’équation de Helmholtz. Toutefois, on s’intéresse pour le moment
a la région intermédiaire contenant la surface S, appelée "zone modulée", et telle que b < r < a. Sur
un cylindre de rayon r de la zone modulée, la permittivité en fonction de 6 est décrite par une fonction
créneau notée €(r, ) (voir figure 2.1(b)) dont les angles de discontinuité sont ceux des quatre points
d’intersection entre le cylindre circulaire de rayon r et la section elliptique de la surface S. Le premier

angle, noté g(r), est défini par :
~ a [b2—1r2
0(r) = = 2.2
(r) = acos (r b2—a2> (2.2)
En tenant compte des dépendances explicites du champ électromagnétique selon la variable tempo-
relle ¢ et la variable d’espace z d’aprés la relation (2.1), I’équation de Maxwell-Faraday (ratﬁ + %—If = 6)

associée aux relations constitutives de la zone modulée (13 = e(r, O)E et B =poH ) se réduit dans le

systéme de coordonnées cylindriques & :

10E,(r,0) . B
I iwpoHy(r,0) =0 (2.3)
OB=(rs0) o Ho(r,8) = 0 (2.4)
or
1 0FEy(r,0) OE.(r,6) . B
" Eo(r,0)+r o 20 iwpoH ,(r,0) =0 (2.5)
et ’équation de Maxwell-Ampére devient :
10H,(r,0) .
- E’!‘ s = 2.
~ %0 +iwe(r,0)E.(r,0) =0 (2.6)
fiaHg(:’ f) + iwe(r,0)Eg(r,0) = 0 (2.7)
1 OHy(r,0) OH,(r,0) . B
" Ho(r,0)+r o + 20 +iwe(r,0)E,(r,0) =0 (2.8)

Nous avons choisi d’exprimer ces équations avec le couple de champs électromagnétiques E et H. Les
équations (2.3) & (2.8) se découplent en deux ensembles d’équations indépendantes. Les équations (2.3),
(2.4) et (2.8) constituent le cas de polarisation Transverse Electrique (TE) et relient les composantes .,
H, et Hy. Les équations (2.5), (2.6) et (2.7) constituent le cas de polarisation Transverse Magnétique
(TM) et relient les composantes H, E,. et Ey. Nous limiterons cette premiére étude au cas de polarisation
TM.

2.1.2 La méthode différentielle en polarisation TM : régle de Laurent

L’invariance du systéme opto-géométrique selon ’axe z ainsi que le régime harmonique ont permis
de réduire la dépendance du champ électromagnétique aux variables d’espace r et 6. La périodicité du
systéme selon 6 va permettre de ramener les équations de Maxwell écrites pour la polarisation TM en
un systéme différentiel du premier ordre selon la seule variable r. En effet, le systéme de coordonnées
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cylindriques induit nécessairement une périodicité, de période 27, selon la variable angulaire 8 de toutes
les grandeurs opto-géométriques, en particulier des vecteurs F, H et de la fonction €(r, 8). Ces derniéres
grandeurs peuvent alors étre développées en série de Fourier selon :

“+oo
U(r,0) = Y Un(r)e™ avec U € {H., E,, Eg, ¢} (2.9)

n=—oo

En fait, ces développements sont tronqués & 'ordre N puisque la théorie différentielle a pour vocation
d’étre implémentée numériquement. Lorsqu’on injecte ces développements en explicitant leurs dérivées
partielles selon r et 6 dans les équations (2.5), (2.6) et (2.7), on obtient le systéme suivant de 3(2N + 1)
équations :

% [Egm(r) + rdEZ’i:(r) —inEy o (r)| —iwpoH; n(r) =0 (2.10)
%nHz,n(r) Fiw(eE,), (r) =0 (2.11)
—7dH;’:(T) +iw (eEy),, (1) =0 (2.12)

On adopte une notation matricielle en introduisant la matrice colonne [A] telle que ([A]),, = A, (r) et
la matrice a telle que («),, ., = 10y, (0 Jp,, est le symbole de Kronecker). Ainsi, les équations (2.10)
a (2.12) se réécrivent :

% {[Eg] + r% —ia [ET]} —iwpo [H.] = 0 (2.13)
%O‘ (H.] + iw [eE,] = 0 (2.14)
_dlH:] sz] +iw[eEg) =0 (2.15)

A ce stade, on atteint le point théorique le plus important de la méthode différentielle qui consiste &
exprimer les coefficients de Fourier des produits €E, avec ¢ € {r,0} (composantes du vecteur D) en
fonction de ceux de € et de E., intervenant dans les équations (2.14) et (2.15). Cette factorisation des
produits eF, s’effectue grace a un théoréme mathématique appelé "régle de Laurent" qui s’énonce de la

m=4o0
maniére suivante : (eE.), (1) = >  €n—m(r)Ecm(r). En introduisant la matrice de Toeplitz [e] définie
m=—00

par ([e]),, ,, = én—m(r), ce théoréeme prend la forme matricielle suivante : [eE ] = [e] [E.]. Lorsqu’on
utilise la régle de Laurent, 1’équation (2.14) permet d’exprimer [E,] en fonction de [H.] :

[E,) =[] — [H.] (2.16)

Aprés avoir inséré cette derniére équation dans la relation (2.13), on obtient un systéme de 2(2N + 1)
équations différentielles linéaires qui relient [Fy| et [H.] :

d [Ep]
dr

(67

= —% [Eg) — i {wuold - %[[6]]_1

FH] (2.17)

rw

d[H.]
dr

= iw[e] [Ep] (2.18)

o I est la matrice identité de dimension (2N 4 1) x (2N + 1). Ces derniéres équations, obtenues par
application de la régle de Laurent, doivent étre intégrées a travers la zone modulée de r =b a r = a.
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2.1.3 La méthode différentielle en polarisation TM : méthode FFF

Malheureusement, comme on le décrit plus en détail dans la section 2.3.1, la régle de Laurent qui
a été utilisée est un théoréme mathématique qui assure la convergence de la factorisation des produits
e(r,0)E,(r,0) avec a € {r,0} dans l'espace de Fourier uniquement en terme de série. Son application
directe ne tient alors pas compte de la troncature des développements (a I’ordre V), remettant ainsi en
cause sa validité pour des applications numériques. En effet, dés les premiéres applications de la méthode
différentielle aux cas de polarisation TM pour les réseaux (en coordonnées cartésiennes)[53, 54|, certains
problémes de convergence sont apparus. Afin de les éviter, L. Li [66] a démontré que la régle de Laurent
est uniquement justifiée selon certains critéres de continuité du champ électromagnétique a travers la
surface S. Pour les autres cas, il faut ajouter une nouvelle régle de factorisation, appelée "régle Inverse".
Les conditions d’application de ces deux régles de factorisation énoncées dans la section 1.2.3 seront
expliquées plus en détail dans la section 2.3.1. A partir des conditions de passage des champs a travers
S, la régle de Laurent s’applique a la composante tangentielle & S du vecteur 13, alors que la régle Inverse
s’applique & sa composante normale (continue & la traversée de S). On décompose alors le vecteur D de

la maniére suivante : D = ¢ [ETf + ExN } . Dans le cas de la section & profil elliptique, les composantes

du vecteur unitaire tangent T (T, = 0) a la surface S et situé dans le plan de section principale sont
représentées par les fonctions de 6 suivantes :

T,(60) €2 cos() sin(6) (2.19)
\/[1 — ecos2(0)]? + e* cos?(0) sin?(0)
T)(0) = ecos?(0) — 1 (2.20)

\/[1 — ecos2(0)]? + e cos?(0) sin?(6)

Il s’agit donc de fonctions périodiques, de période 27 et par conséquent, développables en série de
Fourier. Les composantes tangentielle et normale & E s’écrivent :

Er =E. T, + E¢ly (2.21)
En =—-FETy+ EpT, (2.22)
L’inversion de ces deux derniéres équations conduit a :
E,. = ErT,. — ENTy (2.23)
Ey = ExTy + ENT. (2.24)
Pour la composante radiale de D, on trouve directement grace a (2.23) :
€E, = el Er — eTyENn (2.25)
Le passage dans l'espace de Fourier s’effectue par application de la régle de Laurent au produit entre

e et T.Er : [el.Er] = [€] [T-Er] et par application de la régle Inverse au produit entre € et TyEy :
[eTyEn] = [1] ! [Ty En]. L’équation (2.25) devient alors :

1
B =ML B - 1] B

En utilisant (2.21) et (2.22), on trouve [E,] = [¢] [T2E, + T, TyEy] + [2] ! [T}E, — TyT, Ep). Par la
suite, une nouvelle application de la régle de Laurent sur les produits T2 E,, T, TyEy, TiE, et ToT, Ey

conduit & :
B - (M 21+ |1 _1[[%21]) 5] + (M -4 ) 1.1 (E
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On introduit les matrices A, A et B définies respectivement par :
11!
A =[e] - H—ﬂ , A= A[T?] et B=A[T,Ty]
€

En utilisant la relation [77%] + [T7] = I déduite de T? + T7 = 1 dans I'espace de Fourier, on obtient
finalement :

[eE,] = <A+ |H] . ) [Er] + B [Ey] (2.26)

Cette relation est la nouvelle expression du produit [eF,] qui tient compte des troncatures des dévelop-
pements par application de la régle de Laurent, mais également de la nouvelle régle de factorisation :
la régle Inverse. La version antérieure de la méthode différentielle énoncée précédemment [78] supposait
que [[%]]_1 = [€], ce qui s’avére faux lorsque les séries sont tronquées. On remarque alors que, dans ces
conditions, on aurait A = A = B = 0 et "équation (2.26) permettrait de retrouver [eE,] = [e] [E,]
(application uniquement de la régle de Laurent). Un raisonnement équivalent & celui qui nous a amené
de I’équation (2.25) a I’équation (2.26) conduit également a :

[eEq] = BIE,] + ([e] — A) [Eb] (2.27)

L’équation (2.26) permet d’exprimer [E,] selon la relation [E,] = (A + [[%]}71)71 {leEr] — B[Ey|}, dans
laquelle on injecte 'équation (2.14). On trouve alors ’expression de [E,] en fonction de [H,] et [Ey] :

(] = <A+ H) (£ (1) + BlES)) (2.29)

€ rw

Apreés avoir inséré la relation (2.26) dans les équations (2.13) et (2.15), on obtient un nouveau systéme
de 2(2N + 1) équations différentielles linéaires selon la variable r qui relie [Ey| et [H,] :

B __ "7@<A+|Eﬂ_l>lg+;1d Bo) 4+ dwopol —%<A+|Eﬂ_1>1% (H.] (2.20)
dEﬁZ] _ B (,4+ H 1>_1 S +iw ] [ - A-B <A+ H 1>_1B [E] (2.30)

Ces deux relations constituent, pour le cas TM, le nouveau systéme différentiel & intégrer a travers la
zone modulée.

2.2 Présentation du probléme dans un cadre général

Nous allons maintenant établir les équations générales de la méthode différentielle pour une structure
cylindrique plus complexe. Le principe de cette méthode consiste & formuler les équations de Maxwell
et les relations constitutives des milieux sous la forme d’un systéme différentiel du premier ordre selon
une seule variable d’espace en exploitant les modulations opto-géométriques de I'objet diffractant. Dans
le cas présent, cela revient & écrire ces équations dans 1’espace de Fourier en utilisant les périodicités du
systéme opto-géométrique considéré. La géométrie du systéme ainsi que les propriétés électromagnétiques
des milieux (tenseur permittivité, perméabilité magnétique,...) doivent posséder les mémes périodicités.

2.2.1 Description géométrique de I’objet diffractant

La version de la méthode différentielle écrite en coordonnées cartésiennes peut prendre en compte
jusqu’a deux périodicités selon deux axes de 'espace (réseaux 2D : cristaux photoniques, empilement
de type tas de bois,...) [56]. Cette bi-périodicité géométrique est ici adaptée & un objet de géométrie
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Directrice enz = zg:

r= .fS(07 ZO)
Génératrice efl = 6.

r= fs(0o,2)
€mat
po [ Hey\"Yse) gy [\ >
x

Surface S:
r= fs(0,z)

Fi1G. 2.2 — Représentation d’un systéme cylindrique de section droite arbitraire, périodique selon ’axe
z et rempli d’'un matériau conducteur, anisotrope et inhomogéne

cylindrique. On se place a la fois dans le repére cylindrique de base vectorielle (€,,é&p,¢€,) et dans le
repére cartésien de base vectorielle (€, €y, €,). On note les coordonnées cylindriques d’un point M de
Pespace : (1,0, z). Cet objet, illustré par la figure 2.2, est constitué d’une surface cylindrique fermée (ou
d’une réunion de surfaces cylindriques fermées) séparant deux régions de ’espace : la région intérieure
a la surface cylindrique S et la région extérieure & S infinie souvent appelée "matrice". Cette surface
est notée S et a pour équation r = fg(0, z). Une directrice a pour équation r = fg(6,20) en z = zg
décrites dans le plan de section droite de base vectorielle (€., €p) ; puis une génératrice a pour équation
r = fs(bo,z) en 6 = 6y dont la direction principale est généralement choisie comme celle de 'axe z
(voir figure 2.2). La premiére périodicité est inhérente au systéme de coordonnées choisi puisqu’un objet
cylindrique est nécessairement 27-périodique selon la coordonnée angulaire §. Elle s’applique donc & la
directrice de 'objet. On impose une seconde périodicité de période notée d sur les génératrices.

En outre, on introduit en un point M de la surface, le vecteur normal N et les vecteurs Ty et Th formant
une base du plan tangent a cette surface S, tels que :

N=T, AT, (2.31)

La géométrie cylindrique de ’objet diffractant implique déja une différence non négligeable par
rapport au systéme considéré en coordonnées cartésiennes : la surface S sépare un milieu infini (milieu
extérieur) et un milieu borné (milieu intérieur) alors qu’une surface plane bi-périodique (cas des réseaux)
sépare deux milieux infinis. Toutefois, nous établirons plus loin une équivalence dans les équations des
champs électromagnétiques entre le caractére infini du milieu de transmission d’un réseau (le milieu ne
contenant pas la source lumineuse) et le role de lorigine du repére en tant que singularité pour les objets
cylindriques.

2.2.2 Description des milieux

Tous les milieux considérés sont supposés linéaires, parfaits (réponse instantanée d’un matériau a un
sollicitation électromagnétique) et sans charges libres. La matrice (région infinie extérieure) est constituée
d’un milieu diélectrique supposé homogeéne, isotrope de permittivité €,,,4 € R et non magnétique de
perméabilité égale a celle du vide (pp = 4710~7 H/m). En ce qui concerne le milieu localisé & I'intérieur
de la surface S, on peut envisager un milieu possédant des propriétés électromagnétiques trés variées, ce
qui constitue 'un des principaux avantages de la méthode différentielle. En effet, le milieu peut étre un
matériau électrique et/ou magnétique, isolant et/ou conducteur, homogeéne et/ou inhomogéne, isotrope
et/ou anisotrope. Nous considérons dans cette étude le cas général de milieux électriques et magnétiques,
conducteurs, inhomogénes et anisotropes. Nous précisons que les caractéristiques électromagnétiques de
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Fi1G. 2.3 — Partage de ’espace en trois régions : deux régions homogeénes et isotropes encadrant la zone
modulée (en grisé)

ce milieu présentent la méme périodicité selon z que celle des génératrices. On note €.y (z,y,2) le
tenseur permittivité du cylindre décrit dans le systéme de coordoonnées cartésiennes. En coordonnées

cylindriques, il s’écrit :

ey (1,0, 2) = Recy(x,y, 2)R" (2.32)
avec
cosf sinfd 0 v reosd
R=| —sinf cosfd 0 | et { :rsine
0 0 1 v=

On rappelle que la relation constitutive de ce milieu associée a la permittivité en un point M de ’espace
de coordonnées (r, 0, z) et en régime harmonique (& la pulsation w) est :

D(r, 0, 2,w) = Eeyi(r, 0, z)E(r, 0, z,w) (2.33)
Le matériau étant parfait, le tenseur permittivité écyl(r, 0, z) est invariant selon w. En ce qui concerne
les propriétés magnétiques du milieu, on note de la méme maniére fiqy(z,y, 2) le tenseur perméabilité
en coordoonnées cartésiennes, d’ott on déduit en coordonnées cylindriques :

ﬁcyl (7", 97 Z) = 3%Ecyl(xa Y, Z>§RT (234)
et la relation constitutive associée a la perméabilité s’écrit, :
g(r, 0,z,w) = ﬁcyl(r, 0, z)ﬁ(r, 0,z,w) (2.35)

Il importe de préciser que les tenseurs gcyl(r, 0,z) et ﬁcyl (r,0, z) contiennent des éléments complexes.

2.2.3 Partage de ’espace

Sachant que la surface S peut étre une réunion de surfaces fermées, on distingue deux types de
systémes de base : ceux ayant une directrice composée d’une seule courbe fermée centrée sur 'origine
du repére (voir figure 2.3(a)) et ceux ayant une directrice composée d’une ou plusieurs courbes fermées
excentrées par rapport a l'origine (voir figure 2.3(b)).
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L’application de la méthode FFF nécessite le partage de ’espace en trois régions grace & deux cy-
lindres de section circulaire centrée sur I’origine et de génératrices invariantes selon z (cylindres conven-
tionnels). Il s’agit des deux cylindres tangents a la surface S. Le cylindre intérieur est noté C,,;, et
posséde le rayon R, tel que :

Ryin = r‘rglin [fs (0, 2)] (2.36)

I

alors que le cylindre extérieur est noté C,,.. et posséde le rayon R,,q. tel que :

Riaz = max [fs (0, 2)] (2.37)

Il apparait alors les trois régions de l’espace suivantes :

— La zone intérieure au cylindre Ci,;p, notée (int) est une région définie soit comme le milieu qui
remplit 'objet cylindrique dans le cas d’un systéme centré sur lorigine (voir figure 2.3(a)) soit
comme le milieu de la matrice dans le cas d’un systéme excentré (voir figure 2.3(b)). On lui associe
alors un tenseur permittivité &;,,(r, 0, z) défini par :

3 | éeu(r,0,2) dans le cas de la figure 2.3(a)
€int(r, 0, 2) = { ematlq dans le cas de la figure 2.3(b) (2.38)
et une perméabilité magnétique [ (r, 0, z) définie par :

= | fieyi(r,0,2) dans le cas de la figure 2.3(a)

frint (0, 2) = { poly dans le cas de la figure 2.3(b) (2.39)

— La zone extérieure au cylindre Ci,q,, notée (ext) est une région définie comme le milieu de la
matrice. On lui associe alors la permittivité €.,; suivante :

€ext — €Emat (240)

et sa perméabilité reste celle du vide -

— La zone qui contient la surface de diffraction est telle que Ry.in < 1 < Rpmae €st appelée "zone
modulée". La zone modulée est la région de 'espace qui requiert la plus grande attention puisqu’elle
sera le siége de la méthode FFF. En effet, dans cette région de I’espace, les tenseurs permittivité
(2.33) et perméabilité (2.35) initialement définis dans le milieu intérieur & S peuvent étre étendus
A tout I'espace de la zone modulée sous la forme de tenseurs notés :

e [Rmzna Rmaz]
et ¢ 6¢€l0,2n] (2.41)

€mat 81 M (1,0, z) est a Vextérieur de S L eR

Er.0,2) = { Eeyt(r,0,2) si M(r,0,2) est & l'intérieur de S
re [Rmzna Rmam]
et ¢ 6€]0,2n] (2.42)

fi(r,0,2) = { feyi(r,8,2) si M(r,6,2) est & l'intérieur de S
zeR

po si M(r, 0, z) est a Pextérieur de S

On précise que ces deux fonctions des coordonnées de I’espace peuvent présenter des discontinuités
a travers la surface S (y compris dans le cas ou les milieux sont homogénes). Elles sont également
2m-périodiques selon la variable 6 et périodiques de période d selon la variable z.

2.2.4 Source lumineuse

Comme dans tout probléme de diffraction, il faut une lumiére incidente sur ’objet. On sait que les
ondes électromagnétiques de type ondes planes constituent une base de fonctions pour les développe-
ments en série de Fourier des champs électromagnétiques dans le repére cartésien, ce qui justifie leur
emploi dans ce domaine. Dans le repére cylindrique, des ondes cylindriques décrites par des fonctions de
Bessel ou de Hankel sont équivalentes aux ondes planes des réseaux en ce qui concerne la nature de la pro-
pagation (entrantes ou sortantes). Néanmoins, pour des raisons d’interprétation physique, on conserve
des ondes incidentes & 'objet diffractant de type ondes planes, progressives et monochromatiques se
propageant dans la région extérieure (ext).
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Expression des champs électromagnétiques de ’onde plane incidente :

L’équation de Helmholtz associée au milieu extérieur nous conduit a I'expression des champs
électromagnétiques d’une onde plane incidente écrite dans le systéme de coordonnées cylindriques :

- (inc o i (i”C)TCOS (i”C)TSiH (inc)z .
A( ) (7"7 07 Z7t) — §R€ {A(()l’ﬂc)e [k?ezt,,m (6)+k6zt,y (6)+kezt,,z ]6 zwt} avec A E {E7H} (243)

inc) _ k(znc) &+ k(znc) 4+ k(znc) N

o .y ; (
Cette onde incidente est caractérisée par son vecteur d’onde k., otz Cr ot y€y ot,2€2s

sa pulsation w et son vecteur amplitude JgiTlc). On rappelle que le vecteur d’onde incident vérifie

’ Eégc) = /w2 lp€ezt- On note :
‘ Eégiltb) = kemt (244)
%0 = ki (2.45)

et l_c't(zlgt) la projection de Egﬁc) dans le plan de section droite (€;,€,). Le paramétre vy joue
un role important puisqu’il intervient dans les équations de Maxwell dans la zone modulée par
conservation de la composante en z du vecteur d’onde (voir section suivante 2.4.2). On introduit

le terme kg = /w2 poeq = 27“ oll €y est la permittivité du vide (e ~ 8.85418781710712 F/m) et A

la longueur d’onde dans le vide de ’onde plane incidente.

Représentation du vecteur d’onde incident :

Az z A
E(znc)

ext

/
0 Pinc
N > >
e. -7 Yy Yy
N ,/
egnc h ///
4
4
________________ 7(inc)
T kt,ezt
(a) Premiére représentation du vecteur d’onde (b) Seconde représentation du vecteur d’onde
incident incident

FiG. 2.4 — Représentations du vecteur d’onde dans 1’espace et notations

Le choix de la représentation du vecteur d’onde incident dans I’espace conditionne la polarisation
du champ électromagnétique diffracté. En effet, lorsque ce vecteur se trouve dans le plan de section
principale (section droite), nous montrerons que les équations de Maxwell se découplent en deux
polarisations indépendantes; on parle alors de diffraction classique. Dans le cas contraire (cas
général), il s’agit de la diffraction conique. 11 existe habituellement une représentation différente
du vecteur d’onde incident pour chacun de ces cas. La premiére représentation est illustrée par
la figure 2.4(a), généralement associée a la diffraction classique. Le point d’application du vecteur
d’onde incident est choisi & l'origine du repére. L’angle ¢}, . est ’angle d’inclinaision de kéﬁc) par
rapport au plan de section droite; il est alors nul dans le cas de la diffraction classique. L’angle
Oine définit la direction du vecteur d’onde incident transverse ES:;Q La seconde représentation
(voir figure 2.4(b)), généralement associée a la diffraction conique, différe de la premiére seulement

-

. ~(inc . . .. R L, . N
par la pointe de kgct ) choisie sur Porigine du repére. Le passage de la seconde représentation a la
premiére s’effectue par les relations ¢},,. = —@inc €t 0,,,. = Oine + 7. Dans les deux cas, on a :

kt,ezt = /fgm - "Yg (246)
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En prenant désormais par défaut la seconde représentation, le vecteur d’onde incident s’écrit dans
le repére cartésien :
—keat 08(Pinc) co8(Binc)

lggﬁc) = —kext co8(@ine) sin(Gine) (2.47)
—kext Sin(@inc)
En particulier, I’expression de sa composante selon ’axe z conduit & :
Yo = —kext sIn(Yine) (2.48)

Représentation des vecteurs amplitudes des champs électromagnétiques incidents :

A
E’éinc)
>
Y
C >
(a) Vecteurs de base dans le plan perpendiculaire (b) Seconde représentation du vecteur
au vecteur d’onde incident d’onde incident

Fia. 2.5 — Définition de ’angle azimutal ;.

En imposant une représentation du vecteur d’onde incident, on déduit de ses paramétres I’expres-

sion des vecteurs amplitudes ffgmc) des champs E et H incidents selon l’équation (2.43). Toutefois,

il est nécessaire d’ajouter un nouveau paramétre qui détermine l'orientation des champs électro-
magnétiques incidents dans le plan perpendiculaire a kégc), autrement dit leur polarisation. Pour
cela, on introduit une base dans ce plan, notée (py, p2) telle que le triédre (ﬁl, P, Eﬁﬁc)) soit direct

7(inc)

et que p) appartienne au plan (kext ,é’z), comme illustré sur la figure 2.5(a). On définit I’angle

noté ¥;n., appelé angle azimutal, comme ’angle entre le vecteur amplitude du champ électrique
incident £\ et le vecteur de base py (voir figure 2.5(b)). Les vecteurs amplitudes des champs

électrique et magnétique incidents s’écrivent respectivement dans le repére cartésien :
— [cos(ine) sin(pine) €oS (Bine) + Sin(Yine) sin (Qine)] HE(MC)

pline) Sin(Yine ) €08 (Bine) — o8(Yine) Sin(@ine) sin (Bine)] || E™
EG™ = | [sin(ine) €05 (Bine) — c08(tbine) sin(ine) sin (Bine)] | £
‘E(inc)

(2.49)
COS('(/J'L'nc) COS(@MC)

— Zelm [c08(tine) Sin (Bine) — Sin(Yine ) sin(@ine) €08 (Bine)] || E )
ﬁémc) = —ﬁ [c08(Vine) €08 (Bine) — Sin(tine ) sin(Pine) sin (Bine)] || £

- Z:M Sin(i/)mc) COS(L,OMC)

(2.50)

‘E(inc)

ol Loz est 'impédance du milieu extérieur :

Lext = (2'51)
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2.2.5 Développements en série de Fourier

Le systéme opto-géométrique est bi-périodique. On effectue alors successivement un développement
en série de Fourier des champs électromagnétiques totaux selon la variable z puis selon la variable 6.
Aprés avoir introduit une notation matricielle de ces développements, on écrit les équations de Maxwell
dans l'espace de Fourier en régime harmonique.

Les champs électromagnétiques dans 1’espace de Fourier :

On fait tout d’abord ’hypothése du régime harmonique. Les champs électromagnétiques totaux ont
une dépendance temporelle dont la pulsation w est celle imposée par ’onde incidente et s’écrivent :

A(r,0,z2,t) = Re | A(r,0, z,w)e ™| avec A e {E,H} (2.52)

ol K(T,G,z,t) est le champ électromagnétique réel et /T(r,@,z,w) le champ électromagnétique
complexe & la pulsation w. Nous omettrons par la suite la dépendance en w dans I’écriture des
champs complexes.

Les équations de I’électromagnétisme utilisées (équations de Maxwell, relations constitutives des
milieux,...) étant linéaires, les champs électromagnétiques totaux peuvent étre reliés aux champs

incidents par un opérateur linéaire noté "g" et qui dépend uniquement de la surface de diffraction

S : ff(r,@,z) =g [A’(mc) (r,@,z)] Or cette surface est périodique de période d selon l'axe z;
on ne peut donc pas distinguer I'opérateur g en z et en z + d. Selon ’expression des champs
de 'onde plane incidente (2.43), on déduit alors que : /T(r,@,z +d) =g /_1'(1'"0)(7“,0,2 +d)|=

g [e”ﬂd/f(mc) (r,0, z)}: eirodg [A’(mc) (r,0, z)} On conclut que :

A(r,0,z +d) = e A(r,0, z) avec A € {E, H} (2.53)

Le déphasage ~vod qui apparait dans cette expression ne permet pas d’attribuer la propriété de
périodicité en z aux champs électromagnétiques totaux mais une propriété de pseudo-périodicité en
z. En fait, c’est la grandeur ‘7(7", 0,z) = e’”‘)sz(r, 0, z) qui est périodique selon I’axe z. Finalement,
aprés avoir développé en série de Fourier selon la variable z la grandeur ‘7(7“, 0, z), on obtient pour
les développements des champs électromagnétiques totaux :

+M
A(r,0,z) Ay, (r,0) €% avec A € {E_",ﬁ} (2.54)
M

m=—

d
ot Ay, ( r,0) —éf (r,0,z)e”m=dz et
0

Ym = Yo + m%ﬂ (2.55)
Ces développements sont tronqués a I'ordre M € N en vue d’une implémentation numérique.
En ce qui concerne la dépendance angulaire 0, la périodicité des champs est intrinséque au sys-
téme de repére choisi; lorsqu’un point M de I'espace effectue une rotation d’angle 27, il revient
exactement au méme point de Iespace. Ainsi, on développe en série de Fourier selon la variable
0 tous les coefficients A, (r,0) de Vexpression (2.54). Finalement, les champs électromagnétiques
totaux s’expriment par :

+
(r0,2)= > Z o (1) €01 2) avec A € {E, H} (2.56)
m=—M n=—N

s

d
ol Ay (7 f (1,0, 2) e+ Im2)d2dh et N € N est I'ordre de troncature des dévelop-
0

|

l\’)

:\
SIS

pements selon 6.



2.2 Présentation du probléme dans un cadre général 35

Nous avons établi la pseudo-périodicité du champ selon z. Désormais, nous nous permettrons un
léger abus de language. Le développement des champs donné par (2.56) sera simplement qualifié
de développement de Fourier et non de "pseudo-développement en série de Fourier". De méme,
les coefficients /Tmm (r) seront désignés de coefficients de Fourier, et non de "pseudo-coefficients
de Fourier".
Notation matricielle :

L’ensemble de la théorie va étre écrite dans un formalisme matriciel. On introduit alors la matrice
colonne suivante, constituée des (2N + 1)(2M + 1) coefficients de Fourier (2.56) pour chaque
composante A du champ électromagnétique :

A= | A () (2.57)

Par souci de simplification d’écriture, nous ne précisons pas la dépendance en r de [A].
Il est utile d’exprimer les dérivées partielles de la composante A selon z et 6 d’aprés I’équation

(2.56) :
A (r, 9 2) o
=1 Z Z YmAn,m e (nf+1mz) (2.58)
—Nm=—M
A (r, 9 2) w
— =i Y Z nApm (1) €0+ ) (2.59)
m=—M n=—N

car elles interviendront dans les équations de Maxwell. On introduit les matrices diagonales « et
~ par :

= ndpm (2.60)

Y= Y ou (’Y/)n,m = Ynlnm (2.61)

ol 0y, st le symbole Kronecker. Ainsi, les dérivées partielles (2.58) et (2.59) s’écrivent d’apreés la
notation (2.57) :

[%} = iv]4] (2.62)
{g—ﬂ = ia[A] (2.63)

Les équations de Maxwell dans ’espace de Fourier :
En prenant en compte l'expression des champs en régime harmonique (2.52) et leurs développe-

ments de Fourier selon z et 6 (2.56), on réécrit I'équation de Maxwell-Faraday (ratf) (7 t) + % =
1
LalB.] ~y 1)~ w(B,] = 0 (2.64)
dlE;| .
iv[Er] — dE] iw[Bg] =0 (2.65)
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% ([Eg] +rd§9] — i [E,.]) —iw[B.] =0 (2.66)

et ’équation de Maxwell-Ampére (ratﬁ (7)) — % = 6) :

LalH.] ~[Ho) +w[D] =0 (2:67)
iy [Hy] — LI—TIZ] +iw[Dp] =0 (2.68)
% ([H@] 4l [5“’] —ia [Hr]> +iw[D,] =0 (2.69)

En utilisant le vecteur N normal  la surface S au point M, défini précédemment (équation (2.31)
et figure 2.2), les conditions de passage des champs a travers la surface S deviennent :

NAoz=0 (2.70)
NAoy;=0 (2.71)
N.og=0 (2.72)
Nog=0 (2.73)

ol 0 ; est le saut du champ Ae {E, ﬁ, 5, E} a travers la surface S.

2.3 Relations constitutives des milieux dans I’espace de Fourier
tronqué

2.3.1 Principe de la méthode FFF

Le but de la méthode FFF est d’appliquer, dans la zone modulée, les trois régles de factorisation de
Li (voir section 1.2.3) énoncées auparavant aux relations constitutives des milieux, écrites dans l’espace
de Fourier tronqué. De cette maniére, la troncature des développements en série de Fourier est prise en
compte dans les équations. Afin d’éviter l’application de la troisiéme régle (cas défavorable), on utilise
les deux premiéres par décomposition du champ électromagnétique sur le vecteur normal et les vecteurs
tangents a la surface de l'objet diffractant. Au préalable, un prolongement de ces derniers vecteurs
s’avérera nécessaire afin de les définir en tout point de la zone modulée (et non plus seulement sur la
surface de l'objet). Pour la zone modulée, nous avons vu que les relations constitutives peuvent étre
écrites sous la forme :
D(r,0,z) = é(r,0,2) E (r,0, z) (2.74)

B (r,0,2) = [ (r,0,2) H (r,0,2) (2.75)

selon les tenseurs exprimés dans (2.41) et (2.42). Ces tenseurs peuvent étre développés en série de
Fourier puisqu’ils sont bi-périodiques selon les variables z (période d) et 6 (période 2m). On précise
qu’ils ne sont pas pseudo-périodiques mais simplement périodiques selon z, contrairement aux champs
électromagnétiques. Nous limitons pour I'instant la discussion & la relation constitutive reliant les champs
Det E (2.74), sachant que les résultats obtenus restent valables pour les propriétés magnétiques des
milieux. On cherche & exprimer les coefficients de Fourier de D (1,8, z) en fonction de ceux de é (0, 2)
et E (r,0, z). Les premiéres versions de la méthode différentielle [53, 54] utilisaient seulement la régle de
Laurent établie pour des séries, c’est-a-dire des sommes infinies. Cependant, I'implémentation numérique
de la méthode nécessite la troncature des séries aux ordres N € N et M € N, ce qui ne rend plus
l'utilisation de la régle de Laurent justifiée dans tous les cas, selon les travaux de L. Li [66]. Il a en effet
montré que, lorsque les développements de Fourier sont tronqués, il faut tenir compte des discontinuités
éventuelles des composantes du champ électromagnétique a travers S (équations (2.70) et (2.72)), mais
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également de celles des tenseurs g(r,é),z). On se rend bien compte de 'utilité de la seconde régle de
factorisation puisque la composante normale du champ D (r,0, z) est continue a travers S (d’apres la
relation 2.72) alors que €(r,6,z) et la composante normale du champ E(r,@,z) (d’apres la relation
(2.70)) sont discontinues.

2.3.2 Application des régles de factorisation dans les relations constitutives
des milieux

L’application des régles de factorisation dans la relation constitutive (2.74) dans la zone modulée
et dans 'espace de Fourier, s’effectue en deux étapes principales. Dans un premier temps, nous allons
réécrire dans ’espace direct, le champ E (r,0, z) en fonction de toutes les composantes continues des
champs électromagnétiques (ses propres composantes et celles de D (r,0, z)), al’aide de la relation consti-
tutive (2.74). Ensuite, ’application des nouvelles régles de factorisation au produit € (r, 6, z) E(r, 0,z)
permettra le passage dans l’espace de Fourier tronqué. Par souci de clarté d’écriture, nous ne préciserons
pas dans cette section la dépendance des différentes grandeurs selon les variables d’espace.

Premiére étape : On étend la définition des vecteurs unitaires Ty, Ty et N (équation (2.31) et figure
2.2) a toute la zone modulée. Pour cela, on introduit en tout point (méme en dehors de la surface)

le triplet vectoriel noté (’f‘l, 'f‘g, 1<T) tel que N = 'f‘g A ’f‘l En outre, ces vecteurs doivent vérifier

T, = Tl, Ty =Th et N = N en tout point de la surface S Ensuite, on décompose en un point
quelconque de la zone modulée le champ électrique selon T1 et T2 :

Er, =T..E (2.76)

Er, =Ty.E (2.77)
et le champ D selon N :

Dt =N.D (2.78)

soit Dy = N.€E. En notant,

€= €0r €00 €02 (2.79)

et en définissant une généralisation du produit scalaire, notée e, entre un vecteur A et une matrice

M:
. A'r‘ M'r'r MT@ M'r'z A'r'M'r'r + ABMG'r' + AzMz'r'
AeM = | Ay |eo| My, Mg My. | = ArMpg+ AgMog+ A. Mg (2.80)
Az Mz'r’ Mza Mzz A'r‘M'r‘z + AGMGZ + AzMzz

la composante normale de D s’écrit :
Dn = (ﬁ . é) B (2.81)

On introduit la colonne F. constituée des composantes continues & travers S des champs DetE:
F.=| Dn (2.82)

D’aprés les équations (2.76), (2.77) et (2.81), on montre alors que le vecteur F. est reli¢ a E par
la relation
F. =AE (2.83)
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avec
Tl,« T19 le

A = (N . é) (N . é)e (ﬁ . é) . (2.84)
T, Tag T,

d’ott on déduit 'expression du champ électrique E par inversion de la matrice A, :

o O ([eE],  [(ean],
E=C.F avecCém {(T.G)Mjgh Ny Klj.e)mﬂe (2.85)
{0 PN SN A0 e

Seconde étape : Grace a cette derniére équation, on peut exprimer le champ D en fonction des com-
posantes continues & travers S du champ électromagnétique : D =¢E = eC., F Par définition, F
est continu a travers S mais éC, est discontinu. Par application de la premiére régle de factorisa-

tion, on trouve alors : [D_'} = [éC] [F‘;] a l’aide d’une notation généralisée des équations (1.1) et

(2.57) :
= [Ar] [My1] [Mi2] [Mis]
[A] = | [Ao] | et [M]=| [Mo1] [Moo] [Mas]
[Az] [Mz1]  [Ms2]  [Mss]

On sait que F; = AGE et que le vecteur F; est continu & travers S; la matrice A, est discontinue
puisqu’elle contient le tenseur €. On applique donc la deuxiéme régle de factorisation a la relation

(2.83) pour obtenir [F.] = [AZ!]~! [E_"} =[C] ! [E_"} On conclut alors que :

[5} - Q. {E} (2.86)

avec

Qé = cheﬂ HCEH_I (287)

Cette expression devient la relation constitutive reliant E a D dans I’espace de Fourier tronqué et
dans la zone modulée. Elle est écrite en tenant compte a la fois de la troncature des développements
de Fourier mais également des discontinuités des paramétres opto-géométriques & travers la surface
de diffraction.

En appliquant trés rigoureusement les mémes étapes a la relation constitutive reliant BaH , on obtient
alors :

{lﬂ =Qu [ﬁ] (2.88)
avec
Qu = [RCIC.] ! (2.89)

et

Sl e %A% & )T,

Cﬂzﬁ N.ﬂ, /\T2 N0 — N.ﬂ /\T1 (290)
N (A (P

Les matrices Q. et Q,, ont pour dimension 3(2N + 1)(2M + 1) x 3(2N + 1)(2M +1).

Avant d’insérer ces nouvelles relations dans les équations de Maxwell, nous allons voir comment
effectuer les prolongements des vecteurs Tl, Ty et N en tout point de la zone modulée.
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2.3.3 Prolongements des vecteurs unitaires normaux et tangents en dehors
de la surface de diffraction

On se propose dans cette section de décrire les prolongements a la zone modulée des vecteurs Tl,
Ty et N autrement dit, de définir les vecteurs T1, T, et N en tout point de cette région de I’espace.
Connaissant 1’équation fg(r, 6, z) = 0 de la surface, le vecteur normal est donné par :

N0, z) =

(2.91)

ot les dérivées sont calculées en fs(r,6,z) = 0. On impose T dans le plan défini par €, et éy. Il dépend

des composantes de N:
7 Nyé,. — N,y

/N2 NG

(2.92)

et selon I’équation (2.31), on déduit que :

7 N, N.é. — NgN,éy + (N92 + NE) €, (2.93)
Si on se place sur un cylindre circulaire (centré sur origine) de rayon r, leurs prolongements peuvent
étre représentés par des fonctions de 6 et z. Mais, elles sont définies uniquement aux points d’intersection
entre ce cylindre et la surface S (voir figures 2.6(a) et 2.6(b)). Or, on sait que ce type de fonctions (&
supports nuls) ne peuvent pas étre développées en série de Fourier. En fait, on montre qu’il est possible
d’étendre leurs définitions dans tout 1’espace (et en particulier dans la zone modulée) afin de les rendre
développables en série de Fourier, avec pour seule condition qu’elles décrivent bien les vecteurs aux
points ot ces derniers sont définis sur la surface S. En considérant, pour simplifier, le cas d’'une surface
S invariante selon z (vecteur N contenu dans le plan de section droite), les figures 2.6(a) et 2.6(b)
illustrent la composante Ny en tant que fonction de 6 définie par quatre points sur la surface S en r.
Un prolongement purement arbitraire y est proposé, sur lequel pourra s’effectuer un développement en
série de Fourier. Le choix arbitraire du prolongement permet de pouvoir prendre des fonctions aisément
développables en série de Fourier (comme des fonctions créneaux, par exemple), mais qui présentent
souvent des discontinuités, ce qui engendre une imprécision due au phénoméne de Gibbs : les spectres
de Fourier de ces fonctions sont généralement assez "étalés". On tente alors de placer ces discontinuités
les plus loin possible des points de définition du vecteur considéré sur S. De ce fait, on cherche plutot
des prolongements avec des fonctions n fois dérivables sur [—m, 7] (I'idéal étant des fonctions infiniment
dérivables). Mais ces fonctions deviennent pour la plupart plus difficiles & développer analytiquement
en série de Fourier; il est méme parfois nécessaire d’utiliser un algorithme de FFT ("Fast Fourier
Transform").

Ce procédé de prolongement n’est pas unique ; il existe d’autres techniques de prolongement. En par-
ticulier, on peut exploiter les relations de définition du vecteur normal (2.91) et des vecteurs tangentiels
(équations (2.92) et (2.93)). En effet, I'expression de N d’aprés la relation (2.91) dépend des coordonnées
(r,0,z) d’'un point M se trouvant sur la surface S, c’est-a-dire tel que ses coordonnées (r, 0, z) soient
reliées par I’équation de la surface S fs(r, 6, z) = 0. Il suffit alors de prendre comme prolongement cette
définition mais avec des variables (r, 8, z) indépendantes : le point M peut se déplacer dans tout I’espace.
Par conséquent, on utilise ’équation suivante dont les définitions des variables (r, 0, z) sont restreintes
a la zone modulée :

. (afs e %%Lesee =+ E)fz €, ) (S [Rmin; Rmax]
N(r,6,2) = avec ¢ 6 € 0,27] (2.94)
¢@&y+(LL)+(i%2 z€R
or T 0z

Les vecteurs tangentiels se déduisent selon les équations (2.92) et (2.93) appliquées aux vecteurs T et
T5. En fait, ’équation de la surface fg(r, 6, z) = 0 prend souvent la forme r = gg(0, z) soit fs(r,6,z) =
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o N,
€y A?
e, 14
€x
\
\
) > I »
! x oT- T »
/ z 0
/ 2
/
7
1 prolongement possible
(a) Intersection entre la surface de dif- (b) Fonction décrite par Ny en fonction de 0 sur le cylindre
fraction S et un cylindre circulaire de de rayon r (définie initialement en 4 points) et prolonge-
rayon fixé ment possible pour cette fonction

FiG. 2.6 — Exemple de prolongement de Ny dans le cas d’une surface S invariante selon z

r — gs(0, z). Si on lintroduit dans ’équation précédente (2.94), le vecteur normal N ne dépend alors
plus de r, ce qui pourra présenter certains avantages comme nous le verrons plus loin.

Quelle que soit la méthode choisie pour le prolongement des vecteurs normaux et tangents a la
surface S, on s’efforce qu’ils restent continus en leurs points de définition sur S.

2.4 Systéme différentiel dans ’espace de Fourier tronqué

1l nous reste désormais & introduire les nouvelles relations (2.86) et (2.88) dans les équations de
Maxwell écrites dans I’espace de Fourier (équations (2.64) a (2.69)). Grace a toutes ces équations reliant
les quatre champs électromagnétiques 5, E_", Bet H , il suffit d’en connaitre deux pour en déduire les deux
autres. On choisit de conserver le couple de vecteur (E_", H ) En outre, la détermination des coefficients

de Fourier des six composantes (dans le repére cylindrique) de ce couple de champs électromagnétiques
se réduit en un systéme linéaire d’équations différentielles vérifiées par les coefficients de quatre de ces
composantes. Les équations obtenues seront ensuite réécrites d’aprés un formalisme matriciel.

2.4.1 Insertion des nouvelles régles de factorisation dans les équations de
Maxwell

Nous allons établir un systéme différentiel reliant les coefficients de Fourier de quatre composantes des
champs électromagnétiques Eet H. Cependant, une fois ce systéme différentiel intégré (numériquement)
a travers la zone modulée, on sait qu’il va falloir raccorder les champs intégrés avec ceux des régions
homogeénes. En fait, on applique les conditions de passage des champs & travers les cylindres circulaires
fictifs Cynin €t Crax (de rayons respectifs Ryin €t Rimaz ), ce qui explique le choix des quatre composantes
continues E,, Ey, H, et Hy. Plus précisément, les conditions de passage (équations (2.70) et (2.71)),
qui doivent réellement s’appliquer pour les points de la surface S tangents aux cylindres Cy,in €t Craz,
contraignent a ce choix.

Expression des coefficients de Fourier des composantes radiales de EetH:
On introduit la notation suivante :

Qe,r'r' Qe,'r'O Qe,rz Q,u,'r'r Q,u,'r'@ Q,u,'r'z
Qe - Qe,@'r' Qe,@@ Qe,@z et Qu = Q,u,a'r’ Qu,aa Q,u,az (295)
Qe,zr Qe,zO Qe,zz Q,u,,zr Qu,zO Q,u,,zz

D’apreés la relation (2.86), on peut écrire que :

[DT] = Qe,'r'r [E'r] + Qe,ra [EB] + Q@rz [Ez] (296)
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[DG] = QE,OT [Er] + QE,OO [EO] + Qe,Gz [Ez] (297)
[Dz] = Qe,z'r' [E'r] + Qe,z@ [EG] + Qe,zz [Ez] (298)

De méme, selon la relation (2.88), on a :

[Br] = Qurr [Hr] + Qpuro [Hol + Qe [H] (2.99)
[Bo] = Qu.or [Hr] + Qu.00 [Ho| + Q- [H-] (2.100)
[BZ] = Qu,zr [Hr] + Qu,ze [HG] + Qu,zz [Hz] (2101)

En insérant 1’équation (2.67) dans la relation (2.96), on en déduit les coefficients de Fourier de la
composante radiale de E :

. o
(B:] = Qzh (2 [Hol = = [H.] = Qo [Eo] — Qe [E:]) (2.102)
w Tw
De méme, en insérant I’équation (2.64) dans la relation (2.99), on en déduit les coefficients de
Fourier de la composante radiale de H:

[H,] = Q) (% [E.] - g [Eg] — Qu.ro [Ho) — Quyrz [HZ]) (2.103)

Expression des dérivées selon r des développements des composantes de Eet H :
En injectant les relations (2.102), (2.103) et (2.100) dans ’équation (2.65), on obtient :

A5 = 1(QuorQyiy = 1Qc Qero) [Bol —1 (1001 Qs + QuorQy i, ) [E:]
+Z (% e,rrPY + wQI‘L70rQI,L’TT‘Q,U‘1T0 WQ;L,GG) [He] + i (WQMGTQM,N”QIMTZ PYQE rr rC:; - pr,,Gz) [HZ]
(2.104)
De méme, en injectant les relations (2.102), (2.103) et (2.101) dans ’équation (2.66), on obtient :

% - 7’ ( : aQe_T'r Q6 rd — Q,U,Z'! QM 7-7,}/) [EQ] + 7/ (Q,u,z'r Quﬂ-'r % - _Qe rr Qe TZ) [ z]
+Z (WQM,ZG WQu,z'r Q# eru,T@ + Q5 Trw) [HG] + T (WQM 2z wQM,ZTQM’erM,TZ - (: e,%r T(ZJ) [Hz]

(2.105)
Les relations (2.102), (2.103) et (2.97) dans I’équation (2.68) donnent :
o = 1 (QeorQey = 1955 Quro) Hol =1 (10,5, Qurs + Qer Q1 2) L]
+i (WQe,GQ 'YQM "W wQe,@rQ;;rQe,'rﬂ) [EB] +i (’YQM 77«7?:, wQG,@TQ;'}rQe,T’Z + WQe,Gz) [Ez]
(2.106)

Les relations (2.102), (2.103) et (2.98) dans ’équation (2.69) donnent :
d[H

o S Qe Qb o by Q) Ul 1 Qe Qe 30 Qo) B

+1 (WQe,erg,yrQe,TO wQe 20 — < T Z,) [EG] +1 (wQe,ere7r7 Qé,rz wQe zz + 17T %)

2.4.2 Ecriture matricielle du systéme différentiel & résoudre dans la zone
modulée

Les quatre relations (2.104) & (2.107) constituent un ensemble de 4(2N+1)(2M+ 1) équations différen-
tielles linéaires du premier ordre, & coefficients non constants (facteurs en i, == et dépendance arbitraire
des matrices Q. et @, selon r) dans I’espace de Fourier tronqué. La matrice colonne [F(r)] (on pré-
cise dans cette notation la dépendance selon r) contenant les coefficients de Fourier des composantes
tangentielles Fy, E,, Hy et E, est définie par :

[F(r)] = (2.108)
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On peut alors écrire les équations (2.104) & (2.107) sous la forme matricielle suivante :

d[F(r)]

= iM(r) [F(r)] (2.109)

ou la matrice M(r), dite matrice du systéme différentiel ou encore matrice d’intégration, dépend seule-

ment de la variable r :
My Mz Miz Mg
| Mo Moz Moz Moy
M) =1 0 May My May (2.110)

My My Myz My

avec :

M= 11a — Q;n«Qe 0 — Qu,zTQu 77“’7 Mz _Q%”QM e _Q€77“Q€7Z
MIS = wQu,zO WQM ZTQM m«Qu,rG + € 77“Z M14 = wQu,zz WQM ZTQM 77~Qu,rz - % ;71-7«%
Moy = Q/JI,GT‘QI,L,TT‘PY ,‘YQG,T’I”QCJ‘O Mo = PYQE eré rz + Qu QTQM rr r

—1 —1
M23 = %Qe,rr,‘y + wQu,GrQu’erer wQu,OO M24 - wQu,OrQu,eru rz VQG rr T(ZJ Quﬁz
M31 = WQG ere_ere 79 - WQe 260 — aQu’rrw M32 = WQG er;ere Tz WQe zz + ll’”" T(ZJ

M33 = %Id Qe ere M,Y - _QM rr Qu r0 M34 Qe Z'I"Qg 77«7_ - _Q,u,»,rQu,rz

My = wQe g9 — QM TTw — wQe, 0’)”Q€ ere ré Mys = VQM rr rw —wQe, GrQe ere rz T wQe 0z

Myz = Qﬂ@'f’Qe,rr’y ’YQM,N”QIMTG Mg = _’YQ/J,,’I”TQMJZ Q€ Or'<e rr(:
La matrice identité est notée I et la matrice M(r) a pour dimension 4(2N + 1)(2M + 1) x 4(2N +
1)(2M + 1),

De méme, en définissant la matrice colonne [F,.(r)] contenant les coefficients de Fourier des compo-
santes radiales F, et H,

mol=( 7)) (2.111)

les relations (2.102) et (2.103) s’écrivent :

[Fr(r)] = M (r) [F'(r)] (2.112)
avec
Mr 11 Mr 12 Mr 13 Mr 14
M, (r) = : ’ ’ ! 2.113
( ) < Mr,Ql M7‘,22 M7‘,23 M7‘,24 ( )
ou :
Mr,ll = 7Q;%7'Q6,’I”6 MT,IZ = 7Q;7%7-Q5,rz MT,IS = ;717«% Mr,14 = - ;%7-%
Mr,21 - - ;}T% Mr,22 - ;}r% Mr,23 - *Q;}nrQu,re Mr,24 = 7Q;}ﬂer,,rz

La matrice M,.(r) a pour dimension 2(2N + 1)(2M + 1) x 4(2N + 1)(2M + 1).

Pour résumer, nous avons obtenu le systéme différentiel linéaire du premier ordre (2.109) qui régit,
par construction, le comportement électromagnétique de la structure diffractante uniquement dans la
zone modulée. La principale différence que I’on peut observer entre ces équations écrites en coordonnées
cylindriques et celles déterminées initalement en coordonnées cartésiennes (voir page 106 de la référence
[56]), est la présence de termes en ; et . En coordonnées cartésiennes, la dépendance en y (selon
I’axe d’intégration, équivalent & r en coordonnees cylindriques) de la matrice M(y) n’intervient qu’a
travers les matrices Q. et Q. Le systéme différentiel (2.109) doit étre intégré selon la variable radiale
r, depuis le cylindre circulaire C,,;, de rayon r = R, jusqu’au cylindre circulaire C),4, de rayon
7 = Rpaz- On se rend alors bien compte que la singularité au point d’origine des termes en % et 7%
(dans les matrices M(r) et M,(r)), nous contraint & ne pas prendre des valeurs de R,,;, trop petites.
Dans le cas contraire, on risque d’engendrer des termes divergents qui pourront devenir une source de
contamination numérique lors de l'intégration du systéme différentiel.

CONCLUSION DU CHAPITRE Dans ce chapitre, nous avons établi, dans le systéme de coor-
données cylindriques, les équations de base de la méthode différentielle dans un formalisme général,
A savoir pour une structure diffractante cylindrique remplie de milieux inhomogénes et anisotropes.
Les dépendances explicites du champ électromagnétique total (régime harmonique et développements
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de Fourier d’apreés les périodicités en 6 et z) ont été exploitées pour obtenir un systéme différentiel du
premier ordre vérifié par les coefficients de Fourier de ce champ. Tenant compte des améliorations appor-
tées par la méthode FFF, ce systéme différentiel est écrit pour une région bornée de ’espace contenant
la surface diffractante (zone modulée). La résolution compléte du probléme de diffraction nécessite la
connaissance explicite des champs électromagnétiques dans les deux régions homogenes (int) et (ext). Il
s’agit ici, comme dans la plupart des problémes de 1’électromagnétisme, d’un probléme aux conditions
aux limites : les valeurs des constantes d’intégration (les inconnues du probléme) dans plusieurs régions
de l’espace sont déterminées par application de conditions (souvent des conditions de continuité) aux
frontiéres entre ces régions. Les champs se propageant dans la région extérieure (ext) peuvent s’exprimer
explicitement dés lors que sont imposés les caractéres homogéne et isotrope des milieux. Par contre, dans
le cas d’une surface diffractante contenant 'origine du repére (voir figure 2.3(a)), le milieu de la région
intérieure (int) est celui du matériau du cylindre. Ainsi, si ce milieu est inhomogéne et anisotrope comme
nous en avons fait ’hypothése dans cette partie, on ne peut alors pas connaitre, a priori, I’expression
des champs qui s’y propagent. Nous décrivons dans le chapitre 5 une nouvelle théorie qui permet de les
connaitre pour des milieux homogénes et anisotropes. Nous nous sommes d’abord intéressés au cas le
plus fréquent de surfaces cylindriques remplies de milieux homogeénes et isotropes. Ensuite, nous limi-
terons I'étude & des milieux diélectriques ou conducteurs : on les considére alors non magnétiques. La
résolution compléte et numérique du probléme de diffraction est traitée dans le prochain chapitre. Nous
ne considérerons pas, dans le reste du manuscrit, d’objets cylindriques présentant une périodicité selon
I’axe z, en raison de la complexité géométrique et peu fréquemment rencontrée de ce genre de structure.
Les milieux et la surface de diffraction seront supposés invariants selon z (les génératrices deviennent
des droites). Cependant, selon de récents travaux [91], I'ajout de PML (Perfectly Matched Layer) [33]
sur les parois perpendiculaires a ’axe du cylindre de la cellule périodique qui contient ’objet cylindrique
permettrait de modéliser un unique objet tridimensionnel (par absorption des ondes réfléchies sur ces
parois). On établirait alors un autre formalisme de la méthode différentielle, pour la modélisation d’un
unique objet tridimensionnel, que celui traité dans les articles [79, 80, 81] (en coordonnées sphériques).
On pourrait également concevoir I’étude de cylindres de longueur finie.
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Chapitre 3

Diffraction conique par des systémes

invariants selon 'axe z et 4 milieux

homogeénes et 1sotropes
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L’hypothése d’un objet cylindrique invariant selon son axe (I'axe z) et composé de milieux homogénes
et isotropes permet de simplifier considérablement l’expression du systéme différentiel, obtenu & la
fin du chapitre précédent, que satisfait le champ électromagnétique dans la zone modulée. Dans ce
chapitre, la théorie différentielle est développée pour le cas de la diffraction conique (direction de 'onde
plane incidente hors du plan de section principale). A lissue de ce chapitre, nous saurons résoudre
complétement le probléme de diffraction & ’aide de la méthode différentielle, pour un objet cylindrique
de génératrices rectilignes de section arbitraire, rempli de milieux homogénes et isotropes, et éclairé par
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une onde plane monochromatique. Tout d’abord, nous verrons briévement quelles sont les conséquences
de ces hypotheéses sur les équations obtenues précédemment. Nous détaillerons la nécessité de prendre
en compte 'algorithme de propagation de la matrice S dans la résolution numérique du probléme de
diffraction. Enfin, la théorie sera illustrée par quelques résultats numériques qui la valideront, et qui
mettront en évidence I’amélioration apportée par la méthode FFF par rapport & la version antérieure
de la méthode différentielle.

3.1 Présentation du probléme

3.1.1 Hypothéses et conséquences

Le type de systéme diffractant qui nous intéresse ici représente un cas particulier du systéme plus
général considéré dans le chapitre précédent. Les hypothéses vont alors étre formulées explicitement et
nous verrons leurs conséquences sur les équations obtenues auparavant, en particulier sur le systéme
différentiel & résoudre dans la zone modulée.

Enoncé des hypothéses :
Les hypothéses que nous ajoutons ici aux précédentes (voir section 2.2) sont :

1. La surface diffractante (fs, gs, ZV, T, et fg) ainsi que les grandeurs caractéristiques des
milieuz de l’objet diffractant (gmt et ﬁmt) sont supposées invariantes selon z.
Autrement dit, la période en z de l'objet tend vers linfini (d — +o00) et les génératrices
deviennent des droites paralléles & I'axe z. On déduit alors que toutes les grandeurs opto-
géomeétriques (et non les champs électromagnétiques) sont indépendantes de z. La définition
du vecteur normal en un point de la surface S par le gradient (2.91) s’écrit :

Ofsz 4 19fs >
( or 6r T 790 60)

V) (%)

ol les dérivées sont prises en fs(r,0) = 0 et les vecteurs tangents T et T (relations (2.92)
et (2.93)) se réduisent a :

N() = (3.1)

S =

T} = Npé, — N,é& (3.2)
Ty =é. (3.3)

2. Les milieuz intérieurs & la surface de diffraction sont homogénes et isotropes (ils peuvent
toujours étre conducteurs) et non magnétiques.
Cette hypothése simplifie grandement les équations puisque tous les tenseurs s’identifient a
des nombres ou & des fonctions complexes. Ainsi, on a :

fiine = [i(r,0) = polq (3.4)
et les tenseurs de permittivité se réduisent & :

éint = €intId
i, 0) = e(r, 0) I (3.5)

ol les fonctions fi(r,8) et é(r,0) sont les tenseurs dans la zone modulée (relations (2.41) et
(2.42)).

Source lumineuse :
L’onde incidente introduite dans la section 2.2.4 reste la méme. Nous allons seulement expliciter
Pexpression du champ électromagnétique donnée par la relation (2.43). En considérant la seconde
représentation du vecteur d’onde incident (voir figure 2.4(b)) et d’apres la définition de vy (2.45),
de ki ezt (2.46) et en omettant, pour simplifier, le terme temporel harmonique e =™, 1’équation
(2.43) devient :
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A’(znc) (7,.7 0’ Z) — A’(()inc)ei'yozefiktwwtr[cos(e) cos(Oine)+sin(0) sin(binc)]
soit Alinc) (r,0,2) = géinc)eiWUZe_ikt,emt7' cos(0—0inc)

Finalement, on obtient :
/T(ch) (’I" 9 Z) _ A’(()inc)eivozeikt,eztrCOS(Q*QMC*W) (36)

Ce dernier terme peut étre réécrit en utilisant la formule suivante, déduite des développements
de Neumann d’une fonction en série de Bessel (page 363 de la référence [92] et page 514 de la
référence [93]) :

+oo
pircos(Q) — Z "™ T, (p) (37

n=-—oo

On obtient finalement, en tenant compte de la troncature, les développements en série de Fourier-
Bessel du champ électrique et de 'excitation magnétique de ’onde plane incidente :

+N
E0(r,0,2) = M0 37 Eg"em MOt (hy o)™ (3.8)
n=—N

+N
ﬁ(mc)(r,ﬁ,z) = e!0? Z ﬁémc)e*i"(ai"ﬁ“)injn(kt’eztr)emo (3.9)
n=—N

On remarque que le champ incident se développe en série de Fourier selon 6. Ses coefficients de
Fourier s’identifient & Eémc)e_i”(a“w‘”)i”Jn(kt,emr) et ﬁémc)e‘i"(‘)"M‘”)i”Jn(kt,emr) respective-
ment pour les champs électrique et excitation magnétique. Les spectres de Fourier des champs
d’une onde plane ne sont donc pas & supports bornés, ce qui ajoute une difficulté en terme de
convergence de ces développements. Cependant, on est assuré de la décroissance de ces coefficients
de Fourier en fonction de n puisque leur comportement asymptotique lorsque n tend vers 'infini

n
est : J,(¢) ~ \/zlw_n (%) (page 365 de la référence [92]). La décroissance apparait ainsi dés que

n > %, ce qui est toujours le cas & partir d’'un certain rang. Dans notre probléme de diffraction,
ceci se produit pour des valeurs élevées de n par rapport & argument borné des fonctions de
Bessel et évalué proche de Pobjet diffractant : k¢ eper = r/kgnZ,, — 78 = 2m%/n2,, — 13, daprés
Péquation (2.46). Or, pour des problémes de diffraction, A reste du méme ordre de grandeur que
les dimensions de I'objet (c’est-a-dire pour des valeurs de r dans la zone modulée) et || (7o étant
la composante en z du vecteur d’onde incident) est bornée par ny;.

Développement de Fourier du champ électromagnétique :
L’invariance du systéme selon z permet de remplacer le double développement de Fourier du champ
électromagnétique total (2.56) en un seul selon 6, ce qui réduit le nombre de coefficients de Fourier
a 2N+1. Le terme 7, (2.55) s’identifie & v et le développement du champ (2.56) s’écrit alors :

+N
A(r,0,z) = 0% Z A, (r) e avec A € {E_", ﬁ} (3.10)
n=—N
Le vecteur colonne [A] ot A est une composante du champ (2.57) a désormais pour dimension

2N +1:

[A] = An (7) (3.11)

et par suite la matrice v (2.61) devient :

v ="0la (3.12)
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Autrement dit, la grandeur -y, se conserve dans l’expression des champs totaux (incidents et
diffractés) en tout point de l’espace. De méme, la matrice diagonale par bloc « (2.60) devient une
matrice simplement diagonale de dimension (2N + 1) x (2N +1) :

o= n (3.13)

3.1.2 La matrice d’intégration dans la zone modulée

La matrice d’intégration des champs dans la zone modulée (2.109) se simplifie grace aux nouvelles

hypotheéses. Nous reformulons auparavant les relations constitutives déduites de la méthode FFF écrites
sous forme matricielle (Qc et @,.).

La matrice @, :

Le cas de la matrice @, est le plus simple & considérer puisque le milieu est non magnétique (3.4).
On déduit alors des équations (2.89) et (3.4) que Q,, = [poCL][CL] ™" = po[CL][CL] ™, d'ot :

Qu = pola (3.14)

La matrice Q. :

Deux méthodes permettent d’aboutir a ’expression de Q. en tenant compte de (3.5). La premiére
consiste & déduire cette matrice directement de I’équation (2.87). En effet, on montre que :

(Nog) N =¢(r,0) (No]d) N =¢(r,0),
(ﬁ.é) ATy =e(r,0) N ATy =e(r,0) Ty et
(ﬁ.é) ATy =e(r,0) N AT, = e(r,0) Ts,

Pour simplifier, nous nous accordons I’abus d’écriture suivant : N,, = N.¢&, et Ny = N.€y (que nous
confondons avec les composantes radiale et angulaire de N définies uniquement sur la surface S).
On trouve alors :

Ny &= o eNog N, 0
Co=| -N, Mo g |eteC=| —eN, Ny 0
0o 0 1 0 0 e

Le passage dans ’espace de Fourier (matrices de Toeplitz) s’effectue notamment en utilisant la
premiére régle de factorisation sur les produits %NT, %No, eN, et €Ny, puisque les prolongements
des composantes de la normale & S sont choisis continus en leurs points de définition sur S. On
obtient alors :

[Nel =[N o [el[Ne] [N:] O
[CI = [H7'IND [E1'INel O | et [eC] = | —[eJ[N.] [Ne] O
0 0 I 0 0 [€

On conclut que :

[eDINVED + [ IV = ([e) = [2D71) [N-Ng] - 0
Qe = —([[El]—ﬂ%](})‘l)[[NeNr]} [[6]][[1\73]]+(£[%]]‘1[[N92H [[0]] (3.15)

La seconde méthode est plus pragmatique puisqu’elle consiste & reprendre le calcul initial de décom-
position des champs selon leurs composantes tangentielles et normales (voir section 2.1.3) mais
directement en tenant compte des hypothéses sur les propriétés opto-géométriques du systéme,
pour ensuite y appliquer les régles de factorisation. La relation constitutive du milieu diélectrique
dans la zone modulée est :

5(7“, 0,z) =e(r, H)E(r, 0,z) =e(r,0) EN(T, 0,z)+ ET(T, 0,z)
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en définissant par En (r,0, z) la composante vectorielle normale a la surface S du champ électrique
prolongée au point de coordonnées (r, 6, z) et par ET(T, 0, z) la composante vectorielle tangentielle.
On peut désormais passer dans ’espace de Fourier en prenant bien soin de respecter les conditions
des régles de factorisation. En effet, selon la condition de passage du champ électrique a travers
S (2.70), on sait que la composante tangentielle de E(r, 6, z) est continue & travers S et sachant
que €¢(r,0) y est discontinue, on peut alors appliquer la premiére régle de factorisation (régle de
Laurent) pour la partie tangentielle de 13(7“, 0, z). Par contre, la composante normale de E(r, 0,z)
est, a priori, discontinue et sachant que la composante normale de 13(7“, 0, z) est continue (condition
de passage (2.72)), on doit donc appliquer la seconde régle de factorisation (régle Inverse). On ob-
tient en conséquence : [5} = [€] [ET} + I3t {E'N} Par définition, on sait que Ey = (]\7]&77) N
et Ep = E — Ey, d'ou : [lﬂ = [€] [E} — ([eD - [217Y) {(Z\_fﬁ) ]\7} Le terme (ﬁﬁ) N peut

s’exprimer en fonction du champ F selon :

N2 NyN, 0 E,
(N.E)N: N.Ng N2 0 E
0 0 0 E.

Finalement, aprés application de la premiére régle de factorisation sur les produits de la matrice
précédente, on aboutit & la méme expression de Q). donnée par 'expression (3.15).

A la vue de l'expression de @), on constate qu’elle est exactement de la méme forme qu’en coor-
données cartésiennes [56]. Elle posséde des blocs extra-diagonaux : la méthode FFF, autrement
dit la prise en compte de la troncature des développements, fait apparaitre une sorte d’anisotropie
des relations constitutives des milieux, dans ’espace de Fourier (uniquement).

Comparaison avec la méthode différentielle classique :
A ce stade de la théorie, il est intéressant d’effectuer une comparaison entre la méthode différen-
tielle antérieure, dite méthode différentielle classique, qui n’utilise pas les régles de factorisation
employées par la méthode FFF. En fait, la méthode classique applique en toute circonstance la
régle de Laurent valable seulement pour les séries. Dans ce cas, la relation caractéristique du milieu
dans D'espace de Fourier s’écrit pour chaque composante du champ : Vi € {r,, 2}, [D;] = [e] [E}]

soit ) o . )
[D} - 8 [[8]] HS]] {E} (3.16)

D’autre part, on a E = %5, d’ot1, toujours par application de la régle de Laurent, on trouve :
Vi € {r,0,z},[D;] = [£]7" [Ei]. Par identification avec la premiére relation ([D;] = [e] [Ei]), la
méthode différentielle classique suggére donc que [¢] = ﬂ%ﬂfl; ce qui est justifié pour des séries
(matrices de Toeplitz de dimensions infinies!) mais ne l’est plus lorsque les développements sont
tronqués. D’ailleurs, ce fait donne un sens aux blocs extra-diagonaux de la matrice ). donnée par
Pexpression (3.15) puisque généralement ils ne sont pas nuls ([e] — [2]~! # 0). On voit alors la
différence fondamentale qui apparait entre ces deux aspects de la méthode différentielle.

Toutefois, on peut obtenir la formulation de la méthode différentielle classique & partir de la
méthode différentielle actuelle (méthode FFF). Il suffit de prendre dans la matrice Q. :

[N?] =1, et |H] - = [€] (3.17)

pour retrouver la relation (3.16). Ceci s’avérera utile pour mettre en oeuvre rapidement les com-
paraisons numériques entre ces deux versions de la méthode différentielle et en particulier pour
montrer 'amélioration apportée par la méthode FFF.

La matrice M(r) :
Lorsqu’on tient compte des derniéres expressions des matrices Q,, et Q. (respectivement (3.14)
et (3.15)), c’est-a-dire lorsque leurs blocs vérifient : Q9 = Qur: = Quo: = Quor = Quzr =
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Quoz=0et Qcrz = Qe o= Qe or = Qec0 = 0, la matrice d’intégration M(r) (2.109) devient :

_%OCQE_,i’I‘Q€,7‘0 + i[d 0 ) %aniT wuold - ﬁaQ;i'ro‘
1 —1 -1
M(’I") _ 770Qe,erem9 L 20 l:,LQe,mf - W/LOId 7%&@6,7‘7’&
7#32”‘06 ) WCM — (A.)Qeyzz %Id 0
—1 —1 —1
w (QG,GG - QG,GTQe,eremﬂ) - %J;Id ﬁi;a Qe,@rQe,rr'YO 7Q€,@TQ€,TT‘%CM
(3.18)

En ce qui concerne l’expression de la matrice M..(r) (2.113), on trouve :

_Qe_vlrQﬁ 0 0 5_7}7"% _Q;;r%
MT(T) = ( _ 0 [dr e ’0 6 (3'19)
How THow

3.1.3 Expression des champs dans les régions homogénes et isotropes

On peut exprimer explicitement le champ électromagnétique se propageant dans les deux régions
homogeénes et isotropes (int) et (ext) encadrant la zone modulée. Leurs expressions se déduisent de
I’équation de Helmholtz écrite pour chacun de ces milieux, dans le systéme de coordonnées cylindriques.
Tout d’abord, en utilisant un formalisme matriciel, on établit dans I’espace de Fourier les solutions
générales du systéme d’équations différentielles découplées déduites de ’équation de Helmoltz. Ensuite,
on aboutit & 'expression des champs incidents et diffractés par application des conditions d’ondes
sortantes et en évitant les éventuelles singularités qui pourraient apparaitre dans les expressions générales
des champs trouvées.

Ecriture générale des champs :
On sait que les régions homogenes (int) et (ext) peuvent étre remplies soit du méme milieu, dans
le cas ou le repére est placé en dehors de S (voir figure 2.3(b)), soit de milieux différents dans
le cas contraire (voir figure 2.3(a)). Par souci de simplification d’écriture, on indice les grandeurs
caractéristiques de ces milieux (permittivité, perméabilité,...) par j = ext ou int. On sait que
le champ électromagnétique total se propageant dans le milieu j vérifie I’équation de Helmholtz

suivante : . .
AA(r,0,z) + k2 A(r,0,2) =0 (3.20)

ou A€ {E H}, j € {int,ext} et
k} = w? e, (3.21)
En coordonnées cylindriques, cette équation s’écrit :
10

g o S
o + k5 A(r,0,2) =0

8/1'(7“,0,2) i@Q/T(r,O,z) n 82g(r,9,z)
" or r2 002 022

En fait, cette équation regroupe six équations différentielles (six équations de Helmholtz) relatives
a chacune des composantes des champs électromagnétiques. On montre qu’il suffit de résoudre
deux de ces équations pour en déduire toutes les composantes du champ électromagnétique. La
résolution compléte du probléme de diffraction nous contraint & projeter I’équation de Helmholtz
(3.20) sur une des composantes du champ tangentielle aux cylindres circulaires C,,iy, €t Crae qui
délimitent la zone modulée. En effet, on effectue ensuite le raccordement des champs continus
des trois régions de l'espace (les deux régions homogenes et isotropes, et la zone modulée) sur ces
cylindres. Notre choix s’est alors porté sur une projection selon I’axe z. On cherche donc a résoudre
I’équation : , , ,
laAZ+aAz+iaAz+aAz+k2AZ:0 (3.22)
r Or or? r2 062 022 J
avec A, = E, et H,. Ensuite, on effectue une seconde projection de cette équation sur la base
de fonctions (&) utilisée dans les développements de Fourier tronqués qui décrivent les champs
électromagnétiques totaux (3.10) :

+N
A, (r,0,z) = 0% Z A, p(r)e™? (3.23)
n=—N
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d’ou on déduit les dérivées partielles par rapport & 6 et z qui interviennent dans I’équation diffé-
rentielle (3.22). On aboutit finalement & 2N + 1 équations différentielles indépendantes vérifiées
par les coefficients de Fourier A, ,,(r) de A, :

dzAz’n 1dA; . n2
+ —

dr? r dr r2

Az,n + k]zAz,n - PY(%Az,n =0 (324)

avec n € [—N,+N]. Aprés un petit calcul qui consiste & multiplier ses deux membres par 72, a
poser
ki, =k = (3.25)

puis & effectuer le changement de variable A, ,,(r) — A, ,, (ki ;7), les 2N +1 équations différentielles
précédentes s’écrivent :
2 d2Az,n dAz,n

2 + (kt’jr) —— t (kt’jr)z - n2i| Az,n =0 (326)

(kt’jr) d(kt’j’l') d(k‘t’j’l")

On rappelle que la notation utilisée dans cette équation est : A, ,, € {E, »,H.n}, j € {int, ext}
et n € [-N,+N]. Il s’agit d’un ensemble de 2N + 1 équations de Bessel dont les solutions sont
décrites par une combinaison linéaire de deux fonctions de Bessel ou de Hankel du premier ordre
(linéairement indépendantes les unes des autres) : J,,, Y, H,” et H, . On rappelle également la
définition des fonctions de Hankel qui se déduisent des fonctions de Bessel : HE(¢) = J,(¢) +
iY,,(¢). On choisit d’exprimer les solutions selon le couple de fonctions J,, et H, . Ainsi, pour les
composantes en z du champ électrique et de I’excitation magnétique, on obtient

Ezm(r) = AgZLJn (kt,jr) + Bgr)LHrT (k’t,jr) (3.27)
Hen(r) = A T (ke jr) + BY)HE (ke ) (3.28)

Les constantes Ag% et Bg% pour le champ électrique, et Agj :L et Bf(LjZL pour le champ excitation
magnétique, sont donc des constantes d’intégration que 1’on ’appelle éénéralement amplitudes du
champ électromagnétique. Il est important de préciser que ces amplitudes demeurent indépen-
dantes des coordonnées d’espace, autrement dit elles restent invariantes en tout point de la région
homogeéne j.

Les relations (3.27) et (3.28) déterminent explicitement la forme des expressions des composantes
en z du champ électromagnétique total. Les autres composantes s’en déduisent par les équations
de Maxwell dans lesquelles on injecte les expressions des champs électromagnétiques de la forme
ff(r, 0,z) = e°*q(r,0) avec A € {E,D,B,H} et a € {e,d,b, h} d’aprés les développements (3.10) :

1 [. OFE.(r,0,2) iwuodH,(r,0,2)]
ET s Yy = 735 2
(r,0,z) kf,] [nyo 5 + . 50 (3.29)
1 [. O0H.(r,0,z) iwe; OFE,(r,0,2)]
Hr 0 - b b _ J b b i
(r,0,2) =y {z 5 . 50 (3.30)
1 [ivg OE.(r,0,z ) OH (r,0,2)]
Ey(r,0,2) = 2 [%7(80 ) _“"’“‘075% ) (3.31)
. ]
1 [ivo 0H,(r,0,z2 . OE.(r,0,2)]
HQ(T, 0, Z) = E {%% + ZWEJ'% (332)
. .

Ensuite, on introduit dans ces quatre derniéres équations les développements des composantes en z
des champs électromagnétiques (3.23) dont les coefficients de Fourier s’expriment par les équations
(3.27) et (3.28). On obtient finalement les coefficients de Fourier des composantes radiales et
angulaires des champs électromagnétiques totaux dans la région homogeéne et isotrope j :

1. 5 dJp (ke jr) S dH (ke jr) WO [ (5) )
Epn(r) = ey {m (Ag{; S B ) - (Ah{an (kejr) + By HY (kt,jr))

(3.33)
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1 . . . }{+ . . .
Hyo(r) = [m ( A nbegr) g Ay (ktm) + 2 (AD) T (ko) + B H (kt,jm)}

dr dr r

(3.34)
1 n . ) . N dJy, (ke ar N dHT (kg sr
Eon(r) = 75 {—% (AG) Ty (ki 7) + BOLH (i m) ) = dwomo (A%{L% + Bg;%
t,j
(3.35)
_ L[ m0(,m , G g+ g o 4 W Kegr) gy A (Rer)
Hg,n(r)k?’j{ 20 (A T (ke ) + BY) L (k) ) + iwey (AU “2-20 4 pl) 2t

(3.36)
Les équations (3.27), (3.28) et (3.33) & (3.36) montrent que les coefficients de Fourier des com-

posantes du champ électromagnétique qui se propagent dans la région homogéne et isotrope j
dépendent linéairement des amplitudes Ag%, Bg,)“ AEL] )n et B,(L]; On peut adopter & nouveau un

formalisme matriciel pour ’écriture de ces relations. Pour cela, on utilise les mémes matrices co-
lonnes [F(r)] et [F(r)] (équations (2.108) et (2.111)) définies pour les coefficients de Fourier des
champs dans la zone modulée. On définit trois nouvelles matrices colonnes qui dépendent de la
variable radiale 7 ; les deux matrices [AY)(r)] et [B)(r)] (de dimension 2(2N + 1)) données par

AD T (R 1)
{A(j)(r)} = : (3.37)
Agbj,?n In (ktﬁjr)

BOLH (k)
[B(j) (r)} = : (3.38)

BY) Hyf (ke jr)

et la matrice colonne notée [V (r)] qui regroupe les matrices colonnes [A)(r)] et [BY)(r)] :

Vo) = ( E;Z;E:H ) (3.39)

Cette derniére matrice colonne est de méme dimension que [F(r)] (4(2N + 1) lignes). D’aprés les
relations (3.27), (3.28), (3.35) et (3.36) et en remplacant les dérivées selon r des fonctions de Bessel

et de Hankel d’aprés %Z(O = %(O — Gnt1(¢) on Gy, € {Jp, Yy, HY  H,, } (formule 1.9.27, page

361 de la référence [92]) dans les équations (3.35) & (3.36), on relie [F(r)] a [V(j)(r)} selon la
relation matricielle suivante :

[F(r)] =99 () [V ()] (3.40)
avec
77“;%]4 @ %% [kt,er B %] 77‘12?]' o %% [kt’th B %]
: 1 0 1 0
\I/(]) r)= iwe; ¢ We;
S w7 [krge — 7] —m O =5t [kegan — 7] e
0 I, 0 Iy
(3.41)
ou

Jn+1 (kt j’l‘)
e)nm = : 5nm 3.42
(@) = 5L (3.2

)
)
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HT | (k7
() m = M‘Snm (3.43)
Hy (ki gr)
En ce qui concerne les composantes radiales des champs électrique et magnétique dans la région
homogeéne et isotrope j, les équations (3.33) et (3.34) permettent d’écrire [F,.(r)] en fonction de
[V (r)] selon la relation matricelle suivante :

()] = w9 () [VV ()] (3.44)
avec
) I:;‘Y_i [% o kt,er} 77‘2’% « I:;‘Y_(; [% - kt’th] 77“_02%0[
\Ilr (’I“) = ' we; i [ 7116 ) ’ we; i [a 7']'{} ‘ (345)
rkij « kt2,j [r t,J Qe} T,kij « kf,j [ , t, qh]

Ces équations relient les amplitudes et les coefficients de Fourier du champ électromagnétique, dans
la région homogéne et isotrope j. De méme, il faut prendre garde & ce que les matrices ¥\ (r) et
gy )(r) ne solent pas évaluées aux zéros de J,, (k¢ ;v) et H, (k7). Un test au préalable est donc
nécessaire dans le code numérique.

Discussion sur la forme des champs dans les régions homogénes et isotropes :
Comment peut-on interpréter physiquement les fonctions de base que sont les fonctions de Bessel
ou de Hankel ?

- Yy Région
__Region /—"A"\\ extériegre(eact)
intérieure(int) -~ s
4 Zone N\,
| _modulée
yA Région 1 (superstrat) N \‘
e z o\ 1
: .
/ ;
Zone modulée o /
- - /
O zZ X //
Région 2 (substrat) @ Rt
(a) Reéseau 1D en coordonnées cartésiennes (b) Objet cylindrique en coordonnées cylindriques

Fi1G. 3.1 — Représentation de deux systémes traités par la méthode différentielle dans des systémes de
coordonnées différents

Tout d’abord, intéressons-nous aux fonctions de Hankel. Elles sont analogues (en ce qui concerne
leur comportement entrant ou sortant) aux fonctions exponentielles utilisées en coordonnées car-
tésiennes. Pour comprendre leur sens physique, nous allons comparer I’expression des champs en
coordonnées cylindriques écrites, cette fois-ci, avec les fonctions de Hankel H," et H, (et non plus
Jy, et H) a celle des champs en coordonnées cartésiennes. Pour le cas des coordonnées carté-
siennes (z,y, z), on considére alors un réseau 1D constitué d’une surface diffractante invariante
selon z, périodique selon x de période d et arbitrairement modulée selon y (voir figure 3.1(a)).
Cette surface sépare deux milieux homogeénes et isotropes (et non magnétiques) de permittivités
complexes différentes. L’espace est donc divisé en trois régions : la zone modulée et les deux ré-
gions homogeénes et isotropes (1) et (2). Pour les deux types de géométrie (réseau 1D et objet
cylindrique), le tableau 3.1 illustre ’expression du champ dans les régions homogénes et isotropes,
et décrit les principales interprétations physiques des fonctions de base qui y sont utilisées. Pour
simplifier, nous supposons dans cette section, que les milieux sont sans pertes (d’origine ohmique
ou diélectrique), d’ou k; € R et k;; € R. En coordonnées cartésiennes, les champs électromagné-
tiques sont exprimés selon la base des deux types de fonctions exponentielles et*n.i¥ et e=#n.3¥ qui
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| I Réseau 1D | Objet cylindrique
Périodicité de la Périodique selon x Périodique selon 6
surface diffractante (période d) (période 27)
P — — —
( SEUd?) perlOdlCltf) .des Pseudo-périodique selon x Périodique selon 6
champs électromagnétiques
Composantes de k(:7¢) qui oo = ko sin(6; .
P " a — o (Vine) Y0 = —ko sin()
se conservent dans I’espace Yo = —ko sin(p)
Valeurs de j 1ou?2 int ou ext
) Eo B - —i8 o\ . ) N — )
(Pseudo)-développements 707 7l:§N (A;tg Pn.j¥ 4 A= e n.j y) eiane 1702 n:;N (AL HY (ke ) + A Hy (kg jm)) einf
de E, et H, 8 _ \/ k2 2 _ 2 _ 2 2
P = S — t an = ap +n= ki =1/ k: —
n,j 5 T Qn et an 0 d t,j \/J 7
Base de fonction Exponentielle : e=%n.j¥ Hankel : HZ (k; ;7)
Sens d(? propagation e'Pn.i¥ : Ondes entrantes H,¥ (K¢ ;7) : Ondes entrantes
dans le milieu (1) ou (int) ~iBn ¥ . Ond tant He (k1) + Ond cant
(dépendance e—ivt) e 7Y : Ondes sortantes n (k¢ jr) : Ondes sortantes
Sens d? .propagatlon €"#n.i¥ : Ondes sortantes H;l'(k;t i7) : Ondes sortantes
2
dans le milieu (2) ou (ext) —iBn,;Y . Ond trant H-(k . Ond trant
(dépendance e—it) e 7% 1 Ondes entrantes n (k¢,57) : Ondes entrantes

Deux types d’ondes :
1. Propagatives (a% < kz) Un seul type d’ondes :

J -Propagatives & I’infini
-Singuliéres & I’origine

Type de propagation 2. Evanescentes ou

divergentes <a% > k?)

TAB. 3.1 — Etude Comparative des principales caractéristiques et des expressions des champs entre un
réseau et un objet cylindrique

se distinguent uniquement par le signe de I’argument et qui, comme les fonctions de Hankel, sont
complexes conjuguées. Ces derniéres représentent alors une base de fonctions d’ondes planes (les
fronts d’onde sont des plans) qui se répartissent en deux groupes : les ondes qui s’éloignent de la
structure, dites ondes sortantes et les ondes qui s’en approchent, dites ondes entrantes. En géomé-
trie cylindrique, les ondes décrites par la base des fonctions de Hankel sont des ondes cylindriques,
c’est-a-dire que les fronts d’onde sont des cylindres circulaires. Elles se répartissent également selon
les deux groupes d’ondes sortantes et entrantes (méme si, pour le milieu (int), le terme "sortantes"
est un abus de langage puisqu’elles se propagent en se concentrant vers ’origine). Outre les bases
de fonctions, le point fondamental qui distingue les expressions des champs dans les deux sys-
témes de coordonnées, concerne les dépendances des fonctions de base selon 'ordre n et la variable
d’espace d’intégration (y ou r). En effet, cette double dépendance intervient dans ’argument des
fonctions (+if, ;y) dans le cas cartésien. Ainsi, on définit un intervalle d’ordre pour lequel les
ondes planes e**n.3¥ restent des ondes propagatives (lorsque Bn.; € R) alors, qu’en dehors de cet
intervalle (lorsque 8, ; € iR), elles deviennent soit évanescentes soit divergentes selon le signe de
I’argument. Or, dans le cas cylindrique, 'argument des fonctions de Hankel Hf(km-r) dépend de
r et non de l'ordre n. Les conséquences sont de taille puisque, pour un argument k; ;r fixé, les
propriétés des fonctions de Hankel ne changent pas en terme de propagation (les fonctions restent
des fonctions & valeurs complexes). Quel que soit I'ordre n, les ondes associées a ces fonctions ont
toujours un comportement asymptotiquement propagatif a l'infini (page 364 de la référence [92]) :

lim HE(C) = || etiligent)] (3.46)
<[>l ¢

ot dans notre cas, ( = k; ;7 € R; et possédent toujours une singularité & 'origine : ‘gm HEX () =
—0

+00. On se rend alors bien compte que le comportement des fonctions de base utilisées pour
décrire le champ électromagnétique dans les régions homogénes et isotropes est différent suivant
le systéme de repére choisi.

En ce qui concerne les fonctions de Bessel (J, et Y,), elles peuvent étre exprimées selon les
fonctions de Hankel : J,,(¢) = 1 [H,F(¢) + H,, (Q)] et Y, (¢) = % [H,, () — H,f (¢)]. 11 suffit alors de
constater que les fonctions J, et Y,, sont des combinaisons linéaires d’ondes cylindriques entrantes
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et sortantes. On sait en particulier que le champ électromagnétique de I'onde plane incidente sur
Pobjet cylindrique se décompose en série de Fourier-Bessel d’aprés (3.8) et (3.9). A la vue de la
figure 3.2, on comprend alors que le vecteur d’onde incident f(in<) qui décrit la direction et le
sens de propagation de I'onde plane, se décompose en une partie incidente sur ’objet (au point
M;, kino) & < 0) et une partie sortante (au point Ma, kino) & > 0). Ceci explique le choix du
couple de fonctions J,, et H," pour décrire le champ électromagnétique total qui se décompose en
un développement selon .J,, pour 'onde plane incidente et en un développement selon H," pour le
champ diffracté s’éloignant de la structure.

€z
M, YA
€p
ko

z x

0P 5

g, A0

Ms e,
kG

F1a. 3.2 — Caractére entrant et sortant d’une onde plane incidente en coordonnées cylindriques

Les champs réels :
On sait que les équations (3.40) et (3.44) sont écrites pour les solutions générales des équations
de Helmholtz dans les régions (int) et (ext). Or le champ électromagnétique total est composé
du champ incident sur la structure cylindrique et du champ diffracté par celle-ci. Ce dernier doit
vérifier en outre les conditions d’ondes sortantes (COS). Ainsi, le champ diffracté, noté /_fd(r, 0,z)

(/_1' € {E , H }) dans une région de 1’espace, représente le champ total auquel on soustrait le champ

incident :
/Td(r, 0,z) = /f(r, 0,z) — /T(mc)(r, 0, z) avec Ae {E, ﬁ} (3.47)

Pour la région (ext) dans laquelle se propage l'onde plane incidente, le vecteur ff(i"")(r,ﬂ,z)
(r > Rpmaz) s’exprime selon (3.8) et (3.9); alors que dans la région (int), il n’y pas de champ
électromagnétique incident : Z(inc)(r,ﬁ,z) =0 (r < Rumin). On introduit les développements du
champ électromagnétique total (3.10) et incident (équations (3.8) et (3.9)) dans la définition du
champ diffracté (3.47). Ce dernier se développe alors en série de Fourier tronquée :

+N
Al (r,0,2) = ¢"0? Z A (r)e™ avec A € {E_", ﬁ} (3.48)
n=—N

On montre ensuite qu'il vérifie équation de Helmholtz AA? + wzuoej/_l'd =0 (j € {int,ext}),
toujours en utilisant sa définition (3.47). Il se développe donc en série de Fourier-Bessel de la méme
maniére que le champ total (équations (3.27) et (3.28)). Il faut maintenant introduire les COS et
les conditions auz limites afin de compléter la formulation du probléme d’électromagnétisme (qui,
avec ’équation de Helmholtz, se nomme le probléme de Dirichlet). On appliquera les conditions
aux limites (sur les cylindres circulaires Cy,ip, €t Ciaz) lors de la résolution définitive du probléme
de diffraction dans la section suivante. Par contre, on peut déja appliquer la COS dans la région
(ext) qui prend, dans notre probléme de diffraction & deux dimensions (sur R?), la forme suivante



56

Diffraction conique par des systémes invariants selon 'axe z et a milieux homogénes et isotropes

(probléme de Dirichlet donné a la page 84 de la référence [94]) :

Ad
lim [\/F <% - 'kezt/i'd> =0
'8

r——4o0

Cette relation assure que toutes les composantes du champ diffracté ne divergent pas & l'infini
(loin de I'objet diffractant). Parmi I’ensemble des fonctions (.J,,, Y, ou encore H.) solutions des
équations de Helmholtz (3.26), on montre que seules les fonctions de Hankel H,F (ondes sortantes)
vérifient cette condition. Ainsi les coefficients de Fourier des composantes en z du champ diffracté
dans le milieu (ext) prennent la forme

Eg,n(r) Bé,efgft)Hr—l_ (kt,extr)

HY,(r) = BETVHY (ki earr)

h,n n

vr > Rmax; {

Par conséquent, la matrice colonne [B(ext) (r)] donnée par (3.38) contient les coefficients de Fourier
du champ diffracté (composantes en z) dans le milieu extérieur. De méme, on déduit des expressions
(3.8) et (3.9) que la matrice colonne [A(¢*)(r)] contient les coefficients de Fourier des composantes
en z du champ incident. On note désormais cette matrice colonne [A(mc) (r)} En explicitant ses
éléments d’aprés les relations (3.8) et (3.9), on trouve :

E§ e inCinctmin g, (ky i)
{A(inc) (7”)} _ : (3.49)

Héinc) e~ in(Binctm);n JIn (k’t,extr)
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Dans le milieu (int), la singularité des fonctions de Hankel & lorigine induit necéssairement ’an-
nulation des amplitudes associées & ces fonctions : Béff{t) = Bf(f’zt) = 0 soit

[B(mﬂ(r)} = 0] (3.50)

afin que le champ électromagnétique total (qui ne doit pas diverger) garde un sens physique. Les
coefficients de Fourier des composantes en z du champ diffracté dans la région (int) prennent alors
la forme .

Eg,n(r) = Agzt)t]n (kt,intr)

Vr < Ryin, in
e { Hg,n(’r) = Ag,nt)t]n (k't,intr)

La matrice colonne [A(mt)(r)] donnée par (3.37) contient les coefficients de Fourier du champ
diffracté (composantes en z) dans le milieu intérieur.

3.2 Algorithme de propagation de la matrice T

Jusqu’a présent, on a déterminé I’expression matricielle (3.40) des champs dans les régions homogénes

et un systéme d’équations différentielles (2.109) de matrice d’intégration (3.18) a résoudre dans la zone
modulée. Ce probléme de diffraction laisse apparaitre plusieurs types d’inconnues : les amplitudes des
champs diffractés dans les régions homogenes et isotropes ([B")(r)] et [A("!)(r)]), ainsi que les
champs électromagnétiques dans la zone modulée. Ne connaissant pas les valeurs précises des champs en
un lieu de P’espace, on intégre le systéme différentiel (2.109) a I'aide d’une méthode de tir [56]. Ce calcul
aboutit & I'obtention d’une matrice de transmission de la zone modulée, qui relie les champs en Ci,ip,
et en Cpq.. Elle est notée matrice T, ce qui confére a ’algorithme le nom d’algorithme de propagation
de la matrice T. Pour simplifier I’écriture, cet algorithme sera dénommé simplement algorithme T.
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Puis, on établit la continuité des composantes des champs électromagnétiques, qui interviennent dans la
matrice colonne [F'(r)], aux interfaces (cylindres circulaires Cynin €t Cpyqeq) entre les régions homogeénes
et isotropes et la zone modulée (matrice T). On obtient finalement la forme des champs diffractés dans
les régions (int) et (ext).

3.2.1 Les matrices de transmission de la zone modulée

Dans un premier temps, nous énoncerons le principe de la méthode de tir utilisée pour intégrer le
systéme différentiel (2.109). Ensuite, on verra que cette méthode peut étre appliquée de deux maniéres
différentes, ce qui permet de définir deux types de matrices de transmission aprés intégration. Enfin, I'une
de ces matrices servira a résoudre le probléme de diffraction comprenant les 4(2N + 1) inconnues que
sont les amplitudes des champs diffractés présents dans les matrices colonnes [B(¢)(r)] et [A™)(r)].

La méthode de Tir .

En Physique, on est généralement confronté & deux types de probléme : des problémes aux condi-
tions aux limites ou des problémes aux conditions initiales. En effet, la plupart des théories en
Physique (électromagnétisme, mécanique, thermodynamique,...) aboutissent & des équations diffé-
rentielles qui laissent apparaitre des constantes d’intégration inconnues. Afin de les déterminer, on
utilise soit des conditions aux limites, soit des conditions initiales. Les problémes aux conditions
aux limites concernent le cas des systémes présentant une frontiére entre au moins deux régions
(de I’espace ou du temps). Dans chacune de ces régions, on a déterminé I’expression des grandeurs
avec, pour inconnues, des constantes d’intégration. En général, on connait la relation entre les
grandeurs a la frontiére (continuité,...), ce qui permet d’en déduire les inconnues. Au contraire, les
problémes aux conditions initiales traitent du cas ol on a une région dont on connait I’expression
des grandeurs avec, pour inconnues, toujours des constantes d’intégration. Mais ici, on connait
précisément la valeur des grandeurs en plusieurs points précis (de I’espace ou du temps), ce qui
permet d’en déduire les inconnues.

La méthode différentielle telle qu’elle est présentée ici (espace divisé en trois régions), conduit a
un probléme aux conditions aux limites : continuité des champs tangentiels & travers les cylindres
circulaires Cipin €t Chuaz- Or nos inconnues sont les amplitudes du champ diffracté dans la région
(ext) ([B=Y)(r)]) et larégion (int) ([A™)(r)]) ; mais également le champ électromagnétique dans
la zone modulée dont on ne connait pas d’expression explicite. Il faut intégrer numériquement le
systéme différentiel (2.109). On ne peut donc pas, a priori, appliquer directement les conditions
aux limites en 7 = R €t 7 = Rpqz- En fait, toute loriginalité du calcul qui suit consiste a
convertir le probléme aux conditions aux limites en un probléme aux conditions initiales & 1’aide
d’une méthode appelée méthode de tir. Le principe est d’'intuiter des valeurs aux coefficients de
Fourier des composantes de la matrice colonne [F(r)] en r = Ry, (par exemple), qui constituent
un vecteur de tir. On va fabriquer plusieurs (4(2N 1)) vecteurs de tir correspondants a différentes
conditions aux bords indépendantes. Ils vont étre injectés successivement comme valeurs initiales
en r = R,,;, dans l'intégration du systéme différentiel (2.109). Aprés intégration numérique de ces
systémes différentiels & travers toute la zone modulée, on obtient alors les coefficients de Fourier
des différents champs correspondants en r = R4, Les équations (équations de Maxwell, relations
constitutives des milieux) étant linéaires, on peut relier par une matrice dite de transmission, ces
champs en 1 = Rin €6 7 = Ryae. A ce niveau, il est important de comprendre que la matrice
de transmission dépend uniquement du systéme physique (objet diffractant) et non des champs
électromagnétiques. Donc cette matrice est valable pour tout champ en r = R (et 7 = Riaz),
en particulier pour les champs diffractés [B(™)(Ryn4z)] et [A™)(Ryn)] du champ incident
[A(inc)(Rmaz)}- Un simple calcul matriciel permettra d’en déduire les amplitudes des champs
diffractés dans les régions (int) et (ext). Il existe deux types d’intégration selon les vecteurs de tir
choisis.

Intégration du systéme différentiel .
La premiére méthode d’intégration consiste a prendre 4(2N + 1) matrices colonnes indépendantes

particulieres [V (R,,;,)] définies par Iéquation (3.39) et notées [Vp} (p € [1,4(2N + 1)]), de la
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maniére suivante :

Vi e [4(2N +1)], ([Vp} ) = by (3.51)

On les dispose dans une matrice notée [V;(TZ?)(RW”)], selon

Vi Bonin)| = (- [W] ) = T

Ces matrices colonnes représentent les amplitudes (coefficients Ag%, Bé{,{, Aﬁf ZAL et Bf(le dans les
expressions (3.27) et (3.28)) des champs initiaux en r = R, pour lintégration du systéme
différentiel. Les coefficients de Fourier (E, ,(r) et H, ,(r) dans (3.27) et (3.28)) de ces champs
initiaux, prennent alors la forme d’une matrice notée [Fjn;t (Rymin)] d’apres (3.40) :

[Finit (Rmin)] = ‘I’(mt)(Rmin) [st;’;t) (Rmin):| = \I’(mt)(Rmm)Id = \I/(mt) (Rmin) (3-52)
et dont les colonnes sont considérées commme des vecteurs de tir linéairement indépendants. L uti-
lisation de la relation (3.40) est justifiée par la continuité des composantes du champ dans [F(r)]
a linterface C,,;,, entre la région (int) et la zone modulée. Aprés intégration numérique a travers
la zone modulée, on obtient la matrice, notée [Fiyteq(Rmaz)], dont les colonnes contiennent les co-
efficients de Fourier des champs en r = Ry, générés par ceux des champs initiaux [Finit (Rmin)]
en r = Ryn. Comme pour linterface Cp;y, on utilise la continuité des composantes du champ
de [F(r)] a Vinterface Cyqs entre la zone modulée et la région (ext), afin d’en déduire la matrice

colonne [V(j)(Rmax)] contenant les amplitudes notée {V(em) (Rmax)] :

integ

—1
[Vlgbetze;) (Rmax)} = {qj(em)(Rmax)} [Finteg (Rma:c)] : (353)
En introduisant la matrice notée T4 et définie par :
{Vzgzetitg) (Rma:c)} =Ta [stgt) (Rmin)} (3-54)
on déduit directement de (3.53) que

TA = {‘Ij(ext) (Rmax)}_l [Finteg (Rmaz)] (355)

puisque [Vlgzt) (Rmm)} = I4. L’équation (3.54) établit alors une relation matricielle entre les

amplitudes des champs posées selon 'expression (3.51) en 7 = Ryip : [Vlsflntt) (Rmm)}, a celles

des champs déduits en 7 = Ru0 : {Vlifj’;;) (Rmax)} aprés intégration. La matrice T4 est alors
appelée la matrice de transmission en amplitude de la zone modulée. Du fait que cette matrice ne
dépende que du systéme physique et non des champs (linéarité des équations), on peut affirmer
que cette relation reste vraie pour tout champ, en particulier pour ’onde plane incidente et les
champs diffractés dans chaque région (int) et (ext). On peut désormais relier n’importe quel type
de champ électromagnétique en 7 = Rpin @ [V (Ryin)] et en 7 = Ryan ¢ [V (Rppaz)],
d’aprés la forme générale de la relation (3.54) :

VD (Rnan)| = T [V (R (3.56)

La seconde méthode d’intégration consiste cette fois-ci & imposer arbitrairement, non pas des
amplitudes des champs ([V(mt)(Rmm)D comme conditions initiales, mais directement leurs coef-
ficients de Fourier [F'(Rpn)]. Ainsi, on définit les 4(2N 4 1) matrices colonnes suivantes notées

[ﬁp} (p € [1,4(2N +1)]) de 4(2N + 1) lignes :

Vi € [4(2N + 1], ([F,,D = (3.57)

?
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et disposées dans une matrice notée [Fi,it(Rmin)], selon

[Fimit(Runin)] = ( .. [F,,} ) — 1.

Cette matrice constitue un ensemble de vecteurs de tir linéairement indépendants qui vont étre
directement utilisés en tant que coefficients de Fourier de champs initiaux pour I'intégration du
systéme différentiel (2.109). Aprés intégration a travers la zone modulée, on trouve en r = R,,q4,
la matrice des coefficients de Fourier des champs associés & la matrice [Finit(Rmin)] €t notée
[Finteg(Rmaz)]- De maniére triviale, on peut écrire que [Finteg(Rmaz)] = [Finteg(Rmaz)] lda =
[Finteg(Rmaz)] [Finit (Rmin)]. En introduisant la matrice notée T définie par :

Tc = [Finteg(Rmaz)] (358)
on obtient la relation matricielle

[Finteg (Rmaz)] = Tc [anzt (Rmzn)] (359)

qui relie les coefficients de Fourier du champ, posés selon (3.57) en r = Ryin : [Finit(Rimin)], &
ceux obtenus aprés intégration en r = Ryaq @ [Finteg(Rmaz)]- La matrice T est alors appelée la
matrice de transmission des champs de la zone modulée. Comme pour la matrice de transmission
en amplitude, 'indépendance de la matrice T¢ vis-a-vis des champs permet de généraliser la
relation (3.59) & tout autre champ électromagnétique :

[F(Rimaz)] = Te [F(Rumin)] (3.60)

La premiére méthode d’intégration présente de nombreux inconvénients. Tout d’abord, les vecteurs
de tir sont définis par les colonnes de la matrice [Fjpit(Rmin)] = \If(i"t)(Rmm) qui doivent étre
linéairement indépendantes. D’aprés I'expression (3.41) de la matrice W™ (R,,;,,), il faut donc
s’assurer que cette condition soit toujours respectée. Ensuite, beaucoup de termes de cette matrice
s’expriment selon les fonctions de Hankel (3.43) qui sont singuliéres & 1’origine et donc peuvent
diverger si I’argument k; ;R,,i, est faible par rapport a 'ordre n. Si au moins un de ces deux
problémes apparait, I’intégration est alors initialement mal conditionnée. Ceci n’est pas le cas pour
la seconde méthode d’intégration puisqu’elle prend tout simplement la matrice identité comme
ensemble de vecteurs de tir (champs initiaux). Par défaut, on utilise alors dans le code numérique
la seconde méthode d’intégration, c’est-a-dire le calcul de la matrice de transmission des champs
Tc.

3.2.2 Reésolution du probléme de diffraction

Le probléme de diffraction est considéré comme résolu dés lors que sont connues les expressions
des champs diffractés dans les régions (int) et (ext) en fonction de celles des champs incidents. Or, la
description des champs réels, a4 savoir I’onde plane incidente et le champ diffracté, s’effectue par leurs
amplitudes : [A)(r)] (3.49) pour I'onde plane incidente, puis [A®") (r)] (3.37) et [B(=!)(r)] (3.38)
pour le champ diffracté. Il est donc nécessaire de toujours se ramener & l'utilisation de la matrice de
transmission en amplitude T'4. Par conséquent, on doit utiliser la relation suivante qui permet de déduire
la matrice de T4 connaissant la matrice de transmission des champs T¢ :

-1 )
Ty = {\I/(e’”t)(me)} TeW™ (Rypin) (3.61)

Par souci de simplification d’écriture, nous ne distinguons plus dans la notation la matrice de trans-
mission en amplitude et celle des champs en notant désormais T4 = T'. En remplacant dans ’équation
(3.56) les matrices colonnes par les amplitudes des champs diffractés et incidents, on obtient :

(Bof))-( ) () e
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ce qui permet d’aboutir & 'expression des amplitudes recherchées des champs diffractés en fonction de
celles connues de onde plane incidente :

(A0 Ryi)] = {712} [AC) (R (3.63)

[B(em)(Rmaz)} =Ty {Tu}_l [A(inc)(Rmax)} (3.64)

La connaissance des amplitudes des champs diffractés grace a ces derniéres équations (3.63) et (3.64),
permet de calculer la valeur du champ électromagnétique en tout point des régions (int) et (ext) a Paide
de I’équation (3.40).

On remarque que la résolution du probléme de diffraction s’effectue a travers 'inversion du bloc 173
de la matrice de transmission en amplitude. Ce bloc ayant pour dimension 2(2N + 1) x 2(2N + 1) risque
de devenir difficilement inversible numériquement si 'ordre de troncature N devient trop grand. En fait,
ce probléme, ainsi qu'une série d’autres ennuis numériques intervenant lors de l'intégration du systéme
différentiel (2.109), peuvent alors rendre les résultats numériques mal conditionnés, voire complétement
faux, justifiant I’emploi de I'algorithme de propagation de la matrice S décrit plus loin.

3.2.3 Matrice de transmission d’une couche homogéne et isotrope

Nous avons introduit, dans la résolution du probléme de diffraction, la matrice de transmission de
la zone modulée pour une surface cylindrique de profil arbitraire. On peut envisager de déterminer la
matrice de transmission d’une région de l’espace comprise entre deux cylindres circulaires centrés sur
Porigine et ne contenant pas de surface de diffraction (voir figure 3.3). Cette couche est remplie d’un
milieu non magnétique, diélectrique homogéne et isotrope de permittivité complexe ep. Les interfaces,
notées Cruin €t Craz, sont des cylindres circulaires de rayons respectifs Ry,;n et Rpq.- Dans un cadre
général, ne connaissant pas a priori la constitution des milieux encadrant cette couche homogéne et
isotrope, on introduit aux interfaces Cyi €t Chae, deux couches homogeénes et isotropes, infiniment
fines (donc d’épaisseur nulle), remplies du méme milieu que celui qui constitue la région (ext) du systéme
précédent de permittivité eqq: (voir figures (2.3(a)) et (2.3(b))). On cherche une expression de la matrice
de transmission en amplitude de cette couche, en utilisant la relation entre les coefficients de Fourier
des champs et leurs amplitudes (3.40) et en utilisant la continuité des champs & chacune des interfaces.
Par définition, cette matrice notée TU1) est définie par

V(ext)(Rma;c)} _ (H) [V(e’”t)(Rmm) (3.65)

On se place tout d’abord a 'interface r = Ry,q4, pour laquelle on applique la relation (3.40) a la fois
pour le milieu (ext) de la couche infiniment fine et le milieu (H) de la couche homogéne. Ensuite la
continuité de la matrice colonne [F(Ryqz)] & travers cette interface implique que :

VO Big)] = {0 Brnar)) 00D Rir) [V (R (3.66)

On cherche désormais a relier [V (Ry,0,)] et [V (R,4,)]. Or ces matrices colonnes dépendent, par
définition, de la coordonnée r puisque leurs termes sont calculés avec les fonctions de Bessel et de Hankel
(équations (3.37), (3.38) et (3.39)). On définit alors la matrice colonne [W ()] constituée seulement des

amplitudes Aéﬁ), A;ﬁl), Bff;fl) et Bf(ﬁl) qui sont constantes a U'intérieur de la couche homogéne (H). La

matrice colonne [V ) (r)] avec Rpin < 7 < Rimas s'exprime en fonction de [W ()] selon la relation :
[v<H>(r)} — O () [W<H>] (3.67)

avec la matrice diagonale CH)(r) définie par :

s 0 0 0

@y | 0 s 0 0 | (8 )am = Jn (ke,ur) Onm

CHW=1 09 0 ¢ o | (= H;F (ke q7) S (3.68)
00 0 ¢
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Cma:c

Fi1G. 3.3 — Représentation d’une couche homogéne et isotrope encadrée par deux autres couches infini-
ment fines

En appliquant la relation (3.67) aux deux interfaces r = Ryin €t 7 = Rinaz, On obtient la relation entre
[V(H) (Rmax)] et [V(H) (Rminﬂ :

[V(H) (Rmax)] = C(H) (Rmax) {C(H) (Rmin)}il [V(H)(Rmin)}

que ’on injecte dans ’équation (3.66) pour obtenir :

-1 —1
V(emt) (Rmaz):| = {\I/(ezt) (Rmax)} \II(H) (Rmax)C(H) (Rmax) {C(H) (Rmzn)} |:V(H) (Rmzn):| (369)
Le méme raisonnement que celui effectué a 'interface r = R,,q, pour écrire la relation (3.66), appliqué
cette fois-ci & l'interface r = R,,in, conduit & I’expression de [V(H)(Rmm)] :

VO (R = {000 Brni) ) W (Rrnin) [V (R (3.70)

que 'on remplace dans la relation (3.69) pour finalement trouver la relation recherchée entre [V(e”) (Rmaz)}
et [V (Ryin)] -

[V (Rpan)] = {2 (Rpnaz)} " T (Roa) O (Rpaz) {CUHD (Rppin)}

-1 (3.71)
{ \I/(H) (Rmin) } \I,(ext) (Rmzn) [V(ext) (Rm'm )}

Par identification avec la relation (3.65), on en déduit I’expression de la matrice de transmission en
amplitude T) de la couche homogéne :

TH) _ {\I,(ext) (Rmax)} ! \I/(H)(Rmax)C(H) (Romaz) {C(H) (Rmm)} ! {\I/(H)(Rmm)} ! \I,(eact)(Rmm)

(3.72)
Il est important de préciser qu’aucune intégration n’a été nécessaire pour trouver cette relation, ce qui
présente un avantage certain en terme de temps de calcul et de précision. La matrice (1) s’exprime donc
en terme de produits de matrices ayant des expressions analytiques. Toutefois, il ne faut pas croire que,
dans la pratique, les termes de la matrice 7)) ont une détermination purement analytique. En effet, la
troncature de développement & I'ordre N nécessaire pour ’application numérique de la méthode, rend
les matrices WU (r) et C)(r) de dimensions finies ; elles ne contiennent donc pas tous les coefficients
nécessaires & I’exacte description des champs dans ’espace de Fourier. Par conséquent, chacun des termes



62 Diffraction conique par des systémes invariants selon 'axe z et a milieux homogénes et isotropes

de la matrice ) issus des produits de ces matrices, dépend de Pordre de troncature N. Le calcul de

TW) est qualifie du terme "semi-analytique" du fait que, dans la relation 3.72, les matrices W) (r)
et leurs inverses soient calculés analytiquement, mais que les produits matriciels soient nécessairement
effectués numériquement.

3.3 Algorithme de propagation de la matrice S

3.3.1 Problémes de contamination numérique

Le but de l’algorithme T [56] est d’intégrer le systéme différentiel en une seule fois a travers toute la
zone modulée, c’est-a-dire de r = Ry & 7 = Rypee- Or deux principales causes peuvent engendrer des
problémes numériques pouvant se propager et s’accroitre durant cette intégration. La premiére concerne
le bon conditionnement des matrices W) (r) intervenant au début et/ou & la fin de 'intégration, alors
que la seconde apparait pendant l’'intégration lorsque la zone modulée est trop épaisse. De plus, on sait
que la détermination des coefficients de Fourier des champs diffractés s’effectue par I'inversion du bloc
Ty (équations (3.63) et (3.64)). Ainsi, si ce bloc est mal conditionné, c’est-a-dire sl contient des valeurs
trop élevées, des pertes de digits risquent d’intervenir lors de son inversion pouvant rendre les résultats
complétement faux.

Problémes numériques liés au conditionnement des matrices ¥ (r) .

le+014 — ‘
. Hp, pour n=5 ——
le+012f: His1' Hpt pOUF =5 -oevee 1
. Hp, pour n=6--
1e+010f: Hp+1 Hy, pour n=6 i
+ ‘
f 1e+008 " ]
[} B
' 1e+006 ]
;
¥ 10000 1
I

100

H,.1/H," pour n=5,6 et 7

0 1 2 3 4 5 6 7
K int"

H;i:',l(kt,inf//r)

HE (or o) lorsque I’argument tend vers 0
n (Bt int

Fia. 3.4 — Comparaison des divergences de H,' (k¢ int7) et

Ce genre de probléme est directement associé au comportement des fonctions de Hankel qui appa-
raissent dans les matrices W) (r) (3.41). Ils deviennent alors intrinséquement liés au systéme de
coordonnées cylindriques et ne peuvent pas étre observés en coordonnées cartésiennes (réseaux).
En effet, le calcul des matrices de transmission de la zone modulée nécessite celui des matrices
TGO (R, in) et WETD (R ). Or ces deux types de matrices peuvent contenir des termes trés
élevés pouvant dépasser la capacité de 'ordinateur et rendant finalement ’inversion du bloc T7;
difficile. Quel que soit le calculateur choisi (PC de bureau 32 bits ou ordinateurs 64 bits), les
nombres complexes sont codés par le compilateur sur 32 bits (déclaration "complex*16" en FOR-
TRAN), soit 16 bits pour chacune des parties réelle et imaginaire. Par conséquent, un nombre
réel (partie réelle ou imaginaire d'un nombre complexe) ne peut dépasser la valeur seuil 10! sans
perte de digits. Dans le cas du second type d’intégration (la matrice des vecteurs de tir initiaux
est lidentité), les matrices W) (R,,;,) et W) (R,,,,) sont utilisées a la fin de Pintégration
pour obtenir la matrice T4 selon I'équation (3.61). Par contre, la matrice W™ (R,,;,) sert de
matrice de vecteurs de tir initiaux, dans le cas du premier type d’intégration. Si cette matrice est
mal conditionnée, on ne sera donc pas étonné que 'intégration le soit également, aboutissant &
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des résultats erronés. Mais, revenons plus en détail dans I’explication de la divergence des termes
des matrices \Il(i"t)(Rmm) et \If(e”)(Rmaz). Elle est justifiée par les singularités des fonctions de
Hankel & l'origine. On comprend alors mieux pourquoi nous avons choisi de faire intervenir les
fonctions de Bessel et de Hankel (.J,, (k¢ jr) et H,F(k: ;7)) dans les éléments des matrices colonnes

[AD(r)] et [BU)(r)] afin d’effectuer une sorte de "normalisation" des matrices 9 (r) et o9 (r)
HI+1(kt,j7”)

Hy (ke yr)
voir équation (3.43)) et non directement les fonctions H, (k¢ ;r) ou H, (ki r). Or, proche de
la singularité ('origine), les éléments de ¢, ont des divergences nettement moins importantes que
celles des fonctions H,' (k; jr) ou H,' (ke r). Par exemple, la figure 3.4 montre la comparaison
HI+1(kt,int7”)
H¥ (Kt intr)

valeurs de n : n =5, 6 et 7. Les paramétres intervenant dans k; ;,,+ sont choisis tels que n;,; = 1.2,
A =1 pum et ¢ = 30° On observe toutefois que les divergences des courbes lorsque ’argument
kt,int des fonctions tend vers 0 s’accentuent lorsque n augmente.

par ces fonctions. Grace a cela, ces matrices contiennent les éléments de g;, (rapport

entre et H," (ktintr) évalués au voisinage de lorigine (r = 0 a 1) pour différentes

Ainsi, on constate que la singularité des fonctions de Hankel & l'origine ne peut pas étre évitée
mais limitée par la normalisation des matrices W) (r) par les termes J, (k. ;) et H; (k; 7). Dans
la pratique, on s’efforce de prendre des valeurs de R,,;, les plus éloignées possible de l'origine. En
revanche, on pourrait s’attendre a ce que les termes de g. divergent également lorsque k; ;7 — 0.

En fait, ce n’est pas le cas puisqu’en utilisant la relation asymptotique J,(¢) ~ QC—n, quand ( tend
vers 0 pour n fixé (page 513 de la référence [93]), on montre que J;*EC()O ~ m tend vers 0

lorsque n augmente.

Problémes numériques liés a I’épaisseur de la zone modulée .

Lors des premiéres applications de la méthode différentielle aux réseaux de diffraction, ces pro-
blémes sont restés longtemps sans véritable solution. Les scientifiques trouvaient des résultats
cohérents et d’assez bonnes précisions [95, 96] tant que les réseaux n’étaient pas trop profonds et
ne présentaient pas de forte conductivité. Pourtant, ils ont trés vite établi le lien entre ce genre
de problémes et le processus d’intégration et les ont identifiés & la divergence de certains termes
de la matrice de transmission. Il fallut attendre 1996 pour que Lifeng Li propose un algorithme,
I’algorithme de propagation de la matrice S, qui puisse résoudre les problémes liés aux contami-
nations numériques [64]. Lorsque nous avons implémenté la version présentée ici de la méthode
différentielle pour le systéme de coordonnées cylindriques, nous nous sommes interrogés sur 1’exis-
tence de ces problémes numériques. Comme nous pouvions le soupconner, ils apparaissent bien
dans le processus d’intégration dés que 1’épaisseur de la zone modulée devient trop importante.
Leur explication dans le cas cylindrique est semblable a celle dans le cas cartésien. D’un point
de vue numérique, des pertes de digits peuvent se produire durant l'intégration, deés lors que les
éléements des vecteurs de tir (constitués des coefficients de Fourier des champs intégrés) croissent
jusqu’a dépasser la valeur numérique seuil (10?). Ces vecteurs de tir initialement linéairement
indépendants peuvent donc perdre leur orthogonalité qui risque de s’empirer tout au long du pro-
cessus d’intégration : il s’agit des contaminations numériques en question. Il reste & expliquer la
croissance, voire la divergence, des termes de la matrice de transmission pendant l’'intégration.

L’exemple de la couche homogéne et isotrope permet de bien illustrer le probléme. On suppose
pour simplifier que les milieux sont des diélectriques non conducteurs. Nous allons alors établir la
divergence des termes de la matrice de transmission d’une couche homogéne et isotrope donnée
par son expression semi-analytique (3.72), en fonction de son épaisseur ¢ = Ry 00 — Rimin- Les cing
produits matriciels qui constituent le terme de droite de (3.72) peuvent se scinder en trois parties. Il
y a d’abord les deux produits : {\I/(e“)(Rmax)}_l V(R ae) et {\I/(H)(Rmm)}_l T (Rin),
aux deux extrémités de cette série de produits, qui proviennent de la continuité des champs aux
interfaces r = Rz €6 7 = Rpin respectivement. Pour chacun de ces produits, les matrices
T (r) (3.41) qui y interviennent ne différent que par I'indice des milieux pour lesquels elles sont
calculées. En supposant pour 'instant que I’écart de ces indices ne soit pas trop important, on en
déduit que ces produits matriciels ont des termes proches de 'unité. Ensuite, le produit central

—1 ) . . . )
C)(Rypaz) {C) (Rynin)}  va attirer toute notre attention puisqu’il correspond & la traversée
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Fi1G. 3.5 — 75, et 7, en fonction de n pour différentes valeurs de e

de la couche entre ses deux interfaces et conditionne alors la matrice 7). D’aprés les définitions
des matrices C1)(r) (3.68), on se rend bien compte que ce produit matriciel est une matrice
diagonale contenant les deux types de rapport :

Jn (k't,HRmaa:)
Jn (kt,HRmin)

avec n € [N, +N]. Les figures 3.5(a) et 3.5(b) montrent ’évolution de ces rapports en fonction de
n avec N = 30 et pour différentes valeurs d’épaisseur de la couche homogéne et isotrope d’indice
ng=12aX=1pum: Ry =1 pm est fixé et Ry qx = €+ Rypin avec e = 0.1, 0.125 et 0.15 pum.
Les autres paramétres sont ¢ = 30° et neze = 1. On constate deux faits : la croissance exponentielle
des rapports 7, en fonction n, puis leur croissance lorsque e augmente. En effet, on montre que le
développement asymptotique des fonctions de Bessel selon n donné par (page 365 de la référence

[92]) conduit & TIn ™~ (M

min

HrJLr (kt,HRma:c)

et T, =
) +
Hn (kt,HRmin)

Tin =

n
) lorsque n devient grand. Or le fait que R4z > Rpin justifie les

divergences observées de 7, selon n, qui s’accentuent lorsque I’épaisseur de la couche augmente
(lorsque Rinqp augmente avec Ry, fixé). Par contre, les rapports 7, semblent converger vers
0 lorsque n et e augmentent. Ce résultat n’est pas trivial puisque les fonctions de Hankel sont
singuliéres a l'origine et I'intervalle (encadrant le point d’origine des arguments) sur lequel s’étend
ces singularités s’élargit avec l’ordre n. Autrement dit, pour un argument k; gr fixé, la valeur de
HF (kt,gr) tend vers linfini lorsque n augmente. La convergence vers 0 de g, quand n croit
n’est donc pas évidente. Si I'épaisseur devient trop grande, la valeur 7;,, risque alors de dépasser
la valeur numérique seuil 10'5 : dans notre exemple, lorsque e = 4 um on a 7,30 ~ 10'5. D’aprés
la définition de la matrice T (3.72), on vérifie rapidement que les termes 7, interviennent
directement dans le bloc T1(1H ) ; ce dernier devenant alors difficilement inversible numériquement.
On remarque alors que, malgré le comportement différent (voir section 3.1.3) des fonctions de base
en coordonnées cylindriques (J,, et H,I) par rapport a celui des fonctions de base en coordonnées
cartésiennes (les fonctions exponentielles), les éléements de la matrice T() divergent de la méme
maniére pour les deux systémes de coordonnées. Ils peuvent croitre (exponentiellement) quand n
et e augmentent. On admettra que ce résultat obtenu pour une couche homogéne et isotrope reste
valable pour la plupart des zones modulées que nous allons considérer.

3.3.2 Description de I’algorithme

Définition de la matrice S .

Pour simplifier I’écriture, I’algorithme de propagation de la matrice S sera désormais dénommé
algorithme S. Son principe est d’éviter la divergence des éléments de la matrice T lors du pro-
cessus d’intégration, c’est-a-dire lorsque r augmente. Pour cela, on subdivise arbitrairement la
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Fi1G. 3.6 — Subdivision de la zone modulée pour I'algorithme S

zone modulée en L € N sous-zones modulées notées (s) avec s € [1, L], qui sont appelées par la
suite couches S. Chaque couche S est alors comprise entre deux cylindres circulaires (centrés sur
Porigine) de rayons rs et rs41 (avec 71 = Rumin €t rp41 = Rpaa, voir figure 3.6). On introduit
a chaque interface s une couche, homogéne et isotrope infiniment fine, d’indice €.,; sauf pour la
premiére interface r; pour laquelle on prend €;,;, ce qui permet de définir en plein coeur de la zone
modulée les amplitudes du champ électromagnétique écrites dans les matrices colonnes [A(js)(rs)}
et [B(js)(rs)} avec js = int pour s = 1 et js = ext si s > 1 (généralisation des notations (3.37)
et (3.38)). Pour chacune des couches S, le systéme différentiel est intégré suivant I’algorithme T
décrit précédemment (voir section 3.2), ce qui fournit la matrice de transmission T) qui relie les
amplitudes des champs en 7541 & ceux en 7y :

AUs+1) (p < AU (g
< {B(jm)gr;ﬂ > =T >< %BWEQ;}] > avec s € [1, L] (3.73)

La subdivision de la zone modulée est choisie de telle maniére que les éléments de la matrice
T®) ne dépassent pas la valeur seuil £10'°, afin que les problémes de contamination numeérique
n’apparaissent pas. On introduit pour chaque interface ry (s’ € [1, L + 1]) une matrice notée S
dont on s’assure du bon conditionnement numeérique de ses éléments (on admettra cette assertion,
voir la preuve pour une couche homogéne et isotrope dans le systéme de coordonnées cartésiennes
aux pages 64 et 65 de la référence [56]) et définie par :

) (1 o ( TBU (R,
( [f[ﬁm)( ¢ ;-1])} );sm( [TA(jS/()J(*’ﬁﬁ)] ) avec s’ € [1, L+ 1] (3.74)

On constate aisément que S = I;. Comme précédemment, on note les blocs des matrices T'(%)
et SG') de la maniére suivante :

) (s") (s") :
521 522

Aprés chaque intégration d’une couche (s), la matrice S+ de Tinterface rop ;1 est déduite de la
matrice S(*) de l'interface r, et de la matrice T(*) de la couche (s), selon :

. ) 11
z® = 1) + 1353 | (3.76)

Sé;Jrl) — 553)2(8) (3.77)
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s = |1 + TS| 2 (3.78)
S =55 — 5 VTG s (3.79)
ST =18ty - s TGS (3.80)

Ces relations sont démontrées dans I’annexe A. On peut étre convaincu du bon conditionnement de
la matrice S qui est assuré par la matrice Z(*). En effet, les éléments de Z(®) tendent vers de
faibles valeurs lorsque ceux du bloc T l(f) croissent, grace a 'inversion. Cette inversion n’engendre
aucune erreur numérique puisque la subdivision de la zone modulée est telle que les éléments des
blocs de T*) ont des valeurs inférieures a la valeur numérique critique. D’une intégration d’une
couche & une autre, le long de toute la zone modulée, la matrice S (s’ € [1, L + 1]) reste donc
bien conditionnée. Finalement, on peut résumer ’algorithme S par le tableau 3.2.

N°¢ Couche Matrice de tir initale Matrice T Matrice S
Initialisation SO =1,
. —1
| W ) 0 = {we)}  [F, )] | S (50.10)
: : L :
-1 vy | T = e} (R 0] | 89 (s8¢0 TY)
—T1
s W (1) T = { Wt (r, +1)} [F;;geg (ml)} G +D) (s<s>,T/§s>>
: S :
L W) |1 = {we )} [FE )] | 55 (59, 1(0)

TAB. 3.2 — Principe de l’algorithme S

Résolution du probléme de diffraction .
A la fin de lintégration de toutes les couches (s), le calcul aboutit & la matrice S(“*1) notée
simplement S, puisqu’elle devient la matrice S de toute la zone modulée qui relie les champs
diffractés en r = R4z €t 7 = Ry aux champs incidents :

[BC*)(Rpaq)] S Si2 [0]
( [A(znt) (Rmzn)] - 5’21 5’22 [A(lnc) (Rmaa:)] (381)
d’ol on déduit directement ’expression des champs diffractés :

(A6 (Rypin)| = S22 [ A5 (Ryna)] (3.82)
{B(ewt) (Rmax)} = Sy {A(inc’) (Rma:c):| (3.83)

3.3.3 Généralisation a des systémes multicouches

L’algorithme S présente ’avantage de subdiviser I'unique zone modulée initialement définie, en plu-
sieurs couches S chacune d’entre elles étant traitée comme une zone modulée. En fait, leur contenu
(milieux, surfaces) n’altére en rien le principe de cet algorithme. On peut alors le généraliser a des
systémes distingués en deux catégories :

— un "empilement" de systémes cylindriques non superposables comme illustré par la figure 3.7(a).

— un seul systéme (une surface) dont la zone modulée est subdivisée en plusieurs sous-zones modulées

(voir figure 3.7(b)), pour diverses raisons (améliorer la précision de calcul préférentiellement dans
une région de la zone modulée, par exemple).
Bien stir, on peut ensuite considérer toute combinaison de ces deux types de systémes. Dans les deux
précédents cas, il existe P € N zones modulées successives séparées par P + 1 interfaces (cylindres
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FiG. 3.7 — Généralisation de l'algorithme S & un systéme multicouche

circulaires centrés sur l'origine) pour lesquelles on applique rigoureusement le méme algorithme S que
celui utilisé pour les L zones modulées introduites précédemment (voir figure 3.6).

Il est intéressant de préciser que I'algorithme S peut parfaitement étre appliqué & une couche ho-
mogeéne et isotrope dont le calcul de la matrice T a été explicité en 3.2.3. En effet, le probléme de
contamination numérique a été illustré sur cet exemple. Ceci s’avére utile pour des systémes multi-
couches dont certaines d’entre elles ne contiennent pas de surface de diffraction et sont donc homogénes
et isotropes.

3.4 Implémentation de la méthode différentielle

Dans un premier temps, ’algorithme du programme va étre rapidement décrit. Ensuite, nous expli-
citerons en détail les deux types de données renvoyées par le programme pour les calculs de diffraction :
les sections efficaces différentielles et les cartes de champs. Nous rappelerons la définition de la section
efficace différentielle qui demeure la grandeur la plus couramment calculée dans les problémes de dif-
fraction par des structures cylindriques. Nous en profiterons pour énoncer le théoréme optique vérifié
par le champ diffracté en diffraction conique et adapté a la méthode différentielle. En ce qui concerne
les cartes de champs, nous verrons comment les établir & partir de ’algorithme S.

3.4.1

Le programme numérique associé a la méthode différentielle est écrit en langage FORTRAN. Pour
Pétude de la diffraction, il a suffi de ’exécuter sur un simple PC 32 bits de bureau (2.6 GHz avec 1
Go de RAM). Ensuite, pour des raisons de flexibilité et de temps de calcul, il a été lancé sur certains
calculateurs 64 bits dont est doté le laboratoire : bio64, quio67 sur compilateur opteron. Sauf indication
contraire, les calculs présentés ont été exécutés sur les calculateurs du laboratoire. Il n’existe qu’un
seul programme numérique de la méthode différentielle (méthode FFF) pour lequel sont implémentées
toutes les structures étudiées a la fois en régime diffraction et en recherche de mode (fibres optiques). Le
programme réalisé fait appel & des sous-programmes de calcul numeérique issus de librairies, notamment
pour ce qui concerne le calcul matriciel et le programme d’intégration par la méthode de tir. Ce dernier
couple deux méthodes d’intégration numérique : Runge-Kutta pour les premiers points d’intégration et
Adams-Mouton pour les autres. Etant donné que cette intégration s’effectue selon r par discrétisation,
on voit apparaitre un nouveau paramétre : le nombre de pas d’intégration. Ensuite, un sous-programme
spécial (utilisant la factorisation LU) permet de calculer I'inverse d’une matrice de taille importante,
comme cela peut étre le cas dans la méthode différentielle lorsque ’ordre de troncature N devient assez

Structure et algorithme du programme
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F1c. 3.8 — Algorithme général du programme FORTRAN

grand. Ce programme s’avére utile pour I'inversion de Ti; dans (3.63) et (3.64), et de la matrice [1]
dans Q. donnée par I’équation (3.15). Cependant, on a vu qu’il est nécessaire de déterminer I'inverse de
certaines matrices ¥\7) (1) (équations (3.61), (3.72) et le tableau 3.2). Or ces matrices peuvent facilement
étre inversées analytiquement puisqu’elles sont des matrices diagonales par blocs qui sont eux-mémes
diagonaux (voir la relation (3.41)) :

_ k¢ j _ _
0 (an — qe) ™" (qh - kf;r) k(o —a)™ i rolan — )
ke -1 -1 -1
{\I/(j)(r)}_l _ o (de — qn) ot (de — an) 0 (qn — qe) (Qh - kf‘ﬂ)
_ ke i _ _
0 _(Qh - Qe) ! (Qe - kfj,«) u,_t,ejj (qe — qn) ! iwe:;gt)j,,.a(Qe —qn) !
ke i _ _ _
k(=)™ ol —ae) 0 —(qn — qe)™* (qe - —kt‘f;,.)

(3.84)
Les fonctions de Bessel et de Hankel sont également évaluées grice a des procédures spéciales. Enfin,
suivant le systéme considéré et le prolongement choisi des fonctions N2, NZ et NNy dans la zone
modulée (voir section 2.3.3), il est parfois nécessaire d’utiliser un algorithme de FFT pour calculer
certains spectres de Fourier.

L’algorithme général du programme est résumé dans le schéma 3.8. Le programme peut étre divisé
en trois parties. La premiére concerne la lecture des paramétres et le calcul de la matrice Q.(r) via les
matrices de Toeplitz des fonctions e, %, N2, N.92 et N, Ny, fonctions de la variable r. La seconde partie
traite de l'intégration du systéme différentiel selon ’algorithme S avec, comme données d’entrée, les
matrices initiales ('identité) et la matrice d’intégration M (r) déduite en partie de Q.(r) (3.18). Enfin,
la troisiéme partie concerne le calcul des champs diffractés (équations (3.82) et (3.83)) en fonction du
champ incident, puis I’exploitation de ces résultats, soit par le calcul de sections efficaces différentielles,
soit par la détermination de cartes de champs.
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3.4.2 Section efficace différentielle et théoréme optique

La Section Efficace Différentielle (SED) est une fonction de la variable angulaire 6 déduite de 1’ex-
pression asymptotique des champs & Uinfini (r — +00).

Ecriture des champs a 1’infini .
Le calcul part du développement en série de Fourier-Hankel (voir le tableau 3.1) des composantes
en z du champ électromagnétique total dans la région (ext) dans lequel on remplace les fonctions de
Hankel H," (ki cutr) €t H,, (kt,cstr) par leurs expressions asymptotiques données par (3.46) lorsque
r devient grand devant ’argument :

eikt,ezﬂ“ e*ikt,ezﬂ“

A(r, 0) ~ u+(9)7 U (O ——

avec A € {E,, H,} (3.85)

D’aprés les expressions des coefficients de Fourier du champ diffracté (B et B,(fﬁt)) et incident
(équations (3.8) et (3.9)), on identifie la fonction u~ () a :

7 2 ;T 7 inc 2
u=(0) = AJ™ /kt—”teu Ty, (6 — Oine) avee A" € {Eéf; ), H(S,Q”} (3.86)

+o0o )
ot le peigne de Dirac est défini par > €™¢ = 271y, (¢). De méme, la fonction u™* () s’identifie
n=-—oo
a:
ine 2 o ; inc ine
ut(0) = g(0) + AS", /k—”eﬂzm% (0 — Ome — ) avec AT € {Eéf;“), Héf;“)} (3.87)
t,ext
ou
2 X .
9(0) = e Y BEen(0-%) avec BE* € {Bge,fﬂ,Bge;gt)} (3.88)
'/Tkt,ext n——N ’ ’

Dans cette expression, g est notée gg lorsque Blewt) — Béffft) et gy lorsque Blet) — B}(fff).

Expression de la SED .
La SED est la fonction de 6 définie par :

il
o(f) = lim |27mr—F5 (3.89)
r—too HEznc
En diffraction conique, avec “E’"C“ = 1 et d’aprés les relations (3.85) a (3.88), on montre (page
138 de la référence [9]) que la SED s’exprime par :
_ kzxt 2 2 2
0(0) = 2m— (9B (0)]" + Zear 9 (0)] (3.90)
t,ext

On constate que le calcul de la SED nécessite la connaissance des amplitudes du champ inci-
dent (équations (2.49) et (2.50)) et celles du champ diffracté dans la région (ext). Or, aprés
intégration par ’algorithme S, on ne détermine pas directement les amplitudes mais les éléments
de [B(ezt)(Rmaa:)] qui contiennent les amplitudes multipliées par les fonctions de Bessel et de
Hankel évaluées en r = Ry, (3.83). Pour en déduire les amplitudes disposées dans la ma-
trice colonne [W(*8)] il suffit alors d’appliquer la relation (3.67) généralisée au milieu (ext) :

[W(ext)] — {C(ext) (7”)}71 [V(ext)(r)]_
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Le théoréme optique .

Le théoréme optique a pour origine le théoréme de Poynting. Ce dernier énonce que le flux du
vecteur de Poynting du champ électromagnétique total (champ incident et champ diffracté) a
travers une surface fermée est égal au débit d’énergie électromagnétique qui s’échappe du domaine
contenu dans cette surface. Dans le cas des milieux sans pertes (permittivité réelle), le théoréme
de Poynting montre que le flux du vecteur de Poynting se conserve a travers la surface fermée.
On considére un cylindre circulaire C (surface fermée) de vecteur unitaire normal extérieur 7 et
contenant une des structures cylindriques que nous pouvons envisager dans notre étude (voir figure
2.2). On se place dans le cas de milieux sans pertes et non conducteurs. Le théoréme de Poynting
s’écrit alors :

/C (E NH* + B* A ﬁ) Aids =0 (3.91)

ou l'astérisque désigne le complexe conjugué. En faisant tendre le cylindre circulaire C' vers l'in-
fini et en injectant les développements asymptotiques des champs (équations (3.85) a (3.88)), on
aboutit au théoréme optique (page 139 a 143 de la référence [9)]) :

k:ex 27
Re [e0s(t) G (Bine +7) — ()it (Bine + )] + ol / [1GeO) +1Ga®)] do =0
t,ext JO
(3.92)
avec
k ext ;T

Gp(0) =1/ Ll g (6) (3.93)

7Tkt,ezt i
Gr(0) = Zear\| 522 T g (6) (3.94)

En insérant les expressions de gg et gy données par ’équation (3.88) dans (3.93) et (3.94), les
fonctions Gg et Gy s’expriment selon les amplitudes du champ diffracté dans la région (ext) :

+N

Ge(0)= > B (0-%) (3.95)
n=—N
+N )
G (0) = Zew Y. B7em(0-F) (3.96)
n=—N

et I'intégrale dans le théoréme optique (3.92), devient :

1 27 +N 2

+N
[Ge@F +ien@F]ar= Y B0 + 22, Y [BE0[0 som)
n=—N

% 0 o

Il importe de rappeler que le théoréme optique (3.92) ne s’applique qu’aux structures remplies de
milieux sans pertes et non conducteurs.

3.4.3 Cartes de champs diffractés

Le but ici est de pouvoir déterminer les valeurs des composantes du champ électromagnétique diffracté
en n’importe quel point de I'espace afin d’établir des cartes du champ diffracté. Cette tache n’est pas
triviale puisque, pour l'instant, le probléme de diffraction est résolu par la détermination des champs
diffractés aux interfaces r = Rpyin €t 7 = Riae (équations (3.82) et (3.83)). On se limite & la section
droite en z = 0 sachant les champs dans une autre section droite en z s’en déduisent par un simple facteur
€07 (3.10). Nous verrons d’abord comment calculer les champs dans les régions homogénes et isotropes
(int) et (ext), puis les champs dans la zone modulée en tirant parti des avantages de ’algorithme S.
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Calcul des champs dans les régions (int) et (ext) .

Pour commencer, nous nous intéressons a la détermination des champs diffractés en un point
M (rpm, 0m) avec ry, > Rpq. de la région extérieure (ext). Le calcul est analogue & celui effectué
pour la matrice de transmission d’une couche homogéne et isotrope (voir section 3.2.3). Il suffit
de constater que la région de l’espace comprise entre le cylindre circulaire C,4, et le cylindre
circulaire de rayon r,, peut étre représentée par une couche homogeéne et isotrope de permittivité
€ext (d'indice meye). On montre alors que les coefficients des composantes H,, E., Hy et Eg en
r = rpy, se déduisent de ceux (connus) en 1 = R4, selon :

[F(rpm)] = T (1)) [v<m>(rm)] , Vrm > Ronas (3.98)
et les coefficients de Fourier des composantes radiales (E, et H,.) selon :
By ()] = W (1) [VED (1) ¥ > Ronas (3.99)
avec
-1

{V(ext)(rm)} = =D () {C(em(me)}_l {q;(em(Rmaz)} [F(Rmaz)] (3.100)

De la méme maniére, on détermine les coeflicients du champ diffracté en un point M (r,,, 6,,) avec
T < Rmin dans la région intérieure (int) selon :

[F(rm)] = U0 (1) [v@m)(rm)} V7' < Ronin (3.101)
[F,(rm)] = U9 (1) [v@nt) (rm)} , Vrm < Ronin (3.102)
[V(int) (rm)} — D (g, {C“””(Rmm)}il {\I,(mt)(Rmm)}fl [F(Runin)] (3.103)

Pour les deux régions (int) et (ext), on utilise ensuite le développement (3.48) pour obtenir la
valeur d’une composante A(ry,,60,,) du champ diffracté & partir de ses coefficients de Fourier :

+N
AT, Om) = Y Ap(rm)e™ (3.104)
n=—N

Les coefficients de Fourier A,,(r,,) sont extraits de la matrice colonne [F(ry,)] ou [F(ry,)] suivant
la composante A du champ diffracté choisie.

Calcul des champs dans la zone modulée .

Dans la zone modulée, le calcul des champs diffractés est beaucoup plus complexe. Afin de les
extraire, il semble nécessaire de relancer une intégration de r = Ry & 7 = Rpee avec un seul
vecteur de tir inital (et non plus une matrice de vecteurs de tir initiaux) contenant les coefficients
de Fourier des champs diffractés trouvés en r = R,;, & partir de la premiére intégration (3.82).
Cependant, on ne peut pas lancer une intégration directe de r = Ry & 1 = Ryee pour les
raisons de contaminations numériques observées dans ’algorithme T. Cette intégration doit donc
se faire avec I’algorithme S. En fait, il faut pouvoir déterminer de maniére fiable (c’est-a-dire bien
conditionnée) les coefficients de Fourier des champs & chaque premiére interface (rs avec s € [1, L])
d’une couche S. Ceux-ci serviront alors de vecteurs initiaux pour de nouvelles intégrations dans
chacune des couches S.

La détermination de ces vecteurs initiaux s’effectue de la maniére suivante. A partir de I’équation
(3.77), on établit, entre le bloc Ség) a l'interface r = ry et le bloc Sé‘;H) a l'interface r = 7541
(s € [1,L]), la relation de récurrence suivante :

{s;?}’l =76 {Ségﬂ)}il (3.105)
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F1a. 3.9 — Principe de 'extraction des coefficients de Fourier des champs diffractés dans la zone modulée

On multiplie chaque terme par la méme matrice colonne [A(mt) (Rmm)} (champ diffracté en r =
Rmin) :

(S} 40 ] - 29 {5} 4 )]

Ensuite, par identification avec la relation (3.74) (ot [BU")(Rin)] = [0]) et d’aprés la notation
introduite par la relation (3.75), on obtient une nouvelle relation de récurrence entre [A(js)(rs)] a
Vinterface r = r, et [AUs+1)(r ;)] & Vinterface r = r,;1 (on rappelle que j, = int si s’ = 1 sinon
Jo =ext, s’ € [1,L+1]) :

{AUJ(TS)} =z [A(jm)(rs“)} (3.106)

Cette relation de récurrence est appliquée jusqu’a l'interface r = rp 11 = Ryqq
{Aus)(rs)} — () 7(s+1) {Ausm(rw)} — = g g (L) [A@m)(mﬂ)
Or on sait que [A(jL“)(rLH)] s’identifie au champ incident [A(m“’)(Rmax)], d’ott on conclut par :
{Aus)(m)} _ 7 g+ (L) [A“”@(Rmax)} (3.107)

Pour résumer, I'expression (3.107) établit une relation entre les coefficients [AU<)(r,)] du champ
diffracté a l'interface r = r, et les coefficients connus [A(mc)(Rmaz)} du champ incident & I’in-
terface » = Ryqz. Ces coefficients ne contiennent pas d’erreurs issues d’un éventuel probléme
de contamination numérique puisqu’ils sont calculés & partir des blocs Z(®), bien conditionnés
par définition. Enfin, les autres coefficients [BU=)(ry)] du champ diffracté a l'interface r = r, se
déduisent directement par la relation (3.74) connaissant [AU=)(r,)] :

[BU(r)] = S8 [4U9(r)] (3.108)

Dans le programme, on procéde de la maniére suivante. Lors de la premiére intégration par 1’al-
gorithme S, on stocke dans des fichiers tous les blocs Z(*) et Sg) de chaque interface r = rs.
Ensuite, on relance une succession d’intégrations, non pas a partir de la premiére couche S (com-
prise entre les interfaces en 1 = R, €t 7 = r2), mais a partir de la derniére couche (comprise
entre les interfaces en r = ry et r = Ryqq, voir figure 3.9). Pour cette couche (L), on déter-
mine grace aux relations (3.106) et (3.108), les coefficients [AUZ)(rp)] et [BUZ)(rp)] du champ
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a linterface r = ry, par la lecture des blocs Z(1) et Sg“) stockés précédemment. Ces coefficients
regroupés dans la matrice colonne [V(jL)(TL)] vont alors permettre de déduire le vecteur initial
[Finit(rr)] = ©UL) (rp) [V(jL)(rL)] d’une nouvelle intégration lancée & partir de r = rz jusqu’a
r = 7Tr41 = Rmaz. A chaque pas d’intégration r = r, avec p € [1, P] ot P est le nombre de pas
d’intégration, on stocke la valeur des coefficients [F'(rp)] des composantes E., H,, Ey et Hy ainsi
que les coefficients [F,.(rp)] des composantes radiales E, et H, calculées grace aux relations (2.112)
et (3.19). Pour les autres couches (s) telle que s = L —1, L — 2,---, 1, on opére exactement de
la méme fagon que pour la couche (L). On dispose, a la fin de cette seconde succession d’intégra-
tions, d’'un ensemble de coefficients de toutes les composantes du champ diffracté sur une suite de
cylindres circulaires r = rj, avec k € [1, LP] dans la zone modulée.

VA
Raaf-oo_ Région
\ ">~ extérieure
7 S A(r,0m) A
k+1 N
r (rk+17 em)\\
m N\
- l \\ A(Tk, Gm)
\
\ AT, 0m)
M(rm %) ’ -
\ | I
\
\ |
Rmin ~~< \‘ : |
Région > \ A(rg+1,6m) : {
intérigure, \ \ I
Om \ (&, Om) |: : | i
0 .<—> >x | 1 L >
Zone modulée 0 Tk Tm Tk+1
(a) Détermination du champ en un point quel- (b) Calcul du champ par régression linéaire.

conque de la zone modulée.

F1G. 3.10 — Calcul du champ en un point quelconque de la zone modulée

Pour calculer la valeur d’une composante du champ diffracté en un point quelconque M (7, 6,,)
avec Ryin < Tm < Rmin de la zone modulée, il suffit de détecter les deux cylindres circulaires en
r =1 et r = rp11 encadrant ce point, donc tels que i < 7, < 1,41 (voir figure 3.10(a)). Ensuite,
on calcule la composante du champ diffracté au point (ry, 6,,) selon

+N .
A(rg, 0m) = Y Ap(rp)e™
n=—N

grace aux coefficients stockés précédemment en r = r,. De méme, on calcule la composante du
champ diffracté au point (rg41,6,,) selon

+N
A(rk-l-laem): Z An(’l”k+1)€m9m
n=—N

La valeur du champ au point M (r,,, 6,,) est déduite par régression linéaire entre celles des champs
calculés aux deux points précédents (voir figure 3.10(b)) :

A<rk+17 em) - A(T‘k, em)
Tk+1 — Tk

A(rm, 0m) =

(rm —7k) + ATk, Om) (3.109)

Le programme numérique fournit neuf cartes de champs correspondant aux modules des trois compo-
santes du champ électrique diffracté Ed, du champ excitation magnétique diffracté H? et du vecteur de
Poynting complexe associé. On rappelle que le vecteur de Poynting complexe noté P s’exprime selon les
champs électrique et magnétique d’apres la relation :

1

b — _EAH*
P=ZEN
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et est associé au débit moyen d’énergie électromagnétique transporté par le champ électromagnétique.

3.5 Application numérique au cas du cylindre circulaire

Nous présentons ici les premiers résultats numériques. Dans cette section, nous ne chercherons pas
& donner une multitude de résultats numériques en faisant varier tous les parameétres qui peuvent in-
tervenir. Ceci pour deux principales raisons : il y a beaucoup trop de paramétres (géométrie, indices
des milieux, onde incidente, intégration,...) et le domaine d’application de la méthode différentielle sera
largement mis en évidence sur I’ensemble des résultats numériques présentés dans ce document. Ainsi,
pour commencer, nous nous concentrons sur les points clés de la méthode différentielle. Elle sera va-
lidée a travers ’étude de la diffraction d’une onde plane incidente sur un objet cylindrique de section
droite circulaire. Sa précision va étre évaluée en fonction des paramétres qui lui sont intrinséques (ordre
de troncature des développements, nombre de couches S, prolongements arbitraires de la normale a la
surface) par comparaison entre deux descriptions géométriques d’'un méme cylindre conduisant & des
procédés de calcul différents. On mettra en évidence 'utilité des deux améliorations apportées & la mé-
thode différentielle : I’algorithme S par ’illustration des problémes de contamination numérique lors de
I'intégration et la méthode FFF par comparaison avec la méthode classique. Pour conclure, on observera
I’influence du prolongement du vecteur N dans la précision des résultats numériques.

3.5.1 Notes sur la présentation des résultats

En régime de diffraction, le programme peut calculer des SED et des cartes de champs. L’ordre
de troncature maximal des développements de Fourier N constitue le paramétre central et décisif de
I’étude des résultats. En particulier, il permettra ’analyse de leur précision. Les résultats numériques se
présenterons sous quatre formes :

Les sections efficaces différentielles .
Pour une valeur de N fixée, les SED seront représentées de deux maniéres différentes. La premiére
est la représentation graphique simple de la fonction o () : 6 en abscisse et o(6) en ordonnée. Elle
restera la plus utilisée, notamment lorsqu’il sera nécessaire de comparer plusieurs courbes. Pour
la théorie des antennes, on se sert préférentiellement d’une représentation polaire qui permet de
mieux évaluer la répartition dans ’espace du champ diffracté & I'infini.

Les cartes du champs diffractés .
Comme les SED, les cartes de champs seront déterminées pour une valeur de N donnée et auront
pour seul intérét d’évaluer la répartition du champ diffracté autour de ’objet cylindrique. On ne
représentera pas toutes les composantes du champ électromagnétique, mais on se limitera & leurs
composantes en z : B¢, H? et PZ. Ce choix est justifié par le fait que toutes les composantes du
champ ont été exprimées selon E. et H, dans les régions homogeénes et isotropes (équations (3.27)
a (3.32)).

L’évolution d’une grandeur selon I’ordre de troncature des développements N .
Nous évaluerons la précision des résultats numériques obtenus en illustrant préférentiellement
I’évolution selon N de la valeur d’un point de la SED. La précision du calcul peut également étre

estimée par le théoréme optique. Ainsi, on représentera le membre de droite de la relation (3.92),
noté 7 (N), dans lequel on injecte les relations (3.95), (3.96) et (3.97) :

+N

ex 1 ; s kez =
T(N) :afee{ v [cos(w)Bgfjf”—zm smw)B,ﬁ,n”] eln(ﬂwc+2)}+—t 3y “Bé?ﬁf”
N

n——N t,ext ——

2
+ ZSIt B;jzw

]
(3.110)

Cette grandeur doit tendre vers 0. Sa nullité entraine la vérification du théoréme optique (en
principe, lorsque N augmente).

Les spectres de Fourier .
Trés réguliérement, les spectres de Fourier (coefficients de Fourier en fonction de ’ordre n) de diffé-
rentes grandeurs viendront confirmer la convergence ou la divergence des résultats. Ces grandeurs

pourront étre les coefficients en amplitudes des champs diffractés (Bé],)L et B;Lj ZL avec j € {int, ext})
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ou encore les coefficients de Fourier de différentes grandeurs opto-géométriques comme €(r, ),
NZ(r,0), N2(r,0) et N,.Ng(r,0). On rappelle que les coefficients de Fourier de ces derniéres fonc-
tions interviennent dans les matrices de Toeplitz de la matrice Q. d’aprés son expression (3.15). Les
spectres de Fourier seront tracés sous forme d’histogramme. De maniére générale, la convergence
des développements de Fourier est assurée par la décroissance des coefficients de Fourier en fonc-
tion de 'ordre n. Il est alors intéressant de pouvoir évaluer la largeur de ces spectres, c’est-a-dire
I’amplitude de l'intervalle des ordres sur lequel les coefficients de Fourier sont non négligeables.
On introduit une nouvelle grandeur notée A, ol 7 est un pourcentage. Elle représente 1’écart des
ordres & partir desquelles la valeur des coefficients de Fourier a décra d’au moins 7 (%) par rapport
a la valeur maximale du spectre. On prendra généralement 7 = 99%.

Nous commengons l'illustration de quelques résultats de validation du programme numérique par 1’étude
de la diffraction conique d’une structure cylindrique simple : un cylindre de section circulaire noté C
de rayon R = 1 um et rempli d’un milieu d’indice n.y, = 1.2. On choisit une onde plane incidente
(voir figure 2.4(b)) telle que ;e = 0°, Yine = 30°, Yin. = 0°, HE“"”
extérieur est le vide : n,,,¢+ = 1. Dans un souci de clarté, nous prendrons soin de bien rappeler sous
forme de tableaux I'ensemble des paramétres opto-géométriques (rayon, indices,...) et numériques (ordre
de troncature, nombre de couche S,...), pour chaque configuration que nous allons étudier par la suite.
Dans les applications numériques de la méthode différentielle que nous allons présenter, nous envisageons
deux types de configurations géométriques. La premiére ne nécessite pas d’intégration (méthode FFF
non utilisée). Les résultats numériques qui lui sont associés sont alors d’une grande précision et serviront
de référence. La seconde configuration traite du méme cylindre géométrique mais requiert 'utilisation
de la méthode FFF. La validation s’effectue alors par comparaison entre les résultats numériques de ces
deux configurations.

=1let A =1 pm. Le milieu

3.5.2 Cylindre circulaire centré sur ’origine

Description du systéme .
La premiére configuration géométrique traite du cylindre circulaire C centré sur l'origine (voir
figure 3.11). Les valeurs des paramétres de cette configuration sont regroupées dans le tableau

suivant :
Paramétres géométriques | Valeurs < 5 —
Paramétres de l’onde plane incidente | Valeurs
R 1 um
A 1 um
Paramétres des milieux Oime 0°
Neyl 1.2 Dine 30°
Nmat 1 winc 00
Paramétres numériques HE‘(inc) 1
N 1420

Bien évidemment, certains de ces paramétres peuvent évoluer pour les besoins de I’étude. Pour
modéliser la diffraction par une telle structure géométrique, il suffit de prendre une couche ho-
mogéne, comme décrite dans la section 3.2.3, pour laquelle les deux interfaces ont le méme

rayon R,.in = Rpmaes = R (couche infiniment fine). Dans ce cas, on a N, = Ney = 6;—3’ et

Next = Nmat = 6*2—0” L’indice de la premiére couche infiniment fine (en r = Ry, voir fi-
gure 3.3) est celui du milieu intérieur (et non plus du milieu extérieur). L’indice intermédiaire
ng = 4 /i—’; importe peu. Par défaut, on le prendra égal a celui du milieu extérieur. D’aprés la

relation (3.72), la matrice de transmission notée T (©) d’une telle structure se simplifie au produit
matriciel suivant :

70 — {\Il(emt)(R)}_l \I/(mt)(R) (3.111)

Résultats numériques .
Les résultats obtenus pour cette configuration serviront de référence puisque le calcul est semi-
analytique (aucune intégration numérique n’est nécessaire, la méthode FFF n’est pas utilisée) et
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Fi1G. 3.11 — Représentation du cylindre circulaire centré sur I'origine

C

permet alors d’obtenir de trés grandes précisions. Les SED calculées pour le cylindre circulaire
centré sont désormais notées o(°)(6). La figure 3.12(a) représente, avec une échelle logarithmique
en ordonnée, la fonction o(®) (0) du cylindre étudié pour un ordre de troncature des développements
tel que N = 20. La figure 3.12(b) montre la méme SED sous sa forme polaire. Les figures 3.13(a)
a 3.13(c) illustrent les cartes du module du champ diffracté obtenues respectivement pour les
composantes E¢, He et P2, toujours avec N = 20. La bonne précision des résultats est confirmée
par la figure 3.14(a) qui montre la convergence de o(?)(180°) en fonction de N. Il suffit d'une
vingtaine de coefficients de Fourier (N = 10 soit n € [—10,10]) pour obtenir un plateau de
convergence atteignant une précision de 3.1077 (écart relatif) entre deux valeurs succesives de la
SED. Ce résultat est cohérent & la vue du spectre en amplitude des champs électrique et magnétique
diffractés : ‘Béffft)‘ et ‘B,(fff)
s’étend de n = —8 & 8 et vaut donc Aggy, = 16. En effet, les coefficients tendent trés rapidement
vers 0 pour un ordre de troncature autour de 10. La durée du calcul des cartes de champs et de
la SED, exécuté sur le calculateur 64 bits, est de moins d’une seconde! Les calculs numériques
de ce programme sont donc trés rapides (détermination du simple produit matriciel (3.111)). On
vérifie sur 'ensemble de ces figures que le champ diffracté respecte bien la symétrie selon ’axe x
qui lui est imposée par celle du cylindre circulaire et 'orientation du vecteur d’onde incident (dont

la composante l_c't(?;t) est colinéaire & I’axe x). En ce qui concerne le théoréme optique, on trouve
une valeur d’environ : 7(20) = —3.5527 10715 pour N = 20. Cette valeur reste trés satisfaisante

puisqu’elle se situe au niveau de la précision maximale du calculateur.

en fonction de n (voir figure 3.14(b)). La largeur du spectre Aggy,

3.5.3 Cylindre circulaire excentré par rapport a 1’origine

Description du systéme .

Nous allons désormais étudier une configuration qui nécessite ’emploi de la méthode FFF. Pour
cela, nous considérons le cylindre circulaire C excentré par rapport & l'origine du repére. Plus
précisément, 1’origine sera placée en dehors du cylindre circulaire (voir figure 3.15(a)). Le centre
du cercle a pour coordonnées polaires Ry et 6y. On introduit deux autres paramétres : 'angle
maximal de définition du cercle (angle d’ouverture) noté 6,, et le rayon correspondant noté r,,.

Ils sont tels que :
0., = 2 asin (£> et ry, = \/R2 — R?
Ry

La figure 3.15(b) illustre le cylindre circulaire "vu" par la méthode différentielle en faisant appa-
raitre la zone modulée et ses principaux paramétres. On note C, le cylindre circulaire centré sur
Porigine de rayon r tel que Rpyin < 1 < Rpae (voir figure 3.15(b)). Pour ce profil cylindrique
choisi, on a Nnt = Next = Nmar (velations (2.41) et (2.42)). La zone modulée, comprise entre les
cylindres C),;p, de rayon Ry, = Ry — R et Chpqr de rayon R, = Rg + R, est partagée en trois
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(a) Représentation simple (b) Représentation polaire

F1G. 3.12 — SED du cylindre circulaire centré sur ’origine pour N = 20
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Fic. 3.13 — Cartes de champs du cylindre circulaire centré sur I'origine pour N = 20
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(a) Convergence de (¢)(180°) en fonction de N (b) Spectre en amplitude de EZ et HZ
pour N = 20

Fic. 3.14 — Comportement des résultats selon les ordres de développement
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(a) Notations (b) Cylindre circulaire "vu" par la méthode différentielle

FiG. 3.15 — Représentation du cylindre circulaire excentré par rapport a ’origine

sous-zones modulées pour des raisons pratiques. On adopte alors le principe du second type de
systéme multicouche (voir section 3.3.3). On note R; (i € {1,2,3,4}) les rayons des interfaces (cy-
lindres circulaires centrés) qui séparent ces trois sous-zones modulées, sachant que Ry = Ry, €t
Ry = Rypaz- Ainsi, la i sous-zone modulée est comprise entre Cg, et Cr,, ,. On choisit Ry = r,.
Un paramétre de pourcentage noté 7. est défini. Il représente la proportion entre ’épaisseur de la
troisiéme sous-zone modulée et celle de la zone complémentaire & la premiére sous-zone modulée
(entre les cylindres Cg, et Cg,). Par conséquent, on a R3 = Ryae — Te (Rimaz — Tm). La premiére
sous-zone modulée est distinguée des deux autres car la fonction N, Ny qui apparait dans le calcul
de la matrice Q. donnée par (3.15), change de signe a la traversée du cylindre C,. . On justifie notre
choix d’introduire la troisiéme sous-zone modulée dans un but d’améliorer la précision du calcul &
la fin de l'intégration suivant I’algorithme S. Pour simplifier, on choisit le méme nombre de couches
S pour la premiére et la deuxiéme sous-zone modulée, celui de la troisiéme étant défini par un autre
paramétre. On désigne par L; le nombre de couches S pour la sous-zone modulée i € {1,2,3} et
le nombre L représente le nombre total des couches S de la zone modulée : L = Ly + Lo + Lg.
De méme, on désigne par P; le nombre de pas d’intégration pour chaque couche S de la sous-zone
modulée ¢ € {1,2,3}. Les valeurs des paramétres de cette configuration sont regroupées dans le
tableau suivant :

Paramétres de l’onde plane incidente | Valeurs
A 1 um
Hinc 00
Parameétres géométriques | Valeurs Dine 30°
R 1 um Dine 0°
Ro 2 um (inc
% 3 76 !
Paramétres des milieuz Paramétres numériques
Teg! 19 N 1430
Nmat 1 Tc 10%
L1 et LQ 10
L3 5
P17 P et Ps 10
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(a) Représentation de la fonction €(r, @) sur le cylindre C. (b) Spectre de Fourier de e(ry,,0) du cy-
de la figure 3.15(b) lindre circulaire considéré ot Aggy, = 10

F1G. 3.16 — Fonction €(r, §) dans la zone modulée

On en déduit les valeurs des autres grandeurs définies auparavant :

PARAMETRES Valeurs
Tm 1.73205 pum
Om, 60°
Ry 1 um
R» 1.73205 um
R3 2.87321 um
Ry 3 um

Les principales données nécessaires a l'intégration du systéme différentiel par I’algorithme S sont
les matrices de Toeplitz [e], [1], [NZ2], [NZ] et [N, Ny] évaluées pour les valeurs de r de chaque

pas d’intégration. Pour les déterminer, on introduit 'angle 6(r) (par rapport & 6y) défini par
I'intersection entre les cylindres C,. et C (voir figure 3.15(b)) :

~ 2 2 _ p2
6(r) = acos (77“ +2Rgz)r R ) (3.112)

ou acos est la fonction réciproque du cosinus.
Matrices de Toeplitz [e] et [[%]] .
La matrice de Toeplitz [e]] contient les coefficients de Fourier de la fonction e(r, ). Sur le cylindre
C,, cette fonction est définie par (voir figure 3.16(a)) :
ey 50 € }90 —0(r), 00 + é(r)[
Vo € (0,27, e(r,0) ={ _ _ (3.113)
€Emat S1 0 € [—7‘(‘, 0o — 9(7‘)} U [90 + 9(7‘)77T}
Il s’agit d’une fonction créneau dont la discontinuité en 6 = 6y — 6(r) et § = Oy + 6(r) est fixée par
I’écart d’indice entre les deux milieux intérieur et extérieur au cylindre C. Le calcul des coefficients
de Fourier d’une telle fonction conduit a

o(r
€o(r) = €mat + % (€cyt — €mat) (3.114)
—i7l90 —
Vn € N*| e,(r) = — sin [nﬂ(r)} (€cyl — €mat) (3.115)

La figure 3.16(b) illustre le spectre de Fourier de cette fonction avec les paramétres géométriques
choisis pour n € [-30,30] et r = r,, (correspondant & I’amplitude maximale de l'intervalle
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[90 - 5(1“),90 + 5(1“)}) Dans cette figure, la barre associée au coefficient d’ordre 0 est tronquée

puisque €o(r,) = 1.033 environ. La largeur du spectre est de Aggy, = 10. Lorsque r tend vers

Rynin (par valeur supérieure) ou Ry,q, (par valeur inférieure), ’angle 6(r) et par suite ’amplitude

de lintervalle {00 —0(r),00 + 0(7“)} tendent vers 0. On s’attend alors & ce que le spectre s’élargisse

en affectant la précision des résultats. En fait, il n’en est rien puisque le prolongement tend vers
la fonction constante de valeur n,,.:. Par exemple, lorsque r tend vers R,,;,, on trouve :

lim  [eo(r)] = emar + “min) (

€cyl — €mat) = €mat
r—=Rmin

—infg ~ sin[ 5(7")] o
™ } =0

et Vvn e N*,  lim [e,(r)] =< (€cyl — €mat) O(Rmin) lim {

) 3

™

. . n
r—Rmin r—Rmin

car O(Rpmin) = 0 et %m}) {%} = 1. En ce qui concerne la matrice de Toeplitz [1], la fonction

1
e(r,0)
1

décrit une fonction créneau semblable & €(r, ) (3.113) pour laquelle €., est remplacée par

o €t €mat ar ﬁ Il en est de méme pour ses coefficients de Fourier (équations (3.114) et
cy ma
(3.115)).

Matrices de Toeplitz [N?], [NZ] et [N, Ng] .

On s’intéresse désormais au calcul des matrices de Toeplitz [N2], [NZ] et [N, Ng], autrement dit
aux fonctions N2(r, 0), N2(r, ) et N,.Ng(r,6). La figure 3.17 représente le vecteur normal N & C aux
deux points (M; et Ms) d’intersection entre le cylindre C et C,., puis aux deux autres points (M3
et M,) correspondant aux mémes angles que les deux points précédents. Un calcul trigonométrique
aboutit a I’expression, notée ]%(T), de Ny au point M; du cylindre C en 6 = 0 + g(r) :

Ny(r) = % sin [g(r)} (3.116)

D’aprés les symeétries de la structure, on constate que les valeurs de |Ny| aux points Ma (en

0 =6y —0(r)), Ms et My sont identiques; seul le signe de Ny change. Nous avons vu que les
composantes du vecteur normal & la surface IV peuvent étre prolongées arbitrairement dans toute
la zone modulée (voir section 2.3.3) puisque, dans le cas présent, elles ne sont définies qu’aux deux

points en 0 = 6y — 0(r) et = Oy + 0(r) sur le cylindre C,. On impose le prolongement de N7
représenté par la figure 3.18(a) :

Vo € [0,2x], N2(r,0) = [ng(r)} ’ (3.117)

Il s’agit d’une fonction constante dont la détermination des coefficients de Fourier est évidente :
) 12
(N§), (r) = [No(r)] (3.118)
vn e N*, (N§), (r)=0 (3.119)
Quel que soit le prolongement de N02, celui de N2 s’en déduit selon :
V6 € [0,27], N*(r,0) = 1 — NZ(r,0) (3.120)
et ses coefficients de Fourier sont calculés & partir de ceux de NZ(r,6) :
(N2, (r) =1—(N§), (r) (3.121)
vn e N*, (N?) (r)=—(N;), (r) (3.122)

D’aprés le prolongement de N7 choisi (3.117), N2(r,6) est également une fonction constante (voir
figure 3.18(b)). Par conséquent, les matrices de Toeplitz [N7] et [N?] sont des matrices diagonales.
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FiG. 3.17 — Vecteur normal au cercle C sur le cylindre circulaire de rayon r centré sur l'origine
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(c) Représentation de la fonction N;-Ng(r,0) sur le cy- (d) Spectre de Fourier de N,.Ng(r—_,0) en
lindre C; de la figure 3.15(b) r =r_ tel que N,Ny(r) soit maximal

F1c. 3.18 - Fonctions NZ(r,6), N2(r,0) et N, Ny(r,0) dans la zone modulée
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La détermination du prolongement du produit N,.Ny qui se déduit encore de celui de N92, reste
toujours la plus délicate puisqu’il faut prendre garde aux signes de N,. et de Ny (voir figure 3.17) :

1si6€[fy—m b et r<rp
—1si0€[fo—m 0] et 7 >rp
—1sife]-mbo—n[U]O, 7| et r <rp
1si0e]|—m0p—7n[Ulfo, ] et T >rm

N, No(r,0) = &\/N2(r,0) [1 - N2 (r,6)] avec 5 = (3.123)

De maniére générale, on ne peut déduire les coefficients de Fourier de N, Ny(r,8) en fonction de
ceux de NZ(r,0) étant donnée la complexité de la relation (3.123). Dans le cas présent, le prolon-
gement N, Ny(r,0) est une fonction créneau dont le signe change a la traversée du cylindre C,. .
Les coefficients de Fourier de cette fonction restent donc facilement calculables analytiquement.
La figure 3.18(c) représente la forme générale de cette fonction pour une valeur arbitraire de r telle
que r < 7,,. Les positions de deux discontinuités en abscisse sont a priori purement arbitraires.
Afin d’éviter le phénoméne de Gibbs engendré autour de ces discontinuités, on les dispose le plus
loin possible des points de définition de N sur C, c’est-a-dire en 0y et 0y — m. Les coefficients de
Fourier de ce prolongement s’expriment par :

(NrNg)o (r) =0 (3.124)
- —infg o
Yn € N*, (N.Ny), (r) = wm [(—=1)" — 1] N, No(r) (3.125)
avec
Ny Ny(r) = 5'\/[J%(r)r {1 - {Jve(r)r} avec §' = { 1—?37; f;";m (3.126)

Dans ce prolongement (voir figure 3.18(c)), il est intéressant de constater que les angles des dis-
continuités (en 6y et 6y — 7) sont choisis indépendants de la variable r. La largeur du spectre de
Fourier de N, Ny(r, ) est seulement conditionnée par le saut de discontinuité de la fonction, soit

par la valeur de NTN@ (r). I existe deux valeurs de r de part et d’autre du cylindre C,. , notées

m?

74, pour lesquelles N/;Z/Vg(r) est maximal. On montre qu’elles s’expriment selon :

rL+ = g (\/2R8R2iR>

Pour le cylindre circulaire considéré, on a r— = 1.16372 um et r = 2.57794 um. Pour ces valeurs
r4, le spectre de Fourier de N, Ny(r,0) s’élargit au maximum. La figure 3.18(d) illustre ce spectre
de Fourier pour r =r_.

Résultats numériques .

Les SED calculées pour le cylindre circulaire excentré sont désormais notées o(°*¢) (). Etant donnée
la précision obtenue, aucune d’entre elles ne sera graphiquement illustrée, puisqu’elles se confondent
avec celles obtenues pour le cercle centré sur 'origine o()(0) (voir les figures 3.12(a) et 3.12(b)).
Par exemple, ’écart relatif moyen des deux courbes pour N = 20 dans le cas du cercle centré et
pour N = 30 dans le cas du cercle excentré vaut 1.18 102 environ. On observe également une trés
grande similitude entre les cartes de champs calculées pour le cercle centré (voir figures 3.19(a) a
3.19(c)) et celles pour le cercle excentré (voir figures 3.13(a) a 3.13(c)) avec N = 30.

Afin d’évaluer la précision de la méthode FFF, on étudie la convergence des résultats en fonction
de Vordre de troncature N. La figure 3.20(a) montre la comparaison entre la convergence en
fonction de N de ¢(°*)(180°) et la valeur prise comme référence correspondant & ¢(°)(180°) pour
N = 20 (voir figure 3.14(a)). A N = 30, lécart relatif entre les valeurs obtenues pour les deux
configurations se réduit a 7.83 10~%4. Le palier de la convergence s’explique simplement & la vue
du spectre en amplitude du champ diffracté a Pextérieur (voir figure 3.20(b)).

On peut également constater que le théoréme optique est d’autant mieux vérifié que N augmente
puisque la figure 3.20(c) montre que 7 (N) tend vers 0 lorsque N croit (7 (30) ~ —4.9 107%). La
durée de calcul est conditionnée par I'algorithme d’intégration et évolue comme (2N + 1) (voir la
figure 3.20(d)). A N = 30, le calcul dure un peu moins d’une minute.
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FiG. 3.20 — Evolution de quelques grandeurs selon 'ordre de troncature maximal N pour le cylindre

circulaire excentré sur 'origine
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3.5.4 Neécessité de I’algorithme S

Nous avons obtenu les résultats précédents en utilisant par défaut I’algorithme S. Dans un premier
temps, nous allons montrer la nécessité de cet algorithme sur cette méme configuration en mettant
en évidence les problémes liés aux contaminations numériques. Nous testerons dans un second temps
sa stabilité numérique en fonction du nombre de couches S sur une structure & milieu conducteur ; la
conductivité renforgant les instabilités numériques.

Mise en évidence du probléme de contamination numérique .

On considére le méme cylindre circulaire excentré que celui étudié auparavant. On compare les
résultats obtenus par intégration avec ’algorithme S & ceux obtenus avec I’algorithme T. En ce
qui concerne l’algorithme S, les paramétres (nombre de couches S et nombre de pas d’intégration)
sont identiques aux précédents. Pour ’algorithme T, on prend un nombre de pas d’intégration
égal & 100 pour les deux premiéres sous-zones modulées et égal & 50 pour la troisiéme. Ainsi, le
nombre total de pas d’intégration de ’algorithme T (100 x 2 + 50 = 250) reste égal & celui de
Palgorithme S ((10 x 10) x 2+ 10 x 5 = 250). Les structures ne différent alors que par la nature de
l’algorithme utilisé. La figure 3.21 représente, pour chacun des algorithmes, I’évolution en fonction
de N de I’écart relatif entre o(¢*%)(180°) et o(¢)(180°) calculée avec & N = 20. Pour I’algorithme
T, elle laisse clairement apparaitre une divergence de la courbe & partir de N = 30 environ, alors
que la convergence est assurée pour le calcul utilisant ’algorithme S. Cette divergence montre
I’apparition des instabilités numériques. Comme expliqué dans la section 3.3.1, elles dépendent
des ordres auxquels les fonctions de Bessel sont évaluées. Par conséquent, l'ordre de troncature
N conditionne 'apparition des instabilités numériques. La série des cinq figures 3.22(a) a 3.22(e)
represénte les matrices T sous forme de cartes colorées, pour les valeurs de N suivantes : 25, 30,
35, 40 et 45. On précise que 1’échelle de couleur est la méme pour toutes les figures afin de pouvoir
les comparer. On voit bien apparaitre la structure 4 x 4 par bloc de la matrice T. Chaque bloc Tj;
((i,§) € {1,2}?) de dimension 2(2N +1) x 2(2N + 1) défini par (3.62) est constitué de 4 sous-blocs
de dimension (2N + 1) x (2N + 1). On observe trois faits :

1. Pour une valeur de N donnée (une des figures), les valeurs des éléments d’un bloc augmentent
avec n (lignes et colonnes). Autrement dit, pour un des blocs, la région centrale contient des
valeurs moins élevées (de couleur plus claire) que la région périphérique (plus foncée).

2. Lorsque N augmente (d’une figure a l’autre), ’ensemble des valeurs de la matrice croit éga-
lement. Les couleurs des blocs deviennent de plus en plus foncées sur I’ensemble de leurs
éléments.

3. Les éléments dont la valeur dépasse la précision du calculateur (10'°, en noir sur les figures)
apparaissent & partir de N = 35 (voir figures 3.22(c) a 3.22(e)). Leur bloc T1; devient alors
difficilement inversible et permet de comprendre le début des instabilités numériques. Ceci
confirme la divergence observée sur la figure 3.21.

La série des cinq figures 3.22(f) a 3.22(j) représente les matrices S également sous forme de cartes
colorées et pour les mémes valeurs de N. On vérifie que la structure 4 x 4 par bloc de la matrice S est
bien évidemment conservée. On peut formuler trois constatations opposées a celles précédemment
citées. Les éléments d’un des blocs de ces matrices tendent vers 0 lorsque n augmente, c’est-a-dire
lorsque les indices des lignes et des colonnes croissent. On vérifie que les éléments de la matrice
S ne divergent pas quelle que soit la valeur de V. La valeur moyenne de I’ensemble des éléments
d’un bloc reste a peu prés constante lorsque N augmente (les valeurs de la matrice n’excédent pas
10%). La détermination de ces matrices S par l’algorithme S est alors bien conditionnée, ce qui
assure la convergence des résultats observés a la figure 3.21.

Stabilité numérique de ’algorithme S .
Dans ’étude précédente, les nombres de couches S pour les trois sous-zones modulées (respecti-
vement L1 = 10, Ly = 10 et Ls = 5) ont été fixés arbitrairement. Cependant, nous savons que
les instabilités numériques qui apparaissent dans ’algorithme T sont liées & ’ordre de troncature
N. Dans ce cas, comment évaluer la stabilité numérique de 'algorithme S, & savoir le nombre de
couches S en fonction de N pour assurer le bon conditionnement des calculs 7 Pour en avoir une
idée, on considére un cylindre circulaire avec les mémes paramétres géométriques que le précédent.
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o(©)(180°) prise & N = 20 pour

Cependant, le milieu du cylindre devient fortement conducteur afin d’accentuer les instabilités

numériques. Les paramétres sont :

Paramétres de l’onde plane incidente | Valeurs
A 1 um
Oine 0°
Paramétres géométriques | Valeurs Dine 30°
}I; ; pm winc 0°
0 pmm (inc
o 7 [5¢ !
Paramétres des milieuzx Paramétres numériques
Tyt 1.2+5i N 14120
Nmat 1 Tc 50%
L1 et Lo 1ab
L3 1ab
Pl, PQ et P3 10

La nouvelle valeur de 7, choisie permet d’avoir trois sous-zones modulées d’épaisseur sensiblement

voisine :
Sous-zone modulée i R; Rit1 Epaisseur
1 1 um 1.73205 pum | 0.73205 um
1.73205 um | 2.36603 um | 0.63397 um
3 2.36603 pm 3 um 0.63397 pm

La figure 3.23 illustre 4 nouveau I’écart relatif entre o(¢¢)(180°) et ¢(®)(180°) prise a N = 20,

pour les valeurs de L suivantes :

L1 et L2 L5 L
1 1 3
2 2 6
3 3 9
4 4 |12
) 5 | 15

On vérifie bien que les instabilités numériques apparaissent pour des valeurs de N d’autant plus
grandes que la valeur de L est élevée. On remarquera que, relativement & chaque courbe, il existe
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4 ™ 163
1501 : 1E11
1E10
168
§ 1004 ] | 1E7 § §
504 p N v 1E3
1E2
1E1
50 100 150 200 50 100 150 200 100 150 200 250
colonnes colonnes colonnes
(a) Matrice T pour N = 25 (b) Matrice T pour N = 30 (c) Matrice T pour N = 35
" 0
Q [
f=4 f=4
=) 2
50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300 350
colonnes colonnes
(d) Matrice T pour N = 40 (e) Matrice T pour N =45
200
1E2 1E2 250 1E2
1E1 1E1 1E1
150 1E0 1E0 200 1E0
1E-1 1E-1 1E-1
1E-2 1E-2 150 1E-2
o 1E3 o 1E3 o 1E-3
°g’, 100 1E-4 g 1E-4 95’, 1E-4
2 1E5 2 1E5 2 100 1E-5
1E-6 1E-6 1E-6
1E-7 1E-7 50 1E-7
' 1E-8 1E-8 1E-8
50 100 150 200 50 100 150 200 50 100 150 200 250
colonnes colonnes colonnes
(f) Matrice S pour N = 25 (g) Matrice S pour N = 30 (h) Matrice S pour N = 35
1E2 1E2
1E1 1E1
1E0 1E0
1E-1 1E-1
1E-2 1E-2
o« 1E3 o 1E-3
g 1E4 g 1E-4
g 1E-5 = 1E-5
1E-6 1E-6
1E-7 1E-7
50 . ’ 1E-8 1E-8
50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300 350
colonnes colonnes
(i) Matrice S pour N = 40 (j) Matrice S pour N = 45

F1a. 3.22 — Représentation des matrices T et S sous forme de cartes pour quelques valeurs de N de la

figure 3.21. L’échelle des couleurs correspond au module des éléments de la matrice. De N = 25 4 45, la
méme échelle est conservée.
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FIG. 3.23 — Convergence selon N de 1’écart relatif entre ¢(¢*%)(180°) et o(®)(180°) prise & N = 20, en
fonction du nombre de couches S

un intervalle de transition pour N situé avant la divergence et pour lequel méme si les valeurs
de 0(8“)(1800) ne divergent pas encore, elles demeurent néanmoins instables, présentant de fortes
variations. Par exemple, on notera qu’il ne faut pas que N excéde la valeur 25 pour L = 3 et
55 pour L = 6. Pour les autres courbes, on peut difficilement se prononcer. Cependant, plus L
augmente, plus l'intervalle des premiéres instabilités se déplace vers les grandes valeurs de N.
En pratique, les valeurs de L ont toujours été choisies arbitrairement en fonction de la précision
souhaitée, en vérifiant néanmoins, pour la structure étudiée, le bon conditionnement des résultats.
A ce jour, aucune relation qui permette de fixer L en fonction de N n’a été établie.

3.5.5 Comparaison entre la méthode FFF et la méthode classique

Afin d’évaluer I’amélioration apportée par la méthode FFF dans la méthode différentielle, nous allons
comparer les résultats obtenus par la version actuelle de méthode différentielle, notée MD, tenant compte
que l'algorithme S et de la méthode FFF, & ceux obtenus par la méthode différentielle classique, notée
MDC (pour laquelle la méthode FFF n’est pas utilisée mais I'algorithme S I’est par défaut). On rappelle
que la MDC peut étre aisément implémentée & partir de la MD puisqu’il suffit de porter la relation
(3.17) dans la matrice Q.. Dans le but d’accroitre la différence entre les résultats correspondant & ces
deux versions de la méthode différentielle, nous allons changer deux types de paramétres dans le systéme
de référence précédent. On sait que l'intérét de la méthode FFF réside dans la prise en compte, dans
Pespace de Fourier, des discontinuités de e(r, ) et du champ électrique a la traversée de la surface S,
dans le produit : 5(r,9,z) = e(r, Q)E(T,O,z). Cet effet sera d’autant plus marqué que le saut de la
fonction e(r, ) sera important, c’est-a-dire que 1’écart des indices entre le milieu intérieur et extérieur
sera important. On sait également que 'application de la régle Inverse représente la base de la méthode
FFF. Cependant, cette régle concerne les composantes normales des champs électriques. Son utilisation
sera alors d’autant plus nécessaire que ces composantes seront "éclairées" par celles de 'onde plane
incidente.

Augmentation de ’écart d’indice entre les milieux intérieur et extérieur .
On conserve la géométrie du cylindre précédent a section circulaire éclairée par la méme onde plane
incidente. En fait, nous allons considérer trois configurations qui ne différent que par la valeur de
I'indice n.y du cylindre. La premiére est la configuration de référence étudiée précédemment :
Neyr = 1.2. Pour la deuxiéme configuration, on augmente l’indice du cylindre & la valeur n.,; = 3.
Enfin, I'indice du cylindre pour la troisiéme configuration correspond & une forte conductivité
électrique : ney = 1.2 4+ 95 (celle prise dans la section précédente). Les paramétres ont pour
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valeurs :
Paramétres de Valeurs
l’onde plane incidente
A 1 um
Paramétres géométriques Valeurs Oine 0°
R 1 um Pinc 30°
Ro 2 um Pine 0°
0 " R I
Paramétres des milieux Paramétres numériques
Neyl 1.2, 3 et 1.2+i5 N 1a120
Nmat 1 Te 10%
Ly et Lo 10
L3 5
P1, PQ et P3 10

Pour chacune de ces trois configurations, les figures 3.24(a), 3.24(b) et 3.24(c) comparent 1’évo-
lution en fonction de N de I’écart relatif entre o(¢*)(180°) et o(®)(180°) obtenues avec la MD et
la MDC. On note le début d’instabilités numériques pour la MD dans la figure 3.24(a) (a partir
de N = 110) et pour les deux méthodes dans la figure 3.24(b) (& partir de N = 70). Elles sont
dues aux contaminations numériques dans ’algorithme S : le nombre fixé de couches S (L) devient
insuffisant pour ces valeurs de N. Cet effet ne nous intéresse pas ici car il a été amplement étudié a
la section précédente. Dans les régions de convergence stable et pour chacune de ces trois figures,
on constate que la MD converge plus vite que la MDC. La figure 3.25 montre I'écart 7psp—ppo
entre ¢(°*¢)(180°) calculé par la MD et la MDC, normalisé par & o()(180°) :

T (180°) — o) (180°)
o(©)(180°)

TMD—-MDC = (3.127)

Ceci permet d’évaluer ’écart entre les résultats des deux méthodes pour chacune des trois valeurs
de l'indice du cylindre n.y. Les instabilités numériques observées sur les figures précédentes ré-
apparaissent, en particulier pour le cas n., = 1.2 +¢5 & partir de N = 80. On se rend compte
que ’écart entre les deux méthodes tend & diminuer et & se stabiliser lorsque N augmente et quel
que soit I'indice n.y;. Ceci s’explique par le fait que les résultats convergent non pas vers "LA"
valeur théorique mais bien vers une valeur numérique qui dépend de la précision imposée par les
parameétres choisis. Par comparaison entre les trois courbes, cette figure met également bien en
évidence le décalage croissant entre les deux méthodes lorsque n.y; et la conductivité électrique
augmentent.

Influence des paramétres de 1’onde plane incidente .

Nous nous intéressons ici & 'influence des paramétres de I'onde incidente sur la différence des
résultats obtenus par les deux versions de la méthode différentielle (MD et MDC). Pour les systémes
opto-géométriques étudiés précédemment, ces parameétres induisent (& partir de (2.49) et (2.50))
les vecteurs amplitudes incidents suivants :

1
o 3 o 1
Eémc) _ 0 et Hé'mc) _ ~
ext

V3 0

S

exprimés dans le systéme de coordonnées cylindriques. Cependant, on sait que 'application de la
régle inverse assure la convergence des développements des composantes normales & S du champ
électrique. D’aprés la géométrie de la structure, ces composantes normales & S s’expriment selon

celles en r et 6 qui sont, dans le cas présent, faiblement "éclairée" par le champ incident : E((]f:fc) =

f% et Eéigc) = 0. Malgré tout, I’écart entre la MD et la MDC a bien été observé (voir les figures

3.24(a) a 3.24(c)). On cherche alors de nouveaux paramétres de I'onde plane incidente qui puissent

(inc)

mieux éclairer les composantes ES"” et E(7 en atténuant les autres si possible. Notre choix
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Fia. 3.25 — Convergence selon N de Typ—nmpo
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s’est orienté sur les parameétres suivants : 6;,. = 45° et ;. = 90°. Dans ce cas, les composantes
des vecteurs amplitudes incidents ont pour valeurs :

_\2 V2
~(inc) 7 (inc) 1 j_
E"Y = V2 et Hy '~ = ¥v2
2 Zext Aff
0 -

On rappelle I’ensemble des paramétres :

Parameétres de Valeurs
l’onde plane incidente
A 1 um
Paramétres géométriques Valeurs Oine 45°
R 1 pum Pinc 30°
Ro 2 um Pine 90°
% 0° H Fine) 1
Paramétres des milieux Paramétres numériques
Neyl 1.2, 3 et 1.2+i5 N 1a 120
Mmat 1 Te 10%
L1 et LQ 10
Ls 5
P1, PQ et P3 10

Les figures 3.26(a), 3.26(b), 3.26(c) et 3.27 représentent les mémes grandeurs que les précédentes
(voir figures 3.24(a) & 3.25), mais cette fois-ci pour les nouvelles valeurs des paramétres ;. et
Yine- On peut émettre les mémes observations en ne tenant toujours pas compte des instabilités
numériques qui apparaissent & la figure 3.27 a partir de N = 80. En comparant les figures 3.25
et 3.27, on vérifie que 1’écart entre les résultats de la MD et ceux de la MDC est plus important
qu’auparavant. Il faut surtout constater que la MDC devient insuffisante lorsque n.,; augmente
(voir figures 3.26(b) et 3.26(c)) alors que les résultats de la MD semblent toujours converger vers la
bonne valeur (cylindre centré). Dans le cas ou n,; = 3, la MDC ne semble méme plus y converger
puisqu’elle tend & se stabiliser vers un écart relatif de 0.33 environ (voir figure 3.26(b)). Pour
Neyr = 1.2 + 15, la précision des résultats de la MDC devient totalement insuffisante puisque la
valeur de l’écart relatif ne diminue pas en-dessous de 2 environ (voir figure 3.26(c)).

3.5.6 Influence du prolongement de N dans la méthode FFF

Le choix du prolongement du vecteur normal & la surface S dans la zone modulée constitue la

plus intéressante des originalités de la méthode FFF. On rappelle que les matrices de Toeplitz de N7,
N? et N, Ny interviennent dans I'expression de la matrice Q. (3.15). Le prolongement décrit en 3.5.3
présente 'avantage de permettre le calcul analytique de leurs coefficients de Fourier. Cependant, les
inconvénients résident dans les discontinuités de la fonction N,.Ny (voir figure 3.18(c)) qui en élargissent
le spectre de Fourier de fagon non négligeable (voir figure 3.18(d)). En outre, les coefficients de Fourier
des prolongements de N7 (r,0), N2(r,0) et N,Np(r,0) dépendent tous de la variable radiale r, ce qui
oblige a évaluer leurs matrices de Toeplitz & chaque pas d’intégration.

Description du second prolongement .

Nous allons considérer un nouveau prolongement de la fonction NZ(r,0) a partir duquel nous
déduirons, comme pour le premier prolongement, ceux des fonctions N2(r,6) et N, Ng(r,6). On
utilise le second principe de prolongement évoqué a la section 2.3.3 qui est d’étendre la définition
du vecteur N par le gradient & tous les points de la zone modulée, et non plus seulement aux points
de la surface S. On applique alors la relation (2.94) a I’équation de la surface fs(r,6) du cercle
excentré. Aprés avoir substitué r par son expression selon 6 : r = gg(f), on trouve une expression
de N7 dépendant seulement de la variable 6 :

Om

Om
_790 + —

2
NZ(r,0) = % sin? (6 — 6y) avec 6 € |6y — 5 )
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FIG. 3.26 — Convergences de ¢(¢*%)(180°) pour la MD et la MDC
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FiG. 3.27 — Convergence selon N de Ty p—mpe



92

Diffraction conique par des systémes invariants selon 'axe z et a milieux homogénes et isotropes

Pour linstant, ce prolongement est valable quelle que soit la valeur de r (r € [Rmin, Rmaz]) mais
reste limité a 'intervalle [90 — 05‘ 00 + Gé"] de I’angle 0. En effet, le cercle C n’est contenu que dans
le secteur d’angle 6, centré sur 'angle 6y. Afin d’obtenir une fonction développable en série de
Fourier, il est nécessaire d’étendre la définition de N sur lintervalle entier [—7,7]. On évite toute
discontinuité de la fonction NZ(r,6) en la prolongeant & la valeur constante 1 sur les intervalles de
0 complémentaires a [0y — O Gy + 05‘} sur 27 (voir figure 3.28(a)). Finalement, le prolongement

2
choisi s’écrit :

em
0o + %] (3.128)

B sin® (0 — 6o) si 0 € [0, —
N92(7”>9): R 0 0 ? 2
1sife [—mb— %] U6+

Ce prolongement de N7 est valable dans toutes les sous-zones modulées. Les coefficients de Fourier
d’une telle fonction périodique restent calculables analytiquement. Leurs expressions deviennent
seulement un peu plus complexes que le premier prolongement qui était représenté par des fonctions
constantes ou créneaux. Le coefficient de Fourier d’ordre 0 du prolongement (3.128) s’écrit :

2
(N§), =1+ % {4R—]§2 [0 — sin (6,,,)] — e_m} (3.129)

Les coefficients d’ordre n € N* se répartissent en deux cas :

—inbo 2 i Om i —9)9m i Om i Om
B 2y € R§ 51n(n2)_51n[(n 2)2}_51n[(n+2)2} _sm(n2
vn € N\ {-2,0,2}, (N9)n— . {232 n (n—2)0m (n+2)9é" n
(3.130)
et si n = —2 ou 2, on trouve :
F2i0p 2 1 0
(N3) ., == - {2R—R02 [sin(@m) — 4 sin(26,,) - 7’"} - sin(em)} (3.131)

La figure 3.29 représente ce spectre de Fourier, qui a pour largeur Aggy, = 8. Ce spectre reste donc
assez étroit. Le prolongement de la fonction N2 (r,6) se déduit de celui de N2 (r,6) (3.129), d’aprés
la relation (3.120). Ses coefficients en découlent également selon les relations (3.121) et (3.122).
Cette fonction est illustrée par la figure 3.28(b). Son spectre posséde la méme largeur que celui de
NZ(r,0).

La principale difficulté provient toujours du prolongement de N, Ny(r,8). D’aprés (3.123), il se
déduit aussi de (3.129). Il faut prendre garde au changement de signe de cette fonction & la
traversée du cylindre C,, . Dans le cas du cylindre circulaire étudié (Rp = 2 pm et R = 1
um), la figure 3.30(a) représente N, Ny(r,6) pour la premiére sous-zone modulée, sachant qu’il
faudra prendre la fonction opposée pour les deux autres sous-zones modulées. L’expression de
cette fonction demeure trop complexe pour pouvoir en déduire analytiquement ses coefficients de
Fourier. Dans le programme, on utilise alors un algorithme de transformation rapide de Fourier
("Fast Fourier Transform" dit FFT). La figure 3.30(b) montre & la fois le spectre de Fourier de ce
second prolongement et celui du premier prolongement évalué en » = r_ (le méme que la figure
3.18(d)). La largeur a mi-hauteur du spectre associé au second prolongement est Aggg = 18. Il est
donc beaucoup plus étalé que celui associé au premier prolongement. On notera que ces nouveaux
prolongements des trois composantes NGQ, N? et N,.Ny ne présentent aucune discontinuité. 11
n’apparait donc pas de phénoméne de Gibbs important. En fait, cet avantage reste modéré puisque
la largeur de leurs spectres de Fourier est modulée par leurs fortes croissances sur l’intervalle
[00 — 05‘ ,00 + ‘97] Le principal intérét de ces prolongements réside dans leur indépendance selon
la variable r. Autrement dit, il n’est pas nécessaire d’évaluer les matrices de Toeplitz & chaque pas
d’intégration. Les matrices de Toeplitz [NZ] et [IN?] sont calculées une seule fois avant I'intégration
utilisant 1’algorithme S. Par contre, la matrice [N, Ny] est calculée deux fois : pour la premiére
sous-zone modulée, puis pour les deuxiéme et troisiéme sous-zones modulées.

Résultats numériques .

Nous allons comparer les résultats obtenus avec les deux types de prolongement. On considére le
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NZ(r,6) N = ghsin® (0~ 6)
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FiG. 3.28 — Second prolongement de N? et N7 utilisé pour le cylindre circulaire excentré de la figure
3.15(b), sur le cylindre C,
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F1G. 3.29 — Spectre de Fourier du premier et du second prolongement de N
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F1G. 3.30 — Second prolongement de N,. Ny utilisé pour le cylindre circulaire excentré de la figure 3.15(b),
sur le cylindre C,

cylindre circulaire excentré ayant pour paramétres :

Paramétres de l’onde plane incidente | Valeurs

A 1 um
Oine 45°
Paramétres géométriques | Valeurs Dine 30°
i L pm Yine 90°
v [ 1
Paramétres des milieux Parameétres numériques
Tey! N 14120
Nmat 1 Te 10%
Ly et Lo 10
L3 5
Pl, PQ et P3 10

Il correspond & I'une des configurations précédentes qui accentue le décalage entre la MD et
la MDC, c’est-a-~dire lorsque l’application de la régle Inverse devient nécessaire (fort contraste
d’indice). Il s’agit du cas du cylindre de haut indice éclairé par une onde plane incidente ayant un
champ électrique fortement polarisé dans le plan (Oxy). La figure 3.31 montre que la convergence
selon N de o(¢*%)(180°), associée au premier prolongement par rapport a o(¢)(180°), est plus rapide
que celle du second prolongement. Ce résultat s’explique simplement par 1’élargissement de tous
les spectres de Fourier de N92, N2 et N,.Np du second prolongement par rapport au premier. En
d’autres termes, les fortes croissances du second prolongement (voir les figures 3.28(a) a 3.30(a))
sont plus néfastes pour la précision des résultats que la discontinuité de N, Ny(r,0) associée au
premier type de prolongement (voir les figures 3.18(a) & 3.18(c)). On pourrait envisager d’autres
types de prolongements de NZ, N2 et N, N, assurant une meilleure convergence selon N que les
deux étudiés dans cette section. Néanmoins, il semble que les prolongements par fonction créneau
(les premiers considérés, voir figures 3.18(a) & 3.18(c)) restent les plus simples pour le calcul
analytique de leurs coefficients de Fourier. On prendra par défaut ce type de prolongement.
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Fic. 3.31 — Convergence selon N de U(e“)(ISOO) pour les deux types de prolongements

CONCLUSION DU CHAPITRE Nous avons vu que le probléme de la diffraction conique peut
étre complétement résolu pour un objet cylindrique invariant selon z et rempli de milieux homogénes
et isotropes. Les problémes de contamination numérique intervenant dans le processus d’intégration
peuvent étre évités grace a l’algorithme de propagation de la matrice S. L’étude numérique du cylindre
circulaire a permis de valider cette nouvelle méthode différentielle, et surtout de mettre en évidence
I’amélioration apportée par la méthode FFF par rapport a la méthode classique. Dans ce chapitre, nous
nous sommes limités & ’étude d’un seul profil cylindrique (cylindre circulaire) qui ne présente d’intérét
que pour la validation de la méthode. En effet, on sait bien qu’il existe d’autres moyens beaucoup plus
précis et nettement plus rapides (cercle centré, méthode multipolaire,...) pour étudier un tel systéme.
Dans Darticle [83] consacré a la diffraction conique, nous avons présenté d’autres tests de validation
par comparaison entre la méthode différentielle et la méthode multipolaire disponible au laboratoire.
La nécessité d’effectuer une intégration numérique d’un systéme différentiel rend les temps de calcul de
la méthode différentielle non négligeables (de quelques secondes a plusieurs minutes). On retiendra que
son principal avantage reste le profil opto-géométrique arbitraire des structures cylindriques qu’elle peut
analyser avec des précisions tout a fait satisfaisantes.
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La diffraction classique est le cas particulier de la diffraction conique pour lequel le vecteur d’onde
incident est contenu dans le plan de section droite. Dans ce cas, le systéme électromagnétique entier
(structure géométrique et champs électromagnétiques) devient complétement indépendant de la variable
z et le probléme de diffraction se découple en deux cas de polarisation indépendants. Dans un premier
temps, les équations générales seront briévement réécrites et adaptées a la diffraction classique. Puis,
quelques résultats numériques viendront confirmer la validation de la théorie.

4.1 Présentation du probléme

4.1.1 Deécouplage des équations de Maxwell

Dans tout ce chapitre, on utilise exceptionnellement la premiére représentation du vecteur d’onde
incident (voir figure 2.4(a)) puisqu’elle demeure la plus couramment utilisée en diffraction classique.

Ainsi, 6;,,. est remplacé par 0}, — 7 et @i par —¢,, . dans les équations suivantes.

Hypothése et premiéres conséquences .
On considére strictement le méme systéme géométrique que celui considéré en diffraction conique.
L’unique hypotheése formulée dans ce chapitre s’énonce par :

Le vecteur d’onde incident est contenu dans le plan de section droite ;

s0it I_f'gf) € (&, €p).

Autrement dit, 'angle d’inclinaison entre le vecteur d’onde incident et le plan de section droite
est nul : ¢}, . = 0. D’aprés la relation (2.48), on déduit directement que :

Y =0 (4.1)
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et, selon la relation (3.25), on obtient également :
k; = kj avec j € {int, ext} (4.2)

Dans ces conditions, le probléme électromagnétique devient entiérement indépendant de la variable
z. Tous les champs électromagnétiques sont alors indépendants de z et par suite, périodiques selon
la variable angulaire # (on perd la pseudo-périodicité due au terme 7% dans les expressions des
champs). Les relations (3.8), (3.9) et (3.10) s’écrivent donc :

+N

Eno) (r, 9) = Z ENm) =00 T (Koger)e™ (4.3)
n=—N
+N
A (1, g) = Z ﬁéint’)efmaéminjn(/gmr)e“w (4.4)
n=—N
+N
Ar,0) = Z A, (r) e avec A e {E, ﬁ} (4.5)
n=—N

La propriété (4.1) induit beaucoup de conséquences puisque le terme ~y, apparait dans les équations
de Maxwell dans la zone modulée ainsi que dans les régions homogénes et isotropes en vertu de la
conservation de la composante en z du vecteur d’onde incident dans tout l’espace (3.10).

Champs dans les régions homogénes et isotropes .
On a vu que les équations de Maxwell, dans les régions (int) et (ext) et dans 'espace de Fourier
tronqué, se traduisent par les relations matricelles (3.41) et (3.45). Elles s’écrivent en y injectant
la propriété (4.1) :

0 Ehe-3 0 ke

; 1, 0 1, 0
\I/(])(T') = [ ¢ a 7 ¢ a (46)

~ wno [que - ?] 0 ~ oo [kj(Jh - ;] 0

0 [d 0 Id

. 0 __a 0 _
(4) _ Twe; rwe;
\Ilr (T‘) - ( @ O J « 0 ’ ) (47)
TWHO TWUo

ou j € {int,ext} et g, et g, sont donnés respectivement par (3.42) et (3.43).

Champs dans la zone modulée .
Dans la zone modulée, et toujours dans l’espace de Fourier tronqué, les équations de Maxwell
prennent la forme du systéme différentiel (2.109) dont la matrice M(r) (3.18) en diffraction clas-
sique se réduit a :

- (:Q;ATQG,TQ + %Id 0 0 w/I“OId - ﬁaQ;%rO‘
B 0 0 —wpoly 0
M(T) - 0 ﬁog _ WQe,zz %Id 0
w (Qe,00 — QeorQc trQero) 0 0 —Qe,erQ;}r%a
(4.8)

La matrice M,.(r) (3.19) de la relation (2.112) donnant les composantes radiales du champ élec-
tromagnétique devient :

7Q;%07-Q6,r0 0 0 - 6}7%) (49)

T oW

M, (r) = (

Il est intéressant de préciser que la matrice ()., ne dépendant pas de vy mais uniquement des
parameétres optogéométriques de I'objet cylindrique (¢,N,...), reste inchangée et s’exprime toujours
d’apreés (3.15).
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A la vue de ’ensemble de ces matrices ou de nombreux blocs s’annulent quand on introduit ’équation
(4.1), on voit que les coefficients de Fourier des composantes du champ électromagnétique total contenus
dans les matrices colonnes [F(r)] et [F.(r)] se découplent dans tout I’espace en deux polarisations
indépendantes. La premiére, appelée polarisation Transverse Electrique (TE), relie les composantes F,,
H, et Hy; alors que la seconde, appelée polarisation Transverse Magnétique (TM), relie les composantes
H,, E,. et Ey.

1l est utile de discuter des grandeurs associées & ’onde plane incidente, en particulier sur les vecteurs
amplitudes incidents Eémc) et ﬁémc). Toujours d’aprés la relation (4.1), leurs composantes données par
(2.49) et (2.50) en fonction des paramétres arbitraires choisis deviennent :

sin(Yine) sin (0;,,..) ‘E(inc)
Ef™ = | = sin(@ine) cos (8),,) || E )
08 (tbine) || £
t COS(i/Jmc) sin (eénc) E(lnc)
ﬁéim) = Z:mt 08 (1ine ) cos (8,,.) || E(ie) -

- t Sin(winc)

A priori, rien ne s’oppose & prendre ces expressions pour décrire les amplitudes du champ incident.
Cependant, l'angle azimutal v;,. (I’angle de polarisation du champ électrique incident) entretient le
couplage entre les composantes du champ incident. Dans le but de découpler entiérement le probléme de
diffraction, on constate qu’il suffit de poser ¥, = 0 rad pour retrouver la polarisation TE et ¥, = 5
rad pour obtenir la polarisation TM. Or les composantes en z de E_"émc) et ﬁémc) sont les seules qui
interviennent dans la résolution du probléme de diffraction (dans la matrice colonne [A(mc)] définie
par (3.49)). On ne choisit alors plus les grandeurs 1, et HEU”C) H comme paramétres des amplitudes,
mais directement Eéf:c) pour le cas TE et Hé?:c) pour le cas TM. Maintenant que le probléme de
diffraction est complétement découplé, on va pouvoir dissocier les deux cas de polarisation et extraire
leurs équations respectives. Ainsi, les dimensions de toutes les grandeurs matricielles vont étre réduites
de moitié.

4.1.2 Polarisation Transverse Electrique

Le cas de polarisation TE couple les composantes E., H, et Hy entre elles. La matrice colonne [F(r)]
définie par la relation (2.108) ne contient plus que les coefficients de Fourier de E, et Hy. Elle se réduit
a:

e = ({5 ) (4.12)

Dans les régions homogeénes et isotropes (int) et (ext), I'équation (4.6) conduit a la relation [Frg(r)] =
v (r) [Vi ()| avec
\I,gg}E(r) _ 7#“) [kjqe — ¢ ~ i [kjan — %] (4.13)
Iy Iy

et la matrice colonne {VT(]EE} constituée seulement des coefficients de E., :
AZL T (kjr)

Vi) = : (4.14)
BELHE ()
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La composante radiale du champ magnétique donnée par (4.7) se réduit a :

(67

TWiQ

[H(r)] = [E-(r)] (4.15)

Enfin, la matrice My g(r) associée a la polarisation TE dans la zone modulée, se déduit de 'expression
(4.8) selon :

4 1 2
;Id wp,or2a _WQe,zz > (416)

—wpoply 0

Mrp(r) = (

et les coefficients de Fourier de H, dans la zone modulée (4.9) ont exactement la méme expression que
pour les régions (int) et (ext) (4.15). Par contre, il est intéressant d’expliciter les termes du systéme
différentiel de matrice Mrpg(r) :

r Oé2
d[ﬁ;i( I _, ( - wﬂe]]) [E.(r)] - % [Ho(r)] (4.17)

whor?

dans laquelle le bloc Q¢ .. est remplacé par [¢], d’aprés la relation (3.15) et

o)) = - 1=

= 4.18
wpo  dr ( )

Lorsque cette expression de [Hy(r)] est injectée dans la dérivée du membre de gauche de la relation (4.17),
on obtient un ensemble de 2N + 1 équations différentielles couplées du deuxiéme ordre & coefficients non

constants :

d*[E.(r)] 1 o?

Tl 210 - (% -~ wPold ) (B =0 (4.19)
Deux aspects de cette équation sont & signaler. Si la matrice [e] est indépendante de r (on verra plus
loin & quelle géomeétrie cela correspond), on trouve un ensemble de 2N + 1 équations différentielles
couplées de type équations de Bessel. Le systéme (4.19) peut alors étre résolu de fagon analytique.
Ensuite, le systéme différentiel ne contient pas les blocs de Q. caractéristiques de la méthode FFF :
Qe uv avec (u,v) € {r, 9}2 (3.15). En fait, on sait que la méthode FFF permet de décrire au mieux les
discontinuités qui apparaissent dans la relation constitutive D = ¢E dans I’'espace de Fourier et dans la
zone modulée. Elle réside dans application de la deuxiéme régle de factorisation énoncée par L. Li (voir
section 1.2.3) pour les composantes normales a la surface S, qui sont discontinues & sa traversée. Or
le champ électrique est défini en polarisation TE uniquement par sa composante en z qui est continue
a travers S (composante toujours tangentielle & S par invariance selon z). Par conséquent, le systéme
différentiel (4.19) provient seulement de lapplication de la premiére régle de factorisation identique &
celle utilisée dans la méthode différentielle classique (régle de Laurent). On comprend pourquoi le cas
de la polarisation TE ne présente pas de probléme de convergence dans ’espace de Fourier ce qui rejoint
Pobservation faite pour les réseaux depuis longtemps [53].

4.1.3 Polarisation Transverse Magnétique

Pour la polarisation TM, on procéde rigoureusement de la méme maniére que pour le cas de la
polarisation TE. On rappelle que la polarisation TM couple les composantes H,, E, et Ey entre elles.
La matrice colonne [F'(r)] (2.108) ne contient plus que les coefficients de Fourier de H, et Ej :

Fral = () (4.20

Dans les régions homogeénes et isotropes, ’équation (4.6) conduit a la relation [Frpa(r)] = \I!(T]])V[ (r) [VT(JAZ (r)}

avec . .
) () = ( wey kit =] o [kian — 7] > (4.21)
14 14
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et la matrice colonne [V(j)} constituée seulement des coefficients de H., :

AR T ()
{VT%(T)} = : (4.22)
BY) H (ky)
La composante radiale du champ électrique donnée par (4.7) se réduit a :
«
E, = — H 4.2
B10)] = = (.07 (4.23)

D’apres la relation (4.8), on introduit la matrice d’intégration My (r) de la zone modulée pour le cas
de polarisation TM :

o —2Q ) Qero wpoly — 25Q )« >
M r) = T T VETT X6, wr 6(’;7“ 4.24
TM( ) < w (Q5,00 - Qe,OrQe,}*rQe,TO) 7Q6,T9Qe,7%'r'7 ( )

Contrairement au cas TE, les coefficients de Fourier de E, dans la zone modulée se distinguent de ceux
des régions (int) et (ext) par la relation suivante :

[Er(r)] = Qi ( Qo [Bo(r)] + % [Ha(r)] ) (4.25)

Via quelques adaptations d’écriture, on retrouve d’aprés la matrice d’intégration M, (r) donnée par
(4.24) les systémes différentiels (2.29) et (2.30) obtenus pour la méthode différentielle en polarisation
TM appliquée a un cylindre de section elliptique dans 'introduction de la théorie (voir section 2.1).
Cette fois-ci, il apparait dans les équations (4.24) et (4.25) les blocs de Q. caractéristiques de la méthode
FFF (3.15). En effet, le raisonnement est opposé & celui effectué pour la polarisation TE : le champ
électrique est décrit par ses composantes E,. et Ey qui sont, a priori, discontinues a travers la surface S,
et nécessitent alors I’emploi de la deuxiéme régle de factorisation dans la relation constitutive D =¢E
(dans ’espace de Fourier). L’utilisation de la méthode FFF est donc requise pour décrire au mieux les
coefficients de Fourier du vecteur D.

4.2 Applications numériques

Le cas de polarisation TE présente peu d’intérét en ce qui concerne la méthode FFF, nous présen-
terons essentiellement les résultats du code numérique appliqué au cas de la polarisation TM. Nous dé-
crirons tout d’abord les quelques différences dans 'implémentation entre le cas de polarisation classique
et celui de la polarisation conique. Ensuite, la méthode différentielle appliquée au cas de polarisation
classique sera validée par ’étude de la diffraction sur le méme cylindre circulaire que celui étudié en
polarisation conique. Enfin, nous présenterons les résultats obtenus pour un profil de section droite
elliptique. Nous verrons en particulier 'effet de ’excentricité de D’ellipse sur la SED.

4.2.1 Implémentation

Nous avons implémenté les deux cas de polarisation TE et TM. La résolution du probléme de dif-
fraction s’effectue strictement de la méme maniére que pour le cas de la diffraction conique : le principe
de l’algorithme de propagation de la matrice S reste inchangé. La matrice d’intégration utilisée est
(4.16) ou (4.24) suivant le cas de polarisation choisi. Le probléme de diffraction se résoud finalement
selon les relations (3.82) et (3.83) adaptées & chacune des polarisations TE et TM. Comme précédem-
ment, le programme calcule soit la SED soit les cartes de champs. Le principe de calcul des cartes
de champs diffractés reste identique & celui explicité dans la section 3.4.3. Par contre, il est utile de
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préciser I'expression de la SED et du théoréme optique en diffraction classique. En polarisation TE, on
aVn € [-N, N],B,(fit) = 0 d’ott g (0) = 0 selon la relation (3.88). Inversement, on obtient en pola-
risation TM, Vn € [-N, N] ,Bgfﬁft) = 0 d’ou gg(f) = 0. Lorsqu’on injecte P'expression de g(#) donnée
par la relation (3.88) dans celle de la SED (3.90) pour chacune des polarisations TE ou TM, on trouve

respectivement :
2

4
kezt

ore,rm(0) = (4.26)

+N
Z By(Lext)ein(B—%)
n=—N

et le théoréme optique (3.92) devient :

+N +N 2
Re { Z Br(lext)ein(@mc-&-%)} + Z ‘Br(lext)‘ -0 (4_27)
n=—N n=—N

(ext)

pglext) (ffft) est égal & Bh,n

Dans ces deux derniéres relations, B,, "’ est égal & Be
en polarisation TM.

en polarisation TE et Bﬁfzt)

4.2.2 Etude du cylindre circulaire : validation

Nous reprenons la méme structure géométrique que celle étudiée en diffraction conique : le cylindre
circulaire excentré. La polarisation de 'onde plane incidente est désormais caractérisée par £ pour

le cas TE et Héf:c) pour le cas TM. Les paramétres utilisés sont regroupés dans le tableau suivant :

Paramétres de l’onde plane incidente | Valeurs

A 1 um

Paramétres géométriques Valeurs Oine 0°

R 1 pm E§ 1

Ro 2 pm H 1

bo 0° Paramétres numériques

Paramétres des milieux N 12460
Neyl 1.2, 3 et 1.2+i5 Te 10%

Nmat 1 Ly et Lo 10

Ls 5

P1, Ps et P3 10

Le graphique 4.1(a) montre I’évolution en fonction de N de D'écart relatif entre Ugfgf)TM(18O°) et

J(TC}LTM(ISOO) calculés avec N = 30. De méme, la figure 4.1(b) représente ’évolution en fonction de N

de T (N) pour les deux cas de polarisation. A partir de ces deux figures, on observe une meilleure stabilité
des résultats obtenus (courbe plus lisse, plateau de convergence) pour le cas TE que pour le cas TM.
En polarisation TE, le théoréme optique est trés vite vérifié & une précision de 2 1075 & partirde N =5
environ ; alors qu'il faut attendre N = 30 pour une précision en-dessous de 10~ en polarisation TM. A
N = 60, les SED pour chacune des polarisations sont représentées dans la figure 4.1(c) et les cartes de
champs associées par les figures 4.1(d) et 4.1(e). Bien que les champs diffractés semblent voisins d’une
polarisation & lautre, on constate qu’il y a globalement moins de champ rétrodiffusé (pour des angles
compris dans les intervalles [0, 90] et [270, 360], exprimés en degré) en polarisation TM qu’en polarisation
TE. Grace a la figure 4.1(f), on se rend compte que le calcul est beaucoup plus rapide en diffraction
classique qu’en diffraction conique puisque les dimensions des matrices (matrices \I/(j)(r), matrice T et
S,...) sont deux fois plus petites. Comme en diffraction conique, la figure 4.1(g) montre 1’évolution en
fonction de N de la grandeur 7a7p_arpc. On rappelle qu’elle représente 1’écart relatif entre o(¢%¢) (180°)
pour la MD et la MDC par rapport & ¢(?)(180°). Pour le cas de la polarisation TM, on prend N = 30.
On peut formuler la méme conclusion qu’en diffraction conique quant & 'augmentation de I’écart entre
la MD et la MDC lorsque l'indice et la conductivité du cylindre augmentent. Il faut souligner que la
méthode MD reste la plus précise (la plus proche de la valeur trouvée pour le cylindre circulaire centré)
en comparaison avec la méthode classique, ce qui n’apparait pas explicitement dans la figure 4.1(g).
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4.2.3 Du cylindre circulaire au cylindre elliptique

Description du systéme .
Nous nous plagons désormais uniquement en polarisation TM. Nous allons considérer le méme profil
cylindrique que celui étudié dans la partie introductive de la formulation générale de la méthode
différentielle 2.1.1. Tl s’agit donc d’un cylindre & section droite elliptique centrée sur l’origine du
repére (voir figure 2.1(a)). On rappelle que ellipse est caractérisée par son demi-grand axe a le
long de I’axe x et son demi-petit axe b (b < a) le long de 'axe y. La fonction gs donnant I’équation
polaire r = gg(#) de cette ellipse dans le plan de section droite s’écrit :

ab

) =
g9s(0) Va2 — (b2 = a?) cos?(9)

(4.28)

Il ne faut pas confondre cette équation polaire dont 'origine du repére est placée au milieu du

petit axe et du grand-axe (ellipse centrée) avec I’équation polaire bien connue r(6) = #gs@ avec

p= % dont l'origine est placée sur un des foyers de Dellipse. Il est également intéressant de préciser
que ce systéme rentre dans la catégorie des cylindres contenant origine du repére (voir figure
2.3(a)) ; alors que le cylindre circulaire excentré étudié auparavant appartient a ’autre catégorie
de systéme (voir figure 2.3(b)). Dans le premier cas, le milieu (int) est le milieu du cylindre d’indice
Nyt alors que, dans le second cas, le milieu (int) reste le méme que le milieu (ext) d’indice Nyt
Pour la méthode différentielle, la principale distinction réside dans I’étendue angulaire du secteur
sur lequel est définie la surface de 'objet cylindrique. Pour un cylindre contenant l'origine, cette
surface entoure 'origine. L’intervalle est donc [—, 7r]. Pour le cylindre ne contenant pas 1’origine,
elle est seulement définie sur un sous-intervalle de [—m, 7] : [90 — 977", Oy + 977"] pour le cylindre
circulaire excentré précédent, par exemple. Pour le cylindre elliptique (centré sur origine), la
zone modulée est donc comprise entre les cylindres circulaires centrés Cy,;n tel que Ry, = b et
Cinaz tel que R4 = a. On ne la subdivise pas en sous-zones modulées comme précédemment
(les trois sous-zones modulées du cylindre circulaire excentré). On désignera par L le nombre de
couches S et par P le nombre de pas d’intégration de chaque couche S.

La fonction €(r,0) dans la zone modulée devient la fonction créneau suivante (voir figure 2.1(b)) :

| epsioe ]ﬂr, 1+ 0(r) [ Ul -8, a(r) [ U}ﬂ, - é(r)[
el dnf) =3 e [+ (), 0] U [(r), 7~ G(r) (4.29)

ou l'angle 6(r) est donné par la relation (2.2). On déduit les éléments de la matrice de Toeplitz
[e] d’apres les coefficients de Fourier de cette fonction :

6O("d) = €mat + m (ecyl - emat) (430)
Vn e N*, e,(r) = # sin [ng(r)} (Ecyl — €mat) (4.31)

On constate que sur l'intervalle [N, N], la moitié environ de ces coeflicients de Fourier sont nuls
(facteur 1 + (—1)"). Ceux qui interviennent dans la matrice [Lﬂ] ont les mémes expressions que
(4.30) et (4.31) mais en remplagant €,; par L et €qr par

€cyl €mat

En utilisant la relation fg(r,0) = r — gg(f) et en remplacant gg(f) par son expression (4.28)
dans la définition par le gradient (2.91) du vecteur normal en un point M (r,6) de la surface, la
composante Ny de N au point M s’écrit :

(a? — b?) cos() sin(0)

Ng(?", 9) =
\/ [a2 + (b2 — a2) cos2(0)]* + (a2 — b2)? cos?(6) sin®(A)

(4.32)

Cette fonction est bien évidemment continue sur l'intervalle [—7, 7] puisque la surface S entoure
Porigine du repére. Elle admet quatre minima de valeur nulle aux angles associés aux points
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F1a. 4.2 — Représentation de la fonction N, Ny(r, )

d’intersection entre I'ellipse et les axes x et y : 0, 7, 5, —3. Elle posséde également quatre maxima

de valeurs Zi—;gz aux angles : 6/ = acos (ﬁ , =0, —m+ 6" et T — 6. L’angle ¢’ correspond
a l’angle entre la longueur du rectangle de coté a et b (a > b) et sa diagonale. Cette fonction
pourrait servir de prolongement (invariant selon ) de N7 sur un cylindre circulaire C, (Rpin <
r < Rpmae)- Cependant, nous avons renongé a cette idée puisque la complexité de la fonction (4.32)
nécessiterait ’emploi d’un algorithme de type FFT pour le calcul des coefficients de Fourier d’un
tel prolongement. Finalement, on prend sur le cylindre C, le méme type de prolongement de Ng
que celui pris pour le cercle excentré (3.117). Il s’agit donc d’une fonction constante. La valeur de

2
cette constante {Ng(r)} est déduite de I’équation (4.32) dans laquelle on a remplacé 6 par 6(r).

Les coefficients de Fourier de ce prolongement ont pour expressions (3.118) a 'ordre 0 et (3.119)
a lordre n (n # 0). Le prolongement de N? et ses coefficients de Fourier s’en déduisent toujours
d’apres (3.120), (3.121) et (3.122) respectivement. Le prolongement de N,.Ny devient la fonction
créneau illustrée sur la figure 4.2 dont on peut toujours aisément déterminer les coefficients de
Fourier. La valeur de N, Ny(r) dépend de Ny(r) selon :

NoNo(r) = V [Nor)]” {1 - [ﬁa(r)}z}

Résultats numériques . Nous partons de la structure cylindrique circulaire précédente (de rayon R)
qui va étre déformée en cylindre elliptique par augmentation de I'excentricité. Pour le cylindre
circulaire, on prend la configuration qui donne les résultats les plus précis (la méthode FFF n’est
pas utilisée), a savoir le cylindre circulaire centré. On garde la méme notation de la SED qu’aupa-
ravant : U(C)(G). Elle ne sert que d’élément de comparaison avec les autres SED calculées pour les
cylindres elliptiques. Pour chaque cylindre elliptique considéré, les paramétres a et b de D’ellipse
sont tels que 'aire de ellipse reste la méme que celle du cercle :

ab= R?

Nous prendrons quatre cylindres elliptiques avec un paramétre b décroissant :

aum) [bm) | e
1.010101 0.99 0.198504
1.111111 0.9 0.586430

1.25 0.8 0.768375
1.428571 0.7 0.871722
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100000 —a ‘ 0.01
eII)(9) pour N=30 ——
10000 Ol (6) pour b=0.7 - 3 0.001 % 3
022”;(6) pour b=0.8
1000 I (9) pour b=0.9 El 0.0001F k!
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0.001 1e-010}F d ]
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(a) SED pour les cylindres circulaire et elliptique pour dif-
férentes valeurs de b en polarisation TM et pour N = 60

Ordre de troncature N

(b) Convergence selon N de T (N) pour les cylindres ellip-
tiques pour différentes valeurs de b en polarisation TM

F1a. 4.3 — Résultats numériques concernant la diffraction en polarisation TM par un cylindre de section

elliptique

Les paramétres utilisés pour les cylindres elliptiques sont regroupés dans le tableau suivant :

Parameétres de
, S Valeurs
. S— l’onde plane incidente
Parameétres géométriques Valeurs by Tam
b 0.7, 0.8, 0.9 et 0.99 um 0, 0°
D) /b jum e .
< - 0,z
Paramétres des milieux A —
- 19 Paramétres numériques
et ' N 13460
Nmat 1 L 10
P 10

On désigne par o(¢!) (0) 1a SED relative au cylindre elliptique. Il existe & notre disposition une autre

méthode numeérique capable d’effectuer ce genre de calcul : la méthode des sources fictives (MSF)
[7, 8, 9] mise au point au sein de I'Institut Fresnel. Pour le cylindre elliptique avec b = 0.7, cette
méthode vérifie la conservation de I’énergie (théoréme optique) & 1.35 10~* prés, & un niveau de
précision assez élevé pour cette méthode. La figure 4.3(b) montre I’évolution de 7 (N) (théoréme
optique). On voit que la précision s’améliore avec ’excentricité puisque ’épaisseur de la zone
modulée augmente également. La figure 4.3(a) représente les SED du cylindre elliptique ainsi que
celle du cylindre circulaire (de rayon 1 pum) calculées pour N = 60. On observe bien la cohérence
des différentes courbes tracées car les fonctions () (#) semblent converger continuement vers
o) (#) lorsque b augmente. Les résultats obtenus par les deux méthodes (MD et MSF) sont en
accord puisque I'écart relatif moyen entre leurs SED vaut 5.9 10~3 environ pour b = 0.7.

CONCLUSION DU CHAPITRE Dans ce chapitre, nous avons établi les équations de la méthode
différentielle relatives au cas particulier de la diffraction classique (vecteur d’onde incident contenu dans
le plan de section droite soit ;. = 0). Elles révélent que la méthode FFF n’apparait pas en polarisation
TE alors qu’elle devient nécessaire en polarisation TM. Par conséquent, ce résultat théorique, initalement
démontré en coordonnées cartésiennes, reste valable pour le systéme de coordonnées cylindriques [56].
En effet, cette observation découle directement du principe méme de la méthode FFF. Les deux cas de
polarisation TE et TM ont été traités numériquement sur la structure cylindrique circulaire (excentré)
déja étudiée en polarisation conique. On vérifie la bonne convergence des résultats, ce qui valide &
nouveau la méthode différentielle pour ce cas particulier de diffraction. Enfin, nous avons introduit un
nouveau profil cylindrique : le cylindre elliptique centré sur 'origine. En nous intéressant exclusivement,
au cas de polarisation TM, les résultats numériques laissent apparaitre une assez bonne précision des
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résultats obtenus avec la méthode différentielle. Il faut noter que 'implémentation de la diffraction en
polarisation TM par ces structures cylindriques a constitué le travail initial de la premiére année de thése.
La théorie et les résultats encourageants ont fait l’objet d’un premier article concernant ’application de
la méthode FFF dans la méthode différentielle en coordonnées cylindriques [82].
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La théorie énoncée dans ce chapitre et récemment établie sort du contexte général de la formulation
de la méthode différentielle présentée jusqu’ici. Sa principale contribution est de déterminer de maniére
totalement analytique ’expression des champs électromagnétiques dans une région homogéne et aniso-
trope. Appliqué & un cylindre circulaire anisotrope, le principe de résolution du probléme de diffraction
par une onde plane incidente reste simple et ne nécessite pas 1’utilisation de la méthode FFF.

5.1 Une nouvelle formulation de la diffraction d’une onde plane

par un cylindre circulaire anisotrope

5.1.1 Présentation du probléme

Principe de la méthode :
La théorie s’articule en trois parties :

1. La premiére partie permet de décrire les ondes planes susceptibles de se propager dans un
milieu homogéne et anisotrope en coordonnées cylindriques, c’est-a-dire les solutions de ’équa-
tion de propagation écrite en milieu anisotrope et en coordonnées cylindriques.

2. La deuxiéme partie a pour but d’écrire la forme générale du champ électromagnétique total
dans le méme milieu par décomposition en ondes planes (premiére partie) dans un formalisme

matriciel.

109
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3. La troisiéme partie traite de la résolution du probléme de diffraction conique d’une onde plane
incidente par un cylindre circulaire rempli d’un milieu homogeéne et anisotrope et entouré d’un
milieu homogeéne et isotrope. Toujours dans un formalisme matriciel, ce calcul s’effectue par
la détermination de la matrice de transmission du systéme étudié, puis par application des
conditions aux limites & la surface du cylindre circulaire.

Description du systéme étudié :

Il s’agit d’un cylindre circulaire droit, c’est-a-dire décrit par une surface cylindrique S dont la
section droite (directrice) est un cercle de rayon R et les génératrices sont des droites perpendi-
culaires au plan de la directrice (voir figure 5.1). On ne distingue habituellement pas le repére de

A< 0

FiG. 5.1 — Représentation du cylindre circulaire anisotrope

Pespace réel (dans lequel se trouve la structure diffractante) de celui qui décrit 'espace des champs
électromagnétiques. Ici ce sera le cas (voir figure 5.1). On associe a 'espace réel la base vectorielle
du repére cartésien (€, €y, €;) et celle du repére cylindrique (€, €p, €,). A un point M de P'espace
réel correspond un vecteur position ¥ = OM (O étant origine du repére cartésien). On associe
a Pespace des champs la base vectorielle du repére cylindrique (€, €y, €,) de point d’application
M (7) dans P’espace réel. Il ne faut donc pas confondre la dépendance des champs selon les variables
de Pespace réel (z, vy, z) et leurs composantes dans la base vectorielle (€, €y, €, ). Le milieu intérieur
noté (int) est non magnétique : a(r, 0, z) = poly. Il est également diélectrique linéaire, homogéne
et anisotrope de tenseur permittivité relative notée €, en coordonnées cartésiennes. On rappelle
que ce tenseur n’a de sens physique seulement si Vi € {x,y,2},{€ },, # 0. Dans le systéme de
coordonnées cylindriques (p, ¢, z), le tenseur permittivité s’écrit par changement de base :

3 cos¢ sing 0
&r(p) = RERT avec R = | —sing cosép 0 (5.1)
0 0 1

ofl €.(¢) est le tenseur permittivité écrit en coordonnées cylindriques. On rappelle qu’un milieu
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anisotrope est dit "uniaxe" lorsqu’il existe une base pour laquelle le tenseur permittivité est re-
présenté par une matrice diagonale dont deux des éléments sont égaux, c’est-a-dire :

ez 0 0
J(ep,€.) € C2E = 0 e O
0 0 e,

Dans le cas contraire, on parle d’'un milieu anisotrope "biaxe". Sauf indication contraire, on consi-
dére dans toute ’étude que le milieu anisotrope du cylindre circulaire est biaxe.

Le milieu extérieur noté (ext) est non magnétique, diélectrique, linéaire, homogeéne et isotrope de
permittivité relative €, cy¢.

On choisit trés exactement la méme onde plane incidente que précédemment (voir section 2.2.4),
de pulsation w. Le vecteur d’onde incident est orienté arbitrairement (voir section 2.2.4) et sa
représentation est celle généralement associée a la diffraction conique (premiére représentation,
voir la figure 2.4(a)). Les expressions des champs électromagnétiques de cette onde plane incidente
sont données par la relation (2.43).

5.1.2 Onde plane se propageant dans un milieu diélectrique homogéne et
anisotrope

On cherche a expliciter les champs électromagnétiques sous la forme d’une onde plane, susceptible
de se propager dans un milieu homogeéne et anisotrope.
Equation de propagation dans un milieu homogéne et anisotrope .
On se place dans le cadre du régime harmonique, c’est-a-dire qu’on cherche des solutions des
équations de Maxwell de type harmonique & la méme pulsation que celle de ’onde plane incidente
(2.52). Dans le cas ou les termes du tenseur €, sont des nombres complexes, sans que le milieu soit
absorbant, on montre (par des considérations énergétiques) que ce tenseur est hermitien (page 41
de la référence [97]), c’est-a-dire :

(i, ) € {w,y, 2} A&, = {6} (5.2)

On rappelle (voir page 60 de la référence [94]) qu’en régime harmonique, un milieu est dit trans-
parent ou non absorbant sur la bande de pulsation [wq,ws] si et seulement si :

Yw € [wr,ws],Sm{e(w)} =0 (5.3)

En particulier, lorsque le tenseur de permittivité relative est réel, I’équation (5.2) se réduit a
V(i,j) € {z,y, 2}, {&}i; = {€};; c'est-a-dire que € est symétrique. D’aprés un théoréme mathé-
matique stipulant qu’une matrice ou une application reste hermitienne par changement de base,
on en déduit que le tenseur en coordonnées cylindriques é,(¢) déduit de &, par la relation (5.1),
est également hermitien.

Dans ces conditions, ’équation de propagation du milieu anisotrope est obtenue de fagon identique
a celle des milieux homogeénes et isotropes (3.20) et (3.21) et ne se distingue finalement que par le
tenseur &,(¢) :

rot [ratA'(r, 0, z)] +k2E(0)A(r,0,2) =0 (5.4)
ot A€ {E,H} et ki = w?ugpeo.
Recherche de solutions sous la forme d’onde plane .

On cherche des solutions de I’équation de propagation (5.4) du type onde plane de vecteur d’onde
associé k, c’est-a-dire telles que leurs champs aient pour expression au point M (7) :

(7,;(7“, 0,z) = Ae™T avec 7 = 1, + zé. (5.5)

ot A est I'amplitude de 'onde plane et (7,; € (EE, H E) On choisit de décrire le vecteur k dans

la base vectorielle (€),,€4,€,) (voir figure 5.2). Le rotationnel de [7,5(7“,0,2') dans I’équation de
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Az

Fi1G. 5.2 — Représentation du vecteur d’onde

propagation (5.4) s’écrit alors
rot [/feik'?} = ik A Ae?™T
que 'on reporte dans I’équation de propagation (5.4) pour obtenir une nouvelle équation de pro-
pagation vérifiée par A et k :
kA (E A /T) L R2E (DA =0 (5.6)
Cette derniére relation vectorielle peut étre écrite sous une forme matricelle en introduisant la

matrice notée (EE) et définie par :

N B2 kks Kk
(k:k) — [ Kok, K2 kgke (5.7)
koky, koky k2

qui permet de reformuler le double produit vectoriel. On déduit de 1’équation (5.6), le systéme
linéaire homogéne suivant :
{H (E) } A=0 (5.8)

ou la matrice H (E) est définie par :

M (E) = k21, — (EE) — ko&n () (5.9)
et la norme du vecteur d’onde (nombre d’onde) est notée :
k

k= (5.10)

Par conséquent, le vecteur A est le vecteur propre de la matrice H (E) associé a la valeur propre

nulle. L’existence de solutions non triviales de I’équation (5.8) nécessite que le vecteur k verifie la
condition :

det {H (E)} =0 (5.11)

On est ramené pour instant & la détermination du vecteur d’onde k. 1l s’agit d’'un vecteur
libre. Autrement dit, dans le systéme de coordonnées cylindriques, il est défini uniquement selon
ses composantes selon €, et €,. En diffraction conique, nous avons vu (voir section 3.1.1) que la
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composante en z du vecteur d’onde se conserve dans tout ’espace d’aprés l'invariance du systéme
géométrique selon €., ce qui se traduit ici par :

kz =0 (5.12)

On rappelle que vy est la composante en z du vecteur d’onde incident (2.45). On fixe angle ¢
entre €, et la projection vectorielle de k dans le plan (Ozy), notée k;. On introduit angle ¢ entre
les vecteurs k et €,. Il est directement lié & k,, donc & ~q :

p= (E/e:) (5.13)

On distingue les deux cas de la diffraction conique et de la diffraction classique, c’est-a-dire suivant
la valeur de ¢.

1. Si 40 # 0 (diffraction conique) soit ¢ # 7, on note alors :
T = tan(yp) (5.14)

qui est I'inconnue recherchée. On en déduit que k = yov1— 72, k, = Y7 et ks = 0. Par

suite, la matrice (EE) s’écrit :

Afin d’alléger ’écriture, on note provisoirement : V(i,j) € {p, ¢,z}2 , {gr((b)}ij

= (Er)ij- Le

déterminant de H (E) prend la forme d’un polynéme de degré 4 en fonction de la variable 7 :

det [H (E)} = hat* + hat® + hot® + hy7 + ho (5.15)
avec

hy = *(er)ppxll
hs = —x* [(€r)p= + (€r)20)
hy = x* i(er)pp(er)zz + (€r)pp(€r) g — (€r)pp(€r)pp — (€r)2p(€r)pz — x> [(€r)pp + (er)zz]}
(€r)pz + (€r)zp] [(67')¢¢ - Xz} — (er)gpler)zp — (67')p¢(€7')¢Z}

h() =X (er)zz + X2 [(er)pp(er)zz + (Er)¢¢(€r)zz - (Er)z¢(€r)¢z - (er)zp(er)pz]

(€r)pp [(€r)20(€r) gz — (€r)pp(€r)22] + (€r)gp [(€r)pg(€r) 22 — (€r)20(€r)pz]

+(€r)zp [(€r)pz(€r)pp — (€r) gz (€r) po]
ol x = 72
La résolution de I’équation (5.11) revient & chercher les zéros du polynome défini par I’équation
(5.15). D’aprés les propriétés du tenseur é,.(¢), le polynome est nécessairement de degré 4
(le coefficient h4 est non nul). Il existe donc quatre racines : 7; (i € [1,4]) qui peuvent étre
déterminées analytiquement (voir section B.1.1 de l'annexe B). Parmi ces quatre racines,
on montre que seules deux d’entre elles sont solutions du probléme électromagnétique. Elles
doivent vérifier k, = yy7; > 0. On les note 71 et 72. Si le tenseur de permittivité €, (soit
é-(4)) est complexe, alors les quatres vecteurs d’onde solutions de (5.11) le sont également
et la condition précédente devient : Vi € [1,2], k,Re (7;) > 0 puisque seules les parties réelles
de 7, et 7o permettent de définir les composantes des vecteurs d’onde associés. Les parties
imaginaires définissent I’amortissement de ’onde plane dans I’expression (5.5). Par contre,
si le tenseur permittivité est réel alors les quatres racines le sont également et la condition
précédente devient : Vi € [1,2],k.7; > 0. Dans les deux cas, 71 et 75 permettent de définir les

— —

vecteurs d’onde associés ki et ko respectivement.
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2. Si 4o = 0 (diffraction classique) soit ¢ = T, on déduit que k, = k et kg = 0. On prend pour

inconnue le nombre d’onde k. Par suite, la matrice (kk) s’écrit, :

k‘2

/N
R
ot

N—

I

0 0
0 0 0
0 0 0
En définissant le terme k par :

K= — 5.16
o (5.16)

le déterminant de H (E) prend encore la forme d’un polynéme d’ordre 4 selon cette inconnue
K :
det {7 ()} = haw + hor® + ho (5.17)

avec
hy = *(er)pp
ha = {(er)pp [(€r)gg + (€r)z2] — (er)pp(€r)ps — (€r)zp(€r)pzt
ho = — (&) pp(€r)pp(€r)2z + (€r) pp(€r) 2 (€r)pz + (€r)pp(€r)pe(€r) 22
—(&r)pp(€r)zp(€r)pz = (€r)2p(€r)pp(€r)pz + (€r)2p(€r)pz(€r)pe

L’équation (5.11) devient une équation bicarrée dont on cherche les racines. On procéde alors
de la méme maniére que précédemment (cas ou v9 # 0). Le coefficient hy est non nul, ce
qui implique qu’il existe quatre racines : k; (¢ € [1,4]) qui peuvent toujours étre déterminées
analytiquement (voir B.1.2). On garde les deux solutions k1 et ko telles que k, = k > 0.
Si le tenseur permittivité est complexe, cette condition s’écrit : Vi € [1,2], koRe (k;) > 0.

Si le tenseur permittivité est réel alors la condition précédente devient : Vi € [1,2], kok; >
0. Dans les deux cas, k1 et ko permettent de définir les vecteurs d’onde associés kl et k‘g
respectivement.

Quelle que soit la valeur de ~yq, on trouve donc deux vecteurs d’onde k1 et Eg, solutions de I’équation
(5.11). Les deux amplitudes associées, notées A; et As et satisfaisant ’équation homogene (5.8),

sont les vecteurs propres correspondant & la valeur propre nulle des matrices respectives H (El) et

H (Eg) Le calcul peut étre effectué¢ de maniére complétement analytique (vecteurs propres d’une

matrice de dimension 3 x 3, voir section B.2 de annexe B).

Ecriture du champ électromagnétique solution de 1’équation de propagation :

Revenons tout d’abord sur ’angle de polarisation ¢ qui a été fixé dans les calculs précédents.
L’équation (5.8), dont la matrice H (E) est donnée par (5.9), met clairement en évidence la

dépendance de k et A selon ¢ via le tenseur gr(gb). On précise désormais cette dépendance en

écrivant : k1(¢) et ka(¢). Il en est de méme pour les vecteurs amplitudes A;(¢) et Ay(¢) que Pon
normalise :

1

Ai(9)

vie {1,2},T( -
Tl

(5.18)

Le champ électrique, solution de 1’équation de propagation (5.4) pour un angle ¢ donné, peut alors
s’écrire comme une combinaison linéaire des deux ondes planes trouvées précédemment, :

o(r,0,2) = > A;($)T; ()™ (97 (5.19)

j=1

ol les termes Zj (¢) en sont les coefficients.



5.1 Une nouvelle formulation de la diffraction d’une onde plane par un cylindre circulaire anisotropell5

5.1.3 Décomposition du champ électrique total en ondes planes

Expression générale du champ électrique total :
Le principe de base de la méthode est de décomposer le champ électrique total sur la base continue
des ondes planes pour tous les angles ¢ possibles (¢ € [0,27]). En d’autres termes, le champ
électrique total est considéré comme une superposition continue d’ondes planes (transformée de
Fourier). D’aprés la relation (5.19) donnant ’expression du champ électrique pour un angle ¢, le
champ électrique total peut s’écrire sous la forme suivante :

2m 2 o
E(r,0,z) / A; ()T ()e™ D Tdg (5.20)

Dans cette expression, les amplitudes gj(@ (j € {1,2} et ¢ €

[0,27]) deviennent les seules
inconnues du probléme. On note la composante selon p du vecteur k;(¢) :

—

kjp(9) = kj(0).€, (5.21)

La projection des vecteurs k;(¢) = kj ,(¢)€, +70€. et 7 = ré, + 2&, sur la base du repére cartésien
conduit a P'expression du produit scalaire l;j (9).7 = kj p(o)r cos(97¢)+kimc)z (

angulaire du point M dans la figure 5.1). On obtient alors :

0 est la coordonnée

2 2
(r 0,z) = eww/ (¢)6ikj,p(¢)7”005(9*¢)d¢ (5.22)

Pour des raisons d’application numérique, on est contraint de discrétiser l'intégrale. Cette discré-
tisation s’effectue & ’aide de la définition de 'intégrale en terme de série de Riemann :

P

ff f(Q)d¢ = Plir}rl {Z f(Q)AC} ou A( = ﬁ;PO‘ et {; =a+ (i —1)AC avec i € [1, P].
— 100 =1

Dans I'équation (5.22), la variable muette ¢ prend alors des valeurs discrétes notées :

2

W€ (LN b = (v = 1) F

(5.23)

ot Ny € N* est le nombre de pas de la discrétisation utilisé pour calculer I'intégrale. Afin d’alléger
I’écriture, on ajoute également les notations suivantes :

2

Vv € [1,Ny], Az, = A, i(6v) 37 (5.24)
Ng
Vv € [1, Ng], f‘(qby) =T, (5.25)
VV € [1 N¢] 7 p(¢v) - kj,l/p (526)
En introduisant ces notations, le champ électrique total donné par (5.22) s’écrit :

Ny 2 _

E(T, 0’ Z) _ ei”/oz Z Z Aj’yrj’yeikj,u,pr005(07¢U) (527)
v=1j=1

On précise également que la famille continue de bases (€,, €y, €,) devient la famille discréte de
bases (€, ,€p,,€>). Enfin, on peut réécrire & nouveau ce champ en tant que développement de
Fourier selon 6 en utilisant le formule mathématique (3.7) :

N, 2 _ +N
B0, =305 Ayuli 30 0 () 7000 529
v=1j=1 n=—N

Afin de déterminer les composantes du champ électrique total dans I’espace réel, le vecteur I—"j’l,,
initialement décrit dans la base (€, €y, €.) de l'espace des champs, va étre projeté sur la base

(67‘7 g@; gz)
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Expressions des composantes du champ électrique total :
On s’intéresse en premier lieu & la composante radiale du champ électrique total E,.(r,6,z2) =
E(r,0, z).er. La notation suivante

=T;,.€, (5.29)

Fj,v’p
Ljve

Il
=
i
—
ot
w
(a)
S—

Jv-Coy
conduit a

Ui =T pc08(0 — ¢y) + 10680 — ¢y)
en explicitant chaque vecteur de ce dernier produit scalaire sur la base vectorielle cartésienne
(Ex, €y, €-). En y remplagant le cosinus et le sinus par les formules d’Euler, cette derniére relation
reportée dans (5.28) permet d’écrire la composante radiale du champ électrique total :

Ny 2 4 gl ) e+ i(n+1)(0
Ep(r,0,2) = em0% 30 ) #{ 2 (Diup = i) mn (ko pr) € FDE700)
v=1j=1 n=—N (5.31)

+N )
+ ¥ <r$um+irmuﬁ>i”liJn<kmuwr>e“”1“a¢”)}
n=—N

On effectue ensuite un changement d’indice dans les deux sommes sur n. Le premier change n en
n' =n + 1 et le second change n en n”” = n — 1. Ensuite, les indices étant muets on les renomme
n. Enfin, aprés un déplacement des bornes des sommes de —N a +N, la composante E,.(r,0, z)
devient :

o Ne 2 7 R\l . . .
Ep(r,0,2) = ez 3 Y A { > =i (Tjupite P =il it %) Juy (Kjw,pr) €™
v=1j=1 n=—N

+N . ) )
+ > i (I‘j’y,pi”e’md’" + iF]-,,,’(z,i”e’md’") Int1 (kjupr) emo}
n=—N

(5.32)
La nouvelle notation .

g = Djupie” "% (5.33)
B = ikjupL gt e "0 (5.34)

permet d’alléger ’écriture. L’expression de la composante E..(r, 6, z) s’écrit alors :

. N(f) 2 A~ ) +N

Er(r 0, z) =€ 30 5 =Fi 3 Aomjw [Ingr (Bjwpr) = Jn-1 (Kjuer)]

v=1j=1 n=—N (5.35)

+% [Jns1 (Kjwpr) + Jna (kj,y,pr)]} pint

g

Afin de terminer ce calcul, on applique dans cette derniére équation les relations de récurrence
suivantes vérifiées par les fonctions de Bessel (formule £9.1.27 de la référence [92]) :

Ira(€) 4 Jaa(6) = 27 (530
T (€) = Jaa(0) = 222 6.37)

On reformule une derniére fois 'expression de E,.(r,0,z) (5.35) de telle sorte & mettre en valeur
un pseudo-développement de Fourier de la méme forme que celui en (3.10) avec :

Ny 2

. ~ nJ k‘y T Ap 5.0 dJ k‘u T
Epn(r) = ZZZAJ}V B 7];( 37710 ) ngjw dn (kjw,pr) (5.38)

2 .
v=1j=1 Jsvsp Kjv.p dr

On procéde exactement de la méme maniére pour déterminer la composante angulaire du champ
électrique total : Ey(r,0,z) = E(r,0, z).€p. Ainsi, les notations (5.29) et (5.30) conduisent a :

T8 =—Tju,sin(0 — ¢,) + T, cos(0 — ¢,)
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On utilise cette derniére relation dans l’expression du champ électrique total (5.28), projetée
sur l'axe associé & €y. Le méme changement de variable que précédemment est ensuite effectué.
Finalement, aprés avoir inséré les notations (5.33) et (5.34) et appliqué les formules (5.36) et (5.37),
le calcul aboutit au pseudo-développement de Fourier du type (3.10) de la composante Fy(r, 0, z)

avec : N
¢ 2
T ndn (Kjwpr) — Bngw dJn (Kju,pr)
Ee,n(r) = ZZAJ',V An,j,v k. ! Tp - k’2] d;‘ P (5.39)
v=1j=1 Jv.p Jvsp

En ce qui concerne la composante en z du champ électrique total E.(r,0,z) = E(r,@,z).€z, le
calcul est plus simple puisqu’il ne requiert ni changement de variable ni I’application des formules
(5.36) et (5.37). 1l suffit de poser
Ljv.=Tju.€ (5.40)
et .
Vg =Ljpzi"e” " (5.41)

pour obtenir directement ’expression du pseudo-développement de Fourier du type (3.10) de
E.(r,0,z) avec :

Ny 2
Ezm(’l“) = Z Z Aj7y’}/n,j7VJn (kj,y7pr) (542)

v=1j=1

5.1.4 Expression du champ magnétique total

Les expressions des composantes du champ magnétique total se déduisent de celles du champ élec-
trique établies précédemment, & partir de I'’équation de Maxwell-Faraday harmonique H (r,0,2z) =
ﬁr&fﬁ(r, 0, z), dans laquelle le rotationnel est écrit dans le repére cylindrique de I’espace réel.

Ainsi, la composante radiale du champ magnétique total s’en déduit d’aprés :

H.(r,0,z) = (5.43)

1 laEZ(r,H,z) B OFEy(r, 0, z)
twpo | 00 0z

Les dérivées partielles sont écrites d’aprés les expressions des développements de E,(r,0,z) (5.42) et
de Ey(r,0,z) (5.39). On trouve alors le pseudo-développement de Fourier du type (3.10) de H.,.(r,0, z)
avec :

N, 2 -~
H - §¢ E h n S 00 N T (ks o dJy (Kj,v,p7) 5.44
7',n(7") = who | 7 Yn,gv = Qn, v L n ( J,mpr) + Bn.jy 12 dr (5.44)
v=1j=1 TV, 3:0,p

De la méme maniére, on établit 'expression des coefficients de Fourier de la composante Hy(r, 6, z) grace
a la projection de I’équation de Maxwell-Faraday sur €y

Hy(r,0,2) = 1 [1 OE,(r,0,z) aEZ(r,G,z)}

iwpy | 0z or (5.45)

dans laquelle on insére les développements de E,(r,0,z) (5.38) et de E,(r,0,z) (5.42). En explicitant
les dérivées partielles, on obtient, :

Ny 2 Av
H@,n(r) = - Z Z ﬁ

v=1j=1

dJ, (ki ,r
<7n,j,y - an,j,ykr_yo ) - (d:’j - )

JsV5P

Yon
+ﬁn,j,uk§TprJn (kj,u,pr)] (5.46)

Le calcul de la composante en z du champ magnétique total est un peu plus complexe. La projection de
I’équation de Maxwell-Faraday sur ’axe z donne :

(5.47)

H.(r,0,2z) = - ! [Ee(r,@,z) +T8E9(r,0,z) — aET(T’G’Z)}

or 06
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On déduit des développements de Fourier de Ey(r, 0, 2) (5.39) et de E,.(r,0,z) (5.38) I'expression des
dérivées partielles qu’on remplace dans (5.47) pour obtenir I’expression des coefficients de Fourier de
E.(r,0,z) :

N, 2 -~
Aj v Bnj n? 1 dp (kju,pr)  d2Jn (kjw,r)
Hzn — J,vEm,g,v k'l, . n \vj,v,p o n \j,v,p
n(7) ZZ iwpo k? r2j (ki) kj v pr dr dr?

v=1j=1 JsV5P

D’aprés I’équation de Bessel J,,(¢) = Z—an(C) - %sz(q) - dzjgf‘.(o [92], le terme entre crochets se réduit

simplement & J, (k;.,,7). Par suite, 'expression de H, ,(r) devient :

N, 2 -~
H..(r)= isz (s pT) (5.48)
T v=1j=1 iwiio e '

5.1.5 Notation matricielle

Nous allons adopter & nouveau un formalisme matriciel pour I'écriture des coefficients de Fourier
donnés par (5.38), (5.39), (5.42) pour le champ électrique et (5.44), (5.46), (5.48) pour le champ magné-

tique. En effet, ces équations sont linéaires par rapport aux amplitudes A;, (j € {1,2} et v € [1, Ny]).
Comme précédemment, on distingue les composantes en z et les composantes angulaires d’une part, et

les composantes radiales d’autre part. On définit la matrice colonne [Z} de dimension 2Ny :

[Z} = : (5.49)

Composantes en z et composantes angulaires .
A partir des équations (5.39), (5.42), (5.46) et (5.48), on exprime la matrice colonne [F'(r)] donnée

par (2.108) en fonction de la matrice colonne |A|, via la matrice notée ©(r) de dimension 4(2N +

1) X 2N¢ :
[F(r)] = O(r) [A} (5.50)
avec la matrice O(r) telle que :
@11(7”) @12(7”)
_ | ©2(r) Ox(r)
O =1 64(r) Oum(r) (5.51)
@41(7”) @42(7”)
o T krog?) B Ay (rar)
Ndn 1,v,p7 n,l,v n 10,07
— a1 . 52
Y "l B .
o an (k2,u,pr) N ﬂn,2,u dJn (kQ,l/,pT.)
[@12(7‘)]n7u =0n2v kg,y7p’l“ k‘g,ym dr (553)
21\") |y = Tn,lvdn (K1,ppT .
[©21(r)],,, In (K1,p,p7) (5.54)
[©22(7)],,., = Yn2,0Tn (k2,u,o7) (5.55)

i Yo dJp (k1,,pr) Yon
C] = — v — v = vo—Jn (k1o 5.56
000 g | (oo ) B2 | 530
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) dJy (ko ,r n
[©32(7)],, , = — [(WQ,,,%Q’V Y0 ) (k2,v,p7) o non_ g (k2,0 p7) (5.57)

v Who kav,p dr k’%%pr
[©41(7)],,, = SRR (k1,0.p7) (5.58)
n,v iwuo VP
[©42(r)],,, = Drzu ;. (k2,u.o7) (5.59)
n,v iwuo VP

On rappelle 'expression de la dérivée W = 2Jn(kjwor) = KjupIni1(kju,,r) obtenue en

utilisant la formule dJleC(C) = 2Jn(¢) = Jn+1(¢) (formule £1.9.27 de la référence [92]).

Composantes radiales .
A partir des équations (5.38) et (5.44), les coefficients de Fourier des composantes radiales du
champ électromagnétique regroupés dans la matrice colonne [F.(r)] (2.111) s’écrivent sous la forme
matricelle suivante :

()] = ©,(r) | 4] (5.60)

avec la matrice ©,(r) de dimension 2(2N + 1) x 2N, telle que :

~( 0u(r) Onia(r)
er<r)_(@n£(r) @T;m) (5.61)

" [@7-,11(7“)]n7u =1 [ﬁn,l,u nJZ%ﬁ’;pr) — 2?;: dJn (S;’V")T)] (5.62)
[Or12(r)],, , =i [ﬁn,z,un‘]’;féif;”r) - ‘ZLQ: A (zi’”’”r)l (5.63)

O], = o [? (e - akl) (ko) + B i “;{W)] (5.64)
[@r,zz(r)]n,y = WLMO [; <’Yn,2,y — an,z,u#j/) In (k2,0,p7) + Bn,2.v ’f;,j,p dJn (Si’y’pr)] (5.65)

Il apparait une similitude entre ces derniéres relations (5.50) et (5.60), valables pour un milieu anisotrope
et homogene, et les relations (3.40) et (3.44) établies pour un milieu isotrope et homogéne. Nonobstant
les éléments caractéristiques de l'isotropie ou de ’anisotropie, ces relations différent essentiellement par

la nature des amplitudes des matrices colonnes {ﬁ} pour le milieu anisotrope (5.49) et [V (r)] pour le

milieu isotrope (3.39). Pour le premier cas, I'indice v € [1, Ny| des éléments de {/q tient son origine de la

discrétisation de l'intégrale dans I’équation (5.20), c’est-a-dire de la décomposition du champ électrique
en ondes planes. Dans le second cas, l'indice n € [~N, +N] des éléments de [V9)(r)] est celui de I'ordre
des développements de Fourier. On comprend alors pourquoi les fonctions de Bessel ne peuvent intervenir

dans la matrice colonne [/q (devenant de ce fait indépendante de r) puisque la nature de I'indice v
est différente de celle de l'indice n. On ne peut donc pas normaliser les matrices O(r) et ©,.(r) par ces
fonctions, contrairement aux matrices W) (r) et oY )(r) d’un milieu isotrope.

5.2 Résolution du probléme de diffraction

5.2.1 Matrice de transmission d’un cylindre circulaire anisotrope

La matrice de transmission (en amplitude) du cylindre circulaire anisotrope introduit dans la section

5.1.1 relie, par définition, les amplitudes [V (*"(R)] du milieu isotrope extérieur aux amplitudes [ﬂ du
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milieu anisotrope sur la surface S du cylindre. Pour cela, il suffit d’appliquer la continuité de la matrice
[F'(R)] (coefficients de Fourier des composantes du champ électromagnétique tangentes & S). Autrement
dit, on pose ’égalité entre la matrice colonne [F(R)] du milieu isotrope donnée par la relation (3.40) et
celle exprimée dans la relation (5.50) pour le milieu anisotrope :

yleat)(R) [V<e$t>(R)} = O(R) [Z}

d’ott on déduit directement que
[v<m>(R)] — p(Ani) [A] (5.66)
avec .
TtAn) {\Iﬂewﬂ(R)} O(R) (5.67)
Sans surprise, on trouve une expression comparable a celle de la matrice de transmission T") d’un cy-
lindre centré isotrope (et homogéne) donnée par (3.111) dans laquelle la matrice ¥ (") (R) est remplacée
par la matrice ©(R). On rappelle que I'inversion de la matrice ¥(°*Y)(R) se fait analytiquement selon
(3.84).
La matrice 74" a pour dimension 4(2N + 1) x 2Ny. La résolution du probléme de diffraction
g’effectue en remplagant, dans [V(e”)(Rﬂ de la relation (5.66), ses éléments par les amplitudes des
champs diffractés et incidents, on obtient :

[AGmO(R)] T\ 14
< [B(ext)(R)} = T2({4nz) |:A] (568)
Les inconnues du probléme sont les amplitudes diffractées dans le milieu isotrope extérieur [B (e”)(R)}

et celles dans le milieu anisotrope intérieur {g}, alors que les amplitudes du champ incident [A(i”C)(R)}

restent la donnée du probléme. On se retrouve alors avec un systéme de 4(2N + 1) équations linéaires a
2(2N + 1) 4+ 2N, inconnues. La résolution de ce systéme d’équations linéaires contraint la valeur de Ny
a 2N + 1 (systéme de Kramer). On conclue par les expressions des amplitudes recherchées des champs
diffractés en fonction de celles de I’onde plane incidente :

m = {Tf{"”’)}fl [A(W) (R)} (5.69)
Bl ()| = T {Tf{‘m’)}fl |46 ()| (5.70)

5.2.2 Cas particulier d’un milieu anisotrope uniaxe

Il est intéressant de se pencher sur le cas particulier du cylindre circulaire rempli d’un milieu ani-
sotrope uniaxe. On suppose que le milieu uniaxe considéré est orienté de telle sorte que son tenseur
permittivité relative s’écrive sous la forme :

ez 0 0
€ = 0 e O (5.71)
0 0 e,

avec (€4, €,) € C2. D’aprés la relation de changement de base (5.1), on en déduit aisément que €,(¢) = &,.

Onde plane se propageant dans un milieu uniaxe .
De l'indépendance de €, selon 'angle ¢, on déduit 'indépendance de I’équation de propagation

(5.4) et de ses solutions. Dans le cas général (v # 0), 'expression (5.15) du déterminant de H (E)
prend la forme d’un polynéme bicarré :

det {H (E)} = hym* + hat? + ho (5.72)
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Fi1G. 5.3 — Surfaces des indices dans ’espace des vecteurs d’onde pour un milieu uniaxe

avec

hy = —€xx*
ho = x? {emez +e2 —x?[er + ez]}
ho = —x*€. + 2x%ese, — €2¢,

Les deux racines de ce polynome (voir section B.1.2 de ’annexe B) solutions du probléme physique

(telles que k, > 0) sont :
1
= —m (5.73)
Yo

1 Je,
To=—4/—

o\ e (k’gex - 'Yg) (5.74)

En reportant l’expression de 7 (5.73) dans la relation k1 = 9+/1 + 71, on obtient :

ky = kov/Es (5.75)

En insérant la relation k2 = 1%~ dans I'expression de 72 (5.74), on trouve :
1 1 [cos?6y  sin? 6y
— = 5.76
ke K} €2 €, (5.76)

Ces deux derniéres relations peuvent étre retrouvées en utilisant les surfaces des indices dans
Pespace des vecteurs d’onde lorsque la valeur de k. est fixée a g (voir figure 5.3). L’expression de
k1 (5.75) découle de l'intersection entre la sphére de rayon ko./€; et le plan d’équation k. = 7o.
L’expression de ky (5.76) provient de 'intersection entre 'ellipsoide de demi-grand axe ko./€; et
de demi-petit axe ko./€; (si €, > €. et vice-versa) et le plan d’équation k. = ~o.
En utilisant le procédé de calcul des vecteurs propres solution de (5.8) énoncé dans la section
B.2 de annexe B, on montre que les vecteurs de polarisation associés respectivement a ki et ks
s’écrivent :

I =é (5.77)

- —€,€, + €,T2€

Ty = (5.78)

(cam2)” + €2

On vérifie que chacun de ces deux vecteurs est tangent a la surface a laquelle il est associé (voir
figure 5.3).
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Décomposition du champ électromagnétique total en onde plane .
Dans la décomposition du champ électromagnétique total en onde plane, k;, , et I'; , deviennent

indépendants de v (de ¢,) et sont notés respectivement k; , et fj. D’aprés les relations (5.75) a
(5.78), les équations (5.33), (5.34) et (5.41) deviennent :

Qp 1,0 = 671,2,11 =Yn,lv = 0 (579)

L’indépendance de k; , , selon v dans toutes les expressions des composantes du champ électroma-
gnétique total, permet de sortir la fonction de Bessel J,, (k; ,r) de la somme selon v. On introduit
alors les grandeurs suivantes :

Ny
AP =" Ay Y (5.80)
L
A — = NT A3 5.81
hon zwuo; 1,vBn1, (5.81)

En utilisant ’équation (5.78), on trouve également la relation suivante :

Z A2 vQn 2y = ez 10 Agzt) (582)
€x kQ,p

Les coefficients de Fourier des composantes du champ électrique données par les équations (5.38),
(5.39) et (5.42) deviennent :

0 €z (int)d‘]n (ka,pr)  wpon

Epn(r) = 5 —Adn — AU 1 (K o) (5.83)
k’%p P dr rk‘ip L
TYom 61 Z.WMO (int) dJn (kl,pr)
Egn(r) = In (k2,pr) — A (5.84)
v T‘k‘%p j P k%,p h, r
E.n(r) = AUD gy (o pr) (5.85)

Les coefficients de Fourier des composantes du champ magnétique données par les équations (5.44),
(5.46) et (5.48) deviennent :

__n €z 70 (mt) Y0 (int) dJ (kl,p'r)
H, = 1 A Jn (K A _— 5.86
ron(T) whtor < +— e k2 p) (k2,p7) + kg’p h,n dr ( )
_ i €z 70 (int) dJ (k2 PT.) Yomn (int)
Hy =—11 A — A Jn (k 5.87
0, (T) wito ( + = €, k’2 p) e,n dr k‘2 h,n ( Lpr) ( )
Hn(r) = A" T, (kypr) (5.88)

En remplacant la dérivée par son expression selon les fonctions de Bessel, les équations (5.84),
(5.85), (5.87) et (5.88) s’écrivent sous la forme matricielle suivante :

[F(r)] = $40(r) [ A0 (r)] (5.89)
avec )
T o g — 9]
~ I 0
Gl () = ¢ . . (5.90)
w,uo [k2 er - ] (]‘ + 6: kAQJ_) 77‘k%)p o

0 14
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ol

AU 7 (K, o)
{ A(int) (T)} — : (5.91)
AS,T::)JH (k1,p7)

Jn+1 (k2,p7")

Ne nm — _6nm 5.92

@) = 20 (5.92)
I’IJr (kl 7“)

~ n+1 P

@ = (5.99)

La matrice () (1) a pour dimension 4(2N+1) x2(2N+1). Les équations (5.83), (5.86) s’écrivent :
[F(r)] = B0 () [ 4690 ()] (5.94)

avec

Yo [a _ ~7 €z
= (% = k2] & | i,

a €x 0 o [a a9
woT (1 + €z k%,p) kip [r /ﬁ,p%]

qui est de dimension 2(2N + 1) x 2(2N + 1). Il apparait déja des similitudes entre ces matrices

Wi (r) = (5.95)

it () et \Tlfjm)(r) d’un milieu anisotrope uniaxe, et les matrices ¥ (r) et \Ifgmt)(r) (équations
(3.41) et (3.44)) d’un milieu isotrope. Elles différent essentiellement par les arguments k; ,r et ko o7

des fonctions de Bessel et de Hankel et par la taille des matrices. La matrice colonne {E(mt)(r)}

(5.91) équivaut & [A9)(r)] (3.37) et ne correspond donc plus qu’a la moitié de la matrice colonne
[V(j)(r)} (3.39). En fait, les conditions d’ondes sortantes (COS) ont été implicitement appliquées
lors de la décomposition en ondes planes du champ total (5.20) se propageant dans un milieu
anisotrope (qui contient ’origine) car on a induit que des solutions élémentaires bornées. Dés lors
que €, = €., le milieu initialement anisotrope uniaxe devient isotrope. On vérifie alors que les blocs
des matrices W) (r) et \W”t)(r) deviennent égaux aux blocs équivalents des matrices W) (r)
et \Ilgmt)(r).
Matrice de transmission d’un cylindre circulaire anisotrope uniaxe .

Le raisonnement reste inchangé par rapport a celui effectué dans la section 5.2.1 pour le cas
général d’anisotropie du cylindre circulaire décrit dans la section 5.1.1. Par continuité du champ
en R (matrice colonne [F'(R)]), on obtient alors la méme relation de définition de la matrice de

transmission (5.66) mais en remplacant {/ﬂ deéfini selon (5.49) par [/Nl(mt) (r)} (5.91). De méme,

cette matrice notée T(“™) 3 la méme expression (5.67) mais en remplacant ©(R) par W) (R) :
) -1 .
Tund) — {\I/(m)(R)} Pt (R) (5.96)

et est de dimension 4(2N + 1) x 2(2N + 1). Comme dans la relation (5.69), le champ diffracté en
r = R (sur la surface S) sur le flanc intérieur au cylindre circulaire devient :

[0 )] = {rfm} ™ [a0m ()] (5.97)

en utilisant la méme notation introduite dans la relation (5.68) pour les blocs de la matrice de
transmission. Le champ diffracté du coté extérieur a la surface S (matrice colonne [B(¢*)(R)])
s’écrit de la méme maniére que précédemment (5.70) en prenant les blocs de la matrice T (uni)
correspondants.
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5.3 Application numérique

Implémentation .
Cette théorie a fait 'objet d’'un nouveau programme indépendant de celui concernant la méthode
différentielle. Son implémentation, traitant de la diffraction conique par un cylindre circulaire
anisotrope centré sur l'origine, est directement inspirée de celle associée au cylindre circulaire
isotrope centré (voir section 3.5.2), en raison des similitudes constatées précédemment entre les
matrices de transmission de ces deux structures diffractantes. A I’exception de ’évaluation des
fonctions de Bessel et des calculs mathématiques de base (produit matriciel, inversion de matrice),
aucun sous-programme spécial ou prédéfini n’est nécessaire, ni pour le calcul des racines des
polynomes d’ordre 4, ni pour celui des valeurs et vecteurs propres (voir 'annexe B). On précise
également que Iinversion de la matrice W(¢*")(R) dans les expressions de 74" (5.67) et T(v")
(5.96) s’effectue de maniére analytique selon (3.84). Cependant, un algorithme spécifique reste

indispensable pour 'inversion du bloc Tl(f‘ ™) (respectivement Tﬁ”n)).

Etude d’un cylindre circulaire uniaxe : validation .
Afin de valider la théorie dans notre code numérique, nous nous sommes basés sur les résultats
obtenus par Monzon [19, 20] concernant précisément la diffraction conique d’une onde plane par
un cylindre circulaire anisotrope. On prend alors les structures cylindriques & milieu anisotrope
uniaxe considérées par Monzon telles que :

Paramétres de Valeurs
Paramétres géométriques Valeurs Vonde plane incidente
R 1 um A 2 ym
Paramétres des milieuc Oine 90°
P~ 187526 et 20.74526 Pin 30°
€yy = €z 5.29 et 21.16 Yine %0
€ij, (17]) € {x,y,z}Q, i 7é.7 0 HE(MC) !
€mat 1 Paramétres numériques
N 1a30

Dans l'illustration des résultats numériques, Monzon a distingué les champs électrique et magné-
tique diffractés en calculant, en diffraction conique, les SED associées & chacun de ces champs. 11
s’agit des mémes SED que nous avions définies pour chacune des polarisations TE et TM en dif-
fraction classique (4.26). On les note ici o\*"” (8) (TE) et ¢'¢"” (6) (TM) respectivement pour les
champs électrique et magnétique. La figure 5.4(a) montre ces SED calculées pour €., = 4.87526,
€.» = 5.29 et N = 20 en comparaison avec celles du cylindre circulaire isotrope centré (UJ(EC)H(H))
tel que e = 5.29. Les résultats sont en parfait accord avec ceux présentés dans la ﬁguré 6(b)
de P'article [20]. Les courbes de og iz (270°) en fonction de N pour les deux cas anisotrope et
isotrope illustrées par la figure 5.4(b), laissent apparaitre une convergence plus lente pour le cas
d’anisotropie par comparaison au cas d’isotropie. Il faut atteindre N = 8 environ pour voir le
début du plateau de convergence dans le cas anisotrope alors qu’il suffit d’avoir N = 4 dans le cas
isotrope. En effet, la convergence tient compte a la fois de I’écart de permittivité (d’indice) entre
le milieu intérieur (anisotrope) et extérieur a la surface du cylindre, mais également de l’écart
des permittivités €, et €, du milieu anisotrope. Cette observation est confirmée par le test de
convergence de la figure 5.4(c) pour lequel le contraste entre les deux permittivités du matériau
anisotrope est renforcé : e,, = 4.87526 et €,, = 21.16. Dans ce cas, il faut presque deux fois plus de
coefficients de Fourier (N = 16) pour obtenir une bonne convergence. La troisiéme configuration
traite du cylindre anisotrope en gardant €,, = 21.16 mais en ramenant €,, a la valeur 20.74526
de telle sorte que l'ecart avec €., soit identique & celui de la premiére configuration anisotrope
(€22 — €42 = 0.41474). La comparaison de leurs convergences selon N par la figure 5.4(d) montre
des taux de convergence semblables pour les deux cas.
Etude d’un cylindre circulaire biaxe .

Le programme ne se limite pas & I'anisotropie uniaxe du cylindre circulaire. Nous illustrons ici
les résultats obtenus pour le cas général d’un matériau biaxe. On considére toujours que le ma-
tériau anisotrope est orienté de telle sorte que ses axes principaux soient confondus avec ceux du
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— ‘ 12 [Em=an= s e s s e s e
ol — Cylindre anisotrope | 1"
ffffffffff Cylindre isotrope
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= -10 S
e =X Tr 1
5] S
-20 61 I
5 . 4
30 41 02707 |
0 9(270°) 8-
3 ‘ ‘ O ‘
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angleb (radian) Ordre de troncature N

(a) SED pour le cylindre circulaire anisotrope uniaxe avec (b) Test de convergence selon N de o (270°) de la figure
€xz = 4.87526, €;, = 5.29 et N = 20 et pour le cylindre 5.4(a)
circulaire isotrope (centré) avec e.,; = 5.29

1 0,CM(270°) —x— % £,,=20.74526¢,,=21.16 —x—
14l 0,9270°) o | £,,=4.87526 €t,,=5.29 ----a----
20 b
12 -
o~ 107 o 15 1
o o
S R
I I
S 6l 6 10} 7&u
4t ;
5 . 4
2 .
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Ordre de troncature N Ordre de troncature N
c) Test de convergence selon N de oy (270°) avec €z = (d) Test de convergence selon N de oy (270°) avec €zz =
4.87526 et €, = 21.16 20.74526 et €., = 21.16

FiG. 5.4 — Tests numériques pour un cylindre circulaire de milieu anisotrope uniaxe
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(a) SED pour le cylindre circulaire anisotrope uniaxe avec (b) Test de convergence selon N de o (270°) de la figure
€xz = 2, €yy = 2.25, €;; = 2.5 et N = 20 et pour le cylindre 5.5(a)
circulaire isotrope (centré) avec €., = 2.25

FiG. 5.5 — Tests numériques pour un cylindre circulaire de milieu anisotrope biaxe

repére. Autrement dit, le tenseur permittivité reste une matrice diagonale dans la base vectorielle
(€, €y, €-). Les parameétres choisis sont :

_ Parameétres de
Paramétres géométriques | Valeurs londe plane incidente Valeurs
R 1 um B\ 2 um
Parameétres des milieux Oine 90°
€xx 2 Pinc 300
uy 2.25 Dine 00°
€22 2.5 HE’(znc) 1
cij» (1,9) € {z,y, 2" i £ 0 : —
o 1 Paramétres numériques
N 12430

La figure 5.5(a) comme la figure 5.4(a), montre les SED calculées du cylindre anisotrope en
comparaison de celles du cylindre circulaire isotrope centré tel que €., = 2.25. Les convergences
selon N de a}jm)(270°) et 01(5)(2700) sont représentées dans la figure 5.5(b). On notera que la
qualité de la convergence reste sensiblement la méme que celle de la figure 5.4(b) pour le cas d’une

anisotropie uniaxe.

5.4 Généralisation de la méthode différentielle & des objets cy-
lindriques anisotropes et de sections arbitraires

Dans ce chapitre, nous avons exploité les nouvelles expressions des champs obtenues pour des milieux
anisotropes (et homogeénes) afin de résoudre le probléme de diffraction pour le cas trés particulier d’une
structure cylindrique circulaire et anisotrope, centrée sur ’origine du repére. Nous cherchons maintenant
A généraliser la théorie au cas d’objet cylindrique anisotrope mais de section arbitraire. La frappante
analogie observée entre les descriptions du champ électromagnétique pour des régions de 1’espace iso-
tropes et anisotropes nous conduit naturellement & nous intéresser a la généralisation de la méthode
différentielle pour des milieux anisotropes. Le chapitre 2 aboutit & ’écriture du systéme différentiel &
résoudre & travers une région de ’espace limitée que nous avons appelée "zone modulée". Ce formalisme
différentiel a été établi pour des structures cylindriques (périodiques selon 'axe z) & matériaux trés
variés : inhomogeénes, conducteurs et anisotropes. Cependant, on sait que la résolution compléte du pro-
bléme de diffraction s’effectue uniquement par le raccordement des champs sur les cylindres circulaires
limitant la zone modulée (Ch,in €t Craz) entre les deux régions de 'espace (int) et (ext). Dans ces deux
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Fi1G. 5.6 — Généralisation de la méthode différentielle & des milieux anisotropie : cas des cylindres
excentrés par rapport & ’origine

derniéres régions, il est donc nécessaire de connaitre explicitement les expressions des champs. Cette
condition est réalisée dans le cas particulier de milieux isotropes (et homogénes) comme nous I’avons
traité dans le chapitre 3 : écriture explicite des champs des régions homogénes (int) et (ext) dans la
section 3.1.3, puis résolution du probléme de diffraction soit par I’algorithme T (voir section 3.2) soit
par l’algorithme S (voir section 3.3) pour un objet diffractant invariant selon z.

Grace a la nouvelle théorie énoncée dans ce chapitre, on connait désormais explicitement I’expression
des champs dans une région de I’espace contenant 1’origine du repére et remplie d’un milieu anisotrope
homogeéne. Nous pouvons alors procéder de la méme maniére que dans le chapitre 3 pour des structures
cylindriques de section arbitraire, invariantes selon z et remplies de milieux anisotropes. En d’autres
termes, nous allons voir comment coupler les deux théories présentées dans ce document : la méthode
différentielle et 1’écriture analytique des champs dans une région anisotrope et homogéne. Nous allons
cependant distinguer les deux géométries d’objets cylindriques anisotropes introduites dans la section
2.2.3 (voir figures 2.3(a) et 2.3(b)). On rappelle que ces deux configurations différent par la position
de l'origine du repére. Par contre, elles présentent les points communs suivants. Dans les deux cas, la
région extérieure (ext) doit rester isotrope (et homogéne) car on ne peut pas considérer pour 'instant
une matrice anisotrope (région de ’espace ne contenant pas 'origine du repére) : €mat = €matla. Le
tenseur permittivité du cylindre €.y s’écrit dans le systéme de coordonnées cartésiennes sous la forme
générale suivante :

€yl = | €y €y €ys (5.98)

€zx €zy €zz

Ce tenseur devient indépendant des variables d’espace x, y et z puisque le milieu est homogeéne. Les
deux tenseurs €;,:(r, 0) pour la région (int) et €(r, 0) pour la zone modulée restent identiquement définis
par (2.38) et (2.41) respectivement.

Cylindres anisotropes a section arbitraire ne contenant pas l’origine du repére .
La figure 5.6 représente ’'objet d’étude en question. On sait que la région intérieure (int) est
constituée du méme matériau isotrope de permittivité €.+ que la région extérieure (ext). Par
conséquent, les champs [F(r)] et [F.(r)] dans ces deux régions de ’espace sont reliés aux amplitudes
par les mémes matrices ¥\ (1) (3.41) et \Ilfﬂj)(r) (3.45) respectives. Quant a la zone modulée, elle
contient 1’objet cylindrique de matériau anisotrope. Le tenseur g(r, 0) ne se réduit alors plus a
la fonction €(r, ) comme dans le chapitre 3. Ses éléments deviennent chacun une fonction des
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variables r et 6. On les note :

B 67“7'(7“, 9) 67-9(7", 9) €rz (7‘, 9)
€(r, 9) = 697«(7‘, 0) €00 (7”, 9) €02 (7‘, 0) (5.99)
€xr(1,0) €.0(r,0) e..(r,0)

A ne pas confondre avec ceux du tenseur gcyl (5.98). En général, il ne s’agit pas de fonctions
créneaux puisque ces fonctions e;;(r,6), (i,7) € {r,9,2}2 contiennent les éléments du tenseur
écyl(r, ) dont certains s’expriment avec les fonctions cosf et siné par le changement de base
(2.32). Par application de la méthode FFF, la matrice Q. s’écrit cette fois-ci en prenant la forme
générale (2.87) énoncée dans le chapitre 2 avec :

Ny (r,0)€r0(1,0)+No(r,0) €00 (r,0) N, (r,0) 0

N, (r,0) (6%’63\7 (r,0)eor(r,0) 1\?(?%

_ - (r,0)€rr(7,0)+ r,0)eq, (1, T,

Cc.=| - Loz d)ee ) g (5.100)
0 0 1

ou
5(r,0) = N2(r,0)err(r,0) + Ni (r, 0)ego (1, 0) + N, (1,0)No(r,0) [eor(r,0) + €ro(r, 0)] (5.101)

Cette expression de C. est déduite de la relation (2.85) avec Ty donné par (3.2) et T par (3.3)
(compte tenu de 'invariance du cylindre selon z). Les fonctions N,.(r,6) et Ny(r, ) sont les pro-
longements dans toute la zone modulée des composantes radiale et angulaire du vecteur normal &
la surface du cylindre (voir section 2.3.3). Malgré la forme de C¢, la matrice Q. ne contient pas, a
priori, de termes nuls et se note toujours selon (2.95). On insére cette matrice Q. dans la matrice
M(r) (2.110) du systéme différentiel (2.109). Compte tenu de ’invariance du cylindre selon z pour
7 (3.12) et en considérant un matériau non magnétique pour @, (3.14), on obtient :

—70QcrrQero + 1la 7aQcrr Qe
M . T’)/OQC_,’I‘TQEJ’G L ) _VOQ;TTC%G,TZ
(r) = w (Qe,er;er,re - Qe,ze) - ﬁba wporz & +w (QEyZ’I’Q;T"I’QCK"Z - QE,ZZ)
w (Qe,ea - Qe,@'rQ:}rQe,rﬂ) - %{]J;Id ﬁj;a +w (Qe,@z - Qe,GrQ;irQé,w) (5 102)
%ani’l‘ W,U/OId - wiz aQ;}'ra
%,J'Qe_,v}r - w/,LoIOi 17%62;7{71&
%Id - VOQQIZTQ;M" ;QQZTQ;{TICM
QE,G'I‘Q;TT’YO _Qe,G’rQ;'r'r‘ ;05
En ce qui concerne l’expression de la matrice M.,.(r) (2.113), on trouve :
-1 -1 —1 20 1 -1
M) = [ “QerrQere —QerQers Qi —75Qcr0 5.103
7‘(7”) = _ 7 a 0 0 ( - )
How d T oW

Le procédé d’intégration du systéme différentiel utilisant ’algorithme S reste identique a celui décrit
dans la section 3.3. Etant donné que les régions (int) et (ext) sont isotropes, les champs diffractés
sur les interfaces cylindriques Chnin €t Char Se déduisent toujours de I’onde plane incidente et de
la matrice S d’aprés les relations (3.82) et (3.83).

Pour résumer, le calcul avec la méthode différentielle de la diffraction par un cylindre anisotrope a
section arbitraire et ne contenant pas l'origine du repére, s’effectue de la méme maniére que dans
le chapitre 3, avec toutefois des matrices Q. et M(r) un peu plus complexes.

Cylindres anisotropes de section arbitraire contenant ’origine du repére .
On considére cette fois-ci le type de cylindre qui contient 'origine du repére (voir figure 5.7).
La principale différence qui apparait pour cette structure cylindrique par rapport & la précédente
vient du milieu de la région (int). Il s’agit désormais du milieu anisotrope de tenseur €. Par
conséquent, les champs [F(r)] et [F.(r)] dans cette région de I’espace sont reliés aux amplitudes

[g} via les matrices ©(r) et ©,(r) respectives, introduites dans ce chapitre (voir les relations
(5.50) a (5.65)).
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Fia. 5.7 — Généralisation de la méthode différentielle & des milieux anisotropie : cas du cylindre centré
sur l'origine

Pour la zone modulée, les éléments du tenseur g(r, 0) restent des fonctions de r et 0, identiquement
définies comme dans le cas précédent (5.99). La matrice C. s’exprime encore selon la relation (5.100)
et, par suite, la matrice d’intégration M(r) demeure la méme (5.102) (idem pour 'expression de
M.,.(r) donnée par (5.103)). En fait, la différence apparait dans application de 'algorithme S. La
premiére distinction concerne I'intégration de la premiére couche S (s = 1). D’aprés le principe de
Palgorithme S (voir section 3.3.2), on sait que le systéme différentiel est intégré avec 'algorithme
T, pour chaque couche s, de r = r4 & r = r441. Pour le cas particulier de la premiére couche,
on obtient, aprés intégration, la matrice de transmission (des champs) que 'on note Tél). On

doit, ensuite en déduire la matrice de transmission en amplitude notée Tl(ql) d’apreés la relation
(3.61). On rappelle que ce passage des coefficients de Fourier aux amplitudes permet d’effectuer
le raccordement des champs au niveau des interfaces de l'algorithme S, séparées par des couches
homogeénes et infiniment fines (de permittivité e, ), afin de "propager" la matrice S par application
des relations (3.76) a (3.80). Pour un milieu (int) isotrope (cas considéré jusqu’ici), on utilisait la
relation (3.61) qui permet de déduire TS) en fonction de Tél), Tert) (rg) et U (1) (11 = Ronin)-
Dans le cas de l'objet étudié (figure 5.7), le raccordement des champs en r = r1 s’effectue entre
la zone modulée et la région (int) anisotrope, ce qui implique le remplacement de W) (7)) par
©O(ry) dans la relation (3.61) :

—1
T[gl) _ {\I,(ext)(,rQ)} Tél)@(,rl)

)

La matrice Tf,l relie donc des amplitudes de natures différentes :

|:V(ext) (7,,2):| _ ,E;l) |:Ai|
On se rend compte que T1(41) n’est plus une matrice carrée puisqu’elle a pour dimension 4(2N +
1) X 2(2N +1). 1l faut pourtant préciser que la matrice Tél) reste une matrice carrée de dimension

4(2N 4 1) x 4(2N + 1) dont le calcul nécessite 4(2N + 1) vecteurs de tir (3.57). La matrice Tlgl)

est alors seulement constituée de deux blocs de dimension 2(2N + 1) x 2(2N + 1), ce qui revient

& considérer les blocs T1(21) et T2(21) nuls d’aprés la notation (3.75). Par conséquent, tous les blocs

S’ﬁ/) et Sg,) (s' € [1,L + 1]) s’annulent également (voir les équations (3.79) et (3.80)). Quant a
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’ S, _1 .
la matrice Z(*)), I’équation (3.76) montre qu’elle se simplifie pour devenir {T1(1 )} . Finalement,

I’algorithme S se réduit & la propagation des blocs S’g) et S’g) par application des relations
suivantes, déduites de (3.77) et (3.78) :

-1
st = s {1p} (5.104)

-1
s+1 s s
S£2+ )= T2(1) {T1(1)} (5.105)

avec s € [1,L] et S%) = I4. Aprés intégration a travers la zone modulée, le calcul aboutit a la
matrice S qui relie les amplitudes du champ [B(*®) (Ry,,45)] et [A(")(Rpq0)] sur Iinterface Crnax

de la région isotrope (ext), ainsi que les amplitudes {/q de la région anisotrope (int) :

() () an) o

d’ott on déduit directement les expressions des amplitudes des champs diffractés :

m = S, {A@”C)(Rmaz)} (5.107)

[BW)(R,W)} e [A“”C)(Rmax)} (5.108)

Cette généralisation de la diffraction conique par des cylindres anisotropes de section arbitraire reste,
a ce jour, au stade théorique. Son implémentation est prévue dans nos futurs travaux. Etant donné que
cette formulation s’incrit dans la continuité de la méthode différentielle, cette tache ne devrait pas poser
d’insurmontables problémes de programmation. Moyennant quelques simplifications de I'algorithme S
(cas du cylindre contenant I'origine du repére), il suffit de coupler les deux programmes déja écrits :
Celui de la diffraction conique avec la méthode différentielle appliquée au matériau isotrope et celui de
la diffraction conique par un cylindre anisotrope (description des champs dans le matériau anisotrope
par la matrice ©(r)).

CONCLUSION DU CHAPITRE Le contenu de ce chapitre se base sur ’écriture analytique
des champs dans ’espace de Fourier pour un matériau anisotrope. Ces équations ont tout d’abord
été appliquées au cas simple de la diffraction conique par un cylindre anisotrope centré sur l'origine.
La validation de cette théorie par son implémentation numérique révéle une convergence rapide des
résultats (de méme ordre de grandeur que pour le cylindre isotrope centré). Il est important de retenir
que cette théorie a essentiellement permis d’envisager un nouveau moyen de résoudre complétement les
équations de la méthode différentielle (conditions aux interfaces Cynipn €t Cinaz), déja écrites pour le cas
général de cylindres anisotropes et inhomogénes dans le chapitre 2. On sait a priori désormais résoudre
le probléme de la diffraction conique pour des cylindres anisotropes de section arbitraire par la méthode
différentielle.
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Avec ce chapitre, nous laissons les problémes de diffraction pour aborder la recherche de mode dans
les fibres optiques. Afin d’éviter toute confusion sur I’emploi du mot "modal" (théorie ou méthode
modale,...), on précise qu’on entendra par l’expression "probléme modal", le probléme qui consiste
a chercher les modes succeptibles de se propager dans les fibres optiques. L’objectif est d’établir un
formalisme théorique du probléme modal & 'aide de la méthode différentielle pour les mémes structures
cylindriques que celles considérées dans le chapitre 3. Nous verrons trois maniéres différentes d’y parvenir.
Les deux premiéres sont les plus intuitives et les plus pragmatiques. Elles déterminent directement les
modes d’une fibre optique grace & la matrice S de la zone modulée ou & certains de ses blocs. La troisiéme
maniére exploite plus en détail les spécificités de ’algorithme de propagation de la matrice S, ce qui
gain en temps de calcul et la détermination fiable des cartes de champs associées au mode
recherché. Ensuite, nous découvrirons comment les symétries présentes dans certains types de fibres

permettra un
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optiques (en particulier les fibres optiques microstructurées) interviennent dans la méthode différentielle.
Pour ce faire, nous expliciterons les propriétés induites par ces symétries dans I’espace de Fourier. Bien
que notre centre d’intérét reste la recherche de modes dans les fibres optiques microstructurées (traitée
numériquement dans le chapitre suivant), nous présenterons a la fin de ce chapitre quelques résultats
numériques concernant les modes dans des fibres de géométrie relativement simple : cylindre de section
circulaire, elliptique et rectangulaire. Ces résultats permettront notamment de valider la formulation
théorique énoncée auparavant ainsi que le procédé algorithmique choisi pour la recherche de modes.

6.1 Résolution du probléme modal par la méthode différentielle

6.1.1 Approches intuitives

Avant tout, rappelons briévement quelques généralités. Les modes sont définis comme les solutions
homogeénes des équations de Maxwell. Autrement dit, on cherche des champs pouvant se propager selon
laxe de la fibre optique (choisi généralement comme l’axe z) en I’absence de sources lumineuses. Ce
champ ne peut plus étre dit "diffracté" puisque I’énergie de la source lumineuse qui le crée, dans le cas
de la diffraction, n’existe plus. On parle alors de mode. En régime harmonique, on cherche des modes
dont le champ électromagnétique s’exprime, en coordonnées cylindriques, selon

_/i(r, 0,z,t) = Re {/T(r, 0)ei(ﬁz_‘”t)} avec A € {E, ﬁ} (6.1)

ou 3 est appelée la constante de propagation selon z du mode, w est sa fréquence angulaire et ff(r, 0)
décrit son profil transverse (dans le plan de section droite). La constante de propagation 3 et le champ

A(r, 0) deviennent les inconnues du probléme modal. On utilise trés souvent la grandeur appelée indice
effectif, notée n.ss et définie & partir de 3 selon :

Neff = ]{% (6.2)

ou ko = QT’T et A la longueur d’onde de propagation choisie pour les modes recherchés. Il importe

de souligner que le champ électromagnétique d’un mode (6.1), solution d’un probléme homogene, est
déterminé & une constante multiplicative preés.

Il existe plusieurs moyens d’aborder le probléme modal dans la méthode différentielle. La premiére ap-
proche résulte directement d’une formulation & partir de la matrice S tout entiére, alors que la deuxiéme
traitera des matrices S12 et So2 (3.81), les deux seuls blocs de S réellement nécessaires pour la description
des modes recherchés. Dans les deux cas, nous allons définir la notion de mode & partir du probléme de
la diffraction énoncée dans le chapitre 3. Les fibres optiques que nous allons considérer sont les mémes
cylindres que ceux introduits dans ce chapitre : invariants selon ’axe z, de section arbitraire et remplis
de matériaux homogeénes et isotropes.

Approche directe a partir de la matrice S .
Dans la méthode différentielle, ’expression générale des champs électromagnétiques déduite de la
géométrie de I'objet cylindrique étudié, s’écrit toujours selon I’équation (3.10) dans laquelle la série
tronquée s’identifie au profil transverse du champ /T(r, ) de Pexpression (6.1). Mais nous devons
surtout nous pencher sur la signification du terme g qui apparait dans cette expression. Dans le
probléme de diffraction, nous savons qu’il s’agit de la composante en z de I'onde plane incidente.
Pour le probléme modal, vy s’identifie simplement & la constante de propagation ( recherchée. Par
conséquent, les équations de Maxwell écrites dans le cadre de la méthode différentielle (systéme
différentiel & résoudre dans la zone modulée) ne changent pas du probléme de la diffraction a
celui de la recherche de mode dans les fibres optiques. Dans les deux cas, I’algorithme S (voir
section 3.3) reste inchangé ; seul le traitement final de la matrice S, c’est-a-dire les conditions aux
interfaces Chin €t Chaz, les distingue. Pour la diffraction conique, nous avons vu que les champs
diffractés dans les régions homogeénes et isotropes (int) et (ext) de l’espace se déduisent par un
simple produit matriciel entre la matrice S de la zone modulée et une matrice colonne relative a
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Ponde plane incidente (3.81). En revanche, le probléme modal dans la méthode différentielle se
traduit par le systéme homogéne suivant :

—1 B(emt) (Rmaa: 0

5 (faeotre] )= () (03
déduit directement de la relation (3.81) pour laquelle la matrice colonne [A(")(R,,4,)] est nulle.
La matrice colonne [B(e”)(Rmaz)} contient les coefficients de Fourier du mode en » = R0z
(région (ext)), et la matrice colonne [AU™) (R,,;,,)] ceux en r = Ry (région (int)). 1l résulte de

P’équation (6.3) deux observations :
— Afin que ce systéme homogene (6.3) posséde des solutions non triviales (champs non nuls), il
faut que le déterminant de la matrice S~ soit nul. Parmi I’ensemble des inconnues du probléme

modal, seule la grandeur § intervient dans le calcul de la matrice S. Ainsi, le probléme modal
est ramené & la recherche des valeurs de 8 qui annulent ce déterminant :

det {S™'}(B) =0 (6.4)

Chaque valeur de 8 qui vérifie cette condition est associée & un mode.

— Pour un mode caractérisé par sa valeur de [ solution de (6.4), les champs correspondants
[B(e“)(Rmaz)} et [A(i"t)(Rmm)] deviennent le vecteur propre associé a la valeur propre nulle
de la matrice S~ évaluée en S.

Approche a partir des blocs Si5 et S35 seulement .
Il existe une seconde maniére de formuler le probléme modal & partir des équations (3.82) et
(3.83). D’apreés ces deux équations, les champs en 7 = Ry €t 7 = Rpae associés au mode
vérifient également, :

{S12} 7 [ B (Runas) | = [0 (6.5)

et
{Sa2} ™[4 (Rynin)| = [0] (6.6)

On se rend compte que nous devons cette fois-ci résoudre deux systémes homogénes. On constate,
comme pour la premiére approche utilisant la matrice S, que :
— Les valeurs de 3 associées aux modes sont solution & la fois de :

det ({512}*1) (8) =0 (6.7)

et de
det ({522}*1) (8) =0 (6.8)

— Le champ [B(e“)(Rmax)] en r = R4 est le vecteur propre associé a la valeur propre nulle

de la matrice {512}_1 évaluée en 8, d’apres I’équation (6.5). Il en est de méme pour le champ
[AU")(Ryin)] en r = Ry avec le bloc {892}~ " d’aprés I'équation (6.6).
Cette formulation présente I'avantage de considérer seulement les deux blocs S5 et Soo de dimen-
sions deux fois plus petites que celles de la matrice S. Cependant, les champs [B(e”)(Rmaz)} et
[AU")(Ri,)] sont solution de deux équations indépendantes (6.5) et (6.6) et sont définis a des
constantes multiplicatives a priori différentes pour chacun d’entre eux. Il se pose alors le probléme
de leur raccordement aux interfaces Cyin €t Crias.

6.1.2 Approche améliorée a partir de la matrice Z(%)

Dans notre code numérique, nous avons implémenté aucune des deux approches du probléme modal
énoncées précédemment. Notre choix s’est porté sur une autre approche qui permet d’exploiter tous les
avantages de ’algorithme S en terme de précision de résultats et de temps de calcul. Dans la section
3.4.3 concernant le calcul des cartes de champs, nous avons compris que la matrice Z(®) de la couche (s)
demeure I’élément central de ’algorithme S. Elle assure le bon conditionnement numérique des résultats.
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Le principe consiste & utiliser cette matrice qui relie les champs en r = r5 et & ceux en r = r,4; d’apres
la relation (3.106). Cette équation appliquée a la derniére couche S, soit s = L, conduit & une nouvelle
formulation du probléme modal :

{20} a6y = (0 (6.9)

puisque [AVL+)(rp )] = [A0")(Rp40)] = [0]. La matrice colonne [AUZ)(r1)] contient les amplitudes
du champ associées aux fonctions de Bessel .J,, sur 'avant-derniére interface L de 1’algorithme S (voir
figure 3.6). On déduit du systéme homogéne (6.9) que :

— Les valeurs de 3 associées aux modes vérifient :

det ({Z(L)}1> (8) =0 (6.10)

~ Le champ [AUZ)(rp)] en r = r;, devient le vecteur propre associé a la valeur propre nulle de la
. -1, , .
matrice {Z(1)} " évaluée en 3 (solution de (6.10)).
D’aprés I’équation (3.76), on se rend compte que la matrice inverse de Z(X) est donnée directement par

{Z(L) }_1 = Tl(f) +T1(2L)Sg“). Cette matrice demeure alors, par définition, bien conditionnée si le nombre
de couche S est suffisant.

Le point important qui distingue les deux approches intuitives de celle utilisant exclusivement la
matrice Z(X) est le lieu de Iespace oil les systémes homogénes sont résolus. Pour les deux premiéres
approches, on utilise la matrice S tout entiére, ou seulement deux de ses blocs (S12 et Soo) relative a
toute la zone modulée puisqu’elle relie les champs en r = Ry, & ceux en r = Ry,q, (voir les équations
(3.81), et (3.82) et (3.83)) pour la diffraction. Pour la derniére approche, on utilise la matrice Z()
associée seulement a la derniére couche S de la zone modulée étant donné qu’elle relie les champs en
r=rsaceux en r = rgy1 (équation (3.106) pour s = L). Cependant, il importe de préciser que le calcul
de la matrice Z(X) reste li¢ & celui des matrices Sg) des autres couches S d’aprés (3.76). Il en résulte
que, si le mode recherché est trés localisé dans le coeur de la fibre optique (forts champs dans la région
du coeur avec une décroissance rapide selon ’éloignement du centre de la fibre), les champs en r = r;
et en r = r541 (interfaces les plus éloignées de 'origine dans la zone modulée) risquent d’étre tous les

deux de faible intensité. La singularité pour le mode recherché de la fonction det ({Z (L)}_l) (B) peut
alors devenir difficilement observable numériquement, du fait de I’écart réduit entre les valeurs de ces
champs. Mais la singularité relative a la fonction det ({512}71) (B) ou det ({522}71) (B) devrait étre

plus facilement détectable. La situation s’inverse si le champ du mode recherché est assez délocalisé du
coeur.

6.2 Symétries opto-géométriques des fibres optiques

6.2.1 Introduction

Cette partie est commune a la diffraction et & la recherche de modes dans les fibres optiques. Le
choix de traiter ce sujet a ce niveau du document se justifie par le fait qu’il semble particuliérement
approprié aux géométries rencontrées dans les FOMs dont 1’étude numérique est exposée dans le chapitre
suivant. Le profil d’une fibre optique dans le plan de section droite peut présenter certaines symétries
géométriques qui structurent, a travers les équations de Maxwell, la forme des champs associés aux
différents modes. Nous entendons par "profil" la représentation géométrique de I’objet en question, mais
également la répartition dans 1’espace des grandeurs optiques comme la permittivité, la perméabilité,...
Nous parlerons alors de symétries opto-géométriques. Nous cherchons & établir les conséquences de ces
symétries dans la méthode différentielle, & savoir dans les équations de Maxwell décrites dans I'espace
de Fourier. En particulier dans les FOMs classiques, les inclusions de méme indice sont généralement
disposées selon des symétries de type C,, ou C,,, n € N*. Cette nomenclature est empruntée a la
cristallographie en Chimie Minérale. Ces symétries signifient qu’il existe des périodicités angulaires de

période T = 27” (voir figure 6.1). Les fibres optiques de symétrie C,,,, présentent, en plus, n plans de
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F1a. 6.1 — Périodicité angulaire de la section droite d’une fibre optique

symétrie. Nous montrons dans les figures 6.2(a) a 6.3(c) quelques exemples fréquents de symétries dans
les fibres optiques que nous pouvons déja envisagés avec la méthode différentielle. Bien évidemment,
cette liste est loin d’étre exhaustive. Les figures 6.2(a) & 6.2(c) représentent le profil de fibres optiques
classiques couramment étudiées a sections circulaire, elliptique voire rectangulaire (la derniére reste
difficilement réalisable expérimentalement), centrées sur l’origine. Les figures 6.3(a) & 6.3(c) montrent
quelques exemples de FOMs classiques dont les deux premiéres seront étudiées dans le chapitre suivant.

Nous allons voir comment ces périodicités opto-géométriques interviennent dans ’espace de Fourier.
Cette propriété générale sera ensuite appliquée dans la méthode différentielle, impliquant un découplage
des coefficients de Fourier des champs dans les équations de Maxwell, en particulier dans le systéme
différentiel de la zone modulée. Nous mettrons en évidence le gain important de temps de calcul par la
prise en compte de ce découplage dans le programme numérique.

6.2.2 Symétries des fibres optiques dans ’espace de Fourier

Nous allons établir la propriété vérifiée par les coefficients de Fourier d’'une fonction périodique
présentant une sous-période. On considére le cas général d’une fonction notée f de la variable angulaire
0, périodique de période 27. On suppose que cette fonction posséde une sous-période T telle que

NTT =27

ou N € N* est le nombre de sous-périodes. On peut alors développer en série de Fourier cette fonction
sur ces deux périodes :

= inb 1 o —inf
FO)= D fae™ avec fo=5- i F(O)e ™ dp.

n=—oo

+oo T
n2z 1 n2z
FO)= > fre" 0 avee = = /O F(O)e™ " F0do.

n=—oo

On cherche & exprimer les coefficients de Fourier associés & la période 2w, notés f,, en fonction de
ceux liés a la période T, notés f! . Sur lintervalle 27, chaque sous-période est définie sur l'intervalle
[(k —1)T,kT] avec k € [1, Ny|. On peut alors écrire que

1 Nt kT -
fn=— Iy, avec Iy, :/ f(@)e " db. 6.11
5 2 O (6.11)
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Fic. 6.3 — Exemples de symétries dans les FOMs

Apreés avoir effectué le changement de variable § — 6 — (k — 1)T', on trouve rapidement :

einT Nr

T
o Z(efinT)k/O f(0)671n0d0

k=1

In= (6.12)

Cette derniére relation laisse apparaitre une somme dont les éléments sont ceux d’une somme géomé-
trique de raison e~T. On distingue alors deux cas :

Nt . 3 Nt . 3 Nt
1. Sin = mNp, m € Z, alors Y, (e7™1)" = Y (e7im2m)" = 3~ 1k =
k=1 k=1 k=1

Nrp, ce qui conduit &

Fmg = % [ FO)emV0dg = f;,.

) —in2m
_ —inT1—e"""
=e

Nt i
2. Sin # mNp, m € Z, alors ) (e‘mT)k =7 = 0. On obtient f, = 0.
k=1

Pour résumer, on a établi la relation suivante entre les coefficients f,, et f/ :

Sin #mNp, m € Z, alors f, =0

Sin=mNyp, m € Z, alors fon. = [, (6.13)

Vn € Z, {
Cette propriété permet d’interpréter le spectre de f sur la période T comme un dilatement de celui
sur la période 27 d’un facteur Np. La figure 6.4 montre I’exemple d’une fonction créneau telle que
Np =3soit T = %’T Les spectres de Fourier de cette fonction calculés sur les périodes T et 27, illustrés
respectivement par les figures 6.5(a) et 6.5(b), vérifient bien la propriété (6.13).

6.2.3 Conséquences dans la méthode différentielle

On suppose que I'objet cylindrique de notre étude présente une périodicité angulaire d’ordre Np € N*
(symétrie de type Cn,p ou Cn,.) comme évoquée dans la figure 6.1. Dans la méthode différentielle, la
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fonction f(0) de la section précédente peut s’identifier & toutes les fonctions qui interviennent dans
la matrice Q. (3.15), a savoir les fonctions relatives a la permittivité e(r,0) et Tley mais également

aux prolongements des composantes de la normale & la surface : NZ(r,6), N2(r,0) et N, Ny(r,0). Dans
un souci de simplicité, nous allons d’abord appliquer, pour un ordre précis de périocicité angulaire, la
propriété (6.13) dans le systéme différentiel (2.109) de matrice M(r) donnée par (3.18). On constatera
alors un découplage des coefficients de Fourier des champs dans la zone modulée. Ensuite, on généralisera
ce découplage dans tout ’espace (et pas seulement dans la zone modulée) pour un ordre quelconque de
périodicité angulaire.

Exemple de découplage du systéme différentiel de la zone modulée :

Nous limitons notre étude au cas Ny = 3, soit une période qui s’étend sur un secteur d’angle
T = 2Z, et un ordre de troncature maximal tel que N = 4. On note [f] la matrice de Toeplitz
sur la période 27 de la fonction f de variable l'angle 6 (e(r,6), NZ(r,0),...) et [f]’ sa matrice
de Toeplitz sur la période T. L’ensemble des coefficients de Fourier f/ calculés sur la période
T est {f’_z, flqs fos 1, fé} D’aprés la propriété (6.13), on déduit que I'ensemble des coefficients
de Fourier f, associés & la période 2m devient {0,0, f’,0,0, f"1,0,0, f5,0,0, f{,0,0, f5,0,0}. Par
conséquent, la matrice [f] est constituée de 5 diagonales non nulles séparées successivement par
2 diagonales nulles :

fo 00 fi 0 0 f5 o0 0

0O f5 0 0 ff 0 0 f5 0

0 0 f, 0 0 f 0 0 f

fo fi [ fLe 000 o 0 0 ff 0 O

Y= fo fo fi ) etlfI=] 0 £y 0 0 f5 0 0 o0
fla 0 0 f, 0 0 f, 0 0 ff

fly 00 f0 0 0 fio0 0

0 f, 0 0 f, 0 0 fi 0

0 0 f, 0O 0 f, 0 0 f

On constate que cette matrice [f] est diagonalisable par bloc. Aprés le changement de base ade-
quat, elle s’exprime comme une matrice constituée de 3 blocs identiques : [f]’.

On montre que cette structure est conservée lorsque la matrice de Toeplitz est inversée ou multi-
pliée par une autre matrice de ce type, ou lorsque deux matrices de ce type sont additionnées. Ainsi,
les blocs de la matrice Q.(r) dans ’équation (3.15) et, par suite, ceux de la matrice d’intégration
M(r) (3.18) conservent cette structure. En effet, la matrice M(r) ne fait intervenir que des mul-
tiplications et des additions des blocs de la matrice Q.(r) et de matrices diagonales. Cependant, il
importe de noter que les blocs de M(r) ne sont plus des matrices de type Toeplitz (associées aux
développements de Fourier de fonctions) puisqu’ils font intervenir la matrice « (3.13) constituée
des ordres des développements de Fourier des champs sur la période 27. Intéressons-nous & un
bloc noté B de la matrice M(r) qui relie deux des quatre matrices colonnes de [F(r)] : [E.], [Eq],
[H.] ou [Hy]. On note g, les coefficients de Fourier d’'une de ces composantes du champ (calculés
sur la période 27) et h,, les coefficients de Fourier de l’autre composante du champ. Le systéme
différentiel correspondant au bloc B s’écrit alors :

B_4_4

0

0

B_4 1

0

g-4 , h—s
g—3 0 B_3_3 0 0 B_3p 0 0 B_33 0 h_3
g2 0 0 B_2 2 0 0 B2 0 0 B_24 h—2
d g-1 B_1,_4 0 0 B_1,1 0 0 B_1, 0 0 h_1
P go = 0 Bo,—3 0 0 Bo,o 0 0 Bo3 0 ho
g1 0 0 B2 0 0 B 0 0 Bia h1
g2 B _4 0 0 B> 4 0 0 B2 0 0 ho
g3 0 Bs _3 0 0 Bso 0 0 Bs 3 0 hs
ga 0 0 By o 0 0 By 0 0 By hy

On constate & nouveau que cette matrice d’intégration est diagonalisable par bloc, comme les
matrices de Toeplitz contenues dans Q.. Cependant, les blocs de la diagonalisation ne sont pas
identiques, contrairement & ceux de la matrice Q.. Ce systéme différentiel se découple alors en 3
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sous-systémes différentiels indépendants :

d [ 9-4 B_4_4 B_4_1 DB_4p h_4

el B E B_y_4 B_i_1 DB_i» h_1
g2 By _4  Ba_1 DBap ha

a [ 9-3 B_3-3 B_30 B-33 h_3
ar 9o = Bo,—3 Boo Bogs ho
g1 B3 _3 Bsog Bsgs h1

d g—2 B_>_ 2 B_31 B_ay4 h_s
I g1 = By, 2 Bii1  DBig h1
94 By_2 Bs1 B ha

Les familles indépendantes des ordres des coefficients de Fourier couplés des champs sont : {—4; —1; 2},
{=3;0;3} et {—2;1;4}. La matrice d’intégration M (r) tout entiére se découple finalement en trois
sous-systémes différentiels indépendants : M;(r), i € [1,3]. En résumé, la sous-périodicité opto-
géométrique angulaire d’ordre Ny = 3 d’un objet cylindrique implique, & travers la propriété
(6.13), un découplage des coefficients de Fourier des champs dans la zone modulée.
Généralisation :
Nous pouvons sans difficulté généraliser I’'observation faite sur 'exemple précédent. On considére
cette fois-ci un objet cylindrique présentant une sous-périodicité angulaire d’ordre Ny € N* quel-
conque. En procédant précisément de la méme maniére qu’auparavant, on montre que le systéme
différentiel de la zone modulée M(r) se découple en Np sous-systémes différentiels notés :

M, (r) avec i € [1, Np] (6.14)
Les familles indépendantes des ordres des coefficients de Fourier couplés des champs sont notés :
I ={nNpr+i—1,ne€Z} aveci € [1, Ny] (6.15)

Les conséquences de ce découplage dans le programme numérique sont trés importantes. On n’in-
tégre plus le systéme différentiel global de matrice M (r) mais les Np sous-systémes différentiels
de matrices M;(r) (i € [1, Np]) de dimensions Ny fois plus petites environ. Chacune des matrices
d’intégration M;(r) est calculée avec les mémes matrices de Toeplitz [€]’, [1]', [NZ]', [N?]' et
[N, Ng]’, toutes calculées sur la période T'. On sait que le temps de calcul est proportionnel au cube
de la taille de la matrice d’intégration. La taille de la matrice globale étant de 4(2N + 1), celles des
matrices d’intégration des sous-systémes sont inférieures ou égales & 4(2N +1)/Nr. Ainsi, le temps
sera de (4(2N +1))3 pour la matrice globale M(r) et de Np(4(2N+1)/Nr)? = 4(2N +1)/NZ pour
I'ensemble des Np matrices M;(r). On gagne donc un facteur N7 sur le temps de calcul. Dans
I’exemple précédent ot Np = 3, si on intégre successivement les trois sous-systémes différentiels
de matrices My (r), Ma(r) et M3(r), au lieu du systéme différentiel entier de matrice M(r), le
temps de calcul est réduit d’un facteur 9. Bien évidemment, les coefficients de Fourier des compo-
santes radiales du champ dans la zone modulée sont également découplés d’aprés 'expression de
la matrice M,.(r) (3.19).

Découplage des coefficients de Fourier des champs dans tout I’espace :
Nous venons seulement d’établir le découplage des coefficients de Fourier du champ dans la zone
modulée. En ce qui concerne les régions (int) et (ext), la question de leur découplage ne se pose
pas puisqu’ils sont déja tous découplés entre eux, d’aprés les équations (3.27), (3.28) et (3.29)
A (3.36). Autrement dit, les blocs des matrices ¥\ (r) (3.41) et @&j)(r) (3.45) sont diagonaux.
On en conclut que les coefficients de Fourier des champs dans tout ’espace se découplent en
Nr sous-ensembles indépendants pour une section droite d’un cylindre présentant une périodicité
angulaire de période T = ﬁ,—’; Pour une composante A € {E,, Ep, E,, H,, Hyp, H,} du champ

électromagnétique (E, H ), on note ces sous-ensembles de coefficients de Fourier :

T, ={A,,,n; € I} aveci € [1, Nt] (6.16)
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Finalement, le développement de Fourier de cette composante devient une somme sur chacun des
sous-ensembles Z;. L’expression (3.10) se réécrit alors sous la forme :

Nt
A(r,0,z) = e°? Z Z Ay, (r)e'mib (6.17)

i=1n;€l;

L’ensemble des coefficients A,,, de tous les sous-ensembles Z; sont regroupés dans les matrices
colonnes [F(r)] (2.108) pour les composantes en z et angulaires du champ, et [F.(r)] (2.111)
pour les composantes radiales. Pour chaque valeur de i, on les dissocie en sous-matrices colonnes
notées respectivement [F'(r)], et [F.(r)], avec i € [1, Ny|. Chacune de ces sous-matrices colonnes
contient les coefficients de Fourier des champs correspondant aux ordres n; € I;. On procéde de
la méme fagon pour les matrices colonnes [AU)(r)] (3.37), [BU)(r)] (3.38) et [VW)(r)] (3.39) ot
j € {int,ext}, en introduisant la notation : [AW)(r)] , [BY)(r)], et [V (r)],. On intégre alors
indépendemment chaque sous-systéme différentiel M;(r) afin d’aboutir aux différentes matrices
S, notées S;, associées & chacun des sous-systémes ¢ € [1, Ny|. La résolution du probléme de
diffraction (3.81) prend la forme suivante :

) [B(ext) Rmaxﬂ ) [0]
Vi € [17 NT] ’ ( [A(znt) (len)L ) = Sz ( [A('an) (Rmaz)L ) (618)
Quant au probléme modal (6.9), il devient :

: (1 [ 4ln)
vie [1LNg], {20} (499 0)] = [0] (6.19)
Bien que les résolutions des N équations matricelles de 'un de ces deux problémes (équations
(6.18) ou (6.19)) soient chacune menée de maniére indépendante, il ne faut pas oublier que les Ny

sous-ensembles Z; sont, a priori, tous nécessaires a la reconstruction du champ par le développement
(6.17).

6.3 Symétries des modes recherchés dans les fibres optiques

Dans la précédente section, nous avons vu comment la symétrie angulaire (d’ordre N7) de la section
droite d’'un objet cylindrique intervient dans la méthode différentielle. Ici, nous allons voir comment
exploiter ces propriétés pour décrire explicitement les symétries des modes induites par celles de la fibre
optique. On considérera un objet cylindrique de symétrie Cn,. ou Cn,.,. En diffraction, 'orientation
arbitraire du vecteur d’onde de l’onde plane incidente n’induit, a priori, aucune symétrie particuliére
pour les champs diffractés. Leurs spectres se répartissent alors sur tous les sous-ensembles des coefficients
de Fourier Z;, et les Ny sous-matrices colonnes [F(r)],, ¢ € [1, N7] sont non nulles. Elles deviennent alors
toutes nécessaires a la reconstruction du champ par le développement (6.17). Pour le probléme modal,
il en est autrement. En effet, nous savons, d’aprés les travaux de Mclsaac [37, 38|, que les champs des
modes d’une telle structure cylindrique se répartissent en différentes classes de symétries. A ce titre,
nous verrons que les coefficients de Fourier non nuls des champs se répartissent en un seul, voire en
deux sous-ensembles Z;, suivant la classe de symétrie du mode recherché. 1l ne sera alors plus obligatoire
d’intégrer les N1 sous-systémes différentiels mais seulement ceux nécessaires a la description des champs.

6.3.1 Description des symétries des modes dans la méthode différentielle

La description des symétries des modes dans les guides d’onde Cy,. ou Cn,., (N7 € N*) se base sur
les travaux de Mclsaac [37, 38] qui ont été ensuite repris et améliorés par Fini [41]. McIsaac a montré que
les modes respectent des symétries bien précises, imposées par celles de la fibre optique (Cn, ou Cnyyp)
et en a explicité la forme des expressions des champs. Ces modes s’organisent en différentes classes de
symeétries disjointes qui seront notées Ck avec k € N* défini comme l'ordre de la classe de symétrie.
On rappelle que deux modes de symétries différentes sont dits "dégénérés" lorsqu’ils ont le méme indice
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effectif n.s¢ (ou constante de propagation (). Dans la nomenclature introduite par McIsaac, deux modes
appartenant & des classes de symétries différentes pourront parfois étre dégénérés.

Dans un premier temps, on s’intéresse a la symétrie opto-géométrique de type Cp,.. Mclsaac a établi
Iexistence de N classes de symétrie pour les modes d’un tel guide d’onde. Lorsque Nt est impair, seule
la premiére classe de symétrie (C1) est non dégénérée, c’est-a-dire qu’un indice effectif correspond & un
seul mode de cette classe. Le reste des classes de symétrie se regroupe en couples de classes d’ordres
successifs de modes dégénérés deux fois. Ces couples sont notés Ck/(k+ 1) et leur nombre s’éléve alors a
%. Lorsque Nt est pair, il y a deux classes de symétrie non dégénérées : la premiére C'1 et la derniére
CNyp. Comme précédemment, les autres s’associent en & T{l couples de classes dégénérés deux fois. Le
tableau 6.1 regroupe les trois premiéres colonnes du tableau 3 de I’article de Mclsaac [37] complétées
par les sous-ensembles I;, i € [1, Ny] de la méthode différentielle (6.15) nécessaires a la description des
champs pour chaque classe de symétrie. Le tableau 6.2 donne les sous-systémes I; associés aux classes

" Ensemble des ordres Sous-ensemble
Parité Ordre p de la . . ,
de N classe de svmétrie Expression de E. des coefficients de I; de la méthode
T y Fourier de E.,, différentielle
pair, 1 Jrzx A gn (r)edNT O {TLNT, n e Z} I
impair
. +oo .
pair, k n:iooAkqn(r)ea(NTnJr%)e {nNT + %, n e Z} Il+§
impair
air k41 $oa Yern=$ro |l LNy — £ ez} I
pair, ngx (k+1)qn(T)eE niNp —3,n Nr1-k
impair
: T i n—1 1
pair N n:;ooANTq”(r)eJNT( 3)0 {NT (n — 5) ,n e Z} Il+NTT

TaB. 6.1 — Représentation des développements en série du champ électrique longitudinal E,(r, ) pour
les fibres optiques de symétrie Cy,.. L’indice ¢ indique le ¢*™° mode de la classe de symétrie considérée.

NT—>
Ordre p de la 112345678
classe de symétrie l
1 L | L | L | L | L | L || L

2 L | L | L|L|L|L| L
3 | - L | L || Is | I | Is
1 S - - (L L L]
5 - - - L | | I | I
6 - - -1 - L L|L
7 N I R I B R B
8 - - -1-1-1-11

TAB. 6.2 — Sous-ensembles des coefficients de Fourier dans la MD associés aux différentes classes de
modes comme défini par Mclsaac pour un guide d’onde Cly,., pour plusieurs valeurs de Np

de symétrie pour Ny = 1 4 8. On remarque qu’il suffit d’un seul sous-ensemble de coefficients de Fourier
(Z;) pour décrire un mode appartenant a une classe de symétrie. Par conséquent, il n’est pas nécessaire
d’intégrer les Np sous-systémes différentiels de matrice M;(r) par l'algorithme S pour calculer toutes

les matrices ZZ-(L), mais seulement celui correspondant au sous-ensemble I; du mode concerné. La durée
d’intégration devient alors proportionnelle a (4(2N + 1))3 /N3, élevant le gain en temps de calcul d’un
facteur N3 par rapport & une intégration sans prise en compte des sous-périodicités angulaires de la
fibre optique.

Nous allons maintenant traiter le cas des symétries de type Cpn,,. Lorsque Np est impair, il y a
Nr +1 classes de symétrie. Seules les deux premiéres (C1 et C2) contiennent des modes non dégénérés.
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Les autres s’associent en & T2*1 couples de classes de symétrie dégénérées deux fois. Lorsque N est pair,
il y a Np + 2 classes de symétrie. Les deux derniéres (C'(Nt + 1) et C(Np + 2)) s’ajoutent aux deux
premiéres en tant que classes de symétrie non dégénérées, et les couples de classes de symétrie dégénérées
deux fois restent les mémes. Dans le tableau 6.3, nous avons joint aux trois premiéres colonnes du tableau
4 de T’article de Mclsaac [37], deux colonnes donnant les sous-systémes I; nécessaires & la description

des modes par classe de symétrie. Le tableau 6.4 donne les sous-systémes I; associés aux classes de

Parité Ordre p Ensemble des ordres Sous-ensemble
de N de la classe Expression de E.pq des coefficients de I; de la méthode
r de symétrie Fourier de E.pq différentielle
pair +oo
impair 1 X Fign(r)cos (Nrnb) {nNT, ne Z} I
pair +oo i
impair 2 W,Z:g Gign (1) sin (N7n8) {nNT, ne Z} I
. to _
pair K Zo {qun(r) cos [(NTn — %)9} {nNT — %,n S Z}, Tiin. I -
: : n= E=1 Ltk 3—k
impair + Pagn () cos [(NTn—s— %)0]} {nNr + 52+ neZ} th oy ANp
. +OC —
pair k+1 2 {Goctnon (@) sin[(rm = 252)0] {nivr =S5 n e}, Tiw, Iy aon
. . n= — © ) 25
mpair +R(kt1)gn (r)sin [(NTn + %)9]} {’nNT +=-.ne Z} 3 Np+=5
) T
pair Nr +1 20 F(Npt1)qn (1) cos [N7 (n + 1) 6] {NT (n + %) ,n e Z} [1+NTT
. +oco
pair Nr +2 ZOG(NT+2)qn(T)Sin[NT (n+3)6] {NT (n+%) ,HEZ} 11+N_T
n= 2

TaB. 6.3 — Représentation des développements en série du champ électrique longitudinal E,(r, ) pour
les fibres optiques de symétrie Cy..,,. L’indice ¢ indique le ¢°™¢ mode de la classe de symétrie considérée.

NT —
Ordre p de la 1| 2 3 4 5 6 7 8
classe de symétrie

1 L | L I I I I I I
2 L | I I I I I I I
3 - |\ Iy | Io, I3 | In,dy | Io,05 | Io,0g | 1o, 07 | Io,1g
4 - | Lo | I3 | o)y | In)d5 | In,g | In,d7 | I,13
5 - - - Is | Is,1y | 13,15 | I3,16 | I3,I7
6 - - - I3 I3, 1y | 13,15 | 13,1 | I3,17
7 - - - - - I4 I4;I5 I4;IG
8 - - - - - Iy Iy, 05 | 14,16
9 - - - - - - - Iy
10 - - - - - - - I

TAB. 6.4 — Sous-ensembles des coefficients de Fourier dans la MD associés aux différentes classes de
modes comme défini par Mclsaac pour un guide d’onde Cl,.,,, pour plusieurs valeurs de Np

symétrie pour Ny = 1 & 8 On observe cette fois-ci que les modes d’une classe de symétrie deux fois
dégénérés sont chacun décrits par deux sous-ensembles Z;. Dans ce cas, il n’est pas utile de déterminer
les deux matrices Z,L-(L) par intégration des sous-systémes M, (r) correspondants. En effet, comme nous
le montrons dans la section suivante, I’'un de ces deux sous-ensembles de coefficients de Fourier s’exprime
en fonction de ’autre.
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6.3.2 Calcul des champs associés & un mode d’une fibre optique de symétrie
CNT ou CNTv

Nous allons dans ce qui suit nous intéresser a la description des champs pour une fibre optique
CNyo- Le tableau 6.3 révéle qu'un couple de classes de symétries successives (C1 et C2, Ck et C(k+1),
C(Nr +1) et C(Np +2)) est associé aux mémes sous-ensembles I;. Par exemple, dans le cas ot Ny =6
(voir tableau 6.4), I; correspond aux classes C'1 et C2, ou encore Iy et I sont associés aux classes
C3 et C4 (C3/4). Nous limitons 1’étude au cas des valeurs paires de Np. Le cas impair s’en déduit
simplement en omettant les classes de symétrie C'(Np + 1) et C'(Nt + 2). On compare les expressions
des développements de Fourier donnés dans la troisiéme colonne du tableau 6.3 avec celles utilisées dans
la méthode différentielle (6.17).

Classe de symétrie C1 et C2 :
Pour la classe de symétrie C'1, le développement du tableau 6.3 se projette sur la base des fonctions
cosinus :

E.iq = Z Fign(r) cos (Npnb) (6.20)

et les coefficients de Fourier Fi,, sont des nombres réels. Quant au développement donné par
(6.17) décrit sur le sous-ensemble I; = {nNp,n € Z}, d’aprés la derniére colonne du tableau 6.3,
il devient :

Zlq* Z Ezl n mNTG (6.21)

n=-—oo
avec la notation simplifiée EZ, ,, (1) = (E214),,y, (r). Par application de la formule d’Euler cos(() =
£ (€% + e7%) dans le développement (6.20), on passe de la base des fonctions cosinus (cos (Nnb))
a la base des fonctions exponentielles (¢?¥N7™?) et les coefficients de Fourier correspondants de-
viennent des nombres complexes. Par identification avec les coefficients de Fourier de (6.21), on
montre que :

Figm(r)
2
En ce qui concerne la classe de symétrie C2, on procéde trés précisément de la méme maniére,
a la différence prés que le développement donné dans le tableau 6.3 se projette sur la base des

fonctions sinus :

Vm € N* zl m(r) = E;l,—m(r) = (6'22)

E.oq = Zqu” sin (Nn@) (6.23)

Par ailleurs, le développement (6.17) decrlt sur le méme sous-ensemble I;, d’aprés la derniére
colonne du tableau 6.3, s’écrit :

Bar= 3o Blanl)en™ (6.24)

n=—oo

aveclanotation £, ,(r) = (E.2),,y,, (7). Par application de la formule d’Euler sin(¢) = 3 (€¢ —e7%)
dans le développement (6.23), on relie les coefficients de Fourier de ces deux derniéres expressions :

Gagm(r)

N* — 7E, —
Vm € 22 m( ) 22,7m(r) 2%

(6.25)
Le déterminant de Z{L) (matrice Z (L) associée au sous-systéme I;) s’annule aux indices effectifs
des modes appartenant & ces deux classes de symétrie. Du fait de leur non dégénérescence entre
elles, la valeur de I'indice effectif du ¢®™¢ mode appartenant & la classe C1 est distincte de celle
du ¢°™¢ mode de la classe C2. Chacun des champs correspondant & ces deux modes est le vecteur
propre associé & la valeur propre nulle de Z{L) évaluée & son indice effectif respectif. On peut les
distinguer entre eux tout simplement par les relations des coefficients de Fourier (6.22) et (6.25).
Pour la classe C1, les coefficients de Fourier des champs d’ordres opposés sont égaux entre eux
(développement en cosinus), alors qu’ils sont opposés pour la classe C2 (développement en sinus).
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Classe de symétrie Ck et C(k+1) :
Le principe reste le méme que précédemment pour la description des champs associés aux modes
de classes de symétrie Ck et C(k + 1). Pour le ¢°™° mode de la classe Ck, on effectue, grace aux
relations d’Euler, le changement de base des fonctions cosinus aux fonctions exponentielles du
développement donné dans le tableau 6.3. Cela conduit a I’expression suivante :

+oo
Bag= Y {00 4 By, (el (6.26)
avec
Frqm Prgm
Vi € N Bl () = Bl () = 2D o gy = ) = Dm0y

On rappelle la notation utilisée : E7; , (r) = (Ezkq),,n, — 1 (r) et EYy ,(r) = (Equ)nNT+% (r).

En ce qui concerne la classe de symétrie C(k + 1), le developpement des champs exprimé avec
les fonctions sinus dans le tableau 6.3 devient le développement suivant sur la base des fonctions

exponentielles :
— / i(nNp—E51)0 i(nNr+E52)0
E.(k+1)q = Z { (et 1),n(1)E + Ez(kﬂ)’n(r)e 2 } (6.28)
n=—oo
avec

G ry1ygm (1)
Vm € N* E’(k+1) m(r) = _E,/z,(k+1)7—m(r) - (,m?)i -

_ Rarvygm (1)

’ (6.29)
et Blyi1ym (1) = =Bl —m (1) = 2

avec la notation F’ ety (1) = (Ez(k“)Q)nNT ) (r) et B Tty (1) = (Ez(kJrl)q)nNTJr% (r).

Le ¢®™¢ mode de la classe Ck et le ¢°™¢ mode de la classe C'(k+1) ont tous les deux le méme indice
(L)

Np+33%
s’annulent pour cette valeur d’indice effectif. Les coefficients de Fourier du champ modal sont des
combinaisons linéaires des vecteurs propres (associés & la valeur propre nulle) de ces deux matrices

effectif, étant donnée leur dégénérescence. Ainsi, les déterminants des matrices Z (1 Je et Z

Zi(L) (correspondant aux sous-ensembles de coefficients 7 gk et VAN %) On sait, d’aprés les
relations (6.27) et (6.29) que cette combinaison sera, soit une somme, soit une différence. Afin que
les vecteurs propres de ces deux matrices, calculés indépendamment, puissent étre comparables,
on les normalise au préalable par les coefficents de Fourier (de méme valeur absolue) de plus petit
ordre. Pour résumer, la combinaison linéaire devient une somme pour les développements exprimés
avec des fonctions cosinus (classe de symétrie Ck) et une différence pour les développements
exprimés avec des fonctions sinus (classe de symétrie C(k + 1)).

Classe de symétrie C(Nr + 1) et C(Np +2) :
En fait, on retrouve les mémes types de champs que ceux des classes de symétrie C1 et C2. Pour
la classe C'(Nt + 1), le champ s’exprime selon :

R R (6.30)
n=-—oo
avec " -
« Np+1 T
Vm € N, By, 1)m (1) = Bl npy1),—m(7) = % (6.31)
en utilisant la notation EZ, ,,(r) = (E.1q),,y,. (7)-
Pour la classe C(Nr + 2), on obtient :
K2 n 1
Z(NT+2)‘1 Z EZ(NT+2),7L( ) NT( +2)0 (632)

n=—oo
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avec
_ Grt2)gm(r)

5 (6.33)

Vm € N*’ E;(NT+2),m(r) = 7E;(NT+2),—m(T)

en utilisant la notation E ., (1) = (Ex(Nr+2)q) o, (7) -

Le déterminant de Zii)& s’annule aux valeurs distinctes des indices effectifs relatifs a chaque

2
mode des deux classes C'(Nt + 1) et C(Nt + 2). Les champs correspondants sont les vecteurs
propres associés a la valeur propre nulle de Zii)NT évaluée a leurs indices effectifs respectifs. On

2
les distingue toujours entre eux par les relations des coefficients de Fourier (équations (6.31) et

(6.33)).

Dans le cas de la symétrie Cn,., la description des champs est beaucoup plus simple. Il faut d’abord
constater que les développements des modes donnés dans le tableau 6.3 se projettent sur la méme base
de fonction exponentielle (e?N7"?) que 'expression des champs dans la méthode différentielle (6.17). En
conséquence, chaque mode d’une classe de symétrie est associé & un seul sous-systéme I; (voir tableau
6.3). Il suffit alors d’intégrer la matrice M;(r) correspondante et de déterminer, aprés intégration, les

champs par résolution du probléme modal avec la matrice Zi(L) définie par I’équation (6.9).

Dans cette section, nous avons adapté la description des symétries des modes par Mclsaac [37, 38] a
la méthode différentielle. Ce travail a déja été effectué pour la Méthode Multipolaire, conduisant & une
représentation des modes sur des secteurs irréductibles introduits par Mclsaac dans ses travaux [37, 38].
Cependant, McIsaac montre que le secteur irréductible pour une classe de symétrie donnée ne correspond
pas toujours & la sous-périodicité de la fibre, soit au secteur d’angle T' = ]%,—’; Prenons ’exemple d’une
fibre Cg, dont I’angle de la sous-périodicté est 3. Mclsaac stipule que le secteur irréductible des modes

us s

dégénérés de classe C3/4 s’étend sur un angle de 7 et non %. Les modes de classes C'1 ou encore C2

sont décrits sur un secteur irréductible de § et non . Dans la méthode différentielle, nous avons établi
que toutes les classes de symétrie sont décrites sur le secteur d’angle T' = ]%[—7; de la fibre optique (sous-
ensembles 7Z;). En fait, les travaux menés par Fini [41] montrent que le secteur irréductible sur lequel
on peut définir les champs ne dépend que de la symétrie opto-géomeétrique de la fibre (et ne dépend
plus des classes de symétrie). En outre ce secteur serait plus petit que ceux considérés actuellement
par la Méthode Multipolaire et la Méthode Différentielle. Reprenons ’exemple de la symétrie C,,. Pour
la Méthode Multipolaire, les classes de symétries C1, C2, C7 et C8 sont effectivement décrites sur un
secteur irréductible d’angle ¢, mais les classes C3/4 et C'5/6 pourrait 'étre sur le secteur d’angle 7, au
lieu de 7 dans sa formulation initiale. En ce qui concerne la Méthode Différentielle, on sait que toutes
les classes de symétries sont définies sur le méme angle Z. Un effort de formulation supplémentaire
permettrait de décrire les champs sur un secteur irréductible d’angle %, étant donné la parité des

fonctions (r,0), N2(r,0), N3(r,0) et N, Ng(r,0).

6.4 Implémentation de la méthode différentielle

6.4.1 Structure et algorithme du programme

Organisation du programme :
On se place dans le cas général ot la fibre optique posséde une symétrie de type Cy, ou Cpny.,. La
principale tache du programme en régime modal consiste a rechercher les valeurs de I'indice effectif
nesr (ou B) associées & chacun des modes de cette fibre optique. Le programme ne peut considérer
qu'un seul mode a la fois. On s’intéresse alors & un mode de la classe de symétrie Ck dont les
coefficients de Fourier non nuls des champs se regroupent dans le sous-ensemble Z; (voire un second
sous-ensemble, pour les modes appartenant aux classes de symétrie dégénérées d’une fibre Ci,.).
Sachant que notre objectif est d’étudier les fibres optiques microstructurées, on suppose que le mode
recherché est a fuites (& pertes), c’est-a-dire que son indice effectif devient un nombre complexe.

-1
On sait que neys est une racine du déterminant de la matrice {Zi(L)} d’apreés ’équation (6.10).
Ainsi, la grande difficulté réside en la recherche d’un zéro d’une fonction complexe & variable
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ALGORITHME DE RECHERCHE DE  n.¢y PARAMETRES:

o Symétrie opto-géométriquén.,..,
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F1G. 6.6 — Schéma de l’algorithme en régime recherche de mode

complexe. En calculant la valeur absolue du déterminant, on réduit le probléme & la recherche
d’un zéro d’une fonction réelle & variable complexe. La zone de recherche de I'indice effectif devient
I’ensemble du plan complexe C = R2. Il est alors nécessaire de disposer d’un algorithme approprié.
Comme la plupart des procédés numériques de recherche (de minima, de zéro), l’algorithme que
nous avons choisi prend l'indice effectif comme une variable (les valeurs de I'indice effectif sont
testées jusqu’a trouver celle recherchée). Afin d’éviter toute confusion, on adopte désormais la
notation ng,, pour l'indice effectif en tant que variable de la fonction & analyser et n.ry pour
lindice effectif recherché, solution de (6.10). L’algorithme de recherche de ne s nécessite plusieurs

itérations. Chacune de ces itérations représente un calcul de la matrice {ZZ-(L)} pour une valeur

de la variable ”,efo autrement dit, une intégration du systéme différentiel (2.109) a travers la
zone modulée, par I’algorithme S. On comprend que le probléme modal devient nettement plus
cotteux en temps de calcul que le probléme de diffraction. Dans le premier cas, une intégration
est nécessaire a chaque itération de la recherche alors qu’une seule suffit pour le second cas. Le
processus d’intégration est sensiblement différent de celui de la diffraction (voir section 3.4.1). Seule
la détermination de (Sl)g‘;) (s € [1, L+ 1]) est conservée puisqu’il devient I'unique bloc nécessaire
5 -1 -1
au calcul de {Zi(é)} (équations (3.76) et (3.78)), en particulier de {Zi(L)} pour la derniére
couche S pour laquelle le probléme modal est écrit.

Finalement, ’algorithme du programme en régime modal se scinde en deux étapes. La premiére
concerne la recherche de n¢r¢ par un algorithme approprié. Le procédé de recherche aboutit & une
valeur approchée de n.fr du mode considéré, & la précision imposée. Ensuite, la seconde étape
consiste en une derniére intégration, évaluée en cette valeur de n.ss, afin de calculer les cartes du
champ modal d’aprés le principe décrit dans la section 3.4.3. Ces deux étapes du code numérique
sont imbriquées dans une boucle sur la longueur d’onde A, afin de pouvoir étudier les phénoménes de
dispersion modale (évolution de n.s; en fonction de A). L’algorithme du programme est schématisé
dans la figure 6.6.

Programme de recherche de I’indice effectif d’un mode :
Le but est de trouver ’algorithme le plus adapté a la méthode différentielle. Dans un souci de gain
de temps de calcul, il faut minimiser le nombre d’itération (intégration par ’algorithme S) tout
en atteignant la meilleure précision possible. En fait, le principe de notre algorithme de recherche
de nesy se base essentiellement sur le calcul du logarithme du déterminant dans I’équation (6.10),
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de telle sorte & convertir la recherche du zéro en une recherche de minima plus simple dans notre
cas (sur R?). La fonction & analyser est alors :

det ({Z§L>}_1> D (nlsf) (6.34)

faet (negf) = —o0 (6.35)

Le logarithme présente ’avantage d’accentuer la singularité en n.sr qui devient plus facile a

détecter. Il existe de nombreux algorithmes de recherche de minima d’une fonction réelle & variable

vectorielle (chapitre 10 de la référence [98]), qui demeurent pour la plupart malheureusement
trop colteux en nombre d’itération. L’algorithme que nous avons choisi est divisé en deux étapes
successives :

— La premiére est I'initialisation de la recherche (choix de la zone de recherche, points initiaux,...).
Dans notre code numérique, elle s’effectue par une "carte de déterminant" dans la région du plan
complexe dans laquelle nous soupgonnons la localisation de I'indice effectif recherché. On effectue
un quadrillage (orthogonal) de cette région de l'espace en Ng. € N* points en partie réelle et
N € N* points en partie imaginaire. Pour chacun des points n/, ¢ de ce maillage, on calcule
fdet(n’ef f). Ainsi, un point de la carte de déterminant représente une itération de la recherche.
Une fois ces Nge X Ny, itérations de la carte de déterminant calculées, le programme en extrait le
point de plus petite valeur de fg; (8'il se situe bien dans la région du plan complexe considérée).
1l constitue alors une premiére approximation de l'indice effectif recherché. On stocke également
les huits points qui ’encadrent car ils servent directement & I’initialisation de la seconde étape
de la recherche du minima.

— La seconde étape concerne un procédé fin et efficace de recherche de n.¢s a partir de la pre-
miére estimation issue de l'initialisation par la carte de déterminant. Aprés plusieurs tentatives,
notre choix s’est finalement porté sur un couplage de deux méthodes simples. La premiére, que
nous appellerons "méthode par encadrement", est une méthode de recherche de minima. Elle
est fiable mais assez cotiteuse en calcul de déterminant. La seconde, dénommée "méthode par
régression linéaire complexe", est une méthode de recherche de zéros (6.10). 11 s’agit de la mé-
thode numérique déja utilisée dans le programme de la Méthode Multipolaire [31, 42, 40] écrite
au sein du laboratoire. Elle est trés rapide mais nécessite d’étre correctement initialisée.

Nous allons d’abord décrire indépendemment chacune de ces deux méthodes de recherche de

minima ou de zéros. Nous verrons ensuite comment elles ont été couplées afin d’exploiter les

avantages de chacune d’entre elles.

faer(ngpp) = log(

et nesy vérifie alors

1. La méthode par encadrement : Elle peut étre assimilée & une méthode de type simplex [98].
Elle est simplement basée sur un principe d’encadrement, dans le plan complexe (n’ef f),
d’un point central (estimation de l'indice effectif recherché) par les huits points placés sur
un rectangle qui entourent (voir figure 6.7(a)). Les pas d’encadrement en partie réelle et
imaginaire sont arbitraires. La détermination du point central et des points d’encadrement
constitue une phase de la recherche du minima. Les neuf points extraits de l'initialisation par
la carte de déterminant représentent la premiére phase. On se place désormais a la i®™¢ phase
ou on a calculé 'indice effectif et la valeur de la fonction fge; pour le point central. Il reste
alors & évaluer la fonction fy.; aux autres points d’encadrement. La direction du premier point
d’encadrement & calculer est déterminée par la phase précédente. On calcule successivement
la fonction aux points placés sur le rectangle d’encadrement en tournant dans la direction de
la plus petite valeur de fg4e; (figure 6.7(a)). Lors de cette rotation autour du point central, si
une des valeurs de la fonction fg.: est plus petite que celle du point central, la rotation s’arréte
et un déplacement est effectué (voir ’exemple dans les figures 6.7(c) et 6.7(d)). Le nouveau
minimum (point 4) devient le point central (point 1’) de la (i + 1)®™¢ phase. Si la rotation se
réalise entiérement (pour les huits points d’encadrement), cela signifie que le minimum réel
est contenu dans le rectangle d’encadrement. On effectue alors un zoom (voir figure 6.7(b)).
Pour la phase suivante, le point central reste inchangé (point 1 et 1) et les pas d’encadrement
en partie réelle et imaginaire sont réduits d’un facteur arbitraire. Ainsi les points centraux
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F1G. 6.7 — Principe de la recherche de n.¢s par encadrement

sont déterminés d’une phase & l'autre. A une phase de la recherche donnée, il faut préciser
que la fonction fge; aux points d’encadrement n’est pas systématiquement évaluée puisque
certains points peuvent étre confondus avec ceux de la phase précédente. Dans ’exemple de
la figure 6.7(c)), les points 2, 3 et 5 pour lesquels la fonction a déja été évaluée, font partie de
la (i + 1)‘\*‘“e phase. On minimise alors le nombre d’évaluation de la fonction fg; c’est-a-dire
le nombre d’itération de la recherche. Cette méthode est une succession de déplacements et
de zooms dans le plan complexe qui permettent de se rapprocher, de maniére robuste, de
Iindice effectif du mode. Sa rapidité de convergence conditionnée par le facteur de zoom,
mais également par le nombre de déplacements effectués, reste néanmoins limitée.

2. La méthode par régression linéaire complexe : 11 s’agit de 'adaptation de la méthode de
Lagrange (ou de la fausse position) pour des fonctions & variable réelle aux fonctions & variable

complexe. La fonction & analyser devient le déterminant de la matrice ZZ-(L) évaluée en n/, if

et notée :
et ({20} )

On rappelle briévement le principe de cette méthode pour une fonction g({) a variable réelle.
Le calcul commence avec deux points initiaux : ({1,91) et ((2,92). On détermine le point

gdet(n/eff) = (n;ff)
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F1a. 6.8 — Recherche de zéro par la méthode de Lagrange (cas 1D)

d’intersection entre I'axe des ( et la droite passant par ces deux points. On en déduit la
valeur extrapolée (5 du troisiéme point & évaluer (régression linéaire) :

G -G
g2 — g2

G=0- 9 (6.36)

Les points (2, 92) et ({3,g3) constituent un nouveau couple pour lequel on relance une ré-
gression linéaire. La recherche du zéro continue ainsi jusqu’a atteindre la précision souhaitée.
Sa convergence est directement conditionnée par le comportement de la fonction, mais égale-
ment par les deux points initiaux. Si la pente de la droite de régression est trop faible (points
trop proches), la valeur extrapolée (3 risque de s’éloigner du zéro recherché. A 'inverse, si les
points sont trop éloignés, le zéro risque d’étre évité. Dans notre cas de la recherche de neyy,
la variable réelle ( € R est remplacée par la variable complexe n’ef 5 € C et la fonction g € R
devient gget € R. Les régressions sont des droites "complexes" (difficiles & représenter sur un
schéma & deux dimensions).

3. Couplage des deux méthodes : Dans les premiéres versions du programme, ’algorithme d’af-
finage de la recherche, aprés initialisation par la carte de déterminant, n’était constitué que
de l'algorithme associé & la régression linéaire complexe. Malheureusement, son initialisation
étant beaucoup trop sensible, nous a contraint & envisager en amont un processus d’affinage
de ses deux points initiaux. La recherche par encadrement joue ce role. Une recherche par
régression est lancée pour chaque couple de points de la recherche par encadrement, constitué
d’un point d’encadrement et du point central associé. Si la recherche par régression échoue,
la recherche par encadrement suit son cours. Chaque tentative de recherche par régression
n’est pas forcément cotiteuse en nombre d’itération. En effet, si les deux points initiaux sont
mal conditionnés, la valeur de n;;, extrapolée (6.36) nécessitant aucune itération, sort de la
zone du plan complexe autorisée. L’algorithme de recherche par régression interpréte alors ce
résultat comme un échec. Un autre essai sera tenté au prochain point d’encadrement. L’expé-
rience montre que la recherche par régression aboutit presque systématiquement dés lors que
les deux points initiaux sont adéquats. Par conséquent, si I'indice effectif extrapolé & partir
des deux points initiaux est bien contenu dans la zone autorisée, la recherche par régression
converge trés vite vers indice effectif du mode n.¢s jusqu’a la précision demandée. Il semble
bien que ces deux méthodes de recherche soient complémentaires dans le principe. Du fait
que la recherche par encadrement se rapproche inexorablement du minimum, un couple de
points initiaux pour la recherche par régression finit toujours par étre trouvé.

La recherche s’arréte dés qu’un des deux critéres suivants est respecté : la fonction fgz; a décru d’un
facteur arbitraire Ay, ou la précision de log (n.ff) en partie réelle ou imaginaire atteint une valeur
arbitraire inférieure & —.A,. Plus précisément, on note n.yy in; le minima trouvé par I'initialisation
(carte de déterminant), puis nesfi—1 €t nesy,; respectivement les (i — 1)°™¢ et i®™¢ itérations de
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la recherche. L’algorithme de recherche de n.ss s’interrompt si faee(nefsi) < 104s faet(Meff,ini),
ou bien si [Re (nefri) — Re (negri—1)| < 1074 ou encore [Sm (nepri) — Sm (nepypi—1)| < 1074,
Dans tous les cas, la valeur approchée de I'indice effectif du mode devient ners = nesyss

6.4.2 Calcul des cartes du champ modal

Les cartes du champ modal sont réalisées aprés la détermination de l'indice effectif n.sy du mode,
trouvé grace a l'algorithme décrit précédemment (voir section 6.4.1). Le principe de calcul reste globa-
lement identique & celui de la diffraction (voir section 3.4.3). Un quadrillage de la région de l’espace
choisie pour les cartes de champs est construit. Lorsqu’un des points de ce maillage se trouve dans une
région homogene, les champs sont calculés a partir du développement (3.104) dont les coefficients de
Fourier sont extraits des équations (3.101) et (3.102) pour la région (int), ou (3.101) et (3.102) pour
la région (ext). Mais la principale difficulté réside toujours en I’extraction des champs sur les cylindres
d’intégration C,, de la zone modulée, ou les rayons r;, (k € N*) sont issus de la discrétisation en couche
S et en différents pas d’intégration. La différence fondamentale se situe au niveau du calcul des champs
initiaux [A(jL)(rL)} sur 'interface r = 1, pour 'intégration a travers la derniére couche S. Pour le cas
de la diffraction, ils se déduisent du champ incident de la région (ext) par la relation (3.107). En régime
modal, ils deviennent les vecteurs propres associés & la valeur propre nulle de la matrice ZZ-(L) évaluée
en ness (6.9). Un algorithme approprié permet d’effectuer cette tache. Les champs initiaux [AUs)(r,)]
aux autres interfaces r = rs (s € [1, L — 1]) s’en déduisent par la relation de récurrence (3.106). Contrai-
rement a la diffraction, on n’utilise donc pas la relation (3.107) car elle devient un systéme homogéne
pour chacune de ces interfaces. Il ne faut pas oublier les matrices colonnes [B(js)(rs)} calculées a partir
de [AUs)(ry)] grace & 'équation (3.108), qui permettent avec [AU=)(r,)] de décrire complétement les
champs. Enfin, une fois stockés tous les coefficients de Fourier du champ modal calculés sur les interfaces
d’intégration Cy,, on peut déterminer la valeur du champ en n’importe quel point de la zone modulée
par interpolation linéaire entre deux cylindres C,, (3.109). Il est important de noter que le calcul du

champ en tout point d’une carte est issu de la détermination des vecteurs propres [A(jL)(rL)} de Zi(L).
Ainsi, il est défini & un facteur multiplicatif prés. Par conséquent, chacune des cartes du champ modal
est normalisée par sa valeur maximale, de telle sorte que les valeurs des champs évoluent sur 'intervalle
[0, 1].

6.4.3 Calcul de la dispersion modale

L’étude du phénoméne de dispersion modale exige la détermination de I'indice effectif sur un intervalle
de longueur d’onde. Chaque itération & une longueur d’onde donnée correspond & une recherche de nss
comme décrit dans la section 6.4.1 (boucle sur A, voir figure 6.6). Toutefois, on peut éviter un calcul
systématique de l’initialisation de la recherche par une carte de déterminant, cotiteuse en temps de
calcul. Pour cela, on extrapole la valeur de n.s; d’une itération (de la boucle sur \), & partir des indices
effectifs des itérations précédentes. Ainsi, I'initialisation s’effectue par le calcul de cartes de déterminant
pour les deux premiéres itérations. Mais on dispose d’un algorithme d’extrapolation polynomiale pour
les autres itérations. Par précaution, si la valeur extrapolée de n.y; demeure trop éloignée de l'indice
effectif réel (échec de la recherche), le programme recourt a des cartes de déterminant avec la possibilité
d’effectuer des zooms (ou l'inverse) de la région du plan complexe considérée.

Aprés avoir éxécuté la recherche de I'indice effectif d’'un mode sur une plage de longueur d’onde, on
déduit de la fonction nesr(X), le coefficient de dispersion chromatique D()), dit simplement "dispersion
chromatique", qui s’exprime selon :

A 0PRe (negy)
c N2

ou c est la célérité de la lumiére dans le vide. Le dispersion chromatique est souvent exprimée en
ps/nm/km (si [¢] = km/ps et [A\] = nm). Cette grandeur caractérise I’élargissement temporel d’une
impulsion au cours de sa propagation selon 'axe de la fibre (voir 'annexe C). Suivant la plage de
longueur souhaitée pour la communication optique (souvent dans l'infra-rouge, voire le visible), elle
peut étre modulée par I'ensemble des paramétres opto-géométriques de la fibre. Pour les FOMs (voir

D()) = (6.37)
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chapitre suivant), ’ensemble de ces paramétres est nettement plus varié que celui d’une fibre optique
conventionnelle (a saut d’indice), révélant ainsi un des grands intéréts de ’étude de ce genre de fibres
optiques.

6.5 Tests de validation sur une fibre optique conventionnelle

La résolution du probléme modal par la méthode différentielle va étre validée sur la méme struc-
ture cylindrique que celle étudiée en diffraction (voir section 3.5) : un cylindre circulaire rempli d’un
matériau homogeéne et isotrope. Il s’identifie ici & une fibre optique conventionnelle & saut d’indice dont
les modes sont décrits semi-analytiquement par la théorie bien connue des guides d’ondes. Dans un
premier temps, nous donnerons quelques résultats pour le cylindre centré sur origine (qui ne nécessite
aucune intégration). Cette étude (section 6.5.1) présentera plusieurs intéréts. Tout d’abord, elle permet
de rappeler briévement quelques notions de base (coupures, classes de modes LP,...) sur ce type de fibre.
Ensuite, nous nous concentrerons sur les modes a fuites (a pertes). Habituellement, ces modes attirent
peu lattention des scientifiques étant donnée leur nature a pertes, mais ils s’avéreront nécessaires a la
compréhension du phénomeéne que nous avons observé dans les FOMs de type ARROW (section 7.4).
Enfin, comme pour la diffraction, ces résultats serviront de référence pour valider ceux obtenus par la
méthode différentielle sur le méme cylindre mais excentrés par rapport a l'origine. La comparaison des
résultats entre ces deux configurations fera ’objet de la section 6.5.2.

6.5.1 Cylindre circulaire centré sur ’origine

Description de la fibre optique étudiée :
Nous prenons strictement le méme cylindre circulaire que celui étudié dans la section 3.5.2 avec les
mémes notations pour toutes les grandeurs opto-géométriques (voir figure 3.11). Les paramétres

sont alors :
- Aut et Val
Paramétres géométriques | Valeurs utres p ;j’mme res a gurs
= = Rd — ! pm ) 1a1.9um
arametres aes maieur Paramétres de la recherche de ness
Neyl 1.2
” 1 Ay 5
mat Ap 9

Le fait de confondre 'origine du repére avec le centre de la section circulaire attribue a la re-
présentation géométrique de la fibre une symétrie du type Cyo, qui implique une sous-période
angulaire nulle (Ny — +00). Dans la méthode différentielle, il est inconcevable de construire I’en-
semble infini des sous-familles I; des ordres des coefficients de Fourier couplés des champs, d’aprés
la définition (6.15) avec Ny = 4o00. Nous avons alors choisi de ne pas prendre en compte cette
symétrie de la structure, ce qui revient a considérer une symétrie C; (de périodicité angulaire égale
a 27). En outre, il n’y a pas de zone modulée, donc aucune discrétisation en couche S. La matrice

ZiL) = Z{l) = Z s’identifie alors 4 :
-1
z={r}

selon la relation (3.76) avec S’%) = Sg) = 0. Ainsi, tous les modes de cette fibre optique sont
décrits par cette matrice Z. La matrice de transmission 7(°) est donnée par la relation (3.111).

Pour une fibre conventionnelle & saut d’indice, on rappelle que l'indice effectif d’'un mode est
solution de ’équation de dispersion (page 253 de la référence [21]) :

4 u® = (koR)* (ngy = niyy)
) avec w? = (koR)? (nl;; — Ninat)

udy(u)  wKy(w)]| |udy(u) n2, wK,(w) Nyl uw V2 = o2 4 2

Jo) | Ky (w) } { () e K (w) } _ (meff)Q ( v
2l uw

(6.38)

La grandeur V' est appelée la "fréquence normalisée". Chercher n.rs qui vérifie det (Z*I) =0

d’aprés (6.10) revient implicitement & résoudre cette équation (6.38). Le champ électromagnétique
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modal s’ecrit sous la forme (6.1). Le calcul analytique montre que la partie transverse A(r, 6) des
composantes en z s’exprime a ’aide des fonctions de Bessel de premiéres espéces J, et K, (v € N) :

E.(r,0) = E., ’J(i)) £,0)si0<r <R

K, (%7

Eo(r,0) = BooE) 1 0) siv > R

(6.39)

avec f,(0) = cos(vf) ou sin(rd). Un mode est donc caractérisé par son ordre azimutal v qui
décrit la symétrie angulaire (selon 6) des composantes en z du champ. Par comparaison avec le
développement des champs utilisé dans la méthode différentielle (3.10), on se rend compte que le
spectre de Fourier d’un mode d’ordre azimutal v n’est constitué que de deux amplitudes non nulles
aux ordres n = —v et v. En appliquant les relations d’Euler aux fonctions cosinus et sinus des
expressions (6.39), on montre que ces deux amplitudes sont égales en valeur absolue, réelles pures
et de méme signe (cosinus) ou imaginaires pures et de signes opposés (sinus). Ainsi, I'ordre de
troncature maximal des développements N permet d’effectuer une sélection de modes. On ne peut
détecter et analyser que les modes d’ordres azimutaux tels que v € [1, N|. Dans notre exemple,
on ne pourra étudier que les modes d’ordres azimutaux inférieurs & 5, ce qui s’avérera largement
suffisant. Les modes sont classés en quatre grandes familles. Lorsque » = 0 on montre que les
champs électromagnétiques se découplent en deux polarisations indépendantes : la polarisation
Transverse Electrique donnant les modes T Ey,, et la polarisation Transverse Magnétique donnant
les modes T'My,,,, o m € N* est le numéro du mode. Ces deux types de modes sont non dégénérés
et se répartissent dans les classes de symétrie C1 et C2, elles-mémes non dégénérées. Il est trés
important de noter que la dénomination TE et TM est inversée par rapport a celle utilisée en
diffraction classique (voir chapitre 4). Par exemple, la polarisation TE en diffraction est telle que
H, = E,. = FEyp = 0 alors que, pour les fibres optiques conventionnelles, elle vérifie £, = H, =
Hp = 0. Les autres modes (v # 0) se répartissent en deux catégories de modes hybrides : les modes
HE,,, pour lesquels le champ magnétique H est prépondérant par rapport au champ électrique
E, puis inversement pour les modes EFH,,,,. Ces deux types de modes sont chacun dégénérés deux
fois et correspondent aux classes de symeétrie Ck et C(k + 1) (k > 2) dégénérées entre elles. On
caractérise le constraste d’indice entre le matériau de la fibre n.y; et celui de la matrice n,,q¢ par
le paramétre A;,q défini selon (page 227 de la référence [21]) :

1 2
Aind = 5 <1 - n’;““) (6.40)

ncyl

Lorsque A;,q devient faible (typiquement inférieur & 1%), on se situe dans le cadre du faible
guidage. Les modes se regroupent alors dans les familles de modes (quasi-)dégénérés LP,,, telles
que : LPy,, = HE1,, (pour v = 0), LPy,, = {TEom, TMom, HE2,} (pour v = 1) et LP,,, =
{EHy_1m, HE, 11} (pour v > 2).
Régime de propagation guidée des modes :

On s’intéresse d’abord aux modes guidés, c’est-a-dire aux modes qui se propagent indéfiniment (en
théorie) le long de la fibre optique sans atténuation du champ. En d’autres termes, il s’agit de modes
sans pertes dont les indices effectifs sont des nombres réels et doivent vérifier npar < Nefr < Neyt

(condition de guidage). La figure 6.9 illustre la fonction [ (n’ef f) avec n,;, € R. En théorie,

chaque pointe descendante de la courbe localise un indice effectif associé & un mode vérifiant
(6.35). On retrouve les sept modes prévus dans le graphique 12-4 de la référence [21] (page 254)
ol, dans notre cas, V ~ 4.16 pour A = 1 pum. Pour cette longueur d’onde, le tableau 6.5 donne
leurs indices effectifs dans ’ordre décroissant (voir figure 6.9). Dans notre cas, on a A;,q = 15.3%.
La condition de ’approximation du faible guidage n’est donc pas satisfaite. Cependant, on voit
clairement apparaitre dans la figure 6.9 le groupe des modes TFEy1, TMy; et HE5 (d’indices
effectifs distincts entre eux) associé au mode LPi;.

Les figures 6.10(a) & 6.10(g) montrent les cartes de |E,| ou |H,| associées & chacun de ces modes.
Par la suite, nous préférerons représenter les cartes des composantes en z du champ électrique
ou magnétique, car elles contiennent les informations relatives aux symétries des modes. En effet,
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F1G. 6.9 — Fonction fget(n,; (définie par la relation (6.34)) pour ng,, appartenant a lintervalle des
modes guides [Mmat, Neyi], AVEC Mgt = 1, Mgyt = 1.2 et A =1 um
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°

) 0
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HE21
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(e) |Ez|] pour le mode (f) |E.| pour le mode (g) |E:|

EH11 HE31

HE12

0

pour

le mode

le mode

F1aG. 6.10 - Cartes normalisées de |E,| ou |H,| & A = 1 um, associés aux différents modes dont les indices

effectifs apparaissent dans la figure 6.9

Modes Neff
HE; (mode fondamental) | 1.157560222
TEo; 1.099160766
T Moy 1.090782337
HEy 1.091643156
EHy, 1.019438831
HE3 1.008198767
HE, 1.004285693

TAB. 6.5 — Valeurs des indices effectifs de la fibre conventionnelle étudiée
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F1G. 6.11 — Re (nefs) et Im (negs) en fonction de A pour les modes guidés de la figure 6.9

lorsqu’on se place sur un cercle centré sur la fibre optique, la répartition angulaire du champ laisse
apparaitre deux fois plus de maxima que 'ordre azimutal du mode. Par exemple, les six lobes de
la figure 6.10(f) justifient Pordre azimutal v = 3 du mode H Ej3;. Quant au nombre de maxima
(a partir de lorigine) sur un axe radial, il vérifie le numéro du mode (m € N*). Dans la figure
6.10(g), on observe 2 maxima sur le segment x € [0,2] (y = 0), ce qui justifie le numéro m = 2 du
mode H Fy5. Parfois, nous illustrerons la composante en z du vecteur de Poynting afin de révéler
la répartition de 1’énergie électromagnétique du mode.

Régime de propagation a pertes des modes :
On entend par mode & pertes un mode dont ’énergie électromagnétique s’atténue lors de sa
propagation dans la fibre selon un processus de fuite dans le milieu extérieur (la matrice). Les
indices effectifs (et les constantes de propagation) deviennent alors des nombres complexes. En
notant n.ys = n’ +in” (n” > 0), le terme de propagation du champ e?o"<f7* dans (6.1) s’écrit
e—kon"'zgikon'z (Op remarque que la partie imaginaire de I’indice effectif est & I’origine de I’exponen-
tielle décroissante e %" caractérisant ainsi I'atténuation du champ selon z. En ce qui concerne
la dépendance transverse du champ, les fonctions de Bessel intervenant dans son expression de-

viennent des fonctions complexes & argument complexe (u = koR, /niyl — nif 5 € (C). Le choix

arbitraire de la coupure de la racine carrée [99] dans u étant conditionné par la conservation de
I’énergie, le champ dans le plan tranverse peut croitre exponentiellement et donc diverger lorsque
r tend vers U'infini. Ce résultat s’interpréte assez difficilement (voir section 2.4.3 de la référence
[100] et Vintroduction de I'ouvrage [31]), mais semble donner un sens aux fuites du champ dans
la matrice. L’étude des expressions du champ montre que ’énergie du mode aura tendance a se
délocaliser du coeur pour s’échapper dans la matrice. Il ne faut alors pas confondre ces modes a
pertes et ceux qui se propageraient dans des milieux & pertes ou conducteurs. Dans ce dernier cas,
les pertes s’expliquent par 1’absorption du champ par le matériau (4 cause de effet Joule, par
exemple). Tous les modes possédent les deux régimes de propagation guidée et & pertes. Tant que
I'indice effectif reste compris entre 1,4+ €t ncy; le mode est guidé. On appelle coupure la transition
entre le régime guidé (Nmar < Neff < Neyt, avec neyp € R) et le régime a pertes (Re (neff) < Numats
avec ners € C) des modes. A la coupure, la longueur d’onde, notée A., telle que nefs = Npmar st
appelée longueur d’onde de coupure, et on note V. la fréqguence normalisée de coupure correspon-
dante. Les figures 6.11(a) et 6.11(b) montrent respectivement 1’évolution de la partie réelle et
imaginaire de 'indice effectif des sept modes précédents en fonction de la longueur d’onde (calcul
de dispersion). Dans la figure 6.11(a), la longueur d’onde de coupure d’un mode correspond a
l'intersection entre la courbe relative au mode et la droite d’équation Re (nefs) = Nmar = 1 (en
pointillé). Dans la figure 6.11(b), elle correspond & l'apparition d’une partie imaginaire de n.sy
non nulle, c’est-a-dire au début de la croissance de la courbe. Pour les fibres conventionnelles &
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Modes Equation vérifiée par V., | Numéro de la racine
TEom, et T Mo, Jo (‘/;) =0 meme
HElm Jl (ch) =0 (m — 1)éme
EH,, J, (Ve) =0 meme
Ve Ju—2(Ve) _ —2An4 dm
HEym P17 (V) — T-3An me
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TAB. 6.6 — Equations vérifiées par les fréquences normalisées de coupure pour une fibre conventionnelle

a saut d’indice

Modes V. Ac
TE()l et TM()l 2.40475 1.73315

HEy 2.56911 | 1.62227
EHy1 et HE o | 3.83185 | 1.08767

HE3 4.03133 | 1.03385

TAB. 6.7 — Fréquences normalisées de coupure et longueurs d’onde de coupure des sept modes de la
figure 6.9, solutions des équations données dans le tableau 6.6

saut d’indice, les fréquences de coupures V. des modes sont parfaitement identifiées. Le tableau
6.6 donne les équations (faisant intervenir les fonctions de Bessel) vérifiées par V. selon le mode
considéré (page 253 de la référence [21]). Pour les modes T Ey,,, T Mo, HE1,, et EH,p,, on
constate que les fréquences de coupure restent, par définition, indépendantes des paramétres opto-
géométriques de la fibre optique, contrairement aux modes H E,,,,,. La plus connue des fréquences
de coupure est celle des modes T'Ey; et T'My; qui vaut 2.405 environ. Pour des fréquences norma-
lisées en-dessous de cette valeur, un seul mode guidé (le mode fondamental) peut se propager dans
la fibre appelée, dans ce cas, "fibre optique monomode". Le tableau 6.7 donne les fréquences de
coupure et les longueurs d’onde de coupures des sept modes trouvés de la fibre optique considérée.

Les valeurs de A, sont déduites de V. par la relation \. = 2‘7;—R niyl — Nynas2 (voir la définition de

V dans I’équation 6.38). Le mode fondamental n’a pas de coupure puisque V. = 0 soit A, = +oo.
Toutes ces coupures se retrouvent dans les graphiques 6.11(a) et 6.11(b).

Comme pour la diffraction, les calculs numériques associés a cette configuration demeurent trés rapides
(une itération dure moins d’une seconde) du fait de la détermination semi-analytique de la matrice de
transmission 7(¢) (3.111).

6.5.2 Cylindre circulaire excentré par rapport a ’origine

Description de la fibre optique étudiée :

La validation de la méthode différentielle s’effectue de la méme maniére que pour la diffraction.
Nous allons comparer certains résultats obtenus précédemment pour la fibre optique a section
circulaire centrée sur ’origine du repére (absence d’intégration) avec ceux de la méme structure
mais excentrée (voir figures 3.15(a) et 3.15(b)). Pour cette derniére configuration, la méthode

FFF et lalgorithme S s’averent nécessaires au calcul de la matrice ZZ-(L). Les notations restent
inchangées et les paramétres prennent les valeurs suivantes :

Parameétres géométriques Valeurs Parameétres numériques Valeurs
R 1 um N 15 4 40
Ro 2 pm Te 10%
0o 0° Ly et Lo 6,10,14 et 18
Paramétres des milieux L3 3,5,7et 9
Neyl 1.2 Pl, P> et Ps 10
Nmat 1 Paramétres de la recherche de neysy
Autres paramétres Ay 8
A 12419 um Ap 9
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FiG. 6.12 — Tllustration de la dégénérescence des classes C'1 et C2 pour le cylindre circulaire excentré

Cette configuration induit une symétrie de type Ci,. Le décalage du centre du cylindre circulaire
sur l’axe = a donc pour effet de faire perdre un nombre considérable (infini) de symétries dans la
représentation de la structure (on passe de Coop & Ciy). On ne peut alors plus appliquer rigou-
reusement la nomenclature des classes de symétrie (section 6.3) basée sur les travaux de Mclsaac
[37, 38]. Ce dernier précise bien que la représentation de la structure en question doit faire inter-
venir ’ensemble des symétries possibles. Dans notre cas, il s’agit de la configuration centrée de la
fibre circulaire (voir section précédente). En fait, il stipule que des dégénérescences, non prévues
initialement, de certaines classes de symétrie peuvent apparaitre si toutes les symétries ne sont
pas prises en compte (voir dixiéme paragraphe du IIT & la page 431 de ’article [37]). Sur notre
cylindre circulaire C1,,, on devrait précisément observer ces "dégénérescences accidentelles" comme
Mclsaac les a nommeées. D’aprés le tableau 6.4, il existe deux classes de symétries C'l et C2 non
dégénérées. Nous allons démontrer que ces deux classes de symétries sont en fait dégénérées dans
le cas du cylindre circulaire excentré. La classe C'1 correspond a des champs E, symétriques par
rapport & I’axe x et la classe C2 & des champs E, antisymétriques. Or, on sait que les modes de
type HE ou EH sont tous dégénérés deux fois. Par exemple, la figure 6.12(a) illustre le champ
appartenant a la classse de symétrie C'1 (E, symétrique), alors que la figure 6.12(b) montre le
champ de la classe de symétrie C2 (antisymétrique). D’apreés leur dégénérescence théorique (nous
allons voir plus loin qu’il existe pourtant une dégénérescence due aux calculs numériques), ces deux
champs sont tous les deux associés au méme mode fondamental, ce qui illustre la dégénérescence
accidentelle pouvant se produire au sein des deux classes de symétrie C'1 et C2 dans le cas du
cylindre circulaire excentré. Etant donné qu’il n’y a pas de sous-périodicité angulaire (7' = 27), il
n’existe qu'un seul ensemble Z; de coeflicients de Fourier couplés (voir le tableau 6.4), sur lequel

se répartissent les modes des classes C'1 et C2. Par conséquent, les matrices Zi(L) se réduisent a
I'unique matrice ZfL).

Nous allons essentiellement nous intéresser au mode fondamental. Avant d’aborder en détail I’ana-
lyse des résultats numériques, nous pouvons déja illustrer la recherche de l'indice effectif par
l’algorithme décrit dans la section 6.4.1. Pour la recherche du mode fondamental, les paramétres
sont tels que A =1 um, Ly = Lo = 10, Lg = 5 et N = 20. La figure 6.13 représente la carte de
déterminant (étape d’initialisation de la recherche) dans une région du plan complexe telle que
1.157 < Re (nesr) < 1.158 et —1.1073 < Sm (nesy) < 1.103. Le nombre de point en partie réelle
est Ng. = 7 et en partie imaginaire Ny, = 5. Les valeurs de n.s¢ considérées pour le calcul de
faet se localisent aux points d’intersection du quadrillage apparant. L’indice effectif de plus petite
valeur de fge; vaut : 1.1575 440 (la partie imaginaire de 'indice effectif d’'un mode guidé est nulle).
La seconde étape de la recherche (par encadrement et par régression linéaire complexe) est lancée
a partir de ce point de départ. Il a fallu 23 itérations pour trouver l'indice effectif & la précision
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F1G. 6.13 — Initialisation de la recherche de l'indice effectif du mode fondamental du cylindre circulaire
excentré par rapport & 'origine : Carte de déterminant. La barre de I’échelle des couleurs représente les
valeurs de fger(n), f f)
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F1G. 6.14 — Recherche de I’indice effectif du mode fondamental du cylindre circulaire excentré par rapport
a Porigine. A la fin du processus de recherche, la valeur trouvée est n sy = 1.157512382 + 0

souhaitée : facteur de décroissance du déterminant de ZfL) égal & 108 et/ou précision en partie
réelle et imaginaire inférieure 2 107°. Dans le cas présent, la recherche de n, ff s’est arrétée en
vérifiant les deux critéres a la fois. La figure 6.14(a) montre le suivi de I'indice effectif pour chaque
itération de la recherche. Les 15 premiers points (reliés entre eux par des segments) sont relatifs a
la recherche par encadrement qui a enchainé un zoom (apreés les huits premiers points) et un dépla-
cement (apres les 6 points suivants). L’exécution de I’algorithme est conclue par une recherche par
régression linéaire complexe, représentée par les 2 derniers points (croix dans la figure 6.14(a), les
sept derniers points semblent superposés). Enfin, la figure 6.14(b) montre la décroissance de fge;
en fonction de ’ensemble des itérations de la recherche. La décroissance reste modérée pendant la
recherche par encadrement (diminution du logarithme d’un facteur 3 seulement), mais elle s’accé-
lére nettement dés que la recherche par régression linéaire complexe débute (chute du logarithme
d’un facteur 8 environ). La valeur de Iindice effectif trouvée est n.yy = 1.157512382 + 0 et vérifie
les deux critéres d’arrét. L’ensemble du processus de recherche de n sy (carte de déterminant et
recherche fine) a nécessité 60 itérations, ce qui représente un temps de calcul de 12 minutes environ.
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F1G. 6.15 — Reconstruction de la permittivité "vue" par le programme numérique. Les dissymétries sont
produites par la troncature du développement et la discrétisation de la zone modulée (en couches S et
en pas d’intégration)

Dégénérescence numérique :

En théorie, on s’attend a ce que la fonction fqet(n ;) ne présente qu'un seul minima vers l'indice
effectif du mode fondamental, comme nous ’avons déja observé sur la carte de déterminant de
la figure 6.13. Mais, si on réduit la zone de recherche (zoom), on voit apparaitre deux minima
relativement proches. Cette levée de dégénérescence provient de I’aspect purement numérique des
calculs. En effet, le champ FE, symétrique par rapport a 'axe x (de classe C1, figure 6.12(a)) ne
"voit" pas tout-a-fait le méme objet opto-géométrique que le champ F, antisymétrique (de classe
C2, figure 6.12(b)). La discrétisation de la zone modulée par les couches S et les pas d’intégration
induit une dissymétrie radiale des grandeurs opto-géométriques dans la structure modélisée. De
méme, une dissymétrie angulaire est engendrée par le phénoméne de Gibbs qui apparait lors
de la reconstruction par les développements tronqués des ces mémes grandeurs. Par exemple,
la répartition de la permittivité (fonction €(r,0) donnée par (3.113) avec €., = V1.2 &~ 1.095)
"vue" par le programme numeérique est illustrée dans la figure 6.15, avec N = 20, L1 = Lo = 10,
L3 = 5et P, = P, = P; = 10. Dans toute la zone modulée, il apparait de faibles ondulations
de la permittivité caractéristiques du phénoméne de Gibbs. L’aspect le plus intéressant de cette
figure reste la répartition de la permittivité autour du cercle : elle ne décrit pas un cercle parfait
mais elle prend plutot la forme d’une ellipse qui s’étire parallélement & I'axe y. On constaterait
les mémes effets concernant les grandeurs géométriques, comme les vecteurs NZ, N2 et N, Ny
intervenant dans la matrice Q. (3.15). Cette déformation numeérique du cercle explique la levée
de dégénérescence observée. On se doute que cette derniére doit étre d’autant moins importante
que la forme (opto-géométrique) du cercle est bien modélisée, c’est-a-dire lorsque les paramétres
d’intégration (L; et P;, i € [1,3]) et lordre de troncature des développements N augmentent.
La figure 6.16(a) représente la fonction fge(n), 7 f) avec n/, r7 € R, pour différentes valeurs de N
et L = Ly + Lo + Ls. On constate que la distance (écart absolu) entre les indices effectifs des
deux champs non dégénérés du mode fondamental est plus sensible & la variation de 'ordre de
troncature N que le nombre total de couche S. Lorsque N augmente (pour une valeur de L fixée),
ces deux indices effectifs se rapprochent, ce qui confirme notre hypothése (voir également la figure
6.16(b) établie pour L = 25). En outre, on note la convergence selon N de ’ensemble des indices
effectifs vers celui prévu par le calcul sur le cylindre centré.

De la recherche de mode a la diffraction :
Nous avons & disposition un unique code numérique qui permet d’étudier & la fois la diffraction et
la recherche de mode dans des structures cylindriques. Nous nous sommes naturellement demandé
comment un mode d’une fibre optique, dont l'indice effectif a été préalablement trouvé par le
probléme modal, pourrait étre excité par diffraction d’une onde plane. Nous allons considérer
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traduisent la levée de dégénérescence numérique

F1G. 6.16 — Etude de la dégénérescence numérique du mode fondamental

successivement deux modes du cylindre circulaire excentré précédent : le mode fondamental (mode
guidé) & A =1 pm, puis le mode HFs5; & A = 1.08 um (mode a pertes puisque A < A.).

Avant tout, nous avons cherché & évaluer la précision des calculs pour la recherche de mode par
des tests de convergence selon l'ordre de troncature N. Les paramétres sont :

Parameétres géométriques Valeurs Parameétres numériques Valeurs
R 1 um N 20 & 40
Ry 2 pm Te 10%
) 0° Ly et Lo 10
Paramétres des milieuc L3 5
Neyl 1.2 P, Py et P3 10
Nmat 1 Paramétres de
Autres paramétres la recherche de ncsr
N 1 pm (HE11) Ay 6
et 1.08 um (HEs1) Ap 9

Respectivement pour chacun de ces modes, les deux courbes de la figure 6.17 représentent I’écart
relatif selon N entre le module de l'indice effectif associé au cylindre excentré par rapport a celui
trouvé pour le cylindre centré. Sur I'ensemble des valeurs de N testées, la précision du mode H E1;
reste meilleure que celle du mode HE3;. A N = 40, la précision atteint un écart relatif d’environ
6.10~5 pour le mode HE;; et 4.107° pour le mode HE3;. Ce résultat est tout-a-fait normal a
la vue des spectres de Fourier (module des amplitudes) normalisés des champs dans la région
extérieure du mode fondamental (voir figure 6.18(a)) et du mode HE3; (voir figure 6.18(b)) a
leurs longueurs d’onde respectives et & N = 40. Ils permettent de rendre compte de ’élargissement
des spectres induit par le déplacement du cylindre en placant l’origine du repére en dehors de sa
surface (pour le cylindre centré, on rappelle que le spectre de Fourier de H E1; n’est composé que
de coefficients non nuls aux ordres —1 et 1, et pour le mode H FEs5;, aux ordres —3 et 3).

On se place désormais en régime diffraction. On sait que le terme vy s’identifie & la constante de
propagation (. Ainsi, la condition d’excitation d’un mode d’indice effectif n.;¢ par la diffraction
prend la forme :

Yo = koness (6.41)
Pour le mode fondamental H E11, le terme 7 est réel puisque n.yy € R. Par contre, la composante
transverse du vecteur d’onde incident ky cpe = k3, /n2,, — n? s5 (2.46) devient un nombre complexe

(Neff > Nege). Autrement dit, 'expression du champ incident donnée par (3.6) révéle que 'onde
plane excitatrice du mode fondamental dans la matrice est une onde propagative selon z (yg € R)
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F1G. 6.19 — Principe d’un coupleur & prisme

mais évanescente dans le plan de section droite (kies+ € C). La coupure de la racine carrée
dans l’expression de k; ¢+ est choisie de telle sorte que le champ transverse reste effectivement
évanescent et non divergent. On retrouve le principe bien connu des coupleurs & prisme (voir
figure 6.19). Un faisceau lumineux monochromatique (spectre étroit en longueur d’onde) éclaire le
prisme dans lequel les rayons propagatifs sont réfléchis & son interface coplanaire au guide d’ondes.
Ainsi, seules les ondes évanescentes sont transmises dans la fine couche d’air comprise entre le
prisme et ce guide. Il existe un seul angle d’inclinaison du faisceau lumineux qui permet d’exciter
le mode recherché. On peut désormais s’intéresser plus en détail aux paramétres de I’onde plane
excitatrice. D’apreés la relation (2.48), 'angle ¢;,. est imposé par I'indice effectif du mode :

. Ne
Pine = —arcsin < ff)
Next

Etant donné que nefy > nNewt, I'angle @i, devient un nombre complexe, difficile a interpréter
et & determiner (coupure de la fonction arcsin). Les paramétres Eéf:c) (2.49) et Héf:c) (2.50)
deviennent des amplitudes complexes via le terme cos (inc). Sachant que les autres composantes
du champ incident restent proportionnelles & Eéf:c) et Héf:c) (voir les relations (3.29) a (3.32)),

elles peuvent également s’exprimer proportionnellement & cos (@;n.). En pratique, il n’est donc
pas nécessaire de tenir compte de ce facteur cos (¢;inc), choisi égal a 'unité. En outre, on injecte
directement dans le programme la valeur de 7o (et non ¢;,.) lorsqu’on souhaite exciter un mode.

, restent définis

Tous les autres paramétres de 'onde plane incidente, & savoir 0;,,c, Yinc €t “E(inc)

arbitrairement. Cependant, ils jouent un role dans le degré d’excitation du mode. Par exemple,
I’angle azimutal ;,. permet de controler la polarisation des champs électrique et magnétique
incidents. Supposons qu’on souhaite exciter le mode T'Ey; dont les seules composantes du champ
non nulles sont H,, E, et Ey. Si 0 = 0° et Y. = 0°, les seules composantes non nulles
du champ incident sont E, et H,, d’aprés les expressions 2.49 et 2.50 (avec cos (pinc) = 1 et
sin (wine) = 0). Il n’y a donc aucune chance d’exciter ce mode avec cet ensemble de paramétres.
Par contre, si 0, = 0° et ¥, = 90°, ’excitation est maximale. Pour les autres modes dégénérés
(HE1; et HE31, en particulier), on généralise ce raisonnement. Lorsque ;.. = 0°, on obtient
Hé?:c) =0et Eéf:c) # 0 d’aprés les expressions (2.49) et (2.50). Par conséquent, la symétrie du

mode éclairé est imposée par celle de Egmc)(r, 0,2). Si O;ne = 0° alors Egmc)(r, 0, z) est symétrique

par rapport & 'axe X (3.8) : on excite le champ |E,| du mode symétrique par rapport a l’axe
X. Si O = 90° alors giine) (r,0, z) devient antisymétrique : on excite le champ |E.| du mode
antisymétrique. La situation s’inverse lorsque 9, = 90° : Si 6;,. = 0°, le champ |E,| du mode
excité est antisymétrique; Si 0, = 90°, le champ |E.| du mode excité est symétrique. Nous
limiterons notre étude au mode antisymétrique : ¥;,. = 90° et 0, = 0°. Par défaut, on prend
Yine = 90° afin d’exciter autant le champ électrique que le champ magnétique. Dans le but
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Fi1G. 6.20 — Cartes de champs du mode H E7; excité par diffraction
d’éclairer les modes H F1; et HE3q, on prend les paramétres suivants :
Paramétres de l’onde
L. Valeurs
plane incidente
A 1 um
Ifa'r'a:me‘tres Valeurs Oine 0°
géométriques Dine 90°
R 1 um (HEm) HE‘(inc) 1
1.08 um (HE31) ( )
7 3 m _ 11575524 (HEn
% G nesy (70 = konegy) 0.990752712 + i1.72525 10~% (H Es1)
Paramétres Paramétres
des milieuc numériques
Neyl 1.2 N 40
Nmat 1 Tc 10%
L1 et Lo 10
Ls b)
P17 P et Ps 10

Pour le probléme modal, la matrice S~! évaluée & la constante de propagation 8 d’un mode
devient singuliére. Pour le probléme de diffraction, elle correspond & un pole de S dont certaines
valeurs divergent. On s’attend alors & ce que les champs divergent d’autant plus que la valeur
de 7o est proche de la constante de propagation du mode. Les figures 6.20(a)a 6.20(b) et 6.20(c)
illustrent les champs diffractés transverses (en module) respectivement pour les composantes FE9,
H? et P4. A la vue de I’échelle des couleurs, on vérifie bien que les valeurs soient trés élevées. En
fait, nous n’avions pas pris la valeur de n.ss a la précision (107?) obtenue par la résolution du
probléme modal car les valeurs des champs dépassent 10'® dans ce cas. Nous cherchons maintenant
& exciter le mode & pertes H F3;. L’indice effectif trouvé par la résolution du probléme modal est
un nombre complexe valant n.sr = 0.990752712 4 1.72525 10~3i. Dans la matrice, 'onde plane
incidente associée est alors une onde évanescente selon z et dans le plan de section droite, puisque
v € C (6.41) et ktenr € C. En prenant cet indice effectif complexe, le champ du mode est
complétement excité (voir les cartes de champs 6.21(a) & 6.21(c)). Si on tient compte seulement
de la partie réelle de n.ys, I'onde plane incidente devient totalement propagative dans la matrice
puisque o = koe (nesr) € R et ki eqe € R. Cependant, le mode devient partiellement excité, ce
qui laisse apparaitre les effets de la diffraction (pertes des symétries) dans les cartes de champs
6.22(a) & 6.22(c).
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F1G. 6.21 — Cartes de champs du mode H Es3; excité complétement par diffraction avec o = konerys
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F1G. 6.22 — Cartes de champs du mode H E3; excité partiellement par diffraction avec vy = koRe (nesys)

6.6 Application numérique & d’autres structures géométriques
simples

6.6.1 Cylindre de section elliptique

Nous reprenons les mémes cylindres elliptiques que ceux étudiés en diffraction classique (voir section
4.2.3). Autrement dit, nous cherchons a observer leffet de I’excentricité d’une ellipse d’aire identique
a celle du cercle (de rayon R = 1 pum). Le profil (voir figure 2.1(a)) laisse apparaitre une symétrie
du type Cs,. D’aprés le tableau 6.4, les modes se répartissent en quatre classes de symétrie, toutes
non dégénérées. Ainsi, la brisure de la symétrie Cu, (cylindre circulaire centré) en Co, induit une
levée de dégénérescence. Les deux champs initialement dégénérés du mode fondamental deviennent non
dégénérés. Ils appartiennent & la classe de symétrie C'3 pour le champ antisymétrique par rapport &
I’axe x, et & la classe C'4 pour le champ symétrique. Les paramétres de I’étude numérique sont :

Parameétres géométriques Valeurs Paramétres numériques | Valeurs
b 0.7, 0.8, 0.9 et 0.95 m N 10
a (= R?/b) 1/b pm L 10
Paramétres des milieuz P 10
Nyl 1.2 Paramétres de
Nmat 1 la recherche de n.ss
Autres paramétres Ay 5
A 1a1.9 um Ap 9

La figure 6.23 montre 1’évolution de l'indice effectif du mode fondamental & A = 1 pum pour les classes
de symétrie C3 et C4, en fonction du demi-petit axe b. La droite en pointillé correspond a la valeur
de 'indice effectif trouvée pour le monde fondamental du cylindre centré (voir section 6.5.1). On vérifie
que les indices effectifs des modes dégénérés se rapprochent lorsque a augmente, jusqu’a devenir égaux
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(dégénérescence) pour le cas limite de la fibre circulaire. On note également que ces indices effectifs
tendent & encadrer celui du cylindre circulaire lorsque le cercle est faiblement déformé (b = 0.95 pum).
Ce résultat est prévu a la page 383 de la référence [21]. Pour b = 0.7 um, les spectres de Fourier
normalisés des champs dans le milieu extérieur pour le mode C3 (voir figure 6.24) justifient le choix de
la valeur de l'ordre maximal de troncature (N = 10). Les figures 6.25(a) a 6.25(c) illustrent les cartes
de champs (module de E,, H, et P,) pour le mode C3 et les figures 6.26(a) & 6.26(c) pour le mode C4.
Les figures 6.27(a) et 6.27(b) représentent la dispersion chromatique en fonction de A respectivement
pour les modes C'3 et C4. La courbe en trait plein correspond & la dispersion du mode fondamental
du cylindre circulaire centré. La figure révéle que l'excentricité de l'ellipse influence différemment la
dispersion de chacun de ces modes.

6.6.2 Cylindre de section rectangulaire

On considére une nouvelle géométrie : un cylindre a section rectangulaire. Avant d’aborder ’analyse
de quelques résultats numériques, nous allons décrire cette structure d’un point de vue de la méthode
différentielle (zone modulée et matrices de Toeplitz). Dans un second temps, nous illustrerons les résultats
numériques en procédant de la méme maniére que pour le cylindre elliptique : nous étudierons le mode
fondamental d’une section carrée qui sera ensuite déformée progressivement en rectangle.

Description du systéme :

La largeur de la section droite rectangulaire est notée [; et la longueur 5. La zone modulée est

comprise entre le cylindre circulaire C),;, de rayon R, = % et le cylindre circulaire C,,q, de

\VI2+12

rayon R,q, = ~—— (voir figure 6.28). On la divise en deux sous-zones modulées grace au cylindre
ciculaire C'1, . La premiére d’entre elles, comprise entre C,,;,, et C1,, est subdivisée en L; couches
2 2

S, chacune discrétisée en P; pas d’intégration. Le cylindre circulaire C, (% <r< %) et le profil

rectangulaire se coupent en quatre points d’angles 6(r), m — 0(r), —mw + 6(r) et —6(r), avec :

TR . (h
0(r) = arcsin (§>

La seconde sous-zone modulée, comprise entre Ci, et Ciqz, €St subdivisée en Lo couches S, cha-
2

VIZ+12

cune discrétisée en P, pas d’intégration. L’intersection entre un cylindre C, (% <r < Y42

avec le cylindre rectangulaire est définie en quatre couples de points d’angles (51(7“),52(7")),

(7T — 0, (r), ™ — 52(7“)), (7T +01(r), ™+ 52(7")) et (—51(7“), —52(7“)), avec :

oy ly o [l
01(r) = arccos (§> et O2(r) = arcsin (§>

Le calcul des coefficients de Fourier qui constituent les matrices de Toeplitz [e], [1], [N?], [NZ]
et [N, Np] se déduisent comme pour le cylindre circulaire excentré (voir section 3.5.3) ou elliptique
(voir section 4.2.3), & partir de ces valeurs de g(r) ou 6, (r) et 52(7“). Comme pour le cylindre
elliptique, nous considérerons des sections rectangulaires telle que ’aire soit égale a celle du cercle
étudié précédemment (de rayon R) :

mR?

o

ly =

Section droite carrée :
Pour commencer, étudions le cas particulier du carré (I3 = l3), ce qui implique que Ci, = Chuin.
2

La premiére sous-zone modulée disparait pour ne laisser place qu’a la seconde avec Ly = L couches
S, chacune discrétisée en P, = P pas d’intégration. La symétrie devient du type Cy,, ce qui induit
Pexistence de six classes de symétries : C1, C2, C5 et C6 sont non dégénérées alors que C3/4
est dégénérée (deux fois). Nous limitons I’étude au mode fondamental qui appartient & ce dernier
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Fi1G. 6.23 — Indice effectif des modes fondamentaux de classes de symétrie C3 et C'4 en fonction du

demi-petit axe & A =1 um
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F1G. 6.24 — Spectre de Fourier du mode fondamental de classe de symétrie C'3 pour b = 0.7
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FiG. 6.25 — Cartes de champs du mode fondamental de classe de symétrie C3 pour b = 0.7
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Fic. 6.26 — Cartes de champs du mode fondamental de classe de symétrie C4 pour b = 0.7
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FiG. 6.28 — Fibre optique & section droite rectangulaire
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F1G. 6.30 — Courbes de dispersion du mode fondamental pour le cylindre & section carrée en comparaison

avec celle du cylindre circulaire centré

couple de classes de symétrie. Nous considérons le cylindre avec les paramétres suivants :

Parameétres géométriques

Valeurs

i (= Ry/T)

1.77245385 um

la (=11)

1.77245385 pum

Paramétres des milieux

Neyl 1.2
Nmat 1
Autres paramétres
A 1a19 um

Pour A = 1 um, l'indice effectif trouvé vaut :

Section droite rectangulaire :

Paramétres numériques Valeurs
N 10
L 10
P 10
Parameétres de la recherche de n.sys
Ay 5
Ap 9

Nerr = 1.155823819. Il se situe & proximité de
son homologue du cylindre circulaire centré, puisque I’écart relatif entre les deux indices effectifs
vaut 1.5 1072 environ. Les figures 6.29(a) & 6.29(c) montrent les cartes du champ dégénéré de
le classe de symétrie C3 du mode fondamental. La figure 6.30 représente la courbe de dispersion
chromatique du mode fondamental sur l'intervalle de longueur [1,1.9] (um) en comparaison avec
celle obtenue par le cylindre circulaire centré. Leurs monotonies semblent trés proches.

Le cylindre a section carrée précédent, va étre déformé en cylindre rectangulaire. La symétrie du
profil devient du type Cs,, comme pour le cylindre elliptique. Il apparait alors les mémes classes de
symeétrie, toutes non dégénérées. Le mode fondamental appartient toujours a la classe de symétrie
C3 pour le champ antisymétrique par rapport a I’axe x, et a la classe C4 pour le champ symétrique.
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mode fondamental de classe de symétrie C'3 du cylindre & section

Les paramétres de I’étude numérique sont :

Parameétres géométriques Valeurs _ _—
Paramétres numériques Valeurs
lh 1.5, 1.6, 1.7 pm i 5
lo (= 7R*/l1) 7w/l pm 7 18
Paramétres des milieux Iz 10
Neyl 1.2 =
Paramétres de la recherche de ness
Nmat 1 A 5
Autres paramétres Af 9
A 1419 um &

La figure 6.31 montre ’évolution de l'indice effectif du mode fondamental & A = 1 um pour les
classes de symétrie C'3 et C4, en fonction de la largeur /1. La droite en pointillé correspond & la
valeur de l'indice effectif trouvée pour le mode fondamental du cylindre centré (voir section 6.5.1).
On émet les mémes observations que précédemment : les indices effectifs des modes dégénérés se
rapprochent lorsque [; augmente, et ils tendent & encadrer celui du cylindre & section carrée lorsque
celui-ci est faiblement déformé (I = 1.7 um). Pour 1 = 1.5 um, les spectres de Fourier normalisés
des champs dans le milieu extérieur pour le mode C3 (voir figure 6.32) justifient le choix de la
valeur de 'ordre maximal de troncature (N = 20). Les figures 6.33(a) & 6.33(c) illustrent les cartes
de champs pour le mode C3 et les figures 6.34(a) & 6.34(c) pour le mode C4. Les figures 6.35(a)
et 6.35(b) représentent la dispersion chromatique en fonction de A respectivement pour les modes
C3 et C4. La courbe en trait plein correspond a la dispersion du mode fondamental du cylindre &

section carrée.
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CONCLUSION DU CHAPITRE Dans ce chapitre, nous avons posé toutes les bases théoriques
nécessaires a la description des modes dans les fibres optiques par la méthode différentielle. Nous avons
exploité a la fois les symétries (périodicités angulaires) qui peuvent apparaitre dans leurs profils trans-
verses, ainsi que celles des modes recherchés. Ceci permet en outre de bénéficier d’un gain de temps de
calcul non négligeable qui s’accroit avec I’ordre de périodicité opto-géométrique angulaire. Des premiers
résultats numériques concernant des géométries simples (sections circulaires, elliptiques et rectangu-
laires) sont exposés, validant I'implémentation de la méthode différentielle pour le probléme modal.
Le code numérique peut non seulement déterminer la partie imaginaire de 'indice effectif des modes
a pertes, mais également établir des courbes de dispersion (suivi en longueur d’onde). A ce niveau, le
programme a été exploité pour I’étude de plasmons se propageant dans une plaque métallique trouée
(un seul trou), par le calcul de modes dans des cylindres circulaires (infinis) a forte conductivité [89].
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Nous consacrons ce chapitre au principal objectif du travail de thése : ’étude de fibres optiques
microstructurées par la méthode différentielle. Notre premiére préoccupation a été de confirmer la validité
du programme sur des exemples de structures bien connues, comme les FOMs & inclusions circulaires
de symétrie Cg,. Une étude approfondie du mode fondamental permettra d’évaluer la précision de la
méthode différentielle par comparaison avec une méthode numérique de référence, trés précise, pouvant
modeéliser ce genre de fibres : la Méthode Multipolaire (notée par la suite MM). Afin d’illustrer toutes les
possibilités de la méthode différentielle, nous présenterons et validerons les résultats concernant d’autres
modes (de symétries différentes) pour cette méme fibre et les résultats de FOMs & inclusions circulaires
possédant une autre symétrie (Cs,). La seconde partie traitera de FOMs ayant de nouveaux profils
géométriques que la méthode multipolaire ne peut modéliser : fibres & inclusions sectorielles, fibres de
type "grapefruit". Ces résultats illustreront en partie ’apport de la méthode différentielle dans ’étude de
ce type de fibres optiques. Nous verrons en particulier 'effet produit par ces géométries sur les propriétés
de dispersion modale. Enfin, nous évoquerons dans la derniére partie les récents résultats concernant
les FOMs de type ARROW qui ont permis la mise en évidence d’un phénoméne spécifique a ce genre
de fibres : 'anti-croisement entre un mode a pertes localisé dans le coeur (le mode "fondamental" de
la fibre ARROW) et un mode & pertes associé aux cylindres de haut indice. Nous en évaluerons les
conséquences pouvant étre dommageables pour la propagation de la lumiére dans les FOMs de type
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ARROW. Un travail en collaboration avec ’équipe expérimentale du PhLAM de 1'Université de Lille I
semble confirmer I’existence de ce phénomeéne.

7.1 FEtude de FOMs a inclusions circulaires

7.1.1 Introduction

Les différents types de FOMs :

La plupart des FOMs envisagées posséde des inclusions circulaires identiques, disposées selon une

symétrie Cp,,. Ainsi, elles sont géométriquement caractérisées par quatre paramétres : I'ordre n

de la symétrie, le diamétre d des inclusions, la distance A entre leurs centres (appelée également

"pitch") et le nombre de couches d’inclusions. La figure 1.2 (voir section 1.2.2) représente le cas

particulier d’'une FOM classique Cg,, & inclusions circulaires de bas indice (vide) dans une matrice

de haut indice (en général de la silice). On recherche des modes confinés dans le coeur, c’est-a-dire
dans la région centrale de la section principale de la fibre, encadrée par les inclusions. On peut
classer les FOMs en deux catégories.

— Les FOMs dont l'indice du coeur est supérieur o l’indice moyen de la zone microstructurée. Elles
sont généralement appelées "FOMs classiques" ou encore "FOMs conventionnelles". Dans ce cas,
la propagation des modes peut étre interprétée, en premiére approximation, par des effets de
réflexions totales internes modifiées (par interférences multiples entre les inclusions).

— Les FOMs dont l’indice du coeur est inférieur a l'indice moyen de la zone microstructurée. Cette
famille de FOMs comprend les FOMs & coeur creux & Bandes Interdites Photoniques (BIP) et les
FOMs de type Anti Resonant Reflecting Optical Waveguide (ARROW). Pour le premier premier
cas, la nature de la propagation de la lumiére s’explique en terme d’effets de BIP. Ce phénoméne
observé initialement dans les cristaux photoniques montre que certains harmoniques s’étalant
sur une plage déterminée de longueur d’onde ne peuvent pas traverser le cristal [101, 102]. L’idée
est d’exploiter cet effet afin d’empécher la lumiére de fuir au travers de la région microstructurée.
Celle-ci s’identifie & un cristal photonique si le nombre d’inclusions est suffisamment important.
A ce titre, ce type de FOM est également nommé "FOM & cristaux photoniques". Les FOMs
de type ARROW sont telles que le contraste d’indice est inversé (inclusions de haut indice dans
une matrice de bas indice). Les effets électromagnétiques en jeu deviennent un peu plus com-
plexes puisque chaque inclusion peut étre considérée comme une fibre optique conventionnelle
a saut d’indice. Dans ces conditions, il est nécessaire de distinguer les modes confinés dans le
coeur associés & I’ensemble de la structure et les modes pouvant se propager dans chacune des
inclusions. Il peut apparaitre alors des effets de résonance ou de couplage entre tous ces modes
[35, 36], a l'origine des bandes qui apparaissent dans les spectres de transmission (comme pour
les fibres & cristaux photoniques).

Quelques propriétés des FOMs classiques :
L’étude de fibres optiques & géométrie complexe telles que les fibres optiques microstructurées
(FOMs) nécessite généralement un traitement numérique. La Méthode Multipolaire [42, 40] reste
I'une des premiéres & avoir étudié précisément les propriétés des FOMs & inclusions circulaires.
Cette méthode modélise souvent des FOMs fabriquées en omettant la gaine. Autrement dit, les
géométries considérées par cette méthode sont constituées de cylindres circulaires placés dans une
matrice infinie. Par conséquent, dans le cas de FOMs & coeur plein, les modes localisés dans le coeur
(matrice) deviennent des modes & pertes, c’est-a-dire avec un indice effectif complexe. Il est donc
impossible d’établir une relation d’ordre entre ces modes. On définit pourtant le mode fondamental
(de symétrie C3/4-a) comme celui qui posséde ’indice effectif de plus grande partie réelle et de plus
petite partie imaginaire (minimum de pertes). Pour une classe de symétrie donnée, la nomenclature
choisie utilise une indexation des modes par des lettres alphabétiques (C3/4-a, C3/4-b, C3/4-c,...)
dans l'ordre des parties imaginaires croissantes. Les pertes d’un mode sont directement reliés a la
localisation de son champ électromagnétique (et donc de son énergie électromagnétique, c’est-a-dire
du vecteur de Poynting) dans le coeur et dans la région microstructurée (qui contient les inclusions).
Les pertes d’'un mode d’'une FOM sont fonction de la longueur d’onde, des paramétres géométriques
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(diameétre d et pitch A) et du nombre de couches d’inclusions. Par conséquent, I’étude des propriétés
de guidage des modes est souvent ramenée aux variations des paramétres géométriques de la fibre
normalisés par A : rapports % et % Les pertes diminuent lorsque le nombre de couches d’inclusions
ou le rapport & augmente (voir figure 7.2, page 249 de la reference [31], et référence [103]). Par
contre, la partie réelle de l'indice effectif (du mode fondamental) se stabilise rapidement lorsque
le nombre de couches d’inclusions croit (voir figure 7.4, page 250 de la reference [31], et référence
[103]). De plus, un mode a pertes d’'une FOM peut subir une transition de délocalisation du coeur
de la fibre vers la région des inclusions. Des études approfondies concernant les transitions de
délocalisation du mode fondamental et du second mode sont présentées dans les articles suivants
[100, 104, 105, 43, 44, 31]. La figure 7.14 a la page 261 de la référence [31] résume ces propriétés
sous la forme d’un diagramme % en fonction de %. Pour le second mode, on distingue trois régions
lorsque le nombre de couches d’inclusions est assez élevé. La courbe en pointillé représente la
transition de délocalisation de ce mode. La premiére région est telle que % < 0.4 environ. Pour
un rapport fixé de %, le mode C2-a est toujours délocalisé du coeur de la fibre, quelque soit la
valeur de % Dans la deuxiéme région telle que % > 0.4 et telle que la valeur de % soit en-dessous
de la courbe en pointillé, le second mode est localisé dans le coeur. Lorsque la valeur de % passe
en-dessus de la courbe en pointillé, il se délocalise vers la région microstructurée. Cette transition
de délocalisation s’effectue rapidement, c’est-a-dire sur une intervalle étroit de % pour un rapport
fixé de %. Cette propriété est confirmé par la figure 7.6 a la page 253 de la référence [31] illustrant
la partie imaginaire de I'indice effectif du second mode en fonction du rapport % (avec % =0.55
et un nombre de couche d’inclusions égal & 4, 8 et 10). Par conséquent, on peut étendre la notion
de coupure pour le second mode a pertes d'une FOM. En ce qui concerne le mode fondamental, la
figure 7.14 4 la page 261 de la référence [31] révéle également trois régions. La premiére région qui
apparait en gris représente la zone de la transition de délocalisation de ce mode. Pour la région
situé en-dessous de la précédente, le mode fondamental reste localisé dans le coeur de la fibre, alors
que, pour la région situé en-dessus, le mode est délocalisé. Pour une valeur fixée de %, on constate
que le mode fondamental se délocalise toujours & partir d’une plage assez étendue de % On ne
parle pas de coupure du mode fondamental, étant donnée la largeur de cet intervalle sur lequel
s’effectue la transition de délocalisation du mode fondamental, et ceci quelque soit le nombre de
couches d’inclusions (voir également la figure 7.13 a la page 260 de la référence [31] déterminée
pour % = 0.3 avec un nombre de couches d’inclusions de 3 & 5).

Les FOMs a inclusions circulaires dans la méthode différentielle :
On considére une FOM de symétrie Cn,., (N7 € N) a inclusions circulaires. Dans la méthode dif-
férentielle (voir section 6.2.3), ’étude une FOM Ch,.,, & une couche d’inclusions circulaires revient
& considérer un seul cylindre sur un secteur d’angle T = ]%[—7; Par conséquent, I’implémentation
d’une telle structure cylindrique reste analogue a celle de 'unique cylindre circulaire (défini sur
l'intervalle angulaire [—m, 71]) étudiée jusqu’a présent (voir section 3.5.3). Nous nous intéresserons
essentiellement a la symétrie Cg, qui reste la plus étudiée. En effet, il s’agit de la symétrie induite
par un empilement d’inclusions circulaires le plus compacte possible (réseau triangulaire utilisé
dans les cristaux photoniques). En ce qui concerne les FOMs, ’empilement des capillaires conduit
a cette disposition. D’aprés les travaux de Mclsaac [37, 38] (voir tableau 6.4), on sait qu’il existe
8 classes de symétries. Les classes C'1, C2, C'7 et C'8 sont non dégénérées alors que C3/4 et C5/6
sont dégéneérées deux fois. Le mode fondamental est décrit par le premier mode des classes C3/4
[31]. Dans la MD, les coefficients de Fourier se découplent en six sous-ensembles Z; (i € [1,6]). On
rappelle dans le tableau 7.1 les différents sous-systémes de coefficients de Fourier Z; (i € [1,6]),
pour lesquels les champs associés & une classe de symétrie sont décrits (voir tableau 6.4). Dans
un premier temps, on considérera une FOM Cg, & une couche d’inclusions circulaires. Le secteur

d’é¢tude dans la méthode différentielle occupe un angle de 7' = % et contient un seul cylindre
circulaire (voir figure 7.1(a)). On rappelle que I'on pourrait réduire cette angle 4 7' = T en tenant

compte de la parité des fonctions €(r,6), N2(r,0), NZ(r,0) et N, Ny(r,0) (voir la conclusion de la
section 6.3). Pour ce cas, nous nous attarderons sur les tests de convergence du mode fondamental
(C3/4-a, décrits par la MD par les sous-ensembles 7o et Zs) permettant d’évaluer la précision des
résultats. Nous montrerons quelques résulats concernant les premiers modes décrits dans les autres
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Classe de symétrie | Sous-ensemble Z;

C1 T
C2 T1

03/4 Is et Ig

C5/6 I3 et Iy
c7 Z4
C8 14

TAB. 7.1 — Sous-systémes de coefficients de Fourier des champs modaux par classe de symétrie d’une
FOM C,

Classe de symétrie | Sous-ensemble Z;
C1 T
C2 T
C3 I
C4 I

TAB. 7.2 — Sous-systémes de coefficients de Fourier des champs modaux par classe de symétrie d’une
FOM Cy,

classes de symétrie. Afin de montrer les capacités du code numérique, nous étudierons ensuite le
mode fondamental pour deux couches (voir figure 7.1(b)), puis trois couches d’inclusions (voir fi-
gure 7.1(c)). Enfin, nous concluerons cette section par ’analyse du mode fondamental d’'une FOM
a symétrie Cy,, constituée de six cylindres dont les deux placés sur ’axe = possédent un diamétre
plus élevé que les quatre autres (voir figure 7.1(d)). Il y a alors quatre classes de symétrie non
dégénérées. Le mode fondamental se divise en deux modes distincts (indices effectifs différents)
de classes de symétrie C3 et C4 (toutes les deux décrites par le sous-ensemble Z5). Pour cette
géométrie, les différents sous-systémes de coefficients de Fourier considérés par la MD sont donnés
dans le tableau 7.2. L’ensemble des résultats obtenus par la méthode différentielle sera validé par
comparaison avec ceux de la MM [42, 40, 31], disponible au sein du laboratoire.

7.1.2 FOMs de symétrie (s, a une couche d’inclusions

Avant d’analyser les premiers résultats numériques sur un cas particulier de FOM, il est utile de
présenter le calcul des matrices de Toeplitz qui interviennent dans la matrice Q. (3.15). Sur un cylindre
C, de la zone modulée (Ryin < 7 < Rpaz), les fonctions e(r,6), NZ(r,0), N2(r,0) et N,.Ny(r,0) ne
sont plus définies sur 'intervalle angulaire [—m, 7] (voir figures 3.16(a), 3.18(a), 3.18(b) et 3.18(c)),

mais seulement sur l'intervalle {00 — w0 0o+ NLT} Par conséquent, la matrice de Toeplitz [¢] est alors
constituée des coefficients de Fourier suivants :

eo(r) = €mat + %g(r) (€cyl — €mat) (7.1)

e*i’nNTeo ~
—sin [nNTH(r)} (€cyl — €mat) (7.2)

Vn € N*, e,(r) =

™

Les coefficients de la matrice de Toeplitz [1] s’en déduisent toujours de la méme maniére (voir section

3.5.3). Quant aux grandeurs NZ, N? et N, Ny, on garde le méme type de prolongement par des fonctions

constantes et créneaux (voir figures 3.18(a) a 3.18(c)). Les coefficients de Fourier de la matrice [N, Ny]
deviennent :

(N, No)y () = 0 (7.3)

Z-emeTeg

Vn € N¥, (N.Ny), (r) = [(=1)" — 1] N, Ny(r) (7.4)

™

avec N, Ny(r) toujours défini par la relation (3.126). Les matrices de Toeplitz [N?], [NF] restent in-
changées.
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différentielle, définie sur le secteur irréductible d’angle T' = ]%,—’;
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Fia. 7.2 — FOM Cg, : Prise en compte de la sous-périodicité. Comparaison des durées de calcul selon
N d’une intégration pour la période 27 et la sous-période période T' = %

La figure 7.2 compare les durées de calcul (calculateur 64 Bits) selon N d’une intégration pour la
période angulaire 27 et pour la sous-période T = ]%—7; avec Ny = 6 pour la FOM (g, (intégration d’un
sous-systéme différentiel de matrice M;(r) associé au sous-ensemble de coefficients de Fourier Z;). On
réalise bien le gain de temps de calcul lorsque la sous-périodicité opto-géométrique de ’objet cylindrique

est prise en compte dans le programme.

Mode fondamental :
Intéressons-nous d’abord au mode fondamental d’'une FOM classique de symétrie Cg, & une couche
d’inclusions circulaires (voir figure 7.1(a)). Les paramétres choisis pour 1’étude numérique sont
regroupés dans le tableau suivant :

Paramétres géométriques Valeurs _ _—
N 6 Paramétres numeériques Valeurs
N 30 & 162
d Lpm 10%
A 2.3 pm Te 0
0o 0° L1 et Lo 10, 14 et 18
B T = - Ls 5, 7et9
aramétres des milieux : Pr. D ot P 10
Neyl <
— 1.4439035654 Paramétres de l¢j4'recherche de neyy -
Autres paramétres Af 9
A 1426 um L

La levée de dégénérescence numérique observée précédemment pour le cas du cylindre circulaire
(voir section 6.5.2) n’apparait plus, puisque la géométrie modélisée (profil de la FOM vu par le code
numérique d’aprés la discrétisation de la zone modulée en pas d’intégration et les effets de Gibbs
dus a la troncature des développements) suit la méme symétrie que la géométrie réelle de la fibre
optique (Cg, ). Le mode fondamental appartient alors aux deux classes de symétrie C3/4 qui restent
bien dégénérées dans 'implémentation de la méthode différentielle. Pour N = 60, A = 1.56 um,
L1 =Ly =10 et L3 = 5, la recherche de I'indice effectif & ’aide de la matrice ZQ(L) (sous-matrice
Z(L) agsociée au sous-systéme de coefficients de Fourier Z,, voir section 6.2.3) aboutit & la valeur :
Nefr = 1.42078315+17.20465 10—%. La MM trouve la valeur suivante : Nefr = 1.4207845+17.20952
10~%. L’écart relatif des modules de ces indices effectifs est voisin de 1076. Les figures 7.3(a) a
7.3(c) montrent les cartes de champs normalisés du mode fondamental de symétrie C3 et les figures
7.4(a) & 7.4(c) pour la symétrie C'4. Nous tentons d’évaluer la précision des calculs numériques a
travers des tests de convergence selon I'ordre maximal de troncature N. La figure 7.5(a) montre
I’évolution de I'indice effectif dans le plan complexe en fonction de IV pour la méthode différentielle
utilisant la FFF (MD) et la méthode différentielle classique (MDC). Le carré correspond & la valeur
trouvée par la MM. On se rend bien compte que la convergence de la MDC reste en retard par
rapport & celle de la MD. La figure 7.5(b) représente & nouveau la convergence de n.sy dans le



7.1 Etude de FOMs a inclusions circulaires 179

4 1 44 1 4 1
0.9 0.9 0.9
0.8 0.8 08

29 O O 0.7 29 0.7 21 O O 0.7
0.6 0.6 0.6

] 05 | 05 | 05

° C' .D 0.4 0 O O 0.4 0 O . O 04
03 03 03

-2+ O O 0.2 -2 Q 0.2 -2+ O O 0.2
0.1 0.1 0.1
0 0 0

4 4 -4

4 2 o 2 4 4 2 o 2 4 4 2 o 2 a
(a) |E:| (b) |H-| (©) 7|

Fig. 7.3 — Cartes de champs normalisés du mode fondamental C3-a pour A = 1.56 um, N = 60,
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S}ljrsliir?: Re(nepr) MM | Sm(ness) MM || Re(nesr) MD | Sm(nepp) MD iiagezgj;;f) SEf Eg;rzj;lff)
1 1.388917884 | 5.7618884 103 1.388918390 | 5.7616371 103 3.610°7 4.4107°
2 1.387331199 | 4.227850210° 1.387332286 | 4.227723110°3 7.810°7 3.010°°
3,4 1.420784521 | 7.2095221 10~ % 1.420784943 | 7.2094414 10~ 1% 3.01077 1.1107°
5, 6 1.386872247 | 5.0376883 1073 1.386873053 | 5.0374468 103 5.81077 4.8107°
7 1.332197539 | 1.9429823 102 1.332198974 | 1.9428629 10~2 1.1107° 6.110~°
8 1.351325880 | 2.1553168 10 2 || 1.351326338 | 2.1552000 102 4.010~7 5410 °

TaB. 7.3 — Comparaison des indices effectifs obtenus par la MD (N = 162 et L = 25) et la MM pour

les premiers modes de chaque classe de symétrie de la FOM Cj,,, pour A = 1.56 um

plan complexe seulement pour la MD. Afin de mieux évaluer la précision des résultats, la figure 7.6
montre I’écart relatif des modules des indices effectifs de la MD et la MDC par rapport a la MM,
pour différentes valeurs de L (L = Ly 4+ Ly + L3). On observe encore que la convergence de la MD
est beaucoup plus rapide que celle de la MDC. On constate également que la précision augmente
avec L. Elle atteint une valeur de 3.10~7 pour L = 25 et N = 162. Le rebond des trois courbes
correspond au passage de l'indice effectif & proximité de celui associé a la MM (voir figure 7.5(b)).
On conclut les tests de validation du mode fondamental par ’étude de la dispersion. Les parties
réelle et imaginaire de indice effectif en fonction de A € [1,2.6] calculées par la MD et la MM
sont tracées sur la figure 7.7(a). La figure 7.7(b) représente la dispersion chromatique en fonction
de la longueur d’onde. A partir de ces deux figures, on vérifie & nouveau I’excellent accord entre
les résultats obtenus par les deux méthodes.

Autres modes :

Le programme peut également étudier les autres modes de cette FOM. Pour s’en convaincre,
nous allons nous intéresser aux premiers modes de chacune des huit classes de symétrie. Les deux
premiéres (Cl-a et C2-a) sont non dégénérées. A A = 1.56 um et L = 25, 'évolution de I'indice
effectif par la MD (calculé & partir de la matrice ZfL) du sous-systéme de coefficients de Fourier
7,) en fonction de N est comparée & la valeur trouvée par la MM dans les figures 7.8(a) et 7.8(b).
Dans les deux cas, on se rend compte que 'indice effectif ne tend pas tout-a-fait vers celui prévu
par la MM. En effet, il existe une valeur théorique (et fictive) de n.rs, mais chaque méthode
tend en réalité vers un indice effectif "numérique" qui lui est intrinséquement défini selon ses
paramétres de discrétisation. Toutefois, la précision obtenue par la MD reste satisfaisante (écarts
relatifs autour de 10~¢ pour N = 162). Les figures 7.9(a) & 7.9(c) montrent les cartes de champs
associées au mode C2-a & N = 60. Celles du mode C'1-a ne sont pas représentées car elles leur
ressemblent beaucoup : La carte de |E,| du mode C1-a est semblable a celle de |H,| du mode C2-a,
et inversement. Par contre, elles ont quasiment les mémes cartes de |P,|. On constate l'excellent
accord entre les résultats obtenus par la MD et MM sur la figure 7.10 qui représente les parties
réelle et imaginaire de l'indice effectif du mode C2-a en fonction de A € [1.1,2.5] (avec N = 60
et L = 25 pour la MD). Les classes de symétrie C5/6 sont dégénérées. Comme précédemment,
la figure 7.11 illustre la convergence en fonction de N dans le plan complexe de l'indice effectif
par la MD (calculé & partir de la matrice ZéL) du sous-systéme de coefficients de Fourier Z3) en
comparaison avec la valeur trouvée par la MM. Les figures 7.12(a) & 7.12(c) montrent les cartes
de champs associées au mode C6-a & N = 60. Pour les deux derniers modes de classes de symétrie
non dégénérées C7 et C8, les courbes (voir figures 7.13(a) et 7.13(b)) associées aux convergences
en fonction de N de leurs indices effectifs (calculés a partir de la matrice ZiL) du sous-systéme
de coefficients de Fourier Z,) semblent un peu moins stables que les précédentes. Comme pour
les modes C'1-a et (C'2-a, on donne seulement les cartes de champs associées au mode C'6-a pour
A =156 um, N = 60 et L = 25 (voir figures 7.14(a) a 7.14(c)). Le tableau 7.3 récapitule les
différentes valeurs des indices effectifs obtenues par la MD et la MM, pour ’ensemble des classes
de symétries. Ces données sont obtenues pour A\ = 1.56 um, N = 162 et L = 25; les autres
parameétres restent inchangés. On constate de meilleurs écarts relatifs obtenus sur la partie réelle
par rapport & ceux obtenus sur la partie imaginaire des indices effectifs. Mais, dans tous les cas,
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comparaison avec la valeur de la MM ciée a la MDC

F1G. 7.5 — Test de convergence en fonction de N de I'indice effectif du mode fondamental pour A = 1.56
um, L1:L2:10et L3:5 (L:25)
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F1aG. 7.6 — Test de convergence en fonction de N des indices effectifs du mode fondamental pour différentes
valeurs de L et A = 1.56 um
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FiG. 7.7 — Etude de l'indice effectif et de la dispersion chromatique du mode fondamental par la MM et
la MD pourN:60, Li=Ly=10et L3 =5
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Fia. 7.9 — Cartes de champs normalisés
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F1a. 7.11 — Indice effectif du mode de classe C5/6 en fonction de N pour A = 1.56 pm et L = 25

Fia. 7.12 — Cartes de champs normalisés du mode C6-a pour A\ =
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Fi1G. 7.13 — Indice effectif des modes C'7-a et C8-a en fonction de N pour A = 1.56 ym et L =25
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respondent chacune & une couche d’inclusions

Fi1G. 7.15 — Comparaison de structures & "cristal photonique" en coordonnées cartésiennes et cylindriques

les valeurs obtenues avec la MD sont trés satisfaisantes.

7.1.3 FOMs de symétrie (g, a plusieurs couches d’inclusions

La MD ne se limite pas qu’au calcul des modes d’'une FOM & une seule couche d’inclusions. En
effet, les FOMs réelles, fabriquées en laboratoire, sont généralement constituées de plusieurs couches de
cylindres circulaires, ce qui réduit les pertes des modes [103]. I est justement intéressant de faire une
comparaison avec l’étude des cristaux photoniques par la MD écrite dans le systéme de coordonnées
cartésiennes [76, 56]. On considére un cristal photonique constitué d’inclusions cylindriques circulaires
représenté sur la figure 7.15(a). La périodicité selon I’axe x constitue la modulation opto-géométrique
utilisée dans la MD, et y devient la variable d’intégration. Le long de I'axe y, le motif de hauteur h se
répéte exactement trois fois. Pour une telle structure décrite en coordonnées cartésiennes, il n’est donc
pas nécessaire de lancer une intégration de l'interface inférieure de la couche 1 & l'interface supérieure
de la couche 3. Il suffit d’intégrer le systéme différentiel & travers une seule de ces couches et d’utiliser
I’algorithme S pour propager, d’une couche & I'autre, la méme matrice S sur toute la hauteur du cristal
photonique. Les temps de calcul en sont donc réduits et les précisions accrues. Ce raisonnement se
généralise évidemment & M couches. En coordonnées cylindriques, ce raisonnement n’est en général pas
valable. Pour simplifier, les cylindres circulaires de la FOM représentée par la figure 7.15(b) sont choisis
tels que les couches d’inclusions considérées ne se superposent pas (inversement, si le rayon des cylindres
circulaires devient trop grand, les couches peuvent se chevaucher). Dans le plan de section droite de
la fibre, une couche (sous-zone modulée pour la méthode différentielle) est décrite par une couronne
centrée sur origine. On ne peut donc pas envisager des couches successives identiques (de méme aire).
On comprend finalement que ’ajout d’une ou plusieurs couches d’inclusions augmente 1’épaisseur totale
de la zone modulée, induisant des durées d’intégration plus importantes. A ce niveau, on atteint la
principale limitation de la MD pour le systéme de coordonnées cylindriques. Par contre, la MM reste
particuliérement bien adaptée a ce genre de FOM.

Dans la méthode différentielle, 'implémentation d’'une FOM & plusieurs couches d’inclusions (voir
figures 7.1(b) et 7.1(c)) devient un peu plus complexe que dans le cas d’une seule couche (voir figure
7.1(a)). Toutefois, on ne garde pas, pour chaque inclusion, la méme subdivision de la zone modulée
(en trois sous-zones modulées) que celle effectuée pour une FOM & une couche (un seul cylindre sur la
période T, voir figure 3.15(b)). De maniére générale, une couche d’inclusion (zones grisées de la figure
7.15(b)) correspond a une sous-zone modulée. Dans le cas ot ces sous-zones modulées ne se chevauchent
pas (faible rapport %, cas de la figure 7.15(b)), la zone modulée totale est constituée d’une alternance de
sous-zones modulées (associées & une couche d’inclusions) et de sous-zones homogénes et isotropes (voir
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section 3.2.3 pour le calcul de la matrice transmission). Pour I’ensemble de ces sous-zones modulées,
et de ces sous-zones homogénes et isotropes, seuls deux paramétres de discrétisation, notées L et Lo,
permettent de définir le nombre de couches S. Le paramétre L représente le nombre de couches S pour
une longueur d d’une sous-zone modulée (contenant les inclusions). Le paramétre Lo représente le nombre
de couches S pour une longueur d d’une sous-zone homogéne et isotrope. Ainsi, le nombre de couches
S d’une sous-zone modulée (respectivement d’une sous-zone homogeéne et isotrope) est proportionnel a
L, (respectivement L) suivant son épaisseur. Lorsque deux sous-zones modulées se superposent (valeur
élevée du rapport %), elles fusionnent pour ne donner plus qu’une seule sous-zone modulée. Quant au
calcul des matrices de Toeplitz [e], [1], [N2], [N2] et [N, No], il reste semblable & celui décrit dans la
section 7.1.2 (méme type de fonctions créneaux et de prolongements).

Pour nos tests numériques, nous avons d’abord étudié une FOM & deux couches d’inclusions (voir
figure 7.1(b)) avec les mémes paramétres opto-géométriques que la FOM précédente a une couche (voir
section précédente). En ce qui concerne les paramétres numeériques, la valeur de L; reste fixe et égale
a 5; on prend toujours 10 pas d’intégration pour chaque couche S (P = 10). Nous allons étudier la
convergence des résultats selon les parameétres L; (nombre de couches S pour les sous-zones modulées
contenant les inclusions) et 'ordre de troncature des développements N. Le tableau suivant récapitule
les valeurs choisies pour I’ensemble de ces paramétres :

Paramétres géométriques Valeurs
Nr 6 Paramétres numériques Valeurs
d 1 pum N 60, 90, 120 et 150
A 2.3 um L1 20, 30, 40 et 50
00 00 LQ 5
Paramétres des milieux P 10
Neyl 1 Paramétres de la recherche de n.sys
Nmat 1.4439035654 Ay 6
Autres paramétres Ay 9
A 1.1425 um

La symétrie Cg, étant conservée, les sous-systémes de coefficients de Fourier Z; qui permettent de décrire
les champs modaux dans la MD sont identiques aux précédents (voir tableau 7.1). A X\ = 1.56 um, la
figure 7.16 montre plusieurs courbes de convergences selon N de Iindice effectif du mode fondamental
(C3/4-a) dans le plan complexe, pour différentes valeurs de L;. Cette figure contient également 1’indice
effectif trouvé par la MM et qui vaut nesr = 1.4210361 + 2.38070 1075. Pour N = 60 et Ly = 20,
les écarts relatifs entre les résultats obtenus par les deux méthodes valent 1.3 107 en partie réelle et
6.8 1072 en partie imaginaire, alors qu’ils atteignent 1.3 1078 en partie réelle et 3.6 10~* en partie
imaginaire pour N = 150 et L; = 50. Pour N = 60 et L; = 20, les parties réelle et imaginaire de I’indice
effectif en fonction de A € [1.1,2.5] calculées par la MD et la MM sont tracées sur la figure 7.17. On
observe sur cette figure I'excellent accord entre les résultats obtenus par ces deux méthodes. Les figures
7.18(a) a 7.18(c) montrent les cartes de champs du mode fondamental de classe C4 pour A\ = 1.56 um,
N =60 et L1:20.

Pour une FOM a trois couches d’inclusions (voir schéma 7.1(c)) avec toujours les mémes paramétres
opto-géométriques, la MD trouve nesr = 1.4210445 + i7.928 1077 avec N = 60 et Ly = 20 (Ly = 5 et
P = 10). La valeur obtenue par la MM est n.s¢ = 1.4210465 + i8.117 10~ 7. Les écarts relatifs entre ces
résultats obtenus par les deux méthodes valent 1.4 1076 en partie réelle et 2.3 1072 en partie imaginaire.
Pour N = 150 et L; = 50, l'indice effectif trouvé par la MD est n.rs = 1.42104651 + i8.104 1077, ce
qui permet d’atteindre des écarts relatifs de 1.1 1078 en partie réelle et 1.7 10~2 en partie imaginaire
par rapport a la valeur de n.ss trouvée par la MM. On se rend compte que la précision relative (sur la
partie imaginaire de neys) de la MD diminue avec le nombre de couche d’inclusions. Les figures 7.19(a) a
7.19(c) montrent les cartes de champs du mode fondamental de classe C4 pour A = 1.56 um, N = 60 et
L, = 20. On rappelle qu’a chaque ajout d’une couche d’inclusions, la partie imaginaire de I'indice effectif
diminue d’un facteur sensiblement identique (30 environ dans notre cas), alors que la partie réelle reste
a peu preés inchangée [31]. La précision obtenue sur les indices effectifs décroit avec le nombre de couches
d’inclusion, en raison de 'augmentation de I’épaisseur de la zone modulée (intégration plus longue).



186 Application a I’étude des fibres optiques microstructurées

2.382
2.38

—+— L;=20 et =5
weeedee L1=30 €t Ly=5
2378 . Ly=40 et =5
2.376 +- L1=50 et b=5

wo

€

o

X 2374 1

§ 2372t 1

£

E 237t 1
2368} 1
2.366 1
2.364 - F = N=60, : :

1421034 1421035 1421036 1421037
Re(neff)

F1G. 7.16 — Convergence selon N de l'indice effectif du mode fondamental d’'une FOM & deux couches
d’inclusions dans le plan complexe, pour différentes valeurs de L; et A = 1.56 ym. La valeur trouvée
par la MM est également représentée.

1.435 T T 1.0e-003
Re(ngq) MD ——

Re(ngy) MM X
1.430 IM(nof) MD e Lt
ImNg) MM+ .+

1.425

1.0e-004
1.420

1.415

Re(nef)
Im(ngs)

1.410
1.0e-005

1.405

1.400

1.395 : : : : 5 . . 1.0e-006
1.2 1.4 1.6 1.8 2 22 2.4

A (um)

F1G. 7.17 — Parties réelle et imaginaire de l'indice effectif du mode fondamental d’'une FOM & deux
couches d’inclusions, en fonction de A, pour N = 60 et L; = 20

8 8 8

6 0 6 % 61 o5

4 00O o8 4 00O o8 4 00O ot

2l O Que O o 2l 0QpO o 2l 0000 o

of oooo |M= o oM Wo [M: o oofoo B

2l oo os 2l 000O os 2] 0000 os

“ 000 “ 000 ] 000 o2
0.1 0.1 01

6 o .64 o -6 0

-8 T T T T T T T -8 T T T T T T T -8 T T T T T T T

8 6 4 -2 0 2 4 6 8 8 6 4 -2 0 2 4 6 8 8 6 -4 2 0 2 4 6 8

(a) [Ex] (b) [H:| (c) [P

FiG. 7.18 — Cartes de champs normalisés du mode fondamental de classe C'4 & deux couches d’inclusions
pour A = 1.56 um, N =60 et L1 = 20. n.s¢ = 1.42103506 + i2.36433 10~°



7.1 Etude de FOMs a inclusions circulaires 187

10 10 10
84 1.0 84 1.0 8 1.0
6 0000 o 6 0000 o 6 0000 on
4] 00000 o8 4 00000 o8 4 00000 o8
21 00 Qe 00 06 2 00QO00O0 06 2 000000 06
0 000_0O00 o 04 OO 0O o o] coolfooo ot
2] oo®®oo 0s 2] 000000 0s 2] 000000 03
-4 00000 o 4 00000 o 4 00000 o
-6+ O OO0 O 0.1 6 O OO0 O 0.1 6 OO 0O 01
8] 0 8] 0 8] 0
-10 T T T T T -10 T T T T T -10 T T T T T T T T
-10-8 -6 -4-202 4 6 810 -10-8 -6 -4-202 4 6 810 -10-8 6 -4-20 2 4 6 810

(a) |E-| (b) |H:| (c) |P|
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pour A = 1.56 ym, N = 60 et Ly = 20. neyp = 1.4210445 4 47.928 1077

7.1.4 FOMs a 6 inclusions et de symétrie (5,

On conclut les tests de validation de la MD sur les FOMs & inclusions circulaires par I’étude d’une
FOM a symeétrie Cy, (identique a celle de la référence [31]). Elle comprend encore 6 cylindres circulaires
(voir figure 7.1(d)) de méme distance a 'origine du repére, mais de rayons différents. Les deux inclu-
sions placées sur I’axe x possédent le méme diamétre (ds), plus grand que celui (d;) des quatre autres
inclusions. Les paramétres choisis sont :

Paramétres géométriques Valeurs
Nr 2 Paramétres numériques Valeurs
dy 1 um N 60
da 1.4 um Te 10%
A 2.3 ym L 35
Paramétres des milieuzx P 10
Nyl 1 Paramétres de la recherche de neyy
Nmat 1.4439035654 As 6
Autres paramétres Ap 9
A 1.56 um

On retrouve la méme symétrie Cs, que celle des cylindres de sections elliptique et rectangulaire étudiés
dans le chapitre précédent (voir sections 6.6.1 et 6.6.2). Comme pour les FOMs & plusieurs couches
d’inclusions (section précédentes), 'implémentation de cette FOM dans la méthode différentielle devient
un peu plus complexe que dans le cas d’une seule couche d’inclusions circulaires de diamétres identiques
(voir figure 7.1(a)). Par contre, on cherche ici & garder, pour chaque inclusion, la méme subdivision de
la zone modulée (en trois sous-zones modulées) que celle effectuée pour la FOM étudiée dans la section
7.1.2 (voir la figure 3.15(b)). Pour cela, on distingue les deux demi-inclusions placées sur axe = des
deux autres inclusions (voir figure 7.1(d)), dans différents ensembles sur lesquels on opére la subdivision
en trois sous-zones modulées. Une fois tous ces ensembles déterminés indépendamment, toutes les sous-
zones modulées sont combinées entre elles. Les matrices de Toeplitz [e], [1], [N?2], [NZ] et [N, No]
sont toujours déterminées comme dans la section 7.1.2. Pour la FOM considérée, on trouve 7 sous-zones
modulées, chacune partagée en 5 couches S (L = 35).

On rappelle qu’il existe dans ce cas quatre classes de symétries toutes non dégénérées [37, 38]. En
conséquence, les champs du mode fondamental, dégénérés pour la FOM Cg,,, deviennent non dégénérés :
I'un appartient & la classe C3, l'autre a la classe C4. Les indices effectifs trouvés par la MD sont
Nepr = 1.4179222+145.1110 10~* pour le mode C3-a (calculé & partir de la matrice ZQ(L) du sous-systéme
de coefficients de Fourier T), et nesr = 1.4184559 +15.2756 10~* pour le mode C'4-a (calculé a partir de
la méme matrice du méme sous-systéme de coefficients de Fourier que pour le mode C3-a). Les valeurs
obtenues par la MM sont : n.fy = 1.4179265+i5.11457 10~ (classe C3) et n.yp = 1.418460 + i5.27845
10~* (classe C4). On vérifie & nouveau le bon accord entre les résultats des deux méthodes. Les cartes
de champs du mode C4-a sont représentées sur les figures 7.20(a) a 7.20(c).
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F1a. 7.20 — Cartes de champs normalisés du mode C4-a pour une FOM de symétrie Cy, pour A = 1.56
pm, N =60 et L =35. nepp = 1.4184559 + i5.2756 104
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FiG. 7.21 — Section droite sur la période T' = ]%,—’; d’une FOM Cl,., & inclusions sectorielles

7.2 FEtude de FOMs a inclusions sectorielles

7.2.1 Structure équivalente & la FOM a 6 inclusions circulaires et de symé-
trie C@U

Nous nous intéressons désormais & un nouveau profil, spécifique & la MD : une FOM (g, & une
couche d’inclusions sectorielles. Les cylindres circulaires précédents sont remplacés par des cylindres
dont la section droite a la forme d’une portion de secteur centré sur I'origine (voir figure 7.21, T' = %
pour la symétrie Cg,) et les classes des modes restent les mémes. Ni la MM, ni sa version étendue
(couplage MM et MD pour I’étude de FOM a inclusions elliptiques) [47] ne peuvent considérer, & ce
jour, une telle fibre optique. Par contre, la méthode des éléments finis a déja été appliquée sur ce genre
de géométrie [106]. Ce type de fibre optique est fréquemment rencontrée lorsqu’un procédé de fabrication
par extrusion est utilisé au lieu de la technique classique "stack and draw" [107, 108]. Le choix de cette
géométrie se justifie aussi par la simplicité de son implémentation dans la méthode différentielle. 11
s’agit du systéme équivalent au réseau lamellaire pour les réseaux en coordonnées cartésiennes. Pour
ce dernier cas, on sait que la matrice d’intégration devient indépendante de la variable d’intégration (y
pour le réseau 1D de la figure 3.1(a)). A ce titre, on préfére alors utiliser la méthode RCW [55, 56] qui
devient moins cotiteuse en temps de calcul et donne de meilleures précisions que la MD. On rappelle
que le principe est d’exprimer explicitement les solutions du systéme différentiel en fonction des valeurs
et vecteurs propres de la matrice d’intégration. Malheureusement, on ne peut envisager une méthode
analogue & la RCW pour des structures cylindriques & inclusions sectorielles. En effet, les blocs de la
matrice Q. ne dépendent effectivement plus de la variable d’intégration r, mais la matrice M(r) le reste
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en raison des facteurs en % et %2 (voir expression 3.18).

Ce type de profil invariant selon r demeure certainement la géométrie la plus simple & implémenter
par la méthode différentielle en coordonnées cylindriques. Le secteur est caractérisé par trois paramétres
géométriques : le rayon minimal R,,;,, le rayon maximal R,,.. et Pangle d’ouverture 6,, (voir figure
7.21). La zone modulée est comprise entre les cylindres circulaires centrés sur lorigine de rayons R, et
Rypaz- Elle est subdivisée en L couches S dont chacune d’entre elles comprend P pas d’intégration. Les
vecteurs normaux a la surface sont colinéaires & € quelle que soit la valeur de r € [Ryin, Rmaz]- Ainsi,
les matrices de Toeplitz associées & N7, N? et N, Ny deviennent [NZ] = I et [N2] = [NoN,] =0, et
la matrice Q. (3.15) se simplifie en :

[€] 0 0
Qe = 0 [[%]]_1 0
0 0 [e]

Cette matrice Q. ne doit pas étre confondue avec celle associée & la méthode différentielle classique
(3.16). Elle ne differe que par le second bloc diagonal égal a [1]~! au lieu de [e]. Cette matrice [1]~*
révele clairement I'emploi de la seconde régle de factorisation (régle Inverse) pour la composante de
D normale a la surface (Dg). La matrice [¢] est constituée des coefficients de Fourier d’une fonction
créneau (indépendante de r) :

NTem

60(74) = €mat + (chl - Gmat) (7.5)
e—i’!LNTQ()
Vn € N*, €n(7”) = T sin [’I’LNTe.m] (€Cyl — Gnmt) (76)

ot N7 est l'ordre de la sous-périodicité angulaire de la structure cylindrique Cn,., (N7 = 6 dans le
cas présent). L’expression des éléments de la matrice [2] 7! s’en déduit toujours de la méme fagon (voir
section 3.5.3). Du fait de I'indépendance de la matrice Q. en fonction de r, les matrices de Toeplitz, qui
constituent ses blocs, ne sont calculées qu’une seule fois (en r = R;,;,) par intégration. Le temps de
calcul en est alors réduit.

Pour le premier calcul numérique, la FOM Cj, & inclusions sectorielles modélisée posséde le méme
taux d’occupation (ou taux de remplissage) que la FOM 4 sections circulaires (de paramétres A et d).
En posant Ry,in = A — g et Rz = A+ g, le paramétre 6,,, doit donc vérifier la condition :

wd
0, = —
4A

Dans ce cas, nous nous attendons & ce que la valeur de 'indice effectif du mode fondamental de la FOM
& inclusions sectorielles soit voisine & celle de l'indice effectif de la FOM & inclusions circulaires étudiée
auparavant (voir section 7.1.2). Par conséquent, la localisation de l'indice effectif demeure plus simple
que celle d’'une FOM 4 inclusions sectorielles avec d’autres paramétres totalement arbitraires. Le tableau
suivant regroupe les caractéristiques de la FOM modélisée :

Parameétres géométriques Valeurs Autres paramétres Valeurs
Nr 6 A 1.1a42 um
Roin (=A—d/2) 1.8 um Paramétres numériques
Rumaz (=A+d/2) 2.8 um N 30 & 120
O (= 22 19.5652174° L 25
) 0° P 10
Paramétres des milieux Parameétres de la recherche de neysy
Neyl 1 .Af 6
Nmat 1.4439035654 Ap 9

A X\ =156 um et N = 60, 'algorithme de recherche de l'indice effectif trouve n.sy = 1.42050642 +
i7.6390 1074, Cette valeur est effectivement proche de celle trouvée pour la FOM 4 inclusions circulaires
(avec les mémes parameétres numériques, voir section 7.1.2). Lorsque N croit, I'indice effectif du mode
fondamental semble converger vers une valeur hypothétique (voir figure 7.22). L’écart relatif entre le
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F1G. 7.22 — Test de convergence selon N de I'indice effectif du mode fondamental de la FOM & inclusions
sectorielles pour A\ = 1.56 um
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Fia. 7.23 — Cartes de champs normalisés du mode fondamental C'4-a pour une FOM Cg, & inclusions
sectorielles pour A = 1.56 um et N = 60. n.fy = 1.42050791 + i7.64101 10~4
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F1G. 7.24 — Indice effectif en fonction de A du mode fondamental des FOMSs & inclusions sectorielles et
circulaires équivalentes pour N = 60
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Fi1G. 7.25 — Dispersion chromatique D en fonction de A pour les FOMs a inclusions sectorielles et
circulaires équivalentes (voir figure 7.7(b)), pour N = 60
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F1a. 7.26 — Evolution de I'indice effectif du mode fondamental lorsque les paramétres géométriques de la
FOM a inclusions sectorielles changent ; le point de départ est celui tel que Ryin = 1.8 um, Ryae = 2.8
um et 6, = 19.57°

module des indices effectifs des deux derniers points (pour N = 114 et N = 120) vaut 1.4 10~7 environ,
ce qui correspond & une précision satisfaisante. Les cartes de champs du mode de classe C4 pour N = 60
sont illustrées par les figures 7.23(a) & 7.23(c). En plus du profil géométrique de la FOM & inclusions
sectorielles, nous avons tracé celui de la FOM équivalente & inclusions circulaires (voir section 7.1.2). On
constate que les cartes de champs sont semblables pour ces deux géométries de FOM (voir figures 7.3(a)
a 7.3(c)). Enfin, nous terminons par 1’é¢tude de la dispersion. La figure 7.24(a) compare la partie réelle
de lindice effectif en fonction de A pour les configurations & inclusions circulaires et sectorielles. On
remarque que les courbes restent trés proches 'une de 'autre sur l'intervalle de longueur d’onde étudié.
L’équivalence des deux types de FOMs semble donc se conserver lorsque A varie. On observe les mémes
effets pour les parties imaginaires de 'indice effectif repésentées dans la figure 7.24(b). Néanmoins, les
courbes associées a la dispersion chromatique pour ces deux fibres & géométrie équivalente (voir figure
7.25) révélent quelques différences de leurs propriétés de dispersion. Les valeurs sont dans l’ensemble
plus faibles pour la FOM & inclusions sectorielles.

7.2.2 Evolution des indices effectifs en fonction des paramétres géométriques
des secteurs

Nous avons voulu étudier I'effet des paramétres géométriques sur l'indice effectif du mode fondamen-
tal d’'une FOM & inclusions sectorielles. Pour cela, la premiére valeur correspond & la FOM équivalente &
la fibre a inclusions circulaires (voir la section précédente pour les paramétres & A = 1.56 um). La figure
7.26 montre la trajectoire de n.ry dans le plan complexe lorsque les paramétres géométriques changent.
La diminution du rayon minimal R,,;, de 1.8 um & 1.5 um engendre principalement une décroissance
de la partie réelle de I'indice effectif, sans vraiment affecter les pertes. On rappelle que la partie réelle
de Vindice effectif d’un mode peut s’interpréter grossiérement comme une sorte de moyenne de l'indice
de réfraction de la fibre optique pondérée par le module du champ associé au mode. Ainsi, la proportion
plus importante du champ pénétrant dans les inclusions de bas indice lorsque R,,;, diminue explique
cette observation (comparer les figures 7.23(a) a 7.23(c) pour Rp,in = 1.8 um et les figures 7.27(a) a
7.27(c) pour Ryuin = 1.5 pm). Inversement, seule la partie imaginaire est affectée lorsque R,y,q, augmente
de 2.8 um & 3.4 wm. La diminution des pertes s’explique par le confinement plus important du champ
modal dans le coeur puisque I’étendue de la région microstructurée (contenant les inclusions) devient
plus grande (voir figures 7.28(a) a 7.28(c) pour Ry,qp = 3.4 um). L’augmentation de l’angle 6,, d’ou-
verture des secteurs de 19.57° & 40° entraine la décroissance a la fois des parties réelle et imaginaire. En
effet, le champ (voir les figures 7.29(a) et 7.29(c) pour 6,, = 40°) se répartit dans les régions intérieures
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F1a. 7.29 — Cartes de champs normalisés du mode fondamental C'4-a de la FOM 4 inclusions sectorielles
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Fia. 7.31 — Cartes de champs normalisés du mode fondamental de la fibre W pour R, = 1.5 pum,
Rz = 3.4 pm et X = 1.56 pm. nepp = 1.39907198
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des secteurs (de bas indice) plus étendues, d’ott la diminution de Re (n.rs). De plus, le coeur est plus
isolé de la région extérieure, ce qui explique la décroissance de Im (neyy).
La figure 7.30 représente la dispersion chromatique D()) pour A variant de 1.1 um & de 2 um, en chacun
des quatre points considérés auparavant :

— Premier point & R, = 1.8 um, Ryee = 2.8 pm et 6, = 19.57°

— Deuxiéme point & R, = 1.5 um, Ryge = 2.8 pm et 6, = 19.57°

— Troisiéme point & Ry = 1.5 um, Ryer = 3.4 pm et 6, = 19.57°

— Quatriéme point & Ryin = 1.5 um, Rypar = 3.4 um et 6, = 40°
On en déduit que la variation de R,,;;, et R4, engendre une pente plus importante de la courbe alors
que la variation de 6, induit un déplacement de la courbe selon I’axe des ordonnées.

Pour le point & 6, = 40°, les profils des cylindres circulaires circonscrits aux cylindres sectoriels sont
représentés dans les cartes de champs (voir figures 7.29(a) a 7.29(c)). Les paramétres des cercles (A et
R) se déduisent alors de ceux des secteurs (Roin, Rmaz €t 0) par les relations :

_ Rm'm + Rmaa:
2 cos (‘95" )

et

0
R= \/A2 + R2,. — 2ARp coS (%)

On constate alors que les cercles circonscrits aux secteurs deviennent tangents pour cette configuration
de paramétres (Rpin = 1.5 pm, Rper = 3.4 um et 6, = 40°). On rappelle qu’il s’agit du cas limite
envisageable pour la MM qui, méme dans sa version étendue [47], ne peut traiter que des inclusions
inscrites dans des cercles disjoints. Par conséquent, il devient intéressant d’augmenter de nouveau ’angle
0., Les quatre derniers points (dans le sens de variation des paramétres) de la figure 7.26 sont évalués
pour 0, = 42°, 44°, 46° et 48°. L’indice effectif & 6,,, = 48° vaut n.;; = 1.40115337 + 1.081 10~ ".
En fait, la FOM Cg, a une couche d’inclusions sectorielles tend vers une "fibre W" (de symétrie Cuo,)
centrée sur 'origine et telle que les rayons des deux interfaces cylindriques valent R,,;, = 1.5 um et
Rinaz = 3.4 um. Le coeur posséde le méme indice que le milieu extérieur (1.4439035654 pour A = 1.56
um) et lindice entre les deux cylindres vaut 1. On observe sur la figure 7.26 que l'indice effectif du
mode fondamental de la FOM tend vers celui (mode guidé) de la fibre W lorsque 6,, augmente. Dans le
programme, cela revient & considérer une couche homogéne et isotrope dont I'implémentation ne requiert
pas d’intégration (voir section 3.2.3). L’indice effectif du mode fondamental guidé dans la fibre W est
égal & 1.39907198. Il n’est pas représenté sur la figure 7.26 par souci de clarté du graphique. Les figures
7.31(a) & 7.31(c) montrent les cartes de champs correspondantes.

7.3 Etude de FOMs de type "grapefruit"

Selon les procédés de fabrication de FOM & inclusions circulaires, les premiéres couches d’inclusions
(les plus proches du coeur) présentent parfois une déformation due aux contraintes mécaniques qui
s’exercent sur leurs interfaces lors de ’étirage de la fibre. Les cylindres circulaires prennent alors la forme
de "quartier de pamplemousse" d’ou1 le nom donné a ce genre de fibre : FOM de type "grapefuit". Des
travaux ont notamment été menés sur des FOMs de type "grapefruit" & une seule couche d’inclusions
[109, 110]. Nous avons naturellement songé & implémenter ce genre de géométrie dans la méthode
différentielle. Nous modélisons la FOM grapefruit Cn,., & une couche d’inclusions, de section droite
représentée par la figure 7.32 sur la période T' = ]%—7; Elle combine trois structures que nous avons déja
étudiées : un secteur de paramétres r1, ro et 6,,, encadré par deux portions de cercles, de distances a
lorigine 791 pour le premier et g2 pour le second, et de rayons respectifs R et Rs. Ces trois éléments
constituent chacun une sous-zone modulée et sont séparés par les interfaces (cylindres circulaires centrés
sur Vorigine) de rayon : Ry = 701 — R1, 71, 2 €t Rpar = ro2 + Ra. Le calcul des matrices de Toeplitz
([el, [E171, [VE], [N2] et [NgN,]) dans Q. reste rigoureusement identique aux calculs effectués pour
des inclusions circulaires et sectorielles (voir respectivement les sections 7.1.2 et 7.2.1). Comme pour
le secteur, on choisit les paramétres de l'inclusion suivants : Ryin, Rmaz €t 6. Les autres grandeurs
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F1a. 7.32 — Section droite sur la période T d’une FOM de type "grapefruit"

géométriques s’en déduisent par les relations :

Rm,in
1___tan(0m)
Vtan2(0m)+1
Rl =To1 — Rmzn

_ R
™= tan(0,,)

To1 =

_ Runas
rop = i —

Vtan2(0,,)+1
Ry = Ryax — 702

_ _ R
r2 = tan(0,,)

Comme dans la section précédente, nous nous intéressons a 1’évolution de 'indice effectif du mode
fondamental dans le plan complexe lorsque les parameétres géométriques changent (voir figure 7.33).
La FOM 4 inclusions circulaires précédente (voir section 7.1.2 pour les parameétres & A = 1.56 um)
constitue la configuration géométrique initiale de I’étude. Dans ce cas, la sous-zone modulée contenant
le secteur est d’épaisseur nulle (r; = r2). Son indice effectif est décrit par le point de plus grande
partie réelle dans la figure 7.33, pour R, = 1.8 um, Ryae = 2.8 um et 6, = 25.113°. Lorsque le
parametre R,;, diminue, la partie réelle de n.s; décroit en raison d’'un champ un peu plus étendu dans
les inclusions de bas indice (voir figures 7.34(a) & 7.34(c)). Cependant, les pertes diminuent dans un
premier temps pour ensuite augmenter de nouveau. On explique I'existence de ce minimum de pertes
(situé vers n.sr = 1.40352609 4 i4.892 10~*) de la maniére suivante. La décroissance R, permet, tout
d’abord, un confinement plus important du champ dans le coeur du fait de I’épaisseur plus grande de la
région microstructurée. Lorsque le champ compris dans la partie supérieure des inclusions (r = Ryaz)
devient suffisamment élevé par rapport a celui dans la partie inférieure (r = Ry,:n), il se produit une
sorte de "pincement" du champ localisé dans le coeur, les pertes du mode fondamental commencent &
augmenter, ce qui explique la seconde partie de la courbe (entre les points & Ryin = 1.8 um et Ry = 1
um). Lorsque 6, augmente de 25.113° & 40°, on observe une diminution simultanée des parties réelle
et imaginaire de l'indice effectif, dont 'interprétation est identique a celle de la courbe équivalente de
la figure 7.26 de la section 7.2.2.

La figure 7.36 représente la dispersion chromatique D pour A variant de 1.1 um & de 2 um, en chacun
des trois points de la figure 7.33 considérés auparavant :

— Premier point & R, = 1.8 um, Ryee = 2.8 pm et 6, = 25.113°

— Deuxiéme point & Ry = 1. um, Ry = 2.8 um et 6, = 25.113°

— Troisiéme point & Ry = 1. pm, Rypar = 3.4 um et 0, = 40°
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Fi1G. 7.33 — Evolution de l'indice effectif du mode fondamental lorsque les paramétres géométriques
de la FOM de type "grapefruit" changent. Le point initial est tel que Ryin = 1.8 um, Rpar = 2.8
pm et 0, = 25.113°. L’indice effectif correspondant au minimum des pertes de la courbe associée a la
diminution de R, vaut n.ss = 1.40352609 + i4.892 10~*
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Fi1G. 7.34 — Cartes de champs normalisés du mode fondamental C'4-a de la FOM de type grapefruit pour
Rimin =1 um, Rpaz = 2.8 pm, 0, = 25.11° et A = 1.56 pm. nepr = 1.38330698 + i7.47920 10~4
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Fi1G. 7.35 — Cartes de champs normalisés du mode fondamental C'4-a de la FOM grapefruit pour R, =
1 pm, Rpaz = 3.4 pm, 0, = 40° et A = 1.56 um. nepp = 1.37260330 4 i6.0897 105
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F1a. 7.36 — Dispersion chromatique D en fonction de A pour les FOMs grapefruit. La courbe en trait
plein (Ryin = 1.8 pm, Rz = 2.8 pm et 0, = 25.113°) correspond & la FOM & inclusions circulaires
(voir figure 7.7(b))

On voit que les changements de paramétres induisent une forte variation de la pente des courbes de
dispersion. Pour la courbe associée au second point de la figure 7.33, on voit apparaitre, dans l'intervalle
de longueur d’onde d’étude, une valeur vers A = 1.75 pum pour laquelle la dispersion chromatique
est nulle. Concernant la courbe associée au troisiéme point de la figure 7.33, la pente moyenne est
globalement plus élevée.

7.4 Etude de FOMs de type ARROW

7.4.1 Définition et conséquences

Jusqu’a présent, nous avons étudié des FOMs classiques dont les inclusions cylindriques possédaient
un indice de réfraction plus faible que celui de la matrice. Le guidage des modes de coeur recherchés
peut étre interprété, en toute premiére approximation, comme un guidage par 'indice moyen de la zone
microstructurée, ce dernier étant plus faible que I'indice du coeur. Nous nous intéressons désormais &
des FOMs pour lesquelles le contraste entre les indices des inclusions et la matrice est inversé (cylindres
de haut indice dans une matrice de bas indice). Dans ce cas, I’existence de modes de coeur ne parait pas
évidente puisque l'indice de réfraction moyen de la région microstructurée devient plus grand que celui
du coeur. Il existe pourtant bien des modes de coeur dont les pertes peuvent étre rendues trés faibles. Ces
guides d’ondes sont appelés "AntiResonant Reflecting Optical Waveguide" (ARROW). Plusieurs articles
traitant aussi bien de travaux numériques qu’expérimentaux sont déja parus sur ce sujet [35, 36, 111,
112, 113, 90]. On montre que les propriétés de guidage dans les FOMs de type ARROW sont fortement
liées a celles des cylindres individuels [35]. Dans la référence [36], les auteurs associent explicitement les
phénomeénes de résonance aux coupures des modes d’une inclusion de haut indice.

Quelques constatations sur certaines figures de Particle [35] (dont les calculs sont obtenus a l’aide
de la MM) constituent le point de départ des travaux présentés dans cette section. Les discontinuités
qui apparaissent dans les figures 2 et 3 de ce méme article, nous ont poussé a étudier plus en détail la
dispersion des modes de coeur des FOMs de type ARROW a proximité des longueurs d’ondes de coupure
des modes des inclusions. Ainsi, nous avons mis en évidence un effet de transition de délocalisation,
dans les inclusions, du mode fondamental de la FOM (noté "mode A"), confiné dans le coeur, par anti-
croisement avec un autre mode de la FOM (noté "mode B") "constitué¢", dans chaque inclusion, d’un
mode & pertes d’un cylindre circulaire. On suppose que les champs de ce dernier mode, localisés dans
chaque inclusion, n’interagissent pas entre eux, car les inclusions sont suffisamment distantes les unes
des autres (faible rapport %), et leurs pertes faibles (on se place & proximité de sa longueur de coupure).
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F1G. 7.37 — Schéma illustrant un anti-croisement de modes dans une FOM de type ARROW : Re(nqyys)
en fonction de A. Le mode A est un mode a pertes de la FOM (généralement le mode fondamental C'3/4).
La courbe en pointillé associée au mode A serait celle hypothétiquement obtenue sans tenir compte de
I’anti-croisement. La courbe en pointillé est associée au mode B qui est un mode & pertes d’une inclusion
de la FOM. Les courbes en trait plein sont celles effectivement obtenues numériquement pour le mode

A.

On néglige alors les effets de couplage et chaque cylindre circulaire peut étre indépendemment considéré
comme une fibre optique circulaire conventionnelle & saut d’indice (de haut indice). Par abus de langage,
le mode B de la FOM sera décrit comme le mode de cette fibre conventionnelle. La MD a permis de
confirmer les observations de ce type de transition de délocalisation du mode fondamental initialement
faites & l'aide de la MM disponible au sein du laboratoire. Dans la section suivante, nous exposons
les premiers résultats numériques qui ont fait 'objet de I’article [88]. La derniére section concerne la
comparaison entre nos résultats numériques (obtenus par la MD) et des mesures effectuées par I’équipe
de PHLAM de I"Université de Lille I sur une FOM de type ARROW dont les inclusions sont & gradient
d’indice. Dans ces deux sections, ’anti-croisement étudié sera abordé en deux étapes. Tout d’abord, nous
établirons les propriétés de dispersion (n.ss en fonction de ) a proximité de la longueur de coupure
d’un mode & perte d’une fibre optique conventionnelle. Ensuite, nous décrirons et interpréterons 1’anti-
croisement du mode fondamental C3/4 (mode A) de la FOM de type ARROW 4 inclusions circulaires
avec le mode (mode B) associé & celui d’une seule inclusion.

7.4.2 Observation numérique de la transition de délocalisation du mode fon-
damental d’'une FOM de type ARROW par anti-croisement

Nous considérons la méme FOM ARROW 4 inclusions circulaires que celle étudiée dans ’article
[35] : A =5.64 pm, d = 3.315 pum, ney = 1.8 et nyqr = 1.44. Nous faisons varier la longueur d’onde A
autour de 0.867 um, qui correspond & une discontinuité que nous avons observée dans la figure 3 de cet
article.

Mode EHj33 d’une inclusion de la FOM de type ARROW .
Une inclusion de cette FOM de type ARROW ¢’identifie & une fibre optique conventionnelle &
saut d’indice. Dans le programme, cette fibre équivaut & un cylindre circulaire centré sur I'origine.
Dans le chapitre 6.5.1, nous avons établi la grande précision des résultats obtenus pour cette
configuration géométrique. On rappelle les paramétres choisis :

Autres paramétres Valeurs
Paramétres géométriques Valeurs N 3
R (=19 1.6575 pm A 0.864 & 0.878 pum
Parameétres des milieux Paramétres de
Neyl 1.8 la recherche de ncyy
Nmat 1.44 Ay 5
Ap 9
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b) Carte de |E| normalisé pour A = (c) Carte de |H.| normalisé pour A = (d) Carte de |P.| normalisé pour A =
0.86685 um

FiG. 7.38 — Etude du mode EHss de la fibre conventionnelle

L’écart d’indice entre le cylindre et le milieu extérieur est trop important pour utiliser I’approxima-

tion du faible guidage, puisque A;,q = 18% selon la relation 6.40. La longueur d’onde de coupure
la plus proche de A = 0.867 um est associée au mode FHss (un des deux modes du groupe LPy3 si
on veut se raccrocher au cas du guidage faible) et vaut A\, = 0.86419 pm (valeur calculée & partir
des équations du tableau 6.6). A A\ = 0.867 um, le mode FHs3 est un mode & pertes. La figure
7.38(a) montre les parties réelle et imaginaire de l'indice effectif du mode EHss pour A variant
de 0.864 pm & 0.878 um. Les deux courbes sont en parfait accord avec la valeur de A, prévue par
la théorie. On rappelle que cette longueur d’onde est celle pour laquelle le mode guidé devient un
mode & pertes (dans le sens des A croissants) : Sm (nesr) > 0 et Re (nefr) < Nmer = 1.44. Les
figures 7.38(b) & 7.38(d) représentent les cartes de champs de ce mode pour A = 0.86685 pum. On
retrouve les six lobes angulaires caractéristiques de I'ordre azimutal v = 3 et les trois lobes radiaux
associés au numéro p = 3 du mode FH,,,.

Mode fondamental C3/4 de la FOM ARROW (j, et anti-croisement .

Les calculs numériques sont effectués a ’aide de la MM et de la MD. En ce qui concerne la
FOM modélisée par la MD, il s’agit du méme type de géométrie que la FOM classique Cg, & une
couche d’inclusions circulaires, étudiée & la section 7.1.2, mais le contraste d’indice est inversé. Les
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F1a. 7.39 — Anti-croisement du mode fondamental C3/4-a de la FOM ARROW avec le mode & pertes
E Hss de la fibre conventionnelle
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Fi1G. 7.40 — Cartes de |P,| calculées par la MM pour les points A & E de la figure 7.39(a)
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F1a. 7.41 — Cartes de champs du mode fondamental C3/4 calculées par la MD a A = 0.86685 um (voir
la figure 7.39(a))
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Paramétres géométriques Valeurs Paramétres numériques Valeurs
Nr [ N 102,114,138
d 3.315 um Te 10%
A 5.64 um Ly et Lo 15
90 0° L3 7
Paramétres des milieux P, P> et P3 10
Neyl 1.8 Paramétres de
Nmat 1.44 la recherche de n.ss
Autres parameétres Ay 6
A 0.865 a 0.8685 pum Ap 9

La zone modulée est plus épaisse, ce qui explique les nombres de couches S plus élevés (L, =
Ly = 15 au lieu de 10 et Lz = 7 au lieu de 5). Nous nous intéressons au mode fondamental C3/4
de cette FOM de type ARROW.
La figure 7.39(a) montre ’évolution en fonction de A de Re (n.sy) du mode "fondamental" localisé
dans le coeur, calculé avec la MM et la MD pour N = 102, 114 et 138. Pour l'instant, concentrons-
nous seulement sur la courbe associée & la MM. La droite associée a I'indice effectif du mode E Hss
(voir figure 7.38(a)) est également représentée. Il apparait un anti-croisement entre la courbe de
dispersion du mode fondamental C3/4 de FOM et celle du mode & pertes EHss calculée pour
une inclusion cylindrique circulaire. En fait, on voit que l'anti-croisement se situe dans la région
ot les courbes du mode C3/4 sont proches de celles du mode EHss. Pour le mode fondamental
(C3/4, elles se scindent en deux branches. Au niveau de I’anti-croisement, on se rend compte que la
branche de gauche tend asymptotiquement vers la courbe du mode F Hss par valeur inférieure en
indice effectif, alors que la branche de droite tend asymptotiquement vers cette méme courbe par
valeur supérieure. Quant & Sm (ness) en fonction de A illustrée par la figure 7.39(b), on constate
que les courbes du mode fondamental se scindent également en deux branches. Dans les deux cas,
les pertes diminuent rapidement au niveau de l’anti-croisement pour tendre asymptotiquement
vers celles associées au mode F Hssz. Afin d’interpréter cet effet, on introduit cinq points le long de
la branche de gauche, a différentes longueurs d’onde :

| Points | A (um) |

A 0.8654
B 0.8666
C 0.8668
D 0.8669
E 0.8672

Les figures 7.40(a) & 7.40(e) représentent les cartes de |P,| calculées par la MM pour ces cing
points. Du point A au point E, on observe que I'intensité du champ du mode fondamental loca-
lisé dans le coeur diminue progressivement, alors qu’on voit apparaitre un champ identique dans
toutes les inclusions cylindriques. On remarque que la carte de | P,| du mode E Hsg calculée précé-
demment & A = 0.86685 um (voir figure 7.38(d)) s’identifie trés précisément aux champs observés
dans chacune des inclusions. Lors de I'anti-croisement, il se produit ce que nous appellerons une
"transition de délocalisation" du mode fondamental du coeur de la FOM vers les inclusions.

Concernant les résultats de la MD pour N = 102, 114 et 138, il apparait effectivement sur les
figures 7.39(a) et 7.39(b) 'anti-croisement des modes, mais les branches ne convergent pas asymp-
totiquement vers la courbe de dispersion du mode EHss. Pour une valeur de N fixée, elles tendent
vers une droite fictive dépendante de la précision des résultats. Malgré des ordres de troncature
N élevés (supérieurs & 100), cette imprécision se justifie par le contraste d’indice élevé entre les
inclusions et la matrice, ainsi que par la sélectivité en longueur d’onde du phénomeéne (finesse de
lintervalle d’étude : 3.5 10~ pm). Néanmoins, lorsque N augmente, les courbes convergent vers
celles calculées par la MM, ce qui confirme et valide la description précédente de ’anti-croisement.
A N =102 et A = 0.86685 um, les cartes de champs calculées avec la MD (voir figures 7.41(a)
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0

Fia. 7.42 — Représentation d’une inclusion a gradient d’indice (de profil n(r)) dans le repére global
(Ozyz) et le repére local (O'z'y’2")

a 7.41(c)) révelent les symétries des modes FHss dans les inclusions (voir les figures 7.38(b) a
7.38(d)).

Nous limitons cette étude a cet anti-croisement de modes et nous ne nous attarderons pas sur les
résultats qui concernent celui également observé du mode C3/4 de la FOM de type ARROW avec
le mode associé & HEs3 (le second mode du groupe LPy3) vers A = 0.855 um (voir Darticle [88]).
La transition de délocalisation des modes de coeur vers les inclusions semble étre conditionnée par
de nombreux parameétres. Dans article [88], I'influence du pitch (A) a été étudiée, ainsi que celle du
contraste d’indice. Nous avons constaté que I’anti-croisement du mode fondamental C3/4 avec des modes
de polarisation H F est beaucoup plus sélectif en longueur d’onde qu’avec des modes de polarisation EH.
Cette étude reste en cours d’investigation. Il semblerait que les symétries des modes interviennent dans
cette sélectivité des anti-croisements.

7.4.3 Etude d’une FOM a gradient d’indice

Problématique .
Nous avons cherché a vérifier expérimentalement I’existence de la transition de délocalisation d’un
mode de coeur vers les inclusions par anti-croisement et plus généralement & mieux comprendre les
mécanismes sous-jacents & la propagation des modes de coeur dans les FOMs de type ARROW.
Dans ce but, nous collaborons avec 1’équipe du PhLAM (IRCICA) de 1'Université de Lille T qui
fabrique et caractérise ce type de fibres. Leur fibre optique qui nous intéresse posséde une matrice
constituée de silice pure et des inclusions de silice dopées au germanium [90]. Le procédé de
fabrication induit un gradient radial parabolique des indices de réfraction des inclusions. En notant
Nmat 'indice de la matrice, d le diamétre d’une inclusion, 7,4, son indice maximal (au centre du
cylindre), I’équation du profil d’indice dans le repére local (O'a’y’2") de linclusion (voir figure
7.42) s’écrit :

N Mmaw — 22 i < 4 -
n(r') = .4y (7.7)
Tnat S1T° > 3
ou A est le paramétre de décroissance de 'indice : en 7’ = %, on a n(r') = Nmaes — A. Dans notre

étude, nous nous limitons & un profil d’indice continu & la surface de I'inclusion, soit A = nya: —
Nmat- Nous étudions la FOM de type ARROW fabriquée au PhLAM (IRCICA) qui comprend sept
couches d’inclusions de diamétre d = 6.24 um, de pitch A = 9.136 um (méme rapport % que dans
la FOM utilisée dans P’article [90]), nmar = 1.444 et Nypa, = 1.474. Etant donnée la faible valeur
de A =3 1072, I'approximation du faible guidage est valable. Pour cette FOM de type ARROW,
la mesure du spectre en transmission (puissance de sortie notée P,,; en fonction de A) sur des
sections transverses limitées au coeur a été gracieusement effectuée par I’équipe de 'TRCICA (voir
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Fi1G. 7.43 — Puissance de sortie expérimentale du coeur de la FOM & inclusions inhomogénes. Spectre
gracieusement fourni par G. Bouwmans de 'TRCICA (Université de Lille T)). On voit apparaitre 5 bandes
de transmission (La derniére est centrée sur 1400 nm environ)

figure 7.43). On voit apparaitre les bandes de transmission caractéristiques de ce genre de fibre. Les
valeurs maximales de la puissance correspondent & la propagation dans la fibre d’un mode localisé
dans le coeur (le mode fondamental). Les bords des bandes sont attribués approximativement aux
coupures des modes des inclusions qui figurent sur ’axe supérieur du graphique (nous verrons plus
loin comment les déterminer). Si nous observons attentivement le bord des bandes de transmission
(proches des longueurs d’onde de coupure), on se rend compte qu’apparaissent certains accidents
sur la courbe, voire méme des pics d’atténuation de la puissance de sortie sur de fines plages de
longueurs d’ondes (ceci est aussi visible sur la figure 2.a de l’article [90], un zoom est effectué
a la figure 7.53 de ce manuscript). En particulier pour la bande de transmission comprise entre
A = 500 nm et 600 nm, on voit une sorte de petite bosse sur le flanc droit d’'une des bandes
de transmission. Nous avons soupconné que son origine était due & un éventuel anti-croisement
de modes. Pour le vérifier, nous avons tenté de modéliser cette FOM. Malheureusement, la MM
disponible au laboratoire ne peut pas considérer une telle fibre car elle est actuellement limitée &
des matériaux homogénes. Dans le cas de la méthode différentielle, ce systéme opto-géométrique
reste tout-a-fait abordable ; il constitue un nouveau systéme opto-géométrique a étudier. Dans un
premier temps, nous allons voir comment nous avons implémenté un cylindre & gradient d’indice
centré sur 'origine. Pour la FOM considérée, nous établirons les propriétés de dispersion des modes
dont la coupure se situe & proximité de A = 600 nm. Ensuite nous décrirons I’implémentation par la
méthode différentielle d'une FOM ARROW dont les inclusions circulaires sont a gradient d’indice.
Nous comparerons enfin ces premiers résultats obtenus & la courbe de transmission expérimentale.

Modes EHs; et HE5; d’une inclusion de la FOM ARROW .

Nous modélisons une fibre optique a gradient d’indice centrée sur 'origine par une succession
concentrique de couches homogénes et isotropes (voir la section 3.2.3 ou le calcul de la matrice de
transmission d’une couche est semi-analytique). Le profil parabolique de 'indice d’équation donnée
par (7.7) est alors discrétisé (comme indiqué sur la figure 7.44). Afin d’éviter des écarts d’indice
trop importants entre deux couches successives, la discrétisation par pas constant est effectuée
sur l’axe des ordonnées correspondant aux indices n(r’). On subdivise le segment [Nyat, Nmaz] €0
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L + 1 sous-segments identiques, numérotés dans 'ordre croissant de 1,45 & Nypee- On obtient un
ensemble discret de valeurs d’indice n} avec s € [1, L] (voir figure 7.44) :

A

nls = Nmaz —
pour lesquelles on déduit les L rayons correspondants r’, par la fonction réciproque de la restriction
de la fonction (7.7) pour v’ < £ :

Nmaz — N
avec R = g. On définit ainsi L + 1 couches homogénes isotropes. La région de I’espace comprise
entre r = 0 et r = r| correspond au milieu (int). On remarque que r; diminue d’autant plus que
L augmente. Pour les autres couches s € [1, L], 'indice est choisi comme la valeur moyenne du
profil d’indice entre 1} et 7, :
3 3
A Ty =

= s+l s 7.10
3R? 1l T ( )

Ns = Nmaz —

Nous utilisons ’algorithme S en considérant chaque couche homogéne comme une couche S, ce
qui justifie la notation employée (indice "s"). Il est important de distinguer cette discrétisation du
cylindre circulaire inhomogéne en L couches homogénes avec celle utilisée pour les réseaux par la
"staircase approximation" [57] et contestée dans larticle [59]. En effet, la surface d’un réseau, et
particuliérement ses vecteurs normaux et tangentiels, doivent étre considérés dans chaque couche
définies dans la "staircase approximation". Dans notre cas, il n’y a pas de surface de diffraction,
mais seulement des surfaces fictives crées aux interfaces des couches homogénes. Autrement dit,
la discrétisation concerne le profil d’indice et non une surface de diffraction.

On rappelle les paramétres opto-géométriques de la fibre modélisée : R, Npmae, Mmatr €6 A (égal
A& Nynaz — Mmat dans le cas présent). Les paramétres du cylindre circulaire a gradient d’indice
parabolique sont :

Paramétres géométriques | Valeurs Autres parametres Valeurs
R (: i) 3.12 um N Ly
2 7. . ‘u L 20
Paramétres des milieux 1 \ 0.57 4 0.7 um
Nmaz 1.47 Paramétres de la recherche de neysy
Nmat 1.444 A 5
A (= Nomaz — Tmat) 3102 Aﬁ 5

On applique la formule (6.40) établie pour les fibres optiques & saut d’indice, en remplacant 7.,
par la valeur moyenne du profil parabolique de la fibre 7,4, — % = 1.464. On trouve I’écart d’indice
suivant A;,q ~ 1.36%. Cette valeur étant voisine de 1%, nous pourrons tolérer ’approximation
de faible guidage. Nous cherchons les modes d’une telle fibre optique dont les longueurs d’onde de
coupure sont proches de \. = 0.6 um. L’article [114] donne les fréquences normalisées de coupure
des premiers modes LP (approximation de faible guidage) pour une fibre & gradient d’indice
parabolique de rayon infini (approximation d’un profil parabolique parfait). Les longueurs d’onde
de coupure placées sur ’axe supérieur des abscisses de la figure 7.43 ont été déterminées & partir
des résultats donnés dans cet article. Le mode LP;; demeure celui qui posséde la valeur de A,
la plus proche de A = 0.6 um (du bord droit de la bande de transmission expérimentale entre
A= 0.5 um et 0.6 um). Il regroupe les modes FH3s; et HE5; et sa longueur d’onde de coupure
vaut A\, = 0.5856 um. La figure 7.45(a) montre les parties réelles et imaginaires de I'indice effectif,
obtenues par notre programme numérique, des modes FH3; et HE5; pour A variant de 0.57 um
a 0.7 wm. A une longueur d’onde fixée, on constate que les indices effectifs des modes FHgs; et
H FE5; sont légérement différents. En effet, le programme effectue un calcul rigoureux qui ne tient
pas compte de Papproximation de faible guidage. Toutefois les courbes associées aux modes F Hg;
et HE5y restent proches I'une de 'autre. Elles confirment la valeur de A. trouvée précédemment
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Fi1G. 7.44 — Discrétisation du profil d’indice parabolique d’un cylindre circulaire & gradient d’indice
centré sur l'origine
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grace a Darticle [114]. Les figures 7.45(b) a 7.45(d) représentent les cartes de champs du mode
EH3y pour A = 0.599 pm et les figures 7.46(a) & 7.46(c) les cartes de champs du mode H E5; pour
la méme longueur d’onde. On vérifie que les champs respectent exactement les symétries de ces
modes.

Mode fondamental C3/4 de la FOM ARROW (%, et anti-croisement .
Nous modélisons une FOM Cg, de type ARROW & une couche d’inclusions circulaires a gradient
d’indice. Elle posséde le méme type de géométrie que les FOMs précédemment étudiées a inclusions
homogeénes (voir section 7.1.2). Etant donné que le profil d’indice des inclusions est continu a
leur interface (en ' = g), la description des coefficients de Fourier des champs ne requiert plus
I'utilisation de la méthode FFF. Il suffit de prendre les équations relatives a la méthode différentielle
classique (3.16). Dans le cas contraire (discontinuité du profil d’indice aux surfaces des inclusions),
la méthode FFF améne a prendre la matrice (). donnée par (3.15). Les matrices de Toeplitz
[NZ2], [NZ] et [N, Ng] restent alors identiques & celles définies pour des cylindres homogénes (voir
section 7.1.2). Nous allons décrire comment calculer les éléments de la matrice de Toeplitz [e],
c’est-a-dire les coefficients de Fourier de la fonction ¢(r, §) dans la zone modulée. Tout d’abord, on
procéde au changement de variable du systéme de coordonnées (1, 6’, z’) (repére local) au systéme
de coordonnées (r, 6, z) (repére global) dans la fonction n(r’) donnée par la relation (7.7). Sur la

sous-période T' = 2X, la fonction n(r,§) s’écrit :
T

Ay (r) + Aa(r) cos (6 — 6p) si 6 e |6y — 5(7‘)7 0o + 5(7‘)} (7.11)

n(r,0) = ~
Tt Si 0 € [90 — I 0 - e(r)} U 60+ 0(r), 00 + =

avec

4A ArA
A1 (r) = nmaa — il (r* +A%) et As(r) = 8d_2r (7.12)

et 7 € [Rmin, Rmaz]. On rappelle que 6(r) est donné par la relation (3.112) (dans laquelle Ry est
remplacé par A). Ensuite, on en déduit Pexpression de la fonction permittivité e(r,6) qui est le
carré de la fonction n(r, @) :

o By (r) + Ba(r) cos (6 — 0) + Bs(r) cos® (6 — 6p) si 0 € [00 —0(r),00 +0(r) 13
e(r,0) = n2. sife [90 —Z0— é(r)} U [90 +0(r), 0o + %] (7.13)

avec

Bi(r) = A7, Ba(r) = 2A1.As et By(r) = A3 (7.14)

Par rapport & une inclusion homogéne, il suffit de constater que le profil d’indice parabolique induit
le calcul supplémentaire de coefficients de Fourier d’une fonction en cosinus et de son carré. Bien
que le calcul des coefficients de Fourier de €(r, ) reste analytique, nous ne les expliciterons pas
étant donnée la complexité de leur expression.

Les paramétres de la FOM (g, & une couche d’inclusions circulaires & gradient d’indice sont
regroupés dans le tableau suivant :

Paramétres géométriques Valeurs
Nr 6 Paramétres numériques Valeurs
d 6.24 um N 60
A 9.136 um Te 10%
0o 0° Ly et Lo 20
Paramétres des milieux L3 10
Nmax 1.474 Pl, P> et Ps 10
Nmat 1.444 Parameétres de la recherche de n.yy
A (= Nmaz — Nmat) 3.102 As 6
Autres paramétres Ap 9
A 0.52 a 0.64 um
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Fia. 7.46 — Etude du mode H Es5; de la fibre conventionnelle pour A = 0.599 um
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Axey

Fic. 7.47 — Profil d’indice de la FOM de type ARROW dans le plan de section principal

La figure 7.47 est une représentation en trois dimensions du profil d’indice de la FOM dans
le plan de section principale, "vu" par le programme numérique (reconstruction de e(r, ) par
son développement de Fourier tronqué & N = 60, et selon la discrétisation de l'intégration par
lalgorithme S). En calculant I'indice effectif du mode fondamental C3/4 de la FOM pour X variant
de 0.52 ym & 0.64 pwm, nous avons observé, d’aprés les résultats numériques, un anti-croisement
localisé vers A = 0.595 um. Il apparait sur les figures 7.48 et 7.49 qui représentent respectivement
les parties réelles et imaginaires des modes C3/4, EHs; et HE5; en fonction de A. On se rend
compte que 'approximation de faible guidage n’est plus adapté pour décrire les modes avec une
précision suffisante par rapport a la sélectivité en longueur d’onde de ’anti-croisement : les courbes
associées aux deux modes F Hs; et H E51 sont complétement décalées I'une de 'autre. Sur la figure
7.48, on remarque également la bonne précision obtenue pour les courbes du mode fondamental
(C3/4 par comparaison a la courbe du mode EHs; (meilleure que celles obtenues pour une FOM
a inclusions homogeénes, voir figure 7.39(a)). En effet, cette derniére est quasiment l’asymptote
des branches de gauche et de droite. Cette observation s’explique par la faible différence d’indice
entre Nyqz €t Mg et la continuité du profil d’indice sur la surface des inclusions. On voit sur les
deux figures que I’anti-croisement du mode fondamental C3/4 a lieu pour le mode EHs;, mais
reste difficile & obtenir pour le mode H Fs5; (anti-croisement sur un intervalle trop fin en longueur
d’onde). Ceci est conforme & I'observation que nous avions faite pour la FOM de type ARROW
a inclusions homogénes étudiée dans la section précédente. On introduit trois points le long de la
branche de gauche, & différentes longueurs d’onde :

| Points | X (um) |

A 0.55
B 0.5926
C 0.598

Pour chacun de ces points, les figures 7.50(a) & 7.52(c) montrent les cartes de champs du mode
fondamental. Celles relatives au point A (figures 7.50(a) & 7.50(c) pour A = 0.55 pum) révélent le
champ caractéristique du mode fondamental localisé dans le coeur. Cependant, les cartes de |E, |
et |H,| font apparaitre dans chaque inclusion un champ associé & un mode d’ordre azimutal v = 1.
Ceci a également été observé sur des images photographiques (profil d’intensité) prises sur la FOM
expérimentale & des longueurs d’onde inférieures & 0.6 pm (photographies non illustrées). Pour
le point B, les cartes de champs (figures 7.51(a) & 7.51(c)) correspondent & la longueur d’onde
(A = 0.5926 pm) de lanti-croisement avec le mode associé & HEs;. On retrouve effectivement
le champ caractéristique du mode HFs5; (voir figures 7.46(a) & 7.46(b)) dans chaque cylindre.
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On remarque qu’une partie du champ est toujours localisée dans le coeur (début de la transition
de délocalisation). Pour le point C, les cartes de champs 7.52(a) a 7.52(c) correspondent & une
longueur d’onde qui se situe aprés I’anti-croisement avec le mode associé & EHs;. On vérifie que le
champ du coeur s’est bien délocalisé dans les inclusions a l'intérieur desquelles apparait le champ
caractéristique du mode EHjz; (voir figures 7.45(b) & 7.45(d)). La carte de |P,| révéle néanmoins
une symeétrie différente.

Nous allons confronter ces résultats numériques aux résultats expérimentaux. La figure 7.53 repré-
sente a la fois le spectre en transmission expérimental de la figure 7.43 (sur la bande de transmission
entre A\ = 0.5 um et 0.6 um) et la partie réelle de l'indice effectif calculé par la MD des modes
C3/4, HE5; et EHs; en fonction de la longueur d’onde. De méme, on compare dans la figure 7.54
le spectre en transmission expérimental et la partie imaginaire de 'indice effectif de ces mémes
modes. Il semblerait que les anti-croisements coincident avec la décroissance de la bande de trans-
mission et non a la petite irrégularité observée & A = 0.599 pum. Ces résultats encourageants
doivent tout de méme étre considérés avec prudence car la dispersion matérielle n’est pas prise en
compte dans le calcul numérique et le nombre de couches d’inclusions de la fibre modélisée (une
seule) n’est pas celui de la fibre expérimentale (sept couches). Cette étude reste a ce jour en cours
d’analyse.

Discussion .

On peut s’interroger quant & lexistence d’une FOM de type ARROW & inclusions homogénes
(comme étudiée dans la section 7.4.2) qui serait équivalente & la FOM de type ARROW & inclusions
inhomogeénes considérée dans cette derniére étude. Ceci permettrait de pouvoir effectuer I’étude
des anti-croisements a 'aide de méthodes différentes (en particulier la MM) que la MD. Pour
cela, on prend un indice des inclusions homogénes égal a la moyenne du profil parabolique de
I'indice des inclusions inhomogénes. Dans le cas présent d’un profil tel que npqe, = 1.474 et
Nmat = 1.444 (A = 3. 1072), cet indice vaut n.,; = 1.464. Cependant, les prédictions (en premiére
approximation) des anti-croisements et des bandes de transmissions avec les coupures des inclusions
isolés (fibres conventionnelles) différent entre ces deux types de FOMs. En effet, la figure 7.55
compare les longueurs d’onde de coupure des modes LP (approximation de faible guidage) de la
fibre conventionnelle & gradient d’indice étudiée précédemment (telle que npae = 1.474, Nt =
1.444 et A = 3. 1072, voir la figure 7.43) a celles de la fibre conventionnelle & saut d’indice
équivalente (telle que nyqe = 1.464 €t nypnqr = 1.444). Toutes ces valeurs de longueurs d’ondes sont
déterminées par la théorie et non par le calcul numérique. On constate que ’'ordre des longueurs
d’ondes de coupures associées a la fibre a saut d’indice est différent de celui des longueurs d’ondes
de coupures associées a la fibre a gradient d’indice. Dans le cas de la fibre & saut d’indice, il
apparait des modes LP supplémentaires. On remarque surtout que les écarts importants des
valeurs obtenues d’une fibre & I'autre ne permettent pas de prévoir des bandes de transmission
sur les mémes plages de longueur d’onde. Par conséquent, on ne peut envisager une FOM de
type ARROW 4 inclusions homogénes équivalente a celle & inclusions inhomogeénes, afin d’étudier
les anti-croisements sur les bords des bandes de transmission. Pour ce cas particulier de FOM a
inclusions inhomogénes, on se rend compte de I'intérét de la MD.

On peut également se demander également quel est I'intérét d’étudier des FOMs de type ARROW
a inclusions inhomogénes par rapport a des FOMs de type ARROW 4 inclusions homogénes. Une
partie de la réponse est illustrée dans la figure 7.55. Les bandes de transmission possédent des
bords plus marqué pour des inclusions & gradient d’indice que pour des inclusions a saut d’indice.
Pour la plage de longueur de coupure considérée (entre 0.4 um et 2 um), les écarts des longueurs de
coupures de la fibre inhomogéne associées aux bords des bandes de transmission sont effectivement
plus importants. De plus, il y a moins de longueur d’onde de coupure de mode LP (il n’y a pas
celles des modes L P71, LPsy et LPs3). Par conséquent, les bandes de transmission sont plus larges
pour une FOM de type ARROW a inclusions inhomogénes. Ensuite, le choix du profil du gradient
d’indice offre un nouveau de degré de liberté. On peut envisager des profils paraboliques, gaussiens,
multicouches,...

Par ailleurs, il est utile de préciser que la détermination des phenoménes d’anti-croisement ou des
bords des bandes de transmission pour une FOM de type ARROW par I'analyse des propriétés
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FiG. 7.51 — Cartes de champs calculées par la MD pour les points B de la figure 7.48 & A = 0.5926 um
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Fi1G. 7.52 — Cartes de champs calculées par la MD pour les points C de la figure 7.48 & A = 0.598 um
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Fi1g. 7.55 — Comparaison des longueurs d’onde de coupure (avec l’approximation du faible guidage)
entre la fibre conventionnelle & gradient d’indice considérée et la fibre conventionnelle & saut d’indice
équivalente. Les intervalles de longueur d’onde associés aux bandes de transmission de la figure 7.43 de
la FOM de type ARROW & inclusions inhomogénes sont également représentés
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d’une inclusion isolée, c’est-a-dire d’une fibre conventionnele, n’est pas la seule envisageable. Il peut
exister des interactions avec des modes de couplages entre plusieurs inclusions. Nos trés récents
travaux, en cours d’analyse, semblent justifier cette hypothése.

CONCLUSION DU CHAPITRE Ce chapitre conclut 'implémentation de la méthode différen-
tielle pour I'étude des fibres optiques microstructurées. De nombreux tests sur des FOMs Cg, & in-
clusions homogenes de section circulaire ont permis de valider cette méthode par comparaison avec la
Méthode Multipolaire, largement répandue pour I’étude de ce genre de FOM. Les précisions obtenues
sont amplement satisfaisantes tant sur les parties réelles des indices effectifs que sur les parties imagi-
naires. Ensuite, nous avons établi 'influence des paramétres géométriques sur des FOMs de géométrie
spécifique & la méthode différentielle (inclusions de section sectorielle et FOMs de type "grapefruit").
Enfin, 'exposé s’achéve par la mise en évidence d’'un phénoméne de transition de délocalisation dans les
inclusions du mode fondamental d’'une FOM de type ARROW. Les comparaisons observations expéri-
mentales/simulations numeériques sont encourageantes méme si elles restent partielles. Ces comparaisons
devraient se poursuivre et s’étendre car la Méthode Différentielle est particuliérement bien adaptée a
ces FOMs a gradient d’indice.
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Chapitre 8

Conclusion générale

8.1 Résumé des principaux résultats obtenus

Les articles cités dans cette conclusion font référence a des publications réalisées dans le cadre de la
thése. Les trois points suivants ont été abordés dans cette thése :

Application de la méthode FFF et de I’algorithme S dans la méthode différentielle :

La premiére tache consistait & établir en coordonnées cylindriques le formalisme théorique de la
méthode différentielle pour des objets cylindriques. Dans le deuxiéme chapitre, la théorie a été
écrite pour le cas général d’un cylindre de section droite arbitraire et présentant une périodicité
selon son axe, rempli d’'un matériau inhomogéne, anisotrope et de conductivité finie. L’applica-
tion de la méthode de la factorisation de Fourier rapide (FFF) conduit & un nouveau systéme
différentiel, différent de celui initialement obtenu par la méthode différentielle classique. Dans la
premiére moitié du troisiéme chapitre, nous expliquons comment intégrer ce systéme différentiel
dans le cas d’un cylindre de profil arbitraire invariant selon I’axe du cylindre, dont le matériau est
homogeéne, isotrope et de conductivité finie. Nous avons présenté cette intégration au moyen des
deux algorithmes : celui de propagation de la matrice T et celui de la matrice S. Cette derniére re-
présente une matrice de diffraction pour laquelle les contaminations numériques (lors du processus
le probléme de la diffraction conique d’une onde plane par le systéme cylindrique considéreé.

La seconde moitié de ce chapitre a été consacrée a ’analyse des tests numériques de validation de
la théorie. Ces tests ont confirmé le besoin de prendre en compte la méthode FFF et ’algorithme
S dans l'implémentation de la méthode différentielle. Les résultats numériques ont été illustrés
pour un profil cylindrique circulaire. Nous avons comparé le cas d’un cylindre centré sur I'origine
(calcul semi-analytique sans intégration) a celui d’un cylindre excentré qui impose 'utilisation de
la méthode différentielle. Ces travaux ont fait 'objet de article [83].

Le quatriéme chapitre a abordé le cas particulier de la diffraction classique. Les équations ont été
réécrites en polarisation TE et TM. Nous nous sommes essentiellement intéressés a I’étude numé-
rique de la polarisation TM qui requiert I’emploi de la méthode FFF (ce qui n’est pas le cas pour
la polarisation TE). Nous avons obtenu des résultats trés satisfaisants pour les profils cylindriques
circulaire et elliptique. L’article [82] est dédié a la méthode différentielle écrite en polarisation TM.

Etude de I’anisotropie dans les structures cylindriques :

Dans le cinquiéme chapitre, nous avons présenté une nouvelle théorie qui traite de la diffraction
conique d’une onde plane par un cylindre circulaire homogéne et anisotrope centré sur ’origine. Son
principe est de décomposer les champs électromagnétiques en une base d’ondes planes solutions
de ’équation de propagation écrite pour un milieu anisotrope. Quelques résultats numériques de
validation ont été exposés. Ces travaux ont été publiés dans Darticle [84]. Ce chapitre s’achéve
par l'utilisation de cette nouvelle théorie dans les équations de la méthode différentielle afin de
concevoir 1’étude de la diffraction par des objets cylindriques anisotropes de profil arbitraire.
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Application de la méthode différentielle a I’étude des fibres optiques microstructurées :
Nous avons atteint ’objectif final des travaux de thése : appliquer la méthode différentielle a I’étude
des fibres optiques, en particulier des fibres optiques microstructurées (FOMs).

Nous avons décrit, dans le sixiéme chapitre, comment résoudre le probléme modal (recherche de
modes se propageant selon 1’axe du cylindre) & partir de la méthode différentielle. Plusieurs ap-
proches ont été énoncées. Nous avons implémenté celle qui exploite pleinement les avantages de
l’algorithme S. Ensuite, nous avons établi un formalisme qui permet de prendre en compte les
symétries (périodicités angulaires) de la section droite de la fibre optique étudiée et des modes
recherchés. Ces symétries apparaissent principalement dans les fibres optiques microstructurées.
Leur prise en compte permet une classification rigoureuse des modes, et une réduction importante
des temps de calcul. Ce chapitre s’est terminé par 1’étude numérique de quelques fibres optiques &
profil simple (sections circulaire, elliptique et rectangulaire). En particulier, la recherche de modes
dans une fibre conductrice & section circulaire a servi a I’étude de plasmons se propageant a la
surface d’une plaque métallique trouée [89].

Le dernier chapitre a été entiérement consacré a I’analyse des résultats numériques de la recherche
de modes dans les FOMs. La comparaison avec ceux obtenus avec la méthode multipolaire, large-
ment utilisée pour ’étude des FOMs, valide solidement la méthode différentielle pour des FOMs de
différentes symeétries (Cg, et Cs,), & une ou plusieurs couches d’inclusions circulaires. Nous avons
établi un des principaux intéréts de la méthode différentielle pour ’étude des fibres optiques micro-
structurées, & savoir le calcul avec de trés bonnes précisions sur les parties réelle et imaginaire des
indices effectifs associés aux modes & pertes. Ces précisions sont directement liés aux parameétres
de discrétisation intrinséques a la méthode, et ne nécessitent pas un ajustement empirique d’autres
paramétres (comme la zone des PML dans la méthode des éléments finis). De nouveaux profils
géomeétriques spécifiques & la méthode différentielle (FOMs a inclusions sectorielles et fibres de type
"grapefruit") ont été étudiés. Nos travaux a ce sujet sont présentés dans les articles [86, 85, 87].
Enfin, nous avons exposé nos récents résultats [88] sur la transition de délocalisation de modes de
coeur d’'une FOM de type ARROW dans les inclusions de haut indice par anti-croisement avec des
modes a pertes d’une inclusion isolée. Des comparaisons entre des mesures expérimentales (sur une
fibre de 'IRCICA de I’Université de Lille I) et des résultats numériques (obtenus par la méthode
différentielle & 'Institut Fresnel) ont donné des résultats trés encourageants concernant ce phéno-
méne sur une FOM de type ARROW 4 inclusions inhomoggénes. Le profil d’indice des inclusions &
gradient d’indice dans ces FOMs de type ARROW présente l'intérét d’ajouter un intéressant degré
de liberté pour I’étude de la propagation de la lumiére dans ces fibres optiques microstructurées
car les propriétés de ces fibres ARROW sont fortement liées a celles des inclusions individuelles
les constitutant.

8.2 Travaux en cours et perspectives

Plusieurs travaux sont en cours d’approfondissement. Tout d’abord, l'investigation du phénoméne
d’anti-croisement de modes n’est pas terminée. Nous commencons seulement & analyser des anti-croisements
qui se produisent pour d’autres modes de coeur (mode de classe C2, par exemple) avec d’autres modes
d’inclusions. On sait que les propriétés de guidage des inclusions de haut indice conditionnent celles de
la FOM de type ARROW, en particulier ses bandes de transmission. Quelques points restent & éclaircir,
parmi lesquels l'influence de la polarisation (HE ou EH, classe de symétrie) des modes de coeur et/ou
des inclusions. Ou encore, lorsque les modes des cylindres deviennent fortement & pertes ou lorsque les
diameétres des cylindres deviennent grands (rapport % élevé), comment interviennent précisément les
effets de couplage des modes entre les inclusions ? Nous avons commencé & aborder cette question dans
Particle [88] mais un grand nombre de questions se pose encore. Ensuite, nous allons trés prochainement
coupler la Méthode Multipolaire et la méthode différentielle afin d’exploiter les avantages de chacune
d’entre elles. Nous pourrons ainsi envisager des FOMs avec de nombreuses couches d’inclusions (Méthode
Multipolaire) de profil arbitraire et & milieux variés (méthode différentielle). En particulier, nous pour-
rons approfondir I’étude des FOMs de type ARROW dont les inclusions sont & gradient d’indice. Enfin,
nous pensons implémenter la généralisation de la méthode différentielle & des matériaux anisotropes,
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évoquée & la fin du cinquiéme chapitre.

Un des avantages de la méthode différentielle est de pouvoir considérer des objets & géométries et a
milieux variés. Dans les travaux de thése présentés, les calculs numériques ont été limités & des objets
cylindriques invariants selon leur axe, remplis de matériaux diélectriques linéraires, le plus souvent
homogeénes (sans oublier les FOMs de type ARROW 4 gradient d’indice) et isotropes. L’implémentation
numérique de la méthode différentielle peut étre étendue de deux maniéres : suivant la géométrie de
I’objet d’une part et les propriétés des matériaux d’autre part.

Autres formes géométriques :

La théorie différentielle énoncée au premier chapitre permet d’envisager une variation périodique
du cylindre selon son axe. Ceci revient & prendre en compte une périodicité (selon z) supplémen-
taire a celle déja utilisée (selon 6) et implique néanmoins une augmentation importante de la taille
des matrices dans la méthode différentielle. On pourrait considérer, par exemple, des FOMs torsa-
dées, ou encore un alignement d’objets de géométrie tridimensionnelle. A partir de ce formalisme
de la méthode différentielle en coordonnées cylindriques, nous pourrions également décrire la dif-
fraction d’un seul objet tridimensionnel par ’ajout de PML sur les parois du domaine d’intérét
périodique (selon l'axe z).

Dans tout le manuscrit, nous avons décrit des géométries dont on connait explicitement les ex-
pressions mathématiques des surfaces. La possibilité d’implémenter des profils quelconques par
un maillage de l'espace, par exemple, rendrait plus aisée ’étude de structures plus complexes.
De méme, on peut imaginer un calcul systématique des coefficients de Fourier quel que soit le
profil géométrique, soit de maniére numérique (par utilisation d’un algorithme de type "Fast Fou-
rier Transform"), soit de maniére analytique (description des grandeurs opto-géométrique par des
fonctions créneaux développées analytiquement en série de Fourier).

Autres propriétés des matériaux :
Il est inutile de citer & nouveau nos projets amorcés pour ’étude de ’anisotropie dans les cylindres
de profil arbitraire par la méthode différentielle. Cette derniére a été généralisée a I'optique non
linéaire dans le cas des objets décrits en coordonnées cartésiennes. Connaissant 'intérét porté aux
effets non linéaires dans les fibres optiques, nous pourrions naturellement envisager d’élaborer un
code numérique adapté en utilisant le formalisme présenté dans ce manuscrit (méthode différentielle
en coordonnées cylindriques).
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Annexe A

Relations entre les blocs des matrices S
et T
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A.1 Position du probléme et notations

Dans cette annexe, nous allons démontrer les relations (3.77) & (3.80) qui relient les blocs des matrices
S et T, de part et d’autre de la couche (s) avec s € [1, L]. Plus précisément, on cherche a exprimer les
blocs de la matrice S**1) de Iinterface (s + 1) (en r = 7., 1) en fonction de ceux de la matrice S(*)
de l'interface (s) (en r = r,) et de la matrice 7*) de la couche (s). Ecrivons tout d’abord les relations
nécessaires a ce calcul. Pour simplifier ’écriture, nous noterons :

AG) = [A(js)(rs)} et B = [B(js)(rs)}
puis
Alint) _ [A(int) (Rmm)} et Blnt) _ [B(int) (Rmm)}

D’apres les notations introduites dans I’équation (3.75), on déduit de I’expression (3.73) qui définit de
la matrice 7(*) de la couche (s) que :

AGHD 7 46) 4 ) g (A1)

Bs+1) _ Tz(f)A(s) + TQ(S)A(S) (A.2)

A partir de lexpression de définition (3.74) de la matrice S() écrite pour linterface en 7 = 7, on
obtient : .
B®) = S Blint) 1 g5 A6) (A.3)
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A('mt) — Séi)B(int) + Sé;)A(s) (A4)
De méme, on trouve pour l'interface en r = rq 41 :
Bl = g+ plint) | gls+D) 4(s+1) (A.5)
Alint) _ g(s+1) p(int) + GlstD) A(s+1) A6
21 22

A.2 Calculs intermédiaires

A.2.1 Calcul de B® en fonction de A® et Bl

En insérant 1’équation (A.3) dans la relation (A.2), on obtient directement :
Bls+1) — TQ(IS)A(s) + TQ(;) {SS)B(mt) + SS)A(‘S)}, d’ot :

B+ — [Tz(f) i TQ(S)SS)} A 4 TQ(S)SS)B(W) (A7)

L’équation (A.4) conduit a :
-1 ) . .
A — [5530} { Alint) _ g(2) B(mt)} (A.8)

En insérant cette derniére équation dans la relation (A 7), on en déduit que :
—1 . .
En introduisant I’équation (A.6), on trouve :
Bt = [1) + 1959 5] sy ae+

[ ) s8] s T - (1) + 1) s8] s s

A.2.2 Calcul de A™) en fonction de A®) et B0
En insérant 1’équation (A.8) dans la relation (A.1), on obtient directement :
A(s+1) — Tff) [Ség)} -t [A(int) _ Séi)B(mt)} I TI(QS)B(S)
=P [s§9] " a0 — 2 s3] s B0 + 7 B
On remplace B(*) par son expression (A.3) :
A6+ =18 [58)] gt [SZg;)}*l S8 B0 4 1) [515B00 4 55 40)]
=1 [s9] 4o+ {25 - 70 [s] s} e 4 7 s a0
En introduisant a nouveau I’équation (A.8), on trouve :
A1) — ) [Sm} Alint) 4 {T“) s -7 [s8)] Sm} B 7§ s [58)] ! [Atin0) — ) ptint)
= |1 + TS| At + TS B0 — [T + 1) 51| {S(ﬂ S5 plint)
En multipliant cette derniére expression par xS [Tl(f) + Tl(g)Sg)} 1, on obtient :
S§§ [ (s) | T1(§ S(S }*1 Als+1) — glint) _ Séi)B(""t) + S§§) [Tff) n TfS)SS)} -1 Tl(g)Sﬁ)B(mt)

Finalement, on en extrait ’expression de A"t :

A = ) [ 1) Sm} AGHD { S8 — 85 [T + 1) Sm} T sﬁ)} B (A.10)
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A.3 Calcul des blocs de la matrice S+
A.3.1 Le bloc S(s+1

Par identification, on trouve grace a (A.10) et (A.6) :

-1
S§2H) = Séz) [T1(1) + T1(2)5£2)} (A.11)

A.3.2 Le bloc S5

-1
Par identification, on trouve grace & (A.9) et (A.5) : ST = { TS + 1588 } {5’5;} Sl
L’équation (A.11) permet donc d’écrire :

3 3 S _1
s = [T + 78] [ + 75| (A1)

A.3.3 Le bloc S(s+1

—1
Par identification, on trouve grace a (A.10) et (A.6) : S(SH) st) S [ (=) 4 T1(2S S } TI(QS)SS)

L’équation (A.11) permet donc d’écrire :

A.3.4 Le bloc Si;™
Par identification, on trouve grace a (A.9), (A.5) et (A.13) :
S = (2 + 78] [s] 7 [s - sWTsW] - 10+ 7sY) [59] s + 78
= S = 1ist) - [+ 7] [s9)] sl sy
On déduit de I’équation (A.11) :
S =18 - [0+ 19sF)] (10 + Tips] TS

L’équation (A.12) permet donc d’écrire :

S =138 - ST s (A14)
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Annexe B

Détermination analytique des vecteurs
d’onde et amplitudes d’'une onde plane
dans un milieu anisotrope

Sommaire
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La détermination d’une onde plane se propageant dans un milieu anisotrope s’effectue par la réso-
lution du systéme homogene d’équation linéaire (5.8) de matrice H(k). Le vecteur d’onde associé est
alors solution de 'équation (5.11) qui se réduit sous la forme du polynéme d’ordre 4 (5.15) ou (5.17).
Son vecteur polarisation devient le vecteur propre associé & la valeur propre nulle du systéme (5.8). Afin
d’étre convaincu du caractére analytique de la détermination de cette onde plane, on expose dans cette
annexe le calcul complet des racines du polynéme d’ordre 4, puis le calcul du vecteur propre solution
de (5.8).

B.1 Racines d’un polynéme d’ordre 4

B.1.1 Cas général

Dans le cas général, les solutions de ’équation (5.11) sont les racines du polynéme d’ordre 4 (5.15).
Elles sont également les racines de ce polynéme normalisé par le coefficient hy et que 'on note :

P(X)=X*+aX?+bX*+cX +d (B.1)

Etant donnée la complexité des expressions des racines d’un tel polyndme, on les écrit en plusieurs
étapes. On définit dans un premier temps les termes intermédiaires suivants :

ay = b* — 3ac+12d (B.2)
az = 2b% — 9abe 4 27¢2 + 27a%d — 72bd (B.3)
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1
=\ 3
2 9 9% (ag + /a3 — 4(1{)
blz%—§+ = 4 ; (B.4)
3(a2+ agfélaii’)3 253
1
=\ 3
a1 2ta, (2 + VB —14a}) )
2= 5 T T - T :
2 3 1 1
3(a2+ agfélaii’)3 253
dab — a® —
b = %{)86 (B.G)
1
Les quatres racines notées X;, ¢ € [1,4] ont pour expression :
Xlzf% Vi = VB~ by Vbrb“ (B.7)
XQZ_E_\/E‘F\/bQ—b?) (B.8)
4 2
Vb + b:
Xy =— 4 ‘/_ 22 2 (B.9)
b1 + by + D
X4:—%+\/_1+22+ 3 (BlO)

B.1.2 Cas d’un polyn6éme bicarré

Dans le cas ot 79 = 0, les solutions de I’équation (5.11) deviennent les racines d’un polyndéme d’ordre
4 bicarré. Il prend la forme donnée par I’équation (5.17) pour le cas particulier 79 = 0 ou par ’équation
(5.72) pour le cas particulier d’un milieu uniaxe. Les solutions de ces équations sont également les racines
de ces polyndmes normalisés par le coefficient hy. On considére le cas du polynéme d’ordre 4 suivant :

P(X)=X*+aX?+b (B.11)

La résolution de I’équation P(X) = 0 appelée équation bicarrée demeure plus simple que le cas général
précédent. En posant Y = X2, on cherche alors les solutions bien connues du polynéme d’ordre 2
Y2+ aY +b =0 qui sont Y] = R Var—db of Y, = *‘”“’2 45 On en déduit alors que les quatre
solutions de ’équation bicarrée sont X1 VYL, Xo = \/}71, X3 =Y et Xy = —/Ys; soit :

—a—+va2—4
X, =y AV 4b (B.12)
2
—a—VaZ —4b
Xy =y V@ (B.13)
2
— 2_4
Xg = H+b (B.14)
_ 2 —4p
X, = —y 2 vaer— b (B.15)
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B.2 Vecteurs propres solutions de I’équation de propagation dans
un milieu anisotrope

B.2.1 Cas général

Nous cherchons ’expression du vecteur polarisation ffi, 1 € {1,2}, solution du probléme homogéne
d’équation (5.8). Nous considérons, pour commencer, le cas général ou v # 0. La matrice H (k) s’écrit
dans ce cas :

. X2 - (67')pp _(fr)pqﬁ _X27'i - (ET)pz
H(k) = —(€r)gp X272+ X% = (er)go —(€r)g= (B.16)
_XzTi - (Er)zp _(fr)zqﬁ X27'i2 - (Q‘)zz

En notant les composantes du vecteur polarisation recherché A; . = ffi.é'c avec ¢ € {p, ¢, z}, ’équation
(5.8) s’écrit :
X% = () pp] Aip = (€r)poAip — [XPTi 4 (€0)p2] Aiz =0
—(er)opAip + [X* (1+77) — (er)gs] Aig — (er)pzAiz =0 (B.17)
— [T 4 (6)zp] Aip — (€0)20Aip + [XPTE — (€7)22) Aiz =0

D’apres (5.11), on sait que la valeur de 7; est telle que le déterminant de ce systéme d’équations linéaires
est nul. Une de ses trois équations devient alors linéairement dépendante des deux autres. On choisit
de garder les deux premiéres équations & partir desquelles on exprime les composantes A; 4 et A; . en
fonction du paramétre A; ,. On obtient alors :

A; , = p, (constante arbitraire) (B.18)
det ( X (_ gev')pp X27i2(+ )(fr)pz )
€r —\€r)opz
Ay = : )¢P 27%+ ) M (B.19)
det( ) gp(ﬁ X" Ti r)pz >
X (L+77) = (er)po —(er)se
det < 9 (eg)paﬁ X+ (er)pp >
1 i ) s T
AL — X (L+77) = (er)so (€r)gp p (B.20)
, 2.
det ( ) (62)P¢ X°Ti + (Gr)pz )
X (1 + 7 ) — (€r)pg —(€r) g2

= 1), pour

obtenir le vecteur I'; selon (5.18). Ce vecteur n’existe que si le déterminant au dénominateur des relations
(B.19) et (B.20) est non nul; autrement dit, si 4; , # 0.

ou g est un paramétre dont la valeur est fixée lorsque le vecteur A; est normalisé (H/YZ

B.2.2 Cas oit 4,6, =0 (i € {1,2})

Si A;,, = 0 alors deux des trois équations du systéme (B.17) deviennent linéairement dépendantes.
On choisit de garder la seconde et la troisiéme d’entre elles :

2(1477) = (er)gg] Aig — (er)g=Aiz =0
{ [X((er)z(j;/gi,d) + [)?g]f —qzer)zz] jli’z =0 (B.21)

Or la valeur de 7, solution de ’équation (5.11), annule nécessairement le déterminant de ce systéme.
Ainsi, on trouve en utilisant la seconde équation du systéme (B.21) :

Aip,=0 (B.22)

A; ¢ = p, (constante arbitraire) (B.23)
€z¢

A, =—122 B.24

R (B.24)

Si x*7? — €., =0alors A; 4 =0 et A; . # 0, soit :

—
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Annexe C

Rappel sur le coefficient de dispersion
chromatique

Le but de cet annexe est de rappeler briévement l'origine et le sens de la dispersion chromatique, dont
Pexpression est donnée par (6.37). Nous considérons une composante "A" du champ associée & un mode
de la fibre (généralement le mode fondamental). On ne s’intéresse pas ici & la dépendance transverse du
champ A(r,6) (voir la relation (6.1)), mais uniquement a sa dépendance spatio-temporelle selon 'axe
de propagation z, soit .A(z,t). On suppose que cette composante s’exprime comme une impulsion de la
forme :

Az, 1) = Re {a(z, t)e“kowoﬂ} (C.1)

o a(z,t) est son enveloppe et eikoz=wot) Ponde-porteuse de nombre d’onde ko et de pulsation wy.
Par transformation de Fourier spatio-temporelle, 'onde enveloppe de cette impulsion se décompose
sur une base continue d’ondes données par (6.1). Chacune des ces ondes est donc une solution, & une
longueur d’onde donnée, du probléme modal tel qu’il est résolu par la méthode différentielle (n.sr(N)).
En supposant que le spectre temporel de I’'onde-enveloppe soit étroit, on détermine le développement
de Taylor (a 'ordre 2) de sa relation de dispersion S(w), au voisinage de la pulsation wy :

U

B) ~ B — o) + - (w — o) (©2)

ou 3 = (g_“’)wo et B = (%)wo. Ce dernier est appelé le coefficient de dispersion chromatique de la

2mc

vitesse de groupe (DVG). La fonction §(w) est déduite de n.sr()\) d’aprés (6.2), sachant que w = =%
En ne prenant en compte que le phénoméne de dispersion (on néglige les effets non linéaires), on montre
que 'onde enveloppe, aprés une distance de propagation z, s’exprime selon :

1 +o0 i B’ z—QT =t—p
a(z,7)= %/ EL(O,Q)e( #0740 avee { dT: T}teni)é‘) (€

— 00

T Fiemyp signifie "transformée de Fourier temporelle". Cette relation montre que I’'on connait 1’évolution
spatio-temporelle de I'onde enveloppe par la donnée de son champ en z =0 : a(0,t). Prenons ’exemple
classique d’une impulsion dont l'intensité I(0,¢) = a(0,t)a*(0,t) est initialement gaussienne :

42
I(O, t) = Ioe_%

ol Jp est la largeur de la fonction gaussienne. Par application de la relation (C.3), on trouve I’expression
de l'intensité de I’onde enveloppe en z (I(z,t) = a(z,t)a*(z,1)) :

1 2
_@=p'=)? 6(z) = doy /1 + (ﬂéj)
I(z,t) =i(z)e =72 avec >
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On constate qu’il s’agit toujours d’une onde de type gaussienne. Sa largeur §(z) croit avec z, c’est-a-
dire que l'onde enveloppe s’étale temporellement au cours de la propagation de l'onde selon z : c’est
le phénoméne de dispersion. L’expression de §(z) révéle que ce phénomeéne est directement relié a la
grandeur 3" (alors que §’ n’intervient pas).

En dérivant deux fois la relation de dispersion 3(w) = “n.ss(w) par rapport a w, on trouve que

d’n L qs . .. L e, . .
B (w) =~ 2L=—=fL (en négligeant de maniére empirique les dérivées du premier ordre). Ensuite, on

¢ dw?
effectue le changement de variable de w & A d’aprés w = %, ce qui permet d’aboutir a
A3 d%n
7 _ eff

On définit le coefficient de dispersion chromatique par D()\) = %—ﬁj\,, d’ott on déduit la relation entre D

et 3" :
2me

~Z8 ) (€5)

En remplacant 8”()\) par son expression selon A (C.4), on retrouve la relation (6.37). En vue d’établir
des communications & haut débit dans les fibres optiques par envoi successif d’implusions de courte
largeur temporelle, 'objectif est d’éviter ce phénoméne de dispersion. Ainsi, on cherche des modes avec
une dispersion chromatique D()\g) nulle. Mais cela ne suffit pas, puisqu’une impulsion posséde également
une largeur spatiale, se répartissant sur une plage de longueur d’onde. Il faudrait alors que D()\) s’annule
sur 'ensemble des valeurs de cet intervalle (centré sur A\g). A défaut, on cherche a réduire autant que
possible la pente de la droite D(\) au voisinage de Xg telle que D(Xg) = 0. Cette valeur de Ao (si elle
existe) demeure intrinséquement dépendante du mode considéré.

D(\) =
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Elaboration d’une méthode différentielle pour I’étude des fibres optiques microstructurées
Résumé :

Le travail de theése présenté dans ce mémoire décrit le développement d’une méthode numérique
¢laborée dans le but d’étudier la propagation de la lumiére dans des objets de géométrie cylindrique. Ce
document est divisé en deux parties.

La premicre partie introduit les équations de base de la derniére version de la méthode
différentielle (méthode de la « factorisation de Fourier rapide ») dans le systétme de coordonnées
cylindriques. Les tests numériques valident confortablement cette théorie aussi bien dans le cas de la
diffraction classique (TE et TM) que dans le cas de la diffraction conique. Parallelement a ces travaux,
une nouvelle méthode numérique est proposée, permettant de modéliser la diffraction de la lumiere par
un cylindre circulaire anisotrope. Elle a été implémentée et validée avec succes.

La seconde partie est essentiellement consacrée a la modélisation des fibres optiques
microstructurées afin d’étudier leurs propriétés de guidage des modes a pertes qui s’y propagent. Un
formalisme relatif a la méthode utilisée est écrit en tenant compte des propriétés de symétrie opto-
géométrique présentes dans ce genre de guide d’onde. Les résultats tres satisfaisants montrent en
particulier que la méthode différentielle appartient a la famille restreinte des méthodes numériques
pouvant déterminer avec précision a la fois la partie réelle et la partie imaginaire (pertes) de I’indice
effectif des modes recherchés.

La méthode différentielle présente 1’avantage de pouvoir considérer des sections arbitraires pour
les objets diffractants (les inclusions dans le cas des fibres optiques microstructurées). Cette méthode
permet aussi 1’étude d’objets constitués de matériaux inhomogenes et/ou anisotropes. En particulier,
nous nous sommes intéressés a une fibre optique microstructurée de type « Antiresonant Reflecting
Optical Waveguide » dont les inclusions circulaires posseédent un gradient d’indice parabolique. La
comparaison des résultats numériques avec des mesures expérimentales est trés encourageante.

Achievement of a differential method for the study of microstructured optical fibers
Abstract :

This PhD manuscript deals with the development of a numerical method in order to study the
propagation of the light by objects with cylindrical shape. This document is split into two parts.

The first part introduces basis equations of the last version of the differential method (“fast
Fourier factorization” method) written in cylindrical coordinates. Several tests successfully validate this
theory in the case of conical diffraction, then in the particular case of the classical diffraction (TM and
TE). In the same time, a new numerical method is proposed which permits to modelize the diffraction of
light by an anisotropic circular cylinder. This method has been implemented and successfully validated.

The second part is essentially devoted to the modelling of microstructured optical fibers in order
to study leaky modes which propagate in such optical devices. A formalism related to the used method is
written taking into account the opto-geometric symmetrical properties of this kind of waveguides. The
very satisfaying results particularly show that the differential method belongs to the group of numerical
method which can compute with accuracy both the real part and the imaginary part (losses) of the
effective index of studied modes.

The differential method presents the advantage to consider arbitrary cross section diffracting
devices (inclusions in the case of microstructured optical fibers). This method also permits to study
objets filled with inhomogeneous and/or anisotropic media. Our recent works particularly focus on
“AntiResonant Reflecting Optical Waveguide” microstructured optical fibers. Comparisons between
numerical results and experimental measurements are encouraging.



